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INTRODUCTION

Le sujet de ce travail est I'étude de la stabilité des états d’équilibre d’un systéme dynamique
simple en présence de contact unilatéral et de frottement de Coulomb. Sur Pensemble, on se
focalise sur un modéle simple de type masse-ressort, bien que certains des résultats puissent
atre étendus & R™. Concernant la modélisation du contact et du frottement, le parti est pris
de ne considérer que les lois strictement unilatérales, hors de toute régularisation.

On résume ci-aprés, chronologiquement, quelques étapes récentes de 'obtention de résultats
de stabilité.

En 1991 dans [7, 8], Chateau et Nguyen ont étudié la stabilité d'un milieu continu en présence
de contact et de frottement de Coulomb. Dans le cas ol le frottement n’était pas pris en
compte, ils utilisaient une version du théoréme de Lejeune-Dirvichlet pour obtenir un critere
de stabilité. Dans le cas avec frottement, ils ont établi une condition de non bifurcation et un
critére de stabilité avec un potentiel de dissipation pour la description du frottement sec et
en procédant de fagon similaire & ce qui avait été fait par R. Hill en plasticité. Ce critére de
Hill {11, 12] se voulait adapté aux systémes dissipatifs et énongait qu'une position d’équilibre
est stable si dans toute perturbation Vagent perturbateur doit fournir un travail positif. Le
résultat obtenu dans [8] a été trés utilisé dans plusieurs travaux ultérieurs.

Dans le cas discrétisé, des analyses de stabilité ont été effectuées en utilisant différents
types de linéarisation. Les graphes non régularisés de la loi de Coulomb et du contact uni-
latéral n'étant pas linéarisables, ces analyses ont du étre menées avec précaution. Dans [3, 15],
Barbarin et al ont caractérisé les éventuelles apparitions d’instabilités lors d’évolutions quasi-
statiques powr un probléme discrétisé en s’appuyant sur des critéres énergétiques issus de la
formulation proposée par Chateau et Nguyen. Dans [18, 31, 32, 33], Vola et al ont supposé
que la dynamique ne modifiait pas 'état de contact et de frottement. Ainsi I'analyse de
stabilité revenait & une analyse usuelle des valeurs propres d'un systeme dynamique régulier
avec un opératenr linéarisé.

Deux types de commentaires sont sugérés pour ce travail. Tout d’abord énoncer que la
dynamique ne modifie pas le statut du systéme par rapport aux contraintes unilatérales, et
done en déduire un probleme aux valeurs propres classique, est une hypothese restrictive,
hien que vraisemblablement satistaite pour la plupart des systémes usuels, par exemple pour
la discrétisation en éléments finis, si I'évalution est étudiée pendant un intervalle de temps
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suffisamment court. Pour une analyse de stabilité, cette hypothese revient 4 ne choisir que
des perturbations trés particulieres. On pourrait ohserver que, si cette analyse des valeurs
propres conduit a l'instabilité dans cette classe trés particulidre de perturbations, le systéeme
sera a fortiori trouvé instable si toutes les perturbations admissibles avaient été prises en
compte. Mais cela aussi doit étre pris avec précaution car les résultats sur la stabilité d'un
systéme linéarisé et celle du probleme non linéaire correspondant ne sont pas établis pour
des non linéarités unilatérales, et il faudrait par exemple montrer que la trajectoire, aprés
avoir initialement divergé de 1'équilibre, ne s'en rapproche pas au point de rentrer dans tout
voisinage de ['équilibre aprés un temps assez long.

Plus récemment, F. Moirot [20] est revenu sur Pétude de la stabilité d'un systéme simple de
type masse-ressorts. Choisissant des valeurs des parameétres telles qu’il y ait existence d’une
solution d’équilibre (on verra dans ce qui suit que, pour les valeurs des paramétres choisies,
il y en a justement une infinité), 'étude qu'il a proposée s’appuie sur deux arguments, que
la suite permettra également de discuter :

- soit les perturbations de I'état d’'équilibre sont glissantes, soit elles rompent le contact :

- dans le cas ol elles sont glissantes, il existe un intervalle de temps sur lecuel la particule
reste en contact.

Comme on le verra, ces deux points sont corrects si la force est constante ou trés réguliére.
Dans le travail dont il est question ici, ces deux points motivaient le fait que, l'état de contact
étant figé, 'analyse de stabilité était celle d’un systéme linéaire.

Récemment un résultat d’instahilité a été obtenu dans [9, 16] également par une analyse
de valewrs propres. Martins et al ont montré dans ce travail que sous certaines conditions sur
les valeurs propres d’un opérateur linéarisé toutes les solutions partant d'un voisinage d’un
état d’équilibre dans un espace (xéactions, vitesses) quittent ce voisinage avant de quitter la
région d’admissibilité dans laquelle les hypothdses de linéarisation sont vérifiées. Plusieurs
commentaires faits & propos du travail de Vola et al s’appliqueraient également & ce travail,
mais le résultat d’instahbilité, locale en temps, est ici obtenu trés minutieusement.

Plusieurs références récentes dans ce domaine peuvent étre trouvées dans [17].

Les travaux précédemment cités supposent existence de la trajectoire. Lorsque les au-
teurs utilisent des arguments énergétiques pour caractériser un état d’équilibre, un argument
d’unicité n’est pas nécessaire en général pour parler de stabilité. En revanche un argument
d'unicité de la trajectoire est évidemment nécessaire si 'obtention d’un résultat de stabilité
est envisagé par 'intégration d'un probleme de Cauchy. Différents travaux concernant ce
sujet ont été publiés durant ces derniéres années.

Le travail de A. Klarbring [14] a été trés important sur ce point. Etudiant I’évolution quasi-
statique d’un modéle simple en présence de contact et de frottement, il a montré qu'en
fonction des données, le probléme peut posséder une unique solution, une multitude de so-
lutions ou aucune solution.

L’existence d’une solution au probléme dynamicque dans le cas avec frottement a été montrée
par Monteiro-Marques dans [21]. Ce résultat d’existence a été obtenu en supposant que les
données sont bornées. Un résultat d’existence a été également obtenu par D. Stewart par la
convergence d'une discrétisation en temps dans [29, 30].

Dans [26], M. Schatzman s'est intéressée & la dynamique d'un systéme & un degré de li-




berté avec contraintes unilatérales sans frottement et a prouvé un résultat d’existence. Elle a
ensuite montré qi'il n'y a pas unicité si les données sont C*. Percivale [25] puis M.Schatzman
- [27] ont montré, toujours pour un probleme & un degré de liberté avec contact unilatéral sans
frottement, que la solution est unique si les données sont analytiques. Par la suite, ce résultat
a été étendu par P. Ballard [1] & un nombre arbitraire fini de degrés de liberté avec contraintes
unilatérales toujours sans frottement.

Dans le présent travail, on revient a ’étude du modéle simple que constitue le systeme
de Klarbring [14], systéme qui avait d’ailleurs également été proposé par M. Jean. Afin de
discuter sans ambiguité la stabilité d’états d’équilibre, les questions d'existence et d’unicité
sont abordées au préalable. Relativement aux ftravaux que nous venons de citer, 'approche
présentée dans ce qui suit a originalité de n’étudier la stabilité qu'aprés avoir établi les
conditions sous lesquelles le probléme dynamique est bien posé. L'application des théorémes
classiques de stabilité n’étant pas possible pour ce type de probléme, on revient a la définition
de la stabilité en étudiant 'évolution en temps de la distance entre une solution d’équilibre
et la trajectoire solution d'un probléme de Cauchy avec des données hors d’équilibre. Ce
travail comporte quatre chapitres.

o Le chapitre I décrit le probléme étudié. On commence par rappeler les différentes
formulations de la loi de frottement de Coulomb pour un peint matériel. On montre que
les formulations rappelées sont équivalentes. Cela se conclut par une formulation précise du
probléme considéré.

e Aprés ce premier chapitre introductif, 'existence de sohitions pour le systeme de
Klarbring est établie par la convergence d’une discrétisation en temps au chapitre II. Le
poiut essentiel de la preuve utilise un résultat de Monteiro-Marques [21], 1égérement adapté
pour avoir existence avec des données dans L.

e Le chapitre 1II est comsacré a la question de Punicité. Il comporte deux parties :
dans la premiére partie, on montre en reprenant une construction proche de celle proposée
par M. Schatzman [27] puis par P. Ballard [1], que l'on ne peut espérer I'unicité méme avec
des données C®. Cela est obtenu grice & un contre-exemple. Dans la seconde partie, on
montre que l'on a unicité si les données sont analytiques [2]. On conclut en particulier &
I'issue de cette partie, a4 la convergence de V'algorithme “NonSmooth Contact Dynamics”
issu des travaux de M.Jean et J.J. Moreau [13].

e Le chapitre IV étudie la stabilité des positions d’équilibre. Tout d’abord, 'ensemble
des solutions d’équilibre est déterminé en fouction des données du probleme dans le cas ol
les forces ne dépendent pas du temps. Ce résuléat est simple & obtenir. Il est cependant
intéressant d’observer que, en fonction des données, un systéme discret méme dans R?, avec
contact unilatéral et frottement de Coulomb, posséde un seul état d’équilibre, ou deux, ou
une infinité ; d’observer d’autre part que méme dans le cas d unicité, I'état d’équilibre peut
gtre en contact ou décollé; qu'un état d’équilibre décollé peut coexister avec un état en
contact ; que 'on peut avoir une infinité de solutions toutes en glissement imminent; que
plusieurs types d’infinités d’états d’équilibre en contact bloqué peuvent étre obtenues. Et il
est également intéressant d’observer que, les forces extérieures étant données, on passe de
I'une & Pautre de ces situations lorsque varient le coefficient de frottement ou les paramétres
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de rigidité.

La question de I'existence et de 'unicité abordée au préalable assure le caractére bien posé
de la dynamique. A la différence des travaux antérieurs de stabilité, I'étude proposée ici
ne se base donc que sur une intégration directe de la dynamicque & partir de données voi-
sines de I’équilibre. On obtient ainsi des résultats de stabilité pour tous les états d’équilibre
possibles, I'état d’équilibre étant perturbé dans un espace de phases habituel. L’observation
de la dynamique, en particulier dans l'espace des réactions, montre toutefois que certaines
caractéristiques sont mal décrites par les résultats de stahilité obtenus. Ceci nous amene
a introduire deux nouvelles notions de stabilité, prenant en compte des perturbations des
forces, c'est-a-dire formellement du second membre et non des données initiales de Cauchy.
Il semble que ce soit 14 une caractéristique générale de la dynamique de ces problemes uni-
latéraux.




Chapitre I

FORMULATION DU PROBLEME
D’EVOLUTION

RESUME

L’objectif de ce chapitre est de proposer une formulation
précise du probleme d'évolution d'un systeme discret avec
contact unilatéral et frottement de Coulomb. Aprés une breve
présentation du systéme mécanique dont I'étude sera l'objet
de tout ce travail, et l'introduction de quelques concepts,
I'essentiel est consacré a la loi de frottement. Plusieurs
formulations classique ou variationnelles, en sont données,
avec des résultats d'équivalence entre elles. On donne finale-
ment la formulation précise du probléme d'évolution que |'on
étudiera.
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1.1. DESCRIPTION DU PROBLEME ET NOTATIONS

I.1 Description du probléme et notations

Soit n > 2 un entier arbitraire. On considére une particule ponctuelle dans R”, de masse
m, évoluant dans un potentiel élastique quadratique, défini par une matrice de rigidité
symétrique définie positive. Cette particule subit, également, Vaction d’une force extérieure
F(#) ne dépendant que du temps. Enfin, la présence d'un obstacle rigide contraint la parti-
cule & rester dans un demi-espace.

F1a. 1.1 - Systéme de Klarbring

La position de la particule sera repérée par U(t) € R" et le systéne de coordonnées {or-
thogonales) sera choisi de sorte que la liaison unilatérale s’exprime a l'aide de la premiére
composante Uy (t) (« composante normale ») de U(t) sous la forme :

Vi, Un{t) <0.

De maniére générale, si X est un vectewr de R”, on notera Xy sa premiere composante
(« composante normale ») et Xy le vecteur défini par ses n — 1 dernieres composantes
(« composantes tangentielles »). Pour la matrice de rigidité, on notera :

K= Ky W'
="\ W Er

ot Ky e R, W e R, K, est une matrice carré réelle symétrique d’ordre n — 1. Le terme
W est un terme de Louplage entre les degrés de liberté normal et tangentiels.
Les deux assertions suivantes sont alors équivalentes :

(i) K est définie positive,
(ii) I\ est définie positive et Ky > W. A LWL

L’évolution dynamique de la particule sur un intervalle de temps [0, 7] satisfait donc :

mil(t) + KU(1) = E(t) + R(0), (L1)
Un(t) <0, Rn(t) <0, Ux(t)Ry(t) =0, (1.2)

ofl /R est la réaction exercée par 'obstacle sur la particule. Du fait de la présence de I'obstacle,
on doit s'attendre A ce que I'évolution dynamique du systéme présente des discontinuités de
vitesse (un instant ¢ o1 la vitesse présente une discontinuité sera appelé dans toute la suite
instant d'impact). Il en résulte que l'équation du mouvement (I.1) ne peut certainement pas
Gtre satisfaite au sens classique et devra donc étre entendue an sens des distributions. En
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CHAPITRE I. FORMULATION DU PROBLEME D'£VOLUTION

particulier, la réaction R est une distribution dont la composante normale R ~ est négative.
Or, on montre facilement quune distribution négative est nécessairement une mesure. Dans
foute la suite, on notera M ([0, 7'); R") U'espace des mesures sur 0, T] a valewr dans R". Par
définition, il s’agit du dual topologique de I'espace de Banach CO([0, T]; R™).

Définition I.1

On note MMA([0, T];R™) (* motions with measure acceleration”) Uespace vectoriel
des distributions sur [0, T], & valewr dans R, dont la dérivée seconde est une mesure.

Les éléments de MMA sont donce des primitives de fonetions 3 variation bornée et s’identi-
fient donc & des fonctions continues. Les fonctions & variation bornée admettant une limite
& gauche et & droite en tout point, on montre facilement & 1'aide de I'inégalité des accroisse-
ments finis quc toute fonction U € MMA([0, T]; B™) admet des dérivées, au sens classique,
U () et U (1), & gauche et & droite de tout instant ¢ € 10, T]. An final, (I1.1) et (1.2) ont

hien un sens pour U € MMA([0, T]; R") et R M([0, T]; R™). C‘lasmquemen‘r ces équations
doivent étre complétées par une loi d’'impact et la dynamique s’écrit maintenant

mlU+KU=F+R (1.3)
Uv <0, Ry <0, UyRy=0 (I.4)
Un(t)=0 = Uj(t) = —elz(t), (L5)

oit e € [0, 1] est le coefficient de restitution, supposé connu. Le cas e = 1 correspond & la loi
d'impact élasticue et le cas e = 0 & celui de la loi d’impact complétement inélastique.
Lintroduction de MMA([0, T]; R*) pour donner un sens atx écuations régissant 1'évolution
d’un tel systéme remonte aux travaux de Schatzman [26] et Moreau [23, 24].

Le systeme (1.3) (1.4) (I.5) est encore incomplet. II faut lui ajouter des conditions portant
sur la composante tangentielle £, de la réaction.

Le cas du contact parfait {sans frottement) s’écrirait Ry = 0. Cependant, on souhaite ici
prendre en compte le frottement sec dans Pinteraction de la particule avec I'obstacle. La
loi phénoménologique la plus simple décrivant le frottement sec est 1a loi de Coulomb dont
diverses formulations sont détaillées dans la section suivante.

1.2 La loi de frottement de Coulomb

Classiquement, la loi de Coulomb se formule en terme de la valeur de la réaction R (supposée
N . N . . . N . v+ - .
donc étre une fonction) & un instant donné et de la vitesse a droite U aun méme instant.

1.2.1 Formulation classique de la loi de Coulomb

On cht que le contact entre la particule et Vobstacle s’effectue avec frottement de Coulomb
si [/, Uyp et R vérifient :

IRzl < —pRy, = Uz =0,
| Bl < —pRn, et (1.6)
IR7ll = —pRy, = 3X >0, Ry = — AL,

10



1.2. LA LOI DE FROTTEMENT DE COULOMB

otl ||.|| désigne la norme Euclidienne. Le coefficient i, appelé coefficient de frottement, est
un nombre réel positif. Le cas g = 0 correspond & la situation de contact parfait {(ou sans
frottement).

L’inégalité {1.6) indigue que la réaction se trouve dans le cone convexe de révolution K,
d’axe dirigé suivant N et d’angle @, avec tang = p ¢

K, = {B e R”, ”37” < _:“'RN}-

1.2.2 Formulation variationnelle
On rappelle ici une formulation équivalente de la loi de Coulomb (1.6), introduite par Duvaut
et Lions [10] et Moreau [22].

Proposition 1.1

La formulation classique {1.6) est équivalente o ['inégalilé variationnelle
suivante : - r
VY eR" (Bn,Y - Ur) — pRy(1X] - Uzl 2 0. (L.7)

Preuve :
. . . - o g
Supposons (1.7) acquise. Chaisissant successivement Y =0 et Y = 20, dans (1.7), il vient :

. + -
~(Ry, Uz} + nBy|l U7 2 0,
(By, Uz) = nRy|1U7 ) > 0,
et donc : » ,
(Bp,Ur) — pRy|lUy| = 0. (1.8)
(L.7) implique alors
YY e R*Y, (B, Y) — pRy|lY] 2 0. (1.9}
Choisissant Y # 0 orthogonal & £, on en déduit Ry < 0, puis, en utilisant (I.9) avec
Y= _ET :
|Bpll < —pRy. (1.10)

11 est alors clair que (1.8) et (1.10) impliquent la forme classique de la loi de Coulomb.
Réciproguement, on suppose que la formulation classique (1.6) de la loi de Coulomb est
vérifiée. L'inégalité | Ry|| < —p Ry entraine

VY e R —(Bp,Y) < (B, Y)| < —pRyl

. (L11)

D’autre part, la relation (I.8) est toujours satisfaite. Par conséquent, en sommant les relations
{(I1.8) et (1.11) il vient

VY e BN (R, Y~ [15) — pRa (Y] = 1U7]) = 0. (1.12)

Ce qui achéve la démonstration. U
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CHAPITRE I. FORMULATION DU PROBLEME D'EVOLUTION

1.2.3 Formulation en terme de sous différentiel

Une autre formulation de la loi de frottement de Coulomb est proposée en terme de sous-
différentiel. Auparavant, on rappelle quelques résultats d’analyse convexe qui seront utiles
pour établir ’équivalence entre la formulation classique et la formulation en terme de sous-
différentiel,

I1.2.3.1 Quelques rappels d’analyse convexe

Pour plus de détails, on peut par exemple consulter |28].
Soit J une fonctionnelle convexe, semi-continue-inférieurement de R” dans R U {+o0}. On
note dJ(u) l'ensemble des sous-gradients de J en u :

redJ(u) <= reR", J(v)>Ju){r,v—u), YocR" (1.13)

Un exemple de fonction convexe qui sera souvent utilisée est la fonction indicatrice d’un
ensemble convexe fermé K C R"™, notée Ty et définie par :

0 sive IV,
IK (‘U) =
+oc sinon.

Le sous-différentiel de la fonction indicatrice de K est le cone convexe fermé :
0Ly (u) ={r eR", Vv € K, {r,v~u) <0} (I.14)
On appelle fonction conjuguée de J, la fonction J* de R" dans R U {+o0} définie par :

J*(r) = sup {{r,v) — J(v)}.

UER"

La fonction conjuguée de Ty est donnée par :

w(r) = sup {{r,v) — T (v)} = sup(r,v).
veRn vl

17 est aussi appelée fonction d’appui du convexe K.
Enfin rappelons quelques propriétés des fonctions conjugudes utiles pour la suite :
Propriétés 1.1 Soit J convere, semi-continue inféricurement, alors :

J** — ( J*)* = ]

et les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) readt(u)

(i)  J(u)+ J(r) = (r,u)

(#id) w e aJ (r).




1.2. LA LOI DE FROTTEMENT DE COULOMB

1.2.3.2 Ecriture équivalente en terme de sous différentiel
Proposition 1.2

Pour R € R*, on pose C'(R) = {Y e R", |Y] <R}
La forme classique de la loi de Coulomb est équivalente a :

* S
Ry € 0Z5_ppy(—Ur), (1.15)
elle-méme Equivalente a :
o
'WQT € aIC(—;LRN)(.B:T)‘ (I‘lﬁ)

Preuve :

C{—uRy) étant un convexe fermé de R"1 ga fonction indicatrice Ze—up,) €st convexe
semi-continue inférieurement. Il en est donc de méme pour sa conjuguée I’g,(u JRN) fonction
d’appui de C(—pRy), définie par :

ThmalX) = sup  ((X,Y)),
Clmpehin) YEC(~pRy)

N

= —p Ry

Il est alors clair que (I.15) est équivalente & (1.7) par la définition méme de 'ensemble des
sous-gradients {définition (1.13)). L'équivalence entre (1.15) et (1.16) provient des propriétés
L.1. £]

I.2.4 Autre formulation de la loi de Coulomb

Proposition 1.3

Lécriture classique (1.6) de la loi de Coulomb est équivalente a :

(i) Re K,,
(I.17)

(i) ¥V X € K,y By(Xp, U7y < Xn{Rp, Ur).

Preuve :

D’aprés la proposition 1.2, il suffit de montrer que la relation (L.17} est équivalente a la
condition (L16}).

Supposons que la relation (I1.17) est satisfaite et montrons que cela implique la condition
(1.16).
Tout d’abord, si Ry = 0, il n'y a rien & prouver.

13



CHAPITRE I. FORMULATION DU PROBLEME D'EVOLUTION

On suppose donc Ry < 0. Soit Xy € C(—uRy). On a (— ,-%—N) € K,. Donc, par
hypothése,
i —X.. .
—UU7. By} > Ry(=5-L, U7),
Ry
soit

(Q;,X’r —Ryp) 20, VX € C(—phiy),

qui n'est autre que (1.16).

Réciproquement, si la condition (I.16) est satisfaite, ||Rp|| < —pRy. On peut supposer
RN < (.
Soit X € K, quelconque. On veut montrer que :

Xn(Ug, Ry) > R (X7 ITH).

On peut supposer que Xy < 0 car sinon il n'y a rien & montrer. Alors,

Xop
||RN¥1 | < —uRy
AN
et donce par hypotheése
b, X
(Ur, RN\TT —Hy) 20
AN
qui est la conclusion désirée. O

1.2.5 Formulation finale du probléme d’évolution

On revient sur les équations (1.3) (1.4) (L.5) que 'on souhaite compléter par la loi de frotte-
ment de Coulomb lorsque la particule est en contact avec ’obstacle. Ou a vu dans la section
L1 que la réaction est en général une mesure sur [0, 7] & valeur dans R” et non une fonction,
et il apparait difficile de donner un sens & la formulation classique (1.6) de la loi de Coulomb
dans ce contexte. De fait, la formulation variationnelle est la plus adaptée lorsque la réaction
est une mesure et la vitesse & droite une fonction 4 variation bornée. Ainsi, tenant compte
du fait que toute fonction a variation bornée de [0, 7] dans R" est réglée (limite uniforme de
fonctions en escalier) et donc universellement intégrable (intégrable vis-i-vis de n’importe
quelle mesure), on pourra, en suivant la formulation variationnelle (1.7), postuler la loi de
Coulomb dans la circonstance ott U € MMA([0, T]; R") et R € M([0, T]; R™), sous la forme :

vV e C%[o, T]);R"Y), / (Bp V= U2Y — RV = 1T = 0.
[0,7]

Complétant les équations gouvernant le mouvement du systéme (qui sera appelé dans toute

la suite systéme de Klarbring) par des conditions initiales, le probléme d’évolution & résoudre
e

s'ecrit :

14



P, : Trouver U € MMA([0, T]; R") et R € M([0,T];R") tels que :

U{0) = U, Q+(O) =V, (condition initiale)
miJ + KU=F+ R (équationdu mouvement )
Uy <0, Ry <0, UnxRBy=0 (contact unilatéral)

VY e CO(l0, T MY, [ (B Y — Iy — wRy (W) — 102D > 0
J0.7]

(frottement de Coulomb)
Un()=0 == UH(t)=—el/3(), (loi I'impact)
ol la condition initiale est supposée compatible avec la liaison unilatérale :
[’TDN <0 et : U(}N ={) = VC]N < 0.

Dans toute la suite, on se limitera & 'étude du cas particulier e = 0 {loi d’impact complétement

inélastique).
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Chapitre 11

APPROXIMATION DES SOLUTIONS

RESUME

Ce chapitre est consacré a |'approximation, et a I'obtention
d'un résultat d'existence de solutions pour le probleme P,
dans le cas ol ¢ = (. Le point essentiel de fa preuve uti-
lise un résultat de Monteiro-Marques légérement adapté. On
suppose non plus que les données sont bornées mais que la
force extérieure est seulement intégrable (I € L'). La loi
d'impact est complétement inélastique. Aprés discrétisation
en temps, on montre que |'algorithme "NSCD" permet de
construire une suite d'approximation, dont on montre en-
suite que |'on peut extraire une sous-suite convergente. Un
résultat de Monteiro-Marques montre alors que cette sous-
suite converge en fait vers une solution du probléeme P,,.




18



I1.1. INTRODUCTION

I1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré A 'approximation des solutions du probleme Py, dans le cas oll
la force extérieure est seulement supposée intégrable (F € LY([0,T];R™)) et la loi d’impact
complétement inélastique (e = 0). Aprés discrétisation de l'intervalle [0, 7], I'algorithme
“NonSmooth Contact Dynamics”, qui est une adaptation du schéma d’Euler implicite au
probléme considéré, fournit des valeurs numérigues qui sont interpolées pour construire une
approximation dans MMA d’une éventuelle solution au probléme P,. Considérant une suite
d’approximations ainsi construites sur des pas de temps de plus en plus petits, on montre
ensuite qu’elle vérifie des estimations uniformes permettant 'utilisation d’un résultat de
compacité pour extraire une sous-suite convergente. Il reste & montrer que la limite fournit
une solution au probléeme P,, résultat montré en 1993 par Monteiro-Marques [21] et rappelé
ici. On en déduit alors l'existence de solutions au probleme P, sous la seule hypothese que
la force F(t) est intégrable sur [0, 7] et la loi d’impact complétement inélastique.

11.2 Probleme discrétisé

L’approximation de I'équation de la dynamique se fait par une méthode appelée par la suite
f-Euler Méthode reposant sur une adaptation d'un schéma Euler implicite.

L’intervalle d'étude ]0, T est subdivisé en sous-intervalles J¢;, L), ¢ = 0, K — 1, de longueur
havectp=0et {f = 7. L’équation de la dynamicque permet d’établir :

ity

} ) ' tig1
m [Q+(ti+1) - Q+('ti)] = / Fds + / R -/ K U ds,
. 1

b itz £

rigl

Ultiy1) = Ulty) + / v Uds.

£

On suppose que la dérivée a droite est continue. Ce qui permet d’établir

bl g

1 [.[_j_'(tf-l-l) — _Q(Lt)] = E(ls + / ﬁ - gﬁds,

St ety ti

titl
Ultip) = Ulty) + / Uds.

J;
Les intégrales constituant les relations (II.1) sont ensuite approximées.

Le terme dans lequel apparait la réaction est approximé par la valeur moyenne de l'im-
pulsion sur un pas de temps & et ne correspond en aucun cas & la réaction & linstant #;4,.
Cette moyenne n’est pas élémentaire puisque U'intégration ne se fait pas par rapport a la me-
sure de Lebesgue. Cependant Uintervalle de temps étant petit, I'intégrale déerit en quelque
sorte des forces instantanées. On note alors :

R s E / R.
LT,

idigi]
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CHAPITRE II. APPROXIMATION DES SOLUTIONS

La méthode proposée par Moreau consiste 4 approximer la vitesse par une méthode de type
Euler implicite et les autres intégrales par une 8 méthode. 11 vient :

liv1 | ]
f Uds = h V™1

t;

gy ] i
/ FPds= L[ F* +(1-6) F'],

t;

it ) .
/ KUds= h[0 KU +(1-0) KU |,
Ji

out I'exposant j désigne Vapproximation & l'instant ¢; et 8 est un paramétre réel compris entre
0 et 1. Par la suite, on choisit une valeur § = 0.5 donnant de bons résultats d’approximation

([321)

La #-Euler méthode permet finalement d’écrire les relations (I1.1) de la maniére suivante :

Vil =i 2_%7 (B + FY) ~ KU+ U)) + %Ei+l,

oo (1L2)
Qt—*-l — QJ. + hzﬂ»l'

Durant les phases de mouvement sans contact, la vitesse 4 Uinstant ¢! notée (1/7+1)fibre
s’exprime comme suit :

(Ki-i-l)libre :K:‘ + ’_?

5 (F.".+i +Er) _ ]((QH-I +Q:)) .

La loi de frottement de Coulomb pour le probleme discrétisé s'écrit :

. ) si |RFY < p |RIFY,  alors Virl =,
R < n B, | |
si [RET = p|RFY, alors 3A20 tel que R = —AVEH

L’équation de la dynamique et la loi de frottement de Coulomb discrétisées sont formulées en
terme de vitesse alors que les conditions de contact utilisent le déplacement. Afin de garder
la vitesse comme seule inconmue, on introduit une loi de contact en vitesse. Ce qui est fait
par la proposition IL1

La mesure /2 est absolument continue par rapport A sa valeur absolue. Par le théoréme
de Lebesgue-Radon-Nykodym elle admet donc une densité par rapport 4 sa valeur absolue :

R=r|R avec re LY[0,T],|R;R") (IL.3)

et
Ir)l=1 |Rl—ppt €]0,7], (IL.4)

olt 'on adopte la notation [R| — p.p ¢ € [0, 7] pour “pour presque tout ¢ dans [0, 77 par la
mesure |£)”.




11.2. PROBLEME DISCRETISE

Proposition II.1

Soit F e L'([0,T;R"), R € M([0,T);R") et r € L'([0,T],|B|;R") la densité de R
par rapport ¢ |R).
On a Uéquivalence :

(i ml+KU=F+R,

Uy = 0= U} =0, (IL.5)

Uy <0, Ry<0, UnRy=0,

() mU+KU=F+R,
Un(t) < 0= 7rx(l)=0
Uy <0 et IR —ppt €[0,7).
Uv=0=> Ui(t) <0, ry(t)<0, Upt)ryt)=0

(11.6)

Preuve :

Supposons que U vérifie la relation (I1.5) et montrons qu'elle satisfait la relation (I1.6).

La condition sur le déplacement normal est satisfaite. De plus d’aprés (I15), on a Uy Ry = 0.
Ce qui implique Unry(t)|R| = 0 et donc Uyry(t) =0 |Ri—p.pt € [0, T). Ainsi si Uy(t) < 0,
r(t) = 0. Enfin, d'aprés la loi d'impact, si Uyx(Z) = 0 alors U#(t) = 0. Par conséquent d'une

part U} < 0 et d’autre part Uy = 0.

Réciproquement, la condition portant sur le déplacement normal est satisfaite. Comme
Ry = ry|R|, la condition sur la réaction normale est également satisfaite. La condition de
complémentarité est vérifiée. En effet, on a Uy Ry = Unry|R| et Uyry =0 |R|.p.pt €0, .
Soit ¢ tel que Uy (t) = 0. On veut montrer que U3, = 0. Supposons donc que Ut < 0. La
condition sur le déplacement normal et 'équation du mouvement montrent que la vitesse
U est discontinue en ¢. I existe donc un atome différent de zéro de I'accélération Uf\? en i
et par suite un atome différent de zéro de la mesure Ry. Alnsi, |R|({t}) # 0 et ra{t) < 0.
Ce qui contredit vy = 0 |R|.p.p t € [0,7]. Et donc, on a nécessairement Uy = 0 et la
preuve est achevée. O

La proposition II.1 permet d’obtenir une loi de contact en vitesse pour le probléme discrétisé
a Uinstant £, :

Si UF'>0=VI1< 0, RJ'< 0, ViR =0,
n . (IL.7)
Si Ul <0== Ry'=0.

On observe que cette forme discrétisée autorise une interpénétration ce qui n'est pas le
cas du probleme continu (IL.6). L’algorithme et 'équivalence avec (IL5) font que cette in-
terpénétration est faible.




CHAPITRE II. APPROXIMATION DES SOLUTIONS

II.3 Principe de la méthode “NSCD”

La méthode "NonSmooth-Contact-Dynamics™ développée par J.J. Moreau et M. Jean [13]
permet de résoudre des problémes dynamiques en présence de contraintes unilatérales sans
restriction particuliére. Pour la clarté du propos, nous présentons cette méthode dans le cas
d'un probleme de dimension deux.

Tout d’abord, on commence par exprimer P'équation du mouvement du systéme

Ki+1 mK;_‘_?_.% ((HEH-E_,[_(I_H)ET) - (HE_UH_E-}*(l—@)K_UI)) _{_hﬁi-i-l’

Q-H—l — _{-f + h£i+l’

sous une forme équivalente

i+1

Am’/:[KHl = P 4o R

avec

ﬁmjg“:v?i,i + h? 8K,

EY —mVi - KU + h[pFH +1-0) F],

h est le pas de temps, # est le paramétre de la 6-Euler méthode : 6 € [0, 1]. On rappelle que
6 = 0 correspond & un méthode explite et # = I une méthode implicite.

Cette derniére relation s’écrit comme une équation linéaire donnant la vitesse comme une
fonction affine de I'impulsion :

K[-}-l — (Ki-i—l)libre + LEH—I}

avec

-1

(yiH1yhbre £ E"f"”’

_ hﬂ_1= ( Lyn LNT>.

ny

Loy Lyr

Afin de déterminer la solution de ce probléme, on commence par estimer la distance de

contact Uy". Pour cela, on considere I'équation du mouvement dans le cas ot les réactions

sont nulles. La quantité (V') représente alors la vitesse de la particule libre et esti-
P

mation de cette distance de contact est donnée par la relation :

UG' = U +h (0 (VY™ 4 (1-0)Vi). (11.8)

3]
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Si cette quantité est négative, cela signifie que la masse est en vol libre. Ainsi & I'itéré 7 + 1,
la solution (V*1, R'*?) est déterminée par les relations ci-dessous :

4 V;'I-i-l — (Vg}_}-l)”bre,
Vit_"-i-l — (V;;-}-l)[ibre’
‘- (1L.9)
RFt =0,
| R =0

Si la quantité (IL.8) est positive ou nulle, la masse est supposée en contact.
Quatre situations sont alors envisageables :

- 1. la masse décolle,

- ii. la masse glisse dans le sens positif,

- iii. la masse glisse dans le sens négatif,

- iv. la masse est bloguée.

Supposons que la valeur de (V) soit négative. La masse décolle et la solution (Vi BT
est alors déterminée par :

'3 I?\:l'+1 — (V]'ir+l)libre’
ij;-i-l — (Vi—i‘+1)libr6,

‘- (11.10)
Rt =0,

| Rt =0

On suppose que la masse reste en contact. On est alors dans une des situations ii.-iv. Afin
d’obtenir la solution (V11 R} du probléme, on exprime la réaction tangentielle en fonction
de la vitesse tangentielle par le biais des équations du mouvement. Il vient :

_ y i+l il
Rt = M2l - T (IL.11)

Dans le plan {Vi", RF'}, on désigne par (D) le graphe de cette relation.

La distinction des différents statuts de contact {contact bloqué, glissement négatif ou posi-
tif), revient & considérer trois possibilités d’intersection de la droite (D) avec le graphe de
Coulomb (fgure (IL1)). On en déduit alors la solution (V™!, R*') du probleme & I'itéré
i+ 1.

e Tout d’abord, on cherche l'intersection de la droite D avec le graphe de la loi de Coulomb
pour R > —u R, Dans ce cas, on a Vit < 0, ce qui signifie que la masse glisse
dans le sens négatif. La condition (11.11) portant sur la réaction se traduit par une relation
entre les composantes de _F_'LH qui §’exprime :

il o FEY <O (I1.12)
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CHAPITRE [I. APPROXIMATION DES SOLUTIONS

R R ]
T T T
/9
“KRy ] Ry » | “HRY
Vl' //ur v
PRy bRy | kR
(a) RFF > —pREY, (b) pRY < R < —pRiF, (¢) REH < uREFY,
glissement négatif contact bloqué glissement positif

F1G. I1.1 — Intersection du graphe de la loi de Coulomb avec la droite D

Par conséquent si la masse est en glissement négatif, la solution (V**!, R**') est donnée par :

(Vi = 0,
V’i-i-l — F’;;+1+Hi;;)'+1

) ' Moo+ pha” (11.13)
R — N, Vi _I:—‘Iiv+1’

\ B! = —p R§T.

¢ On s'intéresse ensuite & P'intersection de la droite D avec le graphe de Coulomb dans le cas
olt RF' < p R La vitesse tangentielle est positive ce qui veut dire que la masse glisse
dans le sens positif. _
La relation (II.11) portant sur la réaction est traduite en fonction des composantes de EH
et s'écrit

Eirt — p F > 0. (I1.14)

On détermine alors la solution (V***, R™') du probléme pour un glissement positif :

( Vlir-’-l = 0,
VTi+1 _ ﬁ:i+1 _#F:i+l,
M 22 — Mo
4 (I1.15)

i+l _
Ry~ =

?

My Vi — B
2

R - R

e Enfin, si aucune des relations (I1.12) et (II.14) n’est satisfaite, la situation correspond & une
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I1.4. ALGORITHME DE RESOLUTION

masse en contact bloquée. La solution (V' ™!} est donnée par les relations suivantes :

[ i+1
Viv

i+1
|

i1
JRN

i+1
\ Rr

- (11.16)

Finalement, on déduit le déplacement par la relation

U = U Ry

I1.4 Algorithme de résolution

L’algorithme de résolution est décrit dans le tableau 1.1, ce qui donne un sens précis aux
différentes boucles utilisées dans certaines preuves du chapitre IV.

]
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Boucle sur le temps (i+1) :
Estimation de la disiance de contact (?,‘\}H

si Ui < 0,
la masse est en vol libre,
la solution (V' B} est donnée par les relations (I1.9),
sinon
i (V]i;i-l)hbr'c <0,
la masse décolle,
la solution (V™! R'™1) est donnée par les relations (I1.10),

sinon

si I:T}H - l:"j,';}*l > {0,
la masse est en glissement positif,
la solution (V'™ ™) est donnée par les relations (I1.13),

sinon
si Fitt + pw I <0,
la masse est en glissement négatif,

la solution (V" 1) est dommée par les relations (11.15),

sinon la masse est en contact bloquée,
la solution (V**!, R™1) est donnée par les relations (I1.16),

fin si
fin si
fin si
fin si

actualisation du déplacement
Q‘H-l — Qi + hzi—H.

Fin de calcul

TaB. IL.1 — Algorithme de résolution.




11.5. CONSTRUCTION DES SUITES D'APPROXIMATION

II.5 Construction des suites d’approximation

Soit K un entier strictement positif. On pose :

h =

=

On définit ensuite une approximation de F par une fonction en escalier Fy- :
Fu(t) = Fie,  Vielih, (i+ DA

oit les réels % (i € {0,1,--+, K — 1}) sont définis de sorte que ||F — F ||, tend vers 0
lorsque K tend vers Pinfini.

L’algorithme décrit au paragraphe précédent fournit une suite de valeurs approchées U%
(i € {0,1,--+,K-1}) du déplacement U aux instants ih. On définit la solution approchée
U, € MMA(I0, TI; R") par interpolation linéaire de ces valeurs :

i+l gt .
UI\ (f) (U—j;:']—\) (t - ?h) +Q}{v te [’”I-, (I + 1)]?,[

i o+ . o rep
La vitesse U - est alors la fonction en escalier définie par :

i1 )
U}\ (f) - % = K]}\'i te [7"7: (7 =+ l)h[

et Paccélération se réduit & une somme finie de mesures de Dirac :

KN-1 K-1
i = 30 [Tty = Ui ow = > [Vic - Vi o
i=1 i=1

II.6 Obtention d’estimations uniformes sur la suite d’ap-
proximation

I11.6.1 Estimation sur la vitesse approchée

On commence tout d’abord par établir une inégalité de dissipation pour un pas de temps
permettant ensuite de montrer que la vitesse est globalement bornée sur [0, 7.

Lemme I1.1
VRKN>1,pourj=0,---,K—-1ona:

||V — m|| V%12 + (EUE U — (KU Ul < RERE + F, Vi) .(ILLT)
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Preuve :

On part de I'équation discrétisée de la dynamique (IL.2) que l'on compose par la quantité
VA 1 vient -

", o . L o h )
VR m(V = )y = (VIEL hRE - If KU +U%) + F“’“+E}'\-)=

h . - ,. :
E(K-}jlﬂﬁij-l + Eﬂ}x - (UJ+1 +Qf}(()>r

4

=h (V.H—l RH—I)

—
—

< SR EF 4+ Bl - KR+ U%)).

En effet, quel que soit le statut de la particule a Uinstant (j + 1)h, la quantité (V51, B
est négative. Examinons les différents cas :

- 81 la masse est en mouvement sans contact :
41 .\ 1 1
R =0 dont (ViF BRI =0,
- 8l la masse est en contact affeurant :
1 1 1
RIFY =0 don (VI RIFY = 0;
- 1 la masse est en contact bloqué :
1 . il gkl
V”+ =0 dou (V3 RITY =0
- 81 la masse est en glissement ;
RS J+1 J+1 P+l il Gl i+l
View =0t Viep = —ARjer dlott (V7 By) = —MEBier, Bidr) < 0.

Par conséquent, quel que soit le statut de la particule & Uinstant (j -+ 1)h, (V3 AR RN < 0.
De plus, on a :

§(K}\‘€_l£‘}?—1 + -Ejf\’ (UJ-H + Q}i)) = (Q}(H - Q‘;\?E:}j-l + E‘}\ - K (UJW}.l + Q‘:’\))a

b

= S{ER + o U - Ud) = (KU U3 + (U7 U

2

— (KU, U3 + (KU%, U ¢
N R [y K

= S{UER o U — ) — (U3 U3 + (150, 1) )
h R R

= SR+ o VI — S{ R 032y — (0%, 1) ).

Il en résulte 'inégalité :

WA (V3 = V) < S (B + Bl VY - 1{<fo~’“ U3 = (BUL, U} (1L1s)

I\Dl"""
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11.G. OBTENTION D’ESTIMATIONS UNIFORMES SUR LA SUITE D'APPROXIMATION

Or, pour tout 7=0,---, K —1,ona:

(VI — VI V) = (W 1)+ O - Vi, mvaE = V),

pa)

= LA v, - V) + S - v, m - ),
- %(fml/ﬁl vty é(mﬂ;};,lﬁ{)‘i‘ %((K_j{_{-l_l/j()’ (VI — YY),
= ;(mV“’Jrl V"’H} — ;(ml I\,I “'}(),

> 2P - IV (1L.19)

Finalement, en rassemblant les points (11.18), (I1.19), on obtient 'inégalité (I1.17) anoncée.l]

Lemme I1.2
PR s L .
Soit (U )1 lo suite d'approzimation en vitesse. Alors :

IM>0,veed, T, |Upbl <M

ot M est une constante réelle qui ne dépend pas de K.

Preuve :

11 g’agit donc de moutrer que :
VK, Vie{0,1,--,K -1}, |Vl <M.

L'inégalité de dissipation (I1.17) obtenue au lemme précédent permet d’établir pour tout
7=0,---,K—-1: _
B = (B <AIEF + Eill 1,

ol on définit la quantité 3. par :

B = \fmll V2 + (U U,

satisfaisant

Bk = vl V|l (I1.20)

Il en résulte :

vie{0,1,---, K -1}, (B — (8L)? <o (11.21)

F_H-l
\/—II

PR N v oy j4-1 . ,- .
On considére ensuite 'inégalité (I1.21) admettant ﬁ#’ pour inconnue et on détermine les
valeurs 33" pour lesquelles cette relation est satisfaite.
Le discriminant du premier membre est




CHAPITRE II. APPROXIMATION DES SOLUTIONS

A= () IIF}'Tl“FF

'l

et les zéros du premier membre sont

(BFN* = =B + el =/ ()2 + IIP""*"l Frell?,
9\/_

Ce qui nous permet d’établir,

. i R: is
B = B < (B — B = T L+ Flll (3400 + L+ e

h
2v/m
1 . .
||FJ+ -}\” + [3}\ +

B+ PO - A

h
\/‘ 2Vm

HF"’JrI + Fie |

. (112

Finalement, on somme de j = 0 & 7 inégalité (11.22) et il vient :
t 1
BT < B+ \/—ZHF}’? + Fill,

2
S ﬁ?\’ + ,—7_‘?_1 ||£I\'I|Ll([0,_'i’];§'§")'

qui donne le résultat annoncé. J

I1.6.2 Estimation sur la variation de la vitesse approchée
On rappelle que la variation Var(f;[a, b]) est définie comme

n—1

{sup Z |/ {(tir1) — f(t:)|] pour toute partition finie a =tg,---, 4, = b}.
L’objectif de ce paragraphe est d’établir le lemme suivant :
Lemme II.3

Soit (U ¢ )=y la suite d’approzimation des vitesses.

st - . - s . .
Alors Var(U [0, T]) < M', o1 M' est une constante réelle positive qui ne dépend pas
de K.

Preove :

Afin de montrer que la variation de la suite d’approximation en vitesse est hornée indépendemment
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11.6. OBTENTION D'ESTIMATIONS UNIFORMES SUR LA SUITE D’APPROXIMATION

de K, il suffit de montrer qu’il existe deux constantes Cy et Cr réelles positives ne dépendant
pas de K telles que :

-1
SV = Viewl < O, (11.23)
i=0

et
KN-1
> VR = Vierll < Cr (IL.24)
1=0

Dés lors le résultat souhaité sera acquis.

L'obtention des relations (11.23) et (I1.24) s’obtient par un raisonnement similaire. Par
conséquent, on ne présente les détails de la preuve que pour la relation (I1.23).

On considere la composante normale de Péguation de la dynamique discrétisée. On a .

(Vi = Vi) = hRigh+ 5 {(Frow™ + Fes) = (U (U + V) + WUUSE + Uler)]) |

Gy

(11.25)
Ainsi,

V’]:ZO,"‘,] -1, IVFHE.1 N|<}]R}Tft’ 2] {

Lorsque la masse est en contact a Vinstant (4 + 1)/, la réaction R n'est pas nulle et la
vitesse normale V), ,'{:ﬁ"l est nulle. A Vinstant précédent ih, la masse peut &tre soit décollée et
alors Vi > 0, soit en contact et Vy = 0, mais dans tous les cas la situation la réaction
normale est telle que :

. h it i f
|h,R}\T§,1§—2~{ w A Frn| + N|}a

ot la quantité G a été définie par la partie correspondante du second membre de (I1.25).
Il en résulte :

3 h i i 1
Y0, 1, [VE = Vinl < -——{ T Fren l+|ij|}-
Ainsi,
K-1 K-1
SV~ Vil € 21 xlqoman + - Z Gl
i=0
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CHAPITRE II. APPROXIMATION DES SOLUTIONS

Or:

K1 -1
E5 16~ 5 i

=0

i+1
Urn(0)|+h Y |V; N|+hZ|I }
Jj=1

-+

i+1
20U e (O] + ”"Z Vel + 1 Z 1V 1T|]}

j=1

s

< — Z K ) (2 Upene (0] + h{i + 1)M + hiM]
i=0

I (2L (O)] + R + 1)M -+ hib]},
H-1

2h ~ . .
< o 2 LRI O]+ I er OO+ AT i + 1) .
2
< =RV O+ LI e OV + (K| + W) AT},
2 ] Y
< ~{(Kwllox] + 1WNLorl) + (|l + W) MT} T
CN
Finalement, on obtient :
K1
Z“fj\} Vien! < ;;”FI\”U(DT ) +On.
Un raisonnement similaire permet d’établir :
K—1
Z V= Vil < E”FI\ LioEn + O
i=0

avec
2 ‘ . L
Cir = — { (W Vo + gl ) + (ol + NN AT} F-

. s e . P . S
Ce qui prouve que la variation de la vitesse approchée I/ - est bornée sur [0, T indépendamment
de K. il

II.7 Convergence de la suite d’approximation

I1.7.1 Définition et convergence d’une sous-suite

On rappelle le résultat classique suivant :




I11.7. CONVERCENCE DE LA SUITE D’APPROXIMATION

Théoréme .1 d’Helly- Banach
Soit (V) k=0 une suite dans BV ([0, T]; R™) telles que :
IM>0Vtel0,T], YK €N, |V, @) €M,
IM' >0, VK €N, Var(V,; [0,T]) < M.
Alors il existe une suite extraite (Vy )izo et V. € BV([0, T];R") telle que :
Vi € [0, 7], imp— oo Ve (£) = V (1),

voec(o, ir, im [ ol = [ ot
[0,77 [0,

oo
En vertu, de ce qui précéde, nous sommes en mesure d'établir la proposition suivante :

Proposition .2

Soit (U ) k>t la suite d’approvimation définie au paragraphe I1.5.
Alors il ewiste une sous-suite (U iso telle que :
(1) Uy, — U, uniformément sur [0,T],

(42) QL — U7, pour tout t € [0,T] privé d'un ensemble dénombrable,

(iid) Uy, = U dans M([0, T]; B™).

Preuve :

Les estimations obtenues & la section 11.6 permettent d’appliquer le théoréme d’Helly-Banach
4 la suite [J j: pour en déduire Uexistence de V. e BV{[0, T}, R") tel que :

Vit e [0, T] limy .y 0o Um( = V(t),

v e o0, T;R"), lim / r,ﬁUhk / PV
T

f— 400

Uty =Uy+ /.tK(S)ds

il résulte du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue que

Posant :

Uy, — U uniformément sur [0, 7).
D’autre part :
vielo,T[, U@ =V(+).

par Uinégalité des accroissement finis. Comme V(t) et V(¢t+) comcident sur [0, 7] exepté
peut-étre en les points d’un sous-ensemble dénombrable de [0, 7], on en déduit le théoréme.

O
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11.7.2 Propriétés de la limite

Pour finir, il faut montrer que la limite U de la sous-suite construite par le biais de la 6-
Fuler méthode fournit une solution du probleme P,. Ce résultat s’obtient en reproduisant
exactement la démonstration de Monteiro-Marques [21](p 95-111). Par conséquent, elle ne
sera pas détaillée ici.

Il existe donc une suite extraite de la suite des approximations fournie par “NSCD” qui
converge, au sens décrit dans la proposition 11.2 vers une solution du probléme P,,. Ce résultat
montre 'existence d’une solution au probleme P, lorsque F est une fonction intégrable et
e=0.
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Chapitre 111

RESULTATS D’UNICITE

RESUME

A I'issue du chapitre I, on sait que le probleme P, possede
une solution dés que la force extérieure est dans L! dans le
cas e = 0. Le présent chapitre est maintenant consacré a ia
question de |'unicité. Dans une premiére partie, on montre
que lI'on n'a pas unicité en général, méme avec une force
extérieure, fonction de classe C* du temps. Cela est prouvé
par un contre-exemple que l'on reprend de Schatzman qui
I"avait formulé pour le cas 1D sans frottement avec e = 1,
qui avait été adapté pour le cas e = 0 par Ballard, et que
I"'on modifie pour |'adapter finalement au cas 2D avec frotte-
ment et e == (). La deuxieme partie montre qu'en revanche, il
y a unicité si la force extérieure est supposée étre une fonc-
tion analytique (ou analytique par morceau) du temps. Cette
partie reprend un article 3 paraitre dans la revue M2AN.
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I11.1. INTRODUCTION

I1I.1 Introduction

En 1978, Schatzman [26] a obtenu un résultat d’existence de solution pour la dynamicque
des systémes discrets avec contrainte unilatérale (sans frottement). Elle exhibe également
un contre-exemple montrant que, méme si les données sont toutes supposées de classe ce=,
on ne peut prétendre en général, a 'unicité de la solution. En 1985, Percivale [25] remarque
que, dans le cas du probléme & un degré de liberté avec force extérieure ne dépendant que du
temps, et ce de maniere analytigue, I'unicité de la solution est acquise. Ce résultat est d’abord
étendu par Schatzman [27] au cas oll la force extérieure est une fonction analytique du temps,
mais aussi de la position et de la vitesse courantes, toujours pour le probleme & un seul
degré de liberté. Enfin, Ballard [1] étend le résultat au cas d’un nombre arbitraire de degrés
de liberté et de contraintes unilatérales (toujours sans frottement). En nous inspirant du
contre-exemple de Schatzman, on construit un contre-exemple pour le systéme de Klarbring
démontrant que 'unicité n'est pas vraie en général, méme pour une force extérieure ayant
une regularité C*°. On adapte la technique de [1] au cas du frottement de Coulomb et l'on
prouve, que 'unicité est retrouvée si la force extérieure est une fonction analytique du terps.

II1.2 Contre-exemple & 'unicité pour le probléme 4 un
degré de liberté

IIT.2.1 Le probléme a un degré de liberté

Par le probléme & un degré de liberté, on entend le probleme d’évolution associé & la dyna-
mique d'une particule ponctuelle, de masse unité, astreinte & évoluer le long d’une demi-droite
(obstacle en Porigine).

Fic. II1.1 - Particule se déplacant suivant une ligne.

En notant F(t), la force extérienre (scalaire) s’exergant sur la particule, et en supposant la
particule au repos et en contact avec obstacle a U'instant initial, ce probléeme d'évolution
e .

s'écrit

Py : Trouver I7 € MMA([0, T]; R) et R € M0, T); R) tels que :

U(0)=0, UF0)=0,

l=F+R,

U<0, R<0 UR=0,

Uty=0 = Ut(t) = —eU~(1),
ot e € [0, 1] est le coefficient de restitution supposé connu. On rappelle que le cas e = 1 cor-
respond a la loi d'impact élastique et que le cas e = 0 & celui de la loi d’impact complétement
inélastique.

—

]
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CHAPITRE III. RESULTATS D'UNICITE

I11.2.2 Cas de la loi d’impact élastique

Considérons le cas oil la force extérieure F est supposée de classe C* et positive (elle pousse
constamment la particule vers l'obstacle). On vérifle alors que le probléme P; admet la
solution triviale suivante :

=0

R(t) = — -/O.t f: F(o)dods

correspondant 4 'absence de mouvement de la particule.

L'objectif de ce qui suit est la construction d'un cas particulier de fonction I positive et
€, pour laquelle le probléme P; admet une autre solution que cette solution triviale. Cette
construction est tirée de [26] et de [1].

Soit p : R — R la fonction définie par :

0, si t € ]—o0,0]U 1, +o0l,

1= , -1
Q( ) e((rl_l) (J‘Dl et(t]_l)dt) , git € ]D, ]_[

(111.1)

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :
e pc C®(R;RY),
e supp ¢ = [0, 1],

o /Dlg(s)ds:l, /Dlsg(s)dSm

L'intervalle de temps [0, T est divisé en sous-intervalles [y, @[, olt (@n)nen est une suite
décroissant strictement vers 0, qui sera précisée dans la suite. On pose alors F(0) = 0 et :

b | =

01 site [Gfm}wiy (TR + d’?l[?
Ft) = (I11.2)
%Q ( = gut1dn ) 3 sil€ [a?1+1 + dm G‘n['

thp —n- 1 —dy

La fonction F(#) a Pallure suivante :

AVAN

a
{0

) a
n+2 n+l

Fic. 1I1.2 — Allure du chargement I pour une loi d’impact élastique

et est de classe C* sur |0,7)]. Pour qu'elle soit C> également en ¢ = 0, il faut assurer que
Vamplitude des bosses déeroit suffisanunent vite lorsque ¢ tend vers 0 et, & cet effet, on pose :

1
Fn. = -
!
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II1.2. CONTRE-EXEMPLE A L'UNICITE POUR LE PROBLEME A UN DECRE DE LIBERTE

Faisant ensuite les choix :

o (i +5)°
DI oy ) e Y
n+5 _71+3

d, = =
(m+D{n+2)(n+4) n+5b

(Cﬁn - ﬂn+1)=

[ u]

- (n+5)°
T = Y i )+ TD

n=()

on pose :

dm’ sil € [G?H—la g1+ (ln[:

V(t) =
1 Fn * §— fppt — dn
—— T 5 ds, sit € {ape1 +dn, nl,
(T? + 4)! = ‘/(J-n—i-l'i'dn a*n - a!l.+1 — d'n [ whl ! ”.[’

puis :

U = /0 V(s) ds

de sorte que la fonction U(t) a l'allure suivante :

------- T

Fla. 111.3 - Allure d’une solution pour une loi d’impact élastique

u

On vérifie facilement que la fonction V(2) est & variation bornée sur [0,7] et il en résulte
que [J € MMA([0,T]; R). Par ailleurs, la fonction U(?) est négative et :

e {te0. 7t U =0}={o}ufes nen},

o VneN U‘(an)=(;H1_—3)j= U+(a.,,_)=—(,n,j_3)!.

Enfin :

¥ = 5(1 déf
U—-F=-2 —rt— =R
TZ; (n+3)!

(ol1 8, est la mesure de Dirac au point a) est bien une mesure négative.
En rassemblant ces résultats on constate que U/ fournit bien une solution autre que la solu-

tion triviale au probleme P; associée au choix de la fonction F définie plus haut. Il en résulte
que les solutions du probleme Py ne sont pas uniques en général, méme lorsque F' € C%.
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CHAPITRE I1I. RESULTATS D’UNICITE

IT11.2.3 Cas d’une loi d’impact complétement inélastique

Considérons le probléme P; dans le cas olt e = 0. Si la fonction F' est toujours supposée
positive alors le probléme P; admet la fonction {7 = 0 comme unique solution. En effet, sl
existait ¢’ tel que U(') < 0, alors, en posant t = inf{t; Vs glt, t', U (s} < 0}, on aurait
U ") =Ut(t") = 0 et done :

i ps
U(t’)=/ / Flo)dods >0
. t” tfl

ce qui est absurde.

La question se pose alors de savoir si la pathologie de non-unicité exhibée dans la section
précédente subsiste encore dans le cas ot la loi d'impact élastique est remplacée par la loi
d’impact-complétement inélastique.

Le méme type de construction est réalisé pour obtenir un contre-exemple & 'unicité dans ce
cas de loi d’impact complétement inélastique ([1]).
L1

Subdivisant 'intervalle [0, 7 en sous-intervalles du type [543, 3], lafonction F (nécessairement

de signe non constant) s'écrit sous la forme F(0) = 0 et :

.

T 11
_F].,'.'l Q ( dl,rt ) pOLlr t E [11—*-1’ n41 + d],ﬂ[?

F{ty=< 0 powr t € [;;i—l +dig, + — dagl, (II1.3)

t""%‘*‘dﬂ,n . p 1 1
| Fom o (——c‘im ) pour t € [+ —don, 1],

N * . b H S
ol € N* {Fin)ener (Fom)pepes (din)perer (don), ey SODG des suites positives qui seront
précisées ultérienrement. Son allure est présentée sur la figure I11.4.

Fi

Fic. 1114 - Allure du chargement F' pour une loi d’impact inélastique

Les suites (dy,n)u>0 €t (dan)nso devront satisfaire :

1/71 1 1/1 1
T < = = — log <= —— . .
(I,n, = 2 (?1 n -+ 1) y 5‘2,1. P 2 (” n + 1) (III 4)
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II1.2. CONTRE-EXEMPLE A L'UNICITE POUR LE PROBLEME A UN DEGRE DE LIBERTE

Les sous-suites (F1n), e (Fon) nepes (din)pepes (don),cpe voub étre construites de telle sorte
que le probleme P; admette deux solutions U; et Usz. On demande que les fonctions U; et
U5 correspondantes vérifient :

Si n est pair

Ul(;i_l) = 07 UQ(%) = _Uﬂ.}
Uf(t)=0, L) = Vi, (I1L.5)
Si n est impair,
Ur(L) = U, Uy(L) =0,
. (T11.6)
Ul (“)_”‘/;H U,;i-(-]-)=0’

ott (Up Inenr €t (V3 )nen- sont des suites strictement positives qui seront définies ultérieurement.
Le fait que Uy et U satisfassent (II1.5) et (IIL.6) assure qu’elles soient distinctes.

i

s . -
A présent, on se place sur Uintervalle [»= ruhn

situations.

1] pour tout 7 > 2 et on analyse les différentes

Supposons qu'a l'instant la particule soit & la position U = — 1 avec une vitesse
q -+

+1’
{7+ = V1. Sous l'action de la force F sur U'intervalle [n =t +1 + dy ], cette particule se
retrouve a l'instant 1—1-1«(!1,,? en contact. Par conséquent, le déplacement croit sur cet intervalle.

Ce qui se traduit par la relation :
1 2
_UJ1+1 + V;H—ld'l,n - aFl,n I,n = D: (IIIT)

obtenue par intégration de 'équation [7 = F sur Uintervalle [" i +1 + d1 n)-
La condition de contact unilatéral contraint le déplacement & étre négatif ou nul. Ge qui

ameéne A déterminer la valeur de dy, comme la plus petite racine de 'éguation de second
degré (ITL7). Ainsi :

1+1 \// +1 = r)-F‘] 11U11+l

d],n = F
1n

(1IL.8)

Sur lintervalle [ w+ din g 1[ le déplacement et la vitesse sont identiquement nuls puisque
la particule reste eu contact suite a l'impact.

On considére ensuite le cas ol la particule en contact a lms‘fant 7 est au repos. Cette
particule est & la position —0/, avec une vitesse V), & 111lsta11t En intégrant la relation

:
[T = F et en explicitant la relation U/(t) — U/ (t') = / V(s) ds sur I'intervalle [-2, 1] ceci se
J

traduit par les relations suivantes :

V;J = "'Fl,ndi,n + Fz,ndlm

. 1 2
—vn — _§Fl,nd1,n JFl 't‘.'dl n ( (n+1) dl,n.) + F° ndf) n
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CHAPITRE ITI. RESULTATS D’UNICITE

Soit,
I/n = _F'l,ndl,-n + FQ,-ndQ,ny

1 i 1 1 1
_Uﬂ. = §F1,nd1,n - Fl,ndl,nm = 51?],110!1,?10{2,71 + §V—nd2,n-

Maintenant, on pose :

1

nian !

Yne N, U, =

L’équation (IIL.8) donne :

1 4n3
thp=—[1— /1 - 25
BT opd ( (r -+ 1)4)

dont l'estimation asymptotique est :

i ~ quand n — oxo.

nd’

Les équations du systéme (I11.9) nous permettent de déterminer day et Iy,

2n? 2
il n 'I’Lad“ —
J _ n+ 1 1m nd
2 — £l 1
T+ n'd;,
dl n I n

qui se comportent comme :

2

0{2,?1 ™~ E}'ﬁ"a

quand n — oo,
n?
Jut+1’

FQ,n ~

Gréice aux estimations (111.12), (I11.13), on a :

1
O<dip < ————
M on(n + 1)
dng, n>ng =,
1

O0<dy; < ——.
“2 Zn(n+1)

On définit alors T' = %, et pour n > ny, on pose :

(I11.9)

(I11.10)

(1IL.11)

(1I.12)

(111.13)
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111.2. CONTRE-EXEMPLE A L'UNICITE POUR LE PROBLEME A UN DEGRE DE LIBERTE

W, (0) =0,
Wa(0) = 0,

o fs—5 i1
V;?+1“‘"Fln / e — = dS, git € |:_—r—+dl n[:
' J A d],n n+1 n+1 !
Wa(t) = i
0 sit€ | —Lrtdiy, it
3 m "Lty 73 |0
( of g — 1 1 1
_F TR I P ﬂe[————— z,[,
b /’Tln‘ ’ ( d?!.-n ; n - 1'n+1 + 01
Wa(t) = i —F wdy s sit € [n}_ 1 + dy s % — dyp [r
N s—i4d 1 1
—Fypdy g+ Fay / 0 (—HWET_?> ds, site [— —dop, — [
L Ji gy, don n n

Puis dans le but de satisfaire les conditions (IIL.5), (IIL.6) :

Vi(0) =0,
V4(0) = 0,
. Vi(t) = Wi (t),
— 2 > n,
sit & [2}%{»1’2})[’ ( P_no),

V() = Walt),

Vi(t) = Wa(t),

1
sit € [-—~ [, (2p— 1= no),

2p’ 2p— 1 Va(t) = Wi(t).

et enfin :

Up(t) = /-t. Vi(s) ds, Us(t) = /t Va(s) ds.
0
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CHAPITRE III. RESULTATS D'UNICITE

Deux solutions sont alors construites pour le probléme 7,. L’allure des fonctions ainsi
construites est la suivantes :

t

Fra. 1115 ~ Allure d'une solution

On vérifie facilement que F', ainsi construite, est de classe C® et que U4, Us € MMA([0, T]; R).
Il reste & vérifier que [/} et /3 sont bien deux solutions du probleme P;. Prenons 'exemple

de U, L'allure de son graphe sur Pintervalle de temps [°p1+1’ ,,p{ [, est représentée par la
figure :
u
I
I~ t
1
2.2p-1 Ep_«-[
F1a. 1IL6 - Allure de la solution [/, sur I'intervalle [31=, 2.
2p-1 p 1

Un calcul simple montre alors :

) B (2p=1)° -
f-F = *Z{ = B O a0 ()

[ -{-L[g -1 deéf
oy o —p.,..,__'_ s - =
+ Fogp_a0 ( pA— ) f\]%+dllglj_1|2p+l[(l)} R

est bien une mesure négative olt ) est la fonction caractéristique de intervalle ).[. La
vérification du fait que Us fournit une solution au probleme P; est maintenant immédiate. Au
final, il 0’y a donc pas unicité de solution au probléme P; avec une loi d'impact complétement
inélastique (e = 0}, méme lorsque F € C*([0, T); R).
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111.3. CAS D'UN SYSTEME MASSE-RESSORT ET DU SYSTEME DE KKLARBRING

I11.3 Cas d’un systéme masse-ressort et du systeme de
Klarbring

I11.3.1 Prise en compte d’un ressort

On ajoute maintenant au systéme de la section II1.2 la prise en compte d’un ressort linéaire
de raideur unité.

/.
/

2 e [
/

Fia. TI1.7 - Masse retenue par un ressort.

Le probléme d’évolution associé s’écrit maintenant :

P! - Trouver U € MMA([0, T}; R) et R € M([0,T];R) tels que :

U =0, U0)=0,
U+U=F+R,

U<0, R<0 UR=0
Ult) =0 = U*{t)=0

ot 'on a adopté la loi d’impact complétement inélastique.

En menant un raisonnement analogue au paragraphe I11.2.3, on construit deux solutions au
probleme P! pour le chargement F défini par les relations (II1.3) dont la régularité est C™.

On divise alors U'intervalle [0, 77 en sous-intervalles [ g [ sur lesquels on construit deux
solutions satisfaisant les conditions (IIL.5) et (IIL.G). Les suites (dy n)n>0 €t {doy)n>o vérifient

les conditions (111.4).
On se place sur intervalle [

el n[ pour tout 7 > 1 et on analyse les différentes situations.

Supposons qu’a l'instant —- la masse soit a la position U = —U; 1, avec une vitesse
V =Vi. Sous I'action de 1a force I sur I'intervalle [” T 7 +1

a l'instant & -+ di, en contact. Par conséquent, le déplacement croit sur cet intervalle. Ce
qui se Lladm’r par la relation :

+ d) 5], cette masse se trouve

m-f—dl,n ) 1 5 — m
0= Uy cos{dy n)+ Vg sin (din)—Fin N sin ] +din—5])0 _“fll.,rz ds,

Y RE

obtenue par la résolution de I'équation différentielle U+U = F sur I'intervalle [ﬁ, ;‘}J‘i‘dI,n]-
Aprés un changement de variable, il vient :

.1
0=~ c08{d1 )+ Vissin(dy,) — Fiadia / sin {dy ,, (1 — 5)) o(s)ds, (111.14)
Jo
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oll les suites (U )ns0, (Vi)nso €t (Fin)nso sont définies par les relations (IIL.10).

La condition de contact unilatéral permet de déterminer le paramétre ty », comme la plus
petite valeur positive telle que la relation {II1.14) soit satisfaite.

Soit donc g(z) définie par :

g{x) = —Uyqi cos (z) + Viyyysin (z) — FL,I.’L'/G- sin (2(1 — s)) o(s)ds

qui est une fonction continue.

On a, d'une part g(0) = —U,.1 < 0, et d’autre part :
T ) 2z
Vi e [O, ;)—], sin{z) > —. (I11.15)
& {
Alnsi,
T 2V,
Ve e [o, 3], 9(2) > —Upar + ( ! ) . (11.16)
b b Un 7
Le membre de droite s’annule pour z = :ﬁ ~ g Pour n > 2, 75 € [0, Z]. Par

conséquent, il existe des valeurs de z € [0, 5] telles que le membre droit de U'inégalité (111.16)
soit positif.

Ainsi, on en déduit qu’il existe au moins une valeur de z telle que g(z) = 0 et on note i n
la plus petite valeur.

Comme dy, < 507, dy, tend vers O quand n tend vers l'infini. L’équation (II1.14) four-
nit alors I'estimation suivante :

1
dyp~—, n— +oo. (TIT.17)
7

1
724

L’instant ﬁ +di, est un instant d'impact. Sur l'intervalle [ﬁ +dy o, T—l,[, la particule reste
en contact. Ainsi, I/ =V = 0.

On considére ensuite le cas oll la masse en contact & 'instant ﬁi est au repos. Elle est
& la position —U, avec une vitesse 1}, & Uinstant 1.

La résolution de l'équation différentielle I/ + U/ = F sur l'intervalle [m, —1{ permet d’obtenir
les relations suivantes :

1 dyn G 1
1/ = F /’nVHl | 1 d ntl Cl
n 1,n . n 1 ' 1,n o d,'] .,

Jode ,
n 1 §— = (ig n
+ Fg,n / cos| —— 5] —r— 3
Jiods, n d?,n
n =
i
——=+d] a _ 1
n-p1 ' :}_ 5
. 1
U, = —F, sin +d,—5)o| —2 | ds
J n—+1 i
NS
d
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Aprés un changement de variable, il vient

1 1 1
Vi =—Fiadia /0 COS (m — dlms) o(s)ds + Fynday ‘/0 cos(ds »(1 — s))o(s)ds,
(111.18)
1 1 1
._U” = "'"“Fl,nd'l,n /Dv sin (m b d1'n_5) Q(S)dS 4+ EE,TLdE,-rll] COS((L_)‘"(]. - S))Q(S)dS
(II1.19)

Les relations (IT11.18) et (IT1.19) permettent de prouver 'existence des coefficients dan et
F an :

1 1 1
=  u s in | ————— = tdyns anll — 35 2
0 [Un Fyndin ./0 sin (n(n Fy dy, a) g(s)ds] /{; cos{dan(1 — 5))o(s)d{II1.20)

S|

. 1
/) 4 L 4y n i B\l — '
+[T n Fmdl,n‘/(; oS (n(n =y dy, 5) g(s)ds] ./o sin(dan(1 — s))o(s)ds

1 Va+ Fiadiy [ cos (ﬁ(anl} — dl,ns) o{s)ds

. (II1.21)
dan COS (ml;;l—) - dl,ns) o(s)ds

Le coefficient da , solution de I'équation (I11.20) existe. En effet, définissons comme précédemment
ia fonction continue £ par :

cos(z(1 — 8))o(s)ds

1 1
Ty = ’rn - nl1n . ]
h(z} [[ Fds, /0 sin (n(n = dl,ns) Q(S)d&] ./0
1 1 ‘1
/. s + 1 v G 3
—}—[‘[ w+ Fndg ./0 cos ('n,(n Y Q(S)ds] /0 sin{z(1 — s))o(s}ds.

(I11.22)
D’une part, on a

D’autre part, d’apres (I1I11.15), on a
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1

! 1
[V,, + FL”dl,,,/U Cos (m - dl,nS) g(s)ds] /u sin(z(1 — s))o(s)ds

> Tvvrd, [ ! d as] 2 [ y)a
et [ n‘;_- 1,n ‘1’“_/0 cos (m - '1,118) Q(S) 5]"7'(__/0 Q(S) g,

1 2z

1
> /;? F nvwimn : H
- [I + Findh, /o €08 (n(n—:— 1) —dl,ns) Q(S)ds] T

et
1

! 1
[Un - Fl,ndl,n /(; sin (m - dl,nﬁ) Q(S)dﬁ] /{)v COS(H"(I - S))Q(S)dS

! 1
> — F [ i _ .
= Un Frutin L o (”(77- +1) dl,ns) ols)ds

Il en résulte,

S
1 2z
], h{z) > [Vn + Flndy g ‘/0 cos (n(n Y- d1,115> g(s)ds] —

1
. 1
+ [Un — Fypdyy /0 sin (n(n - dlms) g(s)ds],

Vo e [D,

bo| =

oll le membre de droite devient positif pour certaines valeurs de z puisqu’il s’agit d’une

fonetion affine qui ’annule pour une valeur de x voisine de 33 € [0, 5] pour n > 2.

Ainsi, on a montré Pexistence d’au moins une valeur z telle que h{z) = 0 et par conséquent
d'une plus petite valeur ds,, solution de I'équation (IT1.20). Comme ds,, < 5o o,y tend vers

0 lorsque n tend vers U'infini. On en déduit :

La relation (IT1.21) permet d’estimer Fs, comme suit
n?

- o e
PE,?L on+1 )

n — 00,
Grice anx estimations (I11.17) et (II1.23), on obtient :

1
0< dl,n < 2n(n+1)?
Ang, n2ng =

1
0<day < L)

On définit alors T' = % et pour tout 7 > ng, on pose

(111.23)

(11L.24)
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Wi(0) =0,
Wa(0) =0,
( sin(t VWt -+ cos(t / ‘fe[l L 4 [
sin{t — —— cos(t — —— )V, st T |,
1o +1 i n+ln+1 "
wf R .
—F as(t — n+-1
L-Vl (1‘,‘) = { 1n ./% (Db(" S)Q dl,n dSw
L0, si t€ [+ k],
( .t _ 1
_Fl n / COS(t - S)Q i nt CIS, sit e [L, ! + dl n [,
e d1,n n4+1l n+1l ‘
bt S
N+t - 5 " ) ]_ ]_
P, /% cos(t ~ 5)p ( dlj.:l) ds, site [*n. T +dip,— —dopn
Wa(t) = 4
'"—:lj"“f"dl,n 5 — 1 ].. 1
~Fy, " cos(t — s)o ol ) ds site [— —dapn, — [,
?["5;";"” dl,n n 12
. 5 — e
+F n/ cos(t — s)o ( wt 2'") d
Rt d?,n

\

Afin de satisfaire les conditions (I1L.5), (IIL.6), on choisit :

I/1(0) = D:
V(0) =0,

(2p Z 77;(]),

“]-LG[ s__ml:'n
° 2p+1 2p

1 1
it € |———|, (2p—1>n
blfé[gp,g_l[,(p 1 > ng),

Uh(ty = /; Vi(s) ds Us(t) = /ﬂlt Va(s)ds.

En procédant de la méme maniére gu’au paragraphe précédent, on montre que /) et /5 sont
(o) 1

et enfin :

bien toutes deux solutions du probléme 7.
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IT1.3.2 Application au systéme de Klarbring

Considérons le systeme de Klarbring {probléeme P,) dans le cas particulier m = 1 et
K = [ (pas de couplage entre degrés de liberté normal et tangentiel) et e = 0 (loi d’impact
complétement inélastique).

T
-

S e

Fi1G. 111.8 = Cas particulier du systéme de Klarbring
Si on se limite en outre au cas des conditions initiales définies par :
QU = K(} =0

et a une force extérieure toujours colinéaire & la normale & 1'obstacle : Fr = 0, on constate
que le degré de liberté normal Uy est gouverné par le probléme d’évolution P| et, dans
le cas particulier du systéme de Klarbring considéré ici, toute solution Uy du probléme P
complétée par Up = 0 fournit une solution au probleme P,. Il résulte alors de la construction

faite a la section IIL.3.1 que les solutions au probléeme P, ne sont pas unigues en général,
méme si F € C®([0, T|; R").

II1.4 Existence et unicité pour le contact unilatéral
avec frottement de coulomb en dynamique : un
probléeme modele

Dans ce qui snit, on reprend un article & paraitre daus la revue M2AN montrant qu’il y a

unicité de solution au probléme P, si la force extérieure F(4) est supposée analytique par
MOorcealx.
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EXISTENCE AND UNIQUENESS FOR DYNAMICAL
UNILATERAL CONTACT WITH COULOMB FRICTION:
A MODEL PROBLEM

PATRICK BALLARD! AND STEPHANIE BASSEVILLE'

Abstract. A simple dynamical problem involving unilateral contact and dry friction of Coulomb type
is considered as an archetype. We are concerned with the existence and uniqueness of solutions of the
system with Cauchy data. In the frictionless case, it is known [12] that pathologies of non-uniqueness
can exist, even if all the data are of class C°°. However, unigueness is recovered provided that the data
are analytic {1]. Under this analyticity hypothesis, we prove the existence and uniqueness of solutions
for the dynamical problem with unilateral contact and Coulomb friction, extending {i] to the case
where Coulomb friction is added to unilateral contact.

Résumé. On considére un probléme d'évolution dynamique modéle, incluant, & la fois, contact uni-
latéral et {frottement sec de type Coulomh. On s'intéresse a la question de 'existence et de Punicité de
I'évolution & partir d'une condition initiale donnée. Dans le cas sans Frottemeat, on sait [12} que, méme
lorsque toutes les données sont €, il y a des pathologies possibles de solutions multiples. Requérir
que les données soient, non plus seulement 0%, mais analytiques, permet alors de prouver unicité de
solution [1]. Sous cette hypothése d’analyticité des données, on montre ici existence et unicité de sole-
tion au problaéme d’évolution dynamique avec contact unilatéral et frottement de Coulomb, étendant
ainsi [1] au cas ot I'on est en présence de frottement de Coulomnb en sus du contact unilatéral.

1991 Mathematics Subject Classification. TOF40, 49052, 34 A60.

The dates will be set by the publisher.

1. DESCRIPTION OF THE PROBLEM

At the time being, dynamics involving unilateral contact and Coulomb friction has been mainly studied in
the framework of systems with finite number of degrees of freedom. In this paper, we are concerned with the
questions of existence and uniqueness of solutions for the associated evelution problem. In corder to make clear
the siructure of our existence and uniqueness proof, we shall consider only the simple system introduced by
KLARBRING [4]. However, the reader should have in mind that the proof presented here can be adapted to a
far more general situation. The most general situation in finite d.0o.f. dynamics with unilateral contact and
Coulomb friction, which is covered by our approach, will be described in a next publication.

Klarbring’s system refers to the following situation. Let = > 2 be some integer. A punctual particle of unit
mass in B” evolves in a quadratic well of potential elastic energy, described by a symmetric positive definite

Keywords and phrases: unilateral dynamics with friction, existence and uniqueness.
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stiffness matrix I, and is subjected to an external force F(t), depending only on time. Moreover, the particle
is constrained to remain in a half-space, and, at contact, Coulomb friction takes place. For X € &, we denote

Fieune 1. Klarbring's system.

by Xy its first component (“normal component”) and by X7 the vector of R*~! formed by the n — 1 last
components of X (“tangential component”), The symmetric positive definite stiffness matrix & will be written

as:
by W
K= ,
W KRy
where by € R, W € R"~! and Ky is a symmetric positive definite real matrix of order n — 1. The two following
statements are equivalent.

{i) The matrix K is positive definite.

(ii) The matrix K is positive definite and kn > ‘W - K3' - W.
The term W couples the normal and tangential degrees of freedom and is a source of difficulty in the analysis
of the system.

We denote by MMA([0,T]; R") (motions with measure acceleration) the vector space of those integrable
functions of [0, T] into B" whose second derivative in the sense of distributions is a measure. It is nothing but
the space of integrals of functions of bounded variation over [0,T]. Functions U in MAMA are continuous and
admit left and right derivatives (in the classical sense) I/, U™, at any point, both being functions of bounded
variation. We recall that a function of bounded variation, being uniform limit of a sequence of step functions,
is universally integrable (integrable with respect to any measure). The evolution problem is formulated along
the lines of MOREAU [6,8] and in the sequel, the term “unilateral problem” will refer to the following evolution
problem:

Problem P,. Find U € MMA([0,T]; R*) and R € M([0, T]; R") such that:

e U=U, ; UH0)=V, (initial condition),

o« U+K-U=F+R, in[0,7] (motion equation),

Un<0, Ry<0, UyAn=0 (unilateral contact),

[ [RT AV - Uf) - pRx (V] - ]Uqﬂ)} >0, vYVecl®(0,T;R"')  (Coulomb friction),
J[0,7]
o Uni)=0 = Ui(t)=—elUg(t), in]0,T] {impact law),

where F' denotes a given integrable function of [0, T into R" (external force), 1 a given nonnegative real constant
(friction coefficient), e € [0,1] a real constant (restitution coefficient) and (U/n, ;) some initial condition,
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assumed to be compatible with the unilateral constraint:
Un<0 and: Un=0 =— VWn<0

Ouwr goal is to investigate the existence and uniqueness of a solution of problem P,,.

2. REVIEW OF EXISTING RESULTS AND CONTENT

Well-posedness of the dynamics of discrete systems with unilateral constraints {without friction) seems to
have been first investigated by SCHATZMAN in [11], where she proved an existence result by a penalization
technique in the case of the elastic impact law e = 1. She also gave a siriking counter-example showing that,
even in the case where the data have regularity ¢°°, one cannot expect uniqueness of schition, in general.
A major remark was, then, made by PERCIVALE in [10] who noticed that, in the case of the {necessarily
frictionless) one-degree-of-freedom problem with external force depending only on time, uniqueness of solution
is recovered provided the external force is assumed to be an analytic function of time (instead of C°°). Later,
ScHATZMAN [12] provided a generalization of this uniqueness result under analyticity assumption, still for the
one-degree-of-freedom problem, but in the more general case where the external force is allowed to depend not
only on time but also on current position and velocity. However, her proof was specific to the one-degree-
of-freedom problem. A simpler proof was given by BALLARD [1] who was, then, able to extend the result to
the general case of an arbitrary number of degrees of freedom and unilateral constraints. But his result was
restricted to the frictionless situation.

The case of dry [riction has been considered by MONTEIRO MARQUES in [7]. He considered a case with a
single smooth unilateral constraint and inelastic impact law e = 0 which contains Klarbring’s system (provided
e = (). Using a time-stepping algorithm introduced by MorEAU (which is, roughly speaking, an adaptation of
the implicit Euler scheme to the non-smooth situation under consideration) to build a sequence of approximants,
MonTEIRO MARQUES wag able to pass to the limit by extraction of a subsequence using a compactness argument,
ta prove an existence result which applies to Klarbring's system in the case e = 0 and F € L!. However, note
that Klarbring's system, in the particular case W = 0 and Fr = 0, reduces to a one-degree-of freedom system
in which Coulomb friction plays no role, and, SCHATZMAN’s counter-example [11] can be readily adapted to
this particular case of Klarbring’s system, demonstrating that one cannot expect uniqueness in general, even in
the case where the exiernal force is assumed to have C° regularity. Therefore, our purpose, here, is to adapt
the technique of BALLARD [1] to the situation where Coulomb friction is involved, to prove the uniqueness of a
solution nuder the assumption that F' is an analyfic function of time.

In the frictionless situation, BALLARD’s uniqueness proof relied on the fact that the associated bilateral
problem is governed by an ordinary differential equation, whose solution is analytic provided the data of the
problem are analytic. In the situation under consideration, the associated bilateral problem is governed by
a differential inclusion (multivocal differential equation) because of Coulomb friction. The Cauchy problem
associated with the bilateral problem is studied in section 3. First, the existence and uniqueness of a solution
ig proved by use of standard monotonicity techniques in section 3.1. Then, it is proved in section 3.2 that the
restriction of the solution on some right-neighbourhood of the time origin is analytic, provided the external
force is analytic. The analysis of the bilateral problem, as performed in section 3, is used in section 4.1 to build
a local analytic solution of the unilateral problem with analytic external force. Then, to obtain well-posedness
for the unilateral problem, there remains only to prove that there cannot exist any other local solution in MMA,
different from the local analytic one. This is performed in section 4.2 by adapting BALLARD’s strategy [1] to
the situation under consideration.

3. THE BILATERAL PROBLEM

In the sequel, the “bilateral problem” will refer to the evolution problem we obtain when the unilateral
constraint is replaced by a bilateral constraint. More precisely, this is the following evolution problem.
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Problem Py. Find U € MMA([0, T]; R*) and R € M([0, T]; ") such that:
e U(Q)=Uy ; UT0)=V, (initial condition),
o U+K.-U=F+R, ini0,T] (motion equation),

e Un=0 {bilateral contact),

° / [RT AV = UF) + p|Bu (V] - |D:f"|)] >0, VVedl(o,T];r1) (Coulomb friction),
{0, 7]

where F denotes some given integrable function (F € L}{[0,T; R)) and (Uq, Vo) some initial condition, assumed
to be compatible with the bilateral constraint:

Um=0 and Vo =0
Actually, the first component of the motion equation:
Ry =W . Ur — Fy,

shows that the measure Ry is necessarily absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure. Since
the Coulomb friction law implies the following inequality between measures:

|Rr| < p|BRN|,

we infer that the measure R is also absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure. As a result,
any solution (IJ, R) € MMAx M of problem P}, belongs, actually, to W2! x L. For ¢ being a nonempty closed
convex subset of B!, we denote by 85S¢ the subdifferential of its suppart function Se. In the sequel, B will
be the closed unit ball of Euclidean B*~!. Using these notations, we have the following equivalent formulation
for problem Py.

Problem Py. Find Uy € W=H{[0, 7], R*"!) such that:

o Up(M=Upr ; Up(0)=Vr  (initial condition),

o Ur(t)+ Kt Ur(t) — Fr(t) € 8Sumy-wuna[-Ur(t)],  foraa. te€0,77].
3.1. The bilateral problem with integrable force

In this section, we prove the existence and unigueness of & solution of problem Py, by monotonicity techniques.

Proposition 3.1. Let v € BT and Fy € L'([0,T); R*~'). Then, there exists a unigue Up € WL([0, T]; R*—1)
such that: )
o Up(0)=Usr ; Ur(0)=Vyr (initiel condition),

o Up(t) + Ky - Up(t) — Fr(t) € 8Sms[-Ur ()], for a.a. t €[0,T).

Proof.
Uniqueness. Straightforward by monotonicity of the subdifferential.

Existence. We shall use a Caratheodory type construction, implicit with respect to the subdifferential term.
Let V2 be the sequence of functions in W!!{[0, T]; R"~!) defined by:

0
VT

Il

I/i-'.)"]:'y
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and by the following induction. Given the function Vi € W([0,7]; R"~!), the function V+! is defined to be
the unique solution in W11({[0, T]; R*~1), provided by Proposition 3.4, p. 69 of [2], of the evolution problem:

o VEFH0) = Vo,
t
o VIHL(t)+ K- (UUT + [D Vrff(s)ds) — Fy(t) € 88,5[-V2+ ()],  foraa. t.

By monotonicity of the subdifferential, it is easily seen that, for all ¢ € 0,71

o -l [ e -] g [ e - e)] <o

where | | denotes the Euclidean norm in R*~1. Using the same notation for the associated matrix norm, we
geb:
1 i 2 - ; 1 i -1
V@ - o < jrel [ e - v [ e - i @)

and, by Lemma A.5, p. 157 of [2]:

i §
VR - VR < Kl fﬂ [ V(o) — Vi~ (o),
t
< |KT|T/ Vit (s) = VE=H(s)],
0

Kr|Tt\"
T st~ 2] g,

for all ¢ € [0,T). As a consequence, the sequence (Vf),en converges, uniformly on [0,T], sowards some limnit
Vir € %[0, T} R*~1). Now, let Wr € WH([0,T];B"~!) be the solution of the evolution problem:

o Wp(0) = Vor,

4
. I’:VT(t) + K- (Ug’i‘ + / Vi (s) ds) — Fp(t) € 85,8 [—T/VT(i)], for a.a. £.
<0

Now, taking the difference of this differential inclusion with the one defining Vg, multiplying by W — V# and
integrating, we get, thanks to the monotonicity of the subdifferential and to Lemma A.5, p. 157 of [2]:

t
[Wate) = VRO < 1FlT [ [Vits) = V(o)

for all ¢ € [0,T], which shows that the sequence (V{f}nen converges, uniformly on [0,T], towards TWr. Hence,
Vr = Wy € WHT and we have:

o ¥p(0) = Vor,
t
o V() + Koy - (UDT + / Vir(s) ds) _ Pr(f) € 8S,s[~Ve(8)], foraa. t.
Jo

Setting: r
Ur(t) = Unr + / Vie(s) ds,
v {
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we see that Ur € W*!([0,T];R"~) and provides the solution we sought. O

Proposition 3.2. Letr € L'([0,T]; R) be a nonnegative integrable function and assume Fr € LY([0,T];Rr1).
Then, there exists o unique Uy € W2L{[0, T]; R"~') such that:

o Up(0)=Usr ; Ur(0)=Vor (initial condition),
o Ur(t) + &1 - Up(t) — Fr(t) € 88,5 [-Uz(t)],  for a.a. t€[D,T].

Proof.

Uniqueness. Straightforward by monotonicity of the subdifferential.

Existence. Let (#")n,en be a sequence of nonnegative step functions on [0,T], converging towards » in
L'([0,T); R). By Proposition 3.1, there exists a unique solution U e w10, T); R*1) of:

o« UR0)=Upr ; UX0)=Vyr (initial condition),

. . (1)
o Up(t)+ Kt -Up(t) — Fr(t) € 8Smys[~UL®)], for aa. te€[0,T)].

Step 1. The sequences (Ul}nen and (UP:?)HEN are Cauchy sequences in CU and, then, converge towards some
limits U and Ur in C°.
Indeed:

1 ontp il 2 1 n - n-+p n f n n rm rn
SIOF@) ~ U@ + 3 (08P 0 - UR )] - K - U - UR)] < -[D (o7 =) (JO3 | = |og]),

IA

¢
/[; |,,,,n-ivp _ ?.ﬂ|.|U'_F+P _ U’?(f)'

The conclusion follows by use of Lemma A.5, p. 157 of {2].
Step 2. Uy € Whi,

Pick 0 < #; <ty < t. Multiplying differential inclusion (1) by U4(s} — UR(#;) and integrating over [t1,t], we
get:

I J 2 1 n n rn 2
FIUR® U (0)]" + SUR®) - UR(0) = (= 0)UF ()5,

i
</
£

where | - | denotes the norm on R*~! which is associated with the scalar product defined by the symmetric
positive definite matrix /Cr. Using, once more, Lemma A.5, p. 157 of [2], we obtain:

i
1

Fr(s) = or - [UR() + (s = 0)0F ()] || U (s) — O (20)| s + [ r™()|0(s) — U (1) s,

ta
|G ta) — U 1) < / [P ()l +72(s) + 2] ds, (2)
Jig
where M is some real constant, independant on ¢, t» and n. Taking the limit » — oo, we get:
a
[Ortta) = Oxten)| < [ [IPe(6) +r(6) + 2] s,
Sy

which shows that Uy is absolutely continuous.
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Step 3. Ut is a solution of the evolution problem under consideration.

Inequality (2} gives :

183 € MT A+ Pl + 1 Prllr < M,
where M’ is a real constant independent of n. Therefore, extracting a subsequence if necessary, the sequence
(U’r)neﬂ converges in M ([0, T]; R*~') weak-+. Its limit is necessarily . Now, U} being a solution of evolution
problem (1), we have:

vV e Co([o, T, R 1),
T T . T, . .
[0 (&) V (s} ds = /U " (&)|UE(s)|ds + /[; {U{E(b) + K - U(s) — FT(S)] [V(s) + U?(S)] ds

Thanks to the convergence properties of all the sequences involved, we can take the limit as » — oo in this
inequality. We deduce that Uy is a solution of the evolution problem under consideration. |

Proposition 3.3. Let W € B*!, Fy € LY{[0,T}; ) and Py € LY({0, T R"™!). Then, there exists a unigue
Up € W20, T); R 1) such that:

o Up{0)=Usr ; Ur(0)=Vor  (initial condition),
. UT(f) + Kq - Up(t) — Fr(t) € as#er(i) WU ()18 [ Ufl( )] for a.a. t € [0, T].

Proof.
Uniqueness. If U} and U} denote two solutions, then we have:

1, . - 2 1 3 2 L - 9 > ')
oA - GO + 5Ub0 - VR0, < w [ WUk =W DR {0He) - G| ds,

A

2L [ (163 - + ks - Ui 6)) @

and, therefore, U3 = U3, by Gronwall’s lemma.
Existence. Let U} be the sequence of functions in W* L0, T]; R 1) defined by:

UR(t) = Ugr + Var t,

and by the following induction: knowing the function U2 € W([0,T]; R*=1), U™ is the unique solution in
W2t([0,Tl; R*~1), provided by Proposition 3.2, of the evolution problem:

URt 0y =Upr ; URYY0)=Tor  (initial condition),
o URTH(t) + Kp  UFTH(1) — Pr(t) € 38y me)-wovp w8~ Rt )], for a.a. &
First, we get:
1, n n— 1 n
im0 - DRI + 2 [UF(0) - UK, <l f U305} — U3 ()[04 (9) ~ DR ()] ds, (3)

and then, by Lemma A.5, p. 157 of [2] :

I
R (1) ~ UR()| < © /[, U (s) - U3 ()] ds,
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where C' is a real constant independent. of ¢ and n. Reusing the argument in the proof of Proposition 3.1, we
obtain first the uniform convergence of the sequence (Ul )nen, and then, coming back to inequality (3}, the
uniform convergence of sequence (U,?),lep.;. Then, it can be shown, exactly as in the proof of Proposition 3.1,
that this limit provides the solution we sought. O

3.2. The bilateral problem with analytic force

The aim of this section is to prove that, if the external force F is not only integrable but analyfic, then the
solution of the bilateral problem Py provided by Proposition 3.3 is analytic on some right-neighbourhood of
it = 0.

Lemma 3.4. Lef n be a positive integer, O a neighbourhood of {(0,0) in B" xR, G : O = B" an analylic
function and A e real square matriz of order n without any eigenvalue in N\ {0}. Then, there exist n > 0 and
an analytic function X : [0,n] = R" which is a solution of the Cauchy problem:

o X(0)=0,
. A’»(t)=%A.X(t)+G(X(t),t), Vi€ 0,n].

Moreover, any other anelytic solution of this Cauchy problem is, either a resiriction, or an analytic ertension
of X{1).

Proof. For the sake of clarity, the proof is presented only in the particular case n = 1. For |X| < rand |t <r,
we can write:

G 1) = Z g,'j;".tj.

i,j=0
Then, for |X| < r and |¢| < r, set:

oo
GX, )= > |gil X',

i,j=0
and consider the Cauchy problem:
o X(0)=0,
d 50
. E‘X ) =G(X(t),t), Vi

that admits a unique local solution X which, moreover, is analytic {Theorem 1, p. 214 of [3]). This solution can
be expanded in a power series:
o
Xy =) at!,
i=1

which converges in a neighbourhood of ¢ = 0. The coeficients #; are inductively computed by substituting the
power series expansion into the differential equation. This procedure gives, for all k € N:

(k + DFpsr = Pogr (B89, ..., B lais]), (4)

where Fy41 is a polynomial with integer coefficients, and arguments &, Za,...,%; and a finite number of |9ij]-
An induction argument based on equation (4) shows that all the #; are uniquely determined and satisfy in
addition:

Yke N, .'Ek_*_l > 0.
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Note that all the polynomials P, have the property:
Ya>1l, Vi eR, |Pk+1(ﬂ5?1,flgi'2a-~,ﬂkfﬂ'm 1giji)| < af Pogt (|21]|%2], - -5 |6 1gis]) (5)
Now, let us come back to the Cauchy problem:
« X(0)=0,
- . -
o X(B) = n AX({H) +G(X(#).1),

and search a solution as a formal power series:
oo
X(t)y=> =t
i=1

Substituting this expression into the differential equation, we obtain, for all k € N :

(k+1— A)zpgr = Pea (@1, %0, -, 205 955) - (6)
Set: a1
: +
= L . >1
c=sm{rita) (@2

which is finite, since, by hypothesis, A is not a positive integer. By virtue of the induction equation (6), we

have, for all k € I
o

E+1
By induction based on property (3), we get:

|zrss] < Pery (Jzds |2al, - - |mels gis])-

VEEN, |oe| <o Eg,

which proves that the convergence radius of the power series Y .., x4 is positive and, thus, gives the desired
conclusion.

In the case where n is arbitrary, the arpument is similar, using the maximum norm on R" instead of the
absolute value; the constant « is then defined hy:

a:ilég {(k+l)|[(k+1)f——fl]_llm} (x> 1),

where I is the identity matrix and || denotes the matrix norm associated with the maximum norm on R". [

Proposition 3.5. Let Fy : [0,7] = R and Fr: [0,T) — B*™! be two analytic functions. Then, there exists
7 > 0 such that the restriction to [0,n{ of Ur € W1, provided by Proposition 3.3, is analytic.

Proof. By the assumed analyticity of functions Fn(#) and Fr(#), there exists 7 > 0 such that, necessarily, one
of the following three cases occurs.

Case 1. Vg1 # 0.

Case 2. Vgr =0 and Vie|0,gl, |&Fr{t)—Irp- Ugr| < p|Fn(t) — W - Ugrl.

Case 3. Vyr =0 and Vi€ |0n[, |Fr(t)—~ Ky Upr| > p|Fn(t) — W - Uyri.

Thus, we are going to prove that the conclusion is reached in any of these cases.

Case 1. Vor # 0.
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Let O be an open neighbourhood of Vit in R" ! which does not contain 0. Then, the function:

O = Rt
Vv

- _-

V = ]

is analytic. Cauchy-Lipschitz’ theorem provides a solution Ur € C*(0, a[; R*~!) of the Cauchy problem:

o Up{0)=Upr ; Up(0)=Vor,

o Urp(t) + Kr - Ur(t) + p|Fait) - W - U (t)| lg:% = Fr(t), (7)

° UT(t) e 0.

Now, seeking a solution of (7) as a formal power series:
o
Ur(t) =3 Mt
k=0

and substituting into {7), we have necessarily:
Ao =Uor, A1 =Vor

and fthen:

1 Yor_
Ao == {FT(O) — K- Usr — | Fi(0) = W - Uy | o } :
9 “/Dl‘l

Replacing the term |F(t) — W -Ur(2)|, in (7), by % [Fxn() = W - Ur(t)] according to the sign of the first nonzero
term of the formal power series expansion of [Fn(¢) ~ W - Ur(t)], it is readily seen, by induction, that the
sequence {An)pen is uniquely determined. Only two cases are possible.

{n) 0
Case 1.1. Vr € I, Py ]( ) =W A,

nl
in which case the solution of the Cauchy problem:

o Up(Q)=Usr ; Ur(0)=Vor,
o Uplt) + K1 - Ur(t) = Fr(t),
] UT(t)EO,

which is analytic by Theorem 1, p. 214 of [3], has the A, as coefficients of its power series expansion at 0.
Hence, the A, are the coefficients of the power series expansion at 0 of a certain analytic function defined on a
right-neighbourhood of 0 and which solves problem (7) and therefore the Cauchy problem of Proposition 3.3.

F(n) F(nu)
Case 1.2. Vn € {0,1,...,np — 1}, NT'@ =W-A,, and ”%.ﬂ #W- A,
H Tig!
in which case the analytic solution of the Cauchy problem:
o Ur(0)=Upr ; Ur(0)=Tar,
" R F(“U)(U} > e [}T(t) _
o Dip(t) + Ky - Urlt) + psgn [—rs— —W ,\] [FN(t) —W -Urp(t)] T Fr(t),
T

° UT(t) €0,
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is a solution of problem (7) on a right-neighbourhood of ¢ = 0 and therefore solves the Cauchy problem of
Proposition 3.3.

Case 2. Vgr =0 and Vite }0,7][, |FT(t) - Ky - UDT' < [.1.|FN(t) —W- Ung.
In this case, it is readily checked that the constant function Ut = Uypr on [0,7[ (which is analytic) provides &
solution on [0, 7] of the Cauchy problem of Proposition 3.3.

Case 3. Vogr =0 and Vte|0,n[, [Fr(t)— Kr-Uor|> plFn(t) — W - Ugrl.
This case is the most tricky to examine. Qur technique will consist to transform problem (7} into a form on
which Lemma 3.4 applies.

By the assumed analyticity of functions Fy(t) and Fr(t), together with the hypothesis of case 3, we know
that there exist two integers ng and n; > ng such that:

FT(t) - I(’F . UDT ~ atnﬂr o e Rﬂ—l \ {D},
FN(t) —W- UDT r~ ’Btlh’ ﬂ € IR\{D},

when ¢ goes to 0 {in case where Fn(¢) = W - Upr, just set n; = +oo in the sequel). Let us look for a formal
power series solution of problem (7). It is readily checked that the first nonzero term of the formal power series
associated to Up — Ugr can be written:

g2
7T

where v must satisfy the equation:

(%+2Wm+ﬂv+uﬂﬂﬁﬁﬁ=w 8)

Here, 671 denotes the Kronecker index (which equals 1, if ng = n1, and 0, otherwise). The solution of equation (8)
is:
ol —pépa 18] o

= o+ 2)(mo + 1) Jal

Then, we define new unknown functions, for ¢ > 0, by:

~  Ur=Ur

UT - tnu*i‘l 1

~ r

Vr o= — 2

(ﬂ-D + Q)tnu-H

Hence, for t > 0, the functions Up and ‘7"1“ are related by the differential equation:

1~ —
= — . Up + (no + 2)(VT + 7).

Now, there remains to write the differential equation in problem (7) in terms of the new unknown functions Uz
and Vr. We gef:

Ty — Iy - Uor g | Fn =W -Upr = | v+
- — W Up| wwr———,
(ng +2)tm+t ng +2 frat Iy + V|
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which is, using definition (8) of -, nothing but:

Ao _ _motlp m . Pr - Kp U — o™
— i = — Vi — K .
dt T t T ng+ 2 Cr - Ur + (ﬂ-[] -+ 2)tﬂn+l
nOlBl v w |Fx—W-Um o =) v+
(mo +2)t"|y[  no+2 {no+l R Iy
Now, it is readily seen that the Cauchy problem:
o Ur(0)=0 ; ¥i(0)=0,
l ~ +1- ~
o SOr=-"0T"F0 4 o+ 2)(y + Th),
d & mo 15 1 ~ P — Kt -Upp —at™
—Vp == Vip — K-
* df T i T ng + 2 T-Ur+ (ng + 2)¢no+l
L1 e B R i e LS./ S M
mo+t |y| no+2 pro+l v + Vil

has a unique formal power series solution. Let sign equal —1 or +1 according to the sign of the first nonzero
term in the formal power series expansion of:

Fy =W -Upp =t W . U
It is easily checked that, in the particular case ny = ng, we have:
sign = sgn (),
so that the function G defined by:

e - — . — ™ gnt : T - s
G(UT,VT,t)=FT Kt -Upr —at poRt Bl v psign [Fy—W UGT—W-UT v+ Vr

{ng + 2)tnot+l (rg + Q)fm B g + 2 o+l |7 + I7T|’

is analytic on some neighbourhood of (0,0,0). Then, Lemma 3.4 provides a lacal analytic solution (ﬁT,T‘}T) of
the problem:

e Up(0)=0 ; Vp(0)=0,

d - 1- =
° EEUT=_nDt+ Ur ++ (o + 2)(y + V1),

d~ g+ 1=~ 1 .o~ ol S

— = — ™ — . . 5% ).
° dtVT ; Vo n0+2I&T UT-i—G(UT,ll,f)

Setting:
U'l'(t) = Upr + t"0+1UT(t)7
the function Uy is analytic on a right-neighbourhood of 0 and:

Ur(t) = (no + 2)t™ 1 (v + Vi (1)).

Rewinding the argument, it is readily seen that Ut is a solution of problem (7) and therefore, of the evolution
problem of Proposition 3.3. O
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4. THE UNILATERAL PROBLEM WITH ANALYTIC FORCE

4.1. Existence of a local analytic solution
The result announced in the title of this section is the following.
Theorem 4.1. Let F : [0,T1 =+ R* be an enalylic function. Then, there exist T, > 0 and analytic functions
Uy : [0, To] = B® and Ran : [0, Ta[ — R, solution of the problem:
o {0)=To ; Uu(0)=Tp,

d ﬁi\N =+ k‘NUnN + W -Uyr = Fy + Ran, 0 [Dx TIa[ y

o Upr+~Kp -Upp+WUin—Fr € BS—ﬂH“N.B[_UﬂT] , in [0, Tﬂ[,
e Unw<0, Aan<0, UwnHan=0

Moreover, any other analytic solution of this evolution problem is, either a restriction, or an analytic extension
of this soelution.

Proof. If we do not have Upn = Van = 0, Theorem 4.1 is obvious, so we concentrate on the case Uyy = Vox = 0.
Denoting by:

o
F(t)= Z fit!
i==0
the power series expansion of F at t = 0, we shall look for a formal power series solution given by:

20 oa
U, = Zuit11 Ran = Z rit'.
)

i=2 i=0
The first terms of these two formal series must satisfy:

e 2usn = fon + 7o,
o uN < 01 rg < Ov UaNTg = 0.

This system determines uniquely the couple (usn,7q). If this couple does not vanish, we stop. Otherwise, we
continue the induction until, perhaps, a couple {u(;42)n, ;) becomes distinct from (0, 0). At rank i, the problem
to be solved is:

e i(i + Dugipryr + Krug_yr + Wug-nn = fi-nr,

e (4 1)('5 -+ 2}?1(,4_9);\; + knuin + Woeupr = fi + 14,

o N <0, 7 <0, wuupanri=0.
The two following cases have to be considered.
Case 1. The induction does not stop because all the couples (t(;ya)n,7:) vanish.
Then, Theorem 1, p. 214 of [3] provides an analytic solution w, : [0, Ta[ — R" of the problem:

® Uu(o) =l ; Un(U) =15,

o U+ K -U,=F, in[0,T]

This solution, associated with the choice Ryny = 0 provides the sought analytic solution of the evolution problem
under consideration.
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Case 2. The induction stops at rank ny because Ungp2)N < 0.

Then, Theorem 1, p. 214 of [3] provides an analytic solution U, : [0, Th[ = R”® of the problem:
o Uu0)=Us ; Ua(0)=1Tq,
o U, +K-U,=F, in 0T

Restricting, if necessary, the time interval on which U, is defined, we have:

Vi€ 0, T, Uan(l) <0,

and this solution, associated with the choice R,y = 0 provides the sought analytic solution of the evolution
problem under consideration.

Case 3. The induction stops at rank ng because T'ne < 0.

Propositions 3.3 and 3.5 provide an analytic solution U,y : [0,To[ = R"~! of the problem:

e Uar{0)=0 ; Uar(0)=0,
o Uyr(t) + Kr-Usn(t) — Fp(t) € BSMiFN(t)wW.U..T{r.)i.E[—UBT(t)], Vie[0,T,.
Restricting, if necessary, the time interval on which Uyt is defined, we have:
Vie |0, Tu], W-Usr(t) — Fx(t) <0,
and this function, associated with the choices:
Un=0, Ryn=W- Uy — Fn,

provides the sought analytic solution of the evolution problem under consideration.

The uniqueness part of the theorem comes from the fact that the induction (finite or infinite) determines the
status {active contact or not) of the system on a right-neighbourhood of ¢ = 0, and uniqueness at fixed status
holds either by virtue of Theorem 1, p. 214 of [3], or by virtue of Propositions 3.3 and 3.5. O

4.2. Local uniqueness for the unilateral problem with analytic force
"The result announced in the title of this section is the following.

Theorem 4.2. Let F': [0,T] = R" be an analytic function, U, : [0,Tu] — B", the local analytic solution of
problem P, provided by theorem 4.1 and U € MMA([0,T); "), an arbitrary solution of problem P,. Then, U,
and U are identically equal on some vight-neighbourhood of ¢ = 0:

AT < Ty, Ytel0, T, U.(t) =Ud).

Proof.
Step 1. For all t € [0,T,], the following estimate holds:

3
|U'ii'— - a’I‘|(t) + |UT - UnT|(t) S Clj[ ]lRN "’RnN| 'i‘C'l / ’UN - UaLN‘s
a,t Jo

for some real constants Cy and Cy depending only on K and pu.
We start with:

Ug — Ut + K1 - (Ur — Unr) + (U = Uann) W = Ry — Ryr.
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We multiply by Ut — U,7 and integrate over [0,#]. The Coulomb friction law gives:

/ (Rt = Rar) - (UF = Uar) < #[ (Rn = Ran) (|UF | = |Uar ),
[0.] [0.]
< [ | = Bax|Uf = Uil
Jion

Moreover: 1 1

- Uk > 2 |UF () — = |Vor[
Jio T T—leI() 2] l'JT|
(by use of {9], p. 44), which leads to:

. . . . 1. . e
][ ](UT - Uu’]‘) ) (Ui!*- - Ua'[‘) z §|U’ii‘- - UaTl (t)
0.
Putting everything together, we get, for all ¢ € [0, T,[:

1. o2 1 2 . - t . .
207 = Ol (0) + 3 {Un ~ Vsl () < 1 [u ]|RN—RaN||U;r»~UaT|+1W|[ U — Uane| [T = Ui -
¥4 . ]

Then, Lemma A.5, p.157 of [2] gives the estimate we looked for:

|UF = Uar|(#) + |Ur — Uar

K

!

NOE: m/i[{ 1B~ B + |W|\/§[ |Un — Uan|.
0.1 Jo

Step 2. For all t € [0,T,[, the follounng estimate holds:

- . r r‘
o5 — aN|(t)+|UN—UnN|(t)scaf U~ x| + G [ |Run,
L] o)

for some real constants Cy et Cy depending only on K.
‘We start with:

Un = Uan + En{Us — Uan) + W - (Up — Uar) = Bx — Ran
We multiply by (U + UN )/2 — Uan and integrate over [0, f]. We get:

1, 2 i a t .
§|U§—UaN| (t)+§|UN—UaN| )= f[ i(RN—RH,\,) (U3 +U5) /2= Uan) - / (T =) W (Ur=Uat). (9)
0, Jo
But, note the two following remarks.
(1) Restricting, if necessary, the time interval we work on:

RxUan 2 0,

because, if Ugn < 0, then Ry must vanish on a right neighbourhood of ¢ = 0, and, if Upn =0, then the
nonpositive analytic function U,y must be nonincreasing on a right neighbourhood of £ = 0.
(2) The measure defined by:
Bu(U +Ux) <0,
is nonpositive. Indeed, let D be the countable subset of [0, 7] of those instants ¢ at which the normal
velocity is discontinuous: Uy () # Ug(t). On [0,7]\ D, the meastre Rn(UF + UN) equals RNUN
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which is nonpositive, thanks to the unilateral contact condition {actually, the measure Ry Ug\? vanishes
identically on [0,7]\ D). Moreover, at each instant ¢ € D, the measure Bn(US + UY) has an atom
given by:

|2 e a 2
ORI =[x 1" = (* - )|ug [ <o,
thanks to the equation of motion and the impact law.
Taking these two remarks into account in (9}, we obtain:

- - f - -
/[‘ j(RN _'RnN) ((UI:J{'w + U;G)/g - UaN) < '“““/ RaN(U::}- - uN):
0, J0
and then:
1, ., . 2 En 9 b ne t . .
5|U1\'T - UnN| (t) + _2'|UN - UaNl (t) < |Hf|/{) |U’[‘ - UﬂT”UN - UnNI + [ |RaN||U1'-\'f- - nN|-
E4 J0

Lemma A.5, p.157 of [2] allows us to obtain the desired estimate:

- : fin + 1 't by + 1 t
!U;.\}‘ - &N,(t) + |UN - UaNl(t) < N:k-}— ”/VI\/E / |UT - UaTI + Nk+ \/5/ |Ra1\|
N Ja N 0

Step 3. For all t € [0,T,[, the following estimate holds:
) ] ¢ ¢ t
[ R = Ras| < |05 = Ounl(®) +Cs [ |0 =~ U]+ G [ [ = tia| +2 [ 7],
Jiont D 0 )

for some real constants Cs and Cy depending only on K.

Since Ry is a nonpositive measure:

i
[ fRN—RaN|S—f RN+/ |RuN|-
J0,i] [0,4] 70

Also, we have:

i
- /[ iy = —*/ ](UN - Uan) — / fn(Un — Usn) + W - (Ur — Ust) + Ran,
J4[0,4] l0,¢ Jo

1A

. ‘ t t t
07 = Tanlt) + b [ [ - Uss|+ 1] | U~ U]+ [ [
S0 (] SO

Putting everything together, we get the estimate that we looked for, with € = ky and Cs = |¥¥7].
Step 4. For all t € [0,T.[, the following estimate holds:

.
IU’—IT‘- - Ua'l’l(t) + |UT - UaT“t) S C /ﬂ IR:;N[a

for some real constant C depending only on K, p and Ty,.

Putting together steps 1, 2 and 3, the function :

#() T U — Uar|() + U ~ Uar| (1)
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aatisfies the estimate: . ]
< [ ¢+ [ Rl
0 o

for some real constants Cr et Cg depending only on K, p and T,. By Gronwall’s lemma, we get:

i t 8
Cs / ]RaN|”*“C'TCs/ ECT(HS)/ | Rane],
Jo J0 J0

L
Cy (14 C;Toet ™) [ | Ran|
J0

b(t)

IA

IA

which is the estimate that we sought.
Step 5. Conclusion.

The function Ryx being analytic, only the two following cases are possible.

(1) Run = 0. Iu such a case, step 4 gives Up = Uyr and step 2, Un = Usn. The sought conclusion holds
true.

(2) Vt€]0,T,], Ran(t) < 0. Then, the function U,y vanishes identically. Since the uniqueness of solution
has already been proved for the bilateral problem, it is enough to prove Un = 0 to reach the desired
conclusiorn. So, let us concentrate on this goal. Taking T;, smaller, if necessary, we have:

Vtel0, ], —Ran(t)—C|W| [ﬂt|R,LN| >0,
Multiplying the equation:
Un + knUx = Bx — Ran — W - (U = Unr),
by (U[f,' + f/'g 1/2 and integrating over [0,#], we obtain:
U + Uy

1,42 I a ' ! -
a|U}jg| (t)i—TN'UNI (t) = i ]RN—O——-~ / (Raw + W - (Ur — Uar))UR.
< S0,k “ Jo

Since RN(US{ + UIQ ) is a noupositive measure, we have:
t .
[ (RuN G+ W (Uyp — UHT))U{&' <.
Jo
Applying an integration by parts, we get:
¢
(R + 1 - (Un = Ue)) U < [ (B + 17 - (0 = Gir)) Uy,
Jo
and, therefore, by step 4:
3 i E
0< {|RL,N|(t) - C|W| [ |R“N|}|UN|(1&) < f {|RRN|(5) +C|W| [ |RaN|}|UN|(S).
Jo 0 Jo

Denoting by m € N the order of the first nonzero term in the power series expansion at 0 of the analytic
Function H,n, we get the estimate:

m+ Dt
t

Vte }O,T‘,[, |RnN](t} < |RaN|(t}:
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for sone nonnegative real constant D. We deduce that the following estimate holds:

m+DzL

A
Vel Tl R+ o [ Rl <
JO

‘|RnN f)—C'|W|/lHqN|

for some nonnegative real constant I). Substituting this estimate into the previous inequality, we get:

tp(t) < (m + Di) [U .

where we have set:

e U
20 “=f{|RaN|< OlWl/ | R }' \‘f' :

which is a continuous function, even at ¢ = 0 (more precisely ¥(t) = o(#") when ¢ — 0). Then, we see

that:
d fePt gt
Vte]orﬂl[) E{ pm ‘/u W} SO'I

which implies that this nonnegative function which vanishes at ¢ = 0 is nonincreasing. Therefora:

and, then:

which is nothing but the desired conclusion. O

4.3. Well-posedness of the unilateral problem with analytic force

Corollary 4.3. If F': [0,T] —+ RB" is analytic (or piecewise analytic), then, problemn P, admits ¢ unique solution
in MMA([0,T]; B™).

Proof. Using the local existence of solution for problem P, provided by Theorem 4.1, and the local uniqueness
in MMA, provided by Theorem 4.2, we get a maximal solution I/ which is defined either on a subinterval {0, 5],
for some 5 € ]0,T], or on [0,T]. We have to prove that it is defined on [0,7)]. To reach this conclusion, it is
enough to prove that, if the maximal solution were defined only on a subinterval [0, 5, then, the total variation
of the right-velocity U™t over [0,7] is finite, for, in such a case, it would be possible to extend U beyond [0, 7]
and obtain a contradiciion. So, suppose that the maximal solution is only defined on [0, 7.

First, we have already noticed that R\;(UN + UIQ" ) is a nonpositive measure, thanks to the contact condition,
the equation of motion and the impact law. Also, by the Couomb friction law, Ry - U?.‘ is a nonpositive measure.
Let 1) be the countable subset of those instants £ € [0,n[ at which the tangential velocity is discontinuous:
U (1) # Uz (t). On [0,5]\ D, the measure Ry - (U 4 Uz) equals Ry - U5 which is nonpositive. At each instant
ten, makmg use of the equation of motion together with the Coulomb friction law, it is readily checked
that the measure Ry - (UT + Ur) has a negative atom. Finally, R- (U +U~) is a nonnegative measure, So,
multiplying the equation of motion:

U+K-U=F+R,
by (U* + U/~)/2, and integrating over 10,t] (¢ €]0,n[), we get the energy inequality:

| TS 1, .2 L2, 1 Sk ¢ et
0@+ 50T < Sl + gloali + [ £o0
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Applying Lemma A.5, p.157 of [2]:

T
616 < [Tl + 1]+ [ 1],
J0

we find that the right-velocity U+ is bounded over the interval [0, 7. Next, integrating the first component of
the equation of motion over [0,# (+ € ]0,7[), we get:

t t
Ry = U () - Von + / (knUn + W - Ur) ~f Py,
40 o]

J10,1]

which, since the right-velocity U is bounded over [0, 5[ and since Ry is a nonpesitive measure, shows:

[ |rs <.
Ji0]

But, Coulomb friction law implies:

|Rr| < p| B,
and therefore:
[ |8l <.
{o.0(

Coming back to the equation of motion, we obtain:

| i<,
[0.5]

which is the desired conclusion. 0

We are thankful to Alain LEcER for valuable discussions and constant support during this work.
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II1.5 Conséquences

Considérons le probléme P, dans le cas particulier de la loi d’impact completement inélastique
e=10

e Si F € L', on a vu au chapitre II que l'on peut extraire de la suite des approximations
fournies par 'algorithme “NSCD” une sous-suite convergeant uniformément vers une limite
fournissant une solution au probléeme P,.

o Si maintenant F est, en outre, supposée analytique par morceaux, le probleme P, ad-
met une unique solution dans MMA.

La conséquence de ces deux résultats est que, lorsque £ est analytique par morceaux, la
suite des approximations fournies par P’algorithme converge uniformément (sans qu’il ne
soit nécessaire d’extraire de sous-suite) vers 'unique solution, dans MMA, du probléme P,,.
Ce fait constitue la justification théorique de |'utilisation de l'algorithme pour calculer une
solution approchée au probléme 7.
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Chapitre IV

STABILITE DES SOLUTIONS D’EQUILIBRE

RESUME

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité des solutions
d'équilibre pour le systéme masse ressort avec contact uni-
latéral et frottement de Coulomb présenté figure 1.1 dans le
cas e = (. Dans un premier temps, on explore |'ensemble des
solutions d'équilibre dans le cas ou la donnée est une force
constante. Dans un deuxieme temps, on étudie leur stabi-
lité, ce que l'on fait d'abord en n’utilisant que des notions
classiques, c’'est-a-dire en intégrant la dynamique & partir de
données initiales hors d'équilibre. Cela est possible en toute ri-
gueur comme conséquence des résultats d'existence et d'uni-
cité précédents. Ensuite, on observe que les caractéristiques
de la dynamique conduisent a introduire de nouvelles notions
de stabilité avec lesquelles on montre que sous certaines hy-
pothéses, la dynamique issue d'un état d'équilibre perturbé
par une force dépendant du temps conduit a un nouvel état
d'équilibre. Cela constitue un résultat qualitatif important de
cette partie.
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IV.1. RAPPEL DU PROBLEME D’EVOLUTION DANS R?

IV.1 Rappel du probléme d’évolution dans R>

On se place en dimension 2 dans le cas du probléme représenté figure 1.1 et on choisit une
loi d’impact completement inélastique. L'évolution de ce systéme est décrite par les relations :

P!, : Trouver U € MMA([0, T]; R2) et R &€ M([0,T];R2) tels que :

U(0) = Uy, U7 (0) = ¥y,
mU+ K.U=F+R,
Uy <0, Ry<0, UxyRy=0,

YV e Co([0,T]; R), / (Rr,V = UF) — uRn(IV| = |UF]) 2 0,
.t {U,T]
Un(t)=0 == Uk{)=0.

Les résultats antérieurs donnent I'existence et I'unicité pour ce probléme sur [0, T] pour une
force F analytique. Tout ce qui va suivre se passera dans l'intervalle [O,T] pour 1" assez
grand. La force extérieure I étant choisie constante, le probléme étudié admet une unique
solution qui est analytique (cf chapitre III). Tous les coefficients de la matrice K seront
choisis positifs dans ce qui suit et defK > 0. -

IV.2 Exploration des états d’équilibre

On établit tout d’abord la proposition suivante :

Proposition IV.1

Le probléme dynamique (IV.1) admet towjours un étal d’équilibre U7,

Plus précisément, soit A= KeFy — Wiy

-5t A <0 pour p < Kp /W, la solution d’équilibre décollée est unique ;
pour pp > Kp /W, il existe deux solutions d'équilibre, une décollée et une
en glissement tmminent positif; A

-5t A=0: pour p < Kp/W, il existe une unigue solution d’équilibre en contact
affleurant ;
pour = Kp/W, il existe une infinité de solutions en glissement
imminent;
pour p > Kp/W, il exviste une solution d’'équilibre en contact affleurant
ainst qu'une infinité de solutions en contact blogué;

- 51 A > 0, il existe une infinité de solutions en contact bloqué ainsi qu'une ou deux
positions d’équilibre en glissement imminent.

Preuve :

Un état d’équilibre du probleme (IV.1) est solution du probléme P, suivant :
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CHAPITRE IV, STABILITE DES SOLUTIONS D’EQUILIBRE

P, : Trouver (U, R) € (R* R?) tels que :

(U=F + R,
UN S 05 RN SD: UNRN =01
|Rr| < u| Ryl

On observe tout d’abord que puisque le systéme est constitué dun seul point et que Fon
cherche des états d’équilibre sous force constante, on peut étudier séparément ’existence de
solutions avec contact ou sans contact. On a tout de suite une condition d’existence de solu-
tions sans contact. Si la masse ne touche pas le plan horizontal, ¢’est-a-dire Uy strictement
négatif, on a en effet :

_ A
Un = 7R
T I(N_imr — W Fy
Ur="""FK
Ry = Rp =0,

oll A est une quantité qui ne dépend que des données et s'exprime A = KpFy — WEr.
det KK représente le déterminant de la matrice K strictement positif par hypothese.

On cherche des solutions sans contact. De telles solutions n’existent donc que si les données
sont telles que A est strictement négatif.

A présent, on cherche des états d’équilibre en contact avec 'obstacle, c¢’est-a-dire tels que
Un = 0. Le probleme P, se réduit alors a :

W Ur=Fy + Ry,
Ky Up=Fr + Rp,
UN = O,

|RT| < H |RN|1

d’ol1 I'on deduit :

_ A K
Rr = W + W By,
|Rr| < i | Ryl

Dans le plan { Ry, By} les solutions d’équilibre avec contact se trouvent donc dans 'inter-
section de la droite Ry = F‘% + %‘5’} Ry et du cone de Coulomb donné par |Rp| < p |Bul.

Décrivons I'ensemble de ces solutions.

Les figures IV.1, IV.2, IV.3 qui snivent présentent les solutions d’équilibre du probléme P
dans le plan {Rr, Ry}. Le cone de Coulomb est représenté en bleu; le domaine admissible
pour la réaction normale est délimité en vert; la droite Ry = % -+ {}—}“ Ry est en rouge.
L’ensemble des positions d’équilibre est donné par Uintersection de la droite rouge avec la
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IV.2. EXPLORATION DES ETATS D'EQUILIBRE

partie du cone de Coulomb délimitée par le domaine d’admissibilité de la réaction.

Pour les figures IV.1, la force extérieure et les paramétres de rigidité sont tels que la quantité
A est strictement négative. Si le coefficient, de frottement y est inférieur ou égal & Kp/W,
la droite rouge n'intersecte pas le domaine admissible des réactions. La masse ne touche pas
I'obstacle, ce qui signifie que la solution sans contact est unique, et qu'il n'existe pas de
solution avec contact.

Sila valeur de p est strictement supérieure & K /W, le domaine admissible pour la réaction
normale correspond & intervalle {MT{T_"LW, 0[ et son intersection avec la droite rouge donne
Pexistence d’une seule solution en glissement imminent positif, en plus d’une solution sans
contact.

Dans tous les autres cas qui suivent, il n'existe pas de solution sans contact.

On considere maintenant le cas ol A est nul représenté figure IV.2. Si le coefficient de frotte-
ment est strictement inférieur & Kr/W, la droite rouge intersecte le domaine admissible des
réactions | ~ 0o, 0] exactement & la pointe du céne. Ainsi la pointe, position de glissement
Imuntinent avec une réaction nulle, est la seule solution du probléeme d’équilibre.

Si le coefficient p est égal & Kr/W, tous les points situés sur le bord gauche du cone de
Coulomb sont solutions puisque le domaine admissible de la réaction normale est | — co, 0).
Il existe donc une infinité de solutions en glissement imminent positif dont une pour laquelle
la réaction est nulle.

Si le coefficient de frottement est supérieur & Ky /W, on obtient Pexistence d’une infinité de
solutions en contact bloqué et d'une unique position en glissement imminent sans réaction,
puisque la droite passe encore par la pointe du cone.

On déerit enfin le cas ol A est strictement positif. La particularité est qu’alors la droite rouge

ne passe plus par la pointe du cone. S5i le coefficient p est strictement inférieur & Ky /W, le do-
_ A _ A ]
Kp—p W -KT + pu W
Lintersection de cet intervalle avec la droite rouge donne une infinité de solutions en contact
bloqué ainsi que deux positions en glissement imminent (positif et négatif).
Pour une valeur de u égale & Kr /W, Uintervalle | — oo, —mfﬁ] représente le domaine ad-
missible de la réaction normale. La demi-droite rouge correspond & ensemble des positions
d’équilibre composé d'une infinité de positions en contact bloqué et d’une unique solution
en glissement imminent négatif.
Enfin si le coefficient p est strictement supérieur & K7/, la réaction normale doit apparte-
nir a l'intervalle | — oo, -#LW] La demi-droite rouge correspond aux solutions d’équilibre :
il y a encore une infinité de positions d’équilibre en contact bloqué et une unique solution
en glissement imminent négatif. U

maine admissible de la réaction normale correspond a I'intervalle |
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CHAPITRE IV. STABILITE DES SOLUTIONS D’EQUILIBRE

L’ensemble des positions d’équilibre dépend des paramétres de rigidité, du coeflicient de

frottement et des forces externes. Le tableau IV.1 résume ces résultats.

1 solution décollée
_|_
A<0 1 solution décollée 1 solution décollée 1 solution en
glissement imminent
positif
1 solution en 1 solution en
contact affleurant contact affleurant
A=0 1 solution en + +
contact affleurant une infinité de solutions une infinité
en glissement imminent | de solutions en contact
positif bloqué
2 solutions en glissement | 1 solution en glissement | 1 solution en glissement
imminent imminent négatif imminent négatif
A>0 positif et négatif + +
+ une infinité de solutions une infinité de
une infinité en contact solutions en contact
de solutions en contact bloqué bloqué
bloqué

TAB. IV.1 - Positions d’équilibre en fonction des paramétres A et u.

76




IV.2. EXPLORATION DES ETATS D'EQUILIBRE

r—
- w e e
- -~
- T 2 -
e = - - =
P . \ e
- e _
\\\ R T e @ S~ T
- W& o & 7 — 2
e —
S Sl - Y fozm s e SRR R el : e
Iy . A T A ///// :
{/ ; 3, //f T 7 =€ I . ] 3
B : — S — — -
.. : .. 3] ™~ B & “ oo
- . : — e R = . _
e ,//r ; - /; e
e . a Il .
I - . 2
7 i 4 s . e
= - ) - =) ] =1 H
% 3 & 3§ % 3 7§ % ° po— S —— =
3 4997 3 §F 5§ 35+

KTFN—I’VFT<0

\\
Kp Fy - W Fr

e
\\\\, i P \\\ - .
P B ~ -

P - e . - —

. P = — .
T S ]
L P \\\\\1,!fffrf a2

7 /.WJ e - K e o -
Fm = m = m e - =y ~. OO Y

s

(b) p
Fila. IV1- A
(b) u
Figc.IV2-A

/

T T . 12
] K E T El 3 " " 5 . )
FE A A e
- -
Bk
Ja
] _— -
e 4~ |\\\

|||||||||||||||||||||||||||||||

N
0
i\
(8) p < Ko /W
E\
(8) < Kr/W

(c) p > Ko /W

Kp Fy —W Fp>0

Ko/W

(b) p=
77

Fig.IV3-4A
F1G. IV.4 — Ensembles de positions d’éguilibre.

(a) p < Ke/W




CHAPITRE IV. STABILITE DES SOLUTIONS D'EQUILIBRE

IV.3 Stabilité des états d’équilibre

IV.3.1 Introduction

On s'intéresse maintenant & la stabilité des états d’équilibre déterminés & la proposition
IV.1. On étudie 'écart entre la position d’équilibre et la dynamique issue de données ini-
tiales voisines de cet état d’équilibre. Si on montre qu’il existe une donnée initiale perturbant
I"équilibre, telle qu’aprés un temps fini ou asymptotiquement en temps, la dynamique diverge
de U'équilibre, on conclut que 1'équilibre est instable. Si on montre au contraire qu’aucune
perturbation ne peut conduire & une divergence, on conclut & la stablilité, qui sera Lyapunov
ou asymptotique.

L’cbtention de ces résultats sera le plus fréquement faite pour une étude directe de la dy-
namique continue. Ce qui est possible simplement puisque les données sont constantes. Ceci
dit, il sera parfois plus simple d'utiliser les itérés successifs de l'algorithme “NonSmooth
Contact Dynamics”, “NSCD”, considéré comme un systéme dynamique discret. Les résultats
de convergence obtenus aux chapitres IT et III permettent ensuite dans ces cas de passer &
la limite sur la dynamique continue en temps.

Divers lemmes utiles pour la suite font d’abord ’objet du paragraphe suivant.

IV.3.2 Lemmes préliminaires

Remarque IV.1

Si l'on considére le systéme dynamique discrétisé en temps associé au probléme
continu on Temarque successivernent !

1.) qu’une perturbation en déplacement correspond au second itéré d’une perturbation
en vitesse. On peut se limiter & U'étude de perturbations en vitesse;

2.) qu'une perturbation en vitesse ayant une composante normale et une composante
tangentielle correspond au second itéré d’une perturbation dans l'une de ces direc-
tions. On pourra donc se limiter & des perturbations en vitesse normale ou tangentielle.

Les lemmes qui suivent concernent des phases particulieres de la dynamique. Ils constituent
des résultats autonomes mais surtout simplifieront I'expose ensuite.

Lemme I'V.1

Soit (U, R*7), avec Usf = 0 une position d’équilibre et Voy < O une perturbation de
cet équilibre en vitesse normale & t = 0. Alors, la solution du probléme (IV.1) est telle
qu’il existe un instant d’impact £ > 0, £ €]0, 7.
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IV.3. STABILITE DES ETATS D'EQUILIBRE

Preuve :

Une perturbation en vitesse normale compatible avec la liaison unilatérale & ¢ = 0 est
telle qu’il existe un intervalle a droite de l'origine pendant lequel la masse est constamment,
décollée. Durant cette phase de mouvement sans contact, 'évolution est décrite par les rela-
tions suivantes :

m[?N + K'N UN e I’VUT o FN:
?TI.UT + H/UN + ‘[\TUT = FT,
Fy + R3]

Un(0) =0, Up(0} = ——p—=,

Un(0) = Vow, Ur{0) =0

La solution de ce probléme s'écrit :

U(t) = (arcos(ayt) + bisin(ait)) @' + (ascos(ant) + basin(ast)) ¢® + K7'F,  (IV.2)

K ~! désigne I'inverse de la matrice K.

avec
o (Ky + Kp) + /(Ky — Kp)? + 4W?2 N Kp) =/ (Ky — Kg)2 + 402
L 2m P e 29m '
1 1
¢ = f=
- I\’N — f'\'bfr + *\/(.f\,N — K'T)g + 4172 ’ Ky — Kp — \/(I{N - ffq")g 4 41472
2m. “m

o)

] = (75:1[1 — (’l“)‘%« {det£ (ﬁbT_*_ W ) -+ W }r 2 = (}5%- _ (]5;})1 {detg (d)'f 1V + W )

2 |
pow Vo Vondr

Ca(ph— o7y T gk — ¢7)

1 A
L ‘
AL det K ( KnyFr—WFy )

Deés que —} e @, Un est une fonction périodique. En revanche, il faut prendre quelques

a
précautions si =L ¢ Q.

Soit Up(t ~ (t) une fonction presque-périodique de R dans R qui coincide avec Uy (2) sur [0, +oo.
On rappelle qu'une fonction f est presque-périodique [4] si a tout intervalle [y, o + I}, on
peut faire correspondre un nombre de translation, 7 contenu dans cet intervalle. En d’autres
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termes dans tout intervalle I, il existe un nombre 7 tel que |f(t+7)— f(¢)| < &. Les nombres
7 sont appelés presque périodes de [ attachées a &.

Un(t) est évidemment continue et dérivable. Soit 7 > 0 suffisamment petit tel que Uy (—7) >
0 et Uy(n) < 0. On peut alors toujours choisir £ > 0 pour_que [_]}__\I(_n +7) > 0 et
Un(n+7) < 0 oll 7 est une presque période de la fonction Un(1). Un(t) possede donc
un zéro dans | —n + 7, + 7[ qui est un instant d’impact pour Uy.

Tl existe donc un instant £ quels que soient @, as. Les résultats précédents sur le caractére
bien posé de la dynamique montrent alors qu’on peut toujours choisir T assez grand pour
que " appartienne & |0, 7. O

Lemme IV.2

Soit (U*,0) une position d’équilibre en contact affleurant et Vor une perturbation de
cet équilibre en wvitesse tangentielle strictement positive ¢ t = 0. Alors, lo solution du
probléme (IV.1} est telle qu'il existe un instant d’impact ™ > 0, 1™ €]0, T7.

Preuve :

On considére une position d’équilibre en contact affleurant caractérisée en déplacement par
Ut = (0, Fx/W) et en réaction par R = 0. On rappelle que ces positions d’équilibre
existent seulement si la quantité A est identiquement nulle. A droite de Uorigine, il existe
un intervalle dans lequel la solution est soit en contact soit décollée. De maniere intuitive,
il semble que seules les perturbations en vitesse normale strictement négative a £ = 0 sont
telles qu'il existe un intervalle & droite de l'origine pendant lequel la masse est constamment
décollée. Dans ce qui suit, on montre que Uexistence d'un tel intervalle est également assurée
pour des perturbations en vitesse tangentielle strictement positive a ¢t = 0.

Le probléme de mouvement sans contact pour une perturbation en vitesse tangentielle posi-
tive s’écrit : .

mUy + KyUpy -+ WUy = Fy,

mlr + WUy + Kol = Fr,

Un(0) =0, Up(0) = 3¢,

Un(0) =0, Up(0) = Vyr > 0.

On va montrer que la solution {/; de ce probléme est strictement négative sur un intervalle
& droite de l'origine.

(IV.3)

La solution du probléme (IV.3) s'écrit :

Vi sin(ot sin{ct
Uf\r(l,) — - or 5 ( (F H ) - (J 2 )) , (IV.4)
Or — qu (8151 ko
Var sin(eqt) | sin{aat) |, Fy
U l‘; - v ,br'! - = o _, Iv.r
r{t) rﬁ%—ﬂ%( m T T )t w (1V-5)
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les valeurs de 0, 9,, @ et ay ayant été données au lemme IV.1.

Au voisinage de t = 0, l'expression du déplacement normal est donnée par :

=l V(ﬂ' (03 -
Ol

La quantité ¢} — o7 étant positive et la quantité a3 — a? étant négative, le déplacement
normal est strictement négatif. Cela garantit I'existence d'un intervalle a droite de 1'origine
durant lequel la masse est décollée. La relation (IV.5) montre I'existence d'un instant d'im-
pact ¢ caractérisé comme étant la plus petite racine positive de cette équation. Ce qui
donne le résultat annoncé.

?)13 + O(t%).

0O

Corollaire IV.1

Supposons que dans une phase quelconque d’évolution, il existe un instant pour lequel
la solution se trouve a la pointe du cone de Coulomb avec une vitesse tangentielle
positive. Alors cet instant est suivi d'une phase de mouvement sans contact, elle méme
suivie d'un instant d’impact '™,

Preuve :
Si A =0, le lemme IV.2 donne le résultat.

Si A # 0, étudions les itérés de “NSCD". La masse décolle si la quantité ([75")4re est
strictement négative. Par définition ( paragraphe I1.2, chapitre II) :

paa i s Ky, - I L
(U;v-l-l)lbrc d A’ {( m + 2T)F;v| Fl-l-l}
1 { h’KT
-y
det M

J(=hW UL + hFy) — ——(mU - hKy Uy + hF'—;-))} .

Supposons qu'a I'itéré i, la masse se trouve a la pointe du cone. Il en résulte :

e h? ni . AR
i+ 1\libre __ - il
(UN ) 5 2[!1‘7 { lrmU‘l‘"‘ ”f}

Le signe de (Uy™)"™® dépend du signe de —mU}. qui est strictement négatif. Par conséquent,
a partir de I'itéré ¢ + 1, la particule est en mouvement sans contact.
De plus, la résolution du probléme continu associé :

ml:):'N + KyUx + WUy = Fy,
mUr + WUy + KrUr = Fr,

Un(0) =0, Ur(0) = 1%,
Un(0) =0, Ur(0) =
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implique :

Un(t) = . ¢Tde’:K {(6‘; - )cos(a.t) - (¢T+ 5“7) cos(agt)}

U-;-(f) sin(ayt)  sin(ast) A
+ 1 2 e + ]
or — O ay 0y detg
et permet de prouver qu'il existe un instant d’impact "™ grace a4 un argument identique a
celui de la preuve du lemme IV.1. O
Lemme IV.3

1.). Soit A >0 avec p > Ky/W si A > 0, u quelconque si A = 0.

Soit Vo une perturbation a t = 0 en vitesse normale négative de 'équilibre.

Soit t'™ > 0 un instant d'impact tel que U (t'P) > 0. Alors, il existe n > 0 tel que
Y Von €] = ,0[, il existe t > t'™ avec U-r(t) =0 et Rx(f) <0.

2.). Soit A =0 avec p > Kr/W.

Soit Vor une perturbation a t = 0 en vitesse tangentielle positive de ['équilibre en
contact affleurant.

Soit '™ > 0 un instant d'impact tel que U (t'™P) > 0. Alors, il existe n > 0 tel que
V Vor €)0, 7], il existe i > "™ avec Up(t) = 0 et Ry(t) <0.

Preuve :

Pour toutes les valeurs des parametres A et u correspondant aux hypotheéses du lemme
IV.3, le raisonnement est identique. Pour la clarté du propos, on présente la preuve unique-
ment dans un cas. Pour les autres valeurs des parametres, on donne uniquement le résultat.

On considére une position d’équilibre (UY, R*Y) caractérisée par A =0 et u > Kr/W. Soit
Von une perturbation strictement négative de la position d’équilibre. On étudie la dynamique
du probleme (IV.1) sur [0, T] pour T assez grand. D’apreés le lemme IV.1, il existe un instant
d’'impact ¢, L'évolution de la particule aprés l'instant d’'impact dépend du signe de la

m
vitesse tangentielle Uz (Voy, t(Voy)) = 220Won-tZVov)) (que ralgorithme “NSCD”
approche par la vitesse calculée du dernier pas de temps de mouvement sans contact, et qui
est une approximation de UT(V.;N t"(Vyn))) : Ur est défini par I'expression (IV.2)). Lorsque
la vitesse tangentielle ( "r (Von, t"™P(Vyn)) est strictement positive, la masse est en glissement
positif. Durant cette phase de glissement, la réaction croit. En effet, la force extérieure étant
choisie constante, durant la phase de glissement le systéme est régulier et correspond & une
équation différentielle du second ordre. Ainsi, I'évolution de la réaction normale est donnée

par :

si Un(t) =0, = WUx(t), (IV.8)

dRx(t)
dt

et dépend du signe de la vitesse tangentielle puisque le terme de couplage W est positif.
La masse peut donc atteindre la pointe du cone de Coulomb puis décoller conformément
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au lemme IV.2. On va montrer que la vitesse tangentielle s’annule avant que la particule
atteigne la pointe du cone si la perturbation V,y est suffisamment petite. Cette condition
s'écrira sous la forme, en rappelant que Uy = Fy /W caractérise la pointe du cone :
. A Rt & F
3i > t" tel que Ur(f) =0 avec Ur(i) < % (IV.10)
Conformément au résultat de régularité obtenu au chapitre III, la vitesse tangentielle est
continue au moment de l'impact. Alors la phase de glissement positif est décrite par :

Ur(0) = Urp(Von, t'™"(Von)),

{ mUr + (Ky — uW)Ur = Fr — uFy,
Ur(0) = Uz (Vox, " (Vox ).

La solution de ce probléme est donnée par :

1 . s o Fr — uF, W — K

Ur(t) = 3 {UT(Vo.v.i'm’(VoN) + U7 (Vo 7 (Vo ) [ — 2 _‘:‘"",’}e S
1 - - Fr — uF, JuW — K

5 { Ur (Vo £ (Vi) = U7 (Vo 670 Vo) [P — TE 0 eV

K—,-—pW

Fr — puFy

A T — v

Les conditions (IV.10) se traduisent donc par la condition :

im 'y - m m F = p’F
Un (Vo £ (Vaw)) + Uz (Vo £ (Vo)) [ = 25 —w <0 (V1

Il ne reste plus qu'a établir I'existence du paramétre 5 > 0 tel que ¥V Vo €] — 1,0[, la
condition (IV.12) soit satisfaite.

Pour cela, on considére la fonction de Vyy définie par le membre de gauche de la relation
(IV.12) et on montre que cette fonction admet un zéro.

Dans un premier temps, on suppose que la perturbation initiale V,y négative est infi-
nitésimale. Soit donc Vo = <&, & > 0.

L’expression du déplacement normal lors de la phase de mouvement sans contact est donnée
par :

Un(t) =

i {cos(ayt) — cos(ast)} + & {3""(01‘)‘;‘-’3- N sin(aﬂ);p.'r} .

W(or — 67) (6F — 7) a az

£, étant suffisamment petit, I'instant d’impact sera suffisamment proche de zéro et le mou-
vement sans contact sera donné par :
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Rm 2 3
U.-\'U) = {W—-(Oz (ll)f — f[}f +O(! ) 8

- L L1 1 l { - == 8
Par conséquent, la masse entre en contact a l'instant " = uhﬂgr—?ﬂ.
Ry (a3 — aj)

On calcule facilement le membre de gauche de (IV.12) a cet instant "™ :

m _ Fr—pFy
W-Kr Kr—upW

Ur(&,, 6" (&) + Uz (&1, 6™ (&)

- aidr — a3 R""
= a3 —al pW-—-Ke' +O(E'

2,1 2.2
s - . o2 X - Q. m . . .
étant su ' petit et la quantité 2—‘25—& étant finie, le signe de cette
& ppose pe 1 P, Jp VW - Ky g

quantité dépend du signe de -‘;ﬂ- qui est strictement négative.

On montre maintenant que pour Voy = —&;, & > 0 assez grand la fonction définie par le
membre de gauche de la relation (IV.12) est strictement positive.

- m F. = F
Ur(&2, "™ (€2)) + Ur (&2, t™(&2)) ,w’f R K:p -‘Lu\;
F,
tmp o ¢
> UT(EJ t (E )) i ;1“

>ﬂ E2¢-}~¢"-}(l 1)_FT—HFN

W ¢r-6\a1 oy Ky — uW’

On constate alors que pour :

(451 o7 )0y { Fr — uFy ﬁ}
> (o= az)ordr | Kr—uW W J’

la fonction définie par le membre de gauche de la relation (IV.12) est positive. Cette fonction
étant continue, il existe 7 €)€,, &/ tel que pour tout Voy €] — 1,0[, la condition (IV.12) soit
satisfaite.

Le raisonnement est tout a fait analogue lorsque A est strictement positif. Les conditions
analogues a (IV.12) étant alors :

x4
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. K inp i/ Iy — 2 m T— 2
sin<fF (Ur(Vor 7 (Von) - ﬁ—wﬁﬁ) /e Ur (Vo 1770 (Vo))
A r— im
T~y U Yo 7 (Vor)) < 0
. g a1 147 . P Q N — i N
sip=1F B Vo, 07 (Vo))? + U (Vaw, 17 (Vi) — £ < 0,
sip > %/f, Ur(Vow, ™ (Vaw)) + / .MWT ATU;(VUN,'l;"'"’P(V[)N)) + iq;_— Lllﬂi]y <0

La preuve du point 2.) est identique & la précédente. Le systéme décrivant le glissement
positif apres 'impact est dans ce cas :

mUr + (Kp — pW)Ur = Pr — uFy,
Up(0) = Ur(Vor, ﬂ"‘.mp(vnr)),
Urp(0) = Ug (Vor, " (Var))-

La solution de ce probléme est donnée par :

Ur(t) = {UT(V{}T, £ (Vor) + Ug (Vor, 87" (Vor

o —

1 . . .
3 {UT(VDT, £ (Vor) — O (Vor, 17 (Vo

=

) m Fr— uFy ,H-_’*Eﬂq_ﬁt
J— e 4
,LLI’V — Kr Ky — HH/
) m _ Fr— pFy E_UMH}_KZQ
V uW — Kp '

Kp — pW

Iy — by
Kp — pWW’

et Panalogue de la condition (TV.8) s’écrit

- - - I Fp—ul'y
U Vg 77 (Vigr)) + T (Vg 677 (Vo). ] <0,
(Vor (Vor)) -+ Ur (Vor (Vor)) W — K Koy — pW

d’oll Pon déduit comme précédenument Uexistence d'un parametre n > 0 tel que :

‘o r i ['/T' =
/ ; F >t tel que ?
Y Vor €]0, 9], 3t >t tel que { Ry () < 0.
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Lemme IV.4

1.) Soit A = 0 avec p > Kg/W si A =0. u quelconque si A > 0.
Soit Vyr une perturbation a1 = 0 en vitesse tangentielle de 'état d’équilibre.
Alors, il eviste n > 0 tel que ¥V Vor < u, il existe L > 0 tel que Up(f) = 0 avec

2.) Soit A =0 avec = Ip/W.

Soit Vyr une perturbation a4t = O en vitesse tangentielle négative de I'état d’équilibre
en contact afflewrant.

Alors il eviste I > 0 tel que Up(f) = 0 avec Ry () < 0.

Preuve :

On commence par établir le poing 1.).

On considére une position d’équilibre (U7, B*?). Les perturbations en vitesse tangentielle
pour des solutions d’équilibre en contact non-affleurant conduisent & une situation de glisse-
ment. Dans le cas particulier de la solution d’équilibre en contact afleurant, les perturbations
en vitesse tangentielle négative conduisent & un glissement alors que les perturbations en vi-
tesse tangentielle positive conduisent & une phase de mouvement sans contact {lemme IV.2).

Dans un premier temps, supposons que la perturbation en vitesse tangentielle soit positive.
S'il s’agit de la position d’équilibre en contact affleurant, le résultat est acquis d’apres le
point 2.) du lemme IV.3.

Sinon, d’apres la relation (IV.6), la réaction normale croit. Par conséquent, la masse est
susceptible d’atteindre la pointe du cone avec une vitesse positive puis de décoller (lemme
IV.2, corollaire [V.1). On va montrer que si la perturbation Vyr n’est pas trop grande, la
vitesse tangentielle s’annule avant que la particule n’atteigne la pointe du cone .

Durant la phase de glissement positif, le mouvement est solution de :

by + (Kp — pW)Uyp = Fp — pFy,

o R
Ur(0) = £ + 75 (IV.9)

f&T A Re?
< 2L () = SN
S e Urll) {1»-1/(@ ) W }'m

Ny — ,U.H"t + FT - ;LFN!
m Ry — plV

(IV.10)
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, K A Fay+ Ry
s p1 = TT Up(t) = =52 + Vot + % (IV.11)
K A cq , W — I\
st pr > XT, U’I‘(t):‘l“ = +£+Tor “*L e i
W 2 | WKy —pWV)y W W — Kr
1 :’"l HEQ T, _ ”’V- — I{Tf
Z — Voo | e ¥ T :
+2 {W (Ky — pW) T W or - KT} °
FT — ,l.LFN
Yo i (IV.12)

Durant cette phase de glissement, le déplacement croit. La masse s'arréte de glisser avant
& P
d’atteindre la pointe du cone si la condition suivante est satisfaite :

F, N
W
Les conditions (IV.13) se traduisent, en fonction de la valeur du coefficient de frottement,
par les conditions ci-dessous :

3i>0tel que Up(f) = 0 avec Up(f) < (IV.13)

]‘?‘.\r ]{f’ - HT’I‘I

AR -

0 < Wr < W’éﬂ”a sip= {XT,T, (IV.14)
A Rﬁq W — Ko ['r
0<Vor < - ((I(T — W T W ) e T

Les relations (IV.14) donnent donc explicitement la valeur de 7 tel que, si la perturbation
Vor €]0, 7|, la vitesse s’annule a l'instant ¢ avant d’atteindre la pointe du cone.

A présent, considérons une perturbation Vgr strictement négative. D'apreés la relation (IV.6),
la réaction normale décroit. Le mouvement est déerit par le systéme :

mlly + (Kop 4+ pWYUpr = Fr + ptF,

: Fyv | By
Ur(0) = 3 + 7

Up(0) = Vor < 0,

dont la solution est :

A L By Ko+ pW
= oSV T ! V.15
L I( ) (L{/’(['\"T e y,H/') W ) cos ( - ( O)
" A7 nil -
+Vor ,L’,s-‘in {\—Tj:_ﬁ—‘..‘__[ M
Ko+ Wy m Kot gV




CHAPITRE IV. STABILITE DES SOLUTIONS D’EQUILIBRE

La vitesse s'annule lorsque Uinstant ¢ vérifie :

[ Ko+ pV . A R m 1 . { Ko+ W
cos — | = — — 4+ — | /= - —— 5N —
m W(Kr+pW)y W Kr+ pW Vor m

et 'on a évidemment Ry(£) < 0, pour tout Vor < 0.

Le résultat du point 2.) s'obtient en menant un raisonnement analogue au cas des per-
turbations en vitesse tangentielle négative. O

Lemme IV.5

1.) Soit A >0 avec p > Kyp/W si A=0, p quelcongque si A > 0.

Sous les hypothéses du poini 1.} du lemme IV.4, on sait qu’il eriste t > 0 tel
. - ~ L. R " v g ~ e =.E

que Up(l) = 0 avec Un(l) = 0. Si il existe un état d'équilibre (07, R tel que

Ry(ly= R, alors ¥V ¢ > 1, Up(l) =0 et Un (1) = 0.

2.) Soit A = 0 avec p = Kp/W. Sous les hypothéses du point 2.) du lemme
IV.4, on sait qu'il eviste L > 0 tel que Up(l) = 0 avec Un(l) = 0. Alors ¥V t > ¢,
UT('ﬁ) = () et UN('ﬁ) = 0.

Preuve :

Plutot que d’étudier le systéme continu comme on Ua fait pour établir les lemmes précédents,
il est plus facile ici d’étudier les itérés successifs de 'algorithme “NSCD". Le résultat
découlera ensuite du résultat de convergence précédemment établi.

Supposons qu’il existe un instant de contact { > 0 tel que Ur(£) = 0 et notons ¢ 1'itéré tel que
[ e [th, t51, pour K assez grand. On souhaite montrer que si il existe un état d’équilibre
(T, R™) tel que Ry(i) = RY, alors ¥V j > 4, U = 0. Par la suite, pour simplifier les
notations, on omet U'indice K.

Afin de montrer que pour tout j > i, U = 0 nous allons montrer qu’a partir de I'itéré i + 1,
la masse entre dans la boucle de contact bloqué. L’algorithme présenté au chapitre I indique
qu’on doit prouver que les relations suivantes

Fi— pFy <0, (IvV.16)
4 uFi > 0, (1V.17)

sont vérifices simultanément pour tout j > 4. Les grandeurs Fj et Fj, étant définies au
paragraphe 113 du chapitre II.
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Tout d’abord, on suppose ¢it'aux itérés précédant i, la masse glisse dans le sens positif.
Comme & itéré i + 1 ce glissement cesse, d'aprds le tableau IL1, on a Fit — pfit < 0. 11
reste alors & vérifier que la relation (TV.17) est satisfaite pour j =i + 1.

Par définition, on a

}7‘,}‘“ + ;Lﬁ}“ = mU} — W{ (I + pWUL A+ (Fr + pnFy) b,
> —h{(Ky + pW)Ur(D) + (Fr + pFy)},

e
Ly

‘ Fyx
> —h {(KT + W) (% + W) + (I + ,U.FN)} )

A R3Y
— - ‘r, ’,'f _N R
> h{w—i-(f\p—i-,uﬂ ) T }

Par conséquent, si A =0, on a B¢ €] —o00,0] et si A > 0, RY < La quantité

A
Kp+ plW-
Ftl 4 uFiF! est done strictement positive. Ainsi, on entre dans la houcle de contact bloqué

et on a Q'+ = (), ce qui implique U = [, Par suite,

Fie uFl = = h{(Kp + pW)UL + (Fr + uFy)} > 0,
et

Fl— pFl = —mUL + FiFY — pFi < 0.

Ce qui permet de montrer que les relations (TV.16) et (IV.17) sout satistaites pour tout j > i.
Ainsi QJ = 0, pour tout j > i.

A présent, on suppose que les itérés précédant i1 correspondent & une phase de glissement
négatif. La relation (IV.17) est bien évidemment satisfaite & I'itéré i + 1 (cf tableau 11.1).
Pour conclure, il suffit d’établir que la quantité Fpth ~ pFi! est strictement négative.

Ona

EFY— p P = Uk — b (K — pW)UR + (Pr — puFa) b
< —h {(Ky — pW)Uq+ (Pr — pFy)} .
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Kr .
sipn < — W F'+1 FH‘I —h {(.f\"r — wWWYUp(8) + (Fp — MFN)} ,
A Ry
< —h {U (K — ;Llfff)ﬁ%} < 0,

A A
ar Rerr __ _
wr By € - TR ,u.w]’

f I it -4 A
sip = W’ F VouiH < —hw < 0,

Ky - .
sl > — ol FEY — B < —h {(Kp — pW)UL + (Fr — uFa)},

< —h{([\T—pW'){;/ (I*}-w—,u,FN)},

A

<My

< 0.

La quantité Fp Jotl — ukFy E+l est strictement négative. Ainsi, & litél‘é i+ 1, on se trouve a

Vintérieur de la boucle de contact bloqué, ce qui implique U = 0 et done U7 = U,
Comme précédemment, on obtient F2 — uFY < 0 et Fh + pF4 > 0 pour tout j > 4. Ce qui
donne le résultat attendu.

Enfin, si A = 0 et p = Kp/W, il existe un itéré 7 + 1 tel que le glissement négatif cesse.
Par conséquent, d’apres le tableau 11.1, la quantité E’H + uF L est strictement positive.
Au méme itéré,

Fir — pFiY = mUk + h(Fp — pFy),

A
< —h W

. - i1 .. . - - o -
Il vient £/ = 0. Comme précédemment, on obtient Fj — pul%, < 0 et Fl + pFY > 0 pour
I y O 7 LR 7T Ry I

tout j > 4. Ce qui implique que la vitesse QJ est identiquement nulle pour tout j > i. ([l

Malgré la remarque IV.1, la suite sera un peu simplifiée par le résultat global suivant ot une
perturbation en déplacement regroupe différentes situations de perturbations en vitesse.
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Corollaire IV.2

Soit A > 0.
On étudie la dynamigque du probléeme (IV.1) sur [0,T] & partir d’un état hors
d’équilibre tel que :

Un(0) =0, Ur(0) = U + Uy,

Rr(0) = Ry (0) 0,

Un(0) =0, Up(0) = 0.
Alors :
Sip < Np/W, il existe n, et positifs N2 > w1 tels que pour toute perfurbation
Ugr €] — m, o[, il emiste £ > 0 avec Ur(f) = 0, Ry(1) < 0;
Sip > Kp/W, il existe n > 0 tel que pour toute pertur bation Upr €] — o0, 1], il existe
£ >0 tel que Up(f) =0 avec Ry(f) < 0.

Preuve :

# On étudie tout d’abord le cas Rp(0) = +pfn(0) avec p < Kp/W. En fonction de la

valewr de Uy, la masse peut soit glisser dans le sens positif, soit se trouver sur un état

N : : =y Ry
d’équilibre. Si la perturbation Uy € [— 7 /'(I\"TA— Mk W,—W -7 -], i

existe un état d’équilibre tel que Ry (0) = Rf{;’ L'application du lemme IV.5 permet d’ob-
eq

o : - m A _ ttyo T et VAL, LIENE 1S T .
tenir le résultat. Si Uy < WKy — 77 e il n’existe pas d’'état d’équilibre. Par

conséquent, la masse est en glissement positif. D’aprées la relation (IV.6), la réaction normale
croit. La masse est susceptible d’atteindre la pointe du cone avec une vitesse positive puis
de décoller (corollaire IV.1). On va montrer que la vitesse tangentielle s'annule avant que la
particule n’atteigne la pointe du cone si la perturbation Upr de la position d’équilibre n’est
pas trop grande.

Pendant le glissement bilatéral, I'évolution est décrite par :

mir + (I\p — pW\Up == Fr — nly,
Ui (0) = Uz + Uor,
Ur(0) = 0.

La solution est donnée par :

Fr — nFy Ky — W) Fr—nuFy
Up(t) = | Uz + Uyp — ————— ] cos : t : \ IV.18
v(t) ( v + Vor Op o~ ppl cos m + Ny — pl ( )
et il existe un instant { = /"7 tel que Up(f) = 0. A cet instant Ry ([} est stricte-

Kr + pWW)
ment négative. Or :
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A REG A EF - JLLF N
UT(t) - ”f = Uor — ”’F(R»T — U ”f) + Kr — 'MI;V’
A R(’r{ FN
_ 5 N 1), N
W(Ky—pW) W % W
A R(’q

Ainsi, si Upy >

~2 W KT‘ —a) " H &, le glissement cesse avant que la réaction n'atteigne

la pointe du cone.

, . A Ry
wr conséquent  valewrs ) = 2o
Par conséquent, on obtient deux valeurs m WKy = W) + W >0 et
e . .
"= [\"T‘L%;— miels ﬁ’} > 0 telles que powr tout Uyp € ] — i, mef, Ur(t) = 0 avec

RN()<O

Si maintenant p > Kp /W, les phases de glissement positif sont impossibles. On a directe-
A _ Ry
WKy +uW) W

ment un état d'équilibre tel que Bp(0) = f%f{? pour tout Ugp €] — o0, —

L’application du lemme IV.5 fournit le résultat.

# On étudie maintenant le cas Rp{0) = —pRy(0).
Si le coefficient de frottement g est inférieur & Kp/W, la masse peut soit glisser dans le
sens négatif, soit se trouver sur un état d’équilibre en fonction de la valeur de Upp. En effet,

Pensemble du domaine admissible des réactions normales est [— s f_l'“” e _;_1#” 7.
A RE(] ‘4 ]:[)Lq

Ainsi, si la perturbation Upp € [—” Ry = ) T/ﬁ‘»'——-—l—]-;—(-m) lfT] il existe

un état d’équilibre tel que Ry(0) = R%Y. L'application du lemme IV.5 permet d’obtenir le
A R} R}

Wy )~ W W Y[, 1a masse se

trouve en glissement négatif et le probleme de glissement hilatéral correspondant s’écrit :

résultat. En revanche si la pertuwrbation Upr €] —

mlp + (Kp + pW)Ur = Fr + pFy,
Ur(0) = Up' + Uy, (IV.19)
Up(0) = 0

Soit ¢

e I+ pl _ Kr+ pW), Fp e 1,
. q s NY T N
UT(&) —_ (UT '+’ (]01 j\‘T + #“/1 ) COS ( T, ia + (T + ‘“' /1/ .

Ce qui donne un instant { = )11 tel que J {(f) = 0. La particule étant en glisse-

Kr ~«i~ ,quV
ment négatif, la réaction décroit, d’apres la relation (IV.6). Par conséquent, Ry () < 0.
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e A RY R _
Ainsi, il existe 1 = WKy — 7) + W >0 ety = —3F > 0 tels que ¥V Uyr € [~ 7],

il existe £ > 0 tel que Up(f) = 0 avec Ry(f) < 0.

A

. > K /W alor s tout Upp €] — 0o, — = A
Si le coefficient de frottement g > K /W, alors pour tout Upy €] - oo, WKy + W)

eq

51, il existe un état d’équilibre tel que Ry (0) = RS, L'application du lemme IV.5 donne
W ! P

ssultat. En revanche, si Uy €] — A .__@E BN g
le résultat. En revanche, si Ugy €] WK + a0~ W W NI Tévolution est déerite par
un probléme analogue au probleme (IV.19) et Pon obtient un instant ¢ tel que la vitesse
Ry . , :

s'annule. On conclut que pour y = — Hf}r > 0 le glissement résultant de toute perturbation

Uor €] — oo, 7] est tel quil existe £ > 0 avec Up(f) = 0 et Ry({) < 0.

Ce qui acheéve la démonstration. [

Lemme IV.6

Soit A>0 et p < Kyp/W.
On étudie la dynamique du probléeme {IV.1) & partir d’un état hors d équilibre tel que
V t > 0? Uf\f([.) = 0 N

Un(0) = 0, Up(0) = Usr,
‘RT( ) = i“HN( ) ?é 0,
Un(0) = 0, (4(0) = 0.

Soient t;, i =1,---,n des instants {; < -+ < 1, tels que
UT(I,) avec RN( )FERY, i=1,--n,
sgn(Us (t )) sgn(Uz (t; {_0)) j == O =2

Alors : Sisgn([:f (t;)) >0, j=d,i4+2:Up(t;) > Up(liys), i=1,---,n;
Stsgn(Ur(t)) <0, j=d,i+2 : Up(ty) < Up(lips), i=1,---,n

Preuve

La démonstration étant identique qu’il s’agisse d'un état hors d’équilibre caractérisé par
Rp(0) = +1uRn(0) ou Ry(0) = —pRx(0), on présente la preuve uniquement dans le premier
cas.

Dans ce cas, il existe une phase de glissement positif a4 droite de 'origine et I'évolution
pendant cette phase est solution de :

mUr + (Kp — ptWUp = Fr — pFy,
Ur(0) = Uy, (IV.20)
[7(0) = 0.
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2.5

T
LT

ol ~

Déplagement tangentiol

La solution de ce probleme est :

Fp— by [Kp - plV Fpr—ply
(1) = - =T " ie : t . iv.21
Ur(t) {UﬂT Ky — uW } cos ( m Lit Kp — pW ( )

La relation (IV.21) montre Uexistence d’un instant £ > 0 tel que Up(l) =0

Fp — pk,
avec Up(t1) = —Uor + 2]\_’17——%7%

A cet instant, la réaction normale vaut Ry (t;) = —WUyp — ﬁ + Fi. Par hypotheése,
24 A Fy

ey S E _ Iy
Ry (ty) # Ry, ce qui implique Uyr < W — ) -+ WKz + W) + 77

La vitesse tangentielle étant, continue, le mouvement se poursuit par une phase de glissement
négatif donnée par :
mlp + (Kp + pW)Up = Fp + pFy,
FT — uF N
Ur(0) = ~Uye + 2 =Ht,
Ur(0) =0,

¢’ est-a-dire

Up(t) = {-UOT +2

Fr—uFy  Fr+pFy cos |
Ky —pW  Kp+pW

Kp 4+ pW Fr+nFy
e —_.
m Kp 4+ pW”

La relation ci-dessus montre I'existence d’un instant t» > f; tel que UT('{:._;) = (}, A cet instant,
F‘T - ‘LLFN +9 F] + ,LL.FN
! Ky —pW V2K + gl
hypothese, Ry (f2) # Ry, la masse glisse dans le sens positif et 'évolution durant cette phase
est décrite par un probléme analogue au probléme (IV.20) mais avec une condition initiale
Fr—nky Fr+pFy : : ,

- 2 e v .a’. He i i -I-( ¥
Ry — iV + R T iV Il existe un instant 45 > {3
FT — MFN . ;)FT + ,l..',FN
Ke—pW " Kp 4+ pW
Fr+ply  Fp—pFy
Ky + ptV Koy — pl¥

le déplacement tangentiel est égal & Ur(ts) = Uy — 2

Comme par

qui est maintenant Up(0} = Upy — 2

tel que Up{ly) = 0 avec Up(ty) = —Uyr + 4

Il ne reste alors qu'a

vérifier que Ur(ty) > Up(ts) soit qui est bien évidemment satisfait
puisque A > 0 et p < Kp/W.
Le raisonnement précédent s’étend a tous les instauts £;, ¢ = 1,-- -, n et permet d’obtenir la
conclusion désiree. (I
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IV.3.3 Stabilité de tous les équilibres

On peut maintenant établir les résultats suivants :

Théoreme IV.1

H Tout état d’'équilibre décollé est stable.

La masse n’é¢tant dans ce cas soumise & aucune contrainte unilatérale, il s’agit d'un résultat
classique de stabilité de solutions d’équations différentielles ordinaires.

On rappelle qu'un état d’équilibre décollé n’est obtenu que pour A < 0. De plus il n'existe
qu'un seul état d’équilibre décollé, et celui-ci n’est associé & un état d’équilibre en contact
que st g > Kgp/W.

Théorgme IV.2

La position d’équilibre en contact afflevrant caractérisée par A =0 et p < Kp/W est
asymptotiguement stable.

Preuve :

L'exposant ® désignant comme précédemment un état d’équilibre, et I'indice zéro une per-
turbation de I'équilibre & ¢ = 0, on va établir 'implication suivante :

, 1Yol <, limy_ oo ||Z(8)]| = 0,
=0 { 1% = Ugll <, | litygos [|U%9 — U(2)]) = 0.

Etape 1 : Préliminairve

Au vu de la remarque IV.1, seules les perturbations en vitesse sont considérées. D'autre part,
le lemme IV.2 montre que évolution de la particule est identique qu’il s’agisse d’une pertiu-
bation en vitesse tangentielle positive ou en vitesse normale négative. Enfin, on montre dans
ce qui suit que P'étude des perturbations en vitesse tangentielle négative comprend 1'étude
des perturbations en vitesse tangentielle positive. (Il suffit de décaler l'origine du temps).
Ces constatations signifient qu'il suffirait d’établir I'implication suivante :

Hmy_ oo [Un(8)] =10

dn >0, Vor E] —1,0] = { liny— oo |U(2) — U;ﬂ = 0.

Mais on va en fait établir le résultat plus fort .

im0 [Un ()] = 0,

limy oo |Ur(2) — U = 0.

VVDT<U=$ {

Tout d’abord, on monire que le cas des perturbations en vitesse tangentielle négative com-
prend celui des perturbations en vitesse tangentielle positive. Pour cela, nous montrons que
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o . e . int : int s

suite & une perturbation Vyr négative, il existe un instant t*™¢ avec Up(15°™¢) > 0. Ainsi, &
o o7 11eE ) 1 Tiby :

partir de Uinstant 77", I'étude se rameéne & 1'évolution de la solution d’équilibre perturbee

en vitesse tangentielle positive.

Suite & une perturbation en vitesse tangentielle négative, I'évolution est décrite par les rela-

tions ci-dessous : .
mUr + (Kr -+ pW) Uy = IFp + ppF,

Ur(0) = §.
U{’(U) = VE)T < (.

La solution du probleme (IV.22) s’exprime :

m . Kp+ pW Fr+4 pFy
Up(t) = Vi | o sin : .
r(t) =Vor\[ st m R v

L’expression (IV.23) donue P'existence d™un instant ¢, tel que la vitesse s’annule. Comme
A cet instant il nexiste pas de position d’équilibre, cette phase de glissement dans le sens
négatif se poursuit par une phase de glissement daus le sens positif. Durant cette deuxiéme

phase, le mouvement est solution de :

mly + (Kp — pW)Up = Fr — uFy,

= Vo m Iy + uly
Up(0) = Vg Kr + v TR pWe

Ur(0) = 0,
c'est-a-dire
m [ Kp — pW Fr— nFy
Upr(t) = W e ————— 0§ —_—
r(t) 0T Kp 4+ pW m Ky — W
Il existe alors un instant 7™ tel que la masse se trouve & la pointe du cone. Cet instant
vérifie : -
I tpoin.[r: — _N
T( 1 ) W
Soit

. [ Kop — Wi . .
f JE— P o Y 4] P — pointe = AR — g — |/ -4 —
1[)]" KT ,UJ’V Cos m tl = 0, car A = ]\j ! N Wi T 0.

Ce qui implique :

e

T /]

Ky —uW 2’

poinle
i’l

A cet instant, on a :

Ky — pW
Kr+pw ~

UT(LJlJm'n!.E) — _VOT

. < e point
Par conséquent, & Uingtant 477, 1

perturbée en vitesse tangentielle positive.

étude se raméne a I'évolution de la solution d’équilibre
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Etape 2 :

On montre que 'évolution de la particule comprend une succession de phases de glisse-
ment et de phases de mouvement sans contact. Plus précisément, soit t*°™ un instant ot la
réaction atteint la pointe du céne, tel que calculé & I'étape 1. L’évolution ultérieure est alors
telle qu’il existe une phase de mouvement sans contact, un instant d’impact £

de glissement puis un nouvel instant fﬁﬁl{w

, une phase

Au dela de 77", la relation (IV.5) permet de caractériser le déplacement et la vitesse au
moment de 'impact. 1l vient :

fnp
Jimpy poinie SIH(CI;[ ) Iy
Up(ti™?y = Up((} )—-——0:] + 7

ljer(tj;mp) — {[ (IPOHHE)COS(Q !mmp).

avec sin(aqt™?) < (),

imp

L’évolution de la masse & partir de I'instant £ dépend du signe de la vitesse tangentielle

au moment de I’ llﬂpELCt UI'(UT(EPDME) trmp(l——[ (Ipornm))) dUT(TITT([POHHE) 17?1})([] (ﬂ)mnian)
que P'algorithme “NSCD” approche par la vitesse calculée du dernier pas dc temps de mou-
vement sans contact, et qui est une approximation de Uy (V@(i¥™), 67" (Vi (£2°%))). Le
déplacement qui intervient dans cette expression Uy est défini par la relation (IV.2). Comme
précédemment le signe de cette vitesse notée Up(£7™) dépend des coefficients de matrice de

rigicité.

Si Up(t™) > 0, le glissement est positif. Durant cette phase, la dynamique est solution de :

mlip + + (K¢ — W Wr = Fr — i Fy,
UT( )= Uyp (t:’"”), (TV.24}
UF( ) — U'T( rmp).

En translatant les données initiales, on trouve de manieére élémentaire un 4 < 0 tel que ce
probléme soit équivalent a :

mlip + (K p — WYy = Fp — nFy,
Ur(0) = 5 4, (IV.25)
Ur(0) = 0.

La solution est donnée par :

_ ) Kp — pW Fp— nFy
Urp(t) = Beos t ,
m Kp — ulVv
{ N . . s
et la masse atteint la pointe du cone & Pinstant 227 si la relation suivante est satisfaite :
[/ (,pomf‘E) . FN
SR V7o

pointe __ i pointey _ Kp—ul”
On obtient par conséquent 77" = /—AT_“” 5. Il en résulte Uf(me1 )= —ny/ " > 0.
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Donc si la vitesse au moment de I'impact est positive, la masse atteint la pointe du cone
avec une vitesse strictement positive.

Si Up(t"™) < 0, le glissement est positif. Durant cette phase, le mouvement est solution de :

’ITL[.J}T -+ (IX’T + [_I,H/)UT = FT e p‘,E iy
[ITT(D) — UT(L::”'D),
Ur(0) = Ur(5™),

¢'est-a-dire

‘ - Fr+ uFy Kp+ W
Up(t) = | Up(ti"?) — ——nms ) ———rt
r(t) ( r(t) Ky +pW cos m
- P, 1 . f(’r + ,U,I’V FI‘ + M.F N
Up(U™Y) | ——sin | /| —————t ——
+Ur(5E™) Ky + pW s V m + Ky + pW

Cette expression montre Pexistence d’un instant #; tel que UT(I:,;) = 0. Ry(t;) est alors stric-
tement négatif. Cette phase de glissement négatif se poursuit par une phase de glissement
positif. L’évolution est décrite par un systéme analogue & (IV.25). Tl en résulte que si la
vitesse an moment de I'impact est négative, la masse atteint la pointe du céne avec une
vitesse strictement positive.

Quel que soit le signe de la vitesse au moment de U'impact, il existe donc un instant 277"

pour lequel la vitesse tangentielle est positive. Les hypotheéses du lemme IV.2 étant vérifices,

il existe ensuite un instant ¢{}1 . La dynamique est donc constituée d’une succession de phases

de mouvement sans contact et de glissement.

R noind point . . . pointe A
Etape 3 : Soient (2" et 100" deux instants conséeutifs tels que Up(t}”"") = ——ﬁ}’ .

i
} _ ”{ + ]—, UT(J?‘[;T'{E) < {jT(L?Dmm).

Si Up(ti™) > 0, la dynamique est solution du probleme (IV.24) et la solution est donnée

par :
: i Ky —uW
DYT(,') — UT(L?UHJ.’.L) ( Y1ty )COS _ Y} e "
' v m

m

. inle ; . Kp — ,tLH/— Fr— puFy
L § ﬂmmtc a8l cr l("x.mp in [ N
Kp — pW r(67 )eostanti)sin m Ky — pW

n

. s q . pointe | Jpointe : ; -
D’aprés étape 2, il existe 1577 tel que Up(tf7|"") = ﬁ}’* A cet instant, Uexpression de la
vitesse est la suivante :

08
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- e e [ Ky — W sin{at"*) Kp— uW o
[I t]‘mmfc = [/ t{mmte . i gin | - t;;_)om.te
T( it+1 ) 1( i ) m a m i+1

Ky — W .
+COS(C;;1,¢;IHP)CQS ( _T_____ffm___,‘;;ifrz?fe) } .

mn

o — A . i .
Or y/ M,T‘U'” < oy et sin(aqt"") < 0, il vient :

i it . (K — W
apeinte pointe iy . T fEVY pointe
Up(87707°) < Up(47™™) {_5"-”(‘31‘"17 )sin ( —

Ko = 1 poinie
m i ’
| o . K — W ;
< UT(;C?D””L)COS (Qflti‘mp + \/qﬁi’{ﬂ&) ; (IVEG)

! int
< ij(t?[}i'ﬁ' G).

+cos(ai " )cos (

Si Up(t:™) < 0, I'évolution est décrite par la systéme (IV.26), et comne précédemment ce
T\ ) p ) I

probleme est équivalent a :

mly + (Kp + pW) Uy = Fr + pFy,

. S ) _J‘.':mp
{.JT(U) _ % n UT(ﬂ)amf.c)Ln(%ﬁiwm)_ +3, 3>0,

Ur(0) = 0.

La solution en est donnée par :

. nter Si (g 2 Ky +pll Fr+ pF,
Ur() = [ [T PO sin(ay i 08 T ! T N
(1) (1(1 PW@K——+6 cos | 4/ — +R}+MW’

et donne l'existence d'un instant #; tel que la vitesse s’annule. Cette phase de glissement
négatif se poursuit par une phase de glissement positif dont les donndes initiales sont

. . . ) ,,1:171]; ) ” -
(U7 (0), Ur(0)) = (=L jﬂﬁ"’””‘ﬂ%'—) -3+ %T;i—%, 0). Le déplacement pendant cette

phase s'éerit

: e sin(ag ™My Ko — W Fp— uF

e m Koy — pW-
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La masse atteint la pointe du cone & instant 571" = . Twﬂlw-?%?—r et on a
i v — 2
) ur { . piTRD o W
pointey T (epointe blll((] L; ) A —
Op(i€) = — | Up(t"™)———"t + 3 | | ———
o m
sin(ay i)

! frnl
< —UT(L?O”) E)

[83]

U _L;_Joi'nt.e Ko — W
< Ul )\/ e (IV.27)
oy m

< [.’TT (tfainiE) i

Ce qui montre que quel que soit le signe de la vitesse au moment de I'impact, la masse atteint
la pointe du cone avec une vitesse positive UT(!ffflme) < Up(i2omiey,

i ! f s - - b
Etape 4 : Soit 797" un instant tel que Up(t57") = %, i étant le numéro d'un cycle

(glissement, mouwvement sans contact). Alors

11111 UT(LfiTtE) = 0.

D’aprés 'étape 3, Uexpression de la vitesse & Uinstant lf’f_'{”e dépend du signe de la vitesse

an moment de 'impact mais les expressions (IV.26) et (IV.27) montrent que 'on peut pour
chaque i trouver un ~y; tel que :

UT(L;:'].ZTHE) < '-YJU ( ;mmtr’).

Ainsi,
(1201 < A (1),
avec
v =supy; < L.
i€l
Par conséquent,

'pr)inte _
1—]:}-1*}]:1 Up(1797) = 0.

Etape 5 : Conclusion

Suite a4 une perturbation en vitesse tangentielle négative de la position d’équilibre en glisse-
ment imminent, les étapes 1 et 2 montrent que la masse passe par une sticcession de phases
de mouvement sans contact et de glissement. Les étapes 3 et 4 montrent que lorsque la masse
se trouve 4 la pointe du cone la vitesse tangentielle tend vers 0 lorsque le temps tend vers
Uinfini. 11 en résulte que :

11111[,w.+c0 |(JT(I') — [’r;q' = O,
liny oo [Un ()] = 0,

qui est le résultat annonce. O
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Théoréme IV.3

Létat d'équilibre en contact afflewrant U = (0, Fa /W), B = 0 caractérisé par
A=0et u= Kr/W est stable au sens de Lyapunov.

Preuve :

Conformément a la remarque IV.1, le théoréme IV.3 sera démontré si 'on établit la relation
suivante :

Ve>0,3n(e) >0, |Vl <n = L) - U <.

D’apres le lemme V.2, Pévolution de la particule en contact afleurant étant la méme pour
les perturbations en vitesse normale compatible avec la liaison unilatérale et pour les per-
turbations en vitesse tangentielle positive, il suffit de montrer que la relation suivante est
satisfaite :

Ve>0,3n(e) >0, |Vor| < = |Up(t) — U <& (IV.28)

Etape 1 : On £lablit la relation I'V.28 pour des perturbations en vitesse tangentielle négative.

L'équilibre en contact affleurant est donné par U/ = (0, Fy W) et R = 0. Aprés une
perturbation par Vo négative, la premiére phase de glissement est solution de :

W !
UT(O) = %r
Up(0) = Vyr <

Le déplacement tangentiel vérifie donc :

m 21 F
Ur(t) = Vyp %S‘iﬂ ( —T!) + N

et la vitesse s’anmule A1 = T Orpour A =0et u= Kp/IW,le domaine admissible des
2 ]\ P

réactions uolmalcs correspond & R™. Par conséquent, il existe un état d’ ethble (I 7% l?eq)
tel que B = R(I). Le lemme IV.5 permet donc de conclure que pour tout # > f, la vitesse
est identiquement nulle, et il vient :

. affi . . m
Vi > & (U — Ur(0)] = U — Up(D)] < =Vir T
) T

. s P = 2]

Ve > 0, la relation (IV.28) est satisfaite avec n =5 :;E\TF
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Etape 2 : On établit la relation IV.28 pour des perturbations en vitesse tangenticlle positive.

A préseut, considérons une perturbation tangentielle Vpr positive. D’apres le lemme IV.2,
il existe un instant d’impact £ > 0. L’évolution de la particule & partir de l'instant #) fmp
dépend du signe de la vitesse tangentielle Up(£]"). Comme noté lors de I'étape 2 de la preuve
du théoreme IV.2, deux situations sout envisageables.

Si la vitesse au moment de l'impact Up(t] {imp ) est négative, 'évolution sur un intervalle &
droite 1™ vérifie :

mbip + 2 Kplp = WET I Krly

Ur(0) = U (e, (IV.29)
{7 (0) = Up (1) < 0.

Le déplacement et la vitesse au moment de l'impact sont donnés par la relation (IV.5) :
sin{aq i) Fy
an W’

0. (!””p) = W rpcoa(al!”"”)

U’T(ﬂ:{m}) — 1/01

et la solution du probleme (TV.29) vérifie :

L_i"mp 2K e 975
Ur(t) = %Tﬂ?—(—?‘l—)ms i) + Vipcos(ont™) " sin 'y (TV.30)
Qay m 2Kt m
Py
+W.

Ou a donc un instant £ tel que Up(t) = 0. La encore, le domaine admissible des réactions
’ —_ - . . e ~eq T.eq = €4 ~

normales étant B, il existe un état d’équilibre (U, R ) tel que B~ = R({). Pour tout

t > t, la vitesse est donc identiquement nulle et 1'on a :

R - 1 m
vt > i U — Up(e)| = |02 ~ Up(D)] < Vor [ — m.
| 1 '1( )| | T 7 )| v a + e

. £ N4 ‘)f\]
Ve > 0, la relation (IV.28) est satisfaite avec n =5
“ \/‘?I\T + a;\/n

Si la vitesse au moment de I'impact UT(f”'TI ) est positive, la phase de glissement positif qui

suit £ se [ait & vitesse constante Up(¢)™). 11 existe donc trivialement un instant 4 o tel

que l‘.ﬁp(t{;“””e) J;‘}' avec Uy (t:.‘z’m"“) Up(£77) > 0 puis un instant d’impact > 6“0””8

Soient £ et ¢} deux instants d’impact consécutifs. On va montrer qu’il cxiste un instant
d'impact 1™ tel que U7 (6) > 0 et Up(t) 1) < 0. A partir de Pinstant £;"", une discussion
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analogue & celle de I'étape 1 permet de conclure.
Suppesons que pour tout i < {, Up(! ”””) >0,7=di+1.Ona:
Up(lz_’{)) = UT(JZ::””’)LOS(QNL"{') < Up(t ””‘”).

Par conséquent, la valeur de la vitesse entre deux phases consécutives de glissement positif
diminue.

Durant chaque phase de glissement, la vitesse est constante et la masse atteint la pointe
) :

du cone & 'instant /"m” ¢ avec une vitesse [y (1“”0””'3) = Up(!f”p) De plus, le déplacement

tangentiel satisfait

[]T(t) IJT( mrp)f + U ( d‘mp)

On déduit alors la durée du glissement positif :

U (7™ sinfoy f'"”’)

e J i1
Al’pam — _
1 g imp .
Up{t;h) an

Il en résulte :

ypointe pointe
AL < AL

La durée de mouvement sans contact étant identique pour chacune des phases, il existe un
rmp T 3T 3 3 s r iy
instant d’impact ¢; [ﬂ_'i’ Ea_l] + 2km, k€ N. Ainsi, Up(t,"") < 0.

A partir de instant £, la masse est en glissement négatif donné par le systéme :

mly + 2Ky = W "ﬁ Nl

J m?p i
Ur(0) = Up (™) = Ty (”””)—w—s”'(?r.t ) By

{
UI(O) — U’T( ’;mh) _ U ( ”"p)cos(a ILrmp) <0

La solution s’exprime :

. sin(a ™) 2Ky
Up(t) = Up(3imP) 228 g :
(1) = Ur(62) o m
mo. 2Ky WEr+ KpFy
+ U (17" cos all”"” —5in { -
(h=¥)eos ) 20y m 2K+W

d’oll 'on déduit un instant ¢ tel que la vitesse s’annule. A cet instant, la réaction normale
Ry (f) correspond & un état d’équilibre puisque le domaine admissible des réactions normales
est R™. Par conséquent, d’apreés le lemme IV.5, la vitesse reste nulle pour tout ¢ > . Il en
résulte :
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vt > 1, UM — Up ()] = |0 — U ()]

o sin(o f””p 2K . , m 2K
< UT('L;T{’)—M—( ) s ]Tt + Ug(t™)eos(an ™), | ==—sin T
m 5) ,

a 2Kt m
-1 ' - -
sin{ay i) 2 ]\T . i) mo 2K .
< Vor H ——c0s t]+ Hcos — 511 { L],
e fal] i QK m,

1 M,
< — — .
or (Ol + QKT)

Ve > 0, la relation (IV.28) est satisfaite avec n =

a2 K -
\/2_[(1“ + 051\/’17—1.
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Théoreme I'V.4

Tous les états d’équilibre en glissement imminent positif correspondant ¢ A = 0 et
i = Ky /W ayant une réaction normale strictement négative sont instables.

Preuve :

On va montrer que dans tout voisinage de la position d’équilibre en glissement imiinent
(L%, R*") on peut toujours trouver une perturbation Vor positive telle que la dynamique qui
suit sorte de ce voisinage et diverge de la position d’équilibre. Une conséquence du théoréme
TV.3 montrera que la solution arrive toujours dans un volsinage de la solution d’équilibre en
contact affleurant U7 = (0, Fy/W), B4/ = 0. En d’autres termes,

Yes>0ety>0, 3|Vorl <y == |UF = Ur(t)} > ¢,

et l'on montrera que,
\ TS (1)) < e (IV.31)

U gtant & distance finie de *7, Uobtention de (IV.31}) démontrera le résultat.

Soit donc une position d’équilibre en glissement imminent que I'on perturbe avec une vitesse
tangentielle Vop positive infinitésimale. On rappelle que pour A =0et u = Kr JW, la masse
glisse dans le sens positif avec une vitesse constante Vor. I existe donc un instant 7 ointe ~
tel que la masse se trouve & la pointe du cone. On est ainsi dans le cadre des hypotheses du
théoreme TV.3. A partir de instant (7°', la discussion est analogue & celle de 1'étape 2 de la
preuve dun théoréme IV.3. La masse dewlle et il existe un instant 177 tel que la masse entre
en contact. Les relations (IV.4) et (IV.5) fournissent le déplacement tangentiel au moment
de Pimpact :

sin{a 1)) N Fy
oy W'

U—T( nnp) 1 []T(,O.E:(Clli”np)

E}’ ( ”ﬂ[)) ‘DT
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L'évolution de la particule apres 'impact dépend du signe de la vitesse tangentielle
Ur(Vor, 17" (Var)).

Supposons Ur(t™P) < 0. Durant la phase de glissement négatif, 'évolution est décrite par
le systeme (IV.29). La solution est donnée par I'expression (IV.30).

La relation (TV.30) montre qu'il existe £ tel que Uz (f) = 0. L'ensemble du domaine admissible
- . . . . . 1 s r -t T 4
de la réaction normale étant R, il existe un état d’équilibre (L Eq, R q) tel que R(t) = R !

Par consécuent, le lemme IV.5 montre que UT(L') = 0 pour tout ¢ > £.

Vor étant infinitésimale, il vient :

Vit > 4, |Up(t) — US| = |Up(D) — U2

5]

itnp - -
sin{oqt 2K . mo 267 .
—L—cos v/ t] + cos(a ™) —gin | - t}].
el m 2K m

m

> MjT

D’aprés I'étape 2 de la preuve du théoréme IV.3, on a :

vt > 1, |Up(t) — U = |Up(d) — U8

B _yimp o ‘ 2K,
sin{cayt- I\T - mo 2K .
—(m-l—)cos 1/ + cos(at]"), | ——sin t

a mn 2Rp m

<V 1 + m
or | — - .
o 2K

< VE]T

Il existe donc 5 > 0 tel que la relation (IV.31) soit vérifiée puisqu'il suffit de choisir

. £ 1Y ‘)[\T
=15
= \/OI\T + /e

A présent, supposons Up(t™) > 0. La masse glisse dans le sens positif avec une vitesse
constante Uz(¢{™) > 0 et atteint le céue. La suite est comme précédemment. Soit £ un
instant d’impact avec Up(t]"™) < 0 (cf théoréme IV.3 étape 2). Alors il existe un instant £
tel que Ur(t) = 0 pour tout ¢ > . La perturbation initiale étant infinitésimale, on a :

sin{e £ 'JIxT m . 2Ky .
= Vo’r—-(—l—lcos + W Tcos(aif”"p) gin | A/ —~1 ] — =&~
2K m
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Vi 0, Up(t) — US] > |Up(D) — U2

sm(a li'"”’

I/ ( mrp)

( o )
OI\ Eq

/o (gimp nnp
+Vp (6" )cos (ot ‘/2 sin (\/ /V ,

= sin{ay ti"P IxT
. i 1 -~
2 Vi [ costanti™) 4 St
j=1
mo 2R .
+cos{at)") —5in | - —t
2Kt m

Toujours par le méme argument qu'a 'étape 2 de la preuve du théoréme IV.3 :

Ve s £ (Ur(t) — U] = |U2() ~ U] < Vir | =+ \[55= ) -
(85} QI(T

Par conséquent, il existe 7 > 0 tel que la relation (IV.31) soit vérifiée. I suffit de prendre

e y/ QI{T
\/2}\-3" -+ \/ﬁ

n=

Ry}

Ainsi, la trajectoire issue de toute donnée initiale voisine de I'éq uilibre en glissement immoi-
{
nent (L[ R entre en temps fini £ dans un voisinage de (U affl git = (). O

Théoréme IV.5

Soit A >0 avec p > Kqo/W si A =0, p quelconque si A > 0.
Tous les états d 'équilibre sont stubles au sens de Lyapunov.

Preuve :
On va établir 'implication suivante :

Ve>0,3n()>0, Vol <n = U9 —UR)| <= (IV.32)

Etape 1 : On établit la relation (IV.32) pour des perturbations en vitesse tangentielle Vor
négative.

On fait tout d’abord la remarque suivante. Lorsque A > 0 avec u < Kp/W, la phase de
glissement négatif qui suit une perturbation en vitesse tangentielle négative peut étre elle
méme suivie d'une phase de glissement positif. Par conséquent, la masse peut atteintre la
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pointe du cone puis décoller conformément au corollaive IV.1. Afin d'éviter cette situation,
on détermine un parametre 5 > 0 tel que ¥ Vor €] —#, 0[, la situation décrite précédemment

30it exclue.

Supposons que la phase de glissement negatlt soit suivie d'une phase de glissement posi-

tif et montrons qu'il existe { tel que UT( £} = 0 avec R ~(E) < 0.

Durant la phase de glissement négatif, U'évolution est décrite par :

mlp + (K¢ + pW)liy = Fr+ pFy,

REI
Up(0) = ﬁ‘y -+ ijv:

Up(0) = Vyr < 0,

¢'est-a-dire :

A R Ky pW m K+ plW
Uity = N g Virr | ————sim, L e
r(t) (VV (K + pW) + W ) cos ( m + Yz Kop 4 pWW ST m

Fp 4+ ply
Ko+ gV

(IV.33)

Il existe donc un instant f tel que UT('E) = 0. On sait alors d’aprés le lemme TV.5 que s il
H 3 # ) o1 g &4 T E1 et 2 -~ ,
w'existe pas d’état d’équilibre (U "R }) tel que R = R(t) le mouvement se poursuit par

une phase de glissement positif qui sera alors donnée par :
P

mlp + (K — pW)Up = Fr — pFy,
Up{0) = Ur(2),
r{0) = 0,

A

WKy — W) T W
La solution est :

5

avec Up(t) <

B

Kp — W m Ky — puWv

— Fre uF Fra—r P
UT(t) = (U'T(t) - ’l"—ﬂlji) cos ( \r JUI /,) + f ,HF_/\ .

Dire que la masse s’arréte de glisser avant d'atteintre la pointe du cone se traduit par :

o Lo . F
31> {tel que Up(l) = 0 avec Up(f) < ”‘,’. (IV.34)
Ona:
- - T
() < —Up(f) + 2—T—,
Ur() < ~Un(D) + 21,
i (’q : - J— -t p— T
< ’A _ +H Vi = m _FT ,u.FN_*_ Fp — p 'y
W (K + W) W Ky A4 pWW Ky — W Ry — puW-
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La condition (IV.34) est satisfaite si la perturbation Vor vérifie :

SN R 24 N A
or m W (K — uW) = W(Kp+pW) [’

ce qui donne explicitement la valeur de 7.

A présent, soit (%%, R®") une position d’équilibre perturbée et Vor une perturbation infi-
nitésimale en vitesse tangentielle négative. Pour A > 0 et p < Ky /W, on suppose pour

'instant Ry —Am—— Suite & cette perturbation initiale Vor < 0, la masse est en
— W P

glissement négatif. D aprés le lemme IV 4, il existe un instant i >0 tel que U(i) = 0 avec
Up(f) de la forme (IV.15). La perturbation étant infinitésimale, il existe un état d’équilibre
(U°, R*7) & Pinstant { tel que Ry (l) = Ry. 1l en résulte :

Vi s U8 — Up(t)| = |UST — Up()| = U — Unp(D)

Fy RS A Ry Ko+ 0w,
N O8N AL A
w W T\ W T w ) m

m - ( Ky + pW !) I+ Wy

et Ko+ g

A R A R Kr+ W -
= — - —
Wike +07) W (W(A‘T o T ) "

v m sin Ky +pW i
TN Ko+ pWo m i

" (IV.3

Kr+p W
\/—\Iﬁ%ﬂ pour Vor < 0.

m

< —Vor.

L\.-I 1]

Ve > 0, la relation (1V.32) est donc vérifiée avec n =

et dtnione o s partienlier BY = — oo A . . ey
A présent, étudions le cas particulier Ry  TRo— W 1‘)0111 A > 0avec p < Kp/W.
D’apres le lemme IV.4, il existe un instant £ > 0 tel que U(t) = 0 avec Ur(t {) donné par
(IV.15) et Ry{l) < w—ﬁ A Dlinstant £, les hypotheéses du corollaire IV.2 sont vérifiées.

Par conséquent, la, masse glisse dans le sens positif. Il existe un instant i >itel que Up() =0
avec Up(t ) solutlon de (IV.18). La perturbation initiale Vyr étant choisie infinitésimale, il

existe (I, B™) tel que Ry(f) = R4 En effet,
Ry(d) = WUp(f) — Fy = —WUz() + 9[4/@ - Fy.
Kp — W
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Or,
. - E\T 14
Urp(t — — —-.
"0 < W W =)
1l vient,
- A
RN(?‘J) = —m

La perturbation étant infinitésimale, on a By (i) < A Le domaine admissible des
p Ko+ pWW

réactions normales est ici [— yroe imv’ - f\’riul'i’

Papplication du lemme IV.5. Il en résulte :

] : il vient que pour tout ¢ > ¢, [J (t} = 0 par

Vi >4, |UF = Up(t)] = U2 — Up(D)| < Ur(f) — Ur(3)

A Fr—pFy ‘ Ky —pW . Fp— pnlFy
= (UT(t) - ——) €O ( Y + m

>

e

Ky — W

B A + A cos [ Ky + plV i
WKy — pW)  W(Kyp+pW) /"~ m
m . Ky + pW Fp 4+ pkFy
—Vipa ) —e———gin | 1/ il —
Vor Kr+ p s ( m ) Ky + uW’

- Fr—uF Fr — nFy A
<~ (g = oo b r— by i .
Ky — pW Ky — uW W(Kp — plW)
4 A m Fr+ pFy
W(Kr 4+ uW) TV KW T Ry £
pFr =Py o [ ot pfy
Ky —plW Ky + pW Ky + plV

5 A N A
- W(Kgy —uW)  W(Kp+uW) )’

e

Ve > 4 U = Ur(t)] < —2Vor |

- , /'
Ve > 0, la relation (IV.32) est vérifiée avec 1 = &4/ AT—:’;?HU— pour Vyp < 0.

Pour A =0 avec u > Kp/W ou pour A > 0 avec p > Kp/W, aucune restriction sur la va-
leur de la perturbation Vyr n’est nécessaire. En effet, lors d’un glissement négatif, la réaction
normale décroit. Par conséquent, le domaine admissible étant | — oo, _F}-[:;T]’ il existe une
position d’équilibre lorsque la vitesse s'annule. La relation {IV.35) est toujours valable. Ce
qui permet d’eétablir la relation {IV.32).

Pour 4 > 0 avec p < Kp/W, la relation (IV.32) est valable pour des perturbations
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/o €] — n,0[, ot n est défini au début de I'étape 1. En fonction de la grandeur de Vur,
109 phases de glissement négatif et positif se succedent. L’application des lemmes IV.5, IV.6
et du corollaire IV.2 prouve Pexistence d'un instant f tel que pour tout £ > 7, la \fltessc est
identiquement nulle. Par conséquent, la relation (IV.32) est satisfaite.

Etape 2 : On établit la relation (IV.32) pour des perturbations en vitesse tangentielle Vor
positive satisfaisant les conditions du lemme 1V.4.

On rappelle que si (U®7, 2°7) est la position d’équilibre en contact afflenrant, une phase de
mouvement sans contact suit la perturbation (cf lemme 1V.2). L'évolution est donc iden-
tique & I’évolution de cette solution d'équilibre perturbée en vitesse normale négative. Par
conséquent, pour cette position d’équilibre, le résultat sera présenté a I'étape 3.

Soit donc (U*, R*), R v 7 0 une solution d’équilibre perturbée avec une vitesse positive Vo
infinitésimale.

Dans un premier temps, on suppose que si 4 > 0, Ry # — e -f,u e La masse glisse alors

dans le sens positif. D’aprés le lemme IV.4, il existe un instant £ >0 tel que [ Tr(f) = 0.

La perturbation étant infinitésimale, il existe une position d’équilibre ({7°? , R69) tel que
Ry(f) = R*9. Le lemme IV.5 implique :

Vi > 1, |US — Up(t)| = |Uf? = Ur(D)| = Ur(l) — UF (TV.36)

En fonction du coefficient de frottement, les relations (IV.10), (IV.11}, (IV.12) permettent
d’exprimer I'inégalité (IV.36) sous 'une des formes :

I\p
W
Vi > 4 U - Up(1)] = Ur(l) = UF,

_ A RY Ky —uW
B (PV (Kp — uW) + W ) cos ( m ‘

, Ky — ,u,W[
————— 8N —ire———1
Koy — ph m

FT - ,U,FN FN R?\?

YW W W
FRES
Ky — W’

# S p <

< 1/;3'1

o — W
Ve > 0, la relation (IV.32) est vérifice avec i = B—Fﬁ,—'ﬂ pour Vor > 0.
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Ky

* 01 = I

Fx RY Fy R
2 4 yood g AN iny
“omt TVt S

Vs 4 U — Up(t)] =

D’aprés (IV.11), on en déduit : { = lo—Tz?ﬂiﬂ. Ainsi,
A mW V3
Vi > 5 US = Up(l)] = M“T

Ve > 0, la relation (IV.32) est vérifiée avec nn = % ﬁ:”} pour Vor > 0.

Y
Si
* 01 [ > IV’

A LB R% v m )e‘f%#(i{

Vi > 4| UR — Up(2)] = .
> LU = Ur(2)] (IfV (uW — Kr) W Vor uW — Koy
Fr—uFy Fyn Ry

Kp—pW W W~
La perturbation étant sufisamment petite, I'instant pour lequel la vitesse s’annule sera suf-

fisamment proche de zéro et donc :

v 4|y = Ur(1)] = (14/'(1(7:4— vy f: o+ Vor W?TJ
B (IfV(f(TA— iy T ijl) +OVar),
= O(Vir)
Ve > 0, la relation (IV.32) est vérifiée avec n = -3\/ M pour Vgpr > 0.
A présent, considérons I'état d’équilibre en glissement imminent négatif Ry = —ijﬂv

pour A > 0.

D’aprés le lemme 1V 4, il existe un instant £ > 0 tel que U(1) = 0 avec

i &__‘ A 1 + 7 - . N el N heac N |
Up(t) > W~ Wiy + 7" A Tinstant #, on se trouve sous les hypothéses du corollaire
IV.2. La masse glisse dans le sens négatif et il existe un 111&.ta11t f > f tel que Up(f) = 0 et
R (t) étant égal & la réaction d'une position d’équilibre (T, B™). En effet,

; . F
Ruy(8) = WlUp(f) — Fyy, = —Wlip(D) 4 2w L — A~ _ p
Ky —pW
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Or
- oy A
Ur(t) > W W(Kg - W)
I vient :

A

Ry(l) < ————M.
() < =g W

Pour A =0 avec ¢t > Ky/W ou A > 0 avec p > Kp/W, le domaine admissible des réactions
A
Ky pW

posée infinitésimale, on a Ry(f) > —ﬁw Ce qui implique que Ry(t) appartient an

normales est | - oq, [. Pour A > 0 avec p < Kp/W, la perturbation étant sup-

domaine admissible des réactions normales.
Par conséquent, d’apres le lemme IV.5, il vient :
Vi 4, (U5 — Ur(t)] = 050 = Up(d)] < Ur(D) = Ur(D).
Les quantités Up(f) et Up(f) s’obtiennent comme précédemment grace anx relations {IV.10),
(IV.11), (IV.12} et (IV.21).
Kr

W’
vt > 1, |UST — Uplt)| < Up(D) — Urplf),

- A B A os [ Ky — plW 7
W{(Kp - uW)  W(Ky+pW) m ’
m . [ Kp — W . Fpr— pl'y
Vor, | ——————sin | /| ——————¢ - T
Yor Ky — W s ( m + Ky —pW
. I+ ply K+ pW Fr+uby
D = 22 N Y g |y ) — el
(UF( ) Ko 4+ pW ) cos ( m Ky 4+ pW’

<9 A _ A Loy m
AWKy — pW)  W(Kp + pW) T Kp — pWW
oFr—nFy Fr+pfy
“Kp—pWo T Kp+pW

* 01 <

(=
[t

T
I\‘P—my-[l— pour Vor > 0.
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*SI;L—W,

V> £ U~ Ur(t)] < Un(l) — Ur(f),

{

3 n " 25 A7 - Fy
< Ur(D) = (Veth) - £ “""“")m( M) Fr -+ Py

fKp + phv m Ky + pWV’
FT + L F N
< 2Up(l) — 2——""2,
o(t) Ky +plW
- VO'")TmTfV N 2F B 24 f'T + 1Py
A W W (Kp+pWy I\T + W’
Vam W
A 7

Par conséquent, Ve > 0, la relation (IV.32) est vérifiée avec n = % 5—:!‘;—1 pour Vor > 0.

* 81 g > Kp/W. La perturbation étant suffisamment petite, I'instant pour lequel la vi-
tesse s’annule sera suffisamment proche de zéro. Le déplacement [77(f) solution de (IV.12) a
I'instant tel que I/ = 0 s’exprime :

. A A o W= Kr: Fre
Urli) = (W( - " - )e Bt Fr—ply

Kr—pW) WKy + 20 T\ o~ Rom K — W’

que Von réécrit

A A m Fr—nFy
— — — — -+ Vor. . — + —
W(Kp — pWYy  W(Kp+ pl) W — Ky Kp— W

Ur(l) =

Quant & la valeur de Ur(f), elle est solution d’un probleme analogue au probleme (IV.33)
dont les conditions initiales sont (Up(0), Ur(0) = (Ur (i), 0) et s'écrit :

 Fr+uFy 7 T\ R P
UT(z,):(UT(t)._jﬁ_A) OH( TR )+ v+ uFy

Ky 4+ pWW m Ky +pW

Il en résulte :

Vi > 4, JUFE — Uplt)| < Up(f) — Up(D),

- I+ uF
< 20p(7y — 2L T BN
Ko -+ pll
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et done
. A A m Fr—pFy
Vi >t U — Up(t 2 - - — Vi .
>4 \Ur rit)l < (W (Kp — W)  W(K7p+pW) Yor pW — K * Ky — W
% F 5
Yl e o 20\ SR YO VR

Ky + pW

V- I
Ainsi, Ve > 0, la relation (IV.32) est vérifiée avec 9 =< M pour Vor > 0.
m

Par conséauent. la relation (TV.32) est satisfaite pour toutes solutions d’équilibre caractérisées
| 1 I 1
par A = 0 avec u > fp/W et A > 0, p quelconque.

Les résultats ont été établis pour une perturbation infinitésimale. Cependant si la perturba-
tion Vor €]0,7[, oit 7 > 0 quelconque est défini au lemme IV.4, les lemmes V.5, IV.G et le
corollaire TV.2 permetient de prouver l'existence d’un instant { tel que pour fout t> 1, la
vitesse est identiquement nulle. Par conséquent, la relation (IV.32) reste valable.

Etape 3 : On établit la relation (IV.32) pour des perturbations en vitesse normale Vpn sa-
tisfaisant les conditions du lemme V. 3.

On considere une position d'équilibre perturbée en vitesse normale Voy compatible avec la
linison unilatérale. On suppose que cette perturbation est infinitésimale. D’aprés le lemme
V.1, il existe une phase de mouvement sans contact suivie d'un instant d’impact £ > 0,
La pel‘rlubatmn étant suffisamment petite, 'instant d’impact sera suffissmment proche de
zéro. Les relations (IV.2) donnent le mouvement sans contact :

t)

=

2 2
! 2’ Lo Doity e o
Ur(t) = (”“’51 ! J‘;”J%O‘-) 12+ U2+ O(t%),

E

Un(t) = (_w_—”*“l 10203, VbN) L+ O,

les quantités a;, oy, ¢; ¢ = 1, 2 étant définies au lemme IV.1. La masse entre donc en contact &

Iinstant 7 = ——f-—_"_w—— A cet instant, les composantes tangeutielles du déplacement
Glal { )th

et de la vitesse vérifient :

Ur(t™P) = Ug? + O(Vin ),

alf‘)la] —I—a;rp;ag

Up (8™ = Vo + O(VE) = YVon + O(Vay)-

ulnl —i—a;n.,
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Par conséquent, cela revient & cousidérer une solution d’ équilibre perturbée & ¢ par une
vitesse tangentielle Uz(f) infinitésimale. En fonction du signe de cette vitesse, 'dtape 1 et
I'é¢tape 2 permettent de conclure.

Si la perturbation Vox €] —n, 0] ot1 le parametre 7 > 0 est déterminé au lemme IV.3, appli-
cation des lemmes (IV.3), (IV.4), (IV.5) et du corollaire (IV.2) permettent de prouver que
la relation (IV.32) est satisfaite.

Au vu de la remarque faite au début de Pétape 2 concernant une position d’équilibre en
contact afllenrant perturbée en vitesse tangentielle Vi positive, le raisonnement permettant
d’obtenir la relation (1V.32) est analogue au précédent.

D’aprés les relations (IV.5), & linstant d’impact ¢, les composantes tangentielles du
déplacement et de la vitesse sont données par :

Up(t™) = Ug" + O(Vi),

Up(t77) = 9—~—-—¢’a1 PO e+ O(VZ) < .

(I’ - Q]

A partir de Uinstant #77, le probleme se raméne a 1'étude d'une position d’équilibre perturbée
avec une vitesse tangen‘rlelle UT(! mP) négative. L'étape 1 permet de prouver 'existence d'un
instant £ > " tel que la vitesse soit identiquement nulle pour tout ¢ > ¢. Il en résulte

V>4 U = Ur()] = U~ Ur(D)] < U5 — Ur (D) + |Up(D) - Uz ()

m 2

1.2 2
dras — dhors
< 9 br 1 ¢Z 21

3 5 Vor + O(Vir).
ag _ O'l

2

L

Ag T

2
Alnsi, Ve > 0, la relation (IV.32) est vérifiée avec 5 = T———t
Py — dpay

& pour Vor > 0.

Ce résultat reste valable pour des perturbations Vyp €10, 5[ oh Iexistence de 1 est donnée
au lemme IV.3. L'application des lemmes IV.5, TV.6 et le corollaire IV.2 montrent que la
relation (IV.32) est toujours satisfaite.

Etape 4 : Conclusion :

Il existe 5 > 0 tel que quel que soit ||V,| < 7, la relation (IV.32) est vérifie. ]
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Théoréme IV.6

L état d’équilibre en glissement imminent positif caractérisé par A<Oetp>Kp/W
est instable.

Cle résultat a été annoncé dans les années 1990 dans [14] et repris dans [19] en 1994. Dans
[19], Martins et ol l'ont obtenu dans le cas d’une évolution quasi-statique. La démonstration
repose sur la construction d’une famille de probleme visqueux et d’un passage a la limite en
faisant tendre la viscosité vers zéro. Une force imposée dépend du temps. Elle corresponcl
A 1'état d’équilibre en glissement imminent un instant puis est hors d'équilibre ensuite. Il
existe donc un voisinage & droite de Vorigine dans lequel la masse est en glissement positif
puis un instant oi la vitesse s'annule. A partir de cet instant, les parameétres du probleme
sont ceux qui caractérisent la solution décollée.

On propose ici une nouvelle preuve plus proche de ce qui vient d’&tre fait pour les autres
cas, utilisant en particulier complétement intégration de la dynamicque du probléme (IV.1)
et non un passage a la limite sur la viscosité d’un probleme quasi-statique .

Preuve :

On rappelle que pour A < 0 et g > Kq/W, il existe deux solutions d’équilibre : une en
slissement imminent positif, autre décollée. On va montrer que la position d’équilibre en
slissement imminent est instable et que la trajectoire & partir de toute perturbation de cet
équilibre oscille autour de la position décollée. Le résultat d’instabilité sera obtenu des que
la relation suivante sera satisfaite :

Ye>0etn>0 3|Vor| <n = |UF = Up(t)] > <.

. N . . ey . . noitl iret N
Etape 1 : Suite o une perturbation initiale Vor, il existe (57" tel que Up (1777 = % avec

UT (ﬁfr}iﬂ.fﬂ) > 0.

On considére la position d’équilibre en glissement imminent positif caractérisée par
]
eq . F Hy Copeq A L1 TR F . SN, § I
u = (0,5 + i) avec Ry = oo due I'on perturbe avec une vitesse tangentielle Vor
positive infinitésimale.
A droite de Dorigine, le mouvement est décrit par le probleme (IV.9) et la solution est donnée

par

Ur() = 2 [ ) W 10
’ \ W — Koy

) For — pW'

4

d’ol on déduit :

) s W — K fulWW — K
Up{t) = I—m: e Lm_\lf +e” IJ_WTE# > 0.

2

=

'On indique toutefois qu’un commentaire personuel de J A.C. Martins sur ce résultat d'instabilité a joué
un role important dans Uinitiation de notre travail.

116



1V.3. STABILITE DES ETATS D'EQUILIBRE

o . . A7 — I LM", - [\'T nninte
Il existe donc un instant (77" avec Up(t?°™) JO, Vory/ ﬂrf«nﬁe\/ 4 .

. . . \ . . o poind . .
Le choix de Vor aussi petit que 'on veut implique done que Up{t"™°) est également aussi
petit que l'on veut.

- f N . . inte . .
D’aprés le corollaire IV.1, & droite de Dinstant 17" il existe une phase de mouvement
saus contact puis un instant d'impact )%,

Etape 2 :

On montre que I'évolution de la particule comprend une succession de phases de mouvement
sans contact et de phases de glissement. De plus, si ™M, j = 4,i+ 1 sont deux instants

consécutifs tels que la réaction atteint la pointe du cone, on a Up(I227Y < Up(Pome).

A partir de Pinstant £, 'évolution est décrite par les relations suivantes :

mUy + KyUy + WUy = Fy,
mlp + WUy + KplUy = F,

1 R (IV.37)
UN(O) = 07 UT(D) = l,_l/'a

UN(O) = 0, UF(U) = UT(t:;-)Oinfe)l

Dlaprés le corollaire IV.1, il existe un instant d'impact ¢, Considerons la famille de
probleme d’évolution suivant :

'nzL:fN + KnUp + Wy = Fy,
mé' A+ Wy + Kplyp = I,
O (0) =0, Ur(0) = T,
Un(0) = 0, Uz(0) =,

(IV.38)

ot la quantité ¢ tend vers zéro. La solution U/ du probléme (IV.38) converge uniformément
sur tout compact de [0, 7] vers la solution I du probléme ci-dessous

'mijN + KnUy + W g == Fy,
mL:fT + Wy + Kyl = o,
Un(0) =0, Ur(0) = 3,
Un(0) =0, U4(0) = 0.

(IV.39)

Il en résulte que puisque Up(t"°"'®) est suffisamment petit, durant la phase de mouvement
sans contact, la solution U du probleme (IV.37) est proche de la solution U du probleme
(IV.39). Ainsi & I'imstant d’impact 47", les composantes tangentielles du déplacement et de
la vitesse satisfont :

P

‘r imp .

I}T(tgr-;m) _ UT (ﬂminie ) 1
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¢ négatif proche de zéro. La vitesse tangentielle a I'instant t{™ Gtant négative, le glissement
qui suif est solution de :

mUg + (K¢ + pWp = Fr + ply,
Ur(0) = 1+ ¢,
UT(O) — *"UT(”;D””E)T

S0l
A Ky 4 pW . i m X Kop + pW
Ur(t) = o [ 2 Y = U () s sin |\ ———
r(t) (W(I\’T ) C) cos ( V™ ) rN etV T
Fr+ pFy
—_—, vd4
K"p + jl.I’V ( v

L’expression (IV.40) montre l'existence d’un instant i1 tel que Up(iy) = 0. U (159 étant
infinitésimal, Up(f1) est proche de la pointe du cone. Puisqu’a cet instant il n’existe pas
de position d'équilibre, la masse glisse dans l'autre sens. Durant cette seconde phase de
glissement, ’évolution est donnée par :

mir + (Kp — pWYUp = Fr — pEl,
Ur(0) = Ur(t1),
Up(0) =0,

avec

i A Ko+ W -
o{t )} = . : ) _
Ur(h) (W(KT T C) cos ( m ])

. inle m , [ K+ plV Fr+uFy
__U I!.’;m_)l.u.'.f, e sin AN sty AL i
(1) Ky + W o m v Ky + pWW

La solution en est :

1 R Fr— uF W — K W= K Frr— 1 F
Up(t) = ([]T(-ﬁ-l) _T_,{’_N) (EV PR Bty | Y Bty L T RN

Kr - uV’

2

Koy — W

D’oit on déduit :

’ . . . iriie . . ~
Par conséquent, il existe un instant (57" tel que la masse se trouve a la pointe du cone. Cet
instant se caractérise par :

Fnx

UT(thhHC) — IV .
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Soit :
1 - Fr— uF; W — K7 pointe 1 . Foro — uF, SW = K7 poince

N A
W(Kr — pW)

Ce qui implique :

. . _— . — W - K pointe
UT(tgmnte) _ /,qu Kp { (UT(f}l) . Fr [J.FN> eVLﬁl—Ttﬂ _ A } ‘

Ky — uyW WKy — uW)

Or "™ est proche de zéro et dépend de Vyy. Il en résulte :

3 pointey JU‘W — Ky Fy FT - [,LFN _ A pointe
Up(igey = [ 2L { Urlh) ~ =t — e |+ O™,
pW — Kp A ¢ pointe m Fr+pFy  Fr—uFy
“Vm {W(KT Ty e U et ' W Ky =W

A
WKy = oW } +O ),

,LLW - I{T " pointe
A R e ) A %
< KT““[_LIVUT( 1 )+ O( DT)J

< Ur(57™) 4 O(Vir).

A partir de U'instant t5°™, il suffit de continuer de fagon analogue et I'on montre que les

phases de mouvement sans contact et de glissement se succédent avec
UT ( tf—?-llme) < UT ( t;famtE)_

Etape 3 : Soit t777"° un instant tel que Up (t297) = %
Alors _ _
Him Ur(297%) = 0.

Trt 00

D’apres ’étape précédente, 'expression de la vitesse lorsque la masse se trouve 4 la pointe
du cone satisfait pour tout i > 1 :

2 ointte W — Kop . ointe
Ur(t7™) < 1/ ___“?’x’T%-M/TiUT(t? ) + O(Vr),
W~ K 1 Y ointe
() s v

T . ,
Or ,/ Ii T fT < 1. Par conséquent, lim;_,..c Ur(£77°) = 0.
Etape 4 : Conclusion :
Suite & une perturbation initiale Vyp positive infinitésimale, les étapes précédentes montrent
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que la masse passe par une succession de phases de glissement et de mouvement sans contact.
La dépendance continue par rapport aux données implique que la dynamique converge uni-
formément vers la solution du probleme (IV.39) correspondant & la position d’équilibre
décollée perturbée en déplacement. Par conséquent, quelle que soit la perturbation en vi-
tesse tangentielle positive, la trajectoire quitte le voisinage de la position d’équilibre en
glissement imminent positif pour osciller autour de la position d’équilibre décollée. Ce qui
prouve le résultat d'instabilité. O

TV.3.4 Conclusion

On souhaite insister sur trois résultats obtenus ici. Le premier est que les positions d’équilibre
en glissement imminent avec une réaction non nulle sont soit stables au sens de Lyapunov
soit instables, ceci dépend des paramétres du systeme. Le second est que l'état d’équilibre
en contact affleurant, qui semble &tre le moins régulier, est le seul possédant la stabilité la
plus forte. En effet, lorsque cet état d’équilibre est unique, il est asymptotiquement stable.
En revanche, s’il coexiste avec d’autres états d’équilibres il est stable au sens de Lyapunov.
Enfin, les états d’équilibre en contact bloqué sont tous stables au sens de Lyapunov.

Le tableau ci-dessous résume les résultats de stabilité de tous les états d’équilibre en fonction
des parametres A et p.

<5 = 5
1 solution décoliée
.+.
A<O solintion décollee 1 solution décolloe 1 solution en
glissement imminent
positif
1 solution eu 1 golution e
contact atfenrant contact afflenrant
A=0 “+ +
une infinité de solutions nne inhnite
en glissement imminent | de soluflons en contact
positif blogué
2 solutions en glissement | 1 solution en glissement | 1 solution en plissement
pmninent inuninent négatil innninent négatif
A>0 positif of négatif + +
+ une infiniid de solufions nie infnité de
une infinité en eonbact solutions en coutact
de solutions en contact bloguc hlogué
blogues

TaR. IV.2 — Résultat de stabilité des positions d’équilibre en fonction des paramétres A et

o instable; usymplobquement slabie stuble au sens de Lyapunov
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IV.4 TIllustrations numériques

IV.4.1 Introduction

L'objectif de ce paragraphe est de compléter par une illustration les résultats théoriques
de stabilité obtenus avec une application numérique utilisant la méthode “NSCD”. Avant
d’obtenir les résultats du paragraphe IV.3, nous avions effectué de trés nombreux caleuls
qui au titre d’expérimentation numérique, avaient permis de formuler quelques résultats de
stabilité ([5, 6]). On en présente quelques exemples ci-aprds au titre maintenant seulement
d’illustration.

IV.4.2 Paramétres du probléme

Tout d’abord, on choisit successivement un ensemble de parametres (forces, coefficient de
frottement) caractérisant les états d’équilibre (tableau IV.1). Les résultats présentés sont
obtenus avec les grandeurs suivantes.

g-(11)

Comme force extérienre F, on choisit :

La matrice de raideur correspond &

F=1(1,2), danslecas A<0,
F=(1,1), danslecas A =0,
F'=(2,1), danslecas A> 0.

En ce qui concerne le coefficient de frottement, on prend :

o= 0.25, si p< Kp/W,
p=1, si p=Kp/W,
uo=1.25, si p> Kgp/W.

Enfin la masse sera prise égale & 1.

IV.4.3 Stabilité des états d’équilibre

L’analyse de la stabilité a été menée pour toutes les positions d’équilibre en contact que
nous avons determinées & la proposition IV.1. Dans chacuns des cas, on étudie la dynamique
issue de données voisines de la position d’équilibre correspondant. Tous les calculs ont été
effectués avec des perturbations dans 'espace des phases classiques (U, 0).
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Deux situations sont observées :

- soit on trouve une donnée initiale, une perturbation de I'équilibre, telle qu'apres
une temps fini ou asymptotiquement en temps, on observe une divergence entre la
dynamique et I'équilibre.

- soit on ne trouve pas de telle perturbation, ce qui suggere que le systeme est
stable au sens de Lyapunov ou asymptotiquement stable .

IV.4.3.1 Lecas A<0

Lorsque la quantité A est strictement négative, le systeme posséde toujours une solution
décollée. Le systéme dynamique se réduit & un systéme d’équations différentielles du se-
cond ordre. On a ainsi I'avantage de déterminer analytiquement la solution et d’analyser sa
stabilité avec des outils standards. Cet exemple est important puisqu’il permet d’apprécier
le caractere non-dissipatif de 'algorithime mis en oeuvre et la fiabilité de I’analyse de stabilité.

En effet, la solution approchée obtenue avec la méthode “NSCD” pour une f-Euler-méthode
est similaire & la solution exacte (figure IV.5). En ce qui concerne l'analyse de la stabilité,
la méthode numérique donne un résultat visiblement trés proche de la solution exacte.

L ; Int ]
52 f’ FI‘ ; i; JII' \E

i I Y

-0.86

A . !

fsl‘ 0.98 N 1‘% f i P ]

—ARr i i I e i i 1
R N P P 7
Lol 0 T W -
® \} Ty \mﬁ

-104r j i | !d

i
1

i 1
oo
1.08 | ;‘J x"” \ ?;j \ j
o Y L] i ;|
] iJi  F— Theta-Euler-Melhode,h=0.01

Y
~1.08} i \] = Thata—-Euler-Mslhada,h=0.001 J
£

Soluticn axacla

1 1 1 1 1 1
"o 1000 2000 anac 4000 5000 000 7000
Temps, t

Fig. IV.5 — Solution ezacte et solutions approchées calculées pour différentes valeur du pas

Sipu > Kr/W,lesystéme a, en plus de la solution d’équilibre décollée, une solution d’équilibre
en glissement imminent positif.

On perturbe la position d'équilibre par des données de Cauchy dans I'espace des phases clas-
siques. L'équilibre est caractérisé par (Uyf = 0,Uf = 0, R = —4, R7 = —5). On observe
sur la figure IV.6 la dynamique dont les conditions initiales sont (Un(0) = U, Ur(0) =
U2 Upn(0) = 0,Ur(0) = Vgr). Une trajectoire qualitativement identique s'obtient pour des
perturbations en vitesse aussi petite soient-elles. Le systéme quitte le voisinage de la solu-
tion d’équilibre en glissement imminent et oscille aprds un temps fini autour de la solution
décollée.
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0z 25 T T T
’F‘% ~— Salwian d&qm'iguu on glissament imminent
"dquilitee décolida
o
ab
%1.5 -
T | F
i 8 | i
P i 3
P ! ; ]
] i P s
i i o
J 05[] i
-tr i -~ Solution d4quiibre an glissement imminpnt ;
- Eohnion perturbée
- _Bolution d'dquiie décolide
% 0 20 En an ™ £0 B m 20 = ] 5'0 50
Tampm.t Temps,t
(a) Evolution du déplacement normal (b) Evolution du déplacement tangentiel

F1G. IV.6 — Instabilité de la position d'équilibre en glissement imminent positif pour A < 0
et > Kp/W

IV.4.3.2 Lecas A=10

Sip < Kyp/W, il existe une unique position d’équilibre en contact affleurant. La po-
sition d’équilibre est définie par (Uy = 0,Uf = 0.5, Ry = 0,RY¥ = 0). Les courbes
IV.7.a et IV.7.b montrent la dynam1que pour des donnees initiales (Un(0) = 0,Up(0) =
U, Uy (0) = Vow, Ur(0) = 0) prenant successivement les valeurs Vo = 0.1;0.05: 0.01 puis
(Un(0) = 0,Ur(0) = Uz, Un(0) = 0,0Ur(0) = Vor) prenant successivement les valeurs
Vor = 0.1;0.05; 0.01. Toutes les combinaisons de perturbations (Uow, Usr, Von, Vgr) donnent
un résultat qualitatif similaire. La solution en contact affleurant est donc bien numériquement
observée asymptotiquement stable.
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Fia. IV.7 - Stabilité asymptotique de la pointe du céne pour A=0 et p < Kr JW

(b) Perturbation Vor <0
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Si p = Kr/W, l'ensemble des états d’équilibre correspond & la demi-droite du bord gauche
du cone de Coulomb. Tous ces états en glissement imminent positif sont instables hormis
la pointe du céne correspondant également & un état de glissement mais avec une réaction
nulle qui est observée asymptotiquement stable lors de Vexploration numérique.

Considérons une position en glissement imminent positif (US4 = 0, Ul =0,Ry =-1,Rf =
—1). La figure IV.8 donne la trajectoire obtenue pour des données initiales (Un(0) =
0,Ur(0) = U, Un(0) = 0,Ur(0) = Vir) qui s'éloigne de I'état initial pour s'arréter sur
la pointe du cone. Ce résultat est observé pour une perturbation Vor aussi petite que 1'on
veut.

A Tinverse, pour toutes données initiales situdes dans le voisinage de la pointe du céne,
I'écart entre la trajectoire et 'équilibre (UFf = 0,Us? = 0.5, R = 0, R = 0) tend vers 0
(figure IV.9).

D’aprés les théoremes IV.3 et IV.6, la pointe du cdne est stable au sens de Lyapunov et tous
les autres états d’équilibre sont instables. La seule observation numérique suggérait que la
pointe du cone est asymptotiquement stable. Cette différence est vraisemblablement due anx
erreurs d’arrondis puisque tous les états d’équilibre situés dans un voisinage de la pointe du
cOne sont instables,
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(b) Perturbation Vor >0
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Enfin, si @ > Kr /W, tous les états d’équilibre sont en contact bloqué, mis & part la pointe du
cone de Coulomb, et sont stables au sens de Lyapunov. Quel que soit le type de perturbation,
la dynamique observée pour la solution d’équilibre en glissement imminent (U =0,Uf7 =
0.5, Y = 0, Ry! = 0) est qualitativement identique. Les figures IV.10.a (respectivement b)
ont été obtenues pour des perturbations en déplacement tangentiel ef en vitesse tangentielle
de 0.1;0.05; 0.01 (respectivement des perturbations en déplacement normal et en vitesse de
0.1;0.05; 0.01).

La dynamique de I'état en contact bloqué (Uy = 0,U3? = 0.1, R = —0.8, B = —1) est
représentée sur la figure IV.11.a pour des pertubations en vitesse tangentielle

Vor = ~0.2; -0.1;0.1;0.2. La figure IV.11.b permet de visualiser la dynamique dans le plan
{fr, Ry} pour une perturbation en vitesse tangentielle 0.2. L’état final correspond & un état
d’équilibre appartenant & l'ensemble des états d’équilibre pour les parametres initiaux. On
obtient des résultats identiques pour tout type de perturbation.

IV44 Tecas A>0

Quand la quantité A est strictement positive, 'ensemble des états d’équilibre correspond
dans le plan {Ry, Ry} & un segment ouvert d’états de contact bloqué avec une ou deux
positions en glissement imminent. L'expérimentation numérique montre également que ces
états sont toujours stables au sens de Lyapunov.

Quel que soit le type de perturbation, la dynamique est qualitativement identique & la figure
IV.12.a. Ces résultats sont obtenus pour une position d’équilibre (/%7 = U =04, Ry =
—1.6, Ry = 0.4) en contact bloqué que nous perturbons pour différentes valeurs de la vitesse
tangentielle. La figure IV.12.b représente la dynamique de la position d’équilibre bloquée
(U¥ = 0,U7 = 0.75, By = —1.25, R = 0.75) pour des perturbations en vitesse tangen-
tielle. On obtient des courbes analogues & cette figure pour les autres positions d’équilibre
en glissement imminent.

1] est également intéressant de visualiser la dynamique dans le plan {Rr, Ry} sur les figures
IV.14 pour des perturbations en vitesse tangentielle de la position d’équilibre. L'état initial
de la figure IV.14.a (U{ = 0,U7 = 0.9, RY = ~1.1,R¥ = 0.9) correspond & un état de
contact bloqué. On perturbe cette position avec Vir = 0.2. La dynamique de la position
d’équilibre en glissement négatif (U = 0,U;" = 1.2, Ry = —0.8, R = 0.2) successivement
perturbée avec Vgr = —0.2 puis Vopr = 0.2 peut &tre visualisée sur les figures IV.14.b et c.
Ces figures permettent d’observer I'influence des perturbations, et en particulier le lien entre
les sauts de réaction et le signe des perturbations initiales. On constate également que la tra-
jectoire s'arréte sur une position d’équilibre correspondant & l'ensemble des états d'équilibre
caractérisée par les mémes valeurs de A et p.
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(b) Perturbation Upy <0 Vo <0 Vor >0
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IV.5 Vers de nouvelles notions de stabilité

IV.5.1 Introduction

L'idée de nouvelles caractéristiques des systémes dynamiques tels que P, est issue de re-
marques faites par J.J. Moreau et M. Jean. S'agissant ici d'une discussion sur la stabilité,
illustrons ces notions par des commentaires sur des résultats de calculs numeériques présentés
au paragraphe précédent. On observe qu'il est possible de perturber un état d’équilibre en
contact bloqué par un déplacement fini sans que cette perturbation des données de Cauchy,
ne soit suivie d'un mouvement (figure IV.13). On a simplement amené le systéme sur un
autre état d’équilibre. D’autre part, on peut modifier les forces, également sans modifier
Péquilibre tel que décrit dans un espace de phases classiques. Enfin, on observe que des
perturbations en vitesse, aussi petites que I'on veut, peuvent intuitivement, exiger des forces
aussi grandes que l'on veut (figure IV.14). Le fait que des petites perturbations des vitesses
puissent exiger des sauts de réaction tangentielle trés grands, alors que des perturbations
finies de forces extérieures puissent ne pas modifier ’équilibre, a done conduit & introduire
de nouvelles notions de stabilité. On va dans ce qui suit présenter ces notions puis montrer
quelques résultats.

IV.5.2 Définitions

On perturbe les données du probléme (IV.1) qui devient :

Py, : Trouver U € MMA([0, T); R?) et R € M([0,T]; R?) tels que :
U(0) = Uy, U (0) = Vs,
mU + KU = F + et + R,

Uv<0, Rv<0, UyBy=0, (Iv.41)

VV e c%([o,T];R), f (Rg,V —Uf) — uRn(|V] = |U£]) 2 0,
0T
Un(t)=0 == Ui(t)=0.

£’ est la donnée constante du probleéme (IV.1), € est un petit parametre, £ est une force que
I'on choisit analytique. On sait alors que le probleme (IV.41) est bien posé (cf chapitre III).

Le probléme (IV.1) est le probleme (IV.41) & € = 0. On sait donc qu'il existe des états
d’équilibre de (IV.41) & £ = 0.

Définition IV.1 Stabilité eu égard aux bruits

On dit que le repos U est stable eu égard au bruit, sil existe ¢ > 0 tel que le Tepos
U™ correspondant au probléme (IV.1) soit un repos pour le probléme (IV.41).

Définition IV.2 Coulomb stabilité

On dit qu’un €tat d’éguilibre est Coulomb stable si la réaction correspondante B® est
située strictement a l'intérieur du céne de Coulomb.
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IV.5.3 Nouveaux résultats de stabilité

On obtient tout d’abord le résultat sutvant :

Proposition IV.2

Un état d’équilibre est Coulomb stable si et seulement si il est stable eu égard au bruit.

Les outils utilisés pour démontrer la proposition IV.2 sont élémentaires et purement géométriques.
L'originalité vient de la nouvelle notion de stabilité.

Preuve :

Soit U* une solution Coulomb stable. Montrons que cette solution est stable eu égard au
bruit.

Comme il s’agit d’une solution Coulomb stable, les résultats obtenus dans la proposition
IV.1 qui donnent I'ensemble des états d’équilibre en fonction des parambttres, permettent de
dire que soit A est nul avec un coefficient de frottement strictement supérieur & Kr /W, soit
A est strictement positif avec un coefficient de {rottement quelcongue.

On se fixe une valeur de la réaction normale R} dans I'ensemble des réactions admissibles et

on associe le déplacement U®Y. Dire que (U, B™) est stable eu égard au bruit signifie qu'il
existe £ tel que (U, B*) soit simultanément un état d’équilibre de (IV.1) et de (IV.41).

R
N

N
\
/ \

Fie. IV.156 — Ezemple de recherche de € pour A >0, p < Kr/W.

R

La réaction normale correspondant & la valeur U®? pour le probleme statique associé A (IV.41)
est donnée par :

Ui =0,
“ = F+ R+ef(t) avec

pe = Iy L RR

{ Ru(t) = Ry — e€n(t), (IvV.42)

Ainsi :
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Il est alors immédiat qu’i] existe Tmaz tel que la boule (8%, r,,,..) (ici un cercle situé dans le
a4 1

plan { Az, Ry}) soit contenue strictement & Uintérieur du céne de Coulomb.

Le rayon en est donné par :

7',2,"71. = min( min (f~(Ry)), min (j*(RN))),

Ry <D Ry <

avec

J(RN) = (B = B + (uB — (74 + K2 RE),

I*(By) = (Ry = B)? + (=uhy = (f + $FRD2.
Les réactions doivent alors satisfaire
(RN("E) - I%E}\?)i2 + (RT( ) - ]{EQ) mm’ VI',

”l’“]’l[[! ( g ( ) E-“ (L)— 53 ( )- ( f )EJV( )EE (f-)

La fonction € €tant analytique sur [0, T ], il existe pour tout ¢ des constantes Af Ny My Miny
et Miny telles que :

[En(t)] < My, £2:(t) < Miny,

vte 0,77,
|fT(T)[ < M. Erfs(f) < l\«f‘inT.
Il existe done &, tel que

a
! o

-

( .
\/(1 +{ iﬂ —1)2Miny + Ming — ’?(J;I )My My

Si une solution U*? est Coulomb stable, elle est stable e égard au bruit.

Réciproquement, on suppose que U est stable eu egard av bruit. Montrons alors que cette
position est Coulomb stable,
Par définition, U est solution du probléme

KU = Fy R
Uy' <0, RY <0, RO =,
|R"“| < —pRy,

et aussi solution du probleme

KU = Fteg+ R

Uy <0, R <0, Ryuih =0,
|Rn:r;'7 — Heq,'
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CHAPITRE IV. STABILITE DES SOLUTIONS D'EQUILIBRE

Supposons que U ne soit pas Coulomb stable. Alors par définition, soit | Ry | = — R,

soit R°N = 0 d’ol Von déduit :
si RSN = —pRY,  e(&r — &n) + (R® — pRyt) =0,
si Ry = plyt, (Er + En) + (R7? + pRY) =0,
st B =0, (67 +Ex) + (BF2 + pRy?) = 0.

m

ny

On peut toujours trouver une perturbation § telle que 277 — pRF > Oet RF? + R > 0.

Les réactions sont alors a lextérieur du cone de Coulomb. D’oll une contradiction. Ainsi si
U™ est stable en égard au bruit, elle est Coulomb stable. il

On énonce maintenant un résultat de stabilité, issu des définitions précédentes, et qualita-
tivernent différent de ceux énoncés aux théoremes IV.1-IV.G on Pon perturbait des données
de Cauchy classiques.

Théoréme IV.7

d 'équilibre non-afflewrants conduit d un repos Coulomb stable.

‘ 5%l existe un repos Coulomb stable alors la dynamique & partiv de tous les €tats

Preuve :

Si la position d’équilibre considérée est Coulomb stable, le résultat a été démontré dans
la proposition IV.2. De plus 8'il existe un repos Coulomb stable alors il existe également
une position en glissement imminent (proposition IV.1). Il ne reste par conséquent & étudier
que le cas ot la solution d’équilibre n'est pas Coulomb stable, ¢’est-a-dire est en glissement
imminent caractérisé par une quantité A strictement positive.

La démarche est la suivante. On part d'une solution d’équilibre en slissement imminent da
probieme (IV.1) que l'on considere comme donnée initiale du probleme (IV.41). On souhaite
montrer qu’il existe un £ > 0 et un temps { tels que pour tout ¢ > i la réaction est stricte-
ment & Vintérieur du cone de Coulomb. Afin de prouver l'existence de cet instant, on utilise
I'algorithme “NSCD” cousidéré comme un systéme dynamique discret. La proposition Iv.2
permetira de conclure pour le systeme discret et le résultat de convergence obtenu au pa-

’

ragraphe 1115 permettra de conclure que ce résultat passe & la limite sur le probléme continu.

On expose tout d’abord, & titre de motivation, le cas oll la perturbation £ est constante.
Les calculs peuvent dans ce cas étre effectués analytiquement complétement.
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1.) Cas d’une force £ constante :

A titre de motivation, on présente le cas d'une perturbation de I’équilibre par une force
constante. On présente sur la figure IV.16 I'évolution & partir de la position d’équilibre en
glissement imminent positif suite 4 une perturbation en force e, ol on choisit un parameétre e
suffisamment petit. La position d’équilibre initiale est représentée par le point A. L’ensemblie
des positions d’équilibre correspondant 4 la donnée £ du probléme (IV.1) est la droite [A, B
et Pensemble des états d’équilibre correspondant au chargement F'+ €€ est représenté par la
droite [C, D]. La solution du probléme (IV.41) comprend donc d’abord un glissement dans
lequel la réaction va du point A au point E et passe par le point C avec une vitesse maxi-
male. Sa vitesse ne s’annule qu’au point E qui n'est pas une position d'équilibre. On a donc
un saut de réaction tangentielle. La particule est alors strictement & I'intérieur du céne de
Coulomb (point F) et le lemme IV.5 permet de conclure.

Ax>0 al mu<ht/w

i //

.
* 7 Position déquilbra an
NS glissement imminent
S N TR e ——_"

|
-
T

-
th
¥

Réaction nomals

o

Gf

A
s b
1 WPosllion d'équilibre en
A4 plissement imminent
/ posilif

S
A
_2‘5 Z 1 ! L 1 1

-2 -18 -t ﬂu'iiéacsian Iaﬁgenu'alle 08

1 1.5 2

g

F1c. IV.16 ~ Position d’éguilibre : A> 0,1 < Kp/W.

Cela se vérifie simplement. Le mouvement & partir de A4 est décrit par:

mUr + (K — pW)Ur = (Fr + eé7) — p(Fy + eén),

eq _ Fr+pRY  Fy+ Ry
Ur(0) = Ul = “Le2otl = M

Ur(0) =0,
eq _ A
avec R} = m

On note par la suite Gy = Fy + €y et Gp — Frp -+ e&p. La solution est :

— Ky — puW Gr — uG;
UT(t)xE%%——ﬁcos (1/ Tm“ t)—i-fém'(:ﬂ;.

La phase de g]{ssement s'arréte & Ml’:nstant = , /R;:”—#er. £ étant choisi suffisamment
petit, il existe B tel que R(f) = R ! Le lemme IV.5 permet de conclure.

135



CHAPITRE IV. STABILITE DES SOLUTIONS D’EQUILIBRE

On remarque que la vitesse est maximale & l'instant ¢ = /K;:"%W% La réaction vaut
alors

{ RN(B = _"K;%ILW:
RT@ Z#RN(EL

avec A = Kp(Fy +&€n) — W(Fp +¢e€r). Ce qui correspond aux coordonnées du point E.

Le résultat est le méme pour une position d’équilibre en glissement imminent négatif que
'on perturbe avec une force €.

2.) Cas d’une force § analytique :

Comme on |'a fait précédemment, on fixe le pas de temps h, et on cousidére les itérés
successifs de D'algorithme utilisé dans la méthode “NSCD” comime un systéme dynamique
discret. On choisit alors une perturbation telle que l'on soit initialement en glissement, et on
montre qu’il existe un temps au bout duquel la dynamique entre & l'intérieur de la boucle
de contact blogqué. D’apres le tableau I1.1, on doit donc montrer qu'il existe un incrément
i € N tel que les relations ci-dessous soit satisfaites :

U <0
EEFY 4 pFit > 0.

La proposition IV.2 permet ensuite de conclure qu'il suffit de choisir & suffisamment petit
pour que le systéme reste & I’équilibre.

Tout d’abord, on considére la position d’équilibre en glissement imminent positif. On rappelle
que cette position est caractérisée par une quantité A strictement positive et un coefficient
de frottement strictement inférieur & Ko/W. On a:

Qeqz(O’FT+MR§\?_FN+R;§),R?\?: A

Kr W T Ky — uW’

On choisit une perturbation de cet équilibre par une force extérieure e£ conduisant & une
phase de glissement positif.

1l s'agit alors de montrer qu'il existe un incrément 7 tel que le glissement cesse, c’est-&-dire
qu'il existe ¢ € N vérifiant :

il i < 0. (TV.43)
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Ona:

.. . - ) . =h . . .
Firl - pft = mUp — WKy~ pWHUL + h(Fp — )+ %(g}“ + & — p(EF + Ens

= mly — Wy ~ W)U+ (Fy — pFy) + W2 (ulV — Kp) ): Ui,
J=2

h(

El, i i i
+= &+ & — (e +En))

Or

- Fr ;ULA . FN A
Kop — pWHUD = Kp | — — — W = = —
Ky = W)U T (KT Kop(Kp — uW )) H ( W WKy — HI’V)>

= —(Fr — uFy).
Il en résulte :
i
- - .. o } .. ch . . ] .
B = p = mUp 4 B2 = K) 37 U+ SHE + 6 — el +€)).

j=2

D’apres le chapitre 1T, lemme 11.2, la vitesse est bornée. Il existe dex constantes positives
Min et Maz telles que pendant le glissernent positif on ait AMin < Ui,i < Maz, j=2,... 4
La force £ étant analytique sur 0, T] on a deux constantes My, My telle que |En] < My et
|&r| € Mp. Ainsi,

FEY — R < inMaz + h? (pW — Kr)(i — 1) Min + eh(Mp + pMy) .

-

—
Rt

L’indgalité (IV.43) est vérifide si la quantité x+ est négative, a savoir si lincrément 4 satisfait,

sh{Mr + pMy) +mMaz

P> 14 ——— -
Minh*(Kp — pW)
Tieieiaa R . . . _ 214
De plus, en choisissant le paramétre ¢ suffisemment petit tel que £ < (K = 7)) (M 1)
. T ; F .
CPlacer AR ALY el a litéré ¢ 1] i N - - . I resulse
le déplacement tangentiel & I'itéré i vérifie [ < T W{EKs + 07 1l en résulte

- . " i . ch, ) X .
FpF e pF = Uy — (K + p WYL + h(Fp + HEN) + _9_(‘5;4}-1 + &0+ nERT +68)),

sl

2hp A
miin -~ ———
> miilin KT — HH /.

h étant choisi suffisamment petit, le signe de ﬁ}’“* Vol f;}” est positif. Par conséquent, &
l'itéré 4 4 1, on entre dans Ia boucle de contact.

On considére ensuite les positions d’équilibre en glissement imminent négatif caractérisées
par une quantité 4 strictement positive. On a

Fr— ;_ua:j\?) _ (0 Fy + RY 4

e = RYy =
v (0’ Ir |64 ) TN Ky + plW
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Suite & cette perturbation, la particule est en clissement négatif. Comme précédement,

la

vitesse étant bornée, il existe deux constantes positives min et mar telles que pendant le
slissement négatif on ait —min < U < —mawx, j=2,---,i Le glissement cesse si il existe

i € N tel que :

Pl 4 pFi >0, (IV.44)

On a:
- - . ) . eh, . ; i ;
Fitl 4 p Bt = mUp — WKy 4 pW)Up + h(Fr + pFy) + 7’(&}?‘ + &+ (e + 6

i

= mU — h(Kp + pW)URT + h(Fr + pFy) + A (pW — Kr) Z Ui,

|

eh, : . :
+ 6+ & €+ E3)),
. _ P ; gh . ) . .
— il B2 — Kp) S Ub+ S (e &+ (R + €4)),
j=2 B
> —m min + h2(uW + K1) (i — Vymaz — eh(My + py) .

L'inégalité (IV.44) est vérifiée si la quantité £~ est positive, A savoir si l'incrément 4 satisfait,

eh(My + pMy) + mmin N
(K + pW)maz

2004

i I A7 o j "EL g0 : " & — .
Si p < Kyp/W, on choisit ¢ suffisemment petit tel que £ < (g 207 (M T A ) le

déplacement tangentiel a Uitéré ¢ vérifie Uy > %}T ~ WK A Y 1l vient :
u T _ /|

Fir — p B < (K + pW)Up + W{Fr + pFy) + he(Mr + pMy),
2hpA

< —manalr = -
I\'T - ,Uf”-’r

M

% étant choisi suffisamment petit, le signe de Eit— pFiF est négatif. Par conséquent, a

itéré 4 + 1, on entre dans la boucle de contact.
Sip=Kyp/W,

- ~; hA
FHH - [.I,.Fl+1 < —I—_; + h&'(ﬂl-fq" + ,LLﬂ'fN '
T N W

il
< h (—% -+ E(ﬂ']r;v -+ [L}\ffN)> .

A
Mp 4+ pMy)

11 suffit alors de choisir £ sufisamment petit tel que ¢ < T

FiFt — Bt soit négative.

Sip > Kp/W,

pour que la quantité
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_ - ) eh, . ; i ;
Fp™ ~ By < —h(Erp + pW)Up + h(Fr + pFi) + (65" + & + sl + €4),

FN A
— + W) | — — + My + uM,
< —h(Kr ”w)(w W(Kwrmfv)) AT + WEN) + he(Mr + M),

2Apn
h| ——r i M .
(ffT+/.LI’Tf+E(JVT+# N))

2Au L
(R + aW)(My T adyy) [ Quentité

En prenant £ suffisamment petit tel que € <

FiFl — pFi est négative.

Conclusion

Il existe donc un numéro d’itéré 7 € N pour lequel la vitesse est nulle et la réaction nor-
male est égale a celle d’un état d’équilibre du probleéme (IV.41). La masse entre stricte-
ment & l'intérieur du céne de Coulomb. Le résultat de convergence précédent permet ensuite
d’énoncer que ce résultat ne dépend pas du pas de temps. La proposition IV.2 permet ensuite
de conclure que si € est choisi suffisamment petit, le systéme reste & I'équilibre. W

IV.5.4 Tllustrations numériques
IV.5.4.1 Introduction

On présente la trajectoire dans le plan { Ry, Ry} ainsi que Pévolution du déplacement tan-
gentiel pour une perturbation des forces, conformément 4 la notion de stabilité eu égard aun
bruit, introduite au paragraphe [V.5. On rappelle que cette notion est définie pour des états
d’équilibre en contact non-affleurant caractérisés par A = 0 avec g > Ky /Wet A>0.On
teste dans ce qui suit le calcul numérique du résultat de stabilité énoncé au théordme IV.7.
On présente uniquement les résultats obtenus pour les positions d’équilibre en glissement im-
minent. Dans un premier temps, la perturbation est une force constante. Ensuite, on choisit
comme perturbation une fonction analytique du temps.

IV.5.4.2 TForce constante

La perturbation de P’état d’équilibre correspond & une force constante €€ prenant successi-
vement les valeurs § égale & (~1,0), (—2,0) et (—3,0) si il s’agit de la position d’équilibre
en glissement imminent positif, (0, —1), (0, —2), (0, —3), pour la position d’équilibre en glis-
sement imminent négatif. La paramétre ¢ est égal & 0.1.

L’ensemble des états d’équilibre correspondant & un chargement F + g€ est représenté en
fonction de la valeur de £ par I’intersection des droites rouges avec le domaine admissible
des réactions correspondant. La dynamique dans le plan {Rr, Ry} est représentée en rose,
cyan et jaune en fonction de la valeur de la perturbation (figures IV.17.a et IV.18.a).

Les figures IV.17 (respectivement IV.18) présentent 1’évolution de la position d’équilibre en
glissement imminent positif (Uy = 0,U7 = 0.33, RY = —1.34, RY = —~1.59) (respective-
ment négatif (U = 0,U7" = 0.75, Ry = —0.5, R = 0.5)) caractérisée par A > 0, <
Ko /W (respectivement A > 0,y = Kr/W) suite & une perturbation en force e§. Au bout
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d'un temps fini, le mouvement s'arréte sur un état Coulomb stable représenté par le symbole

o correspondant A une position d’équilibre du systéme soumis 4 la force F/+¢e€. L'écart entre
la solution perturbée et la solution d’équilibre est donc constant au bout d'un temps fini

(figures IV.17.b IV.18.b).
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Fig. IV.17 — Stabilité eu égard au bruit de la position d’équilibre en glissement imrninent
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Fig. [V.18 — Stabilité eu égard au bruit de lo position d’équilibre en glissement imminent
négatif pour A >0 et p = Kp/W

140



IV.5. VERS DE NOUVELLES NOTIONS DE STABILITE

1V.5.4.3 Force analytique ou analytique par morceaux

A présent, on perturbe une position d’équilibre en glissement imminent par une force extérieure
g€. On choisit comme perturbation des positions d’équilibre en glissement imminent positif
et négatif trois forces £ dont la composante normale est une fonction créneau, une fonction
sinusoidale, une force Exponentielle et dont la composante tangentielle est la fonction iden-
tiquement nulle. Le parameétre € est pris égal a4 0.1.

Les figures IV.19 (respectivement IV.20) présentent I'évolution de la position d’équilibre en
glissement imminent positif (Uy = 0,Uf = 0.33, Ry = —1.33, Ry = —0.33) (respective-
ment négatif (U = 0,U7" = 0.75, Ry = —0.5, B = 0.5)) caractérisée par A > 0,p <
K /W (respectivement A > 0, u = K7/W) suite & une perturbation en force &£ .

Au bout d’un temps fini, ’écart entre I'état d’équilibre et la trajectoire est constant pour
chaque perturbation, et la réaction est alors strictement & P'intérieur du céne de frottement
en un état Coulomb stable.

,
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(a) Dynamique dans le plan {Rr, Bx} (b} Zoom de la dynamique dans le plan
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035,
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H
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S
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{c) Evolution du déplacement tangentiel

Fig. IV.19 - Stabilité eu €gord au bruit de la position d’équilibre en glissement imminent
positif pour A >0 et p < Ko/W
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CONCLUSION

L’objectif de ce travail était 'étude de la stabilité des états d’équilibre d’un systéme simple
en présence de contact unilatéral et de frottement de Coulomb.

On a tout d’abord obtenu un résultat d’existence lorsque les données sont des fonctions
intégrables en adaptant simplement une preuve donnée par Monteiro-Marques. On a pour
cela construit une suite d’approximations compatible avec la méthode “NonSmooth Contact
Dynamics” et montré que 'on pouvait en extraire une sous-suite convergeant vers une soli-
tion du probléeme continu. On rappelle que les arguments utilisés, “extraction de sous-suites”
et “la limite est solution du probléme continu”, fournissent 'existence mais pas I'unicité. On
a donc abordé la question de I'unicité dans le chapitre suivant, en montrant que la solution
n’est unique que si les données sont analytiques, et qu'en particulier il n’y a pas d'unicité
meéme avec des données C®. Une conséquence de ce résultat est la convergence de 'algo-
rithme “NonSmooth Contact Dynamics” dans le cas ol les données sont analytiques.

Sachant sous quelles conditions la dynamique est bien posée, toute la suite a été consacrée a
la stabilité des états d’équilibre. L'ensemble de ces états d’équilibre a été déterminé en fonc-
tion des paramétres du systeme. Ensuite, la stabilité a été étudiée par intégration directe de
la dynamique & partir de données voisines de 'équilibre.

On insiste sur trois aspects qualitatifs des résultats de stabilité obtenus -

- les positions d’équilibre en glissement imminent ayant une réaction non nulle sont soit
stables, soit instables. Ceci dépend des parameétres du systéme;

- le seul état d’équilibre asymptotiquement stable est 'état d’équilibre en contact affleurant
et ceci seulement lorsqu’il est 'unique solution d’équilibre. S'il coexiste avee d’autres états
d’équilibre, il est stable au sens de Lyapunov;

- tous les états d’équilibre en contact bloqué sont stables au sens de Lyapunov.

Enfin, ['observation de la dynamique dans P'espace des réactions, nous a conduit & introduire
deux nouvelles notions de stabilité avec lesquelles on a montré, sous certaines conditions,
que la dynamique a partir d'un état d’équilibre perturbé par une force analytique pas trop
grande conduit toujours & un nonvel état d’équilibre en contact bloqué.
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Index des notations

BV(I;R") ensemble des fonctions & variation bornée de I & valeurs dans RrR™,

B(a,r) boule ouverte de centre a et de rayon r,

B la boule unité fermée euclidienne de R"!,

CU{i; R") ensemble des fonctions continues de I 4 valeurs dans B7,

C=(I; R ensemble des fonctions infiniment continfiment dérivables de [ & va-
’ leurs dans R",

C(R) disque fermé de centre 0 de rayon R,

det X déterminant de la matrice de raideur,

D ensemble des points de discontinuité de la vitesse,

F force extérieure exercée sur la particule,

P suite d’approximation de la force F,

h pas de discrétisation en temps,

Ti fonction indicatrice de I'ensemble K,

I matrice identité,

K matrice de rigidité carrée réelle d’ordre n,

Kt inverse de la matrice K,

I, matrice carrée réelle symétrique d’ordre n — 1,

K, cone de frottement de Coulomb,
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L'I ([; R”)

ensemble des fonctions intégrables définies sur [ & valeurs dans R,

m
M(I; B

MMA(I; R")

masse de la particule,

ensermble des mesures de / & valeurs dans R",

espace vectoriel des fonctions de {0, T} dans R" dont la dérivée seconde
an sens des distributions est une mesure,

N ensemble des entiers naturels,
N* ensemble des entiers naturels strictement positifs,

R réaction de contact
—_— 1
R réaction de contact a Péquilibre,

R suite d’approximation de la réaction,

r densité de la réaction,

R ensemble des nombres réels,

supp f support de la fonction f,

sign fonction signe,
[ instant d’impact,
inte . . -+ . ~ -
(oo instant oil la masse se trouve & la pointe du cone de [rottement,
U vecteur déplacement
1
e vecteur déplacement & 1’équilibre,
yedt vecteur déplacement & Déquilibre dans le cas du contact affleurant,
Uy vecteur déplacement initial,
Uy suite d'approximation du déplacement,
[ vitesse de la particule,
-+ . . .
U vitesse & droite,
U vitesse & gauche,

Uy suite d’approximation de la vitesse,

: libre . . . . . .
Uy suite d’approximation de la vitesse de la particule libre,
U mesure différentielle représentant 1'accélération,

U suite d’approximation de 'accélération,
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Var{f;[a, b))

vecteur vitesse initiale,

espace vectoriel,

dual de 'espace vectoriel V,

variation de la fonction f sur lintervalle [a, b],

terme de couplage entre dégrés de liberté normal et tangentiels de la

w matrice de raideur i,

WhI(I;RY) espace de Sobolev d’ordre 1,

W2HT; R™) = {w € WM (;R"), v € WH'(I; R™)}, espace de Soholev,
Xn composante normale de X,

Xr composante tangentielle de X,

X7 approximation de la quantité X au temps ¢;,

A, fonction analytique,

Autres notations

Oq mesure de Dirac au point a,
7 coeflicient de frottement constant,
X fonction caractéristique de l'intervalle |.[,
Symboles
|| valeur absolue,
It norme euclidienne dans RY, 2 < d < n,
.1 norme sur B! associée au produit scalaire défini par la matrice K -
=T =
(..) produit scalaire associé 4 la norme euclidienne,
-1 21 grimey norue de lensemble des fonctions intégrables,
{xyt maxinnun entre 0 et x,
J* fonction conjuguée de J,
aJ sous-différentiel de .J,
1 ] .
%ﬁfl dérivée n-itme de la fonction J par rapport & ¢.







Dynamique et stabilité d’un systeme discret en présence de contact et de frot-
tement

L’objectif de ce travail est d’étudier la stabilité des états d’équilibre d'un systéme dynamique
simple en présence de contact unilatéral et de frottement de Coulomb. L'application des
théorémes classiques de stabilité n’étant pas possible pour ce type de probleme, on revient
4 la définition de la stabilité en étudiant ’évolution en temps de la distance entre une
solution d’équilibre et la trajectoire solution d’un probleme de Cauchy avec des données hors
d’équilibre. Par conséquent, les questions d’existence et d’unicité doivent étre abordées au
préalable. L’existence d’une solution au probléme de Cauchy est obtenue sous I'hypothése
oit la force extérieure est intégrable. Se pose alors la question d'unicité de solution. Un
contre-exemple démontre que l'unicité n’est pas vraie en général, méme pour des forces
extérieures ayant une régularité C*°. En revanche, on montre que le probléme admet une
unique solution si la force extérieure est analytique. On détermine ensuite l'ensemble des
états d’equilibre sous une force constante. Sachant que la dynamique est bien posée pour
des donneées analytiques, toute la suite est consacrée & 'étude de la stabilité de ces états
d’équilibre. Les caractéristiques de la dynamique dans 'espace des réactions conduisent alors
a introduire de nouvelles notions de stabilité propres aux systémes en présence de contact et
de frottement.

Mots clés : Dynamique discrete, Contact unilatéral, Frottement de Coulomb, Systéme de
Klarbring, Stabilité

Dynamics and stability for a simple model with contact and friction

This works aims at studying the stability of equilibrium states for a mechanical system
involving unilateral contact with Coulomb friction. The hypothesis of the classical stability
theorems are not verified and it is necessary to come back to the definition of stability by
studying the evolution in time of the distance between an equilibrium and the solution of a
Cauchy problem whose initial conditions belong to a given neighbourhood of the equilibrium.
Consequently, we are concerned by the existence and the uniqueness of solutions to the
gystem with Cauchy data. The existence of the solution is obtained under the hypothesis
that the external force is integrable. Then the question of uniqueness of the solution arises. A
counter-example shows that even in the case where the external force have C*™ regularity, the
uniqueness of the solution does not hold in general. We show that the Cauchy problem has a
single solution if the external force is an analytic function of time. Then we determine the set
of solutions of the equilibrium problem under a constant force. The dynamic problem being
well-posed for analytic data, our concern is the study of the stability of these equilibrium
states. The specificity of the dynamic problem in the space of the reactions lead to introduce
new concepts of stability for systems with unilateral contact and Coulomb friction.

Key words : Discrete dynamics, unilateral Contact, Coulomb friction, Klarbring’s system,
Stability







