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|. Description du probleme et modélisation
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\ Motivation I

[] La transfusion a pour but de fournir des globules rouges

[J Pourquoi déleucocyter? :

Ameélioration de la sécurité transfusionnelle
[J réduction des complications observées chez certains receveurs

[J prévention de la transmission d’agents infectieux vectorisés par les
leucocytes (virus, bactéries)
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Principe de la déleucocytation par filtration

[]

1 O O O

1 O

La poche de sang est suspendue, écoulement
par gravité

durée: 30 minutes env. (20 ml/minute)
Filtre constitué de feuilles de fibres (porosité 90%)
Diametre des premiers pores: 60 uym

Rétention essentiellement physico-chimique
(adhésion)

Rétention mécanique (tamisage) ?
environ 99.97 % des leucocytes sont retenus
environ 15% des globules rouges perdues
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Principe de la déleucocytation par filtration

[] La poche de sang est suspendue, écoulement
par gravité

durée: 30 minutes env. (20 ml/minute)
Filtre constitué de feuilles de fibres (porosité 90%)
Diametre des premiers pores: 60 um

1 O 0O O

Rétention essentiellement physico-chimique
(adhésion)

[]

Rétention mécanique (tamisage) ?
[] environ 99.97 % des leucocytes sont retenus
[] environ 15% des globules rouges perdues

En France:
[] Filtration systématique

1 Seuil Iégal: 10° de leucocytes dans le filtrat
[J 3 millions de poches traitées par an
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[J Etude macro : A. Bruil et al. (1995) ( modéele 1D)

[J Etude micro : L. Barbe et J.L. Wautier (2002) ( affinité chimique entre
leucocytes et fibres)
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[J Etude macro : A. Bruil et al. (1995) ( modéele 1D)

[J Etude micro : L. Barbe et J.L. Wautier (2002) ( affinité chimique entre
leucocytes et fibres)

1 Difficultés de la modélisation :

[ la taille des particules et des pores est du méme ordre de grandeur:
les échelles ne peuvent pas étre séparees

fluide complexe
mécanisme de rétention (adhésion, tamisage, colmatage)
[J ecoulement dans un milieu fibreux

1 O

M. BELHADJ, —p.6
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Modélisation de la filtrationl

Ecoulement: Fluide newtonien tres visqueux, équation de Darcy:

K
{ u+—Vp = f
v

divu = 0
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Modélisation de la filtrationl

Ecoulement: Fluide newtonien tres visqueux, équation de Darcy:

K
u+—Vp = f
I
divu = 0
Adhesion:
o1
O
® o

o
%
¢ . concentration de leucocytes dans le sang
s . surface occupée par les leucocytes / surface libre sur les fibres
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I %(wc) +div(uc —wA(u)Ve) = _5%
| % = ak(u) cB(s)
avec par exemple:
B(s) =1-

a . aire occupée par un leucocyte sur la fibre

f : surface spécifique du filtre, i.e. surface de fibres par unité de volume
A : dispersion

w . porosité

O O O 0O

k : vitesse de “réaction”
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Remarques :

[] Applications :

[J la pénétration d’anticorps dans des tissus tumoraux et leur réaction
avec des antigenes (Fenmori et al., 1989)

[ le transport de colloides (virus, bactéries) dans des aquiferes
sableux (Elimelech, Sun, Ryan, 2001).
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Remarques :

[] Applications :

[J la pénétration d’anticorps dans des tissus tumoraux et leur réaction
avec des antigenes (Fenmori et al., 1989)

[ le transport de colloides (virus, bactéries) dans des aquiferes
sableux (Elimelech, Sun, Ryan, 2001).

[1 Eventuellement:
[0 w=wo—pBs (Herzig et al., 2001)
0 K= K(s)
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Résultats d’expériences:

[1 Prélevement au Centre de Transfusion de Armées

[1 5 volontaires, 1 poche perdue
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Résultats d’expériences:

[1 Mesures débit et concentration dans le filtrat a I'Institut National de la
Transfusion Sanguine
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Volume filtré en fonction du temps:
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Concentration des particules dans le filtrat en fonction du temps:
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Concentration des particules dans le filtrat en fonction du temps:

T T
B
C ,,,,,,,
D ,,,,,,,,
E o _
05 —
0 | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

— ces résultats ne nous ont malheureusement pas permis de valider ou
d’améliorer notre modéle.
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Il. Analyse d’'un modele de transport réaction
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( 0% i (
1,3 o .
Orc + div A(c JZ_ axza% = kcs,
(Pr) < Ois = —kcs,
C(O,CE) — CO(x) > 07
\ S(O,.CE) — So(w) > 0,

ouk>0

D. Hilhorst, R. van der Hout, L.A. Peletier (1996, 1997, 2000), R. Eymard
(2000) et R. Eymard, D. Hilhorst (2001)

[ Comportement asymptotique lorsque k£ — oo
[] Plusieurs termes généraux de réaction.

0 w(e) = /OCD(g) d¢ avec D(&) > 0 pour £ > 0.
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Equation plus genérale : systeme hyperbolique parabolique avec
diffusion dégéneéerée et non-isotrope.

Hypotheses :

(¢i;) € C'(R) est une matrice symétrique positive,
A= (A,...,A4) € (C'(R)* A(0) =0,

co € L'(R*) N L (R%), ¢co > 0 p.p. dans R?, et / 2| co dzz < oo,
R4

so € L'(RY) N L (RY), et so > 0 p.p. dans R?.

I INRIA
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Proposition 1 (Py) admet une unique solution (c, s) € C(R™; L' (R%))?.

De plus, on a les propriétés suivantes :

(i) Principe du maximum : 0 < ¢(z,t) < ||col| poo (ray, 0 < 8(, 1) < [[S0]| oo (ra)-
(i) Propriété de contraction :

Soient (c, s) et (¢, s) deux solutions correspondant a (co, so) et (¢o, So) :

le(t) = (@) L1 ray+Is(t) = SE)|| 1 (ray < llco — Coll L1 (ray + 50 — Sol| 1 (ray-
(i) Proprieté de comparison : Si ¢y < ¢ et so < §p alors Vi > 0,
c(t) <et) et s(t)<3(t) p.p.dansR?.

(iv) Inégalité d’entropie : Pour deux fonctions régulieres, croissantes S et X,
avec S convexe, et avec les notations (A%) = A'S’, (¢5;)" = ¢i; 5,

(W5) = (¢iS") /%, ona V(o) € (2R x BY))", et

8:[S(c) + X(s)] + div A®(c Z 8%3 + Z|V

W[NR[A M. BELHADJ, —p.17



Lemme 1 On suppose que

(¢) > a.ld

avec o > 0.

(i) Alors une solution (¢, s) € C*°(R*; S(R?)) de P;, satisfait les propriétés de la
Proposition 1.

(i) De plus, on a pour tout t > 0,

d
[0c(t) || L1 (ray + [|0es(t) || L1ray < Bl Veol|lp1waey + | Z

1,5=1

8290%'3'(60)” g
8xi8:cj L7 (R<)

+2k| coso|| 1 (ra)

VeC 3 = SUD|¢|< g |, oo gay | A (6]
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Lemme 2
On suppose que ¢ € L*(R*) N L (R%), et la diffusion est non-dégénérée.

Alors, pour tout 7' > 0, le probleme P, admet une solution
(¢,5) € L*(0,T; H' (RY)) n C([0, T]; L*(R"))

Si on suppose de plus que co, so € S(R?) et A, ¢ € C*(R), alors
c,s € C=((0,7); S(R%)).

M. BELHADJ, —p.19
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Lemme 2
On suppose que ¢ € L*(R*) N L (R%), et la diffusion est non-dégénérée.

Alors, pour tout 7' > 0, le probleme P, admet une solution
(¢,5) € L*(0,T; H' (RY)) n C([0, T]; L*(R"))

Si on suppose de plus que co, so € S(R?) et A, ¢ € C*(R), alors
c,s € C=((0,7); S(R%)).
Preuve.

Théoreme du point fixe de Schauder et les résultats standards sur les
problemes paraboliques non-dégéneres.
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Preuve de la proposition 1
Etape 1. On suppose que co et so € S(R?).

Technique de régularisation par convolution : . = pe xp et A; = p. x A
En particulier, on suppose que ¢. > ¢ > 0.
On consideére le probleme approché

Orce +div A (c.) — div (go’g(cg).Vcs>
81585

c _k Cg Sg,
Py
—k ce Sc.

Montrons que {(c., s:)}->0 €st relativement compact dans C(0, T; L' (R%)).

M. BELHADJ, —p.20
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Preuve de la proposition 1
Etape 1. On suppose que co et so € S(R?).

Technique de régularisation par convolution : . = pe xp et A; = p. x A
En particulier, on suppose que ¢. > ¢ > 0.
On consideére le probleme approché

Orce +div A (c.) — div (go’g(cg).Vcs>
81585

_k Cg Sg,

Py
—k ce Se.

Montrons que {(c., s:)}->0 €st relativement compact dans C(0, T; L' (R%)).
Soit h = (ha,...,hq) € R%, avec h; > 0.
Soit Thee(t, x) = ce(t,x + h) et Thse(t,x) = se(t,z + h).
[Trhee(t) = ce(t)][1(ray +Thse(t) = se(t)]lL1(wa)
< |lmnco — coll 1 (ray + [[Ta S0 — S0l 11 (Ra)-

Théoréme de Fréchet-Kolmogorov = {(cc(t,-), se(t,-)) }e>0 €st relativement
localement compact dans (L'(R%))?* Vte€[0,T].

M. BELHADJ, —p.20
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Pour montrer la compacité relative globale dans (L' (R%))? vt € [0, 7], On
multiplie

Orce + div Ac(ce) — div (goi. (cs)Vc> = —kc. S,
par |z|? /2 et on intégre par parties :

d [ |z
— ——ce dx — r- A (c)dr—d | @e(ce) dr <O0.
dt Jga 2 R Rd

271 NRIA M. BELHADJ, —p.21



Pour montrer la compacité relative globale dans (L' (R%))? vt € [0, 7], On
multiplie

Orce + div Ac(ce) — div (goi. (cs)Vc> = —kc. S,

par |z|? /2 et on intégre par parties :

d [ |z°
— ——ce dx — r- A (c)dr—d | @e(ce) dr <O0.
dt Jga 2 R Rd
L
On pose R(t) = / ——cedret M(t) = / ce dz, on aura
R4 2 R4

E72(t) <C </Rd |z|ce dx + /Rd Ce dx) < C(R(t) + M(t)),

Puisque M(t) < M(0) et R(0) est fini, le lemme de Gronwall = R(t) est
borné par une valeur indépendente de . Ceci implique I'équi-intégrabilité de

{ce}-.. De méme pour {s.}-...

W] NRIA M. BELHADJ, —p.21



Finalement, d'aprésle Lemme 1,V 0 <t1 <ta < T —n,

sup lee(t +n) — ce(t)l|prray + sup |lse(t+ 1) — s ()|l L1 (ra)

te(ty,ta] te(ty,ta]

< sup /&cgt—i—ﬁ)dﬁ

te t1 ,t2

+ sup
L1(Rd)  t€[ty,t2]

/ Orse(t + &) dﬁ‘

L1(R4)

< Bnl|Veollp1(ray + nl|Ape(uo)|| L1 (ray + 2kn]|co sol| 11 (ra)-

Théoréme Ascoli = {(c., s<)} est relativement compact dans
C(0,T; L*(R%))2. Par conséquent, on peut extraire une sous-suite (c., s.) qui
converge dans C(0,T; L' (R%))? vers (c, s).

En passant a la limite, on déduit que (c, s) est solution du probleme P;. et
satisfait les propriétés de la proposition 1.

Etape 2. Relaxation des hypothéses de régularité sur (co, so).

W] NRIA M. BELHADJ, —p.22



Etape 2. Relaxation des hypothéses de régularité sur (co, so).

Soient cf et s§ deux suites de S(R*) qui convergent vers cg et s dans L' (R?).
Il existe une solution (cx, s») correspondant aux données initiales (cg, sg) qui
satisfait en particulier la propriété de contraction.

Par conséquent, (c., sn) est une suite de Cauchy dans I'espace de Banach
C(0,T; L' (R%)).

A fortiori, (cn, s») converge dans C(0,T; L' (R%))? vers (c, s) qui est solution du

probleme P; et satisfait les propriétés de la proposition 1.

M. BELHADJ, —p.23
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Proposition 2
Quand k tend vers l'infini, la solution (cx, sx) de (Px), admet une limite dans

L'((0,T) x R*)? notée par (c,s) € L= (RT; L' (R%))? qui satisfait

( . 9 pi;(c) : d
O:(c — s) + div A(c) _Z.Z;W = 0, dans D'((0,T) x R?),
(P) < ’ ¢ > 0, p.p.dansR* x (0,7),
s > 0, p.p.dansR* x (0,7),
cs = 0, p.p.dansR* x (0,7),
\ c(0,z) —s(0,z) = co(x) — so(z), p.p. dans R<.

M. BELHADJ, —p.24
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Proposition 2
Quand k tend vers l'infini, la solution (cx, sx) de (Px), admet une limite dans

L'((0,T) x R*)? notée par (c,s) € L= (RT; L' (R%))? qui satisfait

( 2
— 0 (sz _ / d
Or(c — s) + div A(c ;1 8%8% = 0, dans D'((0,T) x R?),
(P) < ¢ > 0, p.p.dansR* x (0,7),
s > 0, p.p.dansR* x (0,7),
cs = 0, p.p.dansR* x (0,7),
\ c(0,z) —s(0,z) = co(x) — so(z), p.p. dans R<.
Remarque : (P ) est équivalent & :
( Orw + div A(wy ) — zd: O pij(we)  _ 0, dansD'((0,T) x R?)
(Que)? VA Owidz; ’ ’
L w(0,2) = co(z) —so(z) p.p. dans R<.

Comme ¢ > 0, s > 0 et cs = 0, la transformation (¢,s) - w = ¢ — s est
inversible. En effet, siw > 0 alorsc=w, s=0etsiw < 0 alors s = —w,
c = 0. Ainsi, ¢ = w4+

W] NRIA M. BELHADJ, —p.24



Preuve de la proposition 2
Pour h € R, Ther(t, ) = cr(t,x + h) et tpsp(t, x) = si(t, z + h).

Soit w(-) le module initial L' de continuité

w(h) = sup I”C 4+ h) = (Lt @ay + 18"+ h) = 8" ()l L1 zay-

» Compacité de si. En intégrant 0;sx = —kcg sk et en utilisant s > 0, on
obtient pour tout T" > 0,

T def
k// CrSk dxr dt = —/ (sk(T,x) — sk(O,x)> dr < / sodr = mp.
0 JRd R4 Rd

Ainsi, on a
kllek skll L1+ xray < Mo,

et
crsky — 0in L' (RT x R?) quand k — oo.

M. BELHADJ, —p.25
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On a aussi ||0;skl[L1 < mo, et comme

T”ThCo — C()”Ll(Rd) + TH’ThSo — SO”LI(Rd)
T w([hl),

|Thsk — Skl L1 (R+ xR4)

IA A

On déduit la compacité locale de (s ), dans L*((0,T) x R%).

271 NRIA M. BELHADJ, —p.26



On a aussi ||0;skl[L1 < mo, et comme

T”ThCo — C()”Ll(Rd) + TH’ThSo — SO”LI(Rd)
T w([hl),

|Thsk — Skl L1 (R+ xR4)

IA A

On déduit la compacité locale de (s ), dans L*((0,T) x R%).

Montrons la compacité de (ci ).

» Compacité en espace: En vertu de la propriété de contraction, on a :

T||mheco — CO”LI(Rd) + T||mhso — 30||L1(Rd)
T w(|h]).

| Thek — ckllL1(0,7) xR

IA A
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On a aussi ||0;skl[L1 < mo, et comme

T”ThCo — C()”Ll(Rd) + TH’ThSo — SO”Ll(Rd)
T w([hl),

|Thsk — Skl L1 (R+ xR4)

IA A

On déduit la compacité locale de (si)x dans L*((0,T) x R%).

Montrons la compacité de (ci ).

» Compacité en espace: En vertu de la propriété de contraction, on a :

T||mheco — CO”LI(Rd) + T||mhso — 30||L1(Rd)
T w(|h]).

| Thek — ckllL1(0,7) xR

IA A

» Compacite en temps.

Pourn € R, Ther(t,x) = cx(t +n, ).

Soit € une constante positive constant qui sera fixée par la suite, et soit

pe € C*(R%) une suite de régularisation s’annulant en dehors de la boule de
rayon e centeréee en 0.

271 NRIA M. BELHADJ, —p.26



Soient¢; ettatelsque 0 < t; <ta <T —mn,0na

to to to
//mck—cu < / /I%ck—%(ck*ps)H/ /|ck*pe—ck|
t1 R4 i1 R4 t1 Rd

t2
+/ / T (ch # pe) — ca  pel.
i1 R4
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Soient¢; ettatelsque 0 < t; <ta <T —mn,0na

to to to
//mck—cu < / /|7:7ck—7:7<ck*ps>|+/ /|ck*,oe—ck|
t1 R4 i1 R4 t1 Rd

t2
+/ / T (ch # pe) — ca  pel.
i1 R4

Le premier et le second term du second membre sont treaté de la mée facon :

to to
/ / |ck*p€—ck|§/ / / lck(t,z —y) — e (t, )| < T w(e).
tq R4 t1 ly|<eJ R4
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Soient¢; ettatelsque 0 < t; <ta <T —mn,0na

to to to
//mck—cu < / /I%ck—%(ck*ps)H/ /|ck*,os—ck|
t1 R4 i1 R4 t1 Rd

t2
+/ / T (ch # pe) — ca  pel.
i1 R4

Le premier et le second term du second membre sont treaté de la mée facon :

to to
/ / |ck*p€—ck|§/ / / lck(t,z —y) — e (t, )| < T w(e).
tq R4 t1 ly|<eJ R4

Pour le troisieme terme du second membre, On note

d
Ope
Bu(cx x pe) = = D Ailer) * 2=+ ple) x Bpe — (kewsi) * pe,

i1 8:1:@

W] NRIA M. BELHADJ, —p.27



to to n
//|7:7<ck*ps>—ck*p€| < / // 9u(ci * po)(t + €, )|
t1 Rd t1 Rd £=0

U U
< ClAle)ller, + Slleer)lle, +nllkerseliry

n n
< C( n —),
n+€+€2

ou C' est une constante indépendante de ¢, n et k.

271 NRIA M. BELHADJ, —p.28



to to n
//|7:7<ck*ps>—ck*p€| < / // 9u(ci * po)(t + €, )|
t1 Rd t1 Rd £=0

U U
< ClAle)ller, + Slleer)lle, +nllkerseliry

n n
< C( n —),
n+€+€2

ou C' est une constante indépendante de ¢, n et k.

Ainsi, en choisissant ¢ = n'/3, il existe une constante C' > 0, indépendante de
k, telle que

1/3 1/3
[ Tock = chll or ((or oy xrety < C (17 +w(n'/?))

Par conséquent, on a la compacité locale de (cx)x dans L*((0,T) x R%).
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to to n
//|7:7<ck*ps>—ck*ps| < / // 9u(ci * po)(t + €, )|
t1 Rd t1 Rd £=0

U U
< ClAle)ller, + Slleer)lle, +nllkerseliry

Ui N
< c(n+l+d),
< n+ - + 2
ou C' est une constante indépendante de ¢, n et k.

Ainsi, en choisissant ¢ = n'/3, il existe une constante C' > 0, indépendante de
k, telle que

1/3 1/3
[ Tock = chll or ((or oy xrety < C (17 +w(n'/?))

Par conséquent, on a la compacité locale de (cx)x dans L*((0,T) x R%).
Equi-intégrabilité de (cx)x et (sk)r idem que la preuve de la Proposition 1.

On déduit que la famille (cg, sk ) est relativement compact dans

L'((0,T) x R%), et ainsi, par extraction, (cx, sx) — (¢, s) dans L*((0,T) x R%)
quand k — oo. En passant a la limite, on obtient (P).

W] NRIA M. BELHADJ, —p.28



Exemple 1D: k = 10*, p =410"3etu = 0.1

Oc —I—U% —1/& = —kcs
ot ox or? ’
0s

ot

= —kcs,

25 —

t=20

2.0 4

15

1.0

0.5

0.0

0.0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 07 08 0.9 10
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11l. Ecoulement dans un milieu fibreux

WINRIA M. BELHADJ, —p.30



[] Cas des fibrés localement stratifiés (M. Briane, M2AN, 1993)
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[] Cas des fibrés localement stratifiés (M. Briane, M2AN, 1993)

=
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[] Cas des fibrés localement stratifiés (M. Briane, M2AN, 1993)

AR

0 Q c R® composé de N, couches Q5"
[1 Epaisseur suivant Oz, de chaque couche este”, avec 0 < r < 1.

[] Soit =™ un point arbitraire dans 2", pourn =1,..., N. et v une
fonction C*(R)

[J] Dans la couche Q°™: réseau périodique, de périodicité ¢, de fibres
cylindriques, dont les axes sont paralleles, perpendiculaires a Oz et font
avec Ozz un angle v. , = v(z5™) : 1/e'~" rangées de fibres.
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0 Re(0,1),Y =[-1,1] x [-1,1] et soit x la fonction J— périodique
definie sur Y par :

x(y) =1 sijy/ <R, etx(y)=0 silyl>R.

Yr={y €Y, x(y) =0}
Pour z = (z1,2,23) € R®, et ¢ € R, on définit

1

pGz)=| cosy(¢) — z2 siny(¢)

[] dans la couche n, le domaine fibreux est défini par

Qi,n — {ZC c ij <p($1;: ’x)> — 1}’

et le domaine fluide Q%" par : Q5" = Q="\Qo"
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Z1

x3 cosy(z]"™) — xasiny(z]")
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[] Ecoulement lent visqueux et incompressible : équations de Stokes

—vAu" +Vp" = f dans Q°,
divu® = 0 dans Q°,
u® = 0 sur 09°.

7 lim = =0 — Homogeénéisation localement stratifiee (2°™)

e—=0 g7

(] u et p admettent les développements asymptotiques suivants

u®(z) = e’u’ (x, plzy ’x)) + ...

M. BELHADJ, —p.34
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] On introduit la transformation ¢, : Q™ — Q™.
X3

{4 X1

[] On définit & dans la configuration de reférence par
’&(1131, 5?32, 523) = u(wl, X2, 563), avecC (581, X2, £U3) = (,Og,n(ff?l, 5;32, 51\33)
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Notations:

[1 Gradient de déformation : F = [8:1:7,] :
i,j=1,...,3

337]'
1 J = detF
0 G=F!
X1
A A A _ —1 _ :
(£1,22,%3) = pen(T1,T2,23) = | —228iNYe,n + L3 COS Ve n
—2 COSVe,n, — T3 SIN Ve n

Pour ce choix, on a

! 0 0 |
G=| 0 —sinyen COS Ve ,n : J =1, GG' = Id
| 0 —CO8Ye,n  —SINYe,n |
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Enutilisant: Vp = GT'Vip, Vu=VuG, diviz(JVaG!)=Jdiv(Vu)

On a dans la configuration de référence

— I/diV;;;(JVi-’&EGG ) + le:c(JpeGT) — J} in Qs,na
divs (JG&®) = 0 in Q™
a° = 0 on 9Q°".

Développement & deux-échelles : Dans la configuration de référence Q°™, les
fonctions 4 et p admettent les développements asymptotiques suivants :

ac(2) = 2a° (:v%f’;—?) T

N . T1 T2 1z
ps(x):po(x, -1 —)+sp (x, —1,—2> + ...
e’ € e’ €

avec & = (&1, Z2,23). Soit 2 = (21, 22) = (21/¢, £2/€) I'échelle fine (rapide).
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Apres identification des différents puissances en ¢ :

( o, Op' ;. 0p’
—I/A,g 35U ~ = - ~
e ULt 021 fi 011
op' : op" 0p°
—U/\s, 5,19 — SN Ve p — = — SINYe.p, —— — COS Ve.p ——
< 1,22 %2 78’ 8Z2 f2 /Y ’ 8562 ,y ’ (9333
~0 8131 r 8130 ; aﬁo
—V/Az1,32U3 +COSYenpiim = f3+COSYenpi— — SiDYen 4
025 O0%o 0%3
o4 0 A0 - .
l 821 + 53 ( — ug Sin Ve, n + ug COS 7€,n> = 0
1 2

Impossible de séparer les échelles dans ce systeme mais le second membre
ne dépend pas des variables rapides.
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On introduit les problemes des cellules:

( — ANz 5wl (71,81, 22) + 05,1 = 61; dans Yp,
— Az, 5wh (71, 21, 22) —siny(21)0s,m = &y; dans Vr,
< —Agl,g2w§(x1, 21, %) + cosy(z1)0:,m = 63; dans Vr,
Oz, wl + 0z, (—siny(z1)wd + cosy(z1)wl) = 0 dans YVr,
W (x1,21,22) = 0 surdYr\0Y,
\ {w? 1} est Y-périodique en (21, 22),

Alors, la fonction u° est donnée par

AN

3
1 op° :
’U,O(ib,zl,ZQ - E ( ap ( )) wj(mlathQ)
J=1 i
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La pression efficace p° dépend uniquement de z et elle est solution du
probleme de Darcy :

( u® () KE/xl) (f —Vp’(z)), dansQ,
\{ divu® = 0, dansQ,
| u”n 0, sur of.

ou la matrice de perméabilité K = [K; ;|; j—1...3 est donnée par

1 .
K,;j(azl) = m . w,{ (:cl,zl,zg)dzldzg
F

M. BELHADJ, —p.40
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Résolution éfficace des problemes des cellules :
Soient (U7 (z1, 22), U2 (21, 22), P? (21, 22)), j = 1,2 les solutions du probléme de

Stokes 2D:
( —N,, Ul +0,, PP = §6; dans YV,
— Ny Ul +0,,P7 = by dans Vg,
4 0.,Ul +0,,U] = 0 dans Yp,
Ul=U] = 0 sur dYr\dY,
| {U?,U], P} est Y-périodique en z1, zo,

et soit V(z1, z2) la solution du probléme de Poisson 2D:

( ~AV = 1 dans YV,
< V. = 0 sur 0Yr\0),
|V est Y-périodique en z1, z2.

M. BELHADJ, —p.41
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avec
/ U 0 / U?
Vi Vr
Ko = i 0 / Vv 0
V| YF
/ Ui 0 / Us;
| yF yF -
et
[ 1 0 0 ]
R(z1)=| 0 cosvy(xz1) —sinvy(z1)
| 0 siny(z1)  cosy(w1)

M. BELHADJ, —p.42
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Limite de faible fraction solide : diametre de la fibore — 0+

Ki 0 0
K=|0 K, 0
0 0 K,

ou K (resp. K. ) correspond a la perméabilité dans la direction parallele
(resp. orthogonale) aux fibres.

K CL2 | S02
= 1/p) — 1.5+ 2p — —
|| 4¢(0g(/90) 5+2¢ 2),
a’ -1
Ky = (1os1/0) + 557 ).
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Notre expression pour la perméabilité avec vy(z;) = 0 est :

Kii 0 Ko
K=| 0 V 0
Ksyi 0 Koo

ol K;; et V sont définies par

V: L V and Fij = i/ U;
Y| Jy, Ve
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But: COMPARER K| avec V et

K1 Kio K, 0
- - avecC
Ko Koo 0 K,
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But: COMPARER K| avec V et

K1 Kio K, 0
- - avecC
Ko Koo 0 K,

Résultats de (G. Allaire, 1995) —-

. 1 : Ok
lim Ul dy = —
n—0 | logn||V] Vi - T
et
1 2
lim Viy) dy = —
n—0 [logn||Y| Jy, ) ™

— permet de montrer que nos resultats redonnent le premier terme des
formules connues
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V. Quelques simulations
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Un exemple de transport réaction en 2D

t= 1199.

0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
R 0
X X
<IE 0.5 <IE 05
> >
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
1.41e-06 0.000307
X-Axis X-AXxis

M. BELHADJ, —p.47

I INRIA



Problemes de cellules périodiques 2D: éléments finis Q2/P1
Equations de Darcy 3D: élements finis RTO/PO (www.lifev.org)

Equations de transports 3D: schémas combinés volume finis-éléments
finis mixte hybrides (www.lifev.org)
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Influence de l'orientation : v(z 1) =0

09 | I I I I I |
0.8 | _

0.7 F i

06 F - -

flux

0.5 - i

0.1 I I I I I I I I

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
angle fibers/flow (in degrees)

W] NRIA M. BELHADJ, —p.49



Influence de l'orientation : vy(z 1) = 27,

Un exemple: pression constanteeny =0ety =1

L /
TR | | PR T
1 ks T /]
¥ \ | P (
ARRA
f\ WOl
i A t)
X 18 R |
N i 1 \ 1
i IR
A 1
s T TR i\
) % |
o \
N7
W
\ |
\ W)
441 Wl
J \l)!
) A
) 1 W 1
If \' ._... ( b
AR R AR
M W \
. s 3| ) A WAl W f
Wl
b

simulation 3D, transport réaction en milieu fibreux|
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e Fibres avec sections circulaires

e Fraction solide 0.2 to 0.002

0.9 T T T T T T T

KilorK22 — —
Formula (35) ---—-

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18
phi

0.2

16

Vv
Formula (34) -------

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
phi

0.12

0.14

0.16 0.18 0.2
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Fibres avec sections carrés

Fraction solide 0.05 to 0.5

T T
K11 or K22 ———
Formula (50) -------

eta

16

14 -

12

0.8 |-

0.6 |-

1.8 R\,

\%
Formula (55) -------

0.35

0.4 0.45 0.5
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Conclusion:
[J Nous avons proposé un modele de filtration des globules blancs

[] Nous avons realisé des eéxpériences qui n'ont malheureusement pas
permis de valider le modele

[J Nous avons effectué une analyse mathématique de ce modele

[J Nous avons proposé une méethode de calcul de la perméabilité d'un
milieu fibreux

Suites possibles:
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[J D’autres problemes dont les modeles sont proches:
[J Modélisation de la perfusion dans le myocarde

[J Pénétration de I'oxygene et des lipoprotéines dans les parois
vasculaires
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