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Résumé. Contribution a la génération automatique de
maillages de qualité pour la simulation numérique

La simulation d’un phénomene physique par la méthode des éléments finis ou d’autres
méthodes d’analyse numérique nécessite une décomposition spatiale, ou maillage, du
domaine étudié. Pour que le processus de simulation converge rapidement et atteigne la
précision voulue, la qualité en taille et en forme du maillage joue un role primordial. Ce
mémoire constitue une synthese de mes contributions concernant la génération auto-
matique de maillages respectant le mieux possible ces criteres de qualité. Ces différents
travaux de recherche ont été réalisés au sein du projet Gamma de I'INRIA. Dans ce
document, les themes suivants sont abordés successivement :

— la discrétisation de courbes du plan ou de I'espace 3D,

— le maillage de domaines plans de contours fixes ou variables,

— le maillage de surfaces gauches paramétrées ou discretes.

Au cours de ces opérations de discrétisation et de maillage, la taille et la forme des
éléments sont controlées par un champ de métriques traduisant des contraintes géo-
métriques et/ou physiques. Les méthodes présentées ont toutes été validées sur de
nombreux exemples académiques ou industriels, notamment en mécanique des solides
et en mécanique des fluides.

Mots-clés. Maillage, simulation numérique, champ de métriques, anisotropie, qualité
d’un maillage, courbe, surface, surface paramétrée, surface discrete.

Abstract. Contribution to automatic mesh generation of
quality meshes for numerical simulation

The simulation of a physical phenomenon by the finite element method or other nume-
rical analysis methods requires a spatial decomposition, or mesh, of the studied domain.
In order that the simulation process converges rapidly and reaches the desired accuracy,
the size and shape quality of the mesh plays a crucial role. This report constitutes a
survey of my contributions concerning the automatic generation of meshes respecting
as well as possible these quality criteria. These different research works have been car-
ried out in the Gamma group at INRIA. In this document, the following themes are
successively addressed:

— the discretization of curves in the plane or in the 3D space,

— the meshing of planar domains with fix or variable contours,

— the meshing of parametric or discrete warped surfaces.

During these discretization and meshing operations, the size and shape of the elements
are controlled by a metric field reflecting geometric and/or physical constraints. The
presented methods have all been validated on many academic or industrial examples,
notably in solid and fluid mechanics.

Keywords. Mesh, numerical simulation, metric field, anisotropy, mesh quality, curve,
surface, parametric surface, discrete surface.
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Avant-propos

La génération de maillage peut se définir tres brievement comme ’art de partitionner
un domaine en éléments de géométrie simple comme des triangles, des quadrilateres,
des tétraedres, etc. La méthode générale consiste a placer des points sur la frontiere
et a l'intérieur d’'un domaine, et a connecter ces points entre eux. Dans le cadre d’une
simulation numérique par éléments ou volumes finis, la forme et la taille des éléments
du maillage obtenu influent fortement sur la précision des calculs, indispensable a une
bonne compréhension du phénomeéne physique étudié. Ainsi, depuis ses origines qui
remontent a plus de quatre décennies, la génération automatique de maillage est un
domaine de recherche qui ne cesse de progresser.

Chercheur & 'INRIA!, j’ai participé dans les années 80 & la création et au dévelop-
pement du projet MODULEF? chargé de concevoir une bibliotheque de programmes
et de structures de données pour la méthode des éléments finis. Ce projet a mis en
évidence le role fondamental de la génération de maillages, et c’est ainsi qu’a été créé
en 1996 le projet GAMMA? exclusivement consacré & ce theme. Dans ce cadre, j’ai pu
bénéficier d’un environnement exceptionnel et je tiens a remercier vivement tous les
membres de cette équipe qui m’ont aidé et conseillé dans mes recherches, en particulier
Paul-Louis George (responsable scientifique du projet GAMMA ), Houman Borouchaki,
Eric Saltel, Pascal Frey et Frédéric Hecht.

Ce mémoire de synthese, organisé en cinq chapitres, présente mes principales contri-
butions dans le domaine du maillage au cours de ces dix dernieres années. Le cadre
général de ces travaux est présenté en introduction au chapitre 1. Le deuxieme chapitre
est consacré a la discrétisation d’une courbe dans le plan ou dans I’espace tridimension-
nel. La méthodologie de maillage d’'un domaine plan de géométrie fixe ou variable est
étudiée au chapitre 3, tandis que le maillage d’une surface gauche (paramétrée, mul-
ticarreaux ou discrete) est détaillé au chapitre 4. Pour conclure, le cinquiéme chapitre
dresse un bilan et décrit les perspectives envisagées.

"INRIA : Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique.
2Projet MODULEF : MODULes Eléments Finis.
3Projet GAMMA : Génération Automatique de Maillages et Méthodes d’Adaptation.
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Chapitre 1

Introduction

Dans de nombreux domaines scientifiques ou industriels, les expérimentations clas-
siques sont remplacées, partiellement ou totalement, par des simulations numériques.
En effet, ces études virtuelles sont généralement plus rapides a mettre en ceuvre et moins
colteuses que des expériences réelles, voire méme les seules réalisables en pratique.

De multiples exemples peuvent étre cités a titre illustratif. Dans le domaine aéro-
nautique, des avions sont maintenant concus a l’aide de « souflleries numériques » ne
nécessitant aucune construction de maquette, avant d’étre testés en vraie grandeur.
Dans le secteur automobile, de nouveaux modeles sont mis au point en un temps réduit
grace a une simulation efficace de leur comportement mécanique. Dans le domaine de la
Défense, la simulation des effets d’une bombe nucléaire rend inutile les expérimentations
réelles. Dans d’autres domaines, des études numériques sont systématiquement ef-
fectuées avant la construction de barrages, de ponts, de batiments, ou de nombreux
autres objets courants. En résumé, cette démarche de simulation par le calcul est utilisée
dans des secteurs tres divers, qu’ils soient académiques ou industriels : aéronautique,
spatial, automobile, nucléaire, batiment (BTP) comme nous venons de le voir, mais
aussi chimie, semi-conducteurs, nanotechnologie, météorologie, biologie, médecine, en-
vironnement, etc.

La simulation numérique d’un phénomene physique suppose une modélisation de
I’état et éventuellement de I’évolution de ce phénomene, en général sous forme d’un
systeme d’équations aux dérivées partielles (EDP). Elle nécessite également une modé-
lisation de la forme géométrique de I'objet considéré ou de la zone d’espace qui ’entoure,
a l'aide de fonctions analytiques ou de données discretes. De ces modélisations résulte
un probléeme mathématique (P) dont la forme générique est la suivante :

Trouver un champ, scalaire ou vectoriel, satisfaisant un systéme donné
d’équations aux dérivées partielles (EDP) a l'intérieur d’'un domaine (2, (P)
ainsi qu’un ensemble donné de conditions aux limites sur la frontiere I' = 02
de ce domaine.

En général, il n’est pas possible de résoudre le probleme (P) de maniére exacte. Une
premiére approche (la plus ancienne historiquement) est la méthode des différences
finies, dans lequel le domaine 2 est approché par une grille structurée. Cette ap-
proche étant difficilement applicable lorsque le domaine 2 est de géométrie complexe,
la méthode des éléments finis est apparue des les années cinquante et s’est considérable-
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ment répandue depuis. Dans cette méthode, le domaine 2 est discrétisé sous forme d’un
maillage et une solution approchée est recherchée aux noeuds de ce maillage. La solution
en tout point de 2 est obtenue par interpolation (pour une description mathématique
approfondie de cette méthode, voir en particulier [CIA78] ou [CIA03]).

De nos jours, de nombreux logiciels mettent en ceuvre la méthode des éléments
finis dans des disciplines aussi diverses que la mécanique des solides, la mécanique
des fluides, "électromagnétisme, etc. De plus en plus souvent, les systemes de CAO
(conception assistée par ordinateur) offrent des fonctionnalités pour une analyse par
éléments finis. Ainsi, I'utilisateur peut & la fois créer un modele géométrique de 1'objet,
simuler son comportement en présence de certaines contraintes physiques, et le modifier
en fonction des résultats.

Les sections suivantes présentent cette méthodologie de simulation, d’abord dans
un schéma classique puis dans un schéma adaptatif, en se focalisant sur la construction
des maillages.

1.1 Schéma de résolution classique par la méthode des
éléments finis
Le schéma classique de résolution du probléme générique (P) formulé précédemment,

pour une domaine 2 surfacique ou volumique et de frontiere I'; comporte principalement
trois étapes :

1. La construction d’une discrétisation M (I") de la frontiere I

2. La construction d’un maillage M () du domaine 2 s’appuyant sur la
discrétisation précédente.

3. Le calcul d’une solution approchée S définie aux noeuds du maillage

Chacune de ces étapes est généralement réalisée de maniére automatique, les deux
premieres par un mailleur et la troisieme par un solveur. Afin que le calcul de cette
dernicre étape se termine normalement, avec une convergence rapide et une précision
suffisante, le maillage doit étre suffisamment fin et régulier. Ces quelques notions sont
rappelées ci-dessous de maniere plus précise.

1.1.1 Rappel

Cette section rappelle brievement la définition d’un domaine, de son maillage et de
certaines caractéristiques : conformité, finesse et régularité.

Domaine. De maniere tres générale, le domaine €2 qui modélise I'objet étudié est
inclus dans une variété de dimension m dans l'espace R?. ! En pratique, ce dernier
espace est de dimension d = 1, 2 ou 3 et, selon la valeur de m < d, le domaine €2 pourra
prendre I'une des formes suivantes :

'De maniére plus rigoureuse, il s’agit d’une variété topologique dans l'espace euclidien E¢, qui n’est
autre que Pespace R muni de la distance euclidienne usuelle. Rappelons qu’une distance doit étre
positive et satisfaire trois axiomes (identité, symétrie et inégalité triangulaire).
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~ Sim =1 : segment de courbe dans R" 2 °%3 (droit, plan ou gauche).
— Si m = 2 : domaine surfacique dans R? °* 3 (plan ou gauche).
— Sim = 3 : domaine volumique dans R3.

Par exemple, si m = 2 et d = 3, () sera une portion de surface gauche, c’est-a-dire
une variété de dimension 2 dans 'espace R3.

Maillage. Le maillage M (2) d’un tel domaine 2 est composé d’éléments K; qui sont
habituellement :

— Sim =1 : des segments (droits ou courbes).

— Sim =2 : des triangles ou des quadrilatéres (de cotés droits ou courbes).

— Sim = 3 : des tétraedres, des prismes, des pyramides ou des hexaedres (dont les

arétes sont droites ou courbes).

Les fonctions d’interpolation usuelles sur ces éléments sont des polynémes P! ou

P? pour les triangles, Q' ou Q? pour les quadrilatéres.

Conformité. Le maillage doit étre conforme, ce qui signifie que pour tout couple
d’éléments K; et Kj, i # j, l'intersection K; N K est :
— Sim =1 : soit vide, soit une extrémité commune.
— Sim = 2 : soit vide, soit un sommet commun, soit un c6té commun.
— Sim = 3 : soit vide, soit un sommet commun, soit une aréte commune, soit une
face commune.

Finesse. Pour définir la finesse [ERN02] d’un maillage, on définit auparavant celle
d’un élément K, ou plus exactement un parametre hx d’autant plus petit que I’élément
est fin. Ce parametre, appelé taille ou diametre de ’élément K, est le réel positif donné
par la relation :

hix = P, - P 1.1
K PIIEID??KH 2 — Pil (1.1)
ou ||.]| désigne la norme euclidienne usuelle. Autrement dit, hx est la plus grande

distance euclidienne entre deux points de I’élément K. Pour un triangle, c’est aussi la
longueur de son plus grand coté.
La finesse d’un maillage M () est alors caractérisée par le parametre h suivant :

h= max hg (1.2)
KeM(Q)

Régularité. De méme, pour définir la régularité [ERNO02] d’un maillage, on définit
auparavant celle d’un élément simplicial K (triangle ou tétraedre), ou plus exactement
un parametre ox d’autant plus petit que I'élément est régulier. Ce parametre est un
réel positif qui peut étre donné par la relation :
h
ox = =% (1.3)
PK
ol pi est un réel strictement positif dont la définition dépend de la transformation Tk
de I'élément de référence K vers I’élément K. Dans le cas d’un élément triangulaire
quelconque, la transformation Ty est affine et px est le rayon du cercle inscrit dans
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le triangle K. Pour un triangle équilatéral, le parametre ox prend sa valeur minimale
2+/3, et donc le triangle est le plus régulier possible. En revanche, pour un triangle
aplati, px tend vers zéro et ox tend vers l'infini, et donc le triangle est le moins
régulier possible.

Dans le cas ou I’élément K est un quadrilatere ou un polygone quelconque ayant n
sommets, n > 4, la transformation Tk n’est généralement pas affine et la définition de
pi est étendue par pg = Z;Hlnnnpi, p; étant le rayon du cercle inscrit dans le triangle

IEREE)

contenant les deux arétes issues du sommet ¢ de K.
La régularité d’un maillage M (2) est alors caractérisée par le parametre o suivant :
0= max og (1.4)
KeM(9)
En fait, il existe de nombreuses variantes pour caractériser la régularité, comme le
montre le paragraphe suivant.

Qualité en forme. La régularité peut également étre quantifiée par une qualité en
forme, fonction réelle continue minimale pour un triangle totalement aplati, maximale
pour un triangle équilatéral, et généralement normalisée entre O et 1.

Dans une premiere définition possible, la qualité @Q1(K) d'un élément K est simple-
ment égale a l'inverse du parameétre ox (cf. équation 1.3) multiplié par un coefficient
de normalisation :

Q1K) =2V3 %ZQ\B% (1.5)

Dans une autre définition classique, la qualité Q2(K) d'un triangle K de sommets
A, B, C est proportionnelle au rapport entre aire de ce triangle et la somme des carrés
des longueurs de ses cotés :

aire(ABC)
AB? + BC? + CA?

Pour un triangle aplati, 'aire est nulle et donc Q2(K) = 0. Pour un triangle équilatéral,

Q2(K) = Q2(ABC) =43 (1.6)

3
le rapport ci-dessus est égal & —, d’ott le coefficient multiplicateur donnant Qo (K) = 1.

De nombreuses autres définitions de la qualité d’un élément ont été proposées.
L’utilisation de I'une ou l'autre de ces définitions n’a généralement pas d’influence
significative sur les maillages générés [DOMO1].

1.1.2 Maillage uniforme, géométrique ou physique

Dans la plupart des cas, la théorie des éléments finis permet d’obtenir une majo-
ration de lerreur globale sur la solution S d’un calcul, a partir des parametres h et o
caractérisant respectivement la finesse et la régularité du maillage M (Q2). Elle permet
par exemple de démontrer que, pour une famille de maillages tels que o est toujours
inférieur a une constante o, ’erreur tend vers zéro lorsque h tend vers zéro.

En pratique, une taille h tres proche de 0 est évidemment irréalisable puisque le
nombre d’éléments serait alors démesuré. Le maillage devra donc satisfaire le mieux
possible plusieurs caractéristiques contradictoires :
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— comporter un nombre raisonnable d’éléments,

— étre suffisamment fin pour que la solution soit calculée avec une précision satis-
faisante et pour que la géométrie de la frontiere soit convenablement respectée,

— contenir des éléments suffisamment réguliers.

Nous allons préciser ces objectifs dans le cas particulier de maillages plans et com-
posés uniquement de triangles. Nous introduirons ainsi les notions de maillage uni-
formes, géométriques et physiques, avec des spécifications isotropes ou anisotropes.

En effet, dans une premiere approche, on peut chercher a générer un maillage uni-
forme, c’est-a-dire dont les arétes sont de taille constante. Ainsi, dans le cas idéal, les
triangles sont tous équilatéraux et le parametre de régularité atteint sa valeur optimale
o = 2/3. Cependant, lorsque le domaine est de forme quelconque, un tel maillage est
impossible a réaliser. A titre d’illustration, la figure 1.1 montre le cas tres particulier
ou le domaine est lui-méme un triangle équilatéral, ce qui permet effectivement de le
mailler en triangles parfaitement équilatéraux. En revanche, sur la figure 1.2, le som-
met supérieur du domaine triangulaire a été décalé vers la droite, et le mailleur vise a
générer des triangles « presque équilatéraux ».

2

Fic. 1.1 — Maillage d’'un domaine dont la  F1aG. 1.2 — Maillage d’'un domaine similaire
frontiere est un triangle équilatéral. au précédent, le sommet supérieur du tri-
angle ayant été déplacé vers la droite.

Cependant, un maillage uniforme impose un pas fixe de discrétisation sur la frontiere
du domaine, et ne peut donc pas garantir une bonne représentation de sa géométrie.
Par exemple, la figure 1.3 montre un domaine dont le contour est défini par une fonction
analytique et la figure 1.4 un maillage uniforme de ce domaine. Sur la figure 1.5, la taille
des arétes est divisée par deux, ce qui multiplie environ par quatre le nombre de sommets
(passant de 108 & 403) et de triangles (passant de 168 a 711). Les courbes frontaliéres
sont alors mieux représentées moyennant un nombre plus important d’éléments.

Les considérations précédentes montrent I'intérét d’une deuxieme approche, dite de
maillage géométrique. Le principe est de raffiner les parties de la frontiere présentant
de fortes courbures. Plus exactement, pour garantir que ’angle entre chaque aréte et
les tangentes en ses extrémités reste inférieur a un seuil donné, le pas de la discrétisation
doit étre localement proportionnel au rayon de courbure du contour (ce qui sera démontré



18

CHAPITRE 1. INTRODUCTION

FiG. 1.3 — Frontiére du domaine.
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au chapitre suivant). A titre d’exemple, la figure 1.6 montre un maillage géométrique
avec un écart d’angle maximal de 8 degrés. Comme on peut le constater, cette approche
présente I'inconvénient de pouvoir engendrer une variation tres importante du pas de la
discrétisation de la frontiere, ce qui entraine la présence d’éléments non réguliers. Pour
y remédier, on peut considérer des méthodes de lissage de ce pas, afin que le rapport
entre les longueurs de deux arétes consécutives soit borné. Sur la figure 1.7 (resp. 1.8),
le rapport maximal est fixé a 1.1 (resp. 1.3), d’ou une gradation progressive des tailles
des éléments et une régularité accrue.

Dans 'approche précédente, comme dans des cas plus généraux, la taille souhaitée
des éléments est connue uniquement sur la frontiere, et non a l'intérieur du domaine.
Celle-ci doit varier faiblement pour obtenir un maillage régulier, ce qui conduit a cher-
cher une surface de variation minimale. Fn outre, certaines caractéristiques géométriques
du domaine doivent étre prises en compte, parmi lesquelles la présence d’une zone étroite
ou de coins anguleux.

Pour spécifier la taille des éléments a générer dans un domaine 2 de frontiere I',
une fonction de taille h: @ — R, P+ h(P) peut étre définie. Cette fonction spécifie
la taille souhaitée au voisinage de tout point P de (). Elle peut également étre spécifiée
en un nombre fini de points de €2 puis interpolée. Elle permet de contrdler un maillage
selon certaines propriétés géométriques (courbure, proximité de frontieres, ...) mais
aussi physiques (par exemple l'erreur estimée), ou encore de fixer la gradation en taille
des éléments. Cette fonction de taille h(P) étant a priori quelconque, un maillage
respectant ces spécifications sera appelé maillage physique par opposition a un maillage
géométrique défini plus haut. Dans 'exemple de la figure 1.9, un maillage physique
respecte un champ de taille qui impose un raffinement le long d’une courbe de Lissajous.
La fonction de taille est définie par h(P) = 0.3d(P), ou d(P) désigne la distance du
point P a cette courbe, puis cette valeur est bridée par deux bornes hyin €t hmax. Le
maillage généré contient 38 524 triangles.

Jusqu’ici, les spécifications considérées étaient isotropes, la taille prescrite en chaque
point du domaine restant constante dans toutes les directions autour de ce point. Il
s’agit du cas le plus fréquemment rencontré en pratique. Cependant, il peut étre plus
intéressant de définir des spécifications anisotropes, dans lesquelles la fonction de taille
dépend aussi d’une direction autour du point P repérée par un angle «, soit h : Q X
0,27[— R, (P,a) — h(P,«a). Ce type de spécifications est utilisé pour la résolution
de problemes dont la solution présente de fortes variations selon certaines directions
(par exemple, en mécanique des fluides, dans une étude de couches limites ou de chocs).
Il permet de capter des phénomenes locaux tout en évitant la création d’'un nombre
trop important d’éléments. Dans le cas ou la fonction h(P,«) définit un champ de
métriques, il existe des méthodes efficaces pour générer un maillage respectant ces
spécifications anisotropes. Dans le plan, cette condition se traduit par le fait que le lieu
des points situés a une distance h(P,«), pour P fixé et a variant de 0 & 27, est une
ellipse centrée en P. La figure 1.10 fournit un exemple de maillage anisotrope, raffiné
comme précédemment le long d’une courbe de Lissajous. Pour un point P quelconque
appartenant au domaine carré, soit () le point le plus proche sur cette courbe, et «
la direction de la tangente a cette courbe en (). La fonction de taille au point P est
caractérisée par la longueur h; dans la direction a et hy dans la direction orthogonale,
ou hy = 4hy et hy est analogue a I'exemple précédent. Le nombre de triangles du
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maillage anisotrope est de 17060, inférieur a la moitié de celui du maillage isotrope,
alors que les tailles prescrites dans les directions normales & la courbe sont identiques.
Remarquons que le rapport d’élongation des triangles est généralement inférieur a 4
pour deux raisons, d’une part la direction « n’est pas constante sur le domaine et
d’autre part les tailles sont bridées.
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Fic. 1.9 — Maillage isotrope faisant ap- Fic. 1.10 — Maillage anisotrope faisant
paraitre une courbe de Lissajous. apparaitre (comme précédemment) une
courbe de Lissajous.



1.1. SCHEMA DE RESOLUTION ADAPTATIF 21

1.2 Schéma de résolution avec adaptation a posteriori

Dans le schéma classique de résolution exposé dans la section précédente, la précision
de la solution S obtenue dépend fortement de la taille et de la forme des éléments du
maillage M (2). La construction de ce maillage peut étre controlée par une fonction de
taille isotrope ou anisotrope, mais ceci suppose une connaissance a priori de la solution.
Sans cette connaissance, ou avec des connaissances réduites, il est nécessaire de raffiner
excessivement le maillage, ce qui entraine des calculs longs et cofiteux, voire méme une
impossibilité lorsque le temps ou ’espace mémoire demandé est trop important. Il est
alors préférable d’utiliser un schéma adaptatif dans lequel un maillage initial My(€2),
relativement grossier, permet de calculer la solution correspondante Sy ; cette derniere
est analysée par un estimateur d’erreur a posteriori, définissant ainsi une nouvelle carte
de taille contrélant un nouveau maillage M;(€2), et ainsi de suite. Un schéma adaptatif
de résolution comporte donc les étapes ci-dessous :

1. Construction d’un maillage initial avec plus ou moins de connais-
sances sur les spécifications de tailles nécessaires.

2. Calcul d’une solution aux noeuds du maillage initial.

3. Création, a ’aide d’un estimateur d’erreur a posteriori, d’une carte
de taille associée aux noeuds du maillage courant.

4. Construction d’un nouveau maillage respectant ces spécifications de
taille. On dispose alors d’un maillage de fond et d’un maillage cou-
rant.

5. Calcul d’une solution aux noeuds du maillage courant.

6. Répétition des étapes 3 et suivantes jusqu’a ce que l'erreur estimée
sur la solution soit inférieure & une valeur seuil donnée.

Les étapes 1 et 2 sont identiques a celles d’'un schéma classique de résolution. A
I’étape 3, plusieurs types d’estimateurs peuvent étre envisagés, notamment ceux basés
sur le hessien de la solution obtenu d’une maniere discrete en utilisant un schéma
aux différences finies pour le calcul des dérivées. Cette estimation permet de rendre le
maillage plus fin dans les régions présentant de fortes variations du champ calculé, et
plus grossier dans les régions de faibles variations. L’étape 4 consiste a construire un
maillage respectant une carte de tailles spécifiées en un nombre fini de points, ce qui
a déja été évoqué dans la section précédente. A I’étape 5, le calcul de la solution peut
étre accéléré en effectuant au préalable un transfert de champ, qui consiste a calculer
une solution initiale aux nceuds du maillage courant par interpolation de la solution
aux nceuds du maillage de fond. Enfin, a ’étape 6, une estimation d’erreur détermine
si le processus doit étre itéré ou si la convergence est atteinte.

A titre d’illustration, la figure 1.11 montre le maillage initial M et les maillages
générés aux itérations 1, 2 et 3 d’une boucle adaptative. En chaque sommet du maillage
grossier My, la fonction de taille isotrope précédente P — h(P) est évaluée, fournissant
ainsi une carte discrete de tailles. Par suite, le maillage M7 respectant les spécifications
précédentes est plus dense lorsqu’un sommet du maillage My est proche de la courbe de
Lissajous. Une nouvelle carte discrete est calculée aux sommets du maillage M7, d’ou
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le maillage M5 conforme au résultat attendu. Le maillage M3, d’aspect identique au
précédent, confirme que le processus a convergé.

VAVAVAN AATaTATTAe
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Maillage initial M. Maillage adapté M;.
/N
\
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Maillage adapté Mo. Maillage adapté Ms.

FiG. 1.11 — Processus de maillage adaptatif.
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En résumé, nous avons précisé les principaux objectifs de la génération de maillages,
dans un schéma classique ou adaptatif, en prenant pour exemple des maillages trian-
gulaires plans. Ces objectifs s’appliquent également a la discrétisation de segments
courbes, au maillage de domaines plans ou gauches (en triangles ou quadrilatéres de
cOtés droits ou courbes) et au maillage de volumes.

1.3 Plan général de ce mémoire

Apres ce chapitre d’introduction a la génération automatique de maillages en vue
de simulations numériques, ce mémoire de synthese contient trois chapitres intitulés
respectivement :

— « Discrétisation d'une courbe de I’espace R? ou R? » (chap. 2),

— « Maillage d’un domaine plan » (chap. 3),

— « Maillage d’une surface gauche » (chap. 4).

Chacun de ces trois chapitres contient successivement un état de [’art rappelant les
approches existantes, une présentation rapide de notre contribution dans le domaine
concerné, et une description plus détaillée de cette contribution.

Le chapitre 2 présente le probleme de la discrétisation d’une courbe dans le plan ou
dans l'espace tridimensionnel. I précise la notion de métrique isotrope ou anisotrope
permettant de spécifier la taille souhaitée des arétes. Ces spécifications permettent no-
tamment de construire une discrétisation géométrique, approchant une courbe continue
avec un seuil de tolérance fixé.

Le chapitre 3 concerne le maillage d'un domaine plan dont la géométrie peut étre fixe
ou évoluer au cours du temps. Le maillage du domaine s’appuie sur une discrétisation
préalable de ses courbes frontalieres. Des méthodes d’estimation d’erreur physique sont
également détaillées.

Le chapitre 4 est dédié au maillage d’une surface gauche, probléme beaucoup plus
complexe que celui d’'un domaine plan et toujours d’actualité Dans notre approche,
des spécifications isotropes ou anisotropes sont définies en fonction des courbures de la
surface. A partir de spécifications géométriques ou physiques, un maillage surfacique
de qualité (adapté a un calcul par éléments finis) est construit par une méthode in-
directe. Des surfaces de différents types sont étudiées : paramétrées, multicarreaux,
moléculaires, interpolant une grille structurée, cartésiennes, ou encore discretes.

Pour conclure ce mémoire, le chapitre 5 dresse un bilan de ces études et décrit
diverses perspectives envisagées.
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Chapitre 2

Discrétisation d’une courbe de
’espace R? ou R?

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de la discrétisation d’une
courbe dans le plan ou dans 'espace tridimensionnel. En effet, le maillage d’un do-
maine plan ou d’une surface gauche est généralement précédé d’une discrétisation de
ses courbes frontalieres. Cette étape de discrétisation est cruciale car elle influe sur la
qualité du maillage qui en découle. En particulier, dans la modélisation géométrique
d’un objet 3D, les courbes constituent généralement des interfaces entre deux carreaux
adjacents ou des intersections entre deux surfaces. Leur discrétisation doit alors res-
pecter convenablement les spécifications de taille prescrites afin que le maillage des
carreaux, et éventuellement le maillage volumique correspondant, soient de qualité sa-
tisfaisante pour les calculs effectués ultérieurement.

Un bref apercu de 'état de lart sur ce sujet est dressé ci-dessous (section 2.1).
Il est suivi d’une présentation générale et d’une syntheése de nos contributions (sec-
tion 2.2 et suivantes). La section 2.3 définit de maniére formelle le probleme de la
discrétisation d’une courbe I' quelconque. La section 2.4 présente une méthode directe
pour résoudre ce probleme, mettant en ceuvre 'algorithme de Newton-Raphson mais
pouvant s’avérer tres cotiteuse en pratique. La section 2.5 propose une autre approche,
basée sur la construction préalable d’un support S(I') approchant fidelement la courbe
I'. Ce procédé plus efficace est détaillé dans le cas de spécifications uniformes, iso-
tropes, anisotropes, ou combinées. Le cas particulier d’une discrétisation respectant
la géométrie d’une courbe via des spécifications isotropes est étudié dans la derniere
section (2.6).

2.1 Etat de art

Les courbes sont généralement définies de maniere explicite par une application
continue. Elles peuvent aussi étre définies par une suite de points de controle, mais
dans ce cas des techniques classiques fournissent une interpolation sous forme de spline
polynémiale par morceaux [BOO78, CAT74, FAR92, FOL89, HOS92|. Concernant leur
discrétisation, la littérature est peu abondante, probablement parce que ce probleme
est d’apparence simple en comparaison de celui du maillage plan, surfacique ou volu-
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mique. Néanmoins, on peut citer en premier lieu [FRY94], ou sont décrites des méthodes
d’approximation d’une courbe tout en respectant certaines spécifications. Ces dernieres
comprennent le nombre souhaité d’éléments, le type de variation des longueurs des
éléments le long de la courbe (progression arithmétique ou géométrique), ou un écart
maximal permettant de controler 'approximation géométrique de la courbe. Cepen-
dant, la courbe donnée doit étre paramétrée par longueur d’arc. D’autres algorithmes
de discrétisation de courbes ont été publiés, en particulier dans [CUI97, FRE87, JIN9O,
KWA98, LOHS88, PER88, RYP02]. De maniere générale, ils sont basés sur des calculs
de longueurs d’arcs (ou abscisses curvilignes) et sur des résolutions de systémes non
linéaires représentant les équations analytiques des courbes.

2.2 Présentation de notre contribution

Notre nouvelle approche permet de discrétiser une courbe en évitant ces résolutions
de systemes non linéaires. Elle consiste a construire un support linéaire par morceaux
sur lequel s’appuient les discrétisations a générer, ce qui entraine des gains importants
en rapidité, précision et robustesse par rapport aux méthodes classiques. La construc-
tion de ce support présente également ces avantages dans le contexte d’une méthode
indirecte de maillage surfacique, ou il est nécessaire d’obtenir une image inverse de
la courbe discrétisée afin de la reporter dans les domaines de parameétres correspon-
dants. Nous avons précisé cette approche lorsque les tailles des éléments sont pres-
crites via un champ de métriques isotrope ou anisotrope (cette forme de spécifications,
utilisée notamment & 'INRIA, est introduite dans [VAL92]). Nous avons également
mis en évidence des spécifications isotropes permettant de controler I'approximation
géométrique d’une courbe.

Ces contributions sont détaillées dans [10, 21, 48, 87]. Le rapport de recherche [87]
(1996) définit les bases de notre approche pour discrétiser ou rediscrétiser la frontiere
I’ d’'un domaine Q de R? au sein d’un processus adaptatif. Une discrétisation initiale de
I' est supposée donnée. Elle est interpolée par des splines cubiques, afin de construire
le support géométrique de la frontiere. Ensuite, a chaque itération de la boucle d’adap-
tation, ce support est discrétisé en fonction d’une carte de métriques isotropes ou ani-
sotropes donnée. L’essentiel de cette méthode a également été publié dans la revue
RCFAO [10] (1996). Dans la communication a la conférence Curves and Surfaces [48]
(2003), les courbes font partie de la frontiere d’un domaine surfacique de R3, et les sur-
faces font elles-mémes partie de la frontiere d’un domaine volumique. La discrétisation
et le maillage de ces entités permet d’effectuer divers calculs par éléments finis, avec ou
sans adaptation. Enfin, dans larticle de CNME [21] (2004), nous montrons la nécessité
de linéariser le support dans le contexte d’une méthode indirecte de maillage surfacique,
et nous décrivons la solution proposée pour atteindre cet objectif.

Nous présentons ci-dessous ces diverses contributions, apres avoir posé de maniere
plus formelle le probleme de la discrétisation des courbes.
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2.3 Définition formelle du probleme

Nous nous intéressons ici aux courbes paramétrées, qui sont définies par une appli-
cation continue v d’un intervalle I = [a,b] C R vers l'espace R2°u 3 Ainsi, dans le cas
tridimensionnel, une courbe I' est définie par une application v de la forme :

v:I=lab — T, t— )= y() (2.1)

On suppose que I'application 7 est de classe C? (si la courbe I' présente un nombre
fini de points anguleux, il sera possible de la décomposer en plusieurs courbes de classe
C?). Une interprétation physique de 1’équation 2.1 peut étre donnée en considérant
que le parametre ¢ représente le temps variant entre un instant initial a et un instant
final b. Les trois composantes de 7(t) représentent alors les coordonnées d'un point
mobile dans 'espace tridimensionnel. La dérivée premiere de -y, habituellement notée
¥, représente la vitesse de ce point mobile. Enfin, la dérivée seconde notée % représente
son accélération.

Rappelons que 'abscisse curviligne s(t) d’un point (¢) sur la courbe I' est donnée
par la formule de Leibniz :

ds = ||dv]] (2.2)

équivalente a :
t
s(t) = / )] du (2.3)

ou || .|| désigne la norme euclidienne usuelle.
En particulier, la longueur totale L de la courbe I est :

b
L=s(b) = / 15(0)]|dt (2.4)

Notre objectif est d’obtenir une discrétisation M (T") de la courbe I', ¢’est-a-dire de
trouver une suite croissante de parametres (t;)i—o,...n (avec tg = a et t,, = b) telle que
chaque segment courbe (ou plus brievement arc) d’extrémités v(t;) et v(t;+1) obéisse a
certaines spécifications.

Par exemple, I'une des spécifications les plus simples est celle d’une discrétisation
uniforme, dans laquelle la courbe I' doit étre subdivisée en un nombre donné n d’arcs de
mémes longueurs. La méthode de discrétisation comprend alors deux étapes principales :

1. Calculer la longueur totale L = s(b) de la courbe T.

2. Déterminer les parametres t; tels que s(t;) =i —, pour i = 0,...,n, avec ty) = a et

th = b. "

La section 2.4 ci-dessous présente une approche dans laquelle ces deux étapes sont
réalisées en utilisant directement les équations (2.3) et (2.4). Cependant, ce procédé est
généralement inapplicable en pratique, d’ou I'approche de la section 2.5 dans laquelle la
courbe I" est préalablement approchée par une ligne polygonale S(I'), puis les sommets
de la discrétisation cherchée M (I') sont placés sur ce support S(I').
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2.4 Discrétisation sans construction préalable d’un sup-
port

Pour mettre en ceuvre ’algorithme de la section précédente, deux questions princi-
pales sont a résoudre :
— Aux étapes 1 et 2, comment évaluer la fonction s(¢) pour ¢t donné dans 'intervalle
[a,b] ?
— A Détape 2, comment obtenir le parametre ¢ tel que s(t) = s*, ou s est un réel
donné compris entre s(a) = 0 et s(b) = L7 Bien évidemment, ce parametre ¢
existe et est unique puisque la fonction s est croissante sur U'intervalle [a, b].

Pour résoudre la premiere question, il suffit de calculer I'intégrale de 1’équation 2.3
par un calcul formel ou par une méthode d’intégration discrete, cette derniere étant de
type « trapezes », Simpson ou une de ses variantes.

Concernant la seconde question, il s’agit de résoudre I’équation généralement non
linéaire s(t) = s*. L’algorithme de Newton-Raphson semble approprié car il permet
en général de trouver efficacement le parametre ¢ tel qu'une fonction f(¢) s’annule,
connaissant sa dérivée f(t). Nous avons ici f(t) = s(t) — s* et f(t) = s(t) = |[5(¢)]]
(d’apres ’équation 2.3). Cet algorithme s’écrit :

— Donner une estimation initiale ¢tg de la racine cherchée.

f(t)

— Répéter les itérations t;11 = t;— f(t ), pouri =0,1,2, ..., jusqu’a ce que |t;+1 —1t;]
i

soit inférieur a un certain seuil de précision.

On suppose que Vit € [a,b], f(t) = $(t) # 0. La convergence de 'algorithme peut
étre démontrée soit de maniere algébrique, en considérant le développement de Taylor a
Iordre 1 de la fonction f au voisinage de t;, soit de maniere géométrique, en considérant
le graphe de la fonction f et la tangente au point d’abscisse t;. Pour donner le point de

s
départ tg, expression to = a + (b — a) T fournit une bonne estimation lorsque s est

une fonction pratiquement linéaire de t.

Par un développement de Taylor a ’ordre 2, on montre que cet algorithme converge
de maniere quadratique. Cependant, dans notre contexte, ’évaluation de la fonction f
et de sa dérivée f est généralement cotteuse en temps calcul. Il est donc préférable en
pratique d’utiliser un modele discret, comme indiqué dans la section suivante.

2.5 Discrétisation avec construction préalable d’un sup-
port

Dans cette autre approche, notre objectif est de construire préalablement une ligne
polygonale S(I'), appelée support, approchant une courbe I'. Une solution simple,
fréquemment retenue, consiste & subdiviser uniformément l'intervalle de définition [
de la fonction ¢t +— 7(t). Cependant, cette méthode peut étre inefficace car 1’abscisse
curviligne s(t) n’est généralement pas une fonction linéaire du parametre t. Dans les
deux sections suivantes, nous montrons a 'aide d’un exemple les inconvénients de cette
premiere approche, puis nous proposons un nouveau modele de support.
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Support classique avec variation du parametre ¢ a pas constant

Pour illustrer la méthode la plus courante et ses inconvénients possibles, supposons
que la courbe I' soit définie par la fonction v ci-dessous :

x(t) = 2 cos a(t)
v:I1=[0,1 — R3, t— ()= y(t) =sina(t) (2.5)
z(t) =0

ou « est la fonction suivante :
a:I1=[01 — R, t»—>oz(t):—%—|—t1'8(7r—|—2%) (2.6)

Comme le montre la figure 2.1, la courbe I' forme dans le plan Oy une portion
d’ellipse d’extrémités Py et Py, cette ellipse de centre O ayant un grand axe d’extrémités
(£2,0) et un petit axe d’extrémités (0, £1). Pour un parametre ¢ donné, a(t) peut étre
interprété comme un angle au centre d’un cercle dont ’ellipse est la projection. Lorsque
t varie de 0 & 1, angle «(t) varie de — T A 7+Z de manitre croissante mais non linéaire.

Nous sommes ici dans le cas fréquent ot le calcul exact de la longueur L de la courbe
I" est impossible. En effet, ’équation 2.4 conduit a une intégrale elliptique de deuxieme
espece, mise en évidence par Legendre, qui ne peut étre calculée que de maniere ap-
proximative. Pour cette raison, nous subdivisons l'intervalle de définition I = [0, 1] de
v, ici avec un pas constant de %, valeur exagérément grande pour mieux expliciter la
méthode. Le tableau ci-dessous donne, pour i = 0, ..., 5, la valeur du parametre t; = £,
celle de t}'® mettant en évidence une variation non linéaire, et celle de L; qui désigne
I’abscisse curviligne approchée du point 7(¢;), obtenue par une somme de longueurs
d’arétes du support S(I'). Dans ce tableau, les valeurs de til'S et de L; sont données a

1073 pres.

t; | ti® L;
0.0 | 0.000 | 0.000
0.2 | 0.055 | 0.280
0.4 | 0.192 | 0.846
0.6 | 0.399 | 2.114
0.8 | 0.669 | 4.244
1.0 | 1.000 | 5.575

T W N~ Of .

Ainsi, la longueur totale de la courbe I' peut étre approchée par L = Ls = 5.575. Si l'on
souhaite obtenir un maillage M (I") en 3 arcs de méme longueur, les abscisses curvilignes
des sommets de ce maillage sont respectivement 0, %L, 2 et L, soit approximativement
0, 1.858, 3.717 et 5.575. 1l est facile d’obtenir ces sommets par interpolation linéaire a
partir de la table précédente. Pour calculer les parametres correspondants t;, des inter-
polations linéaires peuvent encore étre effectuées. Cependant, méme avec un support
plus fin, les erreurs d’approximation seraient importantes car ’abscisse curviligne s ne
varie pas linéairement avec le parametre ¢.

De maniere plus générale, la construction d’un support par subdivision uniforme de
I'intervalle de définition I, bien que tres utilisée en pratique, exige souvent un tres grand
nombre de points pour obtenir une précision acceptable. Par suite, nous proposons une
nouvelle méthode de construction du support S(I').
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Pl PO

Fia. 2.1 — Exemple montrant une courbe I' (portion d’ellipse d’extrémités Py et P),
son support S(I') comportant 5 arétes (nombre volontairement réduit pour clarifier la
figure), et sa discrétisation uniforme M (I") comportant 3 arétes.

Nouveau modele de support

L’objectif est de construire un support « optimal » S(I') d’une courbe I' définie
par I'équation 2.1, c’est-a-dire permettant d’atteindre une précision suffisante tout en
utilisant un minimum de points. Ce support est lui-méme défini par une suite croissante
de parametres t;, i = 0,...,m, avec tg = a et t,, = b, les points y(t;) constituant les
sommets du support. Pour que la méthode de maillage précédente soit applicable, il est
nécessaire de garantir la propriété géométrique suivante :

Tout point 7(t) de la courbe I', avec ¢; < t < t;+1, doit étre « proche » du

segment droit [y(¢;) y(tiy1)], pour ¢ =0,...,m — 1. (PG)

Dans 1’énoncé de la propriété (PG), la distance d’un point quelconque M a un
segment [AB] est définie de maniére classique comme la plus petite distance entre ce
point M et chacun des points du segment [AB] (une définition plus générale est fournie
plus loin par ’équation 2.23). En pratique, un point est considéré comme « proche »
d’un segment si sa distance au segment ne dépasse pas un seuil donné . Grace a cette
propriété géométrique, la longueur totale L de I' est voisine de la somme des longueurs
des segments droits [y(t;) y(ti+1)] avec i = 0,...,m — 1, et la discrétisation de la courbe
basée sur des abscisses curvilignes peut étre réalisée a ’aide de simples interpolations
linéaires.

Cependant, une propriété plus forte est nécessaire dans le contexte d’une approche
indirecte de maillage surfacique (qui sera précisée en section 4.4). Dans ce cas, la courbe
I' de R? est I'image par une application o d’une courbe plane C, représentant une
application w. Ceci s’écrit de maniere formelle :

w : [a,b] — R?, t— w(t) (2.7)
o:R? - R3, u,v — o(u,v)
vl = RS, e () = o) = (0 0w)()

Par souci d’homogénéité, la courbe I' sera également notée C,. Dans notre approche
indirecte de maillage, on veut faire correspondre & un point donné P de C, le point P’ de
Cy tel que o(P") = P. Autrement dit, on cherche le parameétre ¢ tel que o(w(t)) = P. En
général, les applications réciproques de o et de w ne sont pas connues, et les méthodes
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de type Newton-Raphson s’averent peu efficaces en raison des couts d’évaluation de o,
de w et de leurs dérivées. Par approximation, on utilise donc un support (w(t;))i=o,....m
de C, et le support correspondant (7(t;))i=o,....m de Cs. A un point P du segment droit
[v(t;) ¥(ti+1)], on fait correspondre un point P’ du segment droit [w(t;)w(t;+1)] par
interpolation linéaire sur les longueurs. Pour que cette approximation soit justifiée,
nous faisons en sorte que la propriété de linéarité suivante soit vérifiée :

Lorsque t varie de t; a t;+1, le point correspondant y(¢) sur la courbe I'
peut étre approché, a I’aide d’une interpolation linéaire sur le segment droit

[y(ti) v(tig)], fa_trtlé point J(t) = v(t;) + \i(t) (v(ti+1) — v(t:)) (PL)
avec \;(t) = til
i+1 — b

A nouveau, deux points seront considérés comme proches si leur distance ne dépasse
pas un seuil donné €. L’ancienne propriété (PG) se déduit facilement de (PL) puisque
tout point v(¢) de la courbe I', avec t; < t < t;11, est proche du point ¥(¢) situé sur
le segment droit [y(¢;) y(ti+1)], pour i = 0,...,m — 1. Mais la nouvelle propriété (PL)
implique en outre que, pour un parametre ¢ compris entre ¢; et ¢;1, la longueur de
larc représentant la fonction ~y(u) avec t; < u <t est proche de la longueur du segment
droit [y(¢;)7(t)]. Ainsi, lorsque la propriété (PL) est vérifiée, I'application ¢ +— s(t)
donnant ’abscisse curviligne s en fonction du parameétre ¢ peut étre approchée avec
une précision acceptable par une application linéaire par morceaux :

: 1 sioj<1
() = A1) In(tsn) =)l avee N =1 ;4 . (2.10)
j=0

LA S
tit1 — 1

A présent, nous avons besoin d’un algorithme pour trouver une suite de parametres
(ti)i=0,...m, avec tg = a et t,, = b, vérifiant la propriété (PL). L’idée de base est de
chercher un parametre ¢ de l'intervalle ouvert ]a,b| qui maximise la distance entre les
points y(t) et F(t). Soit t;,q, ce parametre et dq, la distance maximale associée. Si
dmaz < €, notre objectif est atteint. Sinon, le processus peut étre répété récursivement
sur chacun des deux intervalles |a, t;naz| €t [tmaz, b|.

Cependant, il est généralement impossible de calculer exactement un tel parametre
tmae- Par suite, un échantillonnage de I'intervalle [0, 1] est réalisé, soit (\;)i—o,... p avec
Ao = 0 et A\, = 1. Les applications y et 7 sont évaluées aux points t = a+\; (b—a) pour
i =1,...,p— 1. Pour plus d’efficacité, cet échantillonnage alterne des points répartis de
maniére uniforme (permettant d’obtenir le maximum exact dans certains cas courants,
en particulier au point milieu ¢ = aT‘Fb) et des points répartis aléatoirement (pour
éviter le phénomene dit d’aliasing, par exemple lorsque ~ est une fonction périodique
de fréquence p). La figure 2.2 montre un exemple d’échantillonnage uniforme pour les
points d’indices pairs i = 0, 2,4, ...,p = 20 et aléatoire pour les points d’indices impairs
1=1,3,....,p— 1.

En résumé, lorsqu’un tel échantillonnage (\;)i=o,...p, a été réalisé, un support S(I")
de la courbe I' est obtenu par subdivisions successives. Cet algorithme de linéarisation
de I'application v peut s’écrire sous forme simplifiée en pseudo-code :
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FIG. 2.2 — Echantillonnage alternativement uniforme et aléatoire de lintervalle [0,1]
donnant des points numérotés de 0 a 20.

procédure récursive subdiviser(a, b)
dmax =0
pour ¢ =1 a p—1 faire
t=a+ X\ (b—a)

M =~(t)

N = v(a) + A (v(b) — ~(a))

d = ||MN||

si (d > dmax) { dmaz = d; tmax =1 }
fin pour

si (dpmax > €) { subdiviser(a, t;q,);  subdiviser(tmaz, b) }
fin procédure

Si la courbe I' comporte un point anguleux, cet algorithme produit un grand nombre
de subdivisions autour de ce point anguleux, a moins que le tirage pseudo-aléatoire ne
donne exactement le parametre ¢ correspondant. En pratique, il est préférable de fournir
explicitement ce parametre ¢.

Le support S(I') généré par la méthode ci-dessus permet d’obtenir rapidement, a
I’aide d’interpolations linéaires, une discrétisation de la courbe I' avec un calcul précis
des longueurs. En outre, dans le contexte d’'une méthode indirecte de maillage surfa-
cique, il permet de reporter efficacement une discrétisation tridimensionnelle dans les
domaines paramétriques concernés, en évitant la résolution de systemes non linéaires
représentant les équations analytiques des courbes (cf. 4.5.3). Les sections suivantes
précisent les méthodes utilisées pour discrétiser une courbe tout en respectant divers
types de spécifications : uniformes, isotropes ou anisotropes.

2.5.1 Spécifications uniformes

Nous avons vu en section 2.3 que la discrétisation uniforme d’une courbe I' consiste
a subdiviser cette courbe en n arcs de méme longueur. Dans ce cas, les spécifications
fournissent généralement cette longueur constante h. L’algorithme de discrétisation
s’écrit alors :

1. Calculer la longueur L de la courbe I'.

L
2. Déterminer l'entier n tel que la longueur | = — d’un arc soit la plus « proche »
n
possible de h.

3. Déterminer les points P; d’abscisses curvilignes s; =4 x [, pour ¢ = 0,...,n, ou
Py = A et P, = B sont les deux extrémités de I'.

Apres avoir construit le support S(I") (cf. section précédente), ce dernier algorithme
en trois étapes est facile a mettre en ceuvre. En effet, a I’étape 1, la longueur totale L
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de I' peut étre approchée par celle de la ligne polygonale S(I"). A I’étape 2, on peut

choisir n égal a 'entier le plus proche du réel — (si cet entier approchant est nul, on

prendra n = 1). On peut aussi, de maniere plus élaborée, chercher & maximiser la
qualité en taille Q(I) (voir plus loin ’équation 2.14 et ce qui en suit). A létape 3, les
points P; peuvent étre trouvés simplement par interpolation linéaire sur S(I'). Enfin,
si les parametres correspondants t; sont nécessaires, ceux-ci peuvent étre calculés eux
aussi par des interpolations linéaires.

2.5.2 Spécifications isotropes

Pour préciser si un maillage doit étre localement fin ou grossier, il est commode
d’utiliser une fonction de taille h(P) qui spécifie, en chaque point P d’un domaine €2,
la longueur idéale de toute aréte issue de P. Géométriquement, pour un point P fixé,
I’ensemble des points ) du plan tels que l'aréte PQ est de longueur constante h est
bien évidemment un cercle.

En pratique, la fonction de taille A(P) n’est généralement connue que de maniere
discrete dans le domaine €2. Sur une courbe I' de la frontiere de ce domaine €2, la fonction
h(P) n’est alors connue qu’en un nombre fini de points, & savoir les deux extrémités de
I' et un certain nombre de points intermédiaires. En désignant ces points de définition
par (P;)i=o,...n, d’abscisses curvilignes croissantes (s;)i—o,... n, la taille souhaitée en tout
point P d’abscisse curviligne s comprise entre s; et s;41, avec @« = 0,...,n — 1, peut étre
obtenue par interpolation. On utilise couramment une fonction d’interpolation linéaire
ou géométrique :

— linéaire : hl(T) == hi +r (hiJrl - hz) (2.11)

hi "
— géométrique : hg(r) = h; ( hfl) (2.12)

ou r désigne 'abscisse relative % et hy(r) (resp. hy(r)) la fonction de taille par
interpolation linéaire (resp. géomzetclriqué) au point P d’abscisse relative r. Remarquons
que, 7 étant compris entre 0 et 1, on a toujours hy(r) <= h;(r), et donc une interpolation
géométrique cause en général un maillage plus fin qu'une interpolation linéaire.

La fonction de taille étant définie en tout point de la courbe I' (éventuellement
par interpolation), une discrétisation respectant ces spécifications peut étre construite
au moyen de longueurs normalisées. Si P; et P, sont deux points quelconques de la
courbe, d’abscisses curvilignes respectives s; et sg, avec s1 < sg, la longueur normalisée
In(PyPy) de 'arc Py Py est définie par :

Ih(PLP) = / ” % ds (2.13)

L’objectif est de discrétiser la courbe I' en plusieurs arcs de méme longueur norma-

lisée aussi proche que possible de I'unité. En effet, on s’apercoit en particulier que, si
89— 8
la fonction h est constante, on a (P P) = 2 - L = 1 et donc la longueur usuelle




34 2. DISCRETISATION D’'UNE COURBE

du segment courbe P; P, sera bien égale a la taille spécifiée h. L’algorithme général de
discrétisation d’une courbe I' respectant une fonction de taille h s’écrit alors :

1. Calculer la longueur normalisée L = [;,(I") de la courbe I'.

L
2. Déterminer ’entier n tel que la longueur normalisée | = — d’un arc soit relative-
n
ment la plus proche possible de I'unité.

3. Déterminer les points P; tels que I (AP;) =i x I, pour i =0,...,n, ou Py = A et
P, = B sont les deux extrémités de I'.

Dans la premiere étape, la longueur L est obtenue en sommant les longueurs nor-
malisées des arcs Q;Qi+1, en notant (Q;);—o,...m les points ot la fonction de taille est
définie de maniere discrete. Lorsque I'interpolation est linéaire ou géométrique, chaque
longueur peut étre calculée de maniere analytique [10, 87].

Dans la deuxiéme étape, 1’écart de la longueur [ d’un arc par rapport a I'unité peut
étre estimé de maniere absolue, soit |l — 1|, ou de maniére relative via une fonction de
qualité @ : RT — [0, 1] définie ainsi :

l sio<[<1
Q) = (2.14)

sil>1

: . . . L .
Pour trouver un entier n qui maximise la quantité Q(l), avec | = —, on considere la

partie entieére nq de L. Dans le cas trivial n; = 0, I'entier cherché est n = 1. Dans tous
les autres cas, les deux entiers envisageables sont n; ou ng = n; + 1 qui encadrent L,

. L . . .
d’ou les longueurs associées [1 = — et 9 = — qui encadrent 'unité. Plus précisément,
n n

1 2
nous avons par hypothese n; < L < ng, d’ott Iy < 1 <. Ceci conduit a comparer les
n L
qualités Q(l1) = — = L et Q(lg) = lo = ——. Le choix de la plus grande quantité
ll L ni + 1
donne n = ny si L? < ny (n141) et n = ng+1 sinon. On remarque alors que, pour tout

V2 V2

L > = on a - <l < V2 (ces extrema sont les limites de [, respectivement a droite

et & gauche, lorsque L tend vers v/2). A titre d’exemple, si la longueur normalisée de
la courbe I' est L = 1.42, on pourra discrétiser cette courbe en un seul arc de longueur
l1 = 1.42 ou en deux arcs de longueur o = 0.71, ce dernier choix étant préférable car
Q(l1) < Q(l2). Un codage possible en pseudo-code est le suivant :

n = max(int(L), 1)
sin(n+1)<L?alorsn=n+1

Dans la troisieme et derniere étape, il suffit de chercher dans un premier temps
les points d’interpolation Q; et @Q;41 tels que I(AQ;) < IL(AP;) < I(AQj+1), pour
1 =1,...,n—1. Dans un second temps, ’abscisse curviligne du point P; peut a nouveau
étre obtenue analytiquement si l'interpolation est linéaire ou géométrique [10, 87].
Enfin, si le parametre correspondant ¢; est requis, celui-ci peut étre calculé efficacement
en utilisant le support S(I') précédent (cf. section 2.5.1).
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Exemples de discrétisations respectant des spécifications isotropes

Dans le cas isotrope, la taille requise est par définition indépendante de la direction
des arétes, et il suffit donc d’étudier la discrétisation d’un segment droit. Dans notre
exemple (figure 2.3), aux cing points d’abscisses 0, 3, 4, 8 et 10 sont spécifiées les tailles
respectives 1.5, 0.5, 2.0, 0.1 et 0.7 représentées par des cercles. Par interpolation linéaire,
on obtient une fonction de taille h(s) définie en tout point du segment droit et dont le
graphe est tracé sur la figure 2.4. L’algorithme de la section 2.5.2 fournit la discrétisation
visible au bas de cette méme figure. En outre, un histogramme est formé de carrés
construits sur cette discrétisation. Les intersections de la courbe interpolée avec les
segments horizontaux de cet histogramme prouvent que la discrétisation respecte bien
la fonction de taille h(s) [87]. De méme, la figure 2.5 représente la nouvelle fonction de
taille h(s) résultant d’une interpolation géométrique, la discrétisation correspondante
et 'histogramme prouvant le respect de la fonction de taille. Conformément a ce que
nous avions mentionné plus haut, un plus grand nombre d’éléments est alors généré (26
arétes au lieu de 17 précédemment).

o——C

F1G. 2.3 — Tailles spécifiées en plusieurs points d’un segment droit (représentées par
leurs « cercles unités »).

F1a. 2.4 — Graphe de la fonction de taille h(s) obtenue par interpolation linéaire et
discrétisation correspondante du segment droit (17 arétes).

F1a. 2.5 — Graphe de la fonction de taille h(s) obtenue par interpolation géométrique
et discrétisation correspondante du segment droit (26 arétes).
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2.5.3 Spécifications anisotropes

Alors que les spécifications isotropes vues précédemment permettent de controler
uniquement la taille des éléments d’un maillage, les spécifications anisotropes présentées
dans cette section permettent de controler aussi leur forme. Ces spécifications aniso-
tropes définissent, en tout point P d’un domaine 2, un tenseur métrique (en abrégé
une métrique). Dans un espace de dimension d > 2 muni de son repeére, le tenseur en
un point P est caractérisé par une matrice M(P) symétrique définie positive d’ordre
d. Si une courbe T de cet espace est paramétrée par une application v : [a,b] — R%, on
définit sa longueur normalisée dans le champ de métriques {M(P)}per par :

b
(@) = [ V30T M) 3 d (2.15)

ou % désigne la dérivée de 7 par rapport a ¢ (cf. équation 2.1 et ce qui en suit).
Pour donner a ce qui précede une interprétation géométrique, considérons dans
I’espace R? muni de son repére usuel une métrique fixe M :

M:(z i) avec a >0, c>0et ac—b? >0 (2.16)

Le « cercle unité » représentant cette métrique en un point P de R? est le lieu des
points @ tels que Ip(PQ) = 1. En prenant pour origine le point P, et en paramétrant
le segment de droite PQ par I'application linéaire v : [0,1] — R?, t +— P + t@, les
deux dernieres équations donnent :

IMPQ?=(z y) (Z i) (z)—axQ—i-bey—l—cyQ—l (2.17)

Cette équation est celle d’une ellipse centrée en P, qui peut étre caractérisée par
I’angle 6 entre ’axe des abscisses du repere usuel et un axe quelconque de lellipse, par
la longueur 2 hy de cet axe et par la longueur 2 hy de I'axe orthogonal (voir figure 2.6).
Dans la base canonique de cette ellipse, la matrice définissant la métrique et 1’équation
du « cercle unité » deviennent :

1

— 0
h2 Qf/ y/
M/ - 01 1 et h_% + h_% =1 (218)
13

Ainsi, la taille requise pour une aréte issue du point P est égale a hy dans la
direction 6, a hy dans la direction orthogonale, et varie de maniére monotone entre ces
deux directions. En définissant une métrique M(P) en tout point P du domaine €2,
on obtient un champ anisotrope permettant de controler a la fois la taille et la forme
des éléments générés, qui seront plus ou moins étirés selon 'excentricité de l'ellipse. Ce
champ de métriques définit un espace riemannien sur le domaine §2.

Comme dans le cas isotrope (cf. section précédente), les métriques ne sont généra-
lement connues que de maniere discrete. Pour interpoler une métrique sur un segment
droit, connaissant les métriques M; et My en ses deux extrémités, on utilise une
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Q

Q

F1G. 2.6 — « Cercle unité » représentant une métrique isotrope (a gauche) et anisotrope
(& droite).

réduction simultanée. Ce procédé fournit une base, généralement non orthonormée, dans
laquelle les matrices M et M sont toutes deux diagonales. En identifiant chaque terme
diagonal a I'inverse du carré d’une taille, on peut a nouveau utiliser une interpolation
linéaire ou géométrique (cf. équations 2.11 et 2.12).

L’algorithme de discrétisation d’une courbe I' respectant un champ anisotrope est
analogue a celui de la section précédente. En notant M(I") le champ de métriques défini
le long de la courbe I', cet algorithme comporte les étapes suivantes :

1. Calculer la longueur normalisée L = [y qr)(I') de la courbe T".

L
2. Déterminer 'entier n tel que la longueur normalisée | = — d’un arc soit relative-
n

ment la plus proche possible de 'unité.

3. Déterminer les points P; tels que [yqr)(AP;) =i x I, pour i =0,...,n, ot Pp = A
et P, = B sont les deux extrémités de I.

Le déroulement de I’étape 2 est identique a celui de la section précédente. En re-
vanche, dans les étapes 1 et 3, il est généralement difficile ou impossible de calculer
analytiquement les longueurs. On utilise donc le support polygonal S(I") présenté dans
la section 2.5.1. Pour calculer la longueur d’un segment droit quelconque P(@Q) apparte-
nant a S(I"), I'équation 2.15 donne :

1
o (PQ) = [ VPG M) PG (2.19)

En effet, le segment PQ peut étre paramétré par I'application v : [0,1] — R2?
t— P+ t@, d’ou la dérivée 4(t) = w Généralement, l'intégrale ci-dessus ne peut
pas étre calculée exactement mais on peut utiliser une méthode d’intégration discrete
avec adaptation. En se basant par exemple sur la « méthode des trapezes », et en
appelant f la fonction a intégrer, nous avons :

1
O R (2.20)

Le résultat est jugé suffisamment précis s’il est inférieur a un certain seuil, par
exemple 0.5 (rappelons que les longueurs sont normalisées). Sinon, on subdivise le seg-
ment PQ en deux segments de tailles égales (dans la métrique usuelle) et on recommence
récursivement le processus. Toutes ces subdivisions de la courbe I' sont conservées a
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I’étape 1 pour étre utilisées ensuite a 1’étape 3. D’autres approches sont envisageables
pour effectuer les intégrations numériques, parmi lesquelles la méthode de Simpson
adaptative (déja évoquée en section 2.4).

Exemples de discrétisations respectant des spécifications anisotropes

Considérons une courbe I' fermée et présentant deux points anguleux (figure 2.7 a
gauche). Le but est de discrétiser cette courbe dans un champ de métriques anisotropes.

Dans un premier temps, un support polygonal est généré. La figure 2.7, a gauche,
montre le support polygonal correspondant a un seuil donné e (cf. section 2.5). La
méme figure, a droite correspond a un seuil inférieur. Pour la suite des calculs, nous
retiendrons ce dernier. La figure 2.8 montre les « cercles unités » correspondant aux
métriques données dans les spécifications. Enfin, la figure 2.9 montre les discrétisations
générées lorsque le champ de métrique est obtenu par interpolation linéaire (& gauche)
ou géométrique (a droite). A nouveau, un plus grand nombre d’éléments est généré
dans le deuxieme cas. La visualisation des métriques en chaque sommet généré indique
que la discrétisation est bien conforme aux spécifications.

2.5.4 Combinaison de plusieurs spécifications

Jusqu’a présent, les spécifications données en un point quelconque P du domaine
() étaient représentées par une taille ou une métrique unique. Or, dans un calcul par
éléments finis, les caractéristiques souhaitées pour les éléments du maillage peuvent
découler de diverses contraintes liées a la modélisation du phénomene physique et/ou a
la géométrie du domaine. D’ot1 le nouveau probleme posé : comment remplacer plusieurs
spécifications en un point donné par une seule spécification ?

Clairement, les spécifications de type uniforme, isotrope et anisotrope, dans cet
ordre, présentent une généralité de plus en plus grande. En effet, lorsque les spécifications
sont de type anisotrope, le « cercle unité » en un point quelconque du domaine € est
une ellipse caractérisée par son inclinaison 6 et les longueurs hq et ho de ses demi-axes.
Dans le cas particulier hy = hg = h, cette ellipse devient un cercle de rayon h corres-
pondant a des spécifications isotropes. Enfin, si la taille h est constante sur le domaine
Q, les spécifications sont uniformes. Ainsi, lorsque des spécifications sont de plusieurs
types, leur combinaison sera du type le plus général parmi ceux-ci.

L’idée de base pour déterminer la spécification unique cherchée est de considérer
I'intersection des « disques unités » spécifiés au point P. Cette méthode est directement
applicable dans les deux premiers cas, uniforme et isotrope. La taille requise au point
P est alors le minimum des tailles requises.

En revanche, dans le cas anisotrope, le contour de I'intersection des « disques unités »
n’est généralement pas une ellipse. On cherche donc la plus grande ellipse incluse dans
cette intersection. Si deux spécifications anisotropes sont données au point P, une
réduction simultanée permet d’obtenir lellipse cherchée. Rappelons que ce procédé,
déja utilisé précédemment a des fins d’interpolation, fournit une base dans laquelle les
deux spécifications sont représentées par des matrices diagonales M7 et My que nous
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Fia. 2.7 — Deux supports polygonaux d’une méme courbe I'; le premier grossier et le
second plus fin.

Fi1G. 2.8 — Métriques anisotropes spécifiées en plusieurs points de la courbe I'.

F1a. 2.9 — Deux discrétisations de la courbe I respectant le champ de métriques obtenu
par interpolation, la premiere linéaire et la seconde géométrique.
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écrivons sous la forme suivante :

1 1
hi12 0 ho1? 0
My =| h® My=| h2® (2.21)
0 h12? 0 hao?

On en déduit la combinaison M de My et de M5 dans cette méme base :

1
- 0
3 2
M= mln(hl(;a ha1) . (2.22)

min(hlg, h22)2

A titre d’exemple, la figure 2.10 montre trois ellipses représentant les « cercles
unités » correspondant a deux métriques données (Mj, Ms) et & leur combinaison
M. Cette derniere ellipse est entierement incluse dans 'intersection des « disques »
délimités par les deux premieres ellipses. Par abus de langage, la métrique M est aussi
appelée intersection des métriques My et Mo.

Plus généralement, si une suite de métriques (M;);=1, ., est donnée, n > 2, la
combinaison de ces métriques est représentée par la plus grande ellipse incluse dans
Iintersection de leurs « disques unités ». Cette définition étant difficile a mettre en
ceuvre, une autre approche consiste a considérer la métrique intersection de M et de
Mo, puis la métrique intersection du résultat avec Mg, et ainsi de suite. Remarquons
que la premiere définition est indépendante de l'ordre initial des métriques tandis que
la seconde ne ’est pas.

F1G. 2.10 — Ellipses correspondant & deux métriques données (M, Ms) et & leur com-
binaison M (cette derniere étant la plus interne).
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2.6 Discrétisation de type A", A! ou géométrique

Les spécifications précédentes (uniformes, isotropes, anisotropes ou une combinai-
son de celles-ci) constituent des outils trés généraux pour controler la discrétisation
d’une courbe. Une application intéressante, parmi d’autres, consiste a controler I'ap-
proximation géométrique de la courbe a 'aide de spécifications isotropes. Cet aspect
est détaillé dans cette section et sera généralisé au chapitre 4 pour contréler le maillage
d’une surface gauche, en utilisant cette fois-ci des spécifications isotropes ou anisotropes.

Rappelons que les discrétisations que nous manipulons sont toutes interpolantes,
c'est-a-dire que tout sommet P;, ¢ = 0,...,n, de la discrétisation M (I") est aussi un
point de la courbe I' (ou plus exactement du support S(I') qui approche fideélement la
courbe T'). Nous noterons ici I'; la portion de la courbe T' d’extrémités P;_; et P;, et
M (T;) aréte de M(I") de mémes extrémités, i = 1,...,n. Pour que chaque aréte M (T';)
puisse étre considérée comme une approximation géométrique de I';, il est nécessaire
de vérifier deux types d’écarts désignés par A" et A' :

— L’écart A (écart d’approximation d’ordre 0) évalue les distances entre les points

de larc T'; et aréte M (T';).
— L’écart A' (écart d’approximation d’ordre 1) évalue les angles entre les tangentes
a larc T'; et la direction de laréte M (I;).

Ces écarts sont dits d’ordre 0 ou 1 car, si la courbe I' représente une fonction =,
I’écart AY ne concerne que cette fonction v, tandis que I'écart A' concerne la tangente
a la courbe I' et donc la dérivée premiere ~. Le fait de majorer 'un ou l'autre de ces
écarts pour tout ¢ = 1,...,n permet d’assurer la validité de ’approximation géométrique
de la discrétisation vis-a-vis d’une certaine tolérance :

— Si I'écart A? est majoré par un seuil de distance g9 donné, la discrétisation M (T")

est considérée comme suffisamment proche de la courbe I'. Nous dirons alors que
M (T) satisfait le « critére Ag », ou que M(T) est une « discrétisation A° ».

— Silécart A est majoré par un seuil d’angle €; donné, une portion lisse de courbe
est approchée par un discrétisation d’aspect lisse elle aussi. Nous dirons dans ce
cas que M (T') satisfait le « critere Ay », ou que M () est une « discrétisation A ».

— Siles écarts AY et A! sont tous deux majorés, nous parlerons d'une « discrétisation
géométrique ».

Les sections ci-dessous définissent plus précisément ces deux écarts A% et Al

2.6.1 Ecart et critere A°

Notre objectif est de définir I’écart d’approximation d’ordre 0, ¢’est-a-dire de quan-
tifier la proximité ou l’éloignement d’une portion de courbe I'; par rapport a ’aréte
M(T;) de mémes extrémités. A cette fin, plusieurs définitions de distances sont rap-
pelées ci-dessous.

On désigne par d(p, q) la distance usuelle entre deux points p et q.

La distance d’'un point @ a un ensemble B de points est définie par :

d(a,B) = Jlr)réig d(a,b) (2.23)
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La distance usuelle entre deux ensembles de points A et B est définie par :

d(A, B) = min d(a, B) (2.24)

acA

La distance ainsi définie ne permet pas de définir I’écart A° cherché. En effet, il
suffit que les ensembles A et B aient un seul point commun, d’autres pouvant étre tres
éloignés, pour que leur distance d(A, B) soit nulle. On introduit donc la distance de
Hausdorff H(A,B), non symétrique!, entre un ensemble de points A et un ensemble
de points B :

H(A, B) = max d(a, B) (2.25)
acA

A présent, nous pouvons définir Iécart A°, noté Ep, entre I'arc T; et Paréte M (T;)
par la relation suivante :

Autrement dit, pour tout point P de ’arc I';, on évalue la distance entre P et 'aréte
M (T;). Le maximum de ces distances donne I'écart A° cherché. En pratique, il suffit
de considérer un nombre fini de points répartis aléatoirement sur l'arc I';.

Par définition, I'aréte M (T';) satisfait le critere A° si I’écart précédent est majoré
par un seuil de distance ¢y donné :

2.6.2 Ecart et critéere A!

La majoration de I’écart A précédent par un seuil de distance gy donné n’est pas
suffisante pour obtenir dans tous les cas une approximation géométrique satisfaisante.
Par exemple, sur la figure 2.11 a gauche, la courbe n’est pas lisse mais est approchée
par une seule aréte (supposée de distance inférieure & £p). Dans un second exemple,
a droite, une courbe lisse est approchée par une discrétisation formant des « plis ».
Généralement, ces deux types de discrétisation ne sont pas acceptables.

Fy

FiG. 2.11 — Exemples de discrétisations vérifiant le critere A° et non le critere A'.

'En fait, H(A, B) n’est pas une véritable distance car non symétrique. On définit la « distance de
Hausdorff symétrique » par Hs(A, B) = max(H (A, B), H(B,A)) mais cette derni¢re est d’un usage
assez rare.
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Pour y remédier, I'idée de base est de considérer, pour tout point P d’une portion de
courbe I';, I’écart angulaire entre le vecteur tangent en P a I'; et la direction de ’aréte
M(T;). Comme nous l'avons vu, I’évaluation des vecteurs tangents implique qu’il s’agit
d’un écart d’approximation d’ordre 1 que nous noterons A'. Par un procédé semblable
a celui de la section précédente, nous donnons ci-dessous, de proche en proche, une
définition plus rigoureuse de cet écart A

L’angle entre deux vecteurs quelconques @ et U est noté a(w, V).

Pour tout point P de I';, désignons par 7T, (P) le vecteur tangent en P & I';. Par
ailleurs, désignons par 7 le vecteur P;_1 P; donnant la direction de 'aréte M (T;).

Nous pouvons définir 1’écart A' (non symétrique), noté Ey, entre I'arc I'; et I'aréte
M(T;) par :

B\ (T, M(T) = max a(7(P), 7) (2.28)

Ainsi, pour tout point P de I'arc I';, on évalue I’angle entre la tangente en P a I';
et la direction de I'aréte M (I';). Le maximum de ces angles donne 1’écart A! cherché.
En pratique, il suffit de considérer les tangentes aux deux extrémités et en un nombre
fini de points répartis aléatoirement 'arc I';.

Par définition, I'aréte M (T';) satisfait le critere A! si Pécart précédent est majoré
par un seuil d’angle £; donné :

Ey (I, M(I)) < & (2.29)

Le probleme que nous nous posons maintenant est le suivant : une courbe I' étant
donnée, trouver une fonction de taille permettant de satisfaire le critere A° ou A'.
Autrement dit, quelle est la plus grande taille A d’une aréte issue d’un point quelconque
P deT, de maniere & respecter le critere A° ou A' ? Cette question est traitée ci-dessous,
en confondant localement la courbe avec son cercle osculateur, ce qui suppose que le
rayon de courbure soit continu et varie peu autour du point P.

2.6.3 Spécifications de taille satisfaisant le critére A°

Considérons le cercle osculateur de la courbe I' au point P (voir figure 2.12). Par
définition, le rayon p de ce cercle est le rayon de courbure de I' en P. Pour un point X
se déplacant sur ce cercle, on désigne par h la longueur de I'aréte PX et par § 1’écart
de cette aréte avec le cercle. Les réels p, h et §, qui vérifient respectivement p > 0,
0<h<2pet0<d§<p,sont liés entre eux par le théoreme de Pythagore :

(g>2+(p—5)2—p2 & h=2,/0(2p—0) (2.30)

Lorsque la taille h croit de 0 a 2p, I’écart § croit de 0 a p. Inversement, la fonction
0 +— h est croissante sur l'intervalle [0, p].

Afin de satisfaire le critere AY, ’écart 6 de toute aréte du maillage doit étre majoré
par une constante g. La plus grande taille h d’une aréte issue de P est donc définie
par :

h=2 €0 (2/) - 50) (231)
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Cette expression de h spécifie la fonction de taille cherchée pour le critere A°, le
rayon de courbure p dépendant du point P. En général, on a p > ¢( et cette expression
est bien définie. Dans le cas contraire p < gg, ce qui correspond en pratique a un rayon
de courbure exagérément petit, on procede comme si 'on avait p = gg, d’ott h = 2¢y.

P P

NSy

FIG. 2.12 — Ecart de distance § entre une  FIG. 2.13 — Ecart d’angle 0 entre une aréte
aréte PX et le cercle osculateur. PX et le cercle osculateur.

2.6.4 Spécifications de taille satisfaisant le critére A!

Considérons a nouveau le cercle osculateur de la courbe I' au point P, et notons
p son rayon (voir figure 2.13). Pour un point X se déplacant sur ce cercle, on désigne
par 6 'angle entre 'aréte PX et la tangente en P & ce cercle. Le critere A' impose que

Pangle 6 soit majoré par une constante donnée ;. En remarquant que sinf = 25 et
p

4]
que cosf =1 — — (voir sur la figure 'angle de sommet O et égal a #), majorer 1'angle
0 revient a majorer 1’écart relatif d, ou la taille relative h, :
0 h .
0<e & o6,=—-<1-cosey & h,=-—<2sine (2.32)
p p

Il résulte de cette équation que la taille A doit étre proportionnelle au rayon de
courbure p, avec un facteur de proportionnalité A = 2 singey :

h=A\p=(2sine)p| (2.33)

Le rayon de courbure p dépendant du point P, cette expression de h définit la
fonction de taille cherchée pour le critere A

En résumé, la fonction de taille 2.31 (resp. 2.33) spécifie une discrétisation A°
(resp. Al). Il en résulte que le minimum de ces deux fonctions, qui satisfait & la fois les
criteres A? et A, spécifie une discrétisation géométrique.
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2.7 Application (courbes interfaces d’un Falcon)

La figure 2.14 montre une discrétisation géométrique des courbes interfaces d’un
avion d’affaires de type Falcon. Cette discrétisation a été réalisée par le logiciel BLSURF
[90]. L’écart angulaire maximal donné est 1 = 2°. La discrétisation plus dense dans les

parties fortement courbées permet d’approcher les courbes avec la précision demandée.
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F1a. 2.14 — Discrétisation géométrique (avec un écart angulaire maximal de 2 degrés)
des courbes interfaces d’un avion d’affaires de type Falcon. (©) Dassault Aviation.
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Chapitre 3

Maillage d’un domaine plan

Dans des contextes tres divers, il est nécessaire de générer des maillages plans de
qualité. En particulier, de nombreux problemes physiques peuvent étre modélisés sous
forme bidimensionnelle de maniere a demander des ressources réduites en temps calcul
et en espace mémoire. Par ailleurs, le maillage dans le plan est a la base du maillage
des surfaces gauches, moyennant certaines précautions comme nous le verrons au cha-
pitre suivant. Enfin, une étude préliminaire en 2D précede souvent la résolution d’un
probleme 3D, bien que le passage de 'une a l'autre se traduise rarement par une simple
extension.

Un domaine plan €2 est généralement défini par sa frontiere I' et par une « orienta-
tion » indiquant de quel coté de la frontiere il se situe. Par exemple, la premiere image
de la figure 3.1 montre un domaine formé d’un simple disque (la fleche indiquant de
quel coté se trouve le domaine). Sur la deuxiéme image, le domaine est constitué d’un
disque percé de quatre trous, la frontiere comprenant alors cinq composantes connexes.
Les autres images montrent que la donnée d’une courbe et d’une orientation sur cette
courbe ne définit pas toujours correctement un domaine. Ainsi, sur la troisitme image,
la courbe est ouverte. Sur la quatrieme, elle est fermée mais 'orientation fournie est
incorrecte. Enfin, sur la cinquiéme, elle est également fermée mais présente une auto-
intersection.

Apres un état de l'art sur le sujet du maillage d’'un domaine plan (section 3.1),
nous donnons ci-apres une présentation générale de nos contributions (3.2) et nous les
détaillons dans le cas de domaines dont les contours sont fixes (3.3) ou variables (3.4).

O @ C O W

Fia. 3.1 — De gauche a droite, deux domaines bien définis et trois mal définis.
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3.1 FEtat de art

De nombreuses méthodes permettent de construire, généralement a partir de la
donnée de la frontiere d’un domaine de calcul, un maillage de celui-ci [FRE99]. Ces
méthodes different principalement par la fagon dont sont générés les sommets intérieurs
du maillage. Parmi celles-ci, la méthode frontale offre un moyen puissant pour la
construction d’'un maillage aussi régulier que possible. En effet, elle utilise le fait que
des entités du maillage sont déja construites et place les points internes d’une maniere
optimale par rapport a ces entités. A Dinitialisation, ces entités sont fournies par la
discrétisation du contour, qui doit faire partie du maillage final. La méthode frontale
consiste principalement a appliquer d’une maniere itérative les procédures suivantes :

— définir un front constitué de quelques entités du maillage,

— placer des points internes d’une maniere optimale par rapport a ce front,

— connecter les nouveaux points générés aux autres entités du maillage déja exis-

tantes.

La premiere procédure est cruciale dans la mesure ou la convergence de la méthode
en dépend. Quant aux deux autres procédures, elles agissent sur la régularité du
maillage. Parmi les méthodes frontales, plusieurs variantes ont été proposées qui different
principalement par le fait que ’on remplit un domaine vide [LO85, LOH88, MAV92] ou
que l'on modifie un premier maillage grossier du domaine [MER91, MUL92, REB91].
Dans le premier cas, le front représente la frontiere entre la partie du domaine déja
maillée et le reste du domaine qui est encore vide, alors que dans le second cas le front
sépare des éléments jugés « bons » des autres éléments. Dans chacun des cas, les points
internes sont définis de la méme maniere afin de vérifier un critere de taille d’éléments as-
surant la régularité du maillage. En effet, la construction locale d’'un élément équilatéral
ne peut garantir une régularité globale, en particulier si le pas de la discrétisation
des contours n’est pas constant. Chaque point interne généré dans le premier cas est
connecté uniquement a I’élément du front qui a permis de le définir, alors que dans le se-
cond cas d’autres connexions peuvent étre établies suivant le critere utilisé pour insérer
le point dans le maillage. Le principal avantage de la premiere approche est que le front
est naturellement défini et que sa gestion est simple. En contrepartie, la validation d’un
nouvel élément généré se fait via la recherche d’intersections éventuelles avec des entités
voisines et, tant que le front est non vide, le domaine n’est pas encore compléetement
maillé. A l'opposé, la seconde approche présente un double avantage : d’une part, le
domaine est completement maillé méme si le front n’est pas vide et, d’autre part, les
points générés sont naturellement insérés dans un maillage (ce qui évite les recherches
d’intersections). En revanche, le front doit étre correctement identifié et géré afin de
garantir la convergence de la méthode.

L’adaptation locale des maillages a la physique des problemes permet d’obtenir une
meilleure précision des solutions calculées (voir par exemple [LO91, LOH89, MAV90,
PERS87, WEA94]). En particulier, il est possible de bien capter des évolutions rapides
de la solution dans les zones de fortes variations tout en conservant un nombre accep-
table de degrés de liberté. Les premieres approches pour construire un maillage adapté
sont basées sur un couplage entre des techniques de régularisation et de découpe locale
des éléments du maillage. Dans une premiere phase, un maillage initial du domaine
est construit suivant une méthode habituelle, puis un premier calcul de la solution du
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probleme est effectué. Selon un certain critere choisi (gradient de la solution, champ
dérivé, estimation d’erreur, etc.), on détecte dans le maillage initial les zones & mo-
difier, par raffinement ou par déraffinement, et on génere un nouveau maillage mieux
adapté au probleme ; ce processus est itéré jusqu’a 'obtention d’un maillage vérifiant
le critere spécifié. En dimension 2 ou 3, la procédure de raffinement est bien maitrisée
(voir par exemple [BER85, BRI86, LEE92, RIV90]) tandis que celle de déraffinement
est loin d’étre completement résolue. Par suite, au lieu de cette approche basée sur
des modifications locales, on considere une méthode plus globale utilisant un mailleur
automatique gouverné par un certain critere. Le maillage est alors entierement recréé
a chaque itération en fonction des résultats obtenus a Iitération précédente. Le critere
d’adaptation indique, en général, la taille souhaitée des éléments. Dans le cas le plus
général, on peut considérer localement des tailles variables suivant les directions, c’est-
a-dire anisotropes. Ceci conduit a des calculs de longueurs non pas dans la métrique
usuelle euclidienne, mais dans une métrique riemannienne [VAL92]. La plupart des
méthodes classiques de génération de maillages (et en particulier la méthode frontale)
peuvent étre généralisées ainsi aux maillages adaptatifs respectant des spécifications de
tailles isotropes ou anisotropes.

Des remaillages sont également nécessaires lorsque la frontiere du domaine se déforme
au cours du temps, en particulier lors de la simulation des procédés de mise en forme
des matériaux (forgeage, emboutissage, poingonnage, ...) mettant en jeu de grandes
déformations avec endommagement. Dans ce champ d’application, le logiciel Forge2
[MAH98, MOL96, RAJ92, GERS&6| et son extension tridimensionnelle Forge3 [GUE04,
D004, COU00, COU97, COU96, SOY92] sont largement utilisés dans l'industrie de-
puis de nombreuses années. Ces deux logiciels comprennent a la fois des mailleurs et
des solveurs, les premiers étant basés sur des techniques d’optimisation.

3.2 Présentation de notre contribution

Nos principales contributions liées a la génération de maillages plans portent sur
des domaines de frontieres fixes ou variables. Dans le cas de frontieres fixes, le rapport
de recherche [84] propose des algorithmes de maillage de type Delaunay gouverné par
une carte de métriques. La méthode classique est rappelée puis chacune de ses étapes
est généralisée a un espace riemannien. Des exemples d’application sont présentés dans
une deuxieéme partie [85]. On montre par ailleurs que la méthode proposée d’étend a la
dimension trois. Cette méthode a également été décrite dans la revue FEAD [11]. Les
algorithmes proposés ont été implémentés dans le mailleur bidimensionnel anisotrope
BL2D [86, 88, 92] qui a permis de les expérimenter et de les valider.

Pour que le domaine a mailler soit bien défini, une vérification de sa frontiere
discrétisée est nécessaire. La détection et la rectification des auto-intersections, des
arétes proches (zones étroites) et des variations de longueurs d’arétes adjacentes aux
frontieres a été étudiée dans le contexte du maillage de surfaces moléculaires. On trou-
vera ainsi une section consacrée a la rectification des frontieres dans le livre Hand-
book of Numerical Analysis, Computational Chemistry [6], dans les journaux RCFAO
[12], EWC [16] et IJQC [19], ainsi que dans divers actes de conférences ou rapports
[39, 42, 46, 89].
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Dans le cas d'un domaine 2D a frontieres variables, avec des applications dans la
simulation de procédés de mise en forme des matériaux, notre nouvelle approche est
décrite dans un premier article paru dans REEF [15]. Comparée aux techniques de
maillage intégrées dans le logiciel Forge2 cité plus haut, des différences importantes
concernent en particulier la construction du maillage (qui ne se fonde pas sur une
méthode d’optimisation), Padaptativité a des champs géométriques et physiques, et la
modélisation des fissures. Notre article [15] présente les différentes étapes nécessaires au
remaillage d’une structure mécanique au cours de grandes déformations plastiques avec
endommagement. Pour illustrer la méthode proposée, on considere deux exemples : le
poingonnage d’une tole mince par des outils rigides (poingon, matrice et serre-flan) et le
forgeage d’une piece massive. L’efficacité de cette approche repose partie sur des estima-
tions d’erreur a caractére géométrique et physique, détaillées par ailleurs dans [5]. Dans
la Note CRAS [17], cette méthode de remaillage adaptatif est utilisée pour la prévision
de la rupture ductile des matériaux. Des exemples montrent la formation de copeaux par
un procédé de découpage orthogonal (rabotage) et I’écrasement d’une piece cylindrique
(essai brésilien). L’article de IINME [22] rappelle le schéma général du remaillage adap-
tatif, la formulation du probleme élasto-plastique avec endommagement ainsi que son
schéma numérique de résolution, et montre cinq applications numériques de simulation
de ces procédés : la traction avec rupture d’'une plaque rectangulaire, le découpage or-
thogonal d’une tole rectangulaire, I’écrasement d’un cylindre, le poingonnage d’une tole
mince et la combinaison d’une extrusion suivie d'un percage de la piece obtenue. Les
articles [23] et [25] insistent plus particulierement sur les modeles de mécanique des
milieux continus décrivant la thermo-élasto-(visco)plasticité en grandes déformations.
Cette approche et ses applications en mécanique ont également donné lieu a diverses
communications [47, 49, 50, 51, 52, 53, 55, 56| et [67, 69, 70] ainsi qu’a un DVD
démonstratif montrant la concordance entre les résultats prévus par la simulation et
les expériences réelles [98].

Toutes ces contributions concernant des domaines de géométrie fixe ou variable sont
détaillées ci-dessous.

3.3 Géométrie fixe

Le maillage d’'un domaine défini par sa frontiere et une orientation peut étre effectué
en deux étapes :

1. Discrétisation des courbes frontalieres.

2. Maillage du domaine proprement dit, en s’appuyant sur les discrétisations obte-
nues.

Le probleme de la discrétisation d’une courbe a déja été traité au chapitre 2. Ce-
pendant, la discrétisation obtenue peut rendre impossible la construction du maillage
ou générer des éléments de mauvaise qualité. Ceci se produit notamment lorsque les
frontieres d’une zone étroite sont discrétisées de maniere trop grossiere ou lorsque des
arétes adjacentes sont de longueurs tres différentes. Pour y remédier, les deux approches
ci-dessous peuvent étre retenues.

Dans la premiere, une fonction de taille adéquate controle a la fois la discrétisation
et le maillage. La transformée de ’axe médian constitue alors un outil puissant pour
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mesurer la proximité des frontieres du domaine [QUAO04]. Cette information associée
au calcul local des courbures fournit une fonction de taille qui est ensuite lissée. Il en
résulte un maillage respectant la complexité géométrique du domaine.

Dans la seconde, la discrétisation est effectuée sans controle particulier et il est
alors nécessaire de procéder a des vérifications et éventuellement des corrections. Les
trois sections suivantes (3.3.1 & 3.3.3) abordent & partir d’exemples différents types
de vérifications, puis la section 3.3.4 présente brievement des techniques permettant
de mailler un domaine dont la frontiere est discrétisée, ainsi que quelques résultats
représentatifs.

3.3.1 Détection et rectification des auto-intersections

Considérons le domaine représenté sur la figure 3.2. La définition exacte de sa
frontiere est tracée en traits tiretés, et la discrétisation initiale de ce support en traits
continus fins. On remarque que certaines arétes se coupent, et donc que la frontiere
discrétisée du domaine n’est pas bien définie. Par un algorithme simple, si deux arétes
se coupent, l'aréte la plus longue est subdivisée, et le processus est itéré (traits continus
épais sur la figure 3.2). En fait, un algorithme plus général et plus robuste est présenté
dans la section suivante.

3.3.2 Détection et rectification des arétes proches (zones étroites)

La figure 3.3 montre un domaine comportant une zone étroite. Comme précédemment,

on suppose que la discrétisation M (I') de son contour est imposée. Puisque M (T")
contient des arétes proches les unes des autres, le maillage du domaine s’appuyant
sur M(I') contiendrait des triangles tres aplatis. Pour éviter cela, I'idée est d’asso-
cier a chaque aréte A une bande de Hausdorff de largeur 20 (délimitée sur la figure
par des traits tiretés). Par définition, cette bande est ’ensemble des points p tels que
d(p, A) <, ou d(p, A) désigne la distance d’un point p a l'aréte A (cf. équation 2.23).
La largeur de cette bande est ici proportionnelle a la longueur de I'aréte associée. Si
cette bande contient un sommet de la discrétisation (excepté les deux extrémités de
laréte), 'aréte est subdivisée. Ce processus est répété jusqu’a ce qu’aucune bande ne
contienne un sommet. Dans le cas ol deux arétes forment un angle aigu, il est nécessaire
de modifier cet algorithme en définissant une bande de largeur inférieure.

FIG. 3.2 — Arétes sécantes. F1a. 3.3 — Arétes proches.
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3.3.3 Détection et rectification des variations de longueurs d’arétes
adjacentes

Une fois les frontieres discrétisées (initialement ou apres les corrections précédentes),
les longueurs de deux arétes adjacentes peuvent étre tres différentes, ce qui aboutit a
une mauvaise qualité de maillage. Par exemple, la figure 3.4 représente une partie de
maillage dans son état initial (a gauche) et apres les rectifications précédentes dues
aux arétes proches (au milieu). On utilise alors un algorithme itératif qui limite le
rapport entre les longueurs de deux arétes consécutives sur une courbe, ce qui produit
un maillage final de meilleure qualité (a droite). !

F1a. 3.4 — Maillage initial (& gauche), aprés détection des arétes proches (au milieu) et
apres détection des longueurs d’arétes adjacentes (a droite).

3.3.4 Maillage uniforme, isotrope ou anisotrope d’un domaine plan

Grace aux détections et aux rectifications précédentes, la frontiere du domaine est
toujours bien définie et des maillages de qualité peuvent étre construits. Cette ap-
proche a été validée a l'aide du mailleur bidimensionnel BL2D [92]. Ce dernier peut
étre controlé par des spécifications uniformes, isotropes ou anisotropes (respectivement
introduites en sections 2.5.1, 2.5.2 et 2.5.3). Il peut étre intégré dans un processus
adaptatif. Son architecture logicielle est modulaire, et deux composants jouent un réle
central : le premier discrétise des courbes dans le plan et le second maille des domaines
du plan a partir de leurs frontieres discrétisées. Ce mailleur insere des points sur des
arétes internes (méthode algébrique) ou par couches successives (méthode frontale),
puis connecte ces points entre eux par une méthode de Delaunay généralisée [84, 85].
Les éléments générés peuvent étre des triangles droits (P1), des triangles courbes qua-
dratiques (P2), ou encore des quadrilateres (Q' ou Q?). Les quadrilatéres sont obtenus
par appariement de triangles.

Pour comparer les insertions de points par méthode algébrique ou frontale, considérons
un domaine délimité par un cercle de rayon 50 (figure 3.5). A I'intérieur, une courbe en
forme d’arobase (@) est imposée. La taille requise est de 5 sur le cercle extérieur et de
0.25 sur la courbe imposée, avec une gradation de 1.25 (ce mécanisme de gradation est

!'Notons que ces modifications sont effectuées a priori (avant le maillage du domaine). Dans le cas
ou un maillage initial a été généré et optimisé (au regard de la taille et de la forme des éléments),
d’autres approches et références peuvent étre trouvées dans [BOR98, SHEW99, GOOO01].



3.3. GEOMETRIE FIXE 53

détaillé dans [BOR9S]). La partie gauche de la figure représente le maillage obtenu par
une méthode algébrique, et la partie droite par une méthode frontale. Par ailleurs, la
partie inférieure contient des vues agrandies de la partie supérieure. Comme le montre
cet exemple, la méthode frontale produit en général un maillage de meilleure qua-
lité (triangles presque équilatéraux, meilleure régularité, degré moins élevé des noeuds,
fronts visibles partant de la frontiere et de la courbe imposée).

Dans la figure 3.6, le domaine choisi est un « quart de plaque trouée », obtenu par
différence entre le carré [0, 1]? et le disque de centre (1,1) et de rayon 0.5. Des maillages
uniformes montrent diverses possibilités quant aux types des éléments générés : p1 (tri-
angles droits P!), p2 (triangles quadratiques courbes P?), q1.0 (quadrilatéres droits
Q! et quelques triangles P'), q1.1 (quadrilateéres droits Q' uniquement), q2.0 (qua-
drilateres courbes Q? et quelques triangles P?) et q2.1 (quadrilatéres courbes Q? uni-
quement).

3.3.5 Application en mécanique des fluides

Les figures 3.7 et 3.8 montrent des maillages en triangles et en quadrilateres, respec-
tivement isotropes et anisotropes. Ces maillages ont été générés par le logiciel BL2D [92]
pour une application en mécanique des fluides. Les maillages anisotropes permettent
d’atteindre la solution cherchée en limitant le nombre total d’éléments.
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q2.0 (Q? et quelques P?)

q2.1 (Q?* uniquement)

55

FiG. 3.6 — Maillages uniformes d’un « quart de plaque trouée » constitués de divers

types d’éléments.
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Fia. 3.7 — Maillages isotropes pour une application en mécanique des fluides : triangles
initiaux (en haut) et quadrilateres (en bas).
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Fia. 3.8 — Maillages anisotropes pour une application en mécanique des fluides : tri-
angles initiaux (en haut) et quadrilateres (en bas).
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3.4 Géométrie variable

Jusqu’a présent, la frontiere du domaine était fixée une fois pour toutes. Cependant,
des difficultés apparaissent lorsque la géométrie du domaine est variable et ne peut pas
étre définie d’une maniere explicite. Par exemple, dans de nombreux procédés de mise
en forme des matériaux, des pieces mécaniques sont soumises a de grandes déformations
plastiques et a des endommagements. Une simulation numérique de ces procédés par
la méthode des éléments finis conduit a des remaillages fréquents d’un domaine dont la
géométrie et les caractéristiques physiques évoluent fortement.

Le schéma général de la méthode proposée est constitué de plusieurs étapes per-
mettant une représentation précise de ce domaine évolutif. Une rediscrétisation de la
frontiere et un remaillage du domaine sont effectués a chaque incrément de déformation,
supposé suffisamment petit par rapport a la taille minimale spécifiée pour les éléments
du maillage. Cette rediscrétisation et ce remaillage sont gouvernés par une carte de
taille déterminée par le respect de la géométrie du domaine déformé, la précision de la
solution physique recherchée, ainsi que la convergence du procédé mécanique.

3.4.1 Schéma général de remaillage

On considére une piece modélisée par un domaine de calcul  de R? défini & partir
de sa frontiere I'. On suppose que cette derniere est donnée sous une forme discrete
constituée d’un ensemble de segments droits. Cet ensemble constitue une discrétisation
initiale M (I") de la frontiere du domaine I'. La définition analytique de cette frontiere
permet uniquement l'obtention de cette géométrie discrete initiale, mais s’avere inutile
pour les différents remaillages du domaine, dans la mesure ou la géométrie du domaine
varie d’'une maniere non négligeable au cours du calcul. De plus, on suppose que la
déformation finale est obtenue itérativement par pas de « petites » déformations (ce
qui est le cas dans le cadre d’un schéma d’intégration explicite pour la résolution du
probléme). Le remaillage est appliqué apres chaque incrément de déformation selon le
schéma suivant :

— définition de la nouvelle géométrie G(I") apres déformation,

— estimation d’erreur géométrique (écart entre la nouvelle géométrie G(I') due aux
divers types de déformation et la discrétisation courante M (I") de la frontiere),
définition d’'une carte de taille géométrique Hy(I') servant a gouverner la re-
discrétisation de la frontiere I,

— estimation d’erreur physique (écart entre la solution physique S(2) obtenue sur
2 et une solution idéale « lisse » considérée comme la solution de référence),
définition d’une premiere carte de taille physique Hy, (£2) servant a gouverner le
remaillage du domaine §2,

— adaptation de la taille des éléments du maillage en fonction de I’endommage-
ment, définition d’une deuxieme carte de taille physique Hg,(§2) servant aussi a
gouverner le remaillage du domaine §2,

— intersection des cartes de taille Hy(I"), Hg, (2) et Hgy,(€2), définition d’une carte
de taille unique H(€2),

~ rediscrétisation adaptative M (T") de la frontiere du domaine par rapport a H(€),

~ remaillage adaptatif M (©) du domaine par rapport a H(£2).



3.4, GEOMETRIE VARIABLE 59

Définition de G(I")

La nouvelle géométrie G(I') de T' est déterminée en fonction de la nature de sa
déformation. Trois types de déformations de la géométrie de la piece sont considérés :

— déformations libres : ce type concerne les déformations dues a des contraintes
mécaniques (par exemple des conditions d’équilibre), librement dans le plan. Dans
ce cas, la nouvelle géométrie de la piece apres déformation est uniquement définie
par la nouvelle position des sommets frontaliers ainsi que leurs connexions.

— déformations liées : il s’agit des déformations limitées par un contact avec un
second domaine dont la géométrie est fixe (outil supposé rigide ou indéformable).
Dans ce cas, la piece prend la forme géométrique de I'outil et donc sa nouvelle
géométrie apres déformation est celle de I'outil.

— déformations imposées : le troisieme type de déformation concerne les déformations
obtenues par élimination des éléments totalement endommagés. Dans ce cas, une
nouvelle géométrie de topologie différente peut éventuellement étre obtenue.

Définition des cartes de taille H4(I"), Hy, (Q2) et Hy, (£2)

Pour estimer la taille en un noeud frontalier, plusieurs facteurs doivent étre considérés.
Si le nceud est libre, la taille est proportionnelle au rayon de courbure de la nouvelle
frontiere de la piece. En revanche, s’il est lié, la taille est proportionnelle au rayon
de courbure de la partie avoisinante de 'outil. Enfin, si le noeud est imposé, la taille
dépend de la longueur des arétes de la discrétisation courante de la frontiere qui sont
adjacentes au nceud. L’ensemble de ces spécification de taille définit la carte H,(T').
Comme on verra plus loin (cf. Section 4), I'écart entre la solution physique obtenue par
le calcul et la solution exacte peut étre quantifié en fonction des tailles des éléments du
maillage. Formellement, une carte de taille Hg, (€2) associée au noeuds de M (€2) est ainsi
définie. Dans le modele mécanique appliqué, les fissures sont déduites de la suppression
des éléments totalement endommagés. Pour approcher au mieux la réalité physique, on
impose une taille minimale aux éléments endommagés. Ceci conduit a définir une autre
carte de taille Hg, (£2) associée a M (£2) de maniere a satisfaire cette nouvelle contrainte
de taille.

Génération de la discrétisation M (') et du maillage M (Q)

A partir des trois cartes de taille H,(T), Hg, (Q) et Hy, (Q), une carte de taille (),
intersection des trois premieres, est définie (ce qui consiste & considérer la plus petite
des tailles définies dans Hy(I'), Hg, (I') et He, (I'), ot Hy, (I') est la restriction de la carte
Hy, () & la frontiere I' de Q, ¢ = 1,2). Cette nouvelle carte permet de gouverner le re-
maillage adapté de la piece qui comprend deux phases, la rediscrétisation de la frontiere
et le remaillage de la piece s’appuyant sur cette discrétisation. La rediscrétisation de
la frontiere consiste a générer une nouvelle discrétisation de I' qui respecte la carte de
taille H(I'). Le maillage de la piece est alors entierement reconstruit, a partir de la
rediscrétisation de la frontiere, suivant une méthode classique de h-adaptation basée
sur une approche combinée frontale-Delaunay afin de respecter la carte H(S2).
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3.4.2 Définition de la frontiere du domaine déformé

Pour définir la nouvelle frontiere déformée, on procede en deux étapes successives :
I'identification des nceuds imposés, puis celle des noeuds liés. Dans chacun des cas, la
géométrie sous-jacente est définie suivant un schéma d’interpolation différent permet-
tant d’assurer la continuité géométrique correspondante.

Identification des noeuds imposés

Dans un premier temps, tous les éléments endommagés sont supprimés de la piece.
Ceci peut conduire a une nouvelle frontiere possédant des points (nceuds) multiples
ou plusieurs composantes connexes. Dans le premier cas, les éléments attachés aux
nceeuds multiples sont supprimés, et cette procédure est répétée si de nouveaux nceuds
multiples apparaissent. Dans le deuxieéme cas, le choix des composantes connexes de la
piece a conserver pour la suite du calcul ne peut étre qu’arbitraire, mais une heuristique
consiste a considérer la plus grande des composantes.

Identification des noeuds liés

L’idée consiste a identifier a prior: les nceuds de la piece qui vont étre en contact
avec outil (si le pas de déplacement est appliqué a 1'outil) en considérant la distance
de Hausdorff de la piece a 'outil. En 2D, ceci consiste & associer a chaque aréte de la
discrétisation de la piece et de I'outil, une région centrée en cette aréte, et a examiner les
intersections éventuelles entre les régions associées a la piece et celles associées a 'outil.
Un nceud de la piece est alors classé lié s’il appartient a 'une des régions associées
a loutil ou si un nceud de l'outil appartient a 'une des régions associées a la piece
contenant ce nceud. Formellement, la région Rs(e) associée a l'aréte e est définie par :

Rs(e) = {X €R? t.q. d(X,e) <6} (3.1)

ou d(X,e) est la distance de X a e, et ¢ le pas de déplacement de 'outil. Dans le cas ou
la projection orthogonale de X sur la droite support de 'aréte e se trouve a I'intérieur
de e, alors la distance d(X, e) est égale a la distance de X & son projeté et, dans le cas
contraire, d(X,e) est égale a la plus petite distance de X aux extrémités de e. Ainsi,
géométriquement, cette région est la réunion de deux demi-disques de rayon § centrés
aux extrémités de e et de deux rectangles de base e et de hauteur § s’appuyant sur e.

Schémas d’interpolation

La géométrie (apres déformation) de la piece peut étre définie de deux fagons, soit
en conservant une géométrie proche de celle avant déformation, soit en définissant une
nouvelle géométrie « plus lisse ». Dans le premier cas, la nouvelle géométrie est simple-
ment définie par la discrétisation courante de la frontiere, et les nouveaux nceuds du
remaillage de la piece sont placés sur les éléments de cette discrétisation. Dans le second
cas, la nouvelle géométrie est définie en deux dimensions par une courbe lisse interpo-
lant les noeuds et/ou autres caractéristiques géométriques de la discrétisation courante
de la frontiere. Les nouveaux nceuds sont alors placés sur cette courbe. L’avantage de
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cette seconde approche (qui parait plus lourde) est que la géométrie de la piece reste
lisse au cours de sa déformation.

Dans cette seconde approche, on utilise un schéma d’interpolation par des splines
cubiques, globalement de continuité C2, selon la technique proposée par de Boor. Ceci
revient a résoudre un systeme linéaire dont les équations traduisent les continuités
d’ordre 0, 1 et 2 aux extrémités de chaque cubique. Cette approche n’est appliquée
qu’aux nceuds libres ou liés. En effet, la frontiere obtenue par suppression d’éléments
ne reflete pas exactement la réalité physique et une interpolation d’ordre 2 ne peut étre
appliquée. En revanche, un lissage non interpolant peut donner un résultat convenable.

3.4.3 Définition des cartes de taille physiques

Deux cartes de taille physiques sont définies. La premiere, Hy, (€2), est basée sur
'estimation a posteriori de I'erreur d’interpolation, et la deuxieme, Hgy,(£2), est direc-
tement liée a ’endommagement.

(a) Erreur d’interpolation

Considérons la solution physique Sys calculée par éléments finis sur le maillage M (€2)
(voir la représentation 1D de la figure 3.9). En désignant par S la solution exacte, le
probléeme consiste dans un premier temps a calculer I'écart ep; = S — Sy représentant
Perreur sous-jacente a la solution obtenue par éléments finis, puis en déduire (en général
par une majoration de cet écart) un autre maillage M’(£2) tel que I’écart estimé entre
S et la solution Sj obtenue de nouveau par éléments finis sur le maillage M'(€) soit
borné par un seuil donné. Plusieurs points sont a préciser :

— comment quantifier I’écart ep; entre S et Sy,

— comment utiliser cette derniere information pour construire un nouveau maillage

sur lequel I’écart entre la solution par éléments finis correspondante et la solution
exacte est borné par un seuil donné.

F1G. 3.9 — Quantification de I'erreur d’interpolation : solution exacte S, solution calculée
Sy et solution interpolante Sy;.
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La solution Sj; obtenue par éléments finis n’est pas interpolante (autrement dit,
la solution obtenue aux nceuds de M (2) ne coincide pas avec la valeur exacte de S
en ces neeuds). De plus, pour tout élément du maillage, on ne peut garantir que la
solution Sy coincide avec la valeur exacte de S en au moins un point de 1’élément. 11
parait donc difficile de quantifier explicitement 1’écart ej;. L’étude directe de cet écart
a cependant fait I'objet de plusieurs travaux [AIN97, VER96| mais, dans le cas général,
sa quantification reste un probleme ouvert. Par suite, d’autres approches indirectes ont
été proposées pour quantifier ou plutot majorer cet écart. Désignons par Sys I'interpolé
de S par le maillage M (£2) (qui est une fonction linéaire ou quadratique par morceaux
suivant le degré des éléments de M(2)) et par ey Pécart S — Sy entre S et Sy,
appelée lerreur d’interpolation sur S suivant M (). Pour pouvoir quantifier ’écart
e, on suppose que la relation suivante est vérifiée :

lemll < C lenll (3.2)

ot ||.|| est une norme et C' une constante indépendante de M (£2). En d’autres termes, on
suppose que l'erreur par éléments finis est majorée par I'erreur par interpolation. Ceci
permet alors de simplifier le probleme d’origine en considérant le probleme suivant :
étant donnée, suivant un maillage M(2), une interpolation Sy de S, construire un
autre maillage M '(Q) sur lequel I'erreur d’interpolation est bornée par un seuil donné.
Comme Sj; peut étre vu comme une représentation « discrete » de S, le probleme se
réduit alors a une caractérisation des maillages sur lesquels 'erreur d’interpolation est
bornée par le seuil. Ce probleme a fait 'objet de plusieurs études (cf. [BER99]), et dans
la plupart, 'examen d’une « mesure » de l'erreur d’interpolation permet d’obtenir des
contraintes liées aux éléments du maillage. Dans le cadre des méthodes d’adaptation
de maillages, on s’intéresse particulierement aux h-méthodes ou adaptations en taille
pour lesquelles des contraintes en termes de tailles d’éléments sont spécifiées.

L’erreur d’interpolation permet notamment de quantifier le degré de « régularité »
de la solution physique S. En d’autres termes, on cherche a construire un nouveau
maillage de 2 sur lequel la solution serait la plus « lisse » possible. Pour cela, on
suppose que M () est composé d’éléments triangulaires linéaires (& trois nceuds) et
on propose trois méthodes. La premiere est basée sur le hessien de S, la deuxieme sur
la courbure de la surface solution, et la troisieme sur la déformation locale de cette
surface. Pour simplifier, les méthodes seront décrites en deux dimensions et peuvent
étre généralisées en trois dimensions.

(a.1) Erreur basée sur le hessien

Considérons I'interpolé linéaire Sy, de S suivant le maillage M (2) composé d’éléments
triangulaires. Pour estimer l'erreur d’interpolation €j;, on peut se baser sur le hessien
de la solution S (voir par exemple [5]). En effet, pour un élément K de M(S2), en
considérant la norme L*° de lerreur d’interpolation €,/(K) sur K, on montre que

(cf. [5]) :
lem(E)|| < 5 M(K)h*(K) (3:3)
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ou h(K) est la longueur du diametre (aréte la plus grande) de K et

M(K) = ma <H%T‘|X1 (=, Hs<:cw>|) (3.4)

Hg étant le hessien de S et (.,.) désignant le produit scalaire usuel. Dans un cadre
isotrope, M (K) représente la plus grande des valeurs propres des matrices |Hg|(x)
(valeur absolue de Hg) out x parcourt K. Selon I’équation 3.3, majorer I'erreur par un
seuil donné e revient a satisfaire la relation :

9 ¢
hEK) < W(K) (3.5)

En pratique, Hg est approché par le hessien de S (la solution obtenue via le calcul
par éléments finis), et la constante M (K) est approchée par la plus grande des valeurs
propres de la valeur absolue du hessien Hg aux extrémités de K.

(a.2) Erreur basée sur la courbure

Afin de minimiser aussi I’écart entre les plans tangents a la solution interpolante et
ceux de la solution exacte, il convient de considérer les courbures géométriques de la
surface cartésienne décrivant la solution. Pour cela, dans un premier temps, en chaque
nceud de cette surface, on détermine la normale (et donc le gradient) par une moyenne
pondérée de la normale unitaire aux éléments adjacents. Puis, dans le repere local
(composé du plan tangent et la normale) associé & chaque nceud, on construit une
quadrique centrée au nceud et passant au mieux par les noeuds adjacents. Ensuite, on
approche localement le hessien par celui de cette quadrique. Connaissant le gradient et
le hessien de la solution aux nceuds de M (€2), on associe a chaque noeud (w, S(w)) de la
surface (M (€2), Sys) la taille 8 p(w, S(w)) dans le plan tangent a la surface en (w, S(w)),
ou p(w, S(w)) est le rayon de courbure minimal au point (w, S(w)) de la surface solution
(dépendant du gradient et du hessien discret ainsi obtenus) et 5 un réel dépendant de
I’écart physique toléré. Cette contrainte en taille décrit un cercle centré en (w, S(w)) et
de rayon 3 p(w,S(w)) dans le plan tangent a la surface (M (2),Sy) en (w, S(w)). En
projetant ce cercle dans le plan du domaine ) on obtient généralement une ellipse, et
en considérant le plus grand cercle contenu dans cette ellipse on obtient la contrainte
en taille définie au nceud w de 2. On en déduit ainsi une carte de taille Hy, (2) associée
aux sommets de M ().

(a.3) Erreur basée sur la déformation locale

La carte précédente caractérise la déformation locale de la surface cartésienne
sous-jacente a la solution. Cette déformation peut étre quantifiée plus simplement en
considérant le hessien suivant la normale & la surface (c’est-a-dire la seconde forme
fondamentale de la surface). Soit P un sommet de la surface solution. Localement,
au voisinage de P, cette surface admet une représentation paramétrique ¢(u,v), (u,v)
étant les parametres, avec P = ¢(0,0). En appliquant le développement de Taylor a
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l'ordre 2 & ¢ au voisinage de P, on obtient :

1
duv) = P+ dyu+ ¢v + 5 (Fu v’ + 265, uv + ¢y, 0%) + o(u’ +v%) e (3.6)
ot les dérivées de ¢ sont calculées en (0,0) et e = (1,1, 1). Siv(P) désigne la normale a la
surface en P, alors la quantité (v(P), (¢(u,v) —¢(0,0))) ({.,.) étant le produit scalaire)
représentant ’écart du point ¢(u,v) au plan tangent en P, et s’écrivant comme :

S AP) 60w + 20u(P), ) uv + ((P),0)07) + ol® +07)  (37)
est donc proportionnelle & la seconde forme fondamentale de la surface pour u? + v?
assez petit.

Ainsi, pour mesurer la déformation locale de la surface (dans un cadre isotrope), il
suffit de considérer pour chaque noeud de la surface I’écart maximal des nceuds adjacents
au plan tangent en ce nceud a la surface. On définit donc la taille en chaque neceud de
M(2) comme étant inversement proportionnelle & cet écart. Formellement, la taille
associée & un noeud w de M () s’écrit :

hg, (w) = z-:(w,S(w_)) (3.8)

ou £(w, S(w)) désigne ce nouvel écart.

(b) Erreur basée sur ’endommagement

Apres une simulation numérique, 'endommagement isotrope est quantifié par un
réel compris entre 0 et 1. & un élément totalement endommagé (valeur 1) est associée
une taille minimale d’élément et, a un élément d’endommagement 0, une taille maxi-
male d’élément. Pour tous les autres éléments, une variation linéaire de taille peut étre
utilisée. Ces spécifications de taille définissent la carte de taille H, ().

3.4.4 Remaillage adaptatif du domaine

Le remaillage adaptatif du domaine respectant la carte H(€2), intersection des cartes
précédentes, comprend deux étapes successives : la rediscrétisation de la frontiere et le
remaillage du domaine s’appuyant sur cette nouvelle discrétisation.

Rediscrétisation de la frontiere

La nouvelle géométrie G(I") étant définie, on associe a chaque nceud v de M (T') la
taille h(v) donnée par la carte H(I"). Soit e = AB une aréte de M(I'). Conformément
a I'équation 2.13, la longueur normalisée Iy, (e) de 'aréte e par rapport a la carte de
taille H,y(I") est définie comme :

! 1
b, (e) = ||AB|| /0 ho(A+ (AD) dt (3.9)

ou ||A—B)|| est la longueur euclidienne de 'aréte AB et hy(A + tAB ), la taille souhaitée
au point A + tAB de AB. Avec cette nouvelle définition de longueur, la discrétisation
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adaptative de G(I") respectant la carte H(I") est une discrétisation dont les arétes ont
une longueur normalisée égale & I'unité. Ainsi, pour définir cette discrétisation, il suffit
de calculer la longueur normalisée L, (I') de la frontiere, d’obtenir un entier n proche

1
de Ly, (I'), et de découper la frontiere en n arétes de longueur normalisée — Lqy, (I).
n

3.4.5 Remaillage du domaine

Pour remailler le domaine, on peut appliquer une méthode de type combinée frontale-
Delaunay, qui reconstruit entierement un maillage du domaine adapté a un champ de
taille donné, a partir d’'un maillage donné de la frontiere du domaine. Les différentes
étapes d’un tel remaillage (décrites en détail dans [BORO1b]) sont schématisées ainsi :

— création du maillage du domaine sans points internes (en utilisant le noyau clas-
sique de Delaunay),

— insertion des points internes d’une maniere itérative afin d’obtenir des arétes
d’éléments de longueur normalisée égale a 'unité par rapport a la carte de taille
H(Q),

— optimisation en forme des éléments par bascules d’arétes et bougés de points.

3.4.6 Applications (essai brésilien et découpage orthogonal)

Afin de montrer la validité de notre approche, deux exemples tirés du monde indus-
triel sont présentés : 'essai brésilien (écrasement d’un lopin cylindrique) et le découpage
orthogonal d’une piece. Tous les maillages ont été réalisés par le mailleur BL2D [92].

Essai brésilien

L’essai brésilien, ou écrasement d’un lopin cylindrique, est fréquemment utilisé pour
controler la forgeabilité a froid des matériaux ductiles. Dans cet exemple, un lopin
cylindrique de 50 mm de diametre est pressé entre deux outils plans, supposés infiniment
longs, qui tendent a ’aplatir. Les outils supposés rigides sont composés, d’une part, du
plan supérieur mobile par 'intermédiaire duquel s’exercent les déplacements imposés
(0.1 mm par incrément) et, d’autre part, du plan inférieur fixe. Dans cet exemple, pour
tous les maillages adaptatifs, des tailles extrémales d’éléments hyin = 1 mm et Ay =
6 mm sont spécifiées.

La figure 3.10 montre les maillages adaptés aux champs d’endommagement du cy-
lindre correspondant a différents déplacements de ’outil mobile, avec une rupture finale.
Dans un premier temps, ’endommagement est localisé sur deux bandes diagonales se-
lon la fameuse « croix du forgeron », fréquemment constatée lors des expérimentations.
Puis, Pamorcgage de la fissure macroscopique se produit a I'intersection des deux bandes
(au centre du cylindre) pour une réduction de hauteur de 40 %. Cette fissure se propage
suivant I'une des bandes jusqu’a la rupture totale découpant le cylindre en deux mor-
ceaux. La méme figure montre, en bas, une expérimentation qui confirme le résultat
obtenu par la simulation.
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Découpage orthogonal

L’usinage par enlevement de copeaux est I'une des opérations les plus fréquemment
utilisées pour la fabrication de pieces de structures. La modélisation du découpage des
matériaux permet de déterminer les conditions de coupe optimales, 'usinabilité des
matériaux et les grandeurs thermo-mécaniques de la piece usinée. L’exemple considéré
concerne la simulation de la formation d’un copeau lors de I'usinage de pieces massives
en coupe orthogonale 2D. L’outil est supposé indéformable et son aréte d’angle de
coupe orthogonale de 5° est assimilée a une portion de cercle de rayon tres faible (R
= 0.2mm). La vitesse de coupe est fixée & 0.1 mm/s et I’épaisseur coupée est de 2 mm.
Dans cet exemple, pour tous les maillages adaptatifs, des tailles extrémales d’éléments
hmin = 0.1 mm et hyae = 10 mm sont spécifiées.

La figure 3.11 montre les maillages adaptés aux champs d’endommagement de la
piece correspondant aux différents déplacements de 'outil. On constate sur ces images
qu'un copeau est formé grace a la déformation imposée par suppression d’éléments.
Par ailleurs, les zones de contact avec I'outil (correspondant & la déformation liée) ainsi
que les zones de localisation de 'endommagement (correspondant au contréle d’erreur
physique) sont raffinées. Comme le montre cette figure ainsi que 'expérimentation, la
rupture du copeau est localisée a sa base.
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Fia. 3.10 — Essai brésilien. Simulation pour un déplacement d’outil de 6, 19 et 22 mm.

Expérimentation réelle pour un déplacement d’outil de 0 et 20 mm.
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FiG. 3.11 — En haut, découpage orthogonal pour un déplacement d’outil de 0.2, 4, 16 et
28 mm, avec formation d’un premier copeau. En bas, segmentation de ce copeau pour
un déplacement d’outil de 29.7 mm



Chapitre 4

Maillage d’une surface gauche

Le maillage d’une surface est d’'une importance capitale dans de nombreux domaines
du calcul numérique, tout particulierement la méthode des éléments finis. I constitue
une étape indispensable dans la construction d’un maillage volumique. Pour définir une
surface, on peut utiliser une représentation continue ou discrete. Dans le cas continu, la
surface peut étre définie de maniere implicite ou explicite par des fonctions analytiques.
Dans le cas discret, elle est définie par un maillage suffisamment proche de la surface
réelle, appelé maillage de référence.

De prime abord, le probleme du maillage d’une surface gauche peut paraitre équivalent
a celui du maillage d’un domaine plan vu au chapitre précédent. Cependant, il n’en est
rien et plusieurs questions essentielles doivent étre résolues, en particulier le controle de
I’approximation géométrique d’une surface présentant de fortes courbures, ou encore la
génération d’un maillage de qualité quelle que soit la définition de la surface.

La premiére section de ce chapitre (4.1) dresse un état de lart dans ce domaine,
et les sections suivantes donnent une présentation générale de nos contributions (4.2)
suivie d’une description plus détaillée. Des spécifications nécessaires a la construction
d’un maillage géométrique sont mises en évidence en section 4.3, a I’aide de métriques
isotropes ou anisotropes. En section 4.4, une méthodologie est proposée pour le maillage
d’une surface paramétrée, c’est-a-dire définie de maniere explicite. Les sections suivantes
utilisent cette méthodologie dans divers cas particulierement importants : surface mul-
ticarreaux (4.5), surface moléculaire (4.6), surface interpolant une grille structurée (4.7)
et surface cartésienne (4.8). Enfin, quelques aspects liés au maillage d’une surface définie
de maniere discrete sont détaillés en section 4.9.

4.1 Etat de art

Il existe essentiellement deux approches pour mailler des surfaces paramétrées :
directe et indirecte. Dans I’approche directe, le maillage est généré sur la surface direc-
tement dans R3. Parmi les approches directes, on peut citer les méthodes basées sur un
octree [SHEP91], sur une avancée de front [LOH96] et sur un pavage [HAR9S].

La méthode basée sur un octree consiste, en un premier temps, a générer un ensemble
de boites se conformant a une carte donnée de tailles, puis a chercher les intersections de
chaque boite avec la surface, et finalement a mailler chaque portion de surface délimité
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par ces contours. Le maillage résultant contient les arétes qui constituent des contours.
De petites arétes (par rapport a la carte de tailles) peuvent étre générées par ce procédé,
puisqu’il n’y a aucun contrdle sur Iintersection des boites avec la surface. Une étape
d’optimisation est donc nécessaire pour éliminer ces petites arétes.

La méthode frontale consiste a générer le maillage d’une surface, par couches suc-
cessives, en partant de son contour. Ainsi, un front est constitué par la frontiere de
la derniere couche créée et se déplace vers I'intérieur de la surface tant qu’il contient
plus de trois arétes. En fait, a chaque itération, une aréte du front est sélectionnée et
un point optimal (qui forme un élément optimal avec cette aréte par rapport a une
carte donnée de tailles) est généré pres de la surface puis projeté sur celle-ci. Le point
résultant sur la surface est ensuite ajusté itérativement. Une difficulté de cette méthode
réside dans la gestion des collisions de front.

La méthode de pavage fonctionne comme une méthode frontale mais a chaque
itération, un sommet du front est sélectionné et tous les éléments partageant ce sommet
sont d’abord générés dans le plan tangent a la surface en ce sommet et ensuite projeté
sur la surface. En comparaison avec I’approche frontale, cette méthode converge plus
rapidement puisque le comportement local de la surface au voisinage d’un point lui ap-
partenant est bien défini, tandis que ce comportement n’est pas bien défini au voisinage
d’une aréte.

L’approche indirecte consiste a mailler le domaine des parametres et a appliquer le
maillage résultant sur la surface. Elle est conceptuellement simple puisqu’un maillage
bidimensionnel est généré dans le domaine des parametres et donc elle est supposée plus
rapide et plus robuste que la méthode directe. Un probleme lié a ce type de méthodes
est la génération d’un maillage qui respecte la métrique de la surface. Historiquement,
cette méthode indirecte a été utilisée pour la visualisation de surfaces. En fait, le but
était de minimiser I'erreur dans ’approximation polyédrique de la surface indirectement
dans le domaine des parametres sans se soucier de la qualité du maillage résultant
[DOL90, FIL86, PIE95, SHEN92]|. Pour obtenir que le maillage de surface soit isotrope,
il faut en général que celui du domaine des parametres soit anisotrope, a cause de la
déformation métrique de la surface vers son domaine des parametres. Ainsi, pour des
calculs par éléments finis, le probleme se réduit a la génération d’un maillage anisotrope
dans le domaine des parametres. A cette fin, divers algorithmes sont proposés [BOS96,
SHI97, TRI9S].

Le controle rigoureux de ’écart entre un maillage surfacique (qui correspond a
une approximation géométrique polyédrique de la surface) et la surface réelle est I'une
des clés de la modélisation. Pour chaque élément, cet écart dépend de la distance de
I’élément a la surface, ainsi que de la déviation angulaire de I’élément par rapport
aux plans tangents en chaque point correspondant sur la surface. On appelle maillage
géométrique un maillage satisfaisant cette contrainte. Dans le cas d’une surface com-
posée de carreaux définis par des fonctions polynémiales ou rationnelles (utilisées par
la plupart des modeleurs géométriques), Sheng et Hirsh [SHEN92], et Piegl et Ri-
chard [PIE95], ont proposé une méthode de génération de maillage par raffinement
dans laquelle I’écart & la surface est controlé.

Concernant les surfaces définies de maniere discrete, c’est-a-dire par un maillage
de référence, des méthodes de simplification permettent de reconstruire un maillage
en réduisant le nombre d’éléments. Ils sont généralement basés sur 'optimisation d’un
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critere géométrique sans controler explicitement 1’écart avec le maillage de référence
(voir différentes approches dans [BOR97, COH96, GUE96, HAM94, HOP96, KAL96,
SCH92, TUR92, VER97] et une vue d’ensemble dans [HEC95]).

4.2 Présentation de notre contribution

Concernant le maillage des surfaces continues, notre contribution porte sur trois
themes principaux. En premier lieu, de méme que des spécifications de tailles isotropes
ont pu étre définies pour controler I’approximation géométrique d’une courbe (cf. section
2.6), des spécifications de tailles isotropes ou anisotropes sont définies pour controler
celle d'une surface en fonction de ses courbures principales. En deuxieéme lieu, nous
proposons une méthode indirecte de maillage d’une surface paramétrée. En troisieme
lieu, pour étendre cette méthode aux surfaces multicarreaux, nous avons considéré
plusieurs aspects importants : la réparation d’un modele CAQ, les spécifications de
taille sur les courbes interfaces, la discrétisation de ces courbes et leur report dans les
domaines de parametres concernés, et le maillage transcarreaux par des techniques de
simplification.

Une vue d’ensemble tres générale sur la génération et ’adaptation de maillage
est présentée dans Encyclopedia of Computational Mechanics [7]. Dans IJNME [13],
notre méthode indirecte de maillage d’une surface paramétrée est détaillée. A par-
tir de spécifications de tailles quelconques définies sur la surface gauche, on déduit
des spécifications de tailles dans le domaine paramétrique plan. Les premieres sont
généralement isotropes et les secondes anisotropes. Le probleme se réduit alors a mailler
le domaine paramétrique en respectant ces nouvelles spécifications. Cette procédure
s’applique a la génération d’un maillage géométrique isotrope de la surface, en définissant
une fonction de taille & partir de sa courbure. Dans IJNME [18], les contributions de
I’article précédent sont poursuivies de deux facons. D’une part, une surface paramétrée
de continuité G est construite & partir d’une grille structurée de points, cette derniere
ayant quatre cotés ou trois dans les cas dégénérés. D’autre part, les spécifications de
tailles géométriques sur la surface sont étendues au cas anisotrope. Dans AES [14], le
processus de maillage surfacique isotrope est intégré dans un calcul adaptatif faisant
intervenir un champ physique volumique. Dans un exemple tiré de la mécanique des
fluides, le domaine volumique est délimité par le fuselage d’un avion et par un pa-
rallélépipede englobant. L’article de EWC [20] traite de la simplification des maillages
de surfaces multicarreaux, utilisée pour la génération de maillages transcarreaux. Par
ailleurs, des communications dans des actes de conférences s’intéressent au maillage sur-
facique dans le contexte du maillage adaptatif 3D [41], au calcul de maniére discréte
des dérivées nécessaires a notre méthode indirecte de maillage [43], a la simplification
de maillage [45], au maillage des courbes et des surfaces pour des calculs par éléments
finis [48] et au maillage surfacique & partir d’'un modele CAO [57].

Une étude détaillée sur une majoration possible de I'erreur d’interpolation, exploi-
table pour ’adaptation de maillage, est présentée dans le traité Mécanique et Ingénierie
des Matériauz [5]. Une nouvelle approche reliant le probleme d’estimation a posteriori
d’erreur et la génération de maillages surfaciques y est introduite. Des exemples d’adap-
tation dans le cas d’une solution analytique ont permis de valider cette approche.
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La méthodologie générale que nous proposons s’applique a différents types de sur-
faces. Dans le cas d’une surface moléculaire, il s’agit de modéliser celle-ci par des por-
tions de spheres ou de tores, puis de paramétrer ces derniéres de maniere adéquate (voir
le livre Handbook of Numerical Analysis, Computational Chemistry [6] et les références
[12, 16, 19, 39, 42, 46]). Dans le cas des surfaces interpolant une grille structurée,
une paramétrisation basée sur les carreaux de Coons est utilisée [18, 66]. Enfin, dans
le cas particulier des surfaces cartésiennes, une méthode spécifique permet de limiter
lerreur géométrique en appliquant les résultats de [5] (voir plus haut).

Concernant le maillage des surfaces discretes, nous présentons une nouvelle approche
permettant d’extraire certaines caractéristiques géométriques d’une surface (lignes vives
et normales aux sommets), de définir une surface interpolante de continuité G presque
partout et de raffiner cette surface [24].

4.3 Maillage de type A°, A' ou géométrique

Nous avons défini auparavant (section 2.6) des spécifications isotropes permettant
de contréler 'approximation géométrique d’une courbe I" par sa discrétisation M (I),
en limitant un écart de distance A° et/ou un écart d’angle A'. Par extension, nous
définissons dans cette section des spécifications isotropes ou anisotropes permettant de
controler 'approximation géométrique d’une surface gauche ¥ par son maillage M (X).
Rappelons que les maillages considérés, de méme que les discrétisations des courbes,
sont tous interpolants. En d’autres termes, tout sommet P;, j = 1,...,p, du maillage
M(X) est aussi un point de la surface ¥. Nous noterons ici ¥; la portion de surface
approchée par un élément M (%;), i = 1,...,n. Pour que chaque élément M (X;) puisse
étre considéré comme une approximation géométrique de 3;, il est nécessaire de vérifier
deux types d’écarts désignés par A° et Al :
— Lécart A° (écart d’approximation d’ordre 0) évalue les distances entre les points
de la surface ¥; et 'élément M (%;).
— L’écart A' (écart d’approximation d’ordre 1) évalue les angles entre les normales
a la surface ¥; et la normale a I'élément M (3;).

Ces écarts sont dits d’ordre 0 ou 1 car, si la surface ¥ représente une fonction o,
Iécart AY ne concerne que cette fonction o, tandis que 1’écart A' concerne la normale
a la surface ¥ et donc les deux dérivées premieres notées o, et o,. Le fait de majorer
I'un ou l'autre de ces écarts pour tout ¢ = 1,...,n permet d’assurer la validité de
I’approximation géométrique de la discrétisation vis-a-vis d’une certaine tolérance :

— Si I'écart A est majoré par un seuil de distance €9 donné, le maillage M (X) est

considérée comme suffisamment proche de la surface ¥. Nous dirons alors que
M (X)) satisfait le « critere Ag », ou que M () est un « maillage A% ».

— Silécart A est majoré par un seuil d’angle £; donné, une portion lisse de surface
est approchée par un maillage d’aspect lisse elle aussi. Nous dirons dans ce cas
que M (X)) satisfait le « critére Ay », ou que M(X) est un « maillage A' ».

— Si les écarts A? et A' sont tous deux majorés, nous parlerons d’'un « maillage
géométrique ».

Les sections ci-dessous définissent plus précisément ces deux criteres A et Al



4.3. MAILLAGE DE TYPE A°, A' OU GEOMETRIQUE 73

4.3.1 Ecart et critere A°

Par un raisonnement identique & celui de la section 2.6.1, on peut définir 1’écart A°,
noté Ejy, entre la portion de surface ¥; et I’élément M (X;) par la relation suivante :

Eo(Si, M(S:) = H(S,, M(5)) (4.1)

ou H désigne la distance de Hausdorff (équation 2.25). Autrement dit, pour tout point
P de la surface ¥;, on évalue la distance entre P et I’élément M (3;). Le maximum de
ces distances donne I'écart A° cherché. En pratique, il suffit de considérer un nombre
fini de points répartis aléatoirement sur ;.

Par définition, I'’élément M (3;) satisfait le critere A° si I’écart précédent est majoré
par un seuil de distance ¢y donné :

4.3.2 Ecart et critere A!

De méme qu’en section 2.6.2, on constate ici que le critere A précédent n’est pas
suffisant pour obtenir dans tous les cas une approximation géométrique satisfaisante
d’une surface. Les mémes exemples peuvent étre repris en construisant une surface par
extrusion. Un autre exemple est celui d’une sphere maillée par des triangles, I'un d’eux
ayant ses trois sommets situés sur un grand cercle de la spheére (voir figure 4.1). 1l est
alors toujours possible de satisfaire le critere A% en rapprochant suffisamment ces trois
sommets, le triangle devenant alors de plus en plus étiré. Cependant, le plan du triangle
reste perpendiculaire au plan tangent a la spheére en chaque sommet, et le maillage reste
donc inacceptable.

FiG. 4.1 — Triangle K dont les trois sommets sont sur un grand cercle d’une sphere.

Pour y remédier, 'idée de base est de considérer, pour tout point P d’une portion
de surface 3;, ’écart angulaire entre le plan tangent en P a ¥; et le plan de I’élément
M (%;) (on suppose l'existence et I'unicité de ces plans). De maniére équivalente, on peut
considérer les normales a I’élément et a la surface. Comme nous ’avons vu, 1’évaluation
des normales implique qu’il s’agit d’'un écart d’approximation d’ordre 1 que nous note-
rons Al
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Rappelons que a(w, v') désigne 'angle entre deux vecteurs w et .

Pour tout point P de 3;, désignons par vy, (P) le vecteur normal en P & %;. Par
ailleurs, désignons par 7 la normale & 1’élément M (X;).

Nous pouvons définir I’écart A (non symétrique), noté Ej, entre la surface X; et
I’élément M (%;) par :

Ainsi, pour tout point P de la surface Y;, on évalue I'angle entre la normale en
P & %; et la normale & I'élément M (X;). Le maximum de ces angles donne 1'écart Al
cherché. En pratique, il suffit de considérer les normales aux sommets P; de 1’élément
M(%;) (qui appartiennent aussi a la portion de surface 3J;), ainsi que les normales en
un nombre fini de points répartis aléatoirement sur ;.

Par définition, I'’élément M (3;) satisfait le critere A si I’écart précédent est majoré
par un seuil d’angle £; donné :

Dans les deux sections ci-dessous, nous étudions le probleme suivant : est-il possible
de controler localement les arétes issues d’un point P de la surface Y, de maniere a ce
que tout élément de sommet P vérifie le critere A ou A' ? Cette étude nous permettra
ensuite de définir des spécifications de taille isotropes ou anisotropes en tout point de
la surface, afin de générer un maillage A° et/ou Al

4.3.3 Controéle local autour d’un point afin de satisfaire le critére A"

Soit P un point quelconque de la surface ¥, et soit M (X;) un élément triangulaire
de sommet P et approchant une portion de surface ; (voir figure 4.2). Soit § 1’écart A°
entre I’élément et la surface. L’objectif est de controler les longueurs des arétes issues
de P afin de majorer § par un seuil donné &g.

D’apres ’équation 3.5, la longueur h de toute aréte doit vérifier la relation :

9 ¢
h < ‘/Wj?zi) (4.5)

ou Maj(X;) est un majorant faisant intervenir pour tout point de la portion de surface
>; le hessien H, de 'application o représentant la surface ¥. En pratique, ce majorant
est difficile voire méme impossible & déterminer. En supposant que le hessien est continu
et varie peu autour du point P, nous proposerons une fonction de taille basée sur les
courbures principales de la surface au point P (cf. section 4.3.5).
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FIG. 4.2 — Ecart de distance & entre un triangle et la portion de surface qu’il approche.

4.3.4 Controéle local autour d’un point afin de satisfaire le critére A'

Pour un triangle quelconque de sommet P, on considere a présent les écarts angu-
laires de ce triangle et de ses cotés et on pose le probleme suivant : si les écarts A' des
deux cotés issus de P sont majorés, I'’écart A du triangle lui-méme est-il majoré ?

Pour résoudre ce probleme, prenons pour origine le point P également désigné par
O (voir figure 4.3). On considére les deux cotés issus de O, portés respectivement par
les vecteurs unitaires @ et @. Enfin, dans le plan tangent en O & la surface X, on
construit un repere orthonormé (O, 7), 7, ?) tel que T est le vecteur unitaire normal
a la surface et tel que @ est dans le plan (O, 7), k)

%
w\ ¥
T
|
|
w @ 1 -
I ! J
| 1
| 01,70 02 |
| |
| B 1
/ |
u N
— (Y
1

Fic. 4.3 — Ecarts A; d’un triangle et de deux de cotés issus d’un point O.

Si les vecteurs W et @ ne sont pas colinéaires, la normale unitaire W & 1’élément
K est définie par :

= U XT (4.6)
- w x| '
. 7 7 . . < 1s
Soit u' (resp. v’ ) la projection de @ (resp. @) sur le plan tangent. On considere
—
/

@), 0y = (0, T), o = (T, 7), B = (W 0 ) et o= (W F),

—

les angles 0; = (u'
™ -
avec 01,0y € [—§,+—]. Les vecteurs W et ¥ étant choisis de telle fagon que leurs

.. - - . . m
projections u' et v’ soient dans le sens direct, on a «, 3 € [0,7] et ¢ € [0, 5] Nous
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voulons trouver une relation entre les angles ¢, 01 et 02, ou ¢ représente I’écart angulaire
entre la normale de I'élément et celle de la surface en O, et ou 61 et 05 représentent
les écarts angulaires respectifs entre les deux arétes issues de O et le plan tangent a la
surface.

Les coordonnées de U et ¥ dans le repere (O, 7, j , ?) sont :
cos 01 cos By cos 3
w = 0 T = | cosfysing (4.7)
sin 01 sin (92

Les vecteurs W et @ étant unitaires, on a || W X ¥'|| = sinq, et les équations 4.6 et
4.7 donnent :

T KT 1 —sin#; cos s sin 3
= — = — sin 01 cos 0y cos 3 — cos By sin O .
w 0 0 0 0 4.8
sin o sin «

cos B cos By sin

L’écart angulaire ¢ cherché vérifie la relation :

BT — cos oo cos 01 Cf)S 05 sin 3 (4.9)
sin o
ou (3 est donné par :
W. T = cosa = cos O cosfy cos 3+ sinfy sin by (4.10)

cos o — sin 01 sin 05

= = 4.11
cos 3 cos 01 cos 05 ( )
D’apres ’équation 4.9, on a :
2 0 2 G5 (1 — 2
sinfp=1-cos?p=1-— o8 71 €08 - g( cos” ) (4.12)
sin” «
et on trouve finalement :
sin o = sin® 60, — 2 cos s1121 6, sin @y + sin® Oy (4.13)
sin® o

Pour étudier les variations de I’écart angulaire ¢, considérons tout d’abord la fonc-
tion :
22 —2cosa xy + >

sin? o

f(@,y) = (4.14)

ou « est fixé, et = et y sont des variables réelles. L'équation z = f(x,y) définit une
surface cartésienne dont le minimum est au point (0,0, 0). L’intersection de cette surface
avec le plan horizontal z = zp, ou zg croit de 0 a I'infini, donne des ellipses de taille
croissante et dont les axes sont portés par les droites y = x et y = —z dans ce plan (voir
figure 4.4 & gauche). Ainsi, lorsque le point (z,y) du plan 2Oy s’éloigne de l'origine, la
valeur de z = f(z,y) augmente.
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Si zp est constant et « varie, on obtient des ellipses (ou un cercle dans le cas

. . ™ . .
particulier o = 5) toutes tangentes au carré [—,/zo, +/Z0]?. En effet, chaque ellipse a
pour équation :

glz,y) =2® —2cosa zy+y* — 2 sina =0 (4.15)

Les valeurs extrémes de = et de y sont atteintes lorsque 'une des composantes du
gradient \7g(z,y) s’annule. Ce vecteur normal s’écrit :

vote) = ( Liww D ) =2 (22200) e

y—cosa T

Si la deuxieme composante s’annule, on a y = cos a x, que ’on reporte dans I’équation

4.15 :

2

2% — 2 cos?

2

a 2?4 cos? a 2% — 2 sin?a =0 (4.17)

d’ott les deux solutions z = +,/2g et * = —,/zp, donnant respectivement y = + cos a /29
et y = — cos a/zp. Si c’est la premiere composante de \/g qui s’annule, on obtient deux
autres points symétriques par rapport a la droite y = . La figure 4.4 a droite montre
diverses ellipses obtenues pour zg = 1, qui s’inscrivent toutes exactement dans le carré

[-1,+1]%. Si a < g, le grand axe de lellipse est sur la droite y = x, et l'ellipse est

. . ™ . . ™
d’autant plus étirée que a est proche de 0. Si @ = —, ellipse est un cercle. Si o > 5

le grand axe de l’ellipse est sur la droite y = —x, et 'ellipse est d’autant plus étirée que
« est proche de w. Ces dernieres constatations sont indépendantes de la valeur de z.

Fic. 4.4 - A gauche, isovaleurs f(x,y) = zo pour zg = 1, 2, ..., 9 et un angle fixé o = %
T T

A droite, isovaleurs f(xz,y) =1 pour un angle o = T o vy

127 712’ 12°

Si l'on considere la définition de lellipse (4.15) comme une équation du deuxieme
degré en x, on trouve une seule solution si y? = zy et deux solutions si y? < zj :

x =cosay *sinay/zg — y? (4.18)
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De maniére symétrique, si 22 < zg on a :

y=cosaz sinay/ zy— x> (4.19)

A présent, considérons 1’écart angulaire ¢ € [0, 7] donné par les équations 4.13 et
4.14 :

© = arcsin / f(sin 61, sin 6) (4.20)

T T
ou 61 et 65 sont des variables comprises entre —3 et —1—5. Le domaine de définition de
cette fonction doit vérifier 0 < f(sinfq,sinfy) < 1. D’apres ce qui précede, tout point
de coordonnées (r = sinf;, y = sinfy) doit donc étre situé a l'intérieur de ellipse
d’équation f(x,y) = 1. D’apres 'équation 4.19 avec zgp = 1, pour = sin#; donné et
nécessairement compris entre -1 et +1, les points de cette ellipse vérifient ’égalité :

y=cosaxtsinay/1— a2 (4.21)
& sinfy = cos v sinfy £ sina /1 — sin? 6;

& sinfy = cos v sin @7 £ sin «v cos 04
< sinfy = sin(6; £+ «)
<:>Oé:|92—91| ou Oé:|7T—92—(91|

car 61,605 € [—g, —I—g] et a € [0, 7]. Nous obtenons ainsi la plus grande et la plus petite

valeur possible de «, qui sont atteintes lorsque les vecteurs 7, W et T sont dans le
méme plan (avec un angle § égal a 0 ou m, voir figure 4.3). Pour ces deux valeurs
extrémes de a, on a f(sinfq,sinfy) = 1, et on obtient effectivement 1'écart angulaire
maximal ¢ = arcsinl = —. Pour a compris entre ces deux valeurs, I’expression 4.20

donnant ¢ est bien définie.

Lors de la génération d’un maillage géométrique, un écart angulaire maximal 1 est
donné (généralement de l'ordre de 10 degrés). Tout point de coordonnées (x = sin 6,
y = sin fy) est donc situé & l'intérieur du carré [— sineq, sine1]?. Si un point de ce carré
est & lextérieur de Dellipse f(xz,y) = 1, 'écart angulaire maximal ¢ = g est atteint

sur les portions de l'ellipse a l'intérieur du carré, o ayant alors 'une des deux valeurs
extrémes données par ’équation 4.25. Sinon, le carré est entierement a l'intérieur de
lellipse (ce qui se traduit par 2e; < o < 7 — 2¢; d’aprés la méme équation) et
I’écart maximal @4, est la plus grande des quatre valeurs obtenues aux sommets
A= (—51,—61), B= (+51,—€1), C = (+€1,+51) et D = (—51,+€1), soit :

SIN Prmas = Ssl,n L /24 2|cosql (4.26)

11 &

T
Cet écart maximal est atteint aux sommets B et D si a < 5 AUX sommets A et C'

: m . 0 T
sia > 5 et aux quatre sommets si a = 3 Pour les valeurs particulieres a = 2¢; et

s s
o =7 — 2¢1 on obtient Yime, = 5 et pour a = 5 on a Sin Ymer = V2 sine;.
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A titre d’exemple, la courbe de la figure 4.5 représente ;.. en fonction de «
pour £; fixé a 10° (tous les angles sont exprimés en degrés). Lorsque a varie de 0° a
2e1 = 20°, I’écart maximal est constamment égal a 90°. En se déplagant vers le point
d’abscisse @ = 90°, cet écart décroit jusqu’a ce que l'on ait sin ¢4, = V2 sin 10°, soit
Omaz ~ 14°. 11 croit ensuite jusqu’au point (o = 180 — 21 = 160°, Ve = 90°) puis
reste constant. Par conséquent, si le maillage est suffisamment régulier pour que 'angle
« entre deux arétes soit toujours compris entre 40° et 140°, alors I’écart angulaire d’un
élément reste inférieur a 31°, ce qui est un seuil généralement acceptable.

En conclusion, si le maillage est isotrope, le controle de 1’écart angulaire des arétes
suffit pour obtenir un maillage A'. En revanche, s’il est anisotrope, des précautions
supplémentaires devront étre prises pour éviter une inclinaison trop grande des éléments
par rapport aux plans tangents (cf. section 4.3.6).

80 |
60 -
40

phimax

20

0 20 40 60 80 100120 140160 180
alpha

Fia. 4.5 — Ecart maximal ¢4, d'un élément en fonction de son ouverture «, pour un
écart maximal 1 de ses arétes fixé a 10 degrés.

En suivant la méme démarche que dans la section 2.6, nous nous posons a présent
le probleme suivant : une surface ¥ étant donnée, trouver des spécifications de taille
permettant de satisfaire le critere A° ou A'. Dans le cas d’une courbe I', une fonction
de taille P — h(P) définissait des spécifications isotropes a partir de la courbure de
I' au point P. Dans le cas d’une surface Y, deux courbures principales sont définies
en un point P selon des directions orthogonales. Nous pourrons ainsi déterminer soit
des spécifications isotropes a partir de la plus forte courbure, soit des spécifications
anisotropes dans le plan tangent a X en P. A nouveau, vous supposons que les rayons
de courbure sont continus et varient peu autour du point P.

4.3.5 Spécifications de taille satisfaisant le critéere A°

Rappelons qu'une fonction de taille permet de spécifier, en tout point P de la
surface ¥, la longueur h souhaitée pour toute aréte issue de P. Dans le cas le plus
général, cette longueur dépend de la direction de 'aréte, ou plus exactement d’un angle
« variant de 0 a 27 dans le plan II; tangent en P a Y. Dans le cas isotrope, cet angle
a n’intervient pas et le lieu des points X du plan II; tels que PX = h est un cercle.
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Dans le cas anisotrope, la fonction a — h(«) doit définir une ellipse afin d’obtenir un
espace riemannien.

Pour étudier la courbure de la surface 3 au point P, on considére un vecteur unitaire
w d’origine P et inclus dans le plan tangent IT; (voir figure 4.6). Le vecteur W et la
normale en P & ¥, notée 7/ (P), engendrent un plan II,, perpendiculaire & II;. Lorsque
lorsque le plan II,, tourne autour de la normale, son intersection avec la surface > est
une courbe I' dont le rayon de courbure p passe par un minimum p; et par un maximum
p2, pour des valeurs respectives w7 et ws du vecteur . On montre que les vecteurs @i
et w3, appelés directions de courbures principales, sont orthogonaux. Si I’angle entre le
vecteur fixe w7 et le vecteur tournant W est «, le rayon de courbure p est donné par la

formule d’Euler :

cos2a  sin®a

= + (4.27)

1 2
P P1 P2

F1G. 4.6 — Etude de la courbure d'une surface X.

Afin de satisfaire le critere AY, ’écart 6 de toute aréte du maillage doit étre majoré
par une constante £g. Pour cela, la taille h d’une aréte issue d’un point P fixé, dépendant
ou non de la direction de cette aréte, doit remplir certaines conditions précisées ci-
dessous.

Dans le cas isotrope, 'équation 2.31 fournit directement le résultat ci-dessous.
La fonction de taille satisfaisant le critére Ay dans le cas isotrope est donnée par :

h=2 €0 (2 P1 — 50) (428)

ol pp est le rayon de courbure minimal de la surface > au point considéré P. Comme
précédemment, on a en général p; > g et cette expression est bien définie. Dans le cas
contraire p; < gg, ce qui correspond en pratique a un rayon de courbure exagérément
petit, on procede comme si 'on avait p; = g¢, d’out h = 2¢g.

Dans le cas anisotrope, la formule d’Euler 4.27 et I’équation 2.30 avec § = £¢ donnent
une taille notée hg :

2
hE_2\/50( e —50> (4.29)
P2 COS“ @+ p1 SIN” &
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Cette taille hg définit dans le plan tangent II; une courbe Cg fermée, symétrique
par rapport aux axes du repere (P, w7, w3 ), mais non elliptique. Pour obtenir un espace
riemannien, considérons l'ellipse C. passant les intersections de Cg avec les deux axes
du repere, et montrons que C, est la plus grande ellipse a U'intérieur de Cg. La taille h,
définie par cette ellipse vérifie I’équation :

1 cos? o sin? o

= +
hg 450 (2p1 —50) 450 (2,02 —60)

= fo(a) (4.30)

Nous devons donc montrer que, quel que soit 'angle o, on a h, < hg. On calcule

pour cela la différence :

11
A=— — — (4.31)
n2 o h%

€

D’apres les équations 4.29 et 4.30, on a :

2 2
Ccos” «v sin“ «r 1
deg A = — 4.32
<0 2p1—€0+2p2—€0 2p1p2 . ( )
p2 cosZa+ py sinZa C
D’ou finalement :
A (p2 — p1)? sin? a cos? a (4.33)

2(2p1 — €0) (2p2 — €0) [2 1 p2 — €0 (p2 cos® a + py sin® a)]

Puisque p2 > p1 > €g, la différence A est effectivement positive. Nous pouvons en
conclure le résultat ci-dessous.

La fonction de taille satisfaisant le critére Ag dans le cas anisotrope est donnée
par :

h(a) = m (4.34)

ou fo(a) est 'expression définie par I'équation 4.30. Cette expression suppose que p; et
p2 soient tous deux supérieurs ou égaux a €g. Comme précédemment, si p; < ¢ (resp.
p2 < €0), ce qui correspond en pratique a un rayon de courbure trés petit, on bride ce
rayon et on procede comme si l'on avait p; = g¢ (resp. p2 = €p).

A titre d’exemple, la figure 4.7 montre la courbe Cp obtenue pour py =1, py = 4
et eg = 0.7, ainsi que ’ellipse interne Ce.

4.3.6 Spécifications de taille satisfaisant le critére A!

En un point fixé P de la surface X, on considere a nouveau l'intersection de cette
surface avec un plan IT,, tournant autour de la normale 77 (P). Cette intersection est as-
similée au cercle osculateur de rayon p (voir figure 2.13). Pour un point X se déplacant
sur ce cercle, on désigne par 6 l'angle entre l'aréte PX et la tangente en P a ce
cercle. Le critere A' impose que I'angle 6 soit majoré par une constante donnée ;.
Les conséquences concernant la taille A d’une aréte issue du point P, dépendant ou non
de la direction de cette aréte, sont détaillées ci-dessous.
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1
Fia. 4.7 — De lextérieur vers l'intérieur :  FI1G. 4.8 — De 'extérieur vers l'intérieur :
courbes Cg (Euler) et C. (ellipse) corres- courbes Cg (Euler), C. (ellipse) et C,
pondant & un critére de distance A°. (réduite) correspondant a un critére

d’angle A

Dans le cas isotrope, on déduit directement de I’équation 2.33 que la taille h doit étre
proportionnelle au rayon de courbure minimal p;, avec un facteur de proportionnalité
A = 2 singq, comme indiqué ci-dessous.

La fonction de taille satisfaisant le critére Ay dans le cas isotrope est donnée par :

‘h =Ap1 = (2siney) ; ‘ (4.35)

Dans le cas anisotrope, la formule d’Euler 4.27 et I'équation 2.32 donnent une taille
notée hg :

Ap1p2
hgp = 4.36
L pa cosZa + py sina (4.36)

oll A = 2 sine; est le méme facteur de proportionnalité.

Comme précédemment, cette taille hg définit dans le plan tangent II; une courbe
Cg fermée, symétrique par rapport aux axes du repere (P, w7, w3 ), mais non elliptique.
On considere donc Pellipse C. passant les intersections de Cg avec les deux axes du
repere. La taille h, définie par cette ellipse vérifie I’équation :

1 cos?2a  sina
= (4.37)
h: Npt o A2p3

e
Les équations 4.36 et 4.37 permettent de calculer la différence A :

2 2 )2

1 1 cos’a  sina  (pg cos?a + p; sin

hEhy o Npi o Ao N2 i p3

e

2 a)

(4.38)

D’ou finalement :

1 /1 1)\?
A=—[——=) sin?acos®a 4.39
A2 (Pl PQ) ( )
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Puisque la différence A est positive, on a h, < hg quel que soit 'angle «. Il en
résulte que C. est la plus grande ellipse a l'intérieur de Cg, et que 'expression 4.37 de
he définit bien une fonction de taille anisotrope satisfaisant le critere A'.

Cependant, la fonction de taille h, controle I’écart angulaire des arétes et non celui
des éléments, ce qui est insuffisant (voir la section 4.3.4 et sa conclusion). Pour pallier
ce probléme, on calcule lécart de distance §; = (1 — cosep) p1 dans la direction wq
du plus petit rayon de courbure, et on impose le méme écart de distance dans toute
direction w. Ceci a pour effet de réduire ’écart angulaire des arétes correspondant & de
grands rayons de courbure. Cette fonction de taille réduite h, est donnée par I’équation
4.30 appliquée avec un écart maximal de distance g = 41, ce qui donne :

1 cos? o sin? o

— = +
h2 451 (2p1 —51) 451 (2,02—(51)

r

= fi(a) (4.40)

Finalement, nous obtenons le résultat ci-dessous.
La fonction de taille satisfaisant le critére Ay dans le cas anisotrope est donnée
par :

1
h(a) = m (4.41)

ou fi(«) est 'expression définie par ’équation 4.40.
A titre d’exemple, la figure 4.8 représente les trois courbes Cg, C. et C, obtenues

T
pour p1 =1, po =4 et g = —, dou A = 2sine; = 1. Cg est la courbe non elliptique

déduite de la formule d’Euler. C,. est la plus grande ellipse a l'intérieur de Cg. Enfin,

3
C, (en pointillés) est l'ellipse réduite obtenue avec 6; = (1 —cosey)pr =1 — - Cette

ellipse coupe I'axe Oy au point d’ordonnée \/(2 —/3)(14 4+ V/3) ~ 2.053.

En résumé, nous pouvons controler I'approximation géométrique d’une surface via
des spécifications isotropes ou anisotropes, que ce soit pour un critere de distance A°
(équations 4.28 et 4.34) ou pour un critere d’angle A! (équations 4.35 et 4.41). Une
combinaison de plusieurs de ces spécifications est possible (cf. section 2.5.4). Si des
spécifications physiques sont données par ailleurs, celles-ci devront étre limitées par des
spécifications géométriques de maniere a respecter la forme du domaine. La section
suivante traite du maillage d’une surface paramétrée respectant des spécifications de
tailles a priori quelconques.

4.4 Surface paramétrée

Des surfaces tres variées peuvent étre définies au moyen de surfaces paramétrées
composites. La plupart de ces surfaces sont approchées par des carreaux paramétrés
polynémiaux ou rationnels, ce qui est le cas dans la plupart des systemes de CAO.
Dans ce chapitre, nous donnons quelques indications sur une méthode qui convient a
la génération d’un maillage contraint d’un carreau paramétré. La contrainte consiste
en une carte de tailles en chaque sommet (prescrivant une taille dans toute direction)
ainsi qu’une qualité de forme associée & chaque élément du maillage. Ainsi, I'objectif
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est de construire un maillage qui respecte les spécifications contenues dans une carte
donnée de tailles et dont les éléments sont aussi réguliers que possible.

Par extension & la paramétrisation d’une courbe (équation 2.1), une surface pa-
ramétrée ¥ est définie par une application o, supposée de classe C?, d’un domaine
de R? vers R? :

x(u,v)
o:Q — X, u,v — o(u,v) = y(u,v) (4.42)

z(u, v)
On suppose en outre que des spécifications de taille et de forme sont données via
une métrique M en chaque point P de . En reprenant les notions introduites en

sections 2.5.2 et 2.5.3, des spécifications isotropes sont définies par une fonction de
taille P — h(P) ou, de maniére équivalente, par la métrique suivante notée My, :

0 0

1
My (P) = 0 (4.43)
0

= o

1
0
Dans le cas anisotrope, la métrique est définie par une matrice symétrique Ms
définie positive d’ordre 3 :
a(P) b(P) c(P)
Ms3(P)=| b(P) d(P) e(P) (4.44)
o(P) e(P) f(P)

Elle peut aussi étre définie dans le plan tangent a > en P par :

wi(P)T >

et (4.45)
w2

Ms(P) = (wi(P) wa(P) ) Ma(P) <

ot wi(P) et wo(P) sont deux vecteurs de R? définissant une base orthonormée de ce
plan tangent, et Mo(P) est une matrice symétrique définie positive d’ordre 2.

Rappelons également ’expression de la longueur normalisée d’un segment courbe I'
dans un champ de métriques M (équation 2.15) :

b
(@) = [ V30T M) () d (4.46)

En considérant la longueur normalisée des arétes issues d’un point fixé P de 3, le
lieu des points X de R? tels que { M, (P)(PX) = 1 est, dans le cas isotrope, une sphere
de centre P et de rayon h(P) et, dans le cas anisotrope, un ellipsoide centré en P.

Notre objectif est de mailler la surface ¥ tout en respectant ces spécifications de
taille et de forme. Dans les approches directes, les points a insérer sont projetés sur
la surface par des méthodes de type Newton-Raphson ou BFGS. Nous proposons ci-
dessous une approche indirecte, qui consiste & mailler le domaine bidimensionnel €2 et
a appliquer le maillage résultant sur la surface Y. Cette méthode est a la fois rapide et
robuste mais demande d’exprimer, a partir du champ de métriques spécifié sur ¥, un
champ de métriques défini sur 2. Ce calcul de « métrique induite » est précisée dans la
section ci-dessous.
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4.4.1 Meétrique induite dans le domaine des parameétres

Désignons par M (X, M) un maillage unité de ¥ dans la métrique donnée M.
De méme, désignons par M (Q,M) un maillage unité de Q0 dans la métrique induite
cherchée M. De maniere formelle, nous cherchons a exprimer M en fonction de M de
telle sorte que la relation suivante soit satisfaite :

M(S, M) = o(M(Q,M)) (4.47)

Dans ce but, nous allons établir la longueur d’un segment courbe C, tracé sur la
surface gauche Y, sachant qu’il est I'image par o d’un segment courbe C, tracé sur le
domaine plan . Le segment C, étant défini par une application w : [a,b] — R?, son
image C, est définie par une application composée 7 = oo w :

vifad] = B, e (t) = o(wlt) = (cow)(t) (4.48)

(la figure 4.22 offre une illustration dans laquelle C,, et C,, sont des courbes frontalieres).
La dérivée premiere de v est donc égale au produit matriciel :

Solab - RS, e A() = ow() Gl) (4.49)
ou 6(w(t)) est une matrice 3 x 2 formée a partir des dérivées partielles o, et o, :
ow(t) = (oulw®)  ouw(t) ) (4.50)

et o w(t) est une matrice 2 x 1 représentant la dérivée premiere de w en t.

Dans ce qui suit, nous considérons successivement les cas ou la métrique M spécifiée
dans R3 est la métrique euclidienne usuelle, puis une métrique isotrope quelconque et
enfin une métrique anisotrope.

Métrique euclidienne usuelle dans R?

Nous étudions ici le cas ou la métrique spécifiée M est simplement définie par la
matrice identité Z3. En se référant I’équation 2.4, la longueur euclidienne usuelle du
segment C,, noté ici I' pour alléger les notations, est donnée par :

b b
Lr®) = [ 5O dt= [\ /307 360) a (4.51)

D’apres les équations 4.49 et 4.50, nous avons :

AT A =) swt)" s(w(t) o) (4.52)
et
. au(w(t)” >
F(wE)™ &(w(t = Ou(w(t oy(w(t 4.53
(w(®)" o(w(t)) (Jv(w(t))T ( oul(w(t)) (w(®)) ) (4.53)
) <%wwﬁoumm %wwﬁoumm> )
ao(@®)T ou(w(®) o) gulw(t

= M,(w(t) (4.55)
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ol M, est une matrice 2 x 2 qui caractérise la métrique intrinseque locale de > au
point 7(t). Chaque élément de cette matrice peut étre considéré comme un produit
scalaire, noté (.,.), des dérivées partielles o, et o, :

( (ou,0u) (0w, 00) >

(Ow,0u) (O, 00)

M, = (4.56)

En reprenant I’équation 4.51, la longueur euclidienne usuelle du segment courbe I’
est :

b
Ln(0) = [ o7 M) o) dt (4.57)

et, par identification, la métrique induite dans le cas d’une métrique euclidienne usuelle

M =13 est :

M(w(t) = Mo (w(t)) (4.58)

L’équation 4.57 permet de relier la métrique M = 73 définie sur la surface gauche X
et la métrique induite M = M, définie sur le domaine paramétrique Q2. En effet, cette
formule montre que la longueur euclidienne d’un segment courbe w(t) tracé dans €2
dépend de la norme euclidienne de w(t), tandis que la longueur euclidienne du segment
courbe y(t) = o(w(t)) (image de w(t) sur ) dépend de la « norme riemannienne » de
w(t) par rapport a la métrique intrinseque locale de 3. Reprenant la discussion de la
section 2.5.3, le « cercle unité » représentant la métrique M, (P) en un point P de
est une ellipse centrée en P, tandis que celui représentant la métrique usuelle au point
o(P) de X, sur le plan tangent en ce point, est un véritable cercle de rayon 1. Ceci met
en évidence la déformation métrique de la surface ¥ vers son domaine paramétrique
Q. Ainsi, un maillage unité de ¥ dans la métrique Z3 est évidemment isotrope, tandis
que son antécédent par ¢ est un maillage unité, généralement anisotrope, de €2 dans la
métrique M.

A titre d’exemple, considérons le domaine carré Q = [—2.5,4+2.5]2 et son image %
par l'application o : v, v — z=u, y =0, z = % (u? 4+ v?) (portion de paraboloide). La
figure 4.9 montre, a gauche, un maillage du domaine plan €2 construit de telle sorte que
le maillage de la surface gauche ¥ soit un maillage unité dans la métrique euclidienne
usuelle Z3. La méme figure, a droite, visualise en chaque sommet P du maillage de €2
le « cercle unité » représentant la métrique induite M, (P). Dans ce cas particulier ou
I’application o est une fonction cartésienne, cette ellipse n’est qu’une simple projection
sur le plan de © du cercle unité représentant la métrique usuelle au point o(P) de X
(cf. section 4.8). Remarquons que, pour qu’un maillage unité soit « idéal », les sommets
doivent étre situés aux intersections des ellipses, et que cette propriété est pratiquement
vérifiée ici.

Métrique isotrope générale dans R?

Dans le cas isotrope général, la métrique M spécifiée sur X est donnée par :

I3 (4.59)

ou P+ h(P) est une fonction de taille définie en tout point P de 3 (cf. équation 4.43).
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FiG. 4.9 — Maillage anisotrope d’un domaine paramétrique {2 de manieére a obtenir un

maillage unité d’une surface quadratique ¥ dans la métrique usuelle Z3 (et donc ici un
maillage uniforme).

D’apres 1’équation 4.46, la longueur riemannienne du segment courbe I' dans cette
métrique est donnée par :

b
La (1) = [ HOT Mila(0) (0 de (4.60)

Un calcul analogue au précédent donne finalement :

b
L () = | \/wu)T Ty Melwl) o) (4.61)

ce qui peut étre écrit comme

b —~
L, (T) = / Vo™ M) o) dt (4.62)

avec

M(w(t)) = m M (w(1)) (4.63)

Cette derniere formulation définit, a partir de la métrique intrinseque locale M,,
la métrique M induite dans le domaine des parametres. Comme précédemment, un
maillage unité de 2 dans la métrique M est généralement anisotrope, tandis que son
image par o donne un maillage respectant les spécifications isotropes données sur X.

Ces spécifications isotropes sur ¥ peuvent, en particulier, définir une taille h pro-
portionnelle au rayon de courbure minimal de la surface afin de générer un maillage
géométrique (cf. équation 4.35). Reprenant ’exemple précédent, la figure 4.10 montre,
a gauche, un maillage du domaine plan 2 construit de telle sorte que le maillage de la
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surface gauche ¥ soit un maillage géométrique (avec une tolérance angulaire £; = 8°).
La méme figure, a droite, visualise en chaque sommet P du maillage de € le « cercle
unité » représentant la métrique induite M (P). La surface ¥ étant cartésienne, cette el-
lipse n’est autre que la projection sur le plan de © du cercle de rayon h tangent en o (P)
a % (cf. section 4.8). Ici encore, on remarque que les sommets sont pratiquement situés
aux intersections des ellipses, ce qui indique que le maillage respecte convenablement
les spécifications de taille.

Fia. 4.10 — Maillage anisotrope d’'un domaine paramétrique {2 de maniere a obtenir un
maillage géométrique isotrope d’une surface quadratique 3.

Métrique anisotrope dans R?

Si une carte générale de métriques anisotropes Ms est spécifiée en tout point de
Y (cf. équation 4.44), le méme raisonnement s’applique une nouvelle fois et définit la
métrique induite :

M(w(t) = 6(w®)" Ms(r(1) 6(w(1)) (4.64)

ou, avec des notations simplifiées :

— g,
M_<
g,

Cette formulation exige la calcul de deux produits matriciels, car il n’est pas possible
ici d’exprimer simplement la métrique induite M a partir de la métrique intrinseque
locale M, . L’image par o d’un maillage unité de €2 dans la métrique M donne comme
précédemment un maillage respectant les spécifications données, mais cette fois-ci ces
maillages dans R? et dans R? sont tous deux anisotropes.

Dans le cas ou la métrique M3 est définie a partir d’'une métrique My dans le plan
tangent a ¥ exprimée dans le repere usuel (cf. équation 4.45), la métrique induite s’écrit

SRR

) Ms (Uu Uv) (465)



4.4, SURFACE PARAMETREE 89

encore :

M—<U§>(w1 w2)M2<wi>(0u Ty ) (4.66)

o W,

Grace aux différents résultats de cette section, nous pouvons construire par une
méthode indirecte un maillage adaptatif controlé par une carte de taille physique et/ou
géométrique. Les métriques correspondant & ce dernier cas dépendent des courbures
principales en tout point de la surface (cf. section 4.3). Par suite, nous présentons
ci-dessous un moyen d’obtenir ces courbures dans le cas d’une surface paramétrée.

4.4.2 Courbures principales d’une surface paramétrée

Considérons un point Xy = o(z) de la surface ¥, ot xy = (ug, vg) (voir figure 4.11).
Pour x = (u,v) suffisamment proche de zy, un développement de Taylor a 'ordre 2
montre que o(x) peut étre approché par la fonction quadratique o, avec :

1
Og,20(x) = Xo + oy (z0)u + 0y (x0)v + 3 (Ouu(20)u? + 200 (20)uv 4 Ty (20)v?) (4.67)

qui définit une surface quadratique X, x,. Ainsi, le probleme se réduit a définir les
courbures principales de cette surface quadratique au point Xj.

Le plan tangent II; de 3 en X est engendré par les deux vecteurs oy, (xg) et oy, (z0),
et son vecteur normal unitaire v(Xg) est alors défini par :

ou(zo) X oy(x0)
llow(zo) x ov(zo)l

v(Xp) = (4.68)

Pour analyser le comportement de la surface quadratique ¥, x, au voisinage de
xo, nous considérons la trace de X, x, sur le plan II,, engendré par les deux vecteurs
unitaires orthogonaux 7(X) = Tul@o)u + 0u(20)v

|low(@o)u + o (20)v|
normale de ¥ passant par 7(X). En effet, la trace de ¥, x, sur II, est la courbe
E(z) 7(X) + n(z)v(Xp) passant par X (origine du plan II,,), ot & et n sont définis
par :

et v(Xp), qui constitue une section

&(x) = qu(x)T T(X) n(x) = qumo(x)T v(Xo) (4.69)

§(@) = llow(zo)u + ov(wo)vl| + O(]|z]?)

n(x) :1 (auu(xo)T v(Xo) u? +2 qu(xo)T v(Xo) v + oy (20) T v(Xo) v?)

2
(4.70)

Ainsi, nous avons :
() = ||ow(wo)u + oy (w0)ol|* + o|[2]|*) = &T Mq(Xo) @+ of||z[*) (4.71)

ce qui donne :

& () _
2T My (Xo) = 1+o(l) (4.72)
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Désignons par N, (X) la matrice 2 x 2 :

( Juu(:co)z: v(Xo) qu(xo)z: v(Xo) > (473)
O-uv(-rO) V(XO) O'vv(xO) V(XO)
alors n(x) peut étre exprimé comme :

n(z) :% zt Np(Xo) o (4.74)

Puisque o(n) = o(||z||?) = o(£2), nous avons :
1= 5r(@)E + ofE) (1.75)

o B T N, (Xo)

k(z) = T M, (Xo) @ (4.76)

L’équation précédente montre que la courbure de la courbe &(x)7(X) + n(x)v(Xp)
a lorigine Xy est x(x) et que sa normale unitaire principale coincide avec v(Xy). Pour
trouver les courbures principales au point X, nous pouvons appliquer la réduction
simultanée des matrices N, (Xo) et M,(Xp) qui fournissent une base orthonormée
(w1(Xo), w2(Xo)) du plan tangent a ¥ en X pour laquelle les deux matrices ci-dessus
sont diagonales. Cette base est constituée des vecteurs propres unitaires de la matrice
MY (Xo)Ny(Xo) (notons que M, (Xp) représente une métrique et est donc inversible).
Cette matrice est appelée la matrice géométrique locale de 3 en X et est désignée par
Go(Xp). Ainsi, dans la base (w1 (Xp), w2(Xo)), x(x) s’exprime comme :

K1 (Xo)u? + K2 (Xo)v?
u? + v?

k(z) =

(4.77)

ou k1(Xp) (resp. k2(Xp)) est la valeur propre correspondant a wq(Xy) (resp. wa(Xp)).
En conclusion, nous avons montré un moyen d’obtenir les deux directions principales
w1 (Xop) et wa(Xp), ainsi que les courbures principales k1(X() et k2(X() dans ces direc-
tions respectives.

4.4.3 Application (visage de Voltaire)

A titre d’exemple, considérons une surface paramétrée représentant le visage de
Voltaire. Les deux parametres sont un angle 6 € [0,2 7] et une hauteur z. Le domaine
paramétrique contient une ligne verticale imposée 6 = 7. L’application 0,z — (6, z)
calcule un point de I'espace tridimensionnel connaissant la distance de ce point a un axe
vertical fixe. Sur chaque figure de cette section, la partie gauche représente le domaine
de R? et la partie droite son application dans R3. Le mailleur surfacique utilisé est
BLSURF [90].

La figure 4.12 montre un maillage uniforme du domaine paramétrique et le maillage
surfacique correspondant (9372 triangles). Le maillage isotrope dans R? et anisotrope
dans R3 Ceci met en évidence la distorsion des éléments sur la surface, ce qui n’est pas
souhaité en général.
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Fic. 4.11 — Etude de la courbure d’une surface paramétrée X.

La figure 4.13 (resp. 4.14) montre un maillage surfacique uniforme de taille constante

h R
h =9 (resp. 5= 4.5) contenant 8 657 triangles (resp. 33572 triangles). A présent, le

maillage du domaine paramétrique est anisotrope, ce qui reflete encore la distorsion des
métriques.

Les figures 4.15 et 4.16 montrent deux maillages surfaciques géométriques isotropes,
(96034 et 135547 triangles) respectivement sans et avec controle de la gradation en
taille (ce procédé de gradation est détaillé dans [BOR9S]). Les parties raffinées de ces
maillages sont dues a des courbures relativement élevées de la surface. Ce type de
maillage fournit une bonne approximation géométrique de la surface.

Enfin, la figure 4.17 montre un maillage surfacique géométrique anisotrope (35240
triangles). On constate que les zones raffinées dans le cas isotrope sont remplacées par
des éléments étirés dans le cas anisotrope. Ainsi, la surface est approchée avec une
précision équivalente, alors que le nombre d’éléments est considérablement réduit.
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Fia. 4.12 — Visage de Voltaire. A gauche, maillage uniforme du domaine des parametres.

A droite, maillage surfacique correspondant
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Fic. 4.13 — Visage de Voltaire. A droite,
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Fia. 4.14 — Visage de Voltaire. A droite, maillage uniforme « fin ».
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AN
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F1Gc. 4.17 — Visage de Voltaire. A droite, maillage géométrique anisotrope.
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4.5 Surface multicarreaux

Le maillage d’une surface composée de carreaux paramétrés est une composante
essentielle dans le couplage entre CAO et simulation numérique. En effet, un objet
peut étre modélisé en CAO par une représentation B-Rep (boundary representation),
dans laquelle sa frontiere est décomposée en plusieurs « carreaux ». ' L’objet est alors
représenté par des informations géométriques et topologiques sur des points, des courbes
et des surfaces. Pour mailler la surface de ’objet, chaque carreau peut étre vu comme
une surface paramétrée individuelle (cf. section précédente), mais un soin particulier
doit eétre pris afin que le maillage global soit conforme. En particulier, les courbes
interfaces doivent étre définies de maniere rigoureuse, ce qui n’est pas toujours vrai
en pratique. De plus, toutes ces courbes doivent étre discrétisées avant de procéder au
maillage des carreaux adjacents. Ceci conduit au schéma général de calcul ci-dessous :

1. Réparation du modele CAO
Discrétisation des courbes frontalieres, notamment les courbes interfaces
Maillage surfacique des carreaux

Maillage volumique de l'objet

ARl

Simulation numérique

Les étapes 2 & 5 peuvent étre réitérées pour générer des maillages adaptatifs et/ou
déformables. Les sections suivantes concernent plus particulierement la réparation du
modele CAQ, les spécifications de taille sur une courbe interface, la discrétisation d’une
telle courbe et son report dans les domaines de parametres concernés, ainsi que le cas
particulier des surfaces dégénérées.

4.5.1 Réparation du modele CAO

Idéalement, une représentation B-Rep donne de maniere exacte des informations
géométriques sur les carreaux et des informations topologiques permettant de les as-
sembler. Cependant, ces informations peuvent étre incorrectes : par exemple, deux car-
reaux théoriquement adjacents peuvent étre séparés par un espace vide, se superposer
partiellement, ou s’intersecter. Dans le premier cas, on pourra construire des carreaux
comblant les espaces vides. Dans les autres cas, on pourra calculer les courbes intersec-
tions, les reporter dans les domaines de parametres, et rectifier ces derniers. Une totale
automatisation de cette « réparation de la CAO »(CAD repair ou CAD cleaning) reste
encore un probleme ouvert. Cependant, nous présentons ci-dessous une méthode simple
de réparation lorsque les défauts sont de petites tailles.

Deux seuils de tolérance sont définis, €1 pour les distances propres a un seul car-
reau et €9 pour les distances entre deux carreaux différents. Pour un objet de taille
normalisée, on prendra par exemple £ = 107° et g9 = 1072,

!Dans une autre représentation courante en CAO, appelée CSG (constructive solid geometry), 'objet
est défini par une suite d’opérations ensemblistes sur des solides élémentaires (par exemple union,
intersection ou différence entre des cubes, des spheres, ou des cylindres pleins). De maniére interne, le
signe d’une fonction implicite f(z,y,z) détermine l'intérieur, 'extérieur et la frontiere de 1'objet. La
génération de maillage peut alors utiliser des algorithmes appelés vozelisation et marching cubes. On
pourra également convertir automatiquement la représentation CSG en B-Rep (I'inverse n’étant pas
possible en général) et appliquer la méthodologie de cette section.



4.5. SURFACE MULTICARREAUX 95

Ainsi, pour identifier deux points communs, deux cas sont envisagés :

— S’ils appartiennent a un méme carreau, leur distance doit étre inférieure a ¢;.

— S’ils appartiennent & deux carreaux différents, leur distance doit étre inférieure
a £9.

Deux courbes sont alors considérées comme communes si elles vérifient les trois

propriétés suivantes :

— Elles appartiennent a deux carreaux différents.

— Les extrémités de I'une des deux courbes sont communes avec celles de I'autre
courbe (mémes numéros globaux respectifs).

— Leur distance de Hausdorff est inférieure a 5. En pratique, chaque courbe est
approchée par une ligne polygonale. La distance entre tout sommet de I'une des
deux lignes polygonales et une aréte de l'autre doit étre inférieure a e, et wvice
versa.

Pour traiter le cas des courbes se chevauchant partiellement, il est préalablement
nécessaire de projeter chaque extrémité P sur toute courbe C' appartenant a un autre
carreau et voisine (distance inférieure a e3). Si la longueur du segment courbe compris
entre le point projeté P’ et I'une des extrémités de C est inférieure & £, le point
P et cette extrémité sont considérés comme étant communs. Sinon, la courbe C' est
subdivisée en P’, et les points P et P’ sont considérés comme étant communs.

Par exemple, la figure 4.18 représente trois carreaux (a gauche, numéros des points
sur la frontiere de ces trois carreaux; & droite, numéros des courbes). Initialement,
les points et les courbes sont numérotés de maniere séquentielle. Ainsi, des numéros
apparaissent superposés a gauche de la figure lorsque deux extrémités de courbes sont
géométriquement confondues. Cet effet est visible sur le rectangle inférieur dont les
cOtés sont d’extrémités respectives 1-2, 3-4, 5-6 et 7-8, et sur la frontiere du carreau de
gauche (resp. droite) comprenant les segments 9-10, 11-12, ..., 21-22 (resp. 23-24, 25-26,
.., 35-36). La partie droite de la figure montre les numéros des courbes, tous différents,
de 1 a 18.

Sur la figure 4.19, les extrémités et les courbes communes ont été identifiées (pour
des valeurs de 1 et g9 suffisamment grandes). De plus, les points 9, 10 et 24 ont été
projetés sur le coté supérieur du rectangle. Un maillage totalement conforme des trois
carreaux peut donc étre généré, comme le montre la figure 4.20 (les distances entre les
carreaux sont largement exagérées dans cet exemple).
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Fi1a. 4.18 — Numérotation initiale des points et des courbes.
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Fia. 4.20 — Maillages résultants, a gauche non conforme et a droite conforme (les
distances entre les carreaux sont largement exagérées dans cet exemple).
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4.5.2 Spécifications de taille sur une courbe interface

Pour discrétiser une courbe interface, les spécifications de taille a considérer peuvent
étre définies en certains points de la courbe, sur la courbe toute entiere (de maniere
continue), ou sur des surfaces adjacentes. Dans ce dernier cas, on pourra retenir le
minimum ou la moyenne des tailles associées aux différentes surfaces adjacentes.

Par exemple, la figure 4.21 représente une partie de la célebre théiere de I’Utah.
Cette partie est composée de 4 carreaux et une taille constante est prescrite sur chacun
d’entre eux (respectivement 0.5, 1, 2 et 8). A gauche, le minimum des tailles est retenu,
ce qui produit un maillage de 534 sommets et 960 triangles. A droite, la moyenne
géométrique est prise en compte, d’ou un maillage de 494 sommets et 881 triangles.

Eac

e
e

ZAN

£

S

e

Fia. 4.21 — Théiere de I’'Utah : tailles prescrites aux interfaces obtenues par minimum
(2 gauche, 913 triangles) ou par moyenne géométrique (& droite, 864 triangles).

4.5.3 Discrétisation d’une courbe interface et report dans les do-
maines de parametres

Apres avoir défini de maniere formelle une courbe interface, nous présentons ci-
dessous une méthode pour discrétiser une telle courbe et reporter le résultat dans les
domaines de parametres concernés.

Définition d’une courbe interface

Une courbe interface est un cas particulier de courbe frontaliere. La figure 4.22
donne une vue schématique des applications définissant les frontieres d’un domaine
paramétrique plan et de son image ¥ dans R3. La frontiere du domaine € est composée
d’un certain nombre de courbes, chaque courbe C,, étant définie par une application w :

w:I=[ab CR — C, CR?, t— w(t) (4.78)
Le carreau X est lui-méme défini par une application o :

0:QCR? - L CR3, (u,v) — o(u,v) (4.79)
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F1a. 4.22 — Vue schématique des applications définissant des courbes frontiéres (un seul
carreau est représenté ici).

Ainsi, I'image de C,, par I'application o est une courbe C, faisant partie de la frontiere
du carreau ¥ et définie par 'application composée v = oo w :

y:ICR — C, CR3, t — () =o(w(t)) = (o ow)(t) (4.80)

Une courbe interface est définie par plusieurs applications (7;)i=1,...» ou n est appelé
degré de la courbe interface. Un cas typique (figure 4.23 au centre) est celui d’une
courbe interface partagée par deux carreaux ¥ et g, c’est-a-dire en fait deux courbes
confondues Cy, et C,, définies respectivement par les applications 1 et ¥o :

{ 7 o- L CR — C'Yl C R3, t — ’yl(t) Jl(wl(t)) (4'81)

Yo : bR — Cy CR3, t — Y2(t) = o2(wa(t))

Un autre cas courant (figure 4.23 & gauche) est celui d’une « couture » sur une
surface périodique comme un cylindre ou un tore. Il s’agit alors d’un seul carreau X
défini par une application o :

{ m:LHCR—=C, C R3, t — 71(t) = o(wi(t)) (4.82)

Yo : bR — Cy CR3, t — Y2(t) = o(wa(t))

Enfin, la figure 4.23 a droite montre une courbe interface C partagée par trois
carreaux.

Remarque : caractérisation des surfaces manifold et non manifold

Le degré des courbes interfaces permet de classer les surfaces en plusieurs catégories.
Une surface est dite manifold si toutes ses courbes interfaces sont de degré n < 2, non
manifold sinon. Parmi les surfaces manifold, on distingue celles avec bord (s'il existe
au moins une courbe interface de degré n = 1) et celles sans bord (si toutes les courbes
interfaces sont de degré n = 2).
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FiG. 4.23 — De gauche a droite, courbe interface C partagée par 1, 2 ou 3 carreaux.

Discrétisation et report d’une courbe interface

La discrétisation d’une courbe interface reprend bien évidemment les méthodes
de discrétisation d’une courbe quelconque (cf. chapitre 2). Cependant, bien qu’une
courbe interface soit définie par plusieurs applications (7;)i=1,.. n, avec n > 2, sa
discrétisation dans I’espace tridimensionnel doit étre unique. Le principe est de réaliser
cette discrétisation en se basant sur I’'une quelconque des définitions de la courbe inter-
face, par exemple la premiere rencontrée, et de reporter cette discrétisation sur chacun
des domaines de parametres concernés.

Considérons par exemple une courbe interface partagée par deux carreaux et définie
par les applications 73 = 01 0wy et 73 = 09 o wy (cf. équation 4.81). Dans un premier
temps, une suite de parametres (t;)i—o,.. m, avec m > 2, est constituée de maniere a
ce que la propriété de linéarité (PL) de la section 2.5 soit vérifiée pour 'application
wi : R — R?%. Dans un deuxieéme temps, cette suite de parametres est enrichie de maniere
A ce que la propriété (PL) soit également vérifiée pour I'application v : R — R3. 1l en
résulte un support polygonal S(C,,) approchant fidélement la courbe plane C,,, dont
I'image par oy est un support polygonal S(C,,) approchant fidelement la courbe gauche
C,, . De la méme fagon, une autre suite de parametres est constituée de maniere a ce que
la propriété (PL) soit vérifiée a la fois pour ws et y2, d’ou les supports polygonaux S(Cy, )
et S(Cy,). Par construction, ces deux supports sont pratiquement confondus. Il suffit
alors de discrétiser I'un d’entre eux comme indiqué précédemment, puis de reporter cette
discrétisation sur chacun des supports S(Cy, ) et S(C,,) par simple interpolation linéaire
(les supports ayant été congus dans ce but, cf. section 2.5). Muni de ces discrétisations
des courbes S(C,,) et S(Cu,), frontieres des domaines paramétriques 2y et q, ces
derniers peuvent étre maillés individuellement tout en garantissant la conformité du
maillage de la surface composée des carreaux 1 et 3.

Cette méthode s’étend sans difficulté a un nombre quelconque de courbes interfaces,
chacune étant de degré quelconque. La discrétisation unique de ces courbes permet
d’obtenir finalement un maillage conforme de la surface multicarreaux.
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4.5.4 Discrétisation des courbes frontalieres dans le cas d’une surface
dégénérée

Une surface paramétrée Y est dite dégénérée lorsqu’une courbe frontaliere de son
domaine de parameétres €2 a pour image un simple point de R3. Par exemple, la par-
tie gauche de figure 4.24 montre le maillage du domaine paramétrique d’'un cone, et
la partie droite représente son application dans l’espace tridimensionnel. Le domaine
paramétrique est un rectangle dont le coté supérieur a pour image le sommet du cone.
Concernant la discrétisation des frontieres, le coté dégénéré du rectangle ne doit pas
étre subdivisé. Concernant le maillage surfacique, les tailles prescrites parallelement a
ce cOté deviennent infinies dans son voisinage, et il est donc nécessaire de brider les
métriques correspondantes. En outre, il faut veiller a ce que le nombre de triangles issu
du sommet du cone soit supérieur ou égal a trois afin d’éviter un « pincement » au
sommet du cone.

Fi1G. 4.24 — Maillage d’un cone.

4.5.5 Maillage transcarreaux

La méthodologie vue jusqu’ici produit des maillages dits « carreaux-dépendants »
(patch dependent) car les frontieres partagées par plusieurs carreaux sont imposées dans
le maillage final de la surface. En d’autres termes, toute aréte de la discrétisation d’une
courbe interface est aussi une aréte du maillage de la surface. Cette propriété peut étre
recherchée lorsque la courbe interface traduit une singularité géométrique (typiquement
une ligne vive) ou lorsque la présence de ces carreaux a un sens physique particulier.
En revanche, ce respect des contours des carreaux peut aboutir a la création de petites
arétes (par rapport a la taille spécifiée) ou d’éléments de qualité médiocre. L’idée est
donc de construire dans un premier temps un maillage carreaux-dépendant, et d’utili-
ser dans un second temps des techniques de simplification de maillage pour produire
un maillage « transcarreaux » (patch independent). Cependant, il est ici possible de
controler I'écart de distance A° et I'écart d’angle A' du maillage transcarreaux.

Dans notre contexte, chaque élément du maillage initial est référencé par le carreau
le contenant. Ainsi, les arétes frontalieres sont communes & au moins deux éléments
ayant des références distinctes. En outre, les normales et les tailles prescrites sont
données aux sommets du maillage.



4.5. SURFACE MULTICARREAUX 101

Une aréte frontaliere est alors identifiée comme une aréte vive si elle appartient a :

— un carreau seulement,

— au moins trois carreaux, ou

— exactement deux carreaux, mais les normales associées a ces carreaux sont différentes
a 'une de ses extrémités.

En raison des erreurs d’opération en arithmétique flottante, la troisieme condition
est considérée comme vérifiée si 'angle entre les deux normales est inférieur a une
certaine valeur seuil, par exemple un degré (1°). Par ailleurs, une région anguleuse peut
étre assimilée a une région plate en augmentant ce seuil, ce qui permet de supprimer
certains détails géométriques si nécessaire. La géométrie étant bien définie, les petites
arétes sont éliminées par un simple collapse d’aréte (fusion de ses deux extrémités).
Cependant, deux cas doivent étre considérés :

— D’aréte est interne a un carreau, avec ses deux extrémités a l'intérieur du carreau,

ou 'aréte est une aréte vive;

— l’aréte est interne a un carreau, mais I'une de ses extrémités appartient aussi a

une aréte vive.

Dans le premier cas, la fusion des deux extrémités peut étre effectuée dans une
direction quelconque. Dans le second cas, la fusion doit s’effectuer en direction de
I'extrémité de 'aréte vive.

Une aréte est considérée comme petite si sa longueur normalisée est inférieure a 1.
Soit e = P(Q une aréte du maillage de référence, et soient h(P) et h(Q) les tailles
prescrites en ses extrémités P et (). La longueur normalisée de 'aréte e est définie par :

! 1
e = 1701 | ey s
si la taille est interpolée linéairement (cf. équation 3.9).

Supposons que le collapse de Paréte e fusionne le point P vers le point @ (voir
figure 4.25). Soit f une aréte issue de P et n’appartenant pas & un élément de sommet
Q. Lorsque ce fusionnement a lieu, f devient une aréte f’ issue de . La longueur
de cette nouvelle aréte f’ doit respecter la taille prescrite. En fait, au lieu de vérifier
cette conformité de taille, on considere la qualité de la configuration globale. Pour cela,
définissons la qualité en longueur d’une aréte e par (équation 2.14) :

L(e) si L(e) <1

q(e) = LI (4.84)
L(e) 11101

Le collapse de l'aréte e est appliqué si L(e) < 1 et si g(e) < Il’]lclln q(f') pour tout f’

appartenant a I’ensemble des arétes issues de () dans la nouvelle configuration. La lon-
gueur d’une nouvelle aréte f’ est calculée en utilisant 1’équation 4.83. Ceci suppose que
f! soit proche de la surface représentée ici par le maillage de référence. Plus exactement,
chaque élément créé par collapse d’aréte doit étre proche du maillage de référence, au
sens de l'écart de distance A et de I'écart d’angle A' (cf. section 4.3). Pour assurer
cette condition de maniere efficace, un algorithme calcule une valeur approchée (par
exces) de la distance de Hausdorff [20].
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Apres ces opérations de collapse, les sommets du maillage simplifié sont déplacés de
maniere a améliorer la qualité en forme du maillage. A nouveau, les distances de Haus-
dorff sont utilisées pour garantir que la configuration apres déplacement d’un sommet
reste proche de la surface. Dans notre implémentation, ces opérations de collapse et de
déplacement sont appliquées itérativement, en augmentant progressivement les seuils
de tolérance par rapport a la géométrie.

Fi1c. 4.25 — Exemple de collapse d’aréte.

4.5.6 Applications (Dassault Aviation et Lectra)

A titre d’illustration, deux exemples sont proposés, fournis respectivement par Das-
sault Aviation et par Lectra. Les maillages surfaciques ont été réalisés par le logiciel
BLSURF [90].

La figure 4.26 montre deux maillages d’un avion d’affaires de type Falcon. En haut,
un maillage uniforme de taille 100, contient 26 899 triangles de qualité 0.995 en moyenne.
En bas, un maillage géométrique d’écart 8° et de gradation 1.3 contient 147 500 triangles
de qualité 0.975 en moyenne.

La figure 4.27 montre, a gauche, un maillage initial carreaux-dépendant correspon-
dant a une partie de volant composée de 81 carreaux. Ce maillage contient des éléments
étirés en raison des angles imposés par les contours des carreaux et des petites arétes
imposées par la frontiere donnée. Il contient aussi des triangles dont la forme est im-
posée par le contour du carreau sous-jacent. A droite, le maillage transcarreaux obtenu
par simplification contient des éléments de qualité visiblement supérieure.
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Fia. 4.26 — Maillage uniforme et maillage géométrique d’un avion d’affaires de type
Falcon. (©) Dassault Aviation.
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F1a. 4.27 — Maillage carreaux-dépendant (& gauche) et maillage transcarreaux (& droite)
d’une partie de volant. (©) Lectra.

4.6 Surface sphérique ou moléculaire

Les deux sections précédentes proposent des méthodes de maillage pour une surface
simple ou composée de plusieurs carreaux. La paramétrisation de cette surface ou de
ces carreaux peut étre prédéfinie dans un systeme de CAO, qui utilise généralement
des représentations polynomiales, de Bézier, B-spline, NURBS, etc. Elle peut également
étre définie pour des besoins spécifiques, en particulier pour une surface sphérique ou
composée de plusieurs portions sphériques. Cette section traite ce type particulier de
surface, qui trouve de nombreuses applications dans le domaine de la chimie ot chaque
atome peut étre idéalisé par une sphere.

4.6.1 Paramétrisation d’une sphere

Le probleme est de définir une application o, aussi réguliere que possible, d’un
domaine plan 2 vers une surface sphérique ¥. Inversement, nous pouvons chercher a
définir une projection de X vers (), ce qui constitue un probléme bien connu depuis
Mercator en cartographie, afin de représenter au mieux le globe terrestre sur un atlas.
Nous présentons ci-dessous deux types de paramétrisations, la premiere basée sur une
projection orthogonale et le seconde stéréographique.

L’une des paramétrisations les plus simples découle de la projection orthogonale
(voir figure 4.28, point P,). Soit S une sphére de centre C' = (0,0,7) et de rayon r, et
P = (z,y, z) un point de S. Alors la projection orthogonale de P sur un plan horizontal
est le point P, = (u,v) tel que u = x et v = y. Nous pouvons en déduire une application
inverse ,, sachant que les coordonnées de P vérifient I'égalité 22 + y2 + (z — 1) = 2
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et en imposant la relation z < r :

r=1Uu
0o 1 Q2 — X, u, v — oo(u,v) = y=0 (4.85)
2

z=1r—Vri—u?—o?

ol (2 est le disque centré a l'origine et de rayon 7, et X I’hémisphere « Sud » de S.
Cependant, cette paramétrisation a pour inconvénient d’étre instable au voisi-
nage de la frontiere de €2, car les dérivées partielles de o, par rapport a u et v
tendent alors vers l'infini. Pour éviter cela, il est préférable de considérer une projection
stéréographique (voir figure 4.28, point P;). Si N = (0,0,2r) est le « pole Nord » de
S, la projection stéréographique du point P est définie comme l'intersection Ps de la

2rx
droite (NP) avec le plan z = 0. Nous avons maintenant Py = (u,v) avec u = 5
r—=z
2ry P ST )
et v = 5 . Inversement, nous en déduisons une nouvelle paramétrisation par ’ap-
r—=z

plication o4 ci-dessous :

r=2ru
y=2rv (4.86)
2z =u?+v°

os 1 Q — X, u,vHas(u,v)—m
Le domaine de définition de o, est R? et son image est S — {IN}. Lorsque le point
projeté P; = (u,v) s’éloigne indéfiniment de I’origine, u? + v? tend vers l'infini et on a
uulirgnﬂoo os(u,v) = (0,0,2r) = N. Cependant, le domaine {2 devant étre borné, il sera
constitué en pratique par un disque centré a I'origine et de rayon suffisamment grand, de
telle sorte que son image X représente la quasi-totalité de la sphere S. Cette application
os est de classe C°°, ce qui rend la paramétrisation plus stable que précédemment,
notamment lorsque le point P est au voisinage de I’équateur z = r. Enfin, on peut
montrer que cette application conserve les angles (et non les distances), ce qui est une
propriété intéressante pour la génération de maillages réguliers.

F1G. 4.28 — Schéma d’une projection orthogonale (P,) et stéréographique (Ps).
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4.6.2 Modélisation d’une surface moléculaire

Dans le domaine de la chimie, chaque atome d’une molécule M peut étre assimilé a
une boule A; dont on connait le centre de coordonnées (z;, y;, z;) et le rayon r; dit rayon
de Van der Waals. Le comportement de cette molécule en présence d’un solvant peut
étre modélisé par des équations aux dérivées partielles sur le domaine M = UA;, ou
uniquement sur sa frontiere ¥ = M appelée surface moléculaire. En fait, la définition
d’une surface moléculaire présente plusieurs variantes, les principales étant résumées
ci-dessous (voir le schéma bidimensionnel de la figure 4.29) :

— La surface de Van der Waals (VWS) est effectivement la frontiere du domaine

M = UA;. Elle est donc formée uniquement de portions sphériques.

— La surface accessible au solvant (SAS) met en jeu une « sphere d’essai » qui simule
le solvant. La SAS est définie comme le lieu du centre de la sphere d’essai lorsque
celle-ci « roule » sur la surface VWS. Cette définition est similaire & la précédente,
le rayon de chaque atome étant augmenté par celui de la sphere d’essai.

— La surface exclue au solvant (SES), de continuité G' sauf cas particuliers, est
tracée par la partie de la sphere d’essai dirigée vers la molécule. Elle est formée
a la fois de portions de spheres convexes (lorsque la sphere d’essai est en contact
avec un seul atome), de portions de tores concaves (contact avec exactement deux
atomes), et de portions de spheres concaves (contact avec trois atomes ou plus).

La principale difficulté est de déterminer les courbes interfaces entre les portions de
spheres ou de tores. Dans le cas VWS ou SAS, il s’agit de calculer les intersections entre
des spheres 5; définies par leurs centres et leurs rayons, ce qui est effectué en plusieurs
étapes :

1. Calculer les intersections des spheres {.5;} deux & deux, donnant ainsi un ensemble
de cercles {C;}.

2. Calculer les intersections des spheres {C;} deux a deux, donnant ainsi un ensemble
de points { Py }.

3. Les différents points d’intersection calculés sur un cercle C; définissent une par-
tition de ce cercle en un ensemble d’arcs. Extraire I’ensemble des arcs qui sont a
I’extérieur des spheres, donnant ainsi les courbes interfaces cherchées.

Ces trois étapes sont détaillées dans les références [6, 12]. A la suite de ce processus,
les courbes interfaces sont discrétisées et reportées par projection stéréographique sur
les domaines paramétriques concernés. Pour garantir la validité des frontieres discretes
obtenues, il est nécessaire de vérifier et de rectifier les auto-intersections, les arétes
proches et les longueurs d’arétes adjacentes, comme indiqué dans la section 3.3. Le
maillage des domaines paramétriques fournit alors de maniere indirecte le maillage
complet de la surface moléculaire, selon la méthodologie de la section 4.5.

Dans le cas d’une surface SES, le processus differe légerement car les lignes vives des
courbes interfaces sont remplacées par des portions de tores. Pour paramétrer chaque
carreau torique, on considere qu’il est engendré par un arc tournant autour d’un axe
situé dans son plan. Tout point du carreau est donc défini par un angle de rotation ¢
autour de cet axe et par un angle # qui détermine sa position sur ’arc. Cependant, une
paramétrisation basée directement sur les deux parametres ¢ et 6 n’est pas directement
applicable, en particulier lorsque 'axe de révolution du tore coupe l'arc. La solution
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retenue est d’utiliser, au lieu de ces deux angles, les abscisses curvilignes sur les arcs
de cercles correspondants, ce qui a également pour effet de diminuer la distorsion entre
les espaces 2D et 3D.

Fic. 4.29 — Schéma bidimensionnel montrant une molécule simplifiée de 4 atomes et
une sphere d’essai roulant sur cette molécule, d’ou résultent les définitions des surfaces
moléculaires VWS, SAS et SES.

4.6.3 Application (fragment d’ADN)

L’ADN (acide désoxyribonucléique) est une longue molécule que l'on retrouve dans
tous les organismes vivants et qui est considérée comme le support de I'hérédité. Sa
structure présente la forme d’une double hélice. A partir de la description d’un fragment
d’ADN formé de 637 atomes?, un maillage surfacique a été généré® comportant 154 220
sommets et 309 004 triangles (voir figure 4.30).

4.7 Surface interpolant une grille structurée

Pour définir une surface de maniére simple et indépendante de tout systeme spécifique,

il est courant d’utiliser une représentation discrete au moyen d’une grille structurée.
Les deux principaux domaines d’applications sont ceux de la CAO et des appareils
de mesures 3D. En effet, concernant la CAO, tout domaine de parametres de forme
rectangulaire peut facilement étre subdivisé en une grille uniforme, et I'image tridi-
mensionnelle de cette grille fournit une approximation de la surface modélisée. Lorsque
le domaine de parametres est de forme quelconque, ’approche est similaire a condition
de « pixéliser » celui-ci. Concernant les appareils de mesure 3D, une technique classique
consiste a déplacer un dispositif autour d’un objet et a récupérer ainsi les coordonnées
de points répartis sur une grille. Une difficulté provient cependant du « bruit » causé par
I'imprécision des mesures, et qui doit étre éliminé par un lissage. Dans cette section,
nous nous intéressons a ce probleme de lissage d’une grille bruitée, a l'interpolation
d’une grille de maniére & produire une surface de continuité G, et & la génération de
maillages quelconques a partir de cette surface interpolante.

?Description fournie par le site Mathmol http ://www.nyu.edu/pages/mathmol.
3Maillage généré par le logiciel BLSURF [90].
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Fia. 4.30 — Maillage surfacique d’un fragment d’ADN.

4.7.1 Lissage d’une grille bruitée

Pour illustrer le probleme du lissage d’une grille bruitée, supposons que la surface
d’un objet soit échantillonnée par un dispositif tournant autour d’un axe vertical, par
exemple de type 3D Videolaser [SCH85] . Les points de mesure sont répartis selon
des lignes horizontales et verticales formant une structure matricielle. Chaque élément
de cette matrice représente, pour une hauteur donnée z et un angle de rotation 6, la
distance r(z,6) entre un point de la surface et I'axe de révolution. Cependant, en rai-
son des erreurs de mesure sur ces distances, une grille passant par les points obtenus
présente un aspect rugueux. La méthode classique de « lissage par laplacien » (Lapla-
cian smoothing) ne convient pas car elle tend a diminuer le volume de l'objet. En re-
vanche, 'algorithme de Taubin [TAU95], habituellement limité au lissage d’une courbe
plane, évite ce rétrécissement en se comportant comme un filtre de hautes fréquences.
Brievement, si une courbe discréte est définie par une suite de points (PZ-)Z-:L___,n, cet
algorithme s’écrit en pseudo-code :
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Pi=P
pourt=2,...n—1

P; = P; + wy (moyenne(P;) — P;)
fin pour
P(n) = P(n)
pourt=2,...n—1

P, = P; — wy (moyenne(P;) — P;)
fin pour

ou la fonction moyenne(P;) est définie par :

dy = ||P; — P4
dy = [|Piy1 — B

dy Pi_1 +dy Pitq
dy +da

moyenne =

Ainsi, pour lisser la courbe discréte en un point P;, on calcule une moyenne pondérée
faisant intervenir les points adjacents F;_1 et FP;41 ainsi que leurs distances par rap-
port au point F;. Au lieu de déplacer directement le point P; vers cette moyenne, on
utilise un coefficient de pénalisation wy compris entre 0 et 1, ce qui donne un nouveau
point P;. Dans une seconde phase, tous les points (Fi)izlw.’n sont déplacés dans une
direction opposée, avec un coefficient de pénalisation ws légerement supérieur a wy. Cet
algorithme peut étre répété plusieurs fois, le choix du nombre d’itérations et celui des
coefficients (w1, we) étant laissé & 'appréciation de 'utilisateur.

Pour étendre cet algorithme de lissage sans rétrécissement a notre probleme initial,
notre approche consiste a lisser toutes les lignes horizontales, puis toutes les lignes
verticales, et a répéter ce processus autant de fois que nécessaire. Dans notre contexte,
les distances d; et dy sont exprimées en fonction des rayons r(z,6). Pour les lignes
verticales, les extrémités P; et P, restent fixes. En revanche, pour les courbes fermées
horizontales, 'algorithme est modifié de maniere a ce que le point de raccordement
P, = P, puisse se déplacer comme les autres points.

Un exemple d’application est fourni par le visage de Voltaire dont des maillages ont
été présentés en section 4.4.3. Cette surface est initialement définie par un échantillonage
de 180 x 144 points. Sur la partie gauche de la figure 4.31, on observe ’aspect rugueux
de la grille passant par ces points. L’algorithme précédent est appliqué avec des coef-
ficients w1 = 0.060 et wo = 0.061, de valeurs assez faibles pour conserver les détails
géométriques. Pour obtenir un résultat satisfaisant, 2000 itérations ont été effectuées.
La partie droite de la figure montre cette nouvelle grille, d’aspect beaucoup plus lisse
et de volume pratiquement identique.
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F1a. 4.31 — Visage de Voltaire. Grille initiale d’aspect « rugueux » (a gauche) et grille
apres lissage sans rétrécissement (a droite).

4.7.2 Interpolation par une surface de continuité G*

Considérons une grille provenant d’un appareil de mesures 3D apres lissage (voir
section précédente) ou fournie directement par un systeme de CAO. Les quadrilateres
élémentaires de cette grille forment une surface de continuité G® mais généralement
non G'. Notre objectif est de définir une surface G' passant par tous les sommets de
la grille donnée.

Soient P(I,.J) les sommets de cette grille, avec I = 1,....,m et J = 1,....n (voir
figure 4.32). Nous cherchons une fonction (U, V'), définie sur le domaine rectangulaire
[1,m] x [1,n], telle que X(I,J) = P(I,J) pour I =1,...met J=1,...,n.

P(1,n
v (1,n) P(m,n)
(U, V)
1t V\ U P(m,1)
P(1,1)

1

1 m U

Fi1G. 4.32 — Surface définie par une grille de points.
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Supposons que la fonction X (U, V') soit bicubique par morceaux. Plus précisément,
sur chaque carré [, I +1] x [J, J 4 1], cette fonction est localement égale & une fonction
polynémiale o(u,v) de degré trois en u et en v et définie sur le carré unité [0, 1]2.
Ce polynome local o possede donc 16 coefficients qui vont étre déterminés par un
nombre identique d’équations. Avec la notation p(i,j) = P(I +1i,J + j), les conditions
précédentes donnent les quatre premieres équations :

U(Zvj) :p(ivj)a iZO,l, ] :071 (487)

Pour que la fonction X soit de continuité C'* en chaque sommet P(i, j), nous utilisons
un schéma de différences finies donnant les dérivées partielles Yy = g—(E] et Yy = g_‘z/ en
chacun de ces points. Avec des notations semblables aux précédentes, nous obtenons
huit nouvelles conditions pour la fonction locale o :

Ju(Zvj) :pu(lvj)a ’L:(),l, J:
J

0uliyj) = poli, ), i=0,1, (4.88)

Une premiere approche consisterait a utiliser la technique de Ferguson. Connaissant
en chaque sommet du carré unité ses coordonnées 3D correspondantes o(i,j) et ses
vecteurs tangents o, (i,7) et 0,(7,7), cette technique donne effectivement une surface
cubique d’aspect G''. Cependant, les dérivées croisées Ly = agQ—azv aux quatre sommets
sont alors nulles, ce qui a tendance a « aplatir » la surface au voisinage de ces points.
Au lieu de cela, nous calculons les dérivées croisées Yy aux sommets de la grille,
en utilisant & nouveau un schéma de différences finies, ce qui donne quatre nouvelles
conditions pour o :

O—U’U(ivj) = puv(ivj)a Z - 07 17 ] - 0, 1 (489)

Nous pouvons maintenant appliquer la technique de Coons, qui explicite la solution
de ce systéme de 16 équations. Cette solution peut s'écrire o(u,v) = F(u)T A F(v), ot
F(u) et F'(v) sont des vecteurs contenant les polynémes d’Hermite de degré 3 :

213 — 312+ 1
—2¢3 4 3¢2

t3—t2

et A est la matrice 4 x 4 contenant les coordonnées et les dérivées partielles :

c(0,0)  0(0,1) 0,(0,0) 0,(0,1)

| (1,00 o(1,1) 0,(1,0) o,(1,1)
A= 60(0,0) 02(0.1) 0u0(0,0) Gu(0,1) (4.91)

ou(1,0) ou(1,1) 0up(1,0) ouw(l,1)

Pour illustrer cette méthode, on utilise un assemblage de 57 grilles fournies par un
systeme de CAO et décrivant un Boeing 747. La partie gauche de la figure 4.33 montre
une partie de ces grilles (aile, support et nacelle de réacteur) qui forment une surface
non G'-continue. La technique de Coons permet de définir une surface interpolante de
continuité G représentée & droite de la figure 4.33.
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Fic. 4.33 — Boeing 747. A gauche, grilles de définition dune partie de I’avion (aile,
support et nacelle d’un réacteur). A droite, surface interpolante de continuité G*.

4.7.3 Maillage de surfaces interpolantes

Selon I'approche de la section précédente, une surface initialement définie par un as-
semblage de grilles discretes est maintenant représentée par un assemblage de carreaux
paramétrés, et peut donc étre maillée (cf. section 4.5). Remarquons toutefois que des
difficultés peuvent apparaitre si les arétes de la grille présentent de brusques variations
de longueur, ce qui se traduit par un champ de taille irrégulier. Un remede consiste
alors & modifier ’espace des parametres en tenant compte des longueurs de ces arétes.

4.7.4 Application (Boeing)

Un exemple est fourni par la définition précédente de la surface d’un Boeing 747, en y
associant des spécifications inspirées de la mécanique des fluides. L’avion est entouré par
un parallélépipede rectangle, et un champ de tailles isotrope est défini dans le volume
ainsi délimité. Ce champ analytique spécifie une taille minimale au voisinage de deux
surfaces paraboliques, et une taille croissante au fur et a mesure que 'on s’éloigne de ces
surfaces. Pour construire un maillage respectant ce champ, nous utilisons un schéma
adaptatif. A chaque itération, les tailles sont calculées uniquement aux sommets du
maillage courant, et un nouveau maillage respectant cette carte discrete est construit.

La figure 4.34 montre le maillage initial uniforme et le maillage final adapté. Trois
plans de coupe (paralleles a la face arriere du parallélépipede) montrent 'aspect du
maillage volumique autour de l'avion. Le maillage initial contient environ 485000
tétraedres et le maillage final 2900000 tétraedres. La qualité en forme moyenne est
d’environ de 0.9 pour tous les maillages surfaciques (et 0.5 pour les maillages volu-
miques). Les logiciels utilisés sont BLSURF [90] pour les maillages surfaciques, GHS3D
[GEO97] pour le maillage volumique initial, et GAMHIC3D [GEOO00] pour les maillages
volumiques adaptés.
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F1a. 4.34 — Boeing 747. Maillage initial uniforme (en haut) et maillage final adapté (en

bas) de la surface de 'appareil et du volume englobant.
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4.8 Surface cartésienne

Une surface cartésienne est un cas particulier de surface paramétrée (cf. équation
4.42) définie par une application o de la forme :

c: Q0 — X, u,v — o(u,v) = v (4.92)

ol 0 est un domaine de R? et X la surface cartésienne dans R3. Ainsi, dans le repere
cartésien usuel, les coordonnées (x,y) d’un point du domaine plan Q définissent de
maniere univoque la hauteur z d’un point de la surface gauche 3.

Les dérivées premieres de o par rapport a u et v s’écrivent :

1 0
ou(u,v) = 0 et oy(u,v) = 1 (4.93)
Jfulu,v) fo(u, )

Le vecteur unitaire v normal a la surface ¥ est donc donné par :

_fu
Oy X Oy 1 1 (4.94)

||0uxgv||_\/1+f3+f3 1

L’équation 4.66 donne, a partir d’'une métrique anisotrope My définie dans un plan
tangent a ¥, 'expression de la métrique induite M dans le domaine 2. Dans le cas d'une
surface cartésienne, on remarque que l’ellipse représentant M est égale a la projection
dans un plan horizontal de 'ellipse représentant My dans le plan tangent a X.

4.8.1 Estimation d’erreur géométrique

Un probléme intéressant est de générer automatiquement un maillage surfacique
qui représente le mieux possible une fonction cartésienne donnée. Dans notre approche,
un schéma adaptatif est utilisé :

— Un maillage initial uniforme du domaine 2 est généré.

— Une estimation a posteriori de ’erreur d’interpolation fournit une carte de taille

isotrope ou anisotrope aux sommets du maillage.

— Un nouveau maillage respectant ces spécifications est généré.

— Les deux dernieres étapes sont répétées tant qu’un certain seuil d’erreur n’est pas

atteint.

L’estimation d’erreur peut étre basée sur le hessien, la courbure ou la déformation
locale de la surface, selon les méthodes décrites en section 3.4.3.
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4.8.2 Application (tangente hyperbolique et Safran/Snecma)

Pour illustrer cette approche, considérons la fonction cartésienne f :

f:Q—R, z,y — f(z,y) = tanh (%) oune=0.03 (4.95)

définie sur le disque ) centré a lorigine et de rayon 3.

Sur la figure 4.35, 'estimation d’erreur est basée sur la courbure maximale en tout
point de la surface cartésienne . Le maillage du domaine plan €2 et son application dans
I’espace tridimensionnel sont représentés lors de trois étapes successives : le maillage
initial uniforme (1053 triangles), le maillage & la premiere itération (27 130 triangles),
et le maillage a la cinquieme itération (8736 triangles). Ces derniers maillages sont
anisotropes en 2D et isotropes en 3D (avec cependant des déformations importantes
dues aux chocs de tailles).

La figure 4.36 montre des maillages finals, l'estimation d’erreur étant basée sur
trois autres criteres : les courbures minimale et maximale en tout point de la surface
(maillage de 2110 triangles, anisotrope en 2D et en 3D, ce qui explique le nombre
réduit d’éléments), 'erreur relative évaluée d’apres le hessien de f (maillage de 5258
triangles, isotrope en 2D et anisotrope en 3D), et l'erreur absolue évaluée elle aussi
d’apres le hessien (maillage plus fin de 31177 triangles, également isotrope en 2D et
anisotrope en 3D). Dans tous les cas, le maillage capte en cinq itérations la brusque
variation de hauteur de la surface cartésienne.

Dans l’exemple fourni par la société Snecma du groupe Safran (figure 4.37), le méme
procédé est appliqué pour mailler une surface représentant des propriétés physiques.
Malgré les fortes singularités de cette surface, un maillage géométrique est obtenu
automatiquement.

Tous les maillages décrits ci-dessus ont été générés par le mailleur bidimensionnel
anisotrope BL2D [92].



diaire a

é

ée sur la cour-
aniso/

s

t

1SO €

9

Rt N s 7]

< JIAOR ) iy o TAIAVAvaTa= 1 A
= s (SSEEE M
R o] i eSO )
— e — e e YR
ﬁnéé”%‘guu th ==l S li.ﬂles.w.ﬂmim._mmgu

R ———— K AT oS R
IV a5k T R TTIIHORED
gt N ———— N H VN RIS
o ———— o ._._“.#..,,_y.ﬁ.ﬁgi N S Iy
oy it i, ERenes
R A UNA Rk = WAy |
ikl _ G g } (AYAAIA

e

e

\/

U
way
X

o

==
=)
e

e
>

)

un estimateur d’er-

maillage interm
iso/aniso

«

bl

laide d’
)

N

ésienne a

7

CHAPITRE 4. MAILLAGE D’'UNE SURFACE GAUCHE

116

Maillage adaptatif d’une surface cart

reur. De haut en bas

Fia. 4.35 —

llage initial uniforme (itération 0

Iitération 1 et maillage final a l'itération 5 lors d’'une adaptation bas

bure maximale. Les maillages 2D/3D sont respectivement

aniso/iso ».

mal



117

’

4.8. SURFACE CARTESIENNE

]
o A

ey

! 2!

er-

)

un estimateur d

)

aide d

)

1

a
es

ésienne

3

Maillage adaptatif d’une surface cart

Fic. 4.36 —

CeS res-

3

des adaptations bas

tion 5) apr

s

era

: maillages finals (it
pectivement sur les courbures principales, sur 'erreur relative et sur I’

Les maillages 2D /3D sont respectivement « aniso/aniso

reur. De haut en bas

erreur absolue.

iso/aniso et iso/aniso ».

)



CHAPITRE 4. MAILLAGE D’'UNE SURFACE GAUCHE

118

R
el ’
|
sy

Fia. 4.37 — Maillage adaptatif d'une surface représentant des propriétés physiques.

(© Safran/Snecma.
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4.9 Surface discrete

Dans cette section, nous proposons une méthode de génération de maillages géométriques

a partir d’'un maillage initial de la surface appelé maillage de référence. La méthode
comprend trois étapes : extraction des singularités géométriques, définition d’un sup-
port géométrique lisse, et raffinement adaptatif. Dans la premiere étape, les singularités
géométriques telles que les lignes vives et les coins sont identifiées dans le maillage de
référence. Pour cela, un ensemble initial d’arétes vives est obtenu suivant un critere
d’angle diédral et enrichi en appliquant un algorithme de suivi d’arétes vives par voi-
sinage. ensuite, dans la deuxieme étape, un support géométrique lisse presque partout
et interpolant les sommets du maillage de référence est défini par une extension de
la méthode proposée par Walton et Meek [WAL96]. Enfin, dans la troisieme étape,
le maillage de référence est raffiné de maniere adaptative afin de satisfaire un critere
géométrique dépendant de la déviation des éléments par rapport aux plans tangents
aux sommets. La procédure de raffinement est définie de maniere a éviter la formation
d’éléments étirés.

4.9.1 Extraction des caractéristiques géométriques

A partir d’'un maillage surfacique, la géométrie de la surface d’origine peut étre
reconstruite avec précision a condition de disposer de certaines caractéristiques, en
particulier les lignes vives, les coins et les normales aux sommets. Cependant, ces infor-
mations sont généralement perdues au cours de la discrétisation et il est donc crucial de
pouvoir les reconstituer. A cette fin, les arétes et les sommets du maillage peuvent étre
classés selon le nombre de régions surfaciques lisses auxquelles ils appartiennent. Si une
aréte d’un maillage triangulaire appartient a un seul triangle (frontalier) ou est partagée
par au moins trois triangles, elle peut étre classée comme une aréte vive présentant une
discontinuité d’ordre 1. Sinon, un traitement doit étre établi pour définir les régions
lisses parmi les éléments du maillage. A la suite de ce traitement, les lignes vives sont
identifiées, et leurs extrémités communes déterminent les coins. Selon cette classifica-
tion, plusieurs normales peuvent étre définies en un sommet du maillage, a savoir une
par région lisse le contenant. Dans ce qui suit, nous détaillons notre approche pour
identifier les lignes vives et nous rappelons une formule d’approximation des normales
aux sommets d'un maillage.

Identification des lignes vives

Nous supposons que chaque ligne vive est soit fermée, soit ouverte mais ayant ses
deux extrémités communes avec d’autres lignes vives. Cette hypothese implique que
la surface est réguliere « par morceaux » et ne contient aucune ligne vive évanescente.
L’identification de ces lignes est controlée par deux parametres angulaires, w, pour
les arétes vives et w. pour les coins. Elle est décomposée en deux phases appelées
iitialisation et prolongation.

La premiére phase (initialisation) a pour but de distinguer les arétes vives po-
tentielles (a.v.p.) des arétes « régulieres » (a.r.). De maniere classique, elle consiste a
calculer pour chaque aréte du maillage ’angle entre les normales aux deux triangles
adjacents. Si cet angle dépasse le seuil fixé w,, 'aréte est classée comme a.v.p.
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Dans la seconde phase (prolongation), toute a.v.p. isolée redevient classée comme
a.r., tandis que toute suite d’a.v.p. est prolongée, si nécessaire, de maniere a former des
lignes vives. En effet, une a.v.p. isolée provient généralement d’une mauvaise approxi-
mation de la surface par le maillage de référence. Une procédure itérative permet de
prolonger une ligne ouverte composée d’a.v.p. A chaque itération, une aréte réguliere
devient classée aréte vive et est ajoutée a I'une des extrémités de la ligne ouverte. Cette
procédure est répétée jusqu’a ce que toutes les extrémités des lignes vives partagent au
moins deux lignes vives. Pour prolonger une ligne vive ouverte en un point P désignant
I'une de ses deux extrémités, on procede de la maniere suivante :

— Déterminer, pour chaque aréte réguliere issue de P, I’écart angulaire maximal
Wmaz entre les normales aux triangles partageant cette aréte.

— Sélectionner les arétes dont I'écart angulaire w est proche de wyqz-

— Choisir, parmi les candidates précédentes, celle qui forme 'angle le plus plat
(proche de 7) avec l'aréte vive dont P est une extrémité.

Dans 'exemple de la figure 4.38, une suite de deux arétes vives est représentée en
traits épais a gauche du point P, et trois arétes vives potentielles sont représentées a
droite de ce point (numérotées de 1 & 3). L’aréte 2 est retenue car 'angle correspondant
(représenté par un arc de cercle) est proche de .

Fia. 4.38 — Prolongation d’'une ligne vive.

Les coins sont généralement définis comme sommets joignant au moins trois lignes
vives. Cependant, il convient de considérer comme coins particuliers les sommets « an-
guleux » d’arétes vives. Ainsi, une extrémité commune a deux arétes vives est classée
coin particulier si 'angle w entre ces deux arétes vérifie w < w.. Cette classification
permettra de mieux calculer les tangentes en chaque sommet d’arétes vives et, par
conséquent, la représentation des carreaux s’appuyant sur ces arétes.

Calcul des normales aux sommets

Une fois les arétes vives et les coins identifiés, a chaque sommet du maillage est
associé une ou plusieurs normales, suivant que le sommet est dans une zone sans ou avec
discontinuité géométrique d’ordre 1. Plus exactement, une seule normale est associée a
un sommet régulier, deux normales a un sommet sur une ligne vive si ce sommet n’est
pas un coin (mais il peut étre un coin particulier) et plusieurs normales & un coin, selon
le nombre de régions lisses partageant ce coin. La normale en un sommet a une zone lisse
peut étre approchée par la moyenne des normales unitaires aux éléments partageant le
sommet et appartenant a la zone lisse, pondérée par les angles d’éléments en ce sommet.
Soit p . La normale unitaire n, en un sommet p du maillage et correspondant a une
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zone lisse peut étre approchée par :

E WK N

K>p

I Y wrngl|
K>p

(4.96)

n,

ol ng est la normale unitaire au triangle K issu de p et appartenant a la région lisse,
et wg est 'angle entre les deux arétes du triangle K contenant p.

4.9.2 Une surface lisse presque partout

L’interpolation des sommets du maillage de référence par une surface lisse presque
partout permet de placer « correctement » des points sur la surface. Cette phase est
nécessaire durant ’étape du raffinement adaptatif du maillage de référence. 1l existe
plusieurs méthodes permettant de définir cette surface interpolante, parmi lesquelles
on peut citer [PIP87, WAL96, RAS00, VLAO1]. La méthode proposée par Walton et
Meek [WAL96] a I'avantage d’étre conceptuellement plus simple et plus adéquate a des
fins de remaillage. Elle consiste a construire en premier lieu un réseau de segments
courbes interpolant les sommets du maillage de référence et, en second lieu, un réseau
de triangles gauches s’appuyant sur ces segments courbes. A I'origine, cette méthode
ne s’applique qu’a des maillages surfaciques sans discontinuité géométrique d’ordre 1.
Nous l'avons généralisée de maniere a prendre en compte les lignes vives et les coins.
Une autre amélioration consiste a déplier localement la surface interpolante lorsque des
plis apparaissent autour d’un sommet.

Construction d’un réseau de segments courbes

Chaque segment courbe correspondant a une aréte du maillage de référence est une
cubique de Bézier définie a partir de ses extrémités et des tangentes en ses extrémités.
Les deux extrémités étant celles de ’aréte associée, la méthode construit les deux
tangentes de maniere a ce que le segment courbe interpole en plus les deux normales a
la surface aux extrémités.

Soient pg une aréte du maillage de référence appartenant au triangle pgr (voir
figure 4.39), et n, et n, les normales unitaires aux sommets p et ¢ a la zone contenant
le triangle pgr. La cubique de Bézier correspondant a l'aréte pq est déterminée par
quatre points de controle zg, z1, 22 et 23 avec zg = p et z3 = ¢. La définition des points
de controle z; et zo dépend de la nature de 'aréte pg, comme indiqué ci-dessous.

Cas 1. Le segment pq n’est pas une aréte vive.
Les points de controle z; et zo sont alors donnés par la relation suivante [WAL96] :

zl—p—l—@@u—Qpnp—i—anq) (4.97)

z9 = (u—20mn,+ pny) (4.98)

g pdll
18
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FiG. 4.39 — Cubiques de Bézier interpolant les sommets du triangle pgr.

. 2ap +aa 2a0+aa

ohu=2 5o — g eto=6—I—5—
Il i-a i-a

et a; = ng - u. La cubique ainsi définie est une courbe gauche naturelle : les dérivées

premiere et seconde sont orthogonales aux extrémités p et q.

, aveC a = Iy - Ng, dp = Iy - U

Cas 2. Le segment pq est une aréte vive, et p et ¢ ne sont pas tous deux des coins.
Le point z; est alors calculé de la fagon suivante :
— Si p n’est pas un coin, la tangente en p au segment courbe associé a I’aréte vive
pq est définie comme

9
N n, x n’,

T =
i [y x 07|

(4.99)

ou n’, est la normale au point p a la zone contenant le triangle adjacent au
triangle pqr et partageant l'aréte pq. En effet, le vecteur tangent 7, doit étre
orthogonal aux deux normales n, et n’,. On peut alors définir z; comme z; =
20+ % ||pd]| 7 (de cette maniere, la courbe ne présente pas de boucle ou de point
de rebroussement).

— Si p est un coin (donc ¢ n’en est pas un), la courbe se réduit a une parabole et
2] = % (z0 + 22), ou 22 est défini plus bas.

De méme, le point 2o est calculé de la fagon suivante :
— Si ¢ n’est pas un coin, la tangente en g au segment courbe associé a I'aréte vive
pq est définie comme

9
N ng X n’;

7 (4.100)

REEY
ol n’y est la normale au point ¢ a la méme zone que précédemment. On peut
alors définir zp = 23 — 3 [|pg|| 7.

— Si ¢ est un coin (donc p n’en est pas un), la courbe se réduit a une parabole et
zZ9 = % (21 + 23).

Cas 3. Le segment pq est une aréte vive, et p et ¢ sont tous deux des coins.
Dans ce cas, il est impossible de calculer des tangentes en p ou en ¢, et la courbe se
réduit a l'aréte pg. On a donc z; = zg + %p_(j et 20 = 23 — %p_(j
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Procédure de dépliage

Rappelons que le point de controle z; est directement lié & la tangente 7,, a la
cubique en p = zp, puisque celle-ci est égale a 3zpz;. Cette remarque est utile pour
éliminer des plis éventuels au voisinage d’'un point. En effet, considérons toutes les
arétes pq; issues du point p et ordonnées en suivant les adjacences des triangles par-
tageant le sommet p, ainsi que leurs cubiques de Bézier interpolantes définies par les
points de controle zp; = p, 214, 22; et z3; = ¢;. La surface présente un pli en p si les
vecteurs tangents 3p—z>17l- en p a ces cubiques ne sont pas ordonnés dans le sens direct.
En d’autres termes, il existe au moins un triangle dans la boule de p (composée des tri-
angles partageant p) tel que l’angle en p des vecteurs tangents aux cubiques de Bézier
correspondantes est négatif. Un tel triangle est « plié » et contient des arétes pg; et
pgj+1 vérifiant :

(P21 X PZ1j41) - mp <O (4.101)

La procédure de dépliage consiste a appliquer des rotations aux vecteurs tan-
gents pZy ; et pZy j4, afin de rendre positif 'angle formé par ces deux vecteurs. Plus
généralement, supposons que les triangles de la boule de p contenant les arétes pgq;,

Pqj+1, -5 Pgj4r soient pliés. Désignons par i, l'angle (signé) formé par les vecteurs
tangents Wl,k et Wl,k 41 en p aux cubiques pgp et pgry1. Soit s le plus petit indice
r4+s—1

tel que I'angle formé par les vecteurs lej et W17j+r+s, égal a Z 0, soit positif. Le
i=j

dépliage consiste a répartir les angles G pour j < k < r + s dans 'ouverture d’angle
(positif) formé par les vecteurs ij et m17j+r+s. Soit u le vecteur unitaire porté par
ﬁl,j’ alors les points de controle z;; pour j < k < r + s sont repositionnés en Zy
définis par

N

pz1 g = P21 il Ry, (0) (4.102)

ol R, (u) est la rotation d’angle ~;, d’origine p appliquée a u avec :

r+s—1

> B

i=J
R e — |B| (4.103)

> 16
i=j

La procédure de dépliage avec r = s = 2 est illustrée par la figure 4.40.

La procédure de dépliage s’applique seulement a une courbe interpolante du cas 1
(aréte réguliere) qui apporte la propriété d’espace naturel. Elle ne peut pas s’appliquer
a une aréte vive, puisque dans ce cas la tangente est définie de maniere unique.

Construction d’un réseau de triangles gauches

La construction d’un réseau de carreaux triangulaires s’appuyant sur le réseau de
cubiques établi précédemment se fonde sur la méthode de Walton et Meek, dont nous
rappelons ci-apres les grandes lignes (pour plus de détails, voir [WAL96]). Le principe
est de définir un ruban tangent le long de chaque courbe du réseau, puis de construire des
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21,545

21,544

21,543
21,542
21,5+1

21,541

21,5+3

21,5—1

Fia. 4.40 — Procédure de dépliage.

carreaux de Gregory respectant ces rubans tangents a leurs frontieres. Pour déconnecter
partiellement les rubans tangents le long des courbes correspondant aux deux c6tés d’un
méme triangle, chaque segment cubique de Bézier est redéfini comme quartique (par une
procédure d’élévation de degré). Pour chaque courbe, le ruban tangent est défini par le
plan engendré par la tangente et une interpolation des binormales aux extrémités. Ici,
une interpolation quartique de Bézier pour les binormales est utilisée. Finalement, pour
chaque triangle du maillage de référence, on construit un carreau de Gregory quartique
triangulaire (défini par des fractions rationnelles de degré 4) qui interpole les courbes
frontalieres associées aux cotés du triangle et qui respecte les rubans tangents le long
de ces courbes.

4.9.3 Raffinement adaptatif du maillage de référence

Le raffinement adaptatif permet d’améliorer 'approximation géométrique due au
maillage, la géométrie étant celle définie dans la section précédente. Ici, on s’intéresse
aussi a la préservation de la qualité en forme du maillage de référence durant le raf-
finement. Le procédé consiste a subdiviser de maniere itérative certains éléments du
maillage, précisément ceux qui se trouvent dans les zones courbes.

A chaque itération de raffinement, les triangles “courbés” (donc a raffiner) sont
identifiés suivant un critere géométrique qui, pour un triangle donné, représente I’écart
angulaire maximal entre la normale a ce triangle et la normale en chaque sommet. Un
triangle est ainsi considéré comme courbé si I’écart angulaire correspondant est plus
grand qu’un seuil donné (par exemple 8 degrés). Pour raffiner un tel triangle, le seul
moyen de préserver la qualité en forme est le découpage homothétique en quatre, ou
un nouveau sommet est ajouté au milieu de chaque coté du triangle. Cependant, les
triangles adjacents doivent aussi étre subdivisés pour rétablir la conformité du maillage.
Cette nouvelle subdivision ne peut étre un découpage en quatre car cela entrainerait
un découpage systématique de tous les triangles.

On considere donc, pour chaque triangle non subdivisé, les quatre cas possibles :
0, 1, 2 ou 3 nouveaux sommets sur les cotés du triangle (voir figure 4.41). Dans le
cas 0, le triangle n’est pas subdivisé et reste inchangé. Dans le cas 1, le triangle est
subdivisé en deux. C’est la seule subdivision possible (sans ajout d’autres sommets)
qui garantisse 'arrét de la propagation de la subdivision par adjacence. Dans le cas 2,
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toutes les subdivisions possibles (sans ajout d’autres sommets) entrainent la formation
de triangles de qualité médiocre (triangles étirés). Il convient alors de subdiviser aussi
ce type d’élément en quatre, en ajoutant un nouveau sommet au milieu du c6té vacant.
Puisque cet ajout a des conséquences sur l'autre triangle partageant cette aréte (s’il
existe), cette opération de raffinement est répétée tant que de nouveaux sommets sont
créés. Enfin, le cas 3 est résolu lui aussi par un découpage en quatre, mais a présent
aucun triangle adjacent n’est affecté.

AN VAN Ao
LN — A\ A

Fia. 4.41 — Opérations de subdivision dépendant du nombre de nouveaux sommets sur
les cotés d’'un triangle.

4.9.4 Application (piéce mécanique)

Dans cette section, nous présentons un exemple concernant une piece mécanique
congue par un systeme de CAO (voir les six vues de la figure 4.42). La vue (a) a gauche
montre le maillage de référence de cette piece, qui présente en plusieurs endroits des
discontinuités géométriques d’ordre 1. Les deux vues (b) montrent les arétes vives
potentielles obtenues pour un seuil w, de 45 degrés. En appliquant ’algorithme de
prolongation, toutes les lignes vives sont reconnues, et par conséquent les coins, comme
le montrent les deux vues (c). Finalement, la vue (a) a droite montre un maillage
géométrique de la piece pour un écart angulaire maximal de 11 degrés.
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(c) Lignes vives identifiées par prolongation (avec et sans faces ombrées).

F1G. 4.42 — Piece mécanique. Raffinement d’une surface définie de maniere discrete.



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Ce dernier chapitre dresse une conclusion sur les travaux présentés et met également
en perspective la poursuite de ces recherches.

5.1 Conclusion

Ce mémoire constitue une synthése de nos contributions concernant trois themes
principaux : la discrétisation d’une courbe dans le plan ou dans l’espace tridimen-
sionnel, le maillage d’un domaine plan dont les frontieres sont fixes ou variables, et le
maillage d’une surface gauche paramétrée, multicarreaux ou discrete. Ces contributions
ont donné lieu aux publications énumérées plus loin (cf. annexe B) et au développement
de plusieurs logiciels. En particulier, le mailleur plan BL2D (anisotrope et adaptatif)
et le mailleur surfacique BLSURF sont exploités par divers organismes universitaires
ou industriels. De nombreuses applications ont prouvé 'efficacité de ces logiciels et la
pertinence des méthodes mises au point.

Concernant la discrétisation d’une courbe, notre approche consiste a construire
préalablement un support linéaire par morceaux, permettant ainsi la mise en ceuvre
d’algorithmes rapides et précis. Ces algorithmes sont notamment utilisés lors de la
discrétisation des courbes frontalieres de domaines plans ou de surfaces gauches, ainsi
que dans le contexte d’'une méthode indirecte de maillage afin de reporter les courbes
discrétisées dans les domaines de parametres correspondants. Par ailleurs, le concept
de métrique et le controle de 'approximation géométrique, introduits dans le cas des
courbes, s’étendent par la suite aux cas des domaines plans et des surfaces gauches.

Le mazillage d’un domaine plan de géométrie fize s’appuie sur la discrétisation de son
contour. Si nécessaire, une méthode originale est appliquée a posteriori pour détecter
et rectifier les auto-intersections, les zones étroites et les variations de longueurs des
arétes adjacentes, de maniere a garantir que le domaine est bien défini. Notre approche
permet alors de construire un maillage de qualité, respectant des spécifications de tailles
isotropes ou anisotropes, en insérant les points par une méthode frontale et en les
connectant entre eux par une méthode de Delaunay généralisée. Dans le cas ou la
frontiere du domaine est de géométrie variable, nous avons mis au point un schéma de
remaillage adaptatif afin de traiter des problémes physiques mettant en jeu de grandes
déformations avec endommagement. De nombreux résultats numériques, en accord avec
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les phénomenes constatés dans la réalité, ont montré la pertinence de cette approche.

Concernant le maillage d’une surface gauche, des spécifications isotropes ou aniso-
tropes ont été définies de maniere a controler I'approximation géométrique de la surface.
Une méthode indirecte basée sur le concept de métrique a été introduite pour les sur-
faces paramétrées. Le probléeme se réduit alors a la génération d’un maillage anisotrope
dans le domaine plan des parametres. Cette approche a été étendue au maillage de
surfaces multicarreaux discuté ci-dessous.

Dans le cas de surfaces multicarreauz, la topologie de la surface est reconstituée
le cas échéant, puis les courbes interfaces sont discrétisées et les carreaux sont maillés
selon notre approche indirecte. Le maillage résultant peut conserver ou non les contours
discrétisés des carreaux, grace a un processus de simplification avec controle explicite
des distances de Hausdorff. Qu’il soit carreaux-dépendant ou transcarreaux, le maillage
respecte le mieux possible des spécifications de tailles pouvant dépendre de la géométrie
de la surface et du probleme physique. La méthode proposée s’applique au calcul adap-
tatif. La taille est alors prescrite (par exemple via un estimateur d’erreur a posteriori)
aux sommets d’un maillage de surface utilisé pour un calcul. En interpolant la taille sur
ce maillage de fond, on obtient une carte continue permettant de générer un nouveau
maillage surfacique. Cette procédure est itérée jusqu’a ce que la précision voulue soit
atteinte. La qualité des maillages obtenus par cette nouvelle approche s’est montrée
indispensable a la réalisation de certains processus industriels.

Le maillage d’une surface moléculaire quelconque (van der Waals, accessible au
solvant ou exclue au solvant) est réalisé en deux temps. D’abord, la surface est définie
sous forme d’un assemblage de carreaux paramétrés. Ensuite, 'approche précédente
est appliquée a ce type particulier de carreaux. Les maillages réalisés ont notamment
permis de simuler ’action d’un solvant sur un corps chimique.

Nous avons également proposé une méthode pour mailler des surfaces définies par
un ensemble de grilles structurées. De telles surfaces sont définies par exemple par des
systemes de CAO ou des dispositifs de digitalisation 3D. Notre approche est basée a
la fois sur une interpolation de la surface par la technique de Coons et sur le maillage
de surfaces multicarreaux exposée plus haut. Elle permet de construire des maillages
indépendamment de tout autre systeme.

Concernant les surfaces cartésiennes, une nouvelle approche fondée sur une esti-
mation de lerreur géométrique permet de représenter avec précision une surface quel-
conque, en particulier celles présentant de fortes singularités géométriques. Des appli-
cations industrielles sont en cours de développement.

Enfin, concernant les surfaces discrétes, nous avons présenté une méthode de génération
de maillages géométriques a partir d’un maillage de référence. Tout d’abord, les lignes
vives sont extraites a I’aide d’un algorithme de suivi d’arétes. Ensuite, une surface lisse
presque partout, interpolant les sommets du maillage initial, est construite. Finalement,
le maillage initial est enrichi de maniere adaptative et itérative dans les zones courbes,
en placant de nouveaux sommets sur le support lisse. Ce procédé a été appliqué a la
représentation d’objets mécaniques ou biomédicaux.
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5.2 Perspectives

Il apparait a ce jour que, si les méthodes de discrétisation des courbes sont relati-
vement bien maitrisées, de nombreux probléemes restent ouverts quant au maillage de
domaines plans et surtout de surfaces gauches. Cette section présente différents sujets
de recherche sur lesquels je travaille actuellement ou que je souhaite poursuivre dans le
futur.

Un premier travail en cours (initié par le DEA de B. Clémencon, actuellement
poursuivi en these que je co-dirige avec H. Borouchaki) a pour objectif la prise en
compte de caractéristiques géométriques et physiques dans la génération de maillages
surfaciques. Les lignes caractéristiques géométriques (lignes vives, lignes de courbures
maximales, ou lignes asymptotiques) permettent de bien représenter la « forme » de
la surface. Leur présence dans un maillage garantit en partie la qualité géométrique
de l'approximation quelle que soit la taille des éléments. Les lignes caractéristiques
physiques permettent de représenter soit un phénomene directionnel, soit une variation
tres importante du champ physique, voire une « cassure physique » (discontinuité du
champ physique associé aux points de la surface). Elles peuvent étre calculées a priori
(si le phénomene physique peut étre prévu) ou a posteriori (sinon). La présence de ces
lignes dans le maillage permet de bien suivre I’évolution du champ physique associé.
L’objectif est donc d’identifier ces lignes caractéristiques géométriques et physiques afin
de les insérer dans une procédure de maillage surfacique.

Un deuxiéme travail en cours (these de A. Benabbou, co-dirigée avec H. Borouchaki
et J. Lu) concerne le maillage et le calcul par la méthode des éléments finis pour la simu-
lation des nanomatériaux. Ces matériaux sont issus d’une gamme de procédés SMAT
(Surface Mechanical Attrition Treatment) permettant de générer des nanostructures en
surface, par des déformations plastiques aléatoires et cycliques. Cette technologie per-
met d’obtenir une nouvelle classe de matériaux ayant une structure composée de grains
de 5 & 15 nanometres environ (Inm = 10~ m) sur une épaisseur d’une dizaine & une
centaine de microns (1 ym = 107%m). La distribution en taille de ces grains peut étre
déterminée expérimentalement. Le défi actuel est de modéliser un tel agrégat par un pa-
rallélépipede contenant une distribution donnée de grains, chaque grain étant approché
par une sphere de rayon variable, puis de mailler I'espace situé entre les spheres. Le
nombre total de spheres est de I’ordre de plusieurs milliards (1 000?). L’objectif suivant
est de simuler les propriétés mécaniques de ces nouveaux matériaux.

Un autre sujet (DEA de M. Nasslahsen, co-encadré) consiste a développer une
méthode de génération de patrons a plat de carreaux surfaciques maillés, permettant
ainsi de définir une paramétrisation adéquate de ces surfaces. Des carreaux maillés de
ce type sont généralement fournis par des bases de données d’objets tridimensionnels,
ou sont obtenus par des méthodes de reconstruction surfacique a partir de mesures
relevées sur un objet. Pour que la paramétrisation convienne au remaillage de la surface,
la mise a plat des carreaux doit s’effectuer avec des déformations minimales. Plusieurs
méthodes de minimisation (de nature locale et globale) ont été expérimentées sur des
exemples simples et devront étre étendues a des objets quelconques. A plus long terme,
une décomposition automatique de la surface en carreaux sera également nécessaire.

Dans une étude récente (commencée dans le cadre du stage de 3¢ année ENSEEIHT
de A. Loseille, co-encadré), je me suis intéressé au probleme du shape from shading,
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ou reconstruction d’une surface a partir d’une seule image ombrée de celle-ci. Ce
probleme est aujourd’hui considéré comme étant mal posé et aucune solution satis-
faisante n’est encore connue. Il peut étre formalisé comme un probleme d’optimisa-
tion ou plus précisément de minimisation d’énergie associée a la fonction d’ombrage,
en supposant que cette derniere soit continue. Des premiers résultats ont été obtenus
par des méthodes déterministes ou stochastiques, dans le cas particulier d’'une image
représentant un objet simple ou un visage éclairé orthogonalement. Des extensions par
des méthodes hybrides sur des images plus complexes sont envisagées.

Concernant les maillages plans, deux études sont en cours. La premiere vise a
améliorer la génération de triangles courbes quadratiques P2, en particulier lorsque
des arétes internes coupent la discrétisation de la frontiere. La seconde concerne la
génération de quadrilateres, au cours de laquelle une méthode d’appariement consiste
a assembler des triangles deux a deux. Pour obtenir des quadrilateres de bonne qualité,
la forme de ces triangles doit respecter des critéres particuliers qui doivent étre pris en
compte lors du placement des points. En outre, des méthodes d’optimisation propres
aux quadrilateres doivent étre mises en place.

Dans le cas des maillages plans a frontiere déformable, plusieurs points peuvent étre
améliorés. En premier lieu, le lissage des parties de la frontiere du domaine obtenues
par des déformations imposées réduirait de maniere significative le nombre d’éléments
du maillage. En deuxieme lieu, une identification a priori des contacts en suivant une
approche géométrique réduirait les temps de calcul. Enfin, les problemes rencontrés
étant souvent de nature tridimensionnelle, il s’avere nécessaire de généraliser en 3D ce
schéma de résolution.

Dans le domaine des surfaces multicarreaux, notre méthode indirecte est capable de
fournir des maillages géométriques ou physiques isotropes, ou des maillages géométriques
anisotropes. Sa généralisation a des maillages respectant une carte physique anisotrope
quelconque est actuellement considérée. Par ailleurs, il est indispensable de considérer
plus attentivement la génération d’'un maillage régulier dans certains cas extrémes, no-
tamment celui de dérivées dégénérées ou d’une fonction de paramétrisation fortement
instable. En outre, du fait de notre approche indirecte, les améliorations prévues pour
le maillage des domaines plans (voir plus haut) pourront s’appliquer au maillage des
surfaces multicarreaux.

Dans des recherches futures sur les surfaces moléculaires, nous souhaitons appliquer
notre méthode a de trés grandes molécules (plusieurs centaines de milliers d’atomes)
et a des problemes dynamiques en grandes déformations. Des optimisations de temps-
calcul ont déja été effectuées pour ce type de surface (calcul des courbures sur les
spheres et les tores, simplification du maillage, transfert des données par parametres)
et la parallélisation de la méthode est a ’étude. Il suffit en effet de mailler les courbes
interfaces en premier lieu, puis de mailler chaque carreau indépendamment sur une
machine parallele, ce qui réduirait encore le temps-calcul de maniere considérable.

Concernant les grilles structurées, des fonctions interpolantes améliorant la conti-
nuité des dérivées peuvent étre définies. Par ailleurs, le cas beaucoup plus complexe des
grilles non structurées est a étudier.

Quant aux surfaces cartésiennes, ’extension en trois dimensions ainsi que la valida-
tion sur des exemples concrets de problemes posés en mécanique sont en cours.
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Au sujet des surfaces discretes, la méthode que nous proposons actuellement permet
d’enrichir un maillage P'. Cependant, cette méthode peut s’étendre & la génération
d’éléments surfaciques ou méme volumiques de degré 2 de la facon suivante. Dans un
premier temps, un maillage surfacique P! est extrait d’un maillage volumique linéaire
donné. Ce maillage surfacique est transformé en maillage P? courbe par une variante de
la méthode actuelle. Dans un second temps, des arétes internes volumiques qui coupent
le maillage surfacique P? sont générées et transformées en arétes quadratiques courbes.
Cette extension est actuellement a ’étude.

En résumé, les directions de recherche sur la génération de maillages de qualité,
plans et surtout surfaciques, sont manifestement treés nombreuses. Les pistes évoquées
dans cette section, qui se situent dans le prolongement des travaux décrits dans les
chapitres précédents, constituent des exemples significatifs de mes sujets de recherche
présents et futurs.
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