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Résumé de thèse

Dans cette thèse nous avons utilisé les outils du calcul stochastique pour obtenir l’exis-
tence et l’unicité de la solution du système d’équations aux dérivées partielles nonlinéaire
suivant :

S(a, b)















∂t(ρ) + div(uρ) = L∗(ρ)
∂t(uiρ) + div(uiuρ) = L∗(uiρ),
∀ 1 ≤ i ≤ d, ρ(dx, t) → ρ0(dx), ui(x, t)ρ(dx, t) → vi(x)ρ0(dx)
faiblement pour t→ 0+

où v = (v1, ....., vd) : Rd → Rd est mesurable bornée, ρ0(dx) est une mesure de probabilté
sur Rd, L∗ désigne l’adjoint formel de L = 1

2

∑d
i,j=1 aij(x)∂

2
xixj

+ b(x).∇ et a est une
matrice symétrique définie positive. Nous avons construit une solution faible au système
des équations différentielles stochastiques nonlinéaire

dXt =
(

E
[

v(X0)/Xt

]

+ b(Xt)
)

dt+ σ(Xt)dBt

où (Bt) est un mouvement brownien sur R
d, et σ est une racine carrée de la ma-

trice a. En utilisant la formule de Itô combinée avec des estimations de la solution
fondamentale de l’équation parabolique ∂tu = Lu, nous avons montré que la famille
(

P (Xt ∈ dx), E
[

v(X0)/Xt = x
]

: t ≥ 0, x ∈ Rd
)

est l’unique solution faible à notre
système d’EDP S(a, b). Dans le cas où a est la matrice identité, et b = 0, on retrouve le
système de gaz sans pression avec viscosité.

Abstract

LetX be the diffusion Markov process on R
d with the generator L = 1

2

∑d
i,j=1 aij(x)∂

2
xixj

+
∑d

i=1 bi(x)∂xi
, and transition density G(t, x, y). Under some conditions on the matrix

a(x) we get the estimate sup0<t<T,x,y∈Rd

√
t |∇xG(t,x,y)|

G(2t,x,y)
< +∞ for all T > 0. The latter

estimate is used to get the existence and uniqueness of a solution of the following gas
system

S(a, b)















∂t(ρ) + div(uρ) = L∗(ρ)
∂t(uiρ) + div(uiuρ) = L∗(uiρ),
∀ 1 ≤ i ≤ d, ρ(dx, t) → ρ0(dx), ui(x, t)ρ(dx, t) → vi(x)ρ0(dx)
weakly, as t→ 0+

where ρ0(dx) ( a probability measure on R
d), and the bounded vector field v := (v1, ..., vd) :

R
d → R

d are given. The family of probability measures ρ := ρ(dx, t) and the velocities
u := u(x, t) are unknown. Here L∗ is the formal adjoint operator of L.
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Chapitre 1

Introduction

Pour expliquer la formation des grosses structures dans l’univers (amas des particules
et leur évolution), Zeldovich [36] propose le modèle des particules collantes suivant : on
considère un système de particules {x0

i } ⊂ R ayant comme vitesses initiales {v0
i } et

pour masses initiales {m0
i }. Les particules se déplacent avec une vitesse constante entre

les instants de chocs. À l’instant de choc, les particules qui se rencontrent forment une
nouvelle particule massive. Sa masse et sa vitesse sont données par les lois de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement. Plus précisément si les particules x0

i , k ≤
i ≤ j se rencontrent, alors elles forment une nouvelle particule de masse mk,j =

∑j
l=km

0
l

et qui part avec une nouvelle vitesse vk,j donnée par l’équation mk,jvk,j =
∑j

l=km
0
l v

0
l .

Dans le cas continu, l’état initial du système des particules est défini par une mesure
positive ρ(dx, 0) et par une fonction vitesse x → u0(x), et si on note par ρ(dx, t) et
u(x, t) respectivement la distribution de la matière et la fonction vitesse à l’instant t,
alors les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont données
par le système







∂(ρ)
∂t

+ ∂x(uρ) = 0,
∂(uρ)
∂t

+ ∂x(u
2ρ) = 0,

ρ(dx, t) → ρ(dx, 0), u(x, t)ρ(dx, t) → u0(x)ρ0(dx), lorsque t→ 0+.

Ce système est appelé système de gaz sans pression, et il a fait l’objet de plusieurs
travaux [7, 4, 5, 29]. D’un point de vue de la physique, ce système a été étudié comme
un modèle de particules collantes par Zeldovich. Mathématiquement les solutions de
ce système sont naturellement des mesures. Ainsi La famille t → (ρ(dx, t), u(x, t)) doit
être une solution faible de ce dernier système, c’est-à-dire pour toute fonction f ∈ C1

0 ,
l’espace C1

0 est l’ensemble des fonctions de classe C1 à support compact, et pour tous
0 < t1 < t2,

i)
∫

f(x)ρ(dx, t2) −
∫

f(x)ρ(dx, t1) =
∫ t2
t1

∫

f ′(x)u(x, t)ρ(dx, t)dt,

ii)
∫

f(x)u(x, t2)ρ(dx, t2) −
∫

f(x)u(x, t1)ρ(dx, t1) =
∫ t2
t1

∫

f ′(x)u2(x, t)ρ(dx, t)dt,
iii)

∫

f(x)ρ(dx, t) →
∫

f(x)ρ0(dx),
∫

f(x)u(x, t)ρ(dx, t) →
∫

f(x)u0(x)ρ0(dx)
lorsque t→ 0+.

L’existence globale d’une solution faible a été obtenue par Brenier, Grenier [7] et
E, Rykov and Sinai [29]. Une approche probabiliste a été faite par Dermoune [12]. Il
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a montré que les trajectoires des particules collantes sont modélisées par un processus
stochastique, solution de l’équation différentielle

dXt = E[u0(X0) |Xt]dt, loi(X0) = ρ(dx, 0). (1.1)

Les techniques utilisées dans tous ces travaux sont difficiles à étendre en dimension
d > 1. Une tentative a été faite par Dermoune et Djehiche [13, 14]. Ils ont introduit la
viscosité dans le système (1.1) et ont obtenu le système différentiel stochastique non-
linéaire suivant :

dXt = E(u(X0) |Xt)dt+ νdBt (1.2)

où B est un mouvement brownien sur R
d et P (X0 ∈ dx) := ρ(dx, 0) est la loi de X0.

En utilisant la formule d’Itô combinée avec des techniques d’analyse, Dermoune [11] a
montré l’existence et l’unicité faible du système (1.2). Il a déduit que (ρ(dx, t) = P (Xt ∈
dx), u(x, t) := E(u0(X0) |Xt = x)) est l’unique solution faible du système suivant :

S(d, ν)







∂t(ρ) +
∑d

j=1 ∂xj
(ujρ) = ν2

2
∆(ρ)

∂t(uiρ) +
∑d

j=1 ∂xj
(uiujρ) = ν2

2
∆(uiρ), ∀ 1 ≤ i ≤ d

ρ(dx, t) → ρ(dx, 0), u(x, t)ρ(dx, t) → v(x)ρ(dx, 0) as t→ 0+.

Les données initiales (ρ(dx, 0), v := (v1, ..., vd)) représentent respectivement la densité
de la matière et la vitesse à l’instant t = 0. Dans le cas ν = 0 le dernier système devient

S(d, 0)







∂t(ρ) +
∑d

j=1 ∂xj
(ujρ) = 0

∂t(uiρ) +
∑d

j=1 ∂xj
(uiujρ) = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ d

ρ(dx, t) → ρ0(dx), ui(x, t)ρ(dx, t) → vi(x)ρ0(dx) as t→ 0+.

Ce système est appelé système de gaz sans pression. Il apparaît dans les méthodes de
constructions numériques des solutions de l’équation d’Euler [2, 3, 24].

Une question intéressante et difficile consiste à obtenir S(d, 0) en faisant tendre la
viscosité ν → 0 dans le système S(d, ν) ou d’une façon équivalente dans (1.2). Mal-
heureusement même dans le cas de deux particules initialement situées en a, b ∈ R

d et
ayant respectivement comme vitesses et masses initiales v1, v2 et p, 1 − p (c’est-à-dire
ρ(dx, 0) = pδa + (1 − p)δb, v(x)ρ(dx, 0) = pv1δa + (1 − p)v2δb), l’étude de la limite de
EDS(ν) lorsque ν → 0 s’avère difficile.

Le premier résultat de ma thèse propose une nouvelle solution probabiliste au système
S(d, ν). Nous construisons deux diffusions indépendantes Xa

t = a +
∫ t

0
u(Xa

s , s)ds +

νBa
t , X

b
t = b +

∫ t

0
u(Xb

s, s)ds+ νBb
t , ayant la même viscosité ν 6= 0 et la même dérive

u(x, t) =
pρat (x)v1 + (1 − p)ρbt(x)v2

pρat (x) + (1 − p)ρbt(x)
,

où ρat , ρ
b
t sont respectivement les densités de Xa

t et Xb
t . Nous montrons que la famille

(ρt(x)dx = pρat (x)dx+ (1− p)ρbt(x)dx, u(x, t) : t ≥ 0, x ∈ R
d) est l’unique solution faible
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du système de gaz sans pression S(d, ν) avec condition initiale (pδa + (1 − p)δb, v1 :=
v(a), v2 := v(b)). Nous espérons dans un travail ultérieur que l’étude de la limite de
S(d, ν) lorsque ν → 0 aboutira via ce nouveau processus. Ce travail a été publié dans les
Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris (CRAS) [9], et sera détaillé dans
le chapitre 1.

Le chapitre 2 de ma thèse traite de l’estimation de la densité G(t, x, y) de la diffusion
dont le générateur est donné par

L =
1

2

d
∑

i,j=1

aij(x)∂
2
xixj

+

d
∑

i=1

bi(x)∂xi
.

Afin d’expliquer notre contribution dans ce chapitre, on rappelle le résultat suivant
de Sheu : [30]

Soit g(x) la matrice inverse de a(x). Il existe des fonctions k1, k2, c1 et c2 à valeurs
strictement positives telles que pour x, y ∈ Rd,

1

(2tπ)d/2
√

det a(y)
k2(t) exp(−c2(t)Ib(t, x, y)) ≤ G(t, x, y) (1.3)

G(t, x, y) ≤ 1

(2tπ)d/2
√

det a(y)
k1(t) exp(−c1(t)Ib(t, x, y)) (1.4)

où

Ib(t, x, y) = inf

{

1

2

∫ t

0

∑

i,j

gij(φ(s))(φ̇(s) − b(φ(s)))i(φ̇(s) − b(φ(s)))jds,

φ(0) = x, φ(t) = y, φ absolument continue

}

.

Notre contribution consiste à préciser les constantes c1, c2 en fonction du spectre de
la matrice inverse de a et du temps.

Dans le chapitre 3, on utilise ce résultat pour obtenir l’existence et l’unicité du
système

S(a, b)















∂t(ρ) + div(uρ) = L∗(ρ)
∂t(uiρ) + div(uiuρ) = L∗(uiρ),
∀ 1 ≤ i ≤ d, ρ(dx, t) → ρ0(dx), ui(x, t)ρ(dx, t) → vi(x)ρ0(dx)
faiblement, quand t→ 0+

où L∗ est l’adjoint formel de l’opérateur L. Ce système coïncide avec celui étudié par
Dermoune [11], lorsque a est la matrice identité et b = 0. Ce travail a fait l’objet d’une
publication dans Journal de Mathématiques Pures et Appliquées [10].
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Chapitre 2

Diffusion avec interaction entre deux

types de particules et système de gaz

sans pression avec viscosité

2.1 Introduction et motivation

Dans ce chapitre on étudie le système des équations aux dérivées partielles suivant :

S(ν, d)















∂tρ +
∑d

j=1 ∂xj
(uρ) = ν2

2
(∆ρ)

∂t(uiρ) +
∑d

j=1 ∂xj
(uiujρ) = ν2

2
∆(uiρ)

(ρ(dx, t), u(x, t)ρ(dx, t)) → (pδa + (1 − p)δb, pv1δa + (1 − p)v2δb)
lorsque t→ 0 + .

Ici a, b, v1, v2 ∈ R
d et p ∈ (0, 1) sont les données initiales. Le système S(ν, d) avec les

conditions initiales (ρ(dx, 0), v(x)ρ(dx, 0)), où ρ(dx, 0) est une mesure de probabilité
sur R

d et v est une fonction continue, est appelé système de gaz sans pression avec
viscosité ν2. Le lien entre S(0, 1) et les particules collantes a été largement étudié, voir
par exemple [7]. Par contre le lien entre le système S(0, d) avec d > 1 et les particules
collantes n’est pas encore bien établi (voir, [38]).
Une première étape pour comprendre ce lien a été proposée dans [11, 12, 13, 14]. Dans
cette étape, les auteurs ont construit une unique solution au système S(ν, d), avec ν 6= 0,
via l’équation différentielle stochastique EDS (ν) :

Xt = X0 +

∫ t

0

E[v(X0)/Xs]ds+ νBt.

La variable aléatoire X0 est indépendante du mouvement brownien B et a pour loi
ρ(dx, 0). Maintenant, la deuxième étape consiste à obtenir S(d, 0) en faisant tendre
la viscosité ν → 0 dans le système S(ν, d) ou d’une façon équivalente dans EDS(ν).
Malheureusement même dans le cas de deux particules initialement situées en a, b ∈ Rd

et ayant respectivement comme vitesses et masses initiales v1, v2 et p, 1− p (c’est-à-dire
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ρ(dx, 0) = pδa + (1 − p)δb, v(x)ρ(dx, 0) = pv1δa + (1 − p)v2δb), l’étude de la limite de
EDS(ν) lorsque ν → 0 s’avère difficile. On propose dans ce chapitre une nouvelle solution
probabiliste au système S(ν, d).
Nous espérons que l’étude de la limite de S(ν, d) lorsque ν → 0 aboutira via ce nouveau
processus.
Nous construisons deux diffusions indépendantes

Xa
t = a+

∫ t

0

u(Xa
s , s)ds+ νBa

t , Xb
t = b +

∫ t

0

u(Xb
s, s)ds+ νBb

t (2.1)

ayant la même viscosité ν 6= 0 et la même dérive

u(x, t) =
pρat (x)v1 + (1 − p)ρbt(x)v2

pρat (x) + (1 − p)ρbt(x)
(2.2)

où ρat , ρ
b
t sont respectivement les densités de Xa

t et Xb
t . Nous montrons que la famille

(ρt(dx) = pρat (x)dx+ (1− p)ρbt(x)dx, u(x, t) : t ≥ 0, x ∈ Rd) est l’unique solution faible
du système de gaz sans pression S(ν, d) avec données initiales ρ(dx, 0) = pδa + (1 −
p)δb, v(a) = v1, v(b) = v2.

2.2 Idée de la construction et résultats principaux

Nous commençons par donner l’idée générale de cette construction. Soit ψ une densité
de probabilité strictement positive, symétrique sur R

d, continue bornée ainsi que ses
dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2. On pose pour tout r > 0, φ(x) = rdψ(rx), ∀ x ∈ Rd.
On considère le système de N = n +m équations différentielles stochastiques suivant :

X i,a,r,n,m
t = a+ νBi,a

t +

∫ t

0

Di,a,b,r,n,m
s ds (2.3)

Xj,b,r,n,m
t = b+ νBj,b

t +

∫ t

0

Dj,b,a,r,n,m
s ds (2.4)

où

Di,a,b,r,n,m
s =

∑n
j 6=i φ(X i,a,r,n,m

s −Xj,a,r,n,m
s )v1 +

∑m
j=1 φ(X i,a,r,n,m

s −Xj,b,r,n,m
s )v2

∑n
j 6=i φ(X i,a,r,n,m

s −Xj,a,r,n,m
s ) +

∑m
j=1 φ(X i,a,r,n,m

s −Xj,b,r,n,m
s )

(2.5)

et

Dj,b,a,r,n,m
s =

∑n
i=1 φ(Xj,b,r,n,m

s −X i,a,r,n,m
s )v1 +

∑m
k 6=j φ(Xj,b,r,n,m

s −Xk,b,r,n,m
s )v2

∑n
i=1 φ(Xj,b,r,n,m

s −X i,a,r,n,m
s ) +

∑m
k 6=j φ(Xj,b,r,n,m

s −Xk,b,r,n,m
s )

(2.6)

où (Bi,a, Bj,b, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m), sont N = n+m- mouvement browniens à valeurs
dans R

d indépendants. la régularité de φ entraîne l’existence et l’unicité de la solution
forte de ce système, (voir l’annexe section 4.5).
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On montre que pour chaque couple (i, j) fixé, la suite (X i,a,r,n,m, Xj,b,r,n,m) converge
en loi lorsque m,n→ +∞, n

n+m
→ p, r → 0, vers une diffusion (Xa, Xb) décrite par :

Xa
t = a +

∫ t

0

u(Xa
s , s)ds+ νBa

t , Xb
t = b +

∫ t

0

u(Xb
s , s)ds+ νBb

t

Puis on prouve que la famille

(ρt(dx) := pP (Xa
t ∈ dx) + (1 − p)P (Xb

t ∈ dx), u(x, t) : t ≥ 0)

est l’unique solution faible du système S(ν, d).
On peut maintenant énoncer les résultats principaux de ce chapitre, qui ont été

publiés dans le Comptes Rendus de l’Académie des Sciences [9].

2.2.1 Théorème
Soit ψ une densité de probabilité strictement positive, symétrique sur Rd, continue bornée
ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2. On pose pour tout r > 0, φ(x) =
rdψ(rx), ∀ x ∈ Rd. Soit (i, j) fixé. Si n,m→ +∞, n

n+m
→ p dans (2.3)-(4.4) et r → +∞,

alors (X i,a,r,n,m, Xj,b,r,n,m) converge en loi vers (Xa, Xb) solution de (2.1), (2.2).

2.2.2 Corollaire
Il existe deux mouvements browniens indépendants Ba, Bb sur Rd, et un processus Z
solution de l’équation différentielle stochastique non-linéaire suivante :

Zt = Z0 + νBZ0

t +

∫ t

0

E
[

v(Z0)/Zs
]

ds, t ≥ 0, (2.7)

où Z0 est indépendante de Ba, Bb est tel que P (Z0 = a) = p = 1−P (Z0 = b). La famille
(ρ(dx, t) := P (Zt ∈ dx) = (pρat (x) + (1 − p)ρbt(x))dx, u(x, t) = E[v(Z0)/Zt = x] : t ≥
0, x ∈ Rd) est une solution du système S(ν, d).

2.2.3 Théorème
La famille (ρ(dx, t) := P (Zt ∈ dx) = (pρat (x) + (1− p)ρbt(x))dx, u(x, t) = E[v(Z0)/Zt =
x] : t ≥ 0, x ∈ Rd) est l’unique solution du système S(ν, d).

Le reste de ce chapitre est consacré à la preuve de ces résultats.

2.3 Existence d’une solution

La preuve se fait en plusieurs étapes.

2.3.1 Étape 1 : la tension

On fixe r et on fait tendre n, m vers l’infini, n
n+m

→ p. D’après le critère de tension
(voir l’annexe section 4.6), il est clair que pour tout 1 ≤ i ≤ n, pour tout 1 ≤ j ≤ m la
suite

(

(X i,a,r,n,m, Bi,a, Xj,b,r,n,m, Bj,b : n,m
)
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est tendue dans l’espace C([0, T ],R4d). En utilisant la régularité de φ, les suites

t→ T i,a,r,n,mt =
1

n− 1

n
∑

j 6=i

φ
(

X i,a,r,n,m
t −Xj,a,r,n,m

t

)

,

t→ T i,a,b,r,n,mt =
1

m

m
∑

j=1

φ
(

X i,a,r,n,m
t −Xj,b,r,n,m

t

)

,

t→ T i,b,r,n,mt =
1

m− 1

m
∑

j 6=i

φ
(

X i,b,r,n,m
t −Xj,b,r,n,m

t

)

,

et

t→ T i,b,a,r,n,mt =
1

n

n
∑

j=1

φ
(

X i,b,r,n,m
t −Xj,a,r,n,m

t

)

sont aussi tendues dans C([0, T ],R).
Pour (i, j) fixé, on considère la limite faible d’une sous suite extraite de

(

X i,a,r,n,m, Bi,a,
Xj,b,r,n,m, Bj,b, T i,a,r,n,m, T i,b,r,n,m, T i,a,b,r,n,m, T ,j,b,a,r,n,m

)

, notée
(

X i,a,r, Bi,a, Xj,b,r, Bj,b,
T i,a,r, T j,b,r, T i,a,b,r, T j,b,a,r

)

.

2.3.2 Étape 2 : passage à la limite

En utilisant le théorème de représentation de Skorohod (voir l’annexe section 4.8) et
le fait que n

n+m
→ p, on a

X i,a,r
t = a+ νBi,a

t +

∫ t

0

pT i,a,rs v1 + (1 − p)T i,a,b,rs v2

pT i,a,rs + (1 − p)T i,a,b,rs

ds, (2.8)

et

Xj,b,r
t = b+ νBj,b

t +

∫ t

0

pT j,b,a,rs v1 + (1 − p)T j,b,rs v2

pT j,b,a,rs + (1 − p)T j,b,rs

ds. (2.9)

Maintenant, nous montrons que

T i,a,rs =

∫

φ(X i,a,r
s − z)ρa,rs (dz), T i,a,b,rs =

∫

φ(X i,a,r
s − z)ρb,rs (dz), (2.10)

et

T j,b,rs =

∫

φ(Xj,b,r
s − z)ρb,rs (dz), T j,b,a,rs =

∫

φ(Xj,b,r
s − z)ρa,rs (dz), (2.11)

où ρa,rs (dz), ρb,rs (dz) sont les lois de probabilité respectives de X i,a,r
s et X i,b,r

s .
Étape 1
Nous allons montrer l’estimation suivante

E

[

∣

∣T 1,a,r
t − 1

n− 1

n
∑

j=2

φ(X1,a,r
t −Xj,a,r

t )
∣

∣

]

≤ C(n).
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avec limn→∞C(n) = 0.
En effet, la loi du vecteur aléatoire (X i,a,r,n,m

t , 1 ≤ i ≤ n) est inter-échangeable, d’où
pour n < N ,

E
[
∣

∣

∣

1

n− 1

n
∑

j=2

φ(X1,a,r,N,m
t −Xj,a,r,N,m

t ) − 1

N − 1

N
∑

j=2

φ(X1,a,r,N,m
t −Xj,a,r,N,m

t )
∣

∣

∣

2]

=
1

(n− 1)2(N − 1)2

[

(

(N − 1)2(n− 1) + (n− 1)2(N − 1)

− 2(n− 1)(N − 1)(n− 2))E[φ(X1,a,r,N,m
t −X2,a,r,N,m

t )]
)2

+ ((N − 1)2(n− 2)(n− 3) + (n− 1)2(N − 2)(N − 3)

− 2(n− 1)(N − 1)(n− 2)(N − 3))E
[

φ(X1,a,r,N,m
t −X3,a,r,N,m

t )
]

]

.

Faisant tendre m,N → ∞, N
m+N

→ p, on en déduit l’existence d’une fonction C(n) telle
que

lim
n→∞

C(n) = 0

et

E

[

∣

∣T 1,a,r
t − 1

n− 1

n
∑

j=2

φ(X1,a,r
t −Xj,a,r

t )
∣

∣

]

≤ C(n). (2.12)

Étape 2
Pour identifier T 1,a,r

t nous allons utiliser la loi forte conditionnelle dont l’énoncé est le
suivant.

Soit X = C([0, T ],Rd). Il est clair que pour chaque i, X i,a,r ∈ X . Par construction,
la loi du vecteur (X i,a,r : i ≥ 1) est inter-échangeable. Soit Π l’ensemble des bijections
π : N∗ → N∗ qui permute un nombre fini d’éléments de N∗. On désigne par B∞ l’en-
semble des boréliens de X∞ et X = (X i,a,r : i ≥ 1). On note πX = (Xπ(i),a : i ≥ 1).
La tribu S = {X−1(B) : B ∈ B∞, P [X−1(B)∆(πX)−1(B)] = 0, ∀π ∈ Π} est appelé
l’esemble des événements permutables de X .

Le résultat suivant se trouve par exemple dans [35].

2.3.1 Lemme ([35])
1. Sachant S, les variables (X i,a,r, i ≥ 1) sont indépendantes et identiquement distri-

buées.

2. De plus, si pour chaque fonction f mesurable de X à valeurs réelles, (f(X i,a,r), i ≥
1) sont mutuellement indépendantes, alors elles sont indépendantes de S.

On en déduit d’après la loi forte des grands nombres que

1

n− 1

n
∑

j 6=i

φ(Xj,a,r
s −X i,a,r

s ) −→
n→∞

∫

φ(X i,a
s − z)ρa,rs (dz).
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D’où

T i,a,rs =

∫

φ(X i,a,r
s − z)ρa,rs (dz).

Ce qui fini l’identfication de T i,a,rs .
De la même manière, on montre que

T j,b,rs =

∫

φ(Xj,b,r
s − z)ρb,rs (dz)

T i,a,b,rs =

∫

φ(X i,a,b,r
s − z)ρb,rs (dz)

T i,b,a,rs =

∫

φ(X i,b,a,r
s − z)ρa,rs (dz).

Finalement, chaque limite de la suite (X i,a,r,n,m, Xj,b,r,n,m) lorsque n,m→ +∞, n
n+m

→
p est une solution faible de l’équation différentielle stochastique suivante :

(dXa,r, dXb,r) = ν(dBa
t , dB

b
t )+(Dt(X

a,r
t )dt,Dt(X

b,r
t )dt), (Xa,r

0 , Xb,r
0 ) = (a, b) (2.13)

où pour chaque y ∈ R
d,

Dt(y) =
p
∫

φ(y − x)ρa,rt (dx)v1 + (1 − p)
∫

φ(y − x)ρb,rt (dx)v2

p
∫

φ(y − x)ρa,rt (dx)v1 + (1 − p)
∫

φ(y − x)ρb,rt (dx)v2

(2.14)

Ici (ρa,rt (dx), ρb,rt (dx)) sont respectivement les lois de Xa,r
t et Xb,r

t .

Conclusion : Pour montrer ce résultat on a utilisé la loi forte des grands nombres
comme dans [11] pages 9,10,11. Cette technique a été utilisée pour la première fois par
Zheng [35], voir aussi [8].

2.3.3 Étape 3 : identification de la diffusion

Pour achever la démonstration de l’existence de la solution, il nous reste à faire tendre
r → 0, et à montrer que (Xa,r, Xb,r) convergent en loi vers (Xa, Xb) données par (2.1)
et (2.2).

Nous avons besoin des quatre lemmes suivants :

2.3.2 Lemme ([31], lemme 11.4.1)
Soit (fn, n ≥ 1) une suite de fonctions positives BRd-mesurables, vérifiant :

i) Pour tout n ≥ 1,

∫

fn(x)dx = 1,

ii) lim
h→0

sup
n≥1

∫

|fn(x+ h) − fn(x)|dx = 0.

iii)On suppose qu’il existe f ∈ L1(Rd) telle que, pour tout ψ ∈ Cb(R
d),

∫

f(x)ψ(x)dx = lim
n→∞

∫

fn(x)ψ(x)dx.

Alors fn → f dans L1(Rd).
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On rappelle que S+
d est l’espace des matrices réelles carrées d× d positives et symé-

triques.

2.3.3 Lemme ([31] Théorème 9.1.15)
Soient a : [0,∞)×Rd → S+

d et b : [0,∞)×Rd → Rd deux fonctions mesurables bornées.
Pour T > 0, on suppose qu’il existe 0 < λT ≤ ΛT <∞, BT <∞ et δT : (0,∞) → (0,∞)
une fonction croissante, tels que :
i)λT |θ|2 ≤ 〈θ, a(x, s)θ〉 ≤ ΛT |θ|2, et |b(x, s)| ≤ BT pour (s, x) ∈ [0, T ]× Rd et θ ∈ Rd.
ii) limε↘0 δT (ε) = 0

sup
0≤s≤T

|x1−x2|≤δT (ε)

‖a(x1, s) − a(x2, s)‖ ≤ ε, ε > 0.

Alors pour chaque T > 0 il existe Φ : (0,∞) → (0,∞) fonction croissante qui dépend
seulement de d, T, λT ,ΛT et δT telle que limε↘0 Φ(ε) = 0 et

∫ T

s

dt

∫

|p(s, x, t, y + h) − p(s, x, t, y)|dy ≤ Φ(|h|),

où p(s, x; t, y) sont les probabilités de transition de la diffusion de générateur

1

2

d
∑

i,j=1

aij(t, x)∂
2
xixj

+
d

∑

i=1

∂xi

2.3.4 Lemme
Soit t > 0 et soit σt la densité de la loi gaussienne de moyenne 0 et de variance ν2t,
c’est-à-dire

σt(x) = (2πν2t)−d/2 exp
(

− |x|2
2ν2t

)

.

Pour h > 0, t > p, nous avons les estimations suivantes pour h > 0, t > p

|∇σt(x)| ≤
c√
t
σ2t(x), (2.15)

|σt+h−p(x) − σt+h−p(x
′)| ≤ c|x− x′|(t− p)−(d+1)/2. (2.16)

Preuve.
On a

|∇σt(x)| = |x|(2πν2t)−d/2(ν2t)−1 exp
(

− |x|2
2ν2t

)

=
|x|√
4ν2t

exp
(

− |x|2
4ν2t

)

(4πν2t)−d/2 exp
(

− |x|2
4ν2t

)2
d
2
+1

ν
√
t

≤ c√
t
σ2t(x),
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puisque supx≥0 x exp(−x2) < +∞.
Pour la deuxième estimation, d’après le théorème des accroissements finis, il existe c1 ∈
(x, x′) tel que

|σt+h−p(x) − σt+h−p(x
′)| ≤ |x− x′||∇σt+h−p(c1)|

et en appliquant (2.15), on obtient (2.16).

2.3.5 Lemme (Oelschlager [25])
Soit m une fonction mesurable bornée de R

d × R+ → R et f ∈ C1,2
b (Rd × R+).

Soit t→ ρt ∈M1(R
d), ensemble des probabilités sur Rd, solution du système suivant :

∫

f(t, x)ρt(dx) −
∫

f(0, x)ρ0(dx)

=

∫ t

0

(

∫

[

d
∑

j=1

m(x, s)∂xj
f(s, x) + ∂sf(s, x)

]

ρs(dx) +
ν2

2

∫

∆f(s, x)ρs(dx)
)

ds.

(2.17)

Alors

1) ρt(dx) est absolument continue, de densité ρt(x), par rapport à la mesure

de Lebesgue sur R
d,

2)Il existe c une constante qui dépend uniquement de d, ‖m‖∞, T et ν,

telle que :

i) ‖ρt(.)‖∞ ≤ c(t−d/2 + 1) ∀t ≤ T, (2.18)

ii) |ρt(x) − ρs(x)| ≤ c((t ∧ s)−(d+1)/2 + 1) |t− s|1/5, (2.19)

∀s ≤ t ≤ T, ∀x ∈ R
d

iii) |ρt(x) − ρt(y)| ≤ c(t−(d+1)/2 + 1) |x− y|1/2 ∀t ≤ T, ∀x, y ∈ R
d. (2.20)

La preuve de ce résultat se trouve dans l’annexe section 4.9.
Retour à la preuve de l’étape 3.

Maintenant, on fixe i, j (par exemple (i, j) = (1, 1)), et nous allons faire tendre r → 0
dans les équations (2.13), (2.14). D’abord il est facile de voir que (X1,a,r := Xa,r, X1,b,r :=
Xb,r) est C-tendu. Par conséquent toute limite (Xa, Xb) lorsque r → 0 est solution d’une
équation différentielle de type

Xa
t = a+

∫ t

0

da(s)ds+ νBa
t Xb

t = b +

∫ t

0

db(s)ds+ νBb
t

où (Ba, Bb) sont deux browniens indépendants, et da, db sont deux processus adaptés
bornés.
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Il est bien connu (voir par exemple le lemme 4.3.1) que Xa
t , X

b
t ont chacune une

densité notée respectivement par ρat (x), ρ
b
t(x).

Nous voulons montrer que dxdt-p.p.
∫

rdψ(r(x− y))ρα,rt (dy) → ραt (x), α = a, b.

Soient T2 > T1 > 0, δ(t) = 1[T1,T2](t) et

fr,a : (x, t) → C

∫

φ(x− z)ρa,rt (dz)δ(t)

où C−1 = T2 − T1. La fonction fr,a est une densité de probabilité sur Rd × R+. Par
conséquent la suite (fr,a, , r ≥ 0) vérifié la condition i) du lemme 2.3.2.
Si on note fa(x, t) = ρat (x), La convergence faible de ρa,rt vers ρat entraîne la condition
iii) du lemme.
On va maintenant montrer que (fr,a, fa) vérifie l’hypothèse ii) du lemme 2.3.2.
Pour h, η deux réels positifs, on a

∫ ∫

|fr,a(x + h, t+ η) − fr,a(x, t)| dxdt

= C[

∫ ∫

∣

∣

∣

∫

φ(x + h− z)ρa,rt+η(z)δ(t + η) − φ(x− z)ρa,rt (z)dzδ(t)
∣

∣

∣
dxdt

≤ I1 + I2,

avec

I1 = C

∫ ∫

∣

∣

∣

∫

[

φ(x+ h− z) − φ(x− z)
]

ρt+ηa, r(z)dz
∣

∣

∣
δ(t+ η) dxdt

et

I2 = C

∫ T

0

∫

∣

∣

∣

∫

φ(x− z)[δ(t + η)ρt+ηa, r(z) − δ(t)ρa,rt (z)] dz
∣

∣

∣
dxdt.

On a

I1 = C

∫ ∫

∣

∣

∣

∫

φ(z)[ρa,rt+η(z + x + h) − ρa,rt+η(z + x)]dz
∣

∣

∣
δ(t+ η) dx dt.

Du lemme 2.3.3, on déduit qu’il existe une fonction Φ qui dépend de d, T2 telle que

I1 ≤ CΦ(h).

Pour I2, il suffit de montrer que

I3 = sup
r

∫ T2

T1

∫

∣

∣

∣

∫

φ(x− z)
[

ρa,rt+η(z) − ρa,rt (z)
]

dz
∣

∣

∣
dxdt
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tend vers 0 quand η → 0.
Pour chaque K > 0 le terme I3 est la somme de deux termes I4 et I5, où

I4 = sup
r

∫ T2

T1

∫

∣

∣

∣

∫

[|z|≤K]

φ(x− z)
[

ρt+η(z) − ρa,rt (z)
]

dz
∣

∣

∣
dx dt

et

I5 = sup
r

∫ T2

T1

∫

∣

∣

∣

∫

[|z|>K]

φ(x− z)
[

ρa,rt+η(z) − ρa,rt (z)
]

dz
∣

∣

∣
dx dt.

D’après le point ii) du lemme 2.3.5

∫ T2

T1

∫

∣

∣

∣

∫

[|z|≤K]

φ(x− z)
[

ρt+η(z) − ρt(z)
]

dz
∣

∣

∣
dxdt

≤ cη1/5

∫ T2

T1

(t−(d+1)/2 + 1)λ(B(0, K))dt.

D’autre part, comme Xa,r
t = a +

∫ t

0

Ds(X
a,r
s )ds+ νBt , avec Ds bornée,

on déduit que

I5 ≤ 2‖v+
1 ‖∞ sup

t∈[T1,T2+1]

∫

ρ0(dy)P
(

|Xy
t | ≥ K

)

.

Comme

P (|Xy
t | ≥ K) ≤ P

(

|νBt| ≥ K/2
)

+ P
(

|y|+ t‖D‖∞ ≥ K/2
)

,

alors
∫

P
(

|Xy
t | ≥ K

)

ρ0(dy) → 0 lorsque K → +∞ uniformément pour t ∈ (T1, T2 + 1).
On conclut, en appliquant le lemme 2.3.2 que fr,a → fa dans L1(Rd+1). En utilisant
le théorème de representation de Skorohod, on peut supposer que fr,a(x, t) → fa(x, t)
presque partout,
La démonstration pour (fr,b, fb) est la même que celle de (fr,a, fa). On en déduit que

C

∫

φ(x− z)ρa,rt (dz) → ρat (x) dxdt presque partout

et

C

∫

φ(x− z)ρb,rt (dz) → ρbt(x) dxdt presque partout.

D’où

u(x, t) =
pρat (x)v1 + (1 − p)ρbt(x)v2

pρat (x) + (1 − p)ρbt(x)
. (2.21)

Ceci termine la preuve du théorème 2.2.1.
On termine cette section par la preuve du corollaire.
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Soit (Xa, Xb) donnée par

Xa
t = a+ νBa

t +

∫ t

0

pρas(X
a
s )v1 + (1 − p)ρbs(X

a
s )v2

pρas(X
a
s ) + (1 − p)ρbs(X

a
s )

ds, (2.22)

et

Xb
t = b+ νBb

t +

∫ t

0

pρas(X
b
s)v1 + (1 − p)ρbs(X

b
s)v2

pρas(X
b
s) + (1 − p)ρbs(X

b
s)

ds, (2.23)

avec ρat (x), ρ
b
t(x) sont respectivement des densités de Xa

t et Xb
t .

Soit Z0 est une variable aléatoire indépendante de (Xa, Xb) et tel que P (Z0 = a) = p =
1 − P (Z0 = b). Si on pose

Zt = Xa
t 1[Z0=a] +Xb

t 1[Z0=b], t ≥ 0,

alors Z satisfait (2.7). Pour montrer que (P (Zt ∈ dx), u(x, t) : t ≥ 0, x ∈ Rd) est solution
faible du système S(d, ν), on utilise la formule d’Itô :
∀f ∈ C2

c(R
d), t1 < t2

f(Zt2) − f(Zt1) −
∫ t2

t1

[

u(Zt, t)∇f(Zt) +
ν2

2
∆f(Zt)

]

dt = martingale centrée. (2.24)

En prenant l’espérance des deux membres de (2.24), on obtient la première équation du
système S(ν, d). Soit (v1(Z0), ..., v

d(Z0)) les composantes du vecteur v(Z0). En multi-
pliant l’égalité (2.24) par vi(Z0), 1 ≤ i ≤ d, et en appliquant l’espérance on aboutit à la
deuxième équation du système S(ν, d).

2.4 Unicité de la solution

Il nous reste à montrer l’unicité de la solution du système S(ν, d). Si on pose v(a) = v1,
v(b) = v2 et ρ(dx, t) = pδa + (1 − p)δb, on retrouve un cas particulier du travail fait par
Dermoune dans [11], qu’on rappelle ici :

Soit (ρ, u) une solution faible du système S(ν, d) et de condition initiale (ρ0, v), ayant
la représentation suivante :

q(x, t) := u(x, t)ρ(x, t) =

∫

v(y)ρ(0, y; t, x)ρ0(dx), (2.25)

ρ(0, y; t, x) étant solution fondamentale de l’équation parabolique :

∂t(ρ) +
d

∑

j=1

∂xj
(ρu) =

ν2

2
∆(ρ).

On introduit q0(x, t) = q0(x, t,+) = q0(x, t,−) = ρ(x, t) et

qi(x, t,+) =

∫

v+
i (y)ρ0(dy)ρ(0, y; t, x)dy,
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qi(x, t,−) =

∫

v−i (y)ρ0(dy)ρ(0, y; t, x)dy, ∀1 ≤ i ≤ d.

On a alors
qi(x, t) = qi(x, t,+) − qi(x, t,−).

Pour tout ε = +,−, si 1
cεi

=
∫

vεi (y)ρ0(dy)dy, alors (t → cεi qi(., t, ε)) est une famille de

densité de probabilité sur Rd, solution de

∂t(m) +
d

∑

j=1

∂xj
(b m) =

ν2

2
∆(m), (2.26)

où

b(x, t) =
1

q0(x, t)
(q1(x, t), ..., qd(x, t)) 0 ≤ i ≤ d.

D’après le lemme 2.3.5 , il existe une constante c qui dépend uniquement de ‖v‖∞, ν et
d tel que pour tout i = 0, ..., d,

‖qi(., t, ε)‖∞ ≤ c(t−d/2 + 1),

|qi(y, t, ε)− qi(y, s, ε)| ≤ c((t ∧ s)−(d+1)/2 + 1) |t− s|1/5,
|qi(y, t, ε)− qi(y

′, t, ε)| ≤ c(t−(d+1)/2 + 1) |x− y|1/2.
On peut montrer également que q = (q0(x, t), q1(x, t,+), q1(x, t,−)..., qd(x, t,+),
qd(x, t,−)) := (qi(ε) : 0 ≤ i ≤ d, ε = +,−) est solution faible du système







∂t(qi(ε)) +
∑d

j=1 ∂xj
qi(ε)F (q) = ν2

2
∆qi(ε)

∀1 ≤ i ≤ d , ε = +,−
qi(ε, dx, t) → qi(ε, dx, 0) faiblement pour t→ 0+

avec

F (q) =
1

q0
(q1(+) − q1(−), ..., qd(+) − qd(−)).

On peut remarquer que q → qi(ε)F (q) est lipschitzienne continue sur le domaine

D = {q ∈ R+ × R
2d : |qi| ≤ ‖v‖∞q0, |qi| ≤ ‖v‖∞q0∀1 ≤ i ≤ d}.

On note |q| := q0 +
∑d

i=1 |qi(+)| + |qi(−)|.
Soient deux solutions faibles (q1

i , 0 ≤ d), (q2
i , 0 ≤ d) de S(ν, d) avec condition initiale

identique ρ0, v et ayant la représentation 2.25.
On se propose de montrer que ∀ 1 ≤ i ≤ d

q1
0(x, t) = q2

0(x, t), q
1
i (x, t,+) = q2

i (x, t,+), q1
i (x, t,−) = q2

i (x, t,−).

De (2.26), on déduit pour toute f ∈ C2
d(R

d × [0, T ] et pour i = 0, .., d
∫

f(t, x)q1
i (x, t,+)dx−

∫

f(0, x)q1
i (dx, 0)

=

∫ t

0

(

∫

[

F (q)∇f(s, x) + ∂sf(s, x)
]

q1
i (x, t)dxds

+
ν2

2

∫

∆f(s, x)dxq1
i (x, t,+)dx

)

ds (2.27)
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Soit σh(x) = (2πh)−d/2 exp(− |x|2

2h
), on a pour tous h > 0 la fonction (x, s) → γ ∗ σt+h−s

appartient à l’espace C2
b (R

d × [0, t]) quelque soit γ ∈ L1(Rd) et en utilisant l’équation
2.27 et

∂sσs −
1

2
∆σs = 0,

on a

|q1
i (y, t,+) − q2

i (y, t,+)|

=

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

∫

([

F (q1(x, s)).(−x− y

t− s
)σt−s(y − x)

]

q1
i (x, s,+)−

[

F (q2(x, s)).(−x− y

t− s
)σt−s(y − x)

]

q2
i (x, s,+)

)

∣

∣

∣

∣

.

Par convolution avec σh , h > 0, on a
∫

|q1
i (y, t,+) − q2

i (y, t,+)|σh(x− y)dy ≤
∫ t

0

∫ ∫
∣

∣

∣

∣

[

F (q1(z, s))q1
i (z, s,+)

− F (q2(x, s))q2
i (z, s,+)

]

∣

∣

∣

∣

|z − y|
t− s

σt−s(z − y)σh(x− y)dzdyds

≤ c

∫ t

0

∫ ∫

∣

∣q1(z, s) − q2(z, s)
∣

∣(t− s)−1/2 |z − y|
(t− s)1/2

exp
(

− (z − y)2

4ν2(t− s)

)

.(2πν2(t− s))−d/2 exp
(

− (z − y)2

4ν2(t− s)

)

σh(x− y)dzdyds

≤ c

∫ t

0

∫

∣

∣q1(z, s) − q2(z, s)
∣

∣(t− s)−1/2σ2(t−s)+h(z − x)dzds.

De la même façon, on montre que
∫

∣

∣q1
i (y, t,−) − q2

i (y, t,−)
∣

∣σh(x− y)dy

≤ c

∫ t

0

∫

∣

∣q1(z, s) − q2(z, s)
∣

∣(t− s)−1/2σ2(t−s)+h(z − x)dzds.

Par conséquent
∫

∣

∣q1(y, t) − q2(y, t)
∣

∣σh(x− y)dy

≤ c

∫ t

0

∫

∣

∣q1(z, s) − q2(z, s)
∣

∣(t− s)−1/2σ2(t−s)+h(z − x)dzds.

Si on pose

Q(h, t, x) =

∫

∣

∣q1(y, t) − q2(y, t)
∣

∣σh(x− y)dy

alors

Q(h, t, x) ≤
∫ t

0

Q(2(t− s) + h, s, x)(t− s)−1/2ds. (2.28)
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D’autre part, on a
Q(h, t, x) ≤ ch−d/2.

On insère cette inégalité dans (2.28). On obtient

Q(h, t, x) ≤
∫ t

0

(t− s)−1/2(2(t− s) + h)−d/2ds

≤ c
(

∫ t−h

0

(t− s)−(d+1)/2ds+

∫ t

t−h

(t− s)−1/2h−d/2ds
)

≤ c(h−(d−1)/2 + δ1
d| log h| + 1).

On recommence la même opération et on obtient :

Q(h, t, x) ≤ c(h−(d−2)/2 + δd,2| log h| + 1).

Finalement en itérant ce procédé jusqu’à l’ordre d+ 1, on arrive au résultat suivant :

Q(h, t, x) ≤ c uniformément pour h > 0, t ∈ (0, T ], x ∈ R
d.

D’autre part
lim
h→0

Q(h, t, x) = |q1(x, t) − q2(x, t)|
ce qui implique

sup
x∈Rd,t∈(0,T ]

∣

∣q1(x, t) − q2(x, t)
∣

∣ <∞.

De plus pour t ∈ (0, T ′] pour chaque i fixé

|q1
i (y, t) − q2

i (y, t)| ≤ c

∫ t

0

sup
z∈Rd,v∈(0,T ′]

∣

∣q1(z, v) − q2(z, v)
∣

∣

(

(t− s)−1/2

(2πν2(t− s))−d/2.

∫

( |x− y|
(t− s)1/2

exp
(

− (x− y)2

4ν2(t− s)

))

exp
(

− (x− y)2

4ν2(t− s)

)

dx
)

ds

≤ c sup
z∈Rd,v∈(0,T ′]

∣

∣q1(z, v) − q2(z, v)
∣

∣

∫ t

0

(t− s)1/2ds

≤ c sup
z∈Rd,v∈(0,T ′]

∣

∣q1(z, v) − q2(z, v)
∣

∣

√
T ′.

On a cette majoration uniformément pour t ∈ (0, T ′], y ∈ R
d, d’où

sup
z∈Rd,t∈(0,T ′]

∣

∣q1(z, t) − q2(z, t)
∣

∣ ≤ c sup
z∈Rd,v∈(0,T ′]

∣

∣q1(z, v) − q2(z, v)
∣

∣

√
T ′.

Soit T ′ < c−2, pour ce choix on obtient

sup
z∈Rd,t∈(0,T ′]

∣

∣q1(z, t) − q2(z, t)
∣

∣ = 0.

On peut procéder pour [T ′, 2T ′] comme pour (0, T ′] précédemment et on arrive enfin au
résultat désiré, c’est-à-dire

sup
z∈Rd,t∈(0,T ]

∣

∣q1(z, t) − q2(z, t)
∣

∣ = 0.

Ceci achève la démonstration.



Chapitre 3

Estimation de la densité de diffusion

Soit L = 1
2

∑d
i,j=1 aij(x)∂

2
xixj

+
∑d

i=1 bi(x)∂xi
l’opérateur différentiel de second ordre

sur Rd. Les coefficients aij, bi appartiennent à C2+β
b (Rd) l’espace des fonctions f deux

fois dérivables avec f et ses dérivées bornées et ∂2
xixj

f Hölderiennes d’ordre β ∈ (0, 1). La
matrice a(x) est symétrique, de plus on suppose que a(x) ≥ λId×d, où λ > 0 et Id×d est
la matrice identité de dimension d. Sous ces conditions (voir [30]), il existe un processus
de Markov Xt à valeurs dans Rd solution de l’équation différentielle stochastique

dXt = a1/2(Xt)dBt + b(Xt)dt.

De plus X admet des densités de transitions G(t, x, y) solution de l’équation aux dérivées
partielles suivante :

∂tG(t, s, y) = LG(t, x, y), t > 0, x ∈ R
d

avec G(0, x, y) = δ(x− y).

3.1 Résultat principal

Le résultat suivant est dû Sheu [30] :

3.1.1 Théorème
Soit g(x) la matrice inverse de a(x). Il existe k1, k2, c1 et c2 des fonctions positives telles
que pour x, y ∈ Rd

1

(2tπ)d/2
√

deta(y)
k2(t) exp

(

− c2(t)Ib(t, x, y)
)

≤ G(t, x, y) (3.1)

G(t, x, y) ≤ 1

(2tπ)d/2
√

deta(y)
k1(t) exp

(

− c1(t)Ib(t, x, y)
)

(3.2)

où

Ib(t, x, y) = inf

{

1

2

∫ t

0

∑

i,j

gij(φ(s))
(

φ̇(s) − b(φ(s))
)

i

(

φ̇(s) − b(φ(s))
)

j
ds
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φ(0) = x, φ(t) = y

}

Le résultat principal de ce chapitre est d’obtenir les estimations suivantes :

3.1.2 Théorème (A. Dermoune, S. Filali, 2003 [10])
Si

−∞ < λg = inf
x∈Rd

inf
|η|=1

〈g(x)η, η〉 ≤ Λg = sup
x∈Rd

sup
|η|=1

〈g(x)η, η〉 < +∞,

alors ∀T > 0, t ∈]0, T ], ∀ε > 0, il existe une fonction δ telle que supt∈[0,T ] δ(t, ε) ≤ ε

c1(t) = δ(t, ε) + λgΛ
−1
g ,

c2(t) =

{

1 + c(‖σ2‖∞, ‖∂2
xσ

2‖∞)λ−1
g t

ou bien δ(t, ε) + Λgλ
−1
g .

Ici σ2 = a

L’intérêt de ce résultat apparaîtra dans le chapitre qui suit.

3.2 La preuve

Le schéma de la preuve est le même que celui de Sheu. Les outils utilisés sont dûs à
Fleming [18].

3.2.1 Transformation logarithmique (Flemming [18] )

Si f ∈ Cβ
b (Rd), alors la fonction

f(t, x) =

∫

G(t, x, y)f(y)dy = Ex[f(Xt)]

a les propriétés suivantes :
∂xixj

f(t, x), ∂xj
f(t, x), ∂tf(t, x) sont continues et

∂tf(t, x) = Lf(t, x), t > 0, x ∈ R
d,

f(0, x) = f(x).

On définit pour y0 ∈ R
d et α > 0,

fα(y) =

(

1√
2πα

)d
1

√

det a(y0)
exp

(

− 1

2α
gij(y0)(y − y0)i(y − y0)j

)

(3.3)

et Gα(t, x) = Ex[fα(Xt)]. Nous avons

lim
α→0

Gα(t, x) = G(t, x, y0)
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et Jα(t, x) = −logGα(t, x) est solution du problème non-linéaire suivant :

∂tJ
α(t, x) =

1

2
aij(x)∂xi

∂xj
Jα(t, x) + bj(x)∂xj

Jα(t, x)

− 1

2
aij(x)∂xi

Jα(t, x)∂xj
Jα(t, x), t > 0, x ∈ R

d,

avec
Jα(0, x) = − log (fα(y0)) . (3.4)

3.2.1 Lemme
Soit FT,xl’espace des fonctions mesurables u : [0, T ] × R → R telles que le système

{

dη(t) = u(t, η(t))dt+ σ(η(t))dBt

η(0) = x,

a pour solution η(.) qui vérifie E
[

∫ T

0
|u(t, η(t)|2dt

]

<∞.

Si on note k(x, u) = 1
2

∑

i,j gij(x)(b(x)−u)i(b(x)−u)j et si on pose u(t) = u(t, η(t)) alors

Jα(T, x) = inf
u∈FT,x

E

[
∫ T

0

k(η(t), u(t))dt+ Jα(0, η(T ))

]

.

Cette borne est atteinte en

u∗α(t, x) = b(x) − a(x)∇Jα(T − t, x).

De plus, si on note par JT (x, y) = −logG(T, x, y), alors

JT (x, y0) = lim
α→0

inf
u∈FT−α,x

E

[
∫ T−α

0

k(η(t), u(t))dt+ Jα(0, η(T − α))

]

.

Afin d’obtenir une borne inférieure et supérieure pour G(T, x0, y0), il suffit d’obtenir une
borne inférieure et supérieure pour Jα(T − α, x0) indépendemment de α.

3.2.2 Estimation de la borne supérieure

Dans un premier temps, nous montrons la première expression de c2 c’est-à-dire

c2(t) = 1 + c
(

‖σ2‖∞, ‖∂2
xσ

2‖∞
)

λ−1
g t.

Pour cela nous sélectionnons φ : [0, T ] → Rd absolument continue, telle que φ(0) = x0,
φ(T ) = y0 et

IT (φ) = Ib(T, x, y).

Voir [39] pour l’existence de φ.
On définit

u(t, x) = φ̇(t) − x− φ(t)

T − t
, pour 0 ≤ t ≤ T − α. (3.5)
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On vérifie facilement que u ∈ FT−α,x0
, puisque u(t, x) est lipschitzienne en x.

En utilisant le lemme précèdent, on a

Jα(T − α, x) ≤ E

[
∫ T−α

0

k(η(t), u(t))dt+ Jα(0, η(T − α))

]

où
dη(t) = u(t, η(t)) dt+ σ(η(t)) dB(t) (3.6)

et η(0) = x0.

Nous sommes amenés à estimer E

[

∫ T−α

0
k(η(t), u(t))dt

]

et E[Jα(0, η(T − α))].

A) Estimation de E

[

∫ T−α

0
k(η(t), u(t))dt

]

.

Nous montrons d’abord deux résultats préliminaires qui nous seront utiles par la suite.
En utilisant l’EDS (3.6), on obtient

d(η(t) − φ(t)) = −η(t) − φ(t)

T − t
dt+ σ(η(t)) dB(t).

L’igalité suivante découle de la formule de Itô

η(t) − φ(t)

T − t
=

∫ t

0

1

T − s
σ(η(s)) dB(s).

L’isométrie de Itô implique pour tout 0 ≤ t ≤ T − α

E
[

|η(t) − φ(t)|2
]

= (T − t)2E
[

∣

∣

∫ t

0

1

T − s
σ(η(s)) dB(s)

∣

∣

2
]

= (T − t)2E

∫ t

0

1

(T − s)2
|
∑

i

aii(η(s))| ds (3.7)

≤ d‖a‖∞(T − t)

et

E
[

(

η(t) − φ(t)
)

i

(

η(t) − φ(t)
)

j

]

= (T − t)2E

[
∫ t

0

1

(T − s)2
aij(η(s)) ds

]

. (3.8)

Maintenant nous commmençons l’estimation A.Nous avons besoin des notations sui-
vantes :

∆1(t) = η(t) − φ(t)

∆2(t) = η(t) − φ̇(t) = −η(t) − φ(t)

T − t
= − 1

T − t
∆1(t),

∂xi
k =

∂

∂xi
k(φ(t), φ̇(t)).
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Nous utiliserons les notations similaires suivantes ∂ui
k, ∂xixj

k, ∂xiuj
k et ∂uiuj

k et on
posera

∂uiuj
k(λ) = ∂uiuj

k
(

φ(t) + λ∆1(t), φ̇(t) + λ∆2
)

.

La formule de Taylor appliquée à k entre les points (η(t), u(t)) et (φ(t), φ̇(t)) donnne

k(η(t), u(t)) = k(φ(t), φ̇(t)) + ∂xi
k∆1

i (t) + ∂ui
k∆2

i (t)

+
1

2

(

∂xixj
k∆1

i (t)∆
1
j(t) + 2∂xiuj

k∆1
i (t)∆

2
j(t) + ∂uiuj

k∆2
i (t)∆

2
j(t)

)

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(

∂xixj
k(λµ) − ∂xixj

k(0)
)

∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dµ dλ (3.9)

+ 2

∫ 1

0

∫ 1

0

(

∂xiuj
k(λµ) − ∂xiuj

k(0)
)

∆1
i (t)∆

2
j(t)λ dµ dλ

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(

∂uiuj
k(λµ) − ∂uiuj

k(0)
)

∆2
i (t)∆

2
j(t)λ dµ dλ,

ici nous avons omis le signe somme pour ne pas alourdir les notations. Pour obtenir
l’estimation A, il suffit d’obtenir des estimation de chaque terme de (3.9). Nous avons
plusieurs termes à estimer.

Estimation 1
Il est facile de voir, en utilisant le fait que t ∈ [0, T − α] → η(t)−φ(t)

T−t
est une martingale,

que

E
[

∫ T−α

0

(∂xi
k∆1

i (t) + ∂ui
k∆2

i (t)) dt
]

= 0.

Estimation 2
Maintenant nous considérons le terme

∫ T−α

0
∂xixj

k(x, u)∆1
i (t)∆

1
j(t)dt. On sait par défi-

nition de k(x, u) que

∂xixj
k(x, u) = 〈1

2
∂xixj

g(x)(b(x) − u), b(x) − u〉 + 〈∂xi
g(x)∂xj

b(x), b(x) − u〉
+ 〈∂xj

g(x)(b(x) − u), ∂xi
b(x)〉 + 〈g(x)∂xjxi

b(x), b(x) − u〉
+ 〈g(x)∂xi

b(x), ∂xj
b(x)〉.

Nous allons majorer chaque terme.

E
[

∫ T−α

0

∣

∣〈∂xixj
g(b(φ(t)) − φ̇(t)), (b(φ(t)) − φ̇(t))〉∆1

i (t)∆
1
j(t)

∣

∣ dt
]

≤ ‖∂2g‖∞
∫ T−α

0

∣

∣b(φ(t)) − φ̇(t)
∣

∣

2
E

[

∣

∣∆1
i (t)∆

1
j(t)

∣

∣

]

dt

≤ d‖∂2g‖∞‖a‖∞T
∫ T−α

0

∣

∣b(φ(t)) − φ̇(t)
∣

∣

2
dt en utilisant (3.7)

≤ d‖∂2g‖∞‖a‖∞
2λg

T IT (φ).
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Ensuite

E
[

∫ T−α

0

∣

∣〈∂xi
g(φ(t))∂xj

b(φ(t)), (b(φ(t)) − φ̇(t))〉∆1
i (t)∆

1
j(t)

∣

∣ dt
]

≤ ‖∂g‖∞‖∂b‖∞
∫ T−α

0

∣

∣

∣
b(φ(t)) − φ̇(t)

∣

∣

∣
E

[

∣

∣∆1
i (t)∆

1
j(t)

∣

∣

]

dt

≤ d‖∂b‖∞‖∂g‖∞‖a‖∞T
∫ T−α

0

∣

∣

∣
b(φ(t)) − φ̇(t)

∣

∣

∣
dt en utilisant (3.7)

≤ d‖∂b‖∞‖∂g‖∞‖a‖∞ T IT (φ)1/2.

D’où

E
[

∫ T−α

0

∂xixj
k ∆1

i (t)∆
1
j(t)dt

]

≤ c1T
2 + c2IT (φ)1/2 + c3IT (φ)

où
c1 = d‖g‖∞‖∂b‖2

∞‖a‖∞
c2 = d(2‖∂b‖∞‖∂g‖∞ + ‖g‖∞‖∂2b‖∞)‖a‖∞T

c3 =
d‖∂2g‖∞‖a‖∞

2λg
.

Estimation 3
Maintenant on s’occupe du terme

E
[

∫ T−α

0

∂xiuj
k ∆1

i (t)∆
2
j(t)dt

]

.

On a

∂xiuj
k(x, u) = −1

2
(〈∂xi

g (b(x) − u), ej〉 − 〈g(x) ∂xi
b(x), ej〉)

Nous déduisons de l’estimation

E
[

∫ T−α

0

∣

∣〈∂xi
g(b(φ(t))−φ̇(t)), ej〉∆1

i (t)∆
2
j(t)

∣

∣ dt
]

≤ ‖∂g‖∞
∫ T−α

0

∣

∣b(φ(t)) − φ̇(t)
∣

∣E
[

∣

∣∆1
i (t)∆

2
j(t)

∣

∣

]

dt

≤ ‖∂g‖∞
∫ T−α

0

1

T − t

∣

∣b(φ(t)) − φ̇(t)
∣

∣E
[

∣

∣∆1
i (t)∆

1
j(t)

∣

∣

]

dt

≤ d ‖∂g‖∞‖a‖∞T 1/2
(

∫ T

0

∣

∣b(φ(t)) − φ̇(t)
∣

∣

2
dt

)1/2

≤ d ‖∂g‖∞‖a‖∞
λ

1/2
g

T 1/2IT (φ)1/2,
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l’inégalité suivante :

E
[

∫ T−α

0

∂xiuj
k ∆1

i (t)∆
2
j(t)dt

]

≤ c4T
1/2IT (φ)1/2 + c5T

où

c4 =
d ‖∂g‖∞‖a‖∞

λ
1/2
g

c5 = d‖g‖∞‖∂b‖∞‖a‖∞.
Estimation 4
Maintenant, on arrive à l’estimation du terme

A =
1

2
E

[
∫ T−α

0

∂uiuj
k∆2

i (t)∆
2
j(t) dt

]

.

Puisque ∂uiuj
k = gij(φ(t)), ce terme est égal à

1

2

∫ T−α

0

gij(φ(t))E

[

(η(t) − φ(t)

T − t

)

i

(η(t) − φ(t)

T − t

)

j

]

dt

=
1

2

∫ T−α

0

E

[

1

(T − s)2
gij(φ(t)) aij(η(s)) ds

]

dt. d’après l’identité 3.8

En utilisant l’égalité

aij(η(s)) = aij(η(s)) − aij(φ(s)) + aij(φ(s)) − aij(φ(t)) + aij(φ(t)),

nous allons voir que

A ≤ d

2
(log T − logα) +

2‖g‖∞‖∇a‖∞d
λ

1/2
g

T 1/2
(

IT (φ)
)1/2

+ ‖g‖∞‖a‖∞ T 1/2.

En effet, la quantité A s’écrit comme la somme A = A1 +A2 +A3. On va estimer chaque
terme.

A1 =
1

2

∫ T−α

0

∫ t

0

E

[

1

(T − s)2
gij(φ(t))[aij(η(s)) − aij(φ(s))] ds

]

dt

≤ 1

2
‖g‖∞‖a‖∞

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2
E

[

|η(s) − φ(s)|
]

ds dt

≤ 1

2
‖g‖∞‖a‖∞

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2
E

[

|η(s) − φ(s)|2
]1/2

ds dt

≤ 1

2
‖g‖∞‖a‖∞

∫ T−α

0

∫ t

0

(T − s)1/2

(T − s)2
ds dt d’après (2.28)

≤ ‖g‖∞‖a‖∞
∫ T−α

0

(T − t)−1/2dt

≤ ‖g‖∞‖a‖∞ T 1/2.
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D’autre part, en utilisant le théorème des accroissements finis pour aij on a

A2 =
1

2

∫ T−α

0

∫ t

0

E

[

1

(T − s)2
gij(φ(t))

[

aij(φ(s)) − aij(φ(t))
]

ds

]

dt

≤ d

2
‖g‖∞

1

2

∫ T−α

0

∫ t

0

gij(φ(t))
1

(T − s)2

E

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

〈∂a(λφ(s) + (1 − λ)φ(t)), φ(s) − φ(t)〉
∣

∣

∣

∣

dλ ds dt

≤ d

2
‖g‖∞‖∂a‖∞

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2
E|

∫ t

s

φ̇(u) du| ds dt

≤ d

2
‖g‖∞‖∂a‖∞

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)3/2

[
∫ T

s

|φ̇(u)|2 du
]1/2

ds dt

≤ 2‖g‖∞‖∇a‖∞d
λ

1/2
g

T 1/2
(

IT (φ)
)1/2

.

Comme (gij) est la matrice inverse de (aij), on a

A3 =
1

2

∫ T−α

0

E

∫ t

0

1

(T − s)2
gij(φ(t)) aij(φ(t)) ds dt

=
d

2

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2
ds dt

≤ d

2
(log T − logα).

En conclusion, nous avons

A ≤ d

2
(logT − logα) +

2‖g‖∞‖∇a‖∞d
λ

1/2
g

T 1/2
(

IT (φ)
)1/2

+ ‖g‖∞‖a‖∞ T 1/2.

Il nous reste la majoration des trois termes d’erreur qui apparaissent dans la formule de
Taylor (3.9).

Estimation 5
On utilise essentiellement l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, (voir la proposition
(4.3) de [28]). Nous avons

H1(t) = E

∫ 1

0

∫ 1

0

(

∂uiuj
k(λµ) − ∂uiuj

k(0)
)

∆2
i (t)∆

2
j(t)λ dµ dλ

= E

∫ 1

0

∫ 1

0

(

gij(φ(t) − λµ∆1(t)) − gij(φ(t))
)

∆2
i (t)∆

2
j(t)λ dµ dλ
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≤ E

∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

gij(φ(t) − λµ∆1(t)) − gij(φ(t))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∆2
i (t)∆

2
j(t)

∣

∣

∣

∣

λ dµ dλ

≤ ‖∂g‖∞d
2

E
[

∣

∣∆1(t)
∣

∣

∣

∣∆2(t)
∣

∣

2
]

≤ ‖∂g‖∞‖a‖1/2
∞ d

2
E

[

|∆1(t)|2
]1/2

E
[

|∆2(t)|4
]1/2

≤ ‖∂g‖∞‖a‖1/2
∞ d

2
(T − t)1/2E

[

|∆2(t)|4
]1/2

.

En utilisant l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on a

E
[

|∆2
i (t)|4

]1/4 ≤ 1

3

(

E
[

∫ t

0

1

(T − s)2
aii(η(s)) ds

]2
)1/4

≤ 1

3
‖a‖∞(T − t)−1/2.

D’où

H1(t) ≤
‖∂g‖∞‖a‖3/2

∞ d2

18
(T − t)−1/2.

Ce qui implique
∫ T−α

0

H1(t) dt ≤
‖∂g‖∞‖a‖3/2

∞ d2

9
T 1/2.

Estimation 6
Pour le deuxième terme de l’erreur, on a

H2(t) = E

∫ 1

0

∫ 1

0

(

∂xiuj
k(λµ) − ∂xiuj

k(0)
)

∆1
i (t)∆

2
j(t)λ dµ dλ

= H1
2 +H2

2 .

On rappelle que

∂xiuj
k(x, u) = −1

2

(

〈∂xi
g (b(x) − u), ej〉 − 〈g(x) ∂xi

b(x), ej〉
)

.

Pour le premier terme H1
2 , il est égal à

E

∫ 1

0

∫ 1

0

[

〈∂xi
g(φ(t) + λµ∆1(t))

(

b(φ(t) + λµ∆1(t)
)

− φ̇(t) − λµ∆2(t))i, ej〉−

〈(∂xi
g(φ(t))(b(φ(t)) − φ̇(t))i, ej〉

]

∆1
i (t)∆

2
j(t)λ dµ dλ.
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

H1
2 ≤ E

∫ 1

0

∫ 1

0

[

∣

∣

∣
∂xi
g(φ(t) + λµ∆1(t))(b(φ(t) + λµ∆1(t)) − φ̇(t) − µλ∆2(t))i−

(

∂xi
g(φ(t)

)(

b(φ(t)) − φ̇(t)
)

i

∣

∣

∣

]

∣

∣

∣
∆1
i (t)∆

2
j(t)

∣

∣

∣
λ dµ dλ

≤ E

∫ 1

0

∫ 1

0

[

∣

∣

(

∂xi
g(φ(t) + λµ∆1(t))

)

i
−

(

∂xi
g(φ(t))

)

i

∣

∣

∣
|b(φ(t)) − φ̇(t))

∣

∣

∣

]

∣

∣

∣
∆1
i (t)∆

2
j(t)

∣

∣

∣
λ dµ dλ

+ E

∫ 1

0

∫ 1

0

[

∣

∣

∣
(∂xi

g(φ(t) + λµ∆1(t)))iλµ∆2(t)i

∣

∣

∣

∣

∣

∣
∆1
i (t)∆

2
j(t)

∣

∣

∣

]

λ dµ dλ

+ E

∫ 1

0

∫ 1

0

[

∣

∣

∣
(∂xi

g(φ(t) + λµ∆1(t)))i(b((φ(t) + λµ∆1(t)) − b(φ(t)))i

∣

∣

∣

]

∣

∣

∣
∆1
i (t)∆

2
j(t)

∣

∣

∣
λ dµ dλ.

≤ ‖∂2g‖∞d
6

∣

∣

∣
b(φ(t)) − φ̇(t))

∣

∣

∣
E

[

|∆1(t)|2|∆2(t)|2
]

+ d
‖∂g‖∞(1 + ‖b‖∞)

6

E
[

|∆1(t)||∆2(t)|2
]

≤ ‖∂2g‖∞‖a‖1/2
∞ d2

18
T 1/2

∣

∣b(φ(t)) − φ̇(t))
∣

∣ +
‖∂g‖∞(1 + ‖b‖∞)‖a‖1/2

∞ d2

18
(T − t)−1/2.

Pour le terme qui reste de H2, on a

H2
2 ≤ d‖a‖∞

2
‖g‖∞‖∂b‖∞.

Par conséquent

∫ T−α

0

H1
2 (t)dt

≤ ‖∂2g‖∞‖a‖1/2
∞ d2

18
T 1/2

∫ T−α

0

|b(φ(t) − φ̇(t))|dt+
‖∂g‖∞(1 + ‖b‖∞)‖a‖1/2

∞ d2

9
T 1/2

≤ ‖∂2g‖∞‖a‖1/2
∞ d2

18
T

(

∫ T

0

|b(φ(t)) − φ̇(t))|2dt
)1/2

+
‖∂g‖∞(1 + ‖b‖∞)‖a‖1/2

∞ d2

9
T 1/2

≤ ‖∂2g‖∞‖a‖1/2
∞ d2

18 λg
T 1/2IT (φ)1/2 +

‖∂g‖∞‖a‖1/2
∞ d2

9
T 1/2.

Finalement
∫ T−α

0

H2(t)dt ≤ c6T
1/2IT (φ)1/2 + c7T

1/2 + c8T,
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où

c6 =
‖∂2g‖∞‖a‖1/2

∞ d2

18 λg
,

c7 =
‖∂g‖∞(1 + ‖b‖∞)‖a‖1/2

∞ d2

9
,

c8 =
d‖a‖∞

2
‖g‖∞‖∂b‖∞.

Estimation 7
On considère maintenant le dernier terme

H3(t) = E

∫ 1

0

∫ 1

0

(

∂xixj
k(λµ) − ∂xixj

k(0)
)

∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ.

On a

E

∫ 1

0

∫ 1

0

[

〈∂xixj
g(φ(t) + λµ∆1(t))(b(φ(t) + λµ∆1(t)) − φ̇(t) − λµ∆2(t)),

b(φ(t) + λµ∆1(t)) − φ̇(t) − λµ∆2(t)〉

− 〈∂xixj
g(φ(t))(b(φ(t)) − φ̇(t)), b(φ(t)) − φ̇(t)〉

]

∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

= H1
3 (t) +H2

3 (t) +H3
3 (t) +H4

3 +H5
3 +H6

3 ,

où le terme H1
3 est égal à

E

∫ 1

0

∫ 1

0

〈
[

∂xixj
g(φ(t) + λµ∆1(t)) − ∂xixj

g(φ(t))
]

(b(φ(t)) − φ̇(t)), b(φ(t)) − φ̇(t)〉

∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

≤ ‖∂3g‖∞d
6

E
[

|∆1(t)|3
]

|b(φ(t)) − φ̇(t)|2

≤ ‖∂3g‖∞d
6

T 3/2
∣

∣

∣
b(φ(t)) − φ̇(t)

∣

∣

∣

2

.

Le terme

H2
3 = E

∫ 1

0

∫ 1

0

〈
(

∂xixj
g(φ(t) + λµ∆1(t)

)(

b(φ(t) + λµ∆1(t)) − b(φ(t))
)

,

(

b(φ(t) + λµ∆1(t)) − b(φ(t))
)

〉∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

≤ E

∫ 1

0

∫ 1

0

‖∂2g‖∞
∣

∣b(φ(t) + λµ∆1(t)) − b(φ(t))
∣

∣

2
∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

≤ E

∫ 1

0

∫ 1

0

‖∂2g‖∞‖b‖2
∞

∣

∣λµ∆1(t)
∣

∣

2
∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

≤ c‖∂2g‖∞‖b‖2
∞‖a‖4

∞(T − t)2.
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et

H3
3 (t) = 2E

∫ 1

0

∫ 1

0

〈
(

∂xixj
g(φ(t) + λµ∆1(t)

)

b(φ(t) + λµ∆1(t)) − b(φ(t)), λµ∆2(t)〉

∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

≤ 2‖∂2g‖∞ d

3
‖b‖∞ E[ |∆1(t)|2|∆2(t)| ]

≤ 2‖∂2g‖∞ d‖a‖∞
9

‖b‖∞ T 1/2,

pour le terme H4
3 , on a

H4
3 (t) = 2E

∫ 1

0

∫ 1

0

〈
(

∂xixj
g(φ(t) + λµ∆1(t)

)(

b(φ(t)) − φ̇(t)
)

, λµ∆2(t)〉

∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

≤ 2‖∂2g‖∞ d‖a‖∞
9

T 1/2
∣

∣b(φ(t)) − φ̇(t)
∣

∣.

Ainsi le terme H5
3 est égale à

2E

∫ 1

0

∫ 1

0

〈
(

∂xixj
g(φ(t) + λµ∆1(t)

)(

b(φ(t)) − φ̇(t)
)

, b(φ(t) + λµ∆1(t)) − b(φ(t))〉

∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ dµ

≤ 2‖∂2g‖∞ d‖a‖∞‖∂b‖∞
6

T 3/2|b(φ(t)) − φ̇(t)|.

Finalement

H6
3(t) = E

∫ 1

0

∫ 1

0

〈
(

∂xixj
g(φ(t) + λµ∆1(t)

)

λµ∆2(t), λµ∆2(t)〉∆1
i (t)∆

1
j(t)λ dλ µ

≤ ‖∂2g‖∞d
12

E
[

∣

∣∆1(t)
∣

∣

2∣
∣∆2(t)

∣

∣

2
]

≤ ‖∂2g‖∞‖a‖∞d2

36
.

D’où
∫ T−α

0

H3(t)dt ≤ c9IT (φ) + c10IT (φ)1/2 + c11

où

c9 =
‖∂3g‖∞d

6λg
T 3/2,

c10 = d‖∂2g‖∞
(2T + 3‖∂b‖∞T 2

9λ
1/2
g

)

‖a‖∞
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et

c11 = d
[ 1

36
+ ‖b‖2

∞‖a‖3
∞T

3 +
2‖b‖∞

9
T 1/2

]

‖a‖∞‖∂2g‖∞.

Conclusion

E

[
∫ T−α

0

k(η(t), u(t))dt

]

≤ c + cIT (φ) + cIT (φ)1/2

B) Estimation de E
[

Jα(0, η(T − α))
]

.

On a par définition de Jα(0, η(T − α))

E
[

Jα(0, η(T − α))
]

=
d

2
log 2πα+

1

2
log det a(y0)

+
1

2α
gij(y0)E[(η(T − α) − y0)i(η(T − α) − y0)j].

Il nous reste à estimer le membre de droite. On rappelle que y0 = φ(T ). A partir de
l’écriture

η(T − α) − y0 = η(T − α) − φ(T − α) + φ(T − α) − φ(T ),

on a d’après l’isométrie de Itô

E
[

(η(T − α) − y0)i(η(T − α)−y0)j
]

= (φ(T − α) − φ(T ))i(φ(T − α) − φ(T ))j

+ E
[

(η(T − α) − φ(T − α))i(η(T − α) − φ(T − α))j
]

≤ d‖a‖∞α +
∣

∣

∣

(

∫ T

T−α

φ̇(u) du
)

i

(

∫ T

T−α

φ̇(u) du
)

j

∣

∣

∣

≤ d‖a‖∞α + d
∣

∣

∣

∫ T

T−α

φ̇(u) du
∣

∣

∣

2

≤ d‖a‖∞α + dα

∫ T

T−α

|φ̇(u)|2 du.

Ceci implique l’estimation

E
[

Jα(0, η(T − α))
]

≤ d

2
log 2πα+

1

2
log det a(y0) +

d

2
‖a‖∞ +

d

2

∫ T

T−α

|φ̇(u)|2 du.

Conclusion :
Estimation de la borne supérieure de JT (x0, y0).
En regroupant toutes les estimations obtenues, on a

E
[

Jα(0, η(T − α))
]

+ E

[
∫ T−α

0

k(η(t), u(t))dt

]

≤ d

2
(log T − logα) + cIT (φ) + cIT (φ)1/2

+
d

2
log 2πα +

1

2
log det a(y0) +

d

2
‖a‖∞ +

d

2

∫ T

T−α

|φ̇(u)|2 du.
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On remarque alors que le terme logα disparaît. En utilisant le résultat élémentaire
suivant :

∀ δ > 0 ∃ c(δ) > 0 tel que z1/2 ≤ δz + c(δ) pour tout z ≥ 0, (3.10)

et en faisant tendre α vers 0, on obtient

JT (x0, y0) ≤
d

2
log 2 π T +

1

2
log det a(y0) + c2(T )I(T, x0, y0) + k2(T ),

où
c2(T ) = 1 + c

(

‖σ2‖∞, ‖∂2
xσ

2‖∞
)

λgT.

Nous passons maintenant à la borne inférieure de Jα(T − α, x0)

3.2.3 Estimation de la borne inférieure.

Soit u∗α(t, x) la fonction définie dans le lemme 3.2.1. On considère le processus ξ
solution de l’EDS suivante

dξ(t) = u∗α(t, ξ(t))dt+ σ(ξ(t))dB(t) ξ(0) = x0.

Nous avons par définition de u∗α,

Jα(T − α, x0) = E

[
∫ T−α

0

k(ξ(t), u∗(t))dt+ Jα(0, ξ(T − α))

]

, (3.11)

où u∗(t) ≡ u∗α(t, ξ(t)).
Soit la trajectoire aléatoire ψ(.) solution de

ψ(t) =
ξ(t) − ψ(t)

T − t
+ u∗(t), 0 ≤ t ≤ T − α

ψ(0) = x0 .

En utilisant la formule de Itô, on a

ξ(t) − ψ(t)

T − t
=

∫ t

0

1

T − t
σ(ξ(s)) dB(s). (3.12)

En appliquant de nouveau l’isométrie de Itô comme (3.7), on obtient

E
[

|ξ(t) − ψ(t)|2
]

≤ ‖a‖∞(T − t) (3.13)

E
[

(ξ(t) − ψ(t))i(ξ(t) − ψ(t))j

]

= (T − t)2E

[
∫ t

0

( 1

T − s

)2

aij(ξ(s)) ds

]

. (3.14)
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D’une part, la positivité de a combinée avec (3.11) entraine

E
[

Jα(0, ξ(T − α))
]

≤ Jα(T − α, x0)

Donc
E

[

|ξ(T − α) − y0|2
]

≤ c1αJ
α(T − α, x0) − c2α logα− c3α (3.15)

D’autre part de (3.14) et (3.15), ψ(T − α) tend vers y0 quand α → 0, en probabilité.
Donc

I(T, x0, y0) ≤ lim
α→0

inf

∫ T−α

0

k(ψ(t), ψ̇(t))dt

Maintenant on fait appel à la formule de Taylor appliquée à k entre les points (ξ(t), u∗(t))
et (ψ(t), ψ̇(t)). On obtient la formule suivante analogue à (3.9)

E

∫ T−α

0

k(ξ(t), u∗(t)) = I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6

où

I1 =
1

2
E

[
∫ T−α

0

∑

i,j=1,..d

gij(ξ(t))
(

b(ψ(t)) − ψ̇i(t)
)(

b(ψ(t)) − ψ̇j(t)
)

]

dt,

I2 = E

[
∫ T−α

0

∑

i,j=1,..d

gij(ξ(t))
(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

(

b(ξ(t)) − b(ψ(t)) +
(ξ(t) − ψ(t))

T − t

)

j
dt

]

I3 =
1

2
E

[
∫ T−α

0

∑

i,j=1,..d

gij(ξ(t))
(

b(ξ(t)) − b(ψ(t))
)

i

(

b(ξ(t)) − b(ψ(t))
)

j
dt

]

I4 =
1

2
E

[
∫ T−α

0

∑

i,j=1,..d

gij(ξ(t))
(

b(ξ(t)) − b(ψ(t))
)

i

(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

1

T − t
dt

]

I5 =
1

2
E

[
∫ T−α

0

∑

i,j=1,..d

gij(ξ(t))
(

ξ(t) − ψ(t)
)

i

(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

( 1

T − t

)2

dt

]

et
I6 = E

[

Jα(0, ξ(T − α))
]

.

Estimation de I1

En utilisant que λg (respectivement Λg) est la plus petite valeur propre (la plus grande
valeur propre) de g, on a

I1 ≥
λg
2
E

(
∫ T−α

0

∣

∣

∣
b(ψ(t)) − ψ̇(t)

∣

∣

∣

2

dt

)

≥ λg
2Λg

Zα

Estimation de I2
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Pour le terme I2 on a

I2 = E

[
∫ T−α

0

∑

i,j

gij(ξ(t))
(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

((ξ(t) − ψ(t))

T − t

)

j
dt

]

+ E

[
∫ T−α

0

∑

i,j

gij(ξ(t))
(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

(

b(ξ(t)) − b(ψ(t))
)

j
dt

]

= I ′2 + I ′′2

où

I ′2 = E

[
∫ T−α

0

∑

i,j

gij(ξ(t))
(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

((ξ(t) − ψ(t))

T − t

)

j
dt

]

et

I ′′2 = E

[
∫ T−α

0

∑

i,j

gij(ξ(t))
(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

(

b(ξ(t)) − b(ψ(t))
)

j
dt

]

En tenant compte que pour chaque (i, j) fixé

gij(ξ(t)) = gij(ξ(t)) − gij(ψ(t)) + gij(ψ(t)) − gij(y0) + gij(y0).

On a alors I ′2 = I1
2 + I2

2 + I3
2

I1
2 = E

[
∫ T−α

0

∑

i,j

(

gij(ξ(t)) − gij(ψ(t))
)(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

1

T − t
dt

]

≥ −c‖∂g‖∞
∫ T−α

0

E
[

∣

∣ξ(t) − ψ(t)
∣

∣

2∣
∣b(ψ(t)) − ψ̇(t))

∣

∣

] 1

T − t
dt

≥ −c‖∂g‖∞
∫ T−α

0

(

E
∣

∣

ξ(t) − ψ(t)

T − t

∣

∣

4
)1/2(

E
∣

∣b(ψ(t)) − ψ̇(t))
∣

∣

2
)1/2

(T − t) dt

par inégalité de hôlder.
On rappelle que d’après (3.12), ξ(t)−ψ(t)

T−t
est une martingale. En aplliquant l’inégalité de

B.D.G., il existe une constante c telle que

E

[

(ξ(t) − ψ(t)

T − t

)4

i

]

≤ cE

[

(

∫ s

0

1

T − s

)2

aii(ξ(t))ds

]2

D’où

I1
2 ≥ −C d2‖∂g‖∞‖a‖2

∞

λg
T 1/2 Z1/2

α .

Maintenant on va estimer I2
2 .

On rappelle que si M(t) une martingale centrée et x une fonction dérivable alors

d(M(t)x(t)) = M(t)dx(t) + x(t)dM(t).
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On applique ce résultat à la martingale ξ(t) − ψ(t)/(T − t) et à x(t) = ψ(t) on obtient

I2
2 = E

[
∫ T−α

0

∑

ij

gij(y0)
(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

1

T − t
dt

]

= E

[
∫ T−α

0

∑

i,j

gij(y0)b(ψ(t))i
(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

1

T − t
dt

]

−
∑

i,j

gij(y0)E
[

(

ψ(T − α) − y0

)

i

(

ξ(T − α) − ψ(T − α
)

j

] 1

α
.

Une estimation similaire à celle de I1
2 montre que

E

[
∫ T−α

0

∑

i,j

gij(y0)b(ψ(t))i
(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

1

T − t
dt

]

≥ −CT 1/2 (3.16)

Pour le deuxième terme, on utilise la décomposition
(

ψ(T − α) − y0

)

i

(

ξ(T − α) − ψ(T − α)
)

j
=

(

ξ(T − α) − y0

)

i

(

ξ(T − α) − y0

)

j
+

(

ψ(T − α) − ξ(T − α)
)

i

(

ξ(T − α) − ψ(T − α)
)

j
+

(

ξ(T − α) − y0

)

i

(

y0 − ψ(T − α)
)

j

= R1(ij) +R2(ij) +R3(ij).

En appliquant (3.13), nous avons

E
[

∑

i,j

gij(y0)R2(ij)
]

= E
[

∑

i,j

gij(y0)(ψ(T − α) − ξ(T − α)i(ξ(T − α) − ψ(T − α)j

]

≤ ΛgE
[

|ξ(T − α) − ψ(T − α)|2
]

≤ Λg‖a‖∞ α. (3.17)

D’après (3.15), on a

E
[

∑

i,j

gij(y0)R1(ij)
]

= E
[

gij(y0)(ξ(T − α) − y0)i(ξ(T − α) − y0)j

]

≤ Λg E
∣

∣

∣
ξ(T − α) − y0

∣

∣

∣

2

≤ C,

ce qui implique

E
[

∑

i,j

gij(y0)R1(ij)
]

(3.18)

≥ −C1/2

(

E
[

∑

ij

gij(y0)
(

ξ(T − α) − y0

)

i

(

ξ(T − α) − y0

)

j

]

)1/2

.

(3.19)
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Finalement, de l’estimation

E
[

∑

i,j

gij(y0)R3(ij)
]

≤ E
[

∑

i,j

gij(y0)
(

ξ(T − α) − y0

)

i

(

y0 − ξ(T − α)
)

j

]

+ E
[

∑

i,j

gij(y0)
(

ξ(T − α) − y0

)

i

(

ξ(T − α) − ψ(T − α)
)

j

]

≤ ΛgE
∣

∣

∣
ξ(T − α) − y0

∣

∣

∣

2

+ ‖g‖∞
(

E
[

∣

∣ξ(T − α) − y0

∣

∣

2
]

)1/2

(

E
[

∣

∣ξ(T − α) − ψ(T − α)
∣

∣

2
]

)1/2

D’où
E

[

∑

i,j

gij(y0)R3(ij)
]

≥ −C (3.20)

En combinant (3.17), (3.20), (3.18) et en utilisant (3.10), on obtient

I2
2 ≥ −cT 1/2 − c− c

1

α

(

E
[

gij(y0)
(

ξ(T − α) − y0

)

i

(

ξ(T − α) − y0

)

j

]

)1/2

≥ −c− 1

2α
E

[

gij(y0)
(

ξ(T − α) − y0

)

i

(

ξ(T − α) − y0

)

j

]

.

Il nous reste à traiter le terme

I3
2 = E

[
∫ T−α

0

(

gij(ψ(t)) − gij(y0)
)(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

1

T − t
dt

]

.

On utilise le faite que g est β Holderienne avec β < 1 et on obtient pour chaque (i,j)
fixé, l’estimation suivante

|gij(ψ(t)) − gij(y0)| ≤
∣

∣

∣

∣

gij(ψ(t)) − gij

(

ψ(T − α) −
∫ T−α

t

b(ψ(s))ds
)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

gij

(

ψ(T − α) −
∫ T−α

t

b(ψ(s))ds
)

− gij(y0)

∣

∣

∣

∣

≤ c

∣

∣

∣

∣

ψ(t) − ψ(T − α) +

∫ T−α

t

b(ψ(s))ds

∣

∣

∣

∣

β

+ c

∣

∣

∣

∣

∫ T−α

0

b(ψ(s))ds

∣

∣

∣

∣

β

+ c|ψ(T − t) − y0|β

≤ c
(

∫ T−α

t

|ψ̇(s) − b(ψ(s))|ds
)β

+ c(T − t)β + |ψ(T − α) − y0|β .

Cette dernière estimation combinée avec les inégalités de Holder et de B.D.G. nous
donnent

I3
2 ≥ −cT βZ1/2

α − cT β/2Z1/2+(β/2)
α .
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D’autre part

I ′′2 = E

[
∫ T−α

0

(

gij(ξ(t))
)(

b(ψ(t)) − ψ̇(t)
)

i

(

b(ξ(t)) − b(ψ(t))
)

j
dt

]

≥ −‖b‖∞‖g‖∞
λ

1/2
g

T 1/2 Z1/2
α .

Finalement
I2 ≥ −c− c T 1/2 Z1/2

α −−cT βZ1/2
α − cT β/2Z1/2+(β/2)

α .

Estimation de I3

En appliquant de nouveau la positivité de a, on a

I3 ≥ 0

Estimation de I4

Par hypothèse sur b et get en utilisant l’estimation (3.13) on a

I4 ≥ −‖b‖∞‖g‖∞T 1/2.

Estimation de I5

On a

I5 =
1

2
E

[
∫ T−α

0

gij(y0)
(

ξ(t) − ψ(t)
)

i

(

ξ(t) − ψ(t)
)

j

( 1

T − t

)2

dt

]

=
1

2

∫ T−α

0

gij(y0)E

[
∫ t

0

1

(T − s)2
aij(ξ(s)) ds

]

dt D’après Isométrie de Itô

Maintenant on utilise la décomposition

aij(ξ(s)) = aij(ξ(s)) − aij(ψ(s)) + aij(ψ(s)) − aij(ψ(T − α))

+ aij(ψ(T − α)) − aij(y0) + aij(y0)

pour obtenir I5 = S1 + S2 + S3 + S4. ceci revient à estimer quatre termes.
Estimation de S1.

S1 =
1

2

∫ T−α

0

gij(y0)E

[
∫ t

0

1

(T − s)2

(

aij(ξ(s)) − aij(ψ(s))
)

ds

]

dt

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞
2

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2

[

E
∣

∣ξ(s) − ψ(s)
∣

∣

2
]1/2

dsdt

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞‖a‖1/2
∞

2

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)3/2
dsdt d’après (3.13)

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞‖a‖1/2
∞ T 1/2.
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Estimation de S2.

S2 =
1

2

∫ T−α

0

gij(y0)E

[
∫ t

0

1

(T − s)2

(

aij(ψ(s)) − aij(ψ(T − α))
)

ds

]

dt

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞
2

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2

[

E
∣

∣ψ(s) − ψ(T − α)
∣

∣

]

ds dt

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞
2

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2

[

E

∫ T−α

s

|ψ̇(t)| du
]

ds dt

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞
2

Z1/2
α

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)3/2
dsdt

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞
4

T 1/2 Z1/2
α +

d2‖g‖∞‖∇a‖∞
4

T 1/2.

Estimation de S3.
Nous avons E|ψ(T − α) − y0| ≤ E|ψ(T − α) − ξ(T − α)| + E|ξ(T − α) − y0|, alors

S3 =
1

2

∫ T−α

0

gij(y0)E

[
∫ t

0

1

(T − s)2

(

aij(ψ(T − α)) − aij(y0)
)

ds

]

≤ d2‖g‖∞‖∇a‖∞
2

[

E
∣

∣ψ(T − α) − y0

∣

∣

]

∫ T−α

0

1

T − t
dt

En utilisant (3.15)

S3 ≤
d2‖g‖∞‖∇a‖∞

2
(logT − logα)(c1αJ

α(T − α, x0) − c2α logα + ‖a‖1/2
∞ α1/2),

or ce terme tend vers 0 lorsque α→ 0.
Estimation de S4.
Finalement le quatrième terme est

S4 =
d

2

∫ T−α

0

∫ t

0

1

(T − s)2
ds = −d

2
log

α

T
− d

2

T − α

T
.

Conclusion

Estimation de la borne inférieure de JT (X0, y0).
En regroupant toutes ces estimations, on trouve

JT (x0, y0) ≥
d

2
log 2πT +

1

2
log det a(y0) + c1(T )I(T, x0, y0) − k1(T )

où c1(T ) = δ(T ) + λgΛ
−1
g . Le terme δ aussi petit qu’on veut.

La preuve de l’estimation c’est-à-dire c2(T ) = δ(T ) + Λgλ
−1
g est similaire à celle de

c1(T ) = δ(T ) + λgΛ
−1
g .



Chapitre 4

Existence et unicité de la solution d’un

système d’EDP nonlinéaire

Soit X un processus de markov sur R
d de générateur L = 1

2

∑d
i,j=1 aij(x)∂

2
xixj

+
∑d

i=1 bi(x)∂xi
, et de densité de transition G(t, x, y). Les coefficients aij, bi appartiennent

à C2+β
b (Rd) l’espace des fonctions f deux fois dérivables, avec f et ses dérivées bornées

et ∂2
xixj

f Hölderiennes d’ordre β ∈ (0, 1). La matrice a(x) est symétrique, de plus on
suppose que a(x) ≥ λId×d, où λ > 0 et Id×d est la matrice identité de dimension d.
Le but de ce chapitre est d’obtenir l’existence et l’unicité d’une solution au système
suivant :

S(a, b)















∂t(ρ) + div(uρ) = L∗(ρ)
∂t(uiρ) + div(uiuρ) = L∗(uiρ),
∀ 1 ≤ i ≤ d, ρ(dx, t) → ρ0(dx), ui(x, t)ρ(dx, t) → vi(x)ρ0(dx)
faiblement pour t→ 0+

où L∗ est l’opérateur adjoint formel de L.
Á notre connaissance, les méthodes d’équations aux derivées partielles ne permettent
pas à donner une solution à ce système. Nous allons construire une solution unique en
utilisant les équations différentielles stochastiques.

L’existence d’une solution sera donnée par l’existence d’une solution faible de l’équa-
tion différentielle stochastique (EDS) suivante :

dXt =
(

E
[

v(X0)/Xt

]

+ b(Xt)
)

dt+ σ(Xt)dBt (4.1)

où σ est une racine carrée de a, c’est-à-dire a = σσ∗.
Nous montrons que la famille

(

P (Xt ∈ dx), u(x, t) = E[v(X0)/Xt = x], t > 0
)

est
l’unique solution faible du système S(a, b).
Nous rappelons que ce travail a été publié dans Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées [10] 2004 .
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4.1 Existence de la solution.

Dans cette section, on montre l’existence de la solution du système S(a, b)

4.1.1 Théorème
L’EDS (4.1) a une solution faible.

4.1.2 Corollaire
On suppose que ρ0(dx) = ρ0(x)dx, et ρ0 ∈ L2(Rd, dx), alors le système S(a, b) a une
solution faible dans U||v||∞ ×C(Rd,M(Rd)), l’espace des fonctions mesurable u bornées
par ||v||∞ et (t ∈ R+ → ρ(dx, t)) ∈ C(R+,M(Rd)).

On termine cette section par la preuve du corollaire.

Preuve du corollaire :
Soit ρ(dx, t) = P (Xt ∈ dx) la loi de Xt solution de (4.1) et f : Rd → R de classe C2 à
support compact. En utilisant la formule de Itô,

f(Xt) − f(X0) −
∫ t

0

Lsf(Xs)ds est une martingale centrée. (4.2)

où

Ls =
1

2

d
∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

d
∑

j=1

(u(x, s) + b(x))
∂

∂xj
.

D’où

E[f(Xt) − f(X0)] =

∫ t

0

E[Lsf(Xs)]ds,

ce qui donne

∫

f(x)[ρ(dx, t) − ρ0(dx)] =

∫ t

0

∫ d
∑

j=1

[

bj(x) + uj(x, s)
]

∂xj
f(x)ρ(dx, s)ds

+
1

2

∫ t

0

∫ d
∑

i,j=1

aij(x)∂
2
xjxi

f(x)ρ(dx, s)ds

= −
∫ t

0

∫

f(x)
d

∑

j=1

∂xj

[

(uj(x, s) + bj(x))ρ(dx, s)
]

ds

+
1

2

∫ t

0

∫

f(x)
∑

i,j=1

∂2
xixj

[aij(x)ρ(dx, s)]ds.

Ceci est exacment le sens d’une solution faible à la première équation du système S(a, b).
Pour obtenir la deuxième équation du système S(a, b), il suffit de multiplier l’expression
(4.2) par vk(X0) et d’utiliser la définition de l’espérence conditionnelle.
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4.2 La preuve de l’existence

Soit φ une densité de probabilité symétrique sur Rd. Notons pour chaque n ∈ N∗,
φn(x) = ndφ(nx).
Soit n,N ∈ N∗ et XN,n

t = (X i,N,n
t , 1 ≤ i ≤ N) la solution de l’équation différentielle

stochastique N-dimensionnelle :

dX i,N,n
t =

[

∑

j 6=i v(X
j
0)φ

n(X i,N,n
t −Xj,N,n

t )
∑

j 6=i φ
n(X i,N,n

t −Xj,N,n
t )

+ b(X i,N,n
t )

]

dt+ σ(X i,N,n
t )dBi

t, (4.3)

L’existence d’une solution faible est assurée par le théorème 6.4.3 de [31], voir l’annexe
pour plus de détails. Soient ρn0,t la loi de (X0, X

n
t ) et ρnt la loi de Xn

t

4.2.1 Première étape : la tension

Nous allons fixer n et on faire tendre N vers l’infini.
Nous posons

Ai,N,nt =

∫ t

0

∑

j 6=i v(X
j
0)φ

n(X i,N,n
t −Xj,N,n

t )
∑

j 6=i φ
n(X i,N,n

t −Xj,N,n
t )

+b(X i,N,n
t )ds, M i,N,n

t =

∫ t

0

σ(X i,N,n
s )dBi

s

D’où,
X i,N,n
t = X i,N,n

0 + Ai,N,nt +M i,N,n
t .

En utilisant le critère de tension (voir l’annexe section 4.6), il est facile de voir que
t→ (X i,N,n

t , Ai,N,nt ,M i,N,n
t ) est C-tendue.

Soit (X i,n
· , Ai,n· ,M i,n

· ) une limite faible de la suite (X i,N,n
· , Ai,N,n· ,M i,N,n

· ). D’après le théo-
rème de représentation de Skorohod (voir l’annexe section 4.8), on a pour chaque t > 0,

X i,n
t = X i,n

0 + Ai,nt +M i,n
t , (4.4)

avec

Ai,nt =

∫ t

0

[Ri,n
s (1)

Ri,n
s (0)

+ b(X i,n
s )

]

ds et M i,n
t =

∫ t

0

σ(X i,n
s )dBi

s.

Il nous reste à montrer que

Ri,n
t (1) =

∫ ∫

v(y)φn(X i,n
t − z)ρn0,t(dy, dz) (4.5)

et

Ri,n
t (0) =

∫

φn(X i,n
t − z)ρnt (dz).

Étape 1 :

E[|R1,n
t (1) − 1

J − 1

J
∑

j=2

v(Xj
0)φ

n(X1,n
t −Xj,n

t )|] ≤ C(n, J)
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et

E[|R1,n
t (0) − 1

J − 1

J
∑

j=2

φn(X1,n
t −Xj,n

t )|] ≤ C(n, J)

avec limJ→∞C(n, J) = 0.
En effet, (X i,n,K

t , i ≥ 1) est symétrique, d’où pour J < K,

E
[
∣

∣

∣

1

J − 1

J
∑

j=2

v(Xj
0)φ

n(X1,n,K
t −Xj,n,K

t ) − 1

K − 1

K
∑

j=2

v(Xj
0)φ

n(X1,n,K
t −Xj,n,K

t )
∣

∣

∣

2]

=
1

(J − 1)2(K − 1)2

[

(

(K − 1)2(J − 1) + (J − 1)2(K − 1)

− 2(J − 1)(K − 1)(J − 2)
)

E
[

v(X2
0 )φn(X1,n,K

t −X2,n,K
t )

]2

+
(

(K − 1)2(J − 2)(J − 3) − 2(J − 1)(K − 1)(J − 2)(K − 3)
)

+ (J − 1)2(K − 2)(K − 3)E
[

v(X2
0 )v(X3

0 )φn(X1,n,K
t −X2,n,K

t )φn(X1,n,K
t −X3,n,K

t )
]

]

.

En faisant tendre K → ∞, on obtient nos deux estimations.
Étape 2 :
Nous allons utiliser la loi forte des grands nombres de la façon suivante.
On note X = C([0, T ],Rd). Il est clair que pour chaque (i, n) le processus (X i,n) ∈ X et
pour chaque N , (X1,n, ..., XN,n) et (X i1,n, ..., X iN ,n) ont la même loi pour tout 1 ≤ i1 <
... < iN .
Soit π : N∗ → N∗ une bijection qui permute un nombre fini d’éléments. Soit Π l’ensemble
de ces permutations. Nous désignons par B∞ l’ensemble des boréliens de X∞ et X =
(X i,n : i ≥ 1).
On note πX = (Xπ(i),n : i ≥ 1). la tribu

S = {X−1(B) : B ∈ B∞, P [X−1(B)∆(πX)−1(B)] = 0, ∀π ∈ Π}

est appelé l’ensemble des événements permutables de X∞.
D’après le lemme 2.3.1 du chapitre 1 on peut appliquer la loi forte des grands nombre

et on obtient

1

J − 1

J
∑

j 6=i

v(Xj
0)φ

n(x−Xj,n
t ) −→

∫ ∫

v(y)φn(x− z)ρn0,t(dy, dz)

et
1

J − 1

J
∑

j 6=i

φn(x−Xj,n
t ) −→

∫ ∫

φn(x− z)ρnt (dz).

On en déduit (4.5) en tenant compte de la première étape. Finalement pour chaque (i, n)
fixé, on a

X i,n
t = X i,n

0 +

∫ t

0

(

∫ ∫

v(y)φn(X i,n
s − z)ρn0,s(dy, dz)

∫

φn(X i,n
s − z)ρns (dz)

+ b(X i,n
s )

)

ds+

∫ t

0

σ(X i,n
s )dBi

s.
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Nous allons tendre n vers l’infini pour chaque i fixé.
D’après le critère de tension X i,n

. est C-tendu. Si X i est une limite de X i,n lorsque
n→ ∞, alors il existe un processus b∗ adapté tel que

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

b∗(s)ds+

∫ t

0

σ(X i
s)dB

i
s ∀t > 0.

Le travail qui reste est d’identifier b∗.

4.2.2 Deuxième étape : identification de la dérive.

4.2.1 Lemme ([26], Chapitre 3)
On suppose que ai0(x, t), aij(x, t),∇xaij(x, t) ∈ L∞([0, T ] × R

d). L’équation parabolique

du

dt
=

1

2

d
∑

i,j=1

∂2
xixj

(aiju) − div(a0u),

avec u0 ∈ L2(Rd, dx), a une unique solution dans L2([0, T ], H1) où H1 = {f : f,∇f ∈
L2(Rd, dx)}. De plus ∀K > 0,

∫ T

0
|
∫

[|z|≤K]
u(t+η, z)−u(t, z)dz|dt→ 0 lorsque η → 0.

Maintenant, nous allons montrer que b∗(Xs) = E[v(X0)|Xs] + b(Xs). La preuve est
similaire à celle qu’on a donnée dans le chapitre 1. Mais il y a une difficulté supplémen-
taire. Afin d’illustrer cette difficulté , nous allons refaire la preuve.
Soit vi la ième composante de v et v+

i sa partie positive. Soient T2 > T1 > 0 et

f+
n,i : (x, t) → C

∫ ∫

v+
i (y)φn(x− z)ρn0,t(dy, dz)δ(t),

où C−1 = (T2 − T1)
∫

v+
i (y)ρ0(dy) et δ(t) = 1[T1,T2](t).

La fonction f+
n,i est une densité de probabilité sur Rd × R+. Par conséquent la suite

(f+
n,i, n > 0) vérifié la condition i) du lemme 2.3.2.

La convergence faible de ρn0,t vers ρ0,t(dy, dz) entraîne la condition iii) du lemme. En effet
Xt a une densité de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R

d, alors la
mesure

∫

v+
i (y)ρ0,t(dy, dx) a aussi une densité notée

∫

v+
i (y)ρ0,t(dy, x). Par conséquent,

si

f+
i (x, t) = C

∫

v+
i (y)ρ0,t(dy, x)δ(t),

alors
∫ ∫

f+
n,i(x, t)ψ(x, t)dxdt→

∫ ∫

f+
i (x, t)ψ(x, t)dxdt,

pour ψ ∈ Cb(R
d+1).

Maintenant, il nous reste à montrer que (f+
n,i, f

+
i ) vérifient l’hypothèse ii) du lemme

(2.3.2 chapitre 1).
Soient h, η deux réels positifs, et pn(s, x, t, y) les probabilités de transition du processus
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de Markov X i,n.
On a

∫ ∫

|f+
n,i(x + h,t+ η) − f+

n,i(x, t)|dx dt

= C[

∫ ∫

|
∫ ∫

v+
1 (y)φn(x+ h− z)ρ0(dy)p

n(0, y; t+ η, z)δ(t+ η)

− φn(x− z)pn(0, y; t, z)ρ0(dy)dzδ(t)|dxdt
≤ I1 + I2,

avec

I1 = C[

∫ ∫

|
∫ ∫

v+
i (y)[φn(x+h−z)−φn(x−z)]ρ0(dy)p

n(0, y; t+η, z)dz|δ(t+η)dxdt,

et

I2 = C[

∫ T

0

∫

|
∫ ∫

v+
i (y)φn(x−z)ρ0(dy)[δ(t+η)p

n(0, y; t+η, z)−δ(t)pn(0, y; t, z)]dz|dxdt.

Nous allons montrer que I1, I2 → 0 uniformément par rapport à n.
Pour le terme I1, on a

I1 = C[

∫ ∫

|
∫ ∫

v+
i (y)φn(z)ρ0(dy)[p

n(0, y; t+ η, z + x+ h) − pn(0, y; t+ η, z + x)]dz|

δ(t+ η)dxdt.

On déduit, du lemme 2.3.3, qu’il existe une fonction Φ qui dépend de d, T2, ‖v‖∞ telle
que

I1 ≤ C‖v+
i ‖∞Φ(h) → 0.

Pour I2, il suffit de montrer que

I3 = sup
n

∫ T2

T1

∫

|
∫ ∫

v+
i (y)φn(x− z)ρ0(dy)[p

n(0, y; t+ η, z) − pn(0, y; t, z)]dz|dxdt,

converge vers 0 lorsque η → 0.
Pour chaque K > 0, le terme I3 peut s’écrire sous la forme de la somme de deux termes
I4 et I5 où

I4 = sup
n

∫ T2

T1

∫

|
∫ ∫

[|z|≤K]

v+
i (y)φn(x−z)ρ0(dy)[p

n(0, y; t+η, z)−pn(0, y; t, z)] dz|dx dt,

et

I5 = sup
n

∫ T2

T1

∫

|
∫ ∫

[|z|>K]

v+
i (y)φn(x− z)ρ0(dy)[p

n(0, y; t+ η, z)− pn(0, y; t, z)]dz|dxdt.
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Le terme

I4 ≤
∫ T2

T1

|
∫

[|z|≤K]

w(t+ η, z) − w(t, z)dz|dt,

ici

w(t, z) =

∫

v+
i (y)ρ0(dy)p

n(0, y, t, z).

D’où t→ w(t) est la solution faible de l’équation parabolique

dw

dt
=

1

2

d
∑

i,j=1

∂2
xixj

(aij(x)w(t)) − div(Dn(x, t)w(t)),

où

Dn(x) = b(x) +

∫ ∫

v(y)φn(x− z)ρn0,t(y, z)dydz
∫

φn(x− z)ρnt (z)dz
.

D’après le lemme 4.2.1, la fonction

t→
∫

[|z|≤K]

w(t, z)dz = 〈w(t), 1[|z|≤K]〉H1,H−1

est dérivable. En appliquant le théorème de convergence dominée, on déduit que

∫ T2

T1

|
∫

[|z|≤K]

w(t+ η, z) − w(t, z)dz|dt→ 0 lorsque η → 0.

Pour le terme I5, on a

I5 ≤ 2‖v+
i ‖∞ sup

t∈[T1,T2+1]

∫

ρ0(dy)P (|Xy
t | ≥ K),

où

Xy
t = y +

∫ t

0

Dn(s,Xy
s )ds+

∫ t

0

σ(Xy
s )dBs.

La condition Dn uniformement borné, entraîne

P (|Xy
t | ≥ K) ≤ P (|

∫ t

0

σ(Xy
s )dBs| ≥ K/2) + P (|y|+ t‖Dn‖∞ ≥ K/2).

D’où
∫

P (|Xy
t | ≥ K)ρ0(dy) → 0 lorsque K → +∞ uniformément pour t ∈ (T1, T2 + 1),

n > 1.
Finalement I2 → 0. On en conclut que f+

n,i → f+
i dans L1(Rd+1). Donc on peut supposer

que f+
n,i(x, t) → f+

i (x, t) dxdt-presque partout.
On en déduit que

∫ ∫

v(y)φn(x− z)ρn0,t(dy, dz) →
∫

v(y)ρ0,t(dy, x) presque partout,



46 Existence et unicité de la solution d’un système d’EDP nonlinéaire

De la même manière on démontre que
∫

φn(x− z)ρnt (dz) → ρt(x) presque partout.

d’où l’identification

b∗(x, t) = b(x) +

∫

v(y)ρ0,t(dy, x)

ρt(x)
.

4.3 Unicité de la solution.

La preuve de l’unicté est basée sur les lemmes suivant.

4.3.1 Lemme ([15],[27],[19])
1) Pour chaque T > 0, il existe des constantes c1, c2 > 0 telles que

t
d

∑

i,j=1

|∂2
xixj

G(t, x, y)| + t1/2
d

∑

i=1

|∂xi
G(t, x, y)|

+G(t, x, y) ≤ c1t
−d/2 exp(−c2

|x− y|2
2t

)

2) Les fonctions ∂yj
G(t, x, y), ∂2

xiyj
G(t, x, y) existent et elles sont continues sur (0,+∞)×

R
d × R

d. En plus pour tout T > 0, il existe c1, c2 > 0 tels que

t

d
∑

i,j=1

|∂2
xiyj

G(t, x, y)| + t1/2
d

∑

i=1

|∂yi
G(t, x, y)| ≤ c1t

−d/2 exp(−c2
|x− y|2

2t
).

4.3.2 Lemme
Soit G(t, x, y) les densités de probabilité de transition du processus de Markov dXt =
b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt.
On pose

λg = inf
x∈Rd

inf
|η|=1

〈g(x)η, η〉 et Λg = sup
x∈Rd

sup
|η|=1

〈g(x)η, η〉.

1) Si 2λg > Λg, alors il existe T > 0 et cT > 0 tels que

|∂xG(t, x, y)| ≤ cT√
t
G(2t, x, y) ∀ 0 < t ≤ T, x, y ∈ R

d. (4.6)

2) Si 2λ2
g > Λ2

g, alors (4.6) est vérifié pour tout T .

4.3.3 Lemme
On suppose que pour tout 0 < t < T , il existe c > 0 tel que

|∇xG(t, x, y)| ≤ ct−1/2G(2t, x, y) (4.7)
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quelque soit x, y ∈ Rd.
Soit B : Rd × R+ → R mesurable bornée. Soit t ∈ [0, T ] → ρt ∈ M(Rd) solution de
l’équation,

∫

f(t, x)ρt(dx) −
∫

f(0, x)ρ0(dx) (4.8)

=

∫ t

0

∫

[

B(x, s)∇f(s, x) + Lf(x) + ∂sf(s, x)
]

ρs(dx)ds, (4.9)

pour tout f ∈ C1,2
b ([0, t] × Rd) et tout t > 0. Alors

1)∀t > 0, ρt(dx) est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd

de densité ρt(x),
2) Il existe c une constante qui dépend uniquement de d, ‖D‖∞, T telle que

a) ‖ρt(x)‖∞ ≤ c(t−d/2 + 1), ∀t ∈]0, T ]

b) |ρt(x) − ρs(x)| ≤ c((t ∧ s)−(d+1)/2 + 1) |t− s|1/5, ∀s, t ∈]0, T ]

c) |ρt(x) − ρt(y)| ≤ c(t−(d+1)/2 + 1) |x− y|1/2. ∀t ∈]0, T ]

4.3.4 Théorème (A. Dermoune, S. Filali 2004 [10])
On suppose que ρ0(dx) = ρ0(x)dx, et ρ0 ∈ L2(Rd, dx).
1) Sous la première condition du lemme 4.3.2, le système S(a, b) a une unique solution
faible dans l’espace U||v||∞ × C([0, T ],M(Rd)) pour T petit.
2) Sous la deuxième condition du lemme 4.3.2, le système S(a, b) a une unique solution
faible dans U||v||∞ × C(R+,M(Rd)).

4.3.1 Preuve de l’unicité

La preuve ressemble à celle donnée dans le chapitre 1, mais il faut utiliser le noyau
G(t, x, y) à la place du noyau gaussien. Ceci complique un peu la preuve.
Soit (ρ(x, t)dx, u(x, t) : t > 0) une solution faible du système S(a, b) et de condition
initiale (ρ0, v) ayant la représentation suivante :

qi(x, t) := ui(x, t)ρ(x, t) =

∫

vi(y)ρ0(y)p(0, y; t, x)dy, (4.10)

où p(0, y; t, x) est la solution fondamentale de l’équation parabolique

∂t(ρ) +
d

∑

j=1

∂xj
(b+ u)ρ =

1

2

d
∑

i,j=1

∂2
xixj

(aijρ).

Nous allons montrer qu’une telle solution est unique.
Soit q0(x, t) = q0(x, t,+) = q0(x, t,−) = ρ(x, t),

qi(x, t,+) =

∫

v+
i (y)ρ0(y)p(0, y; t, x)dy,
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et

qi(x, t,−) =

∫

v−i (y)ρ0(y)p(0, y; t, x)dy.

Ainsi qi(x, t) = qi(x, t,+) − qi(x, t,−). Pour ε = +,− et 1 ≤ i ≤ d si on pose 1
cεi

=
∫

vεi (y)ρ0(dy), alors (t→ cεiqi(·, t, ε) := m(·, t)) est une famille de densités de probabilités
sur Rd solution de

∂t(m) +
d

∑

j=1

∂xj
(F (q) + b) m =

1

2

d
∑

i,j=1

∂2
xixj

(aijm), (4.11)

où

F (q) =
1

q0(x, t)
(q1(x, t), ..., qd(x, t)).

D’après le lemme 4.3.3, il existe une constante c qui dépend uniquement de ‖v‖∞ et d
telle que pour i = 0, ..., d, ε = +,−

‖qi(., t, ε)‖∞ ≤ c(t−d/2 + 1),

|qi(y, t, ε) − qi(y, s, ε)| ≤ c((t ∧ s)−(d+1)/2 + 1) |t− s|1/5,
|qi(y, t, ε)− qi(y

′, t, ε)| ≤ c(t−(d+1)/2 + 1) |x− y|1/2.
Nous allons maintenant considérer q = (q0(x, t), q1(x, t,+), q1(x, t,−), ..., qd(x, t,+),
qd(x, t,−)) := (qi(ε) : 0 ≤ i ≤ d, ε = +,−), solution faible du système :







∂t(qi(ε)) +
∑d

j=1 ∂xj
(qi(ε)F (q) + b) = 1

2

∑d
i,j=1 ∂

2
xixj

(aijqi(ε))

∀1 ≤ i ≤ d , ε = +,−
qi(ε, dx, t) → qi(ε, dx, 0) faiblement pour t→ 0+

Soit deux solution faibles (q1
i , 0 ≤ d), (q2

i , 0 ≤ d) de S(a, b) avec la même condition
initiale ρ0, v. On se propose de montrer que

q1
0(x, t) = q2

0(x, t), q
1
i (x, t,+) = q2

i (x, t,+), q1
i (x, t,−) = q2

i (x, t,−) ∀ 1 ≤ i ≤ d.

On a pour tous t > 0, f ∈ C2
b (R

d × [0, t]) et i = 0, .., d,
∫

f(t, x)q1
i (x, t,+)dx−

∫

f(0, x)q1
i (dx, 0)

=

∫ t

0

(

∫

[

(F (q) + b)∇f(s, x) + ∂sf(s, x)
]

q1
i (x, t,+)dxds

+
1

2

d
∑

i,j=1

∫

aij(x)∂xixj
f(s, x)q1

i (x, t,+)dx
)

ds. (4.12)

Soit

fh(s, x) :=

∫

γ(y)G(t+ h− s, x, y) dy
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avec γ ∈ L1(Rd) et h > 0. En utilisant l’équation

∂sG(s, x, y) =
d

∑

i=1

bi(x)∂xi
G(s, x, y) +

1

2

d
∑

i,j=1

aij(x)∂
2
xixj

G(s, x, y),

on obtient
∫

fh(t, x)q
1
i (x, t,+)dx−

∫

fh(0, x)q
1
i (dx, 0) =

∫ t

0

∫

(F (q1))∇fh(s, x)q1
i (x, t,+)dx ds

et
∫

fh(t, x)q
2
i (x, t,+)dx−

∫

fh(0, x)q
2
i (dx, 0) =

∫ t

0

∫

(F (q2))∇fh(s, x)q2
i (x, t,+)dx ds.

En faisant la différence membre à membre, on obtient
∫

fh(t, x)(q
1
i (x, t,+) − q2

i (x, t,+))dx =

∫ t

0

∫

∇fh(s, x)(F (q1)q1
i − F (q2)q2

i )dx ds

En replaçant fh par son expression et en faisant varier γ, on obtient
∫

G(h, x, y)(q1
i (x, t,+) − q2

i (x, t,+))dx =

∫ t

0

∫

∇zG(t− s+ h, z, y)(F (q1(z, s)q1
i (z, s,+) − F (q2(z, s))q2

i (z, s,+)dz ds

En faisant tendre h vers 0, on a

q1
i (y, t,+) − q2

i (y, t,+) =
∫ t

0

∫

∇zG(t− s, z, y)
(

F (q1(z, s)q1
i (z, s,+) − F (q2(z, s))q2

i (z, s,+)
)

dz ds.

L’estimation suivante découle de cette dernière egalité,
∫

|q1
i (y, t,+)− q2

i (y, t,+)|G(h, y, x)dy

≤
∫ t

0

∫ ∫

∣

∣

∣

[

F (q1(z, s))q1
i (z, s,+) − F (q2(x, s))q2

i (z, t,+)
]

∣

∣

∣

|∇zG(t− s, z, y)|G(h, y, x)dz dy ds.

En utilisant le lemme 4.3.3 et le faite que q → qi(ε)F (q) est lipschitzienne sur le domaine

D = {q ∈ R
2d × R+ : |qi(+) ≤ ‖v‖∞q0, |qi(−) ≤ ‖v‖∞q0|, ∀1 ≤ i ≤ d}
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on a
∫

|q1
i (y, t,+) − q2

i (y, t,+)|G(h, x, y)dy

≤ c

∫ t

0

∫

∣

∣

∣
q1(z, s) − q2(x, s)

∣

∣

∣
(t− s)−1/2G(2(t− s), z, x)|G(h, y, x)dz ds.

La propriété
∫

G(t, z, y)G(s, y, x)dy = G(t+ s, z, x)

entraîne
∫

|q1
i (y, t,+) − q2

i (y, t,+)|G(h, y, x)dy

≤ c

∫ t

0

∫

∣

∣

∣
q1(z, s) − q2(z, s)

∣

∣

∣
(t− s)−1/2G(2(t− s) + h, z, x)|dz ds.

On obtient de la même façon, pour 0 ≤ i ≤ d, les estimations

∫

|q1
i (y, t,−) − q2

i (y, t,−)|G(h, y, x)dy

≤ c

∫ t

0

∫

∣

∣

∣
q1(z, s) − q2(z, s)

∣

∣

∣
(t− s)−1/2G(2(t− s) + h, z, x)|dz ds.

On en déduit
∫

|q1(y, t) − q2(y, t)|G(h, y, x)dy

≤ c

∫ t

0

∫ ∫

∣

∣

∣
q1(z, s) − q2(z, s)

∣

∣

∣
(t− s)−1/2G(2(t− s) + h, z, y)|dz dy ds

où |q| = |q0| +
∑

1≤i≤d |qi(+)| + |qi(−)|, quelque soit

q = (q0, q1(+), ..., qd(+), q1(−), ..., qd(−)) ∈ R
2d+1.

Si on pose

Q(h, t, x) =

∫

|q1(y, t) − q2(y, t)|G(h, y, x)dy,

alors

Q(h, t, x) ≤
∫ t

0

Q(2(t− s) + h, s, x)(t− s)−1/2ds. (4.13)

D’autre part, de l’estimation G(h, y, x) ≤ c h−d/2, on en déduit

Q(h, t, x) ≤ c h−d/2.
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On insère cette inégalité dans (4.13). On obtient

Q(h, t, x) ≤
∫ t

0

(t− s)−1/2(2(t− s) + h)−d/2ds

≤ c
(

∫ t−h

0

(t− s)−(d+1)/2ds+

∫ t

t−h

(t− s)−1/2h−d/2ds
)

≤ c(h−(d−1)/2 + δ1
d| log h| + 1).

On recommence la même opération et on obtient

Q(h, t, x) ≤ c(h−(d−2)/2 + δ2
d| log h| + 1).

Finalement, en répétant ce procédé (d+ 1) fois, on arrive au résultat suivant :

Q(h, t, x) ≤ c uniformément pour h > 0, t ∈ (0, T ], x ∈ R
d

D’autre part
lim
h→0

Q(h, t, x) = |q1(x, t) − q2(x, t)|

implique
sup

x∈Rd,t∈(0,T ]

|q1(x, t) − q2(x, t)| < c.

En utilisant l’estimation (4.7), nous avons pour t ∈ (0, T ] et 0 ≤ i ≤ d

∣

∣

∣
q1
i (y, t,+)− q2

i (y, t,+)
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∫ t

0

∫

∇zG(t− s, z, y)(F (q1(z, s))q1
i (z, s,+) − F (q2(z, s)q2

i (z, s,+)dz ds
∣

∣

∣

≤ c

∫ t

0

sup
z∈Rd,s≤T

|q1(z, s) − q2(z, s)|(t− s)−1/2ds

≤ c sup
z∈Rd,s≤T

|q1(z, s) − q2(z, s)|
√
T

uniformément pour t ∈ (0, T ], y ∈ Rd. D’où

sup
z∈Rd,t∈(0,T ]

|q1(z, t) − q2(z, t)| ≤ c sup
z∈Rd,v∈(0,T ]

|q1(z, v) − q2(z, v)|
√
T .

Pour T ′ < c−2, on applique cette inégalité pour T = T ′ on a

sup
z∈Rd,t∈(0,T ′]

|q1(z, t) − q2(z, t)| = 0.

Par itération pour [T ′, 2T ′], on arrive enfin au résultat désiré c’est-à-dire

sup
z∈Rd,t∈(0,T ]

|q1(z, t) − q2(z, t)| = 0 ∀T > 0.
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Ceci termine la preuve de l’unicité.

Nous terminons ce chapitre par donner la preuve des deux lemmes 4.3.2 et 4.3.3.

Preuve du lemme 4.3.2
Pour obtenir l’inégalité (4.6), il suffit de montrer que
pour tout T > 0, il existe cT > 0 tel que pour tous 1 ≤ i ≤ d, 0 < t ≤ T, x, y ∈ R

d

|∂xi
(ln(G(t, x, y))| G(t, x, y)

G(2t, x, y)
≤ cT√

t
.

D’après le théorème 3.1.1 chapitre 2, il suffit de montrer que

Ib(t, x, y)
1/2 G(t, x, y)

G(2t, x, y)
≤ cT ∀ 0 < t ≤ T, x, y ∈ R

d (4.14)

On va donner tout d’abord une estimation de Ib(t, x, y) par I0(t, x, y). Nous avons

gij(ϕ(t))(ϕ̇(t) − b(ϕ(t))i(ϕ̇(t) − b(ϕ(t))j = gij(ϕ(t))ϕ̇i(t)ϕ̇j(t) − gij(ϕ(t))ϕ̇i(t)bj(ϕ(t))

+ gij(ϕ(t))bi(ϕ(t))bj(ϕ(t)).

En utilisant cette égalité et l’inégalité de Cauchy-schwarz, on a

I0(t, x, y) − ||b||∞
√
tI

1/2
0 (t, x, y) − Λgt||b||2∞ ≤

Ib(t, x, y) ≤ I0(t, x, y) + ||b||∞
√
tI

1/2
0 (t, x, y) + Λgt||b||2∞.

Maintenant, on rappelle le résultat élémentaire suivant : pour δ > 0 il existe c(δ) > 0
tel que α1/2 ≤ δα + c(δ) pour tout α > 0. En utilisant ce résultat ∀ε > 0 il existe c > 0
tels que

(1 − ε)I0(t, x, y) − ct ≤ Ib(t, x, y) ≤ (1 + ε)I0(t, x, y) + ct

Par conséquent, en utilisant de nouveau le théorème 3.1.1 du chapitre 2, on obtient

1
√

det a(y)(2πt)d/2
k2(t) exp(−c2(t)(1 + ε)I0(t, x, y)) ≤ G(t, x, y) (4.15)

G(t, x, y) ≤ 1
√

det a(y)(2πt)d/2
k1(t) exp(−c1(t)[(1 − ε)I0(t, x, y)]) (4.16)

D’autre part, un calcul facile donne

I0(2t, x, y) =
1

2
I0(t, x, y). (4.17)

Donc, de (4.17), (4.15), (4.16) une condition suffisante pour obtenir (4.14) est

Ib(t, x, y)
1/2 exp([c2(2t)(1 + ε)I0(2t, x, y) − c1(t)(1 − ε)I0(t, x, y)]) < c
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pour tous t < T, x, y ∈ R
d.

Ce qui est équivalent à montrer l’existence de kT > 0, telle que

[c2(2t) − 2c1(t)] < −kT < 0 (4.18)

pour tous 0 < t ≤ T, x, y ∈ R
d.

D’après le théorème 3.1.2 du chapitre précèdent

c1(t) = δ(t) + λgΛ
−1
g (4.19)

et

c2(t) = 1 + c(||a||∞, |gxixj
|∞)λ−1

g t (4.20)

où pour tout ε > 0 on a supt∈[0,T ] δ(t, ε) ≤ ε Il s’en suit que (4.18) est vérifiée lorsque T
est petit et 2λgΛ

−1
g > 1, ceci termine la démonstration de la première partie du lemme.

Pour la preuve de la deuxième partie du lemme, on utilise la deuxième expression de
la constante c2(t) c’est-à-dire

c2(t) = Λgλ
−1
g + δ(t, ε). (4.21)

où pour tout ε > 0 on a supt∈[0,T ] δ(t, ε) ≤ ε, d’où

λgΛ
−1
g −

λ−1
g Λg

2
> 0.

Ceci termine la preuve du lemme 4.3.2.

Preuve du lemme 4.3.3
Nous notons comme dans la preuve du théorème 4.3.4

fh(s, x) =

∫

γ(y)G(t− s+ h, x, y) dy ∀γ ∈ C∞(Rd)

. 1) Montrons le point a) du lemme :
D’après (4.9) et ∂xG(t, x, y) = LG(t, x, y), nous avons

∫

fh(t, x)ρt(dx) −
∫

fh(h, x)ρh(dx) =

∫ t

h

∫

B(x, s)∇fh(s, x)ρs(dx)ds. (4.22)
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D’où en utilisant de nouveau lemme 4.3.3
∣

∣

∣

∫

fh(t, x)ρt(dx)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∫ ∫

G(h, x, y)γ(y)ρt(dx)dy
∣

∣

∣

≤
∫ ∫

G(t + h, x, y)|γ(y)|ρ0(dx)dy

+ c

∫ t

0

∫ ∫

|∇xG(t+ h− s, x, y)||γ(y)|ρs(dx)dyds

≤ c

∫ ∫

|γ(y)| (t+ h)−d/2 exp(−c2
|x− y|2
t+ h

)ρ0(dx)dy

+ c

∫ t

0

∫ ∫

|φ(y)||∇xG(t− s+ h, x, y)|ρs(dx)dyds

≤ c
[

(t− s)−d/2‖γ‖1 +

∫ t

0

∫ ∫

(t+ h− s)−1/2G(2(t− s+ h), x, y)|γ(y)|dyρs(dx)ds
]

.

(4.23)

Ainsi, en appliquant le lemme 4.3.1, on a la majoration suivante :

∫ t

0

∫

(t+ h− s)−1/2G(2(t− s+ h), x, y)|γ(y)|dyρs(dx)ds

≤ c

∫ t

0

∫

(t+ h− s)−1/2(t+ h− s)−d/2|γ(y)|dyρs(dx)ds

≤ c‖γ‖1

∫ t

0

(t+ h− s)−(d+1)/2ds

≤ c‖γ‖1[h
−(d−1)/2 + δ1

d|ln(h)| ].

Donc
∣

∣

∣

∫ ∫

G(h, x, y)φ(y)ρt(dx)dy
∣

∣

∣
≤ c‖φ‖1[t

−d/2 + h−(d−1)/2 + δ1
d|ln(h)| + 1 ]. (4.24)

En insérant cette majoration dans (4.23) on trouve,

∣

∣

∣

∣

∫ ∫

γ(y)G(h, x, y)ρt(dx)dy

∣

∣

∣

∣

≤ c‖γ‖1

[

(t + h)−d/2 +

∫ t

0

(t+ h− s)−1/2((t+ h− s)−(d−1)/2

+ (s+ 2(t + h− s))−d/2 + δ1
d|ln(t+ h− s)| + 1)ds

≤ c‖γ‖1[(t + h)−d/2 + h−(d−2)/2 + δ2
d|ln(h)| + 1

]

.

L’itération de la dème étape donne
∫ ∫

|γ(y)|G(h, x, y)ρt(dx)dy ≤ c‖φ‖1

[

t−d/2 + |ln(h)| + 1
]

.
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En itérant de nouveau, on obtient
∫ ∫

|γ(y)|G(h, x, y)ρt(dx)dy ≤ c‖φ‖1[t
−d/2

+

∫ t

0

(t+ h− s)−1/2[|ln(t+ h− s)| + (t+ 2(t+ h− s))−d/2 + 1]ds

≤ c‖γ‖1[t
−d/2 + I1 + I2],

ici

I1 =

∫ t

0

(t + h− s)−1/2[ln(t + h− s) + 1] ds

= [−2(t + h− s)1/2(ln(t + h− s) + 1)]t0 − 2

∫ t

0

(t+ h− s)−1/2ds

≤ 2(t+ h)1/2ln(t + h) − 2h1/2ln(h) − 4((t+ h)1/2 − h1/2)

≤ c

et

I2 =

∫ t

0

(t + h− s)−1/2(t + 2(t+ h− s))−d/2 ds

≤ ct−d/2.

D’où uniformément par rapport à h
∫ ∫

|γ(y)|G(h, x, y)dyρt(dx) ≤ c(t−d/2 + 1).

et

‖
∫

G(h, x, .)ρt(dx)‖∞ ≤ c(t−d/2 + 1)

car
∫

G(h, x, y)ρt(dy) tend faiblement vers ρt(dx) lorsque h→ 0+.
Maintenant nous allons obtenir l’estimation sur ρt(dx).
Soit A un ouvert de Rd de mesure de Lebesgue λ(A) <∞.

La convergence faible nous donne

〈ρt(dx), 1A〉 ≤ lim inf
h→0

〈
∫

G(h, ., y)ρt(dy), 1A〉

= lim inf
h→0

〈ρt(dx),
∫

G(h, ., y)dy〉

≤ c(t−d/2 + 1)λ(A).

Ainsi ρt(dx) est absolument continue par rapport à la mesure de lebesgue et de densité
ρt(x) qui vérifie pour tout t ∈ (0, T ]

‖ρt(.)‖∞ ≤ c(t−d/2 + 1).
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Sinon, soit ε > 0 tel que

Bε,t = {x ∈ R
d : ρt(x) > c(t−d/2 + 1)(1 + ε)}.

Si λ(Bε,t) > 0, alors il existe un ouvert A tel que

Bε,t ⊂ A, λ(A\Bε,t) ≤ λ(A)ε/2

or

λ(A)c(t−d/2 + 1) < λ(A)c(t−d/2 + 1)(1 + ε)(1 − ε/2)

= c(t−d/2 + 1)(1 + ε)(λ(A) − λ(A)/2)

≤ c(t−d/2 + 1)(1 + ε)(λ(A) − λ(A\Bε,t))

= c(t−d/2 + 1)(1 + ε)λ(Bε,t)

≤
∫

Bε,t

ρt(x)dx ≤
∫

A

ρt(x)dx

≤ λ(A)c(t−d/2 + 1).

Ceci est absurde.
Ce qui achève la preuve du premier point du lemme.
2) Prouvons maintenant le point b).
Soit p = t/2, y, y

′ ∈ Rd avec δ = |y − y
′| < 1 ∧ t, on a d’après (4.22),

|
∫

ρt(x)G(h, x, y)dx−
∫

ρt(x)G(h, x, y′)dx|2

= |
∫

ρp(x)[G(t− p+ h, x, y) −G(t− p+ h, x, y′)]dx

+

∫ t

p

∫

ρs(x)B(x, s)[∇xG(t− s+ h, x, y) −∇xG(t− s+ h, x, y′)]dxds|2

≤ 3|
∫

ρp(x)[G(t− p+ h, x, y) −G(t− p+ h, x, y′)]dx|2

+ 3|
∫ t−δ

p

∫

ρs(x)B(x, s)[∇xG(t− s+ h, x, y) −∇xG(t− s+ h, x, y′)]dxds|2

+ 3|
∫ t

t−δ

∫

ρs(x)B(x, s)[∇xG(t− s+ h, x, y) −∇xG(t− s+ h, x, y′)]dxds|2

Ainsi en utilisant les estimations de G(t, x, y) (voir le lemme 4.3.1) et l’estimation de ρ
donnée dans a), on a

|
∫

ρp(x)[G(t− p+ h, x, y) −G(t− p + h, x, y′)]dx|2 ≤ c(t−(d+1)/2 + 1)2|y − y′|2.
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Il nous reste à estimer les deux autres termes.
En utilisant l’estimation de ∂2

xixj
G(t, x, y) (voir lemme 4.3.1) et l’estimation ‖ρt(x)‖∞ ≤

c(t−d/2 + 1), on obtient

|
∫ t−δ

p

∫

ρs(x)B(x, s)[∇xG(t− s+ h, x, y) −∇xG(t− s+ h, x, y′)]dxds|2

≤ c
(

(t−(d+1)/2 + 1)|y − y′|
∫ t−δ

p

(t + h− s)−1ds
)2

et

|
∫ t

t−δ

∫

ρs(x)B(x, s)[∇xG(t− s+ h, x, y) −∇xG(t− s+ h, x; t, y′)]dxds|2

≤ c
(

∫ t

t−δ

∫

|ρs(x)∇xG(t− s+ h, x, y)| +
∫ t

t−δ

∫

|ρs(x)∇xG(t− s+ h, x, y′)]dxds|
)2

≤ c
(

(t−(d+1)/2 + 1)

∫ t

t−δ

(t+ h− s)−1/2ds
)2
.

Par conséquent

|
∫

ρt(x)G(h, x, y)dx−
∫

ρt(x)G(h, x, y′)dx|2

≤ c(t−(d+1)/2 + 1)(|y − y′|2 + |y − y′|2(
∫ t−δ

p

(t+ h− s)−1ds)2

+ (

∫ t

t−δ

(t + h− s)−1/2ds)2)

≤ c(t−(d+1)/2 + 1)2(|y − y′|2(1 + (lnδ)2) + δ)

≤ c(t−(d+1)/2 + 1)2|y − y′|.

Ce qui donne
∫

ρt(x)G(h, x, y)dx−
∫

ρt(x)G(h, x, y′)dx

≤
∣

∣

∣

∫

ρt(x)G(h, x, y)dx−
∫

ρt(x)G(h, x, y′)dx
∣

∣

∣

≤ c(t−(d+1)/2 + 1)|y − y′|1/2.

On peut supposer que

lim
h→0

∫

ρt(x)G(h, x, y)dx = ρ(y) et lim
h→0

∫

ρt(x)G(h, x, y′)dx = ρ(y′).

On en déduit
|ρt(y) − ρt(y

′)| ≤ c(t−(d+1)/2 + 1)|y − y′|1/2.
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Ceci fini la preuve de b).
3) L’estimation c) .
Montrons la dernière estimation, c’est-à-dire

|ρt(x) − ρs(x)| ≤ c((t ∧ s)−(d+1)/2 + 1) |t− s|1/5. (4.25)

Si 0 < s < t, h = |t− s|4/5, on a

|ρt(y) − ρs(y)| ≤ |ρt(y) −
∫

ρt(x)G(h, x, y)dx| + |
∫

[ρt(x) − ρs(x)]G(h, x, y)dx|

+ |
∫

[ρs(x) − ρs(y)]G(h, x, y)dx| ≤ I1 + I2 + I3,

où

I1 = |ρt(y) −
∫

ρt(x)G(h, x, y)dx|

≤ c(t−(d+1)/2 + 1)|
∫

|y − x|1/2G(h, x, y)dx|

≤ c(t−(d+1)/2 + 1)

∫

|y − x|1/2h−d/2 exp(−c |x− y|2
2h

)dx

≤ c(t−(d+1)/2 + 1)h1/4.

Le même raisonnement donne

I3 ≤ c(s−(d+1)/2 + 1)h1/4.

Pour le terme I2, on a

I2 = |
∫

[ρt(x) − ρs(x)]G(h, x, y)dx|

=

∫ t

s

∫

ρr(x)[B(x, r).∇xG(h, x, y) + LG(h, x, y)]dxdr|

≤ c|t− s|(s−d/2 + 1)[h−1/2 + h−1]

≤ c|t− s|h−1(s−(d+1)/2 + 1)

≤ c|t− s|1/5(s−(d+1)/2 + 1) par définition de h.

Ceci termine la preuve du lemme.



Annexe

Dans cette annexe, nous rappelons quelques résultats importants utilisés dans cette
thèse.

4.4 Formule de Itô

Soit (Ω, (Ft), P ) un espace probabilisé filtré muni d’un mouvement brownien (Bt)
sur Rd. Un processus X est dit de Itô s’il existe deux processus adaptés u, v tels que

X(t) = X0 +

∫ t

0

u(s)ds+

∫ t

0

v(s)dBs, t ≥ 0, (4.26)

où X0 est une variable aléatoire F0-mesurable.
Pour toute fonction f sur Rd×R+, ayant la régularité suivante : f , ∂xf , ∂xxf , ∂tf , ∂txf
sont continues. Le processus f(Xt, t) est aussi de Itô et sa différentielle est donnée par

df(Xt, t) =

d
∑

i=1

∂xi
f(Bs, s)dX

i
s +

∑

1≤i,j≤d

1

2
∂xixj

f(Xt, t)dX
(i)
t dX

(j)
t + ∂tf(Bt, t)dt, (4.27)

avec les règles de calculs suivantes :

dB
(i)
t dB

(j)
t = dtδji , dtdBi

t = 0, ∀i, j.

4.5 Équations différentielles stochastiques

4.5.1 Solution forte
4.5.1 Définition
Soit (Ω, (Ft), P ) un espace probabilisé filtré muni d’un mouvement brownien (Bt) sur
Rd. On dit qu’un processus X est solution forte de l’équation différentielle stochastique
dXt = σ(t, Xt)dBt + b(t, Xt)dt sur l’intervalle [0, T ], si
1) X est F -adapté
2) Les foctions σ et b vérifient

∫ T

0

|σ(t, Xt)|2dt < +∞
∫ T

0

|b(t, Xt)|dt < +∞
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3) X vérifie :
dXt = σ(t, Xt)dBt + b(t, Xt)dt.

Le théorème qui suit donne des conditions suffisantes sur σ et b pour qu’une équation
différentielle stochastique admette une solution forte.

4.5.2 Théorème ([37])
On se donne b : Rd × R+ → Rd, σ : Rd × R+ → M(n, d),(M(n, d) est l’espace des
matrices (n, d)), deux fonctions mesurables. On suppose que pour tout entier N et pour
tout T > 0, il existe une constante K(T,N) et C(T ) telle que ∀|x|, |y| ≤ N et ∀t ≤ T ,

|b(x, t) − b(y, t)| ≤ K(T,N)|x− y|
|σ(x, t) − σ(y, t)| ≤ K(T,N)|x− y|

et
|b(x, t)| + |σ(x, t)| ≤ C(T )(1 + |x|)

Pour tout (Ft)- mouvement brownien (Bt), l’équation différentielle stochastique

dXt = b(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dBt avec X0 − F0 mesurable donnée

a une solution unique dans l’espace des processus adaptés de carré integrable.

4.5.2 Solution faible
4.5.3 Définition
On dit que l’équation différentielle stochastique suivante :

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs +

∫ t

0

b(s,Xs)ds (4.28)

a une solution faible de loi initiale µ s’il existe un espace probabilisé filtré(Ω, {Ft},P)
qui satisfait les conditions usuelles, X et B deux semi-martingales continues à valeurs
dans Rd :

– B est un {Ft}-mouvement brownien
– µ est la loi de X0

– E
(

∫ t

0

[

|σ(s,Xs)|2 + |b(s,Xs)|
]

ds
)

<∞ pour tout t > 0,

– Xt = X0 +
∫ t

0
σ(s,Xs)dBs +

∫ t

0
b(s,Xs)ds ∀t ≥ 0

Le théorème suivant nous donne des conditions suffisantes pour l’existence et l’unicité
en loi de la solution faible de l’équation différentielle stochastique (4.28)

4.5.4 Théorème ([31], Théorème 6.4.3)
Soit b : [0,∞) × R

d → R
d et σ : [0,∞) × R

d → R
d deux fonctions mesurables bornées,

on suppose qu’il existe λ > 0 tel que

〈θ, σσ∗(x, s)θ〉 ≥ λ|θ|2 (s, x) ∈ [0,∞) × R
d et θ ∈ R

d.

Alors, il existe une solution faible à l’EDS (4.28), en plus cette solution est unique en
loi.
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4.6 Critère de tension

On rappelle dans cette section le critère de tension qui se trouve dans Zheng [34]

4.6.1 Théorème
Soit (Xn

t )n une suite de semimartingales continues avec la décomposition canonique
suivante :

Xn
t = Xn

0 +Mn
t + Ant

On suppose que Un
t = 〈Mn,Mn〉t =

∫ t

0
unsds, A

n
t =

∫ t

0
ansds et pour tout p > 1, les

variables aléatoires (Xn
0 )p,

∫ 1

0
|uns |pds et

∫ 1

0
|ans |pds sont uniformement intégrable. Alors

la suite t → (Xn
t ,M

n
t , A

n
t , U

n
t ) est C-tendue. Chaque limite (X·,M·, A·, U·) vérifie les

propriétés suivantes :
i) (At) est un processus continu à variation finie, (Ut) est un processus continu crois-

sant et (Mt) est une martingale continue et

Xt = X0 +Mt + At et 〈M,M〉t = Ut ∀t ≥ 0.

ii) (At) et (Ut) sont absolument continues de densités respectives as, us telles que

E
[ ∫ 1

0
|as|pds

]

<∞, E
[ ∫ 1

0
(us)

pds
]

<∞.

4.7 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Nous donnons l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy utile pour trouver les estima-
tions de la densité de Xt dans le chapitre 2.

4.7.1 Proposition ([28])
Soit M une martingale continue, notons M ∗

t = sups≤t(Ms). Pour tout p ∈]1,∞[, il existe
deux constantes cp et Cp telles que,

cpE
[

< M,M >
p/2
t

]

≤ E
[

(M∗
t )
p
]

≤ CpE
[

< M,M >
p/2
t

]

. (4.29)

4.8 Théorème de Skorohod

Soient (Ω,F , P ) un espace probabilisé sur lequel est défini une suite de variables
aléatoires (X,Xn, n ≥ 0) à valeurs dans un espace de Banach. On suppose que Xn

converge vers X en loi.
Il existe un espace (Ω̃, F̃ , P̃ ) sur lequel on construit une suite (X̃, X̃n, n ≥ 0) telle que
(X̃n) converge presque sûrement vers X̃ et loi(X,Xn, n ≥ 0) = loi(X̃, X̃n, n ≥ 0).

4.9 Résultat d’Oelshläger

Nous terminons cette annexe par rappeler la preuve d’Oelshläger du résultat suivant :
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4.9.1 Théorème
Soit m une fonction mesurable bornée de Rd×R+ sur Rd et t ≥ 0, et t→ ρt solution de
l’équation :

∫

f(t, x)ρt(dx) −
∫

f(0, x)ρ0(dx)

=

∫ t

0

(

∫

[

d
∑

j=1

m(x, s)∂xj
f(s, x) + ∂sf(s, x)

]

ρs(dx) +
ν2

2

∫

∆f(s, x)ρs(dx)
)

ds.

(4.30)

f ∈ C1,2
b ([0, t] × R

d). Alors

1)pour toutt > 0, ρt(dx) est absolument continue, de densité ρt(x), par rapport à la mesure

de Lebesgue sur R
d,

2)Il existe c une constante qui dépend uniquement de d, ‖m‖∞, T et ν,

telle que :

i) ‖ρt(.)‖∞ ≤ c(t−d/2 + 1) ∀t ≤ T, (4.31)

ii) |ρt(x) − ρs(x)| ≤ c((t ∧ s)−(d+1)/2 + 1) |t− s|1/5, (4.32)

∀s ≤ t ≤ T, ∀x ∈ R
d

iii) |ρt(x) − ρt(y)| ≤ c(t−(d+1)/2 + 1) |x− y|1/2 ∀t ≤ T, ∀x, y ∈ R
d. (4.33)

Preuve du théorème :
Nous allons reprendre la preuve de la proposition 3.4 telle qu’elle figure dans [25], en y
apportant les quelques modifications nécessaires.
Soit t → ρt solution de (4.30). Pour tous γ ∈ L1(Rd), t ∈ [0, T ] et h > 0, la fonction
(x, s) → (γ ∗ σt+h−s)(x) appartient C2

b (R
d × [0, t]).

a. Montrons le point 1) du théorème.
A partir de (4.30) et en appliquant

∂

∂s
σs −

ν2

2
∆σs = 0,

on a l’équation

∫

σh ∗ γ(x)ρt(dx) −
∫

σt+h ∗ γ(x)ρ0(dx) =

∫ t

0

∫

m(x, s).∇σt+h−s ∗ γ(x)ρs(dx)ds.
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D’où la majoration suivante en utilisant le lemme 2.3.4 :

|
∫

σh ∗ γ(x)ρt(dx)|

≤
∫

σt+h ∗ |γ|(x)ρ0(dx) +

∫ t

0

∫

|m(x, s).∇σt+h−s ∗ γ(x)|ρs(dx)ds

≤ c2

(

(t + h)−d/2‖γ‖1 +

∫ t

0

∫

|σ2(t+h−s) ∗ |γ|(t+ h− s)−1/2ρs(dx)ds
)

(4.34)

≤ c3‖γ‖1

(

(t + h)−d/2 +

∫ t

0

(t+ h− s)−(d+1)/2ds
)

≤ c4‖γ‖1((t+ h)−d/2 + h−(d−1)/2 + δd,1|logh| + 1).

Par conséquent,
∫

σh ∗ |γ(x)|ρt(dx) ≤ c4‖γ‖1((t + h)−d/2 + h−(d−1)/2 + δd,1|logh| + 1).

Lorsqu’on insère cette inégalité dans l’équation (4.34), on trouve
∫

σh ∗ |γ(x)|ρt(dx) ≤ c3

(

(t+ h)−d/2‖γ‖1

+

∫ t

0

c2c4‖γ‖1((s+ 2(t+ h− s))−d/2 + (2(t+ h− s))−(d−1)/2

+ δd,1|log(t+ h− s)|(t+ h− s)−1/2ds
)

≤ c5‖γ‖1((t + h)−d/2 + h−(d−2)/2 + δd,2|logh| + 1).

Ainsi de suite, on obtient à la d-iéme étape :
∫

σh ∗ |γ|(x)ρt(dx)dy ≤ c6‖γ‖1[(t+ h)−d/2 + |ln(h)| + 1].

Enfin
∫

σh ∗ |γ|(x)ρt(dx) ≤ c7‖γ‖1[(t+ h)−d/2 +

∫ t

0

(t+ h− s)−1/2[|ln(t+ h− s)|

+ (t + 2(t+ h− s))−d/2 + 1]ds

≤ I1 + I2.

Or

I1 =

∫ t

0

(t + h− s)−1/2[ln(t + h− s) + 1]

= [−2(t + h− s)1/2(ln(t + h− s) + 1)]t0 − 2

∫ t

0

(t+ h− s)−1/2ds

≤ 2(t+ h)1/2ln(t + h) − 2h1/2ln(h) − 4((t+ h)1/2 − h1/2)

≤ c8
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et

I2 =

∫ t

0

(t + h− s)−1/2(t + 2(t+ h− s))−d/2

≤ c9(t+ h)−d/2,

d’où

|
∫

σh ∗ γ(x)ρt(dx)| ≤ c10‖γ‖1(t
−d/2 + 1)

uniformément en h, et puisque σh ∗ ρt converge faiblement vers ρt lorsque h tend vers
0+.
On a pour tout ouvert A de Rd tel que λ(A) < ∞, λ désignant la mesure de Lebesgue
sur Rd,

〈ρt(dx), 1A〉 ≤ lim inf
h→0

〈ρt ∗ σh, 1A〉
= lim inf

h→0
〈ρt, 1A ∗ σh〉

≤ c11(t
−d/2 + 1)λ(A).

Ce qui montre que ρt(dx) est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue,
de densité ρt(x).
b. Prouvons maintenant le point i) du théorème.
On va montrer par l’absurde que ρt(x) ≤ c(t−d/2 + 1).
Pour ε > 0, on considère

Bε,t = {x ∈ R
d : ρt(x) > c(t−d/2 + 1)(1 + ε)}.

On suppose que λ(Bε,t) > 0, alors il existe un ouvert A tel que Bε,t ⊂ A, λ(A\Bε,t) ≤
λ(A)ε/2, or

λ(A)c(t−d/2 + 1) < λ(A)c(t−d/2 + 1)(1 + ε)(1 − ε/2)

= c(t−d/2 + 1)(1 + ε)(λ(A) − λ(A)/2)

≤ c(t−d/2 + 1)(1 + ε)(λ(A) − λ(A\Bε,t))

= c(t−d/2 + 1)(1 + ε)λ(Bε,t)

≤
∫

Bε,t

ρt(x)dx ≤
∫

A

ρt(x)dx

≤ λ(A)c(t−d/2 + 1).

On aboutit à une contradiction, par suite on peut affirmer (4.31).
c. Prouvons maintenant le point ii).
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Pour cela on pose p = t/2 et y, y′ ∈ Rd avec δ = |y − y′| < 1 ∧ t, on a

|
∫

ρt(x)σh(x− y)dx−
∫

ρt(x)σh(x− y′)dx|2

= |
∫

ρp(x)[σt+h−p(x− y) − σt+h−p(x− y′)]dx

+

∫ t

p

∫

ρs(x)b
′

(x, s)[∇xσt+h−s(x− y) −∇xσt+h−s(x− y′)]dxds|2

≤ 3

∫

ρp(x)[σt+h−p(x− y) − σt+h−p(x− y′)]dx|2

+ 3|
∫ t−δ

p

∫

ρs(x)b
′

(x, s)[∇xσt+h−s(x− y) −∇xσt+h−s(x− y′)]dxds|2

+ 3|
∫ t

t−δ

∫

ρs(x)b
′

(x, s)[∇xσt+h−s(x− y) −∇xσt+h−s(x− y′)]dxds|2.

En appliquant le lemme 2.3.4 on trouve

∫

ρp(x)[σt+h−p(x− y) − σt+h−p(x− y′)]dx|2 ≤ c10

(

|y − y′|
∫

ρp(x)(t− p)−(d+1)/2dx
)2

+
( |x− y′|

(t+ h− s)1/2
exp

(

− (x− y′)2

4(t+ h− s)

)

exp
(

− (x− y′)2

4(t+ h− s)

)

(2π(t+ h− s)−d/2)
)2

≤ c13|y − y′|(t−(d+1)/2 + 1).

On en déduit que

|
∫

ρt(x)σh(x− y)dx−
∫

ρt(x)σh(x− y′)dx|2 ≤ c12

[

|y − y′|2

+ |y − y′|2
(

∫ t−δ

p

(t + h− s)−1ds
)2

+
(

∫ t−δ

p

(t+ h− s)−1/2ds
)2]

(t−(d+1)/2 + 1)

≤ c13|y − y′|(t−(d+1)/2 + 1)

puisque supx≥0 x exp(−x2) < +∞. D’autre part

lim
h→0

∫

ρt(x)σh(x− y)dx = ρt(y) et lim
h→0

∫

ρt(x)σh(x− y′)dx = ρt(y
′).

Conclusion
|ρt(y) − ρt(y

′)| ≤ c14(t
−(d+1)/2 + 1)|y − y′|1/2.

d. On peut maintenant achever la démonstration du théorème.
Montrons la dernière estimation, c’est-à-dire

|ρt(x) − ρs(x)| ≤ c((t ∧ s)−(d+1)/2 + 1) |t− s|1/5.
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Pour 0 < s < t et h = |t− s|4/5, on obtient

|ρt(y) − ρs(y)| ≤ |ρt(y) −
∫

ρt(x)σh(x− y)dx| + |
∫

[ρt(x) − ρs(x)]σh(x− y)dx|

+ |
∫

[ρs(x) − ρs(y)]σh(x− y)dx|

≤ I1 + I2 + I3.

On a

I1 = |ρt(y) −
∫

ρt(x)σh(x− y)dx|

≤ c15(t
−(d+1)/2 + 1)|

∫

|y − x|1/2σh(x− y)dx|

≤ c16(t
−(d+1)/2 + 1)h1/4.

En procédant de la même façon, on obtient

I3 ≤ c(s−(d+1)/2 + 1)h1/4.

Passant maintenant au dernier terme,

I2 = |
∫

[ρt(x) − ρs(x)]σh(x− y)dx|

=

∫ t

s

∫

ρr(x)[m(x, r).∇xσh(x− y) +
1

2
∆xσh(x− y)dxdr|.

Donc, d’après le point i) du théorème :

I2 ≤ c(s−d/2 + 1)

∫ t

s

∫

( |x− y|
h

+
1

2

((x− y)2

h2
+
d

h

))

exp
(

− (x− y)2

2ν2h

)

(2πν2h)−d/2du

≤ c(s−d/2 + 1)||t− s|[h−1/2 + h−1](2πν2h)−d/2
∫

exp
(

− (x− y)2

4ν2h

)

dx

≤ c|t− s|h−1(s−(d+1)/2 + 1)

≤ c|t− s|1/5(s−(d+1)/2 + 1) par définition de h.
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