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Chapitre

Introduction

1.1 Problématique

Durant ces quinze dernieres années ont été développées de nombreuses techniques de
biologie moléculaire permettant d’analyser a grande échelle les systemes biologiques. Il
est, par exemple, désormais possible de séquencer des génomes entiers [128] ou de mesu-
rer & I’échelle d’un organisme 'expression des genes [148], la présence et la quantité des
protéines [2, 175], ainsi que les interactions protéine/protéine ou protéine/ADN [144, 221].

Bien que souffrant encore de nombreuses limitations, les perspectives offertes par I'uti-
lisation de ces méthodes ont renouvelé I'intérét de la communauté scientifique a considérer
I’étude des systemes biologiques dans leur ensemble plutot que ’étude de leurs éléments
constitutifs pris isolément [135, 224]. Comprendre, et plus encore, prédire le fonctionne-
ment et les propriétés émergentes d’un systeme a partir de la description, souvent partielle,
de ses composants est un immense défi scientifique, aux potentielles retombées médicales
et économiques considérables.

Les systemes biologiques complexes sont assez naturellement représentés comme des
réseaux d’interactions entre leurs différents composants [3]. Quatres types de réseaux d’in-
teraction moléculaire ont été I’'objet de la plupart des études récentes : les réseaux d’inter-
action protéine/protéine, les réseaux métaboliques, les réseaux de transduction de signaux,
et les réseaux de régulation génique. Dans le travail présenté ici, nous nous intéressons aux
réseaux de régulation génique, qui jouent un role fondamental dans le controle du fonc-
tionnement et du développement des organismes vivants. On peut distinguer deux axes
principaux de recherche pour ’étude de ces réseaux : 'inférence de grands réseaux a partir
de données produites par des méthodes a haut débit, et I’analyse, en général par modéli-
sation et simulation, des propriétés dynamiques de réseaux de taille souvent plus modeste.
Ces deux approches sont complémentaires, puisque leurs objectifs sont respectivement
d’élucider la structure des réseaux a partir de données, et de comprendre leur fonction-
nement a partir de leur structure. Nous nous intéressons ici au probléme de ’analyse des
propriétés dynamiques des réseaux de régulation génique.

De nombreux mécanismes de régulation de l’expression des genes ont été identifiés [146].
La régulation se fait pour la plupart des génes principalement au niveau de la transcription,
mais elle peut également avoir lieu durant ’épissage ou le transport de 'ARN messager
(chez les eucaryotes), durant leur traduction, ou lors de la maturation des protéines. L’ex-
pression d’un gene est tres souvent placée sous le controle d’autres genes, via la synthese
de protéines régulatrices. C’est 'ensemble de ces interactions de régulation entre genes qui
forme un réseau de régulation génique. Pour la plupart des organismes, la structure de ces
réseaux est encore largement méconnue. Toutefois, certains phénomenes étudiés chez des
organismes modeles, tels que Fscherichia coli, Saccharomyces cerevisiae, ou encore Droso-
phila melanogaster, sont controlés par des réseaux dont la structure est relativement bien
caractérisée. Il est a noter que ces connaissances sont encore aujourd’hui plus le fruit de
décennies d’études de génétique et de biologie moléculaire que de I'utilisation de méthodes
a haut débit.

La connaissance de la structure des réseaux ne permet pas toujours d’en comprendre
le fonctionnement. L’analyse du réseau controlant la réponse au stress nutritionnel chez

17



18 Chapitre 1. Introduction

E. coli illustre bien ce probleme. Ce réseau a fait I'objet de plusieurs décennies de re-
cherches intensives [117, 194]. On peut raisonnablement penser que les régulateurs prin-
cipaux impliqués dans ce processus, et leurs cibles, ont été identifié. Mais malgré tous les
travaux réalisés, il n’existe pas encore de vision globale du fonctionnement de ce réseau.
Dans ce cas précis, et plus généralement pour de nombreux réseaux d’intérét biologique,
il est difficile de comprendre comment le comportement du réseau émerge des interactions
entre ses composants. On peut trouver au moins deux raisons a cela. Premierement, ces
réseaux font en général intervenir un grand nombre de geénes, d’ARN messagers, de pro-
téines et d’autres molécules. Deuxiemement, la présence de boucles de rétroaction rend
leur dynamique particulierement complexe. L’utilisation de modeles et le développement
de méthodes et d’outils pour leur analyse est alors indispensable [112, 160].

Une grande diversité de formalismes mathématiques a été proposée pour modéliser
les réseaux de régulation génique [65, 199]. On peut citer, entre autres, les équations dif-
férentielles ordinaires, partielles ou qualitatives, les équations stochastiques, les réseaux
booléens et leurs généralisations, les réseaux de Petri, et les automates hybrides. Natu-
rellement, chaque formalisme permet de représenter de fagon détaillée, ou au contraire
d’abstraire, différents aspects. On peut également comparer ces formalismes selon plu-
sieurs criteres, notamment selon s’ils sont discrets, continus ou hybrides (i.e. a la fois
discrets et continus), déterministes ou stochastiques, qualitatifs ou quantitatifs.

Les approches les plus couramment utilisées sont certainement les approches quan-
titatives a base d’équations différentielles ou stochastiques. Ces approches permettent
d’obtenir des prédictions numériques précises sur les propriétés dynamiques du systeme.
Toutefois, des limites importantes a I’application de ces méthodes existent. Premierement,
les mécanismes des réactions ou des interactions biochimiques utilisés dans la formulation
des modeles sont en général peu, voire pas, connus. Deuxiemement, les données quantita-
tives sur les parametres du modele et les concentrations moléculaires sont généralement
absentes, méme dans le cas de systémes bien connus, ce qui limite fortement ’applica-
tion des méthodes numériques standards. En dehors de ces limites, il est raisonnable de
supposer que de nombreuses propriétés importantes du fonctionnement des étres vivants
ne dépend pas de valeurs numériques précises ou de mécanismes réactionnels précis. Ces
propriétés qui sont invariantes pour une certaine gamme de valeurs de parametres ou de
mécanismes réactionnels, ou autrement dit, qui ne dépendent pas des détails quantitatifs,
peuvent étre qualifiées de propriétés dynamiques qualitatives [22]. Pour I’ensemble de ces
raisons, nous nous focalisons dans ce travail sur des approches qualitatives, qui permettent
d’inférer des propriétés qualitatives de la dynamique du systéeme a partir des données
actuellement disponibles, qui sont incompletes et non quantitatives.

Ces approches donnent une description qualitative de I’ensemble des comportements
possibles du systeme. Ainsi, les modeles peuvent étre utilisés pour obtenir une meilleure
compréhension du fonctionnement du systéme, ou pour obtenir une prédiction des com-
portements possibles du systeme placé dans différentes conditions environnementales ou
dans différents contextes génétiques. Mais avant d’utiliser un modele pour générer de nou-
velles connaissances, il faut préalablement tester sa validité. Cette étape est d’autant plus
importante que dans le contexte de la modélisation de réseaux de régulation génique, les
systemes modélisés sont complexes et encore imparfaitement connus. On dit qu'un modele
est valide si on ne peut déduire du modele une contradiction avec I’ensemble des connais-
sances sur le systeme. En particulier, les prédictions obtenues a partir du modele doivent
étre en accord avec les observations faites sur le systéme.



Chapitre 1. Introduction 19

De nombreuses techniques expérimentales permettent d’obtenir des informations sur
la dynamique des réseaux de régulation génique. On peut citer, par exemple, I'utilisation
de puces & ADN [148] et de la RT-PCR temps réel [42], pour les méthodes & haut débit,
et 'utilisation de génes rapporteurs [183], pour les méthodes a faible débit. Les résultats
obtenus prennent en général la forme de profils temporels représentant 1’évolution du
signal mesuré pour chaque molécule d’intérét (ARN ou protéine). Toutefois, et ce malgré
les efforts soutenus de la communauté pour améliorer ces techniques, il semble juste de
dire que les résultats, méme quantitatifs, obtenus par ces méthodes ne peuvent encore étre
interprétés avec confiance que de maniere essentiellement qualitative. En particulier, le lien
entre l'intensité du signal mesuré et les concentrations cellulaires des molécules d’intérét
n’est, en général, pas bien établi (bruit important, présence de nombreux biais lors de la
préparation ou de la quantification du signal, etc.).

Etant donné que les réseaux de régulation génique sont grands, que leur dynamique
est complexe, et que les données expérimentales disponibles sont en général peu fiables,
tester la validité d’un modele de réseau de régulation génique est une tache difficile, et
sujette a I’erreur. Dans ces conditions, réaliser ce test de facon intuitive et informelle peut
entrainer le rejet a tord d’un modele. Alors que de nombreuses méthodes ont été proposées
pour la modélisation et la simulation de réseaux de régulation génique, le probleme de la
validation de ces modeles semble, jusqu’a récemment, avoir attiré moins d’attention. Dans
ce travail, nous proposons de développer une méthode efficace pour tester si les prédictions
obtenues a partir de modeles qualitatifs sont en accord avec les données expérimentales
disponibles sur la dynamique du systeme.

1.2 Approche

Nous souhaitons tester la cohérence entre les prédictions obtenues par analyse qualita-
tive des modeles et les données expérimentales sur la dynamique du systeme. Etant donné
les limitations actuelles des méthodes expérimentales pour la quantification des concen-
trations cellulaires des ARN ou des protéines, nous choisissons d’utiliser seulement 1’infor-
mation qualitative correspondant aux changements dans le sens de variation du signal, et
non pas son intensité. Autrement dit, nous supposons que les données expérimentales dis-
ponibles donnent des informations fiables sur les sens de variation des concentrations des
protéines du réseau, mais pas nécessairement sur les valeurs de ces concentrations. Cette
information est plus pauvre, mais son utilisation repose sur des hypothéses moins fortes.
Ainsi, notre méthode ne repose pas sur 'hypothese, peu réaliste, que le signal mesuré
reflete exactement la concentration cellulaire de la molécule d’intérét, mais simplement
qu’ils varient dans le méme sens.

Egalement, les modeles que nous considérons dans cette étude sont qualitatifs et hy-
brides, et sont définis par des équations différentielles linéaires par morceaux (LPM). Les
modeles LPM ont été proposés par Glass et Kauffman dans les années 70 [99] puis générali-
sés par Mestl et al. [163]. Ces modeles négligent les détails des mécanismes de la régulation
des génes, en n’en conservant que les aspects essentiels. De plus, leur forme mathématique
simple rend possible une analyse symbolique et qualitative de la dynamique des réseaux
ainsi représentés [70]. Par la méthode proposée par de Jong et collegues [22, 70, 69], inspirée
de la simulation qualitative [140], une représentation discréte de la dynamique du systéme
dans I'espace des phases est obtenue sous la forme d’un graphe de transitions entre états.
Les différents états discrets du graphe correspondent a des régions dans ’espace des phases
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dans lesquelles la dynamique du systeme est qualitativement identique, et les transitions
entre états correspondent a I'existence de trajectoires du systeme passant dans ’espace des
phases d’une région a ’autre. Les différentes régions sont définies a partir d’une partition
de l'espace des phases. Il a été montré que le graphe de transitions obtenu est invariant
pour tout un ensemble de parametres définis par des contraintes d’inégalité, qui peuvent
étre déduites de la littérature expérimentale. Des algorithmes dédiés ont été proposés pour
le calcul efficace et symbolique du graphe de transitions, utilisant 'information qualitative
des contraintes d’inégalité. Cette méthode a été implémentée dans un outil appelé Genetic
Network Analyzer (GNA) [68], et appliquée a I’étude de plusieurs réseaux de régulation
génique [67, 192, 222].

Deux problemes se posent principalement & ’application de cette méthode pour la
validation de modeles. Premierement, les comportements prédits et observés ne sont pas
directement comparables. Effectivement, avec la méthode présentée plus haut [70], on ne
peut pas caractériser sans ambiguité les signes des dérivées des solutions dans les diffé-
rentes régions de I'espace des phases, et donc, on ne peut pas connaitre les sens de varia-
tion des concentrations des protéines le long des comportements prédits. Nous proposons
donc d’utiliser une méthode d’analyse qualitative différente, donnant une caractérisation
plus fine des comportements prédits. La méthode que nous proposons dans cette these
permettant notamment de connaitre les signes des dérivées des solutions le long des com-
portements prédits. De plus, alors que la méthode proposée dans [70] est présentée dans
un formalisme emprunté au raisonnement qualitatif, nous avons fait le choix de présenter
la méthode proposée ici dans le cadre de la théorie des systéemes hybrides. Cette théorie
propose des concepts clairement définis et des résultats théoriques puissants pour 'analyse
des systémes qui, comme ceux que nous souhaitons étudier, sont définis « par morceaux »,
et qui sont eux-méme des cas particuliers de systemes hybrides. Un concept central a notre
analyse est l'abstraction discréte, qui permet d’établir précisément le lien existant entre
la dynamique continue du systéeme, définie par les équations différentielles LPM, et sa
représentation discrete, le graphe de transitions.

Deuxiemement, les prédictions du comportement du systeme sont obtenues sous la
forme d’un graphe de transitions entre états, dans lequel les chemins représentent les dif-
férents comportements possibles. Or la taille de ce graphe croit fortement avec la taille
(nombre de genes) et la complexité (nombre d’interactions) des réseaux. Tester manuel-
lement si les comportements prédits satisfont les propriétés observées du systéme devient
rapidement difficile et sujet a ’erreur. Il est donc nécessaire de disposer d’une méthode
automatique et efficace pour réaliser cette tache. Nous proposons d’utiliser le model che-
cking. Le model checking est une collection de techniques de vérification formelle pour
vérifier automatiquement si un systéme, représenté par un systeme de transitions discret,
satisfait certaines propriétés temporelles. Des algorithmes et des outils ont été développés
pour résoudre ce probleme de fagon particulierement efficace. La encore, nous nous pla-
cerons dans la cadre de la théorie des systemes hybrides, dans lequel le probleme de la
vérification formelle de ces systemes a été bien étudié, et qui offre des résultats qui nous
permettront de garantir qu'un modele ne peut étre rejeté a tord.

1.3 Contributions

Plusieurs contributions ont été réalisées dans ce travail.
Premiérement, nous proposons une analyse reposant sur une représentation plus fine de
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I'état du systeme que celle utilisée par de Jong et al. dans [70], qui est obtenue en utilisant
une partition plus complexe de I’espace des phases. Cette représentation permet d’obtenir
une meilleure description de la dynamique du systeme, et notamment de caractériser dans
les différentes régions, les signes des dérivées des solutions. Il est par conséquent possible de
connaitre les sens de variation des concentrations des protéines le long des comportements
prédits. Cette information est, comme vu précédemment, essentielle pour la validation de
modele a partir des données expérimentales actuellement disponibles. Toutefois, 1'utilisa-
tion d’une partition plus complexe de I’espace des phases, en conjonction avec la présence
de discontinuités dans le second membre des modeles LPM, a posé des problemes non
triviaux pour I’établissement de regles pour le calcul symbolique du graphe de transitions,
qui demeurent facile & évaluer. Ces résultats ont fait 1’'objet de la publication [25].

Deuxiemement, nous proposons de combiner cette méthode avec des techniques de mo-
del checking, qui permettent de vérifier efficacement les propriétés des grands graphes que
I’on obtient lors de I'analyse qualitative de modeles biologiquement intéressants. L utilisa-
tion de model checking pour ’analyse de propriétés dynamiques de modeles de systemes
biologiques a également été récemment proposée dans [33, 85, 116, 190, 210]. Toutefois,
ces travaux portent sur des modeles discrets. Dans ce travail, nous montrons que le model
checking peut également étre utilisé pour ’analyse de modeles plus conventionnels, conti-
nus ou hybrides, via I'utilisation d’abstractions discretes. Ces résultats ont fait I'objet des
publications [21, 23].

Troisiemement, la méthode présentée plus haut a été implémentée dans une nouvelle
version de l'outil Genetic Network Analyzer (GNA 6.0). Cette implémentation a néces-
sité la réécriture d’une partie importante du moteur de calcul du graphe de transitions et
I’ajout de fonctionnalités pour ’export des graphes vers plusieurs model checkers. GNA
6.0 est librement disponible pour la recherche académique!. De plus, le logiciel fait actuel-
lement I’objet d’un transfert technologique pour sa diffusion gratuite aupres d’utilisateurs
académiques et sa commercialisation aupres d’utilisateurs non académiques par la société
Genostar Technologies.

Et quatriemement, cette méthode a été appliquée a la validation a partir de données
expérimentales de deux modeles grands et complexes. Ces modeles, proposés par de Jong et
al. [67] et par Ropers et al. [192], concernent respectivement 'initiation de la sporulation
chez B. subtilis et la réponse au stress nutritionnel chez E. coli. Ces deux phénomenes,
bien qu’ayant été beaucoup étudiés, ne sont encore que partiellement compris. Nous avons
pu vérifier par model checking que, dans les deux cas, les prédictions obtenues étaient
cohérentes avec la plupart des propriétés observées du systeme. Toutefois, quelques inco-
hérences ont également été identifiées, suggérant que des révisions ou des extensions des
modeles sont nécessaires, ou que des expériences complémentaires doivent étre réalisées.
Egalement, cette méthode a été utilisée pour mieux caractériser des prédictions nouvelles
concernant l’existence d’oscillations dans la concentration de certaines protéines, consécuti-
vement a une disponibilité soudaine en carbone, chez F. coli. En dehors d’une contribution
a une meilleure compréhension du fonctionnement de ces systemes, ces deux études de cas
illustrent plus généralement que, par cette méthode, il est possible d’exprimer un large
éventail de propriétés observables expérimentalement et de vérifier leur cohérence avec des
prédictions obtenues pour des modeles complexes. Une partie de ces résultats a été publiée
dans [24].

!Contact : hidde. de-jong@inrialpes.fr.
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1.4 Organisation du document

D’un point de vue méthodologique, ce travail consiste en la vérification de propriétés
dynamiques d’une classe particuliere de systemes hybrides a ’aide de techniques de model
checking. Nous commencons donc par faire ’état de I'art de ce probléeme, dans le second
chapitre de cette premiere partie. Nous présentons quelques aspects importants de la théo-
rie des systemes hybrides et du model checking. Nous introduisons plus en détail la notion
d’abstraction discrete, qui nous servira a établir une connexion entre ces deux théories.

La méthode de validation de modele proposée dans la section précédente est développée
dans la partie II. Dans cette partie, nous reprenons les principaux aspects de la méthode
proposée par de Jong et al. dans [70], en les présentant dans un formalisme emprunté a
la théorie des systemes hybrides, et nous étendons cette méthode dans les deux directions
proposées dans la section précédente, a savoir, réaliser une analyse plus fine de la dyna-
mique, de fagon a pouvoir prédire I’évolution au cours du temps du sens de variation des
concentrations des protéines du réseau, et combiner cette méthode avec des techniques de
model checking pour pouvoir tester automatiquement et efficacement si les prédictions sa-
tisfont les propriétés observées. La classe de modeles que ’on considere dans cette étude est
présentée dans le premier chapitre de cette partie. Le second chapitre détaille la méthode
proposée pour ’analyse symbolique et qualitative de ces modeles. Enfin, la combinaison de
cette méthode avec des techniques de model checking, pour la vérification des propriétés
dynamiques des modeles, est proposée dans le dernier chapitre de cette seconde partie.

La partie III présente I'implémentation de la méthode dans une nouvelle version de
Poutil informatique Genetic Network Analyzer.

La partie IV concerne ’application de cette méthode a la validation de deux modeles
LPM qualitatifs, & partir de données expérimentales. Nous présentons d’abord ’analyse
d’un modele de l'initiation de la sporulation chez B. subtilis proposé par de Jong et al. [67],
puis l'analyse d’'un modele de la réponse au stress nutritionnel chez E. coli proposé par
Ropers et al. [192].

La cinquieme et derniere partie consiste en une discussion de la méthode dans le
contexte d’autres travaux similaires, suivie d’'une syntheése de ce travail et de diverses
perspectives suggérées par cette étude.



2 Analyse de systémes hybrides par
model checking

Comme nous le verrons dans le chapitre 3, les réseaux de régulation génique sont
assez naturellement modélisés comme des systéemes hybrides. Les systémes hybrides sont
des systemes dynamiques dont le comportement fait intervenir a la fois une évolution
continue et des phénomenes discrets. De nombreux travaux ont récemment été réalisés pour
leur analyse, qui ont débouché sur une théorie des systemes hybrides proposant un cadre
conceptuel riche et des résultats puissants. Dans ce chapitre, nous exposons un ensemble
de concepts et de résultats qui nous serviront par la suite. Plus spécifiquement, nous nous
intéresserons aux travaux portant sur la vérification formelle de systemes hybrides qui
consiste a prouver qu’un systeme satisfait un ensemble de propriétés attendues, notamment
dans notre cas, la cohérence avec les observations. Nous évoquerons plusieurs techniques
développées pour la vérification formelle de systemes hybrides, en nous focalisant sur 'une
d’elle, qui combine des techniques d’abstraction discrete et de model checking.

2.1 Systemes hybrides et abstraction discrete

2.1.1 Systemes hybrides

D’une fagon tres générale, les systémes dynamiques sont caractérisés par leur état,
évoluant au cours du temps. L’ensemble des états possibles forme 'espace d’état. Une
évolution du systeme correspond a une trajectoire dans ’espace d’état, également appelée
une ezxécution du systeme.

Selon la nature de I’espace d’état, on distingue :

— les systemes continus, lorsque 'espace d’état est continu, c’est-a-dire dans R"™, pour
un certain n, appelé dimension du systéeme. Un espace d’état continu est égale-
ment appelé espace des phases dans la terminologie des systemes dynamiques. La
dynamique du systéme est alors typiquement définie par un systeme d’équations
différentielles (ou a différences) et une trajectoire correspond a une solution du sys-
teme d’équations différentielles. Un corps en chute libre est un exemple tres simple
de systeme continu.

— les systemes discrets, lorsque l'espace d’état est discret, c’est-a-dire correspond a
un ensemble dénombrable (et souvent fini). La dynamique du systéme est alors ty-
piquement définie par un automate. Une trajectoire correspond & une séquence de
transitions entre états. Un interrupteur électrique, ayant deux positions (on et off ),
est un exemple classique de systeme discret.

— les systemes hybrides, lorsque 'espace d’état comprend une composante discrete et
une composante continue. L’espace d’état correspond alors souvent au produit d’un
espace d’état continu et d’un espace d’état discret : S = () x X ou @ est dénombrable
et X C R™. Un exemple classique de systeme hybride est un thermostat a deux états
discrets, g € {on, off }, controlant la température d’une piece, * € R>g. L'état du
systeme est alors noté s = (g, x).

23
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En comparaison avec I'analyse des systémes purement continus, étudiés dans la com-
munauté des systemes dynamiques et de I'automatique, et avec I'analyse des systemes
purement discrets, étudiés en informatique, le développement d’une théorie pour I’analyse
des systemes hybrides est relativement récent. Les premiers travaux datent du début des
années 90 (voir notamment [5, 7, 103, 153, 171, 211}).

Pourtant, on rencontre naturellement ce type de systeme dans de nombreuses appli-
cations. On peut citer notamment le controle du fonctionnement de moteurs automo-
biles [19, 20], de processus biochimiques [82, 145] ou de production industrielle [177, 204],
et le controle du traffic autoroutier [26, 124, 151] ou aérien [147, 217]. Une explication
possible du développement relativement tardif de cette théorie est que 'analyse de ces
systemes est en général plus difficile que 'analyse des systemes purement discrets ou pu-
rement continus, la dynamique discrete pouvant affecter la dynamique continue de fagon
non triviale, et réciproquement.

Afin d’illustrer I'analyse des systemes hybrides, nous considérons dans la section sui-
vante I’exemple d’un systéme hybride simple.

2.1.2 Exemple : systéeme a deux réservoirs

Dans cet exemple, nous considérons un systeme composé de deux réservoirs cylindriques
A et B, de section 1 m?. Le fond de chaque réservoir est percé d’un orifice circulaire
de section s;, i € {a,b}. Egalement, chaque réservoir est rempli par un robinet muni
d’une valve, notée V;, i € {a,b}. La valve possede deux états : v; € {on, off}, i € {a,b}.
Ouverte, le débit du robinet est constant et vaut I;, i € {a,b}. Fermée, le débit est nul. Le
niveau d’eau dans chaque réservoir est noté x;, i € {a,b}. Nous supposons de plus que la
valve du robinet d’un réservoir est commandée par un capteur détectant le niveau d’eau
dans 'autre réservoir : v,, I’état de la vanne V, dépend de x; et réciproquement. Plus
précisément, nous supposons que le capteur du réservoir B est placé a une hauteur 6, et
que si x; dépasse 0y, alors la vanne V, est fermée, et qu’inversement si xz; est inférieur
a 6y, alors la vanne V, est ouverte. La situation est symétrique pour z,, 6, et V4. Le
systeme est représenté figure 2.1. Bien que I’étude de cet exemple ne présente que peu
d’intérét en soi, il nous permettra d’illustrer aisément les concepts que nous introduisons
dans ce chapitre et également de préparer ’analyse des réseaux de régulation génique que
I’on propose dans les chapitres suivants, cet exemple simple partageant avec ces derniers
plusieurs caractéristiques importantes.

Lorsque une vanne V; est fermée, le réservoir correspondant, A ou B, se vide. La
variation de la hauteur d’eau du réservoir obéit a 1’équation

T = —sin/29%i, 1€ {a,b},

ou g est l'accélération de la pesanteur. Lorsque la vanne est ouverte, la variation de la
hauteur d’eau du réservoir obéit a 1’équation

z; = I; — si7/29x;, 1€ {CL, b}

L’ouverture et la fermeture des vannes est supposée instantanée. Le systeme possede
donc 4 états discrets, selon 1’état, on ou off, des deux vannes, et peut étre décrit par le
diagramme donné dans la figure 2.2. Ainsi, lorsque les deux vannes sont ouvertes, c’est-
a-dire lorsque v, = on et v, = on, noté (on, on), les variations de hauteurs d’eau suivent
léquation z; = I; — s;v/2gx;, i € {a,b}. Egalement, les deux vannes ne peuvent étre
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Fia. 2.1 — Représentation d’un systeme a deux réservoirs.

ouvertes que si les hauteurs d’eau dans les réservoirs sont toutes deux sous leur seuil :
0 <2y <0t 0<xp <0 Une information similaire est disponible pour chaque état
discret (figure 2.2). Egalement, nous pouvons préciser sous quelles conditions le systeme
change d’état discret. Si le systeme est dans un état discret (on,on) et si la hauteur
d’eau dans le réservoir A, x,, dépasse son seuil, 8,, alors la vanne V} est fermée, et le
systeme passe dans 1'état discret (on, off ). La situation est symétrique si x, dépasse le
seuil 6y, le systéme passant alors dans 1’état discret (off, on). Notons toutefois I’existence
d’un probleme de modélisation. Que se passe-t’il si les deux hauteurs d’eau atteignent
leur valeur seuil au méme instant 7 Si les deux valves se ferment, les niveaux d’eau dans
les deux réservoirs redescendent immédiatement, ce qui cause alors la réouverture des
deux valves, faisant réaugmenter les deux niveaux d’eau, causant la fermeture des deux
valves, et ainsi de suite. En fait, ce probleme est un cas particulier de problemes qui se
posent plus généralement lorsque que l'on utilise des équations différentielles a second
membre discontinu. Nous proposerons une méthode pour traiter ce probleme de fagon
mathématiquement correcte au chapitre 3. Ici, nous adoptons une solution simple, bien
que peu satisfaisante, en posant arbitrairement que dans le cas ou les deux hauteurs d’eau
atteignent leur valeur seuil au méme instant, seule la vanne Vj, est fermée. Une solution
ad hoc similaire est utilisée pour les autre états discrets afin d’éviter les probléemes causés
par un changement simultané de 1’état des deux valves (voir figure 2.2).

On peut se poser plusieurs questions sur le comportement de ce systeme. Nous en
considérons deux. Premierement, on peut se demander si, partant d’un état initial dans
lequel les deux réservoirs sont vides (i.e. tels que z; = 0, ¢ € {a,b}), le systéme peut
atteindre un état dans lequel les deux réservoirs sont pleins (i.e. tels que x; > 6;, 7 € {a,b}).
Et deuxiemement, est-ce qu’apres un certain temps, on atteint toujours un état dans lequel
un des deux réservoirs seulement est peu rempli (i.e. tels que x; < 6;, i € {a,b})?

Ces propriétés sont synthétisées dans la table 2.1. Nous allons voir dans la suite de ce
chapitre comment répondre & ces questions.

2.1.3 Automates hybrides

De nombreuses représentations mathématiques des systemes hybrides ont été proposées
tant en automatique qu’en informatique [4, 8, 37, 39, 103, 153, 170, 172]. Dans cette section,
nous présentons une classe de modeles fréquemment utilisé, permettant de représenter
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on, on
Ty =1Iq— 5a\/297-1'a
iy = Iy — sp\/297y

6[) < Ty Zq S 9@ 011 < Zq
et xq < 0, xp < 0
2, <0,
Oﬁ: on Ty S 9[7 on, Oﬁ
Ta = 1o — Sav/2974 et x, <0, To = 1o — Sav/2974

I'b = fsb\/Zga:b ib = *Sb\/ZgIb
Tq < ba 0, < x4 et 0, <z, ba < T4
0y < xp < O
2, <0,
off , off
. — xp <0
Ta = =SaV29% et 0, <z
i’b = *Sb\/QgIb . “ e
0, < 14
0y <

FiG. 2.2 — Diagramme représentant les quatres états discrets du systeme a deux réservoirs,
leur dynamique et les transitions entre les états discrets.

1. Partant de l'état initial dans lequel les deux réservoirs sont vides (z, = 0 et
xp = 0), le systéme peut atteindre un état dans lequel les deux réservoirs sont
pleins (z, > 0, et xp > Op).

2. Aprés un certain temps, le systeme atteint toujours un état dans lequel un des
deux réservoirs seulement est peu rempli (soit z, < 6,, soit x, < 6y).

TaB. 2.1 — Deux propriétés a vérifier du systeme a deux réservoirs.
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une grande diversité de dynamiques discretes et continues : les automates hybrides. Les
automates hybrides ont été proposés indépendamment par Alur et collegues [5] et par
Nicollin et collegues [171]. Ils consistent en une généralisation des automates temporisés
proposés par Alur et Dill [8]. Nous utilisons une syntaxe adaptée de Alur et al. [9].

Définition 1 (Automate hybride).
Un automate hybride est un tuple H = (S, S, f, Inv, R, 11, =) ou :
- 5 =@ x X avec Q un ensemble fini, appelé espace d’état discret, et X C R", appelé
espace d’état continu,
Sy C S est appelé ensemble d’états initiaux,
f:Q — (X — R") est une application associant & tout état discret un champ de
vecteur spécifiant le flot dans ’espace d’état continu.
— Inv : Q — 2% est une application associant & chaque état discret une partie de X,
appelée ensemble invariant,
— R C S x S est une relation décrivant les changements discontinus d’état,
— II est un ensemble fini de propositions,
— EC S x II est une relation dite de satisfaction.

Nous supposons de plus que pour tout ¢ € @, le champ de vecteur f(q) est Lipschitz
sur Inv(q). Cette hypothese garantit l’existence et l'unicité des solutions de I’équation
différentielle & = f(¢)(x) pour toute condition initiale &y dans Inv(q). Cette solution est
notée £q(x0,t), avec t > 0. Egalement remarquons que la définition utilisée ne permet
de décrire que des systemes hybrides autonomes. Enfin, ’ensemble II est un ensemble de
propositions servant a décrire I’état du systeme, et la relation de satisfaction définit quelles
propriétés, 7, sont vraies pour un état s du systéme, noté s |= .

La sémantique d’un automate hybride est définie par un systéme de transitions associé.
Nous empruntons les notations & Alur et al. [6].

Définition 2 (Systeme de transitions). Le systéme de transitions associé & automate
hybride H = (5, So, f, Inv, R,I1, =) est le tuple H-TS = (5, Sy, —,1II, =), ol — est une
relation de transition entre états telle que — = —¢ U —p, avec :
— —cC S x 5, décrivant des transitions dues a I’évolution continue :
pour tout s = (¢,x) € Set s’ =(¢,a') €S, s—¢c s sietseulement si

q=q et il existe t > 0 tel que &, (x,t) =2’
et pour tout t' € [0,], §,(x,t") € Inv(q),

— —=pC § x S, décrivant des transitions discontinues :
pour tout s = (¢,x) € Set s =(¢,a') €S, s—ps sietseulement si

(5,8") € Ret x' € Inv(q).

Il est important de remarquer que ce systeme de transitions contient un nombre infini
d’états et de transitions entre états. Nous introduisons la notion d’exécution d’un systéme
hybride, ou plus précisément, de son systeme de transitions associé. Une exécution est une
séquence d’états, éventuellement infinie, telle qu’il existe une transition entre chaque paire
d’états successifs. Plus précisément, (sg, s1,...) est une exécution de H si et seulement si

so = (qo, xo) € So, o € Inv(qy) et pour tout i > 0, $; — S;j+1.

Autrement dit, les exécutions sont composées d’une succession
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— d’évolutions continues, durant lesquelles le systéeme reste dans un méme état discret,
q, et satisfait ’équation différentielle & = f(q)(x),
— et de transitions discontinues, instantanées, ou ’état discret et/ou I’état continu
peuvent changer.

Une exécution correspond & une trajectoire dans I'espace d’état .S, ou encore a un com-
portement du systeme. Notons que, en toute généralité, pour certains états du systeme
les deux types de transitions, évolution continue et transition discontinue, peuvent étre
possibles. Le systeme est alors non déterministe.

Afin d’illustrer ces concepts sur un exemple concret, définissons I'automate hybride
H modélisant le systeme a deux réservoirs schématisé figure 2.1. Sa définition est donnée
figure 2.3. H possede quatre états discrets, S, selon I’état, on ou off, des deux valves.
Egalement, I'espace d’état continu X est R2>07 donnant les hauteurs d’eau dans les deux
réservoirs. A chaque état discret, on associe une région de X, son invariant, qui traduit
des contraintes physiques sur le systeme. Par exemple, I'invariant de 1’état discret (on,on)
traduit que les deux valves ne peuvent étre ouvertes que si les niveaux d’eau sont inférieurs
a leur seuil dans les deux réservoirs : Inv(on,on) = {x € X | x4 < Oy et zp < Op}.
Les propositions dans II sont {inD!,inD? inD3, inD4}, et la relation de satisfaction leur
donne une interprétation simple : (¢, x) |= inD’ si et seulement si & € D?, ol les ensembles
D sont les invariants des états discrets. Enfin, les définitions de f et R ne font que
reprendre les informations représentées figure 2.2.

(S, So, f, Inv, R, 11, |=) ou :

Q X X avec Q {(’Ua,’l)b) ‘ Va5 Vb € {O’I’L Oﬁ}} et X R2>0’
v={(g.2) €5 | @ Invlq)},
1Q — (X — R?) telle que

|
%O)UJH

fa(@) (@) = f3"(xa),

fo(@) (@) = £," (),

avec g = (Ua,Ub), fion(l'i) =1 — Si\/m et fzﬁ( ) Si\/%v S {CL, b}>

— Inv : Q — 2% telle que
Inv(on,on) ={x € X | x4 <0, et xp < 6},
Inv(on, off) ={x € X | 04 < x4 et zp < O},
Inv(off,off) ={x € X | 0, < zqet O <axp},
Inv(off,on) ={x € X | x4 <04 et Oy < a3},

(s,

~ R C S x S est telle que (s,s) € R si et seulement si
v — 2 ot { x € Inv(q), siv), =vg, .
x € Inv(q') et x4 # 0,4, sinon,

avec s = (¢,x), s' = (q’,m'), q = (va, vp), €t q = (UZL’U;))’
— II = {inD",inD?,inD3 inD*},
— EC S x II est telle que

(¢,x) = inD" si et seulement si © € D', i€ {1,...,4},
avec D' = Inv(on, on), D?> = Inv(on, off), D3 = Inv(off, off), et D* = Inv(off, on).

/

Fia. 2.3 — Automate hybride H modélisant le systeme a deux réservoirs représenté fi-
gures 2.1 et 2.2.

L’automate hybride H décrivant le systeme a deux réservoirs possede deux propriétés
remarquables. Premierement, au recouvrement des frontieres pres, les invariants forment
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une partition de l'espace d’état continu (voir figure 2.4). Deuxiemement, la relation de
transition R satisfait la propriété : si (¢, z,¢,2’) € R, alors € = x’. Autrement dit, il
n’y a jamais de saut dans la valeur des variables continues : les solutions du systeme
sont continues, bien que non nécessairement dérivables. Ces systémes hybrides sont dits
continus par morceauz [87, 182]. Les modeles de réseau de régulation génique que nous
étudierons par la suite sont des cas particuliers de cette classe de systemes hybrides.
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R
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b
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Ny oy i (!
A} i '
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\ T
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0 0, Zq

FiG. 2.4 — Représentation du flot et d’une trajectoire dans ’espace d’état continu de I'au-
tomate hybride H, défini figure 2.3. Les régions limitées par les plans de seuil, D', D?, D3
et D*, correspondent aux invariants des états discrets, (om,on), (on, off), (off, off), et
(off , on), respectivement.

Une trajectoire décrivant ’évolution du systeme pendant un intervalle de temps fini est
représentée figure 2.4. Plusieurs états du systéme peuvent étre définis : sg = (qo, o), $1 =
(g0, 1), s2 = (qo,®2), 53 = (q1,T2), et s4 = (q1,%x3), avec qo = (on, on), q1 = (on, off),
et xg,...,xr3 comme représentés figure 2.4. Remarquons que deux états, so et s3, sont
associés au point xo. Dans le systéeme de transitions H-TS associé a 'automate hybride
H, il existe, par exemple, une transition due a 1’évolution continue de 1’état so a ’état s;
et de s1 & so, et une transition discontinue de ss a s3, durant laquelle seul ’état discret
change. La séquence (sp, $1, 2, S3,84) est une exécution du systeme de transitions H-TS.
Enfin, la seule proposition de II satisfaite par I’état sg est in.D'. Une description partielle
du systeme de transitions infini H-TS est donnée figure 2.5.

H-TS = (5, Sy, —, 11, =), ou :

-5 = SO = {SOa S1, 52, S3, S4, }a

— —= {so—s1, 5152, S2—53, ...},

— II = {inD"',inD? inD3,inD*},

~ k= {soinD!, s;|=inD!, sol=inD', s3=inD?, ...},

avec sop = (qo,x0), s1 = (qo,%1), s2 = (qo,T2), s3 = (q1,T2), et s4 = (q1,%3),
en notant gy = (on,on), 1 = (on,off), et mo,...,x3 représentés figure 2.4.

FiG. 2.5 — Représentation partielle du systeme de transitions infini H-TS associé a I'auto-
mate hybride H représenté figure 2.3.
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Dans la section 2.1.1, nous avons énoncé deux propriétés sur le comportement du
systeme que 'on souhaiterait vérifier (table 2.1). Quelles sont les méthodes développées
permettant de répondre a ces questions, et plus généralement, permettant d’analyser les
propriétés de la dynamique des systemes hybrides 7 Schématiquement, on peut classer les
différentes méthodes en trois catégories [150]. Les approches déductives visent a construire
une preuve de la propriété, souvent exprimée sous la forme d’un invariant, par induc-
tion [34, 38]. Bien que des assistants de preuve puissent étre utilisés, application de ces
techniques repose largement sur I’expertise de 'utilisateur. Il est également possible de vé-
rifier certaines propriétés, d’atteignabilité notamment, en reformulant le probléme original
en un probleme de contréle optimal [152, 187]. La résolution analytique de ces problemes
est difficile, mais des solutions approchées peuvent étre calculées numériquement. Enfin,
on distingue les approches algorithmiques. Elles consistent soit a calculer de fagon itérative
I'espace atteignable (approches dites directes), soit a construire par abstraction discrete
un systeme de transitions fini qui possede les mémes propriétés que le systeme original, et
que P'on peut analyser par des techniques classiques de model checking (approches dites
indirectes). Les approches algorithmiques sont entierement automatiques : étant donné
une description du systeme hybride et de la propriété a vérifier, des outils permettent
de tester automatiquement si la propriété est satisfaite par le systeme. La limite princi-
pale de I'applicabilité des approches algorithmiques est qu’elles ne donnent des résultats
exacts que pour des classes restreintes de systemes hybrides ou de propriétés. Pour de
nombreuses autres classes, des résultats approchés (sur- ou sous-approximations) peuvent
toutefois souvent étre calculés de fagon similaire.

Le travail présenté dans cette these repose sur l'utilisation d’une approche algorith-
mique indirecte particulierement bien adaptée a la vérification de la classe de systemes
hybrides que nous utilisons pour modéliser des réseaux de régulation génique. Aussi, nous
en donnons le principe dans le reste de cette section. Cette approche repose sur la notion
d’abstraction discréte.

2.1.4 Analyse par abstraction discrete

Comme dit précédemment, ’objectif de cette méthode est de construire, a partir d’un
systeme hybride, un systeéme de transitions discret et fini possédant les mémes proprié-
tés que le systeme original, ou lorsque cela n’est pas possible, préservant un ensemble
de propriétés d’intérét (voir Alur et al. [9] pour une revue, et Alur et al. [6], Chutinan
et Krogh [48] et Tiwari et Khanna [216] pour des travaux récents). La vérification des
propriétés est alors réalisée sur le systeme discret par des techniques classiques de model
checking (section 2.2). Plus précisément, cette méthode consiste a trouver une partition de
I’espace d’état en régions dont tous les points peuvent étre considérés comme équivalents
par rapport aux propriétés a préserver. Une telle région correspond & un état dans le sys-
teme de transitions discret. Dans cette section, nous formalisons ces concepts, en suivant
I’approche proposée par Alur et collegues [9].

Etant donné ’ensemble de propositions II, une relation d’équivalence ~C S x S sur
I'espace d’état est dite préservant les propositions si deux états équivalents satisfont le
méme ensemble de propositions. Formellement, ~ est telle que pour tout s,s’ € S et
pour tout m € II, si s ~ s’ et s = m, alors s’ = 7. Les classes d’équivalence d’une telle
relation forment une partition cohérente (« consistent partition »), dans la terminologie
de Chutinan et Krogh [48].
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A partir d’une relation d’équivalence préservant les propositions, ~, on définit natu-
rellement le systéme de transitions quotient de H-TS par ~.

Définition 3 (Systeme de transitions quotient). Le systéme de transitions quotient de
H-TS = (5, S, —, 11, =) par ~ est le tuple H-QTS = (S/~,So/~, —~, 11, =), ou
— S/~ et Sy/~ sont les espaces quotients, i.e. les ensembles des classes d’équivalence,
de S et Sy,
~ —.,C S/ x S/ est la relation de transition telle que pour tout P, P’ € S/,

P —_ P'si et seulement si il existe s € P et s € P’ tels que s — s,
— E~C S/~ x II est la relation de satisfaction telle que pour tout P € S/, et w € I,
P |=. 7 si et seulement si il existe s € P tel que s =

Autrement dit, les états du systeme de transitions quotient H-QTS sont les classes
d’équivalence de la relation ~. Egalement, il existe une transition entre deux états P et P’
de H-QTS, si et seulement si il existe une transition entre un état de H-TS dans P et un
état de H-TS dans P’. Enfin, un état P de H-QTS satisfait une propriété si et seulement
si un état de H-TS inclus dans P satisfait cette propriété.

Les exécutions du systéme de transitions quotient H-QTS sont définies de fagon ana-
logue a celles de H-TS. Plus précisément, (P, Pi,...) est une exécution de H-QTS si et
seulement si

Py € Sp/~ et pour tout ¢ > 0, P; —~ Piy1.

A tout systeme de transitions quotient H-QTS, on associe le graphe de transitions G =
(X/~,—~), qui décrit simplement les relations d’atteignabilité entre classes d’équivalence.

On peut appliquer I'abstraction discrete a I’étude du systéme a deux réservoirs repré-
senté par l'automate hybride H défini dans la figure 2.3. Soit D I’ensemble des régions
correspondantes aux invariants de H et représentées figure 2.4 : D = {D', D? D3 D*}.
Alors ~ est définie comme la relation d’équivalence sur I'ensemble des états S qui pré-
serve ’état discret et ’appartenance & une région de D : s ~ s’ si et seulement si g = ¢/
et il existe D € D tel que &, &’ € D, avec s = (¢, x) et s = (¢/,a’). Nous pouvons
vérifier que la relation ~ ainsi définie préserve les propositions de II, qui concernent jus-
tement 'appartenance & une région de D. L’ensemble des états possibles du systéme (i.e
des états s = (q,x) tels que x € Inv(q)) appartient & quatres classes d’équivalence :
P ={(q,x)€ S | Inv(q) =D’ et x € Inv(q)},i € {1,...,4}

Le systeme de transitions quotient de H-TS par ~, H-QTS, est défini dans la figure 2.6,
et son graphe de transitions est représenté figure 2.7. H-QT'S comprend 4 états, correspon-
dant aux classes d’équivalence P', P2, P3 et P*. Par définition d’un systéme de transitions
quotient, ’existence d’une transition dans H-T'S implique I’existence d’une transition cor-
respondante dans H-QTS. Ainsi, les transitions s; — s et so — s3 dans H-T'S (voir figure 2.5
pour la définition des états s1,s2 et s3) impliquent respectivement ’existence des transi-
tions P! —_ P! et P! —_ P? dans H-QTS. La transition P! —. P! est une boucle sur
P!, Egalement, puisque 1’état s; satisfait la proposition inD', I’état correspondant dans
H-QTS, P!, satisfait également inD' : P! =_ inD'.

L’étude de notre exemple simple montre clairement 1’intérét de I’abstraction discrete :
passer d’une représentation continue du systéeme a une représentation discrete, bien plus
facile a analyser. De plus, il est possible de préciser le lien existant entre un systéeme de
transitions et son quotient a I'aide de la notion de simulation.
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H-QTS = (S/~, S0/~ —~, 1, EL), ou :

-8/ = So/~ = {Pl, P2, P3, P4}7

N — {PIHNpl, P1—>NP2, PIHNPZL, P2—>NP2, e P4*>NP4},
~ 11 = {inD',inD? inD3,inD*},

— ko= {P' =L inD', P?=_inD? P3}=_inD3 P*k=_inD}.

Fia. 2.6 — Représentation du systeme de transitions quotient H-QTS de H-TS par la
relation d’équivalence ~.

® p3

1le ° P2
P e o

Fi1G. 2.7 — Représentation du graphe de transitions correspondant au systeme de transitions
quotient H-QTS représenté figure 2.6. Les symboles e représentent des boucles sur les états.

Définition 4 (Simulation [164]). Considérons deux systeémes de transitions définis sur un
méme ensemble de propositions II, M = (S1, So,, —1, 11, =1) et My = (S2, So,, —2, 11, F2)
et une relation préservant les propositions ~C S7 X Sy. Alors, ~ est une simulation de M,
vers My si et seulement si, pour tout s; € S7 et s9 € S5 tels que s1 ~ s9, on a

pour tout s| € 1 tel que s1 —1 s}, il existe s, € Sy tel que s2 —2 s, et s ~ sb.

On dit que Ms simule M; si il existe une simulation de M;p vers My telle que tout
état initial de M est équivalent a un état initial de Ms. La terminologie s’explique par
le fait que pour toute exécution de Mj, il existe une exécution correspondante dans My
qui vérifie les mémes propriétés. Par contre, une exécution de My peut ne correspondre
a aucune exécution de M;. Par définition, un systeme de transitions quotient simule le
systeme de transitions original.

Proposition 1 (Systeme quotient et simulation). Considérons un systéme de transitions
H-TS = (S,Sp,—,II,|F) et une relation d’équivalence préservant les propositions ~C
S x S. Alors le systéeme de transitions quotient H-QTS = (S/~,So/~, —~, I, [E~) de
H-TS par ~ simule H-TS.

Une exécution présente dans le systeme quotient qui ne correspond & aucune exécution
du systeme original est appelée artéfactuelle (« spurious behavior »). La présence possible
d’exécutions artéfactuelles dans le systeme de transitions quotient suggere de définir une
relation qui préserve des propriétés plus fortes entre les deux systeémes : une bisimulation.

Définition 5 (Bisimulation [176]). Soient deux systeémes de transitions définis sur un
méme ensemble de propositions II, M = (S1, So,, —1, I, =1) et My = (S2, So,, —2, 11, F2)
et une relation préservant les propositions ~C S7 x Sy. Alors, ~ est une bisimulation entre
My et My si et seulement si, pour tout s; € S7 et s9 € Sy tels que s1 ~ s9, on a

pour tout sj € S; tel que s; —1 7, il existe s, € Sy tel que so —9 55 et s ~ s

pour tout s, € S tel que sy —9 s, il existe s € S tel que s1 —1 s} et sh ~ 5.



Chapitre 2. Analyse de systemes hybrides par model checking 33

Deux systemes de transitions M7 et My sont bisimilaires si il existe une bisimulation
entre M; et M telle que tout état initial de M; est équivalent a un état initial de My
et réciproquement. La bisimulation est particulierement intéressante, car deux systemes
bisimilaires satisfont exactement les mémes propriétés, dans un sens que nous définirons
précisément dans la section 2.2.3. Naturellement, un systéme de transitions quotient n’est
pas nécessairement bisimilaire avec le systeme original.

Théoréme 1 (Systeme quotient et bisimulation [4, 9, 35, 118]). Une relation d’équivalence
préservant les propositions ~C S x S est une bisimulation de H-TS = (5, Sy, —,II, ) si
pour tout si,se € S tels que s; ~ so, on a

pour tout s] € S tel que s; — s, il existe s, € S tel que sy — s et s ~ sb.

Si ~ est une bisimulation, alors H-QTS est appelé un quotient bisimilaire de H-TS. In-
troduisons pour tout ensemble d’états W € 29, Pensemble des états prédécesseurs des états
de W, Pre(W) : Pre(W) ={s€ S | 3s' € W, s — s'}. Alors, une propriété caractéristique
d’un quotient bisimilaire est que pour toute classe d’équivalence, P € S/, 'ensemble des
états prédécesseurs des états de P, Pre(P), est une union de classes d’équivalences [9].

La relation d’équivalence ~ proposée plus haut pour I’analyse par abstraction discrete
du systéme a deux réservoirs n’est pas une bisimulation. On peut le vérifier en considérant
les deux états sq = (qa, Tq) €t sp = (qv, ), avec q, = qp = (on, on), et &, et x, comme
représentés figure 2.8. s, et s, sont équivalents et appartiennent a P'. Ces deux états
n’ont chacun qu'un seul successeur, s, = (q,,%q) et s, = (g;,xp), respectivement, avec
qa = (on, off) et g» = (off,0n). Ces deux états successeurs ne sont pas équivalents, s,
et s, appartenant respectivement & P? et & P*. Les conditions du théoréme 1 ne sont
donc pas satisfaites. Une autre caractérisation du fait que ~ n’est pas un bisimulation est
donnée par le fait que s, fait partie de Pre(P?), mais pas sp, qui est pourtant dans la
méme classe d’équivalence que sg.

) S N R R R
= = Ly
it kol P
DAt D
e nhah kR e
T

b 4+

\

\ [
\ [
\ [ ]
\ [
\ [

I i

\
\
\
\
\

0 1

0 én T,

FiG. 2.8 — Représentation de deux trajectoires dans ’espace d’état continu de I’automate
hybride H, illustrant que H-QTS et H-TS ne sont pas bisimilaires.

Bien que l'abstraction utilisée soit assez grossiere (4 classes d’équivalence seulement)
et que 'on obtient qu’un systeme de transitions H-QTS non bisimilaire au systeme de
transitions original, H-TS, il est toutefois possible d’utiliser H-QTS pour répondre a la
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premiere question posée a la section 2.1.1 (table 2.1). Cette propriété stipule que le systeme
peut atteindre a partir de ’état initial x, = z, = 0 un état tel que z, > 0, et x, > 6.
Ceci se traduit par l'existence d’une exécution de H-TS allant de I’état sy = (qo, o) tel
que gy = (on,on) et oy = (0,0) & un état s = (q,x) tel que ¢ = (off, off), x4 > 0, et
xp > 0. Etant donné que H-QTS simule H-TS, l'existence d’une telle exécution implique
’existence d’une exécution de H-QTS allant de la classe d’équivalence de sg, P!, & la classe
d’équivalence de s, P3. Or, cette exécution n’existe pas dans H-QTS (voir figure 2.7). La
propriété est donc fausse. La seconde propriété est satisfaite si toutes les exécution de H-T'S
atteignent un état satisfaisant in.D? ou inD*. Etant donné que H-QTS simule H-TS, la
propriété 3 est satisfaite si toutes les exécution de H-QTS atteignent P? ou P*. Cette
derniéere propriété n’est pas vraie, car il existe des exécutions de H-QTS qui ne menent ni
aP2?niaPt: (PP P, .. )et (P3P3 P2 . .). Onne peut donc pas conclure pour la
seconde propriété. Pourtant, on peut montrer en utilisant des propriétés de convergence
asymptotique des solutions que toutes les trajectoires du systéme atteignent P2 ou P*
apres un temps fini. Les deux exécutions précédentes ne correspondent donc pas a des
comportements réels du systeme, ce qui explique le résultat contre-intuitif obtenu. Nous
verrons a la section 2.2.2 qu’il est possible d’ajouter des contraintes, dites d’équité, pour
contourner ce probléme.

Une bisimulation ou une simulation est dite finie si le nombre de classes d’équivalence
est fini. Une (bi)simulation finie génére un quotient (bi)similaire fini, c’est-a-dire dont le
nombre d’états et de transitions entre états est fini. La recherche de quotients bisimilaires
finis pour différentes classes de systemes hybrides a été 1'objet d’intenses recherches (voir
[9, 120] pour des revues). Effectivement, prouver l'existence d’un quotient bisimilaire fini
pour une classe de systéemes hybrides permet d’obtenir immédiatement des résultats de
décidabilité pour des problemes d’atteignabilité, d’inclusion de language et de vérification
de cette classe de systemes [9, 120]. Egalement, a partir de ces résultats, des outils ont
été développés pour réaliser la vérification de certaines classes de systémes hybrides, dont
Uppaal [27], Kronos [64], et Hytech [119].

Toutefois, les classes connues de systemes hybrides admettant des bisimulations finies
possedent en général soit une dynamique continue tres simple, soit une dynamique discrete
tres simple. L’utilisation de quotients bisimilaires pour I'analyse de la plupart des systemes
hybrides d’intérét pratique est donc limitée. De plus, il n’est pas toujours nécessaire de
conserver toutes les propriétés du systeme pour vérifier les propriétés d’intérét. Aussi,
I'utilisation de systemes de transitions quotients finis, mais non nécessairement bisimilaires,
pour la vérification des systeémes hybrides a été I'objet de plusieurs travaux récents [6, 48,
56, 167, 216] utilisant la notion d’abstraction de prédicats (« predicate abstraction ») [106].
Les travaux présentés dans cette these, ainsi que ceux publiés précédemment par de Jong et
al. [69], reposent également sur le calcul d’un systeme de transitions quotient fini.

Pour les systemes hybrides modélisant des systemes de complexité réaliste, comme les
grands réseaux de régulation génique que nous souhaitons analyser, les systemes de transi-
tions quotients, similaires ou bisimilaires, contiennent souvent un grand nombre d’états et
de transitions entre états. Il n’est alors plus possible d’analyser manuellement les systemes
de transitions discrets obtenus, comme nous ’avons fait sur 'exemple simple du systeme a
deux réservoirs. Analyser de facon efficace les propriétés dynamiques de grands systemes
de transitions discrets est 'objectif méme du model checking que nous présentons dans la
section suivante.
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2.2 Model checking

Le model checking a été développé initialement pour la vérification de systemes réactifs,
c’est-a-dire de systemes en interaction permanente avec leur environnement, pour lesquels
il est important de pouvoir garantir un fonctionnement correct (« safety-critical systems »).
On trouve notamment parmi ces systemes des protocoles de communication (par exemple,
[51]) et des controleurs de processus industriels potentiellement dangereux ou de systemes
de transport (par exemple, [110, 113]). Son principe est simple. Tout d’abord le comporte-
ment du systéeme est modélisé sous la forme d’un systeme de transitions discret. Puis, les
propriétés attendues du comportement du systeme sont formalisées, souvent sous forme de
formules de logique temporelle. On peut ensuite utiliser des outils, appelés model checkers,
pour vérifier automatiquement si le (modele du) systéme satisfait les propriétés attendues.
Le model checker alors, soit confirme que le systeme satisfait la propriété, soit donne un
contre-exemple, en général sous la forme d’une exécution qui viole la propriété. Pour de
larges classes de propriétés, des algorithmes de vérification efficaces ont été proposés.

Les premiers algorithmes de vérification ont été proposés dans les années 80 [54, 188] et
les premiers model checkers pouvaient analyser des systéemes contenant jusqu’a quelques
dizaines de milliers d’états. Le probleme principal est ’explosion du nombre d’états du
systeéme (« state space explosion »), souvent rencontré dans les applications réelles. Effec-
tivement, les systéemes modélisés sont souvent des systemes concurrents, ou plusieurs pro-
cessus évoluent en parallele. Ceci conduit & une explosion combinatoire du nombre d’états
du systeéme (exponentiel en le nombre de processus). Pour lutter contre ce probleme, tout
un arsenal de techniques a été proposé. Citons notamment, ['utilisation de diagrammes
de décision binaires (« binary decision diagrams ») [41, 63|, et 1'utilisation de solveurs de
satisfaisabilité booléenne (« SAT solvers ») tres efficaces [52], pour la vérification symbo-
lique. Egalement l'utilisation d’abstraction et I’exploitation de la modularité [58, 108, 149],
la prise en compte d’événements indépendants (« partial-order reduction ») [100], et des
symétries [79], ont contribué a rendre le processus de vérification encore plus efficace. Ces
techniques ont permis d’identifier et de corriger des erreurs dans la conception de systéemes
complexes (voir notamment [57, 92, 125], http ://www.inrialpes.fr/vasy/cadp/case-
studies/ et http ://nusmv.irst.itc.it/ pour des exemples). Les model checkers sont
actuellement utilisés dans I'industrie, en complément des méthodes de test.

L’objectif de ce chapitre n’est pas de passer en revue ’ensemble des travaux réalisés
dans cette communauté (voir [162] pour une introduction et [30, 59] pour plus de détails).
Ici, nous souhaitons plutét introduire un certain nombre de notions qui nous seront utiles
par la suite. Ainsi, bien que différents cadres formels existent, a la fois pour la définition
du systéme (formalismes basés sur état, sur action, ou mixtes) et pour la spécification des
propriétés du systéme (formalismes logique ou opérationnel), nous considérons dans cette
section que le systéme est représenté par une structure de Kripke (formalisme basé sur
état) et que les propriétés sont spécifiées par des formules de logique temporelle (formalisme
logique).

De nombreuses logiques temporelles ont été proposées [78]. Dans ce travail, nous nous
intéressons spécifiquement aux logiques dites arborescentes. Les logiques arborescentes
permettent notamment d’exprimer 1’existence d’une exécution du systéme vérifiant une
propriété donnée. Les logiques arborescentes s’opposent sur ce point aux logiques dites
linéaires, qui quantifient implicitement sur toutes les exécutions possibles. Comme nous
le verrons a la section 5.2, il est essentiel de pouvoir exprimer qu’une propriété est vraie
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pour une exécution du systéeme, mais pas nécessairement pour toutes, dans le contexte de
la validation de modele a partir de données expérimentales.

Nous commencons par définir les structures de Kripke. Puis nous présentons deux
logiques temporelles arborescentes, complémentaires sur les aspects de la facilité d’utilisa-
tion, de l'efficacité de la vérification, et de 'expressivité, appelées Computation Tree Logic
(CTL) et le p-calcul propositionnel. Enfin, nous décrivons le processus de vérification.

2.2.1 Structures de Kripke

Les structures de Kripke sont utilisées pour modéliser un systéeme discret et son com-
portement. L’état du systeme est décrit a l’aide de propositions atomiques. On note AP,
I’ensemble des propositions atomiques.

Définition 6 (Structure de Kripke). Une structure de Kripke sur AP est un tuple KS =
(S, S0, —ks, Fks) tel que
— S est un ensemble fini d’états,
— Sp C S est 'ensemble des états initiaux,
— —ks C S x S est une relation de transition totale (i.e. telle que tout état ait au
moins un successeur),
— EksC S x AP est une relation de satisfaction qui associe chaque état avec I’ensemble
des propositions atomiques vraies dans cet état.

L’ensemble des états initiaux est souvent omis, les propriétés du systeme étant alors
vraies ou fausses par rapport a un certain Sy donné (par défaut, Sp = S). La sémantique
de la structure de Kripke est donnée par ’ensemble R de ses exécutions (ou « runs »).
Une séquence infinie d’états r = (sg, s1,...) est une exécution de KS si et seulement si

pour tout 7 > 0, on a 8; —KS Si+1-

Il est a noter qu'une exécution de KS est nécessairement infinie. Egalement, nous notons
Ry, 'ensemble des exécutions de KS telles que syp € Sp. Enfin, r(i) est le iéme état de
lexécution r : r(i) = s, @ > 0, avec r = (So, S1, . - .).

Un systeme de transitions quotient correspond a une structure de Kripke, si le nombre
de classes d’équivalence est fini et si la relation de transition est totale. Ainsi, le quotient
bisimilaire H-QTS = (S/~,S0/~, —~, 11, =~), associé a 'automate hybride H modélisant
le systeme & deux réservoirs étudié dans la section précédente, est une structure de Kripke
sur II, que nous appellerons également H-KS . On vérifie facilement dans le graphe G
représenté figure 2.7 que la relation de transition est bien totale. Nous rappelons qu’'une
boucle est une transition d’un état sur lui-méme.

2.2.2 Logiques temporelles

Comme précisé plus haut, nous nous intéressons a deux logiques arborescentes : CTL
et le p-calcul propositionnel. Les formules de ces deux logiques sont interprétées sur les
arbres d’exécutions de la structure de Kripke, obtenus en choisissant un état initial et en
« dépliant » la structure en un arbre infini.
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Computation Tree Logic

Une formule de CTL contient, en plus des propositions atomiques et des opérateurs
logiques habituels, des quantificateurs de chemins, A et E, et des opérateurs temporels,
tels que X et U. La syntaxe des formules de CTL est définie de fagon inductive par :

Définition 7 (Syntaxe de CTL [55]).
— True et toutes les propositions atomiques p € AP sont des formules de CTL,
— si f1 et fo sont des formules de CTL, alors —f1, f1 A fa, AXf1, EXf1, A[f1Ufo], et
E[f1Uf] le sont également.

X est opérateur « neXt ». Les formules AX f1, ou EX f;, signifient respectivement
que la propriété fi est vraie pour tout, ou pour au moins un, successeur de ’état considéré.
U est V'opérateur « Until ». Les formules A[f1U fo] ou E[f1U f5] signifient respectivement
que pour toutes les exécutions, ou pour au moins une exécution, partant de I’état considéré,
il y a un état futur satisfaisant fo, et tel que tous les prédécesseurs de ce dernier satisfont
f1. Formellement, la sémantique des formules de CTL est définie inductivement par la
fonction d’interprétation définie comme suit.

Définition 8 (Sémantique de CTL [55]).

[True] =ger S,
[Pl =aer {s €S |s ks p},
[=f1] =aer S\ AL
[fi A fo] =aer 2] N [f2],
[AXf1] =4ef {s€S|Vs' €S8 s—kss = s €[fil}
[EXf1] =def {s€ 5|3 €8S.s—kss' As" €[fi]},
[A[f1Uf3]] =4ef {s€S|VreRr(0)=s = Fk>0.r(k) € [fo] AVE < k.r(K) € [f1]},
[E[f1Uf2]] =aef {s€S|3Ir€ Rr(0)=sAIk>0.r(k) € [fo] AVK < k.r(K') € [f1]}.

Pour une formule f, [f] représente I’ensemble des états du modele satisfaisant f.
Autrement dit, un état s satisfait une propriété f, noté KS,s = f, si et seulement si
s € [f]. La structure de Kripke KS satisfait la propriété f si tous ses états initiaux
satisfont f : KS |= f si et seulement si pour tout sg € Sp, KS, sp = f.

A partir des opérateurs précédemment définis, on peut définir d’autres opérateurs,
également fréquemment utilisés, tels que :

— AFf =4 A[TrueUf], qui exprime que, pour toutes les exécutions, f sera vraie

dans un état futur (F pour “Future”),

— EFf =4 E[TrueU f], qui exprime que, pour une exécution au moins, f sera vraie

dans un état futur,

— AGf =4 "EF(—~f), qui exprime que, pour toutes les exécutions, f sera vraie dans

tous les états futurs (G pour “Globally”), et

— EGf =4 ~AF(—f), qui exprime que, pour une exécution au moins, f sera vraie

dans tous les états futur.

CTL peut éetre utilisé pour formaliser les propriétés du systeme a deux réservoirs,
présentées dans la table 2.1. Nous avons vu a la section 2.1.4 qu’une condition nécessaire
pour que la premiére propriété soit vraie est que dans H-QTS, P? soit atteignable & partir



38 Chapitre 2. Analyse de systemes hybrides par model checking

de P'. Autrement dit, il faut tester si ’état satisfaisant in.D3 est atteignable & partir de
P!, Ceci est alors équivalent & tester si

H-KS, P! = EFinD3.

La seconde propriété est satisfaite si toutes les exécutions de H-QTS atteignent soit P?
soit P, c’est-a-dire des états satisfaisant soit in.D? soit inD*. Cette derniere propriété se
traduit en CTL par

H-KS |= AF (inD? V inD%).

Comme remarqué dans la section 2.1.4, cette propriété est fausse, a cause de la présence des
exécutions (P!, P, Pl .. ) et (P3 P3 P3 ...). Or, comme nous avons vu précédemment,
le systeme ne peut rester toujours dans P! ou P3 : il atteint P? ou P* en temps fini. Nous
souhaitons donc ajouter comme contrainte que le systéme ne reste pas toujours dans P!
ou P3. Ceci peut étre réalisé a I’aide de contraintes dites d’équité.

La notion d’équité (« fairness ») a été introduite pour exprimer le fait que certains
processus doivent progresser [13, 90]. Un exemple typique de propriété d’équité est « une
propriété doit étre satisfaite infiniment souvent », ou encore, « si une propriété est vraie
infiniment souvent (par exemple, un processus demande une resource), alors une autre le
sera aussi (par exemple, il I'obtient) ». Ainsi, dans notre exemple précédent nous souhai-
tons exprimer que la propriété inD! v inD3 ne doit pas étre satisfaite infiniment souvent.
Malheureusement, il n’est pas possible d’exprimer en CTL pur les propriétés d’équité. Tou-
tefois, pour contourner ce probleme, les algorithmes de vérification de CTL ont été étendus
pour pouvoir prendre en compte un certain type de propriétés d’équité. Dans cette ap-
proche, des contraintes d’équité sont ajoutées au systeme (i.e. a la structure de Kripke), de
telle sorte que les quantificateurs de chemins E et A ne quantifient plus que sur les exécu-
tions équitables, c’est-a-dire les exécutions qui satisfont les contraintes d’équité infiniment
souvent. Ainsi, si nous ajoutons la contrainte d’équité —(inD' V inD?3) au modele, la pro-
priété AF (inD? V inD*) est alors vraie, car toutes les exécutions équitables, c’est-a-dire
toutes les exécutions sauf (P!, P, Pl ...) et (P3, P3, P3,...), satisfont la propriété atten-
due. Notons que les propriétés testées ici sont triviales pour la structure de Kripke, tres
simple, considérée (voir figure 2.7). Toutefois, pour des systémes plus complexes, vérifier
manuellement ce type de propriété peut étre difficile.

Des outils, notamment NuSMV, ont été développés pour la vérification automatique
des propriétés exprimées en CTL. NuSMV est un model checker efficace intégrant des
techniques basées sur I'utilisation de diagrammes de décision binaires pour la vérification
symbolique de propriétés formulées en CTL et en LTL, et sur 'utilisation de solveurs de sa-
tisfaisabilité booléenne pour la vérification bornée de propriétés formulées en LTL [49, 50].
LTL est une autre logique temporelle, linéaire [78]. Mentionnons également que NuSMV
peut prendre en compte des contraintes d’équités simples.

CTL est considérée comme une logique permettant d’exprimer des propriétés tempo-
relles de facon relativement naturelle. De plus, des algorithmes tres efficaces, de complexité
linéaire en la taille de la formule et en la taille de la structure de Kripke, ont été proposés
pour la vérification des formules de CTL [55]. Pour ces deux raisons, CTL est certainement
une des logiques les plus utilisées. Toutefois, elle est relativement peu expressive, certaines
classes importantes de propriétés ne pouvant étre exprimées en CTL. Dans la section sui-
vante, nous présentons une logique beaucoup plus expressive, le u-calcul propositionnel.
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p-calcul propositionnel

Le p-calcul est une logique modale qui utilise des opérateurs de point fixe [138]. Telle
qu’introduite par Kozen [138], elle est interprétée sur des structures de Kripke dont les
transitions sont étiquetées, appelées systemes de transitions mixtes. Dans notre présen-
tation, nous considérons le u-calcul décrit dans [143] qui propose une interprétation des
formules du p-calcul sur les structures de Kripke classiques. Nous ne donnons ici qu’une
description succincte du p-calcul, le lecteur intéressé pouvant se référer a [138] et [143].

Les formules du p-calcul sont construites a ’aide des opérateurs logiques classiques,
des modalités de possibilité (¢) et de nécessité (O) et d’opérateurs de plus grand point
fize (v) et plus petit point fize (p). Nous définissons la syntaxe et la sémantique des
formules du p-calcul lorsqu’elles sont données sous forme normale positive, c¢’est-a-dire
lorsque les négations ne sont appliquées qu’aux propositions atomiques et aux variables
propositionnelles, ceci afin que la sémantique des opérateurs de point fixe puisse étre
correctement définie (critere de monotonie syntaxique de Kozen [138]). Formellement,
étant donné I'ensemble AP de propositions atomiques et un ensemble PV de variables
propositionnelles, les formules du p-calcul sont définies inductivement comme suit.

Définition 9 (Syntaxe du p-calcul).
—sip€ AP et X € PV, alors True, False, p, —p, et X sont des formules du p-calcul,
— si f1 et fa sont des formules du p-calcul, alors fi A fa, f1V f2, Of1, Of1, vX.f1, et
uX.f1 le sont également.

L’interprétation des formules du p-calcul se fait par rapport a une structure de Kripke
et & un contexte propositionnel. Un contexte propositionnel p : PV — 25 est une fonction
partielle qui associe aux variables propositionnelles des ensembles d’états. La notation
plU/X] représente le contexte propositionnel identique a p, sauf pour la variable X, qui
prend pour valeur U. L’ensemble des états qui vérifient la propriété f dans le contexte
p (qui doit initialiser toutes les variables propositionnelles libres dans f) est notée [f]p.
Dans la suite, o représente soit u soit v. Formellement, la sémantique des formules du
p-calcul est définie inductivement comme suit :

Définition 10 (Sémantique du p-calcul).

[True]p =ger S,
[False]p =ger 0,
[plp =aer {s € S|sFxksp},
[-plp =aes {s€S|s ks p},
[X]p =der p(X),
Lfi A folp =aer [fi]p O [f2]p
[f1V folp =aer [f1]p U [f2]p,
[Ofilp =aer {s€S|Vs' €8S.s—kss = s €[filp}
[0filp =aes {s€S|3s" €S.5 —ks s’ As' € [fi]p},
[oX.filp =aer oP7,
ott & : 2% — 29 est tel que ®P(U) = [f1]p[U/X].

D’apres la définition ci-dessus, nous voyons que la modalité de possibilité, ¢, sert a
exprimer qu’une certaine propriété doit étre vraie pour au moins un des successeurs, tandis
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que la modalité de nécessité, [, est utilisée pour exprimer qu’une propriété doit étre vraie
pour tous les successeurs de 1’état considéré. Elles sont respectivement équivalentes aux
opérateurs CTL EX et AX. Egalement, les propriétés caractérisées par des plus petits
points fixes correspondent en général a I’éventualité, tandis que celles caractérisées par
des plus grands points fixes correspondent en général a I'invariance [78]. La relation de
satisfaction pour le p-calcul est définie de fagon similaire & celle de CTL : KS, s |= f si et
seulement si s € [f] et KS |= f si et seulement si pour tout so € Sp, KS, so = f.

Pour illustrer ces notions, nous pouvons traduire en p-calcul les propriétés portant
sur le systéeme a deux réservoirs exprimées en CTL a la section précédente. La premiere
propriété s’exprime en CTL comme EF inD3. Sa traduction en p-calcul utilise la modalité
de possibilité et 'opérateur de plus petit point fixe :

H-KS, P! = uX.(inD? v 0 X).

La seconde propriété est une propriété d’inévitabilité : AF (inD? Vv inD*). Elle se traduit
en p-calcul par
H-KS |= uX.(inD? v inD* v OX),

ou 'on peut noter ’emploi de la modalité de nécessité, [1, pour exprimer la quantification
sur toutes les exécutions. Enfin, comme 1’équité ne peut étre exprimée en CTL pur, nous
avions du rajouter une contrainte d’équité sur le systeme, pour que soient exclues certaines
exécutions artéfactuelles (voir section précédente). Contrairement & CTL, il est possible
d’exprimer directement 1’équité en pu-calcul. La propriété suivante traduit que toutes les
exécutions qui ne restent pas infiniment dans P! ou dans P3, atteignent nécessairement
P? ou P*.

H-KS = vX.((inD' v inD? — pY.(inD? Vv inD* v OY)) A OX).

Le p-calcul est une logique tres expressive [78]. Elle subsume CTL. En fait, elle subsume
également CTL*, une extension de CTL que l'on obtient en relaxant la condition qui
impose a tout opérateur temporel d’étre immédiatement précédé d’un quantificateur de
chemin [80]. Les quelques propriétés treés simples portant sur le comportement du systéme
a deux réservoirs que nous avons considérées peuvent étre formulées en CTL, avec ajout
éventuel de contraintes d’équité, et en pu-calcul. Toutefois nous verrons aux chapitres 5 et
8 des propriétés dont la formalisation en logique temporelle nécessitera toute I’expressivité
du p-calcul. Un premier inconvénient est que 1'utilisation explicite des opérateurs de point
fixe rend la formulation de propriétés difficile [36]. Toutefois, il est possible d’étendre le
p-calcul avec des expressions régulieres, et ainsi, d’obtenir des descriptions plus concises
et plus intuitives que celles obtenues avec des opérateurs de point fixe [159]. Un second
inconvénient est que 'on ne connait pas d’algorithme efficace (i.e. linéaire en la taille
de la structure de Kripke et de la formule) pour la vérification des formules du p-calcul
général. Mentionnons toutefois que pour un fragment important du p-calcul, le fragment
dit d’alternance 1, des algorithmes efficaces existent [60], et que pour de nombreuses autres
propriétés (formules de degré d’alternance pas trop élevé) la vérification reste possible, bien
que moins efficace [10].

Des outils, notamment CADP, ont été développés pour la vérification de propriétés
exprimées en p-calcul [91]. CADP contient, entre autres, Evaluator, un model checker ef-
ficace pour la vérification & la volée de propriétés exprimées en p-calcul régulier (i.e. avec
expressions régulieres) d’alternance 1, basé sur des techniques de résolution de systeme
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d’équations booléennes [159], et un évaluateur pour XTL, un language permettant d’ex-
primer des propriétés de u-calcul régulier général [158]. Ces outils utilisent un formalisme
basé sur les actions et non sur les états. Dans ce formalisme, le systeme est décrit par
un systeme de transitions étiquetées et le p-calcul utilisé est le p-calcul modal. Notre pro-
bleme étant posé dans un formalisme basé sur les états, il sera nécessaire de pouvoir passer
d’un formalisme vers I'autre, ou plus précisément, de transposer le probleme de la vérifica-
tion d’une formule de p-calcul propositionnel sur une structure de Kripke en un probleme
équivalent de vérification d’une formule de p-calcul modal sur un systéme de transitions
étiquetées. Le principe de cette transposition, qui utilise les résultats de Mateescu [157],
est donné a la section 5.3.2.

2.2.3 Model checking et abstraction

Nous avons vu dans les sections précédentes, que le comportement d’un systeme hybride
peut étre représenté sous la forme d’un systeme de transitions discret, appelé structure de
Kripke. Egalement, nous avons vu qu’il était possible d’exprimer des propriétés dynamiques
du systeme en logique temporelle, dans notre cas, soit en CTL, soit en u-calcul. Nous
pouvons alors vérifier automatiquement et efficacement si le systeme satisfait les propriétés,
a l’aide de model checkers. Les model checkers renvoient, en plus de la réponse Vrai/Faux,
un diagnostic, qui prend souvent la forme d’une exécution qui satisfait (témoin) ou qui viole
(contre-exemple) la propriété. L’analyse de ce diagnostic peut révéler une modélisation du
systeme ou une spécification de la propriété incorrecte, ou dans le cas contraire, donner
une indication du fonctionnement du systéme (i.e. pourquoi la propriété est effectivement
vraie ou fausse).

Lors de I'analyse du systeme a deux réservoirs, le fait que H-KS, ou plus précisément
H-QTS, soit une simulation de H-TS, nous a permis, par des raisonnements simples, de
proposer des conditions nécessaires ou suffisantes pour que les propriétés portant sur le
systéme hybride original H soient satisfaites ou invalidées, respectivement (voir notamment
la section 2.1.4). Dans le reste de cette section, nous allons donner des critéres systéma-
tiques précisant sous quelles conditions les conclusions obtenues pour le systeme abstrait
sont également valables pour le systeme original.

Le cas le plus simple est lorsque le systeme abstrait est un quotient bisimilaire du
systeme original. Effectivement, deux systémes bisimilaires satisfont exactement le méme
ensemble de propriétés exprimables en u-calcul (théoreme 2).

Théoréme 2 (Bisimulation et p-calcul [149]). Soient M; et My deux systémes de transi-
tions bisimilaires, alors pour toute formule ¢ du p-calcul,

M = ¢ si et seulement si My = ¢.

Etant donné que le p-calcul subsume CTL, la bisimulation préserve également les
propriétés de CTL [40]. Ce théoréme justifie le terme d’approzimations exactes utilisé
pour caractériser les quotients bisimilaires : leur nombre d’états est plus faible mais leurs
propriétés restent les mémes! Malheureusement, comme dit plus haut, seuls des systemes
hybrides tres simples admettent en général des bisimulations finies.

La simulation préserve des propriétés moins fortes. En fait, elle préserve les fragments
dits universels des logiques. Les formules universelles sont des formules exprimant des
propriétés qui doivent étres vraies pour toutes les exécutions du systeme. L’intuition est
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naturellement que si une propriété est vraie pour toutes les solutions du systeme abstrait
alors elle l'est a fortiori pour toutes les exécutions du systéme original.

Formellement, la syntaxe des formules du p-calcul universel, 1Ly, est donnée par la
définition 9 (section précédente) dans laquelle on interdit 'utilisation de la modalité de
possibilité, ¢, les formules étant toujours exprimées sous forme normale positive [149].
Autrement dit, la seule modalité autorisée est la modalité de nécessité, (0, qui quantifie
sur toutes les exécutions. On définit également le fragment universel de CTL, VCTL. Les
formules de VCTL sont les formules de CTL qui, lorsqu’elles sont données sous forme
normale positive, ne contiennent pas le quantificateur existentiel de chemins, E [108].
Autrement dit, ces formules ne contiennent que le quantificateur universel de chemins, A.

Théoréme 3 (Simulation et p-calcul universel [149]). Soient M; et My deux systemes de
transitions tels que Ms simule M, alors pour toute formule ¢ du p-calcul universel,

Si My = ¢, alors M = ¢.

Etant donné que le p-calcul universel subsume YCTL, la simulation préserve également
les propriétés de YCTL [108]. Ce théoreme traduit que si toutes les exécutions du systeme
quotient vérifient une propriété, alors cette propriété est nécessairement vraie pour toutes
les exécutions du systeéme original, ou de facon équivalente, que si une propriété est vraie
pour une exécution du systeme original, alors elle doit I’étre également pour une exécution
du systeme abstrait. Les quotients similaires sont des approzimations conservatives du
systeme original. A l'inverse, on ne peut rien conclure de propriétés satisfaites par une ou
plusieurs exécutions du systeme abstrait puisqu’elles peuvent ne correspondre & aucune
exécution du systeme original (exécutions artéfactuelles).

La seconde propriété testée sur notre systéme & deux réservoirs (table 2.1), AF (inD?V
inD*), est une propriété universelle. Cette propriété, testée avec des contraintes d’équité,
est vraie pour le systeéme abstrait, H-QTS. Elle est donc également vraie pour le systéme
original. Par ailleurs, la négation de la premiere propriété testée, = EF inD3, équivalente &
AG —inD3, est également une propriété universelle qui est vraie pour le systéme abstrait.
La conclusion obtenue pour le systeme abstrait est donc également valable pour le systeme
original : la propriété 1 énoncée dans la table 2.1 n’est pas vraie.

En résumé, nous avons présenté dans ce chapitre une méthode pour ’analyse de la dy-
namique des systemes hybrides. Cette méthode repose sur la notion d’abstraction discrete.
Dans cette approche, nous définissons une relation d’équivalence sur les états qui préserve
un certain nombre de propriétés simples (i.e. tous les états d’'une méme classe satisfont les
mémes propriétés). En réalisant le quotient du systeme hybride original par cette relation
d’équivalence, on définit alors un systeme de transitions abstrait dans lequel un état dis-
cret représente une classe d’équivalence et les transitions entre états discrets représentent
I’existence de comportements du systeme passant d’un état d’une classe d’équivalence a
un autre état d’une autre classe d’équivalence. Si le systéme de transitions abstrait est fini,
il peut étre analysé a ’aide d’outils informatiques, des model checkers. Les propriétés de la
dynamique du systéme sont alors formalisées en logique temporelle et les model checkers
testent si le systéme de transitions abstrait satisfait les propriétés. Il est possible d’établir
quelles classes de propriétés sont conservées par cette approche. Ainsi, si le systeme abs-
trait est un quotient bisimilaire du systeme original, toutes les propriétés exprimables en
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p-calcul ou en CTL sont préservées. Sinon, seules les propriétés universelles du p-calcul
ou de CTL sont garanties d’étre préservées.

Notre motivation pour I’étude des systemes hybrides est, comme nous le verrons dans
le chapitre suivant, que les réseaux de régulation génique sont assez naturellement mo-
délisés comme des systemes hybrides, et plus précisément, comme des systéemes continus
par morceaux. L’analyse par abstraction discrete de ces derniers est en général particulie-
rement bien adaptée. Toutefois, deux spécificités importantes sont a prendre en compte.
Premiérement, tres peu de données numériques pour la valeur des concentrations molécu-
laires et des parametres sont disponibles pour ces systémes. Deuxiemement, les réseaux
de régulation génique biologiquement intéressants font en général intervenir un nombre
élevé de genes. Or 'analyse symbolique de systemes hybrides de dimension élevée est no-
toirement difficile, et les méthodes généralistes existantes passent mal a I’échelle. Aussi,
nous proposons de développer une méthode dédiée permettant une analyse symbolique et
efficace de cette classe de systemes. Cette méthode est exposée en détail dans la partie
suivante.
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Chapitre

Modéles linéaires par morceaux
(LPM) de réseaux de régulation
génique

Dans cette partie, nous présentons une méthode d’analyse symbolique et qualitative de
modeles linéaires par morceaux (LPM) de réseaux de régulation génique, et sa combinaison
avec des techniques de model checking, permettant de tester efficacement si les prédictions
obtenues par cette méthode sont en accord avec les données expérimentales disponibles
sur le systeme.

Plus spécifiquement, dans ce chapitre, nous présentons les modeles LPM que nous
utilisons pour modéliser les réseaux de régulation génique. Les modeles LPM sont des sys-
temes hybrides définis par un systéme d’équations différentielles ou les variables continues
représentent les concentrations des protéines et ou des fonctions en escalier sont utilisées
pour représenter les régulations géniques. L’utilisation de ces modeles pour I'analyse des
réseaux de régulation génique a été proposée par Glass et Kauffman [99]. Gouzé et Sari
ont proposé une extension de cette approche utilisant des inclusions différentielles pour
résoudre certains problémes mathématiques posés par ces modeles LPM [105]. de Jong
et collegues ont proposé une approximation de cette extension, mieux adaptée a 'analyse
algorithmique de ces systemes [22, 69, 70]. Le travail présenté ici reprend ces travaux.
L’aspect hybride, continu et discret, du fonctionnement de ces réseaux & également sus-
cité lintérét de chercheurs dans les communautés des systemes hybrides [29, 97] et de la
biologie des systemes [161].

Dans ce chapitre, nous introduisons également un exemple de réseau de régulation
génique simple qui nous servira a illustrer tous les concepts introduits dans cette partie.
La méthode d’analyse qualitative de modeles LPM proposée sera alors développée au
chapitre suivant.

3.1 Modélisation par un systeme d’équations différentielles
LPM

3.1.1 Exemple : réseau d’inhibition réciproque

Considérons le réseau d’inhibition réciproque représenté figure 3.1. Les genes a et b
codent les protéines A et B, qui contrélent I'expression des genes. Plus précisément, la pro-
téine B inhibe I'expression du gene a lorsqu’elle est présente en concentration supérieure a
un certain seuil, tandis que la protéine A inhibe I’expression du gene b lorsqu’elle est pré-
sente en concentration supérieure a un premier seuil, et I’expression de son propre gene, en
concentration supérieure a un second seuil, plus élevé. La dégradation des protéines n’est
pas régulée. Tout en étant simple, ce réseau d’inhibition réciproque est un composant élé-
mentaire des réseaux réels plus complexes et nous permet d’analyser quelques phénomenes
caractéristiques de la différenciation cellulaire [168, 186, 214].

Bien que les contextes soient tres différents, nous pouvons noter certaines similarités
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entre le fonctionnement de ce systeme et celui du systeme a deux réservoirs présenté dans
la partie précédente (section 2.1.2). Dans les deux cas, le dépassement d’une certaine
valeur seuil pour une variable cause l'arrét d’un processus qui tend a faire augmenter
I’autre variable. Le réseau de régulation génique représenté figure 3.1 et le systéme a deux
réservoirs présenté dans la partie précédente sont deux exemples de systemes d’inhibition
réciproque.

T — A Synthese de la protéine A,
a codée par le gene a
Inhibition de I'expression
génique
I |
a b

FiGc. 3.1 — Exemple d’un réseau d’inhibition réciproque. Ce réseau simple est composé de
deux genes (a et b), codant chacun une protéine régulatrice (A et B).

3.1.2 Systemes LPM avec fonctions en escalier

La dynamique des réseaux de régulation génique peut étre représentée par une classe
d’équations différentielles linéaires par morceaux dont la forme générale est la suivante
[99, 163, 214] :

& = h(z) = f(z) - g(x), (3.1)

oux = (x1,...,2,) € Q est un vecteur de concentrations de protéines, f = (f1,..., fa)’,
g = diag(g1,...,9n), et Q C RZ, est I'espace d’état, correspondant a une boite de dimen-
sion n. Q) est également appelé espace des phases. Le taux de variation de chaque concen-
tration protéique x;, i € {1,...,n}, est ainsi défini comme la différence entre le taux de
synthese f;(x) et le taux de dégradation g;(x) x; de la protéine. Ces modeles peuvent étre
facilement étendus afin de prendre en compte des variables d’entrées u = (uq,...,up)’,
représentant la concentration de protéines et de petites molécules dont la synthese et la
dégradation sont régulées a l'extérieur du systeme [70].

La fonction f; : @ — R>( décrit comment le taux de synthese de la protéine codée
par le gene ¢ dépend de la concentration & des protéines de la cellule. Plus précisément,
la fonction f; est définie par

fil@) = wlbi(a), (3:2)

lel;

oll lié > () est un parametre de taux de synthese, bﬁ- : 2 — {0, 1} une fonction de régulation
constante par morceaux, et L; un ensemble, éventuellement vide, d’indices de fonctions
de régulation. La fonction g; décrit la régulation de la dégradation de la protéine. Elle est
définie de maniére analogue a f;, hormis le fait que g; doit étre strictement positive. De
plus, afin de distinguer les parametres de taux de dégradation des parametres de taux de
synthese, on notera les premiers v plutot que k. Une conséquence directe de ces définitions
est que h est une fonction linéaire par morceau.

Une fonction de régulation décrit les conditions sous lesquelles la protéine codée par
le géne i est synthétisée (ou dégradée) a un taux sl (ou 7} ;). Elle est définie a l'aide
de fonctions en escalier et constitue 1’équivalent arithmétique d’une fonction booléenne
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exprimant la logique de la régulation génique [99, 163, 214]. Plus précisément, les conditions

de synthese ou de dégradation de la protéine sont exprimées a ’aide des fonctions en
+ g -

escalier s, s
sT(x;,0;) = L, sizj>0;, et s (1;,0;) =1—s"(x;,0;) (3.3)
I 0, si z; <0, 7 a0
ou x; est une composante du vecteur de concentrations x et 6; un parametre représentant
un seuil de concentration. Trois vecteurs, k = (. ..,/{f",...), v=(..,7..) et 6 =

(... ,Hﬁi, ...), représentent les valeurs des parametres.
Les équations d’état modélisant le réseau d’inhibition réciproque de la figure 3.1 sont

les suivantes :

Tq = KqS (Zq, 9(21) s~ (xp, 0p) — Ya Ta, (3.4)

iy = Kp S (Ta,05) — Vb b,

o1 ! et 62 représentent les concentrations seuils de la protéine A, avec 6 < 62, et 6y,
la concentration seuil de la protéine B. Afin de faciliter I’exposition de la méthode, nous
supposerons temporairement (jusqu’a la section 4.3) que les parametres ont les valeurs
suivantes : k, = 18, Ky = 7, a4 = 2, 7 = 1, 0 = 4, 62 = 8, 0, = 4, mazr, = 12 et
mazp = 8, ol mazx, et maxy représentent les concentrations maximales des protéines A et
B, respectivement.

L’équation (3.5) décrit le taux de variation de la concentration de la protéine B. Ainsi,
la protéine B est produite (& un taux kp) si s~ (74,0) = 1, c’est-a-dire, si x4, la concen-
tration de la protéine A, est inférieure au seuil #}. La protéine B est dégradée & un taux
proportionnel & sa propre concentration (7, > 0 est une constante). L’équation (3.4) sti-
pule que la protéine A est produite (& un taux k), si la concentration de la protéine A est
inférieure au seuil 02 (s~ (z4,02) = 1) et xp, la concentration de la protéine B est inférieure
a 0y (s~ (zp,0p) = 1). La protéine A est également dégradée a un taux proportionnel a sa
propre concentration.

Il est & noter que nous aurions pu définir le systeme (3.4)-(3.5) sous la forme d’un auto-
mate hybride, de fagon analogue a ce que nous avons fait pour le systéeme a deux réservoirs
dans la partie précédente. Toutefois, la notation proposée ici est plus compacte, puisqu’il
n’est pas nécessaire d’énumérer pour tous les états discrets, la dynamique du systeme et
les invariants. Egalement, comme nous allons le voir dans la section suivante, cette formu-
lation facilite le traitement des problemes liés a l'utilisation d’équations différentielles a
second membre discontinu. Nous avons rencontré un cas particulier de ce probleme dans
la section 2.1.2 pour le systeme a deux réservoirs.

3.2 Solutions de systemes d’équations différentielles LPM

Les équations différentielles présentées ci-dessus contiennent des fonctions en escalier
s*(x;,0;) qui sont discontinues au point z; = ;. Ainsi, le second membre h de (3.1) peut
présenter des discontinuités dans I'union des hyperplans de seuil,

0= U {zeQla =0/},
ie{l,...,n},lie{l,...,pi}
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ol p; représente le nombre de seuils de concentration de la protéine codée par le gene
1. Ces discontinuités posent des probléemes non triviaux pour 'analyse du systéme. Afin
d’apporter une solution a ces problemes, nous utilisons une approche souvent utilisée en
théorie du contrdle et proposée originellement par Filippov [87]. Elle consiste a étendre
I’équation différentielle

=h(z), e Q\O, (3.6)

ou h est continue par morceaux sur 2, et dont les points de discontinuités sont dans ©,
en 'inclusion différentielle

z € K(xz), avec K(x) = @({y_)y:r,r?lﬂ@ h(y)}), x € Q, (3.7)

ou ¢o(P) représente le plus petit ensemble convexe fermé contenant I’ensemble P, et
{limy .z yge h(y)} représente I'ensemble de toutes les valeurs limites de h(y), pour y ¢ ©
et y — «. L’utilisation de cette approche pour ’analyse de modeles linéaires par morceaux
de réseaux de régulation génique a été récemment proposée par Gouzé et Sari [105].

En pratique, le plus petit ensemble convexe fermé K (x) peut étre difficile a calculer
car K(x) peut étre un polyedre complexe dans €. Aussi, nous utilisons une extension
différente de l'equation différentielle (3.6),

& € H(x), avec H(xz) = @({ng%g@ h(y)}), z € Q, (3.8)

ou rect(P) représente le plus petit ensemble hyperrectangulaire contenant I'ensemble P
[70]. Notons tout d’abord, que H (x) est une surapproximation de K (x), pour tout € .
Egalement, en utilisant rect, il est possible d’exprimer H(x) comme le produit de ses
composantes, i.e. H(x) = Hi(x) X ... x Hp(x). Ainsi, U'inclusion différentielle (3.8) peut
étre réécrite comme le systeme d’inclusions différentielles &; € H;(x), i € {1,...,n}.
Cette propriété est tres importante pour le développement d’algorithmes efficaces, car elle
permet d’analyser la dynamique du systéme dans chaque dimension séparément.

Formellement, nous définissons le systeme LPM ¥ comme le triplet (2,0, H), ou 2
est 'espace des phases de dimension n, © est I'union des hyperplans de seuil et H la
fonction définie en (3.8). Les solutions d’un systeme LPM sont les solutions de I'inclusion
différentielle associée, (3.8).

Définition 11 (Solution d’une inclusion différentielle). Une solution de I'inclusion diffé-
rentielle (3.8) sur un interval de temps I est une fonction absolument continue () telle
que

&(t) € H(E(t)), presque partout sur I, (3.9)

ou « presque partout sur I » signifie partout sur I, excepté sur un ensemble de mesure
nulle.

Cette définition de solution nous invite a considérer différents cas. Si a 'instant ¢ une
solution & est dans une région de ’espace des phases ou h est continue, c¢’est-a-dire, si
£(t) € Q\ O, alors H(£(t)) = {h(£(t))}, et & est dérivable et satisfait €(t) = h(£(t)). Si
dans une dimension i, i € {1,...,n}, & atteint ou quitte une valeur seuil 05‘ a l'instant ¢,
la solution & peut ne pas étre dérivable, et par conséquent, on peut ne pas avoir E(t) €
H(&(t)). Enfin, si a linstant ¢ une solution glisse le long d’une surface de discontinuité, &
est dérivable et £(t) € H(&(t)).
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Pour tout @y € Q et 7 € Ry U {00}, Ex(xo, 7) représente 'ensemble des solutions &
du systeme LPM ¥ pour la condition initiale £(0) = x¢ et sur U'intervalle de temps [0, 7],
si 7 est fini, ou [0, 00), sinon.! L’existence d’au moins une solution £ sur un intervalle de
temps [0, 7], 7 > 0, pour la condition initiale £(0) = x( est garantie, pour tout xy € 2
[87]. Toutefois, il n’y a en général pas de solution unique. On définit I'ensemble Zy =
Uz,ea.r>0 Ex(o,7) comme l'ensemble de toutes les solutions du systeme LPM X sur
un intervalle de temps fini ou infini. Nous restreindrons notre analyse & ’ensemble des
solutions dans =y, qui atteignent ou quittent un hyperplan de seuil un nombre fini de fois.

Dans le chapitre suivant, nous développons une méthode bien adaptée a ’absence, ou
a la rareté, des données quantitatives sur les parameétres du modele et les concentrations
moléculaires. Cette méthode permet l'analyse symbolique des modeles LPM, en exploi-
tant leur forme mathématique simple et des informations qualitatives sur les valeurs des
parametres qui peuvent habituellement étre déduites de la littérature expérimentale

'Nous dirons par la suite, par un abus de terminologie, que € est une solution de ¥ sur [0,7], T €
R>0 U {OO}
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4 Analyse symbolique par
abstraction qualitative

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode d’analyse qualitative et symbolique
de modeles LPM. Nous débutons par une analyse mathématique de la dynamique des
systemes LPM qui exploite le fait que ces systemes se comportent localement de fagon tres
simple. Plus précisément, nous proposons une partition de I’espace des phases en régions
dans lesquelles la dynamique du systeéme est qualitativement identique (section 4.1), puis
nous utilisons une abstraction qualitative pour définir une représentation discrete de la
dynamique, sous la forme d’un systeéme de transitions LPM qualitatif (section 4.2). Nous
montrons a la section 4.3 que ce systeme de transitions LPM qualitatif est invarient pour de
larges gammes de valeurs de parametres, définies par une classe de contraintes d’inégalité.
Tous les modeles LPM correspondant satisfont donc les mémes propriétés qualitatives.
Cela nous conduit & I'introduction de la notion de modele qualitatif. Enfin, nous montrons
dans la section 4.4 comment calculer de facon symbolique le systeme de transitions LPM
qualitatif correspondant & un modele qualitatif.

La méthode présentée ici reprend, reformule, et étend la méthode proposée par de Jong
et al. [70]. Le principe de I’analyse qualitative de modeles LPM est conservé. Toutefois, afin
de réexploiter les travaux ayant tres clairement établi un lien entre 'analyse des systemes
hybrides et le model checking, la méthode est reformulée dans un formalisme inspiré de la
théorie des systemes hybrides. Egalement, nous proposons un raffinement de la méthode
proposée par de Jong et al. [70], qui permet d’obtenir une description plus précise de 1’état
du systeme, nécessaire a la comparaison non ambigué entre les prédictions obtenues et les
données expérimentales.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait ’'objet de la publication [25].

4.1 Analyse mathématique des systemes LPM et partition
de ’espace des phases

Dans cette section, nous introduisons une partition de ’espace d’état, également appelé
espace des phases, en régions dans lesquelles le comportement du systeme est qualitati-
vement identique. Cette partition sert de base a ’abstraction discrete qui sera introduite
dans la section 4.2. Plus précisément, nous introduisons successivement deux partitions, la
premiere (section 4.1.1) servant & définir la seconde (section 4.1.3), plus fine et préservant
des propriétés plus fortes sur la dynamique du systeme.

4.1.1 Partition en domaines de mode

Considérons 'espace des phases de dimension n, & = Q; x ... x Qp, ou Q; = {z; €
R |0 < z; < maz;} et maz; représente la concentration maximale de la protéine codée
par le géne 4, i € {1,...,n}. Les hyperplans de seuils {x € Q | z; = 9?}, ie{l,...,n},
l; €{1,...,pi}, de dimension n—1, partitionnent ’espace des phases {2 en régions hyper-
rectangulaires. Etant donné que dans chacune de ces régions la régulation des genes est
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identique (section 4.1.2), nous dirons que chaque région correspond & un certain mode de
régulation. Nous appellerons ces régions, des domaines de mode.

Définition 12 (Domaines de mode). L’ensemble des domaines de mode, M, est I’ensemble
des régions hyperrectangulaires M = M; x ... x M,, C €, telles que pour chaque i €
{1,...,n}, M; satisfait 'une des équations suivantes :

M; ={z; € Q| 0<2; <0},
M; = {z; € Q| x; = 06}},

M, = {.%Z S Qi | xr; = 951},
M; = {xz € Q; | 9?’ <x; < maa:i}.

La figure 4.1 montre la partition en domaines de mode de l'espace des phases de
dimension 2 correspondant au réseau d’inhibition réciproque représenté figure 3.1. Nous
distinguerons les domaines de mode dits singuliers, qui, comme M* et M?, sont localisés
dans ('intersection) des plans de seuils, des domaines de mode dits réguliers, qui, comme
M1, ne le sont pas. Les ensembles des domaines de mode réguliers et singuliers sont notés
respectivement M, et M.
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FiG. 4.1 — Partition en domaines de mode de I’espace des phases correspondant au réseau
d’inhibition réciproque représenté figure 3.1.

Afin de préparer 'analyse des propriétés dynamiques des systemes LPM, nous intro-
duisons quelques concepts topologiques simple. A chaque région hyperrectangulaire R C €2
de dimension k, k € {1,...,n}, est associé I'hyperplan support de R, supp(R) C Q, défini
comme 'hyperplan de dimension k contenant R. La frontiére de R dans supp(R), OR, est
définie comme ’ensemble des points x € supp(R), tels que chaque boule B(x, €), de centre
x et de rayon € > 0 intersecte a la fois avec R et supp(R) \ R. Enfin, pour tout domaine
de mode singulier M, R(M) est défini comme ’ensemble des domaines de mode réguliers
M' ayant M dans leur frontiere.

RM)={M"e M, | M CoM'}, M e Ms,.

Afin d’illustrer ces concepts sur quelques exemples, considérons & nouveau la partition
de I'espace des phases représentée figure 4.1. On a supp(M') = Q, supp(M?) = {x € Q |
Tq = 0L}, et supp(M7) = {x € Q | x4 = 0} et 2, = 0} = M". Egalement, la frontiere
de M? dans supp(M?) correspond & M7, et celle de M' dans supp(M*'), & I'union des
domaines M?, MS et M. Enfin, on a R(M?) = {M*', M3}, R(MS) = {M*', M} et
R(MT) = {M*, M3, M, M3},
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4.1.2 Analyse de la dynamique dans les domaines de mode
Analyse dans les domaines réguliers

Dans chaque domaine de mode régulier, les fonctions bé de I’équation (3.2) prennent
une valeur constante, de telle sorte que les fonctions f; et g; se réduisent & une somme
de constantes. Plus précisément, pour chaque domaine de mode régulier M, on a, pour
tout € € M, f(x) = uM et g(z) = v, avec pM = (M, ... M) > 0 et VM =
diag(y{” e Vy ) > 0. Nous pouvons alors proposer une écriture plus simple de H(x) =
rect({limy_.z ygo h(y)}) définissant l'inclusion différentielle (3.8). Etant donné que la
fonction h est continue dans M, les valeurs des limites de h en x sont toutes égales a
h(x). Par conséquent, I'ensemble {limy .z yge h(y)} est un singleton et vaut {h(x)} ou
encore {pu™ — vM g}, L’inclusion différentielle (3.8) se simplifie en :

& € H(z), avec H(x) = {p™ —vMx}, zc M, M e M,. (4.1)

Naturellement, nous retrouvons dans ce cas régulier I’équation différentielle originale
(3.1). A chaque domaine de mode régulier, M, est associé un ensemble focal, V(M) tel
que toutes les solutions & dans M convergent monotoniquement vers W (M) [98, 184, 200].

Définition 13 (Ensemble focal : cas régulier). L’ensemble focal W (M) associé au domaine
de mode régulier M est {1 (M)}, ou ¥ (M) est appelé le point focal, défini par (M) =
M)t

Nous faisons I’hypothese générique que les ensembles focaux des domaines de mode
réguliers ne sont pas situés dans ©, 'union des plans de seuils.

Hypotheése 1. Pour tout M € M,, i€ {1,...,n} et [; € {1,...,p;}, on a uM /M # 051

Nous supposons de plus que pour tout M € M,, et i € {1,...,n}, on ait pM/vM <
mazx;, ce qui garantit que toute solution & € Zy reste dans 2. On peut montrer que si
(M) € M, alors toutes les solutions dans M approchent asymptotiquement (M), qui
est alors un point d’équilibre asymptotiquement stable du systéme. Dans le cas contraire,
(M) ¢ M, et toutes les solutions quitteront M apres un certain temps [98, 184, 200].

Afin d’illustrer ces concepts, considérons le domaine de mode régulier M, représenté
figure 4.2. En tout point & de M, T'equation (3.5) se simplifie en i, = kp — 75 1p,
puisque s~ (74,0}) = 1. De méme, l'equation (3.4) devient i, = —7,z4. Alors, avec
pM = (0, ky) et LM = diag(ya, 1), Uensemble focal associé a M1, U(M'1), est donné
par {p(M)}, o ¥(MM) = (0,kp/7). Avec les valeurs de parametres données a la
section 3.1.2, (M) € M (figure 4.2(a)), et toutes les solutions dans M'! convergent
monotoniquement vers le point d’équilibre (M), comme illustré figure 4.2(b).

En général, des domaines de mode réguliers différents ont des ensembles focaux dif-
férents. Par exemple, W(M?') = {(ka/YVa, k6/7)'}. Les ensembles focaux des domaines de
mode réguliers correspondant au systeme LPM (3.4)-(3.5) sont représentés figure 4.3.

Analyse dans les domaines singuliers

Dans un domaine de mode singulier, la dynamique du systeme, définie par H(x) =
rect({limy .z, ygo h(y)}), dépend de la dynamique dans les domaines de R(M). Effecti-
vement, dans la définition de H(x), y — x et y ¢ O implique que y est situé dans un

'Dans des travaux précédents, les ensembles focaux ont également été appelés ensembles d’équilibres
cibles [67, 69, 70].
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FIG. 4.2 — Analyse du systeme LPM (3.4)-(3.5) dans le domaine de mode régulier M!! :
(a) ensemble focal et (b) direction du flot.
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FiG. 4.3 — Ensembles focaux des domaines de mode réguliers correspondant au systeme
LPM (3.4)-(3.5) (M* représente M>, M3 et M1?).

domaine M’, régulier et ayant x dans sa frontiere, c’est-a-dire tel que y € M’ € R(M).
On déduit alors de la continuité de h dans les domaines de mode réguliers que I'inclusion
différentielle (3.8) se simplifie en

& € H(x), with H(z) = rect({p™ —vMax | M € R(M)}), we M ,MecM, (42

Comme dans le cas régulier, on associe a chaque domaine de mode singulier un ensemble
focal [70, 105].

Définition 14 (Ensemble focal : cas singulier). L’ensemble focal associé au domaine de
mode singulier M est U(M) = supp(M) N rect({yp(M') | M’ € R(M)}).

Nous distinguons deux cas, selon si ¥(M) est ’ensemble vide ou pas. Si W(M) = 0,
toutes les solutions passant par M le traversent instantanément [70, 105]. M est alors
appelé un domaine de mode instantané. Si W(M ) n’est pas vide, alors certaines (mais pas
nécessairement toutes) solutions restent dans M un certain temps, glissant le long d’hyper-
plans de seuil [70, 105]. Les domaines de mode non-instantanés, réguliers et singuliers, sont
appelés persistants. L’ensemble des domaines de mode persistant est noté M eps : Mpers =
{M e M | ¥(M) # 0}. Notons que pour tout M € Myers, (M) est hyperrectangulaire
et peut étre écrit comme le produit de ses composantes : W(M) = W (M) x ... x U, (M).

Dans [70], il a également été prouvé que toutes les solutions dans un domaine de mode
persistant M, convergent vers ’ensemble focal, ¥(M). Comme dans le cas régulier, la
convergence vers WU(M) des solutions dans M, M € My, est monotone, mais dans un
sens faible : & converge monotoniquement vers W;(M) pour tout i € {1,...,n} tel que
&i(0) ¢ W;(M) (voir [44] et lemme 1 dans 'annexe A). De plus, si ¥(M)NM n’est pas vide,
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certaines solutions dans M atteignent ou approchent asymptotiquement W(M) N M, qui
est un ensemble de points d’équilibre du systeme. Dans le cas particulier ou W(M) C M,
toutes les solutions dans M atteignent ou approchent asymptotiquement W(M). Si, au
contraire, U(M) N M = 0, alors toutes les solutions quitteront M. Précisons que ces
propriétés sont valables pour les solutions dans M, ou par « solutions dans M », nous
entendons « solutions restant dans M plus longtemps qu’'un seul instant ».
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FIG. 4.4 — Analyse du systeme LPM (3.4)-(3.5) dans le domaine de mode singulier M* :
(a) ensemble focal et (b) direction du flot.

Pour déterminer I’ensemble focal du domaine de mode singulier M* de notre exemple,
nous appliquons la définition 14 (figure 4.4). L’hyperplan support de M*, supp(M*?) est
{x € Q| x, = 0%}. Egalement, avec R(M*) = {M3, M>}, I'ensemble rect({p(M') | M’ €
R(M*)}) est égal & {zx € Q| 0 < x4 < Ka/va et 7, = 0}. Donc, U(M*) = supp(M*) N
rect({p(M') | M' € R(M*)}) est égal & {(62,0)'} (figure 4.4(a)). Puisque ¥(M*) n’est pas
vide, M* est persistant, et les solutions dans M*, glissant le long de I’hyperplan de seuil 62,
convergent vers W(M*) (figure 4.4(b)). De plus, puisque ¥(M*) C M*, toutes les solutions
dans M* atteignent U(M*), pour t — oo, qui est un point d’équilibre. Une analyse similaire
peut étre faite pour le domaine de mode singulier M!'2. Avec R(M'?) = { M, M3}, nous
obtenons rect({p(M') | M’ € R(IM™)}) = {x € Q| 2, =0, 0 < z < Kp/}. Et
puisque supp(M'?) = {x € Q| z, = 01}, nous en déduisons que W(M'2) est vide. M2 est
donc un domaine de mode instantané : toutes les solutions arrivant en M'? le traversent
instantanément.

Nécessité d’un raffinement

En résumé, les résultats présentés ci-dessus montrent (1) qu’il est possible d’étendre la
définition des modeéles LPM a I’ensemble de ’espace des phases d’une maniére systématique
et mathématiquement correcte a I’aide d’inclusions différentielles et (2) qu’il est possible de
caractériser de facon relativement simple la dynamique locale des systemes LPM, puisqu’a
chaque domaine de mode est associé un ensemble focal vers lequel le systeme converge de
maniere monotone, au sens classique pour les domaines réguliers, et avec un sens faible
pour les domaines singuliers. Il est alors possible de connaitre la dynamique globale des
systemes LPM, souvent tres complexe, en juxtaposant les dynamiques locales. Une esquisse
du flot dans ’espace des phases de notre exemple est présentée figure 4.5.

C’est sur cette analyse que reposent les travaux précédents [70] et l'implémentation
actuelle de l'outil Genetic Network Analyzer (version 5.5) [68]. Toutefois, les prédictions
obtenues par cette méthode ne sont pas adaptées aux comparaisons avec les données ex-
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F1a. 4.5 — Portrait de phase global correspondant au systeme LPM (3.4)-(3.5). Le flot est
représenté dans chaque domaine de mode persistant. Les points d’équilibres sont repré-
sentés par le symbole e.

périmentales, nécessaires pour tester la validité des modeles. Effectivement, les donnés
expérimentales disponibles donnent des informations sur les sens de variation des concen-
trations des protéines, c’est-a-dire sur le signe des dérivées des solutions du systeme LPM.
Or, il n’est pas toujours possible de caractériser sans ambiguité les signes des dérivées des
solutions dans les domaines de mode. C’est notamment le cas pour M'!, dans la dimen-
sion de z3, pour notre exemple (figure 4.2(b)). Effectivement, le signe de la dérivée dans
la dimension de z; des solutions passant par un point  de M dépend de la position de
@ par rapport a 'hyperplan {x € Q | 2, = kp/ 7}

Afin d’apporter une solution & ce probléeme, nous proposons d’utiliser une partition
plus fine de ’espace des phases en domaines dans lequel la dynamique du systeme est
qualitativement identique, au sens ou les signes des dérivées des solutions sont invariants
dans tout le domaine. Ces domaines sont appelés des domaines de flot. La définition et la
caractérisation de ces domaines de flot fait 'objet des deux sections suivantes.

4.1.3 Partition en domaines de flot

Les domaines de flot, dans lesquels les signes des dérivées des solutions sont invariants,
sont obtenus en repartitionnant les domaines de mode selon des hyperplans d’isocline nulle,
i.e. tels que 0 € H;(x). Comme précédemment, nous distinguons selon si le domaine de
mode est régulier ou singulier.

Partition des domaines de mode réguliers

Considérons un domaine de mode régulier M. M est partitionné en domaines de flot
par les hyperplans de dimension n—1 définis par {x € Q | z; = ¢;(M)}, i € {1,...,n}.
Plus précisément, M est divisé dans la dimension x; si et seulement si 'hyperplan {x €
Q| z; = ¥;(M)} intersecte avec M, c’est-a-dire, si et seulement si 1;(M) € M,;.

Définition 15 (Domaines de flot : cas régulier). L’ensemble des domaines de flot, DM,
associé au domaine de mode régulier M est ’ensemble des régions hyperrectangulaires non
vides D = Dy x ... x D, C M, telles que pour tout ¢ € {1,...,n}:
— si 1/}7,(M) g Mi, alors Dl = Mi,
— sinon, D; satisfait I'une des équations suivantes :
D, = {l’l € M; | x; < 1/}l(M)},
D; = {z; € M; | z; = ¢;(M)},
D; ={x; € M; | ¢i(M) < z;}.
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La partition des domaines de mode réguliers M! et M'! est représentée figure 4.6.
D’aprés la définition 15, M* n’est divisé ni dans la dimension x, (1, (M) ¢ ML), ni dans
la dimension xy, (1(M*) & M), comme représenté figure 4.6(a). Ainsi un seul domaine de
flot, D11, correspond au domaine de mode M, avec D! = M* (figure 4.6(c)). La partition
de M1, représentée figure 4.6(b), est plus intéressante. Puisque ¢, (M11) € MM, M est
divisé en trois ensembles : {z, € MM | z, < (M)}, {zp € MM | 2, = (M)}
et {zp € MM | ¢p(M) < z3}. De fagon similaire, M}! est divisé en deux ensembles :
{xy € MM | 24 = o(MN)} et {2, € M | o (M) < 2,}. Par conséquent, M est

partitionné en 2 x 3 = 6 domaines de flot, D11, ... D6 représentés figure 4.6(d).
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FIG. 4.6 — Partition des domaines de mode réguliers M et M.

Partition des domaines de mode singuliers

Considérons un domaine de flot singulier M. M est partitionné en domaines de flot
par les hyperplans de dimension n—1, définis par {x € Q | z; = ;(M")}, M’ € R(M),
i € {1,...,n}. Plus précisément, nous définissons ’ensemble des concentrations focales qui
partitionnent M dans la dimension x;, A;(M), comme

N(M) = {p;(M) e M; | M' € R(M)}, ie{l,...,n}.

Nous notons A}, ..., A% les éléments de A;(M), ordonnés tels que A} < ... < A\¥. Ainsi M
est divisé dans la dimension x; si et seulement si M; n’est pas un singleton et A;(M) # ()
c’est-a-dire, si et seulement si au moins un des hyperplans {x € Q | z; = ;(M")},
M’ € R(M), intersecte avec M.

Définition 16 (Domains de flot : cas singulier). L’ensemble des domaines de flot, DM,
associé au domaine de mode singulier M est I’ensemble des régions hyperrectangulaires
non vides D = Dy x ... x D, C M, telles que pour tout i € {1,...,n} :

— si M; est un singleton ou A;(M) = 0, alors D; = M;,
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— sinon, A;(M) = {A\},...,A¥} et D; satisfait I'une des équations suivantes :
D;, = {xz € M; ‘ Z; <)\%},
D; = {z; € M; | A} < 2 < M2},
D
D

i = {xi € M; | Ti = MY,
i = {ZEZ € M; ‘ )\gl <x,~}.
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F1G. 4.7 — Partition des domaines de mode singuliers M* et M12.

La partition du domaine de mode singulier M* est représentée figure 4.7(a). Avec
R(M*) = {M3, M®} et yy(M3) = p(M®) = 0 € M}, on a Ap(M*) = {0}. Alors, étant
donné que M2 est un singleton, on déduit de la définition 16 que M* est partitionné
en deux domaines de flot : D*! et D*? (figure 4.7(c)). La partition du domaine de mode
singulier M12 est représentée figure 4.7(b). Avec R(M'2) = { M, M3}, (M) = Ky /7y
et (M) =0, on a Apy(M'2) = {ky/v}. Alors, étant donné que M2 est un singleton,
on déduit de la définition 16 que M'? est partitionné en trois domaines de flot : D21,
D22 et D'23 (figure 4.7(d)).

L’ensemble des domaines de flot, D, est I'union de tous les domaines de flot obtenus
en partitionnant les domaines de mode :

D= U DM,

D est une partition de I'espace des phases €. Par définition, chaque domaine de flot est
inclus dans un unique domaine de mode. On appelle mode la fonction de D vers M qui
représente cette application surjective : mode(D) = M, si et seulement si D C M. Les
concepts de domaines instantanés et persistant peuvent étre naturellement étendus aux
domaines de flot : Dpers = {D | mode(D) € Myers}. De facon analogue, on introduit la
fonction flot de €2 vers D qui représente 'application surjective qui associe un point de
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l’espace des phases au domaine de flot qui le contient : flot(x) = D, si et seulement si
xeD.

La partition D de l'espace des phases correspondant au systeme LPM (3.4)-(3.5) est
composée de 27 domaines de flot, D! ... D51 D est représentée figure 4.8. On a par
exemple, mode(D''') = M! et mode(D*') = mode(D?*?) = M?. D', D1 . DIL6
sont des domaines de flot persistants alors que D'>1, D122 D123 gont instantanés.
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FiG. 4.8 — Partition en domaines de flot de ’espace des phases correspondant au réseau
représenté figure 3.1.

4.1.4 Analyse de la dynamique dans les domaines de flot

Dans cette section, nous introduisons la notion de pattern de signes des dérivées, ca-
ractérisant qualitativement les dérivées des solutions en un point, et nous montrons que
ce pattern est identique pour tout point d’'un domaine de flot.

Considérons un point  d’'un domaine de flot D € D et I’ensemble des solutions &€ € =x;
dans D passant en . On note S(z) € 2{-101" le pattern de signes des dérivées en x,
c’est-a-dire I’ensemble des vecteurs de signes des dérivées de ces solutions en .

Définition 17 (Pattern de signes des dérivées). Le pattern de signes des dérivées en x,
S(x), est défini comme :

S(x) = {sign(&(t,)) | € € Ex dans D, £(t,) = x, et £(t,) € H(E(t,))}

S(x) décrit de fagon qualitative la dynamique du systéme au point x. Puisque nous
utilisons des inclusions différentielles, il peut y avoir des solutions de > qui passent en
un point x avec des dérivées différentes, voire avec des signes de dérivées différents. Par
conséquent, S(x) peut en toute généralité ne pas étre un singleton. Ce cas ne se produit
pas pour notre exemple de réseau d’inhibition réciproque.

Notons également que cette définition ne prend pas en compte les solutions de X
qui traversent D instantanément, ou qui ne satisfont pas (3.8) en x. En particulier, si
@ est dans un domaine de flot instantané D, alors S(x) est vide, puisque par définition
des domaines instantanés, toutes les solutions traversent D instantanément. Comme pour
H(x), il est possible d’écrire S(x) comme le produit de ses composantes si S(x) n’est pas
vide : S(x) = Si(x) X ... x Sp(x). Si(x) € 2-101} déerit la dynamique au point & dans
la dimension de z;, i € {1,...,n}.

Afin d’illustrer cette notion, considérons le domaine de flot D' représenté figure 4.8.
Toutes les solutions dans D4 sont strictement décroissantes dans la dimension de x,
et constantes dans la dimension de zp, puisqu’elles convergent monotoniquement vers
I'ensemble focal ¥(mode(D14)) = ¥(M1!Y) (figure 4.6(b)). Donc, pour tout & € D4,
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S(x) = {(~1,0)'}. Puisque D'?! est un domaine de flot instantané, toutes les solutions
traversent D2 instantanément, de telle sorte que pour tout & € D'*! S(x) = 0.

Le théoreme suivant montre que tous les points d’'un domaine de flot ont le méme
pattern de signes de dérivées. Exprimé différemment, le théoréeme 4 prouve que D est une
partition de € qui divise I’espace des phases en régions dans lesquelles la dynamique est
qualitativement identique, au sens ou le pattern de signes de dérivées est identique partout.
Il justifie la terminologie « domaine de flot ».

Théoréme 4 (Dynamique qualitativement identique dans les domaines de flot).
Pour tout D € D et pour tout , ' € D, S(x) = S(z').

Démonstration. Soient D un domaine de flot, et et ' deux points dans D. Si D est un
domaine de flot instantané, aucune solution ne reste dans D. Par conséquent, I’ensemble
des solutions £ € 2y, dans D et passant en x est vide, et d’apres la définition 17, S(x) = 0.
Par le méme raisonnement, on déduit que S(z’) = 0.

Si D n’est pas un domaine de flot instantané, alors D est persistant. Soient £ € Zyx, et
ty > 0 tels que £ est une solution dans D vérifiant £(t,) = x et £(t,) € H(&(t,)). Premié-
rement, considérons le cas ou D; est un singleton, i € {1,...,n}. On a alors nécessairement
&i(ty) = 0, puisque & est dérivable en t, et reste constante dans D;, et donc, S;(x) = {0}.
Par le méme raisonnement, on déduit que S;(’) = {0}. Supposons maintenant que D;
n’est pas réduit & un singleton, et que &(t,) > 0 (les cas & (t;) = 0 et &(t;) < 0 sont
similaires). On montre que &(t,) € H(&(t,)) et &(t,) > 0 impliquent I’existence dun cer-
tain ¥ € ¥(mode(D)) tel que ¥; — &;(tz) > 0 (voir (4.1) et la définition 13 si mode(D) est
régulier, et (4.2) et la définition 14 si mode(D) est singulier). Plus précisément, il existe
un certain ¢ € ¥(mode(D)) N supp(D) satisfaisant les conditions ci-dessus, étant donné
que W(mode(D)) est un ensemble hyperrectangulaire et que W(mode(D)) N supp(D) # 0
(puisque D est persistant et d’apres le lemme 1, annexe A). D’apres la définition de la
partition de © en domaines de flot (définitions 15 et 16), on en déduit qu’il existe un cer-
tain ¢’ € WU(mode(D)) N supp(D), éventuellement égal & 1, tel que 1; — x; et ¥, — z; ont
méme signe, ¢’est-a-dire, tel que ¢, — 2z > 0. Alors, en utilisant le lemme 2 (annexe A), on
montre qu’il existe & € Ey, dans mode(D) tel que &'(t},) = &’ pour un certain t;, > 0, et
tel que &/ converge monotoniquement vers ;. Puisque, 9’ € supp(D), &' reste dans D en
convergeant vers 1’. On a de plus £(t,)) > 0. Nous avons donc montré que si 1 € Sj(z),
alors 1 € S;(z’) (définition 17). On démontre de fagon similaire que si s; € S;(x), alors
s; € Si(x'), pour s; € {—1,0}. Nous en concluons donc que S;(x) C S;(x’). Puisque les
roles de x et &’ sont symétriques, nous concluons que S;(x) = S;(x’). [ |

Ce théoreme sert de charniere entre I’analyse mathématique des modeles LPM, faite
dans cette section, et 'analyse algorithmique, présentée dans les sections suivantes. Effec-
tivement, il justifie la partition proposée dans cette section et sert de base a l'utilisation
d’abstraction discrete proposée dans la section suivante.

4.2 Abstraction discrete

Dans cette section, nous utilisons le concept d’abstraction discreéte, introduite originel-
lement dans la communauté du model checking pour les systemes discrets, puis généralisée
aux systemes hybrides (voir section 2.1.4). Cette abstraction discréte produit une descrip-
tion qualitative de la dynamique du systeme dans I’espace des phases. Nous la qualifierons
donc également d’abstraction qualitative.
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Afin d’établir clairement la relation entre le systeme LPM original et le systéme abs-
trait, dit systéme de transitions LPM qualitatif, nous introduisons dans un premier temps
un systeme de transitions continu équivalent, dans un sens défini précisément par la suite,
au systeme LPM original. Puis, le systeme abstrait est défini comme le quotient discret du
systeme de transitions continu, défini & I'aide d’une relation d’équivalence préservant les
propositions. Cette démarche permet de conserver des propriétés intéressantes du systeme
LPM original (sections 2.1.4 et 2.2.3).

4.2.1 Systeme de transitions LPM

A tout systeme LPM 3, nous associons un systeme de transitions continu, »-TS,
défini de telle sorte que X et X-TS aient des propriétés d’atteignabilités équivalentes.
Considérons « € D et ' € D', avec D, D’ € D, deux domaines de flot. S’il existe une
solution & de ¥ passant en x & 'instant 7 et atteignant &’ & I'instant 7/, sans quitter DUD’
pendant 'intervalle de temps [r,7'], alors la continuité absolue de & implique que D et
D’ sont soit identiques, soit contigus. Plus précisément, on a I'un des trois cas suivants :
D=D'DedD' ouD € dD.Par conséquent, nous distinguons trois types de transitions

. . . int 4 5. . . , dim* , . .
continues : interne, notées * — x’, dimension croissante, notées * — x’, et dimension

P . , dim™ . . . .
décroissante, notées £ — x’. Ces deux derniers termes expriment que la dimension du
domaine augmente ou diminue, en allant de D & D’. Cela nous conduit & la définition
suivante :

Définition 18 (Systeme de transitions LPM). Le systeme de transitions LPM associé au
systeme LPM ¥ = (Q, 0, H) est le tuple ¥-TS = (Q, L, II, —, =) ou :
—  est 'espace d’état ou espace des phases.
— L = {int,dim™,dim™} est un ensemble d’étiquettes représentant les trois types de
transitions possibles.
~ II = {Dsign = S | S € 2{-101"} est un ensemble de propositions permettant de
décrire qualitativement la dynamique du systeme.
— — est une relation de transition décrivant ’évolution continue du systéme, définie

par —C Q x L x €, telle que x L %' si et seulement si il existe €=y et T, 7, tels

que 0 <7 <7, &) ==, E(7') = ', et

— si | = int, alors flot(x) = flot(x") et pour tout ¢t € [7,7'], on a &(t) € flot(x),

— sil =dim™, alors flot(x) # flot(x’) et pour tout t € (7,7'], on a &(t) € flot(x’),

~ sil=dim™, alors flot(x) # flot(x") et pour tout ¢t € [1,7'), on a &(t) € flot(x).
— = est la relation de satisfaction des propositions de II, définie par =C Q x I, telle

que x = Dsign = S si et seulement si S = S(x).

La relation de satisfaction = associe & chaque point x de 'espace des phases la des-
cription qualitative de la dynamique en « introduite a la section précédente.

Une séquence de points de , (2°,...,2™), m > 0, est définie comme une exécution
de X-TS si et seulement si une séquence de transitions permet d’atteindre ™ & partir
de x, c’est-a-dire, si et seulement si pour tout i € {0,...,m—1}, il existe | € L tel que
2t L it

Le théoreme suivant montre qu'un systeme LPM X et son systeme de transitions LPM
associé >-T'S ont des propriétés d’atteignabilité équivalentes. La démonstration de la pro-
position est donnée dans ’annexe A.
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Proposition 2 (Atteignabilité équivalente). Pour tout x,x’ € Q, il existe une solution &
de X et 7,7 tels que 0 < 7 < 7/, £(7) = @, et £(7') = @’ si et seulement si il existe une
exécution (x°,...,2™) de X-TS telle que 2° = x et 2™ = ',

Afin d’illustrer ces notions, considérons la solution & du systeme LPM X décrit par
(3.4)-(3.5) représentée figure 4.9(a). £ passe par les points z°, !, x?, et x* aux instants
respectifs 0, 71, 72, et 73. Soit X-TS le systéme de transitions LPM associé a .. D’apres
la définition 18, et puisque x° et ' sont dans le méme domaine de flot, D!, il existe
une transition de type int de ¥ vers x!. Egalement, d’apres la définition 18, et puisque
flot(z') = D1 flot(z?) = D*? et &(t) € DM, pour tout t € [r1,72), il existe une
transition de type dim~ de x! vers 2. De méme, il existe une transition dim~ de
vers 2, et une transition dim* de x? vers 3. La séquence de points (x°, x!, 2, %) est
une exécution de ¥-TS. Enfin, d’apres la convergence monotone vers ¥(mode(D'!)) des
solutions de ¥ dans D!, on peut déduire que S(z') = {(1,1)’}, et donc, en utilisant la
définition 18, que &' = Dsign = {(1,1)’} (voir figure 4.9(b)).

xb1\

max,™ """ """ [ T !
W(mode(D')) 2® = Dsign = {(1,1)'},
" : o 3””.7”3 x' = Dsign = {(1,1)'},
DlAl [J;.Z DS.Qi i m2 ): DSZgn — {}7
mé'}l/\?s \U(mode(D?) ’ f= Dsign = {(1,-1)'}.
0 o 682 maz. 3

(a) (b)

FIG. 4.9 - (a) Exemple d’une trajectoire partant de D! et atteignant D32 en passant
par les points £, x!, z? et x* aux instants respectifs 0, 71, 72 et 73. (b) Relation de
satisfaction pour les points ¥, !, x? et a3.

4.2.2 Systeme de transitions LPM qualitatif

Le systeme de transitions LPM qualitatif est défini a ’aide de la relation d’équivalence,
~qo C Q x Q, induite par la partition D de I'espace des phases : x~qx’ si et seulement si
flot(x) = flot(zx’).

On vérifie simplement que ~q préserve les propositions (section 2.1). Effectivement,
soient = et x’ deux points équivalents, c’est-a-dire deux points d’'un méme domaine de
flot, alors d’apres le théoréeme 4, on a S(z) = S(a’).

Le systeme de transitions LPM qualitatif, ¥-QTS, associé au systéme de transitions
LPM X-TS, est alors défini comme le systeme de transitions quotient de X-TS, étant
donné la relation d’équivalence préservant les propositions ~q (section 2.1). 3-QTS est
une abstraction discrete de X-TS.

Définition 19 (Systeme de transitions LPM qualitatif). Le systeme de transitions LPM
qualitatif associé au systeme de transitions LPM 3-TS = (Q, L,II, —, ) est le tuple
Y-QTS = (2 ngys LIL =) g )-

La proposition 3 découle directement des définitions précédentes.
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Proposition 3 (Systéme de transitions LPM qualitatif).
Soit ¥-QTS = (Q/~g, L, II, =, E~,,) le systeme de transitions LPM qualitatif associé
au systéeme de transitions LPM X-TS = (Q, L, 11, —, ). Alors,
- Q/u, =D.
— —5 C D x L x D, telle que D LNQ D’ si et seulement si il existe € € 2y et 7,7’
tels que 0 <7 <7/, &(7) € D, &(7') € D', et
— si l = int, alors D = D’ et pour tout ¢ € [,7'], on a &(t) € D,
— sil=dim™, alors D # D' et pour tout t € (7,7'], on a £(t) € D/,
— sil=dim~, alors D # D’ et pour tout ¢ € [r,7'), on a £(t) € D.
— E~oC D x 10, telle que D [=~,, Dsign = S si et seulement si pour tout & € D,
S(x)=S.

Démonstration. 3-QTS est défini comme le systeme de transitions quotient de >-TS
par la relation d’équivalence ~q. D’apres la définition 3, X-QTS est alors donné par
(Q/NQ’ L7 H’ —>NQ’ ):NQ)7 Ofl

— Q/ ., est 'espace d’état quotient,

— =g Q) X LXQ/ o, tel que P L, P’ si et seulement si il existe z € P, et @ € P/

tels que = 4 ' et
— Erg 2/, x I tel que P j=-, 7 si et seulement si il existe « € P tel que x |= .
Premierement, /., est égal & D puisque ~q est définie comme la relation d’équiva-
lence sur €2 induite par D, donc la premiere partie de la proposition 3 est vraie. La seconde

partie de la proposition est vraie par définition de x L %' dans ¥-TS (définition 18). Enfin,
par définition, P =~ 7 si et seulement si il existe & € P tel que « |= 7. Plus précisément,
étant donné que 7 est de la forme Dsign = S, P |=~, 7 si et seulement si il existe x € P
tel que S(x) = S (définition 18). On obtient alors immédiatement la derniere partie de la
proposition 3 a ’aide du théoreme 4. |

Contrairement a 3-TS, X-QTS est un systeme de transitions fini, car son espace d’état
D est un ensemble fini. Il s’agit d’une propriété essentielle, parce qu’elle permet de cal-
culer X-QT'S, de le représenter et de ’analyser a 1’aide de techniques de model checking
classiques.

Les transitions étiquetées par dim™ ou dim™ connectent deux domaines de flot diffé-
rents (D # D', d’apres la proposition 3). Elles correspondent donc & une évolution continue
durant laquelle un changement de domaine de flot a lieu. A I'inverse, une transition int est
une boucle, c’est-a-dire une transition d’'un état sur lui-méme, et correspond a une évolu-
tion continue durant laquelle le systeme reste dans un méme domaine de flot. Comme pour
¥-TS, nous définissons toute séquence de domaines de flot (D°,..., D™), m > 0 comme
une exécution de X-QT'S si et seulement si pour tout ¢ € {0,...,m—1}, il existe [ € L tel
que D* LNQ Ditl,

La relation de satisfaction =, associe & chaque domaine de flot D € D, une description
qualitative de la dynamique dans ce domaine. C’est pourquoi, les états de %-QTS sont
également appelés des états qualitatifs, et 2-QTS, une abstraction qualitative de X-TS. De
plus, la relation |=., associe a chaque exécution une description qualitative de 1’évolution
du systeme au cours du temps. Par conséquent, les exécutions de X-QTS sont également
appelées des comportements qualitatifs [67, 69, 70]. 3-QTS peut étre représenté par un
graphe dirigé, G = (D, —~,,), appelé graphe de transitions d’état. Les chemins du graphe
sont des exécutions.
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Considérons a nouveau la situation représenté figure 4.9. L’application de la propo-
sition 3 donne que D! peut étre décrit qualitativement par D! |=., Dsign = {1,1}.
Egalement, d’apres la proposition 3, il existe une transition int sur D', une transition
dim~ de D! vers D?*? et une transition dimt de D?? vers D3?2. Le graphe de tran-
sitions d’état G = (D, —~,,) correspondant au systeme LPM (3.4)-(3.5) est représenté
figure 4.10(a). Afin de faciliter la lisibilité, les étiquettes des transitions entre domaines de
flots sont omises. (D!, D22 D32 D42 D41) et (D', D52 D112 D1-3) sont deux exécu-
tions, décrites dans la figure 4.10(b).

Dll.(& Dl2.3

11.5
P @ e )
DH‘S d/ / Dll.4 [)12XD13'l Dl4.l Dlﬁ.l
® ® ® ° ® °

1.1
DM | ) )
D22 D32 Di2 D2
L] L] L]
LI T A
(a) D
D Dl.l D2.2 D3.2 D4.2 D4.1

Dsign | {(L, 1)} [0 [ {1, =1} [{(0,=1)'} | {(0,0)}

D Dl.l D6.2 D11.2 D11.3
(b) Dsign | {(L1)} |0 | {(~1.,1)'} | {(0.0)'}

Fic. 4.10 - (a) Graphe de transitions d’états G = (D, —~,,) associé au systeme LPM
(3.4)-(3.5). Les symboles e représentent des boucles sur les états. (b) Description de deux
exécutions (Dl'l,D2'2,D3'2,D4’2,D4'1) et (DI'I,D6'2, D11’2,D11'3).

Par définition, un systéeme de transitions quotient simule le systéme original (sec-
tion 2.1.4). Donc X-QTS simule 3-TS. La réciproque étant en général fausse, 3-QTS et
>-TS ne sont en général pas bisimilaires. Ceci implique en particulier que si il existe une
exécution (x,...,2™) de X-TS, alors il existe une exécution (DP,..., D™) de ¥-QTS
telle que ' € D, pour tout i € {0,...,m}. La simulation proposée abstrait notamment
les aspects quantitatifs du temps. Dans la terminologie de [71, 220], la simulation est dite
« time-abstracting », au sens ou entre deux transitions, on sait seulement qu’'un certain
temps passe, mais pas exactement combien.

Enfin, nous pouvons formaliser & 1’aide des propositions 1 et 2 (sections 2.1.4 et 4.2.1)
la relation existant entre ¥ et 3-QTS. Considérons une solution & du systeme LPM X
définie sur un intervalle de temps (fini ou infini) I et passant par la séquence ordonnée
dans le temps de domaines de flot (DY,..., D™) durant I'intervalle de temps I. Alors,
(DY, ..., D™) est une exécution de ¥-QTS. A l'inverse, il est possible qu’aucune solution
ne passe par une séquence de domaines de flot correspondante a une exécution de X-QTS.
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On montre ainsi que X-QTS est une approximation conservative de Y. Ceci justifie for-
mellement I'utilisation de X-QTS pour étudier la dynamique qualitative de X.

Théoréme 5 (Approximation conservative). 3-QTS est une approximation conservative
de 3.

Démonstration. Pour tout x, ' € 2, nous voulons montrer que si il existe une solution
EdeX et 7,7 tels que 0 < 7 < 7/, &(7) = @, et £(7) = &/, alors il existe une exécution
(DY, ...,D™) de -QTS telle que € DY et 2’ € D™. Considérons deux points x,z’ €
Q, une solution € € Eyx et 7,7’ tels que 0 < 7 < 7/, £(7) = @, et £(7') = /. Alors,
d’apres la proposition 2, il existe une exécution (2, ..., ™) de X-TS telle que ° = x et
x™ = x’. Puisque X-QTS est un systéme de transitions quotient de X-TS par une relation
d’équivalence, ¥-QTS simule X-TS (proposition 1). Par une conséquence immédiate de
la définition de simulation (section 2.1.4), on obtient alors 'existence d’une exécution
(DY,...,D™) de ¥-QTS telle que pour tout i € {1,...,m}, * € D', et donc telle que
xcDYeta’c D™ [

Considérons a nouveau la solution & dont la trajectoire durant l'intervalle de temps
I = [0, 73] est représentée figure 4.9(a). Elle passe par D!, D22 et D32 et on peut vérifier
que (D', D%2 D32) est effectivement une exécution de ¥-QTS, c’est-a-dire un chemin
de G (figure 4.10). A l'inverse, il est possible quune exécution de 3-QTS ne corresponde
a aucune exécution de X-TS, c’est-a-dire a aucune solution de X.

4.3 Modeles qualitatifs

La dynamique d’un systeme LPM ¥ dépend naturellement des valeurs de ses para-
metres, données par les vecteurs K, v et 8 introduits a la section 3.1.2. Néanmoins, deux
systemes LPM qui different par leurs valeurs de parametre peuvent correspondre & un
méme systeme de transitions LPM qualitatif, et par conséquent, satisfaire les mémes pro-
priétés qualitatives. Nous introduisons une seconde relation d’équivalence, ~0 C I'" x T,
définie sur ’espace des parametres I' du systeme LPM X telle que deux vecteurs de para-
metre p et p’ sont équivalents si les systémes de transitions LPM qualitatifs correspondants
sont identiques, ou plus précisément, isomorphes. Deux systemes de transitions LPM quali-
tatifs sont isomorphes s’ils ont des domaines de flot ayant méme connectivité et satisfaisant
les mémes propositions. Formellement, I'isomorphie de systemes de transitions LPM qua-
litatifs est définie par I’existence d’une bijection entre leurs domaines de flot préservant
les relations —~, et =~,. L’espace des parametres quotient, I'/., représente alors une
partition de l’espace des parametres en régions dans lesquelles tous les systemes LPM
correspondent a un méme systéeme de transitions LPM qualitatif.

Dans la suite, nous proposons une classe de contraintes d’inégalité sur les parametres
définissant des régions P C T, telle que pour tout p,p’ € P, on a p ~r p’. Soient
O; et A; les ensembles de concentrations de seuil et de concentrations focales pour le
gene i ©; = {0},...,0"} et A; = {¢);(M) | M € M,}. Rappelons que les concentrations
focales 1;(M) dépendent directement des parametres k et -y, puisqu’elles sont des ratios
de (sommes de) constantes de taux de synthese et de (sommes de) constantes de taux de
dégradation. On définit alors des contraintes d’inégalité sur les parameétres comme suit.
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Définition 20 (Contraintes d’inégalité sur les parametres). Pour tout ¢ € {1,...,n}, les
contraintes d’inégalité sur les parametres de la variable x; consistent en un ordre total sur
O, UA,;.

A tout systeme LPM, nous associons un ensemble de contraintes d’inégalité sur les
parametres, donné par des contraintes d’inégalité sur les parametres pour chacune de ses
variables. Un ensemble de contraintes d’inégalité sur les parametres définit une région P
dans l’espace des parametres. Le théoreme suivant montre qu’une telle région est inclue
dans une seule classe d’équivalence de I'/ .., c’est-a-dire, qu'un ensemble de contraintes
d’inégalité sur les parametres définit une classe de modeles LPM correspondant a un méme
systeme de transitions LPM qualitatif, et satisfaisant donc tous les mémes propriétés
qualitatives.

Théoréme 6 (Equivalence de modeles LPM). Soit P une région de ’espace des parametres
I' définie par un ensemble de contraintes d’inégalité sur les parametres d’un systeme LPM
Y. Alors, il existe Q € I'/ .. tel que P C Q.

Démonstration. 2 Nous voulons montrer que deux systemes LPM qui ne different que
par la valeur de leurs parametres, p et p’, sont associés & des systemes de transitions LPM
qualitatifs isomorphes si p et p’ satisfont le méme ensemble de contraintes d’inégalité sur
les parametres (définition 20). On peut facilement vérifier que, si p et p’ satisfont le méme
ensemble de contraintes d’inégalité sur les parametres, p et p’ satisfont exactement les
mémes conditions pour le calcul de la partition D (définitions 12, 15, et 16, section 4.1), de
la relation =, (propositions 4 et 5, section 4.4.2), et de la relation — ., (propositions 6, 7,
et 8, section 4.4.3), lors du calcul des systeémes de transitions LPM qualitatifs associés aux
deux systemes LPM. Par conséquent, les systémes de transitions LPM qualitatifs associés
aux deux systemes LPM sont isomorphes. |

Un modéle qualitatif est alors défini comme un systeme LPM associé avec un ensemble
de contraintes d’inégalité sur ses parametres.

Pour le systtme LPM (3.4)-(3.5), on a ©, U A, = {0,02,0,k4/74} et O, U Ay =
{6, 0, Kp/vp}. Les valeurs numériques données a la section 3.1.2 pour ce systeme LPM,

k= (18,7),7=(2,1) et @ = (4,8,4), correspondent aux contraintes d’inégalité suivantes :

0 <0 <6?< ky/Va < maz,, (4.3)
0 < 6y < Kp/vp < maxy,. (4.4)

Par conséquent, le systéeme de transitions LPM qualitatif représenté figure 4.10(a)
décrit non seulement la dynamique du modele LPM donné a la section 3.1.2, mais décrit
également la dynamique de tous les modeles LPM définis par les équations (3.4)-(3.5) et
dont les parametres satisfont les contraintes d’inégalité (4.3)-(4.4).

Deux remarques essentielles doivent étre faites ici. Premierement, ces contraintes d’in-
égalité sur les parametres ont un sens biologique et peuvent en général, et ce contrairement
aux valeurs numériques des parametres, étre spécifiées a partir des données disponibles
dans la littérature expérimentale. Deuxiemement, il est possible, a 1’aide de cette seule
information qualitative, de calculer le systeme de transitions LPM qualitatif associé au
modele qualitatif. Ce second point est développé dans la section suivante.

2Une preuve similaire est donnée dans [70].
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4.4 Calcul symbolique du systeme de transitions LPM qua-
litatif

Dans cette section, nous considérons un modele qualitatif et notre objectif est de cal-
culer le systeme de transitions LPM qualitatif associé. Nous proposons des regles simples
pour réaliser ce calcul de fagon symbolique et efficace, méme dans un espace d’état de
dimension élevée. Deux caractéristiques essentielles des systéemes étudiés rendent un tel
calcul réalisable. Tout d’abord, tous les ensembles a calculer — domaines de mode, de flot,
hyperplans support, ensembles focaux, ...— sont hyperrectangulaires. Par conséquent, ils
peuvent étre calculés séparément dans chaque dimension. Egalement, toutes les bornes de
ces ensembles correspondent soit a des concentrations de seuil, soit a des concentrations
focales, c’est-a-dire a des éléments de ©; UA;, i € {1,...,n}, dont Pordre est donné par les
contraintes d’inégalité sur les parametres de la variable x;. Ainsi, les calculs se réduisent
en pratique a de simples comparaisons entre éléments de ©; UA;, i € {1,...,n}.

Dans les trois sections suivantes, nous montrons successivement comment calculer la
partition D de 'espace des phases, la caractérisation qualitative de la dynamique dans les
domaines donnée par la relation =.,, et les transitions entre domaines, —~.,. L et II sont
respectivement égaux aux constantes {int,dim*,dim~} et {Dsign = S| § € 2{=1.0.1}"},

4.4.1 Calcul de ’ensemble des domaines

Nous montrons ici que 'on peut successivement calculer la partition de ’espace des
phases en domaines de mode, M, puis en domaines de flot, D.

Les contraintes d’inégalité sur les parametres donnent directement I'ordre des concen-
trations de seuil, ©; = {6},..., 67}, i € {1,...,n}. On peut alors déterminer la partition
M a laide de la définition 12. D est alors obtenue en repartitionnant les domaines de
mode.

Si M € M est un domaine de mode régulier, I’évaluation de f et de g dans M donne
pM et 1M et par conséquent (M), ot (M) = puM/vM i€ {1,...,n} (définition 13).
Alors, dans chaque dimension ¢, les contraintes d’inégalité sur les parametres permettent
de déterminer si v;(M) € M;, puisque 1;(M) est une concentration focale et M; est borné
par deux concentrations de seuil. La partition de M peut alors étre calculée en appliquant
la définition 15.

Dans 'autre cas, M € M est un domaine de mode singulier. Connaissant la partition
M, on peut déterminer R(M), I’ensemble des domaines de mode réguliers qui ont M dans
leur frontiére. Puis pour chaque domaine de mode régulier M’ de R(M ), on évalue comme
précédemment (M’), et pour chaque dimension i, si ¢;(M') € M;. A;(M) est donc connu
et la partition de M peut alors étre calculée en appliquant la définition 16. Nous obtenons
alors D, I'ensemble de tous les domaines de flot.

4.4.2 Calcul des propriétés des domaines

Calculer la relation de satisfaction f=.,, revient, d’apres la proposition 3, a calculer
S(x), € D, pour tout D € D. Nous proposons dans un premier temps des regles
permettant de caractériser S(x), puis nous montrerons comment ces regles peuvent étre
évaluées symboliquement.

Considérons un point & dans un domaine de flot persistant D € Dp,,s et une solution
¢ dans D passant en @ & Dinstant ¢, satisfaisant &(t,) € H(&(t,)). Considérons également
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chaque dimension i séparément, i € {1,...,n}. Nous limitons ici notre analyse au cas
ou z; ¢ V;(mode(D)), pour lequel la convergence de §; vers ¥;(mode(D)) est monotone
(voir section 4.1.2). Dans le cas contraire, 'analyse est plus complexe, mais la proposition
suivante reste vraie (voir démonstration). Si D; est un singleton, alors &€ glisse le long
du support de D, et par conséquent, &(t,) = 0. Donc Sj(x) = {0} (définition 17). Si
D; n’est pas un singleton, alors la monotonie de la convergence de &; vers ¥;(mode(D))
implique que la dérivée de &; a 'instant ¢, est de méme signe que la différence ; — z;, avec
1 € U(mode(D)). Ces raisonnements intuitifs sont formalisés dans la proposition suivante.

Proposition 4 (Calcul de Dsign : domaine persistant). Soit D € D un domaine de flot
persistant et S € 217101 tel que D =g Dsign = S. Alors, S =51 x ... x S, et pour
tout i € {1,...,n},
— si D; est un singleton, alors S; = {0},
— si D; n’est pas un singleton, alors
—1€.S; si et seulement si il existe & € D et ¥ € ¥(mode(D)) tels que ¢; — x; <0,
0€ S, si et seulement si il existe & € D et @ € ¥(mode(D)) tels que 1, — x; =0,
1€S; si et seulement si il existe € D et ¥ € V(mode(D)) tels que ¢; — x; >0.

Démonstration. Soit D € D un domaine de flot persistant. Rappelons que, par définition
du systeme de transitions LPM qualitatif (définition 19), D =., Dsign = S est équivalent
a S = S(x), pour un certain € D. Considérons i € {1,...,n} tel que D; est un singleton.
Alors, comme montré dans la preuve du théoreme 4, on a, pour tout € D, S;(x) = {0}.
Maintenant, considérons i € {1,...,n} tel que D; ne soit pas réduit a un singleton. Nous
ne considérerons que le cas o —1 € S;, les cas 1 € S; et 0 € S; étant démontrés de facon
similaire.

(Réciproque) Considérons € D et ¥ € VU(mode(D)), et supposons que ¢; — z; < 0.
Plus précisément, nous supposons que ¥ € V(mode(D)) N supp(D), 'existence d’un tel 1)
découlant de la persistance de D et du lemme 1 (annexe A). On a alors d’apres le lemme 2
(annexe A), 'existence d’une solution £ € =y, dans mode(D) passant par @ a l'instant t,
telle que &; converge monotoniquement vers 1;, et par conséquent, telle que &(tz) < 0.
Puisque ¥ € supp(D), & reste dans D en convergeant vers 1. Nous concluons donc que
—1 € S;(x) (définition 17).

(Sens direct) Par contraposition, nous supposons que pour tout € D et pour tout
1 € U(mode(D)), on a ¢; —x; > 0. Etant donné que D; n’est pas réduit a un singleton,
et la définition de la partition de © en domaines de flot (définitions 15 et 16), I'inégalité
précédente est stricte (¢; —x; > 0). Nous pouvons alors appliquer le lemme 1 qui implique,
d’apres la monotonie de la convergence des solutions dans D vers ¥ (mode(D)), que toutes
les solutions dans D sont croissantes dans la dimension de z;. Donc, —1 ¢ S;(x) pour tout
x € D, ce qui termine notre raisonnement par contraposition. |

Si D est un domaine de flot instantané, toutes les solutions traversent D instantané-
ment, de telle sorte que d’apres la définition 17, S(x) = ) pour = € D.

Proposition 5 (Calcul de Dsign : domaine instantané). Soit D € D un domaine de flot
instantané et S € 2{-1.01" tel que D F~q Dsign = S. Alors, S = 0.

La démonstration de la proposition est donnée dans ’annexe A.
Il nous reste a montrer comment ces regles peuvent étre évaluées symboliquement, a
I’aide des contraintes d’inégalité sur les parametres.
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Afin de pouvoir appliquer les propositions précédentes, il faut premierement calculer
W (mode(D)). Nous avons vu dans la section 4.4.1 comment calculer I’ensemble focal des do-
maines de mode réguliers. Nous ne considérons donc que le cas ot M = mode(D) est singu-
lier. Afin de calculer ¥(M), on calcule, pour chaque dimension ¢, 'intersection de supp; (M)
avec Py(M) = rect;({ep(M') | M’ € R(M)}) = [minppepr) ¢i(M'), maxyperary ¥i(M')]
(définition 14). Puisque l'on connait l'ordre des éléments dans A;, on peut déterminer les
bornes de P;(M). Si M; n’est pas un singleton, alors supp;(M) = €;, et U'intersection
entre supp,;(M) et P;(M) est égale a ce dernier. Sinon, supp;(M) = {6;}, pour un certain
0; € ©;, et l'intersection entre supp;(M) et P;(M) est soit vide soit égale a supp;(M),
selon si 6; € P;(M), ce qui peut étre déterminé a partir de l'ordre des éléments de ©; U A;.
On peut donc calculer symboliquement ’ensemble focal de tous les domaines de mode
(réguliers et singuliers).

Comment alors calculer la relation =, en connaissant les ensembles focaux ? Considé-
rons un domaine de flot D € M. Si U(mode(D)) est vide, D est domaine de flot instantané
etona D =, Dsign = () (proposition 5). Sinon, on applique la proposition 4. Ona D .,
Dsign = S, avec S = S1 X ... X Sy, et S; & déterminer pour tout ¢ € {1,...,n}. Si D; est
un singleton, alors S; = {0}. Sinon, W;(M') = [minymecriary ¥i(M'), maxypepary ¥i(M')]
et on compare les bornes de W¥;(M’) avec celles de D;, afin de déterminer si —1, 0, et 1
appartiennent a S;.

-
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Fic. 4.11 — Calcul du pattern de signes de dérivées dans D*?

D*? =, Dsign = {(0,—1)}.

L’utilisation de la proposition 4 est illustrée figure 4.11. Considérons le domaine de
flot D*2 de notre exemple. ¥(mode(D*?)) est égal & I'intersection de supp(mode(D*?)) =
{z € Q| ze = 0%} et de rect({tp(M3),p(M®)}) = {x € Q| 0 < 24 < Ka/Vq €t 2 = 0}
(voir section 4.1.2). Puisque d’apres (4.3)-(4.4), 0 < 62 < K4/74, on a ¥(mode(D*?)) =
{(62,0)'}. W(mode(D*?)) n’est pas vide, donc D*? est persistant et on peut appliquer la
proposition 4. On a alors D*2 =~ Dsign = S, avec S = S, X Sy, et S, et Sp déterminés
comme suit. D*? est un singleton, donc S, = {0}. Par ailleurs, Dgl'Q n’est pas un singleton,
et on a,—xp < 0, pour tout & € D42 et 9 € W(mode(D*?)), de telle sorte que S, = {—1}.
On peut donc conclure que D*? =, Dsign = {(0,—1)}.

4.4.3 Calcul des transitions entre domaines

Nous avons vu a la section 4.2.2 que 'existence d’une transition entre deux domaines
de flot D et D’ correspond a ’existence d’une solution & qui passe en un point £ € D & un
instant 7 puis en un point ' € D’ & un instant 7/, sans quitter D U D’ durant 'intervalle
de temps [7,7']. Nous sommes alors dans I'un des trois cas suivants : D = D', D’ C 9D,
ou D C 9D’ correspondant respectivement a l’existence d’une transition de type int,
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dim~, ou dim™. Dans cette section, nous proposons successivement pour chaque type de
transition des regles pour leur calcul et nous montrons comment ces regles peuvent étre
évaluées symboliquement.

Les transitions de type int sont facilement caractérisées. D’apres la proposition 3, ’exis-
tence d’une transition de type int sur un domaine D correspond a l'existence d’au moins
une solution restant dans D plus longtemps qu’un seul instant. Ainsi tous les domaines de
flot persistants, et seulement ceux-ci, ont une boucle int, c’est-a-dire, une transition sur
eux-méme. La démonstration de la proposition est donnée dans 'annexe A.

Proposition 6 (Calcul des transitions int). Soient D et D’ deux domaines de flot.
D l—"t>NQ D' si et seulement si

1. D=D', et
2. D € Dpers

Nous avons vu a la section précédente que 'on peut, pour tout domaine de flot D,
déterminer symboliquement ’ensemble focal W(mode(D)). On peut alors appliquer direc-
tement la proposition ci-dessus, en utilisant D € D si et seulement si W(mode(D)) est
vide.

Considérons maintenant les transitions de type dim™. D’apres la proposition 3, il existe
une transition de type dim™ de D vers D’ si et seulement si il existe une solution &
passant en £ € D & un instant 7 puis en ’ € D’ & un instant 7/, et restant dans D’
pendant l'intervalle de temps (7, 7']. Comme vu précédemment, cela implique que D C 9D'.
Considérons alors chaque dimension i séparément, i € {1,...,n}. Nous limitons ici notre
analyse au cas ou x; ¢ W;(mode(D")), pour lequel on sait que la convergence de &; vers
U;(mode(D’)) est monotone pendant I'intervalle de temps (7, 7/] (voir section 4.1.2). Dans
le cas contraire, ’analyse est plus complexe, mais la proposition suivante reste vraie (voir
la démonstration). D’apres la monotonie de &;, la dérivée de &; sur Uintervalle (7,7') est de
méme signe que la différence 2} — z;. Egalement, puisque &; converge vers W;(mode(D’))
pendant Uintervalle (7,7'), la dérivée de &; sur Uintervalle (7,7') est aussi du signe de
Vi — . pour ¥’ € U(mode(D’)). On a donc (¢ — ) («} — 2;) > 0. On peut montrer que
cette condition n’est nécessaire que dans les dimensions 7 telles que D;, mais pas D}, est
un singleton. Ces raisonnements intuitifs sont formalisés dans la proposition suivante.

Proposition 7 (Calcul des transitions dim™). Soient D et D’ deux domaines de flot.

dim™ . .
D — ., D' si et seulement si

1. D C oD/, et

2. il existe ® € D, ' € D', et ¢ € ¥(mode(D")), tels que pour tout i € {1,...,n}
pour lesquels D;, mais pas D}, est un singleton, on a

(7 — 23) (@j — i) > 0.

Démonstration.

(Sens direct) D’apres la proposition 3, une transition de type dim™ de D vers D’
implique 'existence d’une solution € absolument continue sur l'intervalle de temps [7, 7']
satisfaisant €(7) € D et &(t) € D' pour tout t € (7,7']. Il existe donc au moins une
dimension ¢ € {1,...,n} telle que D; est un intervalle fermé, et D] un intervalle ouvert.
Par conséquent, D C D', et la condition 1 doit étre satisfaite.
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Supposons que la condition 2 ne soit pas vérifiée. Alors, il existe une dimension i €
{1,...,n} telle que D;, mais pas D}, est un singleton et telle que (¢} — %) (2} — ;) <0
pour tout ¢ € D, ' € D', et ¢’ € U(mode(D")). Si z; < z;, alors on a v, > z}. Etant
donné que D) n’est pas un singleton, et la définition de la partition de © en domaines de
flot (définitions 15 et 16), 'inégalité est stricte. De fagon similaire, si z; > x;, alors on a
Yl < xf. Dans les deux cas, D, NW;(mode(D")) = 0, et nous pouvons appliquer le lemme 1
(annexe A), qui implique que pour toutes les solutions £ € =y, dans D', on a §; qui converge
monotoniquement vers W;(mode(D")). Par conséquent, étant donné les positions relatives
de z;, x} et 1}, aucune solution ne peut entrer dans D’ & partir de D, et donc il ne peut y
avoir de transition de D vers D’. La condition 2 doit donc étre satisfaite.

(Réciproque) Nous définissons pour tout 4, &, partant de D; et entrant dans D), et
nous prouvons que & = (&1,...,&,)" est une solution qui satisfait les conditions de la
proposition 3 pour I'existence d’une transition de type dim™.

Si D} est un singleton, alors D; = D), = {z; € ; | z; = \;}, pour un certain \; € A;U6;,
puisque D C 9D’. Alors, nous définissons &;(t) = A;, pour tout ¢ > 0. Si ni D} ni D; ne
sont des singletons, alors d’apres la définition de la partition, D; C D) et, puisque D) est
un intervalle ouvert, quelque soit la solution & de ¥ dans D’ vérifiant &(0) € D;, & ne
traverse pas D) instantanément. Le dernier cas possible correspond & D;, mais pas D),
est un singleton. Supposons & nouveau que D; = {x; € Q; | x; = A\;}. Si 2} < \;, alors
Y < z} doit étre vrai pour un certain 10’ € ¥(mode(D’)). Cela implique que pour un certain
M € M, (M) < \;, avec M = mode(D’), si mode(D’) est un domaine de mode régulier,
ou M € R(mode(D')), sinon. De fagon similaire, si 2} > \;, alors il existe M € M,, tel
que ©;(M) > ;. Nous définissons alors & comme &;(t) = ¢;(M)+ (\; —wi(M))e*”th. Soit
alors & définie par & = (§1,...,&,)" sur [0, 7], avec 7 est choisi suffisamment petit pour
que & reste dans D’ pendant l'intervalle de temps (0, 7]. On vérifie alors facilement que &
est une solution de X et qu’elle satisfait les conditions de la proposition 3 pour I'existence
d’une transition de type dim™. |

Il nous faut maintenant montrer comment, étant donnés deux domaines de flot D et D’
tels que D C D', on peut évaluer symboliquement la proposition 7 & partir des contraintes
d’inégalité sur les parametres. Considérons les dimensions i telles que D;, mais pas D), est
un singleton. Alors, il existe A\, \;, A/ € ©; U A;, tels que D; = {\;} et soit D} = (\;, \})
soit D} = (X, \), selon si D" est situé dans la dimension z;, au-dessous ou au-dessus
de D.? Supposons que D! s’écrive (X;, ), 'autre cas étant symétrique. Alors, pour tout
x e Deta' € D', (z)—x;) > 0. Donc pour tester 'existence d’une transition, il faut tester
existence d'un ¢’ € U(mode(D’)) tel que (¢} — z}) soit positif pour un certain ' € D'.
Ceci est en fait équivalent a I'existence de M’ tel que ¢;(M') > X, avec M' = mode(D)
ou M’ € R(mode(D'")), selon si mode(D') est régulier ou pas, ce qui peut étre déterminé
a partir de 'ordre des éléments de ©; U A;.

Considérons la situation représentée figure 4.12(a) pour notre exemple de réseau d’in-
hibition réciproque. Soit & une solution satisfaisant &(7) € D??2 et £(t) € D32, pour
t € (r,7] et 7,7 > 0. On vérifie que D?*? C 9D32. Egalement, la seule dimension i
pour laquelle DZ-Q'Q, mais pas D?'Q, est un singleton, est la dimension de x,. On a pour
tout * € D?*? et &' € D32 2/, — x, > 0. De plus, étant donné que, d’apres (4.3)-(4.4),
02 < Kq/Va, on a pour tout ' € D32 et ¢’ € W(mode(D3?)), 1!, — !, > 0. On peut donc
conclure qu’il existe une transition dim™* de D?? vers D32. A I’aide de la proposition 7, on

3D! peut inclure la borne A; ou A/, dans certains cas particuliers, sans que cela ne change notre analyse.
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F1G. 4.12 — Calcul des transitions de type dim™ entre domaines de flot. (a) Représentation
d’une trajectoire passant de D>2 & D32, (b) Représentation de quelques transitions de type
dim™, possibles ou impossibles. Les transitions impossibles sont marquées d’une croix.

peut également exclure l'existence d'une transition de D*? vers D32 puisque pour tout
x € D*? &' € D32 et ¢’ € U(mode(D3?)), on a z!, — v, < 0 tandis que ¥, — 2/, > 0.
De facon similaire, on peut conclure & I'existence d’une transition dim™* de D*! vers D31,
mais pas vers D32, ce qui est cohérent avec le flot dans D32, Ces transitions, possibles ou
impossibles, sont représentées figure 4.12(b).

Considérons enfin le dernier type de transition : dim™. D’apres la proposition 3, il
existe une transition de type dim~ de D vers D’ si et seulement si il existe une solution
& passant en © € D & un instant 7 € R>g puis en &’ € D’ & un instant 7/ € Ry U {0},
et restant dans D pendant l'intervalle de temps [7,7’). Comme vu précédemment, cela
implique que D’ C dD. Distinguons les transitions qui ont lieu en temps fini (7/ € Rg)
de celles qui n’ont lieu qu’aprés un temps infini (7" = {oc0}). De fagon tout & fait analogue
a la proposition 7, on peut montrer qu’il existe une transition en temps fini de D vers
D' si et seulement si D' C 9D et il existe ¢ € D, ' € D', et ¢ € ¥(mode(D)), tels
que (¢; — z)(zf — x;) > 0, pour tout ¢ € {1,...,n} pour lesquels D}, mais pas D,
est un singleton. A l'inverse, si 7/ = oo, alors &, restant dans D pendant l'intervalle de
temps [7,00), converge vers W¥(mode(D)), et par conséquent, atteint asymptotiquement
a la fois D’ (définition de la transition) et ¥(mode(D)) (convergence), ce qui implique
que D' N ¥(mode(D)) n’est pas vide. Ces raisonnements intuitifs sont formalisés dans la
proposition suivante, dont la preuve est donnée dans I’annexe A.

Proposition 8 (Calcul des transitions dim ™). Soient D et D’ deux domaines de flot.
D s ~q D' si et seulement si

1. D' C oD, et

2. il existe x € D, ' € D', et 1 € ¥(mode(D)), tels que

(a) pour tout ¢ € {1,...,n} pour lesquels D}, mais pas D;, est un singleton, on a
(i — @) (2} — 23) > 0,

ou (b) on a

x' =p.

Comment, étant donnés deux domaines de flot D et D’ tels que D’ C 9D, peut on
évaluer symboliquement la proposition 87 L’évaluation de la condition 2(a) peut étre
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réalisée de maniere analogue a celle de la condition 2 de la proposition 7, présentée plus
haut. Afin d’évaluer la condition 2(b), on teste si I'intersection de D’ et de W(mode(D))
est vide ou, de maniere équivalente, s’il existe ¢ € {1,...,n} tel que D;N¥;(mode(D)) = 0,
ce qui peut étre déterminé & partir de 'ordre des éléments de ©; U A;.

Considérons a nouveau ’exemple du réseau d’inhibition réciproque représenté figure 3.1.
La figure 4.13 représente deux trajectoires du systéme dans ’espace des phases de notre
exemple. Soit &' une solution satisfaisant £'(t) € D!, pour t € [r,7) et £'(7') € D?2.
Etant donné que D?*? € D!, on peut tester I’existence d’une transition dim~ de D!
vers D??2. Etant donné que la seule dimension i pour laquelle DZ-Q'Q, mais pas Dil'1 est un
singleton est la dimension de x,, et que dans cette dimension, ¢, — ), > 0 et a2/, — z, > 0,
pour tout & € DY &' € D22 et 4 € ¥(mode(D!)), on conclut quil y a effectivement
une transition dim~ de D' vers D?2. On peut montrer de maniere similaire, qu’a I’in-
verse, il n’existe pas de transition dim~ de D! vers D?2. Une telle transition serait en
contradiction avec la direction du flot dans D!

Soit ¢! une solution satisfaisant £''(t) € DS, pour t € [r,00) et limy .o £'1(t) €
D3, On peut vérifier que D3 € 9D'Y6. On peut vérifier également que la condi-
tion 2(a) de la proposition 8 n’est pas satisfaite, puisque pour tout ' € D3 et 1 €
U (mode(DY-)), o; —at = 0, i € {a,b} (figure 4.13(a)). Par contre, puisque D3 et
U(mode(D%)) intersectent (et sont méme égaux), la condition 2(b) est satisfaite. 1 y
a par conséquent une transition dim~ de D6 vers D3, On peut vérifier que si I'on
considére une transition de D¢ vers D% ni la condition 2(a), ni la condition 2(b), ne
sont satisfaites. Il n’y a donc pas de transition. Une telle transition serait en contradiction
avec la convergence asymptotique des solutions dans D6 vers ¥(mode(D%)) = D13,
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F1G. 4.13 — Calcul des transitions de type dim™ entre domaines de flot. (a) Représentation
de deux trajectoires, £ passant en temps fini de D! & D?2, et £€!! passant en temps infini
de D6 3 D13, D* représente D13, D15 et D116, (b) Représentation de quelques tran-
sitions de type dim ™, possibles ou impossibles. Les transitions impossibles sont marquées
d’une croix.

En résumé, la méthode présentée dans ce chapitre pour 'analyse qualitative de mo-
deles LPM repose sur trois points importants. Premiérement, nous définissons un systéeme
de transitions purement discret, appelé systeme de transitions LPM qualitatif, qui décrit
qualitativement la dynamique du systeme dans I'espace des phases et qui est une approxi-
mation conservative du systeme LPM original. Deuxiémement, nous introduisons la notion
de modele qualitatif constitué d’un systeme LPM et d’un ensemble de contraintes d’in-
égalité sur les parameétres. Un tel modele décrit une classe de modeles LPM, qui different
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par leurs valeurs de parametres, mais qui correspondent & un méme systéme de transi-
tions LPM qualitatif, et qui par conséquent, satisfont les mémes propriétés qualitatives.
De plus, ces contraintes d’'inégalité peuvent en général étre spécifiées a partir des données
disponibles dans la littérature. Enfin, nous proposons des regles simples pour le calcul
symbolique du systeme de transitions LPM qualitatif associé & un modele qualitatif. Ces
regles exploitent les propriétés favorables des systemes LPM que I'on considere.

Comme nous allons le voir dans la partie Applications, I'implémentation de ces regles
dans un outil informatique permet d’analyser des modeéles qualitatifs comprenant un
nombre de variables élevé. Les systemes de transitions LPM qualitatifs ainsi obtenus
peuvent contenir un grand nombre d’états et de transitions entre états. Dans ce cas,
I’analyse manuelle d’un tel systéme de transitions est difficile et sujette & erreur. Afin
d’apporter une solution a ce probleme, nous proposons de combiner cette méthode avec des
techniques de model checking, qui nous permettront d’analyser les propriétés dynamiques
de grands modeles de fagon systématique et efficace.



5 Vérification par model checking

Nous avons proposé dans le chapitre précédent une méthode pour ’analyse symbolique
de modeles qualitatifs de réseaux de régulation génique. Cette méthode génere un systeme
de transitions discret, appelé systeme de transitions LPM qualitatif, qui décrit qualitati-
vement la dynamique du systeme dans ’espace des phases et qui est une approximation
conservative du systeme LPM original. Les réseaux de régulation génique biologiquement
intéressants sont souvent de grande taille, et leur analyse par la méthode proposée au
chapitre précédent génere des systemes de transitions LPM qualitatifs pouvant contenir
un grand nombre d’états et de transitions entre états. L’analyse manuelle de ces systemes
de transitions est difficile et sujette a I’erreur. Dans cette section, nous montrons que 1'uti-
lisation de techniques de model checking permet de proposer une solution a ce probleme.

Dans le cadre formel que nous proposons, le systéme est représenté sous la forme
d’une structure de Kripke, et les propriétés sont exprimées dans une logique temporelle
(voir section 2.2). Aussi, nous présentons successivement comment reformuler le systéme
de transitions LPM qualitatif en une structure de Kripke, puis comment exprimer des
propriétés biologiquement pertinentes sur la dynamique du systeme dans des logiques
temporelles, et enfin, comment & ’aide de model checkers, il est possible de tester si les
prédictions du modeles vérifient les propriétés. Nous utiliserons deux logiques temporelles,
complémentaires sur les aspects de la facilité d’utilisation, de D'efficacité de la vérification,
et de lexpressivité : CTL et le p-calcul (section 2.2).

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait ’objet des publications [21, 23].

5.1 Formulation du systeme de transitions LPM qualitatif
en structure de Kripke

Le systeme de transitions LPM qualitatif est reformulé en une structure de Kripke
afin de permettre son analyse par model checking. L’ensemble des propositions atomiques
servant a décrire I’état du systeme doit étre défini préalablement. Avec la méthode présen-
tée dans le chapitre précédent, un état du systéme correspond & une région dans ’espace
des phases et est caractérisé par les signes des dérivées des solutions dans cette région.
Ainsi, les propositions atomiques que nous considérons portent soit sur les valeurs des
concentrations des protéines du réseau, soit sur leurs signes de dérivée.

Définition 21 (Propositions atomiques). L’ensemble des propositions atomiques associé
au systeme de transitions LPM qualitatif 3-QTS est :

AP = {xiw)\i | ~€ {>,2,:,§,<}, A €EO;UN; etie{l,...,n}}

NI
U{Dsign; = o; | o € 28-101 et i € {1,...,n}}. (5.1)

La structure de Kripke associée au systeme de transitions LPM qualitatif %-QTS est
alors définie comme suit.

7
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Définition 22 (Structure de Kripke). Soit £-QTS = (2/~,, L, II, =, =~ ) un systeme
de transitions LPM qualitatif. Alors la structure de Kripke associée a X-QTS est 3-KS =
(D, — ks, Eks), telle que
— — ks C D x D est une relation de transition telle que D — g D’ si et seulement si
il existe [ € L tel que D —Z>NQ D,
— EKksC D x AP est une relation de satisfaction telle que D Exg p si et seulement si
— si p est de type ‘x; ~ A;’, alors pour tout ® € D, on a x; ~ \;,
— si p est de type ‘Dsign; = oy, alors on a ; = S;, ot S; € 287101} tel que
S=851%x...x8,et D, Dsign=S5.

Informellement, >-KS correspond simplement a »-QTS dans lequel on a enlevé les
étiquettes des transitions, int, dim™* et dim™, et on a complété la relation de satisfaction
avec des propriétés du type ‘z; ~ \;’, avec ~€ {>,> =< <}, dont l'interprétation est
usuelle. On peut vérifier que 'existence pour tout oy € €2 d’au moins une solution £ € =x,
sur un certain intervalle de temps [0, 7], 7 > 0 satisfaisant £(0) = xo (section 3.2) garantit
que la relation de transition — gg est bien totale.

L’ensemble des propositions atomiques correspondant au systéme de transitions LPM
qualitatif de I’exemple du réseau d’inhibition réciproque présenté dans la section 3.1 est

AP = {x4 > 0,2, > 0),... x, < mazy, Dsign, = {},..., Dsign, = {—1,0,1}}.

La structure de Kripke associée au systeme de transitions LPM qualitatif représenté fi-
gure 4.10(a) et correspondant a notre exemple, est représentée figure 5.1.

¥-KS = (D, —ks,Fks), avec
~ D= {Dl'l’ D2'1, D2‘2, L 71)15.1 }’
- —Kg= {(Dl'l,Dl'l), (Dl'l,D2'2), (DI'I,DG'Q), (Dl'l,D7'1), (DQ'I,DS'l), (D2'27D3'2),
e (1)15.17 D14.1) }7
~ Ers= { (D", 2,>0), (D', 2, < 6)),..., (D", Dsign,={1}), (D", Dsign,={1}),
ooy (DPY 2= 01), (D*Y 2y =0),...,(D*', Dsign,={}), (D**, Dsign,={}),
) (D15.17 Tq > 9(21)7 SRR (D15.15 Dsz’gna:{—l}), (Dls.lv DSZgnb:{_l})}

Fia. 5.1 — Structure de Kripke 3-KS associée au systeme de transitions LPM qualitatif
>-QTS représenté figure 4.10.

5.2 Formulation de propriétés dynamiques en logique tem-
porelle

L’objectif de cette section est de montrer la diversité des questions biologiquement
pertinentes sur la dynamique du systéme que l'on peut formuler, a I'aide de logiques
temporelles. Dans la suite, nous donnons quelques exemples de propriétés, en précisant
leur signification biologique et leur formalisation en logique temporelle, en p-calcul ou en
CTL. On pourra se reporter & [46] pour un analyse similaire, et & [75] pour une perspective
plus générale. L’impossibilité de pouvoir exprimer certaines propriétés importantes en CTL
illustre bien la nécessité de pouvoir utiliser des logiques tres expressives, comme le u-calcul.
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5.2.1 Propriétés exprimables en CTL et en pu-calcul

Dans cette section, nous présentons d’abord des propriétés portant sur I’état du sys-
teme, exprimées simplement a l'aide des opérateurs classiques de logique propositionnelle,
puis nous présentons des propriétés portant sur le comportement du systeme, pour les-
quelles 'utilisation des opérateurs de logique temporelle est nécessaire.

Propriétés sur les états

L’existence de solutions dont la dérivée dans une dimension %, est positive, négative ou
nulle est caractérisée par les propositions suivantes :

&; > 0 =gef Dsign; = {1} V Dsign; = {—1,0, 1},
&y < 0 =gef Dsign; = {—1} V Dsign; = {—1,0,1},
&; = 0 =g¢f Dsign; = {0} V Dsign; = {—1,0,1}.

Notons que le fait que #; > 0 et #; < 0 ne s’excluent pas découle de I'utilisation d’inclu-
sions différentielles (section 3.2) : lorsque un état satisfait Dsign, = {—1,0,1}, les trois
propositions ci-dessus sont vraies pour cet état.

La conjonction de toutes les propositions atomiques vraies dans un état D est notée
inD. Egalement, les propositions isInstantaneous et isPersistent, définies respectivement
comme Dsign; = {} et —isInstantaneous, représentent naturellement le caractére instan-
tané ou persistant d’un état. Etant donné que les états instantanés ne sont pas observables
en pratique, on pourra ainsi préciser que certaines propriétés observées du systeme doivent
étre vérifiée par des états persistants seulement.

inD =45 \{p €1 | D k=xs p},

isInstantaneous = 4of Dsign; = {},

isPersistent = gor ~isInstantaneous.
La proposition isSteady est définie comme la conjonction des propriétés @; = 0 :

isSteady = gef /\ie{l,...,n} z; = 0.

Un état satisfaisant cette proposition est naturellement appelé un état d’équilibre. Une
propriété essentielle de ces états d’équilibres est que tous les points & du domaine de flot
correspondant satisfont 0 € H(x), et sont donc tous des points d’équilibres du systeme
LPM, au sens ou en chaque point x, il existe une solution £ satisfaisant £(¢) = «, pour
tout ¢ > 0. La présence d’états d’équilibre, et le cas échéant, leur nombre, donne des
informations précieuses sur la dynamique du systéme. Le systéme de transitions LPM
qualitatif représenté figure 4.10(a) contient trois états d’équilibres, D*2, D71 et D13,

Pour illustrer ces notions, considérons I’état D2, représenté figure 4.8. Cet état sa-
tisfait, par exemple, les propositions atomiques x, < 6, x, < Kp/7yp et Dsign, = {—1},
et les propriétés i, < 0 et isPersistent, mais pas isSteady. Egalement, inD'? représente
Pexpression x4, > 0Ax, < 0L Az > O, Ay < kp/v A Dsign, = {—1} A Dsign, = {1}, dans
laquelle ont été omis les termes que ’on peut déduire directement des contraintes d’inéga-
lité sur les parametres (4.3)-(4.4), tels que z, < 02, x, < 02, 2, < maz, et T, < Mmaz,,
sachant que D! satisfait z, < 6}.
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Nous avons vu ci-dessus, qu’a partir des propositions atomiques et les opérateurs lo-
giques classiques, il est possible d’exprimer des propriétés portant sur ’état du systeme.
Nous allons voir dans la suite, qu’en utilisant les opérateurs spécifiques aux logiques tem-
porelles, il est également possible d’exprimer des propriétés portant sur les comportements
du systeme.

Propriétés sur les comportements

Les propriétés que nous présentons dans cette section peuvent étre exprimées en CTL
ou en p-calcul. Nous avons fait le choix de les exprimer en CTL, car la compréhension des
formules de CTL est en général plus aisée.

Une des propriétés les plus fréquemment utilisée concerne ’atteignabilité d’un état : « le
systeme peut atteindre un état satisfaisant une propriété p ». On traduit cette propriété
en disant qu’il existe une exécution telle qu'un certain état futur satisfait la propriété
p. Cette propriété s’exprime tres simplement en CTL : EFp. On peut ainsi, par exemple,
exprimer que le systeme peut passer par un état dans lequel la concentration de la protéine
A augmente

EF (i, > 0),

ou que le systeme peut atteindre un état d’équilibre dans lequel la concentration de la
protéine B est nulle, ou en pratique, non détectable :

¢1 = EF (isSteady A xp = 0).

Une propriété d’atteignabilité plus complexe, mais fréquemment rencontrée lorsque
I’on traduit des données obtenues par des techniques a faible taux d’échantillonnage, no-
tamment par des puces & ADN, est que « le systéme peut passer, dans un ordre donné, par
un ensemble d’états D? satisfaisant une propriété p; ». Cette propriété peut s’exprimer par
des formules du type EF(pi AEF(p2 AEF(...))). Supposons par exemple, que ’on observe,
pour le réseau d’inhibition réciproque, que le systeme peut passer successivement par un
état ol la concentration de la protéine B augmente, puis dans un état ou elle diminue, et
enfin, atteint un état d’équilibre. Alors, on peut traduire cette observation par la formule
suivante :

02 = EF (i, > 0 AN EF (2, < 0 A EF isSteady))

Si par contre, les données sont obtenues par des techniques a fort taux d’échantillon-
nage, notamment par des techniques de genes rapporteurs, pour lesquelles on peut raison-
nablement supposer que l'on ne manque pas d’événements significatifs de la dynamique,
alors, on obtient des propriétés de la forme : « le systéme peut passer, dans un ordre donné,
par un ensemble de séquences d’états S* satisfaisant globalement une propriété p; ». On
exprime ainsi que le systeme satisfait pendant un certain temps pi, puis il satisfait pendant
un certain temps po, et ainsi de suite. La formalisation de cette propriété utilise 'opérateur
Until, U : Epy U (EpaU(...)). Nous rappelons que la formule Ep; U py est vraie pour
un état sg, si il existe un comportement du systeme tel que la propriété po est vraie pour
un certain état futur s, et tel que la propriété p; est vraie pour tous les états entre sy et s
(voir section 2.2.2). La méme observation que précédemment, mais en faisant I’hypothese
que 'on ne manque pas d’événements significatifs de la dynamique, se traduit en 'exis-
tence d’un comportement du systeme le long duquel z; augmente continiment pendant
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un certain temps, puis diminue continument jusqu’a ce que le systéme atteigne un état
d’équilibre. Alors, la formule de CTL correspondante est :

¢3=Ei, >0U (Ed, < 0U isSteady)

Tandis que les propriétés précédentes portent sur I'existence d’une exécution particu-
liere (i.e. la potentialité), il est aussi possible de spécifier des contraintes qui doivent étre
satisfaites pour toutes les exécutions (i.e. 'inévitabilité). Le premier type de propriété est
typiquement rencontré lorsque I'on traduit une observation, étant donné que ’on n’observe
jamais qu’un comportement possible du systeme. Le second type de propriété, qui exprime
des propriétés générales sur tous les comportements possibles du systeme, est plutot utilisé
dans des phases d’analyse des résultats. Il est important de remarquer ici qu’étant donné
I’objectif principal de ce travail, la validation de modele par comparaison entre prédictions
et observations, il est essentiel de pouvoir exprimer les propriétés de potentialité dans la
logique temporelle choisie. Cela justifie notre choix de nous focaliser sur des logiques arbo-
rescentes (comme CTL et le u-calcul) plutot que sur des logiques linéaires (comme LTL)
qui quantifient implicitement sur toutes les exécutions et qui ne peuvent pas exprimer la
potentialité.

Une propriété d’inévitabilité fréquemment utilisée s’exprime sous la forme : « le systeme
atteindra nécessairement un état satisfaisant la propriété p ». Ce type de propriété permet
d’identifier des « étapes obligatoires » par lesquelles le systéeme passe nécessairement, par
exemple des checkpoints, et par conséquent peut suggérer des cibles privilégiées pour
éventuellement modifier le comportement du systeme. Cette propriété s’exprime de fagon
générale sous la forme AFp. Par exemple, la propriété

b4 = AF(inD*? v inD™! v inD13)

exprime l'inévitabilité pour le systeme d’arriver dans un des trois états d’équilibre du
systeme LPM (3.4)-(3.5).

Le dernier type de propriété que nous considérerons sont les propriétés exprimant des
invariants : « le systéeme satisfait toujours une propriété p ». Pour notre exemple de réseau
d’inhibition réciproque, on peut ainsi formuler une propriété d’exclusion réciproque :

o5 = AG(—\(.TQ > Hclb Nxp > 05)),

exprimant que 'on a jamais les protéines A et B présentes en concentration élevée en
meéme temps.

5.2.2 Propriétés exprimables en p-calcul seulement

Toutes les propriétés précédentes, formulées en CTL, s’expriment également en u-
calcul, strictement plus expressif que CTL. D’autres propriétés, également biologiquement
pertinentes, ne peuvent étre exprimées qu’en pu-calcul. Nous en voyons deux exemples dans
ce chapitre.

« Apres un certain temps, le systéme satisfait toujours la propriété p ». On peut refor-
muler cette propriété comme « pour tous les comportements possibles du systéeme, apres
un certain temps, la propriété p sera toujours vraie », qui s’exprime alors en CTL*, une
logique strictement plus expressive que CTL mais qui utilise les mémes opérateurs, comme
AFGp. Cette formule n’est pas dans CTL, et n’admet pas de formule CTL équivalente [53].
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En particulier, elle n’est pas équivalente & AFAGyp (figure 5.2(a)). Une propriété que 1’on
voudrait naturellement tester est qu’apres un certain temps, le systeéme reste toujours dans
un état persistant. Cette propriété est formalisée en p-calcul d’alternance 2 par

6 = pX1.vXs.((isPersistent V OX1) A OX3).

Les phénomenes oscillatoires jouent un réle fondamental dans le fonctionnement de
nombreux systémes biologiques [102]. Pouvoir exprimer la présence, potentielle ou inévi-
table, d’oscillations est donc essentiel. La propriété « le systéme peut présenter des os-
cillations » peut étre traduite par ’existence d’un comportement dans lequel la propriété
« si p est vraie alors elle sera fausse dans un instant futur, et si p est fausse alors elle
sera vraie dans un instant futur », est vraie a tout instant, ou p représente, par exemple,
la présence d’une protéine en concentration supérieure a un certain seuil. Cette propriété
est formalisée en CTL* comme EG(p — F—p A —p— Fp). Elle n’est pas dans CTL, et
n’admet pas de formule CTL équivalente (théoreme 3 de [53]). En particulier, elle n’est
pas équivalente & EG(p—EF-p A —p— EFp) (figure 5.2(b)). Elle peut par contre étre
exprimée en p-calcul. Par exemple, la propriété de p-calcul d’alternance 2

o7 =vX.((2q>0— puY1.((2, <OAX)VOYT))
A (g <0 — 1Yo ((ia > 0 A X) VOYa))),

exprime l’existence d’oscillations dans la concentration de la protéine A. Nous rencontre-
rons un autre exemple de cette propriété au chapitre 8 lors de ’analyse d’un modele de la
réponse au stress nutritionnel chez E. coli.

l&, St S
(—o—0c0) % ‘o—"a)

(a) (b)

F1G. 5.2 — Propriétés inexprimables en CTL. (a) Les propriétés ¢4 = AFGp et ¢p =
AFAGp ne sont pas équivalentes : la structure de Kripke satisfait ¢4, mais pas ¢p [53].
(b) Les propriétés ¢c = EG(p—F-p A -p—Fp) et ¢op = EG(p—EF-p A -p—EFp)
ne sont pas équivalentes : contrairement a la formule ¢¢, la formule ¢p ne permet pas
de distinguer la structure de Kripke « présentant des oscillations » (haut) de celle n’en
présentant pas (bas).

5.3 Vérification de propriétés temporelles

Nous avons vu dans la section 5.1 comment reformuler un systeme de transitions LPM
qualitatif en une structure de Kripke et dans la section 5.2 comment exprimer des proprié-
tés sur la dynamique du systeme a ’aide de logiques temporelles. II est maintenant possible
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d’utiliser des outils de model checking pour vérifier des propriétés biologiques d’un réseau
de régulation génique. Selon la logique employée, CTL ou le p-calcul, le model checker
utilisé est différent. Dans cette section, nous verrons notamment qu’il est important de
prendre en compte les spécificités de la méthode d’analyse présentée au chapitre 4 pour
obtenir des résultats biologiquement pertinents.

5.3.1 Vérification de propriétés exprimées en CTL

Dans cette section, nous testons si les propriétés formulées en CTL a la section précé-
dente sont satisfaites par un ou plusieurs états initiaux de la structure de Kripke repré-
sentant la dynamique du systeéme. Nous utilisons le model checker NuSMV [49, 50].

Dans la table 5.1 sont résumés les résultats de I’évaluation des propriétés de logique
temporelle proposées dans la section précédente, sur la structure de Kripke représentée
figure 5.1. Les deux premieres propriétés, exprimant respectivement que le systeme peut
atteindre un état d’équilibre dans lequel la concentration de la protéine B est nulle (¢1), et
que le systeme peut passer successivement par un état ou la concentration de la protéine
B augmente, puis dans un état ou elle diminue, et enfin, atteindre un état d’équilibre (¢2),
sont vérifiées par les prédictions. Un diagnostic est également proposé pour les différentes
propriétés testées.

Numéro | Propriété Do Résultat
P EF (isSteady A xp = 0) {D'1} | Vrai : diag,
o EF (i, > 0 AEF (4, < 0 A EF isSteady)) {D'1} | Vrai : diag,
b3 Ei, > 0U (Ed, < 0U isSteady) {D'1} | Faux : -
oh E(i, > 0VisInstantaneous) U (E(&, < 0Vislnstantaneous) | {D¥'} | Vrai : diag,
U isSteady)
b4 AF (inD*2 Vv inD™! v inD1-3) D Faux : diag,

diagl — (D1'17D2'2,D3‘2,D4‘27 D4.1)7
diag, = (D', D"/,
Le symbole — signifie que le diagnostic n’est pas une simple exécution.

TaAB. 5.1 — Vérification de propriétés exprimées en CTL, portant sur la dynamique du
réseau d’inhibition réciproque présenté figure 3.1. Dy indique I'’ensemble des états initiaux.
Le résultat comprend la valeur de vérité de la formule et un diagnostic (témoin ou contre-
exemple).

Présence d’états instantanés et systeme de transitions LPM qualitatif filtré

Etonamment, le model checker ne trouve aucun comportement le long duquel z; aug-
mente continiment pendant un certain temps, puis diminue contintiment jusqu’a ce que le
systéme atteigne un état d’équilibre (propriété ¢3). Pourtant, 'exécution (D1t D22 D32
D*2 D*1 D41 ), représentée dans la figure 4.10(b) semble la vérifier (section 4.2.2).
C’est la présence de 1’état instantané D?2, pour lequel ni &, < 0 ni @, > 0 n’est vrai qui
conduit le model checker a infirmer cette propriété. La présence d’états instantanés peut
étre prise en compte en modifiant la propriété, comme montré dans la table 5.1 (propriété
#5). Une autre possibilité est, étant donné la faible pertinence biologique de ces états,
de travailler directement avec le systeme de transitions LPM qualitatif filtré, c’est-a-dire,
dans lequel ces états ont été éliminés (et les connexions entre prédécesseurs et successeurs
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restaurées). La structure de Kripke filtrée, associée au systéeme de transitions LPM quali-
tatif 3-QTS pour 'exemple du réseau d’inhibition réciproque, est représentée figure 5.3.
Pour le systeme filtré, la propriété ¢3 est vraie.

D6
115
D .. ..
¢/D1\D13’1 D5l
1.3
D .. .. .. ..
q\ \ Dl“//
Dl ® ®
L] L]
\. DTl
/ . \
1.1 L] L] L]
D' @ ) ® )
D32 J D2 b2
L] L] L]
o

DB.] Dll D5.]

F1a. 5.3 — Structure de Kripke filtrée (i.e. dans laquelle les états instantanés ont été
éliminés), associée au systeme de transitions LPM qualitatif 3-QTS et obtenue a partir
de la structure de Kripke 3-KS représentée figure 5.1. Les symboles e représentent des
boucles sur les états.

Présence de boucles et contraintes d’équité

Dans la table 5.1, la derniére formule, ¢4, exprime I'inévitabilité pour le systéme d’ar-
river dans un des trois états d’équilibre, D*!, D™ ou D13, Il peut étre montré que, pour
tous les parametres vérifiant les contraintes d’inégalité (4.3)-(4.4), toutes les solutions du
systeme LPM (3.4)-(3.5) atteignent ou convergent asymptotiquement vers un des trois
points d’équilibre. Nous nous attendons donc a ce que la propriété ¢4 soit vérifiée par le
systeme de transitions LPM qualitatif correspondant. Or cela n’est pas le cas. Le model
checker donne comme contre-exemple l'exécution (D!, D1 .. .). Cette exécution, dans
laquelle le systeéme reste toujours dans D!, en utilisant infiniment souvent la boucle sur
D' ne correspond & aucune solution du systéme LPM sur 'intervalle de temps [0, +o0].

Pour exclure ces comportements artéfactuels, nous utilisons des contraintes d’équité
(section 2.2.2). Rappelons que la notion d’équité a justement été introduite pour exprimer
I'idée que certains processus doivent progresser[13, 90]. En ajoutant la contrainte d’équité
isSteady, on restreint I’ensemble des exécutions considérées aux seules exécutions, dites
équitables, qui vérifient infiniment souvent cette propriété. L’ajout de contraintes d’équité
nous permet donc d’exclure certaines exécutions, qui, comme (D! D11 . ) ne corres-
pondent a aucun comportement réel du systeme original. En utilisant la contrainte d’équité
isSteady, nous obtenons alors le résultat attendu (table 5.2).

Le résultat de I’évaluation, avec contraintes d’équité, de la propriété traduisant ’ex-
clusion mutuelle est donné dans la table 5.2 (propriété ¢5). Comme attendu, la propriété
d’exclusion mutuelle est vraie.
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Numéro | Propriété Do Contrainte d’équité | Résultat
on AF (inD*? v inD"™1 v inD'13) D isSteady Vrai : —
o5 AG(—(zg > 0L Axy, > 0p)) {D'1} isSteady Vrai : —

TAB. 5.2 — Vérification de propriétés exprimées en CTL, avec contrainte d’équité, por-
tant sur la dynamique du réseau d’inhibition réciproque présenté figure 3.1. Dy indique
I’ensemble des états initiaux.

Abstraction et interprétation des résultats

Nous avons vu, a la section 4.2.2, que le systéme de transitions LPM qualitatif X-QTS
obtenu par abstraction qualitative est une approximation conservative du systeme LPM
original . Or, par model checking, nous vérifions les propriétés de ¥-QTS (ou plus pré-
cisément de ¥-KS). Est-ce que les conclusions obtenues pour ¥-QTS sont aussi valables
pour X7 D’apres les résultats présentés a la section 2.2.3 sur la vérification de systemes
abstraits, nous savons que si une propriété dite universelle est vérifiée par -QTS, alors
elle ’est nécessairement par X-TS, et ainsi, qu’une propriété équivalente est vraie pour le
systeme original ¥ (théoreme 3). Rappelons que les propriétés universelles correspondent
a des propriétés qui doivent étre vérifiées par toutes les exécutions possibles du systeme.
Ces propriétés font partie de VCTL ou du p-calcul universel, pour les logiques que nous
considérons. Parmi les résultats obtenus, les résultats de I’évaluation sur 3X-QTS des pro-
priétés ¢s, ¢4 et ¢ avec équité, sont également valables pour ¥, car les propriétés —¢?,
¢* et ¢° sont vraies et sont dans VCTL.

La notion de propriété universelle est importante pour la validation de modeles. Effec-
tivement, ’observation expérimentale d’un comportement se traduit le plus souvent par
une propriété, ¢, portant sur I'existence d’une exécution satisfaisant des propriétés parti-
culieres (voir les propriétés ¢, ¢2 et ¢3). La négation de cette propriété, —¢, est alors une
propriété universelle. Ainsi, si la propriété ¢ n’est pas satisfaite par le systeme abstrait,
¥-QTS, —¢ est alors vraie, et le théoreme 3 s’applique, ce qui nous permet de prouver ainsi
qu’aucune solution du systeme original n’est cohérente avec 1’observation. La contradic-
tion étant formellement démontrée, le modele peut donc étre rejeté. Dans les autres cas,
le résultat obtenu sur le systeme abstrait, 3-QTS, peut étre di a U'existence d’exécutions
artéfactuelles (i.e. qui sont dans -QTS, mais pas dans X-TS), et il n’est pas possible d’en
tirer des conclusions pour le systeme original, 3.

5.3.2 Vérification de propriétés exprimées en j-calcul propositionnel

Certaines propriétés biologiquement intéressantes, comme la présence d’oscillations,
ne peuvent étre exprimées en CTL, mais peuvent ’étre en p-calcul (section 5.2.2). Nous
utiliserons la boite a outils CADP pour vérifier ces propriétés. Les outils de CADP utilisent
un formalisme basé sur les actions (section 2.2.2). Notre probleme étant posé dans un
formalisme basé sur les états, il est nécessaire de pouvoir passer d’un formalisme vers
I’autre. Concretement, cela implique de transposer le probleme de la vérification d’une
formule de p-calcul propositionnel sur une structure de Kripke en un probleme équivalent
de vérification d’'une formule de p-calcul modal sur un systéme de transitions étiquetées.
Dans [157], Mateescu propose une méthode simple pour réaliser cette transposition. Dans
cette section, nous n’en exposons que le principe. Egalement, nous montrons comment en
pratique cette méthode est utilisée pour tester si des propriétés exprimées en u-calcul sont
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vérifiées par les prédictions obtenues sur la dynamique du systeme.

Dans [157], Mateescu définit deux applications, W et ¢, transformant respectivement
une structure de Kripke, K.S, et une formule de p-calcul propositionnel, ¢, en un sys-
téeme de transitions étiquetées et une formule de u-calcul modal, préservant la relation de
satisfaction, c’est-a-dire telles que :

KS = ¢ si et seulement si W(KS) = t(¢)
(théoreme 2 de [157])

Etant donné la structure de Kripke ¥-KS = (D, —ks, Exs), W consiste simplement a
étiqueter les transitions du graphe G = (D, —kg) de telle sorte que 'on ait D (—>) ou
L : D — 247 est la fonction associant & tout état I’ensemble des propositions atomlques
vraies dans cet état : L(D) = {p € AP | D ks p}. La transformation t consiste a
remplacer syntaxiquement dans les formules de p-calcul propositionnel, p, 0@, et o,
par (p)True, (—)¢, et [—]¢, respectivement, ou le symbole — correspond a une étiquette
quelconque. 11 est alors possible d’utiliser CADP pour vérifier des propriétés complexes,
formulées en p-calcul, sur la dynamique du systeme. Nous pouvons par exemple tester si
les propriétés sur la dynamique du réseau d’inhibition mutuelle, énoncées a la section 5.2.2,
sont satisfaites par les prédictions obtenues a partir du systeme LPM (3.4)-(3.5) et des
contraintes d’inégalité sur les parametres (4.3)-(4.4).
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Fia. 5.4 — Traduction de la structure de Kripke ¥-KS représentée figure 5.1 (voir aussi
figure 4.10) en systéme de transitions étiquetées, W (3-KS), comme proposé dans [157].

Dans la figure 5.4, est représenté le systeme de transitions étiquetées, W (3-KS), cor-
respondant & la structure de Kripke représentée figure 5.1 (voir également figure 4.10). La
table 5.3 donne la traduction en p-calcul modal des propriétés formulées en p-calcul pro-
positionnel a la section 5.2.2. Nous rappelons que ces propriétés expriment respectivement
qu’apres un certain temps, le systéme reste toujours dans un état persistant (propriété ¢g)
et que le systéme peut présenter des oscillations pour la concentration de la protéine A
(propriété ¢7). Egalement, pour comparaison, nous avons ajouté dans cette table une for-
mule traduisant la propriété ¢1, et équivalente a la formule de CTL EF (isSteady A xp = 0)
(voir section 5.2.1).
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t(¢1) = pX.(((isSteady N xp = 0)True) V (—)X),

t(¢6) = nX.vY.(((isPersistent)True V [—]X) A [-]Y),

t(o7) = vX.( (g > 0)True — pY1.(((2o < 0)True A X) V
A({(2q < 0)True — pY2.(((Z, < 0)True A X)

(=)11))
V(=)Y2))).

TaAB. 5.3 — Traduction en p-calcul modal de quelques formules exprimées en p-calcul
propositionnel, comme proposé par Mateescu [157].

Le résultat de I’évaluation de ces propriétés a l'aide des outils de CADP (Evaluator
et XTL) est donné dans la table 5.4. Premiérement, nous retrouvons le résultat, obtenu
dans la section précédente, que la propriété ¢; est vraie. Egalement, la seconde propriété
testée (¢g) est vraie. Le fait qu’apres un certain temps, le systéme reste toujours dans un
état persistant, est en réalité une conséquence de ’absence de cycles (i.e. de composantes
fortement connexes autres que des boucles) dans la structure de Kripke ¥-KS. L’absence
d’oscillations pour la concentration de la protéine A (propriété ¢7), est également une
conséquence de I’absence de cycles dans X-KS.

Numéro | Propriété Do Résultat
01 puX.((isSteady N zp = 0) V OX) {D'1} Vrai
o6 uX.vY.((isPersistent V OX) AOY) D Vrai
o7 vX.( (g >0— puY1.((2a <OANX)VOYT)) D Faux

Niq <0 — uYs.((ia > 0A X)V OY3)))

TAB. 5.4 — Vérification de propriétés exprimées en p-calcul propositionnel, portant sur la
dynamique du réseau d’inhibition réciproque. Dy indique ’ensemble des états initiaux.

Les remarques faites a la section précédente, sur les conséquences de la présence d’états
instantanés et de boucles sur certains états, ainsi que sur le fait que X-KS ne soit qu’une
approximation conservative de X, sont également valables pour la vérification de propriétés
exprimées en p-calcul. Les solutions proposées, a savoir, utiliser un systeme « filtré »,
utiliser la notion d’équité et distinguer les propriétés dites universelles, i.e. du p-calcul
universel dans ce cas (section 2.2.3), s’appliquent de fagon tout a fait similaire.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une reformulation simple du systéme de tran-
sitions LPM qualitatif, 3-QTS, en structure de Kripke, ¥-KS. Egalement, nous avons
montré comment un large éventail de propriétés biologiquement pertinentes pouvaient
étre exprimées en logique temporelle. La vérification des propriétés peut alors étre réa-
lisée de facon automatique. Une application sur I’exemple simple du réseau d’inhibition
réciproque présenté a la section 3.1.1 nous a permis d’illustrer I'importance de prendre en
compte certaines spécificités de la méthode d’analyse présentée au chapitre 4 pour obtenir
des résultats de vérification biologiquement pertinents.

Nous verrons dans la partie Applications, que par cette méthode, il est effectivement
possible d’analyser efficacement les grands systéemes de transitions obtenus pour des mo-
deles biologiquement intéressants. Mais auparavant, nous présentons dans la partie sui-
vante I'implémentation, dans une nouvelle version de ’outil Genetic Network Analyzer, de
la méthode présentée dans les chapitres 3, 4 et 5.
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6 Genetic Network Analyzer 6.0

La méthode d’analyse symbolique et de vérification de modeles LPM qualitatifs dé-
veloppée dans la partie précédente, est implémentée dans un nouvelle version de 'outil
informatique Genetic Network Analyzer, GNA 6.0.

GNA 6.0 a été développé a partir d’'une version précédente de l'outil (GNA 5.5).
GNA 5.5 implémente la méthode proposée par de Jong et al. [70] et a été développé
par Michel Page et Hidde de Jong [68]. Les deux versions different essentiellement sur
deux points. Premierement, GNA 6.0 utilise une partition en domaines de flot, tandis que
la version précédente utilise une partition en domaines de mode. L’utilisation d’une des-
cription plus fine de I’état du systeme a nécessité de réécrire substantiellement le coeur
de l'outil, réalisant ’analyse qualitative. L’architecture globale du logiciel a néanmoins été
préservée. Deuxiemement, GNA 6.0 integre des fonctionnalités d’export des résultats de
I'analyse (graphes de transitions) vers deux model checkers, CADP et NuSMV. Le parseur
pour la lecture des modeles et 'interface graphique ont également du étre adaptés.

GNA 6.0 est librement disponible pour la recherche académique®. De plus, le logiciel
fait actuellement l'objet d’un transfert technologique pour sa diffusion gratuite aupres
d’utilisateurs académiques et sa commercialisation aupres d’utilisateurs non académiques
par la société Genostar Technologies.

Dans ce chapitre, nous décrivons GNA 6.0 selon deux points de vue complémentaires.
Tout d’abord, nous adopterons le point de vue utilisateur et nous présenterons les princi-
pales fonctionnalités de ’outil. Puis, nous adopterons le point de vue informatique et nous
présenterons quelques aspects liés a ’architecture du logiciel et aux algorithmes utilisés.

6.1 Utilisation de GNA 6.0

6.1.1 Généralités

GNA 6.0 est écrit en Java 1.4. Il fonctionne donc sur toute plateforme munie d’une
machine virtuelle Java, version 1.4 ou supérieure. Notamment, GNA 6.0 a été testé sur les
plateformes Linux (Fedora 2 et Redhat 9), Windows (NT 4.0, 2000 et XP), et Macintosh
(OS X). Le code a été déposé a I’ Agence pour la Protection des Programmes (référencement
en cours).

La distribution consiste en une archive d’environ 7 Mo, incluant une documentation au
format HTML ainsi qu’un ensemble de modeles et de conditions initiales, avec notamment
les modeles et conditions initiales présentés dans la partie IV concernant l'initiation de la
sporulation chez B. subtilis (chapitre 7) et la réponse au stress nutritionnel chez E. coli
(chapitre 8).

!Contact : hidde.de-jong@inrialpes.fr.
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6.1.2 Principales fonctionnalités
Utilisation via des commandes en ligne ou via I’interface graphique VisualGN A

GNA peut étre utilisé soit via des commandes en ligne soit via une interface graphique
appelée Visual GNA. L’utilisation par commande en ligne permet, étant donné un modele
et éventuellement des conditions initiales, de calculer le graphe de transitions correspon-
dant et de I'exporter vers les model checkers NuSMV et CADP. La syntaxe est

gna modelFile initCondFile presentMode tracelLvl samplelLimit nusmvExportFile cadpExportFile,

ol presentMode et traceLvl déterminent la quantité d’information affichée lors du cal-
cul, sampleLimit permet éventuellement de limiter ’analyse a un certain nombre maximal
d’états, et les autres arguments correspondent a des noms de fichiers avec une signification
évidente. La donnée des fichiers initCondFile, nusmvExportFile ou cadpExportFile est
optionnelle.

L’utilisation par commandes en ligne permet ’analyse systématique d’un grand nombre
de modeles, pour un grand nombre de conditions initiales, via ’écriture de scripts. Tou-
tefois, 'utilisation via l'interface graphique est plus conviviale et offre de nombreuses
fonctionnalités supplémentaires. Dans la suite, nous nous focalisons sur cette derniere.

Edition de modéles

Via VisualGNA, il est possible de créer, effacer et renommer les variables d’état et d’en-
trée et les parametres de seuil, de production et de dégradation. Il est également possible
d’éditer les équations d’état et de spécifier les contraintes d’inégalité sur les parametres.
Les modeles ainsi créés peuvent étre sauvegardés sous forme de fichiers texte (format .gna,
voir la documentation de GNA).

Le modele présenté dans la partie II pour le réseau d’inhibition réciproque et constitué
des équations (3.4)-(3.5) et des contraintes d’inégalité (4.3)-(4.4), est représenté dans la
figure 6.1. La variable xa est completement spécifiée. Elle est associée a deux seuils, t_xal
et t_xa2, en plus des parametres z_xa et max_xa représentant les concentrations minimale
et maximale de la protéine A, a un parametre de production k_xa et & un parameétre de dé-
gradation g_xa. I’équation différentielle correspond & (3.4), et le bouton checkEquation
permet d’en vérifier la syntaxe. Enfin, 'ordre des concentrations de seuil et focales corres-
pond & l'ordre spécifié par les contraintes d’inégalité sur les parametres (4.3). L’ordre des
éléments de cette liste peut étre modifié a I'aide des boutons "A” et ”¥”. La représentation
textuelle du modele compleétement spécifié (fichier .gna) est donnée dans annexe B.1.
Par exemple, la variable xa, correspondant a la protéine A, est définie par

state-variable: xa
zero-parameter: z_xa
box-parameter: max_xa
threshold-parameters: t_xal, t_xa2
synthesis-parameters: k_xa
degradation-parameters: g_xa
state-equation:
d/dt xa = k_xa * s-(xa, t_xa2) * s-(xb,t_xb) - g_xa * xa
parameter-inequalities:
z_xa < t_xal < t_xa2 < k_xa/g_xa < max_xa ;
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[ Model

F1G. 6.1 — Capture d’écran de GNA 6.0 montrant le modele du réseau d’inhibition réci-
proque présenté partie I en cours d’édition.
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Il est a noter que les contraintes d’inégalité sur les parametres doivent définir un ordre
total sur les concentrations de seuil et focales. Ceci n’était pas nécessairement le cas avec
les modeles acceptés par la version précédente de GNA, pour lesquels un ordre relatif
seulement était demandé [70]. Pour les modeles précédemment développés (i.e. avec la
version 5.5 de GNA), il est possible que 'on ne puisse déduire un ordre total sur les
concentrations de seuil et focales, a partir des ordres partiels donnés. Pour cette raison, la
compatibilité ascendante des modeles n’est pas totale entre les deux versions de GNA.

Edition de conditions initiales

La concentration initiale des protéines est spécifiée sous la forme d’un intervalle, par
la donnée d’une borne inférieure et d’'une borne supérieure, éventuellement égales. Ces
bornes correspondent soit & des concentrations de seuil, soit & des concentrations focales.
Les conditions initiales peuvent étre sauvegardées sous forme de fichiers textes (format
.dat, voir la documentation de GNA). Ensemble, ces contraintes définissent une région
hyperrectangulaire de ’espace des phases, correspondant a un ou plusieurs domaines, ou
états, initiaux.

Pour illustration, des conditions initiales pour le modele représenté figure 6.1, sont don-
nées figure 6.2. Ces conditions spécifient que les concentrations initiales des deux protéines
sont basses (en dessous de leur premier seuil). La représentation textuelle de ces conditions
initiales (fichier .dat) est donnée dans l’annexe B.1. Par exemple, les conditions initiales
pour la protéine A sont définies par

xa >= z_xa; xa < t_xal;

Il est a noter que dans la version précédente de GNA, seules les concentrations de
seuil pouvaient étre utilisées pour spécifier des conditions initiales : il n’était pas possible
de spécifier des régions plus petites qu'un domaine de mode. Avec la version 6.0, il est
possible de spécifier plus précisément des conditions initiales, ce qui est important étant
donné qu'un domaine de mode peut contenir un grand nombre de domaines de flot (par
exemple, un domaine de mode régulier de dimension élevée contenant un point d’équilibre).

Analyse de 1’espace des phases ou d’atteignabilité

GNA permet soit de calculer a partir d’un modele, le systeme de transitions LPM
qualitatif entier, soit de calculer & partir d’'un modele et de conditions initiales (i.e. d’'un
ensemble d’états initiaux), le fragment du systéme de transitions composé seulement des
états atteignables a partir des états initiaux. Ces deux types d’analyse correspondent
respectivement a une analyse de l’espace des phases et a une analyse d’atteignabilité,
encore appelée simulation qualitative. Dans les deux cas, le résultat de 'analyse, i.e. le
systeme de transitions LPM qualitatif entier ou partiel, est simplement appelé graphe de
transitions.

Notons que 'expérience montre que, pour des modeles biologiques, les analyses d’at-
teignabilité ont en général des propriétés de mise a 1’échelle tres largement supérieures a
I’analyse de I'espace des phases.

Controle de la simulation

Une fois qu'un modele et des conditions initiales sont spécifiés, le graphe de transitions
peut étre calculé a 'aide de GNA. L’utilisateur peut spécifier un temps de calcul maximal
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F1a. 6.2 — Capture d’écran de GNA 6.0 montrant des conditions initiales pour le mo-
dele représenté figure 6.1 (au centre). La capture d’écran fait également apparaitre des
informations sur le déroulement d’une simulation (& droite).
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et un nombre maximal d’états a afficher, 'affichage de tres grands graphes pouvant étre
peu informatif et consommateur de resources. Diverses informations, dont notamment le
nombre d’états atteints, le temps écoulé et la quantité de mémoire utilisée, permettent de
suivre I’évolution de la simulation. Celle-ci peut étre interrompue a tout moment. Dans la
figure 6.2, la fenétre permettant de controler la simulation est visible (& droite).

Analyse des résultats de simulation

Différentes possibilités sont offertes par GNA pour I’analyse des résultats de simulation.
Premierement, I'utilisateur dispose d’un ensemble de propriétés sur le graphe de transi-
tions obtenu, notamment le nombre d’états, le nombre d’états initiaux, d’états persistants,
d’états d’équilibre, et de composantes fortement connexes, aussi appelées cycles qualita-
tifs. Egalement, les états d’équilibre, les composantes fortement connexes et leur bassins
d’attraction sont identifiés. Deuxiemement, le graphe de transitions peut étre analysé. Les
états instantanés, persistants et d’équilibre sont aisément identifiables d’apres leur appa-
rence graphique. Les informations concernant les états, 7.e. les concentrations des protéines
et leur sens de variation, sont affichées lorsque le curseur est placé au-dessus d’un état. Il
est également possible d’afficher séparément 1’évolution temporelle des concentrations des
protéines et de leur sens de variation le long d’un chemin sélectionné.

Dans la figure 6.3, sont présentés des résultats de la simulation du comportement du ré-
seau d’inhibition réciproque pour les conditions initiales données figure 6.2. L’évolution du
systeme le long du chemin (S1, 83,86, S7) est représentée en détail. Ce chemin correspond
au chemin (D!, D%2 D12 DI13) représenté figure 4.10(b).

Par rapport a la version précédente de GNA, il est important de garder a ’esprit que les
états dans le graphe de transitions correspondent dans ’espace des phases a des domaines
de flot, et non plus a des domaines de mode. Cette subdivision plus fine de I'espace des
phases, ainsi que la donnée du sens de variation des différentes protéines dans les états
persistants, apparait clairement dans le chemin représenté figure 6.3.

D’autres opérations sur le graphe sont possibles comme zoomer, éliminer (i.e. « fil-
trer ») les états instantanés ou sélectionner des sous-graphes pour les analyser séparément.
Enfin, il est aussi possible de les exporter pour les analyser par model checking, comme
proposé dans le chapitre 5.

Export vers des model checkers

Lors des exports, une description textuelle du graphe et des propriétés des états est gé-
nérée dans un format reconnu par les model checkers utilisés dans cette these, NuSMV [49]
et CADP [91]. Rappelons que formellement, le graphe doit étre exporté sous la forme d’une
structure de Kripke pour ’analyse des propriétés en CTL par NuSMV, alors qu’il doit étre
exporté sous la forme d’un systéeme de transitions étiquetées pour ’analyse des propriétés
en p-calcul par les outils de CADP (voir les sections 5.3.1 et 5.3.2).

Les exports vers NuSMV sont réalisés dans le language d’entrée de NuSMV (for-
mat .smv), spécifié dans [45]. La syntaxe des exports est aisément illustrée a partir d’'un
exemple. Le résultat de 'export du graphe représenté figure 6.3, ou plus précisément, de
la structure de Kripke associée, est présentée dans I’annexe B.2. Par exemple, ’état S1 est
défini par
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F1a. 6.3 — Capture d’écran de GNA 6.0 montrant le résultat d’une simulation : graphe de
transitions, information sur les attracteurs du graphe et analyse détaillée de I’évolution du
systeme le long d’un chemin.
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inQS1 := QState_number = 1
& min_xa = GE_z_xa
max_xa = LT_t_xal
min_xb = GE_z_xb
max_xb LT_t_xb
DSignOfxa= _INC_
DSignOfxb= _INC_;

PRI

ou il faut interpréter min xa = GE_z_xa, comme xa > z_xa (GE pour « greater than or
equal »), max xa = LT t_xal, comme xa < t_xal (LT pour « less than »), et également
DSignOfxa = _INC_, comme dxa/dt > 0. L’interprétation des autres propositions ato-
miques est tres similaire.

L’ensemble des états initiaux est donné par INIT, et la relation de transition, par
TRANS, a ’aide de l'opérateur next (voir ’annexe B.2). Ainsi,

QState_number = 1 : next(inQS1 | inQS2 | inQS3 | inQS4);

signifie que S1 possede quatre successeurs : lui-méme, S2, S3 et S4. Certains propo-
sitions tres utiles sont également systématiquement définies, comme isInitialState,
isSteadyState ou isInSCCi, pour décrire 'appartenance aux états initiaux, aux états
d’équilibre ou & la iéme composante fortement connexe, respectivement.

Les exports vers CADP sont donnés dans le format .aut de CADP. A nouveau, nous
illustrons la syntaxe a partir d’'un exemple. Le résultat de I’export du graphe de transitions
obtenu a la section précédente pour le réseau d’inhibition réciproque (figure 6.3), est donné
dans I'annexe B.3. Formellement, le fichier d’export représente le systeme de transitions
étiquetées W (X-KS), ot X-KS est la structure de Kripke définie a la section 5.1 et W
est I'application introduite a la section 5.3.2 transformant une structure de Kripke en un
systeme de transitions étiquetées préservant les propriétés du p-calcul (au sens défini a la
section 5.3.2).

Le fichier d’export consiste en ’énumération de toutes les transitions possibles. Plus
précisément, toutes les transitions sont de la forme (Si,”L(Si)”,SuccSi), ol Si est un
état, L(Si), sa description et SuccSi, un de ses successeurs. Ainsi,

(1, "S1: xa:[z_xa,t_xall,inc; xb:[z_xb,t_xb[,inc; initial ", 2)

signifie que I’état 1 du systeme de transitions étiquetées est S1, que S1 vérifie les propriétés
xa € [z_xa,t_xal[, dxa/dt > 0, xb € [z_xDb, t_xb[, dxb/dt>0, que S1 est un état initial, et
qu’il a pour successeur 1’état 2 du systeme de transitions étiquetées (qui est S2). Comme
précédemment, en plus de l'information correspondant aux propositions atomiques, un
certain nombre de propriétés est ajouté systématiquement lors de I'export comme 'appar-
tenance aux états initiaux, aux états d’équilibre ou & des composantes fortement connexes.

La spécification et la vérification des propriétés dynamiques du réseau se fait alors dans
I’environnement des différent model checkers.

6.2 Implémentation de GNA 6.0

Dans cette section, nous décrivons I'architecture globale du logiciel et nous présentons
quelques aspects algorithmiques importants pour lefficacité des calculs réalisés par GNA.
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6.2.1 Architecture du logiciel

Comme dit précédemment, GNA 6.0 a été développé en Java 1.4 & partir d’une version
précédente de 'outil (GNA 5.5) [68]. Le logiciel est composé de 121 classes, totalisant 17800
lignes de code dont environ 4500 de commentaires. Les modifications entre la version 6.0
du logiciel et la précédente sont trés nombreuses. Par exemple, pres de 35% des lignes ont
été modifiées (60% dans le kernel), 6 classes ont été enlevées, et 11 ajoutées (4 et 5 dans le
kernel, respectivement). Toutefois, ’architecture générale et le principe du fonctionnement
du logiciel ont été bien conservés.

Le code est structuré en 6 paquetages, dont un pour le parseur (parser), un pour
I'interface graphique (gui) et un pour le coeur du logiciel (kernel). Egalement, trois
paquetages tierce partie sont utilisés, JavaCup, par le parseur, et JGraph et MSBChart,
par linterface graphique. L’organisation des paquetages est représentée figure 6.4. Sur
cette figure, il apparait clairement que les objets du kernel ne communiquent avec les
objets de l'interface graphique que par l'envoi de messages (événements ou exceptions).
Autrement dit, le fonctionnement de la partie non graphique est totalement indépendant
de la partie graphique. C’est cette organisation qui permet d’utiliser GNA aussi bien via
des commandes en ligne (i.e. sans interface graphique) que via l'interface graphique.

JavaCup expression bool eanExpr

action JGraph MSBChart

St g

operating system ‘
. . A —> B A utilise B par appel de méthode publique
paquetage tierce partie e .
paquetage de GNA e A - --=B A utilise B par envoi de message
utilisé par GNA L, L
—=<  lecture/écriture de fichiers

F1a. 6.4 — Organisation des paquetages constituant GNA, et leurs relations avec le systeme
d’exploitation.

L’organisation en classes du coeur du logiciel, le kernel, est représentée figure 6.5. La
classe principale est Project, qui est associée a un Model, a des InitialConditions, et
éventuellement a des Simulations. Ces classes, comme toutes celles représentées figure 6.5,
correspondent tres naturellement aux concepts rencontrés lors de ’exposé de la méthode,
dans la partie II. Une exception notable concerne les deux classes FlowDomain et QState.
Effectivement, nous avons considéré dans la partie II, que les termes domaine de flot et
état discret (ou qualitatif) étaient des synonymes. Ils représentent effectivement la méme
entité, mais qui est vue alternativement dans une représentation continue ou discrete de
I’espace des phases. Du point de vue programmation, il est conceptuellement plus simple
de distinguer ces deux représentations. Ainsi, un FlowDomain correspond & une région de
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I’espace des phases, et posseéde donc par exemple des coordonnées, tandis qu’un QState
correspond a un état du graphe de transitions, et possede donc par exemple des successeurs
et des prédécesseurs (voir figure 6.5). Chaque QState est associé & un FlowDomain unique.
Enfin, mentionnons simplement, que la représentation donnée figure 6.5 des classes du
kernel est tres simplifiée, son but principal étant de représenter lisiblement les classes et
les relations entre classes les plus importantes pour la compréhension du fonctionnement

du logiciel.

Project

model

initial ConditionList
loadModel ()
load!nitial Conditions()
runSimulation()

main()
Model Initial Conditions Simulation SimulationStack
project project project push()
stateVariables initial ConditionFile initial Conditions pop()
modelFile initial ConditionHyperCube simulationStack isEmpty()
isModified() isModified() transitionGraph contains()
initialize()
exhaustStack()
Statevariable Initial Conditionl nequality run() TransitionGraph
name expression isAccomplished() simulation
model stateVariable states
stateEquation initial States
parameterlnequalities Parameterinequality steadyStates
+ several parameter lists i addState()
(ordered or not) express ?n contains()
stateVariable . .
isPartial Graph()
isFilteredGraph()
Parameter StateEquation exportToNUSMV/()
name text exportToCADP()
stateVariable targetEquilibriumTree
isAnayzed()
QState
BoundaryParameter RateParameter Domain index
modelndex TargetEquilibriumTree flowDomain
flowlIndex stateEquation predecessors
getFocal Parameter() SUCCESSOrs
addSuccessors()
ProductionPerameter ‘ generateTransitions()
e FlowDomain ModeDomain satisfiesTransitionRulel()
‘w minFlowCoordinates modeCoordinates satisfiesTransitionRule2()
BoxParameter maxFlowCoordinates lambdas isInstantaneous()
@ minDSign minPsi computeM odeDomainsinMyBoundary()
maxDSign maxPsi computeM odeDomainsinTheirBoundary()
@ myModeDomain() computel ambdas() computeFlowDomainslnMyBoundary()
computeDSign() computeFlowDomainsinTheirBoundary()

Fia. 6.5 — Diagramme de classes simplifié du kernel.

6.2.2 Aspects algorithmiques

L’objectif de cette partie n’est pas de détailler ’ensemble des algorithmes utilisés,
mais seulement de donner le principe du calcul du graphe de transitions. Egalement, nous
décrirons plus en détail une optimisation qui s’est révélée critique pour l'efficacité du

logiciel.
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Principe du calcul du graphe de transitions

Du point de vue algorithmique, le graphe de transitions est obtenu en calculant, par un
parcours en profondeur, tous les états atteignables a partir des états initiaux. Les princi-
paux objets utilisés sont initialConditionHyperCube, correspondant a la région initiale,
hyperrectangulaire, de ’espace des phases, et transitionGraph, stockant les états atteints
via la méthode addState (). Les transitions du graphe sont stockées au niveau de chaque
état, dans deux listes, successors et predecessors, via la méthode addSuccessors().
Enfin, pour le parcours du graphe, une pile, simulationStack, est utilisée (voir figure 6.5).

Dans la figure 6.6, nous indiquons le pseudocode correspondant a la méthode run()
de la classe Simulation. Plus précisément, run() appelle les méthodes initialize ()
(correspondant aux lignes 1-5) puis exhaustStack() (correspondant aux lignes 6-10)
(voir également figure 6.5). En plus des méthodes mentionnées ci-dessus, la méthode
generateTransition() de la classe QState est utilisée. Cette méthode réalise le calcul de
I’ensemble des successeurs d'un état. Un algorithme pour cette méthode est présenté dans
la figure 6.7.

run()

1: for each D in initialConditionHyperCube do

2:  D.computeDSign()
QS = new QState(D)
simulationStack.push(QS)
transitionGraph.addState(QS)

while not simulationStack.isEmpty() do
QS = simulationStack.pop()
QS.generateTransition()
for each QS’ in QS.successors do

10: if not (transitionGraph.contains(QS’) or simulationStack.contains(QS’))

then
11: simulationStack.push(QS’)

F1a. 6.6 — Pseudocode donnant ’algorithme de calcul du graphe de transitions (méthode
run() de la classe Simulation).

Deux remarques peuvent étre faites au sujet de ces méthodes.

Premierement, la méthode computeDSign() implémente les propositions 4 et 5, et les
méthodes satisfiesTransitionRulel() et satisfiesTransitionRule2() implémentent
les propositions 7 et 8, respectivement (voir section 4.4).

Deuxiemement, il est important de préciser que le calcul des voisins d’un domaine de
flot dans lespace des phases (i.e. ligne 1 de generateTransition(), figure 6.7) est une
tache non triviale. Elle nécessite de calculer la partition d’'un voisinage de D en domaines
de flot dans un espace des phases pouvant étre de dimension élevée. Nous allons voir
au paragraphe suivant qu’une implémentation efficace de ce calcul est critique pour le
passage a l’échelle de I'outil. Ce probleme s’est posé de fagon beaucoup moins aigué lors
de I'implémentation de la version précédente de GNA, car la partition utilisée, en domaine
de mode, est bien plus simple.
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generateTransition()

1: for each D’ neighbor of D do
2: D’ .computeDSign()

3:  QS’= new QState(D’)

4: if satisfiesTransitionRule1(QS’) then

5: /* dim™ transition from QS to QS’ */

6: if not transitionGraph.contains(QS’) then
7: transitionGraph.addState(QS’)

8: addSuccessors(QS’)

9: if satisfiesTransitionRule2(QS’) then

10: /* dim™ transition from QS to QS’> */

11: if not transitionGraph.contains(QS’) then
12: transitionGraph.addState(QS’)

13: addSuccessors(QS’)

Fia. 6.7 — Pseudocode donnant un algorithme pour la méthode generateTransition()
de la classe QState. D est le FlowDomain associé & QS.

Calcul efficace des successeurs d’un état

Comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent, pour calculer les successeurs
d’un état, i.e. d’'un domaine de flot, il est nécessaire de calculer dans un premier temps les
domaines voisins du domaine considéré. Cela revient a calculer la partition d’un voisinage
du domaine. I’ensemble des domaines voisins sont alors considérés comme des successeurs
potentiels. L’existence d’une transition entre le domaine considéré et un successeur poten-
tiel est alors déterminée en appliquant les régles de transitions. Ici, nous nous focalisons sur
le probleme du calcul de ’ensemble des successeurs potentiels. Deux méthodes, appelées
dans la suite « naive » et « optimisée », ont été successivement implémentées dans GNA.
Leur principe est illustré a partir d’'un exemple. Nous considérons a nouveau ’exemple du
réseau d’inhibition réciproque (figure 3.1), et pour ce réseau, nous souhaitons calculer les
voisins de I'état D121, représenté figure 6.8(a).

.7:;,1\ xp ﬂ\

maxy"~ ! ToTTT o ! maz,” " """ [ ToTTT o !
| | | | | | | |
| | | | | | | |
. | | | | | | | |
h’b/fyb I R - | ffh/’Yb‘ == === |
| %}12,1 | | | 4)12.1 | |
O Lot | 0 ‘ o |
| ! | | | ! | |
I ! I I I ! I I
| ! | | | ! | |
I : I I I : I I
| | | | | |
,,,,,,, T | T
1 2 1 2
0 0, 0; maz, 0 0, 0 maz,

FIG. 6.8 — (a) Probléme du calcul des voisins de D'*!. (b) Représentation d’une région
hyperrectangulaire « entourant » D'?! pouvant servir & définir un ensemble de successeurs
potentiels de D1,

Une implémentation naive part du constat que nécessairement, les successeurs poten-



Chapitre 6. Genetic Network Analyzer 6.0 103

tiels d’un domaine D sont dans, ou intersectent avec, une région hyperrectangulaire Z qui
« entoure » le domaine, c’est-a-dire telle que D; C Z;. Ainsi, pour D2t = {01} 10y, K5/,
une région hyperrectangulaire Z possible est |0, 02[x [0y, r3/75). Cette région est représentée
figure 6.8(b). On trouve alors comme ensemble de successeurs potentiels les 7 domaines de
flot représentés figure 6.9. L’application des regles de transition entre D21 et ces domaines

montre qu'un seul domaine est effectivement un successeur de D!, & savoir D12,

l'bq\

mazry” ‘—" ””” |
| | o | |
Ko/ | pua pr2 DL :
D2 pi21 | |
0, piz pripsl 1o !
: | |
I I
! | |
! | |
! | |
,,,,,,, L ___
1 2
0 0, 0; maz, g

F1G. 6.9 — Ensemble de successeurs potentiels de D! obtenu par la méthode naive.

Nous pouvons observer que parmi les domaines considérés comme successeurs poten-
tiels, certains peuvent étre exclus d’office : D62, D31 et D14, Effectivement, aucun de
ces domaines n’ont D'>! dans leur frontiere ou ne sont dans la frontiere de D21, Pour-
tant, ce sont respectivement des conditions nécessaires & 'existence d’une transition dim™
(D C 9D’ dans la proposition 7) ou dim~ (D’ C 0D dans la proposition 8).

Ce constat simple suggere d’employer une autre méthode pour calculer un ensemble,
plus restreint, de successeurs potentiels d’un état : considérer deux régions séparément,
I'une, Z', contenant, ou intersectant avec, les domaines D’ tels que D C 0D’, et 'autre,
7?2, contenant, ou intersectant avec, les domaines D’ tels que D’ C 9D. Autrement dit,
Z' satisfait D; C Zil, si D; est un singleton, et D; = Zil, sinon, et Z2 satisfait D; = ZZ?, si
D; est un singleton, et D; C Z2, sinon.

Pour D21 les deux régions 0,02[x]0y, ks/7s[, représentée figure 6.10(a), et {01} x
[0y, K5/ Vs), Teprésentée figure 6.10(b), satisfont les critéres donnés pour Z! et Z2, respec-
tivement. On peut noter que I'union de ces deux régions est strictement plus petite que
la région Z représentée figure 6.9. L’ensemble des successeurs potentiels obtenus est alors
D™ D2 D122 ot D131 comme représenté figure 6.11.

;IM iL'b/?

maxy"™ ! ToT T ! maxry™ " e ToT T !
dl | | | O | | |
| | | | | | | |
. | | | | ) | | | |
f‘*b/% I R - - - | "‘"b/ﬂ//b I S i |
| ‘{)12,1 | | | #)12.1 | |
| | | | | |
0]) R | 0[} R |
| ! | | | ! | |
I ! I I I ! I I
| ! | | | ! | |
I ! I I I ! I I
| ! | | | ! | |
,,,,,,, I | T

1 2 — 1 2 —_—

0 0, o; maz, 7. 0 0, 0 maz, -

FIG. 6.10 — Représentation de deux régions hyperrectangulaires incluant D'?! et pouvant
servir & définir deux ensembles de successeurs potentiels D' de D21 tels que (a) D'2! C
oD’ et (b) D' C 9D'? 1,
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mazy T
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FIG. 6.11 — Ensemble de successeurs potentiels de D! obtenu par la méthode optimisée.

modele nombre de | conditions | nombre d’états | temps de calcul temps de calcul
variables initiales atteignables méthode naive | méthode optimisée

xaxb 2 (2) Q 27 0.19 s 0.01s
tutorial 3(3) Q 229 0.77 s 0.04 s
delta-notch03 4 (4) Q 533 114s 0.19 s
colid3 6 (7) Dt 201 81.3 s 0.19 s
bacillus35-kinA-hpr| 7 (11) D™t 3 4173.2 s 0.06 s
bacillus35 9 (11) Dt 1143 ? 20.8 s

TAB. 6.1 — Comparaison de deux implémentations de GNA. Le nombre de variables d’état
(et total) est indiqué pour chaque modele. Les conditions initiales 2 ou D™ indiquent
respectivement qu’une analyse de I’espace des phases ou qu'une analyse d’atteignabilité a
partir d’un unique état initial est réalisée.

L’implémentation de la seconde approche repose sur 'utilisation de quatres itérateurs
de la classe QState, appelés modeDomainsInMyBoundary (), flowDomainsInMyBoundary (),
modeDomainsInTheirBoundary() et flowDomainsInTheirBoundary() (voir figure 6.5).
Ces méthodes sont spécialisées et complexes. Les deux premieres (dernieres) méthodes
permettent d’énumérer les domaines de mode, puis les domaines de flot, qui sont dans, ou
qui intersectent avec, une région de type Z2 (Z'). Seuls les domaines D’ satisfaisant soit
D C 9D’ soit D' C 9D, sont générés par cette approche.

Pour notre exemple, le nombre de successeurs potentiels considérés est relativement
similaire que ’on utilise la méthode naive ou optimisée (4 ou 7 domaines). Toutefois, la se-
conde méthode devient considérablement plus efficace que la premiere lorsque la dimension
de l’espace des phases, i.e. le nombre de variables, croit. Les deux méthodes ont été im-
plémentées dans deux versions de GNA. Leurs efficacités sont comparées dans la table 6.1.
Les modeles utilisés sont disponibles dans la distribution, ou sur demande. Les résultats
sont obtenus sur un PC (800MHz, 256Mo). Ces données montrent tres clairement que la
seconde implémentation supporte largement mieux la mise a 1’échelle. Le calcul efficace
des successeurs potentiels est critique pour l'efficacité du logiciel.

Dans cette partie, nous avons présenté 'outil informatique Genetic Network Analyzer,
version 6.0 (GNA 6.0), qui implémente la méthode présentée dans la partie II.

La fonction principale de GNA est de calculer le systeme de transitions LPM qualitatif,
aussi appelé graphe de transitions, associé a un modele LPM qualitatif. L’analyse peut
étre restreinte a la partie du graphe atteignable a partir d’un ensemble d’états initiaux.
D’importantes optimisations sont permises par le fait que GNA soit dédié a ce type de cal-
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cul. GNA offre également diverses possibilités pour I'analyse des résultats de simulation.
Premieérement, un ensemble d’opérations peuvent étre réalisées sur le graphe de transi-
tions via une interface graphique. Deuxiemement, des possibilités d’export vers des model
checkers, permettent d’analyser de fagon efficace les propriétés dynamiques du systeme.
Dans la partie suivante, nous présentons deux applications & ’analyse de phénomenes
bactériens complexes. Ces applications illustrent les capacités de l'outil a analyser des
modeles grands et complexes, et plus généralement, illustrent 'intérét biologique de la
méthode présentée dans la partie II et de son implémentation dans 'outil GNA.
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7 Analyse de I'initiation de la
sporulation chez B. subtilis

Dans ce chapitre et dans le chapitre suivant, nous utilisons la méthode et 'outil pré-
sentés dans les parties précédentes (parties II et III) pour tester la validité de modeles
de réseaux de régulation génique en comparant les prédictions obtenues avec des données
expérimentales disponibles dans la littérature. Ces deux chapitres ont un double objectif.
Premierement, démontrer 'applicabilité de ’approche proposée a l'analyse de systemes
d’intérét biologique, et deuxiemement, contribuer a une meilleure compréhension des phé-
nomenes étudiés en testant la validité de modeles grands et complexes de ces phénomenes.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons plus spécifiquement a la sporulation chez Bacil-
lus subtilis, un phénomene bactérien d’adaptation a des changements environnementaux.
Cette réponse implique d’importantes modifications morphologiques et physiologiques, et
est controlée principalement au niveau génétique. Proposer une réponse adéquate, ni trop
précoce, ni trop tardive, est souvent critique pour la survie de la lignée cellulaire. Pour
tenter de mieux comprendre ce phénomene, un modele LPM qualitatif du réseau de régu-
lation génique controlant l'initiation de la sporulation a été précédemment construit par
de Jong et al. [67] et analysé avec la méthode proposée dans [70]. Dans ce chapitre, nous
utilisons la méthode présentée dans la partie II pour tester la validité de ce modele.

Dans la premiere section, nous présentons plus en détail le phénomene de la sporula-
tion chez B. subtilis, ainsi que le modéle proposé dans [67]. Puis, nous utilisons la méthode
d’analyse qualitative présentée dans la partie II pour simuler la réponse de différentes
souches de B. subtilis (i.e. la souche sauvage et des mutants) placées dans des conditions
environnementales défavorables. Une comparaison des résultats obtenus avec les deux mé-
thodes, celle proposée par de Jong et al. [70] et celle que nous proposons (partie II), fait
apparaitre que premierement, 1'utilisation d’une partition plus fine permet effectivement
d’obtenir une description significativement plus précise du comportement du systéeme et
que deuxiemement, ’augmentation du nombre des états atteignables reste modérée. Les
prédictions obtenues sont alors utilisées dans la section 7.3 pour tester la validité du mo-
dele, en les comparant avec des données de la littérature. Un certain nombre de propriétés
sur la dynamique du systeme sont formalisées en logique temporelle et leur cohérence avec
les prédictions est testée par model checking. Nous montrons que les prédictions obtenues
sont globalement en accord avec les données expérimentales. Toutefois, quelques incohé-
rences entre prédictions et observations sont également identifiées, qui nous conduisent
soit a suggérer des extensions du modele, soit a proposer la réalisation d’expériences com-
plémentaires.

7.1 DModélisation de I’initiation de la sporulation

7.1.1 Sporulation chez B. subtilis

Comme toute bactérie, B. subtilis est en compétition constante avec les individus de
son espece, ou d’une autre espece, pour l'acces & des resources limitées. Tant que des
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nutriments sont disponibles, les bactéries croissent et se divisent aussi vite que possible.
Toutefois, lorsque les conditions environnementales se détériorent, les cellules cessent leur
croissance et entrent en phase stationnaire. Lors de ’entrée en phase stationnaire, des
programmes d’acquisition de résistances, destinés a permettre la survie dans un environ-
nement de plus en plus hostile, sont initiés [107, 114, 203]. La réponse ultime des cellules
est la sporulation [83, 107, 123, 205, 206], c’est-a-dire la formation de spores qui sont re-
marquablement résistantes aux attaques chimiques, a la chaleur, & la dessication et aux
radiations. Les spores peuvent rester dormantes pendant plusieurs années puis germer
lorsque les conditions environnementales redeviennent favorables. La cellule reprend alors
sa croissance végétative. Dans une culture bactérienne appauvrie en nutriments, la plu-
part des cellules sporulent (phénotype spo™), tandis qu'une minorité continue la croissance
végétative (phénotype spo~).

La décision d’abandonner la croissance végétative et d’initier la sporulation implique
une modification radicale de 'expression des genes dans la cellule. Cette modification de
I’expression génique est controlée par un réseau de régulation génique complexe, impliquant
plus de 125 genes [206]. La facilité avec laquelle il est possible de manipuler génétiquement
B. subtilis a permis d’identifier et de caractériser un grand nombre de ces génes et des
interactions géniques composant ce réseau. Le processus de prise de décision entre ’entrée
en sporulation et la poursuite de la croissance végétative est ainsi devenu un exemple
paradigmatique permettant de mieux comprendre les processus du développement des
organismes.

7.1.2 Réseau de régulation génique controlant I’initiation de la sporula-
tion

Une étape essentielle dans ’engagement de la cellule dans la voie de la sporulation est
la phosphorylation d’un facteur de transcription, SpoOA, en réponse a différents signaux
environnementaux, métaboliques ou du cycle cellulaire. Au-dessus d’un certain seuil de
concentration, la protéine phosphorylée, SpoOA~P, déclenche une cascade d’activation de
facteurs sigma qui controlent la transcription des genes responsables des modifications mor-
phologiques et physiologiques ayant lieu lors de la sporulation. Ainsi, la phosphorylation
de Spo0A permet la synthese de o, impliqué dans la formation du septum. Egalement,
Spo0A~P active la synthese des facteurs o et of', qui jouent un réle clé dans les dé-
veloppements différents de la cellule-mere et de la préspore, respectivement. Nous nous
intéressons ici aux étapes initiales de la sporulation et nous considérerons que la cellule est
engagée dans la voie de la sporulation deés que la concentration de o dépasse un certain
seuil.

Dans la figure 7.2 sont représentés des composants, genes et protéines, impliqués dans
I'initiation de la sporulation, ainsi que leurs interactions. Nous utilisons les conventions
graphiques proposées par Kohn [137] (figure 7.1). Le réseau de la sporulation est centré
autour du phosphorelais, responsable de la phosphorylation de SpoOA [107, 123]. Plus pré-
cisément, 1’état de phosphorylation de Spo0A dépend de 'activité antagoniste de diverses
kinases et phosphatases, agissant sur Spo0A, soit directement, soit via la phosphorylation
de Spo0B et SpoOF. L’activité de ces kinases et phosphatases dépend elle-méme, selon des
mécanismes encore mal compris, de nombreux facteurs tels que la disponibilité de nutri-
ments, la densité de la population, 'activité métabolique et la progression dans le cycle
cellulaire. Le phosphorelais est donc le siege de I'intégration de nombreux signaux. Ici, nous
simplifions le phosphorelais en ne considérant qu’une seule kinase, KinA, et qu’une seule
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Conversion stoechiométrique
de A en B.

Liaison de A et de B.

p——

Modification de A par phosphorylation.
C est une kinase et D une phosphatase.

111

Synthese de la protéine A
a partir du gene a.

Activation

Inhibition

Fia. 7.1 — Conventions graphiques utilisées pour représenter les réseaux de régulation

génique. [137].
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o kinA
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EOSpOOE—» Phosphorelais Spo0A 11
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Spo0A~P
‘ | J Sinl
—— AbrB 11 SinR
A
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e
o4 sigH J
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F1a. 7.2 — Genes, protéines et interactions clés, impliqués dans I'initiation de la sporulation
chez B. subtilis. Les conventions graphiques utilisées sont données dans la figure 7.1. Le
contenu de la boite appelée Phosphorelais est détaillé dans la figure 7.3. Afin d’améliorer la
lisibilité de la figure, le contréle de la transcription par les facteurs o4 et o est représenté
implicitement en étiquetant les promoteurs avec le facteur sigma approprié. [67].
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phosphatase, SpoOE, et en ignorant les étapes intermédiaires du phosphorelais, c’est-a-dire
la phosphorylation de SpoOF et de Spo0B (figure 7.3). Ces simplifications ne modifient pas
la fonction essentielle du phosphorelais : moduler le niveau de phosphorylation de SpoOA
en fonction des actions antagonistes des kinases et phosphatases [178]. Egalement, nous
considérons un unique signal environnemental, appelé simplement Signal, qui active KinA
en condition de carences nutritionnelles.

KinA
Signal ———=

Spo0A == L p

Spo0E

Fia. 7.3 — Description simplifiée du phosphorelais impliqué dans I'initiation de la sporu-
lation chez B. subtilis. Seule une kinase (KinA), une phosphatase (SpoOE) et un signal
environnemental (Signal) est pris en compte. Les étapes de la phosphorylation de SpoOF
et de Spo0B sont ignorées. [67].

Les composants du phosphorelais sont eux-méme régulés au niveau transcriptionnel par
Spo0A~P, et par d’autres protéines régulées directement ou indirectement par SpoOA~P.
Par exemple, AbrB, contr6lé par SpoOA, inhibe ’expression de spoOF et, via le controle des
genes de 'opéron sin, sinl et sinR, régule 'expression de kinA et de spo0A. AbrB inhibe
également l’expression du facteur sigma o, impliqué dans I’expression des genes sinl,
sinR et hpr. L’expression de sigF', codant le facteur sigma of” que 'on considére comme
le marqueur de I’engagement de la cellule dans la voie de la sporulation, est controlée a
la fois par SpoOA et par AbrB. En plus de ces interactions, plusieurs auto-inhibitions ont
lieu (pour spo0A, abrB et l'opéron sin). Une description plus complete des interactions
géniques du réseau est donnée dans [67].

Comment la décision d’entrer en sporulation ou de poursuivre la croissance végétative
émerge de ces interactions ? La description des différentes interactions proposée ci-dessus,
bien que partielle et tres simplifiée, donne déja une idée de la difficulté de prédire le com-
portement global du systéme par des raisonnements intuitifs. De plus, bien que ce phéno-
mene ait fait 'objet d’études intensives pendant plusieurs décennies, tres peu de données
numériques sont disponibles pour les valeurs des parameétres cinétiques et des concentra-
tions moléculaires, rendant difficile I'utilisation de méthodes d’analyse numérique. Aussi,
afin de pouvoir comprendre comment la prise de décision émerge des interactions entre
composants du réseau, un modele LPM qualitatif a été construit.

7.1.3 Modele LPM du réseau controlant I’initiation de la sporulation

A partir de 'abondante littérature et de bases de données telles que SubtiList [169],
un modele LPM qualitatif a été construit, incluant les génes codant o2, o', o, Spo0A,
KinA, SpoOE, AbrB, Sinl, SinR et Hpr, et un signal de sporulation, Signal [67].

Ce modele consiste en 11 équations différentielles LPM, et autant d’ensembles de
contraintes d’inégalité sur les parametres, représentant en tout 57 inégalités. Le modele est
présenté figure 7.4. Les fonctions de régulation et les contraintes d’inégalité ont été spéci-
fiées sur la base des informations génétiques et moléculaires disponibles dans la littérature.
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F1G. 7.4 — Equations différentielles LPM et contraintes d’inégalité sur les parametres pour
le réseau de la sporulation représenté figure 7.2. Les concentrations des protéines sont
décrites par uq pour o, x;, pour o, xy pour ol xeq pour Spo0A, i, pour KinA, .
pour SpoOE, x,, pour AbrB, z, pour SinR, x4 pour Sinl, zp, pour Hpr. Le signal de

sporulation est représenté par us. [67].
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L’ensemble des étapes de la construction du modele est décrit en détail dans [67]. Précisons
simplement que le signal de sporulation, activant la kinase KinA, est représenté par une
variable d’entrée uy telle que us = 0 et ayant un seul seuil associé, 6. On utilise alors le
fait que la fonction en escalier sT(ug,6s) vaut 1 lorsque le signal est présent (us > 0s), et
0 lorsque le signal est absent (us < 65).

7.2 Analyse qualitative

Dans cette section, nous simulons la réponse de différentes souches de B. subtilis,
sauvage et mutantes, placées dans des conditions environnementales défavorables. Ces
résultats sont obtenus par la méthode présentée dans la partie II, qui utilise une partition
fine, en domaines de flot, de I'’espace des phases. Pour comparaison, les résultats obtenus
par la méthode proposée par de Jong et al. [70], qui utilise une partition plus grossiere,
en domaines de mode, de I'espace des phases, sont également donnés. Une discussion des
résultats obtenus par ces deux méthodes est proposée a la section 7.2.2.

7.2.1 Simulation de l’initiation de la sporulation

A T’aide du modele, nous simulons la réponse des bactéries placées dans des condi-
tions défavorables (manque de nutriments, densité de population élevée,... ). Lorsque le
signal de sporulation est absent (us; < 65), mimant des conditions environnementales fa-
vorables, le systéme atteint un état d’équilibre (singulier) qui correspond & des conditions
physiologiques de cellules en phase de croissance exponentielle :

0 < ug < by,

O, < ug < mazg, xp =0,

Lsq = n;a/%a, LTka = "Qka/’Ykav

Tse = Rge/’)’sea Lab = 921,, (7.1)
Tsr = H(S)r/’)/sr; Tsj = Hgi/78i7

Thr = Kkr/Vhrs T = K[V

A partir de cet état, nous simulons la présence de conditions de croissance défavorables
en commutant le signal : 0, < us < mazx,. L’ensemble des états atteignables a partir de
I’état initial est calculé grace a la nouvelle version de GNA, présentée dans la partie III. Un
graphe de transitions contenant 1348 états est obtenu en une vingtaine de secondes (21 s)
sur un PC (800MHz, 256Mo). Ce graphe est représenté dans la figure 7.5. Rappelons que
formellement, ce graphe de transitions est un systeme de transitions LPM qualitatif, et les
états du graphe sont des domaines de flot. La plupart des états sont instantanés. Etant
donné que ces derniers n’ont que peu de signification biologique, ils peuvent étre éliminés
(voir section 5.3). On obtient ainsi un graphe de transitions, dit filtré, réduit a 249 états
persistants.

Ce graphe contient un unique état d’équilibre, atteignable a partir de tous les états.
Deux chemins dans le graphe de transitions filtré, correspondant a deux exécutions du
systeme allant de 1’état initial, D?, & I'état d’équilibre, D3!, sont représentés figure 7.6.
Dans le premier, figure 7.6(a), on observe une expression transitoire du gene sigF', carac-
térisant un engagement de la cellule dans la voie de la sporulation (phénotype spo™) : la
concentration de of, #» dépasse le seuil 6. Dans le second chemin, la concentration de
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Graph1 - Transition graph for simulation of phosphobac3s =

Fia. 7.5 — Graphe de transitions obtenu lors de la simulation de I'initiation de la sporula-
tion chez B. subtilis.

ol reste toujours basse. Le phénotype correspondant est donc spo~. Ainsi, les résultats

obtenus prédisent que les deux réponses de B. subtilis, 'entrée en sporulation et la conti-
nuation de la croissance végétative, sont possibles en conditions défavorables. Comme nous
le verrons dans la section suivante, ceci est tout a fait cohérent avec ce qui est observé
expérimentalement [196].

Une grande partie des connaissances accumulées sur ’architecture et le fonctionnement
du réseau représenté figure 7.2 provient de I’analyse de mutants. A partir du modele de la
souche sauvage, il est facile de créer un modele pour les mutants, en modifiant les équations
d’état ou les contraintes d’inégalité sur les parametres. Par exemple, une délétion du gene
sigH se traduit dans le modele par &, = —vy,x, (seule la dégradation de la protéine
demeure). Les conditions initiales doivent en général étre adaptées en conséquence.

Une analyse similaire a celle détaillée plus haut pour la souche sauvage peut étre faite
pour un grand nombre de mutants. Les résultats de ’analyse de différents mutants sont
synthétisés dans la table 7.1.

7.2.2 Apport de l'utilisation de la partition en domaines de flot

Comme nous 'avons dit plus haut, la méthode présentée dans la partie II et utilisée
ici est un raffinement de la méthode proposée par de Jong et al. [70]. Tandis que 'abs-
traction discréte utilisée par la premiere repose sur une partition de I’espace des phases
en domaines de flot, celle utilisée dans la seconde repose sur une partition en domaines de
mode. On peut alors se demander, premierement, si 'utilisation de la méthode plus fine
améliore effectivement la précision des prédictions, de fagon & permettre une comparaison
plus discriminante avec les données expérimentalement disponibles, et deuxiemement, si
elle n’entraine pas une augmentation exponentielle du nombre d’états (i.e. de domaines)
atteignables, préjudiciable a la mise a I’échelle de la méthode.
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Fia. 7.6 — Evolution temporelle de la concentration de certaines protéines du réseau le
long de deux chemins du graphe de transitions, lors de la simulation de l'initiation de la

sporulation chez B. subtilis :

correspondant a un phénotype spo~

(a) chemin correspondant & un phénotype spo™ ; (b) chemin
. Les parties grisées indiquent les plages de concentra-

tion des protéines et les fleches, les sens de variation des concentrations (T : augmente, | :

diminue, et o : constant).
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Modification Nombre d’états Nombre d’états Phénotype  Temps de
génétique persistants prédit calcul
sauvage 1348 (465) 249 (82) spot, spo~ 21 s(8s)
mutant spo0A 1(2) 1(2) spo~ <ls (<1s)
mutant sigH 19 (17) 8 (7) spo~ <ls(<1ls)
mutant sin/ 139 (137) 32 (31) spo~ <ls(<1ls)
mutant kinA 1(2) 1(2) spo~ <ls(<1s)
mutant sinR 2234 (1257) 289 (142) spot, spo~ 145 (12s)
mutant abrB 1345 (463) 242 (81) spo™, spo~ 3s(4s)
mutant spo0A abrB 136 (135) 31 (30) spo~ <ls(<ls)
surexpression d’hpr 49 (47) 17 (16) spo~ <ls(<1s)

TAB. 7.1 — Résultats de la simulation de la réponse de différentes souches de B. subtilis,
sauvage et mutantes, placées dans des conditions environnementales défavorables. Les
données entre parentheses correspondent aux résultats obtenus avec la méthode proposée
par de Jong et al. [70].

La description du comportement du systéme représenté figure 7.6(a), que 1’on obtient
en utilisant la méthode proposée par de Jong et al. [70] est donnée pour la protéine SinR
dans la figure 7.7(a). Sur la base des informations prédites, il n’est par exemple pas possible
d’exclure le fait que la concentration de SinR puisse continuellement décroitre le long du
chemin (M2, M*4, ..., M%8 M31). Or, comme le démontre I’approche fine (figure 7.7(b)),
ceci n’est pas possible. Ainsi, des incohérences entre les prédictions et les données expéri-
mentales ne sont pas détectées par une méthode trop conservative. Une autre illustration
de l'intérét d’utiliser une analyse plus fine est donnée dans Batt et al. [25], pour un autre
exemple, concernant la réponse au stress nutritionnel chez FE. coli.
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Fia. 7.7 — Comparaison des prédictions obtenues par deux méthodes d’analyse qualitative
de modeles LPM. Evolution temporelle prédite pour la concentration de la protéine SinR
le long du chemin présenté a la figure 7.6(a), (a) obtenue avec la partition en domaines
de mode proposée par de Jong et al. [70], ou (b) obtenue avec la partition en domaines de
flot que nous proposons. M? représente mode(D?). Un point d’interrogation indique que
le sens de variation de la protéine n’est pas identique partout dans le domaine.

Afin d’évaluer le surcotit en temps de calcul et en mémoire, lié a 'utilisation d’une
partition plus fine, nous avons également fait figurer dans la table 7.1 les résultats obtenus
avec la méthode proposée par de Jong et al. [70] (voir section 7.2.1). Cette comparaison
montre, qu’en moyenne, le nombre d’états atteignables ne fait que doubler : on n’assiste
pas a une augmentation exponentielle du nombre d’états atteignables. L’augmentation
considérable du nombre total d’états dans l'espace des phases semble donc en général
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contrebalancée par la spécification plus précise de ’état initial (un domaine de flot plutot
qu’un domaine de mode) et par 'augmentation de la finesse de I’analyse. De plus, bien que
le nombre d’états atteignables augmente systématiquement, les temps de calcul ne sont
pas toujours dégradés. Ceci provient d’optimisations algorithmiques plus poussées (voir
partie I1T).

7.3 Validation du modéele

Dans la section précédente, nous avons montré comment obtenir des prédictions du
comportement de différentes souches de B. subtilis placées dans des conditions défavo-
rables. Ces prédictions nous permettent de tester la validité de notre modele, en les com-
parant avec les données disponibles dans la littérature.

Nous utiliserons des données phénotypiques et des données d’expression génique. Les
données phénotypiques concernent simplement la capacité d’une souche placée dans des
conditions environnementales données a sporuler. Pour les données d’expression génétique,
nous nous focalisons sur celles obtenues via deux techniques expérimentales dites a faible
débit, donnant en général des résultats d’une bonne fiabilité : des analyses par Western
blot et immunodétection, et des analyses par genes rapporteurs. Les techniques de genes
rapporteurs sont en général utilisées pour mesurer 'activité des promoteurs et non pas
les concentrations cellulaires des protéines. Toutefois, nous ferons ici I’hypothese, sujette
a caution, que les variations de 'activité des genes rapporteurs sont représentatives des
variations de la concentration de la protéine rapportée.

Toutes les propriétés de ce chapitre seront formalisées en CTL, et testées sur des
graphes filtrés avec le model checker NuSMV. Des contraintes d’équité sont également
ajoutées pour ne considérer que les exécutions qui atteignent effectivement un état d’équi-
libre (section 5.3). Les temps de calcul sont de 'ordre de la seconde pour I'importation
des données (lecture du fichier et compilation du graphe de transitions en diagramme de
décision binaire), et de l'ordre de la fraction de seconde pour la vérification effective des
propriétés.

7.3.1 Validation par des données phénotypiques

Le premier type de propriété auquel nous nous intéressons concerne le phénotype,
spo™ ou spo~, des cellules. Un phénotype spo™ ou spo~ est dit observé si une partie non
négligeable (> 1%) de la population présente ce phénotype [67]. Cette information, facile
a obtenir expérimentalement, est disponible pour le sauvage et pour la quasi-totalité des
mutants identifiés. Dans la table 7.2 sont résumés les phénotypes observés pour un certain
nombre de souches.

Nous avons supposé dans la section précédente que la cellule est engagée dans la voie
de la sporulation des que la concentration de o', #, dépasse un certain seuil (6¢). Ainsi, si
I’on observe que certaines cellules sporulent, alors il doit exister au moins un chemin dans
le graphe de transitions le long duquel & un certain moment x s dépasse 6, ce qui s’exprime
en CTL par EF(zs > 6f). A I'inverse, si des cellules ne sporulent pas, alors il doit exister
un chemin le long duquel x; reste toujours inférieur a 6y : EG(xy < 6f). Naturellement,
lorsqu’une population présente les deux phénotypes, les prédictions doivent satisfaire la
conjonction des deux propriétés correspondantes, EF (z; > 07) A EG(x < 0y), traduisant
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Modification Phénotype Phénotype Référence
génétique prédit observé
sauvage spot, spo~  spo™, spo~ [196]
mutant spo0A spo~ spo~ [122]
mutant sigH spo~ spo~ [122]
mutant sinl spo~ spo~ [16]
mutant kinA spo~ spo™, spo~ [130]
mutant sinR spot, spo~  spo™, spo~ [93]
mutant abrB spo™, spo~  spoT, spo~ [207]
mutant spo0A abrB spo~ spo~ [180]
surexpression d’hpr spo~ spo~ [179]

TaB. 7.2 — Phénotypes prédits obtenus par model checking et phénotypes observés, pour
un certain nombre de souches de B. subtilis placées en conditions environnementales dé-
favorables (présence du signal de sporulation). Voir de Jong et al. [67] pour une étude
similaire.

I’existence d’au moins deux chemins, chacun satisfaisant une des deux propriétés ci-dessus.

phénotype spo™ : EG(z; < 05),
phénotype spot, spo~ : EF(xy > 0f) N EG(zy < 05).

Le model checker NuSMYV est utilisé pour tester si les prédictions sont cohérentes avec
les phénotypes observés pour les populations des différentes souches de B. subtilis. Ces
résultats sont synthétisés dans la table 7.2. A une exception pres (kinA), le phénotype
prédit est cohérent avec les observations. Notamment, le phénotype spo~ de la souche
qui surexprime hpr est correctement prédit, bien que les mécanismes qui aboutissent a
ce phénomene soient encore incompris [197]. L’analyse de la séquence des événements qui
conduisent au phénotype spo~ permet de proposer une explication pour ce phénomene.
Le niveau élevé de Hpr, dii a la surexpression de hpr, inhibe en permanence 1’expression
des genes de 'opéron sin a partir du promoteur P1 (promoteur de 'opéron), mais pas
I'expression de sinR a partir du promoteur P3 (promoteur de sinR seul) (voir figure 7.2).
Ceci empéche une synthése, méme transitoire, de Sinl, qui chez le sauvage se dimérisent
avec SinR et relache ainsi l'inhibition qu’exerce ce dernier sur la synthese de SpoOA,
nécessaire a I'engagement de la cellule dans la voie de la sporulation. Cet exemple illustre
bien la capacité de la méthode a générer des prédictions non triviales et biologiquement
pertinentes du comportement du systéme.

Par contre, les prédictions du modele pour le mutant kinA, qui ne satisfont pas la
propriété EF (z; > 0y) (phénotype spo™), sont en contradiction avec I'observation qu’une
mutation de ce géne ne supprime pas totalement la capacité de la cellule & sporuler [130].
Ceci est lié a la présence d’autres kinases, en particulier KinB et KinC, ignorées dans
notre modele et jouant un role similaire a KinA [67]. Le modele présenté peut facilement
étre étendu de fagon a prendre en compte 'existence des autres kinases, ce qui résoud ce
probleme.

7.3.2 Validation par des données d’expression génique

Dans cette section, nous comparons les prédictions du modele avec des données sur
I’expression des genes du réseau. L’expression temporelle de Spo0A est mesurée par des
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techniques de Western blot et d’immunodétection dans [88]. Ces données, cohérentes avec
[154], montrent Iexistence d’une accumulation transitoire de SpoOA (voir figure 7.8). Les
mémes auteurs montrent de plus que cette accumulation est graduelle [89].
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F1G. 7.8 — Profil d’expression de la protéine SpoOA [88]. La souche sauvage est notée wt.
Les niveaux d’expression de Spo0OA montrés en C ont été quantifiés a partir des blots
B, normalisés par rapport aux niveaux de o, puis par rapport au niveau d’expression
maximum de SpoOA.

L’existence d’un chemin dans le graphe de transitions le long duquel la concentration
de Spo0A augmente continuement, jusqu’a atteindre un état dans lequel elle diminue,
s’exprime en CTL selon

E (i3 > 0 Uiy < 0). (7.2)

Cette formule exprime que la propriété =5, > 0 est vérifiée a chaque instant, et ce, jusqu’a
un moment ou la propriété =5, < 0 est vraie. Nous avons vérifié avec NuSMV que cette
propriété est satisfaite par les prédictions.

De facon similaire, nous avons vérifié que les prédictions obtenues a partir du modele
sont également cohérentes avec le fait que la présence de glucose dans le milieu de culture,
représentée par un signal de sporulation absent (0 < us < ), inhibe 'augmentation de
la concentration de SpoOA [226] : dans ces conditions, la propriété (7.2) est fausse. Nous
pouvons méme vérifier que la propriété AG(is, = 0) est vraie : la concentration de Spo0A
ne varie pas.

D’autres données sont disponibles, concernant I'expression de sigH chez le sauvage et
chez différents mutants. Dans [223], des expériences de fusion traductionnelle avec lacZ,
le géne codant la (-galactosidase, montrent que l'activité [J-galactosidase d’une souche
sauvage contenant la construction sigH-lacZ augmente graduellement en fin de phase ex-
ponentielle, atteint un niveau élevé en début de sporulation (7p) et y demeure apres Tp. La
méme étude a été réalisée chez plusieurs mutants. En particulier, I’activité G-galactosidase
est trouvée constitutivement basse chez le mutant spo0A et constitutivement élevée chez
les mutants abrB et spo0A abrB (voir figure 7.9 et [223]). Weir et collégues ont confirmé par
Western blot et immunodétection que 'activité S-galactosidase mesurée est effectivement
représentative de la concentration de la protéine o7 [223].
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Activity (U/mgP)

spoOH-b-galactosidase

-200 100 o 100 200

TIME {min) RELATIVE TO To

Fia. 7.9 — Activité pg-galactosidase de la fusion traductionnelle sigH-lacZ dans différents
contextes génétiques [223]. Les souches sont spo™ (A), spo0A (O), abrB (A), et spo0A abrB
(O)-

Nous souhaitons donc exprimer que chez la souche sauvage, la concentration de o
augmente graduellement puis demeure constante. L’existence d’un tel comportement du
systeme peut s’exprimer en CTL comme :

E (i, > 0U (EG i), = 0)). (7.3)

L’expression constitutive (basse ou élévée) chez les mutants spo0A, abrB et spo0A abrB
est simplement formalisée par EG (&5, = 0).

Lors du test de la propriété (7.3), NuSMV renvoie une réponse négative. L’analyse du
contre-exemple donné par NuSMV montre que le probleme provient du choix de I'état
initial, qui ne satisfait pas @5 > 0 (mais @, = 0). Les prédictions satisfont néanmoins la
propriété

EXE (2, >0U (EG = 0)). (7.4)

qui traduit I'existence d’un successeur de I’état initial qui satisfait la propriété (7.3). Cela
ne remet donc pas en cause la validité du modele, mais traduit simplement 'existence d’un
certain délai, prédit mais non observé, avant que sigH ne soit exprimé. Pour les mutants,
la vérification des propriétés ne pose pas de probleme : les prédictions sont effectivement
cohérentes avec les observations.

Dans [73], expression de plusieurs génes impliqués dans la sporulation est mesurée
dans des conditions identiques et avec des systemes rapporteurs similaires, intégrés dans
une méme souche (fusion transcriptionnelle avec lacZ). Ces données qui mettent en paral-
lele 'expression de différents génes sont particulierement intéressantes pour notre étude.
Nous considérons l'expression du gene sinl (figure 7.10(a)) et lexpression de 'opéron
spolIA contenant le gene sigF (figure 7.10(b)). Ces données montrent que pour les deux
constructions, on observe une augmentation de l'activité G-galactosidase, qui est toutefois
plus tardive pour spollA. Cette expression plus tardive de spollA est tout & fait cohé-
rente avec les roles attribués aux protéines Sinl et o : les protéines de opéron sin, dont
Sinl, jouent un réle dans la transition entre la fin de phase exponentielle et le début de la
sporulation, tandis que les protéines codées par I'opéron spolIA, dont ¥, interviennent



122 Chapitre 7. Initiation de la sporulation chez B. subtilis

dans la formation de la préspore, lorsque la cellule est déja engagée dans la voie de la
sporulation [83].
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F1a. 7.10 — Activités f-galactosidase de (a) la fusion sinl-lacZ (O) et (b) la fusion spollA-
lacZ (OJ) dans des cultures placées dans un milieu de sporulation [73]. L’instant 0 représente
le début de la sporulation.

Nous souhaitons donc traduire I'existence d’un comportement du systeme tel qu’a un
certain moment, seule la concentration de Sinl augmente, puis que dans un deuxiéme
temps, les concentrations des deux protéines augmentent. Cette propriété peut étre tra-
duite en CTL selon :

EF (i >0 A dp <0 A EF (iy >0 A iy > 0)). (7.5)

Il est & noter que dans (7.5), nous utilisons &y < 0 pour traduire que la concentration de
o n’augmente pas. Nous vérifions alors par model checking que les prédictions obtenues
sont cohérentes avec cette observation.

Une étude plus précise des données présentées dans la figure 7.10 montre que, de plus, le
pic d’activité S-galactosidase de sinl-lacZ (a Tp+0,5) est plus précoce que celui de spollA-
lacZ (a To+2). Ainsi, apres une période d’augmentation de l'activité (-galactosidase pour
les deux genes, il existe un moment ou l'activité (-galactosidase de la fusion sinl-lacZ
diminue alors que lactivité §-galactosidase de la fusion spollA-lacZ continue d’augmenter.

Nous traduisons donc que nous observons trois états successifs, tels que dans le pre-
mier, seule la concentration de Sinl augmente, dans le second, les concentrations des deux
protéines augmentent, et dans le troisieme, la concentration de Sinl diminue, tandis que
celle de o continue d’augmenter. Cette propriété peut étre traduite en CTL selon :

EF (i >0 A i <0 AEF (i >0 A iy >0 A EF(ig <0Ad;>0).  (7.6)

Nous vérifions par model checking que cette propriété n’est pas satisfaite par les prédic-
tions. De plus, nous pouvons montrer que, contrairement aux observations, la diminution
de la concentration de Sinl n’a jamais lieu avant celle de o' : AG(=(i5 < 0 A i > 0)).

Rappelons que les prédictions obtenues (formellement, le systéme de transitions LPM
qualitatif) ne sont qu’une approximation du systéme original (formellement le systeme
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LPM). Donc, il se peut que la contradiction obtenue soit non pas due & une contradic-
tion entre le modele et les données, mais une conséquence de l'abstraction utilisée. Pour
répondre a cette question, nous pouvons utiliser les notions vues dans les sections 2.2.3 et
5.3.1 sur la vérification de systémes abstraits, et en particulier le fait que si une formule
de logique universelle est vraie pour le systeme abstrait, alors elle I’est également pour le
systéme original. La négation de (7.6),

AG (i5; <OV ip >0V AG (25 <0V 2y <0V AG(ig >0V 2y <0)). (7.7)

est une formule de logique universelle (dans VCTL), qui est vraie (puisque nous avons vu
que sa négation etait fausse). Nous en concluons que la contradiction trouvée entre les
prédictions et I'observation reflete effectivement une contradiction entre le modele et les
données. Une révision du modele est alors nécessaire pour prendre en compte ce phéno-
mene. Une discussion de ce probleme, et des extensions du modele, sont proposées dans
de Jong et al. [67].

La derniere propriété que nous nous proposons de tester concerne ’expression de hpr.
Perego et Hoch [179] montrent par des expériences de fusion traductionnelle, que I'activité
[B-galactosidase d’une souche portant la construction hpr-lacZ augmente jusqu’a atteindre
un niveau élevé en début de phase stationnaire, puis reste & ce niveau élévé (figure 7.11).!
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F1a. 7.11 — Activité (-galactosidase d’une fusion traductionnelle hpr-lacZ (o) dans une
culture placée dans un milieu de sporulation [179]. L’instant T représente le début de la
sporulation.

Sous ’hypothese que lactivité (-galactosidase mesurée représente la concentration
cellulaire de Hpr, nous pouvons formaliser en CTL 1’observation précédente selon :

E (i, > 0U (EG iy, = 0)). (7.8)

Lorsque nous testons cette propriété avec NuSMV, nous obtenons une réponse négative
du model checker. Pire encore, le long de tous les comportements prédits, la concentration

'« In the wild-type strain, the specific activity of (-galactosidase expressed from the hpr-lacZ fusion
increased in proportion to the growth curve, reached a maximum level, at the early stationnary phase, and
remained at the same level during the stationnary phase » [179].
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de Hpr diminue jusqu’a atteindre une valeur d’équilibre : A (i, < 0U (AG &y, = 0)).
Comme pour la propriété précédente (7.6), la négation de (7.8) est dans VCTL et est
vraie, ce qui montre que la contradiction trouvée entre les prédictions et l'observation
reflete effectivement une contradiction entre le modele et les données.

Il est possible de proposer des modifications du modele. Par exemple, nous pouvons
supposer que des régulateurs autres que SpoOA et AbrB interviennent dans le controle de
I’expression de hpr. Il n’existe toutefois pas, & notre connaissance, de données qui étayent
cette hypothese. De plus, 'observation publiée par Perego et Hoch [179] semble étre en
contradiction avec le role généralement proposé pour Hpr, celui d’étre, entre autres, un
inhibiteur de la sporulation, puisque une surexpression d’Hpr entraine un blocage de la
sporulation [179], et en contradiction avec le fonctionnement proposé par Strauch et Hoch
de cette partie du réseau [208] :

« Upon entry into the transition-state, SpoOA~P repression of AbrB synthesis
leads to the lowering of hpr expression ».

Pour résoudre ces contradictions, il semble nécessaire de réaliser des expériences complé-
mentaires, et notamment de mesurer I’évolution de la concentration de la protéine Hpr
lors de I’entrée en sporulation.

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode présentée dans la partie II a la
validation d’un modele de linitiation de la sporulation chez B. subtilis en comparant
les prédictions obtenues avec un ensemble de données expérimentales disponibles dans la
littérature.

Les résultats obtenus illustrent ’applicabilité de ’approche proposée a la validation
de modeles grands et complexes. Premierement, nous montrons que l'utilisation d’une
méthode d’analyse relativement fine, permettant notamment de prédire les sens de varia-
tion des concentrations des protéines du réseau, évite de réaliser une comparaison trop
conservative entre prédictions et observations, sans compromettre les capacités de mise
a I’échelle. Deuxiemement, nous montrons que l'utilisation de model checking permet de
formaliser en logique temporelle un large éventail de propriétés observées sur les systemes
et de tester efficacement leur cohérence avec les prédictions du modele.

Egalement, les résultats obtenus dans ce chapitre montrent qu’il existe globalement
un bon accord entre les prédictions obtenues a partir du modele proposé par de Jong et
al. [67] et les données expérimentales disponibles dans la littérature. Quelques incohé-
rences entre les prédictions du modele et des observations ont toutefois été identifiées, qui
nous ont conduit soit a suggérer des extensions du modele, soit a proposer la réalisation
d’expériences complémentaires.



8 Analyse de la réponse au stress
nutritionnel chez FE. col:

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un autre exemple d’adaptation bactérien, la
réponse au stress nutritionnel chez Escherichia coli. Comme chez B. subtilis, ce phénomene
a fait 'objet de plusieurs décennies d’études. Pourtant, malgré I’abondance d’information
disponible sur les différents composants du systéme, il n’existe pas de vision globale de
son fonctionnement. Egalement, la quasi-absence de valeurs numériques pour les valeurs
des parametres et des concentrations rend difficilement applicables les méthodes tradition-
nelles de modélisation. Pour tenter de mieux comprendre ce phénomene, un modele LPM
qualitatif a été construit et analysé par Ropers et al. [192].

Dans la premiere section, nous présentons plus en détail le phénomene de la réponse
au stress nutritionnel chez E. coli, ainsi que le modele proposé dans [192]. Puis, nous
utilisons la méthode d’analyse qualitative présentée dans la partie II pour prédire la réponse
des cellules en phase exponentielle confrontées a un stress nutritionnel (entrée en phase
stationnaire), et la réponse des cellules en phase stationnaire lors d’un apport soudain de
glucose (réentrée en phase exponentielle). Les prédictions obtenues sont alors utilisées, a
la section 8.3, pour tester la validité du modele, en les comparant avec des données de la
littérature. Comme précédemment, les propriétés sont formalisées en logique temporelle et
testées par model checking.

Une synthese des résultats présentés dans ce chapitre est proposée dans [24].

8.1 Modélisation de la réponse au stress nutritionnel

8.1.1 Réponse au stress nutritionnel chez E. coli

Dans leur environnement naturel, des bactéries comme FE. coli rencontrent rarement
des conditions de croissance continue. Tant que des nutriments sont disponibles, les cellules
d’E. coli croissent et se divisent rapidement, ce qui conduit a une augmentation exponen-
tielle de leur biomasse, un état appelé phase exponentielle. Lorsqu’un nutriment essentiel
vient & manquer, les bactéries ne peuvent plus maintenir des vitesses de croissance éle-
vées et la population entre dans un état de croissance ralentie voire nulle, appelé phase
stationnaire. La transition de la phase exponentielle a la phase stationnaire fait intervenir
de profonds changements physiologiques, notamment de la morphologie, du métabolisme
cellulaire ou encore de l’expression des genes [127]. Ces changements rendent la cellule
capable de survivre a des périodes prolongées de privation et de résister a des stress mul-
tiples. Cette réponse au stress nutritionnel est réversible et la croissance peut reprendre
des que des nutriments sont a nouveau disponibles.

Les transitions, de la phase exponentielle a la phase stationnaire, et inversement, sont
controlées par un réseau de régulation génique complexe, réalisant notamment l'intégra-
tion de multiples signaux environnementaux [156, 225]. Bien que l'objectif & long terme
soit d’analyser ’ensemble de ce grand réseau, I’étude proposée se focalise, dans un pre-
mier temps, sur une partie de celui-ci, responsable plus particulierement de la réponse au
manque de carbone.

125
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8.1.2 Réseau de régulation génique contrdlant la réponse au manque de
carbone

Parmi les genes qui controlent la réponse au manque de carbone, deux régulateurs
globaux jouent un rdle clé : Fis et CRP [219, 194]. Les régulateurs globaux sont des
facteurs de transcription ayant des effets pléiotropiques et contrélant ’expression d’un tres
grand nombre de geénes (jusqu'a 51% des genes d’E. coli) [156]. Nous considérerons par la
suite la topologie de ’ADN comme un autre régulateur global, car ’expression d’un grand
nombre de genes dépend également du niveau de superenroulement de I’ADN [181]. Le
réseau que nous considérons inclut également une entrée (signal de manque de carbone) et
une sortie représentant de 1'état de croissance cellulaire (concentration des ARN stables).
Les différents éléments, et leurs interactions, formant ce réseau sont représentés dans la
figure 8.1 et sont succinctement décrits dans la suite de cette section. Une description plus
complete de ce réseau est donnée par Ropers et al. dans [192].

Signal de manque de carbone

J l ‘ AMPc-CRP| | . B ‘
E GyrAB J Activation | +— Cya ; —
P gyrAB l I Fis j | I cya [~

N p—
3 Tis

Superenroulement —

—l I l PL P2 crp
E TopA ARNSs stables

PL P2 rn

PL topA

Fia. 8.1 — Genes, protéines et interactions clés, impliqués dans la réponse au manque de
carbone chez Fscherichia coli. Les conventions graphiques sont données dans la figure 7.1.
Les contenus des boites appelées Superenroulement et Activation sont détaillés dans la
figure 8.2. [192].

Le manque de carbone est détecté par le systéme phosphotransférase (PTS), ce qui
entraine alors l'activation de I'adénylate cyclase (Cya), causant la production d’AMPc a
partir de PATP[194]. L’AMPc est un petit métabolite se liant a CRP [194]. Nous simplifions
la voie de transduction du signal de manque de carbone en considérant que le signal active
directement Cya (figure 8.2(a)).

CRP, lorsqu’il est lié a ’AMPc, controle, entre autre, I’expression de plusieurs ré-
gulateurs globaux, dont Fis et CRP lui-méme [156]. De facon similaire, Fis controle sa
propre expression et celle de CRP [104]. Fis et CRP répriment réciproquement leur ex-
pression [104]. L’expression de Fis, en plus d’étre controlée par CRP et par Fis lui-méme,
dépend de la topologie de ’ADN [219]. Le niveau de superenroulement de I’ADN dépend
principalement de I'activité antagoniste de deux topoisomérases, GyrAB et TopA : GyrAB
augmente le superenroulement de ’ADN, tandis que TopA le diminue [74]. Le niveau de
superenroulement est controlé de fagon homéostatique : une augmentation de la concen-
tration d’une topoisomérase entraine une modification de ’expression génique aboutissant
a la production de 'autre topoisomérase, rétablissant ainsi le niveau de superenroulement
physiologique [74]. En plus de ces controles homéostatiques, la topologie de ’ADN est éga-
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GyrAB

Cya
Signal de manque
de carbone
ATP AMPc TopA
AMPc-CRP
ADN circulaire ADN circulaire

CRP relaxé superenroulé
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Fi1a. 8.2 — (a) Controle de la formation du complexe AMPc-CRP. Le signal de manque
de carbone active l'adénylate cyclase (Cya), entrainant ainsi la production d’AMPc a
partir d’ATP. L’AMPc se lie au régulateur global CRP en formant ainsi le complexe
d’AMPc-CRP. (b) Contréle de la topologie de I’ADN. Le niveau de superenroulement de
I’ADN dépend essentiellement du ratio des activités de GyrAB, qui sur-enroule ’ADN;, et
de TopA, qui au contraire relaxe I’ADN. [192].

lement controlée par Fis, via le controle de la production des deux topoisomérases [219].
En réalité, deux genes, gyrA et gyrB, sont nécessaires a la production de I'hétérodimere
GyrAB. Etant donné que leur régulation est similaire, nous considérerons que gyrA et
gyrB ne forment qu’un géne, gyrAB, codant la protéine GyrAB.

Enfin, le réseau représenté figure 8.1 inclut les ARN stables, codés par les opérons
rrn et fortement stimulés par Fis [12]. Etant donné que les besoins des cellules en ARN
stables pour traduire les ARNm en protéines sont trés importants en phase de croissance
et tres modestes en phase stationnaire [225], nous considérerons que la concentration en
ARN stables est représentative de ’état de croissance de la cellule. Plus précisément, nous
considérerons que les cellules sont en phase stationnaire lorsque la concentration des ARN
stables est basse, et en phase exponentielle sinon.

La réponse de la cellule a la presence ou a I’absence d’une source de carbone émerge
des interactions entre les différents composants du réseau. Etant donné la taille (nombre
de composants) et la complexité (présence de boucles de rétroaction) de ce réseau, la
compréhension intuitive de ce phénomeéne est difficile. Aussi, afin de pouvoir comprendre
comment les réponses de la cellule émergent des interactions entre composants du réseau,
un modele LPM qualitatif a été construit [192].

8.1.3 Modele LPM du réseau contrélant la réponse au manque de car-
bone

A partir de 'abondante littérature et des bases de données EcoCyc [132] et Regu-
lonDB [195], un modele LPM qualitatif a été construit, incluant une variable d’état pour
chacun des génes codant CRP, Cya, Fis, GyrAB, TopA, ou les ARN stables, ainsi qu'une
variable d’entrée représentant la présence ou l’absence d’un signal de manque de car-
bone [192].

Ce modele, représenté figure 8.3, est constitué de 7 équations différentielles LPM et
d’autant d’ensembles de contraintes d’inégalité sur les parametres, représentant en tout
36 inégalités. A quelques exceptions pres, il a été possible de spécifier les fonctions de
régulation et les contraintes d’inégalité sur les parameétres entierement a partir des données
disponibles dans la littérature expérimentale. L’ensemble des étapes de la construction du
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Trrn = Ryppn + Royrn 8+ (mﬁsaeﬁs) — Yrrn Lrrn
1 1 2
0< K’T’l‘n/r}/r'r'n < 97"r'n < (K/'rrn + :“irrn)/"}/y-m < Max ryn

Fi1G. 8.3 — Equations différentielles LPM et contraintes d’inégalité sur les parametres pour
le réseau de la réponse au stress nutritionnel représenté figure 8.1. Le signal de manque de
carbone est représenté par ug. [192].

modele est décrit en détail dans [192].1

8.2 Analyse qualitative

Dans cette section, nous utilisons la méthode d’analyse qualitative présentée dans
la partie II pour simuler la réponse de cellules en phase exponentielle confrontées a un
mangque de carbone, et la réponse de cellules en phase stationnaire lors d’un apport soudain
d’une source de carbone (glucose). Les prédictions obtenues seront analysées par model
checking dans la section suivante. Mentionnons que les résultats donnés au chapitre 7 sur
la comparaison entre la méthode que nous utilisons ici et celle proposée par de Jong et al.
dans [70] demeurent valables ici : les résultats obtenus sont souvent plus précis, ce gain de
précision étant en général essentiel pour éviter une validation trop conservative, au prix
d’une augmentation modérée du nombre des états atteignables (en moyenne, doublement

!La distribution actuelle de GNA inclut un modele légerement différent, plus récent que celui étudié dans
ce chapitre. Ce dernier est toutefois disponible sur demande. Contact : delphine.ropers@inrialpes.fr.
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du nombre des états).

8.2.1 Simulation de I’entrée en phase stationnaire

En conditions favorables, c’est-a-dire en I’absence du signal de manque de carbone,
(0 < ug < 0s), le systéme possede un unique état d’équilibre, qui est singulier :

1 1 2
Lerp = Hcrp/’ycrpy Leya = (ﬁcya + K’cya)/’YCyay
4 2
Tfis = Ogs, TgyraB = Ugyrap, (8.1)
1 1 2
LtopA = /{topA/’YtopAa Lrrn = ("{rrn + Hrm)/’yrrn-

L’état d’équilibre trouvé est cohérent avec 1’état physiologique des cellules en phase de
croissance exponentielle. On vérifie tout d’abord que la concentration des ARN stables est
élevée (zprn > Orpp). De plus, les valeurs des variables sont également en accord avec le
fait que chez E. coli, la concentration de CRP est basse [129], alors que les concentrations
de Cya [194] et de Fis [18] sont élevées, dans des cellules en phase exponentielle. Enfin,
une concentration de GyrAB assez élevée et de TopA basse sont en accord avec le niveau
de superenroulement élevé observé [17].

A partir de cet état, nous simulons un épuisement de la source de carbone du milieu en
commutant le signal de manque de carbone : 65 < us < mazs. Nous utilisons la nouvelle
version de GNA (partie III) pour calculer I’ensemble des états atteignables. Le graphe
de transitions est alors calculé en moins d’une seconde sur un PC (800MHz, 256Mo) et
contient 66 états, dont 27 seulement sont persistants. Ce graphe est représenté figure 8.4.
Le graphe contient un unique état d’équilibre, atteignable a partir de tous les états du
graphe :

0s < us < mazs,

_ 1 2 3 _n3
mW"P - (Hcrp + ’{crp + K’Crp)/’YCTp7 xcya - Hcyaa
3
zhs =0, TgyrAB = Ogyrap, (8.2)
_ 1 _ .1
TtopA = /{topA/’YtopAa Lrrn = /frm/%m-

L’étude détaillée des résultats de simulation fait 'objet de la section 8.3, mais nous
pouvons des a présent remarquer que dans 1’état d’équilibre atteint par le systeme, la
concentration des ARN stables est basse (zy < 6pp). Nous en concluons que cet état
d’équilibre correspond & des cellules en phase stationnaire. Ainsi, le modele rend déja
compte du fait que confrontées a un manque de carbone, des cellules en phase exponentielle
entrent en phase stationnaire. Un chemin du graphe de transitions correspondant a une
exécution typique du systeme allant de I’état initial instantané D! & I’état d’équilibre D?®
est représenté figure 8.5. Dans ce chemin, les états instantanés autres que D' ne sont pas
représentés.

8.2.2 Simulation de la réentrée en phase exponentielle

Afin de simuler la réponse de cellules en phase stationnaire a ’apport soudain d’une
source de carbone (glucose), nous choisissons comme état initial du systéme 1’état d’équi-
libre (8.2), identifié plus haut comme représentant des cellules en phase stationnaire, et
nous commutons a nouveau le signal de manque de carbone, de fagon a mimer une dis-
ponibilité soudaine de glucose : 0 < ugs < 5. Mentionnons toutefois que par rapport a
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Graph1 - Transition graph for simulation of transreg43.stat o ' [E

-

Fia. 8.4 — Graphe de transitions obtenu lors de la simulation d’une transition de la phase
exponentielle a la phase stationnaire causée par un épuisement du milieu en source de
carbone, chez FE. coli.
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F1a. 8.5 — Evolution temporelle de la concentration des protéines et des ARN stables du
réseau de la réponse au stress nutritionnel le long d’un chemin du graphe de transitions,
illustrant la transition de la phase exponentielle a la phase stationnaire causée par un
manque de carbone. La représentation utilisée est décrite dans la légende de la figure 7.6.
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(8.2), la concentration de la protéine GyrAB est modifiée dans ’état initial choisi. La jus-
tification de cette correction, nécessaire pour rendre compte du niveau physiologique du
superenroulement des cellules en phase stationnaire, sera donnée dans la section suivante.

0s < us < mazcs,

_ 1 2 3 _n3
xCTP - ("{crp + K‘crp + "{crp)//}/CTp? ﬂj‘cya - Hcyaa
1
Zfis =0, LgyrAB = ﬁgyrAB/fy!]y”’AB7 (8.3)
1 1
LtopA = /{topA/'YtopAa Lrrn = Ifrm/%«m-

En une seconde environ, le graphe de transitions est calculé. Il contient 1143 états,
dont 202 seulement sont persistants. Il contient également trois composantes fortement
connexes, parfois appelées aussi cycles qualitatifs [70]. Chaque composante contient plus
de 200 états et possede une structure complexe. Un fragment du graphe est représenté
figure 8.6. L’interprétation biologique de ces prédictions est difficile et nécessite une analyse
détaillée de ce grand graphe et de ses composantes. Nous verrons dans la section suivante,
que le model checking, en plus de permettre de tester efficacement la validité des modeles
en testant si les prédictions obtenues sont cohérentes avec les données expérimentales, peut
également fournir une aide précieuse pour faciliter 'analyse des grands graphes et ainsi
I'interprétation biologique des résultats de simulation.

8.3 Interprétation et validation du modele

Dans la premiere section, nous utilisons les possibilités offertes par le model checking
pour l'exploration des propriétés des grands graphes, afin de faciliter 'interprétation bio-
logique des résultats de simulation complexes obtenus précédemment (section 8.2.2). Dans
la seconde section, nous utilisons le model checking pour tester la validité du modele en
confrontant les résultats de simulation obtenus avec les propriétés observées du systéme.

8.3.1 Interprétation biologique des résultats de simulation

Pour tenter de mieux comprendre la structure du graphe obtenu a la section 8.2.2,
nous définissons trois propositions supplémentaires : inSCC', inSCC? et nSCC3. La
proposition inSCC" est vraie pour tous les états de la iéme composante fortement connexe,
SCC* (Strongly Connected Component), et pour ceux-ci seulement. Formellement,

inSCC" =4y \/ inDI, i€{1,2,3},
Diescc?

avec inD7, la conjonction de toutes les propositions atomiques vraies dans 1’état D7 (voir
section 5.2). En fait, ces propositions sont systématiquement définies lors de I'export des
graphes par GNA, des que le graphe contient des composantes fortement connexes.

Les composantes fortement connexes dites terminales, c’est-a-dire n’ayant aucune tran-
sition sortante, sont particulierement intéressantes, car la région de l’espace des phases
correspondante est positivement invariante : une fois cette région atteinte, le systéme ne
peut plus en sortir. Ceci nous donne naturellement des informations précieuses sur la dy-
namique du systeme. Pour identifier ces composantes terminales, nous testons pour les
différentes composantes identifiées si la propriété suivante est satisfaite.

AG(inSCC" — AGinSCC"), i€ {1,2,3}.
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F1a. 8.6 — Graphe de transitions obtenu lors de la simulation d’une transition de la phase
stationnaire a la phase exponentielle consecutive a un apport soudain d’une source de
carbone, chez E. coli.
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Cette propriété exprime que si le systeme est dans une composante donnée, alors néces-
sairement, il y reste toujours. Nous montrons alors avec NuSMV que seule la troisieme
composante fortement connexe satisfait cette propriété. Cette propriété est vérifiée en une
fraction de seconde.

La présence de composantes fortement connexes dans le graphe de transitions cor-
respond biologiquement a la présence possible d’oscillations dans les concentrations des
protéines du réseau. Par model checking, nous pouvons caractériser précisément les oscil-
lations qui ont lieu dans les composantes fortement connexes. Effectivement, nous avons
vu a la section 5.2.2 que l'on pouvait traduire en p-calcul I'existence d’un comportement
cyclique dans lequel deux états alternent, I'un vérifiant une propriété p;, 'autre vérifiant
une propriété po par la formule suivante :

vX.((p1 — pY1.((p2 A X) vV OY1))
A (p2 — pYa.((p1 A X) V OY2)) ).

Par cette méthode, nous avons ainsi pu montrer (<2 s) avec XTL, un composant de
la boite a outils CADP, I'existence dans la composante fortement connexe terminale d’un
cycle passant par deux états, 'un dans lequel la concentration de GyrAB est élevée et celle
de Fis basse (état satisfaisant p; =gef inSCC3 A TgyrAB > GgyTAB Nz < 9%5), et Pautre
dans lequel la concentration de GyrAB est basse et celle de Fis élevée (état satisfaisant
D2 =def inSCC3 A TgyraB < H;WAB Nxfs > 645). Autrement dit, GNA prédit 'existence
possible d’oscillations dans les concentrations de GyrAB et de Fis. Remarquons, comme
expliqué dans la section 5.2.2, que cette propriété ne peut étre exprimée en CTL, et ne
peut étre testée avec NuSMV. Ceci explique I'utilisation du p-calcul et de la boite a outils
CADP.

L’information disponible dans le graphe n’est pas suffisante pour déterminer si ces os-
cillations correspondent dans l’espace des phases a un cycle limite ou a des trajectoires
spiralant vers un point d’équilibre. Une analyse plus détaillée montre que pour toutes les
valeurs de parametres satisfaisant les contraintes d’inégalité données figure 8.3, les oscil-
lations correspondent & des trajectoires qui spiralent vers un point d’équilibre (Jean-Luc
Gouzé, communication personnelle). De plus, ce point d’équilibre correspond au domaine
donné en (8.1), qui comme indiqué & la section 8.2.1, représente des cellules en phase de
croissance exponentielle (concentration basse des ARN stables).

En résumé, le modele rend bien compte du fait que des cellules en phase stationnaire
mises en présence soudaine d’une source de carbone entrent en phase exponentielle. De
plus, le modele prédit que lors de cette réentrée en phase exponentielle, des oscillations
amorties dans la concentrations de GyrAB et de Fis peuvent avoir lieu.

8.3.2 Validation du modele

Comme dit en introduction, le phénomene de la réponse au stress nutritionnel a fait
I’objet de plusieurs décennies d’études. Malgré cela, nous avons trouvé dans la littérature
relativement peu de données sur la dynamique du systeme, I’essentiel des études portant
sur ’analyse de 1’état d’équilibre du systeme, consécutivement a des perturbations géné-
tiques ou environnementales. De plus, I'interprétation des expériences est parfois délicate.
Par exemple, selon les conditions de culture, 'entrée en phase stationnaire d’une culture en
phase de croissance exponentielle peut étre due soit a divers stress nutritionnels (manque
de source de carbone, d’acides aminés, ... ), soit a un exces de sous-produits toxiques du
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métabolisme, ou encore a une densité de population trop élevée. Ces phénomenes sont
controlés par des réseaux de régulation différents mais interdépendants. Nous n’avons no-
tamment pas trouvé dans la littérature de données permettant de corroborer ou d’exclure
I’existence des oscillations transitoires prédites lors d’un apport soudain de source de car-
bone. Nous avons toutefois identifié dans la littérature plusieurs propriétés non triviales
sur le comportement du systeme, que nous présentons dans la suite. Toutes ces proprié-
tés seront formulées en CTL, et testées avec NuSMV, leur vérification ou invalidation ne
prenant jamais plus d’une fraction de seconde.

Le profil d’expression temporel du gene fis, mesuré par Northern blot, est représenté
dans la figure 8.7, lorsque des cellules en phase stationnaire sont mises en présence d’une
source de carbone (milieu LB) et jusqu’a leur entrée en phase stationnaire lors de 1'épuise-
ment du milieu [185]. On observe une forte augmentation de la concentration des ARNm
de fis lors de l'entrée des cellules en phase exponentielle, puis une diminution de leur
concentration, qui devient ensuite constante en fin de phase exponentielle et en phase
stationnaire. D’autres travaux ont montré que la concentration cellulaire de la protéine
Fis variait de fagon tres similaire a celle des ARNm représentée figure 8.7 [12, 15, 18]. De
plus, il a été mis en évidence que ce profil ne dépendait qualitativement pas de la qualité
nutritionnelle du milieu [18, 173].
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Fia. 8.7 — Profil d’expression temporel du gene fis consécutivement a une dilution en
milieu LB d’une culture de cellules en phase stationnaire (l) [185]. La courbe de croissance
(ODgoo) est également représentée (A).

La traduction de ces propriétés en logique temporelle est quasi-immédiate, en repré-
sentant un état de la cellule en phase exponentielle ou stationnaire, par une concentration
élevée ou basse des ARN stables, respectivement. Les prédictions obtenues pour la transi-
tion de la phase stationnaire & la phase exponentielle doivent satisfaire la propriété

EF (ifis > 0A Ty > Oppn),

et les prédictions obtenues pour la transition de la phase exponentielle a la phase station-
naire doivent satisfaire la propriété

EF (i, < 0 AEF (ifis = 0 A Zyrm < Orr)).-

Notons que nous utilisons I’'opérateur CTL F, plutot que G, spécifiant qu’une propriété doit
étre vraie a certains moments, plutot qu’a chaque instant, car nous ne pouvons exclure que
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certains événements prédits, notamment des oscillations transitoires de la concentration
de Fis, ne soient pas observés, soit a cause d’une fréquence d’échantillonnage trop peu
élevée, soit a cause de mesures faites sur des populations non synchronisées plutét que sur
des cellules individuelles. La vérification avec NuSMV de ces propriétés montre que les
prédictions obtenues sont cohérentes avec ces observations.

Des informations sur la dynamique des ARN stables sont également disponibles. Fis, en
régulant le promoteur P1 des opérons rrn contribue majoritairement a la transcription tres
intense des ARN stables en phase exponentielle [12, 173]. Néanmoins, on montre qu’im-
médiatement apres un apport soudain de carbone (dilution en milieu LB), la transcription
des ARN stables augmente indépendamment de Fis (voir figure 8.8). Ceci est corroboré
par I'observation que la production des ARN stables augmente trop rapidement pour étre
le résultat d’une synthese protéique [94].
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F1G. 8.8 — Activité du promoteur P1 de l'opéron rrnB sauvage (o) et de l'opéron rrnB
muté dans un site de fixation de Fis (o), suite a une dilution en milieu LB d’une culture
de cellules en phase stationnaire [12]. La courbe de croissance (ODggg) est également
représentée.

Nous pouvons traduire cette propriété en spécifiant que ’on peut observer une aug-
mentation de la concentration des ARN stables avant que la concentration de Fis ne soit
suffisamment élevée pour activer leur synthese. Autrement dit, il existe une exécution du
systeme dans laquelle la concentration de Fis reste basse (zfs < 9%5, ott 62 . est la concen-
tration au-dessus de laquelle Fis active l'expression des ARN stables) jusqu’a ce que le
systeme atteigne un état dans lequel les ARN stables sont exprimés (&, > 0) et dans
lequel x5 < 9%3 reste vrai :

E(.’,Eﬁs < Q%SU(fC'rm >0 A Tfhis < ej?gis))

La vérification de cette propriété par NuSMV révele que le modele ne rend pas compte
de cette propriété. Ainsi, d’autres régulateurs que Fis interviennent pour le controle de la
transcription des ARN stables, et doivent étre pris en compte pour expliquer ce phénomene.
Dans [12], Appleman et collegues suggerent notamment que ce phénomene peut résulter
d’un controéle par le régulateur global guanosine tetraphosphate (ppGpp). Le ppGpp est
une petite molécule dont la concentration décroit tres rapidement apres un apport soudain
de source de carbone et qui inhibe I’expression des opérons rrn [72, 121]. Il serait intéressant
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de prendre en compte dans le modele le ppGpp, sa synthese et sa dégradation, pour tester
si cette extension permet de résoudre le probleme.

Une autre série d’expériences a montré, pour des cultures en milieu minimum avec
glucose, que le niveau de superenroulement de ’ADN diminuait lors de I’entrée en phase
stationnaire (voir figure 8.9) [17].
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F1a. 8.9 — Evolution du niveau de superenroulement de ’ADN (o) dans une culture de cel-
lules en milieu minimum avec glucose [17]. La courbe de croissance (ODggp) est également
représentée (e).

Le niveau de superenroulement n’est pas une variable du modeéle. Toutefois, I’hypothese
a été faite qu'il dépendait du ratio des concentrations de GyrAB et de TopA (section 8.1.2).
Une condition nécessaire a la diminution du superenroulement est donc que, pour un
instant au moins, soit la concentration de GyrAB diminue, soit la concentration de TopA
augmente :
EF (&4yr48 <0V Zyop4 > 0).

Cette propriété, vérifiée avec NuSMV en une fraction de seconde, n’est pas vérifiée par
les prédictions. Plus précisément on montre que 'on a AG (g4 > 0 A Tyopa = 0), ce
qui signifie que le long de toutes les exécutions, tout le temps, le niveau de superenrou-
lement prédit augmente! Une extension du modeéle, suggérée par la découverte de cette
incohérence, est en cours de développement (Ropers et al., manuscript en préparation).
Ce modele inclut, en plus des 6 génes précédents, trois genes codant respectivement RpoS,
un autre régulateur global, impliqué dans les réponses & de nombreux stress [117], RssB,
une protéine impliquée dans la dégradation de RpoS et dont I'activité depend de ’état
physiologique de la cellule [117], et Gyrl, un inhibiteur de la gyrase GyrAB et dont 1’ex-
pression dépend de RpoS [174]. Des résultats de simulation préliminaires montrent que ce
modele permet d’expliquer la diminution du superenroulement de ’ADN observée. C’était
également cette incohérence qui nous avait conduit & corriger la concentration de GyrAB
dans état initial (8.3) donné a la section 8.2.2.

Nous avons dans ce chapitre testé la validité d’un modele de la réponse au stress
nutritionnel, ou plus spécifiquement au manque de carbone, chez E. coli a l'aide de la
méthode présentée dans la partie II.

Le modele proposé par Ropers et al. [192] rend compte des aspects essentiels de ce
phénomene, puisqu’il permet de prédire correctement les transitions entre phase exponen-
tielle et phase stationnaire observées chez FE. coli. Plus généralement, nous avons trouvé un
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assez bon accord entre les prédictions obtenues et les données expérimentales disponibles.
Toutefois, plusieurs incohérences entre prédictions et observations ont été identifiées et des
extensions du modele ont alors été proposées. Remarquons que les extensions proposées
font toutes intervenir d’autres régulateurs globaux, qui sont notamment impliqués dans
les réponses & d’autres stress (ppGpp, RpoS). Ceci est cohérent avec le role central at-
tribué aux régulateurs globaux qui semblent coordonner le fonctionnement des réseaux
de régulation controlant les réponses aux différents stress, et agissant souvent simultané-
ment [117, 225].

Plus généralement, pour réellement mettre a ’épreuve la validité du modele proposé,
il est nécessaire de disposer de plus d’information sur la dynamique du systéme lors des
transitions de la phase exponentielle vers la phase stationnaire, et inversement. Il n’a par
exemple pas été possible, a partir des données disponibles dans la littérature, de corrobo-
rer ou d’infirmer la prédiction surprenante du modele de 'existence d’oscillations amorties
dans la concentration de Fis et de GyrAB lors de la réentrée des cellules en phase exponen-
tielle. Ceci pourrait soit étre di & une fréquence d’échantillonnage trop basse, soit a des
mesures sur des populations de cellules non synchrones. Ceci a motivé le développement
d’un programme de validation expérimentale des prédictions, dont I’objectif est justement
de mesurer en population et sur cellules isolées, avec une fréquence d’échantillonnage éle-
vée et en parallele, I’évolution des concentrations des différentes protéines du réseau.

En résumé, la méthode présentée dans la partie I et implémentée dans une nouvelle
version de l'outil GNA (partie III) a été appliquée a la validation & partir de données
expérimentales de deux modeles grands et complexes et pour lesquels peu de données
numériques sont disponibles. Ces modeles, proposés par de Jong et al. [67] et par Ro-
pers et al. [192], concernent respectivement l'initiation de la sporulation chez B. subtilis
et la réponse au stress nutritionnel chez E. coli. Le fonctionnement global de ces deux
phénomenes, bien qu’ayant été beaucoup étudiés, n’est encore que partiellement compris.
Nous avons pu vérifier par model checking que, dans les deux cas, les prédictions obtenues
étaient globalement cohérentes avec la plupart des propriétés observées du systeme. Tou-
tefois, plusieurs incohérences ont également été identifiées, suggérant des révisions ou des
extensions des modeles, ainsi que la réalisation d’expériences complémentaires. Egalement,
des prédictions surprenantes ont été obtenues pour la réponse au stress nutritionnel chez
E. coli, qui ne peuvent étre ni corroborées ni invalidées a partir des données expérimen-
tales disponibles dans la littérature, ce qui a motivé la mise en place d’un programme de
validation expérimentale des prédictions.

En dehors d’une contribution a une meilleure compréhension du fonctionnement de ces
systemes, ces deux études de cas illustrent plus généralement ’applicabilité a ’analyse de
systeme d’intérét biologique de ’approche que nous proposons, utilisant une méthode et
une implémentation dédiées. Premierement, il est ainsi possible d’obtenir des prédictions
sur le comportement de systéemes biologiques complexes. Malgré le nombre relativement
élevé de variables des modeles analysés, les temps de calcul des prédictions restent de
I’ordre de la dizaine de secondes. Deuxiemement, il est possible de formaliser en logique
temporelle un large éventail de propriétés observées sur ces systemes. De nombreuses
propriétés biologiquement intéressantes font notamment intervenir les sens de variation
des concentrations des protéines. Enfin, nous avons montré qu’il est possible de tester
efficacement la cohérence entre les prédictions obtenues et les données expérimentales, les
temps de calcul pour la vérification des propriétés étant de 'ordre de la seconde.
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Chapitre

Discussion

Nous avons présenté une méthode pour la validation de modeles LPM de réseaux de
régulation génique, son implémentation et son application a la validation de deux mo-
deles grands et complexes. Cette discussion a pour objectif de replacer le travail présenté
précédemment dans le contexte des travaux similaires et de discuter les avantages et in-
convénients relatifs des différentes approches.

Nous commencons par résumer brievement les principales caractéristiques de notre ap-
proche. L’approche présentée repose sur trois points essentiels. Premierement, 'utilisation
d’abstraction discrete permet d’établir une connexion a la fois intuitive et mathémati-
quement bien fondée entre la définition continue de la dynamique du systéme, donnée en
termes d’équations différentielles LPM, et sa représentation discrete, donnée par le graphe
de transitions entre états. Deuxiemement, "utilisation de model checking permet de for-
maliser un large éventail de propriétés dynamiques et de les vérifier efficacement. Enfin,
les applications biologiques, en plus d’apporter des résultats biologiquement intéressants,
montrent plus généralement I'applicabilité de 'approche aux systemes d’intérét biologique.

En comparaison des approches proposées dans le domaine, tres vaste, de ’analyse de
modeles de réseaux biologiques, notre approche présente une double originalité. Premiere-
ment, peu d’approches se sont intéressées spécifiquement au probleme, pourtant important,
de la validation de modele. Deuxiemement, aucune autre approche, a notre connaissance,
ne semble avoir utilisé conjointement ’abstraction discrete et le model checking pour ’ana-
lyse de réseaux biologiques.

Par contre, un grand nombre de travaux ont soit utilisé ’abstraction discrete pour ana-
lyser des modeles continus, soit le model checking pour vérifier les propriétés dynamiques
de modeles discrets. Nous organisons donc notre discussion selon ces deux axes. Etant
donné le nombre et la diversité des approches concernées, nous avons choisi de structu-
rer notre discussion autour de la présentation détaillée d’'un nombre restreint de travaux,
permettant d’illustrer clairement les points forts et faibles des différentes approches.

9.1 Analyse de modeles continus par abstraction discrete

9.1.1 Modeéles continus

Les modeles continus définis en termes d’équations différentielles non linéaires sont tres
fréquemment utilisés pour représenter les réseaux biologiques. Les modeles étudiés sont en
général numériques, car leur analyse analytique est notoirement difficile. Un probléeme
bien connu de cette approche est qu’il est pratiquement impossible d’invalider ces modeéles
ayant un grand nombre de parameétres inconnus, car il est alors presque toujours possible de
trouver un jeu de parametres tel que les prédictions correspondent aux données [227], cette
correspondance étant en général établie visuellement par « superposition » des courbes.
Et quand bien méme un tel jeu de parametres n’est pas trouvé, cela n’invalide pas pour
autant le modele, car tous les jeux de parametres et toutes les conditions initiales possibles
ne peuvent étre testés. Lorsque ces méthodes sont appliquées a des modeles complexes et
a des systemes pour lesquels peu d’information quantitative est disponible, la pertinence
biologique des résultats obtenus est alors sujette a caution.
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Une solution a ce probleme est le développement d’approches qui permettent d’obtenir
des prédictions valables pour un ensemble de conditions initiales et/ou pour un ensemble
de valeurs de parametres. Diverses méthodes numériques ont été proposées, notamment
par Belta et al. [29], qui utilisent des techniques de systémes hybrides pour le calcul d’at-
teignabilité,! par El-Samad et al. [77], qui utilisent des techniques d’optimisation appelées
SOSTOOLS, et par Eveillard et al. [84], qui utilisent de la programmation par contraintes
hybride. Dans ces approches, 'utilisation d’intervalles pour spécifier les conditions initiales
ou les valeurs de parametres permet de traduire les incertitudes sur leurs valeurs exactes.
En plus de ces méthodes numériques, 'utilisation de méthodes symboliques ou qualitatives
a été proposée. L’avantage de ces dernieres approches est naturellement de s’affranchir plus
encore de la nécessité de devoir fournir des valeurs pour les conditions initiales ou pour les
parametres. Ces méthodes reposent sur la notion d’abstraction discrete.

9.1.2 Utilisation d’abstraction discrete

Les techniques d’abstractions discretes ont été utilisées par plusieurs groupes de cher-
cheurs pour I'analyse de réseaux biologiques dans les communautés du raisonnement qua-
litatif et des systemes hybrides. 11 est a noter que des liens entre ces deux théories ont
été par ailleurs établis [202, 139]. Nous décrivons plus particulierement une méthode pro-
posée par Ghosh et Tomlin [97] pour I'analyse symbolique de modeles LPM représentés
sous forme d’automates hybrides affines par morceaux, et qui est adaptée a I'analyse de
réseaux biologiques. Cette méthode a été appliquée a l'analyse d’un phénomene d’inhibi-
tion latérale médié par deux protéines, Delta et Notch, et modélisé comme un réseau de
régulation génique, suivant Marnellos et al. [155] (voir figure 9.1).

Dans cette approche, I’espace d’état continu est partitionné en régions par un ensemble
de polynomes, définissant les frontieres de ces régions et une méthode est proposée pour
calculer, a partir de cette partition, un systeme de transitions quotient. Cette méthode
utilise pour le calcul des transitions des raisonnements qualitatifs et une procédure de
décision permettant de calculer les dérivées de Lie des polynomes définissant la frontiere
des régions (voir figures 9.2(a) et (b)). Cette procédure de décision est supportée par
Poutil d’élimination des quantificateurs QEPCAD. Lorsqu'un état discret possede plus
d’un successeur, la région correspondante peut, dans certains cas, étre repartitionnée de
telle sorte que les sous-régions soient chacune associée a un état discret ayant au plus un
successeur (voir figure 9.2(c)). Cette procédure nécessite le calcul de solutions analytiques
des équations différentielles, ce qui n’est pas toujours réalisable en pratique.

Un modele hybride pour le phénomene d’inhibition latérale étudié, représentant les in-
teractions entre 4 cellules, et ayant 8 variables continues et initialement 256 états discrets,
a été analysé par cette méthode. Dans un premier temps, les états d’équilibres « biologi-
quement réalisables » (i.e. réguliers dans la terminologie que nous utilisons) du systeéme ont
été identifiés. Puis, pour chacun de ces états d’équilibres, est calculé ’ensemble des états
ayant un successeur unique et a partir desquels il est possible d’atteindre I’état d’équilibre
considéré. On obtient ainsi une sous-approximation de I’ensemble des états initiaux pour
lesquels le systeéme atteint nécessairement ’état d’équilibre (« uniquely backward reachable
states »). Les résultats obtenus, existence sous certaines conditions d’une amplification des
différences entre cellules, sont en accord avec les données biologiques disponibles et avec

!D’autres applications biologiques de la théorie des systemes hybrides ont été proposées dans [11, 14,
28, 126]. Il est a noter qu’Antoniotti et al. [11] utilisent également des techniques de model checking.
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Fic. 9.1 - (a) Réseau intercellulaire de signalisation entre les protéines Delta et Notch,
pour une cellule et ses 6 voisines. (b) Automate hybride Hope cenn modélisant les interactions
entre les protéines Delta et Notch dans une cellule. [97].
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%

F1G. 9.2 - (a) Représentation du flot dans I’espace d’état continu, et de la partition initiale
d’un automate hybride de dimension 2. (b) Représentation des transitions calculées entre
états discrets. (c) Partition de I'état g1, ayant plus d’un successeur, en trois états, q15, g6
et q17, ayant chacun un unique successeur. [97].



Chapitre 9. Discussion 145

les résultats d’autres études [62, 155].

La notion d’abstraction discrete, également appelée abstraction qualitative, est aussi
utilisée dans la simulation qualitative. Cette méthode, développée par Kuipers et collegues,
permet d’obtenir des prédictions sur la dynamique du systéeme en ’absence d’informa-
tion quantitative, en déduisant I’ensemble des comportements qualitatifs possibles, de la
structure du systéme [66, 141, 218]. Dans cette approche, les systémes sont décrits par
des équations différentielles qualitatives. La simulation qualitative, ou des approches si-
milaires, ont été utilisées pour 'analyse de différents systemes biologiques par Heidtke
et Schulze-Kremer [115], par King et al. [134] en combinaison avec des techniques d’ap-
prentissage, par Kim et Tidor [133] pour faire de la validation de modeles de réseaux de
régulation génétique simples en comparant les changements, prédits et observés, de 1’état
d’équilibre de réseaux soumis a des perturbations, et par Siegel et al. [198].

Enfin, bien que le domaine d’application biologique (écologie) et le type de modeles
considérés (« diagonally monotonic loop-structured systems ») soient tres différents, une
méthode qualitative développée par Bernard et collegues [31, 32] présente de nombreuses
similarités avec notre approche. Effectivement, dans [31], Bernard et Gouzé proposent
une méthode qualitative pour calculer une partition de ’espace des phases, qui préserve
entre autres, les signes des dérivées, et pour calculer les transitions entre régions. Un
graphe de transitions entre états discrets est également obtenu par abstraction discrete.
De plus, dans [32], Bernard et Souissi appliquent cette méthode a la validation de modeles
écologiques en comparant la succession des extremas (maximas et minimas) prédits et
observés. Une telle comparaison entre les prédictions obtenues et les données biologiques,
pourtant révélatrice de la qualité des prédictions, est rarement réalisée.

9.1.3 Comparaison et évaluation

Comme nous, Ghosh et Tomlin utilisent des modeles LPM. Les différences entre les
deux approches portent sur les méthodes d’analyse employées. Ces auteurs utilisent des
méthodes plus puissantes, mais aussi plus cotiteuses en calculs. Il est ainsi par exemple pos-
sible d’exprimer et d’exploiter le fait que deux parameétres de synthese ou de dégradation
soient égaux (par exemple, pour le méme gene dans deux cellules différentes). Egalement,
il est possible de considérer des partitions non hyperrectangulaires et des raffinements
successifs de ces partitions. Toutefois, ces calculs reposent sur I'utilisation de procédures
de décision complexes. Il est donc fort probable que le prix a payer de ce gain en gé-
néralité de la méthode d’analyse soit une moins bonne mise a 1’échelle. Il est également
important de remarquer que la partition proposée par Ghosh et Tomlin [97] et celle que
nous proposons dans ce travail sont deux raffinements différents de la partition utilisée par
de Jong et al. [70] (i.e. partition en domaines de modes), I'une visant a obtenir des pro-
priétés d’atteignabilité unique, et I’autre, des propriétés de monotonie unique. Il ne semble
toutefois pas y avoir de probleme théorique a l'obtention d’une partition combinant les
deux raffinements a l’aide de la méthode proposée par Ghosh et Tomlin [97].

Dans des travaux préliminaires sur un modele semblable a celui décrit plus haut, mais
n’ayant que 4 variables continues, un état qualifié d’état Zeno a été détecté a I'intersection
de plans de seuils, ou le champ de vecteurs définissant la dynamique du systeme pré-
sente des discontinuités [96]. Le probléme rencontré est le méme que celui que nous avons
rencontré au chapitre 2 lors de la définition de 'automate hybride affine par morceau
correspondant au systeme a deux réservoirs qui nous a servi d’exemple dans ce chapitre.
Nous avons vu qu’en présence de certaines discontinuités du champ de vecteurs, il n’est
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pas toujours évident de définir les solutions du systeéme (section 2.1.2).

Pour traiter ces problemes, nous avons proposé au chapitre 3, d’utiliser des inclusions
différentielles pour définir la dynamique du systéme au niveau des plans de seuils. Nous
avons montré sur ’exemple du réseau d’inhibition réciproque, qui possede une dynamique
trés similaire au systeme a deux réservoirs, comment cette méthode permettait effective-
ment de résoudre ce probleme. Si on analyse avec GNA le modele a 4 variables continues
proposée par Ghosh et Tomlin dans [96], I’état qualifié précédemment de Zeno est dé-
tecté comme un état d’équilibre singulier. On montre de plus par des critéres simples,
que cet état d’équilibre est instable [44]. Cette caractérisation représente bien les phéno-
menes continus ayant lieu, puisque dans un modele non linéaire de ce systéme, proposé
par Collier et al. [62], cet état correspond a un point selle.

En plus des équilibres singuliers, il existe d’autres phénomenes dynamiques importants
pouvant avoir lieu au niveau de seuils de concentration, notamment les modes glissants, qui
ne sont pas pris en compte par la méthode présentée dans [97]. Dans le contexte particulier
de la validation de modele, ceci a pour conséquence que des phénomenes observés pour-
raient ne pas trouver de correspondance dans les prédictions. Ainsi, des modeles risquent
étre rejetés a tord. Récemment, Adélaide et Sutre [1] ont proposé une approche similaire
a celle de Ghosh et Tomlin, mais qui, comme nous, utilisent des inclusions différentielles
pour prendre en compte les phénomenes ayant lieu au niveau des seuils. L’analyse proposée
ne s’applique toutefois qu’a une classe restreinte de modeles. Enfin, 'applicabilité de cette
méthode a ’analyse de modeles grands et complexes n’a pas encore été démontrée.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que des approches de simulation qua-
litative, utilisant également des abstractions discretes, ont été appliquées a ’analyse de
systemes biologiques. En comparaison avec notre travail, ces approches utilisent une classe
de modeles beaucoup plus générale que les modeles LPM que nous utilisons. Un avantage
est qu’il est ainsi possible de représenter et d’analyser une tres grande variété de systemes
biologiques. Un inconvénient est que les informations disponibles n’offrent en général que
des contraintes faibles sur la dynamique du systeme. En conséquence, la présence de nom-
breux états, transitions et comportements artéfactuels, et ’explosion du nombre d’états
atteignables limitent habituellement 1'utilisation de la simulation qualitative [66, 193].

Bien que les modeles continus permettent de représenter naturellement les phénomenes
biologiques et sont parmi les plus utilisés, le manque de données quantitative d’une part,
et la difficulté de leur analyse analytique d’autre part, limitent leur application. Dans ce
contexte, I'utilisation d’abstraction discrete est particulierement intéressante pour l’ana-
lyse d’une certaine classe de modeles, dont les modeles LPM, puisqu’elle permet d’obtenir
par des calculs symboliques ou qualitatifs une représentation discrete de la dynamique du
systeme, qui peut alors étre analysée par des techniques informatiques classiques.

Il ressort également de cette discussion que le choix du niveau d’abstraction est crucial.
Trop élevé, les prédictions obtenues peuvent étre excessivement conservatives, donc peu
significatives, et peu discriminantes dans le contexte de la validation de modele. Trop fin,
le calcul de la représentation discrete peut devenir prohibitivement complexe, limitant
I’application de la méthode a des modeles simples.

Une autre direction possible consiste a utiliser directement des modeles discrets, plutot
que des modeles continus en combinaison avec de ’abstraction discrete. Nous discutons
dans la section suivante de ces approches, de leurs avantages, notamment la simplicité de
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I’analyse, mais aussi de leurs inconvénients.

9.2 Analyse de modeles discrets par model checking

9.2.1 Modéles discrets

En réponse a la difficulté de ’analyse des modeles continus, de nombreux formalismes
discrets ont été proposés pour la modélisation et ’analyse de la dynamique des réseaux
biologiques (voir [65] pour une revue). Parmi ces formalismes figurent notamment les
approches logiques dont les réseaux booléens [131, 209] et Iapproche logique générali-
sée [212, 214], les approches basées sur la notion de concurrence dont les algebres de pro-
cessus [95], les systemes de transitions concurrents [46] et les logiques de réécriture [76],
et les approches utilisant les réseauz de Petri [47, 116, 189, 228].2

Toutes les approches mentionnées ci-dessus ont en commun de représenter 1’état des
différents éléments du réseau par une variable discrete. Ainsi, un gene est considéré comme
soit actif, soit inactif, et une espece protéique, comme soit présente, soit absente. L’état
du systeme est alors donné par un vecteur représentant la valeur de toutes les variables.

Les approches mentionnées ci-dessus different sur plusieurs aspects. Tout d’abord, les
hypotheses biologiques utilisées dépendent du type de réseau considéré. Egalement, ces
approches different sur la fagon dont est représentée la logique des phénomeénes biologiques
étudiés (régulation génique, interaction entre protéines,. .. ) et dont est définie I’évolution
discrete du systeme (i.e. les transitions entre deux états discrets). Enfin, les possibilités de
simulation et d’analyse offertes varient significativement selon le formalisme utilisé. Mais
dans tous les cas, la dynamique du systeme est, ou peut étre, représentée par un graphe de
transitions entre états discrets, ce qui rend applicables les techniques de model checking.
Les possibilités offertes par ces techniques pour 'analyse efficace de grands modeles ont
motivés divers groupes de chercheurs a étendre des approches discretes dans cette direction.

9.2.2 Utilisation du model checking

Trois groupes de chercheurs ont effectivement utilisé le model checking, soit pour ana-
lyser des modeles comprenant un grand nombre de variables (Chabrier-Rivier et al. [46]
et Eker et al. [76]), soit pour analyser systématiquement un grand nombre de modéles
simples (Bernot et al. [33]). Dans la suite, nous discutons plus spécifiquement des travaux
de Bernot et collegues, qui présentent de nombreux points communs avec I’approche que
nous avons proposée. Comme nous le verrons, les différences entre les deux approches sont
subtiles mais importantes. Ces auteurs utilisent I’approche logique généralisée, ou plus
exactement une reformulation plus adaptée a un traitement informatique de celle-ci, en
combinaison avec du model checking, pour faire de la sélection de modeles [33]. Nous com-
mengcons par décrire trés succinctement ’approche logique généralisée (voir [213, 214, 215]
pour une description plus détaillée).

Les approches logiques ont été spécifiquement développées pour I'analyse de la dyna-
mique de réseaux de régulation génique. Dans 'approche logique généralisée proposée par
Thomas et collegues [212, 214], des variables discrétes, dites logiques ou multivaluées, abs-
traient les concentrations réelles des protéines. Le systeme est modélisé par un graphe de

2Des approches de programmation par contraintes, inspirées de approche logique généralisée, ont éga-
lement été récemment proposées [61, 86]
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régulation biologique G, qui est un graphe orienté et étiqueté représentant les interactions
entre genes, et par un ensemble de parametres donnant pour chaque variable v et pour
chaque état du systéme (ou plutot pour chaque état de 'ensemble des prédécesseurs de v
dans le graphe G), I'image de v, c’est-a-dire la valeur vers laquelle tend v (figure 9.3(a)3 ).
Bien qu’ils soient formulés différemment, ces modeles et nos modeles qualitatifs, constitués
d’équations différentielles LPM et de contraintes d’inégalité sur les parametres, sont basés
sur des approximations biologiques similaires.

A un réseau de régulation biologique, on associe un graphe d’état synchrone dont
les sommets sont les états du réseau et les arcs associent chaque état a son successeur
(figure 9.3(b)). Un graphe d’état asynchrone est alors obtenu en ”désynchronisant” les
transitions. La désynchronisation est une opération qui garantit que lors d’une transition
(1) une seule variable logique change de valeur et (2) la valeur d’une variable ne peut
changer au plus que d’une unité (figure 9.3(c)). C’est ce graphe asynchrone qui définit la
dynamique du systeme.

Il est important de remarquer ici que ’approche logique généralisée a été développée
en référence a des modeles continus. Les regles de calcul du graphe de transition ont été
élaborées de fagon a ce que le graphe de transitions asynchrone obtenu capture intuitive-
ment la dynamique des modeles continus sous-jacents. Des liens explicites entre I’approche
logique généralisée et I’approche par équations différentielles LPM ont également été éta-
blis par Snoussi. En particulier, ce dernier a montré que la méthode logique généralisée
peut étre considérée comme résultant d’une discrétisation de systémes continus & équations
différentielles LPM [200]. Dans la terminologie que nous utilisons, les états logiques corres-
pondent aux domaines de mode réguliers, et les graphes asynchrones sont analogues, mais
non identiques, aux graphes de transitions obtenus par la méthode proposée par de Jong et
al. [70]. En particulier, ces graphes n’incluent pas les domaines de mode singuliers.
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Fic. 9.3 — (a) Réseau de régulation biologique constitué d’un graphe de régulation bio-
logique (m représente le mucus) et d’'un ensemble de parametres (l'attracteur de 1’état
(x,y) est (x',y")). Les valeurs discretes des parametres utilisées sont k, (1 = 05 ky 23 = 2;
kofyy = 25 Kooy = 25 kyp = 1; ky oy = 1. (b) Graphe de transition asynchrone. (c)
Graphe de transitions synchrone obtenu a partir de (b). [33].
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3Les parametres k; .. dans la figure 9.3 sont analogues dans les modeles LPM aux concentrations focales,
i, et ne doivent pas étre confondus avec les taux de synthese, k.
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L’approche présentée par Bernot et al. [33] permet de sélectionner parmi un ensemble
de modeles potentiels les modeles satisfaisant un ensemble de contraintes sur les parametres
traduisant diverses hypotheses biologiques et de modélisation, et un ensemble de proprié-
tés dynamiques formulées en CTL et exprimant des contraintes sur les valeurs discretes
des variables. L’approche est implémentée dans le logiciel SMBioNet, utilisant NuSMV.
La méthode a été appliquée a I’analyse d’un ensemble de 648 réseaux potentiels simples,
tous composés de deux genes impliqués dans la production de mucus chez P. aeruginosa
(voir figure 9.3(a) pour un exemple). Ces modeles ont ensuite été testés selon leur capacité
a soutenir I’hypothese biologique que la mucoidie peut étre induite par un phénomene épi-
génétique. L’analyse réalisée a montré que certains modeles potentiels satisfont toutes les
contraintes données, et que donc sur la base des connaissances disponibles, cette hypothese
ne pouvait étre écartée. Une validation expérimentale est en cours.

Dans un contexte biologique différent, I’étude de réseaux d’interaction protéine/protéine
et de réseaux de transduction de signaux, Chabrier-Rivier et al. [46] et Eker et al. [76] ont
également utilisé le model checking pour ’analyse de modeéles discrets. Dans [46], Chabrier-
Rivier et collegues proposent un formalisme simple et lisible essentiellement dédié a la mo-
délisation de réseaux d’interaction protéique. Ce formalisme peut étre traduit en systéme
de transitions concurrent pour permettre son analyse par model-checking. Un modele du
cycle cellulaire faisant intervenir un grand nombre d’especes moléculaires et de régles de
réactions est proposé et diverses propriétés dynamiques du systeme, exprimées en CTL,
sont analysées grace a outil BioCham [85], utilisant NuSMV. Pour I’exemple proposé,
une sémantique booléenne (i.e. présence/absence) est utilisée. Récemment, cette approche
a été utilisée par Calzone et al. [43] en combinaison avec des techniques d’apprentissage
automatique pour la révision de modeles. Des applications sur des modeles du cycle cel-
lulaire montrent 'intérét biologique potentiel de cette méthode. Une approche similaire a
[46] est proposée par Eker et collegues [76]. Toutefois, ces derniers utilisent un language
tres général (logiques de réécritures) pour la modélisation et une boite a outils, contenant
un model checker, non dédiée a I’analyse des systémes biologiques (Maude) pour 'analyse.

Enfin, mentionnons les travaux de Heiner, Koch et collegues [116, 136] portant spé-
cifiquement sur la validation de modeles de réseaux biologiques, représentés sous forme
de réseaux de Petri discrets. Les réseaux de Petri possedent a la fois une sémantique
précisément définie et une représentation graphique intuitive. Dans cette approche, des
techniques spécifiques a l'analyse des réseaux de Petri ont été utilisées. Par la méthode
de validation proposée, il est essentiellement possible de vérifier la cohérence interne du
modele, notamment des propriétés de structure et d’invariants. En particulier, il n’est pas
possible de vérifier le type de propriétés exprimables en logique temporelle, portant sur la
dynamique du systeme.

9.2.3 Comparaison et évaluation

Les principales différences entre les approches discretes, notamment ’approche logique
généralisée, et 'approche que nous proposons, peuvent étre facilement illustrées en compa-
rant les différents graphes de transitions entre états discrets, ¢’est-a-dire les descriptions de
la dynamique du systeme que 1'on obtient par les différentes approches. Nous distinguons
trois points.

Une premiere différence est la sémantique des graphes de transitions. Dans ’approche
que nous proposons, comme dans celle proposée précédemment par de Jong et al. [70],
une transition entre deux états discrets est définie par I'existence d’une solution du sys-
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teme continu passant par les deux domaines correspondants aux états. Cette définition
découle directement de l'utilisation de I’abstraction discrete (voir la définition du systeme
de transitions quotient, section 4.2.2). Dans les approches discrétes, une transition entre
deux états discrets est définie par des regles de transition, motivée par I'intuition des phé-
nomenes continus sous-jacents. Remarquons, que dans toutes les approches présentées, le
calcul effectif du graphe se fait par 'intermédiaire de regles de transitions. Toutefois, dans
notre approche, les regles utilisées ont été démontrées a partir de la définition du systeme
continu. L’utilisation d’abstraction discrete permet ainsi d’établir clairement le lien entre
la dynamique continue et sa représentation discrete.

Une seconde différence est que la dynamique du systeme au niveau des seuils de concen-
trations, qui sont situés pour les approches discretes « entre » deux valeurs discrétes, n’est
pas prise en compte dans les travaux mentionnées ci-dessus. Ceci se traduit, dans I'ap-
proche logique généralisée par I’absence des domaines de mode singuliers dans le graphe
de transitions. Nous rappelons que dans le cadre de la validation de modele, la prise en
compte des phénomenes dynamiques pouvant avoir lieu au niveau des seuils est essentielle
pour garantir qu'un modele ne peut étre rejeté a tord (section 9.1.3). Dans le cadre de I’ap-
proche logique généralisée, une solution partielle a ce probléeme a été proposée par Snoussi
et Thomas pour la détection des états d’équilibre singuliers [201]. Egalement, des exten-
sions, non utilisées par Bernot et collegues dans [33], ont été récemment proposées par
Richard et al. [191] via 'introduction d’états singuliers pour représenter la dynamique du
systéme au niveau des seuils. Notons que les approches présentées par Richard et al. [191]
et par de Jong et al. [70], bien que basées toutes les deux sur les mémes systémes d’équa-
tions différentielles LPM et sur un méme niveau d’abstraction, n’aboutissent pas a des
définitions de transition entre états équivalentes.

Plus généralement, le fait de représenter explicitement le systeme au niveau continu,
puis d’utiliser une abstraction discrete, permet de traiter les problemes rencontrés dans
la représentation la plus adaptée. Ainsi, le probleme de la définition de la dynamique du
systeme au niveau des seuils de concentration est traité au niveau continu a l’aide d’inclu-
sions différentielles, tandis que le probléme de la vérification des propriétés dynamiques
est traité au niveau discret par model checking.

Une troisieme différence est que les niveaux d’abstraction proposés dans les différentes
approches ne sont pas identiques. Les prédictions obtenues avec les méthodes présentées
par Chabrier-Rivier et al. [46] et par Eker et al. [76] sont de nature booléennes (pré-
sence/absence), et celles obtenues avec la méthode présentée par Bernot et al. [33] sont
d’une finesse similaire & celle obtenue en utilisant les domaines de mode (section 9.2.2).
La méthode que nous présentons, qui est de granularité plus fine puisqu’elle utilise des
domaines de flot qui sont un raffinement des domaines de mode, donne donc des résultats
plus précis que les approches précédentes. Le prix a payer pour ce gain de précision est une
augmentation du nombre des états, qui reste en pratique modérée (voir la section 7.2.2).
Ce raffinement permet de pouvoir prédire les sens de variation des variables, et permet
ainsi de comparer les prédictions obtenues avec les données expérimentales disponibles.
Ceci est essentiel dans le contexte de la validation de modeles. Nous rappelons ici que
le niveau d’abstraction utilisé dans les approches proposées par Bernot et al. [33] et par
de Jong et al. [70] n’est pas suffisamment fin pour pouvoir prédire les sens de variation des
variables. Il est facile d’illustrer cette idée en considérant I’état discret (1,1), qui a pour
attracteur ’état (2, 1) (figure 9.3(b)). La variable logique y est constante (i.e. y’=y dans la
figure 9.3(a)). Pourtant, les solutions d’un modele LPM correspondant au modele logique
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proposé ne sont pas toutes constantes dans la dimension de y. On peut méme montrer
que les solutions qui partent de ’état (1.0) sont toutes strictement croissantes dans cette
dimension (comme suggéré dans la figure 9.3(b)). Ce résultat, qui utilise des propriétés
de monotonie et de convergence asymptotique des solutions, est directement obtenu par
notre méthode, et semble difficile & justifier dans un formalisme purement discret.

En dehors de ces limitations, des perspectives intéressantes sont offertes par les travaux
de Bernot et al. [33], sur la sélection de modeles, et de Calzone et al. [43], sur I'inférence
de modeles. Ces problemes sont complémentaires avec le probleme de la validation de
modele que nous avons considéré dans ce travail. Le développement de méthodes efficaces
pour faire de la sélection, et plus encore, de l'inférence de modele, est un probleme tres
intéressant, tant du point de vue informatique que biologique.

En résumé, la discussion présentée dans ce chapitre fait apparaitre deux caractéristiques
originales de notre approche.

Premierement, nous utilisons une abstraction discrete en combinaison avec du model
checking. L’utilisation de ces deux techniques offre des avantages complémentaires, qui en-
semble, permettent I’analyse des propriétés dynamiques (d’une certaine classe) de grands
modeles continus. Plus précisément, ’abstraction discréte permet de donner une significa-
tion intuitive et une sémantique mathématiquement bien fondée au graphe de transitions
décrivant la dynamique du systéeme, et le model checking permet I'analyse efficace des
grands graphes obtenus par abstraction discrete.

Deuxiemement, nous utilisons un niveau d’abstraction relativement fin qui permet
d’obtenir une description des comportements du systeme adaptée a la comparaison avec
les données expérimentales disponibles (prédiction des sens de variation des concentrations
des protéines), mais qui ne nécessite toutefois pas 'utilisation de procédures de décision
complexes pour le calcul des prédictions.
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Dans ce dernier chapitre, nous faisons le bilan des travaux réalisés, puis nous indiquons
plusieurs directions de travail futur.

10.1 Bilan

Dans ce travail, nous avons proposé une méthode pour la validation de modeles de
réseaux de régulation génique. La compréhension du fonctionnement de ces réseaux est un
probleme biologique important, car ils controlent le développement et le fonctionnement
des organismes vivants. Etant donné que les réseaux d’intérét biologique impliquent sou-
vent un grand nombre de genes qui interagissent par des boucles de rétroaction complexes,
il est en général difficile de comprendre par des raisonnements intuitifs comment la dyna-
mique du systéme émerge des interactions entre ses différents composants. L’utilisation de
modeles est alors nécessaire.

Partant de ce constat, de nombreuses méthodes ont été proposées pour la modélisa-
tion et la simulation des réseaux de régulation génique. Etonnamment, le probleme de la
validation des modeles n’a attiré jusqu’a récemment que peu d’attention. Pourtant, cette
étape est d’autant plus importante que les réseaux de régulation génique modélisés sont
complexes et encore imparfaitement connus.

On dit qu’un modele est walide si on ne peut déduire du modele une contradiction
avec ’ensemble des connaissances sur le systeme. En particulier, les prédictions obtenues
a partir du modele doivent étre en accord avec les observations faites sur le systeme. Etant
donné que les réseaux de régulation génique sont grands, que leur dynamique est complexe,
et que les données expérimentales disponibles sont en général peu fiables, tester la validité
d’un modele de réseau de régulation génique est une tache difficile, et sujette a ’erreur.
Dans ces conditions, réaliser ce test de fagon intuitive et informelle peut entrainer le rejet
a tord d’'un modele. Ce sont ces raisons qui ont motivé le développement de la méthode
proposée dans ce travail.

Nous avons considéré dans ce travail des modeles qualitatifs et hybrides, définis par des
équations différentielles LPM. En exploitant la forme mathématique simple de ces modeles
et des informations qualitatives sur les valeurs des parameétres qui peuvent habituellement
étre déduites de la littérature expérimentale, il est possible de calculer symboliquement
une représentation discrete de la dynamique du systeme dans 1’espace des phases, sous la
forme d’un graphe de transitions [22, 69, 70]. Plus précisément, le graphe de transitions est
obtenu par abstraction discréte a partir d’une partition de I’espace des phases en régions
appelées domaines de mode.

Nous souhaitons tester la cohérence entre les prédictions obtenues par analyse qualita-
tive des modeles et les données expérimentales sur la dynamique du systeme. Etant donné
les limitations actuelles des méthodes expérimentales pour la quantification des concentra-
tions cellulaires des molécules d’intérét, protéines ou ARNm, nous avons choisi d’utiliser
seulement 'information qualitative correspondant au sens de variation du signal, et non
pas son intensité. Autrement dit, nous supposons que les données expérimentales dispo-
nibles donnent des informations fiables sur les sens de variation des concentrations des
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protéines du réseau, mais pas nécessairement sur les valeurs de ces concentrations. Cette
information est plus pauvre, mais son utilisation repose sur des hypothéses moins fortes.
Ainsi, notre méthode ne repose pas sur I’hypothese que la concentration cellulaire de la
molécule d’intérét est proportionnelle au signal mesuré, mais simplement qu’elle varie dans
le méme sens.

Toutefois, le niveau d’abstraction utilisé dans I’approche mentionnée ci-dessus ne per-
met pas de caractériser sans ambiguité les signes des dérivées des solutions dans les diffé-
rentes régions de I'espace des phases, et donc, ne permet pas de prédire les sens de variation
des concentrations des protéines. Les comportements prédits et observés ne sont donc pas
directement comparables. Ce probleme peut étre résolu en utilisant un niveau d’abstrac-
tion moins élevé. Pour cela, nous avons proposé 1'utilisation d’une partition plus fine de
I’espace des phases, obtenue en repartitionnant les domaines de mode en domaines dits
de flot. Le graphe de transitions obtenu par abstraction discrete a partir de la partition
plus fine correspond alors & une prédiction du comportement du systéeme qui peut étre
comparée aux comportements observés. De nouvelles regles pour le calcul du graphe de
transitions ont été proposées (chapitre 4 et [25]).

Egalement, étant donné que la taille du graphe de transitions croit fortement avec la
taille (nombre de genes) et la complexité (nombre d’interactions) du réseau, rendant la
vérification manuelle des propriétés dynamiques du systeme difficile et sujette a lerreur,
nous avons proposé d’utiliser des techniques de model checking, qui permettent de vérifier
efficacement les propriétés dynamiques des systémes de transitions discrets. L’utilisation
combinée d’abstraction discrete et de model checking permet ainsi de tester efficacement
les propriétés dynamiques de modeles continus de réseaux de régulation génique (chapitre 5
et [21, 23]). En particulier, en utilisant le fait que par abstraction discrete on obtient une
approximation conservative du systeme, et en utilisant seulement les fragments universels
des logiques temporelles, il est possible de garantir qu’un modele ne peut étre rejeté a tord.

Cette méthode a été implémentée dans une nouvelle version de 'outil Genetic Network
Analyzer, GNA 6.0 (chapitre 6). Cette implémentation reprend les fonctionnalités de la
version précédente d’édition des modeles et d’analyse visuelle des graphes de transitions
obtenus, mais réalise une analyse plus fine de la dynamique du systeme, le graphe de
transitions calculé étant basé sur une partition plus fine que précédemment de ’espace
des phases. De plus, GNA 6.0 permet l'export des graphes vers deux model checkers,
NuSMV et CADP. 1l est ainsi possible d’exploiter les avantages offerts (formulation aisée
ou expressivité élevée) par différentes approches et différents outils de model checking
pour 'analyse des résultats de simulation. Le fait que GNA soit dédié exclusivement a
I’analyse d’une classe particuliere de modeles par la méthode présentée dans ce travail rend
possible diverses optimisations, qui permettent un calcul des prédictions qui supporte bien
le passage a ’échelle.

Egalement, cette méthode a été appliquée a la validation de deux modeles d’intérét
biologique, grands et complexes (chapitres 7, et 8 et [24]). Les prédictions obtenues a par-
tir de ces deux modeles ont été comparées avec des données expérimentales disponibles
dans la littérature. Nous avons pu vérifier que, dans les deux cas, les prédictions obtenues
sont cohérentes avec la plupart des propriétés observées du systeme. Egalement, plusieurs
incohérences ont été identifiées, suggérant que des révisions ou des extensions des mo-
deles sont nécessaires, ou que des expériences complémentaires doivent étre réalisées. De
plus, par cette méthode des prédictions nouvelles concernant 1’existence d’oscillations dans
la concentration de certaines protéines, consécutivement a une disponibilité soudaine en
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carbone, chez F. coli, ont pu étre mieux caractérisées.

Enfin, les contributions apportées par ce travail peuvent étre synthétisées selon quatre
points (voir également chapitre 9).

Premierement, nous proposons d’utiliser une abstraction discréte en combinaison avec
du model checking pour I'analyse de modeles continus de réseaux biologiques. L’utilisa-
tion de ces deux techniques offre des avantages complémentaires, qui, ensemble, permettent
I’analyse des propriétés dynamiques de modeles continus grands et complexes. Plus préci-
sément, ’abstraction discrete permet de décrire la dynamique du systeme par un graphe
de transitions entre états discrets ayant une signification intuitive et une sémantique ma-
thématiquement bien fondée, et le model checking permet I'analyse efficace des grands
graphes obtenus par abstraction discrete.

Deuxiemement, nous utilisons un niveau d’abstraction suffisamment fin pour permettre
d’obtenir une description des comportements du systeme adaptée a la comparaison avec
les données expérimentales disponibles (prédiction des sens de variation des concentrations
des protéines), mais qui n’implique toutefois pas l'utilisation de procédures de décision
complexes pour le calcul des prédictions. La méthode repose sur 'utilisation d’une par-
tition relativement complexe de I'espace des phases, utilisée pour décrire finement 1’état
du systeme. Egalement, des inclusions différentielles sont utilisées pour prendre en compte
des phénomenes dynamiques souvent négligés, dus a la présence de discontinuités dans le
second membre des équations différentielles et ayant lieu au niveau des seuils de concen-
trations. L’établissement de regles qui demeurent facile a évaluer pour le calcul symbolique
du graphe de transitions a posé des problemes non triviaux.

Troisiemement, la méthode proposée dans ce travail a été implémentée dans une nou-
velle version de l'outil Genetic Network Analyzer (GNA 6.0). Son implémentation a né-
cessité la réécriture d’'une partie importante du moteur de calcul du graphe de transitions
et I'ajout de fonctionnalités pour l'export des graphes vers deux model checkers. GNA
6.0 est librement disponible pour la recherche académique® et fait actuellement I’objet
d’un transfert technologique pour sa diffusion gratuite aupres d’utilisateurs académiques
et sa commercialisation aupres d’utilisateurs non académiques par la société Genostar
Technologies.

Quatriemement, 'applicabilité de I'approche proposée, et la pertinence biologique des
résultats obtenus a été démontrée par deux applications a la validation de modeles d’intérét
biologique grands et complexes. L’approche que nous proposons a également suggéré la
réalisation d’un type d’expérience spécialement adaptée a la validation de modeles, dont le
but serait de mesurer, avec un taux d’échantillonnage élevé, et en parallele, I’évolution des
concentrations de toutes les protéines du modele. Les informations obtenues par ce type
d’expérience permettraient alors pleinement de mettre a ’épreuve la validité du modele.
Un tel programme expérimental est actuellement en cours pour la validation du modele
de la réponse au stress nutritionnel chez F.coli.

10.2 Perspectives

Plusieurs directions peuvent étre envisagées pour des travaux futurs. Dans cette section,
nous mentionnons deux approfondissements possibles de la méthode présentée permettant
d’améliorer son applicabilité, puis nous suggérons différents prolongements envisageables
pour traiter des problemes plus complexes.

!Contact : hidde. de-jong@inrialpes.fr.
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Une direction relativement évidente de travail futur concerne I’amélioration du cou-
plage entre GNA et les model checkers. Avec 'implémentation existante de la méthode,
le calcul des prédictions (i.e du graphe de transitions) est réalisé dans ’environnement de
GNA, tandis que la vérification des propriétés est réalisée dans ’environnement des model
checkers. Etant donné le profil des utilisateurs (biologistes modélisateurs), les différentes
étapes de la vérification devraient étre intégrées dans GNA, et adaptées en conséquence.
Il est, par exemple, envisageable de développer une logique temporelle et un éditeur gra-
phique permettant de formuler dans cette logique les propriétés a vérifier, qui soient adap-
tés au type de questions habituellement posées pour la validation de ce type de modeles.
Egalement, I'analyse des diagnostiques retournés par les model checkers devrait pouvoir
étre faite dans ’environnement de GNA.

Une autre direction possible de travail futur pour 'amélioration de I'applicabilité de
I’approche proposée vise a exploiter des techniques avancées de model checking afin de
permettre I’analyse de modeles significativement plus grands et plus complexes que ceux
qui sont actuellement analysables par GNA. Parmi les nombreuses techniques développées
dans la communauté du model checking, certaines semblent particulierement prometteuses.
Par exemple, I'utilisation d’une représentation symbolique plutot qu’explicite du graphe
de transitions a analyser, notamment a l’aide de diagrammes de décision binaires, per-
met de diminuer parfois considérablement la taille de 1'espace mémoire nécessaire [41].
D’autres techniques permettent de focaliser ’analyse sur les seules informations perti-
nentes. Parmi celles-ci figurent les techniques utilisant les ordres partiels (« partial order
reduction ») [101], qui sont applicables lorsque I'ordre relatif de certains événements n’im-
porte pas, comme par exemple 'ordre d’activation de deux génes devant tous deux étre
exprimés dans un méme processus, et les techniques de minimisation de graphes basées
sur I’équivalence observationnelle [165], qui s’appliquent lorsque seules certaines propriétés
sont observables sur le systeme, comme par exemple lorsque des données ne sont dispo-
nibles que pour une protéine (i.e. une variable). Enfin, les réseaux de régulation génique
ont, ou semblent avoir, une structure et un fonctionnement relativement modulaire [111].
En exploitant cette modularité, il devient envisageable d’analyser de tres grands réseaux.
Naturellement, dans ce contexte, 'utilisation de techniques de vérification composition-
nelle [142] semblent particulierement bien adaptée.

En dehors de ces améliorations possibles de I’approche proposée dans ce travail, d’autres
perspectives peuvent étre envisagées, en considérant la vérification de modeles non plus
comme un but a atteindre, mais comme un outil disponible. Un prolongement relativement
immeédiat de la méthode que nous avons développée concerne la sélection de modeles. Ce
probleme consiste a sélectionner parmi un ensemble de modeles potentiels, les modeles qui
satisfont un ensemble de critéres donnés (voir également Bernot et al. [33] et Calzone et
al. [43]). Deux problémes plus complexes peuvent alors étre considérés.

Premierement, il devient envisageable de développer des méthodes pour l'inférence et
pour la révision de modeles. Le premier probleme consiste a compléter un modele incom-
pletement spécifié de telle sorte qu’il satisfasse un ensemble de contraintes. Le second pro-
bleme consiste a identifier et a éliminer dans des modeéles non cohérents avec les contraintes
données le, ou les, éléments qui causent cette incohérence. Trouver une méthode efficace
pour résoudre ces problemes semble non trivial. Le développement d’une telle méthode et
son implémentation dans un outil d’aide & la modélisation seraient tres certainement une
contribution majeure pour la compréhension du fonctionnement des réseaux de régulation
géniques. Pour apporter des solutions a ces problemes, il est par exemple envisageable
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de s’inspirer soit de techniques d’apprentissage automatique [166], soit de techniques de
diagnostique a base de modeles [109].

Un second probleme envisageable concerne la conception de modeles. L’objectif est de
trouver un modele qui satisfasse un ensemble donné de contraintes élémentaires et de spe-
cifications du comportement. Les applications naturelles de cette méthode seraient dans le
domaine émergeant de la biologie synthétique [81], dont 'objectif est de créer des systemes
biologiques ayant un comportement donné. Bien que ce probleme soit un cas particulier
d’inférence de modele (a partir d’'un modele trés incomplet), l'utilisation de techniques
d’analyse et de controle de systemes continus ou hybrides semble plus prometteur pour
aborder ce probleme.
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A. Preuves

A.1 Analyse de la dynamique des systemes LPM

Lemme 1. [44, 70] Pour tout M € M5 et £ € Ex, dans M, on a
1. si M est un domaine de mode régulier, alors & converge monotoniquement vers W(M ),

2. si M est un domaine de mode singulier, alors & converge monotoniquement vers
U,;(M) pour tout i € {1,...,n} tel que &(0) ¢ W;(M).

Démonstration. Soient M un domaine de mode persistant et £ € =y une solution dans
M. Si M est un domaine de mode régulier, alors W(M) = {¢(M)} (définition 13) et & est
donné par : £(t) = (M) — (¢p(M) — xo) e Y™, pour un certain @ € M. Il est clair que
& converge monotoniquement vers ¥ (M) tant qu’elle reste dans M.

Si M n’est pas un domaine de mode régulier, alors c’est un domaine de mode singulier,
et (M) peut étre un ensemble non réduit & un point. Considérons i € {1,...,n} tel que
&i(0) ¢ W,;(M). Puisque M est persistant, W(M) # () et d’apres la définition 14, ¥;(M) =
[min g e peary Yi(M'), max e poary ¥i(M')]. Supposons que 'on ait () < min W;(M) pour
t €10,7), avec 7 € Rug U {o0}. On a alors &(t) < (M) = uM /uM'| pour tout M’ €
R(M). D’apres (4.2), min H;(&(t)) = minM/eR(M){,uf\/[l —vM'€(t)}. Donc min H;(£(t)) > 0
et, puisque &(t) € H;(&(t)) est vrai presque partout sur [0,7], on a presque partout sur
[0,7], &(t) > 0, et & est strictement croissante sur [0,7]. Par conséquent, & converge
monotoniquement vers W;(M) tant qu’elle reste dans M. Le cas &(t) > max W;(M) est
démontré de facon similaire. |

Lemme 2. Pour tout M € My, © € M, et 9 € ¥(M), il existe une solution £ € Ey,
dans M telle que &€(t,) = @ pour un certain ¢, > 0, et & converge monotoniquement vers
¥;, pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Soient M un domaine de mode persistant,  un point dans M, et 1 un
point dans W(M). Si M est un domaine de mode régulier, alors d’apres la définition 13, on
a U(M) = {¢}. Par conséquent, il existe une unique solution £ € Zy, telle que &(t,) = ©
pour un instant t, > 0 donné : £(t) = ¢ — (¢ — :n)e_VM(t_tﬁ). Il est clair que pour
tout ¢ € {1,...,n}, & converge monotoniquement vers 1; tant que &€ reste dans M (voir
également le lemme 1).

Si M n’est pas un domaine de mode régulier, alors c’est un domaine de mode singulier.
Soit & la fonction absolument continue définie comme suit. Si x; = 9, i € {1,...,n},
alors &;(t) = x;, pour tout ¢ > 0. Sinon, supposons que x; < 1; (le cas x; > 1; est
similaire). D’apres la définition 14 et le fait que M est persistant, comme pour le lemme 1,
nous avons x; < 1;(M') = M /UM’ pour un certain M’ € R(M). Posons alors &(t) =
Gi(M) + (; — (M) 07 st €i(1) < i, et €i(t) = Wy, sinon. € = (&1, &)
satisfait &€(t,) = x, et £(t) € H(&(t)) est vrai presque partout tant que & reste dans M.
Par conséquent, & est une solution de (3.8) dans M (définition 11). De plus tant que &
reste dans M, et pour tout ¢ € {1,...,n}, & converge monotoniquement vers ;. |
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A.2 Abstraction discrete et modeles qualitatifs

Proposition 2 (Atteignabilité équivalente). Pour tout x,x’ € Q, il existe une solution &
de X et 7,7 tels que 0 < 7 < 7/, &(7) = @, et £(7') = @’ si et seulement si il existe une
exécution (x°,..., ™) de X-TS telle que ' = = et ™ = =’
Démonstration.

(Sens direct) Considérons deux points x,z’ € Q, une solution € € Zx, et 7,7’ tels que
0<7<7,&0) ==, et £(7') = a’. Si 7 = 7/, alors (£(7)) est une exécution triviale

satisfaisant les conditions de la proposition 2. Sinon, 7 < 7/ et nous notons D°, ..., D™, la
séquence, ordonnée dans le temps, de domaines de flots traversés par £ pendant l'intervalle
de temps [r,7']. D ..., D™ est une séquence finie, puisque, par définition, toutes les

solutions dans Zy, atteignent ou quittent un hyperplan de seuil un nombre fini de fois (voir
section 3.2). Si m = 0, alors d’apres la définition 18, il existe une transition de type int de
&(7) vers €(7'), et par conséquent, (£(7),£(7')) est une exécution satisfaisant les conditions
de la proposition 2. Sinon, m > 0, et nous notons ¢, ..., 0™ !, les instants ol & passe
d’un domaine & un autre, définis formellement comme ol =sup{t € [r. 7] [ £() € D'},
Enfin, nous définissons une séquence d’instants 79 7™ telle que £(7%) € DY, pour tout
i € {0,...,m}. Plus précisément, nous deﬁmssons 7'0 comme 7, 7' comme (¢! 4 0%)/2,
pour tout ¢ € {1,...,m—1}, et 7 comme 7’. Alors nous prouvons par récurrence sur i que
(€(79),...,&(7%)) est une exécution, pour tout i € {0, ..., m}. L’hypothese de récurrence
est clairement vraie pour i = 0. Supposons que (£(79), ..., &(7?)) est une exécution, pour un
certain ¢ € {0,...,m—1}. Remarquons tout d’abord qu’une fonction absolument continue
ne peut pas traverser instantanément deux domaines de flot consécutifs. En conséquence,
nous distinguons seulement trois cas, selon que £ traverse instantanément D, D1 ou
aucun des deux. Dans le premier cas, on a 7¢ = ¢ < 7't Donc & quitte D’ & 'instant 7°
et reste dans D'T! durant I'intervalle de temps (7%, 7¢71]. Alors, d’apres la définition 18,
il existe une transition de type dim™* de £(7%) vers £(7¢™!). Dans le second cas, on a 7 <
o1 = 71 On montre alors facilement que cette situation correspond & une transition de
type dim™ de £(7%) vers £&(77F1). Dans le dernier cas, on a 7° < ¢ < 711, Cette situation
correspond & une transition de type int (dim~) de &€(7%) vers &(o?), suivie d’une transition
de type dim™ (int) de &(0?) vers £(7°H1), si £(0?) € D (€(0%) € Di*!). Dans tous les cas,
nous pouvons conclure que (£(7%),...,&(77)) est une exécution de X-TS.

(Réciproque) Considérons une exécution (z°,...,2™) de X-TS, avec ¥ = x et ™ =
x’. Sim = 0, alors = a’ et toute solution & € EZy, satisfaisant £€(0) = x satisfait
les conditions de la proposition 2, avec 7 = 7 = 0. Dans la suite, nous supposons que
m > 0. Alors, d’apres la définition 18, il existe une séquence de solutions, (fi)ie{o,...,m—1}7
et une séquence d’instants, (Ti)ie{ow,’m}, telles que &' est définie sur lintervalle de temps
(7%, 77H1), avec 70 < 7L et satisfait £9(7%) = @’ et £ (7)) = &'t i € {0,...,m~1}. Alors
nous prouvons que la concaténation de ces solutions forme une solution qui satisfait les
conditions de la proposition 2. Définissons la fonction constante par morceau I : [r°, 7] —
{0,...,m—1}, telle que I(t) = {i | t € [r},7"T1)}, pour tout t € [79,7™), et I(T™) =
m—1. Alors nous définissons la concaténation & des solutions &' comme &(t) = £/ (1) sur
I'intervalle de temps [70,7™]. Notons tout d’abord que &(70) = £€°(70) = x et que §(7™) =
e t(rm) = 2. Egalement, la continuité absolue de chaque solution ¢ sur [77, 771, avec
la continuité de & en 7%, 4 € {1,...,m—1}, implique la continuité absolue de & sur [70, 77].
De plus, & satisfait (3.9) presque partout sur [r7, 7¢71], i € {0,...,m—1}, de telle sorte
que & satisfait (3.9) presque partout sur [7°,7]. Enfin, puisque, d apres la définition 18,
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la solution &' passe d’un domaine & un autre au plus une fois durant I'intervalle de temps
[T, 70+1]) € traverse au plus m domaines de flot durant I'intervalle de temps [79, 7™]. Donc
£ est une solution de X qui satisfait les conditions de la proposition 2. |

A.3 Calcul symbolique du systeme de transitions LPM qua-
litatif

Proposition 5 (Calcul de Dsign : domaine instantané). Soit D € D un domaine de flot
instantané et S € 2{-1.01" tel que D g Dsign = S. Alors, S = 0.

Démonstration. Soient D un domaine de flot instantané et & un point dans D. Puisque
D est un domaine de flot instantané, aucune solution ne reste dans D. Par conséquent,
I’ensemble des solutions £ € Zy, dans D et passant en x est vide, et d’apres la définition 17,
S(x) = . Ceci implique que S = () (proposition 3, section 4.2.2). [

Proposition 6 (Calcul des transitions int). Soient D et D’ deux domaines de flot.

DM,
1. D=D', et
2. D € Dpers

D' si et seulement si

Démonstration.

(Sens direct) D’apres la proposition 3 (section 4.2.2), si il existe une transition de type
int de D vers D', alors D = D’, et au moins une solution ne traverse pas D instantanément.
Dong, D est un domaine de flot persistant.

(Réciproque) Par définition d’un domaine de flot persistant D (section 4.1.3), il existe
au moins une solution ne traversant pas D instantanément. Alors, cette solution satisfait
les conditions de la proposition 3 (section 4.2.2) pour l'existence d’une transition de type

int de D vers D', avec D = D', [
Proposition 8 (Calcul des transitions dim™). Soient D et D’ deux domaines de flot.
D 4y ~q D' si et seulement si
1. D' C oD, et
2. il existe x € D, ' € D', et ¥ € ¥(mode(D)), tels que
(a) pour tout ¢ € {1,...,n} pour lesquels D/, mais pas D;, est un singleton, on a

(¥ — 23) (@} — i) > 0,

ou (b) on a
' =1

Démonstration. !

(Sens direct) D’apres la proposition 3, une transition de type dim~ de D vers D’
implique 'existence d’une solution € absolument continue sur l'intervalle de temps [7, 7']
satisfaisant £(t) € D pour tout ¢ € [r,7'), et £&(7') € D’. Alors, par le méme raisonnement
que dans la preuve précédente, on montre que D’ C dD. Donc la condition 1 doit étre
satisfaite.

'Des preuves similaires sont données dans [44, 70].
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Supposons que la condition 2 ne soit pas satisfaite. Autrement dit, nous supposons
que (a) il existe ¢ € {1,...,n} tel que D}, mais pas D;, est un singleton, et tel que
(i — ) (2 — x;) < 0 pour tout @ € D, &' € D', et ¢ € VU(mode(D)), et que (b)
D' N ¥(mode(D)) = 0. Supposons que D) = {z} € Q; | 2} = \;}, pour un certain \; €
A; U ©;. Si 2} < z;, alors (a) implique que ¢; > z;. De facon similaire, si z > x;, alors
Y < 2. Si pour tout ¥ € U(mode(D)) les inégalités précédentes sont strictes, alors,
comme dans la preuve de la proposition 7, nous pouvons utiliser le lemme 1 et en déduire
qu’aucune solution ne peut atteindre D’ & partir de D. Sinon, on montre que les solutions
& ne peuvent atteindre hyperlan {z’ € Q | 2} = \;} qu’asymptotiquement. Puisque &
dans D converge vers ¥(mode(D)), si une solution & atteint D' C {a' € Q | z} = \;},
cela implique que D' N ¥(mode(D)) n’est pas vide, ce qui est en contradiction avec (b).
La condition 2 doit donc étre satisfaite.

(Réciproque) Supposons que soit les conditions 1 et 2(a), soit les conditions 1 et 2(b)
sont vérifiées. Dans les deux cas, ¥(mode(D)) # 0, de telle sorte que mode(D), et donc D,
sont persistants. Premiérement, supposons que les conditions 1 et 2(a) sont vérifiées. Soit
i€ {1,...,n} tel que D}, mais pas D;, est un singleton. Alors, D} = {z € Q; | z}, = \;},
pour un certain A\; € A; U ©;. Il découle de la condition 2(a) qu'’il existe & € D et
¥ € ¥(mode(D)), tels que (¢; — z)(x, — ;) > 0. Plus précisément, nous supposons
que ¥ € Y(mode(D)) N supp(D), l'existence d’un tel ¢ découlant de la persistance de D
et du lemme 1. Supposons que z; < z;. Etant donné la définition des domaines de flot,
cette inégalité est vraie pour tout @ € D. De plus, on a 1); < ;. Donc, pour tout € D
et pour un certain ¥ € ¥(mode(D)) N supp(D), on a ¢; < z; < z;. Symétriquement, si
il existe un certain @ € D tel que x; > x;, alors pour tout € D et pour un certain
¥ € U(mode(D)) N supp(D), on a ¢; > x; > x;. D’apres le lemme 2, et puisque ¥ €
U (mode(D)) N supp(D), il existe, pour tout & € D, une solution & dans D passant par
x et convergeant monotoniquement vers 1. Par conséquent, ces solutions, atteignent en
temps fini un ou plusieurs hyperplans {’ € Q | 2, = \;}, i € I, avec I I'ensemble des
indices 7 tels que D}, mais pas D;, est un singleton. On peut choisir € D tel que la solution
correspondante € passe par D' C Nier{x’ € Q | 2} = A\;}. On vérifie alors facilement qu’'une
telle solution £ satisfait les conditions de la proposition 3 pour I'existence d’une transition
de type dim™.

Deuxieémement, supposons que les conditions 1 et 2(b) sont vérifiées. Considérons v €
U(mode(D)) N D" et une solution & dans mode(D), donnée par le lemme 2, qui part de D
et converge monotoniquement vers 1. Puisque D' C 9D, on a 1p € D' C supp(D), et par
conséquent, & est une solution dans D. £ atteint asymptotiquement 1, et par conséquent
D’. Donc, € satisfait les conditions de la proposition 3 pour l'existence d’une transition de
type dim™. |



B Exemples de fichiers

B.1 Modeles et conditions initiales pour GNA

Représentation textuelle, dans le format .gna, du modele du réseau d’inhibition réci-
proque présenté dans la partie II. Les équations d’état correspondent & (3.4)-(3.5), et les
contraintes d’inégalité sur les parametres, a (4.3)-(4.4).

/*
xaxb.gna
two-gene model used as running example in HSCCO05, IJCAIO5, and ISMBO5
*/
state-variable: xa
zero-parameter: z_xa
box-parameter: max_xa
threshold-parameters: t_xal, t_xa2
synthesis-parameters: k_xa
degradation-parameters: g_xa
state-equation:
d/dt xa = k_xa * s-(xa, t_xa2) * s-(xb,t_xb) - g_xa * xa
parameter—-inequalities:
z_xa < t_xal < t_xa2 < k_xa/g_xa < max_xa ;
state-variable: xb
zero-parameter: z_xb
box-parameter: max_xb
threshold-parameters: t_xb
synthesis-parameters: k_xb
degradation-parameters: g_xb
state-equation:
d/dt xb = k_xb * s-(xa, t_xal) - g_xb * xb
parameter-inequalities:
z_xb < t_xb < k_xb/g_xb < max_xb ;

Représentation textuelle, dans le format .dat, de conditions initiales pour le modele du
réseau d’inhibition réciproque présenté dans la partie II. Ces conditions correspondent a un
état dans lequel les concentrations des deux protéines sont basses, et plus spécifiquement,
a I'état D! représenté figure 4.8.

/*

xaLow_xbLow.dat

to be used with two-gene model xaxb.gna
*/

initial-conditions:

Xxa >= z_xa; xa < t_xal;

xb >= z_xb; xb < t_xb;
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B.2 Exports vers NuSMV

Fichier d’export du graphe de transitions obtenu figure 6.3, pour le réseau d’inhibition
réciproque, et donné dans le language d’entrée de NuSMV (format .smv), pour une analyse
par le model checker NuSMV.

MODULE main
VAR

QState_number : 1..9;

min_xa : {GE_z_xa, GT_z_xa, GE_t_xal, GT_t_xal, GE_t_xa2, GT_t_xa2, GE_k_xa_DIV_g_xa,
GT_k_xa_DIV_g_xal};

max_xa : {LE_z_xa, LT_t_xal, LE_t_xal, LT_t_xa2, LE_t_xa2, LT_k_xa_DIV_g_xa, LE_k_xa_DIV_g_xa,
LE_max_xa};

DSignOfxa : {_DEC_, _STD_, _INC_, _ALL_, _UNDEF_};

min_xb : {GE_z_xb, GT_z_xb, GE_t_xb, GT_t_xb, GE_k_xb_DIV_g_xb, GT_k_xb_DIV_g_xb};

max_xb : {LE_z_xb, LT_t_xb, LE_t_xb, LT_k_xb_DIV_g_xb, LE_k_xb_DIV_g_xb, LE_max_xb};

DSignOfxb : {_DEC_, _STD_, _INC_, _ALL_, _UNDEF_};

DEFINE

inQS1 := QState_number

& min_xa = GE_z_xa

max_xa = LT_t_xal
min_xb = GE_z_xb
max_xb = LT_t_xb
DSignOfxa= _INC_
DSignOfxb= _INC_;
S2 := QState_number = 2
min_xa = GE_t_xal
max_xa = LE_t_xal
min_xb = GT_z_xb
max_xb = LT_t_xb
DSignOfxa= _UNDEF_
DSignOfxb= _UNDEF_;
S3 := QState_number
min_xa = GT_z_xa
max_xa = LT_t_xal
min_xb = GE_t_xb
max_xb = LE_t_xb
DSignOfxa= _UNDEF_
DSign0fxb= _UNDEF_;
S4 := QState_number
min_xa = GE_t_xal
max_xa = LE_t_xal
min_xb = GE_t_xb
max_xb = LE_t_xb
DSignOfxa= _STD_
DSignOfxb= _STD_;
S5 := QState_number = 5
min_xa = GT_t_xal
max_xa = LT_t_xa2
min_xb = GT_z_xb
max_xb = LT_t_xb
DSignOfxa= _INC_

& DSignOfxb= _DEC_;
inQS6 := QState_number
& min_xa = GT_z_xa
& max_xa LT_t_xal
& min_xb = GT_t_xb

]
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& max_xb = LT_k_xb_DIV_

& DSignOfxa= _DEC_

& DSignOfxb= _INC_;
inQS7 := QState_number =

& min_xa = GE_z_xa

& max_xa = LE_z_xa

& min_xb = GE_k_xb_DIV_

& max_xb = LE_k_xb_DIV_

& DSignOfxa= _STD_

& DSignOfxb= _STD_;
inQS8 := QState_number =

& min_xa = GE_t_xa2

& max_xa = LE_t_xa2

& min_xb = GT_z_xb

& max_xb = LT_t_xb

& DSignOfxa= _STD_

& DSignOfxb= _DEC_;
inQS9 := QState_number =

& min_xa = GE_t_xa2

& max_xa = LE_t_xa2

& min_xb = GE_z_xb

& max_xb = LE_z_xb

& DSignOfxa= _STD_

& DSignOfxb= _STD_;
isInitialState := inQS1;

g_xb

7

g_xb
g_xb
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isSteadyState := inQS7 | inQS9 | inQS4;

INIT
inQS1;
TRANS
case
QState_number = 1 : next(inQS1 |
QState_number = 2 : next(inQS5);
QState_number = 3 : next(inQS6);
QState_number = 4 : next(inQS4 |
QState_number = 5 : next(inQS5 |
QState_number = 6 : next(inQS6 |
QState_number = 7 : next(inQS7);
QState_number = 8 : next(inQS8 |
QState_number = 9 : next(inQS9);

esac

inQS2 | inQS3 | inQS4);

inQS5 | inQS6);
inQS8);
inQS7);

inQS9) ;
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B.3 Exports vers CADP

Fichier d’export du graphe de transitions obtenu figure 6.3, pour le réseau d’inhibition

réciproque, et donné dans le format de CADP (format .aut), pour une analyse par les
outils de CADP.

des (0, 18, 10)
(0, "init", 1)
(1, "S1: xa:[z_xa,t_xal[,inc; xb:[z_xb,t_xb[,inc; initial ", 1)

(1, "S1: xa:[z_xa,t_xall[,inc; xb:[z_xb,t_xb[,inc; initial ", 2)
(1, "S1: xa:[z_xa,t_xall[,inc; xb:[z_xb,t_xb[,inc; initial ", 3)
(1, "S1: xa:[z_xa,t_xal[,inc; xb:[z_xb,t_xb[,inc; initial ", 4)
(2, "S2: xa:{t_xal},ins; xb:]z_xb,t_xb[,ins; ", 5)
(3, "S3: xa:l]z_xa,t_xall,ins; xb:{t_xb},ins; ", 6)

(4, "S4: xa:{t_xal},std; xb:{t_xb},std; equilibrium ", 4)
(4, "S4: xa:{t_xall},std; xb:{t_xb},std; equilibrium ", 5)
(4, "S4: xa:{t_xall},std; xb:{t_xb},std; equilibrium ", 6)

(56, "S5: xa:]t_xal,t_xa2[,inc; xb:]z_xb,t_xb[,dec; ", 5)

(5, "S5: xa:]t_xal,t_xa2[,inc; xb:]z_xb,t_xb[,dec; ", 8)

(6, "S6: xa:]z_xa,t_xall[,dec; xb:]t_xb,k_xb/g_xb[,inc; ", 6)
(6, "S6: xa:]z_xa,t_xall,dec; xb:]1t_xb,k_xb/g_xb[,inc; ", 7)
(7, "S7: xa:{z_xa},std; xb:{k_xb/g_xb},std; equilibrium ", 7)
(8, "S8: xa:{t_xa2},std; xb:]z_xb,t_xb[,dec; ", 8)

(8, "88: xa:{t_xa2},std; xb:]lz_xb,t_xb[,dec; ", 9)

(9, "S9: xa:{t_xa2},std; xb:{z_xb},std; equilibrium ", 9)
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Résumé

Les réseaux de régulation génique controlent le développement et le fonctionnement
des organismes vivants. Etant donné que la plupart des réseaux de régulation génique
d’intérét biologique sont grands et que leur dynamique est complexe, la compréhension
de leur fonctionnement est un probleme biologique majeur. De nombreuses méthodes ont
été développées pour la modélisation et la simulation de ces systéemes. Etonnamment, le
probleme de la validation de modele n’a recu jusqu’a récemment que peu d’attention.
Pourtant, cette étape est d’autant plus importante que dans le contexte de la modélisa-
tion de réseaux de régulation génique, les systéemes modélisés sont complexes et encore
imparfaitement connus.

Dans cette theése, nous proposons une approche permettant de tester la validité de
modeles de réseaux de régulation génique en comparant les prédictions obtenues avec les
données expérimentales. Plus spécifiquement, nous considérons dans ce travail une classe
de modeles qualitatifs définis en termes d’équations différentielles linéaires par morceaux
(LPM). Ces modeles permettent de capturer les aspects essentiels des régulations gé-
niques, tout en ayant une forme mathématique simple qui facilite leur analyse symbolique.
Egalement, nous souhaitons utiliser les informations qualitatives sur la dynamique du sys-
teme données par les changements du sens de variation des concentrations des protéines
du réseau. Ces informations peuvent étre obtenues expérimentalement a partir de profils
d’expression temporels.

La méthode proposée doit satisfaire deux contraintes. Premierement, elle doit per-
mettre d’obtenir des prédictions bien adaptées a la comparaison avec le type de données
considéré. Deuxiemement, étant donné la taille et la complexité des réseaux d’intérét bio-
logique, la méthode doit également permettre de vérifier efficacement la cohérence entre
prédictions et observations.

Pour répondre a ces deux contraintes, nous étendons dans deux directions une approche
précédemment développée par de Jong et collegues pour I'analyse symbolique des modeles
LPM qualitatifs. Premierement, nous proposons d’utiliser une représentation plus fine de
I’état du systeme, permettant d’obtenir, par abstraction discrete, des prédictions mieux
adaptées a la comparaison avec les données expérimentales. Deuxieémement, nous propo-
sons de combiner cette méthode avec des techniques de model checking. Nous montrons
que l'utilisation combinée d’abstraction discrete et de model checking permet de véri-
fier efficacement les propriétés dynamiques, exprimées en logique temporelle, des modeles
continus.

Cette méthode a été implémentée dans une nouvelle version de ’outil Genetic Network
Analyzer (GNA 6.0). GNA 6.0 a été utilisé pour la validation de deux modeles grands et
complexes de I'initiation de la sporulation chez B. subtilis et de la réponse au stress nu-
tritionnel chez E. coli. Nous avons ainsi pu vérifier que les prédictions obtenues étaient
en accord avec la plupart des données expérimentales disponibles dans la littérature. Plu-
sieurs incohérences ont également été identifiées, suggérant des révisions des modeles ou la
réalisation d’expériences complémentaires. En dehors d’une contribution a une meilleure
compréhension du fonctionnement de ces systemes, ces deux études de cas illustrent plus
généralement que, par la méthode proposée, il est possible de tester si des prédictions
obtenues pour des modeles complexes sont cohérentes avec un large éventail de propriétés
observables expérimentalement.
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Abstract

Genetic regulatory networks control the development and functioning of living orga-
nisms. Given that most of the genetic regulatory networks of biological interest are large
and that their dynamics are complex, understanding their functioning is a major biological
problem. Numerous methods have been developed for the modeling and simulation of such
systems. Surprisingly, the problem of model validation has received little attention until
recently. However, the validation step is very important since the modeled systems are
complex and still imperfectly known.

In this thesis, we propose an approach for testing the validity of models of genetic regu-
latory networks by comparing the predictions obtained from the model with experimental
data. We consider a class of qualitative models of genetic regulatory networks defined in
terms of piecewise-linear (PL) differential equations. While having a simple mathematical
form that favors their symbolic analysis, these models capture essential aspects of genetic
regulation. As experimental information on the dynamics of the system, we consider the
time evolution of the direction of change of protein concentrations in the network. This
information can be experimentally obtained from temporal expression profiles.

The method that we propose must satisfy two constraints. First, it should provide
predictions that are well-adapted to comparison with the type of data we consider. Second,
it should allow for efficient checks of consistency between predictions and observations,
given the size and the complexity of the networks of biological interest.

To meet these two constraints, we extend an approach developed by de Jong and col-
leagues for symbolic analysis of qualitative PL models in two directions. First, we propose
to use a finer representation of the state of the system. Through the use of a discrete
abstraction, this allows us to obtain predictions that are better adapted to comparison
with experimental data. Second, we propose to combine this method with model-checking
techniques. We demonstrate that the combined use of discrete abstraction and model che-
cking makes it possible to check efficiently dynamical properties, expressed in temporal
logic, of continuous models.

This method has been implemented in a new version of the tool Genetic Network
Analyzer (GNA 6.0). GNA 6.0 has been used for the validation of two complex models.
The first is a model of the initiation of sporulation in B. subtilis. The second is a model of
the nutritional stress response in E. coli. For both systems, we verify that the predictions
obtained from the models are consistent with most of the experimental data available in
the literature. Several inconsistencies have also been identified, suggesting either model
revisions or the realization of complementary experiments. In addition to contributing
to a better understanding of the functioning of these systems, these two case studies
illustrate more generally that using the method we propose it is possible to test whether the
predictions obtained from complex models are consistent with a variety of experimentally-
observed properties.



