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Plan du manuscrit

Ce manuscrit est divisé en huit chapitres distincts répartis en trois parties. Deux parties sont
dédiées a l'effet Hall anormal tandis que la derniére partie discute la dynamique d’un gaz d’électrons
dans un champ magnétique inhomogéne.

Le premier chapitre de cette thése est introduction a I'effet Hall anormal. Il décrit les mécanismes
les plus connus et présente quelques points non encore résolus. Le deuxiéme chapitre présente la
notion de phase de géométrique et plus particulierement de phase de Berry. Il commence par un
exemple pour lequel il est possible de faire les calculs analytiques puis finit par une présentation
générale et plus formelle des phases de Berry.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions le role des impuretés dans 'effet Hall anormal. En
utilisant un modéle de gaz d’électrons libres en présence de couplage spin-orbite, nous montrons, a
I’aide du formalisme de Kubo, que les impuretés sont responsables d’une contribution supplémen-
taire & 'AHE qui ne dépend pas de la concentration en impuretés.

Dans le quatriéme chapitre, nous étudions un modele ot l'effet Hall anormal est issu d’une tex-
ture magnétique contrdlable par application d’un champ magnétique extérieur. L’effet Hall induit
par cette texture est caractérisé par des sauts de conductivité qui dépendent explicitement de la
texture magnétique. Une expérience et quelques estimations numériques sont proposées.

Le réle du mécanisme de chiralité de spin dans le composé pyrochlore NdoMooO7 est discuté
dans le chapitre Bl Le modéle proposé est un modéle d’électrons itinérants en interaction avec une
texture magnétique non coplanaire et non colinéaire (chirale).Nous avons calculé la conductivité
transverse par rapport & la chiralité de spin, au remplissage et la constante d’échange local et avons
obtenu différents comportements par rapport a la chiralité de spin, au remplissage et la constante
de couplage local.

Les trois derniers chapitres sont consacrés & la dynamique d’un gaz d’électrons en présence de
champ magnétique inhomogéne. Le sixiéme chapitre est une bréve introduction sur les phénoménes
observés expérimentalement dans les systémes ol une modulation électrique ou magnétique est
appliquée. Dans le chapitre [Anous décrivons la dynamique d’un gaz d’électrons soumis a un gradient
de champ magnétique constant et montrons que les états électroniques sont localisés au voisinage
des lignes de champ magnétique constant. Enfin le dernier chapitre décrit la dynamique d’un gaz
d’électrons 2D en présence d’un champ magnétique B(r) périodique et de valeur moyenne nulle. En
calculant quelques états de Bloch aux points de haute symétrie, nous obtenons des états localisés
au voisinage de lignes de champ B(r) = 0 qui sont porteurs de courants permanents alors que la
valeur moyenne de B(r) est nulle.
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Chapitre 1

Introduction : 'effet Hall anormal

Sommaire
L1 Origine de I’effet T 757 1 [ 2
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[L2.1  Rale du couplage spin-orbitd . . . . ... . ... ... ... .. ...... 4
[L2.2 Mécanismes extrinséqued . . . . . . ... 4
[L2.3 FEffet Ha jni;rjns_éqnd ............................. 5
L3 Conclusionl . . . . . oo i it e e e e e e 8

L’effet Hall, plus d’un siécle aprés sa découverte, est toujours un phénoméne & I’étude autant
d’un point de vue théorique qu’expérimental. Cet effet, correspondant & la présence d’une tension
perpendiculaire & la direction du champ électrique et du champ magnétique (fig. [M), est un outil
important pour la caractérisation des matériaux conducteurs ferromagnétiques ou non. Il permet
de déterminer notamment la nature des porteurs de charge et leur concentration.

Le principe de base d’une mesure d’effet Hall est simple et consiste & mesurer une tension Vi,
appelée tension de Hall, dans la direction perpendiculaire & la direction d’application du champ
magnétique B et du courant I traversant I’échantillon (fig. Mla). On définit la résistivité transverse
Pry = VH /I et la conductivité transverse Ozy qui est reliée a la résistivité transverse par la relation
Pay = Oxy/ (agy +02,) dans le cas d’'un conducteur bidimensionnel. Un modéle simple, exposé dans
la sec. [LTJl montre que la résistivité de Hall est proportionnelle au champ magnétique appliqué :
pzy = RoB. La constante Ry, appelée constante de Hall, est proportionnelle a la concentration en
porteurs et son signe dépend uniquement de la nature des porteurs a savoir des électrons ou des
trous. Enfin la dépendance linéaire de la résistivité de Hall par rapport au champ magnétique B
est valable uniquement pour les matériaux non magnétiques dans la limite d’un champ magnétique
faible.

L’effet Hall dans les matériaux magnétiques, est généralement caractérisé par deux contributions
dont l'origine est différente. Une loi empirique vérifiée sur un grand nombre de composés, décrit les
variations de la résistivité transverse comme la somme de deux termes :

pay = RoB + R, M. (1.1)

Le premier terme, proportionnel au champ magnétique B, décrit I'effet Hall normal tandis que le
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FiG. 1.1: (a) Principe de mesure de Ueffet Hall. (b) Bilan des forces
agissant sur un électron lorsqu’il est soumis a un champ électromagné-
tique et une force de frottement

deuxiéme terme, proportionnel & I'aimantation M décrit l'effet Hall anormal, la composante R
dépendant du matériau considéré.

L’origine de 'effet Hall anormal a fait 'objet de discussions pendant plus de six décades. Il est
admis maintenant que deux types de mécanismes contribuent & ’effet Hall anormal, les mécanismes
extrinseéques (voir sec. [[Z2), basés sur la diffusion des porteurs de charges par des impuretés ou
des défauts et les mécanismes intrinséques dans lesquels le concept de phase de Berry (voir chap. )
joue un roéle important (cf sec. [LZ3).

1.1 Origine de l’effet Hall

1.1.1 Effet Hall classique

Cet effet peut étre compris en utilisant le modéle classique suivant aussi appelé modéle de
Drude. Considérons un électron se déplagant dans un plan soumis & ’action combinée d’un champ
électrique constant E, appliqué suivant ’axe Ox par exemple et un champ magnétique B de module
constant, appliqué dans la direction Oz (cf fig. [la). Pour compléter ce modéle, nous simulons
la présence d’impuretés et de défauts par 'intermédiaire d’une force visqueuse proportionnelle &
la vitesse de l'électron, f = —mv/7 ot 7 est un temps de relaxation dépendant du mécanisme
de diffusion par des impuretés ot des défauts. Les champs électrique et magnétique agissent sur
Iélectron par l'intermédiaire de la force de Lorentz f = —e(E+ v x B). Elle influence le mouvement
de I’électron en le déviant perpendiculairement & la direction de propagation. Aprés avoir fait le
bilan des forces agissant sur la particule (fig. [[}b), nous obtenons I’équation différentielle suivante :

dv

m—y = —eE —ev x B—mv/T, (1.2)
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ot m est la masse de I’électron et e le quantum de charge (défini positivement). En régime station-
naire (dv/dt =0), 'éq. (L2) admet une solution donnée par :

eTE  w.T

, 1.3
m 1+ w?r? (13)

’Uy:

ol w, = eB/m est la pulsation cyclotron de I’électron. La composante v, de la vitesse est donnée

par ’expression suivante
er E

Up=—————. 1.4
* m 1+ w2r? (1.4)
Le tenseur conductivité ¢ est défini par la relation j = 6E ot j = —nev est la densité de
courant. La conductivité transverse o,,(B) est donc définie par
: 2
Jy  MeT  WeT WeT
wy(B) E, m 14 w2r? Ol—l-ngz’ (1.5)
avec og = "ij. En calculant le tenseur résistivité p = 6! nous trouvons que
er
Pry = POEB = RyB, (1.6)

avec pg = 0 1 est la résistivité du matériau et Ry = po=- la constante de Hall.

Le modéle décrit précédemment ne peut pas étre appliqué directement aux matériaux usuels.
Un calcul plus complet peut étre réalisé en utilisant 1’équation semi-classique de Boltzmann [67] ou
la théorie quantique de la réponse linéaire [30]. Cependant, dans la limite d’'un champ magnétique
faible, les expressions obtenues en utilisant 1’équation de Bolzmann ou la théorie de la réponse
linéaire coincident avec I'éq. ([CH).

1.1.2 Effet Hall dans les matériaux magnétiques

Les mesures de l'effet Hall dans les films et les matériaux massifs magnétiques, ne suivent pas
la loi de 'effet Hall classique, en raison principalement de la présence d’une aimantation spontanée
qui modifie le transport. Les mesures de résistivité de Hall dans ces composés, a permis de mettre
en évidence deux contributions distinctes. La premiére contribution décrit 'effet Hall classique
tandis que le deuxiéme terme dépend explicitement de la nature magnétique du composé. La loi
empirique obtenue dans les matériaux ferromagnétiques a la forme suivante :

pay = RoB + R,M, (1.7)

ou Ry est la constante de l'effet Hall classique définie précédemment et R la constante de Hall
anormale. La constante Ry, dans les matériaux usuels tel que le fer, suit une loi empirique de la
forme

Rs = QPgz T bpim (18)

ou a et b sont des constantes caractéristiques du matériau. Cette loi a été vérifiée expérimentalement
sur un certain nombre de composés, mais n’est pas toujours applicables aux composés dont la
structure magnétique est non triviale comme par exemple les manganites, les verres de spin ot les
composés ferromagnétiques frustrés tel que les composés pyrochlore (NdaMosOr).
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Les coefficients a et b dépendent du mécanisme responsable de 'effet Hall anormal. Les mé-
canismes d’origine diffusive tel que le mécanisme de diffusion asymétrique (aussi appelé skew-
scattering) donnent une contribution linéaire et quadratique en p,, [A0,B9 ATL4| tandis que le
mécanisme de side-jump [E2B6,63| qui est lui aussi un mécanisme diffusif donne une contribution
quadratique uniquement. Enfin une troisiéme classe de mécanismes basés sur les phases de Berry
donne une contribution quadratique en p,, [76]. Les mécanismes les plus importants sont décrits
un peu plus loin dans ce chapitre.

Dans cette thése, nous abordons le probléme des mécanismes caractéristiques de 'effet Hall anor-
mal en utilisant une classification basée sur la contribution due & différents mécanismes lorsque la
concentration en impuretés ou en défauts tend vers zéro. Comme indiqué un peu plus haut, il existe
deux familles de mécanismes ; les mécanismes extrinséques dont la contribution & la conductivité
tend vers zéro lorsque la concentration en impuretés tend vers zéro et les mécanismes intrinséques
dont la contribution & la conductivité tend vers une valeur finie non nulle.

1.2 Meécanismes de 'effet Hall anormal

1.2.1 Role du couplage spin-orbite

L’origine du couplage spin-orbite est relié au déplacement faiblement relativiste des électrons
dans le champ électrique créé par le noyau. Cela se traduit par la présence d’'un champ magnétique
supplémentaire B = C%E x v dans la limite faiblement relativiste. Le champ magnétique créé se
couple au spin de I’électron par I'intermédiaire de 'effet Zeeman. Le couplage spin-orbite s’écrit :

%a - (E x p), (1.9)

Hgy = —
50 dm=c

ol m est la masse de 'électron et o le vecteur de Pauli. Dans les solides, il existe deux sources de
champ électrique, le champ électrique créé par le potentiel cristallin et le champ électrique créé par
les impuretés. C’est le deuxiéme terme qui est responsable du mécanisme de skew-scattering.

1.2.2 Meécanismes extrinséques

Les mécanismes extrinséques sont des mécanismes donnant une contribution a la conductivité
transverse qui dépend de la concentration en impuretés. La prise en compte de la diffusion des
électrons par des impuretés est donc nécessaire pour calculer og,.

Mécanisme de skew-scattering

Le mécanisme extrinséque le plus connu est le mécanisme de diffusion asymétrique, aussi appelé
mécanisme de skew-scattering. Il fut introduit par Smit en 1958 [0,H41]| et a fait 'objet d’un
nombre d’études importantes par la suite [39EI]. Ce mécanisme, basé sur la diffusion de Mott
(diffusion élastique) d’un électron par une impureté en présence de couplage spin-orbite, donne une
contribution & pg, de degré deux en py, M.

Pour comprendre le mécanisme de skew-scattering, il faut considérer I'action du couplage spin-
orbite sur la diffusion des électrons par des impuretés. En présence de couplage spin-orbite, la
probabilité de diffusion d’un électron dépend de 'orientation relative de son spin et des vecteurs
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d’ondes incident et diffusé. Il est possible d’illustrer ce résultat en partant du potentiel couplant
un électron libre de spin ¢ et une impureté :
: i: :
(, alWIK', ) = Vige (1 + (005 X K) - K), (1.10)

ot Ao = h/me, |k, a) sont les ondes planes décrivant un électron de spin a, Vg la transformée de
Fourier du potentiel V(r) créé par une impureté et

W(r) =V(r) - (VV(r) x p). (1.11)

* am22?
Le deuxiéme terme de 'eq ([LTTI) décrit le couplage spin-orbite entre ’électron et le champ électrique
E = —VV créé par I'impureté. En calculant la section différentielle efficace de diffusion do/dS2
a l'ordre un en V(r) (approximation de Born), nous trouvons que celle-ci ne dépend pas de la
polarisation du spin de I’électron. Dans ce cas, la diffusion est isotrope par rapport au degré de
liberté de spin. Pour obtenir une section différentielle efficace de diffusion dépendante du spin de
Pélectron, il faut aller a 'ordre supérieur et calculer les corrections d’ordre deux en V(r).

Il est possible de comprendre intuitivement ce qu’il se passe en considérant le schéma suivant :
Prenons le vecteur d’onde incident et diffusé dans le plan xOy et le spin de I'électron dans la
direction perpendiculaire au plan zOy. Le potentiel donné par 1'éq. ([LI0), est proportionnel au
produit mixte o(k x k') -z ot ¢ = £. De part l'expression obtenue, la différence W — V a un
signe opposé pour les électrons de spin T et |, ce qui veut dire que la probabilité de diffusion sera
différente pour les électrons de spin T et | dans une direction de diffusion donnée.

1.2.3 Effet Hall intrinséque

Un mécanisme intrinséque est un mécanisme dont la contribution & la conductivité transverse
est finie et non nulle lorsque la concentration en impuretés tend vers zéro. La définition précédente
ne donne pas de précisions supplémentaires quant au role des impuretés. En fait, il existe deux
types de modéles pouvant décrire l'effet Hall intrinséque, les modéles pour lesquels les impuretés
ne sont pas nécessaires dans le calcul, tel que le modéle de chiralité de spin ou les modéles utilisant
les phases de Berry et les modéles ou la diffusion par les impuretés est un élément important (le
side-jump par exemple).

Mécanisme de side-jump

Le mécanisme de side-jump a été proposé par Berger [62L53,86] pour expliquer la dépendance
quadratique de la composante anormale de la résistivité de Hall Rg par rapport & p,,. Ce mécanisme
correspond physiquement & un décalage latéral du centre du paquet d’onde lors de la diffusion d’un
électron par une impureté ou un défaut.

Le mécanisme de side-jump peut s’expliquer classiquement en considérant le modéle suivant.
Prenons un électron de vitesse v de spin ¢ évoluant dans un espace séparé en deux régions, dont
une d’entre elle contient un champ électrique E (cf fig. [[Z). Lorsque I'électron se déplace dans la
région contenant le champ électrique, son spin se couple au champ électrique par I'intermédiaire
du couplage spin-orbite. En utilisant 1’éq. (CH), nous trouvons que le Hamiltonien H contient un
terme proportionnel & I'impulsion :

H = Ho(p) + Hso, (1.12)
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FiG. 1.2: Schéma classique illustrant le mécanisme de side-jump [4)].

ou Hy décrit le déplacement de I’électron en présence du champ électrique et Hgo est le terme de
couplage spin-orbite. La vitesse de I’électron étant donnée par la relation v = ‘3—7;, nous trouvons
aprés remplacement de H par I'éq. (LI2) que la vitesse contient un terme supplémentaire dépendant
du spin de I’électron :
P eh
v==——-——(c xE). 1.13
e o A ) (1.13)
D’apres Uexpression ([CI3), la vitesse contient un terme anormal perpendiculaire a la direction du
spin et du champ électrique. Le décalage induit par le couplage spin-orbite, peut étre estimé en

calculant la quantité suivante :

5\2

= —Eoxm-p), (1.14)
ot \c = h/mc est la longueur d’onde de Compton. Le calcul quantique du décalage du centre du
paquet d’onde donne un résultat identique a 'eq ([LT4]) aprés avoir moyenné sur la direction finale
p' .

Enfin, il faut prendre en compte le couplage spin-orbite induit par le potentiel cristallin pour
avoir le bon ordre de grandeur dans les matériaux réels, ce qui a pour effet d’augmenter le décalage
induit d’un facteur de I'ordre de 10* [52].

Contribution intrinséque (Karplus et Luttinger)

Ce mécanisme fut proposé pour la premiére fois par Karplus et Luttinger en 1954 [76]. En
utilisant un modeéle d’électrons de Bloch en présence d’aimantation et de couplage spin-orbite, ils
montrent que la conductivité transverse contient un terme dépendant uniquement de la nature des
états de Bloch. En traitant perturbativement le couplage entre le champ électrique et les électrons,
ils montrent que la conductivité transverse s’écrit :

. 2
e
ot = 2 2 ms(ea) Vi x (n,k|Vin. k)
nk

ie? A3k
= = [Vk><<n,k|Vkln,k>]@,

i (1.15)
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ou V est le volume, |n, k) décrit un état de Bloch d’énergie e,x et ny est la distribution de Fermi.
De par la forme de 1'éq. ([CIQ), cette contribution ne dépend pas seulement des états proches du
niveau de Fermi comme dans le transport classique, mais de tous les états occupés situés en dessous
du niveau de Fermi.

Le résultat obtenu par Karplus et Luttinger a connu un regain d’intérét ces vingt derniéres
années grace notamment & la découverte de l'effet Hall quantique entier et fractionnaire ainsi que
leffet Hall de spin et la découverte des phases géométriques (chap. B).

Nature topologique de l’effet Hall anormal

L’interprétation de leffet Hall anormal en termes de topologie de bande [60,61] (c.-a-d. dans
lespace réciproque) et/ou topologie de I'aimantation (c.-a-d. dans l'espace réel) a été proposée
tardivement. Le premier modéle introduisant la notion de topologie par I'intermédiaire des phases
de Berry, fut proposé par Ye et al [48] pour expliquer l'effet Hall anormal dans les manganites.
Le modéle nécessite un état magnétique métastable c.-a-d. une aimantation non colinéaire et le
couplage spin-orbite pour que l'effet Hall anormal soit non nul. En présence de cette aimantation,
la fonction d’onde d’un électron se déplacant le long d’un contour fermé, acquiert une phase de
Berry (dans 'espace réel) qui agit sur le transport comme un champ fictif comparable au champ
magnétique habituel. En calculant l'effet Hall usuel en présence de ces deux champs, le champ
magnétique extérieur et le champ induit par les phases de Berry, ils obtiennent un comportement
de la résistivité en fonction de la température qui est en bon accord avec les expériences.

Le concept de champ fictif fut repris par Ohgushi et al [50] pour expliquer 'origine de effet
Hall anormal dans le composé pyrochlore NdosMosO7. Ils décrivent le transport électronique par
Iintermédiaire d’'un modéle d’électrons itinérants couplés localement aux moments magnétiques
portés par les atomes de Mo et obtiennent un effet Hall anormal non nul lorsque les moments
de Mo sont dans une configuration non coplanaire. En étudiant la conductivité transverse dans
NdyMoyO7, Taguchi et al [T00,98,84] proposent un mécanisme, appelé mécanisme de chiralité de
spin, faisant intervenir directement la structure non coplanaire des moments magnétiques. Dans
ce modéle, le champ fictif, que nous appellerons champ topologique dans la suite, est directement
relié & D'orientation des moments de Mo par 'intermédiaire de la relation

bt X Z(SZ . Sj X Sk>nijk>

ijk

o S; sont les moments magnétiques de Mo sur chaque site 4, (---) la valeur moyenne du produit
mixte sur 'ensemble des triangles, et n;j; un vecteur unitaire perpendiculaire au triangle formé
par les sommets i, et k. Ce mécanisme fut repris plus tard par Tatara et Kawamura [29,83], qui
I'ont appliqué aux verres de spin. Ce mécanisme est discuté dans le chap.

Plusieurs problémes demeurent toutefois et sont liés & l’identification de ce mécanisme. Mis
a part dans les verres de spin ot le mécanisme semble étre clairement identifié [70)], le cas des
composés pyrochlores est plus complexe & cause de la présence des autres mécanismes responsables
de l'effet Hall. Nous avons apporté des éléments de réponse en proposant un modéle théorique et
une réalisation expérimentale o le mécanisme de chiralité de spin est identifiable ( [68], chap. H).
Dans ce modéle, la texture de spin est remplacée par un champ magnétique inhomogéne qui est
couplé & un gaz d’électrons bidimensionnel par I'intermédiaire de 'interaction Zeeman. En calculant
le champ topologique pour la distribution choisie, nous avons montré que la conductivité transverse
présente des variations brutales lorsqu’un champ magnétique extérieur est appliqué.
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1.3 Conclusion

L’effet Hall anormal est un phénoméne dont l'origine est encore mal comprise et sujette &
discussions. L’étude de 'effet Hall anormal dans les matériaux ferromagnétiques est d’autant plus
complexe qu’il existe deux types de mécanismes dont 'origine est reliée & la diffusion des porteurs
de charge par des impuretés ou des défauts ou a la topologie de I’état ferromagnétique.

Il est conventionnellement admis que deux types de mécanismes sont responsables de l'effet Hall
anormal, les mécanismes extrinséques tel que le mécanisme de skew-scattering, issus de la diffusion
des porteurs de charge par des impuretés ou des défauts et les mécanismes intrinséques, pour lesquels
le concept de phase géométrique joue un roéle important. Plusieurs questions subsistent toutefois.
Le réle des impuretés et des défauts dans les mécanismes intrinséques proposés ces derniéres années
et 'identification des contributions intrinséques a l’effet Hall ne sont toujours pas éclaircis.



Chapitre 2

Introduction aux phases géométriques

Sommaire
2.1 _Exemple : spin-1/2 dans un champ magnétique tournantl . ... ... 10
1.1 Modeld . . ... 10
P12 Limite adiabatiqud . . . . .. ... ... 11
22 Cadregénéral. . ... ... ... . ... ... 15
2.1 Notion d’espace des paramétred . . . . . . . ... 15
.22 FEvolution dun état quantiqud . . . . . . . . . .. ... 16
R.2.3  Définition du critére d’adiabaticitd . . . . . ... ... ... ... 18
R.2.4 Calcnl des phases de Berry dans I'approximation adiabatiqud . . . . . . . 19
R.2.5 Spin-1/2 dans la limite adiabatique : deuxiéme versiod . . . . . . . .. .. 20
R.2.6 Invariance des phases de Berry par rapport A une transformation de jangd 22
D27 Timite non-adiabatiqud . . . . ... ... ... ... .. ... ... ... 23
R.2.8 Généralisation an cas dun nivean d’énergie dégénérd . . . . . . . . .. .. 23
2.3 Conclusiod . . . ... it e 23

La notion de phase de Berry [TTL56] et plus généralement de phase géométrique [97] a connu un
développement important depuis ces vingt derniéres années. Elle prend toute son importance dans
les systémes évoluant périodiquement dans le temps. Lorsque le systéme est dans un état quantique
pur [¢(t)) (c’est a dire un état qui est solution de I’équation de Schrédinger dépendante du temps)
et évolue périodiquement dans le temps avec une période T', I'état ¢»(7T") différe de I’état initial par
un terme de phase totale, composé d’un terme de phase dynamique dépendant de I’évolution des
valeurs propres du hamiltonien au cours du temps et d’un terme de phase géométrique ne dépendant
pas de la durée de I’évolution.

Il est possible d’avoir une idée intuitive des phases géométriques en considérant ’exemple sui-
vant [58]. Prenons un stylo et disposons-le au pole nord d’une sphére de telle fagon a ce qu’il pointe
dans la direction d’un méridien ; puis déplagons le stylo parallélement au méridien jusqu’a 1’équa-
teur. Une fois arrivé sur 1’équateur, nous changeons de méridien en faisant attention de garder
le stylo perpendiculaire & I’équateur, puis nous remontons le long de ce méridien jusqu’au poéle
Nord. En faisant cette opération, Nous trouvons que le stylo pointe dans une direction différente
de la direction initiale. L’angle séparant les deux directions, appelé aussi angle de Hannay (c’est la
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quantité équivalente des phases géométriques en mécanique classique), ne dépend pas de la vitesse
de déplacement du stylo, mais uniquement de sa trajectoire.

Les phases géométriques ne sont pas un phénoméne purement quantique et ont été détectées
en optique a partir de 1956. Trois ans aprés, Y. Aharonov et D. Bohm soulignent I'importance du
potentiel vecteur A(r) en mecanique quantique, en montrent qu'’il est possible d’obtenir des interfé-
rences électroniques avec application d’un champ magnétique [96]. Ce phénomeéne d’interférences,
appelé aussi effet Aharonov-Bohm, est issu d’un terme de phase acquis par la fonction d’onde d’un
électron lorsqu’il se déplace suivant deux parcours distincts joints a leurs extrémités en présence
d’un potentiel vecteur A(r). Ce résultat est un cas particulier de phase géométrique. Bien que les
phases géométriques aient été mesurées plusieurs fois notamment en optique, il faudra attendre le
début des années 80, avec les travaux de Berry [66], pour en mesurer 'importance en mécanique
quantique.

Les phases géométriques ont des applications dans divers domaines de la physique et de la
chimie. Les applications sont nombreuses par exemple en matiére condensée dans les domaines tel
que le transport électronique quantique (effet Hall quantique et effet Hall anormal par exemple) et
semi-classique [65L28] dans les métaux et les semiconducteurs et dans les propriétés piézoélectriques,
ferroélectriques et diélectriques de certains composés [62].

Ce chapitre, basé pour 'essentiel sur les deux premiers chapitres de la référence [3], commence
par un exemple ou les phases de Berry sont calculables analytiquement & partir de ’équation de
Schrodinger. L’exemple développé dans la section suivante est un modéle de spin-1/2 au repos
soumis a un champ magnétique dont la direction dépend du temps.

La derniére partie de ce chapitre présente le cadre général des phases géométriques. Le sujet
étant trés vaste, nous nous limiterons uniquement au calcul des phases géométriques dans ’approxi-
mation adiabatique. Nous n’aborderons pas les différentes relations entre les phases géométriques et
les mathématiques et ne traiterons pas les méthodes de calculs permettant d’évaluer les corrections
non adiabatiques [ITL57,8)].

2.1 Exemple : spin-1/2 dans un champ magnétique tournant

Afin d’illustrer la notion de phase de Berry, nous considérons un exemple simple pour lequel
le calcul est faisable analytiquement. L’exemple que nous considérons est un systéme quantique
constitué d’un spin-1/2 au repos en interaction avec un champ magnétique de module constant
dont la direction dépend du temps. Le schéma de principe de ce modéle est représenté sur la

figure E11

2.1.1 Modéle

Considérons un électron de spin-1/2 au repos soumis & un champ magnétique tournant de
période w dépendant du temps B(t) = By (sin « cos (wt) , sin asin (wt) , cos o) (Fig 2). Le hamil-
tonien décrivant I'interaction entre le champ magnétique et le spin est donné par :

Ht) = LB o

hwi, CoS & sinae” Wt
2B 0= 2 ( ). (21)

2 sine™?  —cosa
ol wy, = geBy/2m est la fréquence de Larmor et o le vecteur de Pauli. Les valeurs propres de H(t)
en chaque instant sont égales & *hwy et les vecteurs propres associés sont donnés par les vecteurs
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Y

€2

€1

Fi1G. 2.1: Schéma de principe d’un moment magnétique en présence d’un
champ magnétique tournant B(t).

suivants :

cos sin §
= 2 _ = 2 . 2.2
0000 = (gonck ) et o= _ o) (2.2
Clairement les vecteurs propres du hamiltonien H(t) donnés par I'éq. (Z2)) ne sont pas solutions
de I’équation de Schrédinger dépendante du temps :

Ld[Y(t)
ih——— =R (). (2.3)

Pour résoudre 1'eq (Z3) nous allons calculer I'évolution d’un état quantique |¢(t)) dans la li-
mite adiabatique (sec. ZZI.2)), c.-a-d. dans la limite ot wz, > w. Nous trouverons que l'état (7))
(T = 27/w;) différe de |1(0)) par un terme de phase composé d'une phase reliée a la dépen-
dance temporelle du hamiltonien, la phase dynamique, et d’'une phase dont ’origine est purement
géométrique, la phase de Berry.

Enfin, nous résoudrons I'éq. (23] exactement, et calculerons la phase acquise par la fonction
d’onde |t(t)) aprés une période de révolution pour une condition initiale donnée. Nous trouverons
que la phase totale acquise par I'état [¢)(t)) est toujours composée de deux phases, la phase dyna-
mique et un terme de phase géométrique généralisant la notion de phase de Berry pour un systéme
dont I'évolution est cyclique [97].

2.1.2 Limite adiabatique

Pour calculer I'état [¢(t)) & un instant ¢ quelconque, nous décomposons [i(t)) sur la base des
vecteurs propres de H(t),

(1)) = e (D)o (1) + c— ()¢ (1)), (2.4)
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et nous imposons [¢(t = 0)) = |¢4(0)) comme condition initiale. En remplacant I’éq. (4] dans
I'éq (Z3) puis aprés projection sur la base {|¢p4(t)) ,|¢—(¢)) }, nous trouvons que les coefficients
¢+ (t) vérifient le couple d’équations suivant :

() =05 2) o (26), &
ol les éléments de matrice de A(t) sont donnés par

A at) = 6 ()] T 162.(1). (2:6)

Dans ce cas précis, nous trouvons que la matrice A(t) est en fait indépendante du temps, mais
ce résultat est spécifique au modéle développéﬂ. En remplagant 1'¢q. ([Z2) dans I'éq. (Z0), nous
trouvons que

A“%:_g<l—w%a —sina >' (27)

2 —sina  cosa+1

I1 faut résoudre le systéme d’équations différentielles couplées pour obtenir les solutions de I'éq. (Z3).
Toutefois, le systéme d’équations (0] peut se simplifier lorsque wy > w. Cette approximation,
aussi appelée approximation adiabatique, décrit la situation physique ou le spin de la particule
précesse dans la direction du champ magnétique en chaque instant ¢, ou en d’autres termes, que
la direction moyenne du spin de I’électron est alignée dans la direction du champ magnétique. On

peut donc négliger les termes proportionnels & la composante c¢_(¢) dans le systéme d’équations
différentielles (23 :

) w
ie(t) = (wr + 5(1 —cosa))cy(t). (2.8)
Les solutions de cette équation sont de la forme
C+(t) _ e—ithe—i%(l—cosa)t' (2.9)
ce qui nous donne la solution finale aprés remplacement de ’éq. ([Z29)) dans I'éq. (24)) :

(1)) = eTirtemisUmesallg (1))
= et T g (1)), (2.10)

avec
v=m(1—cosa) (2.11)

est une phase définie modulo 2w, qui dépend uniquement du chemin parcouru par 'état (¢). En
particulier, nous trouvons que la phase totale acquise par ’état [¢)(t)) aprés une période compléte
T = 2w_7r7 est égale a un terme de phase dynamique 27wy, /w décrivant ’évolution temporelle de
létat 1 plus un terme de phase v = (1 — cosa) dont l'origine est purement géométrique. Le
deuxiéme terme de phase, appelée phase de Berry dépend ni de la vitesse ni de la facon dont le
champ magnétique a varié, dés 'instant que le spin de I’électron reste aligné dans la direction du

champ magnétique.

'Nous montrerons un peu plus loin dans ce chapitre que la matrice A, () peut étre mise sous la forme d’un
terme indépendant du temps, multiplié par la vitesse dR/dt
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Revenons sur 'hypothése faite au début de cette section. Pour résoudre 'éq. (1), nous avons
supposé que wy, > w. Cette hypothése correspond physiquement & la situation ot le champ ma-
gnétique change lentement de direction dans ’espace par rapport au temps mis par la direction
moyenne du spin pour s’aligner dans la direction du champ. Comme nous allons le voir dans la
suite, la limite adiabatique n’est qu'une approximation, et les corrections non adiabatiques peuvent
étre importantes dans certains cas. L’avantage de ce modéle est qu’il possible d’obtenir les solu-
tions exactes de I’équation de Schrodinger et de voir quelles sont les conséquences physiques des
corrections non adiabatiques.

2.1.3 Evolution non adiabatique d’un état i) : généralisation des phases de
Berry

Le calcul de la phase géométrique effectué dans la sec. T est valable uniquement dans la limite
adiabatique (wr > w). Lorsque cette limite n’est plus valide, il faut résoudre 1'éq. ([Z3)) et calculer
la phase totale acquise par I'état |¢)) aprés une période T, en tenant compte des composantes c_(t)
que nous avions négligé jusqu’a présent.

Les solutions [1(t)) de I'éq. ([Z3)) peuvent étre calculées analytiquement en se mettant dans le
référentiel tournant associé au champ magnétique B(¢). Cette transformation s’écrit :

[0/ (t)) = €27 [(2)). (2.12)

En substituant I’éq. (ZI2) dans '¢q. [Z3)), nous trouvons que [¢(t)) est solution de I’équation de
Schrodinger (23)) avec le hamiltonien transformé

o= ctene o ineto L oiga
hw
= 22 (sinag, + (cosa - 2) o). (2.13)

Le Hamiltonien (ZT3)) peut s’écrire sous une forme différente mettant en évidence un axe particulier
de quantification :

H = ? (e o), (2.14)
avec
Q= \/w% + w? — 2wwy, cos (2.15)
et
e = % <cosa — i) Z + LLEHO[X
= cos @z + sin ax, (2.16)
ou l'angle & est ’angle entre le vecteur e et z :
- w w coso — v
cosa = ﬁL <cosa—w—L> = NPT (2.17)
sing = “Lgna= sina (2.18)

Q V1—2vcosa+ 12’
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oll ¥ = w/wy, est un parameétre sans dimension. Dans ces conditions, le spin de la particule précesse
autour de la direction d’un champ magnétique effectif Beg(t) dont la direction est donnée par le
vecteur e et 'amplitude proportionnelle & ). Dans la limite adiabatique v — 0, nous retrouvons
que le vecteur e tend vers la direction du champ magnétique B(t) et que les états stationnaires de
I’équation de Schrodinger tendent vers les états propres du hamiltonien (E1I).

Le hamiltonien H’ étant indépendant du temps, les solutions de I’éq. (E3]) sont données dans
le repére tournant par

['(6) = e [/(0)). (219)
En appliquant I'opérateur e *%7 a I'éq. (ZI39), nous obtenons la solution générale de 1'éq. (Z3)
dans le repére fixe :

- wt

(1)) = e T D (), (2.20)
o |¥(0)) est la fonction d’onde de I'état a ¢ = 0. Physiquement, les solutions de 'éq. (23)) sont
obtenues en appliquant une rotation d’angle €2t suivant ’axe e suivie d’une rotation d’angle wt
suivant l'axe Oz a [¢(0)) .
L’éq. (220) est solution de I'éq. (3] pour un état [19(0)) quelconque. Considérons I’état quan-
tique décrit a l'instant ¢ = 0 par

o[ Quo| D

> . (2.21)
Cet état est un état propre du hamiltonien (I4)) associé a la valeur propre /2. En remplacant
léq. (ZZI0) dans I'éq. (Z20), nous trouvons aprés une période T' = 27 /w que

[W(T)) = €< [4p(0)). (2.22)

Le terme de phase ¢or = m(1 + %) apparaissant dans 1'éq. (222)) est la phase totale acquise aprés
d’une période compléte du champ magnétique. Elle contient deux contributions correspondant a la
phase dynamique que I'on peut définir par [97]

T
Jiyn = /0 (B HD)) dt, (2.23)

et la phase géométrique que I'on déduit en soustrayant la phase dynamique ¢qyn & ¢ior. En utilisant

les équations (Z14)) (Z20) et (Z2Z3)), nous trouvons que

Q
Gdyn = T <— + cos d) . (2.24)
w
La phase géométrique se déduit alors par soustraction de ¢qyn a @tot :
$geom = T(1 — cos &). (2.25)

D’aprés 1'éq. (Z20), la phase géométrique a la méme forme que la phase de Berry donnée par
I’éq. (ZI1]) dans la limite adiabatique mis a part le fait que a est remplacé par @. Cette phase est
la généralisation de la phase de Berry pour des systémes évoluant cycliquement [97]. En prenant,
la limite v — 0, nous retrouvons le résultat obtenu dans la sec. EET.2 :

ili)no ¢geom = YBerry- (226)

Cependant, il faut garder a l'esprit que la phase donnée par 'éq. (ZZ0)), n’est pas une phase de
Berry dans le sens ou elle dépend & la fois de la géométrie du systéme et du paramétre v.

La phase de Berry est un cas particulier de phase géométrique et est définie uniquement dans
la limite adiabatique.
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2.2 Cadre général

Cette section présente le cadre général lorsque le hamiltonien n’a pas de forme déterminée et
dépend d’'un ensemble de paramétres R(t). Avant de calculer explicitement la formule générale
donnant la phase de Berry dans la limite adiabatique, nous allons définir la notion d’espace des
paramétres, car cette notion revient tout au long de ce manuscrit.

2.2.1 Notion d’espace des paramétres

La dynamique quantique d’un systéme peut étre décrite par un espace de Hilbert de dimension
finie ou infinie, formé & partir de tous les états accessibles au systéme (ces états sont décrits par des
fonctions d’ondes) et par un ensemble d’opérateurs linéaires agissant sur les états quantiques, tel que
I'impulsion p ou la position r. Si le systéme quantique est décrit par un hamiltonien paramétré H(R.)
ot R = (Ry, Ry, -, Ry) est un ensemble de paramétres décrivant une configuration donnée, alors
les opérateurs linéaires décrivant les quantités physiques dépendent de cet ensemble de paramétres.
Les paramétres du hamiltonien peuvent étre le champ magnétique ou électrique appliqué ou encore
toute autre quantité qui peut étre contrdélée de 'extérieur.

Nous posons la définition suivante :

Définition : 'espace des paramétres que nous noterons M dans la suite, est ’ensemble regroupant
toutes les configurations possibles de ’environnement extérieur que ’on notera par M dans toute
la suite de ce chapitre.

Un point R € M décrit donc une configuration donnée de I’environnement extérieur. En particulier,
lorsque I'environnement extérieur évolue dans le temps, le point R(t) décrivant les variations de
I'environnement, décrit une courbe C : [0,t] — M avec R(t) € C. Dans ce chapitre, nous nous
intéressons particuliérement a des systémes dont 1’évolution est cyclique, c.-a-d. aux courbes fermées
C définies par R(0) = R(T) ou T est la période d'un cycle.
Prenons quelques exemples afin d’illustrer cette définition.
1. Le premier exemple que nous considérons, est la généralisation du modéle développé dans
la sec. 2Tl pour un spin-1/2. Le hamiltonien décrivant ’évolution d’un spin quantique S
dans un champ magnétique B(t) = ByR(t) ot R(t) est un vecteur unitaire pointant dans la
direction du champ magnétique, est donné par

H = Hy— gupS-B = Hy—gupBoS - R, (2.27)

ou Hy est la partie du hamiltonien indépendante du champ magnétique B et pup = efi/2m
le magnéton de Bohr. En posant b = gupg By, nous pouvons écrire la partie dépendante de B
H(R) comme

H(R) = gupByS-R=bS R, (2.28)

et en déduire que Iespace des paramétres du hamiltonien est la sphére unité S? car le vecteur
R est unitaire. la sphére S? est définie par

S?={ReR®||R| =1} (2.29)

2. Le deuxiéme exemple est basé sur le hamiltonien décrivant I'interaction entre un gaz d’élec-
trons bidimensionnel et un champ magnétique inhomogéne B(r) :

2 . 2
H = " <—zg + —A(r)> —gup - B(r) - o, (2.30)
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ot B(r) est de module constant et a une direction qui dépend du point r = (x,y). L’espace
des paramétres du hamiltonien semble donc étre le plan R2. Cependant, compte tenu de
la forme de l'interaction, seule la direction du champ magnétique indiquée par le vecteur
unitaire n(r), est importante dans ce probléme. n(r) étant unitaire, il est possible d’utiliser
les coordonnées sphériques pour repérer la direction de celui-ci et en déduire qu’a tout point
r = (z,y) correspond un point sur la sphére unité S2.

Dans la suite nous considérons un hamiltonien H(R) dépendant d’un ensemble de parameétres
R qui évoluent dans un espace des paramétres M quelconque.

2.2.2 Evolution d’un état quantique

Considérons un état [¢(t)) représentant 1'état quantique d’un systéme a l'instant ¢ couplé a
I'environnement extérieur. Le systéme est décrit par le hamiltonien H(R) ou R est un ensemble de
paramétres permettant de controler 'action de 'environnement extérieur sur le systéme quantique.
L’équation d’évolution de 'état quantique [¢(t)) est donnée par I’équation de Schrodinger :

L dy(t

m% = H(R(E)U(L). (2.31)
Ici I’état quantique () décrit un état quantique pur. L’équation d’évolution d’un état quantique
quelconque (mélange statistique d’états) que 'on décrit souvent par Uopérateur densité [I5,9)], est
donnée par I'équation de Liouville-Von-Neumann [I5]

AW ()

ih
LA

= [H(R()), W(t)], (2.32)

ou W(t) =, pnlun)(un| est Popérateur densité. p,, est la probabilité de trouver le systéme dans
I’état u,, et u, est une famille d’états normés décrivant I’espace des états accessibles au systéme.
L’éq. ([Z32) est aussi applicable & un état quantique pur, a condition de remplacer 'opérateur
densité par 'opérateur de projection [¢(t))(1(t)].

L’évolution d'un état décrivant un systéme non conservatif est gouvernée par ’éq. ([Z31]) ou
[232)) ainsi que par la dynamique de I'environnement par l'intermédiaire des paramétres R que
nous supposons dépendants du temps. Nous nous intéressons ici & un cas particulier ou I’ensemble
des parameétres R évolue cycliquement dans le temps avec une période 7' (R(7") = R(0)). En termes
géométriques, le point R(t) décrit une courbe fermée C dans 'espace des paramétres M :

C:R(0) — R(t) — R(T) = R(0) (2.33)

Pour calculer 'évolution de I'état quantique [¢)), nous supposons d’une part qu'il est possible
de définir une base de vecteurs propres |n,R) de H(R(t)) définie implicitement en chaque instant
t:

H®R)n,R) = E,(R)n,R) (2.34)
(m,RIn,R) = dppm- (2.35)
n est un nombre quantique (ou un ensemble de nombres quantiques) permettant de classer les états

propres de H(R) en chaque point R. Nous supposons d’autre part que le spectre énergétique est
discret et non dégénéré en chaque point R € M. Enfin, les observables dépendantes de R sont
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prises univaluées; ce qui veut dire que si une méme valeur de R est rencontrée plusieurs fois en
des temps différents au cours du processus d’évolution, alors les observables sont identiques pour
chaque occurrence.

Lorsque les paramétres R(t) de I'environnement extérieur évoluent cycliquement avec une pé-
riode T, nous avons

HR(T)) = H(R(0)), (2.36)
E.(R(T)) = En(R(0)) (2.37)
n, R(T))(n, R(T)[ = |n, R(0))(n, R(0)], (2.38)

ou |n,R)(n,R| est opérateur de projection associé au vecteur |n, R). La relation [Z38) implique
seulement que '

In, R(T)) = €™ n, R(0)), (2.39)
oll € est un facteur de phase arbitraire. Il est possible de définir une nouvelle base de vecteurs
propres en appliquant la transformation de phase

In,R) — |[n,R)’ = "B, R), (2.40)

ott ¢ (R) est une phase arbitraire, que Pon appelle souvent transformation de jauge. Cette nouvelle
base vérifie bien la relation (Z38) et constitue une nouvelle base propre du hamiltonien H(R), que
l’on peut utiliser pour étudier I’évolution de I'état |¢(¢)) . En d’autres termes nous ne changeons pas
la physique du probléme en appliquant une transformation de jauge aux vecteurs de base |n,R).

Plus généralement, une transformation de jauge est définie comme une opération unitaire U
(conservant le produit scalaire) permettant de passer d’une base orthonormée B a une autre base
orthonormée B’. Ici nous considérons uniquement les transformations de jauge U(R) vérifiant les
propriétés U(R(t1)) = U(R(t2)) avec R(t1) = R(t2) pour t; # t2. nous supposons de plus que
les vecteurs de la nouvelle base sont aussi vecteurs propres du Hamiltonien H(R(¢)), comme par
exemple la transformation (ZZ0). Dans ce cas, la transformation de jauge appliquée est appelée
transformation de jauge univaluée.

Pour calculer I’évolution de 1'état |1(t)), nous le décomposons sur la base des vecteurs propres
de H(R(1)) :

(1) =) en(®)ln, R(L), (2.41)
n

Apreés avoir remplacé 1'éq. (41l dans 'éq. ([Z3T)), puis projeté sur les vecteurs |m,R(t)), nous
trouvons que les coefficients ¢, (t) sont solutions d’un systéme d’équations différentielles couplées :

ien(t) = PO ) 4537 alt)m ROL L, R(1Y) v
_ @cm(t)—i—z:cn(t)/lmn(t) (2.42)
ot () = denlt) o ”
Apnlt) = i (m, ()| I R()
= i RO 5 IRy Lo
- i(m,R|%\n,R>-%t(t). (2.43)
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L’éq. (43) montre que les coefficients A, () sont donnés par le produit d’un terme indépendant
du temps; faisant intervenir le gradient des vecteurs de base |n, R(t)) par rapport R ; multiplié par
la dérivée de chaque composante R;(t) par rapport au temps. La dépendance temporelle de A, (t)

est contenue uniquement dans le terme de vitesse df;t(t) et non dans la dépendance des vecteurs de
bases |n,R) par rapport a R. L’intégrale ft n(t)dt ne dépend pas de la vitesse d’évolution des

paramétres R(t), mais uniquement du chernln suivi par R et des valeurs R(¢1) et R(t2).

En général, les termes proportionnels & A,,,(t) ne peuvent pas étre négligés excepté lorsque
les vecteurs |n, R(t)) sont indépendants du temps. Dans ce cas, il est simple de montrer que [¢(t))
s’écrit

= 3" ca(0)e o ROy, R(0)). (2.44)

Le terme de phase apparaissant dans la somme (E44)) est appelé terme de phase dynamique. L ’ap-
proximation précédente est trop restrictive et ne correspond généralement pas aux diverses situa-
tions rencontrées en physique. Il faut donc résoudre I'éq. (42), en tenant compte a priori de tous
les coefficients ¢, (t), chose qui peut s’avérer trés complexe en pratique.

Pour résoudre 'éq. (Z43]) nous considérons une approximation moins restrictive, appelée ap-
prozimation adiabatique. Considérons un état quantique [¢)(R)) se trouvant dans I’état quantique
initial |n, R(0)) constituant la base d’un sous espace vectoriel. Dans 'approximation adiabatique,
l'état [)(R(t))) reste dans le méme sous-espace vectoriel qu’initialement, c.-a-d.

[P RN DR(E))] = [n, R(E)) {n, R(E)], V1 (2.45)

ou [1)(t)) est I'état quantique du systéme. L’éq. ([Z4H) dit que |¢(t)) différe de 'état |n, R(t)) par
un terme de phase. Dans ce cas, il est possible négliger les termes en ¢, (t) avec m # n dans
léq. Z4) -

1(t)) = cn(t)n, R(2)). (2.46)

En remplacant 1'éq. (28] dans 1'éq. (Z31)), nous trouvons que

in(t) = —i <@ + (R jt In, (t)>> (D). (2.47)

L’approximation adiabatique peut étre formulée autrement en comparant les termes non dia-
gonaux |A,,,(t)| par rapport a la quantité |E, — E,,|/A. Si |Aum(t)| < |E, — En|/h, alors les
termes couplant les coefficients ¢,,(t) peuvent étre négligés dans le systéme d’équations (Z42). En
toute rigueur, Uexpression (247 est valable uniquement dans la limite ou A, (t)| < |En — Enl/h,
Vm # n.

2.2.3 Définition du critére d’adiabaticité

La remarque précédente permet de définir précisément le critére d’adiabaticité. L’approximation
adiabatique est une bonne approximation tant que h|Ap,, (t)|/|En — Em| < 1, Ym # n. On peut
montrer que les coefficients A, (t) s’écrivent,

( R(t)|
( (t)) ( (t))

Apn(t) = Vm # n, (2.48)
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et en déduire que le paramétre d’adiabaticité v peut étre défini par

R A (2)|
|Em (1) = En(1')]

v = sup tqn #m,t €10,t] . (2.49)

Le critére d’adiabaticité hi| Ay (t)|/|En — Em| < 1 peut donc étre remplacé par []] :
v 1. (2.50)

L’approximation adiabatique est une bonne approximation si et seulement si la relation (Z50) est
vérifiée. Dans le cas contraire il faut tenir compte de tous les coefficients ¢, (t) pour calculer les
solutions de 'éq. (Z3T)).

Pour illustrer ce qu’est le critére d’adiabaticité, nous considérons I'exemple du spin-1/2 traité
dans la sec. ZTIl Le calcul des coefficients Ay, (t) est relativement simple et l'on trouve que
Apm(t) = —i% sina pour n # m. Les valeurs propres de E,,(t) sont indépendantes du temps et
la différence entre les valeurs propres Ey — E_, est égale & hwy. En utilisant I'éq. (Z249), nous
trouvons la méme expression que 'expression obtenue précédemment pour le spin-1/2 évoluant
dans un champ magnétique tournant : ¥ = w/wy. L’approximation adiabatique est applicable
lorsque la fréquence de rotation du champ magnétique est petite devant la fréquence de Larmor.

2.2.4 Calcul des phases de Berry dans ’approximation adiabatique

Dans la suite nous considérons que le critére (EZA0) est vérifié. L’équation décrivant 1'évolution
la composante ¢, (t) = (n, R(t)[1(t)) est donnée par 1'éq. ([Z47) et les solutions s’écrivent :

cn(t) = e~ Jo En (Rt givn (8) (2.51)

En remplacant 1'éq. (ZX21]) dans 1'éq. (£48]), nous trouvons finalement que

[(t)) = e o Pa RN i (®) 1y R (1)) (2.52)
avec ' d
n(t) = /0 (n, R()| o, R()dr (2.53)

Le terme de phase apparaissant dans 'éq. (Z52)) a deux contributions. La premiére contribution
fg E,(R(t))dt est le terme de phase dynamique usuel, qui décrit I’évolution temporelle de 1'état
quantique. Le deuxiéme terme ~,(t) peut s’écrire sous une forme faisant intervenir uniquement le
chemin C parcouru par le point R(¢) dans ’espace des paramétres M :

lt) = /O <n,R(t’)|%n,R(t’)>dt’ (2.54)
- /O m,m%m,m-%dt' (2.55)
= o R(t 0 R(t)) - dR 2.56
= [, RO RO (2.56)
R(t)
_ / A"(R) - dR (2.57)
R(0)
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A"R) = i(n, R\%\n, R) (2.58)

est une quantité appelée potentiel de jauge.
L’expression de I'état 1(T) aprés une évolution cyclique de période T, s’obtient facilement en
posant ¢ = T dans I'éq. [Z52) :

(T)) = e~ En(RUdE e R(0)), (2.59)

ol ¢, appelée phase de Berry est définie par
e = 7{ A"(R) - dR. (2.60)
C

Considérons le cas particulier ot I'espace des paramétres M est 'espace R3. L'intégrale (ZZ60)
étant une intégrale curviligne, il est possible d’appliquer le théoréme de Stokes pour transformer
Iintégrale curviligne en une intégrale de surface. La phase 7¢ s’écrit donc :

Yo = jiA”(R)-dR: /SF-dS, (2.61)

ou S est une surface s’appuyant sur le contour C, dS un élément de surface normal & S et orienté
dans le sens direct et F est le rotationnel du potentiel de jauge A(R) :

0
F=—xAR). 2.62
o X A(R) (2.62)
le résultat donné par I'éq. ([Z6]]) est généralisable au cas ou 'espace M est quelconque [3]. L’ex-
pression (Z61]) montre que la phase de Berry ne dépend pas de la jauge utilisée pour calculer A(R).
Plus généralement, la phase de Berry est invariante par rapport a la transformation suivante

A'R)=AR)+UR)'VRU(R),

ot U est une transformation unitaire.

2.2.5 Spin-1/2 dans la limite adiabatique : deuxiéme version

Le but de cette section est de calculer les quantités A™(R) définie par 'éq. (Z58]) et la quantité
F™ donnée par 'éq. (ZZ61) pour le modeéle du spin-1/2 développé dans la section

De facon générale, le hamiltonien décrivant l'interaction entre un spin au repos et un champ
magnétique de module constant B et de direction R (nous supposons que le vecteur R est unitaire)

est donné par :
L

HR) =gupB -0 = MTR 0. (2.63)

D’apres lexpression (Z63]), on se convainc facilement que l'espace des paramétres de ce probléme

est la sphére unité S2. Enfin, en posant R(t) = (sina coswt,sin a coswt, cos ) nous retrouvons
bien l'expression (2I]) du hamiltonien utilisé dans la sec. 22Tl

Pour calculer la phase de Berry de I'état 1(0)) = |¢4), nous utilisons le fait que celui-ci peut

se déduire des états propres de S, (états |[+) et |—)) par une rotation d’angle —¢ suivant 'axe Oz
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suivi d’une rotation d’angle 8 suivant ’axe Oy suivi d’une troisiéme rotation d’angle —¢ suivant
Oz ou (p,0) sont les coordonnées sphériques du vecteur R. On a :

R = R3(0)R2(0)R1(—¢)z, (2.64)

et
1+,0,0) = e 150 i50vei50x 1) (2.65)
= U, 9) %) . (2.66)

En remplacant I'éq. ([Z64) dans I'éq. (263) nous trouvons que les états |+, ¢, 0) sont les états
propres de H(R) associés aux valeurs propres thwy. Il faut noter qu’il est possible de calculer
directement les états propres de H(R) en le diagonalisant. L’avantage de cette méthode est qu'il
est possible de généraliser les résultats obtenus a un spin S de valeur arbitraire.

Pour calculer la phase de Berry, nous devons évaluer la matrice A(R) dont les éléments de
matrice sont définis par I'éq (Z4]). En utilisant 1'éq. ([Z58) et I'éq. (ZEH) nous trouvons que

ou (8, ¢)
— W2\
AR) = (0, 0)) 0% 2] (2.67)
En remplacant ’éq. (Z60) dans I'éq. ([Z67), nous trouvons que
A= 00| 1k 0,9) (2.68)
1
= 3 (K'|oycosp — o sinp|k) (2.69)
et
AR = (K0, | 9 k.6, ) (2.70)
%2} 9 9 8@ 9 9
= % (K'| (04 cos ¢ + oy sing)sin @ + o.(cos 6 — 1)) k) , (2.71)

avec k,k’ = 4. Nous intéressant uniquement a la phase de Berry dans la limite adiabatique, nous
négligeons tous les termes ou k et k' sont différents. Nous trouvons finalement les composantes
diagonales du potentiel de jauge A sont égales a :

AR =0 (2.72)
1
Ai’k = —516‘(1 — cos ). (2.73)
Il ne reste plus qu’a calculer les composantes du vecteur F* définies par 1'6q. ([Z52), et utiliser
I'éq. (Z80) pour calculer la phase de Berry le long d’un contour quelconque C :

Y(C) = —j{ FF.ds = _k 7{ sin 0dOdy = _k j{ dQ = —EQ(C), (2.74)
s 2 Js 2 Je 2

ol k = %, S est une surface orientée s’appuyant sur le contour C et (C) est 'angle solide délimité
par le contour C sur la sphére S2.
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D’aprés la forme du hamiltonien étudié dans la sec. BETT1l la direction du champ magnétique
décrit un cercle sur la sphére S? dont le rayon est égal & cosa. La surface S délimitée par le
contour C et nécessaire au calcul de la phase de Berry est une calotte paramétrée par S = {(0,¢) €
[0,a] x [0,27[}. En remplagant la paramétrisation de S dans I’éq. (Z27), nous trouvons que

e = —% (k: /0 i sin9d0> ( /0 " dgo)

= —7mk(1l —cosa). (2.75)

Ce résultat est identique au résultat obtenu en résolvant I’équation de Schrodinger dépendante du
temps. Une remarque est nécessaire toutefois. L’éq. (ZI0) a été obtenue en résolvant ’équation
de Schrodinger dépendante du temps, ce qui n’est pas le cas ici. Le calcul des phases de Berry ne
nécessite pas la résolution de 'eq (231]) mais demande par contre de calculer les vecteurs propres
de H(R) ce qui n’est pas toujours réalisable analytiquement.

2.2.6 Invariance des phases de Berry par rapport a une transformation de jauge

D’apres 1'éq. (ZE]), le potentiel de jauge A™ est une quantité dépendante de la jauge choisie
ce qui n’est pas le cas de la phase de Berry. Pour le voir, il suffit de calculer (A™)" dans la base
In,R)’ en utilisant la transformation de jauge (ZZ0) et 'é¢q. (ZBF) :

_ O (R)
OR

0
(A"(R)) =i (n, R[] 2= (In,R))" = A(R) (2.76)
ou 7, (R) est fonction continue univaluée de R. En remplacant I’éq. (ZE81]) dans I'éq. ([Z52) nous
trouvons le facteur de phase 7, (t) se transforme comme :

Vn(t) = T (t) + 1 (R(t)) — 10 (R(0)). (2.77)

Y (t) peut étre aussi calculée en utilisant la base |n, R)’. En utilisant I'éq. (2339), nous trouvons
que
eV Din, R(t)) = O+ (EO)|n R(t)). (2.78)

si 7, (R) est une fonction arbitraire de R, alors il est possible de choisir 7, (R) de fagon & compenser
(v™)(t) pour obtenir

(1)) = R RO R() (2.79)

L’état donné par 1'6q. [ZT9) satisfait aussi la condition (ZZH). La base |n,R)’ étant également
une base de vecteurs propres de H(R), il est possible de 'utiliser pour décrire 1’évolution d’un état
|t)(t)) et tenir compte uniquement du terme de phase dynamique, en choisissant la phase arbitraire
Nn(R) convenablement.

Le résultat ([Z79) suppose que la phase 7, (R) est arbitraire. Si aprés une période T, ’environne-
ment revient dans son état initial R(0) (R décrit un chemin fermé C dans ’espace des paramétres),
alors il est impossible de choisir 7, (R) librement pour supprimer la phase de Berry 7¢. En effet, la
propriété d’univaluation de e ®) pour R(T) = R(0) implique seulement que

MR — nRO) oy p(R(T)) = n(R(0)) mod 2r. (2.80)
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En remplagant I'éq (2276) dans I’éq. (Z61]), nous trouvons que

W(T) = / A"Y(R) - dR

= /A" -dR + 27«
= ) + 27ay, (2.81)

avec a € Z. La phase de Berry ~¢, définie modulo 27, est une quantité invariante par rapport a
tout changement de jauge U, ce qui n’est pas le cas du potentiel de jauge A™(R).

2.2.7 Limite non-adiabatique

Tous les résultats exposés précédemment sont généralisables au cas ou le critére d’adiabaticité
n’est plus vérifié. Dans ce cas, le calcul exact des phases géométriques est plus compliqué et le
traitement perturbatif par rapport au paramétre v ne peut étre utilisé.

Plusieurs méthodes ont été proposées ces derniéres années afin de tenir compte des corrections
non adiabatiques en introduisant la plupart du temps des hamiltoniens effectifs [3L67,8]. L’exposé
de ces méthodes dépasse largement 1'objectif de ce chapitre.

2.2.8 Généralisation au cas d’un niveau d’énergie dégénéré

La notion de phase de Berry peut étre étendue au cas ou l’état initial est un état dégénéré
en énergie [3,27]. Dans ce cas, I’évolution cyclique et adiabatique du systéme impose seulement
que I'état quantique reste dans le sous-espace propre pendant toute la durée d’évolution, mais ne
contraint pas le systéme & revenir dans le méme état quantique qu’initialement. Dans le cas général,
I’état final sera une combinaison linéaire des états propres dégénérés en énergie. La notion de phase
de Berry se généralise et est remplacée par un opérateur Ugerry défini par

UBerry = Pt exp <z 7{ A"(R) - dR> )
C

ou A™(R) est une matrice généralisant le potentiel de jauge défini par I'éq. ([258)) et P; Popérateur
d’ordonnancement dans le temps.

2.3 Conclusion

Le concept de phase géométrique et plus particuliérement de phase de Berry a connu un déve-
loppement important ces derniéres avec des applications dans tous les domaines de la physique en
particulier dans la matiére condensée.

Les phases de Berry sont une des notions les plus utilisées dans ce manuscrit et interviennent
plus ou moins directement dans le calcul de la conductivité transverse. Nous verrons notamment
que certaines contributions de la conductivité transverse peuvent s’interpréter en terme de phase
de Berry ou plus généralement dépendent des propriétés topologiques du spectre énergétique et des
états propres du hamiltonien considéré.
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Chapitre 3

Effet Hall anormal intrinséque en
présence du couplage spin-orbite
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3.1 Introduction

Jusqu’a récemment [66,92], il était conventionnellement admis que la diffusion des électrons par
des impuretés ne pouvaient pas étre a l'origine de mécanisme intrinséque. En conséquence, tous les
mécanismes dérivés de la diffusion étaient classés comme étant de nature purement extrinséque et
étaient omis pour le calcul de D'effet Hall anormal dans les composés ol les mécanismes de phase
de Berry sont dominants.

Dans ce chapitre, nous proposons un modéle ot les contributions induites par la diffusion entre
les électrons et les impuretés ne peuvent pas étre négligées lorsque la concentration en impuretés
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tend vers zéro. Pour cela, nous utilisons un modéle ot le couplage spin-orbite subi par les électrons
est induit par le réseau cristallin et nous prenons en compte la diffusion des électrons par des
impuretés réparties aléatoirement. Par souci de simplification des calculs, nous supposons que
le potentiel décrivant l'interaction entre un électron et une impureté ne dépend pas du spin de
I’électron.

3.2 Modéle employé

Le modéle employé dans ce chapitre décrit la dynamique d’un gaz d’électrons bidimensionnel en
présence d’une aimantation My perpendiculaire au plan Oy contenant les électrons et nous sup-
posons qu’il existe un couplage spin-orbite induit par le réseau cristallin. Le hamiltonien décrivant
ce systéme est donné par :

Ho=¢r — Mo, + Vso(k), (3.1)

out Vso(k) est le potentiel décrivant 'interaction spin-orbite induite par le réseau cristallin, e =
R%k?/2m et M = gusMy, My étant Pamplitude de I'aimantation. Dans la suite, nous prenons la
forme suivante Vgo(k) = ao x k pour le couplage spin-orbite, décrivant I'effet Rashba.

3.2.1 Origine de ’effet Rashba

La forme du terme d’interaction Rashba peut étre obtenue en considérant un gaz d’électrons
confiné dans le plan xOy se déplacant & une vitesse v en présence d’'un champ électrique E =
Enoyaux + Econfinement, contenant le champ électrique créé par les noyaux et le champ électrique
servant au confinement des électrons dans I’hétérostructure. En appliquant les transformations de
Lorentz pour passer du repére attaché a 'hétérostructure au repére local de I’électron, il est possible
de voir que le champ électrique crée un champ magnétique local B = v x E/c¢ qui interagit avec
le spin de I’électron par I'intermédiaire du couplage Zeeman. En conséquence, l'interaction entre le
champ électrique E et le spin d’un électron a la forme suivante

VSO(k) = Ao - p X EJ

ol A est une constante caractéristique dépendant du matériau. En supposant que le champ élec-
trique servant au confinement des électrons, est constant et appliqué dans la direction Oz, le terme
décrivant effet Rashba peut s’écrire :

Vso(k) = a(kyo, — kyoy), (3.2)

ol « est une constante dépendant de la nature du matériau et de ses symétries [80].

3.2.2 Hamiltonien total

Le hamiltonien du modéle que nous considérons dans ce chapitre, s’obtient facilement en rem-

plagant I’éq. (B2) dans I'éq. BT :
Ho = e + alkyoy — kgoy) — Mo,. (3.3)

Les composantes de 'opérateur vitesse v, données par la relation

v = %VkH, (3.4)
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se déduisent facilement aprés remplacement de 'éq. (B3) dans ([B4) :

Uy = h—:f - %ay, vy = % + %O’x. (3.5)
En plus du hamiltonien décrit précédemment, nous prenons en compte la diffusion des électrons
par des impuretés réparties aléatoirement dans I’espace. Nous notons V (r) le potentiel décrivant
I'interaction entre un électron et une impureté et nous supposons qu’il agit & courte portée; qu’il
est de faible amplitude (modéle gaussien) et qu'’il ne dépend pas du spin. Le hamiltonien total de ce
modele est donné par H({r;}) = Ho + ), V(r — ;) ott r; sont les positions de chaque impuretés.
Toutes les quantités physiques doivent étre calculées pour une configuration {r;} décrivant un
désordre donné, puis moyennées sur un grand nombre de configurations différentes. Le calcul de
chaque quantité physique étant impossible & faire pour une configuration physique donnée; nous
tenons compte du désordre par l'intermédiaire d’'un opérateur ¥ aussi appelé self-énergie. Cet
opérateur intervient dans le calcul de la fonction de Green moyenne G du hamiltonien H.

3.2.3 Calcul de la fonction de Green moyenne

Pour évaluer la conductivité transverse oy, nous devons calculer les fonctions de Green du
hamiltonien H moyennées sur le désordre. Le propagateurﬂ GG du hamiltonien H est relié a la
fonction de Green Gy du hamiltonien Hy par la relation formelle suivante aussi appelée équation
de Dyson [(9,B30] :

G =Gy + GoXG = Gy(1 — 2Gy) ™1, (3.6)
ou 'opérateur X, appelé opérateur de self-énergie, dépend explicitement du potentiel décrivant le
désordre. La partie imaginaire de 'opérateur () représente le temps de vie moyen d’une particule
d’énergie €, tandis que la partie réelle de ¥ donne une correction & ’énergie de ’état considéré qui
est généralement négligée. Le calcul de la partie imaginaire de la self-energie, notée 3;(g) est exposé
dans I'appendice [Al

Calcul du propagateur libre

En I’absence d’impuretés, la fonction de Green non perturbée peut étre calculée directement a
partir du hamiltonien (B3

e —ex+p+alkyo, — kyoy) — Mo,

Go(e) = , 3.7
k() (€ — Exy +p+idsgne)(e — Ex— + p+idsgne) (37)

ou p est le potentiel chimique et Fy 4 sont les valeurs propres de Hy :
Byt = ex F Mk), (3.8)

avec A\(k) = vV M? + o?k2.

Dans la suite nous considérons le cas général ol le niveau de Fermi coupe les deux bandes
d’énergie Fyy et Fy_, ce qui correspond & la situation ou le potentiel chimique p est supérieur a
M (fig B]). Dans le cas contraire seuls les états associés a la valeur propre Fy, doivent étre pris
en compte.

La fonction de Green G dans Pespace réel est définie par :

A . a AN
G—<zha—'H)G(x,t,x,t)—O7

(voir réf. [79]).
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Fi1G. 3.1: Spectre énergétique d’un gaz d’électrons soumis a une interac-
tion spin-orbite de type Rashba.

Calcul de la self-énergie et de la fonction de Green

La fonction de Green du hamiltonien total H peut étre calculée perturbativement lorsque le
potentiel de désordre est de faible amplitude. Dans ce cas, le désordre intervient par 'intermédiaire
de Popérateur de self-énergie 3;(g), qui est calculé perturbativement par rapport au potentiel V
(voir la référence [30], pour de plus amples détails). En calculant ¥;(e) au deuxiéme ordre en V,
nous obtenons

2
Si(e) = 3 (S(e)) = NV / Gﬁ(a)%, (3.9)

ot Vj est la composante de Fourier du potentiel V(r) a ¢ = 0 et N; la densité d’impuretés. Aprés
remplacement de 'éq. (B7) dans I'éq. (B et intégration sur k nous trouvons que

Sie) = —h Sggg <% + %0) : (3.10)
avec
% = TNiVG(vy +vo), (3.11)
; = ANVEM (;—i - K—:) , (3.12)
At = A(kg) et
m ma? | ™!
T o |t mas (3:13)
m ma? |t
ve = O Mg |1 sy | (3.14)
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sont les densités d’états au niveau de Fermi des deux bandes pour p > M. 6(e€) est la fonction de
Heaviside et k4 les moments de Fermi des bandes majoritaire et minoritaire. La fonction de Green
approchée de H s’obtient en utilisant I’équation de Dyson [B0] et 'éq. (BI0) pour X;(e) :

e +iT — e + p+ alkyor — kyoy) — (M +iT)o,

G = , 3.15
k(e) (e —Ex4++p+ihsgne/2ry)(e — Ex— + p+ihsgne/27_) (3.15)

o h h 1 1, M
= —sgne, ['=-—sgne, —=—-+_—. (3.16)

2T 27 T T TAt

Les constantes 7 données par I’éq. (BI0), sont les temps de relaxation des électrons calculés pour
chacune des bandes.

3.3 Effet Hall anormal et topologie du spectre énergétique

Dans ce chapitre, nous évaluons la conductivité transverse en utilisant la théorie de la réponse
linéaire.

3.3.1 Expression générale de la conductivité transverse

Le tenseur de conductivité peut étre calculé en utilisant le formalisme de Kubo [§1] :

e2h A de

o) = S [ + o Gl

(3.17)
ot G la fonction de Green causaleﬁ associée au hamiltonien H, qui inclut la diffusion des électrons
par les impuretés et v; est la composante ¢ = z,y de l'opérateur vitesse. L’'opérateur Tr est la
trace sur l'ensemble des états propres de 'opérateur H et (---) est la moyenne sur le désordre.
Dans la limite statique, la formule de Kubo (BIT) peut s’écrire sous une forme faisant apparaitre
deux termes [1.H]; a{j caractérisant la contribution des transitions intrabandes des états proches
du niveau de Fermi et UZ.IjI qui représente la contribution de tous les états situés en dessous du
niveau de Fermi. Bien qu’il soit possible de calculer chaque contribution en utilisant les formules
de Stieda [71,4], nous utilisons une approche différente basée sur le calcul direct de la conductivité
transverse en utilisant la formule (BI7).

3.3.2 Approximations de calcul

Le calcul de la conductivité transverse o,,(w), donnée par 1'éq. (BID), suppose que 'on soit
capable de calculer la moyenne sur le désordre d’un produit de quatre opérateurs dont deux d’entre
eux sont les fonctions de Green G du hamiltonien H. Ce calcul étant difficile voire impossible
en pratique, nous remplagons le produit (v,GvyG) par le produit des valeurs moyennes de chaque

La fonction de Green causale (avancée) G dans Despace réel est définie par :
. 6 A — AN ’ ’
zha—H Gx, t;x,t)=0(x—x)d(t—1),

avec la condition G(x,t;x, ') = 0 pour t < t' (voir réf. [79]). La fonction de Green G(e) apparaissant dans 'éq. (ET7)
est la transformee de Fourier temporelle de la fonction de Green G/(x,t;x’,t')
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propagateur. En d’autres termes, nous calculons la conductivité transverse en remplacant (v, Gv,G)
par v, (G)vy (G) dans la formule ([BI7). Nous reviendrons sur cette approximation dans la sec.
ol nous prendrons certaines corrections en compte.

Pour simplifier les notations, nous remplagons la fonction de Green (G) moyennée sur le désordre
par Gy(g) ou leffet des impuretés est décrit par la self-énergie. Bien qu’il soit possible de calcu-
ler les fonctions de Green dans ’espace réel, il est plus simple de faire les calculs dans 'espace
réciproque car celles-ci sont diagonales en k (la moyenne sur le désordre restaure 'invariance par
translation [93]). L’expression finale de la conductivité transverse est donnée par ’équation sui-
vante :

k v, Gicle + hw) v, Gic(e), (3.18)

e’h de d’k
o) = 0 [ 3 e

oul Tr est la trace dans I'espace des spins.

3.3.3 Ordre des limites w — 0 et N, — 0

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement a la conductivité transverse statique o(w = 0)
calculée dans la limite d’un systéme ou la concentration en impuretés et en défauts est faible mais
reste non nulle. Cela inclut aussi la limite ol le systéme est dit «parfaity, c.-a-d. la limite ou la
concentration en impuretés et défauts tend vers zéro (N; — 0).

Le calcul de o, fait intervenir deux limites; la limite statique qui intervient directement dans
I'éq. (BI) par I'intermédiaire de w et la limite IV; — 0 intervenant dans 1'éq. (BI8) par l'intermé-
diaire de la moyenne sur le désordre. L’ordre dans lequel sont prises les deux limites, est important.
Jusqu’a récemment [66,92,87], il était conventionnellement admis que la présence d’impuretés dans
le systéme contribuait a l'effet Hall anormal par I'intermédiaire des mécanismes de side-jump et
skew-scattering, mais ne pouvaient pas étre a l'origine de mécanismes intrinséques contribuant a
Ieffet Hall. En conséquence, la conductivité transverse était calculée en négligeant le terme UI fai-
sant intervenir les états proches du niveau de Fermi car ils sont supposés dépendre unlquement des
impuretés et seul était considéré le terme o’ que I’on obtient en prenant la limite d’un systéme sans
défauts (IV; — 0 puis w — 0). Il faut noter toutef01s que quelques travaux [0, 46, 45,47 prennent
en compte la diffusion des électrons par les impuretés pour le calcul de o par I'intermédiaire des
temps de relaxation intra-bandes et inter-bandes, mais négligent le terme O‘iy

Dans ce chapitre, nous considérons la situation ot le nombre d’impuretés est fini mais faible et
nous calculons la conductivité transverse dans la limite statique. En conséquence, nous considérons
Pordre suivant pour les limites. Nous prenons la limite w — 0 avant de prendre la limite N; — 0.

3.3.4 Contribution des états profonds : Terme topologique

Pour calculer 01 I"nous utilisons la formule (BI8) et nous remplacons la fonction de Green Gy (¢)

(éq. (BIT)) par GO( ) (éq. (BZD0)). En faisant cela, nous négligeons les corrections dues aux impuretés
qui donnent des contributions supplémentaires s’annulant lorsque N; — 0. Nous obtenons donc

2 2
1 e“h d°k de (hk, « 0 hky, o 0
O I oy (2 25 . 1
Ory(W) - /(271_)2 5\ e Gy (e + hw) - + 70 Gy (e) (3.19)
Le calcul de l'intégrale suivant ¢ étant détaillé dans Pappendice A2 nous donnons uniquement le

résultat final : 9 2 2
o M [ P~
( .

ST T 21)? (Bt — Bw)°

(3.20)
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FiG. 3.2: Champ de vecteur n(k) dans ’espace des moments

L’expression précédente, coincide avec l'expression obtenue par Culcer et al [T9] dans la limite
des basses température et peut étre écrite sous une forme faisant intervenir uniquement les densités
d’états au niveau de Fermi. Aprés avoir calculé 'intégrale sur k, nous trouvons que

2
7€ M
UW‘%[

1—I—G(M—M) <1—¥_>] (3.21)

aié peut étre présentée sous une forme mettant en évidence le caractére topologique de cette

contribution. Pour montrer ceci, nous introduisons un vecteur unitaire n(k) défini en chaque point
de ’espace réciproque par :

ak ak M
k) = Lo —-—=, - . 3.22
09 (535 - =365~ 506) 422
En utilisant le vecteur n(k), on montre facilement que le hamiltonien (B3) s’écrit Hy = ex+ A(k)o -

n(k). Le vecteur n(k) définit une transformation de I'espace réciproque vers la sphére unité S?. En
utilisant les éq. (BI9) et [2Z), nous trouvons que la contribution o

I anpit -
y S écrit :
2 2
= —— — E - E — Q) o 9 2
ny 2% (271')2 [f( k,+) f( k, )] € ﬁ’Yn akx aky (3 3)

oll €43 est le tenseur antisymétrique. En utilisant les coordonnées sphériques (¢x6) pour décrire
le vecteur unitaire n(k), il est possible de montrer que

2
U:igl/ = e <f SingkdedeOk—f Sinekdekd90k>
2h \ 1.\ _
2
e
“C i, —a.

(3.24)

ou Ly et L_ sont les images des surfaces de Fermi définies par Ey + = p sur S2. Chaque intégrale
représente I'angle solide 4 délimité par I'image du contour L4 sur la sphére unité S2.

3.3.5 Contribution des états proches du niveau de Fermi

En prenant les équations (BIR) (B1G) (BIH) (voir annexe[A2), nous trouvons que la conductivité
transverse contient un terme additionnel aiy donnant la contribution des états proches du niveau

33
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Q.-

R .-

N

(a) Surface de Fermi (b) Angle solide délimité par la sur-
face de Fermi

FiG. 3.3: (a) Surface de Fermi Ly définie par Ex + = p. (b) Vue de
dessus de l’angle solide délimité par les surfaces de Fermi, représenté sur
la sphére unité S2.

de Fermi :

ol __€2Moz2/ d’k 1 LT
o h (2m)% (Ex 4+ — Ex )2 T_

(R ()Y e

la présence du terme (—3Jf/0¢e) restreint 'intégrale (B20) aux états proches du niveau de Fermi.
Dans la limite des basses températures, I'éq. (B20) devient

2,2
;. eaM T Y+ T -
o= |- E) % (- 5) %) (3:20)

Malgré la présence des temps de relaxation 74 et 7— dans I'éq. (BZ0), aiy ne dépend pas de la
concentration en impuretés contenues dans les systéme. Ceci peut s’illustrer en remplacant les
temps de relaxation 74 et 7_ par leur expression ([BIf). Aprés remplacement, nous obtenons :

o EaPMP (L —¢) { &+ §- }
Ty = 2 Nt v+ ME =] T N v M —e)) B

avec £L = vy /Ay,
La correction aéy peut étre vue comme la contribution des transitions inter-bandes médiées par
les impuretés au voisinage du niveau de Fermi.

3.3.6 Corrections a la conductivité transverse : Corrections de vertex

En remplagant la moyenne sur le désordre (9;G0;G) par v, (G)v, (G), nous négligeons certains
termes de diffusion multiple qui ne sont pas inclus dans le calcul perturbatif de la self-énergie, tels
que les corrections de vertex 7, qui sont du méme ordre que les corrections de self-énergie, c-a-d
en NZ-_1 ou les diffusons et les coopérons qui sont reliés aux problémes de localisation faible [9T122].
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FiG. 3.4: Constante de couplage spin-orbite o* renormalisée par les
corrections de vertex T, calculées a la surface de Fermi pour différentes
positions du niveau de Fermi.

Dans ce chapitre, nous considérons uniquement les corrections de vertex que 1’on notera 7, issues
des diagrammes dits en échelle et négligeons toutes les autres corrections.

Les corrections de vertex 7, apparaissent dans la formule de Kubo par l'intermédiaire d’une
renormalisation de l'opérateur vitesse v,. Ces corrections peuvent étre calculées en utilisant la
formule suivante [30,2] lorsque le potentiel est & courte portée :

d?k
(27)?

Dans la limite w — 0, l'intégrale sur k est non nulle seulement au voisinage du niveau de
Fermi, c.-a-d. pour des énergies ¢ < hTT_ll‘ Cette simplification est justifiée car nous considérons
un systéme ot la concentration en impuretés est petite, ce qui correspond & de grands temps de
relaxation 77). Nous calculons 7;(e,w) en posant ¢ = 0 dans [B28) et prenons 7, = v, lorsque
e # 0.

Dans la limite € — 0,w — 0, il est possible d’écrire 7, = 7,,(¢ — 0,w — 0) sous la forme

Tile,w) = v; + N.V2 / Cr(2) T (2, )G (= + Fuo) - (3.28)

T, = aky + boy, + coy + do, (3.29)

ou a,b,c et d sont des coefficients a priori complexes. En substituant 1'éq. (B29) et (BIH) dans
I'éq. (B28), nous obtenons a = h/m, d =b=10 et
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Fic. 3.5: (a) : O‘iy tracée en fonction de o pour différentes positions
du niveau de Fermi. (b) : aiy en fonction de o calculée pour différentes
positions du niveau de Fermi.
(n—ex)? — M? d’k 9 / ex(p —ex) d’k
c|l— NV = —a |1+ 2N,V 3.30
[ ZOL/ D.D_  (2n)2 R D.D_ (2n)%]’ (3:30)

ou Dy = (i — Ex 4 £ih/271)(n — Ex— £ih/27_).

Apres substitution de 1'éq. (B30) dans 'éq. (B29) puis dans 1'éq. (BIF), nous trouvons que les
corrections de vertex modifient la constante de couplage spin-orbite a pour les états proches du
niveau de Fermi par

-1

_ 42k —ex)? — M? Pk
M:aﬁHMW/&w 23 ]P—MW/W i) (3.31)

D+D_ (27'(')2 D+D_ (27'(')2

Les intégrales de I'éq. (B3] peuvent étre calculées en faisant le changement de variables suivant

% o = [y(eg)dey, avec vo(e) = (m/27h?)0(e) la densité d’états des électrons libres. Nous
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F1G. 3.6: Conductivité totale o5y(c) = ok, (o) + oll(a) calculée pour
différentes valeurs du niveau de Fermi.

obtenons finalement

w::a%+%@ﬁiPwm§£1@+%@ﬁﬂ224}

&1 — &2)? hl'y hI'y
7TNiV02 (1 — 51)2 — M? (n — 52)2 M2 !
X {1 (&1 — &)? [vo(é’l) hT, +1v0(&2) AT, . (3.32)
ol
ma2 m2a4 ma?2
Elp=pn+ 2 + \/ = + 24 = + M2 (3.33)
et

p—E12 — \/M2 +2%‘351,z p—E12 — \/M2 +2%‘351,z
2 (&1 — &) i 2 (&1 — &)

D’aprés les éq. B33) et [B34), les corrections de vertex ne dépendent pas de la concentration en
impuretés contenues dans le systéme. La limite N; — 0 ne pose pas de problémes ici.

Si le niveau de Fermi coupe les deux bandes (cf fig Bl) o*/« tend vers 0 lorsque « tend vers
zéro. Si le niveau de Fermi coupe uniquement la bande de plus basse énergie Fy ., le rapport o*/«
tend vers

FLQ =F (334)

(3.35)
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Deux limites sont possibles :

— Lorsque p — —M, o* /o tend vers 1.

— Lorsque u — M, o* /a tend vers 0.
La dépendance de o* par rapport & « est représentée sur la fig B4l Cette figure montre que le
rapport o dépend assez peu de «, mais dépend beaucoup de la position du niveau de Fermi dans
les bandes. En particulier, la figure B4l montre que o* /a est proche de zéro pour une grande plage
de variation de « lorsque u > M, voire peut changer de signe lorsque « varie. La contribution aiy
décrivant la contribution des états proches du niveau de Fermi, risque d’étre fortement influencée
par les corrections de vertex.

La prise en compte des corrections de vertex dans le calcul de la conductivité transverse est
équivalente pour ce modele a remplacer le produit a? dans expression de ol (¢q. (BZH)) par
aa”. La substitution ne doit pas étre reportée dans ’expression de aﬁ/

donnent une contribution non nulle au voisinage du niveau de Fermi.

car les corrections de vertex

3.3.7 Comparaison des deux contributions

II
zy
M = 0.01 eV et m = myg la masse de I’électron libre. Il faut noter toutefois que la contribution o
dépend uniquement du quotient entre les temps de relaxation intra et inter-bande.

Les figures B3 a et BBb représentent les variations de chaque contribution pour différentes

valeurs du niveau de Fermi. Elles montrent notamment que la contribution aiy peut étre du méme

a été évaluée numériquement pour le jeu de paramétres suivant :

1
Yy

Chaque contribution aiy et o

ordre de grandeur voir dominer Jg. Enfin la fig B0 montre que la conductivité transverse peut
changer de signe suivant la valeur du niveau de Fermi.

3.4 Séparation des différentes contributions de la conductivité trans-
verse

Dans cette section, nous considérons le cas général ou le Hamiltonien H a la forme d’une matrice
diagonale dans une certaine base de fonctions d’ondes. Dans ce cas, la conductivité transverse peut
étre calculée en utilisant la formule suivante

2 2

0y () = % / s—i / Z—ﬂl; 3 G (e ) 0" G, (3.36)
nn mm

ot n,m,m’,n’ sont les indices de bande. Cette formule se déduit facilement en introduisant une

relation de fermeture entre chaque produit d’opérateurs dans la formule de Kubo (BIS).

Pour calculer o,,, nous pouvons utiliser la base des fonctions d’ondes propres du Hamiltonien
Hj et supposer que le réle des impuretés est pris en compte dans le calcul de 'opérateur vitesse par
I'intermédiaire des corrections de vertex que nous considerons uniquement sur une des composantes
de l'opérateur vitesse (par exemple v,) et dans le terme de self-énergie. L’avantage de se mettre
dans la base des fonctions propres de Hy est que la fonction de Green Gﬁ est diagonale dans cette
représentation. Cependant, a cause de la diffusion, la fonction de Green du hamiltonien total H,
contient des éléments non diagonaux issus du couplage induit par le potentiel V entre les différentes
bandes.

Afin de mettre en évidence les différentes contributions de l'effet Hall, nous séparons la somme
sur les différentes bandes apparaissant dans I’éq. (B36), en trois contributions :
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n =m =m’ =n Cette contribution décrit la composante intrabande notée aiz. Elle dépend
explicitement de la concentration en impuretés contenues dans le systéme et fait intervenir
uniquement les états proches du niveau de Fermi.

n =m et n' =m’ Cette contribution, notée aig est induite par les termes non diagonaux des
fonctions de Green perturbées.

n#m,n #m’,m=m'et n=n' Cette contribution, notée aié donne le terme obtenu par
Karplus et Luttinger. Il dépend uniquement de la topologie du spectre énergétique et de la
nature des états propres de Hy.

Il existe un quatriéme terme ou tous les indices sont différents. Ce terme décrit la situation physique
ou plus de deux transitions inter-bandes ont lieu et sera négligé.

3.4.1 Contribution des états proches du niveau de Fermi

Le choix de la base des fonctions propres de Hy implique que la fonction de Green Gﬁ(s) est
diagonale dans cette base, mais n’implique pas que la fonction de Green Gk(e) est diagonale. Les
éléments non diagonaux de 'opérateur de self-énergie sont non nuls a cause des transitions induites
par le potentiel V' entre deux états d’énergie différente. La fonction de Green Gi(e) admet des
éléments non diagonaux couplant ainsi deux bandes d’indices différents.

Contribution des éléments diagonaux de la fonction de Green

Nous nous intéressons dans un premier temps aux contributions des états proches du niveau
de Fermi. Pour calculer la conductivité transverse o,,, nous considérons les termes diagonaux de
l'éq. B30), c-a-d. les termes n = n’ et m = m’. Dans la limite statique, les contributions non
nulles viennent des états proches du niveau de Fermi appartenant a la méme bande (nous devons
prendre n = m). Nous trouvons que :

2
O'ig - thZ/% <_%> (Ur)nn (Uy)nn Tn - (337)

La contribution [B31) est proportionnelle au temps de relaxation des électrons et est semblable
aux contributions originaires du mécanisme de skew-scattering [624]. Cependant lorsque le spectre
énergétique Ep a les symétries k, — —k, ou k, — —k,, 'intégrale (B37) s’annule et la contribution
du skew scattering ne peut exister que par l'intermédiaire d’un mécanisme plus compliqué faisant
intervenir I'interaction spin-orbite induite par les impuretés.

Contribution des éléments non-diagonaux de la fonction de Green

Les éléments non diagonaux de la fonction de Green Gy peuvent se déduire aprés un dévelop-
pement par rapport aux éléments non diagonaux de la matrice de self-energie ;.

0 of f 0 isigne P, (k)
Giean () % Giepa(©) Tl () G (e) = 555 S5,

nn nn' n'n

n#n/,

ol Ty, est le temps de relaxation inter-bande, P,/ (k) est un coefficient déterminé par la forme
spécifique du Hamiltonien, Dy(e) =[], (¢ — Enk + thsgne/27,). E,k est la relation de dispersion
des électrons de la bande n et 7, est le temps de relaxation décrivant les transitions intrabandes
de la bande n.
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Dans le modéle précédent, le temps de relaxation 715 est égal a 7 (éq. Bl et Pio(k) = ak/\.
Il doit étre mentionné que les temps de relaxation 7,/ et 7, sont inversement proportionnels a la
densité et aux éléments de matrices du potentiel créé par les impuretés.

Considérons maintenant les corrections induites par les éléments non diagonaux de Gk(g) en
prenant les termes n = m et n’ = m’ dans I'éq. (B30). Apres intégration de 1'éq. (B38)) par rapport
a € et en prenant la limite w — 0, nous trouvons qu’il existe une seconde contribution 01 b venant
des états proches du niveau de Fermi :

d?k E, ) T Pnn’(k)
2717; /47T2 < o k > (V2 )nn (Vy )iy Fot Tz Bk — B (3.38)

Comme le montre 1'éq. (B331), cette contribution dépend ni de la concentration de la densité d’impu-
retés, ni du potentiel diffuseur, car les temps 7,, et 7,,,,» sont tous les deux inversement proportionnels
a la densité d’impuretés et a 'amplitude de diffusion. Ainsi, le rapport 7, /7., peut étre exprimé
en utilisant uniquement les paramétres de bandes comme dans le cas du modéle développé dans la
sec.

En conséquence, la contribution donnée par I'éq. (B3R]) doit aussi étre identifiée comme un
mécanisme intrinséque, méme si elle a été obtenue en utilisant la diffusion par les impuretés. Ce
résultat est similaire au résultat obtenu avec le mécanisme de side-jump [4] & une différence prés.
Dans le mécanisme de side-jump, le couplage spin-orbite est pris en compte dans le potentiel
décrivant le désordre, tandis qu’il est inclus directement dans le hamiltonien non perturbé Hj.

3.4.2 Contribution des états profonds : terme topologique

La conductivité transverse o, contient un terme supplémentaire O‘ié se déduisant de 'éq. (B36)
par les conditions n # m et n’ # m/. Nous considérons uniquement les éléments diagonaux (m = m/
et n = n') des opérateurs de Green et négligeons les corrections induites par la diffusion des électrons
sur les impuretés. En partant de 'expression (B38]), nous obtenons :

II e h d2k 0 0
Oy = An2 E (V2 )nm Gy (€ + Tw) (Vy)mn Gy (€), (3.39)
n#

ce qui donne aprés intégration sur € et w — 0

Uﬁ/ _ 2h/ ankz )m(?E) E( o)™ (vy)M

m;én

k)’
8_H) (BH )mn

d*k () (giz) —( Oy

- ¢ z = n; e (3.40)
2

— hZ/Zl;fnknk|Vk|nk> (3.41)
2

avec

Ak =—1t <’I’L, k |vk| n, k> ) (343)
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est le potentiel de jauge exprimé dans I'espace des moments et lié a la diagonalisation du Hamilto-
nien Hy. Pour passer de 'éq. (B40) a I'éq. (BAT]) nous avons employé la relation suivante :

(n, k| Gt |m. k)

k k) =
<m’ ‘Vk‘ " > En,k - Em,k

La contribution aﬁ/ est souvent appelée contribution topologique [I6,I760L6TLI7] parce qu’elle
dépend explicitement de la nature des états quantiques |n,k) par 'intermédiaire du potentiel de
jauge A,x. Cette expression de la conductivité transverse a fait 'objet de nombreuses études dont
la plus ancienne remonte au début des années 1950 [[76], mais a été réellement prise en compte
qu’au début des années 80. Enfin, il faut souligner que contrairement a ce que laisse supposer
Pexpression ([B39), la somme sur tous les états occupés peut étre réduite a une somme faisant
intervenir uniquement les états proches du niveau de Fermi [24].

En calculant explicitement le potentiel de jauge A (k) pour le modéle développé dans ce chapitre,
nous trouvons que expression ([BZ0) s’obtient facilement en utilisant I’éq. [BZI)). Les vecteurs
propres de Hy sont donnés par ’expression suivante :

Nk) £ M 1
k,+) = | —%+—7— ia(ky—ik . 3.44
) 2\ (k) ( _—J\(J:I:)\(k)y) > (3.44)

Apreés dérivation de I'expression (B2 par rapport a k; et ky, nous trouvons que le potentiel de
jauge s’écrit :

a

__ oPky
Ai(k) = ( 2*(’0%‘6?“’“)} ) (3.45)
IN(R) [MENE)]

L’expression finale de aié s’obtient facilement aprés avoir calculé le rotationnel de A4 (k) et inséré
le résultat obtenu dans I’éq. (B40). Nous obtenons le résultat final suivant

i AeMo? / Pk f(Eiy) = f(Brx )
oy ) @2 (Bes— B )

ag

qui est bien I'expression recherchée.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons calculé la conductivité transverse en utilisant un modéle de gaz
d’électrons soumis a une interaction spin-orbite de type Rashba. En partant du formalisme de
Kubo, nous avons trouvé que la conductivité transverse contient deux contributions. aﬁ/ décrit
I’ensemble des contributions des différents mécanismes intrinséques et dépend uniquement de la
topologie des bandes d’énergie. L’autre contribution aiy est reliée a la diffusion par les impuretés
mais ne s’annule pas lorsque la concentration en impureté tend vers zéro.

Il faut noter que la contribution des mécanismes conventionnels de 'AHE, c.-a-d. le mécanisme
de side-jump et du skew-scattering, est linéaire par rapport a la constante de couplage o [4]. Pour
ces mécanismes, il faut considérer I'interaction spin-orbite incluse dans le potentiel de diffusion :
i’ Vo - (k x k), ot g est une constante et Vi 1'élément de matrice du potentiel de désordre
est invariante par inversion. On en déduit que les termes linéaires en o’ venant du mécanisme de
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side-jump et du skew-scattering peuvent étre dominants lorsque la concentration en impuretés tend
vers zéro.

Le point essentiel de ce chapitre est qu’il ne faut pas négliger la diffusion par des impuretés
pour le calcul de la conductivité transverse. Dans ce cas, la transition continue vers un systéme
sans défauts n’est possible qu’en prenant la limite w — 0 avant de prendre N; — 0 et I'inversion
des limites brise la continuité entre la limite d’un systéme parfait et un systéme contenant peu
d’impuretés. Ceci ne modifie pas le terme d’origine topologique Ug, mais donne une contribution
supplémentaire indépendante de la concentration en impuretés, qui entre en compétition avec le
terme topologique.
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4.1 Introduction

Diverses avancées théoriques sur l'origine de 'effet Hall anormal ont été proposées ces derniéres
années, grace notamment aux mesures de l'effet Hall anormal dans les manganites, les composés
pyrochlores ou les verres de spin. Ces composés sont caractérisés en général par une aimantation
texturée qui influence drastiquement le déplacement des porteurs de charge. Elle modifie les coef-
ficients de transport qui peuvent avoir une dépendance non conventionnelle par rapport au champ
magnétique appliqué ou la température. Les résultats expérimentaux ne peuvent pas étre expliqués
en utilisant les mécanismes conventionnels tel que le mécanisme de side-jump ou le skew-scattering.

En 1999, Ye et al 48] ont proposé un nouveau mécanisme (que nous appellerons effet Hall topo-
logique dans la suite) pour les manganites faisant intervenir explicitement les variations spatiales
de I'aimantation au voisinage d’une excitation magnétique thermiquement activée. Ils relient la
conductivité transverse a la phase de Berry acquise par les porteurs de charge se déplagant dans
la texture d’aimantation. En 2002, Tatara et Kawamura [29] étudient l'effet Hall anormal des sys-
témes ferromagnétiques désordonnés comme par exemple les verres de spin et trouvent en utilisant
un modéle d’échange local, que la conductivité transverse est proportionnelle a la chiralité de spin

43
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(la chiralité de spin est définie par ((S; x S;)-Sk) ou les moments S; sont les moments des impuretés
magnétiques) dans la limite d’'un couplage local faible entre les impuretés magnétique et le spin
des électrons. Encore une fois la phase de Berry joue un role prépondérant dans ce modéle. Dans
ces deux modéles, le couplage spin-orbite nécessaire pour obtenir une chiralité de spin non nulle
donc un effet Hall non nul.

Afin de pouvoir observer et identifier clairement Ueffet Hall topologique (ou le mécanisme de
chiralité de spin), il faut développer un modeéle dans lequel la texture d’aimantation est connue et
controlable et ol le couplage spin-orbite n’est pas nécessaire pour obtenir un effet Hall non nul.
Pour simuler la texture d’aimantation, nous considérons une distribution de champ magnétique
créée par une nanostructure magnétique. Cette nanostructure est constituée d’un arrangement tri-
angulaire et périodique de nanocylindres magnétiques et est déposée au dessus d’un gaz d’électrons
bidimensionnel, créant ainsi une distribution inhomogéne de champ magnétique. La texture de
champ magnétique dépend uniquement des paramétres géométriques de la nanostructure (période
et forme du réseau) et peut étre modifiée en appliquant un champ magnétique constant de faible
amplitude.

Pour mettre en évidence ’action de la texture magnétique sur la conductivité, nous calculons
02y dans la limite semi-classique. Nous trouvons que la contribution de la texture magnétique a la
conductivité transverse, présente une signature caractéristique identifiable en appliquant un champ
magnétique extérieur.

4.2 Electrons itinérants en présence d’une texture d’aimantation

Pour modéliser I'effet d’une configuration magnétique inhomogéne sur le transport électronique,
nous considérons un modéle dans lequel un gaz d’électrons bidimensionnel évolue en présence d’une
aimantation variant spatialement. Le hamiltonien décrivant ce systéme s’écrit :

H:——T—go'-l\/[(r), (4.1)

ou g est la constante de couplage, m la masse effective de I’électron et o est le vecteur de Pauli.
Pour simplifier le probléme, nous considérons que 'aimantation M(r) est de module constant M
et nous supposons que la direction de l'aimantation, indiquée par un vecteur unitaire n(r), varie
contintiment dans I’espace. Pour résoudre le hamiltonien (1), nous appliquons une transformation
de jauge 7 (r) qui rameéne localement I'axe de quantification du spin le long de la direction de
I'aimantation (cf fig E2). Cette transformation de jauge transforme le deuxiéme terme de I’éq. (1))
en 7T(r) [n(r) - o] 7 (r) = 0..

L’expression de la transformation 7 (r) se déduit en imposant un axe de rotation u(r) perpendi-
culaire & z et n(r) ; 'angle de rotation est défini par cos @ = n, (voir appendice [d). Nous obtenons

finalement
) — L i Z,ny(r) Oz — Ng(r) oy
T()_ﬂ< 1+n,(r)+ e > (4.2)

ol n; avec i = x,y, z sont les composantes du vecteur unitaire n(r) et o; avec i = x,y, z les matrices
de Pauli.

En appliquant la transformation (E2) au hamiltonien (BT, nous trouvons que le hamiltonien
transformé s’écrit :

M= <§ _ ;A(r)>2 _yMo, (4.3)
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<\ 1/
)-’ )—» )_, axe global de quantification du spin

7(r)

‘\< )_> \( axe local de quantification du spin

Fi1G. 4.1: Principe de la transformation 7T (r). 7 (r) permet de passer
d’un systéeme ou le repére décrivant l'aze de quantification du spin est
global (toujours orienté vers l'aze Oz), a un repére tournant ou l’axe
local Oz suit la direction de l’aimantation en chaque point de l’espace.

ol ¢pg = h/e est le quantum de flux. Ce Hamiltonien décrit I’évolution d’un électron en présence
d’un champ de jauge non abélien [27]

0
or
dépendant des matrices de Pauli. Les composantes du champ de jauge A(r) se calculent & partir

des équations (E4) et ([E2) :

A(r) = —27miggT (r) =7 (r), (4.4)

A;(r) = 17:_¢;)L {02 [z Oiny — 1y Oiny]
+0, [(1 4+ n;)diny — ny Oin,]
—0y [(1 + nz) Oing — Ny alnz)]} ) (45)

avec 1 = x,y dans cette expression.

4.3 Calcul de la conductivité transverse dans I’approximation adia-
batique
4.3.1 Approximation adiabatique

Le hamiltonien (E3) peut étre récrit sous une forme mettant en évidence les différents termes
de couplage entre les électrons de méme spin et de spin opposé. En développant 1'éq. (3] par
rapport & A(r), nous obtenons

2 7 2 -
H = —h—. <g - —a(r)az> +V(r)-V(r)—gMo,, (4.6)

ou
avec i = x, v, (4.7)
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est un potentiel vecteur effectif aussi appelé potentiel de jauge, et

h2
V) = g (A7) 4 (A%)?)

= — ) (9’ (4.8)

V(r) est un potentiel scalaire effectif venant des termes proportionnels aux matrices 0925 et 05.
L’avant-dernier terme de 1'éq. (EEH) s’écrit :

- . R? . o d ., o 0
Vir) = 22m¢0 <<A (r) - ar + o A (r)) Oy + <Ay(r) e + o -Ay(r)> 0y> , (4.9)
ou
AT = 17:?%2 [(1+n,) diny —ny in.] (4.10)
AV = — 17:_¢SLZ [(1+n;)0ing —ng Oing], (4.11)

et i = x,y. V(r) est un potentiel de spin-flip.

L’approximation adiabatique peut étre appliquée pour résoudre le hamiltonien (B3] lorsque
le potentiel effectif f/(r) a une valeur moyenne spatiale petite devant I’énergie de séparation des
bandes de spin opposés (c’est compatible avec la définition donnée dans la sec. ZZ3)). En d’autres
termes, le spin de I’électron s’oriente parallélement & la direction de ’aimantation en chaque point
de 'espace et toute déviation par rapport au vecteur n(r) est pilotée par l'intensité du potentiel
effectif f/(r) En faisant 'approximation adiabatique, nous négligeons les déviations de la direction
du spin de I’électron par rapport a ’aimantation.

Pour que cette approximation soit valide, il faut que

— la direction de 'aimantation varie lentement dans ’espace,

— la séparation entre les bandes de spin opposé doit étre aussi grande que possible (le gaz de

porteurs doit étre fortement polarisé).

D’aprés expression (BE), le potentiel effectif V(r) est proportionnel a 'opérateur P-(A®(r)o, +
AY(r)o,) o P = —ih% est Pimpulsion de la particule. La valeur moyenne (V (r)) peut s’écrire
en premiére approximation comme le produit des valeurs moyennes de P et des composantes du
potentiel de jauge A proportionnelles & o, et oy. (P) ~ hkp (hkp est 'impulsion d’un électron
au niveau de Fermi et ep est 1'énergie de Fermi) tandis que la valeur moyenne des composantes
A”(r) et AY(r) est proportionnelle a 'inverse d’une distance &. £ est définie ici comme la distance
moyenne séparant deux points ou l'aimantation passe de la direction +z & la direction —z. Aprés
regroupement, nous obtenons finalement

hkp
Vi) ~ T (4.12)
En notant ¢y I’énergie de splitting Zeeman séparant les bandes d’électrons de spin opposé, nous
obtenons le critére d’adiabaticité suivant

(Var) EF

A pr— pr—
€0 eokr§

<1. (4.13)
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Lorsque le critére d’adiabaticité (EI3) est vérifié, le hamiltonien effectif () se simplifie et
s’écrit :

N K2 ; 2
H=—— <2 S a(r)az> +V(r) —gMo,, (4.14)
ot a;(r) et V(r) sont donnés par les éq. (1) et ([F]). Le Hamiltonien effectif étant diagonal dans

I’espace des spins, nous pouvons traiter séparément les électrons de spin T et | et définir deux
champs fictifs pour chaque bande électronique :

bi(r) = orota(r) = —QZ)—:GWAnu%nV@yn)\ et e(r) = =V, V(r), (4.15)
avec 0 = +1 pour les électrons de spin T et ¢ = —1 pour les électrons de spin |. Les champs définis

par I'éq. (I b (r) et e;(r) jouent le role d’un champ magnétique et d’un champ électrique respec-
tivement. Afin de différencier les différents champs intervenant dans le probléme, nous appellerons
le champ de jauge b(r) champ topologique.
Les conséquences physiques des champs fictifs b (r) et e;(r) sont les méme que leur analogue
électromagnétiques et peuvent étre classés en deux catégories :
— Les effets locaux tel que la force de Lorentz [05] qui est responsable entre autre de effet Hall
classique.
— Les effets non locaux tel que l'effet Aharonov-Bohm [96] et les courants permanents. Ces
effets sont purement quantiques et nécessitent d’avoir une cohérence de phase contrairement
au premier cas.

4.3.2 Calcul de l’effet Hall

Dans 'approximation adiabatique (I3, le hamiltonien initial (1) se transforme en un ha-
miltonien effectif (EI4]) décrivant le mouvement d’'un électron sans spin en présence de champs de
jauge by(r) et e;(r) jouant le role de champ magnétique et de champ électrique. Les deux champs
be(r) et e;(r) exercent une force locale sur I’électron qui est similaire a la force de Lorentz [95]. 11
est donc possible d’obtenir un effet Hall dérivant directement de la présence des deux champs by (r)
et e (r).

Pour calculer 'effet Hall, nous faisons les hypothéses suivantes :

— nous traitons le transport électronique en utilisant ’équation de Boltzmann,

— nous considérons uniquement la valeur moyenne du champ topologique bi(r). La valeur
moyenne du champ topologique est calculée en s’appuyant sur une surface S délimitant une
région de l'espace ot l'aimantation varie significativement (si I’aimantation est périodique, la
surface S sera alors la maille élémentaire du réseau magnétique).

— nous considérons 'effet des impuretés par 'intermédiaire d’un temps de relaxation 7 | dé-
pendant du spin.

— nous négligeons le potentiel scalaire V (r) qui est supposé ne pas affecter significativement le
transport électronique dans ’approximation adiabatique.

La validité des hypothéses deux et quatre seront discutées un peu plus loin.
Dans I'approximation semi-classique, o4, est donnée par la formule de Drude [67]

Lonperrht wlbieg

! Mmoo L (wltg,)?

ol (4.16)



48 CHAPITRE 4. EFFET HALL TOPOLOGIQUE

ol
Wit =7 ¢ by(r)ds, (4.17)
m.Js
est la pulsation cyclotron des électrons de spin T (0 = +1) et | (0 = —1). 77 | et ny | sont les temps

de relaxation et les densités d’électrons de spin T et |.
Dans la limite des champs faibles (w. — 0), la conductivité transverse pour les électrons de spin
1 et | s’écrit [67,B30] :

TLTSST%

o, = 2 f{ by(r)dS (4.18)
n e 7_

La conductivité transverse totale, donnée par la somme de chaque contribution, varie linéairement
avec la valeur moyenne du champ topologique.

Opy = O g+ ol (4.20)

La valeur moyenne du champ topologique b:(r) peut étre reliée a la phase de Berry acquise
par un électron se déplagant le long du contour délimitant la surface S. Comme indiqué dans le
chapitre B la phase de Berry est donnée par la relation :

2
= o— -dl
s Uqbo jia(r)

= aQifbt(r)-dS
S

g

- ¢ 7{ €t Dty Dy dS

S
Q(C
= a(—), (4.21)
2
ot1 C est le contour image sur la S? du contour délimitant la surface S et ¢ = % (+ pour les spins T,
— pour les spins |). D’aprés 1'éq. (ZI)) il existe une relation simple entre la conductivité transverse
et la phase de Berry induite par la texture magnétique.

4.3.3 Cas non-adiabatique

Lorsque I'approximation adiabatique donnée par I’éq. (EEI3) n’est plus respectée, les termes de
spin-flip ne peuvent plus étre négligés et doivent pris en compte dans le calcul du transport et
du champ topologique. Il faut donc résoudre le Hamiltonien en traitant les termes de spin-flip
perturbativement par exemple.

4.4 Structure modéle

Jusqu’a récemment, tous les modeéles discutés dans la littérature ot 'effet Hall anormal est
induit par une texture de spin [A8[I00,29/&9], considérent une texture de spin a I’échelle atomique.
Ce mécanisme est difficile & observer expérimentalement car la contribution de la texture de spin
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(a) Schéma de principe (b) Nano-structure magnétique

nanostructure magnétique

Gaz d’électrons

(c) Définition des distances caractéristiques

Fic. 4.2: (a) Structure magnétique composée d’un arrangement tri-
angulaire de mano-cylindres de fer placé au dessus d’un gaz d’électrons
2D. (b) Exemple d’un arrangement triangulaire de nano-cylindres ma-
gnétiques en Ni dans une matrice d’alumine [49]. (¢) Schéma définissant
les différents parameétres géométriques. a est la période du réseau et d est
la distance séparant le gaz d’électrons de la nano-structure magnétique.
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est difficile & controler et est masquée par les contributions dues au mécanisme de side-jump et de
skew-sattering.

Récemment, nous avons proposé de mesurer I'effet Hall anormal dans des systémes ot la texture
de spin est créée artificiellement ; en utilisant une structure magnétique constituée d’un arrangement
triangulaire de nano-cylindres en fer placée au dessus d'un gaz d’électrons 2D [68]. Le schéma de
cette structure magnétique est représenté sur la fig Ce systéme a plusieurs avantages liés
d’une part & la nano-structure magnétique et d’autre part a l'utilisation d’un gaz d’électrons. Il
est possible de controler la topologie et 'amplitude du champ magnétique B(r) en jouant sur les
paramétres géométriques tels que la période et/ou la forme du réseau. D’autre part, I'utilisation
d’un gaz d’électrons permet de s’affranchir (dans une certaine mesure) du couplage spin-orbite qui
est responsable des mécanismes de side-jump et de skew-scattering.

Le but de cette section est d’étudier les propriétés magnétiques de cette nano-structure et de
calculer le champ topologique induit dans le gaz de porteurs. o, est calculée en fonction d’un
champ magnétique extérieur et quelques estimations de Iamplitude des champs magnétique et
topologique sont données.

4.4.1 Caractérisation de la distribution magnétique

Lorsque 'aimantation de chaque nanocylindre est orientée dans le méme sens, le réseau de nano-
cylindres crée une distribution de champ magnétique périodique dont la période et ’amplitude sont
contrdlables a partir des paramétres géométriques de la structure magnétique. Les paramétres de
cette structure sont d, la distance séparant le gaz d’électrons de la nano-structure magnétique, a
la période du réseau et p le taux d’occupation qui est donné par le rapport entre la section d’un
nanocylindre et la surface de la maille élémentaire (voir fig L2¢). Sauf mention explicite contraire,
I'unité de distance choisie est la période du réseau.

Le champ magnétique créé par un cylindre magnétique peut étre calculé en utilisant ’analogie
avec les charges électriques. Le cylindre est remplacé par deux disques uniformément chargés espacés
d’une distance h. Il est donc égal au champ magnétique créé par les deux disques de charge opposée :

B.(z,y,2) = By(z,y,h + z) — Bj(z,y, z), (4.22)

avec B, le champ magnétique créé par un cylindre magnétique de rayon r et B, le champ ma-
gnétique créé par un disque de rayon r uniformement chargé placé en z = 0. Les expressions de
Blj(x,y, z) peuvent étre obtenues analytiquement [20]. Le champ magnétique total est donné par :

B(z,y, 2 Z Be(2 — i,y — i, 2), (4.23)

ou R; = (z,y;) est un vecteur du réseau direct. Un probleme subsiste et est li¢ a I’évaluation de la
somme sur le réseau direct. Pour résoudre ce probléme, nous faisons les approximations suivantes :

— Le réseau de disques placé a la hauteur h est remplacé par un plan uniformement chargé de
méme signe,

— pour tenir compte des effets de bord, nous prenons en compte tous les disques situé dans un
rayon R et remplagons les disques extérieurs par une distribution uniformement chargée de
méme signe.

La distribution de champ est donc donnée par :

B(:Z:7y7 ) Bd z, Y,z Z Bd muy_yhz)' (424)
|IR;|<R
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(c) Profil de B.(r)

Fi1G. 4.3: (a,b) composante B, du champ dipolaire (en poM ) créé par un
réseau triangulaire de nanocylindres magnétiques calculée pour un facteur
de remplissage p = 0.5 et d = 0.2 (figure a) et dy = 0.02 (figure b). Les
lignes continues noires indiquent les lignes de champ magnétique B,(r) =
0. (c) profil de la composante B,(r) calculée dans la direction y = 0
pour di = 0.02 et do = 0.2. £ est la distance caractéristique séparant
deux points ot le champ magnétique est de direction opposée. Cette figure
montre que la distance £ dépend fortement de d et est d’autant plus petite
que d est petite.
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(a) z=0.2a (b) 2=0.02a

Fi1G. 4.4: Champ topologique (en unité de ¢o/S) créé par un réseau
triangulaire de nanocylindres magnétiques pour un tauzx d’occupation de
p=1/2.

Le rayon R est un paramétre ajustable qui s’obtient en étudiant la convergence du champ magné-
tique B par rapport a R.

Sur la fig est représentée la composante z du champ magnétique créé par le réseau de
nanocylindres magnétiques pour une distance d de 0.02 (fig. E3kb) et 0.2 (fig. E3la) et un rapport
p = 0.5. Nous voyons sur la figure que 'amplitude du champ magnétique diminue rapidement
lorsque la distance d augmente. En fait, il est possible de montrer que les composantes de Fourier de
la distribution magnétique décroissent exponentiellement avec la distance [851[]. Lorsque la distance
d séparant la nanostructure magnétique du gaz d’électrons est petite, ’amplitude et le nombre de
composantes de Fourier seront plus importants. Les variations spatiales du champ magnétique
sont plus rapides (voir fig E3kc (ligne continue)) et la distance moyenne de variation du champ
magnétique £ est plus petite. Le critére d’adiabaticité peut donc ne pas étre vérifié lorsque d est
trés faible méme si 'amplitude du champ magnétique est importante.

Si d augmente, seules les premiéres composantes de Fourier sont importantes et les variations
du champ magnétique deviennent plus réguliéres (voir fig EE3tc (ligne pointillée)). £ augmente et
devient proche de la demi-période du réseau pour une distance d suffisamment grande (typiquement
pour d = 0.2 a). Par contre, 'amplitude du champ magnétique est moins élevée donc Iénergie de
splitting Zeeman est plus faible et le gaz d’électrons est moins polarisé, facteur sur lequel il est
possible jouer en choisissant convenablement le semiconducteur et le type de porteurs.

En prenant des nano-cylindres en fer (ugM ~ 2 T), une période a = 100 nm et un facteur de
remplissage p = 0.5, nous obtenons une amplitude de champ de 'ordre de 0.5 T pour une distance
d de 2 nm et de I'ordre de 0.2 T pour une distance d de 20 nm. Comme l'indiquent les estimations,
I’amplitude du champ magnétique est relativement faible, ce qui veut dire que le gaz d’électrons
ou de trous sera faiblement polarisé en spin si le semiconducteur choisi est non magnétique.

4.4.2 Calcul du champ topologique et du potentiel effectif

Nous avons calculé numériquement le champ topologique b;(r) [EIT) et le potentiel scalaire ([EH])
dans la limite adiabatique pour la distribution magnétique considérée plus haut.
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Fi1G. 4.5: Potentiel scalaire effectif (ﬁ—g} calculé pour deux valeurs dif-
férentes de la distance séparant le gaz de porteurs de l’arrangement de
nanocylindres magnétiques. le taur de recouvrement est égal a 0.5. La
valeur moyenne (V(r)) du potentiel scalaire est de 1 meV (amplitude
d’environ 2.63 meV) pour d =20 nm et (V(r)) = 1.36 meV (amplitude
d’environ 7.3 meV) pour d = 2 nm et une période de 100 nm dans cha-
cun des cas. Pour calculer la valeur moyenne nous avons pris la masse
de l’électron dans GaAs.

Le champ topologique est représenté sur les deux figures E4la,b pour le méme jeu de paramétres
que précédemment. L’amplitude de b;(r) est de l'ordre de 2 T avec une valeur moyenne de l'ordre
0.48 T pour d = 20 nm et une période de 100 nm (fig EZla). Elle augmente lorsque la distance d
diminue (nous obtenons une amplitude de Pordre 4.5 T pour d = 2 nm) mais le flux traversant une
maille élémentaire reste constant et égal & 0.48 T. Comme nous le verrons un peu plus loin, le flux
du champ topologique b;(r) ne dépend pas des paramétres géométriques du réseau.

Le potentiel scalaire V(r) est représenté sur la fig EE0] pour le méme jeu de paramétres que
précédemment. En considérant un gaz d’électrons avec une masse effective de 0.06 m, (0.06m, est
la masse effective d’un électron dans GaAs) nous obtenons une moyenne du potentiel effectif de
l'ordre de 1 meV pour d = 20 nm et de 1.36 meV pour d = 2 nm tandis que 'amplitude est de
lordre de 2.63 meV pour d = 20 nm et de 6.5 meV pour une distance d = 2 nm. En comparant
I'amplitude du potentiel effectif au niveau de Fermi e calculé pour une concentration typique de
no = 101 em™2 (ep ~ 8 meV), nous trouvons que 'amplitude du potentiel effectif est du méme
ordre de grandeur que le niveau de Fermi. Cela veut dire que ’approximation faite dans la sec. 2321
n’est pas valable dans le cas présent.

En comparant le potentiel effectif (fig EEX) et le champ topologique (fig EEl) qui est a l'origine
de l'effet Hall , nous remarquons que les régions ot le potentiel effectif est maximum sont corrélées
aux régions ou le champ topologique est aussi maximum. Le potentiel effectif V(r) > 0 étant
répulsif, 'effet Hall induit par le champ topologique sera moins important parce que les électrons
ne pourront pas explorer les régions ou I'amplitude du champ topologique est importante. Ceci ne
remet pas en cause I’approximation adiabatique, mais un calcul plus précis de la conductivité doit
tenir compte du potentiel V(r) et des inhomogénéités du champ topologique.
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D C D C
r—c—0
périodicité
D = +
C
*—> 0
A B A B
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F1G. 4.6: D’apres le théoreme de Stokes, ¢ bidS = §,a - dl. La surface
que nous considérons ici est la surface délimitée par la maille élémentaire
ABCD du réseau triangulaire. Le contour délimitant cette maille est
orienté dans le sens A — B — C — D — A. lintégrale le long du
contour C est décomposable en une somme d’intégrales calculées le long
des segments [A, B, [B,C] [C, D] et [D, A]. Enfin les intégrales le long de
[A,B] ([B,C]) et [C,D] (ID, A]) sont de signe opposé car ces segments
sont tous équivalents par translation du réseau.

4.4.3 Propriétés du champ topologique

Il existe plusieurs méthodes pour calculer le flux ¢; du champ topologique traversant la maille
élémentaire du réseau triangulaire. La premiére méthode consiste a calculer le champ topologique
b:(r) numériquement puis ensuite calculer le flux de b;(r) traversant la maille élémentaire du réseau.
Cette méthode est pratique pour calculer le flux du champ topologique sur une surface quelconque
par exemple. La deuxiéme méthode utilise la construction dite de Berry, qui consiste & calculer
I’angle solide délimité par le contour bordant la maille élémentaire dans ’espace des paramétres du
hamiltonien (la sphére unité S? pour le cas qui nous intéresse). Elle permet entre autre de montrer
que ¢y est quantifié et que le nombre de quantum de flux traversant la maille élémentaire notée
S dans la suite, dépend uniquement du nombre de régions délimitées par les contours Beyy = 0
contenues dans une maille élémentaire et du signe de la composante B, du champ magnétique total
a l'intérieur de ces régions.

Quantification du flux topologique sur une maille élémentaire

Pour calculer le flux ¢; traversant une maille du réseau triangulaire, nous définissons le parcours
délimité par les segments joignant les points A, B,C et D placés au noeuds du réseau (fig EL6) et
nous orientons le parcours en tournant dans le sens trigonométrique. En utilisant le théoréme de
Stokes, il est possible d’écrire

by = 7{ by dS = j{a.dl mod gy, (4.25)
S C

ou a(r) est donné par 1'éq. [T et relié a by(r) par 'éq. (EELF). L’intégrale curviligne (EEZH) le long
du contour C se décompose en une somme de quatre intégrales

j{a~dl:/_)a‘dl+/ﬁa-dl+/_}a-dl+/_}a~dl mod ¢y, (4.26)
c AB BC CD DA
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ot la notation AB indique que le segment [A, B] est orienté dans le sens A vers B.

La périodicité du réseau implique que

— Les points A, B,C et D sont équivalents par translation d’un vecteur du réseau direct donc
la direction du champ magnétique B(r) est la méme en chaque noeud du réseau (les points
A, B,C et D sont confondus dans I'espace des paramétres de 'opérateur H).

— Tout déplacement le long du segment [A, B] est équivalent a un déplacement sur le segment
[D, C]. En d’autres termes, chaque point du segment [A, B] admet une image sur le segment
[D, C] par translation d'un vecteur du réseau direct.

— Les intégrales curvilignes le long de A—B> et C’—D> sont de signe opposé (le segment [C, D] se
déduit du segment [A, B] par une translation d’un vecteur du réseau direct). Il en est de
méme pour les intégrales curvilignes le long de B—C>’ et DA.

En utilisant toutes les propriétés citées précédemment, nous obtenons le résultat final suivant

¢¢ = 0mod ¢y, (4.27)

montrant que le flux du champ topologique est quantifié.

Détermination du flux topologique traversant une maille élémentaire

Le raisonnement précédent montre que le flux ¢; est quantifié, mais il ne donne pas le nombre
de quantum de flux traversant la maille élémentaire S.

Pour déterminer le nombre de quantum de flux traversant une maille élémentaire, il faut dé-
terminer les régions délimitées par les lignes de champ magnétique B, = 0 et le signe de B,(r)
a lintérieur de chaque région (nous dirons par abus de langage qu’une région est de signe positif
lorsque B, > 0 a l'intérieur de cette région). Comme expliqué dans appendice [Bl chaque région
contribue pour +¢g au flux topologique total, le signe + dépendant du signe de B,(r) a U'intérieur
de chaque région. Le flux topologique traversant une maille élémentaire est donc égal au nombre
de régions ou le signe de B, est positif moins le nombre de régions ot le signe de B, est négatif.

En appliquant cette régle a la configuration magnétique étudiée dans ce chapitre, nous trouvons

que ¢y = +¢o.

4.4.4 Relation entre le flux ¢; et le nombre de singularités de a(r)

Pour calculer le flux ¢; a travers une maille élémentaire, nous avons employé le théoréme
de Stokes afin de tranformer l'intégrale curviligne de a(r) au flux du champ topologique b;(r)
modulo ¢g. En fait le théoréme de Stokes ne peut pas étre appliqué directement car a(r) admet des
singularités contenues dans le contour délimitant la maille élémentaire. Dans ce cas, la circulation
de a(r) le long d’un contour C s’écrit :

%a(r) -dl = j{ be(r)dS + N ¢y, (4.28)
C S

ot C est un contour quelconque A un entier relatif dépendant des singularités contenues dans C et
S la surface s’appuyant sur C.

Pour démontrer ce résultat, nous faisons le raisonnement suivant. Nous considérons un contour
C et une surface S bordée par C. Nous supposons de plus qu’il y a une singularité en un point
quelconque de S. La surface S peut étre décomposée en un disque D centré au point ou a(r) est
singulier et S" = S\D, la surface S privée du disque D (cf figlER). Pour tout r € S’ a(r) et b(r)
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FiG. 4.7: Composante z du champ magnétique et lignes de champ défi-
nies par Begt + B, (r) = 0 calculées pour différentes valeurs de Beyy. (a)
Byt < Bi. les lignes de champ magnétique B, + Bey: = 0 sont absentes
et ¢ = 0. (b) By < Beyt < Ba, les lignes de champ B, + Bey = 0
forment un réseau triangulaire. La région délimitée est de signe positif et
¢t = +¢o. (¢)Ba < Beyt < Bs les lignes de champ B, + By = 0 forment
le réseau dual du réseau triangulaire. Les régions délimitées sont de signe
B, <0 et ¢y = —2¢¢. (d) B3 < Bey les lignes de champ B, + Begy = 0
disparaissent et ¢ = 0
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Fi1G. 4.8: Surface S quelconque contenant une singularité. Pour calculer
le flux de by a travers cette surface, nous décomposons celle-ci comme la
somme de deuz surfaces, S’ = S\D et d’un disque D. L’orientation de
chaque surface est indiquée par une fleche.

sont continus et dérivables. Le flux de b:(r) & travers S’ peut donc étre calculée en utilisant le

théoréme de Stokes. Nous avons
j{ a-dl :j{ bi(r)dS, (4.29)
aS/ !

ou 95’ sont les bords de S’. L’intégrale curviligne de a(r) le long de 95’ est égale a

j{ a-dl:f.a-dl+}1{ a-dl, (4.30)
a5’ C oD

avec 0D le contour du disque D. L’orientation du contour 9D est indiquée sur la figlL8 En utilisant
I'éq. et I’éq. 230, nous obtenons

f{ a(r) 1= ¢ b(r)dS— ¢ a-dL (4.31)
C

S’ oD

L’intégrale curviligne de a(r) le long de 0D peut se calculer en utilisant la paramétrisation suivante :

n = (ng, = pcosf,n, = psinb,n, = —\/1 — p?), (4.32)

avec 0 € [0,27] et p € [0, R] ou R est le rayon du disque D. Nous trouvons dans ce cas que

1 Ny OpNy — Ny Opy 1o R2 B
7{913 ViET ( ne By — 1 Oy > -dl = 5/0 Tl = AR, (433)
ou f(R) est une fonction réguliére tendant vers zéro lorsque R — 0. En conséquence, en prenant
la limite R — 0 nous trouvons que
— le flux du champ topologique b:(r) & travers S’ tend vers le flux du champ topologique a
travers S (S’ — S lorsque R — 0),
— la circulation de a(r) le long de D tend vers +¢q lorsque R — 0,
— l'intégrale curviligne de a(r) le long de C est donnée par

i a-dl = 7{9 by(r)dS + ¢y, (4.34)

le signe étant donné par le signe du champ topologique au voisinage de la singularité.
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Fi1G. 4.9: Composante B, du champ magnétique. La maille élémentaire
est indiquée par les traits pointillés noirs et les singularités de a(r) sont
localisées au voisinage des signes + et — indiquant le signe du champ
topologique.

Pour calculer le flux du champ topologique & travers une maille élémentaire délimitée par le
contour C, il suffit de déterminer le nombre de points o le champ magnétique pointe dans la
direction du pole sud et de regarder le signe du champ topologique dans le voisinage immédiat
de chaque singularité. Dans le cas de la fig., 'intégrale curviligne de a(r) le long de C est égale
a zéro. La distribution magnétique considérée a cinq points par maille élémentaire ot le champ
magnétique pointe vers le pole sud (cf fig. E9). Le champ de jauge a(r) étant singulier en ces
points, il faut tenir compte de ces singularités pour calculer le flux ¢;. Nous trouvons dans ce cas
que trois singularités ont une contribution négative et que deux singularités ont une contribution
positive. En conséquence, nous trouvons que

jia ~dl = fgbt(r)ds — ¢p. (4.35)

En utilisant le calcul précédant montrant que l'intégrale curviligne de a(r) le long de la maille élé-
mentaire est nulle, nous obtenons le résultat obtenu précédemment par construction géométrique :

¢y = 0.

Effet d’un champ magnétique extérieur

L’application d’un champ magnétique constant selon l'axe Oz déforme les lignes de champ
B, =0.

1. Si le champ extérieur appliqué est négatif, les lignes de champ B, + B, = 0 se déforment
jusqu’a former un point puis disparaissent pour une valeur donnée de B, = By (fig ).
Pour Beyt < By, B, + Bext garde un signe constant et ¢; est égal a 0.

2. Pour Beyxt > Bj, les lignes de champ B, 4+ By = 0 se déforment et se touchent pour une
valeur donnée de B.,; = By (figllb). Le champ magnétique total a une composante suivant
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Oz qui est positive & I'intérieur de la région délimitée par B, + B, = 0. Dans ce cas, le flux
¢ est égal & ¢y = +¢g car il y a une région par cellule élémentaire.

3. Enfin, si Beyt > By alors les lignes de champ B, + B+ = 0 changent de topologie. Les régions
délimitées par B, + B, = 0 se répartissent sur le réseau dual du réseau triangulaire (lignes
continues sur la fig 7 c) puis disparaissent au dessus d’une valeur B3 du champ extérieur. Il
est simple de voir que le flux ¢, est égal & —2¢q lorsque B € [Ba, B3] et est égal a zéro pour
B..t > B3 (ﬁg E:Zl-d)

L’amplitude des différents champs critiques B, Bs et Bs a été estimée pour la distribution
magnétique précédente. En prenant les méme parameétres, nous trouvons que B; ~ —0.2 T, By =
0.09 T et B3 =02 T.

O2y(Bext) contient deux termes venant du champ topologique b; et du champ magnétique exté-
rieur Beyt. Le premier terme est donné par le couple d’équations (EEZOEEZT]) tandis que le deuxiéme
terme est 'effet Hall normal induit par le champ extérieur. En champ faible, la composante induite
par le champ magnétique extérieur est linéaire tandis que la composante topologique (induite par
le champ b;) varie proportionnellement au flux ¢ (Bext) qui est une fonction discontinue de Beyt. La
conductivité transverse totale varie linéairement par rapport & Beyt et présente des discontinuités
induites par les variations de ¢; ayant lieu a des valeurs précises de Beyi. Ces variations de o, sont
schématisées sur la figure EET01

Dans un cas réel, les variations de la conductivité transverse au voisinage des champs magné-
tiques B1, By et Bg sont arrondies car le critére d’adiabaticité n’est pas vérifié au voisinage de ces
points (le module du champ magnétique s’annule en certains points de l’espace). Néanmoins, les
variations de la conductivité transverse permettent d’identifier le mécanisme de chiralité de spin
sans ambiguité.

4.4.5 Choix du semi-conducteur

Les résultats obtenus dans les sections précédentes supposent que ’approximation adiaba-
tique (EEIO) est applicable. Pour qu’elle soit valable, il faut un splitting Zeeman important et
une faible densité de porteurs de charge. Le premier paramétre est fortement influencé par le choix
du semi-conducteur et le type de porteurs de charge. Il est possible d’employer des semi-conducteurs
magnétiques dilués et de remplacer le gaz d’électrons par un gaz de trous car les constantes
d’échange pour les trous sont plus grandes que pour les électrons dans les semi-conducteurs tel
que Cdy_,Mn,Se ou Zny_,Mn,Se.

Pour estimer le champ topologique agissant sur les trous, nous utilisons le hamiltonien de
Luttinger [38]

K2 5
H, = 5 [(M +3 72> V2 - 29T - V) 4+ E.p J-n(r), (4.36)

ol Jy—z y,» sont les matrices de moment angulaire J = 3/2, v1 et 72 sont des paramétres dépendant
de la structure de bande, m, la masse de I’électron libre, n(r) le vecteur pointant dans la direction
du champ d’échange agissant sur le gaz de trous et E., la valeur moyenne du champ d’échange
créé par les impuretés magnétiques,

Bey = —JSzNoS3 Bs(gLupB/kpT), (4.37)

0O la constante d’échange, S le moment magnétique de 'impureté, x Ny la concentration d’atomes
magnétiques, Bs(z) la fonction de Brillouin modifiée et g, le facteur de Landé effectif de I'atome
magnétique.
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Fi1G. 4.10: Schéma de variation de la conductivité de Hall en présence
d’un champ magnétique extérieur appliqué suivant la direction z. agy est
la conductivité de Hall lorsque le champ topologique a un flux par maille
élémentaire égal ¢g. Sur la figure de droite sont représentées les lignes de
champ B, + Beyt = 0 correspondant aux différentes valeurs du flur du

champ topologique.

Le champ topologique b; pour des trous décrits par 'hamiltonien EE36] s’obtient en appliquant
la transformation T'(r) = exp (iJ - 2(r)/2), ou Q(r) est le vecteur rotation [3]. En supposant que
le splitting d’échange induit par les impuretés magnétiques est fort, nous trouvons que le champ
topologique et le potentiel scalaire pour des trous dans la bande de valence, sont proportionnels &
J et sont donnés par les mémes formules (LI0) et () que pour électrons a un facteur trois prés.
Apreés avoir appliqué la transformation 7'(r) sur le hamiltonien EE2ZT] et en se limitant aux trous de
spin J, = —3/2, nous obtenons le méme hamiltonien que pour les électrons avec —1/m remplacé
par 1/m* = (v1 +72)/mo.

Le splitting Zeeman dans les semiconducteurs peut étre assez grand pour que le gaz de trous soit
complétement polarisé sous un champ magnétique de 0.2 T. Pour voir ceci, nous faisons quelques
estimations du couplage d’échange F,, en prenant Nyo3 = —1.2 eV, qui est 'amplitude typique de la
constante d’échange dans différents semi-conducteurs (Cd;_,Mn,Se, Zn;_,Mn,Se) et une densité
d’impuretés magnétiques x = 0.05. Pour un champ magnétique de 0.2 T, g7, = 2 et une température
de T = 4.2 K, nous obtenons une énergie d’échange de E.; = 11 meV. Le niveau de Fermi d’un
gaz de trous pour une bande splittée est égal & ep = 27Th2np /m*, ou m* est la masse effective des
trous et n, la concentration des porteurs dans la bande de valence. En prenant m* = 0.5mg et
ny = 10" e¢m~2, nous obtenons un niveau de Fermi & ¢~ 1 meV. Le critéere d’adiabaticité pour ce
choix de paramétres est vérifié car A ~ 0.01 < 1 (éq. @I3)).

Pour les électrons, il faut une densité de porteurs trés faible et une température trés basse pour
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que la condition d’adiabaticité soit vérifiée. En prenant une constante d’échange pour l'interaction
d’échange s — d Nya de l'ordre de 0.22 €V, une masse effective de m* = 0.22mg, une température
de T = 4.2 K et une concentration d’électrons ng = 10! cm™2, nous obtenons ef ~ 4.4 meV,
E.. = 2 meV et un paramétre A de 'ordre de un. En conséquence, il faut calculer I'effet Hall en
tenant compte des termes non-adiabatiques et de la polarisation partielle du gaz d’électrons.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous proposons un modéle théorique et une réalisation expérimentale mettant
en évidence le mécanisme de chiralité de spin en se basant sur les propriétés de transport de gaz
d’électrons bidimensionnel soumis & des modulations magnétiques périodiques.

La mise en évidence de ce mécanisme est basée sur les propriétés du champ topologique induit
par le couplage entre le spin des porteurs de charge et la distribution de champ. En calculant la
conductivité transverse, nous avons vu qu’elle contient un terme additionnel proportionnel au flux
du champ topologique.

Dans le cas des distributions magnétiques périodiques & deux dimensions, nous avons montré
que le flux du champ topologique est quantifié et discontinu lorsqu’un champ magnétique extérieur
est appliqué. Enfin, les estimations numériques des differents paramétres montrent qu’il est possible
d’observer ce phénoméne expérimentalement.
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5.1 Introduction

Le composé pyrochlore NdoMosO7 est un composé ferromagnétique frustré ayant une transi-
tion magnétique a 90 K. Les moments de Mo s’ordonnent ferromagnétiquement et les moments de
Nd, faiblement couplés aux moments de Mo par une interaction antiferromagnétique, possédent
une forte anisotropie uniaxe [I03]. Les variations de 'aimantation en fonction de la température

sont caractérisées par une saturation de I'aimantation au voisinage de 177 =

30 K puis une dé-

croissance de M(T') lorsque T — 0. En dessous de cette température, les moments du néodyme
s’ordonnent progressivement dans la direction opposée aux moments de Mo & cause de 'interaction
anti-ferromagnétique Jyo.nd. En contrepartie, les moments de Mo initialement orientés ferroma-
gnétiquement, ont une direction tiltée de quelques degrés lorsque la température est en dessous de

30 K [103.88].

63
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@ HI[111]
H I [100] ®  HI[100]

FiG. 5.1: Configuration magnétique des moments de Mo et de Nd pour
deux directions d’application différentes du champ magnétique [98]

En présence de champ magnétique, les moments de néodyme s’ordonnent dans une configu-
ration qui dépend explicitement de la direction d’application du champ magnétique. Lorsque le
champ magnétique est appliqué dans la direction [100], les moments de néodyme mettent dans une
configuration 2in-2out (fig BJla) tandis que les moments de Mo s’orientent dans la direction du
champ appliqué avec une direction tiltée. Lorsque le champ est appliqué dans la direction [111], les
moments de néodyme passent d’une configuration 2in-2out en champ faible & une configuration lin-
3out en champ fort, alors que les moments de Mo restent dans une configuration tiltée [T03,T02,98)].

L’effet Hall dans ce composé a un comportement atypique par rapport au champ magnétique et
a la température. Lorsque la température de mesure est comprise entre 90 K et 40 K, la résistivité
transverse suit la loi pgy = RoB + RsM car les moments de Mo sont orientés ferromagnétiquement
et les moments de néodyme sont désordonnés. En dessous de 30 K, py augmente lorsque la tempé-
rature de mesure diminue alors que 'aimantation tend vers zéro. D’autre part, Le comportement
de py dépend de la direction du champ magnétique. La résistivité transverse est de signe constant
lorsque le champ appliqué est dans la direction [100] alors qu’elle change de signe en champ fort
lorsque le champ magnétique est appliqué dans la direction [111] [R3,88].

Ohgushi et al [50] développent une théorie basé sur le modéle de Haldane [23], dans lequel la
configuration magnétique des moments de Mo est remplacée par un flux ¢ traversant une maille
élémentaire. En se limitant au réseau kagomé, ils montrent que leffet Hall peut étre non nul
lorsque le flux ¢ est non nul. Taguchi et al [99)] proposent le mécanisme de chiralité pour expliquer
le changement de signe obtenu par application du champ magnétique dans la direction[111]. Dans
la direction [100] la chiralité de spin portée par les moments de Mo, définie par le produit mixte de
trois moments Sy, So et S3 (x = (S1 - (S2 x S3)), ne change pas de signe car les moments de Nd
restent dans une configuration 2in-2out quelle que soit 'amplitude du champ appliqué. Ce n’est
pas le cas lorsque le champ magnétique est appliqué dans la direction [111], car les moments de
néodyme passent de la configuration 2in-2out en champ faible a la configuration lin-3out en champ
fort. La chiralité portée par les moments de Mo change de signe ce qui induit un changement de
signe de o4, (cf Fig. B2). Cet argument fait toujours 'objet de discussions & ce jour [98|82,[102].

Dans ce chapitre, nous apportons quelques éléments de réponse sur la pertinence du mécanisme
de chiralité de spin dans le compose NdoMoO7. Le modéle développé dans ce chapitre n’est pas
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Fi1G. 5.2: Résistivité de Hall mesurée dans deuz directions différentes du
champ magnétique appliqué [1117]. La résistivité de Hall est caractérisée
par une valeur finie lorsque la température tend vers zero. Ce résultat ne
dépend pas de la direction du champ magnétique. Enfin Ces deux figures
montrent que le signe de la résistivité transverse dépend de la direction
d’application du champ magnétique.

applicable directement a ce composé, mais a ’avantage d’avoir un nombre de paramétres restreints.
Il est basé sur le transport d’un gaz d’électrons en interaction avec une configuration magnétique
non coplanaire et non colinéaire ayant les symétries du réseau kagomé.

5.2 Modéle

Dans ce chapitre, nous considérons des électrons sur un réseau kagomé, interagissant avec une
texture magnétique par l'intermédiaire d’un couplage local entre les moments localisés S; du réseau
kagomé et le spin d’un électron se déplagant sur le réseau. Le hamiltonien décrivant ce systéme est
donné par :

H= tij <C;-rUng + h.C.) — JZ C;-ra (O’aﬁ . Sl) Cjg3- (51)
(3,3),0 a3

Le premier terme de I’hamiltonien décrit le terme de saut de I’électron entre un site 7 et un site j. ¢;;
est I'intégrale de recouvrement des fonctions d’ondes du site i et du site j et peut étre interprétée
comme la probabilité de voir 'électron se déplacer du site i au site voisin j. ¢; et ¢, sont les
opérateurs création et annihilation d’un électron de spin o sur le site ¢. Le deuxiéme terme de
Iéq. (B)) est un terme d’échange local couplant les moments S; au spin de ’électron. Enfin, J
est la constante d’échange local que nous supposons identique pour chaque moment, 0,3 sont les
matrices de Pauli et S; est le moment magnétique porté par le site 1.
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5.2.1 Origine de l’effet Hall induit par la texture de spin

La texture de spin est prise en compte dans le hamiltonien par 'intermédiaire des moments
localisés S; que nous supposerons classiques. Elle agit sur le déplacement des électrons par l'inter-
médiaire d’'une modulation des constantes de saut entre les sites ¢ et j. Pour mettre en évidence
cette modulation, nous diagonalisons le deuxiéme terme de I’éq. (BJ]) en chaque site du réseau. Ce
terme est représenté par la matrice

M = Jcos o, + sinb; (cos g0, + sinp;oy), (5.2)

0;, @i sont les coordonnées sphériques du moment S;. Les valeurs propres de M sont égales & £J
et les opérateurs d’annihilation associés aux états propres de M sont donnés par la transformation

suivante : 0 )
Ciy | _ ( cosme ¥ —sinz | e (5.3)
Ci_ sin % coS %e“oi ¢ ) '

Les signes + et — font référence aux états propres associés aux valeurs propres *+.J. Les opérateurs
de création correspondants sont donnés par l'expression conjuguée de I'éq. (B3)). En exprimant le
hamiltonien dans cette nouvelle base, nous trouvons que le terme d’échange local est diagonal, mais
le terme de saut devient complexe et couple les états de spin + et — :

H = Z fijee/ (c;recjef + h.c.) + Z AJ gy, (5.4)

(3,7),e€’ A==

ou t;; est une matrice donnée par

~ cos % cos %ez(%_%) + sin % sin %] sin % cos %ewﬂ' + sin %] cos %e“ﬁi
tij = tig | . 6% 60 i . 6 e i b O i) i Oy 0
sin 5 cos € #i + sin < cos e #i COS 5 COS 5 € PiTPj + sin 5 sin =
cos %ewﬁij sin %e”‘ij
= tl] 00 s 0 —ihi; ) (55)
sin Le " cos e "

ol 0;; est l'angle entre les moments S; et S; et ¢;; et \;; deux facteurs de phase dépendant
de T'orientation de S; et S;. La transformation appliquée au hamiltonien (BII) est identique a la
transformation continue appliquée dans le chap. Bl Cependant, il n’est pas possible de définir un
potentiel de jauge en chaque points du réseau contrairement au modeéle employé dans le chap. H
Dans ce modéle, le potentiel de jauge est remplacé par un terme de saut complexe dont la phase
joue un role similaire au potentiel de jauge.

Considérons le cas d’un réseau dont la maille est constituée de trois sites i, j et k (cas du réseau
kagomé). Lorsqu'un électron se déplace le long d’un parcours fermé contenant des sites i,j et k
non équivalents, sa fonction d’onde acquiert une phase donnée par

$1-2231 = P12 + P23 + P31, (5.6)

ol ¢12, P93 et ¢31 sont les phases du terme de saut entre les sites un, deux et trois. Ce résultat est
valable quelle que soit la valeur de la constante de couplage J. Dans la limite adiabatique (J — o00),
la phase de Berry ¢1_.5_,3,1 peut étre calculée explicitement. Elle est égale au produit mixte des
trois moments S;, S; et Sy, [94], qui est aussi nommé chiralité de spin :

Xijk = Si - (S5 x S). (5.7)
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Fic. 5.3: (a) Réseau kagomé : Les points A, B et C représentent le
motif de la maille élémentaire. (b) Zone de Brillouin. (c¢) Configuration
en ombrelle des moments magnétiques.

Lorsque J est fini, la phase de Berry peut ne plus étre proportionnelle a la chiralité de spin a cause
des termes de couplage entre les électrons de spin opposés.

Dans la suite, nous nous intéressons au modéle du double échange (B]) appliqué au réseau ka-
gomé, sur lequel est placée une structure magnétique périodique et non coplanaire et nous calculons
la conductivité transverse en utilisant le modéle développé précédemment.

5.2.2 Deéfinition du réseau kagomé

Le réseau kagomé est formé par un assemblage de triangles équilatéraux de coté a ayant un
sommet en commun (fig B3) que nous décrirons cristallographiquement comme étant un réseau
triangulaire de période 2a dont le motif est constitué de trois sites répartis sur un triangle équilatéral
de coté a. Dans la suite, nous choisissons la distance a comme unité de distance. Il est avantageux
de décrire la position des différents sites du réseau kagomé & partir des trois vecteurs de base

a; = (1,0)
as = (—3,%) (5.8)
az = _(%’g)

décrivant le déplacement du site A vers le site B, du site B vers le site C' et du site C vers le
site A respectivement. Avec ces conventions, la zone de Brillouin, représentée sur la fig B3l est un
hexagone dont les sommets sont en Za; ot i = 1,2, 3 (cf fig BJ).

5.2.3 Paramétres du modéle

De par sa géométrie, le réseau kagomé (comme le réseau pyrochlore) favorise les configurations
magnétiques non colinéaires telle que la configuration en ombrelle. Cette configuration peut étre



68 CHAPITRE 5. EFFET HALL ANORMAL INDUIT PAR LA CHIRALITE DE SPIN...

obtenue en considérant l'interaction Dzyaloshinskii-Moriya [55] entre les moments magnétiques.
Elle est décrite par les coordonnées de moments suivantes (7/6,6), (57/6,60) et (—7/2,6), 'angle 6
pouvant prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et 7. En remplacant les différentes coordonnées
dans I'éq. (7)) définissant la chiralité de spin, nous obtenons l'expression suivante

X = 37\/§cos05in2 6. (5.9)

Le deux derniers paramétres de ce modéle sont le niveau de Fermi et la constante de couplage J
que nous supposons identique en chaque site du réseau. Enfin nous considérons que le module des
moments magnétiques est constant et indépendant du site considéré.

5.2.4 Diagonalisation du hamiltonien

Pour résoudre le hamiltonien (B4l), nous considérons uniquement un terme de saut entre les
premiers voisins et nous posons t; ; = t comme unité d’énergie. Le Hamiltonien (Bl s’écrit dans
I’espace réciproque

H=> WPy, (5.10)
k

ott Wx = (Ckats Ckbl» Chets Chals Ckb)» Chel ). Les opérateurs cg;, sont les transformées de Fourier des
opérateurs création ¢; o, (I'indice 7 fait référence a la maille du réseau et « est le site v de la maille

i) :
Ck,a,0 = Z ci,a,aeik'Ria (511)
%

R; est un vecteur du réseau direct. Enfin hy est une matrice 6 x 6 donnée par

—Jcos p,ﬁ pz —Jsinfe's 0 . 0
1!),1g —Jcosf pi 0 —Jsinfets 0
h(k) = pi pz —Jcosf 0 0 1.J sin 0
T | —Jsinfe s 0 . 0 Jcos O Pi Py ’
0 —Jsinfe "6 0 pi Jcos 6 pi
0 0 —1iJ sin 6 pz pi Jcos6

(5.12)
avec pf( = 2tcosk - a;, k un vecteur dont les valeurs sont limitées & la premiére zone de Brillouin.
enk €t |n, k) sont les valeurs propres et les vecteurs propres associés a la matrice (E12).

Il n’est pas possible de déterminer analytiquement les valeurs propres de la matrice (E12) pour
un point quelconque de la zone de Brillouin excepté aux points de haute symétrie. Il faut donc
avoir recours aux méthodes numériques pour obtenir les valeurs propres et les vecteurs propres de

la matrice (B12).
5.3 Expression de la conductivité transverse

Pour calculer la conductivité transverse, nous nous plagons dans la limite de la réponse linéaire
et nous ne considérons pas les mécanismes liés a la diffusion des électrons par des impuretés. Nous
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nous limitons donc & I’étude de 'effet de la chiralité de spin sur le terme de Karplus et Luttinger.
Dans la limite statique, la conductivité transverse s’écrit :

O':cy - 62hz / %fn’k Z (vx)nm(vy)mn — (vx)mn(vy)nm

(En,k - Em,k)Q

m#n
2 2
e d°k
n
ol fnx est la distribution de Fermi-Dirac et v2™ = (n, k| %g% |m, k) avec a = x,y les éléments de
matrices de 'opérateur vitesse calculés entre les états |n, k) et |m, k). Enfin A, x = —i(nk|Vy|nk)

est le potentiel de jauge associé aux états |n, k). L’expression (3] peut étre écrite sous une forme
plus compacte en posant la quantité suivante

Qnx = [Vk X Anxl, (5.14)

aussi appelée courbure de Berry. Nous obtenons finalement

e? d’k
Oay =+ > / 1z e (5.15)

ol la somme sur n et k est étendue a I'ensemble des états d’énergie inférieure au niveau de Fermi.
Les courbures de Berry ont des propriétés intéressantes :

1. Lorsque le niveau de Fermi coupe une ou plusieurs bandes d’énergie, la somme sur tous les
niveaux situés en dessous du niveau de Fermi se réduit a une somme faisant intervenir unique-
ment les états proches du niveau de Fermi (On obtient ce résultat en faisant une intégration
par partie de I’éq. (ET10))). Ce résultat est général et ne dépend pas de la dimensionalité de
I'espace [24].

2. Pour chaque bande m, la somme de €, x é¢tendue sur toute la zone de Brillouin est égale
a un nombre entier n, appelé nombre de Chern, multiplié par 27 [36]. Cela implique que la
conductivité transverse est quantifiée lorsque le niveau de Fermi est dans un gap.

3. Les courbures de Berry vérifient ’équation locale suivante :

> Q=0 Vk, (5.16)

ou n est l'indice de bande. En sommant sur ’ensemble des états de la premiére zone de
Brillouin, nous trouvons que o, = 0 [63,28].

4. Lorsque le Hamiltonien dépend de plusieurs paramétres, il est possible d’obtenir un croisement
de deux ou de plusieurs bandes en des points particuliers de la zone de Brillouin [3]. Les
propriétés topologiques de la courbure de Berry 2, sont modifiées et un changement des
nombres de Chern peut se produire suivant la nature de la relation de dispersion |36 1Tl 56]
au voisinage du point de croisement. Lorsque deux bandes se croisent, leur nombre de Chern
vérifient la relation

(Vn 4+ Vm)a = Wn + V)b, (5.17)

ot les indices a et b indiquent la valeur des nombres de Chern des bandes n et m avant (b) et
aprés (a) le croisement de bande. La variation de chaque v; est égale au nombre de points de
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croisement (il faut prendre en compte les symétries du réseau) multiplié par un entier relatif
«a dont la valeur dépend de la relation de dispersion de chaque bande au voisinage du point
de croisement [TOTL59,60].

Sauf quelques cas particuliers, le seul moyen d’obtenir les nombres de Chern est de les évaluer
numériquement en utilisant la définition (EI3) ou ([I4) des courbures de Berry, puis de sommer
chaque ,,x sur I’ensemble de la zone de Brillouin.

5.4 Résultats numériques

Cette section est divisée en trois parties. Dans un premier temps, nous étudions la structure de
bandes pour différentes valeurs des paramétres J et 6. Dans la seconde partie, nous nous intéressons
plus particulierement a la conductivité transverse a température nulle. Aprés une étude de o4,(J),
nous montrerons que la chiralité de spin peut étre un paramétre pertinent du probléme pour des
plages de valeur importantes de la constante de couplage J pour un remplissage p = 1/2. Enfin,
nous terminerons par une discussion sur des effets de la température sur la conductivité transverse.

5.4.1 Structure de Bande et nombres de Chern associés

En absence d’interaction d’échange (J = 0), le spectre énergétique du hamiltonien (EJ]) est
caractérisé par une bande plate [B] en E = 2t et deux bandes dispersives se touchant au point K
de la zone de Brillouin (fig BEdla).

Lorsque la constante J est finie, le spectre énergétique se scinde en deux parties & cause de la
dépendance en spin du terme d’échange. Pour de grandes valeurs de J, le spectre énergétique se
divise en deux groupes de trois bandes et ’expression analytique de la relation de dispersion peut
étre obtenue dans la limite J — oo [B0)].

Lorsque J est compris entre zéro et 'infini, le spectre énergétique ne peut pas étre calculé
analytiquement sauf en quelques points particuliers de la zone de Brillouin et quelques valeurs
particuliéres de 6 (0 = 0,7/2, 7). Par exemple, le calcul des valeurs propres au point M montre
qu’il y a un croisement de bande en ce point entre les bandes 2 et 3 (4 et 5) pour une valeur précise

de la constante de couplage :

2t
J.(0) = —/—/——. 5.18
(6) V14 3cos? 6 ( )

Cette valeur de la constante de couplage jouera un réle important dans les propriétés de la conduc-
tivité transverse oy .

Enfin en calculant les valeurs propres de (I2)) aux points K et I', nous trouvons que le minimum
de la bande quatre situé au point K et le maximum de la bande trois situé au point I' sont égaux
pour J = 3¢/2. En dessus de J = 3t/2, Il existe un gap indirect entre les bandes trois et quatre
qui disparait lorsque J < 3t/2. Cette propriété sera importante pour le remplissage p = 1/2 et ne
jouera pratiquement pas de réle pour les autres valeurs du remplissage.

L’organisation du spectre énergétique dépend uniquement de J. Pour J < 3t/2 le spectre se
scinde en trois groupes de deux bandes (fig E4tb) séparés par une bande d’énergie interdite. Lorsque
J > 3t/2, le spectre se divise en deux groupes de trois bandes, séparés par une bande d’énergie
interdite (fig BE4lc). Mis a part le gap central séparant les bandes trois et quatre, les autres gaps
dépendent eux de 6.

L’existence d’un croisement de bande permet de distinguer deux régimes distincts caractérisés
par des nombres de Chern différents.
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F1G. 5.4: Spectre énergétique du hamiltonien (Z13) (en unités de /t)

— Pour J > J., les nombres de Chern, classés par ordre d’énergie croissante, sont égaux &
—1,0,1,1,0,—1 et identiques aux valeurs obtenues par Ohgushi et al [20] dans la limite
J — o0.
— Lorsque J < J., les nombres de Chern sont égaux a —1,3,—2,—2,3, —1.
Les nombres de Chern obtenus numériquement pour J < J., peuvent se calculer analytiquement &
partir des nombres de Chern obtenus dans la limite .J — oco. En étudiant la relation de dispersion,
nous trouvons que les bandes deux et trois ainsi que les bandes quatre et cinq du spectre énergétique,
se croisent au point M de la premiére zone de Brillouin. Dans ce modéle, chaque point de croisement
contribue +1 au nombre de Chern de chaque bande, car leur relation de dispersion est linéaire en
k au voisinage de M [59.60]. Nous obtenons donc deux solutions possibles pour les nombres de
Chern des bandes deux et trois soit (3, —2) ou (—3,4) (les solutions sont identiques pour les bandes
quatre et cing). Pour obtenir ce résultat, nous avons employé une propriété des nombres de Chern :
— la somme des nombres de Chern de deux bandes qui se croisent, ne dépend ni du nombre de
point de croisement [IT] ni de la relation de dispersion au voisinage de ces points.
— les variations de chaque nombre de Chern dépend explicitement du nombre de point de
croisement (compte tenu des symétries, nous obtenons trois points de croisement).
Par contre le choix entre ces deux solutions dépend explicitement de la relation de dispersion au
voisinage de M, qui est linéaire [T0T,59,60].
L’ensemble des résultats énoncés précédemment est résumé sur la fig. 20 ot la ligne continue est
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2.5+ 2 groupes de 3 bandes .
C,=1{-1,0,1,1,0,—1}

3 groupes de 2 bandes
0.5 1
C,=1{-1,3,-2,-2,3,—-1}
0 1 2
6

Fi1G. 5.5: Diagramme de phase J — 0. La ligne continue est donnée par
l’éq. (1) et correspond a un croisement des bandes 2 et 3 et 4 et 5.

définie par 1'éq. (BI8). La partie haute du diagramme regroupe les résultats obtenus pour J > J,.
et la partie basse ceux pour J < J,.

En résumé, les variations du paramétre J induisent une modification de la structure de bande
qui se traduit par un changement des propriétés topologiques des bandes mises en cause dans le
croisement. Le changement des propriétés topologiques du spectre énergétique a des répercutions
sur la conductivité transverse. Elles dépendent quantitativement des paramétres J et 6.

5.4.2 Calcul de o,,(cy)

Les propriétés de la conductivité transverse sont gouvernées essentiellement par la constante
de couplage J et par l'angle 6 de 'ombrelle & remplissage fixé. Pour illustrer ceci, prenons un
remplissage correspondant a un niveau de Fermi situé dans une bande d’énergie interdite. D’aprés
les remarques faites dans la sec. .3l la conductivité transverse est quantifiée, donc indépendante de
J et 0 dés l'instant qu'il n’y a pas de croisement de bande (voir fig. B6H(a,b)). L’étude du spectre
énergétique en fonction de J et § montre qu’il existe un croisement de bande pour J = J.(0). Il est
donc possible de distinguer deux cas, suivant la valeur de J :

— Pour J < J.(0) , la conductivité transverse (Fig. b.6Fa) admet des plateaux de quantification
qui ont pour valeur respective j:% pour un remplissage de deux électrons (signe +) ou de
quatre électrons (signe -) par cellule élémentaire.

— Pour J > J.(6), la conductivité transverse (Fig. b.Gtb) admet deux plateaux de quantification
en j:% correspondant & un remplissage de deux (signe -) ou quatre (signe +) électrons par
cellule élémentaire.

Lorsque le niveau de Fermi coupe une ou plusieurs bandes, 0., admet toutes les valeurs com-

prises entre les plateaux de quantification. Enfin comme le montre la figure B8, 0,y (e¢) n'est pas
une fonction monotone.

5.4.3 Calcul de o,,(J)

Les variations de la conductivité transverse en fonction du paramétre dépendent principalement
de la position du niveau de Fermi par rapport aux différentes bandes d’énergie interdite existant
dans le spectre de bandes. Les figures B montrent différents types de variation de o,y (J) pour
diverses valeurs du remplissage p. Pour p = 1/3 (fig. Efla), la conductivité est quantifiée car le
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Fi1G. 5.6: Conductivité transverse a température nulle et densité d’états
calculées en fonction du niveau de Fermi pour 6§ = /3 et différentes
valeurs de J. Les deux figures montrent que la conductivité transverse
est quantifiée lorsque le niveau de Fermi est dans un gap.
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FI1G. 5.7: 0,y(J) (€*/h) calculée a température nulle pour différentes
valeurs du remplissage électronique p, de @ = 7/3 (lignes pointillées) et
0 = /4 (lignes continues)

niveau de Fermi est dans un gap quelle que soit la valeur de J. Le changement de valeur observé
autour de J =~ 1.51¢ est induit par le croisement de bande des bandes deux et trois.

Sur la figure E7b, nous avons représenté o4, (.J) calculée avec un facteur de remplissage p = 1/2.
Pour J < 3t/2, la conductivité transverse est continue et non nulle car le niveau de Fermi coupe
plusieurs bandes. Les variations de o4, (J) ne sont pas monotones et dépendent essentiellement des
courbures de Berry des bandes partiellement occupées. Enfin on observe un changement de signe
de 0,y au voisinage de J = 0.6¢, que nous attribuons a une répartition différente des états occupés
dans chaque bande. Lorsque J > 3t¢/2, le niveau de Fermi est dans un gap et o,, est quantifiée et
égale & zéro car la somme des trois premiers nombres de Chern est égale a zéro.

Lorsque le remplissage a une valeur quelconque ; o, (.J) peut avoir toutes les variations possibles
comprises entre les différents plateaux de quantification, voire peut saturer a une valeur proche de
la valeur de quantification —e?/h. Ceci est illustré sur la figure Bk et la fig B, ot Ozy a Eté
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facteur de remplissage p = 1/2 (figure a et b) et p = 1/5 (figure c et d). La
ligne continue représente la chiralité x /max(|x|) donnée par I’éq. [29).

calculé pour deux valeurs distinctes du remplissage p = 1/5 et p = 1/4 et de angle #. Dans les
deux cas considérés, le niveau de Fermi coupe les bandes une et deux quelle que soit la valeur de
J. La figure B montre que o, sature a une valeur proche de —e?/h (le nombre de Chern de
la premiére bande est égal & —1), lorsque J augmente. Les états de la premiére bande sont tous
occupés et les états occupés de la deuxiéme bande, centrés au voisinage du point I', contribuent
assez peu a la conductivité transverse car {),x est proche de zéro. Lorsque J — 00, 0, tend vers
la limite que I'on obtient lorsque 'approximation adiabatique est appliquée.

5.4.4 Calcul de o,,(x)

Nous avons calculé la conductivité transverse en fonction de la chiralité de spin donnée par
I'éq. (BEX) pour des valeurs faibles de J et un facteur de remplissage p = 1/2 (c’est le facteur de
remplissage considéré par Tatara et Kawamura [29]). Les résultats obtenus sont représentés sur
la fig. ol les lignes continues noires indiquent la chiralité. Nous voyons sur cette figure que
la conductivité transverse dévie peu de la chiralité de spin pour une large plage de valeurs du
paramétre J, ce qui confirme et étend les résultats obtenus par Tatara et Kawamura [29] dans la
limite J faible. Enfin, la conductivité transverse change de signe lorsque J est supérieur a 0.6. Ce
changement de signe est probablement di une répartition différente des états occupés dans chaque
bande située au voisinage du niveau de Fermi.

En dehors de p = 1/2, 0,y a une dépendance complexe par rapport a la chiralité de spin et
aucune relation simple entre ces deux quantités peut étre déduite. Toutefois, il est possible de
distinguer deux cas :

— Le niveau de Fermi est dans un gap quelle que soit la valeur de J (un remplissage avec deux

électrons par maille élémentaire remplit cette condition). Dans ce cas, 0, est quantifiée et les
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variations par rapport a 6 seront discontinues lorsque J = J.(#). Si J > 2t, la conductivité
transverse ne dépend pas de 6.

— Lorsque le niveau de Fermi n’est pas dans un gap. Les variations de la conductivité transverse
dépendent fortement du remplissage et de la valeur choisie pour J. sur la fig BE8Db, est
représentée la conductivité transverse oy, () calculée pour différentes valeurs de J et un
remplissage p = 1/5. Cette figure montre que o, n’est pas proportionnelle & la chiralité de
spin, méme lorsque J est faible, contrairement au cas précédent.

Le calcul de la conductivité transverse en fonction de § montre que o, (#) dépend du remplissage
choisi. Lorsque p = 1/2; la conductivité transverse est proportionnelle & la chiralité de spin y pour
une grande plage de valeurs du paramétre J, confirmant et étendant les résultats obtenus par Tatara
et Kawamura dans la limite J faible [29]. En dehors de ce remplissage, la conductivité transverse
n’est pas reliée de fagon simple & la chiralité de spin.

5.5 Effet de la température

Pour décrire I’évolution de o,y (7T'), il faut tenir compte des excitations magnétiques de basse
énergie et de la diminution de l'aimantation avec la température. Il est possible cependant de
développer un modéle plus simple négligeant les fluctuations de spin (voir la reference [89] pour une
étude détaillée des effets de la fluctuation de spin sur effet Hall anormal appliquée & NdaMoyO7)
tenant compte au moins partiellement de la dépendance en température de I’aimantation et du
niveau de Fermi.

Afin de rendre la discussion plus simple, nous supposons d’une part que I’aimantation suit une

loi de champ moyen
/ T

oul T, est la température critique et My 'aimantation a saturation & température nulle. Nous sup-
posons d’autre part que T, et My sont indépendants et que 0 est indépendant de la température. La
constante de couplage effectif entre le spin de I’électron et les moments localisés est proportionnelle
a laimantation M (7)) :

J(T) = Joy /1 — =, (5.20)

T,

avec Jy = JM. Enfin nous supposons que la chiralité de spin ne dépend pas de la température. Le
calcul de o,y (T) est pratiquement identique au calculs de o4, (J) a la différence prés que le niveau
de Fermi dépend de la température. Cela permet de prendre en compte les transitions interbandes
thermiquement activées. D’aprés 'éq. (B20), une diminution de la température vers zéro revient a
augmenter la constante de couplage J jusqu’a Jy, ce qui correspond & un déplacement vertical sur
la fig. La conductivité transverse peut donc avoir des variations brutales avec la température
lorsque J(T') croise J.(6).

Pour illustrer nos propos, nous avons calculé la conductivité transverse pour différentes valeurs
du remplissage et de #. Nous commengons cette discussion avec le remplissage p = 1/2. Nous avons
vu dans la sec. que ce remplissage est un peu particulier dans le sens ou le gap indirect
séparant les bandes trois et quatre dépend uniquement de J. En dessous de J = 3t/2, le niveau
de Fermi coupe les deux bandes et la conductivité transverse est non nulle, tandis qu’au dessus de
J = 3t/2, le niveau de Fermi est dans le gap et o,y = 0. 04,(T) (fig E3b) aura qualitativement
les mémes variations que o, (J) lorsque la température sera supérieure a Ty (J(71) = 3t/2) avec
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F1G. 5.9: 0,y (T') calculée pour différentes valeurs du remplissage p et de

l’angle 6.

un changement de signe dont ’origine semble reliée & une modification de la topologie du spectre
énergétique.

Considérons maintenant le remplissage p = 1/3 (fig E®a). A température nulle (sec. BEZ3),
la conductivité transverse est quantifiée mais ces variations en fonction de J sont discontinues au
voisinage de J.(#). Nous retrouvons une partie des résultats obtenus dans la sec. BZ3] lorsqu’on
calcule 04y (T). A basse température, nous trouvons que 02y(T) est quantifiée sur une grande plage
de variation de la température. Lorsque la température augmente et atteint la température T
définie par J(Ty) = J.(0), la conductivité transverse augmente a cause des transitions interbandes
qui sont favorisées par l'activation thermique et la diminution de la largeur de la bande d’énergie
interdite située entre les bandes un et deux. Passé T, 0,,(T") change de signe & cause du croisement
de bandes qui induit un changement des nombres de Chern des bandes deux et trois, puis augmente
jusqu’a former un plateau proche de 2¢%/h pour redescendre ensuite vers zéro lorsque T' tend vers

T..
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Finalement, nous avons calculé o(7") pour deux valeurs du remplissages correspondant & un
niveau de Fermi coupant deux bandes (fig BOkc,d). Il n’est en général pas possible de déterminer
un comportement commun pour tous les remplissages et toutes les valeurs possibles de 6.

5.6 Effet d’'un champ magnétique perpendiculaire au plan kagomé

Un champ magnétique, appliqué perpendiculairement au plan contenant le réseau kagomé,
modifie la structure magnétique en modifiant 'angle 6. Il est possible d’obtenir un changement de
signe de la conductivité transverse sans que la chiralité de spin change de signe, si 8 est proche de
la valeur critique.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un modéle simple, dans lequel I'effet Hall anormal est
induit par une texture magnétique caractérisée par une chiralité de spin non nulle. En calculant la
conductivité transverse, nous avons obtenu divers comportements de o, tel que des changements
de signe, lorsque la chiralité de spin, la constante de couplage J ou le remplissage varient. Les
variations de o, par rapport a la chiralité de spin dépend du remplissage et de la constante de
couplage J, ce qui rend ’étude de l'effet Hall complexe.

Ces résultats montrent qu’il est nécéssaire d’élaborer un modéle plus proche du composé pyro-
chlore NdoMosO7 pour interpréter la résistivité de Hall dans ce systéme.
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Dans le chapitre Fl nous avons étudié 1'évolution d’un électron de spin 1/2 couplé & un champ
magnétique inhomogéne par l'intermédiaire du terme d’échange local. Nous avons vu qu’une dis-
tribution de champ magnétique périodique 2D de flux moyen nul, induit un effet Hall anormal non
nul en absence de champ magnétique extérieur. En outre, nous avons vu que 'effet Hall anormal
présente des discontinuités lorsqu’on applique un champ magnétique supplémentaire. Cependant,
les calculs effectués dans le chap. Hlse basent sur une hypothése ; la force de Lorentz F = —ev x B(r)
induite par les modulations magnétiques est négligée et seule 'interaction Zeeman a été considérée.

La troisiéme partie de cette thése est consacrée a 1’étude de quelques phénoménes physiques
nouveaux induits par la force de Lorentz créée par la distribution magnétique périodique. Dans
le chapitre suivant, nous faisons un rappel sur 'action d’un champ magnétique inhomogéne sur
un gaz d’électrons 2D, en prenant une distribution magnétique dont le gradient de champ est
constant. Enfin, le dernier chapitre traite des distributions magnétiques périodiques 2D. Nous
verrons notamment que les électrons peuvent étre localisés et qu’il existe des états de Bloch porteurs
de courants permanents.

6.1 Etudes antérieures

L’étude des effets induits par un champ électromagnétique sur un gaz d’électrons a connu un
intérét croissant ses derniéres années, en particulier avec la découverte de nouveaux phénoménes
tel que l'effet Hall quantique entier et fractionnaire. Depuis, d’autres effets ont été découverts dans
des systémes ou le gaz d’électrons est modulé par I'application d’un champ électrique [7,12] ou
magnétique périodique dans une ou deux directions.

81
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F1G. 6.1: (a) Potentiel électrostatique avec une orbite cyclotron superpo-
sée dessus. Lorsque U’électron est prét des extrémas Y + R, le centre Y de
la trajectoire acquiert une vitesse de dérive proportionnelle ¢ E x B dans
la direction des fleches. Il y a résonance lorsque le mouvement de dérive a
un extremum, renforce le mouvement de dérive de l’autre extremum. (b)
Trajectoires calculées numériqguement pour un potentiel sinusoidal faible.
Les lignes horizontales sont les équipotentielles pour y/a € 7Z.

6.1.1 Modulations électriques 1D et 2D

L’étude des modulations du champ électrique 1D et 2D ont fait 'objet d’'un nombre trés im-
portant de travaux théoriques et expérimentaux, en raison principalement de la relative facilité a
réaliser expérimentalement de telles distributions. Les premiéres études expérimentales remontent
a la fin des années 80 ou Weiss et al [7] et Winkler et al [I8] ont étudié expérimentalement la
magnéto-résistance d'un gaz d’électrons soumis une modulation électrique unidimensionnelle pé-
riodique et un champ magnétique constant. Ils ont trouvé que la magnéto-résistance oscille en
fonction du champ magnétique avec une période 1/B différente des oscillations Shubnikov-De Haas
(la période des oscillations Shubnikov-De Haas est égale a T = e/ hkj%) Gerhardts et al. [{7] relient
les oscillations de la magnéto-résistance aux effets de commensurabilité entre 1’extension spatiale
des niveaux de Landau et la période du potentiel électrostatique. En utilisant la théorie des per-
turbations, ils trouvent que les minima de p,, ont lieu lorsque le rayon cyclotron vérifie la relation
2R. = a(A — 1) ot a est la période du potentiel effectif et A € N'f]. Beenakker [14] propose une
autre interprétation des oscillations de Weiss, basée sur la résonance entre le mouvement de dérive
du centre de l'orbite de I’électron (v o< E x B) et le mouvement cyclotron de I’électron (Fig. B1)).

En 1999, Albrecht et al. [I2] mesurent la magnéto-résistance d'un gaz d’électrons libres modulés
par un potentiel électrostatique périodique 2D. Dans ce cas, la magnéto-résistance a trois régimes
d’oscillations distincts (fig B2). En champ fort, ce sont les oscillations de Shubnikov-De Haas qui
dominent, tandis qu’en régime intermédiaire, les oscillations de Weiss se superposent aux oscillations
Shubnikov-De Haas. En champ faible par contre, les oscillations mesurées ont une période ne
correspondant ni a la période des oscillations de Weiss ni aux oscillations Shubnikov-De Haas. Les
oscillations obtenues en champ faible sont issues d’une compétition entre les effets de la structure
de bande et le mécanisme de breakdown [[2].

'Ce sont les oscillations de la largeur de bandes qui sont a I’origine des modulations de p... Elles se produisent
lorsque l’extension spatiale des fonctions d’ondes est de 'ordre de la période du potentiel électrostatique, leur
permettant de ressentir la valeur moyenne du potentiel électrostatique.
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Fi1G. 6.2: (a) Résistance longitudinale Ry, et résistance de Hall Ry,
pour un superréseau de période a = 120 nm et deux températures [IZ)].
(b) Magnéto-résistance en fonction de 1/B. Cette figure montre trois
régimes d’oscillations différents avec des oscillations régqulieres dans la
région trois [12].

6.1.2 Modulations magnétiques 1D et 2D

Plusieurs études ont montré que les oscillations de Weiss sont aussi présentes dans les gaz
d’électrons ou le champ magnétique est modulé périodiquement dans une direction [I8)73}25,26].
Les mesures de la magnéto-résistance dans ces systémes montrent que les oscillations obtenues
sont de la méme nature que les oscillations de Weiss [84B2L69]. La position des minimums de
Pz €st donnée par une relation différant d’un signe par rapport a la relation obtenue dans les gaz
d’électrons modulés électrostatiquement.

Ibrahim et Peeters [35] ont étudié le spectre et les propriétés de transport dans les gaz d’élec-
trons sujets & un champ magnétique périodique 1D de moyenne nulle. Les propriétés de transport
et le spectre énergétique sont profondément modifiées en raison de la dépendance du potentiel
effectif en fonction du vecteur d’onde k (k est le vecteur d’onde de 1’électron pris dans la direction
perpendiculaire aux modulations magnétiques).

Les propriétés de transport des gaz d’électrons soumis a des modulations magnétiques pério-
diques 2D ont fait I'objet d’un nombre plus restreint d’études. Seulement quelques études expéri-
mentales ont été réalisées [85L[] et les études théoriques se sont généralement limitées au cas on
les modulations magnétiques sont considérées comme des perturbations par rapport a un champ
magnétique constant [64,564L3T]. La dynamique classique des électrons a été étudiée par différentes
équipes [7142]. Rom et al [] ont montré que les trajectoires classiques d’un électron soumis & une
modulation magnétique périodique 2D sont chaotiques. Yoshida et al [A2] ont confirmé ce résultat
et ont obtenu deux types de trajectoires supplémentaires ; certaines étant localisées au voisinage du
maximum des modulations magnétiques et des trajectoires ouvertes ot ’électron saute d’un site a
un autre réguliérement.

Dans le chapitre B nous complétons les travaux précédents en étudiant le spectre énergétique
ainsi que les états de Bloch d’un électron soumis & une distribution magnétique inhomogéne.



84 CHAPITRE 6. INTRODUCTION GENERALE

6.2 Systéme étudié

Le systéme que nous considérons, est constitué d’un gaz d’électrons sans spin confiné dans le
plan Oy soumis a I'action du champ magnétique périodique B(z,y) = B(z,y)z appliqué perpen-
diculairement au gaz d’électrons. Classiquement, ’application d’un champ magnétique se traduit
par la présence d’une force supplémentaire appelée force de Lorentz dans I’équation du mouvement.
Quantiquement, I’action du champ magnétique se traduit par la présence d’un moment supplémen-
taire proportionnel au potentiel vecteur A(z,y) dans le terme d’énergie cinétique du hamiltonien.
Le hamiltonien décrivant ce systéme est donné par

2

(—N + %A(r))2 , (6.1)

- 2m*

ot m* est la masse effective de ’électron. Le potentiel vecteur A(r), relié au champ magnétique
B(z,y) par la relation B(z,y) = V x A(z,y) est défini au gradient d’une fonction arbitraire prés.
Pour fixer ce degré de jauge, nous choisissons la jauge de Coulomb V - A(r) = 0.

Nous nous limiterons dans les deux prochains chapitres & décrire les propriétés du hamilto-
nien (B pour deux types de distributions particuliéres. Nous commencerons par un rappel sur
la dynamique d’un électron soumis & une distribution magnétique inhomogéne dont le gradient de
champ magnétique est constant et appliqué suivant Oy.

Le chapitre ] est consacré aux modulations magnétiques périodiques bidimensionnelles carac-
térisées par un flux par cellule unité égal a zéro. Nous montrerons qu’il est possible d’obtenir d’une
part des états localisés quelle que soit 'amplitude de la modulation et d’autre part que ces états
créent des courants permanents suivant la géométrie des régions de localisation.
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Ce chapitre est un bref rappel sur la physique des électrons soumis & une distribution de champ
magnétique inhomogéne. Le modéle que nous allons décrire, est basé sur le modéle d’un électron
sans spin évoluant dans une distribution magnétique de gradient constant. Ce modéle s’inspire
fortement du modeéle proposé initialement par Miiller [37] puis généralisé au cas d’un électron avec
spin par Hofstetter et al. [21].

7.1 Hamiltonien Effectif

Nous considérons un gaz d’électrons bidimensionnel en présence d’une distribution magné-
tique inhomogéne orientée suivant l'axe z et caractérisée par un gradient de champ magnétique
VB(xz,y) = B}y constant. L’expression du champ magnétique est donnée par la formule suivante

B(z,y) = (Biy) z.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le hamiltonien décrivant les propriétés quantiques
d’un électron en présence d’'un champ magnétique quelconque est donné par 'eq Dans cette
équation, le champ magnétique intervient par I'intermédiaire du potentiel vecteur A(r) qui s’écrit

B

A(r) = 5

v’ x, (7.1)

85
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dans la jauge de Coulomb (V - A(r) = 0). En remplagant ’eq (1) dans I'eq (&), nous obtenons :
12 9 eBy )\? &

ol m”* est la masse effective de ’électron. Le hamiltonien étant invariant par translation du systéme
suivant l’axe x, nous cherchons des solutions de la forme

(@,y) = Xk, (y) exp (ikz) . (7.3)

Les fonctions d’ondes xi, (y) sont solutions de I’équation différentielle

2%  2m*
— + —(E — Veg(ky, =0, 7.4
(372 + 2 (8 = Vel ) ) v ) =0 (7.4)
avec
Veff(k:wy) = om* <hkx 2 Yy > (75)

est un potentiel effectif dépendant de I'impulsion de I’électron suivant 'axe x.

Afin d’étudier cette équation, nous effectuons les changements de variables suivants, y = (.7,

h
!
eB]

notre probléme. En reportant les différents changements de variables dans 1’eq (IZ4]), nous obtenons
I’équation sans dimensions :

ky = % et € = E/e,, avec [, = la longueur magnétique et e, = h?/2m*I? I'unité d’énergie de

2
(% e vg<k,g>>> i) =0, (7.6)

Varlh.) = (£ - y—) (77)

L’hamiltonien décrivant le mouvement d’un électron dans un champ magnétique de gradient
constant est similaire au probléme d’un électron soumis & un potentiel quartique en § dont la forme
dépend du signe et de la composante de la vitesse de 1’électron suivant ’axe x.

7.2 Propriétés du potentiel effectif

Le potentiel effectif incorporant l'effet du champ magnétique est représenté sur la fig. [l pour
différentes valeurs du parameétre k. Nous voyons sur cette figure que le potentiel effectif dépend
fortement du signe de k.

— Pour k£ < 0, le potentiel effectif a la forme d’un simple puits de potentiel dont le minimum

centré en §j = 0 varie en k2.

— Pour k > 0, Veg(7) est un double puits de potentiel dont les minima sont en § = £+/2k.

Enfin, les minima du potentiel effectif sont séparés par une barriére de potentiel centrée en
zéro dont 'amplitude varie en k2.
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Fi1G. 7.1: Potentiel effectif vu par un électron évoluant dans un champ
magnétique de gradient constant. Pour k > 0 (traits continus), le poten-
tiel effectif a la forme d’un double puits de potentiel dont les minima sont
en § = £v/2k. Pour k < 0 le potentiel effectif est un puits de potentiel
de forme quartique, dont le minimum centré en zéro varie en k*. Cette
différence de forme du potentiel effectif induit une forte asymétrie par
rapport k dans le spectre énergétique.

7.3 Reésolution numérique du hamiltonien

La résolution numérique de 'eq ([ZH) a fait 'objet d’un nombre important d’études basées
généralement sur un développement de I'eq ([Z8]) sur la base des fonctions d’ondes de l'oscillateur
harmonique (cette base a été utilisée par exemple par Hofstetter et al. [21I] et par Miller [37]).
Cette approche donne de bon résultats lorsque le potentiel effectif est un puits de potentiel centré
en zéro, mais n’est pas trés adaptée lorsque le potentiel effectif a la forme d’un double puits de
potentiel (k > 0) en particulier lorsque la position des minima dépend de k.

Pour résoudre numériquement ’eq (IZ8), nous utilisons la méthode des différences finies qui est
trés souvent employée en mécanique et en micromagnétisme. Cette méthode, simple & mettre en
oeuvre dans le cas 1D, consiste a faire un maillage régulier de ’espace de départ puis exprimer les
dérivées de la fonction d’onde en chaque point du maillage par une somme pondérée de la fonction
d’onde aux points voisins (voir les références [[4] pour de plus amples détails). Dans le cas 1D, on
peut voir que la dérivée premiére s’écrit

f(@is1) = f(ziaa)

f(wi) = 55 +0(5%), (78)

ou ¢ est le pas du maillage tandis que la dérivée seconde s’écrit

f”(mi) _ f(xi—i-l) - 2];(21'2) + f(xi—l) + 0(54) (79)

Apres avoir repporté les eq ([ZRICT) dans 'eq ([Z6), nous obtenons un systéme d’équations linéaires
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Fi1G. 7.2: Spectre énergétique d’une particule chargée en présence d’un
champ magnétique linéaire. Le spectre est constitué de bandes continues
en k, caractérisées par une asymétrie et un minimum dépendants de k.

couplées que 'on peut résoudre en diagonalisant 'opérateur équivalent.

L’avantage de cette méthode est qu’elle est applicable facilement pour un simple puits de
potentiel comme un double puits. Elle nécessite uniquement le calcul du potentiel effectif en chaque
point du réseau.

7.4 Spectre énergétique

Le spectre du hamiltonien ([Z8) est constitué de bandes d’énergies continues en k ('indice
de bande n indique le niveau de loscillateur quartique). Chaque bande est caractérisée par une
asymétrie par rapport a k. La chiralité du spectre est reliée directement a la chiralité du potentiel
effectif par rapport a k. Il faut noter que le minimum en énergie des états de 1'oscillateur quartique
n’est pas en k = 0 mais en une valeur positive de k£ > 0 tel que 'état quantique peut avoir un
moment et une vitesse de signe opposé. Lorsque k est positif et proche de zéro, le potentiel effectif
est plus grand que pour k < 0 ce qui a pour effet de diminuer I’énergie de chaque état.

Pour £ > 0, la barriére de potentiel scinde chaque niveau de Landau en un état symétrique
et anti-symétrique centrés en y = :l:\/ﬁ, qui deviennent dégénérés par paire lorsque k est grand
(fig L32).

I1 faut noter que les propriétés du spectre énergétique (chiralité, minimum situé en une valeur
non nulle de k) ne sont pas spécifiques a la forme du champ magnétique choisi. Foden et al [13]
ont obtenu un résultat similaire en considérant ’action d’un champ magnétique constant un gaz
d’électrons libres distribués sur une surface sphérique.

Ces résultats peuvent étre généralisés en incluant I'interaction Zeeman entre le spin de I’électron
et le champ magnétique. Les résultats obtenus précédemment changent quantitativement, mais les
conséquences physiques sont sensiblement identiques [21].
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Fi1G. 7.3: Fonction d’onde de l’état fondamental et du premier état excité
calculées pour k = —5.

7.5 Confinement et trajectoires semiclassiques d’un électron

Dans la section [[2 nous avons vu que le potentiel effectif est asymétrique par rapport a k.

Pour k£ < 0, le potentiel effectif est un potentiel quartique simple dont le minimum est centré en
1y = 0. Compte tenu de la forme du potentiel, les fonctions d’ondes décrivant les états quantiques
de plus basse énergie, sont des fonctions d’ondes localisées spatialement autour de ¢ = 0.

Ce résultat est illustré sur la fig ol nous avons représenté les fonctions d’ondes de I’état
fondamental et du premier état excité de l'oscillateur quartique pour £ = —5. Physiquement, les
électrons de k,; < 0 sont confinés spatialement dans la direction du gradient de champ, mais ont la
possibilité de se déplacer librement dans la direction perpendiculaire au gradient.

Pour k positif, les fonctions d’ondes (fig [[4]) décrivant les états de plus basse énergie se scindent
en deux ondes symétriques et antisymétriques par rapport a § = 0 & cause de la présence d’une
barriére de potentiel centrée en § = 0. Lorsque k augmente, les fonctions d’ondes se scindent en
deux parties et deviennent centrées au voisinage des minimums de Vg placés en § = +v2k. A k
grand, les deux parties des fonctions d’ondes se séparent spatialement avec un recouvrement quasi
nul (fig. [Z4)). I1 y a formation de deux canaux indépendants dans lesquels 1'électron se déplace
librement dans la direction perpendiculaire au gradient de champ. Cette description est valable
uniquement pour les états de plus basse énergie, c.-a-d. pour I'état fondamental et les premiers
états excités dont l'énergie est inférieure a la hauteur de barriére. La séparation des fonctions
d’onde induite par la barriére de potentiel devient de plus en plus faible pour les états d’énergie
plus élevée que la hauteur de barriére. La largeur des canaux augmente jusqu’a recouvrir la région
ou les électrons de k < 0 sont localisés.

Pour résumer, le mouvement d’un électron en présence d’un champ magnétique inhomogéne de
gradient constant est confiné dans la direction du gradient, mais reste libre dans la direction des
lignes de champ B(z,y) constant. Les électrons de v, < 0 sont confinés au voisinage des lignes de
champ B(z,y) = 0 tandis que les électrons de vitesse négative sont repoussés dans les régions de
champ magnétique plus intense.

Il est possible d’associer des trajectoires semiclassiques aux états de plus basse énergie. Les
trajectoires semiclassiques d’un électron de k < 0 sont des trajectoires oscillant autour des lignes
de Champ magnétique B(y) = 0.

Les trajectoires semiclassiques associées aux états de k > 0, sont repérées par U'indice d (dérive)
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FiG. 7.4: Fonction d’onde de l’état fondamental et des trois premiers
états excités calculée pour k = 5. Les états électroniques représentés par
les fonctions d’ondes 1, sont des états localisés et centrés en y = ++/2k.

sur la fig La trajectoire est issue d’une combinaison entre le mouvement de dérive le long des
lignes de champs B(y) constant et le mouvement cyclotron de 1’électron.

7.6 Densités de courant

Pour calculer le courant total porté par le gaz d’électrons, Hofstetter et al [21], ont étudié un
modeéle ou le gaz d’électrons est infini suivant la direction x et fini dans la direction d’application
du gradient de champ magnétique. En calculant les densités de courants suivant ’axe Ox

Tuer W) = =R [ (s ) (ki + € A(Y)) X ()|
— eh R t ~ g2 ~
= T [xn(k,y)(k—g)xn(k,y)], (7.10)

ou n est l'indice de bande, ils ont trouvé que le courant porté par les états en dessous du niveau
de Fermi

I(y) = / T (9) ks,
€n<€f

oll k¢ est le niveau de Fermi, oscille en fonction de y. Le courant total pour un remplissage donné,
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Fi1G. 7.5: Trajectoires semiclassiques d’un électron soumis a un gradient
de champ magnétique constant. Les trajectoires s (trajectoires en forme
de serpent) sont les trajectoires d’un électron de k < 0 tandis que les tra-
jectoires d (tragectoires de dérive) représentent la trajectoire d’un électron
de k>0

peut se calculer directement en évaluant la somme suivante :

Iotal = Z( / (k:)dk:> (7.11)

( / - ag"}ik)dk:> (7.12)
-3 ( /k l:no Oen(k dk+zn: /k ZH 85§lik)dk> (7.13)
(/ de,, + ;: dsn> (7.14)

= (7.15)

ou n représente l'indice des bandes occupées. Pour obtenir ce résultat, nous avons fait le changement
de variable suivant gidk‘ = de. Nous avons défini trois constantes k%, k%, ky et ef. ki est le
moment de I'état de plus basse énergie de la bande n, € est le minimum de la bande d’énergie n
et ki et kj_ sont les solutions de I'équation e, (k%) = cp.

7.7 Conclusion

En conclusion, 'application d’un champ magnétique inhomogéne sur un gaz d’électrons libres
influence leur mouvements en les confinant dans la direction paralléle au gradient du champ ma-
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gnétique, les laissant libre de se déplacer dans la direction perpendiculaire au gradient de champ.
Le déplacement de I’électron est unidimensionnel.

La région de confinement dépend du signe de la vitesse de 1’électron dans la direction des lignes
de champ magnétique. Si la vitesse est de signe négatif, ’électron est confiné au voisinage des
lignes de champ magnétique nul. Dans le cas contraire, il est repoussé dans les régions ot le champ
magnétique est de signe constant.

La chiralité du potentiel effectif vu par 1’électron se traduit par un spectre énergétique continu
et chiral en k. Cependant cette propriété peut ne pas étre vérifiée pour des formes plus compliquées
du champ magnétique [35]. Enfin, la chiralité et la continuité du spectre énergétique par rapport a
k, n’induit pas de courants permanents.
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Ce chapitre est consacré a I’étude des propriétés physiques d’un gaz d’électrons soumis a une
modulation magnétique périodique 2D. Nous nous limiterons cependant aux distributions magné-
tiques dont le flux moyen par cellule élémentaire est égal & zéro. Aprés avoir exposé le probléme
et la méthode choisie pour calculer le spectre énergétique et les états de Bloch, nous décrirons la
structure des états de Bloch dans 'espace direct ainsi que les densités de courant portées par ces
états.

8.1 Présentation du systéme étudié

Dans tout ce chapitre, nous considérons un gaz d’électrons bidimensionnel confiné dans le plan
2Oy, soumis a une modulation magnétique B(z,y) = B(x,y)z appliquée suivant l'axe z. Nous
avons vu dans le chapitre d’introduction que le hamiltonien décrivant ce systéme s’écrit :

h2

M= (~iVe+ %A(r))z, (8.1)

ot A(r) est le potentiel vecteur.

93
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Résoudre I'éq. (BI)) s’avére étre une tache difficile dans la pratique, il n’existe pas de solutions
générales a 1'éq. (BJ]) mise a part quelques cas particuliers. Le probléme est d’autant plus compliqué
pour les distributions de champ magnétique périodique, car le potentiel vecteur A(r) n’est pas
nécessairement périodique. En fait, deux cas de figures sont possibles suivant la valeur du flux
magnétique traversant une cellule élémentaire :

— (B(z,y)) # 0 : Dans cette situation, il n’est pas possible d’utiliser le théoréme de Bloch tel
quel car le potentiel vecteur n’est généralement pas périodique. Ce résultat est indépendant
de la jauge réguliére choisie pour calculer le potentiel vecteur. Plusieurs études ont montré
que le hamiltonien (BI) peut étre résolu en utilisant par exemple des jauges singuliéres [6] ou
ce qui est équivalent, les opérateurs de translation magnétique [A3,44]. Ces deux techniques
permettent d’utiliser le théoréme de Bloch, moyennant une condition sur le flux du champ
magnétique qui doit étre égal & ¢ = p/qpy avec p,q € Z premiers entre eux et sur la taille de
la maille élémentaire.

— (B(z,y)) = 0 : Dans ce cas, il est possible de trouver une jauge convenable dans laquelle le
potentiel vecteur est périodique et utiliser le théoréme de Bloch pour résoudre le hamilto-
nien (BI)).

Dans ce chapitre, nous considérons que le champ magnétique a un flux égal & zéro par cellule
unité. En utilisant les composantes de Fourier du champ magnétique et la jauge de Coulomb
(V-A(r) = 0), il est possible de montrer que les composantes de Fourier du potentiel vecteur
s’écrivent : B

A(q)=—1i q(2q)q x z pour q # 0. (8.2)

Le potentiel vecteur A(r) étant périodique, nous utilisons le théoréme de Bloch pour résoudre
I’éq. (B et nous écrivons les solutions sous la forme 1, (r) = u,k(r) exp(ik - r) ol u,k(r) vérifie
I’équation différentielle suivante :

2 (_Zhv + hk + 6A(I‘))2 unk(r) = &nk unk(r)7 (83)

avec k le moment cristallin pris dans la premiére zone de Brillouin, n I'indice de bande et e, les
valeurs propres associées a ¥,k(r).

8.2 Meéthode de résolution du hamiltonien

Apres projection de I'éq. (B3)) sur la base des ondes planes, nous trouvons que les composantes
de Fourier u,x(qld de u,k(r) vérifient I'équation :

<;:;> > hagtnk(q) = enctinic(d), (8.4)
avec ’
hQOI’ = (k + q)25qq’
+ %(2k+ qa+4q)-Alq—d)
+ > Ala)-Ala—d —a). (8.5)
q1

Yunk(q) = 5 [ unk(r) exp iq -
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FiG. 8.1: (a) Champ magnétique B(z,y) (en4nM ). Les lignes noires in-
diquent les lignes de champ magnétique B(xz,y) = 0. (b) zone de Brillouin
du réseau triangulaire

A(q) est la transformée de Fourier du potentiel vecteur A(r) et q,q’,q” sont les vecteurs du réseau
réciproque. Les solutions du hamiltonien s’obtiennent aprés diagonalisation de 'opérateur (B2
dont les éléments de matrice donnés par 'éq. (8H), dépendent du réseau considéré. Dans la suite,
nous nous proposons d’étudier les propriétés de ’éq. (Bl pour une distribution magnétique ayant
les symétries du réseau triangulaire. Afin de calculer les vecteurs propres et les valeurs propres du
hamiltonien (&3), nous considérons uniquement un nombre fini d’ondes planes. Le nombre d’ondes
planes prises en compte est fixé par la convergence des valeurs propres et des vecteurs propres
de plus basse énergie. Dans la suite, nous remplagons le nombre d’ondes planes par le paramétre
€. que nous appellerons énergie de coupure. En d’autres termes, nous considérons uniquement les
ondes planes d’énergie inférieure & &.

8.3 Reéalisations expérimentales d’un champ magnétique périodique
2-D

Plusieurs solutions ont été proposées dans le passé pour réaliser expérimentalement des dis-
tributions périodiques de champs magnétiques. Les techniques les plus connues sont basées sur
I'utilisation de films minces de supraconduteurs de type II, servant de grille aux hétéro-structures
semi-conductrices dans lesquelles les gaz d’électrons bidimensionnels [R5 sont créés. Une fois le
film plongé dans un champ magnétique uniforme supérieur au champ critique Be1, il crée une dis-
tribution de champ magnétique de flux non nul & l'intérieur du gaz d’électrons par 'intermédiaire
du réseau de vortex (appelé réseau de Abrikosov [63]).

Grace aux progrés réalisés en croissance organisée et en dépodt de matériaux magnétiques, il
est désormais possible de réaliser des micros et nanostructures d’ilots magnétiques et de nano-
cylindres magnétiques [49] arrangés périodiquement. Lorsque 'aimantation de chaque ilot ou de
nanocylindre est orienté dans le méme sens, le réseau de nano-objets crée un champ magnétique
périodique caractérisé par un flux magnétique égal & zéro par cellule unité. Une fois déposée a
une distance d de l'interface contenant le gaz d’électrons, la nano-structure magnétique crée une
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distribution magnétique inhomogéne et périodique, dont les composantes de Fourier du champ
magnétique décroissent exponentiellement avec la distance d séparant le gaz d’électrons de la nano-
structure. Chaque composante de Fourier du champ magnétique vérifie la relation suivante :

Bi(q,d) = Bi(q,0) exp(—|q|d), (8.6)

ot B;(q,0) avec i = x,y, z est la composante de Fourier de la composante i du champ magnétique
calculée en d = 0.

En prenant les mémes paramétres géométriques que dans le chapitre Bl c.-a-d. une période de
100 nm, un facteur de remplissage de p = 0.5 et une distance de 20 nm entre la nano-structure
magnétique et le gaz d’électrons, nous obtenons une amplitude de 'ordre de 0.2 T pour des nano-
cylindres de fer. En utilisant I’éq. (B), il est possible de voir que l'essentiel de I'amplitude est
porté par la premiére composante de Fourier. Dans la suite, nous nous plagons dans le cas ot seule
la premiére composante de Fourier du champ magnétique a des valeurs appréciables.

8.4 Résultats numériques

Nous restreignons 'étude de I’éq. ([B]) au cas du réseau triangulaire car c¢’est le réseau le plus
souvent obtenu lors de la fabrication des nanostructures magnétiques obtenues par croissance [49].
Pour décrire les déplacements sur le réseau triangulaire, nous définissons deux vecteurs de base
a1 = (1,0) et az = (—1/2,—+/3/2) et nous posons ag = —a; —as. Les vecteurs du réseau réciproque
sont définis par la relation :

bz' . aj =27 52']'
avec i, 7 = 1,2. Avec ces conventions, la zone de Brillouin est délimitée par un hexagone (fig. EI+b)
dont les sommets sont en £(2/3)a;, i = 1,2, 3

D’apres I’hypothése faite précédemment, la composante B, du champ magnétique est composée

uniquement de la premiére composante de Fourier :

B(z,y) = By <cos(b - r) + cos(b o r) + cos(b?’a' r)> , (8.7)

ol by et by sont les vecteurs du réseau réciproque du réseau triangulaire, bg = by — by. By, de
l'ordre de 0.2 T pour le fer & une distance d = 0.2a a étant la période, est 'amplitude de la
premiére composante de Fourier de la distribution magnétique. Les composantes de Fourier du
potentiel vecteur peuvent étre calculées en utilisant la relation (2)).

Afin de simplifier les notations, nous posons

h2

= 8.8

£0 2m*a? (8:8)
ByS

- == 8.9

0= 25 (89)

avec S = /3a%/2 la surface de la maille élémentaire. Aprés remplacement de I'é¢q. ([8F) dans les

éq. (B ([B3) (B3H), nous obtenons

hae = o ((k+a)*dqq
+ 2a(k+4q)-alq—d)

+ o Z a(q))-a(lq—q — q1)> (8.10)
q1
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Fi1G. 8.2: Spectre énergétique d’un €électron dans un champ magnétique
périodique 2-D. (a) champ faible (b,c) champ d’amplitude moyenne (d)
champ fort

ou a(q) = A(q)/Ap avec Ay = Bpa/2m.

Les paramétres de ce probléme sont le paramétre « représentant I’amplitude du champ magné-
tique et I’énergie de coupure ¢, limitant le nombre de fonctions d’ondes. Le deuxiéme paramétre
dépend du réseau et de la valeur de o. Afin d’assurer une convergence optimale des états de plus
basse énergie, nous fixons €. a 50gq, ce qui correspond & cinq mille ondes planes environ.

Enfin, nous choisissons la période du réseau comme unité de longueur, ce qui veut dire que le
seul parameétre de ce probléme est 'amplitude du champ magnétique c.-a-d. le paramétre a (¢/ ).

8.4.1 Spectre énergétique

Nous avons calculé le spectre énergétique de 1'éq. ([BZ) pour différentes valeurs du parameétre
a, allant du régime de couplage faible (« petit) & un régime de fort couplage (o > 1).

Pour de faibles valeurs du paramétre «, la relation de dispersion de ’éq. (B2l est similaire a la
relation de dispersion des électrons libres. Le spectre n’a pas de croisement de bande aux points
k contenus sur les lignes de Bragg car le terme quadratique en A(r) léve la dégénérescence des
bandes en ces points. Cet effet est plus visible sur la figure B2b que sur la figure BZa. Enfin,
il n’y a pas de formation de bande d’énergie interdite pour de faibles valeurs du paramétre a. Le
systéme est métallique.

A plus haut champ, les bandes de plus basse énergie se séparent énergétiquement en formant
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une bande d’énergie interdite dans le spectre (fig. B2kc). Elle s’accompagne d’une réduction de

2.5
1 01 1.875
1.25
=1 0.99 0.625
0

(a) [¢1 (2, y)?

1.875
0.625

() [vs(z,y)I? () [¢a(z,y)

F1G. 8.3: Module des fonctions d’ondes calculées en k = T" pour o = 0.1.

Cette figure montre que les états possibles peuvent étre délocalisés (fig. a
et b) ou localisés (fig ¢ et d).

la largeur de chaque bande lorsque le parameétre o augmente. Dans la limite de modulations trés
importantes, les bandes de plus basse énergie deviennent peu dispersives (fig. B2-d) indiquant la
présence d’états localisés dans l'espace réel.

8.4.2 Nature des états de Bloch

Nous avons vu dans la section précédente, que le spectre énergétique avait des bandes peu
dispersives voir plates lorsque la constante de couplage a est grande. Ce résultat suggére que les
états de Bloch peuvent étre des états localisés dans ’espace réel.

Le calcul des états de Bloch au point I' pour différentes valeurs du paramétre « permet de
distinguer différents types d’états. Les états délocalisés sont surtout présent lorsque « est faible.
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La fig B3 (a,b) montre deux états délocalisés sur une grande partie de la maille élémentaire.

)\
(

C )

() [t (2, y)|* (b) [¢s(x,y)[*

F1G. 8.4: Module des fonctions d’ondes des bandes 1 et 3 calculées au
centre de la zone de Brillouin pour o« = 5. Les fonctions d’ondes sont
localisées au voisinage des lignes de champ magnétique B(x,y) = 0.

L’état représenté sur la figure B3ka est un état fortement délocalisé sur 'ensemble de la maille
élémentaire (I’échelle de couleur varie de 0.98 & 1.02), avec une structure semblable a celle du champ
magnétique. La figure B3 b représente le deuxiéme état de Bloch calcule au point I' pour o = 0.1.
La structure de cet état montre que ’électron reste délocalisé sur une grande partie de la maille,
mais évite les régions ot le champ magnétique est extremum pour occuper préférentiellement les
régions ou le champ magnétique est proche de zéro.

Les figures B3 (c,d) montrent qu’il existe des états localisés lorsque « est faible. L’électron se
trouvant dans 1'état de la figure B3¢ est localisé au voisinage des lignes de champ magnétique
B(z,y) = 0, tandis que la figure B3ld montre un état ou 1’électron est localisé dans une des
régions ou le champ magnétique est extremum. Dans le chapitre [L2, nous avons vu qu'un champ
magnétique inhomogéne repousse les électrons de vitesse positive dans les régions ot le champ
magnétique est intense et confine les électrons de vitesse négative au voisinage des lignes champ
B(x,y) = 0. Cet effet est relié a la forme du potentiel effectif senti par les électrons, et existe aussi
lorsque le champ magnétique a une structure plus compliquée telle que celle qui est envisagée dans
ce chapitre. L’état de la figure B3¢ peut étre associé aux états ol ’électron a une vitesse négative
tandis que ’état de la fig B3d est plus proche des états de vitesse positive.

Enfin, la figure montre quelques états pour o = 5. Les états obtenus sont fortement localisés
au voisinage des lignes de champ B(z,y) = 0. Ces états ont une structure similaire aux états
localisés obtenus pour o« = 0.1. La région de localisation de la figure a la méme forme que sur
la fig B3lc, mais la largeur est un peu plus étroite que sur la figure B3 c.

Pour conclure, le calcul des états de Bloch montre qu’il existe des états localisés et délocalisés
pour tous les valeurs du paramétre a. Nous avons vu que les régions de localisation des états
localisés ont diverses formes qui dépendent de la forme des lignes de champ B(z,y) = 0. Les états
délocalisés ont une structure assez complexe qu’il est difficile de caractériser simplement.
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FiG. 8.5: (a) champ magnétique. (b) Module de Y (z,y) calculé au point
I. (b) et (¢c) Composantes de la densité de courant.

8.5 Présence de courants permanents

En étudiant les états de Bloch d’un électron soumis & un champ magnétique périodique, nous
avons vu qu’ils pouvaient étre localisés ot délocalisés quelle que soit ’amplitude du couplage choisie.
En outre, nous avons vu que les états localisés sont de nature différente c.-a-d. que la région de
localisation différe d’un état & un autre, ce résultat étant en accord avec les résultats obtenus dans le
chapitre Pour certaines bandes d’énergie, nous avons obtenu des états quantiques ot 1’électron
est localisé soit dans des régions ou le signe du champ magnétique est constant soit le long des
lignes de champ magnétique B(z,y) = 0.

Pour la distribution magnétique représentée sur la fig. BTl les lignes de champ magnétique
forment un cercle autour duquel I’électron est localisé. La forme des autres régions de localisation
est plus difficile & déterminer et dépend essentiellement des équipotentielles de la distribution
magnétique.
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Le calcul des densités de courant, définies par [15],

he ) e
Tuac(®) = =R [l () (=iV + ZA®)) (x| (8.11)
pour ces états de Bloch représentés sur la fig BZ2 montre que J,k(r) a des valeurs non nulles
uniquement dans les régions ou 1’électron est localisé Dans la suite, nous montrons que le
courant permanent porté par ’état de Bloch de la fig. B42 a deux sources, 'effet Aharonov-Bohm
et les inhomogénéités du champ magnétique au voisinage des lignes de champ B(zx,y) = 0.

8.5.1 Courants permanents induits par ’effet Aharonov-Bohm

Dans cette section, nous revenons sur l'origine des courants permanents mesurés dans des
anneaux meésoscopiques lorsqu’ils sont soumis & un flux magnétique ¢ les traversant. Nous notons
K, 'impulsion d’un électron le long de I'anneau C, et L la longueur de C. Le champ magnétique
traversant ’anneau modifie les conditions de quantification de 'impulsion & :

K= 2% (n—l—%) (8.12)

ou n € Z. Le spectre énergétique est quantifié a cause de la quantification de I'impulsion. Nous
noterons dans la suite €,(¢) 1'énergic d’'un état |n,$). L’'impulsion k£ de cet état est donnée par
I'éq. (BIZ). Enfin la vitesse d'un état |n, ¢) est donnée par la relation suivante [I0] :

_ % Oen(0) '

V() n 96

(8.13)

En absence de champ magnétique, le déplacement des électrons est libre et le spectre énergétique
est parabolique (points noirs sur la fig. Bfla). La quantification du vecteur d’onde implique que les
états [n, ¢ = 0) et les états |—n, ¢ = 0) ont la méme énergie : £,(¢ = 0) = e_, (¢ = 0). La vitesse
d’un état |n,¢ = 0) est proportionnelle a n (dans ce cas v = hx/m), ce qui veut dire qu'un état a
N électrons ne génére pas de courant permanent I car les états e,(¢p =0) <epete_,(¢p=0) <ep
sont occupés et de vitesse opposée.

Lorsque le flux magnétique est non nul, les états |n, @) et |—n,¢) n’ont plus la méme énergie
(points noirs sur la fig. BOb) et leur vitesse |v_p(@)| |vn(¢)| sont différentes en norme et en
signe. En conséquence, un état & N électrons est porteur d’un courant permanent car il n’y a plus
compensation des vitesses entre les états n et —n.

8.5.2 Relation entre un spectre chiral et ’existence de courants permanents

Dans cette section, nous considérons le cas ot un électron se déplace le long d’un contour fermé
C de longueur finie L. De plus nous imposons les contraintes suivantes :

— le spectre énergétique est chiral par rapport a I'impulsion,

— 4l n’y a pas de champ magnétique traversant le contour C. Nous reviendrons sur l'effet du

champ magnétique un peu plus tard.

Comme dans le cas précédent, les conditions aux limites imposent que I'impulsion est quantifiée par
valeur de 2% Le spectre énergétique est donc quantifié. Enfin la relation de dispersion n’ayant pas
de symétrie particuliéres, la vitesse, donnée par le gradient de I’énergie par rapport & 'impulsion,
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Fi1G. 8.6: (a) schéma du spectre énergétique et de la vitesse d’un élec-
tron sur un anneau en absence de champ magnétique. Les points noirs
représentent les états occupés par sept électrons. Le courant total est nul
car les vitesses des états |n,0) et |[—n,0) ont le méme module mais sont
de signe opposé. (b) schéma du spectre énergétique et de la vitesse d’un
€lectron sur un anneau en présence de champ magnétique ¢. L impulsion
des états électroniques accessibles est décalée de %‘ﬁ par rapport au cas
précédent. Les points noirs représentent les états occupés par sept élec-
trons avec leur vitesse respective. En faisant la somme sur l’ensemble des

états occupés, nous trouvons que le courant est non nul dans ce cas

n’aura aucune symétrie. En d’autres termes, si le spectre énergétique e(k) # e(—k) alors |v,| #
U]

La propriété précédente a une conséquence importante ; 'existence de courant permanents non
nuls induits par la chiralité du spectre énergétique en absence de champ magnétique extérieur.
Pour montrer ce résultat, nous considérons le spectre énergétique représenté sur la fig. Kfla et la
vitesse représenté sur la fig. BG-b. Supposons qu’il y ait trois électrons se déplagant le long de C et
calculons le courant permanent transporté par cet état a trois électrons. L’état de plus basse énergie
|¥) est composé des trois états k = 0,27 /L, 4w /L (trois points rouges sur la fig. B6a). Ainsi le
calcul du courant total est simple et donne un résultat non nul pour ce modéle. Pour cela, il suffit
d’additionner la vitesse de chaque état occupé (les points rouges sur la fig. BGb correspondent
aux états occupés). Nous avons pris trois électrons a titre d’exemple, mais le raisonnement est le
méme pour montrer qu’un courant, porté par un état quantique a IN électrons, peut étre non nul.
Enfin 'application d’'un champ magnétique de flux ¢ appliqué au centre de C ne modifie pas le
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Fi1G. 8.7: (a) spectre énergétique chiral. Les points noirs et rouges in-
diquent les niveaux d’énergie accessibles a un électron. Les point rouges
indiquent les états occupés lorsque trois électrons se déplacent sur C. (b)
courbe représentant la vitesse correspondant au spectre de la figure (a).
Les points rouges indiquent les états occupés par les trois électrons. En
additionnant chaque valeur de la vitesse nous trouvons que la vitesse to-
tale est non nulle. Il y a donc un courant permanent.

résultat obtenu. Dans ce cas, le courant total a deux composantes, une composante provenant de
la chiralité du spectre et une composante induite par 'effet Aharonov-Bohm.

Lorsque C est une courbe ouverte, 'impulsion est une variable continue et il n’est pas possible
d’obtenir un courant permanent méme lorsque le spectre est chiral. Pour montrer ce résultat, il
suffit de calculer le courant total pour une position donnée du niveau de Fermi. Le courant total

est donné par :
Itotal = </U(k)dk> (814)

B e (k)

_ ( /E(k)<<€F - dk) (8.15)
ko kg

- ([ s [ 0] 810

- </:O de + /:F ds) (8.17)

0, (8.18)

ou (k) est la relation de dispersion, kg, kr+, kp— sont définis sur la fig.

8.5.3 Retour sur les courants portés par des états de Bloch

Les différents modeéles développés dans les sec. et sec. B permettent d’expliquer la
présence de courants permanents portés par les états de Bloch obtenus dans la sec. Les
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F1G. 8.8: figure définissant les quantités kpy, krp_, et ko.

électrons sont localisés au voisinages de lignes de champ magnétique B(z,y) = 0. Les lignes de
champ magnétique étant fermées, 'impulsion de ’électron, prise dans la direction tangente aux
lignes de champ magnétique, est quantifiée.

De plus, le champ magnétique est inhomogéne et varie linéairement au voisinage des lignes de
champ nul. Le spectre énergétique d’un électron se déplagant le long des lignes de champ nul est
asymétrique et discret. Bien que le champ magnétique B(x,y) ait un flux nul par cellule unité; le
flux piégé dans les lignes de champ B(z,y) = 0 est non nul. Nous sommes donc dans le cas des
modeéles développés dans la sec. et BO.2 Les inhomogeneites du champ magnetique induisent
un courant permanent

Le courant permanent porté par I'état de Bloch de la fig. B4l a deux composantes, une compo-
sante originaire de 'effet Aharonov-Bohm et une composante qui dépend explicitement des inho-
mogénéités du champ magnétique au voisinages de lignes de champ nul.

8.6 Conclusion et perspectives

La dynamique d’un électron soumis & une distribution de champ magnétique périodique est
caractérisée par un spectre énergétique dépendant fortement de 'amplitude du champ magnétique
et par des états de nature différente pouvant étre porteurs de courant permanents.

Le spectre énergétique en champ faible différe peu de la relation dispersion d’un gaz d’électrons
libres, alors qu’il est peu dispersif en champ fort. En étudiant les états de Bloch pour différentes
amplitude de champ magnétique, nous avons obtenu des états de Bloch complétement délocalisés
ainsi que certains états localisés au voisinage des lignes de champ magnétique B(z,y) = 0. Ces
états sont porteurs de courant permanents dont 1’origine est liée entre autre aux variations spatiales
du champ magnétique aux voisinage des lignes fermées de champ B(z,y) = 0.

Enfin, nous avons montré qu’il est possible d’obtenir un courant permanent en absence d’un
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champ magnétique extérieur lorsque le spectre énergétique d’un électron est chiral et son impulsion
est quantifiée.
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Chapitre 9

Conclusion

L’effet Hall dans les matériaux ferromagnétiques, bien que connu et étudié depuis plus d’un
siécle, fait de nouveau l'objet de nouvelles études théoriques et expérimentales qui sont motivées
par la découverte de nouveaux matériaux et effets quantiques. Les mécanismes qui sont & ['origine
de Deffet Hall, peuvent étre classés en deux catégories, les mécanismes extrinséques qui dépendent
explicitement de la diffusion des porteurs par des impuretés magnétiques ou non et les mécanismes
intrinséques pour lesquels le concept de phase de Berry a un grand role.

Dans ce manuscrit, nous apportons quelques éléments de réponse a plusieurs questions encore
en suspend. Le premier point mis en avant dans ce manuscrit est la contribution des impuretés a
Ieffet Hall anormal. En utilisant un modéle simple de gaz d’électrons bidimensionnel en présence
de couplage spin-orbite et d’une aimantation, nous avons mis en évidence que la diffusion par les
impuretés intervient & deux niveaux différents, en donnant une contribution extrinséque habituelle
faisant intervenir les états proches du niveau de Fermi et une contribution intrinséque qui ne dépend
pas de la concentration en impuretés contenues dans le systéme. Celle-ci est différente par la forme
et son origine de la contribution intrinséque obtenue dans ce modéle, qui est basée sur la topologie
des bandes énergétiques et des états quantiques.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes intéressés aux mécanismes intrinséques ou deux
modeéles sont proposés. Dans le premier modéle, nous étudions l'effet d’une texture de champ
magnétique placée au dessus d’un gaz d’électrons libres et couplée aux électrons par I'intermédiaire
de l'interaction Zeeman. Nous avons montré que les électrons sont soumis & un champ topologique
fictif issu des variations spatiales du champ magnétique. L’existence de champ topologique se
traduit par la présence d’une force, similaire & la force de Lorentz, qui agit sur les électrons en
les déviant perpendiculairement a leur trajectoire. Lorsque la distribution de champ magnétique
est périodique, le champ topologique a des propriétés particuliéres telles que le flux traversant un
contour C' quelconque est proportionnel & la phase de Berry acquise par la fonction d’onde d’un
électron se déplacant le long de ce contour.

En calculant la conductivité transverse dans ’approximation de Drude, nous avons trouvé
que celle-ci est proportionnelle au flux moyen par cellule unité du champ topologique créé par
la distribution magnétique. L’application d’un champ magnétique supplémentaire se traduit par
des variations discontinues de la conductivité transverse, que nous avons relié & un changement
de topologie de la distribution magnétique totale. Les discontinuités observées dans les variations
de o, sont une signature caractéristique de I'existence d’'un mécanisme intrinséque induit par les
phases de Berry. Enfin, nous avons proposé une expérience dans laquelle cet effet peut étre observé.

Dans le dernier modéle proposé dans ce manuscrit, nous étudions l'effet de la chiralité de
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spin sur la conductivité transverse permettant de répondre si le mécanisme de chiralité de spin
est le mécanisme pertinent de l'effet Hall anormal dans le composé pyrochlore NdosMosO7. Le
modéle proposé bien que n’étant pas applicable directement au composé, a mis en évidence que la
conductivité transverse est une fonction complexe de la chiralité de spin. En particulier, nous avons
montré que o, peut changer de signe a chiralité fixée et peut-étre quantifiée lorsque le niveau de
Fermi est dans une bande d’énergie interdite. Une étude simple de la conductivité transverse en
fonction de la température a montré que toutes les variations de la conductivité transverse sont
possibles sans que la chiralité de spin change. Les différents résultats obtenus en faisant varier
divers paramétres telle que la chiralité le remplissage ou la constante de couplage, suggérent que le
mécanisme de chiralité de spin n’est pas le seul mécanisme responsable de I'effet Hall anormal dans
le composé pyrochlore. Diverses études peuvent étre proposées pour décrire quantitativement 1’effet
Hall anormal dans Nd3sMosO7 en tenant compte de la structure magnétique réelle de ce composé.

Enfin, la derniére partie de ce manuscrit expose une physique différente de I'effet Hall anormal.
Dans cette partie, nous décrivons 'action d’un champ magnétique inhomogéne interagissant avec
un gaz d’électrons sans spin par I'intermédiaire de la force de Lorentz. En étudiant les distributions
magnétiques périodiques, nous avons deux familles d’états de Bloch, des états de Bloch délocalisés
sur I’ensemble de la maille élémentaire et des états de Bloch localisés au voisinage des champ
magnétique constant. Parmi les états de Bloch étudiés, nous avons obtenu des états localisés au
voisinage des lignes de champ magnétique nul qui sont des courbes fermées pour la distribution
magnétique considérée. Ces états sont porteurs d’un courant permanent dont l'origine est liée
uniquement a I'inhomogénéité du champ magnétique au voisinage des lignes de champ B(z,y) = 0.
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Annexe A

Calculs divers

Cet appendice contient certains détails de calculs qui ne sont pas exposés dans le chapitre
Nous prenons la convention A = 1.

A.1 Calcul de la self-énergie

Dans le cadre de modéle développé dans le chapitre Bl nous devons calculer la self-énergie ¥;(¢)
au deuxiéme ordre en V. Dans ce cas, il est possible de montrer que la self-energie est donnée par :

2
Bue) = N§ [ G0 5o (A1)

ot GY(e) est la fonction de Green du hamiltonien H, :

e —ex + p+ a(kyo, — kyoy) — Mo,
(¢ — Exy + p+idsigne)(e — Ex_ + pu+ idsigne)’

(A.2)

avec Epy = e F A(k) et A(k) = VM2 + o2k2. La fonction de Green GY(¢) peut étre écrite sous
une forme plus simple que Pexpression ([A22) :

e —ex + p+ a(kyo, — kyoy) — Mo,

Gle) =
1(€) T — B
1 1
_ . A3
% L—EkJr—I—u—l—idsigns €— Fyx_ + p+idsigne (A-3)

En remplagant I’éq. ([(A3)) dans 1'éq. ([(AJl), nous trouvons que

d’k € —ex+p— Mo,
(2m)?  Ex — Eiy

- 2
M%k);(k) [6(e — By + ) +06 (e — Ex_ + )] (;l:)2

{(w YU )+ M <§—i + ;—:> az} , (A.4)

Yi(e) = gi_)né N,V signe / [0(e — Exy +p) — 6(e — Ex— + p)]

= —iﬂ&in(l)NiV(?signe/

—7TNV02 sign e
2

Q
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A+ = Mk ) et v4 et v_ sont les densités d’états au niveau de Fermi définies par les éq. (BI3)
et (BI4) respectivement. En posant

1

- = TNVi vy +v2), (A.5)
1 v v_

- = INVEM (£ - = A.
s = wngn (- F), (A6)

nous retrouvons 'expression de ¥;(¢) donnée par 1'éq. (BI0).

A.2 Calcul de oij et og

Pour calculer o, et o] nous utilisons les é¢q. (B3) BI5) BI0) ct BID) :

Ozy(w) = %TT/ ((21271){2 / ;—i <kﬁ - aay> G(e +w) <kay + ozo*x) G(e)

L [ ()
w (2m)?2 ) 27 \m Y
e+w— ek + p+ osign(e +w) + alkyo, — kyoy) — Mo,
(e +w— Bt + pu+ gisign(e +w))(e +w — By~ + p+ g-sign(e + w))

k
<—y + aax>
m

y £ — ek + p+ osign(e) + alkyo, — kyoy) — Mo, (A7)
(€ = Eiy + p+ go-sign(e)) (e — Bi— + pu+ 5-sign(e)) '

L’éq. (A7) peut se simplifier en prenant en compte la trace sur les états de spin (Tr(oiojox) = 2iejjx
ol €551 est le tenseur antisymétrique) et I'intégration sur k (tous les termes proportionnels a &, ou
k, s’annulent aprés intégration sur k). Il faut donc calculer les deux termes suivants

—e2a? d2k/ de E—i-w—sk—i-u—k%sign(s—kw)—]\]az
—O0
2r Y

Tov T T ) 42 Di(c+w)D_(c +w) e
_ i sign(e) — Mo,
L ST + p+ 5-sign(e) o (A8)
D, ()D_()
avec
Dy (e) = e — Ext + o+ i/274sign(e). (A.9)

L’intégrale sur I’énergie peut se calculer en utilisant le théoréme des résidus. Le contour d’intégra-
tion est composé de la droite y = 0 et d’'un demi-cercle dans le plan supérieur. Les résidus sont en
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e=Fxi+ —w+1i/214 et ¢ = Ex 4 +14/274. Apreés calcul nous obtenons
—ie2a? [ d%k Byt —ex + 5 ~ — Mo
i [, Pt
w 47 (Ek;;’_ — Ek7_ + ot — +F)
Ek7+—€k W‘i‘i_% MO'Z
(Ek,+ —FEx_ —w+ 27Z_+ - +#)(—w)
Ek,_—Ek—i-TL—LT—MO'
f(Bie-) T S
(Ek7_ Ekv"‘ + 2r_ 27+)
Ek_—Ek—w—l-Qi —% MO‘Z
(Bx— — Bxy —w+ 5~ — 57 )(—w)
Ek—_5k+w+L+w_MUz
f(Ek ) ) 27_ 2T o
1 - i sign(Fy, - +w+ ; i sign(By, — +w+ r
(Bie— = Bigy +w + g + Sty 4 oL (B teti),
By — ek + 5= — 5z — Mo,
) i sion( -
f(E ) E’k7+_€k+w+ﬁ+w_]\402 U
k,+ (Ek+ B 4w+ % N isign(E;TJr-i-w-l-u))(w_'_ 2L + isign(E;,++w+u)) z
) ) T4 T— T+ T+
Ek7+—€k+TL—L‘T—MU
2y 2 T F (A.10)

7 7

Pour simplifier les derniéres lignes faisant intervenir sign(Ey 4+ +w — p) il faut distinguer deux cas :

— Fx + < p—w dans ce cas, il faut remplacer f(Ex +) par f(Ex ++w) et remplacer sign(Fy + +
w — ) par un signe —. Cela limite I'intégration sur k aux états de By 4 < p — w.

— p—w < Fyx 4 < pdans ce cas, il faut remplacer f(Fyx +) par f(Ex+) — f(Fx+ +w) et
remplacer sign(Fx + + w — p) par un signe +. L’intégration sur k se limite & l'intervalle
p—w < Byt <p.
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Compte tenu de ces modifications, nous obtenons

% 7

—ie2a? [ d’k Byt —ext o — 5 — Mo,
1 2% f(Ek,-i-) K i 0z
w Am (Bt = Bie— + 577 — +372)
Ek7+—€k—w+ﬁ—%—]\2/az
(Bt = Bi— —w + g — +g0-) (~w)
N
k,— ; ; T

i i Y
Ek7_—€k—w+ﬁ—?—MO'Z

(Bi,- — By —w+ 5= — 5 )(—w)
Ek,_—sk—l—w+%—%—]\~402
(Bi— = Bit +w + 5= — 57-) (@)
Ex_ —éex+5- — & — Mo,

) i
+ + 27— 274

f(Ek,_ + w)

Og

Ek7+—sk+w+ﬁ—%—]\2/az
(Bxy — B - +w+ 50— — 50 )(w)

21y

(Bt +w)

Og

i 7 Y
Ek,-i-_gk—l_ﬁ_?_MJZ

7 7
By = Bk~ + 577 — 57~

T—

Ek,—_5k+w+%+%_MUz

{f(Bx,-) — f(Bx,- +w)}

) i
+ + 27— 274

Exy —extw+ 5+ 5 — Mo

(Bi- = B+ +w+ 5+ 57 )(w+ 75)

{f(Bxy) — f(Biy +w)}

(Bx4 — Ex—+w+ ﬁ + ) (w + %)

Oz

Oz

(A.11)

Quelques simplifications s’imposent. Nous négligeons tous les termes en % dans les dénominateurs
sauf le terme en (w+ ). Ceci est justifié car nous nous intéressons uniquement a la limite N; — 0.

Enfin, nous remplacons M par M car M = M + iT tend vers M lorsque la concentration tend vers
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zéro. La conductivité transverse s’écrit donc :

—ie2a? M d?k 1
o o= [
7oy w / 4m? [ i k’Jr)(Ek,+ — Ex,— —w)(Ex 4+ — Bk -)
1
- f(Bx-)

(Bx,— — Bx+ — w)(Ex,— — Ex 1)

_I_
{f(Ek,'f‘ + w) - f(Ek7+)}(Ek’+—Ek,+L}J)(Ek,+—Ek,)}

1
+ f(Ek,+)}(Ek’+ — By _+w)(Exs — Ex_)
w+
t ) = Bt g R ot ) (B — By
w+ -
+ U Fr) = F(Biy + @)} (Bx+ — Bx— +w)(w+ ) (Ex+ — Ex-)
x  Tr(oyog0z). (A.12)

En prenant la limite w — 0 nous obtenons :

_ 2,2 4’k f(Exy) — f(Ex,-)
Opy = —de M/47T2 s — B ) (A.13)

(B4 — Ek,—) [(1 - %)
B e T

d’k f(Ex4) — f(Ex,—)
—4e’a’M
o /W (Bxr — B

il suffit de poser

et

o Bt (-2 (28 (-5) ()]

pour obtenir les expressions recherchées ((éq. (320)) pour o£! et (¢q. (BZH)) pour o

A.3 Calcul de o]

Pour calculer la contribution des états situés en dessous du niveau de Fermi, nous utilisons la
formule ([BI8) couplées aux formules ([BH) et (B7) pour les fonctions de Green. Cette contribution



116 CHAPITRE A. CALCULS DIVERS

est donnée par

) = Cny [ / & <kB - wy> Qe+ ) <ka i aax> Gg@)}

k
_ @_ao. (€_€k+w+ﬂ+a(ky0-x_kx0'y)_MJZ)
B V) (e — Exy + p+w+idsigne)(e — By_ + p+ w + idsigne)
" kg ' a0, € — €k ‘HU‘H{“‘ a(kyoy — kyoy) — Maz' . A15)
m (e — Exy +p+w+idsigne)(e — Ex— + p+w + idsigne)

ou la trace se limite a la somme sur les états des spin. L’éq. ([ATH) peut se simplifier en remarquant
que seuls les termes faisant intervenir les produits 0,001 avec i # j # k, ont une trace non nulle :

g

) Me2a? > / de (e = 21+ w) 0050, + (£ — e1) 0y0502)
y (e —Exy + p+w+idsigne)(e — Ex_ + p+w + idsigne)

1

X . A.16
(e — Exy +p+w+idsigne)(e — Ex— + p+w + idsigne) ( )

Pour calculer I'intégrale sur €, nous choisissons un contour passant dans le demi-plan supérieur.
Les seuls poles intervenant sont donc les poles ot sign(e) < 0. En utilisant le théoréme des résidus,
nous trouvons que 1'éq. [AI6) s’écrit finalement

N2 02
17 iMe o [ ((Ex4 — ex) 0y0,0x + (Ex 4 — ek — w) 0y0x0,)
oy (W) = Tr [{(Ex 4+ —w
o) w 2 ot~ ) (Bt — Ex— ) (—w) (Ext — Ex— —w)
b (B —w) ((Bx,— —ex) 0y0,0, + (Ex,— — ek — W) 0y0,03)
’ (Bx- — Exy)(—w) (Bx— — By —w)
b (B ((Bx,— — ek +w) 0y050, + (Ex,— — €k) 0y0,02)
(Bx- — Exy)(w)(Ex- — Exy +w)
((Bx 4+ — ek +w) 0y050, + (Ex 4 — €k) 0y04,02)
v f(E ’ ’ , A7
FBie) (Bx+ — Ex-)(w)(Ek+ — Ex— +w) (A17)
() iMe*a®Tr(oyo,0y) [ —f(Fx+ —w)
o) =
Y w (Bx,+ — Bx—)(Ex,+ — Bx,— —w)
N —f(Ex— —w)
(Bx,— — Ex4)(Ex,— — Bx4 —w)
N f(Ex,+)
(Bx+ — B )(Bx+ — By - +w)
f(Ex,-) }
+ : . A.18
(Bx,— — Ex4)(Ex,— — Ex+ +w) (A.18)
En prenant la limite w — 0 nous trouvons finalement que
f(E f(E
ol = —4Me? QZ kot) ) (A.19)

Ek+—Ek )3

qui est identique a l'expression (B20).
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A.4 Conductivité transverse : Cas général

Dans cette section, nous donnons une démonstration des formules [B40) et (I3)) décrivant la
contribution de tous les états occupés en absence d’impuretés. Pour cela, nous allons utiliser les
fréquences de Matsubara qui ont 'avantage d’inclure les effets de la température. La conductivité
transverse dans ce formalisme est donné par :

Oy (i) BM / o > ngmG%(ip—i—iw)vaGg(ip), (A.20)
n#m ip
ol 1
GY.(ip) = ———

avec £, k les valeurs propres associées aux vecteurs |n, k) et Uy les éléments de matrice de 'opé-
K

rateur vitesse pris entre les états |n,k) et |m, k). L'expression ([A220) se simplifie en décomposant

la fraction sous la forme

1
QI GO (ip) — GO (i ; ) A21
Jwy ZW ﬁzw / n;ém Zp =t Enk —Emk T W ( m(Zp) n(zp + ZW)) ( )

En utilisant

%ZGW) = Flem),

nous obtenons le résultat final suivant

nm mn ]'

— . A.22
Ty (i) iw / 4772 Yz Yy Enk — Emk + W (f(Eme = f(Ena)) ( )

n#m

D’apreés les relations de Onsager, nous avons o, = %(azy — 0yz). En utilisant 'éq. (A22) combinée
a un changement d’indices dans o,,, nous obtenons le résultat suivant

nm,,mn

Oy (i) = / e Yy (Fensd) — F(ema) (A.23)
w N 471'2 Enk—emk)Q—l—(iw)Q mk mk ) )

qui peut s’écrire plus simplement

nm,,mn nm,,mn

ny(iw):eQ/%Zf(sn)Z =y Ty s (A.24)

2 (en — e + (iw)?

Il suffit de remplacer iw par w + id dans I'éq. (A24) et prendre la limite w — 0 pour obtenir
I'expression recherchée (éq. (B0)).
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Annexe B

Calcul du flux du champ topologique a
travers une maille élémentaire

Dans cet appendice, nous proposons une méthode permettant de calculer le flux du champ
topologique traversant une maille élémentaire. Nous avons vu dans le chapitre Bl que 'application
d’une distribution de champ magnétique sur un gaz d’electrons bidimensionnel, induit un champ
topologique b; dépendant uniquement de la direction du champ magnétique.

bi(r) = e im0 B.1

¢(r) = E’%k”l wTVj OyTlk (B.1)
ol n; avec ¢ = x,¥,z sont les composantes du vecteur unitaire donnant la direction du champ
magnétique et g5 le tenseur antisymétriqueﬂ.

Le flux de b; & travers une surface quelconque S est donné par

@zémﬁ. (B.2)

En utilisant 'eq (B2) et 'eq (B et aprés passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées
sphériques pour le vecteur unitaire n, nous trouvons que

Oy = ) j{ sin dfd¢ = @Q(C), (B.3)
AT Jg a7
ot (¢, ) sont les coordonnées sphériques du vecteur n et (C) I'angle solide délimité par le contour
C sur lequel s’appuie S. Dis plus simplement, le changement de coordonnées permet de passer d’une
région S du plan (R?) & une région que 1’on note aussi S qui s’etend sur la sphére unité S2.

Pour calculer le flux ¢; traversant une maille élémentaire, nous utilisons les symétries du réseau
triangulaire afin de déterminer la plus petite région & partir de laquelle nous pouvons obtenir la
maille élémentaire en appliquant les symétries du réseau. Cette région représentée sur la figure (BIF
b) est délimitée par les points A, B et C' et forme un triangle dont la surface représente un douziéme
de la surface totale de S.

La deuxiéme étape consiste a calculer les coordonnées sphériques du vecteur unitaire nr le long
du contour ABC' orienté dans le sens trigonométrique, puis déterminer les lignes ot la composante
B, (r) du champ magnétique s’annule (6 = 7/2). 1l suffit aprés de calculer 'angle solide délimité

"Nous utilisons la convention de sommation implicite sur les indices répétés deux fois.
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z
4 n
¥
T
(a) Coordonnées sphériques (b) Définition du triangle ABC

FiG. B.1: (a) Définition des coordonnées sphériques aux coordonnées
cartésiennes. (b) Définition de la plus petite région ABC a partir de
laquelle il est possible d’obtenir la maille élémentaire en appliquant les
symétries du réseau.

par le contour ABC sur S8%. Le calcul des composantes sphériques du vecteur n le long de chaque
segment [A, B], [B,C] et [C, A] montre que le vecteur n se déplace le long de trois méridiens situés
en ¢ = 7 (segment [A, B]) ¢ = —7/2 (segment [B,C]) et ¢ = —57/6 (segment [C, A]). Le trajet
correspondant & chaque segment est représenté sur les figures (B2B3IBA) pour le segment [A, B],
[B,C] et [C, A] respectivement (la figure B4 montre aussi I'angle solide Q(ABC))

— Commencons la construction de I’angle solide en tracant le parcours ABC sur S2. Le calcul

des coordonnées sphériques du vecteur (fig B2c) le long du segment [A, B] montre que le
vecteur n(r) balaie complétement le méridien situé en ¢ = 7 (I'angle 6 varie de 0 & 7) en
partant du point A situé au péle Nord jusqu’au point B qui est au pole Sud.

Le chemin équivalent au segment [B, C] est representé sur la figure Comme le montre la
figure (B3tc), ce chemin ne contribue pas au contour délimitant 'angle solide Q(ABC') car
le vecteur se déplace le long du méridien situé en ¢ = —7/2 et les points B et C sont tous
les deux confondus avec le pole sud.

La construction du dernier segment [C, A] suit le méme principe. Le vecteur se déplace le
long du méridien en ¢ = —57/6 en partant du pdle sud (point C') jusqu’au pole Nord (point
A). L’angle solide délimité par le contour ABC (c’est la plus petite surface délimitée par le
contour rouge sur la fig[B4ka, qui est grisée sur la figure centrale) est compris entre le méridien
en ¢ = 7 et le méridien situé en ¢ = —57/6. On en déduit facilement que Q(ABC) = /3. Le
flux du champ topologique b; traversant ABC' est donc égal & +¢(/12 car le parcours ABC
représenté sur la sphére S? tourne dans le méme sens que le parcours ABC dans I'espace de
départ.

Le flux total traversant une maille élémentaire se déduit facilement en tenant compte des symétries
du réseau. Nous trouvons finalement ¢; = ¢q.

Il faut noter ici que les détails sur la forme des lignes de champ B, = 0 n’intervient pas dans
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équateur /2

(a) (b) ()

FiG. B.2: Figure de gauche : Trajet le long du segment [A, B] représenté
sur 8%. figure centrale : vue équatoriale du trajet [A, B] (ligne rouge).
Figure de droite : composantes sphériques du vecteur n. Lors d’un dépla-
cement sur le segment [A, B, la direction du vecteur unitaire n suit le
méridien ¢ = 7 en partant du pole Nord (Point N sur la figure de droite)
Jusqu’au pole Sud (point S sur la figure de droite) en coupant ’équateur.

la construction de ’angle solide Q(ABC).
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équat
, équateur /2

A B C A

(ORY

[B,C] 0

(a) (b) (c)

FiG. B.3: Figure de gauche : Traget le long du segment [B, C| représenté
sur 8%. figure centrale : vue équatoriale du trajet [B,C] (ligne rouge).
figure de droite : composantes sphériques du vecteur n. Le vecteur unitaire
nr suit le méridien (¢ = —m/2), mais ne coupe 'équateur 6 > /2 sur
tout le parcours et revient au pole Sud. Ce parcours ne contribue pas a
langle solide délimité par le contour ABC' car les points B et C sont
confondus.



(a) (b) (c)

FiG. B.4: Figure de gauche : Angle solide délimité par le contour ABC
(Uangle solide est délimité par la petite région bornée par les lignes
rouges). Figure du milieu : vue équatoriale de l'angle solide Q2. L’angle
solide est délimité par le contour rouge sur cette figure. Figure de droite :
Coordonnées sphériques. Le trajet le long du segment [C, A] suit le mé-
ridien ¢ = =51 /6 et coupe U'équateur (0 passe par 7/2). L’angle solide,
délimité par le contour ABC, est égal 4 Q2 = /3
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Annexe C

Transformation de jauge

C.1 Premiére méthode

Le but de cet appendix est de démontrer que la transformation de jauge utilisée dans le chapitre
peut s’écrire sous la forme d’une rotation. En fait, nous effectuons la démarche inverse, c.-a-d.,
nous partons de l'expression générale d’une rotation d’un spin 1/2 et nous montrons, moyennant
quelques contraintes sur 'axe de la rotation que l'expression de la transformation unitaire utilisée
au chapitre B est bien une rotation.

L’expression générale de la rotation d'un spin 1/2 autour d’un axe indiqué par un vecteur
unitaire u et d’angle #, a la forme suivante :

T = e300 :cosg+i(a-u) sing. (C.1)
Afin d’obtenir I'expression voulue, nous imposons la condition suivante & la transformation 7 :
7 n-o] T=o0,. (C.2)
En remplacant 1’éq. (CJ)) dans 'éq. (C2), nous obtenons
T' n-0] 7= (n-0)cos — e nu;opsinf = o, (C.3)

ot €7% est le tenseur antisymmétriqueﬂ. nqo et ug sont les coordonnées cartésiennes des vecteurs n
et u. La condition d’orientation de I’axe de quantification le long du vecteur n impose une condition
sur laxe de la rotation u qui est u-n = 0. Aprés combinaison de I’éq. ([(C2) et de la condition
u, = 0 sur le vecteur u, nous obtenons un systéme de trois équations & trois inconnues

Ng cos 0 — n u, sinf = 0
Ny cos ) — n,u, sinf =0 , (C4)
n; cos — (nyy — nyu,)sind =1

reliant les coordonnées du vecteur u aux coordonnées du vecteur n. Les solutions de ce systéme
sont données par

Uy = Z—Z coth 6

uy = —z= coth§ . (C.5)

cos 0 = n,

'Sommation implicite sur les indices répétés deux fois
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126 CHAPITRE C. TRANSFORMATION DE JAUGE

L’expression finale de 7 se calcule aisement en remplacant les expressions des différentes compo-
santes du vecteur u et de I'angle 6 dans l'expression (C]). Aprés remplacement, nous obtenons

finalement
O )0~ ) o
T_ﬁ< 1+n.(r)+ Ry ) (C.6)

C.2 Deuxiéme méthode

Il est possible de calculer directement 7 (r) en diagonalisant le deuxiéme terme de I'éq () qui
s’écrit .
M~a:M< "z ”x_my>, (C.7)
Ny + 1Ny —Ny
ol ng,ny et n, sont les coordonnées du vecteur unitaire n = M/M et M est le module de 'ai-
mantation. La dépendance spatiale est sous-entendue. Les valeurs propres sont égales & £M et les
vecteurs propres sont donnés par

_;( Ng — Ny )etv _;( 1+4+n, > (C.8)
V2T En \ (0 VAT \ e ting ) '
En posant

1 14+n Ng — 1N
T = . p Y , C.9
V2vT+n, ( ng +iny  —(1+mn;) > (€9)

nous trouvons que cette expression est identique a I'expression (C0).

Il faut noter que les deux transformations décrites dans cet appendice sont applicables & un
systéme continu. La premiére méthode ne peut pas étre appliquée sur un modéle tel que le modéle
développé dans le chap. Bl car il n’est pas possible de définir un potentiel de jauge A(r) en chaque
point du réseau.
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