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Introduction

Dans ce travail, on se propose de calculer la table des caractéres d’extensions de
certains groupes finis simples.

Les groupes finis simples jouent un role capital en théorie des groupes finis. En
effet, le théoréeme de Jordan-Hélder permet d’associer a tout groupe fini, une fa-
mille de groupes simples : ses facteurs de décomposition. Les groupes finis simples
apparaissent ainsi comme les briques élémentaires de la théorie des groupes finis.
Cependant, les facteurs de décomposition d’un groupe fini ne le caractérisent pas;
parvenir a déterminer tous les groupes finis ayant pour facteurs de décomposition une
famille de groupes simples donnés, conduit naturellement au probléme de [’extension.

En théorie des caracteéres, la problématique autour du probleme de ’extension
est la suivante : connaissant les caracteéres irréductibles de deux groupes finis H
et K, quels renseignements a-t-on sur les caracteres irréductibles des extensions de H
par K7 C’est un probleme trés difficile en général. C’est pourquoi on I’aborde sur
des extensions particuliéres : les extensions par (un) automorphisme, c’est a dire, les
groupes de la forme G x (o), ou 0 € Aut(G). Ces extensions sont les plus « faciles »
apres les produits directs. En effet, d’une part le quotient est un groupe cyclique et
d’autre part, on connait assez précisément la loi du groupe. A. Reyes étudie dans [29]
les représentations d’une telle extension. Les résultats qu’il obtient sont cependant
inexploitables pour le calcul explicite des caracteres irréductibles.

Pour aborder cette question, la théorie de Clifford donne un bon cadre : elle
permet notamment de paramétrer les caracteres irréductibles de G x (o) en fonc-
tion de ceux de G. Cependant, elle a ses limites : elle ne permet pas en général de
décrire complétement les classes de conjugaison de G x (o ), ni de calculer explicite-
ment toutes les valeurs des caractéres irréductibles (& partir de ceux de G et de (o).

On trouve des exemples d’études de tables des caractéres d’extension par auto-

morphisme de certains groupes finis simples :

e Les tables des caracteres des groupes sporadiques et de leurs extensions par
automorphisme sont données dans l’Atlas des groupes finis [6]

e Parmi les groupes finis simples, les groupes finis simples de type Lie occupent
une place importante. On connait les automorphismes de ces groupes. Ils sont
essentiellement de trois sortes : les « automorphismes de graphes », les « au-
tomorphismes de corps » et les « automorphismes diagonaux »(cf. [4] §12.5).
Dans [25], G. Malle s’intéresse aux représentations des extensions par automor-
phisme de graphe des groupes finis de type A;, D; ou Eg. Pour cela, il interprete
I’extension comme un sous-groupe fini d’un groupe réductif non connexe. 11 dé-
veloppe alors une théorie de Deligne-Lusztig pour les groupes réductifs non
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connexes et rejoint les travaux de F. Digne et J. Michel sur cette problématique
générale; [11].

Considérons G un groupe fini simple de type By (resp. G2 ou Fy) sur Fozni:
(resp. Fa2nt1 ou Fyz2n+t1). Alors G posséde un automorphisme exceptionnel o d’ordre 2,
dont le sous-groupe des points fixes G? est le groupe de Suzuki (resp. le groupe de
Ree de type Go ou Fy) de parametre 22"*+! (resp. 32"*! ou 227+1). Cet automor-
phisme est compliqué; en effet sa définition dépend fortement de I’arithmétique du
corps sur lequel G est défini. Il est important, puisque G” est encore un groupe
simple (sauf pour n = 0). On s’intéresse alors & lextension G = G X (o) de G
par cet automorphisme. Cette extension est « trés tordue » et non-triviale. On peut
interpréter les groupes G et G° comme des sous-groupes finis d’'un méme groupe
algébrique ; en effet, il existe un groupe algébrique simple G muni d’un endomor-
phisme de Frobenius généralisé F, tel que G° = GF', G = GF ? et la restriction de F
a G est 'automorphisme o. Cette structure donne de précieux renseignements pour
étude de G : elle permet notamment d’établir un lien important entre le groupe G°
et la « partie extérieure » de G x (o ). Plus précisément, ce lien s’exprime a ’aide
de la correspondance de Shintani, qui définit une bijection entre les classes de G et
les classes constituées d’éléments de ’ensemble (G,0) C G x (o). A partir de cette
correspondance, on peut associer a toute fonction centrale de G x (o ) une fonction
centrale de G7 : sa descente de Shintani.

Dans cette thése, on se propose de calculer la table des caractéres de G x (o),
lorsque G est de type By de parametre 22"t1 (n € N) ou de type Go de para-
metre 321, On donne ensuite deux applications de ce travail, 'une en théorie p-
modulaire, 'autre en théorie des groupes algébriques :

e Soit p un diviseur premier de |G| qui ne divise pas [G : G?]. On établit alors
qu’il existe une isométrie parfaite! entre les p-blocs principaux de G x (o) et
de G°.

e En calculant les descentes de Shintani des extensions des caractéres unipotents
de G, on obtient des résultats sur les caractéres unipotents des groupes de
Suzuki et de Ree. Plus précisement rappelons que si G est un groupe réduc-
tif connexe défini sur le corps fini & ¢ éléments et F' un endomorphisme de
Frobenius généralisé sur G, alors G. Lusztig a montré qu’il est possible d’as-
socier & chaque caractére unipotent de G¥ une racine de I'unité? et a calculé
explicitement les racines associées aux caractéres unipotents de G ; cf. [22]
et [24]. Il reste cependant une indéterminée : pour certaines paires de carac-
téres qui sont complexes conjugués, il reste un signe a déterminer. C’est le cas
pour les caractéres unipotents cuspidaux des groupes de Suzuki et de Ree. Les
méthodes développées dans ce travail permettent de déterminer la racine des
caractéres unipotents cuspidaux des groupes de Suzuki ainsi que des résultats
partiels pour les groupes de Ree de type Go.

Rappelons aussi que G. Lusztig a prouvé que 1'on peut répartir les caracteéres
unipotents de G¥ en familles, et qu’il est possible d’associer & la plupart des
familles une matrice, appelée matrice de Fourier; cf. [24]. Les groupes de Su-
zuki et de Ree ne possédent pas de matrices de Fourier. Cependant, dans [18],

! Au sens de Broué.
2Une description plus précise de ces notions sera donnée plus loin dans le texte.
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M. Geck et G. Malle donnent une définition axiomatique de ces matrices, et
les calculent explicitement pour ces groupes. Les méthodes développées ici per-
mettent, dans le cas ou GF est un groupe de Suzuki, de donner une définition
possible (avec un point de vue différent de ’approche proposée par Geck et
Malle) de ses matrices de Fourier, en cohérence avec une conjecture générale
de F. Digne et J. Michel. On constate que les résultats ainsi obtenus sont com-
patibles avec ceux de M. Geck et G. Malle, ce qui montre que les matrices de
Fourier du groupe de Suzuki vérifient des propriétés de la théorie générale. On
obtient également des résultats partiels pour le groupe de Ree de type Ga.

La taille et la complexité du groupe Fy(22"*!) x (o) entrainent qu’il n’est pas
envisageable d’utiliser des méthodes ad hoc comme celles developpées ici pour cal-
culer ses caracteres irréductibles. Le calcul de la table des caractéres de ce groupe
semble pour I'instant inabordable. On constate cependant que les tables des carac-
teres de Ba(22"1) x (o) et de G2(3?""1) x (o) obtenues, présentent beaucoup de
similitudes avec les tables des caractéres des groupes réductifs finis. Cette observation
suggere qu’il doit exister une théorie pour traiter ces groupes®. Parvenir & déterminer
ce cadre général donnerait de puissants outils pour appréhender le calcul de la table
des caracteres de Fy(22"1) x (o) et de Fy(22"+1).

Plan de la these

Chapitre 1 : On présente dans ce chapitre des généralités sur les classes de conju-
gaison et la table des caractéres d’une extension par automorphisme ¢ d’ordre 2 d’un
groupe fini G. Dans le §1.2.1, on présente une méthode pour paramétrer les classes
de conjugaison d’un groupe fini, bien adaptée a cette situation. Dans le §1.2.2, on
introduit la notion de o-réduction d’une fonction centrale de G x (o), qui permet
de « ramener » les calculs des caracteres irréductibles de ’extension a des calculs
uniquement sur ’ensemble (G, o). Le reste du chapitre est consacré & des rappels et
aux notations.

Chapitre 2 : On calcule explicitement un systéme de représentants des classes de
conjugaison (et I'ordre des centralisateurs) des groupes B2(22"*1) x (o) (cf. Tab. 2.3
p. 34) et G2(22"1) x (o) (cf. Tab. 2.4 p. 58), oi1 o est I’automorphisme exception-
nel du groupe qui défini respectivement le groupe de Suzuki et le groupe de Ree de
type Go. On utilise la méthode du lemme 1.2.1 ainsi que des techniques de groupes
algébriques. En particulier, on a besoin de décrire un systéme de représentants des
classes du groupe de Ree compatible avec le paramétrage des classes de Go(32"1)
donnée dans [13]. Cette description est donnée dans le théoréme 2.2.1.

Chapitre 3 : On présente dans ce chapitre les résultats principaux de cette these.
En utilisant les résultats du chapitre 2 et 'induction de caracteres de sous-groupes,
on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 Soit n un entier positif. On pose ¢ = 2>" et o Iautomorphisme

311 existe probablement un groupe algébrique muni d’un Frobenius, dont le sous-groupe des points
fixes est G x (o).
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exceptionnel de Ba(q) dont le sous-groupe des points fizes est le groupe de Suzuksi.
Alors, le groupe Ba(q) X (o) posséde (2q + 6) eatensions irréductibles de (q + 3)
caracteres o-stable de Ba(q). Les valeurs des extensions sur les classes extérieures
sont données dans la table 3.12.

Le cas ou le groupe est de type G2 est plus difficile. L’induction des caracteres des

sous-groupes naturels ne suffit plus pour calculer tous les caractéres irréductibles de
I'extension. On utilise alors des techniques modulaires afin de compleéter les valeurs
manquantes. On prouve que :
Théoréme 3.2.3 Soit n un entier positif. On pose ¢ = 3" et o lautomorphisme
exceptionnel de Ga(q) dont le sous-groupe des points fizes est le groupe de Ree de
type Ga. Alors, le groupe Ga(q) x (o) posséde (2q + 16) extensions irréductibles
de (q + 8) caractéres o-stable de Ga(q). Les valeurs des extensions sur les classes
extérieures sont données dans la table 3.25.

Chapitre 4 : Les groupes G x (o) et G (out G = B(22"*1) ou G2(3?"*1)) sont
liés au niveau modulaire. Soit p un diviseur premier de |G?| qui ne divise pas I'indice
de G? dans G ; on exprime ce lien en prouvant que les p-blocs principaux de G x (o)
et de G7 sont parfaitement isométriques. La condition sur p est une condition néces-
saire donnée par la conjecture de Broué.

Chapitre 5 : Les résultats de ce chapitre sont des conséquences importantes de
ce travail. En effet, on complete les résultats de Lusztig [22] et de Geck et Malle [18]
en associant explicitement aux caractéres cuspidaux unipotents du groupe de Suzuki,
la racine correspondante. Pour cela, on calcule les descentes de Shintani de G x (o)
a G7. En utilisant un résultat de F. Digne et J. Michel, on obtient :

Théoreme 5.2.2 Soit p = zaxpxerp et W le caractére unipotent du groupe de
Suzuki de degré 27(227+1 1) tel que W(po) = 2"/ —1. Les racines de l’unité associées
aW et W sont :

W w

n impair | (o Co

n pair 6 Co

De plus, en utilisant une conjecture de Digne et Michel, on donne une défini-
tion possible de la matrice de Fourier associée & la famille des caracteres cuspidaux
unipotents du groupe de Suzuki.

Dans le cas ou G est de type Go, le calcul explicite de la correspondance de
Shintani de certaines classes s’avére étre trop compliqué. On apporte cependant des
résultats partiels. En effet, les calculs permettent notamment de conjecturer que les
matrices de Fourier introduites par Geck et Malle dans [18] vérifient des propriétés
de la théorie générale.
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Chapitre 1
Généralités

1.1 Rappels et notations

Dans ce paragraphe, on utilise des résultats généraux sur la théorie des caracteres
d’un groupe fini. Pour plus de détails, on se reporte & [20]. Rappelons quelques
notations :

Soit G un groupe fini. On note Cg(g) le centralisateur d’'un élément g € G
et Ng(S) le normalisateur d’une partie S C G. Soient g et h deux éléments de G, on
note g" = h~lgh le conjugué de g par h. L’ensemble des classes de conjugaison de G
est noté C1(G).

On note C(G) espace vectoriel des fonctions centrales de G sur C et Irr(G) ’en-
semble des caracteres irréductibles de G sur C. L’ensemble NIrr(G) (resp. ZIrr(G))
désigne ’ensemble des caractéres (resp. des caractéres généralisés) de G. L’espace C(G)
est muni du produit scalaire { , )g défini par :

Vo, ¥ €C(G), (9o = ﬁ S w(9)6(9).

geG

Soit ¢ € C(G). On appelle constituant de ¢ tout caracteére irréductible qui ap-
parait avec un coefficient non nul dans la décomposition de ¢ dans la base Irr(G).
Soit ¢ € CI(G). On note 1. la fonction indicatrice de ¢. On rappelle que la table des
caractéres de G est la matrice de passage de la base {1.}.cciq) vers la base Irr(G).

Soient H un sous-groupe de G, ¢ € C(G) et $ € C(H). On note Res% ¢ la
restriction de ¢ & H et Indg ¢ l'induit de ¢ de H a G.

On note CG P’algebre du groupe G sur C. Soit x un caractere de G. On rappelle
que ’on peut associer a x un idempotent central de CG défini par :

ex = % > x(9)g- (1.1)
geG

Soit H un sous-groupe de G et ey l'idempotent central de CH associé a la
représentation triviale 1z de H donné par (1.1). La sous-algebre

H=en(CG)en

de CG est appelée I'algébre de Hecke de H.
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Soit £ un caractere irréductible de G que 'on prolonge de maniére unique par
linéarité en un caractére de CG (noté encore &). Alors la restriction :

E €y

réalise une bijection entre les constituants de Ind$ 17 et les caractéres irréductibles
de lalgebre # ; cf. [8].

1.2 Généralités sur les extensions par automorphisme
d’ordre 2

Soient G un groupe fini et ¢ un automorphisme d’ordre 2 de G. Si H est un
sous-groupe o-stable de G, alors on note H? le sous-groupe des points fixes de H
sous o. Posons :

G=Gx (o).

Le groupe G est une eztension par automorphisme de G. On note (g, x) les éléments
de G, avec g € G et z € (o). On identifie G & un sous groupe d’indice 2 de G

par g — (g, 1).

La problématique est la suivante : on suppose connues les classes de conjugaison
et la table des caractéres de G. On voudrait construire les classes de conjugaison et
la table des caracteéres de G.

Comme G est un sous-groupe distingué de é, les classes de conjugaison de G
se répartissent en deux catégories : celles qui sont formées d’éléments de G (les
classes intérieures) et celles qui ne rencontrent pas G A(les classes extérieures). On
appelle caractére extérieur de G, tout caractere de Irr(G) qui prend des valeurs non
nulles sur au moins une classe extérieure de G.

1.2.1 Classes de conjugaison de G

On dit que ¢ € CI(G) est une classe o-stable si o(c) = c. Les classes intérieures
de G sont décrites par :

Proposition 1.2.1 L’ensemble des classes intérieures de G est {(c,1)U(c(c), D}eecia)-
Plus précisement, on a : B
— si c € Cl(G) est une classe o-stable alors (¢,1) € CI(G) et on a :

Vgee, [Cglg,1)=2[Cqlg)l-

~ sic € CI(G) nest pas une classe o-stable alors (cUo(c),1) est une classe de G
et pour tout g € ¢, on a Cx(g,1) = Cg(g).

Preuve — Soit ¢ une classe intérieure de G. Comme G est distingué dans C~¥, il suit
que ¢ est réunion disjointe de classes de G. Soit (g, 1) € ¢ et ¢ la classe de g dans G.
On a (1,0)7(c,1)(1,0) = (o(c), 1) et le résultat suit. O
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Ainsi, on sait entiérement caractériser les classes intérieures de G a partir de
celles de GG. Connaitre les classes de conjugaison de G revient & connaitre ses classes
extérieures.

Lemme 1.2.1 Deuzx éléments extérieurs sont conjugués dans G si et seulement si
ils le sont par un élément de G.

Preuve — Soit g € G, alors pour tout h € G, on a :
(h,0)(9,0)(0(h™"),0) = (ho(gh™"),0) = (hg~'go(gh™"),0) = (g,0)19" ).

On a bien le résultat annoncé.
Od

On définit une action de G sur lui méme par g.z = gzo(g ') (avec g,z € G).
Deux éléments dans la méme orbite seront dit o-conjugués et on note Cg () le
stabilisateur de z. En utilisant le lemme 1.2.1, on déduit :

Corollaire 1.2.1 Soit g,g' € G. Alors g et g’ sont o-conjugués dans G si et seule-
ment si (g,0) et (¢',0) sont conjugués dans G. De plus, on a :

|C&(9,0)1 =2|Cao(9)l- (1.2)

Gréce a la théorie de Clifford, on sait caractériser le nombre de classes extérieures
de G (cf. [15] p.64-65) :

Proposition 1.2.2 Il y a le méme nombre de classes o-stables dans G' que de classes
extérieures dans G.

Paramétrage des classes d’un groupe fini

Soit p un nombre premier. On donne dans ce paragraphe une méthode géné-
rale pour paramétrer les classes de conjugaison d’un groupe fini, basée sur la p-
décomposition de Jordan.

On rappelle qu’un élément de G est dit p-régulier si son ordre est premier avec p,
et p-unipotent si son ordre est une puissance de p. Les éléments p-singuliers sont les
éléments dont l'ordre est divisible par p. Une classe de conjugaison de G est dite
p-réguliére (resp. p-unipotente) si elle est constituée d’éléments p-réguliers (resp. p-
unipotents).

Soit g € G. On rappelle qu’il existe un unique élément p-régulier g3 € G et un
unique élément p-unipotent go € G tels que g = gi1go = gog1. Cette décomposition
s’appelle la p-décomposition de Jordan de g.

Proposition 1.2.3 Soit G un groupe fini et p un nombre premier. Soit x1, x2,.. .,
z, un systéme de représentants des classes p-réguliéres de G. Soit y; 1, Yi2,- - -\ Yir;
un systéme de représentants des classes p-unipotentes de Cg(x;).

1. Alors l’ensemble
{ziyij |1<i<r, 1<j<r;}

est un systéme de représentants des classes de conjugaison de G.
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2. De plus, on a :
Ca(ziyi,j) = Ca(w:) N Ca(yig)-

Preuve —
1. Soit g € G et soit gi1g2 la p-décomposition de Jordan de g. Comme g; est
p-régulier, il existe s € {1,...,7} et h € G tel que g1 = ha;h~ L. Alors :

h=tgh = z;h " 1goh = h 1 goha;.

Ainsi h1goh € Cg(xz;) et est p-unipotent. Il existe j € {1,...,7;} et k € Cg(x;)
tels que :
k™ R gahk = ys ;.

Finalement, on a :
k'htghk = k'wikk 'h lgohk = mik b Lgohk = miy; ;.

Ainsi on a bien montré que tout élément de G est conjugué a un élément z;y; ;. La ré-
ciproque est une conséquente immédiate de 'unicité de la p-décomposition de Jordan.

2. Supposons que h € Cg(z;y;,;). Alors on a :
_ -1 _ -1 -1
TiYij = 9TiYii9 = 9Tig 9Yiji9 -
Par unicité de la p-décomposition de Jordan on en déduit que :
{ z = gmig!
Yij = 9Yigg "
Ainsi g € Cg(zi) N Cg(yi ;). On en déduit alors que :

Ca(zi) N Ca(yi,j) = Calziyi,)-

Méthode pour déterminer les classes extérieures de G

Revenons & notre situation et donnons une méthode pour paramétrer les classes
exétrieures de G :

Méthode 1.2.1 Les classes extérieures de G peuvent étre décrites de la fagon sui-
vante :
e On détermine un systeme de représentants des classes o-stables de G d’ordre
1mpasr.

o On détermine ensuite les centralisateurs dans G de ces éléments.

o On détermine enfin un systéme de représentants des classes 2-unipotentes ex-
térieures de ces centralisateurs.
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Preuve — On applique & G la proposition 1.2.3 avec p = 2. Les éléments 2-réguliers
de G sont les éléments de G d’ordre impair. En particulier, ils appartiennent & G.
On remarque par ailleurs que si g est la partie 2-réguliére d’un élément extérieur
alors g et o(g) sont conjugués dans G. Ainsi, la classe de g dans G est une classe
o-stable d’ordre impair. De plus, si un élément 2-unipotent h € G est tel que gh
est une 2-décomposition de Jordan alors h € Cx(g). Réciproquement, tout élément
de G d’ordre impair appartenant a une classe o-stable forme une 2-décomposition
de Jordan avec n’importe quel élément 2-unipotent de son centralisateur dans G. On
en déduit le résultat.

O

Remarque 1.2.1 Supposons que l’on choisisse un élément g € G d’ordre impair tel
que o(g) = g. Alors le groupe Cg(g) est o-stable et on a :

Cgz(9) = Calg) x (o).

On peut préciser les choses lorsque le centralisateur dans G d’un élément de G°
d’ordre impair est abélien :

Lemme 1.2.2 Soit g € G d’ordre impair tel que o(g) = g et tel que Cg(g) est abé-
lien. Notons (z1,0), ..., (zr,0) les représentants des classes extérieures 2-unipotentes
de Cx(g). Alors :

1. le groupe Cz(gzi, o) est abélien.

2. On a plus précisement :
Calgwi,0) = Ca(9)”-((xi,0) ) = Calg)” x ((%i,0))/ Calg)” N {(xi,0)).

Preuve — Comme o(g) = g, on a Cx(g) = Cg(g) x (o). Il suit que z; € Cg(g).
Soit k € Cg(g)? alors k(xi,0)k™! = (kxik™%,0) = (z;,0) (car Cg(g) est abélien).
Ceci prouve que Cg(9)?.( (zi,0)) est abélien et que :

Ca(9)7((xi,0)) € Cglg2i,0)-

Réciproquement :
- Si (k,1) € Cxz(gzi,0), alors k € Cg(g) et (k,1)(xi,0) = (zi,0)(k, 1), ie :

kx;, = zio(k).

Or z; € Cg(g) et o(k) € Cg(g). Comme Cg(g) est abélien, il suit que k = o(k),
ie k € Cg(g)’.

— Si (k,0) € Cz(gzi,0), alors on a d'une part (k,0)(g,1) = (g9,1)(k,0), ie kg =
gk (car o(g) = g). Donc k € Cg(g). D’autre part on a (k, 0)(zs,0) = (x;,0)(k, 0),
ie ko(z;) = zio(k). Comme k, o(k), x; et o(x;) commutent, on a

o(kx; ) = ka; .
Donc kz; ' € Cg(g)?, ie k € Cg(g)?x;. Ainsi il exite | € Cg(g)? tel que k = lz;.
Donc (k,0) = (1,1)(z;, 0).
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On vient de démontrer que :

Cé(gl'“ 0) = CG(g)U'< (xia 0) )
Comme Cg(g)? et ((zi,0)) commutent, on en déduit que :

Cgz(9zi,0) = Ca(9)” x ((zi,0) )/ Calg)” N ((z4,0)).

1.2.2 Table des caracteres

Soit ¢ € C(G). On définit ¢ € C(G) par :

Vge G, ¢?(g9)=wp(a(g))

Rappelons que si x € Irr(G), alors x? € Irr(G). Un caractére de G est dit o-stable
si x = x7. Soit € le caractere linéaire de G de noyau G.

La théorie de Clifford permet de paramétrer les caractéres de G en fonction de
ceux de G. En effet, on a (cf. [15] p. 64) :

Proposition 1.2.4 Soit x € Irr(G).
~ Six # X%, alors IndS(x) est irréductible. De plus on a :

Vg€ @, Idi(x)(g,0)=0 et Imd3(x)(g.1) = x(g) +x°(9)-

- Six = X7, alors Indg(x) est somme d’exactement deux caractéres irréductibles
distincts de G dont la restriction a G coincide avec x. De plus, si X désigne

un constituant irréductible de Indg(x), alors on a Ind&(x) = X + Xe.

Ainsi les caracteres non extérieurs sont entierement déterminés & partir des va-
leurs des caractéres non o-stables de G et sont stables par multiplication par . De
plus, chaque caractere o-stable posséde exactement deux extensions, qui se déduisent
I'une de l'autre par multiplication par . On obtient par ce procédé tous les carac-
teres de G.

Les propositions 1.2.1 et 1.2.4 montrent qu’il reste a connaitre les valeurs des
extensions des caractéres o-stables de G sur les classes extérieures.

Soit ¢ € Irr(G). Alors 9(1,0) € Z. Soit x € Irr(G) un caractére o-stable dont
les extensions & G sont non nulles sur (1,0). Par convention, on note X I’extension
de x vérifiant :

x(1,0) > 0.

Completons la proposition 1.2.2; en évaluant le nombre de caractéres o-stables
de G ([15] p. 65) :

Proposition 1.2.2 bis Le nombre de caractéres o-stables de G est le méme que le
nombre de classes o-stables de G.
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La o-réduction

Supposons qu’un caractére généralisé de G prenne des valeurs sur les classes
extérieures. Comment se ramener & un caractére généralisé n’ayant dans sa décom-
position que des constituants extérieurs, et dont ’étude se restreint a la « partie
extérieure » 7 Pour répondre a cette question, on introduit la notion de o-réduction.

Soient 7 et 1)’ deux fonctions centrales sur G. On pose :

(9,9 ) = |—(1;| S (g, 0)'(g,0). (1.3)

geG

Soit ¢ € Irr(G) un caractére o-stable. On note x4 une extension de ¢ a G. Par
la proposition 1.2.4, les caractéres irréductibles de G sont :

{xIx=xe}U{xs, x¢e | 0" =0}

Décomposons 1 dans la base Irr(G) :
Y= axx+ D (apeXs + apeexee)-
x=xe -
On définit la o-réduction de 1, notée p(v), par :
pW) = D (ape—ayg)xs+ D, (Gyge — ayg)XeE.

¢ =97 ¢ =97
Ay, — Ayp,pe = 0 Ay, — Ay ,pe <0

Lemme 1.2.3 Soit ¢ € C(G).
— Alors pour tout g € G, on a p(v)(g,0) = ¥(g,0). De plus, on a :

(9,90 = D (app — yge) @y, — Gy ge)-

¢=9¢°
- S € ZIrr(G) (resp. ¢ € NIrr(@)), alors p(yp) € ZIrr(G) (resp. p(¥) €
NIrr(G)).
Preuve — Ona:

Yo=Y at Y apgs(s+ xee) + Y (aps — apge)Xs
X=XE ¢=9¢° P=9¢

ve = Y axt Y apge(s+xee) T Y (g — ayge)xse
x=xe b=o° =9

Soit g € G. Alors :

$(g,0) = Y (app — ayp.0c)Xe(9,0)-
—

Comme (x¢¢)(9,0) = —X¢(9,0), il suit que ¥(g,0) = p(¥)(g,0).

On a:
Y—te =Y (aps— ayge)(Xp — XgE)-
$=¢°
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Comme :
(X¢ = Xo&, X¢' — X¢'€) 5 = 204,47,

on en déduit que :

(P — e, —P'e)g =2 D (ayg — ayge) (ayr,s — ay ge)-
P

De plus, on a :
(% — e, ' — e} g = 2(h,¢)o.

On en déduit donc que :

(0,90 = D (app — ayge) @y, — yr ge)-
6=0°

Proposition 1.2.5 Soit x un caractére de G.
- Si (x,X)o = 1, alors p(x) est lextension du caractére ¢ € Irr(G) qui véri-

fie (Res& x,6)g =1 mod 2.
- Si (x,X)o = 2, alors p(x) est somme de deuz caractéres irréductibles. De

plus ¢ est un constituant de Res& p(x) si et seulement si <Resg X;9)eg =1
mod 2.

Preuve — Soit x € NIrr(G). Pour tout ¢ € Irr(G), on a :

(ResG x,9)a = 2ay,0: + (X X0 )o-

Ainsi si (x, x )o = 1 alors il existe ¢ € Irr(G) tel que ay ¢ — ay,¢c = £1 et pour tout

¢ #donaay,y —ay,ge =0 Donc (ResS x,¢)g = 2ay,4c 1 et (Res& x, ¢ ) =
20, 4. On raisonne de la méme fagon si (x,x)o = 2. En effet, il existe ¢ et ¢
tels que ay¢ — ayp e = £1, ayg, — Ay g,e = £1 et pour tout ¢' # ¢1, ¢2, on a

aXa¢, - ade”E =0.
O

Deux lemmes

On donne deux lemmes utiles pour construire des caracteres irréductibles de
sous-groupes de G.
Lemme 1.2.4 Soit K un sous-groupe de G stgble paro. On peut déﬁm'rf( = Kx(o)
sous-groupe de ~C~¥ Soit e CK)etd= Res$ é.
On a alors Resg IndIGz, ¢7 = Ind% o.

Preuve — On applique le théoréme de Mackey (cf. [20] ). Le groupe G est égal a

la double classe GK (car (1,0) € K), donc Res§ Ind% ¢ = IndIG?,ﬁ a?= Ind$ .
O
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Lemme 1.2.5 (Construction de caractére linéaire)
Soit x un caractére linéaire de G tel que x° = x, alors

X:G—C (g,2) — x(9)
est un caractére linéaire de G.

Preuve — Vérifions que Papplication ¥ est un morphisme de groupe. Soient g,
g € G et z, 2’ € (o). En utilisant que x° = x, on obtient :

x((g9,2)(¢2") =

1.3 Théorie p-modulaire

1.3.1 Les caractéres de Brauer et p-blocs

Pour plus de détails sur les notions introduites dans ce paragraphe, on se réfere
a [7], [14] et [19]. Soit R C C lanneau des entiers algébriques sur Q. Soient p un
nombre premier et I un idéal maximal de R contenant p. Le quotient Kk = R/I
est un corps de caractéristique p, et on note m la projection canonique de R sur k,
que P'on appelle réduction modulo p. On note S le sous-groupe multiplicatif de R*
constitué de toutes les racines de I'unité de R dont I'ordre est premier & p. On peut
montrer que S est isomorphe a k*, en particulier k¥ est une cloture algébrique de [,
(cf. (6.1) [19]).

Soit G un groupe fini. Soit p une représentation de G sur k de caractére v.
Soit g un élément p-régulier de G, alors p(g) est d’ordre d premier avec p, donc le
polynéme X?—1 est un polynéme annulateur de p(g), qui est scindé sur k et dont les
racines Aq, . .., Ag sont distinctes. Soit u; ’antécédant de A\; donné par 'isomorphisme
entre S et k*, on pose :

d
$(g) =D
=1

La fonction ¢ ainsi définie sur les éléments p-réguliers est appelée caractére de Brauer
de G associé & p. Par construction, on a que 7(¢(g)) = v(g). Un caractére de Brauer
est dit irréductible s’il provient d’une représentation irréductible de G sur k, et on
note IBr,(G) I'ensemble des caractéres de Brauer irréductibles de G.

Soit f € C(G), alors on note f la restriction de f aux classes p-réguliéres et

Irry (G) = { % | x € (@)}

On a le résultat :



10 CHAPITRE 1 : Généralités

Théoréme : Les caractéres irréductibles de Brauer sont linéairement indépendants.
De plus, pour tout x € Irr(G), il existe des uniques entiers positifs d,4 tels que :

X = Z dyp®-

$€Br, (G)

La matrice D = (dyg) est appelée la matrice de décomposition de G. De plus,
si dyg # 0, on dit que ¢ est un constituant de x.

Soient x,x’ € Irr(G). On dit que x est en relation avec x’ si et seulement s’il
existe une suite de caractéres irréductibles (x;)i—o..» tels que xo = x, xr = X’ €t les
caracteres x; et x;4+1 ont un constituant en commun. La relation ainsi définie est une
relation d’équivalence sur Irr(G). On appelle p-blocs de G les classes modulo cette
relation. Le p-bloc de G qui contient le caractere trivial est appelé le p-block principal
de G, on le note By(G). Si A est un p-bloc de G, on note :

iry(4) = { % | x € 4}.

On va donner une caractérisation des p-blocs de G. Soit C' une classe de conju-
gaison de GG, x un caractere irréductible de G. On note C' la somme des éléments

de C et on pose :
2y _ 1CIx(C)
x(1)
La notation x(C) désigne x(g), pour g € C, qui a un sens puisque X est constant
sur C. De plus les applications w, sont bien définies et sont a valeurs dans R et on

a (cf. (5.7) et (7.8) de [19]) :

Critéere de congruence : deux caractéres x1 et x2 sont dans le méme p-bloc de G
si et seulement si, pour toute classe p-réguliere C de G, on a

1Clx1(C) _ [Clx2(C)
x1()  x2(1)

On rappelle enfin les relations d’orthogonalité des p-blocs :

mod pR. (1.4)

Relation d’orthogonalité : soit B un p-bloc de G et soit x un élément p-singulier
de G et y un élément p-réqulier. Alors on a :

Z x(z)x(y) = 0. (1.5)

XEB

1.3.2 Défaut d’un p-bloc

Soit x un caractere irréductible de G. On peut montrer que |G|/x(1) est un entier
(cf [19]). On définit alors le défaut d(x) de x comme la plus grande puissance de p
divisant |G|/x(1). Soit B un p-bloc de Irr(G). On définit le défaut de B, noté d(B)
par :

d(B) = max d(x).
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On sait caractériser les p-blocs de défaut 0 a partir de la table des caracteres
de G. Plus précisément, si x est de défaut 0 alors le p-bloc contenant x est {x} et x
s’annule sur les éléments p-singuliers. Réciproquement, si un caractére s’annule sur
les classes p-singulieres, alors il est de défaut 0.

Le bloc principal est de défaut maximal. I.’étude des p-blocs de défaut maximaux
est difficile, on sait tout de méme caractériser le nombre de ces p-blocs. Soit C' une
classe de conjugaison de G. On appelle défaut de C la plus grande puissance de p
divisant ’ordre de son centralisateur. Le théoréme de Brauer-Nesbitt ([7] p. 614) dit
que le nombre de p-blocs de défaut maximal est égal au nombre de classes p-reguliéres
de défaut maximal.

Précisons la relation de congruence (1.4) pour les caractéres de défaut maximal.
11 suffit dans ce cas de vérifier la congruence uniquement pour les classes de défaut
maximal. En effet, considérons C' € C1(G) une classe de conjugaison de défaut non
maximal et x € Irr(G) un caractére de défaut maximal. Soit { une racine primitive
complexe |G|-ieme de I'unité. Alors x(C) € Q(¢). Comme x(C) est un entier algé-
brique et que RNQ(¢) = Z[(] (cf. [7] Th. 21.13), il existe n; € Z (i € {0, ..., (|G|-1)})
tels que :

IG|—1
x(C) = ni’.
i=0
11 suit donc que
IG|-1
ICIx(C) _ ni|Cl
W~ 2 xm ¢ €U
Or %|C| € R, donc %Kﬂ € Z(¢). Ainsi, pour tout i € {0,...,(|G| —1)},on a:
ni|C|
€7,
x(1)

donc x(1) divise n;|C|. Comme C n’est pas de défaut maximal, il existe o > 1
et un entier m premier avec p tel que |C| = p®m. De plus x est de défaut maximal,
donc x(1) est premier avec p. Par le lemme de Gauss, il suit que x(1) divise n;m,
donc

i|C
ni|C =0 mod p.
x(1)
Ainsi % |C| € pR et la congruence (1.4) est automatiquement vérifiée. Il suffit donc

de vérifier le critére (1.4) pour les classes p-régulieres de défaut maximal.

1.4 Un exemple : le groupe symétrique Gg

Lorsque n # 6, le groupe symétrique &,, ne possede que des automorphismes
intérieurs (cf. [30] Th. 7.5). Pour n =6, on a (cf. [30] Th. 7.10) :

Aut(Gg)/Int(Gﬁ) ~ Z/?Z.

Le groupe Gg posséde un automorphisme extérieur o d’ordre 2. Plus précisement on
a (cf. [30] Cor. 7.13) :
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16 1421 1222 23 1331 112131 32 1241 2141 1151 61

[ ] [¢] [ ] o o * (o [ ] [ ] [ ] *
o i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
® gl 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1
o X1 | 5 -3 1 1 2 0 -1 -1 -1 0 1
e xppr | 9 -3 1 -3 0 o 0 1 1 -1 0
* Y93 5 -1 1 3 -1 -1 2 1 -1 0 0
o xpx |10 -2 -2 2 1 1 1 0 o0 0 -1
o Xpgiz |16 0 0 0 —2 0o -2 0 0 1 0
o X32 5 1 1 -3 -1 1 2 -1 -1 0 0
o Xxpst |10 2 -2 2 1 -1 1 0 0 0 1
e xoun | 9 3 1 3 0 0 0 -1 1 -1 0
« xpst | 5 3 1 -1 2 0 -1 1 -1 0 -1

TAB. 1.1 — Table des caracteres de Gg.

Lemme 1.4.1 Le morphisme o de &g défini par :

(12) — (15)(23)46)
(13) — (14)(26)(35)
(14) = (13)(24)(56)
(15) — (12)(36)45)
(16) — (16)(25)(34)

est un automorphisme extérieur d’ordre 2.

On se propose de décrire la table des caractéres du groupe Gg x (o ).

Table des caractéeres de Gg

On rappelle que les classes de conjugaison de Gg sont les ensembles de permuta-
tions ayant méme écriture en cycles disjoints. On note a7’ ...aJ" la classe dont les
éléments ont pour écriture en cycles disjoints

n a; a;
—~ =
I 6o ).

=1

Ti

Le groupe Sg posseéde onze classes de conjugaison, qui sont 16, 1421, 1222 23
1331, 32, 1241, 1151, 6!, 112131 et 214!, Ainsi, G¢ a exactement 11 caractéres
irréductibles, que ’on note XaTl...aln Pour plus de détails sur ce paramétrage, on se
reporte & [15]. Dans la table 1.1, on donne la table des caractéres de Gg. Les classes
(resp. caractéres) notées avec un e sont o-stables et les classes (resp. caracteres)
notées du méme symbole sont permutées par o.

On constate qu’il y a cinqg classes et caractéres o-stables, on retrouve le résultat
de la proposition 1.2.2.
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Table des caractéres de Gg x (o)

La proposition 1.2.2 affirme que Sg x (o) posséde 5 classes extérieures et 10 ca-
racteéres extérieurs, chaque caractére o-stable ayant exactement deux extensions. On
pose z = ((1,2),0), y = ((1,3,2,5),0), z = ((3,5)(4,6),0) et t = ((1,2,3,4,5),0).
On donne dans la table 1.2 les valeurs des caractéres extérieurs sur les classes exté-

rieures. On ne reporte les valeurs que de 'extension X ,r1_ra.
T ap

oz Y z t
|Cosn(oy(©) |40 8 4 4 5
X16 1 1 1 1 1
X6! 1 -1 -1 1 1
X1222 1 1 0 -1 -1
X112131 4 0 0 0 -1
Xa141 1 -1 1 -1 1

TAB. 1.2 — Table des caracteres extérieurs de Sg % (o)

Le groupe Gg est isomorphe au groupe symplectique Spy(F2) ; cf. [9]. On va voir
dans la suite que Spy(Fy2n+1) posséde un automorphisme d’ordre 2 non intérieur,
dont I’ensemble des points fixes est le groupe de Suzuki. A une renumérotation pres
des éléments, ’automorphisme o que ’on a construit dans ce paragraphe correspond
a cet automorphisme de Sp,(F2). Cet exemple est donc le cas pour n = 0 de cette
famille de groupes, dont on se propose dans ce travail de faire I’étude dans le cas
général.

1.5 Groupes réductifs

On se réfere a [5] et [16] pour des généralités sur les variétés algébriques et les
groupes algébriques. Les variétés algébriques considérées sont munies de la topologie
de Zariski.

1.5.1 Groupes réductifs finis

Soit p un nombre premier. On note Fp une cléture algébrique du corps fini IF,.
Soit G un groupe algébrique défini sur Fp. On rappelle qu’il existe un isomorphisme
de groupe algébrique ¢ de G dans un sous-groupe fermé de GLm(Fp) (pour un cer-
tain m € N). Un élément z € G est dit semi-simple! (resp. unipotent) si o(z) est
diagonalisable (resp. si ¢(z) n’a que 1 comme valeur propre). Le radical unipotent
de G est I'unique sous-groupe maximal fermé et normal de G formé d’éléments
unipotents. On rappelle que G est dit réductif, si son radical unipotent est trivial.
Soit ¢ une puissance de p. On note F, l’endomorphisme de Frobenius standard?

!Cette définition a bien un sens, car elle ne dépend pas de la manié¢re de plonger G dans un
groupe linéaire.
?C’est a dire, Papplication qui & une matrice (ai;) € GLm (Fp) associe la matrice (a?;) € GLy (Fp).
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de GL,(F,). Un endomorphisme F de G est appelé endomorphisme de Frobenius
de G si

Ve e G, (F(z)) = Fy(u(x)).

Un endomorphisme F' de G est dit endomorphisme de Frobenius généralisé si une
puissance de F' est un endomorphisme de Frobenius de G.
Soit F' un endomorphisme de Frobenius généralisé sur G. On pose :

GF'={z e G| F(z) = z}.

Cet ensemble est un sous-groupe fini de G. Si G est un groupe réductif connexe,
alors G est appelé groupe réductif fini.

On rappelle qu’un tore de G est un sous-groupe algébrique de G isomorphe au
produit direct :

—* =
F, x - xFp.

Jusqu’a la fin du paragraphe §1.5, le groupe G désigne un groupe réductif connexe.
Soit F' un endomorphisme de Frobenius généralisé de G. Soit B un sous-groupe de
Borel de G (ie, un sous-groupe résoluble maximal fermé et connexe) F-stable qui
contient H un tore maximal F-stable® de G. On note :

le groupe de Weyl de G et 7y la projection canonique de Ng(H) dans W. Les sous-
groupes Ng(H) et H étant F-stables, ’endomorphisme F' induit un automorphisme
de W (que lon désigne également par F' par abus de notations) donné par :

Vn € Ng(H), F(mw(n)) = mw(F(n)).

On note § 'ordre de cet automorphisme.

1.5.2 Tores maximaux des groupes réductifs finis

Soit T un tore maximal F-stable de G. Le sous-groupe TF de GF est appelé
un tore mazimal de GF. Les classes de conjugaison dans GF des tores maximaux
de G¥ sont données par (cf. [16] §4.3.7) :

Proposition 1.5.1 Soit H un tore maximal F-stable de G contenu dans un Borel
F-stable B. Alors, les F-classes de W sont en correspondance avec les GF -classes
de conjugaison des tores maximaux F-stables de G. Soit w € W un représentant
d’une F-classe de W. On note Ty, le tore mazximal F-stable de G correspondant.
Soit ny, tel que myw (ny) = w. Alors on a :

TP ~HM = {h e H | F(h) = n'hny,}. (1.6)

De plus :
W(Tw)" =2 Cyr(w)={z e W |z 'wF(z) = w},

08 W(Tw) = Ng(Tw)/Ta.

3L’existence de H et de B est montré dans [16] §4.3.3.
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1.5.3 Caracteres de Deligne-Lusztig

Rappelons la construction des caractéres de Deligne-Lusztig (cf. [16] §4.5). Soit £
un nombre premier différent de p et Q, une cléture algébrique du corps £-adique Q.
Soit 7 € N. On rappelle qu’a toute variété algébrique X, on peut associer un espace
vectoriel de dimension finie, le i-ieme espace de cohomologie /-adique a support
compact sur Q;, noté Hi(X,Q,).

Soit T un tore maximal F-stable de G contenu dans un sous-groupe de Borel B’
de G. On note U’ le radical unipotent de B’. Alors, la variété algébrique L~1(U’)
(ott L est I’application de Lang?) est stable par multiplication & gauche par G et
par multiplication & droite par T¥, ce qui définit une action de G¥ x TF sur L=1(U").
Soit 8 € Trr(TF). On définit le caractére de Deligne- Lusztig généralisé associé a (T, 0)
par :

Vge G, Rrylg |TF| (=1 (g, 1) HALTHU), Q)6 (1.7)
teTF 1

Le caractere Rt g est un caractere généralisé 5 de GF et ne dépend pas du choix
de U’ ni du nombre premier £.

Donnons une autre construction des caractéres Ry ;. Soit w € W, on introduit
la variété algébrique de Deligne-Lusztig :

w=1{zB € G/B | z7'F(z) € BuB}.
On définit pour tout g € G¥ le caractére généralisé de Deligne-Lusztig par :

Ru(g) = Y (1) Tr((g") ", Hi( X, Q)

>0

On a alors Ry, = Ry,1 (cf. [16] Prop. 4.5.6).
On appelle caractéres unipotents de GF les constituants irréductibles de R, (w €
W). On note :

Ugr = {x € Irr(GF) | 3w € W, (x, Ry ) # 0},

I’ensemble des caractéres unipotents de GF.

1.5.4 Caractéres fantomes et matrices de Fourier

Dans ce paragraphe, on classe les caractéres unipotents de G en familles. Pour
cela, on introduit la notion de caracteres fantomes.
On dit que G¥ est déployé si § = 1. Deux cas peuvent se présenter :

— Le groupe GT' est déployé. Soit p € Trr(W). On pose :

Re = IWIZ

weWw

*On rappelle que I’application de Lang L est définie pour tout z € G par L(z) = z~ ' F(x).

®Les applications Rt ¢ prennent leurs valeurs dans @, et le cadre dans lequel on s’est placé pour
les représentations est C. Cependant, le corps Q, contient comme sous-corps, le corps des nombres
algébriques. Comme les valeurs des caractéres sont des entiers algébriques, on peut indifféremment
les considérer comme 3 valeurs dans C ot dans Q,.
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— Le groupe GF n'est pas déployé. Soit p un caractere irréductible F-stable de W.
En appliquant la théorie de Clifford (cf. [20]), on montre qu’il existe p une
extension de p & W x (F'). On pose alors :

1

Rz=— plw, FYR,,.
P |W| wze;v ( )

Les quantités introduites dans ces deux cas s’appellent les caractéres fantémes 6

de GF. Les constituants irréductibles de ces fonctions de classes sont exactement les
caractéres unipotents de G¥.

Soient x, x' € Ugr. On dit que x et x’ sont dans la méme famille, s’il existe une
suite finie (x;)i=1,...,m de caracteéres unipotents de GF telle que

e Onaxi=xetxm=x,

e Pour tout 2 <7 <m — 1, il existe p; € Irr(W) tel que

(Xi>Rp; )ar #0 et (xit1,Rp; )ar # 0.

On suppose que GF n’est pas le groupe de Suzuki ou le groupe de Ree de type Ga
ou Fjy. Soit F une famille de caractére unipotent obtenue par le procédé décrit ci-
dessus. Dans [24], Lusztig prouve qu’il est possible d’associer & cette famille un groupe
fini I' et un ensemble de symboles M(I") qui permettent de paramétrer les caractéres
unipotents de F. A partir de cet ensemble de symboles, on définit la matrice de
Fourier de F. On va préciser cette définition lorsque le groupe GF est déployé :
soit GF un groupe déployé, F une famille de caractéres unipotents de G¥ et M(T)
le systéeme de symbole correspondant. Plus précisément, M(I") est ’ensemble des
orbites de { (z,x) | z € T', x € Irr(Cr(z)) } sous I’action par conjugaison de I".

On définit sur M(T") I'opération :

1 1 _
{(=,x), (%)} = x(gyg~ )Y (g " zg)
Co@H Wl ey gy;ecr(w)}

La matrice de Fourier de F est la matrice ({ (z, x), (y,%) })-

Le cas non déployé est beaucoup plus technique. On se reporte & [24] pour plus
de détails.

Dans le cas oit G¥ est un groupe de Suzuki, ou un groupe de Ree de type G2
ou Fy, ses familles ne posseédent pas d’ensemble de symboles; On ne peut dans ce
cas pas définir de matrices de Fourier pour ces groupes. Cependant, dans [18] §5,
Geck et Malle donnent une axiomatisation des matrices de Fourier et calculent des
candidats (en accord avec cette axiomatique) pour ces groupes.

5Notons que les caractéres fantémes d’un groupe non déployé sont définis & un scalaire pres.
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1.5.5 Valeurs propres de I’endomorphisme de Frobenius

Soient w € W et i € N. L’endomorphisme F? agit sur X, ce qui induit une
action sur H:(X,,Q;). Ainsi F% est un endomorphisme de H:(X,, Q).

Soit A € @; une valeur propre de F%. On note Fyi C Hi(Xw, Q) le sous-espace
caractéristique de \. Le groupe G agit sur H:(X,,Q;) et cette action commute
avec celle de (F‘s ). Le sous-espace caractéristique F); est donc une représentation
de GF.

Soit x un caractére unipotent de G¥. Il existe w € W, i > 0 et A\ € @; tel
que x est un constituant du caractere de F);. G. Lusztig a montré que la valeur
propre A ne dépend, & une puissance de ¢'/2 prés, que de . Il existe donc une racine
de l'unité wy et un entier s, tels que A = wxqs/2 (cf. [10]).

Dans [22], G. Lusztig obtient des formules combinatoires (cf. [22] §7, Th. 7.1 et
Prop. 7.2) qui lui permettent de déterminer les valeurs propres associées aux carac-
teres unipotents, a quelques ambiguités pres pour certaines paires de caracteéres qui
sont complexes conjugués, oil un signe reste & déterminer. Lorsque G = 2D, (q),
Geck et Malle montrent que les racines des caractéres unipotents valent 1 ([18] §4.10).

Dans les cas des groupes de Suzuki et de Ree de type G2 et Fy, les méthodes de
Lusztig [22] ou de Geck et Malle [18] ne permettent pas d’associer les racines des
caracteres cuspidaux.

1.5.6 Descentes de Shintani
Définition et premiers résultats

Les applications F' et F® étant des endomorphismes de Frobenius de G, il suit
que :

— L’application de Lang Ly (resp. Lps) associée & F' (resp. F?) est surjective.

— Les sous-groupes G¥ et G * sont finis.

De plus, on a :
GF cG”,

L’application F' est un isomorphisme du groupe abstrait G. Par suite, la restric-
tion de F a GF’ (notée encore F') est un isomorphisme de groupe. Soit g € G¥'. Par
surjectivité de Lps, il existe z € G tel que g = 271 F%(z). Alors, zF(z ') € GF.
On définit Np/ps de GF dans CI(GF” x (F)) par :

Npyps(g) = (zF(z 1), F).
On a:

Proposition 1.5.2 L’application Np/ps induit une bijection entre les classes de

conjugaison de G et les classes de GI * % (F') composées d’éléments de l’en-
semble (GFJ,F). De plus, on a :

Vg€ G, [Cqrs iy (Nrro(9))| = 51Ccr (9)]. (1.8)

"L’inverse est Papplication induite par Nps /p : (GFJ, F) = CI(GT), (xF(z™"),F) = 7' Fo(x).
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Preuve —
1. Soient z,y € GF’. Alors z et y sont F-conjugués dans G’ si et seule-
ment si les éléments (z, F) et (y,F) sont conjugues dans GF’ x (F).Six
et y sont F' conjugués, alors il existe h € GF’ tel que y = hzF(h™!). On a

alors h(z, F)h=! = (y, F).

Réciproquement, soit (g, F?) € GF’ x(F) tel que (y, F) = (g, F¥)(z, F)(g, F¥)~!

On a:
(9, F')(a, F)(g, F') ' = (gF*(2)F(g '), F) . (1.9)

Or (z,F) et (Fi(x),F) sont conjugués par un élément de G¥ *. En effet, en
posant g; = zF(z)...Fi 1(z) € GF’, on a:

(F'(2), F) = gi(z, F)g; " (1.10)

Finalement, en utilisant les égalités (1.9) et (1.10), on a y = gF*(z)F(g™!)
et Fi(z) = g;zF(g; '). On en déduit donc par transitivité que z et y sont F-
conjugués.

En utilisant [10] §1.7 et ce qui précede, on déduit que l'application Np/ps est
bien définie, d’inverse Nps /et induit bien une bijection entre les classes de GF
et les classes conposées d’éléments de (GF* | F).

2. On a le résultat (cf. [10] §1.7) :

Vz € G, ‘c (xF(x_l))‘z‘Cgp(x_lF‘s(x))‘.

GF F
Pour obtenir ’égalité (1.8), il suffit de prouver que :

vge GF, | )| =6|Cgrs p(0)

bl

GF®x
ce qui est le cas puisque (z, Fz) € CGF5>4<F>(g, F) si et seulement si z €
-1
9; C

GF57F(g), ou g; est 'élément défini dans (1.9).

O

Soit 1 € C(GF’ x ( F)). On définit Shps (1) € C(GF) la descente de Shintani
de ¢ de GF’ x (F) & GF, par :

Vg € G¥, Shps;r(¥)(9) = ¥ (Np/rs(9))-

Lien avec les racines du Frobenius

Algébre de Iwahori-Hecke de W x (F') Soit 1555 le caractére trivial de BF’.

On note e I'idempotent central de CBF’ associé; cf. (1.1). On pose :
H=e(CGF)e et H=e(CGF x (F))e.

Les caracteres irréductibles de I’algébre # (resp. ’}-L) sont en bijection avec les carac-

teres de la série principale® de GF’ (resp. Ind x(F) lgr2); cf §1.1.

s
80n rappelle que la série principale de GF * est ensemble des constituants de Indgj‘; 15rs-
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L’algebre #H est isomorphe a 'algebre CW (cf [5]). Soit p € Irr(W). On note x,
le consituant de la série principale correspondant.
De plus, dans [26] (1.5), G. Malle montre que :

H~CW x (F).

G (F)

Soit p € Irr(W x( F')). On note x5 le constituant de IndBF,s

1grs correspondant.

Soit p un caractére F-stable de W, alors le caractere x, de la série principale
de GF* est F-stable. De plus, si € € Irr(( F')) et p une extension de p a W x (F'),
alors x5 et x.5 sont deux extensions de x, a G’ x (F)etona:

Xep = €Xp-

Théoréme de Digne-Michel Soit p un caractere irréductible F-stable de W. On
choisit p une extension de p & W x (F). Soient R, le caractere fantome de G

FOx(F)

correspondant et xz le constituant irréductible de Ind]C;'F,s

a p. On a alors (cf. [10] §IIL.) :

Shps)pxp= . (Rp,V)grwvV.
VGL{GF

pré correspondant

Conjecture de Digne-Michel

F. Digne et J. Michel conjecturent dans [10] p. 119 que les descentes de Shintani
des caracteres extérieurs (extensions de caractéres unipotents de GF 6) de Trr(GF ® %
(F)) n’ont pour constituants que des caractéres unipotents de GF. De plus les co-
efficients qui apparaissent ne dépendent, & une normalisation pres, que de la racine
du caractére et d’un coefficient de la matrice de Fourier.

Remarque 1.5.1 Lorsque GF' ne posséde pas d’ensemble de symboles, le calcul des
descentes de Shintani des extensions de GF° x ( F') peut donner un moyen de définir
les matrices de Fourier de GF' | ce qui est un autre point de vue que celui proposé par

M. Geck et G. Malle dans [18].

1.6 Les groupes de Chevalley

1.6.1 Algebre de Lie et base de Chevalley

On suppose connu la construction des algébres de Lie simple complexe (cf. Car-
ter [4]). Soit (g, [, ]) une algébre de Lie simple complexe. Soit ® le systéme de racine
de g. On note V = vectr(®) 'espace euclidien muni du produit scalaire usuel ( , ).
On note IT un systéme fondamental de racines. Soit ®* = {d° .y A\ € ® | A, € N},
I’ensemble des racines positives. Soit r € ®. On note w, la réflexion par rapport a
Ihyperplan orthogonal & r. On a :

VeeV, w(z)=x-—



20 CHAPITRE 1 : Généralités

On définit alors W, le groupe de Weyl® de g, par :
W= {(w,|re€d).

Soit s € ®. On note :
2(r, s)

(r,r)
En particulier on a w,(s) = s — A,,r. La matrice (A,s)rsca s’appelle la matrice de
Cartan.

Il existe une base {h,, r € II; e,, v € ®} de g, appelée base de Chevalley, qui
vérifie (cf. [4] Th. 4.2.1) :

Ars -

[erye—r] = h, red,

[hr, hs] = Apses rell, se®,
[hr,hs] =0 r,s €I,

[er,es] =0 r,sell,r+s¢ ®,

[er,€s] = Ny s€ris r,s,r+se€®, Ny, €Z

On note gz le Z-module obtenu & partir de la base de Chevalley. Comme A,
et N, ; sont des entiers, I’ensemble gz est muni d’une structure d’algébre de Lie sur Z.

Soit K un corps alors on pose :
gk = K Q gz.
Soient h, = 1 ® h, et & = 1k ® e,. Alors g est un K-espace vectoriel de base
{hp, r € TI; &, r € ®}.

On munit gg d’une structure d’algebre de Lie sur gx en définissant le crochet sur
les éléments de base par [1x @ z,1x ®y] = 1x ® [z,y].

Soit € g. On rappelle que ad z est ’endomorphisme de g défini par :

Vy€eg, adxz(y)=[z,y].

Soient r € ® et z € C. On définit :

ad ze, )*
zr(2) = Z %

k>0

L’application z,(z) est bien définie (car ad ze, est un endomorphisme nilpotent de g,
donc la somme du membre de droite est finie) et est un automorphisme d’algebre de
Lie (cf. [4] §4.3).

Soit M, (z) la matrice de z,(z) dans la base de Chevalley. Les coefficients de M, (z)
sont de la forme az® avec a € 7 (cf. [4] §4.3). Soit t € K et p la caractéristique de K.
On définit la matrice de M, (t) en remplagant le coefficient az® de M, (z) par at’, ou

9Les_groupes de Chevalley obtenus par la construction présentée dans ce paragraphe, appliquée
a K = F, sont des groupes réductifs connexes. Le groupe W est alors le groupe de Weyl introduit
dans le paragraphe précédent.
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a désigne la réduction modulo p. On note Z, (t) Pendomorphisme de gx ayant pour
matrice M,(t) dans la base {h,, r € II; &, r € ®}. Les endomorphismes Z,(t) sont
des automorphismes de gx (cf. [4] Prop. 4.4.2).

Par abus de notation, on note dans la suite ces automorphismes z.(t), r € ®,
t € K et on note {h,, r € II; e,, r € ®} la base {h,, r € II; &,, r € &} de gx.

On note g(K) le groupe engendré par les z,.(t), r € ® et t € K. On 'appelle
le groupe de Chevalley de type g sur K. La classification des algébres de Lie simple
complexe conduit a I'existence de quatre familles infinies A,, By, Cy,, D, et de cinq
types exceptionnels Go, Fy, Eg, E7 et Eg. On parlera donc d’algebre de Lie simple
de type Ay, Bn, Cn, Dy, Go, Fy, Eg, E7 et Eg et par suite de groupe de Chevalley
de type correspondant sur K.

1.6.2 Relations et sous-groupes

Pour plus de détails concernant les rappels de ce paragraphe, on se reporte au
livre de Carter [4]. Soit g(K) un groupe de Chevalley. Soit € ® alors on a :

Vi, t' e K, zp(t+t) =z (t)z,(t). (1.11)

On connait les relations de commutation lorsque les racines sont positives.
Soient 7, s € @7 linéairement indépendantes alors on a :

zs(~u)r (=825 (W)zr (t) = [T @irsss(Cigrs(=t)'u?), (1.12)
1,5 >0

ou Cjjrs vaut £1, £2 ou £3 et ne dépend pas de K. Soit r € ®, on définit le
sous-groupe de la racine r par :

X, = {z,(t) | t € K}.

Ce sous-groupe est isomorphe a K.
Soit € ®, alors il existe un homomorphisme ¢, : SL(2, K) — (X_,, X,.) tel que :

e (lo 1) == e ([; 1)) -2

Vred, ho(t) = ([3 tol]) .

Il est immédiat de vérifier que :

On pose :

Vt, t' € K, he(tt') = he(t)h,(t). (1.13)

Soit P le sous groupe additif engendré par les racines et Y un homomorphisme de P
dans K*. On définit un automorphisme de gx par :
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On remarque que :

avec xr¢ défini par :

Xri(a) =" (1.14)

On pose :

ne(t) = ([_f_l SD = 2z (—t D (t), et ny = np(1).
Donnons les relations entre ces éléments. Soient x € P, re dett € k, on a :
h()z(E)h(x) " = 2 (x(r) ). (1.15)
Soient r, s e Pett € K. On a :
nyxs(t)n, L = Top, (5) (7r,st), (1.16)

ou les constantes 7., sont des entiers valant +1 et qui ne dépendent pas de K.
On trouve des relations permettant de calculer explicitement ces constantes dans
Carter [4] §6.4.

Soient r,s € ®. On a :

nynsn, L = P, (5) (s ) P () - (1.17)
On note :
U= ] x.
red+

Les relations (1.11) et (1.12) montrent que U est un sous-groupe de g(K) et que
Iécriture dans cette décomposition est unique.

On note H le sous-groupe de g(K) engendré par les h,.(t) pour r € P et t € K.
On pose :
B =UH.

La relation (1.15) montre que B est un groupe et que U est distingué dans B.
Comme U N H est trivial, on en déduit que B est le produit semi-direct de U par H.
Ainsi, chaque élément de B s’écrit de maniére unique sous la forme uh avec u € U
et h € H. De plus, on a B = Ng(U).

Soit N = (H, n,| r € ®). Il existe un homomorphisme 7y de N dans W tel
que Ker(mw) = H et mw(n,) = w,. En particulier N/H ~ W. Soient n € N,
et x € P. Alors on a :

nlz(x)n_1 = h(X') ot w = 7 (n) et X'(r) = X(w_l(r)). (1.18)

Les sous-groupes B et N forment une (B, N)-pair pour g(K). On rappelle la
décomposition de Bruhat associée (cf. [4] p. 117). Pour tout w € W, on pose :

O ={redt w(r)ed®"} et ®, ={recd w(r)¢ e}
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On a les sous groupes associés :

Ul = I, c53 Xr, U, =11 cg-Xr.
Alors, tout élément g € G s’écrit de maniére unique :
g=uhnyu, uw€eU heH weW, u, €U,. (1.19)

Remarque 1.6.1 Lorsque K est une cléture algébrique de Fy, alors g(K) est un
groupe réductif connexe (cf. [16]). Le groupe B est alors un sous-groupe de Borel
et H un tore mazimal de B. Le groupe W s’identifie au quotient N/H. On peut donc
appliquer ¢ g(K) les considérations de la partie 1.5.

1.7 Groupes de type B;

Soit G un groupe de Chevalley de type By sur Fa. Le systéme de racines de G
est :

b ={—a,—b,—a—b,—2a —b,a,b,a +b,2a + b}.

On choisit IT = {a,b} comme systéme fondamental de racines. On note :
&t = {a,b,a + b,2a + b},

I’ensemble des racines positives qui respecte II. Le diagramme des racines de G est
donné dans la figure 1.1. Soit W le groupe de Weyl de G. Alors W est isomorphe

b a—i—blllA 2a+b

—2a—b /—a—b —b

FiG. 1.1 — Diagramme des racines de type Ba

au groupe diédral & 8 éléments. On note z,.(t) (r € ®, t € Fy) les générateurs de



24 CHAPITRE 1 : Généralités

Chevalley. Dans la suite, on identifie G avec Sp4(F2), le groupe symplectique de
dimension 4 sur [Fo, défini par :

000 1
G={AeMyFy) | ATA=T}, on J=|0 0 1 O

0100

10 0 o

Dans cette identification, les générateurs de Chevalley ont pour représentant matri-
ciel :

1 ¢ 00 1000
0100 01 ¢ 0
xa(t)zoo]_ta xb(t)=00107
000 1 000 1
10 ¢ 0 100 ¢
010 ¢ 010 0
zarn(t) = |g o 1 o|> 2@ =15 g 1 ¢
000 1 000 1

Le sous-groupe H s’identifie au sous-groupe des matrices diagonales. Soit z1, 2o € Fo.
On note :

2z 0 0 0
0 22 0 0

h(z,2) = | g 510
0 0 0 2!

On pose N = Ng(H). Les éléments n, et np de N ont pour représentant matriciel :

Ng =

O O = O
OO O
_ o O O
O = O O
O O O
O = O O
O O = O
_ o O O

De plus, on vérifie que :
z .(t) = "z, (t).

Donnons les relations de Chevalley de G. Pour tout u, v, z1, 22 € Fo, on a :

xa(u)iﬂb(v) = :Eb(’U):Ea(u)xa+b(uv)w2a+b(u2v)
Tar(U)%2a+5(V) = 22445(V)Tarp(u)
ZEZL z2;$a(( ))Z((Z Zz)) ! = wa((z%u)@l)
21, 22)Tp(U)N 21, 2 = zp(z5u
h(z1, 22)Tarb(u)h(21,22) 7" = zeip(z1uz2) (1.20)
h(z1, 22)Toasp(W)h(21,22) 1 = Zogis(2Pu)
nah(z1, z2)n ! = h(z2,21)
nph(z1, z2)ny " = h(z1,2")

Le groupe G possede un automorphisme de graphe a décrit dans la proposition 12.3.3
de [4] qui fait intervenir ’axe A du diagramme des racines (cf. fig. 1.1). Plus pécisé-
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ment, son action sur les générateurs est :

a(za(t)) = w(t?)

a(zp(t)) = wa(t)

a(Tars(t) = Taatb(t?)

a($2a+b(t)) = wa-l—b(t) (1'21)
a(h(z1,22)) = h(z122,21207 1)

a(ng) = m

a(np) = ng

Soit n € N. On pose § = 2" et g = 262. Le groupe G est un groupe algébrique
simple. Le sous-groupe de Borel B obtenu dans la construction de §1.6 s’identifie
au sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. Le radical unipotent U de B
est alors le sous-groupe de G des matrices unipotentes supérieures. On considere F'
I’endomorphisme de G défini par 10 :

F = Fyoa.

On remarque que F2 = F, donc F est un Frobenius généralisé sur G. Le groupe G¥
est appelé le groupe de Suzuki de parameétre g. Il est étudié dans l'article de Su-
zuki [31]. On peut voir dans I'article d’Ono [27] que le groupe présenté par Suzuki
est bien le sous-groupe de G des points fixes sous F'. Le groupe G’ * est le groupe sym-
plectique de dimension 4 sur le corps fini & ¢ éléments'!. On remarque que B, H, U,
et X,, r € ® sont stables par F2, on note alors B = BF2, H = HF2, U = Ut
et X, = XF ? les sous-groupes correspondants de G¥ ?. La restriction de F & GF” est
notée 0. On pose dans la suite G = Sz(q) et GF’ = Sp4(Fy). On remarque que :

Sp4(Fq)” = Sz(g)-

1.8 Groupes de type G,

Soit g une algebre de Lie simple de type Ga sur C (cf. [4]). Une base de Chevalley
et les constantes de structures correspondantes de g sont données dans [28]. Soit G
le groupe de Chevalley sur F3 de type G2 obtenu en utilisant la construction de §1.6.
On choisit les notations de [13].

Dans le plan euclidien R?, on pose ¢ = (—3, @), €= (1,0) et & = (—3, —@)
On choisit pour systéme de racines de type G2 I’ensemble

représenté dans la Figure 1.2. On choisit a = & et b = &1 — &2 comme systeme fon-
damental de racines. On note ¥ le systéme de racines positives qui respecte {a, b}.
Plus précisement :

Yt ={a, b, a+b, 2a+b, 3a+b, 3a+ 2b}.

108 | est une puissance de 2, on note F; comme dans §1.5.1 ’endomorphisme de Frobenius standard
de G.
Ce groupe est le groupe fini simple (sauf pour n = 0) de type Ba de paramétre gq.
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& —¢63=3a+2b

1A
!

/

!

/
§1— & =0 &G=a+b —I§3=2a+b € —¢3=3a+b

§3— &2 & —&1 & —&

£ — &

FiG. 1.2 — Diagramme des racines de type Go

Le groupe de Weyl de G, noté W, est isomorphe au groupe diédral a 12 éléments.
Ona W = (wg,wp).

Comme rappelé dans §1.6, pour toute racine r € ¥, on note ¢, ’lhomomorphisme
de SL(2,F3) dans G tel que :

e ([o 1)) =ar o ([} §]) =o—rt0r

Donnons les relations de commutation entre ces éléments. Pour tout t,u € F3, on a :

Zo(t)zp(u) = 2p(u)Ta(t)Tarp(—t0) T30 (EPU) T20 b (—t2U) T30 1 26 (HPu?)
Ta(t)Ta+(u) = Tatb(u)Za(t)T2a+5(tu)
xp(t)T30+5(u) = 3q+45(u)Tp(t)230126(t0)
Tatb(t)T3a+b(¥) = T3a4b(U)Tatb(t)
Tatb(t)T2a+6(v) = T2a4b(U)Tass(t)
Tatp(t)23at26(u) = T3a426(%)Tatb(t)
T2a+b(t)T3a+6(U) = T3a4u(U)T2q+6(t)
T2a+b(t)T3a+20(0) =  T3a+26(1)T2016(t)
(1.22)

Soit P = Z¥ et x un homomorphisme de P dans F;. On pose z = x(&)
(pour ¢ = 1, 2, 3). On a 212923 = 1. Ainsi, x est entierement déterminé par z;
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et z3. On note h(z1, 22, z3) 'élément associé & h(x). En général, le sous-groupe
d’automorphisme de gz, formé des automorphismes h(x) avec x € P est plus grand
que H, mais dans le cas de type G2, ces deux groupes coincident. Ainsi, on dé-
crit bien exactement les éléments de H par ce procédé. On note N = Ng(H). On
a(H,n, |re€X) oltlesn, (r € X) sont les éléments donnés dans § 1.6. On note my
la projection canonique de N dans W. En particulier, on a my(n,) = w,.

Dans la table 1.3, on donne les constantes 7, 5. Ainsi, en utilisant la relation (1.17),
on peut décrire les relations de conjugaison entre les n,.

&1 & & &1—& -8 &4

6 -1 -1 1 -1 1 1
& 1 -1 -1 1 -1 1
& | -1 1 -1 1 1 1
Gi—&|-1 1 1 -1 1 -1
fo—f| 1 -1 1 -1 -1 1
Ga—& | 1 1 —1 1 _1 _1

TAB. 1.3 — Constante 7, s de Ga

Comme dans §1.6, on note X, le sous-groupe engendré par z,(t), t € F3 et
U = X XpXo15X3015X2416X3q 420 €6 B =UH.

A partir de 'axe A du diagramme des racines (cf. fig. 1.2), on obtient une per-
mutation des racines telle que :

+a <~ =+b
+(a+b) < £ (3a+Db)
+ (20 + b)<> % (3a + 2b)
Il existe un automorphisme de graphe « associé (cf. [4] §12.4), dont I'action sur les
générateurs de G est :
Tia(t) = zp(t%)
T1p(t) — Tag(t)
Ti(art)(t) — Tiain)(t®)
Tt (3048)(t) = Ti(atn)(t)
T1(20+0)(t) > T (zatan)(t’)
(

T (3a+25) (1) Ti(2a+5) (1)

Soient 21, 29, 23 € 3 tels que 212923 = 1. Alors :
h(z1, 22, 23)* = h(2225 ', 2125 1y 2327 1) (1.23)

Le groupe G est un groupe algébrique simple. Le groupe B est un sous-groupe
de Borel ayant pour tore maximal H. Pour tout m € N, on définit ’endomorphisme
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de Frobenius standard F3= de G sur les générateurs par z,(t) — z.(t3") (t € F3
et r €X).
Soit n un entier naturel. On pose 8 = 3™ et on considére F' I’endomorphisme
de G défini par :
F = Fo o (.

On pose g = 32"*1 = 302. On remarque que F2 = F,. Ainsi, F' est un endomorphisme
de Frobenius généralisé sur G. Le groupe G est appelé le groupe de Ree de type G
de parametre ¢. Il est présenté dans [28]. Le groupe G¥ ? est un groupe de Chevalley
fini de type G2 obtenu par la construction §1.6 en prenant pour corps ;. Les sous-
groupes B, H, U, et X,, r € ® sont stables par F2. De plus, on constate que B =
BF2, H = sz, U = UF” et X, = sz, ou H, U, B et X, sont les sous-groupes
obtenus dans la construction de g(F,). On note o la restriction de F' & GF ®, qui est un
automorphisme d’ordre 2 de G¥*. On pose dans la suite GF = R(q) et GF* = Gy(q).

On remarque que :



Chapitre 2

Classes de conjugaison
extérieures

Dans le chapitre 1, on voit que les classes intérieures d’une extension par au-
tomorphisme d’ordre 2 d’un groupe fini G se déduisent immédiatement des classes
de G; cf. Prop. 1.2.1. On se propose dans ce chapitre de déterminer les classes exté-
rieures de G x (o ), ot G est un groupe fini de type By de parametre 22"*1 (resp. de
type G2 de parametre 32"*1) et ot1 o est ’'automorphisme exceptionnel de G dont le
groupe des points fixes est le groupe de Suzuki (resp. le groupe de Ree de type G2).
Les méthodes utilisées sont celles données dans §1.2.1, en particulier la méthode 1.2.1.

2.1 Le type B,

Soit n est un entier positif. On pose ¢ = 22"+ § = 2". On note G = Spy(F,)
et o automorphisme d’ordre 2 de G dont I’ensemble des points fixes est Sz(g). On
pose G = G x( o). Les classes de conjugaison de G et de Sz(q) sont rappelées dans
P’annexe A. On utilise les notations de §1.7 et de I’annexe A. Soit G un groupe
et H un sous-groupe de G; on rappelle que deux classes c¢1 et co de H fusionnent
dans G si ¢; et ¢g sont des sous-ensembles d’une méme classe de G. Ainsi, déterminer
la fusion des classes de H dans G signifie décrire « la répartition » des classes de H
dans celles de G.

2.1.1 Fusion des classes de Sz(q) dans Sp,(IF,)

Comme dans ’annexe A, on note g, 71 et w2 des éléments de G d’ordre respec-
tivement (¢ — 1), (g+20+1) et (¢ — 20 +1). On rappelle que Ey, E1 et Ey désignent
respectivement ’ensemble des classes non nulles modulo la relation d’équivalence ~
sur Z/(q — 1)Z, Z/(q + 20 + 1)Z et Z/(q — 26 4+ 1)Z. On pose :

E = {r}, 7, 7k | i € By, j € E1, k € Ey).

Lemme 2.1.1 Dans la table 2.2, on donne la fusion des classes de Sz(q) dans G.

Preuve — L’ensemble E est un systéme de représentants des classes semi-simples
non triviales de Sz(g). En utilisant la table A.1, on constate que ces éléments ne sont
pas conjugués dans G. De plus, étant donné que x, po ;' = Po 1 on en déduit que

29
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Classe Représentant | Nombre Représentant | Classe dans G

1 1 1 1 1

Az TatbT2a+b 1 o Asp

Ay Tq Ty 1 00 Ay

Ago Ta Ty T2a+b 1 Po A

B1(i,(20 — 1)i) |« 1(@-2) e B (i, (20 — 1)i)

Bs((q— 20+ 1)) | ] L(q + 26) ] Bs((q — 20 + 1))

Bs((q+ 20+ 1)k) | 7k Ha—26) ¥ Bs((q + 20 + 1)k)
TAB. 2.1 — Classes o-stables de G. TAB. 2.2 — Classes de Sz(q).

les deux classes ayant pour représentants pg et py ! se « recollent » dans G. On peut
supposer sans perte de généralité que mg = h(y,7?°~!). Quitte & remplacer 7 par
une puissance premiére avec g2 + 1, on peut supposer que éléments 7 et my sont
respectivement dans Bs(q — 260 + 1) et Bs(q+ 26 + 1).

O

2.1.2 Classes o-stables de Sp,(F,)

Proposition 2.1.1 Le groupe G posséde q + 3 classes o-stables. On donne dans la
table 2.1 un systéme de représentants de ces classes.

Preuve — Le groupe de Suzuki possede g + 3 classes de conjugaison. En utilisant
la correspondance de Shintani (cf. Prop.1.5.2), on en déduit que G a g + 3 classes
extérieures. Ainsi, la proposition 1.2.2 montre que G a g + 3 classes o-stables. De
plus, les éléments de E ne sont pas conjugués dans G (cf. Lemme 2.1.1). C’est donc
un systéme de représentants de |E| = ¢ — 1 classes o-stables de G. Les quatre classes
unipotentes A1, As2, A4 et Ago de G (cf. annexe A) sont o-stables. On vient donc de
trouver g + 3 classes o-stables distinctes de G. Ainsi, par cardinalité, on a déterminé
toutes les classes o-stables de G.

O

Remarque 2.1.1 Le fait que G posséde une classe o-stable sans élément o-stable
ne contredit pas le théoréme de Lang. En effet, soit C' la classe de conjugaison de G
qui contient Aq1. Alors C est F-stable. Le théoréme de Lang affirme uniquement
que C a au moins un élément F-stable. Il suit que CF P = Ay U Ay posséde un
élément F-stable. C’est effectivement le cas : ’élément py € CF ? NSz(q). Cependant,
le théoréme de Lang ne dit pas que les classes Aq1 et Aga ont des éléments F'-stables.
Dans le lemme 2.1.1, on a prouvé que Cl(pg) C Aga et Cl(pg) C Age. Ainsi CF =
Cl(po) U Cl(pg 1) C Ay ; il suit que Ag1 n'a aucun éléments F-stables.

Par abus de langage, il arrive dans la suite que 'on confonde une classe de
conjugaison avec son représentant et que ’on parle de classe de type mg, m1 et mo
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pour parler des classes de conjugaison ayant pour représentants les éléments de E.

2.1.3 Classes extérieures avec une partie 2-réguliére non triviale

La proposition 2.1.1 montre que les classes o-stables d’ordre impair de G sont
paramétrées par des éléments o-stables. On est dans le cadre de la remarque 1.2.1.

Théoréme 2.1.1 Les classes extérieures de G dont la partie 2-réguliére est non
triviale ont pour systéme de représentants {(m,0) | # € E}. De plus, pour tout i €
Ey,je EL etke Ey, ona:

Cg(mh,0) = (mo) x (o), Cg(n],0) = (m) x (o) et Cg(nk,0)=(m)x (o).

Preuve — On applique la méthode 1.2.1. Soit x € E. On étudie les classes 2-
unipotentes de C (). Or comme z est o-stable, il suit que :

Cé(x) = C(;(:L‘) A <0'>

De plus, le centralisateur de Cg () est d’ordre impair, donc v2(| Cx(z)|) = 2 (v2(m)
désigne la valuation diadique de I'entier m). Ainsi Cg(z) posséde une unique classe
de conjugaison d’élément d’ordre 2 (car tout élément d’ordre 2 de Cx(z) engendre
un 2-Sylow). Choisissons (1,0) comme représentant de I'unique classe de Cg(x)
d’éléments d’ordre 2. Ainsi, les éléments (z,0) (avec € E) parametrent des classes
extérieures distinctes. On obtient par ce procédé toutes les classes extérieures de G
ayant une partie 2-réguliére non triviale.

De plus, le groupe Cg(z) est abélien et Cg(z)? N ((1,0)) = {1}. On déduit ainsi du
lemme 1.2.2 que :

Cg(z,0) = Ca(z)? x ((1,0)).
Or on a Cg(z)? = Cgy(q) (). Dans la proposition 16 de [31], il est prouvé que pour
pour tout i € Eo, j € E1 et k € Ea, on a Cg,g)(mh) = (7o), Cyy(q)(m]) = (m1)

et Csz(q)(ﬂ'é:) = (m2), ce qui achéve la démonstration.
O

2.1.4 Classes extérieures 2-unipotentes de Sp,(IF,) x (o)

On vient de déterminer (¢ — 1) classes extérieures correspondant aux classes de
partie 2-réguliéres non triviale. Il reste & obtenir les classes extérieures extérieures 2-
unipotentes de G.Parla proposition 1.2.2, on sait qu’il manque 4 classes extérieures.
Ainsi, il suffit de trouver 4 éléments d’ordre une puissance de 2 qui ne sont pas deux
a deux conjugués.

Les ordres de (1,0), (Za,0), (Zatp,0) €t (ZaZars, o) sont respectivement 2, 8, 4
et 8. Il suffit donc de montrer que (z4,0) et (Z4Zq+p,0) ne sont pas conjugués.
Posons wy = (wqwp)? € W et ng = Nyy. On a Sz(q) N {(ny, | w € W) = {1,n0}
et U, =U.

Lemme 2.1.2 Soient uy et uy deuz éléments de U, alors (u1,0) et (uz,0) sont
conjugués dans G si et seulement s’ils le sont dans B.
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Preuve — Supposons que (u1,0) et (uz,0) sont conjugués dans G. Par 1.2.1,
ces deux éléments sont conjugués par g € G, ie (u2,0) = (g,1)(u1,0)(g,1)7! =
(quio(g~'),0), on a donc up = guio(g~"), ot encore uzo(g) = gu;.

Par 1.19, g possede une unique décomposition de Bruhat uwhn,u,, avec u € U,
he H,we W et u, € U,. En utilisant les relations de Chevalley, il existe z’ € U
et u' € U, tels que uyu; = z'u’. De plus, il existe z,, € U tel que zyny = Ny’
Comme U < B, il existe z!, € U tel que hz,, = =/ h. On obtient finalement :

ugo(u)o(h)o(ny)o(uy,) = uhnyuyuy = uz,, hn,u'.
Par unicité de la décomposition de Bruhat, on en déduit que o(ny,) = ny. Ainsi :
Ny € (ny | w € W) NSz(q) = {1,n0}.

— Si w = wp, alors U, = U et ujyu; € U, . Par unicité de la décomposition de
Bruhat, on déduit que u20(u) = u et o(uy)us = u,. Ainsi (u1,0) et (u2,0)
sont conjugués dans U & (1,0). Donc par transitivité, (u1,o) et (ug,o) sont
conjugués dans U.

- Siw=1,alorsu, =1et g=uh € B. _

Finalement, (u1,0) et (ug2,0) sont conjugués dans B.

Proposition 2.1.2 Les éléments (z4,0) et (xqZqip, o) ne sont pas conjugués dans G.

Preuve — En appliquant le lemme 2.1.2, il suffit de prouver que (24, o) €t (TaTa15, 7)
ne sont pas conjugués dans B, donc qu'’ils ne sont pas conjugués par un élément de B
(cf. lemme 1.2.1). Raisonnons par I’absurde, en supposant qu’il existe b = uh € B, tel
que (b,1)(zq,0) = (xaTatb,0)(b, 1), C’est a dire, bxq = Toxq+50(D). Soient 21, 22 € [,
tels que h = h(z1, 22). Posons zg = z1/22. Alors uhz, = ux,(20)h. De plus :

uxa(zo) = ma(ta)xb(tb)xa—l—b(ta+b)$2a+b(t2a+b)xa(20)
= za(ta + 20)26(ts)Tatb(tatrs + 20t6) T2atb(t2arb + 28tp)-
TaTarbo(u) = za(l+ tg)xb(t?ze)xa+b(1 + tga+b + tzzzotlo))

5C2a+b(tgib + t20139)

Par unicité de P'écriture des éléments de B, on en déduit que o(h) = h et :

ta + 20 = t)+1

£20 = 1

2oty + tary = t20t+145, ot 1
z%tb + togrp = tiotge + t3+b

Des deux premiéres relations, on tire tout d’abord que zp = 1, et 21 = 22. Or o(h) =
h, donc z1 = 29 = 1. Il suit que h = 1. On éléve la troisiéme relation a la puissance 6.
On déduit de la quatrieme relation que tg + t, + 1 = 0. Elevons a la puissance 26
cette derniére relation. On obtient t%a +ty+1=0. Dot 'on déduit que t¢ = tgo.
Ainsi, t‘g est racine du polynéme X2 + X. Donc tg vaut zéro ou un, ce qui contredit
dans les deux cas la relation t{ +t,+1 = 0. Finalement (z4,0) et (Z4Zq+b,0) ne sont

pas conjugués dans G.
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O

On consacre la fin de ce paragraphe au calcul de I'ordre des centralistateurs de
ces éléments.

Proposition 2.1.3 On a :

| Ca(L,0)| = 2¢°(¢—1)(¢* +1)
|Cé($€a,0')| = 4q
|Cg(zate,0)] = 2¢°
| Ca(TaZarn, )| = 4q.
Preuve — Par le corollaire 1.2.1, il suffit calculer |Cg ()| pour chacun des

éléments 1, T4, Totb €6 TqZqrp. Remarquons pour commencer que pour Zg, Zgtb
et ToTq4p, €n utilisant la décomposition de Bruhat, et avec un argument similaire
a celui utilisé dans la preuve du lemme 2.1.2, on démontre que Cg(z) C B. Puis
en faisant un calcul similaire a celui de la preuve de la proposition 2.1.2, on montre
que Cgo(z) CU.
— Calcul de | Cg o (24)| et de | Cq,o(Taats)|- Les relations de Chevalley conduisent
dans ces deux cas au systéme :

ta = tf
tga+b +t2010 = ty+taps
t26, + 12960 = by +toaps

Ces relations entrainent que t, vaut zéro ou un. Dans les deux cas, le nombre
de solutions est :

)
|{(t2a+b7 ta—l—b) | t2a+b = ta+b}| =q.

Finalement, | Cq o (zq)| = | Cq,0(TaZatb)| = 2.
— Calcul de | Cg,o(zq+s)|- On cherche u € U solution de uzqip = Zq450(u).
Comme x,p est central dans U, on en déduit que :

Cao(ays) ={u €U | o(u) =u} = U N Sz(q).
Dans [27], Ono démontre que |U N Sz(q)| = ¢%. On en déduit donc que :
CG,o(Tats) = ¢*
— Calcul de | Cg »(1)|. Comme Cg (1) = Sz(q) on en déduit que :

|Ca,o(1)] = ¢*(g— 1)(¢° + 1).

2.1.5 Classes extérieures de Sp,(F,) x (o)

Récapitulons les résultats obtenus dans les paragraphes précédents.

Théoréme 2.1.2 On donne dans la table 2.3 un paramétrage des classes extérieures

de Gx(0).
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Classe | Représentant Nombre | Centralisateur Cardinal
U (1,0) 1 Szx (o) 2q2(q — 1)(q2 +1)
U, (Tatb,0) 1 2¢>
Us (Za,0) 1 4q
Uy (TaTatb, 0) 1 4q
Ap(i) | (g, 0) i€Ey | 3(g—2) | Ao x (o) 2(g—1)
A(9) | (rd,0) J€B |Lg+20)| A1 x (o) 2(g+ 20+ 1)
As(k) | (7%, 0) k€E,|+(qg—20)| A2 x (o) 2(q — 20 +1)

TAB. 2.3 — Classes extérieures de Sp(4,q) x (o)

2.2 Le type G»

Soit n est un entier positif, on pose ¢ = 32+l 9 = 3" On note G = Ga(q)
et G = G x (o), ou o "automorphisme d’ordre 2 de G dont I’ensemble des points fixes
est R(q). Les classes de conjugaison de G et de R(q) sont données dans I’annexe B.
On utilise dans ce paragraphe les notations de §1.8 et de ’annexe B.

2.2.1 Les classes de R(g) et leur répartition dans celles G(q)

Les classes de G sont paramétrées soit a I’aide de générateurs de Chevalley, soit
a partir de tores a coefficients dans une extension de F, (cf. Prop. 1.5.1). Le groupe
de Ree de parametre g vérifie les conditions du groupe étudié par Ward dans [32]. I
possede donc g+ 8 classes de conjugaison. Cependant, la description donnée dans [32]
ne permet pas de donner la fusion des classes de R(g) dans G. Pour I'obtenir, on
se propose de décrire les classes de R(gq) avec un paramétrage compatible avec celle
de G. Hormis une classe, on va voir que les parties 2-régulicres des classes extérieures
de G ont des représentants dans R(q).

Classes semi-simples de R(q)

En utilisant la proposition 1.5.1, on va paramétrer les classes semi-simples de
R(q). Commengons par déterminer des représentants (pour 'action de G¥ par conju-
gaison) des tores maximaux de G¥'. Le groupe W a quatres F-classes de conjugaison
ayant pour représentant 1, wq, wewpw, et wawpwawpwg. On note Cyy cet ensemble.
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Proposition 2.2.1 On a :

TF ~ HIU = [p(230+, 2, 2 B0F2)) | pa 1 =1},

Tzfawbwa ~ Hlwewswa] _ { h(z, 6z7(30+1)/2’ e’2(3(971)/2) | Sla+1)/2 — 1, e=+1),
Tfa ~ glwal — {h(z,z1_39,z3"_2) | 24—360+1 _ 1},

Tfawbwawbwag Hwawswawpwa] _ {h(zl+3o, z,z_(30+2)) | LAH30+1 _ g 1.

Preuve — On calcule H"!, ott w € Cy . Soit h(z1,22,23) € H. On a F(h) = h si
et seulement si :

—1
21 = (2223 )0
21
2 = (z125")°
_ —1\6
zg = (2z321")
Supposons que 21, z2 et z3 sont solutions du systéme. Alors en utilisant le fait
que 23 = 2; lzg 1 et en faisant le quotient des deux premitres lignes on trouve
. . —1 , . .
que z1 = zg’aﬂ, ce qui entraine que z4 = = 1. Réciproquement, on vérifie que
si 2971 =1 alors (23911, 2, 2~ (39+2)) est bien solution du systeme.
On a:

wawpwah (21, 22, 23) (Wawpwa) ~+ = h(z1, 23, 22).

Ainsi F'(h(z1, 22,23)) = h(z1, 23, 22) si et seulement si :

21 = (2225")°
z3 = (2125 ")°
zo = (2327")f

. . .. -1 -1
On suppose que 21, 22 et 23 sont solutions du systeme. Avec la condition 23 = 27 "2,

le systéme est équivalent & :

20 _ 1-8
{3 2 2
+ _ —
%2 = A
_ . —-360-1)/2 « . . —(36+1)/2
Or 2123 = 27 dott zg = iz§ 2 Soit ¢ = £1, si 29 = ezl( /2 alors
— ,(30-1)/2
23 = €2 .
De plus :

20 _ (4 D/t —(at1+40)/2)

2] zl_(Q+1)/2 - 1.

ie
On vérifie sans difficulté que réciproquement, si z~(¢71/2 = 1 alors (%, ez~ (B0+1)/2 ¢, (36-1)/ 2
est bien solution du systeme.
Ona:
-1 _p -1 -1 -1
wah(21,22,23)wg, = h(z3 ,29 ,2, ).

Donc F(h(z1,22,23)) = h(23", 25", 27") si et seulement si :

7l = (22230)°

z, o = (217 he
2y = (@21 he



36 CHAPITRE 2 : Classes de conjugaison extérieures

On procede comme précédemment et on trouve que les solutions de ce systéme sont :
{(Z,z1730, Z3072) e k?’ | zq730+1 -1 }

Ona:
WaWpWaWpWeh (21, 22, zg)(wawbwawbwa)_l = h(z;l, zfl, z;l).

1

On trouve que F(h(z1,22,23)) = h(zy ', 21}, 23 1) si et seulement si (21, 22,23) ap-

partient & ’ensemble :

{(z1+30, z,z*(30+2)) ek | 293041 —q }.
La proposition 1.5.1 permet de conclure.

De plus, on a le résultat (cf. [5]) :

Proposition 2.2.2 Soit h(z1, 22, z3) € H. Soit x le caractére de P tel que x(&i) = i
alors
Ca(h(z1, 22, 23)) = (H, X, | r € &, x(r) =1).

Un élément semi-simple s € G est dit régulier si Cg(s) est un tore maximal
de G. Soit s € GF un élément semi-simple régulier. On dit que s est de type w si s
est conjugué & un élément de T.X'. On remarque que w est unique & F-conjugaison
preés. Une classe de R(q) est dite de type w si elle a un représentant type w.

Proposition 2.2.3 Les classes semi-simples de R(q) peuvent se décrire de la fagon
sutvante :
° %(q — 3) classes semi-simples réguliéres de type 1.

° %(q — 3) classes semi-simples réguliéres de type wawpweg.

(g — 30) classes semi-simples réguliéres de type wy.

=

° %(q + 30) classes semi-simples réguliéres de type wawpwaWpWeg.-
e La classe de l'identité.

e La classe ayant pour représentant I’élément J = h(1,—1,—1).

Preuve — Soit w € Cy. Soit g € R(g) un élément semi-simple régulier de
type w. Comme g est semi-simple, il existe un tore maximal T de G contenant g
tel que F(T) = T. Comme g est régulier, il suit que Cg(g) = T. Donc T est
P'unique tore maximal de G contenant g. De plus T et 7T, sont conjugués par un
élément de R(q). Ainsi, g est conjugué dans R(g) & un unique élément de T .
De plus, deux éléments de 7L sont conjugués dans R(q) si et seulement si ils le
sont dans Ng (T, )F. En effet, soient h,h' € TE et g € R(q) tels que b’ = ghg L.
Alors Cg(h') = gCq(h)g™t, ie Ty = gTwg™ . 1l suit que g € Ng(Ty). Comme g €
R(q), alors g € Ng(T,)F. Supposons maintenant qu’il existe g,g' € Ng(Ty,)F et
h € TE tels que ghg~! = g’hg’~!. Alors ¢'"1g € Cg(h) = T\. Comme g, g’ € R(q),
on en déduit que g = ¢'T'F. Tl suit que deux éléments de T:X' sont conjugués dans R(q)
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si et seulement si ils appartiennent & la méme orbite pour 'action de Ng (T3, )¥ /T.F
sur TF. On a Ng(Tw)"/TE = Cyr(w) (cf. [16]84.3.4) et TF = HIY! (in G). Le
groupe Cy p(w) agit sur H!; dans [16] §4.3.4, il est prouvé que deux éléments
de TF sont dans la méme Ng(Tyw)¥ /TE-orbite si et seulement si leurs conjugués
dans H[“’} sont dans la méme Cyy,p(w)-orbite. Or, on a :

Cw, (1) = {1, wowpwowpwewy }

Cw,o(wa) = {1, wWaWp, WeWpWaWh, WaWpWaWpWaWp, WpWaWpWa, WpWq }
CW,U(wawbwa) = CW,U(wa)

Cw,o(Wowpwawpwa) = Cwo(wa)

La proposition 2.2.1 donne alors le résultat. Il y a deux classes semi-simples non
réguliéres dans R(q), ayant pour représentants 1 et J = h(1,—1,—1).
Oa

Classes unipotentes de R(q)

On va exprimer des représentants des classes de conjugaison unipotentes de R(q)
a Paide des générateurs de Chevalley. Pour tout ¢, u, v de [y, on note :

a(t) = za(t®)zs(t)Tars(t*!) 201 6(t* )
B(u) = zarp(uf)zsess(u)
Y() = @2a45(v?)230420(v)

Dans [4] Prop. 13.6.4, on a :

Proposition 2.2.4 Tout élément de U° = UF s%écrit de maniére unique sous la
forme a(t)B(u)y(v), avec t,u,v € Fy. De plus, on a les relations suivantes :

a(wa) = alu+v)f(—uv®)y(—uv3 4+ uw30+l)
Blua(v) = a(v)f(u)y(-uv)

Buw)Blw) = Blu+v)

Y(w)a(v) a(v)y(u)

Y(w)B) = Bv)v(u)

Y(u)y(v) = Y(u+w)

On obtient alors les relations :

Lemme 2.2.1 Soient t,u,v € Fy, alors on a :

a(t) ! = a(—t)B(—t¥T1)y(30+2)
Bt = B(-1)
()t = (-1)

a() ta(u)a(v) = a(u),@(vu3o — uv30)'y(—v2u30 —u® — uv30+1).
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Preuve — Les deux premieres relations sont des conséquences immédiates de la
proposition 2.2.4. On montre la derniére relation par le calcul :

a@) taw)a@) = a®) talu+v)B(—uvd)y(—uv® + upditl)
= a(-v)B(=v*" )y (¥ ?)a(u +v)B(-uw*)y(—uPv* +uv®H)
— a(—v)a(u + v)ﬂ(—uv30 _ U30+1)’y(—u2030 4 3ttt y30+2 ’U30+1(u + ,U))

= a(u)B(u+v)*)y(—v?(u+ )% — 302
B(_m}:ao _ U30+1)’y(—u21}30 + uv30+1 + ,U30+2 + v30+1(u + ,U))

= a(u)f(—uv®® — v+ +u(u+v)39)
7(_u2030 + uv30+1 + ,U30+2 + ,U30+1(u + U) _ v2(u + 0)30 _ ,U30+2)

— a(u)ﬂ(—uv30 + Uu39)’y(—u2v30 _ uv30+1 _ 112u30)

On a:
He — HF — { h(z30+1,2,27(30+2)) | zqfl -1 }, et B° = BFUF — BU°.
De plus :

Lemme 2.2.2 Deuz éléments de U’ sont conjugués dans R(q) si et seulement si ils
le sont dans B°. De plus siu € U alors Cgyq)(u) est inclus dans B°.

Preuve — C’est une conséquence immédiate de la décomposition de Bruhat,
cf. (1.19).
O

On va donc déterminer les classes de conjugaison des éléments de U? dans B°.
Le sous-groupe U? est distingué dans B? donc H? agit par automorphisme intérieur
sur U7, plus pécisément on a :

Proposition 2.2.5 Soient u,v,w,z € Fq. On pose g(u,v,w) = a(u)B(v)y(w) € U
et h(z) = h(239%1, 2,27 B3042)) € H?. Alors, on a :

h(2)g(u, v, w)h(2)"! = g(uz0, 0230+, 1 ,60+3)

Preuve —

h(2)a()h(2) "L = 2a(u2)2s (1) T o s (U0 1234 ) gg (1201 29072),

36

Si on pose y = uz°?, on a :

6 6 +1 _ ,0+1,30(6+1) _ , 6+1,1430 o4

2
Yy =uz, Y 20+1 _ ,,20+1,66°+30 _ u20+1z2+3¢97

Y
et on a bien h(z)a(u)h(z) ! = a(uz’?).

h(z)ﬂ(v)h(z)_l _ wa+b(voz30+1)xb(vz30+3) _ ﬂ(vz3o+3)
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et
h(z)’Y(w)h(z)_l = $2a+b(w6z30+2)wb(vz69+3) = ’Y(vz66+3).

Lemme 2.2.3 Supposons que u # 0. Alors tout élément de la forme g(u,v,w) est
conjugué par un unique élément de H® d un élément de la forme g(1,v',w'). En
particulier, seule l’identité fize la premiére composante de g(u,v,w).

Preuve — C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente, en ap-
pliquant & z = u .
O

On est alors en mesure d’établir le résultat :

Proposition 2.2.6 Soit E = {t* —t | t € F,}, n : F;, — F,/E la projection cano-
nique et { € Fy tel que w(§) = 1. Les éléments de R(q) de la forme a(u)B(v)y(w),
avec u # 0, et v,w € Fy se répartissent en trois classes de conjugaison paramétrées
par :

a(l), a(1)B(E) et a(1)B(=£).
En particulier I’élément a(1)B(v)y(w) est conjugué d

a(1)B(n(v)).

Preuve — Regardons a quelles classes de conjugaison de B¢ appartiennent les
éléments de la forme g(1,v,w). Etant donné qu’aucun élément non trivial de H? ne
fixe la premieére composante de g, il suffit d’établir les classes de conjugaison de ces
éléments dans U?. On remarque que ’on peut « négliger » la troisiéme composante,
en effet, on a :

Blw)g(1,v,w)B(w) ! = g(1,v,0).
Ona:
a(t) " la(l)a(t) = a(1)B(t — t30)y(—t2 — 30 — ¢36+1),

On voit, quitte & appliquer une manipulation précédente, que I’élément «(1)3(v) est
conjugué dans U? & :
a(1)B(t —t3% +v) Vt e,

Soit ¢ un morphisme de F, dans F3. Le corps [F; est un espace vectoriel de di-
mension 2n + 1 sur F3 en particulier, ’application ¢ peut étre vue comme une
application F3-linéaire entre F, et F3 et Im(y) est un sous-espace vectoriel de I,
d’indice 3. Notons 7 la projection canonique de F, dans I’espace quotient Fy/Im(¢p).
Soient x1, 2 et x3 des représentants dans [F;. En particulier :

Fy = (21 +1m(p)) U (22 + Im(p)) U (23 + Im()).

Or 7 est F3-linéaire. On peut donc supposer que z1 = 0 et que £3 = —xo.

Considérons les deux morphismes de IF, dans F3 suivant :
pr(t) =t° —t

a(t) =t — 3
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En utilisant la discussion précédente, il existe £ et & deux éléments de F, tels que :
Fg = Im(¢1) U (€ + Im(p1)) U (=€ + Im(e1))

Fq = Im(¢2) U (¢ + Im(2)) U (=€’ + Im(p2))
Or on a Im(¢1) = Im(p2). En effet, si y € Im(p2) alors il existe ¢ € F, tel que :
y=t—t%.
Or:
t—t¥ =+ ..+t -+ 4.+ 195

Ainsi y € Im(g1) (en posant t/ = —(t + 3+ ... +t%)) donc :
Im(2) € Im(¢p1).

Ces deux ensembles dont égaux par cardinalité. Il suit que £ ¢ Im(p2) et on peut
choisir ¢ = ¢.
O

Remarque 2.2.1 Les trois classes de R(q) paramétrées dans [32] par Y, YT and YT~}
sont les mémes que les classes ayant ici pour représentants (1), a(1)B(€) et a(1)B(—E).
On ne sait cependant a priori pas explicitement identifier ces deux paramétrages.

En récapitulant ce qui précede, on a :

Proposition 2.2.7 Les classes unipotentes de R(q) ont pour représentant 1, v(1),
B(1), a(1), a(1)B(§), (1)B(—)-

Preuve — Ce résultat est une conséquence immédiate des propositions 2.2.5 et 2.2.6.
O

Classes de conjugaison de R(q)

On est maintenant en mesure de donner une description des classes de conjugaison
du groupe de Ree de parametre q.

Théoréme 2.2.1 Le groupe R(q) posséde (q+8) classes de conjugaison. Les classes
non triviales ont pour représentants :

o Les représentants des classes semi-simples réguliéres de type w (avec w €
{1, Wa, WaWpWa, Wewpwawpwa}) de centralisteur d’ordre [T .
L’élément J = h(1,—1,—1) de centralisateur d’ordre q(q — 1)(g+ 1).
L’élément (1) de centralisateur U d’ordre ¢°.
les éléments B(1) et B(—1) qui ont pour centralisateur (d’ordre 2¢%) le groupe :

(J)(B(), v(w) | t,u € Fg).

o Les éléments a(l), a(1)B(€) et a(1)B(—E) de centralisateur (d’ordre 3q) res-
pectif :

(a(1))(v(t), t € Fq), (a(D)B(E))((t), teFy) et (a(l)B(=£))((t), t € Fy).
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o Les éléments B(1)J et B(—1)J qui ont pour centralisateur (d’ordre 2q) le groupe :

(J){(B(t), t € Fy).

Preuve — Dans [32], il est prouvé que R(q) posséde (¢ + 8) classes de conju-
gaison. Il suffit donc d’obtenir (¢ + 8) éléments non conjugués deux & deux pour
obtenir un systéme de représentants. La proposition 2.2.3 permet d’obtenir q élé-
ments. Dans la proposition 2.2.7, on établit que les éléments (1), (1), B(—1),
a(l), a(1)B(&) et a(1)B(—&) ne sont pas conjugués. Ils sont d’ordre impair. On
trouve leur centralisteur en utilisant le lemme 2.2.2. Seul le centralisteur de (1) est
d’ordre pair. On trouve une seule classe 2-unipotente dans Cg(4)(5(1)), ayant pour
représentant J. Par la proposition 1.2.3, on obtient deux classes supplémentaires
de R(q) ayant pour représentant 5(1)J et 5(—1)J. Finalement, en utilisant [32], on
obtient | Crg)(J)| = q(g — 1)(g + 1).

O

Fusion des classes de R(q) dans Ga(q)

On pose hg = h(—1,1,—1). En utilisant le théoréme 2.2.1 et les notations rappe-
lées dans I'annexe B, on établit :

Théoréme 2.2.2 Les éléments (1) et B(—1) sont conjugués dans G & z45(1)T34+5(1)
et B(1)J et B(—1)J sont conjugués a xq1p(1)x34+5(1)J. Les autres représentants des
classes de conjugaison du groupe de R(q) ne sont pas conjugués dans G.

Preuve — Si ¢ est un représentant de type w, w € {1, WoWpWa, Wa, WaWpWaWpWy },
alors t est conjugué dans G & un élément h = h(z1,z22,23) de HM. En utili-
sant Cy,r(w), on calcule les conjugués dans H™! de h(z1, 29, 23). Plus précisément
si w = 1 alors les conjugués de h dans HY sont h et A~1. Dans les autres cas, les
conjugués de h dans H™! sont :

{hv hila h(z27z3az1)7 h(zglvzglazfl)’ h(z37zl’z2)7 h(z?jl7z;1’zgl)}'

En utilisant les classes de conjugaison de G (cf. annexe B), on voit d’une part, que
les éléments de type 1 sont dans une classe de G de la forme FEi (i, 7), les éléments de
type wawpw, sont dans une classe de la forme Ey(i, j) et que les éléments de type w,
et wowpwwpw, sont dans une classe de la forme Eg(i). D’autre part, un calcul de
congruence montre que les représentants de type w ne sont pas conjugués dans G.

Sig e {1, J, v(1)}, alors g est déja un représentant choisi dans la table B.1. On a
alors :

ho)B(Lhy' = B(=1) et hoB(1)Jhy" = B(-1)J.

11 reste les cas de a(1), a(1)B(£) et a(1)B(—£). Ces éléments sont des représen-
tants des classes As1, As2 et Ass de G (cf. Tab. B.1). En effet, un élément de la
forme 4(1)zp(1)Tasb(w)Z30-+5(V)T2q16(W)T34+26(t) est conjugué dans G & :

a(1)2p(1)230+5(7(u + 0)).

On montre ce résultat en utilisant les deux manipulations suivantes :
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— En conjugant g par zg4p(w)xs.+5(t) on se ramene & un élément de la forme :

Za(1)2p(1)a16(1)23a15(v)-

— En conjugant un élément de la forme z4(1)zp(1)Zq+5(w)T30+6(v) par zq(t)xy(t+
u) et en appliquant ’étape précédente on se rameéne & un élément de la forme :

Ta(1)zy(1)Z3a46(t3 — t + v + u).

a(1) = @a(1)mp(1)ar6(1)T2a+5(1)
a(1)B(€) = za(Dzp(1)zats(l +E%)zats(€)z20+5(1)
a(1)B(=€) = za(zp(1)zarb(l = E)zasrs(—€)T2a+5(1)
De plus 7(£%) = 7(€), en effet on a :
E=@E+E+. +PPP -+ +. .+ +¢

Ainsi on en déduit que :

n+€+1) = 2@ +7x(1)=7(1)-1

m(=E—¢€041) = —2n(&)+7(1)=n(1)+1

Ce qui prouve que les trois éléments a(1), a(1)B3(£) et a(1)B(—£) ne sont pas conju-
gués dans G et que leurs classes dans G dépend de la valeur de «(1).
O

2.2.2 Tore maximal o-stable de G3(q) d’ordre (q + 1)?

Soit ¢y € G d’ordre impair tel que o(zg) = o et tel que T" = Cg(zo) est un tore
maximal d’ordre (g + 1)2. Comme zg est stable par o, on a :

Ca x(oy(@o) =T x (o).

Pour déterminer les classes extérieures de é, on va appliquer la méthode 1.2.1. Pour
cela, on doit trouver les classes extérieures 2-unipotentes de Cg y(,)(%0). Dans ce
but, on décrit dans ce paragraphe explicitement 7" et notamment ’action de o sur
ce tore. On va étudier Cg(J) et voir que I’on peut choisir zg tel que :

T C Ca(J).

Etude de Cg(J)
Par la proposition 2.2.2, on a :

Ca(J) = (H,X1a+b, X+3a+b)-

Posons :
Sr=(Xp, X ;).

Comme S, = Im(¢;), on en déduit que S, = SL(2,q).
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Lemme 2.2.4 On a :
ha-l—b(t) = h(t27t717t71)

hsats(t) = h(1,t,t71)

Preuve — Onaé; =a+b, &2 =a, et & = —(2a + b). Le calcul des constantes de
structures donne :

Aa+b,a+b = 2 A3a+b,a+b =0
Aa—|—b,a = -1 A3a+b,a =1
Aa+b,—(2a+b) = -1 A3a+b,—(2a+b) = -1

Comme h,(t) = h(xrs) avec Xrz(a) = 3@/ (1) = tAra . cf (1.14), on en déduit
que :

Xatot(é1) = ¢ X3at+bt(§1) = 1
Xa+bt(§2) = t7! X3atbi(§2) = t
Xatbt(€s) = t71 Xza+bt(€3) = t7!
O
Lemme 2.2.5 Les groupes Sqip €t S3q+p commutent.
Preuve — 1l suffit de vérifier que les générateurs commutent. Or S, est engendré

par les z,(t) et les z_,(t). Comme :
z_p(t) = 2, (t Do (—t Dz, (¢,

il suffit de vérifier que :

zr(t)zs(u) = zs(u)ze(t)
z(t)hs(u) = hgs(u)z,.(t)
Zp(t)ns = nszr(t)
h/r (t) Ns = nshr (t)
hr(t)hs(u) = hs(uw)he(t)

Par les relations de Chevalley (1.22), on a z415(t)Z30+6(4) = Z3415(2)Ta1s(t). Or, en
utilisant la relation (1.15), on a :

Xat5t(3a 4 b) = Xa+b,t(é2 — €3) = Xatbt(€2)Xatpt(€3) 1=t Mt ) 1 =1

et :

X3atbt(a +b) = x3atp(&1) = 1.
Donc h,(t) et zs(u) commutent. Les racines r et s sont orthogonales donc w,(s) = s
et 7, s = 1. Ainsi, en utilisant la relation (1.16), on en déduit que n, et z,(t) com-
mutent. La relation (1.18) montre que n, et hs(t) commutent. Enfin la relation (1.17)

permet de conclure.
O

Soit L = S;45S34+p- Alors L est un sous groupe de Cg(J).

Donnons une description de L :
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Soient r € {a +b,3a + b} et z,y, z,t € F;. On pose :

or(z,y,2,t) = @p ([f ﬂ) avec xzz—yt=1.

Lemme 2.2.6 Soientr € {a+b,3a+b} et x,y,2,t € Fy tels que zz—yt = 1. Alors,
on a:

or(z,9y, 2,t) = z.((z — Dt Hz_ .tz ((z—1)t71) sit#0.
er(@y,2t) = 2. ((z= Dy Nz (y)z ((z—1y™") siy#0.
or(2,0,271,0) = h,(z)

Preuve — On a les relations matricielles suivantes :

Si t # 0, alors :
I Rt N P N P

Siy#0,alorson a :

[f Z] N [(z—ll)y‘1 ﬂ [(1) ﬂ [(fc—ll)y‘1 (1)]

En appliquant ¢, & ces égalités on en déduit le résultat.

Lemme 2.2.7 Soient x € P et r,s € {a+b,3a+ b}, alors on a :

h(x)er(z,y, 2, t)h(x) !
nyor(x,y, 2, t)n,
NsPr ($, Y, z, t)ns_

or(z, x(r)y, z,x(r)71t)
1 = ‘P’r(za —t,z, _y)
1 = op(z,y,2,t) sis#r

Preuve — On a:
- Sit#0, alors ¢, (z,y, 2,t) = 2, ((x — D)t ) z_p(t)z,((z — 1)t~1). Comme :

h(X)zr (t)h(x) ™" = zr (x(r)t),

on en déduit que :

h()er(z,y, 2, 0h(x) ™ = (@ = D(x(r) ')z (x(r) ")z ((2 — D(x(r)~'t) )
= Sor(waX(T)y’z’X(r)_lt)'

- Siy#0, alors :

hAX)er(z,y,2,)h(x) "t = z_.((z— D)(x(r)y) Dz (x(r)y)z—r((x — 1) (x(r) 'y) )
= or(z, x(r)y, z,x(r)7't).

Enfin, on a :
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— Sit+#0, alors :

neor(z,y, 2,0, = zp((z = 1)(=t) Nzr(—t)z—r((z = 1)(=t) ")
= or(z,—t,z,—y).

— Siy#0 alors :

nor(@,y, 2, )0, = (2 = 1)(=y) Dz—r(-y)z-((z = 1)(~y) ")
= or(z,—t,z,—y).

On rappelle que si 7 € X, alors on note 7 'image de r par p donnée par la
permutation définie & partir de ’axe A. (cf. §1.7). De plus, si 7 est une racine courte
(resp. longue) alors on pose A(r) =1 (resp. A(r) = 3).

Lemme 2.2.8 On a pourr € {a+b,3a + b} :

Pr (x’ Y, z, t)a = (PF(.CCA(F)O’ y)‘(F)o’ Z)\(F)e’ t)\(F)H)'

Preuve — Soit r € {a + b, 3a + b}.
Supposons que t # 0, alors :

or(z,y,2,t)7 = (2.((x—1)t" 1)1,'_ (t)z, ((z? 1)t71))" ]
zr(((z = Dtz s (XD az(((2 — 1) 1)HD9)
e (@8 — 1)t A0 ($A0) (AT — 1)¢-27)P)
#(z AT )‘(F)o,z)\(F)e,t)\(F)O),

= @

car \(7)f est une puissance de 3 et que t*M? £ 0.
Supposons que y # 0, alors :

(2r((z = Dy (®)ar((@ — Dy™)°7 ]
2r(((2 = Dy~ POz sy D9)ap(((@ — 1y 1)
SUF(( A(r)o_l) A(r)e) _F(yx(r)o)wf((xA(r)o_1)y7>\(r)o)
)\(r)e A(r A(F)e’tA(F)o)-

2% (.T, Yz, t)a

= pi(z

Enfin :
B ()7 = ha(tNT9),

Donc :

or(z,0, z 1, 0)? = he(z)? = h;(wk(’?)o) = go;(wA(F)o, 0, wf)‘(’?)o, 0).
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Tore maximal o-stable d’ordre (g + 1)?

On se réfere a [15] p. 68. Comme q est impair, tout générateur u de ) n’est pas
un carré dans IF;. On a alors :

T
Yy
avec K, sous groupe cyclique d’ordre q + 1.

36

Soit € un générateur de ;. Comme (q — 1) est premier avec 3, il suit que €°” est

. 7 . . ’ 30
aussi un générateur de Fy. Soit /e une racine carré dans F2 de €. Alors /™ est

une racine carré de 3. Dans la suite, on choisit ces deux racines pour l'identification
de K, et de K_3s. On pose :

Ta+b = QDa—I—b(Ka)
Tsarp = ©3a+6(K 30).

Les groupes Ty et T34 commutent (car T, C S, et que S,1p et S3,45 commutent).
On pose T' = T4 1T3446 € Cg(J). Alors T est un sous-groupe abélien et on a :

Ta+b N T3a+b = {1a J}7

car {hqip(t) | t € k} N{hsaip(t) | t € k} = {1, J}. Il suit que :

IT| = (g +1)%/2.
On note :
ta+b($7y) = (pa+b($a €y7~’0,y)
t3a+b(T,Y) = @satb(z, ¥y, z,y).
Lemme 2.2.9 On a :
tr(z,y)~"! = t(z,~y)
hOOt(z,h() ™ = to(z,x(r)y)
tr(z,y)" = tr(2X9, (7))
Preuve — La premiére assertion provient du fait que dans SL(2,[F,), on a :
-1
T py _ [z -y
y -y <z
Les deux autres assertions sont des conséquences directes des lemmes précédents.

|
Considérons :

Ta = {ta+b(x7y)t3a+b(x307 y36) | T,y € k $2 - y28 = 1}

Soit z¢ € T, dont I'ordre est impair et non trivial'. Posons 7" = Cg(zo)-

1Un tel élément existe dés que ¢ > 3. Lorsque ¢ = 3, le groupe R(g) n’a pas d’éléments semi-
simples réguliers de type wewpw,. Il est inutile dans ce cas de procéder a cette étude.
g
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Proposition 2.2.8 On a :
o Le sous-ensemble T, est un sous-groupe de R(q) d’ordre %(q +1).
o L’élément xq appartient a R(q) et est un élément semi-simple régulier de type
WaWpWq -
o Le sous-groupe T' est un tore mazimal o-stable de G d’ordre (¢ + 1)2. De
plus, T C Cg(J).

Preuve — 1l est clair que T, est un sous-groupe abélien de R(q) d’ordre %(q +1);
ainsi g € R(q). En comparant 'ordre de xy avec 'ordre des éléments dans le théo-
reme 2.2.1, on voit que xg est un élément semi-simple regulier de type type wawpws.
Or, en utilisant la Table B.1, on voit que les éléments semi-simples reguliers d’ordre
impair non-trivial qui divise (¢4 1) ont comme centralisateur (dans G) un tore maxi-
mal de Gz(g) d’ordre (¢ + 1)2. Donc T’ est un tore maximal d’ordre (¢ + 1)? de G.
Comme o(zp) = z, il suit que 7" est o-stable. De plus, comme zg € Cg,(q)(J), il
suit que J € T'. Or T' est abélien. Ainsi, chaque élément de 7" commute avec J.
Ainsi, T C Cg,(q)(J)-

O
Les éléments de T commutent avec zg (car g € T et T est abélien). Donc :

TCT.

Le groupe T étant d’ordre %(q +1)2, il est d’indice 2 dans T". Pour décrire complé-
tement T" il suffit de trouver un élément dans 7" qui n’est pas dans 7.

Les éléments ¢! et —1 ne sont pas des carrés de [Fq. Il suit donc que —elen
est un. Ainsi, il existe ag € Fg tel que :

a06 =-1
En particulier :
280230 — _q
Posons :
|1 —eap [1 —£%%3
Ay = |:a0 1 :| et By= |:a80 1 .
Ona:

det(Ap) = —1+eal =-2=1.

De méme, det(Bp) = 1. On pose :

7= h(-1,1,-1)pe(A0)P3a+b(Bo).

Lemme 2.2.10 L’¢lément T ainsi défini commute avec les éléments de T et n’est
pas dans T. De plus T est d’ordre 4 et T2 # J. On a :

77 = h(—1,—1,1)@q+5(A0)@3a+6(Bo) = JT.
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Preuve — Soient z;,y; € F, (i € {1,2}) tels que z? — ey? = 1. Vérifions
que to15(21,Y1)t3a+b(T2, y2) et 7 commutent. On a :

taro(z1,y1) P00 =t (21, —y1) et taqys(z2,y2)Pot*BO) = ta i (22, —y2).

Donc :

YA(-11,-1) Ya(=1,1,-1)

tars(T1, =1 t3a+b(T2, —Y2
= ta+b($1,y1)t3a+b($2,y2)-

(ta+b($17 yl)t3a+b(x27 yz))T

L’élément q15(A0)¢3a+b(Bo) est dans L et h(—1,1,—1) ¢ L car —1 n’est pas un
carré de IFy. Donc 7 ¢ L, donc 7 ¢ T.
On a:

2 = h(-1,1,-1)@a1(A0)¢3a+6(Bo)h(—1,1, —1)a+b(A0)P3a+6(Bo)
1,

Patb(A0)TLL D g,y (Bo)M b=V, (Ao)@3a+s(Bo)
Patb(1,€a0, —1, —a0)@3a+b(1,3%a3?, —1, —a3%) a5 (A0) P3a+5(Bo)
= ¢arb(l,ea0, —1, —ag)arb(A0)p3atn(l,e3%adl, —1, —a3?)p3,15(Bo)

On introduit les matrices :

30,36
Af):{_l 60,0] ot B():[ 130 € ao}‘

Ainsi :
72 = g+5(A5A0)30+6(ByBo)-
Or: )
, _ |1+e€aj €ag 10 eag
Aodo = |: ag 1—|—€a(2) “lag O |
Alors :

2
/ 2_ 6040 0 _ _
(Apo)? = 0 0o = h(-1).

On réalise le méme genre de calcul avec BjBy et on en déduit que (ByBp)? = h(—1).
Ainsi :
™ = 0arp((Ap40)?)p3a+4((ByBo)®) = J? = 1.

Supposons que 72 = J, alors :

J@a+b(AgAo)e3ats(ByBo) = 1,

et comme Ty N T304 = {1,J }, il suit que :

{ J(,Da+b(A6A0) = 1 ou { J‘Pa-ﬁ-b(AIOAO) = J
©3a+b(ByBo) = 1 03a+6(BoBo) = J

ce qui n’est pas possible dans les deux cas. Enfin :

h(=1,1,-1)¢q+5(A0)° ¢30-+5(Bo)”
h’(_la ) 1)‘;03a+b(B0)<Pa+b(A0)
h(—1,-1,1)¢a5(A0)¥3a+5(Bo)

77 =

-1
-1

= Jr.
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O

On peut maintenant décrire précisement T”. Soit { = z¢ + yc+/c un générateur
de K.. Alors ¢ est d’ordre (g + 1). Soit tq44(2¢,y¢) 'élément de T, correspondant.
L’image par o de cet élément est aussi d’ordre g+1 donc t3a+b(a:go, ygo) est d’ordre g+
1 et engendre donc T344p. Posons :

Gatd = tars(Te, Ye)*s G3ars = taasn(@d, y20)" et 7' = taqp(@d, y20) T/,

11 existe C € SL(2, q) d’ordre 4 tel que :
T = ‘103a—|—b(0)-

Le groupe K3 étant cyclique, les seules possibilités pour C sont BjBy ou —B{By.
Quitte & remplacer ag par son opposé, on peut supposer que C = BjBy, ie :

7' = @3a+5(ByBo).

Les éléments gq1p et g3q1p sont d’ordre %(p +1).

Lemme 2.2.11 On a :

T = <Tga+b> X <7Jg3a+b )

Preuve — Comme g,p et g3,+p sont d’ordre i(p—i— 1) qui est impair, et que 7 et 7/
sont d’ordre 4, il suit que 7gq1p et 7'g341p sont d’ordre (¢ + 1). Prouvons que :

(T9a+p) N (7'g3ats) = {1}.

Soit g dans l'intersection, alors il existe x;, y;, € Fq et k, I € N tels que :

l
9= mar(1,91) = 7" t3a16(72,92),
avec ta1p(21, Y1) et t3445(T2,y2) d’ordre impair. On en déduit que :

-1
R = ta+b(~”01, yl)t3a+b($27 y2)-

Donc l'ordre de %7/ divise 3(p + 1) donc est impair. Or 7*7/ ! est d’ordre une
puissance de 2. Ainsi la seule possibilité est que cet élément est I'identité, c’est a
dire :

De plus :
(ryn(r")={1},

car2#£J =77 Doncr=71"=1letg=1.
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2.2.3 Classes o-stables de Gs(q)

On pose X = (1) et T = F(1). En utilisant le théoréme 2.2.1, on voit que
les trois éléments (1), a(1)B(€) et a(1)B(—&) ne sont pas conjugués dans G et
que leur répartition parmi les classes de G dépend de la valeur de n modulo 3.
Dans la suite, on désigne par Y7, Y2 et Y3 une permutation de ces éléments, telle
que Y7 (resp. Yz, Y3) soit conjugué dans G & z4(1)zp(1) (resp. & zq(1)zp(1)z3046(E)
et 24(1)zp(1)x3045(—€)). On note T un tore maximal o-stable de G d’ordre (g* —
qg+1).

Proposition 2.2.9 Le groupe G posséde (q+8) classes o-stables. Plus précisement :

e Les classes ayant pour représentants o-stables 1, X, T, Y1, Yo, Y3, J et JT.

o Les deuz classes Az et By (sans représentant o-stable?).

. %(q — 3) classes de conjugaison ayant un représentant o-stable x (de type 1)
dans H et tel que Cg(z) = H.

. %(q—3) classes de conjugaison ayant un représentant o-stable x (de type wowpw,)
dans T' de G et tel que Cg(z) =T'.

° %q classes de conjugaison ayant un représentant o-stable x (de type w, ou
WaWpWaWpwe) dans T" et tel que Cg(z) =T".

Preuve — En utilisant la proposition 1.2.2, la correspondance de Shintani et le
théoréme 2.2.1, on montre que le groupe G possede (q+8) classes o-stables. Le théo-
réeme 2.2.2 donne (g + 6) représentants o-stables de G. Les deux derniéres classes o-
stables ne possédant aucun élément fixe par o s’obtiennent en utilisant la liste des
classes de conjugaison de G (cf. Table B.1).

O

Parmi les représentants donnés dans la proposition 2.2.9, on note Ly et L, des
systemes de représentants d’ordre impair des classes de type 1 et w,wpw,. On note L,
et Lapabe des systémes de représentants des classes de type w, et wawpw,wpw, (qui
sont d’ordre impair). On a :

1 1 1
L1l = 7(a=3), |Laba| = 5;(¢=3) et [La| =[Labatal = ¢(a = 3).
De plus, on note = z415(1)z34+5(—1). On est en mesure d’établir :

Corollaire 2.2.1 Les éléments de L1, Lg, Lapa, Lapaba €t 1, X, T, Y1, Yo, Y3 et n
forment un systéme de représentants des classes impaires o-stables de G.

2.2.4 Classes extérieures de Gz(q) X (o)

Le but est d’appliquer la méthode 1.2.1. Pour cela, on va déterminer un systeme
de représentants des classes 2-unipotentes de Cz(g), ou g est un représentant o-stable
donné dans le corollaire 2.2.1. Lorsque g # 7, on parvient a calculer relativement
simplement ces classes car on connait Cz(g) (cf. remarque 1.2.1). On étudie Cg(n)
« & la main ». On note :

ho = h(—1,1,—1).

*Voir la remarque 2.1.1
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Etude des classes extérieures de type 1
Soit Hy le sous-groupe de H? formé des éléments d’ordre impair.

Proposition 2.2.10 Les éléments (h,o) et (hho,0), ot h € Ly sont des représen-
tants de %(q — 3) classes extérieures de G. De plus, on a :

Cg(h,0) = H? x (o) et Cg(hho,0) = Ho x ((ho,0)).
Preuve — Soit h € Ly. On a Cg(h) = H. Ainsi :

C=

G(h) =Hx (o).

Déterminons les classes extérieures 2-unipotentes de H X (o ). Pour cela décrivons
un 2-sylow de ce groupe. Comme H est d’ordre (¢—1)2 et comme g est une puissance
impaire de 3, il suit qu’un 2-sylow de H x (o) est d’ordre 8. L’ensemble

Py ={1,J,ho, Jho}
est un 2-sylow de H qui est o-stable. On en déduit donc que :
P = Py x ((ho,0))

est un 2-sylow de H X (o). Les éléments extérieurs de P sont (1,0), (J,0), (hg,0)
et (hoJ, o) qui se répartissent en deux classes de P :

{(1,0),(J,0)} et {(ho,0),(hod,0)}.

Comme 1’élément (1,0) est d’ordre 2 alors que (hg, o) est d’ordre 4, on en déduit
que ces deux classes de H x (o) sont distinctes. Ainsi, H X (o ) posséde deux classes
extérieures 2-unipotentes paramétrées par (1,0) et (ho,o). Le sous-groupe H est
abélien et H° N (o) = {1} et Hy N ((ho,o)) = {1}. Ainsi par le lemme 1.2.2 on en
déduit que :

CG)q(a)(h,O’) = H? % (0) et CG>Q<U>(hh07a) :Hg X <(h0,0’)).

Etude des classes extérieures de type w,wpwq

Soit h € Lgpg. Alors Cg(h) = T'. Dans le lemme 2.2.11, on a une description
explicite de la structure de 7", ce qui permet d’en déterminer un 2-sylow P. Plus
précisément on a :

P={(71)x ().

Ce sous-groupe est o-stable. On rappelle que :

™ =Jr et 77 =Jr7.
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Lemme 2.2.12 Le groupe P posséde quatre o-classes :

Co(1) = {LJ,7%Jr,Jr’}
Co(r) = {7, Jr,7m3,J7%}
Co(t) = {,Jr, Jr'r% 7'r?}
Co(r7') = {7, Jr'r3, 773, Jr7r'}
Preuve — 1l y a quatre éléments o-stable dans P, donc quatre o-classes. No-
tons g* = hgo(h™!). On a :
! !
17 =, 17 = Jr?, 177 =72
! !
Ty =JT, TS = JT3, T = 73
! !
T =Jr, T =Jr'rt, T =172
! !
't =Jrr, 'L =Jr'r3, T =173

Lemme 2.2.13 Le groupe T' x (o) posséde quatre classes extérieures 2-unipotentes,
paramétrées par :
(1,0), (1,0), (7',0) et (77, 0).

Preuve — Il suffit de vérifier que les o-classes de P ne se « recollent » pas dans 7" x
(o). Soient p1, p2 € P que l'on suppose o-conjugués dans 77, ie :

JgeT, gpo(g™") =p.
Il existe z,y,2',y’ € Fq et (u,v) € (1) x (7") tels que :

36 36
g:uvta+b(w,y)t3a+b($l 73/ )

Alors :
_ —oN— 30 136
pa(pruw %oo %)t =t i@, Y)tars(@’s =y )tsars(@ Y Vtsarn(@®, —y*)
d’ordre une puissance de 2 d’ordre impair

Donc :
po(pruu oo ?) 1 =1.

Ainsi, p; et pa sont o-conjugués dans P.

Notons T} le sous-groupe de T" formé des éléments d’ordre impair et :
H, =(T},z), =zec{r?JJr’}.

Proposition 2.2.11 Les éléments (h,o), (h,0), (h7',0) et (h77',0), 0t h € Lgpa,
sont des représentants de %(q — 3) classes extérieures de G. De plus, on a :

Cs(h,0) =T" x (o)
Cg(ht,0) = Hp2 x ((1,0))
Cg(ht',0) = Hy x ((7',0)

Cg(hr7',0) = Hyr2 x ((17'0))



2.2 Le type Go 53

Preuve — Soit h € Lgp,. Alors Cg(h) = T'. Le résultat est alors une conséquence
de la méthode 1.2.1, du lemme 2.2.13 et du lemme 1.2.2.
O

Etude des classes extérieures de type w, et w,wpw, wpwg

Proposition 2.2.12 On q :
e Les éléments (h,0), ot h € L, paramétrent £(q — 36) classes extérieures. De

plus :
Cg(h,0) =Th x (o).

o Les éléments (h,0), ou h € Lgpgpe paramétrent %(q + 30) classes extérieures.
De plus :
(h U) wawbwawbwa X <O->

Preuve — Soit h € L, (respectivement h € Lgpgpg)- Alors Cg(h) = T". Ainsi :
Cé(h) = T" A <0’>

Comme |T"| = ¢?> — g + 1 est impair, il suit que Cg(h) ne possede qu’une seule
classe de 2-unipotente, de représentant (1,0). En utilisant la méthode 1.2.1 et le
lemme 1.2.2, on a le résultat.

O

Classes extérieures dont la partie 2-réguliére est d’ordre une puissance
de 3

Commencons par donner quelques notations. On pose :

Cotb2atd = XarbX3a16X24+6X3a12b

Clivoars = {Tars(—1)23a16(—u)T2015(—1)T30125(t%) | u,t € Fy}
Satbgatd = {Tays(t)T3ass(—t%) |t € Fy}

Sa,b = {$2a+b(t)w3a+b(t36) | te Fq }

Proposition 2.2.13 Les éléments (X,0), (T,0), (T~,0), (nho,0), (n"*ho, o), (Y1,0),
(Ya,0) et (Y3,0) paramétrent 8 classes extérieures de G. On a de plus :

Cs(X,0) =U% x (o)

C@(T U) Ca—}—b 2a+b< > < )

Ca(T™ ',0) _Ctlz+b2a+b< ) % (o)

Ca(nho,a) = Satb,3a+b X ((ho,0))

Cg(m tho,0) = Satbza+s X ((Jho,0))

CG(Yl’ ) = <Yi >Sa,b X < >
Cg(Y2,0) =(Y2)Sap x (o)

Ce a(Ys,0) = (Y3)Sap x (o)

Preuve — En utilisant le corollaire 2.2.1, on constate que les classes o-stable d’ordre
une puissance de 3 sont paramétrées par X, T, Y1, Y2, Y3 et . On va appliquer la
méthode 1.2.1 en calculant les classes 2-unipotentes des centralisateurs dans G de
ces éléments.
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® On a Cx(X) = Cg(X) x (o). Or Cg(X) = U est d’ordre impair. La seule
classe 2-unipotente de Cg admet (1,0) pour représentant. De plus, on a :

Csz(X,0) = Cgx(X)NnCgx(1,0)
— CL(X) x (0)=U7 x (o).
o On a Cg(T) = Casvzass.(J ). Ainsi :
Cau(o)(T) = Catb2ats-{J) % (o).

Etudions les classes 2-unipotentes extérieures de ce centralisateur. Le 2-sylow

de ce groupe est :
P={1,J,(1,0),(J,0)}.

Les éléments (1,0) et (J,0) ne sont pas conjugués dans Cx(7T). Il y a donc
dans ce groupe deux classes 2-unipotentes extérieures ayant pour représen-
tants (1,0) et (J,0). Soit 73, la conjugaison par hg dans G. On constate
que Tp, stabilise Cx(T') et induit donc un automorphisme de ce groupe. De
plus 7, (1,0) = (J,0), donc il suit que :

Clurpzars-(7)2(0)(J0) = Tho(Cyypnars.(I)2(0) (1,0))

Or:
Clyipzars.(1)x(0)(1,0) = (Catb2a+b-( T )7 X (o).

On a donc :

(Catb2at6-(J )7 = Cfipogip(J)
= {%arb(u)z30+6(4*)22015(t)T30+26(t%) | u,t € Fg}(JT).
Ainsi :
Tho (Casb2at+b-{J ) = {Zats(—w)T3a16(—u)T20+6(—t)T30425(t%) | u,t € Fg}(J).
On en déduit que :
z,z+b,2a+b<‘]> x ((J,0)) = Cclz+b,2a+b'< J) x (o).
e La classe de 1 ne posséde pas d’éléments o-stable. On a :
a(n) = hq 'nho.
Comme Cg(n) = Catb24+b-(J), on en déduit que :
Ca(a+b(1)23a+6(—1)) = Cartv,2a+5-( I ). (ho, 7)) = Catp,2a+5 % ((ho,0) ).

Le groupe :
P ={1,J,(ho,0),(Jho,0)}

est un 2-sylow de Cx(n). Les éléments (ho,o) et (Jho,o) ne sont pas conju-
gués dans Cé(n). Ils parametrent donc les classes extérieures 2-unipotentes
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de ce groupe. L’automorphisme intérieur 75, de G induit un automorphisme
de Cg(n). Comme 7p,(ho,0) = (Jho, ), on en déduit que :

CCa+b,2a+b %( (ho,o) ) (Jho,0) = T (CCa+b,2a+b x{ (ho,o)) (ho, 0)).

Déterminons Cg, ., 5. % ( (ho,o) ) (70, 0)- S0it g = T415(4)T30+5(v)T2a+5(W) T30+ 26(t) €
Ca+b2a+b tel que (g,1)(ho,0)(g, 1)*1 = (hg,0). Alors :

Ta15(W)T3016(V) T2a45(W)T3a+25(£)ho = hoZa+5(v?)T3046(u3) T2 45(w?) T30426(t%)

= wa+b(_v9)$3a+b(_u39)$2a+b(_we)w3a+2b(t30)h0-

On obtient le systeme :

u = —u
v = —u¥
w = —t?
t = w

Onat? =t = —t donc 2t = 0 et t = 0. Réciproquement Zq y4(t)T3415(—1>°)
centralise (hg, o). Soit © € Coyp 24+ tel que (zho, o) centralise (ho, o) alors :

whoo (ho) = hoo(zho)
ie, xJ = hoo(z)Jho

ie, xho = hoo(x)
donc = € S, yp3q+b Par ce qui précede. Ainsi, on en déduit que :

Ca(zats(1)z3a+6(—1)ho,0) = Satb3a+b X ((ho,0)).

On a:
Tho (Sa+b,3a+b) = Sa+b,3a+b-

Donc
Cg(@a+s(1)Z3a16(—1)Jho, 0) = Satb3ats X ((Jho,0))-

e On va traiter en méme temps les classes de représentants Y7, Y5 et Y3. On
pose z I'un de ces représentants. On a :

Ca(z) = (7 ) X2a+bX3a+2b
est d’ordre 3¢2. De plus z est o-stable donc :
Ca(x) = C(;(LL‘) X <0’>

Comme | Cg(z)| est d’ordre impair, on déduit du lemme 1.2.2 que Cg(x) ne
possede qu’une classe 2-unipotente de représentant (1,0). On obtient donc trois
nouveaux représentants de classe extérieure de G :

(Y1,0), (Ya,0) et (Y3,0).

De plus on a :
Cé(x,a) =(x)Sep X (0).
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Remarquons finalement que les éléments (T'J,0) et (n, hoJ, o) sont respectivement
conjugués & (T~ 1, 0) et (n~1ho,o). En effet, comme :

Tho — T—l et nhg — ,,7—1,

il suit que :
(TJ,0)* = (T 0) et (nhol, o)™ = (n"tho,0).

Classes 2-unipotentes extérieures

On vient de déterminer (g + 6) classes extérieures avec une partie 2-réguliére non
triviale. Il manque deux classes extérieures.

Proposition 2.2.14 Les éléments (1,0) et (ho, o) paramétrent deuz classes 2-unipotentes
de G. De plus on a :

Cz(1,0) =R(q) x (o) et Cg(ho,0) =85 ~PSL(2,F,).

Preuve — Les éléments (1,0) et (hg, o) sont 2-unipotents et ne sont pas conjugués.
En effet (1,0) est d’ordre 2 tandis que (hg, o) est d’ordre 4. Il est immédiat que :

Cz(1,0) =R(q) x (o).
Précisons la structure de Cg(ho, o). Pour cela, posons :
VieFy, n(t) = Taso(B)T3ars(—t*), 1 () = T_(asp) ()T (3as0)(—t%).
Pour tout t € IFy, les éléments 74 () centralisent (hg, o). Notons :
§=(nx(t) | t €Fg).

Considérons P'application g de SL(2,F;) dans S défini sur les générateurs par :

[(1) i]”m(t% [,15 ?]Hn(t) Vi e T,

Par définition des morphismes @415 €t @3445 €t en utilisant le lemme 2.2.5, on en
déduit que ¢g est un morphisme de groupe. De plus Kerpg = (—I), ainsi, par
passage au quotient, le groupe PSL(2,F,) s’injecte dans S. De plus, on a :

| Cg(he,0)] =2(q — 1), h € L1, e € {1,ho}

|Ca(he,0)| =2(qg+1), h € Lapa, € € {1,7,7", 77"}

|Ca(h,o)| =2(¢—30+1), helL,

|Ca(h, 0')| = (q + 360 + ].) he Lababa (21)
|Ca(1,0)] =2¢°(¢> —1)(¢* —q+1) |Cx(X,0)|=2¢°

|Cs(Yi, 0)| = 6q ie{1,2,3}

|C&(T,0)| = | Cx(TJ,0)| = 4¢° | Ca(nho, )| = | Cg(nhod, o)| = 4q
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Or en utilisant les relations (2.1) et les ordres des centralisateurs de R(q) (cf. théo-
réme 2.2.1), la correspondance de Shintani permet de déduire que :

| Cg(ho, o)l = alg —1)(g+1).
Ainsi, par cardinalité, on en déduit que :

Cg(ho,0) = S =~ PSL(2,F,).

Récapitulatif

En appliquant la méthode 1.2.1 et les résultats des paragraphes précédents, on
a:

Théoréeme 2.2.3 Dans la table 2.4, on donne un systéme de représentants des
classes extérieures de Go(q) % (o), leur centralisateur et l’ordre de ces derniers.
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Classe | Représentant Nombre | Centralisateur Cardinal
o |0 1| Rx (o) 2¢ ~ 1)@ — g+ 1)
Cy (ho,0) 1 S 2q(q® — 1)
D1 | (X,0) 1o x (o) 23
Dxn | (T,0) 1 Cibars(J) x () 4¢?

Das (T, 0) 1 Coibzatrn-{J) x (o) 4q?

D3y (nho, o) 1 Sa+b3at+b X ( (ho,0)) 4q

D3 (n tho,o) 1 Satb3atb X ((Jho, o)) 4q

Du | (%1,0) 1 | (Y1)Sus x (o) 6q

Dys (Y3, 0) 1 (Y2)Sap % (o) 6q

Dys (Ys3,0) 1 (Y3)Sap % (o) 6q
Bu(h) | (h,o) hel ? Ho x (o) 2q—1)
By(h) | (hho, o) hel ? HE % ((ho,o)) 2q—1)
Fi(h) | (h,o) helae | T2 | Ty x (o) 2q+1)
B) | (o) heLuw | T2 | Hax ((r0) 2(q+ 1)
By() | (o) helaa | T2 | Hix ((70) 2(g+1)
Fuh) | (o) heLaw | 2 | Hpax ((170)) 2(q+1)
Gi(h) | (hyo) he L, q_630 TF x (o) 2(g— 360+ 1)
Hi(h) | (ho) h € Lopapa | 2 239 TF o X {0) 2(g +360 + 1)

TAB. 2.4 — Classes extérieures de G



Chapitre 3

Table des caracteres

On calcule dans ce chapitre les valeurs des caractéres extérieurs sur les classes
extérieures du groupe G x (o) dans le cas ou G est un groupe fini de type By ou Go
et o Pautomorphisme exceptionnel de G. On garde les notations du chapitre 2.

3.1 Le type B,

L’outil principal utilisé dans ce paragraphe est I'induction de caracteres. A partir
d’induits de caractéres de sous-groupes « naturels » de G, on détermine la table
des caractéres de G. Dans §1.7, on voit que les sous-groupes H, U, B et Sz(q) sont
o-stables. On va étudier les sous-groupes :

B=Bx(o), Sula)=Sa(a)x (o), et To=Upx (o),
ou Uy est un sous-groupe o-stable de U précisé plus tard dans le texte.

Dans un premier temps, on décrit les caracteres o-stables de G. On a vu leur im-
portance dans §1.2.2 : les caracteres irréductibles extérieurs de G sont des extensions
de ceux-ci (cf. proposition 1.2.4).

3.1.1 Caractéres o-stables de Sp,([F,)
La table de G est construite dans [12]. On la redonne dans ’annexe A. On a :

Proposition 3.1.1 On pose @ = 2™. Le groupe G posséde q + 3 caractéres irréduc-
tibles o-stables. Plus précisement :
e Les quatres caractéres unipotents o-stables : 1g, 01, 04 et 05, de degré respec-
tif 1, 3q(g+1)%, ¢* et 3q(q—1)%
o Les 1(q—2) caractéres x1(4, (20 — 1)i), i € Eo de degré (g + 1)2(¢*> +1). On
les note xa,(1)-
o Les (g +20) caractéres x5((q — 20 +1)j), j € E1 de degré (q¢*> — 1)%. On les
note x4, (7)-
o Les 3(q — 20) caractéres x5((q +260 + 1)k), k € Ey de degré (q> —1)2. On les
note x4, (k).

99
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Preuve — Par la proposition 1.2.2, on voit qu’il y a ¢+ 3 caracteres irréductibles o-
stables de G. On les détermine en utilisant la table des caracteres de G.
O

3.1.2 Quelques caracteres extérieurs provenant d’induits de B

Commengons par construire quelques caracteéres linéaires de B. Le groupe H est
abélien et isomorphe a ]F; X ]qu. Ainsi, les caractéres irréductibles de H sont :

V1<k 1<q—1 ¢ri(v'sy) ="

Déterminons les caracteres irréductibles o-stables de H :

Proposition 3.1.2 Les caractéres o-stables de H sont :

Vke{l,...,q—1}, ¢p20-1)k

Preuve — Soit ¢ un caractére linéaire de H. La relation (1.21) donne :
o (h(7', 49)) = h (70(i+j), yoafj)) _
Soient k,l € {1,...,q — 1}. Alors, pour tout ¢,5 € {1,...,¢g—1},on a:
¢7, (R(v',79) = 97, (R(P0H),4PC-0)))

0(i+35)k+6(i—j)l
g(k—l—l)i—i—@(k—l)j
Y

= Dokt 8-y h (7' ).

Donc ¢7 ; = dg(k-+1),6(k—1)- Ainsi, ¢F ; = ¢g, si et seulement si k et | sont solutions du
systéme de congruence suivant :

6(k+1) = k modg-—1
Ok —1) mod g — 1

o~

Les solutions de ce systéme sont :
{(k,(20—1)k) | 1 <k < q—1}.

O
La table des caractéres de B est donnée dans [12]. Les caracteéres linéaires de B sont
notés x1(k,!). On déduit alors :
Proposition 3.1.3 On définit, pour tout k tel que 1 < k < q — 2, l’application x, 5
par :

([ Xi5(9:1) xi(k, (20 —1)k)(9) Vg€ B
alo) = g
Xk, E(l’ o) =1
Xk, X 5 (Za,0) =1
Xk E(xa—Hn 0) =1
L Xk, E(maxa-i-by U) =1

Les fonctions x,, 5 ainsi construites sont des caracteres linéaires de B.
9
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Preuve — Le sous-groupe U est distingué dans B. De plus, U est o-stable. Donc U
est distingué dans B. Notons 7y la projection canonique sur le quotient B JU. Ce
quotient est isomorphe & H x (o). En utilisant le lemme 1.2.5 et la proposition 3.1.2,
on construit (g — 2) caractéres linéaires de H x (o), notés pp = qbk (26-1)k- En po-
sant ¢, 5 B = ¥r o7y, on obtient (g — 2) caractéres linéaires de B. De plus, B pos-
séde g + 2 classes extérieures (car il y a g + 2 classes o-stables dans B), qui sont
les (mg,0), avec mg € Ag — {1} et (1,0), (zq,0), (Tatp,0) €t (XgZatp, o) (cf. propo-
sition 2.1.1 et 2.1.2). Les valeurs des d)k’ 5 se calculent aisément & partir de .

O

On obtient alors :
Proposition 3.1.4 Pour tout k € {1,..., %(q —2)}, on pose :
Xk = Ind% Xk, B

Alors les caracteres Xy et Xre sont les deuz extensions de x Ao (k). De plus, les valeurs
de X A, (k) sur les classes extérieures de G sont :

| (1,0) | (@00) | (@as,0) | (@a@arnso) | (7, 0)
(

%Ao(i)‘qQ-i-l‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘séﬂf))
Preuve — On a:

Ind$(Res x, 5) = Ind$ (xa (k, (20 — 1)E)) = (k).

En appliquant le lemme 1.2.4, on en déduit que Resg Ind% Xy 5 est irréductible. Il suit
que Indg X}, 5 est un caractere irréducible de G. Le résultat découle immédiatement
du fait que Ind% X5 = Ind% X_1 5"

Donnons explicitement les valeurs de X 4,(k). Les classes extérieures de B sont
explicitées dans la preuve de la proposition 3.1.3 et le calcul des centralisateurs est
similaire & celui des preuves des propositions 2.1.1 et 2.1.3. On trouve les mémes
centralisateurs dans G et dans B, sauf pour 1’élément, (1,0).On a:

Cx(1,0) = (Sz(q) N B, 0)
d’ordre 2¢?(q — 1). Enfin, on constate que :
016(7'(070') NB= Clg(ﬂ'(), o)U Clg(ﬂ'o_l,a).

Résumons dans le tableau suivant :

(Lo) | (2a,0) | (Ta+b,0) | (TaZa+b, 0) (m0, )
Nombre 1 1 1 1 (g—2)
|C5| 2¢*(q—1) | 4q 2¢? 4q 2(¢—1)
Recollement dans G (1,0) (24,0) | (Tassy0) | (TaTars, o) | (m0,0) ou (mg ", 0)
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Soit ¢ € ZIrr(g). En utilisant ce qui précede, le calcul de Ind% ¢ ne pose plus de

difficultés. Donnons les formules d’induction de B & G :

0w | @) | @an0) | @atarno) | (m,0)
md$ ¢ | (¢ +1)6(1,0) | $(2a,0) | (Tass,0) | G(@aTarv,0) | $(m0,0) +d(my ", 0)

Ainsi, en appliquant la proposition 3.1.3 et les formules d’induction qui précédent,
on en déduit le résultat.
O

Soit € le caractere linéaire de G de noyau G.

Proposition 3.1.5 On a 54 =p Indg 1 —15 — 51 — €§1 . Plus précisément :
B B G

|(1,0) | (@0,0) | (€as2,0) | (@a2at0) | (10,0) | (m1,0) | (m2,0)

) | o | o | o | 1 | 1| 1
Preuve — On a:

(Ind§1p,15)¢ = 1 (Ind§1p,01)c = 2

(Indf1,6s)c = 1 (Ind§lp,bs)c = O

(Ind§1p,x)c = 0 Vx=x° tels que x#1,04 01,05

Par le lemme 1.2.4, Resg(lndg lg) = Ind$ 15. Notons 61 une extention de 6; consti-
tuant de Ind% 15. Comme (Ind$ 15,0, )g = 2, il suit que la multiplicité de 6;
dans Ind% 15 est 1 ou 2. Or si cette multiplicité vaut 2, alors (Ind% 1z, Ind% 1z)g > 6.

On calule (Indg 1z, Ind% 15)g- On trouve :
G G —

G
B
est irréductible. De plus sa restriction & G est 64. En utilisant les formules d’induction

données dans la preuve de la proposition 3.1.4, le résultat suit.

Il suit que 51 +€§1 est un constituant de Ind% 1 B Le caractere p (Ind% 1 -1 - 51 — 651)

O

3.1.3 Caractéres extérieurs provenant d’induits de §z(q)

Le groupe Sz(g) étant le groupe des points fixes sous o, il suit que E";z(q) est un
produit direct. On obtient ainsi immédiatement ses classes extérieures et de sa table
des caractéres. Les classes de conjugaison et la table des caractéres du groupe de
Suzuki sont données dans les tables A.3 et A.4.

Proposition 3.1.6 Dans la table 5.1, on donne les formules d’induction de Sz(q)
aG.
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mds ¢
Indg, ;) ¢ e

(7('0, 0) ¢(7T07 U)
Ar | g+ 1)(¢? - 1)p(1) ,
Ass q2¢(0.0) (17 U) ¢(1’ U) + (q - 1)((] + 1)¢(0'07 0')

As | a(6(p0) + 9(65")) o) |
42 | 9(@(po) + @(pg -
(l‘a—l—b, 0) %((rb(pOa U) + ¢(p0 1a 0))
o | (g — 1)¢(mo)
(TaZatp,0) | O
m | (g =7 +1)g(m)
(m1,0) | ¢(m1,0)
T | (¢ +7+1)$(m2)
(m2,0) | ¢(m2,0)
TaAB. 3.1 — Formule d’induction de Sz(q) & G.
(1,9) (bo,0) | (o0,0) | (65" |
Nombre 1 1 1 1
| Carq | 2¢*(q - 1)(¢* +1) 4q 2¢° 4q
Recollement dans G (1,0) (Zatb,0) (1,0) (Tatb,0)
(770’ ‘7) (71'1, 0) (7T2’ ‘7)
Normbre Ka-D | 3+ | -7
| Cas) | 2(¢—1) 2Aq+r+1) | 2(q—r+1)
Recollement dans G (7o, 0) (m1,0) (79, 0)
TAB. 3.2 — Fusion des classes de Sz(q) dans G.
Preuve — La fusion des classes de Sz(q) dans G est donnée dans la table 2.2.

Le théoréme 2.1.1 montre que les classes de Sz(q) ayant des représentants d’ordre
impair parametrent les classes extérieures de G. De plus, C1(1, o) est une classe de G.
Voyons ce qui se passe pour les trois classes restantes. D’une part, il est évident
que (Zq+pT20+5,0) €t (1,0) sont conjugués et d’autre part, on a :

(xm 1)(p0’ 0-)(:8% 1)_1 = ($a+b7 U) et ($b7 1)(pal7 U)(xlh 1)_1 = (xa-l-bvo-)'
On en déduit donc que :
Clé(l, U) = Clg;(q)(l, U) U Cl~( )(:ca+b:c2a+b, U)
Clé(xa-i-ba o) = Cl’s‘;(q) (po, o) U Clg; (q) (P(Tl, o)

On résume ces résultats dans la table 3.2. Les formules d’induction de Sz(q) & G

s’obtiennent alors sans difficulté.
Oa
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Al A32 A42
Ind§, ) Lsaq) | ¢2(¢+1)(¢* — 1) ¢ 2q
Indg, ) X | ¢*(¢+1)(¢*— 1) 0 0
Indg, iy Xi | (@ +1)(g+1)(¢? 1) | ¢ 2q
Ind$, ) Y; |@—-0+1)(2-1)? |Z(0-1) —2¢
Ind§, ) Ze | *(q+0+1)(g* — 1)2 2(0+1) —2q
Indg, ) W | 30°6(¢* - 1)° -q*0 0
o T o
Indg;Z(q) Isa(q) |4 —1 g—0+1 g+0+1
Ind$, )X |q-1 —(g-6+1) —(g+6+1)
Ind§, ) Xi | (g— 1)(gbmo) 0 0
Indg,Y; |0 —(g—0+1)e(m) | 0
nd$, ) Z |0 0 —(g+ 6+ 1)ef(ms)
Indg,y W |0 q—0+1 —(g+6+1)

TAB. 3.3 — Valeurs des induits de Sz(q) & G.

_Soit ¢ € Irr(Sz(q)). Par abus de notation, on note encore ¢ son induit de Sz(q)
a G. En utilisant les formules d’induction précédentes, on obtient :

Proposition 3.1.7 Les valeurs des caractéres induits de S~z(q) o G sont données
dans les tables 3.3 et 3.4.

(1,0) (Tatb,0) | (m0,0) | (m1,0) | (72, 0)
Isyq) | 4(@® —q+1) q 1 1 1
X | ¢ 0 1 -1 -1
Xi |a@+1) q eh(m) | 0 0
Y |¢-1Da+¢(0-1) | —q 0 —&l(m) | 0
Zy |(g-1)(g—d*(0+1) | —q 0 0 —e5(m2)
W | -14%0(q—1) 0 0 1 -1

TAB. 3.4 — Valeurs des induits sur les classes extérieures.
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On pose :

Xo = p|Isyg—1g—06s— Z X4(%) |,
i€Fg

Wo = p (W —0(1syq) - 15)) -

Proposition 3.1.8 Il existe, pour tout k € E; (resp. k € E3), une extension iy
(resp. ¥y,) de xa,(k) (resp. xa,(k)), tels que :

Xo = D> Y+ Y

kEE> kEE;
!
Wo = § Y — § Y-
kEE: kEE>

De plus, on donne les valeurs de X et de Wy dans la table suivante :

| (10) |00 | @a0:0) | @aZasn0) | (10,0) | (m1,0) | (m2,0) |
Xo | ala—1)%/2| —q/2 q/2 —q/2 0 1 1
Wo | —6(g—1) 0 —0(g—1) 0 0 -1 1
Preuve — En utilisant les caractéres irréductibles obtenus dans le paragraphe

précédent, (théoréme 3.1.4 et proposition 3.1.5), on a :

(Iss(9) 15)5 =1
(Iss(g)- €)5 =0
(1sa(q), 94) =1
(1s4()- 048) g =0
<lSz(q)v)ZA0(Z >~ =1
(Isu(q), X0 (D)E)g = O

De plus la décomposition en caractéres o-stables de Res§ 1 est

(Indgz(q) Isy(q) 01)G =
(Indg, ;) 1su(q), 05)G
(Indg, ;) Isa(g) X4 (K))a
(Ind§, ) 184(q)s X4, (K))a =

Il
= o= O O

Le caractére Xy est somme de ¢/2 caractéres irréductibles : exactement une extension
de x4, (k) (k € Ey) et de x4,(k) (k € Ez). On note respectivement v, (k € E1) et ¢,
(k € E2), Pextension de x4, (k) et xa,(k) qui est constituant de Xgy. On a :

Xo=> i+ Y, v

keEy kEE>
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Décomposons maintenant V. Le calcul des produits scalaires donne :

W, 04)5 =0 (W, 042)
W, X40(8)) & =0 (W, X40(0)e) &
W, Xo)a 0

(Res§ W, 61)c =0 (Res§ W, 65)c

(ResG W, xa,(K))c = 6—1  (ResG W, xa,(k))a

I
S

=0
= 0+1

On est en mesure de calculer ©, la o-réduction (cf § 1.2.2) de W—0(G4e+ 3 X a, (1))
Comme W et Xy n’ont aucun constituant en commun, on en déduit la décomposition

de © en composants irréductibles :

=(0-1)> e+ (0+1) ) e

keEq ke FEo

On remarque que :
W() = B¢ — 9X0.

D’ol1 ’on obtient que :

Wo= > ¢~ > ¥

kEE, keE

Les valeurs sur les classes extérieures de X et Wy sont données dans le tableau

suivant :
| (Lo) | (24,0) | (Tat5,0) | (TaTasb,0) | (m0,0) | (71,0) | (m2,0) |
Xo |q(@—1)%/2| —q/2 | q/2 —q/2 0 1 1
Wo | —8(g—1) | 6 | —6(g—1) 9 0 -1 1

Pour tout j € F; et tout k € Ey, on note :
i = »(Y;i-T)
v = p<Zk—21).

Proposition 3.1.9 Awvec les notations précédentes, on a :

ex4:(1) > e+ Xo - Wo)
JEE,

(1) = —— | 37 0+ = (Xo + Wo)

EX Ay _q—29 k 2 0 0

kecE>
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Preuve — On a:
(ResG (@), x4, (4))a = =1, (Resg(e;),xa,(1))a =1.

De plus, pour tout autre caractére o-stable x, on a (Resg(%), x)g = 0. Ainsi :

Resg(wj) = XA, (1) — x4, (9)-

Un calcul similaire donne :

Resg (’19]9) = XA2(1) — XAz (k)

Notons 6; (resp. 61,;) le constituant irréductible de ¢; de restriction a G égal a
respectivement x 4, (j) (resp. x4,(1)). En particulier, on a :

pj =015 —6;.

Démontrons dans un premier temps que 6; ; ne dépend pas de j. En effet, un calcul
direct montre que (@; — 2, 9j — p2)g = 2 pour j > 3. Or, on a:

pj =2 =02 —0; +01;— 012

El

De plus : ~
ResS (05 — 92) = X4(2) — x4, (5),

donc 63 et 6; sont constituants de ¢; — @2, et comme ¢; — 2 possede exactement
deux constituants, il suit que 61 ; — 612 =0, ie :

Vj>2 61 =012
On note 6; ce constituant commun. On a :
(i, Xo)g = 0.

Si 61 = 11, alors Vj > 2, 6; = ¢;. En effet, on aurait sinon (g;, Xo)g = 1 # 0.
Si 01 = etp1, alors Vj > 2, 6; = ep; (sinon (p;, Xo)z = —1 #0).

En résumé :

9j = ’lﬁj Vjek
ou
De plus :
1
1(2+20)0 = q+20)01 SO+ 0= 0+ > 0
JEE, S j#1 JEEL
Ainsi,

doeit Y0

7#1 JEEL

b1 = q+20
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De plus, par définition de Xy et de Wy, on voit immédiatement que :

Z pj = Xo — Wo).

JEEL
Ainsi, on a :
1
Yo = 5 (Xo — Wp)
JjEEL
ou
1
Yo = 5 (Xo —Wo)e
JEEA
On pose alors :
4
fi = 120 Z‘P] XO_WO)
q J#1
<
4
fo = Z ¥jt+ XO - Wo)e
q+ 20 A

En vu de I’étude que ’on vient de faire, soit fi, soit fo est un caractere irréductible.
Or:

fi(my,0) =ej(m) + —— 7120

n’est pas un entier algébrique, donc fi n’est pas un caractere. Il en résulte que f2 est
irréductible et que fo = €11. On prouve de maniére similaire que :

4 1
€’I,b,1 = — E I + —(XO + [/[/0)6
q— 20 2
k-1

O

Proposition 3.1.10 Les valeurs des extensions X 4, (k) (k € E1) et Xa,(k) (k € E2)
sont :

| (1,0) | ("Eaao-) | ($a+b’0-) ‘ (xa$a+b70) | (7T1,0') | (71'2,0')
Xa() | (@=D@-20+1) | -1 | 261 -1 | =ej(m)| 0
Xa, (k) [ (g—=D(g+20+1)| -1 | —20-1 ~1 0 —ek(m2)
Preuve — Comme on I’a vu dans la preuve de la proposition 3.1.9, on a ¥ = €¢y
entraine que, pour tout 5 € Fq1, on a:
Vi = ;.

Donc les valeurs de v; se déduisent immédiatement de la relation :

Yi =1 — €pj.
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De méme, on déduit que :
P = 1 — V.
Ces caracteéres prennent des valeurs non nulles sur (1, 0). On applique donc la conven-
tion de §1.2.2.
O
En décomposant les i/v'i, ona:

(Resgﬁ,Ol)G =1 et (Resgﬁﬁs)G =1

Notons 51 et 55 les deux constituants! de 17; dont les restrictions a G sont respec-
tivement 6; et 05. On peut exprimer grace a Y; la somme 6; + 05. On décompose a
I’aide du produit scalaire sur G les caractéres que 1’on connait déja, et on obtient la
relation sur les classes extérieures :

~ (¢—20)/4 (q+26)/4
Vi= (20+1) Z Xaz(5) + (20— 3) Z X1 (J
(q 2)/2
+(20 —1) Z Xa0(9) + (20 — 1)01 + 01 + 05 — X a, (i)e.
=1

Voici les valeurs de 51 + 55 obtenues a partir de la relation ci-dessus :

| (1,0) ‘ (.’L’a,O') | ("L‘a+baa') ‘ (‘ra‘z‘a+b’a’) ‘ (71'0’0') | (771,0') | (772’0')

61+05|20@—1)| 0 —2¢ 0 0 ‘ 2 ‘—2

Les induits des caracteres de S~z(q) sont insuffisants pour distinguer ces deux
caracteres et les relations d’orthogonalité ne permettent pas de conclure. Nous allons
donc les construire par un autre moyen.

3.1.4 Induits de [70
Soit f5(1) le caractére de B de degré 3g(g—1)2. En utilisant la table des caracteres
de B donnée p. 87 de [12], on déduit que Resg 05 = 603(1). Ainsi Res% 05 vaut 53(1)
ou £63(1). On va construire 3(1). Pour cela, on introduit ensemble :
Uo = (za(1))(z6(1)) XatbX2a+5-
C’est un sous-groupe o-stable de U. On pose alors :
[70 = U() A <0’ )

On va induire & B un caractere linéaire de (70. Sur Fy, on introduit le caractére du
groupe additif (cf. [12]) :

1 si X2+ X + z a une racine dans K
A:Fg — {-1,1}

-1 sinon

1On va voir plus loin dans le texte que cette notation est cohérente avec la convention du §1.2.2.
On adopte ici volontairement cet abus de notation dans un souci de clareté.
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ce qui permet d’introduire sur Uy les caractéres linéaires A(k,[) suivant :

Tq — (—1)F
ME, ) =< xp— (—1)

ZTarb(U)Togip(v) — A(u + v)
Lemme 3.1.1 Les caractéres A(0,0) et A(1,1) sont o-stables.
Preuve — Si A\(v) = 1, alors il existe ¢ € F, tel que t2+t = v. Donc (t?)2+1% =17,
d’out A(v?) = 1. Si A(v) = —1, alors A\(v%) = —1 ( sinon en raisonnant par I’absurde,
si. A(v%) = 1 alors il existe t € F, tel que t2 +t = v%. Donc (t¥)2 + % = v.
Ainsi, A(v) = 1, ce qui est absurde). Il suit donc que :

Ak, D7 (€ato(uw)T2asn(v)) = AlK, l)($a+b(9 V%)@ 20+5(u?))
= Av? +u? )

(v°
(v7)A(u?)
(
(

v)A(u)
k, 1) (zaqp(uw)2045(v))-

Pour les choix des parameétres (0,0) et (1,1), le morphisme a la méme valeur sur z,
et zp. Donc finalement, A(0,0) et A(1,1) sont o-stables.

A
A
A

O
Par le lemme 1.2.5, on peut prolonger A(0,0) et A(1,1) sur Uo, que l'on note X(O, 0)
et A(1,1). Le but maintenant est d’induire & B ces caractéres de Up.

Etudions plus précisement le groupe Uy. Ce groupe est de cardinal 4¢%. De plus,
le groupe Uy a 2q classes o-stables. Les relations de Chevalley permettent de dresser
la table de conjugaison de Up, et les classes extérieures. On donne les classes de
conjugaison de Uy dans la table 3.5 et les classes extérieures de Up dans la table 3.6

Voyons maintenant la fusion des classes dans B et B. On aura besoin du lemme
suivant :

Lemme 3.1.2 Les deur ensembles F =Ker )\ et E = {t +t° | t € F,} sont égaux.

Preuve — On pose, pour tout entier m, E,, = {t +t>" | t € Fq}. On va prouver
par récurrence sur m que E,, C F. On a E; = F. Supposons que la propriété soit
réalisée au rang m, c’est a dire que FE,,, C F. On va prouver qu’alors la propriété est
vraie au rang m + 1.

Soit ¢t + 2" € Ept1. Montrons que t + 2™ est dans F. Comme t + 2" € F,
il existe o € [Fy tel que ¢ + 2™ = o + 2. On éléve au carré et on obtient 27" =
2+a’+ab Ainsi t+ 62" =t+ 2+’ +a* = (t+0?) + (t +a?)?, ce qui acheve
la récurrence. On a bien :

VvmeN E,CF.

Soit :
f:Fg — Iy, tl—)t—+—t0,
alors f est un morphisme additif de [F;, de noyau {0,1} (car § — 1 est premier
avec ¢—1). De plus E = Im f donc |E| = ¢/2. Finalement, E = E,, C F et |F| = ¢q/2
entraine que F = F.
O
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Représentant nombre de classes | | Cy, ()]
1 1 44>
Tq 1 2¢°
xp 1 29>
wa—i—b(u) q— 1 4q2
T2a+5(v) g—1 4q°
TaTh 1 2q2
Ta+b(U)T2a+5(V) (¢-1)? 4q°
u#0 ZTaZatb(w) g—1 24>
u#0 TyTayp(w) g—1 2¢*
v#0,1 ZTaT2q+5(V) q—2 29>
v 7é 0,1 wb$2a+b(v) q—2 2(]2
u#0 TaTpTatb(W) g—1 2¢?
v#0,1 TaTpTarb(V) qg—2 29>
u,v £ 0,1 2aZa1p(w)bxog1p(v) %(q —2)? 24>
u,v # 0,1 zpxaqp(u)brogip(v) 5(q —2)? 24>
u, v # 0,1 TpTarb(U)bToats(v) | 5(q — 2)? 242

TAB. 3.5 — Classes de Conjugaison de Up.

Représentant ‘ nombre de classes ‘ | Cg, ()]

(1,0) 1 4q
($a$a+b(u)a U) q 4(]
WA (Gers@)o) | q-1 g

TAB. 3.6 — Classes extérieures de (70.

En utilisant article [12], le lemme A.1.1 et les relations de Chevalley, on obtient
la répartition des ﬁo-classes dans les B-classes. On donne dans la table 3.7 la fusion
des classes de Uy dans B. La table 3.8 donne la fusion des classes extérieures. Elle
est obtenue en utilisant les relations de Chevalley et le lemme 3.1.2. Par souci de
clarté, on confond les classes de conjugaison de [70 avec 'un de leurs représentants.

Les formules d’induction se déduisent alors directement des tables 3.7 et 3.8. On
donne les formules d’induction dans les tables 3.9 et 3.10.

Appliquons ces formules d’induction & A(1,1). En remarquant que Z At) =0,

teK
les calculs se font sans difficulté. Le résultat est donné dans la table 3.11.

Lemme 3.1.3 On a :

Ind"go X(1,1) = (g + 20)63(1) + %(q — 20)63(1)e.

PN,
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AinNU, =1
ANy = |_| T2a+b(u)
u€eKX
ANy = |_| Taqp(u)
ueKX
AzNUy = |_| Zatb(®)T2a45(v)
u,vEKX
Annly = |_| TyTatb(U)Taarb(u?)
uFu+1
ApnUs = || =s2ars(@) | | zz2a16(w) | | Toars(w)z2at6(v)
u€eK> u#0,1 uFv?
As1NUp = |_| TaZatb(U)T20+5(w)
uFu+1
A55NTp = | | @aBass(w) | | az2ass(w) | | 2atars(w)T2ass(v)
u€KX u#0,1 uF#v
A NUs = || zazsmars(®) ||  ZaZoToass(w)
A(u)=1 A(u)=1,u#0
|_| ZTaZpTatb(U)T2a+6(V)
A(u+v)=1
A2NUp = || @azeBass(w) || Zawsoats(u)
Aw)=—1 Aw)=—1,uz1
|_| ZaZpTats(U)T2a46(V)
A(u+tv)=-1

TAB. 3.7 — Fusion des classes de Uy dans B.

Lo)s = (Lo)
(Ta,0) 5 = |_| (TaZatb(u),0)
Alw)=1

($a$a+b7 U)E = |_| (xaxa—i—b(u), 0')

Alu)=-—1

TAB. 3.8 — Fusion des classes extérieures de (70 dans B.
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Indf, ¢

Ar | 3@ (a-1%6(0)

A |31 Y $laan(w)

ueKX

dg1 | 12@=1) Y zan®)

ueKX

Asg qZ Z -Ta+b x2a+b(v))

veK

1
Ay | zq(g—1)+ Z A (T6Tar6 (1) T2a+6(u?)
uFtu+1

Aso Z d(xpTats(u Z d(xpT2a+(u Z d(zpxatb(U)T2045(V))

u€K>< u7#0,1 uFv?

Ast | 5ea=1) Y (eatass(w)ezass(u)

uFu+1

Asp Z A(xaZatp(u Z d(TaT2a+b(u)) + Z d(xpTats(u)T2046(v))

uEKX u#0,1 uFv

Ag1 Z ¢($axbxa+b(u)) + Z ¢("Eaxbx2a+b(u))

A(u)=1 A(u)=1,u#0

+ Z O(TaToTarb(U)T2a+6(v))

A(u+v)=1

As2 Z P(TaTpTats(u)) + Z (TaToT2a+5(w))

A(u)=-1 A(u)=—1,u#1

+ Z ¢($a$b$a+b(u)$2a+b(v))

A(utv)=—1

TAB. 3.9 — Formule d’induction de Uy a B.

| (1a ‘7) | (:Ua: ‘7) | ($a+b7 ‘7) | ($a$a+ba 0)

a2 ¢ | 2ol D6(L0) | Y 6amass(®)0) | £ 3 6ars0) | Y 0@arers(u).o)
1

A(u)=1 u;ﬁO Au)=—

TAB. 3.10 — Formule d’induction sur les classes extérieures.
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A, Ay Az A3z An
Indg;, A(1,1) ti(q -1)° —ti(q ~1) —ti(q ~1) % —%ff(q ~1)
Aso Asy Asy Agy Ag2
(o) | @eo) | (@e0) | (@etarno) |
wipon| e |4 |4 |1

TaB. 3.11 — Induit de A(1,1).

Preuve — Posons x = Indg0 X(1,1). En utilisant la table des caracteres de B

(cf. [12] p.87), on prouve que (Resh x,03(1))p = 1g, donc il existe n et n. vérifiant :

1
n+n5=§q,

et tels que : B B
X = nbs(1) + n.b3(1)e.

On peut supposer sans perte de généralité que I'on a choisi 53(1) tel que n > n.. On
a xe = neb3(1) + nh3(1)e, donc par soustraction, on en déduit que :

X — xe = (n = ne)(@3(1) — G3(1)e).

I suit que (x —x&, x —x€) 5 = 2(n—nc)?. Or (x—x&, X —Xxe) 5 = ¢, donc 2(n—n.)? =
262, ie (n — n.)? = 6. Donc n — ne = 0. On résout le systeme :

n+mne = %q
n—me = 0

On trouve n = (g + 26) et n. = 7(q — 26).

Lemme 3.1.4 Les valeurs de 53(1) sur les classes extérieures sont :

‘ (110) ‘ (:Ea,O') ‘ (wa+b7a) ‘ (wawa+b7o') ‘ (WOaU)

03(1)}0@—1) —0 —6 ‘ 0 ‘ 0
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Preuve — Le calcul de f5(1) se déduit aisément du lemme 3.1.3. Calculons par
exemple 03(1)(1,0) = . On a:

1@+ 20)a— 3(g—20)a = Lalg—1),
d’ou on déduit que oo = 0(g — 1).
Posons :
¢ = Res%(gl + 05).
On a (¢, 63(1) )g=1let (g, £03(1) )5 = 0. D’autre part, Res% 05 est une extension
de 03(1). Ainsi :

Res% 55 = 53(1) et Resg 51 = d) - é;(l)

On en déduit les valeurs de giet deiévl sur (79, 0), (1,0), (Za,0), (Tarp,0) €t (TaZqip, 0)-
Déterminons les valeurs de 6 et 65 sur (71,0) et (w2, 0).

Lemme 3.1.5 On a :
51(7T1,0') = 55(71’1,0’) =1 et §1(7T2,U) = 55(7!’2,0’) = —1.

Preuve — Notons a = 6y(my,0) et B = 05(m,0). On sait que a + 8 = 2. En
utilisant les relations d’orthogonalité des colonnes, on en déduit que |a|? + |8|% = 2.
Comme (1, 0) et (m1,0) ! sont conjugués, il suit que a et 3 sont réels. On substitue 3
par 2 — a et on trouve que « est racine du polynéme X 2~— 2X + 1.ponc a=1.1
suit que 8 = 1. On raisonne de méme pour montrer que 61(7m2, o) = b5(m2,0) = —1.

O
On donne finalement les valeurs de 51 et de 55 sur les classes extérieures.

‘ (170) ‘ (xa’a) ‘ (xa+b’0) ‘ (waxa-l-b’a) ‘ (71—0’0) ‘ (771’0') ‘ (7r2’0)

6, 10(g—1)| 6 -6 -0 0 1 ~1

05| 0(g—1)| —6 -6 6 0 1 -1

3.1.5 Tables des caractéres de Sp,(F,) x (o)

Les résultats des paragraphes précédent permettent d’établir :

Théoréme 3.1.1 Soit n un entier positif. On pose ¢ = 22"+l 0 = 2" et ¢ l’auto-
morphisme exceptionnel de Ba(q) dont le sous-groupe des points fizes est le groupe
de Suzuki de paramétre q. Alors, le groupe Ba(q) x (o) posséde (2q + 6) extensions
irréductibles de (q + 3) caractéres o-stable de Ba(q). Les valeurs des extensions sur
les classes extérieures sont données dans la table 3.12.
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(1,0) (Za,0) | (Tatb;0) | (TaTatb,0) | (m0,0) (m,0) (m2,0)

1Ca 2¢°(¢-1)(*+1) | 4q 2¢° 4q 2(g—1) |2(g+20+1) | 2(¢—20+1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
6. 1 ¢ 0 0 0 1 -1 1
61 1 (g —1) - -6 0 1 -1
05 1 (g —1) -6 - 9 0 1 -1
Xa,(i) i€ By P41 1 1 1 €l (o) 0 0
Xa,(j) JE€EL|(q—1)(g—-20+1)| -1 20— 1 -1 0 —ed(m) 0
Xa,(k) k€Ey|(g—1)(g+20+1)| -1 | —20-1 -1 0 0 —ek(m2)

TAB. 3.12 — Caracteres extérieurs de Sp(4,F;) x (o) sur les classes extérieures.

3.2 Le type G,

Pour déterminer les valeurs des caractéres extérieurs de G = G(g) x (o), on
utilise d’une part des méthodes similaires au paragraphe précédent. En effet, on re-
marque que les centralisateurs des éléments extérieurs donnés dans la table 2.4 sont
aussi des groupes qui prennent des valeurs non nulles sur les classes extérieures. En
induisant des caracteres irréductibles de certains de ces sous-groupes, on va détermi-
ner quelques éléments de Irr(G). D’autre part on se sert la théorie p-modulaire pour
calculer les valeurs manquantes. Par exemple, on utilise la caractérisation des p-blocs
de défaut 0 (cf. §1.3.2) ou les relations d’orthogonalité par blocs (cf. §1.3.1 (1.5)).
On pose :

B=Bx (o) e R(q)=R(q) x (o).

La table des caractéres du groupe G est donnée dans [13]. On rappelle quelques
éléments dans ’annexe B.

3.2.1 Caractéres o-stables de Gy(q)

Le groupe G posseéde (¢ + 8) classes de conjugaison o-stables. Ainsi, par le
lemme 1.2.2, G a (g + 8) caracteéres o-stables. On en dénombre (¢ — 2) qui sont des
caractéres de Deligne-Lusztig de norme 1. Il reste dix caracteres o-stables « isolés »
dont 8 unipotents.

Caractéres o-stables « isolés »

Dans [13] (Cf. Annexe B), ils sont notés 1(;, 01, 92, 05, 067 97, 910, 011, 912(1) et
012(—1) et sont respectivement de degré 1, éq(q +1)2(¢? +q+1), %q(q +1)(¢#+1),
S+ P41 P+ +1), galg— 1) —q+1), 39(g—1)(¢* - 1), 39(¢* —1)?

102 2
et 5q(¢* —1)°.

Les 8 caractéres unipotents o-stables sont 1, 01, 62, 5, 010, 611, 010(1) et H12(—1)
(ct. [5] p. 478).

Caractéres o-stables de degré (¢ + 1)(¢> +q+ 1)(¢® + 1)
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On pose # = 3". On les trouve parmi les caracteéres irréductibles de Deligne-
Lusztig notés xo(k,!) dans [13]. Soit o une racine primitive (¢ — 1)-iéme de I'unité.
On pose :

o = 'Y(i) +% g
J) € H. On rappelle que la notation est choisie telle que :

—i—

Soit h(v*,77,7
xo(k,1) (h(”Vi’”Yj”Yfifj)) = Qg4I+l 4k Qi (k—1)—j1T il —j (k—1) T Qi(k—1)+jk T Qik+5 (k—1) -
Ainsi : o o

x5 (k1) (h(Y', 77,7 7)) = xo(k, 1) (R(Y', ¥, 7v™*77))
si et seulement si k et [ sont solutions du systeme :

{9(2k+l) = k
0k—1) = 1

si et seulement si [ = (36 — 1)k. On les obtient tous une et une seule fois si 'on

7%(q —3)}. On note :
Xk = Xg(k, (30 - 1)]{?)

Donnons la valeur de xj sur h(’y(3e+1)j Y,y (30+2) ) € H?, un élément o-stable de
type 1. On a :

impose k € {1,...

X1, (R(yBOTDI 43 y=G0D3) = yag1yik s 30-1)jk + Q(30-41)(30—1)jk+5k
+0U(30-+1)5(2—-30)k—(30—1)k
+T0(304+1)5(30—1)k—(2—36) jk
+0(30+1)(2—30)k+jk T C(36+1)jk-+(2—36)5k

= 239k T O3k + 2 + Q3gjk + O30k + A3k

= 236k t+ 2035k + 20365k + 2.
Le lemme qui suit aide dans la suite, par exemple pour les calculs de produits sca-
laires :
Lemme 3.2.1 Soient § et §' deux entiers. Alors :

(¢—3)/2

Y ajs=-1-(-1)°.
j=1

(q_iim ) g—-4- (—1)6“’ sid=4+§ modg-—1
Qjstjst = 2(—1 — (=1)%%%) sinon

Preuve — On a:
(¢-3)/2 (¢-3)/2 s (¢-3)/2 (¢=2) 5
I S R Y S W
J=1 j=(g+1)/2
(g—2)/2

— Z 7]5 q 1)/2

S
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De plus :
QjsQjer = Qj(s+6) T Qj(5-61)-

Ainsi, en utilisant le résultat précédent on a :

(¢-3)/2 (¢-3)/2 s s (¢-3)/2 (¢-3)/2
Z Qjsjs = %+ = Z ajts) Z Qj(5—5")-
j=1 j=1 j=1

Supposons que § = 8’ mod g — 1. Les quantités § + &' et § — &’ ne sont pas nulles
simultanément modulo ¢ — 1. Comme § + ¢’ et § — ¢’ sont de méme parité, on en
déduit que :

(g—3)/2

Z ajsaje = (=1) = (1) +q-3
= g—4-— ( )6+6’
De méme, on voit que si § Z 4§’ mod g — 1 alors :

(¢—3)/2
Y iy = (=) = (=1 4 —1— (=1)0°

= —2(1+4 (—1)57),

Caractéres o-stables de degré (¢ —1)(¢®> — g+ 1)(¢® — 1)

On les trouve parmi les caracteres irréductibles de Deligne-Lusztig notés x12(k, )
dans [13]. Soit 79 une racine primitive (g + 1)-iéme de I'unité. On pose :

Bi=7'8+7'(;i.

On se réfere a 'annexe B pour les notations. Un caractére de la forme x12(k,!)
est o-stable si et seulement si (k, 1) est solution de I'un des deux systémes :

{ 0(k +1)
0(2k — 1)

k—1 ok+1) = 1—k
— 0 60@k-1) = 1

On passe facilement de I'un a I'autre en remarquant les ensembles d’indices du pa-
ramétrage sont stables par

(k1) < (I, k).

Résolvons par exemple le premier. On voit qu’il posséde (g + 1) solutions qui sont
données par :

(2k, (1 —30)k + eé(q +1)).

On enleve les parametres (k,€) (pour k = 0, k = (g+1) et e = +1). On obtient (g—3)
couples qui donnent (q 3) caracteéres. En effet, si on note :

= {(2h, (1= 30)k + e5(a+ 1)) | (k€) # (0,%1) (ko) # ((a+ 1), £1))
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et si (k,l) € E, alors (k,l) vérifient les conditions (B.1); cf. annexe B. Ainsi, les
couples :

(k,0), (=l,k=1), (k=1,k), (=k,=1), (I —k,1), (I —k,—k)
sont dans E.

On note : .
Xaba,k,e = X12(2k, (1 - 30)k + 65((] + 1))

On va maintenant donner la valeur de ces caracteres sur les classes o-stables paramé-
trées par un élément de type w,wpwy. Plus précisément, ces classes sont paramétrées

par : . . ‘
hn(ive) _ h(nh’77—(30+1)z+e(¢1+1)/2’77(1—30)1+e(q+1)/2).

On a alors :

Xabak,c(Pn(5,€)) = Bair+(30-1)36+1)ik + B2(1—36)ik—2(1+30)ik
+B2(30+1)ik—(30—1)(30-+1)ik
+B2(1-36)ik+(1+36)2ik
+B2(30-+1)ik—2(30+1)ik T Baik+(30+1)2ik

= 2+ B_wik3o + B2.30+6)ik + 2+ 2+ B(2.3616)ik

= B-4ik30 + B2.30+6)ik T B(2.36+6)ik + 6

Caractéres o-stables de degré (g +1)(¢> — 1)(¢® — 1)

On les trouve parmi les caractéres irréductibles de Deligne-Lusztig notés x14(k)
dand [13]. Soit oo une racine (¢?> — g + 1)-iéme de I’unité. On pose :

i —i i —qi iq? —ig?
Ti=05+0y toy+o,"+oy +0,7.

Soit h = h(rt, 774, Tiqz) un représentant d’une classe de G ayant pour centralisateur
un tore d’ordre (¢? — ¢ + 1). Comme :

h(rt, 779, 71)7 = p(r(F20T0E (T8 £(1-2)6),

on en déduit que h est conjugué & h(r(9-2)% r—a(a-2)0i qu(q_Q)Gi). Un caractere x14(k)
est o-stable si et seulement si x14(k)?(h) = x14(k)(h). D’ou, les équations :

(q—2)0k = k modg®>—q+1 (g—2)0k = —k modg’—g+1
(g—2)0k = gk modg’—q+1 (¢—2)k = —qgk modg®>—qg+1
(g—2)0k = ¢’k modg®>—q+1 (¢—2)0k = —¢’k modq®>—q+1

Les quatre derniéres équations n’ont pas de solutions, car (g—2)f+q et (g— 2)8+ ¢
sont premiers avec (¢> —q+1). On a :

pgcd((¢—2)0+1,¢> —q+1) =g+ 30+ 1.
On obtient ainsi deux familles de caracteéres o-stables. On pose :

Xak = X14 ((¢ +30 + 1)k)  Xababak = x14 ((g — 30 + 1)k).
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Classe | représentant Nombre de classes | Ordre centralisateur
a |(1,0) 1 2¢°(q — 1)
c2 | (ho,0) 1 2q(q—1)
di | (@2046(1)3a126(1),0) L 2¢°
do1 | (Tatb(1)z3a+45(1), 0) 1 4q°
dz2 | (Tats(1)T3a46(1)J,0) 1 4¢®
ds1 | (Zatb(1)230+5(—1)ho,0) 1 4q
ds2 | (zatb(1)z30+6(—1)Jho, o) 1 4q
dy | (ze(1)zp(1)ug, o) 1 6q
diz | (Ta(L)ap(1)z3a+5(8)ur,0) 1 6g
dsz | (Ta(1)zp(1)Z3046(—E)u2, 0) 1 6q

en(h) | (h,0) h € Ly i(lg—3) 2(¢—1)

ei2(h) | (h™0) he Ly i(a—3) 2(¢—1)

e21(h) | (hho,0) h € In i(a—3) 2(¢—1)

ez2(h) | (R~ ho,0) h € Ly %(q -3) 2(g—1)

TaAB. 3.13 — Classes extérieures de B.

Soit Ay, un élément de type wg €t hw,wywowyw, U élément de type w,wpwawpwe.
Alors on a :

Xa,k(huw,) = T(g+30+1)%ki
Xa,k (hwawbwawbwa) = 6
Xababa,k(Pw,) = 6
Xababak(Pwawywawywa) =  T(q—30+1)2ki

3.2.2 Quelques caractéres irréductibles provenant d’induits de B

Les classes de conjugaison et la table des caractéres de B sont données dans [13].
On choisit la méme notation que [13], au détail pres que les lettres décrivant les
classes de conjugaison sont en minuscule. On a :

Proposition 3.2.1 Le groupe B posséde (q+ T7) classes extérieures, que l’on donne
dans la table 3.13. Dans la table 3.14 (resp. dans la table 3.15), on donne la fusion
des classes de B dans G (resp. la répartion des classes extérieures de B _dans G ).
Enfin, dans les tables 3.16 et 3.17, on donne les formules d’induction de B aG.

Preuve — Le groupe B possede (g + 7) classes o-stables qui sont a1, as2, ass, as4,
agi, ag2, ags, bi1, bia, bis, €((30 + 1)j,7) avec j # +1. Ainsi, par le lemme 1.2.2,
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BN A; = a
BN As = a9 lUazllag
Bn Az = a4 Uas Uan
BN Az = a4 UagsUase Uags(?) Uars(l)
BN Ay = a3 a2 UaggUarzlary
Uags(t) L age(t) Ll ars(t) L are(t)
BN Ay = assUaegsUars
Uags(t) L age(t) Ll ars(t) L are(t)
BN A = ag)
BN Asy = ag
BN As3 = ag3
BN By = b1 Uboy Ubz
BN By = by U by LI b3y
BN Bs — by U by Ll bss
BN By = b1aUbog Libsy
BN By = b5 Ll bos LI b3s
BNCuG) = e(d)Uean(d)Uen(d)
BNCi(i) = cia(d)Uean(i) U caa(i)
BACu() = cai(d)Uesi(é)Ues(i)
BNCwn(i) = ca(i)Ues(i)U cea(d)
BNE(,5) = e(i,j)Ue(j2)Ue(,—(i+ 7)) Ue(=(i+7),%) Ue(d, =+ ) Ue(—(i + 7). J)

Ue(—3,—j)U e(—j,—t)Ue(—t, i+ j)Ue(i +7,—i) Ue(—74,i 4+ j) Ue(i + j,—7)
TAB. 3.14 — Fusion des classes de B dans G.

le groupe B a (q + 7) classes extérieures. En utilisant un calcul similaire & ceux du
chapitre 2, on détermine les représentants des classes de B et la fusion de ces classes
dans G. Les formules d’induction en découlent alors immédiatement.

O

Proposition 3.2.2 Les extensions de x, (k € {1,..., %(q—?;)}) s’obtiennent a partir
des induits des caractéres linéraires de B.

Preuve — On remarque que U< B x (o ). Soit 7y la projection canonique de Bx (o )
dans B x (0 )/U. Le quotient s’identifie & H x (o). Soit ¢ un caracteére linéaire
de H x (o) alors ¢ o my est un caractére linéaire de B x (o ). Le groupe H étant
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BN o] =

BN Cy = ¢y

BND: = d

BNDy = dn
BNDy = dx
BND3 = dn
BND3s = ds
BNDy = dn
BNDgy = dg
BNDy = da

BNEi(h) = eu(h) U ea(h)
BNEy(h) = ea(h) U exn(h)

TAB. 3.15 — Fusion des classes extérieures de B.

isomorphe au produit direct Fy x ', les caracteres irréductibles de H sont :

o bl
¢k,l(h(71”>ﬂ77 ! ])) = 78 7
Alors, on a ¢f ; = ¢p, si et seulement si 73(2]‘ HkH6(=I _ 'yékHl si et seulement si

O(k+1)i+6(2k—1)j _ _ik+jl
Yo =% -

Ce qui est équivalent au systéme :

{0(k+l) = k
002k —1) = 1

On en déduit que les solutions sont {(k, (30 — 1)k) | k € Z/(q¢ — 1)Z}. Notons :
Pk = Pk, (30— 1)k © TU
les ¢ — 1 caracteres linéaires de B ainsi obtenus. On rappelle que :
H? = {h(y(3+D3, 57y~ B825 | j e 7/(g —1)Z }.

Le groupe HY est engendré par h, = h(y3%*1,y,7~(9+2)) Les éléments d’ordre
impair forment un sous groupe de H? engendré par h%. On a:

¢k(hg/zh6, 0') — ¢k(h(72i(30+1)+6(q+1)/2, ,)/21'7 7—(2i(30+2)+6(q+1)/2))

_(2i(36+1)+e(g+1)/2)k+2ik(36—1)
=Y

_ (_1\€k~A.30ik
—( 1) Y
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De plus, on a :
B1(J) = dr(h(1,7197 /2, 4= (a71/2) - BO7DRaD2 _ g,

car 30 — 1 est pair.

Sik#0,(qg—1)/2, alors Resg Indg ¢y, est irréductible, on en déduit que :
Xk = Ind$ ¢x,

est un caractere irréductible de G.

O
On en déduit alors immédiatement :
Proposition 3.2.3 Les valeurs de X sur les classes extérieures sont :
&) Co Dy Dy Dy; D3y Ds; Dgy Dip Dy Ei(h')  Ex(hY)

Xe (@+1) (¢+DCDF 11 1 (=DF (DF 11 Ty (D)

avec
_ AA4.360ik —4.360ik
=Y .

Yik + 7

Proposition 3.2.4 Les valeurs de 05 sur les classes extérieures sont :

C1 Cy Ei(hY) Ex(hY)

0 ¢ ¢ 1 1
Preuve — Induisons ¢g et ¢ 1)/2 :
Cy Ca Dy Doy Dy D33 D3z Dy Dy Dyo Ei(h') Ea(h)
IndS do (@+1) (g+1) 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2
md€ ¢ 12 (+1) —(¢+1) 1 1 1 -1 -1 1 1 1 2 )

Comme dans (1.3), on note (, ), la restriction du produit scalaire de G aux élé-
ments extérieurs. On rappelle que la notion de o-réduction est donnée dans le para-
graphe §1.2.2. On a :

(Ind$ ¢o, IndE ¢ )0 = 2,
et comme (Ind% $o,1)g = 1 et (Resg Indg ¢0,05)c = 1 est impair, on déduit

que p(Indg ¢o — 1) est irréductible et vaut ¢2 sur (1,0). C’est donc 6.
O

En utilisant la preuve de la proposition 3.2.4, on a aussi :
(Ind ¢(g—1)/2, IndF ¢(g-1)/2 )0 = 2.

Comme (Resg Ind% B(q-1)/2:06 )G et (Resg Indg $(q-1)/2, 07 )G sont impairs, on dé-

duit de la proposition 1.2.5 que Ind% }(g-1)/2 est somme d’une extension de 65 et
de 07.
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3.2.3 Caracteéres irréductibles provenant d’induits de f{(q)

Dans le §2.2.1, on a déterminé les classes de conjugaison de R(g) que I'on redonne
dans la table 3.18. Le groupe R(q) étant un produit direct, on déduit immédiatement
de la table 3.18 une description des classes extérieures de f{(q) ainsi que les ordres
de leurs centralisateurs.

On a vu dans le paragraphe §2.2.1 la fusion des classes de R(q) dans G, ce
qui permet de déterminer la répartition des classes extérieures puis les formules
d’induction de R(q) & G cf. table 3.19 et tables 3.20 et 3.21. _

La table des caractéres de R(q) est donnée dans la table B.3. Comme R(q) est un
produit direct, on en déduit immédiatement sa table des caracteres de celle de R(q).
Comme dans ’annexe B, on pose :

36+1)2 —36+1)2
7r3:a(()q+ +1) et 7r4:0(()q +).

Pour simplifier les notations, I'induit d’un caractére £ de ﬁ(q) a G sera encore noté &

Proposition 3.2.5 Les caractéres p(&9), p(&10), p(ny ) et p(ny) sont des extensions
irréductibles de respectivement 012(1), 612(—1), Xak €t Xababa,k- De plus, les carac-
teres p(&1 + £2), p(€3 +&4), p(&s + &6) et p(&r + €s) sont sommes de deux caractéres
irréductibles.

Preuve — On a:

S +86,8+8), =
§3+84,83+ &
&+ 86,85 + &6

{
(
(
(&7 488,67+ & )0
(
(
(

o =

[

~ ~ ~ ~—

€9, &9, ) =

£10,£10 )0 =

o )o =

(n"sm o =

On déduit de la proposition 1.2.5 que les caracteres p(§1+&2), p(€3+&a), p(€5+&6)

et p(§7+&g) sont sommes de deux caracteres irréductibles et que p(&9), p(&10), p(1;)
et p(n;") sont irréductibles. De plus, on a :

|
== = NN NN

(Resg £9,012(1),)¢ = 6=1 mod?2
(ResG £10,012(-1))g = 6=1 mod 2
(ResSn  xak)a = 904+ 903+902+60+2=1 mod 2
<Resg n:,Xababa,k \a = 96*—903+902 -60+2=1 mod 2

Ainsi, on en conclut que p(&9), p(£10), p(7My, ) €t p(n;}) sont des extensions irréductibles
de respectivement 912(1), 012(—1), Xa,k €t Xababa,k-
O

Décomposition de p(&1 + &2)

Ona:
(&1+&2,15)5 =1
(ResG(61+&),06)c = 1
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On déduit de la proposition 1.2.5 que p(§1 +&2) est somme du caractére trivial et
d’une extension de ¢. Les valeurs de cette extension sur les classes extérieures sont
les méme que celles du caractere & + & — 1.

Décomposition de p(&3 + &4)

On a:
(Resg(&3+&4),05)c = 180*+30°+2=1 mod 2
(Res§ (&34 €4),07)g = 180*+302+6=1 mod 2

On déduit de la proposition 1.2.5 que p(&3 + &4) est somme d’une extension de 6
et d’une extension de 67, que ’on note 67. Or :

(& +€4,05,)5 = 1.

Ainsi on obtient les valeurs de 67 sur les classes extérieures sont les méme que celle
du caractere &3 + &4 — 05.

Décomposition de p(&5 + &6) et de p(&7 + €s)

On calcule :
(RGSG( &+&),01)g = 6=1 mod?2
(ResG(§5 +&),010)c = 6=1 mod2
<ReSG(§7+§8)a017>G = =1 mod?2
(Res@(& +&s),010)c = 6=1 mod 2
(&5 + 86,67+ & )0 =0

Il suit donc que p(&s + &6) et p(&r + &s) sont tous les deux sommes de deux
extensions de 01 et de 619 et qu’ils possédent un composant irréductible en commun.
En effet :

(p(& + &) p(&r + &) = < esG p(&s + €5), ResG p(&7 + 58)>G
1
3

1
2
+5 (& + &6, &7+ &),

= 1

Soit 1 la composante commune et ( Pautre. Alors on peut écrire sans perte de
généralité que :
p&+&) = v+(
p(&r+&) = v+(e

Ainsi p(&5 + &6) + p(&7 + €8) et 219 coincident sur les classes extérieures. On peut
donc obtenir les valeurs de 1 sur les classes extérieures, puis celle de (. Les calculs
donnent :

‘ (1a 0') (X7 0') (T7 ‘7) (T717 0') (),1 ’ U) (Y—27 U) (Y37 ‘7) (hwa7 0') (hwawbwa'wbwa, U)

(#-10 -6 -0 -9 20 -6 -6 -1 1
0 0 0%/=3 —0%,/=3 0 0v/=3 —6/=3 0 0
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Il reste maintenant & déterminer lesquels de % et ¢ sont les extensions de 01 et 01g.
Les degrés de 0; et de 619 sont respectivement $q(g+1)*(¢>+q+1) et q(g—1)%*(¢*—
g+ 1). Soit p un nombre premier qui divise ¢ — ¢+ 1. Comme ¢? — ¢+ 1 est premier
avec 2¢5(¢? — 1)(¢® — 1)(¢ + 1), il suit que 019 est dans un p-bloc de défaut zéro et
que 61 est dans un p-bloc de défaut maximal. Or un caractére est dans un p-bloc de
défaut nul si et seulement s’il s’annule sur les classes p-singulieres (cf §1.3.2), ce qui
permet de conclure que I'extension de 01 est ¢ et que celle de 8; est 1. On pose :

01 =1 et 619=2C.

3.2.4 Induits de Cg(nho,0)

Posons 7)(t) = Zq15(t)23415(—13%). Dans la proposition 2.2.13, on a établi :

Cg(nho,0) = Satbgats X ((ho,0)) avec Saipgats = {n(t) | t € Fg}.
Le groupe Sg1p3q+5 €st abélien et isomorphe au groupe additif (Fg, +) par :
t — n(t).

1l suit donc que Cg(n(1)ho, o) est abélien d’ordre 4g. On calcule facilement ses ca-
racteres irréductibles. Ils sont de la forme :

/
¢ = o,
avec ¢ un caractere linéaire de Fy et ¢’ un caractére du groupe cyclique & 4 éléments.

Fusion des classes dans G

Les éléments non triviaux 7(t) de Sgy4 34+ sont conjugués dans G a (1) par :

On en déduit donc que les éléments de la forme 7(t)J (¢ # 0) sont conjugués a n(1)J.

Lemme 3.2.2 Soit g € {ho,Jho}. Les éléments (n(€*)g,0) et (n(1)J*g,0) sont
conjugués dans G.
Preuve — Comme on 'a précisé ci-dessus, les parties 2-régulieres de (n(£%)g, o)
et (n(1)J*g,0) sont conjuguées par h(£*). Voyons & quelles conditions (g,a)h(ék)
et (g,0) sont conjugués dans Cx(7(1)) = XayX3015X20+5X3a+b X ((ho,0)). Or :
(9,0)") = (h(t)o(h(t)) " g,0)
— (h(te—lt(30—1)0, tot(1—30)(1+9)/27 t_20+1t(0_1)(1_30)/2)
= (h(1,t(-972 t(0-9/2)4 5)

Les éléments (h(1,t(179/2,t(1=9)/2)g o) et (g, o) sont conjugués dans Ca(n(1)) si et
seulement h(1, t(l_‘I)/2,t(1_q)/2) =1, c’est a dire si et seulement si t est un carré.
Sinon, (h(1,t(1-9/2t(1-9/2)g ) est conjugué & (Jg, o).

O

On en déduit la répartition des éléments de Cg(n(1)ho, o) parmi les classes de G
ainsi que les formules d’inductions. On les donne dans les tables 3.22 et 3.23.
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Proposition 3.2.6 Soit ¢ un caractere irréductible de Sq1p 3415, identifié & un ca-
ractére linéaire de Fy. Soit ¢' le caractére de ((ho,0)) tel que ¢'(ho,0) = /—1.
Alors :

52 =p (Indgé(ﬂho,a) ¢¢I)
est une extension de 0s.

Preuve — Le caractere ¢/ vérifie ¢/(J) = —1 et ¢/'(Jho,0) = —v/—1. Induisons le
caractere ¢¢’ de Cx(nho,o) & G en utilisant les formules de la table 3.23. Cet induit
vaut zéro sur les classes extérieures sauf sur les deux classes (nho,o) et n~1hg,0).
Ona:

t carré t non carré

Ind ¢¢ (nho, o) = — Ind ¢¢/ (1 "ho,0) = V=1 ( 3 b)) - > ¢(77(t)))-

On reconnait ici une somme de Gauss :

st - D bn(t) =0v-3.

t carré t non carré

On a de plus :

& 1
(Ind¢¢/,Indp¢' }o =1 et (ResE Indgg/,02)c = Z(q4 +¢*+q-3).
Pour déterminer la parité de ’entier %(q4 +¢+q— 3), il suffit de regarder si le
numérateur est divisible ou non par 8. Or ¢ =3 mod 8, donc :

¢+ +¢—3=4 modS8.

Le numérateur n’est pas divisible par 8, donc (Resg Ind ¢¢', 02 ) est impair. En
appliquant la proposition 1.2.5, on en conclut que p(Ind ¢¢’) est une extension irré-
ductible de 65.

O

3.2.5 Techniques modulaires

Il reste a déterminer les extensions de 611 et des caractéres Xqpq, de degré (q —
1)2(¢> — ¢+ 1)(¢® — 1). Dans ce paragraphe, on va calculer les extensions de 611 en
utilisant des techniques modulaires. La stratégie est de trouver un nombre premier p
de telle sorte qu’une extension de #11 soit le seul caractére inconnu dans son p-bloc.
En appliquant les relations d’orthogonalité des p-blocs, on peut alors déterminer les
valeurs manquantes.

Théoréme 3.2.1 Soit p un nombre premier divisant (¢°> —q+1).
e Siqg—30+1 = pla avec o premier avec p, alors il eziste une extension v
de 011 appartenant au p-bloc principal de G. On a plus précisément :

Bo(G) = {1,%,01,05,e612(—1),e012(1), eXa ka }-
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e Sig+30+1=pia avec a premier avec p, alors il existe une extension v
de 011 appartenant au p-bloc principal de G. On a dans ce cas :

Bo(G) = {1ﬂ/1,65176557512(1),512(—1)7€§ababa,ak}-
Preuve — Soit p un nombre premier divisant (¢> — ¢+ 1). On a :
@ —q+1=(g—30+1)(g+30+1),

avec ¢ — 30 +1 et g+ 30 + 1 premiers entre eux. Supposons que p divise ¢— 30+ 1, on
raisonne de maniére similaire dans le cas ou p divise ¢ + 30 + 1. Les classes de défaut
p-maximal de G sont les classes ayant un représentant dans le sous-groupe cyclique
(h), ou h est un élément de type Eg(i) (cf. p. 239 de [13]). On a :

g—30+1=p%, avec pAa=1.

Comme g — 30+ 1 et g+ 30 + 1 sont premiers entre eux, on en déduit que les classes
p-régulieres de défaut maximal ont leur représentant dans (hpd ). On munit Z/aZ
de la relation +i ~ +qi ~ +q¢%i et on note Ry les classes non triviales modulo cette
relation. En examinant les degrés des caracteres irrdéductibles de G, on constate que
les seuls caractéres qui ne sont dans un p-bloc de défaut maximal sont 1, 61, 05, 611,
012(—1), 012(1) et x14(k). Par ailleurs, on a :

| CL(RP*) |x (RP™)
x(1)

X mod P

1
01
05
011
612(—1)
612(1)
x14(k) Tpdik

S OO

Or T,4;, = 6 V i si et seulement si k =0 mod a(g+ 36 + 1). Comme :

x14 (ka(q + 30 + 1)) = Xq,ak,

on déduit du critere de congruence (1.4) que :

By(G) ={1,64,05,011,012(—1),012(—1), Xaka }-

De plus :
{x € Irr(G) | xg € Bo(G)} = By(G) UeBy(G).

Le p-bloc principal de G contient une extension de chaque caractére du p-bloc
principal de G, donc en particulier une extension de #y1. Lorsque 'on connait les
valeurs des extensions sur les classes extérieures, on peut déterminer explicitement
laquelle des deux extensions appartient au p-bloc principal de G, pour cela, il suffit
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d’appliquer le critére (1.4) sur une classe p-réguliere extérieure, par exemple (1,0).
Le calcul de congruence donne

L |Gt
x(1)
1 60
01 60
05 —66
012(—1) —66
012(1) —66
X14(k‘) —60

Ainsi le p-bloc principal de G contient une extension de 611 et les éléments de :

{1,601, 05, e012(—1),€012(1), eXakal-

O

Soit p un nombre premier qui divise (g+ 30+ 1). Notons 1 'extension de 611 qui
se trouve dans le p-bloc principal de G.

Théoréme 3.2.2 Les valeurs de ¢ sur les classes extérieures sont :

‘ (Lo)  (v(1),0) (ho,0) (n(Dho,o) (n(Dhod;0) (havac,0) (ha,o) (hababa;0)
w‘q(l—q) q g-1 ~1 -1 -2 1 1

Preuve — Pour déterminer les valeurs de ¢, on utilise les relations d’orthogonalité
dans le p-bloc principal de G. Soit z un élément de type Eg(i) dans une classe o-stable
de G et d’ordre divisible par p. On a :

91(33) = —1, 05(1‘) = 1, 011(.’[)) = 1, 012(—1) = 1, 912(1) = —1.

En appliquant une premiére fois les relations d’orthogonalité avec 1’élément p-régulier
za(1)zp(1), on trouve que :

zXababa,ak(x) =-1
k

Comme la classe dans G est o-stable, il suit que les extensions de ces caracteéres
dans G prennent les méme valeurs sur z. Posons y un élément extérieur qui n’est pas
de type (hapaba, o). Alors y est d’ordre premier & p, donc est p-régulier. En posant
By = ¥(y) et en appliquant la relation d’orthogonalité dans le p-bloc principal,
on obtient une équation linéaire d’inconnu S, que I'on peut résoudre. Les calculs
donnent :

Bo=a(1-q), Brn)e) =% Bhoo)=9—1  Bu)hewe) = Bu)hete) = —1,

ﬂ(habae,a) = _2’ B(ha,d) = 17 et
Be)o) = B(-10) = Brie) = Biao) = Bise) = Bihe) =0

Il reste & déterminer les valeurs sur les classes de type (hapaba, 0)-
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Supposons que g > 3 alors g—360+1 n’est pas trivial, soit p un diviseur premier. On
utilise & nouveau les relations d’orthogonalité dans le p-bloc principal. Tout d’abord,
en calculant sur (1,0), on trouve que la valeur de ’extension est ¢(1 — g), ce qui
assure que c’est ¥ (et non €y) qui se trouve dans le p-bloc. Les éléments du type
(hababa, o) sont p-réguliers, apres calcul, on trouve ¥ (hapgpa, o) = 1.

Pour ¢ = 3, il y a qu’une classe de type (hgpabe, o) €t en calculant le produit
scalaire avec le caractére trivial, on trouve que la valeur de ¥ sur cette classe est
aussi 1, ce qui acheve la démonstration.

O

3.2.6 Induits de 7" x (o)

On a décrit dans le lemme 2.2.11 un tore maximal o-stable T’ de G d’ordre (g+1)2.
On rappelle que :
T = (1) % <7J> X (Ga+b) X (g3a+b);
avec T et 7/ d’ordre 4 et g, (b €t g3qa+p d’ordre 1(g+ 1). On redonne I'action de o sur
les générateurs :

™ = Jr
7' = Jrr
9aib = Y3a+b
™ = J

Le tore T" posseéde (¢ + 1) classes de conjugaison o-stables, donc par la proposi-
tion 1.2.2, le groupe T" x (o) a (¢ + 1) classes extérieures paramétrées par :

(h,o), (h7,0), (hT',0) et (hrT',0),

ot h désigne un élément o-stable de 7' d’ordre impair. De plus les (2¢+2) caracteres
extérieurs de T" x (o ) sont des caractéres linéaires ¢ et ¢ tels que :

¢(h,0) = ¢(h),

avec ¢ un caractere o-stable de T". Par abus de notation, on désigne 5 par ¢. On
peut décrire les caractéres de T” par :

lis 4 qiil(ilkl +ioks)+4(izk3z+isks)

i1 13 14 _
X ko ks kg (T T ga+bg3a—|—b) =Ty )

avec ki et ko dans Z/47 et ks et k4 dans Z/ i(q + 1)Z. Un calcul montre que les
caracteres o-stables sont :

Phey g ks = X2ky,2ks,kg ks »
avec k1, ko dans {0,1}. Les éléments o-stables de T" sont donnés par :
72T (ga4b93a1b)"-
On obtient ainsi les caractéres extérieurs de T" x (o) et les classes extérieures sont :

((9as593a+5)% )5 ((9a1893a+)T ), ((Garbg3ats)' T, 0) et ((garvg3ars) T ,0).
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Le centralisateur de ces éléments est d’ordre 2(q + 1).
Fusion des classes
Soit E,p, 1’ensemble des éléments non triviaux d’ordre impair et o-stable de T".

Ces éléments se regroupent par 6 dans des classes de G, dont les représentants pour
cette partition sont les éléments de Lgp,.

Proposition 3.2.7 Soit h € Ly, on a :

Cl(1,0)NT" x (o) = CI(1,0)
Cl(ho,o)NT' x (o) = Clr,0)UCl7,0)UCl(r7,0)
Cl(h,o)NT' x (o) = Clr*,0)UClRE*S", o) UCI(hET, o)
Cl(hr,0)NT' % (o) = Cl(h*lr,o)U 01(hi3"%w o) U (ﬂ(hi“T’lT o)
Cl(ht',0)NT' x {s) = Clh*T, o)UY S T o) U CL(RE T TT ,0)
Cl(hr',0)NT' x{c) = Cl(htlrr' o)U Cl(hjE 2T 'Lo)u Cl(hjE 7T, o)
Preuve — Le groupe des éléments o-stables d’ordre impair est conjugué (dans G)
au groupe :

{h(z27Z7(30+1)’ 2(3071)) | Z(q+1)/2 — 1}

et la répartition en classe de G des éléments de E,p, est telle que si z € Egp, est
conjugué dans G & h(22, 2~ G0+ 2(30-1)) alors les éléments de Eqp, conjugués dans G
a x sont exactement les éléments de E,p, conjugués dans G & 'un des six éléments :

h(22, z—(30+1), z(3o—1)), h(z_(39+1), 2(36-1) 22),
h(z(3071) 22 z7(30+1)) h( 72 (3(94—1)7z7(36771))7
h( (36+1) ,2 (30 1) 72) et h( (3071),z72,z(30+1)).

En remarquant que si & est conjugué a y alors z* est conjugué a y* et que :

h(z~ (36+1) 2(39 1) 22 = h(z% 2 (36+1) (36— 1)) (364+1)/2
h(z(?’a 1) z ,2 (30—1—1)) — h(z2,z (30+1) 2(30 1))(30 1)/2
h(z z(30+1 ,2 —(36— 1)) — h(z2,z (36+ ) 2(30 1))

h(z(30+1) 2 (39 1) 22 = h(z% 2 (39+1) (36— 1))(39+1)/2
h(z (36—1) z z(30+1)) — h(z2,z (30+1) 2(30 1)) (36— 1)/2

on en déduit que les éléments de 7' qui sont conjugués dans G a (ga15934+5)° sont :
+(36+1)i/2
)

(ga+bg3a+b)i(30_1)i/ 2

(9a+593a+6)=",  (Ja+b93a+b)
Soit x € {1,7,7',77'}, il reste & déterminer & quelle classe de G appartient 1’élé-
ment ((ga+b93a+6)"*x,0). Dans Particle de Ward [32] p. 75, on voit qu’il existe un
élément to d’ordre 3 de R(q) tel que :

—(30+1)i/24—1
0

t0(9a+bg3a+b) = (ga+bgga+b)i et tOTQtal =J.

11 suit que :

(30-1)i/24-2 B0-1)i/2 o tor2tsl = Jr.

t2(gat+b93a+b) = (9a+b93a+b)
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Examinons 'action de ty et sur (1,0), (7,0), (7/,0) et 77/,0). On note :
P={(r1)
le 2-sylow de T". On a to7ty ' € P et tor'ty" € P. En effet comme

~(30+1)i/2 41

to(9a+b93a+b) = (ga+bg3a+b)it07'ta !

est une décomposition de Jordan il suit que to7t, e T'. Comme toTty 1 est d’ordre
une puissance de 2 et que 7" est abélien (donc posséde un unique 2-Sylow) on a bien
que toTty ' € P. De méme, tor'ty" € P. Or 7 et 7/ engendrent P (cf. §2.2.4), ainsi g
agit par conjugaison sur P. On va montrer que :

to{r, Jr, 73, Jr3}tg? = {7, Jr', Jr'r?, 7'7%}
to{r!, Jr!, Jr'r?, '}t = {rr, Jr'r3, 773, Jrr'}
to{rr!, Jr'r8 7173, Jrr'tgt = {7, I, Jr'r?, 1'%}

En effet g agit sur P donc sur les sous-groupes cycliques d’ordre 4 de P. Le groupe P
posseéde 6 sous-groupes d’ordre 4, plus précisement on a

sous-groupe cyclique d’ordre 4 élément d’ordre 2
(), {Jr) - r?
('), () - J
(r7'), (Jr7') ~ J7?

Comme t()’r2ta L=, toJty L= Jr2 et toJrzta 1= J et que la conjugaison préserve
I'ordre des éléments, on en déduit le résultat.

Redonnons les o-classes des éléments 2-unipotents de 7! x (o) :

C,(1) = {1,J,7'2,JT2}

Co(r) = {1, Jr,73 JT3}

Cy(") = {,J7, JTT 7'7'2}
Co(r7") = {7, Jr'r3, 773, Jrr'}

Classe dans G

h7(30+1)/2, 0) (
h_(39+1)/27', U) (
h=B0+)/220 &) | (k7! 0)
h7(30+1)/27.7_l’0.) (

~ A~~~

h 36?—1)/27 U)




3.2 Le type Go 93

L’élément sg = ho7 € R(q) est invariant par o. De plus,

- »
50(ga+b.93a+b)180 = (Ga+b93atb) "
Examinons 'action de sg sur 7 et 7' :

0789 " = hoThy ' = howa+b(A)P3a+(Bh)

1

Or howatb(Af)P3ats(By) = 771, en effet

h0<Pa+b(A6)<P3a+b(B('1)T = h090a+b(A6)803a+b(36)h0<Pa+b(A0)903a+b(BO)
= (43) (Bj)
Pa+b\Ap)P3a+b\ Dy
= J2=1

On en déduit donc le résultat.
O

Corollaire 3.2.1 Les formules d’induction de T' x (o) d G sont données dans la
table 3.24.

Famille de caractéres irréductibles de G

Pour alléger les notations, on note ¢, i, k, les induits des caractéres irréductibles
extérieurs de T" x (o) & G. On remarque que @100 = ¢0,1,0 = ¢1,1,0- On note :

Yo = ¢o00 et Y1 = d1p0p0.

On définit :

vo0k = Yo+ edook

P10k = Y1+ediok

Yo,k = Y1+edok

P16 = Y1+edrag

Il y a 5;(g — 3) caractéres différents dans chacune des familles. De plus, les

caracteres g0 sont de norme extérieure égale a 7 et les caracteres @10k, ©o0,1,k
et 1,15 sont de norme extérieure égale a 3.

Le cas de o0, - aprés calculs des produits scalaires, on trouve :

(000, 1) =1, (©o0k05)e =—1, (P00 0110 =2
G

et les produits scalaires extérieurs sont nuls sur tous les autres caractéres connus. La
fonction centrale g ox — 15 — €65 — 2611 est un caractere et :

(p(poor — 15 — ebs — 2011), p(00,0,k — lg — b5 —2611) )o = 1.

Par la proposition 1.2.5, il suit que p(woor — 1g — 5 — 2511) est un caracteére
irréductible.
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Les cas de @10k, 0,1,k € 1,1k  soit € et € valant 0 ou 1 et non simultanément
nuls. On donne les valeurs non nulles des produits scalaires extérieurs entre ¢, ¢
avec les caracteéres extérieurs connus :

<<pe,e’,ka56 >0 =1 et <(P€,€’,kag7 >a =-1

La fonction centrale ¢ ¢ 1 — 96 — 607 est un caractere et la norme extérieure de son
réduit vaut 1. Il suit donc que p(<p6 ek~ 96 — 607) est un caractere irréducible.

Les caracteres p(po0x — 1g — 05 — 2511) et p(@ee k — 06 — 657) sont tous deux
& deux distincts. On obtient ainsi §(g — 3) caractéres irréductibles de G.
On note :

Xaba,0,0(k) = p(woor — 15 — 895 —26011),
Xaba,1,0(k) = p(©1,0k — 96 — 697)
Xaba,0,1(k) = p(®0,1,6 — b6 — 697)
Xaba,1,1(k) = p(p1.11 — 06 — e07).

Les restrictions de ces caractéres & G sont exactement les %(q — 3) caractéres o-
stables de degrés (¢—1)(¢2—g+1)(¢3—1). On a construit ces caracteres & partir d’une
description de T" qui ne nous permet pas d’associer le caractére o-stable compatible
avec les notations d’Enomoto. Par contre, en utilisant la relation p. 234 de [5] :

+Rr 4. St = Ind$ 6.

On en déduit que la restriction de Xapa,ce’ (k) est Rrg__, .

3.2.7 Tables des caractéres de Gy(q) x (o)

En récapitulant les résultats des paragraphes précédent, on obtient :

Théoréme 3.2.3 Soit n un entier positif. On pose ¢ = 3211 0 = 3" et o auto-
morphisme exceptionnel de Ga(q) dont le sous-groupe des points fizes est le groupe de
Ree de type Ga. Alors, le groupe G2(q) X (o) posséde (2q+16) extensions irréductibles
de (g + 8) caractéres o-stable de Ga(q). Soient y; = v§3% + 70_4'3'% et :

25

. . . . 2 . . . . 2. 2.
_ - - , _ _ _
O =my+myt+md +wg P wd Tt et & =mytmy 4wy 4w, P wg T

(g+36+1)2 (g—36+1)2

avec T3 = 0 et T3 = 0y . On pose enfin :
i _8i 4(36+1)i —4(36+1)i | _4(30—1)i —4(36—1)i
ﬂ1027'81+7'082+7—0( )+,7_0 ( )+TO( )+TO ( )’
i 4(36+1)i —4(36+1)i _4(30-1)i 4(30-1)i
Bin =718 + 15 8i _ 0( +)i __—4(36+1)i _A@E6-1)i __—4( )z
4(36+1)i —4(304+1)i _4(30—1)i —4(30— 1z
ﬂm:_Tgm 081_|_7_( )_|_7_ (Bo+1)c __AB6-1)i __—4( )
iy 4(36+1)i —4(36+1)i |, A(30-1)i | —4(30— 1z
Big = —18i _TOz_TO( )_To ( )+To( ) 75 (36—1)

Dans la table 3.25, on donne la valeur des caractéres extérieurs sur les classes exté-
rieures.
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Ind§ ¢(A1) = (+D*@+q+ 1) —g+1)p(a1)

Ind$ ¢(As) = (¢+ (¢ +1)(¢® - 1) (¢(a2) + g¢(a3) + ¢°P(as1))
Ind§ ¢(As) = (¢+1)(¢® +1)(¢* — 1) (¢(aa1) + g¢(as1) + ¢*d(an))
Ind§ ¢(Asz) = (¢® = 1)(¢* + 1)(¢® — 1) (¢(as2) + q¢(as3) + qp(as2)+

q*¢(ags(? ))+q2¢>(a75( )))

Ind§ ¢(As1) = ¢(as3) + 2¢(as2) + d(ass) + P(ar2) + 2¢(aza)+
2 (3 d(aes(t)) + 2 dlacs(t)) + 2° dlars () + 2 ¢(ars(t)))
Indf ¢(As2) = ¢(as4) + ¢(aes) + P(ars)+
2 (3 #laes(t) + - d(ass(t)) + 2- dlars(t)) + 3 ¢(azs(t)))
Indf ¢(4s1) = d(as1)
Indf ¢(As2) = ¢(as2)
Indf ¢(Ass) = ¢(as3)
Indf ¢(B1) = (g+ 1)%(¢(b11) + @(b21) + ¢(b31))
Ind ¢(Bz) = (q+1)(¢(br2) + $(b22) + p(b32))
Ind§ ¢(Bs) = (g+1)(¢(b13) + B(b23) + ¢(b33))
Indf ¢(By) = ¢(b14) + &(b2a) + P(b34)
Ind§ ¢(Bs) = @(b15) + ¢(b2s) + P(bss)
Indg ¢(Cu1(d)) = (g+ 1)(p(c11(8)) + plca1(d)) + ples (i)
Indf ¢(Ci2(i)) = ¢(c12(4)) + ¢(e22(i)) + dlcsa())
Indf ¢(Cu(i)) = (g4 1 (P(car(i)) + ¢(cs1(6) + p(ce1(4)))
Indf ¢(Co2(i)) = ¢(caz(d)) + p(es2(i)) + Blcea(3))
Ind§ ¢(Er(3,5)) = ¢(e(i, ) + ¢(e(d, ) + ¢(e(i, —(i + 7))

+o(e(=(i+7),1)) + ¢(e(d, —(i + 7)) + dle(= (i + 7). 5)
+o(e(—i, —3)) + dle(—3, =) + ¢(e(—i,i + 1))
+o(e(i + 4, —i)) + dle(—j, i + 4)) + ¢(e(i + 4, —7))

TAB. 3.16 — Formules d’induction de B a G.
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md3¢(C1) = (@ +é(er)

Indg #(C2) = (g+1)¢(c2)
mdS¢(D1) = ¢(d)

mdS ¢(Da1) = o)

mdS $(Das) = (dao)

md$¢(Ds) = $(ds)

mdd¢(Dp) = Bldp)

mdS$(Dy) = $(dar)

dS¢(Di) = B(dio)

Indg #(Daz) = ¢(da3)

ndS ¢(E1(h)) = @(enn(h)) + plerz(h))
Indg #(E2(h)) = (e (h)) + ¢(eaz(h))

TAB. 3.17 — Formules d’inductions de B & G sur les classes extérieures.
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représentant Nombre | Ordre Centralisateur
Ry 1 1 (¢ -1)(¢° —q+1)
Ry v(1) 1 7
R31 B(1) 1 2¢°
Rs5 B(-1) 1 2¢*
Ry Yi 1 3q
R;5 Y, 1 3q
Rg Ys 1 3q
Rs 0 J 1 q(g—1)(g+1)
Rg 1 B(1)J 1 2q
Rg o B(-1)J 1 2q
Ri1(h) h he€ Ly Hg-3) |g-1
Ry,5(h) hJ  hely Ha-3) |g-1
Rapba(h) | R h€ Laa | 5(q—3) |a+1
Rapag(h) |hJ  h€Luwe |355(a—3)|qg+1
Rpa2(h) | B> h€ Lapa | 35(q—3) |g+1
Rapagr2(h) | RJT? h € Lapa | 55(a—3) | g+1
R, (h) h h€ L, $(q—30) | g—30+1
Rapaba,1(h) | b h € Lapaba | $(a+30) | g +30+1

TAB. 3.18 — Les classes de conjugaison de R(q)

R()NCi = RiURsg
R(gJND1 = Ry

R(¢)N Dy = R31U Rgy
R(g)N D2 = RspU Rgy
R(@)NAs1 = Ry

R(¢)N4s2s = Rs

R(¢)NAs1 = Rg

R(q) N Ei(h) = Ria(h)U Ry (h)
R(g) N Fi(h) = Raba,i(h)U Rapa,s(h) U Rapar2(h) U Rypg, gr2(h)
R(q)NG1(h) = Ra(h)

R(q) N Hi(h) = Rabasa(h)

TAB. 3.19 — Fusion des classes extérieures de R(q) dans G.
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Indgy #(41) = ¢4(¢® - 1)( + g+ 1)p(R1)
Indg(, (4s2) = ¢°$(Rs)

Indg ) #(As2) = ¢*(3(Rs1) + d(Rs2))

Indg ) ¢(451) = gqo(Ra)

Indg ) #(4s2) = qp(Rs)

Ind§ ) #(4s1) = qb(Rs)

Indg ) #(B1) = a(¢® —1)¢(Rsp)

Indg ) #(Bs) = q(¢(Rs1)+ 6(Rs2))

Indg(q) o(h) = (¢—1)¢(h) heT
Indg(q) #(h) = (g+1)¢(h) h € Tyewpwa
Indg  d(h) = (¢+30+1)p(h) heT,,
mdg ) ¢(h) = (¢—30+1D)d(R) h € Toupunmpon

TAB. 3.20 — Formules d’induction de R(q) & G.

Indgi(q) $(C1) = ¢(R1)+ ¢*(¢*> — g+ 1)p(Rsy)

Indf $(D1) = (Re)

Indg(q) $(Da1) = ¢(Rs1)+ ap(Rs2)

Indg(q) ¢(Da2) = ¢(Rsz)+qp(Rs1)

Wl 6(4s) = B(R)

Indg  ¢(As2) = ¢(Rs)

Indg(q) ¢(4s1) = ¢(Re)

dS | p(Ev(R) = $(Rua(h)) + 6(Ra(h)

S HE) = O(Ratas (1)) + &(Fats (1) + H(Raparo()
+¢(Rgpq,ir2(R))

Indg(q)¢(G1(h)) = ¢(Ra(h))

Indf - ¢(Hi(h)) = ¢(Rababa(h))

TaB. 3.21 — Formules d’induction de R(q) & G-
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Représentant dans G Représentant dans le centralisateur
1 1
n(1) n(t) t#0
J J
n(1)J n(t)J t#0
(h0,0') (h0a0)7 (h’OJ7 U)
(n(1)ho, o) (n(t)ho, o), t carré, (n(t)hoJ,o), t non carré
(n(1)hod, o) (n(t)Jho,0), t carré, (n(t)ho,o), t non carré
TAB. 3.22 — Fusion des classes de Cg(nho, o).

T Indgé(nho,a)ga(x)

1 30°(@° - 1)(¢* — 1)

n(1) >y $(n(t))

40
J 34°(4* = 1)%¢'(J)
n(1)J ay o)’ (J)
0
(h07 0') zq( )(¢I(h07 ) + ¢I(h0‘]7 U)
(m(Dho,a) | D $(m(t)¢' (ho,0)+ DY d(n(t)¢' (hoJ,0)
t carré t non carré
(n(VhoT,0) | D> dm®)d' (Jho,o)+ Y d(n(®)d (ho,0)
t carré t non carré

TAB. 3.23 — Formules d’induction de Cg(nho,o) & G.
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T Indg,xw) o(x)
(1,0) q3(q_ 1)((]2 —g+1)¢(1,0)
(h07 0') Q(q - 1)(¢(T’ 0) + d’(’rl’ 0) + ¢(TT,’ 0')

30+1 30

(o) | $(h*1,0) + $(h*"7 o) + (k"7 o)

360-1

(h7,0) | $(h¥17,0) + $(h="5"77,0) + $(h*"5 " 7', 0)

(h',0) | (B, 0) + $(hE"5 7,0) + $(h*7T 77, 0)

36041

(hrt',0) | $(hFr7! o) + p(hF 2 7', 0) + (kT

30

-1
2

7, 0)

TaB. 3.24 — Formules d’induction de T" x (o) & G.



(1,0) (X,0) (T,0) (T7Y0) | (Yi,0)| (Y2,0) (Y3, 0) (ho,0) | (nhe, o)
61 6(¢> — 1) 9 ¢ ¢ 2 ¢ ¢ 0 0
62 0 0 0 0 0 0 0 0 N
b5 ¢ 0 0 0 0 0 0 q 0
56 @ —qg+1 1—g¢q 1 1 1 1 1 -1 -1
6, a(® —q+1) q 0 0 0 0 0 —q 0
b10 0 0 9°v/—3 ] 0 0v/—3 —0v/-3 0 0
611 (g —1) —q 0 0 0 0 0 1-g¢ 1
B12(1) 6(¢? —1) 6 | —6+02yT3|——g2y3| g | 0TIV 0‘92‘/‘_3 0 0
B12(—1) 6(¢® - 1) -6 —0—6%/=3 | -0+6*/-3| -0 0_92‘/__3 0+92‘/__3 0 0
Xk ¢ +1 1 1 1 1 1 1 (—1)k(g+1) | (-1)*
Xaba,00(k) | (¢—1)(¢° —q¢+1) | 2¢-1 -1 -1 -1 -1 -1 3(g—1) -3
Xaba,1,0(k) | (¢—1)(¢* —g+1) 29— 1 -1 -1 -1 -1 -1 1—¢q 1
Xaba,0,1(k) | (¢—1)(¢> —q+1) 2g — 1 -1 -1 -1 -1 -1 1-¢ 1
Xaba,1,1(k) | (¢—1)(¢°> —g+1) 2¢—1 -1 -1 -1 -1 -1 1—gq 1
Xa(k) (®-1)(g+30+1)| —g—1-30| -36-1 -30—1 -1 -1 -1 0 0
Xababa(k) | (@®—1)(¢q—30+1) | —g—1+30| 36-1 30— 1 -1 -1 -1 0 0

TAB. 3.25 — Caracteres extérieurs de Ga(q) x (o).

¢t odfy o7 7€

10T
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(h1,0) | (h1J,0) | (haba; ) | (havaT;0) | (RabaT's0) | (hapaTT',0) | (ha, o) | (Rababa, )

61 0 0 0 0 0 0 ~1 1
02 0 0 0 0 0 0 0 0
05 1 1 -1 -1 ~1 ~1 -1 ~1
O6 1 -1 3 -1 -1 -1 0 0
07 1 ~1 ~3 1 1 1 0 0
610 0 0 0 0 0 0 0 0
611 0 0 2 2 2 2 ~1 —1
f12(1) 0 0 0 0 0 0 1 1
012(—1) 0 0 0 0 0 0 -1 1
Xk Yir | (=1)Fvir 0 0 0 0 0 0
Xaba,0,0 (k) 0 0 —Brj0 —Brj0 —Brj0 —Brjo 0 0
Xaba,1,0(k) | 0 0 —Brjo | —Prji3 —Brj1 —Brj2 0 0
Xaba,0,1(k) | 0 0 —Brjo | —Pria —Brjy2 —Brj,3 0 0
Xaba,1,1(k) 0 0 —Brj,0 —Brj,2 —Pr;j.3 —Brj1 0 0
Xa(k) 0 0 0 0 0 0 Ok 0
Xababa (k) 0 0 0 0 0 0 0 —5;61.

TAB. 3.25 — Caracteres extérieurs de Ga(q) x (o).



Chapitre 4

Isométrie parfaite

Soit G un groupe réductif connexe et F' un endomorphisme sur G tel que F?
est un endomorphisme de Frobenius. Dans §1.5.6, on voit qu’il y a un lien fort entre
la table des caracteres de GF et « la partie extérieure » de G~ x ( F'). On va voir
dans ce chapitre que si G est un groupe algébrique simple de type Bs ou Gs et F
I’endomorphisme de Frobenius défini dans §1.7 et §1.8, alors les deux groupes G¥
et GF” % (F) ont une structure modulaire trés similaire. On va exprimer ce lien en
montrant que les p-blocs principaux de ces deux groupes sont parfaitement isomé-
triques. On s’intéresse aux nombres premiers p qui sont diviseurs de |G| et dont la
valuation est maximale, dans le sens ou :

vp(|GT]) = v (|GT)).

4.1 Généralités sur les isométries parfaites

La référence pour ce paragraphe est l'article de Broué; cf. [2]. Soient G et H
deux groupes finis, p un nombre premier et (K, O, k) un systéme p-modulaire
assez gros pour G et H. A tout caractére généralisé p de G x H, on définit deux
homomorphismes linéaires :

I, : ZIrr(H) = ZIrr(G) et R, : ZIrr(G) — ZIrr(H) tels que

Vge G, I.(¢)(g |H|Z (9, h I)C()

heH

|G|Z“ g~

geG

Vh € H, R,(n)(h

Ces deux applications sont adjointes 'une de ’autre pour les produits scalaires usuels
de ZIrr(G) et ZIrr(H). De plus, tout homomorphisme entre ZIrr(H) et ZIrr(G) est
de la forme I, avec p un caractere généralisé de G x H.

On dit que le caracteére u est parfait s’il satisfait aux deux conditions suivantes :

(g, h) u(g, h)
1) Pour tout g € Get h € H, on a €O et eO
@ [Ce(o)| [Cr(h)|

(2) Si u(g, h) # 0, alors g est d’ordre premier & p si et seulement si h est d’ordre
premier & p.

103
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Soit e un idempotent central de OG et A = OGe le p-bloc de G correspondant.
On désigne par Irr(A) ensemble des caractéres irréductibles de G appartenant au
p-bloc A et ZIrr(A) le sous ensemble de ZIrr(G) engendré par les combinaisons li-
néaires & coefficient entier d’éléments de Irr(A).

Soit f un idempotent central de OH et B = OH f le p-bloc de H correspondant.
On dit que I, est une isométrie parfaite entre les p-blocs A et B si le caractére
de G x H est parfait, et si I, induit une isométrie entre ZIrr(A) et ZIrr(B).

Soit Cx (G, e) le K-espace vectoriel des fonctions centrales a sur G & valeur
dans K qui vérifient a(eg) = a(g) Vg € G. Soit Ck(G, e, p') le sous espace
de Ck(G, e) des fonctions qui s’annulent sur les éléments p-singulier de G. On
définit de maniere analogue Co(G, €) et Co(G, e, p'). On contaste que I, et R, se
prolongent par linéarité sur ces espaces. On a alors un critére pour déterminer si y
est parfait :

Proposition 4.1.1 Le caractére u est parfait si et seulement si
(1) L’application I,, envoie Co(H, f) dans Co(G, e) et Uapplication R,, envoie
Co(G, e) dans Co(H, f).
(2) L’application I,, envoie Cx(H, f, p') dans Cx (G, e, p') et Uapplication Ry,
envoie Cx (G, e, p') dans Cx(H, f, p).

Cette proposition suggere une méthode pour déterminer une isométrie parfaite entre
deux p-blocs A et B :

Lemme 4.1.1 Soient A et B deux p-blocs de G et H respectivement. Pour établir
lexistence d’une isométrie parfaite entre ces deux p-blocs, on procéde de la facon
sutvante :
o On construit une isométrie I entre ZIrr(B) et ZIrr(A). On peut prolonger I
en un homomorphisme de ZIrr(H) a ZIrr(G), donc I est de la forme I,, pour
un certain p € ZIrr(G x H).
e On verifie que u est parfait en appliquant la proposition 4.1.1.

4.2 Le type By

Soit p un diviseur de |Sz(q)| qui ne divise pas [G : Sz(q)]; c’est & dire, p est
un diviseur premier de ¢® + 1. Soit (K, O, k) un systéme p-modulaire assez gros
pour Sz(g) et G. On note P I'idéal maximal premier de O tel que PNZ = pZ. Soit eg
et fo deux idempotents centraux de O Sz(q) et OG, qui correspondent respectivement
aux p-blocs principaux Ag = O Sz(q)eg et Bo = OGfy de Sz(q) et de G. L'objectif
de ce paragraphe est de démontrer que les p-blocs principaux de Sz(q) et de G sont
parfaitement isométriques. Avant de prouver ce résultat, on a besoin de connaitre
les p-blocs principaux de Sz(q) et de G.

4.2.1 Détermination des p-blocs principaux

On a:
C+1=(q+20+1)(qg—20+1).



4.2 Le type Bo 105

Or g+ 20 4+ 1 et ¢ — 26 + 1 sont premiers entre eux, donc p n’est diviseur que d’un
seul de ces facteurs. Selon le cas, on écrit :

g+20+1=p% ou ¢—20+1=p%a, avec pAa=1.

On munit Z/aZ de la relation d’équivalence :
’I/NJ ssi Z:j, 7,:—‘7’ Z:Jq OUZZ—J(I

et on note Ry 'ensemble des classes non nulles modulo cette relation.

Le p-bloc principal de Sz(q).

Proposition 4.2.1 Les caractéres irréductibles du p-bloc principal de Sz sont :

Si p divise g+ 20 + 1, alors Irr(Ag) = {1, St, W, W, Yo |k € Ro }.

Si p divise ¢ — 20 + 1, alors Trr(Ag) = {1, St, W, W, Zyo |k € Ro }-

Preuve — On démontre le résultat pour les diviseurs premiers p de q + 20 + 1.
Le cas ou p divise ¢ — 20 + 1 se traite de maniere similaire. Les classes de défaut d
sont identité et les classes p-régulieres de type 1. Or les classes de type 71 ont leur
représentant dans (71 ) et les éléments p-réguliers de (7 ) sont les éléments de (7" ).
11 suffit donc d’établir les relations de congruence (1.4) pour les classes p-régulieres

d.
de défaut maximal. Soit 77 * un représentant d’une classe p-réguliere de défaut d

d
et & =&} une racine a-iéme de l'unité.

Les caratéres X; et Z, sont de défaut zéro. Pour les autres caracteres de Irr(Sz(q)),
on obtient :

p?i p%i
X | Cl(’/Tl )lX(ﬂ-l mod P
x(1)
1 4
st 4
w 4
w 4
Yia 4
Yiast | & +&fi+elt 4

Ainsi, on constate que st, W, W, et Yo sont dans le bloc principal, et ce sont
les seuls car : ' ‘ ' .
Pre el 6 M £ 4 mod P,

On a finalement établi que :

Irr(Ao) = {id, st, W, W, Yia, k € Ro}.
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Le p-bloc principal de G.
Proposition 4.2.2 On a :

Si p divise g+ 20 + 1 alors Irr(By) = {1, 651, 5674, 55, exa,(ak), k€ Ry}

Si p divise ¢ — 20 + 1 alors Irr(By) = {1, 51, 654, 655, eXA,(ak), k€ Ry}

Preuve — Soit p un diviseur premier de g+ 26+ 1. Par le critére (1.4), on constate
que les caracteres 1 et € ne sont pas dans le méme p-bloc. De plus on a :

{X | Xc € Bo(G)} = Bo(G) UeBo(C).
Par une méthode similiaire & la preuve de la proposition 4.2.1, on trouve que les
caractéres de G dans le bloc principal sont :

{17 017 94; 057 XAl(ak)7 ke §R0 }

Soit x un caractere du bloc principal de G. Alors, x admet par la proposition 1.2.4
deux extensions & G. Il reste & déterminer laquelle de ces extensions est dans le p-bloc
principal de G. On vérifie pour cela le critere de congruence sur les classes extérieures
p-régulieres de défaut maximal. Ces classes sont Cl(1,0) et Cl(wfdi,o'), 1 € Rp. On
a:

|CL(1,0)| = —20 mod P et |Cl(x?)|=—89 mod P

On vérifie que les caracteres 1, 651, 654, 55, eX 4, (ak), k € Ry satisfont la congruence.
Donnons un exemple d’un tel calcul :

€61(1,0)| Cl(1,0)| _ — 8(a=1)/ ¢*(a+1)’(a—1) 2 >
= = = —2¢0(q—1)° = —2q¢0(q°—2q+1),
e01(1) alg+1)?/2 (1) ( )
et comme ¢> = —1 mod P, il suit que :
551(17 0')| Cl(]-v 0')|

=40¢> = —40 mod P.

e61(1)

Le cas ou p est un diviseur premier de ¢ — 20 + 1 se traite de fagon similaire.

4.2.2 Isométrie parfaite

On va maintenant construire Sxplicitement une une isométrie parfaite entre les p-
blocs principaux de Sz(q) et de G. Pour cela on va la construire explicitement.

Théoréme 4.2.1 On définit Uapplication I par :
e Sip divise g +260+1

1 1

st —654

w - —651
w 0
Yok —ex A, (ak)
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e Sip diviseq—20+1

1 1

st —654
w - 51

W —6§5
Zak —85(/142 (ak)

L’application I ainsi définie réalise une isométrie parfaite entre les p-blocs
principauz de Sz(q) et de G.

Preuve — Une fois encore, on démontre le résultat uniquement pour p diviseur pre-
mier de ¢+ 260+ 1, la démarche étant exactement la méme pour les diviseurs premiers
de ¢g—260+1. On va appliquer la méthode donnée dans le lemme 4.1.1. L’application I
définie précédemment réalise une isométrie entre ZIrr(Ag) et ZIrr(Bp), que I'on peut
prolonger en un homomorphisme de ZIrr(Sz(q)) dans ZIrr(G). Elle est donc de la
forme I, avec p1 un caractere généralisé de G x Sz(q). Pour montrer que p est parfait,
on utilise le critére donné dans la proposition 4.1.1.

(1) A toute classe de conjugaison C de Sz(g) ou de é, on peut associer un élé-
ment ac de Co(Sz(q),eo0) et un élément Sc de Co(G, fo) définis par :

VheSz(g) ac(h) =1lce(heo) et Vge G Belg) = los(9fo)-

La famille des {a¢}c forme une O-base de Co(Sz(g), €0). De méme, {Bc}c est une
O-base de Co(G, fo)- Soit C une classe de conjugaison de Sz(gq). Décomposons a¢
dans la K-base des caracteéres irréductibles de Ag. On obtient :

ICI S 4(0)

d)EIrr(Ao

On va démontrer que I,(ac) est a valeur dans O.

Si p? divise |C|, comme les caracteres irréductibles de G et Sz(g) sont & valeurs
dans O, il suit immédiatement que I,(ac) € Co(G, fo).

Il reste & le vérifier lorsque p? ne divise pas |C|, c’est & dire dans notre cas,

lorsque p ne divise pas |C|. On va voir alors que ), ¢(C)I,(p) est a valeur
¢€lrr(Ag)
dans Z, et divisible par p®.

Les classes de Sz(q) de cardinal premier & p sont les classes de défaut d de Sz(q),
de représentant 1 et 7, i € Ep. Réduisons modulo p? les valeurs des caractéres
de Irr(Ap) prises sur ces éléments. On obtient :

1 i
1 1 1
st | —1 -1
w1 1
w1 1
Yia | ~4 —eg¥(n)
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On introduit alors :
Y1 = 1+e0y—eb +05+4> exa, (ak)

1+e0s — b + 05 +4 exa, (ak) sint est p-régulier
Vpi =

1

1+ 66y — €0y + 05 + 3 e9%(m1) eXa, (ak) si mi est p-singulier
En remarquant que si §; désigne une racine p%-i¢me de 1'unité alors on a les relations :

oo+ o8+ 07 =1,

i —i i c—qin/sd | s—d i e—aqj —4 siiF#j
Z(1+61 +5g+51q)(5{+5lj+6(11]+51q1):{pd_4 Sll:]

On remarque que ¥; et 1&7% sont les mémes. De plus, en utilisant la table des carac-

teres de é, on montre que 1 sont 3 valeurs entieres divisibles par p?. Soit g € G.

On a:

_ A _ 1 _a
Iu(al)(g) = Sz ¢€I%(:AO) $(1) Iu(¢)(9) = (g —1) (¢ + 1)771’1(9) b
)@ = S S s 160 = 0 =

¢€Irr(Ap)

avec a et b des entiers tels que b € pZ = P N Z, ie b € P. 1l suit que % € 0. Ainsi

s C est une classe de défaut d de Sz(g), alors I,(ac) prend ces valeurs dans O.

Comme R, est I’adjoint de I,,, on peut décrire R, sur la base de la fagon suivante :

1 1
654 —st
651 - =W
0 w
E)ZAI (Oék) — Yok

On va démontrer que pour toute classe C de G, ’application R.(Bc) € Co(Sz, fo).

On constate comme précédemment qu’il suffit de le vérifier sur les classes de G de
défaut d, qui ont pour représentant 1, h(7*,7%), (1,0) et (1,7}). Donnons les valeurs
modulo p? des caracteéres irréductibles de Irr(Bp) sur ces éléments :

1 h(7%, 7% (1,0) (mi, o)
1 1 1 1 1
€, 1 1 1 1
€6, -1 -1 -1 -1
05 1 1 1 1
ES‘C’Al (ak) 4 E'ikoc + El—z’ka + Ezikaq + El—ikaq 4 Elika + El—ika + Ezikaq + El—ikaq
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Soit §; une racine p%iéme de l'unité quelconque. Le probléme est ramené 3 vérifier
que les applications (1 et (5, sont a valeurs entieres divisibles par p¢, ot (1 et (s,
sont définies par :

G = 1—st+W+W—-43 Yy
G = 1—st+W+W— (85 +67% + 67 + 67%) Yau
La table des caractéres du groupe de Sz(q) permet de conclure sans difficulté.

On a finalement démontré que :

IM(C@(SZ(q)’ 60)) - Co(é7 fO)

R,(Co(G, fo)) € Co(Sz(q), eo)

(2) Comme Ifrp(AO) engendre Ck(Sz(q), eo, ') et que Ifrp(BO) engendre CK(G, €0, '),
il suffit de démontrer que :

I(Trr(4g)) € Cx(G, fo, ') et R, (Trr(Bg)) C Ck(Sz(q), eo, p')-

Soit 1 € Irr(Ag). Comme 3) € C(Ap) , on peut Pexprimer dans la K-base Irr(Ag)

de C(Ap). On a :
7,[3 = Z agP.

¢€Irr(Ap)

Soit g un élément p-singulier de G, alors g est de la forme (h(i, gi), 1) ou (7, ).
Si g = (h(i, qi), 1), il existe &; racine p%-iéme de I'unité et ; un élément p-singulier
de Sz(q) tels que :

Xar(@)(9) = 81+ 0y + 07 + 677 = ~Ya ().
En particulier :
Yk, xa(ek)(9) = 0F + 6" + 81" + 67" = ~Yar(aa).
De plus, on a :
15(9) = 1s.(e1), Gae(g) = —St(cn), bre(g) = —W(a1) et 05 = W(a).

Ainsi, on en déduit que I,,(¢)(g) = ¢(a1) V¢ € Irr(Ap). Donc :

I“(i/;)(g) = Z app(o) = P(e1) =0, car o est p-singulier.
¢€lIrr(Ap)

Si g = (n%, o), alors :
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Ainsi, V¢ € Trr(Ag), on a (1) € Ck(G, fo, p).

On procede de la méme fagon pour montrer que RN(I;I‘(B()) C Cxk(Sz, g, p). En

effet, soit x € Irr(Bp), alors x = Y bgep. Soit a1 un élément p-singulier de Sz,

¢€lrr(By)
on a :

RuD)= 3 bRu@)a) Y. beblan, 0) = f(m, o) =0.

¢€Irr(By) ¢€Irr(By)

On a démontré que :
I,(Ck(Sz(q), €0, p)) C Ck(G, fo, p)
Rp(CK(é7 an p)) - CK(SZ((]), €0, p)

Ceci démontre (2) de la proposition 4.1.1.

I1 suit donc que I, est bien une isométrie parfaite entre les deux blocs principaux.
O

4.3 Le type Go

La méthode que I'on emploie est trés similaire a celle du paragraphe précédent,
on va montrer que :

Théoréme 4.3.1 Soit p un diviseur premier de q®> — q + 1. Soient eg et fo deuz
idempotents centrauz de O R(q) et OG, qui correspondent respectivement auz p-blocs
principaur Ag = O R(q)eo et By = OGfy de R(q) et de G. Alors :

- Sip est un diviseur de ¢ — 30 + 1, on écrit

q—30+1=pla,

avec o premier avec p. On munit 7/ pe7 de la relation +i ~ +qi ~ +q¢%i et on note
Ko les classes d’équivalences non triviales pour cette relation, les p-blocs principaux
sont alors :

Irr(Ao) = { 1, &3, &5, &7, &9, €10, M K € Ro },

II‘I'(BO) = { 17 51, 655) 65117 6512(]—)7 6512(_1)a 6550,,04]9 ke §R0 }

11 existe une isométrie parfaite entre Ag et By définie par

(1 1 ( 1 1
&3 —févs E~0~5 —&3
&5 01 6 &s
I= & — —eb11 et R =4 €611 — =&
&9 —8512(—1) 6532(—1) —&o
10 —eb12(1) €f12(1) —£10
( Mok —E€Xa,ak (| EXa,ak —Nok
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— Si p est un diviseur de g+ 30+ 1, on a g+ 30 + 1 = pa, avec a premier
avec p et comme précédement, on note Ry les classes non nulles de Z/p®Z modulo
la relation +i ~ +qi ~ +q¢%i. Les p-blocs principauz sont :

Irr(Ao) = { 1, &3, &6, &, &9, £10, e k€ Ro 3},

Irr(Bo) = {1, €61, b5, €011, 12(1), b12(—1), eXababa.ok k € Ro }

11 existe une isométrie parfaite entre Ag et By définie par

(1 1 ( 1 1

€3 —e0 &0 &3

&6 —eby €t —&6

I=< & +— eby et R =1 €011 — s
&9 ,0212(—1) 5}/2(—1) &

€10 612(1) f12(1) &10

\ 77:]9 _€5Zababa,ak \ Z':S(Ja.baba,ozk: _"7:]9

Preuve — Le p-bloc principal de G est donné dans les théorémes 3.2.1 et 3.2.2.
On calcule le p-bloc de R(g) par une méthode similaire, en utilisant le critére (1.4).
Pour prouver que I est une isométrie parfaite, on calque la démonstration du théo-
réme 4.2.1. Le choix des signes dans la définition de I est telle que I’argument de (2)
s’applique automatiquement. Il reste & prouver (1). On remarque tout d’abord que
si 81 est une racine p%-iéme de 'unité, alors :

SOG4 05 5 = 1 et

D G0y OOy 0L 40T ) (B0 400 I8 87T :{ PR

¢® — 6 sinon

On introduit les deux quantités :

tha =1+ e05 — 01 + 11 + eh1o(—1) + e612(1) + 6 > _ eXalatk), (4.1)

Yababa = 1+ €05 — €61 + €011 + 12(—1) + 012(1) + 6 D eXabava (k). (4.2)

En utilisant les relations (4.1) et (4.2), on montre qu’il suffit de prouver que si p est
un diviseur premier de g—36+1 (respectlvement de g+360+1) alors 9, (resp. Yababa)
est & valeurs entiéres divisibles par p®. On utilise la table de G pour le montrer. On
a donc bien :

I(Co(R(q), e0)) C I(Co(G, fo))-

Réduisons les valeurs modulo pd des caracteres de By.Précisons le calcul sur la classe
de I'identité pour 01, 011 et 012(:l:1) En effet dans ces cas, le degré est une fraction
rationnelle en g, et il faut étre prudent lorsque ’on réduit modulo p?. On fait le calcul
de 61(1) mod p? les autres cas se traitent de maniéres similaires. On a :

0i(1) = gala+ D@ +a+1),
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1 h(7¢, Eg(4) (1,0) (hi,o) r = a ou ababa
1 1 1 1 1
e, | -1 -1 -1 -1
s | 1 1 1 1
011 1 1 1 1
f1a(x1) | 1 1 1 1
EXrak | 6 SIS 6 Sl 4ail4er?

TAB. 4.1 — Réduction modulo p? de Irr(By)

Réduisons ¢(q + 1)2(¢? + g + 1) modulo p?, on trouve —6, il existe donc un entier m
tel que :

a(g+1)%*(@* + g+ 1) = p*m —6.

Or 6 divise g(q + 1)2(¢? + ¢ + 1) donc 6 divise p®m, mais p est différent de 2 et 3,
donc 6 divise m. Ainsi m = 6m’ et il suit que :

1
gdla+ 1)%(¢° + ¢+ 1) = p*m/ — 1.
et on a le résultat.

En utilisant les relations (4.1) et (4.2) et la table 4.1, on montre qu’il suffit que
les deux fonctions ¥, et ¥, pe5, prennent des valeurs entieres divisibles par p?, ot :

‘I’a=1—53—55—57—59—510—6277;k si p/q—30+1,

Y ibaba = 1_§3+§6+§8+§9+§10—6277;rk si p/q+ 360+ 1.

On vérifie que c’est effectivement le cas en utilisant la table B.3, ce qui prouve :

R(Co(G, fo)) € R(Co(R(q), €0))-



Chapitre 5

Racines et matrices de Fourier

Dans ce chapitre, on donne les racines associées aux caractéres unipotents du
groupe de Suzuki, ainsi qu'une définition possible d’une matrice de Fourier associée
a la famille des caracteéres unipotents cuspidaux de ce groupe. On donne également
des résultats sur le groupe de Ree.

5.1 Démarche

5.1.1 Stratégie « idéale »

Soit G un groupe algébrique simple de type Ba (resp. G3) sur Fy (resp. F3).
Soit F' ’endomorphisme dont le sous-groupe des points fixes est le groupe de Suzuki
(resp. le groupe de Ree). On se reporte & §1.7 (resp. §1.8) pour les notations.

Soit p € Irr(W) tel que pf' = p. On choisit une extension p de p & W x (F).
. . . 2
Comme dans §1.5.6, on note X, le caractére de la série principale de GF* correspon-

%(F)

F
dant a p et x5 ’extension de x,, constituant de Ind](:F2 8 1gr2 correspondant a p.

On note Rj; le caractere fantéme de Gt associé a p; cf. §1.5.4.

Détermination des racines associées aux caractéres unipotents de G¥'.

1. On décompose R dans la base Irr(GF).
2. On calcule Shpz/r(x5), que I'on décompose dans la base Irr(GF).

3. Soit V' € Ugr tel que (R;,V )gr # 0. Soit wy la racine associée a V. Alors,
par le théoréme de Digne et Michel §1.5.6, on a :

(Shpz2,r(X5), V )ar

wy = (5.1)

113
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Calcul de la matrice de Fourier.

On suppose avoir déterminé les racines associées aux caractéres unipotents de G
Soit x € Z/{(GFZ) tel que x* = x. Soit X une extension de y & GI”~ x (F'). On dé-
compose Shpz/p(x) dans la base Irr(GF). Conformément & la conjecture de Digne
et Michel (cf. §1.5.6), si :

1. Les constituants de Shp2,p(X) sont unipotents et dans une méme famille F;
cf §1.5.4.

2. 1l existe une racine de 'unité u telle que :

FuShpe /p(X) = Z aywyV.
VeF

Alors, les coefficients ay définissent (au signe prés), une ligne de la matrice de
Fourier associée a la famille F.

5.1.2 Difficultés

Signalons deux difficultés dans I’application pratique de cette méthode :

1. Déterminer explicitement la correspondance de Shintani Np2 /p entre les classes
extérieures de GF* x (F) et les classes de G ; cf §1.5.2.

2. Connaitre explicitement laquelle des deux extensions de ), correspond a x3.

Pour obtenir la correspondance entre les classes extérieures de GE~ x (F) et les
classes de G¥', on utilise :
e Le fait que l'ordre des centralisateurs est « conservé » cf. Prop. 1.5.2, ce qui
permet d’associer de nombreuses classes.
e La définition de Np2/p : soit (g,F) € GF * % (F). On cherche explicite-
ment T € GFZ, tel que zF(z~!) = g, puis on calcule z~1F?(z).

Pour obtenir x5z (ol p est un caractere irréductible F-stable de W), on remarque
qu’il suffit de connaitre uniquement le signe d’'une valeur extérieure de xz. Un espoir
pour obtenir ce renseignement est d’utiliser la formule de Ree cf. [8] §11.D, qui donne
les valeurs de xz en fonction de celles de p.

Dans la pratique, il n’a pas été possible! de calculer X3, ni dans le cas de type Bs,
ni dans le cas de type Ga.
Dans le cas de type Bg, on donne la correspondance de Shintani. En utilisant [22],
on parvient a « adapter » la stratégie de §5.1.1. On obtient explicitement :

e Les racines associées aux caracteres unipotents cuspidaux W et W de Sz(q).

1 .
Les calculs se sont avérés trop compliqués.



5.2 Le type By 115

e Les coefficients de la matrice de Fourier associée a la famille F constituée des
caracteres unipotents cuspidaux du groupe de Suzuki.

Dans le cas de type Go, il n’a pas été possible de déterminer la correspondance de
Shintani entre certaines classes. On donne des résultats partiels.

5.2 Le type B,

Soit G un groupe algébrique simple de type By sur Fy. Soit F le Frobenius
généralisé de G, tel que GF = 8z(q) (avec ¢ = 22"*1). Comme dans 1.7, on pose G =
G F|lg =0 et G = G x{0). On utilise les notations de 1.7.

5.2.1 Descentes de Shintani de Sp,(F,) x (o) a Sz(q)

Proposition 5.2.1 Awvec les notations de §1.5.6, on a :
e Sin est impair, alors Np p2 Cl(zq2pTa1p) = Cl(24,0).
e Sin est pair, alors Np/p2 Cl(TaZoTatb) = CUTaTatb,0)-

Preuve — On cherche g € G tel que z, = g~ 'F(g). On suppose qu’il existe des
éléments u,v,w,t € Fy tels que :

9 = za(w)p(0)ZTatb(W)T2a+5(t)-
Alors en utilisant les relations de Chevalley, on a immédiatement :

97 = 2o (w)xp(v)Za (W + W) Tog b (ulv + 1),

n+1 n+1 n+1
+ 0¥ ) et

F(g) = 2a(0™ Jrn (™" )zasa(t” + 0™ Yo (0
9Tq = Zo(u + 1)2p(v)Zarp(w + v)Toq16(t + V).

Par unicité de 1’écriture, on obtient le systéeme :

u+1 = 2"
2n+1
v = u
+1
2" + 02" w4 = 0
+1 +1 +1
w02 it 0

ou encore :

u+1 = ¥

v = ’Ll,2n+1
2" w4 ww = 0
w2 +t+uPv = 0

Supposons que ce systéme posseéde une solution. Alors, il en découle les relations
suivantes :
wlt+u+l =
vi4+v+1 =
wi+w+ov =
ti4+t+v =

o O OO
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En utilisant ces derniéres relations, on trouve que
gF?(gY) = zozprarp(u 4 v + 1o ip(u® + v + 1).

On va maintenant voir que le systeme possede bien une solution. On appele h € Fo
une racine du polynéme X2 + X + 1 et k € Fy une racine de X2 + X + h2. Une
récurrence immédiate montre que :

R?" = h+1 si m est impair
{ " = h si m est pair
et :
2" = k sim=0 mod4
k2" = k+h? sim=1 mod4
" = k+1 sim=2 mod4
" = k+h sim=3 mod4

Examinons les différents cas :
premier cas : n =1 mod 4

Dans ce cas, n est impair. On pose v = u = h. Les deux premieres lignes du systémes
sont automatiquement vérifiées. On pose t = w = k, alors :

t2n+t—|—uv=0 et t2n+1+t+u21)=0.

L’élément g = z4(h)xp(h)Tqtb(k)T20+5(k) convient.
Dans ce cas, gF%(g7}) = 2,TpTarp.

Deuxiéme cas : n =3 mod 4

Dans ce cas, n est toujours impair et on pose encore v = u = h. Les deux premieres
lignes du systémes sont automatiquement vérifiées. On pose t = w = h + k, alors :

2 twt+uw=0 et w2n+1+t+u2v=0.

(h)za+b(h + k)x2q15(h + k) convient.
= TqTpTatb-

L’élément g = z4(h)xp
Dans ce cas, gF%(g71)

Troisiéme cas : n =0 mod 4

Dans ce cas, n est pair. On pose u = h, v =u+ 1,t = k et w = k+ 1. Le systeme est
alors vérifié L’élément g = z4(h)zp(h + 1)zq1b(k + 1)z24+5(k) convient.
Dans ce cas, gF2(g7!) = z,TpT201p-

Quatrieme cas : n = 2 mod 4

Dans ce cas, n est pair. On pose u = h, v = u+ 1,t = k et w = k. Le systéme est
alors vérifié L’élément g = z4(h)xp(h + 1)zq1p(k)T2q+5(k) convient.
Dans ce cas, gF2(g7!) = 2,TpT201p-

On a bien montré le résulat annoncé.
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O
On est en mesure de donner les descentes de Shintani de F? & F des extensions
des caractéres unipotents o-stables de G. On note? 1, 61, 0,4 et 05 les extensions des
caracteres unipotents de G. On note St le caractere de Steinberg du groupe de Suzuki.
Soit W le caractére cuspidal unipotent du groupe de Suzuki de degré 2"(g — 1) tel
que :

W(po) = 2"\/—_1.

Le caracteére VW complexe conjugué de W est 'autre caractere cuspidal unipotent

de Sz(q).
Théoréme 5.2.1 On a :

ShF2/F 1g = 1gy(q) €t Sth/F 54 = St.

De plus, si (g = 4 (—1 — \/—1), alors on a :
o Sin est pair :

Shpajrls = —Cov2/2W = (oV2/2W
Shpz/pbh = —CoV2/2W — (V22
e Sin est impair :
Shp2/pfs = —CoV2/2W — (ov2/2W
Preuve — Les classes de types mg, 71 et w2 s’envoient par Np g2 respectivement

sur des classes de types (7o, 0), (71,0) et (mg,0); cf. la relation (1.8) de la proposi-
tion 1.5.2. Etant donné que les caracteres 1, 61, 84 et 05 sont constants sur ces classes,
il n’est pas necessaire de connaitre explicitement la correspondance entre ces classes
pour calculer les descentes de Shintani de ces caracteres. En utilisant un argument
analogue, on obtient :

NF/F2 Cl(l) = Cl(l, 0') et NF/F2 Cl($a+b$2a+b) = Cl(.’ﬂa_H” 0').

Comme on I'as vu dans la proposition 5.2.1, N p2 Cl(po) et Np/pe Cl(pyt) dé-
pendent de la la parité de n.
e Supposons que n soit impair. Alors :

Ng/p2 Cl(po) = Cl(zq,0) et Np/pe Cl(py!) = Cl(zaTarp, 0)-

On obtient :
1 po | 00 pal e ﬂ{ ik
Shyz /5 1 1 111 |1]1]1
Shpz/pfs| ¢ 0/0|0|1]|-1]|-1
Shpz/p1 |0(g—1)| 6 |6 -0 [0 | 1 |1
Shpz/pf5 |0(g—1)| -0 | -6 6 [0 | 1 |-1

2En utilisant la convention de §1.2.2 pour le choix de I’extension.
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On constate que Shp2/p 15 = 1g,(g) €t que Shp2/p 64 = St. De plus, en utilisant
la table des caractéres de Sz(g), on calcule :

Shpz ) 05, 1s,(q) )sa(q) = 0
Shpz/p 65, St >Sz(q) =0

Shpz/p 05, W )su(q) = —Cov/2/2
Shpz 5 05, W )sa(q) = —CoV'2/2

Shpz)p @7 L54(q) )Su(a) = O
Shpz;p 01, St )sa(q) = 0
Shpz)p gl,W>Sz(q) = —Cv2/2

(
(
{ S
(Shpz/p 01, W )gy(q) = —C0V2/2

o~ o~~~

On en déduit alors que :

Shpzypfy = —(ovV2/2W — (ov2/2W
Shp2/pbs = —(ovV2/2W — (ovV2/2W

e Si n est pair, on procede de la méme facon, avec cette fois
Np/p2 Cl(po) = Cl(ZaTatb,0) et Npjp2 Cl(pg') = Cl(za,0).

Le résultat suit.

5.2.2 Racines des caracteres unipotents du groupe de Suzuki

On note wyy et wy;; les racines de 'unité associées a W et W respectivement ; cf. §1.5.5.
Dans [22] §7.4, G. Lusztig montre que :

{wW7 LOW} = {CO) ZO} (52)
On précise ce résultat en associant explicitement la racine & son caractere :

Théoréme 5.2.2 Les racines de l'unité associées a W et W sont :
W w

n impair | ¢o  Co

n pair 6 ¢o

Preuve — Pour calculer les caractéres fantémes du groupe de Suzuki, on a besoin
des caracteres de Deligne-Lusztig de la forme R,. Les F-classes de W ont pour
représentant par 1, w, et wowpw,. Le groupe de Suzuki posséde donc trois caracteéres
de Deligne-Lusztig de ce type, R1, Ru, €t Ruw,wyw,, de degré :

RiD) =g +1, Ru,(1)=(@—1)(q—7+1), Rupuww,(1)=(g—1)(g+7+1).

Ces caractéres sont calculés dans [16]. On redonne leur décomposition dans la base Irr(Sz(q))
(cf [16] Prop. 4.6.7) :

R1 = 1+St
Ruw = 1—W—@—St
Rwawbwa = 1+W+W— St
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Le groupe W possede trois caractéres F-stables notés p1, p2 et p3. Soient p1, p2
et p3 les extensions de ces caractéres & W x ( F') dont les valeurs sur les classes
extérieures sont :

| (LF) (we, F) (wawpwa, F)
| 1 1 1
| 1 ~1 1

p3| 0 -2 V2

Les trois caracteres fantémes de Sz(g) correspondant & ces extensions sont (§1.5.4) :

Rz
Rz,

1
St
Rp = §(W+W)

En particulier, on a :
(RagsW)ss = V2/2 et (Rp,W)s, = V2/2.
Le caracteére 0 est dans la série principale de G. La relation (5.1) entraine que :

\/§< ShF2/F 51,W>SZ == :tOUW

Le signe dans le membre de droite de ’égalité vient du fait que Shp2 6, = +Sh F2.F Xp3-
Par ailleurs, on sait par la relation (5.2) que wyy vaut ¢y ou ;. Comme :

EO 7é _C07

on arrive & déterminer la racine®. En utilisant le théoréme 5.2.1, et en discutant selon
la parité de n, on obtient le résultat.
O

5.2.3 Matrices de Fourier
Les caracteres unipotents du groupe de Suzuki se classent en trois familles cf. §1.5.4 :
Fir={1}, Fo={St} et F3= {W,W}

Proposition 5.2.2 Les matrices de Fourier M; (i = 1,2, 3) associées auz familles F;
sont?, & une normalisation prés :

My= My =[1], M= [*/M ‘/5/2].

Vaj2 —2)2

3Plus précisement : _ B _
— Soit la quantité v/2( Shpz 61, W) vaut o ou ¢,. Alors, dans ce cas ww = V2( Shpz/p 01, W).
— Soit v/2( Shpa/p §1,W) est différent de (o ou de {,. Alors ww = —v/2( Shpa/p 61, W).

4On formule ici une définition possible des matrices de Fourier pour le groupe de Suzuki. Par
ailleurs, si l’on se référe & [18] et que 1’on définit les matrices de Fourier pour le groupe de Suzuki
de la maniére proposée dans [18]§5, alors la proposition 5.2.2 se reformule en disant que les matrices
de Fourier du groupe de Suzuki vérifient la conjecture de Digne et Michel.
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Preuve — Le théoreme 5.2.1 montre que les constituants de Shp2 /¢ 51 et deShpz/p 55
sont les caracteres F3. D’autre part, on déduit du théoréme 5.2.1 que :

Si n est pair : iShFZ/Fé}, = —(oV2/2W + ({oV2/2W

Si n est impair : ¢ Shpa/r 05 = Cov/2/2W — (ov/2/2W

Ces relations permettent, en cohérence avec les conjectures de F. Digne et J. Michel,
de définir & une normalisation preés, une matrice de Fourier associée a la famille F3
pour le groupe de Suzuki.

O

5.3 Le type G,

Soit G un groupe simple de type Go sur Fs. Soit F' le Frobenius généralisé de G,
tel que G =R(q) (avec ¢ = 3?"*!). Comme dans 1.8, on pose G = G’ Flg=0
et G = G x(0). On utilise les notations de 1.8.

On donne dans ce paragraphe uniquement des résultats partiels. La démarche
donnée dans §5.1.1 n’a pas abouti principalement & cause de calculs pratiques trop
techniques. Plus précisément :

e On n’arrive pas a établir completement la correspondance de Shintani pour

certaines classes.

e Soit p un caractere F-stable de W et x, le caractere de la série principale de G

correspondant. Soit p une extension de p. Il n’a pas été possible d’identifier
explicitement laquelle des deux extensions X, ou €X, correspond a p.

En utilisant la relation (1.8) de la proposition 1.5.2 on a :

Lemme 5.3.1 On se reporte au théoréme 2.2.1 et a la table 2.4 pour les notations.

Ona:

Np/p2(CI(1)) = Cl(1,0)

NF/FZ(CI(X)) = CI(X,O')

Np/p2(CI(J)) = Cl(hg,0)

{Npyps (CUT)), Ny (CUT1))} — {QI(T,0), 0T, 0)}
{Np/p2(C(Y1)), Npy 2 (CUY)), Npya (CU(Y3))} = {CI(¥3, ), Cl(¥a, ), Cl(¥a, o)}
{Np/p2(CI(JT)), NF/Fz(Cl(JT_l))} = {Cl(nho,0),Cl(n~tho,0)}
{Np/p2(Cl(t)), t rep. de type 1} = {Ei(h),Ez(h), h € L1}
{NF/F2(Cl(t))’ t rep. de type wa} = {Fl(h)aF2(h)vF3(h)vF4(h’)’ h e La}
{NF/F2 (Cl(t))’ t rep. de type wawbwa} = {Gl(h)'l h € Laba}

{NE/p2(Cl(t)), t rep. de type wawpwawpwa} = {Hi(h), h € Lapaba}

On note wg; la racine associée au caractére unipotent §; (i = 1,3,5,6,7,8,9,10). Par
ailleurs, Lusztig montre dans [22] que :

{w55aw§7} = {:l:\/__l}v {wﬁe’wﬁs} = {i\/__l} et {w§97w§1o} N {ﬁ} -
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On pose 7 une racine carrée de —1. Les caractéres de la série principale de G
sont 01 et 0y. Les extensions de ces caractéres sont constantes sur beaucoup de
classes extérieures. On a le résultat :

Proposition 5.3.1 On a :
NF2/F(Y1,0')=Y2 ou NF2/F(Y'1,O')=YT3,

o Supposons que Np2/p(Y1,0) = Ya. Alors :

Shpe ) 01 = —=(—i€s — i + i&7 +ifs + 2 €9 +2 £10).-

1 \/_-H V3 —i
23 2

Dans ce cas, on a :

‘55‘66‘57‘ ‘ ) ‘ €10
NABEEEIEE

e Supposons que Np2,p(Y1,0) = Y3. Alors :

V3 — \/_+2
5 59

Shyz 61 = 2\1/—(155 + i — 167 — 1&g + 2 £10)-

Dans ce cas, on a :

x |66 |ala] & | @

Preuve — En appliquant le théoréeme de Digne et Michel et en utilisant [18]§2.3,
ona:

-1
+Shp2)p b = ﬁ(wssfs + wegée + wWer &7 + wes€s + 2weg g + 2wey,10)-

Le caractere 51 est constant sur toutes les classes qui se permutent « éventuellement »
par la correspondance de Shintani, sauf sur les trois classes (Y71,0), (Y2,0) et (Y3,0).
Il y a a priori 6 choix possibles. Or :

~ 1
+(Shpz/p 01,89 )R(q) = 3%
De plus, comme wg, = % (j:i — \/?:), en essayant les différentes possibilités, on
constate que Npz2/p(Y1,0) # Y1. Si Np2/p(Y1,0) = Ya, il y a encore deux possibilités
pour la correspondance de Shintani : soit Ng2,p(Y2,0) = Y1, soit Np2/p(Y2,0) = Y1.
Ces deux cas sont les méme pour le calcul de Shpz 61, puisque 51(Y2, o) = 51(Y3, o).
Ainsi, on peut calculer Shz2/p 51 et la décomposer dans la base des caractéres uni-
potents de R(q). Pour déterminer les racines, on procéde comme dans la preuve du
théoreme 5.2.2, en utilisant le fait que :

Fwey # —Wey-
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On procede de la méme fagon si Np2/p(Y1,0) =Y.
O

Les lignes des matrices de Fourier étant définies & un signe pres, il n’est pas neces-
saire de connaitre explicitement x5z pour déterminer les coefficients. Cependant, les
extensions des caractéres unipotents ne sont plus, en général, constants sur les classes
de conjugaison suseptibles de se permuter par la correspondance de Shintani. Il y a
beaucoup trop de choix possibles pour qu’un calcul a priori permette d’obtenir un
résultat sir. On peut cependant signaler qu’il y a de fortes chances que la conjecture
de Digne et Michel soit encore vérifiée dans le cas du groupe de Ree de type G2. En
effet, il est possible de calculer la descente de Shintani de 611, ce caractére prenant
des valeurs nulles sur les classes dont la correspondance est indéterminée.

Proposition 5.3.2 On a :
~ 1
Shpe /611 = 5(55 — &6+ &7 — &s)-
On obtient donc, & une normalisation pres :

. ~ 1. . . .
+1 Shpz/p 011 = 5(2{5 — &g — &7 + ng).

On remarque que les coefficients donnent une ligne de la matrice de Fourier de R(q)
définie par Geck et Malle dans [18]§5 :

1 1 11

57_57_57 57070



Annexe A

A.1 Le groupe Sp,(Fozn+1)

Soit n un entier positif. On pose ¢ = 22"l et G = Sp4(Fg). On utilise les
notations de 1.7. Pour tout » € ®, on note :

zr = xp(1).

Les classes de conjugaison et la table des caractéres du groupe simplectique de di-
mension 4 sur un corps fini sont étudiées dans [12]. Comme ¢ est une puissance
impair de 2, on peut préciser les notations :

Lemme A.1.1 Les deuz classes de G de centralisateur d’ordre 2q° sont Cl(zqxp) et
Cl(zaTpTatb)-
Preuve — Soit P = X2+ X + 1. Supposons qu’il existe o € K tel que P(a) = 0. On
peut supposer que « ¢ {0, 1}, car 0 et 1 ne sont pas solution de P. De plus, 1 — ad =
(1—a)(a®+a+1) =0, car « est solution de P. On en déduit donc que ’ordre de «
divise 3. Or a # 1, donc ordre de «a vaut 3. Il suit donc que 3 divise (¢ — 1), c’est &
dire g—1 =0 mod 3,ie 22"*1 =1 mod 3. Donc —1 =1 mod 3 ce qui est absurde.
Donc le polynéme X2 + X + 1 est irréductible.

O

Rappelons les classes de conjugaison de G. Elles sont construites p. 92 de [12]
Donnons auparavant quelques notations. Soit x (resp. k) une racine prlmltlve q —1-
i¢me de I'unité dans F, (resp. dans C). Alors, on pose 7 = KO 7 = gLy = 101
et v = 791, On note 7, I'isomorphisme entre (&) et { xo ) tel que Ko = 7r,.i( ). Pour
tout ¢ € (k), on pose :

CO = '/Tn(C)-

Proposition A.1.1 Dans la table A.1, on donne les classes de conjugaison de G.
Avec ces notations, les 8 classes Bq(%i,+j), Ba(£j, 1i) sont les mémes (pour a =
1,4). Les 4 classes B,(%i), et Bg(tqi) sont les mémes (pour a = 2,5). Les 4
classes Bo(xi,£j). Enfin, pour 1 < p <4 on a C,(i) = Cu(—1) et D,(i) = Dy(—i)

La table des caracteres est donnée dans [12] p. 93. Dans la table A.2, on donne les
caracteres irréductibles de G dont on a besoin pour notre travail. On corrige quelques
erreurs de [12]. On pose :

ai =+ et Bi=vf+vy*

123



124 ANNEXE A

Notation | Représentant | Nombre | Ordre du centralisateur
Ay h(1,1) 1 q*(¢? - 1(¢* - 1)
A Z2a+b 1 g*(¢> - 1)

Az Tatb 1 (- 1)

Ass Tat+bT2a+b 1 q'

Ag ZaTh 1 2¢?

Ago TaTbT2a+b 1 2¢°

Bi(i,j) | h(',7) @2 | (g 1)

Bo(i) | h(r", 7% d@2) |21

Bs(i,j) | h(y',19) w2 -1

Ba(i,j) | h(vi,09) W2 (g+1)?

Bs(i) | h(ri, %) £ P +1

C1(3) (1,7 2 lq(g—1)(¢?-1)
Co(d) | h(v, %) 2l g(g—1)(g® - 1)
Cs(d) | h(1,07) Z alg+1)(¢° - 1)
Cy(7) h(vi,v=%) 3 alg+1)(¢° - 1)
Ci(d) | h(1,7")D2ars 2 lq(g—1)

Coi)  |R(V Y Deass | G2 |ala—1)

Cs(1) h(1, ") x9a1s 3 q(g+1)

Cu(4) h(V, v ) Tatp 2 q(g+1)

TAB. A.1 - Classes de conjugaison de Sp,(IFy).

A.2 Le groupe de Suzuki de parametre 227*!

On rappelle que 8 = 2™. On utilise les notations de §A.1. Soient mg, 71 et w2 des
éléments de Sz(g) d’ordre respectivement (¢ — 1), (¢ +20 + 1) et (¢ —26 +1). On
munit Z/(q — 1)Z de la relation ~ définie par :

j~i1 <= j==i mod (¢—1).
De méme on munit Z/(q + 26 + 1)Z et Z/(q — 20 + 1)Z de la relation ~ définie par :

j~i <= j=4i mod(m) ou j==£gi modm,

ou m désigne respectivement (g + 26 + 1) et (¢ — 26 + 1). La relation ~ est une
relation d’équivalence sur Z/(q — 1)Z, Z/(q + 20 + 1)Z et Z/(q — 260 + 1)Z. Les



Ay Ay Az Az Ay | Ag By(i,5) By(i) | Bs(i,4) Buy(i, 5)

61 alg+1)%/2 | qlg+1)/2 | q(g+1)/2 a/2  |a/2|—q/2 2 0 0 0

04 q* 0 0 0 0 1 -1 -1 1

05 a(¢-1)%/2 | -ale-1)/2| -a(e-1)/2| ¢/2 |aq/2|-q/2 0 0 0 -2

x1(k D) | (g+1)%(g® + 1) (g +1)2 (g +1)? 2g+1 1 1 K0y + ik 0 0 0

xa(k, 1) | (= 1)*(*+1) | (¢g—1)? (¢—1?% |-(2¢-1)| 1 1 0 0 0 BixBji + BiBijk

x5 (k) (¢* —1)? (-1 | —(¢®-1) 1 1|1 0 0 0 0

Bs(i) C1(i) C2(i) C3(4) Ca(i) Di(i) | D2(i) | Ds(i) | Da(d)

6, 1 g+1 g+1 0 0 1 1 0 0
04 1 q q —q —q 0 0 -1 -1
05 1 0 0 g—1 g—1 0 0 1] 4
x1(k, 1) 0 (g4 Dk + air) | (g+ Dagay 0 0 ok + oy | atkag 0 0
xa(k,1) 0 0 0 —(g—1)(Bix + Bu) | —(g — 1)BirPu 0 0 | Bik+ Ba | BikBa
xs(k) | 7k 4 7k 4 rika 4 p—ika 0 0 0 0 0 0 0 0

TAB. A.2 — Table des caracteres de Spy(IFy).

1 +ugC oI9uered op rynzng op adnors o7 Z'y

14
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Représentant | Nombre | Ordre du centralisateur
h(1,1) 1 | @P@-1D(@+1)

oo 1 q2

Po 1 q

o’ 1 |q

7r8, 1€ Ey % g—1

i, je B w2 g 2041

w%,kEEg # qg—20+1

TAB. A.3 — Classes de conjugaison du groupe de Suzuki.

1 00 Po pal 7r6 1 h
1 1 1 1 1 1 1 1
St q? 0 0 0 1 -1 -1
w 6(qg—1) -0 6v/—1 | —6/=1| 0 -1 -1
w 6(q—1) -0 | —0y-1| 6v/-1 0 -1 -1
X; @2+1 1 1 1 b () 0 0
Y; | (g—20+1)(¢g—1)| 26—-1 | -1 -1 0 | —el(x) 0
Zi [ (q+20+1)(g—1) | —20—-1| ~—1 -1 0 0 —ek(nb)

TAB. A.4 — Table des caractéres de Sz(q).

ensembles Fy, F7 et Ey désignent respectivement 1’ensemble des classes non nulles
modulo la relation ~. On pose :

E:{wé,w{,w’g | i € Eo, j € E1, k € Es}.
Les classes de conjugaison unipotentes non triviales de Sz(q) ont pour représentants :

1
00 = Tq+bT2a+b; PO = TaTpTatb €6 Py~ = T Tp T2g-+b-

On pose :

(4—49) _ Téq720+1)2

q+20+1)2
60 = ,Y(] bl 61 )

et e9 = 'ré s
racines primitives respectivement (g — 1)-iéme, (¢ + 20 + 1)-iéme et (¢ — 26 + 1)-iéme
de I'unité. Enfin, on pose :

eb(mh) = ell+eq,  (nd) = ellpe] T el et eb(nh) = eblpes Mpebl e, M,
Proposition A.2.1 Dans la table A.3, on donne les classes de conjugaison de Sz(q).
Dans la table A.4, on donne sa table des caracteéres.



Annexe B

B.1 Le groupe Gy(3*)

Soit n un entier positif. On pose ¢ = 32"! et G = Ga(g). On utilise les notations
de 1.8. Les classes de conjugaison et la table des caractéres de Ga(g) sont étudiées
dans [13]. Comme ¢ est une puissance impair de 3, on peut préciser les notations :

Lemme B.1.1 Les deuz classes de G de centralisateur d’ordre 2¢* sont :
Cl(@atb(1)23a+5(1)) et ClTatb(1)T3a+5(—1))-

Preuve — On utilise [13]. Il est montré que les deux classes de G dont le centra-
lisateur est d’ordre 2¢* sont Cl(zq15(1)Z3415(1)) et Cl(zayp(1)Z3a16(7)), Olt 7 n'est
pas un carré de Fy. Or (¢ — 1)/2 est impair, donc —1 n’est pas un carré dans F,. On
choisit donc —1 dans la suite. a

Soit E = {t3+t | t € F;} et g la projection canonique de F, dans F,/E. On
note ¢ € 3 tel que 7(£) = 1. Soit k (resp. ko) une racine primitive ¢® — 1-ieme de
I'unité dans Fy (resp. dans C). Soit w une racine complexe cubique de I'unité. On
pose :

gla+1)(e®=1)

o

7 o= gleDE@-1)
) = Kq4+q2+1,

i o= 6o,

5 = gt

On note 7, I'isomorphisme entre (k) et { kg ) tel que kg = 7 (k). Pour tout ¢ € (&),
on pose :

CO = ﬂ'n(C)-

Proposition B.1.1 Dans la table B.1, on donne les classes de conjugaison de G.
On pose :

ai=v 5t et Bi=Te+15
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De plus, on pose :

Qijkl = Qiktjl T Qltjk + Qk—1)—j1 + Ci—j(k—1) T Qi(k—1)+5k + Cik+j(k—1)>
Bijki = Bikyji+ 5zl+]k + Bitk—t)—jtBit—j(k—1)  Bitk—1)+1 + Bikri(h-1)
o = oito0,i+08 40,40l +0,7.

/

ikl = Qik+l) T Qik—21) T Xi(1—2k)
Qipp = Qg+ Qi+ o)

ikl = Biern) T Bigh—2n) + Big—2k)
Bijka = Bir+ B+ Bik—1)

= (CDF+H (=)' + ( 1)FH

Alors, dans la table B.2, on donne les valeurs des caractéres de Irr(G) qui nous
interesse dans ce travail.

Corrigeons enfin une imprécision de l’article [13]. Les caractéres x12(k,1), k,[ €
Z/(q + 1)Z sont les mémes pour les indices

(D) (80 (= L), (=), (= L, (5 k—l) o
(= —1), (L =), (L — .0), (=L — 1), (I — b —K), (—k, L — k). (B.1)

On tombe sur les conditions données par Enomoto en faisant le changement de

variable
I = —i
k = j

Ainsi les conditions sur (k,!) sont donc
1#£0, k#0, | #xk 2k #1, 2l # k,

les égalités étant modulo ¢q + 1.

B.2 Le groupe de Ree de type G, de parameétre 3%"!

On rappelle que § = 3™. On utilise les notations de §A.1. Le groupe R(q) est
décrit dans [28]. La table des caractéres est donnée dans [32]. Dans le chapitre 2 de
cette thése, on donne un systéme de représentant avec des générateurs de Cheval-
ley ; cf. théoreme 2.2.1.

Proposition B.2.1 Soitx € {1, a, aba, ababa}. On note h, les représentants d’ordre
impairs des classes de type T.. Dans la table B.3, on donne la table des caractéres
de R(q). Soient v; = 7330 4+ 45* S

. . . i 2. 2 . . . . 2. _ 2
b =my+my ' +md +my P nd Tt et G=mytm s w4+, T
36+1)2 —30+1)2
avec T3 = a(()q+ D e T3 = a((,q 7, On pose enfin :
; —8 4(36+1)i ~AB0+1)i | A(30-1)i | _—4(36-1)i
; — 8 4(36+1)i —4(36+1)i _4(30—1)i —4301
,Bi,1=708’+708’—7( 1)y —4G6+1) _  4(36-1)i _ ( )z

; —8i 4(36+1): —4(36+1): 4(36—-1 —4 360—1
,Bi 9 = ng 7 81 7_0( )i T ( )i T ( )i ( )z

; — 8 4(36+1): —4(36+1): 4(360—-1 i —4 30—1):
IBi3 = T(?Z To ’ TO( ) To ( ) 7_0( ) To ( )
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Notation | Représentant Nombre Ordre du centralisateur
Ay h(1,1,1) 1 ¢®(¢® - 1)(¢° - 1)
Ay T34+25(1) 1 ®(* - 1)

Az T2a+45(1) 1 (> - 1)

Asp T2a-+b(1)T3a+25(1) 1 ¢

An Tatb(1)Z3a15(—1) 1 2q*

Ag Ta+5(1)Z3a+5(1) 1 2¢*

As zq(1)zp(1) 1 3¢*

As2 Tq(1)zy(1)z30+5(8) 1 3¢

As3 Ta(1)zp(1)23046(—E) 1 3¢

B h(1,-1,-1) 1 ¢ (q* — 1)

By h(1,—1,—1)z3445(1) 1 ?(® - 1)

Bs h(1, =1, =1)zq4p(1) 1 (¢ — 1)

B, h(1, =1, =1)xq45(1)T30+5(—1) 1 2¢°

Bs h(1, =1, =1)xq45(1)Z3a+5(1) 1 2q°

Cu(i) | hy(i,—2i,1) 3(a—3)  |al@-1(?-1)
Cra(i) | hy(i, —21,%)30426(1) 3(a—3) q(g—1)

Ca1(i) | hs(i,—i,0) 3(a—3)  |alg-1(?-1)
Cao(i) | h5(i,—i,0)22045(1) 3(a=3)  |a@-1)

Dui(i) | by, —2i,4) =1 |al@e+1)(®-1)
Dis(2) | hi(2, —21,4)230+25(1) 3lg—1) q(¢+1)

Dyi(i) | hy(i,—i,0) 3(g—1) a(g+1)(¢* - 1)
Do (1) hi(i, —i,0)T2q45(1) 5(g—1) q(g+1)
Er(i,5) | hs(i,j,—i —j) 5(a—3)(g—5) | (g—1)?
Ex(4,5) | hg(i, (g — 1)i, —qi) ila—-1*  |¢-1

E3(3) hg(i, g, —(q + 1)3) ila—1* |1

Eu(i,j) | ha(i,4,—i—j) 5@—1)(g-3) | (g+1)?

Es(i) | h#(i, g9, %) galg+1) | F+qg+1

Eg (i) hs (i, —qi, g*1) talq—1) |F-q+1

TAB. B.1 — Classes de conjugaison de Ga(q).
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Al A2 A31 A32 A41 A42 ASI A52 A53
61 §a(a+1)*(¢* +g+1) §2(@+1)(2¢+1) | jalg+1)(2g+1) | §aBg+1) | gala+1) |—galg—1)| 3¢ -39 -39
02 39(g+1)(¢* +1) 3q(g+1) 39(g+1) 39(g+1) | —3a(g—1) | 3a(g+1) | 0 0 0
05 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 0
B @ +e¢*+1 P?+1 ?+1 @?+1 1 1 1 1 1
67 @t +4¢*+1) q* q? q* 0 0 0 0 0
610 §9(a—1)*( -¢-1) §9(a—-1(2¢-1) | §alg—1)(29-1) | —5aBg—1) | gala+1) |—gala—1)| 3¢ -39 -39
611 33— 1)(¢* - 1) —3q(g—1) —3q(g—1) —3a(g—1) | —39(¢—1) | za(g+1) | O 0 0
612(1) za(g® —1)? —349(¢®> - 1) —3a(¢® - 1) 34 sa(a+1) | 3alg—1) | 30| 39+qw |3q+quw™
612(—1) 39(g®> — 1) —-3q(¢* - 1) —-3a(¢®* - 1) 34 39(a+1) | —39(¢g—1)| 39 | 3¢+qw ' | F9+qw
xo(k, 1) | (@+1)(@®+q+1)(+1)| (g+1)(>+g+1) | (g+1)(¢®+q+1) | 2¢>+2¢+1 2¢+1 2¢+1 1 1 1
xiz(k ) [ (=)@ =g+ 1)(*-1) | =(¢=D)(F—q+1) | =(¢=1)(F—q+1) | 2¢>—2g+1 | —(2¢-1) | —(2¢-1) | 1 1 1
x14(k) (g+1)(¢* —1)(¢* - 1) —(¢+1)(¢*-1) —(g+1)(-1) | =(®-g+1)| g+1 g+1 1 1 1




B By Bs By Bs Ch1(4) Cha(4) Can (4) Caa(4)
01 sla+1)? | 3(g+1) | 3(g+1) | 3(@+1) |—3(¢-1) g+1 1 g+1 1
0 sla+1)? | 3@+1) | 3@+1) |[—3@-1)] 3(@+1) q+1 1 q+1 1
05 q? 0 0 0 0 q 0 q 0
b6 1—2q 1—¢q 1—gq 1 1 T+ (g+ 1) (=1 |1+ (=1 | 1+ (g+1)(=1)* | 1+ (=1)
07 7 —2q —q —q 0 0 g+ (@+1)(=1"| (=1 |g+(g+D(=1)"| (1)
b10 —3@-1*| 3@-1) | 3¢-1) |-3¢+1)| 3(a-1) 0 0 0 0
O11 —3q-1?| Ye-1) | 3e-1) | $@-1) |-3(@+1) 0 0 0 0
B12(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
f12(—1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
xo(k, 1) | (@+ 1)y | (@+Dexy | (g+ Dexy €kl €k,1 (g+ 1)y 4 e (¢ + oy, Y
x12(k, 1) | (g — 1)%ery | —(q— Very | —(q— Dery €kl €kl 0 0 0 0
x14(k) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 +ug€ oIpeurered op ¢ adAy op soy op adnoid o7 7 g

I€T
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D11(2) Di1(%) Do () Dao(i) | Er(i,5) | Ea(i) | E3(i) | Ea(i,j) | Es(i) | Ee(d)
01 0 0 0 0 2 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 2 0 0 0 -1 0
05 —q 0 —q 0 1 —1 ~1 1 1 1
06 1= (g=1D(=1)" [14+(=1)"| 1=(g=1)(=1)" |1+ (=1)"| e | (1" | (=1 | erg 0 0
07 —q¢—(@-1)(=1)"| (1) | —g—(¢—1)(=1)"| (=1) erg | —(=1)" | (=17 | en 0 0
610 g—1 ~1 g—1 ~1 0 0 0 —2 1 0
011 g—1 —1 g—1 ~1 0 0 0 —2 0 1
612(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1
f12(—1) 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 | 1
xo(k, 1) 0 0 0 0 Qi jhl 0 0 0 0 0
xi2(k,0) | —(a—1)Bi,, o —(a=1)B, il 0 0 0 Bij ki 0 0
x14(k) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o;

TAB. B.2 — Table des caractéres de Ga(q).
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JT Jr! hi | miJ | haba | hava | Pabad | habaJ7? | ha | hababa
&2 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 0 0
&3 0 0 1 1 3 -1 -1 -1 -1 _1
€4 0 0 1| -1] -3 1 1 1 0 0
& | 3(1-6v-3) | 11+6v=3) | 0| 0 1 1 1 1 1] o
g |L-14+0v=3) | L-1-6v=3)| 0| 0 | =1 | 1 | =1 | -1 | 0 | 1
& | 3(1+6v=3) | 3(1—-6v=3) |0 | 0 | 1 1 1 1 1| o
& |L-1-0v=3) | L(-1+6v=3)| 0| 0 | =1 | =1 | =1 | -1 | 0o | 1
& 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1
10 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1
Mr 1 1 Yir | Vir 0 0 0 0 0 0
Ty -1 -1 Yir | =%Yir | 0 0 0 0 0 0
e -3 -3 0 | O |—=Biyo| —Bio| —Bijo | —Bo 0 0
1 1 1 0| O | =Biyo| —Biys|—Bii| —Bi2 0 0
T2 1 1 0| 0 | =PBiyo| =B | =Bz | —B3 0 0
3 1 1 0| O |—=Biyo| —Biyz2|—Pbz| —Bi 0 0
M 0 0 0] 0 0 0 0 0 ki | O
s 0 0 0| 0o | o0 0 0 0 0 | —o,

TAB. B.3 — Table des caractéres de R(q).
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Résumé en Francais

La theése s’intégre dans la théorie des représentations d’un groupe réductif fini.
Un tel groupe est défini comme G = G, ou G est un groupe réductif connexe sur
un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et F' est un endomorphisme
tel que ’ensemble des points fixes G = G¥ est fini. Dans cette situation, on obtient
une famille de groupes finis en remplagant F' par une puissance F™. Cette idée
joue un role important dans la théorie générale des groupes réductifs finis; elle est
notamment developpée par Lusztig.

Dans le cas ou m = 2, F agit comme un automorphisme sur G =GF”. On peut
donc former le produit semi-direct G (F) et la « descente de Shintani » définit alors
une isométrie de espace des fonctions centrales sur la tranche GF dans I'espace des
fonctions centrales sur G. Le but de la theése est d’étudier cette isométrie dans le cas
des groupes de Suzuki et de Ree de type By et G2, définis par un endomorphisme F
qui est trés « tordu » (dans le sens que F' n’est pas un endomorphisme de Frobenius).
Ce dernier fait entraine un certain nombre de problémes au niveau de la théorie
générale. Nous déterminons donc explicitement la table des valeurs des fonctions
centrales sur la tranche GF.

Comme applications, nous pouvons explicitement déterminer les valeurs propres
associées par Lusztig aux représentations unipotentes cuspidales du groupe de Su-
zuki et de Ree. Nous pouvons aussi vérifier un certain nombre de conjectures dans la
théorie des représentations modulaires : conjecture de Broué, existence des ensembles
basiques. Plus généralement, la détermination des tables des caractéres des groupes
G x (F) rentre dans le projet de déterminer les tables des caractéres de toutes les
extensions des groupes finis simples.

Titre en Anglais

Shintani descents of Suzuki and Ree groups.

Résumé en Anglais

The thesis is about representation theory of finite reductive groups. Such a group
is defined as G = G, where G is a reductive connected group over an algebraically
closed field of characteristic p > 0, and F' is an endomorphism such that the fixed
point subgroup G = G¥ is finite. In this situation, we obtain a family of finite groups,
when we replace F' by F™ (m € N). This idea is important in the general theory of
finite reductive groups, as developed by Lusztig. In the case where m = 2, F' acts as
an automorphism on G = GF”. We can consider the semidirect product G x (F).
Then the "Shintani descent” defines an isometry between the space of class functions
on the class G.F' and the class function space of G. The aim of the thesis is to study
this isometry in the case where G is the Suzuki group or the Ree group of type Ga,
defined by a "very twisted” map F' (in the sense that F' is not a Frobenius map). The
"very twisted” nature of F' is the source of a number of problems as far as the general
theory is concerned. We thus explicitly compute the table of the values of the class
function on the set G.F. As applications, we can explicitly determine the eigenva-
lues associed by Lusztig to the cuspidal unipotent characters of the Suzuki and the
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Ree group, and the Fourier matrices of these groups. We can verify many conjec-
tures in the modular representation theory : Broué’s conjecture, existence of basic
set. More generally, the determination of the character tables of groups G x (F) is
in the project to compute the character table of all extensions of finite simple groups.

Discipline

Mathématiques pures

Mots-clés

Groupes réductifs finis, Descentes de Shintani, Groupes de Chevalley, Ree, Suzuki,
Tables des caracteres, Produit semi-direct, Isométries parfaites, Valeurs propres du
Frobenius, Matrices de Fourier.

Intitulé et adresse du Laboratoire

Institut Camille Jordan
Université Claude Bernard Lyon 1
Béatiment Braconnier (ex—101)

21 avenue Claude Bernard

69622 Villeurbanne cedex

France



