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Introduction

La conjecture de J.P Serre (cf. [27] p. 226 4 234) en 1973 permet de donner un lien entre
les valeurs propres des opérateurs de Hecke modulo [ et les représentations de Gal(Q/Q) a
valeurs dans Gly(F') ot F' est une extension finie du corps F;. Les travaux de J. Tate [29]
dans la méme année donnent une démonstration de cette conjecture dans le cas [ = 2. Ses
résultats prédisent 'inexistence d’un certain type de groupes de Galois pour I’ensemble
des corps de nombres de degré n ramifiés seulement en 2. En abondant dans ce sens, J.P.
Serre démontre la conjecture dans le cas [ = 3 (cf. [27] p. 710), et montre ainsi qu’on peut
étendre les résultats de J. Tate aux corps de nombres ramifiés seulement en 3. Ces travaux
ont suscité depuis lors de nombreuses recherches de la part des théoriciens des nombres
pour montrer de facon explicite ou pour généraliser ces résultats. Les recherches menées
par B. Gross [15] en 1998 a ce sujet prédisent ’existence de corps de nombres de degré n
de groupe de Galois non résoluble et ramifiés seulement en 5. Mais malheureusement les
groupes de Galois (de type de Lie) possibles dans I’exemple qu’il propose sont tellement
énormes qu’il est impossible de les vérifier.

Le but de notre travail a été de vérifier la conjecture de B. Gross relative & ’existence
de corps de nombres de degré n > 5 ramifiés en un unique premier p < 11 et ayant un
groupe de Galois non résoluble. Cette vérification va porter sur les cas particuliers ot le
degré n est égal a 8 et 9. Pour le cas n = 5 et n = 6, J. Jones (cf. [17]), et pour le cas
n =7, S. Brueggeman (cf. [1]) ont déterminé tous les corps de nombres vérifiant ces types
de ramification. Leurs travaux ont montré que les groupes de Galois des corps obtenus
sont toujours résolubles. Par abus de langage lorsque nous parlerons de groupe de Galois
de corps de nombres de degré n, il va s’agir du groupe de Galois d’une cloture galoisienne.

Des travaux décrits dans [27] montrent que des corps de nombres de groupe de Galois
résoluble peuvent étre construits & partir de la théorie du corps de classes. Ceux dont le
groupe de Galois est non résoluble peuvent souvent étre obtenus par la théorie des courbes
elliptiques ou a partir de la théorie des représentations modulaires, mais ces théories sont
non appropriées a 1’étude de la ramification en des premiers petits.

Comme l'ont fait la plupart des auteurs ayant étudié le probléme de la détermination
des discriminants minimaux de corps de nombres, nous utilisons largement des inégalités
obtenues par des méthodes géométriques dans le but d’éliminer un grand nombre des
polynémes qu’il faudra prendre en considération (cf. [6], [9], [10], [11], [21]). Des tables
explicites de corps de nombres ont été élaborées jusqu’en degré n < 7 (cf. [12] qui contient,
en plus une bibliographie compléte sur ce sujet). De plus on connait les discriminants
minimaux des corps de nombres de degré 8 pour les signatures (0,4) et (8,0) (cf. [9],
[11]), et pour le degré 9 seulement dans le cas totalement réel (cf. [28]). Les travaux
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8 Introduction

de H. Cohen, F. Diaz Y Diaz et M. Olivier (cf. [6]) donnent les discriminants minimaux
des corps imprimitifs en degré 8 contenant un sous-corps quartique. Ceux dans le cas
imprimitif en degré 9 ont été établis par F. Diaz Y Diaz et M. Olivier (cf. [12]).

Notre travail est divisé en quatre parties. La plupart des résultats présentés n’utilisent
que des méthodes élémentaires. Il va s’agir & travers notre étude d’obtenir des résultats
concrets.

La premiére partie est consacrée aux rappels et autres résultats, la plupart classiques,
sur les discriminants et les groupes. Il ne s’agit pas ici de donner un exposé complet sur
ces sujets, mais simplement d’énoncer les résultats qui seront utilisés dans la suite. Ainsi
les deux premiers paragraphes concernent la formule de la majoration du discriminant
sous I'hypothése de Riemann généralisée (GRH), et des minorations de la valeur absolue
du discriminant des corps de nombres en degré 8 et des corps de nombres en degré 9 en
fonction de la signature. Ces résultats représentent 1'un des outils principaux de 1’étude
de la ramification. Dans les paragraphes 3 et 4, nous rappelons quelques résultats sur les
groupes de décomposition et de ramification, puis sur les groupes résolubles. Ces rappels
s’averent essentiels par la suite car, en plus de la ramification que nous imposons, les corps
recherchés doivent avoir un groupe de Galois non résoluble. Le paragraphe 5 concerne
les sous-groupes transitifs du groupe symétrique Sg et du groupe symétrique Sy ; nous
étudions ici les sous-groupes résolubles et les sous-groupes primitifs en degré 8 et en degré
9. Nous verrons par la suite que les résultats obtenus dans cette étude vont ramener notre
recherche aux corps de nombres de degré 8 (resp. de degré 9) qui sont primitifs. Enfin,
on termine cette partie par I'outil principal de I’étude de la ramification : la méthode de
la majoration de la valuation en un premier p du discriminant du corps. Il n’est pas bien
neuf, puiqu’il était déja utilisé par Dedekind vers la fin du X7Xe siécle, et par Ore en
1931 (cf. [30], [31]) pour déterminer les valeurs possibles de la valuation en un premier p
du discriminant d’un corps de nombres de degré n.

Dans la deuxiéme partie, on étudie les différents cas de ramification possibles. En
utilisant la méthode de Ore décrite précédemment on montre que la ramification en 3,
et celle en 5 en supposant GRH ne peuvent étre réalisées pour les corps de nombres de
degré 8. On obtient un résultat analogue dans le cas de la ramification en 5 des corps de
nombres de degré 9. Pour les ramifications possibles c’est-a-dire celle en 2 et celle en 7,
on donne les valeurs possibles du discriminant des corps de nombres de degré 8. L’étude
menée dans le cas des corps de degré 9 permet aussi de déterminer les valeurs possibles
du discriminant dans le cas de la ramification en 2, 3 et 7. De fagon inconditionnelle (sans
GRH), on donne les valeurs possibles du discriminant dans le cas de la ramification en 5
aussi bien pour les corps de degré 8 que ceux de degré 9.

Nous exploitons 1’étape précédente dans la troisiéme partie pour donner des bornes
pour les coefficients de polynomes générateurs des corps ayant ces discriminants. Nous
utilisons d’abord le théoréme de Hunter (cf. [4]) permettant la construction de tables de
corps de nombres, ensuite les travaux de Jones et Roberts (cf. [17], [18], [19]) sur les corps
primitifs. Et enfin, nous procédons a I’amélioration des bornes des coefficients en utilisant
les exposants de Newton-Ore (cf. [19]) qui est une technique récente qui s’avére trés
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efficace dans cette étude. Nous employons aussi de fagon inconditionnelle les méthodes de
minorations de discriminants avec corrections locales d’Odlyzko, Poitou et Serre (cf. [24],
[25]). Ces minorations proviennent de propriétés analytiques de la fonction zéta attachée
a un corps de nombres ; développées, en particulier, par A. Weil, A. Odlyzko, G. Poitou,
F. Diaz Y Diaz et J. P. Serre. Ces différentes méthodes conduisent & des simplifications
importantes dans les calculs, réduisant ainsi de fagon considérable le nombre de polynomes
a étudier.

C’est enfin dans la quatriéme partie que nous donnons les résultats de nos recherches
numériques. A partir des résultats classiques précédents, nous avons développé certaines
améliorations dans le but d’accélérer la recherche des corps de nombres. On donne quelques
commentaires sur les étapes de 1’algorithme de construction des tables. A l'issue des
recherches numériques, les seules tables obtenues sont celles de la ramification en 2 en
degré 8 et celles de la ramification en 3 en degré 9; on n’obtient aucun corps de nombres
qui soit ramifié seulement en 7. Les résultats montrent aussi de facon inconditionnelle
qu’il n’existe pas de corps de nombres de degré 8 ou de degré 9 ramifié seulement en 5.

Nous donnons en annexe A les différents groupes de Galois et les graphes des inclusions
a conjuguaison dans S, prés des sous-groupes transitifs primitifs, pour 8 < n < 11.
[’annexe B contient les tables des minorations des discriminants des corps de nombres de
degré 7 a 10 avec corrections locales avec ou sans I’hypotheése de Riemann généralisée. Nous
terminons par 'annexe C ot nous donnons quelques exemples de polyndomes générateurs
des corps obtenus numériquement.

Notre travail n’a pas la prétention d’étre autre chose qu’une modeste contribution &
la théorie de ramification des corps de nombres ayant un certain groupe de Galois fixé.
Il prouve toutefois que des méthodes élémentaires peuvent parfois suffire & résoudre des
problémes a priori complexes. En ce sens, les tables construites peuvent bien avoir leur
utilité.






Chapitre 1

Rappels et Notations

1.1 Hypothése de Riemann généralisée (GRH)

Considérons la fonction zéta de Dedekind attachée a un corps de nombres K de degré
n définie pour s € C et Re(s) > 1 par :

1
(k(s) = ; Nicro@)®

oll la sommation est étendue & tous les idéaux entiers non nuls a de K. La famille du
deuxiéme membre est sommable et on a le produit eulérien :

Cx(s) = H ;1

o x/0(P)*

ou le produit s’étend a tous les idéaux premiers non nuls o du corps de nombres K.
L’hypothése de Riemann généralisée notée en abrégé GRH affirme que :

tous les zéros non triviaux s = o+if (s'ils existent) de la fonction (x(s) telsque 0 < o < 1,
sont situés sur la droite critique o = 1/2.

Cette conjecture de Riemann, bien qu’elle réponde en grande partie aux préoccupations
des mathématiciens pour de nombreux problémes, n’a pas été démontrée. Dans la suite,
chaque fois qu’il en sera fait mention, nous la supposerons vérifiée.

Rappelons le résultat suivant extrait de [24] qui permet sous GRH de minorer le dis-
criminant d’un corps de nombres de degré n.

Théoréme 1.1.1
Soit K un corps de nombres de degré n et de discriminant dx. Sous GRH, on a :

1 212 (\(3 303 1672(1 + 1
ﬁlogldﬂz ’y+l0987r+ﬁf_ m(A(3) + & 5( ))_ 6m°(1+1/n) S| (1)

2 .
n2 (logn) (logn)3 (1 + —(log;)2>

oty = 0.5772156649... est la constante d’euler, \(3) = 1.0517997902..., 5(3) = 0.9689461462...
et r1 est le nombre de places réelles du corps de nombres K.
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12 1.2 Minorations des valeurs absolues des discriminants des corps

Sachant qu’une meilleure minoration (en valeur absolue) du discriminant d’un corps
de nombres de degré n pair est obtenue pour un corps totalement imaginaire, 1'inégalité
précédente donne alors :

1 272\ (3 1672(1 +1
ﬁlog|d1{|2 v + log8m — mAE) m(1+1/n) s |- (1.2)

logn)? 2
( 8 ) (10gn)3 (1 + W)

Dans le cas d’un corps de nombres de degré n impair, on a la minoration suivante pour
ri=1:

21%(A(3) + =53 2
%log|dK\Z 7+log87r+1— T A3) + 5 ))— 16 (1 + 1/n) . (1.3)

2n log n)? 2 \2
( 8 ) (logn)3 (1 + W)

Sachant que la valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres augmente avec 71,
I'inégalité précédente donne alors une meilleure minoration du discriminant dans le cas
ou le degré n est impair.

1.2 Minorations des valeurs absolues des discriminants
des corps

Les tableaux 1 et 2 suivants établis par Diaz y Diaz dans [8] donnent respectivement
des minorations des valeurs absolues des discriminants des corps de nombres de degré 8 et
de degré 9 en fonction de leur signature (r1,73) ot r; + 21y = 8 en degré 8 et r; + 215 = 9
en degré 9. Ces résultats obtenus de fagon inconditionnelle (sans GRH), ne tiennent pas
compte non plus de la contribution des idéaux premiers non nuls de petite norme des
corps.

Signatures (8,0) (6,1) (4,2) (2,3) (0,4)
Minorations | 158 960 873 | 42 071 532 | 11 660 853 | 3 403 708 | 1 052 302
Tableau 1

Signatures (9,0) (7,1) (5,2) (3,3) (1,4)
Minorations | 4 516 673 524 | 1 133 345 241 | 295 584 269 | 80 499 454 | 23 007 468
Tableau 2

Des travaux plus avancés du méme auteur dans [9] ont montré que la valeur minimale
du discriminant d’un corps de nombres totalement imaginaire en degré 8 est 1 257 728.
Sachant que la plus petite valeur en valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres
de degré n pair est obtenue dans le cas totalement imaginaire, on en déduit alors que la
valeur précédente est le minima du discriminant d’un corps octique. Le corps donnant
ce minima est imprimitif (i.e contenant un sous-corps); c’est une extension quartique du
corps quadratique Q(7) et le groupe de Galois de sa cloture galoisienne est C§ x C,, noté
Ti7 suivant la notation de Butler et Mc Kay dans [3].
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Dans le cas totalement réel (i.e de signature (8,0)) en degré 8, des travaux effectués
dans [11] ont montré que la valeur minimale du discriminant est 282 300 416. Pour les
autres signatures, il n’existe pas de résultats effectifs donnant la valeur minimale du
discriminant. Les seules tables existantes en degré 8 concernent les corps imprimitifs
contenant un sous-corps quartique (cf. [6]).

Dans le cas des corps de nombres de degré 9, K. Takeuchi [28] a montré que la valeur
minimale en valeur absolue du discriminant dans le cas totalement réel est 9 685 993 193.
Le corps de nombres en question donnant cette valeur minimale du discriminant est un
corps primitif. Les seules tables explicites en degré 9 concernent les corps de nombres
imprimitifs et elles ont été établies par Diaz Y Diaz et Olivier (cf. [12]).

1.3 Groupes de décomposition et groupes de ramifica-
tion

Soient K un corps de nombres, L une extension galoisienne de K de degré n, G le
groupe de Galois de L/K et Zy (respectivement Z;) 'anneau des entiers de K (respec-
tivement de L).

L Z P

K Lk ©

On note P un idéal premier de Zy, au-dessus d’un idéal premier o de Z et

Dyg={ocG|o(F) =P}

le groupe de décomposition de P|p.
Le groupe

Go={0 € Dy |Vz € Zy1, 0(z) —z € P}

est le groupe d’inertie de B|p et son cardinal est égal a I'indice de ramification e(*B|p) de
B dans L/K. Tous les indices de ramification des idéaux premiers B de L au-dessus de
@ sont égaux car I'extension L/K est galoisienne.

Le groupe

Gy={0€G|Vr €y, o(x)—zcP} k>1

est le k-iéme groupe de ramification.
On a le théoréme suivant (cf. [5]) :
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Théoréeme 1.3.1

Avec les notations précédentes, on a :

i) Go/Gy est un sous-groupe cyclique du groupe multiplicatif du corps résiduel Zy, /B. De
plus il est d’ordre premier a la caractéristique p du corps résiduel Zg [ p.

i1) G est un p-groupe qui mesure la ramification sauvage en g : G est trivial si et seule-
ment si 'extension L/K est modérément ramifiée en .

1.4 Groupes résolubles

Définition 1.4.1

Un groupe fini G est résoluble s’il posséde une suite (Gy)o<k<n finie décroissante de sous-
groupes telle que :

i1) Ggy1 <A Gy pour 0 < k <n—1 (i.e Gy, est distingué dans Gy,)

i11) Gi/Gry1 est abélien (0 <k <mn-—1).

Notation :

Un commutateur d’un groupe G est un élément de la forme [a,b] = a~'b~'ab, ou (a,b) €
G?. L’ensemble des commutateurs de G engendre un sous-groupe de G appelé le groupe
des commutateurs de G ou groupe dérivé de G, et noté D(G) = [G, G].

Rappelons quelques résultats extraits de [7] sur les groupes résolubles.

Proposition 1.4.2
i) Soient G et G' deux groupes et g : G — G'  un homomorphisme de groupes; alors
on a: g(D(G)) = D(9(G)) € D(G").
ii) D(G) est un sous-groupe caractéristique de G, c’est-a-dire un sous-groupe stable par
tout automorphisme de G. En particulier D(G) est un sous groupe distingué de G.

Proposition 1.4.3
Soit G' un groupe.

i) G est commutatif < D(G) = {e}.

ii) Pour tout sous-groupe H <G on a : D(G) C H < G/H abélien. Ainsi D(G) est le
plus petit sous-groupe distingué de G tel que le quotient soit abélien.

Proposition 1.4.4

Soit G un groupe fini. Alors, G est résoluble si et seulement si la suite décroissante
de groupes dérivés D'(G) définie par récurrence par D°(G) = G et, pour tout i > 0
D™Y(G) = D(DY(@G)) prend la valeur {e}, c’est-a-dire s’il existe m € N tel que D™(G) =
{e}.
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Proposition 1.4.5
Soit G un groupe.

1. Si G est un groupe résoluble et si H < G alors G/H est résoluble.
2. Si H< G, et si H et G/H sont résolubles alors G est résoluble.

Exemples de groupes résolubles

1) Tout groupe abélien est résoluble et tout sous-groupe d’un groupe résoluble est réso-
luble.

2) Tout groupe fini G d’ordre p™¢™ avec p, q des nombres premiers et n,m € N est réso-
luble (théoréme de Burnside, cf. [14]).

3) Les groupes symétriques S; et Sy sont résolubles.

4) Tout groupe d’ordre pgr avec p,q et r des nombres premiers distincts deux a deux est
résoluble.

5) Tout groupe d’ordre strictement inférieur a 60 est résoluble (cf. [16]).

Remarque :

Pour n > 5 le groupe symétrique S, et le sous-groupe alterné A, sont non résolubles.

1.5 Groupes transitifs en degré n

Désignons par G le groupe de Galois d’'un polynéme irréductible et séparable f(z) €
K[X] ou K est un corps, 2 'ensemble des racines #; de f dans le corps de décomposition
L et n le nombre de racines de f. Dans les conditions précédentes, GG est isomorphe & un
sous-groupe du groupe de permutations des éléments de 2 noté S(§2) = S,,. Le polynome
f de degré n étant irréductible et séparable alors le groupe de Galois G considéré comme
un groupe de permutations des racines de f est un sous-groupe transitif de S,, (ou encore
un groupe transitif de degré n = |Q]).

Ainsi pour K = Q, si f est irréductible de degré 8 (resp. de degré 9), son groupe de
Galois G est un sous-groupe transitif de Sg (resp. de Sy).

1.5.1 Groupes transitifs en degré 8

Les travaux réalisés sur les corps de nombres de degré 8 ont montré qu’il existe a
conjuguaison prés 50 sous-groupes transitifs du groupe symétrique Sg, notés respective-
ment 77, ..., Tso suivant les notations de Butler et Mc Kay (cf.[3]). Les groupes de Galois
en degré 8 étant considérés comme les sous-groupes transitifs du groupe symétrique Sg
(noté Tsg), Butler et Mc Kay ont donné pour chacun d’eux un systéme de générateurs.
Nous donnons dans les tableaux en annexe A quelques résultats extraits de [3] sur ces
groupes.

On montre que seuls cinq parmi ces groupes de Galois en degré 8 sont non résolubles.
Ces résultats sont resumés dans le tableau suivant ou le symbole '+’ indique que le groupe
est pair (i.e un sous-groupe du groupe alterné Ag).

Groupes | T37 | Ty | Tug Ag Sg
Ordres | 168 | 336 | 1 344 | 20 160 | 40 320
Parité + + +

Tableau 3
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Remarque :
Dans toute la suite, nous utiliserons les numérotations de Butler et Mc Kay des groupes
transitifs en degré 8 ; on désigne donc par Ty, le groupe symétrique Sg et par T,5 le groupe
alterné Ag.

Nous donnons ici (cf. [3]) un systéme de générateurs de chacun de ces sous-groupes
non résolubles. En posant :

A=(1,2,3,4,5,6,7), B =

(2,4,3,7,5,6), C = (2,3)(4,7), D = (1,8)(2,4)(3,7)(5,6)
E=(1,8)(2,7

(3,4)(5,6), t = (1,2) et = = (6,8,7); on a
T7_<AB2E>
Ty =< A,B,E >
Tk =<A,C,D >
T4 =<A,z>
Tso =< A, z,t >.

2,4
)

Les travaux de Eichenlaub (cf. [13]) sur les groupes de Galois des corps octiques en
fonction de la signature sont donnés dans le tableau 4 ci-dessous.

Nombre de

Signature | Groupes de Galois possibles eroupes possibles

(8,0) tous les groupes sont pos- 50
’ sibles

(6 1) T27a T31, T35, T385 T44a T47a 7
’ Tso

17, T9+, Tf{) ,TH, Ti5, Tig,
Ti7, Tfé, Tﬂ;, T;('), Thy, TQ—;,
15y, Toe, Tor, Tos, Ty, Tho,
Ty, Tsh, T35, Tay, Tis, Ths,
T?;g, Tho, Tﬂ, Tjé, Tha, Tjg,
Tus, Tur, Ty, Tih, Tso

35

T67 T87 T157 T237 T267 T277
(27 3) T30a T31a T35a T387 T40a T437 15
T44a T47a T50

(0,4) tf)us les groupes sont pos- 50
sibles

Tableau 4

1.5.2 Groupes transitifs en degré 9

Il existe & conjuguaison prés 34 sous-groupes transitifs du groupe symétrique Sy, notés
respectivement 71, ..., T34 suivant toujours les notations de Butler et Mackay (voir Annexe
A). Les groupes non résolubles sont donnés dans le tableau suivant
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Groupes | To5 | T, T Ty
Ordres | 504 | 1 512 | 181 440 | 362 880
Tableau 5

Comme dans le cas des groupes transitifs de degré 8, nous donnons ici un systéme de
générateurs de chacun de ses groupes non résolubles en degré 9. En posant :

J=(1,2,3,4,5,6,7), R=(1,8)(2,4)(3,7)(5,6), S = (2,7)(3,6)(4,5)(8,9)
M =1(2,4,3,7,5,6),p=(7,8,9) et ¢ =(2,3); on a
Tt =<J,R,S >
T4 =< J,M* R, S >
T =< J,p >
T3y =< J,p,q >.

Avant de poursuivre notre étude, voyons une notion trés utile dans nos recherches : il
s’agit de la notion de groupe primitif.

1.5.3 Groupes de Galois primitifs de degré n

Définition 1.5.1
Sous les hypothéses précédentes, le groupe transitif G de degré n sur €) est dit imprimitif
s’il existe une partition {Q1,€Q,...,Q} de Q qui soit stable par tout élément de G, et
telle que |€;| > 2 pour au moins un i < s. Le systéme Q = |JI_, Q; est appelé systéme
d’imprimitivité.

Quand un tel systéme n’existe pas, on dit que G est primitif. Autrement dit le groupe
transitif G sur ) est primitif si les seules partitions de €2 que G conserve sont les partitions
triviales, a savoir ) lui-méme et ’ensemble des singletons de 2.

Remarque :
Tous les blocs €2; du systéme d’imprimitivité ont le méme cardinal.
Exemples de groupes primitifs (cf. [2]) :
1) Pour tout n, S, et A, sont primitifs sur Q = {1,2,...,n}.
2) Pour n premier, tout groupe transitif de S, est primitif.
Voyons la proposition suivante qui permet de caractériser les groupes de Galois primi-
tifs a partir de corps de nombres de degré n qui sont primitifs.

Proposition 1.5.2

Sous les hypothéses précédentes, si f(x) est un polynéme unitaire, irréductible de degré
n dans Z[z| et K = Q(0) un corps de rupture de f, alors G est primitif si et seulement si
K ne contient pas de corps intermédiaire.

Preuve :
Donnons d’abord ce résultat (cf. [2]) : G est imprimitif si et seulement si pour tout 6 € €2,
il existe un sous-groupe H tel que I'y & H & G ou 'y est le stabilisateur de 6§ dans G.
Donc dire que G est primitif revient & dire que le stabilisateur de tout élément de (2 est
maximal dans G.

Notons L une cloture galoisienne fixe du corps de rupture K. Nous allons montrer par
le théoréme de Galois que I' = Gal(L/K) est maximal si et seulement si G est primitif. En
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effet ’extension L/K étant galoisienne, I est un sous-groupe de G. Donc dire qu’il existe
un sous-groupe H de G tel que I' ¢ H ¢ G, en prenant R = L¥, on aurait R un sous-
corps de K. Les sous-extensions R de K sont en bijection avec les partitions stables de (2
par GG. En effet se donner une partition G—stable de €, c’est se donner un sous-groupe H
tel que I'y & H ¢ G. 1l suffit de prendre H = I'g, i.e le stabilisateur dans G' du bloc €y
contenant . Par la théorie de Galois on a le sous-corps R = L¥ de K. Reciproquement se
donner une sous-extension R de K, c’est se donner un sous-groupe H = Gal(L/R) de G
tel que I' ¢ H & G. On définit alors une partition G—stable {€21,Q9,...,Q,} de Q telle
que {2, est 'orbite de 6 sous H et les autres blocs €2, ...,€). sont les images de {2; par
des représentants de G/H.

Or, on a vu que G est primitif est équivalent a dire que I'y, est maximal pour tout
0; € Q. Comme L' = K; = Q(6;), on a alors 'y, = T'; d’aprés ce qui précéde, cela
équivaut a dire aussi que K ne contient pas de corps intermédiaire. [

Groupes de Galois primitifs en degré 8 :

Dans le cas du degré n = 8, les travaux de Eichenlaub (cf. [13]) donnent en plus
le graphe suivant des inclusions & conjuguaison dans Ty, prés des sous-groupes transitifs
primitifs de Txp.

T50
/
Tis T3

T
/
Ty Ts5

T

A travers le graphe ci-dessus, on remarque que tous les groupes non résolubles du
tableau 3 sont primitifs. D’aprés la proposition 1.5.2, les corps K dont les clotures ga-
loisiennes L ont ces groupes de Galois non résolubles sont tous primitifs. Nous pouvons
donc restreindre notre recherche aux corps de nombres de degré 8 qui sont primitifs.
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Groupes de Galois primitifs en degré 9 :

Dans le cas du degré n = 9, on a aussi le graphe (cf. [13]) donnant les inclusions &
conjuguaison dans T3, prés des sous-groupes transitifs primitifs de 734.

+
T3 2

+
Ty

T

155
Thg

T T1s Tig
Ty

De facon analogue au graphe précédent, on remarque que tous les groupes non réso-
lubles du tableau 5 sont primitifs. Nous pouvons donc comme précédemment restreindre
notre recherche aux corps de nombres de degré 9 qui sont primitifs.
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1.6 Les travaux de Dedekind et de Ore

Tous les résultats donnés dans ce paragraphe sont extraits de [30] et [31].

Soit K un corps de nombres de degré n, de discriminant dg, Zg ’anneau des entiers
de K et p un nombre premier. I.’idéal pZy engendré par le nombre premier p dans Zy se
décompose de la facon suivante :

pZk =[] ¢, (1.4)

plp

ou le produit s’¢tend aux idéaux premiers p de Zp au-dessus de p, e, est 'indice de
ramification de p dans K/Q , f,, le degré résiduel, et on a Zplp epfo =n, et N(p) = ple.

Le corps K est ramifié en p si et seulement si p divise dx. Dedekind montre que la
valuation en p du discriminant dx du corps de nombres K, notée v,(dx) dépend de la
relation (1.4), et, de plus si le corps de nombres est modérement ramifié en p (i.e pour
tout p|p on a p{e,) alors on a :

vp(di) = pr(ep —1).

plp

Ore traite le cas général, c’est-a-dire le cas modérement ramifié et le cas sauvagement
ramifié & travers le théoréme suivant :

Théoréme 1.6.1 (Ore)
Avec les notations précédentes, si K est ramifié en p on a :

vp(di) < pr(ep + epup(ey) — 1), (1.5)

plp

oll la somme s’étend aux idéaux premiers g de Zjy au-dessus de p.
Plus précisement en posant n =Y ¢_ bip" avec 0 < b; < p et b, # 0, le développement
p-adique de n, on a

i) la valeur maximale possible de v,(dk), notée N, , est donnée par :

q
=0

ol h désigne le nombre de coefficients b; non nuls.

ii) Sip est impair, alors v,(dk) peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et Ny, ,,
a Pexception de ap® — 1 pour n = p*, o > 1 ou pour n = p* + 1 avec a > 2.

iii) Si p = 2 le résultat est le méme qu’en i) avec en plus v,(dx) # 1.
Les résultats ci-dessus sont essentiels dans le cas ol le nombre premier p considéré est

inférieur au degré n du corps de nombres. Dans le cas p > n, on a le corollaire plus simple
suivant :
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Corollaire 1.6.2
Si p > n alors les valeurs possibles de v,(dk) sont comprises entre 0 et n — 1. De plus si
fo =1 pour tout p|p, alors vy(dx) = n — j, ot j est le nombre de p divisant p.

Preuve :

En effet si p > n alors le développement p-adique de n donne n = byp® avec by = n, et
donc N, , =n — 1. Dans ce cas v,(dx) prend ses valeurs dans 'intervalle [0, n — 1].

La condition p > n implique que le corps de nombres est modérément ramifié en p, et si
fo = 1 pour tout p|p, dans ce cas, d’aprés les travaux de Dedekind, on a v,(dx) =n —j
ou j est le nombre d’idéaux premiers p|p tel que 1 < j < n. O

Nous terminons cette partie par le théoréme de Stickelberger sur les valeurs prises par
le discriminant d’un corps de nombres.

Théoreme 1.6.3 (Stickelberger)
Soient K un corps de nombres de degré n, di son discriminant et (o, ..., «,) une base
d’entiers de K. Alors on a :

dg =0o0oul (mod 4).

Dans le chapitre qui suit ol nous aurons & déterminer les valeurs possibles prises
par le discriminant du corps de nombres, le théoréme ci-dessus s’avére trés utile dans
la détermination du signe du discriminant. Mais avant, voyons les notations qui seront
utilisées pour la suite de notre étude.

1.7 Notations

Dans toute la suite, on désigne sauf mention du contraire, par :

1. K un corps de nombres de degré 8 (resp. de degré 9)
2. L la cloture galoisienne de K

Zk (resp. Zr) 'anneau des entiers de K (resp. de L)

= W

dy (resp. d) le discriminant de K (resp. de L)

o

(r1,72) la signature du corps de nombres K ou r1 +2r, = n avec n = 8 (resp. n = 9)
le nombre premier p = 2,3,50u 7

p un idéal premier de K au dessus du nombre premier p

® N &

P un idéal premier de L au dessus de p.
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1.7 Notations

Ly,




Chapitre 2

Ramification

Les différents résultats du paragraphe 1.5 du chapitre précédent simplifient considé-
rablement nos recherches dans la mesure ot ils permettent de ne prendre en compte que
les corps de nombres de degré 8 (resp. de degré 9) qui sont primitifs. Dans ce chapitre,
notre étude va comnsister d’abord en la détermination des différentes ramifications pos-
sibles des corps octiques (resp. noniques) en un unique p < 11. Ensuite nous verrons pour
les cas possibles, les différentes décompositions de I'idéal pZg. Enfin nous terminerons ce
chapitre par les valeurs possibles du discriminant dg. Par abus de langage lorsque nous
parlerons de la ramification de la cloture galoisienne L en un premier p, il va s’agir de la
ramification en un idéal B|p. On dira aussi que L est ramifié en un unique premier p si
les idéaux premiers 3 ramifiés dans L sont ceux au-dessus de p.

Nous allons maintenant entamer 1’étude de la ramification dans K/Q dans le cas ou
il n’y a qu’un seul nombre premier p ramifié. Voyons d’abord les propositions suivantes
concernant les ramifications aussi bien du corps K que de sa cloture galoisienne L.

Proposition 2.0.1
Les corps K et L sont ramifiés en les mémes premiers p.

Preuve :

Si K est ramifié en un premier p alors il en est de méme dans sa cloture galoisienne L.
Réciproquement si L est ramifié en un premier p, nous allons montrer par I’absurde que

K ne peut étre non ramifié en ce premier. Supposons donc L ramifié en p et K non ramifié.

L B

Lo
| |

Q p

Le corps L étant galoisien et ramifié en p, on a alors la décomposition pZ; = H‘Blp e
ol le produit s’étend aux idéaux premiers 8 de Z; au-dessus du nombre premier p. Le
corps K étant non ramifié en p alors il est non ramifié en tout idéal premier p de Zg
au-dessus de p; on a donc la décomposition suivante pZx = [ olp - Pour chaque ‘P au-
dessus de p, il existe g au-dessus de p tel que P soit au-dessus de p; de plus pour tout
p|p, on a pZp = H‘-BI o Be. Pour chaque Pp fixé, notons Ky la sous-extension maximale

23
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de L non ramifiée en B. On a K C Ky et par suite K C Ny, Kp. Le corps N Kip est
une extension galoisienne de Q contenant K.

En effet pour tout o € Gal(L/Q), on a o(NgpKg) = Noplp) Koep) = NgppKp-

Comme L est la plus petite extension galoisienne de Q contenant K alors L C Mg, Kip.
Mais le corps Ngpp Ky n’étant ramifié en aucun Plp, et donc non ramifié en p, ce qui
implique que son sous-corps L est non ramifié en p. Ceci est impossible. [J

Proposition 2.0.2
Les corps K et L sont sauvagement ramifiés en les mémes nombres premiers p.

Preuve :

Si K est sauvagement ramifié en p alors il en est de méme pour sa cloture galoisienne L.
Supposons maintenant L sauvagement ramifié en un premier p et K modérement ra-

mifié.

L B

L
| |

Q p

On a les décompositions suivantes :

Py = H‘B\p B¢ o p divise 'indice de ramification e et pZx = []
aucun indice de ramification e, des idéaux p au-dessus de p.

Pour chaque P|p fixé, on note Ly la sous-extension maximale de L modérement ramifiée
en ‘PB. On montre que le corps Ny, Ly est une extension galoisienne de QQ contenant K.
Comme cette extension est modérement ramifiée en p et qu’elle contient L alors cela en-
traine que L est modérement ramifié en p. Cette situation contredit donc notre hypothése
de départ. [

olp ¥ OUL p ne divise

2.1 Etude de la ramification des corps de degré 8

2.1.1 Les minima des discriminants

Nous commengons ce paragraphe par ces résultats extraits de [20] qui donnent les
sous-groupes transitifs G de Tsy qui sont primitifs et, pour chaque possibilité de signature
du corps de nombres K, le discriminant minimum quand il est connu ou une majoration du
minimun de |dg| quand le minimum est inconnu. Tous ces résultats sont consignés dans le
tableau 6. A la lecture des données, nous pouvons remarquer que tous les groupes primitifs
peuvent étre réalisés a partir de corps K totalement réels ou totalement imaginaires. Le
groupe T5q9 peut étre réalisé a partir de toutes les signatures du corps K.
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G r=20 r =2 r,=4 rn =6 r =8
Tyt 594 823 321 impossible impossible impossible 9 745 585 291 264
Tyt 1 817 487 424 impossible impossible impossible < 6 423 507 767 296
Tt | < 37 822 859 361 impossible impossible impossible | <8 165 659 002 209 296
Tys | < 418195492 | <1997 331 875 impossible impossible < 312 349 488 740 352
Ty < 32 684 089 impossible < 351 075169 | impossible < 81 366 421 504
T <20 912 329 impossible < 144 889 369 | impossible < 46 664 208 361
Tso <1282 789 <4296 211 < 15908 237 | < 65 106 259 483 345 053
Tableau 6

2.1.2 Ramification en p=2

Proposition 2.1.1
Si le corps K est ramifié seulement en 2, alors il est sauvagement ramifié.

Preuve :
Supposons K modérement ramifié en 2 : la relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore donne :

UQ(dK) S 8 — pr .

|2

Le corps K étant modérement ramifié en 2, il y a au moins deux idéaux p|2. On a alors
v9(dg) < 6. Le calcul donne |dg| < 1 257 728 , ce qui est en contradition avec la valeur
minimale (en valeur absolue) du discriminant d’un corps de nombres de degré 8. [

Corollaire 2.1.2
Si la cloture galoisienne L est ramifiée seulement en 2 alors le corps K 1’est sauvagement.

Preuve :
Le corps K étant un sous-corps de la cloture galoisienne L, si L est ramifiée seulement en
2 alors il en est de méme du corps K. On conclut d’aprés la proposition précédente. [

Notons que le calcul par la méthode de Ore (cf. théoréme 1.6.1) donne comme valeur
maximale de la valuation vy(dk) la valeur Ny, = 31. On en déduit donc que |dg| < 23
Cette valeur est atteinte pour la décomposition suivante :

QZK = ps

c’est a dire pour K totalement ramifié en 2.

Voyons ce qu’il en est du type de ramification du corps L grace au corollaire suivant
qui découle des propositions 2.0.2 et 2.1.1.

Corollaire 2.1.3
Si le corps L est ramifié seulement en 2 alors il est sauvagement ramifié.
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Le type de ramification étant connu aussi bien pour le corps K que pour le corps L,
nous allons maintenant déterminer les différentes décompositions de 1'idéal 2Z engendré
par 2 dans ’anneau Zg.

Théoréeme 2.1.4

Si le corps K est ramifié seulement en 2, alors les seules décompositions possibles de I'idéal
engendré par 2 dans Panneau Zy sont : 2Zy = ¢, 2Zyx = plps et 2Zyx = p*, ot le degré
résiduel est égal a 1 dans les deux premiéres décompositions et a 2 dans la derniére.

Preuve :
Le corps K étant ramifié seulement en 2 on sait d’aprés ce qui précéde qu’il est sauvage-
ment ramifié. Voyons parmi les différentes décompositions de

22k = Hpe" avec Zepfp =8

P2 P2

celles qui donnent la plus grande valeur de ve(dg).

1) Si ve(e,) =0 ou 1 pour tout p|2 :
1.1) si f, =1 pour tout p|2 :
La décomposition donnant la plus grande valeur de v,(dg) dans ce cas est :

2Lk = S5

Le calcul & partir de la relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore donne vy(dg) < 14. Ce
cas est impossible car 24 < 1 257 728.

1.2) S’il existe un p|2 tel que f, > 2 :

La décomposition donnant la plus grande valeur de vq(dk) est :

2Lk = P13

avec fi =2et fo =1.
Le calcul donne vy(dg) < 13. Ce cas est impossible pour la méme raison que précé-
demment.

2) S'il existe p|2 tel que va(e,) = 2 :
2.1) si f, =1 pour tout p|2 :
La plus grande valeur de vy(dx) est atteinte par la décomposition :

27k = Py, et on a vy(dy) < 22.

Ce cas est possible car 222 > 1 257 728.
2.2) S'il existe p|2 tel que f, =2 :
La décomposition donnant la plus grande valeur de vo(dk) est :

27k = " avec f, = 2.
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Le calcul donne v,(dg) < 22. Ce cas est possible car 222 > 1 257 728.

3) S'il existe p|2 tel que vy(e,) =3 :
La seule décomposition possible est alors :

2k = ¢°

et on a vy(dg) < 31; ce cas est possible car 23! > 1 257 728. O

Remarque :

Nous voyons bien & travers ce théoréme que si le corps de nombres K est ramifié seulement

en 2 alors il contient des idéaux premiers de norme 2 ou des idéaux premiers de norme 4.
En appliquant le théoréme 1.6.1 de Ore, nous allons montrer que le groupe T4 ne

peut étre le groupe de Galois de la cloture galoisienne L d'un corps de nombres K ramifié

seulement en 2.

Théoréme 2.1.5
Si le corps K est ramifié seulement en 2 alors le groupe de Galois Gal(L/Q) ne peut étre
isomorphe a Tyh.

Preuve :

Supposons Gal(L/Q) = T4. Le corps de nombres K étant ramifié seulement en 2, alors,
d’aprés la proposition 2.0.1 sa cloture galoisienne L l’est aussi. Du corollaire 2.1.2 on
en déduit que L est sauvagement ramifié en 2. La plus grande puissance de 2 divisant
|T5t| = 168 est 8, et donc vy(e) < 3, car I'indice de ramification e divise |Gal(L/Q)|. La
relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore dans le cas d’une extension galoisienne donne :

+ .
|dp | Tsrl < gtFva(e)=1/e - westa-dire

|dL‘1/168 < 24—1/168 car e < 168,
d’ou

|dp |16 < 15.934.

Or, la table donnant de fagon inconditionnelle la minoration de la racine n-iéme du dis-
criminant d’un corps de nombres (cf. [8]) donne :

\dp |18 > 17.982

ce qui contredit I'inégalité précédente. [l

Déterminons maintenant les valeurs possibles du discriminant dx dans le cas oit K est
ramifié seulement en 2.
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Théoréme 2.1.6
Si le corps K est ramifié seulement en 2 alors les valeurs possibles prises par le discrimi-
nant dx appartiennent a I’ensemble :

{£2%, 4222 4224 925 4926 4927 4928 4929 4930 49311

Preuve :

En calculant la plus grande puissance de 2 divisant dg par la méthode de Ore, on ob-
tient Ngo = 31. Le résultat s’ensuit en utilisant le 7i7) du théoréme 1.6.1 de Ore donnant
les valeurs possibles de vy(dg), et en remarquant que 22° < 1257 728 < 22!, Le théo-
réme de Stickelberger (dx = 0,1 (mod 4)) ne permet pas ici d’avoir des renseignements
supplémentaires sur le signe de dg. 0O

Grace au tableau 1 du paragraphe 1.2 et au tableau 6 du paragraphe 2.1, nous donnons
ici pour chaque discriminant dg possible, les signatures (71, 72) susceptibles de réaliser les
groupes de Galois non résolubles dans le cas de la ramification en 2. Nous éliminons
certains groupes en utilisant le fait que le discriminant dy, =[], j(ﬁi —6,)? du polynome
générateur fy du corps K est un carré (dans Z — {0}) si et seulement si le groupe de
Galois de fj est un sous-groupe de T,5. D’aprés la relation dy, = dga® ot a = [Zg : Z[6]],
la condition précédente reste valable en remplagant dy, par dg.

Gal(L/)Q) | ri=0|r=2|r=4|r=6|r=28
Ty non non non non non
01 Tys oui non non non non
dic = £2 T, non non non non non
48
T non non non non non
Txo oui non non non non

Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28

T, non non non non non

do — +922 Tys3 non oui non non non

K= T, oui non non non non
48

Tig oui non non non non

Tso non non non non non

Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28
Ty non non non non non
o4 Tys non oui non non non
dg = £2 T . .
5 oui non oui non non
T oui non oui non non
Tso non oui non non non
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dg = £22°
dg = £2%
dg = £2%7
dg = +£228
dg = £2%
dg = £230

Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28
Ty non non non non non
e oui oui non non non
T non | non | non | non | non
T non | non | non | non | non
Tso oui oui oui non non

GCLl(L/Q) 7’1:0 7"1:2 7'1:4 T1:6 T1:8
T non | non | non | non | non
Tys non oui non non non
T, oui non oui non non
T oui non oui non non
T non oui non oui non

Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28
TS non non non non non
e oui oui non non non
T non non non non non
T non non non non non
T50 oui oui oui oui non

Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28
Ty non non non non non
Tus non oui non non non
T oui non oui non oui
T oui | non oui | non oui
Txo non non non oui non

Gal(L/Q) |11 =0|rm=2|r=4|r=6|r=28
Ty non non non non non
e oui oui non non oui
Ty non non non non non
T non non non non non
Tso oui oui oui oui oui

Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28
Ty non non non non non
Tys non oui non non non
T oui non oui non oui
T oui non oui non oui
Tso oui oui non oui non
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Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28
Ty non non non non non
a8l e oui oui non non oui
dg = +2 T
15 non non non non non
T non | non | non | non | non
Tso oui oui oui oui oui

2.1.3 Ramification en p=3

Nous allons montrer dans ce paragraphe que le corps K et sa cloture galoisienne L ne
peuvent étre ramifiés seulement en 3.

Proposition 2.1.7
Le corps de nombre K ne peut étre ramifié seulement en 3.

Preuve :
Si K est ramifié seulement en 3, on a Ng3 = 12 d’aprés le théoréme 1.6.1 de Ore. On en
déduit que

ldg| < 3% < 1257 728.

Ceci est impossible. [
Nous avons le corollaire suivant qui découle de cette proposition précédente et de celle
vue en 2.0.1.

Corollaire 2.1.8
Le corps L ne peut étre ramifié seulement en 3.

2.1.4 Ramification en p=>5

En utilisant la méthode de Ore décrite dans le paragraphe 1.6 et le fait que 8 =
3x5%+1x5,onaNgs=3x1+1x2x5—2=11. On en déduit donc que |dx| < 5.
Ce résultat ne permet pas a priori de savoir si la ramification seulement en 5 du corps K
est possible. Nous montrerons, en supposant vérifiée I'hypothése de Riemann généralisée
(GRH), que ni le corps L, ni le corps K ne peuvent étre ramifiés seulement en 5.

Tout d’abord commencons par démontrer que la ramification modérée seulement en 5
n’est possible ni pour le corps K ni pour le corps L.

Proposition 2.1.9
Si le corps K est ramifié seulement en 5 alors il ne peut I’étre modérement.

Preuve :
Supposons K modérement ramifié en 5 alors la relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore
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donne :

vs(dg) <8=D fo <T.
pl5
D’ou

ldx| < 57 <1257 728

ce qui est impossible car la valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres K de
degré 8 ne peut vérifier de cette inégalité. [

Corollaire 2.1.10
Si L est ramifié seulement en 5 alors il ne peut I’étre modérement.

Preuve :
Ce résultat découle des propositions 2.0.2 et 2.1.9. [

Ramification sous GRH :

Proposition 2.1.11
Sous GRH, le corps L ne peut étre ramifié seulement en 5.

Avant de démontrer cette proposition, voyons d’abord le lemme suivant

Lemme 2.1.12
Soient G un sous-groupe de Sg engendré par un 5-cycle et Ng,(G1) (resp. Nay(G1)) le
normalisateur de Gy dans Sg (resp. le groupe alterné Ag). Alors

1) NSS(GI)/GI o~ Sg X 04
11) NAS(Gl)/Gl >~ 53 X 02.

Preuve :

Notons o le 5-cycle qui engendre Gy, par exemple 0 = (12345) (on peut toujours se
ramener & ce cas), B (resp. BY) le support de o (resp. le complémentaire de B) et [
I’ensemble {0,1,2,3,4}. Le normalisateur Ng,(G1) de G dans Sg est I’ensemble

{ge Ss|Vie I,k ell|goig ' =0}

On montre que Sgey ~ S3 est contenu dans Ng,(G1) car pour tout g € Sgey, on a
gog_1 =o0.
i) a) Montrons d’abord que Ng,(G1) ~ S3 X Ng. (G1).

Pour tout h € Ng,(G1) on a
h({1,2,3,4,5}) = {1,2,3,4,5} et h({6,7,8}) = {6,7,8}.

En effet soit h € Ng,(G1) tel qu'il existe (i,7) € {1,2,3,4,5} x{6,7,8} avec h(i) = j.
En utilisant le fait que hoh™" = (h(1) h(2) h(3) h(4) h(5)), cela montre que j appar-
tient au Supp(hoh ')= B. Ceci est impossible car pour tout entier k, j ¢ Supp(c*).
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ii)

La restriction de A au cinq premiers symboles appartient donc au normalisateur
de G; dans S5, noté Ng (G1). On peut aussi choisir A librement sur ’ensemble
B¢ =1{6,7,8}.

Considérons le morphisme

SO:NSg(Gl) — SgXNSs(Gl)
h — (hl,hg)

ol hy est la restriction de h & B et ho sa restriction a BC.
Le noyau de ¢ est ’ensemble

]{IGT'(p = {h € NSS(GI) | gD(h) = (h1,h2) = (Id, Id)} = {Id}

Le morphisme ¢ est surjectif car tout (hi, he) € S35 X Ng,(G;) est 'image par ¢ de
hiho.

b) Précisons a présent la structure du groupe Ng,(G1). Nous allons montrer que
Ns.(G4) est le groupe H produit semi-direct du sous-groupe distingué G; par un
sous-groupe d’ordre 4.

Considérons s € S5 tel que sos™' = o2 On en déduit que le 4-cycle s = (2354)
convient, et que s € Ng,(G1) car pour tour ¢ € I, il existe j € I tel que so’s™! = o7.
Le sous-groupe engendré par s est le groupe cyclique Cy d’ordre 4, et on vérifie aussi
que Cy N Gy = {Id}. Le sous-groupe du Ng,(G;) engendré par o et s est d’ordre
20 et est égal & H. On vérifie que H n’est pas contenu dans As ( car il contient la
permutation s qui est impaire). Le groupe H N As est un sous-groupe pair engendré
par o et s? (la seule puissance de s qui est paire est s?). C’est un sous-groupe diédral
d’ordre 10 produit semi-direct de G; par le sous-groupe engendré par s> qui est
lui-méme isomorphe & Cy. Comme H est contenu dans Ng, (G1), on en déduit que
Ns.(G1) N As contient un sous-groupe d’ordre 10 et que I'ordre de Ng,(G1) N As est
10,20, 30 ou 60 (car contenu dans As). Or il n’y a pas de sous-groupe de As d’ordre
20 ou 30, et si on avait Ng, (G1) N A5 = A alors GG serait distingué dans Ajs ; cela est
impossible car As est simple. D’ou Ng, (G1) N A5 = HN As. Comme Ng, (G;) contient
le groupe H d’ordre 20 et que ’ordre d’un sous-groupe de S5 est 5, 10, 20, 60 ou 120;
on vérifie alors que la seule possibilité est que 'ordre de Ng (G1) est 20. On a donc
Ns. (Gy) = H = G » Cy. Le résultat s’ensuit en utilisant le fait que

NSg(Gl) ~ 83 X (Gl X 04)

et en quotientant par le sous-groupe G;.

Le groupe N4,(G1) est égal a Ng,(G1) N As. On montre comme précédemment que
N4y (Gy) =~ S3x Nay(Gy). Le groupe Ny, (G1) est un sous-groupe de As engendré par
o et s2. On vérifie que c’est un sous-groupe diédral d’ordre 10 produit semi-direct
du sous-groupe distingué G par le sous-groupe engendré par s? qui est lui-méme
isomorphe & C5. Le résultat s’ensuit en utilisant le fait que

NAg(Gl) ~ 53 X (G1 A 02)

et en quotientant par le sous-groupe G;. [
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Preuve de la Proposition 2.1.11 :
Si le corps L est ramifié seulement en 5 alors d’aprés la proposition précédente il ne peut
I’étre que sauvagement.

Supposons L sauvagement ramifié en 5; le groupe G = Gal(L/Q) est un sous-groupe
transitif de T5¢ suivant la numérotation de Butler et Mckay. L’extension L/Q étant galoi-
sienne on a :

g
5ZL = H "Bga
i=1

ou les PB; sont les idéaux premiers de Zj, au-dessus de 5 avec |G| = efg et 5 divise |G|
(car 5 divise e et e divise |G|). Comme 5 est sauvagement ramifié dans L et que 25 ne
divise pas |T5o| alors vs(e) = 1. La relation

Gl =[L:Q =[L:K|[K:Q =8[L:K]

montre que 8 divise |G|. On en déduit que 40 divise |G| (car (8,5) = 1), et donc G = Tk
ou T,5.

Désignons par Gy le groupe d’inertie et par G; le premier groupe de ramification d’un
idéal premier B de ’anneau Zy, au-dessus du nombre premier 5. D’aprés le théoréme 1.3.1
du paragraphe 1.3, G est un 5-sous-groupe distingué non trivial de Gy tel que Gy/G1 est
cyclique d’ordre premier & 5 . Comme |G| = 5" (ou l'entier r > 1) divise |Gy| = e et que
e divise |G| alors |G| divise |G|, et par suite r = 1 car la plus grande puissance de 5 qui
divise |Tso| ou |T,5| est 5. D’ou |G| =5 .

Nous allons étudier séparément le cas o G = T et celui ou G = Tjg.

1. Si G = T : on note Nz, (G1) le normalisateur de G; dans Tsy. Comme G; < Gy et
que Nr,(G1) est le plus grand sous-groupe de Ty, dans lequel G est distingué, alors
Gy est un sous-groupe de N, (G;) car Gy = Ng,(G1) C Nr (G1). On en déduit
donc que |G| = e divise |Ng,,(G1)|. Or d’aprés le lemme précédent le cardinal du
normalisateur d’un 5-cycle dans Ty est 120. Mais si e = 120 alors Gy = Ny, (G1),
et dans ce cas Go/G1 = N, (G1)/G1 n’est pas cyclique. Ce cas est impossible. On
a donc Gy C Ny, et €|60.

2. Si G =T : on note Np+(G1) le normalisateur de G, dans T, D’apreés le lemme
précédent, le cardinal du normalisateur d’un 5-cycle dans T} est 60. On montre
comme précédemment que G est un sous-groupe de NTZg(Gl); on en déduit donc
que |Gyl divise [Ny (G1)| = 60.

Dans les deux cas 'indice de ramification e divise 60 et vs(e) = 1. En utilisant la
relation (1.5) du théoréme 1.6.1 pour une extension galoisienne, on a :

1

vs(dy) < fle+e—1)g= f(2e—1)g =|G|(2—1/e) et 60

<-<

1 1
e 5~
Comme

1 119
Y i
e~ 6

(28 Ne)

<2-
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on en déduit :

Id, |16 < 5% ~ 24.338.

Supposons que ’hypothése de Riemann généralisée soit vraie pour la fonction zéta
de Dedekind du corps L. On peut , dans ces conditions , améliorer sensiblement les
minorations de discriminants avec corrections locales (cf. [24] pour les détails concernant
le calcul de ces corrections locales). La relation (1.2) du paragraphe 1.1 donne alors :

1 20.766 157.914(1 + 1/|G
@logkiLlE 3.801 — o G (1+1/IG) 2
7T2
g (log |G)? (1 + 7(1%‘6,')2)

On obtient :
si G = Ty alors |dp |70 > 33.248

+
si G = Ty alors |dg |70 > 31.678.
Ces deux résultats sont en contradition avec la majoration précédente. [J

Corollaire 2.1.13
Sous GRH le corps K ne peut étre ramifié seulement en 5.

Ramification sans GRH :

De fagon inconditionnelle (sans GRH), on obtient les résultats suivants

Proposition 2.1.14
Si K est ramifié seulement en 5 alors il I’est sauvagement. De plus les différentes décom-
positions possibles de 'idéal engendré par 5 dans Zg sont de la forme :

i) 5Zy = pSp5 avec fi = fo =1,

ii) 5Zx = pip3ps avec fr = fo = fy =1,
iii) 5Zy = Q3 pags avec fi = fo =1 et f3 =2,
iv) 5Zx = @i papapa avec fi = fo=fz=fa=1.
v) 57 = pigpy avec f1 =1 et fo = 3.

Déterminons maintenant grace a la proposition qui suit les différentes valeurs possibles
du discriminant.

Proposition 2.1.15
Si K est ramifié seulement en 5 alors le discriminant dyx appartient a I’ensemble

{59’ 510’ 511}'



CHAPITRE 2. RAMIFICATION 35

Preuve : Le calcul de la plus grande puissance de 5 divisant dx par la méthode de Ore
donne Ng; = 11. Le résultat s’ensuit en utilisant le théoréme de Stickelberger (dx = 0,1
(mod 4)) et le fait que |dg| > 1257 728. O

Par application du tableau 1 et des résultats du paragraphe 2.1, nous donnons ici pour
chaque discriminant dg possible, les signatures (71, r9) susceptibles de réaliser les groupes
de Galois non résolubles dans le cas de la ramification sans GRH en p = 5.

Gal(L/Q) |1 =0|rm=2|rm=4|r=6|r =28
Ty non non non non non
de — 59 Tys oui non non non non
K=5 T non | non | non | non | non
T non non non non non
Txo oui non non non non

Gal(L/Q) |11 =0|rm=2|r=4|r=6|r =328
T, oui non non non non
10 Tys non non non non non
dx =3 Tk oui non non non non
T oui non non non non
T non non non non non

Gal(L/Q) |11 =0|rm=2|r=4|r=6|r =28
Ty non non non non non
L Tys oui non non non non
i =5 T,k non non non non non
T non non non non non
T oui non oui non non

Remarque :

A la lecture de ces tableaux, on remarque bien que les signatures (2,3),(6,1) et (8,0)
ne sont pas possibles pour réaliser les groupes de Galois non résolubles dans le cas de la
ramification en 5.

2.1.5 Ramification en p=7

Nous allons étudier maintenant le dernier cas de ramification, soit en p = 7. Nous
terminerons ce paragraphe en donnant les différentes valeurs possibles du discriminant
dg.

Proposition 2.1.16
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors il est sauvagement ramifié.

Preuve :
Supposons K modérement ramifié en 7 alors la relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore
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permet d’écrire :

pl|7

et donc

ldi| <77 <1257 728

ce qui est impossible car la valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres de degré
8 ne peut vérifier de telle inégalité. O

Corollaire 2.1.17
Si L est ramifié seulement en 7 alors il est sauvagement ramifié.

Corollaire 2.1.18
Si L est ramifié seulement en 7 alors le sous-corps K est sauvagement ramifié en 7.

Preuve :
Si L est ramifié seulement en 7 alors le sous-corps K est aussi ramifié seulement en 7. Le
résultat découle de ce qui précéde. 0

Voyons comment se décompose I'idéal 7Zy engendré par le nombre premier 7 dans le
cas ol la ramification en 7 est possible.

Théoréeme 2.1.19
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors la seule décomposition possible de I'idéal
engendré par 7 dans 'anneau Zg est de la forme :

Lk = pim,

ou fi=fo=1

Preuve :
D’aprés les résultats qui précédent, on sait que si le corps K est ramifié seulement en 7
alors il ’est sauvagement. La décomposition :

TLi = 9l
est alors évidente. (]
Théoreme 2.1.20
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors le discriminant dy prend ses valeurs dans

Pensemble suivant :

{78, _79’ 710’ _711’ 712’ _713}.
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Preuve :

Le corps K étant ramifié seulement en 7, on sait qu’il I'est sauvagement. En appliquant
la méthode de calcul de Ore, on a Ng7; = 13. On en déduit |dx| < 7%3.

Le corps K étant ramifié seulement en 7, on a dx = +7° avec s € N — {0}. Comme

77 <1257 728 < 78 alors les valeurs possibles de |dx| = 7° sont les suivantes :

78 79 710 711 712 713.

En utilisant le théoréme de Stickelberger (dx = 0,1 (mod 4)) et le fait que 7 = —1
(mod 4) alors on a dxg =1 (mod 4). Deux cas se présentent en fonction de la parité de s :

1. pour s pair : dg = 7°.

En effet, si di = —7° alors dix = —1 (mod 4) , ce qui est impossible .
2. Pour s impair : dg = —7°.
En effet, si di = 7° alors dx = —1 (mod 4), ce qui est impossible. d

Aprés avoir déterminé les valeurs possibles du discriminants dx des corps de nombres
de degré 8 ramifiés seulement en 7, nous donnons dans les tableaux suivants, les signa-
tures (r1,r2) possibles des corps K ramifiés seulement en 7 qui permettent de réaliser les
groupes de Galois non résolubles. Nous éliminons certains groupes en utilisant le fait que
le discriminant du polynéme générateur fp du corps K est un carré (dans Z — {0}) si et
seulement si le groupe de Galois de fy est pair.

Ga(L/Q) | =0 |rm=2|r=4|r=6|r =28
Ty oui non non non non
do = 78 T3 non non non non non
k=T T oui non non non non
Ts oui non non non non
Tso non non non non non

Gal(L/Q) |11 =0|rm=2|r=4|r=6|r=28

Ty non non non non non

de — T3 non oui non non non
k=T T non non non non non
T non non non non non

Tso non oui non non non

Gal(L/Q) | r1=0|r=2|r=4|r=6|r =28
Ty oui non non non oui
de — 710 T3 non non non non non
K T oui non oui non oui
T, oui non oui non oui
Tso non non non non non
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Gal(L/Q) | ri=0|rm=2|r=4|r=6|r=28

Ty non non non non non

do — 711 Tys non oui non non non
K =1 T non | non | non | non | non
T non non non non non

T non oui non oui non

Gal(L/Q) |11 =0|rm=2|r=4|r=6|r =28
Ty oui non | non | non oui
PEer Tys non non non non non
k=T T,k oui non oui non oui
T oui non oui non oui
Tso non non non non non

Gal(L/Q) | r1=0|rm=2|r=4|r=6|r=28

Ty non non non non non

du — 713 Tys non oui non non non
K =-T7 Ty non non non non non
T non | non | non | non | non

T non oui non oui non

De la méme maniére qu’'en p = 2, la recherche des corps de nombres L ramifiés
seulement en 7 et de groupe de Galois non résoluble peut se faire en fixant la signature
et le discriminant du corps K.

Notre étude dans ce chapitre a permis de montrer que seules les ramifications en p = 2,
en p = 5 de facon inconditionnelle et en p = 7 sont possibles.

2.2 Etude de la ramification des corps de degré 9

2.2.1 Les minima des discriminants

Comme dans le cas des corps de degré 8, nous commencons ce paragraphe par le
tableau (cf. [20]) qui donne les sous-groupes transitifs G de T34 qui sont primitifs et,
pour chaque possibilité de signature du corps de nombres K, le discriminant minimum en
valeur absolue quand il est connu.
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G 7‘1:1 7‘1:3 T'1=5 7'1:7 7'1:9
Ty 493455671296 impossible impossible | impossible 1870004703089601
T, 990677827584 impossible impossible | impossible | 34967472899872522224
Ti5 | 218070794717793 | impossible impossible | impossible | 17832200896512000000
T 467288576 2191933899 | impossible | impossible 1128762254528
Tig | 419853238272 | 204128387072 | imossible | impossible 51032096768000000
Ty 89526025681 impossible impossible | impossible 51032096768000000
The | 2751651100197 9155562688 | impossible | impossible | 262 284245009280000
T, | 4169931445681 impossible imossible | impossible inconnu
T4 72313663744 impossible impossible | impossible inconnu
T 92371321 impossible | 3200504329 | impossible 11729467378561
T3, 29510281 109880167 453771377 | 2307632671 9685993193

Tableau 7

A la lecture de ce tableau, nous pouvons remarquer que tous les groupes primitifs
peuvent étre réalisés a partir de corps K totalement réels ou totalement imaginaires. Le
groupe T34 peut étre réalisé a partir de toutes les signatures du corps K.

2.2.2 Ramification en p=2

Proposition 2.2.1

Si le corps K est ramifié seulement en 2, alors il est sauvagement ramifié.

Preuve :

Supposons K modérement ramifié en 2 : la relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore donne :

D’ou UQ(dK) S 8.

UQ(dK) S 9— pr .

|2

Le calcul donne alors |di| < 23 007 468 , ce qui est en contradition avec la minoration
du discriminant d’un corps de nombres de degré 9 donnée par Diaz Y Diaz. [

Dans le cas de la ramification en 2, le corps K et sa cloture galoisienne L seraient alors
sauvagement ramifiés. Déterminons les différentes décompositions de ’idéal engendré par

2 dans 'anneau Zg.

Théoréme 2.2.2

Si le corps K est ramifié seulement en 2, alors la seule décomposition possible de I'idéal
engendré par 2 dans I'anneau Zy est : 27 = @Sgps.

Preuve :

Le corps K étant ramifié seulement en 2 on sait d’aprés ce qui précéde qu’il est sauvage-
ment ramifié. En étudiant parmi les différentes décompositions de

22k = Hpe" avec Zepfp =9

|2

|2
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celles qui donnent la plus grande valeur de ve(dg) et en utilisant la minoration du discri-
minant donnée par Diaz Y Diaz on obtient le résultat. [

Théoréme 2.2.3
Si le corps K est ramifié seulement en 2 alors le groupe de Galois Gal(L/Q) ne peut étre
isomorphe a T, et a Tyh.

Preuve :

Le corps de nombres K étant sauvagement ramifié en 2, alors, d’aprés la proposition 2.0.2
sa cloture galoisienne L I'est aussi. La plus grande puissance de 2 divisant |T5;| = 504 (resp.
T3] = 1512) est 8, et donc vy(e) < 3, car I'indice de ramification e divise |Gal(L/Q)|. La
relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore dans le cas d’une extension galoisienne donne :

|dy |V/1GalL/Q1 < glvae)-1/e - agt 3 dire

|d |V/1Cal(L/Q| < 24-1/IGalL/Q) | [yoy

|dp|*/%%* < 15.978 pour Ty, (resp. |dp|***'? < 15.993 pour Tj).

Or, la table donnant de fagon inconditionnelle la minoration de la racine n-iéme du dis-
criminant d’un corps de nombres (cf. [8]) donne :

|dp |10 > 20.114 (rvesp. |dp |12 > 21.253)

ce qui contredit les inégalités précédentes. [
Terminons cette partie par les valeurs possibles du discriminant dx dans le cas ou K
est ramifié seulement en 2.

Théoréme 2.2.4
Si le corps K est ramifié seulement en 2 alors les valeurs possibles prises par le discrimi-
nant dg appartiennent a I’ensemble :

{£2% £2% £2%7 £9%8 9% 4930 19311

Preuve :

En calculant la plus grande puissance de 2 divisant dx par la méthode de Ore, on ob-
tient Ngo = 31. Le résultat s’ensuit en utilisant 7i¢) du théoréme 1.6.1 de Ore donnant
les valeurs possibles de vy(dx), et en remarquant que 2% < 23 007 468 < 22°. Le théo-
réme de Stickelberger (dg = 0,1 (mod 4)) ne permet pas ici d’avoir des renseignements
supplémentaires sur le signe de dg. [

Grace au tableau 2 du paragraphe 1.1 et au tableau 7 du paragraphe 2.2, nous donnons
ici pour chaque discriminant dg possible, les signatures (71, 73) susceptibles de réaliser les
groupes de Galois non résolubles dans le cas de la ramification en 2. Comme dans le cas des
corps de degré 8, nous éliminons certains groupes en utilisant le fait que le discriminant
ds, du polynome générateur fy du corps K est un carré (dans Z — {0}) si et seulement si
le groupe de Galois de fj est un sous-groupe de Tj5.
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dg = +2%
dg = £2%
dg = £2%7
dr = £228
dg = £2%
dg = £230
dg = +23!

Gal(L/Q) | ri=1|rm=3|r=5|rn=7|r=9
Tt non non non non non
T4 non non non non non
T non | non | non | non | non
N oui non non non non

Gal(L/)Q) | ri=1|r=3|r=5|rmn=7|rn=9
T, non non non non non
T4 non | non non | non non
Ty non non non non non
Ty oui non non non non

Gal(L/Q) |m=1|rm=3|rm=5|rmn=7|rn=9
T, non non non non non
T4 non | non | non | non | non
T4 oui non non non non
T3y oui oui non non non

Gal(L/)Q) | ri=1|r=3|r=5|rn=7|rn=9
T, non non non non non
Ty non non non non non
Tsh oui non non non non
Ty oui oui non non non

Gal(L/Q) | ri=1|rm=3|r=5|rn=7|r=9
Tt non non non non non
T4 non non non non non
T oui non non non non
T34 oui oui oui non non

Gal(L/Q) |rm=1|m=3|rm=5|rn=7|r=9
T, non non non non non
T4 non | non | non | non | non
Tsh oui non non | non non
T34 oui oui oui non non

Gal(L/Q) | ri=1|m=3|r=5|rn=7|r=9
Tt non non non non non
Ty non non non non non
Tk oui non non non non
T34 oui oui oui non non
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2.2.3 Ramification en p=3

Nous commencgons cette étude par les différentes décompositions de 1’idéal engendré
par 3. Des arguments du type de ceux utilisés précédemment dans la proposition 2.2.1
montrent que la ramification en 3 est sauvage. Ceci nous améne au résultat suivant

Théoréme 2.2.5
Si le corps K est ramifié seulement en 3, alors les seules décompositions possibles de I'idéal
engendré par 3 dans 'anneau Zjy sont : 3Zy = ¢ et 3Zyx = pSp5.

Preuve :
Le corps K étant ramifié seulement en 3 on sait d’aprés ce qui précéde qu’il est sauvage-
ment ramifié. En étudiant parmi les différentes décompositions de

3k = Hpe“’ avec Zepfp =9

|3 |3

celles qui donnent la plus grande valeur de v3(dk) et en utilisant la minoration du discri-
minant donnée par Diaz Y Diaz on obtient le résultat. [

Donnons maintenant les différentes valeurs possibles du discrimant dx dans le cas de
la ramification en 3.

Théoréeme 2.2.6
Si le corps K est ramifié seulement en 3 alors les valeurs possibles prises par le discrimi-
nant dx appartiennent a I’ensemble :

{316 318 _319 320 _321 322 _323 324 _325 326}'

Preuve :

En calculant la plus grande puissance de 3 divisant dg, on obtient Ng 3 = 26. Le résultat
s’ensuit en utilisant ¢7) du théoréme 1.6.1 de Ore donnant les valeurs possibles de vs3(dk),
et en remarquant que 3'®> < 23 007 468 < 3'. Le théoréme de Stickelberger (dx = 0,1
(mod 4)) permet de donner le signe de dg. O

Remarque :

En tenant compte des corrections locales (la contribution des idéaux premiers de petite
norme [24], [25]) de fagon inconditionnelle, on montre que la décomposition 3Z g = 3
n’est pas possible. De plus on montre aussi que les valeurs +22°, 4226 et 36 ne peuvent
pas étre atteintes par le discriminant dy.

Nous terminons ce paragraphe par les groupes de Galois non résolubles susceptibles
d’étre réalisés en fonction de la signature et de la valeur du discriminant.
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dxg =318
dig = —31
dg = 320
dx = —3%
dg = 322
dg = —38
dx = 3%

Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|r=5|rmn=7|r=9
T, non non non non non
Ty non non non non non
Ty oui | non | non | mnon | non
T3y non non non non non

Gal(L/)Q) | ri=1|r=3|r=5|rmn=7|rn=9
T, non non non non non
T4 non | non non | non non
Ty non non non non non
Ts4 non oui non non non

Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|rm=5|rmn=7|r=9
T,: non non non non non
T non | non | non | non | non
T;:}) oui non oui non non
T3y non non non non non

Gal(L/)Q) | ri=1|r=3|r=5|rn=7|rn=9
T, non non non non non
Ty non non non non non
Tsh non non non non non
U non oui non oui non

Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|r=5|rn=7|r=9
T,: non non non non oui
T non non non non oui
T;{;) oui non oui non non
Ty non non non non non

Gal(L/Q) |rm=1|m=3|rm=5|rn=7|r=9
T, non non non non non
T4 non | non | non | non | non
Tsh non | non non | non non
T3y non oui non oui non

Gal(L/Q) | r1=1|m=3|r=5|rmn=7|rn=9
T, non non non non oui
Ts5 oui non non non oui
Ts, oui non oui non non
Ts4 non non non non non
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Gal(L/Q) | ri=1|rm=3|r=5|rn=7|r=9
Tt non non non non non
dr = —3% T4 non non non non non
T non | non | non | non | non
N non oui non non non
Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|r=5|rn=7|r=9
T, non non non non oui
dy = 326 T oui non non non oui
Ty oui | non | oui | non | non
T3y non non non non non

2.2.4 Ramification en p=>5

En utilisant la méthode de Ore décrite dans le paragraphe 1.6 et le fait que 9 =
4x5%°4+1x5 0naNgs=4x1+1x2x5—2=12. On en déduit donc que |dx| < 5'%.
Ce résultat ne permet pas a priori de savoir si la ramification seulement en 5 du corps K
est possible. Nous montrerons, en supposant vérifiée I'hypothése de Riemann généralisée
(GRH), que ni le corps L, ni le corps K ne peuvent étre ramifiés seulement en 5.

D’abord montrons que la ramification modérée seulement en 5 ne peut étre possible
pour le corps K et sa cloture galoisienne L.

Proposition 2.2.7
Si le corps K est ramifié seulement en 5 alors il ne peut I’étre modérement.

Preuve :
Supposons K modérement ramifié en 5 alors la relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore
donne :

p|5

D’ou

ldx| < 5° < 23 007 468

ce qui est impossible car la valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres K de
degré 9 ne peut vérifier cette inégalité. [

Ce résultat montre bien que si la ramification en 5 du corps K (resp. L) est possible
alors elle est sauvage.

Ramification sous GRH :

Commencons par ce lemme qui permet de calculer le cardinal du normalisateur d’un
5-cycle dans le groupe symétrique Sy (resp. le groupe alterné Ay).
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Lemme 2.2.8
Soient Gy un sous-groupe de Sy engendré par un 5-cycle et Ng,(G1) (resp. Na,(G1)) le
normalisateur de Gy dans Sy (resp. le groupe alterné Ag). Alors

1) ng(Gl)/Gl ~ S4 X 04
11) NAQ(Gl)/Gl ~ S4 X CQ.

Proposition 2.2.9
Sous GRH, le corps L ne peut étre ramifié seulement en 5.

Preuve :
Si le corps L est ramifié seulement en 5 alors d’aprés ce qui précéde il ne peut étre que
sauvagement ramifié en 5.

Supposons L sauvagement ramifié en 5; le groupe G = Gal(L/Q) est un sous-groupe
transitif de T34 suivant la notation de Butler et McKay. L’extension L/Q étant galoisienne
on a:

g
52, = [ [ %5,
i=1

ou les PB; sont les idéaux premiers de Zj, au-dessus de 5 avec |G| = efg et 5 divise |G/.
De plus vs(e) = 1 car 25 ne divise pas |T33|. La relation

IG|=[L:Q| =[L:K|K:Q =9|[L: K]

montre que 9 divise |G|. On en déduit que 45 divise |G| (car (9,5) = 1), et donc G = T3y
ou Ty

Désignons par Gy le groupe d’inertie et par G le premier groupe de ramification d’un
idéal premier 3 de ’anneau Zj, au-dessus du nombre premier 5. On montre comme dans
le cas du degré 8 que G; est un 5-cycle. Nous allons étudier séparément le cas ot G = T34
et celui ou G = Tyh.

1. Si G = T3, on montre d’aprés le lemme précédent que G est un sous-groupe strict

de Nr,,(G1) et que | N, (G1)| = 480. On a donc e|240.

2. Si G = T3, on montre que e divise |Nz+(G1)| qui est lui méme égal a 240 d’apres
le lemme 2.2.8.
Dans les deux cas l'indice de ramification e divise 240 et vs(e) = 1. En utilisant la
relation (1.5) du théoréme 1.6.1 pour une extension galoisienne, on a :

1 1 1
< —1g= f(2e —1)g = 2—-1 << D
vs(dy) < fle+e—1)g = f(2e—1)g = G2 = 1/e) et 1= < - <
Comme
9 1 479
St —
5~ e — 240

on en déduit :

Id; |16 < 520 ~ 24.833.
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Supposons que I’hypothése de Riemann généralisée soit vraie pour la fonction zéta de
Dedekind du corps L. La relation (1.2) du théoréme 1.1.1 donne alors :

1 20.766 157.914(1 +1/|G
@log|dL|2 3.801 — o ‘GDQ_ (L+1/1G) 5
i (g |G1)* (1 + o)

On obtient donc :
si G = Ty, alors |dL|(1/|T34D > 36.22

+
si G = Ty; alors |dp|"/") > 35.00.
Ces deux résultats sont en contradition avec la majoration précédente. [J

Corollaire 2.2.10
Sous GRH le corps K ne peut étre ramifié seulement en 5.

Ramification sans GRH :

De fagon inconditionnelle (sans GRH), on obtient les résultats suivants

Proposition 2.2.11
Si K est ramifié seulement en 5 alors il I’est sauvagement. De plus les différentes décom-
positions possibles de I'idéal engendré par 5 dans Zy sont de la forme :

i) 5Zg = plp; avec fi = fo =1,

ii) 5Zk = lpsps avec fi = fo = fy =1,
iii) 5Zy = @35 avec f1 =1 et fo =2,
iv) 5Zi = pip305 avec fr = fo= fs = 1.

Une fois les différentes décompositions primaires obtenues, nous donnons dans ce qui
suit les valeurs possibles du discriminant.

Proposition 2.2.12
Si K est ramifié seulement en 5 alors le discriminant dy appartient a I’ensemble

{511 512}.

Preuve : Le calcul de la plus grande puissance de 5 divisant dx par la méthode de Ore
donne Ny 5 = 12. Le résultat s’ensuit en utilisant le fait que |dx| > 23 007 468. O

Par application du tableau 2 et des résultats du tableau 7, nous donnons ici pour
chaque discriminant dg possible, les signatures (1, r9) susceptibles de réaliser les groupes
de Galois non résolubles dans le cas de la ramification sans GRH en p = 5.
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Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|r=5|rmn=7|r=9

T, non non non non non
dr = 51! Ty non non non non non
Ty non | non | non | non | non
T3y oui non non non non

Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|r=5|rn=7|r=9

T, non | non | non | non | non
di =52 T non non non non non
Tsk oui non non non non
T3y non non non non non

2.2.5 Ramification en p=7

Terminons cette étude par le dernier cas de ramification, soit en p = 7. Nous don-
nons aussi comme dans le cas des corps de degré 8, les différentes valeurs possibles du
discriminant dg.

Proposition 2.2.13
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors il est sauvagement ramifié.

Preuve :
Supposons K modérement ramifié en 7 alors la relation (1.5) du théoréme 1.6.1 de Ore
permet d’écrire :

U7(dK) Sg—pr §8

|7

et donc

ldx| < 7% < 23 007 468

ce qui est impossible car la valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres de degré
9 ne peut vérifier cette inégalité. U

Corollaire 2.2.14
Si L est ramifié seulement en 7 alors il est sauvagement ramifié.

Le résultat précédent montre que la ramification en 7 du corps K (resp. du corps L)
est sauvage. Voyons comment se décompose 1'idéal 7Zg engendré par le nombre premier
7 dans le cas ou la ramification en 7 est possible.

Théoréme 2.2.15
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors les seules décompositions possibles de I'idéal
engendré par 7 dans 'anneau Zg sont de la forme :
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i) TZi = pips ou fi = fr=1
ii) T2k = plpops o fr=fo=fz3=1
iii) TZg = plgps ou f =1 et fo=2.

Preuve :
Elle résulte de ZW epfo =9 avec un e, = 7. [

Théoréme 2.2.16
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors le discriminant di prend ses valeurs dans

P’ensemble suivant :
{_79’ 710’ _711’ 712’ _713’ 714}.

Preuve :

En appliquant la méthode de calcul de Ore, on a Ng7 = 14. On en déduit |dz| < 7.
Le corps K étant ramifié seulement en 7, on a dx = £7° avec s € N — {0}. Comme
78 < 23 007 468 < 7° alors les valeurs possibles de |dx| = 7° sont les suivantes :

79 710 711 712 714.
Le théoréme de Stickelberger permet alors de donner le signe du discriminant . [l

Aprés avoir déterminé les valeurs possibles du discriminants dg des corps de nombres
de degré 9 ramifiés seulement en 7, nous donnons dans les tableaux suivants, les signa-
tures (r1,72) possibles des corps K qui permettent de réaliser les groupes de Galois non
résolubles. Nous éliminons certains groupes en utilisant le fait que le discriminant du po-
lynome générateur fy du corps K est un carré (dans Z — {0}) si et seulement si le groupe
de Galois de fy est pair.

Gal(L/Q) |ri=1|m=3|r=5|rmn=7|r=9
T. 2’; non non non non non
dg = —17° T?g non non non non non
T;g, non non non non non
T3y non non non non non
Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|r=5|rn=7|rn=9
T2+7 non non non non non
dg =710 T3J5 non non non non non
T?jg oui non non non non
T34 non non non non non

Gal(L/)Q) | ri=1|r=3|r=5|rn=7|rn=9

Tt non non non non non
27
dg = -1 T non non non non non
K 32
Tk non non non non non

T3y non oui non non non
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di =712
P
dK — 714

Gal(L/Q) |ri=1|rm=3|r=5|rmn=7|r=9
T, non non non non oui
Ty non non non non oui
Ty oui | non | oui | non | non
T3y non non non non non

Gal(L/Q) | ri=1|rm=3|r=5|rn=7|r=9
Tt non non non non non
T4 non non non non non
T non non non non non
T3y non oui non oui non

Gal(L/Q) |r1=1|m=3|r=5|rn=7|r=9
T,: non non non non oui
T oui non non non oui
Tsh oui non oui non non
Ty non non non non non

L’étude (théorique) faite dans ce chapitre nous a permis de déterminer les différentes
ramifications possibles et le cas échéant de donner les valeurs possibles du discriminant.
En fixant la valeur du discriminant et la signature du corps K, nous avons pu déterminer
les différents groupes de Galois non résolubles qui sont réalisables.

Nous allons dans le chapitre qui suit donner des conditions sur les coefficients des poly-
nomes susceptibles d’engendrer les différents corps obtenus a la suite de I’étude théorique
aussi bien en degré 8 que 9.






Chapitre 3

Polynoémes définissant les corps

Dans ce chapitre nous allons déterminer les polyndmes susceptibles d’engendrer les
corps de nombres de degré 8 (resp. de degré 9) vérifiant les différentes ramifications obte-
nues de facon théorique au chapitre précédent. Il faut rappeler que les groupes de Galois
non résolubles dont il est question dans notre étude sont des groupes de Galois de corps K
primitifs. Ce résultat simplifie considérablement notre recherche. Dans toute la suite, tous
les corps K dont il sera question seront supposés primitifs. Comme 'ont fait la plupart
des auteurs ayant étudié le probléme de la détermination des discriminants minimaux,
nous allons utiliser largement les inégalités obtenues par des méthodes géométriques dans
le but de limiter le nombre de polynéomes qu’il faut prendre en considération. Nous rap-
pelons d’abord le théoréme de Hunter [8] qui assure dans le cas de notre étude existence
d’un élément primitif du corps de nombres K. Ensuite nous utiliserons une version de ce
théoréme adaptée a ce contexte par Jones et Roberts (cf. [18] et [19]) dans le cas des
corps de nombres primitifs de degré n vérifiant un certain type de ramification. Nous em-
ploierons pour terminer, de fagon inconditionnelle, la méthode analytique de minoration
de discriminants avec corrections locales d’Odlyzko, Poitou et Serre (cf. [24] et [25]).
Cette utilisation des méthodes analytiques nous conduit & des simplifications importantes
dans les calculs.

Suivant les notations de [1], soient :

P; 'ensemble fini des nombres premiers ramifiés dans K,

P> 'ensemble fini des idéaux premiers de Zx au-dessus des éléments deP;,

et

Dans le cas général d'un corps primitif K de degré n, tout élément # € I\Z a un
polynéme minimal fy défini par :

fo(z) = 2" + a12™ ' + a2 %+ azz 2 + ...+ ap_1x +a,, a €7Z.

Tout élément 0 € I\Z (et donc 6 ¢ Q) est un élément primitif du corps K. On peut donc
choisir les polynémes générateurs parmi les polynémes irréductibles des éléments 0 € I\Z.

o1



52 3.1 Les travaux de Hunter

3.1 Les travaux de Hunter

Les travaux de Hunter permettant la construction de tables de corps de nombres de
degré n utilisent 'énoncé suivant (cf. [8]) :

Théoréeme 3.1.1 (Hunter)
Soit K un corps de nombres de degré n et de discriminant dy. Alors, il existe 0 € Zx\7Z
tel que :

i 1 = ’Yn—l
Ofl ]eS 01 SOHt ]eS COHjuguéS de 0’

n
Tr0)=> 0;
i=1
et v, est la constante d’Hermite en dimension n . On peut imposer a 0 la condition sup-
plémentaire :

0<Tr(0) <[5,

Ce théoréme a été généralisé dans le cas imprimitif par J. Martinet (cf. [8]).

Théoréeme 3.1.2 (Martinet)

Soit K un corps de nombres de degré n, extension de degré h d’un sous-corps K' de
degré n'. Il existe un élément 0 de K, qui n’appartient pas a K', et qui vérifie I'inégalité
suivante :

. 1 dx :

01' 2 < Z T " (0 2 _— 1/n—n
i=1 oeJ(K")

avec Trorc/i(0) = D 4ey, (1) 1(0) o Jo(K) est Pensemble des Q-homomorphismes de K

dans C qui ont o pour restriction a K'.

Pour pouvoir calculer une majoration de Y ., |6;|?, il nous faut connaitre la valeur de
la constante d’Hermite en dimension n. Le tableau suivant donne les différentes valeurs
de 7, pour n < 8; elles ne sont pas connues pour n > 9.

n 1] 2 [3[4[5] 6 |7 8
v 1 4/3 248 |64/3 |64 256

Pour les valeurs supérieures de n, on donne une majoration de v, (cf. [8]) :

n n—1)n/(n—2
o < A D/0D)

Les meilleures majorations connues a partir de cette inégalité sont données pour n < 24.
Remarque :
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L’élément # donné dans le théoréme de Hunter n’est en général pas un élémént primitif
lorsque le corps de nombres K est quelconque. Mais dans le cas d’'un corps de nombres
primitif de degré n, il est bien un élément primitif et le théoréme assure son existence.
Dans le cas imprimitif, on utilise la version générale du théoréme de Hunter.

Notation.

Soit fo(z) = 2" + a1zt + -+ ap_17 + ay

le polynome minimal de 6.
Soit 75 la forme quadratique définie par :

To="Ta0) =Y _|6:°, et Sp=> 0F
=1 =1

ol k € Z et les 0; sont les conjugués de 1’élément primitif 6.
Pour mener a bien notre étude, nous utiliserons une version du théoréme de Hunter
adaptée a ce contexte par les travaux de Jones et Roberts (cf. [17], [18] et [19]).

3.2 Les travaux de Jones et Roberts

Dans le cas d’un corps de nombres K primitif de degré n, la majoration de 7T5(6)
donne un nombre fini de valeurs possibles pour les coefficients a; du polynéme minimal
de I’élément #. Le polynome fy est bien un polynéome générateur du corps de nombres
K. Les travaux de Jones et Roberts (1998, 1999) (cf. [18] et [19]) permettent d’améliorer
le théoréme de Hunter dans le cas d’un corps de nombres primitif ramifié en un unique
premier. Les résultats de leurs travaux sont donnés dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 (Jones et Roberts 1998,1999)

Soit K un corps de nombres primitif de degré n > 3, de discriminant dg, I le produit
de tous les idéaux premiers non nuls de Zyg au-dessus des nombres premiers ramifiés, [
le plus petit entier positif non nul de I et m la norme absolue de I'idéal I. Soit ~, la
constante d’Hermite en dimension n. Alors il existe un élément 6 € I\Z de polynéme
minimal fp(z) = 2" + a12" ' + -+« + a,_17 + a, tel que :

1/n—1

2
1

iymms%+%4ﬁif
i1) 0 <a; <n.l/2.

Remarque :
En remplacant I par Zg, on retrouve les résultats de Hunter. Ce théoréme simplifie en
particulier celui de Hunter dans la mesure ou la recherche des polyndémes fy se fait pour
un élément @ appartenant a un idéal propre de Zg.

Nous donnerons dans la suite des bornes pour les différents coefficients du polynéme
générateur fy.
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3.3 Bornes des coefficients en degré n

On a les relations de Newton (cf. [1]) qui lient les coefficients a; du polynéme minimal
fo aux sommes Sy par :

k—1
Sk+ZaiSk,i+kak:0, 1<k<n.

=1

Avec les notations précédentes, et en posant :

mﬂdﬂ) 1/n-1

%n

1
U = 2T (0) + 7
le majorant de la forme quadratique 75 dans le théoréme 3.2.1 de Jones et Roberts; on a
alors (voir paragraphe 9.3 de [5]) :

D) lag| <CETF? 1<k <n.
En effet, le k-iéme coefficient a; est une fonction élémentaire symétrique des 6;. Or
10:[> < 7> =377, 10;/* implique que [6;| < T,}% pour 1 < i < n. Comme

ap = (—1)k Z 01'1 et g’ika

1<y <ig<--<ip<n

la sommation s’étend sur le nombre de possibilités de prendre £ éléments parmi n

éléments (tous distincts) et donc |ay| < CF Zk/ 2,

ii) La somme Sy des puissances k-iéme des conjugués 6; de 6 est aussi définie pour k € Z
(car 6; # 0); en prenant £k = —1, on a :

Gp—1
S_1=— .
Gy,

En effet, on a :

S = zn:&—l _ D 1<y <igercina<n O Biny _ (=1)""an _ _Gn
e T, 0 (—1)"ay an

iii)
n 1/n 1 n
[H |9z'|2] < EZ|0i|2'
i=1 i=1

C’est I'inégalité entre la moyenne géométrique de n réels positifs et la moyenne arith-
métique.

iv)

a? — Uy <o < "T”a%UQ'
2 2

En effet :

1So| = [ D20, 02| < T < Uy et done —Uy < =T < Sy < T5 < Us. Comme 6; est



CHAPITRE 3. POLYNOMES DEFINISSANT LES CORPS 55

élément de C, on pose 0; = x; + 1y; avec z;,y; € R. Mais a;,as et So étant réels
(Sg—al—QaQEZ) ona

n
ZO —ZxJ—HZyJ ij;
RS SRR IR0 o
7j=1
202 ix-—y?—i—?ixjyj):Zx?—Zy?.Il s’ensuit que
j=1 j=1

So+ T3 =2 Z;’ L 2 %(Z xj) = —al d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz ;

car, en prenant

T 1

i) 1
U= . et V= |,

Ty 1

ona:|<UV>P< (XL ael)n. Dot 2ai-T, < S, < T <Uset 207 —Uy < 55 <
a2 — U, n=2 a? 1+ U2

Us. En utilisant le fait que S = a? — 2ay, on a alors IT <ag < f

Pour 1 <k <n,ona|S =37, 05 <> [0;|" En posant Tp = 37 [6;|* on a

—Tr < S < T . La relation de Newton kay = — Zk—1 a;Sk_; — Sppour 1 <k <n

entraine alors — Zf:_ll ;i Sk—i — Tr < kap < — ZZ 1 ' 4;Sk_i + Tr, et par suite

_Zz 1 asz i 779 <a/k < Z] la/sz—z+77c

k k
Cette inégalité donne un encadrement des coefficients a, en fonction de 7, pour
3 <k < n. Le lemme suivant (cf. [5]) permet de majorer 7y :

Lemme 3.3.1
Soitn € Net x; >0 pour1 < j <n, alors pour tout k > 2 on a :

Zx <(xx)"

7j=1

Preuve : On raisonne par récurrence sur n.

Pour n = 1 la proposition est vraie. Pour n = 2: 2% + 2% < (22 4 22)*/2 (car pour
tout a > 0 la fonction f(z) = (22 + a?)*/? — (z* + a*), pour z > 0, est une fonction
croissante et f(0) = 0).

.. . . NEET . n—1 _k n—1 k 2
Supposons la vraie jusqu’a l'ordre n — 1; c’est-a-dire : Z] 127 < (Z] 1 x]) /

1 1/2921k/2
4) )]
1

alors

n n—1 n—1 n—1 1/29k n
>ouh =Y atat < (L) =t [ (L) | < [ (
j=1 j=1 j=1

=1 J

<.
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et donc
n n—1 k/2 n k/2
k 2 2 _ 2
T < [mn—i- xj] = (ij) . g
j=1 j=1 j=1
k/2
vi) D’aprés le lemme précédent, on a donc Y 7, [6;|* < [2?21 1612

ou encore Tp < T3> < UF/? . On en déduit que 1Se| < Tr < UF?. En utilisant

I'inégalité précédente, on a

<ap < _Zf:_f a;Sk—i + Uf/Z
—_ —_ k -

k— k/2
> aiSe = Uy
k
En particulier pour £k =3 on a :

—a? + 3ajay — U2 —a} + 3aas + U2
3 <az3 < 3 )

vii) A partir des inégalités entre moyennes arithmétique et géométrique on en déduit :

1< la,]? < <E> )
n

En effet, le polynéme fy est irréductible dans Z[z]; donc le coefficient a,, est non nul
et 'inégalité ii7) permet d’écrire

n 1/n n
n 1 T
jan [ = [I I |0j|2] < - E 1 10,7 = ot
]:

=1
n
Dot 1 < |a,|* < (%) :

viii)
n/2 n/2
1 < an| < (E> < (ﬁ) :
n n
Remarque :

La borne U, de la forme quadratique 75 donnée dans le théoréme 3.2.1 permet de réduire
I’ensemble des polynémes a prendre en considération. Nous pouvons donner de meilleures
bornes pour les coefficients a; du polynéme fy. Cette amélioration des bornes est discutée
dans les paragraphes suivants grace aux exposants de Newton-Ore et aux bornes de M.
Pohst (cf. [23]) pour les fonctions T (0) = 7, |05|* pour k € Z — {0, 2} .

3.4 Exposants de Newton-Ore

Une méthode pour obtenir un polyndéme générateur d’un corps de nombres de dis-
criminant +p® avec @ € N — {0} et p un nombre premier, consiste en 'utilisation de la
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méthode des exposants de Newton-Ore. Elle permet d’obtenir & isomorphisme prés des
polynomes générateurs, si le corps existe.

Définition 3.4.1

L’exposant de Newton-Ore (cf. [1] et [19]) en p du coefficient a; (1 < i < n) du polynéme
fo(z) = 2™ + a1z 4 a2 4+ ...+ ap_1T + a,, est la plus petite valuation en p du
coefficient a; de tous les polynomes fy (avec € I\Z) susceptibles d’engendrer le corps
de nombres K de degré n, et dont p divise tous les coefficients ai,as, -+ ,0n_1 €t Q.

Remarque :
Cette définition a bien un sens dans la mesure ou le nombre premier ramifié p divise
tous les coefficients a; du polynéme minimal fy de 1’élément # € I\Z. La méthode des
exposants de Newton-Ore s’applique bien aux corps de nombres primitifs qui sont ramifiés
en un unique premier p. Le polynéme générateur étant un polyndéme unitaire, on impose
la condition que p divise tous les coefficients a; (1 < ¢ < n). Le discriminant du corps
étant de la forme +p®, pour chaque valeur de « fixée, on détermine la plus petite valuation
en p pour chaque coefficient a; de telle sorte que p® divise le discriminant du polynéme.
La détermination des exposants de Newton-Ore de chaque coefficient a; du polynéme
générateur fy assure que le discriminant du corps de rupture K est une puissance de p.
Donnons maintenant une méthode trés efficace permettant de calculer les exposants de
Newton-Ore pour les coefficients a;. On obtient des résultats analogues pour les sommes
Sk des puissances k-iéme des conjugués de 6 en utilisant les relations de Newton : S; +
k—1
Zi:l a;Sk—; + kax = 0.
Remarquons que p divise le terme constant a,, pour tout polyndéme f,.
En effet :

Ap = HHZ = NK/Q(Q)
i=1

on a alors a B
5 = [[0:czZnk =2k
0; 6
et par suite a,, € I car I est un idéal de Zg contenant 6.
D’ou

a, € ZN 1 = pZ.

On montre par exemple que dans le cas de la ramification en 2
a, € ZNI1 = 27.

On obtient un résultat analogue dans le cas ou p = 3,5 et 7. Le nombre premier p
divise aussi les autres coefficients a,--- ,a,_1. En effet soient I; le produit des idéaux
premiers de K; = Q(6;) au-dessus des nombres premiers ramifiés (avec 6; € I;\7Z) et
I = [ 1B ot le produit s’étend aux idéaux premiers de L au-dessus des nombres premiers
ramifiés dans K; ; pour tout i =1,--- ,nonal NK; =1;, et donc I NZ =1INZ = pZ.
Comme I est un idéal de L et que ), € I' pour tout & alors pour tout j =1,--- ,n — 1
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on a a; € I'NZ = pZ:; d’ou le résultat.

La détermination des exposants de Newton-Ore des coefficients de fy résulte des travaux
de Ore (cf. [30] et [31]) sur la détermination des valeurs possibles de la valuation v,(dk)
d’un corps de nombres K de degré n.

Méthode de Ore :

Soit K un corps de nombres (ou une extension finie d’un corps p-adique Q,), soit n
un entier, L/K une extension de degré n de K et p un idéal premier non nul de K.
L’exposant v,(6(L/K)) de p dans le discriminant relatif §(L/K) d’une extension L/K ne
peut prendre qu’un nombre fini de valeurs dont on peut dresser la liste en fonction de la
caractéristique résiduelle p de p, du degré n, et de 'indice absolu de ramification ey de g.
Cela résulte des travaux de Ore et de Thompson (cf. [30] et [31]).

Voici le principe de Ore :

On commence par étudier le cas local totalement ramifié. Une uniformisante II de L est
racine d’un polynome d’Eisenstein f(z) € K[z] :

flx)=a"+a2" ' +...+a, 17+, olla; €p et  est une uniformisante de K.

La valuation dans K du discriminant de L/K est égale a la valuation dans L de la
différente de L/K, qui est engendrée par

!

fI)=nl""+(n—1)a 1" +...+a, 1.

L ma Ha ZL

n = qufgp = 6q3

K §, T, €, ZK

Q

Il faut remarquer que l'indice de ramification de o dans K appelé ici indice absolu de
ramification de g, est noté ey au lieu de e,. On a : pZg = p*, pZ; = PO* = P et
pZp, = P* =P". On en déduit donc que vg(p) = neo.
Comme L est totalement ramifié (extension du corps local K), L = K(II). On a v,(7) =1
et vy (II) = 1. De plus vg(m ) = eqv, (1) = ep = n et vg(Il) = nv,(II) = 1; ce qui permet
d’en déduire que v,(IT) = =

La différente D(L/K ) est un idéal entier de L et donc D(L/K) = P"* pour un certain
entier ng car il n’y a qu’un seul idéal premier 8 dans L. Le discriminant §(L/K) est un
idéal entier de K et s’écrit donc 6(L/K) = p" pour un certain entier n,. On a §(L/K) =



CHAPITRE 3. POLYNOMES DEFINISSANT LES CORPS 59

Ni/k(D(L/K)) et donc Ny x(D(L/K)) = Npjx(P*) = p*™® = ", car L/K est
totalement ramifiée. D’ott v,(6(L/K)) = v,(N/x (D(L/K))) = ng = vp(D(L/K)).

Les différents termes de la somme f (TI) = nlI*~! 4+ (n — 1)a;11""2 4+ ... 4+ a,,_;, ont des
valuations dans L deux & deux incongrues modulo n, si bien que la valuation cherchée est
la valeur minimum des valuations des différents termes ci-dessus car 1’'on a :

vp(nIl™™) = vg(n) + (n — 1) = negvp(n) + (n — 1) = n — 1 (modn)

v ((n—1)a111"7?) = vg(n—1)+vg(a1)+(n—2) = neyvy(n—1)+nv,(ar)+(n—2) = n—2 (modn)

v ((n—4)a; 11" ") = v (n—i)+vp(a;)+(n—i—1) = negvp(n—1i)+nv,(a;)+(n—i—1) = n—i—1 (modn)

v (an—1) = nvy(an—1) =0 (modn).

D’ou la valuation ng cherchée est le minimum des valuations des différents termes.
On trouve ainsi (cf. [21]) une liste de valeurs possibles pour v, (6(L/K), qui se présentent
toutes effectivement. La plus petite est n, ou n — 1, que ’on obtient par exemple pour le
polynoéme :

2"+ rmr 47T

car vy(f (I1)) = Min{nv,(n) + n — 1,n} qui donne le résultat selon que p divise ou non
n. La plus grande valuation est nv,(n) + n — 1, que I'on obtient par exemple pour le
polyndme :

" -

car vyp(f (1)) = nv,(n) +n — 1.

On passe au cas local général en écrivant L comme extension totalement ramifiée d’une
extension K non ramifiée, puis on globalise en approchant par le théoréme d’approxima-
tion un produit de polynémes de K,[z] par un polynoéme de K[z] dont on peut assurer
I'irréductibilité en lui imposant d’étre un polynéme d’Eisenstein en un idéal premier autre
que @ ; le théoréme d’approximation montre également que ’on peut imposer le nombre
de places réelles de K ramifiées dans L.

Remarque :

Dans le cas d’un corps de nombres de degré n, 'indice de ramification absolue ey vaut 1.
Appliquons les résultats précédents aux corps de nombres de degré 8 (resp. 9) ramifiés en
un unique premier p.

3.4.1 Applications au cas n =8

Le cas totalement ramifié :
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Dans le cas d’un corps de nombres de degré 8 totalement ramifié en p on a :
fo(z) = 2® + a1a” + a92® + asa® + asx® + as2® + ag2® + a7z + ag avec a; € Z.
fp(IT) = 8TI7 + 7a, 11 + 6aoIT° + 5aslT* + 4a,I1% 4 3a5112 + 24611 + as.
D’ou la valuation v,(dg) est donnée par

vp(dr) = Min{8v,(8) + 7, 8v,(7) + 8v,(a1) + 6, 8v,(6) + 8uv,(az) + 5, 8v,y(5) + 8vy(as) +
4,8v,(4) + 8uvp(as) + 3,8v,(3) + 8v,(as) + 2, 8uy(2) + 8uvy(as) + 1, 8v,(ar)}-

A partir de la relation
8up(8 — 1) + 8up(a;) +8 —i— 1> v,(di) avec 1 <3 <7,

on obtient les différents exposants de Newton-Ore des coefficients a; (1 < i < 8) et des
sommes S; (1 <1 < 7) qui sont consignés dans les tableaux suivants.

dx
:|:231
:|:230
:|:229
:|:228
QZK = ps :|:227
:|:226
:|:225
:|:224
:|:222
:|:221

Q
i
=
)
]
w
Q
N
Q
(S
Q
(o]
Q
3
Q
@
2
R
P

b | po| ol ol wol| ol ol ol wol i~
—| po| 0| pof ro| o bo| o Lo eo
ol o ol ol ol wol co| | |
[y Y ey g - I I RN
ol ol ol col cof il | i | |
po| rof o bo| cof| wol wol ol col co
ol Col ol | | i | ] i | ]
e ey Sy Sy Sy Sy e
pO| Do| o o wo| ol wof wof wo| x|
—| ro| | ro| ro| o po| o wo| e
w| | w|w|w| | k]| a2
Y Sy pury iy g I SN
ol co| ol wol col x| | | |
D[ DO| O] o] wo| wo| wo| wo| wo| wo| IR
Wl wo| o || ] | | ||

Autres cas :

1. Si tous les degrés résiduels f,, sont égaux a 1 :
Dans le cas ou le corps de nombres n’est pas totalement ramifié en p et que tous
les degrés résiduels sont égaux a 1, on utilise une méthode décrite par Jones et
Roberts. Tout d’abord, on a la décomposition suivante : pZyx = Hézl 0 ou les
Pi(1<i<p sont les idéaux premiers de Zg au-dessus de p, d’indice de ramification e;

et de degré résiduel f,, = 1. On écrit alors fy = Hézl fo, suivant la décomposition
primaire donnée, oul les fai(l <i<) sont des polynomes d’Eisenstein de degré respectif
e; engendrant respectivement les corps Ky, ..., K; totalement ramifiés. On note ¢;
les valuations respectives v,(dg;) avec (1 < ¢ < [). En utilisant la méthode décrite
dans le cas totalement ramifié, on détermine les exposants de Newton-Ore des coef-
ficients des différents polynomes fy,. La valuation v,(dx) est donnée par Zézl c; et
on détermine alors les exposants de Newton-Ore de fp a partir du produit Hézl fo,-
En fonction des différentes décompositions primaires, nous donnons les exposants
de Newton-Ore dans les exemples qui suivent.
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Exemple 1. Cas de la décomposition primaire 2Z = 5.

On écrit fy comme produit de deux polynomes d’Eisenstein fy, et fp, qui sont
respectivement des polynomes générateurs des corps K; et K, totalement ramifiés de
degré 4 suivant la décomposition primaire donnée. En notant ¢; la valuation v, (d, )
et ¢y la valuation vs(dg, ), on détermine facilement les exposants de Newton-Ore des
polynémes fq, et fy,. La valuation vy(dx) est donnée par ¢; + ¢o et on détermine
alors les exposants de Newton-Ore de fy a partir du produit de fy, et fy,. Les valeurs
possibles du discriminant dx sont £2%! et £2%2.

dK a; |Gy | a3 | Q4 | Q5 | Gg | Q7 | A8 Sl SQ Sg S4 S5 56 57
+2?2 1312 (3|1 [4][3 42323 [1]4]3]4
221121213133 [4(2]2]2[3|[1|3|3]4

Exemple 2. Cas de la décomposition primaire 5Zx = °©3.

On écrit fy comme produit de deux polyndmes d’Eisenstein fy, et fp, qui sont
respectivement des polynomes générateurs des corps K; et Ky totalement ramifiés
de degré respectif 5 et 3 suivant la décomposition primaire donnée.

di | a1 |ag | a3 | as | a5 | ag | a7 [ ag | Si | So | Ss|Ss| S5 | Se | St
51 1 1 1121 212 | 2 1 1 1 2 1 2 2
5101 1 1 1121 212 | 2 1 1 1 2 1 2 2
511 1 1121 212 | 2 1 1 1 2 1 2 2

Exemple 3. Cas de la décomposition primaire 5Zx = °03s.

On écrit fy comme produit de trois polyndémes d’Eisenstein fy,, fs, et fo, qui sont
respectivement des polynomes générateurs des corps K, Ky et K3 totalement ra-
mifiés de degré respectif 5, 2 et 1 suivant la décomposition primaire donnée. Les
valeurs possibles du discriminant dg sont 5% et 5.

dg | a1 |ay | a3 |as | as | ag | ar |ag | S1 | Sa | S3| Ss| S5 | Se | Sy
1111212112231 1 2 2 1 21 2
5071111212112 2]3]1 1 2 2 1 21 2

Exemple 4. Cas de la décomposition primaire 5Zx = 0300 034.

On écrit fp comme produit de quatre polynémes d’Eisenstein fy,, fo,, fo. €t fo,
qui sont respectivement des polyndémes générateurs des corps Ki, Ky, K3 et Ky
totalement ramifiés de degré respectif 5, 1, 1 et 1 suivant la décomposition primaire
donnée. La seule valeur possible du discriminanat dx est 5.

dg | a1 | ax | as | as | as | ag | a7 | ag S1 | S 53 Sy 55 SG 57
sl1l 2121211121341 ]2]212]1]21]3

Exemple 5. Cas de la décomposition primaire 7Zx = ! oo.

On écrit fy comme produit de deux polynomes d’Eisenstein fy, et fp, qui sont
respectivement des polynomes générateurs des corps K; et Kj totalement ramifiés
de degré respectif 7 et 1 suivant la décomposition primaire donnée.
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dK ay | Gg | A3 | A4 | Q5 | Gg | Q7 | A8 Sl SQ S3 54 S5 S6 S7
Bl i1|{22(2|2(2(1|1]1]2|2[2]2]?2
™l 2]2]2]2]1]1]1]1]2]2]2]2
1111212 (211|111 2]2]?2
7011111221111 ]1]1|2]|2
=71 (1111|1211 ]1{1]1]1]1]2
+7® 171|111 1111111 ]1]1|1]1
2. 5il'un des degrés résiduels est tel que f,, > 1:

Dans le cas ou un degré résiduel f,, est supérieur ou égal & 2 et que 'indice de
ramification est e, dans la décomposition primaire donnée, on écrit ce corps K;
comme produit de corps Kj; (1 < j < f,,) totalement ramifiés de degré e, sur
le corps d’inertie KiGO (i.e formé des invariants par le groupe d’inertie Gy). On se
rameéne alors au cas précédent.

Exemple 6. Cas de la décomposition primaire 2Zx = p] ou le degré résiduel f,
vaut 2. On prend 6, le générateur du corps K sur le corps d’inertie K% et fj, son
polynome minimal sur ledit corps. On considére ensuite les conjugués de fy, par les
prolongements des isomorphismes de K% dans une cloture algébrique. Dans le cas
présent, il n’y a qu’un seul conjugué de fp, qu’on note fp,. On écrit fy = Hle fo,
ou les fy, sont des polyndomes d’Eisenstein de degré 4. On se raméne alors au cas
précédent.

dxk a; |Gy | as | as | as |ag | a7 |ag | S1 | Se | Ss | Sa| Ss | Se | St
42221 31 2 3 1 4 |1 3|4 2 3 2 3 1 4 3 4
+9221 | 9 2 3 1 3134 2 2 2 3 1 3 3 4

Exemple 7. Cas de la décomposition primaire 5Z g = 5203 ol le degré résiduel
fos vaut 2 et 5Z g = p3p, ol le degré résiduel f,, vaut 3.

dK a1 | G2 | Q3 | Qg4 | Oy | Qg | Q7 | Q8 Sl SQ Sg S4 55 56 87
122212341 ]2]2]2]1]2]3

3.4.2 Applications au cas n =9

Le cas totalement ramifié :

Dans le cas d’un corps de nombres de degré 9 totalement ramifié en p on a :

fo(z) = 2° 4+ a12% + ag2” + a32® + a42® + asz* + ag2® + a72% + agr + ag avec q; € Z.

D’ou

fp(IT) = 9IT® + 8, 117 + 7aoII® + 6aslT® + 5asI1* + 4asIT° + 3aglT? + 24711 + as.

vp(dr) = Min{9v,(9) + 8, 9v,(8) + Yvy(a1) + 7, 9v,(7) + v, (az) + 6, 9v,(6) + v, (as) +
5, 9v,(5)+9v,(aq)+4, 9v,(4)+9v,(as) +3, 9v,(3) +9v,(ag) +2, 9v,(2) +9v,(ar) +1, 9v,(as) }-
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A partir de la relation

9,(9 —4) + Yup(a;) +9 —i — 1 > v,(di) avec 1 <3 <8,

on obtient les différents exposants de Newton-Ore des coefficients a; (1 < ¢ < 8) et des
sommes S; qui sont consignés dans les tableaux suivants.
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Autres cas :

1. Si tous les degrés résiduels sont égaux a 1 :
Exemple 1. Il n’y a qu’une décomposition possible dans le cas de la ramification
en 2 : 27y = 0o
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Exemple 2. Cas de la décomposition 5Zx = 0305

dK a; | G2 | Q3 | Qg4 | Gy | Qg | Q7 | Qg | Qg Sl SQ Sg S4 55 Sﬁ S7 Sg
sl 11112222111 ]1]1]|2]|2]2
5211111222211 ][1]1|1]2]2]2

dK ap | G2 | Q3 | Q4 | Q5 | Qg | Q7 | Ag | Qg Sl SQ 53 S4 S5 56 57 Sg

Exemple 4. Cas ol 5Zx = @} p3 63

dK a; | Gg | Q3 | Q4 | Q5 | Qg | Q7 | Qg | Qg Sl SQ 53 S4 S5 Sﬁ S7 Sg
st 1122|1223 [3|1]|1|2]2]1[2]2]|3
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Exemple 5. Cas ou TZy = p! o3

dig | a1 |ay | az|ay|as|ag|ar|ag|ag| Sy | Sy | S3|Ss|Ss|Se|S7| Ss
74 1 11721212121} 2]2 1 1 2 2 21 2 1 2
7811 112212211272 1 1 2 2 21 2 1 2
712 1 112121212 |1)|2]2 1 1 2 2 2| 2 1 2
71 171121221272 1 1 1 2 2| 2 1 2
710 1 17111221212 1 1 1 1 2| 2 1 2
-7 1 11|11 (1121|212 1 1 1 1 1 2 1 2
Exemple 6. Cas ol 7Zx = p! o3
dig | a1 |ap | az|ay|as|ag|ar|ag|ag| Sy | Sz |Ss|Ss|Ss|Se|S7| Ss
- l1l2l2]2]2]2]1]2]3 1 2 2 2 2| 2 1 2
712 112121222123 1 2 2 2 2| 2 1 2
-7 112121221213 1 1 2 2 2| 2 1 2
710 1 171121221213 1 1 1 2 2| 2 1 2
-7 1 17111221213 1 1 1 1 2| 2 1 2

2. Sil'un des degrés résiduels f,, > 1 :
Exemple 7. Cas ol 5Zx = g} p>

dx | a1 |ay | a3 | as | a5 | as | a7 | ag | ag | S1 | So | S3 | Sa| S5 | Se | S7|Ss
stlr 1221223 [3]1]1]2|2]1]2]2]3

Exemple 8. Cas ol 7Zx = p! ¢y

d}( ap | Qo2 | Q3 | Q4 | G5 | Qg | Q7 | Qg | Qg Sl SQ 53 84 S5 Sﬁ 57 Sg
Bt 22021221231 |2|2|2]2]2]1]2
7'2 11221222123 |1]2]|2]2]|2]2]|1]2
~7trr{1r 272221231 (1]2|2[2[2|1]2
710 111122212311 ]1]2]2]2]1]2
-7 l1 111221231111 |2|2]|1]2

Dans cette partie nous allons donner de meilleures bornes pour les coefficients des
polyndmes générateurs fy des corps de nombres K en utilisant les exposants de Newton-
Ore et les bornes de M. Pohst pour les fonctions 7. Dans toute la suite nous utiliserons
donc le théoréme de Jones et Roberts pour donner des bornes pour les coefficients des
polyndémes fy.
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3.5 Amélioration des bornes des coefficients de f; en
degré 8
On pose :

fo(z) = 2% + a12” + ao2® + a32® + ayz® + as2® + agx® + a7r + ag

le polynéme minimal de I’élément primitif # en degré 8.

Soit 73 = Z\G\etU ( r(6))2 + m?ld |\ "
o1 /o = 2= V7 312

ol les 6; désignent les conjugués de 6, et S = Z?Zl 0% avec k € Z.
En appliquant les résultats du paragraphe 3.3 au cas n = 8, on obtient :
i) |ax| < CEULM? 1<k <8,
.. - U, %a% + U
ii) < <=,
2 2

iii) En posant 7 = 25:1 0;|* on a

_Z 1azSIc i ESCLk< Z 10']::Sk—i+77c.

k
Cette inégalité donne un encadrement par récurrence des coefficients a; en fonction
de T pour 3 < k < 8.

iv) En prenant £ = —1 dans la somme S}, des puissances k-iéme des 6;, on a
ar
S1=——
as’

v) A partir des inégalités entre moyennes arithmétique et géométrique on déduit :

4 4
1 <fas| < (E) < (@> :
8 8

3.5.1 Utilisation du théoréme de Jones et Roberts

Le cas de la ramification en p=2 :

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la ramification en p = 2 du corps primitif
K de degré 8 est sauvage . D’apreés le théoréme 2.1.4, les seules décompositions possibles
de l'idéal engendré par 2 dans Zg sont 2Zx = ©°, 2Zx = p* et 2Zx = pips.

Nous allons donc déterminer le polynéme générateur en fonction des décompositions
ci-dessus. On en déduit le corollaire suivant du théoréme de Jones et Roberts :
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Corollaire 3.5.1

Soit K un corps de nombres primitif de degré 8 ramifié seulement en 2 (dg = £2"), I
le produit de tous les idéaux premiers non nuls de Zy au-dessus de 2 . Alors il existe
0 € I\Z tel que si :

i) 2Zx = p® alors on a :

3+r

1) T2(6) < Uy on Uy = 4 + 2°F;
2) 0<a; <8

ii) 27k = p* ou 2Zy = pips alors on a :

547

1) T(60) < Us ot Up = & + 2%
9) 0<ay <8.

Preuve :
Elle découle directement du théoréme de Jones et Roberts en degré n = 8. En effet :

i) Si2Zg = p® alors [ = p, et doncm=2et | =2et U, = % + 2% Le calcul donne

alors 0 < a; <8.

ii) Si 2Zx = p* alors I = pet donc m = 4,1 =2 et Uy = %—FQ#.De méme si

541

7 . On

271, = pigps, de facon analogue on a [ = @10, m =4, 1 =2 et Uy = %% +2
montre aisément que 0 < a; < 8. U

Appliquons ce corollaire aux différents discriminants obtenus dans le cas de la ramifi-

cation en 2.

Proposition 3.5.2

1. Sidg = £23! alors a; = 0, et en fonction de la décomposition de I'idéal 2Zx on a

. Sidy € {427, 42% 4926 4928 4929 +930% alorsa; =0 ou a; = 8.

Pour dx = +23° si a; = 0 (respectivement a; = 8) alors Uy = 26.251 ou Uy, = 32
(respectivement Uy = 34.251 ou Uy = 40).

Pour dg = +£2% sia; = 0 (respectivement a; = 8) alors Uy = 23.776 ou Uy = 28.984
(respectivement Us = 31.776 ou Uy = 36.984).

Pour dg = 42 sia; = 0 (respectivement a; = 8) alors Uy = 21.535 ou Uy = 26.251
(respectivement Us = 29.535 ou Uy = 35.251).

Pour dj, = +2%, sia; = 0 (respectivement a; = 8) alors Uy = 19.505 ou Uy = 23.776
(respectivement Us = 27.505 ou Uy = 31.776).

Pour dg = +2%, si a; = 0 (respectivement a; = 8) alors U, = 17.666 ou Uy = 21.535
(respectivement Uy = 25.666 ou Uy = 29.535).

Pour dx = 4225 si a; = 0 (respectivement a; = 8) alors Uy = 16 ou U, = 19.505
(respectivement Uy = 24 ou Uy = 27.505).

Pour dy = £2%*, sia; = 0 (respectivement a; = 8) alors U, = 14.492 ou U, = 17.666
(respectivement Uy = 22.492 ou U, = 25.666).

. Sidg € {+2%,4+222} alors a; = 0,4 ou 8.

Pour dg = 2%, on obtient selon I'expression de U, les valeurs suivantes :
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i) Sia; =0 alors Uy = 11.888 ou Uy = 14.492.
ii) Si ay = 4 alors Uy = 13.888 ou Uy = 16.492.
iii) Si ay = 8 alors U, = 19.888 ou U, = 22.492.
Pour dix = £+2%', on obtient selon I’expression de U, les valeurs suivantes :
i) Sia; =0 alors Uy = 10.768 ou Uy = 13.126.
ii) Si ay =4 alors Uy = 12.768 ou Uy = 15.126.
iii) Si a; = 8 alors Uy = 18.768 ou Uy = 21.126.
Preuve :
Du tableau donnant les exposants de Newton-Ore des coefficients a; de fy, on déduit que :
1) le coefficient a; est divisible par 16 lorque dx = £23!. Mais comme 0 < a; < 8 on a
alors a; = 0. Les valeurs de U, en découle en fonction de la décomposition de I'idéal 27Z .
2) Pour dg € {£22* 4225 4226 4227 4928 4929 49301 le coefficient a; est divisible par
8. De I'inégalité 0 < a; < 8 on en déduit les valeurs a; = 0 ou a; = 8.

3) Pour dy € {2 42?2} le coefficient a; est divisible par 4; et comme précédemment
on montre que a; =0,40u 8. [

A partir de l'inégalité suivante du paragraphe 3.5) :

2 _ 302 + U.
a12U2§“2§%2

et du tableau des exposants de Newton-Ore, nous avons les résultats suivants dans les-
quels nous donnons I’ensemble des valeurs possibles du coefficient as dans le cas oil a; est
nul et en ne tenant compte que de la plus grande valeur prise par Us.

Corollaire 3.5.3

a) Sidyg € {+2%° +231} et a; = 0 alors ay € {—16,-8,0,8,16}.

b) Sidg € {+2% 422} et a; = 0 alors ay € {—12,-8,0,8,12} .

) Sidy € {£2%,42% +£2% +227} et a; = 0 alors ay € {—8,—4,0,4,8} .
d) Si dx = +2%2 et a; = 0 alors ay € {—4,0,4}.

e) Sidg = £2?! et ay = 0 alors ay € {—4,-2,0,2,4}.

Remarque :
On obtient des résultats analogues pour les autres valeurs du coefficient a;.

On détermine alors le terme constant ag en utilisant ’inégalité suivante entre moyennes
arithmétique et géométrique :

4 4
8 8

Dans le cas ou le coefficient a; est nul et selon la plus grande valeur de U,, nous
obtenons les résultats suivants.
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Corollaire 3.5.4

1) Si dx = £2*! alors ag € {—6,—4,—2,2,4,6}.

2) Si dg = +2?% alors ag € {—10,—8,—6,—4,—2,2,4,6,8,10}.
) Si dg = +2%* alors |ag| < 23 et est divible par 2.
) Sidg = 42% alors 1 < |ag| < 35 et est divisible par 2.
) Sidg = 42% alors 1 < |ag| < 52 et est divisible par 2.

7) Sidyx = +227 alors 1 < |ag| < 78 et est divisible par 2.
) Sidg = +228 alors 1 < |ag| < 115 et est divisible par 2.
) Sidg = £+2%° alors 1 < |ag| < 172 et est divisible par 2.
0) Sidg = 423 alors 1 < |ag| < 256 et est divisible par 2.
1) Sidxg = £23" alors 1 < |ag| < 380 et est divisible par 2.

Remarque :
On obtient des résultats analogues pour les autres valeurs du coefficient a;.
L’utilisation de I'inégalité suivante du paragraphe 3.5

—a‘i’ + 3@1&2 — U23/2 —ai‘ + 3&1&2 + U23/2
3 <az < 3

permet & partir du tableau des exposants de Newton-Ore, de calculer les différentes valeurs
possibles du coefficient az. Comme précédemment nous obtenons le corollaire suivant pour
a1 = 0.

Corollaire 3.5.5

1) Si dic = +22" alors a3 € {—40, —32, —24, —16, —8,0, 8, 16, 24, 32, 40}.
9) Si dx = +222 alors az € {—48, —40, —32, —24, —16, —8, 0,8, 16, 24, 32, 40, 48}
) Si dxg = +22* alors |as| < 74 et est divisible par 8.

) Si dxg = +2% alors |as| < 86 et est divisible par 8.

) Si dx = +2% alors |az| < 99 et est divisible par 8.

) Si dg = £2%7 alors |az| < 115 et est divisible par 8.

7) Si dx = +2?8 alors |as| < 134 et est divisible par 8.

) Sidg = 2% alors |az| < 156 et est divisible par 16.

) Sidg = £2% alors |az| < 181 et est divisible par 16.

0) Si dgx = 23! alors |az| < 210 et est divisible par 16.

Remarque :

De fagon analogue, on obtient les valeurs du coefficient a3 dans le cas ol a; est non nul.
Pour les autres coefficients, ¢’est-a-dire pour ay, as, ag et a7, nous utiliserons par la suite les
bornes de M. Pohst pour les fonctions 7, avec m = 4,5, 6,7 pour déterminer les valeurs
possibles. Ces bornes permettent aussi de donner de meilleures bornes aux coefficients ag
en utilisant les fonctions 7.

Le cas de la ramification en p=>5 sans GRH :
Dans le cas de la ramification en 5, on a montré que les décompositions possibles

sont : 5BZx = s, 5Lk = Pip30s, DLk = Pip2p3, DLk = P339 et HZx = Pipo. En
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fonction de ces décompositions primaires, nous avons les corollaires suivants qui découlent
du théoréme de Jones et Roberts.

Corollaire 3.5.6
Soit K un corps de nombres primitif de degré 8 de discriminant dx = 5°, I le produit
de tous les idéaux premiers non nuls de Zy au-dessus de 5 . Alors il existe § € I\Z tel que :

i) si 5Ly = 33 alors T(0) < Uy ou Uy = % + (8 x 5°*2)7;
ii) si 5Zy = 5 paps alors To(0) < Uy ou Uy = %% + (8 x 54)7;
iii) si 5Zg = @323, DLr = ©SPapaps ou L = @i alors To(0) < Uy on Uy =
% + (8 x 50*6)7.
De plus 0 < a1 < 20.

En utilisant les exposants de Newton-Ore, on calcule les valeurs prises par le coefficient
a1 dans la proposition qui suit.

Proposition 3.5.7
Si le corps K est ramifié seulement en 5 alors a; = 0, 5,10, 15 ou 20.

Suivant les différentes valeurs du coefficient a;, on calcule les valeurs prises par Us.

2 3 277
Pour chaque valeur de U, fixée, I'utilisation de l'inégalité # < ap < %UZ et des
exposants de Newton-Ore permettent de calculer les différentes valeurs de a,. La déter-
mination des autres coefficients se fait en utilisant aussi la méthode vue dans le cas de la

ramification en 2.

Le cas de la ramification en p=7 :

Le corps primitif K étant de degré 8 et ramifié seulement en 7, d’aprés la proposition
2.1.16, il est alors sauvagement ramifié. Nous avons vu a travers le théoréeme 2.1.19 que
la seule décomposition possible de 'idéal engendré par 7 dans Zg est de la forme 7Zg =
©To. Cela nous améne aux résultats suivants qui découlent du théoréme de Jones et
Roberts.

Corollaire 3.5.8
Soit K un corps de nombres primitif de degré 8 ramifié seulement en 7 (dyx = £7°), I

le produit de tous les idéaux premiers non nuls de Zy au-dessus de 7 . Alors il existe
0 € I\Z tel que :

1) 75(0) S U2 ol U2 = % + (8 % 75-1—2)%;
2) 0<a <28

Preuve :
La seule décomposition possible de I'idéal 7Z est : TZx = o' po. D’olt I = 15, et donc
m = 49,1 = 7. Le résultat découle alors du théoréme de Jones et Roberts. [
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Proposition 3.5.9
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors le coefficient a; du polynéme générateur fy
appartient a I’ensemble

{0,7,14,21,28}.

Preuve :
Il découle du corollaire précédent et du tableau des exposants de Newton-Ore. [

Une fois les valeurs de a; connues, on calcule facilement les valeurs respectives de Us.
La proposition précédente et 1'inégalités i) du paragraphe 3.5 conduisent aux résultats
suivants dans le cas ot a; = 0.

Corollaire 3.5.10
a) Pour di = 78 alors Uy = 21.692 et ay € {—7,0,7}.
b) Pour di = —7° alors U, = 28.644 et ay € {—14,-7,0,7,14}.
¢) Pour di = T'9 alors U, = 37.823 et ay € {—14,—7,0,7,14}.
d) Pour dg = —7 alors Uy = 49.944 et ay € {—21,—14,-7,0,7,14,21}.
e) Pour dg = 7'? alors U, = 65.950 et ay € {—28,—21,—14,-7,0,7,14,21, 28}.
) Pour dc = —7'3 alors U, = 87.084 et as € {—42, —35, —28, 21,14, —7,0,7, 14, 21, 28, 35, 42}.

On détermine alors le terme az & partir de 'inégalité iii) du paragraphe 3.5, et le
terme constant ag en utilisant 'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique :

7_ 4 U 4
1< Jag| < (g) < (g) .

Des résultats analogues au corollaire précédent sont obtenus pour les autres valeurs du
coeflicient a;.

Pour améliorer les bornes des autres coefficients aussi bien dans le cas de la ramification
enp=2,enp=>5et en p="7, nous allons faire intervenir dans ce qui suit les fonctions
T(8) = 35, 6™ pour m € Z — {0,2}.

3.5.2 Utilisation des fonctions 7,,(6) = 3.5, [6:|"

Une fois les coefficients a1, a9, a3 et ag fixés, nous déterminons les autres coefficients
en calculant des majorations pour les fonctions 7,,(8) = 325, |6:|™ pour m € Z — {0,2}
ou les 6; sont les conjugués de 6. L’énoncé suivant di a Pohst [23], indique une maniére
de trouver ces majorations.

Théoréeme 3.5.11
Soit T et N deux constantes positives vérifiant

(T/n)"* > N.

Alors la fonction

n
Tm(x1, ... ) = Zx;"
i=1
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m € Z — {0, 2} posséde un maximum absolu sur le compact
n n
S=A{(z1,...,z,) GR"\Z:}:? <T; Hx, =N;x; >0 pour i=1,...,n}.
i=1 i=1

Ce maximum est atteint en un point (yi,...,y,) € S ayant deux coordonnées différentes
au plus.

La maniére de calculer effectivement ces maxima pour les fonctions 7,(0),m € Z —
{0,2} est décrite dans [23].

Pour chaque valeur entiére de t ou (1 < t < n), on cherche la plus petite racine positive
notée y;) de ’équation
Yy q

ty" "N+ (n = t)y* =T =0;

alors, pour chaque m € Z — {0,2} on a :

Tm(e) < maX1§t<n{t(y§_nN)m/t + (n - t)y{n}-

Nous mettrons en place un programme permettant de calculer ces majorations. Notons
Tm, la partie entiére de ces majorations. On a

|Sm| < T pour m e Z —{0,2}.

Une fois les valeurs de 7, connues, a partir de la relation de Newton

k—1
Sk—i-ZaiSk_i—i-kak:O 1 S ]{ISTL
i=1
nous pouvons dans le cas ot a; = 0, donner de meilleures bornes pour les autres coefficients
ay du polynoéme fy :
1) las| = |53/3] < Ts/3;
2
i) Jaa| = [3(203 - S0)| < 255,
111) |a7| = |a85’_1| S |CL3|7-_1.
Des résultats analogues donnent des bornes de ces coefficients pour les autres valeurs de
a;. On obtient les coefficients a5 et ag (ausi bien pour a; non nul) a partir du résultat
suivant, meilleur que celui obtenu par utilisation de la relation de Newton .
Soit fy(x) = [T, (x —6;) ; on remarque que fy(+1) est une norme. En utilisant 'inégalité
entre moyennes arithmétique et géométrique on obtient

fo(D) =N =0) =]~ 6] < (T(1-6)/8)".

=1

(T2(1 = 0)/8)" = (1+ (T2(6) — 251)/8)";
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on a donc

[fo(D)] < (1+ (T2(6) — 251)/8)".

De méme on montre que

[fo(=1)I < (1 + (72(0) + 281)/8)".

Dans le cas ot a; = 0 on a

[fo(E1)] < (1+T2(6)/8)".

En posant

fo(z) = 2 + a12” + ao2® + a32® + auz® + as2® + agx® + a7z + as,

on obtient

05 = fo(1) —2fo(—1) (a1 + a3 + a7),

1) + fo(—1
ag = fo(1) 2f0( ) _ (14 ag + ag + ag).
On termine cette partie par la notion de corrections locales qui interviennent dans la
minoration des discriminants, et qui conduisent & des simplifications considérables dans

les calculs.

3.5.3 Utilisation des corrections locales de Serre, Odlyzko et Poi-
tou

Tous les tableaux de ce paragraphe ont été extraits de [24] et [25].
On peut améliorer la table dans [8] donnant la minoration en valeur absolue du discrimi-
nant d’un corps de nombres de degré 8 si I’on connait la décomposition en idéaux premiers
(de ce corps) des petits nombres premiers. Il suffit de faire intervenir dans le calcul de la
minoration la contribution correspondant aux corrections locales. Ces résultats vont nous
permettre d’éliminer un bon nombre de discriminants en fonction de la signature du corps

K.

Cas ol K est totalement imaginaire :

Supposons que le nombre premier p soit divisible par un idéal premier p de K de
norme ¢ = p/ ot f est le degré résiduel de p dans K/Q. On obtient alors les minorations
suivantes de facon inconditionnelle pour les valeurs de p et ¢ indiquées.

p | ¢ | Minoration
22| 3379344
24| 1930 702
313 2403757
319 1221236
55| 1656 110
77| 1361652
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Nous avons déja vérifié que les corps K recherchés contiennent un idéal premier p qui

divise 2 (resp. 7) et de norme 2 ou 4 (resp. 7) dans le cas de la ramification en 2 (resp. en
7).

Proposition 3.5.12
Si le discriminant dx = +2%' alors on a 2Zx = g*, et le corps K ne peut donc contenir
des idéaux premiers de norme 2.

Preuve :
I1 découle du tableau ci-dessus. O
Cas ou K est de signature (2,3) :

La contribution des corrections locales permet d’améliorer les minorations de Diaz y
Diaz. Les résultats (sans GRH) sont donnés dans le tableau ci-dessous pour les valeurs de
p et ¢ indiquées comme précédemment.

p | q | Minoration
22| 11725962
24| 6688609
33| 8336 752
319 4160 401
55| 5726 300
77| 4682933

Proposition 3.5.13
Si K est ramifié seulement en 2 et de signature (2,3) alors son discriminant dx ne peut
prendre les valeurs suivantes :

+9221 4922
Preuve :
I1 découle du tableau ci-dessus. O
Cas ou K est de signature (4,2) :

La contribution des corrections locales sans GRH donne les résultats suivants :

p | ¢ | Minoration
21 2| 42765 015
24| 24 363 884
313 | 30393 069
319 14972 957
515 | 20 829 049
77| 16 957 023
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Proposition 3.5.14
Si K est ramifié seulement en 2 et de signature (4,2) alors son discriminant dx ne peut
prendre les valeurs suivantes :

+921 922 4924

Dans le cas de la ramification en 7, on obtient ces résultats analogues :

Proposition 3.5.15
Si K est ramifié seulement en 7 et de signature (4,2) alors son discriminant dgx ne peut
prendre la valeur 78.

Lemme 3.5.16

Soit K un corps de nombres de degré 8, de signature (4,2) et de discriminant dg = —7°.
Si y est un entier de K de norme absolue a, alors :

ve(a) = 0 ou vy(a) > 2.

Preuve :

Ce résultat découle du tableau ci-dessus donnant la minoration du discriminant en tenant
compte de la contribution correspondant aux corrections locales et du fait que si y est
entier dans K alors :

IN()| = 1Zk/yZk| = Z/ [ [ 07| = [ [ 12/ = [ [ N (o) = [ [P, O
Ce lemme permet d’éliminer un nombre assez important de valeurs du terme constant
as.

Cas ou K est de signature (6,1) :

La contribution des corrections locales sans GRH donnent :

p | ¢ | Minoration
2 |21 162 569 966
24| 92 810 082
313|115 852 707
319 | 52529 001
55| 79 259 702
77| 64309 248

Proposition 3.5.17
Si K est ramifié seulement en 2 et de signature (6, 1) alors son discriminant dx ne peut
prendre les valeurs suivantes :
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+921 4922 4924 1925 1926

Dans le cas de la ramification en 7, on a le lemme suivant qui découle du tableau
ci-dessus

Lemme 3.5.18
Soit K un corps de nombres de degré 8, de signature (6,1) et de discriminant dgx = —7°.

Si y est un entier de K de norme absolue a alors :

Proposition 3.5.19
Si le corps K est de signature (6, 1) alors son discriminant dy ne peut prendre les valeurs

8 et —T7°.

Preuve :
I1 découle du tableau ci-dessus. [

Cas ou K est totalement réel :

Ce cas est plus intéressant dans la mesure ol on peut éliminer un grand nombre de
discriminants. Mais avant cela, rappelons d’abord ce théoréme établi par J. Kluners et G.
Malle dans [20].

Théoréeme 3.5.20

La valeur minimale en valeur absolue prise par le discriminant d’un corps de nombre
primitif totalement réel de degré 8 est 483345053. Le corps correspondant est unique a
isomorphisme prés, un polynéme générateur est :

28 — 2" — 72% + 42° + 152" — 323 — 927 + 1,
et son groupe de Galois est Tk.

Le tableau ci-dessous donnant les minorations des discriminants en degré 8 de fagon
inconditionnelle, en tenant compte de la contribution des corrections locales nous donne
de meilleures bornes :
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p | ¢ | Minoration
2 | 2| 646 844 001
214 |367892 401
3| 3] 459 467 465
3191222553 383
5|5 | 254052210
77203776 319

De ces résultats, nous allons énoncer les propositions suivantes :

Proposition 3.5.21
Si K est primitif, ramifié seulement en 2 et totalement réel, alors son discriminant dx ne
peut prendre les valeurs suivantes :

+921 4922 924 1925 1926 1927 928

Preuve :
Elle découle du tableau ci-dessus. O

Proposition 3.5.22
Si K est primitif, ramifié seulement en 7 et totalement réel, alors son discriminant dyx ne
peut prendre les valeurs suivantes :

78, =70, 7.

Preuve :
Elle découle du théoréme de Kluners et Malle. O

L’étude menée dans ce paragraphe permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.23

Si K est un corps de nombres de degré 8 de discriminant égal a +2%' ou £2?* alors il ne
peut étre que totalement imaginaire. Dans le cas ot le discriminant est égal a £2%', alors
le corps K ne peut contenir que des idéaux premiers de norme 4.

222

Voyons maintenant ce qu’il en est de cette étude dans le cas des corps de nombres de
degré 9.
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3.6 Amélioration des bornes des coefficients de f; en
degré 9

On pose :

9 8 7 6 5 4 3 2
fo(z) = 2° + a12° + agx’ + a3z’ + a4x” + a5z + asz” + a7x” + agx + ag

le polynéme minimal de I’élément primitif # en degré 9.

9
, 1
Soit To=To(0) = > [0;]* et Up = 5(Tr(9) +78<

i=1

m?|dg|\ /8
92

ol les 6; désignent les conjugués de 6, et S = 2?21 0F avec k € 7Z.
En appliquant les résultats du paragraphe 3.3 au cas n = 9, on obtient :

i) |ax| < CEULY? 1<k <09,

2 7.2
. a7 — U, 507 + U,
1) — < a 9 - Z
) G <, <20
iii) En posant T} = Z?Zl 0;¥ on a
k—1 k-1 o
- Zi:1 a;Sk—i — Tk <ay < - Zj:l a;Sk—i + 779

k k
Cette inégalité donne un encadrement par récurrence des coefficients a; en fonction

de T pour 3 < k <9.

iv) En prenant £ = —1 dans la somme Sy, des puissances k-iéme des 6;, on a
as
S1=——.
Qg

v) A partir des inégalités entre moyennes arithmétique et géométrique on déduit :

7_ 4.5 U 4.5
1< < |2 <=2 .

3.6.1 Utilisation du théoréme de Jones et Roberts

Le cas de la ramification en p=2:

Nous avons vu au chapitre précédent que la seule décomposition possible dans ce cas
est 2Zy = E8po. Nous déterminons les différents polynomes générateurs en fonction de
cette décomposition. On en déduit le corollaire suivant qui découle du théoréme de Jones
et Roberts :
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Corollaire 3.6.1

Soit K un corps de nombres primitif de degré 9 ramifié seulement en 2 (dg = £2"), I
le produit de tous les idéaux premiers non nuls de Zy au-dessus de 2 . Alors il existe
0 € I\Z tel que si :

i) T2(0) < U, ot Uy = % 4 (2550178,
i) 0 <a; <9.

Preuve :
Elle découle directement du théoréme de Jones et Roberts en degré n = 9. [

Appliquons ce corollaire aux différents discriminants obtenus. Le coefficient a; =
0,2,4,6 ou 8. On calcule aisément les valeurs respectives de U, et les autres coefficients
du polynéme générateur fy.

Le cas de la ramification en p=3 :

Nous avons vu que le seul cas possible est la ramification totale en 3, c’est-a-dire
3Zx = ©°. Du théoréme de Jones et Roberts et des exposants de Newton-Ore, découlent
les résultats suivants.

Corollaire 3.6.2
Soit K un corps de nombres primitif de degré 9 ramifié seulement en 3 (dx = +3°), I
le produit de tous les idéaux premiers non nuls de Zy au-dessus de 3 . Alors il existe
0 € I\Z tel que :

i) To(0) < Uy on Uy = % +2 x 3%,
i) 0 <ay <13.

Corollaire 3.6.3
i) Sidg = 3% alors a; = 0;
ii) Sidg € {3'8,-319,3%0 321 322 323 324 3%} alors a; = 0 ou 9.

Preuve :
i) Si dg = 3% alors 'exposant de Newton-Ore du coefficient a; est 3 ; cela veut dire que
la plus petite puissance de 3 divisant a; est 27. Comme 0 < a; < 13 alors a; = 0.
ii) Sidg € {3'8,—319 320, 321 322 323 324 325} I'exposant de Newton-Ore est 2 et
on montre de facon analogue que a; =0ou 9. U

Une fois la valeur de a; fixée, en fonction du discriminant on calule facilement U, et
partant de 1a, les autres coefficients de fy.

Le cas de la ramification en p=5 sans GRH :

Dans le cas de la ramification en 5, on a montré que les décompositions possibles
sont : bZyx = P35, bk = E3p303, 5Lk = ipaps ou Lk = pTpq. En fonction de ces
décompositions, nous obtenons les corollaires suivants qui découlent du théoréme de Jones
et Roberts.
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Corollaire 3.6.4
Soit K un corps de nombres primitif de degré 9 de discriminant dx = 5°, I le produit
de tous les idéaux premiers non nuls de Zg au-dessus de 5 . Alors il existe 0 € I\Z tel que :

i) si 5Ly = pip5 alors To(0) < Uy on Uy = % +2 x (5"42/9)5;

ii) si 5Zx = b, SLi = phphe} ou 5Ly = pip} alors To(6) < Us ou Up = % +2 x
(5*+1/9)3.
De plus 0 < a; < 22.

Les exposants de Newton-Ore montrent que a; = 0, 5, 10, 15 ou 20. Pour chaque valeur
de a, fixée, on calcule la valeur de U, respective. On détermine comme précédemment les
autres coefficients de fy.

Le cas de la ramification en p=7 :

Dans le cas de la ramification en 7, les différentes décompositions possibles de 1’idéal
engendré par 7 dans Zg sont 7Zy = '3, 7%y = @ 03 ou Ty = ! pq. Cela nous
ameéne aux résultats suivants qui découlent du théoréme de Jones et Roberts.

Corollaire 3.6.5
Soit K un corps de nombres primitif de degré 9 ramifié seulement en 7 (dg = £7°), I
le produit de tous les idéaux premiers non nuls de Zy au-dessus de 7 . Alors il existe
0 € I\Z tel que :

i) SiTZi = plps alors To(6) < Uy on Uy = 4 + 2 x (75+2/9)1/8;

ii) Si TZy = plpops ou Ty = !, alors To(0) < U, o Uy = % +2 x (7°14/9)'/8,
iii) De pluson a : 0 < a; < 28.

Proposition 3.6.6
Si le corps K est ramifié seulement en 7 alors le coefficient a; du polynéme générateur fy
appartient a I’ensemble

{0,7,14,21, 28}.

Preuve :
Il découle du corollaire précédent et du tableau des exposants de Newton-Ore. [
Une fois les valeurs de a; connues, on calcule facilement les valeurs respectives de Us.
Le calcul des autres coefficients en découle aisément.
Pour améliorer les bornes des coefficients aussi bien dans le cas de la ramification en
=2, p=3,p=>5o0uenp =7 nous allons utiliser dans ce qui suit les fonctions

p
T (0) =320, |6;]™ pour m € Z — {0, 2}.



80 3.6 Amélioration des bornes des coefficients de fy en degré 9

3.6.2 Utilisation des fonctions 7,,(6) = 37, |6:|"

Une fois les coefficients a1, as, a3 et ag fixés, nous allons maintenant déterminer les
autres coefficients en calculant des majorations pour les fonctions 7,,(6) = S, [6:|™
pour m € Z — {0, 2} ou les 6; sont les conjugués de 6. Nous utiliserons la méme méthode
que celle vue dans le théoréme 3.5.11. Nous mettrons en place un programme permettant
de calculer ces majorations comme dans le cas des corps de degré 8. Notons aussi 7,,, la
partie entiére de ces majorations. On a

|Sm| < T pour m € Z —{0,2}.

Une fois les valeurs de 7, connues, a partir de la relation de Newton

k—1
Sk+ Y aiSk—i+kay=0 1<k<n
i=1
nous pouvons dans le cas ol a; = 0, donner de meilleures bornes pour les autres coefficients
ay du polynoéme fy :

i) |as| = [Ss/3| < T3/3;

i) Jag| = |1(203 — Su)| < 2578,
ii) |as| = |%(5a2a3 —-S5)| < §(5|a2a3| +7Ts);
iv) |as| = [aS 1| < |ao|T 1.

Des résultats analogues donnent des bornes pour les autres valeurs de a;. On obtient les
coefficients ag et a; & partir du résultat suivant.

Soit fy(z) = [[,_,(x —6;) ; on remarque que fs(+1) est une norme. En utilisant, I'inégalité
entre moyennes arithmétique et géométrique on obtient

|f0(1)| = |N(1 — 9)‘ = H |1 — 9i| < (75(1 _ 0)/9)4.5.

Or,
(To(1 — 0)/9)* = (1 + (Ta(0) — 25,)/9)"

on a donc

fo(1)] < (1+ (T2(8) — 251)/9)*5.

De méme on montre que

Ifo(=D)| < (1+ (72(0) + 251)/9)4.5.

Dans le cas ot ¢y = 0 on a

[fo(ED)] < (1+T2(6)/9)*.

En posant

9 8 7 6 5 4 3 2
fo(z) = 2° + a12° + agx’ + azx’ + a4z° + asx” + agz” + azz” + agx + ao,



CHAPITRE 3. POLYNOMES DEFINISSANT LES CORPS 81

on obtient

o = 100 = fo(=1) (14 as+ a4 + ag),

ar = — (a1 + a3 + a5 + ay).

Remarque :

Il faut noter que plus I'exposant de Newton-Ore d’un coefficient est grand, moins nous
avons de valeurs pour ce coefficient. Cette restriction des valeurs des coefficients permet
d’avoir nos résultats numériques dans un temps (délai) assez raisonnable.

Voyons maintenant dans le paragraphe qui suit comment 'utilisation des minorations
de discriminanats avec corrections locales peut conduire & des simplifications dans les
calculs.

3.6.3 Utilisation des corrections locales de Serre, Odlyzko et Poi-
tou

Tous les tableaux de ce paragraphe ont été extraits de [24] et [25].
Comme on I’a vu dans le cas des corps de nombres de degré 8, on peut améliorer la table
dans [8] donnant la minoration en valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres de
degré 9 si 'on connait la décomposition en idéaux premiers des petits nombres premiers.
Ces résultats permettront d’éliminer un certain nombre de discriminants de corps en
fonction des signatures.

Cas ou K est de signature (1,4) :

Supposons que le nombre premier p soit divisible par un idéal premier p de K de
norme ¢ = p/. On obtient alors les minorations suivantes de facon inconditionnelle pour
les valeurs de p et g indiquées.

Minoration
81 295 503
46 348 905
30 249 458
16,32 | 24 397 331
57 789 564
9 28 685 778
27 28 685 778
5 39 657 567
25 23 235 622
7 32 371 194
11 26 604 281
13 91 837 308

o = DN

N Ot Ot W W WN NN NS
w

[ Y
W =
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Dans le cas de la ramification en 2 (resp. en 3), nous avons déja vérifié que les corps
K recherchés contiennent des idéaux premiers de norme 2 (resp. 3). Le tableau ci-dessus
montre que le discriminant dx ne peut prendre les valeurs £2% et +226. On vérifie ai-
sément que dx ne peut aussi prendre la valeur 316 et par conséquent la décomposition
3Zy = ©%p3 ne peut étre possible.

Cas ou K est de signature (3,3) :

La contribution des corrections locales permet d’améliorer les minorations de Diaz y
Diaz. Les résultats (sans GRH) sont donnés dans le tableau ci-dessous pour les valeurs de
p et ¢ indiquées comme précédemment :

q Minoration
2 301 476 861
4 171 694 369

8 111 192 502
16,32 | 88 341 844
214 235 487
9 105 151 850
27 81 777 838
) 146 723 989
25 82 205 903
7 119 294 245
11 96 946 913
13 91 837 308

= OO W W W NN
w

[y
LW =

A la lecture de ce tableau, on remarque que si le corps K est ramifié en 2, de discrimi-
nant +227 et £2% alors il est nécessairement de signature (1,4), et donc le discriminant
dix ne peut prendre les valeurs —227 et —228. Ce tableau montre aussi que le corps K
de discriminant 5'! serait nécessairement de signature (1,4). On montre de plus que le
discriminant dx ne peut prendre la valeur —7° si le corps K ne contient que des idéaux
premiers de norme 7.

Cas ou K est de signature (5,2) :

La contribution des corrections locales sans GRH donne les résultats suivants :
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P q Minoration
2 2 1165 733 328
2 4 663 330 211
2 8 427 071 142
2 16,32 | 336 805 639
3 3 828 171 818
3 9 403 025 243
3 27 303 876 441
5 5 566 314 065
5 25 306 080 997
7 7 459 066 093
11 11 369 919 117
13| 13 348 840 194

Ce tableau montre que si dg € {£2%°, £230} alors le corps K est de signature (1,4)
ou (3,3). Si dg = 3'8 alors le corps K est de signature (1,4). De méme si dg = 5 ou 52
alors le corps K est nécessairement de signature (1,4).

Lemme 3.6.7

Soit K un corps de nombres de degré 9, de signature (5,2) et de discriminant dg = T'°.
Si y est un entier de K de norme absolue a, alors :

vr(a) = 0 ou v7(a) > 2.

Ce lemme permet d’éliminer un nombre assez important de valeurs du terme constant
ag.
Cas ou K est de signature (7,1) :

La contribution des corrections locales sans GRH donnent :

P q Minoration

2 2 4 679 375 344
2 4 2 660 850 796
2 8 1 705 336 411
2 116,32 | 1341 973 338
3 3 3 323 648 034
3 9 1 606 721 182
3 27 | 1181 154 862
3 ) 2 269 966 179
3 25 1 191 894 258
7 7 1 835 806 268
11 11 1 469 648 592
13 13 | 1381 026 625

On remarque bien que cette signature ne peut étre possible dans le cas de la ramifica-
tion en 2. Si dx = —3'? alors K est de signature (3, 3).
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Cas ou K est totalement réel :

Ce cas est plus intéressant dans la mesure ol on peut éliminer un grand nombre de
discriminants. Mais avant cela, rappelons d’abord quelques résultats.
Le discriminant minimum pour un corps totalement réel imprimitif de degré 9 a été
déterminé par F. Diaz y Diaz et M. Olivier [12]. Il s’agit du discriminant 16240385609,
atteint pour une extension du corps cubique de discriminant 49. Le théoréme suivant
di a K. Takeuchi [28] donne le discriminant minimum dans le cas général (primitif et
imprimitif).

Théoréeme 3.6.8

La valeur minimale en valeur absolue prise par le discriminant d’un corps de nombres
totalement réel de degré 9 est 9685993193. Le corps correspondant est unique a isomor-
phisme prés; un polynéme générateur est :

2% — 927 + 242° + 22* — 202° — 32% + 5z + 1.
Il s’agit d’un corps primitif de groupe de Galois T3,.

Le tableau ci-dessous donne les minorations des discriminants en degré 9 en tenant
compte de la contribution des corrections locales de facon inconditionnelle.

P q Minoration

2 2 19 422 125 230
2 4 11 037 907 072
2 8 7 048 615 040
2 16,32 | 5553 588 743
3 3 13 792 616 428
3 9 6 632 556 137
3 27 4 775 745 111
5 5 9 410 697 938
5 25 4 826 869 699
7 7 7 596 741 549
11 11 6 050 186 436
13 ] 13 5 669 479 611

Gréace a ces résultats, nous énoncgons les propositions suivantes :

Proposition 3.6.9

Soit K un corps de nombres de degré 9 totalement réel.

Si K est ramifié seulement en 2 alors tout idéal premier p de K au-dessus de 2 est de
degré f,, supérieur ou égal a 6.

Si dxg = 3% tout idéal premier p de K au-dessus de 3 est de degré f, supérieur ou égal a
4.
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Tout idéal premier p de K au-dessus de 5 est de degré f,, supérieur ou égal a 3.

Preuve :
Elle découle du tableau ci-dessus. O

On a le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.10

Soit K un corps de nombres de degré 9 totalement réel. Si y est un entier de K de norme
absolue a, alors :

i) va(a) =0 ou ve(a) > 6

i11) Si dx = 3% alors v3(a) = 0 ou v3(a) > 4

iv) vs(a) =0 ou ve(a) > 3.

On obtient des résultats analogues pour les autres signatures. Ceci permet de réduire
de facon considérable les valeurs du terme constant ag.

Proposition 3.6.11
Si K est ramifié seulement en 7 et totalement réel, alors son discriminant dg = 72 ou
T,

L’étude menée dans ce paragraphe sur les discriminants se résume a travers le théoréme
suivant :

Théoréme 3.6.12

Si K est un corps de nombres de degré 9 ramifié seulement en 2 alors son discriminant dg
ne peut prendre les valeurs £2%5, £2%6 227 et —22_ De méme si le corps K est ramifié
seulement en 3 alors il est totalement ramifié et son discriminant dx ne peut prendre la
valeur 3'6. Si K est ramifié seulement en 5 alors il est nécessairement de signature (1,4).

Ces résultats permettent de réduire de facon assez considérable le nombre de poly-
nomes a prendre en considération dans les programmes que nous allons mettre en place
dans le chapitre suivant. La recherche numérique se montrant trés coiiteux en temps CPU,
des astuces pour réduire les polyndmes a étudier s’avérent nécessaires si nous voulons les
résultats de nos recherches numériques en temps raisonnable.






Chapitre 4

Tables et résultats

4.1 Commentaires

Des bornes pour les coefficients a; des polynémes susceptibles d’engendrer les diffé-
rents corps de nombres K ayant été déterminées, nous allons maintenant commencer nos
recherches numériques. Les programmes mis en place ont été écrits en langage C; nous
avons utilisé le systéme de calcul Pari [22]. Il faut signaler que nos recherches portent
au départ sur des milliards de polynomes. Des astuces pour accélérer le programme s’im-
posent si nous voulons avoir les résultats escomptés dans un délai acceptable. Nous avons
remarqué que les polynomes sur lesquels nous menons nos recherches sont en général tous
irréductibles, et pour cette raison nous évitons de faire intervenir le test d’irréductibilité
au début dans le programme.

Les discriminants et les signatures des différents corps recherchés étant déja fixés, on
arrive dans une premiére étape a éliminer plus de la moitié des polynémes a étudier car
n’ayant pas le bon signe du discriminant. Cette étape est trés importante car elle nous
fait gagner un temps considérable. La condition dj, = dga® (ot @ = [Zg : Z[0]]) permet
d’éliminer tous les polynémes dont le discriminant dy, n’a pas la bonne p-partie, et aussi
tous les polyndomes tels que le rapport %’ n’est pas un carré parfait. Ces deux conditions
sont trés importantes car elles constituent un véritable “filtre” pour les polyndémes ayant
le bon signe du discriminant. En effet en degré 8, dans le cas de la ramification en 2 trés
peu de polynomes vérifient ces conditions (moins de 0.003%) et presqu’aucun dans le cas
de la ramification en 5 ou en 7. En degré 9, moins de 0.005% de polynomes vérifient ces
conditions dans le cas de la ramification en 3 et presqu’aucun pour p = 2,5 ou 7.

A T'étape suivante, on impose maintenant la condition d’irréductibilité aux polynémes
ayant traversé le “filtre”, et ils sont pour la plupart irréductibles (avec en général un
nombre important de polynomes d’Eisenstein).

A la suite de cette étape nous ne prenons en compte que les polynémes ayant vérifié
le test du discriminant du corps. Il faut signaler que la valeur du discriminant du corps
étant connue, nous 'imposons dans le programme afin d’écarter tous les corps dont le
discriminant ne correspond pas a cette valeur. On remarque dans nos résultats que moins
de 0.002% des polynémes ayant le bon discriminant vérifient ce test du discriminant du
corps dans le cas de la ramification en 2 en degré 8 (resp. en 3 en degré 9). Nos calculs ne
donnent aucun corps vérifiant ce test dans le cas de la ramification en 5 ou en 7 en degré
8 (resp. en 2, 5 ou 7 en degré 9).
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Enfin pour terminer, on applique le test d’isomorphisme aux polynémes ayant vérifié
tous ces tests imposés précédemment : il s’agit de tester si deux corps ayant le méme
discriminant sont Q-isomorphes ou non. La commande spéciale mise en place dans Pari
pour ce test est “polredabs”. Une fois ce travail effectué, on calcule le groupe de Galois
de la cloture galoisienne des différents corps obtenus. La commande spéciale utilisée alors
est “polgalois”.

Les étapes de P’algorithme :

Nous rappelons ici les grandes étapes de 1’algorithme mis en place pour déterminer les
différents corps.
Etape 1. On construit les polynomes fy susceptibles d’engendrer les corps de nombres
fixés en donnant les différentes valeurs obtenues des coefficients a;.
Etape 2. En fixant la signature du corps, on calcule dans cette deuxiéme étape le discri-
minant dy, du polynome.
Etape 3. On teste si le discriminant du polynome vérifie la relation d;, = dga®. On fait
intervenir ici la notion de valuation du discriminant en un unique premier p.
Etape 4. On teste l'irréductibilité du polynoéme fy.
Etape 5. Dans cette derniére étape, on garde les polynomes fy donnant la valeur fixée
du discriminant du corps.

L’ordre de ces vérifications est primordial, car ces tests vont étre répétés un grand
nombre de fois; il permet ainsi d’accélérer nos programmes mis en place.

4.2 Reésultats

La grande partie de notre étude est consacrée a la recherche numériques des corps en
question. Aprés environ huit mois de calcul pour chaque degré sur les machines “entiers”
et “node” a I'université de Bordeaux 1, nous obtenons tous nos résultats. Nous donnons
a travers les tables qui suivent ces différents résultats : on choisit parmi les polynémes
générateurs fy du méme corps de nombres de degré 8 (resp. de degré 9), celui donnant
le plus petit indice de Z[f] dans I'anneau Zg des entiers pour représenter le corps de
nombres K.

4.2.1 Reésultats numériques en degré 8

A isomorphisme prés, on obtient 38 différents corps de nombres et 14 différents groupes
de Galois de degré 8. Tous les corps obtenus sont ramifiés seulement en 2. La recherche
numérique montre que la ramification seulement en 7 n’est pas possible. Nous avons
montré dans le chapitre 2 que sous G.R.H la ramification en 5 n’est pas possible. La
recherche numérique sans G.R.H montre aussi qu’il n’existe pas de corps de nombres de
degré 8 ramifiés seulement en 5. Les tables qui suivent donnent en détail les résultats de
nos recherches numeériques des corps de degré 8. On note a l'indice de Z[f] dans ’anneau
Zg. L’utilisation de Pari permet de donner d’autres polynémes générateurs et aussi une
base d’entiers du corps K.
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de — 922 polynémes fy(z) | signature | Gal(L/Q) | a
K 2® + 627+ 1 (0,4) T 128
polynoémes fp () signature | Gal(L/Q) | a
dg =22 8+ 1 (0,4) T,F 1
2% + 42°% + 8z + 42% + 1 (0,4) T, 9
de — 9% polynémes fy(z) signature | Gal(L/Q) | a
K 2% — 425 4 62% — 422 +2 | (0,4) T 1
polynoémes fy(z) signature | Gal(L/Q) | a
P xz 42— 22— 42’ + 1| (4,2) T | 128
8+ 42% — 22t + 422 + 1| (0,4) Ti5 128
o8 + 4zt — 42° + 1 (0,4) T 1
polynoémes fy () signature | Gal(L/Q) | a
dx = 927 x® + 2.1'4 + 2 (O, 4) T17 1
28 — 221+ 2 (0,4) Tz 1
28 —42® + 102" — 822 +2 | (0,4) Ts 1
polynémes fj(z) signature | Gal(L/Q) | a
2 — 4’ — 22+ 1222 +1| (4,2) Ty | 128
P+ 4 — 22t — 1222 +1]| (4,2) Ty | 128
di = +228 28 — 62t — 822 — 1 (2,3) Ts 25
28— 22 —1 (2,3) Ts 1
28+ 22% — 1 (2,3) Ty 1
2% —42° + 102" + 422+ 1| (0,4) T 128
polynoémes fp(z) signature | Gal(L/Q) | a
28— 42® + 82 — 822+ 2| (4,2) Tog 1
dr = 2% | 28 + 42% + 8z* + 822 + 2 | (0,4) Tos 1
.TS - 4336 + 4%4 -2 (2, 3) T30 1
28 + 42° + 42t — 2 (2,3) T30 1
polynomes fp(z) signature | Gal(L/Q) | a
28 —42® + 22 + 422 — 1| (6,1) Tyr 1
dig = —2%0 | 2% +42° + 22 — 422 — 1| (2,3) Tor 1
% — 425 + 6% — 422 — 1 (2,3) Tso 1
28 +425 + 62 + 422 — 1| (2,3) T30 1
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polynémes fj(z) signature | Gal(L/Q) | a
2% — 8z* + 827 — 2 (6,1) Ty 1
78 — 8% — 827 — 2 (2,3) Tor 1
25— 2 2,3) T 1
78 + 8z — 2 (2,3) Te 81
7%+ 2 (0,4) T 1
28 + 82°% + 202* + 162% + 2 (0,4) T 1
dg = £231| 2% — 82° + 20z* — 162 + 2 (8,0) Ty 1
2 — 47" + 2 (4,2) Tis 1
25+ 47t + 2 0,4) Tis 1
25 + 825 + 2427 + 3222 + 18 | (0,4) T 3
8 —82°% + 242 — 3222 + 18 | (0,4) Ti7 3
28+ 82°% — 122 + 2 (4,2) T, 289
2% — 4a* — 827 + 2 (4,2) Tos 81
2% — 4zt + 82 + 2 (0,4) Tog 81

A la lecture des tables, on remarque que certains discriminants ne peuvent étre réalisés.
Les groupes de Galois obtenus sont tous résolubles, et méme tous imprimitifs. Ce résultat
nous ameéne a énoncer le théoréme suivant :

Théoreme 4.2.1
Il n’existe pas de corps de nombres primitif de degré 8 ramifié seulement en p, pour
p=2,3,5etT.

4.2.2 Résultats numériques en degré 9

A isomorphisme prés, on obtient 13 différents corps de nombres et 8 différents groupes
de Galois de degré 9. Tous les corps obtenus sont ramifiés seulement en 3. La recherche
numérique montre que la ramification seulement en 7 n’est pas possible. Nous avons
montré dans le chapitre 2 que sous G.R.H la ramification seulement en 5 des corps de
nombres de degré 9 n’est pas possible. La recherche numérique sans G.R.H aboutit aussi a
ce méme résultat. Les tables qui suivent donnent en détail les résultats de nos recherches
numériques des corps de degré 9. On note a I'indice de Z[f] dans ’anneau Z . L’utilisation
de Pari permet de donner d’autres polynémes générateurs et aussi une base d’entiers du
corps K.

de — —319 polynémes fyp(z) | signature | Gal(L/Q) | a ‘
o ¥ =356~ 1| (3,3) T, |81

polynémes fy(z) | signature | Gal(L/Q)

di = —3%! -
.’,Cg — 3./,56 +1 (3, 3) T13 1
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polynémes fy(z) signature | Gal(L/Q) | a
dx = 3% 9 —62° + 1203 + 1 (1,4) T 81
9 — 92" + 2725 —302° + 9z — 1| (9,0) T 1
polynoémes fy(z) | signature | Gal(L/Q) | a
b _gn| @ =62 1027 =3[ (3,3) To 1
K= 2% — 325 +3 (3,3) Ths 1
29 =325 -9 +3 | (3,3) Tyy 512
dx = —3%
polynémes fp(z) signature | Gal(L/Q) | a
2% — 92" — 32 + 272° + 18z* — 2423 — 272 — 9z + 23 (3,3) Ty 2560
19 — 927 — 62°% + 272° + 362" — 242° — 5422 —9x +22 | (3,3) Tao 64
29 — 927 — 32% + 272° + 1821 — 152° — 2722 — 362 — 4 | (3,3) Tao 1024
polynomes fy(z) signature | Gal(L/Q) | a
dic — 326 29 — 9% + 2723 — 3 (1,4) T 512
2 —3 (1,4) T 1
20— 9% + 217 —24 | (L,4) T

A la lecture des tables, on remarque que certains discriminants ne peuvent étre réalisés.
Les groupes de Galois obtenus sont tous résolubles, et méme tous imprimitifs. Ce résultat
nous ameéne a énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.2
Il n’existe pas de corps de nombres primitif de degré 9 ramifié seulement en p, pour
p=2,3>5etT7.

4.3 Conclusion

Les travaux de J. Jones [17] ont montré qu’il n’existe pas de corps de nombres de
degré 5 ou de degré 6 ramifiés en un unique premier petit et de groupe de Galois non
résoluble.

Dans le cas du degré 7, S. Brueggeman [1] a montré aussi que de tels corps de nombres
ne peuvent exister. En nous inspirant des travaux des auteurs précédents, nous avons mené
I’étude dans le cas des corps de nombres de degré 8 et de degré 9. Au terme de notre étude,
nous arrivons au méme résultat que précédemment. Nous pouvons donc affirmer que la
conjecture de B. Gross [15] relative a ’existence de corps de nombres de degré n ramifiés
en un unique premier p < 11 et ayant un groupe de Galois non résoluble n’est pas vérifiée
pour n < 9. Le théoréme suivant résume les résultats de nos recherches.



92 4.3 Conclusion

Théoréme 4.3.1
Soit K un corps de nombres de degré n < 9 et ramifié en un unique premier p < 11. Alors
le groupe de Galois de sa cloture galoisienne est résoluble.

Il serait assez intéressant de poursuivre cette étude dans le cas des degrés n > 10 mais
malheureusement la méthode que nous avons utilisée devient moins efficace au niveau de
la recherche numérique car trés cotiteuse en temps CPU pour étre raisonnablement faite.
Pour ces degrés, les coefficients a; du polynémes générateur f, explosent trés rapidement !

On remarque particuliérement que la méthode développée dans cette thése ne suffit
pas pour résoudre entiérement le cas du degré 10 car les groupes de Galois non résolubles
ne sont pas tous primitifs. Les résultats de cette remarque sont donnés en Annexe A. Ceci
montre bien les limites de ladite méthode dans le cas ou le degré n est supérieur ou égal
a 10.
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Annexe A

Les groupes transitifs

A.1 En degré 8

Groupes G | Ordres | Parité | K D ks | K D ko Groupes G | Ordres | Parité | K D k4 | K D ko
T 8 oul oui The 64 oul oui
Ty 8 + oui oui Th7 64 oul oui
Ts 8 + oui oui Tog 64 oui oui
Ty 8 + oui oul Thg 64 + oul oui
Ts 8 + oul oui T30 64 oul oul
Ts 16 oui oui T31 64 oui oui
Ty 16 oui oui T30 96 + oui non
Tg 16 oul oui Ts3 96 + non oul
Ty 16 + oul oul T34 96 + non oul
Tho 16 + oui oui Tss 128 oui oui
T 16 + oui oui Ts6 168 + non non
Tio 24 + oui oui Ts7 168 + non non
Tis 24 + oui oul Tss 192 oui non
Tia 24 + oul oul Ts9 192 + oui non
Tis 32 oul oui T 192 oul non
Tie 32 oul oui Ta1 192 + non oul
Ti7 32 oul oul Tho 288 + non oul
Tis 32 + oui oui Tys 336 non non
AT 32 + oui oui Tya 384 oui non
Too 32 + oul oui Tys 576 + non oul
To1 32 oul oui Tue 576 non oul
Tho 32 + oul oul Tar 1152 non oul
Tos 48 oui non Tys 1344 + non non
Tos 48 + oui oul Tho 20160 + non non
Tos 56 + non non Tso 40320 non non

Dans les tableaux ci-dessus, K désigne un corps de nombres de degré 8, ke un sous-corps qua-

dratique, k4 un sous-corps quartique et G le groupe de Galois de la cloture galoisienne de K. On
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A.1 En degré 8

utilise le symbéle “4” pour indiquer que le groupe est pair.

K K
R k
2 k4
2 5
Q

Groupes de Galois de degré 8 non résolubles :

T3+7, T43,T4+8,T£ et T50.

Groupes de Galois primitifs de degré 8 :

+ ot +

On remarque bien que tous les groupes de Galois non résolubles sont primitifs.

Graphe des inclusions des sous-groupes de Galois primitifs de degré 8 :

T43

+
T3 7




A.2 En degré 9

Groupes G | Ordres | Parité | K D k3
T1 9 + oul
T2 9 + oul
T 18 + oui
Ty 18 oui
Ts 18 + oui
Tk 27 + oul
T 27 + oui
Tg 36 oul
Ty 36 + non
T10 54 + oul
T1 1 54 + oui
T12 54 oui
T1 3 54 oui
Tia 72 + non
Tis 72 non
Tig 72 non
Ti7 81 + oui

Dans les tableaux ci-dessus, K désigne un corps de nombres de degré 9, k3 un sous-corps cubic

et G le groupe de Galois de la cloture galoisienne de K.

Q

Groupes de Galois de degré 9 non résolubles :

Toh, Tah, Tahy et Tsa.

Groupes de Galois primitifs de degré 9 :

Groupes G | Ordres | Parité | K D ks
Tlg 108 oul
Thg 144 non
T20 162 oui
T21 162 + oul
T22 162 oui
T23 216 + non
Ty 324 oui
Tos 324 + oui
Toe 432 non
T27 504 + non
T28 648 oui
ng 648 oul
T30 648 + oul
T31 1296 oul
T30 1512 + non
Ts3 181440 + non
Tsy 362880 non

Ty, T1h, Tis, Tis, Tho, To, Tos, Toy, Tah, Ts et Thq.

On remarque aussi que tous les groupes de Galois non résolubles sont primitifs.
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Graphe des inclusions des groupes de Galois primitifs de degré 9 :

134

T
T,
Ty
Tl_tl T15 T16

Ty



A.3 En degré 10

Groupes G | Ordres | Parité | K D ks | K D ko
T 10 oui oui
T 10 oui oui
T; 20 oul oui
Ty 20 oul oul
Ts 40 oul oul
Ts 50 non oui
Ty 60 + non non
Ts 80 + oul non
Ty 100 non oui
Tho 100 non oul
T 120 oui oui
T12 120 oul oul
T3 120 non non
Tha 160 non oul
Tis 160 + oul non
Tie 160 oul non
Ti7 200 non oui
Tig 200 + non oul
Thg 200 non oul
Too 200 non oui
To1 200 non oul
T22 240 oul oul
Tos 320 + oul non

Groupes G | Ordres | Parité | K D ks | K D ko
Toy 320 + oui non
Ths 320 oui non
The 360 + non non
To7 400 non oul
Tog 400 + non oul
Tog 640 oui non
Tso 720 non non
T3 720 + non non
T30 720 non non
Tss 800 non oui
T34 960 + oui non
T35 1440 non non
Ts6 1920 oui non
Ts7 1920 + oui non
T3g 1920 oui non
Ts9 3840 oui non
Tuo 7200 non oul
Ta1 14400 non oui
T42 14400 + non oul
Tus 28800 non oul
Tha 1814400 + non non
Tys 3628800 non non

Dans les tableaux ci-dessus, K désigne un corps de nombres de degré 10, k2 un sous-corps
quadratique, ks un sous-corps de degré 5 et G le groupe de Galois de la cléture galoisienne de

K.

Groupes de Galois non résolubles en degré 10 :

+ + + + + + +
17", T, The, Ths, T2, Tog, T30, 151, 132, T3y, I35, I36, T3, 138, 139, Tao, Tur, Ty, Tuz, Tyy et Tis.

Q
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Groupes de Galois primitifs de degré 10 :
15, Tis, Tog, Ts0, Tyt , T2, Tss, Tyly et Tus.

Contrairement aux deux cas précédents, on remarque ici que tous les groupes de Galois primitifs
sont non résolubles. Mais par contre, on constate qu’il existe des groupes de Galois non résolubles
qui ne sont pas primitifs.

Les groupes de Galois non résolubles pour lesquels le corps K est une extension quadratique d’un
sous-corps quintique ks sont : T11,T12,T22,T34,T36,T;§, Tsg et T3g.

Les groupes de Galois non résolubles pour lesquels le corps K est une extension de degré 5 d’un
sous-corps quadratique ko sont : 111,112, Toe, T4, T41,T44§ et Tys.

Graphe des inclusions des groupes de Galois primitifs de degré 10 :

T45

+
T44

31
30
s
/ 32
-
26

-—— -

Inclusions non directes :

T32/T13 et TQ_E/T;—



A.4 En degré 11

Groupes G | Ordres | Parité
T 11 +
Ty 22
T 55 +
Ty 110
Ts 660 +
Ts 7920 +
T (31 +
Ty 11!

Dans le tableau ci-dessus, K désigne un corps de nombres de degré 11. Les corps de nombres K
en question sont tous primitifs.

11

Q

Groupes de Galois de degré 11 non résolubles :

Ts, Ts, T et Tg.
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Graphe des inclusions des groupes de Galois de degré 11 :

Ty

T7
,{,+

6

|

|
T

|

|

|

\ 4
T

/T’Q

T+

1

Inclusions non directes :
Tg TS et To /T



Annexe B

Tables des minorations des
discriminants de corps de nombres avec
corrections locales

Dans les tableaux suivants, on donne des minorations des valeurs absolues des discriminants
sous I’hypothése que ce corps contienne un idéal premier de norme indiquée avec ou sans G.R.H.
Le cas “Sans” correspond aux valeurs des minorations sans corrections locales et r; désigne le
nombre de places réelles.

B.1 En degré 7

Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H
Sans 177 523 161 815
2 579 113 501 984
4 331 477 287 038
8,16 222 826 197 864
3 412 579 357 155
9 204 690 183 287
5 284 955 246 473
7 231 950 203 548
11 190 493 173 001
Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H
Sans 2 032 227 1702 525
2 7 834 382 6 101 052
4 4 467 574 3477 291
8,16 3 187 488 2 474 956
3 5 570 643 4 336 562
9 2 690 366 2 145 635
5 3 815 532 2 974 198
7 3 093 048 2 424 966
11 2 447 559 1 986 692

7‘1:3

Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H
Sans 579 508 508 757
2 2 063 528 1703 785
4 1178 349 972 420
8,16 813 084 678 911
3 1 468 393 1 211 545
9 716 695 608 519
5 1 009 387 833 090
7 819 992 682 829
11 657 749 567 939
Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H
Sans 7 611 004 6 024 813
2 31 512 798 22 911 544
4 17 950 357 | 13 044 622
8,16 13 270 850 9 489 089
3 22 396 983 16 279 941
9 10 733 502 7 967 687
5 15 300 987 11 143 859
7 12 365 406 9 051 399
11 9 712 280 7 335 183




B.2 En degré 8

’1"120

’1"1:4

Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H Normes | Sous G.R.H | Sans G.R
Sans 3 957 866 3 403 708
Sans 1174 862 1 052 302
2 14 549 091 | 11 725 967
2 3982 120 3 369 529
4 8 303 321 6 688 612
4 2 276 712 1 926 221
8,32 5 347 417 4 404 589
8,32 1477 923 1 281 382
’ ro=2 3 10 349 684 8 336 756
3 2 835 493 2 397 211
9 5 029 339 4 160 403
9 1 396 063 1221 237
5 7 104 060 5 726 303
5 1 954 403 1 653 297
25 3 964 454 3 425 371
7 1 589 376 1362 411
11 1290 742 1 146 560 7 5767 138 4 682 936
11 4 598 215 3 869 548
Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H Normes | Sous G.-R.H | Sans G-R.H
Sans 54 578 395 42 071 532
Sans 14 252 378 11 660 853
2 231 027 708 | 163 060 305
2 56 418 857 42 765 062
4 131 552 095 | 92 810 025
4 32 160 483 | 24 363 905
8,32 85 275 143 61 237 254
8,32 20 731 327 16 023 170
’ 16 71 142 011 52 183 744
3 40 109 239 | 30 393 088 r1 =26
3 164 181 558 | 115 852 633
9 19 315 119 | 14 972 969
9 78 514 952 56 528 978
5 27 445 073 | 20 829 067 5 112 092 169 | 79 259 652
25 14 393 415 11 852 202
25 55 974 938 43 337 703
7 22 226 635 | 16 957 037
11 17 533 637 13 831 813 7 90 488 352 64 309 209
11 70 957 234 51 958 143
Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H
Sans 221 081 193 | 158 960 873
2 994 069 586 | 646 843 393
4 565 425 881 | 367 892 054
8,32 370 218 652 | 244 247 200
g 16 313 114 263 | 208 609 666
L= 3 706 280 884 | 459 467 032
9 335 795 458 | 222 553 178
5 481 468 126 | 313 918 266
25 231 479 421 | 166 284 241
7 387 431 755 | 254 051 972
11 302 671 160 | 203 776 133




B.3 En degré 9

Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H

Sans 27 336 198 | 23 007 468 Sans 100 826 742 | 80 499 455

2 103 415 809 | 81 295 503 2 408 896 565 | 301 476 861

4 58 993 192 | 46 348 905 4 233 000 135 | 171 694 369

8 37 903 228 | 30 249 458 8 148 878 228 | 111 192 502

16, 32 | 28 894 944 | 24 397 331 16, 32 | 111 152 277 | 88 341 844

=1 3 73 547 113 | 57 789 564 r =3 3 290 649 571 | 214 235 487

9 35611 093 | 28 685 778 9 139 615 164 | 105 151 850

27 27 384 664 | 23 162 204 27 101 755 234 | 81 777 838

5 50 420 440 | 39 657 567 5 198 712 762 | 146 723 989

25 27 444 772 | 23 235 622 25 102 315 643 | 82 205 903

7 40 901 188 | 32371 194 7 160 763 465 | 119 294 245

11 32 461 075 | 26 604 281 11 126 516 059 | 96 946 913

13 30 521 075 | 25 351 143 13 118 084 813 | 91 837 308
Normes | Sous G.R.H Sans G.R.H Normes | Sous G.R.H Sans G.R.H
Sans 394 044 797 295 584 269 Sans 1624 004 131 | 1 133 345 245
2 1702 316 508 | 1 165 733 328 2 7 429 487 899 | 4 679 375 344
4 969 002 763 663 330 211 4 4 224 562 286 | 2 660 850 796
8 616 204 541 427 071 142 8 2 675 012 621 | 1 705 336 411
16, 32 456 946 740 336 805 639 16,32 | 1989 763 412 | 1 341 973 338
r =5 3 1209 671 082 | 828 171 818 r =T 3 5278 216 390 | 3 323 648 034
9 577 374 510 403 025 243 9 2 505 505 269 | 1 606 721 182
27 403 094 446 303 876 441 27 1691 823 903 | 1 181 154 862
5 825 432 210 566 314 065 5 3 596 905 746 | 2 269 966 179
25 406 743 930 306 080 997 25 1712 660 012 | 1 191 894 258
7 665 653 806 459 066 093 7 2 891 853 456 | 1 835 806 268
11 521 276 677 369 919 117 11 2 257 145 378 | 1 469 648 592
13 484 054 703 348 840 194 13 2 088 578 822 | 1 381 026 625

Normes Sous G.R.H Sans G.R.H
Sans 7026 037 714 | 4 516 673 541

2 33 855 860 645
4 19 232 807 627
8 12 132 809 631
9 107 161 514
3 24 045 270 132
rr =19 9 11 358 116 411
7475 603 559
5 16 371 452 597
7 588 771 600
7 13 128 739 277
11 10 219 961 472
9 433 946 286
8 460 451 744

19 422 125 230
11 037 907 072
7 048 615 040
5 553 588 743
12 792 616 428
6 632 556 137
4775 745 111
9 410 697 938
4 826 869 699
7 596 741 549
6 050 186 436
5 669 479 611
5 218 144 751




B.4 En degré 10

Normes | Sous G.R.H | Sans G.R.H Normes | Sous G.R.H Sans G.R.H
Sans 190 6638 83 | 156 914 890 Sans 718 803 925 559 597 103
2 740 426 539 | 567 293 498 2 2 980 613 031 | 2 136 241 097
4 422 205 776 | 323 292 357 4 1697 854 424 | 1 216 227 849
8 270 711 490 | 210 342 194 8 1083 093 771 | 785 917 566
16 204 013 840 | 167 315 382 16 797 858 884 612 742 365
3 526 465 800 | 403 212 252 3 2 118 414 413 | 1 517 906 031
=0 9 254 137 136 | 199 244 537 Ty =2 9 1 015 327 688 | 742 632 841
27 191 394 867 | 158 469 056 27 728 419 086 570 817 409
5 360 539 227 | 276 482 027 5 1447 294 935 | 1 038 973 400
25 192 039 183 | 159 097 773 25 733 338 150 574 232 812
7 292 227 407 | 225 326 599 7 1169 678 719 | 843 790 455
11 231 100 600 | 184 343 302 11 918 756 440 683 523 067
13 216 652 665 | 175 238 619 13 855 889 837 646 382 134
17 201 305 572 | 165 591 519 17 784 697 517 605 131 856
Normes Sous G.R.H Sans G.R.H Normes Sous G.R.H Sans G.R.H
Sans 2 862 348 932 | 2 088 070 162 Sans 11 987 990 462 | 8 115 526 398
2 12 601 769 759 | 8 368 219 605 2 55 737 261 086 | 33 963 988 326
4 7 170 867 388 | 4 760 575 727 4 31 684 080 429 | 19 309 484 505
8 4 553 806 893 | 3 060 049 825 8 20 039 430 064 | 12 360 386 570
16 3302 214 317 | 2 348 646 396 16 14 373 721 674 | 9 369 713 899
3 8 954 258 943 | 5 944 584 603 3 39 594 812 715 | 24 122 383 952
r =4 9 4 266 295 554 | 2 886 094 070 ry =206 9 18 767 216 112 | 11 640 607 782
27 2 944 353 793 | 2 156 454 132 27 12 566 954 734 | 8 497 375 213
5 6 107 197 047 | 4 063 229 959 5 26 974 529 535 | 16 469 538 205
25 2 974 244 636 | 2 173 500 758 25 12 733 072 445 | 8 579 262 582
7 4 920 215 652 | 3 291 028 528 7 21 669 637 402 | 13 311 273 832
11 3 848 653 623 | 2 645 746 264 11 16 899 675 558 | 10 637 690 795
13 3 569 385 711 | 2 491 832 782 13 15 624 929 011 | 9 986 739 884
17 3239 439 525 | 2 315 406 950 17 14 072 608 176 | 9 223 907 327
r = 8 r = 10
Normes Sous G.R.H Sans G.R.H Normes Sous G.R.H Sans G.R.H
Sans 52 587 162 637 | 32 716 460 257 Sans 240 678 113 824 136 283 580 755
2 256 953 999 072 | 142 309 471 117 2 1 230 495 953 669 102 | 613 589 454 748
4 145 935 780 488 | 80 864 912 511 4 698 345 783 618 348 510 760 012
8 91 974 989 703 | 51 590 490 567 8 438 792 999 213 221 737 878 999
16 65 449 889 461 | 38 719 289 018 16 310 365 182 346 165 066 518 589
3 182 478 812 038 | 101 056 293 132 3 873 595 261 507 435 659 433 146
9 86 086 961 948 | 48 529 248 771 9 410 420 276 724 208 381 740 887
27 56 314 478 103 | 34 750 385 085 27 263 599 785 878 146 849 343 591
5 124 216 754 266 | 68 932 900 841 5 594 257 715 290 296 948 683 359
25 57 207 781 730 | 35 138 033 732 25 268 371 215 704 148 680 767 372
7 99 552 057 759 | 55 619 147 085 7 475 394 440 096 239 262 416 755
11 77 441 418 970 | 44 236 815 013 11 368 908 290 884 189 562 717 350
13 71 448 258 146 | 41 423 005 626 13 339 876 772 761 177 132 879 226
17 63 981 042 810 | 38 072 174 744 17 303 041 995 478 162 150 961 588




Annexe C

Quelques exemples de polyndémes
générateurs

On donne dans cet appendice quelques polyndmes générateurs obtenus & partir des pro-
grammes mis en place pour déterminer les différents corps de nombres de discriminant fixé. La
technique des exposants de Newton-Ore est trés efficace dans la construction de ces polynodmes.

C.1 En degré 8

Pour dg = 2%

o8 — 4" + 42® — 820 4 342* — 2443 + 122 4+ 8z 4 2
2% — 4z + 42% + 22* — 823 + 122% — 8z + 2
28 — 427 + 42° + 162° — 142* — 162° + 2022 — 82 + 2
x® — 4x" 4+ 82° — 162° + 382* — 1643 + 2822 + 2
28 — 427 + 82% — 82° + 62* — 823 + 422 + 2
28 — 427 + 825 — 82° + 62* — 422 + 2
2% — 4x” + 82° — 262" + 823 + 362% 4 16z + 2
28 — 42" 4+ 1225 — 242° + 342* — 322 + 202 — 8z + 2
28 — 427 + 1225 — 162° 4 22* + 162° + 2022 — 8z + 2
28 — 42" 4 1225 — 84° 4 1821 4 843 + 1222 + 8z + 2
28 + 4zt +322% + 4
28 + 427 + 42° + 825 + 342* + 2443 + 1222 — 8z + 2
28+ 427 + 42% + 22* + 82% + 122% + 8z + 2
28 + 427 + 42 — 162° — 142* + 162° + 2022 + 8z + 2
28 + 427 + 82° + 162° + 382* + 1623 + 2822 + 2
28 + 427 + 82% + 82 + 62* + 823 + 422 4+ 2
28 + 427 + 82° + 82° + 62 — 4% + 2



2% + 427 + 8% — 262 — 823 + 362% — 161 + 2
28 + 427 + 1225 + 2425 + 342 + 3223 + 202 4 8z + 2
28 + 427 + 1225 + 162° 4 22* — 162° + 2022 + 8z + 2
22+ 427 +122% + 82° + 182% — 82° + 122% — 8z + 2

Pour dx = 2%

2% — 82° 4 2% + 1222 + 8z + 2
28 4 2% — 1623 + 2022 — 82 + 2
2% + 2% + 1623 + 202° + 8z + 2
2+ 122 + 4
28+ 82° + 2% + 1222 — 8z + 2
78 + 428 + 62* — 823 + 42% + 8z + 2
28+ 425 + 62* + 82% + 42% — 8z + 2

Pour di = 2%°

z® — 820 + 18z + 422 + 2
22— 428 + 42* + 8
28 — 428 + 62% — 422 + 2
28 — 425 +122* — 1622 + 8
28 — 425 + 222% — 1222 + 2
o® — 42 + 362 + 3222 + 8
28 — 825 + 342" — 562° + 5222 4 2
22+ 22t — 422+ 2
28 4 22* + 42 + 2
2® + 825 + 34z* + 5623 + 5227 4 2
28 + 42° — 262 — 823 + 5222 4 162 + 2
28 + 42% — 262* + 82> + 5222 — 161 + 2
2% — 42°% + 362* + 3222 + 8
28 + 42% + 42* + 8
28 + 425 + 62% + 422 + 2
28 + 425 + 122% + 1622 + 8
28 + 425 + 222 + 1222 + 2
28 — 425 + 362% — 3222 + 8
x® + 825 — 82° — 202* 4 322% 4 4822 + 162 + 4



28 + 825 + 182* — 422 + 2

28 + 845 + 82° — 202 — 3223 + 4822 — 162 + 4
— 226

28 — 82% — 440" — 1442% + 4
2% — 825 — 442 + 4822 + 4
28 — 425 — 82% — 42* + 822 + 822 — 2
28 — 425 — 82° 4 823 4 1622 + 162 + 2
2% — 425 + 42* + 822 + 4
28 — 425 + 82% — 82% + 822 + 2
78 — 425 + 82* + 82% + 842 + 2
28 — 425 + 122 — 2423 + 1622 — 2
z® — 429 + 1221 — 822 4+ 4
78 — 425 + 124 + 2443 + 1622 — 2
28 — 425 + 82° — 42* — 82% + 822 — 2
o8 — 425 — 82° — 4o + 823 + 827 — 2
2% — 425 + 82° — 823 + 1622 — 162 + 2
o8 — 42% — 82° 4 823 4 1622 + 16z + 2
z8 — 282* — 642° — 6422 — 32z — 4
28 — 28z + 642 — 6422 + 322 — 4
28+ 425 — 82° + 823 + 2
o8 + 42® — 82° 4+ 102* — 2423 + 1622 + 2
28 + 42 + 82 + 102* + 2423 + 1622 + 2
o8 4 42° — 82° 4 32z* + 5627 + 4842 + 16z + 2
28 + 425 + 82° + 322% — 5623 + 4822 — 162 + 2
2+ 425 + 42* — 822 + 4
28 + 425 + 122* + 822 + 4
28 + 425 + 82° — 82% + 2
28 — 84% + 162" — 322 — 8022 — 322 + 8
28 — 828 + 162* + 3223 — 8022 + 322 + 8
28 — 825 + 362 — 642> + 6422 — 322 + 8
z8 — 82% + 362* + 642> + 6422 + 322 + 8
28 — 82% + 26z* + 7223 + 8022 + 162 + 10
28 + 621 — 82% + 1622 + 162 + 10



2% + 62* + 84% + 1622 — 162 + 10
28 + 202 — 6423 + 8022 — 322 + 8
28 + 20z 4 642 + 8022 + 32z + 8
28 + 825 + 262 — 7223 + 8022 — 162 + 10
28 + 42% — 82° + 102" — 82 + 822 — 162 + 10
28 + 425 + 382 — 7223 + 6422 — 162 + 10
28 + 428 + 382* + 7222 + 6422 + 162 + 10
2% 4 42% 4+ 82° 4 10z + 823 + 822 + 162 4 10
28 — 8% — 8% — 3222 + 16
2% — 82°% 4 162* + 16
28 — 828 + 402" — 9622 + 16
o8+ 162* — 3222 4 16
28 + 162" + 3222 + 16
28 + 445 — 82° — 4z* + 823 + 1204% — 322 + 14
28 + 425 + 82° — 4z* — 823 + 12042 + 322 + 14

Pour dxg = 2%7

2% — 8% — 82° 4 30z* + 642° + 4822 + 162 + 2
28 — 829 + 30zt + 2
28 — 825 + 342* — 1622 + 2
28 — 825 + 82° + 302* — 6423 + 4822 — 162 + 2
o8 — 42°% — 82° + 62 + 322 + 3222 + 2
28 — 425 4+ 62% 4 2
28 — 425 + 102* — 822 + 2
28 — 425 + 122 — 3223 + 5622 + 4
28 — 425 + 122* + 3203 + 5622 4 4
28 — 425 + 82° + 62* — 322% + 3222 + 2
22 —22* +2
22+ 22+ 2
28 + 42% — 1625 + 122* — 322° + 7202 — 322 + 4
o8 + 425 — 82° + 62 + 3202 + 162 + 2
28 + 425 + 621 + 2
28 + 425 + 102 + 822 + 2
28 + 425 + 84° + 62" + 3202 — 162 + 2



28 4 425 4+ 1625 + 122 + 322° + 7222 + 322 4 4
2% + 825 — 82° 4 302* + 1622 + 2
28 + 82% + 30z + 2
28 + 82% + 34z + 1622 + 2
2% 4 84° 4 82° 4 30z* + 1622 + 2
2% — 82°% — 82° 4 10z* + 322° + 5622 + 32z + 10
2% — 84% + 20z — 1622 + 8
28 — 82°% + 82° + 102* — 3223 + 562% — 322 + 10
28 — 425 — 82° 4+ 102* 4 1622 4 162 + 10
78 — 42% + 82° 4+ 102* + 1622 — 16z + 10
8 _ 825 +10z* + 962° + 16822 + 48z + 10
22— 425+ 8

8

28+ 425+ 8

28 +12z* — 1622 + 8

28 +122* + 1622 + 8

28 + 60z — 3222 + 8

2% 4 60z + 322° + 8

z8 + 825 + 10z — 9623 + 16822 — 48z + 10
28 + 42% — 82° + 102* — 3223 + 482% — 322 + 10
2® + 425 + 82° 4 102* 4 322 + 482% 4 322 + 10
Pour dyx = +2%8

z8 — 82% — 162° + 4x* + 12823 — 11222 — 322 + 4
28 — 828 — 82° + 42* — 822 + 2
78 — 82° — 82 + 162* + 3223 + 1622 — 2
28 — 8% — 82° + 80z* — 8023 — 1622 + 162 — 2
#8 — 82° — 60x* + 8022 + 4
28 — 8% — 202 — 1622 — 4
28 — 845 + 42* + 1622 + 4
28 — 82% + 122 + 4822 — 4
z8 — 825 + 20z — 3223 — 802 — 64z — 4
28 — 82% + 202 — 1627 — 4
z8 — 825 + 20z + 3223 — 802 + 64z — 4
28 — 82% + 282 — 162 + 4



112

C.1 En degré 8

28 — 828 + 82° + 4% — 822 + 2
28 — 828 + 84° 4 1621 — 3223 + 1622 — 2
28 — 825 + 82° + 802t + 8023 — 1622 — 162 — 2
28 — 82% + 1625 + 42* — 12823 — 11222 + 32z + 4
x8 — 42° — 82° — 282" — 4823 — 322 — 162 — 2
2% — 445 — 82° — 1623 — 1622 + 2
28 — 425 + 82° — 282* + 4823 — 3222 + 161 — 2
28 — 42% + 82° + 162 — 1622 + 2
28 — 825 — 42* 4+ 162 4 162 + 6
2% — 825 — 4z* + 242% — 162 + 2
28 — 82° + 821 — 1622 + 16z — 2
28 — 8z + 8z* + 822 + 2
x® — 281 — 4
28 — 20zt — 3222 + 4
z® — 20z + 3227 4 4
28— 4zt —4
28+ 4zt —4
28 +28z% — 4
28 + 825 — 42 + 1622 — 1624 6
28 + 825 — 4z* + 2422 + 162 + 2
z8 + 82° + 8z* — 1622 — 162 — 2
28 + 82° + 82% 4 822 4 2
28 + 428 — 82% — 762* — 1122% — 10422 — 162 — 2
28 + 428 — 82° — 282* — 1623 — 2
28 + 42% — 82° + 42* + 162° — 2422 + 162 — 2
28 + 425 + 82° — 762 + 11223 — 10422 + 162 — 2
28 + 425 + 82° — 282% + 1623 — 2
28 + 425 + 82° + 42* — 162° — 242% — 162 — 2
2%+ 84% — 1625 + 282% — 12823 + 14422 + 320+ 4
28 + 82% — 60z — 8022 4 4
28 + 825 — 20z* + 1622 — 4
o8 + 825 + 42 — 1622 + 4
28 + 825 + 1201 — 4822 — 4



Pour di = £2%°

28 — 425 — 242 — 2422 + 2
28— 428 —122% — 822 — 2
28 — 425+ 2
28 — 425 + 42* — 404% — 2
28 — 428 + 42* — 2
2% — 425 + 42* + 822 — 2
28 — 425 + 82* — 822 + 2
2% — 42% + 162* + 1622 + 2
2% — 42°% + 522% — 9622 — 2
z® + 425 — 242* + 2422 + 2
28 4+ 425 — 122* + 822 — 2
22+ 425 + 2
28 + 428 + 42* — 822 — 2
28+ 428 + 42* — 2
28+ 42% + 42* + 4022 — 2
28 + 425 + 82% + 822 + 2
28 + 425 + 162 — 1622 + 2
28 + 42% + 52z + 9622 — 2
28 — 8% — 1625 — 482% — 12823 — 4822 + 8
28 — 82% — 1625 + 162* 4 9623 + 1622 + 8
2% — 82°% — 162° + 242 + 3223 + 802? — 642 — 8
28 — 8% — 162 + 17622 + 8
28 — 82% — 82* + 1622 — 8
28 — 825 +162* — 1622 + 8
28 — 825 4+ 242 — 11222 — 8
28 — 825 + 242* — 1622 — 8
o8 — 825 + 48z — 4842 + 8
28 — 82% + 1625 — 48z 4 12823 — 4822 + 8
28 — 825 41625 + 162 — 962° + 1622 + 8
o8 — 828 + 1625 + 242" — 322 + 8022 + 642 — 8
28 — 82t — 1622 — 8

28 — 8z% + 1622 — 8



o8 + 88zt — 27242 — 8
2% 4 88z + 27202 — 8
28 + 82% — 162 — 17622 + 8
28 + 828 — 162° — 402" + 12823 — 14422 + 642 — 8
28 + 82% — 162 — 17622 + 8
28 + 825 — 82* — 1622 — 8
28 + 825 + 162" + 1622 + 8
28 + 825 + 242 + 1622 — 8
28 + 82°% + 242 + 11242 — 8
28 + 828 +482% + 4822 + 8
28 + 82°% + 1625 — 402 — 12823 — 14422 — 642 — 8
28 — 425 — 1625 + 42* — 3223 + 14422 — 80z + 14
28 — 42% — 1625 + 42 + 1122° — 12022 + 162 + 14
28 — 425 + 1625 + 42* — 1122% — 12022 — 162 + 14
2% — 4% + 162° + 42 + 322° + 14422 + 80z + 14
28 + 42° — 162° + 8z* + 322 — 10422 — 80z — 14
2% + 4% + 1625 + 82 — 324 — 10422 + 80z — 14
8 — 825 — 48z* — 642% — 32
x8 — 825 + 32
x8 — 82% + 162 — 32042 — 32
28 — 828 + 162 — 32
78 — 82° + 165* + 642 — 32
28 — 825 + 322 — 6422 + 32
x8 — 82% + 64x* + 12822 + 32
28 + 828 — 48z + 6422 — 32
28 + 82°% + 32
28 + 82° + 162 — 6422 — 32
28 + 82% + 162 — 32
28 + 825 + 162 + 32022 — 32
o8 + 82° + 320* + 6422 + 32
28 + 82% + 64z — 12822 + 32
o8 — 425 + 202" — 1623 — 6422 — 48z + 62
28 — 42% + 202" + 1623 — 642% + 48z + 62



Pour dy = —230

28 — 825 — 3225 + 202" + 25623 — 33622 + 64z + 4
28 — 82% — 1625 + 122% 4 962° — 3202 — 322 — 4
28 — 828 — 52z — 6422 — 4
28 — 825 — 20z* + 3222 — 4
22— 8z8 +42% — 4
28 — 825 +122% — 4
28 — 825 + 362 — 3222 — 4
28 — 828 + 1625 + 120 — 962° — 3222 + 322 — 4
z8 — 825 + 3225 + 202" — 25623 — 33627 — 64z + 4
78 — 762* — 4842 — 4
a® — 76z + 482% — 4
28 — 6821 — 19223 — 17622 — 64z — 4
28 — 6821 4+ 19223 — 17622 + 642 — 4
28 — 122 — 1622 — 4
8 —122* + 1622 — 4
28— 4z* — 1622 — 4
2% — 42t + 1622 — 4
28 + 82% — 3225 — 60z — 32023 + 6422 — 4
28 + 82 — 522 + 6422 — 4
28 + 825 — 20z — 3222 — 4
28 4+ 82% + 42t — 4
28 + 825 +122* — 4
28 + 828 + 362* + 3222 — 4
28 + 82% + 3225 — 60z + 32023 + 6422 — 4
28 — 828 — 1625 — 162" — 642° — 9622 — 642 — 8
2% — 82% — 162° — 162* + 642> + 962> — 8
28 — 825 — 1625 + 320 + 6423 — 12822 + 642 — 8
x8 — 82% — 1625 + 562t + 642° — 22422 + 1282 + 8
28 — 82% + 1625 — 162 + 642° — 9622 + 64z — 8
28 — 828 + 1625 + 322* — 6423 — 12822 — 64z — 8
z8 — 825 4+ 1625 + 562" — 642° — 22422 — 1282 + 8
z® — 162° — 120z + 2562 — 12822 + 8
o8 — 162° — 3221 + 3222 — 8
28 — 1625 + 40z* — 6422 + 1282 + 8
28 + 1625 — 1202 — 25643 — 12822 + 8
28 + 1625 — 322 + 3242 — 8
2% +162° + 402 — 6442 — 1282 + 8



o8 + 825 — 1625 + 242" — 6423 — 3202 + 8
28 + 825 4+ 1625 + 242" + 642% — 3202 + 8

28 — 82% — 722 — 962 — 16

28 — 825 — 56z + 4162 — 16

28 — 82% — 242 — 322 — 16

28 — 825 — 8% + 3222 — 16

28 — 825 + 8% + 3227 — 16

28 — 82° 4 40z* + 962° — 16

28 + 828 — 722% + 962% — 16

28 + 828 — 562* — 41622 — 16

28 + 828 — 242 + 322% — 16
28 + 825 — 82* — 3222 — 16
28 + 82% + 82 — 3222 — 16

o8 + 828 + 24" + 3242 — 16

28 + 82° + 402" — 962 — 16

2% — 82% — 162° + 202* + 3223 + 3222 — 962 — 36
28 — 82% + 1625 + 202* — 3223 + 3222 + 962 — 36
z8 + 825 + 20z — 6423 — 8022 + 36
2% 4 82° 4+ 202" + 642 — 80x% + 36
Pour dx = +£23!

x® — 82% — 3225 — 642* + 3223 + 1844% + 80z — 2
78 — 82% — 3245 + 3223 — 2422 — 165 — 2
28 — 825 — 3225 + 16023 + 22422 + 64z — 8
78 — 82°% — 3205 + 42* + 643 + 1442% + 64z + 4
28 — 825 — 162° — 602* — 1282 — 9622 — 32z — 4
78 — 82% — 1645 — 522* + 6423 — 322 — 4
2% — 82% — 162° — 362 + 2562 — 31222 + 64z + 2
x8 — 8% — 1645 4 122* — 6422 + 322 — 4
28 — 82° — 1625 + 162 + 322% + 2422 — 162 — 2
o8 — 828 — 365" — 24822 + 2
28 — 820 — 1221 42
x5 +4zt + 3202 + 2
28 — 825 + 122* — 822 + 2



ANNEXE C. QUELQUES EXEMPLES DE POLYNOMES
GENERATEURS
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28 — 828 4+ 162 — 3223 — 12822 — 64z — 8
28 — 825 + 162 + 2
28 — 825 + 162* + 3223 — 12822 + 64z — 8
x8 — 82% + 202 — 1623 — 8022 — 322 + 2
28 — 825 + 20z — 1622 + 2
z8 — 825 + 20z + 162 — 8022 + 322 + 2
z8 — 825 4 282 — 2422 + 2
x® — 82% + 162° — 602" + 1282° — 9622 + 32z — 4
28 — 825 + 1625 — 52z — 6423 + 320 — 4
z8 — 825 + 1625 — 362" — 25623 — 31222 — 64a + 2
28 — 82% 4+ 1625 + 122 — 6422 — 322 — 4
78 — 82° + 1625 + 162* — 322 + 2422 + 162 — 2
2% — 845 + 3225 — 642* — 3223 + 18442 — 80z — 2
28 — 825 + 3225 — 16023 + 22422 — 642 — 8
o® — 84°% 4+ 242 — 3242 + 18
28 — 322° + 162" + 19223 — 3042 + 48z — 2
z8 — 322° + 402* + 962 — 16822 + 48z — 2
28 — 162° — 682" + 402 — 32z + 2
28— 1162* + 2
28 — 36z — 1622 + 2
28 — 362 4 1622 4 2
z® — 322 — 642 — 4822 — 162 — 2
28 — 32z + 642 — 4842 + 162 — 2
28 — 20z + 2
28 — 8z* 4+ 822 — 2
28 — 8z — 822 —2
28 — 42* — 822 + 2
28 — 4zt +2
28 — 4z* + 822 + 2
22 —2
2242
28 +42* +2
2+ 8zt —2
28 + 82° + 242* + 322 + 18



118 C.1 En degré 8

28 +202* + 2
2% + 1162 + 2
28 4 1625 — 682* 4 4022 + 322 + 2
28 + 322% + 162* — 19223 — 30422 — 48z — 2
28 + 322° + 402* — 962 — 16822 — 48z — 2
28 + 825 — 1625 — 282 + 12823 — 19222 + 962 — 4
28 + 825 — 362 + 24822 + 2
28 + 829 — 122% 42
28 4+ 845 + 42* — 3242 + 2
28 + 825 + 122* + 822 + 2
28 + 825 + 162 + 2
28 + 825 + 20z + 1622 + 2
o® + 84° + 28z* + 2422 + 2
28 + 82% + 1625 — 282% — 12823 — 19222 — 962 — 4



C.2 En degré 9

Pour dx = —3Y°

2% — 927 — 1525 — 92° + 923 + 922 — 3
z¥ — 152 + 54zt — 1823 — 7222 + 54z — 3
2% —122% + 182% — 923 — 922 + 3
2 — 1225 + 362° + 182* — 1172 + 12622 — 54z + 3
2 — 9z — 6% + 2725 + 272" — 1823 — 1827 — 3
z? — 927 — 328 — 2725 + 54zt 4 923 + 4522 + 3
2% — 927 — 32 + 2724° + 182 — 362> + 4522 + 272 + 3
2 — 927 — 32° + 362° — 272* 4 923 — 922 + 3
27 — 925 + 328 — 2725 — 54zt + 923 — 4522 — 3
2% — 927 + 328 4 2725 — 182 — 3623 — 4522 + 272 — 3
2% — 927 4 32° 4 3625 + 272% 4 92° 4 927 — 3
27 — 62° — 92° — 9z* + 922 — 3
z® — 628 + 182" + 272% + 3622 — 3
2%+ 927 — 62° — 182° + 272% + 92° — 4522 — 27z — 3
20 + 927 — 3% — 720 + 7222 — 272 + 3
22 + 927 + 328 + 722* — 7222 — 272 — 3
2° — 927 + 6a° + 2725 — 272* — 1823 + 182 + 3
2% — 927 4+ 1525 — 92° + 923 — 922 + 3
2% 4 62° — 18z* + 272 — 3622 + 3
2 +122°% — 182% — 92% + 922 — 3
2 + 1225 + 362° — 182% — 11723 — 12622 — 54z — 3
x¥ + 152% — 542t — 1823 4 7222 + 54z + 3
2 — 927 — 62% — 2725 — 92" + 24323 + 1982 — 108z + 24
2% — 927 + 62°% — 272° + 92* + 24323 — 19822 — 108z — 24
29 — 925 — 21623 — 27
2% — 925 — 543 — 27
2 +92% — 2162° + 27

22 + 928 — 542 + 27
Pour di = —3%

2 — 625 — 272° — 92 + 362 + 2722 — 3
22+ 927 — 328 + 2745 — 182* + 2723 — 2722 + 3



120 C.2 En degré 9
2% + 927 + 32° + 2725 + 182* + 2723 + 2727 - 3
2% + 625 — 2725 + 92% 4 362 — 2722 + 3
Pour di = 3%2
2%+ 928 — 3925 — 92° 4 542t + 923 — 2727 43
2% — 928 — 925 — 272* — 923 — 2742 — 12
27+ 925 — 92° + 272% — 923 + 2722 + 12
z¥ — 928 4+ 3925 — 925 — 542t 4 923 + 2722 — 3
2% — 925 — 92° + 2723 + 542? + 272 + 30
2 + 92% — 92° + 27243 — 5422 + 272 — 30
Pour dxg = —3%3

2 — 625 +92% -3
2?4+ 32° -3
2+ 325 —92% — 3
2 +62° +92° + 3
2 — 325 +3
20— 325 — 923 +3
z¥ —272% 4 992% — 9
2 — 925 — 92° + 9
274+ 92°% — 923 — 9
29 —92% + 81
z° +92% — 81
¥ —92% + 1823 +9
z? 4+ 925 + 1823 — 9
2 — 325 — 1823 + 3
2%+ 325 — 182% — 3
¥ — 81z — 243
z9 — 81z% + 243
2% — 1525 + 182 — 3
2% — 625 — 923 — 3
¥ — 632> — 9
2 —9z3 -9
2% 4+ 272% + 992% + 9
z¥ +152°% 4+ 182% 4 3



2% +62% — 923 + 3
2% +62% — 923 + 3
¥ —632° +9
22 —9z3+9
z? — 1825 — 923 4+ 9
x¥ — 152°% 4 542> — 3
x¥ — 1225 +272% + 3
2% —92% — 3623 — 9
2 — 925 + 1823 — 9
29 +182% — 923 — 9
7 +122% + 2723 — 3
2 +92% — 362 + 9
2%+ 925 + 1823 + 9

Pour di = —3%

2° 4 928 + 2727 + 182% — 544° — 812 + 274% + 8122 — 3
2% 4+ 928 + 2727 4 1825 — 542® — 812 + 362> + 10822 — 48
2% + 928 + 2727 + 2725 — 812% — 8122 — 272 — 3
22+ 928 + 2727 + 2728 — 923 — 2722 — 12
2% — 928 4+ 2727 — 182° — 542’ + 812t + 2723 — 8122 + 3
2% — 928 4+ 2727 — 1825 — 542 + 812 + 362 — 10822 + 48
20 — 928 + 2727 — 272 — 8123 + 8122 — 272 + 3
27 — 928 + 2727 — 272% — 923 + 2722 + 12
z? — 928 + 54z — 5423 — 162z + 45
2 + 928 — 54z — 5423 — 162z — 45
z¥ — 925 4 272 — 8123 + 24322 — 3242 + 144
2+ 92% — 272 — 812 — 24322 — 324z — 144

Pour dy = 3%

z° —92% 4+ 272 — 3
z?—3
¥ —9
o +3
2 +9
z¥ — 9% 4 2723 — 24



122 C.2 En degré 9

2?4+ 925 + 2723 + 24
27 4+ 92% + 2723 + 3
z? —272% + 2723 — 9
¥ + 2725 +272° + 9
x¥ — 272 4+ 43223 + 576
x9 + 2725 + 43223 — 576
z¥ — 1825 — 2723 — 24
2%+ 182% — 272% 4+ 24
x¥ —182° 4 812 4 192
29 + 1825 + 812° — 192
¥ +272% — 72
2%+ 2723 + 72
z¥ — 81
2% 4 81
2 — 243
2 4 243
z? — 2187
z° + 2187
z¥ — 6561
z¥ 4+ 6561
22— 2725 — 2743 — 72
2%+ 2728 — 2723 + 72
z¥ — 2725 4 29723 — 576
2 + 2725 4+ 29723 + 576
2 — 1825 — 3
2 +182% +3
x¥ — 92° 4 21627 + 192
z° + 92% + 21623 — 192
¥ +542% — 9



Résumé : La présente étude vise & vérifier la conjecture faite par B. Gross relative a
I’existence de corps de nombres de groupe de Galois non résoluble et ramifiés en un unique
premier p < 11. A travers ce travail, nous nous intéressons au cas des corps de nombres
de degré n < 9. Aprés quelques rappels généraux sur les outils utilisés, on présente les
méthodes pratiques permettant de vérifier cette conjecture. Les travaux de J. Jones ont
montré que les corps de nombres de degré 5 et 6 vérifiant ces types de ramification ont
tous un groupe de Galois résoluble. Dans le cas du degré 7, S. Brueggeman a abouti au
méme résultat que le travail sus-cité.

Nos travaux dans le cas des degrés 8 et 9 montrent que sous GRH ou de facon incon-
ditionnelle, la ramification en 5 n’est pas possible. A l'issue des recherches numériques,
les seules tables obtenues sont celles de la ramification en p = 2 en degré 8 et celles de
la ramification en p = 3 en degré 9. Les corps obtenus ont tous un groupe de Galois
résoluble, montrant ainsi que cette conjecture de B. Gross n’est pas vérifiée pour les corps
de nombres de degré n < 9.

Mots clefs : Groupe de Galois, Corps de nombres, Discriminant, Polynome généra-
teur, Exposant de Newton-Ore, Résoluble, Ramification.

Abstract : The current research examines the conjecture made by B. Gross on the
existence of several number fields with a nonsolvable Galois group and which are ramified
at exactly one prime p less than 11. The study concerns the number fields of degree n < 9.
First of all, we focus on the instruments of the analysis, before presenting the methods
that we used to solve the problem. The work of J. Jones showed that quintic and sextic
number fields ramified only at one small prime are always solvable. Also, S. Brueggeman
showed that septic number fields ramified only at one small prime are always solvable.

We eliminate octic and nonic number fields ramified only at 5 by using a method
which depend on GRH or inconditionally by computer search. Our computer search also
shows that only the ramification at p = 2 for the octic number fields and the ramification
at p = 3 for the nonic number fields are possible. Note that all of these fields found have
a solvable Galois group. We conclude that Gross’s question has a negative answer for
nonsolvable Galois group inside §,,, for n < 9.

Key words : Galois group, Number field, Discriminant, Generating polynomial,
Newton-Ore exponent, Solvable, Ramification.
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