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Résuḿe

Cette thèse présente une analyse numérique de l’amortissement des vibrations st-
ructurales obtenu par des traitements passifs, actifs et hybrides actifs-passifs. Pour cela,
un modèle éléments finis de poutre sandwich dont les couches peuvent ˆetre élastiques,
piézoélectriques ou visco´elastiques est pr´esenté. Il est valid´e à travers des comparaisons
avec les r´esultats analytiques, expérimentaux et numériques trouv´es dans la litt´erature,
puis, étendu au cas de peaux stratifi´ees. Ensuite, la représentation de la d´ependance
en fréquence des propri´etés des mat´eriaux viscoélastiques est étudi´ee en utilisant les
modèlesAnelastic Displacement Fields(ADF), Golla-Hughes-McTavish(GHM) et Mo-
dal Strain Energy(MSE) itératif. Une réduction modale `a base complexe est propos´ee
et validée à travers des comparaisons avec les r´esultats trouv´es dans la litt´erature. Un
algorithme itératif est proposé pour trouver le contrˆole optimal du typeLinear Qua-
dratic Regulator(LQR) respectant le champ ´electrique maximum applicable aux pas-
tilles piézoélectriques. La comparaison entre les performances d’amortissement des
mécanismes d’action pi´ezoélectrique par extension et par cisaillement montre que les der-
niers sont plus efficaces pour de petites amplitudes et fr´equences ´elevées et pour des struc-
tures sandwich `a peaux rigides et cœur souple. Trois traitements amortissants hybrides,
obtenus en modifiant l’emplacement relatif des couches visco´elastique et pi´ezoélectrique,
ont été analys´es et compar´es. Il est montr´e que les traitements par revêtement con-
traint actif (RCA), consistant `a remplacer la couche externe ´elastique par un actionneur
piézoélectrique, ne sont efficaces que pour des couches visco´elastiques tr`es minces. Tan-
dis que les traitements par revêtement contraint passif (RCP) associ´e à un actionneur
piézoélectrique collé sur la surface opposée de la structure (RCP/CA) ou entre la couche
viscoélastique et la structure (RCPA/CA) sont, g´enéralement, plus efficaces. Cependant,
les trois traitements fournissent des syst`emes de contrôle efficaces et robustes. L’´etude
du contrôle de vibrations d’une poutre sandwich `a cœur visco´elastique, à l’aide de deux
pastilles collées sym´etriquement sur ses surfaces sup´erieure et inférieure, en utilisant trois
contrôleurs de types LQR, d´erivatif etLinear Quadratic Gaussian(LQG) est réalisée. Il
est montré que les contrˆoleurs optimaux LQR et LQG sont plus efficaces que le d´erivatif,
puisqu’ils sont moins d´ependants de la co-localisation des actionneurs et capteurs. Finale-
ment, l’influence de la temp´erature d’opération sur la performance de l’amortissement par
traitement du type RCA est analys´ee ; les résultats montrent qu’il est possible d’aboutir `a
des performances uniformes dans un intervalle de températures.

Mots-clés : Contrôle des vibrations, structures intelligentes, matériaux piézoélectriques,
matériaux viscoélastiques, d´ependance en fr´equence, éléments finis, poutres sandwich
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Abstract

This thesis presents a numerical analysis of the structural vibrations damping obtai-
ned by passive, active and hybrid active-passive damping treatments. For that, a finite
element model of a sandwich beam which layers can be elastic, piezoelectric or vis-
coelastic is presented. It is validated through comparisons with analytical, experimental
and numerical results found in the literature and, then, extended to the case of lamina-
ted surface layers. The representation of the frequency-dependence of the viscoelastic
materials properties is studied using theAnelastic Displacement Fields(ADF), Golla-
Hughes-McTavish(GHM) and iterativeModal Strain Energy(MSE) models. A modal
reduction of the resulting state-space system using a complex base is proposed and vali-
dated through comparisons with the results found in the literature. An iterative algorithm
is proposed to evaluate the optimal control (Linear Quadratic Regulator, LQR) respecting
the maximum electric field allowed by the piezoelectric patches. The comparison between
the damping performances of the extension and shear piezoelectric actuation mechanisms
shows that the latter are more effective for small amplitudes and high frequencies and
for sandwich structures with rigid surface layers and soft core. Three hybrid damping
treatments, obtained by modifying the relative position of the viscoelastic and piezoelect-
ric layers, were analyzed and compared. It is shown that active constrained layer (ACL)
treatments, consisting in replacing the elastic constraining layer by a piezoelectric actua-
tor, are effective only for very thin viscoelastic layers. At the same time, treatments using
passive constrained layer (PCL) associated with a piezoelectric actuator bonded directly
on the opposite surface of the structure (AC/PCL) or between the viscoelastic layer and
the structure (AC/PSOL) are, generally, more effective. However, the three treatments pro-
vide effective and robust control systems. The study of the vibration control of a sandwich
beam with viscoelastic core, through two piezoelectric patches bonded symmetrically on
its upper and lower surfaces, using three controllers, namely LQR, derivative andLinear
Quadratic Gaussian(LQG), is carried out. It is shown that optimal controllers LQR and
LQG are more effective than the derivative one, since they are less dependent on the colo-
calisation of the actuators and sensors. Finally, the influence of the operating temperature
on the damping performance of an active constrained layer treatment is analyzed. Results
show that it is possible to obtain uniform performances in an interval of temperatures.

Keywords : Vibration control, smart structures, piezoelectric materials, viscoelastic materials,
frequency-dependence, finite elements, sandwich beams
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2.3 Discrétisation par ´eléments finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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l’action par extension. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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2.29 Propriétés géometriques de la poutre sandwich pour le cas capteur (di-
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5.5 Variation de la flèche du bout de la poutre avec les position du centre et
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ment hybride(ζ(θ)/ζ(25)) ; (b) Tension maximale(Vmax(θ)/Vmax(25)). . 174
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libre à cinq couches. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.6 Fréquences propres (Hz) et amortissements modaux (%), calculés en uti-

lisant les mod`eles ADF, GHM et MSE. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.1 Performances optimales du contrˆole actif d’une poutre sandwich amortie. 123
4.2 Amortissements modaux (%) passif et suppl´ementaires ajout´es par le
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lm . . . . . . . constantes élastiques modifi´ees du mat´eriau de lai-ième couche

ei
nm . . . . . . . constantes pi´ezoélectriques du mat´eriau de lai-ième couche

e∗k
nm . . . . . . . constantes pi´ezoélectriques modifi´ees du mat´eriau de lak-ième couche

ǫ
i
nn . . . . . . . . constantes di´electriques du mat´eriau de lai-ième couche

ǫ
∗k
nn . . . . . . . . constantes diélectriques modifi´ees du mat´eriau de lak-ième couche
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G∗(ω) . . . . module complexe de cisaillement du mat´eriau viscoélastique

G0 . . . . . . . . module de cisaillement relax´e du matériau viscoélastique

G∞ . . . . . . . module de cisaillement non-relax´e du matériau viscoélastique

Ωi ,∆i,Ci . . . i-ième série de param`etres du mod`ele ADF

Variables scalaires
βi . . . . . . . . rotation, dans le planxz, de la section transversale de lai-ième couche

Dni . . . . . . . n-ième composante du vecteur de d´eplacement ´electrique de lai-ième
couche

δH . . . . . . . travail virtuel des efforts ´electromécaniques internes

δT . . . . . . . . travail virtuel des efforts d’inertie

δW . . . . . . . travail virtuel réalisé par les forces externes

Eni . . . . . . . n-ième composante du vecteur champ électrique de lai-ième couche

εc
c . . . . . . . . déformation généralisée de cisaillement du cœur

ε f
i . . . . . . . . déformation généralisée de flexion de lai-ième couche

εm
i . . . . . . . . déformation généralisée de membrane de lai-ième couche

εli . . . . . . . . l -ième composante du vecteur d´eformation de lai-ième couche

ϕ̄i . . . . . . . . moyenne des potentiels impos´es sur les surfaces supérieure et inférieure de
la i-ième couche

Vi . . . . . . . . . différence entre les potentiels impos´es sur les surfaces sup´erieure et
inférieure de lai-ième couche

ϕ+ . . . . . . . . potentiel impos´e sur la surface sup´erieure des couches pi´ezoélectriques

ϕ− . . . . . . . . potentiel impos´e sur la surface inf´erieure des couches pi´ezoélectriques

γ . . . . . . . . . facteur de multiplication de la pond´eration de contrˆole

J . . . . . . . . . fonction coˆut quadratique

Kd . . . . . . . . gain de contrˆole pour la rétroaction directe de vitesse

Mi . . . . . . . . moment concentr´e aux bords de lai-ième couche

mi . . . . . . . . moment reparti dans lai-ième couche

Ni . . . . . . . . force normale concentr´ee aux bords de lai-ième couche

Nl . . . . . . . . l -ième fonction de forme

ni . . . . . . . . . force normale repartie dans lai-ième couche

Qi . . . . . . . . force transversale concentr´ee aux bords de lai-ième couche

qi . . . . . . . . . force transversale repartie dans lai-ième couche

σli . . . . . . . . l -ième composante du vecteur contrainte de lai-ième couche

s . . . . . . . . . variable de Laplace,s= jω
F i

x,F i
z . . . . . forces surfaciques axiale et transversale impos´eesà la i-ième couche
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f i
x, f

i
z . . . . . . forces volumiques axiale et transversale impos´eesà la i-ième couche

ū . . . . . . . . . déplacement moyen des plans moyens des peaux

ui . . . . . . . . . déplacement axial du plan moyen de lai-ième couche de la poutre
sandwich

ũ . . . . . . . . . déplacement relatif des plans moyens des peaux supérieure et inf´erieure

ŭi . . . . . . . . . déplacement axial de lai-ième couche de la poutre sandwich

ω . . . . . . . . . pulsation

w . . . . . . . . . déplacement transversal de lai-ième couche de la poutre sandwich

x,1 . . . . . . . direction longitudinale suivant la longueur de la poutre

y,2 . . . . . . . direction transversale suivant la largeur de la poutre

z,3 . . . . . . . direction transversale suivant l’épaisseur de la poutre

Variables vectorielles et matricielles
A . . . . . . . . . matrice d’´etat

Â . . . . . . . . . matrice d’´etat réduite

B . . . . . . . . . matrice de contrˆole

B̂ . . . . . . . . . matrice de contrˆole réduite

Bim,Bi f ,Bic vecteurs d’interpolation des déformations de membrane (m), de flexion (f )
et de cisaillement (c) de lai-ième couche

C . . . . . . . . . matrice de sortie d’´etat

Ĉ . . . . . . . . . matrice de sortie d’´etat réduite

D . . . . . . . . . matrice d’amortissement visqueux de la poutre sandwich

Fm . . . . . . . . vecteur des forces gén´eralisées mécaniques distribu´ees

Fe . . . . . . . . vecteur des forces gén´eraliséesélectriques

I . . . . . . . . . matrice identit´e

K0
c . . . . . . . . matrice de rigidit´e statique du cœur viscoélastique

K∞
c . . . . . . . matrice de rigidit´e haute-fréquence du cœur visco´elastique

Kg . . . . . . . . matrice de gain de contrˆole

K i . . . . . . . . matrice de rigidit´e de lai-ième couche

K p . . . . . . . somme des matrices de rigidit´e des peaux

K̄ c . . . . . . . . matrice de rigidit´e du cœur visco´elastique facteur deG∗

K̄ k . . . . . . . . matrice de rigidit´e de lak-ième couche pi´ezoélectrique

Λ . . . . . . . . . matrice diagonale des valeurs propres

M . . . . . . . . matrice de masse de lapoutre sandwich

Nix,Niz,Nir vecteurs d’interpolation des déplacements axial (x) et transversal (z) et des
rotations (r) de lai-ième couche



XX Nomenclature

P . . . . . . . . . matrice solution de l’´equation de Riccati

p . . . . . . . . . vecteur des perturbations

p̂ . . . . . . . . . vecteur des perturbations r´eduit

Q . . . . . . . . . matrice depondération d’état

q . . . . . . . . . vecteur des degr´es de liberté

qe . . . . . . . . vecteur des degr´es de libert´e élémentaires

qe . . . . . . . . vecteur des degr´es de libert´e élastiques

qd
i . . . . . . . . vecteur de lai-ième série de degr´es de libert´e dissipatifs

q̂d
i . . . . . . . . vecteur de lai-ième série de degr´es de libert´e dissipatifs réduits

R . . . . . . . . . matrice depondération de contrˆole

R̄ . . . . . . . . . matrice depondération de contrˆole pourγ= 1

T . . . . . . . . . matrice des vecteurs propres correspondant `aΛ
Td . . . . . . . . base de r´eduction modale, `a droite, des variables d’´etat

Tg . . . . . . . . base de r´eduction modale, `a gauche, des variables d’´etat

u . . . . . . . . . vecteur des entr´ees de contrˆole

x . . . . . . . . . vecteur des variables d’´etat

x̂ . . . . . . . . . vecteur des variables d’´etat réduit

χ . . . . . . . . . vecteur des d´eplacements modaux

y . . . . . . . . . vecteur des sorties d’´etat

Opérations mathématiques
(•)′ . . . . . . . dérivée par rapport `a la directionx, ∂(•)/∂x
˙(•) . . . . . . . dérivée par rapport au tempst, ∂(•)/∂t

δ(•) . . . . . . variation virtuelle de la quantit´e (•)



Chapitre 1

Introduction g énérale

1.1 Motivations

Les vibrations structurales sont tr`es indésirables puisqu’elles peuvent causer des
problèmes tels que la fatigue structurale, la transmission des vibrations `a d’autres
systèmes, le bruit interne ou externe dû au rayonnement acoustique, etc. Néanmoins, il
est possible de limiter leurs effets grâce, fondamentalement, à trois types de techniques
de réduction de vibrations. La première est la technique d’annulation (ou suppression),
utilisée surtout pour éliminer le bruit engendré par la vibration et non la vibration elle-
même, se fait par la production d’une source de bruit secondaire ´emettant le n´egatif du
bruit primaire afin d’aboutir à une annulation des deux sources. La seconde est l’isola-
tion qui consiste `a éviter la transmission des vibrations d’un syst`emeà un autre sans pour
autant éliminer les vibrations du syst`emeémetteur. Finalement, le troisi`eme groupe de
techniques, dit d’att´enuation, est utilisé pour diminuer l’amplitude des vibrations d’un
système, en cas d’´echec ou d’impossibilit´e de son isolation, ou pour r´eduire le rayonne-
ment acoustique, en cas d’impossibilité de production ou d’inefficacit´e d’une source se-
condaire d’anti-bruit. Les techniques d’atténuation consistent `a diminuer l’amplitude des
vibrations structurales dont les fréquences sont dans le voisinage des fr´equences propres
de la structure. Par cons´equent, ces techniques permettent d’att´enuer, ou mˆeme d’éliminer,
les résonances de la structure. En g´enéral, elles peuvent être class´ees en passives ou ac-
tives.

Les techniques passives d’amortissement des vibrations structurales utilisent
l’int égration ou l’ajout de matériaux ou systèmes, poss´edant des propri´etés amortissantes,
couplésà la structure de telle façon que les vibrations de la structure sont amorties passive-
ment, c’est-à-dire, sans aucune intervention ext´erieure suppl´ementaire. Les revˆetements
composés de mat´eriaux polymères visco´elastiques constituent des traitements tr`es effi-
caces pour r´eduire les amplitudes de r´esonance de structures vibrantes. Ces matériaux
ont la propriété de passer d’un ´etat peu rigide (caoutchouteux), pour des temp´eratures
élevées et des fr´equences de vibration basses, à un autre rigidifié (vitreux), pour la situa-
tion opposée. De plus, dans la région de transition entre ces deux états, o`u leurs propriétés
élastiques varient rapidement, ces matériaux sont capables de transformer l’énergie de
déformation en ´energie thermique, dissipant ainsi, sous forme de chaleur, l’´energie vibra-
toire de la structure sur laquelle ils sont collés. Par ailleurs, il a ´eté constat´e [66, 68] que
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2 Chapitre 1. Introduction g´enérale

ces revêtements viscoélastiques sont beaucoup plus efficaces quand ils sont recouverts
d’une couche élastique permettant de les faire d´eformer en cisaillement (Figure 1.1). Ce
traitement est d´enomméRev̂etement Contraint Passif(RCP).

VEVE

Figure 1.1: Mécanisme d’amortissement par revêtement contraint passif.

Les techniques actives permettent, quant `a elles, de contrˆoler les vibrations à chaque
instant par des actionneurs qui agissent sur la structure selon une loi de commande conc¸ue
pour minimiser une mesure quelconque de l’intensit´e des vibrations ind´esirables. C’est
le principe du contrˆole actif (CA) des vibrations. Ces mesures sont, soit basées sur une
référence, soit fournies par des capteurs plus ou moins intégr´es dans la structure. Dans le
premier cas, le syst`eme est ditfeedforwardet, dans l’autre,feedback, ce dernier étant dû
à la rétroaction des mesures effectu´ees sous forme d’action de contrôle des vibrations.

Une structure contenant des actionneurs et capteurs coll´es ou intégrés et coupl´es
par un syst`eme de contrˆole (Figure 1.2) est dite intelligente ou adaptative. En effet, les
mesures fournies par le capteur sont traitées par un syst`eme de contrˆole approprié, qui en-
voie ensuite `a l’actionneur un signal capable de modifier le comportement de la structure,
l’adaptant à un comportement requis.

Actionneurs Structure Capteurs

Contrôle

- -

�

6

Figure 1.2: Définition d’une structure intelligente.

Il existe plusieurs manières de construire une structure intelligente à partir d’une
structure de base. Cette conception consiste à choisir les actionneurs, capteurs et
systèmes de contrˆole. Les actionneurs et capteurs sont, g´enéralement, fabriqu´es à par-
tir de matériaux, ditsintelligents, capables de fournir une action distribu´ee, génér´ee par
le couplage naturel de leurs déformations ou contraintes avec diff´erents facteurs externes
comme des champs ´electrique, magn´etique ou de temp´erature, etc. Parmi les mat´eriaux
intelligents les plus utilis´es on peut citer les c´eramiques et polym`eres piézoélectriques,
les matériauxà mémoire de forme, les mat´eriaux électrostrictifs ou magn´etostrictifs et les
fluidesélectro-rhéologiques.

Ce travail sera limité aux actionneurs construits à partir de pastilles c´eramiques
piézoélectriques, `a base dezirconate et titanate de plombPZT, qui se d´eforment lors-
qu’ils sont actionn´es par un potentiel électrique (effet inverse) et induisent un potentiel
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électrique lorsqu’ils sont d´eformés (effet direct). Ces actionneurs font partie de la famille
des actionneurs distribués qui, contrairement aux actionneurs ponctuels, agissent `a tra-
vers des forces r´eparties sur leur surface. Ces mat´eriaux peuvent aussi être utilis´es comme
capteurs pi´ezoélectriques permettant de fournir, `a chaque instant, une valeur moyenne des
déformations d’une région de la structure correspondant `a la surface du capteur. Cepen-
dant, ce travail ne se limitera pas aux capteurs pi´ezoélectriques, consid´erant aussi des
capteurs discrets du type acc´eléromètres ou optiques. L’int´erêt des actionneurs et capteurs
distribués est qu’ils permettent de contrôler une bande plus large de fr´equences et, aussi,
d’aboutirà un système de contrˆole moins encombrant, puisque les actionneurs et capteurs
sont intégrés dans la structure et toute action ne nécessite que des cˆables de connexion
entre les actionneurs, capteurs et contrˆoleurs. Par ailleurs, dans cette classe de contrˆole,
il existe une multitude de syst`emes de contrˆole intégrés qui diffèrent en fonction de la
configuration capteur/actionneur/structure.

La nécessit´e de syst`emes de contrˆole à la fois, fiables et robustes, comme le contrôle
passif et, efficaces et commandables, comme le contrˆole actif, a motivé récemment le
développement de syst`emes de contrˆole hybride actif-passif, utilisant dans le mˆeme trai-
tement les mat´eriaux viscoélastique (passif) et pi´ezoélectrique (actif). Le premier as-
sure la fiabilité et la robustesse du syst`eme puisqu’en cas de mauvais fonctionnement du
contrôle actif, le syst`eme reste amorti. Le second améliore les performances du syst`eme
pour les très basses fréquences. Les deux contrˆoles passif et actif agissent donc en
complémentarit´e.

Cette thèse s’intéresse aux deux techniques passive et active d’atténuation des am-
plitudes des vibrations, s´eparément puis conjointement `a travers le contrˆole hybride actif-
passif.

1.2 Analyse bibliographique

Le développement de syst`emes de contrˆole actif-passif fait l’objet actuellement de
plusieurs projets de recherche dans le monde. L’analyse des publications trouv´ees dans
la littérature montre que les principaux centres d’int´erêt concernent : 1) les configura-
tions de contrôle hybride ; 2) la mod´elisation de structures sandwich multicouches ; 3) la
modélisation des mat´eriaux viscoélastiques ; 4) les algorithmes de contrôle. Cependant, le
mécanisme d’action de l’actionneur pi´ezoélectrique n’a pas ´eté étudié par cette commu-
nauté. On présente donc ici une discussion sur les m´ecanismes d’action pi´ezoélectrique.
Dans les sous-sections suivantes, l’analyse bibliographique concernant chacun de ces
thèmes est pr´esentée. Même si les travaux analys´es concernent plusieurs applications,
l’analyse qui suit sera limit´ee auxétudes de structures du type poutre, puisqu’elles se-
ront les seules structures trait´ees dans ce travail. D’autres analyses bibliographiques sur le
contrôle actif-passif peuvent ˆetre trouvées dans les synthèses fournies dans [15, 42, 57].

1.2.1 Configurations de contr̂ole hybride

Les traitements amortissants passifs par revˆetement visco´elastique contraint sont
déjà largement utilisés pour amortir des vibrations structurales [66, 68]. Pour certaines
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applications, visant un amortissement int´egré, il est aussi envisageable de remplacer des
parties de la structure par d’autres sous forme de sandwich `a cœur visco´elastique, ou
même d’en concevoir directement des parties sandwich intégr´ees.

Le succès de ces traitements passifs combin´e aux progrès obtenus dans le domaine
des structures intelligentes a motiv´e le développement de traitements hybrides actif-passif,
consistant `a remplacer la couche ´elastique par des actionneurs pi´ezoélectriques. Ces trai-
tements, dit parRev̂etement Contraint Actif(RCA) ont été suggérés par Plump et Hub-
bard1 [73]. Leurs principaux avantages r´esident dans (i) leur capacit´e d’augmenter ac-
tivement le cisaillement du mat´eriau viscoélastique (γa > γs, Figure 1.3),à travers l’ac-
tionneur piézoélectrique, am´eliorant ainsi la dissipation d’´energie ; (ii) la combinaison
des performances aux fr´equences plus ´elevées, des mat´eriaux viscoélastiques, et aux tr`es
basses fréquences, des actionneurs pi´ezoélectriques ; (iii) l’augmentation de la robustesse
du contrôle actif, dans la mesure o`u, en cas de mauvais fonctionnement, le syst`eme reste
amorti.

γ
a

γ
s

Structure

Couche viscoélastique

Couche de précontrainte passive (élastique)
Couche de précontrainte active (piézoélectrique)

.

Figure 1.3: Mécanisme d’amortissement par revêtement contraint actif.

Depuis le début des années 90, plusieurs configurations de traitements RCA ont
été présentées dans la litt´erature. Celle proposée par Plump et Hubbard [73] a ´eté rete-
nue par la majorit´e des chercheurs. N´eanmoins, une multitude de syst`emes ont ´eté pro-
posés selon les positions et types des capteurs/actionneurs. Ainsi, Agnes et Napolitano
[1], Huanget al. [40] et Yellin et Shen [94] ont suppos´e des actionneurs auto-capteurs
dans le revêtement contraint actif (Figure 1.4d), tandis que Shen [80, 81] et Liao et Wang
[61] ont utilisé des capteurs optiques pour mesurer la flèche du bout de la poutre (Figure
1.4a). L’avantage des actionneurs auto-capteurs est d’aboutir `a un système de contrôle
co-localisé. Varadanet al. [88] ont considéré un capteur pi´ezoélectrique collé à côté du
traitement hybride (Figure 1.4b). Lesieutre et Lee [57] ont proposé de segmenter le trai-
tement afin d’augmenter sa robustesse, bien que les performances pour les fr´equences
plus élevées ont ´eté diminuées. Dans ce cas, les d´eformations de la surface oppos´ee de
la poutre sont mesur´ees (Figure 1.4c). Cette configuration a aussi ´eté étendue par Baz
[10] en consid´erant deux traitements collés sym´etriquement sur les surfaces d’une poutre,
mais seuls les déplacements longitudinaux ont ´eté considérés afin d’étudier le mécanisme
d’amélioration du cisaillement de la couche viscoélastique.

Une variation de la configuration pr´ecédente a ´eté propos´ee par Baz [11, 13, 14] en
plaçant un capteur pi´ezoélectrique entre la couche viscoélastique et la structure (Figure
1.4e). Elle permet d’aboutir à une bonne co-localisation des actionneurs et capteurs sans

1Cette référence n’a pu être consult´ee mais un consensus existe dans la litt´erature que c’est le premier
travail sur le revˆetement contraint actif.
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Figure 1.4: Configurations de contrôle hybride actif-passif.
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avoir à mettre en œuvre les circuits complexes des actionneurs auto-capteurs. Cette confi-
guration a aussi ´eté retenue par Veley et Rao [89] et, en version segmentée, par Kapadia
et Kawiecki [46] (Figure 1.4f). Parallèlement, afin de traiter activement des structures
déjà revêtues par des traitements passifs contraints, Azvineet al. [4] ont collé une pas-
tille piézoélectrique sur le revêtement contraint passif (Figure 1.4g). Cette configuration
a été reprise dans [3, 78] mais avec deux traitements coll´es symétriquement sur les sur-
faces supérieure et inférieure de la poutre (Figure 1.4h). Dans les deux cas, des mesures
des déplacements de la poutre sont effectu´ees,à l’aide d’un acc´eléromètre pour le pre-
mier cas et d’un capteur optique pour l’autre. Un avantage de cette construction est de
permettre que les longueurs des traitements actif et passif soient diff´erentes, contraire-
ment aux pr´ecédentes qui nécessitent des actionneurs couvrant enti`erement les couches
viscoélastiques.

D’après les travaux ci-dessus présentés, les traitements hybrides sont plus efficaces
que les passifs dans tous les cas. Par rapport au contrôle purement actif, ils sont plus
efficaces pour des revˆetements courts [40], pour des gains de contrˆole peuélevés [40,
61], pour des mat´eriaux viscoélastique rigides [61], et plus robustes [57, 78], puisque la
marge de stabilit´e des modes excit´es par le contrˆoleur est plus large. D’autre points de vue
indiquent que le traitement hybride permet d’avoir une performance comparable `a celles
des passif et actif avec des revˆetements plus l´egers (moins de matériau visco´elastique)
[89] et avec moins de puissance de contrˆole (tensions de contrôle moins ´elevées) [61].

Cependant, ces traitements hybrides souffrent tous de la perte de transmissibi-
lit é entre la structure et l’actionneur pi´ezoélectrique, due `a la souplesse de la couche
viscoélastique. Ainsi, d’autres configurations ont ´eté proposées dans la litt´erature afin de
remédierà ce problème. Liao et Wang [60] ont sugg´eré de placer des ´eléments rigides aux
bords des actionneurs les reliant ainsi à la structure et, donc, aboutissant à une certaine
action directe des actionneurs (Figure 1.4i). Bien que cela permet, effectivement, d’aug-
menter la transmissibilit´e entre l’actionneur et la structure, le cisaillement de la couche
viscoélastique est r´eduit et le traitement devient donc moins amortissant passivement.
Cette configuration a aussi ´eté étudiée par Varadanet al. [88] afin de déterminer des
formes optimales pour les ´eléments aux bords. Cependant, ils ont consid´eré un capteur
piézoélectriqueà côté du traitement (Figure 1.4j), alors que Liao et Wang [60] ont mesur´e
la flèche de la poutre avec un capteur optique. Liu et Wang [64] ont aussi consid´eré ce trai-
tement mais en utilisant un actionneur auto-capteur (Figure 1.4k). Badre-Alamet al. [5]
ont repris la configuration de [60] en consid´erant deux traitements collés sym´etriquement
sur les surfaces oppos´ees de la poutre (Figure 1.4l). D’apr`es Liao et Wang [60], les
éléments aux bords élargissent les r´egions d’optimalité du RCA, par rapport aux trai-
tements purement passif et actif.

Une autre mani`ere de résoudre le probl`eme de la transmissibilité est de consid´erer
des traitements actifs et passifs agissant s´eparément. Ainsi, Chen et Baz [20] ont propos´e
de coller un actionneur pi´ezoélectrique directement sur la surface inf´erieure d’une poutre,
en plus d’un revˆetement contraint actif collé sur sa surface oppos´ee (Figure 1.4m). Cette
construction a ´eté reprise par Crassidiset al. [22] afin de comparer les performances obte-
nues en agissant, d’une part, `a travers l’actionneur du revêtement contraint actif et, d’autre
part, à travers celui du cˆoté oppos´e. Dans ce dernier cas, l’actionneur du cˆoté supérieur
agit passivement comme une couche ´elastique. Leurs r´esultats montrent que le revˆetement
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contraint actif est plus performant et requiert des tensions de contrˆole moinsélevées que la
combinaison du contrˆole purement actif avec le revˆetement contraint passif. Par ailleurs,
d’autres chercheurs ont aussi ´etudié les traitements actif et passif s´eparés, comme Friswell
et Inman [31] qui ont supposé une poutre trait´ee par un revˆetement contraint passif, sur
sa surface sup´erieure, et par un actionneur pi´ezoélectrique, sur la surface oppos´ee (Figure
1.4q). Lamet al. [51] ont présenté des traitements s´eparés, collés sur le cˆoté oppos´e d’une
poutre (Figure 1.4o) et sur le mˆeme côté (Figure 1.4n). Leurs r´esultats montrent que, pour
le casétudié, les deux m´ecanismes sont plus efficaces et requi`erent une tension de contrˆole
moinsélevée que le revˆetement contraint actif et que les traitements sont optimaux quand
ils sont placés sur les cˆotés oppos´es. Ils sugg`erent aussi l’utilisation de l’actionneur en
dessous du mat´eriau viscoélastique (Figure 1.4p).

Comme le montre la Figure 1.4, la majorit´e des configurations hybrides sont com-
posées de plus de trois couches. Par conséquent, `a part dans quelques travaux purement
expérimentaux [46], des mod`eles de poutre sandwich ont ´eté adoptés.

1.2.2 Mod́elisation de poutres sandwich intelligentes

La première étude sur les propri´etés vibratoires des poutres sandwich `a cœur
viscoélastique a ´eté présentée par Kerwin [47], vers la fin des années 50. Il a consid´eré
des poutres sandwich simplement appuy´ees, dont les peaux ´elastiques ´etaient beaucoup
plus rigides que le cœur et dont la rigidité en flexion de la couche de pr´econtrainte était
négligeable par rapport à celle de la structure de base. Ainsi, le cœur était suppos´e ne se
déformer qu’en cisaillement transverse et la rigidité en flexion de la poutre sandwich était
celle de la structure de base. DiTaranto [25] a étendu les travaux de Kerwin pour traiter les
vibrations libres des poutres sandwich avec des conditions aux limites arbitraires. Ensuite,
tout en gardant les hypoth`eses de Kerwin, un autre mod`ele aété développé par Mead et
Markus [67] pour étudier les vibrations forcées pour plusieurs conditions aux limites. Ils
ont abouti à une équation diff´erentielle de mouvement d’ordre six en fonction de la fl`eche.

Ces premiers travaux ont ´eté, récemment, étendus au cas des revˆetements contraints
actifs pour tenir compte de la couche pi´ezoélectrique. Ainsi, Agnes et Napolitano [1] ont
utilisé la théorie de Kerwin, en consid´erant l’effet de l’actionneur pi´ezoélectrique comme
une augmentation de la rigidité de la couche de pr´econtrainte. Leibowitz et Vinson [53]
ont étudié le même problème, mais pour une poutre partiellement couverte par le RCA.
D’autre part, Baz et Ro [13] sont partis de l’équation de Mead et Markus pour ´etudier, par
la méthode des ondes progressives, une poutre encastrée-libre partiellement trait´ee par le
RCA, bien que dans leur cas, une couche pi´ezoélectrique, servant de capteur, est plac´ee
entre le mat´eriau viscoélastique et la poutre. C’est pourquoi, afin de rester dans le cadre
de la théorie de poutres sandwich, ils ont supposé que le capteur et la poutre forment une
seule couche dont la rigidit´e estéquivalente à la somme de celles des deux couches. Dans
ce cas, l’action pi´ezoélectrique a ´eté approchée par une d´eformation imposée. Cela a aussi
été suppos´e par Shen [80] afin de d´eriver leséquations de mouvement d’une poutre tota-
lement couverte par un traitement hybride, qu’il a analys´e ensuite `a travers l’approche des
fonctions de transfert. De même, van Nostrand et Inman [87] ont utilisé ces hypoth`eses
pour développer leur mod`eleéléments finis (EF) avec quatre degrés de libert´e (ddls) par
nœud, pour lequel, tout comme Baz [11] et Huanget al. [40], ils ont supposé que la



8 Chapitre 1. Introduction g´enérale

couche visco´elastique ne se d´eforme qu’en cisaillement transverse. Un mod`ele EF simi-
laire aété développé par Baz et Ro [12] pour leur configuration de RCA (Figure 1.4e),
mais en tenant compte aussi des extension et flexion de la couche viscoélastique. Ensuite,
Lesieutre et Lee [57] ont d´eveloppé un modèle EF à 9 ddls par ´elément avec des inter-
polations quadratiques pour le d´eplacement longitudinal et l’angle de cisaillement. Les
effets des inerties de rotation ont ´eté pris en compte pour les trois couches. Par ailleurs,
deséléments finis isoparam`etriques ont ´eté utilisés pour étudier des traitements hybrides
par Varadanet al. [88] et Veley et Rao [89]. Dans les deux cas, des ddls ´electriques ont
été utilisés pour modéliser l’action pi´ezoélectrique.

D’autre part, la m´ethode de Rayleigh-Ritz a aussi ´eté utilisée par Lamet al. [51] et
Liao et Wang [61] pour discr´etiser les ´equations de mouvement, o`u l’inertie de rotation a
été négligée mais les déformations axiales de la couche visco´elastique ont ´eté considérées.
Le dernier modèle [61] a ´eté utilisé dans [60] par les mˆemes auteurs pour ´etudier l’effet
deséléments aux bords (Figure 1.4i). Ces derniers ´etant mod´elisés par des ressorts reliant
l’actionneurà la poutre.

Des poutres `a cinq couches ont aussi ´eté étudiées dans la litt´erature. Chen et Baz
[20] et Crassidiset al. [22] ont étendu les travaux de Baz et Ro [12, 13] pour étudier
une poutre trait´eeà la fois par le revˆetement hybride à trois couches [13] (Figure 1.4e)
collé sur sa surface sup´erieure, et par un actionneur pi´ezoélectrique collé sur la surface
opposée (Figure 1.4m). Dans les deux cas, ce dernier a ´eté suppos´e composer, avec la
poutre et le capteur de la surface oppos´ee, une seule couche. Cependant, dans le travail
de Chen et Baz [20], la rigidit´e du capteur a ´eté négligée. Un mod`ele éléments finis de
poutre à cinq couches a aussi ´eté développé par Badre-Alamet al. [5] afin d’étudier deux
traitements hybrides avec des ´eléments aux bords [60] (Figure 1.4i) collés sur les sur-
faces supérieure et inférieure d’une poutre. Dans ce cas, le matériau visco´elastique a ´eté
suppos´e se déformer en cisaillement transverse seulement. Des ddls électriques ont ´eté
considérés pour les couches pi´ezoélectriques, aboutissant `a unélément finià 7 ddls par
nœud. Dans une autre perspective, Wang et Wereley [91] ont utilis´e le modèle de Mead et
Markus afin d’étudier une poutre sandwich `a cœur visco´elastique avec deux actionneurs
piézoélectriques coll´es sur ses surfaces supérieure et inférieure, bien que ces derniers ont
été remplac´es par des moments concentrés aux bords [23], r´eduisant ainsi le mod`ele à
celui à trois couches. Comme Baz et Ro [13], ils ont utilis´e la méthode des ondes progres-
sives pour analyser le probl`eme.

Représentant le modèle au plus grand nombre de couches parmi ceux trouv´es dans
la littérature, celui propos´e par Rongonget al. [78] (Figure 1.4h) consid`ere une poutre
traitée sur ses surfaces supérieure et inf´erieure par des revˆetements contraints actifs `a
trois couches, comme propos´e par Azvineet al. [4] (Figure 1.4g). Néanmoins, la poutre,
la couche viscoélastique et celles de précontrainte et pi´ezoélectrique ont ´eté suppos´ees
se déformer seulement en flexion, cisaillement et extension, respectivement. En plus,
la couche de pr´econtrainte et l’actionneur pi´ezoélectrique ont ´eté considérés comme
une seule couche, aboutissant à une poutre symétrique à cinq couches. La m´ethode de
Rayleigh-Ritz a ´eté utilisée dans ce cas pour discrétiser les ´equations.

On peut résumer les hypothèses principales utilisées dans la littérature comme suit :

1. cisaillement pure dans la couche viscoélastique, `a l’exception de Baz et Ro [12],
Crassidiset al. [22], Lamet al. [51], Lesieutre et Lee [57], Liao et Wang [60, 61],
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Varadanet al. [88] et Veley et Rao [89] ;

2. inertie de rotation n´egligeable, à l’exception de Agnes et Napolitano [1], Lesieutre
et Lee [57], Varadanet al. [88] et Veley et Rao [89] ;

3. cisaillement négligeable dans les couches élastiques ou pi´ezoélectrique,à l’excep-
tion des mod`eleséléments finis isoparamètriques de Varadanet al. [88] et Veley et
Rao [90] ;

4. actionneur pi´ezoélectrique mod´elisé comme une d´eformation, force ou rigidit´e in-
duite,à l’exception de Badre-Alamet al.[5], Lamet al.[51], Liao et Wang [60, 61],
Varadanet al. [88], Veley et Rao [89].

D’autre part, la majorit´e de ces travaux ont supposé des vibrations sinusoı̈dales, ce
qui leur a permis de considérer un module de rigidité complexe pour tenir compte `a la
fois des propri´etésélastiques et visqueuses du mat´eriau viscoélastique. Cependant, cette
approche n’est pas r´ealiste dans le cas g´enéral. Par ailleurs, l’efficacit´e du revêtement
est fortement dépendante du comportement du mat´eriau viscoélastique et, donc, de sa
modélisation.

1.2.3 Mod́elisation des mat́eriaux viscóelastiques

Les propriétésélastiques et dissipatives des mat´eriaux viscoélastiques dépendent,
généralement, des fr´equence, amplitude, type d’excitation et de la temp´erature. Le be-
soin de mod`eles d’amortissement viscoélastique capables de repr´esenter la r´ealité phy-
sique de ces propri´etés a motivé une grande quantit´e d’études dans les années 80.À cette
époque-là, l’approche des modules complexes était d´ejà largement utilis´ee. Cependant,
la construction des mod`elesà matrices complexes rendait les analyses impraticables. Par
conséquent, Johnsonet al. [45] ont propos´e une méthode, dite des ´energies modales (Mo-
dal Strain Energy, MSE), consistant à estimer les amortissements modaux `a travers une
relation entre les facteurs de perte et les énergies de déformation de la structure et du
matériau viscoélastique. Néanmoins, il a ´eté considéré que les propri´etés du mat´eriau
viscoélastique restent constantes pour toute condition de chargement, ce qui éloigne cette
approche de la réalit´e. Pour pouvoir tenir compte de la d´ependance en fréquence des pro-
priétés des mat´eriaux viscoélastiques, cette m´ethode doit ˆetre consid´erée dans une version
itérative [31]. D’autre part, Plouin et Balm`es [72] ont propos´e l’utilisation d’une base mo-
dale réelle, augmentée par une base de correction pour tenir compte des effets d’amortis-
sement. De bons résultats ont ´eté obtenus ; cependant, la base utilisée contient le double
du nombre de modes.

Pour permettre la représentation temporelle des caractéristiques des matériaux
viscoélastiques, une s´erie de méthodes temporelles capables de représenter la dépendance
en fréquence des propri´etés des mat´eriaux viscoélastiques, tout en étant compatibles avec
les techniques d’analyse habituellement utilisées dans la dynamique des structures, a ´eté
développée. Ainsi, Bagley et Torvik [6, 7] ont propos´e une méthode bas´ee sur des d´erivées
fractionnaires efficace pour des analyses dans le domaine fr´equentiel mais aboutissant,
dans le domaine temporel, `a deséquations différentielles d’ordre fractionnaire assez com-
plexesà résoudre. D’autres m´ethodes temporelles ont, ainsi, ´eté proposées aboutissant `a
deséquations différentielles ordinaires. Lesieutre [54, 58] a propos´e un modèle nommé
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Augmenting Thermodynamic Fields(ATF), basée sur l’introduction de variables internes
(dissipatives), similaires aux variables cach´ees introduites par Biot [18] dans sa th´eorie
linéaire de la thermodynamique irréversible. Limité aux cas unidimensionnels, ce modèle
a été ensuite ´etendu aux cas tridimensionnels par Lesieutre et son équipe [55, 57] grˆaceà
un nouveau mod`ele nomméAnelastic Displacement Fields(ADF). En parallèle, Dovstam
[27] a présenté uneétude analogue, bien que dans ce cas-ci, seule une analyse dans le
domaine fréquentiel a ´eté réalisée. Hughes et son ´equipe [35, 65] ont aussi d´eveloppé un
modèle, ditGolla-Hughes-McTavish(GHM), basé sur l’introduction de variables dissipa-
tives, tout comme le mod`ele ADF. Les mod`eles ATF/ADF et GHM sont assez similaires
vu qu’ils utilisent tous des variables additionnelles pour bien modéliser les relaxations du
matériau viscoélastique. N´eanmoins, on peut distinguer quelques diff´erences entre eux.
Le modèle GHM utilise une formulation dans le domaine de Laplace devant ˆetre trans-
formée pour des analyses dans le domaine temporel. Par ailleurs, il aboutit `a uneéquation
du second ordre compatible avec les équations provenant du modèle ´eléments finis. Tan-
dis que le mod`ele ATF/ADF aboutità deséquations du premier ordre de telle fac¸on que
la compatibilité entre ces ´equations et celles provenant du modèle ´eléments finis n’est
obtenue qu’en construisant un syst`eme couplé sous la forme d’´equations d’´etat. D’autre
part, même si les mod`eles GHM et ADF utilisent diff´erents paramètres ayant diff´erentes
significations physiques, les mod`eleséléments finis construits en les utilisant présentent
des réponses similaires. D’autres m´ethodes bas´ees aussi sur l’addition de variables in-
ternes peuvent être trouv´ees dans la litt´erature [44, 97]. Ces mod`eles repr´esentent bien la
variation des propri´etés des mat´eriaux viscoélastiques avec la fréquence, mais pour une
température constante donn´ee. Afin de permettre la repr´esentation de la d´ependance en
température des propri´etés et l’échauffement du mat´eriau, Lesieutre et son groupe [19, 56]
ont étendu le modèle ADF pour ces cas, aboutissant, néanmoins, `a deséquations non-
linéaires. Pour cette th`ese, les modèles ADF, GHM et MSE seront les seules m´ethodes
utilisées pour modéliser la d´ependance en fréquence des matériaux visco´elastiques.

Étant donné que les mod`eles GHM et ADF repr´esentent le module du mat´eriau
viscoélastique par des séries de fonctions dans les domaines LaplacienG(s) ou fréquentiel
G(ω), il est d’une grande importance de bien d´eterminer les param`etres des mod`elesà
partir des donn´ees du mat´eriau utilisé. Ces param`etres sont, en g´enéral, ajust´esà partir du
lissage des courbes maˆıtresses du mat´eriau, afin de minimiser une mesure quelconque de
l’ écart entre les données mesurées et estim´ees. Lesieutre et Bianchini [55] ont pr´esenté le
lissage des donn´ees du matériau ISD112, `a une temp´erature de 27oC, entre 8 et 8000 Hz.
Ils ont conclu que cinq ADFs (avec deux param`etres par ADF) repr´esentent exactement
le comportement du module ´elastique et du facteur de perte du matériau en fonction de
la fréquence. Friswellet al. [32] ont présenté la même analyse pour le modèle de Golla
et Hughes [35], avec trois ou quatre paramètres par mod`ele. Ils ont utilisé l’ISD112 à
20oC, entre 10 et 4800 Hz et le Dyad 601 `a 24oC, entre 2 et 4800 Hz. Les r´esultats in-
diquent que le mod`ele avec quatre param`etres repr´esente mieux les donn´ees du matériau,
bien qu’il introduit des matrices non symétriques dans le mod`ele global. Cela dit, en
général, les mod`eles ADF et GHM lissent bien les courbes maˆıtresses des mat´eriaux dont
la dépendance en fréquence des propri´etés est très forte. N´eanmoins, on peut dire que
le nombre de param`etres utilisés est inversement proportionnel au degr´e de dépendance
en fréquence des propri´etés. C’est pourquoi, Enelund et Lesieutre [28] ont propos´e une
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combinaison du mod`ele ADF avec les d´erivées fractionnaires afin de bien repr´esenter une
faible dépendance en fr´equence.

Le principal inconvénient des mod`eles ADF et GHM est que, associ´es à une
discrétisation par ´eléments finis, ils conduisent `a des systèmes de grande taille, puisqu’ils
ajoutent des degr´es de libert´e auxiliaires pour tenir compte de la d´ependance en fréquence
du matériau viscoélastique. Par conséquent, il est g´enéralement n´ecessaire de réduire
la dimension du mod`ele, par projection dans une base modale réduite appropri´ee. Afin
d’éliminer les modes de relaxation, Parket al. [70] ont utilisé une m´ethode, d´enommée
Modified Internal Balancing Method, combinant la méthodeInternal Balancing Method,
courante dans le domaine d’automatique, avec la m´ethode de Guyan pour ´eliminer les
modes moins contrˆolables et observables, d’une part, et pour r´eécrire le mod`ele réduit
en terme d’un sous-space des variables nodales provenant du modèle ´eléments finis,
d’autre part. Dans cette thèse, une base de r´eduction modale complexe, retenant les pre-
miers modes propres de la structure, sera proposée. Ensuite, une représentation réelle des
équations d’´etat réduites sera utilisée pour les analyses.

1.2.4 Algorithmes de contr̂ole actif

Pour la conception du syst`eme de contrˆole, un mod`ele mathématique de la structure
doit, en général,être construit et les performances requises et les perturbations auxquelles
la structure sera soumise doivent ˆetre définies. La conception du syst`eme de contrˆole est
très dépendante du choix et de l’emplacement relatif des actionneurs et capteurs. Il est
connu que, pour des actionneurs et capteurs co-localisés, la conception du syst`eme de
contrôle est facilitée, au point que même des syst`emes simples de r´etroaction propor-
tionnelle ou dérivative aboutissent à des syst`emes stables [75]. C’est pourquoi, des ac-
tionneurs auto-capteurs [26] sont intéressants pour le contrôle de vibrations. Cependant,
pour des syst`emes non-co-localis´es, des syst`emes de contrˆole plus complexes, comme le
contrôle optimal, doivent ˆetre utilisés.

D’autre part, la performance du syst`eme est aussi fortement dépendante de l’algo-
rithme de contrôle utilis´e pour traiter les informations fournies par les capteurs afin de
déterminer les signaux de commande envoy´es aux actionneurs. Plusieurs algorithmes ont
été utilisés dans la litt´erature pour les revêtements hybrides, sachant que ceux proportion-
nels (P), d´erivatifs (D) ou proportionnel-dérivatifs (PD) occupent la majeure partie des
travaux, dû à leurs simples conception et mise en œuvre. Ainsi, Kapadia et Kawiecki [46]
ont considéré un contrˆole proportionnel `a la flèche de l’extr´emité libre de la poutre, pour
la configuration RCA propos´ee par Baz (Figure 1.4e). Tandis que Azvineet al.[3], Badre-
Alam et al.[5] et Rongonget al.[78] ont utilisé une r´etroaction directe des vitesses (Direct
Velocity Feedback, DVF) de la flèche de la poutre. Les syst`emes pr´ecédents sont tr`es non-
co-localisés, puisque, en g´enéral, l’actionneur pi´ezoélectrique est positionn´e près de l’en-
castremment, tandis que la mesure de la fl`eche est effectu´ee, au moyen d’un acc´eléromètre
ou d’un capteur optique, plac´e à l’extrémité libre de la poutre. Par conséquent, les modes
qui ne sont pas en phase avec le couple actionneur/capteur sont d´estabilisés, comme mis
enévidence dans ces travaux. Rongonget al. [78] ont observé que l’amortissement passif
additionnel, fourni par la couche viscoélastique, garantit une marge de stabilit´e pour les
modes excit´es par le contrˆoleur, évitant ainsi leur déstabilisation. Badre-Alamet al. [5]
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ont propos´e de filtrer la vitesse avant de l’envoyer au contrˆoleur, afin d’éliminer sa contri-
bution périodique due `a la rotation de la poutre. En outre, quelques auteurs ont utilis´e une
rétroaction de la d´erivée de la tension fournie par un capteur pi´ezoélectrique. Huanget al.
[40] et Yellin et Shen [94] ont consid´eré un actionneur auto-capteur (Self-Sensing Actua-
tor, SSA) dans le RCA, o`u la dérivé de la tension induite dans l’actionneur est envoy´ee
après amplification, comme tension de contrˆole. Dans ce cas, le système est parfaitement
co-localisé et, donc, stable pour tout gain d’amplification. En effet, Yellin et Shen [94]
ont montré que la combinaison SSA/DVF garantit une dissipation positive de l’´energie du
système.

D’autres travaux ont aussi pr´esenté une combinaison des algorithmes pr´ecédents,
utilisant une rétroaction proportionnelle-d´erivative d’un déplacement ou de la tension du
capteur. Shen [80] a consid´eré un algorithme PD de la fl`eche de l’extr´emité libre d’une
poutre encastr´ee-libre. Il a montr´e que, pour le premier mode propre, ce contrˆole abou-
tit à de meilleures performances d’amortissement, par rapport au proportionnel simple,
mais aussi `a un rapport inf´erieur entre les performances des traitements hybride et ac-
tif. Baz et Ro [12] se sont servis de la tension et de sa d´erivée fournies par le capteur
piézoélectrique, collé entre la couche viscoélastique et la poutre, pour alimenter l’action-
neur piézoélectrique du RCA. Ensuite, dans un travail ultérieur [14], ils ont appliqu´e un
algorithme d’optimisation pour calculer les facteurs multiplicatifs de la tension et de sa
dérivée afin de minimiser l’énergie du syst`eme, tout comme Veley et Rao [89]. Varadan
et al. [88] ont considéré aussi un algorithme PD mais pour un syst`eme non-co-localis´e,
puisque leur capteur pi´ezoélectrique a ´eté placé à côté du revêtement contraint actif (Fi-
gure 1.4b). La déstabilisation des modes excit´es par un contrˆoleur PD aété présentée
par Lesieutre et Lee [57]. Ils ont propos´e de segmenter le traitement afin d’aboutir `a un
système de contrôle plus robuste, de mani`ere que le nombre de revêtements corresponde
à la quantité minimale de modes amortis par le contrˆole.

Des algorithmes optimaux, du type LQR (Linear Quadratic Regulator), appliqués
aux revêtements hybrides ont aussi ´eté utilisés dans la litt´erature, bien qu’en moindre
quantité. Lamet al. [51] et Liao et Wang [60, 61, 62] ont adopté cette approche, quoique,
pour les premiers [51], la fonction coût soit construite en fonction des variables d’´etat
et, pour les autres, elle l’est à partir du vecteur des sorties. Tsai et Wang [86] ont uti-
lisé aussi un algorithme optimal LQR pour ´etudier un traitement RCA dont l’actionneur
piézoélectrique est connect´e à un circuitshuntpour augmenter la dissipation d’´energie.
Dans leur cas, comme chaque groupe de param`etres du circuitshuntfournit un gain opti-
mal différent, un algorithme d’optimisation SQP (Sequential Quadratic Programming) a
été utilisé pour trouver les param`etres permettant de minimiser davantage la fonction coˆut.
Toutefois, dans tous les cas pr´ecédents, la tension appliqu´eeà l’actionneur est proportion-
nelle aux variables d’´etat et, par conséquent, ces derni`eres sont suppos´ees mesurables.
Cette hypoth`ese est assez contraignante et peu réaliste, bien que ce probl`eme pourrait
être résolu par la prise en compte d’un observateur d’état, aboutissant `a un algorithme du
type LQG (Linear Quadratic Gaussian). Cependant, celui-ci n’a pas ´eté utilisé dans la
litt érature pour le contrôle hybride mais le sera ici pour la premi`ere fois.

Friswell et Inman [31] ont employ´e l’algorithme de contrˆole PPF (Positive Po-
sition Feedback), proposé par Goh et Caughey [34], pour réduire les vibrations d’une
poutre revêtue d’un traitement contraint passif, d’un cˆoté, et d’un actionneur auto-capteur
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piézoélectrique, de l’autre. Cet algorithme permet de contrˆoler chaque mode s´eparément,
bien que, dans leur travail, Friswell et Inman n’ont consid´eré que le premier mode. En
plus, la stabilité de l’algorithme ne d´epend que de la connaissance des fr´equences propres
du système.

Le groupe de Baz s’est beaucoup int´eress´e à l’utilisation d’algorithmes adapt´es au
cas sp´ecifique des revêtements hybrides. Ainsi, dans [11], Baz a adopt´e un algorithme
de contrôle robuste afin de garantir la stabilit´e du syst`eme, sujet `a incertitudes quant aux
propriétés du matériau visco´elastique, dues à des variations de temp´erature, tout en mini-
misant la normeH2 de la fonction de transfert entre la force de perturbation et la fl`eche
de la poutre. Il a abouti `a un contrˆoleur du second ordre avec une performance uniforme
pour les trois temp´eratures ´etudiées. Crassidiset al. [22] ont aussi utilisé un contrôle ro-
buste, mais avec la normeH∞. D’autre part, afin de construire un algorithme capable de
garantir une d´ecroissance de l’´energie de la poutre, Baz [8] et Shen [82] ont propos´e un
contrôleur de fronti`eres (Boundary Controller) par la rétroaction amplifiée de la vitesse
axiale relative des bords de l’actionneur. Cette vitesse a ´eté suppos´ee mesurable, ce qui
ne peut se faire qu’à travers un actionneur auto-capteur, ou, au moins, observable à partir
de la déformation de la poutre [8]. Cet algorithme a ´eté aussi adopt´e par Liu et Wang [64]
et généralisé ensuite par Baz [9] en multipliant la vitesse relative des bords par des fonc-
tions de transfert arbitraires, au lieu des gains constants pr´ecédents, bien que seules des
fonctions d’ordre deux et trois aient ´eté considérées dans [9]. Ce contrˆoleur dynamique de
frontières (Dynamic Boundary Controller) a fourni des performances sup´erieures `a celles
de son correspondant statique.

1.2.5 Mécanismes d’action píezóelectrique

Les actionneurs pi´ezoélectriques consid´erés jusqu’ici sont coll´es sur les surfaces
de la structure ou d’un revêtement contraint passif produisant ainsi des d´eformations
de membrane lorsqu’ils sont actionnés par un potentiel électrique. Dans cette configu-
ration, le champ électrique imposé et la polarisation du mat´eriau piézoélectrique sont
dans la mˆeme direction (transversale) et le couplage ´electromécanique se r´ealise par
la constante pi´ezoélectriquee31. Ce mécanisme, d´enommé mécanisme d’action par
extension(Figure 1.5a), constitue la majeure partie des applications des actionneurs
piézoélectrique au contrôle des vibrations. Plusieurs mod`eles ontété présentés dans la
litt érature [24, 36, 37, 39, 41, 93] afin d’étudier l’interaction entre ces types d’action-
neurs/capteurs pi´ezoélectriques et la structure.

Cependant, le progrès dans la fabrication des composites a suscit´e un grand int´erêt
pour les actionneurs int´egrés. Ainsi, certains auteurs ont utilis´e des actionneurs intégr´es
pour produire des déformations de torsion, en utilisant des fibres pi´ezoélectriques [17].
Néanmoins, il est connu que les actionneurs par extension sont beaucoup plus performants
quand ils sont plac´es loin du plan moyen de la structure, induisant des moments impos´es
plus importants [24]. Cependant, dans ce cas, ils sont susceptibles de ruptures puisqu’ils
sont soumis `a des contraintes/d´eformations axiales tr`esélevées. Quelques travaux récents
[48, 83, 84, 98] ont propos´e l’utilisation d’actionneurs par cisaillement. Ces actionneurs,
contrairement `a ceux par extension, sont polarisés longitudinalement de mani`ereà induire
des déformations de cisaillement lorsqu’ils sont actionnés par un champ électrique trans-
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versal. Ainsi, le couplage ´electromécanique se fait par la constante pi´ezoélectriquee15
(Figure 1.5b). Ce couplage, g´enéralement utilis´e pour les r´esonateurs de quartz [92] et
pour des acc´eléromètres, définit lemécanisme d’action par cisaillement. Bien que ce type
d’action n’a pas encore ´eté employée pour le contrˆole de vibrations, une étude statique
comparative d’une poutre sandwich encastrée-libre utilisant les modes de cisaillement et
d’extension d’un actionneur pi´ezoélectrique fut réalis´ee par Sun et Zhang [84]. D’apr`es
leurs analyses statiques effectu´eesà l’aide d’un code ´eléments finis commercial, l’action
par cisaillement pourrait se montrer plus efficace que l’action par extension dans les cas
des fréquences ´elevées et petites amplitudes. Ces résultats furent ensuite confirm´es par
une analyse th´eorique [98]. En particulier, les auteurs ont montré que les contraintes dans
l’actionneur par cisaillement et dans l’interface actionneur/structure sont plus faibles que
pour l’actionneur par extension. Ce qui est un avantage pour les probl`emes de d´elaminage
et, aussi, de rupture du mat´eriau piézoélectrique.

_

_

+

+

+

_

Configuration non-déformé d’action par extension

a) mécanisme d’action par extension

Poutre déformée par l’extension de l’actionneur

Poutre déformée par le cisaillement de l’actionneur

b) mécanisme d’action par cisaillement

Configuration non-déformé d’action par cisaillement

E

P

P E

EP

Figure 1.5: Repr´esentation des m´ecanismes d’action par extension et par cisaillement.

1.3 Organisation de la th̀ese

L’objectif de ce travail est d’étudier les diff´erentes techniques passives et actives
et leurs combinaisons possibles afin d’aboutir à un amortissement hybride actif-passif
efficace des vibrations structurales. Dans le prochain chapitre, un mod`ele éléments fi-
nis de poutre sandwich dont les couches peuvent ˆetre élastiques, pi´ezoélectriques ou
viscoélastiques est pr´esenté. Ce mod`ele est ensuite utilis´e, pourétudier d’une part, les
mécanismes d’action par extension et par cisaillement, et les revˆetements amortissants
actif-passif du type RCA, d’autre part. D’abord, des analyses statiques et vibratoires, pour
des poutres non-amorties, sont effectu´ees et leurs r´esultats sont compar´es aux résultats
analytiques et numériques trouv´es dans la litt´erature afin de valider le modèle. Puis, la
prise en compte de degr´es de libert´e électriques dans le modèle est consid´erée et son effet
sur les résultats analysé. Ensuite, le modèle ´eléments finis est ´etendu au cas de peaux mul-
ticouches, en consid´erant la théorie de stratifiés pour les peaux et celle de poutre sandwich



1.3. Organisation de la th`ese 15

à trois couches pour l’ensemble peaux/cœur. Ainsi, un modèle ´eléments finis, capable de
représenter des poutres sandwich `a plusieurs couches, est d´eveloppé et validé à travers
des comparaisons avec les résultats d’analyse vibratoire trouv´es dans la litt´erature.

La modélisation des mat´eriaux viscoélastiques est pr´esentée dans le troisi`eme cha-
pitre. La représentation de la d´ependance en fréquence de tels matériaux sera, notamment,
étudiée. Trois mod`eles sont consid´erés,à savoir les mod`eles temporels ADF et GHM et
une version it´erative de la m´ethode des énergies modales. Afin d’appliquer ces mod`eles
à la conception de la loi de commande, les équations résultantes sont écrites sous forme
d’équations d’état, puis, transform´eesà travers une r´eduction modale `a base complexe.
Des analyses portant sur les complexités induites par l’augmentation de la dimension des
systèmes, due `a l’ajout de variables internes, et par la présence d’amortissement non-
négligeable, dans la réduction modale sont faites. Les mod`eles réduits sont, par la suite,
validés par l’analyse des r´eponses impulsionnelles de quelques exemples.

Dans le quatrième chapitre, une brève introduction au probl`eme du contrôle optimal
est présentée. Une interpr´etation physique du syst`eme en boucle-ferm´ee soumis à un algo-
rithme de contrˆole optimal quadratique est donnée. Par ailleurs, quelques probl´ematiques
de ce type d’algorithme comme le choix de ses paramètres sont analys´ees.Étant donn´e
que la loi de commande doit s’appliquer au contrˆole par action pi´ezoélectrique, un algo-
rithme itératif est proposé pour trouver le contrôle optimal respectant le champ électrique
maximum applicable aux actionneurs pi´ezoélectriques. Dans un deuxi`eme temps, la
conception d’observateurs d’´etat est pr´esentée, afin de permettre l’estimation des variables
non mesurables. Enfin, les concepts de controlabilité et d’observabilit´e sont introduits.
Les algorithmes de contrˆole optimal, LQR et LQG, et dérivatif sont compar´es entre-eux `a
travers l’analyse du contrôle actif d’une poutre sandwich `a cœur visco´elastique.

Les modèles réduits sont, ensuite, associ´esà l’algorithme de contrˆole LQR et uti-
lisés pour étudier quelques applications de poutres sandwich adaptatives. Les r´esultats
sont présentés dans le cinquième chapitre. En premier lieu, les m´ecanismes d’action
piézoélectrique par extension et par cisaillement sont étudi´es et compar´es quant à
leurs performances d’action statique et dynamique. Par la suite, plusieurs configurations
d’amortissement actif-passif avec des mat´eriaux piézoélectriques et viscoélastiques tra-
vaillant ensemble ou s´eparés sont pr´esentées. Quelques considérations quand aux avan-
tages et inconv´enients de chaque configuration, ainsi que leurs conditions d’optimalit´e
sont présentées. En outre, une analyse de l’influence de la variation des propri´etés des
matériaux viscoélastiques avec la température sur la performance de l’amortissement hy-
bride est pr´esentée.

Finalement, quelques conclusions sont pr´esentées dans le chapitre 6 afin de (i)
résumer les principaux r´esultats pr´esentés, (ii) souligner les originalités de cette th`ese
et (iii) définir les perspectives de continuation des travaux de recherche présent´es ici.
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Chapitre 2

Modèleséléments finis de poutre
sandwich intelligente

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, la formulation th´eorique d’une poutre sandwich pi´ezoélectrique
à trois couches est pr´esentée. Une analyse des ´equations analytiques est faite. Ensuite,
un modèle éléments finis de poutre sandwich munie d’actionneurs pi´ezoélectriques est
développé à partir d’une formulation variationnelle. Il est montr´e que le choix du champs
de déplacement conduit `a unélément fini avec seulement huit degrés de libert´e et sans
blocage par cisaillement. La prise en compte de ddls électriques est aussi analys´ee.

Afin de pouvoirétudier plusieurs configurations de traitements hybrides, ce modèle
est alors étendu au cas de peaux multicouches, en consid´erant une théorie des milieux
stratifiés pour traiter chaque peau et celle de poutre sandwich pour modéliser l’ensemble
peau stratifi´ee/cœur/peau stratifiée. Deux mod`eleséléments finis sont propos´es, sans et
avec ddls électriques.

Leséléments finis sont impl´ementés sous MATLAB◦R et validésà travers des com-
paraisons avec des r´esultats analytiques et numériques trouv´es dans la litt´erature.

2.2 Formulation théorique

Deux configurations de poutre sandwich sont consid´erées. La première est
constituée d’un cœur ´elastique ou viscoélastique pris entre deux peaux pi´ezoélectriques
polarisées dans le sens de l’épaisseur, tandis que l’autre est constitu´ee d’un cœur
piézoélectrique, polarisé longitudinalement, pris entre deux peaux élastiques. Pour
des consid´erations pratiques, la mise en œuvre suppose que toutes les couches sont
piézoélectriques. La théorie d’Euler-Bernoulli est appliquée aux peaux, suppos´ees
résistantes aux contraintes de membrane et de flexion ; alors que, la théorie de Timo-
shenko est appliqu´ee au cœur, suppos´e résistant en plus à la contrainte de cisaillement
transverse. Les couches pi´ezoélectriques ont des ´electrodes sur les surfaces sup´erieure et
inférieure qui les couvrent enti`erement. Les mat´eriauxélastiques et pi´ezoélectriques sont
considérés orthotropes dont les axes d’orthotropie coı̈ncident avec les axes de la poutre
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sandwich. Toutes les couches sont suppos´ees parfaitement coll´ees. La contrainte normale
transversale est suppos´ee négligeable devant les autres composantes. Les longueur, lar-
geur etépaisseur de la poutre sont not´ees parL, b et h, respectivement. Les indicesa, b
et c représentent les quantit´es relatives aux peaux supérieure et inf´erieure et au cœur. Les
lettresx,y,z seront parfois utilis´ees pour d´esigner les directions 1,2,3 et les d´erivées par
rapportà la directionx et au temps seront not´ees par (′ ) et (˙), respectivement.

2.2.1 Description cińematique de la poutre

D’après les hypoth`eses cit´ees précédemment, les champs de d´eplacements sont
décrits par

ŭi(x,y,z) = ui(x)+(z−zi)βi(x) , i=a,b,c

vi(x,y,z) = 0

wi(x,y,z) = w(x)

(2.1)

donc, les déplacements axiaux ˘ui sont linéaires dans l’´epaisseur pour chaque couche. La
description cinématique de la poutre sandwich est repr´esentée dans la Figure 2.1. D’apr`es
les hypothèses d’Euler-Bernoulli,βk = β = −w′ (k = a,b). Le plan moyen du cœur est
suppos´e coı̈ncider avec l’origine de l’axez, donczc = 0. Inspiré par [2], on d´efinie ū et ũ
commeétant les d´eplacements moyen et relatif des plans moyens des peaux, respective-
ment,

ū =
ua +ub

2
; ũ = ua−ub (2.2)

donc, les déplacements des plan moyens des peaux ¯ua et ūb s’écrivent en fonction de ¯u et
ũ par

ua = ū+
ũ
2

; ub = ū−
ũ
2

(2.3)

Par ailleurs, puisque les couches sont parfaitement collées, les conditions suivantes de
continuité des d´eplacements s’appliquent aux interfaces1

ŭa = ŭc, pourz=
hc

2
et ŭb = ŭc, pourz= −

hc

2
Donc, de (2.1),

uc = ū+dw′ ; βc =
ũ
hc

+λw′ (2.4)

où

d =
ha−hb

4
; λ =

ha+hb

2hc

1Les conditions de continuit´e des contraintes aux interfaces n’ont pas ét´e considérées puisqu’elles abou-
tissentà des champs de d´eplacements complexes [33].
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Ainsi, les déplacements axiaux des couchesa, b et c s’écrivent

ŭk =

(

ū±
ũ
2

)

− (z−zk)w
′ ; k=a(+),b(−)

ŭc =(ū+dw′)+z

(

ũ
hc

+λw′

) (2.5)

ha

hc

h

hb

(a)

(c)

(b)

za

zb

ua

ub

uc

w

w0

w0

βc

x

z

Figure 2.1: Cin´ematique de la poutre sandwich.

Les relations d´eformations – d´eplacements pour lai-ième couche sont d´ecrites par

ε1i =
∂ŭi

∂x
= εm

i +(z−zi)ε
f
i

ε2i =
∂vi

∂y
= 0

ε3i =
∂wi

∂z
= 0

ε4i = 2γyz=
∂vi

∂z
+

∂wi

∂y
= 0

ε5i = 2γxz =
∂ŭi

∂z
+

∂wi

∂x
= εc

i

ε6i = 2γxy =
∂ŭi

∂y
+

∂vi

∂x
= 0

(2.6)
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aveczc = 0 et εc
k = 0. D’où on note que les hypoth`eses cin´ematiques conduisent `a des

déformations de cisaillement, pour les peaux, et transversales, pour les trois couches,
nulles. Les exposantsm, f et c qualifient les déformations g´enéralisées de membrane,
de flexion et de cisaillement, respectivement. Elles peuvent ˆetre écrites en fonction des
variables principales ¯u, ũ et w, de la façon suivante

εm
k = ū′±

ũ′

2
; ε f

k = −w′′ ; k=a(+),b(−)

εm
c = ū′+dw′′ ; ε f

c =
ũ′

hc
+λw′′ ; εc

c =
ũ
hc

+(λ +1)w′

(2.7)

Notons que le param`etred couple la flexion avec la d´eformation de membrane du
cœur. Il s’annule pour des configurations symétriques, tandis que le param`etre λ, qui
couple la flexion avec le cisaillement relatif du cœur, est intrinsèque aux poutres sandwich
puisqu’il ne s’annule que pour des peaux `a épaisseur nulle, c’est-`a-dire, pour des poutres
Timoshenko monocouche.

2.2.2 Lois de comportement

Dans cette section sont décrites les lois de comportement des matériaux utilis´es.
Ces derniers sont consid´erés comme des mat´eriaux piézoélectriques orthotropes dont
les axes d’orthotropie coı̈ncident avec les axes de la poutre. Les constantes élastiques,
piézoélectriques et di´electriques sont donn´ees, respectivement, parclm, enm et ǫnn (l ,m=
1, ...,6;n= 1,2,3). Les peaux et le cœur sont étudi´es séparément `a cause de la diff´erence
de leurs directions de polarisation.

Lois de comportement des mat́eriaux des peaux

Les matériaux utilisés pour les peaux sont orthotropes et polarisés dans la di-
rection 3(z) ; par conséquent leurs lois de comportement sont celles des mat´eriaux
piézoélectriques standards2 [85], c’est-à-dire, pour lak-ième peau,
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(2.8)

2Cette référence n’a pu être consult´ee mais est couramment cit´ee dans la litt´erature.
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où σlk, εlk, Dnk et Enk sont les composantes des vecteurs de contrainte et de d´eformation,
et des vecteurs de déplacement et champ ´electriques. Puisque les champs de d´eplacements
considérés sont indépendants dey et nuls suivant la directiony (v = 0), on a

ε2k = ε6k = 0 (2.9)

En plus, ayant suppos´eσ3k = 0, de (2.8) on a3

ε3k =
1

ck
33

(

ek
33E3k−ck

13ε1k

)

(2.10)

Ainsi, en tenant compte de (2.9) et en remplaçant l’expression (2.10) de la d´eformation
transversale dans (2.8), les lois de comportement prennent la forme r´eduite suivante

{

σ1k

D3k

}

=

[

c∗k
11 −e∗k

31
e∗k

31 ǫ
∗k
33

]{

ε1k

E3k

}

(2.11)

avec,

ǫ
∗k
33 = ǫ

k
33+

ek
33

2

ck
33

, e∗k
31 = ek

31−
ck

13

ck
33

ek
33 , c∗k

11 = ck
11−

ck
13

2

ck
33

La modification des constantesǫk
33, ek

31 et ck
11 est due `a l’hypothèse de contrainte

transversale n´egligeable(σ3k = 0), les autres composantes non nullesσ2k, σ6k, ε3k, ε4k

et ε5k ne contribuent pas `a l’énergie électrom´ecanique. De plus, les champs ´electriques
E1k et E2k ne sont pas consid´erés dans (2.11) puisque leur contribution `a l’énergie
électromécanique est g´enéralement n´egligeable. Cela se justifie par le fait que, dans le
cas actionneur, seuls des champs ´electriques dans la direction de l’´epaisseur sont impos´es
et, dans le cas capteur, les champs ´electriques induits dans les directionsx et y sont petits
devant ceux induits dans la directionz (dû à la minceur des couches pi´ezoélectriques). On
peut noter de (2.11) que le couplage ´electromécanique est entre la d´eformation axiale et
le champélectrique transversal. Cette propri´eté caract´erise lesactionneurs par extension
ou capteurs d’extension.

Lois de comportement des mat́eriaux du coeur

Le matériau piézoélectrique utilisé pour le cœur est suppos´e orthotrope et polaris´e
dans la direction 1(x) ; par conséquent, ses lois de comportement peuvent ˆetre obtenues
par rotation des lois de comportement des peaux [17, 38]. Il en résulte que les directions
1 et 3 sont ´echangées. Ceci conduit à

3Pour le calcul deε3i , l’hypothèseσ3k = 0 est prioritaire à celle de d´eplacement transversalw constant
suivant l’épaisseur (ε3i = 0).
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(2.12)

À l’exception de la contrainte de cisaillement transversalσ5c, qui n’est pas nulle, les
hypothèses m´ecaniques et ´electriques concernant le cœur sont similaires à celles pour les
peaux. Donc, on a

ε2c = ε6c = σ4c = 0

L’hypothèse de contrainte normale nulle (σ3c = 0) conduità

ε3c = −
cc

13

cc
11

ε1c

Le champélectrique longitudinalE1c se couple avec la d´eformation axiale du cœur.
Néanmoins, sa contribution `a l’énergie électrom´ecanique est n´egligée ici, puisqu’on va
s’intéresser plutˆot à la flexion de poutres sandwich à cœurs minces. Ainsi, il est raison-
nable de consid´erer que la d´eformation axiale, ainsi que le champ électrique qu’elle in-
duit, sont négligeables. L’´etude de la valeur du champ ´electrique longitudinal, calcul´ee
par post-traitement, pour quelques exemples, a montr´e que cette hypoth`ese est, en effet,
raisonnable.

On ne considère que les composantesσ1c et σ5c des contraintes et la composante
D3c des déplacements ´electriques, puisque les composantesσ2c, σ6c, ε3c et ε4c ne cont-
ribuent pas `a l’énergie électrom´ecanique. Les lois de comportement réduites s’´ecrivent
donc
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(2.13)

avec,

c∗c
33 = cc

33−
cc

13
2

cc
11

La modification de la constantecc
33 est due `a l’hypothèseσ3c = 0. On constate que

le couplage ´electromécanique n’intervient qu’entre la déformation de cisaillement et le
champélectrique transversal. Cette propri´eté caract´erise lesactionneurs par cisaillement
ou capteurs de cisaillement.
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2.2.3 Description de l’́etat électrique

Cette section d´ecrit la forme du potentiel électrique dans les couches
piézoélectriques. Les m´ecanismes d’action par cisaillement et par extension sont étudi´es
séparément vu que les couches pi´ezoélectriques, dans chaque m´ecanisme, ont des direc-
tions de polarisation diff´erentes.

Potentiels et champśelectriques dans les peaux

Selon l’étude réalisée par Rahmouneet al. [77, 76], le potentiel dans une plaque
piézoélectrique mince se compose de deux parties, l’une lin´eaire enz connue à partir des
potentiels impos´esϕ+ etϕ−, et l’autre quadratique enz représentant le potentiel induit. Il
a été démontré [76] que, celui-ci est proportionnel `a la flexion de la structure.

En supposant que les charges électriques volumiques sont nulles dans la poutre, la
loi d’ équilibre électrique s’´ecrit

div Dk = 0 ; k=a,b (2.14)

Supposant∂D1k/∂x et ∂D2k/∂y négligeables devant∂D3k/∂z et en consid´erant l’expres-
sion deD3k, définie en (2.11), on a

ǫ
∗k
33

∂E3k

∂z
+e∗k

31
∂ε1k

∂z
= 0 (2.15)

En utilisant les expressions de la déformation longitudinale (2.6) et (2.7) et la relation
champélectrique – potentielE3k = −∂ϕk/∂z, (2.15) devient

ǫ
∗k
33

∂2ϕk

∂z2 +e∗k
31w

′′ = 0

En intégrant cette équation par rapport àz, on a

ϕk = a0k +(z−zk)a1k− (z−zk)
2 e∗k

31

2ǫ
∗k
33

w′′

Comme les surfaces supérieure et inférieure des peaux sont enti`erement couvertes par les
électrodes, on a les conditions aux limites électriques suivantes

ϕk|z=zk+
hk
2

= ϕ+
k ; ϕk|z=zk−

hk
2

= ϕ−
k (2.16)

ce qui conduit `a

a1k =
ϕ+

k −ϕ−
k

hk
=

Vk

hk

a0k =
ϕ+

k +ϕ−
k

2
+

h2
k

4

e∗k
31

2ǫ
∗k
33

w′′ = ϕ̄k +
h2

k

4

e∗k
31

2ǫ
∗k
33

w′′
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Vk étant la différence de potentiels ´electriques dans lak-ième peau. Finalement, le poten-
tiel électrique s’écrit

ϕk = ϕ̄k +(z−zk)
Vk

hk
+

[

1−
4(z−zk)

2

h2
k

]

h2
k

8

e∗k
31

ǫ
∗k
33

w′′ (2.17)

La dérivée par rapport àzdu potentielélectrique, quadratique enz, fournit un champ
électrique linéaire enz

E3k = −
Vk

hk
+(z−zk)

e∗k
31

ǫ
∗k
33

w′′ (2.18)

Potentiels et champśelectriques dans le coeur

L’approche de la section pr´ecédente est aussi utilis´ee pour décrire le potentiel
électrique dans le cœur. Supposant∂D1c/∂x et ∂D2c/∂y négligeables devant∂D3c/∂z et
d’après l’expression deD3c, définie en (2.13), l’expression de l’équilibre électrique (2.14)
se réduità

ǫ
c
11

∂E3c

∂z
+ec

15
∂ε5c

∂z
= 0 (2.19)

En plus,ε5c étant supposé constant dans l’épaisseur (2.6),(2.7) et puisqueE3c =−∂ϕc/∂z,
l’expression (2.19) devient,

ǫ
c
11

∂2ϕc

∂z2 = 0 (2.20)

Intégrant cette équation par rapport àz, on obtient

ϕc = a0c +za1c

Les surfaces supérieure et inférieure du cœur ´etant suppos´ees entièrement couvertes par
les électrodes, les conditions aux limites électriques suivantes doivent donc ˆetre vérifiées,

ϕc|z= hc
2

= ϕ+
c ; ϕc|z=− hc

2
= ϕ−

c (2.21)

ce qui conduit `a

a1c =
ϕ+

c −ϕ−
c

hc
=

Vc

hc

a0c =
ϕ+

c +ϕ−
c

2
= ϕ̄c

oùVc est la différence de potentiels électriques dans le cœur. Donc, le potentiel électrique
est

ϕc = ϕ̄c +z
Vc

hc
(2.22)
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PuisqueE3c = −∂ϕc/∂z, ce potentiel électrique, lin´eaire enz, conduità un champ
électrique constant dans l’épaisseur du cœur,

E3c = −
Vc

hc
(2.23)

2.2.4 Formulation variationnelle

En utilisant le principe de d’Alembert, la formulation variationnelle de la poutre
sandwich peut être exprim´ee par

δT −δH +δW = 0, ∀δū,δũ,δw,δVi i = a,b,c (2.24)

où δT, δH etδW sont les travaux virtuels des efforts d’inertie, ´electromécaniques internes
et externes, respectivement. Ces trois quantit´es seront exprim´ees en termes des trois va-
riables principales ¯u, ũetwet des différences de potentiels ´electriquesVi de chaque couche
piézoélectrique, dans les sous-sections suivantes.

Travail virtuel des efforts électromécaniques internes

Le travail virtuel des efforts ´electromécaniques internes d’un milieu pi´ezoélectrique
de volumeΩ est définie par

δH =
Z

Ω
(δεσ−δED)dΩ (2.25)

Il peut aussi s’écrire comme la somme des contributions de chaque couche

δH = ∑
i

δHi , i = a,b,c (2.26)

D’après les hypoth`eses consid´erées, les contributions correspondantes à chaque peau
δHk (k = a,b) et au cœurδHc se réduisent `a

δHk =
Z

Ωk

(δε1kσ1k−δE3kD3k)dΩk

δHc =

Z
Ωc

(δε1cσ1c +δε5cσ5c−δE3cD3c)dΩc

qui, d’après les lois de comportement (2.11) et (2.13), s’´ecrivent

δHk =
Z

Ωk

(

δε1kc
∗k
11ε1k−δε1ke

∗k
31E3k−δE3ke∗k

31ε1k−δE3kǫ
∗k
33E3k

)

dΩk
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δHc =

Z
Ωc

(δε1cc
∗c
33ε1c +δε5cc

c
55ε5c−δε5ce

c
15E3c−δE3ce

c
15ε5c−δE3cǫ

c
11E3c)dΩc

En remplac¸ant les expressions des champs de d´eformations (2.6) et des champs électriques
(2.18) et (2.23), et en supposant les couchesa, b et c symétriques par rapport `a leurs
lignes moyennes(z−za), (z−zb) et z, les termes correspondant aux peaux, peuvent ˆetre
décompos´es en sous-termes représentant les parties mécaniquesδHkm, piézoélectriques
δHkmeet δHkem, et diélectriquesδHke,

δHk = δHkm−δHkme−δHkem+δHke (2.27)

où

δHkm =
Z L

0

(

δεm
k c∗k

11Akεm
k +δεf

k c̄k
11Ikε

f
k

)

dx

δHkme= −
Z L

0
δεm

k e∗k
31Ak

Vk

hk
dx

δHkem= −
Z L

0

δVk

hk
e∗k

31Akεm
k dx

δHke= −
Z L

0

δVk

hk
ǫ
∗k
33Ak

Vk

hk
dx

La constante ¯ck
11 introduite dans l’expression deδHkm est la modification dec∗k

11 de
(2.11) due cette fois-ci à l’effet du potentiel induit quadratique, qui augmente la rigidit´e
de flexion des peaux. Cette constante est d´efinie par

c̄k
11 = c∗k

11+
e∗k

31
2

ǫ
∗k
33

(2.28)

Également, pour le cœur,δHc s’écrit

δHc = δHcm−δHcme−δHcem+δHce (2.29)

où

δHcm =
Z L

0

(

δεm
c c∗c

33Acεm
c +δεf

cc∗c
33Icε

f
c +δεc

ckcc
c
55Acεc

c

)

dx

δHcme= −

Z L

0
δεc

ce
c
15Ac

Vc

hc
dx

δHcem= −
Z L

0

δVc

hc
ec

15Acεc
c dx

δHce= −

Z L

0

δVc

hc
ǫ
c
11Ac

Vc

hc
dx

Pour tenir compte du fait que le cisaillement est distribu´e paraboliquement dans la section
transversale, nous avons introduit un facteur de réduction de la section transversalekc,
généralement, d´enommé facteur de correction de cisaillement.
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Les termes deδHk représentent les travaux virtuels des efforts de d´eformation
(membrane et flexion), pi´ezoélectriques et di´electrique. En effectuant la mˆeme
décomposition pourδHc, on note que la contribution m´ecanique contient cette fois trois
termes (d´eformations de membrane, flexion et cisaillement). On observe alors que les
couplages électrom´ecaniques sont entreεm

k et Vk/hk pour les peaux (extension - champ
électrique transversal) et entreεc

c etVc/hc pour le cœur (cisaillement transversal - champ
électrique transversal), comme pr´evu par les lois de comportement.

Notons que, lorsque les diff´erences de potentielVi sont impos´ees aux couches
piézoélectriques (cas actionneur), les variationsδVi sont nulles car les électrodes cou-
vrent entièrement les surfaces des couches actives. Dans ce cas, les variationsδHkem,
δHke, δHcem, δHce sont nulles.

Remarque 2.1 Pour le cas d’action píezóelectrique, il est int́eressant d’analyser les
termes píezóelectriques des peauxδHpme = ∑kδHkme et du cœurδHcme. D’après les
définitions des d́eformations ǵeńeralisées (2.7),δHpmeetδHcmes’écrivent

δHpme= −

Z L

0

[

δū′
(

e∗a
31Aa

Va

ha
+e∗b

31Ab
Vb

hb

)

+
1
2

δũ′
(

e∗a
31Aa

Va

ha
−e∗b

31Ab
Vb

hb

)]

dx (2.30)

δHcme= −
Z L

0

[

δũ
hc

+(λ +1)δw′

]

ec
15Ac

Vc

hc
dx (2.31)

Pour le cas syḿetrique de peaux identiques, la variationδHpmeest

δHpme= −
Z L

0
e∗p

31Ap

(

δū′
Va+Vb

hp
+

1
2

δũ′
Va−Vb

hp

)

dx

Ainsi, deux cas particuliers peuventêtre consid́erés : potentielśelectriques impośes aux
peauxégaux ou oppośes.

– Dans le premier cas, Va = Vb = Vp et,δHpmes’écrit

δH̄pme= −

Z L

0
2e∗p

31Apδū′
Vp

hp
dx

Pour des propríet́es homog̀enes du matériau dans la direction longitudinale,

δH̄pme= −2e∗p
31Ap

Vp

hp
[δū]L0 (2.32)

Dans ce cas,δH̄pmepeutêtre interpŕet́e comme le travail virtuel de forces d’action
d’amplitude2e∗p

31ApVp/hp, aux bords de la pastille piézóelectrique, induites par les
potentielśelectriques appliqúes aux surfaces des peaux. Seuls des déplacements ou
déformations longitudinaux peuventêtre produits.
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– Dans le cas de potentiels imposés oppośes Va = −Vb = Vp, δHpmes’écrit

δH̃pme= −

Z L

0
e∗p

31Apδũ′
Vp

hp
dx

Par conśequent, une analyse similaireà celle du cas pŕećedent conduit̀a

δH̃pme= −e∗p
31Ap

Vp

hp
[δũ]L0 (2.33)

Dans ce cas,δH̃pme correspond au travail virtuel de forces d’action e∗p
31ApVp/hp

dans les peaux, induisant un déplacement relatif̃u des peaux aux bords des pastilles,
ce qui permettra de fĺechir la poutre.

En comparant les expressions deδHcme(2.31) avec celles deδH̄pme(2.32) etδH̃pme

(2.33), on observe que le mécanisme d’action par extension ne produit que des forces
de traction ou de compression aux bords, tandis que celui par cisaillement induit des
moments ŕepartis. Cela signifie que le ḿecanisme d’action par cisaillement peut-être plus
avantageux pour ŕeduire les probl̀emes de d́elaminage aux bords, caractéristiques des
actionneurs par extension. Cela dit, il faut noter aussi que les actionneurs par cisaillement
ne peuvent produire qu’une flexion/cisaillement.

Pour exprimer le travail virtuel des efforts ´electromécaniques internes, des peaux
(2.27) et du cœur (2.29), en fonction des variables ¯u, ũ et w, on y substitue les d´efinitions
des déformations g´enéralisées (2.7), ce qui conduit à

δHk =

Z L

0

{

δū′
[

c∗k
11Ak

(

ū′±
ũ′

2

)

+e∗k
31Ak

Vk

hk

]

±
δũ′

2

[

c∗k
11Ak

(

ū′±
ũ′

2

)

+e∗k
31Ak

Vk

hk

]

+δw′′c̄k
11Ikw

′′

+
δVk

hk

[

e∗k
31Ak

(

ū′±
ũ′

2

)

− ǫ
∗k
33Ak

Vk

hk

]}

dx (2.34)

δHc =

Z L

0

{

δū′c∗c
33Ac

(

ū′ +dw′′
)

+δũ′c∗c
33

Ic
hc

(

ũ′

hc
+λw′′

)

+δw′′

[

c∗c
33Acdū′ +c∗c

33
Ic
hc

λũ′+(c∗c
33Acd

2 +c∗c
33Icλ

2)w′′

]

+δũ

[

kcc
c
55

Ac

hc

(

ũ
hc

+(λ +1)w′

)

+ec
15

Ac

hc

Vc

hc

]

+δw′(λ +1)

[

kcc
c
55Ac

(

ũ
hc

+(λ +1)w′

)

+ec
15Ac

Vc

hc

]

+
δVc

hc

[

ec
15Ac

(

ũ
hc

+(λ +1)w′

)

− ǫ
c
11Ac

Vc

hc

]}

dx (2.35)
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En intégrant par parties une fois sur les termes enδū′, δũ′ et deux fois sur les termes en
δw′′, on peutécrireδHk sous la forme

δHk = δH lm
k +δHvl

k (2.36)

avec

δH lm
k =

{(

δū±
δũ
2

)[

c∗k
11Ak

(

ū′±
ũ′

2

)

+e∗k
31Ak

Vk

hk

]

+δw′c̄k
11Ikw

′′−δwc̄k
11Ikw

′′′

}L

0

δHvl
k = −

Z L

0

{

δū

[

c∗k
11Ak

(

ū′′±
ũ′′

2

)

+e∗k
31Ak

Vk
′

hk

]

±
δũ
2

[

c∗k
11Ak

(

ū′′±
ũ′′

2

)

+e∗k
31Ak

Vk
′

hk

]

−δwc̄k
11Ikw

′′′′

−
δVk

hk

[

e∗k
31Ak

(

ū′±
ũ′

2

)

− ǫ
∗k
33Ak

Vk

hk

]}

dx

Également, pour le cœur,

δHc = δH lm
c +δHvl

c (2.37)

avec

δH lm
c =

{

δūc∗c
33Ac

(

ū′ +dw′′
)

+δũc∗c
33

Ic
hc

(

ũ′

hc
+λw′′

)

+δw′

[

c∗c
33Acdū′+c∗c

33
Ic
hc

λũ′+(c∗c
33Acd

2+c∗c
33Icλ

2)w′′

]

+δw

[

kcc
c
55Ac(λ +1)

(

ũ
hc

+(λ +1)w′

)

+ec
15Ac(λ +1)

Vc

hc

−(c∗c
33Acd

2+c∗c
33Icλ

2)w′′′−c∗c
33Acdū′′−c∗c

33
Ic
hc

λũ′′
]}L

0

δHvl
c = −

Z L

0

{

δūc∗c
33Ac

(

ū′′ +dw′′′
)

+δũ

[

c∗c
33

Ic
h2

c
ũ′′

+c∗c
33

Ic
hc

λw′′′−kcc
c
55

Ac

hc

(

ũ
hc

+(λ +1)w′

)

−ec
15

Ac

hc

Vc

hc

]

−δw

[

c∗c
33Acdū′′′ +c∗c

33
Ic
hc

λũ′′′+(c∗c
33Acd

2+c∗c
33Ic)w

′′′′

−kcc
c
55Ac(λ +1)

(

ũ′

hc
+(λ +1)w′′

)

−ec
15Ac(λ +1)

Vc
′

hc

]

−
δVc

hc

[

ec
15Ac

(

ũ
hc

+(λ +1)w′

)

− ǫ
c
11Ac

Vc

hc

]}

dx
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Travail virtuel des efforts d’inertie

Le travail virtuel des efforts d’inertie de la poutre sandwich de volumeΩ à trois
couches est

δT = −∑
i

Z
Ωi

(

δŭiρi ¨̆ui +δwiρiẅi
)

dΩi , i=a,b,c (2.38)

où ρi est la densit´e volumique de masse de lai-ième couche. Remplaçant les expressions
des champs de déplacements (2.1) et supposant les couchesa, b et c symétriques par
rapport à(z−za), (z−zb) etz, respectivement, on obtient

δTk = −
Z L

0
ρk
[

Ak (δukük +δwẅ)+ Ikδw′ẅ′
]

dx (2.39)

δTc = −
Z L

0
ρc

[

Ac(δucüc +δwẅ)+ Icδβcβ̈c

]

dx (2.40)

En tenant compte des équations (2.3) et (2.4), on exprime le travail virtuel des efforts
d’inertie en fonction de ¯u, ũ et w seulement

δTk = −
Z L

0

[

δūρkAk

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

±
δũ
2

ρkAk

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

+δwρkAkẅ+δw′ρkIkẅ
′

]

dx (2.41)

δTc = −
Z L

0

{

δūρcAc
(

¨̄u+dẅ′
)

+δũ
ρcIc
hc

( ¨̃u
hc

+λẅ′

)

+δwρcAcẅ +δw′

[

ρcAcd ¨̄u+ρc
Ic
hc

λ ¨̃u+(ρcAcd
2+ρcIcλ2)ẅ′

]}

dx (2.42)

En intégrant par parties les termes enδw′, δTk peutêtreécrite sous la forme

δTk = δT lm
k +δTvl

k (2.43)

avec
δT lm

k =
(

−δwρkIkẅ
′
)L

0

δTvl
k = −

Z L

0

[

δūρkAk

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

±
δũ
2

ρkAk

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

+δw
(

ρkAkẅ−ρkIkẅ
′′
)

]

dx

De même, pour le cœur, on a

δTc = δT lm
c +δTvl

c (2.44)
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avec

δT lm
c =

{

−δw

[

ρcAcd ¨̄u+ρc
Ic
hc

λ ¨̃u+(ρcAcd
2+ρcIcλ2)ẅ′

]}L

0

δTvl
c = −

Z L

0

{

δūρcAc
(

¨̄u+dẅ′
)

+δũ
ρcIc
hc

( ¨̃u
hc

+λẅ′

)

−δw

[

ρcAcd ¨̄u′+ρc
Ic
hc

λ ¨̃u′ +(ρcAcd
2+ρcIcλ2)ẅ′′−ρcAcẅ

]}

dx

Travail virtuel des efforts extérieurs

Des forces axiales et transversales, surfaciques (F i
x,F i

z) et volumiques (f i
x, f

i
z), sont

considérées pour chaque couche de la poutre sandwich. Le travail virtuel réalis´e pour ces
forces est d´efini par

δWi =

[Z
Ai

(

F i
xδŭi +F i

zδwi
)

dAi

]L

0
+
Z

Ωi

(

f i
xδŭi + f i

zδwi
)

dΩi , i=a,b,c (2.45)

En remplac¸ant les expressions des champs de déplacements (2.1), on obtient

δWk =

[Z
Ak

{

Fk
x [δuk− (z−zk)δw′]+Fk

z δw
}

dAk

]L

0

+
Z

Ωk

{

f k
x [δuk− (z−zk)δw′]+ f k

z δw
}

dΩk

δWc =

{Z
Ac

[

Fc
x (δuc +zδβc)+Fc

z δw
]

dAc

}L

0
+
Z

Ωc

[

f c
x (δuc +zδβc)+ f c

zδw
]

dΩc

Supposant les couchesa, b et c symétriques pas rapport à(z−za), (z−zb) et z, on a

δWk =
[

Nkδuk−Mkδw′ +Qkδw
]L

0 +

Z L

0

[

nkδuk−mkδw′ +qkδw
]

dx (2.46)

δWc = [Ncδuc +Mcδβc +Qcδw]L0 +
Z L

0
[ncδuc +mcδβc +qcδw]dx (2.47)

où les forces et moments concentrés et distribu´es sont d´efinies par

Ni =

Z
Ai

F i
xdAi ; ni =

Z
Ai

f i
xdAi

Mi =

Z
Ai

F i
x(z−zi)dAi ; mi =

Z
Ai

f i
x(z−zi)dAi

Qi =

Z
Ai

F i
zdAi ; qi =

Z
Ai

f i
zdAi
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En tenant compte des équations (2.3) et (2.4), le travail virtuel des efforts ext´erieurs peut
être exprimé en fonction des variables ¯u, ũ et w seulement

δW =

[

Na

(

δū+
δũ
2

)

−Maδw′ +Qaδw+Nb

(

δū−
δũ
2

)

−Mbδw′

+Qbδw+Nc(δū+dδw′)+Mc

(

δũ
hc

+λw′

)

+Qcδw

]L

0

+

Z L

0

[

na

(

δū+
δũ
2

)

−maδw′ +qaδw+nb

(

δū−
δũ
2

)

−mbδw′

+qbδw+nc(δū+dδw′)+mc

(

δũ
hc

+λw′

)

+qcδw

]

dx

qu’on peut réarranger de la fac¸on suivante

δW =

[

(Na+Nb+Nc)δū+

(

Na−Nb

2
+

Mc

hc

)

δũ

− (Ma +Mb−dNc−λMc)δw′ +(Qa+Qb +Qc)δw

]L

0

+
Z L

0

[

(na+nb+nc)δū+

(

na−nb

2
+

mc

hc

)

δũ− (ma+mb

−dnc−λmc)δw′ +(qa+qb+qc)δw

]

dx (2.48)

À travers une int´egration par parties des termes enδw′ sous l’intégrale,δW peut s’écrire
sous la forme

δW = δWlm+δWvl (2.49)

où

δWlm =

[

(Na+Nb+Nc)δū+

(

Na−Nb

2
+

Mc

hc

)

δũ− (Ma+Mb

−dNc−λMc)δw′ +(Qa+Qb +Qc−ma−mb+dnc +λmc)δw

]L

0

δWvl =

Z L

0

[

(na+nb+nc)δū+

(

na−nb

2
+

mc

hc

)

δũ

+(qa+qb +qc +m′
a+m′

b−dn′c−λm′
c)δw

]

dx
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On peut en conclure que les forces axialesNa, na et Nb, nb, appliquées aux peaux
supérieure et inférieure respectivement, cisaillent le cœur par leurs diff´erences. En ´etant
égales, elles ne peuvent induire que des d´eplacements de membrane. Par contre, en étant
égales mais opposées, elles induisent une flexion.

2.2.5 Équations de mouvement et conditions limites

Les équations de mouvement et les conditions aux limites de la poutre sandwich
peuventêtre obtenues `a partir de la formulation variationnelle (2.24), en y remplac¸ant
les expressions des travaux virtuels internes (2.36) et (2.37), d’inertie (2.43) et (2.44) et
externes (2.49).

Équations de mouvement

Puisque les variablesδū, δũ, δw, δVa, δVb et δVc sont indépendantes et arbitraires
dans l’intervalle[0,L], l’ équation résultante de la combinaison de (2.24), (2.36), (2.37),
(2.43), (2.44) et (2.49) n’a d’autre solution que la triviale, ce qui conduit `a

δū : (c∗a
11Aa+c∗b

11Ab+c∗c
33Ac)ū

′′+
1
2
(c∗a

11Aa−c∗b
11Ab)ũ

′′ +c∗c
33Acdw′′′

+e∗a
31Aa

Va
′

ha
+e∗b

31Ab
Vb

′

hb
+(na+nb+nc) = (ρaAa+ρbAb+ρcAc) ¨̄u

+
1
2
(ρaAa−ρbAb) ¨̃u+ρcAcdẅ′ (2.50)

δũ :
1
2
(c∗a

11Aa−c∗b
11Ab)ū

′′ +
1
4

(

c∗a
11Aa+c∗b

11Ab+c∗c
33

4Ic
h2

c

)

ũ′′+c∗c
33

Ic
hc

λw′′′

+
1
2

(

e∗a
31Aa

Va
′

ha
−e∗b

31Ab
Vb

′

hb

)

−kcc
c
55

Ac

hc

(

ũ
hc

+(λ +1)w′

)

−ec
15

Ac

hc

Vc

hc
+

(

na−nb

2
+

mc

hc

)

=
1
2
(ρaAa−ρbAb) ¨̄u

+
1
4

(

ρaAa+ρbAb +
4ρcIc

h2
c

)

¨̃u+ρc
Ic
hc

λẅ′ (2.51)

δw : c∗c
33Acdū′′′+c∗c

33
Ic
hc

λũ′′′ +(c̄a
11Ia+ c̄b

11Ib+c∗c
33Acd

2+c∗c
33Ic)w

′′′′

−kcc
c
55Ac(λ +1)

[

ũ′

hc
+(λ +1)w′′

]

−ec
15Ac(λ +1)

Vc
′

hc

− (qa+qb+qc +m′
a +m′

b−dn′c−λm′
c) = ρcAcd ¨̄u′ +ρc

Ic
hc

λ ¨̃u′

+(ρaIa+ρbIb+ρcAcd
2 +ρcIcλ2)ẅ′′− (ρaAa +ρbAb+ρcAc)ẅ (2.52)
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δVa : e∗a
31

(

ū′ +
ũ′

2

)

− ǫ
∗a
33

Va

ha
= 0 (2.53)

δVb : e∗b
31

(

ū′−
ũ′

2

)

− ǫ
∗b
33

Vb

hb
= 0 (2.54)

δVc : ec
15

[

ũ
hc

+(λ +1)w′

]

− ǫ
c
11

Vc

hc
= 0 (2.55)

Remarque 2.2 Dans le cas òu les potentiels Vi sont inconnus (cas capteur), les expres-
sions (2.53), (2.54) et (2.55), les fournissent en fonction des déformations de membrane
pour les peaux et de cisaillement pour le cœur. D’ailleurs, si l’on substitue ces expres-
sions dans les autreśequations (2.50), (2.51) et (2.52), on observe que la rigidité de la
couche píezóelectrique est augmentée par un effet passif du matériau, repŕesent́ee par la
modification des constantesélastiques suivante

c̄k
11 = c∗k

11+
e∗k

31
2

ǫ
∗k
33

; c̄c
55 = kcc

c
55+

ec
15

2

ǫ
c
11

(2.56)

Cette modification n’est pas̀a confondre avec celle due au potentiel quadratique induit
(2.28), qui ne modifie que la rigidité en flexion des peaux, tandis que celle-ci augmente les
rigidit és de membrane des peaux et de cisaillement du cœur. Ceci est par contreéquivalent
à une condensation statique des ddlsélectriques sur les ddls ḿecaniques. Le problème
devient ḿecanique avec de constantes modifiées par l’effet píezóelectrique.

Dans le cas pratique de poutre symétrique, dont les peaux ont les mˆemes propri´etés
géométriques et mat´erielles, on obtient un découplage entre ¯u et ũ,w (2.50). En plus, si
l’on annule les propri´etés des peaux et l’on consid`ere que le cœur est élastique, on retrouve
les équations standards pour une poutre de Timoshenko.

Conditions aux limites

En remplac¸ant leséquations de mouvement (2.50)–(2.55) dans la formulation varia-
tionnelle (2.24) et utilisant (2.36), (2.37), (2.43), (2.44) et (2.49), on obtient, aux limites
x = 0,L, les conditions suivantes

[

(c∗a
11Aa+c∗b

11Ab+c∗c
33Ac)ū

′+
1
2
(c∗a

11Aa−c∗b
11Ab)ũ

′+c∗c
33Acdw′′ +e∗a

31Aa
Va

ha

+e∗b
31Ab

Vb

hb
− (Na+Nb +Nc)

]

δū = 0 (2.57)
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[

1
2
(c∗a

11Aa−c∗b
11Ab)ū

′+
1
4

(

c∗a
11Aa+c∗b

11Ab +c∗c
33

4Ic
h2

c

)

ũ′+c∗c
33

Ic
hc

λw′′

+
1
2

(

e∗a
31Aa

Va

ha
−e∗b

31Ab
Vb

hb

)

−

(

Na−Nb

2
+

Mc

hc

)]

δũ = 0 (2.58)

[

c∗c
33Acdū′+c∗c

33
Ic
hc

λũ′+(c̄a
11Ia+ c̄b

11Ib+c∗c
33Acd

2+c∗c
33Icλ

2)w′′

+(Ma +Mb−dNc−λMc)

]

δw′ = 0 (2.59)

{

−ρcAcd ¨̄u−ρc
Ic
hc

λ ¨̃u− (ρaIa+ρbIb+ρcAcd
2+ρcIcλ2)ẅ′

+c∗c
33Acdū′′ +c∗c

33
Ic
hc

λũ′′ +(c̄a
11Ia+ c̄b

11Ib+c∗c
33Acd

2+c∗c
33Icλ

2)w′′′

−kcc
c
55Ac(λ +1)

[

ũ
hc

+(λ +1)w′

]

−ec
15Ac(λ +1)

Vc

hc

+(Qa+Qb+Qc−ma−mb +dnc +λmc)

}

δw = 0 (2.60)

Dans le cas de poutre symétrique, le d´eplacement moyen ¯u est découplé des
déplacements relatif ˜u et transversalw (2.57). D’ailleurs, pour le cas actionneur, si les
potentiels impos´esVa etVb sontégaux, seul un d´eplacement moyen ¯u peut être induit. Au
contraire, d’apr`es (2.57), si les potentiels sont oppos´es (Va =−Vb), seuls des déplacements
relatif ũ et transversalw sont induits.

Il est aussi int´eressant d’observer que les peaux pi´ezoélectriques ne peuvent action-
ner la poutre que par les bords. Tandis que le cœur pi´ezoélectrique le fait par des mo-
ments distribu´es, comme en (2.51), et forces transversales concentrées aux bords, comme
en (2.60).

De (2.51) et (2.58), on voit qu’une partie du cisaillement du cœur est dˆu au glisse-
ment des peaux, qui peut ˆetre induit par des forces membranaires mécaniques (na, Na, nb,
Nb) opposées ou par des diff´erences de potentiels (Va, Vb).

2.3 Discŕetisation par éléments finis

Dans cette section le modèle théorique pr´esenté précédemment sera discr´etisé par
la méthode des ´eléments finis, pour deux cas spécifiques, `a savoir le cas o`u les pastilles
piézoélectriques sont suppos´eesêtre des actionneurs, auxquelles le champ électrique est
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imposé, et le cas, o`u elles sont consid´erées comme des capteurs, dont le champ électrique
est inconnu.

Le premier mod`eleéléments finis, d´enomméPSAP (Poutre Sandwich avec Action-
neurs píezóelectriques), est plus simple `a mettre en œuvre et aboutit `a des matrices de di-
mensions plus faibles, grˆaceà l’absence de ddls électriques additionnels. En plus, mˆeme
s’il n’est valable, en principe, que pour les cas d’actionneurs pi´ezoélectriques, on montre
que ce modèle peut fournir des approximations assez satisfaisantes pour des tensions in-
connues dans les couches pi´ezoélectriques à travers un post-traitement des r´esultats.

Le deuxième mod`ele, dénommé PSEP (Poutre Sandwich avećEléments
Piézóelectriques)tient compte de la pi´ezoélectricité à travers l’ajout de ddls ´electriques
pour chaque couche pi´ezoélectrique. C’est pourquoi il aboutit à des matrices de tailles
plus grandes. Néanmoins, il fournit des approximations plus pr´ecises des comportements
mécanique et pi´ezoélectrique. En plus, il est valable pour des cas de tensions inconnues ou
imposées. En effet, pour le cas capteur, les ddls électriques r´esultants du calcul ´eléments
finis fournissent directement les tensions induites dans chaque couche pi´ezoélectrique,
sans avoir besoin de réaliser des post-traitements. Pour le cas actionneur, l’imposition
des tensions sur les couches pi´ezoélectriques peut être faite directement à travers la sub-
stitution dans les ddls ´electriques. Ce deuxi`eme modèle peut également ˆetre modifié à
travers une condensation statique des ddls ´electriques au niveau ´elémentaire aboutissant
à unélément fini avec le mˆeme nombre de ddls que le modèle PSAP, mais tenant compte
des tensions induites dans les couches pi´ezoélectriques dont les potentiels sont inconnus.

Ces mod`eles seront présent´es dans les prochaines sous-sections, puis, compar´esà
travers le calcul des tensions induites dans les capteurs pi´ezoélectriques. Pour l’interpo-
lation des d´eplacements moyen et relatif, ¯u et ũ, des fonctions de forme lin´eaires de La-
grange seront utilisées, puisque ces variables sont C0-continues. Pour la fl`echew, qui est
C1-continue, des fonctions de forme cubiques d’Hermite sont n´ecessaires. Les diff´erences
de potentiels ´electriquesVi seront consid´erées constantes par ´elément puisque tous les
éléments pi´ezoélectriques sont suppos´es complètement couverts par les électrodes.

2.3.1 Mod̀ele sans degŕes de libert́e électriques

L’objectif de cette section est de pr´esenter la discr´etisation par ´eléments finis de
la poutre sandwich pi´ezoélectrique, en consid´erant que les champs électriques dans les
couches pi´ezoélectriques sont impos´es, c’est-`a-dire, ces derni`eres agissent en tant qu’ac-
tionneurs. Par cons´equent, il n’est pas nécessaire d’ajouter des ddls électriques. Les
déplacements g´enéralisésd = col(ū,w, ũ), col( ) étant utilisé pour d´enoter des vecteurs
ligne, sont discrétis´es par

d = Nqe (2.61)

où

N =





N1 0 0 0 N2 0 0 0
0 N3 N4 0 0 N5 N6 0
0 0 0 N1 0 0 0 N2





est la matrice d’interpolation définie par les fonctions de formeNl (l = 1. . .6) suivantes
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N1 = 1−
x
Le

; N2 =
x
Le

; N3 = 1−
3x2

L2
e

+
2x3

L3
e

N4 = x

(

1−
x
Le

)2

; N5 =
x2

L2
e

(

3−
2x
Le

)

; N6 =
x2

Le

(

x
Le

−1

)

Le est la longueur de l’´elément. Le vecteur des degrés de libert´e élémentairesqe est com-
posé de huit ddls m´ecaniques (Figure 2.2)

qe = col(ū1,w1,w
′
1, ũ1, ū2,w2,w

′
2, ũ2) (2.62)

b

ū1,ũ1,w1,w′
1

b

ū2,ũ2,w2,w′
2

Figure 2.2: Degr´es de libert´e de l’élément fini PSAP.

Les composantesui,βi ,w des déplacements de chaque couche (2.1) peuvent ˆetre
discrétisées par

ui = Nxiqe ; βi = Nri qe ; w = Nzqe (2.63)

où les vecteurs d’interpolation des déplacements axiauxNxi et transversalNz et des rota-
tionsNri sont

Nxk =
[

N1 0 0 ±1
2N1 | N2 0 0 ±1

2N2
]

; k=a(+),b(−)

Nxc =
[

N1 dN′
3 dN′

4 0 | N2 dN′
5 dN′

6 0
]

Nrk =
[

0 −N′
3 −N′

4 0 | 0 −N′
5 −N′

6 0
]

; k=a(+),b(−)

Nrc =
[

0 λN′
3 λN′

4
1
hc

N1 | 0 λN′
5 λN′

6
1
hc

N2

]

Nz =
[

0 N3 N4 0 | 0 N5 N6 0
]

De même, les d´eformations g´enéralisées de chaque coucheεm
i ,ε f

i ,ε
c
c (2.7) peuvent ˆetre

discrétisées par,

εm
i = Bmiqe ; ε f

i = B f iqe ; εc
c = Bccqe (2.64)

où les vecteurs d’interpolation des déformations de membraneBmi, de flexionB f i et de
cisaillementBcc sont

Bmk =
[

N′
1 0 0 ±1

2N′
1 | N′

2 0 0 ±1
2N′

2

]

; k=a(+),b(−)

Bmc =
[

N′
1 dN′′

3 dN′′
4 0 | N′

2 dN′′
5 dN′′

6 0
]

B f k =
[

0 −N′′
3 −N′′

4 0 | 0 −N′′
5 −N′′

6 0
]

; k=a(+),b(−)

B f c =
[

0 λN′′
3 λN′′

4
1
hc

N′
1 | 0 λN′′

5 λN′′
6

1
hc

N′
2

]
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Bcc =
[

0 (λ +1)N′
3 (λ +1)N′

4
1
hc

N1 | 0 (λ +1)N′
5 (λ +1)N′

6
1
hc

N2

]

Ainsi, on observe que les vecteurs d’interpolation des d´eplacements et des déformations
sont associ´esà travers les relations suivantes

Nrk = −N′
z ; Bmi = N′

xi ; B f i = N′
ri ; Bcc = Nrc −Nrk (2.65)

En utilisant les équations (2.27) et (2.29), la discrétisation des contributions
élémentairesδHe

k et δHe
c au travail des efforts ´electromécaniques internes conduit à

δHe
k = δHe

km−δHe
kme ; δHe

c = δHe
cm−δHe

cme (2.66)

avec

δHe
km = δqT

e K̄e
kqe ; δHe

kme= δqT
e Fe

ke ; δHe
cm = δqT

e Ke
cqe ; δHe

cme= δqT
e Fe

ce

K̄e
k et Ke

c étant les matrices ´elémentaires de rigidit´e de lak-ième peau et du cœur, respec-
tivement, définies par

K̄e
k =

Z Le

0

(

c∗k
11AkB

T
mkBmk+ c̄k

11IkB
T
f kB f k

)

dx (2.67)

Ke
c =

Z Le

0

(

c∗c
33AcBT

mcBmc+c∗c
33IcB

T
f cB f c +kcc

c
55AcBT

ccBcc
)

dx (2.68)

L’exposantT définie l’opération de transposition.Fe
ke et Fe

ce sont les vecteurs des forces
électriques g´enéralisées induites par les actionneurs pi´ezoélectriques

Fe
ke= −

Z Le

0
e∗k

31Ak
Vk

hk
BT

mk dx = −e∗k
31Ak

Vk

hk

[

NT
xk

]Le

0

Fe
ce= −

Z Le

0
ec

15Ac
Vc

hc
BT

cc dx

(2.69)

À partir des expressions (2.39) et (2.40), les contributions ´elémentaires des travaux
virtuels des efforts d’inertie sont discr´etisées par

δTe
k = −δqT

e Me
kq̈e ; δTe

c = −δqT
e Me

cq̈e (2.70)

où q̈e est le vecteur d’acc´elération. Les matrices ´elémentaires de masse s’´ecrivent, pour la
i-ième, sous la forme

Me
i =

Z Le

0
ρi
[

Ai
(

NT
xiNxi +NT

z Nz
)

+ IiNT
ri Nri

]

dx ; i=a,b,c (2.71)
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Les expressions des travaux des forces réparties externes (2.46) et (2.47) peuvent
aussiêtre discrétisées, fournissant la contribution ´elémentaire suivante

δWe = δqT
e Fe

m (2.72)

où Fe
m définit le vecteur ´elémentaire des efforts m´ecaniques distribu´ees gén´eralisées

Fe
m = ∑

i

Z Le

0

(

niNT
xi +qiNT

z +miNT
ri

)

dx (2.73)

Utilisant les expressions (2.66), (2.70) et (2.72) et assemblant les contributions
élémentaires de tous les ´eléments, la formulation variationnelle (2.24), exprimée sous
forme matricielle, fournit les ´equations de mouvement suivantes

Mq̈+Dq̇+(K p+K c)q = Fm+Fe (2.74)

où K p = K̄a + K̄b pour des peaux pi´ezoélectriques. Pour des peaux élastiques,K p =
Ka+Kb, K k étantéquivalente `aK̄ k avecc̄k

11= c∗k
11 (e∗k

31 = 0). Une matrice d’amortissement
visqueuxD est ajoutéea posteriori.

Les matrices ´elémentaires de masse (2.71) et de rigidit´e (2.67),(2.68), et les vec-
teursélémentaires des efforts mécaniques (2.73) et ´electriques (2.69) g´enéralisées ont ´eté
intégrées analytiquement et sont pr´esentées dans l’annexe B.

2.3.2 Mod̀ele avec degŕes de libert́e électriques

Dans cette section la discrétisation par ´eléments finis de la poutre sandwich (´elément
fini PSAP) présentée dans la section pr´ecédente est étendue, en consid´erant que les
couches pi´ezoélectriques peuvent aussi ˆetre des capteurs (´elément fini PSEP). Pour cela,
la matrice d’interpolation définie en (2.61) est augmentée pour tenir compte des ddls
électriquesVi (i = a,b,c), considérés constants par ´elémentVi = Vie, de telle façon que le
vecteur de déplacements g´enéralisésd s’écrit

d = N̂dq̂e (2.75)

où

N̂d =





N1 0 0 0 N2 0 0 0 0 0 0
0 N3 N4 0 0 N5 N6 0 0 0 0
0 0 0 N1 0 0 0 N2 0 0 0





Le nouveau vecteur des degrés de libert´e élémentaires augmentếqe aboutità unélément
fini à onze ddls (huit m´ecaniques et trois ´electriques) et s’´ecrit

q̂e = col(ū1,w1,w
′
1, ũ1, ū2,w2,w

′
2, ũ2,Vae,Vbe,Vce) (2.76)
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b

ū1,ũ1,w1,w′
1

b

ū2,ũ2,w2,w′
2

(Vae,Vbe,Vce)

Figure 2.3: Degr´es de libert´e de l’élément fini PSEP.

La discrétisation des d´eplacements et des déformations de chaque couche n’est pas
changée. Les nouvelles matricesNxi, Nz, Nri , Bmi, B f i etBcc sont obtenues par l’introduc-
tion de zéros pour tenir compte du changement du vecteur de ddls. Les relations (2.65)
restent valables. Les potentiels électriques sont discr´etisés par,

Vi = N̂viq̂e ; i = a,b,c (2.77)

où
N̂va =

[

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
]

N̂vb =
[

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
]

N̂vc =
[

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
]

Dans le cas o`u les potentiels sont inconnus, les termesδHkemetδHke, dans (2.27), et
δHcemet δHce, dans (2.29), ne sont pas nuls, contrairement `a l’élément précédent. Ainsi,
la discrétisation de (2.27) et (2.29) conduit `a

δHe
i = δHe

im−δHe
ime−δHe

iem+δHe
ie ; i = a,b,c (2.78)

avec

δHe
im = δq̂T

e Ke
imq̂e , δHe

ime= δq̂T
e Ke

imeq̂e , δHe
iem= δq̂T

e Ke T
imeq̂e , δHe

ie = δq̂T
e Ke

ieq̂e

K̄e
km etKe

cm s’écrivent comme dans (2.67) et (2.68), mais avec l’ajout de zéros correspon-
dant au nouveau vecteur de ddls.Ke

kmeet Ke
cmesont les matrices ´elémentaires de rigidit´e

piézoélectrique

Ke
kme= −

Z Le

0
e∗k

31
Ak

hk
B̂T

mkN̂vk dx ; Ke
cme= −

Z Le

0
ec

15
Ac

hc
B̂T

ccN̂vc dx (2.79)

et,Ke
ke et Ke

ce sont les matrices ´elémentaires de rigidit´e diélectrique

Ke
ke= −

Z Le

0
ǫ
∗k
33

Ak

h2
k

NT
vkNvk dx ; Ke

ce= −
Z Le

0
ǫ
c
11

Ac

h2
c

NT
vcNvc dx (2.80)

Le travail des efforts d’inertie et extérieurs n’étant pas chang´es, les expressions de
M̂e

i et F̂e
m sont donn´ees par (2.71) et (2.73), respectivement, mais augment´ees par les zéros

correspondant aux ddls électriques.
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Utilisant les expressions (2.70), (2.72) augment´ees et (2.78), la discr´etisation de la
formulation variationnelle (2.24), r´eduite au niveau ´elémentaire, fournit les ´equations de
mouvement exprim´ees sous la forme matricielle suivante

∑
i

M̂e
i
¨̂qe+∑

i

(

Ke
im+Ke

ime+Ke T
ime+Ke

ie

)

q̂e = F̂e
m ; i = a,b,c (2.81)

Comme pour l’élément précédent, les matrices ont ´eté intégrées analytiquement.
Elles sont aussi pr´esentées dans l’annexe B.

L’expression (2.81) permet de calculer à la fois les variables mécaniques et
électriques. Néanmoins, sous cette forme, l’équation ne peut ˆetre résolue directement que
pour le cas statique, puisque les ddls électriques n’ont pas d’inertie et, ainsi, les matrices
M̂e

i sont singulières. En plus, même pour ce cas, le système (2.81) est, en g´enéral, mal
conditionné, puisque les constantes de rigidit´e élastique sont beaucoup plus élev´ees que
celles piézoélectrique et di´electrique. Afin de remédier `a ce problème, il est possible de
résoudre le syst`eme (2.81) en remplac¸ant les ddls ´electriquesVie parVie/Co, où Co est un
coefficient de conditionnement. Cela est équivalent à multiplier les constantes de rigidit´e
piézoélectriques (e∗k

31Ak/hk,ec
15Ac/hc) et diélectriques (ǫ∗k

33Ak/h2
k,ǫc

11Ac/h2
c) parCo et C2

o,
respectivement. Il est clair queCo est fonction des rapports entre les constantes de rigi-
dité élastique et pi´ezoélectrique/diélectrique. C’est pourquoi il est int´eressant de r´eécrire
l’équation (2.81) sous la forme suivante
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(2.82)

où le vecteur ´elémentaire des ddls électriques a ´eté décompos´e en deux vecteurs compos´es
des différences de potentiel impos´eesVe

A, correspondant aux actionneurs pi´ezoélectriques,
et mesur´eesVe

S, correspondant aux capteurs pi´ezoélectriques. Puisque les ddls ´electriques
Ve

A sont impos´es, leurs variations virtuellesδVe
A sont nulles. Par cons´equent, leur sous-

système correspondant en (2.82) (derni`ere ligne) est satisfait automatiquement et peut
être éliminé. En plus, le terme r´eférant aux tensionsVe

A appliquées au sous-syst`eme
mécanique, correspondant àqe (première ligne de (2.82)), peut ˆetre consid´eré comme
une force piézoélectriqueéquivalente sous la forme

Fe
e = Ke

meAV
e
A (2.83)

De même, la deuxi`eme ligne de (2.82) peut ˆetre utilisée pour ´ecrire le vecteur des tensions
inconnuesVe

S en fonction des ddls m´ecaniquesqe,

Ve
S = Ke −1

eS Ke T
meSqe (2.84)

Ainsi, utilisant les équations (2.83) et (2.84), le sous-système correspondant aux
ddls mécaniques en (2.82) (première ligne) repr´esente les ´equations du mouvement
élémentaires condens´ees
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Meq̈e+
(

Ke
m−Ke

meSK
e −1
eS Ke T

meS

)

qe = Fe
m+Fe

e (2.85)

Par cons´equent, cette ´ecriture permet de calculer les ddls m´ecaniques, `a travers (2.85),
soumisà des chargements mécaniquesFe

m et/ou piézoélectriques ´equivalentsFe
e, en te-

nant compte de la modification de la rigidit´e due aux champs électriques induits dans les
couches pi´ezoélectriques. Ensuite, les ddls électriques correspondants peuvent-ˆetre cal-
culésà travers l’expression (2.84).

Les matrices du syst`eme mécanique (2.85) peuvent ainsi ˆetre assembl´ees pour tous
leséléments afin de trouver les ´equations de mouvement de la poutre

Mq̈+Dq̇+Kq = Fm+Fe (2.86)

où les matricesM et D sont les matrices de masse et d’amortissement visqueux as-
semblées pour toute la poutre etFm et Fe sont les vecteurs globaux de chargement
mécanique et pi´ezoélectrique équivalent.K est la matrice de rigidité de la poutre, com-
posée des contributions des peaux et du cœur, tenant compte de la rigidit´e additionnelle
induite par le champ ´electrique induit dans les couches pi´ezoélectriques. Pour un cœur
viscoélastique, les matrices relatives aux ddls ´electriques dans (2.85) n’ont que des cont-
ributions des peaux et, donc, la d´ecomposition deK = K p + K c sera faite pour obtenir
uneéquation identique à (2.74).

2.4 Validation des mod̀eles

Dans cette section, les mod`eles éléments finis, avec et sans ddls électriques,
présentés pr´ecédemment sont valid´esà travers la comparaison des r´esultats obtenus avec
ceux trouvés dans la litt´erature. Pour cela, deux cas seront ´etudiés,à savoir l’action sta-
tique d’une poutre encastr´ee-libre à travers des actionneurs pi´ezoélectriques et l’analyse
modale d’une poutre sandwich `a peaux ou cœur pi´ezoélectriques. Pour le premier cas, les
résultats du mod`ele PSAP pr´esenté dans ce chapitre sont aussi compar´esà ceux obtenus
en utilisant un modèle d´eveloppé précédemment [16], bas´e sur les d´eplacements moyen
et relatif du cœur au lieu de ceux des plans moyens des peaux. Ainsi, dans cette section
les deuxéléments seront d´enomméesPSAP 1(élément décrit en [16]) etPSAP 2(présent
élément), afin de les distinguer.

2.4.1 Validation du mod̀ele sans ddlśelectriques

Considérons deux configurations de poutre sandwich encastr´ee-libre, repr´esentées
dans la Figure 2.4, pouvant ˆetre actionn´ees par des actionneurs par extension ou par cisail-
lement. Afin de valider le mod`ele proposé, nous comparons nos r´esultats num´eriques avec
ceux trouvés dans la litt´erature. Des r´esultats analytiques et numériques pour une action
statique au moyen d’actionneurs par cisaillement continus [98] et segmentés [84] ont ´eté
présentés par Sun et Zhang [84, 98]. L’analyse modale d’une poutre avec des actionneurs
par extension a ´eté présentée par Linet al. [63].
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(a)10

101

16
8

8
2Aluminium

PZT5H
Mousse

100 100
PZT5H 1010

(b)

Figure 2.4: Poutres actionnées par extension (a) et par cisaillement (b) (dimensions en
mm et pas `a l’échelle).

Analyse statique

Les configurations g´eométriques segment´ees des deux m´ecanismes sont pr´esentées
dans la Figure 2.4 et les propri´etés des mat´eriaux sont donn´ees dans l’annexe A. Les
poutres sont encastr´ees enx = 0 et libres àx = L. Afin de fléchir la poutre, des tensions
sont appliqu´ees sur les surfaces sup´erieures et inf´erieures des couches pi´ezoélectriques,
induisant des efforts électriques de flexion. Pour lemécanisme d’action par cisaillement,
la tension appliqu´eeà la couche pi´ezoélectrique a une valeur deVc = 20 V, et pour le
mécanisme d’action par extension, la tension appliqu´ee aux actionneurs estVp = 10 V.

Comme premi`ere analyse, la fl`eche des deux poutres pour le cas continu, c’est-`a-
dire, avec des actionneurs ayant la longueur de la poutre, a ´eté évaluée et compar´ee aux
résultats analytiques de Zhang et Sun [98], afin d’examiner la convergence de l’´elément
fini proposé. Dans ce cas-ci, pour lemécanisme d’action par cisaillement, il n’y a aucune
mousse rigide puisque l’actionneur pi´ezoélectrique occupe tout le cœur du sandwich.

Pour les deux mécanismes, la déformation de la poutre actionn´ee a ét´e calculée
avec seulement quatre ´eléments finis PSAP 2. Les comparaisons de ces r´esultats avec
la solution analytique [98] sont pr´esentées dans les Figures 2.5 et 2.6, indiquant qu’ils
coı̈ncident très bien.

La convergence des ´eléments PSAP 1 et PSAP 2 par rapport `a la flèche de r´eférence
de l’extrémité libre de la poutre [98] est montrée dans la Figure 2.7 pour le m´ecanisme
d’action par cisaillement. Il est clair que le pr´esentélément (PSAP 2) est très précis mˆeme
avec un faible nombre d’´eléments (moins de 2% d’erreur pour 2 ´eléments). En plus, il
converge de façon monotone et rapidement vers la fl`eche de r´eférence de la poutre. Tandis
que l’élément décrit en [16] (PSAP 1) pr´esente des erreurs beaucoup plus ´elevés (12%
d’erreur pour 2 ´eléments) et converge plus lentement et de fac¸on non-monotone. La mˆeme
analyse pour le m´ecanisme d’action par extension, conduit `a des erreurs des modèles
éléments finis de moins de 0,1% pour la fl`eche de la poutre (Figure 2.8), mˆeme si l’élément
PSAP 2 est encore plus précis.

Dans un deuxi`eme temps, la fl`eche de la poutre est analysée pour les deux
mécanismes, par les deux modèles et pour plusieurs ´epaisseurs d’actionneur. Cette ana-
lyse permet d’´evaluer à la fois deux caract´eristiques des modèles. En effet, d’une part, la
variation de l’épaisseur de l’actionneur permet d’analyser, pour le m´ecanisme d’action par
cisaillement, le blocage par cisaillement des mod`eles. D’autre part, elle permet d’´evaluer,
pour le mécanisme d’action par extension, les limitations impos´ees par les hypoth`eses
d’Euler-Bernoulli. La Figure 2.9 montre que les deux mod`eles sont assez précis avec 10
éléments pour tout l’intervalle d’´epaisseurs [0,02–10] mm. N´eanmoins, on observe que
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Figure 2.5: Flèche de la poutre actionnée par cisaillement (PSAP 2 vs. analytique).
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Figure 2.6: Flèche de la poutre actionnée par extension (PSAP 2 vs. analytique).

le modèle PSAP 1, mˆeme avec une int´egration réduite, s’´ecarte du r´esultat analytique ra-
pidement pour des cœurs minces, tandis que l’erreur du modèle PSAP 2, bien que sans
intégration réduite, est rapidement stabilis´e autour de 1%.

Pour le mécanisme d’action par extension, le problème s’inverse puisque les peaux
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Figure 2.7: Convergence de la flèche du bout de la poutre actionnée par cisaillement.
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Figure 2.8: Convergence de la flèche du bout de la poutre actionnée par extension.

sont modélis´ees avec l’hypothèse d’Euler-Bernoulli, c’est-à-dire, pour des peaux relati-
vementépaisses (t/L > 5% ou t > 5 mm) les mod`eles ne seront plus capables de bien
représenter les actionneurs par extension. Afin d’analyser ce problème, la Figure 2.10
montre la variation de l’erreur de la flèche de l’extr´emité libre de la poutre avec l’épaisseur
de l’actionneur variant dans l’intervalle [0,01–5] mm. On observe que, effectivement, les
deux modèles sont assez pr´ecis pour des épaisseurs inf´erieures `a 0,2 mm, mais diver-
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Figure 2.9: Effet de l’épaisseur de l’actionneur sur la précision des ´eléments finis pour
l’action par cisaillement.
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Figure 2.10: Effet de l’épaisseur de l’actionneur sur la précision des ´eléments finis pour
l’action par extension.

gent très rapidement au-del`a de cette valeur. Néanmoins, l’erreur reste tr`es faible sur tout
l’intervalle étudiée.

Le cas d’actionneurs constitués de pastilles pi´ezoélectriques a aussi ´eté étudié par
Sun et Zhang [84]. Dans ce cas, comme le montre la Figure 2.4, les actionneurs sont moins
longs que la poutre d’aluminium. Afin de valider le mod`ele pour ce cas pratique, on fait
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Figure 2.11: Variation de la flèche du bout de la poutre avec la position de l’actionneur.

varier la position du centre de l’actionneur dans l’intervalle [10–90] mm. Les r´esultats
pour la flèche maximale de la poutre (`a l’extrémité libre), présent´es dans la Figure 2.11
indiquent que ceux de l’´elément fini PSAP 2 concordent bien avec ceux présentés par Sun
et Zhang [84], utilisant un code ´elément fini commercial.

Analyse modale

Les modes et fréquences propres ont ´eté évalués pour lesmécanismes d’action par
cisaillementet parextension. Les donn´ees mat´erielles sont identiques `a celles présent´ees
par Lin et al. [63] (voir Annexe A) et les propri´etés géométriques sont donn´ees dans la
Figure 2.12. Les cinq premi`eres fréquences propres sont indiqu´ees dans le Tableau 2.1
pour les deux m´ecanismes. Les r´esultats num´eriques correspondent assez bien avec ceux
analytiques pr´esentés par Linet al. [63].

(a)

20 5020
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1
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(b)

Figure 2.12: Propri´etés géométriques des poutres pour l’analyse modale (dimensions en
mm et pas `a l’échelle).

Il est clair, d’après le Tableau 2.1, que les fréquences propres de la poutre actionn´ee
par cisaillement sont inf´erieures `a celles de l’action par extension. Ceci peut ˆetre expliqué
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par le fait que la configuration sandwich soit moins rigide que celle d’extension en raison
de la présence de la mousse dans le cœur. Cette diff´erence augmente avec la fréquence
parce que la mousse devient plus d´eformée (Figure 2.13). On peut voir que dans les trois
premiers modes de flexion, l’actionneur est moins d´eformé pour lemécanisme d’action
par cisaillement. Des fréquences analytiques n’ont pu ˆetre trouvées dans la littérature pour
ce mécanisme.

Tableau 2.1: Les cinq premi`eres fréquences (Hz) propres de flexion de la poutre de Linet
al., pour les configurations d’action par cisaillement et par extension.

1 2 3 4 5
Mécanisme d’action par cisaillement 985 3912 8305 17273 25980
Mécanisme d’action par extension 1084 4787 12422 24547 38599
Résultats analytiques [63] 1030 4230 12000 23500 38500
Erreur (%) 4,98 13,17 3,52 4,46 0,26

Mode #1: 989 Hz Mode #2: 3915 Hz Mode #3: 8374 Hz

Mode #1: 1084 Hz Mode #2: 4430 Hz Mode #3: 12422 Hz

Figure 2.13: Premiers modes propres de flexion pour les m´ecanismes d’action par cisail-
lement et par extension

Effet du potentiel quadratique induit

Auparavant, il a ´eté montré que l’´equilibreélectrique (2.14) n’est respect´e dans les
pastilles piézoélectriques actionnées par extension que si un potentiel ´electrique quadra-
tique (2.17) est consid´eré. En plus, il a aussi ´eté observ´e (cf. (2.28)) que cette contribution
induit une augmentation de la rigidit´e des pastilles pi´ezoélectriques (même pour le cas ac-
tionneur). Néanmoins, il est int´eressant d’´etudier l’importance de cette contribution pour
les applications consid´erées. Ainsi, dans cette section, on analyse l’importance du poten-
tiel induit pour différentes longueurs et ´epaisseurs des pastilles. Pour ce faire, consid´erons
une poutre d’aluminium encastr´ee-libre avec deux pastilles pi´ezoélectriques coll´ees sur
ses surfaces supérieure et inférieure, comme présent´e dans la Figure 2.14.

Sachant que le mat´eriau piézo-céramique PZT5H pr´esente une constante de rigidit´e
élastique tr`es proche de celle de d’aluminium, le rapport entre la rigidit´e globale de la
poutre sandwich et celle des pastilles sera dépendant des longueurs et ´epaisseurs des pas-
tilles piézoélectriques. Ainsi, on fait varier leur longueur dans l’intervalle [10–190] mm et,
leur épaisseur, entre 0,25 et 1 mm. Afin d’étudier l’influence de la rigidit´e supplémentaire
induite par le potentiel quadratique, la flèche statique due `a une force mécanique transver-
sale appliqu´eeà l’extrémité libre de la poutre est calculée avec et sans le terme de rigidit´e
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Figure 2.14: Propri´etés géométriques de la poutre pour l’analyse de l’effet du potentiel
induit (dimensions en mm et pas `a l’échelle).

additionnel (2.28). La Figure 2.15 montre la diff´erence relative entre les flèches statiques
maximales (wmax

sans/wmax
avec−1), sachant que celle sans tenir compte de l’effet du potentiel

induit (wmax
sans) est plusélevée puisque, dans ce cas, la poutre est moins rigide. On observe,

dans la Figure 2.15, que la diff´erence augmente pour des pastilles longues et épaisses,
comme prévu. Cependant, la différence est toujours plus faible que 1%, même pour le cas
extrême des pastilles aussi longues que la poutre. Par conséquent, on peut en conclure que
l’effet du potentiel induit est négligeable, pour les cas trait´es dans ce travail.
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Figure 2.15: Effet du potentiel induit en fonction des longueur et épaisseur des pastilles.

2.4.2 Comparaison des ŕesultats pour le cas capteur

Dans cette section, on s’int´eresse aux capteurs pi´ezoélectriques, g´enéralement, uti-
lisés pour mesurer des d´eformations de la structure sur laquelle ils sont coll´es. Dans ce
cas, les champs ´electriques dans les couches pi´ezoélectriques ne sont pas impos´es, comme
pour les actionneurs. Ils sont donca priori inconnus. On propose de les calculer de deux
manières. Premi`erement, le mod`ele éléments finisPSAP(dorénavant le ‘2’ du modèle
PSAP 2 est supprimé pour simplifier), qui ne contient pas de ddls électriques, peut ˆetre
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utilisé pour calculer les ddls mécaniques induits par le chargement m´ecanique en ques-
tion. Ensuite, les tensions sont calcul´eesà partir des équations (2.53), (2.54) et (2.55). Cela
conduità une approximation des tensions induites dans les pastilles pi´ezoélectriques. La
seconde façon de les approcher consiste `a calculer la réponse au chargement m´ecanique
utilisant le modèleéléments finisPSEPavec ou sans condensation statique. Dans ce cas,
les valeurs prises par les ddls ´electriques sont, directement, les solutions. D’apr`es (2.56),
le premier mod`ele (PSAP) ne tient pas compte de la rigidité suppl´ementaire due aux ten-
sions induites par la d´eformation des pastilles. Cependant, il est possible d’utiliser la mo-
dification des constantes ´elastiques (2.56), induite par le champ ´electrique, pour corriger
le calcul.

Il est aussi important de souligner que, à cause de diff´erences trop importantes entre
les ordres de grandeur des constantes de rigidit´e élastique et di´electrique, fournies par le
modèle PSEP sans condensation statique, les matrices de rigidité finales ne sont pas bien
conditionnées. En effet, pour les cas ´etudiés ici, le rapport entre les constantes de rigidit´e
élastique (c∗i

lmAi) et celles piézoélectrique (e∗i
nmAi/hi) et diélectrique (ǫ∗i

nnAi/h2
i ) sont de

l’ordre de 108 et 1016, respectivement. C’est pourquoi, un coefficient de conditionnement
de 108 a été utilisé pour les ddls ´electriques.

Dans les prochaines sous-sections, on compare les r´esultats num´eriques de la
poutre encastr´ee-libre représent´ee dans la Figure 2.16 excit´ee par divers chargements
mécaniques. Deux versions des ´eléments finis PSAP et PSEP sont consid´erés, aboutis-
sant à un total de quatre mod`eles : (i) PSAP, tel que d´ecrit dans§2.3.1, (ii) PSAP avec
une correction des rigidit´es des couches pi´ezoélectriques (PSAP+correction), pour tenir
compte de (2.56), (iii) PSEP avec condensation statique des ddls ´electriques, tel qu’en
(2.85), et (iv) PSEP sans condensation statique (PSEP-condens.), tel qu’en (2.81).

Mousse 1,5

1,5
1Aluminium

150 150

(b)(a)

3

0,5 40 PZT5H

PZT5H10

10 40

Figure 2.16: Propri´etés géométriques des poutres pour le cas capteur (dimensions en mm
et pasà l’échelle).

Chargement longitudinal

Dans ce cas, une force de traction de 100 N est appliqu´ee à la surface moyenne
au bout de la poutre. Les Figures 2.17 et 2.18 présentent les d´eplacements axial et trans-
versal, induits par le chargement longitudinal, de la poutre `a cœur ´elastique et `a peaux
piézoélectriques. On observe, dans la Figure 2.17, que les quatre modèles aboutissent `a
des résultats similaires. Cependant, le mod`ele PSAP sous-estime la rigidit´e de la poutre,
puisqu’il ne tient pas compte de la rigidité suppl´ementaire des pastilles pi´ezoélectriques
due aux tensions induites (Figure 2.19). En utilisant la correction (augmentation, dans
ce cas) des constantes ´elastiques (2.56), il est possible d’obtenir (PSAP+correction dans
la Figure 2.17) le d´eplacement axial du mod`ele PSEP. La Figure 2.18 pr´esente la fl`eche
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induite par la force longitudinale appliqu´ee. Elle devrait être nulle, puisque la poutre est
symétrique. Cependant, la faible fl`eche, de l’ordre de 10−15 mm, obtenue avec le mod`ele
PSEP sans condensation statique (PSEP-condens.) est due `a des erreurs num´eriques qui
aboutissent `a des d´eformations axiales, et, par cons´equent, des tensions induites, diff´erents
dans les peaux. Or, des tensions diff´erentes dans les peaux induisent des efforts de flexion ;
c’est pourquoi ce modèle présente une fl`eche. Néanmoins, le modèle PSEP dont les ddls
électriques sont condens´es au niveau ´elémentaire (PSEP) n’aboutit pas `a ces erreurs.
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Figure 2.17: Déplacement axial induit par
une force de traction.
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Figure 2.18: Flèche induite par une force
de traction.
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Figure 2.19: Tension induite dans les pastilles pi´ezoélectriques par une force axiale.

La Figure 2.19 montre les tensions induites dans les pastilles pi´ezoélectriques, des
peaux sup´erieure et inférieure, calcul´ees par post-traitement des résultats obtenus avec
les éléments PSAP, PSAP+correction et PSEP, et par r´esolution directe avec l’´elément
PSEP-condens.. On observe que l’´elément PSAP aboutit à des erreurs significatives pour
les tensions dans les peaux. Ce qui est une conséquence directe de la sous-estimation de
la rigidité de la structure, comme présent´e dans la Figure 2.17. Cependant, en utilisant
la correction des constantes ´elastiques, l’´elément PSAP+correction fournit des r´esultats
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assez bons compar´esà ceux obtenus avec le mod`ele PSEP. On note que les tensions sont
égales dans les pastilles des peaux sup´erieure et inférieure.

La configuration sandwich `a cœur pi´ezoélectrique n’a pas ´eté étudiée dans ce
cas-ci puisque la d´eformation axiale produit, dans une pastille pi´ezoélectrique polaris´ee
dans ce même sens, un champ ´electrique longitudinal dont l’effet n’est pas consid´eré
dans le modèle utilisé. Cela importe peu puisque les applications auxquelles nous nous
intéressons sont du type flexion.

Chargement transversal

Dans ce deuxième cas, une force transversale de 10 N est appliqu´ee au bout de la
poutre. Les Figures 2.20 et 2.21 présentent les déplacements axial et transversal, induits
par le chargement transversal, des poutres `a cœur ´elastique et peaux pi´ezoélectriques. La
Figure 2.21 montre que, comme pour le cas pr´ecédent, le modèle PSAP sous-estime la ri-
gidité (dans ce cas de flexion) de la poutre pour la même raison. On observe aussi, dans la
Figure 2.20, qu’un déplacement longitudinal négligeable dˆu à des asymétries numériques
dans le calcul des tensions dans les peaux est produit par le modèle PSEP sans condensa-
tion statique.
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Figure 2.20: Déplacement axial induit par
une force transversale.
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Figure 2.21: Flèche induite par une force
transversale.

La Figure 2.22 montre les tensions induites dans les pastilles pi´ezoélectriques des
peaux sup´erieure et inférieure, calcul´ees par post-traitement des résultats obtenus avec
leséléments PSAP et PSEP condens´e et par résolution directe avec le mod`ele PSEP sans
condensation statique. On observe que le mod`ele PSAP, comme pour le cas pr´ecédent,
fournit des tensions plus élevées que le mod`ele PSEP, dˆu à la sous-estimation de la rigidit´e
des pastilles pi´ezoélectriques. Néanmoins, avec la correction des constantes élastiques,
l’erreur estéliminée. Dans ce cas, les tensions induites dans les pastilles sont oppos´ees
dans les peaux sup´erieure et inférieure mais ne sont pas constantes dans la directionx. Il
est clair que cela n’est pas physique puisque les électrodes couvrent enti`erement les pas-
tilles piézoélectriques. En fait, ce résultat est dû au fait qu’aucune condition d’égalit´e entre
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Figure 2.22: Tension induite dans les peaux pi´ezoélectriques par un chargement transver-
sal.

les tensions des ´eléments pi´ezoélectriques voisins n’a ´eté mise en œuvre. En pratique, la
tensions r´eelle peut être obtenu par la moyenne des tensions de chaque ´elément.

Dans le cas d’une configuration sandwich `a cœur pi´ezoélectrique, l’actionneur par
cisaillement est tr`es peu déform´e par la charge mécanique transversale `a cause de la sou-
plesse relative de la mousse. Par cons´equent, le cisaillement de la pastille pi´ezoélectrique
est négligeable ainsi que le champ électrique transversal qu’il induit et, donc, la rigidit´e
piézoélectrique additionnelle due à ce champ induit dans l’actionneur n’est pas observable
dans les résultats.

Chargement de flexion

Un moment de flexion de 1 N.m est appliqu´ee au bout de la poutre. Les Figures
2.23 et 2.24 montrent les déplacements axial et transversal, induits par le chargement
de flexion, des poutres `a cœur ´elastique et peaux pi´ezoélectriques. Pour un chargement
de flexion, les r´esultats (Figures 2.23 et 2.24) concernant les asymétries numériques et les
diff érences de rigidit´e, sont assez similaires `a ceux du cas pr´ecédent (Figures 2.20 et 2.21).
La principale différence est que les tensions induites dans les peaux pi´ezoélectriques sont
constantes suivant la directionx (Figure 2.25). En effet, comme prévu dans (2.33) pour
une poutre sandwich symétrique, l’application de tensions constantes oppos´ees sur les
peaux piézoélectriques induit seulement des chargements de flexion. Par conséquent, on
peut affirmer, et la Figure 2.25 le prouve, que l’inverse est aussi vraie.

Il est important d’observer que les d´eplacements axiaux, produit par les chargements
transversal et de flexion, sont de l’ordre de la précision de la machine. C’est pourquoi ils
ne sont pas uniformes dans la longueur de l’actionneur (Figures 2.20 et 2.23). Ces erreurs
sont probablement dues au mauvais conditionnement des matrices de rigidit´e, bien qu’un
facteur de conditionnement ait ´eté utilisé pour le mod`ele PSEP sans condensation sta-
tique. On peut donc conclure que l’utilisation de la condensation statique pour l’´elément
PSEP ou de la correction des constantes ´elastiques pour l’´elément PSAP est bien plus
recommand´ee que la résolution directe du syst`eme coupl´e (2.81).

Pour la même raison que le cas pr´ecédent, la configuration d’action par cisaillement
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Figure 2.23: Déplacement axial induit par
un moment de flexion.
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Figure 2.24: Flèche induite par un moment
de flexion.
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Figure 2.25: Tension induite dans les peaux pi´ezoélectriques par un chargement de flexion.

présente les mˆemes résultats pour tous les mod`eles.

2.5 Extension du mod̀ele aux peaux multicouches

Afin de pouvoirétudier d’autres configurations d’action pi´ezoélectrique, le modèle
sandwich à trois couches, d´ecrit précédemment, sera ´etendu au cas de peaux multi-
couches. On consid`ere que les peaux sup´erieurea et inférieureb sont compos´ees de
n et m sous-couches élastiques ou pi´ezoélectriques, respectivement. Les sous-couches
piézoélectriques des peaux sont polarisées dans le sens de l’épaisseur et ont des ´electrodes
sur leurs surfaces supérieure et inf´erieure qui les couvrent enti`erement. Toutes les couches
sont suppos´ees parfaitement collées. Les indicesa1, . . . ,an etb1, . . . ,bm vont être utilisés
pour identifier les quantit´es relatives aux sous-couches des peaux supérieure et inf´erieure,
respectivement.

Comme le montre la Figure 2.26, les champs des d´eplacements des couches sont
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suppos´esêtre les mêmes que ceux du mod`ele précédent (cf. (2.1)). Cela signifie que les
sous-couches des peaux sont suppos´ees avoir le mˆeme champ de d´eplacement. Cette hy-
pothèse est valable si les sous-couches sont parfaitement coll´ees entre elles et si leurs
rigidités sont de mˆeme ordre. Ainsi, les déplacements axiaux des couchesa, b et c sont
exprimés par l’équation (2.5) et leurs champs de d´eformations par (2.6) et (2.7).
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Figure 2.26: Cinématique de la poutre sandwich à peaux multicouches.

2.5.1 Champśelectriques dans les sous-couches des peaux

On considère que chaque sous-couche d’une peau peut-ˆetre piézoélectrique dont
l’ étatélectrique est indépendant des sous-couches adjacentes. On peut, donc, imposer des
potentielsélectriquesϕ+

k j
et ϕ−

k j
sur la j-ième sous-couche de lak-ième peau. Comme

montré auparavant, l’effet du potentiel induit peut ˆetre négligé pour les probl`emes trait´es
dans ce qui suit, c’est-à-dire, pour des pastilles pi´ezoélectriques coll´ees sur une structure.
Ainsi, on suppose un potentiel ´electrique linéaire de la forme

ϕk j = ϕ̄k j +(z−zk j )
Vk j

hk j

(2.87)

où les quantit´eszk j sont les distances entre la ligne moyenne de lak j -ième sous-couche et
la ligne moyenne de la poutre sandwich. Elles s’´ecrivent

zk j = ±
hk j +hc

2
±

j−1

∑
r=1

hkr ; k=a(+),b(−) (2.88)
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Le potentiel électrique de chaque couche étant lin´eaire enz, le champ ´electrique est
donc constant dans l’épaisseur

E3k j = −
Vk j

hk j

(2.89)

2.5.2 Formulation variationnelle

Comme pour le mod`ele précédent, la formulation variationnelle de la poutre sand-
wich peut être exprimée par (2.24). Puisque les champs de déplacements sont les mˆemes,
les quantitésδT, δH et δW peuvent être exprim´ees en termes des trois variables princi-
pales ¯u, ũ et w et des potentiels électriques de chaque sous-couche pi´ezoélectriqueVk j et
du cœurVc.

Travail virtuel des efforts électromécaniques internes

Considérant les expressions (2.25) et (2.26), le travail virtuel des efforts
électromécaniques internes de la poutre sandwich peut s’´ecrire comme la somme des
contributions de chaque couche, où dans ce cas-ci, les contributions des peaux sont, elles-
mêmes, compos´ees des contributions de leurs sous-couches,

δHk =
n,m

∑
j=1

δHk j (2.90)

La contribution du cœur n’´etant pas chang´e (2.29), on ne r´eécrit, dans cette sous-
section, que les expressions correspondantes aux peaux. D’après les lois de comportement
(2.11), appliqu´eesà lak j -ième sous-couche pi´ezoélectrique, et en tenant compte de (2.90),
la contribution de lak j -ième sous-couche au travail virtuel des efforts internes est

δHk j =

Z
Ωkj

(

δε1kc
∗k j
11 ε1k−δε1ke

∗k j
31 E3k j −δE3k j e

∗k j
31 ε1k−δE3k j ǫ

∗k j
33 E3k j

)

dΩk j

aveck = a,b et j = 1, . . . ,(n,m). On rappelle que le champ de d´eformation est uniforme
par peau et celui ´electrique l’est par sous-couche des peaux.

Contrairement au mod`ele précédent, les couchesa et b ne sont pas n´ecessairement
symétriques par rapport à(z− za) et (z− zb) à cause de leur caractère stratifi´e. En
remplaçant les expressions des champs de d´eformations (2.6) et des champs électriques
(2.89) dansδHk j et après son int´egration dans l’´epaisseur, ce travail peut ˆetre décompos´ee
en sous-termes repr´esentant les contributions m´ecaniquesδHk jm, piézoélectriquesδHk jme

et δHk jem et diélectriquesδHk je,

δHk j = δHk jm−δHk jme−δHk jem+δHk je (2.91)
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δHk jm =
Z L

0
c
∗k j
11

(

δεm
k Ak j ε

m
k +δεm

k Īk j ε
f
k +δεf

k Īk j ε
m
k +δεf

k Ik j ε
f
k

)

dx

δHk jme= −

Z L

0

(

δεm
k Ak j +δεf

k Īk j

)

e
∗k j
31

Vk j

hk j

dx

δHk jem= −

Z L

0

δVk j

hk j

e
∗k j
31

(

Ak j ε
m
k + Īk j ε

f
k

)

dx

δHk je = −

Z L

0

δVk j

hk j

ǫ

∗k j
33 Ak j

Vk j

hk j

dx

où Ak j , Īk j et Ik j sont, respectivement, l’aire, le moment statique et le moment quadratique
de la section transversale de lak j -ième sous-couche. Ils s’´ecrivent

Ak j =

Z b/2

−b/2

Z zkj +hkj /2

zkj−hkj /2
dzdy

Īk j =
Z b/2

−b/2

Z zkj +hkj /2

zkj−hkj /2
(z−zk) dz dy

Ik j =

Z b/2

−b/2

Z zkj +hkj /2

zkj−hkj /2
(z−zk)

2 dzdy

Remarque 2.3 Dans le cas de peaux piézóelectriques multicouches, on observe que les
couplagesélectroḿecaniques sont entre le champélectrique transversal Vk j /hk j et les

déformations de membraneεm
k et de flexionε f

k . Ainsi, si l’on effectue l’analyse d’action
piézóelectrique par extension comme pour le modèle pŕećedent,δHpmes’écrit

δHpme= −∑
k

∑
j

Z L

0

(

δεm
k Ak j +δεf

k Īk j

)

e
∗k j
31

Vk j

hk j

dx (2.92)

ou, en tenant compte des définitions des d́eformations ǵeńeralisées (2.7),

δHpme= −∑
k

∑
j

Z L

0

[

Ak j

(

δū′±
δũ′

2

)

− Īk j δw′′

]

e
∗k j
31

Vk j

hk j

dx

Pour des propríet́es des matériaux des peaux homogènes dans la direction longitudinale,
l’int égration de cette expression conduità

δHpme= −∑
k

∑
j

[

Ak j

(

δū±
δũ
2

)

− Īk j δw′

]L

0
e
∗k j
31

Vk j

hk j

(2.93)

On observe, de (2.93), que dans ce cas, contrairement au modèle pŕećedent, les action-
neurs píezóelectriques peuvent aussi fléchir la poutre sandwich par le couplage mem-
brane - flexion dans chaque peau dû au moment statiquēIk j .
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Le travail virtuel des efforts ´electromécaniques (2.91) peut être exprim´ee en fonc-
tion des variables ¯u, ũ etw en utilisant les définitions des d´eformations g´enéralisées (2.7),

δHk j =

Z L

0

{

δū′
[

c
∗k j
11 Ak j

(

ū′±
ũ′

2

)

−c
∗k j
11 Īk j w

′′ +e
∗k j
31 Ak j

Vk j

hk j

]

±
δũ′

2

[

c
∗k j
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2
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11 Īk j w
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2
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Vk j

hk j

]}

dx (2.94)

En intégrant par parties une fois les termes enδū′,δũ′ et deux fois les termes enδw′′, on
peutécrireδHk j sous la forme

δHk j = δH lm
k j

+δHvl
k j

(2.95)
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ũ′′

2

)

−c
∗k j
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ũ′′′

2

)

+c
∗k j
11 Ik j w

′′′′ +e
∗k j
31 Īk j
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−
δVk j

hk j

[

e
∗k j
31 Ak j
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ū′±
ũ′

2

)

−e
∗k j
31 Īk j w

′′− ǫ

∗k j
33 Ak j

Vk j

hk j

]}

dx

Travail virtuel des efforts d’inertie

En utilisant l’expression (2.38) du travail virtuel des efforts d’inertie de la poutre
sandwich et en y remplaçant les expressions des champs de déplacements (2.1), on obtient

δTk j = −
Z

Ωkj

(

δŭkρk j
¨̆uk +δwkρk j ẅk

)

dΩk j

δTc = −
Z

Ωc

(

δŭcρc ¨̆uc +δwcρcẅc
)

dΩc

(2.96)

Comme auparavant, la contribution du cœur reste inchangé et n’est donc pas r´epétée
ici. Pour ce qui est des peaux multicouchesa et b, elles ne sont pas n´ecessairement
symétriques par rapport à(z−za) et(z−zb). Par cons´equent, en int´egrant dans l’´epaisseur
la contribution correspondante `a lak j -ième sous-couche des peaux, on a

δTk j = −
Z L

0
ρk j

[

Ak j (δukük +δwẅ)− Īk j

(

δukẅ
′ +δw′ük

)

+ Ik j δw′ẅ′
]

dx (2.97)

En tenant compte de la d´efinition des déplacements (2.3) et (2.4), on exprimeδTk j en
fonction de ¯u, ũ et w seulement

δTk j = −

Z L

0

{

δū

[

ρk j Ak j

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

−ρk j Īk j ẅ
′

]

±
δũ
2

[

ρk j Ak j

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

−ρk j Īk j ẅ
′

]

+δwρk j Ak j ẅ +δw′

[

−ρk j Īk j

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

+ρk j Ik j ẅ
′

]}

dx

Faisant une int´egration par parties sur le terme deδw′, la variationδTk j peutêtreécrite
sous la forme

δTk j = δT lm
k j

+δTvl
k j

(2.98)

avec

δT lm
k j

=

{

δw

[

ρk j Īk j

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

−ρk j Ik j ẅ
′

]}L

0

δTvl
k j

= −
Z L

0

{

δū

[

ρk j Ak j

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

−ρk j Īk j ẅ
′

]

±
δũ
2

[

ρk j Ak j

(

¨̄u±
¨̃u
2

)

−ρk j Īk j ẅ
′

]

+δw

[

ρk j Ak j ẅ+ρk j Īk j

(

¨̄u′±
¨̃u′

2

)

−ρk j Ik j ẅ
′′

]}

dx
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Travail virtuel des efforts extérieurs

L’expression du travail virtuel des efforts ext´erieurs (2.49) peut ˆetreétendue au cas
des peaux multicouches en consid´erant des forces axiales et transversales, surfaciques

(F
k j
x ,F

k j
z ) et volumiques (f

k j
x , f

k j
z ), pour chaque sous-couche des peaux de la poutre sand-

wich. La contribution du cœur reste inchangé et n’est donc pas r´epétée ici.
Puisque le même champ de d´eplacements est consid´eré dans les sous-couches d’une

peau, l’équation (2.46) reste valable, mais avec les nouvelles d´efinitions des forces et
moments concentr´es et distribu´es

Nk = ∑
j

Nk j ; Mk = ∑
j

Mk j ; Qk = ∑
j

Qk j ; nk = ∑
j

nk j ; mk = ∑
j

mk j ; qk = ∑
j

qk j

(2.99)

où

Nk j =

Z
Akj

F
k j
x dAk j ; nk j =

Z
Akj

f
k j
x dAk j

Mk j =

Z
Akj

F
k j
x (z−zk)dAk j ; mk j =

Z
Akj

f
k j
x (z−zk)dAk j

Qk j =

Z
Akj

F
k j
z dAk j ; qk j =

Z
Akj

f
k j
z dAk j

On observe que l’aspect multicouche des peaux ne change pas les forces axialesNk et
transversalesQk, qui peuvent être obtenues par la somme des forces correspondantes

appliquéesà chaque sous-couche. Cependant, la diff´erence entre les forces axialesF
k j
x

( j = 1, . . . ,(n,m)) des sous-couches de la peauk peut induire un momentMk. De même,

les forces distribu´eesf
k j
x ( j = 1, . . . ,(n,m)) peuvent induire un moment distribu´e mk par

leurs différences. Ce couplage membrane - flexion est ´equivalentà celui observ´e pour
l’action piézoélectrique due au moment statiqueĪk j .

2.5.3 Équations de mouvement et conditions limites

Les équations de mouvement et les conditions aux limites de la poutre sandwich
s’écriventà partir de la formulation variationnelle (2.24), en utilisant les expressions des
travaux virtuels internes (2.37) et (2.95), d’inertie (2.44) et (2.98) et externes (2.49), avec
(2.99), tel que l’expression (2.24) peut ˆetre réécrite par

∑
k
∑

j
δTk j +δTc−∑

k
∑

j
δHk j −δHc +δW = 0 , ∀δū,δũ,δw,δVk j ,δVc (2.100)

Équations de mouvement

Comme les variablesδū, δũ, δw, δVk j et δVc sont indépendantes dans l’intervalle
[0,L], l’ équation résultante n’a de solutions non-triviales que si ses coefficients sont nuls,
ce qui conduit `a
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δū :

(

∑
k

∑
j

c
∗k j
11 Ak j +c∗c

33Ac

)

ū′′+
1
2

(

∑
j

c
∗a j
11 Aa j −∑

j
c
∗b j
11 Ab j

)

ũ′′

+

(

c∗c
33Acd−∑

k
∑

j
c
∗k j
11 Īk j

)

w′′′+∑
k
∑

j
e
∗k j
31 Ak j

V ′
k j

hk j

+(na+nb+nc) =

(

∑
k
∑

j
ρk j Ak j +ρcAc

)

¨̄u+
1
2

(

∑
j

ρa j Aa j −∑
j

ρb j Ab j

)

¨̃u

+

(

ρcAcd−∑
k

∑
j

ρk j Īk j

)

ẅ′ (2.101)

δũ :
1
2

(

∑
j

c
∗a j
11 Aa j −∑

j
c
∗b j
11 Ab j

)

ū′′ +
1
4

(

∑
k

∑
j

c
∗k j
11 Ak j +c∗c

33
4Ic
h2

c

)

ũ′′

+

(

c∗c
33

Ic
hc

λ−∑
j

c
∗a j
11 Īa j +∑

j
c
∗b j
11 Īb j

)

w′′′+
1
2

(

∑
j

e
∗a j
31 Aa j

V ′
a j

ha j

−∑
j

e
∗b j
31 Ab j

V ′
b j

hb j

)

−kcc
c
55

Ac

hc

[

ũ
hc

+(λ +1)w′

]

−ec
15

Ac

hc

Vc

hc
+

(

na−nb

2
+

mc

hc

)

=

1
2

(

∑
j

ρa j Aa j −∑
j

ρb j Ab j

)

¨̄u+
1
4

(

∑
k
∑

j
ρk j Ak j +

4ρcIc
h2

c

)

¨̃u

+

(

ρc
Ic
hc

λ−∑
j

ρa j Īa j +∑
j

ρb j Īb j

)

ẅ′ (2.102)

δw :

(

c∗c
33Acd−∑

k
∑

j
c
∗k j
11 Īk j

)

ū′′′+

(

c∗c
33

Ic
hc

λ−∑
j

c
∗a j
11 Īa j +∑

j
c
∗b j
11 Īb j

)

ũ′′′

+

(

∑
k

∑
j

c
∗k j
11 Ik j +c∗c

33Acd
2+c∗c

33Ic

)

w′′′′−kcc
c
55Ac(λ +1)

×

[

ũ′

hc
+(λ +1)w′′

]

+∑
k
∑

j
e
∗k j
31 Īk j

V ′′
k j

hk j

−ec
15Ac(λ +1)

V′
c

hc

− (qa+qb +qc +m′
a+m′

b−dn′c−λm′
c) =

(

ρcAcd−∑
k

∑
j

ρk j Īk j

)

¨̄u′ +

(

ρc
Ic
hc

λ−∑
j

ρa j Īa j +∑
j

ρb j Īb j

)

¨̃u′
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+

(

∑
k

∑
j

ρk j Ik j +ρcAcd
2 +ρcIcλ2

)

ẅ′′−

(

∑
k
∑

j
ρk j Ak j +ρcAc

)

ẅ (2.103)

δVa j : e
∗a j
31 Aa j

(

ū′+
ũ′

2

)

−e
∗a j
31 Īa j w

′′− ǫ

∗a j
33 Aa j

Va j

ha j

= 0 (2.104)

δVb j : e
∗b j
31 Ab j

(

ū′−
ũ′

2

)

−e
∗b j
31 Īb j w

′′− ǫ

∗b j
33 Ab j

Vb j

hb j

= 0 (2.105)

δVc : ec
15

[

ũ
hc

+(λ +1)w′

]

− ǫ
c
11

Vc

hc
= 0 (2.106)

Dans le cas o`u les potentielsVk j et Vc sont inconnus (cas capteur), les expressions
(2.104), (2.105) et (2.106), les fournissent en fonction des d´eformations de membrane et
de flexion pour les peaux et de cisaillement pour le cœur. C’est pourquoi en substituant
ces expressions dans les autres ´equations de mouvement (2.101), (2.102) et (2.103), la
rigidité des couches pi´ezoélectriques est augment´ee par un effet passif du mat´eriau, que
l’on peut représenter par des modifications des constantes élastiques,

c̄
k j
11 = c

∗k j
11 +

e
∗k j
31

2

ǫ

∗k j
33

; ĉ
k j
11 = c

∗k j
11 +

(e
∗k j
31 )2

ǫ

∗k j
33

Ī2
k j

Ak j Ik j

; c̄c
55 = kcc

c
55+

ec
15

2

ǫ
c
11

(2.107)

On vérifie que, pour des peaux monocouches, les équations (2.101–2.106) condui-
sent aux ´equations du mod`ele précédent (2.50–2.55). D’ailleurs, les observations for-
mulées pour ces derni`eres sont aussi applicables ici.

Conditions aux limites

En remplac¸ant leséquations de mouvement (2.101)–(2.106) dans la formulation
variationnelle (2.100), on obtient les conditions aux limitesx = 0,L suivantes

[(

∑
k
∑

j
c
∗k j
11 Ak j +c∗c

33Ac

)

ū′+
1
2

(

∑
j

c
∗a j
11 Aa j −∑

j
c
∗b j
11 Ab j

)

ũ′

+

(

c∗c
33Acd−∑

k
∑

j
c
∗k j
11 Īk j

)

w′′ +∑
k

∑
j

e
∗k j
31 Ak j

Vk j

hk j

− (Na +Nb+Nc)

]

δū = 0 (2.108)
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[

1
2

(

∑
j

c
∗a j
11 Aa j −∑

j
c
∗b j
11 Ab j

)

ū′ +
1
4

(

∑
k
∑

j
c
∗k j
11 Ak j +c∗c

33
4Ic
h2

c

)

ũ′

+

(

c∗c
33

Ic
hc

λ−
1
2∑

j
c
∗a j
11 Īa j +

1
2∑

j
c
∗b j
11 Īb j

)

w′′+
1
2

(

∑
j

e
∗a j
31 Aa j

Va j

ha j

−∑
j

e
∗b j
31 Ab j

Vb j

hb j

)

−

(

Na−Nb

2
+

Mc

hc

)

]

δũ = 0 (2.109)

[(

c∗c
33Acd−∑

k
∑

j
c
∗k j
11 Īk j

)

ū′+

(

c∗c
33

Ic
hc

λ−
1
2∑

j
c
∗a j
11 Īa j +

1
2∑

j
c
∗b j
11 Īb j

)

ũ′

+

(

∑
k
∑

j
c
∗k j
11 Ik j +c∗c

33Acd
2+c∗c

33Icλ
2

)

w′′

+e
∗k j
31 Īk j

Vk j

hk j

+(Ma+Mb−dNc−λMc)

]

δw′ = 0 (2.110)

{

−

(

ρcAcd−∑
k
∑

j
ρk j Īk j

)

¨̄u−
1
2

(

2ρc
Ic
hc

λ−∑
j

ρk j Īa j +∑
j

ρk j Īb j

)

¨̃u

−

(

∑
k
∑

j
ρk j Ik j +ρcAcd

2 +ρcIcλ2

)

ẅ′ +

(

c∗c
33Acd−∑

k
∑

j
c
∗k j
11 Īk j

)

ū′′

+

(

c∗c
33

Ic
hc

λ−
1
2∑

j
c
∗a j
11 Īa j +

1
2∑

j
c
∗b j
11 Īb j

)

ũ′′+

(

∑
k
∑

j
c
∗k j
11 Ik j +c∗c

33Acd
2+c∗c

33Icλ
2

)

w′′′

−kcc
c
55Ac(λ +1)

[

ũ
hc

+(λ +1)w′

]

+e
∗k j
31 Īk j

V ′
k j

hk j

−ec
15Ac(λ +1)

Vc

hc

+(Qa+Qb +Qc−ma−mb +dnc +λmc)

}

δw = 0 (2.111)

Comme pour le cas pr´ecédent, les peaux pi´ezoélectriques ne peuvent actionner la
poutre que par les bords. Alors que le cœur pi´ezoélectrique agit `a travers des moments
distribués (2.102) et des forces transversales concentrées aux bords (2.111).
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2.5.4 Discŕetisation par éléments finis

L’objectif de cette section est d’´etendre les mod`eleséléments finis de poutre sand-
wich (PSAP et PSEP) pr´esentés dans§2.3 pour le cas de peaux multicouches. Comme
pour le modèle précédent, on peut consid´erer deux mod`eles distincts, sans et avec des ddls
électriques pour chaque couche pi´ezoélectrique. Le premier mod`ele, dénommé PMAP
(Poutre Multicouche avec Actionneurs Piézóelectriques), est extensible à partir du mod`ele
PSAP, puisque seuls des termes de couplage membrane - flexion des peaux sont ajout´es.
Par conséquent, dans ce qui suit, on ne pr´esente que les termes modifiés par ce couplage
et on se r´efère aux expressions du mod`ele PSAP. Cependant, pour le modèle avec ddls
électriques, l’extension du mod`ele PSEP n’est pas si simple, puisque le nombre de ddls
électriques, et donc celui global, est dépendant du nombre de couches pi´ezoélectriques
dans chaque peau. Ainsi, le modèle étendu d´eveloppé, dénommé PMEP (Poutre Multi-
couche avećEléments Píezóelectriques), aura un nombre de ddls variable. Comme pour
les cas des peaux simples, une modification de ce dernier mod`ele est possible `a travers
une condensation statique au niveau ´elémentaire.

Modèle sans degŕes de libert́e électriques

De (2.91) et (2.97), on peut r´eécrire les expressions des matrices de masseMe
k

(2.71) et de rigidit´e Ke
k (2.67) des peaux, et de la forceFe

ke (2.69) équivalente `a l’action
piézoélectrique des peaux

Me
k j

=

Z Le

0
ρk j

[

Ak j N
T
xkNxk+ Īk j

(

NT
xkNrk +NT

rkNxk
)

+ Ik j N
T
rkNrk +Ak j N

T
z Nz

]

dx

Ke
k j

=
Z Le

0
c
∗k j
11

[

Ak j B
T
mkBmk+ Īk j

(

BT
mkB f k +BT

f kBmk

)

+ Ik j B
T
f kB f k

]

dx

Fe
k je = −

Z Le

0
e
∗k j
31

Vk j

hk j

(

Ak j B
T
mk+ Īk j B

T
f k

)

dx = −e
∗k j
31

Vk j

hk j

[

Ak j

(

NT
xk

)Le

0 + Īk j

(

NT
rk

)Le

0

]

Les matrices de masse et de rigidit´e de l’élément de poutre sandwich à peaux mul-
ticouches s’´ecrivent

Me = Me
c +∑

k
∑

j
Me

k j
(2.112)

Ke = Ke
c +Ke

p (2.113)

où Ke
p = ∑k ∑ j K

e
k j

et Me
c,K

e
c sont fournies par (2.68) et (2.71).

Comme pour le mod`ele précédent, en utilisant les expressions (2.26), (2.66), (2.70),
(2.72), la discr´etisation de la formulation variationnelle (2.100) fournit les équations de
mouvement (2.74).
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Modèle avec degŕes de libert́e électriques

Dans cette section la discrétisation par ´eléments finis pr´esentée dans la section
§2.3.2 est ´etendue, en considérant que les peaux sont composées de plusieurs sous-
couches pi´ezoélectriques ( ˆn pour la peaua et m̂ pour la peaub), les sous-couches res-
tantes étant ´elastiques. La matrice d’interpolation définie en (2.61) est augmentée pour
tenir compte des ddls ´electriquesVkr (k = a,b; r = 1, . . . ,(n̂,m̂)). Ainsi, le vecteur des
déplacements g´enéralisésd s’écrit

d = N̂dq̂e (2.114)

où

N̂d =





N1 0 0 0 N2 0 0 0 0 · · · 0 0
0 N3 N4 0 0 N5 N6 0 0 · · · 0 0
0 0 0 N1 0 0 0 N2 0 · · · 0 0





Le vecteur des degrés de libert´e élémentaireŝqe, aboutissant `a unélément finià huit ddls
mécaniques et ˆn+ m̂+1 électriques, devient

q̂e = col(ū1,w1,w
′
1, ũ1, ū2,w2,w

′
2, ũ2,Va1e, . . . ,Van̂e,Vb1e, . . . ,Vbm̂e,Vce) (2.115)

La discrétisation des d´eplacements et des déformations n’est pas changée. Les nou-
velles matricesNxi, Nz, Nri , Bmi, B f i etBcc sont obtenues par l’introduction de zéros pour
tenir compte du changement de taille du vecteur de ddlsqe. Les relations (2.65) restent
valables. Les potentiels électriques sont discr´etisées par,

Vk j = N̂vkj q̂e ; Vc = N̂vcq̂e (2.116)

où Nvkj (k = a,b; j = 1, . . . ,(n̂,m̂)) et Nvc sont les vecteurs d’interpolation des potentiels
électriquesVk j , dans les sous-couches des peaux, etVc, dans le cœur,





















N̂va1
...

N̂van̂

N̂vb1
...

N̂vbm̂





















=



















0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
...

... .. .
...

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
...

... .. .
...

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0



















N̂vc =
[

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · · 0 1
]

La discrétisation des variationsδHe
k et δHe

c (2.78) n’est pas modifi´ee que dans cer-
tains termes, de telle façon que les matrices de rigidit´es des peaux deviennentKe

k = ∑ j Ke
k j

et que, de (2.91), les matrices pi´ezoélectriquesKe
kmeet diélectriquesKe

ke deviennent
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Ke
k jme= −∑

j

Z Le

0
e
∗k j
31

1
hk j

[

Ak j B
T
mk+ Īk j B

T
f k

]

N̂vkj dx (2.117)

Ke
k je = −∑

j

Z Le

0
ǫ

∗k j
33

Ak j

h2
k j

N̂T
vkj

N̂vkj dx (2.118)

Le travail des efforts d’inertie et ext´erieurs sont obtenus d’après les nouvelles ex-
pressions dêMe et F̂e

m données par (2.112) et (2.73), respectivement, en faisant attention `a
l’ajout des zéros correspondant aux ddls électriques et aux nouvelles d´efinitions de forces
et moments concentr´es et distribués (2.99) ´evidement.

La discrétisation de la formulation variationnelle (2.100), r´eduite au niveau
élémentaire, fournit les ´equations de mouvement exprim´ees en (2.81), en tenant compte
des modifications des matrices pr´esentées dans cette section. La condensation statique
effectuée pour le modèle avec ddls ´electriques PSEP (2.82)–(2.85) reste valable pour le
présent mod`ele. Ainsi, leséquations du mouvement de la poutre sandwich `a peaux multi-
couches sont toujours repr´esentées par (2.86).

2.6 Validation des mod̀elesà peaux multicouches

Dans cette section, les mod`eles avec et sans ddls ´electriques sont valid´es à tra-
vers des comparaisons avec des r´esultats trouv´es dans la litt´erature. Dans un premier
temps, la validation de l’aspect multicouche des peaux est réalisée par l’analyse modale
d’une poutre composite stratifi´ee avec un grand nombre de plis crois´es. Les premi`eres
fréquences propres de flexion sont compar´ees avec celles, obtenues par des th´eories
d’ordre plus élevé pour représenter le cisaillement transversal [96]. Cette analyse per-
met ainsi d’évaluer les limitations des hypothèses d’Euler-Bernoulli pour les peaux mul-
ticouches. Ensuite, l’étude du comportement vibratoire d’une poutre sandwich, `a cœur
viscoélastique et avec deux pastilles pi´ezoélectriques coll´ees sur les surfaces de ses peaux,
permet de comparer les r´esultats fournis par le modèle pr´esenté avec ceux analytiques et
expérimentaux pr´esentés dans [91].

Dans un deuxi`eme temps, le mod`ele avec ddls ´electriques est valid´e en réalisant
une analyse modale d’une poutre sandwich, dont une des peaux est pi´ezoélectrique. La
couche piézoélectrique est consid´erée en circuit ouvert, o`u le champ ´electrique induit par
la flexion de la poutre est inconnu, ou en circuit ferm´e, où le potentiel électrique est nul.
Les résultats obtenus sont alors compar´es avec ceux num´eriques trouv´es dans [50, 79].

Enfin, les mod`eles développés dans ce travail sont compar´es entre eux, pour
évaluer les r´eponses électriques, et leurs effets sur la réponse m´ecanique, des capteurs
piézoélectriques sous l’effet de charges m´ecaniques. Cette analyse, similaire à celle
réalisée dans la section§2.4.2, permet d’étudier la prise en compte des effets passifs (de
modification de la rigidit´e), dûs aux potentiels induits dans les couches pi´ezoélectriques.
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2.6.1 Validation du mod̀ele sans ddlśelectriques

Le modèle sans ddls ´electriques PMAP (§2.5.4) est utilisé dans ce qui suit pour le
traitement de poutres sandwich à peaux multicouches afin d’´evaluer sa pr´ecisionà travers
des comparaisons avec des résultats trouv´es dans la litt´erature.

Analyse modale de poutres composites stratifíees

Afin de valider l’aspect peaux multicouches du mod`ele, les premi`eres fréquences
propres de vibration en flexion de poutres composites stratifi´ees ont ´eté évaluées et com-
parées aux r´esultats num´eriques présentés dans [96]. Plusieurs poutres seront traités, `a sa-
voir, une monocouche de graphite-epoxy (AS4/3501-6), simplement appuy´ee, et d’autres
à quatre plis(0/90)s et à 100 plis(0/90)50s, encastrées sur le cˆoté gauche et pouvant ˆetre
libres, appuy´ees ou encastr´ees sur le cˆoté droit.

Dans un premier temps, la poutre composite monocouche simplement appuy´ee est
considérée. Les propri´etés géométriques sont pr´esentées dans la Figure 2.27 et celles
des mat´eriaux sont donn´ees dans l’annexe A. Les cinq premi`eres fréquences propres de
flexion ontété évaluées dans [96], pourn = 1, L/H = 120 etL/b = 15 (L = 762 mm),
utilisant une th´eorie du premier ordre pour le cisaillement transversal (FSDT) et, ensuite,
comparées avec celles obtenues avec une théorie d’ordre plus ´elevé (HSDT). Ces r´esultats
sont présentés dans le Tableau 2.2 avec ceux du pr´esent modèle PMAP. La diff´erence par
rapport aux résultats HSDT, pr´esentée aussi dans le même tableau, montre une bonne
concordance du présent ´elément fini (PMAP).
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h
h
h
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3
2
1

Figure 2.27: Poutre stratifi´eeàn plis de mêmeépaisseur.

Tableau 2.2: Les cinq premi`eres fréquences propres (Hz) de flexion d’une poutre de
graphite-epoxy (AS4/3501-6) simplement appuy´ee.

1 2 3 4 5
HSDT 51,0 202,0 454,0 804,0 1262,0
FSDT 51,0 202,0 451,0 795,0 1229,0
PMAP 50,8 203,1 456,9 812,2 1268,9
Erreur (%, ref.HSDT) -0,39 0,54 0,64 1,01 0,55

Dans un deuxième temps, trois poutres composites stratifi´ees sont ´etudiées. Les
matériaux composites utilis´es dans chaque poutre sont les graphite-epoxy AS4/3501-6 et
T300/N5208 et le Kevlar 49-epoxy. Leurs propri´etés sont donn´ees dans l’annexe A. Le
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Tableau 2.3 pr´esente les trois premi`eres fréquences propres de flexion des poutres `a quatre
plis croisés(0/90)s (n = 4, L/H = 120,L/b = 15 etL = 762 mm) pour trois conditions
aux limites,à savoir encastr´ee-libre (EL), encastrée-appuyée (EA) et encastrée-encastr´ee
(EE). Les résultats obtenus montrent que la th´eorie classique de poutres stratifi´ees, utilisée
ici pour les peaux multicouches, permet d’approcher assez bien les premi`eres fréquences
propres de flexion des poutres composites `a 4 plis. La différence entre les r´esultats utilisant
FSDT et PMAP ne d´epasse pas 3%. On observe aussi, d’après le Tableau 2.3, que la
précision du modèle PMAP est maximale pour la condition encastr´ee-libre et minimale
pour celle encastr´ee-encastr´ee. De mˆeme, le modèle est plus efficace pour les matériaux
plus rigides, c’est-à-dire, les erreurs sont minimales pour le T300/N5208 et maximales
pour le Kevlar 49-epoxy.

Tableau 2.3: Les trois premi`eres fréquences propres adimensionalis´ees (=
ωL2(ρ/E1H2)1/2) de flexion de poutres composites `a 4 plis(0/90)s symétriques.

Kevlar 49-epoxy AS4/3501-6 T300/N5208
EL EA EE EL EA EE EL EA EE

1(FSDT) 0,954 4,171 6,037 0,954 4,170 6,035 0,953 4,168 6,035
1(PMAP) 0,958 4,203 6,099 0,957 4,196 6,088 0,955 4,190 6,079
2(FSDT) 5,957 13,45 16,52 5,955 13,44 16,52 5,954 13,45 16,53
2(PMAP) 6,006 13,62 16,81 5,996 13,60 16,78 5,987 13,58 16,76
3(FSDT) 16,59 27,84 32,10 16,59 27,84 32,09 16,59 27,87 32,15
3(PMAP) 16,81 28,41 32,95 16,79 28,36 32,89 16,76 28,32 32,85

Par la suite, une poutre composite à 100 plis crois´es (0/90)50s symétrique aété
considérée, pour les mˆemes trois mat´eriaux et conditions aux limites. Dans le Tableau 2.4,
les trois premi`eres fréquences propres sont compar´ees avec celles pr´esentées dans [96].
On observe les mˆemes caract´eristiques, quant aux maximum et minimum de la précision
du modèle, comme pour la poutre `a 4 plis,à la différence que, comme pr´evu, lesécarts
sont plusélevés pour la poutre `a 100 plis.

Tableau 2.4: Les trois premi`eres fréquences propres adimensionalis´ees (=
ωL2(ρ/E1H2)1/2) de flexion de poutres composites `a 100 plis(0/90)50s symétriques.

Kevlar 49-epoxy AS4/3501-6 T300/N5208
EL EA EE EL EA EE EL EA EE

1(FSDT) 0,744 3,254 4,715 0,742 3,246 4,703 0,738 3,232 4,683
1(PMAP) 0,756 3,316 4,812 0,753 3,303 4,792 0,749 3,286 4,768
2(FSDT) 4,649 10,51 12,94 4,637 10,49 12,91 4,617 10,44 12,86
2(PMAP) 4,739 10,75 13,26 4,720 10,70 13,21 4,696 10,65 13,14
3(FSDT) 12,97 21,83 25,22 12,94 21,78 25,16 12,89 21,70 25,09
3(PMAP) 13,27 22,42 26,00 13,21 22,33 25,89 13,15 22,21 25,76

2.6.2 Validation du mod̀ele avec ddlśelectriques

Le modèle avec ddls ´electriques PMEP (§2.5.4) est consid´eré ici pour l’étude de
l’effet passif, d’augmentation de la rigidit´e des couches pi´ezoélectrique, dˆu au potentiel
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induit par les déformations de la poutre. Une condensation statique des ddls ´electriques
est effectuée au niveau ´elémentaire afin de diminuer le nombre total des ddls du mod`ele.
Une comparaison entre les modèles PMEP sans et avec condensation statique est montr´ee
dans la prochaine section.

Cas d’une couche píezóelectrique colĺeeà une poutre rélativementépaisse

L’objectif de cette section est de valider l’augmentation de rigidit´e des couches
piézoélectriques due au champ ´electrique induit par leur déformation. On consid`ere
une poutre en Aluminium encastr´ee-libre, dont les ´epaisseur, largeur et longueur sont
de 15,24 mm, 25 mm et 152,4 mm, respectivement, avec une couche de mat´eriau
piézoélectrique collée sur sa surface sup´erieure, comme montr´e dans la Figure 2.28.
L’ épaisseur de la couche pi´ezoélectrique est de 1,524 mm et celle de la colle, qui relie
les deux autres couches, est de 0,254 mm. Les propri´etés des mat´eriaux, adaptées de [50],
sont présentées dans le Tableau 2.5.

15,24

0,254
1,524

Aluminium

Piézoélectrique

Colle

152,4

Figure 2.28: Couche pi´ezoélectrique colléeà une poutre relativement épaisse (dimensions
en mm et pas `a l’échelle).

Tableau 2.5: Propri´etés des mat´eriaux de la poutre tricouche relativement ´epaisse.
Aluminium Piézoélectrique Colle

Constante élastique (GPa),c∗11 68,97 68,97 6,90
Constante de cisaillement (GPa),c55 27,59 – –
Masse volumique (kg m−3), ρ 2769 7600 1662
Constante piézoélectrique (C m−2), e∗31 – -8,41 –
Constante diélectrique (F m−1), ǫ∗33 – 1,15 10−8 –

Les cinq premi`eres fréquences propres ont ´eté calculées pour deux situations : cir-
cuit fermé et circuit ouvert dans la couche pizo´electrique. Pour le premier cas, le mat´eriau
piézoélectrique est court-circuit´e et, donc, le champ ´electrique est nul. Par conséquent, la
couche piézoélectrique ne possède qu’une rigidit´e élastique. Tandis que, pour le second
cas, la d´eformation du matériau pi´ezoélectrique induit un champ ´electrique qui induit
une déformation additionnelle dans le mat´eriau. Cela est ´equivalentà une contribution
piézoélectrique passive `a la rigidité de la couche.

Les résultats du pr´esentélément fini ontété compar´es avec ceux donn´es par Krom-
mer et Irschik [50], présent´es dans le Tableau 2.6, o`u PT dénote les r´esultats trouv´es
avec une th´eorie du premier ordre (FSDT) et AB ceux trouv´es avec le logiciel Abaqus, et
présentés dans [50]. Dans [79], Saravanos et Heyliger ont trait´e le même problème avec la
théorielayerwise, capable de représenter des distributions non-lin´eaires des d´eplacements
axiaux et des potentiels ´electriques `a travers la subdivision des couches pi´ezoélectriques
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Tableau 2.6: Les cinq premi`eres fréquences propres (Hz) de la poutre tricouche relative-
mentépaisse.

1 2 3 4 5
Circuit fermé

SH [79] 538,10 3199,00 7580,00 8350,00 15039,00
PT [50] 538,60 3211,00 7580,30 8394,86 15139,53
AB [50] 539,60 3200,40 7584,70 8326,70 14922,00
FEM (présent) 538,43 3206,67 7584,04 8388,22 15143,26
Erreur (%, ref.SH) 0,06 0,24 0,05 0,46 0,69

Circuit ouvert
SH [79] 544,10 3232,00 7614,00 8428,00 15167,00
PT [50] 544,10 3241,79 7611,03 8469,41 15262,68
AB [50] 543,81 3223,30 7608,70 8378,90 15004,00
FEM (présent) 543,34 3234,35 7613,47 8454,78 15252,56
Erreur (%, ref.SH) -0,14 0,07 -0,01 0,32 0,56

en plusieurs sous-couches. Leurs r´esultats (SH) sont pris comme r´eférence.̀A partir du Ta-
bleau 2.6, on observe que les présents résultats concordent bien pour les deux situations,
circuit ouvert et circuit ferm´e.

2.6.3 Comparaison des ŕesultats pour le cas capteur

Dans cette section, l’effet de l’augmentation passive de rigidit´e des mat´eriaux
piézoélectriques due au potentiel électrique induit par leurs d´eformations est ´etudiée. Pour
cela, les potentiels électriques induits dans les capteurs par des chargements m´ecaniques
sont évalués par les modèles ´eléments finis PMAP, avec et sans correction, et PMEP,
avec et sans condensation statique. Cela est fait `a travers les quatre m´ethodes suivantes :
(i) utilisant le modèle éléments finis sans ddls ´electriques PMAP, tel que d´ecrit dans
§2.5.4, pour calculer les déformations, induites par le chargement mécanique, qui sont
utilisées pour approcher les tensions, `a travers les ´equations (2.104), (2.105) et (2.106) ;
(ii) ajoutant au calcul des d´eformations, avec ce dernier modèle, la correction des rigi-
dités des couches pi´ezoélectriques, donn´ee par (2.107), pour tenir compte de la rigidit´e
supplémentaire induite par les tensions induites (PMAP+correction) ; (iii) calculant la
réponse au chargement m´ecanique avec le modèle ´eléments finis PMEP, tel qu’en (2.81),
dont les ddls ´electriques fournissent directement les solutions (PMEP-condens.) ; (iv) uti-
lisant l’élément PMEP avec condensation statique des ddls ´electriques, tel qu’en (2.85),
pouréviter les problèmes de conditionnement du système (2.81).

Une poutre sandwich encastr´ee-libre, repr´esentée dans la Figure 2.29, est excit´ee
par divers chargements m´ecaniques. Pour l’´elément PMEP sans condensation statique
(PMEP-condens.), un coefficient de conditionnement de 108 a été utilisé pour les ddls
électriques, comme décrit dans l’analyse du syst`eme (2.81) (§2.3.2).
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Figure 2.29: Propri´etés géometriques de la poutre sandwich pour le cas capteur (dimen-
sions em mm et pas `a l’échelle).

Chargement longitudinal

Considérons une force de traction de 100 N appliquée au bout de la poutre. Les
déplacements axial et transversal induits par le chargement longitudinal sont pr´esentés
dans les Figures 2.30 et 2.31. Comme pr´evu, le modèle PMAP sous-estime la rigidit´e de
flexion de la poutre (Figure 2.31), mais la correction des constantes élastiques (2.107) per-
met d’obtenir le résultat du mod`ele PMEP. Comme pour le mod`ele tricouche pr´ecédent,
on observe que le mauvais conditionnement des matrices de rigidit´e correspondantes aux
ddlsélectriques du mod`ele PMEP aboutit `a des erreurs num´eriques qui occasionnent, par
exemple, la faible fl`eche (de l’ordre de 10−15 mm) présente dans la Figure 2.31.
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Figure 2.30: Déplacement axial induit par
une force de traction.
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Figure 2.31: Flèche induite par une force
de traction.

La Figure 2.32 montre que les tensions induites dans les pastilles pi´ezoélectriques
sont indépendantes dex et égales pour les peaux sup´erieure et inférieure. On ob-
serve aussi que le mod`ele PMAP sur-estime les tensions, dˆu à la sous-estimation de
la rigidité en flexion de la poutre. Cependant, avec la correction, le modèle PMAP
(PMAP+correction) fournit de bons r´esultats. Les modèles PMEP, avec et sans conden-
sation statique, présentent les mˆemes résultats, montrant que les erreurs num´eriques
présentes dans le calcul des déplacements du modèle PMEP-condens. n’affectent pas le
calcul des tensions.
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Figure 2.32: Tension induite dans les pastilles pi´ezoélectriques par une force axiale.

Chargement transversal

Une force transversale de 5 N est appliquée au bout de la poutre. Dans la Fi-
gure 2.33, on observe qu’un déplacement longitudinal négligeable dˆu à des asymmétries
numériques dans le calcul des tensions dans les peaux est produit par le modèle PMEP
sans condensation statique (PMEP-condens.). Comme pour le cas pr´ecédent, la Figure
2.34 montre que le mod`ele PMAP sur-estime la fl`eche de la poutre pour la même raison.

0 50 100 150
−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

−19

D
ép

la
ce

m
en

t a
xi

al
 (

m
m

)

Position suivant  x (mm)

PMAP           
PMAP+correction
PMEP           
PMEP−condens.  

Figure 2.33: Déplacement axial induit par
une force transversale.

0 50 100 150
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F
lè

ch
e 

(m
m

)

Position suivant  x (mm)

PMAP           
PMAP+correction
PMEP           
PMEP−condens.  

Figure 2.34: Flèche induite par une force
transversale.

La Figure 2.35 montre les tensions induites dans les pastilles pi´ezoélectriques des
peaux sup´erieure et inférieure. Le mod`ele PMAP (sans correction) fournit une fois de plus
des tensions plus ´elevées que le modèle PMEP, dˆu à la sur-estimation de la d´eformation
des pastilles pi´ezoélectriques. Cependant, la correction des constantes ´elastiques fournit
par le modèle PMAP+correction permet d’´eliminer l’erreur.

On observe que, dans ce cas, les tensions induites dans les pastilles sont oppos´ees
dans les peaux sup´erieure et inférieure mais ne sont pas constantes suivantx. Ce résultat
est dû à l’absence de conditions d’égalité entre les tensions des ´eléments pi´ezoélectriques



2.7. Conclusion 73

10 15 20 25 30 35 40 45 50
−60

−40

−20

0

20

40

60

Position suivant  x (mm)

T
en

si
on

 (
V

)

PMAP           
PMAP+correction
PMEP           
PMEP−condens.  

Figure 2.35: Tension induite dans les peaux pi´ezoélectriques par un chargement transver-
sal.

adjacents. En pratique, la tension réelle peut être obtenue par la moyenne des tensions de
chaque ´elément, comme pour le mod`ele tricouche. La Figure 2.35 montre aussi que, cont-
rairement au cas pr´ecédent, les tensions fournies par le modèle PMEP sans condensation
statique sont l´egèrement sup´erieures `a celles calcul´ees par les modèles PMAP+correction
et PMEP. Cela veut dire que, ici, les erreurs num´eriques du modèle PMEP-condens.
présentes dans le calcul des d´eplacements peuvent affecter le calcul des tensions.

Chargement de flexion

Pour le chargement de flexion, un moment de 0,5 N.m est appliqu´ee au bout de la
poutre. La Figure 2.36 montre des erreurs num´eriques similaires `a ceux du cas pr´ecédent
pour le modèle PMEP sans condensation statique (PMEP-condens.). D’autre part, l’ef-
fet de la sous-estimation de la rigidit´e est aussi assez similaire `a celui du cas pr´ecédent
(Figures 2.37), `a la différence que les tensions induites dans les peaux pi´ezoélectriques
sont presque constantes suivant la directionx (Figure 2.38). La Figure 2.38 montre aussi
que, comme dans le cas pr´ecédent, le calcul des tensions utilisant le mod`ele PMEP sans
condensation peut ˆetre affecté par les erreurs num´eriques dans le calcul des déplacements.

Notons que les d´eplacements axiaux, produit par les chargements transversal et de
flexion, sont de l’ordre de la pr´ecision de la machine. Cela explique leur non-uniformit´e
suivant la longueur de l’actionneur (Figures 2.33 et 2.36). Ces erreurs, dûs au mauvais
conditionnement des matrices de rigidité, montrent que l’utilisation de la condensation
statique, pour le mod`ele PMEP, ou de la correction des constantes ´elastiques, pour le
modèle PMAP, est fortement recommand´ee.

2.7 Conclusion

Deux modèleséléments finis de poutre sandwich ont ´eté développés pour étudier
les vibrations de structures compos´eesà la fois de mat´eriauxélastiques, pi´ezoélectriques
et viscoélastiques. Ils supposent des peaux minces, respectant les hypoth`eses d’Euler-
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Figure 2.36: Déplacement axial induit par
un moment de flexion.
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Figure 2.37: Flèche induite par un moment
de flexion.
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Figure 2.38: Tension induite dans les peaux pi´ezoélectriques par un chargement de flexion.

Bernoulli, et un cœur relativement ´epais, représent´e par les hypothèses de Timoshenko.
Le premier mod`ele éléments finis de poutre sandwich à trois couches est à 2 nœuds et
4 ddls mécaniques par nœud, qui sont le d´eplacement transversal, et sa d´erivée, et les
déplacements axiaux moyens et relatifs des plans moyens des peaux. Il a ´eté validé par
des comparaisons avec des résultats analytiques et numériques trouv´es dans la litt´erature,
notamment pour deux cas d’int´erêts spécifiques, à savoir la flexion d’une poutre élastique
à travers deux pastilles pi´ezoélectriques coll´ees sur ses surfaces supérieure et inf´erieure, et
la flexion d’une poutre sandwich à travers une pastille pi´ezoélectrique agissant par cisail-
lement plac´ee au cœur du sandwich. Les r´esultats coı̈ncident bien avec ceux analytiques,
pour des couches pi´ezoélectriques couvrant enti`erement les peaux ou le cœur, et avec
ceux numériques, pour des pastilles pi´ezoélectriques coll´ees dans une r´egion limitée de la
poutre. Il aété montré que les actionneurs par extension induisent des forces concentr´ees,
alors que ceux par cisaillement induisent des moments distribués. Le deuxi`eme mod`ele
éléments finis a ´eté obtenu en ´etendant le mod`ele de poutre `a trois couches au cas où
les peaux sont compos´ees elles-mˆemes de sous-couches ayant les mˆemes champs de
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déplacements mais faites de diff´erents matériaux. Il a ´eté validé par des comparaisons
avec des r´esultats analytiques et numériques trouv´es dans la litt´erature. Les r´esultats ont
montré que le mod`ele est capable de bien représenter des poutres multicouches, dont les
rigidités des sous-couches des peaux ne différent pas trop.

Ces deux él´ements finis ont ´eté développés en trois versions suppl´ementaires cha-
cun. La première est obtenue par l’ajout d’un ddl ´electrique, repr´esentant la tension
électrique, par ´elément et par couche/sous-couche pi´ezoélectrique. La deuxième est obte-
nue par la condensation statique de ces ddls ´electriques au niveau ´elémentaire de mani`ere
que le nombre total de ddls de l’´elément original (quatre par nœud) reste inchang´e. Il a été
montré que ces deux versions permettent de tenir compte de l’effet d’augmentation de ri-
gidité des couches pi´ezoélectriques, dˆu au potentiel ´electrique induit dans ces couches par
leurs déformations. Cependant, la première version aboutit `a des erreurs num´eriques dues
au mauvais conditionnement des matrices de rigidité, alors que la deuxi`eme version ´evite
ces erreurs grˆaceà la condensation statique. D’autre part, il a ´eté montré que l’effet d’aug-
mentation de rigidit´e des couches pi´ezoélectriques peut aussi être pris en compte d’une
troisième mani`ere, sans avoir `a inclure des ddls électriques, `a travers une modification des
constantes ´elastiques des couches pi´ezoélectriques dans les ´eléments finis originaux. Ces
trois versions suppl´ementaires ont ´eté compar´ees entre elles et avec l’´elément fini original
pour le calcul du potentiel induit dans les pastilles pi´ezoélectriques lorsque la poutre est
soumise `a des chargements mécaniques. Les r´esultats ont montr´e que les ´eléments finis
à constantes élastiques corrig´ees ou `a ddlsélectriques condensés sont les mieux adapt´es
pour traiter les poutres multicouches à couches/sous-couches pi´ezoélectriques.
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Chapitre 3

Modélisation de la d́ependance en
fr équence des mat́eriaux viscóelastiques

3.1 Introduction

Dans le chapitre pr´ecédent, la rigidité du cœur visco´elastique a ´eté suppos´ee cons-
tante. Or, elle varie avec la fréquence d’excitation. Par conséquent, ce chapitre présente
trois modèles pour tenir compte de la d´ependance en fréquence des propri´etés des
matériaux viscoélastiques, `a savoir les mod`eles Anelastic Displacement Fields (ADF),
Golla-Hughes-McTavish (GHM) et une version it´erative de la m´ethode des ´energies mo-
dales (MSE). Ces mod`eles peuvent ˆetre appliqu´es directement aux mod`eleséléments fi-
nis, tels que d´ecrits dans le chapitre pr´ecédent. Les deux premiers sont capables de bien
représenter le comportement de l’amortissement viscoélastique même pour des structures
très amorties dans le domaine temporel grˆaceà l’ajout de variables internes. Tandis que le
dernier permet, avec un coˆut beaucoup moins élev´e, d’approcher les fr´equences propres
et les amortissements modaux pour des structures peu amorties. Bien que les mod`eles
ADF et GHM présentent des avantages quant `a la représentation du comportement dy-
namique des structures avec mat´eriaux viscoélastiques, ils ont quelques inconvénients
majeurs,à savoir la difficulté à bien lisser les courbes maı̂tresses des mat´eriaux avec les
séries de fonctions propres `a ces mod`eles, l’aboutissement à des syst`emes d’état d’ordre
élevé et l’identification des modes propres correspondant aux variables internes. Dans ce
qui suit, les mod`eles seront présent´es, les trois inconv´enients des modèles ADF et GHM
seront analys´es en d´etails et des solutions leurs seront proposées. Ensuite, une réduction
des mod`eles d’état par troncature modale est propos´ee et une transformation spatiale des
modèles d’état réduits est réalis´ee afin de repr´esenter les syst`emes complexes par des
équations d’´etat réelles. Enfin, les mod`eles ADF, GHM et MSE sont compar´es à travers
l’analyse des réponses vibratoires d’une poutre amortie par un revˆetement visco´elastique.
Le modèle ADF réduit est valid´e expérimentalement `a travers l’analyse modale d’une
poutre sandwich.
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3.2 Comportement viscóelastique linéaire

3.2.1 Lois de comportement viscóelastique

Utilisant la théorie de la visco´elasticité linéaire [21], les lois de comportement d’un
matériau viscoélastique quelconque peuvent s’´ecrire

σ(t) =

Z t

−∞
c(t − τ) dε(τ) (3.1)

où ε représente le tenseur de d´eformation. Cette forme est g´enérale, par exemple, dans le
cas d’un mat´eriauélastique linéaire, les fonctionsc(t) sont des constantsc(t) = c0 et, les
lois de comportement (3.1) se r´eduisent `a

σ(t) = c0ε(t) (3.2)

en supposant que le mat´eriau est initialement au repos,ε(t) = 0(−∞ < t < 0), ce qui
conduit aux lois de comportement d´ejà présentées dans le chapitre pr´ecédent.

Pour un mat´eriau viscoélastique, les fonctionsc(t) ne sont pas constantes, ainsi,
l’int égrale dans (3.1) doit ˆetre calculée pour chaque instant de temps dans l’intervalle
[−∞, t]. Cependant,c(t) satisfait toutes les propri´etés de sym´etrie propres aux tenseurs
d’élasticité [18]. Consid´erons, maintenant, chaque composante du tenseur de contrainte
séparément. Cela ne constitue pas une hypoth`ese puisque cette analyse est g´enéralisable
aux autres composantes. Si le mat´eriau est initialement au repos, laj-ième composante
de l’équation (3.1) s’´ecrit

σ j(t) = G(t)ε j(0)+

Z t

0
G(t − τ)

∂ε j

∂τ
(τ) dτ (3.3)

ou, en définissant̄h(t) = G(t)−G0,

σ j(t) = G0ε j(t)+ h̄(t)ε j(0)+

Z t

0
h̄(t− τ)

∂ε j

∂τ
(τ) dτ (3.4)

où G0 est le module d’´elasticité relaxé (ou statique), c’est-à-dire, le module apr`es relaxa-
tion du matériauG0 = limt→∞ G(t) (Figure 3.1). On observe que l’équation (3.4), pour
des conditions initiales nulles, est exactement la transform´ee de Laplace de

σ̃ j(s) = [G0+h(s)]ε̃ j(s) (3.5)

avech(s) = sh̄(s). s est la variable complexe de Laplace. Le termeG0ε̃ j(s) représente
l’ élasticité du matériau, alors que, le termeh(s)ε̃ j(s) représente sa dissipation. Il est
intéressant de remarquer que, lorsque la fr´equence est nulles = 0, le module est ´egal
à G(s)|s=0 = G0. C’est pourquoi on d´enommeG0 module statique. Les fonctionsh(s)
sont, donc, des propri´etés du matériau qui r´egissent son comportement dissipatif. Plu-
sieurs auteurs ont d´eveloppé des repr´esentations mathématiques de ces fonctions ; les plus
facilement trouvables dans la littérature sont pr´esentées dans le Tableau 3.1.
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Figure 3.1: Fonction de relaxation du mat´eriau ISD112 `a 27oC.

Tableau 3.1: Représentations mathématiques des fonctions viscoélastiquesh(s).
Fonction Auteur

h(s) = G0∑
i

ai

s+bi
Biot (1955) [18]

h(s) =
E1sα −E0bsβ

1+bsβ ,
{

0<α<1

0<β<1
Bagley et Torvik (1983) [6]

h(s) = G0∑
i

∆is
s+Ωi

Lesieutre (1992) [54]

h(s) = G0∑
i

α̂ i
s2 +2ζ̂ iω̂is

s2 +2ζ̂ iω̂is+ ω̂2
i

McTavish et Hughes (1993) [65]

h(s) = G0

(

τ0s+∑
i

α iτis
τis+1

)

Yiu (1993) [97]

3.2.2 Approche de modules complexes

Si l’on suppose ques est purement imaginaires = iω, le terme[G0 + h(s)] dans
l’ équation (3.5) s’écrit en fonction de la pulsationω sous la forme complexe suivante

G∗(ω) = G′(ω)+ iG′′(ω) = G′(ω)[1+ iηG(ω)] (3.6)

où G′(ω) est lemoduleélastiqueet ηG(ω) le facteur de pertedéfinit par
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ηG(ω) =
G′′(ω)

G′(ω)
(3.7)

Cette relation sert, g´enéralement, à calculer le facteur de perteηG(ω) à partir des mesures
des modulesG′(ω) etG′′(ω).

Ainsi, si l’on revientà l’équation de mouvement de la poutre sandwich (2.74) ou
(2.86), en considérant que seule la rigidit´e du cœur visco´elastique est complexe et d´epend
de la fréquence, on a

Mq̈+Dq̇+[K p+K ∗
c(ω)]q = Fm+Fe (3.8)

où K p représente la contribution des peaux `a la rigidité de la poutre sandwich et,K ∗
c(ω),

celle du cœur viscoélastique, dépendante de la fr´equence.
Dans ce travail on consid`ere des mat´eriaux viscoélastiques lin´eaires homog`enes et

isotropes. Par cons´equent, les modules élastiques d’YoungE′(ω) et de cisaillementG′(ω)
sont liés par

G′(ω) =
E′(ω)

2[1+ν(ω)]

Par contre, les modules complexesE∗(ω) et G∗(ω) ne sont pas, en g´enéral, proportion-
nels puisque le coefficient de Poissonν(ω) dépend de la fréquence et, leurs facteurs de
perte correspondantsηE(ω),ηG(ω) ne sont pas ´egaux. Cependant, par simplicité, on peut
relaxer ces deux contraintes en supposantηE(ω) = ηG(ω) = η(ω) et ν(ω) = ν. Cela dit,
la matrice de rigidit´e viscoélastique du cœur peut être donc exprim´ee par

K ∗
c(ω) = G∗(ω)K̄ c (3.9)

où G∗(ω) est le module complexe de cisaillement du mat´eriau viscoélastique du cœur. Or,
de (3.6), on peut exprimer la matrice de rigidité globale de la poutre sandwichK ∗(ω) =
K p+K ∗

c(ω) par

K ∗(ω) = K ′(ω)+ jK ′′(ω) = K ′(ω)[1+ jη(ω)] (3.10)

L’ écriture (3.8) est tr`es commode, n´eanmoins, sa r´esolution n’est pas sans difficult´e,
puisque le syst`eme dépend de la fr´equence d’excitation. Si l’on suppose, une force d’ex-
citationF = Fm+Fe composée par des forces sinusoı̈dales et une r´eponse harmonique de
la structure, l’équation (3.8) peut s’écrire sous la forme

[−ω2M + jωD+K ∗(ω)]X = F (3.11)

Cetteéquation peut ˆetre résolue pour chaque fréquence d’excitationω et, à travers une
somme pond´erée de la solution fréquentielle du syst`eme, on a une solution de (3.11).



3.3. La méthode it´erative des ´energies modales 81

Cependant, mis `a part les cas de chargement harmonique, cette m´ethode n’est pas appli-
cable, et, mˆeme dans ces cas, la solution serait trop coˆuteuse pour des probl`emes pratiques.

Dans les prochaines sections, trois méthodes sont pr´esentées pour r´esoudre
l’ équation (3.8). La premi`ere, bas´ee sur la méthode des ´energies modales, permet de
résoudre le problème pour de faibles amortissements. Les deux autres sont des méthodes
basées sur l’introduction de variables internes et permettent de résoudre aussi le probl`eme
pour des structures tr`es amorties.

3.3 La méthode it́erative desénergies modales

La méthode des énergies modales (Modal Strain Energy method) a ´eté présentée
par Johnson, Kienholz et Rogers [45]. Elle considère que, pour un mode propre donn´e,
le rapport entre les facteurs de perte de la structure et du matériau visco´elastique est ´egal
au rapport entre les énergies de déformation ´elastique du mat´eriau viscoélastique et de la
structure lorsqu’elle se déforme dans le mode consid´eré,

ηr
s

η
=

Hr
v

Hr
s

(3.12)

où ηr
s est le facteur de perte de la structure, pour ler-ième mode et,Hr

v etHr
s sont, respecti-

vement, les ´energies de déformation ´elastique accumulées dans le mat´eriau viscoélastique
et dans la structure toute enti`ere. Le rapportHr

v/Hr
s signifie donc la fraction d’´energie de

déformation associ´e au mat´eriau viscoélastique lorsque la structure se d´eforme dans le
r-ième mode.

Les énergies de déformation ´elastiqueHr
v et Hr

s associés aur-ième mode s’expri-
ment par

Hr
v = ΦT

r K ′
cΦr ; Hr

s = ΦT
r K ′Φr (3.13)

où Φr est ler-ième mode propre, solution du probl`eme réel de valeurs propres suivant

[−ω2
r M +K ′]Φr = 0 (3.14)

Le facteur de perte de la structure s’´ecrit donc

ηr
s = η

ΦT
r K ′

cΦr

ΦT
r K ′Φr

(3.15)

or, K ′′
c = ηK ′

c et, puisque seule la rigidit´e du cœur visco´elastique est complexe,K ′′ = K ′′
c,

donc

ηr
s =

ΦT
r K ′′Φr

ΦT
r K ′Φr

(3.16)
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La pulsation propre associ´ee aur-ième mode, calculée par (3.14), peut être aussi
approchée par le quotient de Rayleigh,

ω2
r =

ΦT
r K ′Φr

ΦT
r MΦr

(3.17)

Cette méthode présente de bons r´esultats [45] pour des structures pas trop amorties.
En effet, l’utilisation des modes propres r´eelsΦr suppose que ces modes ne sont pas trop
modifiés par l’amortissement modal. En plus, il est aussi supposé implicitement que ces
modes diagonalisent la matriceK ′′.

Le développement pr´esenté depuis le d´ebut de cette section, suppose des matrices
constantes. Il est clair que cela n’est pas r´ealiste puisque les modules ´elastiques et les
facteurs de perte varient fortement avec la fr´equence. Ainsi, l’objectif de ce qui suit c’est
d’appliquer cette méthode, mais en version it´erative, pour le cas o`u la matrice de rigidit´e
du cœur viscoélastique est d´ependante de la fr´equence. Pour cela un algorithme it´eratif,
présenté dans la Figure 3.2, a ´eté développé. Il consiste `a évaluer, pour une fréquence
donnée, les propri´etés du matériau visco´elastique qui seront utilis´ees pour le calcul des
fréquences et modes propres de la structure servant à l’actualisation des propri´etés du
matériau. Ce processus est donc r´epété dans un algorithme it´eratif jusqu’à ce qu’une cer-
taine condition de convergence soit remplie. Ensuite, le mode propre `a la convergence
est utilisé pour ´evaluer le facteur de perte de la structure à travers l’expression (3.16).
Ainsi, les fréquences et modes propres sont approch´es en tenant compte de la d´ependance
en fréquence des propri´etés viscoélastiques. En g´enéral, la convergence est tr`es rapide.
Néanmoins, la proc´edure doitêtre répétée pour chaque fr´equence d’int´erêt. Le sch´ema
itératif conduit aux fr´equences propres du syst`eme non-amorti. Cette technique évite de
calculer les modes complexes (à gauche et `a droite) prévus dans [31]. En plus, l’utilisa-
tion des matrices du système du second ordre non-amorti réduit le probl`eme de calcul des
modes propres par rapport `a l’utilisation de la matrice d’état.

Afin de pouvoirétendre cette m´ethodeà l’étude du contrôle hybride actif-passif,
où plusieurs modes peuvent ˆetre excités par les forces de contrˆole, on consid`ere que les
r-ièmes pulsationsωr et modesΦr propres sont calcul´es pour lesn modes d’intérêt (r =
1, . . . ,n) et, ensuite, rang´es dans les matricesTe et Ωe suivantes :

Te =
[

Φ1 · · · Φn
]

; Ωe =







ω1
. . .

ωn






(3.18)

Par ailleurs, la matrice représentant l’amortissement viscoélastique est d´efinie parηsΩe

et construite à partir desn facteurs de perte de la structureηr
s (r = 1, . . . ,n), tel que

ηs =







η1
s

. . .
ηn

s






(3.19)



3.4. Le modèle Golla-Hughes-McTavish 83

ω0
r

?
Calcul deK ∗(ωn

r ) = K p+G∗(ωn
r )K̄ c

?
Calcul deωn+1

r = eig[M ,K ′(ωn
r )]

?
Test de l’erreure

-

> 0,5%

?
≤ 0,5%

Calcul deηr
s = ΦT

r K ′′Φr/ΦT
r K ′Φr

?
Fin

e=
|ωn+1

r −ωn
r |

ωn
r

Figure 3.2: Algorithme it´eratif pour calculer l’amortissement viscoélastique.

Par cons´equent, en faisantq = Teχ, le système (3.8) est approch´e par

χ̈ +(2ζ +ηs)Ωeχ̇ +Ω2
eχ = TT

e (Fe+Fm) (3.20)

où la matrice d’amortissement visqueuxD de (3.8) est suppos´ee telle queTT
e DTe = 2ζΩe.

Il est clair queTe ne diagonalise pas forc´ementK ′, puisque chaque colonne deTe n’est,
en toute rigueur, valable que pour une seule fréquence. Cependant, ce syst`eme constitue
une approximation raisonnable du système (3.8) pour des structures pas trop amorties et
dont les propri´etés des composants visco´elastiques ne varient pas trop avec la fr´equence.

3.4 Le mod̀ele Golla-Hughes-McTavish

Le modèle Golla-Hughes-McTavish (GHM) propose de représenter le module du
matériau par une s´erie de termesmini-oscillateursen fonction de la fr´equence (Tableau
3.1), dans le domaine Laplacien, de façon que [65]

G(s) = G0+h(s) = G0

(

1+
n

∑
i=1

α̂ i
s2+2ζ̂ iω̂is

s2+2ζ̂ iω̂is+ ω̂2
i

)

(3.21)

G0 représente la valeur finale de la fonction de relaxation, d´enommée module relax´e ou
module en basse-fréquence. Notons que le module non-relax´e s’écritG∞ = G0(1+∑i α̂ i).
Chaque termemini-oscillateurest une fonction rationnelle de trois constantes positives,
à savoirα̂ i , ω̂i et ζ̂ i , déterminées par ajustement au module de cisaillement mesur´e du
matériau (voir§3.8). Écrivons donc la transformée de Laplace de l’équation de mouve-
ment (3.8), en tenant compte de (3.9),

[s2M +sD+K p+G(s)K̄ c]q̃(s) = F̃(s) (3.22)
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où F représente la somme des forces m´ecaniques et ´electriques. La substitution de l’ex-
pression du module (3.21) dans cette équation conduit `a

[

s2M +sD+K p+K0
c

(

1+∑
i

α̂ i
s2+2ζ̂ iω̂is

s2+2ζ̂ iω̂is+ ω̂2
i

)]

q̃(s) = F̃(s) (3.23)

avecK0
c = G0K̄ c étant la matrice de rigidit´e statique du cœur. Introduisons une s´erie den

variables de dissipationqd
i (i = 1, . . . ,n) qui sont liées aux variables ´elastiquesq par

q̃d
i (s) =

ω̂2
i

s2+2ζ̂ iω̂is+ ω̂2
i

q̃(s) (3.24)

qu’on peut aussi ramener sous la forme

q̃(s)− q̃d
i (s) =

s2+2ζ̂ iω̂is

s2+2ζ̂ iω̂is+ ω̂2
i

q̃(s)

Substituant ce r´esultat dans l’équation de mouvement (3.23), celle-ci devient

(s2M +sD+K p+K0
c)q̃(s)+K0

c∑
i

α̂ i

[

q̃(s)− q̃d
i (s)

]

= F̃(s) (3.25)

À partir des équations (3.24) et (3.25) on définit le syst`eme couplé suivant

(

s2M +sD+K p+K∞
c

)

q̃(s)−K0
c∑

i
α̂ i q̃d

i (s) = F̃(s) (3.26a)

(

s2 1

ω̂2
i

+s
2ζ̂ i

ω̂i
+1

)

q̃d
i (s)− q̃(s) = 0 (3.26b)

où K∞
c = K0

c (1+∑i α̂ i) définit la matrice de rigidité instantan´ee ou en haute-fr´equence. La
multiplication des ´equations (3.26b) par̂α iK0

c et la transformation au domaine temporel,
évidente puisque toutes les matrices sont ind´ependantes des, conduità

Mq̈+Dq̇+(K p+K∞
c )q−K0

c∑
i

α̂ iqd
i = F (3.27a)

α̂ i

ω̂2
i

K0
cq̈d

i +
2α̂ i ζ̂ i

ω̂i
K0

cq̇d
i + α̂ iK0

cqd
i − α̂ iK0

cq = 0 (3.27b)

ou sous la forme du syst`eme matriciel suivant
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M̄ ¨̄q+ D̄ ˙̄q+ K̄ q̄ = F̄ (3.28)

où

M̄ =

[

M 0
0 Mdd

]

; D̄ =

[

D 0
0 Ddd

]

; K̄ =

[

K p+K∞
c Kqd

KT
qd Kdd

]

q̄ = col(q,qd
1, . . . ,q

d
n) ; F̄ = col(F,0, . . . ,0)

avec

Mdd =









α̂1
ω̂2

1
K0

c 0
. . .

0 α̂n
ω̂2

n
K0

c









; Ddd =









2α̂1ζ̂1
ω̂1

K0
c 0

. . .

0 2α̂nζ̂n
ω̂n

K0
c









Kdd =







α̂1K0
c 0

. . .
0 α̂nK0

c






; Kqd =

[

−α̂1K0
c · · · −α̂nK0

c

]

Chaque groupe de variablesqd
i , correspondant `a l’i-ième série de param`etres uti-

lisés pour la modélisation de la d´ependance en fréquence des propri´etés du matériau, a
la même dimension que le vecteur des ddls élastiquesq (voir (3.26b)). Cela signifie que
l’ajout de variables internes double, au minimum, le nombre de ddls du syst`eme et, par
conséquence, la dimension des matrices associées. Ainsi, il est prévu que le coût du calcul
croisse fortement avec le nombre de s´eries de paramètres n´ecessaires pour bien modéliser
le matériau viscoélastique. D’autre part, il est possible que seuls quelques ´eléments de
la poutre aient des composants viscoélastiques. Par cons´equent, la matricēK c peutêtre
composée de plusieurs lignes (colonnes) nulles. Ainsi, seul le cas d’un revˆetement total,
où tous les ´eléments ont des composants viscoélastiques, conduit à une matriceK̄ c, et
doncM̄ , définie positive.

Ces deux derni`eres caract´eristiques constituent les principaux inconvénients de
l’ écriture (3.28), ou plus sp´ecialement de la multiplication de l’équation (3.26b) parα̂ iK0

c.
Puisque, dans ce cas, la dimension des vecteurs de ddls dissipatifsqd

i est forcement la
même que celle deq et la matrice de massēM peut ne pas ˆetre définie positive. Afin
de résoudre ces problèmes deux alternatives se présentent : la premi`ere consiste `a utili-
serα̂ iI comme multiplicateur de l’´equation (3.26b), aboutissant à une matrice de masse
non-singulière, mais d´etruisant la symétrie de la matrice de rigidit´e (KT

qd 6= Kdq) et ne
réduisant pas la dimension des matrices. La deuxi`eme consiste `a utiliser une projection
modale telle quêqd

i = TTqd
i etΛ = TT K̄ cT, où Λ est une matrice diagonale compos´ee par

les valeurs propres non nulles de la matriceK̄ c et,T la matrice des vecteurs propres nor-
malisés (parTTT = I ) correspondants. Dans ce cas, non seulement la matrice de masse est
définie positive, mais la dimension du système compl´ementaire est r´eduite par le nombre
de valeurs propres nulles de la matriceK̄ c, pour chaque terme GHM, et la symétrie de la
matrice de rigidité globale est pr´eservée. C’est cette derni`ere solution qui est retenue dans
ce travail.

Ainsi, avec la projection modale, les matricesMdd, Ddd, Kdd, Kqd (3.28) prennent
les formes suivantes
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Mdd = G0









α̂1
ω̂2

1
Λ 0

. . .

0 α̂n
ω̂2

n
Λ









; Ddd = G0









2α̂1ζ̂1
ω̂1

Λ 0
. . .

0 2α̂nζ̂n
ω̂n

Λ









Kdd = G0







α̂1Λ 0
. . .

0 α̂nΛ






; Kqd =

[

−α̂1K0
cT · · · −α̂nK0

cT
]

Cette méthode permet une bonne représentation de la d´ependance en fr´equence des
propriétés du matériau visco´elastique et l’analyse du système dans le domaine temporel,
puisque toutes les matrices du système sont constantes. D’apr`es McTavish et Hughes [65],
le nombre de modes flexibles reste inchangé et les modes dissipatifs sont sur-amortis
et peu observables, correspondant aux relaxations internes du matériau visco´elastique.
Observons que l’on peut aussi faire une r´eduction modale du syst`emeélastique (3.26a),
diagonalisant, ainsi, les matricesM et K p+K∞

c .

3.5 Le mod̀ele Anelastic Displacement Fields

Le modèle des champs de déplacements an´elastiques (Anelastic Displacement
Fields, ADF) développé par Lesieutre [55, 57], repr´esente le module complexe du
matériau viscoélastique par une s´erie de termes de la forme

G∗(ω) = G0

(

1+
n

∑
i=1

∆i
ω2+ jω Ωi

ω2+Ω2
i

)

(3.29)

où G0 est le module relax´e (ou module en basse-fr´equence). Le module non-relaxéG∞ =
G∗(∞) s’écrit G∞ = G0(1+∑i ∆i). Ωi est l’inverse du temps caract´eristique de relaxation
à déformation constante et,∆i la résistance de relaxation correspondante li´ee au param`etre
Ci , décrivant le couplage du processus physique de relaxation au d´eplacement total, par

Ci =
1+∑i ∆i

∆i
(3.30)

Ci peut être aussi consid´eré comme le rapport du module an´elastique au module élastique
correspondant [55]. Les param`etres∆i ,Ωi sont déterminés à partir de l’ajustement au
module de cisaillement mesur´e du matériau (voir§3.8).

Cette méthode se base sur la s´eparation des d´eformations du mat´eriau viscoélastique
en une partie élastique, instantanément proportionnelle à la contrainte, et une partie
anélastique représentant la relaxation du matériau. Pour tenir compte de cette relaxation,
n séries de degr´es de libert´e anélastiquesqd

i (i = 1, . . . ,n) sont introduites et les degr´es de
libertéq sont remplac´es parqe dans l’énergie de déformation du matériau visco´elastique

qe = q−∑
i

qd
i (3.31)
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Ce qui conduit l’équation (3.8) `a

Mq̈+Dq̇+(K p+K∞
c )q−K∞

c ∑
i

qd
i = F (3.32)

où K∞
c = (1+∑i ∆i)K0

c est la matrice de rigidit´e en haute-fr´equence du cœur. En plus de
cetteéquation, un syst`eme d’équations d´ecrivant l’évolution des champs de d´eplacements
anélastiques (ADF) doit ˆetre consid´eré

Ci

Ωi
K∞

c q̇d
i +CiK∞

c qd
i −K∞

c q = 0 (3.33)

On observe que les équations (3.32) et (3.33) sont assez similaires `a celles présentées pour
le modèle GHM (3.27a) et (3.27b), respectivement, `a part l’absence des termes d’inertie
dans (3.33). Par cons´equent, l’équation (3.27b) peut aussi ˆetre consid´erée comme une
description du comportement de relaxation du mat´eriau viscoélastique.

Leséquations (3.32) et (3.33) conduisent au système matriciel coupl´e suivant

M̄ ¨̄q+ D̄ ˙̄q+ K̄ q̄ = F̄ (3.34)

avec

M̄ =

[

M 0
0 0

]

; D̄ =

[

D 0
0 Ddd

]

; K̄ =

[

K p+K∞
c Kqd

KT
qd Kdd

]

q̄ = col(q,qd
1, . . . ,q

d
n) ; F̄ = col(F,0, . . . ,0)

et

Ddd =







C1
Ω1

K∞
c 0

. . .
0 Cn

Ωn
K∞

c






; Kdd =







C1K∞
c 0

. . .
0 CnK∞

c







Kqd =
[

−K∞
c · · · −K∞

c

]

Néanmoins, comme pour le modèle GHM, sous cette forme le nombre de ddls
anélastiques du système, pour chaque ADF, est ´egalà celui des ddls élastiques. Par contre,
une projection modale telle quêqd

i = TTqd
i et Λ = TT K̄ cT peut réduire la dimension du

système, de manière que les matricesDdd,Kdd,Kqd deviennent

Ddd = G∞







C1
Ω1

Λ 0
. . .

0 Cn
Ωn

Λ






; Kdd = G∞







C1Λ 0
. . .

0 CnΛ







Kqd =
[

−K∞
c T · · · −K∞

c T
]

La dimension deq̂d
i peut être beaucoup plus petite que celle deqd

i dans le cas de
revêtement visco´elastique partiel court. Par ailleurs, comme pour le mod`ele GHM, le
systèmeélastique peut ˆetre réduit par une réduction modale deK p+K∞

c .
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De (3.33) et (3.34), on note que, contrairement au modèle GHM, les variables dissi-
patives n’ont pas d’inertie et, par conséquent, la matrice de masse globaleM̄ n’est, en
aucun cas, d´efinie positive. En effet, pour ce modèle, la r´eduction des matrices correspon-
dantes aux variables dissipatives n’est réalisée que pour r´eduire la dimension du syst`eme
résultant. Cependant, il sera montr´e ultérieurement que la singularit´e de la matrice de
masse peut se r´esoudre `a travers l’écriture du syst`eme (3.34) sous une forme d’´equations
d’état. D’ailleurs, cette caract´eristique constitue plutˆot un avantage de ce modèle, condui-
santà des matrices d’état plus petites par rapport `a celles du modèle GHM.

3.6 Syst̀eme d’́equations d’́etat

Afin d’appliquer les mod`eles précédents à la conception d’un syst`eme de contrˆole
actif optimal, leurs équations de mouvement respectives (3.20), (3.28) et (3.34) doivent
être réécrites sous la forme d’équations d’´etat. Ainsi, on d´efinit un vecteur d’´etatx, propre
à chaque mod`ele, soumis `a des forces de perturbation mécaniquesp, basées sur le vecteur
des chargements m´ecaniquesFm, et à des forces de contrˆole Bu, basées sur les forces
piézoélectriquesFe. Leséquations d’´etat des trois modèles peuvent s’´ecrire sous la forme
générale suivante

ẋ = Ax +Bu+p

y = Cx
(3.35)

La matriceC établit, en fonction de l’´etat, un vecteur des sortiesy, qui est, en g´enéral,
composé des variables mesur´ees. Néanmoins, chaque mod`ele viscoélastique conduit `a un
vecteur d’étatx diff érent. Les matricesA, B, C et p correspondantes aux trois mod`eles
peuventêtreécrites sous la forme

Modèle GHM :

A =























0 0 · · · 0 I 0 · · · 0
0 0 0 0 I 0

0 0 0 0
. . .

0 0 0 0 0 I
−M−1(K p+K∞

c ) −α1M−1K0
cT · · · −αnM−1K0

cT −M−1D 0 0
−ω̂2

1TT −ω̂2
1I 0 0 −2ζ̂1ω̂1I 0

...
. . . 0

. . .

−ω̂2
nTT 0 −ω̂2

nI 0 0 −2ζ̂nω̂nI























q̄ =











q
q̂d

1
...

q̂d
n











; x =

[

q̄
˙̄q

]

; p =









0
0

M−1Fm

0









; B =









0
0

M−1Fe

0









; CT =









C̄d

0
C̄v

0









(3.36)
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Modèle ADF :

A =















0 0 · · · 0 I
Ω1
C1

TT −Ω1I 0 0
...

. . . 0
Ωn
Cn

TT 0 −ΩnI 0
−M−1(K p+K∞

c ) M−1K∞
c T · · · M−1K∞

c T −M−1D















x =

[

q̄
q̇

]

; p =





0
0

M−1Fm



 ; B =





0
0

M−1Fe



 ; CT =





C̄d

0
C̄v





(3.37)

Modèle MSE :

A =

[

0 I
−Ω2

e −(2ζ +ηs)Ωe

]

x =

[

χ
χ̇

]

; p =

[

0
TT

e Fm

]

; B =

[

0
TT

e Fe

]

; CT =

[

C̄dTe

C̄vTe

]

(3.38)

où C̄d et C̄v sont les matrices des sorties en d´eplacements et en vitesses, respectivement.
L’analyse des expressions (3.36), (3.37) et (3.38) conduit à des conclusions assez

importantes quant au coˆut de calcul des modèles visco´elastiques. Supposons quene et
nd

i soient les nombres de ddls ´elastiques (dim(q)) et dissipatifs (dim(̂qd
i )), pour l’i-ième

(i = 1, . . . ,n) série de param`etres ADF/GHM, respectivement. De (3.36), on observe
que le nombre total de ddls (x = col(q̄, ˙̄q)), pour le modèle GHM, est de 2ne+ 2nnd

i .
C’est aussi la dimension des matrices et vecteurs du syst`eme d’état correspondant `a ce
modèle. Tandis que pour le mod`ele ADF, cette analyse conduit `a 2ne + nnd

i , puisque
seules les d´erivées des ddls ´elastiques sont repr´esentées dans le vecteur d’´etat x. Par
conséquent, le modèle ADF ´economisennd

i ddls dans le syst`eme d’état par rapport au
modèle GHM. Cela correspond `annd

i (4ne+3nnd
i ) éléments en moins dans la matriceA.

À titre d’exemple, considérons le cas pratique du revêtement total d’une poutre par un
matériau viscoélastique contraint, dont les propri´etés sont telles que trois s´eries de pa-
ramètres sont nécessaires pour bien mod´eliser son comportement. Dans ce cas,n = 3 et
nd

i = ne, donc, les dimensions des syst`emes d’état sont, pour ADF et GHM, 5ne et 8ne,
respectivement. Ainsi, le modèle ADF ´economise 3ne ddls, ou 39ne2 éléments dans la
matriceA, conduisant `a une raisonnable économie du coût de calcul.

D’autre part, le mod`ele MSE, n’ayant pas de ddls dissipatifs, conduit `a 2nr ddls, où
nr est le nombre des modes propres retenus dans l’algorithme it´eratif.

3.7 Réduction modale des systèmes d’́etat

Même avec une possible réduction modale des ddls dissipatifs suppl´ementaires, dû
aux éléments non visco´elastiques, les matrices (3.36) et (3.37) du syst`eme d’état (3.35)
sont encore trop grandes pour la conception des syst`emes de contrˆole. C’est pourquoi une
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réduction modale des systèmes obtenus pr´ecédemment est r´ealisée. L’objectif est d’appro-
cher le syst`eme d’état original par un syst`emeéquivalent dont la dimension soit beaucoup
plus faible, tout en minimisant les variations du comportement dynamique de l’´etat. Cela
est obtenu `a travers l’élimination des modes qui contribuent peu `a la réponse dynamique
de la structure dans la bande de fr´equences d’int´erêt.

Les valeurs propres et vecteurs propres complexes (`a droiteTd et à gaucheTg) du
système (3.35) sont calcul´es par

ATd = ΛTd ; ATTg = ΛTg (3.39)

où les modes propres sont normalis´es parTT
g Td = I . On peut supposer que la matriceΛ,

des valeurs propres deA, est compos´ee des valeurs propresΛe et Λd associés aux ddls
élastiques et dissipatifs, respectivement,

Λ =

[

Λe 0
0 Λd

]

(3.40)

De même, les vecteurs propres `a droiteTd et à gaucheTg sont compos´es des modes
propres associés aux valeurs propres deΛe et Λd, tel que

Td = [Tde Tdd] ; Tg = [Tge Tgd] (3.41)

En général, les modes propres associ´es aux ddls dissipatifs sont sur-amortis, c’est-`a-dire,
Im(Λd) = 0 et Re(Λd) < 0. Par cons´equent, on peut supposer que leur contribution `a la
réponse dynamique du syst`eme est n´egligeable et, donc, le vecteur d’´etat est approché
par la contribution des modes élastiques, tel quex ≈ Tdexe. Ainsi, le système d’équations
(3.35) se r´eduit au système suivant, avec l’´etatxe,

ẋe = Λexe+TT
geBu+TT

gep

y = CTdexe

(3.42)

Par ailleurs, on peut encore réduire le syst`eme (3.42), en consid´erant que,
généralement, seule une bandeΓ de fréquences est importante, soit parce que cette bande
couvre entièrement la bande op´erationnelle de fréquences d’excitation, soit parce que la
majorité de l’énergie du syst`eme y est concentr´ee. Ainsi, supposons que la matriceΛe soit
composée de valeurs propres `a l’intérieur (retenues,r) et à l’extérieur (négligées,n) deΓ.
On peut, donc, d´ecomposer la matriceΛe de la façon suivante

Λe =

[

Λr 0
0 Λn

]

(3.43)

ce qui correspond aussi `a décomposer les matrices des vecteurs propresTde etTge,

Tde = [Tdr Tdn] ; Tge = [Tgr Tgn] (3.44)
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Si l’on néglige la contribution des valeurs propresΛn à l’extérieur de la bande de
fréquences d’int´erêtΓ dans le syst`eme (3.35), on peut écrire le syst`eme réduit suivant,
avecx ≈ Tdrxr ,

ẋr = Λrxr +TT
grBu+TT

grp

y = CTdrxr

(3.45)

Cette méthode de r´eduction modale, est assez simple à mettre en œuvre puisque
le choix de modes `a retenir n’est bas´e que sur l’analyse des valeurs propres. Cependant,
pour des syst`emes trop amortis cette analyse n’est guère facile, parce que quelques modes
élastiques peuvent être sur-amortis ou trop coupl´es avec ceux correspondant aux ddls
dissipatifs, compliquant ainsi le choix des modes `a retenir. En toute rigueur, l’analyse des
valeurs propres doit ˆetre accompagn´ee par une analyse des vecteurs propres. D’autre part,
dans certains cas, il peut être int´eressant de garder quelques modes dissipatifs afin de bien
représenter la relaxation du matériau.

Il est intéressant de remarquer que, pour le mod`ele MSE, le syst`eme d’état réduit
est construit directement, puisque seules les fr´equences d’int´erêt peuvent être calcul´ees
dans l’algorithme it´eratif.

3.7.1 Repŕesentation d’́etat des mod̀eles amortis

Puisque la base consid´erée dans la réduction modale de la section pr´ecédente est
composée de modes propres complexes, l’écriture (3.45) aboutit aussi `a des matrices
complexes. Cependant, grˆace au fait que seuls les modes sous-amortis sont retenus, les
éléments des matrices se pr´esentent en complexes conjugu´es, tel que

Λr =











. . .
λ j

λ̄ j
. . .











; TT
grB =











...
ψ j

ψ̄ j
...











; TT
grp =











...
ϕ j

ϕ̄ j
...











; CTdr =
[

· · · φj φ̄j · · ·
]

(3.46)

où λ j ( j = 1, . . . , r) sont les valeurs propres du syst`eme réduit. Par cons´equent, les vec-
teursxr , y et u sont des quantit´es réelles. L’inconvénient de l’écriture (3.45) repose sur la
difficulté d’utiliser les matrices complexes pour l’analyse du système et pour la concep-
tion du contrôleur. Ainsi, il est int´eressant de r´eécrire le syst`eme d’état (3.45) sous une
forme réelle, dont les variables d’´etat sont encore associ´eesà des d´eplacements et vi-
tesses modaux relatifs aux modes propres de vibration de la structure. Afin de construire
un systèmeéquivalentà (3.45) avec des matrices r´eelles, une transformation lin´eaire de
l’ étatxr , tel quex̂ = Tcxr , est réalisée en se basant sur [30]. La matriceTc de changement
de base est d´efinie par
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Tc =

























. . .

−1
2

j
Im(λ j)

1
2

j
Im(λ j)

. . .
. . .

1
2 −

1
2

jRe(λ j )
Im(λ j )

1
2 + 1

2
jRe(λ j )
Im(λ j )

. . .

























(3.47)

Ainsi, à partir de (3.45), le nouveau syst`eme d’état réel s’écrit

˙̂x = Âx̂+ B̂u+ p̂

y = Ĉx̂
(3.48)

où

Â = TcΛrT−1
c =











0 I
. . . . . .

−|λ j |
2 2Re(λ j)

. . . . . .











B̂ = TcTT
grB =





















...
Im(ψ j)
Im(λ j)

...

Re(ψ j)+ Im(ψ j)
Re(λ j)
Im(λ j)

...





















; p̂ = TcTT
grp =





















...
Im(ϕ j)
Im(λ j)

...

Re(ϕ j)+ Im(ϕ j)
Re(λ j )
Im(λ j )

...





















Ĉ = CTdrT
−1
c =

[

· · · −2[Re(φj)Re(λ j)+ Im(φj)Im(λ j)] · · · 2Re(φj) · · ·
]

Les valeurs propres dêA sont définis par les ´eléments deΛr . Sous cette forme,
le système (3.48) est équivalent au syst`eme (3.45), mais avec des matrices réelles. Les
variables d’état sont découpl´ees par couples repr´esentant les d´eplacements et vitesses
modaux. Par cons´equent, cette ´ecriture est ´equivalente `a celle du mod`ele MSE (3.38).

3.8 Lissage des param̀etres des mod̀eles ADF/GHM

Dans cette section, on présente le lissage des param`etres des modèles ADF et
GHM, à partir des courbes maˆıtresses du matériau visco´elastique. Ce lissage est réalis´e
à l’aide de la boı̂te à outils d’optimisation (Optimization Toolbox) de MATLAB◦R, plus
particulièrement, la fonctionlsqnonlin, qui utilise un algorithme non-lin´eaire (Nonlinear
Least Squares). Deux fonctions ont ´eté développées sous MATLAB pour calculer le mo-
dule de cisaillementG′(ω) et le facteur de perteη(ω) = G′′(ω)/G′(ω) d’un matériau
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viscoélastique à partir d’une bande de fr´equences donnée et d’un ensemble de paramètres.
La fonctionnlsqadfutilise la formule de Lesieutre (3.29) et la fonctionnlsqghmutilise
la formule de Golla-Hughes-McTavish (3.21). Ces fonctions sont appel´ees par la fonc-
tion lsqnonlin, qui optimise les paramètres GHM/ADF afin de minimiser l’´ecart entre les
valeurs, calcul´ees et mesur´ees, des parties réelles des modules de cisaillement et des fac-
teurs de perte. La bande de fr´equences utilis´ee pour le lissage doit ˆetre plus large que celle
considérée dans l’analyse du syst`eme de mani`ereà minimiser l’effet des erreurs aux bords
de la bande.

Les param`etres du mod`ele GHM sont compos´es den triplets (α̂ i, ω̂i , ζ̂ i , i = 1, . . . ,n)
et du module relax´eG0. Le nombre de mini-oscillateursn définit la dimension du syst`eme
final, en même temps que la pr´ecision de l’ajustement. G´enéralement, une grande valeur
den conduit à un meilleur ajustement, mais aussi, à un syst`eme d’ordre plus grand. Pour
le modèle ADF, en plus du module relax´e G0, seulsn couples de param`etres (∆i , Ωi ,
i = 1, . . . ,n) sont nécessaires. Dans ce cas, la valeurn a la même influence que pour le
modèle GHM.

Le lissage des paramètres ADF/GHM a ´eté réalisé pour les divers mat´eriaux
viscoélastiques utilis´es dans ce travail. Leurs propri´etés sont donn´ees dans l’annexe A.
Cependant, dans cette section, nous nous limitons `a un seul exemple afin de présenter
l’effet du nombre de s´eries de param`etres sur le lissage. Ainsi, une `a trois séries de
paramètres sont consid´erées pour représenter les propri´etés du matériau visco´elastique
ISD112 à 27oC dans l’intervalle de fr´equences [20–5000] Hz. Pour les deux mod`eles,
la convergence est très bonne. Elle est un peu plus rapide pour l’ADF puisque seuls des
couples de param`etres sont optimis´es au lieu de triplets pour le GHM. Le Tableau 3.2
montre les paramètres ADF et GHM r´esultants de l’optimisation qui ajustent les donn´ees
de l’ISD112 avec un, deux et trois ensembles de paramètres.

Tableau 3.2: Les paramètres optimaux des modèles ADF/GHM `a la convergence pour le
matériau ISD112 `a 27oC.

modèle ADF GHM
n i G0 (MPa) ∆i Ωi (rad/s) G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i

1 1 0,62 19,908 18 076,3 0,62 19,811 259 557 7,21
2 1 0,53 2,038 1396,8 0,53 2,037 84 503,6 30,26

2 33,359 46 633,4 33,236 764 580 8,23
3 1 0,50 0,746 468,7 0,50 0,742 6 502,9 6,97

2 3,265 4 742,4 3,237 50 618,8 5,38
3 43,284 71 532,5 41,654 352 782 2,56

Les Figures 3.3 et 3.4 présentent l’ajustement du module et du facteur de perte avec
un et trois termes ADF/GHM, respectivement. On note que les mod`eles à un seul terme
dans les s´eries n’est pas suffisant pour bien estimer les caract´eristiques d’amortissement
du matériau, puisque cela conduit à un comportement viscoélastique peu réaliste (Figure
3.3). Néanmoins, des mod`elesà trois termes dans les séries ajustent de manière satis-
faisante les courbes maˆıtresses du mat´eriau.À la convergence, les mod`elesà trois termes
représentent, dans la bande de fr´equences d’int´erêt, les courbes maı̂tresses avec une erreur
maximale de±5%.
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Figure 3.3: Lissage des courbes maˆıtresses de l’ISD112 avec une s´erie de paramètres : a)
ADF, b) GHM. Trait continu : donn´ees mesur´ees, trait discontinu : donn´ees estim´ees.

Par ailleurs, on observe que les mod`eles ADF et GHM, bien qu’ayant des pa-
ramètres différents, aboutissent `a des courbes ´equivalentes pour les cas pr´esentés. Cela
peut être expliqué par l’analyse des fonctionsG(s) (3.21) etG∗(ω) (3.29) pour le mat´eriau
ISD112. En effet, puisque dans ce cas,ζ̂ i > 1 (Table 3.2), la fonctionG(s) du modèle
GHM (3.21) peutêtre réécrite de la mani`ere suivante,

G∗(ω) = G0

(

1+
n

∑
i=1

α̂ i
ω(ω+ jzi)

(ω+ jωi1)(ω+ jωi2)

)

(3.49)
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Figure 3.4: Lissage des courbes maˆıtresses de l’ISD112 avec trois s´eries de paramètres :
a) ADF, b) GHM. Trait continu : donn´ees mesur´ees, trait discontinu : donn´ees estim´ees.

où

ωi1,ωi2 = −ω̂i ζ̂ i ± ω̂i

√

ζ̂2
i −1

et zi = −2ω̂i ζ̂ i . Ainsi, chaque s´erie de param`etres GHM présente deux z´eros réels, dont
un nul et l’autreégalà zi , et deux pˆoles réelsωi1 et ωi2. De même, la fonctionG∗(ω) du
modèle ADF (3.29) s’écrit

G∗(ω) = G0

(

1+
n

∑
i=1

∆i
ω

ω− jΩi

)

(3.50)
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Cette fonction (3.50) ne pr´esente qu’un z´ero nul et un pˆole réel égal à −Ωi , puisque le
pôle réel égalà Ωi de (3.29) s’annule avec le z´ero correspondant. D’après le calcul des
pôlesωi1 etωi2 et des zéroszi du modèle GHM (Table 3.2), et, en comparant les ´equations
(3.49) et (3.50), on observe que

ωi1 ≈−Ωi ; zi ≈ ωi2 ; α̂ i ≈ ∆i ; ∀(n, i) (3.51)

Par cons´equent, le pˆoleωi2 et le zérozi de GHM s’annulent presque, aboutissant `a un pôle
uniqueà ωi1 correspondant à−Ωi du modèle ADF. On s’attend alors que les mod`eles
ADF et GHM pourraient présenter les mˆemes résultats, pour ce mat´eriau. Il faut rappeler
que cette équivalence ne s’obtient que pour les cas o`u ζ̂ i > 1, c’est-à-dire, pour des modes
sur-amortis de relaxation du mat´eriau viscoélastique.

Il est connu que les mod`eles ADF et GHM repr´esentent bien, en g´enéral, des
matériaux dont les propri´etés varient assez fortement avec la fréquence. Par contre, pour
le cas opposé, un nombre élev´e de param`etres doitêtre utilisé. Dans ce cas, d’autres
méthodes, comme celle des d´erivées fractionnelles [6, 7] ou une combinaison de cette
dernière avec l’ADF [28], s’imposent. D’autre part, pour des matériaux visco´elastiques
dont les propri´etés ne varient pas beaucoup avec la fréquence, il peut être moins coˆuteux
de consid´erer des propri´etés constantes par bande, voire constantes.

3.8.1 Propriétés asymptotiques du lissage

Il est intéressant de noter que les valeurs des paramètres trouvées (Tableau 3.2) ne
sont valables que dans la bande de fréquences utilisée pour le lissage. Or, lors d’une ex-
citation quelconque, des modes situés hors de cette bande peuvent ˆetre excités ce qui
nécessite que le modèle utilis´e ait un comportement asymptotiquement correct. C’est
pourquoi, il est important de v´erifier que les propri´etés suivantes sont respectées [69] :

– La partie réelle du module de cisaillement doit tendre vers le module statiqueG0

pourω→ 0 et vers le module non-relax´eG∞ pourω→ ∞ :

lim
ω→0

G∗(ω) = G0

lim
ω→∞

G∗(ω) = G∞ = G0

(

1+∑
i

α̂ i

)

pour GHM

lim
ω→∞

G∗(ω) = G∞ = G0

(

1+∑
i

∆i

)

pour ADF

– La partie imaginaire du module de cisaillement doit tendre vers z´ero1 pourω→ 0
et ω→ ∞ :

1Cela est la conséquence imm´ediate du premier point, puisqueG0 et G∞ sont des quantit´es réelles.
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lim
ω→0

G′′(ω) = 0 et lim
ω→∞

G′′(ω) = 0

Pour cela, il est important d’analyser le comportement des courbes maı̂tresses,
représentées par les mod`eles ADF et GHM, en dehors de la bande utilisée pour le lissage
(Figure 3.5). On observe que, pour ce cas effectivement, les courbes maˆıtresses estim´ees
par les mod`eles ADF et GHM pr´esentent de bonnes propri´etés asymptotiques. Il faut no-
ter que ce comportement est caract´eristique des modèles dont les fonctionsG∗(ω) sont
sur-amorties et est étroitement li´e aux paramètres des mod`eles. Pour le mod`ele GHM, par
exemple, cette propri´eté est satisfaite lorsquêζ i > 1.
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Figure 3.5: Lissage des propri´etés de l’ISD112 en dehors de la bande utilis´ee. a) ADF, b)
GHM. Trait continu : donn´ees mesur´ees, trait discontinu : donn´ees estim´ees.
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La Figure 3.6, relative au matériau visco´elastique Dyad606 `a 38oC, montre que
certains groupes de param`etres résultants de l’optimisation peuvent conduire `a des pro-
priétés peu r´ealistes hors de la bande concern´ee par l’optimisation. Dans ce cas, les
modèles ADF et GHM ont nécessité cinq groupes de paramètres pour repr´esenter as-
sez bien les propri´etés de ce mat´eriau avec une erreur maximale de 25% dans la bande
de fréquences [2–6300] Hz. Pour le mod`ele GHM, l’optimisation est r´ealisée avec et
sans contraintes. Dans le premier cas, les paramètres GHM peuvent prendre des va-
leurs arbitraires `a l’issue de l’optimisation, aboutissant aux courbes GHMa de la Figure
3.6. Cependant, l’augmentation du facteur de perte à droite de la bande de fr´equences
considérée n’est pas r´ealiste et l’irregularit´e dans le module ´elastique ne l’est pas non
plus. Cela est dˆu à quelques valeurs du param`etre ζ̂ i qui sont en dessous des amortis-
sements critiques (ζ̂ = [1,81; 1,56; 1,63; 0,95; 0,65.10−4]). Après l’ajout d’une li-
mite inférieure pour ces param`etres (̂ζ i > 1), une deuxi`eme optimisation est r´ealisée,
aboutissant aux courbes GHMb de la Figure 3.6. Dans ce cas, les nouveaux param`etres
ζ̂ = [1,60; 1,41; 1,28; 1,16; 1,00] empêchent les irr´egularités des courbes maˆıtresses
estimées du mat´eriau. Les param`etres du mod`ele GHM, optimisés avec et sans contrainte
(ζ̂ i > 1), pour le mat´eriau Dyad606 `a 38oC, sont présentés dans le Tableau 3.3. Il est aussi
intéressant de noter que ces courbes maˆıtresses sont assez plates, compar´eesà celles de
l’ISD112 à 27oC du cas pr´ecédent. C’est pourquoi autant de paramètres (cinq s´eries) ont
été nécessaires pour représenter les propri´etés du matériau.
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Figure 3.6: Lissage des propri´etés du Dyad606 `a 38oC en dehors de la bande utilis´ee.

Les param`etres des modèles ADF et GHM pour les matériaux ISD112 `a 27oC et
Dyad606 à 10, 25, 30 et 38oC sont présentés dans l’annexe A. Il est claire qu’il est tou-
jours possible d’am´eliorer les param`etres ADF/GHM,à travers une optimisation avec
contrainte, n´eanmoins le modèle `a param`etres contraints peut aussi repr´esenter moins
bien les propri´etés de certains matériaux dans la bande de fréquences d’int´erêt.
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Tableau 3.3: Les param`etres optimaux du modèle GHM à la convergence pour le mat´eriau
Dyad606à 38oC.

modèle GHM illimité (GHMa) GHM limité (GHMb)

i G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i

1 1,78 1,30 110,69 1,81 1,73 1,01 76,36 1,60
2 5,51 1014,12 1,56 3,15 521,97 1,41
3 18,51 8216,87 1,63 10,03 2734,49 1,28
4 50,34 40489,05 0,95 20,41 14137,25 1,16
5 296,56 120121,23 0,00 85,77 123345,6 1,00

3.9 Validation des mod̀eles viscóelastiques

Dans les prochaines sous-sections, les mod`eles visco´elastiques pr´esentés dans ce
chapitre sont valid´esà travers une comparaison des r´esultats de l’analyse modale d’une
poutre sandwich, pour le mod`ele ADF, avec ceux expérimentaux trouv´es dans la litt´erature
et, puis,à travers une comparaison des modèles MSE et ADF/GHM r´eduits et complets.

3.9.1 Validation exṕerimentale par l’analyse modale d’une poutre
sandwich

Une des applications majeures du contrôle hybride actif-passif consiste `a trai-
ter des structures sandwich ´elastique/viscoélastique/élastique avec des actionneurs
piézoélectriques coll´es sur leurs surfaces, les peaux ´elastiques pouvant ˆetre composées de
matériaux composites stratifi´es avec, dans ce cas, des pastilles pi´ezoélectriques ins´erées
dans le composite.

Dans cette section, les résultats analytiques et expérimentaux de l’analyse mo-
dale d’une poutre sandwich avec des pastilles pi´ezoélectriques coll´ees sur ses surfaces
inférieure et supérieure, présent´es par Wang et Wereley [91], sont utilisés pour valider le
modèle en présence d’un cœur relativement souple. La poutre étudiée dans [91], dont les
propriétés géométriques sont pr´esentées dans la Figure 3.7, est compos´ee d’une couche
de matériau viscoélastique ISD112 en sandwich entre deux peaux d’aluminium qui, par
ailleurs, ont des pastilles pi´ezoélectriques coll´ees sur leurs surfaces extérieures. Les pro-
priétés des mat´eriaux, adapt´ees de [91], sont pr´esentées dans le Tableau 3.4. Les mat´eriau
ISD112 est représent´e par le mod`ele ADF avec trois param`etres (Tableau 3.2).

10
457,2

50,8

0,254

0,254
0,794

0,794

ISD112

PZT5H Aluminium

Figure 3.7: Poutre sandwich encastr´ee-libre avec des pastilles pi´ezoélectriques (dimen-
sions en mm et pas `a l’échelle).
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Tableau 3.4: Propri´etés des mat´eriaux de la poutre `a cinq couches.
Aluminium PZT5H ISD112

Constante élastique (GPa),c∗11 75,8 68,1 Fig.3.4
Masse volumique (kg m−3), ρ 2800 7500 1600
Constante piézoélectrique (C m−2), e∗31 – -23,2 –
Constante diélectrique (F m−1), ǫ∗33 – 1,54 10−8 –

Les trois premiers modes de flexion, pr´esentés dans la Figure 3.8, ainsi que les
fréquences propres correspondantes, sont calcul´es pour trois épaisseurs de la couche
viscoélastique (0,254/0,127/0,051 mm). Les r´esultats sont ensuite compar´esà ceux, ana-
lytiques et exp´erimentaux, pr´esentés dans [91]. Les premiers ont ´eté trouvés en utilisant la
méthode des ondes progressives (Progressive Wave Method, PWM) et tient compte, donc,
de la dépendance en fréquence des propri´etés du matériau viscoélastique. Le Tableau
3.5 montre que les résultats obtenus par le présent mod`ele concordent bien avec ceux
de [91]. Néanmoins, on observe un ´ecart significatif de 21,20%, par rapport au r´esultat
expérimental, de la troisi`eme fréquence propre de la poutre avec le cœur le plus mince,
tandis que toutes les autres fr´equences pour ce mˆeme cas co¨ıncident. Il n’en est pas moins
que le résultat num´erique PWM présente presque le mˆemeécart pour cette fr´equence.
Cela sugg`ere que la valeur expérimentale de r´eférence n’aurait pas ´eté bien mésurée.

Figure 3.8: Les trois premiers modes de flexion de la poutre à cinq couches.

Tableau 3.5: Les trois premi`eres fréquences propres de flexion de la poutre encastr´ee-libre
à cinq couches.

Expérimental [91] PWM [91] FEM (pr´esent)
Mode Fréq. (Hz) Fr´eq. (Hz) Erreur (%, ref.Exp.) Fréq. (Hz) Erreur (%, ref.Exp.)

Cœur visco´elastique `a 0,051 mm
1 6,64 6,37 -4,07 6,90 3,92
2 36,21 37,88 4,61 39,27 8,45
3 85,23 102,33 20,06 103,30 21,20

Cœur visco´elastique `a 0,127 mm
1 6,84 6,69 -2,19 7,05 3,07
2 35,62 37,40 5,00 36,62 2,81
3 92,42 96,13 4,01 92,25 -0,00

Cœur visco´elastique `a 0,254 mm
1 7,22 7,00 -3,05 7,30 1,11
2 36,79 36,76 -0,00 34,62 -5,90
3 89,50 89,60 0,11 84,66 -5,41
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3.9.2 Validation des mod̀eles ŕeduits

Afin de valider la réduction modale des mod`eles visco´elastiques, en utilisant le
modèle PSAP, une poutre en aluminium encastr´ee-libre, revˆetue avec des traitements
viscoélastiques contraints, est analys´ee. Le revˆetement consid´eré consiste en une couche
de matériau viscoélastique ISD112 enti`erement couverte par une fine couche externe
en Aluminium. Les propri´etés géométriques de la poutre traitée sont :hb = 5 mm,
hv = 0,5 mm,hc = 1 mm,L = 200 mm,a = 190 mm etp = 10 mm (Figure 3.9). Les
propriétés des mat´eriaux utilisés sont pr´esentées dans l’annexe A. Pour faire varier l’amor-
tissement de la poutre, tout en gardant le mˆeme mat´eriau viscoélastique, on fait varier les
longueur et épaisseur du traitement dans les intervalles [30–190] mm et [0,01–1] mm,
respectivement.

Aluminium

10
200

5

0,5
1

Aluminium

Viscoélastique (ISD112)

Figure 3.9: Propri´etés géométriques de la poutre encastr´ee-libre traitée par un revêtement
viscoélastique contraint (dimensions en mm et pas `a l’échelle).

Tableau 3.6: Fr´equences propres (Hz) et amortissements modaux (%), calcul´es en utilisant
les modèles ADF, GHM et MSE.

Mode #1 Mode #2 Mode #3 Mode #4
ADF 144,9 (1,71) 884,1 (4,89) 2444,7 (6,59) 4748,1 (7,26)

hv = 0,01 mm GHM 144,9 (1,71) 884,1 (4,89) 2444,7 (6,59) 4748,1 (7,26)
MSE 143,2 (2,68) 843,5 (9,14) 2298,9 (11,79) 4403,7 (14,04)
ADF 102,7 (5,17) 612,0 (3,48) 1684,4 (2,26) 3280,2 (1,77)

hv = 1 mm GHM 102,7 (5,17) 612,0 (3,48) 1684,4 (2,26) 3280,2 (1,77)
MSE 102,2 (5,19) 609,7 (3,44) 1682,5 (2,30) 3278,3 (1,71)

Le Tableau 3.6 pr´esente, pour des couches visco´elastiques mince et relativement
épaisse, les quatre premi`eres fréquences propres (en Hz) et leurs amortissements cor-
respondants (en %) calcul´es en utilisant les mod`eles ADF, GHM et MSE. Les r´esultats
montrent que les mod`eles ADF et GHM aboutissent aux mêmes valeurs pour les deux
cas. Cependant, les r´esultats utilisant le mod`ele MSE ne concordent avec ceux des
modèles ADF et GHM que pour le cas d’une couche viscoélastique relativement ´epaisse.
Or, le modèle MSE devrait pouvoir repr´esenter l’influence de l’´epaisseur de la couche
viscoélastique sur l’amortissement de la poutre sandwich. En effet, on peut observer dans
le Tableau 3.6 que les valeurs d’amortissement pour le premier cas sont beaucoup plus
élevées pour tous sauf le premier mode. On peut donc en conclure que le mod`ele MSE
n’est pas capable de bien repr´esenter l’amortissement viscoélastique, mˆeme des modes
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Figure 3.10: Variation des trois premi`eres fréquences propres (a) et amortissement mo-
daux (b) avec l’épaisseur de la couche visco´elastique pour les mod`eles ADF, GHM et
MSE.O : premier mode,◦ : deuxième mode,� : troisième mode. (a = 190 mm)

peu amortis, si quelques modes consid´erés dans le mod`ele sont trop amortis. Pour mieux
comprendre, on montre, dans la Figure 3.10, la variation des fréquences propres, et amor-
tissements correspondants, des trois premiers modes calcul´es avec les modèles ADF,
GHM et MSE. On voit que, au fur et `a mesure que tous les amortissements diminuent
au dessous d’un amortissement modal limite (`a peu près 6%), les r´esultats du mod`ele
MSE s’approchent de ceux des mod`eles ADF et GHM.
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Figure 3.11: Variation des trois premi`eres fréquences propres (a) et amortissement mo-
daux (b) avec la longueur du traitement pour les mod`eles ADF, GHM et MSE.O : premier
mode,◦ : deuxième mode,� : troisième mode. (hv = 0,5 mm)

Dans une deuxième analyse, on présente, dans la Figure 3.11, la variation des trois
premières fréquences propres, et amortissements modaux correspondants, de la poutre
sandwich avec la longueur du traitement viscoélastique contraint, pour une épaisseur de
la couche viscoélastique de 0,5 mm. Dans ce cas, où l’amortissement modal maximum des
deuxième et troisi`eme modes est de l’ordre de 6%, on voit que le mod`ele MSE repr´esente
assez bien l’amortissement viscoélastique. Pour des traitements longs, l’amortissement
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Figure 3.12: FRF de la poutre utilisant les mod`eles MSE et ADF/GHM r´eduit et complet.
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Figure 3.13: Réponse transitoire utilisant les mod`eles MSE et ADF/GHM r´eduit et com-
plet.

du premier mode (autour de 8%) est sous-estim´e.
En plus du calcul des fr´equences propres et amortissements, on peut aussi analy-

ser les réponses impulsionnelles, dans les domaines fréquentiel et temporel, de la poutre
traitée (Figure 3.9). Mˆeme si les r´eponses harmonique et transitoire du syst`eme repr´esenté
par le modèle MSE doivent ˆetre, en principe, calculées pour chaque fréquence d’ex-
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citation, on consid`ere l’approximation fournie par le syst`eme (3.38). Les r´eponses en
fréquence des syst`emes sont pr´esentées dans la Figure 3.12. On observe que les trois
modèles, réduits aux cinq premiers modes de vibration, représentent assez bien le com-
portement vibratoire du syst`eme. Les r´eponses des mod`eles ADF et GHM réduits sont
presque confondues. D’autre part, les r´eponses impulsionnelles dans le domaine temporel
ont aussi ´eté calculées et sont présentées dans la Figure 3.13. On y observe, également,
que les réponses des trois mod`eles co¨ıncident assez bien avec la réponse des mod`eles
ADF/GHM complets, bien que la réponse du mod`ele MSE est un peu en retard.

3.10 Conclusion

Afin de prendre en compte des cœurs visco´elastiques, des méthodes ont ´eté pro-
posées pour la représentation de la d´ependance en fréquence des propri´etés de tels
matériaux. Dans un premier temps, une version it´erative de la m´ethode des ´energies
modales a ´eté retenue. L’algorithme d´eveloppé a fourni de bons r´esultats pour la
représentation des comportements vibratoires de poutres sandwich `a cœur visco´elastique,
permettant des analyses en fréquence et en temps. Cependant, les r´esultats ont montr´e
que les faibles amortissements modaux sont contaminés par ceux qui sont élevés. L’uti-
lisation de cette m´ethode devrait donc ˆetre limitée aux structures peu amorties. Dans un
deuxième temps, deux méthodes temporelles, `a savoirGolla-Hughes-McTavish(GHM) et
Anelastic Displacement Fields(ADF), ontété présentées afin de repr´esenter des structures
très amorties. Ces m´ethodes sont basées sur l’ajout de variables internes suppl´ementaires
pour décrire le processus de relaxation du matériau visco´elastique. Il a ´eté montré que
la qualité de la repr´esentation des propri´etés vibratoires de structures `a composantes
viscoélastiques, fournie par les mod`eles ADF et GHM, est fortement d´ependante de la
qualité du lissage des courbes maˆıtresses du mat´eriau par ces mod`eles. Par exemple, le
matériau ISD112 `a 27oC aété très bien mod´elisé avec seulement trois s´eries de paramètres
ADF/GHM, alors qu’il a fallu plus de cinq s´eries pour le mat´eriau Dyad606 `a 10oC.

L’ écriture des syst`emes du second ordre sous forme d’équations d’´etat a fait ap-
paraˆıtre que les mod`eles ADF et GHM aboutissent à des systèmes coupl´es dont la di-
mension est beaucoup plus élevée que celle du syst`eme initial. Par cons´equent, il a ´eté
nécessaire de r´eduire les mod`eles d’état afin de les utiliser pour la conception du contrˆole
actif optimal. Pour ce faire, comme les matrices du syst`eme d’état sont complexes, il a ´eté
nécessaire de calculer leurs modes propres à gauche et `a droite, ce qui a aboutit `a deux
calculs de valeurs propres pour chaque mod`ele. Pour les cas ´etudiés dans ce travail, le coˆut
de ces calculs a ´eté moinsélevé pour le modèle ADF, puisqu’il aboutit à un nombre moins
élevé de variables d’état, par rapport au mod`ele GHM, grâceà l’absence des d´erivées des
variables internes dans ce modèle. Une r´eduction des mod`eles par troncature modale a ´eté
proposée. Pour cela, les modes de relaxation du matériau visco´elastique, correspondant
aux variables internes, ont ´eté éliminés en analysant leurs amortissements (en g´enéral, sur-
amortis) et quelques premiers modes élastiques sont retenus. Le choix des modes retenus
a été plus difficile dans certains cas pour deux raisons : 1) pour des structures tr`es amor-
ties, certains modes élastiques sont sur-amortis. Ils peuvent donc ˆetreéliminés avec les
modes de relaxation et, 2) pour certains param`etres des modèles ADF et GHM, quelques
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modes de relaxation, n’étant pas sur-amortis, sont confondus avec les modes élastiques.
Par cons´equent, l’analyse des valeurs propres a dû, en g´enéral, être accompagn´ee d’une
analyse des modes propres correspondants.

Puisque l’application finale des mod`eles d’état réduits est la conception et l’analyse
du contrôle actif optimal, une transformation spatiale a dˆu être réalisée afin de repr´esenter
les systèmes complexes par des ´equations d’´etat réelles. Cette transformation, réalis´ee
pour les mod`eles ADF et GHM, a aboutit à des syst`emes similaires `a ceux obtenus avec le
modèle MSE, dont les variables d’´etat représentent les déplacements et vitesses modaux.
La comparaison des r´eponses vibratoires d’une poutre, dans les domaines fréquentiel
et temporel, utilisant les mod`eles ADF, GHM et MSE, a montr´e que les trois mod`eles
présentent des résultats similaires bien que, pour des structures très amorties, le modèle
MSE n’aboutit pas aux mˆemes réponses que les modèles ADF et GHM. En utilisant le
modèle ADF réduit, l’analyse modale d’une poutre sandwich `a cœur visco´elastique a
montré que les présents résultats concordent bien avec ceux expérimentaux trouv´es dans
la littérature.



Chapitre 4

Contr ôle actif de vibrations

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de pr´esenter bri`evement la th´eorie de contrˆole optimal
et de l’appliquer au probl`eme de contrôle optimal `a entrées bornées. En effet, dans le cas
spécifique du contrôle de vibrations par des actionneurs pi´ezoélectriques, il est n´ecessaire
de tenir compte de champs ´electriques maximaux supportables par de tels actionneurs.
Ainsi, un algorithme it´eratif, très simple `a utiliser et de convergence tr`es rapide, a ´eté
développé pour calculer un gain de contrˆole optimal en tenant compte des limitations
de la tension d’action. Ensuite, un observateur d’état optimal est propos´e afin d’estimer
les variables d’´etat non mesurables. Les concepts de controlabilité et d’observabilit´e sont
aussi étudi´es.

Les systèmes de contrˆole sont appliqu´es à l’étude du contrôle actif de poutres
sandwich d´ejà amorties par leur cœur viscoélastique, à travers deux pastilles coll´ees
symétriquement sur ses surfaces sup´erieure et inférieure. Pour cela, les ´eléments finis
PMAP et PMEP, dont les peaux peuvent ˆetre composées de plusieurs couches (cf.§2.5.4),
associés au mod`ele viscoélastique ADF (cf.§3.5) età la réduction modale propos´ee dans
la section§3.7, sont utilisés.

4.2 Contrôle optimal quadratique

4.2.1 Th́eorie de contr̂ole optimal

Considérons un syst`eme continu d´efini par l’équation suivante

ẋ = f(x,u, t) (4.1)

avecx(t) ∈ R n, le vecteur de variables d’´etat, etu(t) ∈ R m, le vecteur de contrôle. Le
problème gén´eral d’optimisation consiste à trouver un contrˆole u(t) qui minimise une
fonction coût de la forme

J(t0) =
Z t1

t0
L(x,u) dt (4.2)
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soumise `a l’équation de contrainte (4.1). En utilisant des multiplicateurs de Lagrange, on
peut définir une fonction coût augment´eeJ∗ sous la forme suivante

J∗ =

Z t1

t0

{

L(x,u)+ rT [f(x,u, t)− ẋ]
}

dt (4.3)

D’après la théorie de Lagrange, le minimum de la fonctionJ (4.2) soumise `a la
contrainte (4.1) est atteint au minimum de la fonction sans contraintesJ∗ [59]. Pour des
raisons de convenance, d´efinissons l’HamiltonienH(x,u, r , t) par

H(x,u, r , t) = L(x,u)+ rT f(x,u, t) (4.4)

Par cons´equent, la fonctionJ∗ peut être exprim´ee en termes de l’Hamiltonien par

J∗ =
Z t1

t0

[

H(x,u, r , t)− rTẋ
]

dt

Le minimum deJ∗ est atteint pour dJ∗ = 0, étant donn´e que d2J∗ est positive. Utilisant le
principe de Leibniz [59], la d´erivée deJ∗ s’écrit

dJ∗ =
[

(H − rT ẋ)δt
]t1
t0

+

Z t1

t0

[

∂H
∂x

T

δx+
∂H
∂u

T

δu− rTδẋ+

(

∂H
∂r

− ẋ
)T

δr

]

dt

En intégrant par parties pour ´eliminer le terme enδẋ, on obtient

dJ∗ =

[(

∂H
∂r

T

ẋ

)

δt − rTδx

]t1

t0

+

Z t1

t0

[

(

∂H
∂x

+ ṙ
)T

δx+
∂H
∂u

T

δu+

(

∂H
∂r

− ẋ
)T

δr

]

dt

(4.5)

Étant donn´e qu’on peut choisir unr(t) de façon à ce que les variationsδr , δx et δu
soient indépendantes, le syst`eme d’équations suivant, correspondant aux coefficients de
ces variables, doit ˆetre respect´e

∂H
∂x

+ ṙ = 0 (4.6a)

∂H
∂u

= 0 (4.6b)

∂H
∂r

= ẋ (4.6c)

où l’ équation (4.6c) n’est autre que l’équation d’´etat (4.1). Les deux premi`ereséquations
du système sont dénomm´eeséquation d’́etat compĺementaire(4.6a) etcondition de sta-
tionnarité (4.6b), respectivement [59].

Dans la section suivante cette th´eorie générale est appliqu´ee au cas pratique du
contrôle optimal quadratique des vibrations des structures.
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4.2.2 Ŕegulateur linéaire quadratique (LQR)

Considérons le système sous forme d’équation d’´etat (3.48), stationnaire et invariant
dans le temps.̀A partir d’une entréeu et de perturbationŝp, ce syst`eme fournity à la
sortie (Figure 4.1). Le vecteury, dénommé la sortie d’´etat, est fonction de l’´etat réduit x̂,
à travers la matrice de sortie d’´etatĈ. La dynamique de l’´etatx̂ est donn´e par les matrices
du systèmeÂ et d’entréeB̂.

-
Entréesu

?

Perturbationŝp

Système -
Sortiesy

Figure 4.1: Représentation des entr´ees et sorties du syst`eme.

Supposons un contrˆole optimal quadratique, c’est à dire, dont la fonction coˆut J est
quadratique sous la forme suivante

J(t0) =
1
2

Z t1

t0

(

x̂TQx̂+uTRu
)

dt (4.7)

Le terme(1/2)x̂TQx̂ peutêtre interprété comme une mesure de l’´energie du syst`eme et le
terme(1/2)uTRu, de l’énergie de contrˆole.Q et R sont des matrices symétriques et, po-
sitive semi-définie et positive d´efinie, respectivement. Elles sont choisies selon l’´energie
qu’on veut minimiser.Q et R peuvent être aussi interpr´etées comme accél´erateurs de
convergence de la solutionx̂ → 0 etu → 0, respectivement.

En utilisant la méthodologie de contrôle optimal pr´esentée pr´ecédemment et en sup-
posantp̂ = 0, l’Hamiltonien du syst`eme s’écrit

H =
1
2

(

x̂TQx̂+uTRu
)

+ rT(Âx̂+ B̂u) (4.8)

Ainsi, l’ équation d’état complémentaire, la condition de stationnarit´e et l’équation d’état,
aussi dénomméeséquations d’Euler, s’´ecrivent

Qx̂+ ÂT r + ṙ = 0 (4.9a)

Ru+ B̂T r = 0 ⇒ u = −R−1B̂Tr (4.9b)

˙̂x = Âx̂+ B̂u (4.9c)

Si l’on considère un contrˆole proportionnel `a l’étatu = −K ∗
gx̂, le multiplicateur de La-

granger doit être aussi proportionnel `a l’étatr = Px̂. Remplac¸ant l’expression deu (4.9b)
dans l’équation d’état (4.9c), pr´e-multipliant cette derni`ere parP et considérant l’expres-
sion der , leséquations d’Euler (4.9) deviennent
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P˙̂x = −Ṗx̂−Qx̂− ÂTPx̂

P˙̂x = PÂx̂−PB̂R−1B̂TPx̂

Pour que ces deux équations soient v´erifiées pour tout̂x, il faut que l’équation suivante,
dénomméeéquation de Riccati, soit v´erifiée

−Ṗ = ÂTP+PÂ +Q−PB̂R−1B̂TP (4.10)

Pour un syst`eme en boucle ouverte, avec un contrˆole u nul, l’ équation (4.10) devient
l’ équation de Lyapunov,

−Ṗ = ÂTP+PÂ +Q (4.11)

On montre que, si la solution est asymptotiquement stable, la fonction coˆut (4.7)
minimisée n’est fonction que de la matriceP(t0) et des conditions initiales, puisque

Z t1

t0

d
dt

(x̂TPx̂) dt =
Z t1

t0

˙̂xTPx̂+ x̂T Ṗx̂+ x̂TP˙̂x dt

(4.9c)
=

Z t1

t0
(x̂TÂT +uTB̂T)Px̂+ x̂T Ṗx̂+ x̂TP(Âx̂+ B̂u) dt

(4.9b)
=

Z t1

t0
x̂T(Ṗ+ ÂTP+PÂ −PB̂R−1B̂TP)x̂−uTRu dt

(4.10)
=

Z t1

t0
−x̂TQx̂−uTRu dt

donc,

1
2

x̂T(t1)P(t1)x̂(t1)−
1
2

x̂T(t0)P(t0)x̂(t0) = −
1
2

Z t1

t0
(x̂TQx̂+uTRu) dt (4.12)

et, pour que la solution soit asymptotiquement stable, limt1→∞ x̂(t1) = 0. Par cons´equent,

J(t0) =
1
2

x̂T(t0)P(t0)x̂(t0) (4.13)

ce qui permet d’´evaluer le coˆut résultantJ(t0), à partir des conditions initiales, avant de
calculer la réponse du syst`eme. Ayant calcul´e la solution de l’équation de Riccati (4.10),
on définit le gain de contrˆole de KalmanK ∗

g par

K ∗
g(t) = R−1B̂TP(t) (4.14)
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Remarque 4.1 Il est clair queK ∗
g est fonction du temps m̂eme pour un système invariant

dans le temps ; donc toute la séquenceK ∗
g(t), t ∈ [t0, t1], doit être connue pour calculer le

contrôleu. Néanmoins, cette séquence peut̂etre calcuĺee avant de l’appliquer au système,
puisque son calcul ne dépend pas de l’étatx.

Pour éviter d’avoir à calculer toute la śequence des gains de contrôle K ∗
g, on peut

utiliser sa valeur stationnaireKg, calcuĺee par

Kg = R−1B̂TP∞ (4.15)

où P∞ est la valeur d’́equilibre limt→∞ P(t). Si l’on remplace ce gain, qui n’est pas
nécessairement optimal, dans le système (3.48), le côut résultant dans l’intervalle de
temps[t0, t1] est

J̄(t0) =
1
2

x̂T(t0)P̄(t0)x̂(t0) (4.16)

où P̄(t) est la solution de

− ˙̄P = (Â − B̂Kg)
TP̄+ P̄(Â − B̂Kg)+Q+KT

g RKg (4.17)

Cetteéquation n’est rien d’autre que l’équation de Lyapunov du système en boucle ferḿee
Â − B̂Kg, puisqueKg est connu. On montre que le coût J̄(t) correspondant au gain de
contrôle Kg est toujours suṕerieur ou égal à celui correspondant au gain de contrôle
optimalK ∗

g(t). Néanmoins, les valeurs au limitēP(∞) et P∞ = P(∞) sontégales et, donc,
le côut J∞ pour l’intervalle[0,∞] est le m̂eme. Cela signifie que plus l’intervalle considéré
devient grand, plus il semble plus raisonnable d’utiliser un gain de contrôle constant. Le
coût J∞ est

J∞ =
1
2

Z ∞

0

(

x̂TQx̂+uTRu
)

dt =
1
2

x̂T(0)P∞x̂(0) (4.18)

Comme la matriceP∞ est constante, d’après (4.10), elle est aussi solution de l’équation
algébrique de Riccati suivante

ÂTP∞ +P∞Â +Q−P∞B̂R−1B̂TP∞ = 0 (4.19)

Cette loi de contr̂ole sous-optimalèa gain constant est ainsi adoptée pour ce qui suit.

La méthodologie de conception d’un contrˆole optimal quadratique, pr´esentée
précédemment, peut ˆetre résumée par les ´etapes suivantes :

1. Définition des matrices de pond´erationQ etR pour atteindre la performance d´esirée
avec l’effort de contrˆole disponible ;

2. Calcul de la matriceP∞ solution de l’équation alg´ebrique de Riccati (4.19), à partir
des matrices du syst`emeÂ et B̂, et de pond´erationQ etR ;

3. Calcul de la matrice de gain (constante)Kg à partir deP∞ (4.15).
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Si l’on revient à l’équation (3.48), avecu vérifiant u = −Kgx̂, on a le syst`eme
contrôlé suivant

˙̂x = (Â− B̂Kg)x̂+ p̂

y = Ĉx̂
(4.20)

On peut donc dire que la matriceKg contrôle le systèmeà travers la modification de la
matriceÂ, qui devientÂ − B̂Kg. Ainsi, la loi de contrˆole peut stabiliser quelques modes
propres du système en augmentant leurs amortissements ; c’est `a dire, des modes dêA
peuvent devenir des modes plus amortis deÂ − B̂Kg.

4.2.3 Choix de la matrice de pond́eration d’ état

L’objectif du contrôle optimal étant de minimiser l’´energie vibratoire du syst`eme,
représentée par le terme(1/2)x̂TQx̂, dont la performance sera tr`es dépendante de la mat-
rice Q. Par cons´equent, le choix de cette matrice d´etermine la performance de l’amortis-
sement des vibrations du système, ainsi que l’évolution de ce dernier.

Sachant que le vecteur d’´etat x̂ est compos´e des d´eplacementsχ et vitesseṡχ mo-
daux, on peut ´ecrire

x̂ =

{

χ
χ̇

}

(4.21)

Donc, la matriceQ peutêtre décomposée telle que

Q =

[

Qχχ Qχχ̇
Qχ̇χ Qχ̇χ̇

]

(4.22)

Pour simplifier l’interprétation, supposonsQχχ̇ = Qχ̇χ = 0. La question maintenant est :
Comment choisirQχχ etQχ̇χ̇ ?. On peut consid´erer quatre cas particulièrement pratiques.

Le premier est le contrôle uniforme de tout les modes retenus. Dans ce cas, la mat-
rice de pond´erationQχχ estéquivalente à la matrice identit´eQχχ = I et Qχχ = Qχ̇χ̇. Cela
ne veut pas dire que tout les modes seront également amortis activement, mais qu’ils se-
ront optimisés avec la mˆeme pondération. Comme la controlabilit´e des modes n’est pas la
même, ils seront amortis diff´eremment.

Un deuxième cas consiste `a contrôler quelques modes seulement. Supposons, donc,
que seuls les modesi = 1, . . . ,n sont à contrˆoler. La matriceQχχ = Qχ̇χ̇ peut, donc, ˆetre
décompos´ee en

Qχχ =

[

Qn 0
0 0

]

(4.23)

où la matriceQn està choisir en fonction des pond´erations de chaque mode en question.
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Afin de minimiser une mesure de l’´energie du système, on peut aussi consid´erer un
troisième cas, o`u

Qn =







ω2
1

. . .
ω2

n






; Qχ̇χ̇ =

[

I 0
0 0

]

(4.24)

où ωi est lai-ième pulsation propre.
Enfin, un quatri`eme cas pratique est d´efini par le contrˆole de la sortiey. Dans ce

cas, la quantit´e à minimiser estyTQyyy. Cependant, sachant quey = Ĉx̂, la relation entre
les matricesQ etQyy s’écrit

Q = ĈTQyyĈ (4.25)

Dans ce cas, g´enéralement,Q n’est pas diagonale etQχχ 6= Qχ̇χ̇. Néanmoins, cette situa-
tion est très pratique, puisque, en g´enéral, on veut contrˆoler des variables que l’on sait
mesurer ou observer.

4.2.4 Limitations du gain de contr̂ole

Dans la section pr´ecédente, des crit`eres pour le choix de la matrice de pond´eration
d’étatQ ontété présentés. N´eanmoins, la relation de cette matrice avec le gain de contrˆole
n’est pas linéaire (voiréquation de Riccati (4.19)). Par conséquent, `a partir de la mat-
rice Q, il n’est pas possible de d´eterminer directement si le gain de contrˆole nécessaire
pour atteindre cette performance est faisable. En effet, pour une application de contrˆole
actif par des pastilles pi´ezoélectriques, il faut tenir compte, par exemple, des champs
électriques de dépolarisation (coercive field) du matériau pi´ezoélectrique en question.
Dans le cas de contrôle de vibrations transitoires, le champ électrique appliqu´e à la pas-
tille piézoélectrique peut avoir une direction oppos´eeà celle de la polarisation remanente
du matériau. Ainsi, un champ électrique de l’ordre de la polarisation remanente peut l’an-
nuler et, donc, d´epolariser le mat´eriau, qui devient non-pi´ezoélectrique. Par cons´equent, il
faudrait tenir compte du champ électrique maximum appliqu´e au mat´eriau piézoélectrique
dans la conception du contrˆole. Néanmoins, cela n’est pas sans difficult´e vu que la tension
de contrôle d´epend de l’excitation mécanique (ou des conditions initiales) de la structure
à contrôler (V(t) = u(t) = −Kgx̂(t)).

Principe du maximum de Pontryagin

Pour calculer le gain de contrôle dans les sections pr´ecédentes, le contrˆole a été
considéré comme ´etant une fonction implicite continue de l’´etatx et du co-étatr . Suppo-
santL(x,u) et f(x,u, t) des fonctions continues, le contrˆole est aussi continu et peut ˆetre
calculé par les ´equations d’Euler (4.6). N´eanmoins, si l’on consid`ere un contrˆole borné, il
est possible que la solution optimale (4.6), (4.9) ne puisse pas ˆetre atteinte.

Considérons les ´equations d’´etat (4.1) associ´eesà une fonction coût du type (4.2).
Si le contrôle est non-borné, le probl`eme de contrˆole optimal est r´esolu par les ´equations
d’Euler (4.6). L’optimalité du contrôle est d´efinie par la condition de stationnarit´e



114 Chapitre 4. Contrˆole actif de vibrations

∂H
∂u

= 0 (4.26)

d’où, en utilisant l’Hamiltonien (4.4), on calculeu par

∂L
∂u

(x,u)+ rT ∂f
∂u

(x,u, t) = 0 (4.27)

Maintenant, supposons que le contrˆole est contraint `a une région admissibleU , qui peut
être définie comme une valeur maximale admissible par le contrˆole, par exemple. Dans
ce cas, on ne peut pas garantir que le contrôle optimal calculé par (4.27) appartienne `a la
régionU . Néanmoins, il a ´eté montré par Pontryaginet al. [74] que les équations d’Euler
sont aussi valables à condition de remplacer la condition de stationnarit´e (4.26) ou (4.27)
par une condition plus g´enérale sous la forme

H(xo,uo, ro, t)≤ H(xo,uo+δu, ro, t) , ∀δu admissible

où l’exposanto indique des quantit´es optimales. Cela signifie que toute variation du
contrôle optimaluo, à l’instantt et pour des ´etat et co-´etat optimaux fixes, m`eneraà une
augmentation de la valeur de l’Hamiltonien. Cette condition peut ˆetre aussi ´ecrite sous la
forme

H(xo,uo, ro, t)≤ H(xo,u, ro, t) , ∀u admissible (4.28)

Cette expression est d´enommé le Principe du maximum de Pontryagin. Par
conséquent, l’Hamiltonien doit ˆetre minimisé pour toute valeur admissible deu, avec
état et co-´etat optimaux [49].

Algorithme it ératif pour le calcul du gain de contrôle

On propose, donc, un algorithme it´eratif, tenant compte du champ ´electrique
maximum, pour la conception du contrôle optimal. Les conditions d’op´eration sont
généralement connues, par exemple, on peut concevoir un syst`eme de contrôle pour amor-
tir les vibrations d’une poutre soumise à une excitationp(t) ou à des conditions initiales
x̂(0) connues. Ici, on suppose le premier cas. L’algorithme est le suivant (Figure 4.2) :

1. On consid`ere des matrices de pondération d’´etatQ et de pondération d’entr´eeR =
γ R̄. Où R̄ est une matrice de pondération d’entrée initiale, représentant la forme
deR, etγ est un facteur de multiplication, que l’on fait varier de fac¸on à adapter la
matriceR aux restrictions impos´ees ;

2. À partir d’un facteur initial de multiplicationγ0, on calculeKg par l’algorithme
LQR pour le syst`eme (3.48) avecR0 = γ0R̄ ;

3. Avec leKg calculé, on calculêx(t), de (4.20) avecp(t), et, ensuite,u(t)=−Kgx̂(t) ;
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γ0

?
Calcul deKg (LQR)

?
Calcul de la réponse forc´eex(t)

?
Calcul deu(t) = −Kgx(t)

?
Test de l’erreure

-

> 0,5%

γ= γ(1+ ζ)

-≤ 0,5%
Fin

e= |umax−Vmax|/Vmax

ζ = (umax−Vmax)(umax+Vmax)−1

Figure 4.2: Algorithme it´eratif pour calculer le gain de contrˆole optimal avec limitation
de l’entrée.

4. On compareumax = max(u) avec la tension maximale sp´ecifiée pour le mat´eriau
piézoélectrique en question et on corrige le facteurγ en fonction de cette comparai-
son (Figure 4.2), jusqu’`a la convergenceumax≈Vmax;

5. On retient la valeur deKg à la convergence.

Cette stratégie est nécessaire afin de concevoir une loi de contrôle optimal faisable.
La Figure 4.3 montre la variation typique des facteurs d’amortissement modal (%) des
trois premiers modes propres induite par une augmentation du facteur de pond´eration
d’entréeγ (où dans ce casR = γ I ). La fonction coût minimiséeJmin et la tension maximale
Vmax, nécessaire pour obtenir cette performance, pour chaque pondération d’entrée sont
aussi montrés dans la Figure 4.3. Comme prévu, l’amortissement diminue, tout comme
la tension maximale, pour des grandes valeurs de pondération d’entr´ee, car l’effort de
contrôle est pénalisé davantage. Cependant, le coˆut optimal augmente, puisque la per-
formance diminue. La r´egion encadrée par des traits interrompus, dans la Figure 4.3,
détermine la r´egion de faisabilité du contrˆole, où la tension maximale correspond `a un
champélectrique plus petit que celui de saturation du mat´eriau piézoélectrique (dans ce
cas, 250 V). L’algorithme itératif propos´e (Figure 4.2) consiste `a trouver la performance
maximale dans la région de faisabilit´e.

Pour les exemples ´etudiés dans ce travail, cet algorithme converge assez rapidement.
Cependant, comme la relation entreγ etumax n’est pas linéaire, c’est-à-dire, une augmen-
tation deγn’induit pas forcement une diminution deumax, la convergence de l’algorithme
peutêtre déstabilisé par certaines conditions initiales. Pour rem´edierà ce problème, des
stratégies de diminution du pas(1+ ζ) ont été utilisées.

4.2.5 Observation

Dans les sections pr´ecédentes, on a consid´eré que toutes les variables d’´etatétaient
disponibles pour la r´etroaction. Cependant, il serait plus r´ealiste de consid´erer que seule
la sortiey est connue et non tout l’´etat x̂. En effet, mesurer tout l’´etat nécessiterait un
nombre trop grand de capteurs et, même, quelques variables d’état pourraient encore ˆetre
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Figure 4.3: Tension maximale et amortissements modaux en fonction du facteur de
pondération d’entréeγ.

inaccessibles aux mesures. Dans ce cas, pour pouvoir fournir l’´etat au syst`eme de contrôle
pour la rétroaction, il est n´ecessaire de le reconstruire `a partir d’un mod`ele du syst`eme et
de la sortiey. Cette reconstruction est, g´enéralement, r´ealisée par unobservateur.

Observateurs d’́etat

Un observateur d’´etat complet reconstruit toutes les variables d’état, mˆeme celles
qui ont été mesur´ees,à partir de la sortiey. Considérons l’observateur suivant, dit de
Luenberger, [75]

˙̃x = Âx̃+ B̂u+ p̂+Ke(y− Ĉx̃) ; x̃(0) = 0 (4.29)

où le vecteur̃x est l’état reconstruit etKe le gain de l’observateur. Cette derni`ereéquation,
d’une part, simule le syst`eme réel et, d’autre part, p´enalise la différence entre la mesurey
et la sortie reconstruitêCx̃. Soustrayant cette ´equation de la premi`ereéquation de (3.48)
et substituanty = Ĉx̂ dans (4.29), on obtient

ė= (Â −KeĈ)e (4.30)

où e= x̂− x̃ est la différence entre l’état r´eel et celui reconstruit, d´enommé erreur de re-
construction, ayant comme valeur initialee(0) = x̂(0). On observe, de l’équation (4.30),
que l’erreur est asymptotiquement stable si les valeurs propres deÂ −KeĈ, dit pôles de
l’observateur, ont des parties réelles négatives, c’est-à-dire, siÂ −KeĈ est asymptoti-
quement stable. Si le syst`eme est complètement observable, les pôles de l’observateur
peuvent être choisis librement et, en g´enéral, on doit les placer bien `a gauche des pˆoles du



4.2. Contrôle optimal quadratique 117

système dans le mi-plan complexe, pour que l’erreur de l’observateur disparaisse rapide-
ment. Pour cela, les ´eléments deKe doivent avoir des valeurs élevées. Cependant, (4.29)
indique que si la mesure de sortiey est bruyante, des gainsKe élevés amplifieront le bruit
de la mesure. Par conséquent, il faut établir un compromis entre le bruit ins´eré dans le
système et la vitesse `a laquelle l’observation doit suivre l’´etat réel.

Un observateur qui minimise la variance de l’erreur des mesures d’un syst`eme dont
le bruit d’entrée et de sortie sont des bruits blancs, c’est-à-dire, dont la puissance est
uniformément distribu´ee dans la bande de fr´equences, est d´enommé Filtre de Kalman-
Bucy[75].

Filtre de Kalman-Bucy

Considérons l’équation de l’erreur d’observation (4.30), augment´ee par des termes
relatifs aux bruits d’entr´eew et de sortiev

ė= (Â−KeĈ)e+w−Kev (4.31)

où w et v sont suppos´es être des bruits blancs, avecE[w] = 0 et E[v] = 0 et dont les
matrices de covariance sontW et V. On cherche, donc, le gain optimalKe qui minimise
la fonction coût quadratique suivante [75]

Je = hTPeh (4.32)

où Pe = E[eeT ] et h est un vecteur arbitraire. Le gainKe qui minimiseJe pour touth
s’écrit [75]

Ke = PeĈTV−1 (4.33)

Pe, dénommé aussi matrice de covariance de l’observateur optimal, est solution de
l’ équation de Riccati suivante

ÂPe+PeÂT +W −PeĈTV−1ĈPe = 0 (4.34)

Cet observateur est d´enommé Filtre de Kalman-Bucy. En comparant l’équation de Riccati
pour l’observateur (4.34) et celle pour le contrˆoleur (4.19), on s’aperc¸oit que les matrices
de covarianceW et V sontéquivalentes aux matrices de pond´erationQ et R. Par ailleurs,
la matriceV pénalise le gain de l’observateur de mani`ereà limiter l’amplification,à travers
le termeKev, du bruit de sortiev. Tandis que, pour des entr´ees bruyantes, la matriceW
augmente le gain de l’observateur afin d’amortir rapidement l’erreur produite par ce bruit.

Contr ôleur lin éaire quadratique gaussien

L’algorithme linéaire quadratique gaussien (LQG) est obtenue `a travers la combi-
naison d’un contrôle optimal LQR et d’un observateur optimal. Ainsi, de (3.48), augment´e
par le bruit d’entréew et avecu = −Kgx̃, et (4.31), on a le système couplé suivant
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{

˙̂x
ė

}

=

[

Â − B̂Kg B̂Kg

0 Â −KeĈ

]{

x̂
e

}

+

{

p̂
0

}

+

[

I 0
I −Ke

]{

w
v

}

(4.35)

Grâce au fait que ce syst`eme coupl´e est sous une forme triangulaire par blocs, les va-
leurs propres des sous-syst`emes en boucle-ferm´ee sont découplées. Cela constitue le prin-
cipe de s´eparation [75], qui permet d’exécuter, s´eparément, la conception du syst`eme
de contrôle et de l’observateur en deux étapes diff´erentes. Cependant, la stabilit´e de
la boucle-ferm´ee du syst`eme couplé (4.35) est fonction de la stabilit´e des deux sous-
systèmes. Des techniques pour augmenter la marge de stabilit´e du système couplé (4.35)
sont présentées en [71] et une discussion sur les caract´eristiques du contrôle LQG peut
être trouvée dans [43].

4.3 Controlabilit é et observabilit́e

La notion de controlabilit´e permet de mesurer la capacit´e de contrˆoler toutes les
variables d’état avec un actionneur sp´ecifique. De mˆeme, la notion d’observabilité quan-
tifie la capacité de reconstruire tout l’état du syst`emeà partir des mesures d’un capteur
spécifique.

Ainsi, on appelle un syst`emecompl̀etement contr̂olablesi l’ état peut être transf´eré
d’un état initial quelconque à n’importe quel autre état, dans un intervalle de temps fini, `a
travers une action de contrˆoleu. Si le système n’est pas compl`etement contrˆolable, il peut
êtrestabilisable, ce qui signifie que toutes les variables d’état instables sont contrôlables,
ou, de même, que le sous-space non-contrôlable est stable.

D’autre part, un syst`eme est ditcompl̀etement observablesi, à partir de la mesure
de la sortie pendant un intervalle de temps fini, l’´etat peut ˆetre totalement d´eterminé. Dans
le cas contraire, le syst`eme estdétectablesi, au moins, les variables d’état instables sont
observables, ou, de même, si le sous-space non-observable est stable.

Supposons un système sous la forme (3.48), de dimensionn, avec les conditions
initialesx̂(0) et p̂ = 0. Afin de montrer la notion de controlabilit´e, on cherche le contrˆole
u qui transfère le syst`eme d’état initial x̂(0) à l’état final x̂(t) = 0. De (3.48), l’état à
l’instant t peut être exprim´e par

x̂(t) = eÂt x̂(0)+

Z t

0
eÂ(t−τ)B̂u(τ) dτ (4.36)

Si l’on substitue les conditions finalesx̂(t) = 0 dans l’expression pr´ecédente, elle devient

x̂(0) = −
Z t

0
e−ÂτB̂u(τ) dτ (4.37)

où l’expansion en s´eries de l’exponentielle de−Âτ s’écrit

e−Âτ =
n−1

∑
k=0

αk(τ)Âk
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Donc, on a

x̂(0) = −
n−1

∑
k=0

ÂkB̂βk(t) ; βk =

Z t

0
αk(τ)u(τ) dτ (4.38)

L’expression (4.38) peut aussi ˆetreécrite de la fac¸on suivante

x̂(0) = −
[

B̂ ÂB̂ · · · Ân−1B̂
]
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Pour que le système soit compl`etement contrˆolable, il doit exister une solutionβ pour
toute condition initialêx(0) et, donc, la matrice de controlabilit´e C suivante doit ˆetre de
rangn

C =
[

B̂ ÂB̂ · · · Ân−1B̂
]

(4.39)

Dans ce cas, la paire(Â, B̂) est dite contrˆolable. Ce résultat peut ˆetreétendu pour l’obser-
vabilité, en définissant la matrice d’observabilit´eO suivante

O =











Ĉ
ĈÂ

...
ĈÂn−1











(4.40)

Ainsi, la paire(Â, Ĉ) est dite observable si la matrice d’observabilit´eO est de rangn.

4.3.1 Test de Popov-Belevitch-Hautus

La construction de la matrice de controlabilit´e C du système réduit (3.45)
(représentation complexe), conduit `a

C = diag(TT
giB)











1 λ1 · · · λn−1
1

1 λ2 · · · λn−1
2

...
...

...
1 λn · · · λn−1

n











(4.41)

où Tgi est l’i-ième vecteur propre `a gauche du système. La deuxi`eme matrice, d´enommée
matrice de Vandermonde, est non-singuli`ere si les valeurs propresλ i du système sont
distinctes. Dans ce cas, le rang de la matrice de controlabilit´eC coı̈ncide avec celui de la
matrice diag(TT

giB). Par cons´equent, le syst`eme est contrôlable si, pour tout modei

TT
giB 6= 0 (4.42)
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Ce qui permet de conclure que tout mode non-orthogonal au vecteur de contrˆole est
contrôlable. De même, on peut mesurer la controlabilité, ou l’entr´ee effective de contrôle,
d’un mode sp´ecifique, à travers un actionneur (spécifi´e par le vecteur de contrˆole), par
cette expression.

Grâceà la dualité entre controlabilité et observabilit´e, ces r´esultats peuvent ˆetre
étendus pour mesurer l’observabilit´e relative d’un mode, à travers la relationCTdi, qui
mesure la contribution du modei à la sortie. De mˆeme, on peut affirmer que le syst`eme
est complètement observable si, pour tout modei,

CTdi 6= 0 (4.43)

On peut aussi en conclure qu’un système dont les valeurs propres sont multiples
n’est ni contrôlableà partir d’une seule entr´ee ni observable `a partir d’une seule sortie. Ces
tests de controlabilit´e et observabilit´e sont souvent dénomm´es tests des valeurs propres de
Popov-Belevitch-Hautus.

En combinant les deux mesures de controlabilité (4.42) et observabilité (4.43), on
obtient la matrice des r´esidus du modei

Ri = CTdiTT
giB (4.44)

dont l’élément jl combine l’observabilit´e du modei à partir de la sortiej et sa controla-
bilit é à partir de l’entréel .

4.4 Mise en œuvre digitale

Même si toute la conception des syst`emes de contrˆole et d’observation, pr´esentée
précédemment, a suppos´e des signaux d’entrée et de sortie analogiques (continus), ces
systèmes sont, en pratique, mis en œuvre dans des ordinateurs, microcontroleurs ou DSPs
(Processeurs de Signaux Digitaux). Bien que l’on peut développer des algorithmes digi-
taux [29], similaires `a ceux présentés dans ce chapitre, il est possible, grˆaceà la vitesse
élevée des microprocesseurs actuels, de d´evelopper un algorithme continu et le transpor-
ter dans un contrôleur digital. Cependant, la transformation des signaux d’entr´ee et de
sortie analogiques en signaux digitaux requiert quelques soins.

Un schéma repr´esentant la conversion d’un signal de sortie continu, reçu du capteur,
en digital, son traitement par l’algorithme de contrˆole et la reconversion vers un signal de
contrôle continu envoy´e à un actionneur est montr´e dans la Figure 4.4.

Puisque le processeur reçoit et envoie des signaux discrets (digitaux), il
est important de savoir à quelle vitesse les donn´ees doivent ˆetre discrétisées. Le
théorème d’échantillonnage, d´enommé théorème de Shannon, montre que la fr´equence
d’échantillonnage doit être deux fois plus élev´ee que la fr´equence maximale de la bande
considérée. Cependant, les composantes de fréquence `a l’extérieur de la bande ap-
paraˆıtront comme des composantes de fréquence inf´erieure, caract´erisant le phénom`ene
d’aliasing. Pour éviter ce phénom`ene, on filtre les composantes des fr´equences
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Figure 4.4: Conversion A/D, traitement digital et conversion D/A.

supérieures `a la fréquence maximale de la bande, dite de Nyquist, avant l’échantillonnage.
Il faut noter que cette coupure de la bande induit un retardement de phase pour la
fréquence de coupure. Les donn´eeséchantillonnées discrètes sont transform´ees en une
fonction escalier par un circuit “hold” d’ordre zéro. Cette fonction est ensuite transform´ee
en un signal digital de dimension finie (par exemple, 16 bits) représentant la bande du si-
gnal analogique. Puisque le nombre de niveaux est fini, une erreur d’approximation existe
toujours. Elle est de l’ordre de 2−NRE, où N est la longueur du mot digital etRE est la
largeur de bande du signal analogique d’entr´ee. De mˆeme,à la sortie du signal digital
du processeur, une erreur de l’ordre 2−NRS est produite, o`u RS est la largeur de bande
du signal analogique de sortie. Apr`es la conversion du signal digital de contrˆole en analo-
gique, il est aussi convenant de filtrer les composantes d’haute-fr´equence, qui peuvent ˆetre
produites lors du traitement du signal, avant d’envoyer le signal analogique à l’actionneur.

4.5 Contrôle actif d’une poutre sandwich à cœur
viscóelastique

Dans cette section, on analyse le contrôle actif, par deux pastilles pi´ezoélectriques,
des vibrations d’une poutre sandwich d´ejà amortie passivement par son cœur
viscoélastique (Figure 4.5). Les propri´etés des mat´eriaux sont donn´ees dans l’annexe
A. Les longueur, largeur et ´epaisseur des peaux d’Aluminium sont, respectivement
L = 280 mm,b = 25 mm ethb = 3 mm. Le cœur visco´elastique a ces mêmes dimensions
à l’exception de son épaisseur qui est dehv = 0,09 mm. Les pastilles pi´ezoélectriques
de longueura = 50 mm etépaisseurhp = 0,5 mm et dont les centres sont positionn´esà
dc = 35 mm de l’encastrement sont collés sur les surfaces libres de la poutre sandwich.

bh /2

hb/2
hv

a

cd ph Aluminium ISD112
L

PZT5H

Figure 4.5: Poutre sandwich `a cœur visco´elastique contrˆolée activement.
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La dépendance en fr´equence du mat´eriau viscoélastique du cœur (ISD112 `a 27oC)
est représentée par le mod`ele ADF à trois séries de paramètres (G0 = 0,50 MPa,∆ =
[0,746; 3,265; 43,284] et Ω = [468,7; 4742,4; 71532,5] rad/s). Une r´eduction modale
est effectu´ee à travers l’élimination des modes de relaxation, introduits par le modèle
ADF, et en gardant seulement les cinq premiers modes propres de flexion de la poutre
sandwich. Premièrement, l’optimisation des performances d’amortissement passif et hy-
bride, à travers une analyse param´etrique utilisant l’algorithme de contrôle LQR, est
réalisée. Ensuite, les algorithmes dérivatif et LQG sont appliqu´esà la configuration opti-
male pour comparer les performances des trois contrˆoleurs LQR, dérivatif et LQG.

4.5.1 Contrôle optimal linéaire quadratique

Afin d’améliorer activement l’amortissement des trois premiers modes, la pastille
piézoélectrique collée sur la surface supérieure de la poutre sandwich est associ´eeà la
stratégie de contrôle LQR it´erative présentée pr´ecédemment (Figure 4.2), dont les pa-
ramètres sontQ = diag(1,1,1,0, . . . ,0) et R = γ I . La poutre est excit´ee par une force
de perturbation transversale concentr´ee, appliqu´eeà son bout. Son intensité est choisie
telle qu’elle induit une fl`eche maximale dewL = hb/2 = 1,5 mm. La tension de contrôle
est limitéeà 250 V, soit un champ électrique maximum dans l’actionneur de 500 V/mm.
L’autre pastille piézoélectrique, bien que non utilis´ee dans ce cas, est gard´ee pour des
comparaisons ultérieures. Une force de perturbation transversale est appliqu´ee au bout de
la poutre et la fl`eche induite en ce mˆeme point est mesur´ee.

Une analyse param´etrique des amortissements passif, fourni par la couche
viscoélastique, et hybride, augmenté par le contrôle actif, a ´eté réalisée. On fait varier la
longueur de l’actionneur pi´ezoélectrique dans l’intervalle [20–70] mm et l’épaisseur de la
couche viscoélastique dans l’intervalle [0,01–2] mm. La Figure 4.6 montre que l’augmen-
tation de la longueur des actionneurs n’affecte pas énorm´ement l’amortissement passif,
puisque seul un effet de raidissement des peaux est obtenu, aboutissant `a une légère aug-
mentation de l’amortissement des premier et deuxième modes. Cette figure montre aussi
que l’amortissement du premier mode propre augmente pour des couches viscoélastiques
épaisses, confirmant les r´esultats num´eriques de van Nostrand et Inman [87]. Les amortis-
sements modaux des deuxi`eme et troisi`eme modes sont, quant `a eux, optimaux pour des
couches relativement mince et tr`es minces respectivement (hv = 0,1 mm pour le deuxi`eme
et hv = 0,06 mm pour le troisi`eme). Ces modes sont, en g´enéral, beaucoup plus amortis
passivement que le premier (amortissements passifs moyens :ζ̄p1 = 5,3%, ζ̄p2 = 10,0%,
ζ̄p3 = 12,0%). Par cons´equent, d’après la Figure 4.6, la somme des trois premiers amor-
tissements modaux est optimale poura = 50 mm ethv = 0,1 mm.

La somme des trois premiers amortissements modaux de la poutre sandwich en
boucle-fermée est pr´esentée dans la Figure 4.7 pour les diverses longueur de l’actionneur
et épaisseur de la couche viscoélastique. D’apr`es cette figure, la performance du syst`eme
hybride est optimale pour des actionneurs longs (a = 70 mm) et couches relativement
minces (hv = 0,1 mm), bien que le contrˆole est performant dans toute la région 40< a <
70 mm et 0,1 < hv < 2 mm. Pourtant, le gain d’amortissement fournit par l’actionneur,
calculé parζa = ζh/ζp − 1, est optimal pour des couches viscoélastiques tr`es minces
comme le montre la Figure 4.8. Cela est dˆu au fait que l’amortissement passif est tr`es peu
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Figure 4.6: La somme des trois premiers amortissements modaux de la poutre sandwich
en boucle-ouverte.

efficace dans ce cas.
Les performances optimales du contrˆole de la poutre en boucle-ouverte et en boucle-

fermée sont pr´esentées dans le Tableau 4.1. Il montre, notamment, que l’amortissement du
premier mode est augment´e de 400% (ζh1 = 24,85% contreζp1 = 5,01%), les deuxi`eme
et troisième modes sont tr`es peu amortis alors que les quatri`eme et cinqui`eme modes ne
sont pas affectés par le contrˆoleur. Comme le montre le Tableau 4.1, le contrˆoleur actif
réduit l’amplitude maximale de la poutre de 1,50 mm (passif) `a 1,07 mm (hybride).

Tableau 4.1: Performances optimales du contrˆole actif d’une poutre sandwich amortie.
ζ1 (%) ζ2 (%) ζ3 (%) ζ4 (%) ζ5 (%) ts (sec) ymax (mm)

Passif 5,01 13,36 16,17 15,94 15,57 0,60 1,50
Hybride 24,85 13,63 16,36 15,94 15,57 0,10 1,07

Les réponses en fr´equence, en boucle-ouverte et en boucle-ferm´ee, de la poutre
sandwich excitée par la force de perturbation transversale sont mesur´eesà son extr´emité
libre. Elles sont pr´esentées dans la Figure 4.9 pour les valeurs optimales dea et hv, qui
montre que le contrôle hybride permet de diminuer l’amplitude de r´esonance du premier
mode de 14dB (par rapport au passif), tout en gardant l’amortissement passif des autres
modes. On observe aussi, dans cette figure, que les quatre derniers modes consid´erés sont
très amortis passivement. Cela permet, notamment, de prévenir les instabilit´es dues au
spillover(renversement des modes).

La réponse transversale transitoire de l’extrémité libre de la poutre est pr´esentée
dans la Figure 4.10. Elle permet, particulièrement, d’analyser le comportement dyna-
mique de la sortiey. Ainsi, on observe que la réponse s’atténue beaucoup plus rapidement
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Figure 4.7: La somme des trois premiers amortissements modaux de la poutre sandwich
en boucle-ferm´ee.
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Figure 4.8: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
l’actionneur piézoélectrique.

en boucle-ferm´ee. En effet, le temps de r´eponse et l’amplitude maximale de la poutre en
boucle-fermée sont réduits de 83% et 29%, respectivement, par rapport `a ceux en boucle-
ouverte. La tension fournie à l’actionneur pi´ezoélectrique pour obtenir cette performance
est montré dans la Figure 4.11. La tension s’amorti `a la même vitesse que la r´eponse en
boucle-fermée. Par ailleurs, on peut noter que la tension est limit´eeà 250 V, comme requis
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Figure 4.9: Fonction de r´eponse en fr´equence de la poutre sandwich en boucle-ouverte et
en boucle-ferm´ee poura = 70 mm ethv = 0,1 mm.
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Figure 4.10: Réponse transitoire de la poutre en boucle-ouverte et fermée poura= 70 mm
et hv = 0,1 mm.

par l’algorithme de contrˆole.
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Figure 4.11: Tension dans l’actionneur pour contrôler la réponse de la poutre sandwich
poura = 70 mm ethv = 0,1 mm.

4.5.2 Contrôle par rétroaction directe des vitesses

Le principal inconvénient de l’algorithme de contrôle LQR utilis´e dans les sections
précédentes est la n´ecessité de mesurer toutes les variables d’état afin de construire le
contrôle proportionnel. On propose donc d’analyser dans cette section une loi de contrˆole
très simple de r´etroaction directe des vitesses (DVF). Dans ce cas, puisque l’effort de
contrôle est proportionnel `a une combinaison des d´erivées temporelles de quelques va-
riables du modèle ´eléments finis, le contrôleur n’ajoute qu’une matrice d’amortissement
au système. Deux contrˆoleurs de ce type seront donc consid´erés consistant `a envoyer
comme signal (tension) de contrôle `a l’actionneur, dans un premier temps, la vitesse de
la flèche du bout de la poutre et, dans un deuxi`eme temps, la d´erivée temporelle de la
tension induite dans le capteur coll´e sur la surface inférieure de la poutre. Afin d’étudier
ce problème, le mod`eleéléments finis PMEP est utilisé pour mod´eliser les actionneur et
capteur piézoélectriques. La configuration optimale de la poutre sandwich de la Figure
4.5, c’est-à-dire, pourhv = 0,1 mm eta = 70 mm, est consid´erée.

Rétroaction de la vitesse du bout de la poutre

Dans un premier temps, on considère une tension de contrˆole proportionnelle `a la vi-
tesse de la fl`echewL du bout de la poutreVA =−KdẇL. Le gain de contrôleKd est limité de
manièreà respecter la tension de saturation de l’actionneur pi´ezoélectrique (250 V). Il va-
rie dans l’intervalle [0–605]. Des gains plus élevés fournissent plus d’amortissement mais
requièrent aussi plus de tension de contrôle. La Figure 4.12 pr´esente le lieu des racines
entre un capteur de la vitesse du bout de la poutre et l’actionneur. Précisons que le capteur
piézoélectrique collé sur la surface inférieure de la poutre n’est pas utilisé dans la boucle
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de contrôle. Dans cette figure, l’augmentation du gain de contrˆole Kd déplace les pôles
en boucle ouverte× vers les zéros◦, sachant que l’amortissement modal Im(s)/Re(s)
augmente lorsque les pôles s’éloignent de l’axe imaginaire Re(s) = 0. On observe que
cette loi de contrˆole permet d’augmenter assez fortement les amortissements des modes
1 et 4 et, pour des gains de contrˆole élevés, celui du deuxième mode. Cependant, elle
réduit l’amortissement des modes 3 et 5, pour tout gain de contrôle, pouvant mˆeme les
déstabiliser ; d’o`u l’importance de l’amortissement passif, dˆu au cœur visco´elastique, afin
d’augmenter la marge de stabilité des modes excit´es par le contrôle actif. Les pˆoles en
boucle-fermée+ pour le gain maximum consid´eré (Kd = 605) sont aussi pr´esentés dans
la Figure 4.12. Il est intéressant de noter que, bien que le deuxième mode peut ˆetre amorti
par cette loi de contrˆole, la limitation de tension aboutit à une diminution de son amortis-
sement modal.
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Figure 4.12: Lieu des racines entre le capteur de la vitesse du bout de la poutre et l’action-
neur piézoélectrique (pôles× et zéros◦ en boucle ouverte et pˆoles+ en boucle ferm´ee
pourKd = 605).

Les réponses en fréquence de la poutre limit´ee aux cinq premiers modes propres
sont présentées dans la Figure 4.13, pour trois gains de contrôle 137, 302 et 605. On peut
noter que, effectivement, les premier et quatri`eme modes sont raisonnablement amortis,
par rapport `a la réponse en boucle-ouverte (Kd = 0), alors que les autres modes sont ex-
cités pour tous les gains de contrˆole, comme le montre aussi la Figure 4.12. Les amortis-
sements modaux suppl´ementaires ajoutés par le contrˆoleur sont pr´esentés dans le Tableau
4.2 (Gain DVFẇL). Ce dernier montre que les modes 2, 3 et 5 sont excités par le contrˆole
actif, c’est-à-dire, leurs amortissements sont réduits. Cependant, l’amortissement passif,
dû au matériau viscoélastique du cœur de la poutre sandwich, fournit à ces modes une
marge de stabilit´e raisonnable et, par conséquent, la diminution de leurs amortissements
n’est pas suffisante pour les déstabiliser.
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Figure 4.13: Fonction de r´eponse en fr´equence limit´ee aux cinq premiers modes propres,
entre le capteur pi´ezoélectrique et la force de perturbation en boucle-ouverte et ferm´ee,
pour trois gains du contrˆole par rétroaction de la vitesse du bout de la poutre.

Tableau 4.2: Amortissements modaux (%) passif et suppl´ementaires ajout´es par le
contrôleur par rétroaction directe des vitesses ˙wL etV̇S à gain maximum.

1 2 3 4 5
Passif 5,2 13,4 16,3 16,0 15,6
Gain DVFẇL 13,9 -2,6 -4,2 7,6 -7,3
Gain DVFV̇S 16,7 2,4 4,8 4,5 83,7

Les réponses transitoires, en boucle-ouverte et ferm´ee, de la flèche du bout de la
poutre, pour les trois gains de contrˆole considérés, sont pr´esentées dans la Figure 4.14. On
remarque que la réponse vibratoire de la poutre est rapidement att´enuée avec le contrˆole
actif couplé à l’amortissement passif. Les tensions de contrˆole imposéesà l’actionneur
sont présentées dans la Figure 4.15. Afin d’obtenir cette performance comparable `a celle
du LQR, sans dépasser la tension limite (250 V) de l’actionneur, la flèche du bout de la
poutre a dˆu être limitéeà 0,36 mm, c’est-à-dire, 24% de celle consid´erée dans la sous-
section précédente. La Figure 4.15 montre aussi des variations plus prononcées de la
tensionà Kd = 605, par rapport aux autres gains moins élevés, qui peuvent ˆetre dues au
contrôle du quatrième mode.
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Figure 4.14: R´eponses transitoires, en boucle-ouverte et ferm´ee, de la flèche du bout de la
poutre pour les trois gains du contrˆole par rétroaction de la vitesse du bout de la poutre.
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Figure 4.15: Tensions de contrôle impos´eesà l’actionneur pour les trois gains du contrˆole
par rétroaction de la vitesse du bout de la poutre.
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Rétroaction de la d́erivée temporelle de la tension du capteur piézóelectrique

Lorsque le capteur pi´ezoélectrique collé sur la surface inférieure de la poutre sand-
wich est utilisé dans la boucle de contrôle, la tensionVS induite dans le capteur par les
déformations de la poutre est mesur´ee et envoy´ee au contrˆoleur qui calcule sa d´erivée
temporelle et l’envoie, amplifi´ee par le gain de contrˆoleKd, à l’actionneur piézoélectrique
comme tension impos´eeVA = −KdV̇S. Dans le cas pr´ecédent, lorsque la poutre fl´echi au
premier mode, la tension qu’on doit imposer à l’actionneur pour annuler cette flexion a un
signe oppos´e à celui de la flèche du bout de la poutre. C’est pourquoi l’application d’une
rétroaction n´egative aboutit `a une atténuation des vibrations dues `a ce mode. Par contre,
dans le pr´esent cas, la fl`eche de la poutre induit des tensions oppos´ees dans les deux pas-
tilles piézoélectriques. Donc, l’application à l’actionneur d’une tension, dont le signe est
le même que celui induit dans le capteur, tend à annuler la fl`eche. Par cons´equent, cont-
rairement au cas pr´ecédent, les gains de contrˆole sont négatifs. La Figure 4.16 montre le
lieu des racines entre les capteur et actionneur pi´ezoélectriques coll´es sur les surfaces op-
posées de la poutre sandwich, pour des gains de contrôle entre 0 et−∞. On observe que
tous les modes sont amortis pour des gains de contrôleKd faibles. Cependant, les amor-
tissements des premier et cinquième modes sont r´eduits pour des gains tr`es élevés ; la
marge de stabilit´e fournie par l’amortissement visco´elastique est suffisante pour ´eviter la
déstabilisation du cinqui`eme mode mais pas celle du premier mode. Quant au deuxi`eme
mode, ses pôles sont presque annulés par un couple de z´eros ; donc, l’am´elioration de
son amortissement ne peut qu’ˆetre faible. Les pôles en boucle-ferm´ee+ pour un gain
de contrôleKd = −13,5.10−3 sont aussi pr´esentés dans la Figure 4.16, sachant que ceux
correspondant au cinquième mode sont visibles sur l’axe Im(s) = 0, car ce mode est sur-
amorti par le contrôleur.

Dans la Figure 4.17, les réponses en fréquence de la poutre limit´ees aux cinq
premiers modes propres sont pr´esentées pour les trois gains de contrˆole −4,5.10−3,
−9,0.10−3 et −13,5.10−3. Comme pr´evu à partir de la Figure 4.16, les cinq premiers
modes sont amortis pour tous les gains de contrôle consid´erés. La Figure 4.17 montre que
les résonances des modes 3, 4 et 5 sont presque totalement ´eliminées par le contrˆole
hybride, tandis que celles des premier et deuxi`eme modes sont moins amorties. Ce
contrôleur favorise donc l’amortissement des trois derniers modes contrairement à celui
utilisant la flexion au bout de la poutre (voir Tableau 4.2, gain DVFV̇S). Ceci est dˆu à l’im-
portance de la contribution de la flexion du bout de la poutre pour le premier mode. Cela
n’empêche pas que le présent contrôleur soit plus efficace aussi pour contrˆoler le premier
mode. Cette d´ependance des performances d’amortissement avec les emplacements rela-
tifs des actionneurs et capteurs constitue le principal inconvénient des contrôleurs du type
DVF. Notamment, dans les deux cas ´etudiés dans cette section, le pouvoir amortissant des
contrôleurs pour le premier mode est tr`es limité si l’on tient compte de la limitation de la
flèche maximale.

Les réponses transitoires de la flèche du bout de la poutre, avec et sans contrˆole
actif, sont analys´ees et pr´esentées dans la Figure 4.18. On note que les vibrations trans-
versales de la poutre sont att´enuées, pour les trois gains de contrôle, aussi rapidement que
par le premier contrˆoleur. La similitude entre les performances d’atténuation de la sortie
des contrˆoleurs, relatifs `a la flexion età la tension du capteur, est due notamment `a l’amor-
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Figure 4.16: Lieu des racines entre les capteur et actionneur pi´ezoélectriques coll´es sur
les surfaces oppos´ees de la poutre sandwich (pˆoles× et zéros◦ en boucle ouverte et pˆoles
+ en boucle ferm´ee pourKd = −13,5.10−3).
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Figure 4.17: Fonction de r´eponse en fr´equence limit´ee aux cinq premiers modes propres,
entre le capteur pi´ezoélectrique et la force de perturbation en boucle-ouverte et ferm´ee,
pour trois gains du contrˆole par rétroaction de la tension du capteur pi´ezoélectrique.

tissement en boucle-ferm´ee du premier mode qui est similaire pour les deux contrôleurs.
Les tensions de contrˆole imposéesà l’actionneur sont pr´esentées dans la Figure 4.19.
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Figure 4.18: R´eponses transitoires, en boucle-ouverte et ferm´ee, de la flèche du bout
de la poutre pour les trois gains du contrˆole par rétroaction de la tension du capteur
piézoélectrique.
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Figure 4.19: Tensions de contrôle impos´eesà l’actionneur pour les trois gains du contrˆole
par rétroaction de la tension du capteur pi´ezoélectrique.

Évidemment, la fragilit´e de la polarisation des pastilles pi´ezoélectriques limite le gain de
contrôle. Il convient de remarquer que les oscillations rapides de la tension de contrˆole
s’atténuent très rapidement puisque le deuxi`eme contrˆoleur amorti préférentiellement les
modesà fréquences ´elevées, contrairement au premier contrˆoleur.
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Il a été montré ici que le contrˆole par rétroaction directe des vitesses peut se montrer
efficace pour des syst`emes plus ou moins co-localisés. Cependant, les instabilit´es qui
peuvent être induites sur certains modes font que la conception du syst`eme de contrôle
soit très dépendante de la configuration actionneur/capteur et des amortissements modaux
passifs.

4.5.3 Prise en compte d’un observateur d’́etat

Dans cette section, on applique la th´eorie d’observateurs d’état présent´ee
précédemment (cf.§4.2.5)à la configuration optimale de la Figure 4.5, c’est-`a-dire, pour
hv = 0,1 mm eta= 70 mm. L’intérêt de l’observateur est de pouvoir effectuer un contrˆole
optimal, plus robuste que celui par DVF pr´esenté précédemment, tout en mesurant seu-
lement la sortiey, qui représente dans ce cas-ci la tension du capteur. Ainsi, en utilisant
le principe de s´eparation (cf.§4.2.5), le contrˆole LQR itératif est d’abord ´evalué puis
couplé à l’observateur d’´etat, aboutissant `a un algorithme LQG. La principale difficult´e
introduite par l’observateur est le couplage de sa propre dynamique avec celle du syst`eme
mécanique. Puisque, l’observateur ne connaˆıt pas,à priori, les conditions initiales, l’erreur
d’observation initiale este(0) = x̂(0). Par cons´equent, il est clair que tant que l’erreur de
l’observateur ne s’annule pas, le contrôleur ne pourra pas contrˆoler parfaitement la struc-
ture. Tandis que, si les conditions initiales sont connues par l’observateur (e(0) = 0), la
réponse en boucle-fermée est strictement égale `a celle avec un contrˆole LQR supposant
toutes les variables mesurables.

Considérant le cas r´ealiste où les conditions initiales sont inconnues, les réponses
du système contrôl´e par LQG sont compar´ees avec celles du syst`eme contrôl´e par LQR
et non contrˆolé, pour plusieurs vitesses de l’observateur d’´etat. La covariance du bruit
d’entrée est fixéeà W = 10−5 et on fait varier celle du bruit de sortieV entre 1 et 10−10.
Pour V = 1, les Figures 4.20 et 4.21 montrent que l’erreur de l’observateur s’amortie
plus lentement que le syst`eme en boucle-fermée. Donc, le contrˆoleur ne peut pas suivre
la réponse du système et, par cons´equent, le contrôle n’est pas possible. Cela est dˆu à la
valeur relativement ´elevée deV, correspondant à une mesure bruiteuse, qui induit un gain
d’observation faible. En effet, puisqueu = −Kgx̃ = −Kg(x̂−e), où Kg est le gain de
contrôle optimal calculé par l’algorithme LQR itératif, et que l’estimation de l’´etat n’est
pas possible, la tension de contrˆole est nulle (Figure 4.21) et la r´eponse du syst`eme en
boucle fermée co¨ıncide avec celle en boucle ouverte (Figure 4.20).

En réduisant la covariance du bruit de sortie `a V = 10−8, l’erreur de l’observateur
converge rapidement vers zéro et le syst`eme est estim´e avant d’être amorti, comme le
montre la Figure 4.22. Cependant, pour une performance assez similaire, la tension de
contrôle du système contrˆoleur-observateur est moins élev´eeà l’état initial et plus élev´ee
pour les autres instants de temps, que celle obtenue en consid´erant connues toutes les va-
riables d’état (Figure 4.23). Cela est dˆu au fait que l’estimation de la r´eponse transitoire de
la poutre contrˆolée faite par l’observateur converge moins rapidement que l’augmentation
de la tension (Figure 4.22).

Afin d’accélérer encore l’estimation de l’´etat, la covariance du bruit de sortie est
réduiteà V = 10−10. Pourtant, comme le montrent les Figures 4.24 et 4.25, bien que
l’estimation soit plus rapide, la performance du contrôleur se dégrade et la tension li-
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Figure 4.20: Réponse transitoire en boucle fermée de la poutre sandwich contrˆolée avec
observateur d’état de covariance du bruit de sortieV = 1.
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Figure 4.21: Tension maximale dans l’actionneur pour le contrˆoleur optimal avec obser-
vateur d’état de covariance du bruit de sortieV = 1.

mite de l’actionneur est d´epass´ee. En effet, l’amplitude maximale est plus faible dans
ce cas (ymax = 1,40 mm contreymax = 1,43 mm pourV = 10−8), bien qu’elle est en-
core plus élevée que celle du LQR (ymax = 1,10 mm). Cependant, le temps de réponse
ts = 0,14 secondes est plus élevé que celui pourV = 10−8 et pour le LQR (ts = 0,12 se-
condes). En plus, d’après la Figure 4.25, l’observateur excite la structure après estimation.
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Figure 4.22: Réponse transitoire en boucle fermée de la poutre sandwich contrˆolée avec
observateur d’état de covariance du bruit de sortieV = 10−8.
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Figure 4.23: Tension maximale dans l’actionneur pour le contrˆoleur optimal avec obser-
vateur d’état de covariance du bruit de sortieV = 10−8.

Ce qui explique que la tension de contrôle est plus ´elevée et qu’elle s’att´enue moins rapi-
dement. Ses oscillations, présentes dans la Figure 4.25, pourraient ˆetre dues `a l’excitation
du troisième mode. On peut conclure qu’à cause de l’augmentation excessive du gain de
l’observateur, le syst`eme de contrˆole devient sensible aux modes peu contrˆolés, en par-
ticulier au troisième dans ce cas. De plus, davantage de diminution de la covariance du
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Figure 4.24: Réponse transitoire en boucle fermée de la poutre sandwich contrˆolée avec
observateur d’état de covariance du bruit de sortieV = 10−10.
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Figure 4.25: Tension maximale dans l’actionneur pour le contrˆoleur optimal avec obser-
vateur d’état de covariance du bruit de sortieV = 10−10.

bruit de sortie n’am´eliore ni la performance du contrˆoleur ni l’atténuation de la tension
dans l’actionneur.

Il est clair que la prise en compte d’un observateur d’´etat augmente la dimension
des matrices du syst`eme couplé contrˆoleur-observateur r´esultant. Cependant, grˆace au
principe de s´eparation, la conception de l’observateur n’affecte pas celle du contrˆoleur,
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à moins qu’il est tenu compte de la modification de la performance ou de la tension de
contrôle nécessaire. Un des avantages du syst`eme couplé contrˆoleur-observateur, pour le
casétudié, est le fait que la tension de contrˆole ne croˆıt qu’après que la r´eponse de la
structure soit un peu amortie passivement et, par cons´equent, la tension maximale pour
le meilleur cas du LQG (avecV = 10−8) est inférieureà celle du LQR correspondant
pour une performance de contrôle presque aussi satisfaisante. Néanmoins, comme la co-
variance du bruit de sortie n’est pas un param`etre du syst`eme mais plutˆot une quantit´e liée
au traitement des signaux, elle ne peut donc être choisie librement.

4.6 Conclusion

Les modèles réduits développés dans le chapitre pr´ecédent ont ´eté appliqués à la
théorie du contrˆole optimal quadratique du type LQR. Un algorithme it´eratif aété propos´e
pour régler automatiquement la pond´eration de contrôle afin de respecter les limitations
de tension, impos´ees par le champ ´electrique maximum supportable par les actionneurs
piézoélectriques. La prise en compte d’un observateur d’état, aboutissant `a un contrˆoleur
du type LQG, a ´eté présentée. Les systèmes de contrˆole ontété ensuite appliqu´esà l’étude
du contrôle actif d’une poutre sandwich d´ejà amortie par son cœur viscoélastique, `a tra-
vers deux pastilles coll´ees sym´etriquement sur ses surfaces sup´erieure et inférieure. Les
résultats montrent que, pour des couches viscoélastiques minces, le contrôle actif LQR
amorti fortement les résonances de quelques modes propres tout en gardant l’amortisse-
ment passif des autres modes. Cependant, vu que l’algorithme LQR suppose que toutes
les variables d’´etat sont mesur´ees, ce qui n’est pas réaliste, d’autres contrˆoleurs ontété
analysés. Ainsi, il a été propos´e d’utiliser la pastille pi´ezoélectrique collée sur la sur-
face inférieure de la poutre comme capteur. Dans un premier temps, un algorithme de
contrôle très simple a ´eté utilisé, consistant `a envoyer la d´erivée du signal du capteur
amplifié à l’actionneur. Les r´esultats ont montr´e que ce contrôleur d´erivatif est assez per-
formant pour amortir quelques modes, mais, en même temps, il excite d’autres modes et,
en plus, sa performance est limit´ee par les positions relatives des actionneurs et capteurs.
D’ailleurs, une comparaison de ce contrôleur avec un autre utilisant la r´etroaction des
mesures d’un capteur de d´eplacement de l’extr´emité libre de la poutre, au lieu du capteur
piézoélectrique, a montr´e que de bonnes performances peuvent être obtenues pour cer-
tains modes, mais au prix de la déstabilisation d’autres modes. Dans un deuxi`eme temps,
en utilisant un observateur d’état optimal, le contrˆoleur du type LQG a aussi ´eté construit
afin d’estimer l’influence de ses paramètres dans la performance de contrôle par rapport
au contrôleur LQR. Les r´esultats ont montr´e que, pour le cas étudi´e, une performance de
contrôle presque aussi satisfaisante que celle du LQR a pu être obtenue par le contrôleur
LQG avec une tension de contrˆole inférieure.
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Chapitre 5

Application aux contr ôles actif et
hybride actif-passif des vibrations

5.1 Introduction

Ce chapitre consiste, dans un premier temps, `a présenter une analyse numérique des
mécanismes d’action pi´ezoélectrique, pour le cas statique, suivie de quelques r´esultats de
performance du contrˆole actif en utilisant le mécanisme d’action par cisaillement, et, dans
un deuxième temps, utiliser les trois mod`eles visco´elastiques pr´esentés pr´ecédemment, `a
savoir ADF, GHM et MSE, associ´esà une strat´egie de contrôle actif pi´ezoélectrique, pour
traiter quelques exemples de poutre partiellement couverte par des revêtements hybride
passif (viscoélastique) - actif (pi´ezoélectrique) avec et sans dépendance en temp´erature.

Les mécanismes d’action pi´ezoélectrique, par extension et par cisaillement, sont
comparés à travers une analyse statique, c’est-`a-dire, pour les cas de déformation de la
poutre sous l’action d’un champ électrique imposé aux actionneurs pi´ezoélectriques. Il
est clair, que dans ce cas, les potentiels électriques dans chaque couche pi´ezoélectrique
sont connus ; par conséquent, l’´elément fini PSAP, sans degr´es de libert´e électriques (cf.
§2.3.1), est utilis´e. Cette étude est une application aux problèmes pratiques de contrˆole de
formeà travers la conception de structures intelligentes. L’application de ces m´ecanismes
d’action au contrˆole actif de vibrations est ensuite ´etudiée. En effet, bien que les ac-
tionneurs par extension sont d´ejà largement utilis´es pour cela, aucune r´eférence quant à
l’utilisation des actionneurs par cisaillement n’a ´eté trouvée dans la litt´erature. Pourtant,
l’ étude de ces derniers montre qu’ils sont tout aussi efficaces pour le contrôle de vibra-
tions structurales. Les actionneurs pi´ezoélectriques par extension sont ensuite associ´esà
des revêtements viscoélastiques contraints pour étudier des traitements amortissants hy-
bride actif-passif. Ainsi, la performance des revˆetements contraints actifs est analys´ee et
comparéeà celle des revêtements passifs pour plusieurs variations de paramètres. Puis,
d’autres traitements hybrides, comme ceux des revêtements contraints passifs associ´esà
un contrôle purement actif, sont étudi´es. Afin de trouver les conditions d’optimalit´e de
chaque traitement, des ´eléments de comparaison entre les traitements hybrides sont ainsi
présentés. Enfin, les effets de la température sur les performances d’amortissement hy-
bride sontétudiés.

139
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5.2 Analyse statique des ḿecanismes d’action
piézóelectrique

Dans cette section, on consid`ere une poutre ´elastique encastr´ee-libre déformée à
travers une action pi´ezoélectrique, par extension (EAM) ou par cisaillement (SAM). La
configuration g´eométrique de l’exemple consid´eré est présentée dans la Figure 5.1. Les
propriétés des mat´eriaux sont données dans l’annexe A. L’actionneur par cisaillement
est deux fois plus épais que ceux par extension pour que la construction soit symétrique.
D’autre part, pour que le champ électrique imposé dans les deux types d’actionneur soit le
même, on considère une tension deux fois plus élevée pour l’actionneur par cisaillement.
Ainsi, des tensions de 10 V et 20 V sont impos´ees aux actionneurs par extension et par
cisaillement, respectivement.

(a)10

101

16
8

8
2Aluminium

PZT5H
Mousse

100 100
PZT5H 1010

(b)

Figure 5.1: Configurations d’action par extension (a) et par cisaillement (b) d’une poutre
encastr´ee-libre (dimensions en mm et pas `a l’échelle).

Bien que ces deux m´ecanismes soient différents par construction, il est int´eressant
d’analyser ce qui se passe dans les actionneurs et dans la structure lors de l’application
d’un champélectrique. Les d´eformées des poutres actionn´ees par extension et par cisail-
lement sont pr´esentées dans la Figure 5.2.

(a) (b)

Figure 5.2: Déformées des poutres sandwich actionnées par extension (a) et par cisaille-
ment (b).

Dans un premier temps, les contraintes axiales induites dans les poutres d´eformées
par l’action piézoélectrique sont étudiées. On observe, dans la Figure 5.3a, que les cont-
raintes axiales sont beaucoup plus élevées dans les actionneurs par extension que dans
la poutreélastique. Comme prévu, pour fl´echir la poutre, l’actionneur coll´e sur la sur-
face sup´erieure de la poutre est en compression tandis que celui de l’autre surface est
en traction. On note aussi que les contraintes axiales varient lin´eairement, aux deux
extrémités des actionneurs, mais sont presque constantes, `a leurs centres. C’est aussi
dans cette derni`ere position que la discontinuit´e des contraintes axiales, aux interfaces
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actionneurs/poutre, est la plus élev´ee. Les contraintes axiales dans l’épaisseur de l’ac-
tionneur en sandwich (SAM), sont pr´esentées dans la Figure 5.3b. On constate qu’elles
sont beaucoup moins ´elevées que celles dans les actionneurs par extension. Ceci est dˆu,
premièrement, `a la position de l’actionneur SAM, proche de la ligne moyenne de la poutre
et, deuxièmement, `a la façon dont il déforme la poutre (Figure 5.2b).
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Figure 5.3: Contraintes axiales dans l’épaisseur des poutres sandwich actionn´ees par ex-
tension (a) et par cisaillement (b).

Puisque l’actionneur par cisaillement induit des déformations de cisaillement dans
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le cœur de la poutre sandwich, il est aussi int´eressant d’analyser la variation de ces
déformations suivant la longueur de la poutre. Par ailleurs, on peut les comparer aux
déformations du cœur élastique dans le cas de l’action par extension. D’apr`es la formula-
tion théorique de la poutre sandwich pr´esentée au chapitre 2, les actionneurs par extension
induisent, pour le cas symétrique, des moments concentr´es. Donc, on peut pr´evoir que le
cisaillement induit par cette action pi´ezoélectrique dans la poutre soit nul. La Figure 5.4a
montre effectivement que le cisaillement du cœur élastique s’annule dans la partie sous
les pastilles pi´ezoélectriques. En outre, il est constant pour toute position au del`a de celle
des actionneurs. Pour le mécanisme d’action par cisaillement, il est clair, d’après la Figure
5.4b, que le cisaillement maximum se produit dans l’actionneur et diminue lentement jus-
qu’au bout de la poutre, ce qui justifie le termeaction par cisaillement. À travers une
variation des param`etres, on observe que la valeur à laquelle le cisaillement converge
au bout de la poutre est fonction de la rigidit´e des peaux. Pour des peaux souples, cette
valeur s’annule ; par conséquent, ces actionneurs sont présum´es plus efficaces pour des
peaux relativement rigides.

Dans ce qui suit, l’analyse se focalise sur les performances des m´ecanismes d’action
par extension et par cisaillement. Pour cela, la flèche du bout de la poutre sous l’action
d’un même champ ´electrique impos´e est prise comme crit`ere de performance. En effet,
cette flèche est maximale pour les configurations d’action consid´erées. Dans un premier
temps, on analyse l’influence des position du centre et longueur des actionneurs sur leur
capacité de fléchir la poutre. Ainsi, la Figure 5.5a montre que l’action par extension est
très efficace pour des actionneurs longs et positionnés près de l’encastrement. Ce r´esultat
correspond tout `a fait à ceux généralement trouv´es dans la litt´erature. D’autre part, on voit
dans la Figure 5.5b que l’actionneur par cisaillement, qui n’est pas aussi efficace dans ce
cas, présente une performance presque constante pour les différentes position et longueur
étudiées. Ceci nous permet de dire que la performance des actionneurs par cisaillement
est moins d´ependante de leurs position et longueur. Ce r´esultat est tr`es intéressant pour
les cas pratiques o`u la longueur du traitement est limit´ee et o`u les positions optimales du
traitement sont inaccessibles.

Par ailleurs, on analyse l’influence de l’épaisseur des actionneurs sur leurs perfor-
mances. La Figure 5.6 montre que l’action par extension est optimale pour des action-
neurs minces, alors que celle par cisaillement l’est pour le cas contraire. En réalit´e, ces
résultats d´ependent aussi de la rigidité relative structure/actionneur. En effet, la rigidit´e de
la configuration d’action par extension augmente pour des actionneurs épais, tandis que
celle de la configuration d’action par cisaillement diminue. C’est pourquoi, on s’int´eresse
maintenant à l’influence du rapport entre la rigidité de la structure et celle de l’action-
neur sur la performance. Dans la Figure 5.7, on observe que les actionneurs par extension
sont très efficaces pour des structures souples, alors que ceux par cisaillement sont moins
dépendants de ce paramètre et pr´esentent une valeur optimale dans une région o`u la rigi-
dité de la structure est l´egèrement sup´erieureà celle de l’actionneur.
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Figure 5.4: Déformations de cisaillement du cœur suivant la longueur de la poutre : (a)
EAM, (b) SAM.
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Figure 5.5: Variation de la flèche du bout de la poutre avec les position du centre et
longueur des pastilles pi´ezoélectriques : (a) EAM, (b) SAM.
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Figure 5.6: Variation de la fl`eche du bout de la poutre avec l’épaisseur de l’actionneur.
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Figure 5.7: Variation de la fl`eche du bout de la poutre avec la rigidit´e relative de la struc-
ture.



146 Chapitre 5. Application aux contrôles actif et hybride actif-passif des vibrations

5.3 Contrôle actif par action piézóelectrique

Dans la section pr´ecédente, il a ´eté montré que les actionneurs pi´ezoélectriques par
cisaillement peuvent ˆetre efficaces pour fl´echir une poutre encastr´ee-libre. Par cons´equent,
dans cette section, ce mécanisme d’action est appliqu´e au contrôle de vibrations d’une
telle poutre. Considérons, donc, une poutre sandwich encastr´ee-libre, à peaux actives ou à
cœur actif, dont les propri´etés géométriques et mat´erielles sont pr´esentées dans les Figure
5.8 et Annexe A, respectivement.

30

30 30 (b)(a)
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200 2002020 20 20304020 0,5 20

40
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PZT5H

Figure 5.8: Configurations d’action par extension (a) et par cisaillement (b) d’une poutre
encastr´ee-libre.

On s’intéresse `a l’amortissement actif des vibrations induit par les actionneurs par
extension et par cisaillement, lorsqu’ils sont coupl´esà une loi de contrôle optimale. Trois
actionneurs de mˆeme longueur sont positionn´esà 40 mm de l’encastrement et avec un
espacement de 30 mm entre eux. Ils sont soit coll´es à la surface d’une poutre soit pris
en sandwich entre deux peaux, comme pr´esenté dans la Figure 5.8. Les deux configu-
rations sont différentes par construction, néanmoins, les performances d’amortissement
actif qu’elles fournissent sont comparées afin d’analyser les applications optimales pour
le mécanisme d’action par cisaillement.

L’amortissement modal actif fournit par les deux mécanismes est ´evalué à partir
des valeurs propres complexes d’un mod`ele réduit compos´e des quinze premiers modes
propres de flexion des deux configurations de poutre. Les poutres sont excit´ees par une
force de perturbation transversale ponctuelle positionn´ee enx = L/3. La flèche de ce
même point est mesur´ee. La fonction de réponse en fréquence entre ces force de pertur-
bation et flèche est pr´esentée dans la Figure 5.9. Tous les modes ont ´eté suppos´es uni-
formément amortis par un amortissement visqueux de 1%. On note que quelques modes
sont très peu observables, comme les quatri`eme et septi`eme, pour les deux configura-
tions. D’autre part, un certain décalage des modes est aussi notable du fait des diff´erences
des deux configurations (rigidit´e, masse,...). Les mod`eles modaux r´esultants sont ensuite
utilisés pour la conception du contrˆole actif optimal. L’algorithme it´eratif présenté au
chapitre 4 (Figure 4.2) est utilis´e avec une tension maximale de 250 V (soit un champ
électrique maximum de 500 V/mm dans chaque actionneur) et une flèche maximale de
0,1 mm. Les pond´erations de sortie et d’entrée sontQ = diag(ω3

1, . . . ,ω
3
15,0, . . . ,0) et

R = γ I , afin de bien contrˆoler les modes propres `a fréquences plus ´elevées.
Afin d’ étudier les r´egions d’optimalité des actionneurs par cisaillement, par rapport

à ceux par extension, ont fait varier plusieurs paramètres. Dans un premier temps, on
considère un actionneur unique dont le centre coı̈ncide avec celui de la poutre (corres-
pondant au deuxième actionneur de la Figure 5.8) et la longueur varie dans l’intervalle
[20–140] mm. Les amortissements relatifsζ̃samet ζ̃eamdu contrôle actif sont calcul´es par
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Figure 5.9: Fonction de r´eponse en fréquence en boucle-ouverte de la fl`eche enx = L/3
des poutres sandwich (trait continu : SAM, trait discontinu : EAM).

le pourcentage d’amortissement additionnel fourni `a la structure(100ζ−1). Pour compa-
rer les performances des deux m´ecanismes, le rapport entre leurs amortissements relatifs
estévalué, pour chaque longueur de l’actionneur et mode propre. Il est pr´esenté dans la
Figure 5.10, o`u les carreaux clairs repr´esentent les rapports élev´es et les carreaux fonc´es
sont pour les rapports faibles. Un facteur additif d’échelle de 5 a ´eté considéré pour une
meilleure visualisation. On observe que l’avantage des actionneurs par cisaillement, par
rapportà ceux par extension, est plus notable pour les modes plus élevés, notamment les
modes 5, 7, 11, 13 et 15. De plus, pour la majorit´e des modes, ces actionneurs sont plus
efficaces lorsqu’ils sont courts except´e le treizième mode qui est plus amorti par un ac-
tionneur long. Puisqu’il est connu que les actionneurs par extension sont beaucoup moins
efficaces pour des actionneurs courts, ces r´esultats signifient que l’action par cisaillement
est préférable quand la longueur des actionneurs est limit´ee.

Pour des consid´erations pratiques, la longueur de l’actionneur est fix´eeà 30 mm.
Pour choisir sa position optimale pour cette longueur, on fait varier la position de
l’extrémité gauche de l’actionneur dans l’intervalle [30–150] mm. Le rapport correspon-
dant entre les amortissements relatifs des mécanismes d’action par cisaillement et par
extension est pr´esenté dans la Figure 5.11. On remarque que ce rapport est beaucoup
moins dépendant de la position des actionneurs que de leur longueur. Cependant, pour
les modes plus élev´es, les actionneurs par cisaillement sont plus efficaces que ceux par
extension lorsqu’ils sont positionn´es loin de l’encastrement. Ce r´esultat est, en fait, dˆu à
la perte de performance des actionneurs par extension pour ces cas. On note aussi que
le mécanisme d’action par cisaillement est beaucoup moins d´ependant de la position,
comme dans le cas statique de la section pr´ecédente.

Dans un deuxi`eme temps, pour la configuration `a trois actionneurs de la Figure 5.8,
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Figure 5.10: Variation de l’amortissement relatif (log10(ζ̃sam/ζ̃eam)+5) avec la longueur
d’un actionneur unique.
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Figure 5.11: Variation de l’amortissement relatif (log10(ζ̃sam/ζ̃eam)+6) avec la position
d’un actionneur unique.

l’influence de la rigidité de la structure sur la performance du contrˆole actif est analys´ee.
Ainsi, le rapport entre les amortissements relatifsζ̃samet ζ̃eamest calculé pour les quinze
premiers modes de flexion et pour des valeurs de la rigidit´e relative entre la poutre et
l’actionneur variant dans l’intervalle [1–100]. D’après la Figure 5.12, pour des structures
rigides, tous les modes sont mieux contrôl´es par l’action par cisaillement. Dans ce cas,
cette différence est visible même pour les trois premiers modes qui sont, g´enéralement,
mieux contrôlés par l’action par extension. Cela s’explique, d’une part, par la perte de
performance des actionneurs par extension pour des poutres rigides. En effet, ils induisent
une force constante dans tous ces cas, qui, évidemment, déforme moins bien une poutre
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Figure 5.12: Variation de l’amortissement relatif (log10(ζ̃sam/ζ̃eam) + 2) avec la rigidité
relative de la structure (Eb/Ep).
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Figure 5.13: Variation de l’amortissement relatif (log10(ζ̃sam) + 3) avec la rigidité de la
mousse (Em/35,3e6).

plus rigide. D’autre part, la meilleure performance de l’actionneur par cisaillement est due
à l’augmentation de la force qu’il induit, puisque sa capacit´e de fléchir la poutre augmente
avec la rigidité de celle-ci.

En outre, l’efficacité d’action des actionneurs par cisaillement est aussi li´ee à la
rigidité de la mousse, puisque cette dernière consiste en une résistance à la production
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de cisaillement par l’actionneur. En effet, l’amortissement relatifζ̃sam induit par l’ac-
tion par cisaillement est assez dépendant de ce facteur, comme le montre la Figure 5.13.
Pour une rigidité variant dans l’intervalle 35,3×[0,1–100] MPa, cette figure indique que
cette influence varie selon le mode consid´eré. Ainsi, des mousses plus souples améliorent
l’amortissement des trois premiers et du treizi`eme modes, mais d´etériore ceux du sixi`eme
au douzième mode. Les modes 4, 5, 14 et 15 sont, quant `a eux, mieux amortis au milieu
de l’intervalle.

5.4 Traitements amortissants hybrides actifs-passifs

Dans la section pr´ecédente, il a ´eté montré que le contrˆole actif peutêtre efficace
pour amortir activement l’amplitude de vibrations de quelques modes dans le domaine des
basses fr´equences. Cependant, afin d’augmenter la fiabilit´e et la robustesse du syst`eme,
il est intéressant de consid´erer des traitements hybrides actif-passif. Les configurations
suivantes d’amortissement hybride, associant les traitements visco´elastiques passifs et
piézoélectriques actifs, sont analys´ees dans cette section : (i) RCA (Revˆetement Contraint
Actif), (ii) RCP/CA (Revêtement Contraint Passif avec Contrˆole Actif) et (iii) RCPE/CA
(Revêtement Contraint PassifÉloigné avec Contrˆole Actif). Elles sont ensuite compar´ees
afin d’établir leurs régions d’optimalité.

5.4.1 Amortissement par rev̂etement contraint actif

Considérons la poutre en Aluminium encastrée-libre de la Figure 5.14. Ses
longueur, largeur et épaisseur sont, respectivementL = 280 mm,b= 25 mm ethb = 3 mm.
Un revêtement visco´elastique (ISD112) - pi´ezoélectrique (PZT5H) de longueura =
50 mm, dont le centre est positionn´eàdc = 35 mm de l’encastrement, est coll´e sur la sur-
face supérieure de la poutre. Les épaisseurs des couches visco´elastique et pi´ezoélectrique
sonthv = 0,5 mm ethp = 0,5 mm, respectivement. Les propri´etés des mat´eriaux sont
présentées dans l’annexe A. Le mat´eriau viscoélastique ISD112 est repr´esenté avec trois
séries ADF dont les paramètres sontG0 = 0,50 MPa,∆ = [0,746; 3,265; 43,284] et
Ω = [468,7; 4742,4; 71532,5] rad/s. Pour ´etudier la performance d’amortissement du
revêtement hybride, l’algorithme itératif de contrˆole optimal LQR présenté au chapitre 4
est appliqué au syst`eme réduit bas´e sur les cinq premiers modes de flexion de la poutre.
Un amortissement visqueux de 0,1% est suppos´e pour la poutre nue. Celle-ci est ex-
citée par une force de perturbation transversale concentrée, appliqu´ee à son bout. Son
intensité est choisie telle qu’elle induit une fl`eche maximale dewL = hb/2 = 1,5 mm.
La tension de contrôle est limit´ee à 250 V, soit un champ ´electrique maximum dans
l’actionneur de 500 V/mm. Les pond´erations de sortie et d’entr´ee consid´erées sont
Q = diag(1,1,1,0, . . . ,0) et R = γ I , de façon à contrôler activement les trois premiers
modes propres.

Les amortissements modaux, passif (en boucle-ouverte) et hybride (en boucle-
fermée), fournis par le revˆetement contraint actif (RCA) sont étudi´es pour diverses
longueurs du traitement et ´epaisseurs du matériau visco´elastique, afin d’obtenir une const-
ruction optimale. La longueur du traitement est limit´eeà a = 70 mm. Elle correspond
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Figure 5.14: Poutre trait´ee par un revˆetement visco´elastique contraint actif.

à la longueur maximale des actionneurs pi´ezo-céramiques disponibles sur le march´e.
L’ épaisseur des couches viscoélastiques, quant `a elle, est limitéeà hv = 2 mm pour des
raisons d’économie de mat´eriau et de limitation du poids total de la structure.

La Figure 5.15 présente la variation de la somme des trois premiers amortisse-
ments modaux en boucle-ouverteζp avec les longueura et épaisseurhv de la couche
viscoélastique. Elle montre que l’amortissement passif est optimum pour des traitements
longs (a= 70 mm) et une couche viscoélastique tr`es mince (hv = 0,03 mm pour le premier
mode,hv = 0,06 mm pour le deuxi`eme ethv = 0,02 mm pour le troisi`eme). Néanmoins,
il est utile de préciser que ceci est toujours le cas pour les deuxième et troisi`eme amor-
tissements modaux, tandis que, pour le premier mode, l’épaisseur optimale croı̂t avec la
longueur du traitement, par exemple, aveca = 240 mm, son amortissement est optimum
pour uneépaisseur dehv = 2 mm.
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Figure 5.15: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCA en boucle-
ouverte.

L’influence des longueura et épaisseurhv de la couche visco´elastique sur la somme
des trois premiers amortissements modaux en boucle-ferm´eeζh est présent´ee dans la Fi-
gure 5.16. On observe que l’amortissement hybride est aussi optimal pour des traitements



152 Chapitre 5. Application aux contrôles actif et hybride actif-passif des vibrations

10
−2

10
−1

10
0

20

40

60

0

5

10

15

 h
v
 (mm) a (mm)

ζ h (
%

)

Figure 5.16: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCA en boucle-
fermée.
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Figure 5.17: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
le RCA.

longs (a = 70 mm) et une couche viscoélastique tr`es mince (hv = 0,01 mm pour le pre-
mier mode ethv = 0,03 mm pour les deuxi`eme et troisi`eme). La Figure 5.16 montre aussi
que l’amortissement hybride, tout comme le passif (Figure 5.15), n’est efficace que pour
des couches visco´elastiques tr`es minces. Cela est dˆu au fait que la transmissibilit´e entre la
poutre et l’actionneur est réduite par la souplesse de la couche visco´elastique. La perfor-



5.4. Traitements amortissants hybrides actifs-passifs 153

mance du contrˆoleur diminue donc fortement avec l’´epaisseur de la couche viscoélastique.
La Figure 5.17 présente le gain d’amortissement (ou l’apport de l’amortissement ac-
tif) fournit par le contrôleur, calculé parζa = ζh/ζp − 1. Elle confirme la perte d’ef-
ficacité de l’actionneur pi´ezoélectrique avec l’augmentation de l’épaisseur de la couche
viscoélastique. Il est donc clair que ce traitement n’est avantageux par rapport au RCP que
lorsque ce dernier est tr`es limité enépaisseur (hv = 0,02 mm pour le pr´esent exemple).
Néanmoins, afin de garantir une bonne performance en boucle-ouverte, la somme des
amortissements passifζp et hybrideζh sera consid´erée comme une mesure d’optima-
lit é. Ainsi, d’après les Figures 5.15 et 5.16, l’optimum est obtenu poura = 70 mm et
hv = 0,03 mm.

Étudions, donc, la performance du contrˆole hybride pour ce cas optimum. La Fi-
gure 5.18 montre la r´eponse en fréquence de la poutre nue et trait´ee par un RCA en
boucle-ouverte (agissant comme un RCP) et en boucle-ferm´ee. L’algorithme de contrˆole
LQR itératif est conçu pour optimiser dans un cas le premier mode (en faisantQ =
diag(1,0, . . . ,0)) et dans l’autre le deuxi`eme (Q = diag(0,1,0, . . . ,0)). On observe, de
la Figure 5.18, qu’il est possible d’augmenter l’amortissement du mode choisi sans pour
autant perdre l’amortissement passif des autres modes de la poutre. Notons que, mˆeme
l’amortissement passif seul, fournit par le RCP, réduit raisonnablement l’amplitude des
résonances. Les premier et deuxi`eme modes sont amortis par leurs contrôleurs de 9dB
(4,7%) et 10dB (4,8%), respectivement. Les contrˆoleurs des premier et deuxi`eme modes
excitent les deuxième et quatri`eme anti-résonances mais sans exciter les résonances cor-
respondantes aux autres modes.
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Figure 5.18: Fonction de r´eponse en fréquence de la poutre avec RCA en boucle-ouverte
et en boucle-ferm´ee (a = 70 mm,hv = 0,03 mm).

La réponse transitoire de la fl`eche de la poutre est présent´ee aussi pour le cas opti-
mum dans la Figure 5.19. Elle montre que le contrôleur hybride (optimisé pour contrˆoler
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le premier mode) double la vitesse d’atténuation de la vibration transversale de la poutre
(0,35 secondes pour le RCA contre 0,80 pour le RCP). Le contrˆoleur optimisé pour le
deuxième mode n’est pas présenté dans cette figure car sa r´eponse est presque identique `a
celle du revêtement passif (RCP). Cela s’explique par le fait que le deuxième mode contri-
bue très peu `a la flèche du bout de la poutre et, donc, son contrˆole n’aide en rien à l’amortir.
La tension dans l’actionneur pi´ezoélectrique pour les deux contrˆoleurs est présentée dans
la Figure 5.20. On note que les deux tensions sont bien limit´eesà la tension maximale
supportable par l’actionneur (250 V). Cependant, pour le contrˆoleur du premier mode, la
tension s’amorti presque `a la même vitesse que la r´eponse en boucle-ferm´ee de la poutre
(Figure 5.19), tandis que la tension de contrˆole du deuxième mode s’annule beaucoup
plus rapidement que la r´eponse en boucle-ouverte de la poutre. En effet, ce temps cor-
respond au temps nécessaire pour que ce contrôleur ´elimine la vibration du deuxi`eme
mode. Néanmoins, cela n’est pas observable dans la r´eponse en boucle-ferm´ee puisque
cette dernière est presque composée de la contribution du premier mode seulement.
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Figure 5.19: Réponse transitoire de la poutre avec RCA en boucle-ouverte et en boucle-
fermée (a = 70 mm,hv = 0,03 mm).

On se propose maintenant d’étudier, pour le cas optimum, l’influence de la seg-
mentation du traitement sur les amortissements modaux. Pour cela, on suppose que le
revêtement de longueura = 70 mm, peut ˆetre divisé jusqu’à cinq segments li´es au même
contrôleur mais avec des tensions individuelles. N´eanmoins, afin de respecter les hy-
pothèses du mod`eleéléments fins, on garde un espacement de 5 mm entre les segments.
Comme le montre la Figure 5.21, la segmentation du traitement n’am´eliore pas l’amor-
tissement passif des trois premiers modes, en particulier pour 2 et 3 traitements o`u les
amortissements sont plutôt réduits. De plus, l’amortissement actif additionnel est le plus
efficace pour un seul actionneur. Cela est dˆu au fait que la tension limite n’est atteinte que
dans l’actionneur optimum pour contrˆoler les modes dont la pondération est élev´ee, ici
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Figure 5.20: Tension de l’actionneur pour les contrˆoleurs RCA du premier et du deuxi`eme
modes (a = 70 mm,hv = 0,03 mm).

le premier, et, donc, les autres actionneurs ne sont pas utilisés pleinement. Les tensions
maximalles dans chaque actionneur sont :V1 = 251,02 V,V2 = 214,77 V,V3 = 162,99 V,
V4 = 117,35 V etV5 = 47,50 V. La controlabilité des trois premiers modes par le premier
actionneur (celui qui est le plus proche de l’encastrement) pour divers degrés de seg-
mentation est pr´esenté dans la Figure 5.22. On observe que cet actionneur est optimum
lorsqu’il est tout seul. Par conséquent, on peut conclure que la segmentation associ´eeà
cet algorithme de contrˆole n’est pas efficace `a cause de la diminution de la surface active
pleinement utilis´ee.

D’après ces r´esultats, on peut conclure que le principal inconvénient de ce traite-
ment est que la performance du contrôle hybride, par rapport à celle du passif, ne peut
être augment´ee qu’en réduisant l’épaisseur de la couche viscoélastique. Par conséquent,
il peut être utilisé lorsque l’amortissement passif des premiers modes propres n’est pas
prioritaire, ou lorsque des contraintes techniques ou ´economiques limitent au minimum
l’usage du mat´eriau passif.
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Figure 5.21: Variation de l’amortissement modal avec le nombre d’actionneurs poura =
70 mm ethv = 0,03 mm (trait continu : hybride, trait discontinu : passif).
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Figure 5.22: Variation de la controlabilit´e des trois premiers modes par le premier action-
neur avec le nombre d’actionneurs poura = 70 mm ethv = 0,03 mm (B(i) est lai-ième
composante du vecteur de contrˆole).
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5.4.2 Amortissement par rev̂etement contraint passif et contr̂ole actif

Dans cette section, on considère une variante de la configuration pr´ecédente o`u
les traitements passif (RCP) et actif (CA) n’agissent pas directement ensemble, mais
séparément (RCP/CA). Cela consiste en un revêtement contraint passif coll´e sur une
surface de la poutre et un actionneur pi´ezoélectrique collé au même endroit sur la sur-
face oppos´ee (Figure 5.23). Les donn´ees mat´erielles et géométriques sont celles du cas
précédent, augmentées de l’épaisseur de la couche externe du revêtement (Aluminium)
hc = 0,5 mm. La performance d’amortissement de ce revˆetement hybride est analys´ee, en
utilisant la loi de contrˆole du cas pr´ecédent, avec les mˆemes param`etres.

hv

a

cd
hp

hb

Viscoélastique (ISD112)
hc

Aluminium

Piézoélectrique (PZT5H) L

Figure 5.23: Poutre trait´ee par revˆetement contraint passif et contrôle actif.

Comme pour le cas pr´ecédent, une analyse paramétrique des amortissements mo-
daux, en boucle-ouverte et en boucle-ferm´ee, des trois premiers modes de la poutre de
la Figure 5.23 est effectu´ee. La longueura du traitement varie entre 20 et 70 mm, avec
un espacement de 10 mm entre son extrémit´e gauche et l’encastrement. L’´epaisseur de la
couche viscoélastique varie entre 0,01 et 2 mm.

Tout comme pour le traitement pr´ecédent, l’amortissement passif (en boucle-
ouverte) est optimum pour des traitements longs (a = 70 mm) et une couche
viscoélastique tr`es mince (hv = 0,03 mm pour le premier mode,hv = 0,06 mm pour
le deuxième ethv = 0,02 mm pour le troisi`eme), comme le montre la Figure 5.24. Cepen-
dant, ce traitement est moins performant que le traitement pr´ecédent (RCA inactif). Ceci
peutêtre dû à la présence de l’actionneur pi´ezoélectrique collé à la surface inférieure de
la poutre. Cette avantage pour le RCA augmente jusqu’`a 30% pour des traitements courts
avec des couches visco´elastiques minces (hv = 0,1 mm).

Bien que les amortissements passifs des traitements RCA et RCP/CA soient in-
fluencés de la mˆeme mani`ere par les longueur et épaisseur du traitement, leurs perfor-
mances en boucle-ferm´ee sont tr`es différentes. La Figure 5.25 montre que l’amortissement
hybride du présent traitement est optimum pour des revˆetements longs (a = 70 mm) et
presque indépendant de l’épaisseur de la couche viscoélastique, bien que l´egèrement plus
efficace pour des couches visco´elastiques minces (hv = 0,1 mm pour le premier mode,
hv = 0,03 mm pour les deuxi`eme et troisi`eme). La s´eparation des matériaux visco´elastique
et piézoélectrique conduit, contrairement au RCA, `a un apport du contrˆoleur actif crois-
sant fortement avec l’´epaisseur de la couche viscoélastique (Figure 5.26).

Les Figures 5.27 et 5.28 montrent, pour le cas optimum (max(ζp+ζh) a= 70 mm,
hv = 0,03 mm), les r´eponses impulsionnelles de la poutre, dans les domaines fréquentiel
et temporel. Comme dans la section pr´ecédente, deux contrôleurs sont consid´erés afin
d’optimiser, dans un cas l’amortissement du premier mode et, dans l’autre celui du
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Figure 5.24: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCP/CA en boucle-
ouverte.

10
−2

10
−1

10
0

20

40

60

5

10

15

20

25

30

 h
v
 (mm) a (mm)

ζ h (
%

)

Figure 5.25: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCP/CA en boucle-
fermée.

deuxième. La Figure 5.27 indique que le premier contrôleur amorti le premier mode de
20dB (19,3%), alors que le second amorti le deuxi`eme mode de 15dB (11,3%). Comme
dans le cas pr´ecédent, les contrˆoleurs excitent certaines anti-résonances.

Comme pour le cas pr´ecédent, la Figure 5.28, présentant la réponse transitoire de la
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Figure 5.26: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
le RCP/CA.
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Figure 5.27: Fonction de r´eponse en fr´equence de la poutre avec RCP/CA en boucle-
ouverte et en boucle-ferm´ee (a = 70 mm,hv = 0,03 mm).

poutre avec RCP/CA, montre que le contrˆoleur optimisé pour contrˆoler le premier mode
atténue mieux la vibration transversale de la poutre. Celui du deuxi`eme mode aboutit `a
des réponses identiques en boucles ouverte et fermée. Par ailleurs, la tension du deuxi`eme
contrôleur s’amorti plus rapidement, correspondant au temps n´ecessaire pour ´eliminer la
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vibration relative au deuxième mode (Figure 5.29). On note, d’après la Figure 5.28, que le
temps de r´eponse1 de la réponse transitoire de la poutre est fortement r´eduit par le premier
contrôleur (0,9 secondes en boucle-ouverte contre 0,1 en boucle-ferm´ee). Les oscillations
rapides observ´ees dans cette figure sont dues au fait que la contribution du premier mode
à la réponse transitoire de la poutre est presque ´eliminée, rendant les autres modes plus
observables. Ce phénom`ene apparaˆıt aussi dans la Figure 5.27, puisque la diff´erence entre
les résonances du premier et deuxi`eme modes passe de 30dB, en boucle-ouverte, `a 10dB,
en boucle-ferm´ee.
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Figure 5.28: Réponse transitoire de la poutre avec RCP/CA en boucle-ouverte et en
boucle-fermée (a = 70 mm,hv = 0,03 mm).

Ces résultats montrent que l’utilisation des traitements passif et actif s´eparément
(RCP/CA) aboutit g´enéralement à des performances supérieures `a celles obtenues en uti-
lisant l’actionneur collé sur la couche viscoélastique (RCA). Ce traitement permet aussi de
garder une bonne performance pour des couches viscoélastiques suffisamment épaisses,
permettant ainsi d’étendre le choix d’amortissement passif. En plus, contrairement au
RCA, les longueurs des traitements passif et actif peuvent ˆetre différentes, permettant
ainsi de consid´erer des traitements passifs plus longs que la limite impos´ee par les action-
neurs piézoélectriques. En revanche, ce traitement aboutit `a desépaisseurs globales plus
élevées puisqu’une couche élastique collée sur le mat´eriau viscoélastique est n´ecessaire.

1Le temps n´ecessaire pour que la sortie converge `a 2% de sa valeur maximale. Aussi d´enommé temps
d’établissement ou de stabilisation.
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Figure 5.29: Tension de l’actionneur pour les contrˆoleurs RCP/CA du premier et du
deuxième modes (a = 70 mm,hv = 0,03 mm).

5.4.3 Amortissement par rev̂etement contraint passif éloigné et
contrôle actif

Une variante des traitements pr´esentés pr´ecédemment consiste à coller un action-
neur piézoélectrique entre le revêtement contraint passif et la poutre (Figure 5.30). Afin de
distinguer ce traitement du RCP/CA pr´ecédent, on le d´enomme revˆetement contraint pas-
sif éloigné et contrˆole actif (RCPE/CA)2. Les propriétés géométriques et mat´erielles, ainsi
que les paramètres de contrˆole, sont identiques `a ceux de la section pr´ecédente. L’ana-
lyse param´etrique des amortissements modaux, en boucle-ouverte et en boucle-ferm´ee,
réalisée dans les sections pr´ecédentes est reprise pour la pr´esente configuration d’amor-
tissement hybride (Figure 5.30).

hv
hp

ch

cd

hb

Viscoélastique (ISD112)
Piézoélectrique (PZT5H)

a

Aluminium

L

Figure 5.30: Poutre trait´ee par revˆetement contraint passif ´eloigné et contrˆole actif.

La variation de la somme des amortissements passifs (en boucle-ouverte) des
trois premiers modes propres de flexion de la poutre avec les longueur du traitement

2Ce traitement est aussi d´enommé Passive Stand-Off Layer Dampingou Stand-Off Dampingdans la
litt érature [95].
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et épaisseur de la couche viscoélastique est pr´esentée dans la Figure 5.31. Elle montre
que l’amortissement passif est aussi optimum pour des couches viscoélastiques minces
(hv = 0,03 mm pour les premier et troisi`eme modes ethv = 0,06 mm pour le deuxi`eme)
et des traitements longs (a = 70 mm). Ce traitement, lorsqu’il est passif, est toujours
plus performant que les deux pr´ecédents (jusqu’`a 50% par rapport au RCA), en parti-
culier pour des traitements courts (a = 20 mm) et couches viscoélastiques minces (hv =
0,1 mm). En effet, comme l’ont montr´e Yellin et Shen [95], l’augmentation de la distance
entre le revˆetement passif contraint et l’axe neutre de la structure, dˆu ici à l’actionneur
piézoélectrique, accentue la d´eformation de cisaillement du mat´eriau viscoélastique et,
donc, la dissipation passive d’´energie. Lam, Inman et Saunders [52] ont aussi montr´e que
ce traitement est plus avantageux pour supprimer passivement les vibrations que les RCA
et RCP/CA précédents, bien qu’ils ont consid´eré des traitements tr`es longs de l’ordre de
270 mm. D’après les pr´esents résultats (Figures 5.15, 5.24 et 5.31), cette avantage est plus
visible pour des traitements courts.
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Figure 5.31: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCPE/CA en
boucle-ouverte.

Quant à l’amortissement hybride, le présent traitement, tout comme le pr´ecédent,
est toujours plus performant que le RCA en particulier pour des traitements courts et
des couches visco´elastiques épaisses (Figures 5.16, 5.25 et 5.32)). Cela s’explique par la
dépendance moins prononc´ee de la performance du présent traitement avec l’´epaisseur
du matériau viscoélastique (Figure 5.32)), par rapport au RCA (Figure 5.16). La Figure
5.32 montre aussi que le traitement RCPE/CA est optimum pour des traitements longs
(a = 70 mm) et couches viscoélastiques plus ´epaisses (hv = 0,2 mm pour le premier
mode,hv = 0,1 mm pour le deuxi`eme ethv = 0,05 mm pour le troisi`eme) que celles des
traitements optimaux pr´ecédents (Figures 5.16 et 5.25). De plus, d’après la Figure 5.32,
la performance du contrˆoleur actif ne diminue pas avec l’augmentation de l’épaisseur
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Figure 5.32: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCPE/CA en
boucle-fermée.
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Figure 5.33: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
le RCPE/CA.

de la couche viscoélastique, bien que l’amortissement hybride du pr´esent traitement est
plus dépendant de ce param`etre que le pr´ecédent (RCP/CA). Par cons´equent, comme pour
le RCP/CA, l’apport d’amortissement fournit par l’actionneur pi´ezoélectrique augmente
pour des couches viscoélastiques épaisses (Figure 5.33).

À l’exemple des sections pr´ecédentes, les longueur et épaisseur optimales sont
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déterminées par la maximisation de la somme des amortissements passifζp et hybride
ζh. Cela aboutit `a a = 70 mm ethv = 0,1 mm. Les réponses impulsionnelles de la poutre
dans les domaines fréquentiel et temporel sont pr´esentées pour ce cas optimum dans les
Figures 5.34 et 5.35. Les contrˆoleurs du premier et deuxi`eme modes décrits dans la sec-
tion 5.4.1 ontété utilisés. La Figure 5.34 montre que les contrˆoleurs relatifs aux premier
et deuxième modes aboutissent `a des amortissements de 17dB (16,3%) et 9dB (6,1%),
respectivement. En comparant les Figures 5.27 et 5.34, on observe que le pr´esent traite-
ment amorti moins bien le deuxi`eme mode que le RCP/CA. Cependant, l’amortissement
passif de ce mode est plus ´elevé pour le RCPE/CA.
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Figure 5.34: Fonction de r´eponse en fréquence de la poutre avec RCPE/CA en boucle-
ouverte et en boucle-ferm´ee (a = 70 mm,hv = 0,1 mm).

La Figure 5.35 pr´esente la r´eponse transitoire de la poutre avec RCPE/CA. Elle
montre que le contrˆoleur du premier mode am´eliore de manière assez satisfaisante le
temps de r´eponse de la vibration transversale de la poutre (0,12 secondes en boucle-
fermée contre 0,90 en boucle-ouverte). Celui du deuxi`eme mode, quant `a lui, ne modifie
pas la réponse de la poutre.̀A travers la comparaison des Figures 5.28 et 5.35, on ob-
serve que, contrairement au RCP/CA, les oscillations rapides ne sont pas présentes pour
le RCPE/CA. Cela s’explique par la diff´erence entre les amplitudes des résonances du
premier mode, en boucle-ouverte et fermée, par rapport aux autres modes, pour les deux
traitements. En effet, comme pr´esenté précédemment, l’´ecart entre les amplitudes des pre-
mier et deuxième modes pour le RCP/CA passent de 30dB, en boucle-ouverte, `a 10dB,
en boucle ferm´ee, tandis que pour le pr´esent traitement (RCPE/CA) cette différence passe
de 33dBà 16dB (Figure 5.34). Ceci est dû au fait que le RCPE/CA, contrairement au
RCP/CA, contrˆole activement moins bien le premier mode, d’une part, et mieux passive-
ment le deuxi`eme, d’autre part.

La Figure 5.36, présentant la tension de contrˆole des premier et deuxi`eme modes,
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Figure 5.35: Réponse transitoire de la poutre avec RCPE/CA en boucle-ouverte et en
boucle-fermée (a = 70 mm,hv = 0,1 mm).
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Figure 5.36: Tension de l’actionneur pour les contrˆoleurs RCPE/CA du premier et du
deuxième modes.

montre que celle du deuxième mode s’annule moins rapidement que celle du traitement
précédent (Figure 5.29), mais plus rapidement que celle du premier mode.

Dans ce traitement, l’actionneur agit directement sur la poutre ´elastique mais, aussi,
modifie le comportement du revˆetement contraint passif sous lequel il est plac´e. En effet,
l’actionneur piézoélectrique éloigne le RCP de la poutre, augmentant ainsi son efficacit´e



166 Chapitre 5. Application aux contrôles actif et hybride actif-passif des vibrations

en dissipation d’´energie [95].

5.4.4 Comparaison des traitements amortissants hybrides

Les résultats pr´esentés dans les sections pr´ecédentes permettent de confirmer que
les revêtements hybrides sont assez efficaces pour am´eliorer les amortissements modaux
de quelques modes choisis, tout en gardant les amortissements passifs fournis par les
revêtements viscoélastiques. Les revêtements contraints passifs, associ´es à des action-
neurs piézoélectriques, peuvent ˆetre efficaces, soit lorsque ces actionneurs sont collés sur
les premiers soit lorsqu’ils sont coll´es directement sur la structure. Dans le premier cas,
l’actionneur doit agir sur la structure `a travers la couche viscoélastique. Il perd ainsi en
controlabilité lorsque l’´epaisseur de la couche viscoélastique croˆıt, du fait de la réduction
de la transmissibilit´e entre la structure et l’actionneur. Dans l’autre cas, l’actionneur
piézoélectrique peut ˆetre collé sur la surface opposée de la structure ou entre la couche
viscoélastique et la structure de manière que le contrôleur actif peut agir directement
sur la structure, sans ˆetre trop influenc´e par la couche viscoélastique. En mˆeme temps,
le revêtement passif permet de garder une marge d’amortissement raisonnable pour les
modes non-contrˆolés activement. Par contre, puisque le revêtement contraint passif est
optimum pour des couches externes rigides, les traitements RCP/CA et RCPE/CA abou-
tissentà desépaisseurs et poids plus élev´es, par rapport aux traitements RCA. D’autre
part, ces premiers, ´etant globalement plus efficaces, permettent l’utilisation de traitements
passifs et actifs moins longs pour des performances similaires.

Dans cette section, des comparaisons entre les traitements amortissants hybrides
RCA, RCP/CA et RCPE/CA sont pr´esentées. Pour cela, dans un premier temps, les perfor-
mances optimales des traitements hybrides en boucle-ouverte et ferm´ee sont compar´ees
et, dans un deuxi`eme temps, les différences entre les performances globales des traite-
ments pour les diverses longueur du traitement et épaisseur de la couche viscoélastique
sontétudiées.

Le Tableau 5.1 montre quelques mesures des performances optimales des traite-
ments hybrides en boucle-ouverte et ferm´ee,à savoir les amortissements des cinq pre-
miers modes (ζ i , i = 1, . . . ,5) et les temps de réponsets et amplitude maximaleymax de
la sortiey. On observe que les amortissements passifs des trois traitements sont assez si-
milaires, bien que celui du premier mode soit 15% sup´erieur pour le RCA. En effet, cet
avantage quant à l’amortissement du premier mode est la raison pour laquelle ce traite-
ment aboutit à un temps de r´eponse en boucle-ouverte plus faible. On note aussi que, bien
que l’amortissement du deuxi`eme mode soit 50% sup´erieur pour le RCPE/CA, ceux des
quatrième et cinqui`eme modes sont plus faibles pour ce traitement. L’amplitude maxi-
male de la flèche du bout de la poutre est ´evidemment identique pour tous les traitements
puisqu’elle est fix´eeà hb/2 = 1,5 mm afin de calculer la force de perturbation. Pour les
amortissement hybrides, il est clair que les RCP/CA et RCPE/CA sont beaucoup plus ef-
ficaces pour contrˆoler activement le premier mode. C’est pourquoi le temps de réponse
pour ces traitements est plus faible que pour le RCA.Également, on observe que les per-
formances des traitements hybrides permettent de r´eduire les flèches maximales de 6%
pour le RCA, 23% pour le RCP/CA et 19% pour le RCPE/CA.

Il est aussi intéressant d’analyser la variation de la diff´erence entre les amor-
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Tableau 5.1: Performances optimales des traitements hybrides en boucle-ouverte (passif)
et fermée (hybride).

ζ1 (%) ζ2 (%) ζ3 (%) ζ4 (%) ζ5 (%) ts (sec) ymax (mm)
Poutre nue 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 30,0 1,50
RCA 2,91 2,35 2,13 2,77 2,74 0,80 1,50

Passif RCP/CA 2,53 2,30 1,63 2,24 2,51 0,90 1,50
RCPE/CA 2,53 3,54 2,18 1,79 2,00 0,90 1,50
RCA 6,79 3,54 2,22 2,77 2,74 0,35 1,41

Hybride RCP/CA 20,83 5,84 1,74 2,24 2,51 0,10 1,15
RCPE/CA 19,38 4,77 2,67 1,79 2,00 0,12 1,22

tissements des traitements avec les longueur du traitement et épaisseur de la couche
viscoélastique. Pour cela, la somme des amortissements passifζp et hybrideζh, utilisée
comme mesure d’optimalit´e dans les sections pr´ecédentes, sera consid´erée ici. Sachant
que leurs valeurs optimales sont 19,90% pour le RCA, 34,95% pour le RCP/CA et 35,03%
pour le RCPE/CA.

La Figure 5.37 pr´esente la diff´erence des performances (ζp + ζh) des traitements
RCP/CA et RCA en fonction des longueur du traitement et épaisseur de la couche
viscoélastique. Elle montre que le premier est plus performant que le dernier pour toutes
les valeurs dea et hv. Cette figure indique aussi que l’avantage du RCP/CA sur le RCA
augmente avec les longueur du traitement et épaisseur de la couche viscoélastique. Cela
s’explique par le fait que le RCA n’est efficace que pour des couches visco´elastiques
très minces, alors que le RCP/CA garde une bonne performance dans toute l’intervalle
d’épaisseurs. Les performances des traitements RCA et RCPE/CA sont compar´es, quant
à eux, dans la Figure 5.38. Celle-ci indique que le RCPE/CA est toujours plus perfor-
mant que le RCA, tout comme le RCP/CA, en particulier pour des traitements longs et de
couches visco´elastiques épaisses. Cependant, pour des traitements longs, cette diff´erence
diminue fortement avec la diminution de l’épaisseur de la couche viscoélastique, puisque,
dans ce cas la performance du RCA est presque optimale alors que celle du RCPE/CA est
plutôt minimale.

Il est clair que les traitements utilisant les revêtements passifs et actionneurs
piézoélectriques s´eparément sont beaucoup plus performants que le RCA. La Figure
5.39 montre la diff´erence entre les sommes d’amortissements (ζp + ζh) des traitements
RCPE/CA et RCP/CA. On observe que le RCPE/CA est, en g´enéral, plus perfor-
mant que le RCP/CA, en particulier pour des revêtements courts ou pour des couches
viscoélastiques relativement ´epaisses. L’avantage du premier est maximum poura =
70 mm ethv = 0,2 mm. Cependant, le RCP/CA est beaucoup plus performant que le
RCPE/CA pour des traitements longs et couches viscoélastiques très minces, puisque
dans ce cas la performance du premier est presque optimale et celle du deuxi`eme est
plutôt minimale.

On peut donc conclure que, puisque la performance de contrôle du RCA n’est aug-
mentée qu’en réduisant l’amortissement passif des premiers modes propres, l’utilisation
des traitements passif et actif s´eparément du type RCP/CA ou RCPE/CA permet d’ob-
tenir, en général, des performances sup´erieures sans modifier l’amortissement passif. Un
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Figure 5.37: Variation de la diff´erence entre les sommes d’amortissements (ζp + ζh) des
traitements RCP/CA et RCA en fonction dea et hv.
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Figure 5.38: Variation de la diff´erence entre les sommes d’amortissements (ζp + ζh) des
traitements RCPE/CA et RCA en fonction dea et hv.

des avantages pratiques du traitement RCP/CA sur les autres est que les longueurs des trai-
tements passif et actif peuvent ˆetre différentes. Par conséquent, il est possible d’utiliser des
traitements passifs plus longs que la limite impos´ee par les actionneurs pi´ezoélectriques.
Néanmoins, cela peut se faire aussi pour le RCA en collant l’actionneur pi´ezoélectrique
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Figure 5.39: Variation de la diff´erence entre les sommes d’amortissements (ζp + ζh) des
traitements RCPE/CA et RCP/CA en fonction dea et hv.

sur la couche ´elastique externe du RCP, au lieu de remplacer cette dernière par l’action-
neur. Dans ce cas, le RCA perd l’avantage d’aboutir `a desépaisseurs de traitement moins
élevées.

5.5 Analyse de l’effet de la temṕerature

Une autre analyse importante consiste `a considérer l’effet de la variation de la
température sur la performance du contrˆole. En effet, puisque les propri´etés des mat´eriaux
viscoélastiques sont tr`es sensibles `a la température, l’amortissement de la structure,
ainsi que la conception du syst`eme de contrˆole, seront modifi´ees par des variations de
température. Or, la mod´elisation des mat´eriaux viscoélastiques pr´esentée pr´ecédemment
considère une temp´erature constante. C’est pourquoi, dans cette section, l’effet de la va-
riation de la temp´eratureà la fois sur l’amortissement passif lui-mˆeme et sur le contrôle
actif-passif est étudi´e.

5.5.1 Effet de la temṕerature sur l’amortissement

Considérons une poutre en Aluminium trait´ee par un revˆetement contraint ac-
tif, constitué par une couche de mat´eriau viscoélastique Dyad606 totalement couverte
par une pastille pi´ezo-céramique PZT5H, comme présent´ee dans la Figure 5.40. Le
matériau viscoélastique est repr´esenté par les mod`eles MSE, ADF et GHM, pour chaque
température consid´erée. Les propri´etés des mat´eriaux sont données dans l’Annexe A.

Dans un premier temps, pour une temp´erature constante de 25oC, les propriétés du
matériau, présent´ees dans la Figure 5.41, sont utilis´ees pour ´evaluer les param`etres ADF
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Figure 5.40: Poutre encastr´ee-libre traitée par un revˆetement contraint actif.
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Figure 5.41: Variation des propri´etés du matériau visco´elastique Dyad606 avec la
température.

et GHM correspondants dans une bande de fr´equences de 2–3000 Hz. Ces paramètres,
présentés dans l’annexe A, sont ensuite utilisés dans le modèle ´eléments finis pour ´evaluer
les cinq premi`eres fréquences propres et leurs amortissements modaux correspondants.
Les résultats, pr´esentés dans le Tableau 5.2, montrent que les fr´equences propres concor-
dent bien pour les trois modèles, tandis que les amortissements modaux calcul´es avec
les modèles ADF et GHM sont de l’ordre de 30% inf´erieursà ceux calcul´es avec MSE.
Cela est dˆu à un lissage non satisfaisant des propri´etés du matériau bien que cinq s´eries
de paramètres ADF/GHM aient ´eté utilisées. Par contre, le matériau ISD112 `a 27oC a
pu être bien ajusté (erreur maximale de 5%) avec seulement trois s´eries de paramètres
ADF/GHM (voir §3.8). Cette différence de repr´esentativité des mod`eles pour les deux
matériaux viscoélastiques est due au fait que la d´ependance en fréquence des propri´etés
de l’ISD112 est beaucoup plus forte que celle du Dyad606 pour les bandes de fr´equences
étudiées.

Dans un deuxième temps, l’algorithme itératif de contrˆole optimal présenté dans la
Figure 4.2 est appliqu´e aux syst`emes réduits correspondant `a chaque mod`ele. Les mat-
rices de pondération suivantes sont consid´erées :Q = diag(1,1,1,0, . . . ,0) et R = γ I ,
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Tableau 5.2: Fr´equences propres (Hz) et amortissements (%) en boucle-ouverte et ferm´ee
à 25oC.

1 2 3 4 5
RCP ADF 23,6 (1,82%) 139,8 (0,66%) 364,3 (0,46%) 676,1 (0,71%) 1106,5 (0,91%)
RCP GHM 23,7 (1,81%) 139,8 (0,67%) 364,3 (0,45%) 676,1 (0,72%) 1106,7 (0,93%)
RCP MSE 23,6 (2,57%) 139,4 (0,99%) 363,6 (0,65%) 673,3 (1,00%) 1100,0 (1,25%)
RCA ADF 23,7 (8,88%) 139,9 (3,79%) 364,4 (1,64%) 676,5 (0,72%) 1106,5 (0,91%)
RCA GHM 23,8 (8,65%) 140,0 (3,79%) 364,4 (1,62%) 676,4 (0,73%) 1106,7 (0,93%)
RCA MSE 23,9 (11,80%) 139,5 (2,20%) 363,7 (0,86%) 673,6 (1,01%) 1100,0 (1,25%)

où γ est calculé afin de ne pas d´epasser une tension maximale de 250 V dans la pastille
piézoélectrique lorsque la structure est soumise `a une force de perturbation transversale,
appliquéeà son extr´emité libre et dont l’amplitude induit une fl`eche maximale en ce mˆeme
point de 2 mm.

Le Tableau 5.2 pr´esente aussi les fréquences et amortissements modaux des
cinq premiers modes propres pour le syst`eme en boucle-fermée, c’est-à-dire, avec un
revêtement contraint actif (RCA). On peut observer que les fréquences propres sont en-
core assez concordantes, tandis que les amortissements modaux des mod`eles ADF/GHM
ne co¨ıncident pas avec ceux du mod`ele MSE. Les différences sont clairement dues au fait
que le mod`ele MSE n’est pas adapt´e à l’algorithme de contrôle utilis´e, bas´e sur le calcul
des réponses transitoires. Pour ce qui est de la diff´erence entre les amortissements actifs
calculés par les mod`eles ADF et GHM, la raison est plutˆot dueà la troncature des modes
qui ne se fait pas avec les mêmes bases pour les deux cas. Ainsi, des diff´erences entre les
bases modales induisent des vecteurs de contrˆole et, par cons´equent, des performances de
contrôle discordants. N´eanmoins, ces erreurs sont peu ´elevées (maximum 2%).

Les réponses en fréquence du système en boucle-ouverte ont aussi ´eté calculées
en utilisant les trois mod`eles visco´elastiques. On observe, dans la Figure 5.42a, que les
amplitudes de l’extrémité libre de la poutre s’interposent pour les mod`eles ADF et GHM,
alors que, pour le mod`ele MSE, les r´esonances sont un peu plus amorties. On note aussi
que, bien que la base modale résultant du mod`ele MSE n’est pas valable pour toute la
bande de fréquences, l’approximation résultante est assez bonne. Les réponses en boucle-
ouverte sont ensuite compar´eesà celles en boucle-ferm´ee dans la Figure 5.42b. Seule
la réponse en boucle-ouverte pour le modèle ADF y est pr´esentée puisqu’elle co¨ıncide
avec celle pour GHM. La Figure 5.42b montre que les r´eponses en boucle-ferm´ee des
modèles ADF et GHM sont assez similaires. Cependant, comme pr´evu dans le Tableau
5.2, le modèle MSE aboutit à des amortissements supérieurs, pour le premier mode, mais
inférieurs, pour les deux autres contrˆolés. D’autre part, il est aussi clair que le contrˆole
actif augmente sensiblement l’amortissement des trois premiers modes, tandis que les
deux autres modes ne sont pas affectés par le contrˆoleur. Cela signifie que le contrˆoleur
n’aboutit pas `a des probl`emes de spillover.

Puisque la temp´erature modifie les propri´etés du matériau visco´elastique (Figure
5.43), il est intéressant d’analyser l’effet de sa variation sur la performance du contrˆole
hybride. Ainsi, considérons que le contrˆoleur conc¸u précédemment, pour une temp´erature
de 25oC, soit appliqu´e tel quel pour le mˆeme système soumis `a d’autres températures.
On peut supposer qu’à cause des variations des propri´etés, rigidité et facteur de perte,
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Figure 5.42: R´eponse en fréquence de l’extr´emité libre de la poutre : (a) en boucle-ouverte,
utilisant les mod`eles ADF, GHM et MSE ; (b) en boucle-ouverte et ferm´ee.

du matériau viscoélastique, les performances seront diff´erentes. Pour ce faire, la solu-
tion de l’équation de RicattiPo, obtenue pour 25oC, est utilisée pour le calcul du gain
de contrôleKg = R−1B̂TPo, où la matriceB̂ est dépendante de la temp´erature. La Figure
5.44 montre la d´eviation des amortissement hybride et tension maximale du syst`emeà
10oC, 30oC et 38oC, par rapport `a ceuxà 25oC, lorsqu’il est contrˆolé par le contrôleur
conçu à 25oC. L’écart des amortissements modaux des trois premiers modes propres, en
boucle-fermée, sont pr´esentés dans la Figure 5.44a, pour les trois mod`eles visco´elastiques



5.5. Analyse de l’effet de la temp´erature 173

20 25 30 35

−100

−95

−90

−85

−80

−75

−70

−65

−60

Fréquence (Hz)

A
m

pl
itu

de
 (

dB
)

θ=10oC
θ=25oC
θ=30oC
θ=38oC

Figure 5.43: Réponse du premier mode propre en boucle-ouverte pour plusieurs
températures.

et pour les trois temp´eratures. On observe que, pour 10oC et 30oC, l’amortissement du
premier mode propre augmente pour les trois modèles, tandis que, pour 38oC, seul celui
du modèle ADF augmente. En plus, pour 10oC, et aussi pour le mod`ele GHM à 30oC,
la tension maximale n´ecessaire pour cette am´elioration de performance augmente aussi
(Figure 5.44b). Dans ces cas, l’utilisation du contrˆoleur conçu pour le syst`emeà 25oC
aboutit à un syst`eme de contrˆole impraticable à cause de la saturation de l’actionneur
piézoélectrique. N´eanmoins, notamment pour le syst`emeà 38oC, on peut observer une
augmentation de l’amortissement accompagn´e d’une diminution de la tension maximale.
Dans ces cas, le contrˆoleur améliore simplement l’amortissement d’un des modes, le pre-
mier pour ADF et les deuxi`eme et troisi`eme pour GHM et MSE, au d´epend des autres. Il
est clair qu’il est très difficile de prévoir le comportement du contrˆoleur en cas de grandes
modifications des propri´etés du système. Ainsi, il est peut ˆetre préférable de concevoir
une série de contrôleurs conçus pour quelques températures choisies dans une bande de
températures. C’est l’objet de la section suivante.

5.5.2 Contrôleur dédié à une temṕerature

Ainsi, considérons quatre contrôleurs différents pour les syst`emes aux temp´eratures
de 10oC, 25oC, 30oC et 38oC. La Figure 5.45 présente les réponses transitoires, en boucle-
ouverte et ferm´ee, pour chaque température. On constate que, bien que la réponse en
boucle-ouverte du système s’amortie plus rapidement pour les temp´eratures ´elevées, le
temps nécessaire pour annuler la r´eponse en boucle-ferm´ee est presque constant. Cela
signifie que, ind´ependamment de l’amortissement passif du syst`eme, le contrˆoleur main-
tient une performance hybride uniforme. Ainsi, comme les variations de température sont,
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Figure 5.44: D´eviation de la performance de contrˆole relativeà 25oC : (a) Amortissement
hybride(ζ(θ)/ζ(25)) ; (b) Tension maximale(Vmax(θ)/Vmax(25)).

généralement, lentes, il est possible de concevoir un ensemble de contrˆoleursà l’intérieur
d’un intervalle de températures de fonctionnement et de permuter de l’un à l’autre sui-
vant les changements de temp´erature. Cela permet de maintenir un niveau satisfaisant
d’amortissement tout en respectant les limitations de la tension de contrˆole.

La Figure 5.46a montre l’effet de la température sur l’amortissement passif. Elle
confirme que le système est plus amorti pour des temp´eratures ´elevées. Néanmoins, `a
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Figure 5.45: Réponse transitoire en boucle-ouverte et ferm´ee (un contrôleur par
température)à : (a) 10oC ; (b) 25oC ; (c) 30oC ; (d) 38oC.

cause de la nature des matériaux visco´elastiques, on s’attend à ce que l’amortissement
diminue après une certaine température. Cela est une cons´equence imm´ediate du glisse-
ment vers les hautes fréquences des courbes maı̂tresses du matériau visco´elastique in-
duit par l’augmentation de la temp´erature. En effet, la Figure 5.41 montre que, pour une
température de 38oC, la région d’optimalité du facteur de perte du mat´eriau Dyad606
coı̈ncide avec la bande de fr´equences o`u se trouvent les cinq premiers modes propres
de la structure, tandis que, `a 10oC, ce mat´eriau n’est plus aussi efficace dans cette
bande. Cependant, on peut imaginer que pour des temp´eratures plus ´elevées, les courbes
maı̂tresses du matériau (Figure 5.41) seront d´ecalées vers la droite et le facteur de perte
du matériau, pour les cinq premi`eres fréquences propres de la structure, sera celui de la
partie gauche de la courbe ; donc, moins élev´e.

Il a été montré, précédemment, que le contrˆole actif permet de maintenir une
performance uniforme en d´epit de la variation de l’amortissement passif du syst`eme.
Néanmoins, il est int´eressant d’´etudier le gain d’amortissement fournit par le contrôleur,
par rapport au passif, afin d’analyser la viabilit´e du système de contrˆole. Ce gain est
calculé par 100(ζh/ζp−1). En effet, la Figure 5.45 montre que l’amortissement passif
augmente avec la temp´erature, alors que l’amortissement hybride reste presque constant.
Ainsi, on peut voir de la Figure 5.46b qu’au fur et `a mesure que la temp´erature augmente,
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Figure 5.46: Variation de l’amortissement avec la temp´erature : (a) Amortissement passif ;
(b) Gain d’amortissement fournit par le contrôleur ;◦ : MSE ;▽ : ADF ; � : GHM.

le gain d’amortissement fournit par le contrˆoleur actif diminue. Il est donc de moins en
moins avantageux d’inclure le contrôle actif, puisque l’amélioration de l’amortissement
peut ne pas être suffisante pour justifier l’ajout de cˆablesélectriques, de filtres de contrˆole
et de mat´eriaux suppl´ementaires.
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5.6 Conclusion

Dans un premier temps, les m´ecanismes d’action pi´ezoélectrique par extension et
par cisaillement ont ´eté compar´es pour le contrôle actif de forme et de vibrations. Les
résultats ont montr´e que les actionneurs par cisaillement sont efficaces pour produire des
déformations, ou contrˆoler des vibrations, de flexion de petites amplitudes et fr´equences
relativement ´elevées lorsqu’ils sont int´egrés dans le cœur de structures sandwich, `a peaux
rigides et cœur souple. De plus, il a ´eté trouvé que ces actionneurs sont optimaux lorsqu’ils
sont courts et relativement épais.

Dans un deuxième temps, quelques configurations d’amortissement hybride ont
été analys´ees. Pour ce faire, le mod`ele ADF réduit a ´eté associ´e à l’algorithme de
contrôle optimal LQR itératif. Les traitements amortissants hybrides, associant les traite-
ments visco´elastiques passifs et pi´ezoélectriques actifs, du type RCA (Revêtement Con-
traint Actif), RCP/CA (Revˆetement Contraint Passif avec Contrˆole Actif) ou RCPE/CA
(Revêtement Contraint PassifÉloigné avec Contrˆole Actif) ont été analys´es et comparés
afin d’établir leurs régions d’optimalité. Les analyses param´etriques de la performance
des traitements du type RCA, obtenus par le collage d’actionneurs pi´ezoélectriques direc-
tement sur des revêtements visco´elastiques, ont montr´e qu’ils fournissent des syst`emes de
contrôle efficaces et robustes. En effet, la partie passive du traitement fournit des amor-
tissements raisonnables en boucle-ouverte et augmente la marge de stabilité des modes
non contrôlés. Cependant, la perte de transmissibilité entre l’actionneur et la structure,
dueà la souplesse de la couche viscoélastique, impose des restrictions quant `a l’épaisseur
de cette derni`ere. Par cons´equent, ces traitements n’ont ´eté efficaces qu’avec des action-
neurs piézoélectriques coll´es sur des couches visco´elastiques tr`es minces. N´eanmoins,
pour les cas ´etudiés dans ce travail, leur association `a un contrˆole actif des premiers modes
propres, moins amortis passivement dans ces cas, aboutit `a un contrˆole hybride perfor-
mant dans une bande de fr´equences assez large. D’autre part, les traitements hybrides du
type RCP/CA et RCPE/CA, o`u le revêtement actif n’est pas coll´e sur le passif et, donc,
agit séparément, ont aussi ´eté étudiés à travers une analyse paramétrique. Les r´esultats
ont montré que, comme pr´evu, ces traitements sont moins dépendants de l’épaisseur de
la couche viscoélastique, puisqu’elle ne r´eduit pas la transmissibilit´e entre l’actionneur
et la structure. En plus, pour les exemples étudiés dans ce travail, ces traitements sont,
généralement, plus performants que les RCA d’une part, et peuvent fournir des perfor-
mances comparables `a celles des RCA avec des traitements moins longs d’autre part. Il
a été montré que les traitements RCPE/CA peuvent aboutir à des amortissements passifs
plus efficaces grˆaceà l’élévation du revˆetement passif. Par contre, puisque le revˆetement
contraint passif est optimum pour des couches externes rigides, les traitements RCP/CA
et RCPE/CA aboutissent `a desépaisseurs et poids plus élev´ees, par rapport aux traite-
ments RCA. Un des avantages pratiques du traitement RCP/CA sur les autres est que
les longueurs des traitements passif et actif peuvent ˆetre différentes. Par conséquent, il
est possible d’utiliser des traitements passifs plus longs que la limite impos´ee par les ac-
tionneurs piézoélectriques. Il est clair, d’apr`es les résultats pr´esentés dans ce travail, que
chaque traitement est optimum pour certaines conditions d’opération.

Sachant que les propri´etés des mat´eriaux viscoélastiques dépendent aussi de la
température, en plus de la fréquence, les modèles visco´elastiques ADF, GHM et MSE ont
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aussiété utilisés pour étudier l’influence de la temp´erature d’opération sur la performance
d’amortissement d’un traitement du type RCA, en boucle-ouverte et fermée. Puisque les
modèles visco´elastiques, tels qu’ils ont ´eté présentés, ne permettent pas une mod´elisation
directe de la variation des propri´etés du matériau avec la temp´erature, ils ont ´eté appliqués
pour quelques temp´eratures fix´ees. Les r´esultats ont montr´e que, pour l’exemple étudi´e
utilisant le matériau Dyad606, les variations des propri´etés du matériau visco´elastique
modifient la performance du contrˆoleur. Il est donc difficile de garantir que la perfor-
mance d´esirée du syst`eme soit respect´ee pour toutes les temp´eratures d’op´eration. Ainsi
il a été propos´e de concevoir une s´erie de contrôleurs dans l’intervalle de temp´eratures et
commuter entre eux `a chaque variation significative de temp´erature, ce qui aboutit `a des
performances uniformes dans l’intervalle.



Chapitre 6

Conclusion ǵenérale

6.1 Résuḿe des ŕesultats de la th̀ese

Dans cette section, les principaux r´esultats de la th`ese concernant les mod`eles
éléments finis de poutre sandwich intelligente, la modélisation des mat´eriaux
viscoélastiques et le contrôle actif et hybride actif-passif des vibrations, sont pr´esentés.

6.1.1 Mod̀eleséléments finis de poutre sandwich intelligente

Deux modèleséléments finis de poutre sandwich, l’un `a trois couches et l’autre à
peaux multicouches, ont ´eté développés. Les couches/sous-couches de la poutre peuvent
être élastiques, pi´ezoélectriques ou visco´elastiques. L’´etude de la flexion d’une poutre
élastique `a travers deux pastilles pi´ezoélectriques agissant en extension ou `a travers une
pastille piézoélectrique agissant par cisaillement a montré que les résultats coı̈ncident bien
avec ceux trouv´es dans la litt´erature. Elle a montré aussi que les actionneurs par extension
induisent des forces concentrées, alors que ceux par cisaillement induisent des moments
distribués. D’autre part, les r´esultats des comparaisons avec des résultats trouvés dans la
litt érature ont montr´e que le mod`ele à peaux multicouches repr´esente bien des poutres
multicouches, dont les rigidit´es des sous-couches des peaux ne différent pas trop. Il a
aussiété montré que l’effet piézoélectrique d’augmentation de rigidité des couches/sous-
couches pi´ezoélectriques peut ˆetre pris en compte par l’ajout de ddls électriques condens´es
au niveau ´elémentaire ou `a travers une modification des constantes ´elastiques des couches
piézoélectriques.

6.1.2 Mod́elisation des mat́eriaux viscóelastiques

Trois méthodes ont ´eté proposées pour la représentation de la d´ependance en
fréquence des propri´etés des mat´eriaux viscoélastiques : (i) une version it´erative de la
méthode des énergies modales, limitée aux structures peu amorties ; (ii) le modèleGolla-
Hughes-McTavish(GHM) et (iii) le modèle Anelastic Displacement Fields(ADF). Les
deux derniers bas´es sur l’ajout de variables internes sont meilleurs que le premier pour des
structures tr`es amorties. Il a ´eté montré que la représentativit´e des mod`eles ADF et GHM
est fortement dépendante de la qualité du lissage des courbes maˆıtresses du mat´eriau par
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ces mod`eles. En plus, l’´ecriture des syst`emes du second ordre sous forme d’équations
d’état a fait apparaˆıtre que les mod`eles ADF et GHM augmentent beaucoup la dimension
du système initial. Ainsi, une r´eduction des mod`eles d’état par troncature modale a ´eté
proposée. Le choix des modes `a retenir a ´eté plus difficile dans certains cas, o`u l’ana-
lyse des valeurs propres a dˆu être accompagn´ee d’une analyse des modes propres cor-
respondants. Une représentation des syst`emes réduits complexes par des équations d’´etat
réelles, dont les variables d’´etat représentent les déplacements et vitesses modaux, a ´eté
présentée. Le mod`ele ADF aété retenu pour les études ultérieures puisque : (i) il aboutit `a
des syst`emes d’état de dimension plus faible par rapport au mod`ele GHM ; (ii) il contient
moins de paramètres mat´eriels que le mod`ele GHM ; (iii) il est plus précis que le modèle
MSE.

6.1.3 Contrôle actif de vibrations

La théorie de contrôle optimal quadratique LQR a ´eté présentée. Un algorithme
itératif aété propos´e pour régler automatiquement la pond´eration de contrôle afin de res-
pecter le champ ´electrique maximum supportable par les actionneurs pi´ezoélectriques.
La prise en compte d’un observateur d’état, aboutissant `a un contrˆoleur du type LQG, a
été présentée. L’étude du contrôle actif d’une poutre sandwich d´ejà amortie par son cœur
viscoélastique, `a travers un actionneur et un capteur pi´ezoélectriques a ´eté présentée en
utilisant trois contrˆoleurs : (i) LQR, (ii) dérivatif et (iii) LQG. Les r´esultats ont montré que
les contrôleurs LQR et LQG sont plus efficaces que le d´erivatif, puisque la performance
de ce dernier est limitée par le positionnement relatif des actionneurs et capteurs. De plus,
pour le cas étudi´e, une performance de contrˆole presque aussi satisfaisante que celle du
LQR a pu être obtenue par le contrôleur LQG avec une tension de contrˆole inférieure.

6.1.4 Application aux contrôles actif et hybride actif-passif des vi-
brations

Dans un premier temps, les m´ecanismes d’action pi´ezoélectrique par extension et
par cisaillement ont ´eté compar´es pour le contrôle actif de forme et de vibrations. Les
résultats ont montr´e que les actionneurs par cisaillement sont efficaces pour produire des
déformations, ou contrˆoler des vibrations, de flexion de petites amplitudes et fr´equences
relativement ´elevées lorsqu’ils sont int´egrés dans le cœur de structures sandwich, `a peaux
rigides et cœur souple. De plus, il a ´eté trouvé que ces actionneurs sont optimaux lorsqu’ils
sont courts et relativement épais.

Dans un deuxième temps, les traitements amortissants hybrides, associant les traite-
ments visco´elastiques passifs et pi´ezoélectriques actifs, du type RCA (Revêtement Con-
traint Actif), RCP/CA (Revˆetement Contraint Passif avec Contrˆole Actif) ou RCPE/CA
(Revêtement Contraint PassifÉloigné avec Contrˆole Actif) ont été analys´es et compar´es.
Il a été montré que les trois sont plus performants que les traitements purement passifs.
Les traitements du type RCA n’ont ´eté efficaces qu’avec des actionneurs pi´ezoélectriques
collés sur des couches visco´elastiques très minces. Les deux autres sont moins dépendants
de l’épaisseur de la couche viscoélastique et, en g´enéral, plus performants que le RCA.
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Les résultats ont montré que le RCPE/CA aboutit `a des amortissements passifs plus effi-
caces que les deux autres.

L’ étude de l’influence de la temp´erature sur la performance d’amortissement d’un
RCA a montré que les variations des propri´etés du matériau visco´elastique, dues aux
variation de température, modifient la performance du contrˆoleur. Ainsi il a été propos´e
de concevoir une s´erie de contrˆoleurs dans l’intervalle de temp´eratures et commuter entre
eux à chaque variation significative de temp´erature, ce qui aboutit `a des performances
uniformes dans l’intervalle.

6.2 Originalit és de la th̀ese

D’après l’analyse bibliographique détaillée dans la section§1.2, les originalités de
cette thèse peuvent ˆetre résumées dans les points suivants :

– Un modèleéléments finis de poutre sandwich pi´ezoélectrique, pouvant représenter à
la fois les mécanismes d’action par extension et par cisaillement, a ´eté présenté ; ce
modèle ne présente pas de blocage par cisaillement grˆace au choix des d´eplacements
axiaux moyen et relatif des plans moyens des peaux comme ddls ;

– L’effet piézoélectrique d’augmentation de rigidit´e dû au potentiel induit dans les
couches pi´ezoélectriques a ´eté représenté à travers des modifications des constantes
élastiques et de mani`ereéquivalente à travers la prise en compte de ddls ´electriques
condens´es au niveau ´elémentaire ;

– Le contrôle actif des vibrations utilisant des actionneurs par cisaillement n’avait pas
été présenté auparavant ;

– Un modèleéléments finis de poutre sandwich pi´ezoélectrique, dont les peaux sont
composées de plusieurs sous-couches, a ´eté présenté et validé ;

– L’application à l’étude de l’amortissement hybride actif-passif d’une version
itérative de la m´ethode des ´energies modales ;

– La réduction par troncature modale des syst`emes d’état augmentés, r´esultant de
l’utilisation des mod`eles visco´elastiques ADF et GHM, ainsi qu’une représentation
réelle du syst`eme d’état réduit complexe ont ´eté présentées ;

– Une comparaison des mod`eles visco´elastiques ADF, GHM et MSE appliqu´es à
l’ étude de l’amortissement hybride actif-passif dépendant de la fr´equence et de la
température, a ´eté présentée pour la premi`ere fois ;

– Un algorithme itératif aété propos´e pourévaluer automatiquement les pondérations
de contrôle optimal LQR, de mani`ere à respecter les limitations des champs
électriques imposables aux matériaux pi´ezoélectriques ;

– Une synth`ese sur les traitements amortissants hybrides actif-passif, associant
les matériaux viscoélastiques et pi´ezoélectriques dans un seul traitement ou
séparément, a ´eté présentée ;

– Le contrôle actif de poutres sandwich `a cœur visco´elastique, `a travers des pas-
tilles piézoélectriques associ´es à des algorithmes de contrôle, tenant compte de



182 Chapitre 6. Conclusion g´enérale

la dépendance en fréquence des propri´etés des mat´eriaux viscoélastiques, a ´eté
présenté.

6.3 Perspectives de recherche

Dans une perspective de poursuite des travaux de recherche d´eveloppés dans cette
thèse, il serait intéressant de g´enéraliser les analyses présent´ees icià d’autres types de
structures, notamment aux plaques et coques sandwich, afin d’´elargir leur champ d’ap-
plications. Dans cette extension, il serait n´ecessaire d’étudier, d’une part, les actionneurs
par cisaillement agissant en deux dimensions et, d’autre part, l’extension des mod`eles
viscoélastiques pr´esentés aux cas bidimensionnels. En outre, l’étude détaill´ee des champs
électriques induits dans les actionneurs par cisaillement semble tr`es intéressante. D’autre
part, une analyse approfondie de l’influence des modes de relaxation sur la représentation
du comportement vibratoire des poutres sandwich par des mod`eles réduits reste `a faire. De
même, le d´eveloppement d’une base de données, classifiant les mat´eriaux viscoélastiques
bien modélisables par les mod`eles ADF, GHM et MSE et contenant leurs param`etres
respectifs, serait tr`es utile. L’étude d’autres configurations de contrôle hybride actif-
passif est aussi possible en utilisant les mod`eles proposés et constitue une continua-
tion naturelle de cette th`ese. De plus, l’optimisation des param`etres géométriques et
des propriétés des mat´eriaux des traitements hybrides est `a prendre en consid´eration
comme une extension des analyses paramétriques pr´esentées dans ce travail. Dans le cadre
expérimental, plusieurs essais pourraient ˆetre réalisés pour, d’une part, valider quelques
résultats num´eriques de performance du contrˆole hybride et, d’autre part, ´etudier d’autres
configurations d’amortissement hybride. Enfin, l’assemblage des différents algorithmes
et modèles propos´es dans ce travail, afin de d´evelopper une boˆıte à outils facile `a utiliser
en entreprise ou par d’autres laboratoires, pour l’analyse des syst`emes de contrˆole hybride
actif-passif, est envisag´ee.
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Annexe A

Propri étés des mat́eriaux

A.1 Matériaux élastiques

Aluminium :
Module d’Young :E = 70,3 GPa
Coefficient de Poisson :ν = 0,345
Masse volumique :ρ = 2690 kg m−3

Mousse:
Module d’Young :E = 35,3 MPa
Coefficient de Poisson :ν = 0,38
Masse volumique :ρ = 32 kg m−3

Tableau A.1: Propri´etés des mat´eriaux composites isotropes transverses.
E1 (GPa) E2 = E3 G12 = G13 G23 ν12 = ν13 ν23 ρ (kg m−3)

AS4/3501-6 144,8 9,65 4,14 3,45 0,30 0,4 1389
T300/N5208 181,0 10,3 7,17 3,40 0,28 0,5 1600
Kevlar49-epoxy 76,0 5,56 2,30 1,60 0,34 0,7 1460

A.2 Matériaux viscóelastiques

A.2.1 ISD112

Masse volumique :ρ = 1600 kg m−3

Coefficient de Poisson : 0,5
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Tableau A.2: Paramètres des mod`eles ADF/GHM pour le mat´eriau ISD112 `a 27oC.
modèle ADF GHM

i G0 (MPa) ∆i Ωi (rad/s) G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i

1 0,50 0,746 468,7 0,50 0,742 6 502,9 6,97
2 3,265 4 742,4 3,237 50 618,8 5,38
3 43,284 71 532,5 41,654 352 782 2,56

A.2.2 Dyad606

Masse volumique :ρ = 1104 kg m−3

Coefficient de Poisson : 0,29

Tableau A.3: Paramètres des mod`eles ADF/GHM pour le mat´eriau Dyad606 `a 10oC.
modèle ADF GHM

i G0 (MPa) ∆i Ωi (rad/s) G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i

1 5,94 5,88 5,85 1,27 54,42 6194,52 1,21
2 13,66 2345,09 44,95 2489,67 3,23
3 8,94 331,70 30,63 485,15 48,39
4 6,47 50,65 32,21 814,56 7,74
5 34,52 25033,79 146,11 49073,04 1,00

Tableau A.4: Paramètres des mod`eles ADF/GHM pour le mat´eriau Dyad606 `a 25oC.
modèle ADF GHM

i G0 (MPa) ∆i Ωi (rad/s) G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i

1 2,02 9,89 58,18 1,15 51,96 7363,77 1,34
2 3,14 6,75 16,98 415,24 3,82
3 18,94 403,00 33,34 2814,07 3,57
4 35,06 3097,38 5,84 202,31 18,91
5 165,97 57244,00 225,54 83108,68 1,00

Tableau A.5: Paramètres des mod`eles ADF/GHM pour le mat´eriau Dyad606 `a 30oC.
modèle ADF GHM

i G0 (MPa) ∆i Ωi (rad/s) G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i

1 2,09 5,40 73,06 2,11 1,47 421,31 22,99
2 14,15 453,34 23,00 7735,54 1,25
3 1,43 8,83 5,64 1264,80 8,18
4 28,33 3406,80 14,25 3130,35 3,26
5 128,85 52781,28 104,12 81159,59 1,00
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Tableau A.6: Paramètres des mod`eles ADF/GHM pour le mat´eriau Dyad606 `a 38oC.
modèle ADF GHM

i G0 (MPa) ∆i Ωi (rad/s) G0 (MPa) α̂ i ω̂i (rad/s) ζ̂ i

1 1,74 1,15 27,02 1,73 1,01 76,36 1,60
2 3,55 213,35 3,15 521,97 1,41
3 11,79 1257,50 10,03 2734,49 1,28
4 24,41 7585,29 20,41 14137,25 1,16
5 113,12 92517,87 85,77 123345,60 1,00

A.3 Matériaux piézóelectriques

A.3.1 PZT5H

Masse volumique :ρ = 7500 kg m−3

Matrice des constantes ´elastiques :

c =

















12,6 7,95 8,41 0 0 0
12,6 8,41 0 0 0

11,7 0 0 0
2,3 0 0

sym 2,3 0
2,3

















×1010 N m−2

Matrice des constantes pi´ezoélectriques :

e=





0 0 0 0 0 17
0 0 0 0 17 0

−6,5 −6,5 23,3 0 0 0



 C m−2

Matrice des constantes diélectriques :

ǫ =





1,503 0 0
0 1,503 0
0 0 1,3



×10−8 F m−1

A.3.2 Matériau piézóelectrique utilisé par Lin et al.

Masse volumique :ρ = 7730 kg m−3

Matrice des constantes ´elastiques :

c =

















12,8 6,6 6,6 0 0 0
12,8 6,6 0 0 0

11,0 0 0 0
2,1 0 0

sym 2,1 0
2,1

















×1010 N m−2

Matrice des constantes pi´ezoélectriques :
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e=





0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−6,1 −6,1 15,7 0 0 0



 C m−2

Matrice des constantes diélectriques :

ǫ =





8,797 0 0
0 8,797 0
0 0 8,797



×10−9 F m−1



Annexe B

Matrices de masse et de rigidit́e

B.1 Modèle sandwichà trois couches

Les matrices de masse et de rigidité de la poutre sandwich ont ´eté calculées ana-
lytiquement, par intégration directe, en utilisant le logiciel Mathematica◦R. Les matrices
de rigidité des peaux et du cœur sont compos´ees par les rigidités de membrane (m), de
flexion (f ) et de cisaillement (c) (pour le cœur seulement). Tandis que les matrices de
masse sont compos´ees par les termes d’inertie de translations enx (u) et enz (w), et de
rotation autour dey (r).

K p = Kma+K f a+Kmb+K f b (B.1)

Kma=
c∗a

11Aa

L

























1 0 0 1/2 −1 0 0 −1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/2 0 0 1/4 −1/2 0 0 −1/4
−1 0 0 −1/2 1 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/2 0 0 −1/4 1/2 0 0 1/4

























Kmb=
c∗b

11Ab

L

























1 0 0 −1/2 −1 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/2 0 0 1/4 1/2 0 0 −1/4
−1 0 0 1/2 1 0 0 −1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/2 0 0 −1/4 −1/2 0 0 1/4
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K f a =
c̄a

11Ia
L

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 12/L2 6/L 0 0 −12/L2 6/L 0
0 6/L 4 0 0 −6/L 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −12/L2 −6/L 0 0 12/L2 −6/L 0
0 6/L 2 0 0 −6/L 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























K f b =
c̄b

11Ib
L

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 12/L2 6/L 0 0 −12/L2 6/L 0
0 6/L 4 0 0 −6/L 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −12/L2 −6/L 0 0 12/L2 −6/L 0
0 6/L 2 0 0 −6/L 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























K c = Kmc+K f c +K cc (B.2)

Kmc=
c∗c

33Ac

L

























1 0 d 0 −1 0 −d 0
0 12d2/L2 6d2/L 0 0 −12d2/L2 6d2/L 0
d 6d2/L 4d2 0 −d −6d2/L 2d2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 −d 0 1 0 d 0
0 −12d2/L2 −6d2/L 0 0 12d2/L2 −6d2/L 0
−d 6d2/L 2d2 0 d −6d2/L 4d2 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























K f c =
c∗c

33Ic
L

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 12λ2/L2 6λ2/L 0 0 −12λ2/L2 6λ2/L 0
0 6λ2/L 4λ2 λ/hc 0 −6λ2/L 2λ2 −λ/hc

0 0 λ/hc 1/h2
c 0 0 −λ/hc −1/h2

c
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −12λ2/L2 −6λ2/L 0 0 12λ2/L2 −6λ2/L 0
0 6λ2/L 2λ2 −λ/hc 0 −6λ2/L 4λ2 λ/hc

0 0 −λ/hc −1/h2
c 0 0 λ/hc 1/h2

c
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K cc = kccc
55Ac(λ +1)2×









































0 0 0 0 0 0 0 0

0 6
5L

1
10 − 1

2hc(λ+1) 0 − 6
5L

1
10 − 1

2hc(λ+1)

0 1
10

2L
15

L
12hc(λ+1) 0 − 1

10 − L
30 − L

12hc(λ+1)

0 − 1
2hc(λ+1)

L
12hc(λ+1)

L
3h2

c(λ+1)2 0 1
2hc(λ+1) − L

12hc(λ+1)
L

6h2
c(λ+1)2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 − 6
5L − 1

10
1

2hc(λ+1) 0 6
5L − 1

10
1

2hc(λ+1)

0 1
10 − L

30 − L
12hc(λ+1) 0 − 1

10
2L
15

L
12hc(λ+1)

0 − 1
2hc(λ+1) − L

12hc(λ+1)
L

6h2
c(λ+1)2 0 1

2hc(λ+1)
L

12hc(λ+1)
L

3h2
c(λ+1)2









































M p = Mxa+Mza+M ra +Mxb+Mzb+M rb (B.3)

Mxa = ρaAaL

























1/3 0 0 1/6 1/6 0 0 1/12
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/6 0 0 1/12 1/12 0 0 1/24
1/6 0 0 1/12 1/3 0 0 1/6
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/12 0 0 1/24 1/6 0 0 1/12

























Mxb = ρbAbL

























1/3 0 0 −1/6 1/6 0 0 −1/12
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/6 0 0 1/12 −1/12 0 0 1/24
1/6 0 0 −1/12 1/3 0 0 −1/6
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/12 0 0 1/24 −1/6 0 0 1/12

























Mza=
ρaAaL
420

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 156 22L 0 0 54 −13L 0
0 22L 4L2 0 0 13L −3L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 54 13L 0 0 156 −22L 0
0 −13L −3L2 0 0 −22L 4L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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Mzb=
ρbAbL
420

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 156 22L 0 0 54 −13L 0
0 22L 4L2 0 0 13L −3L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 54 13L 0 0 156 −22L 0
0 −13L −3L2 0 0 −22L 4L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























M ra = ρaIaL

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 6/5L2 1/10L 0 0 −6/5L2 1/10L 0
0 1/10L 2/15 0 0 −1/10L −1/30 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −6/5L2 −1/10L 0 0 6/5L2 −1/10L 0
0 1/10L −1/30 0 0 −1/10L 2/15 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























M rb = ρbIbL

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 6/5L2 1/10L 0 0 −6/5L2 1/10L 0
0 1/10L 2/15 0 0 −1/10L −1/30 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −6/5L2 −1/10L 0 0 6/5L2 −1/10L 0
0 1/10L −1/30 0 0 −1/10L 2/15 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























Mc = Mxc+Mzc+M rc (B.4)

M xc = ρcAcL

























1/3 −d/2L d/12 0 1/6 d/2L −d/12 0
−d/2L 6d2/5L2 d2/10L 0 −d/2L −6d2/5L2 d2/10L 0
d/12 d2/10L 2d2/15 0 −d/12 −d2/10L −d2/30 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1/6 −d/2L −d/12 0 1/3 d/2L d/12 0

d/2L −6d2/5L2 −d2/10L 0 d/2L 6d2/5L2 −d2/10L 0
−d/12 d2/10L −d2/30 0 d/12 −d2/10L 2d2/15 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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Mzc =
ρcAcL
420

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 156 22L 0 0 54 −13L 0
0 22L 4L2 0 0 13L −3L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 54 13L 0 0 156 −22L 0
0 −13L −3L2 0 0 −22L 4L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























M rc = ρcIcL

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 6λ2/5L2 λ2/10L −λ/2hcL 0 −6λ2/5L2 λ2/10L −λ/2hcL
0 λ2/10L 2λ2/15 λ/12hc 0 −λ2/10L −λ2/30 −λ/12hc

0 −λ/2hcL λ/12hc 1/3h2
c 0 λ/2hcL −λ/12hc 1/6h2

c
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −6λ2/5L2 −λ2/10L λ/2hcL 0 6λ2/5L2 −λ2/10L λ/2hcL
0 λ2/10L −λ2/30 −λ/12hc 0 −λ2/10L 2λ2/15 λ/12hc

0 −λ/2hcL −λ/12hc 1/6h2
c 0 λ/2hcL λ/12hc 1/3h2

c

























Les vecteurs d’efforts ´electriques ´equivalents à l’actuation pi´ezoélectrique ont aussi
été calculés analytiquement. Ils sont d´enommésFma et Fmb pour les forces membranaires
des actionneurs par extension (peaux) etFcc pour le moment des actionneurs par cisaille-
ment (cœur).

Fma=
e∗a

31AaVa

ha

[

−1 0 0 −1/2 1 0 0 1/2
]T

Fmb=
e∗b

31AbVb

hb

[

−1 0 0 1/2 1 0 0 −1/2
]T

Fcc =
ec

15AcVc

hc

[

0 −(λ +1) 0 L/2hc 0 (λ +1) 0 L/2hc
]T

B.2 Modèle sandwichà peaux multicouches

Comme pour le cas pr´ecédent, les matrices de masse et de rigidité de la poutre
sandwich ont ´eté calculées analytiquement, par intégration directe, en utilisant le logiciel
Mathematica◦R. Les matrices de rigidité des peaux et du cœur sont compos´ees par les
rigidités de membrane (m), de flexion (f ), de cisaillement (c) (pour le cœur seulement)
et, en plus, de couplage membrane-flexion, dû aux peaux multicouches. Les matrices de
masse sont compos´ees par les termes d’inertie de translations enx (u) et enz (w), de
rotation autour dey (r) et de couplage translation enx-rotation. Les matrices relatives au
cœur reste inchangées et ne sont donc pas r´epétées ici.

K p =
n

∑
j=1

(Kmaj +K f a j +Km f aj )+
m

∑
j=1

(Kmbj +K f b j +Km f bj ) (B.5)
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Kmaj =
c
∗a j
11 Aa j

L

























1 0 0 1/2 −1 0 0 −1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/2 0 0 1/4 −1/2 0 0 −1/4
−1 0 0 −1/2 1 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/2 0 0 −1/4 1/2 0 0 1/4

























Kmbj =
c
∗b j
11 Ab j

L

























1 0 0 −1/2 −1 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/2 0 0 1/4 1/2 0 0 −1/4
−1 0 0 1/2 1 0 0 −1/2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/2 0 0 −1/4 −1/2 0 0 1/4

























Km f aj =
c
∗a j
11 Īa j

L

























0 0 −1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 −1/2 1 0 0 1/2
0 0 −1/2 0 0 0 1/2 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1/2 −1 0 0 −1/2
0 0 1/2 0 0 0 −1/2 0

























Km f bj =
c
∗b j
11 Īb j

L

























0 0 −1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 1/2 1 0 0 −1/2
0 0 1/2 0 0 0 −1/2 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 −1/2 −1 0 0 1/2
0 0 −1/2 0 0 0 1/2 0

























K f a j =
c
∗a j
11 Ia j

L

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 12/L2 6/L 0 0 −12/L2 6/L 0
0 6/L 4 0 0 −6/L 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −12/L2 −6/L 0 0 12/L2 −6/L 0
0 6/L 2 0 0 −6/L 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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K f b j =
c
∗b j
11 Ib j

L

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 12/L2 6/L 0 0 −12/L2 6/L 0
0 6/L 4 0 0 −6/L 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −12/L2 −6/L 0 0 12/L2 −6/L 0
0 6/L 2 0 0 −6/L 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























M p =
n

∑
j=1

(Mxaj +Mxra j +M ra j +Mzaj )+
m

∑
j=1

(Mxbj +Mxrb j +M rb j +Mzbj ) (B.6)

Mxaj = ρa j Aa j L

























1/3 0 0 1/6 1/6 0 0 1/12
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/6 0 0 1/12 1/12 0 0 1/24
1/6 0 0 1/12 1/3 0 0 1/6
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1/12 0 0 1/24 1/6 0 0 1/12

























Mxbj = ρb j Ab j L

























1/3 0 0 −1/6 1/6 0 0 −1/12
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/6 0 0 1/12 −1/12 0 0 1/24
1/6 0 0 −1/12 1/3 0 0 −1/6
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−1/12 0 0 1/24 −1/6 0 0 1/12

























M xraj = ρaj Īaj L

























0 −1/2L 1/12 0 0 1/2L −1/12 0
−1/2L 0 0 −1/4L −1/2L 0 0 −1/4L
1/12 0 0 1/24 −1/12 0 0 −1/24

0 −1/4L 1/24 0 0 1/4L −1/24 0
0 −1/2L −1/12 0 0 1/2L 1/12 0

1/2L 0 0 1/4L 1/2L 0 0 1/4L
−1/12 0 0 −1/24 1/12 0 0 1/24

0 −1/4L −1/24 0 0 1/4L 1/24 0
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M xrbj = ρbj Ībj L

























0 −1/2L 1/12 0 0 1/2L −1/12 0
−1/2L 0 0 1/4L −1/2L 0 0 1/4L
1/12 0 0 −1/24 −1/12 0 0 1/24

0 1/4L −1/24 0 0 −1/4L 1/24 0
0 −1/2L −1/12 0 0 1/2L 1/12 0

1/2L 0 0 −1/4L 1/2L 0 0 −1/4L
−1/12 0 0 1/24 1/12 0 0 −1/24

0 1/4L 1/24 0 0 −1/4L −1/24 0

























M ra j = ρa j Ia j L

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 6/5L2 1/10L 0 0 −6/5L2 1/10L 0
0 1/10L 2/15 0 0 −1/10L −1/30 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −6/5L2 −1/10L 0 0 6/5L2 −1/10L 0
0 1/10L −1/30 0 0 −1/10L 2/15 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























M rb j = ρb j Ib j L

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 6/5L2 1/10L 0 0 −6/5L2 1/10L 0
0 1/10L 2/15 0 0 −1/10L −1/30 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −6/5L2 −1/10L 0 0 6/5L2 −1/10L 0
0 1/10L −1/30 0 0 −1/10L 2/15 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























Mzaj =
ρa j Aa j L

420

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 156 22L 0 0 54 −13L 0
0 22L 4L2 0 0 13L −3L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 54 13L 0 0 156 −22L 0
0 −13L −3L2 0 0 −22L 4L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























Mzbj =
ρb j Ab j L

420

























0 0 0 0 0 0 0 0
0 156 22L 0 0 54 −13L 0
0 22L 4L2 0 0 13L −3L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 54 13L 0 0 156 −22L 0
0 −13L −3L2 0 0 −22L 4L2 0
0 0 0 0 0 0 0 0


























