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Introduction



La solution de beaucoup de systemes différentiels dépend des données de Cauchy ou
conditions initiales. Cependant le probleme de Cauchy n’est pas bien posé dans de nombreux
cas, méme hyperboliques.

Il en est ainsi quand les données sont trop irrégulieres ou portées par une variété ca-
ractéristique.

Par exemple, pour un systeme différentiel non linéaire, ’examen des données comme la
mesure de Dirac sur une variété (non caractéristique) n’a pas de sens dans la théorie des
distributions. Et méme pour un probleme linéaire, si le critere du “Wave Front Set” de
Hormander sur la restriction des distributions a une sous variété n’est pas vérifié, il n’existe
pas de moyens standard pour formuler correctement le probleme de Cauchy dans le contexte
distributionnel.

Dans le cas caractéristique, méme si les données sont analytiques, le théoreme de Cauchy
Kowaleska ne peut étre utilisé. Ce théoreme propose une construction de la solution v au
moins localement, a partir de données suffisamment régulieres et portées par une variété
sur laquelle on peut d’abord calculer formellement toutes les dérivées partielles de u. Une
telle variété est dite non caractéristique et on peut dans le cas linéaire la caractériser assez
simplement pour une équation et méme un systeme.

Le cas non linéaire “non caractéristique” est plus difficile a formuler pour les ordres
élevés et les systemes; il n’est pas str qu’il y ait consensus pour une définition générale
relative aux systemes différentiels non linéaire d’ordre quelconque.

Dans le cas caractéristique, le calcul formel des dérivées partielles sur la variété portant
les données rencontre une obstruction géométrique difficile & contourner. Pour les problemes
caractéristiques linéaires, des résultats d’existence, mais non d’unicité, sont prouvés dans

le cadre des distributions dans un demi-espace ([4], [6]). D’autres résultats sont prouvés



(Garding, Kotake, Leray, Wagschal, Hamada, Dunau) dans le domaine complexe (ou les
solutions peuvent étre holomorphes ramifiées autour des courbes caractéristiques issues des
caractéristiques). Mais nous ne connaissons pas de réponse générale dans les cas analytiques
réels ou C™ et pour les probléemes non linéaires. Pour ces cas, et aussi dans les cas linéaires,
les problemes caractéristiques sont ceux o1 nous “tombons dans les trous” de la stratification
canonique définie dans la théorie de Shih Weishu [18], [19] et il est prouvé par Shi Wei Hui
[17] que le probleme de Cauchy n’est pas bien posé pour les équations de Navier-Stokes sur
I'hyperplan {t=0}.

L’objectif de ce travail est de proposer une méthode permettant de résoudre certains
problemes de Cauchy a données irrégulieres ou caractéristiques en utilisant les récentes
théories de fonctions généralisées [1], [3], [15] et en particulier les (C, &, P)-algebres [8], [11]
définies dans les travaux de recherche du groupe d’Analyse Algébrique Non Linéaire.

e Nous cherchons, une solution u généralisée dans un sens qui sera précisé plus loin du

probleme de Cauchy suivant :

ol ¢ et ¢ sont des fonctions généralisées d’une variable. Les valeurs initiales sont données
sur la courbe monotone v d’équation y = f(x). La notation F'(.,.,u) étend, d'une maniere

ui sera précisée plus loin, ’expression :
)

(z,y) = F(x,y,u(r,y))

au cas ou u est une fonction généralisée des deux variables x et y.
Nous étudions le cas ou les données sont situées sur la courbe caractéristique v = (Ox)

a partir des résultats précédents.
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e Nous cherchons une solution u généralisée dans un sens qui sera précisé plus loin du

probleme de Goursat suivant :

(Pl) U|(0z) = ¥

ou ¢ et 1 sont des fonctions généralisées d’une variable réelle. Les valeurs initiales sont
données sur une courbe caractéristique C' : (Ozx), et sur une courbe monotone v d’équation

x = g (y). Lanotation F'(.,.,u) étend, d’'une maniére qui sera précisée plus loin, I'expression :

(z,y) = F(z,y,u(z,y))

au cas ol u est une fonction généralisée des deux variables x et y.
e Dans la premieére partie nous étudions d’abord des problemes réguliers.

Nous résolvons le probleme de Cauchy régulier suivant :
4 82
0xdy
(P) uy =¢
ou

aiylv -

u=F(., ., u)

ou ¢ et 1 sont des fonctions lisses d’une variable réelle. Les valeurs initiales sont données
sur la courbe monotone vy d’équation y = f(z) et 'application (z,y) — F(x,y,u(z,y)) est
une fonction lisse de ses arguments.

Nous résolvons le probleme de Goursat suivant :

62
5$8yu -

F(., . u)

(P/) Uj(0z) = ¥

Uy =1

11



ou ¢ et 1 sont des fonctions lisses d’'une variable. Les valeurs initiales sont données sur
une courbe caractéristique C' : (Ox), et sur une courbe monotone vy d’équation = = g (y) et
Papplication (x,y) — F(x,y,u(x,y)) est une fonction lisse de ses arguments.

e La deuxiéme partie est consacrée a la définition des algebres de fonctions généralisées
et a la mise en place d’une algebre de fonctions généralisées adaptée au probleme de Cauchy
généralisé. Voici une idée de la construction de ces algebres :

K est le corps des réels ou des complexes et A un ensemble d’indices. C est ’anneau
quotient A/I o I est un idéal de A, un sous-anneau de 'anneau K*.

(€,P) est un faisceau de K-algebres topologiques sur un espace topologique X. Un
faisceau de (C, &, P)-algebres sur X est un faisceau quotient A = H/J ou J est un idéal
de H, sous faisceau de . Les sections de H (resp J) doivent vérifier certaines estimations
faisant intervenir H et A (resp I).

Dans ces algebres, nous avons de bons outils pour poser et résoudre beaucoup de
problemes différentiels non linéaires & n données irrégulieres [12], [14].

Nous choisissons £ = C®°, X = R? pour d = 1,2, E = D' et A =]0,1]. Pour tout €,
ouvert de RY, £(Q2) est muni de la P(Q) topologie de la convergence uniforme de toutes
les dérivées sur les espaces compacts de (). Cette topologie peut étre définie par la famille

) a]tag+...ta
de semi-normes P ;(u:) = sup <sup |Daug($)|> avec K € Q et D* = %7&%4
1 Y7d

la|<l \zeK

pour
2= (21,.,24) €EQ 1 ENet a=(ag,.., aq) € N
Soit A un sous anneau de Panneau R® des familles de réels muni des lois habituelles et

I4 un idéal de A tels que A et I4 soient stables par majoration. On suppose que (1), € A.

12



Pour simplifier, on notera X' = H4 c p), N = J(1a,0,p) €t A= X /N. On pose :

X(Q) = {(UE)E e [C®(Q))* : VK € VI € N, (Pxy(u.)), € A+}

N(©Q) = {(ue)e e [ VK € VI €N, (Pyylu.)), € I;{} .

L’anneau des constantes généralisées associé a l'algebre quotient n’est autre que 'anneau
quotient C = A/I4.

Nous introduisons la notion d’algebre A (R?) stable par F (relativement a C = A/I4.)

Q étant un ouvert de R, pour € Q et u = [u:] € A(Q), nous définissons le D'
spectre singulier paramétrique de u € A(2) comme le sous ensemble de Q x R : SgSg;‘u =
{(z,r) € A xRy, 7 € pr »(u)} ot Bprz(u) = Ry\Npr i (u) est la D'-fibre au dessus de z
et Npr o (u) = {r € Ry;3V; € V(@) : lim(e"uqpy, ) € D'(m}.

e Ces outils nous permettent d’aborder dans la troisieme partie les problemes géné-
ralisés.

Nous cherchons une solution u dans A (R2) du probleme de Cauchy généralisé :

/

82
0xdy “=

F(.,.,u)

o _
9 |y

Apres avoir donné un sens a (Pg), nous montrons que si A4 (R2) est stable par F' , si
A(R) et A (R?) sont construits sur le méme anneau C = A/I de constantes généralisées et
si les données du probleme (Pg) vérifient les conditions ¢ € A (R), ¥ € A(R), f € C*(R),
alors le probleme (Pg) admet une unique solution u dans A (R?).

Nous faisons ensuite une étude qualitative de la solution, notamment pour F' = 0 et

f(x) = ax.

13



Nous étudions de méme le probleme de Goursat généralisé :

( 82
0xdy “=

F(.,.,u)

(&) uion = ¢

Uy = 1.

e Nous pouvons alors nous intéresser aux probléemes caractéristiques dans la quatriéme
partie.

Nous nous proposons de prolonger certains résultats [10] & des cas généraux, en ap-
prochant des problemes caractéristiques par des familles de probléemes non caractéristiques
et en interprétant algébriquement les résultats.

Nous étudions le cas ou les données sont situées sur la courbe caractéristique v = (Ox)
a partir des résultats précédents.

Le probleme de Cauchy irrégulier caractéristique :

( 82
0xdy “=

F(.,.,u)

(Fe) Uj(0z) = ¥
du
Y (0w

n’a pas de solution lisse (ni méme C?) méme lorsque les données ¢ et v le sont. Nous le

remplagons par la famille de problemes non caractéristiques (Px), :

4 82
0xdy
(PE) u"‘/s = SO
%

ay |’Y€

u=F(,.,u)

en considérant comme donnée la courbe . d’équation y = ex, et nous essayons d’en
traduire la famille de solutions en termes de fonction généralisée appartenant a une algebre

convenablement définie.

14



Nous étudions le cas ol les données sont régulieres.

Si u. est la solution du probleme (P:), la famille (uc), est le représentant d’une fonction
généralisée appartenant a l'algebre A (RQ). Alors u = [ue] est une fonction généralisée
que nous considérons comme la solution généralisée du probleme de Cauchy caractéristique
(Pc).

Nous étudions alors le cas des données irrégulieres.

Nous donnons aussi un sens au probleme de Cauchy caractéristique (Pc) dans le cas ou
v et ¢ sont elles-mémes des données irrégulieres (par exemple des fonctions généralisées) en

le remplacant par la famille de problémes non caractéristiques (P(Em)) dans une algebre

(e,m)

convenable : -

0“u

iy (020) = @y, ue g (29)
P pu—

Em y Uen (x,ex) = ¢p(x)
Ou(e,)
{9y
ol (¢y), et (¥y), sont des représentants de ¢ et 1.

(z, ex) = y(2)

Le parametre € permet de se ramener a un probleme non caractéristique que le parametre
1 rend régulier.

Si u(.y) est la solution du probleme P ,y, la famille (u(. ) (c,,) est le représentant d’une
fonction généralisée. Donc u = [U(gm)] est une fonction généralisée que nous considérons
comme la solution généralisée du probleme de Cauchy caractéristique (P¢).

Nous appliquons ces résultats pour quelques cas particuliers ot F' = 0.

15



Premiere partie

Problemes réguliers
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Chapitre 1

Un probleme de Cauchy régulier

1.1 Enoncé du probleme

1.1.1 Deux formulations (P.) et (Pi,)

On cherche une solution « du probléme de Cauchy suivant :

82
3:L"8yu -

F(., ., u)

Uy =¥

ou

ay "Y: w

ou f,p,17 : R+ R sont des fonctions lisses d’une variable, v la courbe d’équation y = f(x)
et F': (z,y) — F(z,y,u(x,y)) est une fonction lisse de ses arguments.

Dans tous les cas on fera I’hypothese suivante :

(

F € C(R3,R)

VK €R?,  sup [0.F(z,y,2)| < +oo
(H): (z,y)€K;z€R

f est définie et strictement croissante sur R, d’'image R

Vo € R, f(x) £ 0,

ott la notation K & R? signifie K est un compact contenu dans R2.

17



On désigne par (Px) le probléeme de la recherche d'une fonction v € C%(R?) vérifiant :

0%u
S @) = Pl ute) (1)
u(z, f(z)) = o(z) (2)
ou
ay (z, f(z)) = ¢(). (3)

On désigne par (Pj,;) le probleme de la recherche d’une fonction u € CY(R?) vérifiant :

Maw—mmw—/ﬁ(ff@mwam&m (4)

uo(z,y) = x (y) — x(f(z)) + ¢(x)

et y désigne une primitive de ¢ o f~1, avec :

{&n), [[Hy) €<z y<n< [} siy < fla)
D(x,y, f) =

{(&m)z <<y fO) <n<y)siy> f(x)
1.1.2 Equivalence des deux formulations (P.) et (P)

1.1.2.1. Théoréme.

Soit u € CO(R?).
La fonction u est solution de (Pso) si et seulement si u est solution de (Pint)
Démonstration.
Condition nécéssaire.
L’existence de f~1 étant assurée par (H). On considere les points M (z,y), P(f~*(y),v),
Q(z, f(x)), 'hypothese (H) assure que le domaine D(z,y, f), défini en 1.1.1., limité par le

“triangle curviligne M PQ) 7 est borné.

18



Si u est solution de (Px,), supposons : y > f(x).

It (1 )

:/y [au(f 77)r:f " d

f(x) =z
Y ou Y Ou
- dn — d
/ ) 0y —(f(n),n)dn . ay(ﬂc ;m)dn
/ w(s ~ fula,m)%,,

=x(y) — x(f(z)) —u(z,y) + u(z, f(z))

= x () = x(f(2)) = ulz, y) + p(2),

ol Y désigne une primitive de ¥ o f~1.

Nous en déduisons :
u(z,y) = x (y) — x(f(z)) + p(z) - //D( f)F(é,mU(&n))dEdn
Y,

- - ded
wo(z,y) / /D L FEmul n)iedn,

o up(z,y) = x (y) — x(f(@)) + ¢ (x).
On obtient le méme résultat si on suppose y < f(z).

Donc u vérifie (Py) .

Condition suffisante.

Si u vérifie (Pj,¢), on peut écrire, en supposant y > f(x) :

()
w(y) = uo(e,y) — / ' ( /f ‘; F(g,n,u@,n))dn) e

i €)
= ’LL(](Q?, y) - / G(§7 y)dga

ot : G(&,y) = [7¢) F(&n,ulé n))dn

19



Comme on a : u € C°(R?), G est une fonction continue de ¢ et y, d’ott :

ou Jdug Oug v
e = —_— F
9 (z,y) . (z,y) + G(x,y) 5 (z,y) + /f(x) (x,m,u(x,n))dn

et par suite :

d (0Ou &ug
5§ <5kv> Cr’y)__ ayax(lgy)-+¢FKx,y,u(x,y))

et comme :

82u0
ayaw (:L‘,y) - 07

88y (g;‘) (@,y) = Flz,y, u(z,y)).

Calculons encore u(x,y) de la maniere suivante :

()
ule,y) = up(e,y) — /f ( | ( / ! F<s,n,u<m>>ds) d

Yy
:Uo(l',y) - H(ffﬂ?) d’l’],
f(2)

ou: H (z,n) ff F(&m,u(&,n))dE.

Comme on a u € C°(R?), H est une fonction continue de x et 5, d’ou :

o o =)
Gola) = S - / F(&.youlé,y))de

d’ou :

u “u
8% <gy> (z,y) = g Tay )+ Py ul@.y) = P,y u@.y)).

Finalement on peut intervertir 'ordre des dérivations partielles et :

0u
5;;5;(x¢y) ::lr(xay7u(xay)»
De plus :
u (@, f(x)) = uo (, f(2)) = ¢(),
6u Buo _
oo f(@) = G2 @ f () = Vo f (@) = ¥ @)



e Ces résultats sont inchangés si on suppose : y < f(z), donc u vérifie bien (Px).

Si u est de classe C! alors (z,%) — F(z,y,u(z,y)) est de classe C!, alors :

Y(y) y )
W (2,y) o uole,y) — / (/f(@F(ﬁan,U(f,n))dOd&zuO(fﬂ,y)— / G(¢,y)de

admet une dérivée partielle en z de classe C!, et :

Y

Wr(x,y)Huo(x,y)—/

=) y
(/ F(&nm(ém))%) dn = uo(z,y) — / H (x,m)dn
f(@) \Jz f(x)

admet une dérivée partielle en y de classe C!. Comme :

2 (%Vyv) (2,) = Fla,y,u(z,)) = (fy (%Vf) (z.9)

est de classe C! alors u = W est de classe C2.
On remarque de plus que si u est de classe C" alors (z,y) — F(z,y,u(x,y)) est de classe
C", donc :

)

1) y
W (2,y) — uo(z,y) - / (f@)F(&mu(&n))dn)dgzuO<:c,y>— / G, y)de

admet une dérivée partielle en = de classe C™, et :

)

W (z,y) — uo(z,y) —/

N O) Y
(/ F(Smm(ém))%) dn = uo(z,y) — / H (x,m)dn
f(@) \Jz f(z)

admet une dérivée partielle en y de classe C™. Comme :

a% <%2/> (@,9) = Fla,y, u(z,y)) = aay (%‘f) (2,y)

est de classe C™ alors u = W est de classe C"*1.
D’apres le principe de récurrence u est donc de classe C™.

On a donc le

1.1.2.2. Corollaire

Si u est solution de (Pint) (ou de (Ps)), alors u appartient a C®(R?).
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1.1.2.3. Calcul des dérivées partielles d’ordre deux de u

Ce calcul sera utilisé au 4.2.

Si w est solution de (Pj,:) nous avons :

ou Jug Oug Y
5 = Gl + Glay) =GR+ [, utea)in

Puisque F(.,.,u) admet une dérivée partielle en x et que f est dérivable, nous en déduisons

2U 2'LL
Ot ) = L0 ) — [ @)F (e, f(@), ule, f(@)+
fy g (@, u(z,n)) + g(fcm,u(wm))gzmm)> dn
82u0

= S0 w) — M @F (@ f(@), ¢@)+

Y oF OF ou
/f(x) <ax(:v,77,u(x,77)) + @(%777 u(z, n))(9 (z, 7])) dn.

Comme : up(z,y) = x (v) — x(f(z)) + ¢(x), il vient succesivement

Tg @) = —f(2)¢ (f7H(f(@) + ¢ (@) = = (2)¢ (2) + ¢’ (2)

R @y) = —F @) (@)~ F @ (@) + ¢ (@),

On trouve alors :

9%u

52 @) = =7 @i (2) = f1(2)¢" (@) + ¢7(2) = (@) F(, f(2), (@)

v [(OF oF ou
o (Gt mute ) + Gt m) S ) i

Si u est solution de (Pj,¢)), on peut écrire, en supposant y > f(x) :

) Y
u(z,y) = uo(w,y) —/ (/f@ F(&mw(&m)ﬂn) d€.

Calculons encore u(z,y) de la maniére suivante :

()
Mww)zuday%—éj)</ nF@ﬂbwﬁnD%>dn
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A partir de :

w u )
o) = Glew - [ Pl e
on obtient :
82u OQUQ 1 _
@(%?J) = Tyg(ﬂ%y) - <M> F(f W)y o(f ()

='W s 9F oF 0

uo(z,y) = x (v) — x(f(2)) + p(z).

Comme :
%f@w—wu*@»
a2u0 —1y/ eS| _ 1 1 p—1
) = [0V () = || ¢ 0 ) ©

1.2 Résolution du probleme

1.2.1 Résolution de (P,,)
1.2.1.1. Théoréme

Sous Uhypotheése (H) le probleme (Ps) admet une solution unique dans C*(R?).
Démonstration.
D’apres le théoréeme 1.1.2.1., résoudre (P ) revient & résoudre (Pj,;) c’est-a-dire a

chercher u € CO(R?) vérifiant :

M%wzw@w/ﬁ(ﬁF@mM@MMMWQ
x,Y,

Pour tout compact de R?, nous pouvons trouver A > 0 assez grand tel que ce compact
soit contenu dans Ky = [—A\;A] x [f(=A); f(N)], car la famille (KA)AeRj est une famille

exhaustive de compacts.
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a) Changement de variables.

Supposons toujours : y > f(z) et faisons le changement de variables :
X=z+A
V=y—f(=}
c’est-a-dire considérons comme nouvelle origine Q(—\, f(—X\)).

Alors :
=X — A\

y=Y+f(=})

La relation (4) s’écrit :
I/ F(E = A+ F(=N),ul€ = X+ F(—=N)dédn,
D(X=AY+f(=A),f)

qui est de la forme :

U(X,Y) = Up(X,Y) — / /@ oy, SEDUEME, (9
»¥,9

avec : g(X) = f(X — A) = f(=A); le compact Q@ = [0;2A] x [0; g(2)\)] est le transformé de
Ky, car g(2)\) = f(A) — f(=)). L’équation de () s’écrit alors : Y = g(X) et g(0) = 0.

On a donc maintenant :

b) Résolution.

Posons, conformément & ’hypothese (H) :

my = sup
(677])6Q)\7 z2€R

Ficna).
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Définissons la suite (Up,),en de fonctions de R? par :

Vi € N*, Un(X,Y) = Uy(X,Y) - / /@ oy FEn T (€ )i
1,9

Posons pour tout compact H € R? :

[Uollooir = sup  |Uo(z,y)].
(z,y)eH

D’apres le théoreme des accroissements finis sous forme intégrale, nous pouvons écrire :
1 ag
3’(5777at) - 3(677777”) = (t - T) 0 a(ﬁﬂ% T+ U(t - T))da (6)
d’ot : V(§,n) € D(X,Y, g)
1 ag
3(57 7, U0(§7 77)) - g(f? 7, O) = U0(€7 77) 0 5(57 7, UU0(§7 U))da

Donc :

1
’3(57777 UO(gvn))‘ < ’g(§7777 0)’ + |U0(§777)‘ A m)\da,

1587, Uo(&m)] < [8(€,m,0)] + ma 1Uo]l ., -

Posons :

x =805 0o,y 71 U0l 00,y »

Yne NV, =U,—U,_1,
ce qui entraine :

Vi(X,Y) = U\(X,Y) - Up(X,Y) = — / /@ oy FEmUE M),
1,49

Vi(X,Y)| < 0, Uo(€,m))| dédn < @ dedn,
VA )|<//®(X’Y’g)\3(§n o(€,m))| dédn < A//D(m)sn

V1(X,Y)| < 2 \A(X,Y),
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ol AX,Y)= [ fg( X,v,g) 46dn, désigne I'aire du domaine D(X,Y, g) limité par le “triangle
curviligne M PQ 7.

On a:

[Va(X,Y) = [U2(X,Y) = U(X,Y)]

D(X,Y,9)

Utilisant alors la relation (6), on obtient :

‘8’(57 m, UO(&? 77)) - S(ga mn, Ul (gu 77))|

1
< |UO(§77I) -U; (5777)| ‘A %%’(Ea n, U1 (Ea 77) + U(Ul(ﬁ,n) - UO(g?n)))dJ )

par conséquent :

‘5(5; m, UO(fa 77)) - 3(57 n, U1 (57 17))| < |U0(£7 77) - U (57 77)| my

‘g(éa n, UO(&; 77)) - 3(57 n, Ul (57 77))| < ‘Vl (57 77)| my.

On en déduit :
Va(X, V)| < / / ma [Uo(€,m) — Us (€, m)] dedy
D(X,Y,9)

< ma / / Vi (€, )| dédn
D(X,Y,9)

< mAdy / / A(€,m)dédn,
D(X,Y,9)

On peut remarquer que :

AXY) < (g7HY) = X)(Y —9(X) @A - X)Y < (20)Y

26



et par suite :

V(XY ) déd 0} 2)\ déd
Va(X, V)| < my A//@m A(€,m)dedn < my A//(m) yndédn
2\
< ma®) /0 ( /0 (2\)nd€)dn

<mp®y ((2)\)2 );2>

Par conséquent :

2
V(En) € DX, Y.g), [Va(€,m)| < mady ((2»2”2) .

De méme :

Va(X,Y)| = |Us(X,Y) — Un(X,Y)| < / / (€. Ur(,m) — 36,1, Unl€, )| ded.
D(X,Y,9)

D’ou :

Va(X,Y)| < //@m U1 (E) — Ualés )
1,9

gmA//D o WalE e
< my // R ((2A) )dsdn
gmm/o </0 ox? L de)

Yd
< m3 Py ((2)\)3 3l > :

Par récurrence :

n— nYn
Vo(X,Y)| < my~ 1o, <(2)\) n'> .

D’ou :

c0.Qy <MY 1(1))\[(2)‘)le(!2)‘)]” _ 2}/\\ [(2)\)m2‘!q(2>\)]n’

1Vall

ce qui assure la convergence uniforme de la série YV, sur Q) et par suite sur tout compact
n>1

de R2.
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L’égalité Y | Vi = U, — Uy entraine que la suite (Uy),,cy converge uniformément sur
Q@ vers une fonction U. Comme chaque U, est continue, la limite uniforme U est continue

sur tout compact @ donc sur R2.

Posons : €,(X,Y) =U(X,Y) — U,(X,Y), alors :
U(X.Y) ~ Up(X,Y) + / / 3(€.0. U (€. m))dedn
@(X,Yg)
—U(X,Y) ~ Up(X.Y) + (Um Y) -~ (X, Y) + / / 3, U<s,n>>d5dn>
D(X,Y,9)
— (X Y) 4 / / (3(E 0. U(E) — §(E,m U (E,m))) ded
D(X,Y,9)

Comme :

v(ﬁa”) € :D(X’ Y?Q) : ‘3(5:7% U(fa”)) - g(fﬂ?? Un(ﬁﬂ?))’ < ’U<§777> - Un—l(fﬂm my,

le second membre est majoré par :

(( sup ‘gn(Xv Y)’) +my <( sup A(Xv Y)) (( Sup ’U(X, Y) - Un—l(Xa Y)’) ’

X, Y)eQx X, Y)eQax X, Y)eQx
c’est-a-dire par :
sup [en(X, V)] ) +ma 23 x g@20) [ sup e (X, V)
(va)eQ)\ (X7Y)€Q)\
qui tend donc vers 0 quand n tend vers +oo. Il en résulte donc que :
UY) =X Y) - [ en U m)dedn
D(X,Y,9)

pour (X,Y) € Qa N {(X,Y)/Y > g(X)} = QF.

¢) Montrons que la solution est unique.

Soit W une autre solution de :

UX,Y) = Up(X,Y) - / /@ oy FE U ) e,
,¥,9

28



Posant : A =W — U, on obtient :

A(X,Y) = / / (=36, W(E D) + 36, UE,m)) dedn.
D(X,Y,9)

Soit (X,Y) € @), puisque D(X,Y,g9) C Qy, on a:

AXY W - U déd A dédn.
A(X, >|s//®(xy7g)mx| &)~ UE )] sngmk//w’y’gﬁ (&, )| dédn

Comme Y > ¢(X)

g N Y) Y oA Y
ACX,Y)| < my / / A )| dnde < my /0 /0 N
g

X (X)

Y 2
< my /0 (/0 A, )] dE)dn

Y 2\
< my /0 ( /0 sup JA(E, )| d€)dn.

£€[0;2)]

Pour tout Y € [0; g(2\)], posons :

E(Y) = sup [A(EY)],

£€[0;2)]
alors :
Y 2 Y
sxy<ml [ [ E(n)dfdn‘ﬁmﬂ)\ / E(n)dn',
0 0 0
de sorte que :
Y
W € igen], B(Y) < 2| [ E(n)dn‘7
0

ainsi d’apres le lemme de GRONWALL : £ =0 d’ou A = 0, ce qui prouve 'unicité de U
dans Q;\r.
Posant alors vy(z,y) = U(z + A,y — f(—))), il en résulte que vy est 'unique solution de

(4) dans Kx N {(z,y)/y = f(2)} = K.

d) Cas y < f(x)
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Dans le cas y < f(x), faisons le changement de variables :

X=—-z+A
YV=—y+f(})
c’est-a-dire considérons comme nouvelle origine Q(\, f(\)) et inversons le sens des axes.

Alors :
rz=-X+A

y=-Y+f(\)

et :

WX 4N =Y+ fFO) = ug(—X + A, —Y + F(N))

- / / P4+ A+ FO), u(—€ + A —n + FN)dédn,
D(—=X+X\=Y+f(N),f)

qui est de la forme :

W(X,Y) = Wo(X,Y) - / /@ oy SET W E Mz
,,g

avec : g(X) = f(A) — f(A— X); le compact @y = [0;2)A] X [0; g(2\)] est le transformé de

K, car g(24) = f(A) = f(=X).

Comme y < f(z) équivaut a : —y > —f(z), on a donc :

f) =y = fN) = f(=),
cest-a-dire : Y > f(A) — f(A — X), soit : Y > g(X). Nous sommes donc ramenés au cas :

X >0
Y > g(X)

qui se traite comme le cas précédent.

e) Solution.
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Il en résulte que wy(z,y) = W(—x + X\, —y + f())) est solution de (4) dans :

Kxn{(z,y)/y < fx)} = K.

De la continuité de U dans Q;\r et de W dans @, résulte la continuité de vy dans K/J\r et de
wy dans K, . De plus, vy et wy se raccordent sur v car vy(z, f(z)) = wi(z, f(z)) = ¢(x).

Finalement si on pose :

U)\(l',y) pour (m,y) € I()J\r
U)\(.f, y) =
’LU)\(SU,y) pour (ZL',Z/) € K}T
alors uy est I'unique solution de (Pj,;) continue sur K.
Il reste a prouver que ce procédé donne bien une solution globale continue u de (4) dans
R2, c’est-a-dire qui vérifie (Piy) .

Si Ay > Ap alors K, C K, : il faut donc encore montrer que Un| Ky, = Ui
1

Or:

V(.Z',y) € K)\Q? u,\z(x,y) = uO(xay) - //D( f)F(§7777U>\2(§777))dfd77
Z,Y,

et cette égalité a lieu a fortiori pour (z,y) € K),. On a donc :

)=o)~ [ Pemm,, €
Y, 1

UAZ‘KM

Autrement dit : ux, vérifie (4) dans K, et y coincide donc avec son unique solution

’KM

Uy, -

Pour tout (z,y) € R? on peut alors poser :

U(.’L‘,y) = u,\(x,y)

= uolzy) - / /D L Fen e n)dedn, ()

ou uy, vérifie (4) dans K, et (z,y) € K.

31



La définition de u par (7) étant indépendante du compact K, donne finalement la
solution globale unique de (Pj,:) ou (Ps). O

Au chapitre 4, on aura besoin des estimations précisées par le résultat suivant.

1.2.1.2. Proposition.

Awvec les notations précédentes, pour tout compact K € R2, il existe un compact Ky,

K\ € R?, défini précédemment, contenant K, tel que :

(1) my = sup ’%(ﬁ,y,t)
(z,y)EKy; teR

)
(i) Nlulloo, i < Nttllog 7y < l10lloo i, + mfiexp[%\mA (f(A) = F(=N)]-

@ =[G Ol i, 1 w0l ke 5

Démonstration.

(i) De maniere claire, on a :

]
(5777775)’ = sup
0z (z,y)EKy; tER

my = sup

(€.1)€Qx; teR 0z

oF
7(357 Y, t)‘ ;
o = [I8C, - 0)lloo gy + 10 [Uollos, gy = 1 Co - 0)lloo ey + 100 MU0l o0 1, -
(ii) En conservant les notations précédentes, nous avons :
Un(%?/) = Uo(ﬁ,y) - // F(fﬂ?aun—l(f,n))dfd% n = ]-7
D(zy,f)
uo(z,y) = x (y) = x(f(2)) + ¢(2).

Un,k(xay) pour (x,y) € K)J\r
’U,m)\(l‘, y) =

wn,)\(xay) pour (xay) € K}T

Comme :

Un(X,Y) = Up(X,Y) - / /@ oy B V(e ) e,
,X,g

©x =80 0o,y 71 U0l 0o,y »

Vn = Un - Un—la
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ou @y = [0;2A] x [0; g(2X)] est le transformé de K par g, avec : Ky = [=X; A X [f(=\); f(N)].

siy > f(z), 9(X) = f(X = A) = f(=A),
sty < fx), g(X) = fF(A) = fF(A = X).

D’apres la démonstration du théoreme 1.2.1.1, nous avons :

(2NN _ @) [ma(2N)g(2\)]"
n! my n!

)

Vn e N*,  |[Vallog, < my '@y
et par conséquent :

00 D,
1Ullse,gy < M00llocgy + D Valloe,gy < 1U0lloc. gy + oy, P9 (2A)]-

n=1

De plus :
g(2A) = f(A) = f(=A).
Comme on a les relations suivantes :

[oAlloo, 5+ = U0, [woll oo iy = 100l vy sur K0
) ) u)\ = )

lwalle, i = W lloo s [40/los, i = Wolloo @, wy sur Ky

on en déduit que :
Py
o < 0l + 2 explma(20) (FN) = F(=A))
et de méme :
Dy
[l < ol + 5 exPlmA2A) (FO) = F(=W))

Donc :
P
[ulloo ey < ol oo iy + mi))\\ exp[ma(2A) (f(A) — f(=A))].

Comme [Jufl, x < [[ullo g, - V'inégalité précédente entraine la conclusion (ii). O
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Chapitre 2

Un probleme de Goursat régulier

2.1 Enoncé du probleme

2.1.1 Deux formulations (P ) et (F},)

F est une fonction lisse de ses arguments et g, ¢, 1) sont des fonctions numériques lisses

d’une variable réelle avec de plus :

Dans tous les cas nous ferons I’hypothese suivante :

p

F € C®(R3,R)

(H):{ VK eR? sup |0,F(x,y,2)| < +oo
(z,y)EK;z€R

g est croissante sur R,

ott la notation K & R? signifie K est un compact contenu dans R2.
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Nous désignons par (P.,) le probleme de la recherche d’une fonction u € C?(R) vérifiant :

0%
920y (z,y) = F(z,y,u(z,y)) (1)
(P) § w(z,0) = p(z) (2)
u(g (y),y) = ¥(y). (3)

Nous désignons par (P} ,) le probleme de la recherche d’une fonction u € CO(R) vérifiant :

o) = uo(ay) + [ /D L FEmuE i, ()
x,Y,9
ug(z,y) = Y(y) + ¢(x) — ¢(9(y)),

avec !

{€m), g(y) &<z, 0<n<y} si gly) <zet0<y
{(€m),z<E<g(y); 0<n<y}si gly) 2zet0<y
D(z,y,9) =
{(&m),z<E<gy); y<n<0}si gly) >zety<0

{(&mn), g(y) <E<z; y<n <0} si g(y) <zety<O.

2.1.2 Equivalence des deux formulations

2.1.2.1. Théoréme

Soit u € CO(R?). La fonction u est solution de (P..)) si et seulement si u est solution
de (P,,).

Démonstration.
Condition nécessaire.

On considere les points M (z,y), N(x,0), P(g(y),y), Q(g(y),0).

L’hypothese (H) assure que le domaine D(z,y, g) est borné.

a) Supposons d’abord : 0 < y et g(y) < z.
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D(z,y,g) a pour frontiere le rectangle PQN M.

82u B Y aQu T ou y
Dway &M = By & mdn | de = —(&n)| d
//D(x’y’g) dxdy (e /g(y) < o Ozdy (&) 77) ¢ /g(y) {356 € 77)]0 ¢

xT

ou T Ou
— [ Zeypde— | e 0)d
[ aewac— [ o
= [U(fay)];(y) - [@(f)];(y)

=u(z,y) —u(g(y),y) — o(z) + ¢(9(y))

=u(z,y) — ¥(y) — o) + o(g(y)).

Nous en déduisons :

u(z,y) =¢(y)+<ﬁ(fﬁ)—s0(g(y))+//m )F(é,n,u(é,n))dfdn

= up(x, F(&,n,u(&,n))dédn,
e+ [ Pl )y
uo(z,y) = ¥(y) + v(x) — v(9(y))-

On a donc : ugp(z,0) = (0) + ¢(z) — ¢(g(0)), et comme : u(z,0) = ¢(x), il en résulte que :

Donc u est solution de (P, ,).

Pour le calcul de

9%u
- (&,n)dédn
//D(w,y,g) dxdy

nous devons distinguer quatre cas :
lecas (1) : (0<yetg (y) <x),
le cas (2) : (0 <yetz<g(y)),
lecas (3) : (y<0etxz<g(y),

lecas (4) : (y <0etg(y) <z).
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Traitons brievement les autres cas :

b) Cas (2) : Si (0 <yetz < g(y)) alors :

Ou déd Y v 0% v Y 0% an) d
//D(Ly,g)(%:@y(f’n) dn _/z < 0 (5 ) ) = _/g(y) </0 0xdy (&) "7> 3
Cas (3) : Si (z < g(y) et y <0) alors :

d%u () (92 = v 92y

Bzdy & Mdedn = = dn ) de.
Cas (4) : Si (y < 0 et g(y) < ) alors :

0*u m 0 9%y z ¥ 524

oy & M = dn | d§ = — dn ) de.
//D(Lyﬂ) 83583/(67”) i /g(y)< y axﬁy(&n) 77) ¢ /g(y)( 0 axﬁy(g’n) 77> 3

Condition suffisante.

Si u vérifie (P/,,), on peut écrire, en supposant g (y) <z et 0 <y :

u(z,y) =uo(:v,y)+//D( )F(ﬁ,n,U(&n))dﬁdn-
x,Y,9

x Yy 82
e = [ ([ grgytemin

9y

ou G(§,y)

= F

@
ox

(&, m,u(§,m))dn. G est une

et par suite :

(,9) = S0 (e.1) + Gla,y) =

(2,) + /g ; < / yF(é,n,u@,n))dn) ¢

fonction continue de £ et y, donc :

ou Y
670<$,y) +/ F(UC,U’U(%U))CZ??
2 0

0 [ou 5%
o (50) (w0 = 5ot )+ Flo (o)
et comme :
9%up
ayax(m7y) - 07
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on a :

;y (gg) (x,y) = F(z,y,u(z, y)).

Calculons encore u(z,y) de la maniere suivante :
Y T

u(z,y) —uo(x,y)+/ /( )F(&n,u(f,n))dé dn.
0 9(y

On a:

g;j@, y) = %ﬁ(:c,y) n / ; F(é,y,u(€.9)dé — g'(3) /0 " Fla(y),m, ulg(y),m))dn,

d’ou :

u u
aax <gy> (z,y) = gxa?[;(x,y) + F(z,y,u(z,y)) = F(x,y,u(z,y)).

Finalement, on peut intervertir ’ordre des dérivations partielles et :

9%u

Ty &Y = F@y,ul.y))

De plus :
u(g(y),y) = uo(g(y),y) = ¥(y),
u(z,0) = up (x,0) = p(x).
Ces résultats sont inchangés si on suppose : < g (y) et 0 <y, donc u vérifie bien (P.)).
Si u est de classe C!, la fonction (z,y) — F(z,y,u(x,y)) est de classe C!, alors :

T T

(/Oy F(¢,n, U(ﬁﬂ?)ﬂ’?) dé = ug(x,y) + G(€,y)d,

W ($,y) = UO(may) +/
9(y)

9(y)

admet une dérivée partielle en x de classe C!, et :

W (2.y) > wola,y) + /O ’ ( | Fenute n))df) dn = wo(z,y) + /0 " H (e, n) d
g

(v)

admet une dérivée partielle en y de classe C!.

Comme :
a% (%‘D (2,y) = F,y, u(z,y)) = gy (%‘f) (2.9),
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alors u = W est de classe C?.
On remarque de plus que :

Si u est de classe C™, la fonction (x,y) — F(x,y,u(x,y)) est de classe C", alors :

xT x

) </oy F(g’n’u(g’m)d"> dg = uo(z,y) +/g G(& y)de,

W (z,y) — ug(x,
(2, y) = uo( y)+/ w

gy
admet une dérivée partielle en x de classe C", et :
y x y
W) et + [ [ Fn e ) an =0+ [ i
9y

admet une dérivée partielle en y de classe C".

Comme :

a (%V;) (0:0) = Fl (o) = (%Vf) (2,9)

est de classe C" alors u = W est de classe C*H1,
D’apres le principe de récurrence u est donc de classe C*°. [J
On a donc le

2.1.2.2. Corollaire

Si u est solution de (P},,) (ou de (P.)), alors u appartient ¢ C®(R?).

2.1.2.3. Calcul des dérivées partielles d’ordre deux de u

Ce calcul sera utilisé au 6.2.
Supposons que u soit solution de (P},,), g (y) <z et 0 <y.

Rappelons que :

ou Oug Oug /y
oz DY) = gy @)+ Glay) =@y + | F s, ula,n))dn
62u0 17
Comme : 92 (z,y) = ¢"(z), nous trouvons alors :

2U Y u
G =@+ [ (Gt + 5 @t Ghen ) an
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Calculons encore u(z,y) de la maniére suivante :

u(z,y) = uo(w,y) +/Oy (/j)F(f,n,U(f,n))dé“) dn.
gy

A partir de :

Z;‘u, y) = a(;;o(m, y) + / ; F(é,y,u(€.9))dé — g'() /0 "Fla(y),m, ulg(y).m)dn

nous trouvons alors :

0%u B 0%y o0 (1) F " yF d
G 1) = 52 an) = 20 WP (o). 0 ) — o) /0 (9(y). m. ulg(y), n))dn

9W) /1 HF OF 0

uo(z,y) = ¥(y) + () — v(9(y)),

%?( W) =) - [70)] ¢ ew)
D’ou :
82u0 " " / / 2
52 (09) = V") — (6" W)e(9(w)) + (o))" ¢ (9(0))
O

2.2 Résolution du probleme

2.2.1 Résolution de (P, )
2.2.1.1. Théoréme

Sous I’hypothese (H) le probléeme (PL.) admet une unique solution u dans C™(R?).
Démonstration.

a) Supposons : 0 < y.

al) Cas (1) g(y) < x.
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D’apres le théoréme 2.1.2.1., résoudre (P.)) revient a résoudre (P ,) c’est-a-dire &

chercher u € C°(R) vérifiant : u(x,y) = uo(z,y) + // F(& n,u(&,n))dédn,  (4)
D(z,y,9)

all) Existence.
Pour tout compact de Rz, nous pouvons trouver A assez grand tel que ce compact soit
contenu dans Ky = [g(—A); g(\)] X [=A; Al

Nous cherchons u tel que :

w(z, ) = uo(e,y) + / /D P ) ),

Posons, conformément & ’hypothese (H) :

23

92 (&, 2)].

my = sup
(é:n)er\y z2€R

Définissons la suite (u,)nen de fonctions de R? par :

Vi € N, un(e, y) = uo(x, ) + / /D R sy
x,Y,9

Posons pour tout compact H € R? :

[wolloo, g = sup |uo(z, y)|-
(zy)eH

D’apres le théoreme des accroissements finis sous forme intégrale, nous pouvons écrire :
Lor
F(f, m, t) - F(fa m, ’I“) = (t - T) 0 5(& n,r—+ U(t - T))daa (5)
d’ou, pour tout (£,n) € D(z,y,g), on a :
Lor
F(Ea 7, uO(Ea 77)) - F(ga 7, 0) = UO(ga 77) 0 a(é.’ m, O'U(](g, n))dfﬁ

1
F(€.n,uo(€m))| < [F(€,m,0)| + uo £, )] /0 mado,

[F(&m, uo(& ) < [F(&n,0)] +mx [luoll o &, -
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Posons :

Or = [[F (s 0)llo iy + M u0lloo i, »

Vn e N*, V,, = up — Up—1.
Avec ces notations nous avons :

Vi(z,y) = ui(z,y) —uo(z,y) = // F(&,m,uo(&,m))dEdn,
D(z,y,9)

Vilz,y)| < F(&,n,up(€, )| dédn < ® dedn,

V() //D(W)\ (&, u0(€, )| dd A//D(W) e
Vi(z,y)| < PAA(z,y),

ou: A(z,y) = ffD(%y,g) dédn désigne I'aire du domaine D(z,v, g).

De méme :

Vo, y)| = Jus(e,y) — wi(z,y)] < / /D V(e ) ~ F(E vl ded
x,Y,9

Utilisant alors la relation (5) nous obtenons :

|F(§>77aul(§>77)) - F(fanau()(fan)”

Ly
< Jur(€.m) — uo(€.m)] % / 9 (e, mun(€m) + o(ur(€,n) — wolé, m)))do

082’

< Jui(&m) — wo(§,m)[mx

Nous en déduisons :

Vo, y)| < / /D (e ol )] ded
Z,Y,9

< ma // Vi(€,m)| dedn < m®, // A(,m)dedn.
D(z,y,9) D(z,y,9)

Nous pouvons remarquer que :

Az, y) <lg(y) — |y < (g(A) —g(=N) v,
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et, avec (g(A) — g(—=X\)) = 2X, on obtient :

Va(z, )] < mady / / A(€,m)dédn < my®, / / (2N )ndedn
D(x,y,9) D(x,y,9)

Y 2\
< qu’,\/o (/0 (2X)nd€)dn

2

< mp®) ((2/\’)2y2> .

Par conséquent :

2
V(E.n) € Dia.y.g). [Va(€on)| < mady (<2A'>2”2) .

De méme :

Va(a, )] = [us(z,y) — us(z y)| < / /D I mn (&) ~ FE n (e ded
Z,Y,9

— déd déd
Vi, )| < / /D L maln(m) )] dedn < / /D L el ddn

2
<my / / Ay <<2A’>2”) dédn
D(z,y,9) 2

2 v [ / 2772 2 ’ 3y3
<mdey [([ @2 Tde)n < mies (3P ).
0 Jg—(N :

Par récurrence :

Vi (z,y)| < my 1@, <(2>\’)"i|> .

D’ou :
[RA)A]" @5 [(2N)maA]"

<m e R

HVnHC’O’K* - n! my n!

ce qui assure la convergence uniforme de la série Y V,, sur K, et par suite sur tout compact
n>1
de R2.
On a: Zﬁi? Vi = un — ug donc la suite (uy), y converge uniformément sur Ky vers

une fonction u. Comme chaque u,, est continue, la limite uniforme u est continue sur tout

compact K donc sur R2.
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Posons en(z, y) = u(,y) — un(x, ) alors :
u(z,y) —uo(z,y) — //D(x’w) F(&m,u(§,n))dEdn
ZUWW%WA%M+(%@w%ﬂM%w—/A@wﬁ@mwmmﬂwﬁ
:EMLQV—/ZMwm(F@JLM&W»—JWQUJM—NénDﬁKWL

comme pour tout (§,7n) € D(z,y,9) :

’F(§7n7u(§777)) - F(ﬁa”?“ﬂ(fﬂ?)” < ‘U(é,’)’]) - un—l(&an)‘ my,

le second membre de 1’égalité précédente est majoré par :

( sup \En(w,y)l>+mx< sup A@w))( sup IU(w,y)—un—l(x,y)!>,
(I,y)EK)\ ($,y)€K)\ (mvy)eK/\

c’est-a-dire par :

( sup \En(az,y)|> + m (2)\' X )\) ( sup ]&?n_l(x,y)> ,

(xyy)eKA (I,y)eK)\

qui tend donc vers 0 quand n tend vers +oo. Il en résulte donc que :

— F déd
umw)1M%w+/Amw)@mm@mD£n
pour (z,y) € KxN{(z,9),0 <y,g(y) <z} = Ky,

al2) Unicité.

Soit W une autre solution de :

U(x,y)=uO(x,y)+//D( )F(é,mU(&n))dédn
z,Y,9

Posant : A = W — u, nous obtenons :

m@wz// (F(&,m W (E,m)) — F(&,n, ul€,n)) dédn,
D(z,y,9)
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Soit (z,y) € Ky, puisque D(z,y,g) C K, nous avons :

A — A .
Az, y)] < / /D WD) — ()] dedy < mi / /D I dedy

Comme ¢g(y) <z

T Y g(N) Yy
A A dnd A dnd
Ayl | [iaEmlanie<m | [Tia ) ande
)

y oA
A d¢)d
<o (7 181

y gD
< my / ( / sup |A(E, )] d€)dn
0 Jg(=X) £€[0;2)]

Pour tout y € [0, A] posons :

E(y) = sup |A(&y)],
£€[0:23]

[ o

alors :

|A(z,y)] < my < my2)

/ E(n)d| |
/ yE(n)dn‘,

ainsi d’apres le lemme de GRONWALL : E =0 d’ou A = 0, ce qui prouve 'unicité de u

de sorte que :

VY €y € [0; f(N)], E(y) < ma2)N

dans K7 ,, solution que nous noterons vy .

a2) Cas (2) : z<g(y).

On a:

0%u 9W) /v 924 - v 52,
Doy & AN = =- dn ) de.
/ /Dwvg)afcay(gm) S /x <0 393831(5’ n)d ) & /g<y)< 0 axay(g, ) 77) :

Ce cas se traite donc de fagon semblable.

b) y <0.
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Dans le cas y < 0 faisons le changement de variables :

c’est-a-dire que nous inversons le sens des axes (symétrie de centre O). Alorson a : Y >0

et : h(Y) = —g(=Y). Le compact Qx = [h(=\); h(N)] x [=A; A] est le transformé de K et

On a donc maintenant :
gy) <z Y >hX); D(X,Y,h)=D(—X,-Y,g) = rectangle(MNQP);

gly) > Y <h(X); D(X,Y,h)=D(—X,-Y, g) = rectangle(MPQN).

bl) Si x < g(y) alors :

0%u 9@W) /[0 52y, - V5
By & e = Dzoy & mdn | ds = dn ) de.
//D(x,y,g)axay(f’") Sdin /x ( , azy & n) 3 /g(y)( Doy & n> §

b2) Si g (y) < x alors :

9%u x 0 924 . v 92
By & Mdedn = dn ) d§ = — dn ) de.

Le changement de variables donne alors :

u(a,y) = u(—X, V) = ug(~X,~Y) + / / (€, u(—€, —n))ddn,

qui est de la forme :

UX,Y) = Up(X.Y) + / /@ oy SEmuE )
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La résolution se traite donc comme les cas précédents avec :

[Vall <m@ e w - 2N [(2A)mAA" < 2 [(2A")maA]"
Nlloo, Ky — """A A n! m) nl my n!

Y

U(ZL‘, y) = U(—l’, _y)'

c) Existence d’une solution globale.

Nous avons quatre cas :

lecas: (0<yetg(y) <z)etlecas: (0<yetz<g(y)),

lecas: (y<O0etz<g(y)) etlecas: (y<0etg(y) <x).

Finalement, si on pose :

Kiy=EKxn{(z,9),0<yet g(y) <z},
Kfy =Kxn{(z,y),y<0etz<g(y)},
Kl =K\ {(z,y),0<yetz<g(y)},
Ky =Kan{(z,y),y <0et g(y) <z}

et si on appelle :

vy la solution dans KLA’
+ : +

wy la solution dans K27)\,
+ - et

vy la solution dans Kl)\’

w) la solution dans K; o
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on peut alors poser :

vy (z,y) pour (z,y) € Ky
+ +
wy (2,y) pour (z,y) € Ky,
UA($7y) = (6)

vy (z,y) pour (z,y) € Kif)\

wy (z,y) pour (z,y) € Ky

vy et v;\r se raccordent sur y car v} (¢ (y,y)) = v;\r(g (y,9)) = ¥(y),
wy et wj\r se raccordent sur y car w) (¢ (y,y)) = wj\r(g (y,v)) = ¥(y),
wy et vy se raccordent sur (y = 0) car v, (z,0) = w, (z,0) = (),
wy et v} se raccordent sur (y = 0) car vy (z,0) = wi (z,0) = p(z),

ce qui assure I'existence et I'unicité de la solution uy dans K\ = K, U K;')\ U Kf)\ UK, ,.

d) 1l reste & prouver que ce procédé donne bien une solution globale continue u dans R?,
c’est-a-dire qui vérifie (P, ,).
Si Ay > Ap alors K, C K, ; il faut donc encore montrer que Uny|Ky, = Whi-

1

Or :

Vey) € Koy ) = o) + [ B mun (e )i
z,y,9
et cette égalité a lieu a fortiori pour (z,y) € Ky,. On a donc :
Un, Ky, (@:Y) = uo(2,y) + //D( )F(&n,uMKh (& m))d&dn.
z,y,9

Autrement dit : Uny| Ko, vérifie (4) dans K, et y coincide donc avec son unique solution

Uy, -

Pour tout (z,y) € R?, on peut alors poser :

U(%, y) = U)\(l',y)

:uo(:n,y)—l—//D( )F(ﬁ,n,U(é’,n))dﬁdn (7)
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ou uy, vérifie (4) dans K et (z,y) € K.
La définition de u par (7) étant indépendante du compact K, donne finalement la
solution globale unique de (P} ,) ou (P.). O

Au chapitre 6, on aura besoin des estimations précisées par le résultat suivant.

2.2.1.2. Proposition

Awec les notations précédentes, pour tout compact K € R?, il existe Ky € R?, contenant

K, tel que :

@) my= sup |GE(@y. )] a = [F (s 0l iy + o lfuoll

OO,K)\ ;
(z,y)€Ky; teR

OO,K)\

.. D\ /

(i) [[ulloo i < Nulloo iy < Mol xy + mfAeXp[%\ maA.
Démonstration.

On a:

un(:v,y) = ug(az,y) + //D(%%g)F(&anaun1(5777))d§d777 n =1,
uo(z,y) = P(y) + () —(9(y)),

vy (z,y) pour (z,y) € Ky

wy (z,y) pour (z,y) € K;f/\

ur(z,y) =

vy (z,y) pour (z,y) € Kf:/\

wy (z,y) pour (z,y) € K.
Comme :
Px = [1F(, - 0) oo iy + mnllwoellog >

Vn = Up — Up—1,

d’apres la démonstration du théoreme 2.2.1.1., nous avons :

VTL € N ’ ||Vn|’007K£)\ S m}\ 1@)\[’”!] — m[[n']]
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et par conséquent :

o0
D, ,
Iy < Wil + 30 Wallo i, < M0l s, + o expl2XmAl)
n=
On en déduit que :
< PN exp2Vma
ol < Mol + e D XmAN]

et de méme :
105
”uHoo,K;’)\ < ||UOH007K;:A + m—/\eXp[Q)\/m)\)\],
D)\

D)
HuHoo,K;/\ < HUOHOO,K;’/\ + mi)\eXp[Q)\/m)\)\].

Donc :
D)
[ulloo, ey < Nuolloo iy + mjeXp[%’mA)\L

d'ou :

D, ,
HuHoo,K < Hu”oo,K)\ < HuOHOO’K)\ + 76Xp[2)\ m)\>\]

my

O
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Deuxieme partie

Algebres de fonctions généralisées

o1



Chapitre 3

Les algebres de fonctions
généralisées

Les algebres de fonctions généralisées sont 'outil adéquat pour résoudre les problemes
différentiels non linéaires a données irrégulieres. Pour choisir une structure algébrique adaptée
au probleme de Cauchy considéré nous utilisons les résultats et les notations de Marti [8],

[9], [10] et [11].

3.1 Les (C,&,P) algebres

3.1.1 Structure algébrique
3.1.1.1. Notations

a) On se donne :
1. un ensemble A d’indices,
2. un sous-anneau A de 'anneau K*, (K = R ou C),

3. Ap ={(ra)r € A,y > 0},
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4. la propriété suivante de ”stabilité par majoration” pour A :
Si la famile (sy)y € KM vérifie :
(Isal)a < (ra)a (i.e. : pour tout A, [sy| < ry) ou (rx)x € Ay, alors (s)), appartient a
A,
5. un idéal T4 de A avec la méme propriété,
6. un faisceau £ de K-algebres topologiques sur un espace topologique X, tel que pour
chaque ouvert 2 de X, la topologie de £(2) soit définie par la famille P(2) = (p;)icr (o) de

semi-normes vérifiant
Vie I(),3(j,k,C) € I(Q) x I(Q) x R}, Vf,g € E(Q) : pi(fg) < Cpi(fr(g),

7. 81 Q1, Qo sont deux ouverts de X tels que €7 C 9, alors
I(Q) C I(s) et si p? est I'opérateur de restriction £(Q2) — E(Q1) pour tout p; € P()
la semi-norme p; = p; o p7 prolonge p; a P ().

8. Soit F = (Qp,)ney une famille quelconque d’ouverts de X et = thQh. Alors,
pour tout p; € P(), 7 € I(£2), il existe une sous famille finie de F : 1, Q, ..., Q5 et des

semi-normes p1 € P(Q1),p2 € P(Q2), -, Prgi) € P(Qn(s)), telles que, pour tout u € ()

pi(w) <pi(wa, ) +p2 (wa, ) + -+ Pug) (“\Qnm )

b) On pose alors :

Hiaep)(©) = {(w)x € [E@)" | Vi € 1(Q), ((pi(un)), € As)
Titnem)(Q) = {(w)x € (£ | Vi € 1(Q), (i), € I} }

C=A/lL

¢) Remarque : On voit aisément que A4 n’est pas un sous-anneau de A, mais qu’il est

stable pour ’addition et le produit. Il en est de méme pour IX.
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3.1.1.2. Proposition

Si |Al = {(|Ira])y € RY : (r\), € A} et [La] = {(Ira])y € RY : (r\), € I} sont respec-
tivement des sous ensembles de A et de I4 alors |A] = Ay et |I4| = I}.

Démonstration évidente car on a manifestement A, C |A| et 1§ C |I4].

3.1.1.3. Proposition. Voir [12] et [13].

Sous les hypothéses de la proposition précédente, on a :
(i) Heaepy est un faisceau de sous algeébres du faisceau eh;

(i) J(1,.¢,p) €5t un faisceau d’idéaur de Hia e py-

Démonstration abrégée.

On utilise le fait que £ et EA sont déja des faisceaux d’algebres. En utilisant la donnée
7, on montre que H g p) (et Ju A757'p)) est un préfaisceau (propriété de restriction). La

localisation n’exige pas d’hypothese mais, pour le recollement des morceaux, on utilise la

donnée 8 qui est une généralisation de ce qui se passe pour & = C*.

3.1.1.4. Proposition

Sous les hypothéses de la proposition précédente on a :
le faisceau constant Hiax | )/ T 1.k, €st exactement le faisceau C = A/l 4.

Démonstration évidente a partir de Hi4x ) = A et Ty, x,.)) = La
3.1.1.5. Définition
On peut donc appeler (C,E,P)-algebre l’algébre quotient
A=Haer)/T1,ep)

et on note [uy] la classe définie par le représentant (uy)ycy -
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3.1.1.6. Remarque

Dans le contexte des (C, &, P)-algebres, il est démontré que si |A| = A4, alors

Hiag )/ Taaxl) = A/Ta=C.

Mais le premier terme est a priori une (C, K, |.|)-algebre et le second un anneau de constantes
généralisées, qui se trouve donc étre aussi une algebre. En fait, on peut le voir directement

au moyen de la proposition suivante :

3.1.1.7. Proposition

Si A est un sous anneau de K2, (K =R ou C), stable par majoration, avec en plus
|A| = Ay, alors A est une K-sous algeébre de KA.

Démonstration.

11 suffit de démontrer que A reste stable par multiplication avec les éléments de K.

On prend donc s dans K et (ry), dans A. Mais KA est un K-espace vectoriel dans lequel

5.(ra)y = (8x)y (ra)y = (572)5 -

Mais encore il existe n € N tel que : |s| < n de sorte que :
|sral < Inry| = |ra + ... + 1Al =7

ou 7y € A.

On a donc : [sry| € |A] et comme |A| = Ay, on a bien : 5. (ry), € A. O
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3.1.2 Opérations et propriétés
3.1.2.1. Anneaux surgénérés

Dans la pratique, ’anneau A et I'idéal I 4 sont surgénérés par des familles finies d’éléments
selon la définition suivante :
Soit

By = {(rap), € RD)* n=1,2,....p}

et B l’ensemble des éléments de (Ri)A obtenus comme produits, quotients et combinaisons

linéaires a coefficients dans R, des éléments de B,. On définit :
A= {(CL)\)A S KA | H(b)\))\ € B: |CL)\| < b)\} .
Il est aisé de voir que A est un sous anneau de K stable par majoration et qu’en plus :

A, = |A], don

3.1.2.2. Définition

Dans la situation précédente A est dit surgénéré par By. Si 15 est un idéal de A avec
la méme propriété de stabilité par majoration, on dit que C = A/I4 est surgénéré par B,p.
3.1.2.3. Exemple

Comme idéal “canonique” de A on peut prendre :

In={(axn), €KY |V (br)y € B:lax| <br}.

3.1.2.4. Le procédé d’association

Supposons A filtrant a gauche pour la relation d’ordre partiel donnée < .

Notons :
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e () un ouvert quelconque de X,
e [ un faisceau de K-espaces vectoriels topologiques contenant £ comme sous-faisceau,
e & une application de A vers K telle que (® (X)), = (®y), soit un élément de A.

Supposons aussi :

J14,62)(Q) C 4 (ur)y € Hiaer)(Q): éi(%l)ux =0
A

Alors, pour u = [uy] et v = [v)] € £(Q), on définit la &-E association.

3.1.2.5. Définition

On note :
)
U v

E(Q)

la ®-F association entre u et v définie par :

lim & — = 0.
s Alun —vy)
A

C’est-a-dire, pour chaque voisinage V' de 0 pour la E-topologie, il existe A\g € A tel que :
A=<= CI))\(U)\ —’U,\) evV.

Pour vérifier que la condition ci-dessus est indépendante des représentants de u et v, nous
devons montrer que si h(m)@x(u»\) = 0 pour (wx)x € Haep)($2), alors, pour tout (ix)x €
E Q k) k)

A

Turep)(: im @alws +iy) = 0.
A

Pour prouver cette derniere condition, il suffit de montrer que :

(@rix)r € T14.6,7)(2)-

Mais pour chaque i € I(€2), nous avons p;(®y (ix)) = |®x|pi(in). Et compte tenu des
définitions et de la propriété de stabilité données ci-dessus, nous avons |®y|, € A4 et
(pi(ix))a € I}. Alors nous avons aussi (|®x|p;(ix))a € I}, ce qui montre la condition

voulue.
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3.1.2.6. Remarque

Nous pouvons aussi définir un procédé d’association entre u = [uy] € E(Q?) et T € E()
en écrivant simplement

u~T << limuy="1T.
E(Q)
A

Alors, en prenant E = D', £ = C*, A =|0, 1], nous retrouvons le procédé d’association

défini dans la littérature [1] et [3].

3.1.2.7. Remarque : Relation entre anneau unitaire et injection

Il est montré dans [11] qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
morphisme canonique de faisceau d’algebres de £ dans A est que 'anneau A soit unitaire.
Si, de plus :

Ix C {(a)\)A cA: lij{naA :O}

et, pour chaque 2, la P (2) topologie de &€ (2) est séparée, ce morphisme est injectif.

3.2 Une algebre adaptée au probleme de Cauchy généralisé

La premiere étape est de relier le probleme et ses données a des parametres algébriques

et topologiques permettant la construction d’une (C,E,P) algebre appropriée.
3.2.1 Le faisceau A

3.2.1.1. Définition

Nous choisissons £ = C*®, X = R? pour d = 1,2, E = D' et A =]0,1]. Pour tout €,
ouvert de RY, £(2) est muni de la P(2) topologie de la convergence uniforme de toutes

les dérivées sur les espaces compacts de ). Cette topologie peut étre définie par la famille
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. a1tag+...+a
de semi-normes Py (ue) = sup | sup |D%u,(x)| | avec K € Q et D* = £ 724 pour
’ la|<l \e€K 02,7024

z=(21,.,24) € 1 ENet a=(ag,.., aq) € N

On vérifie qu’elle est compatible avec la structure d’algebre de £(Q2) car :
VK € Q,Va € N, 3C > 0,Yf, g € C*(2), Pr(fg) < Prca(f)Pra(9).

On pose : Pk o(us) = sup |[D%u.(x)|, donc : Pk (us) = sup (Pk q(ue)).
zeK la|<l

On prend A =]0, 1] et on indexe par ¢ au lieu de .

Soit A un sous anneau de anneau R* des familles de réels muni des lois habituelles et
I4 un idéal de A tels que A et 14 soient stables par majoration. On suppose que (1), € A.

Pour simplifier, on notera X' = H4 coo py, N = J(1,,cp) et A= X/N.

On pose :

2(©) = {(u). € [C®(@Q)" 1 VK € VL EN, (Piy(u.)), € As

N(Q) = {(ug)a e [C®(@ VK € VI €N, (Pxy(u.)), € I:{} .

L’anneau des constantes généralisées associé a 'algebre quotient n’est autre que ’anneau
quotient C = A/I 4. Enfin, la dérivation généralisée D : u(= [uc]) — D% = [D%u.], muni
A(Q) d’une structure d’algebre différentielle.
3.2.1.2. Exemple

Si on considere :

A =R = {(m.). e R : Ip € R}, 3C € R, 3 €0, 1], Ve €]0, 4], [me| < Ce™}
et 'idéal :
Iy = {(m:). € R* : Vg € R}, 3D € R, 3 €0, 1], Ve €]0, 4], [m.| < De?},

alors A (]Rd) =g (]Rd) est I’algebre des fonctions généralisées de Colombeau.
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3.2.2 Stabilité de A(R?) par une application

On étend la notation F(.,.,u) au cas ol u est une fonction généralisée de la variable z,

r € R?2 et F € C*°(R3R), de la maniére suivante :

3.2.2.1. Définition

Soit © un ouvert de R? et F' € C°(Q x R, R). On dit que l’algebre A (Q) est stable par
F si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout K € R?, pour tout | € N, pour tout (uc). € C®(Q)O il existe une suite

finie positive Cv, Cs, ..., C, telle que :

Py (F <Z CPKZ“&

(ii) Pour tout K € R?, pour tout | € N, pour tout (v:). € X(2), (u:). € X(), il existe

une suite finie positive D1, Do, ..., Dy, telle que :

Pit(F(s00) = F () £ 30 DiPh v — ).

3.2.2.2. Conséquence

Si A(Q) est stable par F alors :

(i) Pour tout K € R2, pour tout | € N, pour tout (u:). € C®(Q)U, on a :
(Pri(ue)), € Ay = (Pry(F (., ue))), € Ay
(ii) Pour tout K € R?, pour tout | € N, pour tout (v:). € X(Q), (u:). € X(Q), on a :

(Pri(ve —ue)). € If = (Pru(F(.,.,v:) = F (., .,uc))), € If.
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3.2.2.3. Conséquence

St A(Q) est stable par F alors, pour tout (uc). € X(2) et tout (ic). € N(Q), on a :

@) (F(, . ue)). € X(Q),

(i) (F(ue+ic) — (., ue)), € N(Q).

3.2.2.4. Exemple

Soit F € C*(R%,R) définie par : F(x,y,2) = 1_572, alors A (Rz) est stable par F.
z
Démonstration. :
On pose :
z
&) =137

<I>6 (x,y) = F(IL‘,y,UE (ZL’,y)) - %

a) Etude de f.

Pour tout réel z on a :

z 1 1 1
f(z)_1+z2_2<1+¢z_1—z’z)'

On pose :

avec : o =1 ou o = —1.

Montrons par récurrence que, pour tout entier n > 1, on a :

(=D" (n}) o™

(n) — ]
9o (2) (1+az)n+1
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, -
z) = .
9(2) = Ty
Supposons que :
),y (=" () a”
ga ( ) (1+a2)n+1 ’

alors :

(n+1)(1+az)" a] _ (=) (- )h ot

(D (2) = (=1)™ (n!) o™ | —
o) = (1" (e | =D TR RS RS

donc, d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 1.

Ona:
1) =5 (676) - 422))
et, pour @ =i ou a = —i, on a :
g&m(z){ < '(alfofgif‘f < ( !)“Ji’;w <anl,
donc :

o] <5

g ()| + g )) <t

Toutes les dérivées sucessives de f sont donc bornées sur R, et pour tout entier n :

suﬂg ‘f(")(z)‘ < nl.
z€

b) Montrons que pour tout n, il existe C,.,, > 0, 1 <r < n, tels que 'on ait :

Picn (F (1) 3 CrnPie g (ue).

Dans l'expression de @, (z,y) = F(z,y,u: (x,y)), et y ont des roles semblables donc

0" est semblable & celle de 0",

8$k8yn_k 8xn—k8yk :

I’étude de Il suffit alors de prouver la relation

n

£
oz

pour
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bl) Majoration de Pk 1 (F (.,.,ue)).
On a:

0%, , Due
CE (0,y) = £ (e (2,9)) 5 (@)

d’ou :
VK € R?, P (1,0) (F (-, uc)) < Pre 1) (ue) -

Par conséquent :

VK € R? Py (F (., ue)) < Pry (ue).

b2) Majoration de Pk o (F (.,.,us)).

Pour tout K € R?, on a :

e (020) = (e () 2 (0.9 2 ) 4 e (2,0) ot 20,
d’ou :
Py 1) (F (o, ue)) < 2P (ue) + Prca (ue) < 2P o (ue) + Prca (ue) .
On a
P ) = 500 0 () (o) + e ) s ),
d’ou :

PK,(2,0) (F (. ue)) < 2P12(,1 (ue) + Pr2 (ue) < 2P12<,2 (ue) + Pre2 (ue) -

Par conséquent :

VK €R?, Py (F (., uc)) < 2Pf 5 (ue) + Pra (ue) -

b3) Majoration de Pk 3 (F (.,.,us)).
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Pour tout K € R?, on a :

23D, Ou, ou\ 2 Ou, 0%u,
ou d%u 3
(2) € € / €
+ 2/ (ue (2,9) 5 o (©,9) 5 020y (z,y) + [ (ue (x’y))iazxay (z,9),
d’ou :
P21y (F (1, ue)) < 31PR (ue) + 3.21Pk 1 (ue) Pra (ue) + Prc3 (ue) .
On a
B3P ou\ 2 ou 9%u,
0 P IC) € 2) OUe O Ue
@) = 1O ) (G ) )+ 370 s (o) G o) G5 (0
Pu.
+ f/(us (x7y))W (.’B, y) )
d’ott :

PK,(370) (F (., . Ua)) < 6P13(71 (ug) + 3.2!PK71 (ua) PK72 (ug) + 1PK,3 (ZLE) .
Par conséquent, pour tout K € R? :

Pr3 (F (., ue)) < 6Pp (uc) + 6Pk 1 (ue) P g (ue) + Prc3 (ue)

< 6P]3<73 (ue) + 6PI2(73 (ue) + Pr 3 (ue) .

b4) Lemme :

La dérivée n-ieme (f ou)™ de fowu s’écrit sous la forme :

r
(fou)™ = Z Yo tiea SPouw [Tul®
r=1 i1>..>1, k=1
i1+...+i,=n

ot les coefficients t;, . ;. sont des entiers naturels.

coylp
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Nous avons donc, pour « =n et 3 =0:

(‘Z:Iie (:U’y) - Z Z (tilm--,ir) f(r) ue r,y) H alku

r=1 i1>...>i,
+...+ip=n

Pour tout K € R?, pour tout i, € N, i, < n, pour tout r € N,

(z,y)€K)
donc :
max sup ‘f(lk) us (x,y ’ S,m
1<ig<n ((I,y)EK) (ue (z,y))
On a
O,
sup Ok ( y)‘ < PKyik (us) < PK,n (Us)
(z)eK) | OT
et :
Ok,
sup ( i (@) ) < Pip (ue)
(@y)eK) \|jpoq 9%
donc :

(til,m,ir) f(r) (UE (x7 y))

k=1

sup
(zy)eK)

Par conséquent :

¢) Montrons que : pour tout K € R?, pour tout [ € N, pour tout (v:)., (uc). éléments de

X (), il existe un nombre positif Dy, tel que :

PK’l(F(., .,’Ua) - F (., .,ua)) S DlPKJ(UE — ua).
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cl) Montrons d’abord la relation pour [ = 1.

Pour tout K € R2, pour tout (z,y) € (z,y), on a :

Ja(ve (z,9)) — galue (z,y)) = 1+ ozvl6 (z,y) 1+ Oéuls (7,y)

o (ue (:E,y) — Ve (xvy))
(1 + ave (z,y)) (1 + aue (x,9))

Y

donc :

‘Oé‘ ‘us (x,y)—vs (w,y)\ < ’ut’:‘ (-’L’,y)_’l)g (xay)’
11+ ave (2, y)| |1+ oue (z,y)] — [T+ 02 (2,y)| 1+ uZ (z,y)|

|90 (ve (2,9)) — ga(ue (z,y))] <

S ‘Us (xay) — Ue (xay)‘ )

car « = ¢ ou @ = —1.
Comme :
z 7
FE) = 1o =5 9 (2) — 9 ().
alors :

foe (2, 9)) = f(ue (2, y)) = % [(9i (ve (2, 9)) = gi (ue (2,9)) = (9 (v= (2, 9)) — g—i (ue (x,9)))]

et :

(v (2,9)) = f(ue (2,9)] < 5 [1gi (ve (2, 9)) = gi (ue (2,9))] + g (ve (2, 9)) = g—i (ue (z,9))]]

N =

< ’UE ($7y) — Ug (1'7:‘/)’7

par conséquent :

Pro(F(., . ve) = F (.., ue)) < Pro(ve — ue).

c2) 11 suffit d’établir la relation pour g,.
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Pour tout K € R?, pour tout (z,y) € (z,y), on a :

—
1+ ave (z,y)) (1 4 aue (x,y

Ve (2,y) = ga(v: (7,9))—ga(ue (z,y)) = ( M (Ve (2,y) — ue (2,9))

et :
Ve (z,y)| < [galve (2,9)) = galue (2,9))] < |ve (2, y) — ue (z,9)],
donc :
sup |We (2,y)] < Pr,o(ve — ue).
(z,y)eK
On pose :
—a

he (x7 y) =

1+ ave (2,9)) (1 + aue (z,9)) —aga (Ve (2,9))ga(ue (2,9))-

n
£

Donc, g, et ses dérivées successives étant bornées, pour tout entier n, est majoré sur K

xn
lynéme en [lvello. g, el o [| 22 Oue 9" e
alr un polvnome en ||v u _—
p p y £ 007[(7 € oo,K’ al' OO7K5 61’ OO’Kv 9 6.’Bn OO7K7 8.%'” oo?K?

a coeficients positifs, que nous notons d,, (K, ue, v¢).

Selon la formule de Leibniz pour les dérivées successives d’un produit, on a :

0"V, B ~— ; O'h, O™ (ve — ue)
o (1',3/) - _O‘;Cn Ot (way) Opn—i (x7y)

Par conséquent :

0"V,

(IL’, y)’ < Z Cﬁldz(Ka Ug, Ua)PK,n—i ('Ua - ua)
i=0
< (Z Cldi(K, ug,va)> Prcp (ve — ue) .
i=0

On en déduit :

Py n(F(.yve) = F (1 ue)) < Dy Prep(ve — ).
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3.3 Spectre singulier paramétrique

3.3.1 Analyse des singularités distributions d’une fonction généralisée
3.3.1.1. Notations
On suppose que :
NA®©) = {(us) € X(0), limu. = 0, dans D’(Q)} S N(Q).
On pose alors :
DY(Q) = {[ug] € A(Q),37 € D'(Q) lim (u.) = T\, dans D'(Q)} .

D'4(2) est bien défini car la limite est indépendante du représentant choisi; en effet :

lim (ue+i.) = lim u.+ lim i = lim w. puisque: lim i, = 0.
e — 0 e — 0 e — 0 e — 0 e — 0
D'(Q) D'(Q) D'(Q) D'(Q) D'(Q)

D'4(2) apparait comme un R-sous espace vectoriel de A(£2).
On peut donc considérer (9,;):4 “I’ensemble des x au voisinage desquels u est associée a

une distribution” :
Op, (u) = {zeQ/aV eV(z):ulve Dy(V)},

ou V(x) est ’ensemble des voisinages de z.

3.3.1.2. Définition

Le D'-support singulier de u € A(Q) est singsuppp (u) = S“g;‘ (u) = Q\OD/A (u).

3.3.2 Eléments d’Analyse microlocale paramétrique

Soient u € A(R?) et x € R%. 11 se peut que u = [u.] ne soit pas associée & une distribution
au voisinage de x, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de voisinage ouvert V. de x pour lequel

lin%(udvx) appartienne a D'(V). [13]
E—>
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Mais dans ce cas, il se peut qu’il existe un réel r et un voisinage ouvert V, de x tel que
giir(l) (¢"ugpy, ) appartienne a D'(V,), autrement dit que [¢"u] appartienne & D’;(Vz), le sous
espace vectoriel de A(V;) des éléments u associés & une distribution de D'(V;,).

Par exemple, prenons ¢ € D(R), ¢ > 0, [p(z)dz = 1 et uc(z) = e %p(ze™t). Alors,
u = [ue] est une fonction généralisée de A(R) qui n’est pas (associée &) une distribution au
voisinage de 0, mais pour r > 1, [¢"u.] en est une.

Cela conduit au concept suivant :

3.3.3 Spectre singulier paramétrique
3.3.3.1. Notations

Soit Q un ouvert de R Pour z € et u = [u.] € A(Q), on pose :
Npr o(u) = {r €R:;3V; € V(@) : lim (g, ) € D’(Vx)}

On montre que Npr ,(u) ne dépend pas de la représentation de u et que si Nps ;(u) contient
un rg € R4, il contient tous les r, r > rq.

On définit alors la D'-fibre au dessus de z : Xpr 5 (u) = Ry \Npr ().

C’est soit un intervalle de R de la forme [0, 7[ ou [0, 7], soit R lui méme, soit ’ensemble
vide.

On peut donc donner la définition du spectre singulier paramétrique d’une fonction

généralisée suivante :

3.3.3.2. Définition

On définit le D' -spectre singulier paramétrique de u € A(Q) comme le sous ensemble de
QO x R+ N

Sssﬁ,Au ={(z,r) €A xRy, 7 € Bpr,(u)}.
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3.3.3.3. Remarque

On constate que Y 4, (u) = @ si, et seulement si, il existe un voisinage V, de z tel que
l'on ait :
lim (uy, ) € D'(V2),
c’est-a-dire si, et seulement si, x n’appartient pas au D’-support singulier de u : SAQ\ (u).

Il en résulte que la projection sur 2 de SES“E‘, u est exactement S“é, U.
A A

3.3.4 Quelques propriétés du D’-spectre singulier paramétrique SES“,E‘,Au

d’une fonction généralisée u € A(()
3.3.4.1. Théoreme

Soit u et v e A(Q). Alors on a :

S.S%

_ A A
Démonstration.

Soit 7 € Npr (u) N Npr »(v), alors il existe un V,, € V(x) et un W, € V(z) tel que :
lin(l)(s’"uaww) € D'(V,) et lin(l)(srudwx) e D'(Wy,).
E— E—

On en déduit que :

lir%(s?" (ue + UE)Wme ) € D'(V, N W),

E—
ce qui prouve qu’on a :

r € Npr z(u +v),

autrement dit que :
Np'5(u) N Npr z(v) € Npr o (u + 0).
En passant au complémentaire par rapport a Ry on obtient alors le résultat. [
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3.3.4.2. Corollaire

Si u, ug, up sont des éléments de A(QY) avec :
(1) u = up + u1,

(i7) S€SD:4 (ug) = @,

alors on a :

Sgsf‘;\ (u) = SESA,A (u1) .

Démonstration.

Le théoreme précédent et la condition (i7) permettent d’écrire :
S.Sp (u) C S8 (u1).
A A
Mais si on écrit (i) sous la forme :
up = U — Uy,

on obtient évidemment 'inclusion inverse, d’ou le résultat. [

3.3.4.3. Théoreme

Soit u € A(Q). Alors on a, pour tout D*, o € N%
sasf‘,A (D) C sesA,A (u).

Démonstration.

Soit 7 € Npr 5 (u). Il existe un V, € V(z) tel que : ;E%(ETUde) =T e D (V).
On en déduit que :

;i_)l%(s"Do‘uEWz) = lilgn_go‘(e’"udvz) = DT € D'(Vy).

Il en résulte que : Npr,(u) C Npro(D%u); ce qui prouve le résultat par passage au

complémentaire dans R. [J
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3.3.4.4. Théoréme

Soient f € C®(Q) et u e A(Q). Alors on a :
A A
SESD:4 (fu) C SESD:A (u).

Démonstration.
Soit r € Npr 4 (u). Il existe un V, € V(z) tel que : ling)(gruswz) =T € D'(V,) c’est-a-dire
E—

que, pour tout ¢ € D(V,,), on a :

e—0

On en déduit que :

tim [ " (Fue) () o (2) da = lim [ €"ue (2) (Fi) (@) do = (T, fip) = (/T 0),

ce qui prouve bien que :
lir%(arfug‘vz) = fT € D'(V,),
E—
donc que r est dans Np ,(fu).
De T’estimation

Npr z(u) C Npr o fu),

on en déduit donc le résultat. O

3.3.4.5. Corollaire

Soit P(D) = Z CoD® un polynome différentiel a coefficients dans C*(Q).
la|<m

Alors, pour tout v € A(Q) on a :

S-Sh

’
A

(P(D)u) C SES{;,A (u).

Démonstration.
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Il suffit d’écrire

P(Dyu= Y CoD"u

laf<m

et d’appliquer les théoremes 3.3.4.1, 3.3.4.3., 3.3.4.4. I
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Troisieme partie

Problemes généralisés
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Chapitre 4

Un probleme de Cauchy généralisé

4.1 Enoncé du probleme

4.1.1 Probléeme (Fg)

On reprend la formulation du probléme de Cauchy posé au 1.1.1. sous la forme :

&f;yu =F(.,.,u)
(Pa) Uy =@
gz |v: Y,
ou ¢ = [p] et ¥ = [¢)] et les hypotheses sur F, f, ¢, 1. sont conservées mais u est

maintenant cherché dans une algebre de fonctions généralisées A (RQ) définie au chapitre
précédent.
On suppose que A (Rz) est stable par F, que A(R) et A (RQ) sont construits sur le

méme anneau de constantes généralisées.
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On suppose que les problemes :

/

9%u,
8x8y(x’y) = F(mayvus(xay))
Poo (025 %) e (z, f(2)) = po(x)
Oue
\ @(x,f(m)) = ()

admettent pour tout & une solution u. € C*°(R?).

4.1.2 Donner un sens a (FPg)

Donner un sens & (Pg) c’est d’abord donner un sens a :

2
8fayu:F(.,.,u) (1g)
up, =¢ € AR) (2¢)

ou
— =9 AR 3
S h=vEAR®)  (30)
lorsque u € A (RQ) et 7y est la sous variété lisse de R? définie par y = f(x).
Donner un sens a (1), sous ’hypothese que A (RQ) est stable par F', signifie que pour

un représentant (uc). de u on doit avoir, pour tout (i), € N (R?) et (j:), € N (R?),

2(u, + i, .
(8(33332) P, ue +g€)> €N (R?).

3

02 (ue +ic) B 0%u,
0xdy 0xdy

Comme : < > e N (R?) et que: (F(.,.,uc + jc) — F(.,.,us)), € N (R?),

ceci se ramene a vérifier que :

(f{gg;) R ue))a e N (RY).

ou
Donner un sens a (2¢) et (3¢) signifie d’abord définir | et —— et, comme v est une

9y,

sous variété lisse de R? représentable par une seule carte (y = f(z)), on peut identifier

A(7) et A(R) et donc u|, a I'élément de A (R) dont un représentant est (x — uc(z, f(7))e

0 0
et 8—u a I’élément de A (R) dont un représentant est (m — aua (x, f (ac))) :
Y, Y

13
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(2¢) équivaut donc a :

(= ((ue + i) (z, f(2)) = (pe + ac)(z))e € N(R).

(3¢) équivaut donc a :

(@ (U5 o @) = (0 + 5)()e € N(R)

pour tout (ic). € N(R?), (a:). € N(R), (3:). € N(R), et compte tenu que :

(@ = ((ue +ic)(, f(z)) — ue(z, f(2)))e € N(R),

(z = ((pe + a2) (@) — pe(7))e € N(R),

(@ (55 )~ G Fla): € NR)

(@ = (e + Be)(x) — Ye(x))e € N(R),

(@ = (Je(2) —ic(, f(2))e € N(R),

ceci se ramene a :

(z = (ue(z, f(2)) = ¢e(x)))e € N(R),

- (@, f(@)) — ¢e(2))e € N(R).

En résumé, (Pg) a un sens si, et seulement si, il est représenté par un (u.)_vérifiant :

(%}gz) ~F(, .,u€)>€ € N (R?)

(x = (ue(z, f(z)) — ¢=(2)))e € N(R)
(z, f(z)) — Ye(x))e € N(R).

Si donc, pour tout e, la solution u. de Ps (z,1:) est telle que (u.). € X(R?) alors les

relations ci-dessus sont a fortiori vraies et [u.] est une solution de (Pg). O
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4.2 Résolution du probleme

4.2.1 Résolution de (FPg)
4.2.1.1. Théoreme

Supposons que A (Rz) soit stable par F, supposons que A (R) et A (Rz) sotent construits
sur le méme anneau C = A/I de constantes généralisées. Supposons que les données du
probléme (Pg) vérifient les conditions ¢ € A(R), ¥ € A(R), f € C*(R).

Alors le probléme (Pg) admet une unique solution u dans A (R?).

Démonstration.

Soit us = SPs (e, 1:) la solution de Ps, (e, 1-) avec les conditions initiales ¢, € C*°(R)
et 1. €C*(R).

D’apres ce qui précede, il suffit de vérifier que (u:), € X(R?) pour que u = [u.] soit
solution de (Pg).

Toute autre solution v de (Pg) est de la forme : v = [v.], ou (v.), vérifie :

9% (v, )
( ax(ay) - F(., .,v5)>€ = (ic). € N (R?)

(Us('a f()) - 906(-))6 = (a€)5 € N(R)

K <?;’;<., FO) = (). = (B.), € N (B)

et donc I'unicité de la solution de (Pg) sera la conséquence de :
(ve — Us)g € N(R2)-

a) Montrons que : (u.), € X(R?).

Il s’agit de prouver que :
VK € R* VI € N, (P (uz)), € Ay

Procédons par récurrence en montrant d’abord que 'on a :
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al)

VK € R?, (Pg 0,0)(us)), € Ay,
avec :
Py (0,0)(ue) = Sup e ()] = l|uell o 1
c’est-a-dire que la majoration d’ordre 0 est vérifiée. Posons :
uoe (2, y) = Xe (y) = Xe(f (7)) + @e ()

oll x. désigne une primitive de 1. o f~1.

D’apres la proposition 1.2.1.2., VK € R?,3K, € R?, K C K,

D)\
el oo, < lttello iy, < Nw0ellog i, + mf exp[2Amy (f(A) — f(=X))].

On a <|’u0’€HOO,K>\)E € A car [¢] et [1)] sont des éléments de A(R).

oF
my = sup - (z,y,t)

(z,y)EKy; tER 0z

est une constante ne dépendant que de F', K.

1
c¢(Ky) = — exp[2Amy (f(A) — f(—=A))] est une constante ne dépendant que de F, f, K.

my
Pre = [1F (- 0)lloo i, +ma w0l e, dome :
(I)A,s
—=exp[2Amy (f(A) — f(=N))]
my
= c(K\)Py .

= (BN IF(s 5 0)lloo i, +exp2Ama (f(X) = F(=M)] luoell ok, -

c1(Ky) = (KN [[F (., -, 0)[[ o i, est une constante ne dépendant que de F', Ky ;
exp[2Am (f(A) — f(=A))] est une constante co(K)) ne dépendant que de K, F, f.

Par conséquent :

[telloo,re < Mttellog 1y < l[w0,ellog iy + 1 (BN) + ca(BN) [u0ell o g, 5
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donc :

el oo, i < Nuelloo iy < (14 ca(EK)) [luo,e + 1 (K).

00, K\

€ A donc ((1 + c2(Ky)) ||luo,e

<||u0,€| oo,KA>E |007KA>5 € A (si(r:). € A alors (cre), € A) et

comme c1(K)) est une constante ((1). € A), on en déduit que :

((1 + CQ(K)\)) ||UO,EHQO’K>\ + Cl(KA))a €A

A étant stable par majoration : (||u€||OO KA) € A, et donc: (||u£_;||Oo K) € A, cest-a-dire :
’ 5 ’ €

(Pro(ue)), € Ay

a2) Montrons que :

(PK,l(Ua))E c A+.

(2,y) = 202 >+/y F(a,n,ue(e,n)d
8x w’y - 8:1: x7y f(x) m? ?77 uE x777 n’

d’ou :

Ou, Oug
Pk (1,0)(ue) = ‘ 97 ZIS(UP ’ 7 (%y)‘
o0, K
Ouo ¢
< sup | 50 () + () = (-2 <sup IF(fE,mua(w,n)H) .
K x K

A (RQ) étant stable par F, il existe C > 0 tel que :

Pre, 0,0)(F (-5 ue)) < Prey o(F(ue)) <C. (1)

8UO <

=(z,y) = f(@)e () + pL(x),

(

d’ou :

Oug €
ox

€A,y
00, K c
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car [pc] et [¢] sont des éléments de A(R).

Donc :

6u075

Sl UM - fN).

00, K

Pr (1,0)(ue) < ’

A étant stable par majoration (PK’(LO) (ug))E €At

On a:
Ou. Oug - )
a = ’ - F e\So d )
G = ) = [ Py ule e
donc :
Ou. ‘Bug ’ Oug ¢ ‘
P, Ue) = ||—=— =sup | —(x, <su =(x,y)|+2A | sup |F(x,n, u(x, .
o) = |G| = |G| < 2|2 (swplPe v o)
Ona:
Ouge _
5 (@) = v:(f 7 ().
donc :
’a’u,oﬁ €A+
ay 00, K c
car [1)] est élément de A(R); d’ou :
Oug e
P, ue) < ||—=— + C2)\
,(0,1) (Ue) ‘ 3 || x
et donc, comme précédemment :
‘ Oue €A
8y 00, K c

a3) Récurrence.

Supposons que, pour tout [ < n, on ait : (PK,Z(ug))€ € A, et montrons que cela entraine

(PK,n-i—l(UE))E € A
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On a en fait :

Py 1 = max (Px n, Py, Pon, Py Pan)

avec :

Pl,n = PK,(n+1,O)7

Pon = Pk (0n41)>

Pyn=  sup
a+pB=n;3>1

Py, = sup
a+pB=n;a>1

a3.1) Montrons d’abord que pour tout n € N,

Pr (a,p41)-

(Prn(ue)). € Ay, (Pan(ue)), € Ay

Comme on a :

on en déduit que :

0%u, 9%up

o2 (xay): a$2’5(w,y)—f( ) (iL' f

et par dérivations successives, pour n > 1 :

anJrluE _ 8714—1“075
S (@Y) = g (@)

o
_ZJO nf(n] )8 ({L‘f

Comme on a pris K C K, on peut écrire :
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an+1u
ot (@ y)‘ <

sup
(z,y)eK
an+1uO,€ n_lcj (n—i) oI ”
W 007K+xes[l_1§),,\]zj:0 n f (113‘)’ % (.Z‘,f(l'),gog(l‘))
n
(zy)eK | OT
On a
( sup WF(xayaua(x7y))‘> = PK,(n,O)(F('7 '7u8)) < PK,H(F(a ‘7u8))7
(zy)ek |OF
et :
oI
—F < Pr iy (F(.,.
|5 P ), (e < P (P
< PK,(n,O)(F(‘7 ‘7u6)) < PK,n(F(7 .,'LL&-)),
de plus :
8n+1u0,5
(525) .
’ €

car [pc] et [1] sont des éléments de A(R).
Compte tenu de '’hypothese de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout
K e R?,

(PK,(n+1,O) (ua))g S A+.

Montrons que, pour tout n € N, (Pyn(uc)), € Ay.

Comme on a :

Oue
9y

aUU e

'
@) = = [ Pl s
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On en déduit que :

0%u, 82’11,0,8

57 00 = g @0) = () @) FUT W), 0:(77 )

W 5
N / AR SIS

et, par dérivations successives, pour n > 1 :

871-1—1%E anJrlUO,e( ) / —1(y) o

Gy (z,y) = gt ) oy F(&,y,uc(€,y))dE

S g U W) )

Comme on a pris K C K, on peut écrire :

8n+1ug< )‘
sup T,
(z,y)EK ayn—H Y
8n+1U05 ‘ ‘
<\l + (2 su —F (,y, us(x
| o >< s el )
n—1 1\ (n—3) -1 -1
Coa S e ] P () (f <y>>>].
yE[f(—A)J(/\)}ZJ 0 () ‘ Oy’
On a
( sup ‘ :C 'Yy US x y))') = PK,(O,n)(F('v')uE))
(z,y)eK
< Pron(F(.y . ue))
et :
o7 . . o
sup o SF(FT W)y e (T W) < | sup o s B,y ue(2,y)
yelf(=N),f(N)] 1 OY (zy)eK | 0Y

< PKJ(F(, LU )) < PKn(F(; .,’LLS)).

Compte tenu de I’hypothese de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout
K € R? et pour tout n € N,
(Pr(0,n+1) (ue)), € Ax.
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a3.2) Pour a + f =n et § > 1, on a maintenant :

P (at1,8)(ue) = sup ‘D(a“ﬁ)ua(%y))z sup ‘D(“’B*I)D(l’l)ua(%y)
(z,y)EK (z,y)EK

= Sup ’D(a7ﬂ71)F(‘ray7u6 (%y))‘ = PK7(a’5,1)(F(.,.,’U,5))
(z,y)eK

S PK,n—l(F(-; o u5)> S PK,n(F<7 .,ua)).

On a donc finalement :

P3,n(us) = sup PK,(a+1,6) (ue) < PK,n(F(~7 o Ue))
a+p=n;8>1

et ’hypothese de stabilité assure alors que :

(ngn(ua))g S A+.

De méme pour o+ 3 =neta>1,ona:

PK,(aﬂ-&-l)(Us) = Ssup ‘D(aﬂ—i_l)us ({E,y)) = Ssup ‘D(Q_I’B)D(l’l)us (x,y)
(zy)eK (z,y)eK

= Ssup ‘D(a_lﬂ)F(xvyvus (ﬂf,y))‘ = PKa(a—l,ﬁ)(F('a -auE))
(zy)eK

< Prn1(F(., 5 us)) < Prn(F (., ug)).

On a donc :

P4,n(us) = sup PK,(a,,@+1)(u5) < PK,H(F(-a HUe))
a+G=n;a>1

et '’hypothese de stabilité assure alors que :

(Pan(ue)), € Ay

Finalement, on a bien :
(Prnt1(ue)), € Ay
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b) Montrons que u est 'unique solution de (Pg).
Soit v = [v¢] une autre solution de (Pg).

1l existe (ic), € N (R?), (ae). € N (R), (B:). € N (R), tels que :

0%, )
8:1:6y<m’y) - F(x,y,vg(a:,y)) + Zé(x7y)
Ve (2, f(2)) = pe(2) + ac(z)

0v,

S (@, F(2) = ela) + )

Il est facile de voir que :

( / / ia(é,n))dfdn> €N (R?).
D(z,y.f) .

Il existe donc (j:), € NV (R?) tel que :
velay) = wncle) — [[  FEnulemddn jilen)
D(zy.f)
avec : Vo.e(T,y) = uoe(z,y) + 0=(x,y); ol : uoe(2,y) = Xe () — Xe(f () + pe(2) et :
Hs(x,y) = Bs(y) — B.(f (w)) =+ as(x)

otl B. est une primitive de 3. o f~1. Donc (6.). appartient & N'(R?).

1 existe donc (0.), € N(R?) tel que :

ve(2,) = une(@,y) + 0ol y) — / /D (e Bve{on §)dads
x,Y,

bl) Posons w. = v. — u. et montrons que : (w.). € N(R?).
Il s’agit de prouver que :
VK € R*,Vn € N, (P n(we)), € I
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Procédons par récurrence en montrant d’abord que 'on a :

(PKJ (wE))6 S IA.

we(z,y) = / / (—F(&, m,ve(esm) + F(Em,ue(E,m))) dedn + o-(x,),
D(z,y,f)

or :

F(ﬁaﬂa UE(&?”)) - F(£7777u6(§777)) =

1
(05(63 77) - u€(£> 77)) (/0 %(6? m, u€(£> 77) + 0(“6(5’ 77) - ue(&a U)))de) )

donc :

LoF
wta) == [ et ([ Goeon e+ 0wt n)i0) ddnrotan). ()

Soit (x,y) € Ky, puisque D(z,y, f) C Ky, siy > f(x),on a:

) ry
e (2, )] < m / /f o &l + ol

+A ry
< my / / o (€, m)| ddn + o2, -
-2 Jf(x)

Posons : e-(y) = sup |w:(&, y)|, alors :
EE[=A+A]

Yy
ez, )] < ma2A /f e ol

on en déduit :

Vy € [f(=A); f(+N)] sty > f(), ec(y) < ma2A /y . e<(ndn + ol x, -

Rappel : Lemme de Gronwall.

Soit « : [tg,t1] — R une fonction continue positive et ug une constante positive.
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Toute fonction f telle que : 0 < f(t) < up + ftto f(s)a(s)ds, vérifie l’estimée explicite :

0 < f(t) < ugexp </t:a(5)ds> .

Ainsi, d’apres le lemme de Gronwall :

Vy € [f(=A); f(+N)] sty > f(2), ec(y) < <exp(/y

ma2Adn) | loell oo x, -
F=X)

On obtient le méme résultat pour y < f(z), d’ou, pour tout y € [f(=N); f(+A)] :

ec(y) < (exp(ma2A (y — f(=2)) [10ell o 1,

< lexp(maA)(f(A) = F(=)] loell oo 56, 5

par conséquent :

[Welloo, 1, < [exp(maA)(f(A) = F(=A)] llocll o x, -

(02). € N(R?) donc (HJEHOO,KX)E €1l

[exp(mx(2A)(f(A) — f(=A))] est une constante par conséquent (Hw5||OO7KA> € I4.

£

Ce qui entraine I’estimation d’ordre 0.

b2) Récurrence.

Supposons que pour tout I < n, on ait : (Pg, (w:)), € I} et montrons que cela entraine

(Prcnt1 (we)), € I
b2.1) Montrons d’abord que pour tout n € N :
(Pry (we)), € I

Oo, Y
B =G @) [P e ) P et )
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et par dérivations successives, pour n > 1 :

an+1u€ 871-1—116075
Gt (& Y) = 5oy (@)

o7 vy
= S A (@) 5 F (a2, e (@) + /f o g F ).

Donc :
8n+1 R an+1
S (@) = Gt (@) 4+ ()4
e (F G vl m) — F,m, el m)
f(a) OF
avec .
n—1_ . : oI o
0ua) = 0 CU @) (S5 (o 0. ) = S5 F (o (0.l + e (0) )

(6.). € N(R). Dot :

P (n11,0) (we) < Py (nt1,0) (0:) + sup [dc(w)]

HISED WY
FFEW = FN) ( sup | (P, m,vel ) — Fam, us(w,n))’) .
(zy)eK |OT
On a:
< sup aan (F(m,n, UE(I’U)) - F(%?%Ua(ﬂfﬂ?))‘) = PK,(n,O) (F(v "UE) - F(" ‘7u€))
(wy)eK | 0T"

< Pgn (F(.,.,v) —F(.,.,u)).
Compte tenu de I'hypothese de stabilité, pour tout K € R? :

(Pre,(nr1.0)(we)), € I}

Montrons que, pour tout n € N, (P, (w:)), € IZ.

On a:

an—i—l . an—i—l - n— . PN aj B B
Syt (@) = 5 S @) = 30 AL ()T ) F U W) e W)

) gn
T pey e
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Donc :
7

an-}—lws 6n+10'€ F1(w) o
e = o - [ (G Fa ) - o

F(x,y,ua(az,y))> dg,

avec :

(" () (wF(fl(y)7y,¢a(fl(y)))>

pew) =3 G Dy
=S ) (U e ) + a0
(1e). € N'(R). D'ot :
sup e (y)|

Pg 0n+1)(we) < Pg 0041y (0e) +
YyE[F (=), fF (V)]

am o
+ (2A su —F(x,y,v:(x, — —F(z,y, us(z, .
( )<<x,y)EK‘ayn (020 0.(02) = o y>>D

Ona:
871
sup —F (z,y,ve(x,y)) — WF(LL’ Y, ue(z,9))| | = Pron)(F (. 0e) = F(., . ue))
(z,y)eK Y
< Pg o) (F (s 0e) = F(5 5 ue)).
Compte tenu de 'hypothese de stabilité, pour tout K € R? :
(Pk(0,n+1)(w2)), € La.
b22)
Poura+fG=net>1,0na:
PK,(a—l—l,ﬁ)(wE) = PK,(a,ﬁ—l)(F('7 '7U€) - F(a .,’LLE)) < PK,n—l(F('a -7UE) - F(7 '7u€))'
On a donc finalement :
Pyn(we) = sup  Pg o418 (w:) < Prn1(F(.,.,ve) = F(., . uc))
a+pB=n,3>1
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et ’hypothese de stabilité assure alors que :
(P3p(we)), € I,
Pour a+ 6 =n et a > 1, on a maintenant :
Pr (a,5+1)(We) = Pg (a—1,8)(F (-, ) = F (. ue)) < Prn—1(F (s ve) = F(, 5 ue)).

On a donc finalement :

Pyp(we) = sup Pk (ap+1)(we) < Pen-1(F (., v:) — F(.y . ue))
a+B=n,a>1
et ’hypothese de stabilité assure alors que :
(Pap(we)), € I,
Donc pour tout Il <n+1, on a :
(PKJ(’UJ(Q))E € IX
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N :

(Prn(we)), € IF.

Donc (w). € N(R?); par conséquent u est 'unique solution de (Pg). O
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Chapitre 5

Etude qualitative de la solution

5.1 Spectre singulier paramétrique de la solution du probléeme

de Cauchy

5.1.1 Relation entre le D'-spectre singulier paramétrique de la solution

et le D'-spectre singulier paramétrique de u,
5.1.1.1. Théoréme

On pose up = [upe] avec

uoe(T,y) = Xe (¥) — Xe(f(2)) + pe(z)

oll x. désigne une primitive de 1. o f=1, et on suppose que :
(Hy) VK eR2 Mp(K)= sup |F(z,y,2)| < +oo.
(z,y)EK,z€ER
Alors la restriction au support singulier paramétrique de ug du D’'-spectre singulier
paramétrique de la solution u du probléme de Cauchy (Pg) est contenue dans la restric-

tion au support singulier paramétrique de uy du D'-spectre singulier paramétrique de uyg.

Autrement dit, au dessus du support singulier de ug, il n’y a pas d’accroissement des singu-
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larités distributionnelles de u par rapport a celles de ug.
Démonstration.
Soient (zg,y0) = X € S“é:quo et 1 € Nps x(ug). Il résulte des définitions que l'on a :
Y x (ug) # 0, et donc que Npr x(ug) C |0, +oo[ ce qui entraine r > 0.
Montrons qu’alors : r € Np/ x(u).

Par définition de Npr x (up), il existe un voisinage Vx de X tel que :

) € IDI(‘Cx).

. r
B e

Soit g € D(Vy). Il existe donc une distribution T' € D' (Vx) telle que :

lim / / g (2, y)g (@, y)dedy = T(g).
Vx

e—0
Montrons que :

//V e ue(z,y) —woe(z,y)] 9(x, y)dedy

admet pour limite 0, quand ¢ tend vers 0.

Supposons encore y > f(x).

Comme u.(z,y) — uwoe(z,y) = —// F(&,n,us(&,m))dEdn

D(z,y,f)

et que (avec les notations précédentes) :

}/ /vX [/ /D(x,y,f)F(’S’ 1, ue (&, n))dﬁdn] 9(@,y)dzdy

< Mp(suppg) / / / / dﬁdn] g(z,y)dxdy
suppyg D(z,y,f)

< Mp(suppg) //suppg (A(z,y)) g(x,y)dwdy‘

< Mp(suppg) // (2A|y|)g(:v,y)d$dy‘
suppg

<2Me(sumg) [ [ lollgt.9)| dedy < -+,
suppg
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nous avons alors :

Jim sup ‘ J[ < beten) — vt gt y)dxdy‘
Vx

e—0
//VX [//D(x,y,f)F(f’ , e (8, ”))dfdﬁ] g(z,y)dzdy

< limsupe" {m (Mesuwa)) [ lolloter) dwdy] o,
suppg

e—0

< limsupe”

e—0

car r # 0. Et donc :

lim// e"us(z,y)g xydxdy—hm// e"ug e (z,y)9(x, y)dedy = T(g).
e—0 VX VX

Il en résulte que :

(e e ) = I

Vi ) € D/(VX).

Nous avons donc : 7 € Npr x(u), ce qui prouve I'inclusion : Npr x (ug) C Npr x(u), et par

suite, Xpr x (u) C Xpr x (ug), par conséquent :

SeSpyu ,  CS:Spu

S, ug 0 SA, ug '
Dy Du

5.1.2 Exemples.

Prenons g € D(R), g > 0, [ g(x)dz = 1.

Avec les notations précédentes nous avons : ¢ = [@:] et x = [xe] ol xe est une primitive de
e o f_l
U()@(.T,y) = Xe (¥) — xe(f(2)) + (7).

f(z) = az, a > 0. Considérons les cas suivants :
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donc :
Xe(f(2)) = e tg(f(x)e™") = e p(ame™).

Npr x(up) = [1,+00[, nous avons alors : SSS%‘;‘U CRZx[0,1].
2)

1 2

Xe(x) = e g(ze™) et pe(a) = e 2p(xe™") =7 [eHp(ae™)].
Npr x(ug) = [2,+00], nous avons alors : Sesg‘;‘u Cc R2 % [0,2[.

3)
Xe(x) = g(we™") et pc(x) = glwe™") = ele”

Npr x(up) = [0, +00[, nous avons alors : SSS“,E‘;‘U CR?x 2.0

5.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F' =0

5.2.1 Enoncé du probleme

On cherche une solution u généralisée du probleme de Cauchy suivant :

32
8x8yu -

0

ou

aTJl'Y B

en considérant comme donnée la courbe v d’équation y = f(x).

Soit :

Py (¢e,e) ue (z, f(z)) = pe(x)

Avec les notations précédentes, nous avons :

¢ = [pel, ¥ = [xe] et uc(x,y) = X (y) — x(f(2)) + p ().
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5.2.2 [Etude qualitative de la solution. Cas : F =0, f(x) = az, (a > 0)
Cas : f(x) =az, (a >0), p ~ 6, P ~ 9,

I’association étant définie comme suit :

Considérons g paire dans D(R), vérifiant [, g(§)dé = 1. Posons : ¢ (z) = —g(=) =

1 =«
€ e

te(z). Alors (p:), et (¢¢), convergent au sens des distributions vers 6. Donc ¢ = [p.] et
1 = [1)] sont bien associées a 4.

La solution de Py, (e, 1:) est définie par : u.(z,y) = xe (y) — x(f(x)) + ¢-(z), avec :

0= [ur myin= [ (DY ar=a[ v =a (v () - v.0)

ol VU, est une primitive de .
Donc :

) = a¥, <%>—a\II ) + - ().

, de sorte que :

1
On peut choisir U, telle que ¥U.(0) = 3

lim \IJ =Y et lim (yr—HI’E(%)):Y.

e — e —
D'(]R) D'(R)

Nous avons alors la décomposition :

[ue] = [we1] + [we2] + [we 3],

avec :
[we,1] ~ a(ly ®Yy)
[we,ﬂ ~—a(Y,® 1y)
\ [w&g] ~ (5;,; X 1y.
O
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Cas : f(z) = az, (a >0), p ~ 3, p =V, avec ¥ ~ §,

I’association étant réalisée comme suit :

1 =z

Considérons g € D(R), vérifiant [ g(€)dé = 1. Posons : ¢ (z) = Eg(g) = U (x).

Alors (p¢), et (¥.), convergent au sens des distributions vers §. On pose alors ¢ = [¢.] et
U =[T].

La solution de Py, (¢e, %) est définie par :

U, ) = Xe () = Xe(f (@) + eel@) = a¥e (£) = a¥e (@) + e(a).

On calcule :

Il en résulte que :

ae — €
D/ (R) D/ (R)
Donc :
[ue] = [we1] + [we 2] + [we 3],
avec :
[we 1] ~ a*(1; ®5,)
[we 2] ~ —a(0; ® 1)
[wa,?)] ~ 0y ® 1ya
d’ou :
un~a*(ly ®3,) —a(6y ® 1) + 6, @ 1,
O
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Cas: f(z)=az, (a>0), p~S, )=V et ¥~T; S eDR), TeDR),
I’association étant réalisée en choisissant
Y = [9&*5] et U = [QE*T]

puisque

lim (ge*S).,=Set lim (¢g.+T).=T.
ED?]R)O EDTR)O

On a donc ici :

w2, 9) = Xe (1) = Xe(f (@) + pel@) = a¥e (£) = a¥e (@) + u(a)
= a(g-+T) (L) —alge+T) (@) + (g ) ).

Evaluons la fonction y — (g- * T) <Q> sur une fonction test h € D(R). Posant H(z) =
a

h(az), on peut écrire :

J(ge*T) (%) h(y)dy = af (ge * T) (2) h(az)dz.

Définissons alors 7' € D'(R) par :
<T,h>=(aT, [z — h(az)]) = (aT, H)

D’ou :

lim [ (g +T) (£) h(y)dy = lima f (9.  T) (=) H(2)dz = (T, H) =< T.h >,

puis :
lim [y — (ge x T) (y)} =T.
e —» 0 a
D/ (®)
Nous pouvons alors écrire la décomposition : [us] = [we 1] + [we 2] + [we 3], avec :

p

[wzf,l] ~a(l, ® Ty)
[we 2] ~ —a(Ty ® 1)

[w573] ~ Sx X 1y
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et donc :

u~a(1m®fy)—a(Tm®1y)+Sr®1y.

On peut remarquer que :
<6, h>=ab |z — h(az)] = ah(0) =a < 6,h >,

donc que 5 =aé , il en résulte que pour T' = 9, on retrouve bien le résultat précédent.

0
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Chapitre 6

Un probleme de Goursat généralisé

6.1 Enoncé du probleme

6.1.1 Probléeme (P})

Nous cherchons une solution u du probléme de Goursat :

82

=F(.,.
gy = F )

(Pc) Uj(Oz) = ¥

u, =9
dans une algebre de fonctions généralisées f4(E£2) définie au chapitre précédent.

On suppose que A (R2) est stable par F, que A(R) et A (RQ) sont construits sur le
méme anneau de constantes généralisées.

On suppose que les problemes :

0%u,
0xdy

Poo(9e:92) | e (2,0)) = (@)

(z,y) = F(z,y, ucs(2,y))




admettent pour tout e une solution u, € C*°(RR?).

6.1.2 Donner un sens a (P})

Donner un sens & (Pf;) c’est d’abord donner un sens & :

82
axayuzF(.,.,u) (1)
ujoz) = ¢ € A(R) (2¢)
uy, = € A(R) (30)

\

lorsque v € A (RQ) et 7 est la sous variété lisse de R? définie par = = g(y).
Donner un sens a (1), sous ’hypothese que A (R2) est stable par F', signifie que pour
un représentant (ue), de u on doit avoir, pour tout (ic). € N (R?) et (j.), € N (R?),

(8(+) R Hg)e €N (B2).

0xdy
0?(ue +i.)  O%us.
Comme : < 010y ~ 3y

> e N (R?) et que: (F(.,.,uc) + je — F(.,.,u)), € N (R?),

ceci se ramene a vérifier que :

<é§a§ga) ~F(, .,u5)>8 e N (R?).

Donner un sens a (2¢) et (3¢) signifie d’abord définir u |,y et u |, et, comme ~ est une
sous variété lisse de R? représentable par une seule carte (v : z = g (y)), on peut identifier
A(v) et A(R) et donc u |y et u |(oy) aux éléments de A (R) dont des représentants respectifs
sont (y — ue (9(y),y))e et (z — ue(z,0))e.

(2¢) équivaut donc & :

(@ = ((ue +ic)(z,0) — (= + ac)(z)): € N(R).

(3¢) équivaut donc a :

(y = ((uetic) (9(y), y)— (¥=+0:) () € N(R), pour tout (ic), € N'(R?), (az). € N(R),
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(B:). € N(R), et, compte tenu que :

(z = ((ue +1ic)(2,0) = (ue(x,0)))e € N(R),
(= ((p= + ac)(2) = p=(2)))e € N(R),

(y = ((ue + i) (9(y),y) — ue (9(y), y))e € N(R),
(@ = ((Ye + 5)(2) = ¥e(@)))e € N(R),

(y = (J=(y) —ic (9(¥),y))e € N(R)

ceci se ramene a :

(z = (ue(z,0) — pe()))e € N(R),

(y = (us (9(y),y) — Ye(y))e € N(R).

En résumé, (Pf,) a un sens si, et seulement si, il est représenté par un (u.)_vérifiant :
0%u,
0x0y

(z = (ue(2,0) — ¢e(2)))e € N(R)

—F(.,.,u:) € N (R?)

(y = (ue (9(y),y) — Ye(y))e € N(R).

Si donc pour tout € la solution u. de Pl (e, ) est telle que (u.). € X(R?) alors les

relations ci-dessus sont a fortiori vraies et [uc] est une solution de (Pf). O

6.2 Résolution du probleme

6.2.1 Résolution de (F})
6.2.1.1. Théoreme

Supposons que A (RQ) soit stable par F, supposons que A (R) et A (]RQ) soient construits

sur le méme anneau C = A/I de constantes généralisées. Supposons que les données du
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probléme (P[,) vérifient les conditions ¢ € A(R), ¥ € A(R), g € C°(R) ¢ = [pe], ¢ = [¢e];
Y= (0) = ¢e(9(0)).
Alors le probléme (P/,) admet une unique solution u dans A (Rz) .

Démonstration.

Supposons g (y) < x.

Soit u. = SP. (e, 1e) la solution de P, (g, 1) avec les conditions initiales p. €C*(R)

et 1. €C®(R); cela signifie que u. vérifie le probleme :

0%u,
=F e\
8xay(w,y) (z,y, ue(z,9))

Pl (0=, 1) ue(,0) = e ()

ue (9(y),y) = Ye(y).

\

D’apres ce qui précede, il suffit de vérifier que (u.), € X (R?) pour que u = [u.] soit solution
de (Pf).
Toute autre solution v de (Pf;) étant de la forme : v = [v¢], out (v¢), vérifie :

0%v,
0xdy

(x = (v=(,0) — @=(7)))e = (). € N(R)

— F(.,.,ve) = (i), € N (R?)

(y — (v (9(y),y) — ¥=())e = (Be). € N(R),

\

I'unicité de la solution de (P}) sera donc la conséquence de : (v — ue). € N(R?)

a) Montrons que : (uc), € X(R?).

Il s’agit de prouver que :
VK € R?, VI € N, (P (uz)), € Ay.

Procédons par récurrence en montrant d’abord que ’on a :
al)
VK € R?, (Pgo(uc)), € Ay
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avec :
Pro(ue) = Sl}ip |ue(z)| = Hus”oo,[o
c’est-a-dire que la majoration d’ordre 0 est vérifiée.

D’apres la proposition 2.2.1.2., on a : VK € R?,3K), € R%, K C K,

(I))\,e
mx

uelloo i < Mlttelloo iy < lt0ellog i, + — exp[2Xmi (2)].

D’ou : (HuO’EHO(”K)\)g € A car [pc] et [1)] sont des éléments de A(R).

my = sup

oF
az(xvyvt)’

est une constante ne dépendant que de F', K.
1
¢(K)) = — exp[4XN'm)A] est une constante ne dépendant que de F, g, K.
my

donc :

Pre = 1E(., '70)”007]{/\ +my HUO,E

00, K\

P
ﬁexp[él)\'m)\)\] = C(KA)(I))\,‘S
mx

= c(K\) [F( - 0)ll o 1, + exp[ANmaA] [Juoc|

00, Ky *

c1(Ky) = c(K)) [[F(.,-,0)|[ o ¢, €st une constante ne dépendant que de F', K.
exp[4\N'myA] est une constante co(K)) ne dépendant que de Ky, F, g.

Par conséquent :

e lloo re < Mttellog 1y < N[w0,6llog e, + 1 (BX) + c2(BN) [uoell o g, 5

done : [[uellg g < el e, < (1 -+ ca(B)) lluol e, + €1(K).
On a : (Huo,guoo&) e A, donc ((1+CQ(KA)) Huo,auoom) € A, (si: (ro)e € A, alors :
’ 5 ’ £

(cre). € A) et comme ¢ (/) est une constante (1 € A) on en déduit que :
(1 + c2(K2) luoell o g, + c1(EN))e € A
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A étant stable par majoration <||u5||C>O KA) € A et donc : <||u5||C>O K) € A
’ € ’ €

a2) Montrons que :

(PK71(U5))€ c A+.

On a
Ou, Ouo ¢ /y
-— = ’ F d
5y (DY) =5 ~(@y)+ ; (1, ue (2, n))dn,
d’ou :
|| Oue B U
PK:(LO)(UE) - ‘ ax 00K _}S(up ax ($7y)‘

Qug ¢
o <x,y>\ +ly <sup|F<w,n, ua(w,n))\>
Xr K

< sup
K

< sup
K

Ky

Ouge
i’ (af,y)‘ + A (Sllp !F(w,mua(wmm) :

Comme A (RZ) est stable par F' il existe C, tel que :

Pr, 0,0)(F (., ue)) < CPg, (0,0)(ue)- (1)
On a
(9U()7
Txg(:v,y) = ¢L(z),
d’ou : (‘ Ouo,e ) € A car [p] est un élément de A(R).
ox oK)
Donc :
811,0’5
Py (1,0)(ue) < e + CAPg, (0,0)(ue)-
00, K

A étant stable par majoration (PK,(LO) (ug))(E € A.
On a:

xT

e =Tt |

& ) (1) /0 " Fla(w).nulg(y), n))dn,

Y
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Ou, Oue
PK,(o,n(ue):‘ ay = sup 8y(ar,y)‘
0o, K
Ouo ¢
< sup 80’ (z, y)‘ + (z—gy) + lyld' (v)) (Sup \F(wm,us(rc,n))!>
K ) K
Oug ¢
< sup 80’ (, y)‘ +(gN) =g (=) + X)) (Sup |F(z,n, us(z, n))l) :
K ) Ky

A (RZ) étant stable par F ElC, PK>\7(070) (F(, o UE)) < CPK)\,(O,O)(UE)'

On a:

agy (@,y) = ¥=(y) + 9'(Y)¢L (9 (v))

(

car [1)] et [pc] sont éléments de A(R).

donc :

Oug ¢
dy

€Ay,
00, K c

D’ou :

auo,g
dy

+C(g(\) =g (=A) + Mg (v)) Pk, 00)(ue)

P (0,1)(ue) < '

oo, K

(

et donc, comme précédemment :

Ooue
dy

€A,
00, K c

a3) Récurrence.
Supposons que pour tout I < n on ait : (PK,l(uE))e € A, et montrons que cela entraine

(Pri41(ue)), € Ay. On a en fait :

PK,n+1 = Inax (PK,na Pl,ruPQ,na P3,’I’L7 P4,n)
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avec !

P1n = Pk (n11,0)

Pon = Pk (0041

P3,n = sup PK,(aJrl,ﬁ)v
a+p=n;52>1

Pin=sup Pk (api1)-
a+pf=n;a>1

a3 1) Montrons d’abord que, pour tout n € N,

(Pia(w)). € Ay, (Pon(us), € Ay

0%u,
0z2

(@) =@+ [ G Plam ey

et par dérivations successives, pour n > 1 :

3”+1u5 8n+1uO S
W(m,y) = aTH’a(%y) +/0 WF(w,n,ua(x,n))dndn,

an-ﬁ-lu

avec : Wﬁ’s(:p, y) = et (z).

Comme on a pris K C K, on peut écrire :

e %(%y)’ <| 8;;1?’5]]0071( A ((zs;;gK Pyt y>>D .
On a
(f;‘EK‘ S y,um,y))D = Preuo)(Flo ) < PrcalF(., 112)),
de plus
|[Ze]  ca,

)
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Compte tenu de '’hypothese de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout
K eR?:

(Prcn(F(, . u))), € A

Montrons que, pour tout n € N, (P, (ue)), € Ay

Comme on a :

e =@+ [ P& - o 6) [ Pl ulom)mian

()

et par dérivations successives, on en déduit que, pour n > 1 :

o tlu, 0" g
dynt1 (z,y) = W(ﬂ%y)

j 9(y) gn
=Y ) s P b)) - [ P ()i

T

_Zn—ol(f%“ "y )68; (9(v) v, ¥=(y)) —9<”+1)(y)/0yF(g(y),n,us(g(y)m))dn-

Comme on a pris K C K, on peut écrire :

8n+1 an+1 ug

ayn—l—l

Ue

sup W(Jﬁ,y)‘ < ‘

(z,y)EK

Ho () — g (A (sup' xy,usxy»')

‘OO,K z,y)eK

n—j 8j n
+ s 3G [o 0] | Flata) ) A0 V) s PGl

On a:

< SupK‘ .I‘ y7u8 z y))‘) = PK,(O,n)(F('7'7u€)) < PK,TL(F(‘a‘qu))v
acy (S

et, comme Y (y) = us(g9 (y) ,y)

o o
Sllp v Jdy VE S Sup ‘ .f, 7“8 .I', ’
w1 Flalo). v 020) (( |yl y>>)
< Pri(F(.yue)) < Pro(F(., ., ue)).
sup |F(z,y, ue(z,y))| < Pra(F (.. ue)).
(zy)EK
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Compte tenu de I’hypothese de stabilité, un calcul simple montre alors que pour tout K & R?

et pour tout n € N,

(Pk (0,n+1) (ue)), € Ay

a32) Pour «+ f=net §> 1, on a maintenant :

(zy)eK (z,y)eK

= sup [DOIVF (@, e (2.9))] = Prcgasn)(F(s )
(z,y)eK

< Prn1(F(., o us)) < Prn(F (., ue)).

On a donc finalement :

P3’n(u€) = sup PK,(OH—LB) (UE) < PK’n(F(., o UE))
at+f=n;5>1

et ’hypothese de stabilité assure alors que :

(Pgm(ug))a S A+.

De méme pour o+ 3 =neta>1,ona:

PK7(a,ﬁ+1)(us) = Sup }D(aﬁ—i_l)us (x,y)’ = Ssup ‘D(a_lﬂ)D(l’l)us (x7y)
(zy)eK (z,y)EK

= sup [DCTIF(@y e (2.9))] = Pcgao9)(F(s - ue)
(z,y)eK
< PK,nfl(F(-a .,’LLE)) < PK,n(F(v ',us))-

On a donc finalement :

P47n(u€) = Sup PK,(a,ﬁ-ﬁ-l)(uE) < PK,”(F('v ) UE))
a+B=n;a>1

109



et ’hypothese de stabilité assure alors que :

(P47n(ug))€ S A+.

Finalement on a bien :
(Prnt1(ue)), € Ay

Donc u = [ue] est solution de (Pf) .
b) Montrons que u est 'unique solution de (Pf).

Soit v = [v.] une autre solution de (Pf).

Il existe (ic), € N (R?), (az), € N (R), (B:). € N (R) tels que :

[ P Pe(e) + i)
axay 7y - ’yv £ 7y € 7ya

Ve (2,0)) = e () + e (),

T (9 0)0) = () + (o)

( / / ie(&n))dfdn> € N (B?).
D(z,y.9) .

1l existe donc (j:). € N (R?) tel que :

Il est facile de voir que :

Ve(2,y) = voe(z,y) + //D(x’y’g)F(S,n,ua(& n))dédn + je(z, ),
avec : v0.e(7,y) = uoe(z,y) + 0:(2,y), ot : upe(z,y) = Ye(y) + v=(x) — pe(g(y)) et :
Oc(z,y) = B:(y) + ac(z) — ac(g(y))

Donc (6.), appartient a N'(R?). Il existe donc (o). € N(R?)

ve(2,) = wne(@,y) + oela,y) + / /D L Pl f)dads.
Z,Y,9
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bl) Posons w: = v. — u. et montrons que : (w.). € N(R?).

Il s’agit de prouver que :
VK € R*,Vn € N, (P n(we)), € I

Procédons par récurrence en montrant d’abord que 'on a :

(PK,I ('LUE))E c IA.

we(,y) = / / (F(&m,ve(6,m)) — F(Em, us(E,m))) ded + o2z, ),
D(z,y,9)

or :

F(&ﬂ?a U&(&?ﬁ)) - F(£7n7u€(£>n)) =

1
(€on) = et ([ G €mute.n) + OGuu(6m) — uctem))ab ).

donc :

LoF
e == [t ([ G )+ 0 )b ) ot 3

Soit (x,y) € Ky, puisque D(x,y,g9) C Ky, si g(y) <x,on a:

x Y
fwe (@, )] < m» / / fwe (€, m)| dedn + 0]l i,
g(y) JO

+9(N)  py
< my / / (€, m)| dédn + [0 e, -
—g(x) JO

Posons : e-(y) = sup lwe(§,y)|, alors :
£€lg(=N)ig(N)]

Y
w2, )] < ma2N / ec(mdn+ o a, -
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on en déduit que, pour tout y € [0; A, si g (y) < z,

Yy
ec(y) < ma2\ /0 ec(mdn+ ol oo i, -

Ainsi d’apres le lemme de Gronwall, pour tout y € [0; \], si g (y) < =z,

Y
er(y) < (exp< / mA2>\d77)> 1ol e, -
0

Pour tout y € [0; A], si g (y) < z,

ee(y) < (exp(mr2\'y)) [10ell o i, < (exp(mr2XNN)) [l0c ] oo 1, < (exp(MA2XN)) (|0l o 1, -
On obtient des résultats semblables dans les autres cas, d’ou :

Yy € [=A A, ee(y) < |loc]] (exp(mAQX/\)) ,

OO7K)\
par conséquent :
||w5”oo,K>\ < ||U€‘|OO,K>\ (eXp(m)\2)\/)\)7

(0.). € N(R?) donc (HUEHOO,KX)E €1l

(exp(ma2X'A)) [|0¢ o x, st une constante par conséquent (Hw€||C>o K,\) € 14.
) ’ g

Ce qui entraine I’estimation d’ordre 0.

b2) Récurrence.

Supposons que pour tout [ < n, on ait : (Px (w:)), € IX et montrons que cela entraine

(PK,n—l—l (w(_;))E € IX
b21) Montrons d’abord que, pour tout n € N :

(P (we)), € IF.

%(%y) = %(w,y) + /Oy (F(z,n,vs(x,n)) — F(z,n,u(z,n))) dn

112



et par dérivations successives, pour n > 1 :

8”+1u£ 8”“11076 Yy oon
W(%y) = W(%y) +/0 wF(%U’Ua(%W))dna

donc :

8”+1w€ 8n+105 Yy gn
dpn+1 (‘T’y) - Hpn+l (Cﬂ,y) + 0 %(F(ﬂfﬂl, UE(:E)n)) _F(fﬂan»ua(ﬂfaﬁ)) d77

D’ou :
Pk (n+1,0)(We) < Pk (ng1,0)(02)+
+A < sup |5 (F'(2,7, ve(2, 1)) = F(w,n,ue(@",n))‘) :
(z,y)EK | OF

On a:

"

< sup W (F(xvna UE($777)) - F(xv"%ue(l'ﬂ?))’) = PK,(n,O) (F(7 '7U8) - F(7 ‘7u8))
(z,y)EK | 9T

< Py (F(.,.,0) — F(., ., ue)).
Compte tenu de I'hypothese de stabilité, pour tout K € R? :

(Pr (n+1,0) (wa))6 ery.

Montrons que pour tout n € N, (P, (w;)), € I}.

6n+1u6 anJrluO7E 9(y) o
S ) = W(:c,w - [ GF el e

_Z] 0 ity (y)aa; (9(), v, ¥=(y))— ”“)(y)/oyF(g(y)m,us(g(y)m))dn-

donc :

n—l—lw(E n+1 g9(y) n n
) = ST ) - [ (e F o) - o Fulan) ) de
- g("“)(y)/oy (F(g(y),n,ve(g(y):m) — Fg(y),n,ue(g(y),n))) dn,
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avec !

n—1 8j

pe(w) = Ch (9)" 7 ) (WF(g(y),y,wa(y)) - ;yij(g(y), Y, Ve (y) + Pe (y))> :

(pe). € N(R). Dot :

Pg (0n+1)(We) < P (0nt1)(02) + sup  [u=(y)]

yE[=A,A]
an
+(g) ~ 92 ( sup | Pl et - wF(x,y,w,y))D
z,y)EK Y
+ A" (y) ( sup [ F(z,n,ve(z,m)) —F(w,n,ue(w,n))l)-
(z,y)eK
Ona:
sup |—F(z,y,v:(z —F(x,y, u:(x, = Pr o) (F(.,,ve) — F(., ., ue
S gy (@, 9, ve(w,y)) — g (@, y, us(z,9))| = Pr (0n) (F (., -, ve) — F( )

< PK,(O,n)(F('7 . U&*) — F(, .,’U,g)).
( Sl;p ]F(x,n,vg(a:,n)) - F(x77]7u6(xan))| < PK71(F('7'7U«5) - F(‘v'au&‘))
z,y)EK

Compte tenu de I'hypothese de stabilité, pour tout K € R? : (PK,(O,n+1)(wE))€ € ly.

b22) Pour o+ =mnet 3>1,0na:

PK,(oz—i-l,ﬁ)(wé) = PK,(a,ﬁ—l)(F('a .,Ug) — F(, .,ue)) S PK7n_1(F<., .,1}5) — F(, o u5)>
On a donc finalement :

P3(we) = sup P (at1,8) (we) < Prp—1(F (., ve) — F(., ., ue))
a+pB=n,3>1

et '’hypothese de stabilité assure alors que :
(P3p(we)), € IF.
Pour a+ 6 =n et a > 1, on a maintenant :

Pk (a,5+1)(We) = P (a—1,8)(F (-, ve) = F (s ue)) < Prn—1(F (5 ve) — F(., - ue)).
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On a donc finalement :
P4,n(w€) = sup PK,(a,B+1)(w5) < PK,nfl(F(-v - Ve)
a+G=n,a>1
et ’hypothese de stabilité assure alors que :
(Pap(we)), € I,
Donc pour tout I <n+ 1, on a :
(PK,l(ws))E € IX'

D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N :

(PK,n(ws))e € IX'

—F(.,.,ue))

Donc (we): € N(R?); par conséquent u est 'unique solution de (Pg). O

6.3 Un probleme de Goursat (dégénéré) dans les (C,&,P)-

algebres

6.3.1 Enoncé du probleme

Nous cherchons une solution u généralisée du probleme de Goursat irrégulier suivant :

82

=F(,.
8568@/“ (,,’LL)

(Fe) U|(Oz) = Pe

[ oy = Ve

ol @ et 1 sont des fonctions généralisées d’une variable. La notation F(.,.,u) étend, d’une

maniere précisée plus haut, ’expression (x,y) — F(x,y,u(z,y)) au cas ol u est une fonction

généralisée des deux variables x et y.
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Dans tous les cas, on fera 'hypothese suivante :
F € C*(R3,R)
(1) : 2
VK € R, sup |0.F(x,y,z2)| < +o0

(z,y)eK
zeR

ol la notation K & R? signifie K est un compact contenu dans R2.
L’hypothese (H) étant satisfaite, A(R?) étant stable par F. Si les données du probleme

(P/,) vérifient les conditions :
p e AR), ¥ e AR), g(y) =0,
le probléme admet une unique solution [u.] € A(R?).
uelosy) = wocle)+ [ P(en (€ n))dedy
D(z,y,0)

uo,e(7,y) = Ye(y) + () — ¢e (0).

e, y) = oe(z,y) + / / L FEn e (€ m)dsdn, 2 1
D(z,y,0

6.3.2 Résolution du probleme
6.3.2. Théoreme
La solution u généralisée du probléme de Goursat suivant :

82
Baﬁyu -

F(., ., u)

(Pc) Uj(Oz) = ¥

Uj(oy) =V

ot p et Y sont des fonctions généralisées d’une variable, est u = [u.] avec :

x y
ue = lim Uen €6 Usp (x,y) = UO,s(xay) +/ </ F(f, 777“6,77,—1(67 W))d77> dg ;
0 0

n—-+00
UO,E(CC7y) = Soe(x) + ws(y) - ‘Ps(o)'
(on prend g = 0). O
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6.3.3. Corollaire

On a alors :

welog) = wocen) + [ [P uteman) ae.
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Chapitre 7

Etude qualitative de la solution

7.1 Spectre singulier paramétrique de la solution du probléeme

de Goursat

7.1.1 Relation entre le D'-spectre singulier paramétrique de la solution

et le D'-spectre singulier paramétrique de u,
7.1.1.1. Théoréme

On pose up = [upe] avec

uo (2, y) = Ve(y) + @e(z) — 0=(9(y)),

et on suppose que :
(Hy) VK eR2  Mp(K)= sup |F(z,y,2)| < +oco.
(z,y)EK,zER
Alors la restriction au support singulier paramétrique de ug du D’'-spectre singulier
paramétrique de la solution u du probléme de Goursat (Pf) est contenue dans la restric-

tion au support singulier paramétrique de uy du D'-spectre singulier paramétrique de uyg.

Autrement dit, au dessus du support singulier de ug, il n’y a pas d’accroissement des singu-
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larités distributionnelles de u par rapport a celles de ug.
Démonstration.
Soient (zg,y0) = X € Sfé:q’LL(] et 1 € Nps x(ug). Il résulte des définitions que l'on a :
Y x (ug) # 0, et donc que Npr x(ug) C |0, +oo[ ce qui entraine r > 0.
Montrons qu’alors : r € Np/ x(u).

Par définition de Npr x (up), il existe un voisinage Vx de X tel que :

) € D/(Vx)

. r
B e

Soit f € D(Vx). Il existe donc une distribution T' € D'(Vx) telle que :

lim //V e"ug e (z,y) f(z,y)dedy = T(f).

e—0
Montrons que :

//V e [ue(x,y) —voe(x, )] f(z,y)dedy

admet pour limite 0, quand ¢ tend vers 0.

Supposons encore ¢(y) <

Comme u.(z,y) — uwoe(z,y) = —//D( )F(S,n,ua(&n))dﬁdn
T,y,9

et que (avec les notations précédentes) :

‘//VX [//D(WQ)F(& 1, ue(€, n))dédn] fz,y)dzdy

< M(suppf) | [ /Suppf I (W)dﬁdn] £ (&, y)dady

< Me(supf) | [ ) I y)dxdy‘

< M (suppf) / / f<2A|yr>f<m,y>dwdy‘
supp

< 2/\MF(Suppf)// , [yl |f(z,y)| dedy < +o0,
supp
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en posant toujours 2\ = g (\) — g (—\), nous avons alors :

lim sup
e—0

< limsupe’ [2X (M (suppf)) / Wl 1/ (2 )] dxdy] o,
supp f

e—0

< limsupe”
e—0

car r # 0. Et donc :

lim // e"ue(x,y) f(x,y)dzdy = hm // e"upe(x,y) f(x,y)dedy = T(f).
e—0 VX VX

Il en résulte que :

lim(e"u lvy )= lim(eTu0’€|VX) e D' (Vy).

e—0 e—0
Nous avons donc : 7 € Npr x(u), ce qui prouve l'inclusion : Npr x (ug) C Npr x(u), et par

suite, Xpr x (u) C Xpr x (ug), par conséquent :

S.SA u C S.84 u .
15 D.A .A/ 0 g D.A OS‘A, uo
Py Dy

7.1.2 Exemples

Prenons f € D(R), f >0, [ f(z)dz = 1.

Avec les notations précédentes nous avons :

@ = [pe] et b = [Ye]; uoe(w,y) = Ye(y) + pe(x) — e(g(y)).
g(y)=14,a>0.

Considérons les cas suivants :

1) Ye(y) = e Lf(ye™t), pe(x) =1 f(xze™!) donc :

oe(9(0)) = e (9w = e Fylae)™) = a(—) (L),
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woe(,y) = e (y) + pe(x) — 0(g(y)) = " flye™ ) +e " flae™") - ()L,

ac ac

Npr x(up) = [1,+00[, nous avons alors : SSS“,E‘;‘U CRZx[0,1].

2) Pe(y) = 1 flye ™) et :

pe(w) = e flae™h) =7 [T fzeTh)]

oe(9(v) = 2 F((gw)e™) = e 2 Fy(ae) ™) = a(——) (L),

(a£)2 ae
donc :
Npr x(up) = [2, +00[, nous avons alors : S€Sé:4u C R%Z x [0,2[.
3) ve(y) = flye™") et :
pe(x) = flae™!) =ele™ flze™h)],
el0(0) = <l (o] = <l F(v(ae) )] = ael(o) (L))

Npr x(up) = [0,400], nous avons alors : 5555‘, u CR? x @.
’ A

O

7.2 Etude qualitative de la solution. Cas : ' =0

7.2.1 Enoncé du probleme

On cherche une solution u généralisée du probleme suivant :

82
&Uayu =F(.,.,u)

(Pc) U|(0z) = P

u, =9

en considérant comme donnée la courbe v d’équation x = g(y).
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Soit :

Pl (¢e, ¢e) ue(z,0) = @e(x)

Avec les notations précédentes nous avons :

= [pel, ¥ =[] et uc(z,y) = Ye(y) + @e(x) — 0=(9(y))-

7.2.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F' =0, g(y) = %, (a > 0)
Remarque

On a alors : (0) = ¢(g(0)), or : g(0) = 0, par conséquent : 1(0) = ¢(0).

Cas:g(y) =%, (a>0), ¢~ 0, ¢~ 6,

P’association étant définie comme suit :

considérons f € D(R), vérifiant [, f(£)d¢ = 1. Posons ¢ (z) = Lf(£),4:(y) = Lf(Y).
Alors (pc). converge au sens des distributions vers 0, et (¢.). converge vers ¢,. Donc
© =[] est associée a 0, et ¥ = [1)] est associée a 4.

La solution w de P._(pg,1:) est définie par :

We (7, Y) = () + Ye(y) — p=(9(y));

We = We 1 + We 2 + We 3.
Si @, et Y. sont régularisantes, nous avons :

Dli{IIR%)(’DE =0z et Dl}g%)@bs = 0y,

e—0 e—0
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Nous avons alors :

avec : )
[we1] ~ 0, @1y
[we 2] ~ (1 @ d0y)
[we 3] ~ —a(lz ® dy).
O

Cas : g(y) = %a (@>0),p~S,b~T;S¢ D/(R)a T e 'D/(R),
I’association étant réalisée en choisissant

o =1[fexS] et U=[fo*T]

puisque

limo(fE*S)E =Set lim (foxT) . =T.
EDTR) 513711@)0

On a donc ici :
ue(z,y) = @e () + e (y) — ¢=(9 (y))
= (f-#8) @) + (f+T) (W) — (% 9) ().
Définissons S € D'(R) par :
< S, h >= (a8, [z — h(az)]) = (aS, H).
Dot :

i, [ 15 (9)] =5

€
D'(R)
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Nous pouvons alors écrire la décomposition : [ug] = [we 1] + [we 2] + [we 3], avec :

)
[weal ~ Sz ® 1,

[w6,2] ~ 1, ®T,

[Wes] ~ — (130 ® §y)

et donc :

u~S$®1y+1$®Ty—(1m®§y>.

Comme & = ad , il en résulte que pour S = §, on retrouve bien le résultat précédent.

0
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Quatrieme partie

Problemes caractéristiques
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Chapitre 8

Un probleme de Cauchy

caractéristique dans les

(C, &, P)-algebres

8.1 Probleme (P,)

8.1.1 Enoncé du probleme

Le probleme de Cauchy caractéristique :

82
0xdy v

F(.,.,u)

(PC) Uj(0z) = ¥

ou
87,!/ |(O$): Y,

n’a pas de solution lisse (ni méme C?) méme lorsque les données ¢ et v le sont.

Nous pouvons alors I'approcher par la famille de problemes non caractéristiques (F:),
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uh/s =

du

[ Oy

en considérant comme donnée la courbe 7. d’équation y = cx et essayer d’en traduire la

’“/E: w’

famille de solutions en termes de fonction généralisée appartenant a une algébre conve-

nablement définie.

8.2 Le cas des données régulieres

8.2.1.1. Notations, rappels et hypothéses

Réécrivant la solution de P:, on remplace f (z) par ex et K par [—%; —i—%] X [—a; +al.
On a ici :
’U,E(.’L', y) = UO,E(wv y) - // ( )F(fﬂ% ue(éa U))dfd%
e (T,Y

ot : uge(z,y) = p(x) —e¥ (x) + V(Y
et :
1) ¥ est une primitive de 9,
2)
{(&n)/z<E<t e <n<y},siy>en,

Dﬁ(x7y) =
{(5777)/% Sffffayﬁnﬁaﬁ},siygsx.

On pose :

)

oF
%(53 m, t)

(&m)eKe; teR

00, K¢ *

. = sup |F'(z,y,0)| + me |lugel
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On fait les hypotheses suivantes :

VK € R?2,Vl € N,3Im(K,l), max sup  |DYF(x,y,z)| | <m(K,l)
(Hl) aeN3 [al<l (z,y)€EK; z€R

3 (M), e R 30(0) e R%, m(KL, 1) < C(1)M.

I(re), € R]*O’l] tel que VKo @ R,Vas € N, 3Dy € R* ,Ip € N,

(H2)
max [sup [ D ()] sup | D0 ()| < 2%
K K> N

C = A/I4 est surgénéré par les éléments suivants de R]*O’H :

(Hs)
\ (0):3(re)es (%) 5 (M),

A (R?) = X(R?)/N(R?) est construit sur C avec

(Ha) (£.P) = (C=(B2). (Prct) eems s
et A (Rz) est stable par F' relativement a C.

8.2.1.2. Théoréme

Awec les notations et les hypothéses du paragraphe 8.2.1.1. précédent, si u. est la solution
du probléme P., la famille (uc), est le représentant d’une fonction généralisée appartenant
a lalgebre A(R?).

Démonstration.

On a:

us(r,y) = uge(z,y) — // ( )F(f, 1, us(§,n))dédn = up(x,y) — ure(z,y),
e\T,Y
ou :
wo<(o.9) = (o)~ 20 (@) + <0 (Y.
U étant une primitive de v, et :
ure(z,y) = // ( )F(&n,us(ﬁ,n))dﬁdn
e\(Z,Yy
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a) Pour K = K1 x Ky = [—a;a] X [~a;a] et o= (aj,az) € N2 il existe C; > 0 et Cy > 0
tels que :

sup |[D ()| < Cy (K1, aa) 5

K

esup [DMY(z)| < eCq (Ki,al).
K

G(y)=Vo fs_1 (y) =" (3), on peut écrire :

&€

Do

a2 <
6811(12p|D G (y)| caz—1 (p, yPl02.K2)’

donc (PK,a (UO@))a S A+.

b) On doit montrer que : (P o (ue)), € Ay

Oron a:
wr(,y) = / / L FEm (& )i
e (T, Y

D’apres les résultats précédents :

sup < X expl2ama (FO) = F-N)).
K mx

[] . FEnuemasan

avec : f(x) =ex; A= g; my = mg; donc (f(A) — f(=A)) = 2a et

2 (F) = F(=) = 2%20m, = 4%,

d’ou :

@ 2
sup [ur . (w,y)| < —e't ™,
Ke me

avec :

3Ds
o, = Sll{lp |F'(z,y,0)| + m. ||u0,5H007K5 < C(0)M: + m, < . )p1> ,
€ €

ou : pl =p([—a,al,0).
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Donc (Pko (u1e)), € Ay, dott: (P (ue)), € Ay
D’autre part :

U Yy
wwz’@Mf/memmm.
€T f(z)

O

8u1,5

Yy
= F
o= Flen e

donc, d’apres 'hypothese (Hy) :

stWWWWMMMOSMM&ML

K- f(z)

donc : (PK7(17())(U1,5))€ S A+, d’ou (PK7(170)(U5))€ S A+.

On a:

Oue
Oy

8u07€

1)
(l’,y) _/ F(§7y7us(£7y))d£

De méme, on obtient :

sup
KE £
2
< ﬁm(KEa 0)
g
2
< Z2c00)M,
e

donc : (P (0,1)(u1,)), € Aty (Pr,0,1)(ue)), € A

Par conséquent : (Pg,1(ue)), € Ay.

c) Récurrence.

Supposons que, pour tout [ < n, on ait : (Px(uc)) . € Ay et montrons que cela entraine

(Prnt1(ue)), € Ay

On utilise les notations du théoreme 4.2.1.1.
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cl) Montrons d’abord que pour tout n € N,

(Prn(ue)), € Ay, (Pon(ue)), € Ay

Comme on a :

ou Oug Y
Ge) = T )+ [P e m)n
on en déduit que :
e (04) = —eFa e pl@) + [ 2 Fla,nus(o,n)d
x,y) = —eF(x,ex, o(x —F(x,n,us(x
6(1,'2 ’y b 7¢ . 6$ 77]’ 13 777 77
et par dérivations successives, pour n > 1 :
an-{—lul 8"71 Yy gn
Wﬂ’g(%y) = —”5WF($76$, p(z)) + . %F(I‘,Tl,ua(%ﬁ))dﬁ-
On a
anJrluE 8"71 n
sup (l’,y)‘ < sup ne _F(ZL‘,&:I’,SO(IL‘))‘—FQG sup —F(aj,y,u ($,y)) )
(zy)ek. | Oz vel-2,g] 102" (rwer. |07 )

or, d’apres la propriété de stabilité :

( sup NF(x,y,Us(x,y))D = PKg,(TL,O)(F('? '7u6)) < PKg,n(F('a '7u5))
(z,y)eK. | OF
<>, CiPic ()
et :
anfl
sup ne WF(w,sx, 90(3:))’ <ne(m(Ke;,n—1)) <neC(n—1) M,
ve[-2.¢]

donc :

(PK,(n+1,O) (ul,s))a €Ay,

d’ou : (PK,(TH-LO) (UE))E S A+.

Montrons que, pour tout n € N, (P, (uc)), € Ay

131



Comme on a :

S o) = o) — [ F(Ew. el )i

on en déduit que :

<

P | ‘g
81;;, (;p,y) = —gF(%,y,QO( )) _/z @F(gvyaus(fvy))dé

€

et, par dérivations successives, pour n > 1 :

O™y 1oty Yy o
g Ueip )= —n= FEyoy- [T ZF .
8yn+1 (x7y) ng 8yn_1 (E’y’SO(E)) - ayn (f?y’ u€(§7y))d§
On a :
8n+1u15 ‘ n—1 y y n
sup | (T, y)| £ sup n— | F(Z,y,0(5) ‘+2A sup
(z,y)EKe 8yn+1 ) y€[—a,a] € 8yn 1 € (8) (z,y)EK,

or, d’apres la propriété de stabilité :

1

sup WF(x7y7ua($,y))’ = PK,(O,n)(F(-7~,U5))
(zy)EK: | 9Y
< Prn(F(. -5 ue))
= ZZ:Z CiPIl(s n(ua)
et :
n—1 y y 1 1
Jw n WF(E’% o(2)| < n—(m(Keyn 1)) <n—C(n —1) Me,

donc, pour tout K € R? et pour tout n € N,

(Pk0n+1) (u1,)), € Ay,

d’OI\l . (PK,(O,TH-I) (ug))g c A+.
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c2) Pour a« + f =mnet § > 1, on a maintenant :

Pk (a+1,8)(us) = sup ’D(O‘Hﬁ)ua(az,y)’: sup ‘D(O‘”B*DD(I’l)ua(:{:,y)
(zy)eK (z,y)EK

= sup ‘D(aﬁ_l)F(x7y7u6 (x7y))‘ - PK,(a,ﬁ—l)(F('a '7u6))
(z,y)eK

< PK,n—l(F(-a -aue)) < PK,TZ(F(> '7“8))'

On a donc :

P3,n(us) = sup PK,(a+1,,8) (us) < PK,n(F('? ) ué))
atB=n;5>1

et ’hypothese de stabilité assure alors que :
(Psn(ue)), € Ay
De méme, pour o+ 3 =neta>1,0na:

PK,(a,B+1)(Us) = Sup ‘D(aﬁJrl)us (xa y)’ = sup ‘D(ailﬁ)D(l’l)ua (x7y)
(z,y)eK (z,y)EK

= sup }D(a_lﬁ)F(:my:ue ($,y))‘ = PK,(a—l,ﬁ)(F('v '7u6))
(z,y)eK
< PK,n—l(F('a -7“6)) < PK,TL(F(v '7“8))'

On a donc finalement :

Pyn(ue) = sup P (ap11)(te) < Pra(F (.. ue))
a+pPB=n;a>1

et '’hypothese de stabilité assure alors que :

(P47n(u5))€ S A+.

En conclusion, on a bien :

(P nt1(ue)), € As.
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8.2.1.3. Conséquence

Donc u = [ue] est une fonction généralisée que l'on peut considérer comme la solution

généralisée du probléme de Cauchy caractéristique Po.

8.2.1.4. Question ouverte

Comment cette fonction généralisée dépend de ’approximation de {y = 0} par {y = ex} ¢

C’est une question ouverte.

8.3 Le cas de données irrégulieres

8.3.1.1.Notations, rappels et hypothéses

On peut donner aussi un sens au probleme de Cauchy caractéristique (Pc) dans le cas
ol ¢ et ¥ sont elles-mémes des données irrégulieres (par exemple des fonctions généralisées)

en commencant par résoudre :

82U(5 )
aTa;(xv y) = F(‘T7 Y, u(s,n) (‘Ta y))

Plem \ tey) (z,67) = oy(x)

(e )

\ Ty (z,ex) = Py(w),

ou (iy), et (¥y), sont des représentants de ¢ et ¢ dans une algebre convenable.
Le parametre € permet de se ramener a un probléeme non caractéristique que le parametre

n rend régulier.

y
Uo,(e,m) (CU, y) = 807](.%') — E\I/n (,7;) + 5\1}77 <g> :
e (#:9) = to e (#4) = / / oy 60 e (& 0))dcde
e\T,Y

On fait ici les hypotheses suivantes :

On conserve les hypotheses (H1) du théoreme précédent.
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On suppose de plus que :

(H5)

;

3(ren) e € RO el que VI, € R, Vay € N,3Dy € R%,3p € N,

max [sup [ D (1) sup [ D720, (V)] < 22
Ky K, o

C = A/I4 est surgénéré par les éléments suivants de ]R]*O’I]X]O’l] :

me

(5)(5777) ; (Ts,n)(gﬂn) ) (QT)(&”) ; (ME)(a,n) :
A (R?) = X(R?)/N(R?) est construit sur C

avec (€,P) = (COO(R2)7 (PK,I)K@R?JEN)

et A (RQ) est stable par F relativement a C.

8.3.1.2. Théoréme

Avec les notations et les hypothéses du paragraphe 8.3.1.1. précédent, si u. ) est la solu-

tion du probleme Py, la famille (u(e ),y est le représentant d’une fonction généralisée

appartenant a U'algébre A(R?).

Démonstration.

On a:

u(a,n)(x7y) - uO,(a,n)('%?J) - // ( )F(f,e,u(&n)(fﬁ))dfd@
e\T,Y

U (e (2,Y) = (@) — ey () +Tn (g) ,

U étant une primitive de v, et :

us ey () = / / (0 € 0t

a) Pour K = K| x Ko = [—a;a] x [~a;a] et a = (a1, ) € N?, il existe C1 > 0 et Co >0
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tels que :

sup [D% gy (z)| < C1 (K1, 00) 5
K

esup |[DUV, (z)] < eCy (K1, al).
Ki

Gy (y) =¥, 0 f71 (y) = ¥, (¥), on peut écrire :

e

Dy
DG < ’
68[1(12p| n(y)] < caz—1 (T&n)p(az,Kz)
donc (PK,a (uo,(am)))(g,n) €Ay

b) On doit montrer que, pour tout entier n : (PKm, (u(am))) €A,

(e,m)

Oron a:
oy () = / / (O ey € 0
T,y

D’apres les résultats précédents :

sup < X oxpl2ama (FO) — F=N)).
K mx

// ( )F(§76’u(€:n)(€79))d§d0
e (z,y

avec : f(x) =cecx; A= g; my = mg; donc (f(A) — f(—=A)) = 2a et

2 (F(N) = F(-A) = 222am, = 4%m,,

d’otur :
D, 102

sup |ug =my(z,y)| < —e M,

up [ (e (2, 9)] < 5
avec :

3Dy
(I)g = S;{lp ‘F(.’]}', Yy, 0)| + me HUO’(E’,,I)HOO’KE S C(O)Mg + me <(TW> s
g &M

ou: pl =p([—a,a],0).
Donc (PK70 (ul’(s’n)))(s,n) € A+, d’ou : (PK,O (U(E’n)))(em) S A.,..

D’autre part :

Uz )

8U07(57 ) Y
W(%y) = Tn(%y) +/f F(x,0, u(em(x,0))do.



Our, e _ "
ox = /f F(x>97u(a,n)($79))d97

donc, d’apres 'hypothese (Hy) :

KE (LE)

y
sup </ F(a:,H,U(sm)(:U,H))dG) < 2am(K¢,0),
f

d’olt : (P (1,0 (ul,(sm)))( € Ay, par conséquent : (Pg (1) (U(E,n)))(sm) €A;.

en)

On a:

8U(87 ) (9’1107(57 ) =
S ay) = = @y = [ Pl (€ )

De méme, on obtient :

01, W
sup | < HE )| <o ([ ()it
SQﬁm(sto)
9
2
< ZOO)M.,

done : (P 0,1y (u1,(e,n))) ) €At (Px.0,1) (u(a,n)))( € Ay

(em e,n)

Par conséquent : (P 1(u()) €A,

(e,m)

c) Récurrence.

Supposons que pour tout [ < n, on ait : (PKJ(U(EM))) € A, et montrons que cela

(em)

entraine (PK,nH(U(s,n)))(am) €Ay

On utilise les notations du théoreme 4.2.1.1.

cl) Montrons d’abord que, pour tout n € N,

(Pl,n(u(e,n)))(em) € A+, (PZ,n(U(gm)))(a’n) S A+.

Comme on a :

au(&n) 8u07(5777) Y
A (2,9) = D 0,)+ [ Plab. e . 0) 0
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on en déduit que :

Ous () v o
W(l‘ay) = —€F($,SIE,Q077(JT)) + - %F($,97U(s’n)(ﬂf,0))d0

et par dérivations successives, pour n > 1 :

8n+1u1 anfl Yy ogn
W@(%Z/) = —HEWF(%&’E, on(z)) + . %F(% 0, (z,0))do.

On a
0" s e ot n
sSup = (x,y) < Sup ne 7_F(.’,U,E$,QO (.%))’4-2@ sup —F(x,y,u s (l‘,y)) )
(zy)eKe Ozt ve[-2,¢] bam= ! (z,y)EK- oz ()

or, d’apres la propriété de stabilité :

"

%F(l‘v Y, u(a,n)(x7y))'> - PK87(TL7O)(F('7 'au(a,n))) < PKs,n(F(w 'au(am)))

( sup
(I,y)eKs
S Z’L;O CiP[z(Evn(u(Evn))’

et :

n—1
sup ne axn_lF(x,sx,tpe(x))‘ <ne(m(Ke;,n—1)) <neC(n—1) M,

IE[*E 5]

ele

donc :

(PK,(n—FLO) (ulv(evn)))(g,n) € A+7

d’ou : (PK,(n-‘rLO) (u(&”i)))(a,n) € A+

Montrons que, pour tout n € N, (ngn(U(am)))( Ay

emn) <

Comme on a :

OU(& ) 6u07(57 ) %
) 0) = S 0g) [P (€00

on en déduit que :

Yy

= 0
y»—L S P& (€)1

2
0 ul,(a
g

) |
= ——F —
oy (z,9) . (E,y,son(
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et par dérivations successives pour n > 1 :

W Yy e@y”*lpg T . aT/nF(f,yvU(s,n)(f,y))df-

mn

0
TynF(x7 Y, u(s,n) (1’, y)) )

F(y,y,cpn(y))‘ £ 2\ sup
€ € (z,y)EKE

or, d’apres la propriété de stabilité :

sup WF(.CE, Y, U(E,n)(ﬂf7 y))’ = PK,(O,n)(F(‘a * u(s,r])))
(xvy)eKE y
< PK,n(F(u 7“(5,77)))
i=n
< Zi:O Ci }l(g,n(u(e 77))
et :
Loty y 1 1
= (2 N <n-m (K —-1) < n- - 1) M,
yes[l_lg,a]na 8yn—1F(g’y’ <p,7(€)) - nsm( sn 1)< n€C(n ) Mo

donc, pour tout K € R? et pour tout n € N,
(Pr0n+1) (U ) oy € At
d'ott: (P 0n+1) (tem)) (o) € At
c2) Pour a«+ 8 =n et § > 1, on a maintenant :
Pk (a+1,8)(U(ey)) = sup ‘D(aﬂ’ﬁ)u(e,n) (z, y)‘ = sup ‘D(O"Bfl)D(l’l)U(s,n) (z,y)

(z,y)eK (z,y)eK

= Ssup ‘D(aﬁ_l)F(x7yau(a,n) (x7y))‘ - PK,(a,ﬁfl) (F(a * u(e,n)))
(z,y)eK

< PK,H—I(F('v '7u(a,n))) < PK,’VZ(F(a "u(a,n)))'
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On a donc finalement :

P3,n(u(5,77)) = sup PK,(a+1,ﬂ) (u(s,n)) < PK,n(F(', ) u(s,n)))
a+p=n;8>1

et ’hypothese de stabilité assure alors que :

(Pgan(u(s,n)))( S A+.

e,n)

De méme, pour o+ =neta>1,ona:

‘D(O‘ﬂ”)wa,n) (x,y)’: sup ‘D(a_lﬂ)D(l’l)“@,n) (z,y)

Pk (a,8+1) (U(e,y)) = sup
(z,y)eK

(z,y)eK

= Sup ‘D(a_lﬂ)F(xv Y, Ue,n) (I‘, y))‘ = PK,(a—l,[S’) (F(’ ) u(e,n)))
(z,y)EK

< PKm,l(F(., .,U(sm))) < PK,n(F(w -7u(s,17)))'

On a donc :

Pyp(ugy,) = +;flp >1PK,(a,,6’+1)(u(e,n)) < Prn(F (. e m))

et ’hypothese de stabilité assure alors que :
(P4,”(“(€,77)))(5,,7) € Ay

En conclusion, on a bien :

(PK,n+1(u(e,n)))(s,n) € A

8.3.1.3. Conséquence

Doncu = [u( ] est une fonction généralisée que l’on peut considérer comme la solution

emn)

généralisée du probléme de Cauchy caractéristique Po. [
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8.4 Etude qualitative de la solution. Cas F' =0

A (Rz) est stable par F, A(R) et A (RQ) construits sur le méme anneau de constantes
généralisées comme précédemment.
Solution généralisée d’un probleme de Cauchy caractéristique
8.4.1.1. Proposition

On considére le probleme de Cauchy caractéristique :

82
8$6yu =0
(PC) u|(ox) =@
ou
e |(0z)= ¥

On suppose que @ et 1 sont lisses et que ¥ vérifie :

1 _
Weﬁﬂ@,é@@ﬁ_L

C
VK € R,Va e N,3C > 0,p € N : sup ’\IJ(O‘)(yﬂ < —.
yeK € ep

Soit 0, (resp dy) la distribution de Dirac opérant sur les fonctions de la variable x (resp

y), 1z (resp 1y) la fonction constante égale a 1 de la variable x (resp y).

9 9

1
o) = p (o) -0+ v () = p () - e+ 22 (L (Y)).
alors : [ue| est la solution généralisée du probleme de Cauchy irrégulier caractéristique.
[ue] = [u] + [euo] + [®ue 3] ,

avec !

up =1y, ® p € C°(R?)

uy = —1, ® ¥ € C®(R2)

[ue 3] ~ 1, ® &, € D'(R?)
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Démonstration.

Ue = uy + eug + 2ue 3, avec : ug(w,y) = —¥(z) et :

ue3(X,Y) = ly (y)

9 9

Alors, d’apres ’hypothese :

VH x K € R%,Y(B8,a) € N2,3C5 > 0,p e N : sup
HxK

<

o ()| < =5
(8x)5(6y)0‘u(5’m’3 YN = o

d’ou : (u€73)€ S H(A’a'p) (]R2).

On a aussi : (u1 4 cug), € Hia.p)(R?).

De plus :

et Dlgﬁ) (y — %\If(ﬂ)) = 0y. 1

e—0

Cas =0, ~§
I’association étant définie comme suit :
1
Considérons g € D(R), vérifiant [; g(£)dé = 1. Posons : fg(f) = Yy(2). Alors (¢y),
nomn
converge au sens des distributions vers §. Donc ¢ = [¢,] est bien associée & 0.

8.4.1.2. Proposition (F =0, = 0,9 ~ ¢). [10]

La solution u généralisée du probléme de Cauchy irréqulier caractéristique suivant :

82
&rayu =0
(PC) U|(Ox) =0
ou
| l(02)= 9.
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est : [uem)] = [eWena] + Wiy 2], avee :

(W] ~1a @Y,
(Wi 2] ~—Ye® 1y
Démonstration.
En considérant comme donnée la courbe 7. d’équation y = ex, nous pouvons résoudre

le probleme non caractéristique suivant :

(

82
0xdy u=0

u"Ye =0 ’

7|€_
xayw

soit, en régularisant les données par des fonctions régularisantes 1), sur la courbe . =

{y = ex}, nous pouvons résoudre le probleme régulier non caractéristique :

,

0*ue )
(Plen) Ue,y (T,67) =0
aU( , )
# (x,ex) = Yy ().

Déterminons la solution w.

) 9 EXT 9
wenle) =[G [ oy Can— [[ (0 € 0t

donc : u(e (2, y) =¥y () — e¥y(z) ot ¥y (z) = /0 Yy (t)dt.

Dot : ue ) (2,y) = ew(e 1 + EW(e ) 2-

. . y
lim ¥, =Y et 1 — U, (L) =Y.
W ¢ 131(070)(?; 77(8))
D'(R) D/ (R)

donc :

[Wema] ~ 1z @Y

[w(em)ﬁ] ~ =Y, ® 1y,
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[uem)] = [ewema] + [ewen.2] -

Cas: p~S,U~T; SeD(R), TeD(R)

I’association étant réalisée par :
©=[gn*S] et U =g,=T]

puisque :

111110(977 x5), =5 et hmo(gn «T), =T.

1] —
D'(R) D'(R)

Enoncé du probleme.

Nous cherchons une solution u généralisée du probleme de Cauchy irrégulier caractéristique

suivant : ,
ajay“ =0
(Po) U|(Ox) = S
gz lom=T".

En considérant comme donnée la courbe 7. d’équation y = ex, nous pouvons résoudre le

probleme non caractéristique suivant :

/

32
ax(?yu =0

(P:) Uy, = S

Soit, en régularisant les données par des fonctions régularisantes g, sur la courbe 7. =

{y = ex}, nous pouvons résoudre le probléme non caractéristique :
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e )
) — 0
azoy &Y
(Pem) § e (2,22) = (g * S) (z)
0
| o ) = (g T) ()
Résolution du probleme.
Pour g € D(R), avec : suppg = [—1;1], 0 < g < 1, g(0) = 1, et ¢?¥)(0) = 0 pour tout
k € N*; considérons, pour x € R
1 =z
gn(x) = EQ(%)

Alors (977)77 converge au sens des distributions vers 9.

Déterminons la solution . ,) de (P(E,n)).

On a:
e (@,9) = £y (2) = ¥y () + 4 (a)
= (gy+T)(2) £ (g * T) (@) + (95 % 9) (@).
D’ou :
[wem] = [etema] + [Etem2] +uem.s
avec :

u(s,n),l(xv y) = (977 * T) (%)

[u(sﬂi)ﬂ] ~ _Tx ® 1y

[u(i‘?ﬂ?)ﬁ] ~ Sx ® 1y

Cas: o~6, p~6

(p~bd,p~d; F=0)donc: (p~S~3, ¥V ~Y ~T; F=0).
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Nous cherchons une solution u généralisée du probleme de Cauchy irrégulier caractéristique

suivant : )
82
8x8yu =0
(PC) u‘(ogg) =9
ou
7 l(0z)= 0.

D’apres les résultats précédents :

U (@,y) =€ (gn * T) (g) —e(gp*T) () + (g * 5) (2)-

D’ou :
[uem] = [eueEma] + [EuEn.2] +uen s
avec :
(U] ~ L ®Y,

[Uem 2] ~—Ye® 1y
Car si G est une primitive de g : hrnOG,7 =Y et: ( )lim . (y—Gy¥) =Y.0O

— 5777 ol bl

D/ (R) D/ (R)
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Résumé de la these

Sur les singularités de certains problemes différentiels.

Dans cette these nous proposons une méthode pour résoudre certains problemes de
Cauchy a données irrégulieres ou caractéristiques en utilisant les récentes théories des fonc-
tions généralisées. Nous étudions dans la premiere partie un probleme de Cauchy et un
probleme de Goursat réguliers avec des données sur une courbe monotone. La deuxieme
partie est consacrée a la mise en place d’une algebre adaptée a la résolution du probleme de
Cauchy généralisé. Dans la troisieme partie nous donnons un sens & un probléme de Cauchy
généralisé et nous montrons qu’il admet une unique solution. Nous étudions de méme un
probleme de Goursat généralisé. Dans la quatrieme partie nous approchons un probleme
de Cauchy caractéristique par une famille de problémes non caractéristiques (P.) en con-
sidérant la droite d’équation y = ex. Si u. est la solution du probléeme (F:), u = [u] est
une fonction généralisée que nous considérons comme la solution généralisée du probleme
dans une algebre convenablement définie. Nous donnons un sens au probleme de Cauchy
caractéristique dans le cas de données irrégulieres en le remplacant par une famille de
problemes non caractéristiques (P(E,n)) dans une algebre convenable. Le parametre € per-
met de se ramener a un probléeme non caractéristique que le parametre n rend régulier. Si
U(e ) est la solution du probleme (P(E,n)), u = [u(sm)] est une fonction généralisée que nous

considérons comme la solution généralisée du probleme.

Mots clés

Equations différentielles partielles non linéaires. Algebre de fonctions généralisées. Probleme

de Cauchy caractéristique
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Abstract

On the singularities of some differential problems.

In this thesis, we propose a method to solve some Cauchy problems with irregular or
characteristic data by using the recent theories of generalized functions. We study a regular
Cauchy problem and a regular Goursat problem in the first part with data on a monotonous
curve. The second part is devoted to the setting up of an algebra adapted to the generalized
Cauchy problem. In the third part, we give a meaning to a generalized Cauchy problem
and we show that the problem admits a unique solution. We study a generalized Goursat
problem in the same way. In the fourth part, we approach a characteristic Cauchy problem
by a family of non-characteristic ones (P.) by considering the straight line of equation
y = ex. If u. is the solution of problem (P:), u = [u¢] is a generalized function that we
consider as the generalized solution of the problem in an appropriate algebra. We give a
meaning to the characteristic Cauchy problem with irregular data by replacing it by a family
of non-characteristic problems (P(Em)) in an appropriate algebra. The parameter ¢ permits
to replace the given problem by a non-characteristic one, whereas the parameter n makes
it regular. If u( ,y is the solution of problem (P(Em)), u = [U(E,n)] is a generalized function

considered as the generalized solution of the problem.

Keywords
Non linear Partial Differential Equations; Algebras of generalized functions; Character-

istic Cauchy Problem.
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