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4.1.2 Donner un sens à (PG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2 Résolution du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.2.1 Résolution de (PG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5 Etude qualitative de la solution 92

2



5.1 Spectre singulier paramétrique de la solution du problème de Cauchy . . . . 92

5.1.1 Relation entre le D′-spectre singulier paramétrique de la solution u et

le D′-spectre singulier paramétrique de u0 . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.1.2 Exemples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6.2 Résolution du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6.2.1 Résolution de (P ′
G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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La solution de beaucoup de systèmes différentiels dépend des données de Cauchy ou

conditions initiales. Cependant le problème de Cauchy n’est pas bien posé dans de nombreux

cas, même hyperboliques.

Il en est ainsi quand les données sont trop irrégulières ou portées par une variété ca-

ractéristique.

Par exemple, pour un système différentiel non linéaire, l’examen des données comme la

mesure de Dirac sur une variété (non caractéristique) n’a pas de sens dans la théorie des

distributions. Et même pour un problème linéaire, si le critère du “Wave Front Set” de

Hörmander sur la restriction des distributions à une sous variété n’est pas vérifié, il n’existe

pas de moyens standard pour formuler correctement le problème de Cauchy dans le contexte

distributionnel.

Dans le cas caractéristique, même si les données sont analytiques, le théorème de Cauchy

Kowaleska ne peut être utilisé. Ce théorème propose une construction de la solution u au

moins localement, à partir de données suffisamment régulières et portées par une variété

sur laquelle on peut d’abord calculer formellement toutes les dérivées partielles de u. Une

telle variété est dite non caractéristique et on peut dans le cas linéaire la caractériser assez

simplement pour une équation et même un système.

Le cas non linéaire “non caractéristique” est plus difficile à formuler pour les ordres

élevés et les systèmes ; il n’est pas sûr qu’il y ait consensus pour une définition générale

relative aux systèmes différentiels non linéaire d’ordre quelconque.

Dans le cas caractéristique, le calcul formel des dérivées partielles sur la variété portant

les données rencontre une obstruction géométrique difficile à contourner. Pour les problèmes

caractéristiques linéaires, des résultats d’existence, mais non d’unicité, sont prouvés dans

le cadre des distributions dans un demi-espace ([4], [6]). D’autres résultats sont prouvés

9



(Garding, Kotake, Leray, Wagschal, Hamada, Dunau) dans le domaine complexe (où les

solutions peuvent être holomorphes ramifiées autour des courbes caractéristiques issues des

caractéristiques). Mais nous ne connaissons pas de réponse générale dans les cas analytiques

réels ou C∞ et pour les problèmes non linéaires. Pour ces cas, et aussi dans les cas linéaires,

les problèmes caractéristiques sont ceux où nous “tombons dans les trous” de la stratification

canonique définie dans la théorie de Shih Weishu [18], [19] et il est prouvé par Shi Wei Hui

[17] que le problème de Cauchy n’est pas bien posé pour les équations de Navier-Stokes sur

l’hyperplan {t=0}.

L’objectif de ce travail est de proposer une méthode permettant de résoudre certains

problèmes de Cauchy à données irrégulières ou caractéristiques en utilisant les récentes

théories de fonctions généralisées [1], [3], [15] et en particulier les (C, E ,P)-algèbres [8], [11]

définies dans les travaux de recherche du groupe d’Analyse Algébrique Non Linéaire.

• Nous cherchons, une solution u généralisée dans un sens qui sera précisé plus loin du

problème de Cauchy suivant :

(P )





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|γ = ϕ

∂u

∂y |γ

= ψ

où ϕ et ψ sont des fonctions généralisées d’une variable. Les valeurs initiales sont données

sur la courbe monotone γ d’équation y = f(x). La notation F (., ., u) étend, d’une manière

qui sera précisée plus loin, l’expression :

(x, y) 7→ F (x, y, u(x, y))

au cas où u est une fonction généralisée des deux variables x et y.

Nous étudions le cas où les données sont situées sur la courbe caractéristique γ = (Ox)

à partir des résultats précédents.

10



• Nous cherchons une solution u généralisée dans un sens qui sera précisé plus loin du

problème de Goursat suivant :

(
P ′

)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

u|γ = ψ

où ϕ et ψ sont des fonctions généralisées d’une variable réelle. Les valeurs initiales sont

données sur une courbe caractéristique C : (Ox), et sur une courbe monotone γ d’équation

x = g (y). La notation F (., ., u) étend, d’une manière qui sera précisée plus loin, l’expression :

(x, y) → F (x, y, u(x, y))

au cas où u est une fonction généralisée des deux variables x et y.

• Dans la première partie nous étudions d’abord des problèmes réguliers.

Nous résolvons le problème de Cauchy régulier suivant :

(P )





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|γ = ϕ

∂u

∂y |γ

= ψ

où ϕ et ψ sont des fonctions lisses d’une variable réelle. Les valeurs initiales sont données

sur la courbe monotone γ d’équation y = f(x) et l’application (x, y) 7→ F (x, y, u(x, y)) est

une fonction lisse de ses arguments.

Nous résolvons le problème de Goursat suivant :

(
P ′

)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

u|γ = ψ

11



où ϕ et ψ sont des fonctions lisses d’une variable. Les valeurs initiales sont données sur

une courbe caractéristique C : (Ox), et sur une courbe monotone γ d’équation x = g (y) et

l’application (x, y) → F (x, y, u(x, y)) est une fonction lisse de ses arguments.

• La deuxième partie est consacrée à la définition des algèbres de fonctions généralisées

et à la mise en place d’une algèbre de fonctions généralisées adaptée au problème de Cauchy

généralisé. Voici une idée de la construction de ces algèbres :

K est le corps des réels ou des complexes et Λ un ensemble d’indices. C est l’anneau

quotient A/I où I est un idéal de A, un sous-anneau de l’anneau K
Λ.

(E ,P) est un faisceau de K-algèbres topologiques sur un espace topologique X. Un

faisceau de (C, E ,P)-algèbres sur X est un faisceau quotient A = H/J où J est un idéal

de H, sous faisceau de EΛ. Les sections de H (resp J ) doivent vérifier certaines estimations

faisant intervenir H et A (resp I).

Dans ces algèbres, nous avons de bons outils pour poser et résoudre beaucoup de

problèmes différentiels non linéaires à n données irrégulières [12], [14].

Nous choisissons E = C∞, X = R
d pour d = 1, 2, E = D′ et Λ =]0, 1]. Pour tout Ω,

ouvert de R
d, E(Ω) est muni de la P(Ω) topologie de la convergence uniforme de toutes

les dérivées sur les espaces compacts de Ω. Cette topologie peut être définie par la famille

de semi-normes PK,l(uε) = sup
|α|≤l

(
sup
x∈K

|Dαuε(x)|

)
avec K ⋐ Ω et Dα = ∂α1+α2+...+αd

∂z
α1
1 ...∂z

αd
d

pour

z = (z1, ..., zd) ∈ Ω, l ∈ N et α = (α1, ..., αd) ∈ N
d.

Soit A un sous anneau de l’anneau R
Λ des familles de réels muni des lois habituelles et

IA un idéal de A tels que A et IA soient stables par majoration. On suppose que (1)ε ∈ A.

12



Pour simplifier, on notera X = H(A,C∞,P), N = J(IA,C∞,P) et A = X/N . On pose :

X (Ω) =
{

(uε)ε ∈ [C∞(Ω)]Λ : ∀K ⋐ Ω,∀l ∈ N, (PK,l(uε))ε
∈ A+

}

N (Ω) =
{

(uε)ε ∈ [C∞(Ω)]Λ : ∀K ⋐ Ω,∀l ∈ N, (PK,l(uε))ε
∈ I+

A

}
.

L’anneau des constantes généralisées associé à l’algèbre quotient n’est autre que l’anneau

quotient C = A/IA.

Nous introduisons la notion d’algèbre A
(
R

2
)

stable par F (relativement à C = A/IA.)

Ω étant un ouvert de R
d, pour x ∈ Ω et u = [uε] ∈ A(Ω), nous définissons le D′-

spectre singulier paramétrique de u ∈ A(Ω) comme le sous ensemble de Ω×R+ : SεS
A
D′

A

u =

{
(x, r) ∈ Ω × R+, r ∈ ΣD′,x(u)

}
où ΣD′,x(u) = R+\ND′,x(u) est la D′-fibre au dessus de x

et ND′,x(u) =
{

r ∈ R+;∃Vx ∈ V(x) : lim
ε→0

(εruε|Vx
) ∈ D′(Vx)

}
.

• Ces outils nous permettent d’aborder dans la troisième partie les problèmes géné-

ralisés.

Nous cherchons une solution u dans A
(
R

2
)

du problème de Cauchy généralisé :

(PG)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|γ = ϕ

∂u

∂y |γ

= ψ.

Après avoir donné un sens à (PG), nous montrons que si A
(
R

2
)

est stable par F , si

A (R) et A
(
R

2
)

sont construits sur le même anneau C = A/I de constantes généralisées et

si les données du problème (PG) vérifient les conditions ϕ ∈ A (R), ψ ∈ A (R), f ∈ C∞(R),

alors le problème (PG) admet une unique solution u dans A
(
R

2
)
.

Nous faisons ensuite une étude qualitative de la solution, notamment pour F = 0 et

f(x) = ax.

13



Nous étudions de même le problème de Goursat généralisé :

(PG)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

u|γ = ψ.

• Nous pouvons alors nous intéresser aux problèmes caractéristiques dans la quatrième

partie.

Nous nous proposons de prolonger certains résultats [10] à des cas généraux, en ap-

prochant des problèmes caractéristiques par des familles de problèmes non caractéristiques

et en interprétant algébriquement les résultats.

Nous étudions le cas où les données sont situées sur la courbe caractéristique γ = (Ox)

à partir des résultats précédents.

Le problème de Cauchy irrégulier caractéristique :

(PC)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

∂u

∂y |(Ox)

= ψ

n’a pas de solution lisse (ni même C2) même lorsque les données ϕ et ψ le sont. Nous le

remplaçons par la famille de problèmes non caractéristiques (Pε)ε :

(Pε)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|γε
= ϕ

∂u

∂y |γε

= ψ

en considérant comme donnée la courbe γε d’équation y = εx, et nous essayons d’en

traduire la famille de solutions en termes de fonction généralisée appartenant à une algèbre

convenablement définie.

14



Nous étudions le cas où les données sont régulières.

Si uε est la solution du problème (Pε), la famille (uε)ε est le représentant d’une fonction

généralisée appartenant à l’algèbre A
(
R

2
)
. Alors u = [uǫ] est une fonction généralisée

que nous considérons comme la solution généralisée du problème de Cauchy caractéristique

(PC).

Nous étudions alors le cas des données irrégulières.

Nous donnons aussi un sens au problème de Cauchy caractéristique (PC) dans le cas où

ϕ et ψ sont elles-mêmes des données irrégulières (par exemple des fonctions généralisées) en

le remplaçant par la famille de problèmes non caractéristiques
(
P(ε,η)

)
(ε,η)

dans une algèbre

convenable :

P(ε,η)





∂2u(ε,η)

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, u(ε,η)(x, y))

u(ε,η) (x, εx) = ϕη(x)

∂u(ε,η)

∂y
(x, εx) = ψη(x)

où (ϕη)η et (ψη)η sont des représentants de ϕ et ψ.

Le paramètre ε permet de se ramener à un problème non caractéristique que le paramètre

η rend régulier.

Si u(ε,η) est la solution du problème P(ε,η), la famille (u(ε,η))(ε,η) est le représentant d’une

fonction généralisée. Donc u =
[
u(ε,η)

]
est une fonction généralisée que nous considérons

comme la solution généralisée du problème de Cauchy caractéristique (PC).

Nous appliquons ces résultats pour quelques cas particuliers où F = 0.

15



Première partie

Problèmes réguliers
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Chapitre 1

Un problème de Cauchy régulier

1.1 Enoncé du problème

1.1.1 Deux formulations (P∞) et (Pint)

On cherche une solution u du problème de Cauchy suivant :

(P )





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|γ = ϕ

∂u

∂y
|γ= ψ

où f, ϕ, ψ : R 7→ R sont des fonctions lisses d’une variable, γ la courbe d’équation y = f(x)

et F : (x, y) 7→ F (x, y, u(x, y)) est une fonction lisse de ses arguments.

Dans tous les cas on fera l’hypothèse suivante :

(H) :





F ∈ C∞(R3, R)

∀K ⋐ R
2, sup

(x,y)∈K;z∈R
|∂zF (x, y, z)| < +∞

f est définie et strictement croissante sur R, d’image R

∀x ∈ R, f ′(x) 6= 0,

où la notation K ⋐ R
2 signifie K est un compact contenu dans R

2.
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On désigne par (P∞) le problème de la recherche d’une fonction u ∈ C2(R2) vérifiant :





∂2u

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, u(x, y)) (1)

u (x, f(x)) = ϕ(x) (2)

∂u

∂y
(x, f(x)) = ψ(x). (3)

On désigne par (Pint) le problème de la recherche d’une fonction u ∈ C0(R2) vérifiant :

u(x, y) = u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη (4)

où :

u0(x, y) = χ (y) − χ(f(x)) + ϕ(x)

et χ désigne une primitive de ψ ◦ f−1, avec :

D(x, y, f) =





{
(ξ, η), f−1(y) ≤ ξ ≤ x; y ≤ η ≤ f(ξ)

}
si y ≤ f(x)

{
(ξ, η), x ≤ ξ ≤ f−1(y); f(ξ) ≤ η ≤ y

}
si y ≥ f(x).

1.1.2 Equivalence des deux formulations (P∞) et (Pint)

1.1.2.1. Théorème.

Soit u ∈ C0(R2).

La fonction u est solution de (P∞) si et seulement si u est solution de (Pint) .

Démonstration.

Condition nécéssaire.

L’existence de f−1 étant assurée par (H). On considère les points M(x, y), P (f−1(y), y),

Q(x, f(x)), l’hypothèse (H) assure que le domaine D(x, y, f), défini en 1.1.1., limité par le

“triangle curviligne MPQ ” est borné.
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Si u est solution de (P∞) , supposons : y ≥ f(x).

∫∫

D(x,y,f)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ y

f(x)

(∫ f−1(η)

x

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξ

)
dη

=

∫ y

f(x)

[
∂u

∂y
(ξ, η)

]ξ=f−1(η)

ξ=x

dη

=

∫ y

f(x)

∂u

∂y
(f−1(η), η)dη −

∫ y

f(x)

∂u

∂y
(x, η)dη

=

∫ y

f(x)
ψ(f−1(η))dη − [u(x, η)]y

f(x)

= χ (y) − χ(f(x)) − u(x, y) + u (x, f(x))

= χ (y) − χ(f(x)) − u(x, y) + ϕ(x),

où χ désigne une primitive de ψ ◦ f−1.

Nous en déduisons :

u(x, y) = χ (y) − χ(f(x)) + ϕ(x) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη

= u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη,

où u0(x, y) = χ (y) − χ(f(x)) + ϕ(x).

On obtient le même résultat si on suppose y ≤ f(x).

Donc u vérifie (Pint) .

Condition suffisante.

Si u vérifie (Pint), on peut écrire, en supposant y ≥ f(x) :

u(x, y) = u0(x, y) −

∫ f−1(y)

x

(∫ y

f(ξ)
F (ξ, η, u(ξ, η))dη

)
dξ

= u0(x, y) −

∫ f−1(y)

x

G(ξ, y)dξ,

où : G(ξ, y) =
∫ y

f(ξ) F (ξ, η, u(ξ, η))dη.
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Comme on a : u ∈ C0(R2), G est une fonction continue de ξ et y, d’où :

∂u

∂x
(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) + G(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) +

∫ y

f(x)
F (x, η, u(x, η))dη

et par suite :

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
(x, y) =

∂2u0

∂y∂x
(x, y) + F (x, y, u(x, y))

et comme :

∂2u0

∂y∂x
(x, y) = 0,

on a :

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
(x, y) = F (x, y, u(x, y)).

Calculons encore u(x, y) de la manière suivante :

u(x, y) = u0(x, y) −

∫ y

f(x)

(∫ f−1(η)

x

F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη

= u0(x, y) −

∫ y

f(x)
H (x, η) dη,

où : H (x, η) =
∫ f−1(η)
x

F (ξ, η, u(ξ, η))dξ.

Comme on a u ∈ C0(R2), H est une fonction continue de x et η, d’où :

∂u

∂y
(x, y) =

∂u0

∂y
(x, y) −

∫ f−1(y)

x

F (ξ, y, u(ξ, y))dξ

d’où :

∂

∂x

(
∂u

∂y

)
(x, y) =

∂2u0

∂x∂y
(x, y) + F (x, y, u(x, y)) = F (x, y, u(x, y)).

Finalement on peut intervertir l’ordre des dérivations partielles et :

∂2u

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, u(x, y)).

De plus :

u (x, f(x)) = u0 (x, f(x)) = ϕ(x),

∂u

∂y
(x, f(x)) =

∂u0

∂y
(x, f(x)) = ψ ◦ f−1 (f(x)) = ψ (x) .
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• Ces résultats sont inchangés si on suppose : y ≤ f(x), donc u vérifie bien (P∞).

Si u est de classe C1 alors (x, y) 7→ F (x, y, u(x, y)) est de classe C1, alors :

W : (x, y) 7→ u0(x, y)−

∫ f−1(y)

x

(∫ y

f(ξ)
F (ξ, η, u(ξ, η))dη

)
dξ = u0(x, y)−

∫ f−1(y)

x

G(ξ, y)dξ

admet une dérivée partielle en x de classe C1, et :

W : (x, y) 7→ u0(x, y) −

∫ y

f(x)

(∫ f−1(η)

x

F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη = u0(x, y) −

∫ y

f(x)
H (x, η) dη

admet une dérivée partielle en y de classe C1. Comme :

∂

∂x

(
∂W

∂y

)
(x, y) = F (x, y, u(x, y)) =

∂

∂y

(
∂W

∂x

)
(x, y)

est de classe C1 alors u = W est de classe C2.

On remarque de plus que si u est de classe Cn alors (x, y) 7→ F (x, y, u(x, y)) est de classe

Cn, donc :

W : (x, y) 7→ u0(x, y)−

∫ f−1(y)

x

(∫ y

f(ξ)
F (ξ, η, u(ξ, η))dη

)
dξ = u0(x, y)−

∫ f−1(y)

x

G(ξ, y)dξ

admet une dérivée partielle en x de classe Cn, et :

W : (x, y) 7→ u0(x, y) −

∫ y

f(x)

(∫ f−1(η)

x

F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη = u0(x, y) −

∫ y

f(x)
H (x, η) dη

admet une dérivée partielle en y de classe Cn. Comme :

∂

∂x

(
∂W

∂y

)
(x, y) = F (x, y, u(x, y)) =

∂

∂y

(
∂W

∂x

)
(x, y)

est de classe Cn alors u = W est de classe Cn+1.

D’après le principe de récurrence u est donc de classe C∞.

On a donc le

1.1.2.2. Corollaire

Si u est solution de (Pint) (ou de (P∞)), alors u appartient à C∞(R2).
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1.1.2.3. Calcul des dérivées partielles d’ordre deux de u

Ce calcul sera utilisé au 4.2.

Si u est solution de (Pint) nous avons :

∂u

∂x
(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) + G(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) +

∫ y

f(x)
F (x, η, u(x, η))dη.

Puisque F (., ., u) admet une dérivée partielle en x et que f est dérivable, nous en déduisons

∂2u

∂x2
(x, y) =

∂2u0

∂x2
(x, y) − f ′(x)F (x, f(x), u(x, f(x)))+

∫ y

f(x)

(
∂F

∂x
(x, η, u(x, η)) +

∂F

∂z
(x, η, u(x, η))

∂u

∂x
(x, η)

)
dη

=
∂2u0

∂x2
(x, y) − f ′(x)F (x, f(x), ϕ(x))+

∫ y

f(x)

(
∂F

∂x
(x, η, u(x, η)) +

∂F

∂z
(x, η, u(x, η))

∂u

∂x
(x, η)

)
dη.

Comme : u0(x, y) = χ (y) − χ(f(x)) + ϕ(x), il vient succesivement

∂u0

∂x
(x, y) = −f ′(x)ψ

(
f−1 (f(x))

)
+ ϕ′ (x) = −f ′(x)ψ (x) + ϕ′ (x)

∂2u0

∂x2
(x, y) = −f”(x)ψ (x) − f ′(x)ψ′ (x) + ϕ”(x).

On trouve alors :

∂2u

∂x2
(x, y) = −f”(x)ψ (x) − f ′(x)ψ′ (x) + ϕ”(x) − f ′(x)F (x, f(x), ϕ(x))

+

∫ y

f(x)

(
∂F

∂x
(x, η, u(x, η)) +

∂F

∂z
(x, η, u(x, η))

∂u

∂x
(x, η)

)
dη.

Si u est solution de (Pint)), on peut écrire, en supposant y ≥ f(x) :

u(x, y) = u0(x, y) −

∫ f−1(y)

x

(∫ y

f(ξ)
F (ξ, η, u(ξ, η))dη

)
dξ.

Calculons encore u(x, y) de la manière suivante :

u(x, y) = u0(x, y) −

∫ y

f(x)

(∫ f−1(η)

x

F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη.
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A partir de :

∂u

∂y
(x, y) =

∂u0

∂y
(x, y) −

∫ f−1(y)

x

F (ξ, y, u(ξ, y))dξ

on obtient :

∂2u

∂y2
(x, y) =

∂2u0

∂y2
(x, y) −

(
1

f ′(f−1(y))

)
F (f−1(y), y, ϕ(f−1(y)))

−

∫ f−1(y)

x

(
∂F

∂y
(ξ, y, u(ξ, y)) +

∂F

∂z
(ξ, y, u(ξ, y))

∂u

∂y
(ξ, y)

)
dξ,

u0(x, y) = χ (y) − χ(f(x)) + ϕ(x).

Comme :

∂u0

∂y
(x, y) = ψ(f−1(y)),

on a :

∂2u0

∂y2
(x, y) =

[
(f−1)′(y)

]
ψ′

(
f−1(y)

)
=

[
1

f ′(f−1(y))

]
ψ′

(
f−1(y)

)
¤.

1.2 Résolution du problème

1.2.1 Résolution de (P∞)

1.2.1.1. Théorème

Sous l’hypothèse (H) le problème (P∞) admet une solution unique dans C∞(R2).

Démonstration.

D’après le théorème 1.1.2.1., résoudre (P∞) revient à résoudre (Pint) c’est-à-dire à

chercher u ∈ C0(R2) vérifiant :

u(x, y) = u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη. (4)

Pour tout compact de R
2, nous pouvons trouver λ > 0 assez grand tel que ce compact

soit contenu dans Kλ = [−λ;λ] × [f(−λ); f(λ)], car la famille (Kλ)λ∈R∗
+

est une famille

exhaustive de compacts.
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a) Changement de variables.

Supposons toujours : y ≥ f(x) et faisons le changement de variables :





X = x + λ

Y = y − f(−λ)

c’est-à-dire considérons comme nouvelle origine Ω(−λ, f(−λ)).

Alors : 



x = X − λ

y = Y + f(−λ)

La relation (4) s’écrit :

u(X − λ, Y + f(−λ)) = u0(X − λ, Y + f(−λ))−

∫∫

D(X−λ,Y +f(−λ),f)
F (ξ − λ, η + f(−λ), u(ξ − λ, η + f(−λ)))dξdη,

qui est de la forme :

U(X,Y ) = U0(X, Y ) −

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, U(ξ, η))dξdη, (5)

avec : g(X) = f(X − λ) − f(−λ) ; le compact Qλ = [0; 2λ] × [0; g(2λ)] est le transformé de

Kλ, car g(2λ) = f(λ) − f(−λ). L’équation de (γ) s’écrit alors : Y = g(X) et g(0) = 0.

On a donc maintenant : 



X ≥ 0

Y ≥ g(X).

b) Résolution.

Posons, conformément à l’hypothèse (H) :

mλ = sup
(ξ,η)∈Qλ; z∈R

∣∣∣∣
∂F

∂z
(ξ, η, z)

∣∣∣∣ .
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Définissons la suite (Un)n∈N de fonctions de R
2 par :

∀n ∈ N
∗, Un(X,Y ) = U0(X,Y ) −

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, Un−1(ξ, η))dξdη.

Posons pour tout compact H ⋐ R
2 :

‖U0‖∞,H = sup
(x,y)∈H

|U0(x, y)| .

D’après le théorème des accroissements finis sous forme intégrale, nous pouvons écrire :

F(ξ, η, t) − F(ξ, η, r) = (t − r)

∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, r + σ(t − r))dσ (6)

d’où : ∀(ξ, η) ∈ D(X, Y, g)

F(ξ, η, U0(ξ, η)) − F(ξ, η, 0) = U0(ξ, η)

∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, σU0(ξ, η))dσ.

Donc :

|F(ξ, η, U0(ξ, η))| ≤ |F(ξ, η, 0)| + |U0(ξ, η)|

∫ 1

0
mλdσ,

|F(ξ, η, U0(ξ, η))| ≤ |F(ξ, η, 0)| + mλ ‖U0‖∞,Qλ
.

Posons :

Φλ = ‖F(., ., 0)‖∞,Qλ
+ mλ ‖U0‖∞,Qλ

,

∀n ∈ N
∗, Vn = Un − Un−1,

ce qui entrâıne :

V1(X, Y ) = U1(X, Y ) − U0(X, Y ) = −

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, U0(ξ, η))dξdη,

|V1(X,Y )| ≤

∫∫

D(X,Y,g)
|F(ξ, η, U0(ξ, η))| dξdη ≤ Φλ

∫∫

D(X,Y,g)
dξdη,

|V1(X,Y )| ≤ ΦλA(X, Y ),
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où : A(X, Y ) =
∫ ∫
D(X,Y,g) dξdη, désigne l’aire du domaine D(X, Y, g) limité par le “triangle

curviligne MPQ ”.

On a :

|V2(X, Y )| = |U2(X, Y ) − U1(X,Y )|

≤

∫∫

D(X,Y,g)
|F(ξ, η, U0(ξ, η)) − F(ξ, η, U1(ξ, η))| dξdη.

Utilisant alors la relation (6), on obtient :

|F(ξ, η, U0(ξ, η)) − F(ξ, η, U1(ξ, η))|

≤ |U0(ξ, η) − U1(ξ, η)|

∣∣∣∣
∫ 1

0

∂

∂z
F(ξ, η, U1(ξ, η) + σ(U1(ξ, η) − U0(ξ, η)))dσ

∣∣∣∣ ,

par conséquent :

|F(ξ, η, U0(ξ, η)) − F(ξ, η, U1(ξ, η))| ≤ |U0(ξ, η) − U1(ξ, η)|mλ

|F(ξ, η, U0(ξ, η)) − F(ξ, η, U1(ξ, η))| ≤ |V1(ξ, η)|mλ.

On en déduit :

|V2(X, Y )| ≤

∫∫

D(X,Y,g)
mλ |U0(ξ, η) − U1(ξ, η)| dξdη

≤ mλ

∫∫

D(X,Y,g)
|V1(ξ, η)| dξdη

≤ mλΦλ

∫∫

D(X,Y,g)
A(ξ, η)dξdη.

On peut remarquer que :

A(X, Y ) ≤ (g−1(Y ) − X)(Y − g(X)) ≤ (2λ − X)Y ≤ (2λ)Y
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et par suite :

|V2(X, Y )| ≤ mλΦλ

∫∫

D(X,Y,g)
A(ξ, η)dξdη ≤ mλΦλ

∫∫

D(X,Y,g)
(2λ)ηdξdη

≤ mλΦλ

∫ Y

0
(

∫ 2λ

0
(2λ)ηdξ)dη

≤ mλΦλ

(
(2λ)2

Y 2

2

)
.

Par conséquent :

∀(ξ, η) ∈ D(X,Y, g), |V2(ξ, η)| ≤ mλΦλ

(
(2λ)2

η2

2

)
.

De même :

|V3(X, Y )| = |U3(X,Y ) − U2(X,Y )| ≤

∫∫

D(X,Y,g)
|F(ξ, η, U1(ξ, η)) − F(ξ, η, U2(ξ, η))| dξdη.

D’où :

|V3(X, Y )| ≤

∫∫

D(X,Y,g)
mλ |U1(ξ, η) − U2(ξ, η)| dξdη

≤ mλ

∫∫

D(X,Y,g)
|V2(ξ, η)| dξdη

≤ mλ

∫∫

D(X,Y,g)
mλΦλ

(
(2λ)2

η2

2

)
dξdη

≤ m2
λΦλ

∫ Y

0
(

∫ 2λ

0
(2λ)2

η2

2
dξ)dη

≤ m2
λΦλ

(
(2λ)3

Y 3

3!

)
.

Par récurrence :

|Vn(X, Y )| ≤ mn−1
λ Φλ

(
(2λ)n Y n

n!

)
.

D’où :

‖Vn‖∞,Qλ
≤ mn−1

λ Φλ
[(2λ)g(2λ)]n

n!
=

Φλ

mλ

[(2λ)mλg(2λ)]n

n!
,

ce qui assure la convergence uniforme de la série
∑
n≥1

Vn sur Qλ et par suite sur tout compact

de R
2.
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L’égalité
∑n

k=1 Vk = Un − U0 entrâıne que la suite (Un)n∈N converge uniformément sur

Qλ vers une fonction U . Comme chaque Un est continue, la limite uniforme U est continue

sur tout compact Qλ donc sur R
2.

Posons : εn(X, Y ) = U(X, Y ) − Un(X, Y ), alors :

U(X, Y ) − U0(X,Y ) +

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, U(ξ, η))dξdη

= U(X, Y ) − Un(X, Y ) +

(
Un(X,Y ) − U0(X, Y ) +

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, U(ξ, η))dξdη

)

= εn(X,Y ) +

∫∫

D(X,Y,g)
(F(ξ, η, U(ξ, η)) − F(ξ, η, Un−1(ξ, η))) dξdη .

Comme :

∀(ξ, η) ∈ D(X, Y, g) : |F(ξ, η, U(ξ, η)) − F(ξ, η, Un(ξ, η))| ≤ |U(ξ, η) − Un−1(ξ, η)|mλ,

le second membre est majoré par :

(
sup

(X,Y )∈Qλ

|εn(X, Y )|

)
+ mλ

(
sup

(X,Y )∈Qλ

A(X,Y )

)(
sup

(X,Y )∈Qλ

|U(X,Y ) − Un−1(X, Y )|

)
,

c’est-à-dire par :

(
sup

(X,Y )∈Qλ

|εn(X, Y )|

)
+ mλ (2λ × g(2λ))

(
sup

(X,Y )∈Qλ

|εn−1(X, Y )|

)

qui tend donc vers 0 quand n tend vers +∞. Il en résulte donc que :

U(X,Y ) = U0(X,Y ) −

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, U(ξ, η))dξdη

pour (X, Y ) ∈ Qλ ∩ {(X, Y )/Y ≥ g(X)} = Q+
λ .

c) Montrons que la solution est unique.

Soit W une autre solution de :

U(X, Y ) = U0(X, Y ) −

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, U(ξ, η))dξdη.
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Posant : ∆ = W − U , on obtient :

∆(X, Y ) =

∫∫

D(X,Y,g)
(−F(ξ, η, W (ξ, η)) + F(ξ, η, U(ξ, η))) dξdη.

Soit (X, Y ) ∈ Qλ, puisque D(X, Y, g) ⊂ Qλ, on a :

|∆(X, Y )| ≤

∫∫

D(X,Y,g)
mλ |W (ξ, η) − U(ξ, η)| dξdη ≤ mλ

∫∫

D(X,Y,g)
|∆(ξ, η)| dξdη.

Comme Y ≥ g(X)

|∆(X,Y )| ≤ mλ

∫ g−1(Y )

X

∫ Y

g(X)
|∆(ξ, η)| dηdξ ≤ mλ

∫ 2λ

0

∫ Y

0
|∆(ξ, η)| dηdξ

≤ mλ

∫ Y

0
(

∫ 2λ

0
|∆(ξ, η)| dξ)dη

≤ mλ

∫ Y

0
(

∫ 2λ

0
sup

ξ∈[0;2λ]
|∆(ξ, η)| dξ)dη.

Pour tout Y ∈ [0; g(2λ)], posons :

E(Y ) = sup
ξ∈[0;2λ]

|∆(ξ, Y )| ,

alors :

|∆(X,Y )| ≤ mλ

∣∣∣∣
∫ Y

0

∫ 2λ

0
E(η)dξdη

∣∣∣∣ ≤ mλ2λ

∣∣∣∣
∫ Y

0
E(η)dη

∣∣∣∣ ,

de sorte que :

∀Y ∈ [0; g(2λ)] , E(Y ) ≤ mλ2λ

∣∣∣∣
∫ Y

0
E(η)dη

∣∣∣∣ ,

ainsi d’après le lemme de GRONWALL : E = 0 d’où ∆ = 0, ce qui prouve l’unicité de U

dans Q+
λ .

Posant alors vλ(x, y) = U(x+λ, y− f(−λ)), il en résulte que vλ est l’unique solution de

(4) dans Kλ ∩ {(x, y)/y ≥ f(x)} = K+
λ .

d) Cas y ≤ f(x)
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Dans le cas y ≤ f(x), faisons le changement de variables :





X = −x + λ

Y = −y + f(λ)

c’est-à-dire considérons comme nouvelle origine Ω(λ, f(λ)) et inversons le sens des axes.

Alors : 



x = −X + λ

y = −Y + f(λ)

et :

u(−X + λ,−Y + f(λ)) = u0(−X + λ,−Y + f(λ))

−

∫∫

D(−X+λ,−Y +f(λ),f)
F (−ξ + λ,−η + f(λ), u(−ξ + λ,−η + f(λ)))dξdη,

qui est de la forme :

W (X, Y ) = W0(X, Y ) −

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, W (ξ, η))dξdη

avec : g(X) = f(λ) − f(λ − X) ; le compact Qλ = [0; 2λ] × [0; g(2λ)] est le transformé de

Kλ, car g(2λ) = f(λ) − f(−λ).

Comme y ≤ f(x) équivaut à : −y ≥ −f(x), on a donc :

f(λ) − y ≥ f(λ) − f(x),

c’est-à-dire : Y ≥ f(λ) − f(λ − X), soit : Y ≥ g(X). Nous sommes donc ramenés au cas :





X ≥ 0

Y ≥ g(X)

qui se traite comme le cas précédent.

e) Solution.
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Il en résulte que wλ(x, y) = W (−x + λ,−y + f(λ)) est solution de (4) dans :

Kλ ∩ {(x, y)/y ≤ f(x)} = K−
λ .

De la continuité de U dans Q+
λ et de W dans Q−

λ résulte la continuité de vλ dans K+
λ et de

wλ dans K−
λ . De plus, vλ et wλ se raccordent sur γ car vλ(x, f(x)) = wλ(x, f(x)) = ϕ(x).

Finalement si on pose :

uλ(x, y) =





vλ(x, y) pour (x, y) ∈ K+
λ

wλ(x, y) pour (x, y) ∈ K−
λ

alors uλ est l’unique solution de (Pint) continue sur Kλ.

Il reste à prouver que ce procédé donne bien une solution globale continue u de (4) dans

R
2, c’est-à-dire qui vérifie (Pint) .

Si λ2 > λ1 alors Kλ1 ⊂ Kλ2 : il faut donc encore montrer que uλ2|Kλ1
= uλ1 .

Or :

∀(x, y) ∈ Kλ2 , uλ2(x, y) = u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, uλ2(ξ, η))dξdη

et cette égalité a lieu a fortiori pour (x, y) ∈ Kλ1 . On a donc :

uλ
2|Kλ1

(x, y) = u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, uλ

2|Kλ1

(ξ, η))dξdη.

Autrement dit : uλ
2|Kλ1

vérifie (4) dans Kλ1 et y cöıncide donc avec son unique solution

uλ1 .

Pour tout (x, y) ∈ R
2 on peut alors poser :

u(x, y) = uλ(x, y)

= u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη, (7)

où uλ vérifie (4) dans Kλ et (x, y) ∈ Kλ.
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La définition de u par (7) étant indépendante du compact Kλ donne finalement la

solution globale unique de (Pint) ou (P∞). ¤

Au chapitre 4, on aura besoin des estimations précisées par le résultat suivant.

1.2.1.2. Proposition.

Avec les notations précédentes, pour tout compact K ⋐ R2, il existe un compact Kλ,

Kλ ⋐ R2, défini précédemment, contenant K, tel que :

(i) mλ = sup
(x,y)∈Kλ; t∈R

∣∣∂F
∂z

(x, y, t)
∣∣ ; Φλ = ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ

+ mλ ‖u0‖∞,Kλ
;

(ii) ‖u‖∞,K ≤ ‖u‖∞,Kλ
≤ ‖u0‖∞,Kλ

+
Φλ

mλ
exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))].

Démonstration.

(i) De manière claire, on a :

mλ = sup
(ξ,η)∈Qλ; t∈R

∣∣∣∣
∂F

∂z
(ξ, η, t)

∣∣∣∣ = sup
(x,y)∈Kλ; t∈R

∣∣∣∣
∂F

∂z
(x, y, t)

∣∣∣∣ ;

Φλ = ‖F(., ., 0)‖∞,Qλ
+ mλ ‖U0‖∞,Qλ

= ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
+ mλ ‖u0‖∞,Kλ

.

(ii) En conservant les notations précédentes, nous avons :

un(x, y) = u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, un−1(ξ, η))dξdη, n ≥ 1,

u0(x, y) = χ (y) − χ(f(x)) + ϕ(x).

un,λ(x, y) =





vn,λ(x, y) pour (x, y) ∈ K+
λ

wn,λ(x, y) pour (x, y) ∈ K−
λ .

Comme :

Un(X, Y ) = U0(X, Y ) −

∫∫

D(X,Y,g)
F(ξ, η, Un−1(ξ, η))dξdη,

Φλ = ‖F(., ., 0)‖∞,Qλ
+ mλ ‖U0‖∞,Qλ

,

Vn = Un − Un−1,
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où Qλ = [0; 2λ] × [0; g(2λ)] est le transformé de Kλ par g, avec : Kλ = [−λ; λ]×[f(−λ); f(λ)].





si y ≥ f(x), g(X) = f(X − λ) − f(−λ),

si y ≤ f(x), g(X) = f(λ) − f(λ − X).

D’après la démonstration du théorème 1.2.1.1, nous avons :

∀n ∈ N
∗, ‖Vn‖∞,Qλ

≤ mn−1
λ Φλ

[(2λ)g(2λ)]n

n!
=

Φλ

mλ

[mλ(2λ)g(2λ)]n

n!
,

et par conséquent :

‖U‖∞,Qλ
≤ ‖U0‖∞,Qλ

+

∞∑

n=1

‖Vn‖∞,Qλ
≤ ‖U0‖∞,Qλ

+
Φλ

mλ
exp[mλ(2λ)g(2λ)].

De plus :

g(2λ) = f(λ) − f(−λ).

Comme on a les relations suivantes :




‖vλ‖∞,K+
λ

= ‖U‖∞,Qλ

‖wλ‖∞,K−

λ
= ‖W‖∞,Qλ

,





‖u0‖∞,K+
λ

= ‖U0‖∞,Qλ

‖u0‖∞,K−

λ
= ‖W0‖∞,Qλ

, uλ =





vλ sur K+
λ

wλ sur K−
λ

,

on en déduit que :

‖u‖∞,K+
λ
≤ ‖u0‖∞,K+

λ
+

Φλ

mλ
exp[mλ(2λ) (f(λ) − f(−λ))],

et de même :

‖u‖∞,K−

λ
≤ ‖u0‖∞,K−

λ
+

Φλ

mλ
exp[mλ(2λ) (f(λ) − f(−λ))].

Donc :

‖u‖∞,Kλ
≤ ‖u0‖∞,Kλ

+
Φλ

mλ
exp[mλ(2λ) (f(λ) − f(−λ))].

Comme ‖u‖∞,K ≤ ‖u‖∞,Kλ
, l’inégalité précédente entrâıne la conclusion (ii). ¤
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Chapitre 2

Un problème de Goursat régulier

2.1 Enoncé du problème

2.1.1 Deux formulations (P ′
∞) et (P ′

int)

F est une fonction lisse de ses arguments et g, ϕ, ψ sont des fonctions numériques lisses

d’une variable réelle avec de plus :

ψ(0) = ϕ(g(0)).

Dans tous les cas nous ferons l’hypothèse suivante :

(H) :





F ∈ C∞(R3, R)

∀K ⋐ R
2, sup

(x,y)∈K;z∈R
|∂zF (x, y, z)| < +∞

g est croissante sur R,

où la notation K ⋐ R
2 signifie K est un compact contenu dans R

2.
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Nous désignons par (P ′
∞) le problème de la recherche d’une fonction u ∈ C2(R) vérifiant :

(
P ′
∞

)





∂2u

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, u(x, y)) (1)

u (x, 0)) = ϕ(x) (2)

u(g (y) , y) = ψ(y). (3)

Nous désignons par (P ′
int) le problème de la recherche d’une fonction u ∈ C0(R) vérifiant :

u(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη, (4)

où :

u0(x, y) = ψ(y) + ϕ(x) − ϕ(g(y)),

avec :

D(x, y, g) =





{(ξ, η), g(y) ≤ ξ ≤ x; 0 ≤ η ≤ y} si g(y) ≤ x et 0 ≤ y

{(ξ, η), x ≤ ξ ≤ g(y); 0 ≤ η ≤ y} si g(y) ≥ x et 0 ≤ y

{(ξ, η), x ≤ ξ ≤ g(y); y ≤ η ≤ 0} si g(y) ≥ x et y ≤ 0

{(ξ, η), g(y) ≤ ξ ≤ x; y ≤ η ≤ 0} si g(y) ≤ x et y ≤ 0.

2.1.2 Equivalence des deux formulations

2.1.2.1. Théorème

Soit u ∈ C0(R2). La fonction u est solution de (P ′
∞) si et seulement si u est solution

de (P ′
int).

Démonstration.

Condition nécessaire.

On considère les points M(x, y), N(x, 0), P (g(y), y), Q(g(y), 0).

L’hypothèse (H) assure que le domaine D(x, y, g) est borné.

a) Supposons d’abord : 0 ≤ y et g(y) ≤ x.
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D(x, y, g) a pour frontière le rectangle PQNM.

∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ =

∫ x

g(y)

[
∂u

∂x
(ξ, η)

]y

0

dξ

=

∫ x

g(y)

∂u

∂x
(ξ, y)dξ −

∫ x

g(y)

∂u

∂x
(ξ, 0))dξ

= [u(ξ, y)]xg(y) − [ϕ(ξ)]xg(y)

= u(x, y) − u(g(y), y) − ϕ(x) + ϕ(g(y))

= u(x, y) − ψ(y) − ϕ(x) + ϕ(g(y)).

Nous en déduisons :

u(x, y) = ψ(y) + ϕ(x) − ϕ(g(y)) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη

= u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη,

où :

u0(x, y) = ψ(y) + ϕ(x) − ϕ(g(y)).

On a donc : u0(x, 0) = ψ(0) + ϕ(x)−ϕ(g(0)), et comme : u(x, 0) = ϕ(x), il en résulte que :

u0(g(y), y) = ψ(y) + ϕ(g(y)) − ϕ(g (y)) = ψ(y).

Donc u est solution de (P ′
int).

Pour le calcul de
∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη

nous devons distinguer quatre cas :

le cas (1) : (0 ≤ y et g (y) ≤ x),

le cas (2) : (0 ≤ y et x ≤ g(y)),

le cas (3) : ( y ≤ 0 et x ≤ g (y) ,

le cas (4) : (y ≤ 0 et g(y) ≤ x).
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Traitons brièvement les autres cas :

b) Cas (2) : Si (0 ≤ y et x ≤ g (y)) alors :

∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ g(y)

x

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ = −

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ.

Cas (3) : Si (x ≤ g(y) et y ≤ 0) alors :

∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ g(y)

x

(∫ 0

y

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ =

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ.

Cas (4) : Si (y ≤ 0 et g(y) ≤ x) alors :

∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ x

g(y)

(∫ 0

y

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ = −

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ.

Condition suffisante.

Si u vérifie (P ′
int), on peut écrire, en supposant g (y) ≤ x et 0 ≤ y :

u(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη.

u(x, y) =

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ = u0(x, y) +

∫ x

g(y)

(∫ y

0
F (ξ, η, u(ξ, η))dη

)
dξ

= u0(x, y) +

∫ x

g(y)
G(ξ, y)dξ,

où G(ξ, y) =
∫ y

0 F (ξ, η, u(ξ, η))dη. G est une fonction continue de ξ et y, donc :

∂u

∂x
(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) + G(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) +

∫ y

0
F (x, η, u(x, η))dη

et par suite :

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
(x, y) =

∂2u0

∂y∂x
(x, y) + F (x, y, u(x, y))

et comme :

∂2u0

∂y∂x
(x, y) = 0,
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on a :

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
(x, y) = F (x, y, u(x, y)).

Calculons encore u(x, y) de la manière suivante :

u(x, y) = u0(x, y) +

∫ y

0

(∫ x

g(y)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη.

On a :

∂u

∂y
(x, y) =

∂u0

∂y
(x, y) +

∫ x

g(y)
F (ξ, y, u(ξ, y))dξ − g′(y)

∫ y

0
F (g(y), η, u(g(y), η))dη,

d’où :

∂

∂x

(
∂u

∂y

)
(x, y) =

∂2u0

∂x∂y
(x, y) + F (x, y, u(x, y)) = F (x, y, u(x, y)).

Finalement, on peut intervertir l’ordre des dérivations partielles et :

∂2u

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, u(x, y)).

De plus :

u(g(y), y) = u0(g(y), y) = ψ(y),

u (x, 0) = u0 (x, 0) = ϕ(x).

Ces résultats sont inchangés si on suppose : x ≤ g (y) et 0 ≤ y, donc u vérifie bien (P ′
∞).

Si u est de classe C1, la fonction (x, y) 7→ F (x, y, u(x, y)) est de classe C1, alors :

W : (x, y) 7→ u0(x, y) +

∫ x

g(y)

(∫ y

0
F (ξ, η, u(ξ, η))dη

)
dξ = u0(x, y) +

∫ x

g(y)
G(ξ, y)dξ,

admet une dérivée partielle en x de classe C1, et :

W : (x, y) 7→ u0(x, y) +

∫ y

0

(∫ x

g(y)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη = u0(x, y) +

∫ y

0
H (x, η) dη

admet une dérivée partielle en y de classe C1.

Comme :

∂

∂x

(
∂W

∂y

)
(x, y) = F (x, y, u(x, y)) =

∂

∂y

(
∂W

∂x

)
(x, y),
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alors u = W est de classe C2.

On remarque de plus que :

Si u est de classe Cn, la fonction (x, y) 7→ F (x, y, u(x, y)) est de classe Cn, alors :

W : (x, y) 7→ u0(x, y) +

∫ x

g(y)

(∫ y

0
F (ξ, η, u(ξ, η))dη

)
dξ = u0(x, y) +

∫ x

g(y)
G(ξ, y)dξ,

admet une dérivée partielle en x de classe Cn, et :

W : (x, y) 7→ u0(x, y) +

∫ y

0

(∫ x

g(y)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη = u0(x, y) +

∫ y

0
H (x, η) dη

admet une dérivée partielle en y de classe Cn.

Comme :

∂

∂x

(
∂W

∂y

)
(x, y) = F (x, y, u(x, y)) =

∂

∂y

(
∂W

∂x

)
(x, y)

est de classe Cn alors u = W est de classe Cn+1.

D’après le principe de récurrence u est donc de classe C∞. ¤

On a donc le

2.1.2.2. Corollaire

Si u est solution de (P ′
int) (ou de (P ′

∞)), alors u appartient à C∞(R2).

2.1.2.3. Calcul des dérivées partielles d’ordre deux de u

Ce calcul sera utilisé au 6.2.

Supposons que u soit solution de (P ′
int), g (y) ≤ x et 0 ≤ y.

Rappelons que :

∂u

∂x
(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) + G(x, y) =

∂u0

∂x
(x, y) +

∫ y

0
F (x, η, u(x, η))dη.

Comme :
∂2u0

∂x2
(x, y) = ϕ′′(x), nous trouvons alors :

∂2u

∂x2
(x, y) = ϕ′′(x) +

∫ y

0

(
∂F

∂x
(x, η, u(x, η)) +

∂F

∂z
(x, η, u(x, η))

∂u

∂x
(x, η)

)
dη.
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Calculons encore u(x, y) de la manière suivante :

u(x, y) = u0(x, y) +

∫ y

0

(∫ x

g(y)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξ

)
dη.

A partir de :

∂u

∂y
(x, y) =

∂u0

∂y
(x, y) +

∫ x

g(y)
F (ξ, y, u(ξ, y))dξ − g′(y)

∫ y

0
F (g(y), η, u(g(y), η))dη

nous trouvons alors :

∂2u

∂y2
(x, y) =

∂2u0

∂y2
(x, y) − 2g′(y)F (g(y), y, ψ (y)) − g′′(y)

∫ y

0
F (g(y), η, u(g(y), η))dη

−

∫ g(y)

x

(
∂F

∂y
(ξ, y, u(ξ, y)) +

∂F

∂z
(ξ, y, u(ξ, y))

∂u

∂y
(ξ, y)

)
dξ,

u0(x, y) = ψ(y) + ϕ(x) − ϕ(g(y)),

∂u0

∂y
(x, y) = ψ′(y) −

[
g′(y)

]
ϕ′(g(y)).

D’où :

∂2u0

∂y2
(x, y) = ψ′′(y) −

(
g′′(y)ϕ′(g(y)) +

(
g′(y)

)2
ϕ′′(g(y))

)
.

¤

2.2 Résolution du problème

2.2.1 Résolution de (P ′
∞)

2.2.1.1. Théorème

Sous l’hypothèse (H) le problème (P ′
∞) admet une unique solution u dans C∞(R2).

Démonstration.

a) Supposons : 0 ≤ y.

a1) Cas (1) g(y) ≤ x.

40



D’après le théorème 2.1.2.1., résoudre (P ′
∞) revient à résoudre (P ′

int) c’est-à-dire à

chercher u ∈ C0(R) vérifiant : u(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη, (4)

a11) Existence.

Pour tout compact de R
2, nous pouvons trouver λ assez grand tel que ce compact soit

contenu dans Kλ = [g(−λ); g(λ)] × [−λ; λ].

Nous cherchons u tel que :

u(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η), u(ξ, η))dξdη.

Posons, conformément à l’hypothèse (H) :

mλ = sup
(ξ,η)∈Kλ; z∈R

∣∣∣∣
∂F

∂z
(ξ, η, z)

∣∣∣∣ .

Définissons la suite (un)n∈N de fonctions de R
2 par :

∀n ∈ N
∗, un(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, un−1(ξ, η))dξdη.

Posons pour tout compact H ⋐ R
2 :

‖u0‖∞,H = sup
(x,y)∈H

|u0(x, y)| .

D’après le théorème des accroissements finis sous forme intégrale, nous pouvons écrire :

F (ξ, η, t) − F (ξ, η, r) = (t − r)

∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, r + σ(t − r))dσ, (5)

d’où, pour tout (ξ, η) ∈ D(x, y, g), on a :

F (ξ, η, u0(ξ, η)) − F (ξ, η, 0) = u0(ξ, η)

∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, σu0(ξ, η))dσ,

|F (ξ, η, u0(ξ, η))| ≤ |F (ξ, η, 0)| + |u0(ξ, η)|

∫ 1

0
mλdσ,

|F (ξ, η, u0(ξ, η))| ≤ |F (ξ, η, 0)| + mλ ‖u0‖∞,Kλ
.
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Posons :

Φλ = ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
+ mλ ‖u0‖∞,Kλ

,

∀n ∈ N
∗, Vn = un − un−1.

Avec ces notations nous avons :

V1(x, y) = u1(x, y) − u0(x, y) =

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u0(ξ, η))dξdη,

|V1(x, y)| ≤

∫∫

D(x,y,g)
|F (ξ, η, u0(ξ, η))| dξdη ≤ Φλ

∫∫

D(x,y,g)
dξdη,

|V1(x, y)| ≤ ΦλA(x, y),

où : A(x, y) =
∫ ∫

D(x,y,g) dξdη désigne l’aire du domaine D(x, y, g).

De même :

|V2(x, y)| = |u2(x, y) − u1(x, y)| ≤

∫∫

D(x,y,g)
|F (ξ, η, u1(ξ, η)) − F (ξ, η, u0(ξ, η))| dξdη.

Utilisant alors la relation (5) nous obtenons :

|F (ξ, η, u1(ξ, η)) − F (ξ, η, u0(ξ, η))|

≤ |u1(ξ, η) − u0(ξ, η)| ×

∣∣∣∣
∫ 1

0

∂

∂z
F (ξ, η, u1(ξ, η) + σ(u1(ξ, η) − u0(ξ, η)))dσ

∣∣∣∣

≤ |u1(ξ, η) − u0(ξ, η)|mλ

≤ |V1(ξ, η)|mλ .

Nous en déduisons :

|V2(x, y)| ≤

∫∫

D(x,y,g)
mλ |u1(ξ, η) − u0(ξ, η)| dξdη

≤ mλ

∫∫

D(x,y,g)
|V1(ξ, η)| dξdη ≤ mλΦλ

∫∫

D(x,y,g)
A(ξ, η)dξdη.

Nous pouvons remarquer que :

A(x, y) ≤ |g(y) − x| y ≤ (g(λ) − g(−λ)) y,
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et, avec (g(λ) − g(−λ)) = 2λ′, on obtient :

|V2(x, y)| ≤ mλΦλ

∫∫

D(x,y,g)
A(ξ, η)dξdη ≤ mλΦλ

∫∫

D(x,y,g)
(2λ′)ηdξdη

≤ mλΦλ

∫ y

0
(

∫ 2λ

0
(2λ′)ηdξ)dη

≤ mλΦλ

(
(2λ′)2

y2

2

)
.

Par conséquent :

∀(ξ, η) ∈ D(x, y, g), |V2(ξ, η)| ≤ mλΦλ

(
(2λ′)2

η2

2

)
.

De même :

|V3(x, y)| = |u3(x, y) − u2(x, y)| ≤

∫∫

D(x,y,g)
|F (ξ, η, u1(ξ, η)) − F (ξ, η, u2(ξ, η))| dξdη,

|V3(x, y)| ≤

∫∫

D(x,y,g)
mλ |u1(ξ, η) − u2(ξ, η)| dξdη ≤ mλ

∫∫

D(x,y,g)
|V2(ξ, η)| dξdη

≤ mλ

∫∫

D(x,y,g)
mλΦλ

(
(2λ′)2

η2

2

)
dξdη

≤ m2
λΦλ

∫ y

0
(

∫ g(λ)

g−(λ)
(2λ′)2

η2

2
dξ)dη ≤ m2

λΦλ

(
(2λ′)3

y3

3!

)
.

Par récurrence :

|Vn(x, y)| ≤ mn−1
λ Φλ

(
(2λ′)n yn

n!

)
.

D’où :

‖Vn‖∞,Kλ
≤ mn−1

λ Φλ
[(2λ′)λ]n

n!
=

Φλ

mλ

[(2λ′)mλλ]n

n!

ce qui assure la convergence uniforme de la série
∑
n≥1

Vn sur Kλ et par suite sur tout compact

de R
2.

On a :
∑k=n

k=1 Vk = un − u0 donc la suite (un)n∈N converge uniformément sur Kλ vers

une fonction u. Comme chaque un est continue, la limite uniforme u est continue sur tout

compact Kλ donc sur R
2.
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Posons εn(x, y) = u(x, y) − un(x, y) alors :

u(x, y) − u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη

= u(x, y) − un(x, y) +

(
un(x, y) − u0(x, y) −

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη

)

= εn(x, y) −

∫∫

D(x,y,g)
(F (ξ, η, u(ξ, η)) − F (ξ, η, un−1(ξ, η))) dξdη ,

comme pour tout (ξ, η) ∈ D(x, y, g) :

|F (ξ, η, u(ξ, η)) − F (ξ, η, un(ξ, η))| ≤ |u(ξ, η) − un−1(ξ, η)|mλ,

le second membre de l’égalité précédente est majoré par :

(
sup

(x,y)∈Kλ

|εn(x, y)|

)
+ mλ

(
sup

(x,y)∈Kλ

A(x, y)

)(
sup

(x,y)∈Kλ

|u(x, y) − un−1(x, y)|

)
,

c’est-à-dire par :

(
sup

(x,y)∈Kλ

|εn(x, y)|

)
+ mλ

(
2λ′ × λ

)
(

sup
(x,y)∈Kλ

|εn−1(x, y)|

)
,

qui tend donc vers 0 quand n tend vers +∞. Il en résulte donc que :

u(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη

pour (x, y) ∈ Kλ ∩ {(x, y), 0 ≤ y, g (y) ≤ x} = K−
1,λ.

a12) Unicité.

Soit W une autre solution de :

u(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη.

Posant : ∆ = W − u, nous obtenons :

∆(x, y) =

∫∫

D(x,y,g)
(F (ξ, η, W (ξ, η)) − F (ξ, η, u(ξ, η))) dξdη.
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Soit (x, y) ∈ Kλ, puisque D(x, y, g) ⊂ Kλ, nous avons :

|∆(x, y)| ≤

∫∫

D(x,y,g)
mλ |W (ξ, η) − u(ξ, η)| dξdη ≤ mλ

∫∫

D(x,y,g)
|∆(ξ, η)| dξdη.

Comme g(y) ≤ x

|∆(x, y)| ≤ mλ

∫ x

g(y)

∫ y

0
|∆(ξ, η)| dηdξ ≤ mλ

∫ g(λ)

g(−λ)

∫ y

0
|∆(ξ, η)| dηdξ

≤ mλ

∫ y

0
(

∫ g(λ)

g(−λ)
|∆(ξ, η)| dξ)dη

≤ mλ

∫ y

0
(

∫ g(λ)

g(−λ)
sup

ξ∈[0;2λ]
|∆(ξ, η)| dξ)dη.

Pour tout y ∈ [0, λ] posons :

E(y) = sup
ξ∈[0;2λ]

|∆(ξ, y)| ,

alors :

|∆(x, y)| ≤ mλ

∣∣∣∣∣

∫ y

0

∫ g(λ)

−g(−λ)
E(η)dξdη

∣∣∣∣∣ ≤ mλ2λ′

∣∣∣∣
∫ y

0
E(η)dη

∣∣∣∣ ,

de sorte que :

∀Y ∈ y ∈ [0; f(λ)] , E(y) ≤ mλ2λ′

∣∣∣∣
∫ y

0
E(η)dη

∣∣∣∣ ,

ainsi d’après le lemme de GRONWALL : E = 0 d’où ∆ = 0, ce qui prouve l’unicité de u

dans K−
1,λ, solution que nous noterons v−λ .

a2) Cas (2) : x ≤ g (y) .

On a :

∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ g(y)

x

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ = −

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ.

Ce cas se traite donc de façon semblable.

b) y ≤ 0.
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Dans le cas y ≤ 0 faisons le changement de variables :





X = −x

Y = −y

c’est-à-dire que nous inversons le sens des axes (symétrie de centre O). Alors on a : Y ≥ 0

et : h(Y ) = −g(−Y ). Le compact Qλ = [h(−λ);h(λ)] × [−λ; λ] est le transformé de Kλ et

h(λ) = −g(−λ).

On a donc maintenant :




g (y) ≤ x ⇔ Y ≥ h(X) ; D(X, Y, h) = D(−X,−Y, g) = rectangle(MNQP ) ;

g (y) ≥ x ⇔ Y ≤ h(X) ; D(X, Y, h) = D(−X,−Y, g) = rectangle(MPQN).

b1) Si x ≤ g (y) alors :

∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ g(y)

x

(∫ 0

y

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ =

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ.

b2) Si g (y) ≤ x alors :

∫∫

D(x,y,g)

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dξdη =

∫ x

g(y)

(∫ 0

y

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ = −

∫ x

g(y)

(∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(ξ, η)dη

)
dξ.

Le changement de variables donne alors :

u(x, y) = u(−X,−Y ) = u0(−X,−Y ) +

∫∫

D(−X,−Y,g)
F (−ξ,−η, u(−ξ,−η))dξdη,

qui est de la forme :

U(X,Y ) = U0(X,Y ) +

∫∫

D(X,Y,h)
F(ξ, η, u(ξ, η))dξdη.
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La résolution se traite donc comme les cas précédents avec :

‖Vn‖∞,Kλ
≤ mn−1

λ Φλ
[(2λ)h(λ)]n

n!
=

Φλ

mλ

[(2λ′)mλλ]n

n!
≤

Φλ

mλ

[(2λ′)mλλ]n

n!
,

u(x, y) = U(−x,−y).

c) Existence d’une solution globale.

Nous avons quatre cas :

le cas : (0 ≤ y et g (y) ≤ x) et le cas : (0 ≤ y et x ≤ g (y)),

le cas : (y ≤ 0 et x ≤ g (y)) et le cas : (y ≤ 0 et g (y) ≤ x).

Finalement, si on pose :

K−
1,λ = Kλ ∩ {(x, y), 0 ≤ y et g (y) ≤ x} ,

K+
2,λ = Kλ ∩ {(x, y), y ≤ 0 et x ≤ g (y)} ,

K+
1,λ = Kλ ∩ {(x, y), 0 ≤ y et x ≤ g (y)} ,

K−
2,λ = Kλ ∩ {(x, y), y ≤ 0 et g (y) ≤ x}

et si on appelle :

v−λ la solution dans K−
1,λ,

w+
λ la solution dans K+

2,λ,

v+
λ la solution dans K+

1,λ,

w−
λ la solution dans K−

2,λ,
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on peut alors poser :

uλ(x, y) =





v−λ (x, y) pour (x, y) ∈ K−
1,λ

w+
λ (x, y) pour (x, y) ∈ K+

2,λ

v+
λ (x, y) pour (x, y) ∈ K+

1,λ

w−
λ (x, y) pour (x, y) ∈ K−

2,λ.

(6)

v−λ et v+
λ se raccordent sur γ car v−λ (g (y, y)) = v+

λ (g (y, y)) = ψ(y),

w−
λ et w+

λ se raccordent sur γ car w−
λ (g (y, y)) = w+

λ (g (y, y)) = ψ(y),

w−
λ et v−λ se raccordent sur (y = 0) car v−λ (x, 0) = w−

λ (x, 0) = ϕ(x),

w+
λ et v+

λ se raccordent sur (y = 0) car v+
λ (x, 0) = w+

λ (x, 0) = ϕ(x),

ce qui assure l’existence et l’unicité de la solution uλ dans Kλ = K−
1,λ ∪K+

2,λ ∪K+
1,λ ∪K−

2,λ.

d) Il reste à prouver que ce procédé donne bien une solution globale continue u dans R
2,

c’est-à-dire qui vérifie (P ′
int).

Si λ2 > λ1 alors Kλ1 ⊂ Kλ2 ; il faut donc encore montrer que uλ2|Kλ1
= uλ1 .

Or :

∀(x, y) ∈ Kλ2 , uλ2(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, uλ2(ξ, η))dξdη

et cette égalité a lieu a fortiori pour (x, y) ∈ Kλ1 . On a donc :

uλ2|Kλ1
(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, uλ2|Kλ1

(ξ, η))dξdη.

Autrement dit : uλ2|Kλ1
vérifie (4) dans Kλ1 et y cöıncide donc avec son unique solution

uλ1 .

Pour tout (x, y) ∈ R
2, on peut alors poser :

u(x, y) = uλ(x, y)

= u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, u(ξ, η))dξdη (7)
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où uλ vérifie (4) dans Kλ et (x, y) ∈ Kλ.

La définition de u par (7) étant indépendante du compact Kλ donne finalement la

solution globale unique de (P ′
int) ou (P ′

∞). ¤

Au chapitre 6, on aura besoin des estimations précisées par le résultat suivant.

2.2.1.2. Proposition

Avec les notations précédentes, pour tout compact K ⋐ R
2, il existe Kλ ⋐ R

2, contenant

K, tel que :

(i) mλ = sup
(x,y)∈Kλ; t∈R

∣∣∂F
∂z

(x, y, t)
∣∣ ; Φλ = ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ

+ mλ ‖u0‖∞,Kλ
;

(ii) ‖u‖∞,K ≤ ‖u‖∞,Kλ
≤ ‖u0‖∞,Kλ

+
Φλ

mλ
exp[2λ′mλλ].

Démonstration.

On a :

un(x, y) = u0(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, un−1(ξ, η))dξdη, n ≥ 1,

u0(x, y) = ψ(y) + ϕ(x) − ϕ(g(y)),

uλ(x, y) =





v−λ (x, y) pour (x, y) ∈ K−
1,λ

w+
λ (x, y) pour (x, y) ∈ K+

2,λ

v+
λ (x, y) pour (x, y) ∈ K+

1,λ

w−
λ (x, y) pour (x, y) ∈ K−

2,λ.

Comme :

Φλ = ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
+ mλ ‖u0,ε‖∞,Kλ

,

Vn = un − un−1,

d’après la démonstration du théorème 2.2.1.1., nous avons :

∀n ∈ N
∗, ‖Vn‖∞,K−

1,λ
≤ mn−1

λ Φλ
[(2λ′)λ]n

n!
=

Φλ

mλ

[[2λ′mλλ]]n

n!

49



et par conséquent :

‖u‖∞,K−

1,λ
≤ ‖u0‖∞,K−

1,λ
+

∞∑

n=1

‖Vn‖∞,K−

1,λ
≤ ‖u0‖∞,K−

1,λ
+

Φλ

mλ
exp[[2λ′mλλ]].

On en déduit que :

‖u‖∞,K−

1,λ
≤ ‖u0‖∞,K−

1,λ
+

Φλ

mλ
exp[2λ′mλλ]]

et de même :

‖u‖∞,K+
2,λ

≤ ‖u0‖∞,K+
2,λ

+
Φλ

mλ
exp[2λ′mλλ],

‖u‖∞,K+
1,λ

≤ ‖u0‖∞,K+
1,λ

+
Φλ

mλ
exp[2λ′mλλ],

‖u‖∞,K−

2,λ
≤ ‖u0‖∞,K−

2,λ
+

Φλ

mλ
exp[2λ′mλλ].

Donc :

‖u‖∞,Kλ
≤ ‖u0‖∞,Kλ

+
Φλ

mλ
exp[2λ′mλλ],

d’où :

‖u‖∞,K ≤ ‖u‖∞,Kλ
≤ ‖u0‖∞,Kλ

+
Φλ

mλ
exp[2λ′mλλ].

¤
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Deuxième partie

Algèbres de fonctions généralisées
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Chapitre 3

Les algèbres de fonctions

généralisées

Les algèbres de fonctions généralisées sont l’outil adéquat pour résoudre les problèmes

différentiels non linéaires à données irrégulières. Pour choisir une structure algébrique adaptée

au problème de Cauchy considéré nous utilisons les résultats et les notations de Marti [8],

[9], [10] et [11].

3.1 Les (C, E ,P) algèbres

3.1.1 Structure algébrique

3.1.1.1. Notations

a) On se donne :

1. un ensemble Λ d’indices,

2. un sous-anneau A de l’anneau K
Λ, (K = R ou C),

3. A+ = {(rλ)λ ∈ A, rλ ≥ 0},
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4. la propriété suivante de ”stabilité par majoration” pour A :

Si la famile (sλ)λ ∈ K
Λ vérifie :

(|sλ|)λ ≤ (rλ)λ (i.e. : pour tout λ, |sλ| ≤ rλ) où (rλ)λ ∈ A+, alors (sλ)λ appartient à

A,

5. un idéal IA de A avec la même propriété,

6. un faisceau E de K-algèbres topologiques sur un espace topologique X, tel que pour

chaque ouvert Ω de X, la topologie de E(Ω) soit définie par la famille P(Ω) = (pi)i∈I(Ω) de

semi-normes vérifiant

∀i ∈ I(Ω),∃(j, k, C) ∈ I(Ω) × I(Ω) × R
∗
+,∀f, g ∈ E(Ω) : pi(fg) ≤ Cpj(f)pk(g),

7. si Ω1, Ω2 sont deux ouverts de X tels que Ω1 ⊂ Ω2, alors

I(Ω1) ⊂ I(Ω2) et si ρ2
1 est l’opérateur de restriction E(Ω2) → E(Ω1) pour tout pi ∈ P(Ω1)

la semi-norme p̃i = pi ◦ ρ2
1 prolonge pi à P(Ω2).

8. Soit F = (Ωh)h∈H une famille quelconque d’ouverts de X et Ω = ∪
h∈H

Ωh. Alors,

pour tout pi ∈ P(Ω), i ∈ I(Ω), il existe une sous famille finie de F : Ω1, Ω2, ...,Ωn(i) et des

semi-normes p1 ∈ P(Ω1), p2 ∈ P(Ω2), ..., pn(i) ∈ P(Ωn(i)), telles que, pour tout u ∈ E(Ω)

pi (u) ≤ p1

(
u|Ω1

)
+ p2

(
u|Ω2

)
+ ... + pn(i)

(
u|Ωn(i)

)

b) On pose alors :

H(A,E,P)(Ω) = {(uλ)λ ∈ [E(Ω)]Λ | ∀i ∈ I(Ω), ((pi(uλ))λ ∈ A+}

J(IA,E,P)(Ω) =
{

(uλ)λ ∈ [E(Ω)]Λ | ∀i ∈ I(Ω), (pi(uλ))λ ∈ I+
A

}

C = A/IA.

c) Remarque : On voit aisément que A+ n’est pas un sous-anneau de A, mais qu’il est

stable pour l’addition et le produit. Il en est de même pour I+
A .
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3.1.1.2. Proposition

Si |A| =
{
(|rλ|)λ ∈ R

Λ
+ : (rλ)λ ∈ A

}
et |IA| =

{
(|rλ|)λ ∈ R

Λ
+ : (rλ)λ ∈ IA

}
sont respec-

tivement des sous ensembles de A et de IA alors |A| = A+ et |IA| = I+
A .

Démonstration évidente car on a manifestement A+ ⊂ |A| et I+
A ⊂ |IA| .

3.1.1.3. Proposition. Voir [12] et [13].

Sous les hypothèses de la proposition précédente, on a :

(i) H(A,E,P) est un faisceau de sous algèbres du faisceau εΛ ;

(ii) J(IA,E,P)est un faisceau d’idéaux de H(A,E,P).

Démonstration abrégée.

On utilise le fait que E et EΛ sont déjà des faisceaux d’algèbres. En utilisant la donnée

7, on montre que H(A,E,P) (et J(IA,E,P)) est un préfaisceau (propriété de restriction). La

localisation n’exige pas d’hypothèse mais, pour le recollement des morceaux, on utilise la

donnée 8 qui est une généralisation de ce qui se passe pour E = C∞.

3.1.1.4. Proposition

Sous les hypothèses de la proposition précédente on a :

le faisceau constant H(A,K,|.|)/J(IA,K,|.|) est exactement le faisceau C = A/IA.

Démonstration évidente à partir de H(A,K,|.|) = A et J(IA,K,|.|) = IA.

3.1.1.5. Définition

On peut donc appeler (C, E ,P)-algèbre l’algèbre quotient

A = H(A,E,P)/J(IA,E,P)

et on note [uλ] la classe définie par le représentant (uλ)λ∈Λ .
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3.1.1.6. Remarque

Dans le contexte des (C, E ,P)-algèbres, il est démontré que si |A| = A+, alors

H(A,K,|.|)/J(IA,K,|.|) = A/IA = C.

Mais le premier terme est a priori une (C, K, |.|)-algèbre et le second un anneau de constantes

généralisées, qui se trouve donc être aussi une algèbre. En fait, on peut le voir directement

au moyen de la proposition suivante :

3.1.1.7. Proposition

Si A est un sous anneau de K
Λ, (K = R ou C), stable par majoration, avec en plus

|A| = A+, alors A est une K-sous algèbre de K
Λ.

Démonstration.

Il suffit de démontrer que A reste stable par multiplication avec les éléments de K.

On prend donc s dans K et (rλ)λ dans A. Mais K
Λ est un K-espace vectoriel dans lequel

on a :

s. (rλ)λ = (sλ)λ (rλ)λ = (srλ)λ .

Mais encore il existe n ∈ N tel que : |s| ≤ n de sorte que :

|srλ| ≤ |nrλ| = |rλ + ... + rλ|= |τλ|

où τλ ∈ A.

On a donc : |srλ| ∈ |A| et comme |A| = A+, on a bien : s. (rλ)λ ∈ A. ¤
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3.1.2 Opérations et propriétés

3.1.2.1. Anneaux surgénérés

Dans la pratique, l’anneau A et l’idéal IA sont surgénérés par des familles finies d’éléments

selon la définition suivante :

Soit

Bp =
{
(rn,λ)

λ
∈ (R∗

+)Λ, n = 1, 2, ..., p
}

et B l’ensemble des éléments de (R∗
+)Λ obtenus comme produits, quotients et combinaisons

linéaires à coefficients dans R
∗
+, des éléments de Bp. On définit :

A =
{
(aλ)λ ∈ K

Λ | ∃ (bλ)λ ∈ B : |aλ| ≤ bλ

}
.

Il est aisé de voir que A est un sous anneau de K
Λ stable par majoration et qu’en plus :

A+ = |A|, d’où

3.1.2.2. Définition

Dans la situation précédente A est dit surgénéré par Bp. Si IA est un idéal de A avec

la même propriété de stabilité par majoration, on dit que C = A/IA est surgénéré par Bp.

3.1.2.3. Exemple

Comme idéal “canonique” de A on peut prendre :

IA =
{
(aλ)λ ∈ K

Λ | ∀ (bλ)λ ∈ B : |aλ| ≤ bλ

}
.

3.1.2.4. Le procédé d’association

Supposons Λ filtrant à gauche pour la relation d’ordre partiel donnée ≺ .

Notons :
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• Ω un ouvert quelconque de X,

• E un faisceau de K-espaces vectoriels topologiques contenant E comme sous-faisceau,

• Φ une application de Λ vers K telle que (Φ (λ))λ = (Φλ)λ soit un élément de A.

Supposons aussi :

J(IA,E,P)(Ω) ⊂



(uλ)λ ∈ H(A,E,P)(Ω) : lim

E(Ω)
Λ

uλ = 0



 .

Alors, pour u = [uλ] et v = [vλ] ∈ E(Ω), on définit la Φ-E association.

3.1.2.5. Définition

On note :

u
Φ
≈

E(Ω)
v

la Φ-E association entre u et v définie par :

lim
E(Ω)

Λ

Φλ(uλ − vλ) = 0.

C’est-à-dire, pour chaque voisinage V de 0 pour la E-topologie, il existe λ0 ∈ Λ tel que :

λ ≺ λ0 =⇒ Φλ(uλ − vλ) ∈ V.

Pour vérifier que la condition ci-dessus est indépendante des représentants de u et v, nous

devons montrer que si lim
E(Ω)

Λ

Φλ(wλ) = 0 pour (wλ)λ ∈ H(A,E,P)(Ω), alors, pour tout (iλ)λ ∈

J(IA,E,P)(Ω), lim
E(Ω)

Λ

Φλ(wλ + iλ) = 0.

Pour prouver cette dernière condition, il suffit de montrer que :

(Φλiλ)λ ∈ J(IA,E,P)(Ω).

Mais pour chaque i ∈ I(Ω), nous avons pi(Φλ (iλ)) = |Φλ| pi(iλ). Et compte tenu des

définitions et de la propriété de stabilité données ci-dessus, nous avons |Φλ|λ ∈ A+ et

(pi(iλ))λ ∈ I+
A . Alors nous avons aussi (|Φλ| pi(iλ))λ ∈ I+

A , ce qui montre la condition

voulue.
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3.1.2.6. Remarque

Nous pouvons aussi définir un procédé d’association entre u = [uλ] ∈ E(Ω) et T ∈ E(Ω)

en écrivant simplement

u ∼ T ⇐⇒ lim
E(Ω)

Λ

uλ = T.

Alors, en prenant E = D′, E = C∞, Λ =]0, 1], nous retrouvons le procédé d’association

défini dans la littérature [1] et [3].

3.1.2.7. Remarque : Relation entre anneau unitaire et injection

Il est montré dans [11] qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un

morphisme canonique de faisceau d’algèbres de E dans A est que l’anneau A soit unitaire.

Si, de plus :

IA ⊂

{
(aλ)λ ∈ A : lim

Λ
aλ = 0

}

et, pour chaque Ω, la P (Ω) topologie de E (Ω) est séparée, ce morphisme est injectif.

3.2 Une algèbre adaptée au problème de Cauchy généralisé

La première étape est de relier le problème et ses données à des paramètres algébriques

et topologiques permettant la construction d’une (C,E ,P) algèbre appropriée.

3.2.1 Le faisceau A

3.2.1.1. Définition

Nous choisissons E = C∞, X = R
d pour d = 1, 2, E = D′ et Λ =]0, 1]. Pour tout Ω,

ouvert de R
d, E(Ω) est muni de la P(Ω) topologie de la convergence uniforme de toutes

les dérivées sur les espaces compacts de Ω. Cette topologie peut être définie par la famille
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de semi-normes PK,l(uε) = sup
|α|≤l

(
sup
x∈K

|Dαuε(x)|

)
avec K ⋐ Ω et Dα = ∂α1+α2+...+αd

∂z
α1
1 ...∂z

αd
d

pour

z = (z1, ..., zd) ∈ Ω, l ∈ N et α = (α1, ..., αd) ∈ N
d.

On vérifie qu’elle est compatible avec la structure d’algèbre de E(Ω) car :

∀K ⋐ Ω,∀α ∈ N
d,∃C > 0,∀f, g ∈ C∞(Ω), PK,l(fg) ≤ PK,l(f)PK,l(g).

On pose : PK,α(uε) = sup
x∈K

|Dαuε(x)|, donc : PK,l(uε) = sup
|α|≤l

(PK,α(uε)).

On prend Λ =]0, 1] et on indexe par ε au lieu de λ.

Soit A un sous anneau de l’anneau R
Λ des familles de réels muni des lois habituelles et

IA un idéal de A tels que A et IA soient stables par majoration. On suppose que (1)ε ∈ A.

Pour simplifier, on notera X = H(A,C∞,P), N = J(IA,C∞,P) et A = X/N .

On pose :

X (Ω) =
{

(uε)ε ∈ [C∞(Ω)]Λ : ∀K ⋐ Ω,∀l ∈ N, (PK,l(uε))ε
∈ A+

}
,

N (Ω) =
{

(uε)ε ∈ [C∞(Ω)]Λ : ∀K ⋐ Ω,∀l ∈ N, (PK,l(uε))ε
∈ I+

A

}
.

L’anneau des constantes généralisées associé à l’algèbre quotient n’est autre que l’anneau

quotient C = A/IA. Enfin, la dérivation généralisée Dα : u(= [uε]) 7→ Dαu = [Dαuε], muni

A(Ω) d’une structure d’algèbre différentielle.

3.2.1.2. Exemple

Si on considère :

A = R
Λ
M =

{
(mε)ε ∈ R

Λ : ∃p ∈ R
∗
+,∃C ∈ R

∗
+,∃µ ∈]0, 1],∀ε ∈]0, µ], |mε| ≤ Cε−p

}

et l’idéal :

IA =
{
(mε)ε ∈ R

Λ : ∀q ∈ R
∗
+,∃D ∈ R

∗
+,∃µ ∈]0, 1],∀ε ∈]0, µ], |mε| ≤ Dεq

}
,

alors A
(
R

d
)

= G
(
R

d
)

est l’algèbre des fonctions généralisées de Colombeau.

59



3.2.2 Stabilité de A(R2) par une application

On étend la notation F (., ., u) au cas où u est une fonction généralisée de la variable x,

x ∈ R
2 et F ∈ C∞(R3, R), de la manière suivante :

3.2.2.1. Définition

Soit Ω un ouvert de R
2 et F ∈ C∞(Ω×R, R). On dit que l’algèbre A (Ω) est stable par

F si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout K ⋐ R
2, pour tout l ∈ N, pour tout (uε)ε ∈ C∞(Ω)]0,1], il existe une suite

finie positive C1, C2, ..., Cl, telle que :

PK,l(F (., ., uε)) ≤
∑l

i=0
CiP

i
K,l(uε);

(ii) Pour tout K ⋐ R
2, pour tout l ∈ N, pour tout (vε)ε ∈ X (Ω), (uε)ε ∈ X (Ω), il existe

une suite finie positive D1, D2, ..., Dl, telle que :

PK,l(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤
∑l

j=0
DjP

j
K,l(vε − uε).

3.2.2.2. Conséquence

Si A (Ω) est stable par F alors :

(i) Pour tout K ⋐ R
2, pour tout l ∈ N, pour tout (uε)ε ∈ C∞(Ω)]0,1], on a :

(PK,l(uε))ε
∈ A+ =⇒ (PK,l(F (., ., uε)))ε

∈ A+;

(ii) Pour tout K ⋐ R
2, pour tout l ∈ N, pour tout (vε)ε ∈ X (Ω), (uε)ε ∈ X (Ω), on a :

(PK,l(vε − uε))ε
∈ I+

A =⇒ (PK,l(F (., ., vε) − F (., ., uε)))ε
∈ I+

A .
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3.2.2.3. Conséquence

Si A (Ω) est stable par F alors, pour tout (uε)ε ∈ X (Ω) et tout (iε)ε ∈ N (Ω), on a :

(i) (F (., ., uε))ε ∈ X (Ω),

(ii) (F (., ., uε + iε) − F (., ., uε))ε ∈ N (Ω).

3.2.2.4. Exemple

Soit F ∈ C∞(R2, R) définie par : F (x, y, z) =
z

1 + z2
, alors A

(
R

2
)

est stable par F .

Démonstration. :

On pose :

f(z) =
z

1 + z2
,

Φǫ (x, y) = F (x, y, uε (x, y)) =
uε (x, y)

1 + u2
ε (x, y)

.

a) Etude de f .

Pour tout réel z on a :

f(z) =
z

1 + z2
=

i

2

(
1

1 + iz
−

1

1 − iz

)
.

On pose :

gα(z) =
1

1 + αz
,

avec : α = i ou α = −i.

Montrons par récurrence que, pour tout entier n ≥ 1, on a :

g(n)
α (z) =

(−1)n (n!)αn

(1 + αz)n+1 .
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On a :

g′α(z) =
−α

(1 + αz)2
.

Supposons que :

g(n)
α (z) =

(−1)n (n!)αn

(1 + αz)n+1 ,

alors :

g(n+1)
α (z) = (−1)n (n!)αn

[
− (n + 1) (1 + αz)n α

(1 + αz)2n+2

]
=

(−1)n+1 ((n + 1)!)αn+1

(1 + αz)n+2 ,

donc, d’après le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n ≥ 1.

On a :

f (n)(z) =
i

2

(
g
(n)
i (z) − g

(n)
−i (z)

)
,

et, pour α = i ou α = −i, on a :

∣∣∣g(n)
α (z)

∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
(−1)n (n!)αn

(1 + αz)n+1

∣∣∣∣ ≤ (n!)
|i|n

(1 + z2)n+1 ≤ n!,

donc :

∣∣∣f (n)(z)
∣∣∣ ≤

1

2

(∣∣∣g(n)
i (z)

∣∣∣ +
∣∣∣g(n)

−i (z)
∣∣∣
)
≤ n!.

Toutes les dérivées sucessives de f sont donc bornées sur R, et pour tout entier n :

sup
z∈R

∣∣∣f (n)(z)
∣∣∣ ≤ n!.

b) Montrons que pour tout n, il existe Cr,n > 0, 1 ≤ r ≤ n, tels que l’on ait :

PK,n (F (., ., uε)) ≤
∑r=n

r=1
Cr,nP r

K,n (uε) .

Dans l’expression de Φǫ (x, y) = F (x, y, uε (x, y)), x et y ont des rôles semblables donc

l’étude de
∂nΦε

∂xk∂yn−k
est semblable à celle de

∂nΦε

∂xn−k∂yk
. Il suffit alors de prouver la relation

pour
∂nΦε

∂xn
.
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b1) Majoration de PK,1 (F (., ., uε)).

On a :

∂Φε

∂x
(x, y) = f ′(uε (x, y))

∂uε

∂x
(x, y) ,

d’où :

∀K ⋐ R
2, PK,(1,0) (F (., ., uε)) ≤ PK,(1,0) (uε) .

Par conséquent :

∀K ⋐ R
2, PK,1 (F (., ., uε)) ≤ PK,1 (uε) .

b2) Majoration de PK,2 (F (., ., uε)).

Pour tout K ⋐ R
2, on a :

∂2Φε

∂x∂y
(x, y) = f (2)(uε (x, y))

∂uε

∂y
(x, y)

∂uε

∂x
(x, y) + f ′(uε (x, y))

∂2uε

∂x∂y
(x, y) ,

d’où :

PK,(1,1) (F (., ., uε)) ≤ 2P 2
K,1 (uε) + PK,2 (uε) ≤ 2P 2

K,2 (uε) + PK,2 (uε) .

On a :

∂2Φε

∂x2
(x, y) = f (2)(uε (x, y))

(
∂uε

∂x

)2

(x, y) + f ′(uε (x, y))
∂2uε

∂x2
(x, y) ,

d’où :

PK,(2,0) (F (., ., uε)) ≤ 2P 2
K,1 (uε) + PK,2 (uε) ≤ 2P 2

K,2 (uε) + PK,2 (uε) .

Par conséquent :

∀K ⋐ R
2, PK,2 (F (., ., uε)) ≤ 2P 2

K,2 (uε) + PK,2 (uε) .

b3) Majoration de PK,3 (F (., ., uε)).
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Pour tout K ⋐ R
2, on a :

∂3Φε

∂x2∂y
(x, y) = f (3)(uε (x, y))

∂uε

∂y
(x, y)

(
∂uε

∂x

)2

(x, y) + f (2)(uε (x, y))
∂uε

∂y
(x, y)

∂2uε

∂x2
(x, y)

+ 2f (2)(uε (x, y))
∂uε

∂x
(x, y)

∂2uε

∂x∂y
(x, y) + f ′(uε (x, y))

∂3uε

∂2x∂y
(x, y) ,

d’où :

PK,(2,1) (F (., ., uε)) ≤ 3!P 3
K,1 (uε) + 3.2!PK,1 (uε)PK,2 (uε) + PK,3 (uε) .

On a :

∂3Φε

∂x3
(x, y) = f (3)(uε (x, y))

(
∂uε

∂x

)3

(x, y) + 3f (2)(uε (x, y))
∂uε

∂x
(x, y)

∂2uε

∂x2
(x, y)

+ f ′(uε (x, y))
∂3uε

∂x3
(x, y) ,

d’où :

PK,(3,0) (F (., ., uε)) ≤ 6P 3
K,1 (uε) + 3.2!PK,1 (uε)PK,2 (uε) + 1PK,3 (uε) .

Par conséquent, pour tout K ⋐ R
2 :

PK,3 (F (., ., uε)) ≤ 6P 3
K,1 (uε) + 6PK,1 (uε)PK,2 (uε) + PK,3 (uε)

≤ 6P 3
K,3 (uε) + 6P 2

K,3 (uε) + PK,3 (uε) .

b4) Lemme :

La dérivée n-ième (f ◦ u)(n) de f ◦ u s’écrit sous la forme :

(f ◦ u)(n) =

n∑

r=1

∑

i1≥...≥ir
i1+...+ir=n

ti1,...,irf
(r) ◦ u.

r∏

k=1

u(ik)

où les coefficients ti1,...,ir sont des entiers naturels.
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Nous avons donc, pour α = n et β = 0 :

∂nΦε

∂xn
(x, y) =

n∑

r=1

∑

i1≥...≥ir
i1+...+ir=n

(ti1,...,ir) f (r)(uε (x, y))

r∏

k=1

∂ikuε

∂xik
(x, y) ,

Pour tout K ⋐ R
2, pour tout ik ∈ N, ik ≤ n, pour tout r ∈ N,

sup
(x,y)∈K)

∣∣∣f (r)(uε (x, y))
∣∣∣ ≤ r! ≤ n!,

donc :

max
1≤ik≤n

(
sup

(x,y)∈K)

∣∣∣f (ik)(uε (x, y))
∣∣∣
)

≤ n!.

On a :

sup
(x,y)∈K)

∣∣∣∣
∂ikuε

∂xik
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ PK,ik (uε) ≤ PK,n (uε)

et :

sup
(x,y)∈K)

(∣∣∣∣∣

r∏

k=1

∂ikuε

∂xik
(x, y)

∣∣∣∣∣

)
≤ P r

K,n (uε) ,

donc :

sup
(x,y)∈K)

∣∣∣∣∣(ti1,...,ir) f (r)(uε (x, y))
r∏

k=1

∂ikuε

∂xik
(x, y)

∣∣∣∣∣ ≤ (ti1,...,ir)n!P r
K,n (uε) .

Par conséquent :

sup
(x,y)∈K)

∣∣∣∣
∂nΦε

∂xn
(x, y)

∣∣∣∣ ≤
n∑

r=1




∑

i1≥...≥ir
i1+...+ir=n

(ti1,...,ir)


n!P r

K,n (uε) .

c) Montrons que : pour tout K ⋐ R
2, pour tout l ∈ N, pour tout (vε)ε, (uε)ε éléments de

X (Ω), il existe un nombre positif Dl, tel que :

PK,l(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤ DlPK,l(vε − uε).
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c1) Montrons d’abord la relation pour l = 1.

Pour tout K ⋐ R
2, pour tout (x, y) ∈ (x, y), on a :

gα(vε (x, y)) − gα(uε (x, y)) =
1

1 + αvε (x, y)
−

1

1 + αuε (x, y)

=
α (uε (x, y) − vε (x, y))

(1 + αvε (x, y)) (1 + αuε (x, y))
,

donc :

|gα(vε (x, y)) − gα(uε (x, y))| ≤
|α| |uε (x, y) − vε (x, y)|

|1 + αvε (x, y)| |1 + αuε (x, y)|
≤

|uε (x, y) − vε (x, y)|

|1 + v2
ε (x, y)| |1 + u2

ε (x, y)|

≤ |vε (x, y) − uε (x, y)| ,

car α = i ou α = −i.

Comme :

f(z) =
z

1 + z2
=

i

2
(gi (z) − g−i (z)) ,

alors :

f(vε (x, y))−f(uε (x, y)) =
i

2
[(gi (vε (x, y)) − gi (uε (x, y)) − (g−i (vε (x, y)) − g−i (uε (x, y)))]

et :

|f(vε (x, y)) − f(uε (x, y))| ≤
1

2
[|gi (vε (x, y)) − gi (uε (x, y))| + |g−i (vε (x, y)) − g−i (uε (x, y))|]

≤ |vε (x, y) − uε (x, y)| ,

par conséquent :

PK,0(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤ PK,0(vε − uε).

c2) Il suffit d’établir la relation pour gα.
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Pour tout K ⋐ R
2, pour tout (x, y) ∈ (x, y), on a :

Ψε (x, y) = gα(vε (x, y))−gα(uε (x, y)) =
−α

(1 + αvε (x, y)) (1 + αuε (x, y))
(vε (x, y) − uε (x, y))

et :

|Ψε (x, y)| ≤ |gα(vε (x, y)) − gα(uε (x, y))| ≤ |vε (x, y) − uε (x, y)| ,

donc :

sup
(x,y)∈K

|Ψε (x, y)| ≤ PK,0(vε − uε).

On pose :

hε (x, y) =
−α

(1 + αvε (x, y)) (1 + αuε (x, y))
= −αgα(vε (x, y))gα(uε (x, y)).

Donc, gα et ses dérivées successives étant bornées, pour tout entier n,
∂nhε

∂xn
est majoré sur K

par un polynôme en ‖vε‖∞,K , ‖uε‖∞,K ,

∥∥∥∥
∂vε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

,

∥∥∥∥
∂uε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

, ...,

∥∥∥∥
∂nvε

∂xn

∥∥∥∥
∞,K

,

∥∥∥∥
∂nuε

∂xn

∥∥∥∥
∞,K

,

à coeficients positifs, que nous notons dn(K,uε, vε).

Selon la formule de Leibniz pour les dérivées successives d’un produit, on a :

∂nΨε

∂xn
(x, y) = −α

i=n∑

i=0

Ci
n

∂ihε

∂xi
(x, y)

∂n−i (vε − uε)

∂xn−i
(x, y) .

Par conséquent :

sup
(x,y)∈K)

∣∣∣∣
∂nΨε

∂xn
(x, y)

∣∣∣∣ ≤
i=n∑

i=0

Ci
ndi(K,uε, vε)PK,n−i (vε − uε)

≤

(
i=n∑

i=0

Ci
ndi(K, uε, vε)

)
PK,n (vε − uε) .

On en déduit :

PK,n(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤ DnPK,n(vε − uε).

¤
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3.3 Spectre singulier paramétrique

3.3.1 Analyse des singularités distributions d’une fonction généralisée

3.3.1.1. Notations

On suppose que :

NA
D′(Ω) =

{
(uε) ∈ X (Ω), lim

ε→0
uε = 0, dans D′(Ω)

}
⊃ N (Ω).

On pose alors :

D′
A(Ω) =

{
[uε] ∈ A(Ω),∃T ∈ D′(Ω) lim

ε→0
(uε) = T , dans D′(Ω)

}
.

D′
A(Ω) est bien défini car la limite est indépendante du représentant choisi ; en effet :

lim
ε →
D′(Ω)

0
(uε + iε) = lim

ε →
D′(Ω)

0
uε + lim

ε →
D′(Ω)

0
iε = lim

ε →
D′(Ω)

0
uε puisque : lim

ε →
D′(Ω)

0
iε = 0.

D′
A(Ω) apparait comme un R-sous espace vectoriel de A(Ω).

On peut donc considérer OD′
A
“l’ensemble des x au voisinage desquels u est associée à

une distribution” :

OD′
A
(u) =

{
x ∈ Ω/∃V ∈ V(x) : u |V ∈ D′

A(V )
}

,

où V(x) est l’ensemble des voisinages de x.

3.3.1.2. Définition

Le D′-support singulier de u ∈ A(Ω) est singsuppD′(u) = SA
D′

A

(u) = Ω\OD′
A
(u).

3.3.2 Eléments d’Analyse microlocale paramétrique

Soient u ∈ A(Rd) et x ∈ R
d. Il se peut que u = [uε] ne soit pas associée à une distribution

au voisinage de x, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de voisinage ouvert Vx de x pour lequel

lim
ε→0

(uε|Vx
) appartienne à D′(Vx). [13]
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Mais dans ce cas, il se peut qu’il existe un réel r et un voisinage ouvert Vx de x tel que

lim
ε→0

(εruε|Vx
) appartienne à D′(Vx), autrement dit que [εruε] appartienne à D′

A(Vx), le sous

espace vectoriel de A(Vx) des éléments u associés à une distribution de D′(Vx).

Par exemple, prenons ϕ ∈ D(R), ϕ ≥ 0,
∫

ϕ(x)dx = 1 et uε(x) = ε−2ϕ(xε−1). Alors,

u = [uε] est une fonction généralisée de A(R) qui n’est pas (associée à) une distribution au

voisinage de 0, mais pour r ≥ 1, [εruε] en est une.

Cela conduit au concept suivant :

3.3.3 Spectre singulier paramétrique

3.3.3.1. Notations

Soit Ω un ouvert de R
d. Pour x ∈ Ω et u = [uε] ∈ A(Ω), on pose :

ND′,x(u) =
{

r ∈ R+;∃Vx ∈ V(x) : lim
ε→0

(εruε|Vx
) ∈ D′(Vx)

}

On montre que ND′,x(u) ne dépend pas de la représentation de u et que si ND′,x(u) contient

un r0 ∈ R+, il contient tous les r, r ≥ r0.

On définit alors la D′-fibre au dessus de x : ΣD′,x(u) = R+\ND′,x(u).

C’est soit un intervalle de R+ de la forme [0, r[ ou [0, r], soit R+ lui même, soit l’ensemble

vide.

On peut donc donner la définition du spectre singulier paramétrique d’une fonction

généralisée suivante :

3.3.3.2. Définition

On définit le D′-spectre singulier paramétrique de u ∈ A(Ω) comme le sous ensemble de

Ω × R+ :

SεS
A
D′

A
u =

{
(x, r) ∈ Ω × R+, r ∈ ΣD′,x(u)

}
.
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3.3.3.3. Remarque

On constate que ΣD′,x(u) = ∅ si, et seulement si, il existe un voisinage Vx de x tel que

l’on ait :

lim
ε→0

(uε|Vx
) ∈ D′(Vx),

c’est-à-dire si, et seulement si, x n’appartient pas au D′-support singulier de u : SA
D′

A

(u).

Il en résulte que la projection sur Ω de SεS
A
D′

A

u est exactement SA
D′

A

u.

3.3.4 Quelques propriétés du D′-spectre singulier paramétrique SεS
A
D′

A

u

d’une fonction généralisée u ∈ A(Ω)

3.3.4.1. Théorème

Soit u et v ∈ A(Ω). Alors on a :

SεS
A
D′

A
(u + v) = SεS

A
D′

A
(u) ∪ SεS

A
D′

A
(v) .

Démonstration.

Soit r ∈ ND′,x(u) ∩ ND′,x(v), alors il existe un Vx ∈ V(x) et un Wx ∈ V(x) tel que :

lim
ε→0

(εruε|Vx
) ∈ D′(Vx) et lim

ε→0
(εruε|Wx

) ∈ D′(Wx).

On en déduit que :

lim
ε→0

(εr (uε + vε)|Vx∩Wx
) ∈ D′(Vx ∩ Wε),

ce qui prouve qu’on a :

r ∈ ND′,x(u + v),

autrement dit que :

ND′,x(u) ∩ ND′,x(v) ⊂ ND′,x(u + v).

En passant au complémentaire par rapport à R+ on obtient alors le résultat. ¤
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3.3.4.2. Corollaire

Si u, u0, u1 sont des éléments de A(Ω) avec :

(i) u = u0 + u1,

(ii) SεS
A
D′

A

(u0) = ∅,

alors on a :

SεS
A
D′

A
(u) = SεS

A
D′

A
(u1) .

Démonstration.

Le théorème précédent et la condition (ii) permettent d’écrire :

SεS
A
D′

A
(u) ⊂ SεS

A
D′

A
(u1) .

Mais si on écrit (i) sous la forme :

u0 = u − u1,

on obtient évidemment l’inclusion inverse, d’où le résultat. ¤

3.3.4.3. Théorème

Soit u ∈ A(Ω). Alors on a, pour tout Dα, α ∈ N
d

SεS
A
D′

A
(Dαu) ⊂ SεS

A
D′

A
(u) .

Démonstration.

Soit r ∈ ND′,x(u). Il existe un Vx ∈ V(x) tel que : lim
ε→0

(εruε|Vx
) = T ∈ D′(Vx).

On en déduit que :

lim
ε→0

(εrDαuε|Vx
) = limDα

ε→0
(εruε|Vx

) = DαT ∈ D′(Vx).

Il en résulte que : ND′,x(u) ⊂ ND′,x(Dαu) ; ce qui prouve le résultat par passage au

complémentaire dans R+. ¤
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3.3.4.4. Théorème

Soient f ∈ C∞(Ω) et u ∈ A(Ω). Alors on a :

SεS
A
D′

A
(fu) ⊂ SεS

A
D′

A
(u) .

Démonstration.

Soit r ∈ ND′,x(u). Il existe un Vx ∈ V(x) tel que : lim
ε→0

(εruε|Vx
) = T ∈ D′(Vx) c’est-à-dire

que, pour tout ϕ ∈ D(Vx), on a :

lim
ε→0

∫
εruε (x)ϕ (x) dx = 〈T, ϕ〉 .

On en déduit que :

lim
ε→0

∫
εr (fuε) (x)ϕ (x) dx = lim

ε→0

∫
εruε (x) (fϕ) (x) dx = 〈T, fϕ〉 = 〈fT, ϕ〉 ,

ce qui prouve bien que :

lim
ε→0

(εrfuε|Vx
) = fT ∈ D′(Vx),

donc que r est dans ND′,x(fu).

De l’estimation

ND′,x(u) ⊂ ND′,x(fu),

on en déduit donc le résultat. ¤

3.3.4.5. Corollaire

Soit P (D) =
∑

|α|≤m

CαDα un polynôme différentiel à coefficients dans C∞(Ω).

Alors, pour tout u ∈ A(Ω) on a :

SεS
A
D′

A
(P (D)u) ⊂ SεS

A
D′

A
(u) .

Démonstration.
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Il suffit d’écrire

P (D)u =
∑

|α|≤m

CαDαu

et d’appliquer les théorèmes 3.3.4.1, 3.3.4.3., 3.3.4.4. ¤
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Troisième partie

Problèmes généralisés
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Chapitre 4

Un problème de Cauchy généralisé

4.1 Enoncé du problème

4.1.1 Problème (PG)

On reprend la formulation du problème de Cauchy posé au 1.1.1. sous la forme :

(PG)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|γ = ϕ

∂u

∂y
|γ= ψ,

où ϕ = [ϕε] et ψ = [ψε] et les hypothèses sur F , f , ϕε, ψε sont conservées mais u est

maintenant cherché dans une algèbre de fonctions généralisées A
(
R

2
)

définie au chapitre

précédent.

On suppose que A
(
R

2
)

est stable par F , que A (R) et A
(
R

2
)

sont construits sur le

même anneau de constantes généralisées.
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On suppose que les problèmes :

P∞ (ϕε, ψε)





∂2uε

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, uε(x, y))

uε (x, f(x)) = ϕε(x)

∂uε

∂y
(x, f(x)) = ψε(x)

admettent pour tout ε une solution uǫ ∈ C∞(R2).

4.1.2 Donner un sens à (PG)

Donner un sens à (PG) c’est d’abord donner un sens à :





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u) (1G)

u|γ = ϕ ∈ A (R) (2G)

∂u

∂y
|γ= ψ ∈ A (R) (3G)

lorsque u ∈ A
(
R

2
)

et γ est la sous variété lisse de R
2 définie par y = f(x).

Donner un sens à (1G), sous l’hypothèse que A
(
R

2
)

est stable par F , signifie que pour

un représentant (uε)ε de u on doit avoir, pour tout (iε)ε ∈ N
(
R

2
)

et (jε)ε ∈ N
(
R

2
)
,

(
∂2(uε + iε)

∂x∂y
− F (., ., uε + jε)

)

ε

∈ N
(
R

2
)
.

Comme :

(
∂2(uε + iε)

∂x∂y
−

∂2uε

∂x∂y

)

ε

∈ N
(
R

2
)

et que : (F (., ., uε + jε) − F (., ., uε))ε ∈ N
(
R

2
)
,

ceci se ramène à vérifier que :

(
∂2(uε)

∂x∂y
− F (., ., uε)

)

ε

∈ N
(
R

2
)
.

Donner un sens à (2G) et (3G) signifie d’abord définir u|γ et
∂u

∂y |γ

et, comme γ est une

sous variété lisse de R
2 représentable par une seule carte (γ = f(x)), on peut identifier

A (γ) et A (R) et donc u|γ à l’élément de A (R) dont un représentant est (x 7→ uε(x, f(x))ε

et
∂u

∂y |γ

à l’élément de A (R) dont un représentant est

(
x 7→

∂uε

∂y
(x, f (x))

)

ε

.
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(2G) équivaut donc à :

(x 7→ ((uε + iε)(x, f(x)) − (ϕε + αε)(x))ε ∈ N (R).

(3G) équivaut donc à :

(x 7→ ((
∂uε + iε

∂y
)(x, f(x)) − (ψε + βε)(x))ε ∈ N (R)

pour tout (iε)ε ∈ N (R2), (αε)ε ∈ N (R), (βε)ε ∈ N (R), et compte tenu que :

(x 7→ ((uε + iε)(x, f(x)) − uε(x, f(x)))ε ∈ N (R),

(x 7→ ((ϕε + αε)(x) − ϕε(x))ε ∈ N (R),

(x 7→ ((
∂uε + iε

∂y
)(x, f(x)) −

∂uε

∂y
(x, f(x)))ε ∈ N (R),

(x 7→ ((ψε + βε)(x) − ψε(x))ε ∈ N (R),

(x 7→ (jε(x) − iε(x, f(x))ε ∈ N (R),

ceci se ramène à :

(x 7→ (uε(x, f(x)) − ϕε(x)))ε ∈ N (R),

(x 7→ (
∂uε

∂y
(x, f(x)) − ψε(x))ε ∈ N (R).

En résumé, (PG) a un sens si, et seulement si, il est représenté par un (uε)εvérifiant :





(
∂2(uε)

∂x∂y
− F (., ., uε)

)

ε

∈ N
(
R

2
)

(x 7→ (uε(x, f(x)) − ϕε(x)))ε ∈ N (R)

(x 7→ (
∂uε

∂y
(x, f(x)) − ψε(x))ε ∈ N (R).

Si donc, pour tout ε, la solution uε de P∞ (ϕε, ψε) est telle que (uε)ε ∈ X (R2) alors les

relations ci-dessus sont a fortiori vraies et [uε] est une solution de (PG). ¤
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4.2 Résolution du problème

4.2.1 Résolution de (PG)

4.2.1.1. Théorème

Supposons que A
(
R

2
)

soit stable par F , supposons que A (R) et A
(
R

2
)

soient construits

sur le même anneau C = A/I de constantes généralisées. Supposons que les données du

problème (PG) vérifient les conditions ϕ ∈ A (R), ψ ∈ A (R), f ∈ C∞(R).

Alors le problème (PG) admet une unique solution u dans A
(
R

2
)
.

Démonstration.

Soit uε = SP∞(ϕε, ψε) la solution de P∞(ϕε, ψε) avec les conditions initiales ϕε ∈C∞(R)

et ψε ∈C∞(R).

D’après ce qui précède, il suffit de vérifier que (uε)ε ∈ X (R2) pour que u = [uε] soit

solution de (PG).

Toute autre solution v de (PG) est de la forme : v = [vε], où (vε)ε vérifie :




(
∂2(vε)

∂x∂y
− F (., ., vε)

)

ε

= (iε)ε ∈ N
(
R

2
)

(vε(., f(.)) − ϕε(.))ε = (αε)ε ∈ N (R)

(
∂vε

∂y
(., f(.)) − ψε(.))ε = (βε)ε ∈ N (R)

et donc l’unicité de la solution de (PG) sera la conséquence de :

(vε − uε)ε ∈ N (R2).

a) Montrons que : (uε)ε ∈ X (R2).

Il s’agit de prouver que :

∀K ⋐ R
2,∀l ∈ N, (PK,l(uε))ε

∈ A+.

Procédons par récurrence en montrant d’abord que l’on a :
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a1)

∀K ⋐ R
2,

(
PK,(0,0)(uε)

)
ε
∈ A+,

avec :

PK,(0,0)(uε) = sup
K

|uε(x)| = ‖uε‖∞,K

c’est-à-dire que la majoration d’ordre 0 est vérifiée. Posons :

u0,ε(x, y) = χε (y) − χε(f(x)) + ϕε(x)

où χε désigne une primitive de ψε ◦ f−1.

D’après la proposition 1.2.1.2., ∀K ⋐ R
2,∃Kλ ⋐ R

2, K ⊂ Kλ,

‖uε‖∞,K ≤ ‖uε‖∞,Kλ
≤ ‖u0,ε‖∞,Kλ

+
Φλ,ε

mλ
exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))].

On a
(
‖u0,ε‖∞,Kλ

)

ε
∈ A car [ϕε] et [ψε] sont des éléments de A(R).

mλ = sup
(x,y)∈Kλ; t∈R

∣∣∣∣
∂F

∂z
(x, y, t)

∣∣∣∣

est une constante ne dépendant que de F , Kλ.

c(Kλ) =
1

mλ
exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))] est une constante ne dépendant que de F , f , Kλ.

Φλ,ε = ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
+ mλ ‖u0,ε‖∞,Kλ

donc :

Φλ,ε

mλ
exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))]

= c(Kλ)Φλ,ε

= c(Kλ) ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
+ exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))] ‖u0,ε‖∞,Kλ

.

c1(Kλ) = c(Kλ) ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
est une constante ne dépendant que de F , Kλ ;

exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))] est une constante c2(Kλ) ne dépendant que de Kλ, F , f .

Par conséquent :

‖uε‖∞,K ≤ ‖uε‖∞,Kλ
≤ ‖u0,ε‖∞,Kλ

+ c1(Kλ) + c2(Kλ) ‖u0,ε‖∞,Kλ
;
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donc :

‖uε‖∞,K ≤ ‖uε‖∞,Kλ
≤ (1 + c2(Kλ)) ‖u0,ε‖∞,Kλ

+ c1(Kλ).

(
‖u0,ε‖∞,Kλ

)
ε
∈ A donc

(
(1 + c2(Kλ)) ‖u0,ε‖∞,Kλ

)
ε
∈ A (si (rε)ε ∈ A alors (crε)ε ∈ A) et

comme c1(Kλ) est une constante ((1)ε ∈ A), on en déduit que :

((1 + c2(Kλ)) ‖u0,ε‖∞,Kλ
+ c1(Kλ))ε ∈ A.

A étant stable par majoration :
(
‖uε‖∞,Kλ

)
ε
∈ A+ et donc :

(
‖uε‖∞,K

)
ε
∈ A+ c’est-à-dire :

(PK,0 (uε))ε
∈ A+.

a2) Montrons que :

(PK,1(uε))ε
∈ A+.

On a :

∂uε

∂x
(x, y) =

∂u0,ε

∂x
(x, y) +

∫ y

f(x)
F (x, η, uε(x, η))dη,

d’où :

PK,(1,0)(uε) =

∥∥∥∥
∂uε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

= sup
K

∣∣∣∣
∂uε

∂x
(x, y)

∣∣∣∣

≤ sup
K

∣∣∣∣
∂u0,ε

∂x
(x, y)

∣∣∣∣ + (f(λ) − f(−λ))

(
sup
Kλ

|F (x, η, uε(x, η))|

)
.

A
(
R

2
)

étant stable par F , il existe C > 0 tel que :

PKλ,(0,0)(F (., ., uε)) ≤ PKλ,0(F (., ., uε)) ≤ C. (1)

On a :

∂u0,ε

∂x
(x, y) = f ′(x)ψε(x) + ϕ′

ε(x),

d’où :
(∥∥∥∥

∂u0,ε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

)

ε

∈ A+
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car [ϕε] et [ψε] sont des éléments de A(R).

Donc :

PK,(1,0)(uε) ≤

∥∥∥∥
∂u0,ε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

+ C (f(λ) − f(−λ)) .

A étant stable par majoration
(
PK,(1,0)(uε)

)
ε
∈ A+.

On a :

∂uε

∂y
(x, y) =

∂u0,ε

∂y
(x, y) −

∫ f−1(y)

x

F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ,

donc :

PK,(0,1)(uε) =

∥∥∥∥
∂uε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

= sup
K

∣∣∣∣
∂uε

∂y
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ sup
K

∣∣∣∣
∂u0,ε

∂y
(x, y)

∣∣∣∣+2λ

(
sup
Kλ

|F (x, η, uε(x, η))|

)
.

On a :

∂u0,ε

∂y
(x, y) = ψε(f

−1 (y) ,

donc :
(∥∥∥∥

∂u0,ε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

)

ε

∈ A+

car [ψε] est élément de A(R) ; d’où :

PK,(0,1)(uε) ≤

∥∥∥∥
∂u0,ε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

+ C2λ

et donc, comme précédemment :

(∥∥∥∥
∂uε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

)

ε

∈ A+.

a3) Récurrence.

Supposons que, pour tout l ≤ n, on ait : (PK,l(uε))ε
∈ A+ et montrons que cela entrâıne

(PK,n+1(uε))ε
∈ A+.
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On a en fait :

PK,n+1 = max (PK,n, P1,n, P2,n, P3,n, P4,n)

avec :

P1,n = PK,(n+1,0),

P2,n = PK,(0,n+1),

P3,n = sup
α+β=n;β≥1

PK,(α+1,β),

P4,n = sup
α+β=n;α≥1

PK,(α,β+1).

a3.1) Montrons d’abord que pour tout n ∈ N,

(P1,n(uε))ε ∈ A+, (P2,n(uε))ε ∈ A+.

Comme on a :

∂uε

∂x
(x, y) =

∂u0,ε

∂x
(x, y) +

∫ y

f(x)
F (x, η, uε(x, η))dη,

on en déduit que :

∂2uε

∂x2
(x, y) =

∂2u0,ε

∂x2
(x, y) − f ′(x)F (x, f(x), ϕ(x)) +

∫ y

f(x)

∂

∂x
F (x, η, uε(x, η))dη

et par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1uε

∂xn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂xn+1
(x, y)

−
∑n−1

j=0
Cj

nf (n−j)(x)
∂j

∂xj
F (x, f(x), ϕε(x)) +

∫ y

f(x)

∂n

∂xn
F (x, η, uε(x, η))dη.

Comme on a pris K ⊂ Kλ, on peut écrire :
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sup
(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n+1uε

∂xn+1
(x, y)

∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥
∂n+1u0,ε

∂xn+1

∥∥∥∥
∞,K

+ sup
x∈[−λ,λ]

∑n−1

j=0
Cj

n

∣∣∣f (n−j)(x)
∣∣∣
∣∣∣∣

∂j

∂xj
F (x, f(x), ϕε(x))

∣∣∣∣

+ (f (λ) − f (−λ))

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
.

On a :

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
= PK,(n,0)(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)),

et :

sup
x∈[−λ,λ]

∣∣∣∣
∂j

∂xj
F (x, f(x), ϕε(x))

∣∣∣∣ ≤ PK,(j,0)(F (., ., uε))

≤ PK,(n,0)(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)),

de plus :
(∥∥∥∥

∂n+1u0,ε

∂xn+1

∥∥∥∥
∞,K

)

ε

∈ A+,

car [ϕε] et [ψε] sont des éléments de A(R).

Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout

K ⋐ R
2,

(
PK,(n+1,0) (uε)

)
ε
∈ A+.

Montrons que, pour tout n ∈ N, (P2,n(uε))ε ∈ A+.

Comme on a :

∂uε

∂y
(x, y) =

∂u0,ε

∂y
(x, y) −

∫ f−1(y)

x

F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ.
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On en déduit que :

∂2uε

∂y2
(x, y) =

∂2u0,ε

∂y2
(x, y) −

((
f−1

)′
(y)

)
F (f−1(y), y, ϕε(f

−1(y)))

−

∫ f−1(y)

x

∂

∂y
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ

et, par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1uε

∂yn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂yn+1
(x, y) −

∫ f−1(y)

x

∂n

∂yn
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ

−
∑n−1

j=0
Cj

n

(
f−1

)(n−j)
(y)

∂j

∂yj
F (f−1(y), y, ϕε(f

−1(y))).

Comme on a pris K ⊂ Kλ, on peut écrire :

sup
(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n+1uε

∂yn+1
(x, y)

∣∣∣∣

≤

∥∥∥∥
∂n+1u0,ε

∂yn+1

∥∥∥∥
∞,K

+ (2λ)

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)

+ sup
y∈[f(−λ),f(λ)]

∑n−1

j=0
Cj

n

∣∣∣
(
f−1

)(n−j)
(y)

∣∣∣
∣∣∣∣

∂j

∂yj
F (f−1(y), y, ϕε(f

−1(y)))

∣∣∣∣ .

On a :

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
= PK,(0,n)(F (., ., uε))

≤ PK,n(F (., ., uε))

et :

sup
y∈[f(−λ),f(λ)]

∣∣∣∣
∂j

∂yj
F (f−1(y), y, ϕε(f

−1(y)))

∣∣∣∣ ≤
(

sup
(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂i

∂yi
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)

≤ PK,i(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout

K ⋐ R
2 et pour tout n ∈ N,

(
PK,(0,n+1) (uε)

)
ε
∈ A+.
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a3.2) Pour α + β = n et β ≥ 1, on a maintenant :

PK,(α+1,β)(uε) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α+1,β)uε (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)D(1,1)uε (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)F (x, y, uε (x, y))
∣∣∣ = PK,(α,β−1)(F (., ., uε))

≤ PK,n−1(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

On a donc finalement :

P3,n(uε) = sup
α+β=n;β≥1

PK,(α+1,β)(uε) ≤ PK,n(F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P3,n(uε))ε ∈ A+.

De même pour α + β = n et α ≥ 1, on a :

PK,(α,β+1)(uε) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β+1)uε (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)D(1,1)uε (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)F (x, y, uε (x, y))
∣∣∣ = PK,(α−1,β)(F (., ., uε))

≤ PK,n−1(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

On a donc :

P4,n(uε) = sup
α+β=n;α≥1

PK,(α,β+1)(uε) ≤ PK,n(F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P4,n(uε))ε ∈ A+.

Finalement, on a bien :

(PK,n+1(uε))ǫ
∈ A+.
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b) Montrons que u est l’unique solution de (PG).

Soit v = [vε] une autre solution de (PG).

Il existe (iε)ε ∈ N
(
R

2
)
, (αε)ε ∈ N (R), (βε)ε ∈ N (R), tels que :





∂2vε

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, vε(x, y)) + iε(x, y)

vε (x, f(x)) = ϕε(x) + αε(x)

∂vε

∂y
(x, f(x)) = ψε(x) + βε(x).

Il est facile de voir que :

(∫∫

D(x,y,f)
iε(ξ, η))dξdη

)

ε

∈ N
(
R

2
)
.

Il existe donc (jε)ε ∈ N
(
R

2
)

tel que :

vε(x, y) = v0,ε(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη + jε(x, y),

avec : v0,ε(x, y) = u0,ε(x, y) + θε(x, y) ; où : u0,ε(x, y) = χε (y) − χε(f (x)) + ϕε(x) et :

θε(x, y) = Bε(y) − Bε(f (x)) + αε(x)

où Bε est une primitive de βε ◦ f−1. Donc (θε)ε appartient à N (R2).

Il existe donc (σε)ε ∈ N (R2) tel que :

vε(x, y) = u0,ε(x, y) + σε(x, y) −

∫∫

D(x,y,f)
F (α, β, vε(α, β))dαdβ.

b1) Posons wε = vε − uε et montrons que : (wε)ε ∈ N (R2).

Il s’agit de prouver que :

∀K ⋐ R
2,∀n ∈ N, (PK,n(wε))ε

∈ I+
A .
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Procédons par récurrence en montrant d’abord que l’on a :

(PK,1 (wε))ε
∈ IA.

On a :

wε(x, y) =

∫∫

D(x,y,f)
(−F (ξ, η, vε(ξ, η)) + F (ξ, η, uε(ξ, η))) dξdη + σε(x, y),

or :

F (ξ, η, vε(ξ, η)) − F (ξ, η, uε(ξ, η)) =

(vε(ξ, η) − uε(ξ, η))

(∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, uε(ξ, η) + θ(vε(ξ, η) − uε(ξ, η)))dθ

)
,

donc :

wε(x, y) = −

∫∫

D(x,y,f)
wε(ξ, η)

(∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, uε(ξ, η) + θ(wε(ξ, η)))dθ

)
dξdη+σε(x, y). (3)

Soit (x, y) ∈ Kλ, puisque D(x, y, f) ⊂ Kλ, si y ≥ f(x), on a :

|wε(x, y)| ≤ mλ

∫ f−1(y)

x

∫ y

f(ξ)
|wε(ξ, η)| dξdη + ‖σε‖∞,Kλ

≤ mλ

∫ +λ

−λ

∫ y

f(x)
|wε(ξ, η)| dξdη + ‖σε‖∞,Kλ

.

Posons : eε(y) = sup
ξ∈[−λ;+λ]

|wε(ξ, y)|, alors :

|wε(x, y)| ≤ mλ2λ

∫ y

f(−λ)
eε(η)dη + ‖σε‖∞,kλ

,

on en déduit :

∀y ∈ [f(−λ); f(+λ)] , si y ≥ f(x), eε(y) ≤ mλ2λ

∫ y

f(−λ)
eε(η)dη + ‖σε‖∞,Kλ

.

Rappel : Lemme de Gronwall.

Soit α : [t0, t1] → R une fonction continue positive et u0 une constante positive.
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Toute fonction f telle que : 0 ≤ f(t) ≤ u0 +
∫ t

t0
f(s)α(s)ds, vérifie l’estimée explicite :

0 ≤ f(t) ≤ u0 exp

(∫ t

t0

α(s)ds

)
.

Ainsi, d’après le lemme de Gronwall :

∀y ∈ [f(−λ); f(+λ)] , si y ≥ f(x), eε(y) ≤

(
exp(

∫ y

f(−λ)
mλ2λdη)

)
‖σε‖∞,Kλ

.

On obtient le même résultat pour y ≤ f(x), d’où, pour tout y ∈ [f(−λ); f(+λ)] :

eε(y) ≤ (exp(mλ2λ (y − f(−λ))) ‖σε‖∞,Kλ

≤ [exp(mλ(2λ)(f(λ) − f(−λ))] ‖σε‖∞,Kλ
,

par conséquent :

‖wǫ‖∞,Kλ
≤ [exp(mλ(2λ)(f(λ) − f(−λ))] ‖σε‖∞,Kλ

,

(σε)ε ∈ N (R2) donc
(
‖σε‖∞,Kλ

)
ε
∈ IA.

[exp(mλ(2λ)(f(λ) − f(−λ))] est une constante par conséquent
(
‖wε‖∞,Kλ

)
ε
∈ IA.

Ce qui entrâıne l’estimation d’ordre 0.

b2) Récurrence.

Supposons que pour tout l ≤ n, on ait : (PK,l (wε))ε
∈ I+

A et montrons que cela entrâıne

(PK,n+1 (wε))ε
∈ I+

A .

b2.1) Montrons d’abord que pour tout n ∈ N :

(P1,n (wε))ε ∈ I+
A .

On a :

∂wε

∂x
(x, y) =

∂σε

∂x
(x, y) +

∫ y

f(x)
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))) dη
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et par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1uε

∂xn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂xn+1
(x, y)

−
∑n−1

j=0
Cj

nf (n−j)(x)
∂j

∂xj
F (x, f(x), ϕε(x)) +

∫ y

f(x)

∂n

∂xn
F (x, η, uε(x, η))dη.

Donc :

∂n+1wε

∂xn+1
(x, y) =

∂n+1σε

∂xn+1
(x, y) + δε(x)+

∫ y

f(x)

∂n

∂xn
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η)) dη,

avec :

δε(x) =
∑n−1

j=0
Cj

nf (n−j)(x)

(
∂j

∂xj
F (x, f(x), ϕε(x)) −

∂j

∂xj
F (x, f(x), ϕε(x) + αε (x))

)
,

(δε)ε ∈ N (R). D’où :

PK,(n+1,0)(wε) ≤ PK,(n+1,0)(σε) + sup
x∈[−λ,λ]

|δε(x)|

+ (f (λ) − f (−λ))

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))

∣∣∣∣

)
.

On a :

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))

∣∣∣∣

)
= PK,(n,0) (F (., ., vε) − F (., ., uε))

≤ PK,n (F (., ., vε) − F (., ., uε)) .

Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, pour tout K ⋐ R
2 :

(
PK,(n+1,0)(wε)

)
ǫ
∈ I+

A .

Montrons que, pour tout n ∈ N, (P2,n(wε))ε ∈ I+
A .

On a :

∂n+1uε

∂yn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂yn+1
(x, y) −

∑n−1

j=0
Cj

n

(
f−1

)(n−j)
(y)

∂j

∂yj
F (f−1(y), y, ϕε(f

−1(y)))

−

∫ f−1(y)

x

∂n

∂yn
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ.
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Donc :

∂n+1wε

∂yn+1
(x, y) =

∂n+1σε

∂yn+1
(x, y)+µε(y)−

∫ f−1(y)

x

(
∂n

∂yn
F (x, y, vε(x, y)) −

∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

)
dξ,

avec :

µε(y) =
∑n−1

j=0
Cj

n

(
f−1

)(n−j)
(y)

(
∂j

∂yj
F (f−1(y), y, ϕε(f

−1(y)))

)

−
∑n−1

j=0
Cj

n

(
f−1

)(n−j)
(y)

(
∂j

∂yj
F (f−1(y), y, ϕε(f

−1(y)) + αε(f
−1(y))

)
,

(µε)ε ∈ N (R). D’où :

PK,(0,n+1)(wε) ≤ PK,(0,n+1)(σε) + sup
y∈[f(−λ),f(λ)]

|µε(y)|

+ (2λ)

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, vε(x, y)) −

∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
.

On a :

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, vε(x, y)) −

∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
= PK,(0,n)(F (., ., vε) − F (., ., uε))

≤ PK,(0,n)(F (., ., vε) − F (., ., uε)).

Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, pour tout K ⋐ R
2 :

(
PK,(0,n+1)(wε)

)
ǫ
∈ IA.

b2 2)

Pour α + β = n et β ≥ 1, on a :

PK,(α+1,β)(wε) = PK,(α,β−1)(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε)).

On a donc finalement :

P3,n(wε) = sup
α+β=n,β≥1

PK,(α+1,β)(wε) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε))
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et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P3,n(wε))ε ∈ I+
A .

Pour α + β = n et α ≥ 1, on a maintenant :

PK,(α,β+1)(wε) = PK,(α−1,β)(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε)).

On a donc finalement :

P4,n(wε) = sup
α+β=n,α≥1

PK,(α,β+1)(wε) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P4,n(wε))ε ∈ I+
A .

Donc pour tout l ≤ n + 1, on a :

(PK,l(wε))ǫ
∈ I+

A .

D’après le principe de récurrence, pour tout n ∈ N :

(PK,n(wε))ǫ
∈ I+

A .

Donc (wǫ)ε ∈ N (R2) ; par conséquent u est l’unique solution de (PG). ¤
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Chapitre 5

Etude qualitative de la solution

5.1 Spectre singulier paramétrique de la solution du problème

de Cauchy

5.1.1 Relation entre le D′-spectre singulier paramétrique de la solution u

et le D′-spectre singulier paramétrique de u0

5.1.1.1. Théorème

On pose u0 = [u0,ε] avec

u0,ε(x, y) = χε (y) − χε(f(x)) + ϕε(x)

où χε désigne une primitive de ψε ◦ f−1, et on suppose que :

(H2) ∀K ⋐ R
2,MF (K) = sup

(x,y)∈K,z∈R
|F (x, y, z)| < +∞.

Alors la restriction au support singulier paramétrique de u0 du D′-spectre singulier

paramétrique de la solution u du problème de Cauchy (PG) est contenue dans la restric-

tion au support singulier paramétrique de u0 du D′-spectre singulier paramétrique de u0.

Autrement dit, au dessus du support singulier de u0, il n’y a pas d’accroissement des singu-
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larités distributionnelles de u par rapport à celles de u0.

Démonstration.

Soient (x0, y0) = X ∈ SA
D′

A

u0 et r ∈ ND′,X(u0). Il résulte des définitions que l’on a :

ΣD′,X(u0) 6= ∅, et donc que ND′,X(u0) ⊂ ]0, +∞[ ce qui entrâıne r > 0.

Montrons qu’alors : r ∈ ND′,X(u).

Par définition de ND′,X(u0), il existe un voisinage VX de X tel que :

lim
ε→0

(εruε|VX

) ∈ D′(VX).

Soit g ∈ D(VX). Il existe donc une distribution T ∈ D′(VX) telle que :

lim
ε→0

∫∫

VX

εru0,ε(x, y)g(x, y)dxdy = T (g).

Montrons que :
∫∫

VX

εr [uε(x, y) − u0,ε(x, y)] g(x, y)dxdy

admet pour limite 0, quand ε tend vers 0.

Supposons encore y ≥ f(x).

Comme uε(x, y) − u0,ε(x, y) = −

∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη

et que (avec les notations précédentes) :

∣∣∣∣∣

∫∫

VX

[∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη

]
g(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣

≤ MF (suppg)

∣∣∣∣∣

∫∫

suppg

[∫∫

D(x,y,f)
dξdη

]
g(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣

≤ MF (suppg)

∣∣∣∣
∫∫

suppg

(A(x, y)) g(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤ MF (suppg)

∣∣∣∣
∫∫

suppg

(2λ |y|) g(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤ 2λMF (suppg)

∫∫

suppg

|y| |g(x, y)| dxdy < +∞,
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nous avons alors :

lim sup
ε→0

∣∣∣∣
∫∫

VX

εr [uε(x, y) − u0,ε(x, y)] g(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤ lim sup εr

ε→0

∣∣∣∣∣

∫∫

VX

[∫∫

D(x,y,f)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη

]
g(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣

≤ lim sup εr

ε→0

[
2λ (MF (suppg))

∫∫

suppg

|y| |g(x, y)| dxdy

]
= 0,

car r 6= 0. Et donc :

lim
ε→0

∫∫

VX

εruε(x, y)g(x, y)dxdy = lim
ε→0

∫∫

VX

εru0,ε(x, y)g(x, y)dxdy = T (g).

Il en résulte que :

lim
ε→0

(εruε|VX

) = lim
ε→0

(εru0,ε|VX

) ∈ D′(VX).

Nous avons donc : r ∈ ND′,X(u), ce qui prouve l’inclusion : ND′,X(u0) ⊂ ND′,X(u), et par

suite, ΣD′,X(u) ⊂ ΣD′,X(u0), par conséquent :

SεS
A
D′

A
u��
�
�S

A

D′
A

u0

⊂ SεS
A
D′

A
u

0

�
�
�
�S

A

D′
A

u0

.

¤

5.1.2 Exemples.

Prenons g ∈ D(R), g ≥ 0,
∫
R

g(x)dx = 1.

Avec les notations précédentes nous avons : ϕ = [ϕε] et χ = [χε] où χε est une primitive de

ψε ◦ f−1 et :

u0,ε(x, y) = χε (y) − χε(f(x)) + ϕε(x).

f(x) = ax, a > 0. Considérons les cas suivants :

1)

χε(y) = ε−1g(yε−1)etϕε(x) = ε−1g(xε−1),
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donc :

χε(f(x)) = ε−1g(f(x)ε−1) = ε−1ϕ(axε−1).

ND′,X(u0) = [1, +∞[, nous avons alors : SεS
A
D′

A

u ⊂ R
2 × [0, 1[.

2)

χε(x) = ε−1g(xε−1) et ϕε(x) = ε−2ϕ(xε−1) = ε−1
[
ε−1ϕ(xε−1)

]
.

ND′,X(u0) = [2, +∞[, nous avons alors : SεS
A
D′

A

u ⊂ R
2 × [0, 2[.

3)

χε(x) = g(xε−1) et ϕε(x) = g(xε−1) = ε[ε−1g(xε−1)]

ND′,X(u0) = [0, +∞[, nous avons alors : SεS
A
D′

A

u ⊂ R
2 × ∅. ¤

5.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F = 0

5.2.1 Enoncé du problème

On cherche une solution u généralisée du problème de Cauchy suivant :

(PG)





∂2

∂x∂y
u = 0

u|γ = ϕ

∂u

∂y |γ

= ψ

en considérant comme donnée la courbe γ d’équation y = f(x).

Soit :

P∞ (ϕε, ψε)





∂2uε

∂x∂y
(x, y) = 0

uε (x, f(x)) = ϕε(x)

∂uε

∂y
(x, f(x)) = ψε(x).

Avec les notations précédentes, nous avons :

ϕ = [ϕε] , ψ = [χε] et uε(x, y) = χε (y) − χε(f(x)) + ϕε(x).
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5.2.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F = 0, f(x) = ax, (a > 0)

Cas : f(x) = ax, (a > 0), ϕ ∼ δ, ψ ∼ δ,

l’association étant définie comme suit :

Considérons g paire dans D(R), vérifiant
∫
R

g(ξ)dξ = 1. Posons : ϕε(x) =
1

ε
g(

x

ε
) =

ψε(x). Alors (ϕε)ε et (ψε)ε convergent au sens des distributions vers δ. Donc ϕ = [ϕε] et

ψ = [ψε] sont bien associées à δ.

La solution de P∞ (ϕε, ψε) est définie par : uε(x, y) = χε (y) − χε(f(x)) + ϕε(x), avec :

χε (y) =

∫ y

0
ψε

(
f−1 (η)

)
dη =

∫ y

0
ψε

(η

a

)
dη = a

∫ y
a

0
ψε (t) dt = a

(
Ψε

(y

a

)
− Ψε(0)

)

où Ψε est une primitive de ψε

Donc :

uε(x, y) = aΨε

(y

a

)
− aΨε (x) + ϕε(x).

On peut choisir Ψε telle que Ψε(0) =
1

2
, de sorte que :

lim
ε →
D′(R)

0
Ψε = Y et lim

ε →
D′(R)

0

(
y 7→ Ψε

(y

a

))
= Y.

Nous avons alors la décomposition :

[uε] = [wε,1] + [wε,2] + [wε,3] ,

avec : 



[wε,1] ∼ a(1x ⊗ Yy)

[wε,2] ∼ −a (Yx ⊗ 1y)

[wε,3] ∼ δx ⊗ 1y.

¤
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Cas : f(x) = ax, (a > 0), ϕ ∼ δ, ψ = Ψ′, avec Ψ ∼ δ,

l’association étant réalisée comme suit :

Considérons g ∈ D(R), vérifiant
∫
R

g(ξ)dξ = 1. Posons : ϕε(x) =
1

ε
g(

x

ε
) = Ψε(x).

Alors (ϕε)ε et (Ψε)ε convergent au sens des distributions vers δ. On pose alors ϕ = [ϕε] et

Ψ = [Ψε] .

La solution de P∞ (ϕε, ψε) est définie par :

uε(x, y) = χε (y) − χε(f(x)) + ϕε(x) = aΨε

(y

a

)
− aΨε (x) + ϕε(x).

On calcule :

1

a

∫
Ψε

(y

a

)
dy =

1

a

1

ε

∫
g(

y

aε
)dy =

1

ε

∫
g(

x

ε
)dx = 1.

Il en résulte que :

1

a
lim

ε →
D′(R)

0

(
y 7→ Ψε

(y

a

))
= lim

ε →
D′(R)

0
Ψε = δ.

Donc :

[uε] = [wε,1] + [wε,2] + [wε,3] ,

avec : 



[wε,1] ∼ a2(1x ⊗ δy)

[wε,2] ∼ −a(δx ⊗ 1y)

[wε,3] ∼ δx ⊗ 1y,

d’où :

u ∼ a2(1x ⊗ δy) − a(δx ⊗ 1y) + δx ⊗ 1y.

¤
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Cas : f(x) = ax, (a > 0), ϕ ∼ S, ψ = Ψ′ et Ψ ∼ T ; S ∈ D′(R), T ∈ D′(R),

l’association étant réalisée en choisissant

ϕ = [gε ∗ S] et Ψ = [gε ∗ T ]

puisque

lim
ε →
D′(R)

0
(gε ∗ S)ε = S et lim

ε →
D′(R)

0
(gε ∗ T )ε = T.

On a donc ici :

uε(x, y) = χε (y) − χε(f(x)) + ϕε(x) = aΨε

(y

a

)
− aΨε (x) + ϕε(x)

= a (gε ∗ T )
(y

a

)
− a (gε ∗ T ) (x) + (gε ∗ S) (x) .

Evaluons la fonction y 7→ (gε ∗ T )
(y

a

)
sur une fonction test h ∈ D(R). Posant H(z) =

h(az), on peut écrire :

∫
(gε ∗ T )

(y

a

)
h(y)dy = a

∫
(gε ∗ T ) (z)h(az)dz.

Définissons alors T̃ ∈ D′(R) par :

< T̃ , h >= 〈aT, [z 7→ h (az)]〉 = 〈aT,H〉

D’où :

lim
ε→0

∫
(gε ∗ T )

(y

a

)
h(y)dy = lim a

ε→0

∫
(gε ∗ T ) (z)H(z)dz = 〈aT,H〉 =< T̃ , h > ,

puis :

lim
ε →
D′(R)

0

[
y 7→ (gε ∗ T )

(y

a

)]
= T̃.

Nous pouvons alors écrire la décomposition : [uε] = [wε,1] + [wε,2] + [wε,3], avec :




[wε,1] ∼ a(1x ⊗ T̃y)

[wε,2] ∼ −a(Tx ⊗ 1y)

[wε,3] ∼ Sx ⊗ 1y
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et donc :

u ∼ a(1x ⊗ T̃y) − a (Tx ⊗ 1y) + Sx ⊗ 1y .

On peut remarquer que :

< δ̃, h >= aδ [z 7→ h (az)] = ah(0) = a < δ, h >,

donc que δ̃ = aδ, il en résulte que pour T = δ, on retrouve bien le résultat précédent.

¤
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Chapitre 6

Un problème de Goursat généralisé

6.1 Enoncé du problème

6.1.1 Problème (P ′
G)

Nous cherchons une solution u du problème de Goursat :

(
P ′

G

)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

u|γ = ψ

dans une algèbre de fonctions généralisées A
(
R

2
)

définie au chapitre précédent.

On suppose que A
(
R

2
)

est stable par F , que A (R) et A
(
R

2
)

sont construits sur le

même anneau de constantes généralisées.

On suppose que les problèmes :

P ′
∞(ϕε, ψε)





∂2uε

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, uε(x, y))

uε (x, 0)) = ϕε(x)

uε (g(y), y) = ψε(y),
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admettent pour tout ε une solution uǫ ∈ C∞(R2).

6.1.2 Donner un sens à (P ′
G)

Donner un sens à (P ′
G) c’est d’abord donner un sens à :





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u) (1G)

u|(Ox) = ϕ ∈ A (R) (2G)

u|γ = ψ ∈ A (R) (3G)

lorsque u ∈ A
(
R

2
)

et γ est la sous variété lisse de R
2 définie par x = g(y).

Donner un sens à (1G), sous l’hypothèse que A
(
R

2
)

est stable par F , signifie que pour

un représentant (uε)ε de u on doit avoir, pour tout (iε)ε ∈ N
(
R

2
)

et (jε)ε ∈ N
(
R

2
)
,

(
∂2(uε + iε)

∂x∂y
− F (., ., uε) + jε

)

ε

∈ N
(
R

2
)
.

Comme :

(
∂2(uε + iε)

∂x∂y
−

∂2uε

∂x∂y

)

ε

∈ N
(
R

2
)

et que : (F (., ., uε) + jε − F (., ., uε))ε ∈ N
(
R

2
)
,

ceci se ramène à vérifier que :

(
∂2(uε)

∂x∂y
− F (., ., uε)

)

ε

∈ N
(
R

2
)
.

Donner un sens à (2G) et (3G) signifie d’abord définir u |(Ox) et u |γ et, comme γ est une

sous variété lisse de R
2 représentable par une seule carte (γ : x = g (y)), on peut identifier

A (γ) et A (R) et donc u |γ et u |(Ox) aux éléments de A (R) dont des représentants respectifs

sont (y 7→ uε (g(y), y))ε et (x 7→ uε(x, 0))ε.

(2G) équivaut donc à :

(x 7→ ((uε + iε)(x, 0) − (ϕε + αε)(x))ε ∈ N (R).

(3G) équivaut donc à :

(y 7→ ((uε+iε) (g(y), y)−(ψε+βε)(y)))ε ∈ N (R), pour tout (iε)ε ∈ N (R2), (αε)ε ∈ N (R),
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(βε)ε ∈ N (R), et, compte tenu que :

(x 7→ ((uε + iε)(x, 0) − (uε(x, 0)))ε ∈ N (R),

(x 7→ ((ϕε + αε)(x) − ϕε(x)))ε ∈ N (R),

(y 7→ ((uε + iε) (g(y), y) − uε (g(y), y))ε ∈ N (R),

(x 7→ ((ψε + βε)(x) − ψε(x)))ε ∈ N (R),

(y 7→ (jε(y) − iε (g(y), y))ε ∈ N (R)

ceci se ramène à :

(x 7→ (uε(x, 0) − ϕε(x)))ε ∈ N (R),

(y 7→ (uε (g(y), y) − ψε(y))ε ∈ N (R).

En résumé, (P ′
G) a un sens si, et seulement si, il est représenté par un (uε)εvérifiant :





∂2uε

∂x∂y
− F (., ., uε) ∈ N

(
R

2
)

(x 7→ (uε(x, 0) − ϕε(x)))ε ∈ N (R)

(y 7→ (uε (g(y), y) − ψε(y))ε ∈ N (R).

Si donc pour tout ε la solution uε de P ′
∞ (ϕε, ψε) est telle que (uε)ε ∈ X (R2) alors les

relations ci-dessus sont a fortiori vraies et [uε] est une solution de (P ′
G). ¤

6.2 Résolution du problème

6.2.1 Résolution de (P ′
G)

6.2.1.1. Théorème

Supposons que A
(
R

2
)

soit stable par F , supposons que A (R) et A
(
R

2
)

soient construits

sur le même anneau C = A/I de constantes généralisées. Supposons que les données du
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problème (P ′
G) vérifient les conditions ϕ ∈ A(R), ψ ∈ A(R), g ∈ C∞(R) ϕ = [ϕε], ψ = [ψε] ;

ψε(0) = ϕε(g(0)).

Alors le problème (P ′
G) admet une unique solution u dans A

(
R

2
)
.

Démonstration.

Supposons g (y) ≤ x.

Soit uε = SP ′
∞(ϕε, ψε) la solution de P ′

∞(ϕε, ψε) avec les conditions initiales ϕε ∈C∞(R)

et ψε ∈C∞(R) ; cela signifie que uε vérifie le problème :

P ′
∞(ϕε, ψε)





∂2uε

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, uε(x, y))

uε(x, 0) = ϕε(x)

uε (g(y), y) = ψε(y).

D’après ce qui précède, il suffit de vérifier que (uε)ε ∈ X (R2) pour que u = [uε] soit solution

de (P ′
G) .

Toute autre solution v de (P ′
G) étant de la forme : v = [vε], où (vε)ε vérifie :





∂2vε

∂x∂y
− F (., ., vε) = (iε)ε ∈ N

(
R

2
)

(x 7→ (vε(x, 0) − ϕε(x)))ε = (αε)ε ∈ N (R)

(y 7→ (vε (g(y), y) − ψε(y))ε = (βε)ε ∈ N (R),

l’unicité de la solution de (P ′
G) sera donc la conséquence de : (vε − uε)ε ∈ N (R2)

a) Montrons que : (uε)ε ∈ X (R2).

Il s’agit de prouver que :

∀K ⋐ R
2,∀l ∈ N, (PK,l(uε))ε

∈ A+.

Procédons par récurrence en montrant d’abord que l’on a :

a1)

∀K ⋐ R
2, (PK,0(uε))ε

∈ A+
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avec :

PK,0(uε) = sup
K

|uε(x)| = ‖uε‖∞,K ,

c’est-à-dire que la majoration d’ordre 0 est vérifiée.

D’après la proposition 2.2.1.2., on a : ∀K ⋐ R
2,∃Kλ ⋐ R

2, K ⊂ Kλ,

‖uε‖∞,K ≤ ‖uε‖∞,Kλ
≤ ‖u0,ε‖∞,Kλ

+
Φλ,ε

mλ
exp[2λ′mλ (2λ)].

D’où :
(
‖u0,ε‖∞,Kλ

)
ε
∈ A car [ϕε] et [ψε] sont des éléments de A(R).

mλ = sup
(x,y)∈Kλ; t∈R

∣∣∣∣
∂F

∂z
(x, y, t)

∣∣∣∣

est une constante ne dépendant que de F , Kλ.

c(Kλ) =
1

mλ
exp[4λ′mλλ] est une constante ne dépendant que de F , g, Kλ.

Φλ,ε = ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
+ mλ ‖u0,ε‖∞,Kλ

donc :

Φλ,ε

mλ
exp[4λ′mλλ] = c(Kλ)Φλ,ε

= c(Kλ) ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
+ exp[4λ′mλλ] ‖u0,ε‖∞,Kλ

.

c1(Kλ) = c(Kλ) ‖F (., ., 0)‖∞,Kλ
est une constante ne dépendant que de F , Kλ.

exp[4λ′mλλ] est une constante c2(Kλ) ne dépendant que de Kλ, F , g.

Par conséquent :

‖uε‖∞,K ≤ ‖uε‖∞,Kλ
≤ ‖u0,ε‖∞,Kλ

+ c1(Kλ) + c2(Kλ) ‖u0,ε‖∞,Kλ
,

donc : ‖uε‖∞,K ≤ ‖uε‖∞,Kλ
≤ (1 + c2(Kλ)) ‖u0,ε‖∞,Kλ

+ c1(Kλ).

On a :
(
‖u0,ε‖∞,Kλ

)
ε
∈ A, donc

(
(1 + c2(Kλ)) ‖u0,ε‖∞,Kλ

)
ε
∈ A, (si : (rε)ε ∈ A, alors :

(crε)ε ∈ A) et comme c1(Kλ) est une constante (1 ∈ A) on en déduit que :

((1 + c2(Kλ)) ‖u0,ε‖∞,Kλ
+ c1(Kλ))ε ∈ A.
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A étant stable par majoration
(
‖uε‖∞,Kλ

)
ε
∈ A et donc :

(
‖uε‖∞,K

)
ε
∈ A.

a2) Montrons que :

(PK,1(uε))ε
∈ A+.

On a :

∂uε

∂x
(x, y) =

∂u0,ε

∂x
(x, y) +

∫ y

0
F (x, η, uε(x, η))dη,

d’où :

PK,(1,0)(uε) =

∥∥∥∥
∂uε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

= sup
K

∣∣∣∣
∂uε

∂x
(x, y)

∣∣∣∣

≤ sup
K

∣∣∣∣
∂u0,ε

∂x
(x, y)

∣∣∣∣ + |y|

(
sup
Kλ

|F (x, η, uε(x, η))|

)

≤ sup
K

∣∣∣∣
∂u0,ε

∂x
(x, y)

∣∣∣∣ + λ

(
sup
Kλ

|F (x, η, uε(x, η))|

)
.

Comme A
(
R

2
)

est stable par F il existe C, tel que :

PKλ,(0,0)(F (., ., uε)) ≤ CPKλ,(0,0)(uε). (1)

On a :

∂u0,ε

∂x
(x, y) = ϕ′

ε(x),

d’où :

(∥∥∥∥
∂u0,ε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

)

ε

∈ A car [ϕε] est un élément de A(R).

Donc :

PK,(1,0)(uε) ≤

∥∥∥∥
∂u0,ε

∂x

∥∥∥∥
∞,K

+ CλPKλ,(0,0)(uε).

A étant stable par majoration
(
PK,(1,0)(uε)

)
ε
∈ A.

On a :

∂uε

∂y
(x, y) =

∂u0,ε

∂y
(x, y) +

∫ x

g(y)
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ − g′(y)

∫ y

0
F (g(y), η, u(g(y), η))dη,
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PK,(0,1)(uε) =

∥∥∥∥
∂uε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

= sup
K

∣∣∣∣
∂uε

∂y
(x, y)

∣∣∣∣

≤ sup
K

∣∣∣∣
∂u0,ε

∂y
(x, y)

∣∣∣∣ + (x − g(y) + |y| g′(y))

(
sup
Kλ

|F (x, η, uε(x, η))|

)

≤ sup
K

∣∣∣∣
∂u0,ε

∂y
(x, y)

∣∣∣∣ +
(
g (λ) − g (−λ) + λg′(y)

)
(

sup
Kλ

|F (x, η, uε(x, η))|

)
.

A
(
R

2
)

étant stable par F : ∃C, PKλ,(0,0)(F (., ., uε)) ≤ CPKλ,(0,0)(uε).

On a :

∂u0,ε

∂y
(x, y) = ψ′

ε(y) + g′(y)ϕ′
ε (g (y)) ,

donc :
(∥∥∥∥

∂u0,ε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

)

ε

∈ A+,

car [ψε] et [ϕε] sont éléments de A(R).

D’où :

PK,(0,1)(uε) ≤

∥∥∥∥
∂u0,ε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

+ C
(
g (λ) − g (−λ) + λg′(y)

)
PKλ,(0,0)(uε)

et donc, comme précédemment :

(∥∥∥∥
∂uε

∂y

∥∥∥∥
∞,K

)

ε

∈ A+.

a3) Récurrence.

Supposons que pour tout l < n on ait : (PK,l(uε))ε
∈ A+ et montrons que cela entrâıne

(PK,l+1(uε))ε
∈ A+. On a en fait :

PK,n+1 = max (PK,n, P1,n, P2,n, P3,n, P4,n)
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avec :

P1,n = PK,(n+1,0),

P2,n = PK,(0,n+1),

P3,n = sup
α+β=n;β≥1

PK,(α+1,β),

P4,n = sup
α+β=n;α≥1

PK,(α,β+1).

a3 1) Montrons d’abord que, pour tout n ∈ N,

(P1,n(uε))ε ∈ A+, (P2,n(uε))ε ∈ A+.

On a :

∂2uε

∂x2
(x, y) = ϕ”(x) +

∫ y

0

∂

∂x
F (x, η, uε(x, η))dη

et par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1uε

∂xn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂xn+1
(x, y) +

∫ y

0

∂n

∂xn
F (x, η, uε(x, η))dηdη,

avec :
∂n+1u0,ε

∂xn+1
(x, y) = ϕ(n+1)(x).

Comme on a pris K ⊂ Kλ, on peut écrire :

sup
(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n+1uε

∂xn+1
(x, y)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥
∂n+1u0,ε

∂xn+1

∥∥∥∥
∞,K

+ λ

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
.

On a :

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
= PK,(n,0)(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)),

de plus
∥∥∥∥
∂n+1u0,ε

∂xn+1

∥∥∥∥
∞,K

∈ A+.
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Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout

K ⋐ R
2 :

(PK,n(F (., ., uε)))ε
∈ A+.

Montrons que, pour tout n ∈ N, (P2,n(uε))ε ∈ A+.

Comme on a :

∂uε

∂y
(x, y) =

∂u0,ε

∂y
(x, y) +

∫ x

g(y)
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ − g′(y)

∫ y

0
F (g(y), η, u(g(y), η))dη,

et par dérivations successives, on en déduit que, pour n ≥ 1 :

∂n+1uε

∂yn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂yn+1
(x, y)

−
∑n−1

j=0
Cj

ng(n−j)(y)
∂j

∂yj
F (g(y), y, ψε(y)) −

∫ g(y)

x

∂n

∂yn
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ

−
∑n−1

j=0
Cj+1

n g(n−j)(y)
∂j

∂yj
F (g(y), y, ψε(y)) − g(n+1)(y)

∫ y

0
F (g(y), η, uε(g(y), η))dη.

Comme on a pris K ⊂ Kλ, on peut écrire :

sup
(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n+1uε

∂yn+1
(x, y)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥
∂n+1u0,ε

∂yn+1

∥∥∥∥
∞,K

+(g (λ) − g (−λ))

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)

+ sup
y∈[−λ,λ]

∑n−1

j=0
Cj+1

n+1

∣∣∣g(n−j)(y)
∣∣∣
∣∣∣∣

∂j

∂yj
F (g(y), y, ψε(y))

∣∣∣∣+λg(n+1)(y) sup
(x,y)∈K

|F (x, y, uε(x, y))| .

On a :

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
= PK,(0,n)(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)),

et, comme ψε(y) = uε(g (y) , y) :

sup
y∈[−λ,λ]

∣∣∣∣
∂j

∂yj
F (g(y), y, ψε(y))

∣∣∣∣ ≤
(

sup
(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂i

∂yi
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)

≤ PK,i(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

sup
(x,y)∈K

|F (x, y, uε(x, y))| ≤ PK,1(F (., ., uε)).
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Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, un calcul simple montre alors que pour tout K ⋐ R
2

et pour tout n ∈ N,

(
PK,(0,n+1) (uε)

)
ε
∈ A+.

a3 2) Pour α + β = n et β ≥ 1, on a maintenant :

PK,(α+1,β)(uε) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α+1,β)uε (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)D(1,1)uε (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)F (x, y, uε (x, y))
∣∣∣ = PK,(α,β−1)(F (., ., uε))

≤ PK,n−1(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

On a donc finalement :

P3,n(uε) = sup
α+β=n;β≥1

PK,(α+1,β)(uε) ≤ PK,n(F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P3,n(uε))ε ∈ A+.

De même pour α + β = n et α ≥ 1, on a :

PK,(α,β+1)(uε) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β+1)uε (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)D(1,1)uε (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)F (x, y, uε (x, y))
∣∣∣ = PK,(α−1,β)(F (., ., uε))

≤ PK,n−1(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

On a donc finalement :

P4,n(uε) = sup
α+β=n;α≥1

PK,(α,β+1)(uε) ≤ PK,n(F (., ., uε))
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et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P4,n(uε))ε ∈ A+.

Finalement on a bien :

(PK,n+1(uε))ǫ
∈ A+.

Donc u = [uε] est solution de (P ′
G) .

b) Montrons que u est l’unique solution de (P ′
G).

Soit v = [vε] une autre solution de (P ′
G).

Il existe (iε)ε ∈ N
(
R

2
)
, (αε)ε ∈ N (R), (βε)ε ∈ N (R) tels que :





∂2vε

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, vε(x, y)) + iε(x, y),

vε (x, 0)) = ϕε(x) + αε(x),

∂vε

∂y
(g (y) , y)) = ψε(y) + βε(x).

Il est facile de voir que :

(∫∫

D(x,y,g)
iε(ξ, η))dξdη

)

ε

∈ N
(
R

2
)
.

Il existe donc (jε)ε ∈ N
(
R

2
)

tel que :

vε(x, y) = v0,ε(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη + jε(x, y),

avec : v0,ε(x, y) = u0,ε(x, y) + θε(x, y), où : u0,ε(x, y) = ψε(y) + ϕε(x) − ϕε(g(y)) et :

θε(x, y) = βε(y) + αε(x) − αε(g(y))

Donc (θε)ε appartient à N (R2). Il existe donc (σε)ε ∈ N (R2)

vε(x, y) = u0,ε(x, y) + σε(x, y) +

∫∫

D(x,y,g)
F (α, β, vε(α, β))dαdβ.
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b1) Posons wε = vε − uε et montrons que : (wε)ε ∈ N (R2).

Il s’agit de prouver que :

∀K ⋐ R
2,∀n ∈ N, (PK,n(wε))ε

∈ I+
A .

Procédons par récurrence en montrant d’abord que l’on a :

(PK,1 (wε))ε
∈ IA.

On a :

wε(x, y) =

∫∫

D(x,y,g)
(F (ξ, η, vε(ξ, η)) − F (ξ, η, uε(ξ, η))) dξdη + σε(x, y),

or :

F (ξ, η, vε(ξ, η)) − F (ξ, η, uε(ξ, η)) =

(vε(ξ, η) − uε(ξ, η))

(∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, uε(ξ, η) + θ(vε(ξ, η) − uε(ξ, η)))dθ

)
,

donc :

wε(x, y) = −

∫∫

D(x,y,g)
wε(ξ, η)

(∫ 1

0

∂F

∂z
(ξ, η, uε(ξ, η) + θ(wε(ξ, η)))dθ

)
dξdη+σε(x, y). (3)

Soit (x, y) ∈ Kλ, puisque D(x, y, g) ⊂ Kλ, si g (y) ≤ x, on a :

|wε(x, y)| ≤ mλ

∫ x

g(y)

∫ y

0
|wε(ξ, η)| dξdη + ‖σε‖∞,Kλ

≤ mλ

∫ +g(λ)

−g(λ)

∫ y

0
|wε(ξ, η)| dξdη + ‖σε‖∞,Kλ

.

Posons : eε(y) = sup
ξ∈[g(−λ);g(λ)]

|wε(ξ, y)|, alors :

|wε(x, y)| ≤ mλ2λ′

∫ y

0
eε(η)dη + ‖σε‖∞,kλ

,
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on en déduit que, pour tout y ∈ [0;λ], si g (y) ≤ x,

eε(y) ≤ mλ2λ′

∫ y

0
eε(η)dη + ‖σε‖∞,Kλ

.

Ainsi d’après le lemme de Gronwall, pour tout y ∈ [0;λ], si g (y) ≤ x,

eε(y) ≤

(
exp(

∫ y

0
mλ2λdη)

)
‖σε‖∞,Kλ

.

Pour tout y ∈ [0;λ], si g (y) ≤ x,

eε(y) ≤
(
exp(mλ2λ′y)

)
‖σε‖∞,Kλ

≤
(
exp(mλ2λ′λ)

)
‖σε‖∞,Kλ

≤
(
exp(mλ2λ′λ)

)
‖σε‖∞,Kλ

.

On obtient des résultats semblables dans les autres cas, d’où :

∀y ∈ [−λ; λ] , eε(y) ≤ ‖σε‖∞,Kλ

(
exp(mλ2λ′λ)

)
,

par conséquent :

‖wǫ‖∞,Kλ
≤ ‖σε‖∞,Kλ

(
exp(mλ2λ′λ

)
,

(σε)ε ∈ N (R2) donc
(
‖σε‖∞,Kλ

)
ε
∈ IA.

(exp(mλ2λ′λ)) ‖σε‖∞,Kλ
est une constante par conséquent

(
‖wε‖∞,Kλ

)

ε
∈ IA.

Ce qui entrâıne l’estimation d’ordre 0.

b2) Récurrence.

Supposons que pour tout l ≤ n, on ait : (PK,l (wε))ε
∈ I+

A et montrons que cela entrâıne

(PK,n+1 (wε))ε
∈ I+

A .

b21) Montrons d’abord que, pour tout n ∈ N :

(P1,n (wε))ε ∈ I+
A .

On a :

∂wε

∂x
(x, y) =

∂σε

∂x
(x, y) +

∫ y

0
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))) dη
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et par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1uε

∂xn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂xn+1
(x, y) +

∫ y

0

∂n

∂xn
F (x, η, uε(x, η))dη,

donc :

∂n+1wε

∂xn+1
(x, y) =

∂n+1σε

∂xn+1
(x, y) +

∫ y

0

∂n

∂xn
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η)) dη.

D’où :

PK,(n+1,0)(wε) ≤ PK,(n+1,0)(σε)+

+ λ

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))

∣∣∣∣

)
.

On a :

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂xn
(F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))

∣∣∣∣

)
= PK,(n,0) (F (., ., vε) − F (., ., uε))

≤ PK,n (F (., ., vε) − F (., ., uε)) .

Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, pour tout K ⋐ R
2 :

(
PK,(n+1,0)(wε)

)
ǫ
∈ I+

A .

Montrons que pour tout n ∈ N, (P2,n(wε))ε ∈ I+
A .

On a :

∂n+1uε

∂yn+1
(x, y) =

∂n+1u0,ε

∂yn+1
(x, y) −

∫ g(y)

x

∂n

∂yn
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ

−
∑n−1

j=0
Cj+1

n+1g
(n−j)(y)

∂j

∂yj
F (g(y), y, ψε(y))−g(n+1)(y)

∫ y

0
F (g(y), η, uε(g(y), η))dη.

donc :

∂n+1wε

∂yn+1
(x, y) =

∂n+1σε

∂yn+1
(x, y) + µε(y) −

∫ g(y)

x

(
∂n

∂yn
F (x, y, vε(x, y)) −

∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

)
dξ

− g(n+1)(y)

∫ y

0
(F (g(y), η, vε(g(y), η)) − F (g(y), η, uε(g(y), η))) dη,
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avec :

µε(y) =
∑n−1

j=0
Cj+1

n+1 (g)(n−j) (y)

(
∂j

∂yj
F (g(y), y, ψε(y)) −

∂j

∂yj
F (g(y), y, ψε(y) + βε (y))

)
,

(µε)ε ∈ N (R). D’où :

PK,(0,n+1)(wε) ≤ PK,(0,n+1)(σε) + sup
y∈[−λ,λ]

|µε(y)|

+ (g(λ) − g(−λ))

(
sup

(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, vε(x, y)) −

∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)

+ λg(n+1)(y)

(
sup

(x,y)∈K

|F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))|

)
.

On a :

sup
(x,y)∈K

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, vε(x, y)) −

∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣ = PK,(0,n)(F (., ., vε) − F (., ., uε))

≤ PK,(0,n)(F (., ., vε) − F (., ., uε)).

sup
(x,y)∈K

|F (x, η, vε(x, η)) − F (x, η, uε(x, η))| ≤ PK,1(F (., ., vε) − F (., ., uε))

Compte tenu de l’hypothèse de stabilité, pour tout K ⋐ R
2 :

(
PK,(0,n+1)(wε)

)
ǫ
∈ IA.

b2 2) Pour α + β = n et β ≥ 1, on a :

PK,(α+1,β)(wε) = PK,(α,β−1)(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε)).

On a donc finalement :

P3,n(wε) = sup
α+β=n,β≥1

PK,(α+1,β)(wε) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P3,n(wε))ε ∈ I+
A .

Pour α + β = n et α ≥ 1, on a maintenant :

PK,(α,β+1)(wε) = PK,(α−1,β)(F (., ., vε) − F (., ., uε)) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε)).
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On a donc finalement :

P4,n(wε) = sup
α+β=n,α≥1

PK,(α,β+1)(wε) ≤ PK,n−1(F (., ., vε) − F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P4,n(wε))ε ∈ I+
A .

Donc pour tout l ≤ n + 1, on a :

(PK,l(wε))ǫ
∈ I+

A .

D’après le principe de récurrence, pour tout n ∈ N :

(PK,n(wε))ǫ
∈ I+

A .

Donc (wǫ)ε ∈ N (R2) ; par conséquent u est l’unique solution de (P ′
G). ¤

6.3 Un problème de Goursat (dégénéré) dans les (C, E ,P)-

algèbres

6.3.1 Enoncé du problème

Nous cherchons une solution u généralisée du problème de Goursat irrégulier suivant :

(
P ′

G

)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕε

u|(Oy) = ψε

où ϕ et ψ sont des fonctions généralisées d’une variable. La notation F (., ., u) étend, d’une

manière précisée plus haut, l’expression (x, y) 7→ F (x, y, u(x, y)) au cas où u est une fonction

généralisée des deux variables x et y.
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Dans tous les cas, on fera l’hypothèse suivante :

(H) :





F ∈ C∞(R3, R)

∀K ⋐ R
2, sup

(x,y)∈K

z∈R

|∂zF (x, y, z)| < +∞

où la notation K ⋐ R
2 signifie K est un compact contenu dans R

2.

L’hypothèse (H) étant satisfaite, A(R2) étant stable par F. Si les données du problème

(P ′
G) vérifient les conditions :

ϕ ∈ A (R) , ψ ∈ A (R) , g(y) = 0,

le problème admet une unique solution [uε] ∈ A(R2).

uε(x, y) = u0,ε(x, y) +

∫∫

D(x,y,0)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη;

u0,ε(x, y) = ψε(y) + ϕε(x) − ϕε (0) .

uε,n(x, y) = u0,ε(x, y) +

∫∫

D(x,y,0)
F (ξ, η, uε,n−1(ξ, η))dξdη, n ≥ 1.

6.3.2 Résolution du problème

6.3.2. Théorème

La solution u généralisée du problème de Goursat suivant :

(
P ′

G

)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

u|(Oy) = ψ

où ϕ et ψ sont des fonctions généralisées d’une variable, est u = [uε] avec :

uε = lim
n→+∞

uε,n et uε,n (x, y) = u0,ε(x, y) +

∫ x

0

(∫ y

0
F (ξ, η, uε,n−1(ξ, η))dη

)
dξ ;

u0,ε(x, y) = ϕε(x) + ψε(y) − ϕε(0).

(on prend g = 0). ¤
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6.3.3. Corollaire

On a alors :

uε (x, y) = u0,ε(x, y) +

∫ x

0

(∫ y

0
F (ξ, η, uε(ξ, η))dη

)
dξ.

¤
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Chapitre 7

Etude qualitative de la solution

7.1 Spectre singulier paramétrique de la solution du problème

de Goursat

7.1.1 Relation entre le D′-spectre singulier paramétrique de la solution u

et le D′-spectre singulier paramétrique de u0

7.1.1.1. Théorème

On pose u0 = [u0,ε] avec

u0,ε(x, y) = ψε(y) + ϕε(x) − ϕε(g(y)),

et on suppose que :

(H2) ∀K ⋐ R
2,MF (K) = sup

(x,y)∈K,z∈R
|F (x, y, z)| < +∞.

Alors la restriction au support singulier paramétrique de u0 du D′-spectre singulier

paramétrique de la solution u du problème de Goursat (P ′
G) est contenue dans la restric-

tion au support singulier paramétrique de u0 du D′-spectre singulier paramétrique de u0.

Autrement dit, au dessus du support singulier de u0, il n’y a pas d’accroissement des singu-
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larités distributionnelles de u par rapport à celles de u0.

Démonstration.

Soient (x0, y0) = X ∈ SA
D′

A

u0 et r ∈ ND′,X(u0). Il résulte des définitions que l’on a :

ΣD′,X(u0) 6= ∅, et donc que ND′,X(u0) ⊂ ]0, +∞[ ce qui entrâıne r > 0.

Montrons qu’alors : r ∈ ND′,X(u).

Par définition de ND′,X(u0), il existe un voisinage VX de X tel que :

lim
ε→0

(εruε|VX

) ∈ D′(VX).

Soit f ∈ D(VX). Il existe donc une distribution T ∈ D′(VX) telle que :

lim
ε→0

∫∫

VX

εru0,ε(x, y)f(x, y)dxdy = T (f).

Montrons que :
∫∫

VX

εr [uε(x, y) − u0,ε(x, y)] f(x, y)dxdy

admet pour limite 0, quand ε tend vers 0.

Supposons encore g(y) ≤ x.

Comme uε(x, y) − u0,ε(x, y) = −

∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη

et que (avec les notations précédentes) :

∣∣∣∣∣

∫∫

VX

[∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη

]
f(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣

≤ MF (suppf)

∣∣∣∣∣

∫∫

suppf

[∫∫

D(x,y,f)
dξdη

]
f(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣

≤ MF (suppf)

∣∣∣∣
∫∫

suppf

(A(x, y)) f(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤ MF (suppf)

∣∣∣∣
∫∫

suppf

(2λ |y|) f(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤ 2λMF (suppf)

∫∫

suppf

|y| |f(x, y)| dxdy < +∞,
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en posant toujours 2λ′ = g (λ) − g (−λ), nous avons alors :

lim sup
ε→0

∣∣∣∣
∫∫

VX

εr [uε(x, y) − u0,ε(x, y)] f(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤ lim sup εr

ε→0

∣∣∣∣∣

∫∫

VX

[∫∫

D(x,y,g)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη

]
f(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣

≤ lim sup εr

ε→0

[
2λ′ (MF (suppf))

∫∫

suppf

|y| |f(x, y)| dxdy

]
= 0,

car r 6= 0. Et donc :

lim
ε→0

∫∫

VX

εruε(x, y)f(x, y)dxdy = lim
ε→0

∫∫

VX

εru0,ε(x, y)f(x, y)dxdy = T (f).

Il en résulte que :

lim
ε→0

(εruε|VX

) = lim
ε→0

(εru0,ε|VX

) ∈ D′(VX).

Nous avons donc : r ∈ ND′,X(u), ce qui prouve l’inclusion : ND′,X(u0) ⊂ ND′,X(u), et par

suite, ΣD′,X(u) ⊂ ΣD′,X(u0), par conséquent :

SεS
A
D′

A
u��
�
�S

A

D′
A

u0

⊂ SεS
A
D′

A
u

0

�
�
�
�S

A

D′
A

u0

.

¤

7.1.2 Exemples

Prenons f ∈ D(R), f ≥ 0,
∫
R

f(x)dx = 1.

Avec les notations précédentes nous avons :

ϕ = [ϕε] et ψ = [ψε] ; u0,ε(x, y) = ψε(y) + ϕε(x) − ϕε(g(y)).

g (y) = y
a
, a > 0.

Considérons les cas suivants :

1) ψε(y) = ε−1f(yε−1), ϕε(x) = ε−1f(xε−1) donc :

ϕε(g(y)) = ε−1f((g(y)ε−1) = ε−1f(y(aε)−1) = a(
1

aε
)f(

y

aε
),
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u0,ε(x, y) = ψε(y) + ϕε(x) − ϕε(g(y)) = ε−1f(yε−1) + ε−1f(xε−1) − a(
1

aε
)f(

y

aε
).

ND′,X(u0) = [1, +∞[, nous avons alors : SεS
A
D′

A

u ⊂ R
2 × [0, 1[.

2) ψε(y) = ε−1f(yε−1) et :

ϕε(x) = ε−2f(xε−1) = ε−1
[
ε−1f(xε−1)

]
,

ϕε(g(y)) = ε−2f((g(y)ε−1) = ε−2f(y(aε)−1) = a(
1

(aε)2
)f(

y

aε
),

donc :

ND′,X(u0) = [2, +∞[, nous avons alors : SεS
A
D′

A

u ⊂ R
2 × [0, 2[.

3) ψε(y) = f(yε−1) et :

ϕε(x) = f(xε−1) = ε[ε−1f(xε−1)],

ϕε(g(y)) = ε[ε−1f((g(y)ε−1)] = ε[ε−1f(y(aε)−1)] = aε[(
1

(aε)
)f(

y

aε
)].

ND′,X(u0) = [0, +∞[, nous avons alors : SεS
A
D′

A

u ⊂ R
2 × ∅.

¤

7.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F = 0

7.2.1 Enoncé du problème

On cherche une solution u généralisée du problème suivant :

(
P ′

G

)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

u|γ = ψ

en considérant comme donnée la courbe γ d’équation x = g(y).
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Soit :

P ′
∞(ϕε, ψε)





∂2uε

∂x∂y
(x, y) = 0

uε(x, 0) = ϕε(x)

uε (g(y), y) = ψε(y)

Avec les notations précédentes nous avons :

ϕ = [ϕε] , ψ = [ψε] et uε(x, y) = ψε(y) + ϕε(x) − ϕε(g(y)).

¤

7.2.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F = 0, g(y) = y

a
, (a > 0)

Remarque

On a alors : ψ(0) = ϕ(g(0)), or : g(0) = 0, par conséquent : ψ(0) = ϕ(0).

Cas : g(y) = y
a
, (a > 0), ϕ ∼ δ, ψ ∼ δ,

l’association étant définie comme suit :

considérons f ∈ D(R), vérifiant
∫
R

f(ξ)dξ = 1. Posons ϕε(x) = 1
ε
f(x

ε
), ψε(y) = 1

ε
f(y

ε
).

Alors (ϕε)ε converge au sens des distributions vers δx et (ψε)ε converge vers δy. Donc

ϕ = [ϕε] est associée à δx et ψ = [ψε] est associée à δy.

La solution w de P ′
∞(ϕε, ψε) est définie par :

wε(x, y) = ϕε(x) + ψε(y) − ϕε(g(y)) ;

wε = wε,1 + wε,2 + wε,3.

Si ϕε et ψε sont régularisantes, nous avons :

lim
D′(R)
ε−→0

ϕε = δx et lim
D′(R)
ε−→0

ψε = δy,
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ϕε(g(y)) = ε−1f((g(y)ε−1) = ε−1f(y(aε)−1) = a(
1

aε
)f(

y

aε
),

ψε(y) = ε−1f(yε−1) = (
1

ε
)f(

y

ε
).

Nous avons alors :

[uε] = [wε,1] + [wε,2] + [wε,3] ,

avec : 



[wε,1] ∼ δx ⊗ 1y

[wε,2] ∼ (1x ⊗ δy)

[wε,3] ∼ −a(1x ⊗ δy).

¤

Cas : g(y) = y
a
, (a > 0), ϕ ∼ S, ψ ∼ T ; S ∈ D′(R), T ∈ D′(R),

l’association étant réalisée en choisissant

ϕ = [fε ∗ S] et Ψ = [fε ∗ T ]

puisque

lim
ε →
D′(R)

0
(fε ∗ S)ε = S et lim

ε →
D′(R)

0
(fε ∗ T )ε = T.

On a donc ici :

uε(x, y) = ϕε(x) + ψε (y) − ϕε(g (y))

= (fε ∗ S) (x) + (fε ∗ T ) (y) − (fε ∗ S)
(y

a

)
.

Définissons S̃ ∈ D′(R) par :

< S̃, h >= 〈aS, [z 7→ h (az)]〉 = 〈aS,H〉 .

D’où :

lim
ε →
D′(R)

0

[
y 7→ (fε ∗ S)

(y

a

)]
= S̃.
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Nous pouvons alors écrire la décomposition : [uε] = [wε,1] + [wε,2] + [wε,3], avec :





[wε,1] ∼ Sx ⊗ 1y

[wε,2] ∼ 1x ⊗ Ty

[wε,3] ∼ −
(
1x ⊗ S̃y

)

et donc :

u ∼ Sx ⊗ 1y + 1x ⊗ Ty −
(
1x ⊗ S̃y

)
.

Comme δ̃ = aδ, il en résulte que pour S = δ, on retrouve bien le résultat précédent.

¤
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Quatrième partie

Problèmes caractéristiques
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Chapitre 8

Un problème de Cauchy

caractéristique dans les

(C, E ,P)-algèbres

8.1 Problème (Pc)

8.1.1 Enoncé du problème

Le problème de Cauchy caractéristique :

(PC)





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|(Ox) = ϕ

∂u

∂y
|(Ox)= ψ,

n’a pas de solution lisse (ni même C2) même lorsque les données ϕ et ψ le sont.

Nous pouvons alors l’approcher par la famille de problèmes non caractéristiques (Pε)ε
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Pε





∂2

∂x∂y
u = F (., ., u)

u|γε
= ϕ

∂u

∂y
|γε= ψ,

en considérant comme donnée la courbe γε d’équation y = εx et essayer d’en traduire la

famille de solutions en termes de fonction généralisée appartenant à une algèbre conve-

nablement définie.

8.2 Le cas des données régulières

8.2.1.1. Notations, rappels et hypothèses

Réécrivant la solution de Pε, on remplace f (x) par εx et Kλ par
[
−a

ε
; +a

ε

]
× [−a; +a].

On a ici :

uε(x, y) = u0,ε(x, y) −

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη,

où : u0,ε(x, y) = ϕ(x) − εΨ(x) + εΨ
(
y
ε

)

et :

1) Ψ est une primitive de ψ,

2)

Dε(x, y) =





{
(ξ, η)/x ≤ ξ ≤ y

ε
, εξ ≤ η ≤ y

}
, si y ≥ εx,

{
(ξ, η)/y

ε
≤ ξ ≤ x, y ≤ η ≤ εξ

}
, si y ≤ εx.

On pose :

Kε =
[
−

a

ε
,
a

ε

]
× [−a, a] ,

mε = sup
(ξ,η)∈Kε; t∈R

∣∣∣∣
∂F

∂z
(ξ, η, t)

∣∣∣∣ ,

Φε = sup
Kε

|F (x, y, 0)| + mε ‖u0,ε‖∞,Kε
.
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On fait les hypothèses suivantes :

(H1)





∀K ⋐ R
2,∀l ∈ N,∃m(K, l), max

α∈N3,|α|≤l

(
sup

(x,y)∈K; z∈R
|DαF (x, y, z)|

)
≤ m(K, l)

∃ (Mε)ε ∈ R
]0,1]
∗ ,∃C(l) ∈ R

∗
+,m(Kε, l) ≤ C(l)Mε

(H2)





∃ (rε)ε ∈ R
]0,1]
∗ tel que ∀K2 ⋐ R,∀α2 ∈ N,∃D2 ∈ R

∗
+,∃p ∈ N,

max

[
sup
K2

∣∣Dα2ϕ(y
ε
)
∣∣ , sup

K2

∣∣Dα2Ψ(y
ε
)
∣∣
]
≤ D2

(rε)
p

(H3)





C = A/IA est surgénéré par les éléments suivants de R
]0,1]
∗ :

(ε)ε ; (rε)ε ;
(
e

mε
ε

)
ε
; (Mε)ε .

(H4)





A
(
R

2
)

= X (R2)/N (R2) est construit sur C avec

(E ,P) =
(
C∞(R2), (PK,l)K⋐R2,l∈N

)

et A
(
R

2
)

est stable par F relativement à C.

8.2.1.2. Théorème

Avec les notations et les hypothèses du paragraphe 8.2.1.1. précédent, si uε est la solution

du problème Pε, la famille (uε)ε est le représentant d’une fonction généralisée appartenant

à l’algèbre A(R2).

Démonstration.

On a :

uε(x, y) = u0,ε(x, y) −

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη = u0,ε(x, y) − u1,ε(x, y),

où :

u0,ε(x, y) = ϕ(x) − εΨ(x) + εΨ

(
y

ε

)
,

Ψ étant une primitive de ψ, et :

u1,ε(x, y) =

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη.
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a) Pour K = K1 × K2 = [−a; a] × [−a; a] et α = (α1, α2) ∈ N
2, il existe C1 > 0 et C2 > 0

tels que :

sup
K1

|Dα1ϕ(x)| ≤ C1 (K1, α1) ;

ε sup
K1

|Dα1Ψ(x)| ≤ εC2 (K1, α1) .

G (y) = Ψ ◦ f−1
ε (y) = Ψ

(
y
ε

)
, on peut écrire :

εsup
K2

|Dα2G (y)| ≤
D2

εα2−1 (rε)
p(α2,K2)

,

donc (PK,α (u0,ε))ε
∈ A+.

b) On doit montrer que : (PK,α (uε))ε
∈ A+.

Or on a :

u1,ε(x, y) =

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη.

D’après les résultats précédents :

sup
K

∣∣∣∣∣

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, η, uε(ξ, η))dξdη

∣∣∣∣∣ ≤
Φλ

mλ
exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))],

avec : f(x) = εx ; λ =
a

ε
; mλ = mε ; donc (f(λ) − f(−λ)) = 2a et

2λmλ (f(λ) − f(−λ)) = 2
a

ε
2amε = 4

a2

ε
mε,

d’où :

sup
Kε

|u1,ε(x, y)| ≤
Φε

mε
e

4a2

ε
mε ,

avec :

Φε = sup
Kε

|F (x, y, 0)| + mε ‖u0,ε‖∞,Kε
≤ C(0)Mε + mε

(
3D2

(rε)
p1

)
,

où : p1 = p ([−a, a], 0).
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Donc (PK,0 (u1,ε))ε
∈ A+, d’où : (PK,0 (uε))ε

∈ A+.

D’autre part :

∂uε

∂x
(x, y) =

∂u0,ε

∂x
(x, y) +

∫ y

f(x)
F (x, η, uε(x, η))dη.

On a :

∂u1,ε

∂x
=

∫ y

f(x)
F (x, η, uε(x, η))dη,

donc, d’après l’hypothèse (H1) :

sup
Kε

(∫ y

f(x)
|F (x, η, uε(x, η))| dη

)
≤ 2a (m(Kε, 0)) ,

donc :
(
PK,(1,0)(u1,ε)

)
ε
∈ A+, d’où

(
PK,(1,0)(uε)

)
ε
∈ A+.

On a :

∂uε

∂y
(x, y) =

∂u0,ε

∂y
(x, y) −

∫ f−1(y)

x

F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ.

De même, on obtient :

sup
Kε

∣∣∣∣
∂u1,ε

∂y
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ sup
Kε

(∫ f−1(y)

x

|F (ξ, y, uε(ξ, y)|)dξ

)

≤
2a

ε
m(Kε, 0)

≤
2a

ε
C(0)Mε,

donc :
(
PK,(0,1)(u1,ε)

)
ε
∈ A+,

(
PK,(0,1)(uε)

)
ε
∈ A+.

Par conséquent : (PK,1(uε))ε
∈ A+.

c) Récurrence.

Supposons que, pour tout l ≤ n, on ait : (PK,l(uε))ε
∈ A+ et montrons que cela entrâıne

(PK,n+1(uε))ε
∈ A+.

On utilise les notations du théorème 4.2.1.1.
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c1) Montrons d’abord que pour tout n ∈ N,

(P1,n(uε))ε ∈ A+, (P2,n(uε))ε ∈ A+.

Comme on a :

∂uε

∂x
(x, y) =

∂u0,ε

∂x
(x, y) +

∫ y

εx

F (x, η, uε(x, η))dη,

on en déduit que :

∂2u1,ε

∂x2
(x, y) = −εF (x, εx, ϕ(x)) +

∫ y

εx

∂

∂x
F (x, η, uε(x, η))dη

et par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1u1,ε

∂xn+1
(x, y) = −nε

∂n−1

∂xn−1
F (x, εx, ϕ(x)) +

∫ y

εx

∂n

∂xn
F (x, η, uε(x, η))dη.

On a :

sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n+1uε

∂xn+1
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[−a

ε
, a
ε ]

nε

∣∣∣∣
∂n−1

∂xn−1
F (x, εx, ϕ(x))

∣∣∣∣+2a sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣ ,

or, d’après la propriété de stabilité :

(
sup

(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣

)
= PKε,(n,0)(F (., ., uε)) ≤ PKε,n(F (., ., uε))

≤
∑i=n

i=0
CiP

i
Kε,n(uε)

et :

sup
x∈[−a

ε
, a
ε ]

nε

∣∣∣∣
∂n−1

∂xn−1
F (x, εx, ϕ(x))

∣∣∣∣ ≤ nε (m (Kε, n − 1)) ≤ nεC (n − 1)Mε,

donc :

(
PK,(n+1,0) (u1,ε)

)
ε
∈ A+,

d’où :
(
PK,(n+1,0) (uε)

)
ε
∈ A+.

Montrons que, pour tout n ∈ N, (P2,n(uε))ε ∈ A+.
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Comme on a :

∂uε

∂y
(x, y) =

∂u0,ε

∂y
(x, y) −

∫ y
ε

x

F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ,

on en déduit que :

∂2u1,ε

∂y2
(x, y) = −

1

ε
F (

y

ε
, y, ϕ(

y

ε
)) −

∫ y
ε

x

∂

∂y
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ

et, par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1u1,ε

∂yn+1
(x, y) = −n

1

ε

∂n−1

∂yn−1
F (

y

ε
, y, ϕ(

y

ε
)) −

∫ y
ε

x

∂n

∂yn
F (ξ, y, uε(ξ, y))dξ.

On a :

sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n+1u1,ε

∂yn+1
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ sup
y∈[−a,a]

n
1

ε

∣∣∣∣
∂n−1

∂yn−1
F (

y

ε
, y, ϕ(

y

ε
))

∣∣∣∣+2λ sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣ ,

or, d’après la propriété de stabilité :

sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, uε(x, y))

∣∣∣∣ = PK,(0,n)(F (., ., uε))

≤ PK,n(F (., ., uε))

≤
∑i=n

i=0
CiP

i
Kε,n(uε)

et :

sup
y∈[−a,a]

n
1

ε

∣∣∣∣
∂n−1

∂yn−1
F (

y

ε
, y, ϕ(

y

ε
))

∣∣∣∣ ≤ n
1

ε
(m (Kε, n − 1)) ≤ n

1

ε
C (n − 1)Mε,

donc, pour tout K ⋐ R
2 et pour tout n ∈ N,

(
PK,(0,n+1) (u1,ε)

)
ε
∈ A+,

d’où :
(
PK,(0,n+1) (uε)

)
ε
∈ A+.

132



c2) Pour α + β = n et β ≥ 1, on a maintenant :

PK,(α+1,β)(uε) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α+1,β)uε (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)D(1,1)uε (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)F (x, y, uε (x, y))
∣∣∣ = PK,(α,β−1)(F (., ., uε))

≤ PK,n−1(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

On a donc :

P3,n(uε) = sup
α+β=n;β≥1

PK,(α+1,β)(uε) ≤ PK,n(F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P3,n(uε))ε ∈ A+.

De même, pour α + β = n et α ≥ 1, on a :

PK,(α,β+1)(uε) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β+1)uε (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)D(1,1)uε (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)F (x, y, uε (x, y))
∣∣∣ = PK,(α−1,β)(F (., ., uε))

≤ PK,n−1(F (., ., uε)) ≤ PK,n(F (., ., uε)).

On a donc finalement :

P4,n(uε) = sup
α+β=n;α≥1

PK,(α,β+1)(uε) ≤ PK,n(F (., ., uε))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(P4,n(uε))ε ∈ A+.

En conclusion, on a bien :

(PK,n+1(uε))ǫ
∈ A+.

¤
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8.2.1.3. Conséquence

Donc u = [uǫ] est une fonction généralisée que l’on peut considérer comme la solution

généralisée du problème de Cauchy caractéristique PC .

8.2.1.4. Question ouverte

Comment cette fonction généralisée dépend de l’approximation de {y = 0} par {y = εx} ?

C’est une question ouverte.

8.3 Le cas de données irrégulières

8.3.1.1.Notations, rappels et hypothèses

On peut donner aussi un sens au problème de Cauchy caractéristique (PC) dans le cas

où ϕ et ψ sont elles-mêmes des données irrégulières (par exemple des fonctions généralisées)

en commençant par résoudre :

P(ε,η)





∂2u(ε,η)

∂x∂y
(x, y) = F (x, y, u(ε,η)(x, y))

u(ε,η) (x, εx) = ϕη(x)

∂u(ε,η)

∂y
(x, εx) = ψη(x),

où (ϕη)η et (ψη)η sont des représentants de ϕ et ψ dans une algèbre convenable.

Le paramètre ε permet de se ramener à un problème non caractéristique que le paramètre

η rend régulier.

u0,(ε,η)(x, y) = ϕη(x) − εΨη (x) + εΨη
(y

ε

)
;

u(ε,η)(x, y) = u0,(ε,η)(x, y) −

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, θ, u(ε,η)(ξ, θ))dξdθ.

On fait ici les hypothèses suivantes :

On conserve les hypothèses (H1) du théorème précédent.
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On suppose de plus que :

(H5)





∃ (rε,η)(ε,η) ∈ R
]0,1]×]0,1]
∗ tel que ∀K2 ⋐ R,∀α2 ∈ N,∃D2 ∈ R

∗
+,∃p ∈ N,

max

[
sup
K2

∣∣Dα2ϕη(
y
ε
)
∣∣ , sup

K2

∣∣Dα2Ψη(
y
ε
)
∣∣
]
≤ D2

(rε,η)p

(H6)





C = A/IA est surgénéré par les éléments suivants de R
]0,1]×]0,1]
∗ :

(ε)(ε,η) ; (rε,η)(ε,η) ;
(
e

mε
ε

)
(ε,η)

; (Mε)(ε,η) .

(H7)





A
(
R

2
)

= X (R2)/N (R2) est construit sur C

avec (E ,P) =
(
C∞(R2), (PK,l)K⋐R2,l∈N

)

et A
(
R

2
)

est stable par F relativement à C.

8.3.1.2. Théorème

Avec les notations et les hypothèses du paragraphe 8.3.1.1. précédent, si u(ε,η) est la solu-

tion du problème P(ε,η), la famille (u(ε,η))(ε,η) est le représentant d’une fonction généralisée

appartenant à l’algèbre A(R2).

Démonstration.

On a :

u(ε,η)(x, y) = u0,(ε,η)(x, y) −

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, θ, u(ε,η)(ξ, θ))dξdθ.

où :

u0,(ε,η)(x, y) = ϕη(x) − εΨη (x) + εΨη
(y

ε

)
,

Ψ étant une primitive de ψ, et :

u1,(ε,η)(x, y) =

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, θ, u(ε,η)(ξ, θ))dξdθ

a) Pour K = K1 × K2 = [−a; a] × [−a; a] et α = (α1, α2) ∈ N
2, il existe C1 > 0 et C2 > 0
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tels que :

sup
K1

|Dα1ϕη(x)| ≤ C1 (K1, α1) ;

ε sup
K1

|Dα1Ψη(x)| ≤ εC2 (K1, α1) .

Gη (y) = Ψη ◦ f−1
ε (y) = Ψη

(
y
ε

)
, on peut écrire :

εsup
K2

|Dα2Gη (y)| ≤
D2

εα2−1 (rε,η)
p(α2,K2)

,

donc
(
PK,α

(
u0,(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+.

b) On doit montrer que, pour tout entier n :
(
PK,n

(
u(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+.

Or on a :

u1,(ε,η)(x, y) =

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, θ, u(ε,η)(ξ, θ))dξdθ.

D’après les résultats précédents :

sup
K

∣∣∣∣∣

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, θ, u(ε,η)(ξ, θ))dξdθ

∣∣∣∣∣ ≤
Φλ

mλ
exp[2λmλ (f(λ) − f(−λ))],

avec : f(x) = εx ; λ =
a

ε
; mλ = mε ; donc (f(λ) − f(−λ)) = 2a et

2λmλ (f(λ) − f(−λ)) = 2
a

ε
2amε = 4

a2

ε
mε,

d’où :

sup
Kε

∣∣u1,(ε,η)(x, y)
∣∣ ≤ Φε

mε
e

4a2

ε
mε ,

avec :

Φε = sup
Kε

|F (x, y, 0)| + mε

∥∥u0,(ε,η)

∥∥
∞,Kε

≤ C(0)Mε + mε

(
3D2

(rε,η)
p1

)
,

où : p1 = p ([−a, a], 0).

Donc
(
PK,0

(
u1,(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+, d’où :
(
PK,0

(
u(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+.

D’autre part :

∂u(ε,η)

∂x
(x, y) =

∂u0,(ε,η)

∂x
(x, y) +

∫ y

f(x)
F (x, θ, u(ε,η)(x, θ))dθ.
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On a :

∂u1,(ε,η)

∂x
=

∫ y

f(x)
F (x, θ, u(ε,η)(x, θ))dθ,

donc, d’après l’hypothèse (H1) :

sup
Kε

(∫ y

f(x)
F (x, θ, u(ε,η)(x, θ))dθ

)
≤ 2am(Kε, 0),

d’où :
(
PK,(1,0)(u1,(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+, par conséquent :
(
PK,(1,0)(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

On a :

∂u(ε,η)

∂y
(x, y) =

∂u0,(ε,η)

∂y
(x, y) −

∫ f−1(y)

x

F (ξ, y, u(ε,η)(ξ, y))dξ.

De même, on obtient :

sup
Kε

∣∣∣∣
∂u1,(ε,η)

∂y
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ sup
Kε

(∫ f−1(y)

x

∣∣F (ξ, y, u(ε,η)(ξ, y)
∣∣)dξ

)

≤
2a

ε
m(Kε, 0)

≤
2a

ε
C(0)Mε,

donc :
(
PK,(0,1)(u1,(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+,
(
PK,(0,1)(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

Par conséquent :
(
PK,1(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

c) Récurrence.

Supposons que pour tout l ≤ n, on ait :
(
PK,l(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+ et montrons que cela

entrâıne
(
PK,n+1(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

On utilise les notations du théorème 4.2.1.1.

c1) Montrons d’abord que, pour tout n ∈ N,

(
P1,n(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+,
(
P2,n(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

Comme on a :

∂u(ε,η)

∂x
(x, y) =

∂u0,(ε,η)

∂x
(x, y) +

∫ y

εx

F (x, θ, u(ε,η)(x, θ))dθ,
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on en déduit que :

∂2u1,(ε,η)

∂x2
(x, y) = −εF (x, εx, ϕη(x)) +

∫ y

εx

∂

∂x
F (x, θ, u(ε,η)(x, θ))dθ

et par dérivations successives, pour n ≥ 1 :

∂n+1u1,(ε,η)

∂xn+1
(x, y) = −nε

∂n−1

∂xn−1
F (x, εx, ϕη(x)) +

∫ y

εx

∂n

∂xn
F (x, θ, u(ε,η)(x, θ))dθ.

On a :

sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣∣
∂n+1u1,(ε,η)

∂xn+1
(x, y)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[−a

ε
, a
ε ]

nε

∣∣∣∣
∂n−1

∂xn−1
F (x, εx, ϕη(x))

∣∣∣∣+2a sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, u(ε,η)(x, y))

∣∣∣∣ ,

or, d’après la propriété de stabilité :

(
sup

(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂xn
F (x, y, u(ε,η)(x, y))

∣∣∣∣

)
= PKε,(n,0)(F (., ., u(ε,η))) ≤ PKε,n(F (., ., u(ε,η)))

≤
∑i=n

i=0
CiP

i
Kε,n(u(ε,η)),

et :

sup
x∈[−a

ε
, a
ε ]

nε

∣∣∣∣
∂n−1

∂xn−1
F (x, εx, ϕε(x))

∣∣∣∣ ≤ nε (m (Kε, n − 1)) ≤ nεC (n − 1)Mε,

donc :

(
PK,(n+1,0)

(
u1,(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+,

d’où :
(
PK,(n+1,0)

(
u(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+.

Montrons que, pour tout n ∈ N,
(
P2,n(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

Comme on a :

∂u(ε,η)

∂y
(x, y) =

∂u0,(ε,η)

∂y
(x, y) −

∫ y
ε

x

F (ξ, y, u(ε,η)(ξ, y))dξ,

on en déduit que :

∂2u1,(ε,η)

∂y2
(x, y) = −

1

ε
F (

y

ε
, y, ϕη(

y

ε
)) −

∫ y
ε

x

∂

∂y
F (ξ, y, u(ε,η)(ξ, y))dξ
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et par dérivations successives pour n ≥ 1 :

∂n+1u1,(ε,η)

∂yn+1
(x, y) = −n

1

ε

∂n−1

∂yn−1
F (

y

ε
, y, ϕη(

y

ε
)) −

∫ y
ε

x

∂n

∂yn
F (ξ, y, u(ε,η)(ξ, y))dξ.

On a :

sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣∣
∂n+1u1,(ε,η)

∂yn+1
(x, y)

∣∣∣∣∣

≤ sup
y∈[−a,a]

n
1

ε

∣∣∣∣
∂n−1

∂yn−1
F (

y

ε
, y, ϕη(

y

ε
))

∣∣∣∣ + 2λ sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, u(ε,η)(x, y))

∣∣∣∣ ,

or, d’après la propriété de stabilité :

sup
(x,y)∈Kε

∣∣∣∣
∂n

∂yn
F (x, y, u(ε,η)(x, y))

∣∣∣∣ = PK,(0,n)(F (., ., u(ε,η)))

≤ PK,n(F (., ., u(ε,η)))

≤
∑i=n

i=0
CiP

i
Kε,n(u(ε,η))

et :

sup
y∈[−a,a]

n
1

ε

∣∣∣∣
∂n−1

∂yn−1
F (

y

ε
, y, ϕη(

y

ε
))

∣∣∣∣ ≤ n
1

ε
m (Kε, n − 1) ≤ n

1

ε
C (n − 1)Mε,

donc, pour tout K ⋐ R
2 et pour tout n ∈ N,

(
PK,(0,n+1)

(
u1,(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+,

d’où :
(
PK,(0,n+1)

(
u(ε,η)

))
(ε,η)

∈ A+.

c2) Pour α + β = n et β ≥ 1, on a maintenant :

PK,(α+1,β)(u(ε,η)) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α+1,β)u(ε,η) (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)D(1,1)u(ε,η) (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β−1)F (x, y, u(ε,η) (x, y))
∣∣∣ = PK,(α,β−1)(F (., ., u(ε,η)))

≤ PK,n−1(F (., ., u(ε,η))) ≤ PK,n(F (., ., u(ε,η))).
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On a donc finalement :

P3,n(u(ε,η)) = sup
α+β=n;β≥1

PK,(α+1,β)(u(ε,η)) ≤ PK,n(F (., ., u(ε,η)))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(
P3,n(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

De même, pour α + β = n et α ≥ 1, on a :

PK,(α,β+1)(u(ε,η)) = sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α,β+1)u(ε,η) (x, y)
∣∣∣ = sup

(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)D(1,1)u(ε,η) (x, y)
∣∣∣

= sup
(x,y)∈K

∣∣∣D(α−1,β)F (x, y, u(ε,η) (x, y))
∣∣∣ = PK,(α−1,β)(F (., ., u(ε,η)))

≤ PK,n−1(F (., ., u(ε,η))) ≤ PK,n(F (., ., u(ε,η))).

On a donc :

P4,n(u(ε,η)) = sup
α+β=n;α≥1

PK,(α,β+1)(u(ε,η)) ≤ PK,n(F (., ., u(ε,η)))

et l’hypothèse de stabilité assure alors que :

(
P4,n(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

En conclusion, on a bien :

(
PK,n+1(u(ε,η))

)
(ε,η)

∈ A+.

¤

8.3.1.3. Conséquence

Donc u =
[
u(ε,η)

]
est une fonction généralisée que l’on peut considérer comme la solution

généralisée du problème de Cauchy caractéristique PC . ¤
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8.4 Etude qualitative de la solution. Cas F = 0

A
(
R

2
)

est stable par F , A (R) et A
(
R

2
)

construits sur le même anneau de constantes

généralisées comme précédemment.

Solution généralisée d’un problème de Cauchy caractéristique

8.4.1.1. Proposition

On considère le problème de Cauchy caractéristique :

(PC)





∂2

∂x∂y
u = 0

u|(Ox) = ϕ

∂u

∂y
|(Ox)= ψ.

On suppose que ϕ et ψ sont lisses et que Ψ vérifie :

Ψ ∈ L1(R),

∫

R

Ψ(t)dt = 1,

∀K ⋐ R,∀α ∈ N,∃C > 0, p ∈ N : sup
y∈K

∣∣∣∣Ψ
(α)

(
y

ε

)∣∣∣∣ ≤
C

εp
.

Soit δx (resp δy) la distribution de Dirac opérant sur les fonctions de la variable x (resp

y), 1x (resp 1y) la fonction constante égale à 1 de la variable x (resp y).

uε(x, y) = ϕ (x) − εΨ(x) + εΨ

(
y

ε

)
= ϕ (x) − εΨ(x) + ε2

(
1

ε
Ψ

(
y

ε

))
,

alors : [uε] est la solution généralisée du problème de Cauchy irrégulier caractéristique.

[uε] = [u1] + [εu2] +
[
ε2uε,3

]
,

avec : 



u1 = 1y ⊗ ϕ ∈ C∞(R2)

u2 = −1y ⊗ Ψ ∈ C∞(R2)

[uε,3] ∼ 1x ⊗ δy ∈ D′(R2)

.
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Démonstration.

uε = u1 + εu2 + ε2uε,3, avec : u2(x, y) = −Ψ(x) et :

uε,3(X,Y ) =
1

ε
Ψ

(
y

ε

)

Alors, d’après l’hypothèse :

∀H × K ⋐ R
2,∀(β, α) ∈ N

2,∃C3 > 0, p ∈ N : sup
H×K

∣∣∣∣
∂β+α

(∂x)β(∂y)α
u(ε,η),3(x, y)

∣∣∣∣ ≤
C3

εα+1εp
,

d’où : (uε,3)ε ∈ H(A,ε,P)(R
2).

On a aussi : (u1 + εu2)ε ∈ H(A,ε,P)(R
2).

De plus :

[
ε2uε,3

]
=

[
ε2.1x ⊗

(
y 7−→

1

ε
Ψ

(
y

ε

))]
,

et : lim
D′(R)
ε−→0

(
y 7−→ 1

ε
Ψ

(
y
ε

))
= δy. ¤

Cas ϕ = 0, ψ ∼ δ

l’association étant définie comme suit :

Considérons g ∈ D(R), vérifiant
∫
R

g(ξ)dξ = 1. Posons :
1

η
g(

x

η
) = ψη(x). Alors (ψη)η

converge au sens des distributions vers δ. Donc ψ = [ψη] est bien associée à δ.

8.4.1.2. Proposition (F = 0, ϕ = 0, ψ ∼ δ). [10]

La solution u généralisée du problème de Cauchy irrégulier caractéristique suivant :

(PC)





∂2

∂x∂y
u = 0

u|(Ox) = 0

∂u

∂y
|(Ox)= δ.
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est :
[
u(ε,η)

]
=

[
εw(ε,η),1

]
+

[
εw(ε,η),2

]
, avec :





[
w(ε,η),1

]
∼ 1x ⊗ Yy

[
w(ε,η),2

]
∼ −Yx ⊗ 1y.

Démonstration.

En considérant comme donnée la courbe γε d’équation y = εx, nous pouvons résoudre

le problème non caractéristique suivant :

(Pε)





∂2

∂x∂y
u = 0

u|γε
= 0

∂u

∂y
|γε= δ

;

soit, en régularisant les données par des fonctions régularisantes ψη sur la courbe γε =

{y = εx}, nous pouvons résoudre le problème régulier non caractéristique :

(
P(ε,η)

)





∂2u(ε,η)

∂x∂y
(x, y) = 0

u(ε,η) (x, εx) = 0

∂u(ε,η)

∂y
(x, εx) = ψη(x).

Déterminons la solution u.

u(ε,η)(x, y) =

∫ y

0
ψη(

θ

ε
)dθ −

∫ εx

0
ψη(

θ

ε
)dθ −

∫∫

Dε(x,y)
F (ξ, θ, u(ε,η)(ξ, θ))dξdθ

donc : u(ε,η)(x, y) = εΨη

(
y
ε

)
− εΨη(x) où Ψη(x) =

∫ x

0
ψη(t)dt.

D’où : u(ε,η)(x, y) = εw(ε,η),1 + εw(ε,η),2.

lim
η →
D′(R)

0
Ψη = Y et lim

(ε,η) →
D′(R)

(0,0)
(y 7→ Ψη(

y

ε
)) = Y.

donc : 



[
w(ε,η),1

]
∼ 1x ⊗ Yy

[
w(ε,η),2

]
∼ −Yx ⊗ 1y,
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d’où :

[
u(ε,η)

]
=

[
εw(ε,η),1

]
+

[
εw(ε,η),2

]
.

¤

Cas : ϕ ∼ S, Ψ ∼ T ; S ∈ D′(R), T ∈ D′(R)

l’association étant réalisée par :

ϕ = [gη ∗ S] et Ψ = [gη ∗ T ]

puisque :

lim
η →
D′(R)

0
(gη ∗ S)η = S et lim

η →
D′(R)

0
(gη ∗ T )η = T .

Enoncé du problème.

Nous cherchons une solution u généralisée du problème de Cauchy irrégulier caractéristique

suivant :

(PC)





∂2

∂x∂y
u = 0

u|(Ox) = S

∂u

∂y
|(Ox)= T ′.

En considérant comme donnée la courbe γε d’équation y = εx, nous pouvons résoudre le

problème non caractéristique suivant :

(Pε)





∂2

∂x∂y
u = 0

u|γε
= S

∂u

∂y
|γε= T ′.

Soit, en régularisant les données par des fonctions régularisantes gη sur la courbe γε =

{y = εx}, nous pouvons résoudre le problème non caractéristique :
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(
P(ε,η)

)





∂2u(ε,η)

∂x∂y
(x, y) = 0

u(ε,η) (x, εx) = (gη ∗ S) (x)

∂u(ε,η)

∂y
(x, εx) = (gη ∗ T ′) (x).

Résolution du problème.

Pour g ∈ D(R), avec : suppg = [−1; 1], 0 ≤ g ≤ 1, g(0) = 1, et g(k)(0) = 0 pour tout

k ∈ N
∗ ; considérons, pour x ∈ R

gη(x) =
1

η
g(

x

η
).

Alors (gη)η converge au sens des distributions vers δx.

Déterminons la solution u(ε,η) de
(
P(ε,η)

)
.

On a :

u(ε,η)(x, y) = εΨη(
y

ε
) − εΨη(x) + ϕη(x)

= ε (gη ∗ T ) (
y

ε
) − ε (gη ∗ T ) (x) + (gη ∗ S) (x).

D’où :

[
u(ε,η)

]
=

[
εu(ε,η),1

]
+

[
εu(ε,η),2

]
+ u(ε,η),3,

avec : 



u(ε,η),1(x, y) = (gη ∗ T ) (y
ε
)

[
u(ε,η),2

]
∼ −Tx ⊗ 1y

[
u(ε,η),3

]
∼ Sx ⊗ 1y

¤

Cas : ϕ ∼ δ, ψ ∼ δ

(ϕ ∼ δ, ψ ∼ δ ; F = 0) donc : (ϕ ∼ S ∼ δ, Ψ ∼ Y ∼ T ; F = 0).
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Nous cherchons une solution u généralisée du problème de Cauchy irrégulier caractéristique

suivant :

(PC)





∂2

∂x∂y
u = 0

u|(Ox) = δ

∂u

∂y
|(Ox)= δ.

.

D’après les résultats précédents :

u(ε,η)(x, y) = ε (gη ∗ T ) (
y

ε
) − ε (gη ∗ T ) (x) + (gη ∗ S) (x).

D’où :

[
u(ε,η)

]
=

[
εu(ε,η),1

]
+

[
εu(ε,η),2

]
+ u(ε,η),3,

avec : 



[
u(ε,η),1

]
∼ 1x ⊗ Yy

[
u(ε,η),2

]
∼ −Yx ⊗ 1y

[
u(ε,η),3

]
∼ δx ⊗ 1y

.

Car si G est une primitive de g : lim
η →
D′(R)

0
Gη = Y et : lim

(ε,η) →
D′(R)

(0,0)

(
y 7→ Gη(

y
ǫ
)
)

= Y . ¤
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304, série I, (1987), 103-106.
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torat, Université des Antilles et de la Guyane (février 1995).
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Résumé de la thèse

Sur les singularités de certains problèmes différentiels.

Dans cette thèse nous proposons une méthode pour résoudre certains problèmes de

Cauchy à données irrégulières ou caractéristiques en utilisant les récentes théories des fonc-

tions généralisées. Nous étudions dans la première partie un problème de Cauchy et un

problème de Goursat réguliers avec des données sur une courbe monotone. La deuxième

partie est consacrée à la mise en place d’une algèbre adaptée à la résolution du problème de

Cauchy généralisé. Dans la troisième partie nous donnons un sens à un problème de Cauchy

généralisé et nous montrons qu’il admet une unique solution. Nous étudions de même un

problème de Goursat généralisé. Dans la quatrième partie nous approchons un problème

de Cauchy caractéristique par une famille de problèmes non caractéristiques (Pε) en con-

sidérant la droite d’équation y = εx. Si uε est la solution du problème (Pε), u = [uǫ] est

une fonction généralisée que nous considérons comme la solution généralisée du problème

dans une algèbre convenablement définie. Nous donnons un sens au problème de Cauchy

caractéristique dans le cas de données irrégulières en le remplaçant par une famille de

problèmes non caractéristiques
(
P(ε,η)

)
dans une algèbre convenable. Le paramètre ε per-

met de se ramener à un problème non caractéristique que le paramètre η rend régulier. Si

u(ε,η) est la solution du problème
(
P(ε,η)

)
, u =

[
u(ε,η)

]
est une fonction généralisée que nous

considérons comme la solution généralisée du problème.

Mots clés

Equations différentielles partielles non linéaires. Algèbre de fonctions généralisées. Problème

de Cauchy caractéristique
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Abstract

On the singularities of some differential problems.

In this thesis, we propose a method to solve some Cauchy problems with irregular or

characteristic data by using the recent theories of generalized functions. We study a regular

Cauchy problem and a regular Goursat problem in the first part with data on a monotonous

curve. The second part is devoted to the setting up of an algebra adapted to the generalized

Cauchy problem. In the third part, we give a meaning to a generalized Cauchy problem

and we show that the problem admits a unique solution. We study a generalized Goursat

problem in the same way. In the fourth part, we approach a characteristic Cauchy problem

by a family of non-characteristic ones (Pε) by considering the straight line of equation

y = εx. If uε is the solution of problem (Pε), u = [uǫ] is a generalized function that we

consider as the generalized solution of the problem in an appropriate algebra. We give a

meaning to the characteristic Cauchy problem with irregular data by replacing it by a family

of non-characteristic problems
(
P(ε,η)

)
in an appropriate algebra. The parameter ε permits

to replace the given problem by a non-characteristic one, whereas the parameter η makes

it regular. If u(ε,η) is the solution of problem
(
P(ε,η)

)
, u =

[
u(ε,η)

]
is a generalized function

considered as the generalized solution of the problem.

Keywords

Non linear Partial Differential Equations ; Algebras of generalized functions ; Character-

istic Cauchy Problem.
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