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Introduction



La solution de beaucoup de systémes différentiels dépend des données de Cauchy ou
conditions initiales. Cependant le probléme de Cauchy n’est pas bien posé dans de nombreux
cas, méme hyperboliques.

Il en est ainsi quand les données sont trop irrégulieres ou portées par une variété ca-
ractéristique.

Par exemple, pour un systéeme différentiel non linéaire, I'examen des données comme la
mesure de Dirac sur une variété (non caractéristique) n’a pas de sens dans la théorie des
distributions. Et méme pour un probléme linéaire, si le critere du “Wave Front Set” de
Hormander sur la restriction des distributions & une sous variété n’est pas vérifié, il n’existe
pas de moyens standard pour formuler correctement le probléeme de Cauchy dans le contexte
distributionnel.

Dans le cas caractéristique, méme si les données sont analytiques, le théoréme de Cauchy
Kowaleska ne peut étre utilisé. Ce théoréme propose une construction de la solution u au
moins localement, & partir de données suffisamment régulieres et portées par une variété
sur laquelle on peut d’abord calculer formellement toutes les dérivées partielles de u. Une
telle variété est dite non caractéristique et on peut dans le cas linéaire la caractériser assez
simplement pour une équation et méme un systeme.

Le cas non linéaire “non caractéristique” est plus difficile & formuler pour les ordres
élevés et les systemes; il n’est pas sur qu’il y ait consensus pour une définition générale
relative aux systemes différentiels non linéaire d’ordre quelconque.

Dans le cas caractéristique, le calcul formel des dérivées partielles sur la variété portant
les données rencontre une obstruction géométrique difficile & contourner. Pour les problemes
caractéristiques linéaires, des résultats d’existence, mais non d’unicité, sont prouvés dans

le cadre des distributions dans un demi-espace ([4], [6]). D’autres résultats sont prouvés



(Garding, Kotake, Leray, Wagschal, Hamada, Dunau) dans le domaine complexe (ou les
solutions peuvent étre holomorphes ramifiées autour des courbes caractéristiques issues des
caractéristiques). Mais nous ne connaissons pas de réponse générale dans les cas analytiques
réels ou C* et pour les problemes non linéaires. Pour ces cas, et aussi dans les cas linéaires,
les problemes caractéristiques sont ceux ot nous “tombons dans les trous” de la stratification
canonique définie dans la théorie de Shih Weishu [18], [19] et il est prouvé par Shi Wei Hui
[17] que le probléme de Cauchy n’est pas bien posé pour les équations de Navier-Stokes sur
I’hyperplan {t=0}.

L’objectif de ce travail est de proposer une méthode permettant de résoudre certains
problemes de Cauchy & données irrégulieres ou caractéristiques en utilisant les récentes
théories de fonctions généralisées [1], [3], [15] et en particulier les (C, &, P)-algebres [8], [11]
définies dans les travaux de recherche du groupe d’Analyse Algébrique Non Linéaire.

e Nous cherchons, une solution u généralisée dans un sens qui sera précisé plus loin du

probleme de Cauchy suivant :

\ ayh

ol ¢ et 1 sont des fonctions généralisées d’une variable. Les valeurs initiales sont données
sur la courbe monotone y d’équation y = f(z). La notation F(.,.,u) étend, d’'une maniere

qui sera précisée plus loin, I’expression :

(z,y) = F(z,y,u(z,y))

au cas ol u est une fonction généralisée des deux variables x et y.
Nous étudions le cas ou les données sont situées sur la courbe caractéristique v = (Ox)

& partir des résultats précédents.
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e Nous cherchons une solution u généralisée dans un sens qui sera précisé plus loin du

probleme de Goursat suivant :

(92
axay“ =F(.,.,u)
(Pl) | U|(O:z:) =@
[ Uy =P

ou ¢ et 1 sont des fonctions généralisées d’une variable réelle. Les valeurs initiales sont
données sur une courbe caractéristique C : (Ox), et sur une courbe monotone y d’équation

x = g (y). La notation F(.,.,u) étend, d’'une maniére qui sera précisée plus loin, ’expression :

(z,y) = F(z,y,u(z,y))

au cas ol u est une fonction généralisée des deux variables x et y.
e Dans la premiére partie nous étudions d’abord des problémes réguliers.

Nous résolvons le probleme de Cauchy régulier suivant :
(2
Bmayu N

o _
L 9y,

F(.,.,u)

ol ¢ et 1 sont des fonctions lisses d’une variable réelle. Les valeurs initiales sont données
sur la courbe monotone «y d’équation y = f(z) et 'application (z,y) — F(z,y,u(z,y)) est
une fonction lisse de ses arguments.

Nous résolvons le probleme de Goursat suivant :

[ 02
amayu =F(.,.,u)

(Pl) Ujoz) = ¢

[ Uy =Y

11



ol ¢ et 1) sont des fonctions lisses d'une variable. Les valeurs initiales sont données sur
une courbe caractéristique C' : (Ozx), et sur une courbe monotone y d’équation z = g (y) et
Papplication (x,y) — F(x,y,u(x,y)) est une fonction lisse de ses arguments.

¢ La deuxiéme partie est consacrée a la définition des algeébres de fonctions généralisées
et a la mise en place d’une algebre de fonctions généralisées adaptée au probleme de Cauchy
généralisé. Voici une idée de la construction de ces algebres :

K est le corps des réels ou des complexes et A un ensemble d’indices. C est I'anneau
quotient A/I ou I est un idéal de A, un sous-anneau de I’anneau K.

(€,P) est un faisceau de K-algebres topologiques sur un espace topologique X. Un
faisceau de (C, &, P)-algebres sur X est un faisceau quotient A = H/J ou J est un idéal
de H, sous faisceau de E*. Les sections de H (resp J) doivent vérifier certaines estimations
faisant intervenir # et A (resp I).

Dans ces algebres, nous avons de bons outils pour poser et résoudre beaucoup de
problémes différentiels non linéaires a4 n données irrégulieres [12], [14].

Nous choisissons £ = C*®°, X = R? pour d = 1,2, E = D' et A =]0,1]. Pour tout ,
ouvert de R?, £(Q) est muni de la P(Q) topologie de la convergence uniforme de toutes
les dérivées sur les espaces compacts de ). Cette topologie peut étre définie par la famille

- aal+02+...+ad

de semi-normes Pk ;(u.) = sup | sup |D%.(z)| ) avec K € Q et D* = “— =~ pour
’ lal<l \zeK 3211...8zd
2= (21,.,2q) € 1 ENet a=(ag,..,aq) € N

Soit A un sous anneau de Panneau R des familles de réels muni des lois habituelles et

I4 un idéal de A tels que A et I soient stables par majoration. On suppose que (1), € A.

12



Pour simplifier, on notera X = H4,c p), N = J(1,,co0p) et A= X/N. On pose :

X(Q) = {(ug)g € [C®(@Q)) : VK € QWi €N, (Pxu(ue)), € A+}

N(Q) = {(UE)E € [C®(Q)) : VK € QWi €N, (Pxi(ue)), € 1;}.

L’anneau des constantes généralisées associé a I'algebre quotient n’est autre que l'anneau
quotient C = A/I 4.

Nous introduisons la notion d’algebre A (R?) stable par F (relativement & C = A/I4.)

Q étant un ouvert de RY, pour z € Q et u = [u.] € A(Q), nous définissons le D'-
spectre singulier paramétrique de u € A(£2) comme le sous ensemble de Q x R, : SES"S;‘U =
{(z,r) e A xRy,7 € Tpr 4(u)} ot Tpr 4(u) = Ry \Nps 4(u) est la D'-fibre au dessus de z
et Npro(u) = {r € Ry;3V; € V(o) : lim(euapy, ) € ’D’(Vx)}.

e Ces outils nous permettent d’aborder dans la troisiéme partie les problemes géné-
ralisés.

Nous cherchons une solution u dans A (RQ) du probléeme de Cauchy généralisé :

@
\ ayh

Apres avoir donné un sens & (Pg), nous montrons que si A (RQ) est stable par F' , si
A(R) et A (R2) sont construits sur le méme anneau C = A/I de constantes généralisées et
si les données du probléme (Pg) vérifient les conditions ¢ € A(R), ¢ € A(R), f € C°(R),
alors le probleme (P;) admet une unique solution u dans A (R?).

Nous faisons ensuite une étude qualitative de la solution, notamment pour F = 0 et

f(z) = ax.

13



Nous étudions de méme le probleme de Goursat généralisé :

[ Uy = 1.

e Nous pouvons alors nous intéresser aux problemes caractéristiques dans la quatriéme
partie.

Nous nous proposons de prolonger certains résultats [10] & des cas généraux, en ap-
prochant des problemes caractéristiques par des familles de problémes non caractéristiques
et en interprétant algébriquement les résultats.

Nous étudions le cas ol les données sont situées sur la courbe caractéristique v = (Ox)
& partir des résultats précédents.

Le probléeme de Cauchy caractéristique :

r

82
oz dy v=

F(., . ,u)

(Pe) § ujon) = ¢
du
[ 9Y|(0u)

n’a pas de solution lisse (ni méme C?) méme lorsque les données ¢ et ¢ le sont. Nous
approchons 7 en considérant la famille de courbes (7.), ol 7. a pour équation y = ex. Nous
étudions d’abord le cas ou les données sont régulieres. Nous remplagons le probleme (P¢)

par la famille de problemes non caractéristiques (P;), :

[ 52
Oz dy

u=F(.,., u)

(PE) u"YE - SO
du
L ay |’Ys

Nous essayons d’en traduire la famille de solutions en termes de fonction généralisée ap-

partenant & une algebre convenablement définie.

14



Si u, est la solution du probleme (P), la famille (u.), est le représentant d’une fonction
généralisée appartenant & lalgebre A (RQ). Alors u = [u.] est une fonction généralisée
que nous considérons comme la solution généralisée du probléme de Cauchy caractéristique
(Pe).

Nous étudions alors le cas des données irrégulieres.

Nous donnons aussi un sens au probléme de Cauchy caractéristique (P¢) dans le cas ol
¢ et 1) sont elles-mémes des données irréguliéres (par exemple des fonctions généralisées) en

le remplacant par la famille de problémes non caractéristiques (P(Em)) dans une algebre

(e.m)

convenable : )
0%ue )
axay (513, y) = F(,’E, Y, U(en) (IE, y))

P(E:ﬂ) u(e,n) ($, 6$) = ©n ($)
ou
(e.m) _
| 2D (5,0) = o)

olt (¢y), et (), sont des représentants de ¢ et 1.

Le parametre € permet de se ramener & un probleme non caractéristique que le parametre
1 rend régulier.

Si e ) est la solution du probleme P ), la famille (“(E,n))(e,n) est le représentant d’une
fonction généralisée. Donc u = [u(E’n)] est une fonction généralisée que nous considérons
comme la solution généralisée du probleme de Cauchy caractéristique (P¢).

Nous appliquons ces résultats pour quelques cas particuliers ou F' = 0.

15



Premiere partie

Problemes réguliers
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Chapitre 1

Un probleme de Cauchy régulier

1.1 Enoncé du probleme

1.1.1 Deux formulations (P,) et (P,)

On cherche une solution 4 du probléme de Cauchy suivant

[ 52
axay“ N

F(.,.,u)

Uy =@
du
L 9y

ou f,p,1 : R— R sont des fonctions lisses d’une variable, -y la courbe d’équation y = f(x)

|7: 1P

et F: (z,y) — F(z,y,u(z,y)) est une fonction lisse de ses arguments.
Dans tous les cas on fera ’hypothese suivante
f 3
F € C®(R*,R)

VK eR%, sup |0,F(z,y,2)| < +oo
(H) : { (z,y)€K;z€R

f est définie et strictement croissante sur R, d’image R

L VmGR,f’(I)#O,

oi1 la notation K & R? signifie K est un compact contenu dans R2.

17



On désigne par (Ps) le probléme de la recherche d'une fonction u € C%(R?) vérifiant

(

0u
Fway @Y = Py ula.) 1)
u(z, f(z)) = o(z) (2)
ou

| 5, @/ @) =@ 3)

On désigne par (P;,;) le probléme de la recherche d’une fonction u € C°(R?) vérifiant

u(yy) = uo (e, ) — / /D L Fenuea)ded (@)
Z,Y,

uo(z,y) = x (y) — x(f(z)) + o(z)

et x désigne une primitive de 9 o f~!, avec

{&n): [Ty <<z y<n< O} siy < fla)
D(z,y, f) =

{€m) 2 << fHy) £(O) <n<yf siy>f(a).
1.1.2 Equivalence des deux formulations (P.,) et (Pj;)

1.1.2.1. Théoréme.

Soit u € CO(R?).
La fonction u est solution de (Pu) si et seulement si u est solution de (Pipy) .
Démonstration.
Condition nécessaire.
L’existence de f~! étant assurée par (H). On considere les points M (z,y), P(f~'(y),y),
Q(z, f(z)), 'hypothese (H) assure que le domaine D(z,y, f), défini en 1.1.1., limité par le

“triangle curviligne M PQ ” est borné.

18



Si u est solution de (Py,), supposons y > f(x).

92 /y /fl(n) 924,
——(&,m)dédn = ——(&,n)d¢ | d
/ /D os) DTy (&, m)d&dn . ( ; 920y (&,m)d¢ | dn

v [ou E=f"1(n)
= — (& n)] dn
/f(:v) [ay &=z

Y Oou Y ou
)ay(f Y(n),n)dn — f(m)@(w,n)dn
/ w(f ~ ule, )Y,

= x (v) = x(f(2)) = ulz,y) + u(z, f(z))

= x () = x(f(2)) — ulz,y) + ¢(2),

ot x désigne une primitive de ¢ o f~1.

Nous en déduisons
mezx@wxuw»+mm—/A(ff@mw@mmwn
m’y7

= uo(a,y) - / /D L F )

o ug(z,y) = x (y) — x(f(x)) + ¢().
On obtient le méme résultat si on suppose y < f(x).

Donc u vérifie (P) .

Condition suffisante.

Si u vérifie (Pj,;), on peut écrire, en supposant y > f(x),

=)
U(fc,y)zu(}(fc,y)—/ ' (/fl) F(&nm(&n))d'n) 3

)
= ug(x,y) — / G(&,y)dE,

ot G(&,y) = [f¢) F(&mu(€.m)dn

19



Comme on a u € C°(R?), G est une fonction continue de ¢ et y, d’out

ou . a’LL() . % Y
5o = G + Gy = Ghey + [ Pl ute )iy

et par suite
8 8u 82’11,0
o (5] @) = g ) + Plop (o)

et comme

82’LL0
ayax (xay) - Oa

a% <%) (2,1) = F(z,y,u(z,1)).

Calculons encore u(z,y) de la maniére suivante

=)
’LL(IE,y) = ’LL()(iE,y) - /fj | (/ ! F(Sanau(&n))df) d

Yy
— uola,y) - / H (a,) dn,
f(z)

ot H (z,n) = [{7 ™ F(&,n,u(¢,n))de.

Comme on a u € C°(R?), H est une fonction continue de z et 1, d’ou

9 P )
Tta) = G @) - / F(&.yu(€.y))de

d’ou

u *u
% <Z_y) (y) = 3 30 (z,y) + F(z,y,u(z,y)) = F(z,y,u(z,y)).

Finalement on peut intervertir ’ordre des dérivations partielles et

0%u
am—ay(fvay) = F(m,y,u(:v,y)).
De plus
(z, f(z)) = uo (z, f(2)) = p(z),
ou Oug
o f@) = G @ f(w) = de S (@) = ¥ (@)



e Ces résultats sont inchangés si on suppose y < f(z), donc u vérifie bien (Py).

Si u est de classe C! alors (z,7y) — F(z,y,u(z,y)) est de classe C!, alors

1) Yy 1)
W (2.9) — uolz,y) — / (/f(g)F(f,n,U(&n))dn> de = uo(z,y) — / G(¢,y)de

admet une dérivée partielle en z de classe C', et

Y

W (xay) = UU(IE,y) _/

S~ y
(/ F(S,H,U(S,n))df) dn = uo(z,y) —/ H (z,m) dn
f(@) \Ja f(=)

admet une dérivée partielle en y de classe C'. Comme

5 (50) o = Flaaten) = 5 (50 ) @)

est de classe C! alors u = W est de classe C2.

On remarque de plus que si u est de classe C" alors (z,y) — F(z,y,u(z,y)) est de classe

C", donc

Wz(w,y)mo@,y)—/

T

1) Y 1)
/ F(&m,ul€m)dn | dé = uo(a,y) / G, y)de
(&) T

admet une dérivée partielle en = de classe C", et

Y

W (xay) = UU(IE,y) _/

) y
(/ F(S,H,U(S,n))df) dn = uo(z,y) —/ H (z,m) dn
f(@) \Ja f(=)

admet une dérivée partielle en y de classe C". Comme

5 (50 o = Flaaten) = 5 (50 ) @)

est de classe C™ alors u = W est de classe C"*1.
D’apres le principe de récurrence u est donc de classe C*.

On a donc le

1.1.2.2. Corollaire

Si u est solution de (Piny) (ou de (Ps)), alors u appartient a C*®(R?).
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1.1.2.3. Calcul des dérivées partielles d’ordre deux de u

Ce calcul sera utilisé au 4.2.

Si wu est solution de (Pj,;) nous avons

o Y
52 e:0) = o) 4 Olo) = o)+ [ PG, ute )iy

Puisque F(.,.,u) admet une dérivée partielle en z et que f est dérivable, nous en déduisons

82’LL 82u0

52 () = gz (@.y) = fl@)F(e, f @) u(z, f(2))+

y OF ou
f (z,n,u(z,n)) + g(m,n,U(fc,n))a—m(fc,n)) dn

&%ug
= 5oz (®9) = ['@)F(z, f(z), () +

Y oF OF ou
/f(x) (W‘”’”’“(wm)) + 55 (@ ul@m) o (@, n)) dn.

Comme ug(z,y) = x (v) — x(f(z)) + ¢(z), il vient succesivement

%(x,y) = _fl(,’E)'(/) (f*l (f( ))) + o ( ) —fl(,’E)’l/} (513) i (p, (,’E)
2u
%xQO (z,y) = —f" (@)Y (z) — f'(2)Y (z) + ¢" ()

On trouve alors

2’LL
%(ﬂc,y) = (@) (z) = f(@)y (z) + ¢"(z) = f'(2)F(z, f(2), ()

v (OF oF o
+/f<m) <%($’n’u($’"))+5(‘”’”’ (z.m) 55 (@ 77)> dn

Si u est solution de (Pj,;)), on peut écrire, en supposant y > f(z),

1)
u(a.y) = wfey) - | ’ ( /f 1) F(f,n,u(g,n))dn) d.

Calculons encore u(z,y) de la maniére suivante

=)
U(il),y) = U(](il?,y) - /f?) (/ ! F(&T/au(fan))d§> d
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A partir de

y . )
o) =Gl - [ Pyl s
on obtient
9%u 0%ug 1 _
) = ) - ( - fl(y)))F(f ()0l ()

YW 7 9F OF 0

uo(z,y) = x (y) — x(f(z)) + o(z).

Comme
%—“y“(zv,m — (/' W)),
82UO . —1y/ 11 _ 1 r(g—1
o) = [0 (00 = |5y | ¥ ) ©

1.2 Résolution du probleme

1.2.1 Résolution de (Py)
1.2.1.1. Théoréme

Sous Uhypothése (H) le probléme (Ps) admet une solution unique dans C*(R?).
Démonstration.
D’apres le théoreme 1.1.2.1., résoudre (Pu) revient & résoudre (Pj,;) c’est-a-dire a

chercher u € C°(R?) vérifiant

u(zy) = uo(z,y) — / /D L e (e n)dsd (4
Z,Y,

Pour tout compact de R?, nous pouvons trouver A > 0 assez grand tel que ce compact
soit contenu dans Ky = [—A;A] X [f(=A); f(N)], car la famille (K)\)/\e]Rjr est une famille

exhaustive de compacts.
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a) Changement de variables.

Supposons toujours y > f(x) et faisons le changement de variables

X=xz+A
Y=y—f(=}
c’est-a-dire considérons comme nouvelle origine Q(—A, f(—=2)).

Alors
=X -\

y=Y + f(=})

La relation (4) s’écrit

u(X = NY 4+ f(=A) =ug(X =AY + f(=N))—

/ / F(E— A+ FN),ul — Mg+ F(=\)dédn,
D(X=A\Y+f(=)N),f)

qui est de la forme

U(X.Y) = Up(X,Y) - / /3 oy FEnUEMED, )
3 s ¥,g

avec g(X) = f(X —X) — f(=A); le compact Qy = [0;2A] x [0; g(2))] est le transformé de
Ky, car g(2)\) = f(A) — f(=)). L’équation de () s’écrit alors Y = g(X) et g(0) = 0.

On a donc maintenant

b) Résolution.

Posons, conformément a ’hypothese (H)

98
0z

my = sup
(§m)€EQn; 2€R

(€4
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Définissons la suite (U,)nen de fonctions de R? par

VneN*,Un<X,Y)=Uo(X,Y)—// o B Uit mydcan

Posons pour tout compact H € R?,

[Uolloe.r = sup |Us(z,y)|-
(vy)eH

D’apres le théoréme des accroissements finis sous forme intégrale, nous pouvons écrire
1 83’
3(£a m, t) - 3(£a m, ’l”) = (t - ’l”) 0 a(éa n,7+ U(t - ’l”))dO (6)
d’otr: V(¢,m) € D(X,Y, g)
1 83’
$(&,m,Uo(&,m)) = §(&,m,0) = Uo(&;n) ; 5, & ol(&,m))do

Donc

1
(. Un(em)] < [3(6, 7, 0)] + [To(€.m) / mdo,

|&(§ana Uo(fan)” < |&(§’n’ 0)| +my ”UOHOO,Q)\ :

Posons

DA =118 0o,y +mrll00ll o0, »

VneN, V, =U, —Up,_1,
ce qui entraine

Vi(X,Y) = Uy (X,Y) — Ug(X,Y) = // [ o, SEm UM,

Vi(X,Y U dedn < @ e
Vi< ff e il den < A//M’Y’g) tdn,

(X, Y)] < 2)A(X,Y),
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o: AX,Y)= [ fD(X’ng) dédn, désigne Paire du domaine D (X,Y, g) limité par le “triangle
curviligne M PQ 7.

On a:

[V2(X,Y)| = [U2(X,Y) = U1 (X, Y)]

< / / I3(6,m, To(E,m)) — B(€ 0, U1 (€,m))| dédn.
D(X,Y,9)

Utilisant alors la relation (6), on obtient

|3’(§7 m, UU (67 77)) - 8’(67 m, Ul (67 77))|

1
< [00(€n) = Urlenl| [ 3E56 101 Exn) + o(Uh(6n0) ~ (e )]

par conséquent

|3(£ana U()(f,’l’])) - S(ga’r’a Uy (5777))| < |UO(§777) - Ul(fﬂ?)| my

|3’(§a m, UO(§7 77)) - 8’(67 m, U1 (67 77))| < |‘/Y1(§a 77)| my.

On en déduit
Va(X,Y)] < / / i Un(€,m) — UL (€,m)) dédn
D(X,Y,9)

SmA// Vi (&) dedy
D(X,Y,g)

< ma®, / / A, m)dedn.
D(X,Y,9)

On peut remarquer que

AXY) < (97 1(Y) = X)(Y = g(X)) € @A = X)Y < (2N)Y
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et par suite

V(XY ) A déd ) A)ndéd
Va(X,Y)| < my /\//Q(X,Y,g) (§,m)dédn < my )\//,’D(X,Y,g (2X\)nd&dn
Y oA
<mads [ ([ ey

<ma®y <(2>\)2 1;2)

Par conséquent

2
V(. n) €D(X,Y,g), [Va(&,n)] < ma®a <(2>\)2%) ,

De méme
VA(X.Y)| = [Us(X.Y) — Un(X,Y)| < / / I3, UL (E,m) — F(€m, Ual€.m))| dédn.
XY,
D’ou
V(X Y)| < // oy IO ) = e

<mA//XY V(€ m)) déds

2
<m)\// s m)\@/\ <(2>\)2%) dédn

2 2
<mioy [ (/0 x?-de)an

< m3®, <(2A)3Y3) :

Par récurrence

_ Y"
ey <mg ey (@),

D’ou
20)g(2N)]" @5 [(2A)mag(2M)]"

my 1, [EAICIIT_ 21 ,
n! my n!

[Vall

00 QA =
ce qui assure la convergence uniforme de la série >V, sur ), et par suite sur tout compact
n>1

de RZ.
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L’égalité Y| Vi = U, — U entraine que la suite (Uy,),,cy converge uniformément sur
Q) vers une fonction U. Comme chaque U, est continue, la limite uniforme U est continue

sur tout compact ), donc sur R2.

Posons : ,(X,Y) =U(X,Y) — U,(X,Y), alors
U(X,Y) — Up(X.Y) + / /D oy, FERUE M
»¥,9
— U(X,Y) - Un(X.Y) + (UH<X,Y) ~Uy(X,Y) + / / 3, U(s,n»dsdn)
D(X,Y,9)
— e (XY) + / /@ oy GERUEM) S Uy ) de
s ¥,9

Comme

V(gan) € @(X, Y’g) : |8’(§7777 U(San)) - 8’(67777 Un(&an)” < |U(§an) - Un*l(&an” my,

le second membre est majoré par

(X,Y)eQ X,Y)EQx (X,Y)eQ

( sup |en(X,Y)|>+m,\ (( sup A(X,Y))( sup |U(X,Y)—Un1(X,Y)|>,

c’est-a-dire par

(( sup |5n(X,Y)|> + my (2X X g(2))) ( sup |en1(X,Y)|)

XY)EQx (X,Y)EQn

qui tend donc vers 0 quand n tend vers +oo. Il en résulte donc que
UCLY) =X Y) = [ (en U mydsn
D(X,Y,9)
pour (X,Y) € QAN {(X,Y)/Y > g(X)} = Q.

¢) Montrons que la solution est unique.

Soit W une autre solution de

U(X.Y) = Up(X.Y) - / /@ oy G U ),
s Y9
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Posant : A =W — U, on obtient

A(X,Y) // ey CEEm W Em) + 5 (En U ) decn

Soit (X,Y) € Q), puisque D(X,Y,g) C Qy, on a

XY|<//XY ma [W(E,m) - (Snldﬁdn<mx// A, ) déds.

Comme Y > ¢g(X)

g HY) pY 2\ Y
AX,Y)] < ma / / 1A )] dnde < s / / A, )| dnde
g

X

Y 2\
SmA/O (/0 A, )| dé)dn

Y 2\
< my / ( / sup |A(E,n)] de)dn

£€[052]

Pour tout Y € [0;g(2))], posons

E(Y)= sup |A(£Y)],

£€(0;2)]
alors
Y p2) Y
A <mal [ E(n)dfdn‘ﬁmﬂ/\ | B,
o Jo 0
de sorte que
Y
VY € [0:9(20)] B(Y) < ma2r | [ Bl
0

ainsi d’apres le lemme de GRONWALL : F =0 d’oun A =0, ce qui prouve l'unicité de U
dans Qj\'.
Posant alors vy(z,y) = U(z+ A,y — f(—A)), il en résulte que vy est I'unique solution de

(4) dans Ky N {(z,9)/y > f(2)} = K.

d) Cas y < f(x)
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Dans le cas y < f(z), faisons le changement de variables

X=—z+2A
V=-y+f(})
c’est-a-dire considérons comme nouvelle origine Q(A, f(\)) et inversons le sens des axes.

Alors
==X+

y=-Y+ f(}))

et :

u(=X+XN =Y+ f(A) =u(-X+X-Y + f(N)

- / / F(—6 4 M —n+ FN)su(—€ + A —n + F(N))dédn,
D(—X+X\~Y+f(N),f)

qui est de la forme

W(X,Y) = Wo(X,Y) - / /@ oy B WE ) ey
»¥,9

avec g(X) = f(A) — f(A—X); le compact @) = [0;2A] x [0; g(2))] est le transformé de K,

car g(2)) = F(A) — F(=).
Comme y < f(z) équivaut & —y > —f(z), on a donc
fA) =y = f(A) = f(=),
c'est-a-dire Y > f(A) — f(A — X), soit Y > ¢g(X). Nous sommes donc ramenés au cas

X>0

Y > g(X)

qui se traite comme le cas précédent.

e) Solution.
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11 en résulte que wy(z,y) = W(—z + X, —y + f(X)) est solution de (4) dans

Kxn{(z,y)/y < f(z)} = K, .

De la continuité de U dans Q;\r et de W dans Q) résulte la continuité de vy dans K)J\r et de
wy dans K, . De plus, vy et w) se raccordent sur -y car vy(z, f(z)) = wi(z, f(z)) = ¢(z).
Finalement si on pose

oale.y) pour (z.y) € Kif
U)\(ZE, y) =

wn(z.y) pour (z,y) € K,

alors uy est 'unique solution de (Pj,;) continue sur K.

Il reste & prouver que ce procédé donne bien une solution globale continue u de (4) dans
R?, c’est-a-dire qui vérifie (Pj,;) .
Si A2 > Aj alors K, C K, : il faut donc encore montrer que Upo|Ky, = Ui

Or

V(m,y) € K)\:M U)\Q(.’L‘,y) = UO(may) - // F(ganau)\z (fﬂ)))dfdn

D(z,y,f)

et cette égalité a lieu a fortiori pour (z,y) € K),. On a donc

Dy, (z,9) = uo(z,y) — //D(x’y’f)F(f,n,u,\2|KAl (&,m))dEdn.

Autrement dit u A, vérifie (4) dans K, et y coincide donc avec son unique solution uy, .

|K>\1
Pour tout (z,7) € R? on peut alors poser :
U(ZB, y) = U)\(.’L‘, y)

= wolz,y) - / /D L Fenun)ien, (0

o uy vérifie (4) dans K et (z,y) € K.
La définition de u par (7) étant indépendante du compact K, donne finalement la
solution globale unique de (Pj,;) ou (Ps). O

Au chapitre 4, on aura besoin des estimations précisées par le résultat suivant.
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1.2.1.2. Proposition.

Avec les notations précédentes, pour tout compact K € R?, il existe un compact Ky,
K\ € R?, défini précédemment, contenant K, tel que

) my= sup |G(z,y.0)]; Or = [IF(,-,0)]

P
(i) fJulloo, e < Neelloo,rey < Mwo0llog, i, + m_ieXPp)‘m/\ (F(X) = F(=)]-

oo,KA + mx ||u0”oo7KA a

Démonstration.

(i) De maniére claire, on a

B 0F OF
my = sup %( a(xayat) )

éanat)‘ = sup

Ox =185 0)llo,gn + ™ 100l o,y = IE (5 - 0o 16, + mx w0l o0k, -

(ii) En conservant les notations précédentes, nous avons

() = wo(2,y) — / /D L FEn &)y, 21
uo(z,y) = x (y) — x(f(z)) + o(z).

vna(z,y) pour (z,y) € K
Un,)\(xay) =

wn,)\(may) pour (l',y) € K;

Comme

Uy (X,Y) = Up(X,Y) — / /@ oy 6 Un € e,
1,9

Oy = I8(  0)lloo,@y +ma U]l »
Vo =U, — n—1,
ou @y = [0; 2A] x [0; g(2)] est le transformé de K par g, avec Ky = [=A; A] x [f(=A); f(N)].

siy > f(x), 9(X) = (X =) = f(=2),
sty < f(x), 9(X) = F(A) = F(A = X).
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D’apres la démonstration du théoréeme 1.2.1.1, nous avons

Vn €N, Vil o, < my 0y

et par conséquent

[2AN)gA)]" @y [ma(2A)g(2M)]"
n! my n!

bl

o0
5%
U0, < 100l 0.0y + Z [Vallo.gy < Uolloo.g, + = exp[ma(2X)g(2A)].

De plus

m
n=1 A

9(2A) = () = F(=).

Comme on a les relations suivantes

laloo it = 1Vl ol o g = 1T0llco vy sur Kt

frll o g = Wl ol e g = 1Wollse.0, wy, sur K

on en déduit que

ol < ol + 2 explma (23) (F) = F(-N)]
A

et de méme

[y < oy 5 explma(2) (73) = F(-N))

Donc

[ll oo, i, < Nuolloo 1, + %exp[mx(%\) (fA) = F(=M)]-

Comme [Jull g < lull

00, K\’

I'inégalité précédente entraine la conclusion (ii). O
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Chapitre 2

Un probleme de Goursat régulier

2.1 Enoncé du probleme

2.1.1 Deux formulations (P, ) et (F},)

F' est une fonction lisse de ses arguments et g, ¢, 1 sont des fonctions numériques lisses

d’une variable réelle avec de plus

Dans tous les cas nous ferons I’hypothése suivante
(
F € C*°(R%,R)

(H):{ VKER?, sup |9,F(z,y,2)| <+oo
(z,y)EK;2€R

\ g est croissante sur R,

ol la notation K & R? signifie K est un compact contenu dans RZ.

Nous désignons par (P.,) le probleme de la recherche d’une fonction v € C%(R) vérifiant

( 9%u
M(may) = F(Iayau(may)) (1)
(Pse) ) u(x,0)) = p(x) (2)
u(g (y),y) = P(y). (3)



Nous désignons par (P/,,) le probleme de la recherche d'une fonction u € C°(R) vérifiant

u(zy) = uolz, ) + / /D L FEmuE e, (@)
x,Y,9

up(z,y) = P(y) + () — v(9(y)),

avec

{&mn) :gly) <E<z; 0<n <y} si gly) <zet0<y

~—

{&m) 2 <E<g(y); 0<n<y}si gly) >zet0<y

D(z,y,9) =

~—

{&mn):x<E<g(y); y<n<0}si gly) >zety<0

L {En) igly) €< a5 y<n <0} s g(y) <zety<O.

2.1.2 Equivalence des deux formulations
2.1.2.1. Théoreme

Soit u € CO(R2?). La fonction u est solution de (P.)) si et seulement si u est solution
de (Piy)-

Démonstration.
Condition nécessaire.

On considere les points M (z,y), N(x,0), P(g(y),y), Q(g(y),0).

L’hypothése (H) assure que le domaine D(z,y, g) est borné.

a) Supposons d’abord 0 < y et g(y) < z.
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D(z,y,g) a pour frontiere le rectangle PQN M.

9u z Y 92u * [ou y
/ /D("L‘M) 9zy T /g(y) < o Dady&" 77) ‘ /g(y) [am (5’”)]0 ¢

T 9 z 9
:/( )G—Z(g,y)df—/( )3—2(5,0))%
9(y 9%y

= [u(& Yoy — [y
=u(z,y) —u(g(y),y) — »(z) + ¢(9(y))

=u(z,y) —Y(y) — p(@) + ¢(9(y)).

Nous en déduisons

w(z,y) = $(y) + ola / / F(¢.n,u(¢, n))dédn
myg

:Uﬂ(xay)+//D( )F(&n,U(S,n))dﬁdn,
z,Y,9

up(z,y) = P(y) + () — ¢(g(y)).

On a donc up(z,0) = 9(0) + ¢(z) — ¢(g(0)), il en résulte que u(z,0) = ¢(x). De plus

uo(9(y),y) = P(y) +¢(9(y) — ¢(g (y)) = P(y).

il en résulte que u(g(y),y) = 9 (y). Donc u est solution de (P),,).

// ey e

nous devons distinguer quatre cas :

Pour le calcul de

lecas (1) : (0<yetg (y) <z,
le cas (2) : (0 <yetx<g(y)),
lecas (3) : (y<O0etz<g(y),

le cas (4) : (y <0et g(y) < z).
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Traitons brievement les autres cas :

b) Cas (2). Si (0 <yet z <g(y)) alors

0%u 9W) 1 v 92y - V52
//D(:v,y,g)ax—ay(g’n)dgdn _/m < o Ozdy 9wy &4 ) dé = _/g(y) < . D20y (&, n)d'n> dg.

Cas (3). Si (z < g(y) et y < 0) alors

0%u 9(y) 0 52y, - V52
Dz &M = dn ) dé.
//D(x7y’g)6$ay(§’n) S /x < | a0y 77, (& n)d ) dg = /g(y)( | Doy & n) 3

Cas (4). Si (y <0 et g(y) < x) alors

0%u m 0 524 m v 92
By & M dedn = dn ) d§ = — dn | dé.
/ /Dm’g) 20y &0 /g<y>< , Bz &) n) ¢ /g(y)< o oy &7 77) ¢

Condition suffisante.

Si w vérifie (P),,), on peut écrire, en supposant g (y) < z et 0 <y,

u(zy) = uolz, ) + / / F(&, . u(é,n))dédn.
»Y,9

wen = ([ Srag € de =l + | ([ e e mn) o

::uo(m,y)4-]/()(;(fay)dfa
9y

ou G(&,vy) fo (&,m,u(&,m))dn. G est une fonction continue de £ et y, donc

ou

0 0 Y
Z(a,y) = Z2(z,y) + Cla,y) = =2(z,y) + / F(z,m,u(z,n))dn
Ox ox ox 0

et par suite

U 2u
%(g_m)( y) = ((380 (z,y) + F(z,y,u(z,y))

et comme

82UO

g0 (z,y)

=0,
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on a

a% <g_z) (@.1) = F(z,y,u(z,y)).

Calculons encore u(z,y) de la maniére suivante

u(z,y) = uo(z,y) + /Uy (/m F(S,n,U(S,n))df) dn.
g9

(v)

T Yy

—(z,y) = —(z,9) +/ F(&y,u(€,y))dé —g’(y)/ F(g(y),n,u(g(y),n))dn,
9(y) 0

d’on

u 2y
% <g_y) (z,y) = gm—az(m,y) + F(z,y,u(z,y)) = F(z,y,u(z,y)).

Finalement, on peut intervertir ’ordre des dérivations partielles et

0%u
ozdy

(‘/an) = F(m,y,u(:v,y)).

De plus
w(9(y),y) = uo(9(y),y) = ¥(v),
u (z,0) = ug (2,0) = ¢(x).
Ces résultats sont inchangés si on suppose z < g (y) et 0 < y, donc u vérifie bien (P.).
Si u est de classe C', la fonction (z,y) — F(z,y,u(z,y)) est de classe C!, alors
P

W : (z,y) r—>u0(:v,y)+/(
9y

) </0y F“””““’””“) dé = uo(a,y) + /g ; G(&,y)de,

admet une dérivée partielle en z de classe C, et

W (z,y) = uo(z,y) +/0y (/x F(S,n,U(S,n))df) dn = uo(z,y) +/OyH(fc,n) dn
g

()

admet une dérivée partielle en y de classe C'.

Comme
9 <‘96_V;> (z,y) = F(z,y,u(z,y)) = 9 <%—T) (z,9),
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alors u = W est de classe C2.
On remarque de plus que

Si u est de classe C", la fonction (z,y) — F(z,y,u(x,y)) est de classe C", alors

xz T

) </oyF (5’”’“(5’"))‘1”) dé = uo(a,y) + /g G(&,y)de,

W (z, ug(z,
(1) = ol y)+/ .

9(y

admet une dérivée partielle en z de classe C", et

W (z,y) '%UU(fc,y)Jr/Oy (/x F(S,H,U(S,n))df) dnztto(w,y)Jr/OyH(fc,n) dn
g

(v)

admet une dérivée partielle en y de classe C™.
Comme
a (oW a (oW
(2 - F - 2 [ 2=
2 (%) @) = Peauten) = 5 (57) @
est de classe C™ alors u = W est de classe C"*1.
D’apres le principe de récurrence u est donc de classe C*. I

On a donc le

2.1.2.2. Corollaire

Si u est solution de (P,

) (ou de (P.))), alors u appartient a C>(R?).

2.1.2.3. Calcul des dérivées partielles d’ordre deux de u

Ce calcul sera utilisé au 6.2.
Supposons que u soit solution de (P/,), g(y) <z et 0 <y.

Rappelons que

ou ou ou Yy
—(2,y) = = (z,y) + G(z,y) = o (2,y) + / F(z,n,u(z,n))dn.
or ox or 0

Comme : %(m,y) = ¢"(x), nous trouvons alors
T
0%u Y (OF OF du
5 (@ y) = ¢"(2) +/ —— (@ n,u(@,n) + ——(z,n,u(z,n) 5~ (z.n) | dn.
or o \ 0z 0z or
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Calculons encore u(z,y) de la maniére suivante

w(z.y) = uo(zy) + /0 ' ( [ F(f,n,u(g,n))df) dn.
g9

)

A partir de

g—g@,y) - %—f(w,y) T / ; F(&,y,ul€.y)dé — g'(y) /0 " Flg(y).m, ulg(y),m)dn

nous trouvons alors

2’LL 2U
g—yQ(w,y) - %—y;’w,y) 2 () Flg() vt () — 9"(9) / " Fla(y),m ulg(y).m))dn

9) [ HF OF 0
[ (G enntenn + S v utcangien) de

uo(z,y) = P(y) + p(z) — o(9(y)),

aa—'f( W) =) - [0 0)] @)
D’ou
aQUU n " ! ! 2
52 (79 = ') = (" 0) ) + (1) ¢ (9(0))
O

2.2 Résolution du probleme

2.2.1 Résolution de (P.)
2.2.1.1. Théoreme

Sous Ihypothése (H) le probléeme (PL) admet une unique solution u dans C*(R?).
Démonstration.
a) Supposons : 0 < y.

al) Cas (1) g(y) < z.
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D’aprés le théoréme 2.1.2.1., résoudre (P

') revient & résoudre (P

SR TN
i) clest-a-dire a

chercher u € C(R) vérifiant

w(z,y) = uo(z,y) + / /D L FEnuen)ddn ()
x,Y,9

all) Existence.
Pour tout compact de R?, nous pouvons trouver A assez grand tel que ce compact soit
contenu dans K = [g(—A); g(N\)] x [=A; Al

Nous cherchons u tel que

w(zy) = uolz, ) + / /D P, ule )
x,Y,9

Posons, conformément & ’hypothese (H),

OF
a(& 7, Z) .

my = sup

Définissons la suite (u,)nen de fonctions de R? par

Vi € N, un(e,y) = uo(e,y) + / /D R )i
x,Y,9

Posons pour tout compact H € R?,

[wolloo,r = sup |uo(z,y)|-
(zy)eH

D’aprés le théoréme des accroissements finis sous forme intégrale, nous pouvons écrire
LoF
F(éanat) - F(f,’l’],’)") = (t - ’l”) 0 E(fﬂ?ﬂ" + O(t - ’l”))dO, (5)
d’ou, pour tout (£,n) € D(x,y,g), on a
LoF
F(f, 1, Uo (57 77)) - F(fa m, 0) = Ug (fa 7)) 0 a(fa 7, 0Uug (fa n))daa

1
F(E, 1, u0(E,m)] < [F(€m,0)] + [uo(€, ) / mado,
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|F(§anau0(§an))| < |F(§77770)| +my ||u0”oo,K>\ :

Posons

Ox = [1F (s 0l oo iy + M 40l oo ¢, »

Vn € N, Vj, = up, — Up—1.
Avec ces notations nous avons

Vi(e,y) = ui(z,y) — uo(z,y) = / / F(€.m.up(&.1))dédn,
D(z,y,9)
Vi F déd 0} déd
Vi(z,y)| < / /D Vel ) dedn < @5 / /D L dean
|‘/i($7y)| S q)kA(:I’.ay)a

ot A(z,y) = [ fD(m’y’g) dédn désigne Paire du domaine D(z,y, g).

De méme

Vo, )| = lua(z,y) — wi(e,y)] < / /D o TP 6 n) — FIE ol )| ded,
x,Y,9

Utilisant alors la relation (5) nous obtenons :

|F(£anau1(£’n)) - F(ganauﬂ(gan)”

Lo
< |U1(§a77) - UU(§7U)| X / _F(S’naul(gan) +U(u1(§777) - Uo(fan)))da

Uaz

< |U1(§a"7) - Uo(fa"?)| mx

< Vi€ m)lma -

Nous en déduisons
Vate)l < [ mafua(en) — uo(€.n)l déd
D(z,y,9)

< ma / / Vi(€,m)| dédn < mr®, / / A, m)dedn.
D(z,y,9) D(z,y,9)
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Nous pouvons remarquer que

A(z,y) < |g(y) — x|y < (g(N) —g9(=N) v,

et, avec (g(\) —g(—=X)) = 2X, on obtient

Va(z,y)] < mady / / A(¢,m)dédn < my®, / / (2N ndedy
D(z,y,9) D(z,y,9)
Y 2
< ) / ( / (2N )de) i
0 0

y2
< m)\CI))\ <(2>\1)2?> .

Par conséquent

2
V() € Dia.y.g). |Va(6un)] < mady (m')?%) |

De méme

Vi, 9)| = us(z y) — us(z, )| < / /D o TFEn (&) = FE a6 dec
x,Y,9

— déd déd
Va(z,y)| < / /D L () — el dedn < my / /D L Waededy

2
<o [ may (m')”—) dedn
D(2,,9) 2
¥y r9(X) 712 y3
<y [([7 @ Ldgan < mies (@0PY ).
0 Jg=(N) 2 3
Par récurrence

Vil <o (22,

D’ou

[RAOA]" _ @ [N )maA]"

n! my n!

Valloo, i, < M5~ @

ce qui assure la convergence uniforme de la série Y V,, sur K et par suite sur tout compact
n>1

de R2.
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On a Z’,sz Vi = u, — ug donc la suite (uy),y converge uniformément sur K, vers
une fonction u. Comme chaque u, est continue, la limite uniforme u est continue sur tout
compact K donc sur R?.

Posons e, (z,y) = u(z,y) — up(z,y) alors

u(z,y) — oz, y) - / /D RACERTCN
x,Y,9
= u(z,y) — un(z,y) + <un<x, y) — uo(z,y) / /D L R n))dfdn)
=¢ep(z,y) — F(&,n,u(€, —F(,n,up_1(&, dédn ,
(2.9) //D@,y,g)( (& ul(Enm) — F(o, unr (€,)) dédn

comme pour tout (¢,7) € D(z,vy,9),

|F(§,7’],U(§,’I])) - F(ﬁaﬁf“n(&a”)” < |’LL(§,7’]) - Unfl(fﬂm my,

le second membre de 1'égalité précédente est majoré par

( sup |6’n($7y)|) +m>\< sup A(,’E,y)) ( sup |U(£E,y) _unl(xay”)a
(z,y)EK (z,y)€K (zy)EK

c’est-a-dire par

(( sup |6n(x,y)|> +my (2>\' X >\) ( sup |5n1(x,y)|> ,

xvy)EKA (:v,y)EKA

qui tend donc vers 0 quand n tend vers +oo. Il en résulte donc que

u(y) = wolz,y) + / /D L FEn (e n)deds
pour (z,y) € KxN{(z,9),0 <y,g(y) <z} = K.

al2) Unicité.

Soit W une autre solution de

w(,y) = uole, y) + / /D L P uem)dsin
x,Y,9
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Posant : A = W — u, nous obtenons

Alz,y) = / / (F(€.0.W(&,m)) — F(E,m,u(€,n)) dédn.
x,Y,9

Soit (z,y) € Ky, puisque D(z,y,g) C K), nous avons

Ale,y)] < / /D LI )] dedy <y / /D LI

Comme g(y) <=z

x 9(/\) Yy
IA(w,yNSmA/ A&nﬂdnd&ém/ / A, m)| dnde
9(y 9(=X) J0
Yy
0
Yy
0

y
[1a
yJo
9(N)
<m [ 1€l deyan
9(=)
g(N)
<ma [T sup (A€ n)|deyin
(=) €€[0;22]
Pour tout y € [0, A] posons

E(y) = sup [A(&y)],
£€[0;2)]

[ romen

alors

|A(z,y)| < my

< ma2N ‘/ E(n)dn|

de sorte que

VY €y € [0 F V)], Ely) < my2X

| B

ainsi d’aprés le lemme de GRONWALL : £ =0 d’ou A = 0, ce qui prouve l'unicité de u

dans K| ,, solution que nous noterons vy .
)

a2) Cas (2) : z<g(y).

On a

0%u ) v 524 " v 52
T (¢, n)dedn = _
%0 [ ([ gaytemm) ac= [ ([ eyt man) e

Ce cas se traite donc de facon semblable.
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b) y <0.

Dans le cas y < 0 faisons le changement de variables

On a donc maintenant

g(y) <zeY >h(X); D(X,Y,h) = D(—X,-Y,g) = rectangle( MNQP) ;

gy)>zeY <hX); D(X,Y,h) = D(—X,-Y,g) = rectangle(MPQN).

bl) Si z < g(y) alors

0%u 9@) 7 10 52, - v 5
Dy &A= Dy &N | dE = - (€.m)dn ) dE.
//D(“‘”y’g) aady &7 /m ( , wdy " n) ‘ /g(y)< o 30y " n) ‘

b2) Si g (y) < z alors

0%u x 0 52, . v 9y
By & M dedn = dn ) d§ = — dn | dé.

Le changement de variables donne alors

u(z,y) = u(—X, V) = up(~X, -¥) + / / F(—¢, —nu(—€, —n))dédn,

D(7X77Y7g)

qui est de la forme
UCLY) =G )+ [ e (e n)dan,
D(X,Y,h)
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La résolution se traite donc comme les cas précédents avec

[(CARN]? _ @5 [RX)maA]" _ @y [(2X)maA]”
- n!

[Vall < my ey

00, Ky n! my n! ’

>

u(m, y) = U(_‘/Ea _y)'

c¢) Existence d’'une solution globale.

Nous avons quatre cas :

lecas: (0<yetg(y)<z)etlecas: (0 <yetz<g(y)),

lecas: (y<O0etz<g(y))etlecas: (y<0etg(y <x).

Finalement, si on pose

Kiy=K\n{(z,y) :0<yet g(y) <z},
Ky =Kxn{(z,y):y<0etz <g(y)},
Kfy=Kxn{(z,y) : 0<yet z<g(y)},
Ky =EKxn{(z,y) :y < 0et g(y) <z}

et si on appelle

vy la solution dans Kl’)\,
+ : +

wy la solution dans KQ’)\,
+ : +

vy la solution dans Kl’)\,

w, la solution dans KQ’)\,
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on peut alors poser

’U;(ﬁb,y) pour (xay) € KiA

wj\r(xay) pour (xay) € K;:)\
U)\(.T,y) = 9 (6)
’U;\—(ﬁb,y) pour (xay) € Kii:)\

\ wy (z,y) pour (z,y) € Ky

vy et v;\“ se raccordent sur «y car v, (g (y,y)) = 'u;\“(g (y,v)) = ¥(y),
w), et w;\“ se raccordent sur y car w, (g (y,y)) = wj\“(g (y,v)) = P(y),
wy et v, se raccordent sur (y = 0) car v, (z,0) = w, (z,0) = ¢(z),

wy et v} se raccordent sur (y = 0) car vy (z,0) = wy (z,0) = ¢(z),

ce qui assure l'existence et I'unicité de la solution uy dans K) = K, U KQ"'/\ u K1+)\ UK, ,.

d) 11 reste & prouver que ce procédé donne bien une solution globale continue u dans R?,
c’est-a-dire qui vérifie (P],).
Si A2 > Aj alors K, C K, ; il faut donc encore montrer que Uno| Ky, = Ui

1

Or

¥(o.9) € Kasy una(oy) =vo(en) + [[  Plénun(&n)dgan
D(z,y,9)
et cette égalité a lieu a fortiori pour (z,y) € K,,. On a donc
Un| iy, (%:Y) = uo(2,y) + // P&, uy, |1, (€m))dEdn.
! D(z,y,9) !

Autrement dit : u vérifie (4) dans K, et y coincide donc avec son unique solution
Xa| Ky, 1
Uy, -

Pour tout (z,y) € R?, on peut alors poser

’LL(IL‘,y) = ’LL/\(l',y)

. / /D L Flemue )iy (7
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ou uy vérifie (4) dans K et (z,y) € K.
La définition de u par (7) étant indépendante du compact K, donne finalement la
solution globale unique de (P),,) ou (P,)). O

Au chapitre 6, on aura besoin des estimations précisées par le résultat suivant.

2.2.1.2. Proposition

Awec les notations précédentes, pour tout compact K € R?, il existe Ky € R?, contenant
K, tel que

(1) mx = sSup ‘%_};(xayat)‘ 1Py = ||F(7 'ao)Hoo,K)\ +ma ||u0”oo,K>\ )

.. Dy
(i) lulloo ik < lullog iy < Nolloo ey + m_/\eXp[2>\lm)‘>\]'
Démonstration.

On a

wn(@,y) = ug(z.y) + / /D ()l 21
x,Y,9

uo(z,y) = P(y) + o(z) — (9(y)),

(

’U;(ﬁb,y) pour (xay) € KiA

’U)j(ib,y) pour (xay) € K;:)\
U/\(x,y) = 3

'Uj\'(x,y) pour (xay) € Kii:)\

wy (z,y) pour (z,y) € Ky .

Comme
By = IF o Ol e, +ma oo
Voo =up — up_1,

d’apres la démonstration du théoreme 2.2.1.1., nous avons

[(@N)A" _ @y [[2XmaA]”

-1
Vn € N¥, “Vn’|oo,K1_>\ <my T dy p — p

49



et par conséquent

o
D) ,
”UHoo,K;A < ”UOHoo,Kl—’A + Z HVnHOO’K;,A < HUOHOO,K;A + m—)\eXp[p)\ m/\)\]].

n=1

On en déduit que
L2}
”uHoo,K;’)\ < ”u0||OO,K£>\ + m—/\ eXp[QXm)\)\]]

et de méme
D)
”u||OO,KI>\ S ”/LLOH()Q,I(;:A + m_)\ exp[2>\lm/\>\]ﬂ
D, ,

Dy
”UHOO’KZ)\ S HUOHOO,K;;A + m—/\ eXp[Z)\’m/\)\].

Donc
D, ,
HuHoo,K)\ < ”UOHOO,K)\ + m—/\exp[2>\ m))\],

dont

D, ,
[ulloo, k< Nl iy < ol oo i, + == €xp[2A'mAA]

my

O
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Deuxieme partie

Algebres de fonctions généralisées
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Chapitre 3

Les algebres de fonctions
généralisées

Les algebres de fonctions généralisées sont ’outil adéquat pour résoudre les problemes
différentiels non linéaires & données irrégulieres. Pour choisir une structure algébrique adaptée
au probléme de Cauchy considéré nous utilisons les résultats et les notations de Marti [8],

[9], [10] et [11].

3.1 Les (C,&,P) algebres

3.1.1 Structure algébrique
3.1.1.1. Notations

a) On se donne :
1. un ensemble A d’indices,
2. un sous-anneau A de I'anneau K*, (K = R ou C),

3. A+ = {(’f‘/\))\ € A,’I“)\ > O}a
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4. la propriété suivante de ”stabilité par majoration” pour A :
Si la famile (sy)) € K vérifie :
(Isal)x < (ra)x (i.e. : pour tout A, [sy| < ry) ou (ry)x € Ay, alors (s)), appartient a
A,
5. un idéal T4 de A avec la méme propriété,
6. un faisceau £ de K-algebres topologiques sur un espace topologique X, tel que pour
chaque ouvert Q de X, la topologie de £(2) soit définie par la famille P(2) = (pi)icr(n) de

semi-normes vérifiant
Vi€ 1(Q),3(5,k,C) € I(Q) x I(Q2) x R} ,Vf, g € E(Q) : pi(fg) < Cp;(f)prlg),

7. 81§21, Q9 sont deux ouverts de X tels que €2 C 29, alors
I(Q) C I() et si p? est opérateur de restriction £(Q23) — £(Q1) pour tout p; € P(£)
la semi-norme p; = p; o p2 prolonge p; & P(£2s).

8. Soit F = (Qp)peny une famille quelconque d’ouverts de X et Q = thQh. Alors,
pour tout p; € P(Q), 7 € I(12), il existe une sous famille finie de F : Q1,Q, ..., ;) et des

semi-normes p1 € P(1),p2 € P(Q2), ..., Pn(iy € P(2n(iy), telles que, pour tout u € £(2)

pi(u) <pi (g, ) +p2 (wa,) + -+ Pagi (ulﬂnm)

b) On pose alors

Hiaep)() = {(un)y € [E@)" : Vi € T(2), (pi(wn)), € A1}
Ttz () = {(un)r € (€] : Vi € 1), (pi(un)), € I }

C= A/l

¢) Remarque : On voit aisément que A n’est pas un sous-anneau de A, mais qu'il est

stable pour ’addition et le produit. Il en est de méme pour I:{.
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3.1.1.2. Proposition

Si |Al = {(Iral), € RY : (r2), € A} et |Ia] = {(|ral), € R} : (r2), € 14} sont respec-
tivement des sous ensembles de A et de I, alors |A| = Ay et |I4] = I].

Démonstration évidente car on a manifestement A, C |A] et 1§ C |14].

3.1.1.3. Proposition. Voir [12] et [13].

Sous les hypothéses de la proposition précédente, on a :
(1) Hae,p) est un faisceau de sous algébres du faisceau eh;

(1) T(1,,6,p €8t un faisceau d’idéauz de Hiy g py.-

Démonstration abrégée.

On utilise le fait que £ et £ sont déja des faisceaux d’algebres. En utilisant la donnée
7, on montre que Hq ¢ p) (et J(1,.p)) est un préfaisceau (propriété de restriction). La

localisation n’exige pas d’hypothése mais, pour le recollement des morceaux, on utilise la

donnée 8 qui est une généralisation de ce qui se passe pour £ = C*.

3.1.1.4. Proposition

Sous les hypothéses de la proposition précédente on a :
le faisceau constant H(A,K,\.|)/~7(IA,K,\.|) est exactement le faisceau C = A/l 4.

Démonstration évidente & partir de Hiax ) = 4 et J1, x|.)) = La.
3.1.1.5. Définition
On peut donc appeler (C,E,P)-algébre l’algébre quotient
A=Haer)/ TP

et on note [uy] la classe définie par le représentant (uy)ycy -
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3.1.1.6. Remarque

Dans le contexte des (C, &, P)-algebres, il est démontré que si |[A| = A, alors

Heax)n/ITaak))) = A/Ta =C.

Mais le premier terme est a priori une (C, K |.|)-algebre et le second un anneau de constantes
généralisées, qui se trouve donc étre aussi une algebre. En fait, on peut le voir directement

au moyen de la proposition suivante :

3.1.1.7. Proposition

Si A est un sous anneau de K*, (K = R ou C), stable par majoration, avec en plus
|A| = Ay, alors A est une K-sous algébre de KM,

Démonstration.

Il suffit de démontrer que A reste stable par multiplication avec les éléments de K.

On prend donc s dans K et (ry), dans A. Mais KA est un K-espace vectoriel dans lequel
on a

s.(ra)y = (8a)y (ra)y = (872) -

Mais encore il existe n € N tel que : |s| < n de sorte que
|sral < nra| = |ra + ... + Al =7

ou 7 € A.

On a donc |sry| € |A] et comme |A| = Ay, on a bien 5. (ry), € A. O

55



3.1.2 Opérations et propriétés
3.1.2.1. Anneaux surgénérés

Dans la pratique, ’anneau A et I'idéal I 4 sont surgénérés par des familles finies d’éléments
selon la définition suivante :
Soit

By = {(Tn,/\))\ € (Rj_)A,TL = 1,2,...,p}

et B l’ensemble des éléments de (]Ri)A obtenus comme produits, quotients et combinaisons

linéaires a coefficients dans R, , des éléments de B),. On définit
A= {(ax), € K" : 3(ba), € B, Jax| < br}
Il est aisé de voir que A est un sous anneau de K* stable par majoration et qu’en plus

A, = |A|, dot :

3.1.2.2. Définition

Dans la situation précédente A est dit surgénéré par Bp. Si 14 est un idéal de A avec
la méme propriété de stabilité par majoration, on dit que C = A/I4 est surgénéré par B,.
3.1.2.3. Exemple

Comme idéal “canonique” de A on peut prendre

Iy = {(ax), € K* :V (b)), € B, |ax| < br}.

3.1.2.4. Le procédé d’association

Supposons A filtrant & gauche pour la relation d’ordre partiel donnée < .

Notons :
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e () un ouvert quelconque de X,
e I/ un faisceau de K-espaces vectoriels topologiques contenant £ comme sous-faisceau,
e & une application de A vers K telle que (® (X)), = (®)), soit un élément de A.

Supposons aussi :

limuy =0
E()
A

J(1a,e7)(82) C < (un)y € Hiaep) () :

Alors, pour u = [uy] et v = [vy] € £(£2), on définit la ¢-E association.

3.1.2.5. Définition

On note :
0]
U XU

E($)

la ®-F association entre u et v définie par :

lim - =0.
lim @y — 03)
A

C’est-a-dire, pour chaque voisinage V' de 0 pour la E-topologie, il existe Ag € A tel que :
>\<>\g:>@,\(u,\—v>\) eV.

Pour vérifier que la condition ci-dessus est indépendante des représentants de u et v, nous
devons montrer que si li(m)CIDA(w,\) = 0 pour (wx)x € H(ae,p)(Q), alors, pour tout (iy)\ €
E Q b}

A

Ji1a.6,7)(82), éi(rg)(l),\(w/\ +iy) =0.
A

Pour prouver cette derniere condition, il suffit de montrer que :

(Prir)x € T(14,6,7)().

Mais pour chaque i € I(€2), nous avons p;(®y (ix)) = |[Px|pi(in). Et compte tenu des
définitions et de la propriété de stabilité données ci-dessus, nous avons |®y|, € Ay et
(pi(ix))a € I. Alors nous avons aussi (|®x|pi(ix))x € I}, ce qui montre la condition

voulue.
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3.1.2.6. Remarque

Nous pouvons aussi définir un procédé d’association entre u = [uy] € E(Q) et T € E(R)
en écrivant simplement

un~T << limuy =1T.
E(Q)
A

Alors, en prenant F = D', £ = C*, A =]0,1], nous retrouvons le procédé d’association
défini dans la littérature [1] et [3].
3.1.2.7. Remarque : Relation entre anneau unitaire et injection

Il est montré dans [11] qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
morphisme canonique de faisceau d’algebres de £ dans A est que 'anneau A soit unitaire.
Si, de plus

Iy C {(a)\))\ € A:lij{na)\ :0}

et, pour chaque €, la P (Q) topologie de & () est séparée, ce morphisme est injectif.

3.2 Une algebre adaptée au probleme de Cauchy généralisé

La premiere étape est de relier le probléme et ses données & des parametres algébriques

et topologiques permettant la construction d’une (C,£,P) algebre appropriée.
3.2.1 Le faisceau A

3.2.1.1. Définition

Nous choisissons £ = C®, X = R? pour d = 1,2, E = D' et A =]0,1]. Pour tout €,
ouvert de R?, £(2) est muni de la P(f) topologie de la convergence uniforme de toutes

les dérivées sur les espaces compacts de ). Cette topologie peut étre définie par la famille
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. ] tag+...+a
de semi-normes Pk j(u;) = sup (sup |Dau5($)|> avec K € Q et D* = 7882%9 az"‘dd
1.0z,

lal<t \weK

pour
2= (21,.,24) € 1 ENet a=(ag,..,aq) € N

On vérifie qu’elle est compatible avec la structure d’algebre de £(€2) car :
VK € Q,‘v’a € Nda aC > Oavfag € COO(Q)a PK,l(fg) < PK,l(f)PK,l(g)

On pose : Pk o(u:) = sup |D%.(z)|, donc : Pk (u;) = sup (Pkq(uc)).
zeK |a| <1

On prend A =]0, 1] et on indexe par ¢ au lieu de .

Soit A un sous anneau de 'anneau R* des familles de réels muni des lois habituelles et
I, un idéal de A tels que A et I, soient stables par majoration. On suppose que (1), € A.

Pour simplifier, on notera X = H 4 c p), N = J(1,,c00,p) et A= X/N.

On pose :

2(Q) = {(ue), € [C*()]": VK € QWL EN, (Pry(u.), € Ay},

N(Q) = {(ug)g € [C°(Q) VK € VI €N, (Py,(us)), € Jj,} .

L’anneau des constantes généralisées associé a I'algebre quotient n’est autre que l'anneau
quotient C = A/I4. Enfin, la dérivation généralisée D : u(= [u.]) — D*u = [D%u], muni
A(Q) d’une structure d’algebre différentielle.
3.2.1.2. Exemple

Si on considere :

A=RY = {(m.). e R* : Ip e R, 3C € R}, 3 €]0, 1], Ve €]0, ], |me| < Ce™P}
et 'idéal :
Iy = {(m.). € R* : Vg € R, 3D € R, 3p €]0,1], Ve €]0, ], |m.| < De?},

alors A (]Rd) =g (]Rd) est l’algebre des fonctions généralisées de Colombeau.
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3.2.2 Stabilité de A(R?) par une application

On étend la notation F(.,.,u) au cas ou u est une fonction généralisée de la variable z,
7 € R? et F € C*(R3?,R), de la maniére suivante :
3.2.2.1. Définition

Soit 2 un ouvert de R? et F € C®(Q2 x R,R). On dit que l’algébre A (Q) est stable par
F siles deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout K € R%, pour tout | € N, pour tout (uc), € C®(Q)10 il existe une suite

finie positive C1, Co, ..., Cy, telle que :

I )
PK,I(F('a '7u5)) < ZiZOCiP}(,Z(US);

(i) Pour tout K @ R?, pour tout | € N, pour tout (ve), € X(Q), (us), € X(Q), il eiste

une suite finie positive Dy, Do, ..., Dy, telle que :

I )
Py (F(.y.v) — F (., .,u)) < j:ODjPI]{J(/UE — Ug).

3.2.2.2. Conséquence

Si A () est stable par F' alors :

(i) Pour tout K € R?, pour tout | € N, pour tout (u.), € C®(Q)I% on a
(Pri(ue)), € Ay = (Pra(F(. 5 ue))), € Ay
(ii) Pour tout K €@ R?, pour tout | € N, pour tout (v.), € X(Q), (u:), € X(Q), on a

(Pra(ve —ue)), € If = (Pry(F(.,,ve) = F (o.,u0))), € I
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3.2.2.3. Conséquence

Si A(Q) est stable par F alors, pour tout (u:), € X(Q) et tout (i.), € N (), on a
(B)  (F(sue)). € X(92),

(i) (F(ue +ic) — F(., . ue)), € N(9).

3.2.2.4. Exemple

Soit F € C®(R2,R) définie par : F(x,y,z) = 1_5—2, alors A (]RQ) est stable par F.
z

Démonstration.

On pose

z

f(2) :H—ZQ,

D, (;p’y) = F(m,y,ug (m,y)) = 1_7_2(27%

a) Etude de f.

Pour tout réel z on a

: i 1 1
f(z)_1+z2__<1+iz_1—z'z)'

On pose

avec o =1 ou o = —1.

Montrons par récurrence que, pour tout entier n > 1, on a

_ (=) (nh)a”
(1+az)"tt
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On a

) . —a
ga( ) - (1 + 012)2
Supposons que
),y (=" (nh) a”
9o (2) ot az)™

alors

—(n+1)(1+az)" a] _ )" ((n+ 1Y ot

(1) () = (=1)™ (n!) &™
oD (2) = (~1)" (n) [ e T

donc, d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 1.

On a
1) = 1 (6 -6 (:).
et, pour « =4 ou @ = —i, on a
o) < | S < oy o <
donc

o] <5

o )| +]o )]) <.

Toutes les dérivées sucessives de f sont donc bornées sur R, et pour tout entier 7,

sup ‘f(”)(z) < nl

z€R

b) Montrons que pour tout n, il existe C,, > 0, 1 <1 < n, tels que I'on ait

r=n
Prp (F (. .,ue)) < ZTZICT,”PIT(,H (ue) -

Dans l'expression de @, (z,y) = F(z,y,u. (z,y)), = et y ont des rdles semblables donc
. 0", X 9"®, :
I’étude de ———— est semblable a celle de ————. Il suffit alors de prouver la relation

axkaynfk amnfkayk
our 2.
P oz’
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bl) Majoration de Pk 1 (F (.,.,uc)).

On a

d’ou
VK € R?, P (1,0) (F (-, uc)) < Pr1,0) (ue) -

Par conséquent

VK € R, Prc1 (F (.- uz)) < Pr (ue) -

b2) Majoration de Pr o (F (.,.,uc)).
Pour tout K € R?, on a

R ou ou 0%u
€ — (2 Z7e Ze ! €
e @) = 1 e (2,0) G2 (@9) G () + e ,9) 555 (20).

doi

Prc.1.0) (F (oo yue)) < 2PE 1 (ue) + Prca (us) < 2P3 5 (us) + Pro (us) -
On a

% (2,9) = P (uc (2,y)) <‘?;;5>2 (2, ) + f'(ue (x,y))% (2,1)
doit

Py (2,0) (F (s ue)) < 2PIQ(,l (ue) + Pre2 (ue) < 2P12(,2 (ue) + Pr 2 (ue) -

Par conséquent

VK € RZ, Pro (F (., ue)) < ZPIQ(Q (ue) + Pro (ug) .

b3) Majoration de Pk 3 (F (.,.,uc)).
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Pour tout K € R?, on a

e ) = SV 002 0,0) () )+ £ 0 (2,00 % (00) S (00
+ 270 ) 2 (0,0) 5 (0,9) + 110 0,0) e (0:9),
d’ou
Pr2,1) (F (-, ue)) < 3IPR (ue) + 3.21Pkc1 (ue) Preo (ue) + Preg (ue) -
On a
T () = £V (a.1) (%) (0.1) + 37t (2,0) 2 (0,) T (2.3
P )2 ),
d’ou

Pr3,0) (F (-, ue)) < 6Pk (ue) + 3.21Pk 1 (ue) Pra (ue) + 1Pg 3 (ue) -
Par conséquent, pour tout K € R?,

Pr3 (F (., ue)) < 6Py (u) + 6Pk 1 (uc) Pro (uz) + Pre3 (ue)

< 6P} 5 (ue) + 6P% 5 (uc) + Pr3 (ue) -

b4) Lemme :

La dérivée n-ieme (f o u)(") de f ou s’écrit sous la forme

Fow™ =33t o fOou [u®
r=1 112—11_2_1_%1;" k=1

r

ou les coefficients t;, . ;. sont des entiers naturels.

Nous avons donc, pour a =n et =0 :

To =Y Y (i) SO ) [] ot ()

oz™
r=1 i1>..>i0, k=1
M+...+ir=n
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Pour tout K € R?, pour tout 45 € N, i, < n, pour tout r € N,

sup | £ (ue (2.y))| < 1 <,

(z,y)€K)
donc
1Zie<n (u,?)lfx) ‘f (ue (m’y))‘) ="
On a
O,
sup ‘ p (z,y)| < Pry, (ue) < Prp (ue)
(y)ek) | 9T
et
o
Oy
sup ( 5 ikf (;p,y) ) < PIT(;" (ug),
(zy)eK) \|poy 9%
donc :
T : aikue .
sup |(ti.i,) [ (e (2,9)) [ [ 557 (@.0) | < (ti) m P (ue)
(z,9)EK) Pl T

Par conséquent

c¢) Montrons que : pour tout K € R?, pour tout / € N, pour tout (v;),, (u), éléments de

X (), il existe un nombre positif Dy, tel que

PK,Z(F(-a .,’UE) - F (., .,Ug)) S DZPK,I(UE — ug).

cl) Montrons d’abord la relation pour [ = 1.
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Pour tout K € R?, pour tout (z,y) € K, on a :

a0 ) = 90l (9) = o T )

— a(uﬁ (m,y) — Ve (m,y))
(1 +ave (z,y)) (1 + oue (2,y))

bl

donc

|Oé| |’LL5 (xay) — Ve (may)| < |uE (xay) — Ve (xay)|
11+ ave (z, )| |1+ aue (z,y)] = [1+02 (z,y)] [1 + uZ (z,y)|

|ga('U8 (xay)) - ga(ua ($,y))| <

S |IU8 (‘Tay) — Ug (may)|7

car « =1 ou & = —1.
Comme
z ]
F2) = 1o = 5 00 () = 94 (2)).
alors

fve (2, 9)) = f (ue (2, 9)) = % [(9i (ve (2, 9)) = i (ue (2,9)) = (9-i (ve (2, 9)) = g4 (ue (2,9)))]

et

[19i (ve (2, y)) — gi (ue (z,9))| + [g—i (ve (z,Y)) — g—i (ue (z,9))]]

DN | =

|f(ve (2, 9)) = flue (z,9))] <
< fve (2, 9) — ue (z,9)],

par conséquent

P o(F(.,.,ve) = F(.,.,u:)) < Pro(ve — ue).

c2) 11 suffit d’établir la relation pour g,.

Pour tout K € R?, pour tout (z,y) € K, on a

1+ ave (z,y)) (1 + aug (z,y))

v, (m,y) = ga(va (may))_ga(uﬁ (‘/an)) = ( (UE (m,y) — Ue (‘/an))
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et

Ve (2, 9)] < |ga(ve (2,y)) = galue (z,9))] < |ve (2, 9) — ue (2,9)],

donc

sup |W. (z,y)| < Pk o(ve — ue).
(z,y)eK

On pose

(1 + ave (z,y)) (1 + au (z,y

he (z,y) = ) = —aga(ve (2,Y))9a(ue (2,y)).

n

Donc, g, et ses dérivées successives étant bornées, pour tout entier n, ° est majoré sur K

a n
lynome en [[oe]l o s el g || 22 Qe v I tie
ar un polvnome en |(|v u —_—
p p y 3 oo,K’ £ oo,K’ a.’L‘ OO’K a.’L‘ oo’Ka 9 855" oo,Ka am" oo’Ka

a coeficients positifs, que nous notons d, (K, uc, v).

Selon la formule de Leibniz pour les dérivées successives d’un produit, on a

0"V, a"—i (ve — ug)
Oz ay =« Z n a 7 O —i (513, y) :
Par conséquent
n
sup ‘ axn ‘ ZCZ K USa'Ua)PKn z( E_UE)

(z,y)€EK)
(Z C'Z (K ug,'ug)) Px oy (ve — ug) .

On en déduit

P n(F(.yve) — F (., ue)) < DpPrp(ve — ue).
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3.3 Spectre singulier paramétrique

3.3.1 Analyse des singularités distributions d’une fonction généralisée
3.3.1.1. Notations

On suppose que

N (Q) = {(ug) € X(Q): limu, =0, dans 'D'(Q)} D N(Q).
e—0
On pose alors
D(Q) = {[ug] € A(9) : 3T € D'(9) lim (u.) = T, dans D’(Q)} .
E—

D'4(€) est bien défini car la limite est indépendante du représentant choisi; en effet

lim (u; +i.) = lim u.+ lim i, = lim wu. puisque:
0 e — — 0 £

lim i, = 0.
e — e — € — 0
D(Q) D'(Q) D(Q) D(Q) D'(Q)

D',(2) apparait comme un R-sous espace vectoriel de A().
On peut donc considérer O D, “I’ensemble des z au voisinage desquels u est associée a

une distribution”

(’)D;‘(u) ={z€Q:3VeV(z),ulye D4(V)},

ot V(z) est I’ensemble des voisinages de x.

3.3.1.2. Définition

Le D'-support singulier de u € A(Q) est sing suppps(u) = S,“B‘,A (u) = N\Op, (u).

3.3.2 Eléments d’Analyse microlocale paramétrique

Soient u € A(R4) et x € R%. Tl se peut que u = [u.] ne soit pas associée & une distribution
au voisinage de x, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de voisinage ouvert V, de z pour lequel

lim (u,|y, ) appartienne a D'(V;). [13]
e—0
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Mais dans ce cas, il se peut qu’il existe un réel r et un voisinage ouvert V, de = tel que
;i_r}(l) (e"ugpy, ) appartienne & D'(V,), autrement dit que [¢"u.] appartienne & D', (Vy), le sous
espace vectoriel de A(V) des éléments u associés & une distribution de D'(V,,).

Par exemple, prenons ¢ € D(R), ¢ > 0, [¢(z)dz = 1 et u.(z) = e 2p(ze!). Alors,
u = [u.] est une fonction généralisée de A(R) qui n’est pas (associée a) une distribution au

voisinage de 0, mais pour r > 1, [¢"u.] en est une.

Cela conduit au concept suivant :

3.3.3 Spectre singulier paramétrique
3.3.3.1. Notations

Soit Q un ouvert de R?. Pour z € Q et u = [u.] € A(Q), on pose :
Npvo(u) = {r € Ry : 3V, € V(), lim("uzy, ) € D'(Va) }

On montre que Npr 4 (u) ne dépend pas de la représentation de u et que si Nps ,(u) contient
un ro € Ry, il contient tous les r, r > rg.

On définit alors la D'-fibre au dessus de = : Xpr 5 (u) = Ry \Npr 5 (u).

C’est soit un intervalle de Ry de la forme [0, 7[ ou [0, 7], soit Ry lui méme, soit ’ensemble
vide.

On peut donc donner la définition du spectre singulier paramétrique d’une fonction

généralisée suivante :

3.3.3.2. Définition

On définit le D'-spectre singulier paramétrique de u € A(2) comme le sous ensemble de
Q xRy

SESJS’AU = {(x,r) € 0 x R+ T e ZD/’J;(U)} .
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3.3.3.3. Remarque

On constate que Xy 4, (u) = @ si, et seulement si, il existe un voisinage V, de z tel que
I'on ait :
lim (ugpy, ) € D'(V,),
c’est-a-dire si, et seulement si, z n’appartient pas au D’-support singulier de u : Sg‘;‘ (u).

II en résulte que la projection sur 2 de Sgs“ghu est exactement Sg‘;‘u.

3.3.4 Quelques propriétés du D’'-spectre singulier paramétrique SES,“B‘;lu

d’une fonction généralisée u € A(Q)
3.3.4.1. Théoréme

Soit u et v € A(Q). Alors on a

S.SH

 (utv) C Sgsg‘h (u) U Sgsg‘,A (v).
Démonstration.

Soit 7 € Npr 5(u) N Npr 5 (v), alors il existe un V,, € V(z) et un W, € V(z) tel que

lim(e"u,y, ) € D'(Vy) et ggrg](ervg‘wz) € D'(W,).

e—0

On en déduit que

lim (e (ue + v) v, w, ) € D'V, NW,),

e—0
ce qui prouve qu’on a
r € Npr z(u +v),
autrement dit que
Nopr z(u) N Npr 5 (v) C Nprg(u + v).
En passant au complémentaire par rapport & R, on obtient alors le résultat. [J
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3.3.4.2. Corollaire

Si u, ug, up sont des éléments de A(Q) avec
(1) u=up + uy,

(44) SESA,A (ug) = @,

alors on a

sgsg‘,A (u) = Sgsg‘h (u1).

Démonstration.

Le théoréme précédent et la condition (i7) permettent d’écrire

S: S

!
A

(u) C SSSA,A (uy).
Mais si on écrit (i) sous la forme
ug = u — uy,

on obtient évidemment 'inclusion inverse, d’otu le résultat. [

3.3.4.3. Théoréme

Soit u € A(). Alors on a, pour tout D*, a € N¢
A a A

Démonstration.

Soit 1 € Npr ,(u). Il existe un V, € V(z) tel que : gii%(s’"udvﬁ) =T e D'(V,).
On en déduit que

lim (" D%y, ) = lim D*("u,yy, ) = DOT € D/(V;).

II en résulte que Ny gz(u) C Nprz(D%u); ce qui prouve le résultat par passage au

complémentaire dans Ry . [J
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3.3.4.4. Théoréme

Soient f € C®(Q) et u € A(Q). Alors on a
A A

Démonstration.
Soit r € Npr z(u). Il existe un V,, € V(z) tel que : lirr(ll(s’"udvm) =T € D'(V,) c'est-a-dire
e—

que, pour tout ¢ € D(V,), on a

lim [ €"u (z) ¢ (x)de = (T, p).

e—0

On en déduit que

lim [ € (fu.) (2) ¢ (2) do = lim [ €"u. (2) (f¢) (2) dz = (T, fo) = (T ),

e—0 e—0
ce qui prouve bien que

lim(¢" fuey, ) = fT € D' (Vy),
e—0

donc que r est dans Npr ,(fu).

De l'estimation
Npi z(u) C Npr o(fu),

on en déduit donc le résultat. OJ

3.3.4.5. Corollaire

Soit P(D) = Z CoD® un polynome différentiel a coefficients dans C*(£2).
la|<m

Alors, pour tout u € A(2) on a

S: S

/
A

(P(D)u) C SESA,A (u).

Démonstration.
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11 suffit d’écrire

P(D)u= Y CoDu

laj<m

et d’appliquer les théoremes 3.3.4.1, 3.3.4.3., 3.3.4.4. I
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Troisieme partie

Problemes généralisés
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Chapitre 4

Un probleme de Cauchy généralisé

4.1 Enoncé du probleme

4.1.1 Probléme (P;)

On reprend la formulation du probleme de Cauchy posé au 1.1.1. sous la forme

(

82
=F(.,.
Gt = Pl
ou
Y "/Ja
{ ay |'Y
ou ¢ = [p] et 1 = [e] et les hypotheses sur F, f, ¢, 1. sont conservées mais u est

maintenant cherché dans une algébre de fonctions généralisées A (RQ) définie au chapitre
précédent.
On suppose que A (]RQ) est stable par F, que A(R) et A (RQ) sont construits sur le

méme anneau de constantes généralisées.
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On suppose que les problémes

&%u,

Poo ((Pea'@/}E) Ug (IE, (:’E)) = <P8($)

\

admettent pour tout e une solution u, € C*(R?).

4.1.2 Donner un sens a (Pg)

Donner un sens & (Pg) c’est d’abord donner un sens &

(

2
ajayu =F(.,.,u) (1c)
upy = ¢ € A(R) (2¢)

Z—Z =peA®  (30)

\

lorsque u € A (RQ) et 7y est la sous variété lisse de R? définie par y = f(z).
Donner un sens & (1), sous ’hypothése que A (RQ) est stable par F, signifie que pour

un représentant (u.). de u on doit avoir, pour tout (i;), € N (R2) et (je). €N (RQ),

02 (ug + i) . 2
<T8y —F(.,.,UE +]5)>E EN(R )
02 (ue + i) B 0%u,

Ozdy Ozdy

Comme < ) € N (R?) et que (F(.,.,uc +7je) — F(., . ue)), € N (R?),

ceci se ramene & vérifier que

(35w et

0
Donner un sens & (2¢) et (3¢) signifie d’abord définir u,, et 6—u et, comme 7y est une
vl,

sous variété lisse de R? représentable par une seule carte (y = f(z)), on peut identifier

A(7) et A(R) et donc ) & I'élément de A (R) dont un représentant est (7 +— uc(z, f(z)).

et 2= A lélément de A (R) dont un représentant est <:1c — %UE (z, f (x))) .
Y

£
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(2¢) équivaut donc a :

(2 = ((ue + i) (2, f(2)) = (P + ac)(z)): € N(R).

(3¢) équivaut donc a :

(@ = (5o @) = (0 + 5))- € N(R)

pour tout (i¢), € N(R?), (a:), € N(R), (B:). € N(R), et compte tenu que :

(= ((ue +ic)(z, f(2)) — ue(z, f(2)))e € N(R),

(z = ((pe + ac)(z) — (7)) € N(R),

(@ (55 0 £(0) - GE (o f @) € MR,

(@ = (e + Be) () — Ye(x))e € N(R),

(z = (Je(z) — ic(, f(2)): € N(R),

cecl se ramene a

(z = (ue(z, f(2)) = ¢e(2)))e € N(R),

— (. f(z)) — ¥e(2)): € N(R).

En résumé, (Pg) a un sens si, et seulement si, il est représenté par un (u.)_vérifiant

() e

(@ = (ue(z, f(z)) — ¢e(2)))e € N(R)
— (2, f(2)) — ¥e(2))e € N(R).

Si donc, pour tout e, la solution u. de P (s, :) est telle que (uc), € X(R?) alors les

relations ci-dessus sont a fortiori vraies et [u.] est une solution de (Pg). O
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4.2 Résolution du probleme

4.2.1 Résolution de (Pg)
4.2.1.1. Théoréeme

Supposons que A (R2) soit stable par F, supposons que A (R) et A (RQ) soient construits
sur le méme anneau C = A/l de constantes généralisées. Supposons que les données du
probléme (Pg) vérifient les conditions ¢ € A(R), ¥ € A(R), f € C°(R).

Alors le probléme (Pg) admet une unique solution u dans A (R?).

Démonstration.

Soit u. = SPx (e, 1:) la solution de Py (¢:, 1-) avec les conditions initiales ¢, € C*°(R)
et 1. eC*(R).

D’apres ce qui précede, il suffit de vérifier que (u.), € X(R?) pour que u = [u.] soit
solution de (Pg).

Toute autre solution v de (Pg) est de la forme v = [v.], oul (v), vérifie

(20

(

F(., .,UE)) = (i), € N (R?)
(Ve (s F(1) = @e())e = (ae), € N (R)

\ <%—7§<.,f<.)) () = (B). €N (R)

et donc l'unicité de la solution de (Pg) sera la conséquence de
(ve — Ua)g € N(RQ)'

a) Montrons que (u.), € X (R?).

11 s’agit de prouver que
VK € R*,VI € N, (Pry(u.)), € Ay.

Procédons par récurrence en montrant d’abord que I'on a
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al)

VK € R, (Pg 0,0)(ue)), € Ay,
avec
Pr0,0)(ue) = Slll(plua(m)l = e ll oo,
c’est-a-dire que la majoration d’ordre 0 est vérifiée. Posons
UO,E(‘T?y) = Xe (y) - Xe(f(m)) + @8(33)

ol x. désigne une primitive de 1, o f~1.

D’apres la proposition 1.2.1.2., VK € R?,3K, e R?,K C K,,

q))\a
[l < el < e, + 2 X2 (F3) = F(=A)

On a (”u075||OO,K>\>6 € A car [p.] et [1)] sont des éléments de A(R).

oF
my = sup E(xayat)

est une constante ne dépendant que de F, K.
1
c(Ky) = —exp[2Am) (f(A) — f(—A))] est une constante ne dépendant que de F, f, K.
mx

.= |F(., .,O)HOO’K/\ +my Hu075||oo’K/\ donc

Dre exp[2Amy (f(A) = f(=X))]

my
= c¢(K)) Py
= c(EX) [1F (- 0)ll o, 1, +exp[2Amx (f(A) = f(=2)] uoelloo x, -
c1(Ky) = c(K)) [|F(.,-,0)|| o i, €st une constante ne dépendant que de F', K);
exp[2Am) (f(A) — f(—=A))] est une constante co(K) ne dépendant que de K, F, f.

Par conséquent

el s < Melloo i, < Tl e, + €1 () + c2(B) lluo.elo e,
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donc

[telloo, e < ttellog i, < (14 c2(BN)) w0l g, + €1 (KN)-

(Huo,gnm&)g € A donc ((1 +eo(Ky)) Huo,gnm&)g € A (si (r.). € A alors (cre), € A) et

comme ci(K)) est une constante ((1). € A), on en déduit que

(1 + co(K)) [luoe|

00, K + Cl(K)\))g c A.

A étant stable par majoration (”u'SHOOK)\) € Ay et donc (”UEHOOK) € A, cest-a-dire
’ € ’ 5

(Pro (ue)). € Ay

a2) Montrons que

d’olt

ou, ou,
P (1,0)(ue) = ‘ e = sup ‘ e (w,y)‘
00, K
Ooug.¢
< sup 80’ (w,y)‘ + (f(A) = f(=A) (suplF(w,n,ue(:v,n))l) ,
K x K,

A (R?) étant stable par F, il existe C > 0 tel que

Pr, 0,0)(F (.5 ue)) < Prey o(F (- ue)) <C (1)

8u0 €

= (2,y) = f'(2)9e(2) + oL (),

(

d’olt

aU(]’g
ox

€A,
00, K e
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car [p.] et [1)] sont des éléments de A(R).

Donc

aU(]’g

e IR ENICVE

o0, K

Pr (1,0)(ue) < ‘

A étant stable par majoration (PK,(LO) (ug))e €AT.

On a
O g /fl(y)
J— = — F
Y (z,9) Dy (z.y) ’ (& vy ue (&, y))dE,
donc
Ou, Ou, ou
Py 0,1)(ue) = ‘ = sup ‘—(w,y)‘ < sup | =52 (w,y)‘+2/\ sup |F(x,n, ue (z,n))] | -
W llowrx K |0y K | 9y K
On a
8u0,5 1
S (a,) = (7 ).
donc
8ug £
— e c A
(‘ ay oo,K)8 i
car [1).] est élément de A(R) ; d’out
Qug e
P Ug) < ||—— + C2)
K7(071)( 5) 8:[/ 0. K
et donc, comme précédemment
Oue €A,
ay 00, K e

a3) Récurrence.

Supposons que, pour tout < n, on ait (P (u:)), € A4 et montrons que cela entraine

(PK,H+1(UE))5 €A,y
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On a en fait

PK,n—l—l = max (PK,napl,’thQ,na P3,nap4,n)

avec

Pin = P (ny1,0),

Pon = Pk (0n41)>

P3,n = sup PK,(aJrl,ﬂ)a
a+B=n;f>1

P4,n = sup PK,(a,ﬂ+1)-
a+p=n;a>1

a3.1) Montrons d’abord que pour tout n € N,

(Prn(ue)), € Ay, (Pon(ue)), € Ay

Comme on a

Oue (4 yy = e )+/y F(e.n, ue (2. 1))d
B xz,Y) = O Z,y Z,1,Ue\T,1))an,

(z)

on en déduit que

0%u, 0%ug . , vy 0
it (7:9) = @)~ F@Fe S o) + [ P o)y

et par dérivations successives, pour n > 1,

an+1u6 8n+1uO75
opnt1 Y :W(‘/an)

S (@) 2B () e @)) + / " b u(zn))d
]:0 n am] ) 7<p6 f(m) amn ’n’ uE m’n n'

Comme on a pris K C K}, on peut écrire
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1
Ot lu,

su —(z, <
(m,y)lejK dznHl ( y)‘
a”+1uO n—1 . . 8]
Z 0e j | £(n—3) i
|t a2 e s gt
an
+ (f ()‘) - f(_>‘)) ( sup a—nF(mayauE(way))‘) :
(zy)eK | OF
On a
( sup ) nF(x,y,ug(m,y))D = PK,(n,O)(F('7'au8)) < PK,n(F("'auE))a
(zy)eK [OT
et
o7
sup |2 Po @) 00| < Pregio (P
z€[-AN] | OF
< PK,(n,O)(F('a -7u5)) < PK,H(F(a -au-’i))a
de plus
8n+1U05
(‘ Tt OO,K) €A

car [p;] et [1)] sont des éléments de A(RR).

Compte tenu de 'hypothése de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout
K eR?,

(Pi(n+1,0) (ue)), € Ay

Montrons que, pour tout n € N, (P, (u:)), € Ay.

Comme on a

Ou, Q.. ()
Qe (4, y) = 2802 () / F(€, e (€, y))de.
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On en déduit que

82“6 0,e
8:[/2 ($7y) - ayQ (

2.9) = (1) @) FU™ W)y e )
'y

=W 9
—/m @F(SayaUS(gay))dg

et, par dérivations successives, pour n > 1,

an-i—lu8 an—l—luO’E —(y) "
e = e~ [ D pe e i
n—1 n— aj o o
=Y G T W F U @)y e (P @)
J= Y
Comme on a pris K C K}, on peut écrire
an-i—luE
el o)
an-i—luOE ‘ ‘
<||——— su —Fx U (T
_‘ 8yn+1 oo,K ( z,Y) IGDK Y y))
=l (n—j) -1 ~1
bosw o S|y P e ).
yE[f(*)\),f()\)}ZFO ‘ oyl
On a
( sup ‘ F(z,y,u:(z y))‘) = Pr o) (F (., ue))
zy)EK

< Pgn(F(.,.,u:))

et

81‘
< | sup ‘ -F(z,y,us(z,y ‘
(( up |50 (2 9)

<PK1'(F(., LU )) <PKn(F( UE))

— El

yelf(=A)F (V)]

Compte tenu de I’hypothése de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout
K € R? et pour tout n € N,
(Pr(0.n+1) (Ue))g €A,
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a3.2) Pour e+ 8 =n et > 1, on a maintenant

Pr a1 p(u) = sup |DOF D (a,y)| = sup [D@FDD0Du, (a,y)
(zy)eK (z.y)eK

= Ssup ‘D(aﬁ_l)F(xayauE (xay))‘ = PK,(a,B—l) (F(a -7u5))
(zy)eK

S PK,nfl(F(-a '7UE)) S PK,n(F(a -aua))-
On a donc finalement

P3,n(u6) = sSup PK,(a—I—l,ﬁ)(ué) < PK,n(F('7 ) ué))
a+p=n;5>1

et I’hypothese de stabilité assure alors que

(P3’n(’u5))6 c A+.

De méme pour e+ =net a>1,0n a

PK,(a,ﬂJrl)(Ue) = Ssup ‘D(a’ﬂJrl)ua (m,y)‘ = sup ‘D(ail’ﬂ)D(l’l)ua (z,y)
(z,y)eK (z,9)EK

= sup [DCTIF(@ .. (2.9))] = Pcgam,0)(F (o)
(zy)eK

< Prn1(F(,ue)) < Prnl(F(, . ).

On a donc
Pyy(ue) = sup Pk (ap+1)(Ue) < Prp(F(., . ue))

at+p=n;a>1

et I’hypothese de stabilité assure alors que

(P4’n(ug))g c A+.

Finalement, on a bien
(Prny1(ue)), € Ay
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b) Montrons que u est 'unique solution de (Pg).
Soit v = [v.] une autre solution de (Pg).

1 existe (ic), € N (R?), (ce), € N (R), (B:). € N (R), tels que
( 0%,
920y (z,9)

ve (z, f(2)) = @ (2) + ()

ov,
| oy (2, f(z)) = Y (z) + B (2).

= F(z,y,ve(z,y)) +i-(z,y)

Il est facile de voir que

( // ig(i,n))dﬁdn> €N (B).
D(z,y,f) .

1 existe donc (j:), € N (R?) tel que
Ve\ T, = V0,e\T, - F 5 15 Ve Qs dd+.5$7 ’
(z,y) = vo.(z,y) //D(m’%f) (& m,ve(&,m))dEdn + j=(z,y)
avec voc(2,y) = uoe(2,y) + 0:(2, 1), ol uoc(z,y) = xe (¥) — xe(f (2)) + p(2) et
Qg(m,y) = Bs(y) - Be(f (:II)) + ae(m)

oll B: est une primitive de 8. o f~!. Donc (.), appartient & N'(R?).

1 existe donc (0.), € N(R?) tel que :

0e(, ) = w0 (@,y) + 0e(2,y) / / F(&,myv-(6,m))dedn.

D(z,y,f)

bl) Posons w. = v. — u. et montrons que : (w.), € N(R?).
Il s’agit de prouver que
VK € R?,Vn € N, (Pxn(w.)), € IF.
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Procédons par récurrence en montrant d’abord que l'on a

(PK,I (’UJE))g S IA.

we(z,y) = / / (—F(&,mva(€m)) + F(E,m,us(6,m)) dédn + 0. (2, y).
D(z,y,f)

or

F(Sanava(gan)) - F(Sanaua(gan)) =

1
() —ucles) ([ S (EmuelEen) +00ou(6m) — ua(e.n)))ao)

donc

L OF
wten) == [ wten) ([ Grtemuten + ol ) dtinsonta . 6)

Soit (z,y) € Ky, puisque D(z,y, f) C Ky, siy > f(x), on a

=Yy ry
e (@, )] < ma / /f  toelmldedn + o,

+X ry
< my / / e (€, m)| dédn + o . -
A Jf(=)

Posons : e-(y) = sup |w:(&, y)|, alors
EE[=X+A]

Yy
e (2, )] < mA2A /f i ol

on en déduit

€ [N SN sty 2 £ eew) Smaod [ edn + o -

Rappel : Lemme de Gronwall.

Soit « : [ty,t1] = R une fonction continue positive et ug une constante positive.
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Toute fonction f telle que 0 < f(t) < ug + ft); f(s)a(s)ds, vérifie lestimée explicite

0 < f(£) < ugexp </t:a(s)ds> .

Ainsi, d’apres le lemme de Gronwall,

Yy
Yy € [f(=A); fF(+A)],8i y > f(2), ec(y) < (exp(/f

mﬂkdn)) 12 ] o0, ¢, -
(=)

On obtient le méme résultat pour y < f(z), d’on, pour tout y € [f(—=X); f(+N)],

ee(y) < (exp(ma2A (y — f(=A))) lloell oo x,

< exp(maA) (f(N) = F(=M)] o]l oo 1, »

par conséquent

[Well oo, i, < [exp(maA)(f(A) = F(=A)]l0c] o,k

(0.), € N'(R?) donc (||ag||OO7KA) € 1.

[exp(mx(2A)(f(A) — f(=A))] est une constante par conséquent (||w5|\OO’K/\> € I4.

£

Ce qui entraine I’estimation d’ordre 0.

b2) Récurrence.

Supposons que pour tout I < n, on ait (Px, (w:)), € I} et montrons que cela entraine

(Pt (we)), € I
b2.1) Montrons d’abord que pour tout n € N,
(Pry (we)), € T

awE _%m ! T Ve \T - x U\ T
T ) = G+ [ (P~ Fn, o) d
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et par dérivations successives, pour n > 1,

8”+1u5 8"+1u0,5
o+l (‘Tay) = o1 (‘Tay)
n— 1 . o y ooon
=S G S S @) + [ Pl
2o 0! f@) 0%
Donc
an—l—l,wE an-i—l

Gl (oY) = 5 = (2, y) + 0 (x)+

Yy a”
/ Pz, 1, 0. (2,m)) — F(&,n,us (7)) di.
fa) O

)= mw Flo £(0).9:(0) = 55 Fl £ (o), pe(o) + 0 (0) )
(6.). € N(R). D'on

PK,(n—l—l,(]) (we) < PK,(n—l—l,O) (Ue) + sup |5-€($)|

TE[—A,A]
+(f@)—f(—M)< sup gi;qunnkuam>—zwLnn%@amﬂ).
(zy)EK | OF
On a
( sup ;—n (F(‘/Eanavé(man)) - F(‘/Eanaua(fvan))‘) = PK,(n,O) (F(a '7”6) - F('7 'aué))
(zy)ek | OZ"

< Prp (F(.,,ve) — F(, . ue))
Compte tenu de I’hypotheése de stabilité, pour tout K € R?,

(Pr(n+1,0) (wa))6 el}.

Montrons que, pour tout n € N, (P, (w.)), € I}.
On a

an+1 . an-i—l . n e aj _ B
Gt @) = 5 ) = 3 G () ) g PO ) w7 )

“Hy) gn
T pe e
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oyn

"ty otlg ) o "
d = d Yy)— <—F($ y,’UE(,’E y)) wF(mayauE(xay))> df,

S W) (5 U e )
") () (ﬁﬂfl(y),y,sog(fl(y)) T ozg(fl(y))> ,

n—-1 .
_Zgon 8y]

(), € N(R). Dot

pe(y) =

Pr (0,n41)(we) < P 0,n41)(02) + sup |12 ()]
YE[F(=A),f(N)]

o a"
+(2A) | sup ‘—F z,Y,ve(2,Y)) — 5 F(2,y, ue(z,y ‘ -
( )((M)EK g ( (z,9)) 9y ( (z,y))

On a

o

( sup ‘—F T yavE z y)) a—nF(x,y,ug(m,y))D = PK,(O,n)(F('7'aU8) —F(-,.,UE))
z,y)EK Yy

< Pr o) (F (5 0e) = F( 5 ue))-

Compte tenu de I’hypotheése de stabilité, pour tout K € R?,

(PK,((],n+1)(’UJ5))6 € 1y4.

b22)
Pour a+f=mnet f>1,0na

PK,(oH»l,ﬁ) (wé) = PK,(a,ﬂfl)(F('a 'ava) - F(a '7“5)) < PK,n—l(F('a -avé) - F(a -auE))'

On a donc finalement

Pyp(we) = sup Pk (ay1,8)(We) < Prn—1(F (. 5ve) — F(.y 0 ue))
atp=n,>1
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et '’hypothese de stabilité assure alors que
(P3(w:)), € I7.
Pour e+ 8 =mn et @ > 1, on a maintenant
Pg (a,p+1)(We) = Pg (a—1,8)(F (5 ve) = F (. ue)) < Prep—1(F (s 0e) = F(, 5 ue).

On a donc finalement

P4,n(w5) = sup PK’(a’ﬂ+1)(w5) S PK,n—l(F(-a .,’UE) — F(, .,ug))
at+p=n,a>1

et 'hypothese de stabilité assure alors que

(Pyp(w.)), € I,

Donc pour tout [ <n+1, on a

(Pry(we)), € If.

D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N,
(P n(we)), € T4

Donc (w,). € N(R?); par conséquent v est 1'unique solution de (Pg). O
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Chapitre 5

Etude qualitative de la solution

5.1 Spectre singulier paramétrique de la solution du probleme

de Cauchy

5.1.1 Relation entre le D'-spectre singulier paramétrique de la solution «

et le D'-spectre singulier paramétrique de ug
5.1.1.1. Théoréeme

On pose uy = [ug ] avec

U0, (2,Y) = Xe (¥) — Xe(f (7)) + e (2)

ol . désigne une primitive de 1, o f =1, et on suppose que
(Hy) VK eR’ Mp(K)= sup |F(z,y,2)|] < +oo.
(z,y)EK,zeR
Alors la restriction au support singulier paramétrique de wy du D’'-spectre singulier
paramétrique de la solution u du probléme de Cauchy (Pg) est contenue dans la restric-

tion au support singulier paramétrique de uy du D'-spectre singulier paramétrique de uyg.

Autrement dit, au dessus du support singulier de ug, il n’y a pas d’accroissement des singu-
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larités distributionnelles de u par rapport a celles de uyg.

Démonstration.

Soient (zg,y0) = X € S'S,AU(] et 1 € Npr x(ug). Il résulte des définitions que I'on a
Yo x(ug) # 0, et donc que Npr x(ug) C ]0, +oc[ ce qui entraine 7 > 0.

Montrons qu’alors : r € Npr x(u).

Par définition de Nps_x(uo), il existe un voisinage Vx de X tel que

3 r /
gl_{r(l](&‘ Uy ) € D'(Vx).

Soit g € D(Vy). Il existe donc une distribution T' € D'(Vx) telle que

e—0

lim / / . (2, y)g (2, y)dady = T(g).
Vx
Montrons que
/ / € e () — o, ()] g(e, y)dndy
Vx

admet pour limite 0, quand ¢ tend vers 0.
Supposons encore y > f(z).

Comme
we(,) — o (2,y) = — / /D . Pl (& mydcdn
x7y7

et que (avec les notations précédentes)

‘//VX [//D(x,y,f)F(f””“e(fan))dfdn] 9(z,y)dzdy

< Mp(suppg) / / / / didn] g(z,y)dzdy
suppg D(z,y,f)

< Metsuwp) | [[ ) o y)dxdy\

< Mp(suppyg) // (2/\|y|)g($,y)d$dy‘
suppg

< 2>\Mp(suppg)// lyl lg(z,y)| dzdy < +o0,
suppg
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nous avons alors

lim sup ‘// " [ue(z,y) — u@,e(fv,y)]g(w,y)dwdy‘
Vx

e—0
//VX [//D(x,y,f)F(g’ 1, ue (€, n))dfdn] 9(z,y)dzdy

< limsupe’ [2/\ (MF(suppg))// |y Ig(:v,y)ldfvdy] =0,
suppg

< limsupe”
e—0

e—0

car r # 0. Et donc

lim// e"ue(z,y)g xydxdy—hm// e"ug . (z,y)g(z,y)dedy = T(g).
e—0 VX e—0 VX

II en résulte que

| = lim(e" 2 .
lmgle” ) = B (e, ) € D'0V)

Nous avons donc r € Npr x(u), ce qui prouve l'inclusion Np x(ug) C Npr x(u), et par

suite, Xpr x(u) C Epr x(up), par conséquent

SeSpuj_,  CS:Spu

S4, uo 0/SA, uol
Dy Py

5.1.2 Exemples.

Prenons g € D(R), g > 0, [ g(z)dz = 1.
Avec les notations précédentes nous avons ¢ = [p.] et x = [xe] ou x. est une primitive de
Peof7!
o, (4, y) = Xe (y) = Xe(f(2)) + @< ().

f(z) = az, a > 0. Considérons les cas suivants

1)



donc
Xe(f(2) = e 'g(f(x)e!) = e Tglaxe™ ).

Npr x(uo) = [1,+00[, nous avons alors SSS“,é‘,Au C R? x [0,1].
2)

2g(ze™!) = [e7g(ze™ )],

Xe(7) = e tg(ze™?) et pe(z) = e~
Npr x(uo) = [2,+00[, nous avons alors SSS%‘"AU C R? x [0,2].
3)
Xe(z) = g(ze ™) et e (z) = g(ze™") = e[ g(ze™)]

Npr x(uo) = [0, +00[, nous avons alors : SES“é,Au CRx@.0

5.2 Etude qualitative de la solution. Cas : ' =10

5.2.1 Enoncé du probleme

On cherche une solution u généralisée du probléme de Cauchy suivant

(

82
oz dy v=

0

(PG)< U|,y:(p
o _
L Yy

en considérant comme donnée la courbe y d’équation y = f(z).

Soit (
0%u,
Fwdy =) =0
Poo (¢er%e) § we (2, f(2)) = pe(2)
Ou, — bo(x
| 5 (z, f(z)) = ().

Avec les notations précédentes, nous avons

¢ =[pel, P = [Xe] et ucs(z,y) = X (y) — x(f(x)) + pe(2).
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5.2.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F =0, f(z) = azx, (a > 0)
Cas: f(z) =az, (a>0), o ~ 0, h ~ 0,

I'association étant définie comme suit :

1
Considérons g paire dans D(R), vérifiant [ g({)dé = 1. Posons : ¢.(z) = gg(g) =

e(x). Alors (p.), et (1), convergent au sens des distributions vers §. Donc ¢ = [¢.] et

1 = [1p.] sont bien associées a 4.

La solution de Py (., 1.) est définie par u.(z,y) = x: (y) — x(f(z)) + p(x), avec

/«/JE dn—/ong (1) ana/O%dJa tdt = a (v (L) - v.0)

ou V. est une primitive de .
Donc

) =a¥, (%)—a\If ) + @ (x).

On peut choisir U, telle que ¥.(0) = -, de sorte que

1
9’

lim \Il =Y et hm0 (yH\IIE (y)) =Y.
a

e —
’D’(]R) D’(R)

Nous avons alors la décomposition

[ua] = [we,l] + [wa,Q] + [wa,B] )
avec :
[wa,l] ~a(ly ® Yy)
[weo] ~ —a (Y, ® 1)
\ [we 3] ~ 6, @ 1y.
O
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Cas: f(z) =az, (a>0), o ~ 0, ) =V, avec ¥ ~ 4,

l'association étant réalisée comme suit :
1
Considérons g € D(R), vérifiant [, g(£)dé = 1. Posons : ¢.(z) = —g(E) = U ().
e’ e
Alors (¢.), et (¥.), convergent au sens des distributions vers 6. On pose alors ¢ = [p.] et

T = [,].

La solution de Py (., 1) est définie par

u(2,y) = Xe (9) = X:(F () + (@) = a¥e (£) = a¥e (@) + 0. 2).

On calcule

11 en résulte que

ae — 0 e
D'(R) D' (R)
Donc
[ue] = [we,1] + [we,2] + [we 3],
avec :
[we,1] ~ a’(1; ® dy)
| [we 2] ~ —a(dz ® 1)
L [we,?)] ~ 0y ® 1y7
d’ou
un~a*(ly ®6,) —a(dy ® 1) + 6, @ 1.
O
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Cas: f(z) =az, (a>0), p~S,p=V' et ¥~T; SeDR),TecDR),
I'association étant réalisée en choisissant
<P:[98*S] et \P:[QE*T]

puisque

11_1>110(95 *S), =S et 611_1)110(95 *T), =T.

D' (R) D' (R)

€

On a donc ici
w(2,) = Xe (9) = X:-(F () + 0. (2) = a¥. () — a¥. (@) + .(2)
=a(g-+T) (2) —a(g:+T) (@) + (9. ) ().

Evaluons la fonction y — (g. x T') (%) sur une fonction test h € D(R). Posant H(z) =
h(az), on peut écrire
[ (9 +T) (£) hiy)dy = af (9 + T) () h(az)d=.
Définissons alors T € D'(R) par
< T,h>={(aT,[z — h(az)]) = (aT, H) .

D’ou

tim [ (9. «7) (£) hiy)dy = lima [ (9. +T) (2) H()dz = (T, H) =< T.h >

puis
. AN
lim [y — (ge xT) (—)] =T.
e =+ 0 a
D'(R)
Nous pouvons alors écrire la décomposition : [u.] = [w, 1] + [we 2] + [we 3], avec

( ~
[we1] ~ a(ly ®Ty)

[we o] ~ —a(Ty ® 1y)

L [’wg’,g] ~ S;I; X ].y
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et donc

u~a(ly®@Ty) —a(Ty ®1,) + S, ®@1,.

On peut remarquer que
<b0,h>=ad[z h(az)] = ah(0) =a < 6,h >,

donc que 5= ad, il en résulte que pour T' = 4, on retrouve bien le résultat précédent.

O
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Chapitre 6

Un probleme de Goursat généralisé

6.1 Enoncé du probleme

6.1.1 Probleme (P))

Nous cherchons une solution u du probleme de Goursat

[ 0?

=F(.,.
Gyt = Pl

(PIG) < U|(Om) =@

[ U =Y
dans une algébre de fonctions généralisées A (RQ) définie au chapitre précédent.
On suppose que A (]RQ) est stable par F, que A(R) et A (RQ) sont construits sur le
méme anneau de constantes généralisées.
On suppose que les problemes
([ 0%u,

0z dy
Péo(¢57¢6) S ue (7,0)) = pe(z)

(a:,y) = F(x,y,ug(a:,y))

ue (9(y),y) = Ye(y),



admettent pour tout ¢ une solution u. € C*®(R?).

6.1.2 Donner un sens a (P})

Donner un sens a (Pf;) c’est d’abord donner un sens a

2
( afayu:F(.,.,u) (1g)
Ujog) = ¢ € A(R) (2g)
|y, =Y €AR) (3¢)

lorsque u € A (RQ) et 7y est la sous variété lisse de R? définie par = = g(y).
Donner un sens & (1¢), sous ’hypothése que A (RQ) est stable par F, signifie que pour
un représentant (u.), de u on doit avoir, pour tout (i.). € N (R?) et (j.). € N (R?),

(M C P ) +jg> €N (R?).

ozdy .
0?(ue +i.)  O%u.
Comme < ozdy a ozdy

) € N (R?) et que (F(.,.,us) + j: — F(.,.,u.)), € N (R?),

ceci se ramene & vérifier que

(28 piw) e (m).

£

Donner un sens a (2¢) et (3¢) signifie d’abord définir u |(og) et u |, et, comme 7 est une
sous variété lisse de R? représentable par une seule carte (v : z = g (y)), on peut identifier
A(7) et A(R) et donc u |, et u |(oy) aux éléments de A (R) dont des représentants respectifs
sont (y — uz (9(y),y))e et (z = uc(z,0))e.

(2¢) équivaut donc a

(@ = ((ue +1ic)(2,0) = (¢e + ac)(2))e € N(R).

(3¢) équivaut donc &

(y = ((uetic) (9(y), y) = (Ye+B:) () € N(R), pour tout (ic), € N (R?), (ae), € N(R),
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(Be). € N(R), et, compte tenu que

(@ = ((ue + 1) (2,0) = (ue(x,0)))e € N(R),

(@ = (g + ae)(2) = p:=(2))): € N(R),

(y = ((ue + i) (9(y), y) — ue (9(y), 9))e € N(R),
(@ = (% + Be) () — ¥e(@)))e € N(R),

(y = (J=(y) — i (9(y),9))e € N(R)

cecl se ramene a

(z = (ue(2,0) — @e(x)))e € N(R),

(y = (ue (9(y),y) — Pe(y))e € N(R).

En résumé, (Pf,) a un sens si, et seulement si, il est représenté par un (u.)_vérifiant

( &%u,
0xdy

(z = (ue(z,0) — p(2)))e € N(R)

—F(., . u:) €N (R?)

| (W (e (9(y), y) — ¢=(y)e € N(R).
Si donc pour tout € la solution u. de Pl (¢,1):) est telle que (u.). € X(R?) alors les

relations ci-dessus sont a fortiori vraies et [u.] est une solution de (Pf;). O

6.2 Résolution du probleme

6.2.1 Résolution de (F()
6.2.1.1. Théoréme

Supposons que A (R2) soit stable par F, supposons que A (R) et A (RQ) soient construits

sur le méme anneau C = A/l de constantes généralisées. Supposons que les données du
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probléme (Pf,) vérifient les conditions ¢ € A(R), ¥ € A(R), g € C*(R) ¢ = [¢c], ¥ = [¢e] ;
P (0) = ¢:(9(0)).
Alors le probléme (P[;) admet une unique solution u dans A (R?) .

Démonstration.

Supposons ¢ (y) < z.

Soit ue = SP. (e, 1:) la solution de P, (e, 1.) avec les conditions initiales ¢, €C*(RR)

et 1. €C®(R) ; cela signifie que u. vérifie le probléme

([ 0%u,
920y (z,y) = F(z,y,uc(z,y))

Péo(¢57¢6) ue(2,0) = @ (x)

u: (9(y), y) = Ye(y)-

\

D’aprés ce qui précede, il suffit de vérifier que (u.), € X(R?) pour que u = [u,] soit solution
de (Pf) .
Toute autre solution v de (Pf;) étant de la forme : v = [v,], ot (v,), vérifie

( 0%,
0xdy

| (3;‘ = (1)5(3;‘,0) - (Pe(m)))e = (ae)g € N(R)

— F(.,.,v:) = (i), € N (R?)

L W= (e (9(y)y) — =())e = (Be). € N(R),

I'unicité de la solution de (P;;) sera donc la conséquence de : (v: — u.): € N (R?)

a) Montrons que (u.), € X (R?).

11 s’agit de prouver que
VK € R%, VI € N, (Pry(u.)), € Ay

Procédons par récurrence en montrant d’abord que l'on a
al)
VK € R?, (Pgo(u.)), € At
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avec
Py o(u:) = Slll(P |ue ()] = ||u5”oo,K’

c’est-a-dire que la majoration d’ordre 0 est vérifiée.

D’apres la proposition 2.2.1.2., on a : VK € R?,3JK), € R?>, K C K,,

5%
[uelloo, i < Ntelloo, i, < Nt0ell o e, + mf exp[2X'my (2X)].

D’ou (||u075|\oo’K/\)E € A car [¢.] et [1:] sont des éléments de A(R).

my = sup
(m,y)EKA; teR

oF
-— t
(1)

est une constante ne dépendant que de F', K.
1
¢(Ky) = — exp[4X'm) ] est une constante ne dépendant que de F, g, K.
my

q))\,a = ”F(a 70)”

oo, iy T M (w0l oo i, donce

)
ﬁexp[él)\'m,\)\] = c(K)) Py,
mx

= (K Iy, Ol e, + expldNmoN] ol e, -

c1(Ky) = c(K)) [|F (.-, 0)|| o i, €St une constante ne dépendant que de F', K.
exp[4X\'myA] est une constante cy(K)) ne dépendant que de K, F, g.

Par conséquent
telloo s < el i, < ol s, + 01 (K) + e2(K) lttos o i,

done : [ucllog e < clloo e, < (1+ c2(Bn) lluoc o, + 1(K).
Ona (Jluo el i, ) € A done (14 c2(Kn) oo, ) € A, (si (1) € A, alors (er.), €

A) et comme ¢;(K)) est une constante (1 € A) on en déduit que
(1 + c2(KN)) [luoell o 1, +c1(KN))= € A
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A étant stable par majoration (HUEHOO K/\) € A et donc <||ug||OO K) € A.
bl bl £

£

a2) Montrons que

(PK’l(uE))E c A+.

On a
Yy
T = 52w+ [ Plonuctom)dn
d’ot
ou, ou,
P = el
K,(1,0) (Ue) ‘ 5 || . i ;up‘ax (fv,y)‘
Bu(]’g
< sup | — (z,y)| + |yl | sup |F (2,0, ue(z,n))]
K T K
Bu(]’g
< sup | — (z,y)| + A | sup |F(z,n,uc(z,m))| | -
K T Ky

Comme A (RQ) est stable par F' il existe C, tel que

Pr, 0,0)(F (.5 us)) < CPr, (0,0)(ue)- (1)

On a

ou

o (@) = ¢l ().

T
N 8UO € 7172
d'ou | |—— € A car [¢.] est un élément de A(R).
oz oK)

Donc

8UO75

P (1,0)(ue) < HW + CAPg, (0,0 (te)-

00, K

A étant stable par majoration (PK,(LO) (ug))e € A.

U z y
—(z,y) = —= (fv,y)+/ F(S,y,ue(é“,y))dﬁ—g’(y)/ F(g(y),n,u(g(y),n))dn,
Yy g 0
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ou, ou,
P, Ue) = =sup | —(x,
K,(0,1) (te) ‘ ) p ay( y)‘
Oug -
< sup 60’ (m,y)‘ + (2 —g(y) + lyld'(v)) (SHPIF(fc,n,ug(fc,n))|>
K Y Ky
< sup | 229 (4 )| 4 (9 () — g (=X) + A W) { sup | P, e ()] )
0
K Y Ky

A (R?) étant stable par F : 3C, Pr, 0,0)(F (. s ue)) < CPr, (0,0)(ue)-

On a

aU(]’g
dy

(z,9) = ¥e(y) + 9 (W)ez (9 (v)

(\

car [1.] et [p.] sont éléments de A(R).

donc

8u0,5
dy

€ A+a
00,K / .

D’ou

8UO75
dy

P 0,1y (ue) < +C(g(N) —g (=N + () Pr, 0,0)(ue)

oo, K

(

et donc, comme précédemment,

Ou,
dy

€A,
00, K e

a3) Récurrence.
Supposons que pour tout [ < n on ait (Px(u:)), € Ay et montrons que cela entraine

(Pry41(ue)), € Ay. On a en fait,

PK,n—l—l = max (PK,napl,’thQ,na P3,n7P4,n)
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avec

Py n = Pk (n41,0)5

Pon = Pg (00415

Pypn= sup Pk (at1,6)
a+p=n;>1

Pip= sup Pgaps1)
a+p=n;a>1

a3 1) Montrons d’abord que, pour tout n € N,

(Prn(uc)), € Ay, (Pon(ue)), € Ay

0%u,
O0z2

(@) = @)+ [ P uelom)dn

et par dérivations successives, pour n > 1,

Oty "ty . ¥y on
W(x,y) = W(»’E,y) +/0 amnF(fE,n,ue(fE,n))dndn,

an+1U0,a

W(fvay) = ().

avec

Comme on a pris K C K, on peut écrire

8n+1u5 an—l—lu() . n
sup T(m,y)‘ < Hf +A | sup ‘ F(z,y,u:(z,y ‘ :
(:v,y)eK‘ dzntl Ozt oo, K (wy)EK oz ( (=:9))
On a
a’I’L
P |G F @ s )| | = P (Pl 1) < PPl )
x,Y)€E
de plus,
8n+1U05
—_— €A,
H Ozt o0, K
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Compte tenu de I’hypothése de stabilité, un calcul simple montre alors que, pour tout

K e R?,

(PK,n(F(a 'aua)))g € A-I-'

Montrons que, pour tout n € N, (P (ue)), € A4

Comme on a

%(m’y) B 832’6 (z.9) +/gm F(&y,us (€, y))dE —g’(y)/OyF(g(y),n,u(g(y),n))dn,

(v)

et par dérivations successives, on en déduit que, pour n > 1,

1 1
8"+ Ug 8"+ Ug,e

ayn+1 (xay) = W(xay)

j 9(y) gn
=S g Pl )~ [ Py )

S INC ”%a—] (9(9), 9, e () — ¢V (y) /0 " Ploy),m, u-(g(y). m))dn.

Comme on a pris K C K}, on peut écrire

a"'HuE ‘ ‘ an-i—luUS ‘ ‘
su — (z, <||l—=—F= +(g (M) — su (z,y, u:(z
(m’y)ng ayn+1( Y) o | (g(A) —g(=A ’ng .Y :Y))
. &
+ sup %H m)(y ‘—F 9(Y), ¥, Ye (y ‘Jr/\g("“) y) sup |F(z,y,uc(z,y))|.
s 57T O 00| |5 F 000 -0) W) s |Ple.y.u.(o.9)
On a
( SHPK‘ £E yaua z y))‘) = PK,(O,n)(F('7'au8)) < PK,n(F("'auE))a
(z.y)€

eta comme /‘/)E (y) = ué‘(g (y) ay)a

By
S o (g(y),y,zbe(y))‘ < ( Syu}gK‘ (@, y, ve (2 y))D
< Pri(F (s ue)) < Preon(F (05 ue))-
sup | F(z,y, uc(z,y))| < Pra(F(. . ue))-
(z,y)eK
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Compte tenu de 'hypothése de stabilité, un calcul simple montre alors que pour tout K € R?

et pour tout n € N,

(Px 0041 (ue)), € Ay

a32) Pour a4+ S =n et § > 1, on a maintenant

Pk (a+1,8)(uc) = sup ‘D(O‘“’ﬁ)ug(m,y)‘: sup ‘D(O"ﬂ*”D(l’”ueg(w,y)
(z,y)EK (z,9)EK

= sup_ |DOP V(@ y.u. (2.9))] = Prgas 1)(F(sue)
(z,y)eK

S PK,n—l(F(-a -7“6)) S PK,n(F(7 'aua))'

On a donc finalement

P3,n(u6) = sup PK,(aJrl,ﬂ) (ua) < PK,n(F('a . uE))
atB=n;f>1

et 'hypothese de stabilité assure alors que

(P3,n(u5))g € A-I—-

De méme pour o+ =net @ > 1, on a

Pr(apin(ue) = sup [DOF Dy, (z,y)| = sup |D DDy, (,y)
(z,y)eK (z,y)eK

= sup_ |DCTIF (@ y.u. (2.9))] = Prcga1,8)(F (o)
(z,y)eK

S PK,n—l(F(-a-au.E)) S PK,n(F('a'auE))'

On a donc finalement

Py (ue) = sup PK,(a,ﬂJrl)(Ue) < Prp(F (s ue))
at+p=n;a>1
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et '’hypothese de stabilité assure alors que

(P4’n(u5))6 c A+.

Finalement on a bien
(PK,n—I—l(uzf:))6 €A,

Donc u = [u,] est solution de (Pf;) .
b) Montrons que u est 'unique solution de (P[).

Soit v = [v.] une autre solution de (Pf).

1 existe (ic), € N (R?), (ae), € N (R), (B:). € N (R) tels que

( 0%,
Oz dy

(‘/an) = F(mayavﬁ(fvay)) + 7:5(«'177?/),

\ Ve (:E,O)) = (Pe(m) + 046(37)’
ov,
e

([/ u&m%m)eNﬁ@)
D(z,9,9) .

1l existe donc (j.), € N (R?) tel que

(9 (W) ,vy) = pe(y) + Be ().

Il est facile de voir que

Ve(2,y) = vo ez, y) + //D(m’y’g)F(f, n,ve(&,m))dédn + je(z,y),
avec Vo (2,y) = uo,e(2,y) + 0:(2,y), ot ug(x,y) = Ve (y) + () — p:(9(y)) et
O:(7,y) = Be(y) + ac(z) — ac(g(y))

Donc (6.), appartient & N (R?). 11 existe donc (0.), € N (R?)

m@wzmgaw+%mw+/L()F@mm@mmwn
x,Y,9
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bl) Posons w. = v. — u. et montrons que (w.), € N(R?).

11 s’agit de prouver que
VK € R*,Vn € N, (Pxn(w.)), € I].

Procédons par récurrence en montrant d’abord que l'on a

(PK,I (’UJE))g S IA.

we(z,y) = / /D (P& — Pl e (en) den +0:(z).

or

F(Sanava(gan)) - F(Sanaua(gan)) =

1
(ten) —uele) [ S (Emue(eon) +O0unlem) — )0

donc :

LoF
we) == [ e ([ Go€meten) + 0t ) detnonte). 9

Soit (z,y) € Ky, puisque D(z,y,9) C Ky, si g(y) <z, on a
z oy
) < [ [T ez o,
9(y

+9(N) ry
< ma / / o€, m)| dédin + [0 . -
—g(x) Jo

Posons : e.(y) = sup |lwe (&, )], alors
€efg(=A)g(N)]

Y
lwe(z, )] < ma2N /0 e-(n)dn + 0]l 1, -

on en déduit que, pour tout y € [0; A], si g (y) < =,

Y
e-(y) < my2X / e-(n)dn + (|2 i, -
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Ainsi d’apres le lemme de Gronwall, pour tout y € [0; A], si g (y) < z,
y
ecty) < (exp( [ mi2adn) ) ol
Pour tout y € [0; A, si g (y) < =z,
e=(y) < (exp(ma2X'y)) [|0c]l oo i, < (exp(MA2NN)) [[0c]log 1, < (exp(ma2X'N)) (|0l i, -
On obtient des résultats semblables dans les autres cas, d’ou
Wy € [FA ], ec(y) < ol (xp(ma2VA)

par conséquent

[Well oo 1y, < NOelloo,ic, (eXP(MA2N'N)

(02), € N'(R?) donc (||ag||oo’,ﬁ)g € 1.
(exp(mr2X'N)) [|0c o x, st une constante par conséquent (||w5|\OO’K/\) € I4.

£

Ce qui entraine I’estimation d’ordre 0.

b2) Récurrence.

Supposons que pour tout [ < n, on ait : (Px (w.)), € Ij{ et montrons que cela entraine

(PK,n—l—l (wg))g S IZ
b21) Montrons d’abord que, pour tout n € N,

(Pry (we)), € I

ow,

a—x(xay) = %(ﬂj,y) + /Oy (F(xa”aluc”(man)) - F(:II,’I],’LLS(JI,'I]))) d77

ox

et par dérivations successives, pour n > 1,

an-i—lu8
a$”+1

8n+1U0’5 Y 8"
@) = G + [ Gl
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donc

8"+1w5 (9""'105 Yy ogn
i1 (&Y) = oo (T, y) + ; 5gn (F (@ 1,0:(2,m)) — F(z, 1, ue(z,7)) dn.

D’ou

Pr (n41,0)(we) < P (n41,0)(02)+

+ A ( sup
(z,y)eK

n

(P, 0e(m) - F(m,n,ue(m,n))‘) .

On a

( sup
(z,y)eK

Compte tenu de ’hypotheése de stabilité, pour tout K € R?,

o

Oz (F(xa”aluc”(man)) - F(:II,’I],’LLS(JI,’I]))‘) = PK,(n,O) (F(a '7”5) - F('a'auc”))

S PK,n (F(a '7”6) - F(7 'aua)) .

(PK,(n+1,0) (wa))6 el}.

Montrons que pour tout n € N, (P, (we)), € Ij.

On a
oy, " g . 9(y) gn
W( Y) = pArES ( ,y)—/m wF(fayaus(gay))dg

_Z:Ol It g (y) aijF (9(¥), v, %= (1) —g" ™ (y) /0 " Flg(y).mu (g(y).m))dn,

donc

o™+, "o, 9) ( on o
st = Gotrten ) - [ (o) - G ) d

— g(”“)(y)/oy (F(g(y)sm,v(9(y),m)) — Fg(y). m,ue(g(y),n))) dn

avec

pely) = YO 0 ) ( 5o P00, 0e) = 55 PO v.10) + 6. <y))) ,
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(4:). € N(R). D'oi

PK,(U,n+1)(wE) < PK,(o,n+1)(Ue) + sup |ue(y)l

YyE[—A,A]
o
+ (9(A) —g(=A ( sup ‘—F Y, ve(7,Y)) — WF(w,y,ug(fB,y))D
z,y)EK Y
+ Ag(n—l—l)(y) ( sup |F($7777UE($’”)) - F(manauE(man)”) :
(zy)eK
On a
sup —nF(wyv(fvy)) ﬂF(flﬂyu(ﬂf?/))_P (F (s sve) = F( o ue))
(o.g)CK ay s Ue ayn y Y, Ueg\ Ly K,(0,n) +y s Vg <y ey Ug

( Sl;p |F(w7777v5(xan)) - F(mﬂnauE(wﬂn)” S PK,l(F('ﬂ'ﬂvé‘) - F('ﬂ‘ﬂuf))
T,y)eEK

Compte tenu de I’hypotheése de stabilité, pour tout K € R?, (PK’(Om_i_l)(’wg))e € Iy.

b22) Pour a+ S =mnet f>1,0n a

PK,(a—l—l,B)(wa) = PK,(a,IB—l)(F('a 'aIUE) - F(a '7u5)) < PK,TL*I(F(W 'aIUE) - F(a '7u5))-

On a donc finalement :

P37n(’LU5) = sup PK’(a+1’IB) (wg) S PK,n—l(F(-a . 1)5) — F(, . U€))
a+f=n,f>1

et 'hypothese de stabilité assure alors que
(Psn(we)), € I}
Pour o+ 8 =mn et @ > 1, on a maintenant
Pg (a,p+1)(We) = Pg (a—1,8)(F (., ve) = F (. ue)) < Prp1(F(0:) = F(, 5 ue).

On a donc finalement

Pyp(we) = sup Pk (ap41)(we) < Prpn1(F (. 5ve) — F(. 0 ue))
at+p=n,a>1
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et '’hypothese de stabilité assure alors que

(P4,n(w5))g € IX'

Donc pour tout / <n 4+ 1, on a

(Pry(w.)), € I}.
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N,
(Prp(we)), € I5.

Donc (we): € N (R?); par conséquent u est Punique solution de (Pf). O

6.3 Un probléeme de Goursat (dégénéré) dans les (C,&,P)-
algebres

6.3.1 Enoncé du probleme

Nous cherchons une solution u généralisée du probleme de Goursat irrégulier suivant :

4 62

amay“ =F(.,.,u)

(Pé) Uj(0z) = Pe

| Ul(oy) = Ve
ou @ et 1 sont des fonctions généralisées d’une variable. La notation F(.,.,u) étend, d’une
maniére précisée plus haut, expression (z,y) — F(z,y,u(x,y)) au cas ol u est une fonction

généralisée des deux variables z et y.

Dans tous les cas, on fera 'hypothése suivante

F e O°(R*,R)
() 2
VK € R*, sup |0,F(z,y,z)| < +oo
(z,y)€K
z€R
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oil la notation K € R? signifie K est un compact contenu dans R?.

L’hypothese (H) étant satisfaite, A(R?) étant stable par F. Si les données du probleme

(P[,) vérifient les conditions
(,OG.A(R) s EA(]R) ) g(y) =0,
le probléeme admet une unique solution [u.] € A(R?).

we(,y) = uo.e (@, y) + / /D L P& e (eon)dedr
Z,Y,

uU’g(ﬂU,y) = Pe(y) + @e(w) — < (0) .

e, ) = o e (2,) + / / P&, o1 (€m))ded, 1 > 1.
D(z,y,0)

6.3.2 Résolution du probleme

6.3.2. Théoréme

La solution u généralisée du probléme de Goursat suivant

(e
ozdy

F(.,.,u)

(Pe) U(Oz) = ¢

[ Ul(0y) = ¢

ou @ et ¢ sont des fonctions généralisées d’une variable, est u = [u.] avec

z y
e = T e ot uon (2,9) = oL (z,9) + / ( / F(s,n,ug,nl(s,n))dn) dt
n—-+4oo 0 0

U0, (2, Y) = ¢e(2) + Y= (y) — 9 (0).

(on prend g = 0). O
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6.3.3. Corollaire

On a alors

o) = wole) + [ ([P utean) ac
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Chapitre 7

Etude qualitative de la solution

7.1 Spectre singulier paramétrique de la solution du probleme

de Goursat

7.1.1 Relation entre le D'-spectre singulier paramétrique de la solution «
et le D'-spectre singulier paramétrique de ug

7.1.1.1. Théoréme

On pose uy = [ug ] avec

up.(2,y) = Pe(y) + pe(z) — :(9(¥)),

et on suppose que

(HQ) VK € IR27-/\/1F(I() = sSup |F(x,y,z)| < +00.
(z,y)EK,zeR

Alors la restriction au support singulier paramétrique de ug du D'-spectre singulier paramétrique
de la solution u du probléme de Goursat (Pf) est contenue dans la restriction au support

singulier paramétrique de ug du D'-spectre singulier paramétrique de ug. Autrement dit, au
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dessus du support singulier de ug, il n’y a pas d’accroissement des singularités distribution-
nelles de u par rapport a celles de uy.

Démonstration.

Soient (zg,y0) = X € S'S,AU(] et 1 € Np x(ug). Il résulte des définitions que l'on a :
Yo x(ug) # 0, et donc que Npr x(ug) C ]0, +oc[ ce qui entraine 7 > 0.

Montrons qu’alors 7 € Npr x(u).

Par définition de Nps x(uo), il existe un voisinage Vx de X tel que

lim(e"u, ), ) € D(Vx).

e—0

Soit f € D(Vx). Il existe donc une distribution 7' € D'(Vy) telle que

e—0

lim //VX e"ug(z,y) f(z,y)dedy = T(f).

Montrons que
[ & bt — w0, Sy
Vx

admet pour limite 0, quand ¢ tend vers 0.

Supposons encore g(y) < x.

Comme 1, (z, ) — 1o, (2,) = / /D AR
Z,Y,9

et que (avec les notations précédentes)

‘/ /VX l/ /D(x,y,g)F(g’”’“e(f,n))dfdn] f(z,y)dzdy

< Mi(supps) | [ /Suppf I/ (m’yig)dfdn] £ (. y)dady

< M) | [ Uy S y)dxdy‘

< Mp(suppf) // f(2/\|y|)f($,y)dmdy‘
supp

< 2/\’MF(suppf)// ; [yl |f(z,y)| dzdy < +o0,
supp
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en posant toujours 2\ = g (\) — g (=), nous avons alors

lim sup
e—0

//VX [ / /D(m’y’g)F(é,fhua(é,n))dfdn] £ (. y)dudy

< limsupe” [w (Metsuwnh) [[ 11 ) dmdy] —o,
supp f

e—0

< limsupe”
e—0

car r # 0. Et donc

lim// e"ue(x,y) f(z,y)dzdy = hm// e"uge(z,y) f(z,y)dedy = T(f).
Vx

e—0

I1 en résulte que

lim (e"u elvy )= lim(s’u078|vx) € D'(Vx).

e—0 e—0
Nous avons donc r € Npr x(u), ce qui prouve l'inclusion Npr x(ug) C Npr x(u), et par

suite, Xpr x(u) C Epr x(up), par conséquent

S-Spu ,  CS:Sp 0

A
S,DfAu S

;) U0
Dy

7.1.2 Exemples

Prenons f € D(R), f >0, [ f(z)dz = 1.

Avec les notations précédentes nous avons
p = [pe] et b = [e]; w0 (z,y) = Pe(y) + pe(z) — e (9(y))-
gy) =% a>0.

Considérons les cas suivants :

1) ¢e(y) =e 1 f(ye ), pe(z) = 1 f(ze ) donc



g (2,y) = Pe(y) + e (x) — @e(g(y) = " flye™") + e flae™") - a(é)f(%).

Npr x(uo) = [1,+00[, nous avons alors SSS“,é‘,Au C R? x [0,1].

2) Pe(y) = e fye™?) et

pe(2) = e 2 f(ae™!) = e flae™ )],

peloty) = (o)) = < wlae) ) = al ) 1)
donc
Npr x(uo) = [2,+00[, nous avons alors SgS“g;‘u C R? x [0,2].

3) Pe(y) = flye ') et

pe(9(y) = ele™ Fla)e™)] = ele™ F(y(ae) ™)) = ael(—=)F ()]

1
(ag)’” “ae
Npr x(ug) = [0, +00[, nous avons alors SgS“g;‘u CR xo.

O

7.2 Etude qualitative de la solution. Cas : ' =10

7.2.1 Enoncé du probleme

On cherche une solution v généralisée du probleme suivant

(o
=F(.,.
gyt = Pl

[ U =Y

en considérant comme donnée la courbe y d’équation = = g(y).
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Soit

P&;(‘Pea¢6) ue(2,0) = @ (x)

Avec les notations précédentes nous avons

¢ = [pel, P = [the] et uc(z,y) = Pe(y) + @e(2) — e(9(y)).

7.2.2 Etude qualitative de la solution. Cas : F' =0, g(y) = ¥, (a > 0)
Remarque

On a alors 9(0) = ¢(g(0)), or g(0) = 0, par conséquent 9(0) = ¢(0).

Cas:g(y):%a (a>0), o ~0d,1h~0,

I'association étant définie comme suit :

considérons f € D(R), vérifiant [, f(£)dé = 1. Posons ¢.(z) = Lf(L),4:(y) = L /().
Alors (¢.). converge au sens des distributions vers d, et (1), converge vers d,. Donc

@ = [pe] est associée a J, et 1) = [1)] est associée a Jy.

La solution w de P (¢, 1.) est définie par

we (2, y) = ¢e(2) + e (y) — #e(9(y)) ;

We = We 1 + We 2 + We 3.
Si . et 1. sont régularisantes, nous avons

Dljgﬁ)(:oe =0y et Dl}{ﬁ)"/% = 6?}7

e——0 e—0
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Nous avons alors

[ua] = [we,l] + [wa,Q] + ['UJE,B] ;

avec )
[we ] ~ 62 @ 1y
) [we 2] ~ (1 ® 6y)
{ [we 3] ~ —a(ly ® dy).
O

Cas : g(y) = %a (a > O)a p~S,p~T5 S€ DI(R)a T € D’(R),
I'association étant réalisée en choisissant
p=[fe*S] et ¥=[fc*T]

puisque

lim (f.+5),=Set lm (foxT),=T.

D'(R) D’ (R)

£

On a donc ici

e (2, ) = @e () + e (y) — @e(9 ()
= (o 8) (@) + (f+T) (v) = (Je 9) ().
Définissons S € D'(R) par
< S,h>=(a8,[z — h(az)]) = (aS, H).
D’ou

i, [ 11051 (2)] =5

D'(R)

&
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Nous pouvons alors écrire la décomposition [u.] = [we 1] + [we 2] + [we 3] avec

(
[w&"l] ~ S;E X 1y

[we 2] ~ 1, ® T,

| fweg]~ - (L 5)
et donc

u~Sm®1y+1m®Ty—(1m®§y>.

Comme § = ad, il en résulte que pour S = §, on retrouve bien le résultat précédent.

O
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Quatrieme partie

Problémes caractéristiques
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Chapitre 8

Un probleme de Cauchy

caractéristique dans les

(C,E,P)-algebres

8.1 Probléeme (P,)

8.1.1 Enoncé du probleme

Le probléeme de Cauchy caractéristique

(

82
8x8yu -

F(., . ,u)

(Pe) 9 Uj(0x) = ¢

ou
oy l(0x)= ¥,

\

n’a pas de solution lisse (ni méme C?) méme lorsque les données ¢ et 9 le sont.

Nous pouvons alors I’approcher par la famille de problemes non caractéristiques (F:),
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UWE:(P
ou

a0 | s:¢7
[ Jy E

en considérant comme donnée la courbe v, d’équation y = ex et essayer d’en traduire la

famille de solutions en termes de fonction généralisée appartenant & une algebre conve-

nablement définie.

8.2 Le cas des données régulieres

8.2.1.1. Notations, rappels et hypothéses

Réécrivant la solution de P., on remplace f (z) par ex et K) par [—g; —i—%] X [—a; +al.

On a ici
UE(,’E,y) = UO,E(may) - // ( )F(gﬂnaUE(gan))dgdna
€ ZL’,y

ol o (@) = ¢(z) — £ (x) + £V (Y)
et
1) ¥ est une primitive de ),
2)
{€n)/z <<t <n<y}, siy>en,

D (z,y) =
{&m)/t <¢<zy<n<el},siy<en

On pose

Ks = [_ga gi| X [_aaa]a
E €
oF
me = sSup 6—(5,7),75)
(EmeK.; teR | 97

3

e = sup | F'(z,y,0)[ + me [|uoc|

oo, K¢ *
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On fait les hypothéses suivantes

VK € RVl € N,3m(K,l), max ( sup |DaF($,y,z)|) < m(K,l)
(.9)

(Hl) a€N3 |a|<I €K; zeR
3(M.), e RM 30(1) € R, m(K.,1) < C(1)M,
3(re), € R tel que VK, € R, Vay € N,3D, € R, Jp € N,
(H2)
wa [sup [ D% (1) sup |Dw(2)| < 25
K2 K2 ‘
C = A/1, est surgénéré par les éléments suivants de R]*O’l] :
(Hj)
L (6.5 (ro)s () 5 (M),
( 2 2 2 :
A (R?) = X(R?) /N (R?) est construit sur C avec
(H4) < (S,P) = (COO(RQ)a (PKJ)K@R2,IGN)
{ et A (R2) est stable par F relativement a C.

8.2.1.2. Théoréme

Avec les notations et les hypothéses du paragraphe 8.2.1.1. précédent, si u. est la solution
du probléme P, la famille (u.), est le représentant d’une fonction généralisée appartenant
a lUalgebre A(R?).

Démonstration.

On a

) = (o)~ [ B m & m)edn = (o) — . (5.).
ou
(o) = plo) - ¥ (a) + ew (2,
VU étant une primitive de v, et
() = [ e n)dedn,
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a) Pour K = K1 x Ky = [~a;a] x [—a;a] et a = (aq,2) € N, il existe O] > 0 et Cy >0
tels que

sup D% p(x)| < Cy (K1, 1) ;

K

esup [DMV¥(z)| < eCy (K1, al).
K

Gy)=Vofl(y) =V (%), on peut écrire

Dy
Qa2 <
5s11(12p|D G(y)| < can—1 (,’,,E)p(CQ,Kz)a

donc (P o (uoe)), € Ay

b) On doit montrer que : (P o (u:)), € Ay.

Or on a
ure(z,y) = / / (e (e ),
£ I’y

D’apres les résultats précédents

sup < X explvma (SO — F(=N)].
K my

avec f(z) =ex; A= g; my = my; donc (f(A) — f(=A)) = 2a et
22my (f(A) = fF(=N)) = 2g2amg - 4(2—2m5,
d’olt

15 ﬁm
SHp|U1’E(£E,y)| S —€ = °,
Ke me

avec

3D
O, = sup |F(z,y,0)| +me |luoello . < C(0) M. +m, <—fﬂ> ,
Ke ’ ('re)

ou pl =p([—a,al,0).
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Donc (PK,(] (ul,E))g S A+, d’ot (PK,(] (’LLS))E S A+.

D’autre part

o) = )+ [ Plonucen)dn

8u175

Yy
= / F(z,n,uc(z,n))dn,
Oz (@)

donc, d’aprés ’hypothese (Hy),

sup ( / "\ F (@ u (o) dn) < 24 (m(K.,0)).
f

Ke (CE)

donc (Pr(1,0)(u1)), € Ay, ot (Pr(1,0)(ue)), € Ay

On a

Oue
dy

. aU(]’g

)
@) = e~ [ Py s

De méme, on obtient

sup
K. e
2
< _am(Kaa 0)
£
2
< ?GC(O)ME,

donc (P 0,1y(u1)), € Ay, (P 0,1)(ue)), € Ay

Par conséquent (Pg 1(ue)), € A

c) Récurrence.

Supposons que, pour tout / < n, on ait : (P (u:)), € A4 et montrons que cela entraine

(PK,H+1(UE))5 €A,y

On utilise les notations du théoréme 4.2.1.1.
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cl) Montrons d’abord que pour tout n € N,

(Prn(ue)), € Ay, (Pop(ue)), € Ay

Comme on a

8u5 8u0 €

Y
Tete) = G ) + [l an)n

on en déduit que

O ULe () = e @)+ [ L e et
912 T,Y) = —e'\X, €T, P\T i, or Z, 17, Us\T,1))an

et par dérivations successives, pour n > 1,

an+1ul€ anfl Yy o

W(may) = —n&?WF(fEa&?fE, o(r)) + B, %F(fvan,ue(man))dﬁ-
On a

P e (2,1)  F(s.en(s) " F(o, . ue(2,0)
sup z,y)| < sup ne|——=F(z,ez,p(x ‘—1—2@ sup |=—F(x,y,us(z,y))|,
@wek. | 92" ve[-2e] 192" (wa)ek. |0 ’

or, d’apres la propriété de stabilité,

n

( sup a—nF(mayau.E(xay))‘) = PKE,(n,O)(F('a '7“5)) < PKs,n(F('a '7“5))
(z,y)EK- z

i=n .
< Zi:(] CiPIZ(E,n(uE)
et
n—1
sup ne |s——F(z,ez,9(z))| < ne(m (Keyn — 1)) <neC (n —1) M,
se[-22] 197

donc (P (n41,0) (u1,c), € Ay,dott = (P ny1,0) (ue)), € Ay
Montrons que, pour tout n € N, (P, (u.)), € Ay

Comme on a

K

Oug ¢ E
(@) = G2 (en) — [T P le e,

Oue
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on en déduit que

Yy

0uy . 1_y Yy s 0
: =——F(= 2)) — —F d
) = —=FLptD) = [ Pt
et, par dérivations successives, pour n > 1,
Oy . Loty Y o
W(Zv,y) = _"ann—l F(g,y,w(g)) -/ wF(fayaUe(fa?/))df-
On a
an+1ul . ‘ n—1 y y n
sup | ———==(z,y)| < sup n- —F(—,yaw(—))‘ﬂ/\ sup | —F(z,y,u:(2,9))|,
(z,y)EK. ayn+1 y€E[—a,a] € ayn ! € € (z,y)EK: ayn :
or, d’apres la propriété de stabilité,
70
sup | (a2 = Prcgo (Pl )
(zy)eK: 1Y
< PK,n(F(a '7u5))
i=n .
< Zi:(] CiPIZ(E,n(UE)
et
1ot _y Yy 1 1
supng 8yn_1 F(gaya (P(g)) < ng (m (KEan - 1)) < ’I’lgC (’I’l - 1) ME

donc, pour tout K € R? et pour tout n € N,

(PK,(U,n+1) (ul,s))g €Ay,
d'ott (P (0.n11) (ue)), € Ay
c2) Pour a4+ 3 =mn et 8> 1, on a maintenant
Pic(asipus) = sup DO, (a,y)| = sup |DF DDty (a,y)

(z,y)EK (z,9)EK

= Ssup ‘D(aﬁ_l)F(‘/EﬂyauE (‘/an))‘ = PK,(a,B—l)(F(-a-auE))
(zy)eK

< Prn1(F(.,ue)) < Prnl(F(, . ).
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On a donc

P3,n(u6) = sup PK,(aJrl,ﬂ)(uE) < PK,n(F('a 5 Ue))
atp=n;f>1

et I’hypothese de stabilité assure alors que
(Ps,n(uc)), € Ay
De méme, pour o+ =net «>1,0na

Prcapin(u) = sup |DOF D (a,y)| = sup [DEID0Du, (a,y)
(zy)eK (zy)eK

= Sup ‘D(a_lﬁ)F(x’yauE (xay))‘ = PK,(a—l,B) (F(a -7u5))
(zy)eK

< Prn1(F(.,ue)) < PrnlF(, . 1)),

On a donc finalement

P4,n(u5) = sup PK,(a,B—I—l) (UE) < PK,’IZ(F(’ ) UE))
a+p=n;a>1

et I’hypothese de stabilité assure alors que
(Pyn(uc)), € Ay

En conclusion, on a bien

(Prn+1(ue)), € At

8.2.1.3. Conséquence

Donc u = [ue] est une fonction généralisée que ’on peut considérer comme la solution

généralisée du probléme de Cauchy caractéristique Pc.
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8.2.1.4. Question ouverte

Comment cette fonction généralisée dépend de 'approzimation de {y = 0} par {y = ex} ?

C’est une question ouverte.

8.3 Le cas de données irrégulieres

8.3.1.1.Notations, rappels et hypothéses

On peut donner aussi un sens au probléme de Cauchy caractéristique (Pr) dans le cas
ou ¢ et 1) sont elles-mémes des données irréguliéres (par exemple des fonctions généralisées)

en commencant par résoudre

0*ue )
0xdy

(z,y) = F(mayau(a,n) (z,9))

Prem S U, (2, 67) = @y (2)

BU(

| 5" (@.c0) = Ya(a),

olt (), et (¢y), sont des représentants de ¢ et ¢ dans une algebre convenable.
Le parametre € permet de se ramener & un probleme non caractéristique que le parametre

1 rend régulier.

Yy
o, (e.n) (T, ) = on (@) — ey () + el <E) ;
Ue,n) (m,y) = uU,(Eﬂ?)(mﬂy) - // ( )F(gaeau(&ﬂ) (630))d£d0
e\T,Y

On fait ici les hypotheses suivantes

On conserve les hypothéses (H1) du théoréme précédent.
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On suppose de plus que

(H5)

(

\
(

3 (7o) (o) € RO tel que VE, € R, Vo, € N, 3D, € R%,3p € N,

D
max [S;f\D%n(%)\ D \D“Q‘I’n(%)\] S TeaV

C = A/1, est surgénéré par les éléments suivants de R]*O’I]X}O’H :

(&) ey s (Tem) (e 3 (6T> e’ (Me) (e -
A (R?) = X(R?*) /N (R?) est construit sur C

avec (€,P) = (COO(RQ)a (PKJ)K@R?,IGN)

et A (]RQ) est stable par F relativement & C.
\

8.3.1.2. Théoréme

Avec les notations et les hypotheses du paragraphe 8.5.1.1. précédent, si u z) est la solu-

tion du probléeme P ), la famille (U(E,n))(a,n) est le représentant d’une fonction généralisée

appartenant a Ualgebre A(R?).

Démonstration.

On a

Wi (1) = 1 (e (1) — / / (0 € 0
e(T,Y

Y
o, (e (2,9) = () = £y () + 2 ().

U étant une primitive de v, et

1o gy () = / / RGO

a) Pour K = K1 x Ky = [~a;a] x [—a;a] et a = (ay,a2) € N, il existe O] > 0 et Cy >0
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tels que

sup |[D ¢y (z)| < C1 (K, a1) ;
K,

esup [D"' ¥y, (z)| < eCy (K1, al).
K1

Gy (y) =¥,0 7 y) = v, (y), on peut écrire

£

Dy
esup | DG < ’
K2P| n ()l < ca2—1 (rgm)p(amfﬁ)
donc (PK,a (UO,(s,n)))(g,n) €A

b) On doit montrer que, pour tout entier n, (PKm (u(gm)))( ) €A,
&:n

Or on a
oy () = / / P& 0 (6 0
e\ LY

D’apres les résultats précédents

sup < D% expl2yma (FO) — F(=N)].
K my

// F(E,0, U(e,n) (&,0))dédo
e(2,y)

avec f(x) =ex; A= g; my = m; donc (f(A) — f(=A)) = 2a et

2 (F) = (=) = 2%2am, = 1%,

d’ot
@E 4a2
sup |u z,y)| < —e e M,
up [ e (2, 9)] <
avec
3Ds
O, = sup |[F(z,y,0)| + me ||ug e . < CO)M. +m,. o1 |
Ke e (ren)

ou pl = p([—a,al,0).

Donc (PK,U (“L(E,n))) ) S A+, d’ou : (PK70 (U(g’n))) S A+.

(e,m)

(e,m

D’autre part

Ou, Qug (e Y
ua(mfn) (m’y) — M(m’y) —|— / F(.’L‘,O,U(gm) («/Ea 9))d0
f



On a

Aur,(en) /y
S = F(ZB,H,U €, ({E,H))da,
or @) (£:m)

donc, d’aprés 'hypothese (Hy),

y
sup (/ F(ZB,H,U(g’n)(ZE,H))dO) < 2am(K.,0),
f

Ke (CE)
d’Ol\l (PKa(LO) (Ul’(g’n)))(gm) S A+, par conséquent . (PK,(I,O) (U(E’n)))(‘g’n) S A+.
On a
Qe ) g, (o) I~
A (r9) = =5 )~ [ Pl e € )

A
|
2
=
e

A
|
Q
=
=

done : (Prc(0,0) (U em))) .y € At (Prc0.)(Wem)) oy € At

Par conséquent (PKJ(U(M))) €A,

(em)

¢) Récurrence.
Supposons que pour tout [ < n, on ait : (PK’Z(U(E’,?)))(g ") € A, et montrons que cela
€A,

entraine (PK,n+1(U(e,n))) (e,m)

On utilise les notations du théoréme 4.2.1.1.

cl) Montrons d’abord que, pour tout n € N,

(Pl’”(u(fﬂl)))(g,n) S A+, (P27”(u(5:71)))(5,77) € A+.

Comme on a

ou Y
(@9) = 5 ) + [ P00, (0.0)) a8,



on en déduit que :

62“1,(6,71) Yo
W(way) = —eF(z,ex, op(z)) + . %F(ZE,H,U(E’,”)(ZE,H))CZO

et par dérivations successives, pour n > 1,

an-l-lul anfl Yy gn
W’(f’n)(m,y) = —n&?WF(fEa&?fE, on(z)) + %F(x,H,u(E’n)(x,H))dO.
EX
On a
0" (e ) " "
P grwres el C2F) Sme[silf,@]m g1 L (@2, 9y (2)) +2a(m21)1£K5 S T (@ e (2:9))

or, d’apres la propriété de stabilité,

n

amnF(x’y’“(em) (m,y))‘) = PKE,(n,O)(F(-a '7u(5,n))) < PKE,n(F(-a '7u(5,n)))

( sup
(z,y)eK.
i=n i
S ZZ:O CiPKmn(u(EJ]))’

et

donc
(PK,(n+1,0) (“L(E,n)))(e,n) € A4,

d'ott (P mt10) (Wem)) (., € A+

Montrons que, pour tout n € N, (Pg’n (U(E’n)))( €A,

£,m)

Comme on a

K
a’LLO

A (1,9) = <D a) — [P €

on en déduit que

Punien (o Lp¥ (%)—/g%(s ey (1)) dE
8y2 Y) = c 6aya(p77 c ; ay Y Ys Ue Sy Y
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et par dérivations successives pour n > 1,

y

an-l-lul . 1 877.71 c O
g @) = =g s F(Cen(2) / g F(E 9 1) (6 9)

3

n+1
" Uy (e )

sup W(fvay)

(z,y)eK-

n

1 J
@F(IE, Y, U(en) (xa y)) )

an—l y y ‘
—F(Z,y,0,(Z))| +2X sup
g1 (6 n(g)) S

or, d’apres la propriété de stabilité,

sup —F(xayau(e,n) (m,y))‘ = PKE,(O,n) (F(a '7u(6,n)))

(zy)EK: oy

< PKE,n(F(-a °y u(a,n)))

=n .
S ZZZO 01PIZ(57"(U(5’77))

et

Lo _y y 1 1
yes[ljg’a]ng Gy 1 F(gaya @n(g)) S nom (Ke,n—1) < ngC (n—1) M,

donc, pour tout K € R? et pour tout n € N,

(PK,((J,n+1) (ul,(s,n)))(em) € Ay,
d'ott : (P om41) (tem)) (o ) € A+
c2) Pour a4+ 8 =mn et 8> 1, on a maintenant
Pk (a+1,8) (U(eq)) = sup ‘Iﬂa+1ﬁ)ugﬂn($,y)‘== sup ‘l)“”ﬂ_nl)UJ)U@ﬂn(xay)

(z,y)EK (z,y)eK

= sup ‘D(aﬁil)F(xayau(e,n) (xay))‘ = PK,(Oc,ﬂfl) (F(a ‘7u(8,77)))
(z,y)eK

< PK,n—l(F('a '7“(5,7]))) < PK,TL(F(7 -au(e,n)))'
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On a donc finalement

P3,n (u(e,n)) = sup PK,(a—I—l,ﬁ)(u(e,n)) < PK,n(F('a . u(e,n)))
atp=n;f>1

et '’hypothese de stabilité assure alors que

(P3,n(u(5,n)))(5m) €Ay

De méme, pour a + S =net a>1,0na

Pk (a,6+1) (Uey)) = sup ‘D(O"ﬁﬂ)u(e,n) (33,?/)‘ = sup ‘D(afl’ﬁ)D(l’l)u(e,n) (z,y)
(z,y)eK (z,9)EK

= sup ‘D(a_l’ﬂ)F(xayau(a,n) (‘/an))‘ = PK,(a—l,,B)(F(-a'au(a,n)))
(zy)EK

< PK,nfl(F(-a 'au(a,n))) < PK,R(F('a -au(a,n)))'
On a donc

Pin(ueym) = sup  Pra,p+1)(t(en) < Pra(F (s ue))
at+p=n;a>1

et 'hypothese de stabilité assure alors que

(P4,n (u(e,n)))(gm) €Ay

En conclusion, on a bien
€A,

(PK,nJrl (U(em) )) (e,m)

8.3.1.3. Conséquence

Donc u = [u(E’n)] est une fonction généralisée que ’on peut considérer comme la solution

généralisée du probleme de Cauchy caractéristique Po. O

140



8.4 Etude qualitative de la solution. Cas F' =0

A (R?) est stable par F, A(R) et A (R?) construits sur le méme anneau de constantes
généralisées comme précédemment.
Solution généralisée d’un probleme de Cauchy caractéristique
8.4.1.1. Proposition

On considére le probleme de Cauchy caractéristique

(

82

8x8yu =0

(Pe) Uj(0z) = ¥
ou

On suppose que @ et 1 sont lisses et que V vérifie

1 _
¥ e £U(R), /R\Il(t)dt _1,

VK € R,Ya €N,3C > 0,p € N : sup ‘\W)(y)‘ <<
yeK 15 ep

Soit 0, (resp dy) la distribution de Dirac opérant sur les fonctions de la variable = (resp

y), 1z (resp 1y) la fonction constante égale & 1 de la variable x (resp y).
- Y\ _ 2 (1. (Y
us(z,y) = ¢ (2) —eW(2) +eV( 2] =¢(2) —eP(z) + e V(2] ),
alors [ug] est la solution généralisée du probléme de Cauchy irrégulier caractéristique.
[ue] = [uw] + [eus] + [*ue 3]

avec

u=1,Q¢p¢€ COO(R2)

U9 = —1y RV e COO(RQ)

| [ucal ~ 1. ®4, € D'(R?)
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Démonstration.

Ue = Uy + eus + 2u, 3, avec uz(z,y) = —V(z) et

1
uea(X,Y) = —¥ @)

Alors, d’apreés I’hypothese

VH x K € R%,Y(8,a) € N*,3C5 > 0,p € N : sup

‘ gb+a Cs
HxK

@)y e Y| = i

d’ou (u8’3)5 S /H(A’g’p) (]Rz).
On a auss : (u1 + euy), € Ha . p)(R?).

De plus

et :Dljgﬁ) (y — %\Il(ﬂ)) =0,. O

e——0

Cas o =0, ~4
I'association étant définie comme suit
1
Considérons g € D(R), vérifiant [ g(£)d¢ = 1. Posons : —g(f) = 1y(z). Alors (¢y),
non
converge au sens des distributions vers d. Donc v = [1,)] est bien associée a d.

8.4.1.2. Proposition (F =0,¢ = 0,79 ~ §). [10]

La solution u généralisée du probléme de Cauchy irrégulier caractéristique suivant

[ 52
8x8yu =0
(PC) U|(0z) = 0
ou
— (0= 0.
| 5 |(0a)
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est [ )] = [ewema] + [ewey).2], ave

[wema] ~1a ®Y,
[wiem2] ~—Ya @1y
Démonstration.
En considérant comme donnée la courbe 7. d’équation y = ex, nous pouvons résoudre

le probléeme non caractéristique suivant :

[ 52
axay“ N

L ay Ye
soit, en régularisant les données par des fonctions régularisantes 1), sur la courbe 7, =
{y = ex}, nous pouvons résoudre le probléme régulier non caractéristique

( 62’11,(8

)
920y (z,y9) =0
(Plen)) Ue,y) (T,67) =0
Fu(e ) _
| e (0,e0) = o)

Déterminons la solution .

v @ g
weae) = oG [ Gyan— [[ myF(s,e,u@,m(s,e))dsde

donc u(. ) (z,y) =eT, (%) — W, (z) ou U,y ( / Py (t)

Dot (e ) (%, Y) = eW(e )1 + EW () 2-

lim W, =Yet lim (yr (Y =v,
19

,n) — (0,0
TR (E”)DI(R)( )

donc

[Wema] ~ 1z ®Y,

[wWiem2] ~—Ye @1y,
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d’olt

[ue] = [ewema] + [ewe ] -

Cas: o~ S, U ~T; SeD(R), T DR

I’association étant réalisée par
0 =[gy*S] et ¥ =g, +T|

puisque

li_r)no(gn *5), =S et li_1r>no(g,7 «T), =T.

D/ (R) o1 (k)

Enoncé du probleme.

Nous cherchons une solution u généralisée du probleme de Cauchy irrégulier caractéristique

suivant )
82
Bmayu =0
(Fe) U|(0z) = S
ou
o l(on)=T".

En considérant comme donnée la courbe 7. d’équation y = ex, nous pouvons résoudre le

probleme non caractéristique suivant

(

82
0xdy
(P:) 4 Uy, = S

o
\8y%

Soit, en régularisant les données par des fonctions régularisantes g, sur la courbe ., =

u=20

!

{y = ex}, nous pouvons résoudre le probléme non caractéristique
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n) _
50 (z,y) =0
(Pem) { e (@.e2) = (g, S) (@)
L a“a‘;") (2.2) = (g9 + T') (x)

Résolution du probléme.
Pour g € D(R), avec suppg = [—1;1], 0 < g < 1, g(0) = 1, et ¢ (0) = 0 pour tout

k € N* ; considérons, pour z € R,

Alors (gp),, converge au sens des distributions vers d.

Déterminons la solution u ;) de (P(Em)).

On a
W) (@,9) = €0y (2) = €Ty (2) + gy (a)
=& (g5 + 1) (2) — (g * T) (@) + (9 % ) (a).
D’ou
[we] = letema] + [euem 2] +uen s,
avec

U(a,n),l(fvay) = (gTI * T) (%)

\ [teme] ~-Te®1,

Cas: p~0, p~§

(p~d,p~d; F=0)donc (p~S~§, ¥ ~Y ~T; F=0).
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Nous cherchons une solution u généralisée du probléme de Cauchy irrégulier caractéristique

suivant f
82
axay“ =0
(PC) < U|(0z) = )
ou
| % l(0z)= 9
D’apres les résultats précédents
Y
Uge)(T,y) =€ (gyxT) (g) —e(gn*T) (z) + (g * S) (2).
D’ou
[ugen] = [ewenma] + [euem,2] +uen.s

avec

[uemi] ~ 12 ®Y,

[weme] ~ —Ye®1,

\

Car si G est une primitive de g, li_r)n OG" =Y et ) liin 00) (y—Gp(¥) =Y.0O

D' (R) DI(R)
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Résumé de la these

Sur les singularités de certains problémes différentiels.

Dans cette thése nous proposons une méthode pour résoudre certains problemes de
Cauchy a données irréguliéres ou caractéristiques en utilisant les récentes théories des fonc-
tions généralisées. Nous étudions dans la premiere partie un probléeme de Cauchy et un
probleme de Goursat réguliers avec des données sur une courbe monotone. La deuxiéme
partie est consacrée & la mise en place d’une algebre adaptée & la résolution du probleme de
Cauchy généralisé. Dans la troisieme partie nous donnons un sens & un probleme de Cauchy
généralisé et nous montrons qu’il admet une unique solution. Nous étudions de méme un
probléeme de Goursat généralisé. Dans la quatrieme partie nous approchons un probleme
de Cauchy caractéristique par une famille de problémes non caractéristiques (P:) en con-
sidérant la droite d’équation y = ex. Si u. est la solution du probleme (P:), u = [u] est
une fonction généralisée que nous considérons comme la solution généralisée du probléeme
dans une algébre convenablement définie. Nous donnons un sens au probléme de Cauchy
caractéristique dans le cas de données irrégulieres en le remplacant par une famille de
problemes non caractéristiques (P(Em)) dans une algebre convenable. Le parametre € per-
met de se ramener & un probléme non caractéristique que le parametre 7 rend régulier. Si

U(e,y) est la solution du probleme (P(Em)), u = [’LL( )] est une fonction généralisée que nous

€51

considérons comme la solution généralisée du probléme.

Mots clés

Equations différentielles partielles non linéaires. Algebre de fonctions généralisées. Probléme

de Cauchy caractéristique
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Abstract

On the singularities of some differential problems.

In this thesis, we propose a method to solve some Cauchy problems with irregular or
characteristic data by using the recent theories of generalized functions. We study a regular
Cauchy problem and a regular Goursat problem in the first part with data on a monotonous
curve. The second part is devoted to the setting up of an algebra adapted to the generalized
Cauchy problem. In the third part, we give a meaning to a generalized Cauchy problem
and we show that the problem admits a unique solution. We study a generalized Goursat
problem in the same way. In the fourth part, we approach a characteristic Cauchy problem
by a family of non-characteristic ones (P.) by considering the straight line of equation
y = ex. If u. is the solution of problem (P:), u = [u] is a generalized function that we
consider as the generalized solution of the problem in an appropriate algebra. We give a
meaning to the characteristic Cauchy problem with irregular data by replacing it by a family
of non-characteristic problems (P(Em)) in an appropriate algebra. The parameter ¢ permits
to replace the given problem by a non-characteristic one, whereas the parameter 1 makes

it regular. If u( ;) is the solution of problem (P(Em)), u = [U(g’n)] is a generalized function

€,1m)

considered as the generalized solution of the problem.

Keywords
Non linear Partial Differential Equations; Algebras of generalized functions; Character-

istic Cauchy Problem.
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