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Chapitre 1

Introduction

Quand on étudie la matiére a 1’échelle macroscopique, la matiére que 1’on rencontre
dans la vie quotidienne en étant un exemple, on est amené a considérer un grand nombre
de particules microscopiques, électrons, protons, atomes, molécules etc, interagissant entre
elles essentiellement de maniére électromagnétique. En effet a ces échelles d’énergies, les
interactions forte et faible assurent simplement la cohésion des briques élémentaires de ces
systemes et I'interaction gravitationnelle peut souvent étre considérée comme négligeable. La
motivation du physicien qui utilise les outils de la physique statistique est d’arriver a dégager
des propriétés macroscopiques ou mésoscopiques, notamment mesurables expérimentalement,
a partir de la description des détails microscopiques de la matiére.

Une des branches de ce vaste domaine s’intéresse plus particuliérement aux fluides cou-
lombiens a 1’équilibre, c’est-a-dire a des ensembles de particules chargées en interaction
coulombienne. C’est le cas par exemple des ions en solution aqueuse, des charges dans les
conducteurs, des plasmas ou encore dans une certaine mesure de milieux astrophysiques
comme certaines étoiles. Si beaucoup d’approches différentes et de techniques variées ont
été utilisées pour I'étude de ces systémes, une propriété propre a l'interaction coulombienne
unifie ces travaux : l'effet d’écran. Macroscopiquement, il assure qu’a I’équilibre le champ
électrique est nul dans le volume d’un systéme conducteur, hormis au voisinage immédiat de
ses frontiéres. Microscopiquement, il se traduit par le fait qu'un fluide de particules chargées
compense toute inhomogénéité de charge sur quelques longueurs microscopiques, les lon-
gueurs d’écran. Ainsi, une particule de charge donnée attire en son voisinage des particules
de charges de signe opposé. Nous verrons que ’effet d’écran est un ingrédient déterminant
qui permet d’assurer la stabilité des systémes coulombiens (cf. [LL72]). Outre par ses consé-
quences en électrostatique macroscopique, cet effet peut étre testé explicitement sur des
modéles de mécanique statistique solubles! dont une grande variété existe a deux dimen-
sions. Il est a l'origine de régles universelles que les corrélations d'un systéme coulombien
doivent vérifier globalement, les régles de somme. Enfin, l'effet d’écran permet d’assurer la
convergence de certains développements que ’on sait faire exactement pour les systémes en
interaction coulombienne. Modéles solubles, régles globales et développements en fonction
d’un petit paramétre sont trois fagons d’aborder la physique des systémes coulombiens quand
on recherche des propriétés analytiques exactes et nous présenterons des résultats nouveaux
concernant ces trois approches, la derniére étant véritablement au coeur du travail exposé
dans ce manuscrit.

li.e. des modéles pour lesquels on sait calculer exactement 1’énergie libre dans un ensemble statistique
et/ou certaines fonctions de corrélation



L’objet de cette thése est d’obtenir des propriétés statistiques d’équilibre d’un fluide
coulombien classique ou quantique au voisinage d’une paroi ayant une éventuelle réponse
électrostatique. On peut ainsi décrire le fluide de charges d’un semi-conducteur au voisinage
d’une jonction, les ions d’un électrolyte prés d’une électrode ou dans des membranes plon-
gées en solution etc. Beaucoup d’informations exactes sont déja connues pour des systémes
homogénes (i.e. loin de toute frontiére) tant pour des particules classiques que quantiques.
Par exemple, dans le cas classique, les interactions coulombiennes présentent la propriété
remarquable suivante (cf. [BF80]) : les corrélations de deux particules décroissent exponen-
tiellement vite aux distances grandes devant la longueur d’écran de Debye, que nous noterons
¢p dans toute la suite. Autrement dit, les fluctuations classiques des interactions multipo-
laires n’induisent pas d’interactions effectives en loi de puissance a grande distance. Par
contre, il a été démontré au cours des années 80-90 que les corrélations de particules quan-
tiques ne décroissent qu’algébriquement dans un systéme homogene? (cf. [Cor96b]). Cette
décroissance est en 1/r% otl 7 est la distance entre deux particules. Dans la démonstration de
cette loi de puissance, 'invariance par rotation de la géométrie du systéme intervient de ma-
niére cruciale : les fluctuations de position sont en moyenne nulle et en vertu de la symétrie
sphérique et de I’harmonicité des interactions coulombiennes, les interactions multipolaires
qui subsistent aprés moyenne statistique décroissent en 1/r%. Comment s’expriment les cor-
rélations pour des particules quantiques quand la symétrie est brisée au voisinage d’une paroi
est la question initiale qui a motivé cette thése.

Notons que pour des systémes classiques, il était déja connu qu’au voisinage d’une paroi,
un mur dur détruit l'invariance par rotation du nuage de polarisation dont une particule
chargée s’entoure. Si la paroi est diélectrique, elle se polarise sans acquérir de charge nette et
I’ensemble formé par une charge et son nuage de polarisation porte un dip6le moyen non nul :
I'interaction effective entre particules est du type dipdle-dipole et les corrélations décroissent
en 1/y> (ol y désigne la distance entre deux particules parallélement & la paroi). Si la paroi
est conductrice, le comportement est différent (cf. la section I1.4) : les charges qui sont créées
par influence sur un conducteur porté a un potentiel fixe sont telles que les corrélations entre
les particules du fluide coulombien décroissent & nouveau exponentiellement. Dans les deux
cas cependant, les interactions sont écrantées exponentiellement perpendiculairement a la
paroi.

Pour répondre a la question sur les corrélations quantiques, un des éléments clefs est
I’expression des densités : en effet dans un systéme en interaction, la densité de particules ne
peut pas rester constante quand on considére le voisinage d’une paroi (cf. la section 11.3.1).
Quel est le profil des densités de particules au voisinage d’une paroi est la deuxiéme question
a laquelle nous allons essayer de répondre. Initiées dans le cas quantique, les méthodes
que nous avons mises au point nous ont aussi permis d’obtenir des résultats concernant les
systémes classiques pour lesquels peu d’expressions analytiques exactes existaient pour des
systémes tridimensionnels comprenant plusieurs espéces différentes, lorsqu’on considére les
éventuelles propriétés électrostatiques d’une paroi.

C’est en tentant de répondre a ces deux questions que nous allons examiner les propriétés
physiques des systémes coulombiens au niveau de leurs frontiéres et le probléme qui est lié,
de leur comportement en présence d’'une interaction électrostatique extérieure.

Dans la partie B nous étudions les profils de densité de particules classiques, au voisinage

2dans une limite de faible couplage et de faible dégénérescence, cette décroissance algébrique n’est sensible
qu’a des distances entre particules de I'ordre de plusieurs dizaines de longueurs d’écran



d’une paroi pouvant avoir des propriétés électrostatiques du type diélectrique ou conducteur.
La paroi étant supposée plane, elle pourra présenter une réponse équivalente a des charges
images symétriques des charges du fluide coulombien. Dans le formalisme grand-canonique,
les développements en fugacité des densités ont une représentation diagrammatique en termes
de graphes de Mayer. Cependant l'interaction coulombienne est a longue portée et les graphes
produits sont divergents séparément dans la limite de volume infini. Nous avons mis au point
une double ressommation qui permet d’exhiber qu’un systéme coulombien présente un effet
d’écran aussi bien sur l'interaction d’une particule avec son image que sur 'interaction entre
les particules et ceci, sur 1’échelle de la longueur d’écran de Debye. Cette ressommation per-
met de manipuler des expressions bien définies a la limite thermodynamique, grace a la prise
en compte systématique de 'effet d’écran entre les charges et des cceurs durs entre parti-
cules (qui régularise le potentiel coulombien a courte distance). Dans la limite d’un systéme
coulombien faiblement couplé, cette représentation permet d’obtenir explicitement les profils
de densités. Cette technique est délicate & mettre en ceuvre au niveau de 'incorporation des
énergies d’interaction des particules avec leurs images : méme si elles sont exponentiellement
écrantées loin du mur, elles divergent au contact de la paroi sur 1’échelle caractéristique de
la distance moyenne d’approche thermique A;. Nous avons construit une méthode de résolu-
tion d’équations du type Schroedinger stationnaire a une dimension dans un potentiel dont
les variations sont différentes sur deux échelles (A; et &,). Cette méthode nous permet de
prendre en compte exactement le comportement divergent a 1’origine, de I'interaction d’une
particule avec son image, dans la limite A; < &,. Nous avons pu ainsi obtenir les expressions
explicites des densités pour des parois avec ou sans propriétés diélectriques ainsi que les
parois conductrices, dans un régime de faible couplage.

Quand la paroi n’est pas conductrice (cf. le chapitre IV), nous exhibons la structure non
triviale des doubles couches. Se superposent en effet trois phénoménes : la répulsion géomé-
trique d’un mur (due a la déformation des nuages de polarisation globalement stabilisateurs),
I’attraction ou la répulsion avec les images et I'interaction avec le champ électrostatique créé
par le profil de densité de charge qui apparait quand le systéme est dissymétrique dans sa
composition?.

Quand la paroi est conductrice (cf. le chapitre V) et soumise & une différence de potentiel
par rapport a une paroi de référence, nous analyserons la structure du potentiel électro-
statique et calculerons la charge présente sur les parois. Certains phénoménes non intuitifs
apparaissent du fait de la dissymétrie dans la composition d’un plasma : méme soumise & une
différence de potentiel nulle, la paroi peut porter une charge non nulle; autre phénoméne lié,
suivant la composition du plasma, une plaque conductrice portée a un potentiel par exemple
positif peut attirer globalement en son voisinage un excés de charges positives. Enfin, pour
étudier I'effet d’écran qu’'un systéme coulombien fabrique face a une répartition de charge
extérieure donnée, un modéle soluble & deux dimensions nous aidera & caractériser a quelle
condition les propriétés de 1’électrostatique macroscopique sont vérifiées.

Dans la partie C, nous étudions les systémes quantiques. Aprés avoir présenté plus en
détail au chapitre VI les méthodes et les résultats concernant les profils de densité et les
fonctions de corrélation, le chapitre VII introduira briévement la représentation du facteur
de Boltzmann quantique par une intégrale de chemin, représentation qui est a la base des
travaux présentés dans la suite. Dans le langage de I’'intégrale de chemin, chaque particule
est alors remplacée par un filament de forme aléatoire et on définit une boucle comme la

3pour la définition de ce terme on pourra se reporter 3 la section II.1



réunion des chemins reliant des particules échangées dans un méme cycle de permutation.
Cette description permet de mettre en correspondance un systéme de particules quantiques
et un systéme de boucles classiques interagissant via une interaction coulombienne modifiée,
a temps égaux, en incorporant aussi les statistiques quantiques.

Le chapitre VIII est consacré aux profils de densité. En reprenant la construction faite
dans le cas classique, nous avons obtenu une représentation diagrammatique ressommeée in-
troduisant I’effet d’écran sur les interactions entre les particules et leurs images ainsi qu’entre
les particules du systéme. Nous constatons que les systémes quantiques écrantent 1’interac-
tion d’une particule avec son image moins efficacement que leurs homologues classiques : cet
effet est a I’origine d’un comportement algébrique, en 1/2% (ot x désigne la distance a la pa-
roi), de 'approche des densités vers leurs valeurs en volume. Les techniques utilisées pour les
systemes classiques dans la limite de faible couplage ont leur généralisation au cas quantique
et nous avons mené les calculs explicites dans le cas oul il n’y a pas a considérer d'image sur
la paroi, pour des plasmas faiblement dégénérés et faiblement couplés. Les effets quantiques
se manifestent au contact de la paroi tout d’abord par ’annulation des fonctions d’onde, et
donc des densités, sur 1’échelle de la longueur d’onde thermique de de Broglie, mais nous
montrons qu’ils se manifestent aussi beaucoup plus profondément a I’intérieur du fluide, sur
I’échelle d’écran classique &, via le champ électrostatique créé par les particules au voisinage
immeédiat de la paroi. Nous prédisons ainsi une structure complexe en un nombre qui peut
étre éleve, de différentes couches de charge ayant des signes opposés au voisinage de la paroi.
En paralléle, une généralisation du théoréme de contact classique (reliant la pression aux
propriétés du systéme sur la paroi, via un bilan des interactions) a été obtenue et vérifiée sur
les expressions des densités.

Les derniers chapitres sont consacrés exclusivement a 1’étude des corrélations le long
d’une paroi. Au chapitre IX, nous présentons un modéle soluble considérant deux particules
quantiques plongées dans un fluide classique (ce modéle ayant déja donné les bons com-
portements qualitatifs des corrélations dans d’autres travaux). Pour simplifier la discussion
des différents effets, nous considérons des distances & la paroi et des régimes de couplage
ou les interactions des particules avec leurs images peuvent étre négligées, pour n’étudier
que l'influence géométrique d’une paroi. D’aprés ce modéle, les corrélations de particules
décroissent algébriquement, en 1/y3, le long d’une paroi avec ou sans réponse électrostatique
et ceci méme pour une paroi conductrice (a 'opposé du cas classique) : dans ce cas, les fluc-
tuations quantiques de position d’une particule sont & ’origine d’une interaction effective de
type dipole-dipole. Dans certains régimes physiques, nous calculons les coefficients en facteur
devant ces “queues” algébriques. Néanmoins, par définition, ce modéle n’incorpore pas 'effet
de ’annulation sur la paroi de la densité du systéme coulombien quantique.

Au chapitre X seront présentés les résultats pour des systémes ol toutes les particules
sont quantiques, en ce qui concerne le comportement algébrique des corrélations le long d’une
paroi sans réponse électrostatique. Pour cette étude, nous utilisons un formalisme similaire
a celui utilisé pour obtenir les profils de densité, basé sur I'intégrale de chemin et une repré-
sentation diagrammatique ressommée des développements en densité des corrélations. Les
résultats explicites concernent les systémes faiblement dégénérés et faiblement couplés et ne
font intervenir que les deux échelles de longueur que sont la longueur d’écran de Debye et la
longueur d’onde thermique de de Broglie. Nous obtenons ainsi une décroissance algébrique
en 1/1°, des fonctions de corrélations au voisinage d’une paroi sans réponse électrostatique
et nous calculons sa forme explicite. A P’ordre le plus bas, ce comportement est donné par
une contribution classique dont I'origine est I'existence des dipdles formés par chaque charge



et son nuage de polarisation, déformé par la paroi. Nous déterminons deux corrections quan-
tiques a la contribution classique. La premiére décrit I'interaction entre le dipole classique
associé & une particule et le dipéle moyen porté par la boucle décrivant les fluctuations
quantiques de position d’une particule; elle est localisée au voisinage immeédiat de la paroi
sur quelques longueurs d’onde thermique de de Broglie*. La deuxiéme décrit I’influence de
I’annulation des fonctions d’ondes, et par conséquent des densités, sur une interaction cou-
lombienne a longue portée : elle reste sensible sur quelques longueurs d’écran classique au
voisinage de la paroi.

Enfin dans le dernier chapitre, nous incorporerons la correction d’ordre I'*/? aux résultats
du chapitre précédent, étendant sensiblement leur domaine de validité. En prenant ensuite
la limite classique de ces expressions, il est possible d’obtenir le comportement asymptotique
des fonctions de corrélation classique au voisinage d’une paroi sans propriété électrostatique.
A Tordre le plus bas, I'interaction effective entre particules chargées de méme signe est
répulsive le long de la paroi; néanmoins la correction d’ordre I'*/? est moins concentrée
prés de la paroi et sa prise en compte aboutit & des situations ou les interactions effectives
classiques entre particules de charges de méme signe sont attractives le long d’une paroi sans
propriété électrostatique.

Nous conclurons sur les perspectives ouvertes par ce travail dans le dernier chapitre.

4cet effet était déja présent dans le modéle soluble






Chapitre 11
Généralités

I1.1 Définitions et notations

Description statistique

Les systémes que nous allons étudier sont constitués de particules de plusieurs espéces,
génériquement notées «, dont les caractéristiques physiques sont, pour ce qui nous intéressera,
leurs charges e, leurs masses m,,, éventuellement leurs spins S,. Leurs positions seront notées
par les vecteurs r (tous les vecteurs seront représentés en gras). Nous chercherons a obtenir
certaines propriétés statistiques de ces systémes. La premiére d’entre elles est la densité
volumique p, de chaque espéce définie de maniére générale comme :

= <Z 5(r — ri)5ai,a> (IL.1)

ou r; est la position de la i-iéme particule et «; sa charge. La moyenne est prise sur I’ensemble
statistique décrivant le systéme. Les fonctions de corrélations & deux corps sont les moyennes :

paw r, 1) <Z Oa,ad (T = T)da, 40(T; — r’)> (I1.2)
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et on définit les fonctions de corrélation & deux corps tronquées, ng , ainsi que les fonctions

d’Ursell & deux corps, h, ., comme :

pD (e,1") = pB (1, 1) = palr)p, (r) (11.3)
= pa(r)py(r’)hav(r, I‘,) (11'4)

Nous désignerons sous ’appellation de plasma symétrique, les systémes coulombiens dont
la composition est invariante quand on inverse le signe de toutes les charges : pour chaque
espéce, il existe une autre espéce de charge exactement opposée ayant toutes les autres
propriétés physiques pertinentes au probléme identiques'. Dans le cas contraire, le systéme
sera dénommé dissymétrique. Notons qu’en physique classique, a 1’équilibre, les masses des
particules n’interviennent pas dans les propriétés statistiques statiques pour les systémes
coulombiens en général et cette caractéristique des particules ne sera pas considérée. Par

Len description canonique, il faudra considérer entre autre les densités des particules; en grand-canonique,
leurs potentiels chimiques etc
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Figure I1.1: Géométrie considérée

exemple, un systéme décrit dans ’ensemble canonique, comprenant quatre espéces de parti-
cules de masses m; pour i = 1...4, de charges e; = —e; et e3 = —e,, de densités volumiques
p1 = p2 et pg = py sera considéré comme symétrique quand il sera traité classiquement. Mais
si m; # mo par exemple, ce méme systéme sera en fait dissymétrique dans ses propriétés
statistiques quantiques.

Interactions coulombiennes

Dans les systémes chargés, les particules interagissent selon 1’énergie coulombienne, éner-
gie potentielle & deux corps, qui s’exprime dans le systéme d’unité de Gauss comme :

ealyUe(r —1') = eaewﬁ (IL.5)
ol v.(r,r’) est solution de I’équation de Poisson :
Avve(r,r’) = —4md(r — 1) (I1.6)
avec les conditions aux limites :
ve(r,r') -0  quand lr| — o0 (IL.7)

On dit d’un potentiel v qu’il est harmonique quand il est solution d’une équation aux dérivées
partielles du type (IL6).

Quand on étudie un systéme coulombien au contact d’'une paroi ayant des propriétés
électrostatiques, il faut aussi considérer les forces correspondantes sur le fluide. Les parois
étudiées seront planes et, sauf mention contraire, on considérera le voisinage d’une seule
paroi : le systéme est dit semi-infini. On suppose donc que les autres frontiéres limitant le
systéme physique étudié sont suffisamment loin de la zone d’étude. On note x la normale
au plan, u, le vecteur unitaire selon ’axe des = dirigé de la paroi vers le systéme et y le
vecteur & deux dimensions servant a se repérer parallélement au mur. Les particules du sys-
téme considéré sont dans le demi-espace x > 0. On note ¢,,,,. la permittivité de la paroi et
€s la permittivité du milieu dans lequel est éventuellement plongé le systéme coulombien. La
condition € = 1 caractérise un milieu qui n’a pas de propriété électrostatique par rapport au
vide, 1 < € < +o0 caractérise les milieux diélectriques et € = 400 décrit les milieux conduc-
teurs. En ce qui concerne les propriétés du plasma, seules compteront en fait la permittivité
relative €, = €,,.. /€ et €.



Dans la suite, on qualifiera de simple, une paroi caractérisée par e, = 1 et de diélectrique
une paroi caractérisée par e, # 1 et €, < +00, tout en gardant en mémoire que ces propriétés
sont en fait relatives au milieu dans lequel est plongé le fluide coulombien : une paroi sans
réponse électrostatique (e,,,, = 1) peut avoir une constante relative €, # 1 selon la nature du
solvant et rentrera dans la catégorie des parois diélectriques si €5 # 1. Inversement une paroi
constituée d’un milieu diélectrique sera considérée comme simple si elle limite un milieu de
méme constante diélectrique.

Le fait que le mur ait une réponse électrostatique modifie 'interaction totale entre deux
charges du systéme. Dans la géométrie d’une paroi plane, la réponse du mur a la présence
d’une particule de charge e, située en r est équivalente a I'intérieur du systéme a l'interaction
avec une particule de charge —e, (e, — 1)/(€ey + 1), symétrique de la premiére par rapport
au mur : on parle de charge image. L’interaction totale (e,e./€s)vy, entre deux charges est
alors la somme de U'interaction (II.5) et de I'interaction via les charges images :

(T, 1) ! <€W - 1) L (IL.8)

a r—r| \ew+1)|r—r"

pour z et ' > 0, ot ’* est le symétrique de r’ par rapport au mur et nous noterons dans la
suite :
€w — 1

A= (1L.9)

La deuxiéme contribution au second membre de (I1.8) est en fait une interaction a trois corps
qui, parce qu’on décrit le mur par la réponse linéaire, se réexprime comme une interaction a
deux corps. Le potentiel v,, vérifie lui aussi I’équation de Poisson :

Apvg(r,r’) = =47 (r — ') (IL.10)

mais les conditions aux limites sont différentes de celles concernant v.. D’aprés la symétrie
du probléme, on peut écrire vy (r,r’) comme vy(z, 2,y — y’). Pour une paroi simple ou
diélectrique (e, fini), v, doit vérifier :

ve(z, 2y —y') continue en =0 (I1.11a)
Jv ov

w07, 2"y —y') = =(0", 2",y -y IL.11b

ew (07,280 y —y) =072,y —y) (IL11b)
Uy(r,r’) -0  quand  |r| — o0 (I.11c)

et pour le cas d’un mur conducteur (e, = 400), seule la condition (II.11b) est remplacée
par :

V(< 0,2y -y = +0) =0 (IL.12)

Les propriétés électrostatiques du mur se manifestent aussi sur I'énergie d’une particule
donnée. Tout d’abord, une particule de charge e, en r interagit avec I'image qu’elle crée par
influence sur le mur selon une énergie :

1 Ae?
22e.x

(I1.13)



Le facteur 1/2 vient du fait qu’une charge image est induite par la particule qui la crée et
n’est donc pas fixe.

Ensuite, la paroi peut aussi agir sur le fluide coulombien quand une charge est déposée a sa
surface et que la paroi est ensuite isolée : elle est alors dite chargée. Sa charge surfacique est
un paramétre extérieur pour le systéme.

Quand la paroi est conductrice, elle peut étre portée a un certain potentiel par un générateur
extérieur. Cette notion n’a de sens que si on admet ’existence une autre paroi conductrice
portée a un potentiel de référence. Le systéme coulombien est alors soumis au champ élec-
trostatique extérieur créé en son sein et la différence de potentiel entre les deux conducteurs
est un paramétre extérieur pour le systéme.

Enfin, pour mesurer l'intensité de 'interaction coulombienne, pour un systéme de densité
moyenne p o¢ 1/a® ol a est la distance moyenne entre les particules, a I’équilibre avec un
thermostat a la température 7' = 1/kz0 (ou kj est la constante de Boltzmann), on définit
la constante de couplage comme le rapport de l'interaction électrostatique a la distance
moyenne sur I’énergie thermique k7 :

pe?

€sQ

I'= (I1.14)
ol e est 'ordre de grandeur des charges du systéme. On dira d’un systéme est faiblement
couplé quand I' <« 1.

I1.2 Cohérence du modéle de plasma coulombien

A T’échelle de la vie quotidienne, 1’existence et la stabilité des objets est gouvernée par
les interactions électrostatiques et les lois de la mécanique quantique [LL72]. L’énergie d’in-
teraction électrostatique entre deux particules de charges e;, e;, aux positions rj, rj est
eiejv.(ri — 1j), ot ve(r; —rj) = 1/|r; — 13| (cf. IL5).

Si deux particules portent des charges opposées, ’énergie coulombienne e;e;v.(r; — r;)
n’est pas bornée inférieurement quand r; tend vers r;.

En physique statistique classique, on prédirait alors que les charges de signes opposés
viendraient s’effondrer les unes sur les autres : le systéme imploserait. Ceci est contraire a la
réalité des systémes coulombiens. Par conséquent, il faut introduire en mécanique classique
une taille finie pour les particules, décrivant ces derniéres comme impénétrables les unes aux
autres. On régularise ainsi le potentiel a 1'origine en rajoutant par exemple un potentiel de
cceur dur empéchant deux particules données de s’approcher 'une de 'autre & moins d’une
certaine distance.

En physique quantique, la statistique de Fermi et les fluctuations dues a la dynamique
quantique des particules, assurent que lorsque toutes les espéces d’'un méme signe de charge
sont des fermions, le systéme n’implose pas [DL68|. Dans la nature, les particules élémentaires
de charge négative sont les électrons, qui sont bien des fermions. Le modéle de plasma
coulombien quantique formé de particules ponctuelles ne présente donc pas la pathologie,
non réaliste, d’effondrement.

Si deux particules ont des charges de méme signe, elles se repoussent. Le potentiel cou-
lombien étant a longue portée, cette répulsion rejetterait les particules de méme signe a
I’infini les unes des autres et le systéme exploserait, si n’intervenait pas l'effet d’écran. Celui-
ci est principalement dii a la longue portée de l'interaction et présente des caractéristiques



supplémentaires du fait que le potentiel coulombien est solution de I’équation de Poisson.
Une particule de charge donnée attire en son voisinage des charges de signes opposés qui
écrantent l'interaction avec des particules éloignées.

Pour des plasmas formés de différentes espéeces de charge, dont la charge nette totale est
“assez” faible, E. Lieb et J.L. Lebowitz ont montré que la prise en compte de cet effet d’écran
permet de montrer que le plasma coulombien n’explose pas (cf. [LL72|) et qu’il rejette a sa
frontiére son éventuel excés de charge, réalisant la condition d’électroneutralité en son sein,
bien connue en électrostatique macroscopique.

Pour un modéle simplifié de plasma réel, le plasma & une composante, constitué d’une
seule espéce de charge mobile dans un fond continu neutralisant — par exemple, des ions
dans une mer de fermions fortement dégénérés ou des électrons dans un conducteur — cette
stabilité a aussi été démontrée [LN75].

[J Nous savons donc qu’a I’équilibre, un fluide coulombien s’organise de telle sorte que
les éventuelles inhomogénéités de densité se concentrent au voisinage de ses frontiéres,
sur des longueurs microscopiques, les longueurs d’écran (notées £, et leur inverse k, =
&;1). Ces zones de fortes inhomogénéités sont désignées habituellement par le terme
de doubles couches?. Les densités volumiques de particules tendent donc rapidement,
au dela de quelques longueurs d’écran de leurs frontiéres, vers leurs valeurs en volume
(notées dans la suite avec I'exposant B, pZ, pour Iespéce «).

II1.3 Diverses relations globales et leurs conséquences physiques

I1.3.1 Théoréme de contact

Sans connaitre le détail des propriétés thermodynamiques d’un systéme, on peut établir
une propriété globale pour les systémes classiques, que les densités, corrélations et pression
doivent vérifier & 1’équilibre et qui traduit 1’équilibre total des forces microscopiques : le
théoréme de contact. Ce théoréme peut s’obtenir par un simple bilan de force, comme nous
allons le voir dans la suite. Une démonstration dans le cadre de la physique statistique est
exposée par Carnie et Chan [CC81al. Cette relation est donc générale et n’est pas restreinte
aux systémes en interaction coulombienne méme si nous allons ’étudier dans ce cas. Elle
permet de comprendre que, pour un systéme en interaction, les densités de particules ne
peuvent pas rester constantes au voisinage d’une paroi.

Cas d’une paroi simple

Tout d’abord considérons une paroi simple non chargée. Quand le systéme est & 1’équilibre
a la température T, notons p,(0) la densité moyenne de particules d’espéce a au voisinage
immédiat du mur. Considérons une boite parallélépipédique de surface unité paralléelement
au mur et de longueur L perpendiculairement. On fait tendre L vers U'infini (pour un sys-
téme coulombien cela s’entend par rapport aux longueurs d’écran) de telle sorte qu’on peut
supposer le systéme en x > L comme étant dans une phase homogéne.

A T’équilibre, la somme des forces s’exercant sur les particules contenues dans la boite, en
description eulérienne, est nulle. D’aprés le principe de I'action et de la réaction, les particules
du plasma subissent de la part du mur une force par unité de surface, projetée selon x, qui

2nous verrons que leur structure peut en fait faire intervenir plusieurs couches de signes opposés



Figure I1.2: Volume du systéme sur lequel on fait un bilan de forces

vaut kzT )" pa(0). Par définition la force par unité de surface, exercée par les particules
extérieures a la boite sur les particules contenues dans la boite, projetée selon x est —P ou
P est la pression du fluide homogéne. On en déduit le théoréme de contact :

P = Z ksTpa(0) pour un systéme coulombien classique
a (IL.15)

au contact d’une paroi simple non chargée

Ce théoréme a une conséquence directe pour un systéme en interaction : les densités au
niveau de la paroi sont forcément différentes des densités loin de la paroi. En effet, au sein
du fluide, la pression peut se décomposer en pression cinétique et pression moléculaire : P =
P.A+P,ouP. =) k;TpEet P, # 0en général pour un systéme en interaction (son signe est
fonction du caractére répulsif ou attractif des interactions). On en déduit ), po(0) # >, p=.
1l y a donc forcément une inhomogénéité dans les profils de densité au voisinage d’une paros.
Pour un systéme coulombien dilué on peut montrer que P,, < 0 ([DGLR95]) : cette inégalité
traduit 'existence d’interactions effectives globalement attractives entre les particules au sein
du fluide. On peut en déduire :

Z pa(0) < ZpaB pour un systéme coulombien dilué (IL.16)
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On peut interpréter ce résultat en constatant que dans un systéme coulombien ot les charges
sont mobiles, une particule donnée s’entoure globalement d’un nuage de particules de charge
totale opposée, ce qui est favorable énergétiquement et ce gain énergétique dépend de la
forme du nuage de polarisation. Ce nuage est fortement contraint par la présence d’un mur
impénétrable et (I1.16) montre que ceci diminue le gain en énergie.

Cas d’une paroi diélectrique

Quand le mur est chargé avec une densité surfacique oy et sans réponse électrosta-
tique, il faut rajouter au second membre de (II.15) un terme —27wo?, opposé de la force
0B, i paro(0).u, subie par la charge extérieure o.

Quand le mur a des propriétés électrostatiques de type diélectrique, caractérisées par une
constante diélectrique relative e, il faut aussi prendre en compte les forces dues aux images
et subies par les particules du fluide. Une charge image agit tout d’abord sur la particule qui
la crée selon une force : —(e?/47?).(e, — 1)/(€y + 1)u,. Cette charge image agit aussi sur
chacune des autres particules du plasma et ceci décrit une interaction entre deux particules



chargées du plasma via le mur; son expression est donnée par la loi classique de l'interaction
coulombienne entre la charge image et une charge du plasma (cf. le potentiel vy, au II.1).
Ces interactions via les charges induites sur le mur, extérieures au systéme, se répercutent
sur le bilan des forces et le théoréme de contact devient :

€w — 1 Feo 1
P = kBTZpa(b) - <e +1) {Zei/b dxpa(a:)4—a72
+
b

+ E €al. dx dx' dy 0(2)7@ "y) i (I1.17)
-y ary 7x? 3/2 *
[K’

[(z +27)* + y7]

Pour éviter le probléme de la divergence des interactions classiques des particules avec les
charges images, il faut introduire un coeur dur empéchant les particules de s’approcher &
moins d’une distance b du mur. On retrouve ainsi le résultat de Carnie et Chan |[CC81a] 3.

[J Les deux propriétés que nous allons voir dans la suite, I’électroneutralité et 1'effet
d’écran, sont fondamentales pour les systémes coulombiens et sont & la base de ’exis-
tence de la limite thermodynamique. Elles sont intimement liée a la longue portée de
I'interaction coulombienne. Elles assurent qu’a 1’équilibre, un fluide coulombien com-
pense toute inhomogénéité de charge sur quelques longueurs microscopiques.

11.3.2 Conditions d’électroneutralité pour un fluide coulombien
Double couche et électroneutralité

Nous avons donc vu que 'existence de la limite thermodynamique est intimement liée a
I’électroneutralité locale en volume du systéme coulombien considéré :

D eapl =0 (IL.18)

Cependant, au voisinage d’une paroi simple non chargée, méme si le systéme est globalement
neutre, la contrainte géométrique imposée par ’existence de la paroi perturbe les interactions
et entraine 'apparition d’un profil de densité de charge :

Z eapa(r) #0 au voisinage d’une paroi en général (I1.19)

Suivant le systeme étudié, il faut aussi considérer les éventuelles charges de la paroi.
Elles peuvent étre induites a I'intérieur de la paroi par les charges du systéme, étre déposées
sur la paroi ou provenir d’'un générateur auquel serait relié un mur conducteur. On note
D le domaine contenant le systéme et Q)sp la charge présente sur ses frontiéres. Quand on
considére I’existence de parois, dans le formalisme grand-canonique ou le nombre total de
particules de chaque espéce peut s’ajuster en fonction des contraintes extérieures, il n’y a plus
neutralité locale, mais les configurations microscopiques énergétiquement les plus probables
étant celles qui ont une énergie électrostatique propre nulle, on s’attend a ce que le systéme
vérifie la neutralité globale du profil de densité de charge :

Q(5D + /;dr Z eapa(r) =0 (1120)

3avec une légére correction de signe



Cette relation est bien compatible avec les lois de ’électrostatique macroscopique.

Dans I'application, il existe une différence entre les frontiéres simples ou diélectriques et
les frontiéres conductrices. Dans le formalisme grand-canonique, pour des parois simples ou
diélectriques non chargées, la charge totale du systéme est nulle [Jan86]| :

/ dr Z eapa(r) =0 avec des parois simples ou diélectriques
D - (I1.21)

non chargées

Par contre, méme pour des parois conductrices toutes portées au méme potentiel, les parois
se chargent par influence dés que le plasma est dissymétrique : la charge globale du plasma
est en général non nulle et dépend de la composition du fluide coulombien :

/ dr Z eapa(r) #0 a priori avec des parois conductrices
D - (I1.22)

reliées méme & la masse

L’électroneutralité n’est vérifiée au contact d’une telle paroi qu’en considérant les charges
présentes sur la frontiére selon (I1.20).

Conséquence : liberté dans le choix des potentiels chimiques

Les conditions d’électroneutralité globale et locale au sein du fluide, en imposant des
conditions sur les densités de particules, nous renseignent sur la partie pertinente des poten-
tiels chimiques utilisés dans ’ensemble grand-canonique. Si on note S le nombre d’espéces
de particules du plasma, la condition d’électroneutralité locale 22:1 eqaps = 0 montre que
sur les S densités au sein du plasma, il n’y en a que S — 1 indépendantes. On s’attend donc
a ce que ces densités ne dépendent que de S — 1 potentiels chimiques pertinents.

Pour voir cela, considérons un systéme coulombien contenu dans un domaine D de volume
V' et notons N, le nombre de particules d’espéce o dans une configuration donnée de I’en-
semble grand-canonique. La condition d’électroneutralité locale s’apparente a 1’équation d’un
plan dans un espace & S dimensions et il est pratique d’introduire les vecteurs charges e =
(é1,...es), nombres de particules N = (Ny,...Ng) et potentiels chimiques p = (1, .. .pus)-
Dans la limite thermodynamique, les densités au sein du fluide sont p% = limy <J\(;1> . La
condition d’électroneutralité peut se réécrire limy .., < N > .e/V = 0. A P’équilibre ther-
modynamique, le vecteur densité est donc contenu dans I’hyperplan orthogonal au vecteur e.
Décomposons les vecteurs en une composante paralléle et une composante orthogonale a e.

{u=M+M§

ou p” = (p.e)/|le| e¢ N’ = (N.e)/|e|. Dans la grande fonction de partition, le facteur
exp B>, alNo] peut s’écrire exp [3 (' N’ + p”.N")]. La condition d’électroneutralité si-
gnifie qu’a 1’équilibre les configurations les plus probables seront telles que < N” > /V est
nul. On peut en déduire (cf. [Jan86]) que c’est la projection p” o< > pa€s qui n’est pas
pertinente pour les densités au sein du fluide. Néanmoins, suivant le type de parois, la projec-
tion p” peut avoir un role physique dans le détail du systéme au voisinage de ses frontiéres.
Quand les parois sont conductrices, on s’attend a ce que p” puisse controler en fait la charge



totale concentrée dans la double couche. Par contre quand les parois sont diélectriques (et
non chargées), il ne peut y avoir de charge nette sur les frontiéres et 1 n’a plus aucun role
physique. On en déduit que pour un plasma coulombien, dans le formalisme grand-canonique,
et pour des parois simples ou diélectriques non chargées, la combinaison linéaire ) [in€q Ne
joue aucun role et peut étre considérée comme un parametre libre de varier.

Autrement dit, pour une paroi simple ou diélectrique, p est défini & un vecteur colinéaire
a e pres; ce vecteur est de la forme te ol t est un réel quelconque (qui a les dimensions
du rapport d’un potentiel chimique par une charge). L’addition possible d’un vecteur te au
vecteur des potentiels chimiques p, revient a ajouter un potentiel électrostatique dans 1’éner-
gie de chaque particule et dans tout ’espace; on retrouve la le fait que les potentiels sont
définis & une constante prés. Dans le formalisme grand-canonique, les potentiels chimiques
interviennent via les fugacités z, = e/ (27?)\a)3/ ° La dégénérescence sur les potentiels chi-
miques peut étre utilisée pour imposer la condition suivante, sans incidence pour la physique
dans le cas d’une paroi simple ou diélectrique :

Z €aZa =0 (I1.24)
[e%

En effet, étant donné un vecteur p,, en considérant la transformation pu — p, + te, la
fonction f(t) = > €a2a(pta(t)) varie continiment de —oo & 400 lorsque t décrit R et il
existe donc une combinaison physiquement équivalente a g, réalisant la condition (I1.24).
Cette convention s’avérera utile pour la simplicité de la méthode mise en jeu dans la suite.
Nous verrons comment dans le cas d’un mur conducteur, on peut généraliser (I1.24) aprés
avoir extrait des potentiels chimiques, la contribution due au potentiel électrostatique créé

par extérieur.

11.3.3 Effet d’écran et régles de somme

L’effet d’écran s’avére étre une propriété riche de conséquence pour les systémes coulom-
biens. On peut montrer qu’il impose un certain nombre de contraintes exactes aux fonctions
de corrélation du systéme, sous la forme de régles de somme. Ces régles, méme si elles ne
donnent pas accés directement aux fonctions de corrélation a toute distance, sont extréme-
ment riches : elles permettent d’obtenir certains comportements (algébrique ou exponentiel
par exemple) des fonctions de corrélation a grande distance, de caractériser 'aspect conduc-
teur ou diélectrique d’un systéme donné, ou encore de tester la validité de certaines approxi-
mations. Il est aisé d’obtenir certaines de ces régles dans le cadre de la réponse linéaire, pour
des systémes homogénes; c’est ce que nous allons voir dans la suite. Des démonstrations,
basées uniquement sur les relations fondamentales de la hiérarchie BGY sont exposées par
Ph. Martin [Mar88|.

Ecran interne

On désigne sous ce terme ’écran de particules du systéme coulombien par les autres
particules du systéme. Considérons dans un fluide coulombien homogeéne, une particule de
charge e, a l'origine des coordonnées. Elle attire autour d’elle un nuage d’écran et induit
donc une densité volumique de charge cpuge(r;0). Ce nuage doit écranter exactement la
charge au centre. On en déduit :

/ dr Conge (13 0) = —ea (I1.25)



Cette densité de charge peut par définition étre reliée a la fonction de corrélation a deux
corps tronquée :

Cruage (T3 0) Zeyp (r,0)/pa (I1.26)
On en déduit la premiére régle de somme :
/ dr'S,(r,1') = 0 (I1.27)

ou la fonction de structure statique de charge est définie par S,(r,r’) =< C(r)C(r') > —
< C(r) >< C(r') >, C(r) désignant la densité microscopique de charges C(r) = 37, €,,0(r —
r;). Cette régle de somme est en fait trés générale et s’applique & des systémes inhomogénes,
au voisinage d’'une paroi simple ou diélectrique, I'intégration se faisant sur le volume du
systéme (cf. [CC81a]). Cependant, (I1.27) n’est pas vérifiée pour le cas d’une paroi conduc-
trice. En effet le nuage de polarisation d’une particule ne la compense pas exactement dans
ce cas : il faut alors considérer les charges apparues par influence sur la paroi pour vérifier
I’électroneutralité.

Ecran externe. Phase conductrice ou diélectrique

La régle précédente traduit 1’effet d’écran d’une charge interne a un systéme coulombien.
Ce comportement peut étre différent lorsqu’on considére une charge extérieure au systéme,
dite charge test. Si cette derniére est compensée en son voisinage par la charge totale du nuage
de polarisation qui se forme autour d’elle, alors I’écran externe est réalisé et le systéme est
dans une phase conductrice au sens de 1’électrostatique. Dans le cas contraire, la phase est
dite diélectrique. Les fluides coulombiens & trois dimensions sont toujours conducteurs. La
propriété d’écran externe impose de nouvelles régles de somme sur les fonctions de corrélation.

Dans le cadre de la réponse linéaire, pour un systéme homogeéne, la densité de charge
moyenne en présence d’une charge test ey placée en ry, < C (r') >.,, est reliée aux propriétés
du systéme sans charge extérieure par :

< O') >, =< C(r') > —ﬁeo/dr <C0) > (I1.28)

|r — ro|

La condition d’écran externe impose :
/dr [< C(r) >, — < C(r)) >} = —ep (I1.29)

On en déduit que la fonction statique de structure de charge doit vérifier :

/ 1 no_
ﬁ/dr /dr \r—r0|Sc(r’r) =1 (I1.30)

Cette régle s’appelle la régle de somme de Carnie et Chan [CC81b]. Elle est valable pour des
systémes coulombiens satisfaisant I’écran externe, classiques, homogeénes, a trois dimensions.
Elle s’applique en dimension d en remplagant 1/|r — ry| par l'interaction coulombienne a
cette dimension, c’est-a-dire la solution de 1’équation de Poisson en dimension d. Elle se
généralise a des systémes inhomogenes au voisinage d'une paroi simple ou diélectrique en




restreignant le volume d’intégration sur r et r’ et en considérant l'interaction coulombienne
totale vy (r,ro) a la place de |r — 1] :

ﬁ/pdr /Ddrvw(r,ro)Sc(r,r) =1 (I1.31)

Dans le cas ot le plasma est homogeéne, on peut déduire de cette derniére regle la condition
de Stillinger-Lovett sur les seconds moments :

%Wﬁ/dr|r|255(r) =-1 (I1.32)

Cette condition est obtenue en écrivant (I1.30) comme la limite lorsque le vecteur d’onde k
tend vers zéro, d’une transformée de Fourier. Un critére pour caractériser une phase conduc-
trice (ou diélectrique) peut donc étre la satisfaction (ou non) de la régle de somme sur les
seconds moments, en ce qui concerne les propriétés du fluide loin de ses parois.

Enfin, la régle de somme de Carnie et Chan se généralise dans le cas quantique en rem-
plagant S.(r,r’) par la fonction de réponse quantique.

II.4 Deécroissance des corrélations & grande distance

Dans les propriétés fines d’un systéme traité par la physique statistique, les fonctions de
corrélation et leur décroissance a grande distance revétent une importance toute particuliére.
Nous allons rapidement passer en revue un certain nombre de propriétés déja établies pour
ces fonctions de corrélation.

11.4.1 Systémes homogénes
Particules classiques

Pour des particules classiques dans un systéme homogene, les corrélations statiques a deux
corps décroissent plus vite que toute puissance de la distance entre les particules. Ce résultat
est admis depuis les travaux de Debye qui, dans une approximation de faible couplage, exhibe
une décroissance des corrélations du type e~"/¢P ot r est la distance entre deux particules et
¢p la longueur d’écran de Debye. Cette propriété a été démontrée rigoureusement pour des
plasmas faiblement couplés (cf. [BF80]). On peut interpréter ce résultat en disant que les
interactions entre les fluctuations des dipoles portés par les ensembles formés d’une charge et
son nuage de polarisation, sont exponentiellement écrantées. L’effet d’écran d’une charge par
son nuage de polarisation est donc particuliérement efficace pour des particules classiques, ce
qui n’est pas le cas pour les interactions a longue portée autres que l'interaction coulombienne
(cf. [AMS5]).

Particules quantiques

Quand on étudie des systémes quantiques, ’effet d’écran qui se manifeste sur les fonc-
tions de corrélation statiques a deux corps, se trouve étre profondément influencé par la
dynamique quantique des particules. Pour des systémes coulombiens quantiques, les fonc-
tions de corrélation ne décroissent qu’algébriquement a grande distance. Ceci a été conjecturé
pour la premiére fois par Brydges et Federbush a partir de ’étude de certains modéles de



particules quantiques sur réseau ou le potentiel coulombien est ainsi régularisé a courte dis-
tance. Quelques temps aprés, Ph. Martin et A. Alastuey ont produit des développements
autour de la situation classique (du type Wigner-Kirkwood), pour des systémes régis par la
statistique de Maxwell-Boltzmann et un potentiel coulombien régularisé a ’origine, et ils ont
trouvé qu’a I'ordre A%, la fonction de corrélation présente une décroissance algébrique en 1/r°
a grande distance (cf. [AM89]). Ils ont utilisé pour cela la représentation de la dynamique
quantique en termes d’intégrales de chemin ou les fluctuations quantiques d’une particule
sont représentées par un filament fermé de forme aléatoire.

Dans le cas général d'un plasma quantique homogéne décrit par les statistiques de Fermi-
Dirac et Bose-Einstein, ou les particules interagissent via l'interaction coulombienne (non
régularisée a courte distance), F. Cornu a montré que les corrélations de particules dé-
croissent effectivement algébriquement & grande distance. Par la méthode de l'intégrale de
chemin, et quand on considére les statistiques quantiques, les chemins qui décrivent les par-
ticules quantiques ne sont en fait pas fermés mais partent d’une particule pour aboutir sur la
particule avec laquelle elle est échangée. Une boucle représente alors I’ensemble des chemins
des particules échangées dans un méme cycle. Dans 'espace des boucles, les fluctuations
de position sont & I'origine d’interactions du type dipole-dipole, en 1/r® & grande distance
(cf. [Cor96¢|). Quand on cherche & établir la correspondance pour les corrélations de par-
ticules (cf. [Cor96b]), la symétrie sphérique des interactions et des fluctuations quantiques*
assurent que les corrélations décroissent au moins en 1/r°; finalement I’harmonicité du po-
tentiel coulombien annule le coefficient de cette derniére décroissance et F. Cornu conclut
que les corrélations statiques de particules décroissent en 1/r% & grande distance pour un
fluide coulombien quantique.

11.4.2 Systémes classiques au voisinage d’une paroi : conséquences des régles
de somme

Considérons un systéme coulombien & trois dimensions, conducteur, occupant un demi-
espace limité par une paroi simple. Quand la distance a la paroi est grande devant la longueur
d’écran, les propriétés statistiques tendent vers les propriétés d’un systéme homogéne °. En
ce qui concerne la fonction de structure S(r,r’), on suppose seulement que cette derniére
tend vers sa valeur au sein du fluide suffisamment vite de telle sorte que

/ dx’/ dedy |2] |5 (z, 7|2, y") — S (x — o,y —¥')| < o6 (I1.33)
0 0

Par symétrie, on sait que 1'on peut écrire S.(z,y|2’,y") = S.(x,y — ¥y’|2’). En utilisant la
régle d’électroneutralité (I1.27) pour S.(z,y|z’,y’) et la régle de somme de Carnie et Chan
pour SZ(x — 2,y —y’), on peut alors montrer ([Mar88]) :

1 1
725 Ty TP quand |y| — oo (I1.34)

/ da’ / dr [Se(z,ylz') = 57 (x — ', y)] ~ -
0 0

Pour un systéme classique, d’aprés la section précédente, on s’attend a ce que S?(z — 2',y)
ait une décroissance plus rapide que toute puissance de la distance entre deux particules. On

4le systéme est supposé homogéne dés le départ
Stoujours dénotées avec un exposant B



en déduit que c’est la fonction de structure de charge statique S.(r,r’) qui doit présenter un
comportement algébrique le long du mur. Il est donc naturel d’écrire :

fl, o)

ly|?

Se(z,y|z") ~ quand |y| — oo (I1.35)

et on sait alors d’aprés (I1.34) que cette fonction f(x,2’) suit la régle de somme :

[ [ ) N 1
/0 dx/o dx' f(x,2") = gy (I1.36)

Cette régle de somme a aussi été dérivée par B. Jancovici en utilisant la théorie de la réponse
linéaire. On sait donc que les corrélations de charges décroissent seulement algébriquement
le long d’une paroi simple. Et de plus on connait une relation globale que le coefficient de
ce comportement algébrique doit vérifier. Quand le mur a une réponse électrique de type
diélectrique avec une constante relative €, le comportement (I1.35) est toujours vérifié et
la régle de somme (I1.36) est respectée avec un facteur multiplicatif ¢,, dans le membre de
droite [Jan82b].

On peut interpréter ces résultats de la maniére suivante : la présence d’une paroi déforme
les nuages de polarisation en son voisinage et I’ensemble constitué par une charge et son
nuage de polarisation forme un dipole non nul, pour une paroi simple ou diélectrique, a
origine d’une interaction dipole-dipodle classique en 1/y> a grande distance.

En revanche, pour une paroi conductrice (e, = o), les corrélations décroissent plus vite
que toute puissance de la distance entre les particules : une telle paroi compense exactement
I’asymétrie des nuages de polarisation. Un conducteur parfait est aussi un systéme coulom-
bien, dont la longueur d’écran est d’ailleurs nulle (cf. [JT96]) et I’écran est aussi parfait qu’au
sein du fluide.

0 Il est assez remarquable que, sans rentrer dans le détail des propriétés d’un fluide
coulombien au voisinage d’une paroi, nous ayons déja beaucoup d’informations sur sa
structure, grace a des considérations globales exactes : existence d'une zone d’inhomo-
généité au voisinage des parois, qui s’étend sur quelques longueurs d’écran; décroissance
algébrique des corrélations classiques de charge parallélement a une paroi simple ou
diélectrique.

Dans les deux parties qui suivront on s’attachera & obtenir justement le détail des
propriétés des fluides coulombiens au voisinage de leurs parois dans certains cas parti-
culiers.






Deuxiéme partie

Fluides coulombiens classiques au
voisinage d’une paroi
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Chapitre 111

Mise en perspective

II1.1 Reésultats déja connus

Une revue exhaustive de tous les résultats analytiques serait hors de propos et nous avons
sélectionné dans ce chapitre les résultats théoriques connus les plus significatifs.

I111.1.1 Approche phénoménologique

Sortons brievement du cadre des résultats analytiques exacts pour citer un des premiers
travaux cohérents sur le sujet, a savoir celui d’Onsager et Samaras, faisant suite aux premiers
travaux théoriques de Gouy sur le sujet. Le point de départ de leur méthode est la formule de
Maxwell-Boltzmann liant a 1’équilibre, a la température 7', la densité moyenne d’une espéce
« & une distance x d’une paroi, p,(z), & une densité de référence (qu’on prendra trés loin de
la paroi) p5 :

_ Wa(x)

pa(T) = pue &7 (IL.1)

ou W, () est le travail pour amener une charge de I’état de référence a x. Sans les autres ions
de I’électrolyte, pour une charge e, en x, ce travail serait simplement ’énergie d’interaction
avec les charges qu’elle induit sur la paroi. Ces derniéres se comportent globalement comme
une charge image e, (1 — €)/(1 + €y) symétrique par rapport a la paroi i.e. & une distance
2z de la charge . On trouve que cette énergie est —(e2 /4esx).(6, — 1) /(e + 1) L.

Par ailleurs, la théorie de Debye-Hiickel pour les électrolytes dilués montre que, loin
des parois, les interactions effectives, compte tenu de 'effet d’écran di a tous les ions d’un
systéme de charges, sont pondérées d’un facteur e"/¢P oi &, est la longueur d’écran :

2 o ~1/2
=14 e I11.2
D ( m 8 k’BTES> ( )

Onsager et Samaras conjecturent alors qu’a l'ordre le plus bas en la constante de couplage,
le travail W, (z) est écranté sous la forme :

ez (e, —1
W)~ ——2 [ X —2e/¢p 111.3
(x) desx <ew + 1) ¢ ( )

e fait que cette charge image bouge en méme temps que la particule qui la crée fournit un facteur 1,2
supplémentaire & ’énergie
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IIs estiment les erreurs commises (profil de densité en fait non uniforme dans le calcul de
I’écran etc) de l'ordre de I'*/2. Ils en déduisent alors :

_ B Bel [ew—1 —2z/¢p 3/2
pa(x) = pZexp {4esx (7574; n 1) e [1+0(1°7?)] (II1.4)

Cet argument, pour qualitatif qu’il soit, laisse déja penser que les profils de densité au
voisinage d’une paroi sont hautement non triviaux. Ainsi, pour €, < 1, le résultat (II1.4)
montre que les densités doivent s’annuler au contact de la paroi. En effet dans ce cas, I'image
d’une particule porte une charge de méme signe et 1’énergie d’interaction d’une charge avec
son image est donc fortement répulsive au voisinage de la paroi.
p(x =0) =0 pour un plasma au contact (I1L5)

d’'un mur d ¢, < 1

Pour ¢,, > 1, le profil de densité présente une divergence au contact. Dans ce cas I'image d’une
particule a une charge de signe opposé et on retrouve en fait le probléme de 'effondrement
des charges classiques de signes opposés. On peut résoudre ce probléme par exemple en
introduisant une taille finie pour les particules. Le cas €, = 1 ne présente aucune de ces deux
difficultés et semble donc plus simple & traiter analytiquement. Et c’est justement sur ce cas
que les premiéres études analytiques ont abouti, comme nous le verrons dans la prochaine
section.

En ce qui concerne I’effet d’écran qu’un systéme coulombien construit quand il est soumis
a un champ extérieur, M. Gouy avait auparavant mené 1’étude d’un plasma compris entre
deux électrodes (cf. [Goul0]). Il avait obtenu des profils de densité en considérant des bilans
locaux de forces. Son approche simplifiée considérant une paroi simple portant une densité de
charge, permet déja de comprendre comment un fluide coulombien peut écranter la charge
extérieure portée par un conducteur. Ainsi dans le cas d’un plasma a deux composantes,
traité dans la limite du champ moyen, il obtient la densité de charge ¢(x) au voisinage d’une
paroi simple portant une charge surfacique —qy :

c(x) = 2 ~a/cp (I1L.6)
b
ou &, est la longueur d’écran de Debye. Le systéme coulombien classique considéré écrante
donc exponentiellement 'effet d’une charge extérieure, sur quelques longueurs d’écran in-
ternes au fluide. Ce résultat traduit bien le comportement observé des systémes coulombiens
et appelle une étude plus réaliste du voisinage d’un conducteur.

I1I1.1.2 Plasma symétrique & deux composantes au contact d’une paroi simple

Sur le cas d’une paroi simple B. Jancovici a obtenu certains des premiers résultats ana-
lytiques exacts pour des plasmas & une composante ou deux composantes symétriques (dans
ce cas le plasma est constitué de deux espéces de charge opposée e et —e), en dimension
deux ot le modéle est soluble lorsque la constante de couplage vaut I'sp = 3e? = 2, et en
dimension trois & la limite de faible couplage (cf. [Jan82a]). Dans ce dernier cas, pour un
plasma a deux composantes symétrique, la méthode utilisée est celle de ’approximation de
Debye et Hiickel ou les fonctions de corrélation vérifient des équations intégrales du type :

B (11, 72) = —Beeagte(rn, 1) — G2 3 / s ho (11, 73)pr (5) €2 0e (09, 75)  (TTLT)
x3>0

~
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Figure III.1: Profil de densité pour un plasma symétrique, faiblement couplé a deux
composantes au contact d’une paroi simple

ol €, = +1sia = et —1si a # 3. On calcule alors la fonction de corrélation en
écrivant qu’a l'ordre le plus bas la densité de particules est constante dans les deux demi-
espaces * > 0 et x < 0, égales a p. et 0 respectivement. Cette fonction de corrélation
est utilisée dans la premiére équation BGY pour obtenir la premiére correction au profil
de densité. Pour un plasma & deux composantes symétrique, on introduit la combinaison
antisymétrique hy = hyy — hy_ = h__ — h_,. La symétrie de charge du systéme impose
que le champ électrostatique est nul en tout point du plasma simplifiant la résolution des
équations obtenus. La premiére équation BGY, a I'ordre dominant dans la constante de
couplage est alors :

Vpalz1) = B0 / drs F (r1 — 13) oy (11, 12) (IIL8)

x2>0

ot la force €°F est la force électrostatique e*F (r; —ry) = €2 (r; — 13) /|r; — raf’.

En notant p” la densité commune & I'infini des deux espéces de particules et x I'inverse
de la longueur d’écran de Debye xr = [87Tﬁ62p3]1/ 2, les profils de densité sont donnés en
dimension trois par :

K

B s 1 1 1 —2Kx 1
p+=p° + T6n + + e — —K»(2ka) (II1.9)

2(kz)3  (kx)? 2Kz KT

ou K est une fonction de Bessel. Le profil de densité des particules est alors :

Au contact, la densité est donnée au premier ordre en I'*/? par :

p(0)=p—— (ITI.10)

Dans cette étude, on vérifie bien qu’au voisinage d’une paroi, il y existe une zone d’inhomo-
généité des densités, qui disparait exponentiellement vite sur quelques longueurs d’écran de
la paroi.
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Figure IT1.2: Profil de densité pour un plasma a une composante au contact d’une paroi
répulsive. La courbe en trait plein correspond a un plasma avec I' = 0.5 et ¢, = 0.5; celle
en trait mixte, a I' = 0.5 et ¢, = 0.

Ensuite, B. Jancovici montre que les fonctions de corrélation a deux corps présentent le
long de la paroi une décroissance algébrique du type e™*@1772) /|y 4|3 quand |y; 4| — oco. Ce
comportement asymptotique vérifie bien la régle de somme (I1.36). Reste encore a prendre
en compte une dissymétrie dans la composition d’un systéme a plusieurs composantes et une
éventuelle réponse diélectrique de la paroi.

111.1.3 Plasma a une composante et paroi caractérisée par ¢, < 1

On sait qu'un mur caractérisé par €, > 1 répond avec une charge image de signe opposé a
celle de la particule qui la crée, posant (& trois dimensions) un probléme d’effondrement d’une
particule avec son image. C’est donc pour le cas €, < 1 et d’'un plasma & une composante
qu’A. Alastuey obtient des résultats analytiques pour les densités au voisinage d’un mur
diélectrique (cf. [Ala83]). Il adopte une démarche analogue a la précédente : utilisation de la
premiére équation de la hiérarchie pour les densités et approximation de champ moyen pour
les corrélations (dans cette approximation la fonction de corrélation a deux corps présente
bien, le long de la paroi, un comportement algébrique en 1/y3 qui vérifie la régle de somme
(I1.36)). Pour obtenir une solution explicite, il considére les distances z > €?/k,;T au dela
desquelles on peut linéariser le facteur de Boltzmann contenant ’interaction d’une particule
avec son image. La solution s’exprime comme la primitive d’une fonction faisant intervenir
des exponentielles et des fonctions algébriques. Cette derniére expression a une forme simple
pour x> &, = (dme2p? ek, T) ™ * > €2 /k, T :

plx) —p® ~ —,0]33—\/g (1_76‘") 32IT)e ™ pourz > &, et T < 1 (ITI.11)
8 1+ ey
a ’ordre dominant en I'.

On vérifie ainsi que quand on augmente la répulsion d’une particule avec son image,
en diminuant €y, I’épaisseur de la double couche augmente. Comme le domaine o I’étude
explicite est menée ne contient pas le voisinage immédiat de la paroi, les densités extrapolées
sur la paroi p(0) ne sont pas physiques (i.e. dans ce cas elles ne s’y annulent pas).



[J Le probléme des profils de densité classiques, dans la limite de faible couplage, valables
jusqu’au contact de la paroi, quelle que soit la réponse diélectrique du mur (e, < 1 ou
€w > 1) et quelle que soit la composition du fluide coulombien (pas forcément & une
composante ou a deux composantes symétriques) restait donc ouvert.

I11.2 Méthode de résolution

I11.2.1 Principes

Dans I’hypothése de systémes faiblement couplés, I'existence d’un petit paramétre I,
parameétre de couplage, permet d’obtenir les propriétés d’équilibre d’un plasma sous la forme
de développements en puissances de ce paramétre de couplage. Pour 1’étude du profil de
densité, on peut tirer avantage du formalisme grand-canonique utilisé dans la suite de ce
chapitre. On supposera le systéme en contact avec un thermostat & la température inverse
B =1/(ksT), et un réservoir de particules imposant un potentiel chimique p, pour 'espéce
a.

L’hamiltonien du systéme coulombien est :

2 2
p’i eiej 1 €i 1_6W
=S P (T 1
Z:Zmi—i_; o (T )+ Z, 2265xi<1+ew)

+ D Valri = 1) + > ven(w) (1L12)

1<j

ou p; est la quantité de mouvement de la particule i, m; sa masse et vy, le potentiel élec-
trostatique défini en (IL.8). Le premier terme de (II1.12) est I’énergie cinétique totale. Le
second représente la somme des interactions totales entre deux charges, tenant compte de
I'interaction coulombienne et de I'interaction via la répartition de charge induite sur la paroi.
Le troisieme terme correspond a la somme des énergies d’interaction des particules avec leurs
images. Comme signalé précédemment, en mécanique classique, pour éviter des problémes
d’effondrement des charges de signes opposés, il faut aussi considérer que les particules ont
une taille finie et introduire un potentiel de cceur dur entre particules (V) et avec la paroi
(vsp). Ce dernier terme n’est vraiment nécessaire que quand e, > 1, c’est-a-dire quand une
particule et son image portent des charges de signes opposés : il traduit le fait que les par-
ticules ne peuvent s’approcher de moins de b de la paroi (i.e. vsp = 0si z > b et vgp = 00
sinon, et de méme V,(r — r’) est nul si |r — 1’| est plus grande qu’une distance o et infinie
sinon). En mécanique classique, l'intégration sur les quantités de mouvement est immédiate

et fournit pour une particule un terme 1/ (27T/\i)3/ ? 00l A\q = hin/B/my est la longueur d’onde
thermique de de Broglie 2.

Cet hamiltonien contient un potentiel coulombien & un corps et un potentiel coulombien
a deux corps, tous deux a longue portée (par rapport a la distance a la paroi pour le pre-
mier et a la distance entre particules pour le second). Un développement brut de la grande
fonction de partition en graphes de Mayer générerait des termes divergents dans la limite
thermodynamique de volume infini, diis a la longue portée de l'interaction coulombienne.

2h g’introduit ici uniquement dans la division de ’espace des phases



Pour voir cela, considérons un fluide coulombien loin de toute frontiére, i.e. un systéme
dit infini, ot seule intervient I'interaction & deux corps. La grande fonction de partition peut
se mettre génériquement sous la forme :

[es) N N
1 . —Beie;v(i,]
= E m/drl...drN Hzeff(z)He Beiejulig) (IT1.13)
N=0 i=1

1<j

(11

ot v(i, j) représente toute I'interaction a deux corps et z.ss(i) contient tous les termes & un
corps. La décomposition en graphes de Mayer s’obtient en écrivant e~ #¢ecv(@b) — £, 1 1 En
développant tous les produits de (f,, + 1), on obtient la grande fonction de partition sous la
forme d’une somme de graphes ol deux points peuvent étre reliés par au plus un lien f,,. Pour
le potentiel coulombien qui décroit en 1/7, une contribution simple en [ dr,, (e~ Peacov(rars) 1)
est divergente quand l’intégration se fait sur un volume infini.

Une ressommation partielle de certains graphes, du type de celle introduite par Meeron
(cf. [Meeb8]) , permet d’obtenir des contributions finies a la limite thermodynamique. Cette
ressommation exacte permet en effet d’introduire systématiquement 'effet d’écran entre les
particules et engendre une interaction effective entre particules de courte portée. L’idée est
d’écrire f,; comme la somme de deux liaisons e~#¢«®v(@b) 1 4 Be eyv(a,b) et —Be epv(a, b)
puis de ressommer tous les graphes en chaine de liaisons —(e,ev(a, b). La somme de toutes
les chaines entre deux points est égale a :

00 N
F°¢ = —Begep {v(ra, ry) + Z /H (Z ﬁeiizaidri> v(rg, r1)v(ry, ra) ... v(ry, rb)}
N=1" i=1 \

(I11.14)

Dans un systéme infini ou z, est indépendant de la position et v(r,, ;) n’est fonction que
de |r, — 1|, on peut passer en transformée de Fourier et la somme précédente se trouve étre
une suite géométrique en v(k) = 47/k% On trouve finalement que F°¢ = —fBe,epe™ " /1y,
ou k= 4rB), eiza)l/ ?. On retrouve 1 une interaction effective entre particules écrantée
sur la longueur d’écran ~~!. L’analyse topologique des diagrammes montre que toutes les
contributions font intervenir deux types de liaisons qui s’expriment uniquement en fonction
de cette interaction effective écrantée [°°. Par conséquent, aprés cette ressommation, les
graphes que I'on a a considérer sont bien définis dans la limite thermodynamique. De plus, les
expressions diagrammatiques se développent systématiquement en puissance de la constante
de couplage, de fagon simple lorsqu’on impose la condition (II.24). Il est ainsi possible de
générer des développements a faible couplage.

Notre travail a consisté a utiliser pour la premiére fois, les développements en graphes
de Mayer afin d’étudier, pour un fluide coulombien limité par une paroi, le développement
en fugacité des densités p,(z) = pa(z;{2,}) puis de les réexprimer, au moins au premier
ordre dans la constante de couplage, en fonction non plus des fugacités z, mais des densités
volumiques p7.

I11.2.2 Problémes et solutions

La difficulté nouvelle lorsqu’on s’intéresse au voisinage d’une paroi ayant une réponse
électrostatique, est que les fugacités effectives, qui s’introduisent dans la décomposition en
graphes de Mayer et qui contiennent tous les effets a4 un corps, ne sont plus constantes comme



c’est le cas pour un systéme infini ou pour le voisinage d’une paroi simple. La fugacité effective
Zesf(x) contient en effet le facteur de Boltzmann de I’énergie d’interaction électrostatique
d’une particule avec le mur diélectrique ou conducteur parfait et z.¢¢(z) est proportionnelle

a:
1 -y Be?
— = I11.15
exp{ (1+5w) 4esx} ( )

a) z.fs tend vers sa valeur en volume aussi lentement que le potentiel coulombien & grande
distance.

En conséquence:

b) z.s varie exponentiellement vite au voisinage de la paroi.

Si la constante diélectrique du mur (e,,,,.) est supérieure a celle du solvant () contenant
le fluide de charges (€,.. > € = €, > 1), la paroi est attractive et la fugacité effective
croit exponentiellement vite prés de la paroi. Si la constante diélectrique du mur est in-
férieure a celle du solvant (e, < 1), la paroi est répulsive et la fugacité effective s’annule
exponentiellement vite lorsqu’une charge s’approche de la paroi.

Solution pour traiter la longue portée des fugacités

Nous avons mis au point une réorganisation des diagrammes qui permet de montrer que
les effets collectifs d’écran, dans une représentation diagrammatique de Mayer avec des régles
topologiques modifiées, reviennent a remplacer la fugacité effective z.;s, tenant compte des
effets & un corps, par une fugacité effective renormalisée z!!l(x) qui est & courte portée :

ZL}} (x) = Zae_%ﬁeg (61 (rvr,)_vc(rvrl)}r:r’ (11116)
ou la transformée de Fourier de ¢, (r,r’) le long du plan de la paroi est solution d’une équation
du type :

82
{w — Kki(z) — lz] o1(z, 2 1) = —4no(x — 2') (I11.17)

Dans cette équation, la fonction k%(z), linéaire en les fugacités effectives, tend comme 1/
quand z tend vers I'infini vers une constante non nulle, (k%)% On peut en déduire que ¢,
décroit exponentiellement vite vers zéro quand x tend vers l'infini. On a ainsi introduit
systématiquement l'effet d’écran de l'interaction d’une particule avec son image et cette
interaction renormalisée se trouve bien étre a courte portée sur quelques longueurs d’écran
au voisinage de la paroi.

Il est alors possible de reprendre le principe des ressommations exactes des interactions
coulombiennes & deux corps des particules du fluide entre elles, dans ’esprit des travaux de
Meeron, avec des fugacités a courte portée. La résolution formelle fait apparaitre un potentiel
écranté ¢, (z, 2, 1) satisfaisant une équation similaire & (II1.17) ol x3(x) tend exponentielle-
ment vite vers sa valeur dans le volume du fluide et ol x3(z), comme x3(x), varie rapidement
sur Iéchelle [e?.



Solution pour traiter les fortes variations des fugacités & courte distance

Nous avons développé une méthode de résolution exacte des équations (II1.17) qui sont
du type Schreedinger a une dimension : le point de départ est I’obtention d’une équation inté-
grale équivalente a I’équation homogéne sans second membre associée. A partir des solutions
de 'équation homogene, il est aisé de construire une solution particuliére de (II1.17). Par
exemple, si on cherche une solution h(z) de I’équation homogéne, en posant v = +/(k7)? + (2,
on obtient la solution homogéne :

h(z) =e " {1 + / ' dt e / t due ™ [k}(u) — (k7)?] h(u)} (I11.18)

(pour une équation différentielle d’ordre deux, il y a deux degrés de liberté qui sont ici dans
les deux bornes d’intégration manquantes).

Dans la limite de faible couplage, la longueur 3e? est telle que (e? < (kF)~! et notre
méthode permet de montrer que les solutions de (III.17) s’expriment sous la forme d’une
série de puissance de x?(3e?, pour des fonctions x%(z) pouvant avoir d’importantes variations,
mais sur des échelles Be? (ce qui est le cas pour les équations que 1’on a & considérer). Cette
méthode permet entre autre, de traiter rigoureusement l'interaction d’une particule avec son
image, en 1/x au voisinage de la paroi. Nous montrons ainsi que les solutions de (II1.17) que
nous cherchons se mettent sous la forme de la solution pour x2(z) = constante = (x?)* plus
une correction d’ordre k% (3e* que nous calculons explicitement. Nous trouvons finalement
que les fugacités effectives renormalisées s’écrivent sous la forme :

2 1 — w B
) = 4o = oo { -2 (122 ) entob f1r 0 (pe)} it

On retrouve ainsi & l'ordre le plus bas le résultat phénoménologique d’Onsager et Samaras
(IIL.4).

Cette méthode se généralise au cas ou la fonction x?(z) a des variations pouvant étre sur
Iéchelle (k7) ", mais de faibles amplitudes. Nous pourrons ainsi obtenir de la méme maniére
la solution pour l'interaction écrantée ¢-.

IT1.3 Reésultats nouveaux

II1.3.1 Cas d’une paroi simple ou diélectrique

Nous montrons que les profils de densité au-dela de la distance minimale d’approche des
particules de la paroi (z > b) se mettent sous la forme :

2
l—ew Bea 6—2NDI

palz) = pre ()5 {1 _b e‘g@ Lkipw; kipb, A) — Bea®(x) + (9(&)} (I11.20)

ol k est la longueur d’écran de Debye au sein du plasma, k, = {;! = (478>, e2p fe) .

Dans cette expression, I’exponentielle en facteur est le poids de Boltzmann de I'interac-
tion écrantée d’une particule avec son image. C’est la premiére ressommation qui a introduit
systématiquement 'effet d’écran sur cette interaction. Au contact de la paroi (x = b), ce
poids n’est pas supposé petit a priori dans nos calculs. C’est donc lui qui déterminera princi-
palement le comportement du profil de densité prés de la paroi, & moins que I’on ne suppose



ApBe?/b < 1, auquel cas cette contribution est 4 mettre en compétition avec les autres cor-
rections. Pour €, > 1, nous retrouvons bien que cette contribution serait divergente si nous
n’avions introduit le coeur dur b avec la paroi. Enfin, pour €, < 1, elle assure que les densités
s’annulent exponentiellement vite prés de la paroi dans la limite ol on fait tendre le coeur
dur b vers zéro.

Le terme en —Be2k,L/2 traduit la répulsion géométrique due & la paroi. Elle a pour
origine 'effet stérique sur les nuages de polarisation. En effet I'interaction d’une particule
avec son nuage est globalement attractive et il y a donc un gain d’énergie associé a la
formation d’un nuage de polarisation. Mais ces nuages sont restreints par la présence d’un
mur et le gain est moindre prés du mur. L’effet stérique a donc tendance a appauvrir le
voisinage d’une paroi au profit du volume du fluide. Dans la limite x,b < 1, nous obtenons
pour L une représentation intégrale simple, faisant intervenir des fonctions exponentielles et
algébriques, et L apparait alors comme une fonction positive et décroissante en x avec un
comportement en e~2¢P? /1 loin de paroi.

Enfin le potentiel électrostatique total ®(z)® intervient aussi dans les profils de densité
pour des plasmas dissymétriques. En effet, pour ces derniers, la présence d’un mur méme sans
réponse électrostatique s’accompagne aussi d’un profil de densité de charge, qui construit une
différence de potentiel avec le volume du fluide. Par symétrie de charge, cette contribution
est absente dans le cas d’un plasma symétrique.

Les corrections dues & L et ® restent finies méme pour = = 0, contrairement & ’interac-
tion écrantée d’une particule avec son image. Nous montrons ainsi que les densités tendent
exponentiellement vite vers leurs valeurs au sein du fluide p® quand x/¢,, devient grand. La
zone d’inhomogénéité est ainsi bien localisée sur quelques longueurs d’écran au voisinage de
la paroi. En ce qui concerne le détail de la “double couche”, plusieurs phénomeénes sont en
jeu et nous les analyserons dans les prochains paragraphes.

Si on compare nos expressions avec les résultats connus, les profils de densité que nous
avons obtenus vérifient 1’équilibre global décrit par le théoréme de contact (I1.17), ainsi que
le bilan de force local qu’on pourrait obtenir de la hiérarchie BGY. Pour la comparaison
avec d’autres résultats, on retrouve bien a ’ordre le plus bas la forme des profils de densité
conjecturée par Onsager et Samaras (II1.4), ainsi que les résultats exacts sur les cas parti-
culiers du plasma symétrique & deux composantes pour €, = 1 traité par B. Jancovici (cf.
(IT1.9)) et le comportement pour = > &, & l'ordre I'*2InT du plasma & une composante au
voisinage d’une paroi a €, < 1 obtenu par A. Alastuey (cf. (IIL.11)).

Paroi simple

Dans le cas d’une paroi simple, méme si on vérifie bien ) p,(b) < >_, p2, conformément
a ce que nous avions déduit du théoréme de contact (cf. (I1.16)), qu’en est-il pour les densités
de chaque espéce séparément et quelle que soit la distance & la paroi ?

Les profils de densité sont dans ce cas le résultat de la compétition entre 1’effet de répulsion
géométrique et le potentiel électrostatique. Ce dernier a le signe de — Zw eipg et attire donc
les charges de signe opposé, repoussant celles de méme signe. Nous trouvons que la densité
totale > pa(2) est pour tout z inférieure a celle au sein du fluide ), p%. Néanmoins pour
les densités de chaque espéce, la répulsion étant fonction de la charge au carré e? tandis
que l'interaction avec le potentiel est seulement linéaire en la charge, les profils peuvent
étre plus compliqués. Nous montrons que pour des plasmas & au moins trois composantes

3avec comme référence ®(z = +o0) =0



dissymétriques 4, en considérant deux espéces charge de méme signe, disons 0 < ey < ey,
pour ZV ef;ps > (0 et suivant la composition du plasma, l'effet d’attraction du potentiel
électrostatique peut 'emporter sur la répulsion du mur pour la plus petite charge positive
et pa(x =b) > p3.

En ce qui concerne la densité de charge, méme si 1’électroneutralité globale de la double
couche est vérifiée, nous trouvons qu’au voisinage immédiat de la paroi, pour un plasma
dissymeétrique, la densité locale de charge est du signe de — Zﬁ{ eipg (cf. figure IV.10), c’est-
a-dire du signe de ®(x = b).

Paroi diélectrique

Pour une paroi diélectrique, il faut considérer de surcroit I’effet de ’interaction écrantée
d’une particule avec son image. Pour des plasmas symétriques tout d’abord, ou le champ
électrostatique est nul, seule cette derniére interaction s’ajoute a la répulsion géométrique.
Pour €, < 1 ces deux effets vont dans le méme sens et le voisinage de la paroi présente
un déficit de charge qui s’agrandit quand on augmente le caractére répulsif de la paroi en
diminuant e, (cf. figure IV.7). Pour ¢, > 1, il y a deux situations (cf. figure IV.7) : pour
1 < ey < ey, ° lattraction avec les images compense, mais sans la vaincre, la répulsion du
mur et p,(x) < ,05 pour tout x. Cependant pour €, > €, dans une certaine zone b < x < xy,
au contact de la paroi, p,(z) > pE tandis que pour z > z,, la répulsion Pemporte et p,(x)
tend quand r — oo vers sa valeur p°, en lui étant inférieure.

Enfin pour des plasmas dissymétriques, nous pouvons aussi nous intéresser aux densités
de charge. Pour simplifier considérons un plasma a deux composantes dissymétrique. Consi-
dérons le cas ou ) e2p” > 0 (cf. figure TV.10 et TV.11). Pour ¢, < 1, la répulsion avec la
paroi accentue les effets constatés pour le cas d’une paroi simple. La densité de charge se
répartit en deux couches de signes opposés, celle au contact de la paroi étant du signe de
-, eips (cf. figure IV.11:a). Pour ¢, > 1, les trois effets sont en compétition. Quand on
augmente l'attraction de la paroi en augmentant €, (cf. figure IV.11:b), on constate tout
d’abord une situation ou ’effet d’attraction des charges avec leurs images a peu d’incidence :
il y a toujours une charge locale négative au voisinage de la paroi, mais moins importante
que dans le cas ¢, = 1 et cette charge est compensée par une charge positive plus loin de
la paroi. Ensuite, quand ¢,, est dans un certain intervalle, 1 < ey, < €, < £y, ¢, la “double
couche” s’organise plutot en une triple couche : au voisinage immeédiat de la paroi les charges
images attirent une charge globalement positive 7; cet effet est rapidement annulé et on ob-
serve a nouveau une zone chargée négativement, celle-ci étant finalement compensée par une
nouvelle densité de charge positive plus loin de la paroi. Enfin, pour une réponse du mur
assez forte, i.e. a partir de ey, (cf. figure IV.11:c), l'effet d’attraction des charges images
I’emporte et on observe une charge nette positive au contact de la paroi compensée plus loin
par une charge négative. On peut résumer ces excédents et déficits sur les schémas de la
figure I11.3.

Une telle évolution des profils de charge avec ¢, avait déja été constatée sur le cas d’un
plasma & une composante & deux dimensions [Ala83], avec une interaction logarithmique

4ce phénoméne ne peut pas se produire pour les plasmas 4 deux composantes et les plasmas symétriques,
et ainsi dans ces cas p,(z) < pE pour tout x

5ce dernier étant fonction de la composition du plasma

6]a valeur de ces constantes diélectriques sont fonction de la composition du plasma

“puisque les charges positives sont les plus attirées par leurs images quand Zv eipWB >0
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Figure II1.3: Structure de la densité de charge. Cas d’un plasma dissymétrique a deux
composantes avec Zw eipg > 0. Un signe @ (respectivement ©) désigne une zone ot
C(z) =eypi(x) +e_p_(x) > 0 (respectivement C'(z) < 0).

pour laquelle il n’y a pas de probléme d’effondrement sur la paroi méme en ’absence de
coeur dur.

I11.3.2 Cas de deux parois conductrices

Le formalisme utilisé pour les parois simples ou diélectriques se généralise a ’étude des
parois conductrices portées a un potentiel fixé, cette derniére notion étant relative & une
autre paroi de référence que ’on suppose éloignée. Nous pouvons ainsi étudier la réponse
d’un systéme coulombien & un champ de force électrostatique extérieur créé en son sein, dans
la limite de faible couplage et par conséquent pour une différence de potentielle extérieure
“petite” (i.e. feV < 1).

Nous montrerons ainsi que les profils de densité peuvent se mettre sous la forme, pour
x>b:

pa() = p2exp {—@ Uie—?@x + eq (P(z) — @B)] } (I11.21)

€s

au premier ordre en ¢ = I'*/2 et SeV/, en supposant k,b < 1 pour simplifier les formules
explicites. Le premier terme de ’exponentielle décrit I'attraction écrantée d’une particule avec
son image. Le deuxiéme terme est la différence de potentiel totale en un point par rapport au
volume du systéme, tenant compte du potentiel extérieur et du potentiel créé par les charges
du systéme. Nous verrons comment le potentiel extérieur, linéaire en x et présent dans
tout le fluide, est en fait écranté par le systéme coulombien et n’est véritablement sensible
qu’au voisinage des deux parois. C’est donc le potentiel total qui rentre en compte pour



les densités au niveau des doubles couches. Cette propriété a des conséquences mesurables :
nous montrerons ainsi que méme soumises a un potentiel nul, les deux parois portent une
charge non nulle pour un plasma non symétrique. Nous constaterons aussi que le potentiel
di a la dissymétrie des charges peut étre dominant sur le potentiel extérieur et donner lieu
a une situation ol une plaque attire en son voisinage une charge globale de méme signe que
son potentiel (cf. Fig. V.3).



Chapitre IV

Density profile in a classical Coulomb
fluid near a dielectric wall
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Abstract The density profiles in a classical multicomponent plasma near a hard wall made
with a dielectric material characterized by a relative dielectric constant e, are described
in the grand-canonical ensemble of statistical mechanics. In order to prevent the collapse
between charges with opposite signs or between each charge and its dielectric image inside
the wall when €, > 1, a hard-core repulsion is added to the Coulomb pair interaction. By
a reorganization of Mayer diagrams for the fugacity expansions of the densities, we exhibit
how the long-range of both the self-energy and pair interaction are exponentially screened at
large distances from the wall. But the self-energy still diverges in the vicinity of the dielectric
wall and the variation of the density is drastically different at short or large distances from
the wall. Then the main difficulty lies in the determination of the screened pair potential
at every distance. We solve this problem by devising a systematic expansion with respect
to the ratio of the fundamental length scales involved in the two coulombic effects at stake.
(The application of this method to an ideally conducting wall and to a quantum plasma
will be presented elsewhere). In the present system the exact density profiles are calculated
analytically up to first order in the coupling parameter. The expressions show the interplay
between three effects : the geometric repulsion from the impenetrable wall; the electrostatic
effective attraction (e, > 1) or repulsion (e, < 1) due to its dielectric response; and the
Coulomb interaction between each charge and the potential drop created by the electric layer
which appears as soon as the system is not symmetric. We exhibit how the charge density
profile evolves between a structure with two oppositively-charged layers and a three-layer
organization when ¢y, varies.

KEYWORDS : Coulomb interactions, dielectric wall, grand-canonical ensemble, screened
potential with two characteristic length scales, electric layer.

IV.1 Introduction

The present paper provides new exact analytical results for the density profile of a clas-
sical Coulomb plasma in the vicinity of a polarizable boundary. The electrostatic dielectric
response of the wall is described at a macroscopic level by a dielectric constant. The density
profiles are obtained in a weak Coulomb coupling limit. This high-temperature (or low-
density) limit is realized for instance in an electrolyte solution.

Our calculations performed in the framework of statistical mechanics cast a new light
on the fundamental phenomenon in such systems : Coulomb screening of surface polari-
zation charges inside the fluid. Indeed, from electrostatics it is well known that the bulk
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thermodynamic properties in a fluid of charges are independent from the charge state of
boundary walls. Nevertheless the microscopic long-ranged Coulomb pair interaction v(r;r’)
between two unit charges located respectively at r and r’ takes into account the electrostatic
response of the wall : v(r;r’) is a solution of Poisson equation

Apo(r;r’) = —4md(r — 1) (IV.1)

and its expression is ruled by the electrostatic boundary conditions. For instance, when the
material of the wall is characterized by a relative dielectric constant €, (with respect to the
dielectric constant in the vacuum), the solution of (IV.1) reads
1 1
1| v — r'*|

Uy (r; 1) (IV.2)
where A = (e, — 1)/(ey + 1) and r'* is the image of ' with respect to the plane interface
|[Jac62]. When ¢, varies from 0 to +o0o, A ranges from —1 to 1. In a dielectric material
—1 < A < 1. If the Coulomb fluid mimics an electrolyte in a solvent described as a rigid
continuum medium, €, is the relative dielectric constant with respect to the solvent dielectric
constant €, and the interaction potential v, in (IV.2) is to be multiplied by 1/¢;. The potential
(IV.2) may be seen as the the sum of two contributions. The vacuum or “bulk” potential

1
v — |

wp(r;r’) = (IV.3)
is the solution of (IV.1) far away from any boundary or in the vicinity of a wall with no
electrostatic response (e, = 1). The second term in (IV.2) is the interaction with an “image”
charge; the latter describes the interaction with the polarization charge generated in the
material by plasma charges. We consider a multicomponent plasma, namely a system made
of at least two species of moving charges with opposite signs. Even in the bulk, a short-
distance cut-off must be introduced in order to prevent the collapse of the system. At the
inverse temperature 3 = 1/k;T, where k; is Boltzmann constant, the four length scales
in the problem are : the closest approach distance $e? determined by Coulomb interaction
between charges of typical magnitude e and with a mean kinetic energy of order 1//3; the
mean interparticle distance a; the range b of the hard-core repulsion from the wall (which is
chosen to be the same for all species); the hard-core diameter o of charges which prevents
the electrostatic collapse inside the fluid. However the cut-off o proves not to arise in the
densities and correlations at leading order in a low-density regime (because the long range
of Coulomb interactions is then the most important effect).

For a long time, the short-distance singularity of the charge-image interaction has preven-
ted one from getting exact results in the case €, # 1 at any distance from the wall for either
a generic multicomponent or a One-Component Plasma (OCP), namely a system made of
only one moving charge species in a rigid neutralizing background. (In the following, the in-
terface is perpendicular to the x-axis and located at x=0.) First, we recall that, in the case
€w = 1, where there is no image forces, the density is merely uniform in the zero-coupling
limit and the first order correction to this bulk value in the weak-coupling regime was cal-
culated by Jancovici [Jan82a| for a symmetric two-component plasma. Indeed, because of
the charge symmetry specific to this system, the charge density profile and subsequently the
electrostatic potential difference with the bulk ®(z) vanish at any distance from the wall.
Then the gradient of the density p,(x) of species with charge e, given by the first Born-
Green-Yvon (BGY) equation is determined at leading order only by the zeroth-order pair



correlation which is calculated with uniform densities. In a plasma with no charge symmetry
the potential drop ®(x), which is determined from the charge density profile ) eqpq(2)
through Poisson equation, does not vanish. Moreover, in the weak coupling regime, it is
of the same order as the pair-correlation contribution to dp,/dx in the BGY equation. A
mean-field scheme in the spirit of Ref. [Gue70] allows to close the coupled equations for
dp/dx and ®(z). (The resolution is not performed in the case ®(z) # 0 in Ref. [Gue70]
though it might have been done. When ®(x) # 0, only > eqpo(x) is given as a double in-
tegral.) This self-consistent method was applied for the first time to a case where €, # 1 by
Alastuey [Ala83]. This author dealt with the OCP near a wall with a repulsive electrostatic
response (€, < 1) in the weak coupling limit. In this case the density vanishes on the wall
and drastically varies over the closest approach distance Be?. Alastuey solves the equation
for ®(z) and produces the corresponding profile density but only for distances larger than
the closest approach distance. (For these distances a linearization may be performed and
the equation for ®(z) is a non-homogeneous second order linear differential equation with
constant parameters). The case €, > 1, where the attractive response of the wall makes the
density diverge exponentially fast on the wall in the absence of any hard-core repulsion, was
left unsolved at any distance.

In the present paper we study the inhomogeneous density profiles in a generic multi-
component plasma near a plane surface where ¢, may be different from 1. In the grand
canonical ensemble (section IV.2) the macroscopic parameters are the volume of the system,
the fugacities z,’s, where « is a species index running from 1 to the number of species n,,
and the inverse temperature (3. The task of getting exact analytic results for a multicom-
ponent plasma where a cut-off is added, and where the screening of the long-range part of the
interaction is systematically dealt with, was achieved for the density expansion of bulk cor-
relations by Meeron [Mee58|. Haga extended Meeron’s scheme to the low-density expansion
of the pressure [Hag53|] in the bulk where densities are uniform!.

In Section IV.3 we devise a new reorganization of Mayer fugacity-expansions for every
particle density p,(z;{z,}, 3) and its uniform bulk limit p5({z,} 3) in order to exactly deal
with the long range of the self-energy of a charge interacting with its image inside the wall
as well as with the long range of Coulomb pair interactions. (The notations {z, }, means that
the fugacities of all species are involved.) Our reorganization of diagrams is performed in two
steps. In the first step we exhibit how the screening of the bare one-body interaction with
the dielectric wall may be described by resummations of “ring” subdiagrams. In the second
step, we use an already known method in order to exactly handle with the screening of Cou-
lomb pair interactions [Cor96¢|. The latter exact systematic resummations produce auxiliary
screened potentials ¢; and ¢, each of which obeys a second-order differential equation stu-
died in Section IV.4. The technical difficulty lies in the resolution of these inhomogeneous
Debye-Hiickel equations whose spatial variations involve two length scales.

We consider a regime of weak coupling inside the fluid

Be?

r=--<1 (IV.4)

but the electrostatic coupling with the dielectric wall is not necessarily weak even in the very
vicinity of the wall,

Be?
=~ (IV.5)

! Apart from a minor error in the calculation of the coefficient called S5, his result is correct.




o proves not to arise in the first correction to bulk quantities in the limit (IV.4). After
resummation of coulombic long-range divergencies, collective screening effects operate on a
scale equal to the bulk Debye length, x,!, with

/47Tﬁz e2pB o« — (IV.6)

The weak-coupling condition (IV.4) is equivalent to the condition
a® < K’ (IV.7)

At the same time, the density profile proves to be an expansion in terms not of the coupling
parameter 3e?/a =T but of

1
£p = 556%0 x %2 <« 1 (IV.8)

Thus an e-expansion provides an expansion in powers of the square root of the density.

In the weak-coupling limit, we show that the screened potentials ¢; and ¢, can be expan-
ded in powers of the ratio [ of the two length scales $e? and ~/~€;1 which controls the variations
of the potential in the equation obeyed by each ¢;. In fact [ coincides with £, in the present
problem. Then a scaling analysis of Mayer diagrams allows one to obtain the small-¢, ex-
pansion of the density profile (see Section IV.5). The latter general scheme which provides
systematic expansions in [ and €, can be also applied to a classical plasma near a charged die-
lectric or an ideally conducting wall or to a low-degenerated quantum plasma in the vicinity
of a boundary with any electrostatic response. The corresponding works will be displayed
elsewhere. In the problem studied in the present paper, only one diagram contributes to the
first two orders in £, and p,(z; {2}, 3) can be explicitly rewritten as p,(z; {p5}, 3).

Eventually, at first order in the coupling parameter ¢, we show that the profile density
takes the form :

pal@) = PO — b)e PV [1 — Be, & (x)] (IV.9)

where the Heaviside function 6(u) — with f(u) = 1 if v > 0 and f(u) = 0 if u < 0 —
describes the geometric constraint enforced by the impenetrable wall. In (IV.9) V¥ (x) is
a screened self-energy and ®(z) is the electrostatic potential created by the charge density
profile > e,p,(z). (®(z) is set to 0 in the bulk.) The analytic expression of ®(x) is given
n (IV.154). It decays as exp(—kpx) at large distances. V¢ (x) may be written as the sum

= A
Vai(a) = “2Likows b, A) = - exp(~2np0) (IV.10)

Ve () falls off as exp(—2k,2)/4z when x goes to infinity for all values of A. (k,/2)L given
in (IV.101) and (IV.103) arises mainly from the geometric deformation of the screening cloud
around a charge in the vicinity of the wall, while —e?(A/4z) exp(—2kpz) is the part of the

screened self-energy originating from the bare self-energy

e2 A
4

(IV.11)



due to the dielectric response of the wall. The second term in V3 (x) was derived for the
first time in the case €, < 1 from a phenomenological meanfield argument by Onsager in
1934 |OS34]. Its contribution to the density profile is crucial at short distances. When €, < 1
(A < 0) all charges are electrostatically repelled by the wall, the short-distance repulsion
range b can be set to zero and the profile density vanishes exponentially fast at the contact
(x = 0) with the wall. On the contrary, when €, > 1 (A > 0), all charges are attracted by the
wall, b must be kept finite and the contact value p.y(b) increases as exp [AfeZe 270 /(4b)]
when b becomes small. The expression (IV.9) of the density profiles in terms of physical

quantities is a rewriting of the result directly provided by our calculation method, namely :

—2.‘£D$

4z

pa() = p20(x — b) exp [Aﬁei } X [1 4+ R(kpx;ep, kpb)] (IV.12)

where R is of order ¢,,. R(kpx) decays exponentially fast at large distances over a scale k!
and tends to a finite value when z comes to zero. p,(x) varies drastically over the bare-
coupling scale 3e? very close to the wall, whereas its variation at distances larger than !
is scaled by the screening length x,!. In other words, very near the wall, p,(x) is governed
by the part of the self-energy of each particle originating from the electrostatic response of
the dielectric wall, whereas the mean Coulomb interaction with other charges of the fluid
modified by the impenetrable wall dominates the approach to the bulk value far away from
the wall.

In Section IV.6, we display the mean-field theory which is equivalent to our exact results at
first order in €,,. The generic properties of the density profiles are investigated and interpreted
in terms of the competition between three effects : the geometric repulsion from the wall,
the electrostatic (repulsive or attractive) interaction due to the dielectric response of the
wall and the interaction with the potential drop ®(x) created by the electric layer itself. In
particular, we exhibit how the structure of the charge density profile evolves from a double
layer into a threefold layer and then into an inversed double layer when ¢, increases from
the value ¢, = 1. In section IV.7, we derive the profile density in a OCP and we compare
our result with that of Ref. [Ala83].

IV.2 Model

IV.2.1 Potential energy

The total potential energy is the sum of the electrostatic energy Ut and the short-range
repulsive interaction Ugg. Ugeet 1S equal to the sum of Coulomb pair interactions plus the
sum of self-energies in the presence of the wall,

1
Usloet = 3 Z Ca;€a, Vw (T3 T5) + Z eii Vet () (IV.13)
i i

In (IV.13) e,, is the charge of particle i and

1
4ZEZ'

Viat (i) = —A (IV.14)



where A is defined in (IV.2). (see Ref. [LE85]). The repulsion energy Usy is also the sum of
pair interactions plus the sum of one-body potentials created by the wall,

Vs = % 3 vl 1)+ 3 Vel (IV.15)

i
with
oxp [~ Busn (ri; 1;)] = { (1) i IE _ 2} . (IV.16)
and
eVl ={ | 75 (v.17)

We notice that in the case ¢, < 1, exp (—3e2V..(x)) vanishes when x goes to zero and Vg
can be omitted, i.e. b can be set to zero.

IV.2.2 Fugacity expansions

The grand partition function of the system in the semi-infinite space = > 0 reads

+o00o N

_ 1 i

=0 =0=Y [ [H >, ] o) v.18)
N=0" "~ i=1

Ns

In (IV.18) the integration measure is denoted by f dP; = / dr; Z and P; is the notation

x; >0 a;=1
for (r;, ;). z,, has the dimension of an inverse cubed distance. The one-body interactions
can be absorbed in an z-dependent fugacity

Zo, (1) = Zaie_ﬁ[VSR(Ii)"'eaivself(xi)] (IV.19)
According to (IV.14) and (IV.17)
Zoy (xz) = Zaie(xi - b>6Aﬁ63i/(4xi) (IVQO)

where 6 is the Heaviside function. = can be written as

=6 =D = > 5 |

The particle density for species « is derived from the grand partition function through a
functional derivative

N
[[ P2 (a) | e Smlstimirencammtein)]  y.)
i=1

dInZ (3,{=})

o) (IV.22)

pa(T; 8,{2,}) = Za(2)

By definition of the bulk

i pa(a: B, {22}) = pB(6, {22) (1V.23)



According to the survey of the existence of thermodynamic limit for Coulomb fluids |[LL72],
the bulk densities satisfy the local neutrality

S Capan(B{2,}) = 0 (1v.24)

whatever the values of the z,’s are. In the following we will consider a weak coupling regime
where the system behaves as an ideal gas at zeroth order in I'. Besides, the particle density
of species « in an ideal gas is just proportional to the fugacity z,. As a consequence, we can
take advantage of the freedom of choice for the z,’s exhibited in Ref. [LL72] and enforce the
extra condition

Z eyzy =0 (IV.25)

y

(IV.25) ensures that the ideal gas also satisfies (IV.24) and this provides a convenient sim-
plification in the relation between the p.,’s and the z,’s. We stress that the irrelevance of the
value taken by one among the fugacities exists only when the wall gets no global influence
charge in the presence of the Coulomb fluid. This is indeed the case when ¢, is finite. On
the contrary, when e, is sent to infinity, the wall material is an ideal conductor which carries
a global charge. The latter is exactly compensated by the net surface charge in the fluid so
that it depends on the fugacities z,’s.

IV.2.3 Representation of the density profile in terms of Mayer diagrams

The fugacity-expansion (IV.21) may be expressed in terms of Mayer diagrams where a
point is associated with every P; and two points are joined by at most one bond

f(PZ, 7)]) — e—ﬁ(USR(I‘i—I'j)'f‘eaiea]-UW(ri;rj)) -1 (IV26)

The relation (IV.22) and topological arguments [HMD86| lead to various diagrammatic re-
presentations for the fugacity expansion of p, (). In the following we will use

pa(x) = Za(z) exp [Zs_l(g / ﬂ[d?nzan(xn)] e G] (IV.27)
G n=1

In (IV.27) the sum runs over all the unlabeled and topologically different connected diagrams
G with one root point P = («,r) (which is not integrated over) and N internal points
(N =1,---,00). Moreover the G’s satisfy the extra constraint that the root point P is not
an articulation point. (P is an articulation point of G if G is split into at least two pieces
when the point P is removed.) [[] f]; is the product of the f bonds in the diagram G and
Sg is the symmetry factor of G, namely the number of permutations between some internal
points P, that do not change the product [[] f]-

At large distances vy, (r;; ;) behaves as (2/(1 + €y))|r; — r;|~" and the f bonds (IV.26)
are not integrable. The divergencies in Mayer diagrams G may be removed by splitting the
f bonds into several auxiliary bonds f* and by performing a reorganization of the diagrams
G* made with f* bonds. ( G* diagrams have the same topological properties as G diagrams.)
The decomposition of f chosen for our purpose is

f=rc+ % (£ + fo (IV.28)



with
fcc(Ph P]) = _ﬁeai eOéj/UW(ri; rj) (IV29)

With these definitions f; is at the border of integrability. The systematic partial resumma-
tions of diagrams G* are described in next section.

IV.3 Exact topological resummations valid for any density

IV.3.1 Step 1 : Screening of the self-energy induced by the wall

The long-range one-body interaction 2V, () involved in the fugacity z,(x) turns into
a short-range effective interaction when Coulomb “ring” subdiagrams are resummed. We
introduce the following definitions. A Coulomb “ring” subdiagram carried by a point P is
either a bond [f*]* /2 or a chain of bonds f° whose both ends coincide with 7 and which
contains at least two intermediate points. The value I, of the sum of all rings attached to a
point P is equal to

() =~ 5562 [(61 — ) (x57)] (v 30)

where —3¢2 ¢, (r;1’) is the sum of chains made of an arbitrary number of bonds f°¢ between
r and r’ and with intermediate points P; weighted by Z(P;). (1/2 is the symmetry factor of
a single ring diagram.) By definition

- ﬁeaeo/ ¢1(I‘; I',) - fcc(Pa Pl) +
+o00 N
> / [H dPZE(PZ-)] FEP; P f(P1; Po) - f<(Pa; P') (IV.31)
N=1 i=1
According to (IV.29), the definition (IV.31) of ¢ is equivalent to the integral relation
o1(r; ') = vy (r;1') — 8 Z e? / dr"Z o (2" vy (r; ") 1 (2" 1) (IV.32)

The sum of an arbitrary number of rings carried by a point P is equal to exp I,(r). (An
analogous calculation appears in section V.B of Ref.[ACP94].)

Let us consider all diagrams G* (with weight Z) that only differ from a given diagram
G*l% by one or more Coulomb ring subdiagrams carried by at least one point of G**). Before
integration over the internal points of G*, the integral corresponding to such a diagram is
equal to the integral associated with G*¥! times the contributions from Coulomb rings. As a
consequence, if we sum all such diagrams G* we get one diagram G*!!l which has the same
points and bonds as G*% except that the weights Z are replaced by weights

(P) = 2(P) exp |~ e (61 — v)(r:7) (1V.33)

where ¢;(r;1’) is defined in (IV.31) . At the end of the first partial resummation, the diagrams
G* with bonds f°¢, 1/2 [fcc]2 and fr and with weights Z,(x) have been replaced by diagrams
G*!l with the same kind of bonds but with weights Z!!!(x) and an extra construction rule R.



The latter one is necessary to avoid double counting. If some subdiagram S(P,,) of G*!l is
a ring of bonds f¢¢ with weights z\] carried by the point P, (with weight z! (z,,,)), then
after integration over intermediate points in the ring, the contribution from S(P,,), which
depends only on z,,, is factorized in the total contribution from G*!'; rule R states that the
contribution from S(P,,) is equal to its value where all its internal points have a weight z!!
minus the corresponding value where all its internal points would have a weight Z,. Indeed
the latter value is already taken into account in the weight zﬁj}n () of the point P,,, whereas
a subdiagram of G* made of bonds f°° but where at least one intermediate point carries
another Coulomb ring does not disappear in the ring resummation process.

According to the definition (IV.19) of Z(P) and since V. (x) = (1/2) (vy —wp) (r;1),
(IV.33) may be written as

1
ZW(z) = 0(x — b)zq exp —éﬁei (1 — vp) (r;1) (IV.34)
As shown below in the weak coupling limit, we expect that for any finite coupling constant
(¢1 — vp)(r;r) has no algebraic tail at large distances. Thus, contrary to Z,(z) the scree-
ned fugacity zl!/(z) does not contain the long-range part of the self-energy induced by the
electrostatic response of the wall when ¢, # 1.

IV.3.2 Step 2 : Screening of pair interactions

In the second step we sum all chains of bonds f°¢ in diagrams G*[/. The systematic re-
summation process is performed as follows. We define a “Coulomb” point as the intermediate
point of a chain of two bonds f°¢ and which is not linked to any other point in the diagram.
Such a point has a weight Z!!l. A so-called “prototype” diagram P! is a diagram G*!!l which
contains no Coulomb point. We sum all diagrams G*!!] which can be built from the same
diagram P by addition of at least one Coulomb point (with weight z!!) with the associated
f¢¢ bonds either to form a chain with a f°¢ bond in P or to multiply a bond in P. In the
latter case, we use the convention according to which the diagram P is the same whether
the diagram G*[! contains a bond (1/2) [f°°]* (P, P;) or a bond f.(P;, P;) multiplied by a
chain of f°¢ bonds between P; and P;. Since the P diagram may contain articulation points,
the resummation produces two effects.

First, we sum all diagrams G*[!! that differ from P by a ring of bonds f°¢ with at least one
intermediate point with weight Z!. As in the reorganization of diagrams performed in step
1, this process leads to a renormalization of the fugacity by an exponential factor analogous
to (IV.33) with an extra subtraction arising from the construction rule R for G*I/ diagrams.
The resummed fugacity reads

2B(z) = 20 () exp {-;ﬁez (62— v) (137) = (1 — ) (x5 r>]} (1V.35)

where ¢, is defined by the integral equation (IV.32) with Z,(z) replaced by zl!)(z). According
to (IV.33) and (IV.20), the expression of ZI2(x) is similar to (IV.34)

8(e) = = )20 x| =506 (62— w)rir) (V.30

The second effect is a renormalization of the f* bonds in the final diagrams P. The
summation operates for each pair of points in [P independently. (See for instance [ACP94] for



similar topological considerations.) The sum of all possible single chains made of f°¢ bonds
and whose intermediate points carry weights z! is

Fe(P;P') = —feqeqpa(r;1) (IV.37)

The sum of the bond (1/2) [f¢<]* (P;P’) and of all subdiagrams made of the product of a
Coulomb chain (possibly made of only one bond f°¢(P;P’)) and a Coulomb chain with at
least one intermediate point linking P to P’ is merely

5 [ (P ) (1v38)

The sum of the bond f(P;P’), its product by at least one Coulomb chain with at least one
intermediate point, and the product of at least three Coulomb chains, one of which at least
contains one intermediate point leads to the simple resummed bond (see Ref. [Mee58| and
[Cor96¢]| )

CcC 1
Fp = e PusntFe 1 _ pee _ 5 [Fec)? (IV.39)

The diagrams P are made of bonds F°¢, (1/2) [F¢]*, and Fi; with at most one bond
between two points and the following rules. A point — different from the root point — which
carries only two bonds F°© has a weight z2) —z[!l (R,). A point — different from the root point
— which is linked only to a (1/2) [F¢]* bond has also a weight z2 — z[] (R,). The rules R,
and R, arise from the definition of the Coulomb points which disappear in the resummation
process and from rule R of the first step of the resummations. All other points have a weight
z12l. For instance, the diagrammatic representation of p,(r) in terms of P diagrams starts as

pa(r) = Z3( exp{Z/dr’ 2 (2" [Fe© 4 Fr] (P; P+

1
Z / dr' [ (o) = 2 @)] 5 [F (PP + - } (1V.40)
The diagrams in dots contain more than one internal point.

IV.4 Screened potentials

IV.4.1 Partial derivative equations

The screened potential ¢, as well as the other auxiliary object ¢;, are defined through
integral equations (IV.32). Since vy, is a solution of Poisson equation (IV.1), (IV.32) is equi-
valent to a set of local equations. For 2’ > 0, the latter ones read

{ Avr(ryr') — Ri2(2) ¢ (r; 1) = —4md(r;r’) if 2 >0

(IV.41)
Avpi(r;r') =0 ifx <0

with

Fil(z) = 43 Z 2z, (2) (IV.42)
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Figure IV.1: Step-1 for resummations. G% , and G% , are two diagrams that only differ from
GZ[O] by ring subdiagrams. Labels are attached to points which are common to all diagrams.
Each point P; carries a weight Z (P;). A bond f¢¢ is drawn as a solid line, a bond (1/2)[f°¢]?
as a double solid line and a bond f; as a dashed line. The subdiagram S (P;) made of points
P, Ps, Py exists in GZ[O] of Fig. IV.1 because at least one of the latter points carries a ring
in diagrams G% , and G7,.

Z] Z11] Z11] 7
AN ] > 511]
[1] . V4 . _
G - O = O Z
A Z[ ] el
(1] . z!
7 [1] .

Figure IV.2: Example for rule R after step-1 resummations. After ring summations, G%,
and G7, contribute to G*Am, whereas the subdiagram S (7;) in G*A[O] disappears and G*A[O]
contributes to another G*[!l. As a result the value of sz is equal to an integral where all
bonds are the same as in G*[ but where all weights Z (P;) have been replaced by z!! (7))
minus the value of the integral corresponding to GZ[O] where all weights are zZ (P;).

T
*[1] * 1]
% %

Figure IV.3: Step-2 for resummations. G and G5 are two G*I! diagrams which corres-
pond to the same prototype diagram P as the diagram sz in Fig. IV.2. The brackets with
an index 7 indicate that the diagrams G*[Y must be calculated with the weights and the
subtraction (rule R) displayed in Fig. IV.2
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Figure IV.4: Diagram PP corresponding to G’ 1], Gy " and GC[ Vafter step-2 resummation. The
crenelated line is a bond Fyy, while the double Wavyhne corresponds to a bond (1/2) [F¢¢]*.
The rule R, is illustrated in the present example.
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Figure IV.5: Example for rule R,. Diagram G* contributes to the value of diagram G*[ after
step-1 resummations. The value of G*[!! is determined by rule R. After step-2 resummations
G contributes to diagram P, whose value is given by rule R;. A single wavy line denotes
a bond F*°°.



Since the operator [A, — %;?()] is self-adjoint, the real function ¢, (r;r’) is symmetric under
exchange of its arguments when r and r’ are in the same region

o1(r; ") = o1 (x's 1) (IV.43)

Moreover, the invariance of the system under translations in directions parallel to the plane
interface implies that

o1 (1) = di(z, 2",y —y') (IV.44)

where y is the projection of r onto the plane perpendicular to the z-axis. According to its
definition (IV.31), ¢; is real and obeys the same boundary conditions as the electrostatic
potential vy: ¢ is continuous in all space,

0p1 Jp1
lim e¢y— (v, 2,y —y') = lim —(z,2",y -y’ IV.45
lim ey (2,0 y —y) = lim —~(z,2%y —y') (IV.45)
Since %1%(z) contains a Heaviside distribution at z = b but no Dirac distribution, the de-
rivative of ¢;(z,2’;y —y’) is continuous at x = b. Moreover ¢, (z,2’;y —y’) tends to zero
when x goes to 400 or —oo. All previous properties are also true for ¢o(r;r’) with the only
difference

Fo’(z) = 473 Z e2zll(x) (IV.46)

IV.4.2 Scaling property

A Fourier transform allows one to change the system of partial derivative equations
(IV.41) for each ¢;(r;r") (with j = 1,2) into a system of one-dimensional differential equa-
tions with respect to = (for 2’ > 0),

2 ~
% 1+ ) - Uj(:z)] &:(F, 7, q) = —4né (7 — &) ith<z  (IV.4Ta)
L ; )
- qﬂ &i(#, &, q) = —4n6 (7 — 7 if0<z<b  (IV.47D)
- 82 )

In (IV.47) we have introduced the dimensionless variable = r;z with

K = |4nS Z €2z, (IV.48)

Ky = \/47r5 Z €2z, eca (IV.49)
Lo o

Ea = 5660/51 (IV.50)

and the dimensionless Fourier transform

ng(ﬂ?,-f,,q) = Kj%@v"@’ﬂj‘l) (IV51)



with ¢5(z, 2, k;q) = [ dy exp [ik;q.y] ¢;(z, 2";y). According to (IV.20) and (IV.42), for 7 =
R1T

4 .
Ui(z) = %26 Z €2z (e8%/8) 1) (IV.52)
1

«

while, according to (IV.34) and (IV.46), for & = kox
Ui = TBN™ 2, [-/2)8e2 0w m) _ e V.53
g(x)—T%za:eaza[e —e } (IV.53)
When = goes to co, ¢; tends to the bulk value ¢, which is the solution of

(A, — k7] (T, 1) = —4md(r — 1) (IV.54)

for all r’s. As rederived below,

d1o(r, 1) = K1y (kr|r — 1| (IV.55)
with
~ o~ e_‘r_fq
op(F 1) = —— (IV.56)
-7
As a consequence,
(¢1 — vp) (r51) = =K1 (IV.57)

and the definitions (IV.52) and (IV.53) ensure that
lim Uy(3) = 0 (IV.58)

T—+00
The boundary conditions for (;Sj(af, 7', q) are the same as for ¢;(x,2',y —y’). (See (IV.45).)
Moreover, since kg = Kao(k1, ) a mere scaling analysis of (IV.47) shows that

o, (r,1'; Ky, B2, b, A) = k0, (kr, Kit's €, kb, A) (IV.59)

where €? (¢ = (1/2)k13€?) is the generic notation for the €2’s (g,’s).

IV.4.3 General solutions

In the following only the value of ¢;(z,z’;y —y’) for 2/ > b will be involved and (IV.47b)
becomes an homogeneous equation as (IV.47c). The simple general solutions of the latter
equations that satisfy boundary conditions take the form

~ a3 Bi(#;q;b) (1 — A) e?? ifz <0
. 'qb) = N R ~ IV.60
4 (%%, 4 b) { Bi(#';q;b) [e7 + Ae™ ] if0<z<b ( )
where ¢ = |q|. The general solution of (IV.47a) is the sum of a particular solution gzzj*(f, 7. q)
and the general solution h; of the corresponding homogeneous equation
d?h;

7= (#34) + [Eq = Ui(@)] (3 9) = 0 (IV.61)




with Eq = —(1 4 q®). We look for a solution h;" (h;") which vanishes (blows up) at large
positive x,

lim A (Z,q) =0 (IV.62)

r—+o0

Since the U;(Z)’s vanish when Z goes to 400, then, for any given positive number 7 > 0
there exists some z, such that for all z > z,, : E,—U;(Z) < —|Eq|+n. As a consequence (see
Ref.[Mes58]) there exists one particular solution h;™*(#;¢) (with a particular multiplicative

constant) which tends to zero when z goes to +oo at least as fast as exp [—EE\/|EQ\ —n },

Vi > e, Q) < oxp {—a:w/ Bl - n] (IV.63)

whereas all  other solutions grow to infinity at least as fast as
exp [ix/ |Eql — 1 ] Let call h;*(7; q) such a particular solution which diverges when 7 goes

to +oo. Henceforth (see for instance [Zwi89]) a particular solution of (IV.47a) for z > 0 is
just
~ 4
$: (3,4, q) = —W—” by (inf (7, #)) b (sup(&, ) (IV.64)
i
where the Wronskien W o = hy*(2)(dh;"™(2) /dZ) — hi""(%)(dh; *(Z)/dT) is independent from
T because d?/di* + [E, — Uj(Z)] is a self-adjoint operator.
Finally, a generic solution of (IV.47a) which vanishes when x goes to +oc takes the form

&(%, &, q; by) = 67 (2,7, q) + A q, )b (7;q)  forb <z (IV.65)

with Bj = r;b. Moreover the symmetry property (IV.43) implies that the solution of (IV.47a)
with adequate boundary conditions at +o0c may be written as

(2,7, a;by) = 65 (2,7, q) + Z(a, by) b (1) () (IV.66)
for b < x and b < 2. The coefficient Z(q, 5) is determined by the continuity relations at
T = b; and T = 0 with the solutions (IV.60) for 0 < x < b and = < 0.

IV.4.4 Exact solutions for ¢, in two special cases

An exact analytic expression — derived from the general method in Section IV.4.2 — exists
for the screened potential ¢; in two cases. The first one corresponds to A = 0 so that the
wall has no electrostatic response for any strength ¢ of the Coulomb coupling inside the fluid.
The second situation is the strict limit ¢ = 0 for A 75 0. Indeed, in both situations U; = 0
(so that H = 0) and when 2’ > b 1 is the solution ¢© (z,%,q;b, A) of

2 ~ ~
[ (%2 —(1+ q2)] oz, 7, q;b, A) = =40 (7 — &) ifb<ux (IV.67a)

2 ~ ~
[ 5%2 — q2] ¢z, 7, q;b,A) =0 if z < b (IV.67b)



In the following we use the notation b for k1b and introduce éj only when we consider both
k1b and kob.
When A = 0, for any coupling constant

o (7,7, q;e,b, A =0) = 6Oz, #, q; b, A = 0) (IV.68)

and ¢, has no special property at z = 0. (According to (IV.45), $1 and H¢, /07 are continuous
at the crossing of the wall.) In fact, up to a translation of its argument = equal to b, ¢; is
defined as the Poisson-Boltzmann meanfield potential ¢ in the case of a multicomponent
plasma in the vicinity of a plain hard wall (A = 0) located at = 0. Such a wall exerts only
a geometric constraint without any electrostatic attraction : there is no need for introducing
the hard-core repulsion Vg (IV.17) involved in our generic model, so that b could be set to
zero in this particular case. (We recall that at leading order in ¢, the correlation ( or Ursell)
function of charges with a hard-core diameter o is just equal to —fe,en d(z, z;y —y'; A = 0)
and does not involve ¢ [Jan82a|.) As recalled in (IV.66) ¢; may be written as the sum

6O (z, 7' ki b A = 0) = (k1 (z — 2'),
( 1q ) ¢b(~ 1 ),q) ) (IV.69)

+hi (T + T — 2b; k1q)
(c.f. Ref. [Jan82a, UI79]) where ¢, is a particular solution of (IV.67) which is chosen to be
its bulk value,

- 2 .
Io(F — &, q) = —e ¢TIV 14 (IV.70)

Vit

and ﬁ;;‘v is a solution of the associated homogeneous equation which vanishes when x goes to
~+o0o and whose coefficient is entirely determined by the boundary conditions at the interface,

- - 2 VIt - o
bt (F+3 —2b,q) = \/1” : \/1”2 :q:e—@”—?b) l+g? (IV.71)
+4q +q¢-+1q

However ¢5(A = 0) cannot be calculated explicitly, because U, (%) # 0 according to (IV.53)
and (IV.69).

When A # 0, the electrostatic response of the wall disappears in the limit ¢ = 0 for b
fixed,
lim o (%, 7, q;e,b,A) = ¢ (&, 7, q; b, A) (IV.72)
where
OO (E, ;a3 b; A) = d(|E — &) + Z(a; b A (8 + & — 203 q) (IV.73)

Z is a renormalization factor arising from continuity conditions at x = b when A # 0,

- 2
3 1—Ae?® [\/1 +q*+ \qﬂ
Z(q; b; A) - 5
1= e [T+ ¢ — |al|

(IV.74)



IV.4.5 General equivalent integral equations

According to section IV.4.3 the determination of a screened potential ¢ is equivalent
to solving the homogeneous equation (IV.61). The asymptotic equation at large distances
associated with (IV.61) has two exact linearly independent solutions AL exp [%k\/l + qQ]

which either vanishes or diverges when & tends to +oc. Thus, in the following hji* will be
looked for under the form

hE (5, b) = 7V [1 + H* <x V1t b)} (IV.75)

hjjE * is defined up to a multiplicative constant. For convenience sake, we choose the particular

solution such that hji*(g; q,b) = exp <:FB\/ 1+ q2>.
When Uj(Z) vanishes at large distances at least as fast as 1/Z, we show in Appendix IV.8
that H;"*() is the only solution of the integral equation

H*(3) = L, [1 +H 21+ ¢, 6] (2) (IV.76)

where L, is a linear operator operating on a function f as

Lo, [F:2.8] (@) = /b e / gt (0 £ 1) (IV.77)

As it is the case for Dyson equation, the solution Hj+* of (IV.76), denoted by Hy, in the
following, can be written as the formal series

H' = Hyy = =Ly [1] + Ly, [EUJ [1]] = Ly, ['CUJ ['CUJ [1]“ T (IV.78)

J

For the sake of conciseness we have omitted the dependence upon the parameters 7 =
2¢y/1+ ¢? and b in (IV.78).
We notice that, similarly, the function h; " which explodes exponentially fast when z

tends to +oo and which is equal to exp[b/1 + ¢2] at & = b corresponds to a H{*(u; q) which
obeys the integral equation
Hi " (u; /1 + 2, b) = / dy eV 1H / dt 2V I [4(t)
b
X [1 +H T+ ¢ 6)] (IV.79)

b

A series similar to (IV.78) can be written for H; .

IV.4.6 Structure of the c-expansions of screened potentials

The structure of the e-expansions of ¢; and ¢ can be investigated by means of the series
representation (IV.78) for the intermediate object H;, combined with bounds upon Uj. First
we consider Uy (%) defined in (IV.52),

U(#) =3 ura (e%’? - 1) (IV.80)




with u; o = 473e%2,/K?. As shown in subsection IV.9.1

Uy (2 g <Z ulaaa)

A Ea
|Ui(7)] < 3 < Ui aEac 2 )

The result of the e-expansion for the solutions A7 * of the homogeneous equation (IV.75)
proves to be very simple at first order in £, as shown in Appendix B. The term of order ¢
in the e-expansion of hi* coincides with the corresponding term in the e-expansion of the
solution of the equation (IV.47a) where U, is replaced by its linearized value U™

U™ (2) (Z ulasa) o (IV.83)

(We stress that such a coincidence is no longer valid at higher orders in £.) More precisely :
hi*(2:q,b) = eIV 1+ [1 +

/: dv 2V 1+ /+OO dt 6_2“/@Uiin(t; 5)} + Oexp(e?)  (IV.84)

ifA <0 (IV.81)

K[| =

it A >0 (IV.82)

S| =

where ¢ is a symbolic notation for the dependence on the ¢,’s. The double integral involving
Uln(t: €) in (IV.84) is proportional to &, while Oy, (£2) is equal to 2 times a function f(; e, b)
which decays exponentially fast over the lengthscale /1 + ¢? and which is bounded for all
z > b by a function of b and /b. The function f (x e,b) may contain powers of i7*) (with
lim._op(e) = 0) times an exponential of —Z/1 + ¢2, as it is the case for the exact solution
of the equation (IV.61) where U, (%) is replaced by Uj™(z) (see (IV.231)).

We point out that the correction of order ¢ in h;r (75 q, l;) is a function of Z only, whereas
the higher-order corrections are functions which vary on both scales 1 and ¢ :

hi (@) = M0 (@) + enV (@) + 2P <g; g) + 0% (IV.85)
This property ensures that the zeroth order term in the e-expansion of the derivative Oh™ /0

depends only on the corresponding term in the s-expansion of h{*, whereas the first-order
term involves the derivatives of both the first and second corrections to h{™,

ohi™ _ dh” " (#) . dn{V " (z) . LD (&, u)

2
i dz dz du +0() (1V-86)

u==%/e

According to (IV.79), results similar to (IV.84) and (IV.85) also hold for h;™*(Z).

Finally, we turn to the s-expansion for the screened potential ¢;. ¢ is calculated from the
hi*’s by using the expression (IV.66) valid for x > b together with the continuity relations
(IV.45) involving the solutions (IV.60) in the region = < b. As a consequence of (IV.86), at
leading order in ¢, the continuity relation (IV.45) for the derivative d¢, /0% involves only the

hgo)i’s and their derivatives alhgo)i /dz . Therefore, the leading term (/B&O) in the e-expansion



of ¢, is entirely determined by the functions h§0)+ and hgo)_ (and not by functions which

appear at higher orders in the e-expansions of the hi*’s) and it coincides with QNS(O) given in
(IV.83),

1 -~ 1
é1(r,x’) = K/—¢(0)(l-€11‘, ki’ kib, A) + K—Oexp(e) (IV.87)
1 1

As a consequence of (IV.87)

—%ﬁei (6 — ] (r,7) = eaF (3, ) (IV.88)

where F(Z;e,b) is a continuous function of Z in the interval b < # < oo which decays
exponentially fast (with possible multiplicative powers 2P)) over a typical length 1 when ¥
goes to +oo. F(Z;¢e,b) is integrable when & goes to +0o even when ¢ vanishes, and may be
bounded as follows,

S

)F(:z;s, B)) < Mp(e/b)g() V&> (IV.89)

where Mg (e/b) is the upper bound of F for & > b and g(Z) is continuous and integrable in
the interval |b, +oo|.

From the previous result, we get the structure of Uy(Z) given in (IV.53). For & = Koz

ZUQ [ caF(E(r1/R2)ieb) _ 1] (IV.90)

with ug, = 47Be?2, exp(eq)/K3. We show in Appendix IV.9 that, as it is the case for Uy,
the first terms in the c-expansion of hj* are given by (IV.84) where Ul(7) is replaced by

Uy (;e, b Zugaaa $/€1//€2;€,B) (IV.91)

The double integral involving UL (¢; £, b) in (IV.84) is not merely proportional to e. According
to definitions (IV.48) and (IV.49)

Ky = K1 [1 4+ O(¢)] (IV.92)

and the properties of the double integral at stake imply that the first two terms in the
e-expansion of hj* are given by (IV.84) where U)™ is replaced by

(Z Upg 5a> F(i;e =0,b) (IV.93)

Subsequently, all properties derived from (IV.84) also hold for hj ™.

Eventually, the main result of the previous perturbative analysis is that, at leading order
in e, ¢, and ¢, coincide with the same function ¢*) apart from a scaling dependence upon
either K or ks

/ I~ , 1
oi(x, 2", kiq; e, kb, A) = —¢(O)(/ijx, k@', q; kb, A) + H—Oexp(g) (IV.94)

Kj 3



In (IV.94) Ocxp () denotes a function of the variable = which satisfies two properties. First it
decays exponentially fast over the scale «; in the sense that it falls off as exp(—x;x+/1 + ¢?)
times a function which may increase as 27} with lim. .o p(¢) = 0. Second, O, () remains
bounded by ¢ times a function of £/(x1b) o Be?/b for all z > b, even if Oy, () may drastically
vary over the scale ex; ~ e? < k;.

As shown in next section, because of the neutrality constraint (IV.25), the explicit value
of the correction of order € in ¢5 happens not to appear in the first correction to the density
profile. (Only some properties of it must be known in order to settle that it really does not
contribute to the density profile at order ). The latter result may be viewed as a consequence
of the following property, already used in Ref. [Gue70]. According to the first equation of
the BGY hierarchy, the first-order correction induced by Coulomb interactions in the density
profile is determined only by the potential drop ®(z) and the Ursell function at leading order;
besides the latter one is nothing but the screened potential ¢ in the limit ¢ = 0. We recall
that lim._( ¢, is drastically different from the bare long-ranged Coulomb potential vy, which
would be a too crude approximation for the Ursell function : though lim. .5 ¢, has the same
amplitude 3e? as vy, it is a short-ranged function with a characteristic scale k oc /(3e?).

IV.5 Scaling analysis in the weak-coupling limit

In the weak-coupling regime of interest, the particle density p,(z) at leading order in ¢ is
equal to its value p9(z) in an ideal gas submitted to the external potential corresponding to
the self-energy —Ac? /4x of a charge in the presence of a wall with an electrostatic response,

Pi(z) = zq exp (Ae? /4x) (IV.95)

According to (IV.48) and (IV.8), the small dimensionless coupling parameter inside the
Coulomb fluid may be chosen as

1
Eaq = §/€1ﬁ€i <1 (IV.96)
while the coupling constant with the dielectric wall
ABe?
a V.97
m (IV.97)

can take any finite given value.

IV.5.1 Screened fugacities

In the weak-coupling regime, a simple scaling analysis may be performed in the bulk as
in the inhomogeneous situation near the wall. As a consequence of (IV.94) (1/2)3e2 (¢ —
vp)(r, r) scales as ¢, at leading order and takes the generic form

—%ﬁei (61— ) (151) = 0 {1 — L{sa(x — b); b, A)} + Ourp () (IV.98)

where the term of leading order is entirely determined by /ilgg(o)(/ilr, Kir; k1, A),

L(u;b,A) = / (;Zj:)lg [sﬁ(o)(u,wq; b, A) — oy (u, u; Q)] (IV.99)




According to (IV.69)

L(u;b, A) = / (gj:)l Z(q; b A) x bt (u: q) (IV.100)

where hi,, is given in (IV.71). By using the change of variable t = /1 + ¢% we get

5
.~ +oo 4+ 2 — —2bV12—1 o
L( —b;b,A) = / i Alt+ e e 2@ (IV.101)
1 [t + V2 — ] — Ae2VP-1

The successive changes of variables t = t' + 1 then ¢’ = v/ [2(:?: - 5)] allow to show that

(IV.102)

If b # 0 the integrand in (IV.101) behaves as 1/¢* times exp [—2(% — l;)t} when ¢ goes to +00

and L(Z — l;, l;, A) is finite for all values of  even when & approaches b. If b = 0 the integrand
vanishes as exp(—2it)/t* for large ¢t when A = 0 but it behaves as —Aexp(—27t) if A # 0.
Subsequently for b = 0, the integral diverges at © = — b = 0 when A # 0. By subtracting
the dangerous asymptotic behavior [,5(t) = —A exp [—27t] from the integrand of L and by
performing [,"° dt L(t) we get

6—2x _ ~

o=+ L(#:5,4) (IV.103)

L(E—b;b,A) = —A

where L(Z, b, A) remains finite even when 7 = b=0.
Thus, according to (IV.34), (IV.98) and (IV.103), Zl!/ proves to read

2
=] — af(r—Db A& —2k1
zZi(x) = zq €7 0(x — b) exp [ 1

X {1 — ea (k175 510, A) + Oy (52)} (IV.104)

The expression (IV.36) of Z2 differs from the expression (IV.34) of ZI!/ only by the replace-
ment of ¢; by ¢o. At leading order in £, apart from the change of x; into ko, @9 coincides with
¢1 — in other words, (IV.94) is also valid for ¢, after replacing #; by so. Thus Z1Z is given
by (IV.104) where k; is replaced by ks and &, is multiplied by x2/r1. However, according to
(IV.49),

%ga = o [L+ O(e)] (IV.105)

while L(k;x) decays exponentially fast, so that

2

z2(2) = 0(x — b)zq exp {A%e‘mfc} {1 +ea [1 = L(rom; rb, A)]

T

+O0e (%)} (IV.106)

where Oy, (%) denotes a function which tends exponentially fast to a constant of order 2
when x goes to +o0.



IV.5.2 Diagrams contributing at leading orders in ¢

The simplest diagrams contributing to p..(x) are written in (IV.40). The potential in-
volved in F°° is ¢o. First, the scaling property of ¢, at leading order in ¢, namely

63 (r,1'; hiz) = ka0 (Ko, hia’), (IV.107)
implies that, according to (IV.36) (IV.37) (IV.46) and (IV.96)

/ dr' 22 (') Foe(r;r') = O() (IV.108)

Moreover, this leading correction depends on the species only through a coefficient z,. Sub-
sequently, according to the neutrality constraint (IV.25), after summation over species, the
diagram with one bond F°¢ contributes only at next order in ¢,

3 / dr' 22 (a') Foe(r;x') = O(c) (IV.109)
v

In the same way, the scaling argument shows that
/ dr' Z2 (') [Fee(r; )] = O(e) (IV.110)

Even in the case where L is not bounded at the origin — as it is the case when ¢, > 1 — an
e-expansion can be performed for the contribution from [F°¢]? to the density representation
(IV.40) by using the following formula. Let us consider a dimensionless function f of the
variable = which involves two length scales [; and ls. f may be written as f(z/ly;11/12). We
set € = [1/ly and use the identity

00 l 00
Exp/ dr ...= Exp {/ dx...+/ dx] (Iv.111)
Ll Jb iz LJb l

When [/l; vanishes, x/ly goes to zero for all < [ but remains finite for any x > [. Thus a
basic formula for e-expansions reads

oo I/h
Exp {/b d.fl?f(ilf/lg;€):| = Exp {ll/b dz, Exp|[f(exq;¢€)]

e—0 l/li—400 /1 e—0

(IV.112)
—+00
+ EXp lg/l di’g EXp [f(f27€)] }

1/15—0 Jls £—0

We notice that only the sum of the two integrals in (IV.112) is independent from [, whereas
each integral may diverge when [/l; becomes infinite while [/l; vanishes. Comparison of
(IV.104) and (IV.106) implies that

2
zZ2(z) =z () x exp {Ag—ex@(e_z’”m - 6_2“”)] + O (za8?) (IV.113)

and a straightforward calculation leads to the result

/ d’ [Z2(a') — 20 (2)] [Foe(r; )] = O(?) (IV.114)



The basic formula (IV.112) with l; = fSe,e, and Iy = k5 allows one to show that
/ dr' 22 (1) Py (1 1) = O(2) (IV.115)

Indeed, according to (IV.39) and (IV.107), the scaling change r = I/, shows that

Fr (575 60) = 0 (Hf« — || — “2_‘7) p—Ean b2 () _ |
Eary

| N2
+ a5 F) - 52, <¢2(r; r')) (IV.116)
with €., = KaBeqe.,. Since Z12 scales as 2z, = pld, x 1/a® (where pl9, is the bulk density of
an ideal gas with the same fugacities) and

Exp Frr (8575 £0,) = O(£2,), (IV.117)

e—0

[ dr'ZB(2) Fio(r;x') is of order kya %3 = O(c2,). (See definitions (IV.6) and (IV.8).)
We notice that the same result is obtained by using the scaling change r = 3e,e,u and the
property that lim. .o Fir(cu,eu’;e,,) is an integrable function of u independent from ¢ so
that (IV.112) implies that [ dr'z (2') Fyp(r;1’) is of order (Beqeqn)?a™ = O(I®) = O(2).
In fact, the lengths b and o may also generate contributions of order 2 exp[ABe?/4b] or
g2 exp|Be? /40], where b and o are supposed to be finite.

A scaling analysis analogous to that performed in [Cor98al shows that more complicated
diagrams contribute at least at the order £? in the exponential of the diagrammatic repre-
sentation (IV.40). Eventually, in order to calculate p, () up to order ¢, in (IV.40) we only
have to consider the contribution from the diagram with one bond F°° up to order ¢

IV.5.3 c-expansion of the contribution from the F°¢ diagram

In (IV.40) the contribution from F°¢ up to order ¢ is derived from (IV.106) and (IV.37)

where ¢, is replaced by its leading value ¢§0). It is equal to the first order term in the
g-expansion of

+o0
Tz /b A7’y zye [+ wo(i 24, A)]

Y

where b = r9b and
wo(F; €0y A) () = expl238e7] 1 (IV.119)

According to the neutrality constraint (IV.25) and since the function gg does not depend on
the species v, while the integral of f(Z) times wy(Z; 4, A) gives a contribution of order larger



than [ dzf(Z), the contribution (IV.118) involves only the leading term in the potential ¢o;
it is reduced to

+oo B
B [ Y s {uwldien ) @) e [1- L. 0)] )
0l
x ¢ (%, ,q=0;b) (IV.120)

where ¢(© (2,7, q = 0;b) = 2r [e 1771 4 6—(5c+£/—25)]_
Equation (IV.120) may be rewritten as

K

! = / cc / 47T €a
3 / dr'Z3 (2! ) Fe(ryx') = — 5 <szem1—Mmﬂ;emb,A)])
ol ol

+ Oexp(e?)  (IV.121)

with
~ 7 T 1+e2 = 9
M, (Z;e4,b,A) = M(Z;0,A) + (Ine,)A ¢ Y= AL(%;0, A, el /b) (IV.122)
In (IV.122)
— fod 1 +oeo 5 ’ 5 /_9f = g
M(&5,8) = 5 / du! [e—ll’—“we—(m —%>] L(u';b, A) (IV.123)
b

and M, — M is the e-expansion at orders Ine, and (£,)° of the integral

11 [+ . o
= du’ [6"35_“ | 4 e~ @tu _26)] wo(u'; e, A) (IV.124)
v Jb

By using the basic formula (IV.112), we get the contribution of order Ine, written in (IV.122)
and the value of I,.

L(z; b, A,ﬁe%/b) = —ie_“% { (1 + 625) {ln (%) +2C -1
1
4

2 -
A <5Z)A)] +¢e*In 3} + e % ["Bi(—7) — e¥Ei(-37)] (IV.125)

where C is the Euler constant, Ei(—u) denotes the Exponential-Integral function defined for
u>0as Ei(—u) = — f;oo dt exp(—t)/t and

Alu) = % " — 1] — Bi () (IV.126)

A(u) arises from the integration of exp(—fe2A/4u’) in (IV.124)



IV.5.4 Structure of the c-expansion for the density profile

The structure of the e-expansion for the density profile can now be investigated. According
o (IV.40) and the results of the previous section

1+Z/drz2] VEC(r, 15 a,)

where z?/(z) is given by (IV.106) and F°°(r,1’;a, ) is replaced by —ﬁeaewfiggg(o)(@r, Rar’).
By using (IV.121) we get

2

Pow (T) = z (x) [1 + Oexp(€2)} (IV.127)

Paw () = 0(x — b)2ee ASemina {1 + €a [1 -L (Kaw; Kb, A)}

At e,
- Wﬁze Z%@M [1 — M, (kox; €, Kiab, A)] + OeXp(sQ)} (IV.128)

K
2 v

By definition of the bulk density (IV.23) and since L and M vanish when z goes to
infinity

(Zﬂ/ zyeygy) ATt e,
PP =2, 1+e,— > + O(e?) (IV.129)
2

According to (IV.8), the latter expression does coincide with the classical limit of the par-
ticle density in a quantum plasma where exchange effects are neglected (see Eq.(5.28) in
Ref.[ACP94] ). Moreover, according to (IV.6) and (IV.49), ks is equal to x, up to a correc-
tion of order ¢

Ky = kp [1 + O(¢e)] (IV.130)

Using the property exp[—(1+¢)u] = exp[—u] —eu exp[—u] + O (£*u), comparison of (IV.128)
with (IV.129) leads to

2
_ B _ & —2KkpT
pa('r> _pae(‘r b) exp (A Ar € )

1 _
X {1 — 56/@,3 leiL (kpx; kpb, A)

4
€a 7Tﬁz:pBe?’M (kpx; ey, kpb, A)

+ Oexp(€?) } (IV.131)

where e, = (1/2)8€2kp. M, is defined in (IV.122), while L is given by (IV.101) and (IV.103).
We recall that L(#;b, A) decreases exponentially fast as exp(—2%)/2% when & goes to oo,
while M., decays only as exp(—2)/%.

The expressions for L and M, in (IV.131) can be made more explicit with the extra
assumption

n=kpb <1 (IV.132)



whatever the value of 3e?/b may be. In particular, the condition (IV.132) will be fulfilled if
b < a, where a is the mean interparticle distance, for instance if b is of the same magnitude
as the hard-core diameter o of charges which itself is smaller than a. L(z; kb, A) is bounded

for every z, even when b vanishes, and it can be expanded in powers of rpb. According to
(IV.101) and (IV.103), L(x;b = 0, A) is directly given by

e d —2tx (1 - A2) IV.1
1 te (iVE—T A (IV.133)

i
3
Il
k=
s
Il

while

M, (Z;e4,n=0,A) = M(Z;m=0,A)+ ln(sy)%e_x
— AL(#;m=0,A,3e%/b) (IV.134)

when [, is given in (IV.125) and

(IV.135)

too 2F oy —i A2
M(i;n:O,A):/ dt {6 2te ] ( 1-4
1

-2 | prvE—1) A

IV.6 Interpretation of results

IV.6.1 Equivalent mean-field theory

The exact density profile p,(z) is related to the Ursell function h,, between species o
and v through the first equation of the Born-Green-Yvon (BGY) hierarchy equation,

(10 pa(e)) =~ (ca(e) + €2V.us(0))

dx
Oy ,
—ﬁea/dr' (; evpy(x’)hay(r,r')> a—x(r,r) (IV.136)

In (IV.136) V.. () is the self-energy (IV.14) due to the dielectric response of the wall, while
®(x) is the electrostatic potential created by the charge density profile > __ e, p,(z),

(z) = / ' v, 1) S €0 (o) (IV.137)

Let set the potential ®(z) equal to zero when x goes to +0o. When the relation between
®(z) and the corresponding electrostatic field is combined with Gauss theorem together with
the symmetries of the problem, and after an integration by parts, ®(z) proves to read

O(x) = —An / S (@ —2)> eypy(a) (IV.138)

In (IV.136) >_ eypy(2')hay(r, 1) is the excess charge density of the screening cloud around
a charge e, located at r, the excess charge being calculated with respect to the charge



density profile ) €y (). The electrostatic potential created at r” by the charge e, and its
screening cloud is

Pexea(r, ") = equy(r,r") + / dr’ (Z 4P (2" ) hay (T, r’)) vy (', ") (IV.139)
v

A mean field approximation amounts to assuming that

QoY (r,r") = eaM (r,1") (IV.140a)

exc,x

B (r,1) = —Beaey ¢ (x, 1) (IV.140b)

By inserting these approximations into the definition (IV.139), we obtain the well-known
mean-field equation

oM (r,r") = vy (r,r” ﬁ/dr <Z espy (7 )vw r, v’ )M (' ") (IV.141)

In order to use (IV.141), we rewrite the integral in (IV.136) by means of the trick involving
the Dirac distribution o (r,r”),

/ dr’g(r,r’)g—i(r,r') - / dr” 6(x — r”)% ( / dr’ g(x" 1) f(r,r’)) (IV.142)

Then the mean-field approximation of the integral in (IV.136) proves to be equal to

Bei 0

22 07 = v, (x. 1) (IV.143)

Finally, since €2V, (z) = (€2/2)[vy — vp)(r, ) while p, () tends to p2 when z goes to +oo,
the mean-field density profile pS" (x) proves to read

P () = pi exp [0l V.S (2) — Bea®™ (x)] (IV.144)
with
VS () = £ (6% — ) (rx) — lim L (6 — ) (x.1) (1 145)

The argument in the exponential may be interpreted as  times the work given by an operator
to the system in order to put a charge e, into the Coulomb fluid at r, make it cross the
potential drop ¢“*(z) from = to +oo and then get it back from the bulk. In the following,
we set

CM

2" (@) = po exp [~ B Vi(2)] (IV.146)
Explicit calculations can be performed if the contribution from ®(x) to
P () = 25 (w)e et @ (IV.147)
is linearized

pM M (@) = 25 () [1 = Bea @ (z)] (IV.148)



By inserting this linearized mean-field expression into the Poisson equation, which reads
A®(z) = —Am 3 eyp,(2'), we find that

- 4ﬁﬁz e2 25 ] QM) = —4m Y e, 2 (x) (IV.149)
v
As a consequence,
q)C]\l,lin(x> — /dI‘l ¢C]\1, lin(r’ I'/) Z 6ﬂ/25M (JI/) (IV150)
v
where ¢*!(r ') is the Green function solution of
[Ar — &2 1+ U(r)]] 97" (r,1') = =476 (r — 1) (IV.151)
with
47?5
o Z va v 1} (Iv.152)

According to the discussion in section IV.4
oI — 6O (kpr, Kpt!) [1 4 O (€)] (IV.153)

In the same way (IV.153) also holds for ¢ defined in (IV.141) and which obeys equation
(IV.151) where pP2"(z) in U(r) is replaced by p, ().
Eventually, comparison with the results found in section IV.5 leads to the identifications

QMlin(z) = 27T6 va@ M., (Kpx; 4, kipb, A) + Ouyy (€7 B€2) (IV.154)

and VS""™(z) coincides with our V(z) defined in (IV.10)

Be2Vormin(y) = ¢, L(x) + O(e?) (IV.155)

«  self

More precisely, according to the link (IV.103) between L and L,

ngéu hn(:L’) _ _?6—25Dx + Kp

- 5 — L(kpx; kpb, A) + Oexp(€2/8€2) (IV.156)

IV.6.2 Generic global properties

First we recall that in the generic case the local neutrality valid in the bulk is destroyed
near the wall,

Z eapa(r) £ 0 (IV.157)

«

and there appears an electric layer which is responsible for a potential drop ®(x) between
each point and the bulk. Since we have set ®(z = +00) to zero, the potential drop across
the electric layer in the vicinity of the wall defined in (IV.137) can be calculated from the
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Figure IV.6: Profile of the electrostatic potential ®(z) in the limit ABe?/b < 1 : we consider
kpb = 0.1. &g = = > BelpB/ky. M, in (IV.122) does no longer depend on + in the limit
ABe? /b < 1. The values of ¢, are displayed in the figure.

profile density through (IV.138) with the result given in (IV.154). M is a positive function,
whereas M., — M may have any sign. Thus the profile of ® depends on the composition
{€y, py}y=1,.. n, of the Coulomb fluid and on the value of A. For instance, when r,b < 1,

Pz =0) = —% poel {(1 — A J(A)

A Abe;
+5 [ln(3ﬂpﬁ€3|A‘/4>_l+QC+A( fbev)]

+ O(g; kpb) } (IV.158)

In (IV.158) O(e; kpb) denotes a term of order either € or x,b, and

1 s
TN {—%+(1+2A)ln3

RS Ay 4 ! —A <1+\/Z>} (IV.159)

J(A)

A VA 1—-vVA

An example for the profile ®(x) is drawn in Fig. IV.6.

However the local neutrality ) e.po(z) = 0 holds in the specific case of a charge-
symmetric plasma in a symmetric state. We use the following definitions. A charge-symmetric
fluid contains equal numbers of positively and negatively charged species and the set of
charges is invariant under inversion of charges. In the special case of a two-component plasma
made of charges +e and —e, the latter charge symmetry combined with the neutrality relation
(IV.24) implies that p¥ = p”. On the contrary for a charge-symmetric plasma with at least
four species pZ # p®, in the generic case. However, in some situations (for instance when
two different salts made with monovalent ions are dissolved in water) the system is prepared
in a symmetric state; the bulk density parameters are chosen to satisfy

pa " = pZd™ (IV.160)



In such a symmetric state, the symmetry of the Hamiltonien under inversion of charge signs
enforces that at any point z

D eap™(x) =0 (IV.161)

and, subsequently, according to (IV.137),
Y™ (1) = 0 (IV.162)

In a symmetric state, a charge-symmetric Coulomb fluid does not build any charge density
profile or any electrostatic potential difference with the bulk.

A dielectric wall remains globally neutral in the presence of a Coulombic fluid and may
only acquire macroscopic multipoles depending on the geometry of the dielectric sample. As
a consequence, we expect that

+00
Qe < +00) = / dx Zeapa(m; €w < +00) =0 (IV.163)
0

«

The global charge of the system derived from (IV.131), and calculated in the limit x,b = 0,
indeed vanishes in agreement with (IV.163). Besides, according to (IV.138), the fact that
®(z = 0) # 0 means that the dielectric layer carries a nonvanishing dipole though its net
charge is zero.

Finally, we turn to the so-called contact theorem which gives the difference between the
bulk thermodynamical pressure P® and the kinetic pressure on the wall k;T' > pa(z =b).
According to the first equation of the BGY hierarchy (IV.136) and since v, (r,r’) depends
only on r — r’ (cf. Ref. [CC81a]),

1 Foo avself
B:B%:pa(x:b)_/b da’ Zpo‘ eax/ ](33)

+0o0 “+oo _
- / dz’' / dz" / dywilb(x’,x”,y) (IV.164)
b b ax

X Y atypa(@)py (a”) [L+ oy (', 2", y)]

On one hand, up to order ¢, the bulk pressure PP is just the sum of the ideal-gas pressure
plus the Debye correction [DH23|

3
K
— Za:pg — ﬁ + O (¢’ 1ne) (IV.165)

On the other hand, it can be shown from a diagrammatic analysis that the part of h,., which
does contribute to the integral in (IV.164) at order ¢ is only

—Beqertind® (kpr, kpr') (IV.166)

After our explicit expressions have been inserted into the r.h.s. of (IV.164), a straightforward
calculation, which uses the basic formula (IV.112) in order to handle properly the self-energy
contributions to p,(x), allows one to check that (IV.165) is retrieved up to order ¢ in the
limit where x,b vanishes.



I1V.6.3 Generic properties of the profile density

The profile density is ruled by the competition between three kinds of effective interac-
tions, as exhibited by rewriting the density profile (IV.131) by means of (IV.144),(IV.154)
and (IV.156) with the result

62 672ﬁ T /Ay
pala) = pRedsce o i

X {1 — ﬁeiﬁ—;ﬂ(/ﬁjx; kpb, A) — Beo®(x) + Oexp(€2)} (IV.167)

The interpretation of (IV.167) is the following.

First, e, ®(x) is the interaction between a charge e, and the charge profile density in the
electric layer. The other two interactions will be qualified as the two parts of some screened
self-energy, because they are proportional to €.

Second, exp(Afe? exp(—2kpx)/42) is the effective Boltzmann factor associated with the
part of the screened self-energy created by the electrostatic response of the wall. The effect
of the corresponding attractive (A > 0) or repulsive (A < 0) interaction with the wall
cannot be linearized. Indeed, when the dielectric wall is repulsive, the density vanishes as
exp(—|Al|Be?/2b) when b goes to zero. Since the hard-core repulsion is spurious when A < 0,
we can set b =0 and

pPa(r=0,A<0)=0 (IV.168)
On the contrary when A > 0, the density blows up as

pa(z=bA) ~ pPexp {%Z_W)} 1+ 0O(e)] (IV.169)

b—0

Third, the part of the screened self-energy which exists even in the absence of any elec-
trostatic property of the wall (namely even when A = 0) is (k,/2)L(kp; kpb, A); it arises
from the “geometric” repulsion caused by the mere presence of the wall. Indeed, by deforming
the screening cloud ( with a net charge —e,) surrounding any charge e,, the wall hinders
the stabilizing effect of Coulomb interactions, as exhibited clearly in the following subsection
about the plain hard wall.

The total screened self-energy is equal to

e2VE(z) = €2(kp/2) L(kpx; kpb, A) (IV.170)
according to (IV.103). Its decay at large distances €2 exp(—2k,)/4x (given by (IV.102)) is
independent from A and is positive : far away from the wall, the screened self-energy is a
repulsive effect, even if the electrostatic response of the wall upon one charge is attractive
(A > 0). The contribution from the complete screened self-energy €2V to p,(z) — p2 is
drawn in Fig. IV.7.

Moreover, as far as the density profile of one species is concerned, the exp(—2x,x)/x tail
of the screened self-energy is always overcome by the effect of —e,®(z), which only decays
as exp(—kpx), at large distances from the wall,

D) ~ Bye 0T (IV.171)
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Figure IV.7: Contribution from the complete screened self-energy e2 V., to the profile density.
In the case of a symmetric two-component plasma of charges e and —e, p,(z) = p_(z) = p(z)
and "% (z = 0) while p(z) = p® exp [-3e?V:s(x)]. In Fig. IV.7:a, where ¢, < 1, both the
electrostatic and geometric repulsions from the wall make p(x) < p”. Fig. IV.7:b, where
€w > 1, displays the competition at short distances between the electrostatic attraction to
the wall (which gets larger when ¢, increases) and the geometric repulsion from the wall. In
Fig. IV.7:a, kpBe? = 0.1 and kpb = 1075 whereas in Fig. IV.7:b, x,8¢? = 0.01, xpb = 0.1
and the values of €, are written in the figure.

The sign of ®,s depends on the composition {e., p5},—1

) _
o — 2 S 0B { Mg (b, A) + [M, — M] (& = 052, kpb, A)} (IV.172)
ol

n, as well as on k,b and A. Indeed

goos

Rp
where, in the limit n = kb = 0, M, is obtained from (IV.135)

_ 1 1-—A2
My(n =0,A) = { T

SSTra )|y (2R3

V3
(1-4%

+2 A

In(1 — A)} (IV.173)

In an asymmetric plasma or a charge-symmetric plasma with at least four components and
in an asymmetric state

PV (z) o~ pB[1— BegPase Y] (IV.174)

Tr—-+00

whereas, in a symmetric two-component plasma or in a charge-symmetric plasma with more
than two components and in a symmetric state (see definition (IV.160)) ®(z) = 0,

6—2/*€D$:|

4z

P ()~ pa {1—562 (IV.175)

r——+00

However, because of the bulk local neutrality, the influence of ®(x) at large distances disap-
pears in the total particle density > p.(z) even in the case of an asymmetric plasma

2 —QRDIE —3I£D(E
B Kp e e
o ~ - — @ IV.176
S, Y- g o () (1v.176)




The total particle density is submitted to an effective repulsion far away from the wall. On
the contrary

/€2

Zeapa(x) ~ =2, e "D (IV.177)

r—+00 47T

When approaching the bulk region, the charge density vanishes with a sign ruled by the
composition of the Coulomb fluid.

IV.6.4 Case of a plain hard wall (¢, = 1)

In this case the profile density is ruled only by the competition between Coulomb inter-
actions in the fluid and the geometric deformation of screening clouds by the impenetrable
wall. According to (IV.167), the expression of the density profile is reduced to

P (z) = pB {1 — Be? —LHW (kp(z — b)) — ﬁea(I)HW(x)} (IV.178)
In (IV.178), L™ can be explicitly calculated from (IV.101) with the result (see [Jan82a])

1 1 1 1
2u  u?  2u3

LHW(U) _ 6—2u |:_ +— 4 — EK2(2UJ) (IV179)

where K, is a Bessel function. According to (IV.134), M*" is reduced to M™% (z). Thus
M*™" is independent from the species v and, according to (IV.154),

273 (Z7 p563> i}

Y (1) = — MY (5 (z — b)) (IV.180)

Rp

where M"" depends on kp(x — b) since it is defined in terms of L”% (k,(z — b)) through
(IV.123). Its expression at u = k,(x — b) coincides with (IV.135) when A is set to zero,

() — oo e M _ opeu 1
M) /1 dt{ 1—(2t)? }(t+\/t2—1)2 (v-181)

The large-distance behavior of (IV.181) reads

- 1
M () ~ 3 [ln?) 24 %} e (IV.182)

We notice that, according to the bulk local neutrality (IV.24),

Zpgw Z B_ Fp W (kp(x — b)) Zpg (IV.183)

Since L"" is a positive function, the total particle density is lower than its bulk value at any
point : the total particle density undergoes a repulsion at any distance. The charge density
profile also takes a simple form near a hard wall

> eapl(z) = —p <Zp ) O LY (kp(a — b)) — MY (kp(x — b)) (IV.184)
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where M"" is proportional to ®*" according to (IV.181). We have checked that (IV.184)
agrees with the result (32) in Ref. [Gue70]. Since L™ (0) = 1/3, L™ (0) > M™ (kpb; kpb)-
= [ln3 +1-— 7r/\/§] /8, while L"™ and M"" are positive functions of = which decay res-
pectively as exp(—2k,x)/x and exp(—kpx) when x goes to infinity, the expression (IV.184)
implies that the charge density profile is at least a double layer and the sign of the charge
density at the wall is fixed by the sign of - pPe? (in the considered weak coupling regime),

(Z pgei) Z eapi™(x =10) <0 (TV.185)

The interpretation of (IV.185) is the following. If the magnitudes of positive charges is far
larger than those of negative charges, then the layer at the contact with the wall is negatively
charged. Moreover, since M*""(0) is positive, (IV.180) and (IV.185) imply that

O (z =) eapt™(x=10)>0 (IV.186)

«

(IV.186) ensures that if we define the electrostatic capacity of the electric layer as the ratio
Yoo €api¥(x = b)/P"™ (x = b), this capacity is positive, as it should.

First we turn to the specific case of a charge-symmetric plasma in a symmetric state.
The local neutrality (IV.161) and the vanishing of ®(z) (IV.162), which are valid whatever
the strength of the coupling inside the plasma may be and for any value of the densities, are
retrieved at first order in € from our expressions. Indeed, according to (IV.180) and (IV.184),
> Palz) and @V (z) are both proportional to > pPe? and this combination vanishes in
any charge-symmetric plasma in a symmetric state. In a plasma with an even or odd number
of species, for a particular set of densities which satisfies the constraint

> el =0 (IV.187)
Y

the properties (IV.161) and (IV.162) happens to be valid at first order in €. As a consequence,
according to (IV.178) at any point

P (@)ls ppes—o < Pa (IV.188)

whereas, when (IV.187) is not met, the latter property is only valid for the total particle
density > pZ"(x), as shown in (IV.183). The result may be interpreted as follows. According
to (IV.144), when ®(z = b) = 0, the ratio p" (z = b)/pE is only determined by the difference
between the effective self-energies (e2/2)[¢ — vp](r,r) at the wall and in the bulk. According
to the fugacity expansion (IV.128) of the density, when }°_ pPe? = 0 the effective self-energy
in the bulk, which is equal to —e2r,/2, is lower than its value at the hard wall, namely
—e2kp/3 : the charge surrounded by its screening cloud with global charge of opposite sign
is more stable in the bulk than at the plain wall. A simple reason for this effect is that
for all species Coulomb screening is less efficient when polarization clouds are deformed by
the presence of the hard wall. As an illustration, we consider a symmetric two-component
plasma made of charges e and —e. According to charge-symmetry p,(z) = p_(z) and the
profile density is drawn in Fig. IV.8:a.

Second, we investigate the case of plasmas which are not in a charge symmetric state
and we consider the generic case where ZV pgei # 0. Then, already at leading order in &,



O (z) # 0 and ), eapalz) # 0. If 3 ped > 0 then "V (z) < 0 for all 2 . Then for all
negatively charged species o~ at any point, according to (IV.178),

P () < pi- (IV.189)

because the geometric and electrostatic effects are both repulsive for them. For positively
charged particles, since |L”" (z)| decays faster than ®"(z), the attractive effect of the
potential drop overcomes the wall repulsion at sufficiently large distances, and p”} (x) — P2
becomes positive a priori at least at some distance xy before decaying to zero when x goes
to oo

pi¥(x) — piy >0 for x>z (IV.190)

The result of the competition between the two effects is given by the density on the wall,
which reads

1 3>, 050 7
P (x=0) =pB 1 — =Prp |2 —eqoatT L (In3+1— — IvV.191
( ) 6 D 427/ piﬁi/ \/g ( )
HW

The sign of p"(x = b) — pP depends on the particular composition of the plasma.

More precise results about the layer structure of p”"(x) — p2 can be obtained in two spe-
cial cases. First, in a two-component plasma made of charges e, and e_, the local neutrality
in the bulk (IV.24) enforces that

pi%):pi{l L (o 0) - |14 5 MHW<KD<x—b>>}} (1v.192)

The argument displayed after (IV.184) shows that if e; > |e_| p¥"(z) < p¥ in a strip
b < x < zy whereas p!"(z) > p8 for all z > x, (see Fig. IV.8). As a conclusion, at leading
order in ¢, the wall repulsion still overcomes the electrostatic attraction arising from &7V
for the positive charges near the wall and the profile density p" (x) — p7 has the structure
of a double layer. This can be seen in Fig. IV.8:b. The double layer of the charge density
profile is drawn in Fig. IV.10.

At last, we briefly discuss the case of a three-component plasma with Zv 6,3;p,1$ > 0 and
which is made for instance of species e; > 0, e2 > 0 and e3 < 0. Then p3(z) < p§ according
to (IV.189). However, according to (IV.192), the composition {p¥,e,},—1, ., of the fluid
may happen to be such that the electrostatic attraction of positive charges overcomes the
geometric repulsion from the wall at x = b, at least for the species which carries the positive
charge e; with the lowest magnitude, for instance e,. Indeed, when » N p?ei > (), the repulsion
of positive charges from the wall is proportional to €2 (times L*"), whereas the electrostatic
attraction is only linear in e, (and proportional to ®*" < 0). Then py(x = b) may happen
to be larger than p5 in spite of the wall geometric repulsion. (If po(z = b) < p§ then
p1(x =0b) < p7, according to (IV.185) and the neutrality condition (IV.24), and p;(x) — pf
contains at least a double layer.)

IV.6.5 Dielectric wall

The generic properties of the density profiles when €, # 1 have been discussed in subsec-
tion IV.6.3. Here we consider an asymmetric two-component plasma with e, = —2e_ and we
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Figure IV.8: Density profiles in a two-component plasma near a plain hard wall. If the plasma
is symmetric (Fig. IV.8:a) ®""(z) = 0 and only the geometric repulsion from the wall is
involved. The curve is the same as in Ref.[Jan82b|. If the plasma is charge asymmetric
with e, = 2Je_| (Fig. IV.8:b), ®"V(z = b) < 0 = &""(z = 4o00) and the competition
between the geometric repulsion from the wall and the attraction to the wall by ®”"(x)
for positive charges results into a double layer structure for pi(z) — p%. In Figs IV.8:a and
IV.8:b k,Be? = 0.01 and k,b = 0.1.

comment briefly the corresponding figures. The three effects discussed in subsection 1V.6.3
interplay.

First we turn to the density profiles. When ¢, < 1 the electrostatic repulsion from the
wall makes all density profiles at the wall (z = b) vanish exponentially fast when b goes to
zero (see Fig. IV.9:a).

When €, = 1 the density at the wall (z = b) differs from its bulk value only by a term of
order € = kp3e®/2 (see Fig. IV.7:b).

When €, > 1 the density at £ = b increases as €, gets larger because of the electrostatic
attraction to the wall (see Fig. IV.9:b). Subsequently, the difference p,(x) — p?, which has
a double-layer structure when ¢, < 1, exhibits a threefold-layer structure when ¢, becomes
sufficiently large.

The charge density profile C(z) = e, p,(z) + e_p_(x) obeys the same evolution when ¢,
varies. If ¢, = 1, the condition p e? + p_e? > 0 implies that ®”"(z = b) < 0 and enforces
the double layer © @ shown in Fig. IV.8:b and discussed after (IV.184). This double layer
arises from the balance between the electrostatic force associated with ®(z) and created by
C(z) itself and the geometric repulsion from the wall due to the deformation of screening
clouds. When ¢, < 1, the extra electrostatic repulsion from the wall does not destroy the
double layer and only enforces the vanishing of C'(z) at z = 0 when b = 0 (see Fig. IV.11:a).
When ¢, > 1, in the case of positive charges, the electrostatic self-attraction to the wall
competes with the opposite effect of ®(x) and for high enough values of €, C(z) contains
three layers @ © @ (see Fig. IV.11:b). When ¢, becomes far larger, the electrostatic self-
attraction to the wall is so strong that the sign of ®(x) at large distances changes and again
there appears a double layer & © but with signs reversed with respect to the situation when
ew = 1 (see Fig. IV.11:c).
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Figure IV.9: Density profiles in an asymmetric two-component plasma (e = 2|e_|) when ¢,
varies. In Fig. IV.9:a, k3¢ = 0.1 and x,b = 107°, whereas in Fig. IV.9:b, x,8e? = 0.01,
kpb = 0.1 and the values of €, are given in the figure.
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Figure IV.10: Double layer of the charge density profile C'(x) = e p.(z) + e_p_(x) for
the asymmetric two-component plasma already considered in Fig. IV.8. > N pg’ei > (0 in
this case and inequality (IV.185) can be checked.
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Figure IV.11: Charge density profiles in the same two-component plasma as in Fig IV.10. In
Fig. IV.11:a , kp3e? = 0.1 and xpb = 107° and in Figs. IV.11:b and IV.11:c, k3¢ = kpb =
0.1.



IV.7 Comments

IV.7.1 Limiting case of the OCP

The density profile for a one-component plasma (OCP) can be derived from the expression
obtained for a two-component plasma by the following trick already tested in Refs. [AP96,
Cor98a|. In order to describe a OCP where moving particles carry a positive charge e in
a neutralizing uniform background with density p, we start from a two-component plasma
with e, = e and p, = p and we take the limit where e_/e, vanishes while e_p_ = —e, p,
is kept fixed.

The general expression (IV.131) tends to the limit

Aﬁ€2€_2RDI:|

pocr = pO(r —b)exp { iz

X {1 — %ﬁHDGQ [E(K/DZE§ Kb, A) - MOCP(K'D@"; BKJDGQ/Qa Kpb, A)} } (IV'193)

where k, = /4mBpe?, L is defined by (IV.101) and (IV.103), while M,¢, is equal to the
function M, defined in (IV.122) and (IV.123) when ¢, = kp3e?/2. The potential difference
with the bulk is

1
Doop = —émDeMOCP(me; Brpe? )2, kpb, A) (IV.194)
We recall that (IV.193) can also be rewritten as
Pocr(x) = pB(z — b)e V@) [1 — Bedyop ()] (IV.195)

where V3¢ (z) is given in (IV.10). Moreover, we notice that, by using (IV.10), the definitions

self

(IV.123) and (IV.124) in the case of M., may be rewritten as

1 +oo sc (7! Gl 5479 g
5/ di‘l |:6_’Be2vself(z) _ 1:| |:€—|(E—:E | + 6—($+.’E —2b) — ﬁeq)ocp(x; b)
b

+0(e%) (IV.196)

IV.7.2 Comparison with previous results

The expression (IV.193) is valid at any distance from the wall and for any value of A and
kpb. Let us see how it can be compared with the expression (3.21) in Ref.|[Ala83| obtained
in the case A < 0 and b = 0, and for distances x > (e%. (The expressions in Ref.[Ala83] will
be denoted by a superscript *.)

Alastuey starts from the BGY equation (IV.136) and directly replaces the Ursell function
by its Debye approximation —3e%k,¢® (kpr, £,r'; A). The equation (3.17) in Ref.[Ala83] —
which is analogous to our equation (IV.149) — involves the screened self-energy calculated at
leading order as in the present paper and given in (IV.155)

VS (x) = eL(kpx; =0, A) (IV.197)

self



However the equation (3.17) in Ref.|Ala83]| is solved only for distances x > (3e* which are
large enough to allow one to replace U(r), defined in our equation (IV.152), by zero. The
corresponding approximated ®7 ., is solution of

oCP
d2 2 SC* (5
g1 Poor ~ WbPocp = — e P (1V.198)
e

Therefore, according to the result (IV.94) of our analysis of the non approximated equation
(IV.152), the expression of ®% ., given in Eq.(3.20) of Ref.[Ala83] coincides with our formula
(IV.196). According to the Poisson equation which relates ®} ., and the charge density

elp(z) —pl
Pocp(@) = p | PV W) — Bedy (2 )] x> e’ (IV.199)

Eventually the result (IV.199) does coincide with the x > (3e¢® limit of the expression
(IV.195) which is valid for any z. Our ability to handle with all distances relies on two
progresses with respect to the approach of Ref.[Ala83|. First, we extract from the expression
of e2V:¢*(x) the part which diverges as the bare self-energy Ae? /(4x) when x approaches
the wall and which enforces the vanishing of the density at the wall when b = 0. Second,
we are able to disentangle this short-range effect from the long-range exponential screening

through our systematic method of expansion introduced in subsection 1V.4.6

IV.8 Appendix A

In this appendix we show that, when U;(Z) vanishes at large distances at least as fast as

1/, H;"*(Z) is the only solution of the integral equation (IV.76). H;"*(z; /1 + ¢2, b) obeys
the nonhomogeneous differential equation

d2flj+ d +
772 —2y/1+¢?

d”’
and satisfies the following boundary conditions

H (b \/1+ ¢2,b) = 0 (IV.201)

~ U(Z)H = Uy(7) (IV.200)

J

and

lim e #V1+?e H (3501 + ¢2, b) =0 (IV.202)

T—-+00

By using the extra change of function G;(Z) = exp [—2:?:\/ 14+ QQ] deJr/d:% the problem

is reduced to a first order differential equation which relates dG;/dZ to H. The formal
integration of the latter equation leads to the relation

HF (/11 0) = a0 + eV ¢, [1 +H5 21+ ¢, 6] (IV.203)

where L, is the linear operator defined in (IV.77).
When U tends to zero at least as fast as U/ when 7 goes to infinity (with Uj a constant),
the boundary conditions (IV.201) and (IV.202) imply that the integration constants ay and



ay are in fact equal to zero in the case of Hj+* . Indeed, the hypothesis about U; means that
there exists some 7y such that

Vi > g |UE)| <2 (IV.204)

On the other hand, according to (IV.202), for any given real M > 0 there exists some 7
such that

VE > 2 (M) e VI + ()] < M (IV.205)

Since exp(yv) is an increasing function of v, (IV.204) and (IV.205) combined with properties
of integrals lead to the inequality

)ch 1 H 2T (:z)‘ < Lpy |1+ 52014 8] (32)
+ MUV Ly, [1; Vit &, @} (#) (IV.206)

with Zo = sup(Zo, Z1). In (IV.206), the left term in the upperbound is independent from Z
while the right term can be calculated explicitly. An integration by parts leads to the result

L1 [159:8] @) = = [1n(32) + By )| (1V.207)

where B(vZ; 75) is a continuous function of T which has a finite limit when T goes to +o0
and which tends to —Inb when Z approaches the value b. Indeed,

B(y#;yb) = — [eﬁEi(—Vi) — e”z’Ei(—VI;)} — In(vb) (TV.208)

where Ei(—u) denotes the Exponential-Integral function defined for v > 0 as Ei(—u) =
—f;oo dt exp(—t)/t. As a consequence of (IV.206) and (IV.207), in the large-z limit

exp(—22+/1+ ¢*)Ly; [1 + H,"] vanishes as well as exp [—2@/1 + qﬂ H." (according to -
(IV.202)) so that a; in (IV.203) proves to be zero. Then the definition (IV.77) together with
the choice (IV.201) enforce that ag is also equal to zero.

IV.9 Appendix B

In the present appendix we study the structure of the e-expansions of the functions H,
defined by the series representation (IV.78).

IV.9.1 Bounds for the Hy,’s

According to definition (IV.77) and integration properties, the linear operator £, defined
in (IV.77) has the following properties,

1Lo[f1] < L[| £]] (IV.209)

Ul <U" = LylIfl] < Lo [ 1] (IV.210)



and
0<f<g = 0<Lylf] <Lylgl (Iv.211)

Therefore, by a recurrence argument, the series representation (IV.78) of H, leads to the
following result

if U] <U' then |H,|<H_y (IV.212)

In the present appendix we will omit all irrelevant indices and coefficients and we consider
only the prototype functions

Uy(Z;¢) = ePDar — 1 (IV.213)
and
Ug(f; £; b) — F(@ed) _q (IV.214)

where F(#;¢,b) is a continuous function of 7 in the interval b < & < 400, which is bounded
by a function as follows, for all £ > b :

)F(:z; e, 5)) < Mr(c/b)g(7) (IV.215)

where ¢(Z) is a continuous function integrable in the interval [5, +00 [ Subsequently for all

>0

S

F(i;e,0) < Mp(e/b)M,(b) = Ma(e/b, b) (IV.216)

where Mg(é) denotes the upper bound of g in the range b < 7 < 4oc. Bounds upon the
potentials U;’s are derived by noticing that for all reals v

b 1] <
e < |v
{ (‘) < elol _‘1 < Ju]el (IV.217)

((IV.217) is a direct consequence of the series representation of the exponential.) (IV.217)
implies that

1
|Uy(Z;¢)| < U™ = e1~ (IV.218)
where e, = eM;(¢/b, A) and
b A Ace .
M1(€/b, A) = 562 b if A>0 (IV219a)
- % if A<0 (IV.219b)

Besides, if the sign of F'(Z) depends on Z, F'(Z) may be written as F(Z) = F. (%) — F_(%)
with F, (&) = F(&) if F(%) > 0 and F, (i) = 0 otherwise, while F_ (i) = —F() if F (&) <



0 and F_(Z) = 0 otherwise. With these definitions |F(Z)| = F, (%) + F_(Z). Using the
decomposition

e —1= (e —1) e + (e = 1) (IV.220)
together with (IV.215) and (IV.217), we get
Va2, B)] < UP™ = cag(d) (1V.221)
where £, = eM,(¢/b,b) and
M (e/b,b) = Mp(2/B) exp [eMF(g/B)Mg(é)] (IV.222)

The bounds (IV.218) and (IV.221) about the U;’s ensure that, according to (IV.212)
Hy, <H_., and Hy, < H_.,, (IV.223)

As shown in the following, some information about the structure of the e-expansions of the
Hy’s can be derived from (IV.223). In particular in both cases, the linearity of integrals

n

ensures that the n'! term in the series (IV.78) for H —ymex is exactly of order €7, which is

not the case when U(Z,¢) is not a linear function of .

IV.9.2 c-expansions of bounds for the H,’s

First we consider H__,. A mere integration by parts allows one to show that when g(t)
is positive, integrable at large ¢ and continuous for b < ¢ < 400,

£,1)(#) < /b o) = 6y (IV.224)

Since L£_.4[1] = —eL,[1], a recurrence argument proves that the n® term in the series

~ n
representation (IV.78) of H_., is a positive function of x which is lower than [eG(b)] .
H_.,(%) is lower than a geometric series which can be resummed with the result

H_ (i) < eG(b)

Sl (TV.225)

Therefore H_.,(Z;e,b) can be written as an e-expansion whose coefficients are bounded
functions of

H_ (%) = f "G (7 D) (IV.226)

with G,,(#;b) < G,(b) for all & > b.

When U(Z) = ¢/ the starting equation (IV.200) satisfied by H,, is exactly solvable and
the formal series (IV.78) must coincide with the e-expansion of the explicit exact solution.
More precisely, exp(—z) [1 + H.;(z)] is a solution of the stationary radial Schroedinger
equation for a quantum state with zero angular kinetic momentum and a negative energy -1,
in the Coulomb potential —¢/r in dimensionless units, and with boundary conditions (IV.201)



and (IV.202). ( (IV.201) is different from the corresponding condition in a Hydrogen atom.)
The equation is
d*h
dz?

The solutions of (IV.227) are well-known : with the boundary conditions (IV.201) and
(IV.202)

+ E _ 1} h=0 (IV.227)

L+ H. () = Ale, 5)65_5W5/2,1/2(2f) (IV.228)

_ 91
where A(e,b) = [Wa /2.1 /2(26)] and W is the Whittaker function. Up to a normalization
factor

~1€e/2
2
x} (IV.229)

+o0o
Wej2,1/2(27) o / dt exp(—t) [1 + "
0

The structure of the e-expansion of H., can be derived either from the e-expansion of
the above integral representation of W,y 1/2(2%) or from the series representation (IV.78)
which is also an e-expansion of H.,;, since the n'" term is exactly of order " because of
the linearity property of integration. We choose to exhibit the second derivation in order to
illustrate how the series representation provides information. A recurrence scheme using an
integration by parts and the fact that £y [f(vt);7,0(2) = (1/7)L1s:lf(£); 1,7D](y#) allows
one to show a generalization of (IV.207) for v = 2,

p
(In22)" "+ " Ay (In28)" + B,(&, ) (IV.230)

n=1

Lue [ 20752,5] (2) = 5075

where B,(#,b) is a bounded function of # when Z > b. Since the nth term in the series
(IV.78) for U = €/t is exactly proportional to ", a recurrence scheme readily shows that
the structure of the e-expansion of H,(Z) reads

+oo ~\ N
1 /In2 -
Hop@) =Y e b ( n2 ”3) b by (In27)" " + by In(27) + B2 (#, D) (IV.231)
n=1 :

In (IV.231) BZ(%,b) is a function which is bounded for # > b and the coefficient at every
order & vanishes when 7 = b (because L,[f](Z = b) = 0). This coefficient diverges as
(1/n!) (In(2%)/2)" at large = and the summation over the leading asymptotic behaviors at
all orders in € can be performed explicitly with the result

H. (7)) ~ e2@D = (25)%/2 (IV.232)

T——+00

The asymptotic behavior (IV.232) indeed coincides with the leading large-distance behavior
of the explicit solution (IV.228) derived by using the integral representation (IV.229),

W1 a(28) ~ (28)72e |1 ST 4o ( ! )} (IV.233)

T——+00 8T 532



IV.9.3 Exact solution at first order in ¢

First, the fact that the upper bounds U/™*(%;¢;,b)’s upon the Uj’s are of the form

Uvjmax(i,; &, b) — Ej‘/jmax(i') (IV234)

(where £; and £, are defined in (IV.218) and (IV.221)) allows one to show that

+00
Hy = —Ly[1]+ ) "a;(&:e,b) (IV.235)
n=2
with for all z > b,
ayn(i52, )| < [Mi(e/0,5)] " Ap(@,57) (IV.236)

where the M;’s are defined in (IV.219a) and (IV.222). In (IV.236) A;,(z;e,b) does not
diverge faster than (In#)” when # goes to infinity, while A, (#;b) is a bounded function of
i for all £ > b. The demonstration is the following. According to the series representation
(IV.78) for Hy,, the inequalities (IV.209) and (IV.210) together with the proportionality
relation (IV.234) lead to

Hoy 4 £o]] £ 3 1Ly Lo o [ Lop]] -+ (1V.237)
n=2

where the coefficient of £} contains n operator Lymex. (IV.237) implies that the sum in

(IV.235) indeed starts at the order £2. Moreover, according to (IV.78), the right term in
(IV.237) may be written as

E2L e [Evjmax [H_Ujmax + c_Ujmame (IV.238)

The explicit structures of the ¢gj-expansions (IV.226) and (IV.231) for the
H_ymax’s together with the results (IV.207) and (IV.224) for £_ymex imply that

+0o0
|Hy, + Loj[1]] <) et Ay (@07 (IV.239)
n=2

where the A; , have the properties given after (IV.236).
Second, we show that the e-expansion of Ly [1] — L, [1] starts at order £?, where the
J

linearized potential Ujlin is the first order term in the expansion of the exponential involved
in the definitions (IV.213) and (IV.214) of the U;’s. More precisely

Loy[1] = Lom[1] + e’Ry,(%;¢,b) (IV.240)

where for all & > b, Rp; is a bounded function of Z and the dependence of its bound
My, (¢/b,b) upon ¢ is entirely contained in M;(e/b) if j = 1 or in [Mp(g/b))? exple My (e /b)-

M,(b)] if j = 2. (IV.240) is derived as follows. First we notice that

Lo,[1] = Lym[1] = Ly, _ym[1] (IV.241)



Moreover for all reals v

el — 14 ||| < v?
{ Lu 11— S‘ L2l (IV.242)
so that
~ lin/ ~ |A‘ AP 1
Uy (&;6) — U™ (350)| < TMl(e/b)e s (IV.243)

A decomposition similar to (IV.220) reads

e —1—eF= (™ —1—-eF)e ™ +eFy (e —1)
+ (e —14eF) (IV.244)

and we get
}Ug(a?; ) — Uy™(&;e)| < My (g /b)My(g /b, b)?g*(2) (IV.245)
According to (IV.210), the latter bounds together with (IV.241) imply that

‘ch ] — cU;mm) <L, (1] (IV.246)
where g1(%) = (|A|/2)M:(e/b)1/2? and g5(%) = Mp(e/b)Ma(c/b, b)g2(Z). Since 1/3? as well
as g(Z)? are continuous for Z > b and integrable when & goes to co, the result (IV.224) can
be applied to the g;’s and leads to (IV.240).

Subsequently, according to (IV.235) and (IV.240)

Hy,(7) = —Lym[1)(2) + e’ Ry, (%;¢,b) (IV.247)

where if 5/5 and b are kept fixed, lim,._g Ry, (2, ¢, l~)) < +oo and Ry (7,¢, l~)) does not diverge
faster than #7®) with lim. o p(¢) = 0 when 7 goes to +o0o. We recall that the result (IV.247)
holds for a potential U;(Z; ) which may be not bounded for all # > 0. The only hypotheses
about U;(Z;¢) are that U;(Z;¢) tends to zero at least as fast as /% when & becomes larger
than 1. The property (IV.247) can be applied to U™ and we get

Hyy (#) — Hy(£) = & [Ruy (F52,8) — Ry (i3, 6)] (IV.248)

The solutions of the homogeneous equations (IV.200) for U; and Ujlin respectively coincide
only at the first order in their e-expansions.



Chapitre V

Réponse d’un fluide coulombien au poten-
tiel d’une paroi conductrice

J.-N. Aqua and F. Cornu
Article en préparation pour JOURNAL OF STATISTICAL PHYSICS

L’étude des fluides coulombiens au voisinage d’un conducteur porté & un potentiel donné
est dés le départ différente de celle concernant les parois diélectriques. En effet les propriétés
électrostatiques d’une telle frontiére ne se limitent plus & une simple réponse induite, avec
une constante relative €, qui serait infinie : il faut aussi considérer I’influence sur le fluide du
potentiel imposé au conducteur, caractéristique d’un champ extérieur auquel est soumis le
fluide. La grandeur conjuguée de ce potentiel est la charge qui peut apparaitre sur la paroi,
en provenance du générateur imposant un potentiel constant. A I'équilibre, cette charge
permet d’assurer 1’électroneutralité globale du systéme (cf. (I1.20)). Pour que la notion de
potentiel imposé ait un sens, il faut aussi considérer I’existence d’un autre conducteur puisque
seules doivent compter les différences de potentiel. Pour simplifier, on supposera que cette
deuxiéme paroi est trés éloignée de la paroi étudiée, le trés éloigné s’entendant par rapport a la
longueur d’écran de Debye du fluide coulombien. On s’attend en effet & ce que, comme on I’'a
constaté dans le cas d’'un mur diélectrique, I’effet d’écran assure que les variations de potentiel
s’effectuent dans le fluide coulombien sur cette longueur d’écran. Aprés avoir redéfini le
systéme, nous verrons les analogies et les différences avec le cas d’une paroi diélectrique
(cf. section V.1 et V.2). Nous pourrons alors donner les profils de densité (cf. section V.3),
différence de potentiel et densités de charge (cf. section V.4). Notre étude se situe dans les
limites de faible couplage :

2\ 3/2
r3/2 — (ﬁ_e) <1 (V.1)
a€s
de deux parois trés éloignées I'une de 'autre :
d
— <1 (V.2)
b

ou d est la distance entre les parois et &, la longueur d’écran de Debye (avec les mémes
notations que précédemment) et d’un faible potentiel extérieur :

BeV < 1 (V.3)
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Figure V.1: Systéme étudié

V.1 Modéle

V.1.1 Energie potentielle

Considérons un plasma coulombien entre deux parois conductrices. L’énergie du sys-
téme peut étre obtenue en calculant le travail a fournir pour amener les particules dans
le systéme de maniére quasi-statique, ce qui nous donnera accés aux potentiels chimiques.
Considérons donc (cf. figure V.1) I'espace compris entre deux conducteurs plans paralléles,
rempli éventuellement d’un solvant décrit comme un fond continu de constante diélectrique
€s. Les coordonnées cartésiennes sont notées de la méme maniére que précédemment. Les
deux conducteurs sont séparés d’une distance d et sont soumis a une différence de potentiel
V' imposée par un générateur extérieur : on considére une situation ou 1’électrode en x = 0
est portée au potentiel % et 'autre a —%. Quand l’espace entre les conducteurs contient
des charges e; aux positions r;, le potentiel électrostatique v(r;{e;,r;},V’) est solution de
I’équation de Poisson avec les conditions aux limites idoines :

Avu(r; {e;,r;}, V) = A Z e;0(r —r;) (V.4a)
€ &
V .
v(r;{e;,r;},V) = 5 siz= 0 (V.4b)
o(r: fen, 1}, V) = —g siz—d (V4c)

On trouve la solution par superposition, faisant intervenir une série infinie de charges images :
les images des charges e; par rapport aux deux conducteurs puis les images des images etc :

n=-+o00
€; 1
X iy 41 7V - .
veenh V) =0 0 2 S —wt 2002 1 (y —yop
1
\/(517 + ;4 2nd)* + (y — y:)*

2
+%(1__x) pour 0 <z <d (V.5)




On peut simplifier rigoureusement cette série infinie. Quand on se limite & étudier le
potentiel dans 'espace 0 < z < d/2, quelles que soient les positions des charges e;, on peut
majorer :

+oo

Z 1 _ 1 <

n=—o00, n#0 \/((L’ —x; + 2nd)2 + (y — yZ)Q \/(Jf +x; + 2nd)2 + (y — y2)2

(V.6)

Q| ot

Dans le poids de Boltzmann de 1’énergie potentielle, les termes autres que n = 0 dans (V.5)
contribueront & I'ordre Be?/d < £,/d < 1 dans les limites de faible couplage et d’un grand
écart entre les deux plaques.

De plus, on peut dire que quand la distance entre les deux conducteurs est trés grande
devant la longueur d’écran, on s’attend a ce que les propriétés du plasma deviennent indé-
pendantes de la présence des deux parois hormis au niveau des doubles couches localisées sur
quelques longueurs de Debye au voisinage des conducteurs. On suppose donc qu’on peut se
limiter & étudier une moitié du systéme et obtenir ’autre par raccordement en les supposant
statistiquement découplées. Cette hypothése pourra étre vérifiée a posteriori sur les résultats
obtenus.

On calcule ensuite le travail pour amener les particules du plasma, une a une, dans
Iespace d’étude (0 < z < d/2), en retirant les énergies propres de constitution des charges !.
On trouve alors que pour amener des particules de charge e; aux positions r;, il faut fournir
un travail électrique :

2
i

1 €;€; 1 e \%4 2x;
Udlect = 5 Z - Uy (15, 15) — 1 ZZ: . + 22:62‘5 (1 - ) (V.7)

i#j

L’interaction entre particules vy(r;,r;) a la méme expression que précédemment (I1.8) en
prenant la limite €, — 00 :

1 1
Uy (15, 15) = — ” (V.8)
Rt T
vy, satisfait I’équation de Poisson avec les conditions aux limites (pour x; > 0) :
Arivw(ri, I'Z') = —471'6(1'2' — I'j) (V9a)
Uy(r;,r;)) =0 siz; =0 (V.9b)
Uy (riyr;) = 0 sir;| — o0 (V.9c)

L’énergie d’interaction d’une particule avec son image a la méme expression que V.., (IV.14),
en faisant e, — oo (i.e. A = 1). Par rapport au cas d’une paroi simple ou diélectrique, le
travail (V.7) contient un terme supplémentaire par particule ;4 (1 —2z;/d) di a la différence
de potentiel entre les deux conducteurs. Dans la suite, nous verrons comment réagit le systéme
coulombien & ce potentiel extérieur.

Enfin, comme dans le cas d’une paroi diélectrique, il faut introduire des potentiels de
type cceur dur (vey entre particules et Vi entre les particules et la paroi) pour éviter des
problémes d’effondrement de particules classiques de charges opposées. On définit comme en
(IV.15) I’énergie de répulsion Usy comme la somme de ces répulsions.

linfinies en théorie classique des charges ponctuelles



V.1.2 Ensemble grand-canonique

On considére que le systéme coulombien défini précédemment est en contact avec un
thermostat a la température inverse 3 et un réservoir de particules imposant des potentiels
chimiques p ne tenant pas compte des énergies déja comptabilisées dans Ugect. La grande
fonction de partition est :

d dr = elect
=8, {us}, V)= Z Nl/HJ 1 Iz’;hy Za S SN 6(21 s+Ua +USR> (V.10)

L’intégration sur les quantités de mouvement est aisée et en définissant le fugacité de chaque

eBry

espéce par z, = ol A, est la longueur d’onde thermique de de Broglie A\, = A4/ B

(2mA2)3/2 Me
on aboutit a I'expression de la grande fonction de partition en terme des fugacités :

28, {2}, V) = Z /Hszal (Uetect +Us) (V.11)

Ns

ol la mesure d’intégration [ dP; signifie ici aussi f;z dr; [ dy; Yoy et P; désigne les
données (r;, ;) pour chaque particule. La borne supérieure d’intégration est ici +oo et non
d/2, qui correspond au systéme considéré. Comme nous le vérifierons, les erreurs commises
en faisant cette simplification dans notre étude, sont d’ordre e~%4? qui est exponentiellement
petit dans 'hypothése ou la distance entre les parois est grande devant la longueur d’écran.

Les fugacités effectives incorporant tous les effets & un corps, comprennent une nouvelle
contribution par rapport a (IV.19), due au potentiel extérieur :

2z

Zo(2) = zge PlVr@ Ve (@) rea s (1)) (V.12)

Dans la suite, on ne considérera que des systémes ou les potentiels chimiques ), imposés
par Uextérieur (c’est-a-dire les travaux pour amener les particules dans le systéme autres que
ceux pris en compte dans Ugec) sont tels que :

D eaza =0 (V.13)

e

Cette condition léve ainsi la dégénérescence sur les valeurs des potentiels sur les conduc-
teurs (qui étaient définis a priori & une constante additive prés). Cette condition est équi-
valente a dire que le gaz parfait (sans aucune interaction entre les charges) soumis aux
mémes température et potentiels chimiques et a une différence de potentiel nul entre les
deux conducteurs, V' = 0, vérifie I’électroneutralité (locale et globale). Nous pensons aujour-
d’hui que nos calculs en faible couplage pourraient s’appliquer aussi aux cas ol on supposerait
> €aza/O (6.5) < 1.

Enfin, dans le cadre des plasmas faiblement couplés, nous supposerons la différence de
potentiel V' petite :

BeV < 1 (V.14)

En effet comme nous le vérifierons sur les résultats exacts, cette différence de potentiel est
supportée par le fluide coulombien dans les doubles couches. Or dans ces derniéres, un plasma
faiblement couplé ne peut construire que des différences de potentiel vérifiant (V.14).



[0 Arrivés a ce stade, nous voyons que les différences entre le systéme étudié avec une
température inverse (3, des fugacités z, et une différence de potentiel V', et un systéme
au voisinage d’une paroi simple ou diélectrique se situent au niveau de la limite €, — o0
dans les énergies potentielles, sur les conditions aux limites de I’interaction totale entre
paires (V.9b) et sur le terme dii au potentiel extérieur dans les fugacités effectives.

V.2 Meéthode de résolution

Nous pouvons ensuite utiliser le méme décomposition en graphes de Mayer (IV.27) qu’au
chapitre IV, et nous adoptons le méme fractionnement des liens (IV.28). Les ressommations
des divergences coulombiennes peuvent ici aussi s’effectuer en deux étapes pour incorpo-
rer systématiquement ’effet d’écran sur les interactions des particules avec leurs charges
images puis entre elles. La densité de particules s’exprime au bout du compte par les mémes
diagrammes (IV.40).

Les équations différentielles que doivent satisfaire les potentiels ressommeés ¢, et ¢, avec
le nouveau terme dii au potentiel extérieur dans les fugacités effectives, sont du type :

Apgi(r, 1) <Z/§ ePeay (1= )) ¢i(r, 1) = —4nd(r — ') (V.15)

Nous pouvons montrer que, dans la limite ou eV < 1, notre méthode de résolution de ce
genre d’équation s’applique et permet de traiter aussi le terme di au potentiel extérieur. En
effet, son échelle caractéristique de variation est d mais par rapport a la longueur d’écran, le
terme linéaire en x est de la forme (5eV/k,d)(kpx). Les deux parois sont supposées éloignées
par rapport a &, et le systéme vérifie la condition feV/ky,d < feV < 1. Une résolution du
type de celle exposée a la section IV.4.5 permet alors de montrer que les solutions homogeénes
et particuliéres de (V.15) sont les mémes que celles étudiées dans le cas d’une paroi simple
ou diélectrique, au plus bas ordre en I'*/2 et BeV .

Ensuite les conditions aux limites sur 'interaction v, entre particules étant changées, les
potentiels ressommés ¢, et ¢, sont a calculer avec les nouvelles conditions aux limites sur la
paroi, déduites des équations intégrales de type (IV.32) :

¢i(z, 2",y —y') continue en x =0 (V.16a)
¢i(z, 2,y —y')=0 enz=0 (V.16b)

En incorporant ces conditions, on obtient la solution au plus bas ordre en la constante de
couplage et en SeV comme la valeur pour A = 1 de la solution calculée pour A < 1. Avec
les définitions (IV.70), (IV.71) et (IV.74) les potentiels ressommés ¢; et ¢, sont donnés pour
x et ' > b, par:

1 -~ / T 7 /
J

BeV

Lo (a2

ol k1 = (AnBY, 2za/e) %, ke = (AnBY. 220l + €al/es)"? et e0 = BeZk1/(26,). Le
terme d’ordre 3eV/kd étant négligeable devant ceux d’ordre € et 3eV/, on ne le mentionnera
plus dans la suite.



A ce niveau, la seule différence entre le cas d’une paroi conductrice et la limite pour e,
tendant vers I'infini pour une paroi diélectrique, qui s’avérera étre de taille dans la suite, porte
sur la valeur en q = 0 de cette derniére expression. En effet, dans le cas d’un conducteur
parfait, la valeur limite en q = 0 du coefficient Z tenant compte des conditions aux limites
est :

. . 1 —
Z(q=0;0,A=1)=1lim Z(q;b,A=1) = — = V.18
(@ )= liny Z(a:5.A = 1) = —— (V.18)
On trouve donc au premier ordre en € et GeV :
2T I P 1 — kb ki (g —
gzﬁj(x,x';q:O,fijb,A:l):K—j [e jl=afl _ (1—}—/4;2[9)6 i@t %)] (V.19)

qui n’est pas la limite pour A tendant vers 1 de sa valeur calculée pour A < 1, égale au plus
bas ordre a :

2_7T [e—nj|m—x’| + e—nj(m+x’—2b)] (V?O)
kj
Autrement dit, les passages a la limite ¢, — 0o et ¢ — 0 ne commutent pas.

Cette différence a une origine physique simple. En effet on pourrait montrer que ce
potentiel ressommé moyen donne la fonction de corrélation au plus bas ordre en la constante
de couplage. Une particule test de charge ey en ry s’entoure alors au plus bas ordre en
le couplage, d’une densité de charge —f((eo/€s) Y., €aphd(x, 2o;y — yo). L'intégration sur
I’espace disponible de cette densité de charge donne alors dans le cas A < 1, —eg : une
charge est exactement compensée dans le fluide par son nuage de polarisation. Dans le
cas d’un conducteur, on trouve cependant : —eqy [1 — e~*P*] (pour simplifier on a considéré
la limite k,b < 1). Une charge test n’est pas exactement compensée par son nuage de
polarisation a [’intérieur du plasma. Le complément de charge apparait en fait sur la paroi.
On retrouve ici le fait que quand on considére un fluide au contact d’un conducteur, les
conditions d’électroneutralité doivent faire intervenir les charges qui peuvent apparaitre sur
la paroi (cf. 11.3.3). Ces différences de comportement physique viennent techniquement des
différences sur les conditions aux limites en x = 0 imposées aux interactions coulombiennes.

V.3 Premiéres corrections au profil de densité

L’analyse en échelle des différents diagrammes, menée en (IV.5.2) est inchangée dans le
cas d’une paroi conductrice. Nous savons alors qu’au premier ordre dans le couplage, le profil
de densité est donné par :

x Fee o
po(z) =Z2 () {1+ O—e ZL?} + 0 (&%) (V.21)

ot 212 et F°° sont définis par (IV.36) et (IV.37) (un point noir est un point sur les coordonnées

duquel on intégre par opposition & un point blanc).



V.3.1 Fugacités ressommées 72

Les calculs des énergies —(e? (¢ — vp,) (r,1)/(2¢,) sont identiques & ceux du cas d’une
paroi diélectrique et on trouve une formulation analogue a (IV.98) ou la fonction L est
donnée par P'expression (IV.101) en faisant A = 1. On peut aussi extraire le comportement
dominant au voisinage de la paroi de la maniére (IV.103) et on obtient finalement :

pede”2mD® V 2z

Z2(2) = 0(x — b)zge dmr {1 — Beaz; <1 - E)
+ €a [1 = L(kow; ab, A = 1)] + O(n2)} (V.22)

ot L est donnée par (IV.133) en faisant A = 1 (cf. (IV.179)) et ol nous notons O(n) des
termes qui sont en fait d’ordre O(g?, e(eV, (BeV)?). Une propriété remarquable est que dans
la limite kb < 1, on trouve L(Z;kob, A = 1) = —e /27 + O(k2b) ’est-a-dire

L =0+ O(ksb) (V.23)

Cette propriété peut se comprendre de la maniére suivante : dans le cas d’une paroi
diélectrique, nous avons interprété la fonction L comme traduisant 1’effet de déformation
des nuages de polarisation au voisinage d’une paroi. Mais dans le cas d’un mur conducteur,
dans la limite ou la zone non conductrice, d’épaisseur b au voisinage de la paroi, est tres
petite devant la longueur caractéristique de I’effet d’écran, le mur conducteur agit comme s’il
rétablissait exactement la symétrie par rotation des nuages de polarisation grace a la charge
d’influence qu’il acquiert. Ainsi les corrélations de charges le long d’une paroi diélectrique
décroissent-elles algébriquement en la distance entre les particules (cf. I1.4.2) mais de maniére
exponentielle dans le cas d’une paroi conductrice. Il apparait donc cohérent de trouver que
le fonction L s’annule dans la limite rob < 1.

V.3.2 Correction due au potentiel électrostatique

T Fee o
Dans cette section, nous donnons la valeur du diagramme (O———e ELYQ}. L’expression
formelle (IV.118) est toujours valide en prenant la limite A = 1 pour les quantités wy et L,
en utilisant la valeur (V.19) du potentiel ressommeé et en incorporant le terme dii au potentiel
extérieur. Comme discuté & la fin de la section V.2, I'intégration sur 2’ de la contribution
(adimensionnée) en fgoo d#'¢©) (%, q = 0,b) n’est plus constante en x et génére de nouveaux
termes en e~ "?*. En utilisant les mémes considérations qu’a la section IV.5.3, nous obtenons :

—ka(z—b)

e
{Z 2 € Eny {1 BT N, (kox; €5, /igb):| }
g

2 —ka(z—b
R T

Bea
€5k

> / dr' 22 ()P (P,P') = —An
o

ou

N,(%;¢,,b) = N(&;b) + i (Ine,) [1 - <1—_Z}> 621)] e~ — K (%;b, ﬁe%/esb) (V.25)



avec

b . 2
K (%;, 3 /b) = i { (1 — (;Z) e%) e " {1 —2C+m2-A (f:?;)}

+e " [e"Ei(—F) — e¥Ei(-3%)] + <1 — Z) e~ (@) ln3} (V.26)
+

et la fonction A est définie en (IV.126). La quantité N est ’analogue de M du chapitre IV
dans le cas o ¢; est donné par (V.19) :

_ ~ 1 o0 ~ / 1 - b 7 / b T 7

Par construction, on a toujours la propriété que N, — N est I’expression aux ordres 1 et Ine
de :

11 [ . 1-b 2
——— du' e 1#=v1 — ) e @ o (W e, A =1 V.28
2¢5 )b [ <1+b> olt/s & ) (V-28)

Notons que c’est ce diagramme qui, par I'intermédiaire du second terme du second membre
de (V.24), éliminera au premier ordre en eV la contribution due au potentiel extérieur.

V.3.3 Expressions finales

Compte tenu de la représentation (V.21) et des résultats des sections précédentes nous
avons l’expression au premier ordre dans le couplage du profil de densité en fonction des
fugacités :

2
Beg e*2ﬁ2£€

Pa(x) = 0(x — b)zpeT57 {1 + &a [1 — L(kow; kab, A = 1)]

—ka(z—0b)

4dmfe, e - V e—r2(z—b)
- 11— N(Fe, b)) dean
€sh3 [; Sy ( 1+ Kob 2 (& &y, )) te 2 14 Kkob

+ (’)(n2)} (V.29)

Les densités au sein du fluide p2 sont par définition les limites pour = grand de ces densités
et ont donc pour expression :

47 Be,
Py =z, {1 +eq — 5 [Z 2y €xEny
€hy |4

+ O(nQ)} (V.30)



Nous pouvons alors exprimer les densités locales en fonction des densités au sein du fluide
et de la différence de potentiel V :

2 op Ve—nD(z b)
palw) = 0z = b)ple =™ {1 = fea T
D
SR 2
e, a7 Zeypv L(kpz; kpb, A = 1)
Ca 332 5 B —rp(z—b) ,
— N. ; b) + ——— (@) V.31
4 62/2 (3, €§p6)1/2 Z:evpv +(KpT;ey, kpb) + 1+ rpb +O0°) ( )

1/2
ol Kp = (47?5 Se ., ?YpE / es) est I'inverse de la longueur d’écran de Debye au sein du fluide.
Dans le cas ol x,b < 1 2 comme nous ’avons signalé a propos de la fonction L, ces
expressions se simplifient puisqu’au premier ordre en k,b : L = N = 0. Donc dans le cas
kpb < 1, T = Be?/(esa) < 1 et BeV < 1, les profils de densité ont 1’expression analytique
particuliérement simple en termes des densités volumiques p° et du potentiel extérieur V' :

h o~2npw vV 3/2 &3 oB
pa(x) 9(:1: — b)p 6465136 %D 1_ ﬁeage—ﬁpz +ea \/_ﬂ Zﬂ/ "/p’Y

3/2 1/2
& (DseB)Y

+ O(n?) (V.32)

In3 1
<1 _ HT) e DT | Ze—2npx (63'{DIE1(—3HDZE) _ e'{DIEi(—/li))

ot la contribution O(n?) désigne des termes d’ordre le produit de deux petits paramétres
parmi (562/((—:5@))3/2 et BeV, ou d’ordre (562/((—:5@))3/2 Kpb.

V.4 Analyse des résultats

V.4.1 Densités au sein du fluide

Nous avons obtenu en (V.30) les densités loin de la paroi qui s’expriment a priori dans
les paramétres z, et V par :

VB VB 3 6
B =281 +62 T Ze 2y — e, g v Vl/Q + O (V.33)
T (Zan)

La propriété remarquable est que ces densités au sein du fluide ne font plus intervenir V.
On retrouve 1a une caractéristique des systémes coulombiens : soumis & un champ électro-
statique extérieur, a I’équilibre les systémes coulombiens écrantent exactement ce champ sur

2cette condition est automatiquement vérifiée dans le cadre du faible couplage quand la distance minimale
d’approche du mur est de 'ordre de grandeur de celle entre particules



quelques longueurs d’écran au voisinage de leurs frontiéres et les propriétés thermodyna-
miques en volume deviennent indépendantes de I'excitation extérieure. Autrement dit, les
“doubles couches” créent un champ qui vient exactement compenser le champ extérieur dans
le volume du fluide. Ainsi nous retrouvons bien les expressions des densités en fonction des
potentiels chimiques, calculées directement dans un systéme homogeéne [ACP94] 3. Les fuga-
cités nues z, contrélent donc indépendemment de V' les propriétés statistiques dans le volume
du fluide. Mais nous savons que pour que la limite thermodynamique existe, il faut que le
fluide vérifie I’électroneutralité en volume Y e,p? = 0. Cette dégénérescence sur les densi-
tés en volume doit se traduire par une dégénérescence sur les fugacités nues. La condition
(V.13) peut aussi étre vue comme levant cette dégénérescence. Notons que les expressions
des densités volumiques (V.33) vérifient la condition d’électroneutralité en volume & 1'ordre
auquel nous travaillons.

Par souci de simplicité, toute la suite de ’analyse se fera dans des situations ot le systéme
vérifie kb < 1.

V.4.2 Effet d’écran sur le potentiel électrostatique

Le potentiel électrostatique en un point par rapport a celui au sein du systéme est donné
par les lois de I'électrostatique (cf. (IV.137)) :

B

T -0 Y e (@) (V.34)

€s
ﬂ/

O(z) — " =

T

Un point au sein du fluide est caractérisé par kp,z > 1. On peut vérifier que I'expression
(V.34) est peu affectée par le choix exact de la distance z” & la paroi (vérifiant k2" >
1) : le potentiel électrostatique est bien uniforme au sein du fluide. Nous pouvons calculer
directement cette derniére intégrale pour obtenir les variations du potentiel électrostatique.
Une maniére plus élégante d’avoir accés a cette quantité est d’utiliser la propriété suivante.
Si on peut mettre les densités sous la forme (c’est-a-dire si il existe un poids p, tel que) :

x Fee
pa(m) - pa(x> +paQ—. D~ + 0(7]2) (V35)

alors :

T Fee g T Fee g
€s
¥a) =0 = L O (O o= a")

T Fee g
d
+(x” —x) (

(O——en)wnp (va0)

plus des termes d’ordre O(n?). Les conditions de cette propriété sont que

a. |pa(z) — pB|/pB = O(e)(z) pour > ¢ o O(e)(x) est a décroissance exponentielle.

3en prenant la limite classique de leurs résultats pour des particules quantiques décrites par la statistique
de Maxwell-Boltzmann



b. F°¢ = —f(eqey/€)0 [1 + O(e)] ot ¢ est solution de :

o2
{W - K,QD:| o(x, 2’ q) = —4nd(x — ') (V.37)
quelles que soient les conditions aux limites en x = 0.
T Fee g
En effet, en définissant n(z) = Go= O———e p,, 'équation différentielle (V.37) permet de

montrer que %(x) = rpn(x) +47 3" e,p,(r). L’équation intégrale (V.34) donne alors avec
la condition a. la relation (V.36). Il se trouve que d’aprés (V.21) les profils de densité que
nous étudions se mettent bien sous la forme (V.35) avec p, = z12 vérifiant la condition a. et
Fec vérifiant b. . Nous avons donc déja calculé le deuxiéme membre de (V.36) (cf. V.3.2).
Nous en déduisons immédiatement :

by a0 = Vorar VT TR 0wy
x ) € 3/2 9 B\1/2 4 €
&' (Xo5€5p5)
1
+Ze—2w [P Ei(—3kpx) — e"PEi(—kpz)] } (V.38)

Cette différence de potentiel fait intervenir deux termes. Le premier,

V —rpa (V.39)
2
décrit comment le potentiel électrostatique extérieur V est écranté par la double couche.
On voit en effet explicitement que le potentiel extérieur initialement linéaire et significatif
dans tout le fluide est écranté par le systéme et n’est plus sensible que dans les doubles
couches. On retrouve dans ce terme le résultat qualitatif de I’étude de Gouy (cf. I11.1.1). Ce
comportement exponentiel en e~%/¢P est aussi retrouvé sur des modéles solubles de plasma a
deux composantes, dans un espace & deux dimensions, au contact d’'un conducteur et a une
température inverse Ge? < 2 (cf. [SJO0]).

Le deuxiéme sera désigné sous l'appellation de potentiel “propre”. En effet, il est indé-
pendant de V' et sera donc présent méme si V' = 0. Il est nul si le plasma est symétrique et
non nul pour un plasma dissymétrique en général. Il est construit par la densité de charge
présente au niveau des doubles couches quand un plasma est dissymétrique, méme quand
V =0.

Définissons ., comme :

VoV e3pd In3
b, = e 37;26 27275'71/2 <1 — HT) (V.40)
&' (X25€5p5)
Pour &, # 0, le potentiel électrostatique a le comportement asymptotique :
d(z) — D% ~ P tR" (V.41)

kpar>1

Le comportement asymptotique du potentiel électrostatique est gouverné par ®,s, fonction
de V mais aussi de la composition du plasma. Suivant cette derniére, ®,s peut étre de signe
opposé V. Cette propriété aura des conséquences sur les densités de particules et de charges.



Enfin la quantité globale importante pour le systéme d’étude est la différence de potentiel
entre la paroi et le fluide en son volume :

_V _VmB e
2 &P (el

a l'ordre le plus bas. Pour un systéme symétrique pour les charges, 0 = % Mais pour un
systéme ou Y e3pl # 0, 6O # Y. Le systéme peut méme étre tel que 09 soit de signe

6O = &z =0) — B (V.42)

opposé a % Il faut alors tenir compte de la deuxiéme paroi pour comprendre ces différences,
comme nous le verrons dans la section V.4.5.

V.4.3 Allure des profils de densité

Dans 'expression (V.32), 'exponentielle en facteur traduit 'interaction écrantée d’une
particule avec son image. Le terme proportionnel & V' représente ’attraction ou la répul-
sion écrantée d’'une particule avec le champ de forces extérieur. Le dernier terme, faisant
intervenir Zﬂ/ ef’{pw, est présent uniquement quand le systéme n’est pas symétrique pour les
charges. Quand V = 0, ce dernier terme traduit 'interaction d’une charge avec le potentiel
électrostatique moyen créé par le profil de densité.

Le lien entre le profil de densité et le potentiel électrostatique est trés simple puisque
nous pouvons écrire :

2
pa() = 0(x — b)pZ exp {—ﬁ [;—O‘xe_z“’ﬂ + €q (P(x) — @B)} } (V.43)
a 'ordre de nos calculs. On voit apparaitre explicitement le poids de Boltzmann de 1’énergie
d’interaction écrantée d’une particule avec son image et de ’énergie électrostatique due au
potentiel total. Cette écriture est I’analogue pour une paroi conductrice de (IV.167). Le
terme en L n’est plus présent ici car dans la limite x,b < 1, le mur conducteur agit comme
s’il rétablissait la symétrie sphérique des nuages de polarisation, comme nous 1’avons signalé
précédemment (cf. V.3.1).
Au contact de la paroi, les densités sont données par :

3 B
pa(b) = P exp [5] {1—6ea§+eaﬁﬁg/z 2 51 +0(n2)} (V.44)

3/2 1/2
desb & (XseB)Y

La densité totale au voisinage de la paroi vérifie dans le cas d’'un mur conducteur :
Spalt) = 4 (V.45)

a 'ordre de notre calcul, quelle que soit la valeur du potentiel V. Contrairement au cas d’une
paroi simple, une paroi conductrice attire globalement un excés de particules par rapport
au volume du fluide. Pour les densités de chaque espéce séparément, la valeur sur la paroi
résulte de la compétition des trois effets cités précédemment.

L’effet d’attraction avec les images n’étant pas supposé petit a priori dans nos calculs
(Be?/b = O(1)), il est prépondérant devant les deux autres contributions, & moins que I’on
ne considére le cas particulier ott 3e?/b < 1. Pour 3¢?/b non petit a priori, on a donc pour
toutes les espéces p,(b) > p5.



Logiquement, nous trouvons que l'effet du potentiel électrostatique V' a tendance a attirer
les charges de signe opposé (i.e. telles que e,V < 0) au voisinage de la paroi et & repousser
les charges de méme signe. Enfin le dernier terme dans (V.44), présent uniquement pour des
plasmas dissymétriques, est équivalent sur la paroi & un potentiel extérieur ayant le signe
de — Zﬂ/ ef’{pl?, attirant les charges de signe opposé et repoussant celles de méme signe. La
valeur de la densité sur la paroi dépend de la compétition de ces trois termes et dépend
alors explicitement de la composition du plasma (i.e. du choix des charges et des densités
volumiques {e,, p°}) et du potentiel extérieur V.

En ce qui concerne le comportement loin de la paroi, quand @, # 0, les densités tendent
vers leurs valeurs en volume comme :

B
Pa (x;g Pa HD,;>>1 _ﬁeaq)ase—npz (V46)

L’approche vers la limite se fait donc suivant le signe de 1’espéce considérée et selon le signe de
®,,. La quantité e, ®,.e 2" peut donc se voir comme l’'interaction effective d’une particule
a grande distance. Quand le plasma est symétrique ®,; = % et, loin de la paroi, cette
interaction a le méme signe que V. Néanmoins pour certaines compositions dissymétriques
de plasma, un systéme peut étre tel que ®,4 soit de signe opposé a celui de V' et l'interaction
effective totale a grande distance est de signe opposée a celle d’une particule avec le potentiel
extérieur. Ceci est dii au potentiel propre créé par le systéme au niveau des doubles couches.
Quand &, = 0, ce qui peut étre le cas par exemple quand le plasma est symétrique et
qu’il est soumis & un champ extérieur nul (i.e. V = 0), le comportement asymptotique est :

B ) 3 B
pa(r) — pa Bea —anpe {1 _ LM} (V.47)

~Y
pB kpe>1 4e,x 3ea D 308

Ce comportement asymptotique dépend de la composition du plasma et on ne peut pas
conclure quant a son signe en général, sauf dans le cas particulier d’un plasma symétrique
ou, quand le potentiel extérieur est nul, il ne reste plus que :

_ B 2
pa(ﬂf) Pa ~ ﬁea 6—2/4Dx (V48)
pB kpT>1 degT

Il n’y a plus que l'interaction d’une particule avec son image qui gouverne l’interaction
effective d’une particule dans ce cas.

V.4.4 Densités de charge

A part dans le cas ot & la fois V = 0 et ZV 6,3;,05’ = 0, il apparait une densité locale
de charge non nulle au niveau des doubles couches. Remarquons que pour un plasma symé-
trique, cette densité de charge non nulle existe car le potentiel extérieur brise la symétrie de
charge interne. Dans les cas ou 3e?/b n’est pas petit a priori, pour un plasma a deux compo-
santes dissymétrique on peut déduire de (V.44) que le signe de la double couche au contact
de la paroi est celui de la charge ayant la plus grande valeur absolue. Le comportement
asymptotique de la densité locale de charge est donné quand @, # 0 par :

2

Zeapa(x) ~ _ESKD(I)aSe_’“‘DI (V.49)

Kpx>1 47




et son signe est inverse de celui de .
La charge totale o du fluide coulombien par unité de surface le long de la paroi est donnée
par :

o= /boo dx Z eapPa(T) (V.50)

La borne supérieure est ici ’infini car, comme pour le calcul du potentiel électrostatique, la
condition d/2 > &, assure que I'erreur commise dans (V.50) avec cette simplification est
d’ordre e~%¢p qui est totalement négligeable. La densité de charge o se calcule en utilisant
des décompositions du type (IV.111) et nous trouvons :

o ~ Vekp P 3 B 3/‘40563 663
a®(V) = 5 4 +4€S;evpy{ n( Ic. A b +3-2C (V.51)

Comme on pouvait s’y attendre, la double couche n’est pas globalement neutre en général :
il faut aussi considérer les charges portées par le conducteur pour vérifier I’électroneutralité
comme nous le verrons apreés. Dans le cas ol le plasma est symétrique nous trouvons que la
charge totale portée par la double couche est de signe opposé a celui de V. Mais pour certaines
compositions de plasma, la couche au voisinage d’un conducteur peut porter une charge
globale du signe du potentiel V de ce conducteur. Le conducteur porté & un potentiel positif
attire dans ces conditions globalement une charge positive (mais tout de méme inférieure
au cas ou V serait nul). La encore c’est la dissymétrie des charges du systéme qui est a
I’origine du potentiel électrostatique propre qui peut contrebalancer, voire inverser, les effets
du potentiel extérieur.

Pour avoir accés a la densité de charge surfacique portée par le conducteur, comme ce
dernier est décrit de maniére macroscopique, il faut considérer les conditions aux limites
sur le champ électrostatique [Jac62]. La traversée séparant deux milieux 1 et 2, portant une
densité surfacique o.onq, s’accompagne d’une discontinuité du vecteur déplacement normal
(Dy — Dy) .09 = 470ona- Dans la géométrie qui nous intéresse, le champ électrostatique
dans le conducteur est uniformément nul et celui dans le plasma est donné par —g—fuz ol le
potentiel électrostatique total est donné par (V.34). Nous en déduisons qu’a 1’équilibre :

o o V&K
Oeona(V) = —0° = 3 47: + Opropr (V.52)

cond

ol nous notons :
_ B 3 B 3rp e Bez,
Upropr = _4_65 Z: e,yp,y — 1n TES — A 4€Sb + 3 — 2C (V53)

Pour des plasmas dissymétriques, nous remarquons que méme soumis ¢ un potentiel extérieur
nul, le conducteur porte une charge non nulle. C’est encore le potentiel électrostatique propre
créé par un systéme coulombien dissymétrique qui est a I’origine de cette charge. De méme,
dans ces configurations, si la différence de potentiel n’est pas suffisante, le conducteur peut
porter une charge de signe opposée a son potentiel (mais toujours relativement plus faible que
si V' = 0). Enfin notons que par construction, (V.52) assure que I’électroneutralité globale
(I1.20) est automatiquement vérifiée.




V.4.5 Systéme global

Quand on considére la paroi située en x = d, les résultats précédents s’appliquent en
changeant juste % en —%. On en déduit que la différence de potentiel entre le fluide en son
sein et la paroi en x = d est :

(I)B:_K_Vﬂ—ﬁ Z’ye?yp’]?

O(x=d)— 5 TR 7z (V.54)
o (Sem)
La différence de potentiel totale entre les deux parois est donc bien :
Pz=0)—P(zx=d) =V (V.55)

qui était la condition imposée de I'extérieur. Méme si la différence de potentiel entre une
paroi et le fluide en son sein n’est pas exactement la moitié de la différence de potentiel
totale (0® # %), I’écart entre ces deux valeurs s’élimine dans la grandeur mesurable qu’est
®(x = 0) — ®(z = d). Ainsi le potentiel au sein du fluide B,

_ VT Z’y ef’/pg
T 3/2 1/2
& (X e2n?)”

n’a pas d’influence sur les différences de potentiel mesurées. Néanmoins, la dissymétrie dans
la composition du systéme qui est a ’origine de ce potentiel a une influence mesurable sur
les densités de charge. La charge surfacique portée par la paroi en x = d est en effet d’apreés
(V.52) :

(I>B

(V.56)

ol (V)= VES“D+apmpr (V.57)

cond _5 A

Dans le cas d’un plasma symétrique, op,.op: s'annule. Il y a alors une relation simple entre
les charges des conducteurs et le potentiel extérieur :

_ Verp
2 4rx

Teond (V) = —ena(V)

o nd Cond pour un plasma symétrique (V.58)

En rapprochant cette formule de celle d’un condensateur plan dans un milieu de constante
diélectrique ¢, constitué de deux armatures distantes de dy et soumises & une différence de
potentiel V', ocona = €V/(47dy), on peut en déduire que du point de vue de la charge portée
par les conducteurs, le systéme étudié est équivalent & un condensateur plan d’épaisseur
¢5/2 et non d. On retrouve le fait que les systémes coulombiens compensent des potentiels
électrostatiques extérieurs sur quelques longueurs d’écran au voisinage de leurs frontieres.
Dans le cas ou le plasma n’est pas symétrique, le deuxiéme terme de (V.57) est en général
non nul et la relation entre la charge d’un conducteur et le potentiel est alors affine avec
une ordonnée & l’origine non nulle. Le systéme ne vérifie donc pas la relation habituelle
des condensateurs () = CV ou @ est la charge de I’électrode portée au potentiel V' par
rapport a 'autre. Méme avec une différence de potentiel nulle, les deux parois se chargent
sous l'influence de la dissymétrie dans la composition du systéme coulombien. Pour V' = 0,
les charges des conducteurs sont en effet :
00 a(V=0)=0% ((V=0)= Opropr (V.59)

cond cond
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Figure V.2: Variations du potentiel électrostatique dans le systéme étudié. ®B, indépen-
dant de V est nul pour un fluide symétrique pour les charges et non nul pour un fluide
dissymétrique en général. Notons que la dissymétrie entre les deux plaques a pour origine
celle dans la composition du systéme coulombien.

qui ne sont pas nulles quand le plasma n’est pas symétrique en général. Ceci est di au
champ électrostatique propre des systémes coulombiens dissymétriques. Pour un plasma
dissymétrique soumis & une différence de potentiel non nulle, le systéme ne vérifie pas non
plus la relation commune des condensateurs plans dans le vide 0%, = —od , et le lien entre
les deux densités sur les conducteurs est :

Oeona (V) = _Ugond(v) + 20pr0pr (V.60)
Les deux doubles couches (ainsi que les deux conducteurs) ne portent pas de charges égales
en valeur absolue. Mais |’électroneutralité d’une double couche avec la paroi en son voisi-
nage reste toujours vérifiée. Ensuite notons que op.p est indépendant de V' et suivant la
composition du plasma, il se peut que pour une paroi donnée, o..,q Soit de signe opposé au
potentiel de cette paroi : la contribution due au champ propre est supérieure dans ces cas a
celle du champ extérieur. Pour ’autre paroi, ces deux effets s’ajouteront au contraire et la
paroi sera plus fortement chargée. Enfin, la capacité différentielle par unité de surface de ce
systéme est :
_ Jog, €skp

C= —acyd - (V.61)

Pour elle, le systéme est équivalent & un condensateur plan d’épaisseur &, /2. Nous pouvons
récapituler les résultats précédents sur les figures V.2 et V.3
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cond

Figure V.3: Charges portées par les conducteurs en fonction du potentiel extérieur. Les
pentes de ces droites sont tesr, /8T €t Oprope €st nul pour un plasma symétrique. On
constate que dans la zone |V| < 87|0prop:|/(€skp), les deux plaques portent des charges
de méme signe.

V.5 Existence de la limite thermodynamique

Toujours dans 'optique d’étudier I’effet d’écran qu’un systéme coulombien peut opposer
a un champ de force électrostatique extérieur, nous pouvons étudier I'influence de parois
chargées. Cette étude était en fait préliminaire & nos calculs pour les plasmas classiques a
trois dimensions et peut étre vue comme une introduction aux mécanismes en jeu dans cette
physique. En effet, nous nous restreindrons au cas d’un plasma & une composante a deux
dimensions, avec une interaction coulombienne elle aussi 4 deux dimensions (i.e. I'interaction
entre particules est dans un systéme homogeéne en Inr) et pour une température particuliére
I',, = Be? = 2. Nous savons que ce modéle est exactement soluble dans certaines géométries
pour cette valeur de la constante de couplage et peut permettre de tester les comportements
des fluides coulombiens (cf. [AJ81] et [Jan81]). Pour notre propos, nous avons pour but de
décrire une situation ou le systéme est limité par deux parois planes portant des charges
surfaciques opposées. Ce modéle permet de comprendre les conditions que doivent vérifier
les effets diis aux surfaces pour que la limite thermodynamique existe.

V.5.1 Modéle et méthode de résolution

Nous considérons tout d’abord un fluide coulombien compris entre deux cercles de rayons
R; < R, portant une charge ) = 2rR;07 = —2mRy09. On considére donc N particules
de charge e entre les deux cercles (donc de densité p = N/7(R3 — R?)) et pour assurer
I’électroneutralité, nous considérons que ’espace entre les deux cercles est rempli par un
fond continu de densité de charge —ep. L’énergie électrostatique d’un tel systéme peut étre
obtenue soit en calculant le travail pour amener de maniére quasi-statique toutes les charges,



soit en calculant I'intégrale du champ électrostatique au carré et le résultat est :

&= Z—e In(|r; — r;]) —l—Z{ me’pr? — (me’pRi + eQ) ln(r])} + Ey (V.62)

1<J

ol Fj est une constante traduisant ’énergie du fond continu et des charges extérieures. Le
premier terme décrit les interactions entre les charges mobiles; les deux termes proportion-
nels & e2p, l'interaction entre les particules et le fond continu; le terme proportionnel & Q,
Iinteraction des charges extérieures avec les particules. Le facteur de Boltzmann associé a
un tel systéme est donc :

AH r; —r;|"2? H ( _”pr§r§> (V.63)

1<J

ou A et ( sont des constantes du probléme. Le point crucial est que pour I',, = 2, le
produit traduisant I'interaction & deux corps [[,_ i |r; —r;|?, peut étre relié¢ & un déterminant
de Vandermonde, ot chaque colonne est constituée de fonctions orthogonales entre elles.
L’intégration sur toutes les configurations possibles des positions des IV particules de ce poids
de Boltzmann, peut alors se factoriser en un produit de N intégrations sur les coordonnées
d’une particule. Le probléme est ainsi rendu soluble. La densité de particules entre les deux

cercles est alors finalement donnée par :

—7rpr2

(mprt)

Y(n+¢/2,mpR3) — v(n + (/2 mpRY)

Mz

(V.64)

ou ¢ = 2mpR? + 2Q /e et les fonctions ~y sont les fonctions gamma incomplétes (o, ) =
[ dt ettt
0

V.5.2 Reésultats

Pour obtenir la géométrie de deux parois planes paralléles distantes de d, il suffit de
faire tendre les rayons des deux cercles vers l'infini avec une différence finie : Ry — o0
avec Ry — R; = d et une densité p constante. Nous supposerons de plus que le systéme est
macroscopique dans le sens ol d > a*. On peut alors obtenir des expressions approchées de
(V.64) par la méthode du col. La limite R; — oo a p fixée implique que N — oo et nous
sommes donc en train de considérer la limite thermodynamique du systéme (si la densité
surfacique o7 est fixée, la charge totale portée par les deux cercles tend elle aussi logiquement
vers U'infini).

Pour caractériser ’existence de cette limite, définissons le rapport d’influence 7 comme
la rapport de la charge extérieure sur la charge totale du systéme des particules mobiles :

(V.65)

eN ‘ e,od

Nous trouvons alors qu’il existe une zone macroscopique ou les propriétés du plasma sont
indépendantes des charges sur les parois a condition que 7 < 1. Nous commenterons plus

4q désignant toujours la distance moyenne entre les particules
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Figure V.4: Allure des profils de densité d’aprés le modéle soluble. La courbe pleine
correspond a une charge surfacique nulle sur les deux parois; la courbe en tirets cor-
respond a une charge surfacique petite devant celle des charges mobiles, ea (oi a est
la distance moyenne entre particules); la courbe en pointillés correspond a une charge
surfacique grande devant celle des charges mobiles. Toute la zone indépendante de 1’état
des frontiéres est comprise entre les deux traits paralléles.

loin la signification physique de cette condition. En la supposant vérifiée, les densités sont
données par la relation intégrale :

9p (VIR (d—ztar/(en) ot

_ P di
VT ) Jomp (v—01 J(ep) Erf(t 4+ 2mpx) + Erf(\/27mp(d — x) — t)

Au contact des deux parois, la densité prend la valeur :

plcontact) = p {mz —In [1 + Exf (\/? %)} } (V.67)

ou o est la charge surfacique de la paroi considérée. L’allure des différents profils de densité
sont représentés sur la figure V.4. Nous vérifions que dans les conditions d’étude, la moitié
du fluide la plus proche d’une paroi porte une charge surfacique totale exactement opposée a
celle de la paroi considérée®. La plasma se répartit donc bien pour venir écranter les charges
extérieures. Dans ce modéle, nous ne sommes pas obligés par principe de nous restreindre
au cas ol la charge surfacique extérieure est petite devant celle des particules mobiles : nous
pouvons alors considérer le cas oil 0| > ea et nous constatons logiquement que le voisinage
immédiat d’une paroi est trés fortement dépeuplé, quand la paroi porte une importante
charge du méme signe que celui des charges mobiles et trés fortement peuplé dans 'autre
cas.

p(x) (V.66)

V.5.3 Analyse

Ces propriétés générales des fluides coulombiens n’ont été obtenues qu’a la condition que
le rapport d’influence 7 est tel que 7 < 1. Cette condition nous éclaire ainsi sur ’existence

Smais comme les deux parois portent des densités de charges opposée, la charge totale du plasma est bien

nulle



de la limite thermodynamique dans le cas d’'un systéme avec des parois chargées : nous en-
tendrons par existence de la limite thermodynamique, I’existence d’'une zone macroscopique
ou les densités sont constantes, indépendantes de I’état des surfaces. L’existence de la limite
thermodynamique se trouve ainsi liée au fait qu’il y ait beaucoup plus de charges mobiles
que de charges sur les parois. Ceci apparait bien logique avec la condition attendue pour les
systémes coulombiens, que la charge nette du plasma au contact d’une paroi est opposée a
celle de cette paroi. Ce rapport d’influence quantifie ainsi a quelle condition on peut considé-
rer que l'action des charges en surface (avec une interaction a longue portée) reste localisée
au voisinage des frontiéres sur des distances microscopiques. Pour une géométrie donnée (d
fixée), il faut que la charge extérieure ne soit pas trop grande (|o| < |epd|). Pour une charge
surfacique extérieure donnée, il faut que le systéme soit suffisamment grand (d > |o/(ep)|).
Si nous considérons des situations ol ces conditions ne sont pas respectées, les effets surfa-
ciques ne peuvent plus étre séparés des effets volumiques et la limite thermodynamique n’est
pas atteinte.



Troisiéme partie

Fluides coulombiens quantiques au
voisinage d’une paroi
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Chapitre VI

Mise en perspective, bis.

VI.1 Problématique

En ce qui concerne les systéemes coulombiens quantiques au voisinage d’une paroi, il
n’existait & notre connaissance aucun résultat analytique exact dans la littérature. Nous
avons donc essayé d’obtenir les profils de densité et le comportement asymptotique des cor-
rélations pour de tels systémes. Pour mémoire, rappelons que pour des particules classiques,
les corrélations & deux corps décroissent algébriquement comme 1/y3 au voisinage d’une
paroi simple ou diélectrique, et exponentiellement le long d’une paroi conductrice (cf. I1.4).

Par ailleurs, dans un systéme quantique homogéne, nous savons aujourd’hui que du fait
des fluctuations quantiques de position, les corrélations de particules ne décroissent pas
exponentiellement vite mais seulement en 1/r® & grande distance, et la symétrie du probléme
est un élément crucial en ce qui concerne la puissance de cette décroissance. La question se
pose donc de savoir comment est modifié le comportement asymptotique des corrélations
quand cette symétrie n’est plus présente. L’étude d’'un plasma quantique au voisinage d’une
paroi s’inscrit dans cette démarche.

L’influence de la dynamique quantique sur les corrélations & grande distance dans un
systéme homogeéne, est commodément analysée grace a la description en intégrale de chemin!.
A. Alastuey et Ph. Martin I’ont utilisée pour la premiére fois afin d’exhiber la décroissance des
corrélations en 1/r® dans un fluide homogéne, calculée dans un développement semi-classique,
en statistique de Maxwell-Boltzmann avec un potentiel coulombien régularisé a l’origine. Les
fluctuations quantiques d’une particule sont ainsi représentées par un chemin fermé de forme
aléatoire, appelé filament. Ces fluctuations sont & 'origine d’interactions quantiques entre
les filaments de type dipole-dipole, qui décroissent seulement en 1/r3. Aprés moyenne sur
les fluctuations, c’est en quelque sorte le carré de cette interaction qui est dominant et &
origine de la “queue” algébrique en 1/r% dans les fonctions de corrélation statiques.

La prise en compte des statistiques quantiques aboutit & une description ou les chemins
ne sont en fait plus fermés mais partent d’une particule pour aboutir sur la particule avec
laquelle elle est échangée. On peut alors définir la notion de boucle fermée qui représente
les chemins de toutes les particules échangées dans un méme cycle (cf. [Cor96¢|). L’ équiva-
lence entre un systéeme de particules quantiques et un systéme de boucles classiques permet
a la fois de prendre en compte simplement les effets de la statistique et de la dynamique
quantiques et aussi de généraliser aux systémes quantiques, des techniques développées pour
des systémes classiques. Ainsi, en tenant compte de la statistique de Fermi-Dirac ou Bose-

Lon pourra se reporter au chapitre VII pour une rapide introduction & cet outil
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Einstein, F. Cornu a montré que les corrélations décroissent bien en 1/r% & grande distance,
dans un systéme quantique homogéne avec I'interaction coulombienne non régularisée. On
peut en effet obtenir une représentation diagrammatique des densités et des fonctions de
corrélation en utilisant des développements de Mayer. Comme dans la description classique,
les diagrammes ainsi produits sont divergents séparément dans la limite thermodynamique,
du fait de la longue portée de I'interaction coulombienne (méme si elle est modifiée dans
le cas de I'interaction des boucles, elle présente toujours une décroissance en 1/r a grande
distance). Néanmoins, comme on 1’a exposé dans le cas classique, il est possible de ressom-
mer systématiquement certaines contributions (en chaine notamment) pour obtenir des dia-
grammes bien définis dans la limite de volume infini. Dans I’esprit des travaux de Meeron,
cette ressommation introduit en fait systématiquement l’effet d’écran entre les particules.
Toutefois I'interaction coulombienne s’effectuant a temps égaux dans le monde des boucles,
I’effet d’écran entre particules quantiques s’avére étre beaucoup moins efficace que dans le
cas classique.

En outre, dans la limite ot le plasma peut étre considéré comme faiblement dégénéré et
faiblement couplé, il est aussi possible de calculer le coefficient exact de cette décroissance
algébrique. Par exemple, pour un plasma a deux composantes, avec deux espéces + et —
portant des charges e, = —e_, la fonction de corrélation statique décroit asymptotiquement
comme (cf. [Cor97a]) :

2
pisla (1 — 12) L gipter {i + i} S (VL1)

~ -
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Notre cheminement a été d’étendre cette démarche a 1’étude des plasmas au voisinage
d’une paroi.

V1.2 Meéthode de résolution

Profils de densité

Une fois établie ’équivalence entre un systéme de particules quantiques et un systéme
de boucles classiques (dont les chemins se paramétrisent sous la forme r + \&(s) ou A dé-
signe la longueur d’onde thermique de de Broglie), il est possible d’obtenir une expression
diagrammatique des densités dans l'esprit des développements en graphes de Mayer, qui se
généralisent a 1’espace des boucles. Pour 1’étude du voisinage d’une paroi, nous rencontrons
les deux mémes pathologies que celles rencontrées dans le cas classique :

U la longue portée de l'interaction coulombienne entre les particules et aussi entre les
particules et leurs images,

U la divergence de 'interaction d’une particule avec son image au voisinage de la paroi.

Dans un premier temps nous opérons une double ressommation partielle des diagrammes,
généralisant ainsi au cas quantique la double ressommation effectuée dans le cas classique.
Cette technique permet d’introduire systématiquement l'effet d’écran entre les particules,
mais celui-ci s’avére étre beaucoup moins efficace que dans le cas classique, du fait des fluc-
tuations quantiques de position. D’un point de vue technique, la différence qualitative entre
Ieffet des fluctuations quantiques et classiques intervient par la différence entre ’interaction
a temps égaux et 'interaction électrostatique entre boucles.



Les fugacités ressommeées, généralisations au cas quantique de celles définies pour le cas
classique et qui incorporent tous les effets & un corps, s’expriment alors comme :

g[ﬂ(g) — 2, exp {—%ﬂei /01 ds /01 ds’ [¢J — Ub] (I'—|— )\a&(s);r—i‘ )\a£(8’>>}

exp {%563 /0 " ds /O a1 — 805 — )] [ow — ] (£ 4 A (8). 1 + Aag(s'))} (VI.2)

Si on retrouve bien dans la premiére exponentielle un terme qui tend exponentiellement
vite vers sa valeur en volume quand x augmente, la deuxiéme exponentielle ne tend elle
qu’algébriquement (en 1/z3) vers sa limite dans le volume. L’origine de ce comportement
est & nouveau les fluctuations quantiques de position responsables de I'interaction a temps
égaux entre les boucles. Cette double ressommation permet néanmoins d’amoindrir la longue
portée de I'interaction coulombienne en la rendant intégrable et de soigner ainsi les séries de
graphes produits, des divergences dues a la longue portée de 'interaction coulombienne.

En ce qui concerne 'interaction d’une particule avec son image, la dynamique quantique
assure que les éléments de matrice du hamiltonien incluant cette interaction sont finis. On
retrouve ainsi le non-effondrement des charges de signes opposés en mécanique quantique 2.
Il n’y a donc pas lieu d’introduire une taille finie pour les particules. Mais, si l'interaction
d’une particule avec son image ne pose pas de probléme de principe en mécanique quantique,
les expressions que nous avons a considérer dans nos développements diagrammatiques n’ont
pas d’analogues avec le cas classique. Nous avons déja commencé I’étude analytique de I'effet
des fluctuations de positions pour une particule mais nous n’avons toutefois pas encore fini
d’incorporer cette interaction dans tout le formalisme aboutissant aux densités de particules.

Les résultats analytiques qui vont étre exposés dans les paragraphes sur les profils de
densité ne concernent donc que des systémes quantiques au voisinage d’une paroi simple,
ol nous n’avons plus & considérer ces images. Dans ce cas, nous avons pu obtenir les deux
potentiels ressommés ¢, et ¢o, généralisations de ceux rencontrés dans le cas classique, en
utilisant la méme méthode de résolution des équations différentielles de type Schreedinger
a une dimension que dans le cas classique, méthode qui s’adapte particuliérement bien aux
équations obtenues dans le cas quantique.

Corrélations

En ce qui concerne les corrélations, on peut tout d’abord obtenir une représentation
diagrammatique des développements en densité, similaire a celle des développements en
fugacité pour les densités (seules les régles topologiques imposées aux diagrammes sont dif-
férentes). Ensuite, nous avons ressommé systématiquement les divergences coulombiennes
(cf. [Cor96¢])® pour obtenir des graphes bien définis dans la limite thermodynamique. Nous
avons pu calculer tous les ingrédients des graphes (poids et liens) pour des systémes au voi-
sinage d’une paroi simple, grace notamment a la méthode de résolution développée pour les
potentiels ressommés classiques. Le comportement asymptotique des corrélations est obtenu
par les non-analyticités a l’origine, des transformées de Fourier le long de la paroi, dont
les expressions sont explicites dans notre étude pour des plasmas faiblement dégénérés et
faiblement couplés.

2de la méme maniére que le systéme d’un proton et d’un électron est stable en mécanique quantique
3cette méthode s’avére méme étre plus simple que pour I’étude des densités car les régles topologiques
interdisent par exemple les diagrammes en anneau cités précédemment



V1.3 Résultats nouveaux

VI.3.1 Profils de densité

Les développements diagrammatiques cités précédemment, aprés ressommations, per-
mettent d’obtenir les expressions explicites des densités dans le cas d’un plasma faiblement
dégénéré (\/a < 1) et faiblement couplé (I' < 1) en puissances de deux petits paramétres :
les effets quantiques se manifestent en fait a ordre I''/2()\/a) = kA et certains effets d’ori-
gine classique construisent des termes d’ordre I'*/2. Avec I’hypothése supplémentaire que les
effets d’échange peuvent étre négligés (ce qui se traduit par la contrainte I'/2 >> (\/a)? qui
implique x5\ > (\/a)?), nous trouvons aux premiers ordres en r,\ et I'*/2 que les profils
de densité au voisinage d’une paroi simple peuvent se mettre sous la forme :
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pour = > 0, oll nous calculons explicitement les fonctions ® et L?. Elles décroissent expo-
nentiellement sur 1’échelle £, loin de la paroi. Dans un régime physique ot on vérifierait
seulement I'*/2 > (\/a)%, le résultat (VI.3) est encore valable & I'ordre 1, ), mais les termes
d’ordre T'3/? peuvent étre du méme ordre de grandeur que certains termes négligés et sont
donc a oublier si cela est le cas. Ces densités font intervenir trois effets. Le terme entre cro-
chets s’annule comme (2/\,)” au voisinage de la paroi et tend gaussiennement vite vers 1.
Il traduit en fait 'annulation des fonctions d’onde des particules au contact d’une paroi. Le
terme e, P représente 'interaction d’une particule avec le champ électrostatique créé par le
fluide coulombien (du fait d’un profil de densité de charge en général non-nulle au voisinage
de la paroi). Enfin I'énergie x,e?L?/2 représente la répulsion du mur via la déformation
des nuages de polarisation : elle a la méme structure que dans le cas classique aux ordres
considérés. Les effets quantiques sont ainsi prépondérants au contact de la paroi puisqu’ils
imposent ’annulation des densités. Mais, si cette annulation est localisée sur quelques lon-
gueurs d’onde thermiques de de Broglie au voisinage de la paroi, les effets quantiques se
manifestent aussi beaucoup plus profondément dans le systéme grace au potentiel électrosta-
tique créé au voisinage immédiat de la paroi : nous trouvons ainsi que I’approche des densités
vers leurs valeurs en volume comprend un terme de la forme hBe,Be /4P (ot B est une
constante dépendant de la composition du plasma). Ce terme, d’origine quantique, décroit
seulement sur la longueur d’écran classique de Debye (qui dans les régimes physiques consi-
dérés est telle que £, > a > ). C’est un effet combiné des annulations des fonctions d’onde
sur la paroi et des interactions coulombiennes entre les particules du fluide coulombien qui
sont & longue portée.

Les effets quantiques se manifestent aussi de maniére sensible sur la densité de charge :
dans le cas classique, celle-ci a une structure parfois assez simple, en deux couches de signes
opposés. Cependant nous constatons que les effets quantiques assurent la formation d’une
structure complexe en plusieurs couches, méme au voisinage d’une paroi simple.

Théoréme de contact

Une généralisation du théoréme de contact classique, aux systémes quantiques au voisi-
nage d’'une paroi simple, est présentée dans cette thése. L’'idée de départ est de décrire le
mur par un potentiel fini (mais tout de méme grand devant 1’énergie typique des particules) :
ceci permet de résoudre une équation de Schreedinger approchée pour chaque particule et



de donner la pression en fonction des propriétés statistiques du systéme. En prenant la li-
mite d’un mur décrit par un potentiel infiniment répulsif, la pression est reliée aux profils de
densité par :

h? d*p
P= “(z=0" 1.4
Z 4my,, dx2 0%) (VL.4)

pour une paroi simple. Quand on applique ce résultat aux profils de densité que nous avons
obtenus, nous trouvons que la pression a la méme expression que dans le cas classique aux
premiers ordres en kA et ['*/2. On peut remarquer que la correction d’origine quantique
d’ordre kA, n’intervient pas dans la pression en volume car cette correction a pour origine
I’annulation des fonctions d’onde sur la paroi, effet qui doit bien s’effacer dans un fluide
coulombien loin de la paroi.

VI.3.2 Corrélations

Les résultats nouveaux exposés avant ce point concernaient les caractéristiques des profils
de densité au voisinage d’une paroi. Au-dela de I'intérét propre de cette étude, ces densités
sont aussi a la base du calcul des corrélations le long d’'un mur. C’est a cette étude que
sont consacrés les deux derniers chapitres de cette partie. Nous avons tout d’abord étudié un
modéle simplifié de plasma dont on attend qu’il fournisse, au moins de maniére qualitative,
le comportement asymptotique des corrélations (cf. 'article Classical and quantum algebraic
screening in a Coulomb plasma near a wall : A solvable model paru dans J. STAT. PHYS.,
Vol. 97, 173, (1999), reproduit au chapitre IX). Dans ce modéle seules deux particules sont
décrites par la mécanique quantique. Un premier traitement du probléme plus réaliste & N-
corps quantiques est exposé dans l'article Quantum Coulomb screening in the vicinity of a
wall paru dans J. PHYS. IV FRANCE, Vol. 10, 441 (2000) et présenté au chapitre X.

Modéle soluble

Le modéle, que nous avons étudié en tout premier lieu, considére deux particules quan-
tiques plongées dans un plasma classique et la dynamique des particules est décrite en termes
d’intégrales de chemin. Ce modéle simplifié avait déja été introduit dans le cas d’'un sys-
téme homogeéne (cf. [AM89]) ainsi que pour un systéme soumis & un champ magnétique (cf.
[Cor98c]) et il avait pu donner un bon aper¢u du comportement asymptotique des corréla-
tions. Il a ’avantage d’étre soluble et d’éviter d’avoir & prendre en compte certains effets
quantiques qui ne sont pas pertinents pour notre propos.

Nous nous sommes donc concentrés sur la modification par les fluctuations quantiques,
de l'effet d’écran dans l'interaction effective entre deux particules. Dans cette optique, nous
avons dans un premier temps laissé de coté 1’effet & un corps de l'interaction d’une particule
avec son image. Les résultats que nous obtenons sont donc en fait valides pour la région
x> Be?A. Dans le régime physique qui nous a intéressé la longueur d’onde thermique de de
Broglie est supposée telle que A > (e? et par conséquent la condition z > [Be?A est com-
patible avec I’étude sur des distances = 2 A des phénoménes quantiques qui apparaissent a
I’échelle \. La réponse électrostatique du mur se manifeste alors principalement sur 'inter-
action effective & deux corps. Pour obtenir les propriétés statistiques du plasma classique,
nous avons supposé ce dernier faiblement couplé (I" < 1) et 'avons traité dans la limite
de Debye-Hiickel. Nous n’avions pas au cours de cette étude, les profils de densité exposés



dans la partie sur les plasmas classiques. Nous avons dés lors considéré des régimes physiques
ol les corrections aux profils de densité peuvent étre considérées comme négligeables : non
seulement le plasma est supposé faiblement couplé mais le cceur dur b des particules clas-
siques est en fait supposé tel que Se?/b < 1, de sorte que I'interaction d’une particule avec
son image peut elle aussi étre supposé négligeable.

En admettant que 'interaction effective des deux particules quantiques du modéle soluble
donne le comportement qualitatif des fonctions de corrélation dans le systéme a N-corps
quantiques, nos conclusions sont les suivantes. La fonction de Ursell h(r,r’) (telle que la
probabilité de trouver une particule en r’ sachant qu’il y en a une en r est 1 + h(r,r’)) se
comporte quand la distance y entre les particules le long du mur tend vers I’infini comme :

% X f(x,2'; €y) (VL5)
Le facteur f devant cette décroissance algébrique est le résultat de deux effets f = fooct + fio-
La contribution f,, a une origine purement quantique et s’annule dans la limite classique. La
partie foect est déja présente dans un plasma classique au voisinage d’une paroi simple ou
diélectrique. Nous retrouvons ainsi la décroissance algébrique déduite d’une régle de somme
pour les parois simples ou diélectriques (cf. 11.4.2). Nous retrouvons aussi que foect S'an-
nule dans le cas d’une paroi conductrice feect(€w = 00) = 0, comme dans le cas classique.
Cette contribution prend néanmoins en compte certains effets de la dynamique quantique. La
structure de f,, est fondamentalement déterminée par la différence entre I'interaction a temps
égaux des chemins décrivant les particules quantiques et I'interaction électrostatique corres-
pondante. Contrairement & la contribution fg., f ne s’annule pas dans le cas d’une paroi
conductrice. Nous conjecturons alors que les corrélations statiques de particules quantiques
décroissent algébriquement (en 1/y3) le long d’une paroi conductrice. En faisant I'hypothése
que les effets quantiques sont tels que I'*/? < (kpA)? < 1, nous pouvons comparer les ex-
pressions analytiques pour les deux queues algébriques feject €t f- A Tordre le plus bas, feect
est donné par sa valeur classique, vérifiant bien la régle de somme (I1.36). Cette valeur est
ensuite corrigée a 'ordre kA par des termes quantiques, concentrés sur quelques longueurs
A au voisinage de la paroi puis a l'ordre (k,\)? par des termes quantiques qui subsistent
méme loin de la paroi. La contribution purement quantique f, est quant a elle concentrée
au voisinage immeédiat de la paroi. Dans le cas d’une paroi simple ou diélectrique dans les
régimes étudiés et d’aprés le modéle soluble, les effets quantiques sur les corrélations sont
donc négligeables devant les effets de déformation classiques des nuages de polarisation. En
revanche, dans le cas d’une paroi conductrice les effets quantiques sont déterminants : ils
assurent une décroissance algébrique des corrélations en 1/y% le long de la paroi; celle-ci est
toutefois concentrée au voisinage de la paroi sur quelques longueurs d’onde thermique de de
Broglie.

Reésultats explicites pour une paroi simple

Le formalisme basé sur ’équivalence avec un systéme de boucles permet d’obtenir des
résultats analytiques pour un systéme coulombien faiblement dégénéré (A\/a < 1) et fai-
blement couplé (I' < 1). Nous avons mené jusqu’au bout cette démarche pour I'étude du
voisinage d’une paroi simple. Dans ce cas, le lien ressommé entre deux boucles coincide a
I’ordre le plus bas avec l’'interaction effective entre les particules dans un plasma classique.
Cette interaction est responsable du comportement algébrique des corrélations dans le cas



classique :

p (x, 1) 1

P Do) 1o 3 ) (VL6)

oil fu(r, 1) = —2Beqe,E2e~@F7)/0 et £, désigne la longueur d’écran de Debye.

Les effets quantiques se manifestent alors comme des corrections par rapport a ce compor-
tement classique. Dans un régime physique ol nous supposons également I' < \/a < T''/4,
nous pouvons analyser les contributions de tous les diagrammes et sélectionner ceux qui in-
terviennent a 'ordre k, A, qui est 'ordre de la premiére correction quantique. Le résultat de
cette analyse est qu’au voisinage d’une paroi simple, les corrélations statiques d’un systéme
quantique sont de la forme :

P (r,1') 1
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au premier ordre en kKp,A. Dans cette expression ag, by et ¢y dépendent de la composition
du systéme coulombien (i.e. des valeurs des charges densités et masses des particules) et la
fonction 4 est donnée par p(u) = \/Zu’Erfc(v/2u)/(1 — e2%"). Les corrections quantiques
sont de deux types. La fonctlon 1 est donnee par la mesure de I’étendue moyenne des fluc-
tuations quantiques de position selon x, qui s’identifie & un dipéle. Ce dipole est créé par
la contrainte due a la présence du mur sur les chemins et n’est vraiment sensible que sur
quelques longueurs d’onde thermiques de de Broglie au voisinage de la paroi. Les termes fai-
sant intervenir cette fonction traduisent l’interaction entre ce dipole et les dipéles classiques
formés par une particule et son nuage de polarisation. Les autres termes dans la premiére
correction quantique traduisent quant & eux l'effet sur les interactions coulombiennes, de
I’annulation des fonctions d’onde au contact de la paroi. On retrouve dans cette contribution
une caractéristique déja observée sur les profils de densité correspondant au méme systéme :
les effets quantiques sur les corrélations se manifestent sur une zone au contact de la paroi,
d’épaisseur la longueur d’écran classique de Debye, c’est-a-dire beaucoup plus profondément
que la zone (quelques \) ou les fonctions d’onde s’annulent. Que ce soit pour les densités ou
pour les corrélations, cette caractéristique est toujours liée a la longue portée de I'interaction
coulombienne et & la contrainte imposée & ces interactions par I’annulation des densités au
contact de la paroi.

Retour sur les systémes classiques

Des expressions concernant les fonctions de corrélation calculées a I'ordre rp\ et I'3/2
pour des particules quantiques au voisinage d’une paroi simple, il est possible d’obtenir les
fonctions de corrélation de particules classiques en prenant la limite 7 — 0. Les résultats
du dernier chapitre montrerons que la premiére correction d’ordre I'*/? au comportement
algébrique des corrélations, étant moins concentrée spatialement pres de la paroi pour un
plasma dissymétrique, peut devenir dominante sur f.(z,z’). Son signe étant, loin de la
paroi, inverse & celui de f,, la prise en compte de la correction d’ordre I'*/? au comportement
algébrique des fonctions de corrélation peut aboutir & une attraction effective entre particules
chargées de méme signe, au voisinage d’une paroi simple, pour un plasma dissymétrique.






Chapitre VII

Equivalence avec un systéme de boucles

Dans ce chapitre, nous allons voir 1’équivalence citée précédemment entre un systéme
coulombien quantique et un systéme de boucles classiques. L’ingrédient de base de cette
préparation est la représentation de la dynamique quantique des particules via I'intégrale de
chemin.

VII.1 Ensemble grand-canonique quantique

On considére un fluide coulombien de particules quantiques de charges e, masses m,, et
spins S,. Le hamiltonien de ce systéme, tenant compte des énergies cinétiques et électrosta-
tiques est :

N2
H = XZ: 2p—7;lz + ; €i6j@w(rz', I'j) + ZZ: 6?‘/59”(@) + ZZ: Var (xz) (VH.I)

les sommes s’effectuant sur les N, particules d’espéces o pour toutes les espéces a = 1, ... n,.
L’opérateur v, traduit l'interaction électrostatique totale entre particules, tenant compte
d’éventuelles images sur la paroi :

1
v — |

1
@W|r’r/ >= ( A‘r — I'l*|) II‘,I'/ > (VII?)

et V.. est 'opérateur traduisant I'interaction d’une particule avec son image :

N A
. = —— VIIL.3
V;elflr > 4517|r > ( )

Si les particules sont en réalité plongées dans un solvant décrit comme un fond continu de
constante diélectrique ¢, les interactions vy, et V., sont pondérées d’un facteur 1/e; que
nous choisissons d’intégrer dans les charges des particules (ces derniéres comprennent donc
un facteur 1/,/€; chacune en plus de leurs valeurs dans le systéme d’unités de Gauss). Cet
hamiltonien est ’analogue de celui du cas classique (I11.12) ot les potentiels de type cceur
dur entre particules n’ont plus lieu d’étre introduits car la dynamique quantique assure que
les particules de charges opposées ne s’effondrent pas les unes sur les autres.

On choisit de décrire le systéme dans I’ensemble grand-canonique ol notre formalisme
est opérationnel. On supposera donc le fluide coulombien en contact avec un thermostat
a la température inverse 3 = 1/k;T et un réservoir de particules imposant des potentiels
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chimiques p, pour chaque espéce a. Nous avons vu qu’il y a une dégénérescence sur les
potentiels chimiques due & 1'électroneutralité et la combinaison ) equ, peut étre choisie
arbitrairement. La grande fonction de partition quantique, pour un systéme de particules
contenues dans un volume A s’écrit :

E(B, {pa}. A) = > Try {exp [ (H = uaNa>] } (VIL4)

{Na}

ou la trace s’effectue sur tous les états physiques contenus dans le volume A. On choisit de
représenter les états quantiques des particules en représentation position et spin. Le postulat
de symétrisation impose de symétriser ou d’anti-symeétriser les états par rapport a I’échange
des particules. Une analyse combinatoire |[Cor96c| montre alors que 1'on peut réexprimer la
grande fonction de partition sous la forme d’une somme sur les permutations assurant la
symétrisation :

Z H (ng—l(zsa + 1)epﬁua)"? /Al:[dri < {rw(i)}le‘ﬁﬁl{ri} >

(e s 205 p

(11
Il

(VIL5)

L’état |{r;} > désigne le produit tensoriel ®;|r; > et la caractéristique 7, vaut 1 si I'espéce
« est bosonique et —1 pour une espéce fermionique. Les permutations 7 introduites par les
statistiques quantiques sont décrites par la séquence des n;; désignant le nombre de cycles de
la permutation 7 concernant p particules (donc de longueur p) d’espéce . Une permutation
caractérisée par 'ensemble des n;; concerne > Zgil pn, particules et le produit sur i dans
(VIL5) s’effectue de i =1 & Zmppn;‘. Les sommes sur toutes les permutations possibles et
sur un nombre quelconque de particules s’effectuent en sommant sur toutes les combinaisons
des {ng} avec la combinatoire de (VIL5).

VII.2 Représentation de Feynman-Kac

VII.2.1 Pour une particule

Dans cette partie, nous allons voir que les éléments de matrice intervenant dans (VIL.5)
exprimés en terme d’opérateurs ont une autre représentation en termes d’intégrales dites
de chemin. Nous allons tout d’abord étudier le principe de cette méthode sur le cas d’une
seule particule. Supposons qu’elle soit décrite par un hamiltonien de la forme H=1T+
V + Vi, ou T est la partie cinétique, V(z ) la contribution d'une énergie potentielle 4 un
corps, diagonale dans la base position et Ver traduit toujours I'impénétrabilité d’un mur.
L’opérateur d’évolution en temps imaginaire se définit comme :

U(8) = exp (—ﬁﬁ) (VIL6)

et nous allons chercher a obtenir I’élément de matrice < r|U |r >. La non-commutativité des
opérateurs position et impulsion se contourne en utilisant la formule de Trotter :

. . N
A A B
exp <A + B) = A}im <exp <N> exp (N)) (VIL7)



On applique cette formule a 'opérateur d’évolution et en insérant N — 1 relations de fer-
meture, on fait apparaitre N — 1 coordonnées spatiales que ’on peut toujours voir comme
définissant un chemin. L’intégration sur 'impulsion est aisée et on obtient :

. mN 3N/2
<r|U(B)r >= lim / dry...dry_, <m) e~ ASIr(m)] (VILS8)

ou S est ’énergie classique associée au chemin défini par les coordonnées (r;...ry_1) et en
définissant ro =retry =r:

:% <2 <%) +V(1‘j)+‘/sa(rj)> (VILY)

J=0

Dans la limite ot N — oo, on choisit de représenter le chemin discret défini par les positions
r; sous la forme d’un chemin continu r(7) avec une abscisse curviligne allant de 0 & Sh et
les conditions aux limites r(0) = r et r(84) = r. En notant la mesure d’intégration sur les
chemins :

mN \ 3V/2
[dr(T)] = ]\}I_I)noo drl Ce dI'N_l <W) (VIIlO)
on aboutit a la représentation :
. r,7=0h
<r|UB)|r >= / [dr(7)] e~ P50 (VIL11)
r,7=0
ou dans la limite N — oo, on retrouve dans (VIL.9) la définition d’une intégrale :
Bh dr\ 2
S[r(7)] = / dr [T (—r) + V(r) + Vin(r) (VIL12)
0 2 \dr

L’intégration dans (VII.11) s’effectue sur tous les chemins browniens. Aprés avoir adimen-
sionné les chemins d’intégration, on obtient I’expression de 1’élément de matrice de I'opérateur
d’évolution en terme d’intégrale de chemin (dite encore intégrale fonctionnelle) :

52 ~ ~
B B4V (r)+Vsr(r 1
< rle ﬁ(2m+ (r)+Vsr( )>|r >— m/ D& e o dsV(r+XE(s)) (VIL13)
™

Dans cette derniére expression, A est la longueur d’onde thermique de de Broglie :

B
A= h\/% (VIL14)

qui caractérise ’amplitude des fluctuations quantiques de position & la température inverse
(. La variable & = (&, & ”) désigne un chemin adimensionné d’abscisse curviligne s, appelée
temps de la boucle dans la suite, variant de 0 & 1; & est sa projection sur la normale & la
paroi et £ sa projection parallélement a la paroi. Le chemin § (s) vérifie les conditions aux
limites £(0) = &£(1) = 0. Le potentiel répulsif du mur Vig(x) est pris en compte dans la
mesure d’intégration ©,& (qui dépend donc explicitement de la position x par rapport au



mur), puisque chaque chemin pour pouvoir contribuer a l'intégrale (VII.13), est astreint a
rester dans le demi-espace z > 0 :

T+ Nx(s) >0 Vs (VIL.15)

La projection du chemin sur le mur, &, libre de varier (et indépendante de z) est un chemin
gaussien vérifiant :

/ g =1 (VIL.16a)
/ D€, £,(s) = 0 (VIL16b)
/@§|| [€1()], [€)(s)], = G inf(s, s) [1 = sup(s — &) (VIL16¢)

1 et v désignant deux coordonnées cartésiennes du mur. La relation (VIL13) avec V = 0
peut servir en sens inverse a calculer la mesure f 9., & car elle établit la correspondance :

1 (22 1 Vip(a
o | =<l (Em)) (VIL17)
™

Le second membre de cette équation est justement le propagateur d’une particule libre as-
treinte & se déplacer dans le demi-espace © > 0 et on connait (cf. [Kle95]) son expression
pour z > Oet 2’ > 0:

2
— Dy V T 1 zfcclz o4’ 2
< £E,|e 5(2m+ SR( )> |33 > . |:€_ 2A2\ B 6_( ;2) ] (VH.18)
(2m\?)
La mesure de I'intégrale fonctionnelle selon la normale a la paroi est donc :
21:2
/ Dby =1 — e (VIL19)

Cette mesure tend de maniére gaussienne, sur I’échelle A, vers sa valeur dans un systéme
invariant par rotation : en effet, la condition (VIL.15) n’a d’importance que pour x compris
sur quelques longueurs A au voisinage de la paroi (puisque les chemins adimensionnés &, ont
une étendue caractéristique 1 du fait de la mesure de I'intégrale fonctionnelle). Enfin, en uti-
lisant toujours le lien entre I'intégrale fonctionnelle et les éléments de matrice de I'opérateur
d’évolution, on peut calculer [ D& &«(s) puis son intégration sur s (cf. [Jan80, AC99]) et

on trouve :
/01 ds/@xfx £(s) = \/g <§>2Erfc (ﬂ%) (VIL20)

ot Erfc est la fonction erreur complémentaire Erfc = 2= [*dt e, La moyenne (VII.20)
tend donc vers zéro, quand x augmente, avec une décroissance gaussienne en x/\. Elle tend
vers zéro pour = grand car loin de la paroi le systéme retrouve son invariance par rotation,
ce qui impose la nullité de cette moyenne. La rapidité (gaussienne) de la décroissance est liée
a la mesure de l'intégrale fonctionnelle et aura des conséquences sur les ordres de grandeur
de certains diagrammes que 1’on aura a considérer dans la suite.



O Dans la représentation (VII.13) en intégrale de chemin, une particule est ainsi représen-
tée par un filament dont les deux extrémités sont r, dénommé point racine, et avec une
forme aléatoire £(s), sur les configurations de laquelle il faut sommer. On a ainsi rem-
placé la difficulté liée & la non-commutativité des opérateurs de la mécanique quantique
par celle liée a I'intégration sur tous les chemins.

VII1.2.2 Pour deux particules

Quand on considére deux particules 1 et 2 en interaction coulombienne avec un potentiel
Uy, I’hamiltonien de ces deux particules est :

H = H' 4 B + exesing(r1,1) (VIL21)

ott H' et H? sont les hamiltoniens contenant tous les effets a un corps (énergie cinétique,
potentielle et de répulsion du mur) pour chacune des deux particules, analogues a celui consi-
déré précédemment. Pour calculer les éléments de matrice de cet opérateur, il est possible de
reprendre la démarche précédente, en introduisant un chemin pour chacune des particules.
Pour un élément de matrice diagonal, on aboutit & la représentation :

1 1 /
CUNIPINS
(2722)>2 (27 23)*2 S
e P Jy ds V(ri+ii€:(s)) o =6 Jo ds V(ra+A2€5(s)) o —Beren Jo dsvw(r1+X1€;(5),ra+A2€5(s)) (VIL.22)

< rlar2|ﬁ|rlar2 >=

On voit sur cette expression que dans le langage des intégrales de chemin, 'interaction a deux
corps présente une propriété remarquable : les chemins décrivant les deux particules, &,(s) et
&,(s) interagissent o temps égauz. 11 faut donc manier I'image des filaments avec précaution.
En électrostatique classique, des filaments portant des charges linéiques interagissent par tous
les couples de points possibles. Les filaments qui s’introduisent dans l'intégrale de chemin
n’interagissent quant & eux, que par des points ayant la méme abscisse curviligne. Nous
verrons que cette propriété aura des conséquences physiques.

Si on prend en compte aussi les statistiques quantiques, on est amené & considérer des
éléments non-diagonaux du hamiltonien, dits aussi termes d’échange < ry, 1, |]:] |ri, vy >. On
peut encore donner une représentation en termes d’intégrales de chemin de cet élément de
matrice. La différence essentielle avec I'expression pour les éléments diagonaux est que les
chemins de chacune des particules ne sont plus fermés comme précédemment, mais partent
en fait d’une particule (en s = 0) pour arriver sur l'autre (en s = 1) et qu’un facteur gaussien
exp {—|ry — r1|?/2)2} vient en facteur.

VII.3 Systéme de boucles

VIL.3.1 Equivalence

Par souci de simplicité dans ’exposé de la méthode, nous allons supposer dans la suite
que les particules que ’on considére obéissent a la statistique de Maxwell-Boltzmann. On
ne retient donc dans 'expression (VIL.5) que les éléments de matrice diagonaux. En effet,
nous pouvons démontrer que les termes d’échange négligés contribuent a I'ordre (\/ a)3 dans
les densités et les fonctions de corrélation. Nous considérerons des régimes physiques tels



que (A\/ a)3 pourra étre négligé devant les petits paramétres qui s’introduiront, ce qui justifie
cette simplification. Le formalisme développé dans la suite peut néanmoins incorporer ces
effets d’échange.

La grande fonction de partition du systéme s’exprime en termes d’intégrales fonctionnelles
sous la forme (cf. [Cor96¢|) :

o) N
1
2= i [ Tl sae e B o) (VI1.23)
N=0" " n=1

Dans cette expression £ représente les caractéristiques d’'un chemin, c’est-a-dire les données
de I'espéce de la particule considérée, de son point racine r et de sa forme &(s) : £ = (a, r, £).
L’espéce intervient dans I’extension du filament puisque celui-ci a pour représentation para-
métrique r + A\, &(s). La mesure d’intégration sur la boucle £ est donc en fait une notation

pour :
/ ag=>" / dr / D, & (VIL.24)
a=17220

ou le chemin & doit vérifier x + A\,&(s) > 0 pour tout s, quand on incorpore la répulsion
du mur dans la mesure d’intégration. Le terme a deux corps vy (£;, £;) représente l'inter-
action électrostatique, tenant compte d’'une éventuelle réponse de la paroi, entre filaments
quantiques (i.e. & temps égaux) :

1
(L5, £5) = /0 ds vy (1 + MEi(3),1; + A€ (5)) (VI1.25)

Tous les effets & un corps autres que I'impénétrabilité du mur, ont été incorporés dans la
fugacité effective z, généralisation au cas quantique de celle introduite pour des particules
classiques en (IV.19) :

Z(L) = (2 + 76 - €X ——11362 l ds Vyw — U T+ f s),r + f S
( ) ( Sa 1) (270\2)3/2 p{ 2 a/o [ b]( Aa X( )v Aa X( ))}
(\/H.QG)

Le terme fol ds [vy — Up) (T + Naéx(s), & + A\aéx(s)) représente I'interaction d’une particule
avec son image qui pour une particule quantique se fait & temps égal. Les autres facteurs
sont incorporés dans des fugacités que nous appellerons nues :

eﬁﬂa
(2mA2)*?

Comme exposé dans la section 11.3.2, nous léverons la dégénérescence sur les potentiels
chimiques en imposant la condition sur les fugacités :

D eaza =0 (VIL28)
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o = (25, + 1) (VIL27)

Ainsi, dans la suite nous verrons que cette condition permettra de simplifier nos développe-
ments et nous savons qu’elle ne doit pas avoir d’incidence physique.

O La représentation (VII.23) explicite I’équivalence entre un systéme de particules quan-
tiques et un systéme classique de boucles ayant des formes aléatoires avec une interac-
tion coulombienne & temps égaux.



VII.3.2 Densités et corrélations de boucles. Correspondance

Pour avoir accés aux observables qui nous intéressent, densités et corrélations, définissons
une densité dans l’espace des boucles, au “point” (a,r, ), p(£), de maniére analogue a celle
dans 'espace des particules (cf. (II.1)) :

p(L=(a,r,§)) <Z§ala )o(€ — §)> (VII.29)

et une fonction de corrélation tronquée entre boucles :

£a> gb <Z 6041 Qg aj ab - I'a)(S( - rb) (€ € ) (€] - £b)>

1#£] =
— p(La)p(Ls) (VIL30)

les moyennes étant prises avec la fonction de partition des boucles (VII.23). Cette fonction
de partition peut aussi étre vue comme une fonctionnelle des fugacités Z(£), ou 'intégration
se fait ici sur les chemins. Les densités et les fonctions de corrélation peuvent alors s’exprimer
comme des dérivées fonctionnelles généralisées a ’espace des boucles :

dln=
=7 11.31
p(L) =7Z(£) 52(0) (VIL31a)
et pour £, # £, :
In=E
D70 0) = B8 E(L) (VIL31b)

0(2(£a))0(Z(£p))

Ces équations sont la transposition dans ’espace des boucles des formules habituelles pouvant
servir a définir les densités et corrélations pour des particules classiques (cf. [HMD86|). Dans
le cas classique, ces formules sont a la base des développements en graphes de Mayer. Cette
technique va ainsi, par le biais de la description en termes de boucles, pouvoir étre généralisée
au cas de particules quantiques (cf. [ACP94]).

Avec les définitions (II.1) et (VII.29), puis (I1.2) et (VIL.30), on peut vérifier les deux
relations :

pa(r) = / D.£p(L = (a,1,€) (VIL32a)
et
P T (Tay ) = / sl D€ p(Q)T<£a = (g, Tas &), £ = (au, rb,Eb)> (VIL32b)

qui finissent d’exprimer la correspondance entre le systéme des boucles et le systéme des
particules quantiques.



VII.3.3 Décomposition multipolaire

Les ressommations que nous avons considérées pour des particules classiques, sont réa-
lisables quand les particules interagissent via I'interaction électrostatique vy (r;, r;). Dans le
systéme des boucles, 'interaction est décrite par (VIL.25). Il est donc intéressant de décom-
poser cette derniére suivant l'interaction classique de la maniére :

UW(EZ’, 23) = ’UCC(I'Z', I'j) + Ucm(ri, /Q«]) + ’Umc(gi, I'j) + ’Umm(/gi, 2]) (VII33)

ol v°°(r;,1;) = vy(r;,r;) est 'interaction électrostatique entre les deux points racines des
deux boucles considérées et :

v (1, L)) = /01 ds [UW (ri,rj + )\jﬁj(s)) — Uy (ri,rj)] (VIL.34)
avec une définition symétrique pour v™¢(£;,r;) et pour le complémentaire :
(L0 &) = vu(&i, L) — 07 (ri,15) — 0 (ry, £5) — 0™ (Li )
= /01 ds |:UW (ri + Xi&i(s),r; + )\jéj(s)) — Uy (r; + A&, (s), 1))
— vy (ri, 1 + NE(s)) + vy (vs,15) (VIL35)

On peut alors au moins formellement décomposer en série de Taylor les interactions entre
les chemins autour de I'interaction entre les deux points racines :

(r;, £ / i i€5(8). Vi, | o (rs, 1) (VII.36)

!

quiqi Vel [X€5(5). Ve | va(ri,r;)
B (VIL37)

Avec cette décomposition, nous exhibons en fait systématiquement le comportement & grande
distance |r; —r;| > X et de vy (£;, £/). Les écritures (VII.36) et (VIL.37) sont donc des déve-
loppements multipolaires de I'interaction entre boucles. Il faut néanmoins garder a l’esprit
qu’a courte distance seules les fluctuations quantiques §; et §;, avec la mesure d’intégration
des intégrales de chemin, assurent la convergence des interactions, i.e. le non-effondrement
des charges de signes opposés. Il faudra donc préférer les expressions (VII.34) et (VII.35)
quand on considére des courtes distances.



Chapitre VIII

Profils de densité quantiques au voisinage
d’une paroi simple

J.-N. Aqua and F. Cornu
Article en préparation pour PHYSICAL REVIEW E

Dans la section qui suit, nous allons taché d’obtenir des expressions diagrammatiques des
densités valables pour des fluides coulombiens quantiques au contact de parois simples ou
diélectriques. Mais a partir de la section VIIL.2, concernant les expressions analytiques des
densités, nous nous restreindrons au cas d’une paroi simple.

VIII.1 Ressommations des divergences dans 1’espace des boucles

VIII.1.1 Représentation diagrammatique

Il est possible d’appliquer la décomposition en graphes de Mayer dans le systéme des
boucles. Un lien entre deux “points” £; et £; est défini comme :

f(Li, &) = e Pive(€iti) (VIIL1)

ou (3 = fe;e;. Une analyse topologique [HMD86], avec les expressions (VII.23) de la grande
fonction de partition et (VIL.31) de la densité des boucles, permet d’exprimer cette derniére
sous la forme d’une série de graphes. Nous utiliserons dans la suite la généralisation au cas
quantique de la représentation (IV.27) :

p(£) = Z(£) exp {Z SLG / [H de,7(L,) [H f]@} (VIIL2)
G n

Dans cette expression, on doit sommer sur tous les différents diagrammes dont les points ne
sont pas étiquetés, connexes, avec un point racine de “coordonnées” £ et N points internes
(N =1,...00), sur les coordonnés desquels il faut intégrer, contrairement a celles du point
racine. De plus, grace a la factorisation dans ’exponentielle, le point racine ne doit pas
étre un point d’articulation, c’est-a-dire, quand on I’élimine ainsi que les liens qui lui sont
attachés, le diagramme doit rester en un seul morceau. Il peut y avoir au plus un lien f entre
deux points donnés du graphe et la notation [[] f]; représente le produit de tous les liens
du diagramme et Sg le facteur de symétrie du graphe (i.e., si on mettait des étiquettes sur
les points du graphe G, le nombre de permutations laissant le produit [[] f] inchangé).
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Les différents diagrammes ainsi générés ne sont pas tous définis dans la limite d’un volume
infini, & cause de la longue portée de l'interaction coulombienne entre les particules du
systéme et entre les particules et leurs images. Nous allons pouvoir ressommer ces deux types
de pathologies en deux étapes. Pour ce faire nous séparons explicitement les comportements
asymptotiques des liens, divergents séparément (dans 1’esprit de [Cor96¢|). Le comportement
dominant d’un lien f quand la distance entre les deux points racine tend vers l'infini est :

ccC

QZO—OQ/] = —ﬁijUCC(I'Z',I'j) (VIII3)
On définit de maniére analogue :
E/ZO—’OQ] = —ﬁijvcm(ri,rj) et /QZQ<—O£] = —ﬁijvmc(ri,rj) (VIII4)
ainsi que :

mm

EZO‘—’OE/] = —ﬁijvmm(ri,rj) (VIII5)

Un lien f est alors fractionné sous la forme :
P50 2) = {5+ 581 5) 4 (8

+ (L L) (8L ) + fF
e £ +

IS ) + 2 (S )

e ~—

£, 8). /(5 5)

[ fmC(si,sj)]Q} + frr(£, &) (VIILG)

N =

ou (VIIL.6) sert en fait de définition & f;,. Dans les diagrammes intervenant dans I’expression
de la densité (VIIL.2) les points sont liés entre eux par au plus un lien f. Mais nous introdui-
sons arbitrairement dans la décomposition (VIIL.6) des liens doubles entre deux points (du
type % [f“]2, fee.fme etc). Ceci n’est pas contradictoire puisque la sommation de tous les
liens possibles redonne bien un lien f par construction, et un seul. Ces liens doubles seront
en fait utiles pour exhiber simplement quels seront les diagrammes dominants dans la suite.

VIII.1.2 Ressommation des anneaux

Nous allons tout d’abord ressommer un premier type de diagrammes, que nous appel-
lerons anneaux de Coulomb. Un anneau attaché a un point £y (cf. figure VIIL.1) est un
diagramme avec

e soit un point interne £; attaché a £y par un lien de type 3 [f°°(£y, £1)]2 ou
£oo(Lo, £1)- (Lo, £1) ou enfin L [f™(Ly, 1)),

e soit au moins deux points internes £, et £, liés entre eux par une chaine, de longueur
quelconque, de liens f°° et liés & £y par un lien f°¢(£y, £) ou f™°(Lo, L) pour i €
{1,2}.

Nous considérons ici plus particuliérement les chaines construites par des liens f°¢ car par

construction (cf. (VIIL.3)), ceux-ci ne dépendent plus de la forme des boucles. Nous pourrons
ainsi nous ramener aux calculs classiques.



Figure VIIL.1: Somme I, de tous les anneaux attachés au point racine (blanc). Le poids
des points internes (noirs) est Z; les traits simples désignent des liens f°° et les traits
avec fleche, un lien f™°.

La valeur I, de la somme de tous les anneaux attachés a un point £ est :

1 2 ' ' / l
I(L) = _5660‘/0 dS/O ds' [p1 — vy] (v + A\E(8), T + N\E(8)) (VIIL7)

ot le potentiel ressommé ¢; est défini comme suit (cf. figure VIIL.2) : Be,eqé1(r,r') est la
somme de toutes les chaines de liens f°¢ de longueur quelconque entre deux points racines
de coordonnées r et r’, d’espéce « et o/, avec des points internes de poids Z. Par définition :

fCC fCC fCC fCCfCCfCC
—Beacapri(r,r') = LO— 0O L+ LO——0O L+ LO——0OL +...
z z z

Figure VIIL.2: Potentiel ressommé ¢ .

[e'¢) N
_6€a6a’¢1(r7 I',) = fcc(£> 2/) + Z / H [d’glz(gl)] fcc(/ga £1>fcc(£17 22) te fCC(SNa 2,)
e (VIILS)

On en déduit la relation intégrale vérifiée par ¢ :
G1(r, ') = vy (r, 1) — ﬁz ei/dr" (/ D" Ea(r”,ﬁ”)) vy (r,r") o1 (¢ ") (VIIL9)

Cette relation est I’analogue de I’équation (IV.32) du cas classique, avec I'intégration supplé-
mentaire sur les chemins des fugacités effectives (qui se factorise néanmoins dans la ressom-
mation des liens & deux corps du type f°¢). La somme d’un nombre quelconque d’anneaux
attachés a un point £ est alors exp [1,(£)].
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Figure VIIL.3: Exemples de chaines de point de Coulomb avant la deuxiéme ressomma-
tion. Les poids sont Z!! et pour ’anneau, il faut considérer la régle d’exclusion R.

Munis de ces définitions, nous décidons alors de ressommer systématiquement tous les
diagrammes en anneaux. C’est-a-dire, dans la série infinie de diagrammes (VIIL.2), on res-
somme tous les diagrammes qui ne différent que par des anneaux attachés a certains points
(cf. IV.3.1). Cela revient “presque” a remplacer les poids Z(£) des boucles £ par un nouveau
poids zM(£g) :

ZH(2) = Z(L) exp {—%563 /0 ds /0 ds' [p1 — vy] (v + Ao&(5), T + /\aﬁ(s’))} (VIIL.10)

et & considérer les mémes liens f°¢, f™ ... entre les points. Le “presque” signifie qu’il faut
exclure certains diagrammes construits avec ce nouveau poids zW pour éviter de compter
deux fois certaines contributions (il est logique d’avoir a considérer moins de diagrammes
avec les nouveaux poids puisque chaque z!!! remplace une somme, infinie, de diagrammes).
Cette régle R impose que si une partie d’un diagramme est un anneau 2ly, attaché a un point
£, avec des poids internes z!!l, on doit retrancher a cet anneau le méme anneau avec des
poids Z pour ses points internes : en effet, cette derniére contribution, présente dans ’anneau
2, avec des poids Z!U, est en fait déja comptabilisée dans le poids zI!! du point £o.

L’intérét de cette premiére ressommation est, comme dans le cas classique, d’introduire
systématiquement I’effet d’écran sur l’'interaction d’une particule avec son image et tech-
niquement parlant, & traiter ainsi le probléme lié & la longue portée de cette interaction.
Néanmoins nous pourrons voir que cet effet d’écran est beaucoup moins efficace dans le cas
de particules quantiques.

VIII.1.3 Ressommation des chaines

Dans le méme esprit que pour la deuxiéme ressommation du cas classique, nous décidons
alors de ressommer les chaines de liens f°¢. Pour cela, définissons les points de Coulomb.
Les liens que ’on considére sont du type f°¢, f™, f™¢ etc. On prend comme convention de
mettre un sigle — dans un lien pour remplacer un sigle ¢ ou m de maniére indifférente.
Ainsi f~¢ désigne a la fois f°¢ et f™° On appelle point de Coulomb un point £y qui
n’est relié qu’a deux autres points £ et £, (pouvant étre un seul et méme point) par des
liens f~°(£1,£0).f° (£o, £2). On décide alors de ressommer toutes les chaines de longueur
quelconque de points de Coulomb (cf. figure VIIL.3).

Cette deuxiéme ressommation a deux effets. D’abord sur le poids des points. Les anneaux
de Coulomb (avec des poids z!!l et la régle d’exclusion R) sont en effet des chaines, fermées,
de points de Coulomb. Cette deuxiéme ressommation transforme & nouveau les poids des
points des diagrammes en un nouveau poids ressommé z( :

22(8) = Zl(g)e 2P o ds Jo ds' [(S2—vw)~(B1-vw)](rFAal(s) T+ Aab () (VIIL11)



qui est donné par une formule similaire & celle concernant le poids de la premiére ressomma-
tion (VIIL.10), avec une soustraction supplémentaire dans I’argument de I’exponentielle due
a la régle d’exclusion R. Dans cette expression, ¢, est 'analogue de ¢; défini précédemment
et satisfait donc 'équation (VIIL.9) en changeant Z en Z!!/. Enfin, avec les définitions (VII.26)
de 7z, (VIIL.10) de 2z et (VIIL.11) de 2%, nous déduisons I’expression :

1 1
—[ﬂszax{—l 2| ds [ ds'[¢;— Aa(8), T+ g }
0) = zexp { =562 [ ds [ [0 — ) (r+ Aog(o)or + ()

exp {%ﬁei /0 s /0 Cds 11— 65— )] [ow — 0n] (4 AE(S)x + Aag(s'))} (VIIL12)

Cette formule explicite le type d’écran qu’un systéme quantique peut présenter a I'interaction
d’une particule avec son image : les poids ressommeés tendent vers leurs valeurs en volume
seulement algébriquement, en 1/2°. En effet, en effectuant un développement de Taylor pour
x> X\ de vy, — vy, grace a la propriété :

1 1
/ ds' / ds [1 —d0(s—s")] f(s) =0 pour toute fonction f (VIII.13)
0 0

on déduit que la contribution de vy, — vy, tend comme 1/ 23 vers zéro pour z grand. Comme
nous le vérifierons sur les expressions a faible dégénérescence et faible couplage, on s’attend
a ce que la contribution de [¢; — vy, tendent exponentiellement vite vers sa valeur en volume
et ainsi ZUl présente un comportement algébrique en 1/x3 loin de la paroi.

Le second effet de la somme systématique de toutes les chaines de points de Coulomb,
est de modifier aussi les liens effectifs entre les points. Ainsi, par exemple, quand deux points
£, et £9 sont liés par par un lien f°°, on décide de ressommer tous les diagrammes en
chaines de liens f°¢ avec des poids z!!l. Par définition (cf. figure VIIL.2), a la fin de cette
ressommation, les deux points £, et £, seront joints par —feq, €q,¢2(r1, r2). Ainsi, aprés la
deuxiéme ressommation, les points des diagrammes & considérer seront liés par des liens :

Fee(L, L) = —fBeqeqpa(r, ') (VIII.14a)
1
FUe(e, ) = —Begen / ds [6a(r + ME(5),T') — Go(r, 1) (VIIL14b)
0
1
Fem(g, g = —ﬁeaea// ds [po(r, ' + A€’ (5)) — da(r, 1)) (VIII.14c)
0
1 N2 1 N2 1 N2
SIS ) SIEmee ), S F(e ) (VIIL14d)
Fee(g, &).Fme(e, &), Feo(g, &) Fom(g, &) (VIIL.14e)

o Fecqppemy pmey pmm cc cm
FRT—€ _]__F _F

1 1 1
= 5 T = S ) — S [P — FeCpe™ — Fee e (VIIL14A)
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Figure VIIL.4: Illustration de la régle d’exclusion R'. Les deux points internes de ces deux
diagrammes sont des points de Coulomb aprés la deuxiéme ressommation et portent donc
un poids z12 — zlU.

ol nous avons noté F™™ une partie du lien Fy; :
1
P2 ) = [ ds [0 (4 A0+ Mg (9) = 02 r 4 As)x)
0

— o (v, 0" + A&'(8)) + o (v, 1) (VIIL.15)

Enfin, pour éviter le double comptage, il faut imposer une nouvelle régle d’exclusion. On
peut définir la notion de point de Coulomb avec les nouveaux liens ' de maniére analogue
a la définition précédente. Un point de Coulomb aprés la deuxiéme ressommation est donc
un point £, lié uniquement a deux points £; et £, (éventuellement confondus) par des liens
F=¢(£4,£0).F° (Lo, £2) (cf. figure VIIL.4). La nouvelle régle d’exclusion R’ impose que le
poids d’un point de Coulomb est z1? — zl1.

A ce niveau, la densité de boucles p(£) est donnée par une expression similaire a (VIII.2)
ou les poids & considérer sont z!?, sauf pour les points de Coulomb qui sont pondérés par
zl2l — 2l et les liens entre les points sont les liens F' définis en (VIIL.14). Ainsi, on peut
écrire I’analogue quantique de (IV.40) pour la densité d’une boucle £ :

p(L) =zP(L) exp { / ag' z2°(g) {FCC(E, L)+ F (g, &) + F(g, &)

1
+  [Fem(L, ) + FOO>L, &).F™(L, &) + Fur( L, s’)]

2
+ / ag' [z8(g) — 21 (2] B [Fee(g, 2] + % [Fme(g, &)

FEOC(L, L) MO8, 2’)] ¥ }
(VIIL16)

ol nous n’avons écrit que les diagrammes avec un seul point interne, les autres étant compris
dans les points de suspension.

[J Au bout de ces deux ressommations, les densités sont exprimées en terme de graphes
rendus convergents dans la limite thermodynamique (cf. [Cor96b|). L’expression -
(VIII.16) peut alors étre utile pour obtenir le développement de la densité dans le cadre
des plasmas faiblement couplés (I' = e?/a < 1) et faiblement dégénérés (A/a < 1)
comme nous allons le voir dans les prochaines sections.



VIIL.2 Limites de faible couplage et de faible dégénérescence

A partir de ce point, nous nous limiterons au cas d’une paroi simple, €, = 1 ol iln’y a pas
d’image induite sur la paroi. Nous laisserons pour les perspectives les nouvelles considérations
liées au traitement des images en mécanique quantique.

Dans les systémes que 1’on va considérer, les quantités \/a et I sont supposées petites :
cette propriété va nous permettre d’obtenir les densités en puissances de petits paramétres.
Nous allons voir que dans nos expressions s’introduisent naturellement les puissances de
kpA = T'V2(\/a) et T2 et c’est donc au premier ordre en ces deux paramétres que nous
allons travailler dans la suite. Cela supposera que l'on puisse négliger les termes d’ordre
(kpA)2, D32k, ), T2 et (A/a)® qui s’introduiront. Nous noterons de maniére générale O(n?) =
O ((Ma)?, (kpA)2, T3k, A, T?) qui est aussi d'ordre O ((A/a)®, (M/a)’T, (\/a) T2,T%).

Les régimes physiques ot les termes d’ordre O(n?) sont effectivement négligeables devant
kpA ou I'32 sont tels que \/a < 1,7 < let :

a

)\ 6
(_) < T2 <] (VIIL17)

Si on souhaite que les termes O(n?) soient effectivement négligeables devant s\ et /2] il
faut faire I’hypothése un peu plus restrictive :

(Ma)® <« T3 <« 1 (VIIL18)

Par contre, nous n’aurons rien & supposer sur 'ordre relatif de x,\ et ['*/2.

VIII.2.1 Ressommation des anneaux

Le potentiel ressommé ¢; est d’aprés (VIIL.9) solution de I’équation aux dérivées par-
tielles, pour 2’ > 0, du type :

Aty (v, 1) — B3 (2)¢y (v, 1) = —476(r — 1) pour x>0 (VIIL.19a)
Arp(r,r') =0 pour x <0 (VIIL.19b)

ol maintenant :
Ri(x) =473 el / D EZ(L) (VIIL.20)

Les conditions aux limites sur ¢; sont obtenues d’apreés celles sur v,, = v}, dans le cas d’une
paroi simple et la relation intégrale (VIIL.9) :

é1(r,r) et %(r,r’) continues en z =0 (VIIL.21)
T

Dans le cas d’une paroi simple, la fugacité effective (VIL.26) se réduit a la fugacité nue,
indépendante du chemin :

2(L) = za (VIIL22)



On en déduit, d’aprés la mesure de 'intégration fonctionnelle (VII.19), la forme de la fonction

_ 202
R (x) = 473 Z €2z [1 —e & ] (VIIL.23)
La valeur au sein du fluide de cette quantité est lim, o, 1(z) = 473, €aza €t nous posons :
1
K2 = 4n3 2&: 2z, et g,= §mﬁe§ (VIII.24)

Comme dans nos développements z, = O(1/a®) on déduit que ¢, = O(I'*?) < 1 est un
des petits paramétres du probléme. La transformée de Fourier de ¢; le long de la paroi est
solution de I’équation différentielle adimensionnée :

P (14 o) 4 Dathiae L
0z d Y 0 €220

} $1(2,7;q) = —4nd(E — &) pourZ = kyz >0
(VIIL25)

ou q = 1/k ou L est le vecteur de la transformée de Fourier et qgl = K] "¢1. Cette équation est
similaire & celles rencontrées pour les potentiels ressommeés classiques, c’est-a-dire du type
Schreedinger & une dimension (cf. IV.47a). L’analogue de la fonction potentiel U; est ici une
superposition de fonctions gaussiennes. Leurs variations relatives sont importantes mais elles
s'effectuent sur des échelles petites devant x;'. En effet, ces fonctions tendent vers zéro sur
I’échelle caractéristique de la longueur d’onde thermique de de Broglie, A = O()\,), qui vérifie
k1A < 1. De plus, ces fonctions gaussiennes restent bornées dans tout ’espace = > 0. Nous
pouvons donc trouver des solutions & 1’équation (VIIL.25) sous la forme (IV.75) et (IV.78).
La condition k1A < 1 assure que la série formelle (IV.78) est une série en puissance du petit
paramétre rk1A. C’est donc bien ce petit paramétre qui s’introduit naturellement dans nos
développements. La décroissance gaussienne de la fonction potentiel assure quant a elle la
convergence de ce développement (qui était déja valide dans le cas d’une fonction potentiel
ne décroissant qu’en 1/x a l'infini). Nous montrons ainsi par exemple que la solution de
I’équation homogeéne associée a (VIIL.25), qui tend vers zéro a l'infini, est donnée & une

constante multiplicative prés, par e~ V14 4 O(k1A). Nous pouvons alors construire une
solution particuliére de la forme (IV.64) et avec les conditions aux limites (VIII.21) nous
trouvons au plus bas ordre, une solution similaire au potentiel ¢; du cas classique :

/ 11~ / 7 / 1
o1(z, 2, q) = — op(k1]r — 2'|;q) + bty (ki + 27);q) | + H—O(Fal)\) (VIIL.26)
1 1

On trouve ainsi que la constante d’intégration en facteur de la solution homogéne B;W est
égale a celle du cas classique en considérant b =0et A =0: Z(q;b = 0,A =0) = 1. Les
effets quantiques se manifestent pour ce premier potentiel ressommé & des ordres plus élevés.

Dans la limite des plasmas faiblement couplés et faiblement dégénérés nous pouvons
donc obtenir une formulation explicite pour le potentiel ressommé ¢, sous la forme d’un
développement en les petits paramétres du probléme. Nous allons voir qu’il en est de méme
pour le deuxiéme potentiel ressommé ¢,. Pour avoir accés a cette fonction, nous devons
calculer le nouveau poids z!! et donc la différence [¢; — vp](r,1’). Celle-ci peut s’exprimer



comme la somme des chaines de liens f°¢ avec au moins un point interne : la présence
du volume d’intégration dr” de ce point doit assurer la convergence quand r — 1’ de [¢p; —
vp)(r, r’). Nous pouvons donc effectuer alors un développement de Taylor de cette différence :

(61— vp] (r + NE(S), T+ NE(S)) = 1 — w)(r, 1) + k1O (K1 \) (VIIL27)

1

Le premier poids ressommé z!) peut ainsi se développer sous la forme, pour z > 0 :

(@) = 2, e ARl HOERY (VIIL28)

Avec cette expression de la fugacité Z[Y, il est possible d’étudier I’équation différentielle
satisfaite par ¢-.

VIII.2.2 Ressommation des chaines

L’obtention du potentiel ressommé ¢, est semblable & celle de ¢, avec des corrections
supplémentaires d’ordre ¢ dues aux énergies de plongement 33e?[$; — vp] intervenant dans
les poids Zzl!). Les termes en O(k;)\) dans (VIIL.27) font intervenir aprés intégration sur
9., &, des variances des chemins. Celles-ci tendent de maniére gaussienne vers leurs valeurs
en volume et ne perturberont pas la résolution de 1’équation différentielle pour ¢5. Nous
trouvons finalement :

Go(x,2',q) = [ng(mﬂx — 2| q) + ht, (ko (z + 2'); q)} + i(’)(ﬂag)\, €) (VIIL.29)

1
Ro R2

pour x et 2’ > 0, en ayant posé

1/2
Ko = <47r6 Z e22q [1+ €0 + (9(6%&2)\)]> (VIIL.30)

Dans le poids Z1?, va intervenir la différence ¢ — vy, dont nous effectuons un développement
de Taylor, analogue & celui effectué pour ¢;. A la fin de la deuxiéme ressommation, les
nouveaux poids & considérer s’expriment alors au plus bas ordre en ¢ et koA par :

zA(g) = zqe 2Pl HOERN)  onp g s (VIIL.31)
Avec I'expression (VII1.29) de ¢ nous obtenons explicitement :
Z2(2) = 2, {1464 [1= L% kox; A = 0)] + O(e%, e.12\) } (VIIL.32)
avec L9(Z; A) = L(Z;b = 0, A) défini en (IV.133) et :

—2tu

L°(w; A = 0) = / dt — . (VIIL33)
N R )
1 1 1] 1
" 2u | - [
e { oy Tt 2u3] uK2(2u) (VIIL.34)

oul Ky est une fonction de Bessel.

[J Arrivés a ce point nous avons obtenu les expressions des densités en termes de graphes
convergents ainsi que les éléments (poids et liens) de ces graphes, dans la limite de
faible dégénérescence et de faible couplage, en puissance des deux petits paramétres
r\ et ['*/2 1l nous reste alors & analyser quels sont les diagrammes qui vont contribuer
aux premiers ordres dans ces deux petits paramétres.



VIIL.3 Expression des profils de densité

VIII.3.1 Ordres de grandeur des différents diagrammes
Lien F*°

FCC
Analysons 'ordre de grandeur de la contribution £ O———e Z1%(£'), d’une seule liaison
Fe¢) qui vaut :

—Bea Y e, / dr’ ¢o(r, 1" ( / @g’z@](s’)) (VIIL35)

Avec les expressions (VIIL.32) de z(? et (VIL.19) de la mesure d’intégration, elle se réécrit :
—Beq Z €y 2y / dr’ ¢o(r, ') [1 — e—2m/2/,\ﬂ [1 + (’)a,(é)] (VIIL.36)
Y

1

A priori, comme la fonction ¢, décroit exponentiellement vite sur I’échelle x5~ et vu qu’on

peut écrire :
Go(r, 1) = /ig([ﬁgo)(/@r, Kaor') (VIIL.37)

la mesure d’intégration apporte un ordre de grandeur (x;')%. Dans I’équation (VIIL.36),
quand on développe le produit des deux crochets, le produit des 1 donne ainsi une contri-
bution d’ordre O(1). C’est ici qu’intervient de maniére cruciale la condition sur les fugacités
> L eyzy =0, puisqu’elle élimine en fait purement et simplement cette contribution. Si nous
n’avions pas cette condition, une infinité de diagrammes (notamment en étoile) contribue-
raient & 'ordre le plus bas dans les profils de densité. Les résultats finals doivent étre les
mémes aprés sommation, que cette condition sur les fugacités soit réalisée ou non, mais cette
condition permet de n’avoir a considérer qu’un nombre fini de diagrammes aux ordres voulus.

Ensuite, I'intégrale faisant intervenir le produit de e=2"/*3 par 1 va chuter d’un ordre
de grandeur par rapport a l’analyse précédente, pour une autre raison (on ne peut pas lui
appliquer la condition sur les fugacités : en effet la quantité 27 e,z ne se factorise plus

puisque les longueurs A, font encore intervenir ’espéce 7). Le terme gaussien e=27" /%% fait
converger les intégrales dans lesquelles il est présent, sur I’échelle caractéristique A, et non
pas K, . La contribution correspondante se trouve ainsi étre d’ordre de grandeur O(ky\).

Finalement, on trouve que la contribution totale d’un diagramme avec un lien F°¢ est a
priori d’ordre O(g, ko\). De plus, a cet ordre, la condition Zﬂ/ ez, assure que seule intervient
Pexpression de ¢ au plus bas ordre (VIIL.29).

Lien f™¢

Nous pouvons écrire pour le lien F™¢ un développement de Taylor analogue de (VII.36) :

1 00
Fre(gy, £) — / ds Z%[Algl(s).vrl]qF“(ﬁl,S}g) (VIIL38)
i |

q=1

Le lien F°¢ varie sur 1’échelle caractéristique x,' et ce sera donc 'ordre de grandeur des

variations des termes en gradients. On en déduit qu’un lien F™¢ est d’un ordre de grandeur



koA par rapport a celui d’'un lien F°¢ basé uniquement sur une analyse d’échelle, i.e. sans
tenir compte de la condition ZV e,zy = 0. Dans certains cas, la condition sur les fugacités
ne peut pas s’appliquer car les longueurs d’onde ), introduisent une nouvelle dépendance en
I’espéce .
ch
Pour le diagramme O«~—— Z1?/(£/), on peut néanmoins factoriser I'écriture en déve-
loppement de Taylor et sa contribution est :

o0

ch FCC
£ 0O—oz(L,) = / 1 ds Y " [Méy(5). Vs, ) <210—. 5[21(1:2)) (VIII.39)
0

q=1

Avec le résultat de ’analyse du diagramme avec un lien F°¢, on en déduit que l'ordre de
grandeur de (VII1.39) est au moins (k)% ou e.k9\.
ch
Pour le diagramme £, O———e Z1%(£,), on ne peut pas procéder de la méme facon car
les termes \,£.V sur le point interne changent la structure du diagramme et ne peuvent se
factoriser. Comme la fonction ¢, est d’échelle caractéristique r; ', 'ordre le plus bas en kg
d’un tel diagramme est donné par :

1
—Pea Zewzw)‘w/dm/o ds /@x§2 &5(5).- Vi, 92(r1, 12) (VIIL.40)

ol ¢y a la structure donnée avant. Or nous savons que, pour un chemin concernant une
particule d’espéce 7, I’étendue moyenne selon = des chemins, fol ds [ D& Ex(s), décroit
gaussiennement vite vers zéro (cf. (VIL.20)). Elle fait donc converger Iintégration sur x, de
(VIIL40) sur Péchelle Ay (comme c¢’était le cas pour une partie de la mesure [ D& pour le
diagramme F°¢). Comme le gradient de ¢, apporte a nouveau un facteur ko, on en déduit
que la contribution de ce diagramme est a priori d’ordre O((k2))?).

Lien Fi:

FRT

Pour analyser 'ordre de grandeur d’'un diagramme O———=e Z1%(£'), on peut utiliser
une décomposition du type (IV.111) ou lintégration sur la coordonnée du point interne
est décomposée en deux : une premiére partie concerne les “petites” échelles \ et (Be? et
la deuxiéme l'échelle x,'. Pour la contribution des courtes distances (la convergence étant
assurée par la mesure de l'intégrale fonctionnelle), les fonctions & considérer varient typique-
ment sur 3e? et \. L’analyse des ordres de grandeur donne alors pour I'intégration sur ces
courtes distances des termes d’ordre (3e*)'\ /a3, on i + j = 3 est le nombre de variables
spatiales. Pour les grandes distances, le comportement asymptotique de Fy. contribue aux
mémes ordres. On trouve finalement que I'ordre de grandeur de [ d& z% (&) Fr (L, £') est
O ((A\a)®, (M a)’T, (M a)T2T?) = O(n?). Notons que des termes d’ordre (\/a)® s’intro-
duisent par 'intermédiaire de ce diagramme. Ils sont du méme ordre de grandeur que cer-
taines contributions dues aux effets d’échange des statistiques quantiques et qui ont dés le
début été négligées.



Liens multiples

La présence d’un lien F°¢ supplémentaire entre deux points apporte a priori un facteur
O(¢) supplémentaire. Nous en déduisons qu’a priori [ d€' Z(£)[F°°]> = O(e). Le rempla-
cement d’un lien F°¢ par un lien F™¢ ne peut qu’apporter un facteur koA supplémentaire
et en tenant compte du facteur koA venant de la mesure de I’étendue spatiale & du point
interne, pour un moment impair de &, on obtient :

/ dg' 72 (&) [ 5 [Fem(S. 8] + Fee(g, &) (g, 2’)] = O(e(r2)%) (VIIL41)

Enfin, d’aprés les expressions (VIIL.32) de z? et (VIIL.28) de z!! : z2 — 2l = O(z¢). On
vérifie ainsi :

/ g’ [zP(g) —z(g)] B [Fec(e, &) + 2 [Fe(e, &)

>
FFeC(g, &Y. Fme(L, s’)] — 0(s?) (VIIL42)

Premier ordre

Les considérations précédentes montrent que les diagrammes avec un point interne dans
Pexpression de p(£) sont au moins d’ordre k2 ou €. On pourrait montrer que les diagrammes
avec plus de points internes contribuent a des ordres supérieurs (cf. [Cor96¢|). En résumé,
auz ordres € et koA, les seuls diagrammes qui compteront pour la densité de boucle sont :

CC

p(£) = 72(2) [1 + SQ—o #2(e) + O(nQ)] (VIIL43)

VIII.3.2 Densité de boucles

Dans l'expression de la densité de boucle (VII1.43), la fugacité ressommée Z1? que I’on a
a considérée est donnée par (VIII.32). Le diagramme avec un lien F°° s’exprime lui comme :

/ dg Fee(g, £)Z3(L) = —Beq Z €y2, / dx’ / D,
146y (1= LO(kpa';0)) + O(%)] ¢2(z,2';q = 0) (VIIL44)
Grace a la condition Zv eyzy = 0, seule 'expression de ¢, au plus bas ordre intervient :

2 / /
9252(1’, 7 q = 0) — T |:€—H2|m—ac | + e—r2(@+a’) + 0(6, ,{2)\)] (VHI45)
)
ou les corrections O(g, ko)) dans ¢ sont par construction indépendantes de l’espéce des
deuz points racines. Enfin, aux ordres inférieurs & €% et ey, I'intégrand de (VII1.44) est

indépendant du chemin £ et, avec la mesure d’intégration (VII.19), on obtient :

/dEI FCC(S, Sl) 2[2}(21) _ _477'52604 Ze’yz’yg’y {1 _ MQ(KQZE;O)}
Y
X \/§7T3/25€a Z

R2

e 2 e+ O(n®)  (VIIL46)

Y
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oil la fonction M2 est liée au cas classique par M?(7; A) = (5:,?) = 0,A) qui est donnée

dans le cas d’une paroi simple par :

79y ) — o e 2t — Qe 1
M@ (u; 0) /1 dt ( R ) T (VIIL47)

Nos développements diagrammatiques permettent donc d’avoir accés aux densités dans 'es-
pace des boucles aux premiers ordres en ko) et € :

D) 3/2 N
p(L) = 24 {1 + [% Z 6ﬂ,zﬂ,f@)\7] e "

2 v
4 PBe,
K3

+eq [1— L9(koa; 0)] — [ 2672767] [1 — MO (ko;0)]

+O(n?) } (VIIL48)

Cette densité, aux ordres ko) et £, ne dépend plus explicitement de la forme du chemin &
de la boucle, ce qui simplifiera I’obtention des densités de particules.

VIII.3.3 Densité de particules

La densité de particules est reliée a celle des boucles par (VII.32) et I'intégration sur les
chemins ne fait intervenir que la mesure (VIL.19). La densité de particules est ainsi donnée
en fonction des fugacités par :

D) 3/2 N
Pa(T) = 24 [1 — 6_29”2//\3] {1 + [LQﬁe Z e’yZ,y/ﬁg)\,y] e "®
K2
.

+ ea [1 = L®(kox; 0)] — [47r6260‘ Z ewzﬂ,g] [1 — M®(koz;0)] + O(n?) } (VIIL.49)

K
2 ol
Les densités au sein du fluide sont ainsi données par :

2mFea Y . €2y
Rg

1
B =2z, {1 + 5662@ — + (9(7]2)} (VIIL.50)

La longueur de Debye est par définition :

1/2
El=kp = (47T62€,2yp5> (VIIL.51)
v

et nous en déduisons Ky = kp[1 + O(¢)]. Les densités au sein du fluide (VIIL.50) corres-
pondent ainsi aux expressions des densités en fonction des potentiels chimiques, calculées
directement dans un systéme homogéne pour des particules quantiques (cf. [ACP94|). Nous
retrouvons le fait que la présence de parois n’est sensible pour un fluide coulombien qu’au



voisinage immeédiat de celles-ci. Il est & noter que la premiére correction quantique au pro-
fil de densité, d’ordre koA, n’intervient pas dans les densités en volume; son origine étant
I’annulation des fonctions d’onde sur la paroi, ceci est cohérent.

Nous décidons finalement d’exprimer les densités locales de particules en fonction non
plus des fugacités mais des densités au sein du systéme. Les profils de densité de particules
quantiques au voisinage d’une paroi simple sont finalement donnés, pour = > 0, par :

pa(z) = pB [1 — 6_2902/)%‘:| {1 + Beq [MBe™"P% + UM (kpa; 0)]
1 _
—§HD562LQ(I€D$; 0) + (’)(772)} (VIIL.52)

ottdone O(n?) = O ((A\/a)’, (kpA)?, T32k, A\, T?), 1a longueur d’onde thermique de de Broglie
est A, = hy/ -2, les fonctions L? et M < sont définies respectivement en (VIIL33) et (VIIL.47)

o)

et oll on a posé les constantes dépendant de la composition du plasma :

™

B = il VIIL53
o 1/2 Z 1/2 ( : )
V2 (Zﬂ, e%ﬂ?) 7 T

et

vl
U= ——5> épl (VIIL54)
(Zy 6305‘) g

Le terme proportionnel a i dans (VIIL.52) est en fait d’ordre £, et les deux suivants d’ordre
['3/2. Enfin, rappelons que les régimes physiques pour lesquels les développements (VIIL.52)
des densités sont applicables correspondent & des plasmas faiblement couplés (I' < 1) et
faiblement dégénérés (2 < 1) dés que :

(A\a)’ <32 <« 1 (VIIL55)

La facon dont nous venons de dériver les expressions des profils de densité, concernait des
plasmas régis par la statistique de Maxwell-Boltzmann. La généralisation du formalisme des
boucles a des plasmas décrits par les statistiques quantiques existe (cf. [Cor96¢c|) et nous
avons montré que le résultat (VIII.52) reste exact aux ordres considérés, avec les mémes
conditions de validité (VIIL55).

VIII.4 Analyse

VIII.4.1 Propriétés globales

Nous vérifions qu’aux ordres x,\ et ['*/2 inclus, les densités au sein du fluide respectent
la condition d’électroneutralité :

D eaph =0 (VIIL56)

«



qui assure l'existence de la limite thermodynamique du systéme. La paroi étant simple et
non chargée, nous vérifions aussi que la charge globale du fluide coulombien est bien nulle :

/ dr Y eapa(r) =0 (VIIL57)

aux ordres xp\ et ['*/2 inclus.
Si on définit un potentiel électrostatique par :

®(z) = / dr’ vy (r,') Y ey () (VIIL58)
Y
avec la référence ®(z = +o00) = 0, on obtient :

B(z) = —dr / oo dx' (2 = 2) Y sy (o) (VIIL.59)

et d’aprés la propriété exposée dans la section V.4.2, nous avons immédiatement :
O(x) = —hBe "P* — UM (kpx;0) (VIII.60)

Par rapport au cas d’un plasma classique au voisinage d’une paroi simple, ce potentiel élec-
trostatique comprend un terme quantique supplémentaire proportionnel a h. Ce terme est
maximal sur la paroi et décroit seulement exponentiellement quand on s’éloigne de la paroi
et de plus, sur I’échelle d’écran classique de Debye. Nous verrons plus loin son interprétation.
La différence de potentiel totale par rapport au fluide en volume est :

o(0) = —hp— 4 (ln3 +1- l) (VIIL61)

Nous pouvons noter que les termes d’origine classique dans la formule (VII1.46) donnant &
construisent des variations relatives de densité |po(x) — p2|/p2 qui sont faibles, d’ordre I'*/2,
mais qui s’étendent sur la longueur d’écran de Debye. Les termes quantiques dans z?(£),
imposent eux des variations relatives importantes, mais sur les courtes échelles \,. Ces deux
effets donnent ainsi des potentiels électrostatiques petits, i.e. tels que fe® = O(kpA, ['%/?).
Cette condition est cohérente avec les hypothéses de plasma faiblement dégénéré et faible-
ment couplé.

VIII.4.2 Allure des profils de densité

Nous pouvons réexprimer les profils de densités en faisant apparaitre explicitement le
potentiel électrostatique ®(x) :

222

pa() = p2 [1 - e_?a_] {1 — fea®(x) — %nDﬁeiZ_}Q(/ﬁDx; 0)} (VIIL.62)

aux premiers ordres en kp,\ et ['*/2. Cette expression est la superposition de trois effets.
Le terme [1 — e~ 2/ Ai] traduit ’annulation des fonctions d’onde. En effet, les fonctions
d’onde des particules sont identiquement nulles dans le mur impénétrable et par continuité,



elles doivent tendre vers zéro quand z tend vers zéro par valeurs supérieures. Le terme
—Bea®(x) traduit linteraction d’une particule avec le potentiel électrostatique créé par la
répartition de charge. Ce terme est nul pour un plasma symétrique (et effectivement pour
un tel plasma, la densité de charge est identiquement nulle). Ce potentiel comprend une
contribution qui a pour origine ’annulation des fonctions d’onde sur la paroi. Mais, si I'effet
de 'annulation des fonctions d’onde n’est sensible que sur quelques longueurs A, du mur, le
potentiel électrostatique qui en résulte est sensible quant & lui sur une épaisseur &, beaucoup
plus grande. C’est donc un effet combiné d’effets purement quantiques et des interactions
entre particules dans un plasma faiblement couplé. Enfin le terme L° traduit la déformation
des nuages de polarisation au voisinage de la paroi. Aux ordres auxquels nous travaillons,
I’annulation des fonctions d’onde laisse inchangée cette contribution par rapport au cas
classique.

Au voisinage immédiat de la paroi, z < A, le comportement des densités est essentielle-
ment déterminé par I’annulation des fonctions d’onde et s’exprime au premier ordre en kA
et I'3/2 comme :

222 - 1
Pa () 2 Pa ¥ {1 + Beq [AB +UME(0;0)] 6“D6€a} (VIIL.63)

ot M?(0;0) = <1n3 +1-— %) /2. Il 'y a donc continuité des densités ainsi que de leurs
dérivées au contact de la paroi. Dans cette région de I'espace, c’est I'effet purement quantique
d’annulation des fonctions d’onde qui détermine principalement I’allure des profils de densité.

Dans la zone z > A,, le comportement dominant des densités est régi par ’échelle d’écran
classique &), :

Pa () it o {1 + Beq [RBe " + UM® (kp; 0)] — %RDﬁeiLQ(me; 0)} (VIIL.64)
au premier ordre en k,\ et ['*/2, Il est remarquable que pour des plasmas dissymétriques' les
effets quantiques d’annulation des fonctions d’onde se manifestent méme loin de la paroi par
rapport auz longueurs d’onde thermique de de Broglie, par le biais du potentiel électrostatique
créé par le fluide coulombien au contact immédiat de la paroi. Le profil de densité résulte
dans cette zone de la compétition entre le potentiel électrostatique et la déformation des
nuages de polarisation.

Dans la région = > £, le comportement asymptotique dépend de la symétrie (ou non)
de la composition du plasma. En définissant :

Ul
b =—-hAB—-——|——-2+1In3 VIII.65
8 {\/3 ] ( )

le comportement asymptotique des densités est :

~Y

__ B
pa(x)B pa _ /Geaq)ase—lipm
Pa >€p

pour un plasma dissymétrique (si @, # 0) (VIIL.66a)

2
o €a 6—2IiDCC

1 pour un plasma symétrique (ou si ®,5 =0) (VIIL.66b)
T

!dans les considérations de symétrie, les masses des particules doivent aussi étre considérées puisqu’elles
interviennent dans les longueurs d’onde A,



L’approche des densités vers leurs valeurs au sein du fluide se fait donc encore de maniére
exponentielle sur 1’échelle classique de Debye aux ordres xp\ et I'3/2.

Pour ce qui est de la densité totale, nous déterminons qu’elle est en tout point inférieure
a sa valeur dans le volume du fluide :

> palz) <D ps Yz (VIIL67)

La présence d'une paroi simple est globalement répulsive pour des particules quantiques
comme cela est déja le cas pour des charges classiques. Cette propriété est aussi vérifiée
pour chaque espéce de particules dans le cas d’un plasma symétrique. Mais pour un plasma
dissymétrique, dans la zone x > \,, les effets du potentiel électrostatique peuvent I’emporter
sur la répulsion géométrique due a la déformation des nuages de polarisation et une espéce
peut vérifier p,(z) > pB, suivant la composition du plasma.

Enfin, en ce qui concerne la structure de charge du plasma, pour des plasmas dissymé-
triques, nous vérifions que la densité de charge locale n’est pas nulle (méme si le systéme
vérifie bien ’électroneutralité globale). La structure de cette densité de charge est plus com-
plexe que dans le cas classique. Au voisinage de la paroi, r < A,

Calh
> eapalz) = %22 (VIIL68)

ou le signe de la constante Y _ e,ps/m, dépend de la composition du plasma. Dans la zone
A S <K &p, la densité de charge est gouvernée principalement par la compétition entre
les différentes annulations des fonctions d’onde (1 — e~ 2/ ’\3) et peut présenter a priori une
structure de plusieurs couches de signes différents. Enfin pour z > A,

2
> eapal) T3 Z kpBel p2 [L2 (kpa; 0) — M2 (kpx;0)] + h%:—;;e_’”’x (VIIL69)

et 1a aussi, on ne peut conclure en général quant au signe de cette charge locale. Nous nous
attendons donc a ce qu’un fluide coulombien de particules quantiques présente une structure
complexe en plusieurs couches de signes différents au voisinage d’une paroi simple.

VIII.5 Théoréme de contact

VIIL.5.1 Enoncé du théoréme

Pour cette partie, je tiens plus particuliérement a remercier B. Jancovici qui a su tirer
d’un article de Fierz (cf. [Fie57]) les idées directrices de la démonstration du théoréme de
contact exposée ci-apres.

Ce théoréme relie la pression au sein d’'un systéme, aux propriétés au voisinage d’une
paroi. Un bilan élémentaire de forces (cf. I1.3.1) montre en effet que la pression dans le fluide
homogéne est 'opposée de la force exercée par la paroi sur les particules en son voisinage.
Pour obtenir cette derniére dans le cas d’'un mur impénétrable, nous allons décrire une
situation ou le mur est caractérisé par une marche de potentiel finie de type Vir(z) = Vo0 (x)
(cf. figure VIIL.5) et nous ferons tendre a la fin V vers I'infini.
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Figure VIIIL.5: Potentiel créé par le mur

La pression est ainsi donnée par :

p= <— i 2—3(m> =Vs <Z 6<xi)> = voiajpa@s =0) (VIIL70)

Il nous reste & exprimer cette derniére quantité en fonction de caractéristiques du fluide cou-
lombien ne faisant plus intervenir le potentiel Vj. Nous allons pour cela considérer 1’équation
de Schreedinger. Nous supposons tout d’abord V) > %, de telle sorte que dans les énergies des
particules, la contribution due au potentiel du mur est prépondérante devant les interactions
entre particules en premiére approximation. Les particules peuvent donc étre considérées
comme indépendantes et 1’équation de Schreedinger pour la fonction d’onde W,(x) d’une
particule d’énergie E est :

n: d*v,

" 2m, da?

() + Vob(—x) Vo (z) = EV,(2) (VIIL.71)

on nous supposerons Vy > E. Nous cherchons des solutions bornées de cette équation et en

posant :
2mqoFE 2mqo (Vo — E
ky = ”;7 et ko= \/% (VIIL72)

elles se mettent sous la forme :

U, (z) = Be ™ pour z <0 (VIIL.73a)
= Ae®® 4 Ale™™T pour x>0 (VIIL73Db)
Pour une marche de potentiel avec un saut fini en = 0, ’analyse d’une équation différentielle

d’ordre deux du type (VIIL.71) montre que les solutions doivent vérifier les conditions de
raccordement (cf. [CTDL77]) :

U,(z) continueen z =0 (VIII.74a)
Y, ,

aa (x) continueen x =0 (VIIL.74b)
T

On en déduit :
B=A, + A} et — ko B = iky (A — A}) (VIIL.75a)



ou encore :

B ]fg / B k2

En effectuant un développement de I’exponentielle pour 0 < 2 < k; ', on peut écrire :
(o (2)]* = |B)* [1 = 2kox — kj2® + k3z® + O((kx)?)] (VIIL.76)

(ou k = sup(ky, k2)). Arrivés a cette relation, nous prenons la limite d’une marche de potentiel
infinie. Dans le systéme quantique qui nous intéresse, les énergies typiques sont d’ordre de
I’énergie thermique F ~ kT et nous supposons donc :

E~k,T <V, (VIIL77)

c’est-a-dire ko/k; > 1. D’aprés (VIIL.75), on déduit que dans cette limite A, — —A et
B — 0 : nous retrouvons ainsi que les fonctions d’onde s’annulent au contact de la paroi.
Plus précisément, comme la normalisation des fonctions d’onde assure A; = O(1) dans la
limite Vy > k;T, B se comporte comme B = O(ky/ks) = O(\/ k5T /Vj).

Pour un systéme a I’équilibre, la densité de particules est la moyenne sur tous les différents
états avec toutes les énergies accessibles, pondérés par le facteur de Boltzmann :

pa() = (@) = (IBP) — 2 (|BP katt) + (B (2 — K2)a?) + O ((ka)?)
e (1B o+ 20e00

L’identification de cette derniére expression avec le développement de Taylor de p,(z) en
x = 0, fournit la relation :

— (18P -2

(|B)*Yy 2 + O ((kx)® ksT/Vp)  (VIILT8)

d?p,,

dz?

(z=0") = —2V; palz = 0) (VIIL79)

Nous déduisons de (VIIL.71) que la pression dans un fluide coulombien au voisinage d’une
paroi simple impénétrable est reliée aux densités sur la paroi par :

K2 Y
p= Z P (3 = 07) (VIIL80)

4m,, dx2

qui est 'expression de ce que nous appellerons le théoréme de contact pour un systéme
quantique.

VIII.5.2 Veérification

Avec la valeur L2(0;0) = 1/3, nous obtenons avec les expressions des densités aux pre-
miers ordres en k) et ['*/2) (VIIL.52) :

P= Zka T {1 - %ﬁei/%} (VIIL81)

pour une paroi simple. Cette expression est la méme que la pression calculée pour des par-
ticules classiques (cf. (IV.165)) : la premiére correction quantique, en kp\, auz profils de



densité n’intervient pas dans la pression. Les effets quantiques se manifestent bien mais aux
ordres suivants. L’origine de la premiére correction quantique a la densité est 'annulation
des fonctions d’onde sur la paroi et cet effet est sensible au voisinage de la paroi (méme si ce
voisinage est défini sur I’échelle £, pour un plasma dissymétrique); que cet effet ne contribue
pas 4 la pression loin de la paroi est bien logique. Au premier ordre en s, \ et ['*/2, Ieffet des
interactions entre particules coulombiennes est d’abaisser la pression cinétique, traduisant
une attraction globale des particules entre elles dans le fluide coulombien.



Chapitre IX

Classical and Quantum Algebraic Scree-

ning in a Coulomb Plasma near a Wall :
A Solvable Model

J.-N. Aqua and F. Cornu
JOURNAL OF STATISTICAL PHYSICS, Vol. 97, Nos. 1/2, p. 173, 1999.

Abstract The static position correlation in a quantum Coulomb plasma near a wall is studied
by means of a model where two quantum charges are embedded in a classical plasma at
equilibrium. Three kinds of walls are considered: a wall without electrostatic properties, a
dielectric, and an ideal conductor. At large separations y along the wall, the correlation
exactly decays as 1/y3, though no algebraic tail exists for classical charges near an ideal
conductor. This tail originates from thermal statistical and purely quantum fluctuations of
polarization clouds which are deformed by the geometric constraint due to the wall and by
the charges induced by influence inside a wall with electrical properties. The coefficient of the
1/y? tail can be calculated explicitly in a weak coupling and low delocalization regime. Then
classical, diffraction and purely quantum contributions are disentangled.

KEYWORDS : Coulomb systems; quantum screening; surface correlations; solvable model.

IX.1 Introduction

IX.1.1 The issue at stake

At the scale of condensed matter physics, the sole relevant interaction between fundamen-
tal particles (such as electrons, nuclei, atoms, or ions) is the electrostatic interaction. The
Coulomb potential v.(r,r’') created at r’ by a unit point charge located at r is the solution
of the Poisson equation,

Apve(r,r') = —4rwd(r — 1'). (IX.1)

(IX.1) is written in Gauss units in three dimensions. The expression of the long-ranged
potential v.(r,r’) depends on the boundary conditions for the domain in which the charges
are allowed to move. For instance, in the bulk of the system, the microscopic pair potential
is merely the value of the Coulomb potential between two unit charges in the vacuum,
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1
Vebulk (T, T') = (IX.2)

e

However, v.(r, 1) takes a different form in the vicinity of a wall with electrical properties.
These are characterized by the dielectric constant e, of the wall material. However, some
strong screening, one of the most fundamental properties in Coulomb plasmas at equili-
brium, arises for any particular solution of (IX.1), namely for any boundary conditions, as
exemplified below.

More precisely, apart from screening effects originating from the long range of the inter-
action between elementary charges — such as the absence of any volumic charge required for
the stability of a macroscopic system — some features of microscopic screening, such as the
large-distance behavior of correlations, are specific to the fact that v.(r,r’) is the solution of
Eq.(IX.1). In the bulk, the specificity is very clear. When particles obey classical dynamics,
correlations fall off exponentially fast at large distances |[r —r’| in the Coulomb case [BF80)],
whereas they behave only algebraically for any other generic nonintegrable force [AMS85].
When quantum dynamics is taken into account (with either Maxwell-Boltzmann [AMB89]
or Fermi-Bose [Cor96b| statistics), Coulomb screening becomes algebraic; nevertheless, the
1/|r—1'|% power law of the correlation decay is faster than it would be if the potential were
not harmonic (see Sec.III B of Ref.[Cor96b]).

In the vicinity of a wall, the specificity with respect to other long-ranged potentials is
partially canceled by the breakdown of rotational invariance. In the classical regime, the
static position correlation at large distances when particles remain near the wall at fixed
distances = and 2’ decays as

fa(z,2";ew)
e

In (IX.3) y is the norm of the projection of r —r’ in the plane parallel to the wall. The
interpretation is that there is still internal screening — namely, the global charge of a particle
and its polarization cloud vanishes after statistical averaging — but in the vicinity of the
wall the mean dipole carried by a charge and its polarization cloud does not vanish in the
direction perpendicular to the boundary; subsequently effective dipole-dipole interactions
appear. On the contrary, when the wall is an ideal conductor (e, = o0), the correlation
along the wall falls off faster than any inverse power law. The reason is that some “perfect”
influence phenomenon inside the wall balances the loss of rotational symmetry inside the
plasma [Mar88|. In the quantum regime, when ¢, is finite, the surface-charge correlation,
namely the charge correlation after integration over the distances x and z’ from the wall,
also decays as 1/y? in the special case of a One-Component Plasma (OCP) where one species
of moving charges is embedded in a rigid neutralizing background. According to Ref.[Jan85],
this is a consequence of the fluctuation-dissipation theorem and the assumption that the
charge induced in the plasma by an infinitesimal time-dependent external charge uniformally
spread on the wall surface is localized over a microscopic scale from the wall. As for the
particle-particle correlation (without integration over = or z’), it is also expected to decrease
as 1/y3. Indeed, on one hand, internal screening also works in a quantum plasma so that
effective interactions decrease as or faster than 1/y%. On the other hand, quantum screening
is less efficient than the classical one — because of intrinsic quantum fluctuations of position
for any particle — so that the quantum correlation should decay as or more slowly than 1/y3.

when ¢, is finite. (IX.3)



In short, at equilibrium, the various behaviors of static position correlations at large
distances when particles remain in the vicinity of the wall mainly depend on three properties:

() the electrostatic response of the wall, which determines the form of the microscopic
potential v.(r,r’) through its dependence upon the dielectric constant ey, of the wall,

an the classical or quantum nature of thermal fluctuations,

arr the geometrical constraints imposed to those fluctuations near the wall.

The aim of the present paper is to investigate how these effects interplay in the quantum
regime by means of a simple solvable model: two external quantum charges embedded in
a classical plasma at thermal equilibrium in the vicinity of a wall. (The classical bath may
contain a rigid electrical background). We consider three kinds of walls: a wall without any
electrostatic property (¢, = 1), a dielectric material (0 < e, < 1 or 1 < gy < o0) and
an ideal conductor (g, = 00). These walls carry no external charge (but contain internal
polarization charges when ¢, # 1). The model in the case of two quantum charges in the
bulk was first introduced by Alastuey and Martin [AM89] in order to exhibit the origin
of intrinsically algebraic quantum screening in the plasma bulk. This origin is conveniently
dealt with by using the Feynman-Kac path integral representation of the quantum Gibbs
factor. Indeed, the random paths of the formulation are a proper way for describing the
consequences of quantum position fluctuations upon large-distance quantities.

IX.1.2 Results

The first interest of our statistical mechanical model is that it is exactly solvable. The
result of the calculation is that, at the inverse temperature 3 = 1/k,T, where k; is Boltzmann
constant, the effective interaction @2’;22 (21, z2,y) between two ezternal quantum charges (of
species a; and ;) embedded in a classical plasma decays as 1/y* along the wall,

ox flxy, 205
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(IX.4)

(IX.4) is valid for any value of ¢, (e, = oo included) and for all values of the parameters
temperature 7" and densities p; of the various species j in the classical plasma.

A second interest of the model is that it is expected to capture the main features of a fully
quantum system in a regime where exchange effects are negligible, while some intricate details
of the quantum many-body problem, which are not crucial for screening phenomenon, are
avoided |Cor98b|. From this point of view, the result of the model strengthens the conjecture
of Sec.1.1 based on general arguments: in a quantum plasma the static Ursell function,
defined as minus 1 plus the probability of finding a particle at r’ when there is a particle at
r, also has a

fu(z, 2’5 ew)

- (IX.5)

tail for any value of €,, and even in the whole fluid phase (i.e. in a wide range of temperature
and densities). This tail is the superposition of a quasi-electrostatic and geometric effect
faqueleet (T, ;£ ) /Y3, which also arises in the classical regime except when the wall is an
ideal conductor, and of a purely quantum contribution fy,.(z,2; e )/y%, which exists for
any value of ¢y,



fqu(ma l’/; 6W) - fqu,eleot(xa ZL’,; 5W) + fqu,w(mu l’/; 5W> (IX6)

with

fqu,eleot(xa ZE,; Ew = OO) = 0. (IX7)

Third, the model provides a picture of the profile amplitude f,(z, 2; €y) for the expected
1/y? tail of the Ursell function in the fully quantum problem. Indeed, the general expression
of the f(x1,z2,ew)/y? tail in the model can be made explicit in a regime where the Coulomb
coupling is weak and the quantum charges are slightly delocalized. In this double limit, the
electrostatic contribution feect (21, 22;€y) in the model appears as the sum of a classical
contribution plus a “diffraction” correction due to quantum dynamics. Hereafter, the term
diffraction will refer to effects which are only corrections to the classical behavior and arise
from the wave nature of quantum dynamics. We infer that similarly in the quantum many-
body problem fq, clect (%, ¥'; €y ) decreases at least faster than any inverse power-law over a
distance £ from the wall, where the Debye length & of the quantum plasma is the length scale
for classical Coulomb screening,

1

N

(In (IX.8) e, (p,) is the charge (density) of moving species 7). On the contrary, from the study
of the profile f,(z1,x2;ey) in the model, we expect that the purely quantum contribution
foquw(z, ;€ ) is concentrated over a density-independent scale A from the wall, A being the
order of magnitude of the thermal de Broglie wavelengths \_,

3

(IX.8)

\, = \/BR2/m, (IX.9)

In (IX.9) £ is the Planck constant and m, is the mass of species 7. The “electrostatic” part
of the effective 1/y> interaction between species v and +' per unit area is equal to (—1/3)
times [~ dx [ da’p,(2)py (2') fquetect (7, ¥'; €w) /y>. The order of magnitude of its coefficient
is equal to its classical value 1/(5%e,e./) when ey, is finite. On the other hand, fqu.(7,2';ew)
starts at order \? o< h?, because )\ is the amplitude of the quantum position fluctuations
confined by the wall and which generates f, . (7, 2"; ey ). The amplitude of the corresponding
part in the 1/y effective interaction between surface charges (after integration over x and ')
is expected to be of order [1/(%e,e,)] x (A/€)*, because fq . is localized inside the plasma
over a width of order .

We notice that fqu.(7,2';ew)/y® may be interpreted as —3 times a repulsive potential.

The paper is organized as follows. The formal resolution presented in Section 2 is valid
for various situations (in the bulk, or near a boundary, or — with a slight alteration — in the
presence of a uniform magnetic field [Cor97a]). The details are recalled in order to introduce
the notations. In Section 3 an explicit formula for the electrostatic interaction between the
random paths introduced by the Feynman-Kac representation is given in the weak-coupling
regime. The latter is reached when



a < &g, (IX.10)

where a is the mean distance between particles in the classical plasma and between those
and the external charges while &, is the Debye length of the classical bath

1
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(In (IX.11) the sum runs over the species of moving particles in the classical bath, each of
which has a density p; and a charge @;.) Moreover (Section 4.1), the path integrals may
be performed explicitly in the low-delocalization limit. The latter is defined as the regime
where the averaged extent \; of position fluctuations for each quantum particle is negligible
compared with the screening length of the classical plasma,

€s

(IX.11)

Ai < &g (IX.12)

We get the exact value of f,(z1,22;e, = 00) in the double limit (IX.10) and (IX.12). The
leading term is of order h?. When ¢, is finite, the electrostatic contribution fejec (1, T2;€w)
can be calculated up to order A? in the more restricted regime a < \; < &5 (Section 4.2).
Thus a quantitative comparison between the 1/4? tails from various origins is allowed (Section
4.3). Section 5 is devoted to an attempt for the description of the correlation in a quantum
OCP in the vicinity of an ideally conducting wall. In this case a phenomenological model
for the fully quantum system in the low-density regime is introduced from the result of the
solvable model. The low-density regime corresponds to a low-degeneracy and weak-coupling
limit,

A<La<é. (IX.13)

The 1/y? tail for the phenomenological quantum correlation when €, = 0o becomes larger
than the exponentially-decaying classical term only at distances of order ten £. As a conclu-
sion (Section 6), the behavior of static position correlations may be interpreted in terms of
effective dipole-dipole interactions between the global entities made by any charge and its
fluctuating polarization cloud.

IX.2 The general model

IX.2.1 Definitions

We consider two quantum point charges of species «; characterized by their charges e;
and their masses m; and which are embedded in a classical plasma. The latter may be made
of several species of point charges and a possible uniform rigid electrostatic background. The
masses of classical particles do not appear in the static equilibrium averages. Their charges
are of the same order of magnitude as those of the two quantum particles. A wall with



dielectric constant ¢, confines all particles to the semi-infinite three-dimensional domain
x> 0.

The Coulomb potential v, between two charges in the vicinity of the wall is the solu-
tion of the Poisson equation (IX.1) with the following boundary conditions. In all cases vy,
vanishes when = goes to 0o while v.,, and the normal component of the electric displace-
ment £V, are continuous across the boundary plane x = 0. (When ¢, = oo, the latter
condition means that v,y vanishes inside the ideally conductive wall.) The solution may be
written in one and the same form, for any value of ¢, (even for ,, = 00),

1 l—e, 1
Vow (1, T2) = + for 1 > 0 and x5 > 0. IX.14
ow(r1,12) vy —ro|  1+ey v —r3 ! 2 ( )

In (IX.14) r* = (—=z,y, 2) is the image of r = (z,y, z) with respect to the plane z = 0. In
the case €, = 1, vow (11, r2) is reduced to its bulk (or vacuum) value (IX.2): the wall has no
electrostatic property. Such a wall is often called a “plain” hard wall in the literature. When
ew # 1, vow may be interpreted as the sum of its bulk value vy, plus the contribution from
an “image”. The image of a unit charge at r is a particle carrying a charge (1 —ey)/(1 +¢ey)
and located at r*. The image charge has the same effect as the charges which appear by
influence inside the wall in the presence of a charge outside the wall.

In the classical system, a short-ranged repulsive potential vs; must be introduced in or-
der to prevent the two-body collapse between classical charges with opposite signs. [In the
quantum case the collapse is avoided by the uncertainty principle.] The collapsing particles
may be either true particles or, when ¢, > 1 (¢, < 1), they may be a charge at R; and
the image at R} of another charge with the same (opposite) sign. Both situations arise in a
multicomponent plasma made of moving charges of both signs, while only the second kind of
“dangerous” attraction appears in the case of a One-Component Plasma. We recall that the
latter system is made of one species of moving charges e and a continuous rigid neutralizing
background whose uniform charge density is exactly opposite to the mean bulk charge den-
sity of moving charges. (vsy can be suppressed only in the case of a One-Component plasma
near a plain wall or when ¢, < 1.) The short-distance repulsion vsy ensures that the ther-
modynamical quantities are well-defined, while it has no effect on large-distance screening
properties which are entirely ruled by vey, .

The sum of all interactions when the two quantum particles are at r; and r, and the
classical charges are in the position configuration C is Uy, (z1) + Uy (x) + Uset (r1, T2, C) where
Uy (z) is a repulsive potential describing an infinitely steep wall,

1 if >0

exp[—fUy ()] = { 0 if z<0 (IX.15)
Utot (r1, 12,C) may be decomposed into
Utot (r1,12,C) = €1€2vcy (11, T2) + Z Vi(r;,C) + Uy(C), (IX.16)
i=1,2

where V; is the interaction between each quantum particle with index ¢ and the plasma,

Vi(r:, C) = e / dr v (r1, 1) O(F), (IX.17)



while Uy is the energy of the classical plasma in the absence of any quantum charge,

Us(C) = /drUW /dr/dr Q1) o (1,1) + van(r, )] Q). (IX.18)

In the above definitions p(r) (Q(r)) is the particle (charge) density operator, p(r) = >, 6(r—
r;) and

Z Q;0(r — Ry) + Qn(x), (IX.19)

where R; (Q;) is the position (charge) of the classical particle indexed by j and Qz(x) is
the charge density of the possible uniform background in the half-space = > 0.
The effective interaction (IJS;XZ2 (r1,r2) between the two quantum particles is defined from

the immersion free energies chl)( ;) (or Fg?w (r1,r3)) of one (or two) particle(s) in the classical
plasma through

O™ (r1,13) = F?) (r1,13) — FV(r1) — FV(ry). (IX.20)

a1a2 a1

The free energies are calculated from statistical averages of the corresponding Gibbs factors,
where the averages are performed over the states of the classical plasma. These thermal
averages are denoted by (---)y,. Indeed, when dynamics is classical, the contributions to
the Gibbs factor from the kinetic and potential parts of the Hamiltonian factorize; then
the thermal average (A)y, of an observable A which does not depend on the momenta of
classical particles involves only Uy in any statistical (canonical or grand canonical) ensemble.
For instance in the canonical ensemble

(A, = [ dCA exp|—BUy(C)]
0 [ dC exp[—BUy(C)] ’
where [ dC denotes an integration over the position configurations C of plasma particles. If

p: and p; denote the momentum operators of the two quantum particles, the free energies
are defined respectively through

(IX.21)

1 D2
eI e _ <<rz-| exp {—6 [232. U@ + m(ﬁ-,w] } \ri>> , (1X.22)

Uo
and

(2) ~ -~
e PFeies i) — <<r1r2\ exp {—6 {% + 2%2 + U (1) + Uy (72)
1 2

+e1e2v0w (T1,T2) + Z Vi(r;,C)
i=1.2

}\r1r2)> . (IX.23)

0
(We do not take into account the exchange matrix-element for the Gibbs factor, because it
is expected to decay faster than the direct matrix-element when |r;—r;| goes to infinity and
we are interested only in large |r;—rs| effects.) We already notice that symmetry arguments
imply that ®=* (ry,re) = O (21, 2,y), with the notations of the Introduction.

aqag aqag



IX.2.2 Formal resolution
Feynman-Kac formula

The matrix elements of the quantum Gibbs factor may be expressed as some kinds of
classical Gibbs factors by using the Feynman-Kac formula. The difficulty originating from
the noncommutativity of the position and momentum operators is then replaced by the task
of integrating over Brownian paths. Let us introduce the Brownian dimensionless bridges
&,(s) where s is a dimensionless abscissa with 0 < s < 1; €,(s=0) = £,(s=1) = 0. Then the
Feynman-Kac formula reads [Sim69]

"2 "2
rralexp { -5 | 21+ P24 0, (3 + V() + Uua F1.5.)| e
1 2

1 1
T (2mA2)32 (2mA3)32 /Dev(ﬁl;xl)/pgv(g%%)

1
exp [_ﬁ/o ds Usor (r1 + A& (), 12 + )\252(5)70)} . (IX.24)

In (IX.24) the de Broglie wavelength \; = fi\/3/m; measures the amplitude of quantum
position fluctuations at inverse temperature 5. The potential Uy (x), which describes the
impenetrability of the wall, is entirely taken into account in the measure DY (&;z) for a
dimensionless Brownian bridge confined to a semi-infinite space and with its origin r at a
distance z from the wall.

Explicit results may be obtained with the measure DY (£;z). For instance, according to
the one-body analog of (IX.24), this measure is normalized by

W/D%(Ei;xi) = <ri\exp{—5 B’i +UW(5:1-)] } |r;). (IX.25)
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The free thermal propagator (r'|exp {—03 [p?/(2m;) + Uw(z;)]} |r) is the product of three
one-dimensional free propagators. In the direction x perpendicular to the wall, the propagator
is

gow(z,2'ss) = (x|exp {—ﬁs [ﬁo + UW@)} } |z")
- G(x)ﬁ(x’)m {exp[—|z — 2|*/2)\%s]

— exp[—|z + a:'\2/2)\2s]} : (IX.26)

where (z|8h0 = —()\?/2)9?/(0z)? and 6(z) is the Heaviside function defined as 6(z) =0 if
x<0,0(x=0)=1/2and §(z) = 1if = > 0. gow(x,2';s) vanishes when x or 2’ tends to
zero, in agreement with the fact that the probability amplitude of finding a particle in an
impenetrable wall vanishes. With the latter notation, (IX.25) is reduced to

1

1 1 022/
(2w A2)3/2 /DSV(Ezvxl) = 7(27r)\2)90,w($i7$i§821) = 7(270\2)3/29(331-) [1 —e? Z/)‘Z} (IX.27)



We notice that the set of Brownian bridges originating at x has a vanishing measure as x
comes close to the wall. The first and second moments [ DY, (&;; x;) [€(s)], and [ DY, (&;;2;)-
[€(s)]2 also tend to zero as x? in the same limit, as it can be checked in the formulae given
below.

Differences with electrostatic free energies

In the case of the one-body matrix element of the Gibbs factor involved in (IX.22), a
Feynman-Kac formula similar to (IX.24) allows one to get an expression only in terms of
some electrostatic interaction. Indeed, let us define

qi(r) = ei/o dsd(r —r; — N&;(s)). (IX.28)

¢i(r) is a charge distribution uniformally spread over a wire with the same shape as the
Brownian bridge A\;€; with its origin at r;. The contribution from V;(r;, C) to the path integral
may be written as the electrostatic energy between the charge distribution ¢;(r) and the
configuration C of the classical plasma,

/0 ds Vi(r; + N&,(s),C) = /dr/dr’qi(r)vcw(r, r)Q(r') = Vg (IX.29)

Henceforth the immersion free energy Fél)(rl) of one quantum particle is related to the

corresponding free energy Fefé)ct [¢;] for a classical extended wire which interacts with the

classical plasma through the electrostatic interaction. The relation is

~BFS (ri) _ 1 0 (¢ .0} o= BFenlail
‘ B W DW(€i7 xl) € tect (IX30)
with
O .
o BFacnlall = <6—ﬁV[qz]>U0 , (IX.31)

where ( )y, and V|g;| are defined in (IX.21) and (IX.29) respectively.

However, the term fol dsvew (r1+ A& (8), T2 + A2&,(s)), which is associated with the
direct interaction between the two quantum particles by the Feynman-Kac representation
(IX.23) of the two-body matrix-element of the quantum Gibbs factor, cannot be reduced to
an electrostatic energy such as [ dr [ dr'q;(r)vew (r,r')g2(r'). There appears an extra purely
quantum term, which is independent form the classical plasma,

Wayap [T1 + A€, T2 + A28y

1 1
= 6162/ dsl/ dss [6(s1 — s2) — 1] vow (r1 + A& (s1), T2 + A2€y(s2)) . (1X.32)
0 0



The immersion free energy of the two quantum charges is expressed in terms of both the
corresponding electrostatic free energy Fe(le)Ct [q1,¢2] for two charge distributions ¢;(r) and
¢2(r) plus the quantum contribution w

aj a9

_BFD). (r1ra) _ 1 0 . 0 .
I = (2mAT)3/2 (2mN3)3/? /DW(gl?xl)DW(&wa)

eXp [_6 {Fe(le)ct [QIa q2] + Wajay [rl + )‘1617 ro + )‘252] }] (IX33)

with

o —BF ol a2) _ = exp [ ﬁ/dr/dr (D) Ve (1, 1) go(r )]
X (exp [=F{V[a] + Vgal})y, (1X.34)

Eventually, from the previous definitions, the effective potential @i’it% (r1,r2) between two
quantum particles introduced in (IX.20) is related to an effective electrostatic potential

(I)elect [qla Q2] elect Q1> q2 Z elect (IX35)

1=1,2

between wires with random shapes plus a quantum contribution which is entirely inde-
pendent from the classical plasma. Symmetry arguments imply that the immersion free
energy F e(le)ct [¢;] depends only on the distance x; from the wall and on the shape &,. Peject[q1, 2]

appears if we introduce the measure with unit normalization, [ Dy, (&;;z;) = 1,

[ B elect[ }

DO (€& x;). IX.36
[ Do a8 (%30

EW( zvxl)

According to (IX.33) and (IX.35) we get

exp [~ B0 (21, 22, y)] — 1 = / Dul&yio) / Do (€ 2)

{eXp [_ﬁ {(Delect [q17 C]2] + Waqay (rl + )\151, rs + )\262)}] - 1} . (IX37)

IX.2.3 Origin of algebraic screening at large distances

According to known results about the classical regime for point particles, if ¢, is finite,
Perect[q1, q2] is expected to behave as 1/y> when y goes to infinity, whereas, if €, is infinite,
Deject [q1, g2] decays faster than any inverse power law even along the wall [Mar88|. The 1/y3
fall-off for €, finite is inferred from the following sum rule for point charges |Jan82b|,

e 1

~ _
|y1—y2|—o00 87726 y3

/0 s / " d (QEQ) ) — Q) Q) (IX.38)



with the same notations as in (IX.3). (IX.38) is derived by use of the linear response theory
from the assumption that an infinitesimal external static charge spread on the wall surface
is completely screened by a classical plasma in the limit where the spatial variations of the
external charge are infinitely smooth. This sum rule does not depend on the choice of the
short-distance regularization vy, because it only arises from the long range of the potential.
The 1/y? behavior of ®ect[q1, 2] should remain valid after integration over the Brownian
bridges &€ with the measure (I1X.36),

fetect (X1, T2;Ew)
y3

-3 / Dy (&y;21) / Dy, (€9 72) Petect [q1, 2] s ife,, is finite.  (IX.39)
Indeed, the Brownian bridge A&, is confined to some finite area by the Gaussian weight
involved in the Wiener measure D°, (£;; z;), while F\.) [¢;] vanishes far away from the distri-
bution ¢;. However, in the vicinity of an ideally conducting wall, the clustering is expected
to be exponentially fast in all directions. In the following, we will recover that this is indeed
the case in the weak-coupling limit.

Furthermore, for any kind of wall, the purely quantum term w, ., also generates a 1/ Y3
tail when y goes to infinity, while x; and x5 are kept fixed. On one hand, w,,,, decays at
least as 1/r3 in all directions. The reason is that the property

/0 dsl/o dsa[d(s1 — s2) — 1] f(s1) =0, (IX.40)

which is satisfied by any function f, ensures that in a large-distance Taylor expansion (namely
for y > x1, y > x5 and y > \|&;|) only terms with at least one &,(s;) and one &,(sy) are
not equal to zero. On the other hand, translation invariance is broken along the x axis so
that [ Dy (€;2:) (€], # 0 whereas the corresponding averages in the directions parallel to
the wall vanish. According to the value of *vey (71, T2,y)/0x102| for any value of

r1=x2=0?
Ew,
Jo(T1, T2;w)
—B | Dw(&;21) | Dy (€y;10)w Wayay F1 + A&, T2 + >\2£2] ~ T (IX.41)
with
2e T
folxy, o58w) = = +W Bereadi A A ()\1 )\z) (IX.42)
and

<§1 A2) /dsl/ dss[0(s1 — 89) — 1]

/EW(§1§$1) [§1(31)]m/ﬁw(£2;$2) [€s(s2)], . (IX.43)

The expression (IX.42) is also valid in the limit where £, becomes infinite.



The conclusion of the previous general arguments is that (IJS;’;EXQ decays as 1/y?, whatever

the electrical properties of the wall are, except that the tail is from purely quantum origin in
the case £, = co. More precisely, the 1/y> tail may be decomposed into two contributions:
according to (IX.37), (IX.39), and (IX.41),

f (ZL’l 9, E )+f1 t(«rl xI9; € )
_5@2?22(%,@,}’)3/:00 e y3eec =

, (IX.44)

where foect (21, 22; €y ) contains the classical tail and its “diffraction” corrections due to quan-
tum dynamics, while f,(x1,72; ) is proportional to h? and vanishes in the strict classical
limit.

In order to obtain more explicit results, we shall consider a particular regime where two
parameters are small. First, a limit of weak coupling (IX.10) between all charges will allow
us to calculate ®e.;. Afterwards, we will consider a subdomain of the weak-coupling regime
where the quantum dynamical effects are not too strong in the sense that \; < ;. Under
this second assumption, the weight D, (&,; z;), which involves the electrostatic immersion
free energy of ¢;(r), is reduced to the normalized measure ESV(&; x;) for free particles, and
the averages giving felect (21, 2; €w) and f,(x1, z2; ey ) can be calculated up to second order
in the parameter \;/£; in some special regime.

IX.3 Weak coupling limit

For the sake of simplicity, the classical plasma is chosen to be a One-Component Plasma in
the following. (All results are also true for a multicomponent plasma and are merely written
with a larger number of indexes.) Every moving particle carries a charge e. At equilibrium,
the particle density in the bulk is denoted by p. According to the local neutrality relation
(Quuk(r))u, = 0, which is always satisfied far from the wall [LL72]|, the charge density of the
rigid background is equal to —ep. For a given density p, the difference between the classical
OCP and an ideal gas is entirely characterized by the coupling constant

2
r= %62 x <€i) , (IX.45)

where a and &, are defined in (IX.10) and (IX.11), so that £z = 1/\/47[pe?.

1X.3.1 Electrostatic energies in the Debye self-consistent approximation

We just sum up the mainlines of the calculation while some details are given in Appendix
A. By use of an expansion in ¢; up to second order, the immersion free energies defined in
(IX.31) and (IX.34) are expressed in terms of both the charge density

(Q(r))v, = elp(z) — p] (IX.46)

and the charge-charge correlation function (Q(r)Q(r’))y, — (Q(r))v, (Q(r)) v, in the classical
plasma in the absence of the two quantum charges. In the vicinity of any wall the total
density of moving species in a multicomponent plasma is not uniform. Indeed, on one hand,



the force per unit surface exerted by the wall on the fluid is opposite to the kinetic pressure
p(x =0)ksT determined by the total density p(z =0) of moving particles on the wall. On
the other hand, this force must be balanced by the bulk pressure on the other side of a fluid
slab between the plane x = 0 and a parallel plane at x very large. Since the bulk pressure
in the presence of interactions is not equal to its value pkyT in an ideal gas, p(z = 0) # p
and there must be a nonuniform density profile p(x). The result is also valid in the case of
the OCP, though there is an extra electrostatic contribution from the background to the
thermodynamical bulk pressure, because the latter is defined in such a way that the system
remains neutral when its volume is varied [CFG80, Tot81]. Thus, it is convenient to express
the charge-charge correlation function for the classical plasma in terms of the Ursell function

hcl,W(r> I'/),

QIR — Q) 1 Q) = € [p(@)pla Yo (1,¥) + pla)d(x — )] (IX.AT)

The mean-field approximation may be introduced by the same scheme as in the bulk. Let
epyw (r,r') be the total potential created at r' by a charge e located at r and by its polarization
cloud. The charge density of this cloud at r” is the excess charge ehq . (r,r")p(z”) with
respect to the mean charge density e[p(z”) — p] and

epw (1, 1) = evey (r, ') + /dr"hd,w(r, rep(x ooy (2, 1), (IX.48)

|vsr is not involved in ¢y, because in the following the latter is only aimed to describe
correlations at length scales that are larger than the mean interparticle distance a; however,
vsr should be included in the description of thermodynamic quantities such as the profile
density p(z) (see Sec.2.1)]. The self-consistent mean-field approximation amounts to replacing
ha,w in (IX.48) by

Betrrw (T, 1) = —Be*Pprpow (1, 17). (IX.49)

Thus the mean-field total potential ¢,y (r, 1) is the solution of the integral equation derived
from the combination of (IX.48) and (IX.49),

Grrmw (1 7) = Vo (1, 1) — 2 / A o) bas e (1, 2" V0o (1), (1X.50)

The combination of (IX.50) with the Poisson equation (IX.1) satisfied by vcy (with
the corresponding boundary conditions) shows that ¢, (r,r’) in the case of the Coulomb
potential is the solution of the linearized Poisson-Boltzmann equation

A& (0, 7) — K22 Prrpw (v, 1) = —4nS(r —1')  fora’ > 0. (IX.51)

with

k(z") = /ArBp(a’)e?. (IX.52)



¢ rw Obeys the same boundary conditions as vy, because it is also an electrostatic potential.
Since vy (r, 1) = vy (1, 1), according to Appendix A, the Coulomb mean-field free energy
takes the general form

Fla) = [ [ ' (e)oon(exelpla) = o+ i ol +O(), (X53

where O(g}) denotes a term of order ¢¢ and the contribution of order ¢? reads

P smela) = 5 [ dr [ a5 0) umne.1) = v () (), (.54

At the lowest order in ¢, the mean-field value of @t (g1, g2] defined in (IX.35) is

q)elect,JMFW[qth] = /dr/dr,ql(r)¢AIFW(r7r,)q2(r/) (IX55)

An extra assumption can be performed in the weak-coupling limit I' < 1 of the coulombic
mean-field approximation |Jan82a|: the profile density p(x) is replaced by its uniform bulk
value p in the whole half-space occupied by the plasma. The corresponding expression of
¢urw Will be called the Debye value ¢, in the following. ¢,y is the exact value of ¢, py
at leading order in I' and the correction to ¢,y arising from the nonuniformity of the profile
density is of order I'*/2 X [¢py (1, 1) — vew (v, )] Indeed, according to (IX.50), ¢rrw — Pow
is of order —pe? [ dz"[p(a") — plppw (r,r”)vow (r”, ') where ¢py, satisfies (IX.50) with p(z”)
replaced by p, while the relative correction [p(x) — p]/p derived from ¢,y through the BGY
equation proves to be only of order I'*/? [Jan82a],

p(z) —p=pxO*?). (IX.56)

(The latter result can also be readily inferred from the balance between the kinetic energy
and the bulk pressure, whose Debye value differs from pk;T only through a term proportional
to (1/€5)% oc pI'®/? (see (IX.45)).) Half-integer powers in the coupling constant I' arise from
screening collective effects.

At the lowest order in I, only the second term in the r.h.s. of (IX.53) with ¢,y replaced
by ¢pw contributes to the immersion free energy. Indeed, (IX.53) arises from (Al) and,
according to (IX.102), (Q™4(r))y, = ¢; x O(pl') whereas, according to (IX.56), the charge
density associated with p(x) — p by (IX.46) is (Q(x))y, = e x O(pI'*/?). As a consequence

FS vl = Flo pwlai] x [1+0(Y)], (IX.57)

where the term of order I''/? arises from coupling effects, in particular from the corrections to
the homogeneous density profile that are induced by Coulomb interactions. Besides, since the
relative correction to ¢, arising from the nonuniformity of the profile density is of order I"*/
(see previous paragraph), the corresponding correction to0 Peject arrw (1, ¢2] — Petect. pw [q1, ¢2)
is of relative order O(I"*/2). However, we do not know the order of the corrections which go
beyond the mean-field approximation and we can only state that



(I)elect,w[qla Q2] = (I)elect,DW[QIa Q2] X [1 + O<F1/2)] (IX58)

The Debye potential ¢,y can be explicitly calculated as the solution of (IX.51) where
k(z') is replaced by k = \/4wfpe? = 1/&;. As in the case of vey (see (IX.14)), ¢,y may be
written in a single form for any value of the dielectric constant ey, of the wall [UI79]. ¢py
appears as the sum of the solution ¢,y in the bulk

6—H\r1—r2|

Gpbuk(|r1 — 12]) = (IX.59)

Ty — 1o
plus a correction which, by itself, takes into account the presence of the wall. Indeed, be-
cause of translational invariance in the direction y parallel to the wall, a Fourier transform
in this direction allows one to reduce Eq.(IX.51) with second order partial derivatives to a
one-dimensional equation with second order derivatives. Since the bulk solution ¢ppu is a
particular solution of the equation with the delta distribution, the solution of the corres-
ponding homogeneous equation that may be added to ¢,nuy is entirely determined by the
boundary conditions (far away from the wall and at the interface between the fluid and the
wall). The explicit solution of (IX.51) depends on which side of the wall r and r’ are. In the
domain of interest, x > 0 and 2’ > 0,

C%w(il?, 95/, \Y|) = ¢Dbulk(‘r - I'/\)

2
d’k,, _, 1 VA kS —ewlk)|
+ / — L e=kyy - X exp {—\/# +k,, (2 —i—@)] .

o \/’462 +k,° \/“2 +k," +ewlk|

(IX.60)

Only the amplitude of the Fourier transform of ¢,y — ¢pLu depends on the electrostatic
properties of the wall. As in the case of voy — Vepuk, the difference ¢,y — ¢ppu might also
be interpreted in terms of image-charge distributions, each of which would be characterized
by a wave vector, because the Fourier transform of (IX.59) restricted to the components of
r which are parallel to the wall reads

exp [— K2 + k//Q\x - x’\]

\//i2—|—k//2

We notice that, under the assumption that the external charge e; is of order e, according
o (IX.45), (IX.54) and (IX.60),

Gobui(z, 7' k) = 27 (IX.61)

—BF S wla] = O(T). (IX.62)
Besides, the integrals of the exponential of Fe(leCt owl@i] and Deject, pw g1, ¢2] with the measure

DY, (&; x) are finite, in spite of the existence of attraction between plasma charges and images
inside the wall, because the measure DY (&;x) smoothes the corresponding short-distance
singularities. Thus, the quantum free energies FCE;)DW(rl) and Fng,Dw(rl,rg), defined in

(IX.30) and (IX.33) and calculated in the Debye approximation, are finite.



IX.3.2 Algebraic electrostatic tails

For a dielectric or a plain wall, the small-|k, | expansion of the integrand of d?k,,/(27)?
in (IX.60) contains nonanalytic terms in the components of k,, and the singularity at lowest
order in |k, | reads

e—n(zl—i-zg)
—drlk | X ew—s; (IX.63)
Subsequently, according to the theory of distributions (see page 363 in Ref. [GS64|),
9 6—/{((21-‘,—12)
Dow (21,22, [y]) ~ v B fw 3 (IX.64)

We notice that (IX.64) implies that the approximated charge correlation function given by
(IX.47) with he pw in place of hq , happens to obey the exact classical sum rule (IX.38). In

the weak-coupling limit, according to (IX.57), Fe(lect[ ;] tends to Fe(le)Ct owlai] where F, e(lelt @]
is derived from (IX.54) and (IX.60) and depends only on x; and &,. In the same way, Peject
tends to Peject pw given by (IX.55) and (IX.60) and the coefficient of the corresponding 1/4°

tail (IX.39) tends to felect,pw (%1, 25 Ew),

felect(-rla X2, 6W) - felect,DW(mla X2, 5W) X {1 + O (Fl/2)} . (IX65)

According to (IX.28) and (IX.64),

1 1
fetect,pw (21, T2;€w) = —561622:;—3/ dsl/ d82/ﬁDw(£1;x1)/ﬂgw(ﬁgsxz)
0 0
exp{—/-i(arl FE (51)] + 2o + AQ[Q(SQ)]I)} (1X..66)

In (IX.66) the measure in the weak coupling limit, Dy, is defined by (IX.36) with Felect[ il
replaced by its Debye approximation (IX.54). (We notice that, according to (IX.60), when

€y is finite and ey, # 1, F, kit owl@i] tends to its bulk value only algebraically, as 1/x;, when
x; goes to infinity, whereas it decays exponentially fast when ¢, = 1.)
Contrarily, in the case of an ideally conducting wall, according to (IX.61), the expression

(IX.60) gives

Gow (71, T2, [¥])|.,) —oo = Pobui(|T1 — T2|) — dppun(|r1 — 13|) (IX.67)

for 1 > 0 and 25 > 0. (The latter result might also be directly retrieved from the image me-
thod for a potential that vanishes in the wall). Then ¢y (21, 29, |y|) decreases exponentially
fast in all directions in the plasma, in agreement with the general results recalled in Sec.2.3.
(We notice that the immersion free energy F\ d bulk val 11
8Y Fieet.pow (i), tends to its bulk value exponentially

fast when z; goes to infinity.) According to (IX.55) and symmetry arguments,



_ﬁ/DDW élaxl /DDW 5273?2) electDW[q1>q2] ew =00

~ ~2fmerey [x1+A1 / ds [ Don(Esim)lE ) )}
« [x2+A2 /0 ds / EDW(gQ;xQ)[gQ]x(s)} « e;y. (IX.68)

Eventually, no algebraic tail arises from ®gject, o When the wall is an ideal conductor.

IX.4 Weakly delocalized quantum charges in the weak coupling li-
mit
IX.4.1 More explicit path-integral measure

In the regime where k\; < 1 the electrostatic immersion free energy F. (1)

elect, W[ ] of the
distribution ¢;(r) with shape \;&;(s) can be expanded around its value Fc(lzv(ez,xz) for a
classical point particle whose charge e; is equal to the total charge of the distribution ¢;(r).
ﬁFc(llw(ez-; x;) is equal to the expression of ﬁFéli)Ct w1¢i] when ¢;(r) is replaced by e;6(r —r;).
Accordlng to (IX.57), the free energies in the Weak—coupling limit are equal to their Debye

approximations up to a relative correction of order I''/2. Thus,

BFSehaeladl = BFS (ei:2:) + [ BFSDs pwlad = BFS b (esig)| x [14+0 (T3)] . (1X.69)

According to (IX.62), the Debye approximation itself is of order Sre? = O(I'*/?), and the

scaling change k,, = xu shows that the expansion of F

vlect,pw 2] With Tespect to the dimen-
sionless parameter x\; takes the form,

BE S o[ @i] = BES pyy (e55:25) + T2 x {Z(m )" Col€s: i, } . (IX.70)
n=1
Subsequently, according to (IX.69),
BES wlai] = BES), (e52:) + O (T*2k),) (IX.71)

Since the classical free energies do not depend on the shape §; by construction of the xA;-
expansion, the normalized measures D, (&;x) and Dy (€;x) tend to the normalized free

value ﬁ(v)v(ﬁ ;x) when k\; vanishes,

Do (&:2) = Dyy(&2) [1+0 (192 (k1)] (IX.72)

as well as



Dy (&:2) = Doy (& 2) [140 (T2 (k1)] (IX.73)

with

Dy, (& x)
1 — exp[=2(z/A)?]

D (&) = (IX.74)

according to (IX.27).
Subsequently, some path integrals can be performed explicitly. This is the case for the

first and second moments of the free measure ESV(g ;x) as well as for their integrals over the
parameter s. Let us introduce the notations

Vaifn) = [ ds [ Dhiganleol, (1X.75)

and

(/) = / s / DY (€ 2) (1E,(5)].)? (IX.76)

where the dependence upon ); arises from the measure ESV(&; x;). For the sake of conciseness,
we set T = x/\. According to Appendix B,

i (7) = \/g [? Brfo(v27) (IX.77)

1 — exp(—272)]

and

(2/3)7%e~ 2" — /27 3 Exfc(y/27)

a2 () = IX.78
@) =5 ;+ [ — oxp(—222)] ’ (IX.78)

where the complementary error function is defined as
Erfe(u) =1 — —/ dt exp[— (IX.79)

These expressions for 71" (z) and 7® (7) do tend to their respective bulk values 0 and 1/6
when 7 goes to infinity. Besides they take their maximum values at the origin: 7()(z = 0) =
VA/(2v/2) and 1 (7 = 0) = 1/2.

Eventually, we get explicit formulas for the 1/y? tails in the double expansion I' < 1 and
kA < 1. According to (IX.73), the purely quantum term reads f, = f [1 + O (I*/2k)\;)],

where f* is given by (IX.42) with Egv(ﬁ; z) in place of Dy, (&;z). The result is



2 -~
Sw )\1)\214*(]31,1'2) (IX80)

f:;(xhﬂfz;@w) = —fejey
w

with A*(Z),T2) = a(Z1;Z2) + a(Z2;7,) and

3
1 o~ 92 2. [ V-1 .. _
2@ +33) <\/ix1 + 1) + \/im du uie_m%“QErfc(ﬂxw)
m o u

a(fl; 52) = {Erfc(ﬂil) |:(% + \/gfl + 2«%%) 6_253 — %flfQErfc(ﬂ@)]

3
12 e [ ’ 7
— oy SF e 2EHT) / du —— e~ Erfe(v/2%,u)
3V~ 0 (u2+1)2
1
[1 — exp(—227)][1 — exp(—273)]

X T1To (IX.81)
We notice that f*(xy, z9; ey ) is independent from the density. This property is linked to the
fact that w, ., measures the difference between the electrostatic potential and the potential
given by the Feynman-Kac formula (IX.24) even in the absence of classical plasma and [ is
a zero-density limit in the sense that \; < ;. The small-7; expansion of A*(Z1, %) involves
only even powers of ;. When both Z; and 7, tend to zero, A*(T1,72) tends to a finite
constant. For a fixed 7

S 1 .
A*(T1,T9)  ~ —2$1€
T1—00

2

2y %20[(%2) (IX82)
where o(T3) ~ exp(—273) when 75 is also sent to infinity, while Zoa(7;) remains finite if 7,
vanishes.

IX.4.2 More restricted regime

According to (IX.65), the tail feec is calculated only at the leading order in I'; where it
is equal to felect, pw, With a relative correction of order I''/2. Moreover, according to (IX.72),
the k\;~expansions of feject, pw derived from (IX.66) must be made up to an order lower than
[3/2k)\; (for i = 1,2) which is the order of the relative correction that is neglected in the
expression (IX.72) of Dp,. Under the extra assumption that I''/? < (k);)?> < 1, which
implies that /2 <« k), the k\-~expansions of felect,pw up to the second order included give
the expansion of the exact value of f.e; up to a term o (k2\?) of order higher than xk2)\?,

feteet = Freet,ow [1 40 (K2X7)] (IX.83)

The three conditions I' < 1, k\; < 1 and I''/? <« (k\;)? correspond to the hierarchy of
length scales

2
2« <—) < 1. (IX.84)



This implies that a < \; < &5. In (IX.83)

f:lecmpw(xla T2; 6W) = fCl,DW('Tb T2; €W) + f(:lkiﬁ,pw(l’la T2; €W)' (IX85)

fa.pw/y?, which coincides with the value (IX.66) of feect.pw/y® when )\; = 0, is just the
classical 1/y? tail in the Debye approximation,

26 —R(T xX
fCl,DW(xl7x2;€W) = —fees K/—;Vt? (@1+22) (IX86)

The so-called diffraction correction fjg ., coincides with the sum of the first two terms in
the k\;-expansion of (IX.66) when D,y (&;z) is replaced by ESV (& ),

f;lkiff,DW(xl’ T9; gW) :fcl,DW(xla X2, €W) X { — H)\lﬂ(l) (57/1) — H}\2ﬂ(1) (57/2) (IX87)
A2 B _ ~ A2 -
+/€2 [?lﬁ@) (3?1) + )\1)\2ﬁ(1)(3:1)ﬁ(1)(3;2) + ;ﬁ@) (3?2):| }
(IX.88)

The signs of these corrections depend on the order in ;.

1X.4.3 Comparison of the tails from various origins

In order to compare the amplitudes of the various tails, we consider their values for
A1 = A2 = A and for x; = 23 = . Let us denote the maximum value of fy pw by maxq pw =
—Beies2¢ey, /K% For any finite value of £,,, we consider the ratios

fe*lect,DW(x7 €, €W>

maxXel, pw

— o2 {1 — 260V (F) + (kN) [ﬁ@) (@) + (nm@))z] } (1X.89)

and

f:j(a?,x;gw) _ (Ii>\)2

maxel, pw 1+e¢ey

A7, 7) (1X.90)

where the expressions in (IX.89) and (IX.90) are derived from (IX.80) and (IX.85). At the
considered order in our double expansion with respect to I' and x\ with [''/? <« (kA)?, the
ratio (IX.90) depends only on xA (and not on I').

Since kA < 1, the total coefficient f*(z,7;ew) = ficer pw (T, T3 6w) + f5(7, 7;6w) nearly
coincides with its classical value fo ,w(z, ;e ) at distances larger than a few de Broglie
wavelengths A and it falls off exponentially fast over the distance {; = 1/k. All quantum
corrections are concentrated near the wall over a range of order A < &, as shown in Fig.IX.1,
where kA = 0.1 is yet not so small.

The first-order correction in A arises only from the diffraction correction to the classical
coefficient. It lowers the value of f*(x,z;ey ) near the wall. This diffraction correction, of
order kA, arises from the nonvanishing value of the first moment of £ and tends to zero in
the bulk where rotational symmetry is restored, as it can be checked by inspection of (IX.89)
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Figure IX.1: The profile of the global coefficient f*(z, z; ey )/maxq wp of the 1/y* tail of
the correlation between the two quantum particles in the case 1 = xo = x and in the
regime (IX.84) for kKA = 0.1 and any finite value of ¢,,. The slope at the origin does not
vanish, contrarily to what might be inferred from the figure at the chosen scales.

and (IX.77). On the contrary, the diffraction correction of relative order (x\)? involves the
second moment of &, which does not vanish far away from the wall. Thus, at large distances,
the (kA)*term in fjg ,,, tends to (k))*/6 times fu pw-

The purely quantum tail f*(x, ;e ) is completely negligible when &, is finite for two
reasons. First f*(z,z;ey ) is of relative order (k\)? with respect to the classical tail. Second,
its amplitude is 10? times smaller than that of the diffraction correction at the same order
in h. In Fig. IV.81 a logarithmic scale is used to display all contributions on the same
graph. However, when ¢, = 0o, only the quantum tail f*(z, x; ey,) exists. The corresponding
coefficient A*(z, ) is shown in Fig. IV.81.

IX.5 Towards the description of the quantum system

For the sake of simplicity, we still consider a One-Component Plasma in the following.
The model of two quantum charges embedded in a classical OCP in the vicinity of an ideal
conductor is expected to mimic the behavior of correlations in a fully quantum but rather
weakly degenerate OCP, where the de Broglie wavelength ) is equal to the one of the external
charges in the model and the Debye length is & = {5, with &, defined after (IX.45). The two
conditions a < £ and \ < £ used to obtain explicit expressions when ¢, = 0o are compatible
with the low-degeneracy condition A < a. The inequality a < ¢ assumed in Section 3 only
implies that the Coulomb coupling is weak, in which case the condition \ < £ used in Sec.4
is sufficient to obtain an explicit expression for the purely quantum part of the 1/y3 tail.
[We notice that the condition A < £ does not necessarily enforce the semiclassical condition
in the weak-coupling regime, A < I'a (see Sec.VI B of [Cor98a| for more details).| On the
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Figure IX.2: Absolute values of various terms in the h-expansion of f*. The solid line
is the classical term, f pw. The dotted line is the & term given by (IX.87), which is a
purely diffraction term. The dash-dot line is the contribution (IX.88) at order h* from
diffraction effects, while the dashed line corresponds to the purely quantum term (1X.90)
at the same order.
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Figure IX.3: Universal coefficient A*(7,7) in the purely quantum 1/y? tail (IX.90). Only
this part of the tail survives in the case of an ideally conductive wall.



contrary, in the case of a plain or dielectric wall, the explicit expressions of the 1/4° tail
in Sec.4.2 are obtained only in the regime a < \; < £z, which is not a weakly-degenerate
situation. Subsequently, in the following, we will restrict our study to a OCP in the vicinity
of an ideal conductor in the weak-coupling and low-degeneracy limit (IX.13).

When exchange effects are negligible, and according to the formalism of Ref.[Cor96¢|, the
quantum truncated two-body distribution function

pt(r,r') = <Z o(r;—r) 25(rj—r')> — p(r)p(r'), (IX.91)

JFi

where (...) denotes the statistical ensemble average, may be obtained from the density
pw(z,€) and the Ursell function hy, (z,2',y; €, €') in a classical gas of closed filaments with
random Brownian shapes A¢ and which interact via the two-body potential given by the
Feynman-Kac formula. The relation reads [Cor96¢|

p?" (r,x') :/Dev(ﬁ;x)/Dev(ﬁ’;x’)pw(l’,£)pw($’,£’)hw(af,x’,y;£,£’) (1X.92)

According to its definition py, (z,§) = (3, 0(r; —1)d(§; —&)), the density py (z,§) near the
wall is related to its bulk value ppuy (&) through

pW (x’ é’) — pbulk (é)e_ﬁ(Felect,W [(I} _Felect,bulk[q}) , (IX.93)

where Fuect w[q] (Felect,bulk|g]) 1s the classical immersion free energy of the filament defined by
a formula analogous to (IX.31) where (--- )y, is replaced by a Maxwell-Boltzmann average
for the gas of filaments.

In the low-density regime (IX.13), where a weak-coupling restriction is added to the
low-degeneracy condition, according to the analysis of [Cor98al,

pouk(§) = p < [L+70 (p)”] (IX.94)

where p is the quantum density of bulk particles and ”"O(p)” is a term of order p which comes
from various effects. More precisely, these are coupling corrections of order I'*, diffraction
effects of order I'(\/a)? and exchange contributions of order (\/a)3. All these terms are
indeed negligible with respect to 1. On the other hand, under the weak-coupling hypothesis,
the electrostatic immersion free energies are given by their Debye approximations which are
of order I'*/2/f3, as in (IX.62). An extra expansion can be performed because the condition
A < & = 1/k is fulfilled according to (IX.13). Then

B (Feteer,w (4]~ Fetect,burkla]) _ (140 (T2 f (kx))] [1 + O (T¥2KAF (5, £))] (IX.95)

where O (I'*/?f (kz)) comes from coupling corrections in the classical expression Fy,(e) —
Fpui(e) while O (T*/2 (kA) F (k, £)), which is of order I'*(\/a), originates from quantum
corrections to the previous classical coupling terms. Combination of (IX.93), (IX.94) and
(IX.95) shows that, at leading order in T",



pw(2,&) ~ p. (IX.96)

I'«1

In the regime (IX.13), a phenomenological correlation pifﬁgn(x,x’ ,y) may be built as

follows: one replaces the large-distance behavior of h, in (IX.92) by —( times the limit of
the effective interaction ®™*(z, 2’ y; £, £') between two external classical filaments embedded
in a classical plasma. The effective interaction is defined by a generalization of (IX.20) and
the limit is calculated in the regime A\ < a < &5 and by replacing £; by £. We recall that,
since we have been able to calculate the expression in this limiting case only for an ideally
conducting wall, we will restrict our phenomenological model to ¢, = oco. Then the 1/y3
tail originates only from the purely quantum part w in the immersion free energy of two
filaments written in the last line of (IX.33). According to (IX.92) and (IX.96),

s y) o~ <5 [ Dhigan) [ Dhi€ia)wloa e €)X

The definition (IX.75) of 7" and the relation (IX.74) between DY and the corresponding
normalized measure ESV allow to write the 1/y? tail of (IX.97) as

2T /
pphen (.T, Z

* /. —
,Y) -~ p2 [1 _ 6—2962/)\2] [1 _ 6—296’2/)\2] fw(l’, x ’53W — OO) (IX98)
ly|—o0 Y
where f*(x,2';ey = 00) is given in (IX.80).

Anyway, even in the low-density limit, the exact amplitude fq.(z,2’, e, ) for the quan-
tum many-body problem likely involves not only the direct interaction between the quantum
particles at x and 2/, but also quantum interactions involving one or two other charges in
the plasma. Since the model of two external quantum charges in a bath where all particles
are classical cannot incorporate the latter coupling effects involving more than two quantum
charges, an exact many-body calculation is required. This remark is supported by a com-
parison already made for bulk correlations derived either from the solvable model or from
an exact calculation for the many-body problem in the low-density limit (IX.13) [Cor98b].
For instance, at the first order in density, the coefficient of the exact 1/r% tail in the bulk
contains corrections to the value predicted by the solvable model: the effective interaction
is not only a direct effect but it is partially conveyed by one or two intermediate charges
which are classically screened from one of the particles at x or /. (However, the root of the
1/r% tail is the same in both calculations.) In the presence of a uniform magnetic field, the
leading 1/r° tail derived from the model happens to coincide with the exact result, but this
coincidence originates from compensations involving indirect interactions and seems to arise
from the purely quantum-statistical origin of magnetic effects.

IX.6 Conclusion

The model exhibits the following relation between the large-distance behaviors of corre-
lations and the structure of polarization clouds. At classical thermal equilibrium, the static
bulk distribution functions (with some proper truncations) decrease faster than any inverse



power of the relative distances when the latter become large [BF80|. The so-called ezpo-
nential clustering means that the average configurations of the particles in the plasma are
such that all the multipoles of a set of particles plus its surrounding polarization cloud va-
nish [Mar88, GLM80|. However, in the vicinity of a wall, this “perfect” screening is partially
canceled by an electrostatic-geometric effect: the deformation of the polarization cloud. This
deformation with respect to the “perfect” arrangement generates a nonvanishing mean di-
pole between a particle and its polarization cloud in the direction perpendicular to the wall,
though the corresponding total mean charge still vanishes. When the wall is a plain wall
the effect is purely geometric, whereas some surface polarization charge appears inside walls
with electrical properties. The resulting effective dipole-dipole interaction is reflected in the
algebraic 1/1° fall-off of the position-position correlation in the direction parallel to the wall
when the latter is a plain wall or a dielectric one |Jan82a|. However, in the vicinity of an
ideally conductive boundary, the cloud generated by the influence phenomenon inside the
conductive wall fits with the polarization cloud created by the plasma charges so perfectly
that the effective interaction between the plasma particles decreases faster than any inverse
power-law (as in the bulk).

Contrarily, in quantum regimes, screening is always algebraic, even in the bulk, because
intrinsic quantum position fluctuations destroy the perfect arrangement of classical average
configurations. In the bulk, rotational invariance and the harmonicity of the Coulomb po-
tential specific to the definition (IX.1) enforce a 1/r° tail (in some sense, only the squared
fluctuations of dipole-dipole interactions survive) [Cor96b, Cor97b|. On the other hand, in
the vicinity of a wall the previous geometrical effect arises again and (nonsquared) 1/y°
dipolar interactions survive after averaging over microscopic configurations with quantum
fluctuations, even in the vicinity of an ideally conducting wall.

IX.7 Appendix A

In this appendix we derive the expressions (IX.53)-(IX.54) and (IX.55) for the immersion
free energies in the classical weak-coupling limit. These values are derived from the expansion
of the definitions (IX.31) and (IX.34) with respect to 3¢; up to second order. The expansion is
combined with a self-consistent mean-field approximation for the correlations in the classical
plasma in the absence of the external charge distributions ¢;(r).

For any potential v(r,r’) the linear and quadratic terms in the expansion of Fi [¢;] with

elect
respect to ¢;(r) read

Fa) = [ dr [ arauee) Qe + 5 [ [adats)@ i), 1x9)

In (IX.99) the expression of the charge density Q™4(r’; ¢;) induced by ¢;(r) is that given by
the linear response theory,

Q™) = —BIQEVIau — Qo (ViaD)u
_ 3 / dr* / dr" [(QE)Q() ), — Q)i (Q(r*) )]

X v(r*, ") g (r"). (IX.100)



A similar scheme leads to

(I)elect Q1,CI2 /dr/dr CI1 ( )

/dr/dr )™ (1 ¢2) + ¢2(v)) Q™ (r; ¢1)] v(r,r'). (IX.101)

In the self-consistent meanfield approximation, the basic assumption has been formulated
in Sec.3.1 in terms of the total potential ¢, created by a charge and its polarization cloud.
(It is equivalent to approximate the exact direct correlation function by —gBe?v(r,r’), as
mentioned in Ref.[Jan82a].) ¢,y is the solution of the integral equation (IX.50). Comparison
of (IX.100) with (IX.47), (IX.49), and (IX.50) shows that

lz\r;;( )_ _56 p( )/dr,/¢A4FW(r/7I'H)Qz'(r”)- (IX.102)

In the case of the Coulomb potential, the second term in (IX.99) can be simplified by
insertion of the meanfield expression (IX.102) and use of a symmetry property. Indeed, by
definition ¢,y (r, 1) is real while, according to the equations (IX.51) and

EwApOupw(r,v’) = —4md(r — ') fora’ <0 (IX.103)
together with the boundary conditions, ¢, (r,r’) is also the Green function of a self-adjoint
operator acting on r’. Thus ¢,z (r,r’) is a symmetric function of its arguments, as well as
ve(r, 1),

¢MFW(r7 I'/) = ¢MFW(I‘,7 I'). (IX104)

Therefore

/ A’ (2 Vo (1, 1) g (1, ) = / At p(2) b (8 Yoo (1, 1), (IX.105)

and by using again (IX.50) together with (IX.102), we obtain

[ [[araes)Quia) = [dr [ aaloum ) - el (),
(IX.106)

Similarly, the combination of the latter equation with (IX.101) leads to the value (IX.55) for
the effective electrostatic interaction between two charge distributions.



IX.8 Appendix B

In this appendix, we calculate the first and second moments of a Brownian bridge in
the vicinity of a wall. In fact the value of i) (Z) can be directly inferred from Eq.(2.15) of
Ref.[Jan80]. Two properties are used.

First, the link between the path integral and the Heisenberg representation in imaginary
time reads

@m% / DS, (€], ;70N ES)]e = (@a]e P @ [3(s) — 21]|a), (IX.107)

where hg is defined in (IX.26). In (IX.107) Z(s) is an operator in Heisenberg representation

2(s) = ePslhotUw @) ge—Bslho+Uw @) (IX.108)
By inserting the closure relation, we get
(e W@l [a(s) — ay][ay)

+oo
= —z19ow(T1,71,1) + / dr’'gow(x1,2',1 — s)a'gow (2, 21, s). (IX.109)
0

Second, go.w(2', x1,s) is merely given by the image method [Jan80|. Indeed, we look for
a function that obeys the same equation as the bulk solution with the only difference that
it vanishes on the wall and it is set equal to zero inside the wall as soon as x or 2’ becomes
negative. The function which obeys the last property and which reads

go,w(% 95/; 5) = go,bulk(l" - ZE,§ 3) - go,bulk(if + 93/5 5) (IX-HO)

for > 0 and 2’ > 0 clearly satisfies all requirements. In (IX.110), the bulk solution reads

L expl—fz -]/ (2X%s)]

o) —
Jopui(z — 2’5 8) = 27N2)172 NG (IX.111)

By combination of (IX.107) and (IX.109) with (IX.110) and by using the definition of
the complementary error function recalled in (IX.79), we get

0 iy e = 71 |25¢7 2 — Erfe ;f
| Pt e, 1[2 2t < i )

+(1 — 2s)e " Erfe <ifl)

o) (IX.112)

where 7 = 2/). The integrals over s involved in the definitions of 7" and 7i*) are performed
by means of an integration by parts (in order to eliminate the functions Erfc). Then the



changes of variables u = 1/4/2s(1 — s) for 0 < s < 1/2 and next v? = u? — 2 are used. The
final result is obtained from the representation

20 2.9 ° 6_t2y2
Erfe(zy) = —¢ oy / dt (IX.113)
0
which is valid when the real part of y? is strictly positive. Eventually, the value (IX.77) of
M (7) is derived from (IX.112) and the normalization given in (IX.74).
The same scheme is used for calculating [ DY, ([€],;21)[€(s)]2. The latter moment and
the first one appear in the path integral representation of the matrix element

12 22’

2 ~ .
A O TN (IX.114)

According to the value (IX.110) of the free propagator, the matrix element is readily com-
puted with the result

Pl —e (25 — 1)2 4+ 5(1 — 5)(1 — e 27), (IX.115)
The value (IX.78) of 7i? (%) is derived from (IX.115) in a straightforward way.

IX.9 ERRATUM

Une erreur sur 'ordre de grandeur d’une contribution & I’énergie libre de plongement
d’une distribution de charge extérieure ¢;(r), dans un plasma coulombien classique nous a
conduit a restreindre abusivement le domaine de validité de nos résultats, par ailleurs non
erronés. Plus précisément, si ¢; est du méme ordre de grandeur que la charge typique d’une
espéce dans le plasma, e, le terme d’interaction entre ¢;(r) et le potentiel électrostatique
créé par la double couche électrique, ®(r) = [ dr'vey (r,1')e[p(z’) — p], est du méme ordre
de grandeur, a savoir '¥/2/3, que le terme d’énergie propre calculé dans une approximation
de champ moyen et défini dans (IX.54). Par conséquent, il faut ajouter dans la définition

(IX.54) de D’énergie libre de plongement a I’approximation du champ moyen Fe(lt)ct,MFW la

contribution [ dr ¢;(r)®(r). De méme (Q(r))y;, = ¢; x O(pI'*/?) et non pas ¢;O(pl') comme

indiqué avant (IX.57). Ainsi, dans (IX.57), la correction relative a 1’énergie libre de Debye
(1)

F,

Newt ow|@i] (corrigée en incluant le terme en ®) est seulement d’ordre I'*/2 (et non pas I''/2)

et toutes les corrections O(I''/2) dans la suite de 'article sont en fait des corrections O(I'%/2).
Par conséquent le régime plus restreint de la section IX.4, ou les corrections d’ordre (k\;)?
sont plus importantes que les corrections a I’énergie libre de plongement de Debye, correspond
en fait seulement a (k);)? > I'*/2 (et non pas (kA;)? > I'V/?) : (IX.84) doit étre remplacée
par :

a )\7, 2
— < <—) (IX.116)
o a

Cette nouvelle condition n’implique pas que a soit négligeable devant \;. Par conséquent
les expressions obtenues dans la section 1X.4.2 auraient pu servir a construire un modéle
phénoménologique pour un plasma faiblement dégénéré (A < a) au voisinage d’une paroi
diélectrique comme cela a été fait dans la section IX.5, mais seulement au voisinage d’une
paroi conductrice.



Chapitre X

Quantum coulomb screening in the vici-
nity of a wall

J.-N. Aqua and F. Cornu
JOURNAL DE PHYSIQUE IV FRANCE, Vol. 10, p. 441, 2000.

Abstract The static position correlation in a quantum Coulomb plasma is studied at large
distances in the vicinity of a wall. Three kinds of walls are considered: a wall without elec-
trostatic properties, a dielectric, and a conductor. At large separations y along the wall, the
correlation exactly decays as 1/y°, though no algebraic tail exists for classical charges near
a conductor. This tail originates from thermal statistical and intrinsic quantum fluctuations
of screening clouds which are deformed by geometric constraint due to the wall and by the
charges induced by influence inside a wall with electrical properties. The coefficient of the
1/y? tail can be calculated explicitly in a weak-coupling and low-degeneracy limit. Then,
classical, diffraction and purely quantum contributions are disentangled.

X.1 Definitions

We consider a fluid of point charges in the vicinity of a hard wall. The electrostatic
properties of this impenetrable surface are described only at a macroscopic level by the
relative dielectric constant €,. When ¢, = 1 the “plain” wall has no electrostatic response, a
finite value of €, # 1 corresponds to a dielectric material and the limit ¢, =-+oo describes a
conductor. The system of charges is described at a microscopic level by statistical mechanics
as a quantum non-relativistic multicomponent Coulomb plasma. Each species a of particles
is characterized by a charge e,, a mass m, and a spin S,. For instance, such a quantum
plasma is realized in a semiconductor by the gas of electrons and holes in the vicinity of
another material or an electrode.

The quantum Hamiltonian of the system is the sum of the non-relativistic kinetic energies
for each particle, the one-body repulsive potentials which prevent particles from entering the
wall, the self-energies of charges due to the possible electrostatic response of the wall, plus
a sum of Coulomb pair interactions. The Coulomb interaction between two unit charges at
points r; and r;, v(r;, r;), is determined by Poisson equation, A, v(r;, r;) = —47wé(r; —r;)
and boundary conditions. The latter ones state that the electric potential and the normal
component of the electric displacement are continuous at the wall, while the interaction
vanishes far away from the interface between the plasma and the wall. Whatever value ¢,
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takes,

1 1— ¢y 1
ri—rj| 146y v -1}

’U(I'Z',I'j) = | (Xl)

It is the sum of the vacuum potential, plus a contribution entirely determined by the boun-
dary conditions at the interface and which disappears only in the case of a plain wall where
there is no influence phenomenon. This response term may be interpreted as the vacuum
Coulomb potential created by an “image” charge equal to (1 — €y)/(1 + €,) and located at
the point r} symmetric to r; with respect to the plane interface. The main question which
we address in the present paper is the influence of quantum position fluctuations upon the
screening properties of correlations along the wall.

X.2 Known results about classical plasmas

X.2.1 Profile density

When particles obey classical dynamics, a hard-core potential must be introduced in
order to prevent the collapse between charges with opposite signs, whether these charges
are real particles or electric images inside the wall. The two independent dimensionless
parameters are the packing fraction (¢/a)® and the coupling parameter (a/&,)?, where o is
the particle diameter and a denotes the averaged interparticle distance. The Debye length
&p 1s the screening scale arising from Coulomb collective effects; at the inverse temperature
B = 1/k,T, where kj is Boltzmann constant, £, = 1//473 ) _p.e2, where p, denotes the
bulk density of species a.

In the case of a classical ideal gas, the density profile is uniform everywhere. Interactions
break this uniformity in the vicinity of the wall and the density tends to its bulk value
only at a distance from the wall equal to a few £,’s [RBR85, Tot81]. In the weak-coupling
limit (where a < &), the density profile may be calculated exactly [Jan82b|. The relative
difference between the density near the wall (at x = o) and its bulk value is of order (a/¢,)?
when ¢, = 1.

X.2.2 Classical correlations

In the bulk, because of rotational invariance, the averaged dipole carried by a charge and
its screening cloud vanishes so that there is no dipole-dipole effective interaction. Moreover,
Poisson equation enforces that even the fluctuations of instantaneous dipole-dipole interac-
tions do not survive after statistical averaging and the effective bulk correlations exhibit a
classical exponential clustering [BF80].

In the vicinity of a wall, rotational invariance is broken. If the wall is made of a plain
material, the only effect is the geometric deformation of screening clouds by the presence of
the interface. The set made by a charge plus its screening cloud is neutral but it carries a non-
vanishing averaged dipole. Consequently, the correlation between two points, at respective
distances z; and xo from the wall and separated by y parallel to the wall, is ruled by an
effective 1/4® dipole-dipole interaction when y — co. When the wall has dielectric response
properties (e, # 1) the set made by a charge plus its screening cloud carries a net charge
which is opposite to the global charge of the corresponding induced microscopic charge
distribution inside the wall only when ¢, = +oo. If €, is finite, in spite of the electrostatic



response of the dielectric wall, dipole-dipole interactions along the wall are only partially
screened. In the weak coupling limit, the classical two-body truncated distribution function
behaves as

pa (w1, 22, y) s Par P ho (21, 22, y) [1+ O ((a/€5)%)] (X.2)
For 0 < ¢, < o0,
hzliiz (xla T2,Y; 6W) - _2ﬁea16azewf2p eXp[_(ml + x2)/€D] / y3 (X3)

The electrostatic response of a dielectric wall only renormalizes the amplitude of the 1/1°
tail calculated for a plain wall. From a technical point of view, this tail shows up because
continuity boundary conditions give rise to a non-analytic term at the first order in the norm
of the wave vector in the Fourier transform of A% parallel to the wall.

On the contrary, in the case of a conductor, the geometrical deformation of the screening
cloud is exactly compensated by the presence of the influence surface charge in the wall.
Boundary conditions have the same effect as rotational invariance in the bulk and the perfect
Coulomb screening is restored: correlations decay faster than any inverse power law of . In

the weak coupling limit, it behaves as

A2 (21, 29,y €w = 00) = —2€,,€.,172 exp[—y/Ep)/(Epy?) (X.4)

X.3 Quantum properties

X.3.1 Profile

When particles obey quantum dynamics and when at least all charges with a given sign
are fermions, classical collapse is avoided [DL67, DL68]. There is no longer need to introduce
any short-distance cut-off, but there appears another fundamental length, the thermal de
Broglie wavelength A\, = \/(8k?)/m,, where h is Planck constant. Since wave functions have
to vanish at the wall, the density also goes to zero at the origin and the associated quantum
effect is localized over a distance A, from the wall.

X.3.2 Correlations

When fluctuations obey quantum dynamics there is no more exponential screening of
effective squared interactions between the instantaneous dipoles carried by every charge
and its screening cloud. Indeed, the uncertainty principle prevents the complete screening
specific to the potential which obeys Poisson equation in the vacuum and 1/r® bulk effective
interactions survive after statistical averaging [AM89, CM91, Cor96b|. In the weak-coupling
limit, the tail in a symmetric two-component plasma (where |e,,| = |e,,| = €) reads [Cor96a]:

1 1_} S| (X.5)

1
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In (X.5) my (m_) denotes the mass of positive (negative) charges.



X.4 Formalism

A formalism especially adequate for exhibiting the role played by quantum position fluc-
tuations upon large-distance properties uses the Feynman-Kac formula [AM89, Cor96a).
For instance, in the case of two particles, the diagonal matrix element of the Gibbs fac-
tor operator is expressed as the integral over all possible Brownian closed paths &; and &,
with &;(s=0) =&;(s=1) =0 of the exponential of a functional interaction —3V (&,,&,) =
— €01 €as folds v (ri + Xi€;(s), r; + X;€,(s)), where s is a dimensionless parameter. V is the
Coulomb interaction between line elements with the same abscissa s. The repulsion of the
wall is entirely taken into account in the path measure Dy,;[€;x]. In the bulk, this mea-
sure is uniform and, by virtue of rotational invariance, f Dy [€]€ =0. Near the wall, the
allowed closed paths are geometrically constrained by the presence of the wall. The inte-
grated measure vanishes on the wall because [ Dyan[&;z] = 1 — exp[—22?/A?], while the
averaged component of the Brownian path which is normal to the wall does not vanish,
f Dwall[g; ZL’] [g]r 7é 0.

The Brownian paths describe intrinsic quantum fluctuations. The crucial point for scree-
ning is that a line element of a path interacts with only one line element of another path
and not with all its line elements, as it would be the case for the electrostatic interaction
between uniformly charged wires.

Thanks to the Feynman-Kac formula, a quantum system of point particles with Fermi/
Bose statistics is equivalent to a classical system of loops with random shapes and Boltzmann
statistics. Then standard methods of statistical mechanics for classical fluids can be used
|Gin65]. For instance, some kind of density expansions can be derived from generalized
Mayer graphs for the system of loops [Cor96¢]|.

The divergences due to the long range of the Coulomb interaction are exactly resummed
by a generalization of the method introduced by Meeron [Mee58| for classical electrolytes,
and we get Mayer graphs with resummed integrable bonds for the loop system [Cor96c|.
Three kinds of resummed bonds are introduced for the present system and correspond to
three aspects of the effective large-distance interactions.

- First, the “charge-charge” resummed interaction e, e.,#(r;,r;) between the total loop
charges is the solution of an integral equation similar to that obeyed by the classical Debye
potential — which may be viewed as a mean-field effective interaction between point charges
— with the only difference that the uniform Debye weight x, is replaced by a function k()
which tends to k, when x enters the bulk region:

[Ar, = 5 (2i)] ¢(ri,15) = —4md(r; —1;), (X.6)

where k,(z) = /470, p.(x)e2. Consequently, though ¢ involves two scales, &, and A,
it has the same decay properties as the classically screened Ursell function h¢  (z1,z2,y).
When the wall is a conductor, ¢ decays exponentially fast in all allowed directions, in parti-
cular along the surface. If ¢, is finite, ¢ falls off as 1/y* along the wall.

- Second, the “charge-multipole” resummed interaction between the total charge of a loop
and the multipoles of another loop is the monopole-multipole component of e, e, ;¢. When
exchange effects are negligible, it reads e,,e., fol ds[p(r; + Ni&i(s),r;) — ¢(rs,r;)]. It has the
same decay powerlaw as the charge-charge resummed interaction ¢.

- All other effects lie in the third bond. Its decay at large distances is governed by the
resummed multipole-multipole component of the interactions between loops. If €, is infinite,
the leading algebraic tail is given by the dipole-dipole component of the difference between



the bare potential and the electrostatic potential between two loops, which decays as the
inverse cubed distance in all directions. If ¢, is finite, the 1/y? tail is the sum of the previous
contribution, with purely quantum dynamical origin, plus the multipole-multipole component
of the screened potential ¢, which falls off as ¢.

X.5 Tails of quantum correlations

X.5.1 General results

The previous formalism allows to show, after integration over the loop internal degrees of
freedom, that the effective interaction between two quantum particles decays as A(xz1, z3)/y>
where A(xy,1y) is written as A(z1, 22) = a(x1, T2; €y) + I3y (21, T2), With a(xy, T2; €, =00) =
0. az1, x9; €y) falls off exponentially fast over the scale £, from the wall, whereas v(x;, z2)
is gaussianly concentrated near the wall over the width X typical of quantum effects. In the
classical limit, A(z1,z5) tends to a non zero value only in the case of a plain or dielectric
material.

Eventually, there is no exponential screening in a quantum plasma even in the vicinity
of a conductor. This general result about large-distance correlations is also exhibited in a

simple solvable model of two quantum charges embedded in a classical plasma in the vicinity
of a wall [AC99|.

X.5.2 Exact analytical results in a special regime

In a low-degeneracy (A< a) and weak-coupling (a < &p) regime, the formalism allows to
derive exact systematic low-density expansions. In the case of a plain wall (¢, = 1) and with
the extra hypothesis (a/&,)? < \/a< (a/&,)Y?, we can write

140 ((2)3 (é)g)] (X.7)

where h*? (x1,29,y) and p*(z) may be calculated up to the first order (a/&,).(A/a) = A\/Ep.

ala2

We find

2T

Paror (T, %2,Y) ~ pL (21)07, (@2) R0, (21,22, 9)

pi(z) = pa |1 — 6_2(1/)\0‘)2:| [1 + ﬂﬁeQBe_r/gD} (X.8)

where p, = lim, .o p.(z) and B = (7/V/2) (X2, P63/ /) [N/ D0 Patle Bhe, B is a di-

mensionless constant of order \/{,. The density functions (X.8) indeed satisfy the global
electroneutrality [ dz Y, e.p.(z) = 0 up to leading order. The asymptotic behavior of
the corresponding Ursell function reads

hZ’lajz (xla T2,Y; EW) - hccmliisg (xla T2, Y) 1 + ﬁh’ [471— Z Pveg |:CL + b (e_ml/fD + 6_m2/€D B 4)
Y

_ (“%0 i M%2))] (X.9)




where the constants a and b have the dimension of an inverse squareroot mass :
0 = VT2 (Lo pu? ) (2, 0:62), b = (VT/6VD) o 9 Lglpses /) [ (2, ,62)?
and p(u) = \/m/2u? Erfe(v/2u)/[1 — e=2%’], where Erfc(u) is the complementary error func-
tion, Erfc(u) =1 — (2/y/7) [, dt exp(—t?).

The amplitude of the 1/y> tail is the sum of a dominant contribution, which coincides
with the classical charge-charge screened interaction (arising from the partial screening of
dipole-dipole interactions between deformed screening clouds), plus a quantum correction
proportional to i and of order p'/2. This correction is the sum of two effects. The first
one, which varies over the scale &, arises from the influence of Coulomb interactions upon
the quantum density profiles. Indeed, since quantum wave functions vanish on the wall
whereas classical densities do not, the amplitude of the 1/y3 tail of the screened charge-charge
interaction ¢*, calculated with p*(z), is not equal to the amplitude of the corresponding
classically screened charge-charge interaction, which is calculated, at the same order in the
coupling parameter, with uniform densities. The second effect may be called a “diffraction”
phenomenon in the sense that it is a quantum dynamical correction to the classical 1/y3
tail. The diffraction correction results from the dipole-dipole interaction between an intrinsic
quantum position fluctuation and a deformed classical screening cloud. It is generated by the
non-vanishing value of the intrinsic quantum position fluctuation linked to the breakdown of
rotational invariance in the vicinity of the wall. All x4 functions are concentrated over a scale
A from the wall, since they arise from the confinement of quantum position fluctuations by
the wall.

In the above exact calculation for the case ¢, = 1, contributions from the dipole-dipole
interactions between quantum position fluctuations appear at larger orders in small para-
meters. However, in the case of a conductor (e, = o0), the latter contribution is the leading
effect and is of the form

*,as . _ _ 2.2 €a €a T T1 T2 1
halag(xl7x2ay7ew - OO) - _25 h \/T;al 7TL2 A ()\—’ )\—) X E (X]_O)

a2 al a2

where A(z /Aars T2/ Aay) is non zero only in the vicinity of the conducting wall.



Chapitre XI

Corrélations au voisinage d’une paroi
simple

Dans ce dernier chapitre, nous allons incorporer les corrections dues au couplage entre les
particules (supposé tout de méme faible) aux fonctions de corrélation. Ceci nous permettra
d’étendre sensiblement le domaine de validité des résultats du chapitre précédent concernant
les systémes quantiques. Mais nous aurons ainsi aussi accés a la premiére correction classique
aux fonctions de corrélation statiques. Ce chapitre est le pendant concernant les fonctions
de corrélation du chapitre VIII consacré a I’étude des densités. Les résultats ont été obtenus
pendant le rédaction de ce manuscrit et leur exposé sera par conséquent réduit a I'essentiel.

XI.1 Expression générale des fonctions de corrélation

XI.1.1 Représentation diagrammatique

Le développement en graphes de Mayer de la grande fonction de partition du systéme
(VIL.23) permet aussi d’avoir accés aux fonctions de Ursell définies dans le langage des
boucles (de maniére analogue a (II.4)) par :

PP (L L) = p(La)P(L0)R(La, L) (XL.1)

A partir de I'expression fonctionnelle (VIL.31b) de la fonction de corrélation tronquée, on
peut obtenir le développement en densité de la fonction de Ursell (cf. [Cor96¢|) :

B0 L) =S SLG / f[ agwp(ea)) [IT4] (XI1.2)

Dans cette représentation, il faut sommer sur tous les diagrammes G connexes avec N points
internes (N = 1,---00) sur les coordonnées desquelles il faut sommer, a l'inverse de celles
des deux points racines £,, £,. De plus, les graphes G ne doivent pas contenir de point
d’articulation : un tel point est défini par le fait que lorsqu’on le retire, ainsi que les liens lui
étant attachés, le graphe est coupé en deux parties dont une n’est plus reliée avec aucun des
deux points racines. Les liens f(£;, £;) sont toujours définis par (VIIL1) et [[] f], représente
le produit de tous les liens du graphe, deux points donnés étant reliés par au plus un lien f.
Enfin, S est le facteur de symétrie du graphe G considéré. Les points d’articulation étant
interdits par construction, il ne peut y avoir d’anneaux attachés a un point par exemple et
la ressommation des divergences coulombiennes s’avére étre plus simple & mettre en ceuvre.
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p pp

Figure XI.1: Potentiel ressommé ¢.

Avec les définitions (VIIL.3) et (VIIL.4) de f°°, f™ et f™¢, il nous suffira de décomposer
un lien f selon la somme :

F(L6,£5) = {f°(L0, &) + (L6, &) + [7(Li, &) + (&, L)} + f2(Li, &) (XL3)

ot (XL.3) sert en fait de définition a f.(£;, £;). Les liens intervenant dans (XI.2) peuvent
ainsi étre choisis parmi fc¢, fm¢, fem fmm et f.

XI.1.2 Ressommation des chaines

De maniére analogue a la ressommation des chaines dans le développement en fugacité
des densités, nous pouvons ressommer les chaines de liens f°¢ avec des poids p(£), afin
d’obtenir des graphes convergents dans la limite thermodynamique. On définit le potentiel
ressommeé ¢ par le fait que — e e, d(r, 1) représente la somme de toutes les chaines de liens
fe¢ de longueur quelconque entre deux points racines de coordonnées r et r’; d’espéce «, o
avec des points internes de poids p(£) (de maniére analogue a (VIIL.8) en changeant le poids
des points internes de Z(£) en p(£)). Le potentiel ¢ vérifie donc la relation intégrale :

¢(r,1') = vy (r, 1) — § za: o / dr” ( / Sxffﬁ”p(ﬁ”)) v (1, 1") o (x", ') (XT1.4)

Une fois effectuée la somme de toutes les chaines possibles de liens f°¢, les nouveaux liens
ressommeés sont ainsi (cf. [Cor96¢]) :

Fee(L,8) = —fPeqeqd(r, 1) (XI.ba)
1

(g, L) = —ﬁeaeaf/ ds [p(r + Aa&(s), 1) — ¢(r,1')] (XL.5b)
0
1

FOm(E, &) = —Beaew / ds [6(r, 1’ + A(s)) — o(r, 1) (XL5¢)
0

Fp = /IR g pee _ pem _ prme (XL5d)

ou F™™ est défini comme en (VIII.15) avec le potentiel ¢ remplacant ¢,. L’exclusion par
construction des points d’articulation assure que le poids des points reste inchangé apres
ressommation des chaines. La fonction de Ursell s’exprime au bout de cette ressommation
par :

h(La, Lp) = Z Sip /ﬁ[ [dLnp(£n)] [H F}F (XL6)

avec les mémes définitions et régles que pour la représentation (XI.2) et avec une régle
d’exclusion supplémentaire : pour éviter de compter deux fois les mémes contributions, il faut
en effet interdire qu’un point £y ne soit lié qu’avec deux liens du type F'~ (£, £o). L~ (Lo, £;)
(le sigle — remplagant un exposant ¢ ou m).



XI.2 Limites de faible couplage et faible dégénérescence

Nous avons obtenu les expressions explicites des densités de boucles p(£) dans le cas
d’une paroi simple et d’'un systéme coulombien faiblement dégénéré et faiblement couplé.
C’est donc dans ces conditions que nous allons pouvoir obtenir explicitement les fonctions
de corrélation. Comme en VIII.2 nous allons obtenir des expressions en puissance des deux
petits paramétres kA et I'*/2 et nous noterons O(n?) les termes d’ordres supérieurs. Comme
discuté en VIII.2, les régimes physiques ol les développements seront applicables sont tels
que KpA < 1, T2 <« 1 et :

A 6
(—) <2 <1 (XL.7)

a

ce qui généralise les résultats du paragraphe précédent qui n’étaient valables que pour I' <
2 < TY* (régime dans lequel la correction d’ordre I'*/? est négligeable devant la premiére
correction quantique d’ordre kA, tout comme les corrections d’ordre (%)3)

Le potentiel ressommeé ¢ est solution de I’équation aux dérivées partielles, pour 2’ > 0 :

Acp(r, ') — K (2)d(r, ') = —4m(r — 1) pour x>0 (XI.8a)
App(r,r') =0 pour x <0 (XI.8Db)

avec ici :
2(x) = 47 Z e? /’Dxﬁp(ﬂ) = 4#62 €2 po () (X1.9)

ou les fonctions densités p,(x) sont données par (VIII.52). Les conditions aux limites au
contact d’une paroi simple sont obtenues d’aprés la relation intégrale (XI1.4) :

o(r,r’) et %(r,r’) continues en x =0 (X1.10)

En mettant & profit I'invariance par translation dans le plan de la paroi, nous obtenons que
la transformée de Fourier le long de la paroi du potentiel ressommé est solution de :

2 ~
{% — (1 + q2) + U¢(57)} o(z,7;q) = —4nd(Z — 7') pour T =rkpxr >0  (XL11)

avec la fonction potentiel :

Us(0) = sy 3 gl {2
+ [1 —6—2x2/<m } [—Bea (BBe™™ +UM®(F;0)) + e, L2(F;0)] +O(n2)} (X1.12)

en considérant la transformée de Fourier adimensionnée du potentiel ressommé qg(f, ';q) =
kpo (k5T k'3 kq) (les fonctions L2 et M@ sont définies en (VIIL.33) et (VIIL.47)). On
retrouve & nouveau une équation du type Schreedinger a une dimension. La fonction potentiel
Uy est la superposition de fonctions qui, soit varient sur la petite échelle k), soit sont
de petites amplitude, d’ordre K, A ou I'*/2. Nous pouvons donc obtenir des solutions de



I’équation homogéne associée a (XI.11) grace a la méthode exposée en IV.4, en passant par
une représentation intégrale équivalente qui permet de produire explicitement des solutions
sous la forme d’une série en puissance de k,\ et I'3/2. 11 est possible d’obtenir une solution
particuliére sous la forme (IV.64) et, en incorporant les conditions aux limites, I’expression
de ¢ a lordre un inclus en kA et I'3/2. Son expression compléte n’est cependant pas utile
in extenso pour notre propos : nous aurons besoin du potentiel ¢ a I’ordre le plus bas :

QS(.Z’,{L‘,; HD(I) — Q_ﬂ— { 1 < 1 _'_ q - Q> — /1+q2I€D($+IE’)
K

Vi@ \V1+¢+q
1 :
+ﬁe_\/ e rple=al 4 Ok, A, F3/2)} (XL.13)
+q

ainsi que de son développement autour de 1 = 0 : en séparant les termes non-analytiques en
1, nous noterons :

O, '31) = 60 (2, 2') + g (2, 2') + Onnaryiaue(l) + O(F) (XL14)

et I'expression compléte de ¢y est :

/ 4 —(z+2' K ~
Oy, a) = — e {14+ 50y ()
F Dy () + 07 By () + 67 Oy () + O} (XL15)
ou :
kDA Wﬁ 1 1232 eapam;1/2
0 q)[l}( ) \/_21/2 22 +Z apa « (X116)
et :
3/2 NG 2
o @y (7) = VA 52 (Loeolts2.002) +1) - —63/223/2 (Luenl152,0](2) + 17

= (XL.17)

en ayant posé :

Z enpl (XL18)

les opérateurs £ étant définis en (IV.77) et avec les constantes [ = 3/4 —In2 et i = (—1/2
4+2In2 4 1In3 — 7/4/3)/3. Contrairement au calcul des profils de densité, nous avons besoin
ici de la forme explicite des premiéres corrections au potentiel ressommé ¢.

Notons qu’il est possible de démontrer qu’avec les notations de (XI.14), le potentiel
ressommé ¢, solution de (XI.11), avec les conditions aux limites (XI.10) doit vérifier les
reégles de somme :

/OOO di (1 — Uy(2)) dpo (2, 7') = 4rr (XL.19)



et :
/0 i /0 T 4E (1= Uy(#) (1= Us(@)) (3, &) = —4m (X1.20)

Les expressions obtenues pour ¢y et ¢y (cf. (XI.15)) vérifient bien ces régles.

D’aprés la théorie des distributions (cf. [GS64]), le comportement & grande distance d’une
fonction est donné par les non-analyticités de plus bas ordre du développement de sa transfor-
mée de Fourier au voisinage du vecteur origine (i.e. en 1 = 0). Ainsi, au sens des distributions,
la transformée de Fourier & deux dimensions de la fonction 1/y? est simplement :

(%) (1) = —2n1 (XT.21)

Nous pouvons en déduire que le potentiel ressommé ¢ décroit algébriquement a grande
distance selon la paroi :

o(r,r’) ~ fule ) 1 (X1.22)

lyl—oo 2 |y3

XI1.3 Comportement asymptotique des corrélations

X1.3.1 Contributions au premier ordre

D’aprés la section précédente (cf. (X1.22)), le potentiel ressommé et donc F°¢ décroissent
algébriquement le long de la paroi :

FCC(Sa,Sb)| ~  Bea,Ca (XT1.23)

ou y désigne le vecteur y, — yp.

En utilisant le développement de Taylor (VIIL.38), on peut voir que le lien F™¢ décroit
lui aussi en 1/y* & grande distance. Le lien F°¢ variant a lordre le plus bas sur I’échelle r,?,
le comportement algébrique de F™¢ est cependant déja d’un ordre kA par rapport a celui
de F°°. Comme nous cherchons la décroissance algébrique a 'ordre un en kA et I'*/2 il
suffira de ne considérer ce diagramme qu’a son ordre le plus bas :

2 ! 1
Fme(g,, L) ~ ﬁeaaeabﬂ—z/ dst)\afaX(s)e_’“‘D(x”“)— (XI.24)
D JO

ly|—o0 ‘Y|3

Enfin, le lien F}; se comporte au moins en 1/y% & grande distance parallélement au mur,
d’aprés l'expression (XI.5d). Nous n’aurons pas a considérer ce comportement trop rapide a
grande distance, dans la suite du calcul. Ce diagramme intervient toutefois pour ’ordre I'>/2
dans des convolutions.

Le comportement algébrique de h(£,, £) est ainsi obtenu par les non-analyticités d’ordre
1| qui viennent des liens F°¢ et ™. Ces liens peuvent étre impliqués dans des convolu-

Fec D
tions du type par exemple O——e——) ou D est un sous-diagramme quelconque (respec-
tant seulement les régles de construction des diagrammes). La transformée de Fourier d’une



convolution s’obtient comme le produit des transformées de Fourier et si on note de maniére
générale, pour tout sous-diagramme :

D = Dy + 1| Dy + Oanalytique(1) + O(1) (XL.25)

alors les contributions non-analytiques d’ordre |1| sont données par le produit :

Fec D Fij Dy Foi Dy
<Q—0—Q) =0O—eo—0O +O—eo—0 (XI.26)
1

On peut alors effectuer une analyse dimensionnelle du type de celle de la section VIIIL.3.1
pour obtenir les ordres de grandeur des différentes contributions au comportement algébrique
des fonctions de Ursell. Il faut tenir compte de facteurs x,\ supplémentaires qui pourraient
venir de l'intégration sur z et la forme des chemins d’un nombre impair de & (intervenant
par exemple dans (XI1.24)) : en effet, comme nous 'avions déja utilisé a la section IV.81,
I’étendue moyenne selon z des chemins fol ds [ D& &(s) décroit gaussiennement vite vers
zéro sur ’échelle A\ et fait donc converger I'intégration sur la variable x sur cette échelle.

Enfin, en décomposant les liens Fy, en Fj, = F°¢? /24 Fyr, 'analyse dimensionnelle montre
que la convolution avec (FRT)[O} fournit un facteur O(n?) supplémentaire alors que la convo-
lution avec (F°¢*/ 2)[0] ne fournit quant & elle qu'un facteur O(I'*/2) et interviendra donc
dans un calcul a cet ordre.

L’analyse des différents diagrammes montre finalement que les non-analyticités d’ordre
le plus bas de la transformée de Fourier de la fonction de Ursell dans le langage des boucles
est donnée & I'ordre un en xp\ et I'*/2 par :

FCC2 2
{ il il Fi Y
h[l](ﬁa, Qb) =< L.O——OL + | £L.O0—OL + SaO—OOO £h

Fcc2 /2
cc [0] cc
Fl 0

+£ao—O%£b] + {a = b] } [1+0@%)] (XL27)

X1.3.2 Expression de la queue algébrique des corrélations

La fonction de corrélation de boucles est donnée par (XI.1) oi p(£) donné par (VIII1.48)
ne fait pas intervenir la forme des chemins a ’ordre de ce calcul. Aprés intégration sur les
chemins selon (VIL.32b) et en utilisant la relation (XI.21) entre la décroissance algébrique
d’une fonction et les non-analyticités d’ordre |1| de sa transformée de Fourier, on obtient
finalement que la fonction de Ursell décroit en 1/4° le long d’une paroi simple selon la loi :

CayCay 1

Py o (Ta, Tp, ) e~ o (@ata) {1+ 6"° H,, (z,) + 6""*H,, ()

\y\:oo B 215, |yl?
07" Hoy (2a) + 8" Hoy () + O()}  (X1.28)

ott O(n?) désigne en fait des termes d’ordre O ((kp))2, kpAT?/2, T3, (A/a)?).



La correction d’ordre kA s’exprime comme :

B, —1/2
%\/gg?) Z eapama (6—/@Dxa o 2)

\/*Za eapam m;al/2lu <)5\E_a)

ol les longueurs d’onde thermiques de de Broglie sont A\, = h\/3/m, et les sommes )
sont > e"pB. La fonction 1 s’exprime comme :

() = \/g wBrfe(v2u) (XL.30)

1 — e 22

P H,, (1) = h32y/75y

(XI.29)

en notant la fonction erreur-complémentaire Erfc(u) = (2/4/) f dte™". Cette contribu-
tion quantique est la méme que celle donnée en (X.9) ou seules étaient calculées les corrections
purement quantiques de la décroissance algébrique des corrélations.

La nouveauté de ce calcul est de pouvoir donner aussi la correction d’ordre I'*/? 3 la
queue algébrique des fonctions de corrélation :

00 —2tTq
5F3/2Haa($a) _ ﬁﬁ{%/Q ETZ / gt e i 1
4 57 1 (e veE-T)

00 1 1— —2tZTq ~

+ / dt S 42
1 (t+ VP -1) ¢

2236aa &g ~ FaTO/(~
S In3+ e " S(z,) + 2e" L°(1,)

B o9 —2tZq 1

+ (e — 2) / it —° 5

1 (t+ V2 —1) t+1/2
2
23/2 (In3)Z, + co + cre™™ 4+ e (S(Ty) + 7,57 (T0))

i /°° @t e~ 2a t+1
L (4 VE=T) T (E-1/2)(E+1/2)

o0 e 2%a t—1/4
v a (t+ VE—T) A+ D~ 1/2)(t +172)

(XI.31)
ou les différentes constantes sont :
~ 3
[ = 1 In2 (X1.32)
5 13 31
co=—1+—2 2 + 53 (XL.33)
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avec les fonctions :

S(u) = e"Ei(—u) — e*"Ei(—3u) (XI.35)
S*(u) = e"Ei(—u) + e*“Ei(—3u) (X1.36)
. B o0 e 2tta o 1 1 1 1
L% (u) _/1 dt W 1)2 =e {% t5t ﬁ] - EKQ(Qu) (X1.37)

en notant Ei(—z) la fonction exponentiel-intégrale : Ei(—z) = [~7 dte'/t pour z > 0, et K
étant une fonction de Bessel. On peut encore éventuellement calculer explicitement :

o 1 1 — e 2t 1 1 1 1
/ dt 5 c =In2— -+ —K;(2u) — e <— + —2) — Ei(—2u)
1 (t+VEE-1) t 2w u o 2u

(X1.38)

oul K; est une fonction de Bessel.
Rappelons que, comme pour le calcul des profils de densité du chapitre VIII, les régimes
physiques ot le développement (XI.28) est valable sont tels que 2 < 1, /2 < 1 et en

imposant que O(n?) soit négligeable devant x,\ ou I'*/2 :
(A\a)’ <32 <« 1 (XI.39)
alors que si on désire que O(n?) soit négligeable devant kA et /2 :

(Aa)® <32 <« 1 (XI.40)

XI.4 Analyse

XI1.4.1 Comportement algébrique

Comme ’on pouvait s’y attendre d’aprés la régle de somme 11.4.2, nous retrouvons que
les corrélations de particules ne décroissent qu’algébriquement le long d’une paroi simple
pour des particules classiques ou quantiques. Ce comportement s’interpréte a ’ordre le plus
bas comme résultant des interactions des dipodles formés par une particule et son nuage de
polarisation contraint par la présence d’un mur.

La premiére correction quantique 6"°*H,, (z,) + 6"?*H,,(7;) a deux origines. Le terme
faisant intervenir la fonction p traduit 'interaction entre le dipdle non nul des fluctuations
quantiques de position d’une seule particule (da a la contrainte imposée par le mur sur ces
fluctuations, cf. (VIL.15) et (VIL.20)) avec le dipole classique formé par une particule et
son nuage de polarisation. Cet effet est concentré gaussiennement sur quelques longueurs
d’onde thermique au voisinage immédiat de la paroi. Les deux autres termes traduisent la
déformation des nuages de polarisation due a la non-uniformité d’origine quantique des profils
de densité (créée par ’annulation des fonctions d’onde sur la paroi et le champ électrostatique,



cf. (VIIL.62)). Cet effet d’origine quantique est néanmoins sensible assez profondément, sur
quelques longueurs d’écran classiques, au voisinage de la paroi.

La premiére correction classique 0°""* H, (z,) + 6" H, H,,(xp) prend son origine dans a la
fois I'existence au plus bas ordre dans le couplage d’interactions dipole-dipole entre particules
et dans la non-uniformité a 'ordre I'*/2 des profils de densités. Cet effet est exponentiellement
écranté sur quelques longueurs d’écran perpendiculairement & la paroi.

Enfin, notons que de 'expression (XI.28) du comportement algébrique des fonctions de
Ursell, I'on peut déduire le comportement en 1/y3 du facteur de structure de charge et que
tous calculs faits, celui-ci vérifie bien la régle de somme (I1.36) aux ordres x,\ et I'*/2 inclus.

XI.4.2 Changement de signe des interactions effectives classiques

Dans cette derniére section, nous allons considérer a nouveau un systéme de particules
classiques. En prenant la limite A — 0, le comportement algébrique des fonctions de corré-
lation de particules se trouve étre :

1 1
(2) [ —~p(atas)
paa,ab(xa7xbaY) 27T Za eaapaa(xa)eabpab(xb) | ‘3 €

M—m

+e—ﬁD<ra+wb (8 Hay (22) + 8" Hoy () ) + 0T (XT.47)

Considérons une situation ot I’on s’intéresse aux fonctions de corrélation pour deux particules
chargées au voisinage d’une paroi simple, a la méme distance x de la paroi :

1 1
(2) — — ~ - —2KkpzT
paa,gb(xa Ty xZ, Y> Iy 27r Za 63p2 aapaa( )eabpab('r) ‘ |3 [6 L

e (§ H (0) 4 8 Hyy () + O] (X142)
A T’ordre le plus bas :

1 1
2)r S — ~ — e 2D X1.43
paa,ab ('ra Ty z, Y) |y|—>oo 271' Za B Oéapaa( >€abpab (x) |y‘3€ ( )

et ce comportement algébrique traduit une interaction effective de méme signe que celui
du produit des charges des deux particules considérées : pour deux particules portant des
charges de méme signe, cette interaction effective est positive traduisant la répulsion entre
charges de méme signe, méme écrantées par leur nuage de polarisation.
L’étude numeérique compléte des fonctions 6" 3/2Ha(x) n’est pas achevée au moment ol
ces lignes sont écrites. Il est cependant aisé d’analyser leur comportement pour K,z > 1 :
3/2 m 22
SUUTHS ~ —%53/23}2@ 3)x (X1.44)

« Kpr>1

Pour un plasma dissymétrique (pour assurer 3 # 0), 6T°* % non seulement porte un
signe inverse de celui de 'ordre le plus bas de (XI.42) , mais cette premiére correction
classique est moins concentrée au voisinage de 1’origine que l'ordre le plus bas : ainsi, méme
si son amplitude contient un facteur I'*/? par rapport a (XI1.43), pour x assez grand, la
contribution due a 6""*H(z)e2*p* a (X1.42) I'emportera sur celle en e %P7 changeant
le signe du comportement algébrique des interactions effectives. Les ordres supérieurs ne



| [ Z (2 [3 [4 |5 |

10-5 11 x (um) | 470 |76 |26 |11
CcC =
k>1(nm) | 310 | 250 | 220 | 190
- 47 176 |26 | 1,1
e m
k>lnm) |98 |79 |70 |60
o (um) | 4,7 0,76 | 0,26 | 0,11
c=10"*M
kpt(nm) |31 |25 |22 |19

Tableau XI.1: Valeur des distances & la paroi a partir desquelles on prédit une attraction
entre particules portant des charges de méme signe, en ne gardant que le comportement
dominant (XI.44)

sont certes pas maitrisés mais en ne conservant que la premiére correction d’ordre I'%/?
dans les fonctions de corrélation, I’étude menée dans ce chapitre des systémes coulombiens
dissymétriques, a ’équilibre, permet de montrer que des particules portant des charges de
méme signe peuvent présenter une interaction effective attractive au voisinage d’une paroi
stmple, du moins a suffisamment grande distance parallelement & la paroi. Cet effet est bien
écranté exponentiellement perpendiculairement a la paroi et les interactions entre charges de
méme signe redeviennent répulsives au sein du fluide.

Considérons des électrolytes a deux composantes dissymétriques Z : 1 avec e, = Ze et
e_ = —e avec des concentrations ¢, = ¢/(Z + 1) et c. = Zc¢/(Z + 1), une température
de 300°K, en solution dans de I'eau (avec ¢, = 80). En ne conservant dans 0" H,(z) que
son comportement asymptotique (XI.44), les distances 2~ & la paroi assurant une attraction
effective entre particules de méme signe, sont données dans le tableau XI.1.

Cet effet d’attraction effective des charges de méme signe a bien été observé expéri-
mentalement sur des particules plongées en solution au voisinage d’une paroi vitreuse. Les
conditions expérimentales ne sont pas exactement celles d'un fluide coulombien tel qu’il est
étudié dans ce chapitre : les particules tests sont beaucoup plus grosses que celles de 1’élec-
trolyte, limitant sensiblement 1’espace disponible et les images non pas été considérée dans
ce calcul. Mais on peut espérer que la modélisation proposée dans ce chapitre puisse étre une
bonne premiére approximation de ces expériences. On peut alors constater que les ordres
de grandeur approximatifs des distances a la paroi a partir desquelles en ne gardant que
le comportement dominant (XI.44) les interaction effectives (XI1.42) sont attractives pour
des charges de méme signe (cf. le tableau XI.1), coincident avec ceux observés dans les
expériences (cf. [LGI7|).

De surcroit, cette inversion de signe ne se produit d’apreés les résultats de ce chapitre,
qu’d partir d’une certaine distance de la paroi : 6" * H étant une fonction continue, elle
reste bornée dans un intervalle donné au contact de la paroi; son amplitude étant pondérée
d’un facteur I'3/2) cette contribution reste forcément négligeable devant I'ordre le plus bas
dans un certain intervalle au voisinage immeédiat de la paroi et les interactions effectives
sont gouvernées par (X1.43) : elles restent donc répulsives pour des charges de méme signe.
Cette absence d’attraction effective quand les charges de méme signes sont trop proches de la
paroi a elle aussi été constatée dans les expériences exhibant cette attraction & une certaine
distance de la paroi (cf. [CG96]).

Le résultat analytique obtenu dans ce chapitre laisse donc penser que attraction effective



entre particules chargées portant des charges de méme signe, observée erpérimentalement,
peut avoir son origine dans les effets de corrélation statiques dans un fluide coulombien
dissymétrique, au voisinage d’une paroi.
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Chapitre XII

Ouvertures

Nous avons donc aujourd’hui des éléments de réponse & apporter aux questions ayant
motivé cette thése. Mais comme pour tout travail de recherche, les réponses suscitent d’autres
questions et nous allons briévement passer en revue dans ce dernier chapitre, les ouvertures
que cette thése laisse entrevoir.

Systémes classiques

(O Au chapitre V nous avons pu décrire le comportement d’un fluide coulombien quand
il est soumis & une différence de potentiel extérieure. Le systéme étudié est une mo-
délisation par exemple d’un électrolyte confiné entre deux électrodes. Dans d’autres
situations expérimentales, c’est la densité de charge surfacique portée par une paroi
qui est fixée de lextérieur (cf. par exemple [LBT97] ). Le fluide coulombien est alors
sensible au champ électrostatique créé en son sein par les charges de la paroil. Cet effet
s'incorpore sans probléme de principe dans le formalisme que nous avons mis au point
pour les systémes classiques dans la limite de faible couplage. L’étude analytique des
propriétés physiques des fluides coulombiens au voisinage d’une paroi chargée extérieu-
rement, semble donc accessible par une généralisation des méthodes exposées dans ce
manuscrit.

[J Dans cette thése, nous avons initié le calcul des corrélations pour les systémes clas-
siques au voisinage d’une paroi simple. Nous pouvons raisonnablement espérer que nos
méthodes permettront de donner analytiquement le comportement asymptotique des
corrélations au voisinage d’une paroi diélectrique, et aussi chargée, se rapprochant ainsi
un peu plus des situations expérimentales ol cette attraction a été mesurée.

Systémes quantiques

O Pour les parois simples, la prise en compte des corrections d’ordre I'*/? dans les cor-
rélations devrait permettre d’étendre sensiblement le domaine de validité des résultats
exposés au chapitre VIII. Cette étude est encore en cours aujourd’hui et ne souléve pas
de difficulté de principe.

[0 Pour les parois diélectriques et conductrices, I’obtention des expressions des profils de
densité et des corrélations, pour les systémes quantiques, reste un probléme ouvert.

Ic’est pour la description de ces situations que nous avons étudié le modéle soluble & deux dimensions,
présenté & la section V.5
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Les formalismes mis au point dans cette thése semblent néanmoins pertinents pour
mener a bien cette étude. Mais les expressions analytiques requises pour décrire I'inter-
action d’une particule avec son image et leur insertion dans la description statistique
des systémes coulombiens sont pour l'instant en suspens. Une fois cette étape fran-
chie, on pourrait envisager d’étudier la situation encore plus compliquée ot un champ
magnétique extérieur est appliqué au systéme.

Cette liste n’est évidemment pas exhaustive. Les systémes étudiés pouvant servir & mo-
déliser diverses situations expérimentales, il reste aussi, en autres, & confronter ces résultats
au verdict de ’expérience.



Chapitre XIII

Publications personnelles et bibliographie

[0 Articles déja publiés :

e Jean-Noél Aqua et Frangoise Cornu. Classical and quantum algebraic screening in
a Coulomb plasma near a wall : a solvable model. Journal of Statistical Physics,
97, p.173 (1999).

e Jean-Noél Aqua et Francoise Cornu. Quantum Coulomb screening in the vicinity
of a wall. Journal de Physique IV, France, 10, p.441 (2000).

[0 Articles soumis pour publication :

e Jean-Noél Aqua et Frangoise Cornu. Density profile in a classical Coulomb fluid
near a dielectric wall. Article soumis a Journal of Statistical Physics.

[0 Articles en cours de rédaction :

e Jean-Noél Aqua et Francoise Cornu. Response of a classical Coulomb fluid to the
electrostatic potential created by a conducting or a charged wall. Article en cours
de rédaction pour Journal of Statistical Physics.

e Jean-Noél Aqua et Francgoise Cornu. Density profile in a quantum Coulomb fluid
near a plain wall. Article en cours de rédaction pour Physical Review E.
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Cette thése concerne I’étude analytique des propriétés statistiques d’équilibre (telles que
les profils de densité et fonctions de corrélation) des fluides coulombiens classiques et quan-
tiques au voisinage d’une paroi : celle-ci est impénétrable, contraignant les interactions ef-
fectives, et peut présenter des propriétés électrostatiques de réponse (de type diélectrique,
avec des charges images) et/ou d’influence (avec une différence de potentiel appliquée entre
deux plaques).

Pour les systémes classiques, le traitement statistique est mené en utilisant des dévelop-
pements en graphes de Mayer rendus convergents a la limite thermodynamique grace & des
ressommations partielles : cette technique introduit en fait systématiquement ’effet d’écran.
On est alors amené a résoudre une équation de Debye-Hiickel inhomogeéne. Dans la limite de
faible couplage, considérant les éventuelles divergence a courte distance et longue portée de
I’interaction d’une particule avec la paroi, nous exhibons le comportement des systémes char-
gés soumis a un champ électrostatique extérieur. Nous apportons des éléments d’explication
de I'attraction observée expérimentalement entre deux charges de méme signe en solution au
voisinage d’une paroi.

Pour les systémes quantiques, un formalisme basé sur l'intégrale de chemin et inspiré
des développements classiques permet de traiter la statistique et la dynamique quantiques
des particules. Dans le cadre des plasmas faiblement dégénérés et faiblement couplés, nous
obtenons les expressions des profils de densité et de la décroissance algébrique des corrélations
le long d’une paroi sans propriété électrostatique. Nous montrons que 'effet d’annulation des
fonctions d’onde sur la paroi peut se manifester assez profondément sur quelques longueurs
d’écran classiques loin de la paroi.

We study the equilibrium statistical properties (such as density profiles and correlations)
of classical and quantum Coulomb fluids near a wall : the latter is impenetrable, compelling
effective interactions, and may have electrostatic properties such as dielectric response (with
image charges) and /or influence (with a given potential drop between two conducting plates).

For classical systems, statistics is dealt with by Mayer expansions, which are made
convergent in the thermodynamic limit thanks to partial resummations introducing the
screening effect in a systematic way. Thus we have to handle a Debye-Hiickel inhomoge-
neous equation. In the weak-coupling limit, considering properly the possible short distance
divergence of the interaction between a particle and the wall, we exhibit the response of char-
ged systems to an external electrostatic field. The results may explain the effective attraction
observed for like-charge particles near a wall.

For quantum systems, quantum statistics and dynamics are taken into account in a for-
malism based on path integral and Mayer expansions. The density profiles and correlations
are derived for a weakly-degenerated and weakly-coupled plasma near a wall without electro-
static properties. The quantum properties linked to the vanishing of wave functions on the
wall appear to be appreciable far away from the wall, over a few classical screening lengths.



