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Abstract

Soit M une variété projective lisse. Soit F une �ltration holomorphe sur
M , c'est à dire une �ltration d'un �bré vectoriel holomorphe F induite par
des sous-�brés. Nous introduisons une notion de Gieseker stabilité pour de
tels objets puis donnons une condition analytique équivalente en terme de
métriques sur F , dites équilibrées au sens de S.K. Donaldson, provenant d'une
construction de la Théorie des Invariants Géométriques. Si le �bré F peut être
muni d'une métrique h solution de l'équation τ -Hermite-Einstein étudiée par
Álvarez-Cónsul et García-Prada :

√
−1ΛFh =

∑
i

τ̃iπ
F
h,i

alors nous prouvons que la suite de métriques équilibrées existe, converge et sa
limite est, à un changement conforme, solution de l'équation précédente. De
ce résultat nous déduisons, par réduction dimensionnelle, un théorème d'ap-
proximation dans le cas des équations Vortex de Bradlow ainsi que leurs gé-
néralisations aux équations couplées Vortex.

Abstract

Let M be a smooth projective manifold. Let F be a �ltered holomorphic
vector bundle over M . We introduce a notion of Gieseker stability for such ob-
jects and relate it to an analytic condition in terms of hermitian metrics on F ,
called balanced metrics by S.K Donaldson, that come from the world of Geo-
metric Invariant Theory (G.I.T). If there is a metric h on F that satis�es the
τ -Hermite-Einstein equation studied by Álvarez-Cónsul and García-Prada :

√
−1ΛFh =

∑
i

τ̃iπ
F
h,i

then we prove that the sequence of balanced metrics exists, converges and
its limit, up to a conformal change, is a smooth hermitian metric on F that
satis�es the previous equation. As a corollary, we give by dimensional reduction
a theorem of approximation for Vortex equations introduced by Bradlow and
their generalizations to coupled Vortex equations.
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Introduction

Un bref survol du contexte

Les travaux fondateurs de E. Calabi et S-T. Yau ont fait apparaître des mé-
thodes intrinsèques globales en géométrie Kählérienne, en particulier avec l'étude
de métriques de type Einstein. S.T. Yau a été en particulier le premier à soulever
la question d'une interprétation algébro-géométrique de l'existence d'une métrique
Kähler-Einstein dans le cadre des variétés complexes. Dans [Do4] où une partie de
ce programme est mis en oeuvre, S.K. Donaldson propose une notion de stabilité
algébrique introduite par H. Luo, pour les couples

(
M,Lk

)
où M est projective et L

est un �bré en droites ample sur M . Cette condition d'équilibre se lit alors analyti-
quement sur les métriques π∗kωFS où πk désigne le plongement naturel de la variété
dans l'espace projectif PH0

(
M,Lk

)
et ωFS la métrique naturelle de cet espace, c'est

à dire la métrique de Fubini-Study. Le résultat principal de l'article est la conver-
gence des métriques π∗kωFS vers une métrique à courbure scalaire constante lorsque
celle-ci existe a priori. Le problème d'approximation de la métrique à courbure sca-
laire constante est ainsi résolu par une méthode de quanti�cation, consistant à voir
l'espace des potentiels Kähler comme la limite à l'in�ni des espaces symétriques
SL(h0(M,Lk) + 1)/SU(h0(M,Lk) + 1) des métriques de type Fubini-Study, cette
quanti�cation permettant de basculer dans le domaine de la dimension �nie comme
cela avait été conceptualisé dans [Do3].

Parallèlement au problème fondamental d'une bonne dé�nition de stabilité pour
les variétés, il est bien connu qu'il existe une notion de stabilité pour les �brés vec-
toriels holomorphes au dessus d'une variété kählérienne1. Pour la Mumford stabilité,
les travaux de Hitchin, Kobayashi, Lübke, Donaldson, Uhlenbeck, et Yau ont permis
d'établir la correspondance �dite de Kobayashi-Hitchin� entre les �brés holomorphes
stables (plus précisément polystables) sur des variétés compactes Kähler et le monde
de la géométrie di�érentielle, via l'existence d'une métrique hermitienne h véri�ant
l'équation d'Hermite-Einstein :

√
−1ΛFh = λIdE, (1)

1en fait deux notions di�érentes ont été développées par D. Mumford et D. Gieseker dans le cas
où la variété sur laquelle vit les �brés est de dimension supérieure ou égale à 2.

i
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où λ est une constante ne dépendant que de la topologie de E et
√
−1ΛFh désigne

l'endomorphisme de E obtenu en contractant la courbure de Chern Fh de la mé-
trique h contre la forme Kählerienne ω de la variété. D'un point de vue historique,
cette correspondance a été établie par Narasimhan et Seshadri pour les courbes,
Donaldson pour les surfaces algébriques [Do1], Uhlenbeck et Yau dans le cas Käh-
ler, Buchdahl dans le cas d'une surface complexe [Bu1], Bartolomeis et Tian dans
le cas presque complexe, Li et Yau dans le cas d'une variété hermitienne. Ainsi,
la correspondance de Kobayashi-Hitchin donne un isomorphisme d'espaces de mo-
dules entre l'espace de modules de structures holomorphes stables à déterminant �xé
et l'espace de modules de connexions irréductibles d'Hermite-Einstein intégrables.
Les métriques d'Hermite-Einstein, tout comme les métriques de Kähler-Einstein,
sont des uniformisants de la géométrie complexe et leur existence impose des condi-
tions très fortes sur la géométrie des objets considérés. Notons en particulier que la
construction d'espaces de modules de connexions d'Hermite-Einstein et l'étude de
leur topologie via les connexions ASD a eu beaucoup de conséquences en dimension
4 réelle, dont notamment les fameux invariants polynômiaux de Donaldson pour les
espaces de modules de PU(r)-instantons en théorie de Jauge. Remarquons également
que cette équation est nettement plus �linéaire� que l'équation de Monge-Ampère
considérée dans le cas des métriques Kähler-Einstein. Avec les travaux de C. Simp-
son, cette correspondance a été étendue à des objets plus généraux, tels que les �brés
de Higgs introduits par N. Hitchin. En suivant les idées de P. Deligne sur la théorie
de Hodge et en combinant ses résultats avec ceux de K. Corlette, C. Simpson établit
notammment un pont entre 3 mondes : la géométrie algébrique (avec les �brés de
Higgs polystables avec première classe de Chern triviale), la géométrie di�érentielle
(avec les �brés harmoniques) et la topologie (avec les systèmes locaux semi-simples).
En particulier, cela lui a permis de voir que tout �bré plat peut être déformé en une
variation de structure de Hodge polarisée et donner des restrictions très fortes sur
le groupe fondamental d'une variété Kählérienne. Il est aussi important de souligner
à ce stade que la démonstration des correspondances de type Kobayashi-Hitchin
repose toujours sur des méthodes de type �ots de gradient/chaleur ou méthodes
de la continuité (par exemple dans [L-T1]), le point crucial étant de prouver que la
stabilité entraine l'existence d'une métrique vue en tant que point critique minimum
d'une fonctionnelle de type Yang-Mills sous le �ot de Jauge.

Une question légitime et naturelle est donc de se demander si les résultats de
[Do4] peuvent s'appliquer dans le cas des �brés stables et si l'on peut approcher
les solutions de l'équation (1) par des métriques construites algébriquement. Cela
sous-entend que l'on s'attend à ce que l'analyse globable utilisée pour la corres-
pondance de Kobayashi-Hitchin contienne des techniques clé pour la construction
d'objets algébriques. Par `algébrique', nous entendrons ici des métriques provenant
d'une construction de la Théorie des Invariants Géométriques (G.I.T) développée
initialement par D. Mumford2 [M-F-K].

2à l'origine pour traiter le cas des courbes, voir [M-F-K, Ses, LeP2].
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Dans le cas des équations d'Hermite-Einstein au dessus d'une courbe, l'idée de
voir des métriques particulières solution d'un système di�érentiel comme des limites
de métriques algébriques hk induites par les puissances de E⊗Lk est apparue sur une
idée de C. Simpson dans le travail de C. Drouet [Dr, Théorème 5.1.3]. La convergence
de la suite de métriques hk vers h solution de (1) était assurée au sens L1

2 dans le cas
où la suite hk considérée appartenait à un compact convexe donné de l'espace des
métriques hermitiennes, c'est à dire dans le cas où l'on dispose de l'existence d'un
maximum pour la fonctionnelle de Kempf-Ness considérée sur E ⊗Lk. Ce problème
a été ensuite étudié très récemment par X. Wang, qui a fourni, simultanément à la
préparation de cette thèse, une solution complète en toute dimension dans [W1, W2]
en se libérant de cette contrainte. La démarche de X. Wang s'appuyait directement
sur les travaux de D. Gieseker et les idées novatrices de S.K Donaldson.

Nous nous intéressons à un problème plus général en considèrant des équations
de type Vortex qui sont à la frontière de la Physique théorique et de la Géométrie.
En Physique, les théories bosoniques les plus générales sans théorie de la gravité
sont dénommées σ-modèles non linéaires. ConsidéronsM et F deux variétés Riema-
niennes, E un �bré surM avec �bre F , et G un groupe agissant sur F par isométries.
Les champs de la théorie sont les sections Φ ∈ C∞(M,E) et les G-connexions A et
l'énergie du système est décrit par la fonctionnelle

E(Φ, A) =

∫
M

||FA||2 + 2||∇AΦ||2 + V (Φ) (2)

où V (Φ) est un certain potentiel d'énergie. Nous nous intéressons au cas où M et F
sont des variétés Kähler et l'action de G est holomorphe et hamiltonienne. Le choix
naturel V (Φ) = ||µ(Φ)||2 où µ est une application moment relativement à l'action
de G, conduit à considérer un modèle qui béné�cie de deux propriétés remarquables.
Tout d'abord, la théorie admet une extension supersymétrique au moins quand M
est un espace euclidien ou le demi-plan de Poincaré. Ensuite, la fonctionelle d'énergie
admet pour équation d'Euler-Lagrange l'équation de Bogomol'nyi, qui s'écrit sur une
courbe complexe sous la forme :

∂̄AΦ = 0√
−1ΛFA + µ(Φ) = 0 (3)

F 0,2
A = 0

et dont les solutions sont des états BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld) de la
théorie supersymétrique attachés à des solitons qui correspondent à des particules
avec charges à la fois électriques et magnétiques (appelées dyons en Physique des
Hautes Energies). Lorsque F = C et G = U(1), l'on retrouve le modèle de Higgs
abélien standard (correspondant à la théorie de la supraconductivité) et pour F =
Cn et G = SU(n) et le choix d'une représentation dépendant de particules couplées
aux champs de Jauge, les interactions électriques fortes-faibles.

Nous serons amenés à considérer la généralisation en dimension supérieure des
équations (3) dans le cadre Kählérien. Dans ce contexte, ces équations sont encore
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appelées équations Vortex et furent étudiées par C.H. Taubes [Tau] et S. Bradlow
[Bra1, Bra2] puis généralisées au dessus d'une variété Kähler pourG compact et F un
espace vectoriel hermitien3 par D. Ban�eld [Ba]. D'un autre côté, García-Prada [GP]
a proposé de considérer plus qu'un seul �bré via la notion d'équations Vortex cou-
plées et la notion de Quivers, cette dernière recouvrant notamment le cas des �brés de
Higgs [AC-GP2, AC-GP3]. Finalement, un cadre uni�cateur a été précisé par Lübke
et Teleman [L-T2] pour une variété hermitienne, donnant ainsi une correspondance
de Kobayshi-Hitchin très générale sur des variétés compactes. Nous retiendrons en
�n de compte que le travail de Ban�eld recouvre le cas des équations d'Hermite-
Einstein, des équations Vortex de Bradlow, des équations de Seiberg-Witten réduites
(triplets de Witten), des équations de Vafa-Witten (N = 4 supersymétrique Yang-
Mills) sur une variété kählérienne compacte. La question d'une construction G.I.T
pour les équations de Ban�eld en toute généralité reste délicate même si des progrès
considérables [Sc1, G-S] ont été faits dans ce domaine dans le cas où µ provient
d'une représentation linéaire. Les équations Vortex ou les triplets (équations Vor-
tex couplées) apparaissent naturellement dans dans la théorie de Seiberg-Witten
pour des surfaces Kähler a�n d'étudier l'espace de modules de PU(2)-monopoles
[O-T3]. A. Bertram, G. Daskalopoulos et R. Wentworth [Be, B-D-W] ont utilisé de
manière cruciale les équations Vortex pour le calcul d'invariants de Gromov-Witten
pour des applications holomorphes d'une surface de Riemann vers une Grassma-
nienne (Voir aussi à ce sujet [O-T5], pour des développements récents utilisant les
équations de Vortex couplées). Dans le cas d'une variété symplectique, cette théo-
rie a conduit à la généralisation des invariants de Gromov-Witten hamiltoniens qui
comptent les solutions de telles équations, et qui sont reliés à l'homologie de Floer
[MR2, C-G-S, O-T4].

Dans cette thèse, nous commencerons par étudier l'équation τ -Hermite-Einstein
introduite par Álvarez-Cónsul & García-Prada pour une �ltration F holomorphe
(c'est à dire donnée par des sous-�brés) au dessus d'une variété projective

F : 0 ↪→ F1 ↪→ ... ↪→ Fm = F

pour lesquelles l'équation τ -Hermite-Einstein en la métrique h sur F s'écrit :

√
−1ΛωFh +

m−1∑
i=1

τiπ
F
h,i = Cst× IdF (4)

Ici πF
h,i est la projection h-orthogonale sur le sous-�bré Fi, et τi sont des réels positifs

(Cf Section 4.1). Notre théorème principal consiste à construire explicitement une
suite de métriques lisses hermitiennes convergeant vers une métrique solution d'une
telle équation. Ces métriques sont données comme zéros d'application moment pro-
venant de la G.I.T pour l'action du groupe spécial unitaire. A ce stade, il est capital
de comprendre que c'est la notion, légèrement plus faible, de Gieseker stabilité (et

3Notons que dans [MR1], l'action sur la �bre Kählérienne n'est plus nécessairement linéaire.
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non de Mumford stabilité) qui permet d'introduire la machinerie G.I.T. Cette no-
tion de Gieseker stabilité peut être comprise comme une quanti�cation de la notion
de Mumford stabilité, et a été en particulier reliée par N.C. Leung pour des �brés
holomorphes sans structure supplémentaire, à l'existence d'une solution hk pour un
système elliptique non linéaire :[

ekωIdE+
√
−1FhkTodd(M)

](n,n)

=
χ(E ⊗ Lk)

r(E)

ωn

n!
IdE (5)

où Todd(M) désigne la classe de Todd de M , χ(E ⊗ Lk) la caractéristique d'Euler
du �bré E ⊗ Lk, r(E) le rang du �bré E et [θ](n,n) représente la partie (n, n) de la
forme θ ∈ Ω∗,∗(M,End(E)). Les métriques que nous construirons ne sont pas reliées
directement au résultat de Leung, néanmoins elles proviennent d'une condition sur le
noyau de Bergman, qui est bien sûr la limite du noyau de la chaleur à t→ +∞ pour
l'opérateur de Dirac

√
−2(∂̄+∂̄∗). D'un autre côté, le théorème d'Atiyah-Singer local

assure que l'expression du noyau de la chaleur à t = 0 est relié au membre de gauche
de (5) par sa supertrace. Pour le noyau de Bergman de E⊗Lk, nous disposons d'un
développement asymptotique lorsque k → +∞ principalement grâce aux travaux
de G. Tian, Z. Lu, W.D. Ruan, S. Zelditch et D. Catlin [T2, Ze, Ca, Lu, W2, B],
dont le second terme fait apparaître la courbure du �bré. Ce fait nous permettra de
voir que si la suite de métriques équilibrées converge, sa limite est nécessairement
τ -Hermite-Einstein quitte à faire un changement conforme.

Présentation des résultats de la thèse

Dans une première partie, nous rappelons des résultats très généraux sur la notion
d'application moment et relions quotients symplectiques et quotients G.I.T. Le but
de cette partie est d'introduire les résultats de S.K. Donaldson [Do4] concernant les
zéros d'applications moment.

Dans une deuxième partie, nous introduisons une notion de Gieseker stabilité
pour les �ltrations holomorphes F et faisons une construction G.I.T pour paramé-
trer les �ltrations holomorphes stables par un espace de type Gieseker.

Dans une troisième partie, nous appliquons la théorie de Kempf-Ness aux résul-
tats précédents. Cela nous permet d'obtenir une condition équivalente à la stabilité
en terme de métriques vivant sur les �brés F ⊗ Lk que nous nommerons métriques
équilibrées. Ces métriques sont donc obtenues par construction algébrique, et les
métriques Hilbertiennes qui leur sont associées sur H0(M,F ⊗ Lk) minimisent une
fonctionnelle explicite. Soit M une variété projective lisse de dimension complexe n,
et soit R = (R1, ..., Rm−1) un m-uplet de polynômes rationnels de degrés inférieurs
strictement à n et tels que limk→+∞Ri(k) = +∞. Dans ces conditions, le résultat
principal de cette partie est le théorème suivant :

Théorème. Soit F une �ltration holomorphe

F : 0 ↪→ F1 ↪→ ... ↪→ Fm = F
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de longueur m au dessus d'une variété projective. Alors F est R-Gieseker stable si
et seulement si son groupe d'automorphisme est �ni et pour tout k assez grand, il
existe une métrique hermitienne lisse hk sur F ⊗ Lk telle que

B̂hk
+ εk

m−1∑
j=1

Rj(k)

kn
πF
j,hk

=
χ(F ⊗ Lk) + εk

∑m−1
j=1

Rj(k)

kn rj

rV
IdF⊗Lk (6)

où B̂h est la restriction sur la diagonale du noyau de Bergman de la métrique h, πF
j,h

est la projection h-orthogonale sur le sous-�bré Fj et en�n εk = χ(F⊗Lk)
r−

P
j εjrj

.

Dans une quatrième partie, nous suivons la démarche de [Do4]. En fait, notre
problème se distingue fondamentalement de celui étudié originellement par S.K Do-
naldson, au sens où les groupes naturels agissants associés à aux équations sont
di�érents, puisqu'il s'agit du groupe de Jauge G du �bré E et de SU(N) avec
N = χ(F ⊗ Lk). Dans cette partie, nous supposons a priori l'existence d'une mé-
trique τ -Hermite-Einstein. Dans un premier temps, nous construisons des métriques
�presque� équilibrées (c'est à dire qui véri�e la condition d'équilibre (6) du théorème
précédent jusqu'à un certain ordre �xe en k) en itérant des résolutions d'équations
di�érentielles elliptiques, c'est à dire en perturbant la métrique spéciale donnée a
priori. Ceci nous permet de considérer de basculer dans le monde de la dimension
�nie grâce au formalisme subtil développé par S.K. Donaldson qui s'applique au
�double� quotient symplectique par G × SU(N) (i.e le produit d'un groupe de di-
mension in�nie par un groupe de dimension �nie). Les métriques presque équilibrées
peuvent alors être déformées, en suivant le �ot engendré par l'action de SU(N),
vers des métriques équilibrées correspondant à celles construites par la G.I.T pour
un choix convenable de R. En�n, nous aurons besoin d'une étude analytique assez
�ne pour obtenir des estimées contrôlant la convergence de ce �ot. Finalement, avec
la notation hk = hk ⊗ h−kL , nous obtenons

Théorème. Soit M une variété projective lisse. Si F est une �ltration holomorphe
irréductible sur M munie d'une métrique hHE solution de l'équation τ -Hermite-
Einstein (4), alors il existe une suite de métriques hk équilibrées sur F qui converge,
quitte à faire un changement conforme, vers la métrique hHE de manière C∞.

Dans une quatrième partie, nous utilisons des arguments de réduction dimen-
sionnelle pour obtenir une approximation en terme des métriques équilibrées que
nous venons de construire pour les métriques solutions d'équations Vortex couplées
(chaînes d'équations Vortex) qui recouvrent entre autres, le cas des équations Vortex
de Bradlow, ou des triplets de Witten (monopoles non abéliens).

Dans un futur proche, nous espérons étendre ces résultat au cas des équations de
Ban�eld pour lesquels l'action du groupe est linéaire en suivant les lignes de [G-S]
ainsi qu'aux Quivers pour traiter le cas des �brés de Higgs en toute généralité.
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Chapitre 1

Préliminaires

Le but de ce chapitre est d'exposer quelques objets classiques comme la notion
d'application moment provenant du monde de la géométrie symplectique et la notion
de G.I.T-stabilité provenant du monde de la géométrie algébrique. En fait, il est
bien connu (voir [M-F-K]) qu'en dimension �nie les conditions de G.I.T stabilité
sont reliées à l'annulation d'applications moments.
Notre objectif est notamment de présenter dans cette section des travaux récents
de S.K. Donaldson qui permettent, dans le cas Kählérien, de trouver sous certaines
conditions des zéros d'une application moment.

Dans toute la suite, le corps de base est le corps des nombres complexes C.

1.1 Stabilité au sens G.I.T

La Théorie des Invariants Géométriques (G.I.T) a pour but d'étudier les quo-
tients X/G où X est un C-schéma et G est un groupe algébrique agissant dessus. La
théorie de Mumford ([M-F-K]) explique que de �bons� quotients apparaissent dans
le cas où le groupe est réductif et agit de manière linéaire.

Dé�nition 1.1.1. Un groupe algébrique linéaire G est dit réductif si son radical
unipotent est trivial. Ceci est équivalent au fait que G est la complexi�cation de son
sous-groupe compact maximal. Si de plus G est connexe et de centre �ni, on dit que
G est semi-simple.

Notation. Pour W un espace de G-représentation, WG désigne le sous-espace des
éléments invariants.

Dé�nition 1.1.2. Un groupe algébrique a�ne est un groupe Γ muni d'une structure

de variété algébrique a�ne, telle que la multiplication
Γ× Γ → Γ
(g1, g2) 7→ g1g2

et l'inverse

Γ → Γ
g 7→ g−1 soient des morphismes de variétés algébriques.

1
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Dé�nition 1.1.3 (Quotient catégoriel - géométrique). Soit G groupe algé-
brique a�ne agissant par γ sur un C-schéma X et soit Ψ : G × X → X × X le
morphisme (γ, pr2) où pr2 est la projection sur le deuxième facteur. Un quotient
catégoriel de X est un morphisme G-invariant φ : X → Y tel que pour tout mor-
phisme G-invariant ψ : X → Z, il existe un unique morphisme φ̄ : Y → Z tel que
φ̄ ◦ ψ = φ et G agisse trivialement sur Y et Z. Cela revient à dire que l'on dispose
des diagrammes commutatifs suivants :

Γ×X
γ→ X

pr2 ↓ φ ↓
X

φ→ Y

X
ψ→ Z

φ ↓ ↗
φ

Y

Un quotient catégoriel est dit géométrique si l'image de Ψ est (φ×φ)−1(∆Y ), c'est
à dire que la �bre de φ est précisément une orbite, et donc un quotient géométrique
est un espace d'orbite X/G au sens de la théorie des ensembles.

Dé�nition 1.1.4 (Quotient universel). Soit G groupe algébrique a�ne agissant
sur un C-schéma X. Un morphisme φ : X → Y donne un bon quotient (Y, φ) si :

� φ est a�ne et invariant : φ (gx) = φ (x) pour tout g ∈ G, x ∈ X.
� φ est surjectif, et U ⊂ Y est ouvert si et seulement si φ−1 (U) est un ouvert
de X, c'est à dire que φ est submersive pour la topologie quotient.

� L'homomorphisme naturel OY → φ∗OG
X est un isomorphisme, c'est à dire que

OY (U) ' OX (φ−1 (U))
G pour tout U ⊂ Y ouvert.

� Si W est un sous-ensemble invariant fermé de X, φ (W ) est encore fermé. Si
W1,W2 ⊂ X sont des fermés invariants disjoints, alors φ (W1) ∩ φ (W2) = ∅.

Le morphisme φ constitue un bon quotient universel (resp. quotient géométrique
universel) si Y ′ ×Y X → Y ′ est un bon quotient (resp. quotient géométrique) pour
tout morphisme Y ′ → Y de C-schémas.
Quand il existe, un bon quotient géométrique de X est unique (car c'est aussi un
quotient catégoriel) et on le notera X//G.

Dé�nition 1.1.5. Une linéarisation l de l'action γ du groupe algébrique linéaire
réductif G sur X est la donnée d'un �bré en droites L sur X et d'une action linéaire
de G sur L induisant celle sur X. Cela revient à dire que l'on dispose du diagramme
commutatif

G× L
l−→ L

↓ ↓
G×X

γ−→ X

Lorsque X est munie d'une métrique Kähler ω, nous étendons la dé�nition de linéa-
risation pour un groupe de Lie compact G pour lequel sa complexi�cation GC agisse
holomorphiquement (i.e GC × X → X est holomorphe) et G agisse par di�éomor-
phismes symplectiques (i.e g∗(ω) = ω pour tout g ∈ G).
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L'introduction de ces dé�nitions sont justi�ées par le théorème fondamental sui-
vant :

Théorème 1.1.6. Soit G un groupe linéaire réductif agissant sur un C-schéma
a�ne X de type �ni. Notons A (X) l'anneau des coordonnées de X ainsi que Y =
Spec (A (X))G . Alors A (X)G est �niment engendré sur C, Y est de type �ni et
l'application naturelle π : X → Y est un bon quotient universel pour l'action de G.

Supposons que Ξ est un schéma projectif avec G groupe algébrique linéaire ré-
ductif et L une G-linéarisation avec L ample sur Ξ. Le groupe G agit naturellement
sur H0 (Ξ, L) et le morphisme naturel H0 (Ξ, L)⊗OΞ → L est équivariant et induit
un plongement G-équivariant Ξ ↪→ P

(
H0 (Ξ, L)∨

)
. Ainsi, la G-linéarisation L linéa-

rise l'action sur Ξ au sens que cette action est induite par le plongement projectif
donné par L et une représentation linéaire sur H0 (Ξ, L). Nous pouvons considérer
l'anneau gradué

R (Ξ) =
⊕
k≥0

H0
(
Ξ, Lk

)∨
. (1.1)

Alors R (Ξ)G est �niment engendré en tant qu'algèbre Z-graduée. De plus, l'inclusion
R (Ξ)G ⊂ R (Ξ) induit une application rationnelle Proj(R (Ξ)) 99KProj

(
R (Ξ)G

)
qui

est dé�nie exactement sur l'ensemble ouvert des points θ ∈ Ξ pour lequel il existe
k ∈ N, s ∈ H0

(
Ξ, Lk

)G avec s (θ) 6= 0. Si l'on veut donc former un quotient projectif,
l'on est par conséquent conduit à la dé�nition naturelle suivante :

Dé�nition 1.1.7 (G.I.T-stabilité). Soit Ξ schéma projectif et θ ∈ Ξ.
� Le point θ est semi-stable respectivement à un �bré ample G-linéarisé L s'il
existe un entier k et une section globale s ∈ H0(Ξ, Lk) G-invariante telle que
s(θ) 6= 0.

� Le point θ est polystable si θ est semi-stable et son orbite sous l'action de G
fermée dans l'ensemble de tous les points semi-stables dans Ξ.

� Le point θ est stable si θ est polystable et de plus son groupe de stabilisateurs
sous G est �ni.

Notation. Nous dénoterons Ξs, Ξps et Ξss l'ensembles des points stables, polystables
et semi-stables. Ξs et Ξsssont des ouverts G-invariants possiblement vides.

Remarque 1.1. Ces dé�nitions sont indépendantes du choix de θ dans une orbite
�xée, donc nous pouvons parler de stabilité pour une orbite.

Remarque 1.2. Dans le cas projectif Ξ ⊂ CPn, la semi-stabilité du point θ ∈ Ξ est
équivalente à ce que pour un représentant θ̄ ∈ Cn+1 de θ, l'on ait que 0 n'appartienne
pas à l'adhérence de l'orbite : 0 /∈ OrbG

(
θ̄
)
.

Le résultat principal de la G.I.T est l'existence d'un quotient projectif des points
semi-stables sous l'action de G et que l'on puisse distinguer deux orbites polystables
distinctes :
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Théorème 1.1.8. Si Ξ est une sous-variété algébrique fermée de CPn et si l'action
de G sur Ξ provient d'une action linéaire de G sur Cn+1, la linéarisation étant
l'action naturelle de G sur O (1) , alors il existe un bon quotient universel Ξ//G de
Ξss par (G, π) et c'est une variété projective. Il existe un ouvert M⊂ Ξ//G tel que
π−1 (M) = Ξs et

(
M, π|Ξs

)
est un quotient géométrique universel de Ξs par G et a

une structure de variété quasi-projective.

Notons désormais γ : G×Ξ → Ξ l'action du groupe G sur le schéma Ξ. Pour un
sous-groupe à un paramètre gm : Gm → G, l'action de G induit une action de Gm

sur Ξ. Comme Ξ est projectif, l'orbite (γ(gm(t), θ))t∈Gm
s'étend de manière unique

à un morphisme ψ : A1 → Ξ tel que le diagramme suivant commute :

Gm
gm→ G g

↓ ↓ ↓̄
A1 ψ→ Ξ γ(g, θ)

où Gm → A1 est donné par l'inclusion. Le point −→γ (0) := limt→0 γ(gm(t), θ) est
un point �xe de l'action de Gm sur Ξ via gm. En particulier Gm agit sur la �bre
L−→γ (0) avec un certain poids r, c'est à dire que si l est la linéarisation de L, l'on a
lgm(t) (−→γ (0)) = 1

tr
× IdL−→γ (0)

. Nous dé�nissons dans ces conditions le poids de l'action
de gm

µL(θ, gm) := r.

Si µL(θ, gm) est négatif, alors 0 appartient clairement à la fermeture de l'orbite de
tout représentant θ̂ et θ est instable. La réciproque est vraie et constitue un critère
fort utile dans la pratique :

Critère 1.1.9 (Hilbert-Mumford). Un point θ ∈ Ξ est semi-stable si et seulement
si pour tout sous-groupe non trivial à 1-paramètre gm : Gm → G, on a

µL(θ, gm) ≥ 0

Le point θ est polystable si cette inégalité est stricte ou Gm se factorise par le groupe
StabG (θ) des stabilisateurs de θ. Le point θ est stable si et seulement si cette inégalité
est stricte pour tout Gm non trivial.

1.2 Stabilité au sens de la géométrie symplectique

De manière générale, il est relativement di�cile de véri�er explicitement la sta-
bilité d'un point. Cependant le critère suivant nous permettra de voir que les points
stables sont caractérisés par des propriétés géométriques et ainsi de basculer dans
le monde géométrique di�érentielle :
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Théorème 1.2.1 (Kempf-Ness [K-N]). Soit ΓC un groupe algébrique réductif
de sous-groupe maximal compact Γ et Υ un espace vectoriel complexe muni d'une
représentation linéaire ρ : Γ → GL(Υ) et d'une métrique ρ(Γ)-invariante h.

� Un point θ ∈ PΥ est G.I.T-stable vis à vis de la linéarisation OPΥ(1) si et
seulement si la fonction

g 7→ ||ρ(g) · θ||2h
est propre et bornée inférieurement par une constante strictement positive sur
ΓC/Γ où θ est un relèvement de θ dans l'espace Υ.

� Un point θ ∈ PΥ est OPΥ(1)-polystable si et seulement si la fonction

g 7→ ||ρ(g) · θ||2h

admet un minimum strictement positif, qui est unique modulo l'action du
groupe StabΓC

(
θ
)
des stabilisateurs de θ.

A ce niveau, l'on doit noter également que l'existence d'une linéarisation (l'ac-
tion du groupe Γ préservant la metrique hermitienne sur le �bré) est équivalente à
la donnée d'une application moment Γ équivariante ([Bry, Do1] ou [Ki1, �8]), ce qui
constitue un autre pont entre géométrie symplectique et géométrie algébrique que
nous explicitons à présent.

Plus précisément, soit L un �bré ample en droites holomorphe sur une variété
kählérienne (Ξ, ω) et Γ un groupe de Lie compact agissant de manière symplectique
respectivement à ω et tel que sa complexi�cation ΓC agisse holomorphiquement sur
Ξ. Supposons que l'action de ΓC sur L recouvre l'action sur la variété. Considé-
rons de plus hL une métrique hermitienne sur L telle que sa forme de courbure est
− i

2π
∂∂̄ log hL = ω, et qui est donc Γ-invariante.
Pour tout élément ζ ∈ Lie(ΓC), notons νζ l'action induite sur l'espace des sections

H0(Ξ, L), c'est à dire que pour toute section s, nous avons :

νL
ζ (s)(p) =

d

du
euζs(e−uζp)|u=0

Ainsi νL
ζ n'est autre que la dérivée respectivement au champ de vecteur

−→
X ζ (p) (qui

est induit par l'action de groupe à un paramètre u 7→ exp (uζ) p). Dès lors, si l'on
note DL la connexion de Chern associée à hL, νL

ζ −DL−→
X ζ

est un homomorphisme du
�bré L qui est simple, et par conséquent il existe une fonction µζ telle que

νL
ζ s = DL−→

X ζ
s+

√
−1µζs (1.2)

Dans ces conditions, l'application µ := Ξ → Lie(Γ)∗ donnée par

〈µ, ζ〉 = µζ

est une application moment Γ-équivariante au sens de la dé�nition suivante :
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Dé�nition 1.2.2. Une application moment µ : Ξ → Lie (Γ)∗ pour l'action de Γ est
une application lisse Γ−équivariante :

µ (g · p) = Ad∗ (g) (µ (p))

telle que pour tout p ∈ Ξ,

〈dµ (p) , ζ〉 (u) = ωp

(−→
X ζ (p) , u

)
c'est à dire que la composante de µ le long de ζ est une fonction Hamiltonienne pour
le champ de vecteur dé�ni par ζ sur Ξ. Lorsque Γ est connexe, il existe au moins
localement une application moment associée à Γ. L'unicité de l'application moment
est contrôlée par H1(Lie(Γ),R).

Réciproquement, si l'on dispose d'une application moment qui satisfait (1.2),
nous posons

−→
X ζ (p) =

−̂→
XΞ

ζ (p)
D

− µζ
−→
eiu(p) (1.3)

où l'on a noté par
−̂→
XΞ

ζ (p)
D

le relèvement horizontal du champ de vecteurs
−→
XΞ

ζ (p)

respectivement à la connexion D et en�n
−→
eiu désigne le champ de vecteurs induit par

rotation le long de la �bre de L. De plus, ceci s'étend bien à une action, comme il est
remarqué dans [Bry], En regardant les �ots correspondants aux champs de vecteurs
complets

−→
X ζ (p), nous obtenons une action globale, c'est à dire une linéarisation.

1.2.1 Intégrale d'une application moment

Considérons toujours le cas d'une variété kählérienne (Ξ, ω) polarisée par L et
d'une application moment µ associée à l'action d'un groupe linéaire réductif Γ tel
que son complexi�é agisse holomorphiquement. A l'application moment µ correspond
naturellement une fonctionnelle

Ψ : Ξ× ΓC → R

que nous appellerons �intégrale de l'application moment µ� et qui satisfait les deux
propriétés suivantes :

� pour tout p ∈ Ξ, les points critiques de la restriction Ψp de Ψ à {p} × ΓC

coincident avec les points de l'orbite OrbΓC(p) en lesquels l'application moment
s'annule,

� la restriction Ψp sur les `lignes' {eλu : u ∈ R} où λ ∈ Lie
(
ΓC) est convexe.

Théorème 1.2.3 (Mundet i Riera). Il existe une unique application Ψ : Ξ×ΓC →
R qui véri�e :
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1. Ψ (p, e) = 0 pour tout p ∈ Ξ;

2. d
du

Ψ
(
p, eiλu

)
|u=0

= 〈µ (p) , λ〉 pour tout λ ∈ Lie (Γ) ;

Résumons les propriétés de l'intégrale de l'application moment démontrées dans
[MR1], par la

Proposition 1.2.4. La fonctionnelle Ψ est Γ−invariante à gauche et véri�e la
relation de cocycle

Ψ (p, γ) + Ψ (γp, γ′) = Ψ (p, γ′γ)

pour tout p ∈ Ξ, γ, γ′ ∈ ΓC, ainsi que la relation d'équivariance

Ψ (γp, γ′) = Ψ
(
p, γ−1γ′γ

)
pour tout p ∈ Ξ, γ ∈ Γ, γ′ ∈ ΓC.
En�n, d2

du2 Ψ
(
p, eiλu

)
≥ 0 pour tout λ ∈ Lie (Γ) avec égalité si et seulement si le

champ de vecteurs
−→
X λ

(
eiλup

)
= 0.

Remarque 1.3. Notons que pour tout p ∈ Ξ, un point γ de Ψp est critique si et
seulement si µ (γp) = 0.

Rappelons à ce stade que nous disposons d'un di�éomorphisme

Γ× Lie (Γ) → ΓC

(γ, u) 7→ γeiu
(1.4)

Soit ρ : ΓC → GL (W ) une représentation �dèle sur un espace vectoriel de
dimension �nie muni d'une métrique hermitienne telle que ρ (Γ) ⊂ U (W ) . Nous
noterons ρ la représentation induite sur Lie (Γ) ainsi que Γ. Nous pouvons dé�nir
dans ces conditions une métrique donnée par la forme de Killing sur Lie (Γ) par

〈a, b〉Γ = Tr (ρ (a) ρ (b)∗) .

qui est dé�nie positive les imaginaires purs. Via le di�éomorphisme (1.4), nous pou-
vons associer à tout élement γeiu ∈ ΓC où u est dans la représentation adjointe de
Γ, son logarithme logΓC (γeiu) = u. Ceci nous conduit à la dé�nition suivante, qui
nous sera utile dans le prochain chapitre :

Dé�nition 1.2.5. Nous dirons que Ψ est linéairement log-propre en p ∈ Ξ vis à vis
de la métrique 〈., .〉Γ sur ΓC s'il existe deux constantes strictement positives c1, c2
telles que pour tout g ∈ ΓC et tout point p ∈ Ξ,

|logΓC (g)|Γ ≤ c1Ψp (g) + c2.
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1.2.2 Zéros d'une application moment
Finalement, par simple application du Théorème de Kempf-Ness et du Théorème

1.2.3, nous obtenons en dimension �nie une correspondence entre G.I.T stabilité et
zéros d'application moment :

Lemme 1.2.6. Une orbite complexe est stable si l'application moment associée à la
Γ-linéarisation L s'annule le long de la Γ orbite avec stabilisateur �ni.

Démonstration. En e�et, dé�nissons sur PΥ× ΓC la fonctionnelle

Φ(p, g) = log
||g · l∨p ||h
||l∨p ||h

où l∨p est un élément non nul dans la �bre de L∨ au dessus de p ∈ PΥ. Bien sur
Φ est dé�nie indépendamment du choix du représentant dans la �bre et peut être
vue comme une fonctionnelle sur l'espace homogène ΓC/Γ. D'un autre côté, si l'on
note Ξ := PΥ et JL, JΞ les structures complexes sur la polarisation et la variété, Φ
satisfait

dΦ(p, eiuζ)

du |u=0
=

(
JL
−→
X ζ

log h

2

)
u=0

=

((
̂

JΞ
−→
XΞ

ζ (p)
D

− µζJL

−→
eiu

)
log h

2

)
u=0

=

(
−µζJL

−→
eiu

log h

2

)
u=0

= 〈µ(p), ζ〉

en utilisant successivement l'identité (1.3) puis que h est Γ-invariante.
Ceci prouve que Φ est bien l'intégrale d'une application moment µ et elle est bien

évidemment linéairement log-propre puisqu'en dimension �nie, toutes les normes
sont équivalentes.

Quotients symplectiques et quotients G.I.T

Le groupe Γ agit aussi sur l'ensemble des zéros de l'application moment et l'on
peut munir, l'espace quotient µ−1 (0) /Γ d'une structure symplectique naturelle (sur
ses points lisses) par le théorème de réduction de Marsden-Weinstein ; de manière
plus générale pour toute orbite co-adjointe O ⊂ Lie (Γ)∗, Γ agit sur l'image inverse
dans Ξ et le quotient µ−1 (O) /Γ admet une structure symplectique (sur ses points
lisses). Dans le cas où Ξ est Kähler et l'action est holomorphe, alors par un théo-
rème de Guillemin et Sternberg, la structure sur le quotient symplectique µ−1 (0) /Γ
est aussi Kähler parce que l'extension de l'action de Γ à ΓC préserve la structure
complexe. La question de relier quotients géométriques de la G.I.T et quotients sym-
plectiques en dimension in�nie est encore largement ouverte. Dans cette perspective,
nous retiendrons le théorème suivant (Cf [M-F-K, 148-149], [H-H, �3 & �4]) :
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Théorème 1.2.7. Soit Ξ une variété Kähler et µ une application moment sur Ξ
induite par l'action d'un groupe réductif Γ. L'ensemble

Ξss (µ) :=
{
θ ∈ Ξ : OrbΓC(θ) ∩ µ−1 (0) 6= ∅

}
est ouvert et il existe un bon quotient Ξss (µ) → Q où Q est un espace complexe de
Haudor� ; l'inclusion µ−1 (0) ↪→ Ξss (µ) induit un homéomorphisme µ−1 (0) /Γ → Q.
En�n, si Ξ est algébrique projective, ce quotient est celui obtenu par la G.I.T.

En fait, il est important de remarquer que le problème que nous allons dé�nir
dépassera le cadre de ce résultat (ainsi que celui des systèmes d'énergies complets
présentés dans [Te]).

Un exemple d'action de SL(N)

NotonsGr(r,N) la Grassmanienne des r plans de CN . Un élément [R] ∈ Gr (r,N)
peut être décrit par une matrice R ∈ MN×r (C) représentant r vecteurs de CN for-
mant une base orthonormale, c'est à dire que l'on dispose de l'identi�cation naturelle

Gr (r,N) =
{
R0 ∈ MN×r (C) : tR0R0 = Id

}
//U (r) = µ−1

U(r),Gr(r,N) (0) /U (r)

où l'on a posé µU(r),Gr(r,N) (R0) = tR0R0−Id, application moment associée au produit
hermitien 〈X,Y〉 = tr

(
tXY

)
et R0 = R( tRR)−1/2. Ici, nous avons noté

U (r) = {R0 ∈ Mr×r (C) : R0
tR0 = Idr×r}

le groupe des matrices unitaires et nous désignerons par SU(N) l'ensemble des
matrices unitaires de U(N) de déterminant 1.
Sur la Grassmannienne des r quotients de CN que nous noterons Gr(N, r), nous
avons un �bré universel Ur,N de rang r que l'on peut construire ainsi :

A un sous-espace linéaireWr ⊂ (CN)∨ de dimension r, on associe le sous-espace
linéaire

KWr =
⋂
δ∈Wr

Ker (δ) ⊂ CN

de codimension r, et dans ces conditions la �bre de Ur,N → Gr (N, r) est l'espace
quotient CN/KWr . Cela revient à dire en fait, que nous disposons d'un morphisme
surjectif

OGr(N,r) ⊗ CN → Ur,N

Sur Gr(r,N) vue en tant que variété projective, nous disposons d'une application
moment relativement à l'action de SU(N) et la métrique de Fubini-Study. Pour tout
réel θ, l'on peut donner une linéarisation de cette action qui s'écrit pour g = eS,

g · (R, ζ) = (gR, eθtr(S)ζ).
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L'application moment associée pour le choix θ = r
N

est

µSU(N),Gr(r,N) = R tR− r

N
Id ∈

√
−1su(N)

où su(N) désigne l'algèbre de Lie de SU(N) formée des matrices N × N anti-
hermitiennes de trace nulle. Remarquons à ce niveau que l'application moment sur
Gr(N, r) est donnée par l'expression

µSU(N),Gr(N,r) = −R tR +
r

N
Id ∈

√
−1su(N). (1.5)

Nous pouvons calculer l'intégrale de l'application moment µSU(N),Gr(r,N). Nous au-
rons besoin du lemme technique :

Lemme 1.2.8. Un potentiel de la métrique de Fubini-Study au point [R] ∈ Gr(r,N)
est donné par

log det
(
tRR
)
.

Démonstration. L'on peut considérer R comme un point de Stie�el de la forme

R =

(
Z

Idr×r

)
avec Z = Z (p) = [z1, ..., zr] ∈ M(N−r)×r (C). Il existe une application Φ antiho-
lomorphe de Gr (r,N) vers Gr (N − r,N) telle que Φ ([R]) = [R⊥], c'est à dire

Φ

((
Z

Idr×r

))
=

(
Id(N−r)×(N−r)

−tZ

)
.

Notons [z1, ..., zN−r] = − tZ. Dans ces conditions, comme il est remarqué dans
[Mok], un potentiel de la métrique de Fubini-Study sur la Grassmanienne est donné
explicitement par

log ‖(eN−r+1 + z1) ∧ ... ∧ (eN + zr)‖2

= log ‖(e1 + z1) ∧ ... ∧ (eN−r + zN−r)‖2

= log ‖(e1 + z1) ∧ ... ∧ (eN−r + zN−r) ∧ (eN−r+1 + z1) ∧ ... ∧ (eN + zr)‖

= log det

(
Id(N−r)×(N−r) Z

−tZ Idr×r

)
= log det

(
Id(N−r)×(N−r) + ZtZ

)
= log det

(
Idr×r + tZZ

)
= log det

(
tRR
)
.

Un simple calcul montre qu'au point R ∈ Gr(N, r) nous disposons du potentiel

− log det
(

tRR
)
.
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Proposition 1.2.9. L'intégrale de l'application moment µSU(N),Gr(r,N) est

ΨµSU(N),Gr(r,N)
(R, g) =

1

2
log

det
(
tR tggR

)
det
(
tRR
)

Démonstration. Pour toute matrice S sans trace et g ∈ SL(N), il vient

d

du

(
ΨµSU(N)

(
geSu

))
|u=0

=
{

tr

((
tR tg e

tSueSugR
)−1 (

tR tg e
tSu
(
S +tS

)
eSugR

))}
|u=0

= tr(tR
t
gSgR)

= tr(tR
t
gSgR)− r

N
tr (S)

= 〈µSU(N),Gr(r,N) (g(R)) , S〉.

En�n, ΨµSU(N)
(Id) = 0, ce qui permet de conclure.

Lemmes de S.K. Donaldson

Dans [Do4], S.K. Donaldson expose des résultats très généraux sur les zéros
d'application moment. En particulier, il rappelle tout d'abord que l'on dispose de
l'unicité des zéros d'une application moment µ : Ξ → Lie(Γ)∗ dans une orbite
complexe, c'est à dire que si l'on a un point p et ζ ∈ ΓC tels que

µ(p) = µ(ζp),

alors en fait ζp ∈ OrbΓ(p).
Soit z0 un point de Ξ. Notons (zt)t>0 la trajectoire de z0 le long du �ot de gra-

dient −
−−−→
Grad(||µ||2) où la norme ||.|| est induite par un produit scalaire Γ-invariant

sur Lie(Γ) �xé a priori. Notons Ξmin l'ensemble des points z de Ξ tels que leur tra-
jectoire zt ait une limite z∞ dans µ−1(0). La remarque de S.K. Donaldson permet
alors d'identi�er toutes les orbites complexes des zéros de µ avec l'ensemble Ξmin

([Ki1, Theorem 7.4]).
Finalement, le travail de S.K. Donaldson peut être vu comme une approche e�ective
de ce résultat. Pour la présenter, introduisons tout d'abord quelques notations.

En chaque point p ∈ Ξ, l'action in�nitésimale de Γ fournit une application

νΞ,Γ
p : Lie(Γ) → TpΞ.

Soit l'opérateur qΓ
p =

(
νΞ,Γ
p

)∗
νΞ,Γ
p : Lie(Γ) → Lie(Γ) où

(
νΞ,Γ
p

)∗ est l'adjoint de νΞ,Γ
p

formé en utilisant la métrique sur Lie(Γ) et la métrique sur TpΞ. Par dé�nition d'une
application moment, on a également que :

qΓ
p = dµΓ ◦ JΞ ◦ νΞ,Γ

p ,
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où JΞ est la structure complexe sur TΞ. Supposons que les stabilisateurs d'un point
de Ξ sous l'action de Γ soient discrets ; alors νΞ,Γ

p est injective et qΓ
p est inversible.

Dans ces conditions, posons
Λp = |||qΓ

p

−1|||,

la norme d'opérateur de qΓ
p
−1 dé�nie en utilisant la métrique �xée sur Lie(Γ).

Pour trouver un zéro, l'idée est de choisir un point z0 su�samment proche de ce
zéro, cette proximité requise étant contrôlée par la seule quantité Λ, puis de suivre
le �ot −

−−−→
Grad(||µ||2), c'est dire

dµ(zt)

dt
= −µ(zt) (1.6)

où zt est simplement donné par

dzt
dt

= −νzt(q
Γ
zt

−1
(µ(zt)).

La convergence vers le zéro de l'application moment est précisée dans la propo-
sition cruciale suivante :

Proposition 1.2.10 (Donaldson). Soit z0 ∈ Ξ et des nombres réels λ, δ > 0 tels
que

1. λ||µ(z0)|| < δ

2. Λz ≤ λ pour tout z = eiS · z0 et ||S|| ≤ δ.

Alors il existe un zéro z1 = eiS
′ · z0 de µ,

µ(z1) = 0

avec ||S′|| ≤ λ||µ(z0)||.

Démonstration. [Do4, Proposition 17, p. 496].

Remarque 1.4. Dans le cas où Γ = SU(N), la métrique considérée sur Lie(Γ) est
la métrique euclidienne invariante 〈X,Y〉 = tr

(
tXY

)
, et les constantes λ, δ de la

proposition précédente sont indépendantes de N .

Nous verrons en particulier que cette proposition nous permet de basculer dans le
domaine de la dimension �nie et d'appliquer la Théorie des Invariants Géométriques
au problème que nous nous sommes �xés.

Dans le cas particulier où l'on suppose par ailleurs que Ξ est un quotient sym-
plectique de la forme Ξ = Ξ′//Γ′ et que l'action sur de Γ sur Ξ est induite par une
action de Γ × Γ′ sur la variété kählérienne Ξ′, l'on dispose d'un lemme technique
permettant d'évaluer la quantité Λ.
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Lemme 1.2.11 (Donaldson).
Soient les actions in�nitésimales naturelles

ν̂Ξ′,Γ′bz : Lie(Γ′) → TbzΞ′,
et

ν̂Ξ′,Γbz : Lie(Γ) → TbzΞ′,
induites par Γ et Γ′ sur Ξ′ et soit z ∈ Ξ représenté par ẑ ∈ Ξ′. Alors pour tout
ξ ∈ Lie(Γ′) 〈

qΓ′

z (ξ), ξ
〉

=
∣∣∣π (ν̂Ξ′,Γ′bz (ξ)

)∣∣∣2 ,
avec π : TbzΞ′ → TbzΞ′ projection orthogonale sur Im

(
ν̂Ξ′,Γbz

)⊥
. En particulier,

Λz =

 min
ξ∈Lie(Γ′)

∣∣∣π (ν̂Ξ′,Γ′bz (ξ)
)∣∣∣

|ξ|

−2

.

Démonstration. [Do4, Lemme 18 p. 498]. En fait, il s'agit de remarquer que par
dé�nition de la réduction symplectique, le champ de vecteurs νΞ,Γ′

z (ξ) donné par
l'action in�nitésimale de ξ ∈ Lie(Γ′) est la projection de l'image de ν̂Ξ,Γbz sur le
complément orthogonal de l'espace tangent de l'orbite complexi�ée OrbΓC(ẑ).





Chapitre 2

Stabilité pour les �ltrations

holomorphes � Construction G.I.T

L'objet de cette partie est d'introduire les notions de stabilité pour une �ltration
holomorphe sur une variété projective. Nous suivons les idées de Gieseker-Maruyama
et de la théorie de Mumford et construisons un espace de Gieseker pour lesquels les
points G.I.T stables correspondent aux �ltrations holomorphes stables.

2.1 Notions de stabilité

Soit M une variété projective de dimension complexe n, et soit la donnée
d'une polarisation sur cette variété, c'est à dire d'un �bré L en droites ample surM .
Pour tout faisceau F cohérent sans torsion sur M, nous notons r (F) le rang de F
et deg(F) le degré de F par rapport à L, c'est à dire le degré du �bré déterminant
de F

degL(F) = degL (∧rF) =
(
c1(F) · Ln−1

)
,

et
µ(F) = µL(F) =

degL(F)

r(F)
,

le degré normalisé de F par rapport à L. De plus, en notant

χ (F) =
n∑
i=0

(−1)i dimH i (M,F) ,

la classe d'Euler de F , nous introduisons le polynôme de Hilbert normalisé associé :

pF(k) = pF ,L(k) =
χ
(
F ⊗ Lk

)
r (F)

.

Pour n 7→ p1(n) et n 7→ p2(n) deux fonctions à valeurs entières, nous noterons

p1 ≺ p2 (resp. p1 � p2),

15
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si pour n assez grand, p1(n) < p2(n) (resp. p1(n) ≤ p2(n)).
Rappelons que dans le cadre des variétés projectives, nous disposons :

� de la notion de stabilité au sens de Mumford-Takemoto : F est dit Mumford
L-stable (resp. L-semi-stable) si pour tout sous-faisceau F ′ de F avec 0 <
r(F ′) < r(F), on a µ(F ′) < µ(F) (resp. µ(F ′) ≤ µ(F)). Dans le cas où le �bré
holomorphe E se décompose sous la forme E = ⊕iEi avec Ei �brés vectoriels
Mumford stables de même pente, alors E est dit Mumford polystable.

� de la notion de stabilité au sens de Gieseker-Maruyama : F est dit Giese-
ker L-stable (resp. L-semi-stable) si pour tout sous-faisceau F ′ de F avec
0 < r(F ′) < r(F), on a pF ′ ≺ pF (resp. pF ′ � pF)). Dans le cas où le �bré
holomorphe E se décompose sous la forme E = ⊕iEi avec Ei �brés vecto-
riels Gieseker stables de même polynôme de Hilbert, alors E est dit Gieseker
polystable.

Remarque 2.1. Le polynôme de Hilbert normalisé possède les mêmes propriétés de
convexité que le degré normalisé. Ainsi, un �bré Gieseker stable jouit de propriétés
similaires aux propriétés des �brés Mumford stables. Par exemple, un C-�bré E
Gieseker stable est simple, c'est à dire

End (E) = {λId, λ ∈ C} .

En revanche, contrairement au cas de la Mumford stabilité, on notera que si E est
Gieseker stable et L′ est un �bré en droites quelconque, E ⊗ L′ peut ne pas être
Gieseker stable.

Dé�nition 2.1.1. Une �ltration de faisceaux de longueur m est une suite �nie de
sous-faisceaux cohérents

F : 0 = F0 ↪→ F1 ↪→ ... ↪→ Fm = F

et nous dirons que F est une �ltration holomorphe si les faisceaux Fi sont de plus
des sous-�brés.

Dé�nition 2.1.2. Une sous-�ltration de la �ltration F est une �ltration de fais-
ceaux de longueur m

F ′ : 0 ↪→ F ′
1 ↪→ ... ↪→ F ′

m = F ′

où F ′ est un sous-faisceau de F et telle que F ′
i ⊆ Fi ∩ F ′ pour 1 ≤ i ≤ m. Une

sous-�ltration est dite propre si r(F ′) < r(F).

Dé�nition 2.1.3. Une �ltration est dite simple si tout endomorphisme f ∈ End(F)
qui 'préserve la �ltration' (c'est à dire que f(Fi) ⊂ Fi) est multiple de l'identité.

Dé�nition 2.1.4. Une �ltration F est dite réductible si elle peut s'écrire sous la
forme

F = F1 ⊕F2

où les Fi 6= F sont des sous-�ltrations. Dans le cas contraire, nous dirons que F
est irréductible.
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Voici la notion de stabilité pour les �ltrations holomorphes qui recouvre bien sûr
le cas de la Mumford stabilité pour des �brés holomorphes :

Dé�nition 2.1.5. Soit F une �ltration de longueur m + 1 et τ = (τ1, ..., τm) un
m-uplet de nombres réels. Soit le τ -degré de F dé�ni par

degτ (F ) = deg(F) +
m∑
i=1

τir(Fi)

et la τ -pente de F dé�nie par

µτ (F ) =
degτ (F )

r(F)

Nous dirons que la �ltration F est τ -stable (resp. semi stable) si pour toute sous-
�ltration propre F ′ ↪→ F nous avons

µτ (F ′) < µτ (F ) (resp. ≤)

Une �ltration sera dite polystable si elle est somme directe de �ltrations τ -stables de
même pente µτ .

Remarque 2.2. Les �ltrations stables jouissent de propriétés comparables aux �brés
stables comme par exemple l'existence d'une �ltration d'Harder-Narasimhan ou le
fait de rester stable lorsqu'on tensorise par un �bré en droites. La stabilité d'une
�ltration holomorphe n'implique pas la stabilité (au sens de Mumford) des sous-
�brés.

Lemme 2.1.6. Soient F 1 et F 2 deux �ltrations de faisceaux sans torsion de même
longueur, τ -stables et de même pente. Soit % : F 1 → F 2 un homomorphisme non
nul tel que pour tout i, l'on ait %(F1

i ) ⊂ F2
i . Alors % est injective. En particulier, si

une �ltration holomorphe est stable alors elle est simple.

Démonstration. Si % est non injective alors F3 := Im(%) est un quotient (propre)
sans torsion de F1 et nous obtenons F 3 sous-�ltration de F 2 telle que

µτ (F 3) > µτ (F 1) = µτ (F 2)

par la formule du produit de Whitney. Puisque F 2 est stable et F 3 ⊂ F 2, l'on a
donc nécessairement que r(F3) = r(F2).
Maintenant, de manière générale, il est clair que pour une sous-�ltration holomorphe
F ′ ⊂ F telle que r(F) = r(F ′), nous avons toujours

µτ (F ′) ≤ µτ (F ). (2.1)

Ceci se voit en remarquant que si l'on a de plus F ′ � F , alors il existe un diviseur
e�ectif D tel que det(F) ∼= det(F ′⊗OM(D)) et ainsi µ(F) = µ(F ′)+ deg(D)

r(F ′) > µ(F ′).
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Dans le cas de �ltrations non holomorphes (c'est à dire données par des faisceaux
sans torsion), (2.1) reste vraie. Ainsi, nous obtenons une contradition : % est injective.

Si F 1 et F 2 sont deux �ltrations holomorphes, alors F 3 est une sous-�ltration
holomorphe de F 2, de même pente et r(F3) = r(F2). Remarquons que pour le
cas de �ltrations holomorphes, le seul cas d'égalité dans (2.1) est F ′ = F . Par
conséquent, % est un isomorphisme. Ainsi, si F est une �ltration holomorphe stable,
tout endomorphisme non nul % de F tel que %(Fi) ⊂ Fi est un isomorphisme et
par le lemme de Schur, {% ∈ End(F) : %(Fi) ⊂ Fi} est une algèbre à division de
dimension �nie et donc isomorphe à C.

Notation. A une �ltration holomorphe F de longueur (m + 1) et une métrique
hermitienne h sur F correspondent pour tout 0 ≤ i ≤ m + 1 des projections lisses
h-orthogonales sur le sous-�bré Fi de F , que nous noterons

πF
h,i : F → F

avec la convention πF
h,m+1 = IdF .

Le résultat principal de [AC-GP1] est l'existence d'une correspondance de type
Kobayashi-Hitchin pour les �ltrations holomorphes en termes de métrique de type
Hermite-Einstein.

Théorème 2.1.7 (Álvarez-Cónsul & García-Prada).
Fixons ω une métrique Kähler sur la variété compacte M . Soit τ ∈ Rm

+ et F
une �ltration holomorphe de longueur (m + 1). Une �ltration holomorphe F est
τ -polystable si et seulement s'il existe une métrique hermitienne lisse h véri�ant
l'équation

√
−1ΛωFh +

m∑
i=1

τiπ
F
h,i = µτ (F )IdF (2.2)

Ceci peut se réécrire sous la forme :

√
−1ΛωFh =

m+1∑
i=1

τ̃iπ
i
h(F ), (2.3)

où

τ̃i = µτ (F )−
m∑
j=i

τj, τ̃m+1 = µτ (F ),

et πih(F ) = πF
h,i − πF

h,i−1 est la projection sur l'orthogonal (respectivement à h) du
sous-�bré Fi−1 de Fi avec la convention π1

h(F ) = πF
h,1.

Nous dirons dans ces conditions que h est τ -Hermite-Einstein. La �ltration F
sera alors dite τ -Hermite-Einstein.

Remarque 2.3. L'hypothèse de positivité des réels τi est essentielle dans la preuve
de [AC-GP1] (Cf Section 4.1, p.39). Désormais, lorsque nous parlerons de stabilité
d'une �ltration de longueur (m+ 1), ce sera toujours vis à vis d'un m-uplet de réels
positifs.
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Remarque 2.4. Bien sûr, si τ1 = ... = τm = 0, l'équation (2.2) se réécrit comme
l'équation classique d'Hermite-Einstein pour les �brés Mumford polystables. Remar-
quons qu'en prenant la trace de (2.3), nous voyons que les paramètres τ̃i satisfont la
relation

m+1∑
i=1

τ̃ir(Fi/Fi−1) = deg(F),

c'est à dire que nous n'avons bien que m degrés de liberté.

Nous introduisons maintenant un analogue de la notion de Gieseker stabilité
pour les �ltrations holomorphes :

Dé�nition 2.1.8. Soit R = (R1, .., Rm) une collection de m polynômes à coe�cients
rationnels de degrés di < n et positifs pour k grand. La �ltration holomorphe F de
longueur m + 1 est dite Gieseker R-stable (resp. semi-stable) si pour k grand, l'on
a pour toute sous-�ltration propre F ′ de F ,

χ(F ′ ⊗ Lk) +
∑m

i=1 r(F ′
i)Ri(k)

r(F ′)
<
χ(F ⊗ Lk) +

∑m
i=1 r(Fi)Ri(k)

r(F)
(resp. ≤)

Proposition 2.1.9. Si la �ltration F est τ -Mumford stable, alors elle est aussi
R-Gieseker stable pour

Ri(k) = τik
n−1 +O(kn−2).

Démonstration. En e�et, par la formule de Riemann-Roch,

r(F ′)χ(F⊗Lk)−r(F)χ(F ′⊗Lk) = r(F ′) deg(F)kn−1−r(F) deg(F ′)kn−1+O(kn−2)

et la proposition vient en comparant les coe�cients de degré n− 1 en puissances de
la variable k.

2.2 Construction G.I.T et espace Gieseker pour les

�ltrations holomorphes

Inspirés des travaux de [Sc1, Sc2, H-L1, H-L2], nous présentons un cadre G.I.T
pour les �ltrations holomorphes au dessus d'une variété projective en introduisant un
espace de Gieseker paramétrisant les �ltrations holomorphes Gieseker stables. Tout
d'abord, nous remarquons que les objets Gieseker semi-stables que nous considérons
sont paramétrés par un schéma de type �ni sur C.
Pour R = (R1, .., Rm) une collection de polynômes de degrés inférieurs à n tels
que limk→+∞Ri(k) = +∞, notons PR,F (k) = χ(F ⊗ Lk) +

∑m
i=1 r(Fi)Ri(k) le

R-polynôme de Hibert de la �ltration F .

Proposition 2.2.1. L'ensemble des classes d'isomorphie des �ltrations Gieseker
semi-stables de faisceaux cohérents sans torsion avec R-polynôme de Hilbert �xé est
bornée.
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Démonstration. En considérant le terme d'ordre kn de PR,F(k) et en utilisant d'un
autre côté la condition de semi-stabilité, on obtient que les pentes µ(Fi) sont toutes
bornées. Dès lors, on peut utiliser le théorème de bornitude obtenu dans [Ma, Section
3].

Fixons R une collection de (m−1) polynômes comme précédemment et considé-
rons F une �ltration holomorphe de longueur m en notant ri = r(Fi) avec r0 = 0 et
r = r(F) ainsi que p le R-polynôme de Hibert de F . Le théorème de plongement de
Kodaira assure qu'il existe un entier k0 tel que pour tout k ≥ k0, les �brés Fi ⊗ Lk

sont globalement engendrés et les groupes de cohomologie de dimension supérieures
de Fi ⊗ Lk sont triviaux, c'est à dire que

Hj(M,Fi ⊗ Lk) = 0, ∀j ≥ 1.

Pour un tel k, considérons un espace vectoriel V isomorphe à H0(M,F ⊗ Lk), et
soit (vi) une base de V . Il existe un shéma Quot quasi-projectif Q′ paramétrisant
les classes d'équivalence de quotients {q : V ⊗ L−k → F} où F est une �ltration de
faisceaux cohérents sans torsion de longueurm avecR-polynôme de Hibert égal à p et
H0(q⊗ idLk) est un isomorphisme. Ainsi nous avons des quotients universels q̃i : V ⊗
π∗M(L−k) → F̃i au-dessus de Q×M où Q est désigne l'union des composantes de Q′

qui contiennent des éléments R-semi-stables. Les �brés en droites det(F̃i) induisent
des morphismes υi : Q → Pic(M) et nous notons Ai l'union �nie des composantes
de Pic(M) dont un élément est dans l'image de υi. La dernière proposition nous dit
que cette construction est indépendante du choix de k et nous pouvons supposer que
k0 est su�samment grand pour que pour tout [L] ∈ Ai, L⊗L(r−ri)k est globalement
engendré et sans cohomologie de dimension supérieure. Fixons un �bré en droites de
Poincaré L̃ sur Pic(M)×M et notons L̃Ai

sa restriction à Ai×M . De nouveau, par
la dernière proposition, nous pouvons supposer que L̃Ai

⊗π∗ML(r−ri)k est globalement
engendré et sans cohomologie de dimension supérieure pour k ≥ k0. Introduisons
l'espace Gieseker généralisé

G =
m−1∏
i=0

P
(
Hom

(
∧r−riV ⊗OAi

, (πAi
)∗(L̃Ai

⊗ π∗ML
(r−ri)k)

)∨)
.

Le morphisme (πQ)∗(∧r−ri(q̃i⊗idπ∗MLk) : ∧r−riV ⊗OQ → (πQ)∗(det(F̃i)⊗π∗ML(r−ri)k)
induit un homomorphisme injectif et SL(V )-equivariant

Gies : Q → G.

De plus, il existe un morphisme SL(V )-invariant de l'espace Gieseker G vers
∏

i Ai

dont les �bres sont fermées et des sous-schémas SL(V )-invariants ; c'est à dire qu'au
dessus du point (L1, ..,Lm) ∈

∏
i Ai, nous avons l'espace

G̃(L1,..,Lm) =
∏
i

P
(
Hom

(
∧r−riV,H0(Li ⊗ L(r−ri)k)

)∨)
.
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Nous cherchons maintenant à déterminer les points (semi-)stables de cet espace.
Notons πj la surjection naturelle de F sur le quotient F⊗Lk/Fj⊗Lk. A la �ltration
holomorphe F , nous associons par les morphismes suivants d'évaluation,

Ti : (vj1 ∧ ... ∧ vjr−ri
) 7→

(
p 7→ πievp(vj1) ∧ ... ∧ πievp(vjr−ri

)
)
,

un point de l'espace

G̃k =
m−1∏
i=0

PHom
(
∧r−riV,H0

(
M, det(F ⊗ Lk/Fi ⊗ Lk)

))
.

Nous disposons d'une action de SL(V ) par

g ? (T0, ..., Tm) =
(
T0 ◦ ∧rg−1, ..., Tm ◦ ∧r−rmg−1

)
,

et l'on peut considérer pour un choix de paramètres εi > 0 la G.I.T stabilité d'un
point de P̃k relativement à une SL(V )-linéarisation du �bré très ampleOeGk

(ε0, ..., εm).
Soit λ : Gt → SL(V ) un sous-groupe à 1-paramètre et vi une base de V telle

que Gt agisse sur V par λ avec les poids γi ∈ Z , c'est à dire que l'on ait pour tout
t ∈ Gt

λ(t) · vi = tγivi.

Bien sûr, on peut supposer également que γi ≤ γi+1 et
∑

i γi = 0. Pour tout multi-
indice I = (i1, ..., ir−rj) de longueur |I| = r − rj avec 1 ≤ i1 < ... < ir−rj ≤
dim(V ), soit vI := vi1 ∧ ... ∧ vir−rj

et γI = γi1 + ... + γir−rj
. Le groupe SL(V )

agit sur
∧r−rj V avec poids γI relativement à la base vI . Notons le morphisme

Ti : ∧r−riV → H0
(
det(F ⊗ Lk/Fi ⊗ Lk)

)
induit par l'évaluation. Le Critère 1.1.9

d'Hilbert-Mumford assure qu'un point de G̃k est G.I.T-(semi-)stable relativement à
la linéarisation que nous nous sommes �xés et à l'action de SL(V ) si et seulement
si, pour tout sous-groupe à un paramètre,

m∑
j=0

εj min
{I:|I|=r−rj}

{γI : Tj(vI) 6= 0} < 0 (resp. ≤).

Remarquons que le théorème de Riemann-Roch permet d'exprimer la dimension de
l'espace vectoriel V :

dim(V ) =χ(F ⊗ Lk) =

∫
M

Ch(F ⊗ Lk)Todd(M)

= rkn
∫
M

c1(L)n

n!
+ kn−1

∫
M

(r
2
c1(M) + c1(F)

) c1(L)n−1

(n− 1)!
+ ...

Considérons à présent le cas où V ′ un sous espace vectoriel de V et l'action du
sous-groupe à un paramètre associé est donnée par

λ(t) =

 t−codim(V ′) 0
. . .

0 tdim(V ′)

 ,
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avec γ1 = ... = γdim(V ′) = −codim(V ′) et γdim(V ′)+1 = ... = γdim(V ) = dim(V ′). Via le
morphisme V ⊗ OM → F ⊗ Lk obtenu pour k su�samment grand, nous obtenons
une �ltration holomorphe

0 ( F(V ′) ⊂ F(V ) = F
F(V ′),i = Fi ∩ F(V ′)

et dans ces conditions,

min
{I:|I|=r−rj}

{γI : Tj(vI) 6= 0}=dim(V ′)
(
r(F)− r(Fi)−

(
r(F(V ′))− r(F(V ′),i)

))
−codim(V ′)

(
r(F(V ′))− r(F(V ′),i)

)
=dim(V ′) (r(F)− r(Fi))− dim(V )

(
r(F(V ′))− r(F(V ′),i)

)
Nous venons ainsi de montrer que si le point de G̃k, dé�ni par la �ltration F , est
G.I.T (semi-)stable alors nous avons

ε
(
dim(V ′)r(F)− dim(V )r(F(V ′))

)
+
∑
i

εi
(
dim(V )r(F(V ′),i)− dim(V ′)r(Fi)

)
< 0,

où nous avons posé

ε =
m∑
i=0

εi.

En fait, nous avons également une réciproque de ce résultat :

Lemme 2.2.2. Le point de G̃k dé�ni par la �ltration F est G.I.T (semi-) stable si
et seulement si pour tout sous espace V ′ ⊂ V ,

ε
(
dim(V ′)r(F)− dim(V )r(F(V ′))

)
+
∑
i

εi
(
dim(V )r(F(V ′),i)− dim(V ′)r(Fi)

)
< 0

où F(V ′) est la �ltration holomorphe engendrée par V ′ ⊗ OM et F/F(V ′) est sans
torsion.

Démonstration. Soit (v1, ..., vdim(V )) une base de V . Si l'on note F(i) = F〈v1,...,vi〉,
nous obtenons une �ltration

F(0) ⊂ ... ⊂ Fdim(V ) = F

et l'on a F(i) = F(i−1) ou bien r(F(i)) > r(F(i−1)). Par conséquent il existe r entiers
compris entre 1 et dim(V ) marquant les sauts de rangs. Notons les (k1, .., kr). Dans
ces conditions, par le [H-L1, Lemme 1.23], si l'on considère l'action associée aux
(vi, γi), minI{γI : T0(vI) 6= 0} = γk1 + ...+ γkr . De la même manière, il existe r − rj
entiers compris entre 1 et dim(V ) marquant les sauts de rangs pour F⊗Lk/F(i),j⊗Lk.
Notons les (kj1, .., k

j
r−rj). Ainsi, nous obtenons

min
I
{γI : Tj(vI) 6= 0} = γkj

1
+ ...+ γkj

r−rj

.
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Appliquer le critère d'Hilbert-Mumford pour véri�er la G.I.T (semi-) stabilité du
point de G̃k revient à considérer l'ensemble de tous les vecteurs à poids γi. Ceux-ci
sont bien sûr engendrés par les vecteurs à poids suivants :

γ(i) = (i− dim(V ), . . . , i− dim(V )︸ ︷︷ ︸
i

, i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
dim(V )−i

)

pour i = 1, ..., dim(V ). Tout vecteur à poids γ =
(
γ1, ..., γdim(V )

)
peut en e�et être

exprimé sous la forme γ =
∑dim(V )

i=1 ciγ
(i) avec des coe�cients rationnels positifs

ci = γi+1−γi

dim(V )
. Appliquons le critère d'Hilbert-Mumford à γ(i) ; nous obtenons :

µ(i) :=
m∑
j=0

εj min
{I:|I|=r−rj}

{γI : Tj(vI) 6= 0}

= − dim(V )

(∑
j

εj max
l
{kjl ≤ i}

)
+ i

(∑
j

(r − rj)εj

)
.

Si i croit, µ(i) décroît sauf pour kj ou un klj. Il convient donc d'évaluer µ(i) aux
valeurs kj − 1 ou klj − 1. Ce qui revient �nalement à ce que

µ(i) = − dim(V )
∑
l

εl(j
l − 1) +

∑
l

εl(r − rl)(k
l
j − 1)

Finalement, nous pouvons oublier le choix de la base vi et nous obtenons que le
point de G̃k est G.I.T stable (resp. semi-stable) si et seulement si

ε dim(V ′)r(F)− dim(V ′)
∑
i

εir(Fi) < ε dim(V )r(F(V ′))− dim(V )
∑
i

εir(F(V ′),i)

(resp. ≤)

pour tout sous-espace 0 6= V ′ ⊂ V, avec r
(
F(V ′)

)
≤ r(F).

La condition de G.I.T stabilité peut être retranscrite sur les sous-faisceaux de F au
lieu des sous-espaces de V ([H-L1, Lemme 1.26]) :

dim(V ∩H0(F ′ ⊗ Lk)) (εr(F)−
∑

i εir(Fi))
< dim(V )

(
εr(F ′)−

∑
i εir

(
FV ∩H0(F ′⊗Lk),i

))
(resp. ≤)

pour toute �ltration holomorphe propre F ′ ⊂ F .
En e�et, si F ′ ⊂ F , soit V ′ = H0(F ′ ⊗ Lk) ∩ V. Alors pour le morphisme

q : V ⊗OM → F ⊗Lk, q(V ′⊗OM) ⊂ F ′⊗Lk et r(F ′) = r(F(V ′)). Réciproquement,
si l'on se donne V ′ ⊂ V , alors soit F ′ = q(V ′ ⊗OM). Alors V ′ ⊂ V ∩H0(F ′ ⊗ Lk)
et r(F(V ′)) = r(F ′).
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Maintenant, il est clair que la condition de Gieseker stabilité pour la �ltration
holomorphe F implique la condition précédente en choisissant ε = 1 et εi = Ri(k)

kn ,
c'est à dire

εi =
Ri(k)

kn
> 0

ε0 = 1−
m∑
i=1

Ri(k)

kn
> 0

pour
Ri(k) = τik

n−1 > 0.

Finalement nous avons prouvé le

Théorème 1. Soit R = (R1, ..., Rm) une collection de m polynômes à coe�cients
rationnels de degrés di < n et positifs pour k grand. La �ltration holomorphe F de
longueur m+1 est R-stable (resp. semi-stable) si pour k grand, le point associé de G̃k

est G.I.T stable (resp. semi-stable) respectivement à la polarisation OfGk
(ε0, ..., εm)

et l'action de SL(V ) où l'on a �xé

ε0 = 1−
m∑
i=1

Ri(k)

kn
,

εi =
Ri(k)

kn
(1 ≤ i ≤ m).



Chapitre 3

G.I.T stabilité et métriques

équilibrées

Dans ce chapitre, nous appliquons le critère de Kempf-Ness aux espaces de Gie-
seker que nous venons de construire pour les �ltrations holomorphes. Ceci revient
à transposer la condition de G.I.T stabilité en une condition d'existence d'une cer-
taine suite de métriques sur l'espace de dimension �nie H0(F ⊗ Lk), qui sont en
fait des points critiques de certaines fonctionnelles de type Kempf-Ness et que nous
nommerons métriques équilibrées. Cette notion d'équilibre pour des applications a
été conceptualisée par S.K. Donaldson dans [Do3]. Supposons que l'on se donne
les objets suivants : une application holomorphe f : Ξ → W où (Ξ, ω) est Kähler
compacte et W espace vectoriel de dimension �nie plongé par πW en tant qu'orbite
co-adjointe dans Lie(G)∗ où G est linéaire réductif. Alors, le centre de masse de f
dans Lie(G)∗ est donné par ∫

Lie(G)∗
πW∗

(
f∗

(
ωn

n!

))
.

Dans ces conditions, f est dite équilibrée si l'orbite de f sous l'action de Lie(G)∗

contient un centre de masse nul. Clairement cela revient à demander que l'applica-
tion moment dé�nie par intégration sur C∞(Ξ,W ) respectivement à l'action de G
admette un zéro dans l'orbite complexe de f .

Par ailleurs, dans toute la suite, nous faisons les conventions suivantes : M dési-
gnera une variété projective lisse de dimension complexe n, et L un �bré holomorphe
en droites ample surM équipé d'une métrique hermitienne lisse hL telle que la cour-
bure c1 (L, hL) soit une métrique de Kähler que nous noterons ω, c'est à dire

ω = − i

2π
∂∂ log (hL)

Notation. Soit dV = ωn

n!
la forme volume correspondante à ω.

25
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Notation. Nous désignerons par Met(Υ) les métriques hermitiennes lisses pour
l'espace vectoriel ou le �bré Υ. Soit F un �bré hermitien. A une métrique h ∈
Met(F ) sur le �bré F , et une forme Kähler ω0, nous ferons correspondre les mé-
triques hilbertiennes L2 sur H0(M,F ) et respectivement sur H0(M,F ⊗ Lk)

Hilbω0(h) =

∫
M

〈., .〉h
ωn0
n!
∈Met(H0(M,F )),

Hilbk,ω0(h) =

∫
M

〈., .〉h⊗h
Lk

ωn0
n!
∈Met(H0(M,F ⊗ Lk)).

Nous aurons également besoin dans ce chapitre du fait suivant :

Dé�nition 3.0.3. Si V1 et V2 sont deux espaces vectoriels de dimension �nie N1, N2

munis de métriques h1, h2, et T : V1 → V2 est une application linéaire, alors la norme
d'Hilbert-Schmidt ||T ||h1,h2 peut être calculée en choisissant une base orthonormée
(v1
i )i=1..N1 de V1 :

||T ||2h1,h2
=

N1∑
i=1

|T (v1
i )|2h2

,

et l'on prouve que le résultat est indépendant du choix de la base.
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3.1 Filtrations holomorphes équilibrées

Considérons toujours la �ltration holomorphe F de longueur m + 1 avec ri =
r(Fi) pour i = 0, ...,m et r = r(F) ainsi que l'isomorphisme i : V → H0(M,F⊗Lk).
Nous noterons de plus N := h0

(
M,F ⊗ Lk

)
et πi les surjections naturelles sur

F ⊗ Lk/Fi ⊗ Lk.

Considérons Z̃ss ⊂ G̃k le schéma ouvert des points G.I.T semi-stables vis à de
la linéarisation OfGk

(ε0, .., εm) relativement à l'action de SL(V ) où l'on a �xé les
constantes :

ε0 = 1−
m∑
i=1

Ri(k)

kn

εi =
Ri(k)

kn
(1 ≤ i ≤ m)

Fixons H une métrique sur l'espace vectoriel H0(F ⊗ Lk) = i(V ). Nous disposons
de la métrique quotient h sur le �bré hermitien F ⊗ Lk induite par V � F ⊗ Lk

et donc d'une métrique ||.|| sur Λr−ri(F ⊗ Lk/Fi ⊗ Lk). Par l'isomorphisme i, nous
obtenons une métrique hePi

sur l'espace Hom(∧r−riV,H0(det(F ⊗Lk/Fi ⊗Lk))) où
i(V ) est ici considéré équipé de la métrique Hilbertienne L2 provenant de h. Nous
noterons pour 0 ≤ i ≤ m,

Pi := Hom
(
∧r−riV,H0(det(F ⊗ Lk/Fi ⊗ Lk))

)
.

Au-dessus de G̃k = PP0× ...×PPm, nous considérons la linéarisation OgGk
(ε0, ..., εm)

ainsi que |||., .|||gGk
:= hε0P0

× ...× hεm
Pm

la métrique correspondante. Soit le point z ∈
Z̃ss. Pour un relèvement z̃ ∈ OfGk

(−ε0, ...,−εm)z, nous pouvons évaluer la métrique
|||., .|||fGk

:

|||z̃|||2fGk
:= C(i)

(∫
M

∑
1≤i1<...<ir≤N

‖si1 (p) ∧ ... ∧ sir (p)‖2 dV (p)

)ε0

×
m∏
j=1

∫
M

∑
1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πjsi1 (p) ∧ ... ∧ πjsir−rj
(p)
∥∥∥2

dV (p)

εj

où (si)i=1,..,N est une base quelconque H-orthonormée de H0
(
M,F ⊗ Lk

)
, C(i) > 0

est une constante ne dépendant que de l'isomorphisme i.

Remarque 3.1. En fait notre construction ne dépendra pas du choix de la métrique
sur les �brés déterminants.
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Dé�nition 3.1.1. Soit la fonctionnelle dé�nie pour une �ltration holomorphe F et
pour g ∈ SL(V ) :

F̃k,F (g)=ε0 log

∫
M

∑
1≤i1<...<ir≤N ‖g · si1 ∧ ... ∧ g · sir‖

2 dV∑
1≤i1<...<ir≤N ‖si1 ∧ ... ∧ sir‖

2 dV

+
m∑
j=1

εj log

∫
M

∑
1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πj(g · si1) ∧ ... ∧ πj(g · sir−rj
)
∥∥∥2

∑
1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πjsi1 ∧ ... ∧ πjsir−rj

∥∥∥2 dV

Nous pouvons résumer notre situation par le lemme suivant :

Lemme 3.1.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
� la �ltration holomorphe F est R-Gieseker polystable pour R = (R1, ..., Rm)
collection de polynômes rationnels de degré n− 1.

� Il existe un entier k0 tel que pour tout k ≥ k0, les fonctionnelles F̃k,F :
SL(V ) → R admettent un minimum strictement positif où l'on a imposé

εi =
Ri(k)

kn
, ε0 = 1−

m∑
i=1

Ri(k)

kn

pour tout i = 1, ...,m.
En particulier, nous avons que si la �ltration holomorphe F est τ -Mumford stable
alors il existe un entier k0 tel que pour tout k ≥ k0, les fonctionnelles F̃k,F admettent
un minimum strictement positif et sont propres, où l'on a imposé ε0 = 1−

∑m
i=1

τi
k

et εi = τi
k
.

Notons aussi que nous pouvons voir F̃k,F comme une fonctionnelle sur l'espace
Met(V )×SL(V ), c'est à dire sur un espace de dimension �nie. Nous allons voir que
nous pouvons associer à cette fonctionnelle F̃k,F une autre fonctionelle, cette fois-ci
sur l'espace de dimension in�nie Met(F)× SL(V ) et que ces deux fonctionelles ont
un comportement similaire dans un sens que nous préciserons.

3.2 Log-propreté et fonctionnelle de type Kempf-

Ness

Pour k su�samment grand, nous disposons d'un plongement dé�ni par les sec-
tions si de H0(M,F ⊗ Lk) :

ik,0 :
M ↪→ Gr (N, r)

p 7→ ker
(
evp : V → F ⊗ Lk|p

)∨
,

(3.1)
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où Gr(N, r) paramétrise la Grassmanienne des quotients de dimension r de CN .
Ainsi, nous obtenons le diagramme cartésien suivant,

[V ⊗OM → F ⊗ Lk → 0] → [V → Ur,N → 0]
↓ ↓
M → Gr(N, r)

De la même manière, nous disposons d'un plongement de M dans la grassmanienne
des r − rj quotients par :

ik,j :
M ↪→ Gr (N, r − rj)

p 7→ ker
(
πj ◦ evp : V → F ⊗ Lk/Fj ⊗ Lk|p

)∨
.

Soient UN,r le �bré universel sur la Grassmanienne des r-quotients de Gr(N, r) et
πGr,i :

∏
iGr(N, r−ri) → Gr(N, r−ri) ainsi que πGr : Gr(N, r)×

∏
iGr(N, r−ri) →

Gr(N, r) les projections naturelles. Nous relevons les métriques de Fubini-Study sur
chacune des Grassmaniennes Gr(N, r − ri) avec poids εi. Ceci induit une métrique
symplectique sur C∞ (M,

∏m
i=0Gr(N, r − ri)) :

Ω(ik,∗)(
−→x ,−→y ) =

m∑
i=0

∫
M

εiπ
∗
Gr,iωFS(

−→x ,−→y )dV,

pour tout −→x ,−→y ∈ C∞
(
M, (ik,0, ..., ik,m)∗T (

∏
j=0Gr(N, r − rj))

)
.

L'application moment associée à cette métrique pour l'action de SU(N) sur
C∞ (M,

∏
iGr(N, r − ri)) est

µF ,k(ik,∗) =

∫
M

∑
j

εjQj
tQjdV (p)− V

∑
j(r − rj)εj

N
Id

=

∫
M

(ε0 +
∑
j

εj)Q0
tQ0dV (p)−

∫
M

∑
j

εj
(
Q0

tQ0 − Qj
tQj

)
dV (p)

−V
r −

∑
j rjεj

N
Id

où [Qj] (resp. [Q0]) représente un point de Gr(N, r − rj) (resp. Gr(N, r)) c'est à
dire que Qj : F ⊗ Lk/Fj ⊗ Lk|p → V (resp. Q0 : F ⊗ Lk|p → V ) est une isométrie
respectivement à h et H, et représente la matrice de l'endomorphisme πj ◦ evp (resp.
evp) exprimée dans une base orthonormale de ker(πj ◦evp)⊥ (resp. ker(evp)

⊥) et dans
une base orthonormale de V . Soit Ur,N = π∗GrUN,r. Du fait que F ⊗Lk ' j∗kUr,N où
jk : M ↪→

∏
iGr(N, r−ri) est induite par les ik,l et les πi, nous obtenons une nouvelle

métrique hermitienne lisse sur F ⊗Lk associée à la métrique H sur H0(M,F ⊗Lk).
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Dé�nition 3.2.1. Soit FSk = FSk(H) ∈ Met(F ⊗ Lk) la métrique hermitienne
lisse sur F ⊗ Lk qui admet pour expression

〈., .〉FSk
=
〈 N

V r − V
∑m

j=1 εjrj

(
IdF −

m∑
j=1

εjπ
F
h,j

)
., .
〉
h

où h est la métrique quotient induite par H.

Remarque 3.2. Cette dé�nition fait sens puisque nous avons imposé que εj =
Rj(k)

kn

et qu'ainsi nous avons pour k su�samment grand, 0 <
∑m

j=1 εj < 1.

Dé�nition 3.2.2. Soit la fonctionnelle dé�nie sur SL(V ) :

K̃Nk,F (g) =
ε0

2

∫
M

log

(∑
1≤i1<...<ir≤N ‖g · si1 ∧ ... ∧ g · sir‖

2∑
1≤i1<...<ir≤N ‖si1 ∧ ... ∧ sir‖

2

)
dV

+
m∑
j=1

εj
2

∫
M

log

∑
1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πj(g · si1) ∧ ... ∧ πj(g · sir−rj
)
∥∥∥2

∑
1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πjsi1 ∧ ... ∧ πjsir−rj

∥∥∥2 dV

où (si)i=1,..,N est une base quelconque H-orthonormée de H0
(
M,F ⊗ Lk

)
.

Lemme 3.2.3. K̃Nk,F est l'intégrale de l'application moment µF ,k.

Démonstration. Il s'agit uniquement de voir que pour toute matrice sans trace S,

d

du

(
K̃Nk,F

(
geSu

))
|u=0

= µF ,k(g) ∈ SL(N).

Soit [Q0(p)] représentant le point de la Grassmanienne Gr(N, r) donné par le plon-
gement dé�ni par (3.1), en p ∈M . Quitte à modi�er Q0(p) en une matrice unitaire
(i.e en considérant à la place Q0

(
tQ0Q0

)−1/2) représentant le même point dans la
Grassmanienne, nous obtenons d'après la section 1.2.2 que∫

M

log

(∑
1≤i1<...<ir≤N ‖g · si1 ∧ ... ∧ g · sir‖

2∑
1≤i1<...<ir≤N ‖si1 ∧ ... ∧ sir‖

2

)
dV =

∫
M

log det
(

tQ0
t
ggQ0

)
dV

où tQ0(p)Q0(p) = Idr×r.
Pour un repère holomorphe local (ei)i=1..r de F ⊗Lk (pour la métrique de référence
h et au voisinage du point p) et ε une section canonique de L de norme 1 pour hL,
nous pouvons ainsi écrire au voisinage de p pour si base orthonormée respectivement
à la métrique H,  s1

...
sN

 = Q0

 e1 ⊗ εk

...
er ⊗ εk

 .
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De la même manière, soit [Qi] le point de Gr(N, r− ri) induit par πi ◦ evp. Dès lors,

K̃Nk,F (g) =
1

2

(
m∑
j=0

εj

∫
M

log
det
(
tQj

tggQj

)
det
(
tQjQj

) dV

)
Ainsi, il vient que pour toute matrice S sans trace et g ∈ SU(N),

d

du

(
K̃Nk,F

(
eSu
))

|u=0
=
{ m∑
j=0

εj
2

∫
M

tr

((
tQj e

tSueSuQj

)−1(
tQje

tSu
(
S +tS

)
eSuQj

))
dV
}
|u=0

=
∑
j

εj

∫
M

tr(tQjSQj)

=
∑
j

εj

∫
M

tr(tQj
tSQj)−

∑
j

εj
r − rj
N

∫
M

tr (S)

= 〈µF ,k (Q0, ...,Qm) , S〉.

En�n, K̃Nk,F (Id) = 0, ce qui permet de conclure.

3.3 Métriques équilibrées pour les �ltrations holo-

morphes

Nous allons voir que la deux fonctionnelles K̃Nk,F et F̃k,F sont propres simul-
tanément. Nous déduirons de ce fait crucial que la condition de Gieseker stabilité
pour les �ltrations holomorphes F peut être retranscrite sur la métrique sur F .

Nous aurons besoin d'un résultat de la théorie du potentiel [T1, Proposition 2.2] :

Théorème 2. Soit Ka(M,ω) = {ϕ ∈ C∞(M,R) : ω + i∂∂ϕ > 0}. Il existe des
constantes α(M), C(M,ω′, ω) > 0 tel que pour tout ϕ ∈ Ka(M,ω′), l'on ait :∫

M

e−αM (ϕ−supM ϕ)

(
ωn

n!

)
≤ C.

Lemme 3.3.1. La fonctionnelle K̃Nk,F est log-propre au sens de la Dé�nition 1.2.5
respectivement à la métrique 1√

C(i)
|||.|||Z, c'est à dire qu'il existe des constantes

γ1, γ2 telles que que nous ayons pour tout g ∈ SL(N),

˜KNk,F (g) ≥ γ1F̃k,F (g)− γ2.

Démonstration. Posons pour si une base de H0(F ⊗ Lk), au point p,

ϕ0(p) = log
∑

1≤i1<...<ir≤N

‖g · si1 (p) ∧ ... ∧ g · sir(p)‖
2 ,

ϕj(p) = log
∑

1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πj(g · si1 (p)) ∧ ... ∧ πj(g · sir−rj
(p))

∥∥∥2

.
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La fonction ϕ0 (resp. ϕj) est dans le cône Kähler Ka(M, c1(det(F ⊗ Lk))) (resp.
Ka(M, c1(det(F ⊗ Lk/Fj ⊗ Lk))) ), ainsi le Théorème 2 nous assure qu'il existe
deux constantes réelles αM > 0 et C > 1 telles que∫

M

e−αM(ϕj−sup
M
ϕj)ω

n

n!
< C

ce qui implique que

log

(∫
M

e−αM(ϕj−sup
M
ϕj)ω

n

n!

)
< C ′,

puis par concavité du log, que∫
M

ϕjdV ≥
∫
M

(
sup

M

ϕj

)
dV − 1

β(M,k, ω)

≥ V log

sup
p∈M

∑
1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πj(g · si1 (p)) ∧ ... ∧ πj(g · sir−rj
(p))

∥∥∥2


− 1

β(M,k, ω)
.

En fait, par simple concavité du log, nous avons aussi l'inégalité

log

∫
M

∑
1≤i1<...<ir−rj≤N

∥∥∥πj(g · si1 (p)) ∧ ... ∧ πj(g · sir−rj
(p))

∥∥∥2

dV (p) ≥
∫
M

ϕjdV

Maintenant, en faisant la somme des inégalités précédentes pour tout j, il vient qu'il
existe des constantes γi telles que pour tout g ∈ SL (N) ,

γ3F̃k,F (g)− γ4(k,F , L, dV ) ≥ K̃Nk,F (g) ≥ γ1F̃k,F (g)− γ2(k,F , L, dV ).

Dé�nition 3.3.2 (Métriques équilibrées).
� Si la métrique H ∈ Met(H0(M,F ⊗ Lk)) véri�e µF ,k(p) = 0 où le point

p = (ik,0, .., ik,m) ∈ C∞ (M,
∏

iGr(N, r − ri)) est induit par H, alors nous
dirons que la �ltration holomorphe F est k-équilibrée et que H est k-équilibrée.
Si H ∈ Met(H0(M,F ⊗ Lk)) est k-équilibrée, la métrique h ∈ Met(F ⊗ Lk)
donnée par h = FSk(H) est dite k-équilibrée.

� Nous dirons que la �ltration F est équilibrée s'il existe un entier k0 tel que
pour tout k ≥ k0, F est k-équilibrée.

Comme les sections si ∈ H0(M,F ⊗ Lk) sont aussi des sections coordonnées du
�bré universel, il vient que la métrique hermitienne H ∈ Met(H0(M,F ⊗ Lk)) est
équilibrée si et seulement si elle est un point �xe de l'application Hilbω ◦FSk. De la
même manière, h ∈Met(F ⊗Lk) est k-équilibrée si et seulement si elle est un point
�xe de l'application FSk ◦Hilbω.



3.3 Métriques équilibrées pour les �ltrations holomorphes 33

Proposition 3.3.3. La �ltration F est k-équilibrée si et seulement si l'application
(FSk ◦Hilbω, Hilbω ◦FSk) : Met(F⊗Lk)×Met(H0(M,F⊗Lk)) →Met(F⊗Lk)×
Met(H0(M,F ⊗ Lk)) admet un point �xe (h,Hilbω(h)).

La condition d'équilibre pour une �ltration holomorphe F peut être retranscrite
en terme de noyau de Bergman du �bré F . Nous précisons ce que nous entendons
par `noyau de Bergman' dans la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.3.4. Le noyau de Bergman d'un �bré globalement engendré (F, hF )
est un endomorphisme de �bré associé à la projection L2 orthonormale de l'espace
de sections L2 (M,F ) vers l'espace des sections holomorphes H0 (M,F ),

B̂F,hF
:=
∑
i

Si〈., Si〉hF
∈ End(F ) (3.2)

où Si est une base quelconque de H0(M,F ), orthonormale pour la norme L2 induite
par hF . Il est facile de voir qu'en fait le noyau de Bergman ne dépend que de la
métrique hF �xée sur F et non du choix de la base.

Le résultat suivant nous permettra dans la suite de considérer la condition d'équi-
libre sur l'espace de dimension in�nie Met(F), comme un zéro d'une application
moment relativement à l'action du groupe de Jauge du �bré F .

Lemme 3.3.5. La �ltration holomorphe F de longueur m + 1 est équilibrée si et
seulement s'il existe un entier k0 > 0 tel que pour tout k ≥ k0, il existe une métrique
hermitienne hk équilibrée sur F ⊗ Lk telle que l'on ait

B̂F⊗Lk,hk
+ εk

m∑
j=1

εjπ
F
j,hk

=
N + εk

∑m
j=1 εjrj

rV
IdF⊗Lk (3.3)

où εk = χ(F⊗Lk)
V r−V

P
j>0 εjrj

.

Démonstration. Supposons que H soit une métrique équilibrée sur H0(M,F ⊗ Lk)
et si une base orthonormée de l'espace H0(M,F ⊗ Lk) pour H. Soit h = hH la
métrique quotient sur F ⊗ Lk induite par V � F ⊗ Lk et FSk(H) la métrique sur
F ⊗Lk construite comme ci-dessus. Rappelons à ce stade que le noyau de Bergman
est indépendant du choix d'une base orthonormée. Nous choisissons maintenant
une base H-orthonormée de sections de H0(F ⊗ Lk) de la manière suivante : soit
s1, ..., sr1 orthogonales au noyau de (πF

1,h ◦ evp) de H-norme 1, puis sr1+1, ..., sr2 ∈
ker(πF

1,h ◦ evp) orthogonales au noyau de (πF
2,h ◦ evp), et ainsi de suite jusqu'aux

sections srm+1, ..., sr ∈ ker(πF
m,h ◦evp) orthogonales au noyau de (πF

m+1,h ◦evp). En�n,
nous imposons si(p) = 0 pour i > r. Introduisons de plus les ensembles Ij =
{rj−1 + 1, ..., rj} et la fonction f : i 7→ j où j est tel que i ∈ Ij.
Comme nous avons,

〈., .〉FSk
=
〈 N

V r − V
∑

j εjrj

(
Id−

∑
j

εjπ
F
j,h

)
, ., .
〉
h

(3.4)



34 Chapitre 3. G.I.T stabilité et métriques équilibrées

il vient :

|si(p)|h =
N

V r − V
∑

j εjrj
,

|si(p)|FSk
=

N

V r − V
∑

j εjrj
− N

V r − V
∑

j εjrj
εf(i)

Remarquons que le terme si⊗s
∗FSk
i

|si|2FSk

est le projecteur orthogonal sur l'image de si
respectivement à la métrique FSk (ainsi que h). Nous avons donc en p ∈M ,

N∑
i=1

si 〈., si〉FSk
=

N∑
i=1

si 〈., si〉h +
∑
i

(
si 〈., si〉FSk

− si 〈., si〉h
)

= Cst× Id−
∑
i

(
si ⊗ s

∗FSk
i

|si|2FSk

N

V r − V
∑

j εjrj
εf(i)

)
(3.5)

= Cst× Id− N

V r − V
∑

j εjrj

∑
j

εjπ
F
j,hk

(3.6)

Ici nous avons utilisé le fait que pour la métrique quotient le noyau de Bergman est
constant, puisqu'il peut être vu comme l'endomorphisme identité du �bré universel
sur la Grassmanienne. Ceci implique clairement l'existence d'une métrique hk = FSk
sur le �bré F ⊗ Lk véri�ant (3.3).

Réciproquement, si (3.3) est véri�ée, comme les si sont des sections coordonnées
du �bré universel, nous obtenons qu'elles sont égalementHilbω(FSk)-orthonormales,
c'est à dire qu'elles sont orthonormales pour∫

M

〈 N

V r − V
∑

j εjrj

(
Id−

∑
j

εjπ
F
j,h

)
., .
〉
h
dV

et donc Hilbω(FSk) est une métrique sur H0(M,F ⊗Lk) qui est un zéro de l'appli-
cation moment µF ,k.

Théorème 3. Soit F une �ltration au dessus d'une variété projective. Alors F est
R-Gieseker stable si et seulement si son groupe d'automorphisme est �ni et pour
tout k assez grand, il existe une métrique hk telle que

B̂F⊗Lk,hk
+ εk

∑
j>0

εjπ
F
j,hk

=
N + εk

∑
j>0 εjrj

rV
IdF⊗Lk

où

εk =
χ(F ⊗ Lk)

V r − V
∑

j>0 εjrj
.

Nous dirons dans ces conditions que la �ltration holomorphe F est fortement équi-
librée.
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Démonstration. On sait déjà que les zéros de l'application moment µF ,k sont les
points critiques de la fonctionnelle K̃Nk,F . Pour appliquer le critère de stabilité
de Kempf-Ness, il su�t de voir que K̃Nk,F est linéairement log-propre au sens de
la Dé�nition 1.2.5 ce qui est clair par le Lemme 3.3.1. Maintenant nous pouvons
conclure via le Lemme 3.3.5.





Chapitre 4

Métriques τ -Hermite-Einstein et

�ltrations holomorphes

Dans ce chapitre, nous considérons maintenant l'équation d'Hermite-Einstein
pour une �ltration holomorphe F de longueur (m+ 1) :

√
−1ΛFhF +

m∑
i=1

τiπ
F
h,i = µτ (F )Id (4.1)

sur une variété projective lisse M de dimension complexe n. Ici FhF désigne la
courbure de Chern de la métrique hermitienne hF sur le �bré holomorphe F et πF

h,i :
F → F la projection sur le sous-�bré Fi de F . Le but de ce chapitre est de donner une
approximation de la métrique solution de l'équation (4.1) en termes des métriques
équilibrées de la G.I.T que nous venons de construire au chapitre précédent. Ici, nous
utilisons de manière cruciale la condition sur le noyau de Bergman que nous voyons
comme une application moment pour le groupe de Jauge ainsi que le développement
asymptotique du noyau de Bergman de F ⊗ Lk lorsque k →∞ :

Théorème 4.0.6 (Catlin-Lu-Zelditch-Wang). Soit (M,ω) une variété projective
et (L, hL) un �bré ample sur M tel que ω représente la courbure de L. Soit (F , hF)
un �bré vectoriel holomorphe hermitien. Pour tout entier α ≥ 0, nous disposons
du développement asymptotique lorsque k → +∞ du noyau de Bergman généralisé
B̂hF⊗hLk∥∥∥∥B̂hF⊗hLk

− knIdr×r −
(

1

2
Scal(g)Idr×r +

√
−1ΛFhF

)
kn−1

∥∥∥∥
Cα

≤ Cαk
n−2 (4.2)

où Scal (g) est la courbure scalaire de la métrique g associée à la forme Kähler

ω =
i

2

∑
gijdz

i ∧ dzj.

Cette estimation est uniforme sur M pour hF et hL variant dans un compact pour
la topologie Cα.

37
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Démonstration. La démonstration de ce résultat repose sur la technique de réso-
lution du ∂̄ et les estimées L2 d'Hörmander-Demailly. Le résultat étant local, la
principale di�culté est de choisir un bon repère de coordonnées en un point et de
construire en suivant la méthode de G. Tian [T2] des sections �peak� holomorphes
dont on connaisse le comportement en ce point [Lu, W2]. Notons que l'existence
d'un développement asymptotique du noyau de Bergman en des termes qui dé-
pendent algébriquement de hF , hL et de leurs dérivées covariantes a été établi dans
[Ze, Ca].

Nous commencerons cette partie par introduire des notions nécessaires et faire
une remarque sur les limites de métriques équilibrées lorsqu'on connait leur exis-
tence, en montrant qu'elles sont presque τ -Hermite-Einstein. L'objet principal de
cette partie technique est l'étude du �ot de gradient associé à l'application moment
dont les zéros correspondent aux métriques équilibrées pour la �ltration holomorphe
F , en particulier lorsque l'on sait qu'il existe a priori une métrique τ -Hermite-
Einstein pour F .

4.1 Action du groupe de Jauge

Soit A(F) l'espace des connexions C∞ sur le �bré vectoriel F . D'après
le théorème d'intégrabilité de Newlander-Nirenberg, se donner une structure ho-
lomorphe sur le Cr-�bré vectoriel F (sur une variété complexe) est équivalent à
l'existence d'un opérateur ∂

∂ : Ω0(F) → Ω0,1(F)

avec ∂(f.s) = ∂f.s+ f.∂s et ∂2
= 0. Une connexion A est dite compatible avec une

structure holomorphe si la partie (0, 1) de la dérivée covariante ∇A = ∂A + ∂A de A
est justement l'opérateur ∂. Nous noteronsA(F , hF) l'ensemble des connexions lisses
compatibles avec la métrique hermitienne hF (i.e unitaire au sens où dhF (x, y) =
hF (∇Ax, y) + hF (x,∇Ay)). Toute connexion sur le �bré holomorphe F intégrable
c'est à dire dans le sous-ensemble :

A1,1(F , hF) = {A ∈ A(F , hF) : F 0,2
A = F 2,0

A = 0}

où FA ∈ Ω2(M,End(F)) désigne la coubure de la connexion, dé�nit une structure
holomorphe sur F . Il est bien connu qu'un �bré holomorphe muni d'une métrique
hermitienne admet une unique connexion compatible avec la structure holomorphe
(i.e intégrable) et la structure hermitienne hF , dite connexion de Chern [L-T1, Pro-
position 1.1.19], c'est à dire qu'il existe un isomorphisme A1,1(F , hF)→̃C(F) [A-B,
Section 8] où l'on a posé

C(F) = {∇0,1 : F → Ω0,1(F) telles que
(
∇0,1

)2
= 0 et ∇0,1(f.s) = ∂f.s+ f.∂s}.
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A1,1(F , hF) est par ailleurs une sous-variété (qui peut admettre des singularités) de
dimension in�nie de l'espace symplectique A(F) qui peut être muni de la structure
symplectique (Cf. [A-B, p.587] ou [Do1]) :

Ω(A,B) =

∫
M

Tr(A ∧B)
ωn−1

(n− 1)!

pour A,B ∈ Ω1(End(F)). On désigne par G le groupe de Jauge de F , c'est à dire
le groupe des automorphismes unitaires de F :

G = {U ∈ C∞(GL(F)) : tUU = I}.

Introduisons maintenant les fonctionnelles de Bott-Chern suivantes :

R1 (., .) :
Met(E)×Met (E) → Ω0,0 (M) /

(
Im ∂ + Im ∂

)
(h, k) 7→ log (det (hk−1))

donnée par l'application 1-linéaire 'trace' sur gl (1,C) , ainsi que

R2 (., .) : Met(E)×Met (E) → Ω1,1 (M) /
(
Im ∂ + Im ∂

)
donnée par l'application 2-linéaire (X, Y ) 7→ −tr (XY ) sur gl (2,C) associée à la
forme de Killing :

−i∂∂R2 (h, k) = tr
(
F 2
k

)
− tr

(
F 2
h

)
.

Retenons que pour R2 nous avons, si (ht)t∈[0,1] désigne une famille lisse à un para-
mètre de Met (E),

d

dt
R2 (ht, h0) = 2

√
−1
(
tr
(
(∂tht)h

−1
t · Fht

))
.

Dans ces conditions, nous avons une fonctionnelle de Donaldson modi�ée dont l'équa-
tion d'Euler-Lagrange est l'équation τ -Hermite-Einstein :

MD(h, k) = R2(h, k) + 2

∫
M

m∑
i=1

τiR1(hi, ki)dV

où hi, ki sont les métriques induites par h, k sur les sous-�brés Fi. En particulier,
pour un endomorphisme hermitien S ∈ L2

p(End(E)) de trace nulle,

d2

dt2
MD(h, hetS) = 2

∫
M

‖∂S‖2
hetSdV + 2

∫
M

∑
i

τi‖πF
h,i(S)‖2

hetSdV ≥ 0

si l'on a supposé que τi ≥ 0 pour tout i = 1, ...,m.
Le groupe de Jauge complexi�é c'est à dire l'espace des sections lisses des automor-
phismes GC = C∞(GL(F)) agit à droite sur A1,1(F , hF) par

∂g(A) = g−1 ◦ ∂A ◦ g (4.3)
∂g(A) = tg ◦ ∂A ◦ ( tg)

−1
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où A ∈ A1,1(F , hF), g ∈ GC et ∂A est la partie (1, 0) de la dérivée covariante
construite naturellement à partir de A. En particulier, l'action de GC est holomorphe
sur C(F) qui admet une structure complexe. A1,1(F , hF) hérite donc d'une structure
complexe pour laquelle Ω est une métrique Kähler.
Deux structures holomorphes sont isomorphes si et seulement si elles appartiennent
à la même orbite sous GC. Le groupe complexi�é GC est un groupe de Lie, dont
l'algèbre de Lie Lie(GC) s'identi�e à l'espace des sections de End(F) sur M et par
intégration au sens des distributions, l'espace dual Lie(GC)∗ à l'espace des (n, n)-
formes à coe�cients distributions de End(F). Notons aussi que le centre de GC peut
être vu comme l'espaces des zéro formes sur M.

4.2 Limite d'une suite de métriques équilibrées

Dans cette section, qui est indépendante des sections suivantes, nous étu-
dions la limite d'une suite de métriques équilibrées lorsqu'on suppose que cette
limite existe a priori. En particulier, nous la relions avec la solution de l'équation
d'Hermite-Einstein pour une �ltration holomorphe.

Dé�nition 4.2.1. Soit (M,ω) une variété complexe et soit F une �ltration holo-
morphe. Une métrique hermitienne h sur F est dite faiblement τ -Hermite-Einstein
si la courbure Fh de la connexion de Chern associée à h ∈Met(F) satisfait l'équation

√
−1ΛωFh +

∑
i

τiπ
F
h,i = λhIdF , (4.4)

où λh est une fonction à valeurs réelles.

Proposition 4.2.2. Supposons que (M,ω) est de plus compacte. Si h est faible-
ment τ -Hermite-Einstein alors il existe une fonction f ∈ C∞ (M,R) unique à une
constante près, telle que la nouvelle métrique ef ·h est τ -Hermite-Einstein avec pour
paramètre λ = 1

V

∫
M
λhdV dans l'équation (4.4).

Démonstration. En e�et, avec ce changement conforme, il vient
√
−1ΛωFef ·h =

√
−1ΛωFh +

√
−1Λω∂∂(f)Id

et
πF
ef ·h,i = πF

h,i

Maintenant, par la théorie des opérateurs elliptiques (Cf [L-T1, Cor 7.2.9]), l'on peut
trouver sur M compact une fonction f ∈ C∞(M,R) telle que

√
−1Λω∂∂(f) = λh −

1

V

∫
M

λhdV.
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Notation. A une suite de métriques équilibrées hk ∈Met(F⊗Lk) pour une �ltration
holomorphe F , nous associons la suite de métriques hk = hk ⊗ h−kL ∈ Met(F) que
nous quali�erons encore d'équilibrées.

Théorème 4. Supposons que la �ltration holomorphe F est équilibrée. Si la suite
des métriques équilibrées hk de F admet une limite h∞ en norme C2 quand k →∞,
alors la métrique h∞ est une métrique faiblement τ -Hermite-Einstein sur le �bré F
véri�ant

√
−1ΛFh∞ +

∑
i

τiπ
F
h,i =

(
µτ (F) +

1

2

(∫
M

c1 (M)ωn−1 − Scal(g)

))
IdF . (4.5)

et quitte à faire une renormalisation conforme, cette métrique est une métrique τ -
Hermite-Einstein.

Démonstration. En e�et, parce que hk est bornée en norme C0, nous avons un
développement asymptotique du noyau de Bergman de F :∥∥∥∥B̂F⊗Lk,hk⊗hk

L
− knIdr×r −

(
1

2
Scal(g)Idr×r +

√
−1ΛFhk

)
kn−1

∥∥∥∥
C0

= O(kn−2),

et de plus hk est équilibrée, donc B̂F⊗Lk,hk
+ εk

∑
i εiπ

F
hk,i

=
χ(F⊗Lk)+εk

P
j εjrj

rV
Id. On

obtient ainsi en rassemblant les termes d'ordre kn−1,∥∥∥∥∥ (µ (F) + 1
2

∫
M
c1 (M)ωn−1

)
IdF −

∑
i τiπ

F
hk,i

+

R
M tr

“P
i τiπ

F
hk,i

”
rV

Id

−
(

1
2
Scal(g)IdF +

√
−1ΛFhk

)
∥∥∥∥∥
C0

= O(1/k),

et donc par passage à la limite, que la métrique est faiblement τ -Hermite-Einstein.
On conclut avec la proposition précédente.

4.3 Construction de métriques �presque� équilibrées

Dans cette section, nous considérons qu'il existe une métrique faiblement τ -
Hermite-Einstein h∞ pour la �ltration irréductible F . Par ailleurs, nous noterons
dans toute la suite,

εk =
χ(F ⊗ Lk)

V r − V
∑

j εjrj
.

Nous allons voir que nous disposons, par perturbations singulières de la métrique fai-
blemment τ -Hermite-Einstein, d'une métrique presque équilibrée, comme le précise
la proposition suivante.
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Proposition 4.3.1. Soit une �ltration irréductible F telle qu'il existe h∞ une mé-
trique faiblement τ -Hermite-Einstein sur F véri�ant l'identité (4.5). Alors, il existe
une famille d'endomorphismes hermitiens (ηi)i∈N ∈ C∞(End(F)) telle que les mé-
triques dé�nies sur F pour q ≥ 1 par

〈., .〉hk,q
:=

〈(
Id+

q∑
i=1

1

ki
ηi

)
., .

〉
h∞

⊗ hLk ,

soient hermitiennes lisses pour k assez grand et il existe une constante Cq,α telle
que :

B̂F⊗Lk,hk,q
+ εk

∑
i

εiπ
F
hk,q ,i

=
χ(F ⊗ Lk) + εk

∑
i εiri

rV
Id+ σq(k), (4.6)

où ‖σq(k)‖Cα+2 ≤ Cq,αk
n−q−1. Les métriques hk,q seront dites dans ces conditions

�presque équilibrées�. Ici Cq,α est une constante ne dépendant que de q, α, h∞ et ω.

Démonstration. Tout d'abord, nous savons que sous ces hypothèses, F est simple.
Par le Théorème 4.0.6, nous disposons du développement asymptotique en puis-
sances de k :

B̂F⊗Lk,h∞⊗hLk
= knId+ a1(h∞)kn−1 + ...+ aq(h∞)kn−q + O(kn−q−1),

et les ai sont des polynômes des tenseurs de courbure de h∞ et hL et de ses dérivées,
et le terme d'erreur est uniformément borné en norme Cα pour 〈., .〉h∞⊗hk

L
dans une

famille bornée en norme Cα′ (où α′ dépend de α). Retenons à ce stade que nous
avons a1(h∞) =

√
−1ΛωFh∞ .

Ainsi, ai (h∞ (1 + η)) = ai(h∞) +
∑q

l=1 ai,l(η) + O(‖η‖q+1
Cs ) avec s su�samment

grand dépendant de α et de q. Pour tout (ηi)i∈N ∈ C∞(End(F)), nous pouvons
écrire

ai

(
h∞

(
1 +

q∑
j=1

ηjk
−j

))
= ai(h∞) +

q∑
l=1

bi,lk
−l + O(k−q−1),

où les bi,l sont des expressions multilinéaires en ηj et de leurs dérivées covariantes,
commençant par

bi,1 = ai,1 (η) .

Remarquons que si l'on pose ai = ai(h∞), l'on obtient

B̂F⊗Lk,hk,q
=

q∑
p=0

kn−pap +
r∑

i,l=1

bi,lk
n−i−l + O(kn−q−1),

= kn + a1k
n−1 + (a2 + b1,1) k

n−2

+kn−3 (a3 + b1,2 + b2,1) + ...+ O(kn−q−1), (4.7)



4.3 Construction de métriques �presque� équilibrées 43

et l'on choisit inductivement les ηj de manière à ce que les coe�cients apparaissant
devant kn−j (j < q) soient constants, c'est à dire que le membre de droite de (4.7)
est exactement (jusqu'à l'ordre kn−q−1)

χ(F ⊗ Lk) + εk
∑

i εiri
rV

Id− εk
∑
i

εiπ
F
hk,q ,i

Posons les développements asymptotiques (en la variable k) suivants :

χ(F ⊗ Lk) + εk
∑

i εiri
rV

Id = c0k
n + c1k

n−1 + ...

εk
1

k
= d1k

n−1 + d2k
n−2 + ...

Par le Lemme 6.1.2, il vient aussi le développement∑
j

τjπ
F
hk,q ,j

=
∑
j

τjπ
F
h∞,j +

1

k

(
ΠF ,τ
h∞

(η1)
)

+ ...

= e1 + k−1e2 + ...

où nous avons en fait substitué εk
∑

j εjπ
F
hk,q ,j

par εk
k

∑
j τjπ

F
hk,q ,j

. En particulier, nous
avons d1 = 1 puisque εk = χ(E⊗Lk)

V r−V
P

j εjrj
.

D'un autre côté, nous savons que si FH désigne la courbure de la métrique H, alors
FH(1+ε) = FH + ∂∂ε+O (||ε||2) , et donc

b1,1 =
√
−1Λ

(
∂∂η1

)
et de plus, quand k est su�samment grand,

e1 =
∑
j

τjπ
F
h∞,j

e2 =
∑
j

τjπ
F
h∞,j (η1) (Id− πFh∞,j)

Ainsi nous cherchons à résoudre pour obtenir η1 :

b1,1 + d1e2 = c2 − a2 − d2e1.

Cependant l'opérateur Q : u 7→
√
−1Λ∂∂u+d1Π

F ,τ
h (u) est elliptique d'ordre 2. Nous

pouvons appliquer le Lemme 6.2.2 en remarquant que
∫
M

tr(c2 − a2 − d2e1) = 0 et
que l'endomorphisme (c2 − a2 − d2e1) préserve la �ltration (il su�t de remarquer que
localement, nous pouvons construire une base (si) telle que le noyau de Bergman
préserve la �ltration). Nous obtenons ainsi une solution η1 qui est en fait auto-
adjointe puisque le terme c2 − a2 − d2e1 est lui-même auto-adjoint. Maintenant, si
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nous cherchons à construire une métrique presque équilibrée à l'ordre 3, nous sommes
conduits à résoudre :

b2,1 + d1e3 = c3 − a3 − b1,2 − d3e1 − d2e2.

Nous calculons itérativement les ηj en résolvant de manière similaire, à chaque étape
à un équation di�érentielle de la forme

√
−1Λ

(
∂∂ηj

)
+
∑
j

τjπ
F
h∞,jηj(Id− πFh∞,j) = cj − aj − Pj(η1,η2, ...,ηj−1)

où Pj est auto-adjoint,
∫
M
tr(Pj+aj−cj) = 0, (Pj+aj−cj) préserve la �ltration, et

Pj est totalement déterminé par les ηl calculés pour l < j aux étapes précédentes de
l'itération. Le fait que hk,q est hermitienne est assurée par le fait que les ai sont des
endomorphismes hermitiens, que le noyau de Bergman généralisé l'est aussi, ainsi
que l'opérateur Pj.

4.4 Applications moment naturelles

Dans [Do4], S.K Donaldson réécrit la condition d'équilibre pour une variété sous
la forme d'annulations d'applications moments associées à des groupes de symé-
trie appropriés. Il s'agit du groupe unitaire (de dimension �nie) et du groupe des
symplectomorphismes (de dimension in�nie) de la variété. C'est cette méthode qui
lui permet de �mesurer� la distance entre une métrique équilibrée et une métrique
presque équilibrée. Nous adaptons cette démarche, sauf que dans notre cas, nous
travaillerons avec le groupe unitaire et le groupe de Jauge du �bré.

Nous savons que l'espace C∞(M,F) des sections lisses de F a une forme sym-
plectique naturelle Ω[0] associée à la métrique hermitienne hF sur F :

Ω[0](s1, s2) = 2Im

(∫
M

〈s1, s2〉hFdV
)
.

Il n'est pas di�cile de véri�er que Ω[0](g · s, s) = d < µC∞(M,F)(s), g > où g ∈ GC

avec
µC∞(M,F)(s) =

√
−1s〈., s〉hF

ωn

n!
∈ Ω2n(M,End(F)) ' Lie(GC)∗.

que nous pouvons considérer à valeurs dans Lie(GC) puisque nous disposons de
l'accouplement

Ω0(M,End(F))⊗ Ω2n(M,End(F)) → C

ξ ⊗ ζ →
∫
M

tr(ξ ∧ ζ)

Ainsi, µC∞(M,F)(s) est une application moment associée à l'action du groupe de
Jauge G sur C∞(M,F).



4.4 Applications moment naturelles 45

Par ailleurs, pour une �ltration holomorphe F , nous pouvons considérer une
famille θi : Fi → F de sections lisses du �bré en Grasmanienne que nous noterons
Gr(ri,F) dont les �bres en p ∈ M sont les ri plans de F|p. Une telle section θi
donne naturellement une projection hF -orthogonale sur l'orthogonal (vis à vis de la
métrique hF) de son noyau, c'est à dire la projection πF

hF ,i
.

La métrique hF sur la �bre Fp induit une forme Kähler ωGrhF surGr(ri,F|p). A par-
tir de l'évaluation evi : C∞(M,Gr(ri,F))×M → Gr(ri, r) où evi(θ, p) = θ(p) et de
la projection sur le premier facteur p1 : C∞(M,Gr(ri,F))×M → C∞(M,Gr(ri,F)),
nous obtenons une forme symplectique Ω(i) = (p1)∗

(
ev∗i (ω

Gr
hF

) ∧ dV
)
.

L'action du groupe de Jauge sur C∞(M,Gr(ri,F)) respectivement à Ω(i) est
alors donnée par

µC∞(M,Gr(ri,F))(θi) =
√
−1πF

hF ,i

ωn

n!
∈ Lie(GC)∗.

Nous savons qu'il existe un entier k su�samment grand pour que l'on dispose
pour le �bré F sur la variété KählerM polarisée par le �bré (L, hL) d'un plongement
ik de M dans la Grassmannienne Gr(N, r) par les sections holomorphes de F ⊗Lk.
Cependant l'action de G sur C∞(M,F ⊗Lk) ne préserve pas l'ensemble des sections
holomorphes pour une connexion A ∈ A1,1(F ⊗ Lk, hF ⊗ hkL) prédé�nie. Remar-
quons également, qu'en général, la dimension de l'espace des sections holomorphes
de F ⊗ Lk dépend du choix de la connexion A.
A�n de considérer des sections holomorphes globales et leurs variations selon le
groupe de Jauge, nous sommes donc contraints de modi�er en même temps la
connexion considérée. Or pour toute connexion A et pour k assez grand, il existe un
ouvert de l'orbite complexe de A dans GC tel que pour toute connexion de cet ouvert,
dim(H i(M,F ⊗ Lk)) = 0 (par semi-continuité [V, Section 9.3] ou [Ha, Thm. 12.8])
et dim(H0(M,F ⊗ Lk)) soit constant (par le théorème de l'indice d'Atiyah-Singer
ou voir [Ha, Thm. 9.9]). Finalement pour un tel k, il convient d'introduire la variété
de dimension in�nie que nous présentons maintenant :

Dé�nition 4.4.1. Soit F une �ltration holomorphe de longueur m + 1, et Q0 le
sous-ensemble de

C∞(M,F ⊗ Lk)N ×A1,1(F , hF)×
∏
i

C∞(M,Gr(ri,F))

constitué des (N +m+ 1)-uplets de la forme{
s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm

}
tels que les sections (si)i=1..N sont linéairement indépendantes, et

∂Asi = 0 ∀i = 1, .., n (4.8)
∂[A]θj = 0 ∀j = 1, ..,m (4.9)
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où ∂A représente la partie (0, 1) de la dérivée covariante construite naturellement à
partir de la connexion unitaire A et de la connexion de Chern sur L sur l'espace
C∞(M,F ⊗Lk) et ∂[A] représente la partie (0, 1) de la dérivée covariante construite
naturellement à partir de A sur C∞(M,Gr(ri,F)).

Dans ces conditions, l'action diagonale de G préserve Q0. Remarquons aussi que
le groupe unitaire U(N) agit naturellement sur Q0 par

(uij) ∗ {s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm} =

{
N∑
j=1

u1jsj, ...,
N∑
j=1

uNjsj, A, θ1, ..., θm

}
et l'application moment pour cette action est donnée par :

µU(N)(s1, ..., sN , A) = 〈si, sj〉L2(ω)

où 〈., .〉L2(ω) = Hilbω(h) est la métrique L2 induite par h = hF ⊗ hLk .

Soit π0 : Q0 → C∞(M,F ⊗Lk)N ×
∏

iC
∞(M,Gr(ri,F)) la projection naturelle.

π0 est en fait une immersion. En e�et, avec (4.8) nous avons 0 = ∂A (εsi)+ε∂A (si) =
ε∂A (si) (et de même ε∂A (θi) = 0) pour une petite variation de

(
si, ∂A, θ1, ..., θm

)
et

comme ik est un plongement, nous obtenons que ε∂A = 0 et dπ0 est injective, ce qui
permet de conclure.

Nous considérons la forme symplectique standard Ω[k] sur C∞(M,F ⊗ Lk). En
prenant la somme de Ω[k] sur N copies des espaces C∞(M,F ⊗ Lk) et en considé-
rant la forme symplectique Ω(i) sur chaque C∞(M,Gr(ri,F)) avec poids εkεi, nous
obtenons une forme symplectique que nous pouvons relever en utilisant l'immersion
injective π0. Nous noterons ΩQ0 la forme symplectique ainsi obtenue sur Q0. L'action
de G sur Q0 admet alors une application moment associée à ΩQ0 :

µG(s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm) =
N∑
i=1

si 〈., si〉+ εk

m∑
i=1

εiπ
F
h,i.

En fait, Q0 admet une structure Kähler puisque nous avons déjà vu que A1,1(F , hF)
admet une structure complexe. Comme nous l'avons déjà rappelé, le noyau de Berg-
man généralisé B̂F⊗Lk dé�nit un endomorphisme de �bré qui ne dépend que de la
structure holomorphe hermitienne de F ⊗ Lk et de la forme Kähler que l'on s'est
donnée surM. Par ailleurs, les actions de G et U(N) commutent et les deux groupes
ont un centre de dimension 1, donné par les fonctions constantes et les multiples de
l'identité respectivement, ce qui conduit à se restreindre à SU(N) en considérant
une autre application moment naturelle à valeurs dans

√
−1su(N),

µSU(N)(s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm)=

(
〈si, sj〉L2(ω) −

1

N

(∑
i

||si||2L2(ω)

)
δij

)
.
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4.5 Orbites complexes et double quotient symplec-

tique

L'application moment pour l'action du produit G × SU (N) sur Q0 sera donc la
somme directe µG⊕µSU(N) des applications moments respectives. Pour une certaine
valeur de λ, nous serons amenés à considérer le quotient symplectique

Q0// (G × SU (N)) :=
µ−1
G (λId) ∩ µ−1

SU(N) (0)

G × SU (N)
.

Ceci doit être compris comme le quotient symplectique dans un premier temps de
Q0 par G, via

Q0//G := µ−1
G (λId) /G

qui admet comme on l'a vu précédemment une structure symplectique naturelle.
Dans un deuxième temps, on fait le quotient symplectique de Q0//G par SU (N),
puisque SU (N) agit naturellement surQ0//G. Remarquons en�n à ce niveau comme
le fait S.K. Donaldson que toute GC-orbite dansQ0 contient un point dans µ−1

G (λId),
(resp. µ−1

SU(N)(0)) est unique à action de G (resp. SU (N)) près. Cela provient du fait
général que pour une application moment l'on dispose de l'unicité des zéros (et plus
généralement pour tous les éléments dans le centre de l'algèbre de Lie du groupe
qui agit), quand ils existent, à l'intérieur d'une orbite complexe. L'orbite complexe
donnée par l'action de G×SU (N) est ainsi représentée par un point dans le quotient
symplectique. Notre situation est résumée par la proposition suivante :

Proposition 4.5.1. A une �ltration F , nous savons que nous pouvons faire cor-
respondre un point de Q0. Dans ces conditions, il existe une métrique k-équilibrée
au sens de la Dé�nition 3.3.2 pour F si et seulement si l'orbite complexe dans Q0

donnée par l'action de GC × SL (N), contient un point dans µ−1
G (λId) ∩ µ−1

SU(N)(0)
pour tout λ > 0. Ceci revient à dire que l'orbite complexi�ée est représentée par un
point dans le quotient symplectique Q0// (G × SU (N)).

Démonstration. En e�et, un point z0 = {s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm} ∈ Q0 appartient à
µ−1
G (λId) si et seulement si∑

i

si〈., si〉h + εk
∑
i

εiπ
F
h,i = CkId ∈ Ω0(M,End(F ⊗ Lk)) (4.10)

et z0 appartient à µ−1
SU(N)(0) si et seulement s'il existe une constante c telle que les

sections normalisées csi forment une base L2-orthonormale et l'on peut modi�er la
métrique h dans (4.10) par le facteur c. Ceci impose alors, en prenant la trace dans
(4.10), que Ck = 1

rV

(
χ(F ⊗ Lk) + εk

∑
j εjrj

)
. Il est alors clair que l'on obtient

exactement la condition d'équilibre énoncée dans le Lemme 3.3.5.
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Considérons l'action · de SU(N) sur le quotient symplectique

Z := Q0//G.

Or Z admet comme on l'a vu, une structure Kähler (d'orbifold si le groupe des
stabilisateurs est �ni en tout point). En chaque point z ∈ Z, l'action in�nitésimale
de su(N), fournit une application

νZ,SU(N)
z : su(N) → TZz.

Soit l'opérateur sur su(N),

qSU(N)
z =

(
νZ,SU(N)
z

)∗
νZ,SU(N)
z

où
(
ν
Z,SU(N)
z

)∗
est l'adjoint de νZ,SU(N)

z formé en utilisant la métrique invariante
sur su(N) et la métrique sur TZz. Supposons que les stabilisateurs d'un point de
Z sous l'action de SU(N) soient discrets ; alors νZ,SU(N)

z est injective et q
SU(N)
z est

inversible.

Notation. Soit Q une matrice hermitienne. La norme d'Hilbert-Schmidt et la norme
d'opérateur pour Q sont données par :

||Q||2 =
∑
i,j

|Qij|2,

|||Q||| = sup
||v||≤1

|Qv|
|v|

,

et nous noterons |||Q|||2L2(ω′) la norme L2 d'opérateur induite par ω′ et la métrique
sur F pour un endomorphisme Q ∈ C∞(M,End(F)).

Dé�nition 4.5.2. Soit Λz la norme de Hilbert-Schmidt de
(
q
SU(N)
z

)−1

vis à vis de

la métrique euclidienne invariante sur su(N).

Soit Λz la norme d'opérateur de
(
q
SU(N)
z

)−1

: su(N) → su(N).

L'inégalité Λz ≤ λ est donc en particulier induite par le fait que pour tout
A ∈

√
−1su(N) l'on ait |A|2 ≤ λ

∣∣∣νZ,SU(N)
z (

√
−1A)

∣∣∣2
TZ

.

L'objectif des deux prochaines sections est le Théorème 6 d'approximation d'une
métrique solution d'une équation de type τ -Hermite-Einstein.

Quelle sera notre stratégie ?
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Une �ltration holomorphe τ -Hermite-Einstein et irréductible est en particulier
Gieseker R-stable où nous avons posé Ri = τik

n−1. Nous cherchons à construire
maintenant pour une telle �ltration une suite de métriques k-équilibrées qui converge
vers la métrique (faiblement) τ -Hermite-Einstein qui véri�e l'équation (4.5). A une
�ltration holomorphe F k-équilibrée, l'on sait que lui correspond un �point� d'un
certain espace à paramètres dans une orbite complexi�ée (i.e sous l'action de GC ×
SL (N)) qui est un zéro de l'application moment µG⊕µSU(N) dé�nie précédemment.
Finalement nous sommes ramenés à trouver ce point.

� Or, d'un autre côté, nous disposons par le Théorème 4.0.6, d'un point dans
le quotient symplectique par G, c'est à dire d'un zéro de µG, puisque par
hypothèse nous savons qu'il existe a priori une métrique faiblement τ -Hermite-
Einstein : la construction d'une métrique presque équilibrée hk,q nous fournira
naturellement un point dans Z via la Proposition 4.7.2 auquel correspondra
une métrique que nous noterons h̃q.

� D'un autre côté, nous basculons dans un problème de dimension �nie en en
cherchant un zéro (unique à action de SU(N) près) de µSU(N) dans une SL(N)-
orbite via la méthode de type �ot de gradient que nous avons décrite dans la
Section 1.2.2. Nous sommes donc conduits à étudier le �ot de gradient de
l'application ||µSU(N)||2 sur Z, c'est à dire à obtenir en �n de compte une
estimée de Λz en vue d'appliquer la Proposition 1.2.10.

Ainsi, en rassemblant nos résultats, nous obtiendrons une métrique k-équilibrée et
également par construction, la convergence de cette suite de métriques (lorsque
k →∞) vers la métrique faiblement τ -Hermite-Einstein.

Nous cherchons maintenant à évaluer la quantité Λz a�n de pouvoir appliquer
la Proposition 1.2.10. Dans notre cas particulier d'un double quotient symplectique
par l'action du groupe de Jauge et de SU(N), nous pourrons utiliser le lemme 1.2.11
que nous avons reformulé par souci de clarté :

Lemme 4.5.3. Soient les actions in�nitésimales naturelles ν̂Q0,SU(N)bz : su(N) →
TbzQ0 et ν̂Q0,Gbz : Lie(GC) → TbzQ0 induites par SU(N) et GC sur Q0 et soit z ∈ Z
représenté par ẑ ∈ Q0. Alors pour tout ξ ∈ su(N),〈

qSU(N)
z (ξ), ξ

〉
=
∣∣∣π (ν̂Q0,SU(N)bz (ξ)

)∣∣∣2 ,
avec π : TbzQ0 → TbzQ0 projection orthogonale sur Im

(
ν̂Q0,Gbz

)⊥
. En particulier,

Λz =

 min
ξ∈su(N)

∣∣∣π (ν̂Q0,SU(N)bz (ξ)
)∣∣∣

|ξ|

−2

.

La section suivante a pour but de donner une borne inférieure explicite de la
quantité Λ−1

z .
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4.6 Formules explicites et estimées analytiques

Nous supposerons dans toute cette section que nous disposons d'un point dans
z ∈ Z, c'est à dire d'un zéro de l'application moment µG.

Nous regardons maintenant une seule SL (N)-orbite complexe pour le point z.
Notons ∂ = ∂A et �xons un représentant ((si)i=1..N ,∇A, θ1, ..., θm) ∈ Q0 de z pour
lequel nous avons par dé�nition :

N∑
i=1

si〈., si〉+ εk

m∑
i=1

εiπ
F
h,i = CstkIdF . (4.11)

pour une certaine métrique 〈., .〉 = h̃ ∈Met(F ⊗ Lk).

Nous cherchons dans un premier temps à appliquer le Lemme 4.5.3 à une varia-
tion in�nitésimale du point z ∈ Z. Soit la matrice

A = (aij)ij ∈
√
−1su(N)

et la base induite par l'action in�nitésimale de A :

σi =
∑
j

aijsj.

Cherchons la projection de

σ := (σ1, ..., σN , 0, ..., 0)

dans l'espace C∞(M,F ⊗ Lk)N ×
∏

iC
∞(M, θ∗i TGr(ri,F)) sur le complément or-

thogonal du sous-espace :

P =

{ (
gs1, ..., gsN , (Id− πFeh,1)gπFeh,1, ..., (Id− πFeh,m)gπFeh,m

)
,

g ∈ Lie(GC)

}
= Im(ν̂Q0,G

σ ),

qui est l'image de l'action in�nitésimale de GC au point ((si)i=1..N ,∇A, θ1, ..., θm)
puisque θ∗i TGr(ri,F) ' Hom(Im(θi), Im(θi)

⊥eh).

Notation. Notons

B : X 7→ εk
Cstk

m∑
j=1

εjπ
Feh,jXπFeh,j

l'opérateur auto-adjoint sur End(F ⊗ Lk). Si la condition

εk
Cstk

m∑
j=1

εj < 1, (4.12)

nous pourrons considérer l'opérateur (Id−B)−1 = Id+ B + B2 + ...
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Proposition 4.6.1. Avec les notations précédentes, supposons que l'on ait pour
(4.11) que Cstk = O(kn). Soit

BA = (Id−B)−1

(
1

Cstk

∑
i,j

ajisi〈., sj〉

)
∈ Ω0(M,End(F ⊗ Lk))

=
1

Cstk

∑
i,j

ajisi〈., sj〉+
εk

(Cstk)2

∑
l

εlπ
Feh,l(
∑
i,j

ajisi〈., sj〉)πFeh,l + ...

l'endomorphisme hermitien de End(F ⊗ Lk) induit par la matrice A. Alors la pro-
jection orthogonale à P de σ est :

p =
(
BAs1, ..., BAsN , (Id− πFeh,1)BAπ

Feh,1, ..., (Id− πFeh,m)BAπ
Feh,m
)
∈ P .

Démonstration. Il s'agit de voir qu'en fait pour tout g :∑
i

〈
BAsi − σi, gsi

〉
+ εk

∑
i

〈
εi(Id− πFeh,i)BAπ

Feh,i, (Id− πFeh,i)gπFeh,i〉 = 0.

ce qui revient à voir que∑
i

BAsi ⊗ s∗i − σi ⊗ s∗i + εk
∑
i

εi(Id− πFeh,i)BAπ
Feh,i = 0

c'est à dire
(Id−B)BA =

1

Cstk

∑
i

σi ⊗ s∗i

puisque l'on considère un point de µ−1
G (Cst× Id) et qu'ainsi nous avons une mé-

trique déterminée canoniquement via (4.11). Le fait que

εiεk =
τik

n−1

kn
χ(F ⊗ Lk)

V r − V
∑

j
τjkn−1

kn

= O(kn−1),

permet de conclure vue que la condition (4.12) est véri�ée.

Introduisons
ψi := σi −BAsi 1 ≤ i ≤ N,
ψN+i := (πFeh,i − Id)BAπ

Feh,i 0 ≤ i ≤ m,

ainsi que le vecteur

ψ = (ψ1, ..., ψN+m) ∈ C∞(M,F ⊗ Lk)N ×
∏
i

C∞(M, θ∗i TGr(ri,F)).

Notation. Dans la suite, nous poserons
∥∥ψ∥∥2

L2(ω)
:=
∑

i ||ψi||2L2(ω) =
∑

i

∫
M
|ψi|2 ω

n

n!
.
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Nous pouvons ainsi réécrire les quantités Λz,Λz comme :

Λ−1
z = min

iA∈su(N),||A||=1

∑
i

‖ψi‖2
L2(ω) = min

iA∈su(N),||A||=1

∥∥ψ∥∥2

L2(ω)
, (4.13)

Λ−1
z = min

iA∈su(N),|||A|||=1

∑
i

||ψi||2L2(ω) = min
iA∈su(N),|||A|||=1

∥∥ψ∥∥2

L2(ω)
. (4.14)

Introduisons maintenant une convention utile dans toute la partie technique de
notre exposé.

Dé�nition 4.6.2. Soit hF une métrique hermitienne �xée de référence sur F et un
entier α > 2. A l'entier k, on associe la métrique

h̃F = hF ⊗ hkL

sur F⊗Lk. Nous dirons que pour R > 0, une autre métrique hermitienne h̃1 = h1⊗hkL
sur F ⊗ Lk construite de manière similaire est à géométrie R-bornée si l'on a les
deux conditions suivantes :

h̃1 >
1

R
h̃F ,∥∥∥h̃1 − h̃F

∥∥∥
Cα

< R,

où ‖.‖Cα désigne la norme standard Cα déterminée par la métrique de référence h̃F .

Ces conditions peuvent aussi se réécrire sous la forme

h1 >
1

R
hF , ‖h1 − hF‖Cα(h1) < kα/2R.

Clairement, quitte à modi�er R, cette dé�nition est indépendante du choix de la
métrique hF .

Dé�nition 4.6.3. Soit la donnée d'un point (s0, ..., sN , A, θ1, ..., θm) ∈ Q0 et R un
réel strictement positif. Nous dirons que la base (si)i=1..N est à R-géométrie bornée
si la métrique hermitienne lisse h̃ qui véri�e la condition (4.11) est à géométrie
R-bornée.

Avec toujours l'hypothèse essentielle d'avoir pour notre �ltration considérée F
un point {s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm} ∈ µ−1

G (Cst× Id), nous imposons de plus la dé-
composition suivante vis à vis de la métrique véri�ant (4.11) :

〈si, sj〉L2(ω) :=

∫
M

〈si, sj〉
ωn

n!
= δij + ηij, (4.15)

où η = (ηij) est une matrice hermitienne N ×N de trace nulle. Remarquons égale-
ment que η ≡ 0 si et seulement si F est équilibrée.
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En �xant la connexion A ∈ A1,1(F , hF), nous avons un opérateur naturel associé
∂ = ∂A sur F ⊗ Lk.

Nous aurons besoin également des faits bien connus suivants :

|||R||| ≤ ||R|| ≤
√
N |||R||| , (4.16)

|tr(SRS)| ≤ ‖S‖2 |||R||| , (4.17)
|tr(RS)| ≤

√
N ‖S‖ |||R||| , (4.18)

(pour S,R matrices hermitiennes N ×N).

Proposition 4.6.4. Nous avons
∑

i ||∂ψi||2L2(ω) =
∣∣∣∣∣∣∂BA

∣∣∣∣∣∣2
L2(ω)

.

Démonstration. En fait, point par point, nous avons∑
i

|∂ψi|2 =
∑
i

∣∣∂(BAsi)
∣∣2 +

∑
i

εkεi

∣∣∣∂ ((Id− πFeh,i)BAπ
Feh,i
)∣∣∣2 ,

=
∑
i

∣∣∂(BA)si
∣∣2 +

∑
i

εkεi

∣∣∣(Id− πFeh,i)∂(BA)πFeh,i
∣∣∣2 , (4.19)

puisque les si et θi sont holomorphes. Le membre de droite de (4.19) est, par dé�-
nition de la métrique que nous avons �xée, la norme d'opérateur |||BA|||2 au point
considéré p de M : quitte à considérer les sections s′i =

∑
j uijsj où U = (uij)ij est

unitaire et BA′ = B tUAU, nous voyons que nous pouvons exiger que les (si)i=1,..,r

forment une base orthonormée locale en p et que si(p) = 0 pour i ≥ r + 1. En
intégrant sur la variété, le résultat est clair.

Lemme 4.6.5. Sous les hypothèses précédentes, il existe C ′(j0), C
′′(j0) constantes

indépendantes telles que pour tout entier j ≤ j0,∑
i

∣∣∇jsi(z)
∣∣2 ≤ C ′kj+n en chaque point z de M,∥∥∇jBA

∥∥2

L2(ω)
≤ C ′′kj||A||2.

Démonstration. Tout d'abord, il est connu que pour une section holomorphe f , point
par point, nous avons l'inégalité de Poincaré suivante :∣∣∇jf(x)

∣∣2
h
≤ C

∫
B(x)

|f |2h
ωn

n!
,

et pour h̃, ∣∣∇jf(x)
∣∣2eh ≤ Ckj

∫
B(x)

|f |2eh ω
n

n!
≤ Ckj

∫
M

|f |2eh ω
n

n!
,
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où B(x) est une boule géodésique centrée en x ∈M et C ne dépend que de R et ω.
En sommant pour tout i et en utilisant le fait que∑

i

|si(x)|2 ≤ tr

(∑
i

si(x)〈., si(x)〉

)
+ tr(εk

∑
j

εjπ
Feh,j)

≤ rCstk,

on obtient l'inégalité puisque Cstk = O(kn).
Par ailleurs, BA n'étant pas holomorphe, nous regardonsM ′ = M×M (voir [Do4, p.
507]) oùM est équipé avec la structure complexe opposée et p1, p2 les projections sur
le premier et second facteur. A la connexion et la métrique sur L→M correspondent
une connexion et une métrique sur L→M équipé de la structure complexe opposée.
Soit F ′ →M ′ dé�ni par p∗1

(
F ⊗ L

k
)∨
⊗p∗2

(
F ⊗ Lk

)
. Alors, si s∨ désigne une section

holomorphe de
(
F ⊗ L

k
)∨

(via l'isomorphisme C∞ de �bré dé�ni par la métrique),
notons

B̃A = (Id−B−1)

(
1

Cstk

∑
i,j

ajisi ⊗ s∨j

)
qui est une section holomorphe de F ′. Ainsi, si l'on pose ΣA =

∑
i,j ajisi〈., sj〉, l'on

remarque par Cauchy-Schwarz que

〈ΣA,B
p(ΣA)〉 ≤ ‖ΣA‖‖Bp(ΣA)‖ ≤

(
εk
∑

i εi
Cstk

)p
‖ΣA‖2.

Dès lors,∥∥∥B̃A

∥∥∥2

L2(ω)
= 〈ΣA + B(ΣA) + B2(ΣA) + ...,ΣA + B(ΣA) + B2(ΣA) + ...〉L2(ω)

= 〈ΣA,ΣA〉L2(ω)(1 +O(1/k))

= (1 +O(1/k))
1

(Cstk)2

∫
M

∑
i,j,k,l

aijakl〈si, sj〉〈sk, sl〉
ωn

n!

=
(1 +O(1/k))

(Cstk)2
tr
(
A (Id+ η)

(
Id+ tη

)
tA
)

Or, nous savons que Cstk = O(kn). Puisque nous avons choisi une base à géométrie
R-bornée, nous obtenons ainsi par l'inégalité (4.17),∥∥∥B̃A

∥∥∥
L2(ω)

≤ Ck−n||A||.

Il faut remarquer à ce niveau que BA est juste la restriction de B̃A sur la diagonale de
M ′. Il su�t maintenant d'appliquer l'inégalité pour une section holomorphe comme
dans la première partie de la preuve, a�n d'obtenir∥∥∥∇jB̃A

∥∥∥2

L2(ω)
≤ C ′′2kj||A||2,
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et la conclusion vient alors immédiatement.

Proposition 4.6.6. Avec les hypothèses précédentes, si la base de sections holo-
morphes (si)i=1,..,N ∈ H0(M,F ⊗ Lk) est à géométrie R-bornée, alors il existe une
constante C1 ne dépendant que de R et de la métrique de référence hF telle que pour
k assez grand, les inégalités suivantes soient vraies :∑

i

||∂ψi||2L2(ω) ≤
∣∣∣∣∣∣∂BA

∣∣∣∣∣∣2
L2(ω)

≤ kC1

∥∥ψ∥∥
L2(ω)

||A||. (4.20)

Si |||η||| < 1
10
, alors

||A||2 ≤ 10

9

(
|||BA|||2L2(ω) +

∥∥ψ∥∥2

L2(ω)

)
.

Démonstration. Puisque nous avons∣∣∣∣∣∣∂BA

∣∣∣∣∣∣2
L2(ω)

≤
√∑

i

||∆BAsi||2L2(ω)

∑
i

||BAsi||2L2(ω)

+ε2k

√∑
j

ε2
j

∥∥∆ (BAπF
h,j

)∥∥2

L2(ω)

∑
j

∥∥∥BAπFeh,j
∥∥∥2

L2(ω)
, (4.21)

et que d'un autre côté,

‖∆ (BAsi)‖L2(ω) ≤
∥∥∇2(BA)

∥∥
L2(ω)

+ ‖2∇BA · ∇si‖L2(ω) ,∥∥∥∆(BAπ
Feh,j)
∥∥∥
L2(ω)

≤
∥∥∇2(BA)

∥∥
L2(ω)

+
∥∥∥2∇BA · ∇πFeh,j

∥∥∥
L2(ω)

l'on conclut en utilisant le dernier lemme (2ème inégalité) en ce qui concerne la
première assertion.
Pour prouver la deuxième inégalité, on utilise le fait que l'on a une décomposition
orthogonale de C∞(M,F ⊗ Lk)N ×

∏
iC

∞(M, θ∗i TGr(ri,F)) :

σ = ψ + p,

avec p ∈ P , ψ ∈ P⊥. Mais

‖σ‖2
L2(ω) =

∑
i,j

|aij|2 +
∑
i,j,l

aijηjlali

= ‖A‖2 + tr(AηA)

et comme |||η||| < 1
10

, nous avons par (4.17),

||A||2 < 10

9
||σ||2L2(ω) ,
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et par conséquent,

9

10
||A||2 ≤

∥∥ψ∥∥2

L2(ω)
+
∥∥p∥∥2

L2(ω)
≤
∥∥ψ∥∥2

L2(ω)
+ |||BA|||2L2(ω) .

Proposition 4.6.7. Supposons que la �ltration holomorphe F soit simple et que
A ∈

√
−1su(N). Si la base (si)i=1..N de H0(M,F ⊗ Lk) est à géométrie R-bornée,

alors il existe des constantes C2, C3 ne dépendant que de R et de la métrique de
référence hF sur F telles que pour k assez grand, l'inégalité suivante soit vraie :

|||BA|||2L2(ω) ≤ C2

∥∥∂BA

∥∥2

L2(ω)
+ C3

(
|||η|||+ 1

k

)2

‖A‖2 .

Démonstration. Le fait que F est simple implique que pour toute constante γ > 1, il
existe une constante c(hF , γ) telle que si h ∈Met(F) est une métrique pour laquelle
on ait l'inégalité,

γhF > h >
1

γ
hF

alors pour tout $ ∈ End(F) tel que $(Fi) ⊂ Fi,

||$||2L2(ω) ≤ c
∥∥∂$∥∥2

L2(ω)
+

1

rV
|
∫
M

tr($)dV |2,

qui est juste l'inégalité de Poincaré vis à vis de la métrique ω (voir aussi [Do4, Lemme
25]) dont le volume est V . Maintenant puisque BA est hermitien, nous pouvons
décomposer BA sous la forme

BA = TBA
+ DBA

+ T∗
BA

où TBA
est triangulaire supérieure et DBA

est diagonale. Si l'on note, Π(BA) =
TBA

+ 1
2
DBA

alors Π(BA) est un endomorphisme de F tel que Π(BA)(Fi) ⊂ Fi.
Ainsi, en considérant la métrique renormalisée, nous obtenons

||Π(BA)||2L2(ω) ≤ C2

∥∥∂Π(BA)
∥∥2

L2(ω)
+

1

rV

(∫
M

1

2
tr(BA)

ωn

n!

)2

.

Cependant le fait que BA est hermitien assure également que

||Π(BA)||2L2(ω) =
1

2
||BA||2L2(ω)

et
∥∥∂Π(BA)

∥∥2

L2(ω)
= 1

2

∥∥∂BA

∥∥2

L2(ω)
. Ainsi, il vient

|||BA|||2L2(ω) ≤ ||BA||2L2(ω) ≤ C2

∥∥∂BA

∥∥2

L2(ω)
+

1

rV

(∫
M

tr(BA)
ωn

n!

)2

.
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Maintenant, l'on remarque par (4.18) que pour k su�samment grand, puisque A est
de trace nulle et que

R
M tr(

P
i si〈.,si〉)dV
Cstk

= O(1), il existe c telle que∫
M

tr(BA)
ωn

n!
≤
∑

i,j aijηij

Cstk
+

∞∑
p=1

1

kp

(
εk
Cstk

)p m∑
l=1

cτ pl rl‖A‖
p ≤ C3

(
|||η|||+ 1

k

)
‖A‖

pour C3 ≥ 1 su�samment grand et on obtient la majoration souhaitée.

Voici l'objet principal de cette section :

Théorème 5. Soit F une �ltration holomorphe simple. Pour tout R > 0, il existe
des constantes C := C(R, hF , hL) et ε(R, hF , hL) < 1

10
telles que si, pour tout k,

la base (si)i=1...N ∈ H0(M,F ⊗ Lk) véri�ant (4.15) est à R-géométrie bornée avec
|||η||| < ε et Cstk = O(kn), alors pour toute matrice A = (aij)ij ∈

√
−1su(N), nous

avons
‖A‖ ≤ Ck

∥∥ψ∥∥
L2(ω)

,

où ψ ∈ P⊥ est la projection orthogonale à P de σ. Pour le point correspondant
z ∈ Z, nous avons

Λz ≤ C2k2,

Λz ≤ C2k2.

Démonstration. Les dernières propositions donnent directement les inégalités sui-
vantes :

‖A‖2 ≤ 10

9

(
|||BA|||2L2(ω) +

∥∥ψ∥∥2

L2(ω)

)
,

≤ 10

9

(
C2

∥∥∂BA

∥∥2

L2(ω)
+ C3

(
|||η|||+ 1

k

)2

‖A‖2 +
∥∥ψ∥∥2

L2(ω)

)
,

≤ 10

9
C ′

(
k
∥∥ψ∥∥

L2(ω)
||A||+

(
|||η|||+ 1

k

)2

‖A‖2 +
∥∥ψ∥∥2

L2(ω)

)
.

En imposant |||η||| < ε et k su�samment grand, l'on choisit ε tel que C ′ (ε+ 1
k

)2
<

1
2
. Dès lors, il existe une constante C indépendante de k telle que :

‖A‖2 ≤ C
(
k
∥∥ψ∥∥

L2(ω)
||A||+

∥∥ψ∥∥2

L2(ω)

)
.

Si k
∥∥ψ∥∥

L2(ω)
||A|| ≤

∥∥ψ∥∥2

L2(ω)
alors le résultat est clair car k ≥ 1. Sinon, après

simpli�cation, on obtient exactement l'inégalité voulue.
La deuxième partie du théorème est une conséquence de l'égalité (4.13) et de ce que
|||A||| ≤ ||A||.
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Remarque 4.1. Il est clair que l'estimée (4.20) peut être remplacée en utilisant
l'inégalité de Hölder dans (4.21) par l'inégalité∣∣∣∣∣∣∂BA

∣∣∣∣∣∣2
L2(ω)

≤ kCl
∥∥ψ∥∥2− 1

l

L2(ω)
||A||

1
l .

pour tout entier l su�samment grand. Ceci permet d'obtenir

Λz = O(k1+δ)

pour δ arbitrairement petit.

Conjecture. Sous les mêmes hypothèses que le Théorème 5,

Λz ≤ C2k.

Λz ≤ C2k2.

4.7 Théorème d'approximation

Dans cette partie nous allons donner la �n de la preuve du Théorème d'approxi-
mation (Théorème 6) en utilisant les estimées analytiques de la section précédente.
Nous commençons par prouver que nous pouvons nous ramener à un point z ∈ Z à
partir des métriques presque équilibrées. Pour cela nous aurons besoin du résultat
technique suivant.

Soit F une �ltration holomorphe de longueur m+ 1 sur M et τ un m-uplet de
réels. Soit

q = (s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm) ∈ Q0

et h̃ une métrique hermitienne lisse sur F⊗Lk. Considérons l'application sur l'espace
de Sobolev End(F)l,α des endomorphismes hermitiens de classe C l,α de F sur la
variété compacte M :

Bq,eh,ρ : η 7→

(∑
i

si〈., si〉eh
)
η + ρ

∑
j

τj
k
πFeh(η.,),j

où ρ ∈ R.

Lemme 4.7.1. Sous ces hypothèses, si l'on a de plus,
• tr(

∑
i si〈., si〉eh) = ckn +O(kn−1),

• 0 ≤ ρ0 ≤ εk = χ(F⊗Lk)
V r−V

P
j εjrj

,

• k ≥ k0 où k0 ne dépend que du choix des données (τi, ri)i=1,..,m et c,
• Γ est un endormorphisme h̃-hermitien lisse tel que tr(Γ) = O(kn),
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alors il existe pour tout 0 ≤ ρ ≤ ρ0 une solution lisse ηρ de

Beh,ρ(ηρ) = Γ. (4.22)

Démonstration. Nous procédons en utilisant la méthode de continuité sur l'espace
de Banach End(F)l,α par rapport au paramètre ρ. Tout d'abord, en ρ = 0, l'on voit
que l'on peut résoudre (4.22) en choisissant simplement

η0 =

(∑
i

si〈., si〉eh
)−1

Γ

Ainsi, si l'on note l'intervalle réel I ⊂ R+ tel que ρ ∈ I si ηρ solution de (4.22), nous
venons de prouver que I 6= ∅. Appliquons le théorème des fonctions implicites pour
voir que I est ouvert. Par le Lemme 6.1.2, nous savons que la di�érentielle en η de
Bq,eh,ρ est donnée par :

DηBq,eh,ρ(ς) =

(∑
i

si〈., si〉eh
)
ς +

ρ

k
ΠF ,τeh·η (ς)

Mais, d'un autre côté, nous savons que

|||ΠF ,τeh·η ||| ≤
∑
i

τiri(r − ri).

Maintenant, notre choix de ρ0 impose donc que Bq,eh,ρ est inversible vu que l'on a
tr(
∑

i si〈., si〉eh) = O(kn).

Finalement, montrons que I est fermé. Si l'on a une solution η de

Bq,eh,ρ(η) = Γ, (4.23)

alors pour tout U ∈ F ⊗ Lk|p,∑
i

〈si, U〉eh·η〈U, si〉eh·η + ρ
∑
j

τj
k
〈U, πFeh·η,jU〉eh·η = 〈U,ΓU〉eh·η (4.24)

Vu que ρ et les τi sont positifs, nous avons immédiatement∑
i

〈si, U〉eh·η〈U, si〉eh·η ≤ 〈U,ΓU〉eh·η.
D'un autre côté, vu que tr(Γ) = O(kn) et que ρ

k
= O(kn−1), il existe une constante

c′(k0) telle que ∑
i

〈si, U〉eh·η〈U, si〉eh·η ≥ 1

1 + c′
〈U,ΓU〉eh·η
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Maintenant, si l'on considère λmax ≥ 0 la valeur propre maximale de η en p et v un
vecteur propre associé, nous obtenons que

1

1 + c′
〈v,Γv〉eh ≤ λmax

∑
i

|〈v, si〉eh|2 ≤ 〈v,Γv〉eh (4.25)

Vu que les (si)i=1,..,N forment une famille génératrice, l'on tire que λmax appartient
à un compact et ainsi que la solution η de l'équation considérée est bornée en norme
C0 et appartient aux endomorphismes hermitiens positifs. Le lemme 6.1.2 permet
de voir qu'en di�érentiant (4.23), l'on obtient

∑
i

si〈., si〉eh∂η +
ρ

k
ΠF ,τeh·η,i∂η = ∂Γ− ∂

(∑
i

si〈., si〉eh
)
η (4.26)

Vu que Γ est lisse et M compacte, l'on obtient par l'estimée de C0 de η, une borne
C0 sur ∂η, et de la même manière une borne C0 sur ∂η. En di�érentiant (4.26),
on voit encore que ∂∂η est borné en norme C0 et par conséquent, notre solution η
est bornée en toplogie C1,1. En�n, le théorème d'Arzela-Ascoli [Au, p.73-75] nous
permet de conclure que I est fermé, et donc I = [0, εk].

Proposition 4.7.2. Supposons de plus que F soit τ -Hermite-Einstein et q ≥ 1.
Alors, à chaque métrique presque équilibrée hk,q (au rang k) correspond un zéro h̃q
de l'application moment µG sur Q0 tel que

‖hk,q − h̃q‖Cα = O

(
1

kq−1−α

)
.

En�n, l'on peut décomposer ∫
M

〈si, sj〉fhq

ωn

n!
= δij + ηfhq

où ηfhq
est une matrice N ×N telle que

|||ηfhq
||| = O (‖σq(k)‖C0) ,

où σq(k) est donné par la Proposition 4.3.1.

Démonstration. En e�et, d'après la Proposition 4.3.1, nous savons qu'il existe une
métrique hk,q ∈Met(F ⊗ Lk) telle que

∑
i

si〈., si〉hk,q
=
N + εkV

∑
j εjrj

rV
Id+ σq(k)− εk

∑
j

εjπ
F
hk,q

, (4.27)

avec ‖σq(k)‖Cα+2 ≤ Cq,αk
n−q−1, (si)i=1,..,N une base Hilbω(hk,q)-orthonormée et tou-

jours εj =
τj
k
. Considérons la métrique h̃q = hk,q(η., .) ∈ Met(F ⊗ Lk) et un point
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(s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm) ∈ Q0. Nous pouvons perturber notre métrique presque équi-
librée pour obtenir un zéro de l'application moment µG sur Q0. En e�et, il su�t
juste d'appliquer le Lemme 4.7.1 avec les données

Γ :=
N + εkV

∑
j εjrj

rV
Id = O(kn) h̃ := hk,q ρ = εk

et nous voyons que pour un k �xé tel que k ≥ k0, nous pouvons trouver une solution
lisse η de (4.22). La métrique h̃q = hk,q · η est alors un zéro de l'application moment
µG au rang k.

Maintenant le fait que h̃q = hk,q · η soit proche de hk,q est une conséquence de
la relation (4.24) qui nous donne pour ρ = εk et v un vecteur propre associé à une
valeur propre λ ≥ 0 de η :

(λ− 1)
∑
i

|〈v, si〉hk,q
|2 = 〈v,Γv〉hk,q

− εk
∑
j

εj〈v, πFfhq ,j
v〉hk,q

−
∑
i

|〈v, si〉hk,q
|2

= 〈v,Γv〉hk,q
−εk

∑
j

εj〈v, πF
hk,q ·(Id+(η−Id)),jv〉hk,q

−
∑
i

|〈v, si〉hk,q
|2

= 〈v,Γv〉hk,q
− εk

∑
j

εj〈v, πF
hk,q ,j

v〉hk,q

−〈v, 1
k
ΠF ,τ
hk,q

(η − Id)v〉hk,q

+〈v, 1
k
ϑ(Id− η)v〉hk,q

−
∑
i

|〈v, si〉hk,q
|2 (4.28)

d'après le Lemme 6.1.2. Ici ϑ(Id − η) est un endomorphisme de F ⊗ Lk tel que
‖ϑ(Id− η)‖C0 = O(‖Id− η‖2

C0). D'un autre côté, il vient que

εk

∥∥∥∥1

k
ΠF ,τ
hk,q

(Id− η)

∥∥∥∥
C0

≤ εk
k

(∑
j

τjrj(r − rj)

)
‖η − Id‖C0 (4.29)

Puisque hk,q véri�e par dé�nition (4.27), nous obtenons en combinant (4.29) et (4.28)
que pour des constantes c0, c′0, c′′0 indépendantes de k,

‖η − Id‖C0

(
1− c0

εk
kn+1

)
− c′0εk
kn+1

‖η − Id‖2
C0 ≤ c′′0

kn
(‖Γ− Γ‖C0 + ‖σq(k)‖C0)

≤ c′′0
kn
‖σq(k)‖C0

On obtient bien l'estimation souhaitée pour k su�samment grand. En�n, puisque
les si sont orthonormées respectivement à Hilbω(hk,q), nous avons∫

M

〈si, sj〉fhq

ωn

n!
=

∫
M

〈si, sj〉hk,q

ωn

n!
+

∫
M

〈(η − Id)si, sj〉hk,q

ωn

n!

= δij +

∫
M

〈(η − Id)si, sj〉hk,q

ωn

n!

et l'on conclut en utilisant la première partie de la preuve et l'inégalité de Cauchy-
Schwartz.
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Soit q un entier strictement positif. A partir des métriques presque équilibrées
hk,q, nous venons d'obtenir un point dans le quotient symplectique Z = Q0//G,
avec une métrique h̃q ∈Met(F ⊗ Lk) qui véri�e :∑

i

si 〈., si〉fhq
+ εk

∑
j

εjπ
Ffhq ,j

= CkId, (4.30)

où q = (s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm) ∈ Q0. Ainsi, nous sommes clairement sous les hypo-
thèses de la section précédente avec h̃ := h̃q et en choisissant comme métrique de
référence hF := h∞, métrique faiblement τ -Hermite-Einstein véri�ant (4.5).

Regardons la SL(N) orbite de ce point q a�n de construire une métrique équili-
brée, c'est à dire un zéro de µSU(N). Pour toute matrice sans trace S ∈

√
−1su(N),

nous pouvons utiliser l'action de SL(N) sur q ∈ Z pour obtenir un autre point eS ∗q

du quotient symplectique, ce qui nous donne une autre métrique hermitienne h̃S sur
le �bré F ⊗ Lk véri�ant toujours (4.30) et qui dépend de q. Soit η(S) la matrice
véri�ant la décomposition (4.15) pour cette nouvelle métrique hermitienne h̃S. Dans
ces conditions, avec les notations de la Proposition 4.3.1, nous avons les estimées
suivantes :

Proposition 4.7.3. Soit R > 0 et S ∈
√
−1su(N) telle que |||S||| ≤ 1

10
.

1. Si q > α + 1, alors il existe une constante C4 (indépendante de k et R) telle que
si

|||S|||+ 1

k
≤ C4R,

alors la métrique h̃S est R-bornée.
2. Il existe une constante C5 (indépendante de k) telle que

|||η(S)||| ≤ C5 (|||S|||+ ||σq(k)||C0) .

Démonstration. Tout d'abord, la construction étant invariante sous SU(N), nous
pouvons supposer que S = diag(λi) est une matrice diagonale avec

∑
i λi = 0. Soit

q = (s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm) et q′ = (eλ1s1, ..., e
λNsN , A, θ1, ..., θm). D'après le Lemme

4.7.1, il existe bien ηS ∈ End(F ⊗ Lk) tel que

Bfhq ,εk
(ηS) = CkId.

Soit h̃S = h̃q · ηS. Maintenant, par dé�nition,∑
i

si〈., si〉fhS
+ εk

∑
j

εjπ
FfhS,j

= CstkId+
∑
i

(1− e2λi)si〈., si〉fhS

Nous appliquons le même raisonnement que dans la preuve de la Proposition 4.7.2
en utilisant l'estimée du Lemme 4.6.5 (1ère inégalité). Ainsi il vient que∥∥∥h̃q − h̃S

∥∥∥
Cα
≤ c |||S||| .
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Par ailleurs, la métrique h̃q di�ère de la métrique de référence h̃∞ par un terme en
O (1/k) en norme Cα d'après la Proposition 4.7.2 et donc on a

∥∥∥h̃∞ − h̃S

∥∥∥
Cα

< R

en choisissant convenablement C4. Par ailleurs, quitte à prendre C4 plus petit, on
peut aussi exiger que h̃S >

1
R
h̃∞ puisque la quantité |||S||| est par hypothèse bornée,

donc (1) est acquis.
Pour l'assertion (2), on remarque que

η (S)ij =

∫
M

〈
ηSe

λisi, e
λjsj

〉fhq
dV − δij

=

∫
M

〈
(ηS − Id)eλisi, e

λjsj
〉fhq

dV +

(∫
M

〈
eλisi, e

λjsj
〉fhq

dV − δij

)
(4.31)

D'après la première partie de la preuve et la Proposition 4.7.2, le terme de gauche de
(4.31) est borné en norme C0 par un multiple de |||S|||2. Le terme de droite est quant
à lui, par la Proposition 4.7.2, borné par un multiple de |||S|||+ ||σq(k)||C0 .

Proposition 4.7.4. Soient R et q des réels strictement positifs.
Si |||S||| ≤ min{δ, δkn−q+1} avec δ(R,M,F ) su�samment petit, alors la métrique
h̃S est R-bornée, la base (si)i=1,..,N est à R-géométrie bornée et q est un zéro de
l'application moment µG. En�n, µSU(N) = η(S) où la matrice η (S)ij véri�e (4.15)
avec

‖η(S)‖ = O(k3n/2−q−1).

Démonstration. Avec le choix de |||S||| + 1
k
≤ C4R, la Proposition 4.7.3 (1), nous

donne que si |||S||| ≤ δ avec

δ := min

(
C4R

2
,

1

10

)
,

alors la métrique hS est R-bornée. A partir de la métrique presque équilibrée hk,q
qui véri�e ∑

i

si〈., si〉hk,q
= CkId− εk

∑
j

εjπ
F
hk,q ,j

+ σq(k), (4.32)

et ‖σq(k)‖Cα+2 = O(kn−q−1) nous pouvons appliquer la Proposition 4.7.2. Dans ces
conditions nous obtenons, par l'inégalité (4.16) et la Proposition 4.7.3 (2), que :

‖η(S)‖ ≤
√
N |||η(S)||| ≤ C5k

n/2(δ + c′))kn−q−1

puisque N = O(kn).

Convergence vers la métrique d'Hermite-Einstein
Voici un analogue de [Do4, Théorème 3] et de [W2, Théorème 1.2] pour les

métriques τ -Hermite-Einstein sur une variété projective lisse.
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Théorème 6. Soit F une �ltration holomorphe irréductible sur une variété projec-
tive lisse, munie d'une métrique τ -Hermite-Einstein hHE. Alors F est équilibrée et
il existe une suite des métriques équilibrées hk qui converge de manière C∞ vers une
métrique h∞ faiblement τ -Hermite-Einstein, c'est à dire vers hHE quitte à faire une
renormalisation.

Démonstration. Nous allons prouver que nous pouvons construire une suite de mé-
triques équilibrée qui converge vers la métrique faiblement τ -Hermite-Einstein so-
lution de (4.5) en topologie Cα où α ∈ N∗ et que nous avons noté h̃∞.

Soit ε �xé par le Théorème 5 et δ par la Proposition 4.7.4. Appliquons la Propo-
sition 4.7.4 avec R > 0, q > 3n

2
+2+α et ‖S‖ ≤ min{δkn−q+1, ε} ≤ δ. Nous obtenons

un point z ∈ Z, représenté par {s1, ..., sN , A, θ1, ..., θm} ∈ Q0. D'après le Théorème
5, nous savons qu'en ce point, Λz ≤ C2k2. Toujours d'après la Proposition 4.7.4,
l'on voit que

λ‖ηS‖ ≤ λC6k
3n/2−q−1 ≤ C7k

3n/2+1−q. (4.33)

Vu que |||S||| ≤ ||S||, nous cherchons à appliquer la Proposition 1.2.10 avec les don-
nées µSU(N) (z0) = ηS, λ = C2k2 et δ donné par la Proposition 4.7.4. Mais l'inégalité
(4.33) assure que λ‖µSU(N)(z0)‖ peut être pris inférieur à δ pour k su�samment
grand puisque q > 3n

2
+ 2.

Par la Proposition 1.2.10, nous obtenons alors

|||S||| ≤ ||S|| ≤ C7k
3n/2+1−q,

ainsi que l'existence d'une métrique h̃S proche en norme C0 de h̃∞ à O
(
k3n/2−q+1

)
près et k-équilibrée. En fait, nous avons même

‖hS − h∞‖Cα = O
(
k3n/2−q+1+α

)
,

et par conséquent la convergence en norme Cα vers h∞ pour tout entier α. Le
théorème est prouvé avec la Proposition 4.2.2.

Corollaire 4.1. La connexion d'Hermite-Einstein sur le �bré F de la �ltration
stable F est unique à un automorphisme holomorphe de F près.



Chapitre 5

Applications aux équations Vortex

Dans ce chapitre, nous donnons des applications du Théorème 6, notamment au
cas des équations de Vortex pour lesquelles il ne nous a pas été possible de développer
une approche directe de la méthode de S.K. Donaldson. Au lieu de travailler sur la
variété M , nous regardons les équations Vortex comme des équations τ -Hermite-
Einstein sur la variété M × P1.

5.1 Filtrations équivariantes et chaînes

Soit (M,ω) une variété projective lisse de dimension complexe n. Considérons
X = M × P1 et l'action du groupe SL(2) := SL(2,C) donnée par action triviale au
dessus de M et l'action standard sur P1 via l'identi�cation naturelle

P1 = SL(2)/P

avec P le sous-groupe parabolique des matrices triangulaires inférieures de SL(2).
Nous noterons de plus p : X →M et q : X → P1 les projections naturelles.

Dé�nition 5.1.1. Un faisceau cohérent F est SL(2)-équivariant (ou encore SL(2)-
linéarisé) si l'action de SL(2) sur X se relève holomorphiquement à F . Une �ltration
SL(2)-équivariante F sur X est une �ltration avec une structure de faisceau cohé-
rent SL(2)-équivariant F qui induit une structure de sous-faisceau SL(2)-équivariant
sur chaque Fi ↪→ F et avec les isomorphismes de faisceaux SL(2)-équivariants

Fi/Fi−1 = p∗(Ei)⊗ q∗O(2i)

pour 0 ≤ i ≤ m et Ei sont des faisceaux cohérents sur M avec action triviale de
SL(2).

Finalement une version de la notion de stabilité pour une �ltration SL(2)-
équivariante peut être donnée :

65
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Dé�nition 5.1.2. Une �ltration F est SL(2)-équivariante τ -stable (resp. semi
stable) si F est SL(2)-équivariante et pour toute sous-�ltration SL(2)-invariante
propre F ′ ↪→ F nous avons

µτ (F ′) < µτ (F ) (resp. ≤)

De plus, une �ltration est polystable si elle est somme directe de �ltrations τ -stables
de même pente µτ .

Dans [AC-GP1], il est donné une relation entre une �ltration holomorphe SL(2)-
équivariante τ -stable F et la stabilité ordinaire pour une �ltration : F se décompose
en tant que �ltration holomorphe comme une somme directe de �ltrations τ -stables
Fδ pour 0 ≤ δ ≤ δ0 qui sont images l'une de l'autre par un élement de SL(2). Ainsi,
nous pouvons sans di�culté obtenir une correspondance de type Kobayashi-Hitchin
pour les �ltrations holomorphes SL(2)-équivariantes :

Théorème 5.1.3 (Álvarez-Cónsul & García-Prada).
Soit F une �ltration holomorphe SL(2)-équivariante sur X de longueur m + 1

et τ un m-uplet de réels positifs. Alors F est SL(2)-équivariante τ -polystable si
et seulement s'il existe une métrique SU(2)-invariante τ -Hermite-Einstein véri�ant
l'équation (2.2).

En fait, par restriction tout �bré vectoriel SL(2)-équivariant sur X dé�nit un
�bré holomorphe P-équivariant sur M ×P/P 'M ; inversement à tout �bré holo-
morphe P-équivariant E on peut associer un SL(2)-�bré en considérant le quotient
de SL(2) × E par l'action de u ∈ P donnée par u · (g, e) = (g · u−1, u · e). Sur ce
quotient noté

SL(2)×P E,

l'on dispose d'une action de g′ ∈ SL(2) par g′ · (g, e) = (g′g, e). Ce principe d'induc-
tion et de restriction s'applique également aux faisceaux cohérents.

Maintenant, l'on peut voir que pour tout faisceau E cohérent P-équivariant, l'on
dispose d'une décomposition en somme directe respectivement à l'action de C∗. En
e�et, un tel faisceau E est isomorphe à

⊕
i Ei⊗Vi avec action triviale sur les faisceaux

cohérents Ei et Vi = M ×Vi est le �bré vectoriel correspondant à une représentation
irréductible Vi de P d'après les résultats généraux de [Seg, §2]. Notons que E est
un �bré si et seulement si les Ei le sont aussi. Cette remarque justi�e à la fois la
Dé�nition 5.1.1 et permet de voir (voir [AC-GP3, Section 3.2]) qu'un �bré vectoriel
SL(2)-équivariant F sur X se décompose de manière équivariante et unique (à
isomorphismes près) sous la forme

F =
⊕
i

p∗(Ei)⊗ q∗(Hni)

où H est le �bré en droites de classe de Chern 1 sur P1, Ei sont des �brés vectoriels
holomorphes et les ni sont des entiers relatifs distincts deux à deux. Observons aussi
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à ce niveau que les �brés p∗(Ei) ⊗ q∗(Hni) munis de la métrique SU(2)-invariante
p∗hEi

⊗ q∗hHni sont orthogonaux deux à deux.

Dé�nition 5.1.4. Une chaîne de faisceaux sur M est une paire C = (E ,φ) com-
posée d'un (m + 1)-uplet E = (E0, ..., Em) de faisceaux cohérents sur M et d'un
m-uplet φ = (φ1, ..., φm) d'homomorphismes φi ∈ Hom(Ei, Ei−1). Cette chaîne est
dite holomorphe si tous les faisceaux Ei sont des �brés.

Dé�nition 5.1.5.
� Une sous-chaîne de la chaîne C = (E ,φ) est une chaîne C ′ = (E ′,φ′) telle
que E ′i est un sous-faisceau de Ei pour tout 0 ≤ i ≤ m et φi ◦ ji = ji−1 ◦ φ′i où
ji : E ′i ↪→ Ei sont les morphismes d'inclusion.

� La sous-chaîne C ′ de C est dite propre si 0 <
∑m

i=0 r(E ′i) <
∑m

i=0 r(Ei).
� La chaine holomorphe C est irréductible si elle ne peut pas s'écrire

C = C1 ⊕ C2

avec Ci 6= C sous-chaînes holomorphes.

Dé�nition 5.1.6. Pour une chaîne C = (E ,φ), et un (m+1)-uplet β = (β0, ..., βm),
nous dé�nissons la β-pente

µβ(C ) =

∑m
i=0 deg(E ′i)−

∑m
i=0 βir(E ′i)∑m

i=0 r(E ′i)
.

Une chaîne est dite β-stable (resp. semi-stable) si pour toute sous-chaîne propre C ′

de C , l'on a µβ(C ′) < µβ(C ). Une somme directe de chaînes β-stables de même
pente est dite polystable.

Nous disposons du théorème [AC-GP1, Theorem 1.1] :

Théorème 5.1.7 (Álvarez-Cónsul & García-Prada).
Il existe une correspondance 1-1 entre les catégories des �ltrations SL(2)-

équivariantes sur X et des chaînes de faisceaux sur M .

Ainsi, en particulier nous disposons d'une correspondance 1-1 au niveau des
objets holomorphes entre les extensions sur X de la forme

0 → p∗E0 → E → p∗E1 ⊗ q∗O(2) → 0

et les triplets (E0, E1, φ1) où φ1 ∈ Hom(E1, E0).

5.2 Réduction dimensionnelle et applications

Soit ω′ = p∗ω + q∗ωFS (où ωFS désigne ici la métrique de Fubini-Study sur P1)
une métrique Kähler sur X.

Au niveau des métriques, nous disposons du théorème central suivant [AC-GP1,
Theorem 4.1],
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Théorème 5.2.1 (Réduction entre chaînes et �ltrations holomorphes).
Soit F une �ltration SL(2)-équivariante sur X et C la chaîne correspondante sur

M . Soit τ = (τ0, ..., τm). Alors F admet une métrique τ -Hermite-Einstein SU(2)-
invariante respectivement à ω′ si et seulement si C = (E ,φ) admet un (m+1)-uplet
de métriques hermitiennes lisses h = (h0, ..., hm) satisfaisant la chaîne d'équations
Vortex (ou équations vortex-couplées) suivante :

√
−1ΛFh0 +

1

2
φ1 ◦ φ

∗h0
1 = τ0IdE0 (5.1)

√
−1ΛFhi

− 1

2

(
φ
∗hi
i ◦ φi + φi+1 ◦ φ

∗hi
i+1

)
= (τi − 2i)IdEi

(1 ≤ i ≤ m-1) (5.2)
√
−1ΛFhm −

1

2
φ∗hm
m ◦ φm = (τm − 2m)IdEm (5.3)

Ce théorème peut être retranscrit au niveau de la stabilité des objets considérés,
[AC-GP1, Theorem 4.2].

Théorème 5.2.2. Soit F une �ltration SL(2)-équivariante sur X et soit C la
chaîne correspondante sur M . Alors F est SL(2)-équivariante τ -stable (resp. semi-
stable) si et seulement si C est (τ0, ..., τm − 2m)-stable (resp. semi-stable).

De nombreuses équations peuvent être obtenues par le principe de réduction
dimensionelle. En particulier :

� Le cas des paires de Bradlow [Bra1] est traité par [GP] : si (E, φ) est une paire
(c'est à dire E un �bré vectoriel holomorphe et φ ∈ H0(M,E)) sur une variété
kählérienne compacte (M,ω) et si F est donné par l'extension sur X = M×P1

0 → p∗E → F → q∗O(2) → 0

alors (E, φ) est λ-stable au sens de Bradlow si et seulement si F est Mumford-
stable vis à vis de la polarisation p∗ω + 2V

(r(E)+1)λ−deg(E)
q∗ωFS.

� Le cas des triplets de Witten (monopoles non abéliens) : soit L un �bré en
droite sur une surface projective S et (L, φ, θ) un triplet constitué par une
structure holomorphe L sur L, une section holomorphe φ ∈ H0(M,L) et θ :
L → KS un morphisme. Le triplet (L, φ, θ) est dit β-stable si deg(L) < β et
φ 6= 0 ou bien β < deg(L) et θ 6= 0. Un triplet est β-stable si et seulement si
(φ, θ) 6= 0 et il existe une métrique h sur L satisfaisant l'équation :

√
−1ΛFh +

1

2
(|φ|2h − |θ|2h) = β.

Cela revient à considérer, avec nos notations, la chaîne ((KS,L,O), (θ, φ)).
� Le cas des systèmes cohérents étudiés dans [LeP1], c'est à dire des couples

(E, VE) où VE est un sous-espace linéaire de H0(E). En fait nous pouvons
voir les systèmes cohérents comme des `paires de Brill-Noether', c'est à dire
déterminés par les chaines de la forme ((E, VE ⊗OM), ρ) où ρ est injective et
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modulo l'action de GL(dim(VE)). L'équation Vortex relative à ce système est
étudiée dans [B-GP3],

√
−1ΛFh +

k∑
i=1

φi ⊗ φ∗h
i = κ× Id∫

M

〈φi, φj〉hdV =
rκ− deg(E)

k
δij

où k = dim(VE) et {φ1, ..., φk} est une famille libre de sections holomorphes
engendrant V .

� Le cas des `framed modules' étudiés par Huybrechts et Lehn ([H-L1, H-L2])
ou des �brés décorés, constitués d'un �bré E2 avec un morphisme θ : E2 → E1

vers un �bré �xé E1. Dans ce cadre l'équation vortex s'écrit
√
−1ΛFh − θ∗hθ = Cst× Id

et nous sommes ramenés à considérer les extensions

0 → p∗E1 → F → q∗E2 ⊗O(2) → 0.

� Le cas des équations d'Hitchin d'anti-auto-dualité au dessus d'une courbe com-
plexe C [Hi1] :

F⊥
h + [Φ,Φ∗h ] = 0

où Φ ∈ H0(M,End(E)⊗KC) et F⊥
h est la partie sans trace de la courbure Fh.

La notion de stabilité est celle dans le sens usuel pour les �brés holomorphes
restreinte aux sous-�brés Φ-invariants.
Sur l'espace de modules M des �brés de Higgs stables de degré nul au dessus
de C , nous disposons d'une action de S1 dite de Hitchin,

g · (A,Φ) = (A, gΦ) ∈ A(E)×H0(M,End(E)⊗KC).

qui préserve la forme Kähler naturelle sur M. Un �bré stable (E,A,Φ) repré-
sente un point �xe de cette action si et seulement s'il existe une transformation
de Jauge ϑ telle que DAϑ = 0 et [ϑ,Ψ] =

√
−1Ψ (Cf [Hi2, Sim]). Le �bré E

se décompose alors holomorphiquement

E =
d⊕
i=1

Ei

et ϑ agit avec poids (croissants) λi ∈ R sur chaque facteur Ei. Nous disposons
aussi de morphismes

Φi : Ei → Ei+1 ⊗KC

non triviaux avec Φ =
⊕

i Φi. Si l'on note maintenant Ei = Ed−i ⊗Kd−i
C , alors

nous pouvons dé�nir dans ce cas particulier, une chaine holomorphe (E ,φ) en
considérant les morphismes

φi := Φd−i ⊗ Id : Ei → Ei−1.
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� Certains quivers (non twistés) étudiés dans [AC-GP2, Section 6].
� Les équations Vortex couplées étudiées dans [O-T1] et qui sont reliées à des
invariants de Gromov-Witten tordus.

Maintenant, il est aisé de modi�er les preuves des chapitres précédents pour voir
que dans le cas d'une �ltration holomorphe SL(2)-équivariante stable, nous allons
obtenir une suite de métriques équilibrées SU(2)-invariantes. Cette remarque nous
permet d'obtenir le résultat suivant, ou par 'métrique algébrique', nous entendons
une métrique provenant d'une construction G.I.T en tant que zéro d'application
moment.

Théorème 7. Soit C une chaîne holomorphe irréductible au-dessus d'une variété
projective lisse admettant un (m + 1)-uplet h = (h0, ..., hm) de métriques hermi-
tiennes satisfaisant la chaîne d'équations vortex données par (5.1),(5.2),(5.3). Alors,
quitte à faire des renormalisations par changements conformes, chaque métrique hi
est la limite au sens C∞ d'une suite de métriques construites algébriquement. En
particulier, les solutions des équations Vortex de Bradlow ou des triplets de Witten
sont des limites de métriques algébriques.



Chapitre 6

Annexe

6.1 Endomorphisme ΠF ,τ
h

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats élémentaires qui sont
utilisés dans le Chapitre 4.

Soit F une �ltration holomorphe, h une métrique hermitienne lisse sur F et πF
h,i

la projection h orthogonale sur le �bré Fi ⊂ F .
Pour deux métriques hermitiennes lisses h1 et h2 sur F , nous savons qu'elles sont

reliées par l'existence d'un endomorphisme η tel que

h1(X, Y ) = h2(ηX, Y )

tel que η est hermitien dé�ni positif respectivement à h2. En particulier, nous re-
tiendrons que Fh1 = Fh2 + ∂(η−1∂h2η).

Notation. Nous désignerons par h·η la métrique h(η·, ·) pour η ∈ End(F) hermitien
respectivement à h.

Lemme 6.1.1. Pour tout m-uplet τ i de réels (non nécessairement positifs) et tout
η ∈ End(F) h-hermitien tel que h′ = h · η, nous avons

d

(
m∑
i=1

τiπ
F
h′,i

)
=

m∑
i=1

τiπ
F
h,idη

(
Id− πF

h,i

)
Démonstration. Tout d'abord, nous pouvons nous restreindre à un des facteurs πF

h,i,
projection h-orthogonale sur le sous-�bré Fi. Soit t 7→ πi(t) une famille quelconque
à un paramètre réel de projections sur le �bré Fi telle que πi(0) = πF

h,i. Vu que l'on
a les relations

πi(t)πi(t) = πi(t)

πi(0)πi(t) = πi(t)

71
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nous obtenons que
πi(0)πi(0)

′ = πi(0)
′

c'est à dire que Im(πi(0)′) ⊂ Fi et d'un autre côté,

πi(0)′πi(0) = πi(0)
′ − πi(0)πi(0)

′ = 0

et donc que ker(πi(0)′) ⊃ Fi. Par conséquent,
πi(0)′ = πi(0)πi(0)

′(Id− πi(0))

et l'espace des solutions de cette équation est Hom(F⊥
i ,Fi). Remarquons également

que la di�érentielle est nécessairement U(F⊥
i ) × U(Fi) invariante. En�n l'on peut

appliquer le lemme de Schur puisque U(F⊥
i )× U(Fi) agit irréductiblement. Ainsi à

une constante multiplicative près, la di�érentielle cherchée est donnée par

X 7→ πi(0)X(Id− πi(0))

Posons ht = h · (Id + ηt) avec η0 = 0. Maintenant, si on choisit une base h-
orthonormée (e0j)j=1,..,r dont les ri premiers vecteurs engendrent Fi, alors la nouvelle
base (etj)j=1,..,r ht-orthonormale est donnée par

R(etj) = (e0i ) (6.1)

où R est l'unique matrice triangulaire supérieure avec coe�cients diagonaux stric-
tement positifs qui véri�e la relation RR∗ht = Id + ηt. Maintenant, en di�érentiant
(6.1) en t = 0, on trouve pour j ≤ ri,(

detj
)
t=0

= −1

2
d (η0)jj e

0
j −

∑
k<j

d (η0)jk e
0
k.

Ainsi en di�érentiant ht en t = 0, il vient

d

(
ri∑
j=1

etj ⊗ etj
∗ht

)
t=0

=

ri∑
j=1

e0j ⊗ e0j
∗h0dη0 −

ri∑
j=1

e0j ⊗ e0j
∗h0dη0

ri∑
k=1

e0k ⊗ e0k
∗h0 ,

ce qui permet de conclure.

Maintenant, par simple application du lemme précédent, il vient :
Lemme 6.1.2. Pour tout m-uplet τ i de réels (non nécessairement positifs) et tout
η ∈ End(F) hermitien, nous avons

m∑
i=1

τiπ
F
h·(Id+η),i =

m∑
i=1

τiπ
F
h,i + ΠF ,τ

h (η) + O(η2)

où l'on a posé l'endomorphisme :

ΠF ,τ
h : η 7→

m∑
i=1

τiπ
F
h,iη

(
Id− πF

h,i

)
.

Ici O(η2) est un endomorphisme hermitien tel que sa norme d'Hilbert-Schmidt soit
majorée par O(‖η‖2

C0).
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6.2 Résolution d'une certaine équation elliptique

Nous aurons besoin des identités Kähler classiques :

Lemme 6.2.1. Sur une variété kählérienne, pour un �bré holomorphe hermitien E
dont la courbure de Chern est FE, nous avons les relations de commutation

[Λ, ∂̄] = −
√
−1∂∗ [Λ, ∂] =

√
−1∂̄∗ ∆∂̄ = ∆∂ + [

√
−1FE,Λ].

Dans la suite, nous devrons supposer que les {τ1, ..., τm} sont nécessairement
positifs.

Lemme 6.2.2. Soit F une �ltration holomorphe simple au dessus de M et Ψ :
End(F) → End(F) un opérateur auto-adjoint positif d'ordre zéro. Alors, pour tout
métrique hermitienne h ∈ Met(F), il est toujours possible de trouver une solution
lisse et qui préserve la �ltration au système linéaire elliptique

Λω∂∂Q′ + Ψ(Q′) = Q

pour tout endomorphisme lisse Q tel que Q(Fi) ⊂ Fi et l'on ait
∫
M

tr(Q)dV = 0.
De plus, si F est une �ltration holomorphe telle qu'il existe sur F une métrique h
faiblement τ -Hermite-Einstein, et si l'on a posé

Ψ : U 7→ ΠF ,τ
h (U) (6.2)

alors Q est auto-adjoint si et seulement si Q′ est auto-adjoint.

Démonstration. Il su�t de voir que l'opérateur Λω∂∂+Ψ qui est elliptique (d'ordre
2) auto-adjoint positif (les τi sont positifs), est de noyau trivial. Regardons le noyau
de cet opérateur : (∂∗∂)U = 0 implique |∂U |h = 0, c'est à dire puisque F est simple,
U = γId avec γ constant sur M . Maintenant si Id ∈ ker Ψ, alors par alternative
Fredholm, le système elliptique admet bien une solution si 〈Id,Q〉 =

∫
M

tr(Q)dV =
0. L'unicité est évidente si l'on impose la condition

∫
M

tr(Q′)dV = 0. Si, Id /∈ ker Ψ,
alors le système admet une unique solution.
L'opérateur dé�ni par (6.2) est auto-adjoint et positif. Par ailleurs, en appliquant à
nouveau les identités Kähler, nous avons

√
−1Λ∂̄∂Q′∗ = ∆∂Q

′∗

= − (∆∂̄Q
′)
∗

=
(
∆∂Q

′ − [
√
−1ΛFh,Q

′]
)∗

=

(
∆∂Q

′ − [
∑
i

πF
h,i,Q

′]

)∗

d'où l'on tire que(
√
−1Λ

(
∂∂Q′)+

∑
i

πF
h,iQ

′

)∗

=
√
−1Λ

(
∂∂Q′∗)+

∑
i

πF
h,iQ

′∗
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puis (√
−1Λ

(
∂∂Q′)+ Ψ(Q′)

)∗
=
√
−1Λ

(
∂∂Q′∗)+ Ψ(Q′∗)

et par unicité de la solution, nous obtenons que Q′ est hermitien dé�ni positif si et
seulement si Q l'est.

� What good or evil angel bid
Me stop exactly when I did ?
What would have happened had I gone
A kilometre further on ? �

W.H Auden, "Walks"
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Vortex type equations and canonical metrics

Abstract

Let M be a smooth projective manifold. Let F be a �ltered holomorphic
vector bundle over M . We introduce a notion of Gieseker stability for such ob-
jects and relate it to an analytic condition in terms of hermitian metrics on F ,
called balanced metrics by S.K Donaldson, that come from the world of Geo-
metric Invariant Theory (G.I.T). If there is a metric h on F that satis�es the
τ -Hermite-Einstein equation studied by Álvarez-Cónsul and García-Prada :

√
−1ΛFh =

∑
i

τ̃iπ
F
h,i

then we prove that the sequence of balanced metrics exists, converges and
its limit, up to a conformal change, is a smooth hermitian metric on F that
satis�es the previous equation. As a corollary, we give by dimensional reduction
a theorem of approximation for Vortex equations introduced by Bradlow and
their generalizations to coupled Vortex equations.


