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Introduction

Biologists can be divided into two classes :
experimentalists who observe things that
cannot be explained, and theoreticians who
explain things that cannot be observed.

AHARON KATZIR-KATCHALSKY

A coagulation du sang ou hémostase est le phénomene physiologique responsable de la formation
d’un caillot en cas de breche vasculaire. Elle fait intervenir des protéines, enzymes ou inhibiteurs,
des cellules, endothéliales ou plaquettaires, qui mettent en ceuvre activations et inhibitions au niveau
de la breche pour assurer et restreindre la formation du caillot 1a ou et quand ce dernier est nécessaire.
La coagulation du sang présente ainsi une grande diversité de composants et d’interactions, qui révele
alors la complexité du phénomene. C’est pourquoi 1’élaboration de protocoles de diagnostic, ou la
mise au point de thérapies pour les pathologies induites par des troubles de I’hémostase, nécessitent
d’aborder I’étude de cette complexité.

L’étude des systemes biologiques complexes est un véritable défi scientifique, qui passe inélucta-
blement par 'expérimentation. La démarche expérimentale nécessite avant tout 1’élaboration d’un
modele, i.e. la construction d’une représentation simplifiée, concrete ou théorique, d’'un phénomene
naturel. L’expérience consiste alors a tester des hypotheses sur celui-ci, en modifiant par exemple
certains de ses parametres; on parle alors d’expérimentation sur un modele, i.e. de simulation. Les
résultats des diverses expériences peuvent ensuite étre extrapolés et élargis au processus réel, favorisant
ainsi la compréhension de ce dernier.

Le premier type d’expérimentation des systeémes biologiques complexes est historiquement 1’ex-
périmentation in vivo qui utilise un modele vivant, e.g. animal ou humain, pour tester différentes
hypotheses. Les expériences in wvitro ont ensuite pris part a cette quéte de la compréhension des
systemes biologiques complexes, principalement par le biais de modeles en éprouvettes ou en tubes a
essai. La derniére dizaine d’années a vu exploser la puissance de calcul des ordinateurs, et a alors intro-
duit la notion de calcul in silico. Celui-ci entreprend 1’élaboration a priori d’'un modele mathématique,
qui est ensuite simulé numériquement sur ordinateurs, pour aboutir a Iextrapolation a posteriori des
différents résultats. Discipline introduite au début des années 90, la Réalité Virtuelle [Fuchs et al., 2003]
permet de concevoir différemment ’apport de la simulation informatique en biologie, principalement
par ses aspects immersifs et interactifs. Elle propose notamment, au travers des travaux menés au sein
du Centre Européen de Réalité Virtuelle (CERV), une nouvelle forme d’expérimentation des systemes
biologiques complexes : I'expérimentation in virtuo@ [Tisseau, 2001; Rodin, 2004]. De maniére ana-
logue au calcul in silico, elle nécessite les phases d’élaboration a priori de modeles mathématiques
et d’extrapolation a posteriori des résultats. Néanmoins, elle differe de ce dernier en proposant, de
par les aspects immersifs et interactifs de la Réalité Virtuelle, de placer I'utilisateur au cceur de la

@L’expression in virtuo (dans le virtuel) est un néologisme construit par analogie avec les locutions adverbiales
d’étymologie latine in vivo (dans le vivant) et in vitro (dans le verre). L’expression in silico (dans le silicium) est
classiquement utilisée pour qualifier les calculs sur ordinateur ; cependant, elle n’évoque pas la participation de I’lhomme
a la simulation en cours d’exécution : c’est pourquoi nous lui préférons in virtuo qui, par sa racine commune, rappelle
les conditions expérimentales de la réalité virtuelle.
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simulation in vivo simulation in virtuo

Yy

Systéme Biologique

)

74, Modélisation
w_ Extrapolation

des résultats

A
S~
simulation in vitro simulation in silico

FiGUurRE 1 — Les différentes formes d’expérimentation des systémes biologiques complexes. La
démarche expérimentale consiste d’abord & construire un modeéle du phénomene réel, puis a expérimenter ce
modele, pour enfin extrapoler les résultats au processus naturel. Dans le cadre de I’expérimentation in vivo, le
modele est vivant. Lors d’expériences in vitro, il est de type éprouvette ou tube & essai. Dans le contexte du
calcul in silico, le modeéle est numérique et exécuté sur ordinateur. L’expérimentation in virtuo differe de ce
dernier en proposant, de par les aspects immersifs et interactifs de la Réalité Virtuelle, de placer 1'utilisateur
au coeur de la simulation, i.e. de mettre « ’humain dans la boucle », et ramener ainsi la notion de simulation
a sa définition originelle.

simulation. On parle alors de simulation participative, « I’humain est dans la boucle ». La notion de
simulation rejoint ainsi plus ici sa définition originelle, & savoir I’expérimentation sur un modele. La
figure 1 résume ces différentes formes d’expérimentation des systémes biologiques complexes.

Cette these s’inscrit dans le cadre de 1'équipe Ecosystémique et Biologie Virtuelles (EBV) du
CERV, qui s’intéresse a la mise au point du m’rtuoscope®, néologisme qui désigne ici un laboratoire
virtuel pour 1’étude des systemes biologiques complexes en s’appuyant sur les concepts, les modeles
et les outils de la Réalité Virtuelle. Ce projet de virtuoscope doit permettre a terme de mettre a la
disposition des scientifiques des méthodes et des outils leur autorisant l'investigation des systémes
biologiques complexes au sein de laboratoires virtuels mettant en ceuvre 'expérimentation in virtuo
telle que loffre la réalité virtuelle. Cette these est une contribution a ce projet de virtuoscope en
proposant des méthodes informatiques pour 'expérimentation in virtuo de la cinétique chimique des
systemes biologiques complexes.

@De Rosnay [1975] a imaginé un outil, le macroscope, pour investiguer I'infiniment complexe; nous lui préférons le
terme de virtuoscope, car il rappelle que les systémes biologiques complexes sont étudiés avant tout a travers les modeéles
que nous nous en faisons et que nous expérimentons au sein de nos laboratoires virtuels.
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L’expérimentation in virtuo

Une expérimentation in wirtuo est une expérimentation conduite dans un univers de modeles
numériques en interaction et auquel 'homme participe. Dépassant la simple observation de 'activité
du modele numérique en cours d’exécution sur un ordinateur, I'utilisateur peut tester la réactivité
et adaptabilité du modele en fonctionnement, tirant ainsi profit du caractere comportemental des
modeles numériques. A l'instar du biologiste qui réalise des expérimentations in vitro, I’expérimen-
tation in virtuo permet d’observer le phénomene comme si 'on disposait d’'un microscope virtuel
déplacable et orientable a volonté, et capable de mises au point variées. L utilisateur spectateur - acteur
- créateur peut ainsi se focaliser sur I’observation d’un type de comportement particulier, observer
Pactivité d’un sous-systeéme ou bien l'activité globale du systéme. A tout moment, I'utilisateur peut
interrompre le phénomene et faire un point précis sur les corps en présence et sur les interactions en
cours; puis il peut relancer la simulation la ou il 'avait arrétée. A tout moment, a 1’aide d’interfaces
comportementales sensorimotrices, I'utilisateur peut perturber le systéme en modifiant une propriété
d’un élément (état, comportement), en retirant des éléments ou en ajoutant de nouveaux éléments;
il peut ainsi tester un comportement particulier, et plus généralement une idée, et immédiatement
en observer les conséquences sur le systeme en fonctionnement. L’expérimentation in virtuo implique
ainsi un vécu que ne suggere pas la simple analyse de résultats numériques. Entre la modélisation a
priori et 'extrapolation des résultats a posteriori, il y a aujourd’hui la place pour une réalité virtuelle
vécue par 'utilisateur qui peut ainsi franchir le cap des idées regues pour accéder a celui des idées
vécues.

D’un point de vue informatique, 'expérimentation in virtuo est mise en ceuvre « technique-
ment » au moyen d’un systéme multi-agents [Ferber, 1995], au sein duquel les agents sont :

e réactifs, i.e. ils obéissent au schéma stimulus — réponse comme dans les sociétés d’insectes
[Drogoul, 1993];

e autonomes, i.e. ils possedent des capacités de perception, de décision et d’action [Tisseau, 2001].

De plus, le ou les processus qui leur sont associés sont ordonnancés selon le schéma des itérations
asynchrones et chaotiques [Harrouet, 2000] :

e asynchrones : plutét que d’étre tous déclenchés au méme instant, i.e. de maniere synchrone,
les processus sont activés les uns apres les autres; les actions engendrées par un processus sont
immédiatement prises en compte par celui qui prend la main & sa suite;

e chaotiques : les processus étant asynchrones, un ordre pré-établi dans leur déclenchement indui-
rait un biais dans la simulation ; afin d’éviter celui-ci, un tirage aléatoire sans remise détermine
leur ordre d’activation.

En outre, la durée totale de la simulation est subdivisée en cycles de longueur fixe At itérés n fois.
Un cycle correspond au déclenchement de tous les processus, chacun étant exécuté une fois et une
seule dans un ordre aléatoire. La figure 2 illustre le schéma des itérations asynchrones et chaotiques.

Ainsi, pour pouvoir expérimenter in virtuo un systeme biologique complexe, celui doit étre modélisé
par un systeme multi-agents du type de celui défini précédemment et dont la simulation est ordon-
nancée selon le schéma des itérations asynchrones et chaotiques.

La cinétique biochimique

Un systeme biologique complexe met inévitablement en ceuvre des réactions chimiques. En effet,
celles-ci, qu’elles soient enzymatiques ou autres, sont présentes dans la plupart des processus intra- ou
extra-cellulaires. La modélisation d’un systeme biologique complexe implique alors nécessairement la
modélisation d’un systeme réactionnel biochimique, composé d’especes moléculaires en interaction via
des réactions. Le comportement d’un tel systeme est donné classiquement par sa cinétique biochimique,
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FIGURE 2 — Les itérations asynchrones et chaotiques. La figure décrit le
schéma des itérations asynchrones et chaotiques sur ’exemple de trois agents. Les
processus qui leur sont associés sont déclenchés les uns apres les autres selon un
tirage aléatoire sans remise. Un cycle correspond au déclenchement de tous les
processus, chacun étant exécuté une fois et une seule. Chaque cycle posseéde en
outre une longueur fixe At.

i.e. par I’évolution au cours du temps et /ou de 'espace des quantités des especes moléculaires, évolution
induite par les réactions. Notons que cette cinétique est par essence discréte et stochastique [van
Kampen, 1992]; en effet le nombre de molécules est fini, et les évenements qui prennent place, i.e.
déplacements et collisions entre molécules, sont de nature probabiliste.

Selon les propriétés physiques du milieu du systéme a simuler, la cinétique biochimique se modélise
de maniere différente :

e le milieu est homogene : les quantités des especes sont supposées avoir une distribution spa-
tiale uniforme au sein du milieu; ainsi, seule compte 1’évolution dans le temps : la cinétique
biochimique est donnée selon la dimension temporelle ;

e le milieu est hétérogene : la présence de gradients dans les quantités des especes, i.e. de variations
spatiales de ces quantités, affecte localement les vitesses des réactions; le modele doit alors tenir
compte de l'espace : la cinétique biochimique est représentée de maniere spatio-temporelle.

Qui plus est, en fonction du degré de précision requis, la cinétique biochimique peut étre abordée
selon trois échelles de modélisation : ’échelle macroscopique, 1’échelle mésoscopique, ou 1’échelle mi-
croscopique.

A T’échelle macroscopique, les dimensions temporelles et spatiales sont proches de celles du labo-
ratoire; plus exactement, les dimensions temporelles varient entre la milliseconde et la seconde, et les
dimensions spatiales sont de 'ordre du tube a essai. Le nombre de molécules est alors suffisamment
grand pour supposer les phénomenes continus — ceux ci dérivent de lois physiques phénoménologiques
et empiriques — on peut ainsi introduire la notion de concentration et décrire la cinétique par un
systeme d’équations différentielles, qui est ordinaire dans le cas d’un milieu homogene et auzx dérivées
partielles dans le cas d'un milieu hétérogene. L’espace des états est alors continu et défini par la
liste des concentrations des especes moléculaires, dans le volume dans le cas d’un milieu homogene,
aux différents points du volume dans le cas d’un milieu hétérogene. Les trajectoires qu’il suit sont
continues en temps dans le cas d’'un milieu homogene, et continues en temps et en espace dans le cas
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d’un milieu hétérogene. Le systéme modélisé a alors un comportement parfaitement déterministe pour
des conditions initiales données. Dans le cadre de la cinétique biochimique, les systemes d’équations
différentielles ne peuvent cependant pas étre généralement résolus analytiquement, principalement
a cause de leur non-linéarité. Une méthode numérique doit alors étre employée afin d’obtenir une
solution approchée de la solution exacte. Ainsi, le travail de recherche en informatique consiste prin-
cipalement ici a construire les méthodes numériques les plus précises et les plus rapides pour résoudre
ces systemes d’équations différentielles.

A T’échelle mésoscopique les dimensions spatio-temporelles se rameénent a celles de la cellule, i.e. les
dimensions temporelles varient approximativement de la microseconde a la milliseconde et les dimen-
sions spatiales sont de l'ordre de quelques micrometres. Le nombre de molécules est ainsi beaucoup
plus faible; les fluctuations d’un systeme étant inversement proportionnelles a la racine carrée du
nombre de molécules [Meng et al., 2004], la description de la cinétique biochimique doit dans ces
conditions tenir compte du caractere discret et stochastique : 'hypothese de continuité n’est alors
plus valable. C’est pourquoi a cette échelle, elle est classiquement donnée par une équation maitresse
stochastique [Gillespie, 1992]. Celle-ci exprime la probabilité d’étre dans un état donné & un instant
donné, et ce pour tous les états possibles et pour tous les instants. Le comportement du systéeme n’est
plus déterministe, mais il est stochastique. Dans le cas d’un milieu homogene, ’espace des états est
défini par la liste du nombre d’especes moléculaires dans le volume, soit une quantité finie et discrete,
et les trajectoires qu’il suit sont continues en temps. Le cas d’un milieu hétérogene est plus complexe ;
en effet, le volume global est discrétisé en sous-volumes choisis suffisamment petits pour pouvoir étre
supposés homogenes. L’espace des états est alors donné par la liste du nombre des différentes especes
moléculaires dans chaque sous-volume, les trajectoires qu’il suit sont aussi continues en temps. Dans
les deux cas, ces trajectoires sont induites par des évenements discrets, a savoir les réactions et les
déplacements provoqués par la diffusion moléculaire. Notons que 1’équation maitresse stochastique est
en fait une équation différentielle ordinaire linéaire a cceflicients constants : il est alors théoriquement
envisageable de la résoudre analytiquement. Néanmoins, celle-ci nécessite une variable pour chaque
état possible du systeme; méme dans les cas les plus simples, leur nombre peut étre gigantesque et
il devient alors impossible d’écrire cette équation. C’est pourquoi, Gillespie [1976, 1977] a introduit
la simulation stochastique exacte (exact stochastic simulation). Plutot que de décrire les différentes
probabilités de toutes les trajectoires possibles, le principe est de ne générer qu'une seule trajectoire
respectant a la fois les probabilités imposées par I’équation maitresse stochastique et 1’état initial du
systeme. Elle évite ainsi I’écriture fastidieuse de cette équation, et en ayant recours a la simulation sur
ordinateur, elle permet de reproduire le comportement aléatoire et discret du systéme qu’aurait donné
cette méme équation. Remarquons que les travaux de Gillespie sont a l'origine de toute la théorie de
la cinétique biochimique a 1’échelle mésoscopique. Ils ont en effet développé ’équation maitresse sto-
chastique dans le cas d’un milieu homogene, puis proposé les premiers algorithmes pour la simulation
stochastique exacte. Ils ont aussi contribué a 1’élaboration de I’équation maitresse stochastique et aux
premiers algorithmes pour la simulation stochastique exacte dans le cas d’un milieu hétérogene par
Stundzia et Lumsden [1996]. Divers algorithmes ont alors été proposés successivement pour la simu-
lation stochastique exacte en milieu homogene [Gibson et Bruck, 2000; Cao et al., 2004] et en milieu
hétérogene [Ander et al., 2004; Elf et Ehrenberg, 2004]. Ainsi, le travail de recherche en informatique
consiste essentiellement ici a construire les algorithmes les plus rapides pour la simulation stochastique
exacte.

A T’échelle microscopique, les dimensions temporelles et spatiales sont a 1’échelle de la molécule.
Ainsi, les dimensions temporelles appartiennent & I'intervalle nanoseconde - microseconde, et les di-
mensions spatiales sont de I'ordre de quelques angtroms. A cette échelle, chaque espece moléculaire
est représentée individuellement. La simulation consiste ici a faire se mouvoir ces différentes especes
moléculaires au sein d’un volume, puis a collisionner pour éventuellement réagir. L’espace doit obli-
gatoirement étre pris en compte, c’est pourquoi on ne distingue plus modélisation temporelle et
modélisation spatio-temporelle. L’espace des états est alors donné par la liste des positions et é-
ventuellement orientations des différentes especes moléculaires. Les trajectoires qu’il suit peuvent étre
discretes ou continues. En effet, les déplacements des especes moléculaires sont reproduits par des
marches aléatoires qui se font, soit dans un espace discret, soit dans un espace continu. Dans les
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Modélisation Modélisation
temporelle spatio — temporelle
Echelle Milieu homogene | Milieu hétérogéne
Equations Equations Modele continu
macroscopique différentielles différentielles et
ordinaires aux dérivées partielles déterministe
Equation Equation Modele discret
mésoscopique maitresse maitresse et
stochastique stochastique stochastique
Modele discret
microscopique Marches aléatoires et/ou continu
et stochastique

TABLEAU 1 — Modélisation et simulation de la cinétique biochimique.

deux cas, les déplacements ainsi que les réactions induites par les collisions entre les diverses especes
moléculaires sont données par des lois probabilistes : le comportement du systéme est a nouveau sto-
chastique. Compte-tenu de la puissance de calcul requise par ce type de simulations, les techniques et
méthodes informatiques pour la simulation de la cinétique biochimique a I’échelle microscopique sont
pour l'instant peu développées, le travail de recherche en informatique dans ce domaine en est encore
a son avenement.

Le tableau 1 dresse un bilan de la modélisation et de la simulation de la cinétique chimique des
systemes biologiques complexes.

Dans ce mémoire, nous soutenons la these qu’il est possible d’expérimenter in virtuo la cinétique
biochimique. Nous nous limitons néanmoins aux cas :

e de I’échelle macroscopique en milieu homogene,
e de I’échelle microscopique.

Plus exactement, nous soutenons alors qu’il est possible de résoudre un systeme d’équations
différentielles ordinaires associé a la cinétique biochimique d’un systeme réactionnel, ainsi que de
reproduire les marches aléatoires suivies par les espeéces moléculaires a 1’échelle microscopique, par
un systeme multi-agents ou les agents sont réactifs, autonomes et ordonnancés selon le schéma des
itérations asynchrones et chaotiques.

Nous choisissons le phénomene de la coagulation du sang comme exemple applicatif, tout d’abord
en raison de I’enjeu qu’il représente en terme de santé publique, mais surtout car les données cinétiques
sont abondantes et les validations expérimentales relativement peu cotteuses et faciles a mettre en
place.

Organisation du mémoire

Ce document s’articule autour de trois grandes parties : I’étude bibliographique qui donne certains
éléments théoriques nécessaires a la compréhension de ce mémoire et qui au travers d’un état de l'art
dégage la problématique de cette these (partie I), puis les modeéles que nous proposons pour y répondre
(partie IT), et enfin lapplication de ces derniers & ’exemple de la coagulation du sang (partie IIT).
Quatre annexes viennent en outre s’y ajouter.
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Partie I — Etude bibliographique

Le chapitre 1 présente les éléments théoriques de la cinétique biochimique nécessaires & la compré-
hension de ce mémoire.

Le chapitre 2 fait un état de ’art des méthodes informatiques classiquement utilisées pour simuler
cette cinétique a 1’échelle macroscopique en milieu homogene, ainsi qu’a 1’échelle microscopique.

Partie IT — Modeles

Dans le chapitre 3, nous trouvons le modele que nous proposons pour expérimenter in virtuo la
cinétique biochimique a I’échelle macroscopique en milieu homogene.

Quant au chapitre 4, il détaille le modele qui permet d’expérimenter in virtuo cette cinétique a
I’échelle microscopique.

Partie I1I — Exemple d’application : la coagulation du sang

Le modele développé dans le chapitre 3 est illustré dans le chapitre 5 sur 'exemple du test du
temps de Quick, test de routine in vitro utilisé dans le domaine du diagnostic en hémostase.

Celui proposé dans le chapitre 4 est utilisé pour simuler ’activation de la prothrombine en throm-
bine par la prothrombinase, réaction-clé de I’hémostase dans le chapitre 6.

La conclusion dresse un bilan du travail effectué et ouvre des voies de recherche en guise de
perspectives.

L’annexe A détaille les démonstrations mathématiques de résultats présentés dans le chapitre 3.

L’annexe B liste quelques données théoriques, utilisées dans le chapitre 4, concernant le mouvement
brownien.

L’annexe C donne un code source en langage C que nous avons développé pour la détection de
collision dans le cadre de I’étude du chapitre 4.

L’annexe D contient des données a la fois théoriques et expérimentales associées a notre modélisa-
tion du test du temps de Quick détaillée dans le chapitre 5.

Ce document s’acheve par I’énumération des différents éléments bibliographiques référencés tout
le long du mémoire.
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Premiere partie

Etude bibliographique






Chapitre 1

Eléments théoriques

Résumé — Dans ce chapitre, nous donnons les éléments théoriques de la cinétique biochimique
a ’échelle macroscopique en miliew homogéne, ainsi qu’a l’échelle microscopique, nécessaires a la
compréhension des travaux présentés dans ce mémoire. Dans un premier temps, nous décrivons la
cinétique telle qu’elle est typiquement abordée par les biochimistes, i.e. a [’échelle macroscopique en
milieu homogéne. Ainsi, aprés quelques notions élémentaires, nous détaillons certaines réactions par-
ticulieres comme les réactions de premier ordre, les réactions de second ordre, les réactions réversibles,
les réactions controlées par la diffusion et enfin les réactions enzymatiques. Dans un second temps,
nous traitons la théorie du phénomene de diffusion moléculaire qui est associée a celle de la cinétique
biochimique aussi bien en milieu hétérogene qu’a l’échelle microscopique. Nous en exposons la théorie a
l’échelle macroscopique qui est décrite par les lois de Fick, puis celle a l’échelle microscopique donnée
par le mouvement brownien. Nous achevons en outre ce chapitre en montrant comment le modéle
aléatoire et discret associé a la théorie du mouvement brownien explique le modéle déterministe et
continu des lois de Fick.

Introduction

A théorie associée a la cinétique biochimique d’un systeme réactionnel differe selon le milieu,

homogene ou hétérogene, et selon 1’échelle de modélisation, macroscopique, mésoscopique ou mi-

croscopique. Dans cette these, nous nous intéressons seulement aux cas de I’échelle macroscopique en
milieu homogene et de ’échelle microscopique.

Ainsi dans ce chapitre, nous trouvons les éléments théoriques de la cinétique biochimique néces-
saires a la compréhension des travaux présentés dans ce document. Nous abordons tout d’abord la
cinétique des biochimistes, i.e. a I’échelle macroscopique en milieu homogene. Nous décrivons ensuite
la théorie de la diffusion moléculaire aussi bien a 1’échelle macroscopique qu’a 1’échelle microscopique.

Notons que les notions présentées dans ce chapitre sont en premier lieu inspirées des entrées
bibliographiques [Chandrasekhar, 1943; Berg, 1993; Purich et Allison, 2000; Atkins et de Paula, 2002].
Néanmoins, des références complémentaires citées tout le long du chapitre viennent s’y ajouter en
second lieu.
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ELEMENTS THEORIQUES

1.1 La cinétique biochimique

La théorie des réactions chimiques décrit les interactions entre les différentes especes composant un
systeme chimique. Dans ces systemes, une réaction transforme des réactifs en produits. Une réaction
fait donc varier au cours du temps les quantités de ses composants. La cinétique chimique est la
discipline qui étudie cette évolution temporelle. Lorsque les réactions étudiées appartiennent au vivant,
on parle alors de cinétique biochimique.

Les réactions chimiques peuvent étre étudiées en phase gazeuse comme en phase liquide, cepen-
dant la cinétique biochimique se limite généralement aux réactions qui se passent en solution. C’est
pourquoi nous nous limiterons a ce cas dans cette thése. Ainsi, apres avoir introduit quelques notions
élémentaires, nous décrivons la cinétique biochimique de diverses réactions qui sont mises en jeu au
travers de nos travaux.

1.1.1 Notions élémentaires

La cinétique biochimique est I’étude de la vitesse des réactions biochimiques. Le but est de
déterminer de maniére empirique ’expression de la vitesse via des mesures expérimentales afin de
décrire le mécanisme de la réaction. Généralement I’expression de la vitesse est de la forme v = k X f,
ou k est la constante cinétique et f est fonction de la concentration en réactifs et produits. La constante
k est une constante de proportionnalité, indépendante des quantités de réactifs et produits mais
dépendante d’autres facteurs, principalement de la température. La constante k est propre a une
réaction, et généralement fixe dans des conditions expérimentales identiques.

Prenons pour exemple la réaction donnée par I’équation (1.1).

k
ngA+ny B — n.C+ngD (1.1)

Dans cet exemple, A et B sont les réactifs et C et D les produits; A, B, C et D représentant les
composants de la réaction. Les quantités n,, ny, ne et ng sont les ceefficients steechiométriques de la
réaction associés respectivement aux especes A, B, C et D ; la stechiométrie définissant les proportions
suivant lesquelles les réactifs se combinent et les produits se forment. De la stecechiométrie et du schéma
réactionnel se déduit la relation entre 1’évolution temporelle des composants de la réaction et la vitesse
comme l'illustre I’équation (1.2).

1 d[A] 1 d[B] 1 d[C] 1 d[D]

= = = - 1.2
ng dt ny, dt ne dt ng dt’ (1.2)

ou :

e [A], [B], [C] et [D] représentent les concentrations des différents composants de la réaction, qui
s’expriment généralement en M ;

e v est la vitesse de la réaction qui s’exprime d’ordinaire en M - s~ 1.

L’évolution temporelle de la concentration de chaque composant de la réaction est reliée a la vitesse
de la réaction par une équation différentielle ordinaire; la variation des réactifs étant logiquement
négative car ceux-ci sont consommés, la variation des produits étant naturellement positive car ceux-
ci sont formés. La forme générale de I'expression de la vitesse, ou loi de vitesse, de la réaction (1.1)
est donnée dans 1’équation (1.3).

v=kx (A, B, [C], [DI). (1.3)

Cette loi de vitesse est déterminée expérimentalement ; une fois obtenue, elle permet par exemple
de prédire la vitesse de la réaction connaissant la composition du mélange, d’anticiper la composition
du mélange réactionnel a un stade ultérieur de la réaction ... Enfin une loi de vitesse donne aussi une
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LA CINETIQUE BIOCHIMIQUE

indication sur le mécanisme réactionnel, car le schéma proposé doit correspondre a la loi de vitesse
mesurée.

L’équation (1.3) montre que la vitesse de la réaction est bien proportionnelle & la constante
cinétique k ainsi qu’a la fonction f qui s’exprime a partir des concentrations des différents com-
posants de la réaction. Ces concentrations sont élevées a une puissance, ’ordre partiel de la réaction
par rapport a ’espece en question. On appelle ordre global, ou ordre d’une réaction, la somme des
ordres partiels. Dans notre exemple ’ordre partiel de la réaction par rapport a I’espece A est a, par
rapport & B est 3, ...; ordre global de la réaction étant o + 8 + v + . Dans le cas général, il n'y
a aucun lien entre ccefficients stoechiométriques et ordres partiels, la notion d’ordre étant une donnée
déterminée expérimentalement et purement empirique.

Tres schématiquement, une réaction chimique provient, au niveau moléculaire, d’un seul évenement
d’origine mécanique, e.g. une collision productive entre plusieurs molécules. Une réaction est dite
élémentaire si son schéma n’implique a I’échelle moléculaire qu’un seul de ces évenements, i.e. si elle
ne peut étre décomposée en aucune étape intermédiaire ou si elle ne forme aucune espéce intermédiaire.
On appelle molécularité d'une réaction élémentaire le nombre d’especes qui doivent collisionner pour
que la réaction ait lieu. Si nous considérons la réaction de 'exemple (1.1) comme étant élémentaire,
sa molécularité est n, + np. Remarquons que dans le cas d’une réaction élémentaire, coefficients stoe-
chiométriques et molécularité sont liés. Le fait qu’une réaction élémentaire ait lieu est fondé sur la pro-
babilité que les réactifs collisionnent : ainsi la molécularité d’une réaction élémentaire ne vaut a priori
que un ou deux, la probabilité que trois espéces ou plus collisionnent étant tres faible. Une réaction
élémentaire n’est alors a priori que unimoléculaire ou bimoléculaire. Les réactions unimoléculaire et
bimoléculaire élémentaires ont respectivement une cinétique d’ordre un et d’ordre deux©@ ; il est tou-
tefois essentiel de faire la distinction entre la molécularité et 'ordre : 'ordre d’une réaction est une
quantité empirique, que l'on obtient a partir de la loi de vitesse expérimentale; la molécularité se
rapporte a une réaction élémentaire envisagée comme étape individuelle d’'un mécanisme.

Une réaction chimique étudiée au niveau macroscopique peut se résumer a une simple réaction
élémentaire. Cependant, elle est le plus souvent le résultat d’une composition de réactions élémentai-
res. Il est en fait plus fréquent de démontrer qu'une réaction se réalise a travers une série d’étapes
élémentaires dont la composition devient une réaction dite complexe. Notons que dans ce cas, la
molécularité n’a plus de signification.

Le modele le plus commun formulant ’expression des vitesses des réactions biochimiques est ce-
lui des lois d’action de masse, développé par les norvégiens Peter Waage et Cato Guldberg (voir
par exemple la traduction anglaise [Waage et Guldberg, 1986]). Ces lois partent du postulat que la
fréquence des collisions augmente avec la concentration en réactifs : la réaction s’en trouve accélérée.
Elles indiquent qu’a une température donnée la vitesse de la réaction est égale a une constante de
proportionnalité multipliée par le produit des concentrations des réactifs dont les ccefficients stoe-
chiométriques deviennent exposants. Dans notre exemple, la réaction (1.1) a pour expression de sa
vitesse, selon les lois d’actions de masse, 1’équation (1.4).

v =k x [A]" x [B]"™. (1.4)

Nous remarquons que dans ce cas particulier les ordres partiels deviennent égaux aux coefficients
steechiométriques.

Les travaux présentés dans cette these n’impliquent que des réactions ou la loi de vitesse découle
du modele des lois d’action de masse ayant une cinétique de premier ordre (ordre un) ou de second
ordre (ordre deux). C’est pourquoi nous ne décrivons, dans cette section, que celles-ci, ainsi que
les cas particuliers de réactions réversibles, de réactions contrélées par la diffusion et de réactions
enzymatiques. Pour une description plus détaillée de la cinétique biochimique voir par exemple [Atkins
et de Paula, 2002].

C@Attention7 la réciproque n’est pas forcément vraie.
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1.1.2 Cinétique de premier ordre

Une réaction possede une cinétique de premier ordre si sa loi de vitesse est de la forme

v=1kx[C], (1.5)

ol k s’exprime en s~!. La figure 1.1 énumere quelques schémas réactionnels de premier ordre.

k

c — 0
k

c — c’
k

C — B+A

FIGURE 1.1 — Exemples de schémas réactionnels de premier ordre.

1.1.3 Cinétique de second ordre

Une réaction présente une cinétique de second ordre si sa loi de vitesse est de la forme (1.6) lorsque
le réactif est unique, ou de la forme (1.7) lorsque la réaction posséde deux réactifs.

v =k x [A]? (1.6)
v==Fkx [A] x [B], (1.7)
ol k s’exprime en M ~! - s~!. La figure 1.2 donne quelques schémas réactionnels de second ordre.
k
A+B — 0
k
A+B — C
k
A+B — C+D
k
A+A — C+D

FIGURE 1.2 — Exemples de schémas réactionnels de second ordre.

1.1.4 Reéactions réversibles

Les réactions réversibles sont définies par des schémas réactionnels du type

kon
A+B = C (1.8)
kofr
ol les produits peuvent réagir a nouveau pour former les réactifs, i.e. la réaction inverse est possible.
Sur cet exemple, la loi de vitesse de la réaction est donnée par
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LA CINETIQUE BIOCHIMIQUE

U = kon X [A] X [B] —kosp x [C]. (1.9)
Lorsque que la réaction est a 1’état d’équilibre, i.e. t tend vers l'infini, nous avons
Voo = kon X [A]OO X [B]Oo — koff X [C]Oo = 0,
soit

Kp = [A]["g,][i]"" = Zf;f (1.10)

ou K p est la constante d’équilibre de la réaction. Kp s’exprime généralement en M et représente
I'affinité entre les especes A et BO. Elle présente aussi un intérét pratique : connaissant I'une des
constantes cinétiques, elle permet d’en déduire I'autre.

1.1.5 Réactions controlées par la diffusion

Le mécanisme d’une réaction bimoléculaire repose de maniére tres schématique sur I'idée que les
molécules doivent se rencontrer et que la collision n’est productive que si celles-ci possedent une énergie
minimale. Une réaction se décompose alors en deux étapes élémentaires :

e un processus de transport qui va amener les deux réactifs a se rencontrer et a collisionner ;
e la réaction en elle-méme, i.e. la transformation des réactifs en produits.

C’est le phénomene de diffusion, détaillé dans la section 1.2, qui est responsable du processus de
transport et qui favorise alors la rencontre entre les différents réactifs. Au moment de cette rencontre,
les molécules doivent posséder une énergie supérieure a I’énergie d’activation pour que la réaction ait
lieu, i.e. leur énergie doit dépasser un certain seuil — la barriere énergétique — afin que la collision soit
productive. Dans le cas contraire la réaction n’a pas lieu et les réactifs peuvent a nouveau diffuser
librement.

Reprenons 'exemple (1.1); supposons que les coefficients steechiométriques soient tous égaux & un
et que la cinétique suive le modele des lois d’action de masse. La loi de vitesse est alors donnée par

v=Fkx [A] x [B].

Selon le mécanisme décrit précédemment, cette réaction peut étre décomposée de la maniere sui-
vante :

k1 k3
A+B = A--.B — C+D,
ko

ou :

e A- .- B représente une paire de rencontre entre 'espece A et I'espece B ;

e Ly est la constante cinétique associée a la rencontre entre I’espece A et 1'espece B ;

e ks est la constante cinétique associée a la séparation de la paire de rencontre A--- B;

e k3 est la constante cinétique associée a la formation des produits.

®BLa constante K p est parfois appelée constante de dissociation. Certains auteurs utilisent la constante d’association
K 4 égale a l'inverse de Kp, i.e. 1/Kp, pour quantifier I’affinité entre deux espéces. La constante d’association semble
toutefois beaucoup moins utilisée que la constante de dissociation.
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En supposant la concentration de la paire de rencontre A --- B constante, nous obtenons

d[A-- B
dt ~0,
soit
A B~ — A x (B
" ko + ks '

La vitesse de formation des produits étant donnée par

v=Fks[A--- B],
ainsi
k/’1><k/’3
~ x [A] x [B],
v o 4] < (B
et
k%Lng.
ko + k3

Deux cas-limites peuvent maintenant étre distingués :

e la vitesse de séparation de la paire de rencontre est tres lente devant la vitesse de formation du
produit, dans ce cas

ko + k3 ~ k3,

ainsi

kj%kla

la vitesse globale de la réaction est alors imposée par la vitesse du processus de transport, nous
sommes dans le cas d'une réaction contrélée par la diffusion : 1'étape cinétiquement limitante
est le phénomene de diffusion ;

e la vitesse de séparation de la paire de rencontre est rapide devant la vitesse de formation du
produit, ainsi

ko + k3 = kg,
soit
k
kz—lxkg:Kkag,
ko

ou Kp est la constante d’équilibre associée & la formation/dissociation de la paire de rencontre;
la vitesse globale de la réaction est alors dictée par la vitesse de la réaction proprement dite,
il s’agit du cas d’une réaction contrélée par une activation énergétique : I’étape cinétiquement
limitante est la réaction en elle-méme.

Marian von Smoluchowski [1917] est & l’origine de la théorie des réactions controlées par la diffusion.
Dans celle-ci, le principe est d’approximer la vitesse de la réaction par la vitesse a laquelle les réactifs
diffusent 'un vers I'autre. Dans sa théorie, les molécules sont représentées par des spheres dures et
chaque collision entre deux molécules susceptibles de réagir implique une réaction. Ceci revient a
dire que la surface entiere de chaque sphere est uniformément réactive. La constante cinétique d’une
réaction controlée par la diffusion est alors donnée par

Esmol = 4m(Da + Dp)(ra +rp)Na/1000, (1.11)

ou :
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® kymor s'exprime en M1 571,

e D4 et Dp sont respectivement les ceefficients de diffusion — ¢f. section 1.2 — des especes A et B

en m? - 571;

e 74 et rp sont respectivement les rayons des molécules A et B en m.

Expérimentalement, on peut vérifier la validité de cette loi. Bien que I'accord entre les valeurs ob-
servées et mesurées ne soit pas parfait, il est cependant suffisant pour vérifier la validité de 'approche.

Selon cette théorie, en solution, les constantes cinétiques des réactions bimoléculaires ne peuvent
excéder environ 109 M1 . s71 car la vitesse de diffusion devient alors un facteur limitant. A titre
d’exemple, des molécules ayant une géométrie proche de celle de la prothrombine ont une constante
cinétique bimoléculaire d’environ 6.5 x 106 M—1!. s~

Les travaux présentés dans cette these n’impliquent pas de réactions contrélées par une activation
énergétique, c’est pourquoi nous n’en détaillons pas la théorie. Pour une description détaillée de celle-ci
voir par exemple [Atkins et de Paula, 2002].

1.1.6 Cinétique enzymatique

Les enzymes sont des protéines dont la fonction principale est de catalyser des réactions, i.e.
d’augmenter la vitesse de ces réactions d’un facteur tres élevé tout en se retrouvant inchangées a la
fin de celles-ci. Le schéma général d’une réaction enzymatique est donné par

E+S—FE+P (1.12)
ou :
o FE est 'enzyme;
e S est le substrat;
e P est le produit.

La majeure partie des réactions biochimiques implique des enzymes, c’est pourquoi il est utile ici
de décrire leur cinétique.

Ce sont les travaux du chimiste britannique Adrian Brown qui ont initié la compréhension de la
cinétique enzymatique. A la fin du XIX*™¢ siecle, de nombreux scientifiques tenterent de décrire les
vitesses des réactions impliquant des enzymes par les lois d’action de masse; Adrian Brown mesura
que la vitesse de réaction différait d’une cinétique de second ordre classique [Brown, 1892] et que
ce résultat pouvait s’expliquer si 'on admettait ’existence de la formation d’un complexe enzyme -
substrat [Brown, 1902] précédant la transformation du substrat en produit : une réaction enzymatique
serait ainsi composée de deux réactions élémentaires, la premiere formant le complexe E- S, la seconde
décomposant le complexe E - S en enzyme « régénérée » et en produit, soit

E+S—E-S—E+P. (1.13)

Par la suite, le frangais Victor Henri [1903] proposa un schéma général pour décrire la cinétique
des réactions impliquant des enzymes

kJr kcat
E+S = E-S — E+P (1.14)
k_

ou :
e k., est la constante cinétique de second ordre, en M ~! - s~! caractérisant I’association entre

I’enzyme et le substrat ;
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FIGURE 1.3 — Schéma général d’une réaction enzymatique. L’enzyme (E) et
le substrat (S) s’associent pour former un complexe (E-S) qui peut, soit régénérer
lenzyme et le substrat, soit engendrer ’enzyme et le produit (P).

e k_ est la constante cinétique de premier ordre, en s~!, spécifiant la dissociation du complexe
E-S;

o k.o est la constante cinétique de premier ordre, en s~!, qui qualifie la libération du produit par
le complexe E - S; elle est aussi appelée constante catalytique de I'enzyme.

Ainsi, 'enzyme et le substrat s’associent pour former un complexe {enzyme - substrat} ; instable,
celui-ci, soit se dissocie en une paire {enzyme, substrat}, soit se transforme en une paire {enzyme,
produit}. Ce mécanisme est illustré sur la figure 1.3.

Le systeme d’équations différentielles ordinaires associées au mécanisme (1.14) est donné par

% _ —k+X[E] X[S] +k_ X[ES] +kcatx[E'S]
% — ke x[E]x[S] +k_ x[E-S] 0
(1.15)
% = +ky X [E] X [S] —k- X [E-S] —keat x [E- 5]
apr]
W — 0 0 +keatr X [E ! S]

Ce systeme est non-linéaire, ce qui empéche sa résolution explicite. Victor Henri propose alors
I’hypothese d’équilibre rapide ou de pré-équilibre qui permet d’approximer la solution du systeme.
Cette hypothese implique que la réaction de formation du complexe E-S est en équilibre deés I'initiation
du processus, i.e. suppose que la relation (1.16) est valable des le début de la réaction, ainsi

k- [E][S]

Kg=—=—— 1.1
S k+ ES]7 ( 6)

[
et Kg représente alors 'affinité du substrat pour ’enzyme; elle a pour unité le M.

Une dizaine d’années plus tard, Michaelis et Menten [1913] confirment le travail expérimental de
Victor Henri et proposent une expression générale de la vitesse d’une réaction enzymatique, basée sur
Ihypothese d’équilibre rapide, donnée par ’équation (1.17).

 kear x [E]r x [5]
U T Es S

(1.17)

ou [E]r représente la concentration totale d’enzyme, [E]r = [E] + [E - S].

Lorsque [S] est tres petite devant Kg, i.e. Kg+ [S] &~ Kg, la loi de vitesse tend vers

~ kcat X [E]T
v, = KS X [S]
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i.e. une cinétique d’ordre un en [S].

Lorsque [S] est tres grande devant Kg, i.e. Kg + [S] = [5], la loi de vitesse tend vers

vy N kcat X [E]Ta

i.e. une constante. Le produit k..: X [E]r définit une vitesse, qui est la vitesse maximale théorique
que la réaction enzymatique peut atteindre pour une concentration donnée d’enzyme. C’est pourquoi
ce produit est généralement noté v,,q, et 'équation (1.17) donnée sous la forme

Umaz X [S]

Ks+19]° (1.18)

v; =

Nous remarquons que, selon cette équation, Kg est la concentration de substrat pour laquelle v;

vaut Ve /2. L’expression (1.18) s’obtient sur 'hypothése de I’équilibre rapide qui est valide seulement

si la concentration en substrat est trés grande devant la concentration en enzyme. Cependant, au cours

de la réaction le substrat est consommé, ainsi il arrive un instant ou ’hypothese d’équilibre rapide

n’est plus valable et donc ’équation (1.18) n’approxime plus la loi de vitesse de la réaction. C’est
pourquoi v; représente en fait la vitesse initiale de la réaction enzymatique.

Le mécanisme (1.14) est traditionnellement attribué & Leonor Michaelis et Maud Menten bien
qu’ils aient eux-mémes clairement reconnu Victor Henri comme premier auteur; c’est pourquoi il est
plus approprié de s’y référer par « mécanisme de Henri-Michaelis-Menten ».

Plus tard, Briggs et Haldane [1925] remettent en question ’hypothése d’équilibre rapide et pro-
pose I'hypothese d’état stationnaire. Celle-ci suppose que la concentration du complexe [E - S] tend
rapidement vers la stationnarité et donc néglige sa vitesse d’évolution, i.e.

d[E - ]
dt

Cette approximation élimine de nouveau la non-linéarité du systeme (1.15) et donne la solution
approchée

~ 0. (1.19)

Umaz X [S]
Ky +1[S]’

traditionnellement appelée « équation de Michaelis-Menten », en hommage aux deux biochimistes.
Ky est généralement appelée « constante de Michaelis » et a pour unité le M. Tout comme Kg, elle
représente la concentration de substrat pour laquelle v; vaut v,,q,/2. L’expression de K est donnée
par I’équation (1.21).

(1.20)

V; =

_ k_ + kcat

K
M N

(1.21)

L’équation (1.20) définit un morceau d’hyperbole et est représentée sur la figure 1.4.

Bien que I'hypothese d’équilibre rapide et 'hypothese d’état stationnaire@ conduisent & la méme
expression pour la vitesse initiale, elles sont conceptuellement différentes : la premiere suppose que
la réaction réversible entre ’enzyme et le substrat est en équilibre, i.e. que le complexe E - S se
dissocie beaucoup plus fréquemment qu’il ne subit I’acte catalytique, ainsi la constante K g représente
la « vraie » affinité entre ’enzyme et le substrat; la seconde conjecture que la réaction de formation
du complexe enzyme - substrat, sa dissociation et la libération du produit se compensent, ainsi ’acte
catalytique n’est plus négligé, la constante Kj; ne représente donc pas l'affinité entre ’enzyme et le
substrat, bien qu’elle y soit apparentée; elle reste toutefois un bon indicateur. Les études cinétiques
modernes des enzymes sont généralement fondées sur I’hypothese d’état stationnaire.

@Nous pouvons remarquer que I’hypothése d’équilibre rapide est un cas particulier de ’hypothése d’état stationnaire
et que si keqt est tres petite devant k_, nous avons alors Ky ~ Kg.
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FIGURE 1.4 — Vitesse initiale d’une réaction enzymatique. La vitesse initiale v;
évolue selon un morceau d’hyperbole en fonction de la concentration en substrat [S].
Umaz €st la vitesse maximale théorique que la réaction enzymatique peut atteindre pour
une concentration donnée d’enzyme. K s correspond a la concentration de substrat pour
laquelle v; vaut vmaz.

Le ratio keqt /K désigne Uefficacité catalytique de 'enzyme pour le substrat. En effet, une enzyme
peut afficher une forte affinité pour un substrat (Kj; faible) tout en catalysant tres lentement la
réaction (keq: petit); inversement, elle peut présenter une faible affinité pour le substrat (K, élevé)
tout en catalysant fortement la réaction (k.q: grand); I'un ou 'autre de ces deux parametres ne suffit
donc pas pour caractériser 'enzyme : c’est pourquoi le rapport k.q:/Kps est utilisé. Il représente ainsi
un excellent indicateur pour quantifier la spéciﬁcité@ de I’enzyme pour le substrat.

La valeur maximale du rapport k.q:/K s est la constante cinétique associée a 1’association de l'en-
zyme et du substrat, soit k;. Cette constante a elle-méme pour limite théorique la constante associée
a la vitesse de diffusion des molécules dans le milieu réactionnel, soit kg, donnée dans 1’équation
(1.11). Ainsi Pefficacité catalytique maximale d’une enzyme pour un substrat vaut approximativement
109 M~1.s~1 en solution. Lorsque le rapport keq: /K approche cette valeur, la réaction enzymatique
est controlée par la diffusion.

Cette section a décrit comment s’exprime dans le cas général la loi de vitesse d’une réaction
enzymatique, réaction trés commune en cinétique biochimique. Nous nous sommes toutefois limités au
cas d'une enzyme agissant sur un substrat ; certaines réactions impliquent diverses formes d’inhibition
(e.g. compétitive, non compétitive), des enzymes allostériques ..., ol la loi de vitesse differe de celles
présentées ici. Les notions décrites ici sont cependant suffisantes pour la compréhension de cette these.
Pour plus de détails voir par exemple [Segel, 1993].

Dans cette section, nous avons présenté différents aspects de la cinétique biochimique. Nous
détaillons & présent le phénomene de diffusion.

OrLa spécificité d’une enzyme pour un substrat est classiquement imagée par un systéme « clef — serrure » ou le
substrat est la clef et 'enzyme la serrure.
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1.2 La diffusion

Le phénomene de diffusion est un processus fondamental de transport de matiere en mécanique
des fluides. Les exemples classiques qui lui sont associés sont la dissipation d’un parfum dans une
piece vide ou encore la dispersion d’encre colorée dans un liquide transparent. Il est attribué aux
mouvements aléatoires des molécules : il est ainsi de nature stochastique, c’est d’ailleurs ce qui le
différencie de phénomenes comme 1’advection.

La théorie de la diffusion exprime en termes physiques comment cette matiere se déplace au sein du
fluide. Cette section décrit cette théorie tout d’abord a 1’échelle macroscopique ou elle se représente par
des équations phénoménologiques, i.e. des équations qui sont des résumés empiriques d’observations
expérimentales, puis ensuite a ’échelle microscopique ou elle se caractérise par un modele mécanique
fondé sur I'aléatoire.

1.2.1 Théorie macroscopique : les lois de Fick

A T’échelle macroscopique la théorie de la diffusion se décrit par des lois empiriques, les lois de Fick
[1855].

1.2.1.1 Premiere loi de Fick

La premiere loi de Fick indique qu'un gradient de concentration d’une substance dissoute dans
une solution induit un flux de matiere proportionnel mais de sens opposé a celui du gradient, le flux
étant la quantité de matiere qui se déplace par unité de surface et par unité de temps. La constante de
proportionnalité est donnée par le ceefficient de diffusion de la substance. L’expression de la premiere
loi de Fick est donnée par 1’équation aux dérivées partielles (1.22) et est illustrée sur la figure 1.5.

oC
Jo(z,t) = —D—(x,1), 1.22
(2,1) = —D==(.1) (1:22)
ou :
e J, est le flux de matiere selon 'axe des x en mol -m=2 - s71;

e D est le coefficient de diffusion de la substance en m2 - s 1;

e C(x,t) la concentration de la substance & I’abscisse x & I'instant ¢ en mol - m~3.

Ainsi, si la concentration varie fortement en fonction de la distance, le flux est élevé et inversement,
si elle est uniforme, le flux net résultant est nul. Le flux étant de sens opposé a celui du gradient, il en
résulte que la matiere se déplace des zones a concentrations plus élevées vers les zones a concentrations
plus faibles.

1.2.1.2 Seconde loi de Fick

La seconde loi de Fick s’obtient a partir de la précédente, sur ’hypothese de la conservation de la
matiere. Considérons un volume délimité par deux surfaces d’aires S et séparées d'une distance dzx,
comme il est illustré sur la figure 1.6. Le flux de matiere se propage de la surface a l’abscisse = vers
la surface a I'abscisse x 4+ dx. S’il y a conservation de la matiere, la variation de la concentration au
sein du volume durant l'intervalle de temps dt est donnée par la différence entre le flux entrant et le
flux sortant, soit

1 1 [Je(x) = Je(x+d2)] - S -0t
E~[C(t+5t)70(t)} = 5 S

Clt+ot)—C(t)  Ju(w+0x) — Jo(a)
< 5t - ox ‘
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FIGURE 1.5 — Premiere loi de Fick. La figure illustre sur une dimen-
sion la premiere loi de Fick qui stipule que le flux de matiére (nombre
de particules passant une fenétre imaginaire S par unité de temps) est
proportionnel mais de sens opposé au gradient de concentration en ce
point.
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FIGURE 1.6 — Seconde loi de Fick. La figure illustre sur une dimension
la seconde loi de Fick qui indique que le flux net résultant dans un
volume V est égal a la différence entre le flux entrant, en provenance
de la région de forte concentration, et le flux sortant, en direction de la
région de faible concentration.
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A la limite 0t — 0 et dz — 0, ’équation devient

oC 0Jy
E(Lt) = *%(z,t)-

En insérant 1’équation (1.22) dans la précédente, nous obtenons

oC 0*C
E(m, t) = DW(LO’ (1.23)
qui est la célebre équation de diffusion. Celle-ci relie la variation temporelle de la concentration en
un point a la variation spatiale de la concentration autour de ce point. Plus exactement, I’équation
de diffusion montre que la variation temporelle de la concentration en un point est proportionnelle
a la courbure de la concentration s’exprimant en fonction des dimensions spatiales, la constante de
proportionnalité étant toujours le ccefficient de diffusion. Une variation spatiale de la concentration
induit donc une variation temporelle rapide; une courbure nulle indique que la concentration est
stationnaire, indépendante du temps, les flux entrant et sortant se compensent. Ainsi 1’équation de
diffusion indique comment une distribution initiale non uniforme de matiére va se redistribuer dans
I’espace au cours du temps.

1.2.1.3 Equation généralisée de la diffusion

Les lois de Fick sont généralisables a n dimensions selon la notation vectorielle

—-DVC

J
oo o (1.24)
ot

ou V est 'opérateur gradient et V- I'opérateur divergence. La combinaison de ces deux équations
donne 'expression de I’équation de diffusion généralisée a n dimensions

%—f = DV?C = DAC, (1.25)

ou A est le laplacien, dont I’expression dépend du systeme de coordonnées choisi.

En coordonnées cartésiennes, dans un espace a trois dimensions, 1’équation de diffusion est donnée
par

oC

Szt =D|

qui devient en coordonnées sphériques
oC 10 oC 1 0°C 1 0 oC
“Z(p,0,0.t) =D|—=—=—(p>=—= —( sing—)]|.
ot (0,9, ,%) [p26p<p 6p)+p251n2¢ 062 +p2sinq§6¢(sm¢8¢”

Les solutions de ces différentes équations se déterminent en fonction des différentes conditions aux
limites et initiales imposées.

0?C N 0?C N 820}
ox2  Oy2 022V

1.2.1.4 Exemple de solution a I’équation de la diffusion

Considérons un axe, e.g. 'axe x, ou la concentration initiale au point x = 0 est fixée a Cj.
Les particules diffusent alors selon la loi donnée par I’équation (1.22), comme lillustre la figure 1.7.
L’équation & résoudre est donc I’équation (1.23), qui est d’ordre deux par rapport & z et d’ordre un
par rapport a t : il faut donc préciser deux conditions aux limites pour la dimension spatiale, celles-ci
sont données par

lim C(z,t) =0,

r—to0
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Jx  Ix

Co
_———— . > .....
x=0

FIGURE 1.7 — Diffusion selon un axe : exemple. La
concentration initiale au point x = 0 est fixée a Cy. Les
particules diffusent alors le long de l'axe x selon les lois
de Fick.

et une condition initiale pour la dimension temporelle, donnée par

C(z,0) = Cy - 6(x),
ou §(z) est la fonction Dirac.

La solution vaut alors

C(x,t) = exp(—a?/4Dt). (1.26)

Co
(47 Dt)1/2

Ainsi a chaque instant donné, la distribution de la concentration selon I’axe x est gaussienne. La
figure 1.8 donne 'allure de cette distribution a différents instants du processus. La figure indique que
plus 'on s’approche de la source plus la concentration est élevée, mais que plus le temps s’écoule et
plus la distribution de la concentration tend a devenir uniforme.

Dans cette section, nous avons décrit la théorie macroscopique du phénomene de diffusion et mis
en évidence les différentes propriétés de celui-ci, a savoir :

e le transport de matiere se fait des zones a forte concentration vers les zones de plus faible
concentration ;

e la concentration est plus forte a proximité de la source et elle décroit au fur et & mesure que I'on
s’éloigne de celle-ci;

e 3 ’équilibre le systeme tend vers une distribution uniforme de la concentration.

Cette théorie est donnée par les lois de Fick, qui sont des équations aux dérivées partielles, elle im-
plique donc un modele déterministe et continu. La section suivante indique qu’a I’échelle microscopique
la théorie de la diffusion se décrit par un modele aléatoire et discret.

1.2.2 Théorie microscopique : le mouvement brownien

Le mouvement brownien est le mouvement aléatoire, désordonné et incessant d’une particule im-
mergée dans un fluide. Les molécules constituant le fluide, présentes en tres grand nombre, de di-
mensions et de masse tres petites devant celles de la particule immergée, sont en agitation thermique
constante, bombardant ainsi de collisions la particule immergée. C’est ce bombardement de collisions
qui est responsable du mouvement erratique de la particule — le mouvement brownien.

Apres un bref historique de I’étude du mouvement brownien, cette section en décrit la théorie qui
définit celle de la diffusion a 1’échelle microscopique.
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FIGURE 1.8 — Exemples de solutions de 1’équation de diffusion. La figure représente
la solution (1.26) de I’équation de diffusion aux instants t =1 s (s),t =25 (a), t =4 s
(a) et £ =60 s (v); la concentration initiale Cy et le ceefficient de diffusion D valent ici

respectivement 1.4 puM et 81.0 um? - s7L.

1.2.2.1 Bref historique
L’histoire de ’étude du mouvement brownien peut étre découpée en quatre phases :
e la découverte,
e les observations,

e le développement théorique,

les confirmations expérimentales.

La découverte

Les premiéres observations du mouvement brownien sont attribuées au botaniste écossais Robert
Brown [1828]@. A Torigine, celui-ci cherchait & comprendre le mode d’action du pollen dans le pro-
cessus de fécondation. A I'aide d’un microscope il examina la forme des granules de grains de pollen
en immersion dans ’eau d’une plante, la Clarkia pulchella ; c’est ainsi qu'il apercut tres distinctement
ceux-ci en mouvement.

Les observations

Puis il fallut attendre environ 30 ans, le développement de la thermodynamique et de la théorie
cinétique des gaz pour stimuler diverses observations ou tentatives d’explication du phénomene. En

©L’appe11ation mouvement brownien est en ’honneur du botaniste. Bien qu’en fait des observations similaires et
antérieures aux siennes ont été rapportées (la paternité de la découverte — au sens d’une description détaillée de faits
expérimentaux — appartient au néerlandais Jan Ingenhousz qui avait noté en 1785 le mouvement irrégulier de la poudre
de charbon de bois & la surface d’une solution alcoolique), Robert Brown fut le premier & accorder une étude scientifique
sérieuse au phénomene.
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vain toutefois ; en effet les scientifiques, sur la base du théoreme de I’équipartition de I’énergie cinétique,
orienterent leurs mesures sur les vitesses des particules en mouvement. Cependant les observations
présentaient un comportement plutét surprenant, & savoir que plus 'intervalle de temps de mesure (At)
était faible, plus les vitesses mesurées (Ax/At) augmentaient, apparemment sans limite, créant ainsi
une grande confusion dans 'interprétation des résultats. Ceci s’explique simplement par le fait que
les scientifiques de ’époque n’avaient pas a leur disposition une théorie quantitative leur indiquant la
donnée a mesurer, et donc leur attestant que la vitesse n’était pas celle-ci, au cours de leurs expériences ;
il fallut ainsi attendre 1905 et les travaux d’Albert Einstein.

Le développement théorique

Albert Einstein publie quatre articles [Einstein, 1905, 1906, 1907, 1908]© sur la théorie du mou-
vement brownien durant les années 1905-1908. Les deux premiers ont clairement eu un role fondateur
tandis que les deux suivants ont eu un impact plus mineur. Le plus surprenant est qu’Albert Einstein
fonde sa théorie et écrit le premier article sous I’hypothese de I'agitation thermique moléculaire sans
connaitre les observations faites sur le mouvement brownien :

« Il se peut que le mouvement dont il est question ici soit identique a ce que l'on appelle
« mouvement moléculaire brownien ». Les informations dont je dispose a ce sujet sont
cependant si peu précises qu’il ne m’a pas été possible de me faire une opinion ».

En se basant sur la théorie moléculaire de la chaleur, il indique que des molécules dissoutes et des
corps en suspension dans un fluide se comportent de fagon parfaitement identique pour ce qui est de
la pression osmotique; ceci implique que les corps en suspension, du fait du mouvement moléculaire
du fluide, exécutent dans celui-ci des mouvements désordonnés, éventuellement tres lents. Ces mouve-
ments désordonnés induisent un processus de diffusion dont le ccefficient, D, est donné par la célebre
formule connue aujourd’hui sous le nom d’Einstein — Sutherland ou encore de loi de Stokes — Einstein :

kT
D =B (1.27)
f
Dans le cas de petites spheres et en utilisant la loi de Stokes, il obtient :
kgT
= =" 1.28
G R (1.28)

ou :
e R est le rayon de la sphere;
e 6 R étant le ceefficient de frottement hydrodynamique associé au mouvement de translation.

Ainsi le ceefficient de diffusion ne dépend, en dehors de constantes universelles et de la température
absolue, que de la viscosité du fluide et de la taille des corps en suspension. Ensuite, par une
démonstration de nature probabiliste, il obtient ’expression de la moyenne des carrés de la distance
Ax que parcourt une particule selon I’axe des = durant un intervalle de temps At :

1kgT

Ax? =2DAt = - ——=At

1.29
3R (1.29)

et donc le déplacement quadratique moyen :

V Az? = V2DAL. (1.30)

Ce déplacement quadratique moyen est proportionnel a la racine carrée du temps, et non pas au
temps directement@. 11 donne enfin une formule pour estimer le déplacement quadratique moyen mais
surtout une méthode de détermination du nombre d’Avogadro. Il termine son article par :

©1La traduction anglophone de ces articles est disponible dans [Einstein, 1956]. La traduction francophone du premier
article est disponible dans [Einstein, 1989]

@Lauteur explique dans le second article [Einstein, 1906] quel en est I'impact.
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« Espérons qu’un chercheur parviendra bientot a régler cette question importante pour la
théorie de la chaleur ».

La question posée ici est celle de I'existence du mouvement mentionné dans le titre et donc de
I’importance d’une observation et validation expérimentale de ses résultats.

Entre le premier et le second article, il prend connaissance des observations faites sur le phénomene,
notamment celles de Gouy [1888], et titre son second article :

« Sur la théorie du mouvement brownien ».

Dans celui-ci, il développe une méthode générale pour obtenir le ccefficient de diffusion ainsi que
le déplacement quadratique moyen, que le mouvement soit de translation ou bien de rotation, d’une
particule de forme sphérique. Dans le cas d’un mouvement de translation il retrouve les formules (1.28)
et (1.30); dans le cas d’un mouvement de rotation il obtient

kT

Do = o D3
' 8mnR3

(1.31)

N

ou :
e R est le rayon de la sphere;

e 8mnR3 étant le coefficient de frottement hydrodynamique associé au mouvement de rotation.
et

\/ A0, = \/2D, i AL, (1.32)

pour le déplacement quadratique moyen en rotation autour de l’axe z durant un intervalle de
temps At.

Selon sa théorie, en posant

vV Az? 1
=V2D X ——, 1.33
=Y ~ (1.33)
I’auteur indique que durant un intervalle de temps At, la vitesse moyenne est inversement propor-
tionnelle & la racine de At ; plus At diminue, plus la vitesse moyenne augmente. Ainsi toute tentative

pour mesurer la vitesse instantanée (V Ax?/At, avec At le plus petit possible) donnera des résultats
sans aucun sens, et c’est pour cette raison que les scientifiques qui considéraient la vitesse comme
quantité a mesurer dans I’étude du mouvement brownien échouerent dans leurs investigations...

Ayant pris connaissance des deux premiers articles d’Albert Einstein, le physicien polonais Marian
von Smoluchowski [1906] publie sa propre théorie sur le mouvement brownien@. Celle-ci s’inspire
fortement de la théorie cinétique des gaz et repose sur un systéme composé de spheres dures, les
plus petites de masse inférieure représentant les molécules constituant le fluide, les plus grosses de
masse supérieure représentant les particules diluées dans le fluide. C’est ainsi qu’a partir du théoréme
de I'équipartition de 1’énergie cinétique, il indique que la vitesse d’une particule va fluctuer autour
d’une valeur d’équilibre mais que ces fluctuations sont négligeables ; il suppose donc que la vitesse de la
particule est constante mais chaque impact d’une molécule constituant le fluide va modifier sa direction
d’une faible quantité, celle-ci étant calculée en supposant que les collisions sont des chocs élastiques.
Ainsi & chaque choc, supposé & intervalle régulier, la particule va parcourir une méme distance fixe®
et changer de direction d’une faible quantité de maniere aléatoire. Le chemin ainsi parcouru par la
particule est une chaine de segments de droite de longueurs égales. Dans le cas particulier ou la

® Marian von Smoluchowski a commencé 3 élaborer sa théorie sur le mouvement brownien dés 1900, mais il ne avait
pas publiée car selon lui, elle manquait d’une validation expérimentale. Suite aux publications d’Albert Einstein, il
soumet ses travaux.

OLauteur reprend ici I’idée du libre parcours moyen.
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particule est une spheére, la moyenne des carrés de la distance Ar parcourue par seconde est donnée
par :

64 mo2

Az 04me?
" 81 mnR’

(1.34)
ou :

e m est la masse d’une molécule constituant le fluide;

e 02 est la variance de la vitesse des molécules constituant le fluide ;

e IR le rayon de la particule.

Selon le théoréme de I’énergie cinétique et en remarquant que dans le cas d’une sphere Az2 = ﬁ/ 3,
nous obtenons, & partir de 1’équation (1.34), pour la moyenne des carrés de la distance parcourue par
la particule par seconde selon 'axe x

64 kpT

2 == ——
81 ™R

>

x (1.35)
En ramenant sous la méme forme le résultat obtenu par Einstein dans 1’équation (1.29), nous
obtenons :

——  1kpT
Azx?2 = - ——. 1.36
3m™mR ( )
Les deux résultats different seulement d’un rapport 64/27, i.e. le résultat de Smoluchowski est ap-
proximativement 2.37 fois plus grand que celui d’Einstein ; ils sont remarquablement proches compte-
tenu des approximations et des développements completement différents de chacun. Smoluchowski

reconnaitra par la suite que le bon résultat est celui d’Einstein.

Plus tard, le physicien frangais Paul Langevin [1908] développe une approche « phénoménologi-
que » du mouvement brownien, completement différente et beaucoup plus simple que celles d’Einstein
et de Smoluchowski.

Selon lui, les interactions d’une particule immergée dans un fluide avec les molécules le constituant
peuvent étre décomposées en une somme de deux forces :

e une force de frottement visqueux, — f dx/dt, due au mouvement de la particule au sein du fluide
et caractérisée par le coefficient de frottement f (vision continue de la structure du fluide) ;

e une force aléatoire fluctuante, X (t), représentant les impacts incessants des molécules constituant
le fluide et donc les impulsions responsables de son déplacement (vision discrete de la structure
du fluide).

L’expression de la fonction X'(t) est inconnue, c’est une fonction aléatoire qui va donc étre décrite
par ses propriétés statistiques. Qui plus est, elle est supposée indépendante de la vitesse et de la
position de la particule.

Partant du principe fondamental de la dynamique, en considérant seulement 1’axe x et en supposant
que la particule soit une sphere, il obtient :

2

d“x dx
—_— = — —+ X L.
m—s 6mR o (1), (1.37)

ou :
e m est la masse de la particule;

e R le rayon de la particule.
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Indiquant que les collisions responsables du déplacement de la particule se compensent, i.e. X'(t) =
0, et en utilisant le théoréme de 1’équipartition de I’énergie cinétique l'auteur résout I’équation (1.37),
et retrouve le résultat d’Einstein — équation (1.29) — sur la moyenne des carrés de la distance parcourue
pendant un intervalle de temps At.

L’équation (1.37) n’est pas une équation différentielle classique, c’est une équation différentielle
stochastique ; elle est historiquement le premier exemple et est maintenant devenue célebre pour décrire
les comportements aléatoires.

Les confirmations expérimentales

Suite a une série d’expériences rigoureuses dont les publications ont démarré en 1908, le physicien
frangais Jean Perrin valide avec grande précision la théorie d’Einstein sur le mouvement brownien.

Il affirme tout d’abord que I’hypotheése de I'agitation moléculaire, émise notamment par Gouy
[1888], est la cause unique du mouvement brownien [Perrin, 1908b,d] et propose une premiere valida-
tion expérimentale de la théorie d’Einstein. Toutefois, suite a des enregistrements cinématographiques
de mouvements browniens, Henri [1908] questionne la validité de celle-ci étant donné que dans ses
expériences la valeur théorique de la moyenne des carrés des déplacements est plus de quatre fois plus
faible que celle mesurée. Il observe bien en revanche que la moyenne des carrés du déplacement est
proportionnelle au temps de la mesure, ¢’est pourquoi selon lui le probleme de la théorie d’Einstein pro-
viendrait de la non-applicabilité de la loi de Stokes & I’échelle microscopique. Perrin [1908c] démontre
que la loi de Stokes est valable pour les particules soumises au mouvement brownien et I'un des ses
étudiants, Chaudesaigues [1908], valide alors avec une grande précision la formule (1.29) d’Einstein.
Svedberg [1907] avait déja affirmé avoir controlé expérimentalement cette formule, mais selon Perrin
[1909b] ses résultats au contraire la discréditent. Il revalidera plus tard la formule d’Einstein mais en
changeant la nature des grains, modifiant ainsi les conditions expérimentales [Perrin et Dabrowski,
1909]; il vérifiera méme la validité de la formule (1.32), équivalente & la précédente pour le mouve-
ment brownien de rotation [Perrin, 1909a]. Il propose aussi une méthode de détermination précise du
nombre d’Avogadro [Perrin, 1908a,d], qui permet ainsi I’estimation des grandeurs moléculaires.

Les travaux décrits dans cette section ont eu une portée bien plus grande que la compréhension
et 'explication d’'un phénomene physique. En effet, les travaux d’Einstein et de Smoluchowski ont
contribué a 1’étude des processus stochastiques et des marches aléatoires. Paul Langevin a, quant
a lui, ouvert le chapitre de la théorie des équations différentielles stochastiques. Quant aux travaux
de Jean Perrin, en plus d’avoir souligné que les fractales existent dans la nature, ils ont conclu a
I’existence des atomes et donc & une structure discrete de la matieére; ils furent d’ailleurs récompensés
par un prix nobel en 1926.

Pour un historique plus détaillé de I’étude du mouvement brownien, voir par exemple [Brush, 1968;
Haw, 2002; Mazo, 2002].

1.2.2.2 Théorie

Classiquement, la théorie du mouvement brownien est décrite soit par le modele de marche
aléatoire, qui découle directement des théories d’Albert Einstein et de Marian von Smoluchowski,
soit par le modele de Langevin. Bien que les descriptions modernes de la théorie du mouvement brow-
nien utilisent le modele de Langevin, probablement car il est beaucoup plus simple et plus direct, nous
n’utilisons dans cette thése que le modele de marche aléatoire et c’est seulement celui-ci que nous
décrivons ici.

Marche aléatoire 4 une dimension

Imaginons une particule se déplagant selon un seul axe, e.g. 'axe z, d’'une fagon telle que tous
les intervalles de temps dt, elle parcourt une distance dx, soit vers la gauche soit vers la droite. Les
quantités &t et dx sont fixes; les probabilités de se déplacer vers la gauche ou vers la droite sont
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FIGURE 1.9 — Marche aléatoire selon un axe. La particule parcourt une dis-
tance dx selon 'axe x chaque dt. Les probabilités de se déplacer vers la gauche ou
vers la droite sont égales et valent 0.5. Les différents déplacements élémentaires
sont indépendants les uns des autres.

égales et valent 0.5. Les différents déplacements élémentaires sont indépendants les uns des autres, le
principe est ainsi équivalent a celui d’un jeu de « pile ou face ». Enfin, la position future de la particule
ne dépend de ses positions passées qu’a travers sa position présente : le processus est markovien. La
figure 1.9 illustre la notion de marche aléatoire®.

Nous supposons que la particule est initialement au point x = 0. Au bout de n pas, la particule peut
alors se trouver aux différentes positions : —ndz, —(n—1)dz, ..., —dx, 0, +dz, ..., +(n—1)dz, +ndz.
Soit D,, la suite de variables aléatoires associée au nombre de déplacements vers la droite au bout
de n pas; soient p la probabilité d’aller a droite et ¢ la probabilité d’aller a gauche. La probabilité
que la particule ait effectué exactement k sauts vers la droite au bout de n pas est donnée par la loi
binomiale

n! _
P(D,, =k) VA (1.38)

T Kl(n—k)

Celle-ci est illustrée sur la figure 1.10, dans le cas p = ¢ = 0.5 et n = 9. La moyenne de D,, est
alors donnée par

D,, = np, (1.39)
la moyenne des carrés de D,, par
D,* = (np)* + npq, (1.40)
et la variance par
Var[Dy] = D,,2 — D" = npq. (1.41)

Soit X, la suite de variables aléatoires associée a la position de la particule sur I’axe  au bout de
n pas. Le déplacement de la particule étant égal au nombre de sauts vers la droite moins le nombre
de sauts vers la gauche, nous avons

X, =[Dyn — (n — Dy)|ox,

soit

®L’analogie classique du mouvement induit par une marche aléatoire est celle faite avec le déplacement d’une personne
ivre.
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X, =(2D,, — n)dz. (1.42)

Ainsi, de la distribution de D,,, nous pouvons déduire la distribution de X,. Nous avons pour la
moyenne de X,

soit

X, = (2D,, — n)éx. (1.43)

Nous obtenons pour la moyenne des carrés de X,

2
X2 = ((2Dn - n)5:z:) ,
soit
X,% = (4D,? — 4nD,, + n?)éz>. (1.44)
Enfin la variance de X,, est donnée par
Var[X,] = X2 - X_n2,
soit
Var[X,] = 4Var[D,,]6z>. (1.45)

Les probabilités p et g sont égales et valent 0.5; nous obtenons donc

X, =0, (1.46)

X% = Var[X,,] = néz?. (1.47)

Lorsque n est grand, la loi binomiale (1.38) tend vers une loi gaussienne ou loi normale, donnée
par

P(Du = k) % sy exp (~(k = n)*/(2000)) (1.48)

(2mnpq

Celle-ci est illustrée sur la figure 1.11, dans le cas p = ¢ = 0.5 et n = 99. En posant © = (2k —n)dz,
nous avons

P(X, =z) = P((2D,, — n)ox = (2k — n)dx),

soit

P(X, =z)=P(D, =k). (1.49)

En substituant At = ndt, p=q=0.5et D = 5:1:2/2&, la distribution de la variable aléatoire X,
s’approche de la distribution d’une variable aléatoire continue ayant pour densité

1

2

i.e. une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance 2D At.
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FIGURE 1.10 — Loi binomiale. La figure représente la loi binomiale (1.38), dans le cas
p=q=05etn=09.

0.08

loi gaussienne
loi binomiale -------

0.07

0.06

0.05

0.04

P(D, = k)

0.03

0.02

0.01

80 90

F1GURE 1.11 — Loi gaussienne. La courbe continue représente la loi gaussienne donnée
par l’équation (1.48), la courbe discontinue la loi binomiale donnée par I’équation (1.38)
dans le cas p = ¢ = 0.5 et n = 99. Quand n est grand, la loi binomiale (1.38) tend vers la
loi gaussienne (1.48).
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Calcul des parametres de la marche aléatoire

Soit une particule soumise au mouvement brownien se déplacant selon I'axe x. Selon le théoréme
de I’énergie cinétique, nous avons

1 — 1
§mv$2 = §I€BT, (151)

N

ou :
e m est la masse de la particule;
e v,2 est la moyenne des carrés de la vitesse de la particule selon 'axe x.

L’équation (1.51) peut se réécrire sous la forme

02 = (1.52)

N ,/’“BTT, (1.53)

V.2 étant la vitesse quadratique moyenne. Nous pouvons utiliser celle-ci pour approximer la
vitesse instantanée, soit

ou encore

= % ~ /0,2, (1.54)

dx et Ot étant les parametres de la marche aléatoire. Sachant que

Vg

D = % (1.55)
20t '
nous obtenons
2D 2mD

5t (1.56)

’UZQ kBT ’

2D m
dx =—=~2D,/——. 1.
T o ”/{:BT (1.57)

Marche aléatoire & deux ou trois dimensions

et

Les mouvements selon les axes étant indépendants, les cas a deux et trois dimensions se décrivent
de la méme facon que le cas & une dimension. Chaque dt, la particule va parcourir une distance §i
selon chaque axe i, i = x,y en deux dimensions, ¢ = x,y,ou z en trois dimensions, indépendamment
les uns des autres.

Soient X la variable aléatoire associée au déplacement selon ’axe x, Y la variable aléatoire associée
au déplacement selon 'axe y et Z la variable aléatoire associée au déplacement selon 'axe z. Soit D
le coefficient de diffusion de la particule.

En deux dimensions, nous avons

{

En trois dimensions, nous obtenons

0, X2 = 2DAL,
0, Y2 = 2DAL

~| >

(1.58)
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FiGUurRE 1.12 — Exemple de marche aléatoire en trois dimensions. La figure
représente un exemple de trajectoire suivie par une particule effectuant une marche
aléatoire en trois dimensions. Celle-ci est placée initialement en (0,0,0) puis exécute un
chemin composé de 5000 pas.

X 0, X2 = 2DAt,
Y = 0, Y2 = 2DAt (1.59)
7 0, Z2 = 2DAtL

La densité de probabilité de chaque variable aléatoire est donnée par les mémes lois que dans le
cas a une dimension.

La figure 1.12 illustre un exemple de marche aléatoire en trois dimensions.

Mouvement brownien de rotation

Une particule soumise au mouvement brownien a aussi un mouvement de rotation. Celui-ci se
décrit aussi par une marche aléatoire, de maniere identique au mouvement de translation.

Dans le cas a une dimension : chaque 6t la particule va tourner d’un angle §fx autour de son
axe x, la probabilité de tourner vers la gauche étant égale a la probabilité de tourner vers la droite.
Les différentes rotations élémentaires sont indépendantes les unes des autres. La figure 1.13 illustre le
processus.

Soit ©x,, la suite de variables aléatoires associée a la rotation autour de I’axe x. Nous retrouvons
donc pour la moyenne, la moyenne des carrés et la variance
Ox =0, Ox? = 2D, At (1.60)
La distribution de © x,, s’obtient aussi a partir des lois binomiale et gaussienne.

Tout comme le mouvement de translation, le mouvement brownien de rotation posséde une énergie
cinétique moyenne associée de kpT/2. Ainsi d’une maniere similaire & la translation, les parametres
de la marche aléatoire associée a la rotation s’en déduisent.
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FIGURE 1.13 — Marche aléatoire autour d’un axe. La particule
tourne d’un angle §0x autour de I’axe x chaque d0t. Les probabilités
de pivoter vers la gauche ou vers la droite sont égales et valent 0.5.
Les différentes rotations élémentaires sont indépendantes les unes
des autres.

Enfin, les cas a deux ou trois dimensions se généralisent de maniere identique a la translation.

Marche aléatoire et lois de Fick

Dans ce paragraphe, nous décrivons comment les lois de Fick, détaillées dans la section 1.2.1,
peuvent étre déduites du modele de marche aléatoire du mouvement brownien.

Supposons que nous connaissions le nombre de molécules en chaque point de I'axe x, comme
illustré sur la figure 1.14. A Vinstant ¢, N(z,t) molécules et N(z + dx,t) molécules sont présentes
respectivement a l'abscisse x et & I’abscisse x + dx. Le nombre net de molécules qui traversent la
surface S dans le sens de axe & durant 'intervalle de temps 0t est donné par

pN(z,t) — gN(x + 0z, t),

Ot et dx sont les parametres de la marche aléatoire, p et ¢ sont respectivement la probabilité d’aller
a droite et la probabilité d’aller a gauche. Les probabilités p et ¢ étant égales et valant 0.5, ’équation
devient

1
—Q[N(a: + 0z, t) — N(z,t)].
Le flux J, est ainsi donné par
ol ¢+ 6t) = —%[N(x +6,1) — N(x, 1)]/S5t.

Ce qui, une fois réarrangé, devient

Jz(x,t + 0t) =

@i{N(m—i—ém,t) N(z,t)
20t b Abx Adx 1
En remarquant que N(x + dxz,t)/Adx et que N(x,t)/Adx sont respectivement les concentrations

C(z + dx,t) et C(x,t) aux points = + dx et = a 'instant ¢, nous obtenons
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N(x,t)

N(X +0x,t)

S

FIGURE 1.14 — Marche aléatoire et premieére loi de Fick. A
Iinstant ¢, le nombre de molécules aux point x et x + dx est donné
respectivement par N(z,t) et N(x + dz,t).

i [C(x + 6z, t) — C(z,t)
20t ox ’

A la limite 6t — 0 et 6z — 0 et en identifiant que le coefficient de diffusion D soit égal & dz> /20t,
nous retrouvons la premiere loi de Fick

Jo(x,t + 0t) =

Je(x,t) = _D?‘)—S(x’t)'

Supposons maintenant que nous connaissions le nombre de molécules en chaque point de ’axe
x, comme illustré sur la figure 1.15. A Dinstant ¢, le nombre de molécules aux points x — dz, x et
x + dx sont donnés respectivement par N(x — dx,t), N(x,t) et N(z + dz,t). La variation du nombre
de molécules au point = entre les instants ¢ et ¢ + §t est donnée par

N(z,t+ dt) — N(z,t) = AN(x,t + 6t) = pN(xz — 0x,t) — gN(x,t) — pN(x,t) + ¢N(z + dz, 1),

p et q étant respectivement la probabilité d’aller a droite et la probabilité d’aller a gauche. Celles-ci
étant égales a 0.5, nous avons

AN (z,t 4+ 0t) = %(N(x—&v,t) —2N(z,t) + N(z + 6z, 1)).

En divisant les différents nombres de molécules par le nombre d’Avogadro et par le volume,
I’équation devient

AC(a,t + 5t) = %(C(m Sat) — 20 (1) + Cla + 6, 1),

Puis en réarrangeant, nous obtenons

AC(z,t+6t) Az’ [C’(x — 6w, t) — 2C(x,t) + C(z + da,t)
At T 2At Az?

A la limite 6t — 0 et dz — 0, et en identifiant & nouveau D = §z/26t, nous retrouvons la seconde
loi de Fick

oC o02C
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N(X —0x,t): N(X,t) N(x +dx,t)

S S

FIGURE 1.15 — Marche aléatoire et seconde loi de Fick. A
Iinstant ¢, le nombre de molécules aux point x — dx, x et = + dx
est donné respectivement par N(x —dx,t), N(z,t) et N(z+d0x,t).

Bilan

Selon la théorie décrite précédemment, les mouvements de translation et de rotation, selon chaque
axe, d’une particule soumise au mouvement brownien, sont décrits indépendamment les uns des autres
par une marche aléatoire. Les parametres de ces différentes marches aléatoires, qu’elles représentent
la translation ou la rotation, se calculent a partir du théoreme de 1’énergie cinétique. Les distributions
des variables aléatoires associées a chacun de ces mouvements s’obtiennent a partir des lois binomiale
ou gaussienne; de plus, ces variables aléatoires ont une moyenne nulle et ont une moyenne des carrés
égale a 2DAt. Enfin les lois de Fick, qui décrivent la théorie de la diffusion a ’échelle macroscopique,
se déduisent du modele de marche aléatoire du mouvement brownien.

Conclusion

La théorie associée a la cinétique biochimique d’un systeéme réactionnel differe selon le milieu,
homogene ou hétérogene, et selon ’échelle de modélisation, macroscopique, mésoscopique ou micro-
scopique. Dans cette thése, nous nous intéressons seulement aux cas de ’échelle macroscopique en
milieu homogene et de 1’échelle microscopique. C’est pourquoi dans ce chapitre, nous avons donné les
éléments théoriques de la cinétique biochimique dans ces cas bien précis, éléments nécessaires a la
compréhension des travaux présentés dans ce document.

Nous avons tout d’abord détaillé certains points de la cinétique biochimique telle qu’elle est abordée
par les biochimistes, i.e. & 1’échelle macroscopique en milieu homogene. Apres quelques concepts
élémentaires, nous avons décrit diverses cinétiques comme celle de premier et celle de second ordre;
ces notions sont utilisées tout au long de ce mémoire. Nous nous sommes ensuite attardés sur quelques
réactions particulieres comme les réactions réversibles, les réactions controlées par la diffusion et les
réactions enzymatiques; la connaissance de ces quelques exemples est tres utile a la compréhension
des chapitres applicatifs, particulierement le chapitre 6.

Nous nous sommes ensuite intéressés a la théorie du phénomene de diffusion moléculaire, qui
intervient dans celle de la cinétique biochimique aussi bien en milieu hétérogene, qu’a 1’échelle micro-
scopique. Nous en avons alors présenté la théorie macroscopique donnée par les lois de Fick; celles-ci
nous permettent de dégager des perspectives dans le chapitre 3. Nous en avons ensuite décrit la théorie
microscopique, soit celle du mouvement brownien; celle-ci est indispensable a la compréhension des
chapitres 2 et 4. Nous avons en outre montré comment la théorie microscopique et son modele aléatoire
et discret permet d’expliquer le modele déterministe et continu de la théorie macroscopique.
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Chapitre 2

Etat de I'art

Résumé — Dans ce chapitre, nous faisons un état de ’art des méthodes informatiques utilisées
pour la stmulation de la cinétique brochimique a I’échelle macroscopique en milieu homogéne, ainsi qu’a
l’échelle microscopique. A I’échelle macroscopique et en milieu homogéne, la cinétique biochimique est
représentée par un systeme d’EDQO, généralement impossible a résoudre analytiquement : une méthode
numérique est alors employée afin d’approximer la solution exacte. Nous détaillons alors l’ensemble
de ces méthodes numériques. Ainsi, apres une revue des concepts de base de la résolution numérique
des systemes d’EDO dans le contexte de la cinétique biochimique, nous distinguons deux familles
de méthodes, les méthodes a un pas et les méthodes a pas multiples. A ’échelle microscopique, la
cinétique biochimique est reproduite par des marches aléatoires dans un espace discret ou continu.
Nous décrivons alors l’ensemble des méthodes informatiques utilisées pour représenter la cinétique
biochimique a cette échelle par des marches aléatoires, en nous limitant au cas continu. Pour cela, nous
décrivons successivement comment sont simulés le mouvement brownien, les réactions bimoléculaires
et les réactions unimoléculaires dans lesquels sont impliquées les différentes espéces moléculaires.
Chaque étude s’achéve par un bilan qui met en évidence qu’aucune de ces méthodes informatiques ne
permet l’expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique.

Introduction

CETTE these traite de simulation informatique de la cinétique biochimique a I’échelle macroscopique
en milieu homogene, ainsi qu’a 1’échelle microscopique. Ce chapitre fournit un état de I’art des
méthodes informatiques utilisées pour ces simulations.

A Téchelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique est typiquement donnée
par un systeme d’EDO. Celui-ci ne peut cependant étre que tres rarement résolu analytiquement dans
le contexte de la cinétique biochimique. La simulation consiste alors & adopter une méthode numérique
pour approximer la solution exacte. C’est pourquoi dans la section 2.1, nous trouvons un état de I'art
des méthodes numériques les plus couramment usitées pour la résolution d’un tel systeme.

A T’échelle microscopique, la cinétique biochimique est classiquement reproduite par des marches
aléatoires. Celles-ci se font dans un espace qui est, soit discret, soit continu; nous nous bornons ici
seulement au cas continu. Dans la section 2.2, nous donnons alors un état de ’art des méthodes
informatiques employées pour la simulation de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique par
des marches aléatoires dans un espace continu.
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Dans chaque cas, I’étude se base sur les méthodes informatiques implémentées dans les divers
logiciels de simulation de cinétique biochimique.

2.1 Echelle macroscopique

Considérons un systéme réactionnel biochimique composé de p espéces (En, ..., E,) et de ¢ réac-
tions (Rq,. .., Rq). La matrice de steechiométrie M associée est donnée par
R; Ry e R,
mi 1 mi,2 T Mi,q Ey
m271 m272 e mqu EQ (21)
M =
Mp,1 Mp,2 o Mp,q By

Les ccefficients m; ; obéissent aux reégles suivantes :
e si Pespece E; n’est pas un composant (réactif ou produit) de la réaction R; alors m; ; = 0;

e sil’espece I; est le ou l'un des réactifs de la réaction R; alors m; ; = —n; ; ol n,; ; est le coefficient
stoechiométrique de ’espece E; dans la réaction R; ;

o si 'espece E; est le ou I'un des produits de la réaction R; alors m;; = +n;; ou n;; est le
ceefficient stoechiométrique de I'espece E; dans la réaction R;.

Soient y(t) le vecteur des concentrations des especes E, ..., E, et v(y(t)) le vecteur des vitesses
des réactions Ry, ..., Rq, donnés respectivement dans les équations (2.2) et (2.3).
[gl](t)
sy = | (2.2)
B)

) =| (2.3)
vy y(1)

Le systeme d’équations différentielles associé au systéme réactionnel biochimique est donné par
Iéquation (2.4)

Wity = 2 x ou() (2.4)

qui peut aussi s’écrire sous la forme

d[zl] (t) - ; mi,;0; (y(t))

(t) = Zmi,jvj(y(t)) (2.5)

7t t) = ;mp,jvj(y(t))'
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Les équations différentielles du systeme (2.5) sont :

e ordinaires : elles ne font intervenir que des dérivations par rapport a une seule variable — le
temps;

e du premier ordre : elles ne font intervenir que les dérivées premieres;

e autonomes : les fonctions du membre droit de I’équation ne dépendent pas explicitement du
temps.

Il existe deux types de problemes dans le contexte de la résolution des systemes d’EDO :
e le probleme de Cauchy, qui consiste a calculer la solution connaissant 1’état initial du systéme;

e le probleme aux limites, qui consiste a calculer la solution connaissant I’état initial ainsi que
I’état & un instant donné du systeme.

Classiquement dans le cas particulier de la cinétique biochimique, les concentrations initiales des
especes sont connues; le probleme a résoudre est donc ici un probléeme de Cauchy. Résoudre un
systeme d’EDO dans le cadre de la cinétique biochimique revient donc a résoudre le probléeme donné
par 1’équation (2.6).

[E4](0) = [Eilo

[£:](0) = [Eio

[Ep] (0) = [Ep]o
d[E1]

(2.6)

7 t) = ;mi,jvj(y(t))

d[zp] t) = ; myp, 05 (y(1))-

A titre d’illustration prenons un exemple classique en cinétique biochimique : le schéma réactionnel
introduit par Lotka [1920a,b], maintenant communément appelé schéma réactionnel de Lotka-Volterra
donné par

k1

R1 : X + E1 — 2E1
ka

R2 : E1 + EQ — 2E2
ks

Rg : Eg — @

Dans ce systeme, E1 et Fo représentent les especes. L’espece X est une espece externe au systeme,
elle permet la synthése de ’espece Fp et sa concentration est supposée constante, donc 1’équation
différentielle qui lui est associée est égale a zéro. La réaction Ry est une réaction de synthese; dans la
réaction Rs, Fo transforme F; en Fs et la réaction R3 est une réaction de dégradation.

Nous obtenons pour y(t)
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la matrice de steechiométrie est définie par

=142 -1 0] [1 -1 0
v T e A }

les vitesses de réactions sont données par

ky > [X] (t)) x [Eq](t)

oy®) = | ko x [B1)(0) x [E2)0)
ks x [Ex](t)
Le systeme d’EDO associé est donc
6 = thx X0 B0 e x BIO B0 0
ey = 0 e x B0  [Bal(0) ko x [0,

[E1](0) = [E1lo
[E5](0) = [Es)o
d[j;l] (t) = k1 x [X](t) x [E1](t) —ke x [E1](t) x [E2](t) 0
d%] ® = 0 +ho x [E1](t) x [E2](t) —ks x [E2](t).

Dans le cas particulier de systemes réactionnels biochimiques, le systeme d’EDO associé est
généralement non lin€aire, e.g. le systéme précédent ; ceci est généralement du a la cinétique de second
ordre ou a la cinétique de Henri-Michaelis-Menten. Dans ce cas particulier cela implique que 1’on ne
peut trouver la solution analytique du systeme d’EDO et qu’il doit donc étre résolu a l'aide d’une
méthode numérique.

Ainsi le but de cette section est, apres une revue des concepts de base de I'intégration des systémes
d’EDO utilisés dans le cadre de la cinétique biochimique, de faire un état de l’art des méthodes
numériques classiquement utilisées pour la résolution de ces systémes. Ainsi cet état de I'art ne prétend
pas discuter toutes les méthodes numériques décrites dans la littérature pour la résolution de systemes
d’EDO mais seulement celles qui sont implémentées dans les différents logiciels de simulation de
cinétique biochimique. Pour une description approfondie et détaillée de la résolution numérique des
systemes d’EDO dans le cas général voir [Ascher et Petzold, 1998] et plus particulierement [Hairer
et al., 1993; Hairer et Wanner, 1996].
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2.1.1 Concepts de base

Afin d’approximer le systéme (2.6), 'intervalle d’intégration T' est discrétisé en N pas

O=to<ti < - <tp < - <tny_1<ty=tg+T, 0<n<N.

Le principe de la résolution numérique d’un systeme d’EDO consiste a approcher les valeurs des
solutions exactes y(t,) aux nceuds de subdivisions par des valeurs numériques y,,, au moyen d’itérations
successives de pas d’intégration; chaque pas consiste a passer de 'état y,_1, valeur approchée de
y(tn—1), & 'état y,, valeur approchée de y(¢,), en utilisant une méthode numérique.

Les différents concepts de la résolution numérique d’un systéme d’EDO tel le systeme (2.6) sont
illustrés dans cette section sur la base d’une méthode numérique, la méthode d’Euler explicite donnée
par 1’équation (2.7).

Yn = Yn—1 + hn X f(tn—h yn—1)7 (27)

hn =tp — tnfla

h, étant la longueur du n'*™° pas, et

Flt(t) = o).

Dans le cas général de la résolution de systemes d’EDO, les problemes de Cauchy s’expriment
classiquement sous la forme
y(0) = wo
dy

Vo) = ()

Toutefois dans le cas particulier de la cinétique biochimique les systemes d’EDO associés sont
autonomes, i.e. la variable ¢t n’apparait pas explicitement dans ’expression de la fonction f. C’est
pourquoi, dans la suite de cette section, toutes les fonctions f sont exprimées sous la forme

Wity = s

2.1.1.1 Premier exemple

Afin d’introduire les premieres notions de la résolution numérique des systemes d’EDO dans le cadre
de la cinétique biochimique, prenons I'’exemple de la réaction de dégradation donnée dans 1’équation
(2.8).

o~

s (2.8)

L’espéce E a pour concentration initiale [E](0) = 1.0 uM et la réaction a pour constante cinétique
k=50s"1

En posant y(t) = [E](t), le systétme d’EDO associé est

{ y(0) = 1.0

Wity = kxu)

(2.9)

et la solution analytique est
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FIGURE 2.1 — Exemples de résolution numérique d’une EDO avec la méthode
d’Euler explicite. La courbe continue représente la solution analytique de ’exemple
(2.9), les courbes discontinues les solutions approchées obtenues avec la méthode d’Euler
explicite utilisant un pas fixe valant respectivement h = 0.05 (+), h = 0.1 (a) et h = 0.2
(a). Chaque point y, est calculé en utilisant la tangente au point précédent y,—1.

y(t) = e (2.10)

Supposons maintenant que nous cherchions & résoudre le systéme (2.9) numériquement sur 1'in-
tervalle [0, 1]. Pour cela l'intervalle d’intégration est divisé en pas de longueurs h et la résolution
numérique consiste a calculer y,, connaissant y,—1 en utilisant la méthode d’Euler explicite. La figure

2.1 représente les solutions approchées de ce systéme que 'on obtient quand A vaut successivement
0.05, 0.1 et enfin 0.2@9. La solution analytique est de plus représentée.

Le schéma de la méthode est explicite : la valeur de ¥, au point t,, est calculée a partir de la valeur
Yn_1 au point t,_1, ceci de maniere itérative. Plus exactement, la méthode d’Euler explicite calcule
et utilise la tangente au point ¢, pour estimer la solution au point ¢,. Qui plus est la figure 2.1
illustre le fait que réduire le pas d’intégration améliore la précision de la méthode. Ainsi, si celui-ci

est choisi suffisamment petit, on peut espérer que la solution approchée y,, ne soit pas trop éloignée
de la solution exacte y(t).

2.1.1.2 Erreur globale, erreur de consistance, erreur locale

Comme le montre la figure 2.1, la résolution numérique d’un systeme d’EDO engendre forcément

une erreur numérique@ ; celle-ci doit pouvoir étre estimée. Pour cela, trois types d’erreurs sont clas-
siquement définies :

©@O0n aurait pu tout aussi bien discrétiser I'intervalle d’intégration en pas ayant chacun des longueurs h,, différentes.

Par erreur numérique nous entendons une erreur due au fait que 1’algorithme ne fournit qu’une approximation de
la solution réelle et non pas une erreur d’arrondi.
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FIGURE 2.2 — Erreur globale. La courbe continue représente la solution exacte, la courbe
discontinue (») la solution approchée obtenue avec la méthode d’Euler explicite. L’erreur
globale est définie par la différence en un point entre la solution exacte et la solution

approchée.

e lerreur globale E,, qui correspond a la différence au point t,, entre la solution exacte et la
solution obtenue avec la méthode numérique

E, = y(tn) —Yn

(2.11)

e lerreur de consistance e,,, qui est I’erreur numérique commise sur un pas, de t,,_1 a t,,, propre a
une méthode numérique, définie par la différence au point ¢,, entre la solution exacte et la solution

approchée que 1'on obtiendrait si on appliquait cette méthode numérique au point exact (¢,,—1,
y(tn—1)). Dans le cas de la méthode d’Euler explicite, nous avons pour e,

en = Y(tn) = [y(tn-1) + hn X f(y(tn-1))]

(2.12)

e lerreur locale [,,, qui est I’erreur numérique commise sur un pas, de t,_1 a t,, définie par

ln = 2(tn) — Yn

ou z(ty) est la solution exacte du probleme de Cauchy

f=(1)

Yn—1

{09

(2.13)

Les figures 2.2, 2.3 et 2.4 illustrent respectivement l’erreur globale, I’erreur de consistance et 1’erreur

locale sur I'exemple (2.9).

L’erreur qui nous intéresse est 'erreur globale; cependant, en pratique, elle est difficile a estimer.
Il est en revanche généralement facile et peu cotiteux d’estimer soit 'erreur de consistance soit 'erreur

locale@. Lerreur globale est de 'ordre de la somme des erreurs locales, ainsi estimer les erreurs locales

commise sur un pas.

@Lerreur de consistance et erreur locale sont par ailleurs étroitement liées car elles reproduisent ’erreur numérique
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FIGURE 2.3 — Erreur de consistance. La courbe continue représente la solution exacte,
la courbe discontinue (+) la solution approchée obtenue avec la méthode d’Euler explicite.
L’erreur de consistance est I’erreur commise sur un pas, de t,,—1 a t,, propre a une méthode
numérique, ici la méthode d’Euler explicite, définie par la différence au point t,, entre la
solution exacte y(t») et la solution approchée y, que 'on obtiendrait si on appliquait cette
méthode numérique au point t,—1 en utilisant la solution exacte y(tn—1).
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solution analytique
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FIGURE 2.4 — Erreur locale. La courbe continue représente la solution exacte, la courbe
discontinue (») la solution approchée obtenue avec la méthode d’Euler explicite. L’erreur
locale I,, est l'erreur numérique commise sur un pas, de tn—1 & t,, définie par ln, = 2(tn)—yn
ol z(t,) est solution exacte du probleme de Cauchy 2’'(t) = f(2(t)), 2(tn—1) = yn—1 et oll
Yn est la solution approchée.

revient indirectement a estimer l’erreur globale.

2.1.1.3 Ordre d’une méthode

L’équation (2.14) donne le développement en série de Taylor de la solution exacte y(t,,).

(e ®) (¢, _
MjL...thanqu... (2.14)

Y(tn) = Y(tno1) + ho X 3 (tno1) + hn® x =3 »

En insérant I’équation (2.14) dans I’équation (2.12) nous obtenons pour la méthode d’Euler expli-
cite erreur de consistance donnée dans I’équation (2.15).

o h2 Yy (tn-1) e hP X y(P)(tn_l)

o o + = 0(h,?) (2.15)

Le terme d’erreur de l’expression (2.15) est un O(h,,”), la méthode d’Euler explicite est alors
d’ordre un®.

Prenons maintenant a titre d’exemple la méthode du point milieu explicite donnée par 1’équation

hn
Yn—1/2 = Yn—1 + 7 X f(yn—l)

Yn = Yn—1 + Nn X f(yn71/2)

(2.16)

@ Pour étre vraiment rigoureux, il faudrait étudier aussi la stabilité de la méthode d’Euler explicite ; expression (2.15)
nous indique que la méthode est consistante d’ordre un; si elle est de plus stable, elle est alors convergente d’ordre un
[Ascher et Petzold, 1998].
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FIGURE 2.5 — Ordre d’une méthode. La figure représente la solution analytique et les
solutions approchées de I’équation (2.9) résolue respectivement avec la méthode d’Euler
explicite () et avec la méthode du point milieu explicite (x), le pas étant constant, fixé
a h = 0.1 et choisi volontairement élevé afin d’obtenir une erreur numérique significative.
La méthode du point milieu explicite (ordre = 2) démontre une précision numérique
supérieure & la méthode d’Euler explicite (ordre = 1).
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L’erreur de consistance associée est donnée par

en = yltn) [yt 1) + P X Fyltns) + 2 Flytn))] (217)

Le terme d’erreur est dans ce cas un O(hn?’), la méthode du point milieu explicite est donc d’ordre
deux. La méthode trapézoidale explicite donnée par I’équation (2.18) est aussi une méthode d’ordre
deux.

y:z =Yn-1+ Ry X f(yn—l)
hn, hy, - (2.18)
Yn = Yn—1 + o> X f(Yn—1) + > X f(yn)

La figure 2.5 représente la solution analytique de l’exemple (2.9) ainsi que les solutions approchées
obtenues en utilisant une résolution a pas fixe par les schémas explicites d’Euler et du point milieu.
La méthode du point milieu explicite affiche une précision numérique supérieure a la méthode d’Euler
explicite.

L’ordre d’une méthode reflete sa précision numérique : en effet, plus celui-ci est élevé plus la
précision Iest aussi. Plus exactement, dans le cas d’une méthode d’ordre p, on divise le pas par k!/?
pour diviser lerreur globale par k; par exemple quand p = 3, on divise le pas par 1000'/3 = 10 pour
diviser l'erreur globale par 1000. L’idée va donc étre de construire des méthodes ayant un ordre élevé,
ce qui va permettre a précision imposée d’utiliser un pas h,, plus grand et donc accélérer le calcul de la
résolution. Toutefois, il ne faut pas forcément utiliser I'ordre le plus élevé possible : nous verrons dans
les sections 2.1.2 et 2.1.3 qu’a un pas h,, identique donné, plus l'ordre est élevé, plus la méthode est
coliteuse en temps de calcul ; ainsi le choix de 'ordre d’'une méthode dépend de la précision numérique
requise.

2.1.1.4 Contréle du pas

Nous avons vu que, classiquement, 'erreur qui est estimée est celle commise sur un pas, a savoir
I’erreur de consistance ou 'erreur locale. Afin d’assurer une résolution numérique de qualité, celles-ci
doivent étre faibles. Ces erreurs sont directement liées a la valeur du pas h,, : en effet, plus h,, est petit
plus elles sont faibles et inversement. C’est pourquoi, afin de les maitriser, le principe est d’imposer
une tolérance sur I'erreur commise sur un pas et d’ajuster le pas h,, en conséquence, i.e. d’ajuster h,
pour que ’erreur de consistance e, ou l'erreur locale [,, soient approximativement les mémes a chaque
pas d’intégration : c’est le contréole du pas. Il faut remarquer toutefois qu'une faible tolérance impose
un pas h, petit et par 14 méme un temps de calcul élevé, et inversement; il y a donc un équilibre &
choisir entre précision et temps de calcul.

La figure 2.6 illustre un exemple de résolution numérique utilisant le contréle du pas du systeme
(2.9) par la méthode d’Euler explicite. La solution analytique y est aussi représentée. A chaque pas
d’intégration, la longueur de celui-ci est ajustée afin de garantir un méme ordre d’erreur sur chacun
des pas. La valeur de la tolérance sur l'erreur est en général fournie par 'utilisateur.

A Torigine les méthodes numériques résolvaient les systemes d’EDO avec un pas h,, fixe ; cependant
ceci impliquait que, dans les régions ou la solution variait beaucoup, les erreurs numériques étaient
élevées et que, dans les régions ou la solution variait peu, la résolution était lente, en terme de temps
de calcul, par rapport a ce qu’elle aurait pu étre; c’est pourquoi toutes les méthodes modernes utilisent
maintenant le controle du pas.

2.1.1.5 A-Stabilité d’une méthode

La notion de A-stabilité s’illustre classiquement en considérant 1’équation test de Dahlquist
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FIGURE 2.6 — Controdle du pas.
ainsi que la solution approchée (s

La figure donne la solution analytique de 'exemple (2.9)
) obtenue par la méthode d’Euler explicite utilisant un

controle du pas — la tolérance sur l'erreur a été choisie volontairement élevée afin d’obtenir
une erreur numérique conséquente.

La solution exacte est donnée par

y(0) = wo
{ dy Ay (2.19)
dt
AeC,
{ Re(N) < 0.
y(tn) = yo - exp(Mty,) (2.20)

Une méthode numérique est A-stable si, pour tout pas h, > 0, la solution approchée y, de

Péquation (2.19) obtenue avec cette mét

hode tend vers 0 quand n tend vers 'infini, i.e.

lim y, =0 (2.21)

n—-+o0o

Dans le cas de la méthode d’Euler explicite, quand h,, = h est fixe pour tout n, la solution y,, de

I’équation (2.19) est donnée par

Yn = Yn—1+ h/)\ynfl
= (1 + hA)yn,1
= (1+hA)"y0

Nous constatons que y,, tend vers 0 si et seulement si |1 + h\| < 1. La méthode d’Euler explicite

n’est donc pas A-stable.
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FIGURE 2.7 — Domaine de A-stabilité de la méthode d’Euler explicite. Le domaine
de A-stabilité de la méthode d’Euler explicite est la région du plan complexe définie par
le disque de rayon 1 et de centre (-1, 0).

Considérons une méthode dont la solution approchée y,, pour ’équation(2.19) est une fonction de
z = hA. Alors la région du plan complexe pour laquelle

lim y,=f(z=h\)=0 (2.22)

n—-+oo

s’appelle domaine de A-stabilité de la méthode.
Le domaine de A-stabilité de la méthode d’Euler explicite est la région du plan complexe définie
par
142 <1
soit le disque de rayon 1 et de centre (-1, 0), illustré sur la figure 2.7.

Comme Re(A) < 0 et h > 0, nous pouvons aussi dire qu'une méthode numérique est A-stable si
son domaine de A-stabilité contient entierement le demi-plan complexe défini par Re(z) < 0.

Les considérations précédentes peuvent étre généralisées a un systéme d’EDO non linéaire, que
I’on rencontre typiquement dans le contexte de la cinétique biochimique. Pour étudier dans ce cas la
A-stabilité, on se ramene a ’équation

{ y(dO) - (2.23)
Y .
E = Jx Y

ou J est la matrice jacobienne associée au systeme d’EDQO.

Si lon applique la méthode d’Euler explicite & 'équation (2.23) avec un pas h,, = h fixe pour tout
n, on obtient

Yn = (I +hJ)"yo
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ou I est la matrice identité.

La suite de matrices (I 4+ hJ)™ tend vers 0 quand n tend vers 'infini si et seulement si son rayon
spectral est strictement inférieur & 1; le rayon spectral étant la plus grande valeur propre en module
de la matrice (I 4+ hJ). Si |Amaz| est le rayon spectral de la matrice jacobienne J alors la suite de
matrices (I + hJ)™ tend vers 0 quand n tend vers Uinfini si et seulement si

14+ hdpae| < 1
soit
2
h <
_)\maz

Ainsi selon la valeur du pas h, on se trouve ou non dans le domaine de A-stabilité de la méthode.
Pour qu’une méthode numérique puisse résoudre un systeme d’EDO il est impératif qu’elle soit dans
son domaine de A-stabilité, il est sinon impossible pour celle-ci d’obtenir la solution : la valeur du pas
h doit dans ce cas étre ajustée afin de se repositionner dans ce domaine. Dans le cas particulier de la
méthode d’Euler explicite, il faut que la valeur du pas h permette de rester dans le disque de rayon 1
et de centre (-1, 0). La A-stabilité impose donc une contrainte sur la valeur du pas h. En revanche, une
méthode A-stable n’est soumise & aucune contrainte sur le pas h par la A-stabilité, étant donné que,
quelque soit la valeur du pas h, on se trouve toujours dans le domaine de A-stabilité de la méthode.
Il est enfin important de noter que la contrainte imposée au pas h par la A-stabilité n’est pas une
contrainte de précision numérique comme celle imposée par le controle du pas, mais une contrainte de
stabilité de la méthode.

Exemple

L’exemple typique de cinétique chimique utilisé pour illustrer ces notions est celui de Robertson
[1966]. Le schéma réactionnel est donné par

3}
Ry : A — B
ko
Ry: B+B — B+C (2.24)
k3
R3: B+C — A+C
ol
k1 = 0.04
ko = 3.0 x 107
ks = 1.0 x 10*
Le systeme d’EDO associé est donné par
d[A
A~ k< 0 s x [B](0) x [C1(0)
d[B]
el +k1 x [A](t) —k2 x [B](t) x [B](t) —ks x [B](t) x [C](t) (2.25)
d|C
% = 0 +ko x [B](t) x [B](t) 0

avec
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FIGURE 2.8 — A-stabilité : exemple. La figure illustre la solution [B](t) que I'on obtient
quand le systéme d’EDO (2.25) est résolu par la méthode d’Euler explicite utilisant un
pas fixe h = 0.0009 (+) ainsi qu’un pas fixe h = 0.0010 (s). La courbe continue fait office
de solution exacte.

[A](0) = 1.0
[B](0) = 0.0
[€](0) = 0.0

La matrice jacobienne J du systeéme (2.25) est donnée par

—kq +1€3 X [O] +k3 X [B]
J= | +k1 —ksx[C]—2xky x[B] —k3x [B] (2.26)
0 +2 % ko x [B] 0

Dans le voisinage du point quasi-stationnaire [A] = 1.0, [B] = 0.0000365 et [C] = 0.0, nous avons
Amaz = —2189.63. Ainsi pour ne pas violer le critere de A-stabilité, h doit étre inférieur a 0.00091.

La figure 2.8 représente 1’allure de la solution [B](t) lorsque le systéeme d'EDO (2.25) est résolu par
la méthode d’Euler explicite utilisant un pas fixe A = 0.0009 ainsi qu’un pas fixe h = 0.001. La solution
que I'on obtient avec une méthode adaptée est aussi représentée et fait office de solution exacte.

On observe que la solution obtenue quand le pas h vaut 0.001 oscille fortement, la méthode ne
peut résoudre le systeme, le critére de A-stabilité étant violé. Quand le pas h vaut 0.0009, le critere de
A-stabilité est respecté et la résolution numérique donne une solution qui tend vers la solution exacte
avec toutefois de 1égeres oscillations. La A-stabilité impose bien une contrainte sur la valeur du pas h.

2.1.1.6 Raideur d’un systeme d’équations différentielles

Lors de la résolution numérique d’un systeme d’EDOQO, la valeur du pas d’intégration h,, est dictée
a la fois par la précision numérique souhaitée mais aussi, nous ’avons vu dans la section précédente,
par la A-stabilité. Il arrive que la contrainte imposée par la A-stabilité soit plus importante que celle

MEMOIRE DE THESE 53



ETAT DE L’ART

imposée par la précision numérique, i.e. la A-stabilité exige un pas h,, plus petit que le pas h, requis
pour respecter la précision numérique souhaitée : le systeme d’EDO est raide.

La raideur apparait classiquement dans les problemes ot le systeme modélisé implique des échelles
de temps multiples. Par exemple en cinétique biochimique, la raideur est fréquente dans les problemes
ou les réactions ont des vitesses ayant des ordres de grandeur différents.

En plus du systeme d’EDO a résoudre, la raideur dépend :
e de la précision numérique souhaitée,

e de la longueur de 'intervalle d’intégration,

e de la région de A-stabilité de la méthode.

La raideur provient donc d’une contrainte requise par la A-stabilité qui dicte un pas d’intégration
h,, bien inférieur a celui nécessaire pour assurer la précision numérique. Le temps de calcul en est donc
fortement augmenté : 1'idée va donc étre d’utiliser dans ce cas une méthode ou le critere de A-stabilité
n’est plus aussi restrictif.

La méthode d’Euler implicite

La méthode d’Euler implicite est donnée par I’équation (2.27).

Yn = Yn—1+ by X f(yn) (2.27)

Tout comme la version explicite, cette méthode est d’ordre un. Les erreurs commises sur un pas
des méthodes d’Euler explicite et implicite sont donc du méme ordre de grandeur, ainsi la précision
numérique impose les mémes contraintes pour celles-ci.

Contrairement & la méthode d’Euler explicite qui utilise la tangente au point (¢,-1, Yn—1), la
méthode d’Euler implicite utilise la tangente au point inconnu (¢, yn) : le schéma est implicite, i.e.
les valeurs y,, inconnues apparaissent des deux cotés de I'équation (2.27).

Si nous appliquons la méthode d’Euler implicite (2.27) & I’équation test de Dahlquist (2.19) avec
un pas fixe h,, = h pour tout n, nous obtenons

Yn = Yn—1+ hn)‘yn

1
Tyt
o
BRTESNERS

Le domaine de A-stabilité de la méthode est donné par

1—2z]>1

i.e. la région du plan complexe définie par lextérieur du disque de rayon 1 et de centre (1, 0),
illustrée sur la figure 2.9.

Le domaine de A-stabilité de la méthode d’Euler implicite contient entierement le demi-plan com-
plexe défini par Re(z) < 0, la méthode d’Euler implicite est donc A-stable. Ainsi lors de I'intégration
d’un systeme d’EDO par la méthode d’Euler implicite la A-stabilité ne requiert plus aucune restric-
tion sur le pas h,, seule la précision numérique impose une contrainte sur celui-ci. C’est par ailleurs
I'intérét de ce type de méthodes : utiliser un schéma implicite pour obtenir une méthode A-stable
pour laquelle seule la précision numérique détermine la valeur des pas d’intégration h,,.

Toutefois, 1'utilisation d’une méthode implicite telle la méthode d’Euler pour la résolution d’un
systeme d’EDO implique la résolution d’un systeéme d’équations généralement non-linéaires a chaque
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Im(z)
)

7%// 77

FIGURE 2.9 — Domaine de A-stabilité de la méthode d’Euler implicite. Le domaine
de A-stabilité de la méthode d’Euler implicite est le plan complexe privé du disque de rayon
1 et de centre (1, 0).

N

pas d’intégration. Plusieurs méthodes numériques existent pour résoudre ce genre de systeme, par
exemple les itérations fonctionnelles ou les itérations de Newton®. Néanmoins, ces méthodes numéri-
ques restent treés cotiteuses en terme de temps de calcul. Ainsi 'intégration d’un systeme d’EDO sera
plus cofiteuse avec une méthode implicite qu’avec la méthode explicite sur un méme pas. Mais dans
le cas d’un systeme raide, i.e. ou la A-stabilité impose a la méthode explicite une forte contrainte sur
le pas hy,, la résolution avec la méthode implicite nécessite moins de pas d’intégration que la méthode
explicite, il en résulte un gain dans le temps de calcul global.

Exemple

Reprenons lexemple (2.24). La figure 2.10 représente l’allure de la solution [B](¢) du systeme
d’EDO associé (équation (2.25)) lorsque celui-ci est résolu par les méthodes d’Euler, explicite et
implicite, utilisant un pas fixe h = 0.001. La solution que l’on obtient avec une méthode adaptée est
aussi représentée et fait office de solution exacte.

Avec un pas h = 0.001, le schéma explicite de la méthode d’Euler ne peut résoudre le systeéme
d’EDO di a des contraintes de A-stabilité; la version implicite, étant A-stable, résout en revanche ce
systeme sans aucune difficulté.

Avec un pas h = 1.0 x 1079, les méthodes, explicite et implicite, d’Euler résolvent le systéme
d’EDO; néanmoins, la résolution utilisant la version explicite est approximativement 30 fois plus
rapide que celle utilisant la version implicite.

©Tous les codes modernes utilisent généralement les itérations de Newton ou une variante pour l’intégration de
systemes d’EDO avec une méthode implicite.
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FIGURE 2.10 — Raideur d’un systéme d’EDO : résolution avec la méthode d’Euler
implicite. La figure donne la solution [B](¢) que 'on obtient quand le systeme d’EDO
(2.25) est résolu par les méthodes d’Euler explicite (s) et implicite (») utilisant un pas fixe
h = 0.001. La courbe continue fait office de solution exacte.

2.1.1.7 Bilan

Dans le cadre de la cinétique biochimique, les systemes d’EDO s’expriment classiquement sous la
forme d’un probleme de Cauchy. Ils sont généralement non linéaires, la solution analytique ne peut
alors étre déterminée : ces systemes doivent donc étre résolus numériquement.

L’intervalle d’intégration est alors discrétisé et une méthode numérique va permettre d’approximer
les valeurs de la solution aux différentes subdivisions.

La résolution numérique entraine nécessairement une erreur numérique : celle-ci doit pouvoir étre
estimée. Pour cela, trois erreurs sont typiquement définies : 'erreur globale, ’erreur de consistance et
lerreur locale. L’erreur qui nous intéresse est I’erreur globale ; elle reste toutefois difficile a déterminer
dans la pratique, c’est pourquoi ce sont classiquement ’erreur de consistance ou I’erreur locale qui sont
évaluées. Celles-ci correspondent a ’erreur commise sur un pas. L’erreur globale étant de ’ordre de la
somme des erreurs sur un pas, estimer ces erreurs revient indirectement a estimer l'erreur globale.

L’ordre d’une méthode reflete sa précision numérique : plus il est élevé meilleure est la résolution.
Ainsi pour une précision numérique donnée a respecter, augmenter ’ordre permet d’accroitre la valeur
du pas h,, : la résolution en est donc a priori accélérée. Toutefois ordre élevé signifie souvent méthode
couteuse. Ainsi, selon la précision souhaitée et afin d’obtenir un temps de calcul optimum, il faut faire
un choix judicieux dans 'ordre de la méthode a utiliser. Les méthodes d’Euler, explicite ou implicite,
ne doivent généralement pas étre utilisées compte-tenu de leur faible précision numérique (ordre = 1),
elles ont plus un role pédagogique®.

Le controle du pas permet de garantir une qualité optimale dans la résolution numérique du
systeme d’EDO. Pour cela, la valeur du pas h,, est ajustée dynamiquement afin d’assurer un ordre de
grandeur imposé par l'utilisateur pour I'erreur sur un pas. Dans le cadre de la cinétique biochimique les

©Nous remarquons toutefois que la plupart des outils cités dans cet état de ’art les ont implémentées.
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solutions sont sujettes a varier fortement dans certaines régions puis a varier faiblement dans d’autres :
par rapport a une résolution a pas fixe, le controle du pas va garantir une précision numérique en
diminuant le pas h,, dans les régions ou les solutions varient fortement et va accélérer la résolution en
augmentant le pas h,, dans les régions ou les solutions varient faiblement.

La A-stabilité d’'une méthode peut imposer une contrainte sur la valeur numérique du pas h,, : il
est en effet possible que pour certaines valeurs du pas d’intégration la méthode ne soit plus stable et ne
puisse donc plus résoudre le systeme d’EDO. Les méthodes dites A-stables n’ont pas cette contrainte.
Dans le cas contraire, la A-stabilité impose en général a la résolution un pas h,, maximum qui ne doit
pas étre dépassé.

A chaque pas d’intégration, la précision numérique & assurer impose une limite maximum pour
h,. La A-stabilité peut aussi dicter une limite maximum pour h,,. Lorsque la contrainte exigée par la
A-stabilité est largement inférieure a la limite maximum imposée pour garantir la précision numérique,
on dit que le systeme d’EDO est raide. Pour résoudre ce type de systémes, I'idée est d’utiliser des
méthodes ayant un schéma implicite. Celles-ci sont généralement A-stables, i.e. la A-stabilité n’impose
plus aucune contrainte sur la valeur du pas h,,, seule la précision numérique dicte la valeur du pas h,,.
Sur un pas h, donné, le cotit d'une méthode implicite est largement supérieur a celui d’'une méthode
explicite ; néanmoins quand le systeme d’EDO est raide les méthodes implicites restent globalement
plus efficaces. En revanche, quand il est non raide, les méthodes les plus performantes sont les méthodes
explicites. Ainsi dans le cas de systemes d’EDO non raides il faut utiliser une méthode explicite et
dans le cas de systemes d’EDO raides il faut utiliser une méthode implicite. Dans le cadre de la
cinétique biochimique, les systemes d’EDO associés sont généralement raides, les méthodes a utiliser
doivent donc étre implicites. Toutefois cette raideur est souvent transitoire, i.e. dans certaines régions
le probléme est raide et dans d’autres il ne ’est plus. Ainsi dans les zones ou le systeme n’est pas raide
il y a une perte de temps de calcul a utiliser une méthode implicite alors qu'une méthode explicite
aurait tout aussi bien assuré la résolution. C’est pourquoi, en plus d’un pas adaptatif, la méthode
numérique idéale a utiliser dans le cadre de la cinétique biochimique est une méthode capable de
détecter la raideur et, selon le résultat, de choisir soit un schéma explicite soit un schéma implicite.

Cette section nous a présenté les concepts de base de l'intégration numérique des systemes d’EDO
dans le contexte de la cinétique biochimique. Les sections 2.1.2 et 2.1.3 suivantes discutent les méthodes
numériques implémentées dans les différents logiciels de simulation de cinétique biochimique qui per-
mettent la résolution de ces systémes. Ces méthodes sont classées en deux grandes familles :

e les méthodes a un pas,

e les méthodes a pas multiples.

2.1.2 Les méthodes a un pas

Les méthodes a un pas se fondent sur la formulation suivante

Yn = Yn—1 + hn X P(Yn—1,Yn) (2.28)
ou la fonction ® définit la méthode.

Comme l'indiquent leur nom et 1’équation (2.28), ces méthodes n’utilisent que les informations
concernant le pas d’intégration en cours. Afin d’augmenter leur ordre et ainsi leur précision numérique,
leur stratégie est de calculer des valeurs intermédiaires dans 'intervalle [t,,—1, t,].

Les méthodes a un pas les plus courantes sont les méthodes de Runge-Kutta; c’est pourquoi le
reste de cette section leur est entierement consacré.

Partons de ’équation différentielle

Wiy = rwm)
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nous pouvons intégrer les deux membres de cette équation pour obtenir

t

" ft) dt

tn—l

Y(tn) — y(tn—1) = (2.29)

Le principe des méthodes de Runge-Kutta est d’approximer 1’aire au-dessous de la courbe f(y(t))
par une formule de quadrature. Celle-ci peut étre par exemple approchée par le rectangle de cotés
hrn et f(yn—1) : Vaire vaut alors h, X f(yn—1), on retrouve la méthode d’Euler explicite (¢f. figure
2.11). L’aire peut aussi étre approximée par le rectangle de cotés h,, et f(yn), ¢’est la méthode d’Euler
implicite (cf. figure 2.12). Une meilleur approximation est obtenue en utilisant le point en ¢,,_; /5 au
milieu de I'intervalle, c’est a dire en utilisant le rectangle de cotés h, et f(y,—1/2) ¢’est la méthode du
point milieu donnée dans I’équation (2.16) (cf. figure 2.13). Enfin la méthode des trapezes peut aussi
étre utilisée pour approximer laire : c’est la méthode trapézoidale donnée dans 1’équation (2.18) (cf.
figure 2.14).

{¥n-1)

y(t)
T
y(®)
T

f(yn)

- B - 1
¢ fha n ¢ fha n

FiGure 2.11 — La méthode de Runge-Kutta
d’ordre 1 explicite. L’aire sous la courbe est ap-
proximée par le rectangle de cotés h, et f(yn—1) : on
retrouve la méthode d’Euler explicite.

FiGUure 2.12 — La méthode de Runge-Kutta
d’ordre 1 implicite. L’aire sous la courbe est ap-
proximée par le rectangle de cotés h, et f(yn) : on
retrouve la méthode d’Euler implicite.

Y
T

Yn-1r2)

Yn-1)

Y
T

1yn)

t

t

FIGURE 2.13 — La méthode du point milieu. L’aire
sous la courbe est approximée par le rectangle de cotés

hn et f(yn—1/2)~

FIGURE 2.14 — La méthode trapézoidale. L’aire
sous la courbe est approximée par le trapéze de bases

f(yn—1) et f(yn)

La formulation générale des méthodes de Runge-Kutta s’exprime classiquement par le tableau de

Butcher suivant

SEBASTIEN KERDELO



ECHELLE MACROSCOPIQUE

0j]0 O
111 0
2|2

0 1

TABLEAU 2.1 — La méthode du point milieu explicite.

1| ai a2 --- Qis
C2 | 21 Q22 - QG2
Cs as1 As2 M ¢ P

| by by -+ bs

Le schéma d’intégration général est alors défini par

ti = tp_1+cihy
ki = f(yn71+hn2aijkj), 1<1<s
=l (2.30)
Yn+1 = Yn + hz bjkj
j=1

Les coefficients ¢; représentent les positions intermédiaires dans l'intervalle [t,—1,t,] ol vont étre
effectuées des évaluations de la solution. Les k; représentent une évaluation de la pente aux positions
intermédiaires; les ccefficients a;; permettent de contréler cette approximation de la méme maniere
qu’une formule de quadrature approche le calcul d’une intégrale. Enfin, les b; controlent ’approxima-
tion finale. L’entier s est appelé nombre d’étages de la méthode.

Selon I'allure de la matrice des a;; trois cas se distinguent :

e si la matrice est triangulaire inférieure stricte (diagonale nulle), la méthode est explicite ;

e si la matrice est triangulaire inférieure, la méthode est semi-implicite ;

e la méthode est sinon implicite.

@ Dans le cas des méthodes de Runge-Kutta explicites, ’ordre d’une méthode n’est pas forcément
égal au nombre s d’étages de celle-ci : pour une méthode d’ordre supérieur ou égal a 5 il faut au moins
6 étages, pour une méthode d’ordre 7 il faut au moins 9 étages et pour une méthode d’ordre supérieur
ou égal a 8 il faut au moins 11 étages. Qui plus est, le nombre d’étages détermine le cotut en temps
de calcul de la méthode, il faut donc faire en sorte que celui-ci soit minimal (une méthode a s étages

implique s évaluations de la fonction f). Les méthodes de Runge-Kutta implicites ont, quant & elles,
moins de restrictions en ce qui concerne le nombre d’étages pour un ordre donné.

2.1.2.1 Les méthodes de Runge-Kutta explicites
Les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2

Ce sont les méthodes du point milieu (cf. équation (2.16)) et trapézoidale (cf. équation (2.18))
listées respectivement dans les tableaux de Butcher 2.1 et 2.2.

On retrouve ces méthodes dans les outils VIRTUAL CELL [Schaff et al., 1997, 2000, 2001; Loew et
Schaff, 2001; Moraru et al., 2002; Slepchenko et al., 2003] et XpP/XPPAUT [Ermentrout, 2002].
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TABLEAU 2.2 — La méthode trapézoidale explicite.
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TABLEAU 2.3 — La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 classique.

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 classique

Cette méthode découle de la regle de quadrature de Simpson

[ e (5@ + st + )

que l'on applique a Péquation (2.29). On obtient alors le schéma

I
y(tn) = y(tuos) ~ T (Fltams) + 4 (tno12) + F(2))
La formulation détaillée de la méthode est donnée dans le tableau de Butcher 2.3.

Cette méthode est la plus célebre et la plus utilisée parmi les méthodes de la famille Runge-Kutta.
Elle présente en effet un excellent rapport précision/temps de calcul principalement car 1'ordre 4 est
une charniére : au-dela le nombre d’étages devient plus grand que 'ordre.

Cette méthode est par ailleurs implémentée dans des outils tels que VIRTUAL CELL [Schaff et al.,
1997, 2000, 2001; Loew et Schaff, 2001; Moraru et al., 2002; Slepchenko et al., 2003], E-CELL [Tomita
et al., 1999; Takahashi et al., 2003], A-CELL [Ichikawa, 2001], XPP/XPPAUT [Ermentrout, 2002],
DYNETICA [You et al., 2003] ou encore CELLWARE [Dhar et al., 2004].

2.1.2.2 Les méthodes de Runge-Kutta implicites

Les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2

Ce sont les méthodes du point milieu et trapézoidale dont les schémas implicites sont donnés
respectivement dans les tableaux de Butcher 2.4 et 2.5.
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1]1
212
1

TABLEAU 2.4 — La méthode du point milieu implicite.

0(0 O
1 1
112 =
2 2
1 1
2 2

TABLEAU 2.5 — La méthode trapézoidale implicite.

On retrouve par exemple ces méthodes dans les outils de simulation GENESIS (GEneral NEural
SImulation System) [Bower et Beeman, 1998] et NEURON [Hines et Carnevale, 1997; Lytton et Hines,
2005].

Les méthodes de type Rosenbrock

Les méthodes de type Rosenbrock sont les méthodes implicites de la famille Runge-Kutta les plus
classiquement utilisées du fait de leur simplicité et de leur facilité d’implémentation.

Une méthode de type Rosenbrock a s étages est donnée par les formules

i—1 7
Kio= ok f (oo + D aighs )+ x T3 ks, 1< <5
7=l =1 (2.31)

Yn Yn—1 + Zb]‘k/’j
7j=1

ou :
® «a;j, Vi; et b; sont les ceefficients de la méthode;
o J= f/(ynfl)-

Les outils XPP/XPPAUT [Ermentrout, 2002] ou MIST [Ehlde et Zacchi, 1995] proposent ces mé-
thodes.

2.1.2.3 Quelques méthodes a pas adaptatif

Dans le cas des méthodes de la famille Runge-Kutta, deux techniques sont classiquement utilisées
pour estimer l’erreur sur un pas et ajuster la longueur de celui-ci en conséquence :

e l'extrapolation de Richardson,

e les méthodes emboitées.
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L’extrapolation de Richardson

Considérons une méthode de Runge-Kutta d’ordre p. Soient y la solution exacte, y; la solution
approchée obtenue apres un pas de longueur 2k et yo la solution approchée obtenue apres 2 pas de
longueur h. Ces valeurs sont reliées par les relations suivantes

y(t +2h) = y1 + (2h)PHIC + O(hPF?)
y(t + 2h) =y + 2(KPTHC 4+ O(hPT2)

ou C est un terme d’erreur dépendant de la méthode et des dérivées de f. L’erreur sur yo peut
étre extrapolée par

20 p+2
y(t+2h) —y2 = S,— + O(W"™)

soit
Y21
€ = 5o (2.32)
L’équation (2.32) donne une estimation de lerreur sur y, ; compte-tenu de celle-ci et de la tolérance
sur l'erreur souhaitée, la longueur du pas peut étre ajustée.

Cette technique est par exemple utilisée dans les outils MIST [Ehlde et Zacchi, 1995], XpP /
XPPAUT [Ermentrout, 2002], DYNETICA [You et al., 2003], ou encore D1zzy [Ramsey et al., 2005].

Les méthodes emboitées

Malgré la qualité de la précision numérique de la technique précédente, celle-ci requiert des
évaluations supplémentaires de la fonction f. Le principe des méthodes emboitées est d’obtenir des
schémas qui puissent générer des valeurs numériques § et y sans évaluations supplémentaires de f,
sachant que la différence 7 — y nous donne une estimation de ’erreur sur y. Pour cela deux méthodes
de type Runge-Kutta sont couplées en imposant que les a;; et les ¢; soient identiques, la différentiation
se fait par les ceefficients b;.

La méthode emboitée, probablement la plus célebre, est celle de Runge-Kutta-Fehlberg d’ordre
4(5) donnée dans le tableau 2.6. Celle-ci est composée d’un schéma d’ordre 4 qui résout le systeme
et donc calcule la solution y, et d’'un schéma d’ordre 5 qui calcule la solution 3. La différence 3§ — y
donne une estimation de l'erreur sur y et le pas peut étre ajusté en conséquence.

La construction de méthodes emboitées avec le méme nombre d’étages devient problématique avec
I’augmentation de 'ordre; une parade est d’utiliser les valeurs b; de y comme étage supplémentaire
pour la méthode produisant § comme dans la méthode Dormand-Prince 5(4) donnée dans le tableau
2.7.

La paire 4(5) de Runge-Kutta-Fehlberg est implémentée dans SIMFIT [Holzhiitter et Colosimo,
1990], dans la version 1 de SCAMP [Sauro et Fell, 1991], dans VIRTUAL CELL [Schaff et al., 1997, 2000,
2001; Loew et Schaff, 2001; Moraru et al., 2002; Slepchenko et al., 2003] ou bien encore dans D1zzyY
[Ramsey et al., 2005]. La méthode de Dormand-Prince 5(4) est disponible dans les outils XpPpP/XPPAUT
[Ermentrout, 2002], E-CELL version 3 [Takahashi et al., 2004] et Di1zzy [Ramsey et al., 2005].

Pour les méthodes emboitées implicites, citons par exemple celle de type Dormand-Prince utilisée
dans CELLWARE [Dhar et al., 2004] ou encore celles de type Rosenbrock que l’on retrouve dans MIsT
[Ehlde et Zacchi, 1995] ou dans XPP/XPPAUT [Ermentrout, 2002].
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0 0 0 0 0 0 0
L L 0 0 O 0 0
1 1
3 3 9
21 =2 2 0 0 0 0
8| 32 32
12| 1932 7200 7296 . -
13 | 2107 2197 2197
4 4
| 439 . 3680 845 -
216 513 4104
1 8 3544 1850 11
2 | "a7 2565 4104 40
25 1408 2197 L
Y| 216 2565 4104 5
| 16 6656 28561 9 2
Y| 135 12825 56430 50 55

TABLEAU 2.6 — La méthode de Runge-Kutta-Fehlberg d’ordre 4(5).
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0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
5 5
3 3 9
= o 0 0 0 0 0 0
4 44 56 39
- = — 5 0 0 0 0
8119372 25360 64448 212 . -
9 | 6561 2187 6561 729
| 907 355 46732 49 5103 -
3168 33 5247 176 18656
o3 , 00 15 218 1
384 1113 192 6784 84
35 , 00 15 2187 11
Yl 334 1113 192 6784 84
| 5179 o TETL 393 92097 18T 1
Y1 57600 16695 640 339200 2100 40

TABLEAU 2.7 — La méthode de Dormand-Prince d’ordre 5(4).

64 SEBASTIEN KERDELO



ECHELLE MACROSCOPIQUE

2.1.3 Les méthodes a pas multiples

Les méthodes & un pas augmentent leur ordre et donc leur précision en utilisant des points in-
termédiaires dans lintervalle [t,—1,t,]. Le principe des méthodes & pas multiples est d’utiliser les
valeurs aux points précédemment calculés afin d’augmenter 'ordre et la précision. L’avantage majeur
de ces méthodes est qu’elles requiérent beaucoup moins d’évaluations de la fonction f que les méthodes
a un pas. Les méthodes & pas multiples nécessitent néanmoins une plus grande capacité de stockage.

La forme générale d’'une méthode a pas multiples est donnée par

k k
Zajyn_j = hZﬁjfn_j (233)
Jj=0 j=0

o o et 3; sont les coefficients de la méthode. Remarquons que la méthode est explicite si Bg =0
et implicite sinon.

Dans cette section, nous ne détaillerons que deux familles de méthodes a pas multiples :
e les méthodes d’Adams,
e les méthodes BDF (backward differentiation formulas).

Nous supposerons aussi que les longueurs des pas d’intégration h,, = ¢, — t,—1 sont constantes,
i.e. h = h,, pour tout n.

2.1.3.1 Les méthodes d’Adams

Partons de ’équation différentielle

ity = )

nous pouvons intégrer les deux membres de cette équation pour obtenir

Y(tn) = y(t_n) + / " ) dt (2.34)

Le principe des méthodes d’Adams consiste & approximer la fonction & intégrer f(y(t)) par un
polynéme p(t), U'interpolation polyndmiale utilisant les valeurs de f aux points t,_j,...,tn—2,tn—1
précédemment calculés et éventuellement au point ¢,. L’équation devient donc

tn
Y(tn) = y(tn-1) +/ p(t) dt (2.35)
tn—1
L’aire sous la courbe p(t) définie entre ¢,_; et t, va nous permettre de déterminer la valeur de la
solution.

Les méthodes d’Adams se décomposent en deux familles : les méthodes d’Adams-Bashforth et les
méthodes d’Adams-Moulton.

Les méthodes d’Adams — Bashforth

Une méthode d’Adams — Bashforth a k pas s’obtient en interpolant par un polynoéme la fonction f
aux points tp_g, ..., th—2,tn—1 (cf. figure 2.15) : le schéma est donc explicite. Le polynéme s’exprime
au moyen de différences finies régressives et du polynéme d’interpolation de Newton, il est donné dans
I’équation (2.36).

—S

) Vo fr1 (2.36)
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p(

fn-2

3
=

I
NN
T

[

t

FIGURE 2.15 — La méthode d’Adams — Bashforth a k pas. La fonction f est interpolée
par un polynome p(t) en utilisant ses valeurs aux k points antécédents a t,, précédemment
calculés. L’intégrale de p(t) de tn—1 & t, ajoutée & y,—1 permet d’approximer la valeur de

Yn-

k]l B B2 B3 B Bs Bs
3 1

2] 2 - 0 0 0 0
2 2
23 16

30 5 % 0 0 0
55 59 37 9

S 7Y R YR YR 0

S| 1901 2774 2616 1274 251 .
720 720 720 720 720

o| 4277 7923 0982 7208 2877 475
1440 1440 1440 1440 1440 1440

TABLEAU 2.8 — Les ccefficients des méthodes d’Adams — Bashforth.
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ou
Vofn = fn
VjJrlfn = v]fn - ijnfl
L’équation (2.35) devient
k—1 .
Yn = Yn—1+h Z ’Yjvjfnfl (237)
§=0

ou

L’équation (2.37) peut se réécrire sous la forme

k
Yn = Yn—1 + hZﬂjfnfj (238)

j=1

ou

= Y ()

i=j—1

e [ ()

Une méthode a k pas est d’ordre k. Le tableau 2.8 liste les coefficients des méthodes jusqu’a 'ordre

Ces méthodes sont disponibles dans 'outil de simulation GENESIS [Bower et Beeman, 1998].

Les méthodes d’Adams — Moulton

Les équations (2.37) et (2.38) sont obtenues en intégrant le polynéme p(t) entre ¢,_; et ¢, alors
que l'interpolation de celui-ci est faite entre ¢,,_j et t,_1. C’est pourquoi Adams a étudié une nouvelle
classe de méthodes, les méthodes d’Adams — Moulton & k pas, ol I'interpolation du polynéme p(t)
utilise en plus des points (tp—k, fn—k)s -+ (En—1, fr—1) le point (¢,, fn) (cf. figure 2.16) : le schéma
devient implicite.

Le polynéme p(t) est ainsi donné par I’équation (2.39).
k . —s+1 .
pl0) = pltnms sty = -1 (T Y, (2.39)
Jj=0 J
L’équation (2.35) devient maintenant

k

Un =Un-1+hY_ %V, (2.40)
j=0

7 = <—1>J‘/01( )

L’équation (2.40) peut se réécrire sous la forme

ou
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fn-2

n
3
=

p(

I
NN
T

[

t

FIGURE 2.16 — La méthode d’Adams — Moulton a k pas. La fonction f est interpolée
par un polynome p(t) en utilisant ses valeurs aux k points antécédents a t,, précédemment
calculés et sa valeur inconnue au point (¢, fn). L’intégrale de p(t) de tn—1 & t, ajoutée &
Yn—1 permet d’approximer la valeur de y,.

k] Bo B B2 B3 B Bs

1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0
2 2
5 8 1

2 - - _—
12 12 12 0 0 0
9 19 5 1

3151 21 wm o 0

(| BLo66 260 106 19
720 720 720 720 720

5 475 1427 7798 482 7173 27
1440 1440 1440 1440 1440 1440

TABLEAU 2.9 — Les ccefficients des méthodes d’Adams — Moulton.
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k
Un=Yn-1+hY Bifu; (2.41)
j=0
Une méthode a k pas est d’ordre k + 1; exception faite dans le cas ou k = 1 et ou la valeur f, 1

n’est pas utilisée, la méthode est d’ordre 1. Le tableau 2.9 liste les ccefficients des méthodes jusqu’a
I’ordre 6.

Le simulateur VIRTUAL CELL [Schaff et al., 1997, 2000, 2001; Loew et Schaff, 2001; Moraru et al.,
2002; Slepchenko et al., 2003] met & disposition ces méthodes.
Les méthodes Prédiction — Correction

Classiquement, les méthodes d’Adams sont utilisées de pair selon le schéma suivant, dit de prédic-
tion - correction :

e Prédiction (P) : la valeur g, est calculée en utilisant une méthode d’Adams-Bashforth

k
Un = Yn—1+ hz&jfnfj

j=1

e Evaluation (E) : la fonction T est évaluée

e Correction (C) : la valeur y, est corrigée en utilisant une méthode d’Adams-Moulton

k
YUn = Yn-1+h X Bofu+hY_ Bifu;

j=1
e Evaluation (E) : la fonction f,, est évaluée

fn = f(yn)

Ce schéma, noté PECE, est le plus couramment utilisé parmi les méthodes de prédiction-correction.
Parfois, la procédure est stoppée a 1’étape de correction (méthode notée PEC) ; ou alors les étapes EC
peuvent étre itérées i fois pour former des méthodes de type P(EC)‘E ou P(EC)".

Malgré 'utilisation d’une méthode implicite (Adams-Moulton), les méthodes de prédiction - cor-
rection restent explicites. Elles ne sont utilisées que dans le cas de systémes différentiels non raides.

L’outil XpP/XPPAUT [Ermentrout, 2002] propose une implémentation du schéma prédiction -
correction.

2.1.3.2 Les méthodes BDF

Les méthodes BDF ont été popularisées par Gear [1971]. Contrairement aux méthodes d’Adams
qui sont issues de 'intégration du polynéme d’interpolation de la fonction f(y(t)), les méthodes BDF
sont construites en différenciant le polynéme d’interpolation ¢(t) de la fonction y. Une méthode & k
pas interpole la valeur de y, et les k valeurs de y antécédentes & y,, pour calculer le polynéme ¢(t)
comme lillustre la figure 2.17. La condition suivante est de plus imposée

q/(tn) = f(tnvyn) (242)

Le polynome ¢(t) s’exprime & nouveau au moyen de différences finies régressives et du polynéme
d’interpolation de Newton. Les méthodes BDF sont données au final par
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q®

t

FIGURE 2.17 — La méthode BDF a k pas. La solution y est interpolée par un polynéme
q(t) en utilisant les valeurs de y aux k points antécédents & t,, précédemment calculés et
la valeur inconnue de y au point ¢,. De plus on impose a la dérivée de ¢(t) en ¢, d’étre
égale a la valeur de la fonction f en ¢.

k| ag 1 a2 a3 a4 a5 g

1 1 -1 0 0 0 0 0
3 1

2 = -2 =
5 3 0 0 0 0
11 3 1

3 3 -3 3 3 0 0 0
25 4 1

4 D -4 3 -3 1 0 0
137 10 5 1

5/ — -5 5 —— - —— 0
60 3 4 5

6 147 15 20 15 6 1
60 2 3 4 5 6

TABLEAU 2.10 — Les ccoefficients des méthodes BDF'.
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"1
> =Viy, =hfn (2.43)
=17
qui peut se réécrire sous la forme
k
Y yn—j = hfn (2.44)
j=0

Les méthodes a k pas sont d’ordre k. Elles ne peuvent dépasser l'ordre 6 car au-dessus elles
deviennent instables. Les ccefficients des 6 premiers membres de cette famille de méthodes sont listés
dans le tableau 2.10. Le schéma étant implicite elles sont utilisées dans le cas de systemes différentiels
raides.

L’outil XPP/XPPAUT [Ermentrout, 2002] propose une implémentation des méthodes BDF.

2.1.3.3 Quelques implémentations

Dans ce paragraphe nous présentons brievement quelques implémentations de schémas a pas mul-
tiples tres populaires, proposées dans certains outils de simulation de cinétique biochimique.

LSODE

LsoDpE [Hindmarsh, 1983] propose une résolution & pas variables basée sur les méthodes d’Adams
quand le systeme d’EDO est non raide, et basée sur les méthodes BDF quand il est raide. Le fait que
le systeme d’EDO soit raide ou non doit étre explicité par 'utilisateur.

LsODE est disponible dans par exemple DBSOLVE [Goryanin et al., 1999] et DYNAFIT [Kuzmic,
1996].

LSODA

LsoDA [Petzold, 1983] est une version améliorée de LSODE. En plus des fonctionnalités de celui-ci,
LsoDA est capable de détecter dynamiquement — i.e. pendant la résolution — la raideur d’un systeme
d’EDO et d’en déduire la méthode numérique a utiliser :

e si le systeme d’EDO est non raide la routine le résout avec les méthodes d’Adams;;
e si le systeme d’EDO est raide la routine utilise une méthode BDF.

Dans le cas de systémes non raides la routine est quasiment aussi rapide que LSODE; dans le cas
de systemes raides LSODA est plus efficace étant donné que, dans les phases transitoires ou la raideur
disparait, la routine utilise une méthode explicite.

La version 2 de SCAMP [Sauro, 1993] et son successeur JARNAC [Sauro, 2000] ainsi que GEPASI
[Mendes, 1993, 1997; Mendes et Kell, 1998, 2001] et VIRTUAL CELL [Schaff et al., 1997, 2000, 2001;
Loew et Schaff, 2001; Moraru et al., 2002; Slepchenko et al., 2003] proposent la routine LSODA.

CVODE

CvODE [Cohen et Hindmarsh, 1996] est une bibliotheque écrite en langage C o sont implémentées
les méthodes d’Adams-Moulton & pas variables et & ordre variable (1 & 12) ainsi que les méthodes BDF
a pas variable et a ordre variable (1 & 5). C’est a l'utilisateur de spécifier la méthode qu’il souhaite
appliquer. Cette bibliotheque propose les mémes options que deux anciennes bibliotheques écrites en
langage Fortran, VODE [Brown et al., 1989] et VODPK [Byrne, 1992].

Elle est disponible dans des outils tels que JARNAC [Sauro, 2000], Xpp/XPPAUT [Ermentrout,
2002] ou encore NEURON [Hines et Carnevale, 1997; Lytton et Hines, 2005].
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2.1.4 Bilan de notre étude

A Téchelle macroscopique, et en milieu homogene, la cinétique biochimique est décrite par un
systeme d’EDO. Dans ce contexte, celui-ci est généralement non-linéaire, et ne peut étre résolu ana-
lytiquement. Nous devons alors avoir recours a une méthode numérique pour obtenir la solution.

Notre état de l'art a tout d’abord présenté les notions de base de la résolution numérique des
systemes d’EDO ; compte-tenu des propriétés de ces systemes dans le cas particulier de la cinétique
biochimique, nous avons dégagé deux techniques que les méthodes numériques devraient alors em-
ployer :

e le controle du pas,
e la détection dynamique de la raideur.

Le controle du pas consiste a adapter la longueur du pas d’intégration, afin de garantir un ordre
de grandeur pour l'erreur commise sur celui-ci; il en résulte une résolution numérique de qualité
optimale et rapide en terme d’exécution. Dans le domaine de la cinétique biochimique, les solutions
des systemes d’EDO sont sujettes a varier fortement dans certaines régions ainsi qu’a varier faiblement
dans d’autres; c¢’est pourquoi le controle du pas y est fortement adapté.

La détection dynamique de la raideur permet, pendant la résolution, de déceler si un systeme
d’EDO est raide ou non, et ainsi d’en déduire le schéma numérique a utiliser. En effet, dans le cas
de problemes non raides, le schéma de la méthode numérique doit étre explicite, tandis que dans le
cas d’un probleme raide, il doit étre implicite. En cinétique biochimique, la raideur est fréquente mais
souvent transitoire; ainsi, sachant qu'une méthode explicite est beaucoup moins cotliteuse en temps
de calcul qu'une méthode implicite, la détection dynamique de la raideur permet d’accélérer le calcul
de la solution.

Nous avons ensuite présenté les principales méthodes numériques, utilisées dans le domaine de la
cinétique biochimique, sur la base de celles implémentées dans les principaux logiciels de simulation
du domaine. Ces méthodes sont classées en deux grandes familles :

e les méthodes a un pas,
e les méthodes a pas multiples.

Le principe des méthodes a un pas est d’utiliser des valeurs intermédiaires dans le pas d’intégration
afin d’augmenter leur précision numérique, contrairement aux méthodes a pas multiples qui utilisent
les valeurs aux points précédemment calculés. Les méthodes a un pas les plus courantes sont celles
de Runge-Kutta, tandis que celles a pas multiples sont les méthodes d’Adams pour les systémes non
raides, et les méthodes BDF pour les systemes raides.

Les méthodes a pas multiples semblent plus avantageuses, car elles requierent moins de calculs.
Elles nécessitent néanmoins une plus grande capacité de stockage. Compte-tenu de la puissance des
ordinateurs actuels, rien ne permet vraiment d’orienter le choix entre les deux familles de méthodes.
Qui plus est, elles sont toutes deux implémentées dans la plupart des logiciels de simulation que nous
avons cités.

Les tableaux 2.11 et 2.12 récapitulent respectivement les méthodes a un pas et les méthodes a pas
multiples que nous avons présentées dans cette section ; ils précisent également quels sont les logiciels
de simulation, parmi ceux que nous avons cités, qui les implémentent. Ces tableaux soulignent en
outre si, oui ou non, ces outils de simulation proposent le controle du pas et la détection dynamique
de la raideur.

Nous remarquons que seuls les logiciels implémentant la routine LSODA proposent a la fois le
controle du pas et la détection dynamique de la raideur, i.e. cette routine est la seule a utiliser ces
deux techniques. Ainsi celle-ci peut étre vue comme la méthode la plus générale a utiliser pour la
résolution numérique des systemes d’EDO dans le contexte de la cinétique biochimique.
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Méthodes a un pas

Explicites Implicites
E
Q
2
®
-
I
) Q
Ely 3
w | o =
g | = )
ERE-RE ) E
v & | g S| £ |3
| & | &8 ‘2 >
AR R R A A R
SIS 2IE|2 e g
E|B|M M| S| E|IB|E|E|2)]E
+ ‘s ?D %)D g i) ‘8 = g <8 D
A IR
3 3 h s
cld|e|e|a|g|&|£|RA|S|A| , Reférence
bibliographique
SIMFIT " y [Holzhiitter et
Colosimo, 1990]
SOAMP " y [Sauro et Fell, 1991;
Sauro, 1993]
[Ehlde et Zacchi,
MisT X X 1995]
[Schaff et al., 1997,
2000, 2001; Loew et
VIRTUAL CELL | X | X | X | X X Schaff, 2001;
; Moraru et al., 2002;
Slepchenko et al.,
2003]
[Hines et Carnevale,
NEURON X | X 1997; Lytton et
Hines, 2005
GENESIS < | x [Bower et Beeman,
1998]
[Tomita et al., 1999;
E-CELL X X X Takahashi et al.,
2003, 2004]
A-CELL X [Ichikawa, 2001]
XppP/XPPAUT | X | X | X x X X [Ermentrout, 2002]
DYNETICA X X [You et al., 2003]
CELLWARE X X | X [Dhar et al., 2004]
[Ramsey et al.,
Dizzy x | % X 2005]

TABLEAU 2.11 — Récapitulatif des méthodes a un pas.
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Méthodes a pas multiples

Explicites | Implicites Mixtes
55!
5}
=
®
-
ke
Q
o)
E 2
B g
= o)
HEIRE g | B
[t =] et o, =]
<= O = = .%‘
n 1 =)
b = T a
m .9 E &) ] =)
% B % A< 5% |E
g i~ g alA B Q
! < o Q
I8 |2 8 |2|2|2|8]% RéE
<| &~ |[<| @ |A|=|0|0 |/ | oerenee
bibliographique
SOAMP " o |« [Sauro et Fell, 1991;
Sauro, 1993]
[Mendes, 1993,
GEPASI X X | X 1997; Mendes et
Kell, 1998, 2001]
DYNAFIT X X [Kuzmic, 1996]
[Schaff et al., 1997,
2000, 2001; Loew et
VIRTUAL CELL X X X | x Schaff, 2001;
Moraru et al., 2002;
Slepchenko et al.,
2003]
[Hines et Carnevale,
NEURON X | x 1997; Lytton et
Hines, 2005]
CENESIS y [Bower et Beeman,
1998]
[Goryanin et al.,
DBSOLVE X X 1999]
JARNAC X | x| x| X [Sauro, 2000]
XpPp/XPPAUT X X X | x [Ermentrout, 2002]

TABLEAU 2.12 — Récapitulatif des méthodes a pas multiples.
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En revanche, ni LSODA, ni aucune autre méthode numérique parmi celles listées dans cet état de
I’art, ne sont fondées sur un systeme multi-agents ot les entités sont autonomes, réactives, et cadencées
selon le schéma des itérations asynchrones et chaotiques. Ainsi aucune de ces méthodes ne propose
Iinteractivité mise en ceuvre par la réalité virtuelle, elles ne permettent donc pas 'expérimentation
in virtuo de la cinétique biochimique a ’échelle macroscopique en milieu homogene. C’est pourquoi
nous proposons dans le chapitre 3 une méthode permettant ce type d’expérimentation a cette échelle.

2.2 Echelle microscopique

La section précédente a donné un état de ’art des méthodes numériques utilisées pour la simulation
de la cinétique biochimique, a I’échelle macroscopique en milieu homogene. Cette section présente un
état de 'art des méthodes numériques utilisées a 1’échelle microscopique.

Nous avons vu dans l'introduction de cette these qu’a cette échelle, les marches aléatoires dans un
espace qui peut étre, soit discret, soit continu, sont classiquement utilisées pour la simulation de la
cinétique biochimique. Nous nous limitons ici au cas d’un espace continu, ce dernier étant bien plus
réaliste ; nous développons ainsi notre état de ’art seulement sur les méthodes simulant les marches
aléatoires dans un espace continu.

2.2.1 Apercu général

A Téchelle microscopique, les réactions ne sont a priori qu’élémentaires; c’est pourquoi, elles
sont soit unimoléculaires, soit bimoléculaires. De plus, nous avons vu dans la section 1.1.5, qu’une
réaction bimoléculaire peut étre décomposée en deux étapes élémentaires : un processus de transport, la
diffusion, ainsi que la réaction en elle-méme, nécessitant une certaine énergie. A I’échelle microscopique,
la diffusion est donnée par la théorie du mouvement brownien, tandis que la réaction « proprement
dite » est induite par les différentes collisions moléculaires.

C’est pourquoi, a 1’échelle microscopique, la cinétique biochimique est généralement modélisée de
la maniere suivante : dans un volume, les différentes molécules sont représentées par des points, aux-
quels peuvent éventuellement étre associées des formes géométriques. Ces points sont situés dans 1’es-
pace. Le mouvement de chaque molécule est reproduit par un algorithme qui génere les déplacements
de la particule selon les lois du mouvement brownien. Suite & chaque déplacement, une détection
de collision est effectuée, soit avec les éléments géométriques de l'environnement pour que le mou-
vement des différentes molécules respecte ceux-ci, soit avec les autres particules afin de tester une
éventuelle réaction bimoléculaire. Les collisions non-productives, i.e. n’induisant pas une réaction,
sont généralement gérées comme des collisions de type élastique. En outre, les molécules peuvent
étre sujettes a des réactions unimoléculaires. La simulation consiste alors a itérer, pendant n pas de
longueur At, ces différents éveénements. A I’échelle microscopique, les modeles théoriques leur étant
associés sont stochastiques; ainsi les algorithmes les reproduisant, i.e. les algorithmes reproduisant le
mouvement brownien, les réactions unimoléculaires et bimoléculaires, sont fondés sur la génération de
nombres aléatoires.

Dans cet état de ’art, nous décrivons uniquement les méthodes informatiques implémentées dans
les principaux logiciels de simulation du domaine, & savoir :

e MCELL (Monte Carlo cell) [Stiles et al., 2001; Stiles et Bartol, 2001],
e CHEMCELL [Plimpton et Slepoy, 2003, 2005],
e SMOLDYN (Smoluchowski dynamics) [Andrews et Bray, 2004].

Le simulateur MCELL, implémenté en langage C, permet la construction et la simulation de modeles
cellulaires 3D. Le programme est orienté vers la micro-physiologie cellulaire et plus particulierement
vers la micro-physiologie synaptique. En plus du simulateur lui-méme, I'outil propose un langage de
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haut niveau pour décrire les modeles, favorisant leur élaboration et leur simulation pour des utilisateurs
novices en programmation. Qui plus est, le rendu 3D des simulations est possible en utilisant 1’outil
DREAMM®@. MCELL a pour l'instant été principalement utilisé en neurobiologie [Stiles et al., 2001;
Stiles et Bartol, 2001; Franks et al., 2002; Coggan et al., 2005].

Le simulateur CHEMCELL, implémenté en langage C++, est quant a lui orienté pour la simula-
tion en microbiologie cellulaire. Il propose aussi un rendu 3D des simulations, ainsi qu’un langage de
script qui facilite la définition du modele a simuler. La parallélisation du simulateur est en cours de
développement. Il a été testé sur divers modeles; les simulations ont donné des résultats statistique-
ment identiques a ceux que ’on obtient par les méthodes typiquement utilisées a 1’échelle mésoscopique
[Gillespie, 1976, 1977].

Le simulateur SMOLDYN, implémenté en langage C, permet de simuler des réseaux de réactions
biochimiques. Tout comme les outils cités précédemment, SMOLDYN permet le rendu 3D des simula-
tions, et propose un langage de script pour configurer celles-ci. Il a en outre été utilisé pour étudier
certains aspects du chimiotactisme chez la bactérie Escherichia coli [Lipkow et al., 2005; Andrews,
2005].

Nous détaillons ainsi quelles méthodes informatiques sont utilisées dans ces outils de simulation,
pour reproduire le mouvement brownien, les réactions bimoléculaires et les réactions unimoléculaires.

2.2.2 Simulation du mouvement brownien

Nous avons vu dans la section 1.2.2 que le déplacement selon chaque axe d’une particule soumise
au mouvement brownien, durant un intervalle de temps At, est donné par une variable aléatoire ayant
une densité continue gaussienne, de moyenne nulle et de variance 2DAt, ou D est le coefficient de
diffusion de cette particule. Ainsi, le principe de base pour reproduire le mouvement brownien est
de générer, pour chaque variable aléatoire, un nombre aléatoire dont la densité de probabilité est
gaussienne de moyenne nulle et de variance 2DAt.

C’est ce qui est notamment fait dans les simulateurs CHEMCELL et SMOLDYN. En effet, le dé-
placement global de chaque particule est obtenu par la génération de trois nombres aléatoires, ayant
chacun une densité de probabilité gaussienne de moyenne nulle et de variance 2DAt.

Dans MCELL, le mouvement brownien est reproduit en générant une direction, i.e. un vecteur
unitaire choisi de maniere uniforme sur la spheére unité, ainsi qu'une distance r dont la densité de
probabilité p,, déduite d’une loi gaussienne, est donnée par I’équation

1

4+ _r?/ADAt 2
Dr = (47rDAt)3/26 drredr. (2.45)

Le calcul est optimisé tout d’abord en ne générant qu'un seul nombre aléatoire ; celui-ci est ensuite
divisé en deux parties, et permet alors de choisir un vecteur et une distance. Qui plus est, les différentes
valeurs des vecteurs et distances possibles sont stockées dans des tables de conversion. Cet algorithme
est certainement plus efficace en terme de temps de calculs que le précédent, mais reste néanmoins
plus difficile & implémenter.

En conclusion, le mouvement brownien est simulé via la génération de nombres aléatoires ayant
une densité de probabilité donnée par une loi gaussienne, ou déduite d’une loi gaussienne. L’exécution
de l'algorithme peut étre optimisée par 1'utilisation de tables de conversion.

2.2.3 Simulation des réactions bimoléculaires

Nous avons vu dans la section 1.1.5 que, pour qu'une réaction bimoléculaire ait lieu, il faut que
les réactifs collisionnent. Ainsi, pour simuler ce type de réaction, il faut d’abord tester les collisions

@) cf. http://www.mcell.psc.edu/DReAMM/.
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entre les différentes molécules. Si le test est positif entre deux molécules sujettes a réagir, alors la
génération d’un nombre aléatoire va décider si, oui ou non, la réaction a effectivement lieu. Si elle a
lieu, les réactifs sont détruits et les produits générés, sinon la collision est gérée, généralement en la
considérant élastique.

Dans le simulateur MCELL, les molécules, représentées par des points, diffusent en trois dimen-
sions dans un volume, dans lequel sont présentes des surfaces. Celles-ci sont définies par un maillage
polygonal, sur lequel on retrouve des zones actives ou sites effecteurs, qui miment 1’action de certaines
protéines telles les récepteurs, les transporteurs ou encore les enzymes. Les molécules en solution
peuvent éventuellement réagir avec ces zones actives@. Pour cela, le test de collision entre molécules
en solution et sites effecteurs est mis en oeuvre par un lancer de rayon, déduit de la trajectoire suivie
par la molécule en solution. Si le test est positif, et que la molécule et le site effecteur sont réactifs
d’une méme réaction, un nombre généré aléatoirement est comparé a la probabilité de la réaction;
selon le résultat de cette comparaison, la réaction a lieu ou non. Le calcul des probabilités de réaction
est détaillé dans [Stiles et Bartol, 2001]. Notons qu’elles sont déduites des constantes cinétiques ma-
croscopiques.

Dans CHEMCELL, deux molécules, réactifs d’'une méme réaction, sont susceptibles de réagir si la
distance les séparant est inférieure ou égale a un certain seuil. Ainsi, le test de collision consiste ici a
mesurer la distance entre les différentes particules et, selon celle-ci, a décider si oui ou non les molécules
peuvent réagir. Si le test est positif, un nombre généré aléatoirement est comparé a la probabilité de
la réaction; le résultat de cette comparaison entraine ou non la réaction. Le calcul des probabilités de
réactions est détaillé dans [Plimpton et Slepoy, 2003, 2005].

Une approche légerement différente est utilisée par le simulateur SMOLDYN. En effet, deux mo-
lécules sont susceptibles de réagir ensemble si elles sont distantes d’une longueur inférieure ou égale
au « rayon d’association » ; celui-ci se calcule & partir de la constante cinétique macroscopique d’as-
sociation, il est détaillé dans [Andrews et Bray, 2004]. Comme précédemment, le test de collision se
résume a mesurer la distance entre les molécules et & comparer celle-ci & un certain seuil ; cependant,
si le test est positif, la réaction a ici toujours lieu, i.e. il n’y a pas de génération de nombre aléatoire,
la probabilité de la réaction étant dans ce cas toujours égale a un.

En conclusion, la simulation d’une réaction bimoléculaire consiste tout d’abord a détecter les
collisions entre les différentes molécules. Puis, si deux molécules en collision sont réactifs d’'une méme
réaction, un nombre aléatoire est comparé a la probabilité de la réaction pour décider si celle-ci a lieu ou
non. Généralement, les probabilités de réaction se déduisent des constantes cinétiques macroscopiques,
mesurées expérimentalement. Enfin, nous ajoutons que les tests de collision sont optimisés par un
maillage de I’espace, qui réduit ainsi le nombre de tests a effectuer; de plus, des tables de conversion
sont utilisées pour éliminer le calcul dynamique des probabilités de réactions.

2.2.4 Simulation des réactions unimoléculaires

Nous décrivons dans cette section la méthode informatique typiquement utilisée pour simuler des
réactions unimoléculaires a 1’échelle microscopique. Plus exactement, nous détaillons la méthode infor-
matique qui détermine, quand une molécule est sujette a une ou plusieurs réactions unimoléculaires,
si celle-ci réagit, et si oui, selon quelle réaction. Avant d’en donner ’algorithme, nous en présentons
la théorie.

2.2.4.1 Théorie

Soit une molécule C, réactif de n réactions unimoléculaires R; données par

Q®Etrangement7 la simulation d’une réaction bimoléculaire entre les molécules en solution n’est pas proposée par le
simulateur M CELL.
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k1

R1 C —
k;

Ri: C — ... (2.46)
kn

R,: C —

Soit R! I’éveénement « la réaction R; a eu lieu avant I'instant ¢ » (1 < i < n). Soit Rt évenement

« aucune réaction n’a eu lieu avant I'instant ¢ ». Les probabilités P(R}), ..., P(R}), ..., P(R.) et
P(R?) des évenements RS, ..., R, ..., R! et R sont alors définies par le systeme d'EDO
d ' —
SPRY) = ki x P(RY)
dt
iP(Rt-) = k; x P(RY)
e ’
(2.47)
d -
—P(RL) = k,x P(R!
Lp(Rl) =k, x P(E)
ip(ﬁ) = —zn:k» x P(RY)
dt £ ™
j=1
avec >, P(RY) + P(R?) = 1. Remarquons que les évenements R}, ..., R, ..., R et R sont

incompatibles, i.e. ils ne peuvent avoir lieu ensemble.

Si avant l'instant ¢, aucune réaction n’a encore eu lieu, nous avons

PR = 0
PR} = 0
(2.48)
P(RY) = 0
P(RY) = 1
Alors & linstant ¢ 4+ At, les solutions P(RYTAY), ... P(RITAY) .., P(REFAY) et P(RHAY) du

systeme d’EDO (2.47) sont données par
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PRy = R (1 — exp(— ikj X At))
>k !
j=1
P(RIFAY = nki X (1 —exp(— z": k; x At))
>_k; !
j=1 (2.49)
P(REFAY) = nkn X (1 —exp(— z": k; x At))
>k !
j=1
P(Rt+At) = exp(— ikj x At)
j=1

Ainsi, sachant qu’avant I'instant ¢, aucune des R; réactions parmi les n n’a encore eu lieu, le systéme
(2.49) nous donne la probabilité quune d’entre elles ait lieu avant Uinstant ¢ + At. Le paragraphe
suivant explique comment utiliser ce systeme pour simuler les réactions unimoléculaires a 1’échelle
microscopique.

2.2.4.2 Algorithme

Soit, a nouveau, une molécule C, réactif des n réactions unimoléculaires données par I’équation
(2.46). Supposons qu’a l'instant ¢, celle-ci n’ait pas encore réagi. Alors, les différentes probabilités de
réaction avant l'instant ¢t + At sont données dans le systéme (2.49). La figure 2.18 place sur un axe
ces différentes probabilités de réaction.

Supposons que nous ayons un générateur de nombres aléatoires fournissant des nombres réels
uniformément répartis dans I'intervalle [0;1[. Soit X le nombre aléatoire fourni par ce générateur.
Nous avons

P(o <X < P(R‘i*m)) —  P(RSAY
1—1 7
P(ZP(R§+At) <X < ZP(R;JFAt)) _ P(R§+At)
j=1 j=1
n—1 n '
P( Y PRI <X <Y P(R§+At)) —  P(RLAY
j=1 j=1
P(Z P(RIFA) < X < 1) =  P(RIFAY)
j=1

Ainsi la valeur de X, fournie par le générateur de nombres aléatoires, va nous permettre de choisir,
si une réaction a lieu@, laquelle est-ce parmi les n possibles. L’algorithme consiste donc a générer un
nombre aléatoire réel qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [0; 1], et en comparant sa valeur & celles

OEn effet, Rt+At e, Pévénement « aucune réaction n’a eu lieu avant I'instant ¢t + At », est un événement possible.
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PRY™) PRI PR P(RA)

i—1 i

SP(RFA) Y PR
0 - - 1

FIGURE 2.18 — Probabilités de réaction unimoléculaire. La figure illustre sur un axe les différentes
probabilités de réaction, données dans le systeme (2.49).

des probabilités des réactions unimoléculaires possibles, de choisir si une réaction a lieu durant un
intervalle de temps At, et si oui laquelle. Par exemple, si X vérifie les inégalités

1—1 [
Z P(R;+At) < X< ZP(REJrAt)
j=1 j=1

alors, c’est la réaction R; qui a lieu.

Les simulateurs MCELL et SMOLDYN implémentent cet algorithme. Dans M CELL, si une réaction
unimoléculaire a lieu, le réactif est évidemment détruit, et remplacé par les produits, qui sont placés
a la position du réactif a la date de la réaction. Dans SMOLDYN, suite & une réaction unimoléculaire,
le réactif est détruit, et les produits sont placés a une distance appelée « rayon de dissociation », en
analogie par rapport au « rayon d’association » mentionné précédemment ; pour le calcul du « rayon
de dissociation », voir [Andrews et Bray, 2004].

En outre, 'exécution de ’algorithme peut étre optimisée en stockant dans une table les valeurs
des différentes probabilités de réaction, celles-ci étant calculées a l'initialisation de la simulation.

En conclusion, la simulation de réactions unimoléculaires a I’échelle microscopique consiste a
déterminer, pour chaque molécule sujette a ce schéma de réaction, si elle réagit, et si oui, selon
quelle réaction. Le résultat est obtenu via la comparaison d’un nombre généré aléatoirement qui suit
la loi uniforme sur lintervalle [0; 1], aux probabilités des réactions unimoléculaires. Ces probabilités
sont les solutions analytiques d’un systeme d’EDO, dont les parametres sont les constantes cinétiques
macroscopiques, mesurées expérimentalement, des différentes réactions unimoléculaires.

2.2.5 Derniere remarque

Nous achevons cet état de I'art en mentionnant la technique GFRD (Green’s Function Reaction
Dynamics), tout récemment développée pour simuler la cinétique biochimique au niveau microscopique
[van Zon et ten Wolde, 2005]. L’idée maitresse de celle-ci est de choisir un pas de temps maximum
pour lequel seules des réactions unimoléculaires ou bimoléculaires peuvent étre considérées. Dans ce
cas bien précis, il existe des solutions analytiques & I’équation de von Smoluchowski [1917]; celle-ci est
alors résolue en utilisant les fonctions de Green. A ’aide de ces solutions, un algorithme a événements
discrets, utilisant la génération de nombres aléatoires, fait évoluer le systéme en espace et en temps.
Cette technique apporterait, au final, un gain variant de 100 a 10000 dans la vitesse d’exécution de
la simulation, par rapport a celle obtenue par les algorithmes classiques, du type de ceux décrits
précédemment.
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2.2.6 Bilan de notre étude

A T’échelle microscopique, la cinétique biochimique peut étre modélisée dans un espace qui est, soit
discret, soit continu. Nous nous sommes concentrés ici sur ’approche continue, celle-ci étant bien plus
réaliste.

Dans notre état de I’art, nous avons présenté les méthodes informatiques implémentées dans les
trois principaux logiciels de simulation de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique, i.e.
MCELL, CHEMCELL et SMOLDYN. Nous avons en outre évoqué la technique GFRD, tout récemment
développée.

Ces outils sont peu nombreux, malgré le fait que la modélisation a 1’échelle microscopique est
celle qui apporte le plus grand degré de précision et de réalisme. Ceci s’explique certainement par la
grande capacité de calculs que requierent les différentes simulations. Qui plus est, la modélisation a
I’échelle microscopique est largement moins répandue que celle par équations différentielles a 1’échelle
macroscopique. Les dates de publication des différents outils de simulation cités dans cet état de I'art
tendent a confirmer cet argument.

A Téchelle microscopique, chaque molécule est représentée individuellement. La simulation se
résume alors en la simulation du mouvement brownien de chacune des molécules, ainsi qu’en la si-
mulation des réactions bimoléculaires et unimoléculaires. Les méthodes informatiques associées sont
fondées sur la génération de nombres aléatoires.

Le mouvement brownien est reproduit par la génération de nombres aléatoires ayant une densité
de probabilité donnée par une loi gaussienne, ou déduite d’une loi gaussienne.

La simulation d’une réaction bimoléculaire passe d’abord par la détection de collision entre les
différentes molécules. Si deux molécules réactifs d’'une méme réaction sont en collision, un nombre
aléatoire est généré puis comparé a la probabilité de la réaction, afin de décider si celle-ci a lieu ou
non.

Ensuite, pour chaque molécule sujette a une ou plusieurs réactions unimoléculaires, la simulation
consiste a nouveau a générer un nombre aléatoire, puis a le comparer aux différentes probabilités de
réaction. Le résultat de cette comparaison indique si la molécule réagit, et si oui selon quelle réaction.

Ajoutons que les probabilités des réactions unimoléculaires ou bimoléculaires se déduisent généra-
lement des constantes cinétiques macroscopiques mesurées expérimentalement.

Enfin, ces différents algorithmes sont optimisés, par exemple par maillage de I'espace pour réduire
les cotits de la détection de collision, ou par 'utilisation de tables de conversion qui éliminent la
redondance de certains calculs.

A quelques variantes pres, et mise a part la technique GFRD, toutes ces méthodes sont implémentées
dans les différents logiciels de simulation que nous avons mentionnés.

Néanmoins, malgré 'aspect individu-centré de la modélisation (chaque molécule est représentée
individuellement), elle n’est en rien fondée sur un systéme multi-agents ou les entités sont autonomes
et réactives. Qui plus est, 'ordonnancement utilisé dans les différents outils de simulations est toujours
synchrone, il n’obéit jamais au schéma des itérations asynchrones et chaotiques. Ainsi, la démarche
décrite dans cette section ne propose pas l'interactivité mise en ceuvre par la réalité virtuelle, elle ne
permet donc pas l'expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a I’échelle microscopique.
C’est pourquoi nous proposons dans le chapitre 4 un modele permettant ce type d’expérimentation a
cette échelle.

Conclusion

Cette theése étudie la simulation informatique de la cinétique biochimique & 1’échelle macroscopique
en milieu homogene, ainsi qu’a 1’échelle microscopique. Ainsi, ce chapitre a pourvu un état de 'art
des méthodes informatiques utilisées pour ces simulations.
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A T’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique est typiquement donnée
par un systeme d’EDQO. Celui-ci est généralement impossible a résoudre analytiquement, c’est pourquoi
une méthode numérique est alors employée afin d’approximer la solution exacte. Ainsi, apres une revue
des concepts de base de la résolution numérique des systemes d’EDO que l'on trouve en cinétique
biochimique, nous avons détaillé I’ensemble des méthodes et distingué deux familles, les méthodes
a un pas et les méthodes a pas multiples. Cette étude a révélé qu’aucune d’entre elles ne permet
Iexpérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a cette échelle, c’est pourquoi nous proposons
dans le chapitre 3 un modele permettant ce type d’expérimentation.

A Téchelle microscopique, la cinétique biochimique est reproduite par des marches aléatoires dans
un espace discret ou continu. Nous nous sommes ici bornés au cas continu. Nous avons alors ex-
posé I'ensemble des méthodes informatiques utilisées pour représenter la cinétique biochimique a
I’échelle microscopique par des marches aléatoires dans un espace continu. Cette description a évoqué
successivement comment sont simulés le mouvement brownien, les réactions bimoléculaires et les
réactions unimoléculaires dans lesquels sont impliquées les différentes especes moléculaires. Cette
étude a conclu qu’aucune de ces méthodes ne permet l'expérimentation in wvirtuo de la cinétique
biochimique & cette échelle, c’est pourquoi nous proposons dans le chapitre 4 un modele permettant
ce type d’expérimentation.
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Chapitre 3

Modele macroscopique

Résumé — Dans ce chapitre, nous proposons un modeéle qui met en ceuvre l'expérimentation in
virtuo de la cinétique biochimique a l’échelle macroscopique en miliew homogéne. Au travers d’un
apercu général, nous introduisons la notion d’agents réaction sur laquelle est fondé ce modéle. Nous
formalisons ensuite cette méthode afin d’en démontrer la convergence d’ordre moyen inférieur ou égal
a deuz. Un exemple d’implémentation vient s’ajouter et illustre cette approche. Ce chapitre s’achéve
par une discussion du modéle et quelques perspectives d’évolution.

Introduction

I’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique est typiquement décrite
A par un systeme d’EDO dont la solution est approchée par le biais d’'une méthode numérique. Ce-
pendant, la section 2.1.4 a conclu que les méthodes numériques classiquement utilisées pour résoudre
ces systemes d’EDO ne permettent pas I’expérimentation in virtuo de cette derniere. Dans ce docu-
ment, nous soutenons la these inverse, c’est pourquoi nous proposons dans ce chapitre un modele qui
met en oceuvre I'expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a 1’échelle macroscopique en
milieu homogene.

Pour cela, apres un apercu général, nous formalisons notre méthode afin d’en dégager quelques
résultats théoriques. Nous donnons ensuite un exemple d’implémentation qui permet d’illustrer notre
approche. En outre, une discussion de notre modele permet d’établir plusieurs perspectives d’évolution.

Ve Ve
3.1 Apercu général
Nous avons vu dans I'introduction de cette these que 'expérimentation in virtuo est mise en ceuvre
« techniquement » au moyen d’un systeme multi-agents, au sein duquel les agents sont :
e réactifs, i.e. ils obéissent au schéma stimulus — réponse;
e autonomes, i.e. ils possedent des capacités de perception, de décision, et d’action.

De plus, le ou les processus qui leur sont associés sont cadencés par des itérations asynchrones et
chaotiques. Dans ce cas, la durée totale de la simulation est subdivisée en n cycles de longueur fixe At,
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FIGURE 3.1 — L’agent réaction. La figure représente le cycle perception - décision
- action de nos agents réaction.

que nous notons h dans ce chapitre par souci de cohérence avec les notations classiques. Remarquons
que la méthode définie ici est alors a pas fixe.

Nous rappelons aussi, qu’a 1’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique
est typiquement décrite par un systeme d’EDO. Celui-ci ne peut cependant étre que tres rarement
résolu analytiquement, la simulation consiste alors a utiliser une méthode numérique pour approximer
la solution exacte.

C’est pourquoi, dans le contexte de l'expérimentation in wvirtuo de la cinétique biochimique a
I’échelle macroscopique en milieu homogene, nous proposons dans ce chapitre une méthode numérique
fondée sur un systéme multi-agents du type de celui défini précédemment, capable de résoudre ces
systemes d’EDO.

Soit un systeme réactionnel biochimique composé de p especes et de g réactions. Nous représentons
celui-ci par un systéme multi-agents ou chacune des ¢ réactions est modélisée par un agent — nous
introduisons ici la notion d’agents réaction — les p especes étant des composants inactifs présents au
sein du systeme.

Chaque agent est doté d’autonomie et perpétue une boucle perception - décision - action, qui dans
le cas des agents réaction est définie de la maniere suivante :

e perception : la réaction lit la concentration de ses différents composants, i.e. de ses réactifs et
produits ;

e décision : connaissant la valeur des concentrations de ses composants, et en utilisant sa loi de
vitesse v(t), la réaction intégre, par le biais d’une méthode numérique, la fonction v pour en
déduire la quantité ¢ mise en jeu par la réaction durant I'intervalle de temps h;

e action : la réaction met a jour les concentrations de ses différents composants, i.e. la quantité
q est soustraite aux concentrations originelles des réactifs et est ajoutée aux concentrations
originelles des produits, compte-tenu des coefficients stoechiométriques de chacun.

Cette boucle est illustrée sur la figure 3.1. Le systeme réactionnel biochimique est alors modélisé
par ¢ agents réaction, comme le montre la figure 3.2.
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FIGURE 3.2 — Modélisation d’un systéme réactionnel biochimique par
agents réaction. Un systéme réactionnel biochimique, composé de p especes et
q réactions, est modélisé par q agents réaction, les p especes sont des composants

inactifs présents au sein du systeme.
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3.2 Formalisation

Dans cette section, nous formalisons l'approche par agents réaction afin d’en étudier les pro-
priétés théoriques, principalement la convergence. Ainsi, apres une description détaillée de la méthode
générale, nous en présentons quelques exemples, pour conclure sur les principaux résultats.

Dans le reste de ce chapitre, le terme « méthodes in silico » fait référence a la famille de méthodes
numériques, utilisées pour la résolution de systeme d’EDO, décrites dans la section 2.1, tandis que le
terme « méthodes in virtuo » fait référence a celles proposées ici.

3.2.1 Description de la méthode

Considérons & nouveau un systéme réactionnel biochimique composé de p especes (E1, ..., E,) et
de ¢ réactions (Ry, ..., Rq). Nous rappelons que le systéme d’EDO associé est donné par le probleme
de Cauchy suivant

Yo,

y(@?)
o= Fw®) =M xuyo),

ou :

e y(t) est le vecteur des concentrations des p especes,

[E1](t)
[E2](t)
y(t) = : ;
[Ep](t)
e M est la matrice de stoechiométrie,
mi1 Mi2 -+ Miyg
mo1 M22 -+ 1M2g4
M = ;
Mp1 Mp2 -+ Mpg

e v(y(t)) est le vecteur des vitesses des ¢ réactions,

Pour résoudre ce type de systemes d’EDO, les méthodes numériques in silico utilisent le schéma
général suivant

t tn

Yo =nor + | F@WE) dt =y + | M x(y(t) dt,

thn—1 tn—1

ou la valeur de l'intégrale est estimée en utilisant une méthode numérique, soit

Yn = Yn—1 + (I)EDO(Ma v, hnvynfl)-
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Nous proposons dans cette section le schéma in virtuo suivant

Yn = Yn-—-1
[2%

yh o= + t M x 9,1y (y(t)) dt
tn

2 o= b+ / M x 02y (y(0)) dt
n—1
t (3.1)

v, =yt o+ t M x Vg (y(t)) dt
n—1
[2%

yd =yt o+ t M x 9,04 (y(t)) dt
n—1

Yn = y%

e o est une permutation choisie au hasard de maniere équiprobable parmi les ¢! possibles de
lensemble {1,...,q};

e ¥;(y(t)) le vecteur défini par

-jeme

ot v;(y(t)) est I'expression de la vitesse de la i réaction ;

e yi est le vecteur des concentrations des p especes aprés application de i réactions.

Comme avec les méthodes in silico, les valeurs des différentes intégrales sont estimées numérique-
ment, mais de maniére asynchrone, i.e. la valeur de Uintégrale de M x 9;(y(t)) sera approximée en
utilisant le vecteur ¥~ ! et non pas le vecteur y,,_1. La séquence d’application des ¢ vecteurs ¥;(y(t)) est
choisie aléatoirement de maniere équiprobable. Remarquons que, si les valeurs des différentes intégrales
sont estimées de maniere synchrone, i.e. si ces différentes valeurs sont approximées en utilisant toutes
le vecteur y,—1, nous retrouvons le schéma général qu’adoptent les méthodes in silico. Le schéma
numérique in virtuo est ainsi donné par
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y% = Yn-1
y'}z = y?z + (I)(M7 ﬁa(l)vhnvyg)
y% = y'rlz + (I)(Mv 190(2)7hn79711)
R . (3.2)
yiz = y'fq_l + (I)(M7 190’(2')7hn7y711_1)
y'(r]z = y'?zil =+ (I)(M7 19(7(11)5 hn;y?zil)
Yn = yfrzz
soit
q
= _ D(M, 0, i-1
Yn Yn—1 + Z ( aﬁo'(z)a Py Yn ) (33)

i=1

= Yn-1+ ¢SMA(M7 190'(1)7 190'(2)7 s 7190'(q)a hna yn—l)
3.2.2 Exemples de méthodes in virtuo

Nous présentons, dans cette section, trois méthodes : la méthode d’Euler explicite in wvirtuo, la
méthode du point milieu explicite in virtuo et enfin la méthode de Runge-Kutta 4 classique in virtuo.

3.2.2.1 Meéthode d’Euler explicite in virtuo

L’équation (3.4) définit le schéma de la méthode d’Euler explicite in virtuo.

y?z = Yn-1
k% = M x 19(,(1) (yg)
y’rlz = yg + hnk%
11' = M X 190(1') (y:z_l) (34)
y:’l = y:z_l + ki
kg = Mx ﬁa(q) (ygil)
yh = Yt k]
Yn = y%

Les ¢ intégrales sont approximées selon un schéma numérique identique a celui de la méthode
d’Euler explicite in silico, mais de maniere asynchrone et selon un ordre aléatoire choisi de maniere
équiprobable.

3.2.2.2 Méthode du point milieu explicite in virtuo

L’équation (3.5) donne le schéma de la méthode du point milieu explicite in virtuo.
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Yn

= Yn-1

= Mx 190(1) (yg)

hn
= M x 9, (y% + 7’?%)
= y’?} + hnk%

; M x 9, (yf;l)
= M ox g (i + ) (3.5)
= Yyt bkl

2

= M x oy (1)

1 ha
= Mx 190(,]) (yg Ly ?kg)
= yg_l + hnks

:y%

Les ¢ intégrales sont approximées selon un schéma numérique identique a celui de la méthode
du point milieu explicite in silico, mais de maniére asynchrone et selon un ordre aléatoire choisi de

maniere équiprobable.

3.2.2.3 Meéthode de Runge-Kutta 4 classique in virtuo

L’équation (3.6) caractérise le schéma de la méthode de Runge-Kutta 4 classique in virtuo.

b,
yo + )
M X g1 (yg + hnk/%)
I,
W0+ F(k} + 2%} + 2k + k;)

M x 9, (yfz_l)

M x Dy (it + k)

M X Fos) (yffl + Ek%) (3.6)
M x Yy (yffl + hnkg)

vl (k:i 2k + 2+ ki)
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B = M x U (yi7)

K= M x a0 (vi + h—;k:g)

K = M x O (yi h—;kg)

KL = M xOq0) (v + hak)

yi o=yl %(k§+2kg+2kg+k3)
Yn = Un

Les g intégrales sont approximées selon un schéma numérique identique a celui de la méthode de
Runge-Kutta 4 classique in silico, mais de maniere asynchrone et selon un ordre aléatoire choisi de
maniere équiprobable.

3.2.3 Résultats

Avant de donner les principaux résultats théoriques qui concernent notre approche, a savoir la
convergence ainsi que l'ordre de convergence, nous devons définir la notion d’ordre moyen d’une
méthode in virtuo.

L’équation (3.1) indique que le calcul de y,, dépend du choix aléatoire équiprobable d’une permu-
tation o parmi les ¢! possibles. Afin de caractériser la convergence, nous définissons alors le schéma
numérique moyen

Yn = yln—l + Osma (M, 91,92, ..., Vg, h, Yn—1),
5SMA = a Z @SMA(Mv 190'71,(1); ﬂan(Q)a v aﬂo'n(q)v h’nv yn71)7 (37)
’ Un,ESq

qui nous donne I’évolution moyenne sur un pas.

Ainsi lordre au sens classique des méthodes ayant pour schéma 1’équation (3.7) défini 1’ordre moyen
des méthodes in virtuo données par le schéma (3.3).

Le théoreme 3.1 énonce les principaux résultats sur la convergence des méthodes in virtuo.
Théoreme 3.1 1. La méthode d’Euler explicite in virtuo est convergente d’ordre moyen 1.

2. La méthode du point milieu explicite in virtuo est convergente d’ordre moyen 2.

8. Considérons une méthode a un pas in silico, convergente d’ordre p > 3. Alors son équivalente in
virtuo est convergente d’ordre moyen deuz.

La démonstration de ce théoreme est donnée en annexe A.

3.3 Exemple d’implémentation

Cette section présente une implémentation en langage C++, utilisant la bibliotheque AREVI@
[Harrouet et al., 2006], de la méthodologie décrite dans ce chapitre. Cette implémentation ne prétend
pas étre la plus efficace en terme d’exécution, elle illustre simplement notre approche.

©@La bibliotheque AREVI est écrite en C++. Elle permet la simulation d’entités autonomes ainsi que du rendu 3D.
Développée et maintenue au sein du CERV, elle représente le noyau central des activités de recherche qui y sont menées.
Pour plus de détails, voir http://wuw.enib.fr/ harrouet/.
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| BiochemicalReactor |

Y

| Scheduler I

speci es reactions

* *

reagents
1. *

+get _concentration(out concentration: doubl e) §%,— #_n_reactants: vector<doubl e> activity
+set _concentration(in concentration: doubl e) todi fiers #_n_products: vector <doubl e> T Acﬁvhy
* ]

#_n_nodi fiers: vector<doubl e>

Species Reaction

#_h: doubl e
#conpute_rate(): double
#integrate_rate(): double
#ive()
FirstOrderReaction SecondOrderReaction EnzymaticReaction
-_k: double -_k: double -_kcat: double
-_km doubl e

FIGURE 3.3 — Modeéle macroscopique : diagramme de classe UML.

La figure 3.3 donne le diagramme de classe UML (Unified Modeling Language [Rumbaugh et al.,
2004; Booch et al., 2005]) de notre modele d’implémentation de la famille de méthodes définies dans
la section précédente.

La classe Biochemical Reactor représente le systeme biochimique. Celui-ci est spatialement ho-
mogene, i.e. la distribution des constituants au sein du volume est vue comme étant uniforme, il n’y
a pas de variation des concentrations dans 1’espace; les instances de la classe Biochemical Reactor
sont donc sans dimension spatiale.

Les especes composant le systéme biochimique sont décrites par la classe Species, leur concentra-
tion étant un attribut de la classe.

Ces especes sont en interaction via des réactions biochimiques symbolisées par la classe abstraite
Reaction. Les instances de cette classe possedent une activité, représentée par la méthode live(),
dans laquelle le cycle perception - décision - action des agents réaction est implémenté; un exemple
de code C++ est donné dans la figure 3.4. Les réactifs et produits, ainsi que leurs coeefficients stce-
chiométriques, sont les attributs de la classe. En outre, nous reprenons la notion de modifiers,
comme définie dans le langage SBML [Hucka et al., 2003], qui caractérise un composant particulier
d’une réaction, i.e. un composant qui n’est ni créé ni consommé durant celle-ci, e.g. une enzyme ou
un inhibiteur.

De plus, trois types de réactions sont proposées : FirstOrderReaction, SecondOrderReaction et
EnzymaticReaction. Ces réactions different de par leur loi de vitesse, c’est pourquoi chacune d’entre
elles sur-définit la méthode compute_rate (), qui calcule la valeur de la loi de vitesse ; celle-ci s’exprime
généralement en fonction de la concentration en reactants, products oumodifiers, comme le montre
la figure 3.5.

Enfin, le singleton de la classe Scheduler ordonnance les instances de la classe Activity selon le
schéma des itérations asynchrones et chaotiques. Les agents réaction exécutent alors perpétuellement
leur cycle perception - décision - action, et font évoluer le systeme selon la dimension temporelle.

Les figures 3.6, 3.7 et 3.8 donnent respectivement des exemples de code C++ de la méthode
integrate rate(), qui implémente la méthode numérique d’intégration, dans le cas des schémas
in virtuo d’Euler explicite, du point milieu explicite et de Runge-Kutta 4 classique.

Un exemple d’utilisation de cette implémentation est détaillé dans le chapitre 5.
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void Reaction::live(void)

{
[ xRk KRRk KRR KRRk KRRk KRRk KRR KRRk K [
/* Perception x/
/ Fokokokok ok Kok *kkk/

vector<double> reactants_concentration;
for(unsigned int i = 0; i < _reactants.size(); i++)
{
reactants_concentration.push_back(_reactants[i]->get_concentration());

}

vector<double> products_concentration;
for(unsigned int i = 0; i < _products.size(); i++)
{
products_concentration.push_back(_products[i]->get_concentration());

}

vector<double> modifiers_concentration;
for(unsigned int i = 0; i < _modifiers.size(); i++)
{
modifiers_concentration.push_back(_modifiers[i]->get_concentration());

}

/ Fokokokok ok ok *kkk/
/* Decision */
A L LY

double q = this—>integrate_rate(reactants_concentration,
products_concentration,
modifiers_concentration);

A L LY
/* Action x/
/ Fokokokok ok Kok *kkk/

for(unsigned int i = 0; i < _reactants.size(); i++)

{

_reactants[i]->set_concentration(_reactants[i]->get_concentration() - _n_reactants[i]*q);

}

for(unsigned int i = 0; i < _products.size(); i++)

_products[i]->set_concentration(_products[i]->get_concentration() + _n_products[il*q);

}

FIGURE 3.4 — Exemple d’implémentation C++ de la méthode 1live().
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double FirstOrderReaction::compute_rate(vector<double> reactants_concentration,
vector<double> products_concentration,
vector<double> modifiers_concentration)
{

double v = _k * reactants_concentration[0];

return(v) ;

}

double SecondOrderReaction::compute_rate(vector<double> reactants_concentration,
vector<double> products_concentration,
vector<double> modifiers_concentration)

{

double v = _k * reactants_concentration[0] * reactants_concentration[1];

return(v) ;

}

double EnzymaticReaction::compute_rate(vector<double> reactants_concentration,
vector<double> products_concentration,
vector<double> modifiers_concentration)
{
double v = (_kcat * modifiers_concentration[0] * reactants_concentration[0])
/ (_km + reactants_concentration[0]);

return(v) ;

}

FIGURE 3.5 — Exemple d’implémentation C++ des méthodes compute_rate().

double Reaction::integrate_rate(vector<double> reactants_concentration,
vector<double> products_concentration,
vector<double> modifiers_concentration)

{
double v = this->compute_rate(reactants_concentration,
products_concentration,
modifiers_concentration);
return(v*_h) ;
}

FIGURE 3.6 — Exemple d’implémentation C++ de la méthode integrate_rate() : cas de la
méthode d’Euler explicite in virtuo.
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double Reaction::integrate_rate(vector<doub1e> reactants_concentration,
vector<double> products_concentration,
vector<double> modifiers_concentration)

double v;
v = this->compute_rate(reactants_concentration,
products_concentration,

modifiers_concentration);

for(unsigned int i = 0; i < _reactants.size(); i++)

{
reactants_concentration[i] -= _n_reactants[i]*v*_h/2.0;
}
for(unsigned int i = 0; i < _products.size(); i++)
{
products_concentration[i] += _n_products[il*v*_h/2.0;
}

v = this->compute_rate(reactants_concentration,
products_concentration,
modifiers_concentration);

return(v*_h) ;

FIGURE 3.7 — Exemple d’implémentation C++ de la méthode integrate_rate()
méthode du point milieu explicite in virtuo.

: cas de la
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double Reaction::integrate_rate(vector<double> reactants_concentration,
vector<double> products_concentration,
vector<double> modifiers_concentration)

vector<double> reactants_concentrationl, reactants_concentration2,
reactants_concentration3, reactants_concentration4;

vector<double> products_concentrationl, products_concentration2,
products_concentration3, products_concentration4;

for(unsigned int i = 0; i < _reactants.size(); i++)

reactants_concentrationl.push_back(reactants_concentration[i]);

}
for(unsigned int i = 0; i < _products.size(); i++)
{
products_concentrationi.push_back(products_concentration[i]);
}

double vl = this->compute_rate(reactants_concentrationi,
products_concentrationi,
modifiers_concentration);

for(unsigned int i = 0; i < _reactants.size(); i++)

reactants_concentration2.push_back(reactants_concentration[i] - _n_reactants[i]*vi*_h/2.0);
}
for(unsigned int i = 0; i < _products.size(); i++)
{
products_concentration2.push_back(products_concentration[i] + _n_products[i]*v1*_h/2.0);
}

double v2 = this->compute_rate(reactants_concentration2,
products_concentration2,
modifiers_concentration);

for(unsigned int i = 0; i < _reactants.size(); i++)

reactants_concentration3.push_back(reactants_concentration[i] - _n_reactants[i]*v2*_h/2.0);
¥
for(unsigned int i = 0; i < _products.size(); i++)
{
products_concentration3.push_back(products_concentration[i] + _n_products[i]*v2%_h/2.0);
}

double v3 = this->compute_rate(reactants_concentration3,
products_concentration3,
modifiers_concentration);

for(unsigned int i = 0; i < _reactants.size(); i++)

reactants_concentration4.push_back(reactants_concentration[i] - _n_reactants[i]*v3*_h);
}
for(unsigned int i = 0; i < _products.size(); i++)
{
products_concentration4.push_back(products_concentration[i] + _n_products[i]*v3*_h);
}

double v4 = this->compute_rate(reactants_concentration4,
products_concentration4,
modifiers_concentration);

return((v1+2.0%v2+2.0%v3+v4)*_h/6.0);

FIGURE 3.8 — Exemple d’implémentation C++ de la méthode integrate_rate() :
méthode de Runge-Kutta 4 classique in virtuo.

cas de la

MEMOIRE DE THESE

97



MODELE MACROSCOPIQUE

3.4 Discussion

A T’échelle macroscopique, dans le cas de milieux homogenes, la cinétique biochimique est typique-
ment représentée par un systeme d’EDO dont la solution est approchée par le biais d’'une méthode
numérique. Cependant, nous avons vu dans la section 2.1.4 que les méthodes numériques classiques ne
permettaient pas ’expérimentation in virtuo de cette cinétique biochimique. C’est pourquoi nous avons
développé, dans ce chapitre, des méthodes numériques autorisant ce nouveau type d’expérimentation.

Pour cela, nous avons proposé un modele fondé sur un systeme multi-agents, capable de résoudre
ces systemes d’EDO. Plus exactement, nous avons introduit la notion d’agents réaction; i.e. chaque
réaction du systeme biochimique & simuler est modélisée par un agent, le systéeme biochimique dans sa
totalité étant alors représenté par un systeme multi-agents. Chacun de ces agents réaction effectue une
boucle perception - décision - action, dans laquelle il lit tout d’abord la concentration de ses différents
composants, puis en déduit la quantité qu’il met en jeu pour enfin mettre a jour les précédentes
concentrations. En outre, les différents cycles perception - décision - action associés a chaque agent
sont ordonnancés de maniere asynchrone et chaotique.

Un systeme réactionnel biochimique fait intervenir différents composants — les especes — en inter-
action — les réactions — au sein d’'un méme milieu. La vision classique d’un tel systéme met 'accent sur
la description des composants au dépend des interactions : e.g. un systeme d’EDO exprime 1’évolution
temporelle des composants. L’approche développée ici propose une vision différente en mettant en
avant les interactions : a chaque interaction correspond un processus, les composants n’étant alors
plus que des constituants inactifs du systéme; on parle alors de réification des interactions. Un prin-
cipe similaire a par ailleurs déja été utilisé pour la modélisation de phénomenes physiques au sein d’un
environnement virtuel de formation [Querrec, 2002]. La figure 3.9 résume ces notions sur I'exemple
(2.24). En outre, le fait de réifier I'interaction se justifie ici techniquement : en effet, une approche
orientée composant nécessite le calcul des vitesses de chacune des interactions dans lesquelles est im-
pliqué le composant, et ce pour chacun d’entre eux, comme par exemple lors de la résolution numérique
d’un systeme d’EDO ; or une approche orientée interaction n’exige qu’une seule évaluation de la vitesse
de chacune des interactions : il en résulte un gain théorique dans les calculs.

Nous avons ensuite formalisé notre méthodologie afin d’en étudier les propriétés théoriques, par-
ticulierement la convergence. Pour cela, nous avons d’abord défini I'ordre moyen d’une méthode in
virtuo, puis nous avons démontré que cette classe de méthodes affichait une précision d’ordre moyen
inférieur ou égal a deux, soit approximativement une précision inférieure ou égale a l'ordre deux au
sens classique.

L’ordre d’une méthode reflete sa précision numérique : plus il est élevé, meilleure est la résolution.
Nous avons vu que les méthodes in silico peuvent présenter un ordre largement supérieur & l'ordre
deux. Ainsi la précision obtenue avec les méthodes in wvirtuo n’est certainement pas optimale, mais
elle reste toutefois acceptable.

Dans la section 2.1, nous avons vu que I’ensemble des méthodes in silico se divise en deux grandes
familles :

e les méthodes & un pas, qui utilisent des valeurs intermédiaires de y, i.e. comprises entre y,,_1 et
Yn, pour résoudre le systeme d’EDO ;

e les méthodes & pas multiples, qui recourent aux valeurs pré-calculées de y, i.e. antécédentes a
Yn—1, pour approcher la solution du systeme d’EDO.

L’équation (3.3) donne le schéma numérique général que nous proposons pour nos méthodes in
virtuo. Celui-ci utilise clairement des valeurs intermédiaires de y pour résoudre le systeme d’EDO : les
méthodes in virtuo décrites ici appartiennent donc a la famille des méthodes & un pas. Compte-tenu des
aspects interactifs de ’expérimentation in virtuo, le systeme modélisé est susceptible d’étre modifié

a n’importe quel instant : les schémas a pas multiples ne sont pas adaptés a cette problématique,
c’est pourquoi les méthodes in virtuo ne peuvent étre a pas multiples. En outre, les méthodes a un
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F1cUure 3.9 — Réification des interactions. La figure illustre la notion
de réification des interactions sur 'exemple (2.24). A — vision classique
d’un systéme réactionnel biochimique : les noeuds dessinent les compo-
sants du systéme qui sont en interaction via des réactions représentées
par les arcs. B — vision orientée interaction d’un systéme réactionnel bio-
chimique : les nceuds représentent les réactions et les arcs les especes.

pas restent plus fideles au concept d’autonomie ainsi qu’au schéma « stimulus — réponse » que les
méthodes a pas multiples.

3.5 Perspectives

La section 2.1.1 nous a montré qu’en cinétique biochimique, une résolution optimale des systémes
d’EDO s’obtient quand les méthodes numériques utilisent le controle du pas ainsi que la détection
dynamique de la raideur qui assure le choix entre un schéma explicite et un schéma implicite. Ainsi,
dans cette section, nous dégageons des perspectives d’évolution de la méthodologie proposée dans ce
chapitre afin que celle-ci mette en ceuvre ces techniques. Nous évoquons de plus comment étendre
la notion de réification des interactions a la modélisation de la cinétique biochimique a 1’échelle ma-
croscopique en milieu hétérogene, et en quoi la notion d’agents réaction pourrait étre utile pour la
modélisation de la cinétique biochimique a 1’échelle mésoscopique en milieu homogene.

3.5.1 Contréle du pas

Dans la section 2.1.1, nous avons vu qu’en cinétique biochimique les méthodes numériques doivent
utiliser le controle du pas afin d’assurer une résolution de qualité des systemes d’EDO. Les méthodes
présentées dans ce chapitre sont des méthodes a pas fixe, elles n’utilisent donc pas le contréle du pas.

Pour obtenir un contréle du pas, I'idée premiere serait de laisser chacun des agents réaction estimer
son erreur de consistance et d’adapter son pas en conséquence, et ce en utilisant par exemple les
techniques classiques décrites dans la section 2.1 ; chacun aurait ainsi sa propre fréquence d’activation,
qu’il choisirait lui-méme selon 1’état courant du systeme. Ce principe étant tres fidele aux concepts
d’entités autonomes et d’asynchronisme, nous I’avons testé sur 'exemple du chapitre 5 ; il ne fonctionne
malheureusement pas, les solutions divergent. En outre, aucune base théorique ne peut démontrer
lefficacité de celui-ci, car il faut un plus grand commun diviseur entre les différentes fréquences
d’activation pour pouvoir entamer un calcul théorique.

On pourrait alors imaginer un systéeme dans lequel chaque agent réaction estimerait l'erreur de
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FIGURE 3.10 — Exemples de résolution numérique d’un systéme d’EDO raide
par des méthodes explicites in virtuo. La courbe continue représente la solution
[B](t) de I'exemple (2.24), elle est obtenue par une méthode de Runge-Kutta implicite
d’ordre 4 a pas adaptatif et fait office de solution exacte. Les résolutions numériques
utilisant les méthodes explicites in virtuo d’Euler () et du point milieu (s) ont un pas
fixe h = 1.0 x 107,

consistance qu’il commettrait sur le pas en cours h, ; il proposerait alors celle-ci comme estimation
de lerreur de consistance qu’il commettrait sur le pas suivant h,1, sur I’hypothese que deux pas
consécutifs ne soient pas foncierement tres différents, i.e. les erreurs de consistance sur deux pas
consécutifs soient du méme ordre de grandeur. L’ensemble des erreurs de consistance estimées par
chaque agent donnerait alors une approximation de ’erreur de consistance sur le pas. Ainsi selon la
valeur de celle-ci, la valeur de h,,41 pourrait étre ajustée. Avec une valeur de départ choisie judicieu-
sement, qui pourrait par exemple étre fournie par 'utilisateur, I’approche présentée ici apporterait
un controle du pas qui a la fois respecterait les préceptes de I'expérimentation in virtuo, et assurerait
une résolution numérique de qualité. La justification de cette méthode provient du fait que 'erreur
de consistance sur le pas est directement liée a la somme des erreurs de consistances commises dans
ce méme pas par chaque agent, au moins pour la méthode d’Euler explicite in virtuo.

3.5.2 Raideur

Nous avons vu dans la section 2.1.1 que dans le cas de la cinétique biochimique les systemes
d’EDO associés sont tres souvent raides. Dans ce cas, une méthode avec un schéma implicite doit étre
utilisée afin de limiter la restriction sur le pas h,, imposée par le domaine de A-stabilité de la méthode
numérique.

Dans ce chapitre nous n’avons pas étudié la A-stabilité des méthodes in virtuo développées. Pour
cela, reprenons 'exemple (2.24). La figure 3.10 représente la résolution numérique par les méthodes
explicites d’Euler et du point milieu in virtuo ainsi que par une méthode in silico implicite a pas
adaptatif (Runge-Kutta d’ordre 4) qui fait office sur cette figure de solution exacte. Les résolutions
par les méthodes in virtuo oscillent, vérifiant bien que le probleme est raide, mais indiquant surtout
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FIGURE 3.11 — Exemples de résolution numérique d’un systéme d’EDO raide
par des méthodes in virtuo. La courbe continue fait office de solution exacte pour
la solution [B](¢) de P'exemple (2.24) ; elle est obtenue par une méthode de Runge-Kutta
implicite d’ordre 4 a pas adaptatif. Les résolutions numériques par les méthodes in virtuo
du point milieu explicite (+) ou implicite (s) utilisent un pas fixe h = 1.0 x 10™%.

qu’elles ne sont pas A-stables. Nous avons aussi résolu ce méme systeme avec la méthode du point
milieu explicite in silico : pour un pas h < 5.0 x 10~* la méthode est dans son domaine de A-stabilité
et peut donc résoudre le systeme; toutefois, la méthode du point milieu explicite in virtuo nécessite
un pas h < 1.0 x 107® pour pouvoir résoudre le systéme sans oscillations, indiquant que le domaine de
A-stabilité de la méthode du point milieu explicite in virtuo est plus restrictif que celui de la méthode
in silico.

Ainsi les méthodes in virtuo que nous avons définies ne sont pas A-stables. On pourrait alors
imaginer augmenter le domaine de A-stabilité d’une méthode in virtuo en utilisant un schéma implicite
pour calculer la quantité ¢. La figure 3.11 représente la résolution numérique de lexemple (2.24)
[Robertson, 1966] par deux méthodes in virtuo : 'une utilise la version explicite de la méthode du
point milieu pour estimer la quantité g et 'autre la version implicite. Une méthode in silico implicite
a pas adaptatif (Runge-Kutta d’ordre 4) est de nouveau utilisée pour faire office de solution exacte.
Les solutions obtenues avec les méthodes in virtuo oscillent précisant ainsi qu’aucune n’est A-stable.
Ainsi pour définir des méthodes in virtuo A-stables, d’autres stratégies doivent étre envisagées.

Certaines implémentations proposent une détection dynamique de la raideur du systeme d’EDO
[Petzold, 1983; Butcher, 1990] ; selon ’état de celui-ci, la méthode bascule soit vers un schéma explicite,
soit vers un schéma implicite. Dans le cas de la cinétique biochimique, la raideur est classiquement
transitoire, ainsi ce genre de schéma y est particulierement adapté. On pourrait tout a fait envisager
d’appliquer a nos agents réaction une méthodologie similaire, i.e. selon si le systeme est raide ou
non, l'agent choisit la méthode a utiliser. Il faudrait toutefois qu'une méthode A-stable in virtuo soit
développée.
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FIGURE 3.12 — L’agent diffusion. La figure illustre le cycle perception - décision
- action des agents diffusion.

3.5.3 Modele macroscopique en milieu hétérogene

A T’échelle macroscopique, la description de la cinétique biochimique par un systéeme d’EDO est
valable seulement si le milieu est homogene. Dans le cas d’'un milieu hétérogene, les phénomenes
de diffusion et donc les dimensions spatiales doivent étre prises en compte en plus de la dimension
temporelle; la cinétique biochimique est alors décrite par un systeme d’EDP. Typiquement, lors de
la résolution numérique d’un systeme d’EDO, le temps est discrétisé afin de calculer une solution
approchée du systeme. De fagon similaire, lors de la résolution numérique d’un systeme d’EDP, le
temps est discrétisé et ’espace maillé. La résolution consiste par exemple a remplacer les différentes
dérivées partielles par des approximations aux différences finies & ’ensemble des mailles [Langtangen,
2003], et ce afin d’obtenir un systeme d’équations algébriques que 'on sait résoudre.

Nous pourrions étendre le concept de réification des interactions a la modélisation du phénome-
ne de diffusion en milieu hétérogene. Comme précédemment, le temps et l'espace pourraient étre
découpés. En remarquant que l'interaction entre deux compartiments au niveau d’une maille induit
un flux, conséquence d’un gradient de concentration des différentes especes biochimiques, nous pour-
rions introduire la notion d’agents diffusion, similaire a celle des agents réactions, pour modéliser le
phénomene de transport. Ainsi, en chaque maille de I’espace, chacun d’entre eux pourrait assurer le
transport de matiere associé a une espece biochimique selon le cycle suivant :

e perception : l'agent lit la concentration de l'espece a laquelle il est associé, dans les deux
compartiments adjacents a la maille;

e décision : il calcule alors le flux résultant, donné par la premiere loi de Fick (1.22), au niveau de
la maille, puis par intégration en déduit la quantité de matiere g qui se déplace durant 'intervalle
de temps ainsi que le sens du mouvement ;

e action : I'agent soustrait alors la quantité ¢ a la concentration de ’espece dans le compartiment
d’ou part la matiere, pour 'ajouter a celle de I’espece dans le compartiment ou arrive la matieére.

Cette boucle est identique a celle des agents réaction et est illustrée sur la figure 3.12. Le systéeme
multi-agents dans sa globalité assurerait alors le transport de matiére dans tout le milieu; la figure
3.13 représente le principe sur ’exemple d’une maille unique.
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FIGURE 3.13 — Modélisation du phénomeéne de diffusion par agents diffusion. Pour simuler le
phénomene de diffusion dans un milieu hétérogene, celui-ci serait maillé. En chaque maille, & chacune des
expeces serait associée un agent diffusion ; celui-ci assurerait le transport de matiere de l’espece d’un compar-
timent a l'autre. La figure illustre le principe sur 'exemple d’une maille.
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FIGURE 3.14 — Modélisation de la cinétique biochimique en milieu hétérogéne : association agents
réaction - agents diffusion. Les agents diffusion assureraient le transport de matiére entre deux com-
partiments au niveau d’une maille ; au sein de chaque compartiment, des agents réactions reproduiraient la
cinétique biochimique. L’association agents réaction - agents diffusion permettrait ainsi la modélisation d’un
milieu réactionnel hétérogene. La figure donne le principe sur 'exemple d’une maille.
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L’association des agents réaction aux agents diffusion nous permet de projeter un modele pour la
simulation de la cinétique biochimique & 1’échelle macroscopique en milieu hétérogene. En effet, I’espace
serait maillé en compartiments et, comme nous l'avons envisagé, les agents diffusion assureraient le
transport de matiere entre deux de ces compartiments au niveau de chaque maille ; nous pourrions
alors ajouter dans chacun de ces compartiments des agents réaction qui reproduiraient la cinétique
biochimique, sur 'hypothése de 'homogénéité spatiale de chacun des compartiments. L’ensemble des
phénomenes mis en jeu en milieu hétérogene serait alors pris en compte par le modele. Le principe est
illustré sur la figure 3.14, a nouveau sur I’exemple d’une maille unique.

Les implémentations ainsi que les justifications théoriques de cette approche sont en cours d’éla-
boration au sein de notre laboratoire.

3.5.4 Modele mésoscopique en milieu homogene

A TDéchelle mésoscopique, dans le cas d’un milieu homogene, ’approche classiquement utilisée pour
simuler la cinétique biochimique est la simulation stochastique exacte, initiée par Gillespie [1976, 1977].
A cette échelle, les lois régissant la cinétique biochimique ne sont plus continues et déterministes, mais
de nature discrete et aléatoire. Ainsi I’évolution du systéme biochimique en fonction du temps, i.e.
I’évolution du nombre de molécules des especes en fonction du temps, est donnée par une équation
maitresse stochastique. Cette équation est une équation différentielle dont la solution donne la proba-
bilité d’étre dans un état donné & un instant donné. Elle est de plus linéaire a ccefficients constants :
elle peut donc étre résolue analytiquement. Néanmoins, elle nécessite une variable pour chaque état
possible du systeme, ce qui rend impossible son écriture, méme pour les systemes les plus simples. C’est
dans ce contexte que Gillespie [1976, 1977] propose en contrepartie deux algorithmes, la méthode di-
recte et la méthode de la premiére réaction, qui permettent, connaissant I’état courant du systéeme ainsi
que les probabilités des différents évenements, d’obtenir 1’état suivant du systeme via la génération de
nombres aléatoires@ ; et ce en respectant scrupuleusement 1’évolution donnée par I’équation maitresse
stochastique@.

La méthode directe pose par exemple deux questions :
e Quelle est la prochaine réaction?
e A quelle date a-t-elle lieu?

Elle répond a ces questions en générant un premier nombre aléatoire u, dont la distribution est
donnée par une loi multinomiale, qui détermine la réaction qui a lieu, puis en générant un second
nombre aléatoire 7, dont la distribution est donnée par une loi exponentielle, qui spécifie la date a
laquelle la réaction a lieu.

On pourrait imaginer de réutiliser la notion d’agents réaction a cette échelle de modélisation, et
d’y adapter la méthode directe. En effet, chaque agent réaction qui prendrait la main, pourrait poser
les questions suivantes :

e Suis-je la prochaine réaction?
e Si oui, a quelle date ai-je lieu?

Il pourrait alors y répondre en générant un premier nombre aléatoire p*, dont la distribution serait
donnée par une loi multinomiale, qui déterminerait si la réaction a lieu ou non; en cas de succes, il
générerait un second nombre aléatoire 7%, dont la distribution serait donnée par une loi exponentielle,
qui spécifierait la date a laquelle la réaction a lieu. La boucle perception - décision - action serait tres
proche de celle proposée dans ce chapitre, i.e. la perception consisterait en la lecture du nombre de
molécules des différentes especes, ce qui permettrait le calcul des parametres des lois multinomiale
et exponentielle, la décision générerait les nombres aléatoires u* et 7*, tandis que 'action mettrait a

BGrest pourquoi 'auteur parle de simulation stochastique.
@ Crest pourquoi 'auteur parle de simulation exacte.
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jour le nombre de molécules de ses composants et ’horloge de ’ordonnanceur si la réaction avait lieu.
L’ordonnancement serait toujours asynchrone et chaotique; cependant, dans la méthode directe, une
réaction peut avoir lieu plusieurs fois d’affilée, c’est pourquoi le tirage aléatoire devra étre avec remise.
Ainsi, contrairement & 1’échelle macroscopique ou I'ordonnanceur est & temps discret, il sera a ’échelle
mésoscopique un ordonnanceur a évenements discrets. Il est évident que le temps de calcul, déja
contraignant dans la simulation stochastique exacte, sera plus important que celui des algorithmes
du type de la méthode directe; néanmoins, I’approche par agents respecterait la problématique de
I’expérimentation in virtuo.

Conclusion

A T’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique est typiquement décrite
par un systeme d’EDO dont la solution est approchée par le biais d’'une méthode numérique. Cepen-
dant, la section 2.1.4 a conclu que les méthodes numériques classiquement utilisées pour résoudre ces
systemes d’EDO ne permettent pas I’expérimentation in virtuo de cette derniere. Dans ce document,
nous soutenons la theése inverse, c’est pourquoi nous avons proposé dans ce chapitre un modele qui
met en ceuvre l'expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique & 1’échelle macroscopique en
milieu homogene.

Pour cela, nous avons tout d’abord donné un apercu général de notre approche dans lequel nous
avons notamment introduit la notion d’agents réaction. Nous avons ensuite formalisé notre méthode,
et nous en avons démontré la convergence. Une implémentation nous a par la suite permis d’exemplifier
notre approche. Une discussion a en outre dégagé plusieurs perspectives d’évolution de notre modele.

Afin d’illustrer ces différents aspects, ce modele est appliqué & I'exemple du test du temps de Quick
dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

Modele microscopique

Résumé — Dans ce chapitre, nous proposons un modeéle qui met en cuvre l’expérimentation in
virtuo de la cinétique biochimique a [’échelle microscopique. Nous donnons tout d’abord un apercu
général de notre systeme multi-agents, dans lequel chaque agent représente une espéce moléculaire qui
évolue au sein d’un univers tridimensionnel. A cette échelle, les espéces moléculaires sont soumises
a des phénomeénes tels les réactions unimoléculaires, le mouvement brownien, les collisions ou les
réactions bimoléculaires ; nous décrivons alors successivement comment ceux-ci sont reproduits et
implémentés dans notre modele. Une discussion de ces différents algorithmes clot ce chapitre.

Introduction

I’échelle microscopique, la cinétique biochimique est classiquement reproduite par des marches

aléatoires. Toutefois, 1’état de ’art conduit dans la section 2.2.6 a démontré que les méthodes
informatiques typiquement utilisées dans ces simulations ne donnent pas lieu a Iexpérimentation
in virtuo de cette cinétique biochimique. Dans ce mémoire, nous soutenons la these inverse, c’est
pourquoi nous proposons dans ce chapitre un modele qui met en ceuvre 'expérimentation in virtuo
de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique.

Pour cela, apres un apergu général, nous décrivons comment sont simulés dans notre modele, les
réactions unimoléculaires, le mouvement brownien, les collisions et les réactions bimoléculaires dans
lesquels sont impliquées les différentes especes moléculaires. Ce chapitre s’acheve par une discussion
de ce modele.

4 P d
4.1 Apercu général
Nous rappelons que 'expérimentation in virtuo est mise en oeuvre « techniquement » au moyen
d’un systeme multi-agents, au sein duquel les agents sont :
e réactifs, i.e. ils obéissent au schéma stimulus — réponse;
e autonomes, i.e. ils possedent des capacités de perception, de décision, et d’action.

De plus, le ou les processus qui leur sont associés sont cadencés par des itérations asynchrones et
chaotiques, et la durée totale de la simulation est subdivisée en n cycles de longueur fixe At.
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Nous remémorons aussi qu’a 1’échelle microscopique, la modélisation de la cinétique biochimique se
résume de la maniere suivante : dans un volume, les différentes especes moléculaires sont représentées
individuellement, et situées dans I’espace. Le mouvement de chacune d’entre elles est reproduit par une
marche aléatoire. Suite a chaque déplacement, un test de collision est effectué afin que ces especes,
soit respectent la géométrie du modele, soit éventuellement réagissent entre elles selon un schéma
bimoléculaire. Les collisions n’induisant pas de réaction sont généralement gérées comme des collisions
élastiques. Les molécules peuvent en outre réagir selon des schémas unimoléculaires.

C’est pourquoi, dans le contexte de l'expérimentation in wvirtuo de la cinétique biochimique a
I’échelle microscopique, nous proposons dans ce chapitre un systéeme multi-agents du type de celui
défini précédemment, ou chacun des agents représente une espece moléculaire. Celui-ci est illustré par
le diagramme de classes UML (Unified Modeling Language [Rumbaugh et al., 2004; Booch et al.,
2005]) donné sur la figure 4.1.

Ainsi, au sein d’'un Volume, qui peut avoir une géométrie de type boite (classe BoxedVolume)
ou de type sphérique (classe SphericalVolume), sont présents des objets de type Surface. Ceux-ci
représentent les divers éléments géométriques de I'environnement, et peuvent étre de forme plane
(classe PlanarSurface), e.g. un épithélium, ou sphérique (classe SphericalSurface), e.g. la surface
d’une cellule. Les especes moléculaires sont représentées par la classe abstraite Species, le nom de
chaque espece étant donné par I'attribut _name. Les instances de cette classe possedent une activité
(classe Activity) dont I'algorithme, que nous détaillons ci-apres, est donné sur la figure 4.2. La classe
Species définit ainsi le prototype de nos agents especes moléculaires.

Nous rappelons qu’a 1’échelle microscopique, les réactions ne sont a priori quunimoléculaire ou
bimoléculaire. Ainsi les instances de type Species peuvent réagir selon ces schémas, matérialisés par
la classe Reaction; chaque réaction étant définie par ses réactifs, ses produits, sa constante cinétique,
et bien évidemment son schéma, i.e. unimoléculaire ou bimoléculaire.

En outre, deux types d’especes sont définies :
e les especes de type Species3D, qui diffusent en trois dimensions dans le Volume;
e les especes de type Species2D, qui diffusent en deux dimensions sur une Surface.

Celles-ci obéissent a ’algorithme donné sur la figure 4.2. Ainsi, chaque espéce moléculaire teste
tout d’abord ses réactions unimoléculaires ; si I'une d’entre elles a effectivement lieu, ’espece est alors
transformée en produits, puis laisse la main. Sinon, elle diffuse sous ’action du mouvement brownien.
Suite & son déplacement, elle questionne pour d’éventuelles collisions : si la détection est positive, la
collision est gérée, i.e. I’espece moléculaire n’a plus qu’un seul point de contact avec I'obstacle avec
qui elle est entrée en collision; sinon, elle garde sa position et son orientation. Elle regarde ensuite
pour une hypothétique réaction bimoléculaire : pour cela, elle doit posséder un point de contact
avec une autre espece avec qui elle est impliquée dans une réaction de ce type. Dans ce cas, et si la
réaction a lieu, les deux réactifs sont transformés en produits, et I'espece laisse alors la main. Sinon,
elle vérifie qu’elle a bien consommé tout son temps d’exécution. En effet, chaque espece est censée
« vivre » durant un intervalle de temps de longueur At. Si elle a, au cours de cet intervalle de temps,
collisionné avec un obstacle, elle a forcément « vécu » durant une durée de longueur inférieure & At.
Ainsi pour combler ce déficit, ’algorithme reboucle, mais cette fois-ci avec une durée d’exécution égale
a celle non-consommeée. Cette technique permet dans notre modele de gérer I'impact d’une collision
non-productive. En outre, une fois le temps d’exécution completement consommeé, I’espece moléculaire
rend la main.

Nous avons vu dans la section 2.2.1 que typiquement, a 1’échelle microscopique, chaque espece
moléculaire est représentée par un point. Nous avons dans cette these décidé d’aller plus loin dans la
modélisation et ainsi d’associer respectivement 1’ellipsoide et le disque, comme forme géométrique aux
espéces moléculaires de type Species3D et Species2D, comme illustré sur la figure 4.3. Ainsi, celles-ci
ne sont plus seulement données par leur position, mais aussi par leur orientation; les coordonnées
de chaque espece s’expriment alors par une matrice M en coordonnées homogenes [Goldstein et al.,
2002], donnée dans I’équation (4.1).
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FIGURE 4.1 — Modéle microscopique : diagramme de classe UML.
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FIGURE 4.2 — Algorithme des agents espéces moléculaires.

e R est la matrice de rotation 3 x 3 associée a l'orientation du repére local de I'espece moléculaire
dans le repere global;

e T est le vecteur associé a la position du repere local de ’espece moléculaire dans le repere global.

Le reste de ce chapitre est dédié a la description des différentes étapes de 'algorithme illustré sur
la figure 4.2, ainsi qu’a une discussion de celles-ci.
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A B

FIGURE 4.3 — Représentation géométrique des espéeces moléculaires. A — les espéces de type Species3D
ont pour forme géométrique 'ellipsoide. Celui-ci est défini par ses trois rayons 7., 7y et r.. B — les especes de
type Species2D admettent pour forme géométrique le disque, de rayon r. L’axe z du repere local a 'objet est
toujours orienté comme sur la figure, i.e. orthogonal au disque.

4.2 Réaction unimoléculaire

A T’échelle microscopique, les différentes espéces peuvent étre impliquées dans des réactions uni-
moléculaires. Nous avons présenté, dans la section 2.2.4, la méthode typiquement utilisée pour simuler
ce type de réaction a cette échelle. Nous proposons d’inclure celle-ci dans notre modele, c’est pourquoi,
brievement, nous la décrivons a nouveau. Notons que 'algorithme est le méme, quel que soit le type
de I'espece moléculaire.

Soit une espece moléculaire C, réactif des n réactions unimoléculaires données par

k1

R1 C —
ks

R: C — (4.2)
kn

R,: C —

Nous notons ici P(R;) (1 < ¢ < n), la probabilité que la réaction R; ait lieu durant un intervalle de

temps de longueur At, et P(R), la probabilité qu’aucune réaction n’ait lieu durant ce méme intervalle
de temps. Nous rappelons qu’alors, ces différentes probabilités sont données par

MEMOIRE DE THESE 111



MODELE MICROSCOPIQUE

P(R) = — x(lfexp(fiijAt))
>k !

P(R) = — x (1—6Xp(—iijAt))
>k !

j=1 (4.3)
P(R,) = nkn X (1 —exp(— i k; x At))
>k !

P(R) = exp(—ik:ijt)

j=1

L’événement qui prend place est choisi via la génération d’un nombre aléatoire X, qui suit la loi
uniforme sur lintervalle [0; 1[. Plus exactement, pour déterminer le choix de I’événement, la valeur de
X est comparée aux probabilités précédentes de la maniere suivante :

Si0< X < P(Ry) = Réaction R,

i—1 [
8i » P(Rj)<X <) P(R;) = Réaction R,
j=1 j=1

n—1 n
si » P(R;))<X<)» P(R;) = RéactionR,
j=1 j=1

n
Si ZP(Rj) <X <1 = PasDeRéaction
j=1

Ainsi la valeur de X nous permet de choisir quel événement se produit. Si c’est une réaction, ’espéce
moléculaire C est tuée puis transformée en produits. Si aucune réaction ne se produit, I’espece est
alors soumise au mouvement brownien.

4.3 Mouvement brownien

Dans la section 4.1, nous avons vu que les différentes especes moléculaires sont représentées dans
notre modele, soit par des especes de type Species3D, soit par des especes de type Species2D. Les
especes du type Species3D ont pour forme géométrique ellipsoide, et diffusent en trois dimensions
au sein du volume. Les especes du type Species2D ont pour forme géométrique le disque, et diffusent
en deux dimensions dans le plan d’une surface. Nous proposons ainsi dans cette section, des méthodes
informatiques pour la simulation du mouvement brownien :

e en trois dimensions, d’un ellipsoide;
e en deux dimensions, d'un disque.

Pour cela, nous notons :
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o D, Dy et D, les cceflicients de diffusion de translation de la particule respectivement selon ses
axes r, y et z;

e Dy,, Dy, et Dy, les coefficients de diffusion de rotation de la particule respectivement autour
de ses axes x, y et z.

Dans le cas d’un ellipsoide, les expressions analytiques de ces ccefficients de diffusion ont été
déterminées par Perrin [1934, 1936]; elles sont par ailleurs données dans ’annexe B.

Le cas du disque est beaucoup plus simple. En effet, les dimensions de la particule étant identiques
selon I'axe x et I'axe y, les coefficients de diffusion selon ces axes le sont aussi; ainsi D, = Dy = D.
Qui plus est, les especes moléculaires de type Species2D ne sont sujettes qu’a la rotation selon I'axe
perpendiculaire a la surface, i.e. 'axe z. Cependant, il est inutile de la modéliser, le disque étant
invariant a une telle rotation. C’est pourquoi le mouvement brownien en deux dimensions d’un disque
se résume ici a deux translations, respectivement selon ses axes z et y, ainsi D, = Dy, = Dy, = Do, =

0.
Dans cette section, nous notons :

o T, (At), T,(At) et T,(At), les variables aléatoires associées aux mouvements de translation de
la particule respectivement selon ses axes x, y et z, pendant un petit intervalle de temps At ;

o R, (At), Ry(At) et R, (At), les variables aléatoires associées aux mouvements de rotation de la
particule respectivement autour de ses axes x, y et z, pendant un petit intervalle de temps At.

Dans le cas d’une particule ellipsoidale, le vecteur formé de ces variables aléatoires a pour matrice
de covariance [Perrin, 1934, 1936]

T,(At)  T,(At)  T.(At)  R.(At) Ry, (At)  R.(At)

T, (At) 2D, At 0 0 0 0 0
T, (At) 0 2D At 0 0 0 0 (4.4)
T.(At) 0 0 2D, At 0 0 0 '
R, (At) 0 0 0 2Dy, At 0 0
R, (At) 0 0 0 0 2Dy, At 0
R.(At) 0 0 0 0 0 2Dg_ At
Dans le cas d'un disque, la matrice de covariance est donnée par
LAY TN T(AY)  RJ(AY)  R(At)  R.(AY)
T, (At) 2D At 0 0 0 0 0
T, (At) 0 2DAt 0 0 0 0 (4.5)
T.(At) 0 0 0 0 0 0 '
R, (At) 0 0 0 0 0 0
R, (At) 0 0 0 0 0 0
R.(At) 0 0 0 0 0 0

Dans les deux cas, les variables aléatoires sont indépendantes : nous pouvons donc leur appliquer
le modele de marche aléatoire du mouvement brownien.

Ainsi, dans cette section, nous donnons tout d’abord les méthodes pour calculer les parametres
des différentes marches aléatoires. Ceux-ci vont déterminer les matrices de transformation associées
a chaque pas des marches. Nous proposons alors un algorithme, dit ezact, reproduisant celles-ci, puis
nous achevons cette section par une optimisation de celui-ci.
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4.3.1 Calcul des parametres des marches aléatoires

Le modele de marche aléatoire du mouvement brownien stipule que la particule effectue tous les
ot :

e une translation d’une distance £47 selon son axe i,
e une rotation d’un angle +86; autour de son axe i@,

Nous avons vu dans la section 1.2.2, comment calculer ces différents parametres quand la particule
est une sphere et qu’elle diffuse selon un axe unique; nous donnons ici la méthode pour les calculer
dans le cas d’un ellipsoide qui diffuse en trois dimensions, ainsi que dans le cas d’un disque qui
diffuse en deux dimensions. Notons que pour ce dernier, le déplacement est simplement composé d’un
mouvement de translation, la marche aléatoire opérée par la particule se résume alors en :

e une translation d’une distance +dx selon son axe z,

e une translation d’'une distance +dy selon son axe y.

4.3.1.1 Cas de Dellipsoide

Nous partons du théoreme de I'équipartition de 1’énergie cinétique; celui-ci est donné, en trois
dimensions, par

— 3
mv? = §kBT, (4.6)

N~

ou :
e m est la masse de la particule;
e v2 est la moyenne des carrés de la vitesse de la particule.

Cette équation peut se réécrire sous la forme

—  3kpT
0?2 = 28 (4.7)
m
ou encore
— kT
2 = | 3kET (4.8)
m

V0?2 étant la vitesse quadratique moyenne. Nous utilisons celle-ci pour approximer la vitesse ins-
tantanée, soit
od —
— = V2, 4.9
50 (4.9)
dd étant la distance parcourue par la particule chaque dt. Selon Perrin [1936], si 'on se borne

au cas d’une diffusion macroscopique, le coefficient de diffusion apparent D de D'ellipsoide peut étre
approximé par la moyenne des ceefficients de translation D; (i = z, y ou z), soit

v =

1
D= g(DIJrDerDz). (4.10)
Sachant que nous avons aussi
5d?
D=— 4.11
5 (4.11)

nous obtenons alors

@i =z ou y en deux dimensions, i = z, y, ou z en trois dimensions
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6D 2m(Dy+ Dy + D,)

ot=— = 4.12
1)2 3kBT ( )
De la matrice (4.4), nous déduisons
dx = /2D, 0t 00, = /2Dy 0t
0oy = +/2D,0t 60, = 2Dy, 0t . (4.13)
0z = +2D,it 60, = 2Dg_ 6t
4.3.1.2 Cas du disque
Le théoreme de I’équipartition de 1’énergie cinétique est donné en deux dimensions par
1 —
§mv2 = kpT, (4.14)
ou :
e m est la masse de la particule;
e 02 est la moyenne des carrés de la vitesse de la particule.
Cette équation peut se réécrire sous la forme
—  2kpT
0 = 2B (4.15)
m

ou encore

—  [2kpT
N L (4.16)

m
Celle-ci nous permet a nouveau d’approximer la vitesse instantanée

v = (;—(Z ~ Vo2, (4.17)

dd étant la distance parcourue par la particule chaque dt. Dans le cas d’une diffusion en deux
dimensions, nous avons

5d>
D=, (4.18)

ou D est le coefficient de diffusion de la particule. Nous obtenons alors

4D 4mD
t=—r~ —— 4.1
’1)2 3/{/’BT, ( 9)
et
or = 2Dét,
sy = +2Ddt. (4.20)

4.3.2 Calcul des matrices de transformation

La section précédente nous a donné les méthodes pour calculer les parametres des différentes
marches aléatoires associées aux mouvements browniens d’un ellipsoide ou d’un disque. Nous pré-
sentons, dans ce paragraphe, comment a partir de ceux-ci, nous pouvons calculer les matrices de
transformation adjointes a chaque pas de ces marches aléatoires.

Pour cela, nous notons d M les différentes matrices de transformation, qui s’expriment par ailleurs
en coordonnées homogenes, et nous notons pour le reste de cette section :
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o T,(0t), T,(dt) et T,(dt), les variables aléatoires associées aux mouvements de translation de la
particule respectivement selon ses axes x, y et z, pendant l'intervalle de temps infinitésimal &t ;

o R.(dt), Ry(dt) et R,(Jt), les variables aléatoires associées aux mouvements de rotation de la
particule respectivement autour de ses axes x, y et z, pendant 'intervalle de temps infinitésimal

ot.

4.3.2.1 Cas de l’ellipsoide

Nous avons

T;(6t) = =i
{ Ri(61) = +d6i ° (4.21)
avec
P(Ti(st) = +5i) = 05, P(Tio)=-6i) = 05 o
P(Ri(ét) =+60i) = 05 P(Ri(ét) =—80i) = 05 '
ol i = x, y ou z. Les valeurs des variables aléatoires T,(0t), ..., R;(dt), ..., définissent donc les

trois translations et les trois rotations & appliquer a l’ellipsoide afin qu’il effectue un pas de marche
aléatoire. Les translations sont commutatives dans R3, ce qui n’est pas le cas pour les rotations : ainsi,
I'ordre d’application des trois rotations influence le résultat final. C’est pourquoi, appliquer les trois
rotations dans un ordre arbitraire prédéfini, introduirait un biais et des erreurs numériques dans le
mouvement global de rotation. Eventuellement, 'ordre d’application des trois rotations pourrait étre
tiré aléatoirement de manieére équitable a chaque cycle, et ainsi nous éliminerions le biais; cependant
aucune base théorique ne justifie ce choix.

Nous pouvons toutefois remarquer que les angles §6; (i = z, y, ou z) sont infinitésimaux@. Les
rotations autour des axes de la particule peuvent alors commuter [Goldstein et al., 2002] et les six
combinaisons possibles tendent vers la méme matrice, donnée par 1’équation

1 —R.(5t) R,(5t)
R.(5t) 1 —R,(6t) |. (4.23)
“R,(6t)  Ru(t) 1

Cette matrice est équivalente a la matrice associée a la rotation d’angle ® donné dans I’équation
—
(4.24), et de vecteur © donné dans I’équation (4.25), © étant infinitésimal.

0 = \/R.(06)* + R, (00 + R.(61)° (4.24)

t)/© (4.25)

Ainsi les trois rotations autour des axes de la particule se représentent par une seule rotation, le
biais est éliminé et l’erreur numérique faible (développement limité en zéro d’ordre un des fonctions
sinus et cosinus).

La matrice (4.23) ne possede pas toutefois les propriétés d’une matrice de rotation, car les vecteurs
lignes ou colonnes qui la composent ne sont ni orthogonaux deux-a-deux ni de norme un. Pour résoudre
ce probleéme, nous associons a la rotation d’axe 6 et d’angle © la matrice qui convient bien, soit la
matrice 6 R donnée par

@ Ainsi cos(66;) — 1 et sin(66;) — 66;.
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ou

700
To1
To2
T10
T11
T12
720
T21
22

OR =

T | | A |
CHONCRORONONORONO)

Too To1 To2
o Ti1 Ti2 )
20 T21 T22

22(1 = cos©) + cos ©
y©Oz(1 —cos®) —O,sinO
202(1 —cosO)+ 0O, sinO
20y(1 —cos©) +0O,sinO
,2(1 — cos©) 4 cos ©
20y(1 —cos©) — O, sinO
+0:(1 —cos®) — O, sinO
4©:(1 —cosO) +0,sinO
22(1 —cos©) + cos O

(4.26)

La matrice de transformation §M associée a chaque pas de la marche aléatoire du mouvement

brownien est donc

oM =

oT

0 00 1

ou la matrice JR est donnée dans I’équation (4.26), et le vecteur 7 est donné par

4.3.2.2 Cas du disque

Nous avons

avec

P(Tm(ét) =+
P(Ty(ét) = +dy

T, (6¢)
5T = | T,(6t)
T.(6t)
T.(0t) = =iz
T,(6t) = =y ’
— 05 P(Tm(ét):—dx
- 05 , P(Ty(ét):fdy

(4.27)
(4.28)
(4.29)
= 09 4.30
= 05 (4.30)

Les valeurs des variables aléatoires T, (dt) et T, (0t) définissent ainsi les parametres de la translation
a appliquer au disque pour qu’il effectue un pas de la marche aléatoire. Néanmoins, la matrice de
transformation associée a chaque pas differe selon que celle-ci a lieu sur une surface plane ou sur une

surface sphérique. C’est pourquoi nous traitons ces deux cas séparément.

Cas d’une surface plane

Dans le cas d’une surface plane, la translation est définie par le vecteur
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FIGURE 4.4 — Mouvement brownien en deux dimensions : cas d’une sur-
face plane. Le disque diffuse sur la surface plane (S). Le pas de la marche aléatoire
est uniquement composé d’une translation, définie par le vecteur 67 qui s’exprime
dans le repére local au disque.

exprimé dans le repere local au disque. La matrice de transformation 6 M associée a chaque pas de
la marche aléatoire du mouvement brownien est alors donnée par

Id 5T
SM = . (4.31)

0 0 0 1

La figure 4.4 représente un pas de la marche aléatoire associée au mouvement brownien en deux
dimensions d’un disque sur une surface plane.

Cas d’une surface sphérique

La translation est a nouveau définie ici par le vecteur
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exprimé dans le repere local au disque. Cependant, cette translation s’effectuant dans le plan d’une
surface sphérique, le mouvement est plus complexe a représenter que précédemment.

—
Soit Tz, le vecteur de coordonnées

0
—
Ty = 0
Rs
Soit (S), la surface sphérique de centre S(zg,ys,zs) et de rayon Rg. La translation sur cette
surface, définie par le vecteur §7, peut se décomposer en trois transformations élémentaires : tout
—
d’abord, par la translation donnée par le vecteur —Tz, puis ensuite par la rotation d’angle a ou

\/ Ty (6t)% + T, (5t)°

o= 7 , (4.32)
S
et de vecteur W ou
=T, (0t)/a
w = T,.(6t)/cx , (4.33)
0

puis enfin par la translation définie par le vecteur YTZ) Ces trois transformations sont exprimées
dans le repeére local au disque. Soit JR(, @), la matrice associée & la rotation de vecteur u et d’angle
a. Alors, la matrice de transformation § M, associée a chaque pas de la marche aléatoire du mouvement
brownien est donnée par

SR(T, ) T, (53(7, Q) — Id)
SM = . (4.34)

0 0 O 1

La figure 4.5 illustre un pas de la marche aléatoire associée au mouvement brownien en deux
dimensions d’un disque sur une surface sphérique.

4.3.3 Algorithme

Les sections précédentes nous ont montré comment calculer les parametres des marches aléatoires
associées aux mouvements browniens en trois dimensions ou en deux dimensions des différentes especes
moléculaires. Nous avons aussi vu comment en déduire la matrice de transformation dM associée a
chaque pas de la marche aléatoire. Dans cette section, nous proposons un algorithme ezact, qui utilise
cette matrice pour simuler le mouvement brownien des différentes especes moléculaires durant un
intervalle de temps At. Cet algorithme est dit exact car il dérive directement du modele de marche
aléatoire du mouvement brownien décrit par Einstein et Smoluchowski, cf. section 1.2.2.

Chaque pas de la marche aléatoire consiste & multiplier la matrice M de I’équation (4.1), définissant
la position et I'orientation de chaque espece, par I'une des matrices de transformation dM décrites
dans le paragraphe précédent, qui indiquent la translation et la rotation induites par le mouvement
brownien. Nous obtenons ainsi les nouvelles position et orientation des particules.

Dans le cas d’'un ellipsoide, le calcul de la matrice 6 M nécessite la détermination de six va-
riables aléatoires : Ty, (dt), T, (t), T, (0t), Ry (5t), Ry (dt), R.(dt). Pour cela, un générateur de nombres
aléatoires doit étre associé & chacune d’entre elles. Ainsi, pour chaque pas de la marche aléatoire,
chaque générateur fournit un entier non signé, et suivant sa parité, le signe de la valeur de la variable
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FIGURE 4.5 — Mouvement brownien en deux dimensions : cas d’une sur-
face sphérique. Le disque diffuse dans le plan de la surface sphérique (S). Le pas
de la marche aléatoire est a la base uniquement composé d’une translation donnée
par le vecteur §7, mais il est en fait représenté en interne, par la composition
d’une translation de vecteur (0,0, —Rs), d’une rotation de vecteur u et d’angle «
et d’une translation de vecteur (0,0, Rg).
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aléatoire est choisi. Il reste alors a déterminer la matrice de transformation dM en fonction de ces
différentes valeurs. Cependant, le calcul de celle-ci exige I’évaluation de fonctions cos() et sin(),
cotteuses en temps de calcul. Or, si nous remarquons que chaque variable aléatoire peut prendre deux
valeurs au choix, 2% combinaisons de valeurs sont possibles pour I’ensemble des variables aléatoires:;
soit 64 matrices de transformation, toutes équiprobables. C’est pourquoi, plutot que de générer six
nombres aléatoires et d’évaluer la matrice M a chaque pas de la marche, nous proposons, aprés avoir
pré-calculé les 64 matrices de transformation possibles, de ne générer qu’un seul nombre aléatoire qui
détermine alors la matrice de transformation a appliquer parmi les 64 possibles.

Le principe est le méme dans le cas du disque. En effet, il y a 22 combinaisons de valeurs possibles
pour I'ensemble des variables aléatoires, soit 4 matrices de transformations équiprobables. A nouveau,
plutdt que de générer deux nombres aléatoires et d’évaluer la matrice 0 M a chaque pas de la marche,
I’idée est, apres avoir pré-calculé ces 4 matrices, de ne générer qu'un seul nombre aléatoire qui indique
la matrice de transformation a appliquer.

L’implémentation proposée consiste ainsi a stocker les matrices de transformation pré-calculées
possibles dans une table de conversion. A chaque pas de la marche aléatoire, un générateur fournit
un nombre entier non signé ayant une distribution uniforme, dans l'intervalle [0;63] dans le cas de
Dellipsoide, dans l'intervalle [0; 3] dans le cas du disque. Ce nombre nous donne l'indice dans la table de
la matrice de transformation a appliquer. Il reste alors simplement a multiplier celle-ci par la matrice
M associée a la position et I'orientation de ’espece moléculaire.

Ainsi, plutét que de générer plusieurs nombres aléatoires et d’évaluer des fonctions cos() et sin()
a chaque pas de la marche aléatoire, celle-ci se résume ici a la génération d’un seul nombre aléatoire
et a la recherche d’une matrice 4 x 4 dans une table : le gain en temps de calcul est évident.

En outre, chaque espece moléculaire possede un pas de temps de longueur At, pendant lequel elle
effectue des pas de marche aléatoire d’une durée 6t (At = ndt). Le nombre de pas de marche aléatoire
n qu’elle exécute pendant 'intervalle de temps At s’obtient de la maniére suivante

n=E (% n 0.5), (4.35)

ou E(x) désigne la partie entiere de x. Ainsi, au final, pour reproduire le mouvement brownien
d’une espece moléculaire durant un intervalle de temps At, il suffit de lui appliquer n fois la procédure
suivante : générer un nombre aléatoire X, entier non signé et qui suit la loi uniforme sur 'intervalle
[0;63] ou [0; 3], puis récupérer la matrice de transformation §M stockée dans la table de conversion &
I'indice X, pour enfin calculer le produit M x dM qui applique a 'espece la transformation induite
par un pas de marche aléatoire.

4.3.4 Optimisation

L’algorithme défini dans le paragraphe précédent utilise n boucles impliquant chacune la génération
d’un nombre aléatoire ainsi que la multiplication de deux matrices 4 x 4 pour simuler le mouvement
brownien d’une espéce moléculaire pendant un intervalle de temps At; ceci revient a la génération
de n nombres aléatoires ainsi qu’a n multiplications de deux matrices 4 x 4. Nous proposons dans ce
paragraphe un algorithme nettement plus performant, mais qui reste une approximation numérique
de l'algorithme précédent et qui n’est alors plus exact.

Pour cela, nous détaillons certaines approximations données par la théorie du mouvement brownien
dans le cas d’un ellipsoide ou d’un disque. Celles-ci nous permettent ensuite de proposer une version
optimisée de l'algorithme décrit dans la section précédente.

4.3.4.1 Encore un peu de théorie

Nous rappelons que le modele de marche aléatoire du mouvement brownien stipule que la particule
effectue tous les dt :
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e une translation d’une distance +d7 selon son axe 17,
e une rotation d’une distance +46; autour de son axe i.

Dans le cas d’une particule ellipsoidale, les mouvements de translation et de rotation s’effectuent en
trois dimensions, ainsi ici ¢ = x, y ou z. Dans le cas d’un disque, le mouvement brownien est seulement
défini par un mouvement de translation en deux dimensions, alors ¢ = = ou y. C’est pourquoi nous
traitons séparément ces deux cas.

Cas de I’ellipsoide

Nous rappelons que dans le cas d’une particule ellipsoidale, nous avons

{ T,(6t) = =+6i

R;(6t) = 66i
avec
P(Ti(ét) = 45i) = 05 , P(Ti(ét) = 5i) = 05
P(Ri(ét) = +00i) = 05 P(Ri(ét) = 00i) = 0.5
ol i = x, y ou z. Ainsi, les valeurs des variables aléatoires T, (dt), ..., R, (dt), ..., définissent les

trois translations et les trois rotations qu’effectue ’ellipsoide pendant I'intervalle de temps infinitésimal
Ot, i.e. a chaque pas de la marche aléatoire.

Selon Perrin [1934], il existe un intervalle de temps At = ndt, durant lequel le déplacement qui
se produit effectivement differe tres peu de celui qui résulte du total des impulsions regues durant
les n intervalles successifs dt. Les composantes du déplacement de la particule ellipsoidale pendant
I'intervalle de temps At ont donc sensiblement comme valeurs

Ti(At) = iTi((St)(k)
k=l , (4.36)

Ri(at) = > Ri(oty
k=1

avec i = x, y ou z. Ces formules sont valables pour un intervalle de temps At assez court afin que
les rotations moyennes autour des axes soient petites, et pour un intervalle de temps dt assez long afin
que les impulsions recues par la particule pendant deux intervalles successifs d¢ soient pratiquement
indépendantes. 11 est décrit dans [Perrin, 1934] & quels critéres doivent obéir les intervalles de temps
At et 0t pour respecter ces conditions.

Comme nous I'avons décrit dans la section 1.2.2, les distributions des variables aléatoires T, (At),
..., Rz(At), ..., peuvent alors étre approchées par une loi gaussienne de moyenne nulle, ayant pour
matrice de covariance la matrice (4.4).

Cas du disque

Nous avons

T,(5t) = +by
avec
P(T,(6t) = +6z) = 05 , P(Tz(ét):—éx — 05
P(T,(0t) = +3y) = 05 , P(T,(0t)=—dy) = 05
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Les valeurs des variables aléatoires T,(0t) et T,(dt) définissent les parametres de la translation
qu’effectue le disque pendant I'intervalle de temps infinitésimal t.

Nous pouvons extrapoler le raisonnement précédent au cas du disque. Ainsi, il existe un intervalle
de temps At = ndt, pour lequel le déplacement global du disque peut étre approximé par le total
des impulsions regues durant les n intervalles successifs dt. Le mouvement de translation du disque
pendant I'intervalle de temps At a alors pour composantes

T,(At) = iTw(ét)(k)

k=1 (4.37)
Ty(At) = ZTy(ét)(k)

k=1

Remarquons que cette hypothese correspond a celle qu’exigent tous les raisonnements classiques
sur le mouvement brownien.

De fagon similaire au cas précédent, les distributions des variables aléatoires T (At) et T, (At)
peuvent étre approchées par une loi gaussienne de moyenne nulle, ayant pour matrice de covariance
la matrice (4.5).

4.3.4.2 Nouvel algorithme

Nous avons vu que les distributions des variables aléatoires associées aux mouvements browniens de
translation et de rotation d’un ellipsoide ou d’un disque durant un petit intervalle de temps At = ndt
peuvent étre approchées par des lois gaussiennes de moyenne nulle ayant respectivement pour matrice
de covariance les matrices (4.4) et (4.5).

L’idée est alors de générer pour chaque variable aléatoire, un nombre aléatoire ayant une distribu-
tion gaussienne avec les parametres associés. La méthode de BOX-MULLER [Gentle, 2003] permet par
exemple de générer des nombres aléatoires ayant une telle distribution.

Ainsi, les trois translations et les trois rotations associées au mouvement brownien de l’ellipsoide
durant un petit intervalle de temps At sont données par six nombres aléatoires, tandis que les deux
translations associées au mouvement brownien du disque sont obtenues par deux nombres aléatoires.

L’intervalle de temps At est assez court pour que les rotations moyennes autour des axes soient
petites. Ainsi, comme dans la section 4.3.2, les trois rotations autour des axes de Uellipsoide et d’angles
respectifs R (At), Ry(At) et R.(At) peuvent étre approchées par la rotation d’angle ©

0 = /R (A1) + Ry (A1) + R.(AL?, (4.38)
et de vecteur 6
- O, = R.(At)/O
6=|0,=R/A1/0 |. (4.39)

0. = R.(At)/©

La matrice de transformation AM associée au mouvement brownien d’un ellipsoide durant I’inter-
valle de temps At est alors donnée par

AR(8,0) AT

AM = : (4.40)

ou :
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— —
e AR(O,0) est la matrice associée a la rotation de vecteur © et d’angle ©;

e AT est le vecteur de coordonnées (Tm (At), T, (A), T, (At)) associé au mouvement de transla-

tion.

La matrice de transformation AM associée au mouvement brownien d’un disque sur une surface
plane durant I'intervalle de temps At est donnée par

Id AT
AM = , (4.41)

0 0 O 1

ot AT est le vecteur de coordonnées (TI(At), Ty (At), 0).

En se référant a la section 4.3.2, nous obtenons immédiatement pour la matrice de transformation
AM associée au mouvement brownien du disque sur une surface sphérique de rayon Rg, durant
Iintervalle de temps At

AR(T, ) T, (AR(E’, a) — Id)

AM = : (4.42)

ou :

— . s :
e AR(W,q) est la matrice associée a la rotation d’angle o avec

\/Tz(At)2 + T, (At)?
a= i , (4.43)

N

_
et de vecteur u ou

—T,(At)/a
U= T.(At))a |; (4.44)
0

—
o Tz est le vecteur de coordonnées
0

N
Ty, = 0
Rg

Pour simuler le mouvement brownien de chaque espece, il ne reste plus qu’a multiplier la matrice
M donnée dans ’équation (4.1) par la matrice de transformation AM appropriée.

En résumé, I’algorithme proposé dans ce paragraphe consiste tout d’abord a générer six nombres
aléatoires dans le cas de D’ellipsoide, et deux dans le cas du disque; ceux-ci ont pour distribution une
loi gaussienne de moyenne nulle ayant pour matrice de covariance respectivement les matrices (4.4) et
(4.5). Ces nombres aléatoires déterminent une matrice de transformation AM associée au mouvement
brownien de I'espéece durant U'intervalle de temps At. Il reste alors a multiplier celle-ci a la matrice M
donnée dans ’équation (4.1) afin d’obtenir les nouvelles position et orientation de Iespéce.

L’algorithme défini dans le paragraphe précédent utilise n boucles impliquant chacune la génération
d’un nombre aléatoire ainsi que la multiplication de deux matrices 4 x 4 pour simuler le mouvement
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brownien d’une espéce moléculaire pendant un intervalle de temps At ; ceci revient a la génération de
n nombres aléatoires ainsi qu’a n multiplications de deux matrices 4 x 4. Nous avons proposé dans ce
paragraphe un algorithme nécessitant seulement la génération de six ou deux nombres aléatoires, le
calcul d’une matrice de transformation et la multiplication de deux matrices 4 x 4, pour reproduire le
mouvement brownien de 1’espéce moléculaire durant le méme intervalle de temps : le gain en temps de
calcul est alors évident. Néanmoins, celui-ci est fondé sur des approximations données par la théorie du
mouvement brownien, il n’est donc plus exact et reste une approximation numérique de ’algorithme
proposé précédemment.

Dans cette section, nous avons développé des méthodes informatiques pour la simulation du mou-
vement brownien en trois dimensions d’un ellipsoide, et en deux dimensions d’un disque. Celles-ci
dérivent du modele de marche aléatoire, formulé indépendamment par Einstein et Smoluchowski.
Ainsi, aprés un bref apercu des principaux résultats théoriques, nous avons montré comment calculer
les différents parametres de ces marches aléatoires. Nous avons ensuite vu comment utiliser ceux-ci
pour déterminer la matrice de transformation associée a chacun des pas de la marche. Nous avons alors
proposé un algorithme, dit ezact, utilisant ces matrices, qui reproduit le mouvement brownien de nos
différentes especes moléculaires. Une attention particuliere a été apportée quant a I'implémentation
optimale de celui-ci. En outre, nous avons clos cette section par une optimisation de 1’algorithme
précédent, qui améliore massivement les performances, mais qui reste néanmoins une approximation
numérique de ce dernier.

4.4 Détection de collision

La section précédente a expliqué comment simuler le mouvement brownien des especes moléculaires.
Le déplacement induit par ce mouvement peut éventuellement entrainer des chevauchements entre les
especes, ou encore entre les especes et les éléments géométriques de I'environnement. C’est pourquoi,
dans cette section, nous décrivons les méthodes permettant de détecter ces différentes collisions, afin
qu’ensuite celles-ci soient gérées. Notons que la gestion des collisions est traitée dans la section suivante.

Ainsi, apres un apercu général du principe de la détection de collision, nous détaillons comment
celle-ci est appliquée aux especes de type Species3D, puis aux especes de type Species2D, et enfin
aux especes de type Species3D et aux objets de type Surface. Nous ne décrivons pas ici le cas d’une
collision entre une espece de type Species3D et une espece de type Species2D. En effet, le but de cette
section est de détecter les différentes intersections afin que celles-ci soient gérées, et donc éliminées;
les espeéces de type Species?2D diffusant dans le plan d’une surface, il suffit ici simplement de détecter
la collision entre I'espece de type Species3D et la surface.

4.4.1 Détection de collision : apercu général

La détection de collision consiste & connaitre I’état de contact d’un ensemble d’objets 3D [Lin et
Gottschalk, 1998; Jiménez et al., 2001; Lin et Manocha, 2004]. Elle peut étre de type :

e statique, i.e. elle identifie I’état de contact d’un ensemble d’objets 3D a un instant donné;

e dynamique, i.e. elle décrit ’état de contact d’un ensemble d’objets 3D en mouvement durant un
intervalle de temps.

Nous nous limitons ici au cas d’une détection de collision de type statique.
L’état de contact est généralement représenté sous deux formes :
e booléenne, i.e. il indique si oui on non les objets 3D se chevauchent ;

e énumérative, i.e. plus d’informations sont fournies, e.g. :
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e si les objets collisionnent, la distance minimale requise pour les séparer est donnée, ...
e si les objets sont disjoints, la distance euclidienne minimale les séparant est fournie, ...
Nous nous intéressons ici au cas booléen.

Les algorithmes a utiliser pour la détection de collision different selon la topologie des objets 3D,
i.e. :

e si ceux-ci sont déformables ou non;

e si leurs formes géométriques sont définies par un modele mathématique ou par un modele poly-
gonal.

Les objets 3D utilisés dans notre modele ont tous un modele mathématique associé a leur forme
géométrique, et sont tous traités comme étant des solides indéformables. Dans ce contexte, connaissant
les positions et orientations des objets 3D dans l'espace, ainsi que leur géométrie, la détection de
collision consiste a indiquer si oui ou non ils sont en contact.

Ce calcul, effectué sur les formes exactes des objets, est généralement coliteux. C’est pourquoi,
afin d’augmenter les performances, la technique des volumes englobants est généralement utilisée. Elle
consiste a approximer les formes géométriques exactes des objets 3D par des formes élémentaires de
type sphere ou boite ; la détection de collision se fait alors sur ces formes élémentaires, et s’en retrouve
ainsi accélérée — principalement quand les collisions sont peu nombreuses.

En outre, la détection de collision atteste plus exactement si, oui ou non, deux objets 3D se
chevauchent. Pour connaitre ’état de contact de tous les objets 3D, il suffit de répéter celle-ci a
I'ensemble des paires d’objets 3D. Nous obtenons alors une complexité en O(n?) dans le cas de n
objets 3D en mouvement, qui devient contraignante quand n est grand. L’idée est alors de mailler
I’espace, e.g. par des boites. Le test de collision ne se fait alors plus sur 'ensemble des objets 3D, mais
simplement sur les objets 3D voisins. La complexité est alors réduite et les performances de calcul
augmentées.

Ainsi, nous décrivons dans cette section, comment cette détection de collision est mise en ceuvre
dans notre modele.

4.4.2 Détection de collision Species3D — Species3D

Dans notre modele, les especes moléculaires de type Species3D sont représentées par des ellipsoides.
Dans ce paragraphe, nous présentons comment détecter de maniére exacte une collision entre deux
ellipsoides, puis ensuite comment optimiser ce test de collision.

4.4.2.1 Détection de collision entre deux ellipsoides

La séparation de deux ellipsoides peut étre mise en évidence par la condition algébrique décrite par
Wang et al. [2001]. A partir de cette derniere, ces auteurs ont proposé un algorithme pour la détection
de collision entre ces formes géométriques [Wang et al., 2004]. Ils démontrent que leur méthode est &
la fois exacte, i.e. la détection de collision est exacte, et efficace en terme de temps de calcul. C’est
pourquoi nous choisissons de réutiliser leurs travaux dans notre modele. Ainsi dans ce paragraphe,
apres une présentation de la méthode proposée dans [Wang et al., 2001, 2004], nous exposons la
maniere dont nous la réutilisons, ainsi que quelques optimisations que nous y apportons.

Rappel : équation d’un ellipsoide

Soit (A) un ellipsoide de rayon as, a, et a.. Dans le repere local lié & (\A), et orienté selon les axes
de celui-ci, 'ellipsoide admet pour équation ’expression

2 2
X z
2y

=1. (4.45)
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Celle-ci s’écrit sous forme matricielle

Lo o0 o]
az2 ) z
ey 2 1] © a7 ° 0 Y1 =XxTAx =o. (4.46)
Y 1 z
0 0 — 0 1
0 0 0 1|

Si M est la matrice en coordonnées homogenes associée a la position et a I’orientation de I'ellipsoide,
Iéquation (4.46) a pour expression dans le repere global

(XM HTAM™IX = 0. (4.47)

Détection de collision : principe de base

Soient deux ellipsoides (A) : (XM ~)TAM=1X =0et (B) : (XN~1)TBN~1X = 0. Leur polynéme
caractéristique est défini par

JO) = det (AMHTAM 4 (NTH)TBN ) (1.48)
a4)\4+a3)\3 +a2)\2 + a1 A+ ag .
L’équation
fA) =0 (4.49)

est leur équation caractéristique.

Le polynoéme (4.48) est un polynéme de degré quatre en A, 'équation (4.49) possede donc quatre
racines.

D’apres [Wang et al., 2001], nous savons que :
e ’équation caractéristique a toujours au moins deux racines négatives;

e les ellipsoides (A) et (B) sont disjoints si et seulement si ’équation caractéristique admet deux
racines distinctes positives ;

e les ellipsoides (A) et (B) ont un seul point de contact si et seulement si ’équation caractéristique
admet une racine double positive.

Notons que seul le signe des racines est important ; ainsi pour détecter la collision entre deux
ellipsoides, il n’est pas nécessaire d’effectuer le calcul coliteux des racines de 1'équation (4.49), mais
simplement d’étudier leur signe.

Ainsi, la méthode pour détecter la collision entre deux ellipsoides se divise en deux phases :
e le calcul des cing ceefficients a; du polynome caractéristique (4.48);

e I’étude du signe des racines de 1’équation (4.49).

Calcul du polynéme caractéristique
Posons P = (M HTAM ! et Q = (N~1)TBN~!. Nous pouvons remarquer que
FO) = det(A\P+Q)

det (P()\Id + P—lQ))
= det(P)det(\ld + P~1Q)

Ainsi, résoudre ’équation (4.49) revient a résoudre 1’équation
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det(P)det(A\ld + P~'Q) = 0,

soit

det(\Id + P~'Q) = 0.

Les ceefficients a; associés sont donnés par

ag = det(P71Q)
ag = -
ag = -
az = trace(P71Q)
a4 = 1.0
En remarquant maintenant que
ay = det(Ple)

det(P~1) x det(Q)
det(A™1) x det(B)

nous obtenons au final

w = (a2 a.2)/(b. b, b.?)
ay =

ag = -

az = trace(P71Q)

ay = 1.0

Le calcul du polynéme caractéristique implique ainsi beaucoup moins d’opérations, et en est donc
fortement accéléré.

Afin d’optimiser au maximum 1’évaluation des ccefficients a;, nous recommandons d’implé-
menter le calcul de la maniére suivante :

e calcul de P71,
e calcul de @,
e calcul de Z = P71Q,

e calcul des coefficients a;.

Etude du signe des racines de I’équation caractéristique

Nous avons déja souligné que le calcul des racines de 1’équation caractéristique n’est pas nécessaire,

il suffit simplement d’en étudier le signe en utilisant par exemple les suites de Sturm [Hook et McAree,
1990].

@ Le code d’une fonction C détectant la collision entre deux ellipsoides qui utilise la méthode et
les optimisations décrites dans ce paragraphe est fourni dans I’annexe C.

Malgré les diverses optimisations proposées dans ce paragraphe, le calcul de la détection de collision
entre deux ellipsoides reste globalement colteux. Nous pouvons toutefois remarquer qu’en cinétique
biochimique, les systémes sont souvent dilués, i.e. les collisions entre molécules sont en général peu
fréquentes. Il parait alors légitime d’utiliser la technique des volumes englobants pour accélérer la
détection de collision. Nous avons ainsi choisi dans cette these d’utiliser les boites englobantes orientées
[Gottschalk et al., 1996], pour approximer les ellipsoides.
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FIGURE 4.6 — Approximation d’un ellipsoide par
une boite englobante orientée. Une boite englo-
bante orientée est une boite rectangulaire, ayant une
orientation arbitraire dans I’espace. De maniere ana-
logue a lellipsoide, elle est définie par trois rayons, et
approche avec précision la géométrie de celle-ci.

4.4.2.2 Détection de collision entre deux boites englobantes orientées

Une boite englobante orientée est une boite rectangulaire, ayant une orientation arbitraire dans
I’espace. Comme D'ellipsoide, elle est définie par trois rayons. Elle approxime avec une grande précision
la géométrie de l'ellipsoide, tout en gardant une détection de collision rapide. La figure 4.6 illustre
I’approximation d’un ellipsoide par une boite englobante orientée.

Nous proposons d’utiliser I’algorithme développé par Gottschalk et al. [1996] pour notre test de
collision. Celui-ci utilise la technique des axes séparants. Il existe, entre deux boites, 15 axes séparants
potentiels. Ainsi, tester I'intersection entre ces deux boites revient a calculer chacun de ces 15 axes;
des que 'un d’entre eux se révele étre séparant, il est conclu que les boites sont disjointes; si aucun
de ces 15 axes n’est séparant, alors les boites sont en collision.

4.4.2.3 Bilan

Au final, la détection de collision entre deux especes de type Species3D se résume par 'algorithme
donné dans la figure 4.7. Les ellipsoides étant approximés par des boites englobantes orientées, le test
de collision se fait tout d’abord sur les boites : si celles-ci sont disjointes, il est directement conclu que
les ellipsoides ne sont pas en contact; dans le cas contraire, le test de collision s’effectue alors sur la
forme exacte.

L’utilisation de la technique des volumes englobants se justifie ici par le fait que les systémes biochi-
miques que nous modélisons sont classiquement dilués, i.e. les collisions entre les especes moléculaires
sont peu fréquentes; la détection de non-collision étant beaucoup plus efficace en utilisant la forme
géométrique approchée plutot que la forme géométrique exacte, il en résulte un gain indéniable dans
les performances.
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Positif Positif

Négatif

FIGURE 4.7 — Algorithme de détection de collision Species3D — Species3D.
La figure illustre comment sont détectées les collisions entre les especes de type
Species3D dans notre modele. Afin d’augmenter les performances, le test de colli-
sion se fait d’abord sur la forme géométrique approchée, i.e. une boite englobante
orientée. Si celui-ci se révele positif, il est réitéré sur la forme géométrique exacte.
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0 <]

FIGURE 4.8 — Détection de collision Species2D — Species2D : cas d’une
surface plane. Deux especes (A) et (B) diffusent sur une surface plane (S). A —
lorsque la distance d entre leur centre est supérieure a la somme de leurs rayons,
elles sont séparées. B — lorsque la distance d séparant leur centre est inférieure a
la somme de leurs rayons, elles sont en contact.

4.4.3 Détection de collision Species2D — Species2D

Les espeéces moléculaires de type Species2D ont pour forme géométrique le disque. Elles diffusent
en deux dimensions dans le plan d’une surface qui peut étre soit plane, soit sphérique. Nous détaillons
ici ainsi comment détecter les collisions entre deux de ces especes. Notons que ’environnement peut
éventuellement étre composé de plusieurs surfaces : la détection de collision se fait alors simplement
entre les especes appartenant a la méme surface.

Soient A et B, les centres de deux especes moléculaires de type Species2D, de coordonnées res-
pectives (z4,y4,24) et (xp,yp,zp). Soient R4 et Rp, les rayons respectifs de ces espéces.

Ces deux especes diffusent dans le plan de la surface, que celle-ci soit plane ou sphérique; elles sont
donc en collision si et seulement si la distance sur la surface, d, séparant leurs centres, est strictement
inférieure a la somme de leurs rayons respectifs, soit

d < (Ras+ Rp). (4.50)

Cas d’une surface plane

Dans le cas d’une surface plane, nous avons

d* = (x5 —2a)* + (yB —ya)* + (2B — 2a)". (4.51)

Notons, dans ce cas, qu’il est plus judicieux de faire la comparaison
d*> < (Ra+ Rp)?,

car ainsi, nous évitons 'utilisation de la fonction racine carrée, cotuiteuse en temps de calcul.

La figure 4.8 représente la détection de collision entre deux especes de type Species2D dans le cas
d’une surface plane.
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FIGURE 4.9 — Détection de collision Species2D — Species2D : cas d’une
surface sphérique. Deux especes (A) et (B) diffusent dans le plan d’une surface
sphérique (S) de centre S et de rayon Rg. La distance d séparant leur centre sur
cette surface est déduite de ’angle o entre les vecteurs SA et SB. A — si la distance
d est supérieure a la somme de leurs rayons, les especes sont disjointes. B — si la
distance d est inférieure a la somme de leurs rayons, elles se chevauchent.

Cas d’une surface sphérique

Dauns le cas d’une surface sphérique, ol (zg, ys, zs) définit les coordonnées du centre S de la sphere
— —
et Rg son rayon, le produit scalaire des vecteurs SA et SB vaut

—_— — — —
SA-SB=|SA|-|SB| - cosa,

ou « est 'angle séparant les vecteurs. Celui-ci est alors donné par

.'17A'$B+yA‘yB+ZA‘ZB>
Rg? ’

La distance sur la surface séparant les centres des deux especes moléculaires est dans ce cas

G = arccos (

d=a«a- Rg, (4.52)
« s’exprimant en radians.

La figure 4.9 illustre la détection de collision entre deux especes de type Species2D diffusant dans
le plan d’une surface sphérique.

4.4.4 Détection de collision Species3D — Surface

Les especes moléculaires de type Species3D diffusent en trois dimensions au sein du volume. Celui-
ci peut accessoirement contenir des surfaces de type plane ou sphérique, avec qui les especes peuvent
alors éventuellement collisionner. Ces especes ayant pour forme géométrique lellipsoide, détecter une
collision entre une espece de type Species3D et une surface revient alors a détecter une collision entre
un ellipsoide et un plan, ou un ellipsoide et une sphére. Nous présentons ici comment effectuer ces
tests de collision. Nous traitons & nouveau séparément les cas des surfaces planes et les cas des surfaces
sphériques.
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Cas d’une surface plane

Soit (5), la surface & laquelle est associé le plan (P) d’équation

PT.X =0,
ou
a
p=|? ,
C
d
et
X
x=|"7
z
1

Soit (E), Pellipsoide de rayons 74, ry et r, associé a l'espéce moléculaire de type Species3D. Soit
M, la matrice en coordonnées homogenes définissant la position et ’orientation de ’ellipsoide. Notons
H la matrice

re 0 0 0
o r 00
H=109 0 r o
0 0 0 1

L’application de la transformation affine, M x H, ramene le probleme de détection de collision
entre un plan et un ellipsoide, au probleme canonique de la détection de collision entre un plan et la
sphere unité placée a l’origine. Ainsi, si nous notons P’, le vecteur défini par

P=|" | =P'xMxH,
le test de collision, entre ’ellipsoide et le plan, est positif si et seulement si,

d/
‘ <1 (4.53)

v/ a? + 2%+

Cas d’une surface sphérique

Pour détecter la collision entre un ellipsoide et une sphére, nous réutilisons la méthode développée
dans la section 4.4.2. Celle-ci propose un test de collision, a la fois exact et rapide, entre deux especes
de type Species3D. Celles-ci étant représentées par des ellipsoides, et la sphere étant un ellipsoide
particulier, i.e. un ellipsoide ayant ses trois rayons égaux, la méthode précédemment décrite est alors
parfaitement adaptée.

Dans cette section, nous avons proposé des méthodes qui permettent la détection de collision entre
les différents éléments de I’environnement, i.e. entre les especes de type Species3D, entre les especes
de type Species2D, et enfin entre les especes de type Species3D et les objets de type Surface. Nous
n’avons pas traité le cas d’une collision entre une espece de type Species3D et une espece de type
Species2D, car cette derniere diffusant dans le plan d’une surface, la détection de collision entre
I’espece de type Species3D et la surface suffit aux besoins requis dans cette section. Dans chaque
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cas, une attention particuliere a été apportée quant a l'optimisation de l'algorithme ainsi qu’a son
implémentation.

Nous avons utilisé la technique des volumes englobants afin d’optimiser la détection de collision
entre ellipsoides. Celle-ci se justifie par le fait que les systémes biochimiques que nous modélisons
sont dilués et qu’ainsi, les collisions entre especes moléculaires sont peu nombreuses. Nous n’avons pas
utilisé cette technique pour la détection de collision entre disques, celle-ci étant déja optimale.

Les diverses méthodes que nous avons présentées dans cette section permettent la détection de
collision seulement sur une paire de formes géométriques. Ainsi, suite & son déplacement, chaque
espece doit appliquer celles-ci a toutes les formes géométriques de I'environnement, ce qui rend le
calcul tres cotiteux. C’est pourquoi, comme nous ’avons mentionné au début de cette section, afin
d’augmenter les performances, I’espace doit étre maillé. Bien que cette technique soit ici utilisée, nous
ne l’avons pas détaillée, un algorithme étant déja proposé par la bibliotheque AREVIQ [Harrouet
et al., 2006], que nous utilisons pour implémenter notre modéle.

4.5 Gestion des collisions

La section précédente a présenté I’ensemble des techniques implémentées dans notre modele pour
détecter les collisions entre les différents éléments présents dans ’environnement. Cependant, celles-ci
indiquent simplement si deux objets sont oui ou non en intersection. En cas de collision, celle-ci doit
étre gérée, i.e. les objets ne doivent pas se chevaucher les uns les autres, mais plutot ne posséder qu’un
seul point de contact, I'intérét étant qu’a chaque fin de cycle de la simulation, aucun objet ne se trouve
en collision. Cette section décrit comment ceci est ici mis en ceuvre.

Soumise au mouvement brownien, chaque espece diffuse dans l’environnement. Nous notons tg
I'instant auquel elle entame son déplacement, et ¢; instant auquel elle le termine. Si une collision
doit étre gérée, nous savons qu’a l'instant ¢y, 'espece ne chevauche aucun objet de ’environnement,
mais qu’a l'instant ¢; elle est en collision ; celle-ci étant détectée via les techniques décrites dans la
section précédente. Ainsi, dans cette section, nous cherchons & déterminer la position et 'orientation
de Vespece a linstant tepoe (to < tehoe < t1), au cours duquel elle ne posséde plus qu’un seul et unique
point de contact avec le ou les objets avec qui elle est entrée en collision.

Ainsi, la position et l'orientation de ’espece moléculaire — qu’elle soit de type Species3D ou
Species2D — est définie a 'instant ¢y par la matrice en coordonnées homogenes My suivante

Ry To
My =

0 0 0 1

A Tlinstant tq, elles sont données par la matrice My suivante

R’y T
M,y

0 0 O 1

@Nous rappelons que 'outil AREVT est une bibliotheque écrite en C++, qui permet la simulation d’entités autonomes
ainsi que du rendu 3D. Elle est développée et maintenue au sein du CERV, et représente le noyau central des activités
de recherche qui y sont menées. Pour plus de détails, voir http://www.enib.fr/ harrouet/.
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Nous détaillons tout d’abord comment interpoler la trajectoire, i.e. les positions et orientations,
suivie par l'espéce moléculaire durant 'intervalle de temps [to;¢1]. Nous cherchons donc ici & calculer
une matrice M (t), exprimée en coordonnées homogenes, qui approxime la trajectoire suivie par I’espece
durant cet intervalle de temps (nous avons donc to <t < ¢1). Cette matrice M (t) est donnée par

R(t) T(t)
M(t) =

0 00 1

Nous présentons ensuite comment, & partir de cette matrice, nous pouvons déterminer la date du
choc, et ainsi la position et 'orientation de I’espece a cet instant.

4.5.1 Interpolation de la trajectoire

Diverses techniques sont utilisées en animation 3D pour interpoler les positions et orientations
d’objets 3D. Citons par exemple, les courbes de BEZIER [Eberly, 2001] pour I'interpolation des mou-
vements de translation, et le « SLERPING » [Shoemake, 1985] pour l'interpolation des mouvements de
rotation. Nous choisissons ici d’utiliser le caractere fractal du mouvement brownien [Mazo, 2002], mis
en évidence par Jean Perrin (cf. section 1.2.2), pour interpoler les différentes trajectoires suivies par
nos especes moléculaires. Nous traitons séparément les cas des especes de type Species3D et de type
Species2D.

4.5.1.1 Cas des especes de type Species3D

Durant un intervalle de temps [to; t1], chaque espéce moléculaire de type Species3D effectue en
trois dimensions plusieurs petits mouvements de translation et de rotation. Néanmoins, compte-tenu
du caractere fractal du mouvement brownien [Mazo, 2002], Papplication qui transforme la matrice My
en My, i.e. la somme de ces petits mouvements de translation et de rotation, peut étre ici approximée
par un mouvement composé seulement d’une translation et d’une rotation.

Alors, le vecteur T associé a la translation est donné par

T =T, — T, (4.54)

et la matrice R associée a la rotation par

R=Ry' x Ry. (4.55)

A cette matrice de rotation est bien évidemment associée une infinité de couples (vecteur, angle).
Nous proposons d’utiliser ici le couple ayant I’angle le plus petit en valeur absolue. La méthode pour
extraire ce couple de la matrice R est donnée par exemple dans [Eberly, 2001]. Nous associons ainsi
4 la matrice R, une rotation de vecteur w et d’angle a.

En considérant les vitesses de translation et de rotation constantes, la matrice M (t) est donnée
par

Tw = TO(tiljti) + 1 (ti:tfo)’ (4.56)
et
R(t) = Ro x R(W,a(t)), (4.57)

ott R(W,a(t)) est la matrice associée & la rotation de vecteur u et d’angle a(t), avec
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a(t) = o t—t ). (4.58)

t1 —to

4.5.1.2 Cas des espéces de type Species2D

Nous rappelons que les especes moléculaires de type Species2D étant représentées par un disque,
nous ne simulons pas leurs mouvements de rotation. La trajectoire a interpoler est alors seulement
composée d'un mouvement de translation. Ainsi, nous présentons comment ceci est implémenté dans
notre modele, quand la translation se fait soit sur une surface plane, soit sur une surface sphérique.

Cas d’une surface plane

Le cas d’'un mouvement de translation sur une surface plane est trivial. Ainsi, en supposant la
vitesse constante, nous obtenons pour la matrice M (t)

T® = To(ttll:ti) JrTl(ttl:t;O)’ (4.59)
et
R(t) = Ry. (4.60)

Cas d’une surface sphérique
—
Notons Tz, le vecteur de coordonnées
0
N
T; = 0
Rs

Nous avons vu, dans la section 4.3.2, que la translation associée au mouvement brownien d’une
espece de type Species2D sur une surface sphérique est reproduite dans notre modele par la compo-
sition de trois transformations, & savoir :

—
e une translation de vecteur —Tz,
. —
e une rotation d’angle « et de vecteur w,
. —
e une translation de vecteur T'.

Nous rappelons que celles-ci sont exprimées dans le repere local a I'espece. L’interpolation consiste
tout d’abord & obtenir les valeurs de I’angle o et du vecteur . Ces parametres sont extraits de la
matrice de rotation R, donnée par

R=Ry" x Ry,

en utilisant par exemple, comme précédemment, la méthode décrite dans [Eberly, 2001]. Soit
R(W,a(t)), la matrice associée a la rotation de vecteur u et d’angle a(t) donné par

oft) = o 10, (4.61)

t1 —to
Alors la matrice M (t) s’obtient de la maniére suivante :

M(t):M()X
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} Etat
Collision —--------mmm ———— -
pasde | 4
collision
R | % e —
to tehoce ty

FIGURE 4.10 — Gestion des collisions : principe. Suite & son déplacement,
I’espéce moléculaire passe d’un état de non-collision a l'instant tg a un état de
collision a l'instant ¢;1. La date tcnoc représente l'instant ou l’espece ne possede
qu’un seul point de contact avec le ou les objets avec qui elle collisionne, et est
ainsi la date ou elle bascule d’un état vers 'autre.

4.5.2 Calcul de la date du choc

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré comment interpoler les trajectoires de nos
différentes especes moléculaires, entre un instant g ou elles ne sont en contact avec aucune autre
espece ou aucun élément géométrique de ’environnement, et un instant ¢; ou elles sont en collision
avec I'un ou plusieurs d’entre eux. Le but de cette section étant de gérer ces chevauchements, ce
paragraphe présente une méthode qui détermine la date du choc t.p,c en utilisant les matrices d’inter-
polation M (t) développées dans le paragraphe précédent. La méthode décrite ici s’applique & chaque
espece, qu’elle soit de type Species3D ou de type Species?2D.

A la date tg, I'espece moléculaire n’est pas en collision. Suite & son déplacement, elle se trouve
a la date t; en intersection avec un ou plusieurs autres éléments de ’environnement. Mais avant de
chevaucher ceux-ci, elle a été un instant dans un état ou elle ne possédait qu’un seul point de contact
avec le ou les objets qu’elle collisionne. C’est a cette date t.poc, que I’espece moléculaire passe de ’état
de non-collision & I’état de collision@, et c’est celle-ci que nous cherchons ici a calculer. Ce mécanisme
est illustré sur la figure 4.10.

Dans la section 4.4, nous avons développé des méthodes attestant de ’état de contact de ’espece.
Plus exactement, selon la valeur de la matrice M associée a la position et 'orientation de celle-ci, ces
méthodes indiquent si oui ou non elle est en intersection. Ainsi, connaissant la matrice d’interpolation
M (), il est possible de mettre en évidence I’état de collision de 'espece a I'instant ¢, quand ¢ est
compris dans Uintervalle [tg;t1]. C’est pourquoi, nous proposons d’utiliser I’approche dichotomique
suivante pour déterminer la valeur de la date t.poc.

Soit t, € [to;t1], une date & laquelle espece n’est pas en collision, soit ¢, € [to;t1], une date a
laquelle 1’espece est en collision, et enfin soit ¢;, une date quelconque dans l'intervalle [to;¢1]. Nous
initialisons tout d’abord ces variables par

ta — to
ty «— 11
t; <« (ta + tb)/Q

L’étape suivante consiste & évaluer la matrice d’interpolation M (t) pour t = t;, puis & tester les
collisions compte-tenu de cette matrice et de la forme géométrique de ’espece moléculaire. Si ce test

®Nous supposons donc ici que, durant I'intervalle de temps [to;t1], 'espéce n’est soumise qu’a une seule et unique
collision avec un ou plusieurs autres objets.
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est positif, alors

ta — to

ty «— t;

ti o (tatty)/2
Si le test est négatif, nous avons

ta — ti

by — t

ti o (tatty)/2

Cette procédure est réitérée n fois, afin que I'erreur numérique obtenue soit inférieure a l'erreur e
imposée par I'utilisateur. Le nombre d’itérations n est alors donné par

In(t; —to) —Ine 1),

:E(
K In2

ou E(z) désigne la partie entiere de x. Au final, la valeur retenue pour t.po. est celle de ta@, et
Pespece est positionnée et orientée selon la matrice M (tcpoc). Cet algorithme est résumé sur la figure
4.11.

Dans cette section, nous avons décrit comment sont gérées les collisions entre les différents objets
3D de l'environnement. La technique proposée consiste a interpoler les trajectoires suivies par les
especes en utilisant le caractere fractal du mouvement brownien, puis a déterminer le couple position
et orientation de ’espece au moment du choc par une approche dichotomique. La méthode obtenue est
a la fois précise et efficace. Une fois la collision gérée, I’espece est susceptible de réagir avec 1’élément
qu’elle a collisionné via un schéma bimoléculaire. La section suivante décrit comment ceci est traité
dans notre modele.

4.6 Reéaction bimoléculaire

Nous présentons dans cette section comment sont simulées, dans notre modele, les réactions du
type

k

R: A+B — C (4.62)

ou k est la constante cinétique de la réaction qui s’exprime en M 1. 571,

Pour qu’une telle réaction se produise, il faut avant tout que les deux réactifs aient collisionné.
Nous supposons donc ici que les réactifs A et B sont bien entrés en contact. Le principe de notre
méthode est alors, compte-tenu de cette collision, de décider si la réaction a effectivement lieu ou non.

Nous avons développé dans la section 4.4 des techniques pour détecter les collisions, et dans
la section 4.5 des techniques pour les gérer. Nous savons donc détecter et gérer les collisions entre les
especes de type Species3D, entre les especes de type Species2D, et entre les especes de type Species3D
et les objets de type Surface. Nous n’avons néanmoins pas décrit le cas d’une collision entre une espéce
de type Species3D et une espece de type Species2D. Nous savons toutefois attester de la collision
entre une espece de type Species3D et d’un objet de type Surface, ainsi qu’amener ceux-ci dans une
configuration ou ils n’ont plus qu'un seul point de contact. Les especes de type Species2D diffusent
dans le plan de surface, ainsi tester une collision entre une espece de type Species3D et une espece de
type Species2D, revient a comparer la distance sur la surface entre le point de contact entre 1’espece
de type Species3D et l'objet de type Surface, et la valeur du rayon du disque associé a ’espece de

@)Ainsi7 P’espece n’est pas, numériquement parlant, en collision.
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Négatif

Positif

Négatif

Positif

FIGURE 4.11 — Gestion des collisions : algorithme. Les collisions sont gérées
en utilisant une méthode dichotomique qui détermine apres n itérations, la date
du choc tenoe = ta.
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type Species2D. Si cette distance est inférieure a ce rayon, alors les deux especes sont en collision et
inversement.

Nous présentons tout d’abord la théorie associée a notre méthode, qui recourt a celle des réactions
controlées par la diffusion développée par von Smoluchowski [1917], pour en décrire ensuite Palgo-
rithme.

4.6.1 Théorie

Nous avons vu dans la section 1.1.5 qu’'une réaction bimoléculaire pouvait étre décomposée en deux
étapes élémentaires :

e un processus de transport qui va amener les deux réactifs a se rencontrer et a collisionner ;
e la réaction en elle-méme, i.e. la transformation des réactifs en produits.

Quand I’étape cinétiquement limitante est le processus de transport, la réaction est dite controlée
par la diffusion. Selon la théorie développée par von Smoluchowski [1917], la constante k de la réaction
(4.62) peut dans ce cas étre approchée par la constante kgp,0;, donnée par

Ksmol 247T(DA+DB)(TA+7“B)NA, (4.63)
ou :
e D4 et Dp sont respectivement les coefficients de diffusion des especes A et B

e 74 et rp sont respectivement les rayons des especes A et B supposées de forme sphérique.

Cette théorie suppose que toutes les collisions entre les especes A et B sont productives, i.e.
induisent une réaction. Ainsi, la constante kg0, quantifie la contribution du processus de transport a la
réaction dans sa globalité. C’est pourquoi, le ratio k/ksmor doit étre un bon indicateur du pourcentage
de collision induisant une réaction.

Soit R, I’événement « suite a une collision, la réaction R a lieu ». Nous avons alors

P(R) = i (4.64)

ksmol

Ainsi, équation (4.64) approxime la probabilité que, suite & une collision, la réaction (4.62) ait
lieu.

4.6.2 Algorithme

De la constante k de la réaction, des coefficients de diffusion et des rayons des espéces A et B, nous
déduisons donc la probabilité que la réaction (4.62) se produise suite & une collision. Cette probabilité
est donnée dans 1’équation (4.64).

Soit a nouveau R, I’événement « suite a une collision, la réaction R a lieu », et soit R, I’événement
« suite a une collision, la réaction R n’a pas lieu ». Soit X, un nombre réel généré aléatoirement, et
qui suit la loi uniforme sur I'intervalle [0; 1. Nous avons

P(o <X < P(R)) — P(R)
(4.65)
P(P(R) <X < 1) = P(R)

Ainsi, I'événement qui prend place est déterminé selon la valeur de X ; ceci s’opére de la maniere
suivante
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Si0< X < P(R) = Réaction R

Si P(R)< X <1 = PasDeRéaction

Ainsi, la variable aléatoire associée aux événements R et R suit une loi de Bernoulli.

En résumé, I’équation (4.64) donne la probabilité que la réaction R se produise suite & une collision
entre une espéce A et une espece B. Lorsque cet événement a effectivement lieu, un nombre aléatoire
X, qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [0; 1], est généré puis comparé & la probabilité (4.64). Si X
est strictement plus petit que cette probabilité, la réaction se produit, et sinon, celle-ci n’a pas lieu.

4.7 Discussion

Nous avons vu dans la section 2.2.6, que les méthodes numériques typiquement utilisées pour la
modélisation et la simulation de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique ne permettent pas
Iexpérimentation in virtuo de cette derniere. C’est pourquoi, nous avons développé dans ce chapitre,
un modele qui rend possible ce nouveau type d’expérimentation.

Pour cela, nous avons proposé un systeme multi-agents, ou chaque agent, réactif et autonome,
représente une espece moléculaire. Ces especes sont présentes au sein d’un volume, qui peut éventuel-
lement étre composé de surfaces caractérisant les éléments géométriques de l’environnement. Deux
types d’especes ont alors été définis :

e les especes de type Species3D, qui diffusent en trois dimensions dans le volume;
e les especes de type Species2D, qui diffusent en deux dimensions sur une surface.

Les especes de type Species3D ont pour forme géométrique l'ellipsoide, tandis que les especes
de type Species2D sont représentées par un disque. Elles peuvent en outre réagir selon des schémas
unimoléculaire ou bimoléculaire.

Dans la section 2.2.1, nous avons vu que les especes moléculaires sont classiquement définies par
des points. Ayant représenté celles-ci par soit des ellipsoides, soit des disques, nous sommes dans cette
these, allés plus loin dans leur modélisation géométrique.

Associer l'ellipsoide & la forme tridimensionnelle d’une espece moléculaire en solution est un bon
compromis. En effet, la plupart d’entre elles ont une géométrie qui s’approxime bien par ce type de
surface quadrique, et celle-ci reste peu colteuse a simuler, a la fois dans le mouvement brownien et
dans la détection de collision.

Les especes moléculaires qui diffusent en deux dimensions sur une surface ont pour forme géométri-
que le disque. Ce choix est bien plus discutable. En effet, ces especes ont normalement une géométrie
tridimensionnelle. Néanmoins, 1'idée était de représenter les especes qui diffusent en trois dimensions
par un objet 3D, et les especes qui diffusent en deux dimensions par un objet 2D ; ceci facilite ici les
calculs. En outre, le disque reste quand méme une meilleure approximation que le point.

Les agents especes moléculaires, qu’ils soient de type Species3D ou de type Species2D, obéissent
tous au méme algorithme, donné sur la figure 4.2. Nous avons détaillé point par point les différentes
étapes le composant, et nous discutons ci-apres chacune d’entre elles. Notons que celles-ci sont pour
la plupart fondées sur la génération de nombres aléatoires, étant donné que les phénomenes qu’elles
reproduisent admettent un modele théorique stochastique a 1’échelle microscopique.

4.7.1 Réaction unimoléculaire

La section 2.2.3 a montré qu’a ’échelle microscopique les réactions unimoléculaires sont simulées
par le méme algorithme. Celui-ci consiste tout d’abord a calculer les probabilités des différents
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événements, i.e. les probabilités que telles ou telles réactions aient lieu, ainsi que la probabilité qu’au-
cune d’entre elles ne se produise. Il consiste ensuite a générer un nombre aléatoire qui suit la loi
uniforme sur U'intervalle [0; 1], et selon la valeur de celui-ci, & déterminer 1’événement qui prend place.
Nous avons inclus cet algorithme dans notre modele.

Les performances de celui-ci peuvent étre améliorées par I'utilisation de tables© calculées & I'ini-
tialisation de la simulation. Compte-tenu de ’aspect interactif de I'expérimentation in virtuo, i.e.
la modification en ligne des parametres de la simulation par l'utilisateur, cette méthode n’est plus
forcément optimale dans ce contexte. C’est pourquoi, elle n’est pas implémentée dans notre modele.

4.7.2 Mouvement brownien

Nous avons développé des méthodes informatiques pour la simulation du mouvement brownien
en trois dimensions d’un ellipsoide, et en deux dimensions d’'un disque. Le mouvement brownien de
lellipsoide se fait en translation ainsi qu’en rotation, tandis que le mouvement brownien du disque ne
se fait qu’en translation.

Nous avons ainsi proposé un algorithme pour la simulation du mouvement brownien de ces formes
géométriques. Celui-ci consiste a déterminer la matrice de transformation associée a un pas de la
marche aléatoire, puis a appliquer celle-ci a la forme géométrique afin qu’elle effectue ce pas. La
procédure est réitérée n fois, pour reproduire le mouvement brownien de I’espece sur un intervalle de
temps de longueur At = ndt. Notre algorithme est en outre dit ezact, car il dérive directement du
modele de marche aléatoire du mouvement brownien indépendamment décrit par Einstein et Smolu-
chowski, cf. section 1.2.2.

Bien qu’une attention particuliere ait été apportée quant a l'implémentation de ’algorithme
précédent, son exécution reste néanmoins relativement lente@. Ainsi, nous avons proposé une op-
timisation de ce dernier, utilisant des approximations données par la théorie du mouvement brownien,
mais au prix d’une perte de précision numérique. Ce nouvel algorithme consiste a générer, pour cha-
cune des variables aléatoires associées a un des mouvements de translation ou de rotation, un nombre
aléatoire donné par une distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance 2D;At ou, selon la
forme géométrique de I’espece moléculaire, i = z, y, z, 05, 0, ou 0., ou ¢ = x ou y. Cet algorithme
reproduit ainsi le mouvement brownien des especes moléculaires durant le méme intervalle de temps
que le précédent, mais nécessite largement moins de calculs : le gain dans les performances est alors
évident.

Cet algorithme est similaire & ceux utilisés dans les outils cités dans la section 2.2, pour reproduire
le mouvement brownien des especes moléculaires; i.e. pour opérer une marche aléatoire. En effet, ils
consistent tous a générer un ou plusieurs nombres aléatoires de distribution gaussienne qui déterminent
alors le déplacement qu’opere ’espece moléculaire. En revanche, dans ces outils, les especes sont
représentées par des points et leur mouvement brownien n’est alors conséquemment composé que d’un
mouvement de translation. Notre modele va non seulement plus loin dans la représentation géométrique
des especes, mais tient aussi compte de toutes les composantes de leur mouvement brownien, i.e. il
simule le mouvement brownien de rotation, au moins pour les especes ayant pour forme ’ellipsoide.

Plusieurs algorithmes simulant le mouvement brownien dans ’espace de particules rigides, et de
formes géométriques arbitraires, ont été décrits; e.g. [Allison, 1991; Fernandes et Garcia de la Torre,
2002]. Ceux-ci dérivent de la théorie proposée par Brenner [1965, 1967]; Happel et Brenner [1991]. Ces
algorithmes reproduisent ainsi les mouvements browniens de translation et de rotation de la particule
dans l'espace, et ce quelle que soit sa géométrie. Le déplacement durant un intervalle de temps At est
alors composé de trois translations selon les axes de la particule, et de trois rotations autour de ces

Ovoir par exemple [Knuth, 1998].

@ est certainement pourquoi, des algorithmes simulant le mouvement brownien & ce degré de précision sont quasi-
introuvables dans la littérature.
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axes. En tant que perspective, nous pouvons alors envisager d’inclure ceux-ci dans notre modele, afin
que les formes géométriques des especes moléculaires ne soient plus par exemple limitées a 1’ellipsoide.

Nous pouvons en revanche remarquer que ces algorithmes appliquent les trois rotations dans un
ordre prédéterminé et arbitraire. Or, comme nous I’avons mentionné dans la section 4.3.2, ceci introduit
un biais et des erreurs numériques par rapport au vrai mouvement de rotation. Pour résorber ce
probleme, nous avons proposé de représenter les trois rotations autour des axes de la particule par
une seule rotation définie par :

e un vecteur ayant pour coordonnées les angles des trois rotations autour des axes,
e un angle donné par la norme du vecteur précédent.

En paralléle de nos travaux, Beard et Schlick [2003] ont aussi traité cette question. Ainsi, en suivant
un raisonnement complétement différent, ils sont arrivés a la méme conclusion, a savoir que pour faire
disparaitre le biais, les trois rotations autour des axes de la particule peuvent étre représentées par
une seule rotation, celle définie précédemment. Ces résultats tendent ainsi a confirmer la validité de
notre algorithme.

4.7.3 Détection de collision

Les méthodes de détection de collision que nous avons développées dans ce chapitre permettent de
savoir si oui ou non des especes de type Species3D, des especes de type Species2D, et des especes de
type Species3D et des objets de type Surface, sont en contact.

Les especes de type Species3D ont pour forme géométrique 'ellipsoide. Ainsi, pour attester du
contact entre deux de ces formes, nous avons repris les travaux de Wang et al. [2001, 2004], auxquels
nous avons apportés quelques optimisations. Malgré celles-ci, le calcul de collision reste cotiteux, c’est
pourquoi nous avons utilisé la technique des volumes englobants pour ’accélérer. Nous avons ainsi
choisi les boites englobantes orientées pour approximer nos ellipsoides, et utilisé 1’algorithme proposé
par Gottschalk et al. [1996] pour tester I’état d’intersection. Les performances du calcul global de
collision s’en trouvent nettement améliorées.

Nous aurions pu choisir la sphere comme volume englobant pour nos ellipsoides. En effet, la
détection de collision entre spheres est plus efficace en terme de temps de calcul que celle entre boites
englobantes orientées. Cependant, I'approximation géométrique est bien plus grossiére qu’avec ces
derniéres, qui proposent quand méme une détection de collision rapide d’exécution [Gottschalk et al.,
1996]. Des tests comparatifs de performances indiqueraient quel est le meilleur volume englobant :
ceci peut alors étre envisagé en tant que perspective.

De maniere similaire aux outils cités dans la section 2.2, nous avons maillé I’espace afin de diminuer
le nombre de tests de collision, et ainsi améliorer les performances de calcul. L’algorithme utilisé est
celui implémenté dans la bibliotheque AREVT [Harrouet et al., 2006].

Selon le systeme a modéliser, plusieurs types de maillage peuvent étre envisagés, chacun étant
défini par un algorithme particulier; les références [Lin et Gottschalk, 1998; Lin et Manocha, 2004]
fournissent par exemple un état de 'art de ces algorithmes. Nous n’avons pas ici réfléchi a ’algorithme
optimal concernant notre systéeme : ce travail peut donc étre envisagé en tant que perspective.

4.7.4 Gestion des collisions

La gestion des collisions élimine les chevauchements entre les différents objets 3D. Pour cela, nous
avons proposé une méthode dans laquelle les trajectoires suivies par les différentes especes moléculaires
sont interpolées en utilisant le caractere fractal du mouvement brownien. Le couple position et orien-
tation de ’espece au moment du choc est ensuite déterminé par une approche dichotomique.
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De nombreuses méthodes sont disponibles dans la littérature pour I'interpolation des mouvements
de translation et rotation d’objets 3D dans I’espace, voir par exemple [Jiittler et Wagner, 2002]. Celles-
ci sont certainement plus précises que celle décrite dans ce chapitre. Néanmoins, notre méthode est a
la fois fidele a la théorie, et rapide en terme d’exécution.

Nous n’avons pas trouvé de références bibliographiques décrivant des méthodes pour la gestion des
collisions d’ellipsoides en mouvement ; c’est pourquoi nous avons proposé ici notre approche dichoto-
mique. Dans le cas de disques en mouvement de translation sur une surface, la position et I’orientation
exactes des disques au moment du choc peuvent étre facilement obtenues. Néanmoins, par souci d’ho-
mogénéité, nous avons a nouveau utilisé I’approche dichotomique.

Notre méthode est en revanche fondée sur 'hypothese qu’entre 'instant ot I’espece entame son
déplacement, et l'instant auquel elle le termine, elle n’est soumise qu’a une seule et unique collision
avec un ou plusieurs autres objets 3D de ’environnement. Ceci est bien évidemment faux dans la
réalité, bien que tres rarement toutefois. Pour étre sir de ne rater aucune collision sur la trajectoire,
il faudrait effectuer un test de collision avec tous les objets voisins sur ’ensemble de la trajectoire
suivie par l’espece ; ceci requiert beaucoup trop de calculs par rapport au gain dans la précision. Ainsi,
avec un pas de temps bien choisi, I’hypothese précédemment définie apporte précision et rapidité
d’exécution.

4.7.5 Réaction bimoléculaire

Pour qu’une réaction bimoléculaire ait lieu, il faut que les deux réactifs collisionnent. Cette collision
induit la transformation des réactifs en produits selon une certaine probabilité. Celle-ci s’obtient
généralement a partir de la constante cinétique de la réaction.

Nous avons conséquemment proposé un algorithme pour simuler ce type de réaction. Nous nous
sommes néanmoins limités au schéma

k
A+B — C

i.e. dans le cas d’un produit unique. Nous n’avons donc pas traité le cas de deux ou plusieurs
produits ; ce travail peut alors étre envisagé en tant que perspective.

Dans notre modele, nous utilisons la théorie des réactions controlées par la diffusion, élaborée
par von Smoluchowski [1917], pour calculer la probabilité de la réaction. En effet, celle-ci est déduite
du ratio entre la constante cinétique mesurée expérimentalement, et la constante cinétique théorique
obtenue si l'on traite la réaction comme étant contrélée par la diffusion. Le résultat de la comparaison
entre cette probabilité et un nombre aléatoire qui suit la loi uniforme sur 'intervalle [0; 1[, indique si
oui on non la réaction se produit.

Les outils cités dans la section 2.2 utilisent le méme algorithme. La différence réside dans le calcul
de la probabilité de la réaction. Chacun de ces outils propose sa méthode, mais celle définie ici reste
la plus simple et certainement la plus rapide d’exécution.

Conclusion

A T’échelle microscopique, la cinétique biochimique est classiquement reproduite par des marches
aléatoires. Néanmoins, la section 2.2.6 a conclu que les méthodes informatiques typiquement utilisées
dans ces simulations ne permettent pas I’expérimentation in virtuo de cette derniere. Dans ce mémoire,
nous soutenons la these inverse, c’est pourquoi nous avons proposé dans ce chapitre un modele qui
met en ceuvre 'expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique.

Nous avons tout d’abord donné un apergu général de notre systeme multi-agents, dans lequel
chaque agent représente une espece moléculaire. Ces especes sont soumises a des phénomenes tels les
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réactions unimoléculaires, le mouvement brownien, les collisions et les réactions bimoléculaires; nous
avons alors successivement décrit comment ceux-ci sont reproduits dans notre modele. Une discussion
de notre approche a en outre clos ce chapitre.

Ce modele est illustré sur 'exemple de 'activation de la prothrombine en thrombine par la pro-
thrombinase dans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Exemple macroscopique

Résumé — Dans ce chapitre, nous illustrons le modéle développé dans le chapitre 3, qui met en
ceuvre lexpérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a l’échelle macroscopique en milieu ho-
mogéne, sur un exemple applicatif : le test du temps de Quick (TQ) — test in vitro de routine utilisé
dans le domaine du diagnostic en hémostase. Nous proposons tout d’abord un modéle mathématique du
TQ qui s’exprime au moyen d’un systéeme d’EDO. Nous comparons alors les résolutions numériques
de ce systeme par les méthodes in silico auxr résolutions numériques par les méthodes in virtuo.
Les résultats de ces différentes comparaisons vérifient parfaitement la convergence d’ordre moyen
inférieur ou é€gal a deux des méthodes in virtuo, convergence décrite dans le chapitre 8. Notre modéle
mathématique du TQ est en outre validé expérimentalement en confrontant d’abord les TP mesurés
in vitro auz TP simulés in virtuo de 50 patients, puis ensuite les TP et les INR mesurés in vitro aux
TP et INR simulés in virtuo de 10 patients traités par antagonistes de la vitamine K.

Introduction

I’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique est typiquement décrite
A par un systeme d’EDO dont la solution est approchée par le biais d’une méthode numérique.
Cependant, la section 2.1.4 a démontré que les méthodes numériques classiquement utilisées pour
résoudre ces systemes d’EDO ne permettent pas l’expérimentation in virtuo de cette derniere. C’est
pourquoi nous avons proposé dans le chapitre 3 un modele qui met en ceuvre 'expérimentation in
virtuo de la cinétique biochimique & 1’échelle macroscopique en milieu homogene. Ce chapitre a pour
but d’illustrer ce modele sur ’exemple du test du temps de Quick, test in vitro de routine utilisé dans
le domaine du diagnostic en hémostase.

Pour cela, apres une description du principe de ce test, nous en proposons un modele mathématique
fondé sur un systeme d’EDOQO. Celui-ci est alors résolu a la fois par les méthodes classiques ainsi que
par les méthodes développées dans le chapitre 3 afin de les comparer. Enfin, nous confrontons notre
modele a des mesures expérimentales.
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5.1 Principe du test du temps de Quick

Le test du temps de Quick@ (TQ) [Poller, 2000] est 1'un des tests les plus utilisés dans le domaine
du diagnostic en hémostase. Il explore la voie extrinseque de la coagulation plasmatique et permet le
dépistage d’une éventuelle anomalie des facteurs I, II, V, VII ou X.

Pour cela, I’échantillon sanguin du patient est prélevé sur citraté de sodium — neutralisation du
calcium pour empécher une éventuelle activation de la coagulation — puis centrifugé — pour éliminer les
diverses cellules sanguines et ainsi obtenir du plasma. Le plasma ainsi obtenu est ensuite placé dans un
tube ot la coagulation est activée par 'ajout de calcium et de thromboplastine (extrait animal d’origine
bovine, lapine ou humaine, essentiellement composé de facteur tissulaire (FT) et de phospholipides).
Le temps de formation du caillot est alors mesuré; il est en général de 'ordre de 12 secondes pour
une personne saine. Le temps de Quick est donc le temps nécessaire a la formation d’un caillot dans
un plasma ou la coagulation a été activée par du calcium et de la thromboplastine.

Les anomalies détectées via ce protocole se traduisent par un allongement du temps de Quick; le
test révele donc une diminution de la concentration ou une baisse de 'activité des facteurs I, II, V,
VII ou X. On n’observe que tres rarement un raccourcissement du temps de Quick et seulement dans
des situations bien particulieres, e.g. activation de la coagulation lors du prélevement.

Toutefois le diagnostic ne s’exprime pas sur la valeur du temps de Quick; en effet, du fait de
la grande diversité des automates de mesures et des réactifs, un méme patient n’aura pas le méme
temps de coagulation d’un laboratoire a 'autre. Plusieurs méthodes ont donc été développées afin
d’homogénéiser les résultats [Poller, 2000] :

e la méthode du pourcentage d’activité,
e la méthode de l'index,

e la méthode du ratio,

e ...

En France, c’est la méthode du pourcentage d’activité qui est classiquement utilisée. Le temps de
Quick en secondes y est converti en tauzx de prothrombine@ (TP) en pourcentage par le protocole
suivant :

i. le temps de Quick d’un plasma sain est mesuré;
ii. ce plasma est ensuite dilué de moitié, puis son temps de Quick mesuré;
iii. on réitere le processus en diluant a nouveau le plasma initial mais cette fois-ci au tiers;

iv. on réitere une derniere fois le processus en diluant le plasma initial au quart.

Au final, quatre couples (dilution, temps de Quick) sont obtenus. Ces quatre points sont placés
sur un graphe avec en abscisse I'inverse de la dilution (1/100% = 1, 1/50% = 2, 1/33% = 3, 1/25%
= 4) et en ordonnée le temps de Quick en secondes. Ils définissent alors une droite que I’on appelle
droite de Thivolle : via cette droite d’étalonnage, le temps de Quick en secondes est converti en taux
de prothrombine en pourcentage, comme l'illustre la figure 5.1. C’est sur ce taux de prothrombine que
les médecins vont exprimer leur diagnostic : le patient est considéré sain lorsque le TP est dans la
fenétre 70 — 100 %, une valeur inférieure & 70 % réveéle une anomalie.

Du fait de sa grande sensibilité vis-a-vis des facteurs II, VII et X, le test du temps de Quick est
particulierement adapté au suivi et a la surveillance des traitements par antagonistes de la vitamine

K (AVK) [Poller, 2000].

@Le test tire son nom de son inventeur, Armand J. Quick. A origine, il a décrit le test comme révélateur d’un défaut
dans la coagulation des nouveau-nés et d’ictére obstructif.

(G lorigine, Armand J. Quick pensait que son test n’était sensible qu’a la prothrombine ; ainsi une mesure du temps
de coagulation via son protocole représentait, selon lui, une mesure directe de la concentration en prothrombine, d’ou
le nom « taux de prothrombine ».
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35

30 |

25

20

temps de Quick (s)

10 1 1 1 1
1/100 1/50 1/33 1/25

inverse de la dilution (%'1)

FIGURE 5.1 — La droite de Thivolle. La figure illustre la méthode du pourcentage d’activité
qui permet ’homogénéisation des résultats du test du temps de Quick. L’axe des abscisses
représente les inverses des dilutions d’un plasma sain, I’axe des ordonnées les temps de Quick
associés. Quatre couples (inverse de la dilution, temps de Quick) («) sont placés sur le graphe.
Ils définissent une droite, la droite de Thivolle : cette droite permet la conversion du temps
de Quick en secondes (a) en taux de prothrombine en pourcentage (v).
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La vitamine K est un nutriment indispensable a l’activité biologique de certaines protéines de
la coagulation, appelées facteurs vitamine K—dépendants@. Les traitements par AVK installent un
déficit de cette vitamine, les facteurs vitamine K-dépendants voient donc leur synthese diminuée : il
en résulte un effet anticoagulant.

Les AVK sont ainsi prescrits pour éviter la constitution ou 'extension d'une thrombose@. Ce-
pendant la posologie est tres difficile a déterminer : en effet, chaque malade réagit de maniere
extrémement différente au traitement, les causes de la variation pouvant étre dues a des interactions
médicamenteuses, génétiques, alimentaires, ’age, le poids, ... Ainsi un sous-dosage ré-instaurerait un
risque thrombotique tandis qu’un surdosage impliquerait un risque hémorragique : c’est pourquoi il
est indispensable que le traitement soit suivi et surveillé a ’aide d’examens biologiques. Le temps de
Quick étant particulierement sensible aux facteurs II, VII, X (facteurs vitamine K-dépendants), ceci
le rend parfaitement adapté a cette fonction.

Toujours dans un effort de standardisation des résultats, le suivi et la surveillance des traitements
AVK s’expriment en « International Normalized Ratio » (INR) dont Pexpression est donnée dans
Péquation (5.1).

INR = temps malade tst (5.1)
temps témoin

Le temps malade est le temps de Quick du patient. Le temps témoin est la moyenne des temps
de Quick d’un ensemble de plasmas sains. Il est propre & chaque laboratoire et est mesuré a chaque
changement de lot de thromboplastine sur un minimum de 20 adultes en bonne santé (50-100 sont
cependant recommandés). Chaque lot de thromboplastine doit aussi étre calibré par rapport & une
norme internationale de haute sensibilité. L’ « International Sensivity Index » (ISI) reflete cette ca-
libration du lot de thromboplastine par rapport & la thromboplastine dite de référence ou I'ISI a été
choisi arbitrairement égal & un. L’intérét de I'ISI est toujours d’homogénéiser les résultats d’un la-
boratoire a 'autre. Il indique aussi la sensibilité de la thromboplastine : plus 'ISI est proche de un
meilleure est la sensibilité, et inversement.

Les zones d’efficacité biologique des traitements par AVK ont un INR de 2 a 3 pour une anticoa-
gulation d’intensité moyenne et un INR de 3 a 4.5 pour une anticoagulation d’intensité élevée.

Dans la section suivante, nous proposons un modele numérique du test du temps de Quick.

5.2 Modele numérique du test du temps de Quick

La figure 5.2 illustre le schéma réactionnel de notre modele du temps de Quick.

Dans les conditions expérimentales classiques, seul un déficit de la concentration ou une baisse de
lactivité des facteurs I, II, V, VII ou X implique une variation du temps de Quick; ainsi seules ces
protéines et leurs interactions, mutuelles ou avec la thromboplastine, sont prises en compte dans le
modele.

La thromboplastine ainsi que le calcium sont ajoutés en exces dans le tube; dans ces conditions
expérimentales bien particulieres il est possible de faire les approximations suivantes :

e les concentrations en calcium et en phospholipides ne sont plus des quantités limitantes a la
cinétique des réactions, il n’est donc pas nécessaire de les inclure dans le modele en termes
d’especes a part entiere;

@ Les facteurs vitamine K-dépendants sont les facteurs pro-coagulants II, VII, IX, X et les protéines anticoagulantes
C, Set Z.

@D’aprés le site http://agmed.sante.gouv.fr/htm/5/5703c.htm, entre 400 000 et 580 000 patients sont traités en
France chaque année par AVK, soit preés de 1 % de la population.
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FIGURE 5.2 — Schéma réactionnel de notre modeéele du temps de Quick.

e la concentration en facteur tissulaire n’est plus une quantité limitante a la formation des com-
plexes FT-VII et FT-VIla, les facteurs VII et VIIa peuvent donc étre supposés tous fixés au
facteur tissulaire des l'initiation du phénomene.

Globalement, les réactions du systéeme peuvent étre ainsi représentées par des schémas réactionnels
classiques (enzymatique, premier ordre, second ordre) pour lesquels les constantes cinétiques ont été
mesurées dans des conditions expérimentales similaires (concentrations saturées en calcium, facteur
tissulaire et phospholipides).

Ajoutons quelques bréves remarques sur la biochimie du test du temps de Quick :

e Tout comme la thrombine (ITa), le facteur Xa peut activer le facteur V [Foster et al., 1983].
Toutefois, lorsque la coagulation d’un plasma est initiée par de la thromboplastine, la thrombine
est la seule enzyme responsable de I'activation de celui-ci [Pieters et al., 1989]. Ainsi, dans notre
modele, seule la thrombine active le facteur Va.

e L’activation de la prothrombine par la prothrombinase se fait via la formation de meizothrom-
bine comme seul produit intermédiaire [Krishnaswamy et al., 1986, 1987]. L’activation de la
prothrombine par le facteur Xa se fait via la formation de meizothrombine comme un des pro-
duits intermédiaires [Rosing et al., 1986]. Toutefois, dans les plasmas dont la coagulation a été
activée par de la thromboplastine, aucune ou tres peu de formation de meizothrombine a été me-
surée [Tans et al., 1991]. Ainsi dans notre modele, la thrombine est le seul produit actif résultant
de Pactivation de la prothrombine.

Les valeurs des concentrations initiales des différentes especes composant notre modele sont fixées
par défaut & celles données dans [Mann, 1999], répertoriées dans le tableau 5.1; la concentration
initiale du facteur VIIa est fixée & 1 % de la concentration du facteur VII [Morrissey et al., 1993].
Les réactions impliquées dans notre modele sont inventoriées dans le tableau 5.2 et les constantes
cinétiques associées sont répertoriées dans le tableau 5.3. La figure 5.3 donne le code C++ de notre
modele du temps de Quick, utilisant le modele d’implémentation proposé dans le chapitre 3. Les
réactions de notre modele (¢f. tableau 5.2) ainsi que les constantes cinétiques associées (c¢f. tableau
5.3) définissent le systéme d’EDO donné dans 'annexe D.

@ Le systeme d’EDO donné dans I'annexe D tient compte de 'inhibition compétitive par les
substrats [Segel, 1993]. En effet, lorsqu’une enzyme agit sur plusieurs substrats simultanément avec le
méme site actif, ceux-ci sont en compétition pour la fixation sur le site actif de I’enzyme et s’inhibent
ainsi les uns des autres de I'action de I’enzyme.
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| Espéce | Concentration initiale (4M)

I 8.8
Ia 0.0
II 1.4
ITa 0.0
A% 0.02
Va 0.0

FT-VII 0.01

FT-VIIa 0.0001
X 0.17
Xa 0.0

Va-Xa 0.0

TABLEAU 5.1 — Concentrations initiales des différentes espéces.

=
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FT-VIla + FT- VII — FT-VIla + FT- VIIa

FT-VIla + X — FT-VIla + Xa

Xa + FT-VII — Xa + FT-VIIa
Xa + II — Xa + Ila

IIa + FT-VII — Ila + FT-VIla
IIa + V — Ila + Va
Xa 4+ Va — Va-Xa
Va-Xa — Xa + Va

Va-Xa + II — Va-Xa + Ila

IIa + I — Ila + Ia

TABLEAU 5.2 — Réactions du modeéle du temps de Quick.

° | kcat(sil) | KM(,U’M) | kOﬂ(:uMil'Sil> | kOH

—~
9]
|
|
~—

référence bibliographique

[ n

1 1.4 3.2
2 32.0 0.34
3 15.2 1.2
4 0.0023 0.3
5 0.061 2.7
6 0.23 0.0717
7 X X
8 X X
9 22.4 1.06
10 84.0 7.2

X X
X X
X X
X X
X X
X X
1000.0 X
X 1.0
X X
X X

[Butenas et Mann, 1996]
[Silverberg et al., 1977]
[Butenas et Mann, 1996]
[Orfeo et al., 2004]
[Butenas et Mann, 1996]
[Monkovic et Tracy, 1990]
[Krishnaswamy et al., 1988]
[Krishnaswamy, 1990]
[Krishnaswamy et al., 1987]
[Higgins et al., 1983]

TABLEAU 5.3 — Constantes cinétiques associées aux réactions du modele du temps de Quick.
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ArRef<Scheduler> simulationInit(void)

{

ArRef<Scheduler> scheduler

biochemical_reactor->add_species("I"
biochemical_reactor->add_species("Ia"
biochemical_reactor->add_species("II"
biochemical_reactor->add_species("IIa"
biochemical_reactor->add_species("V"
biochemical_reactor->add_species("Va"

biochemical_reactor->add_species("X"
biochemical_reactor->add_species("Xa"

return(scheduler) ;

biochemical_reactor->add_species("Va:Xa"

ArRef<BiochemicalReactor> biochemical_reactor

biochemical_reactor->add_species("FT:VII" ,
biochemical_reactor->add_species("FT:VIIa",

"FT:VIIa",

"Xa",

"Xa",

"Va:Xa",

new_Scheduler();

new_Species(8
new_Species (0
new_Species(1

new_Species (0.
.02)
.0)
.01)
0001)
17)
.0)
.0)

new_Species (0
new_Species (0
new_Species (0

new_Species (0.
new_Species (0.

new_Species (0

, new_Species(0

"FT:VII",

nIIv,

nIIv,

"FT:VII",

new_BiochemicalReactor();

.8)
.0)
.4)

0)

biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"FT:VIIa", 1.4, 3.2));
biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"FT:VIIa", "X", "Xa", 32.0, 0.34));
biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"FT:VIIa", 15.2, 1.2));
biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"IIa", 0.0023, 0.3));
biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"IIa", "FT:VII", "FT:VIIa", 0.061, 2.7));
biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"IIa", "V", "Va", 0.23, 0.0717));
biochemical_reactor->add_reaction(new_SecondOrderReaction(biochemical_reactor,
"Xa", "Va", "Va:Xa", 1000.0));
biochemical_reactor->add_reaction(new_FirstOrderReaction (biochemical_reactor,
"Va:Xa", "Xa", "Va", 1.0));
biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"IIa", 22.4, 1.06));
biochemical_reactor->add_reaction(new_EnzymaticReaction (biochemical_reactor,
"IIa", "I", "Ia", 84.0, 7.2));

H

H

H

H

)
)
)
)
);
);
);
)
)
)
)

H
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H
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FIGURE 5.3 — Implémentation C++ de notre modéle du temps de Quick.
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5.3 Comparaison méthodes in virtuo / méthodes
wn stlico
5.3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons détaillé les méthodes numériques classiquement utilisées pour
résoudre les systémes d’EDO associés a la cinétique biochimique. Dans le chapitre 3, nous avons
proposé des méthodes qui permettent 'expérimentation in virtuo de ces systémes d’EDO et nous
avons démontré que celles-ci sont convergentes d’ordre moyen inférieur ou égal a deux. Ainsi 'intérét
de la section présente est d’illustrer cette convergence d’ordre moyen inférieur ou égal & deux en com-
parant les erreurs numériques commises par les méthodes classiques aux erreurs numériques commises
par nos méthodes sur ’exemple de notre modele du test du temps de Quick défini dans la section
précédente.

Dans le reste de cette section, le terme « méthodes in silico » fait référence a la classe de méthodes
utilisées classiquement pour la résolution numérique de systemes d’EDO qui sont décrites dans le
chapitre 2, tandis que le terme « méthodes in virtuo » fait référence a celles proposées dans cette
these et décrites dans le chapitre 3.

5.3.2 Matériel et méthodes

Le systeme d’EDO associé a notre modele du test du temps de Quick n’est pas raide : il n’est
donc pas nécessaire d’utiliser des méthodes numériques A-stables pour résoudre ce systeéme. Celui-ci
est donc tout d’abord résolu en utilisant trois méthodes in silico :

e la méthode d’Euler explicite (RK1 in silico),

e la méthode du point milieu explicite (RK2 in silico),

e la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 classique (RK4 in silico).

Il est ensuite résolu en utilisant 3 méthodes in virtuo :

e la méthode d’Euler explicite in virtuo (RK1 in virtuo),

e la méthode du point milieu explicite in virtuo (RK2 in virtuo),

e la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 classique in virtuo (RK4 in virtuo).

Le systéme d’EDO est enfin résolu par la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg 4(5) & pas adaptatif,
¢f. chapitre 2, implémentée dans la librairie « GNU Scientific Library » (GsL) [Galassi et al., 2005],
qui fait ici office de solution exacte.

Pour chacune des résolutions, les solutions sont obtenues pour ¢ variant de 0 a 20 secondes. Les
résolutions numériques avec les méthodes in silico ainsi que celles avec les méthodes in virtuo utilisent
un pas fixe h = 0.01 choisi volontairement élevé afin d’obtenir une erreur numérique significative. La
résolution numérique avec la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg 4(5) utilise un pas adaptatif avec une
tolérance sur l’erreur commise sur un pas fixée & 1.0 x 1077,

Aux 20 premiers points (t = 1,2,...,19,20 s), erreur globale relative E,”* commise sur la concen-

tration de chaque espéce est calculée en utilisant 1’équation (5.2).

% y(tn) —Yn
E," = 7y(tn) (5.2)
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ou :

e y(t,) est la solution supposée exacte obtenue ici avec la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg 4(5) ;

e 1y, est la solution numérique obtenue ici, soit avec une méthode in silico, soit avec une méthode
m virtuo.

Enfin, tous les nombres aléatoires sont fournis par le générateur « Mersenne Twister 19937 » de
Matsumoto et Nishimura [1998], implémenté dans la librairie GSL [Galassi et al., 2005].

5.3.3 Résultats

La figure 5.4 représente les erreurs relatives globales obtenues sur ’espece facteur I ou fibrinogene
quand le systeme d’EDO associé a notre modele du test du temps de Quick est résolu en utilisant
les méthodes RK1 in silico, RK2 in silico, RK1 in virtuo et RK2 in virtuo. Les courbes confirment
bien que la méthode RK1 in virtuo posséde une précision du méme ordre (ordre un) que la méthode
RK1 in silico mais aussi que la méthode RK2 in virtuo est convergente d’ordre deux, tout comme son
homologue in silico, mais elle affiche néanmoins une précision légerement moindre.

La figure 5.5 représente les erreurs relatives globales obtenues sur ’espece facteur I ou fibrinogene
quand le systeme d’EDO est cette fois-ci résolu en utilisant les méthodes RK2 in silico, RK4 in
silico, RK2 in virtuo et RK4 in virtuo. Les courbes vérifient bien que la méthode RK4 in virtuo, bien
que convergente, présente une précision inférieure a son homologue in silico et qu’elle ne semble pas
dépasser l'ordre deux.

5.3.4 Discussion

Dans cette section nous avons illustré la méthodologie développée dans le chapitre 3 sur ’exemple
du test du temps de Quick, test in vitro de routine utilisé dans le domaine du diagnostic en hémostase.

Les résultats du chapitre 3 indiquent que les méthodes numériques in virtuo pour la résolution
de systemes d’EDO en cinétique biochimique sont convergentes d’ordre moyen inférieur ou égal a
deux. Les simulations sur I’exemple du temps de Quick réalisées dans cette section confirment bien
ces résultats. En effet, nous avons comparé les erreurs globales relatives obtenues quand le systeme
d’EDO associé au modele du TP est résolu avec trois méthodes de Runge-Kutta in silico (d’ordre un,
deux et quatre) aux erreurs globales relatives obtenues quand ce méme systéme d’EDO est résolu par
les trois méthodes homologues in virtuo. Les comparaisons de ces différentes erreurs vérifient bien que
les méthodes numériques in virtuo sont convergentes d’ordre moyen inférieur ou égal a deux.

Le principal avantage de 'expérimentation in virtuo par rapport aux calculs in silico est I'interac-
tivité du modele. L’exemple du test du temps de Quick n’illustre en rien cet avantage, i.e. il n’y pas
d’« humain dans la boucle ». Il est évident que si l'on cherche a simplement réaliser des simulations
numériques du test du temps de Quick, il faut utiliser une méthode numérique in silico pour résoudre le
systéme d’EDO associé, par exemple la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg 4(5). Néanmoins, 1'intérét
de ce chapitre était simplement d’illustrer la convergence d’ordre moyen inférieur ou égal a deux,
définie dans le chapitre 3, des méthodes numériques in virtuo.

Apres avoir comparé nos méthodes in virtuo aux méthodes in silico classiquement utilisées dans la
résolution numérique des systemes d’EDO associés a la cinétique biochimique, nous allons comparer
le modele in virtuo du temps de Quick au test in vitro.
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FIGURE 5.4 — Comparaisons des erreurs globales relatives obtenues avec les
méthodes RK1 et RK2 in silico aux erreurs globales relatives obtenues avec
les méthodes RK1 et RK2 in virtuo. La figure illustre les erreurs globales relatives
obtenues avec les résolutions numériques du systeme d’EDO associé a notre modele du
test du temps de Quick par les méthodes RK1 in silico (s), RK2 in silico (1), RK1 in
virtuo (s) et RK2 in virtuo (v) utilisant un pas fixe h = 0.01 sur 20 points. Ces erreurs
globales relatives sont calculées comme indiqué dans la section Matériel et méthodes et

concernent ’espece facteur I ou fibrinogene.
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FiGURE 5.5 — Comparaisons des erreurs globales relatives obtenues avec les
méthodes RK2 et RK4 in silico aux erreurs globales relatives obtenues avec
les méthodes RK2 et RK4 in virtuo. La figure illustre les erreurs globales relatives
obtenues avec les résolutions numériques du systeme d’EDO associé a notre modele du
test du temps de Quick par les méthodes RK2 in silico (s), RK4 in silico (1), RK2 in
virtuo (s) et RK4 in virtuo (v) utilisant un pas fixe h = 0.01 sur 20 points. Ces erreurs
globales relatives sont calculées comme indiqué dans la section Matériel et méthodes et

concernent ’espece facteur I ou fibrinogene.
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5.4 Comparaison test in virtuo / test in vitro

5.4.1 Introduction

Dans la section 5.2, nous avons développé et proposé un modele mathématique du test du temps
de Quick. Le but est ici de valider ce modele mathématique en le confrontant a des mesures expéri-
mentales. Pour cela, les TP ainsi que les concentrations en facteurs I, II, V, VII et X de 60 patients
(dont 10 sont traités par AVK) sont mesurés in vitro. Dans un premier effort de validation de notre
modele et afin de pouvoir convertir ensuite les temps de Quick en secondes des différentes simulations
en taux de prothrombine en pourcentage, nous appliquons le protocole de la méthode du pourcentage
d’activité sur notre modele. Puis, compte-tenu des concentrations initiales en facteurs mesurées in
vitro, les TP de chacun des 60 patients sont simulés in virtuo et la corrélation avec la valeur mesurée
in vitro vérifiée. Qui plus est, dans le cas des 10 patients traités par AVK, en plus du TP, les valeurs
de 'INR sont simulées in virtuo et comparées aux valeurs mesurées in vitro.

5.4.2 Matériel et Méthodes

5.4.2.1 Mesures in vitro

Le sang (9 volumes) de 60 patients hospitalisés au CHU Cavale Blanche de Brest a été collecté dans
des tubes Vacutainer™ (Becton Dickinson, Mountain View, Californie) contenant 0.109 M de citrate
de sodium (1 volume). Apreés centrifugation, le TQ a été réalisé sur un automate STA® (Diagnostica
Stago, Asnieres, France), en utilisant une thromboplastine dont la valeur de I'ISI était de 1.79 pour
le groupe de 24 patients (Neoplastine CI Plus, Diagnostica Stago, Asniéres, France), de 1.27 pour
le groupe de 26 patients (Neoplastine CI Plus, Diagnostica Stago, Asnieres, France) et enfin de 1.27
pour le groupe de 10 patients traités par AVK (Neoplastine CI Plus, Diagnostica Stago, Asniéres,
France). Les résultats ont été exprimés en secondes puis convertis en pourcentage selon la méthode du
pourcentage d’activité. Les facteurs de la coagulation affectant le TP ont été mesurés selon la technique
en un temps utilisant des plasmas déficients (Diagnostica Stago, Asniéres, France). Les résultats des
dosages des facteurs ont été exprimés en pourcentage du pool de plasmas. Le fibrinogene a été mesuré
par la technique de von Klauss. Les INR ont été calculés en utilisant 1’équation (5.1).

Les valeurs des TQ, TP, des dosages des concentrations en facteurs et éventuellement des INR de
ces 60 patients sont répertoriés dans 'annexe D.

5.4.2.2 Simulations in virtuo
Simulation de la droite de Thivolle

Afin d’obtenir les temps de Quick des quatre dilutions (100 %, 50 %, 33 % et 25 %) comme
dans la méthode du pourcentage d’activité, quatre simulations sont effectuées dans lesquelles les
concentrations initiales des différents facteurs sont respectivement fixées a celles données dans le
tableau 5.1 puis & ces mémes concentrations toutes divisées par deux puis par trois et enfin par
quatre.

Simulations de 50 patients

Les 50 patients sont divisés en deux groupes, étant donné que deux thromboplastines différentes
ont été utilisées in vitro pour mesurer les TP : le premier est composé de 24 patients, le second de 26.
Chaque patient est simulé une fois et pour chaque simulation les concentrations initiales en facteurs I,
IT, V, VII et X sont fixées a celles mesurées in vitro sur le plasma du patient, la concentration initiale
en facteur VIla est fixée & 1 % de la concentration initiale en facteur VII [Morrissey et al., 1993] et
les autres sont fixées a zéro.
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| Dilution (%) | Temps de Quick (s) |

100 12.023
50 18.685
33 25.348
25 32.120

TABLEAU 5.4 — Temps de Quick in virtuo des différentes dilutions d’un plasma sain.

Simulations de 10 patients traités par AVK

Comme précédemment chaque patient est simulé une fois et pour chaque simulation les concen-
trations initiales en facteurs I, I, V, VII et X sont fixées a celles mesurées in vitro sur le plasma du
patient, la concentration initiale en facteur VIIa est fixée & 1 % de la concentration initiale en facteur
VII [Morrissey et al., 1993] et les autres sont fixées & zéro.

Pour chaque patient, 'INR est calculé en utilisant I’équation (5.1) sachant que le temps témoin
est le temps de Quick que 'on obtient avec notre modele du test quand les concentrations initiales
sont fixées a celles données dans le tableau 5.1 et que I'ISI est supposé égal a un.

Tous les nombres aléatoires sont fournis par le générateur « Mersenne Twister 19937 » de Matsu-
moto et Nishimura [1998], implémenté dans la libraire GSL [Galassi et al., 2005].

Pour chacune des simulations effectuées dans cette section, le systeme d’EDO associé a notre
modele du test du temps de Quick est résolu en utilisant la méthode RK2 in virtuo a pas fixe h = 0.001.
Qui plus est, le caillot est supposé formé quand la concentration de facteur Ia ou fibrine dépasse 0.1
mg/ml soit &~ 0.3 uM : ainsi le temps de Quick obtenu in virtuo est le temps que met le plasma virtuel
a générer ~ 0.3 uM de fibrine. Si nécessaire, ce temps en secondes est converti en pourcentage en
utilisant la droite de Thivolle.

5.4.3 Résultats

5.4.3.1 Simulation de la droite de Thivolle

Le tableau 5.4 liste les temps de Quick des différentes dilutions d’un plasma sain (100 %, 50 %, 33
% et 25 %) prédits par notre modele. Ces valeurs sont similaires aux valeurs que 1’on obtient in vitro
en laboratoire quand la thromboplastine a un ISI proche de un.

Les quatre couples (dilution, temps de Quick) du tableau 5.4 sont placés sur la figure 5.6 avec en
abscisse I'inverse de la dilution et en ordonnée les temps de Quick. Comme observé in vitro, la courbe
ainsi obtenue est une droite : la droite de Thivolle. Une régression linéaire des quatre points par la
méthode des moindres carrées donnent la droite d’équation y = 6.6954x + 5.3055 avec un coefficient
de corrélation 72 = 0.999.

La droite ainsi obtenue est notre droite d’étalonnage avec laquelle nous convertirons les temps de
Quick en secondes en taux de prothrombine en pourcentage.

5.4.3.2 Simulations de 50 patients

Les figures 5.7 et 5.8 donnent respectivement les comparaisons TP in vitro / TP in virtuo de
24 patients et de 26 patients. L’ISI de la thromboplastine avec laquelle les mesures in vitro ont été
effectuées est de 1.79 pour la figure 5.7 et de 1.27 pour la figure 5.8. Les simulations des 24 premiers
patients donnent une erreur relative moyenne de 24.11 % et les simulations des 26 autres donnent une
erreur relative moyenne de 15.73 %.

Dans la zone normale du TP (70 % — 120 %), quelques points sont vraiment éloignés de la droite
y =z (cf. figures 5.7 et 5.8). Ceci est di & la méthode du pourcentage d’activité : dans cette zone, un
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FIGURE 5.6 — La droite de Thivolle in virtuo. Les temps de Quick in virtuo des
différentes dilutions d’un plasma sain (cf. tableau 5.4) sont placés en fonction de I'inverse
de la dilution («). Une régression linéaire par la méthode des moindres carrées donnent la
droite d’équation y = 6.6954x + 5.3055 et un ccefficient de corrélation r2 = 0.999.
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FIGURE 5.7 — Comparaisons TP in vitro / TP in virtuo de 24 patients. Chaque
point (») représente un patient ; en abscisse son TP in vitro, en ordonnée son TP in virtuo.
La ligne discontinue est la droite d’équation y = x. Les comparaisons donnent une erreur
relative moyenne de 24.11 %. L’ISI de la thromboplastine utilisée pour les mesures in vitro

est de 1.79.
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FIGURE 5.8 — Comparaisons TP in vitro / TP in virtuo de 26 patients. Chaque
point («) représente un patient ; en abscisse son TP 4n vitro, en ordonnée son TP in virtuo.
La ligne discontinue est la droite d’équation y = x. Les comparaisons donnent une erreur
relative moyenne de 15.73 %. L’ISI de la thromboplastine utilisée pour les mesures in vitro
est de 1.27.

petit écart dans la valeur du TP exprimée en secondes se traduit par un grand écart dans la valeur
du TP exprimée en pourcentage (relation inverse entre valeur en seconde et valeur en pourcentage).

Dans la figure 5.7, les points sont principalement au dessus de la droite y = z. Dans la figure 5.8, les
points sont majoritairement en dessous de cette droite. La différence entre ces deux expériences est le
type de thromboplastine utilisé in vitro pour mesurer le TP (ISI = 1.79 et ISI = 1.27 respectivement).
Ainsi ce modele est capable de distinguer quel réactif a été utilisé in vitro pour mesurer le TP.

5.4.3.3 Simulations de 10 patients traités par AVK

La figure 5.9 donne les comparaisons TP in vitro / TP in virtuo de 10 patients traités par AVK.
Les simulations donnent une erreur relative moyenne de 17.99 %.

Tout comme pour le groupe des 26 patients précédents, la thromboplastine utilisée in vitro pour
mesurer le TP a un ISI de 1.27. Les points de la figure 5.9 sont, comme précédemment, globalement
en dessous de la droite y = x.

Les traitements AVK étant suivis via 'INR, nous avons simulé in virtuo 'INR de nos 10 patients
traités par AVK. La figure 5.10 donne les comparaisons INR in vitro / INR, in virtuo de ces 10 patients.
Les INR in virtuo ont été calculés en utilisant la formule (5.1), le temps témoin valant 12.023 secondes
et la valeur de I'ISI étant supposée égale a un. Les simulations donnent une erreur relative moyenne

de 6.66 %.
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FIGURE 5.9 — Comparaisons TP in vitro / TP in virtuo de 10 patients traités par AVK.
Chaque point (s) représente un patient ; en abscisse son TP in wvitro, en ordonnée son TP in virtuo. La
ligne discontinue est la droite d’équation y = z. Les comparaisons donnent une erreur relative moyenne
de 17.99 %. L’ISI de la thromboplastine utilisée pour les mesures in vitro est de 1.27.
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FIGURE 5.10 — Comparaisons INR in vitro / INR in virtuo de 10 patients traités par AVK.
Chaque point (s) représente un patient ; en abscisse son INR, in vitro, en ordonnée son INR in virtuo. La
ligne discontinue est la droite d’équation y = z. Les comparaisons donnent une erreur relative moyenne
de 6.66 %. 1’ISI de la thromboplastine utilisée pour les mesures in vitro est de 1.27.
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5.4.4 Discussion

Afin de valider notre modele mathématique du test du temps de Quick, nous avons simulé les
TP de trois groupes de patients sains ou malades (24, 26 et 10 patients) du CHU Cavale Blanche
de Brest et nous les avons comparés a leurs TP mesurés in vitro au CHU. Les simulations donnent
respectivement une erreur relative moyenne de 24.11 %, 15.73 % et 17.99 %. La méthode employée
pour reporter les résultats est celle du pourcentage d’activité : ainsi dans la zone normale du TP
(70 % — 120 %), un petit écart dans la valeur du TP exprimée en secondes se traduit par un grand
écart dans la valeur du TP exprimée en pourcentage, ceci est di a la relation inverse entre valeur en
seconde et valeur en pourcentage. Si nous ne considérons plus que les patients ayant un TP inférieur
a 70 % (valeur anormale du TP), les erreurs relatives moyennes deviennent respectivement 18.09 %,
13.45 % et 17.99 %. En outre, deux thromboplastines différentes ont été utilisées (ISI = 1.79 et ISI =
1.27) pour mesurer in vitro les valeurs des différents TP : les figures 5.7 et 5.8 démontrent que notre
modele est sensible au réactif qui a été utilisé in vitro pour mesurer le TP. Parmi les 60 patients, 10
prennent un traitement par AVK. Ainsi, en plus de leur TP, nous avons simulé in virtuo leur INR : les
comparaisons des INR in vitro par rapport aux INR in virtuo donnent une erreur relative moyenne
de 6.66 %. Ce modele du test du temps de Quick semble donc reproduire avec précision, in virtuo, le
comportement in vitro du plasma de patients traités par AVK.

Il existe dans la littérature des modeles mathématiques du test du temps de Quick [Pohl et al.,
1994; Khanin et al., 1998].

Le modele de Pohl et al. [1994] est donné par un systéme d’EDO impliquant les lois d’action de
masse ainsi que la cinétique de Henri-Michaelis-Menten. Les facteurs I, II, V, VII et X, I’héparine,
I’antithrombine ainsi que les polymeres solubles de fibrine et leurs différentes interactions sont pris en
compte. Les constantes cinétiques non disponibles dans la littérature sont estimées en utilisant le test
du x?. Les valeurs du TP de 20 échantillons plasmatiques prédites par le modele sont comparées aux
valeurs de ces TP mesurées in vitro.

Dans [Khanin et al., 1998], 25 espéces en interactions wvie 17 réactions sont modélisées par un
systeme d’EDO impliquant les lois d’actions de masse ainsi que la cinétique de Henri-Michaelis-Menten.
La sensibilité du test par rapport & une baisse de la concentration en facteurs pro-coagulants ou de
leur activité est étudiée via le modele mathématique. Les résultats indiquent que le test du temps de
Quick n’est sensible qu’a une baisse d’un facteur cinq de la concentration des facteurs pro-coagulants
ou de leur activité.

Toutefois le modele de Pohl et al. [1994] utilise certaines constantes cinétiques inconnues dont les
valeurs sont estimées via un test du x? afin d’optimiser la qualité des résultats. Qui plus est, le modele
de Khanin et al. [1998] n’est jamais confronté & aucune validation expérimentale. C’est pourquoi nous
avons choisi de développer notre propre modele. Les constantes cinétiques de celui-ci proviennent
toutes de la littérature, aucune n’a été ajustée afin d’améliorer la qualité des résultats des simulations.
Notre modele a de plus été confronté a des expériences in vitro qui ’ont validé.

Conclusion

A T’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique est typiquement donnée
par un systeme d’EDO dont la solution est approchée en utilisant une méthode numérique. Cepen-
dant, la section 2.1.4 a conclu que les méthodes numériques classiquement utilisées pour résoudre ces
systemes d’EDO ne permettent pas ’expérimentation in virtuo de cette derniere. C’est pourquoi, nous
avons proposé dans le chapitre 3 un modele qui met en ceuvre ce nouveau type d’expérimentation, et
illustré ce dernier sur 'exemple du test du temps de Quick dans ce chapitre.

Ainsi, apres une description du principe du test, nous en avons proposé un modele mathématique
qui s’exprime sous la forme d’un systeme d’EDO. Celui-ci a tout d’abord été résolu par des méthodes
in silico, i.e. des méthodes classiques, ainsi que par des méthodes in virtuo, soit celles développées
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dans le chapitre 3. Les comparaisons des différentes résolutions numériques ont parfaitement vérifié la
convergence d’ordre moyen inférieur ou égal a deux des méthodes in virtuo, énoncée dans le chapitre
3. Notre modele mathématique du test a en outre été confronté a des mesures expérimentales; ces
dernieres 'ont pleinement validé.
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Chapitre 6

Exemple microscopique

Résumé — Dans ce chapitre, nous illustrons le modéle développé dans le chapitre 4, qui met en
ceuvre l'expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a l’échelle microscopique, sur ’exemple
de l'activation de la prothrombine en thrombine par la prothrombinase — réaction-clé de la coagula-
tion du sang. La prothrombinase est le complexe enzymatique composé d’une enzyme, le facteur Xa et
d’un cofacteur, le facteur Va, assemblés a la surface d’une membrane phospholipidique en présence de
calcium. Les phospholipides sont responsables d’une nette accélération de l’activation du substrat par
lenzyme ; néanmoins, le mécanisme par lequel ils opérent reste encore incertain. Plusieurs hypothéses
ont alors €té proposées dans la littérature : ’existence d’une zone autour de la membrane phospholi-
pidique ot les concentrations des différentes espéces sont localement trés élevées, la réduction de la
dimensionnalité et la régulation allostérique de la réaction par les molécules de phosphatidylsérine.
Nous cherchons ici a déterminer la validité de l'une d’entre elles par le biais d’un modéle numérique
de la réaction prothrombinase. Les résultats obtenus a la suite de diverses simulations nous conduisent
a isoler la réduction de la dimenstonnalité comme mécanisme expliquant l’accélération de la réaction
prothrombinase par les phospholipides.

Introduction

I’échelle microscopique, la cinétique biochimique est classiquement reproduite par des marches

aléatoires. Toutefois, 1’état de ’art conduit dans la section 2.2.6 a conclu que les méthodes
informatiques typiquement utilisées dans ces simulations ne permettent pas I’expérimentation in virtuo
de cette cinétique biochimique. C’est pourquoi nous avons proposé dans le chapitre 4 un modele qui
met en ceuvre Pexpérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique. Ce
chapitre vise tout d’abord a illustrer ce modele sur 'exemple de I'activation de la prothrombine en
thrombine par la prothrombinase, réaction-clé de la coagulation du sang; il cherche de plus a expliquer
un mécanisme réactionnel impliqué dans cette activation.

Pour cela, nous définissons tout d’abord le contexte de I’étude. Nous décrivons ensuite notre modele
numérique de la réaction prothrombinase, avec lequel nous mettons en ceuvre diverses simulations.
Celles-ci aboutissent a quelques résultats qui sont discutés a la fin de ce chapitre.
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6.1 Contexte de ’étude

La prothrombinase est le complexe enzymatique de la coagulation plasmatique, responsable de
Pactivation de la prothrombine en thrombine, enzyme-clé de I'hémostase [Mann, 1999]. Il est composé
d’une enzyme, le facteur Xa et d'un cofacteur, le facteur Va, qui s’assemblent a la surface d’une
membrane phospholipidique en présence de calcium [Nesheim et al., 1979; Rosing et al., 1980; Nesheim
et al., 1981b,a]. La formation du complexe se fait via des interactions protéine — membrane et protéine
— protéine [Krishnaswamy et al., 1988; Krishnaswamy, 1990; Giesen et al., 1991a], en I'absence du
substrat naturel — la prothrombine [Nesheim et al., 1981a,b].

La membrane phospholipidique est indispensable aux réactions de la coagulation plasmatique
[Mann et al., 1990; Kalafatis et al., 1994]. Celle-ci se présente sous la forme d’une bicouche de phospho-
lipides ; in vivo, elle serait fournie & la surface des plaquettes activées [Hoffman et Monroe, 2001, 2005] ;
in vitro, elle est classiquement mimée par des vésicules phospholipidiques synthétiques, généralement
composées de phosphatidylcholine (PC) et phosphastidylsérine (PS). Dans le cas de la prothrombinase,
ces vésicules reproduisent une activité du complexe similaire & celle observée en présence de plaquettes
activées [Nesheim et al., 1979]. La figure 6.1 illustre un exemple de vésicule phospholipidique, et la
figure 6.2 représente le complexe prothrombinase assemblé sur cette vésicule phospholipidique.

En dépit de sa complexité, i.e. malgré le nombre de composants ainsi que le nombre d’interac-
tions, la prothrombinase se comporte comme une enzyme « classique » obéissant a la cinétique de
Henri-Michaelis-Menten [Nesheim et al., 1979; Rosing et al., 1980]; elle peut donc étre décrite par
les parametres k.q+ et Ky, cf. section 1.1.6. Ainsi, bien que le facteur Xa seul puisse activer la pro-
thrombine en thrombine, I'insertion de celui-ci dans le complexe prothrombinase se traduit par une
augmentation d'un facteur ~ 300 000 de 'efficacité catalytique apparente (k.qt/Kn) de la réaction
[Nesheim et al., 1979]. Cette augmentation provient tout d’abord d’une diminution d’un facteur ~ 100
dans le Ky, ainsi que d’une augmentation d’un facteur ~ 3 000 dans le k.q: [Rosing et al., 1980].
L’augmentation du k..: serait attribuée a I'intégration du facteur Va dans le complexe, tandis que la
diminution du K, serait adjointe & la présence des phospholipides [Rosing et al., 1980).

Les phospholipides accélerent la réaction prothrombinase en favorisant tout d’abord la formation du
complexe, ceci en augmentant I’affinité apparente entre les facteurs Va et Xa ainsi qu’en le stabilisant
[Krishnaswamy et al., 1988; Krishnaswamy, 1990; Pryzdial et Mann, 1991]. Néanmoins, le mécanisme
par lequel les phospholipides promeuvent la formation du complexe reste encore incertain.

Les phospholipides accélerent de plus la réaction prothrombinase en favorisant la réaction pro-
prement dite, & savoir l'activation de la prothrombine en thrombine; cependant I'explication du
mécanisme sous-jacent reste encore sujet a discordes. En effet, la prothrombine se fixe de maniere
réversible sur les vésicules phospholipidiques composées de PC et de PS [Wei et al., 1982; Lu et
Nelsestuen, 1996a], il existe donc deux types de substrat accessibles a 'enzyme :

e la prothrombine en solution,
e la prothrombine fixée sur la membrane.

Bien que diverses études aient prétendu que le « vrai » substrat de ’enzyme est la prothrombine en
solution [Pusey et Nelsestuen, 1983; van Rijn et al., 1984], il est maintenant généralement accepté que
le substrat doit se fixer sur les phospholipides avant ’activation pour que celle-ci soit efficace [Rosing
et al., 1980; Nesheim et al., 1981a; Tucker et al., 1983; Nesheim et al., 1984; Malhotra et al., 1985;
Giesen et al., 1991b; Walker et Krishnaswamy, 1994]. En revanche, selon l'affinité du substrat pour
les phospholipides, I'activation se fait via la solution ou via la membrane, mais elle reste plus efficace
quand le substrat accede a I’enzyme via la membrane [Lu et Nelsestuen, 1996b]. Plusieurs mécanismes
ont alors été successivement proposés pour expliquer l'accélération de la réaction prothrombinase par
les phospholipides.

Selon [Nesheim et al., 1981a; Tucker et al., 1983; Nesheim et al., 1984], la fixation réversible sur
la membrane phospholipidique des différents composants de la réaction prothrombinase, induirait un
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ﬂ} Tate (hydrophile)

] Queue (hydrophobe)

FIGURE 6.1 — Exemple de vésicule phospholipidique.
Chaque phospholipide posséde une téte hydrophile et une
queue hydrophobe. Ainsi, de par ces propriétés, lorsque ceux-
ci sont immergés en solution, ils forment spontanément la
structure représentée sur la figure.
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FIGURE 6.2 — Le complexe prothrombinase. La
prothrombinase est un complexe enzymatique composé
d’une enzyme, le facteur Xa et d’un cofacteur, le facteur
Va, qui s’assemblent a la surface d’'une membrane phos-
pholipidique en présence de calcium (Ca®"). La mem-
brane se présente in vitro généralement sous la forme
de vésicules phospholipidiques.

gradient rectangulaire© dans la concentration des différentes especes moléculaires. Ainsi, la concen-
tration des différentes especes varierait en fonction de la distance par rapport a la membrane. Tout
ceci impliquerait ’existence d’une zone, autour de la vésicule phospholipidique, ou les concentrations
locales des différentes especes seraient tres élevées, provoquant ainsi une accélération de la vitesse de
la réaction.

Pour [Giesen et al., 1991b; Nelsestuen, 1999], le mécanisme de réduction de la dimensionnalité,
décrit & lorigine par [Adam et Delbriick, 1968], serait responsable de laccélération de la réaction
prothrombinase par la membrane phospholipidique. En effet, le substrat se fixe de maniere réversible
sur la membrane phospholipidique, il existe alors deux modes de transport pour 'acces de celui-ci a
I’enzyme :

e via la solution, le substrat accede a I’enzyme par diffusion en trois dimensions dans la solution ;

e via la membrane, le substrat se fixe sur la membrane par diffusion en trois dimensions dans la
solution, puis accede a ’enzyme par diffusion en deux dimensions sur la surface de la membrane.

Selon [Adam et Delbriick, 1968], le second mode de transport accélere la vitesse de la réaction
par rapport au premier. Il pourrait alors justifier I’accélération de la réaction prothrombinase par la
membrane phospholipidique.

Plus récemment, il a été démontré que la présence de phospholipides, et plus exactement que
la présence de PS, induirait un changement de conformation de tous les composants de la réaction
prothrombinase [Chen et Lentz, 1997; Zhai et al., 2002; Srivastava et al., 2002; Majumder et al.,
2003]. Qui plus est, une forme soluble de PS, i.e. n’induisant pas la formation d’'une membrane, s’est
révélée capable d’assurer une activation du substrat par le facteur Xa [Koppaka et al., 1996; Wu
et al., 2002; Banerjee et al., 2002] ou par la prothrombinase [Majumder et al., 2002; Zhai et al., 2002]

@Dans ce chapitre, la notion de gradient rectangulaire s’apparente a une fonction de type Heaviside.
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de maniere aussi efficace qu’en présence d’'une membrane. De ces différentes études, les auteurs ont
conclu que la PS est un régulateur allostérique de la réaction prothrombinase [Lentz, 2003]; ainsi ce
serait le changement de conformation, induit par la PS, d’un ou des composants de la réaction, qui
serait responsable de l'accélération de la réaction, et non pas la présence d’'une membrane, résultat
violemment contesté par Stone et Nelsestuen [2005].

Trois hypotheses sont ainsi proposées pour expliquer le mécanisme par lequel les phospholipides
opérent pour accélérer la réaction prothrombinase, et plus exactement pour promouvoir la réaction
d’activation du substrat par 'enzyme, a savoir :

e l’existence d’une zone autour de la vésicule phospholipidique ou les concentrations des différentes
especes sont localement tres élevées,

e la réduction de la dimensionnalité,
e la régulation allostérique de la réaction par la PS.

Ainsi dans ce chapitre, nous cherchons & déterminer si I'une d’entre elles permet d’expliquer
I’accélération de la réaction prothrombinase par les phospholipides. Pour cela, nous proposons tout
d’abord un modele numérique de cette réaction, fondé sur la méthodologie décrite dans le chapitre
4. Nous utilisons ensuite ce modele pour simuler la réaction dans diverses conditions, et nous en
présentons alors les différents résultats, qui sont en outre discutés a la fin de ce chapitre.

6.2 Modele numérique de la réaction prothrombi-
nase

Nous proposons dans cette section un modele numérique de la réaction prothrombinase. Celui-ci
est composé de ’ensemble des réactions suivantes

IT+n-PCPS &= 1II:PCPS,
Prothrombinase+ II — Prothrombinase+ IIa (6.1)

Prothrombinase+ II:-PCPS, — Prothrombinase+n:-PCPS+ Ila
ou :
e l'espece II est la prothrombine, substrat dans la solution de la réaction;

e l’espece n - PCPS représente un site de fixation de la prothrombine sur la membrane phospholi-
pidique, il est composé de n molécules de PC et de PS;

e l'espece IT - PCPS, désigne la prothrombine liée & son site de fixation sur la membrane phospho-
lipidique, il s’agit du substrat sur la membrane de la réaction;

e l’espéce Prothrombinase est I’enzyme de la réaction, composée des facteurs Va et Xa associés
sur la membrane phospholipidique en présence de calcium ;

e l'espece IIa est la thrombine, produit de la réaction.
La réaction prothrombinase se résume alors ici par trois réactions :

e la fixation réversible de la prothrombine sur I’'un de ses sites de fixation sur la membrane phos-
pholipidique ;

e l'activation du substrat en solution par ’enzyme;

e l'activation du substrat fixé a la membrane par I’enzyme.
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Le schéma réactionnel (6.1) est simulé en utilisant le modéle microscopique décrit dans le chapitre
4. Ainsi, nous donnons tout d’abord un apercu général de la fagon dont est utilisé ce modele pour re-
produire la réaction prothrombinase, puis nous décrivons ensuite comment sont modélisées et simulées
les trois réactions composant le schéma (6.1).

6.2.1 Apercgu général

Nous présentons dans cette section notre modele microscopique de la réaction prothrombinase,
fondé sur la méthodologie développée dans le chapitre 4. Ce modele s’intéresse au fonctionnement de
la réaction prothrombinase dans le voisinage d’une vésicule phospholipidique.

Pour cela, au centre d’un volume microscopique, instance de la classe SphericalVolume, est placée
une vésicule phospholipidique. Celle-ci est également représentée par une spheére, et est une instance de
la classe SphericalSurface. Le volume est ainsi composé de la solution, ou les especes moléculaires
diffusent en trois dimensions, et d’une surface, la membrane de la vésicule phospholipidique, sur
laquelle les especes moléculaires diffusent en deux dimensions. Les especes en solution sont alors des
instances de la classe Species3D et, nous le rappelons, ont pour forme géométrique ’ellipsoide, tandis
que les especes fixées sur la membrane sont des instances de la classe Species2D, et sont représentées
par des disques.

La réaction prothrombinase est ici modélisée par les réactions données dans 1’équation (6.1). Nous
remarquons que le produit, i.e. la thrombine (IIa), n’est réactif d’aucune des réactions de I’équation
(6.1), c’est pourquoi il n’est pas utile de le modéliser. Qui plus est, il en résulte un gain non négligeable
dans le temps de calcul. L’activation du substrat par I'enzyme se résume alors simplement a la
dégradation de celui-ci. Notre modele de la réaction prothrombinase est ainsi composé des especes
moléculaires suivantes :

e l'espece 11,

e l'espece n - PCPS,

e l'espece II - PCPS,,

e l'espece Prothrombinase.

Les molécules de prothrombine sont données par des instances de la classe Species3D, elles sont
donc représentées par des ellipsoides. Arni et al. [1994] ont proposé une structure tridimensionnelle
pour cette molécule; celle-ci peut étre approchée par un ellipsoide de rayons 7, = 22.5 A, Ty =
22.5 Aet 7, = 60.0 A. Ainsi, dans notre modele, les molécules de prothrombine admettent un tel
ellipsoide pour forme géométrique. Les autres especes sont toutes données par des instances de type
Species2D, et sont donc représentées par des disques. Les sites de fixation de la prothrombine sur la
vésicule phospholipidique sont approximés par un disque de rayon r = 7.0 A ; nous expliquons dans
la section 6.3.1 comment cette valeur a été déterminée. Les disques représentant les especes IT - PCPS,
et Prothrombinase ont un rayon r supposé égal au précédent. Les caractéristiques géométriques de
ces quatre especes moléculaires sont illustrées sur la figure 6.3.

Les ceefficients de diffusion de la prothrombine selon ses axes sont calculés en utilisant les formules
données dans 'annexe B. Les especes de type Species2D ont un ceefficient de diffusion fixé a 5.0 x
1078 em?.s~ 1. En effet, selon Clegg et Vaz [1985], les protéines extrinséques, i.e. fixées & une membrane
lipidique, ont un ccefficient de diffusion en translation proche de cette valeur. Notons que celle-ci est
similaire & celle mesurée expérimentalement pour le ccefficient de diffusion en translation du fragment
1 de la prothrombine [Huang et al., 1992, 1994].

Le volume sphérique n’est pas une frontiére physique. Il est ainsi connecté & un environnement
extérieur, non représenté ici, avec lequel il peut notamment échanger des molécules de prothrombine.
Il existe donc un flux de molécules entre le volume et son environnement extérieur, qui est reproduit
dans notre modele de la maniere suivante : chaque molécule de prothrombine qui, soumise au mou-
vement brownien, s’échappe du volume sphérique est alors positionnée et orientée aléatoirement dans
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11 [Banalel n - PCPS II.PCPS, Prothrombinase

1 60.0 A

-] 2] <] o]

FIGURE 6.3 — Caractéristiques géométriques des différentes espéces moléculaires. A. Les molécules
de prothrombine sont représentées par un ellipsoide de rayons r, = 22.5 A, ry = 22.5 Aet r, = 60.0 A. B. Les
sites de fixations de la prothrombine sur la vésicule sont représentés par un disque de rayon r = 7 A. C. Les
molécules de prothrombine liées & leurs sites de fixation sur la vésicule sont représentées par une disque de r
=7 A. D. La prothrombinase est représentée par un disque de rayon r = 7 A.

le volume; elle est toutefois placée a une distance du centre égale a celle a laquelle elle se trouvait au
moment ou elle a entamé son déplacement. Le flux sortant est égal au flux entrant, le volume parait
ainsi connecté a son environnement extérieur.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons seulement & des vésicules phospholipidiques composées a
75 % de PC, a 25 % de PS, et ayant un diametre égal a 20 nm. Sachant que chaque molécule de
phospholipides occupe une surface d’environ 74 A[Mason et Huang, 1978], et en supposant que ces
molécules soient distribuées & 60 % dans la couche externe et & 40 % dans la couche interne de la
membrane [Walker et Krishnaswamy, 1994], nous obtenons alors une moyenne de 2830 molécules de
phospholipides par vésicule. Sachant de plus que, dans toutes les expériences simulées ici, la concentra-
tion en phospholipides s’éleve a 50 M, le rayon du volume sphérique est alors fixé a 282 nm. Ajoutons
que pour chaque expérience simulée ici, la viscosité est fixée & 0.92 x 1073 PI et la température a
298 K@ La figure 6.4 illustre notre modele numérique de la réaction prothrombinase.

Nous remarquons que la vésicule phospholipidique est immergée dans la solution : elle est donc
aussi soumise aux mouvements browniens de translation et de rotation en trois dimensions. Cepen-
dant, I'intérét de notre étude est de conserver cette vésicule centrée dans le volume, afin d’observer
comment évolue son voisinage. Ajoutons qu’en plus, la gestion de son déplacement est relativement
complexe a mettre en ceuvre. C’est pourquoi, son mouvement brownien est représenté de la maniere
suivante : tout comme les instances de type Species3D et Species?2D, la vésicule possede une activité,
ordonnancée selon le schéma des itérations asynchrones et chaotiques. Celle-ci consiste a générer le
déplacement en utilisant I'un des algorithmes décrits dans la section 4.3. Ce déplacement se décompose
en une translation et une rotation dans ’espace. La translation inverse est alors appliquée a toutes les
instances de type Species3D, et la rotation a toutes les instances de type Species2D, comme illustré
respectivement sur les figures 6.5 et 6.6. Au final, « tout se passe comme si » la vésicule avait vraiment
effectué son déplacement, mais elle reste positionnée au centre du volume.

Ce modele de la réaction prothrombinase est implémenté en utilisant la bibliothéque AREVI
[Harrouet et al., 2006]; la figure 6.7 donne un apergu du rendu 3D. Notons que les algorithmes que
nous utilisons pour générer les positions aléatoires des différentes especes dans une boule et sur une
sphére proviennent de [Knuth, 1998]; les orientations aléatoires des especes de type Species3D sont
obtenues via l'algorithme décrit dans [Arvo, 1992].

@Dr. Sriram Krishnaswamy, University of Pennsylvania, communication personnelle.

MEMOIRE DE THESE 173



EXEMPLE MICROSCOPIQUE

II-PCPS,

Prothrombinase

FIGURE 6.4 — Modéle numérique de la réaction prothrombinase. Au centre
d’un volume sphérique de rayon 282 nm, est placée une vésicule phospholipidique
de 20 nm de diameétre (échelle non respectée). La viscosité de la solution 1 et
la température T sont respectivement fixées & 0.92 x 1072 PI et & 298 K. Les
molécules de prothrombine sont représentées par des ellipsoides, et diffusent en trois
dimensions dans la solution. Les especes n - PCPS, II - PCPS, et Prothrombinase sont
représentées par des disques, et diffusent en deux dimensions sur la membrane de
la vésicule phospholipidique.
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FIGURE 6.5 — Mouvement brownien de translation de la vésicule. La
vésicule phospholipidique est immergée dans la solution, et est donc soumise au
mouvement brownien de translation en trois dimensions. Cependant, l'intérét de
notre étude est de conserver cette vésicule centrée dans le volume, afin d’observer
comment évolue son voisinage. Son mouvement brownien est alors représenté de la
maniere suivante : sachant que 7T est le vecteur associé au mouvement brownien
de translation de la vésicule, la translation de vecteur ~T est appliquée a toutes
les especes de type Species3D. La vésicule reste au centre du volume, mais « tout
s’est passé comme si » elle avait vraiment effectué sa translation.
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FIGURE 6.6 — Mouvement brownien de rotation de la vésicule. La vésicule
phospholipidique est aussi soumise au mouvement brownien de rotation en trois
dimensions. Celui-ci est ici représenté de la maniére suivante : sachant que « et o
sont respectivement le vecteur et I’angle associés au mouvement brownien de ro-
tation de la vésicule, celle-ci est appliquée a toutes les especes de type Species2D.
Ainsi, « tout s’est passé comme si » la vésicule avait vraiment effectué son mouve-
ment de rotation.
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FIGURE 6.7 - Rendu 3D en ARéVi. Notre modele numérique de la réaction prothrombinase est implémenté
via la bibliothéque AREVTI. Les figures donnent un apercu du rendu 3D. A. Vue globale. B. Zoom sur la vésicule
phospholipidique.

6.2.2 Fixation réversible de la prothrombine sur la vésicule
phospholipidique

La réaction d’association - dissociation de la prothrombine avec les phospholipides est donnée par

kon
II+n-PCPS = II.PCPS, (6.2)
Kot

Il s’agit du schéma bimoléculaire classique, utilisé pour décrire 'interaction des protéines de la
coagulation avec les phospholipides. Cette réaction réversible se décompose en :

e une réaction bimoléculaire, de constante k,,, qui correspond a l’association de la prothrombine
en solution, II, avec I'un de ses sites de fixation sur la vésicule, n - PCPS, composé de n molécules
de PC et de PS; cette réaction aboutit a la formation de I’espece II - PCPSy;

e une réaction unimoléculaire, de constante kg, qui dissocie I’espece II-PCPS, en n-PCPS et en
IT.

Nous avons choisi de ne pas utiliser I’algorithme donné dans la section 4.6.2 pour simuler la réaction
bimoléculaire, mais plutét d’utiliser la méthode suivante : d’apres [Pollock et al., 1988], les résidus 1-45
du fragment 1 de la prothrombine sont responsables de la fixation de celle-ci sur les phospholipides.
En s’appuyant sur la structure tridimensionnelle proposée par Arni et al. [1994], nous approximons
cette région du fragment 1 par une calotte de hauteur h = 35 Asur lellipsoide, comme illustré sur la
figure 6.8. Ainsi, lorsqu’une collision a lieu entre une molécule de prothrombine et I'un de ses sites de
fixation sur la membrane, ’association se produit seulement si le point de contact se situe sur cette
calotte; dans le cas contraire, la réaction n’a pas lieu. La réaction unimoléculaire est quant a elle
simulée par l'algorithme décrit dans la section 4.2.
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FIGURE 6.8 — Modélisation tridimensionnelle de
la prothrombine. La prothrombine est représentée
par un ellipsoide de rayons r, = 22.5 A, ry = 22.5
Aet r. = 60.0 A. Les résidus 1-45 du fragment 1 de
la prothrombine sont responsables de sa fixation sur
les phospholipides. Ceux-ci sont ici approximés par une
calotte de hauteur h = 35 A.
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6.2.3 Activation du substrat en solution

Dans notre modele, 'activation du substrat en solution par I’enzyme fixée sur la membrane est
représentée par la réaction bimoléculaire

k

Prothrombinase+ II — Prothrombinase+ IIa (6'3)

ou k est la constante cinétique de second ordre de la réaction.

Lorsqu’une collision entre ’enzyme et le substrat en solution se produit, ’algorithme donné dans
la section 4.6.2 détermine si oui ou non 'activation a lieu. Nous rappelons que la thrombine, produit
de la réaction, n’est pas prise en compte dans notre modele; c’est pourquoi si la réaction a lieu, elle
se résume ici a la dégradation du substrat.

6.2.4 Activation du substrat fixé sur la vésicule

L’activation du substrat fixé a la membrane par I'enzyme est représentée par la réaction bi-
moléculaire

k

Prothrombinase+ II:-PCPS, — Prothrombinase-+n:PCPS+ Ila (6'4)

ou k est la constante cinétique de second ordre de la réaction.

La réaction est simulée par 'algorithme donné dans la section 4.6.2. La thrombine n’est a nouveau
pas prise en compte, et I'activation, si elle a lieu, consiste alors a dégrader le substrat, et a libérer
ainsi un site de fixation de la prothrombine sur la membrane.

Dans cette section, nous avons proposé un modele numérique de la réaction prothrombinase. Celui-
ci repose sur la méthodologie décrite dans le chapitre 4, et représente donc cette réaction a ’échelle
microscopique; plus exactement, il s’intéresse a son fonctionnement dans le voisinage d’une vésicule
phospholipidique. Ainsi, aprés en avoir donné les caractéristiques géométriques, nous avons indiqué
quelles especes moléculaires le composent, et comment celles-ci y sont représentées. Nous avons en
outre expliqué comment sont simulées leurs interactions, i.e. les réactions auxquelles elles participent ;
celles-ci sont répertoriées dans I’équation (6.1). La section suivante décrit comment est utilisé ce
modele pour répondre a la problématique posée dans la section 6.1.

6.3 Simulations et résultats

Nous avons vu dans la section 6.1 que les phospholipides accélerent la réaction prothrombinase
et, plus exactement, promeuvent la réaction d’activation du substrat par 'enzyme. Néanmoins, le
mécanisme par lequel ils operent reste encore incertain. Plusieurs hypotheses ont alors été proposées :

e l'existence d’une zone autour de la vésicule phospholipidique ot les concentrations des différentes
especes sont localement tres élevées,

e la réduction de la dimensionnalité,
e la régulation allostérique de la réaction par la PS.

Dans cette section, nous utilisons le modele proposé dans la section précédente afin de mettre en
évidence la validité de 'une de ces hypotheses.

Nous rappelons que ce modele résume 'activation du substrat par le schéma réactionnel suivant
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II +n-PCPS &= 1II:.PCPS,
Prothrombinase+ II — Prothrombinase-+ IIa

Prothrombinase+ II:-PCPS, — Prothrombinase-+n:-PCPS+ Ila

Ainsi, nous reproduisons tout d’abord la réaction de fixation de la prothrombine par rapport aux
données expérimentales. Nous simulons ensuite 1’ensemble des trois réactions sous diverses conditions,
afin de déterminer par quel mécanisme les phospholipides favorisent I'activation du substrat.

@ Les différents résultats présentés dans cette section sont le produit de n simulations. Dans
chaque cas, n/3 simulations ont utilisé le générateur de nombres aléatoires « Mersenne Twister » [Mat-
sumoto et Nishimura, 1998], n/3 la version double précision du générateur « RANLUX » [Liischer, 1994],
et enfin n/3 le générateur « Tausworthe » [L’Ecuyer, 1996, 1999] ; ceux-ci sont tous implémentés dans
la librairie GSL (GNU Scientific Library) [Galassi et al., 2005]. Ajoutons que les graines de ces différents
générateurs ont toutes été initialisées via le périphérique /dev/urandom, fourni par le noyau du systeme
d’exploitation LINUX. En outre, dans chacune des simulations, le pas de temps a été fixé & 5.0 x 1078 s.

6.3.1 Simulation de la fixation de la prothrombine sur une
vésicule phospholipidique

Le tableau 6.1 récapitule les parametres cinétiques de la réaction d’association - dissociation de la
prothrombine avec des vésicules phospholipidiques de 20 nm de diametre, et composées & 75 % de PC
et & 25 % de PS@. Nous rappelons que la constante K représente affinité entre les deux réactifs de
la réaction, cf. section 1.1.4.

Les évolutions temporelles des différentes especes impliquées dans une telle réaction sont typique-
ment données par les solutions du systeme d’EDO suivant

II
d[dt] = —kon x [II] x [PCPS]/n  +kog x II-PCPS,
d|[PCPS
[ dt L - —kon x [II] x [PCPS]  +koy X IT-PCPS; X 1 (6.5)
II - PCPS,
W = +kon x [II] X [PCPS]/n  —kog X II-PCPS,

Notons que nous donnons ici ’évolution temporelle de I’espece PCPS plutot que celle de 1'espéce
n - PCPS, étant donné que c’est celle-ci qui est généralement étudiée in vitro. Elles ne different de toutes
fagons, que de par le coefficient steechiométrique n.

Ce ccefficient n nous indique que 126 moles de phospholipides sont nécessaires pour fixer une
mole de prothrombine. Nous rappelons que chaque vésicule est en moyenne composée d’environ 2830
molécules de phospholipides, cf. section 6.2.1. Ainsi, chaque vésicule possede en moyenne environ 22
sites de fixation de la prothrombine.

Nous avons alors simulé la réaction (6.2) en :
e résolvant le systeme d’EDO (6.5),

e utilisant le modele proposé dans la section 6.2.

@Dr. Sriram Krishnaswamy, University of Pennsylvania, communication personnelle
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Dans chaque cas, les concentrations initiales en II, PCPS et II - PCPS, ont été respectivement fixées
ald uM, 50.0 uM et 0.0 uM. Dans notre modele, ceci correspond a 80 molécules de prothrombine
en solution et a 22 sites de fixation de la prothrombine sur la vésicule.

Le systeme d’EDO (6.5) n’est pas raide, il a ainsi été résolu par la méthode de Runge-Kutta-
Fehlberg 4(5), ¢f. section 2.1.2. Dans les simulations utilisant notre modele, les espéces ont toutes été
placées aléatoirement, en position et en orientation dans le volume pour les molécules de prothrombine,
en position sur la vésicule pour les sites de fixation de la prothrombine.

Les figures 6.9, 6.10 et 6.11 comparent respectivement les allures des courbes associées a 1’évolution
temporelle des especes II, PCPS et II-PCPS, obtenues wvia la résolution du systeme d’EDO, et via
la moyenne de 150 simulations utilisant notre modele quand le rayon des sites de fixation de la
prothrombine est fixé a 7 A. Dans chaque cas, la réaction est simulée pendant une seconde.

Selon la valeur du rayon des sites de fixation de la prothrombine sur la vésicule, les courbes obtenues
via les simulations utilisant notre modele gardent la méme allure, mais néanmoins ne se superposent
plus avec les courbes obtenues via la résolution du systeme d’EDO (6.5), soient celles déduites des
mesures expérimentales. Ainsi, quand le rayon des sites de fixation de la prothrombine vaut 7 A,
notre modele reproduit de maniere probante, par rapport aux mesures expérimentales, la réaction de
fixation de la prothrombine sur les phospholipides.

Nous avons vu dans la section 6.1 que, selon [Nesheim et al., 1981a; Tucker et al., 1983; Nesheim
et al., 1984], la fixation réversible sur la membrane phospholipidique des différents composants de la
réaction prothrombinase induirait I’existence d’une zone autour de la vésicule phospholipidique, ou
les concentrations des différentes especes seraient localement tres élevées. Notre modele reproduisant
fidelement la réaction de fixation de la prothrombine sur les phospholipides, nous nous intéressons ici
a l’allure de la distribution de la concentration de la prothrombine en solution durant cette réaction.

La figure 6.12 donne ’allure de la distribution de la concentration de la prothrombine en solution
en fonction de la distance par rapport a la membrane, a Iinitiation de la réaction, soit a 'instant
t =0 s. Cette courbe représente la moyenne de 150 simulations obtenues via notre modele.

En théorie, a 'initiation de la réaction, la concentration de la prothrombine en solution est censée
étre homogene et égale en tout point de la solution a 1.4 pM . La distribution obtenue par les différentes
simulations est bruitée, mais oscille néanmoins autour de la valeur théorique. Ceci s’explique par
le fait que nos simulations reposent sur la génération de nombres aléatoires, et que la distribution
obtenue représente seulement la moyenne de 150 simulations. Nous avons toutefois remarqué que plus
le nombre de simulations est grand, plus la distribution obtenue tend vers la distribution théorique.
Nous en concluons que notre modele reproduit fidelement les conditions initiales expérimentales de la
réaction, du point de vue de la distribution de la prothrombine en solution.

La figure 6.13 donne ’allure de la distribution de la concentration de la prothrombine en solution
en fonction de la distance par rapport a la membrane, a ’équilibre défini ici a l'instant ¢t = 1 s. Cette
courbe représente la moyenne de 150 simulations obtenues via notre modele.

En théorie, a ’équilibre, si la concentration de la prothrombine en solution était homogene, elle
serait égale en tout point de la solution a environ 1.17 pM. Cette valeur est donnée par la résolution
du systeme d’EDO (6.5). La distribution obtenue par les différentes simulations est & nouveau bruitée,
mais oscille toujours autour de la valeur théorique 1.17 M. Nous en concluons qu’a I’équilibre, la dis-
tribution de la concentration de la prothrombine en solution est uniforme en tout point de la solution.
Nos résultats indiquent donc que la fixation réversible de la prothrombine sur la membrane phos-
pholipidique n’induit aucun gradient dans sa concentration en solution, et rejettent ainsi I’hypothese
proposée par Nesheim et al. [1981a]; Tucker et al. [1983]; Nesheim et al. [1984].
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kon
ITI +n-PCPS = II-PCPS,
kogr
| constante | valeur |
Kon 28.0 uM sites™ - s71
kog 24.81 st
n 126 moles de PCPS / moles de I1I
Kp 0.886 pulM

TABLEAU 6.1 — Parameétres cinétiques de la réaction de fixation de la prothrombine sur les phos-

pholipides.
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FIGURE 6.9 — Simulation de la réaction de fixation de la prothrombine sur les
phospholipides : évolution de la concentration en II. La courbe continue représente
la solution [II](¢) du systéeme d’EDO (6.5). La courbe discontinue (») donne I’évolution de
la concentration moyenne de la prothrombine en solution dans 150 simulations utilisant

notre modele, et donc ’approche SMA.
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FIGURE 6.10 — Simulation de la réaction de fixation de la prothrombine sur les phospholi-
pides : évolution de la concentration en PCPS. La courbe continue représente la solution [PCPS](t)
du systéeme d’EDO (6.5). La courbe discontinue (») donne 1'évolution de la concentration moyenne en
phospholipides libres dans 150 simulations utilisant notre modele, et donc ’approche SMA.
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FIGURE 6.11 — Simulation de la réaction de fixation de la prothrombine sur les phospholi-

pides :

évolution de la concentration en II- PCPS,. La courbe continue représente la solution

[II - PCPS.)(t) du systéme d’EDO (6.5). La courbe discontinue () donne 1’évolution de la concentration
moyenne de la prothrombine fixée sur la vésicule dans 150 simulations utilisant notre modele, et donc

I’approche SMA.
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FIGURE 6.12 — Distribution de la concentration de la prothrombine en solution
a Dinitiation de la réaction. La courbe discontinue donne l'allure de la distribution
théorique de la prothrombine en solution en fonction de la distance a la membrane. La
courbe continue (o) représente la distribution moyenne de la prothrombine en solution
dans 150 simulations.
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FIGURE 6.13 — Distribution de la concentration de la prothrombine en solution
a D’équilibre. La courbe discontinue donne l’allure de la distribution théorique de la
prothrombine en solution en fonction de la distance a la membrane. La courbe continue
(+) représente la distribution moyenne de la prothrombine en solution dans 150 simulations.
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6.3.2 Simulation de la réaction prothrombinase

Dans la section précédente, nous avons ajusté certains parametres de notre modele, afin que celui-
ci reproduise la réaction de fixation de la prothrombine sur les phospholipides de maniere fidele aux
données expérimentales. Nous nous sommes ensuite intéressés a la distribution de la prothrombine en
solution. Les résultats ont indiqué que celle-ci est uniforme, et rejettent ainsi la premiere hypothese
concernant I'explication de ’accélération de la réaction prothrombinase par les phospholipides. Il nous
reste alors a étudier les deux autres hypotheses, a savoir :

e la réduction de la dimensionnalité,
e la régulation allostérique de la réaction par la PS.

Pour cela, nous utilisons le modele décrit dans la section 6.2 pour simuler la réaction prothrombi-
nase dans son intégralité, i.e. pour simuler les trois réactions données dans le schéma (6.1).

Nous remémorons que le substrat se fixe de maniere réversible sur la vésicule phospholipidique il
existe donc deux modes de transport pour la présentation de celui-ci a I’enzyme :

e soit directement wvia la solution, le substrat accede a ’enzyme par diffusion en trois dimensions
dans la solution ;

e soit via la membrane, le substrat se fixe sur la membrane par diffusion en trois dimensions
dans la solution, puis accede a I'enzyme par diffusion en deux dimensions sur la surface de la
membrane.

L’activation du substrat par 'enzyme se décompose alors en deux étapes :
e le transport du substrat vers 'enzyme,

e I’évenement catalytique, i.e. activation du substrat par ’enzyme suite a une collision entre ces
deux entités.

Nous nous intéressons ici a la dégradation du substrat par I’enzyme dans les trois configurations
suivantes :

e dans la premiere, seul le transport du substrat vers 'enzyme via la solution est pris en compte;
la réaction prothrombinase se résume alors ici par la réaction

Prothrombinase+ II — Prothrombinase-+ IIa

e dans la deuxieme, le substrat accede a ’enzyme seulement via la membrane; la réaction pro-
thrombinase se limite donc ici aux deux réactions

II+n-PCPS & II-PCPS,

Prothrombinase+ II:-PCPS, — Prothrombinase+n:PCPS+ Ila

e dans la troisieme, le substrat peut accéder a 'enzyme wvia la solution et via la membrane; la
réaction prothrombinase est ici représentée dans son intégralité, i.e. par les réactions
IT+n-PCPS &= 1II-PCPS,

Prothrombinase+ II — Prothrombinase-+ IIa

Prothrombinase+ II:-PCPS, — Prothrombinase-+n-PCPS+ Ila
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Nous quantifions ainsi la contribution de chaque mode de transport sur la dégradation du sub-
strat. Qui plus est, dans chacune de ces configurations, nous faisons varier la valeur de la constante
catalytique de I’enzyme afin de tester I'impact de I’évenement catalytique sur le processus global. Plus
exactement, dans chaque cas, la probabilité qu’une collision entre ’enzyme et le substrat — qu’il soit
en solution ou fixé sur la membrane — induise la dégradation est fixée respectivement a 1.0, 0.5 et 0.1.

Les figures 6.14, 6.15 et 6.16 donnent 1’évolution de la concentration moyenne en substrat au cours
de la réaction prothrombinase dans 15 simulations, quand celle-ci se fait respectivement dans chacune
des trois configurations décrites précédemment. Dans ces simulations, chaque collision entre ’enzyme
et le substrat entraine la dégradation du substrat, i.e. la probabilité qu’une collision entre ces deux
especes induise la réaction vaut 1.0 : nous sommes ici dans le cas idéal d’une réaction controlée par
la diffusion. Nous remarquons que ces différentes courbes peuvent étre ajustées par régression linéaire

par une cinétique de premier ordre de constante ks donnée en s—1.

Le tableau 6.2 récapitule les constantes ko ainsi que les coefficients de corrélation r? associés,

obtenus par régression linéaire de I’évolution de la concentration moyenne en substrat au cours de la
réaction prothrombinase dans 15 simulations. La réaction est simulée dans chacune des trois configu-
rations décrites précédemment, et dans chaque cas, les probabilités que les collisions entre ’enzyme
et le substrat soient productives sont fixées successivement a 1.0, 0.5 et 0.1.

Plusieurs conclusions peuvent étre tirées de ces résultats. Tout d’abord, quelle que soit la valeur
de la constante catalytique de I’enzyme, les vitesses de dégradation du substrat sont identiques quand
le transport se fait seulement via la membrane, ou quand il a lieu a la fois via la solution et wvia
la membrane : ainsi, selon notre modele, ’activation se fait exclusivement par la membrane dans la
réaction prothrombinase, le « vrai » substrat de I’enzyme est celui fixé sur les phospholipides.

Ensuite, quand 'activation se fait seulement via la solution, la vitesse de dégradation du substrat
dépend linéairement de la valeur de la constante catalytique : cette réaction dépend ainsi a la fois du
transport et de I’évenement catalytique.

De plus, la vitesse de dégradation du substrat est toujours la méme quelle que soit la valeur de la
constante catalytique de ’enzyme, quand le substrat accede a celle-ci a la fois via la solution et via
la membrane : le facteur cinétiquement limitant de I’activation est alors le transport du substrat a
I’enzyme, la réaction est indépendante de I’évenement catalytique.

En outre, selon la valeur de la constante catalytique, la vitesse de dégradation du substrat est
environ 7 a 55 fois plus rapide quand il est présenté a ’enzyme via la membrane que quand il accede
a celle-ci via la solution. Ainsi selon notre modele, le transport par la membrane accélére la réaction
par rapport au transport par la solution.

Quand le substrat peut accéder a ’enzyme par la membrane, son activation se fait exclusivement
par ce mode de transport ; celle-ci est de plus indépendante de I’éveénement catalytique. L’hypothese
de régulation allostérique de la réaction prothrombinase par les molécules de PS n’explique alors pas
l’accélération de cette réaction par les phospholipides. En effet, si ¢’était un changement de confor-
mation d’un ou de plusieurs des composants de la réaction qui était responsable de cette accélération,
ceci impliquerait un impact évident de ’évenement catalytique sur la vitesse de dégradation du sub-
strat. Nos résultats indiquent que celle-ci est indépendante de cet évenement, ils rejettent ainsi cette
hypothese.

Nos résultats démontrent alors que le transport wia la membrane est le facteur cinétiquement
limitant de la réaction, i.e. il controle la vitesse de la réaction. Ils affirment de plus, que selon la valeur
de la constante catalytique de l’enzyme, ce mode de transport multiplie la vitesse de dégradation
du substrat d’un facteur qui varie entre 7 et 55 par rapport au transport via la solution. Ce facteur
multiplicateur est de I'ordre de grandeur de celui observé in vitro dans des conditions expérimentales
similaires [Walker et Krishnaswamy, 1994]. Nous concluons alors que le transport via la membrane
est entierement responsable de ’accélération de la réaction prothrombinase par les phospholipides, et
que 'hypothese de réduction dans la dimensionnalité explique alors cette accélération.
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FIGURE 6.14 — Dégradation du substrat pendant la réaction prothrombinase : accés a 1’en-
zyme via la solution. Les points («) donnent I’évolution de la concentration moyenne en substrat en
fonction du temps dans 15 simulations. Ceux-ci peuvent étre approchés par une cinétique de premier
ordre de constante kops = 1.22 s~1 avec un indice de corrélation 72 = 0.9950.
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FIGURE 6.15 — Dégradation du substrat pendant la réaction prothrombinase : accés a 1’en-
zyme via la membrane. Les points (») donnent I’évolution de la concentration moyenne en substrat

en fonction du temps dans 15 simulations. Ceux-ci peuvent étre approchés par une cinétique de premier
ordre de constante kops = 8.61 s~ avec un indice de corrélation 72 = 0.9964.
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FIGURE 6.16 — Dégradation du substrat pendant la réaction prothrombinase :
accés a ’enzyme via la solution et via la membrane. Les points () donnent
I’évolution de la concentration moyenne en substrat en fonction du temps dans 15 simu-
lations. Ceux-ci peuvent étre approchés par une cinétique de premier ordre de constante
Eobs = 8.87 s~ ! avec un indice de corrélation 2 = 0.9976.

Pourcentage de collisions productives
entre ’enzyme et le substrat
Mode de 10 % 50 % 100 %
transport kobs (s71) r? kobs (s71) r? kops (s71) r?
solution 0.15 0.9988 0.60 0.9974 1.22 0.9950
membrane 8.36 0.9981 7.14 0.9936 8.61 0.9964
solution + membrane 8.16 0.9967 10.07 0.9950 8.87 0.9976
TABLEAU 6.2 — Dégradation du substrat pendant la réaction prothrombinase : constantes

cinétiques observées.
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6.4 Discussion

La prothrombinase est le complexe enzymatique responsable de ’activation de la prothrombine en
thrombine. Il est composé d’une enzyme, le facteur Xa et d’un cofacteur, le facteur Va, qui s’assemblent
a la surface d’une membrane phospholipidique en présence de calcium. Les phospholipides accélerent la
transformation de la prothrombine en thrombine, mais le mécanisme par lequel ils opeérent est encore
incertain. Plusieurs hypotheses ont néanmoins été proposées :

e l’existence d’une zone autour de la vésicule phospholipidique ou les concentrations des différentes
especes sont localement tres élevées,

e la réduction de la dimensionnalité,
e la régulation allostérique de la réaction par la PS.

La premiere hypothese a été proposée par [Nesheim et al., 1981a; Tucker et al., 1983; Nesheim et al.,
1984]. Selon eux, la fixation réversible sur la membrane phospholipidique des différents composants de
la réaction prothrombinase induirait un gradient rectangulaire dans la concentration des différentes
especes moléculaires en fonction de la distance a la membrane. Il existerait alors une région autour
de la vésicule phospholipidique ou les concentrations des différentes especes seraient localement tres
élevées, augmentant ainsi le nombre de collisions et donc la vitesse de la réaction.

Le mécanisme de la réduction de la dimensionnalité a été proposé a 'origine par Adam et Delbriick
[1968]. Celui-ci indique que, quand une espece moléculaire peut réagir avec une seconde fixée a la
surface d’'une membrane, et lorsque la premiére espéce peut rencontrer la seconde soit par diffusion
en solution, soit par fixation sur la membrane puis par diffusion sur la surface de la membrane,
le second mode de transport peut sous certaines conditions accélérer trés nettement la vitesse de la
réaction. Dans la réaction prothrombinase, le substrat se fixant de maniere réversible sur la membrane
phospholipidique, Giesen et al. [1991b]; Nelsestuen [1999] ont ainsi proposé ce mécanisme comme
responsable de 'accélération de I’activation du substrat par ’enzyme.

Il a été démontré que les molécules de PS induiraient un changement de conformation chez tous les
composants de la réaction prothrombinase [Chen et Lentz, 1997; Zhai et al., 2002; Srivastava et al.,
2002; Majumder et al., 2003]. De plus, une forme soluble de PS a assuré au complexe prothrombinase
une activité semblable & celle observée en présence d’'une membrane [Majumder et al., 2002; Zhai
et al., 2002]. Les auteurs en ont alors déduit que le ou les changements de conformation induits par la
PS favoriseraient la catalyse du substrat par ’enzyme, justifiant ainsi 'accélération de la réaction par
les phospholipides : la PS serait alors un régulateur allostérique de la réaction prothrombinase [Lentz,
2003].

C’est pourquoi, afin de déterminer si 'une de ces hypotheses explique 'accélération de la réaction
prothrombinase par les phospholipides, nous avons proposé un modele numérique de cette réaction,
fondé sur la méthodologie décrite dans le chapitre 4. Nous avons ensuite utilisé celui-ci pour simuler
la réaction dans diverses conditions, et les résultats nous ont conduits a isoler celle de la réduction de
la dimensionnalité.

Dans cette section, nous discutons d’abord notre modélisation de la réaction prothrombinase, puis
les simulations effectuées et les résultats obtenus.

6.4.1 Modele numérique de la réaction prothrombinase

Dans la section 6.2, nous avons proposé un modele numérique de la réaction prothrombinase. Celui-
ci s’intéresse au fonctionnement de cette réaction dans le voisinage d’une vésicule phospholipidique.
Nous nous sommes alors placés ici a une échelle de modélisation microscopique, c’est pourquoi nous
avons utilisé la méthodologie décrite dans le chapitre 4 pour définir notre modele.

Certes, quelques modeles numériques de la prothrombinase sont disponibles dans la littérature
[Nesheim et al., 1984; Pei et al., 1993; Powers et Lentz, 1993]. Néanmoins, ceux-ci définissent de
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nombreuses simplifications quant a la biochimie du complexe, ¢’est pourquoi nous avons jugé utile de
proposer notre propre modele.

Ainsi, au centre d’un volume sphérique, nous avons placé une vésicule phospholipidique. Ce volume
est ainsi composé de la solution ou peuvent diffuser en trois dimensions des espéces de type Species3D,
et d’une surface, définie par la membrane de la vésicule, ou peuvent diffuser en deux dimensions des
especes de type Species2D.

Nous avons choisi de résumer la réaction prothrombinase par les trois réactions suivantes

IT+n-PCPS & 1II-PCPS,
Prothrombinase+ II — Prothrombinase-+ IIa

Prothrombinase+ II:-PCPS, — Prothrombinase+n:-PCPS+ Ila

Sachant que la thrombine n’est réactif d’aucune de ces réactions, elle n’a pas été modélisée. Notre
modele se limite alors aux especes :

e II, la prothrombine, qui est le substrat dans la solution de la réaction;

e n - PCPS, qui représente un site de fixation de la prothrombine sur la membrane phospholipidique ;

e IT-PCPS,, qui désigne la prothrombine liée & son site de fixation, et qui est le substrat sur la
membrane de la réaction;

e Prothrombinase, qui est I’enzyme de la réaction.

Les molécules de prothrombine en solution sont données par des instances de la classe Species3D
et alors représentées par des ellipsoides, tandis que toutes les autres especes sont données par des
instances de la classe Species2D et alors représentées par des disques. La structure tridimensionnelle
proposée dans [Arni et al., 1994] indique que 'ellipsoide est une bonne approximation de la géométrie
de la prothrombine. En revanche, il est évident que le disque n’approche en rien celles des especes
n - PCPS, II - PCPS, et Prothrombinase. Remarquons que leurs formes géométriques restent toutefois
encore completement inconnues pour la plupart, c¢’est pourquoi nous nous sommes ici restreints a des
disques. Notons que le rayon de l’espece Prothrombinase a été fixé égal a celui de ’espece n - PCPS;
ceci se justifie par le fait que 88-90 moles de phospholipides sont nécessaires pour fixer une mole de
prothrombinase [Krishnaswamy, 1990; Walker et Krishnaswamy, 1994] : cette valeur est proche des
126 moles de phospholipides essentielles a la fixation d’une mole de prothrombine.

Nous avons représenté la réaction de fixation de la prothrombine sur les phospholipides par

kon
II+n-PCPS = II-PCPS,

kog

Ce schéma bimoléculaire est typiquement utilisé pour décrire l'interaction des protéines de la
coagulation avec les phospholipides. L’association de la prothrombine avec I'un de ses sites de fixation
sur la membrane phospholipidique a ici lieu si la région du fragment 1 associée aux résidus 1-45 entre
en contact avec 'un des disques représentant un site de fixation. Nous avons représenté cette région
par une calotte de hauteur h = 35.0 Aplacée & une extrémité de Pellipsoide. Cette approximation a
été déduite de la structure tridimensionnelle proposée dans [Arni et al., 1994]. Les sites de fixation
de la prothrombine sur la membrane phospholipidique ont été ici supposés préformés. Toutes ces
approximations sont certainement discutables, mais nous devons noter que les figures 6.9, 6.10 et
6.11 démontrent que nous arrivons malgré tout a reproduire fidelement, par rapport aux mesures
expérimentales, la réaction de fixation de la prothrombine sur les phospholipides.

L’activation du substrat, qu’il soit présenté a I’enzyme par la solution ou par la membrane, a été
représentée respectivement par les deux réactions suivantes
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k
Prothrombinase+ II — Prothrombinase+ IIa

k
Prothrombinase+ II:-PCPS, — Prothrombinase-+n:-PCPS+ IIa

i.e. par des schémas bimoléculaires. Or, I'activation de la prothrombine nécessite deux clivages
pour étre transformée en thrombine [Krishnaswamy et al., 1986, 1987]; qui plus est, chacun d’entre
eux suit une cinétique bien plus complexe que celle de Henri-Michaelis-Menten, l'interaction entre le
substrat et 'enzyme étant déterminée majoritairement par un exosite [Krishnaswamy, 2005]. C’est
pourquoi, I’activation du substrat par ’enzyme devrait étre ici représentée par bien plus qu’'une simple
réaction bimoléculaire, qui reste alors une approximation grossiere. Néanmoins, nous nous intéressions
ici seulement a la consommation du substrat, et plus particulierement a l'impact de 1’événement
catalytique sur celle-ci, c’est pourquoi nous avons simplifié cette activation par un basique schéma
bimoléculaire.

La prothrombinase est un complexe enzymatique issu de l'association des facteurs Va et Xa sur
une membrane phospholipidique en présence de calcium. Cette association est toutefois réversible,
c’est pourquoi les réactions d’association - dissociation entre les facteurs Va, Xa et la membrane
devraient apparaitre dans notre modele de la réaction prothrombinase [Krishnaswamy et al., 1988;
Krishnaswamy, 1990; Giesen et al., 1991a]. Cependant, supposer une concentration stable d’enzyme
tout le long de la réaction semble une approximation raisonnable.

6.4.2 Simulations et résultats

Nous avons utilisé ensuite le modele proposé dans la section 6.2 afin de simuler la réaction pro-
thrombinase dans différentes configurations. Les résultats obtenus nous ont amenés a conclure que
I’hypotheése de réduction de la dimensionnalité tend a expliquer l'accélération de la réaction pro-
thrombinase par les phospholipides.

Pour cela, nous avons tout d’abord ajusté certains parametres du modele, afin que celui-ci repro-
duise fidelement la réaction de fixation de la prothrombine sur les phospholipides par rapport aux
mesures expérimentales. Plus exactement, & ces mesures expérimentales est associé le systeme d’EDO
(6.5). Nous avons alors adapté, dans notre modele, la valeur des rayons des sites de fixation de la
prothrombine afin que les évolutions des concentrations des différentes especes données par celui-ci
soient identiques & celles obtenues par la résolution numérique du systeme d’EDO (6.5). Quand la lon-
gueur de ces rayons a été fixée & 7 A, nous avons obtenu une excellente corrélation entre les différentes
courbes.

Nous nous sommes alors intéressés a la fagon dont évolue la distribution de la concentration de la
prothrombine en solution en fonction de la distance par rapport a la membrane, au cours de la réaction
de fixation sur les phospholipides. Les résultats des simulations ont indiqué que celle-ci est uniforme
en tout point de la solution. Les travaux de [Nesheim et al., 1981a; Tucker et al., 1983; Nesheim et al.,
1984] suggerent qu’en fait celle-ci varie selon un gradient rectangulaire, et qu’il existe une région autour
de la vésicule phospholipidique ol la concentration est localement tres élevée. Nos résultats sont en
parfait désaccord avec ces études. Plus exactement, ces auteurs ont proposé un modele numérique de
la réaction prothrombinase, dans lequel ils ont émis le postulat que ce gradient rectangulaire existait,
et ce sur l'observation d’une augmentation du rayon hydrodynamique du complexe protéine - vésicule
[Nesheim et al., 1984]. Ils ont conséquemment simulé la réaction en utilisant celui-ci; les résultats
sont fideles aux mesures expérimentales dans une variété de conditions expérimentales. Néanmoins,
les réactions de fixation des différentes especes sur les phospholipides sont supposées a 1’équilibre,
i.e. elles sont représentées de maniere statique ; qui plus est, les dimensions du gradient rectangulaire
sont ajustées afin que les résultats des simulations se superposent aux mesures expérimentales. Notre
modele propose quant a lui une description dynamique de la réaction de fixation sur les phospholipides,
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ainsi qu’une simulation tenant compte de ’aspect spatial, ou le milieu et ses différents composants
sont représentés en trois dimensions.

Nous avons ensuite simulé la réaction prothrombinase dans sa globalité, et nous nous sommes
particulierement attachés a l’activation du substrat par ’enzyme dans trois configurations différen-
tes :

e dans la premiere, le substrat ne peut accéder a I’enzyme que par la solution;
e dans la deuxieme, le substrat est présenté a ’enzyme seulement par la membrane;
e dans la troisieme, le substrat peut rencontrer I’enzyme par la solution et par la membrane.

Cette approche nous a permis de quantifier la contribution de chacun des modes de transport
sur la transformation du substrat par I’enzyme. De plus, dans chaque cas, nous avons fait varier la
valeur de la constante catalytique de I'enzyme afin de mesurer 'impact de I’éveénement catalytique
sur le processus global. Les résultats des différentes simulations nous ont permis de tirer plusieurs
conclusions. Tout d’abord, quand le substrat peut étre présenté a I’enzyme par la membrane, I'acti-
vation se fait exclusivement par ce mode de transport, le « vrai » substrat de ’enzyme est celui fixé
aux phospholipides. La vision moderne de la biochimie de la réaction prothrombinase indique que le
substrat doit se fixer sur les phospholipides avant lactivation pour que celle-ci soit efficace [Rosing
et al., 1980; Nesheim et al., 1981a; Tucker et al., 1983; Nesheim et al., 1984; Malhotra et al., 1985;
Giesen et al., 1991b; Walker et Krishnaswamy, 1994] ; nos résultats sont en parfait accord avec celle-ci.
Remarquons toutefois que Lu et Nelsestuen [1996b] ont observé que I’activation se fait & la fois par la
solution et par la membrane quand les vésicules phospholipidiques sont composées & 75 % de PC et &
25 % de PS, et ont un diametre proche de 20 nm ; il y aurait alors une contribution non négligeable
du transport par la solution dans ces conditions. Nos résultats different des précédents dans le sens ou
nous avons observé que 'activation se fait entierement par la membrane dans les mémes conditions.

Le résultat principal de cette étude est que, lorsque le substrat accede a ’enzyme par la mem-
brane, le facteur cinétiquement limitant de 'activation est le transport du substrat a I'enzyme, la
réaction est indépendante de I’éveénement catalytique. Cette conclusion a été obtenue en supposant
100 %, puis 50 %, et enfin 10 % des collisions entre I’enzyme et le substrat productives, i.e. induisant
I’activation du substrat. Nous avons aussi effectué des simulations dans lesquelles le pourcentage de
collisions productives a été fixé & 1 % et 0.1 % ; les résultats sont donnés sur la figure 6.17. La vitesse
de dégradation du substrat y est quasiment la méme, quelle que soit la valeur du pourcentage. Ces
résultats sont similaires aux précédents, ils viennent ainsi confirmer que la réaction prothrombinase est
indépendante de ’événement catalytique et entierement controlée par le transport. Certaines études
ont indiqué que la PS induirait un changement de conformation des composants de la réaction pro-
thrombinase [Chen et Lentz, 1997; Zhai et al., 2002; Srivastava et al., 2002; Majumder et al., 2003],
et qu'une forme soluble de PS assurerait une activité au complexe prothrombinase similaire a celle
observée en présence d’une membrane [Majumder et al., 2002; Zhai et al., 2002]; la PS serait alors un
régulateur allostérique de la réaction prothrombinase [Lentz, 2003]. Dans ce cas, le ou les changements
de conformation induits par la PS provoqueraient un impact conséquent de I’événement catalytique
sur le processus global ; nos résultats indiquent que la réaction est indépendante de celui-ci et rejettent
ainsi cette hypothese. Ils n’écartent toutefois pas le fait que la PS pourrait induire un changement
de conformation d’'un ou des composants de la réaction prothrombinase et alors accélérer celle-ci;
ils démontrent qu’en présence d’une membrane, ce n’est pas la régulation allostérique qui explique
Paccélération de la réaction par les phospholipides. Remarquons que selon [Stone et Nelsestuen, 2005],
I’activation du substrat par 'enzyme requiert la présence d’une membrane phospholipidique pour étre
optimale, et qu’aucune forme soluble de PS n’arrive a reproduire aussi efficacement une telle activité.

La vitesse d’activation du substrat est 7 a 55 fois plus rapide, selon la valeur de la constante
catalytique, quand le substrat accede a ’enzyme par la membrane que quand il est présenté a celle-ci
par la solution. Le transport par la membrane accélere alors la vitesse de la réaction prothrombinase,
et qui plus est controle entierement celle-ci. Le rapport 7-55 étant de 'ordre de grandeur de celui-
ci observé in vitro dans des conditions expérimentales similaires [Walker et Krishnaswamy, 1994],
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FIGURE 6.17 — Dégradation du substrat pendant la réaction prothrombinase :
accés a ’enzyme via la solution et via la membrane; 100 %, 1 % ou 0.1 % des
collisions sont productives. Les différents points donnent respectivement 1’évolution
de la concentration moyenne en substrat en fonction du temps dans 3 x 15 simulations,
dans lesquelles le pourcentage de collisions productives a été respectivement fixé & 100 %
(), 1 % () et 0.1 % (a). Ces différents points peuvent étre respectivement approchés par
une cinétique de premier ordre de constante kops = 8.87 s~ 1 avec un indice de corrélation
r? = 0.9976 (+), de constante kops = 6.70 s~ ! avec un indice de corrélation 7> = 0.9695
(w), et de constante kops = 5.96 s~ avec un indice de corrélation r? = 0.9986 (a).

nous avons alors conclu que le mécanisme de réduction dans la dimensionnalité permet d’expliquer
I’accélération de la réaction prothrombinase par la membrane phospholipidique. Cette conclusion avait
par ailleurs déja été tirée dans [Giesen et al., 1991b; Nelsestuen, 1999].

Le mécanisme de la réduction de la dimensionnalité a été proposé a 'origine par Adam et Delbriick
[1968]. Un nombre important d’études théoriques s’intéressant & son éventuel impact dans diverses
réactions ont successivement été publiées [Berg et Purcell, 1977; Wiegel et DeLisi, 1982; Berg, 1985;
Wang et al., 1992; Axelrod et Wang, 1994], méme sur ’exemple particulier d’enzymes fixées sur
des membranes lipidiques [Berg et Jain, 2002]. L’étude présentée dans ce chapitre conclut que ce
mécanisme explique ’accélération de la réaction prothrombinase par la membrane phospholipidique.
Ces résultats doivent toutefois étre validés expérimentalement in vitro ; néanmoins, si ceux-ci s’averent
prouvés, le complexe prothrombinase étant considéré comme un archétype des complexes enzymatiques
de la coagulation plasmatique [Krishnaswamy, 2005], nos résultats pourraient alors se généraliser &
ces autres complexes, et justifier ainsi I'impact de la membrane phospholipidique sur leurs modes
d’action. La réduction de la dimensionnalité a justement été mentionnée comme responsable éventuel
de l’accélération par la membrane de I'activation du facteur X par le complexe FT-VIIa [Krishnaswamy
et al., 1992]. Les travaux de Hathcock et al. [2005] s’intéressent aussi au role des phospholipides dans
cette réaction; il est intéressant de noter que les auteurs ont conclu leur étude par

« We suggest that stochastic, particle-tracking simulations present the best opportunity
to understand this important physiological reaction ».

MEMOIRE DE THESE 193



EXEMPLE MICROSCOPIQUE

Conclusion

A T’échelle microscopique, la cinétique biochimique est classiquement reproduite par des marches
aléatoires. La section 2.2.6 a cependant conclu que les méthodes informatiques typiquement utilisées
dans ces simulations ne permettent pas ’expérimentation in virtuo de cette cinétique biochimique.
C’est pourquoi, nous avons proposé dans le chapitre 4 un modele qui met en ceuvre ce nouveau
type d’expérimentation et illustré ce dernier dans ce chapitre-ci, sur 'exemple de D'activation de
la prothrombine en thrombine par la prothrombinase. Nous avons de plus cherché a expliquer un
mécanisme réactionnel impliqué dans cette activation.

Ainsi, nous avons tout d’abord défini le contexte de 1’étude, soit chercher & valider I'une des
hypotheses qui sont proposées dans la littérature pour expliquer I'accélération de la réaction pro-
thrombinase par les phospholipides. Nous avons ensuite décrit notre modele numérique de la réaction
prothrombinase, avec lequel nous avons mis en ceuvre diverses simulations. Les résultats obtenus nous
ont conduit a isoler 'une des hypotheses comme mécanisme expliquant ’accélération de la réaction
prothrombinase par les phospholipides.
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ANS ce mémoire, nous soutenons la these qu’il est possible d’expérimenter in virtuo la cinétique
biochimique. Ce chapitre de conclusion nous permet de dresser un bilan de ces travaux ainsi que
d’en dégager quelques perspectives.

Bilan

L’expérimentation in virtuo est une expérience menée par simulation d’'un modele numérique sur
ordinateur a laquelle 'utilisateur participe. Elle differe ainsi des calculs in silico de par les aspects
immersifs et interactifs proposés par la Réalité Virtuelle. Elle est en outre mise en ceuvre techniquement
au moyen d’un systeme multi-agents, au sein duquel les agents sont réactifs, autonomes et ordonnancés
selon le schéma des itérations asynchrones et chaotiques.

La cinétique biochimique décrit 1’évolution induite par les réactions des quantités des especes
moléculaires au cours du temps et/ou de l'espace d'un systéme biologique. Selon si le milieu du
systeme a simuler est homogene ou hétérogene, la cinétique biochimique est modélisée respectivement
selon les dimensions temporelle ou spatio-temporelle. Qui plus est, en fonction du degré de précision
requis, elle peut étre abordée selon trois échelles de modélisation : 1’échelle macroscopique, 1’échelle
mésoscopique ou 1’échelle microscopique.

Dans cette thése, nous nous sommes limités aux cas de ’échelle macroscopique en milieu homogene
et de I’échelle microscopique. A 1’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochi-
mique est typiquement décrite par un systéeme d’EDO. Celui-ci ne pouvant étre que tres rarement
résolu analytiquement, une méthode numérique est alors utilisée afin d’approcher la solution exacte.
A Déchelle microscopique, la cinétique biochimique est classiquement mimée par des marches aléatoires
qui se font, soit dans un espace discret, soit dans un espace continu. Nous nous sommes ici bornés au
cas continu.

Ainsi dans ce document, nous soutenons plus exactement la these qu’il est possible de résoudre un
systeme d’EDO associé a la cinétique biochimique d’un systeme réactionnel a I’échelle macroscopique et
en milieu homogene, ainsi que de reproduire les marches aléatoires suivies par les especes moléculaires
a l’échelle microscopique dans un espace continu, par un systeme multi-agents ol les agents sont
réactifs, autonomes et ordonnancés selon le schéma des itérations asynchrones et chaotiques.

Nous avons en outre choisi le phénomene de la coagulation du sang comme exemple applicatif, tout
d’abord en raison de ’enjeu qu’il représente en terme de santé publique, mais surtout car les données
cinétiques sont abondantes et les validations expérimentales relativement peu cotuteuses et faciles a
mettre en place.
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Nous avons alors organisé notre mémoire en trois parties. Tout d’abord, ’étude bibliographique
(partie I), qui a donné certains éléments théoriques nécessaires a la compréhension de ce mémoire
et qui, au travers d’un état de l'art, a dégagé la problématique de cette these. Ensuite, les modeles
(partie II), que nous avons proposés pour répondre a cette problématique. Enfin, 'application de ces
modeles & exemple de la coagulation du sang (partie III).

La partie I est composée des chapitres 1 et 2. Dans le chapitre 1, nous avons donné les éléments
théoriques nécessaires a la compréhension des travaux présentés dans ce document. Nous avons tout
d’abord décrit la cinétique telle qu’elle est typiquement abordée par les biochimistes, i.e. a ’échelle
macroscopique en milieu homogene. Ainsi, apres quelques notions élémentaires, nous avons détaillé
quelques cas particuliers comme la cinétique de premier ordre, la cinétique de second ordre, les
réactions réversibles, les réactions controlées par la diffusion et enfin les réactions enzymatiques. Nous
avons ensuite détaillé la théorie du phénomene de diffusion moléculaire qui est associée a celle de la
cinétique biochimique aussi bien en milieu hétérogene qu’a 1’échelle microscopique. Nous avons suc-
cessivement exposé la théorie a I’échelle macroscopique qui est décrite par les lois de Fick, puis celle
a ’échelle microscopique donnée par le mouvement brownien.

Dans le chapitre 2, nous avons conduit un état de I’art des méthodes informatiques utilisées pour
la simulation de la cinétique biochimique & 1’échelle macroscopique en milieu homogene, ainsi qu’a
I’échelle microscopique. A 1’échelle macroscopique et en milieu homogene, la cinétique biochimique
est représentée par un systeme d’EDO, généralement impossible & résoudre analytiquement : une
méthode numérique est alors employée afin d’approximer la solution exacte. Nous avons alors détaillé
I’ensemble de ces méthodes numériques. Ainsi, apres une revue des concepts de base de la résolution
numérique des systemes d’EDO dans le contexte de la cinétique biochimique, nous avons distingué
deux familles de méthodes, les méthodes & un pas et les méthodes & pas multiples. A 1’échelle micro-
scopique, la cinétique biochimique est reproduite par des marches aléatoires dans un espace discret ou
continu. Nous avons alors relevé I’ensemble des méthodes informatiques utilisées pour représenter la
cinétique biochimique a cette échelle, en nous limitant au cas d’un espace continu. Nous avons ainsi
décrit successivement comment sont simulés le mouvement brownien, les réactions bimoléculaires et
les réactions unimoléculaires dans lesquels sont impliquées les différentes especes moléculaires. Chaque
étude s’est achevée par un bilan qui a mis en évidence qu’aucune de ces méthodes informatiques ne
permet I'expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique.

La partie II est formée des chapitres 3 et 4. Dans le chapitre 3, nous avons proposé un modele
qui met en ceuvre l'expérimentation in virtuo de la cinétique biochimique a 1’échelle macroscopique
en milieu homogene. Apres un apercu général, nous avons introduit la notion d’agents réaction sur
laquelle est fondé notre modele. Nous avons ensuite formalisé cette méthode afin d’en démontrer la
convergence d’ordre moyen inférieur ou égal a deux. Un exemple d’implémentation a alors illustré notre
approche, et ce chapitre s’est en outre achevé par une discussion du modele ainsi que par quelques
perspectives d’évolution.

Dans le chapitre 4, nous avons proposé un modele qui met en ceuvre ’expérimentation in virtuo de
la cinétique biochimique a I’échelle microscopique. Nous avons tout d’abord donné un apergu général
de notre systéme multi-agents, dans lequel chaque agent représente une espece moléculaire qui évolue
au sein d’un univers tridimensionnel. A cette échelle, les especes moléculaires sont soumises & des
phénomenes tels les réactions unimoléculaires, le mouvement brownien, les collisions ou les réactions
bimoléculaires ; nous avons alors décrit successivement comment ceux-ci sont reproduits et implémentés
dans notre modele. Une discussion de ces différents algorithmes a en outre clos ce chapitre.

La partie III est constituée des chapitres 5 et 6. Dans le chapitre 5, nous avons illustré le modele
développé dans le chapitre 3 sur un exemple applicatif : le test du temps de Quick — test in vitro
de routine utilisé dans le domaine du diagnostic en hémostase. Nous avons tout d’abord proposé un
modele mathématique du temps de Quick qui s’exprime au moyen d’un systeme d’EDO. Nous avons
alors comparé les résolutions numériques de ce systéme par les méthodes in silico aux résolutions
numériques par les méthodes in virtuo. Les résultats de ces différentes comparaisons ont parfaitement
vérifié la convergence d’ordre moyen inférieur ou égal a deux des méthodes in virtuo. Notre modele
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mathématique du TQ a de plus été validé expérimentalement en confrontant d’abord les TP mesurés
in vitro aux TP simulés in virtuo de 50 patients, puis ensuite les TP et les INR mesurés in vitro aux
TP et INR simulés in virtuo de 10 patients traités par AVK.

Dans le chapitre 6, nous avons illustré le modele développé dans le chapitre 4 sur I'exemple de
I’activation de la prothrombine en thrombine par la prothrombinase — réaction-clé de la coagulation du
sang. Dans cette réaction, les phospholipides sont responsables d’une nette accélération de 'activation
du substrat par ’enzyme; néanmoins, le mécanisme par lequel ils operent est toujours incertain.
Plusieurs hypotheses ont alors été proposées dans la littérature : nous avons cherché a déterminer
la validité de I'une d’entre elles par le biais d’'un modele numérique de la réaction prothrombinase.
Les résultats obtenus a la suite de diverses simulations nous ont conduit a isoler la réduction de la
dimensionnalité comme mécanisme expliquant 1'accélération de la réaction prothrombinase par les
phospholipides.

L’expérimentation in virtuo place I'utilisateur au coeur de la simulation, cette derniére devient alors
participative et 'humain est dit « dans la boucle ». Le grand regret de ces travaux de these est que
les modeles développés dans les chapitres 3 et 4 mettent en ceuvre ce nouveau type d’expérimentation,
mais que leurs exemples d’applications décrits respectivement dans les chapitres 5 et 6 n’emploient
pas la possibilité de mettre I'humain dans la boucle, et n’en ont d’ailleurs pas l'utilité. Remarquons
toutefois que les modeles développés en oncologie par Querrec [2005] ou encore ceux développés en neu-
robiologie cutanée par Desmeulles [2006] mettent en ceuvre 'expérimentation in virtuo de la cinétique
biochimique par le biais des méthodologies développées dans ce document.

Perspectives

Le tableau 7.1 remémore les techniques de modélisation et de simulation de la cinétique biochimique
des systemes biologiques complexes. Ce tableau est identique au tableau 1 donné dans l'introduction.

Dans cette these, nous avons traité la modélisation et la simulation in virtuo de la cinétique
biochimique dans les cas de I’échelle macroscopique en milieu homogene et de 1’échelle microscopique.
En guise de perspectives, nous pouvons envisager d’aborder les cas de 1’échelle macroscopique en milieu
hétérogene, de 1’échelle mésoscopique en milieu homogeéne et enfin de 1’échelle mésoscopique en milieu
hétérogene.

Nous avons examiné le cas de 1’échelle macroscopique en milieu hétérogene dans la section 3.5.3.
En effet, nous avons étendu la notion de réification des interactions a la modélisation de la diffusion
moléculaire. Ainsi, par le biais d’agents diffusion, nous pourrions simuler le phénomene de transport,
et en ajoutant les agents réaction, nous pourrions alors simuler la cinétique biochimique dans son
ensemble et respecter la problématique de I'expérimentation in virtuo.

Dans la section 3.5.4, nous avons élargi le concept d’agents réaction a la modélisation de la cinétique
biochimique a 1’échelle mésoscopique en milieu homogene. Ce concept permet effectivement d’adapter
aisément les algorithmes proposés par Gillespie [1976, 1977] & la problématique de I’expérimentation
m virtuo.

Nous pourrions aussi envisager d’appliquer 'idée de réification des interactions a la modélisation de
la cinétique biochimique & 1’échelle mésoscopique en milieu hétérogene. En effet, si nous adaptions les
algorithmes développés par Gillespie [1976, 1977] aux agents réaction et les algorithmes proposés par
Stundzia et Lumsden [1996] aux agents diffusion, nous pourrions alors imaginer simuler la cinétique
biochimique dans son ensemble tout en répondant & nouveau a la problématique de ’expérimentation
mn virtuo.

Dans lintroduction de cette thése, nous avons vu que le nombre de molécules d'un systeme
réactionnel détermine 1’échelle de modélisation. De nombreux phénomenes biologiques mettent en
jeu a la fois des réactions faisant intervenir un large nombre de molécules ainsi que des réactions en
impliquant un faible nombre, par exemple ’activité intracellulaire ou cohabitent voies métaboliques —
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CONCLUSION

Echelle Milieu homogene | Milieu hétérogéne
Equations Equations
macroscopique différentielles différentielles
ordinaires aux dérivées partielles
Equation Equation
mésoscopique maitresse maitresse
stochastique stochastique
microscopique Marches aléatoires

TABLEAU 7.1 — Rappel : modélisation et simulation de la cinétique biochimique.

grand nombre de molécules — et régulations génétiques — faible nombre de molécules. C’est pourquoi
la tendance actuelle s’oriente vers des algorithmes dits « hybrides », quand le milieu est homogene,
tels que dans [Kiehl et al., 2004; Takahashi et al., 2004] qui mixent résolution numérique de systemes
d’EDO et la simulation stochastique exacte, ou encore dans [Vasudeva et Bhalla, 2004] qui basculent
entre les deux méthodes dynamiquement selon ’état du systeme. Nous pouvons alors imaginer un
systeme ou se mélangeraient les agents réaction macroscopiques proposés dans le chapitre 3, et les
agents réaction mésoscopiques envisagés dans la section 3.5.4 pour obtenir une simulation hybride in
vIrtuo.

Nous avons aussi vu dans ce document, et particulierement dans la section 2.2.6, que la simula-
tion informatique de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique est encore peu développée. Elle
reste néanmoins celle qui apporte les plus grands degrés de précision et de réalisme. Compte-tenu de la
puissance de calcul grandissante des ordinateurs, ainsi que de 'importance du bruit dans certains pro-
cessus biologiques comme dans les phénomenes intracellulaires [Rao et al., 2002], nous pensons que les
futures modélisations informatiques des systéemes biologiques complexes passeront par la modélisation
de la cinétique biochimique a 1’échelle microscopique. Le modele développé dans le chapitre 4 pourrait
alors servir de contribution a ce développement.

Dans le chapitre 5, nous avons construit un modele mathématique du test du temps de Quick.
Ce modele a été confronté a des mesures expérimentales in vitro qui 'ont validé; il s’est notamment
montré particulierement efficace dans la simulation de patients traités par AVK — c¢f. section 5.4.3.
Ainsi, connaissant les concentrations en facteur I, IT, V, VII et X d’un patient sous AVK, ce modele est
capable de prédire avec apparemment une bonne précision, 'INR du patient. Imaginons maintenant
que nous soyons capable de prévoir 'impact de la dose d’AVK administrée a I'un de ces patients
sur la concentration de ses facteurs; nous serions alors capable de pronostiquer I'impact de la dose
d’AVK administrée au patient sur son INR. Nous rappelons que 'INR est I'indicateur numérique qui
permet actuellement le suivi et la surveillance des traitements par AVK, donc qui détermine la dose a
prescrire. Bien que la perspective suivante soit extrémement prétentieuse, il devient dans ce contexte
envisageable d’utiliser notre modele du TP pour aider a la prescription des traitements par AVK.

L’étude menée dans le chapitre 6 a illustré le modele développé dans le chapitre 4 sur ’exemple de
la réaction prothrombinase. Elle a surtout permis de proposer un mécanisme expliquant 1’accélération
de la réaction par la membrane phospholipidique. Il est évident que ce résultat nécessite une validation
expérimentale in vitro; néanmoins, s’il s’avere prouvé, nous pouvons envisager de réitérer la méme
démarche sur les autres complexes enzymatiques de la coagulation plasmatique assemblés sur une
membrane, voire méme de ’étendre a d’autres réactions enzymatiques impliquant elles aussi des
enzymes fixées sur une membrane.

Nous espéerons que nos travaux favorisont une meilleure implantation de la simulation informatique
dans le domaine de la coagulation du sang.
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Annexe A

Démonstrations mathématiques

Cette annexe donne la démonstration du théoreme 3.1€. Elle utilise le fait qu'une méthode est
convergente si elle est stable et consistante [Ascher et Petzold, 1998], I’évaluation de 'erreur de consis-
tance donne l'ordre de la convergence. Ainsi, aprés une définition générale, nous considérons le cas
général d’une méthode in virtuo d’ordre p > 3, puis les cas particuliers des méthodes d’Euler explicite
i virtuo et du point milieu explicite in virtuo.

A.1 Définition générale
Définition A.1 Soit

Ynt+1 = Yn + hn(I)f (tn7 Yn, hn) (Al)

une méthode a un pas pour la résolution du probléme de Cauchy

y(to) =y
{y’(z) = fo(t,y(t)). (A.2)

Soit m € N*. Nous appelons version multi-agents de la méthode (A.1), pour la résolution du
probléme

{ Y(t) = (fitfot -+ fm)ty() (A:3)
y(to) = wo
la méthode donnée par

Yn+1 = Yn + hn(I)Un (tn7 Yn, hn) (A4)

définie par un choix équiprobable, a chaque pas de tempsn — n+1, de o, € Sy, et par les relations

y*l = y’rl + hn(bfgn(l) (t',“ ?Jm h’ﬂ)
Vi, 1<i<m-—1
T ’ A5
Yxitl = Yxi T hn(I)f(,n(Hl) (tn; Yxis hn) ( )
Yn+1 = Yxm-

©@(Cette démonstration a été développée au sein de notre laboratoire par Pascal Redou, et publiée dans [Redou et al.,
2005].
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A.2 Cas général

A.2.1 Stabilité

Proposition A.2 Considérons une méthode a un pas stable. Alors sa version multi-agents est stable.

Démonstration. Dans ce qui suit, nous considérons les fonctions ®; lipschitziennes en y. Nous
pouvons alors trouver (A1, Az, ..., Am) € R™ tel que

|y, (t,y2, h) — Py, (t,y1, h)| < Nily2 — v

Ainsi nous avons :

Lemme A.3
|, (t, Y2, h) — D0, (t,y1,h)| < ity éz|y2 — 1|

+h™ I\ Ay - Ay — v

Nous démontrons ce lemme par récurrence sur m. Nous pouvons tout d’abord remarquer que

(Do'n = Z;il \Iji’
U, = @, ), ,
\Ijz(tay7h) = q)an(z)(t7y+hz;;ll qjj(tvya h)vh) V’L7 2 § 1 S m.

La relation (A.6) est évidente pour m = 1. Par souci de simplicité, nous posons o, = Id. Supposons
que la relation (A.6) soit vraie a l’ordre m — 1, ce qui veut dire que si nous posons

m—1
! — .
o, = E v,
i=1
nous avons

|, (tya,h) — @, (tyn,h)] < S )\illy2 -yl
+h Y0 Nidjlye —
Jr. ..
+h™ 72X A2 Aty — yal-

Ainsi I'égalité
D, =P, +V,

implique

|(I)Un (tvy?a h) - q)an(taylvh)l < |<I>i,n(t,y2,h) - (b;'n (tvyla h)'
+|(I)m(t7y2 + h@;n (ta Y2, h)a h) - (I)m(ta Y+ h@;n (ta Y1, h)a h)'

D, (t,y2,h) — @4 (841, h)| + Amly2 — 11
+hAm|q);n (ta Y2, h’) - (I):)-n (tv Y1, h)|

IN

Ce qui nous amene directement au résultat, en tenant compte de I’hypothese de récurrence. Le
lemme A.3 et la proposition A.2 sont démontrés.
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CAS GENERAL

A.2.2 Consistance
Lemme A.4 Considérons l’algorithme

y(tO) =90, Yn+tl=Yn+ hnq)f(tnayn; hn)

pour la résolution du probléme de Cauchy

y'(t) = f(ty@), ylto) = yo.
Cet algorithme est consistant d’ordre p si et seulement si

p —

ity h FEU(y) + O(hP).

k=1

La démonstration de ce lemme est directe : si z est la solution du probléeme de Cauchy, I'erreur de
consistance est donnée par

= Z(tn + hn) - Z(tn) - hnq)f(tnv Z(tn)a hn)a
et nous avons

p

k
2t ) = 2(t0) = D0 T 1, () + O().

k=1
Appliquons ce lemme : la version multi-agents de 1’algorithme (A.1) est consistante d’ordre moyen
p si et seulement si

1 oY _
— D To by k) =D (At )T () + OGP,

" 0n€Sm k=1

Lemme A.5 Les notations sont les mémes que celles de la définition A.1. Pour tout i, 1 < i < m,
nous avons

fan

: h?
Yxi = Yn + Z (hnfdn(j) Ty 2 ( (J) +2 Zfdn(k) )(t"’ ")) +O(h). (A7)
j=1

Nous démontrons ce lemme par récurrence : par hypotheése nous avons

h .1
(I)fgn(l) (ta y7 h) = fa’n(l) (t7 y) + §f([7n](1) (t7 y) + O(h‘2)
qui donne le résultat pour ¢ = 1.

Supposons que I’équation (A.7) soit vraie pour un ¢ donné. Ainsi nous avons

Yulit1) = Yxi T hn®y, 0 (Ens Ysis hn) (A.8)

avec

P iy Yuinhn) = fo, ir1) (Ens Yui) + 2f z+1)(n;y*i)
= o0 (s Y + R S5 Fon () (b)) + 50 ) (B )
= fou(i+1)(tn;Yn)
+h7n (2 2321 fG’n(j) (tnvyn)afdgiwamyn) + f([,lj(prl)(tnvyn))-
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En substituant dans I’équation (A.8) nous obtenons ’équation (A.7) pour i + 1, le lemme A.5 est
donc démontré.

Ainsi, si nous notons 7,,,; la moyenne (sur I'ensemble de tout les o € S,,) des valeurs 4,41, nous
obtenons

ynJrl = # Zaesm (yn + 2211 (hnfa(i) + h?"(f([,l(]i) (tnv yn)
i— afa' i
+2 Zk:ll fa(k) (tnv yn) By( : (tna yn)))
+0O(h;,)
= UYn -
+hn Zi:l fz(tna yn)
2 m 1
e (20 7 s ) w9
m i— Ofoi
+% ZoESm Zi:l(Zk:ll fo(k) (tna yn)) By( : (tna yn))
+0O(h;,)
= UYn

Jrhgl ZZ1 fi(tna yn)
h m [l m! 0f;
1 (0 I ) + 2% Sy il ) S (b))

+O(h3).
Ainsi nous avons
Ypt+1 = Yn + hna(tna Yn, hn)
ou
3 Ny h(- ) o Of )
(t,y,h) = Zfz(t,y) +3 Zfi (t,y) + Zfz(t,y)a—y(t,y) + O(h%).
i=1 i=1 i#]

Ceci montre que notre méthode possede un ordre moyen > 2.

Nous prouvons finalement que 'ordre moyen est < 3. Selon le lemme A.5, ceci implique que le
J— 2
facteur en h? dans ®(t,y, h) est différent de %(fl + -+ fm). Par souci de simplicité, nous nous
limitons au cas m = 2. Pour o,, € S5, nous avons

Y1 = yn+hnq)f ( )(tn;yn;hn)

on(l A.10
Yn+1l = Yx1 t hn¢fdn(2) (tn; Y1, hn) ( )

En émettant 'hypothese que la méthode choisie soit d’ordre p > 3, nous obtenons

1
(I)fc,n@) (tna Yxl, hn) = fan2(2) (t’ru y*l) + h?”f([,n](g) (tna Yul) (A 11)
+%ffj(2) (tnv y*l) =+ O(hi)
Il suffit de substituer dans cette expression la valeur

_ I ) M 12) :

Yxl = Yn + hnfan(l)(tna yn) + 7fgn(1)(tn, yn) + yfgn(l)(tn, yn) + O(hn) (A12)

Par conséquent

202 SEBASTIEN KERDELO
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2
(I)fc,n@) (tn;y*lzhn) = fo’n 2)( ns Yn + h fo’n 1)( nvyn) + by f([,lj(l)(tnayn))
+ f[l](g)( nayn+h fo’n 1)( nayn))
f[2] 2)( nayn)
+(9(h3)
= fon(2)(tnayn) of
1 on (2
+h7n(f([7n](2) (tna yn) + 2f0n(1) (tnvyn)a—y()(tna yn))
2
+%(fon(2)(tn7yn)[2]

0 fon
+3f3n(1) (tna yn) ayz(z) (t’ru yn)

Ofonc2
+3f([71] 1 (t’myn) fay( )(tnayn)
f’fi?m
+3fo'(1)( n;yn) (tn;yn))

+O(h3).

(A.13)

Ainsi,

Ynt1 = Yn + hn(I)Un (tnvyna hn)a

avec

Do, (t,y,h) = for,)ty) + fo,2)(ty)
H (o 69+ L) () + 200,01 0) P52 1.0)
2 (120 () + £y (1) 312, ) (1) 2 1) (A.14)
43100 3 (6 9) 2282 (1) + 3oy (1) 252 11)
+O(h3).

En gardant les mémes notations, nous avons

Ypt1 = Yn + hn® (L, Yoy B
(t,y,h) fi(t,y) + fa(t,y)
+4 (e, )f[@w+ﬁ@w%(w+h@w%ﬁyﬂ
+ i () + 1y + 2R ) 13(9) 52 (1)
+2 0y 22 (1, >§ﬁ%uwy<w
2Rt y) i () + 2falt )
+0O(h3).

(A.15)

"‘Cd

Les deuX premiers termes correspondent bien & fi + fo + & 5(f1+ f2)I, mais le facteur en h? n’est

pas égal a %; (f1 + f2)!2. Ce qui nous mene & la conclusion.

A.3 Cas de la méthode d’Euler explicite

A.3.1 Stabilité

La stabilité de la version multi-agents de la méthode d’Euler explicite est un cas particulier de la
proposition A.2.
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A.3.2 Consistance

Les notations sont les mémes que celles de la section A.2. Nous évaluons e,, pour la version multi-
agents de la méthode d’Euler explicite : nous avons

2(tpy1) = z(tn+hy)
2(tn) + ho'(t) + 52" (tn) + O(2).

Ceci implique

h2 &
Z(tn+1) - Z(tn) = hn(fl +t fm)(tnv z(t")) + ?(Z fi)[l] (tnv Z(tn)) + O(hz)
Toi=1
De plus, nous avons
(I)O'n - Z:il \Ili;
\Ijl = ¢17 )
Ui(t,y,h) = fo,o(ty+hY 2 Uty h) Vi, 2<i<m
et avec un développement de Taylor a l’ordre un,
i— 0 Un i
\I]z(tvya h) = fdn(z)(tvy) +h(2j:11 \I/](t,y,h)) eatn) (t y)

Fonoy(t9) + AT fon () () 22 f”"(” (t,y).

Ainsi,
h, (ty, b thfzty +hQZ(Zfanmty) et 1),
1=1 Jj=1

I’erreur de consistance moyenne est alors donnée par

( Zfz -2 3 i (Zfanm) afg"(l))(th(tn)) +O(h3).

Tn€ESy, 1=1 j=1

Le facteur en h? ci-dessus n’est généralement pas égal & zéro. Le résultat est démontré.

A.4 Cas de la méthode du point milieu explicite

La premiere partie de la démonstration du théoreme 3.1 indique que la version multi-agents de la
méthode du point milieu explicite possede un ordre moyen > 2. Afin de vérifier que cet ordre ne peut
dépasser 3, considérons le cas de deux réactions (remarquons que la démonstration de la consistance
dans la section A.2 n’est pas appropriée a une méthode d’ordre deux). Pour tout o,, € S,,, nous avons

Yo = Yn+hafo,)(tn + 22y + 2 fon(l)(nayn))
Ynt1 = Yu1 +hnfo,2)(tn + 5 ,y*1+ B fon2) (tns Yu1))-

Un développement de Taylor & l'ordre deux montre que 1’équation précédente peut s’écrire

: Ofonca
Yx1 Yn + hn(fan (1) + h_nf[l] (1) + h_n(f[2] (1) - fi—lj(l) fay( ))) (tnayn)
Ofon
Yntl = Y1+ hn (fan (2) T f,[;l]@) + 35 (f,[jl](z) faln](z) f@y(2_) ))(tn,y*l).

Nous obtenons pour ® :

204 SEBASTIEN KERDELO
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O(t,y,h)

fit,y) + f2(t,y)

(A A+ 1%+ ) )

+%2 [2]+f[2] fl[l]aa_fyl_ 2[1]%_13
201"+ A 28+ Y
T2+ )
+2(f1 Bmgz + f2 gmg;;)
+2f1 (G + 58)) (t.)
+O(h3).

Nous observons dans cette expression que le facteur en h2 n’est pas égal & %+ ( f1+fo)2

est démontré.

. Le résultat
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Annexe B

Mouvement brownien

Dans cette annexe, nous donnons les expressions des ceefficients de frottements et des ccefficients
de diffusion associées aux mouvements browniens selon leurs axes, de particules de forme sphérique
et de forme ellipsoidale.

Nous notons :

o fu, fy et f., les cceflicients de frottements associés aux mouvements browniens de translation
selon les axes respectifs x, y et z de la particule;

® fo., fo, et fo., les coefficients de frottements associés aux mouvements browniens de rotation
autour des axes respectifs x, y et z de la particule;

o D, Dy, D, les coefficients de diffusion associés aux mouvements browniens de translation selon
les axes respectifs z, y et z de la particule;

® Dy,, Dy, et Dy, les coefficients de diffusion associés aux mouvements browniens de rotation
autour des axes respectifs x, y et z de la particule.

Nous notons de plus :
e 7 la viscosité du fluide,
e kp la constante de Boltzmann,

e T la température.

B.1 Mouvement brownien d’une sphere

Soit 7 le rayon de la sphere. Les ceefficients de frottements associés au mouvement brownien d’une
particule de forme sphérique dérivent directement des travaux d’Albert Einstein décrits dans la section
1.2.2. Ainsi, nous avons

fo = 6mr fo, = 8mnr3
fy = 6mr fo, = Smnrd | (B.1)
f: = 6mr fo, = Smnr3

et
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MOUVEMENT BROWNIEN

B.2 Mouvement brownien d’un ellipsoide

T
p, = tB
fa

kpT

D, = =
fy

T

p, = ko
Iz

Dq

x

Do,

Dy

z

kT
fo.
kgT
fo,
kT
fo.

(B.2)

La théorie du mouvement brownien d’un ellipsoide est décrite dans [Perrin, 1934, 1936] @ Soient
Tz, 'y, 'z les longueurs des demi-axes de l’ellipsoide. Posons

P

S

Ces grandeurs sont des intégrales elliptiques et sont liées par les relations

Nous avons

fo

fy

=

et

ds

+o0
/0 (rz2 +5)1/(

ro? +5)(ry? + 5)(r:% + )

ds

+00
/0 (ry2 + 5)3/(

T2+ 5)(ry? + 5)(r:2 + )

ds

+oo
/0 (r22+s)/(

+oo

rz2 4+ 5)(ry? + 5)(r:2 + )

ds

0 \/(TzQ +8)(ry2 4+ s)(r.2 +s)

P+Q+R
riP + riQ + T?R

167n f
S +ry2P O
167n f
S +ry2Q Oy

167n

ST 2R Jo.
T

p, = kB
fa

kT

D, = -2
fy

kT

D, = -Z
[z

@Le premier papier, [Perrin, 1934], contient quelques erreurs; les corrections sont fournies dans [Koenig, 1975]

Dy

z

2
TplyTs

16 1y + 1,2
3 nry2Q+rZ2R
160 7,2 + 7,2
3 "r2R + 2P
167 rw2+ry2
3 nTzQPJrryQQ
kT

fo.
_ kgT

fo,
_ kgT

fo.

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)
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Annexe C

Détection de collision

Cette annexe donne le code source d’une fonction C attestant de I’état de contact de deux el-
lipsoides. La détection de collision se fait sur la forme exacte.

enum Matrix4x4Index

{

};

ROO = 0, RO1
R10 = 1, R11
R20 = 2, R21
20 = 3, Z1

=4, RO2 = 8, TX = 12,
=5, R1I2 = 9, TY = 13,
= 6, R22 = 10, TZ = 14,
=7, Z2 =11, ONE = 15

/******************************************************************************/

/* Fonction ellipsoidEllipsoidContact

/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%
/%

Detection de collision exacte entre deux ellipsoides, A et B

Parametres

ax : rayon
ay : rayon
az : rayon
M : matrice

bx : rayon
by : rayon
bz : rayon
N : matrice

de 1’ellipsoide A selon son
de 1’ellipsoide A selon son
de 1’ellipsoide A selon son
4x4, coordonnées homogénes

et & 1’orientation de
de 1’ellipsoide B selon son
de 1’ellispoide B selon son
de 1’ellispoide B selon son
4x4, coordonnées homogénes

et & 1’orientation de

/* Valeur de retour :

/%
/%

0 : Pas de
1 : Collisi

collision
on

axe x

axe y

axe z

associées a la position
1’ellipsoide A

axe x

axe y

axe z

associées a la position
1’ellipsoide B

*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/

/******************************************************************************/

int ellipsoidEllipsoidContact(double ax, double ay, double az, double * M,
double bx, double by, double bz, double * N)

{
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DETECTION

DE COLLISION

double
double
double
double

double
double
double
double

m00
ml0
m20
mx

n00
nl0
n20
nx

M[ROO]; double
M[R10]; double
M[R20]; double
M[TX]; double

N[ROO]; double
N[R10]; double
N[R20]; double
N[TX]; double

mO1
mil
m21

my

n01
nll
n21

ny

= M[RO1]; double
= M[R11]; double
= M[R21]; double
= M[TY]; double

= N[RO1]; double
= N[R11]; double
= N[R21]; double
= N[TY]; double

m02
mi2
m22
mz

n02
nl2
n22
nz

M[RO2] ;
M[R12];
M[R22];
MLTZ];

N[RO2];
N[R12];
N[R22];
N[TZ];

/oK skskokok o ok ok sk koo o s ok sk sk ok ok ok sk sk s ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok o sk ok sk ok sksk ok ok sksk ok o ok sk ok ok sk sk sk sk ok ok o/
/* Calcul de la matrice P"-1 = M*xA"-1xM"T
ok stk sk sk ook stk sk o ok stk ok sk sk sk sk s ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok ks sk s ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk o/

double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double

p00
pO1
p02
p03
pl0
pl1
pl2
pl3
p20
p21
p22
p23
p30
p31
p32
p33

+ o+ +

- mX;
pO1;

ax*m00*m00*ax +
ax*m00*m10*ax +
ax*m00*m20*ax +

+ ax*ml10*m10*ax +
+ ax*ml10*m20*ax +

- my;
p02;
pl2;

+ ax*m20*m20*ax +

- mz;
p03;
pi3;
p23;
-1.0;

+

ay*mO1*mO1x*ay

*/

az*m02*m02*%az — mx*mx;

ay*mOl+mll*ay + az*m02*ml2*az - mx*my;
ay*mOl+m21*ay + az*m02*m22*az - mx*mz;

+

ay*mll*mllx*xay

az*ml2*ml2%az - my*my;

ay*mll+m21*ay + az*ml2*m22*az - my*mz;

ay*m21*m21*ay + az*m22*m22*%az - mz*mz;

/oK skskokok s ok ok sk skook o o ok sk ko sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok o sk ok sk o sksk ok ok sk ok o ok sk ok ok sk sk sk sk ok ok o/
/* Calcul de la matrice Q = (N™-1) "T*B*N"-1
ok stk sk sk ook stk sk o ok stk ok sk sk sk sk sk ok stk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk s ok ks sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk o/

double
double
double
double

q00
q01
q02
q03

*/

+ (n00*n00) / (bx*bx) + (n01%n01)/(by*by) + (n02*n02)/(bz*bz) ;
+ (n00*n10)/ (bx*bx) + (n01*n11)/(by*by)
+ (n00*n20)/ (bx*bx) + (n01*n21)/(by*by)

- n00* (n00*nx + ni10*ny + n20%*nz)/(bx*bx)
- n01*(n01l*nx + nllxny + n21x*nz)/(by*by)
- n02x(n02*nx + nil2*ny + n22*nz)/(bz*bz) ;

double
double
double
double

ql0
qll
ql2
ql3

q01;

+ (n10*n10)/ (bx*bx) + (nl11*n11)/(by*by)
+ (n10*n20)/ (bx*bx) + (nl11*n21)/(by*by)

- n10*(n00*nx + nl10*ny + n20%*nz)/(bx*bx)
- n11x(n0l*nx + nill*ny + n21*nz)/(by*by)
- n12x(n02*nx + nil2*ny + n22*nz)/(bz*bz) ;

double
double
double
double

q20
q21
q22
q23

q02;
ql2;

+ (n20*n20) / (bx*bx) + (n21*n21)/(by*by)

+
+

+

(n02%n12) / (bz*bz) ;
(n02%n22) / (bz*bz) ;

(n12*n12) / (bz*bz) ;
(n12#n22) / (bz*bz) ;

(n22*n22) / (bz*bz) ;
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- n20*(n00*nx + ni10*ny + n20*nz)/(bx*bx)

- n21*(n01*nx + nllxny + n21x*nz)/(by*by)

- n22*(n02*nx + nl2+*ny + n22+*nz)/(bz*bz) ;
double gq30 = q03;

double g31 = qi13;
double q32 = g23;
double q33 =

+ (n00*nx + n10*ny + n20*nz)*(n00*nx + nlO*ny + n20%*nz)/(bx*bx)
+ (n0l*nx + nll*ny + n21*nz)*(nOl*nx + nll*ny + n21x*nz)/(by*by)
+ (n02*nx + ni12*ny + n22*nz)*(n02*nx + nl2*ny + n22*nz)/(bz*bz)
- 1.0;

/***************************************************************************/

/* Calcul de la matrice Z = P™-1x(Q */
ok stk sk sk ook sk sk sk ok s ok stk o sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk s ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk o/

double z00 = p00*q00 + p01*ql0 + p02%q20 + p03*q30;
double z01 = p00*q01 + pO1lxqll + p02%q21 + p03*q31;
double z02 = p00*q02 + p01xql2 + p02*q22 + p03*q32;
double z03 = p00*q03 + p01*ql3 + p02*q23 + p03*q33;
double z10 = p10*q00 + pl1l*ql0 + pl2%q20 + p13*q30;
double z11 = p10*qO01 + pllxqll + p12%q21 + p13*q31;
double z12 = pl10*q02 + pllxql2 + p12%q22 + p13*q32;
double z13 = p10*q03 + pll*xql3 + pl2*q23 + pl1l3%*q33;
double z20 = p20*q00 + p21*%ql0 + p22%q20 + p23%*q30;
double z21 = p20*q01 + p21*qll + p22%q21 + p23*q31;
double z22 = p20*q02 + p21*ql2 + p22%q22 + p23*q32;
double z23 = p20*q03 + p21*ql3 + p22%q23 + p23*q33;
double z30 = p30*q00 + p31*ql0 + p32*%q20 + p33*q30;
double z31 = p30*q01 + p31xqll + p32*q21 + p33*q31;
double z32 = p30*q02 + p31*ql2 + p32%q22 + p33*q32;
double z33 = p30*q03 + p31*ql3 + p32*q23 + p33*q33;

/***************************************************************************/

/* Calcul des coefficients du polynome caracteristique */
/* £(x) = a0 x”4 + b0 x°3 + cO x°2 + d0 x + €0 x/
/oK srskokosk ok ok sk sk sksk ok ok skskok ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok stk ok stk sk ok sksk sk sk ok stk sk ok ok sksksk ok sk sksk ok sk sksk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok /

double e0 = (ax*ax*ay+*ay*az*az)/(bxxbx*byxbyxbzxbz); // determinant(Z)
double dO =

+ z00*xz11%xz22 z00%z12%z21 z01*%z10%z22 + z01*z20%z12

+ z10*%xz02*%xz21 z02%z11%z20 z00%z11%2z33 - z00%z13%z31

- z01%z10%z33 z01%z30%z13 z10%z03%z31 - z11*z03*z30

+ z00*z22%z33 z00*z23*xz32 - z02*xz20%z33 + z02*z30%*z23

+ z20%z03*z32 z03*z30%*z22 z11%z22%z33 - z11*z23%z32

- z12%z21%z33 z12*z31%z23 z21*%z13%z32 - z13%z22%z31;
double cO =

+ z00*z11 - z01*z10 + z00%z22 - z02*z20 + z00%*z33 + z11%*z22
- z03%z30 - z12%z21 + z11%z33 - z13%z31 + z22%z33 - z23%*z32;

double b0 = z00 + z11l + z22 + z33; // trace(Z)
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double a0 = 1.0;

/***************************************************************************/

/* Etude du signe des racines de 1l’équation caracteristique f(x) = 0 */
/* en utilisant les sequences de Sturm
/oK ok ok sk ok ok ok o sk ok ok ok ok ook ok K ok ok oK o ok ok K ok o oK K o sk ok ok ok o oK o oK o ok ok ok ok ok oK ok ok ok ok sk o ok ok ok K oK K ok ok ok ok /

double al 4.0 * a0;
double bl 3.0 * bO;
double cl1 = 2.0 * cO;
double d1 = dO;

double a2 = (bOx*bl)/al
double b2 = (bOxcl)/al
double c2 = (b0Ox*d1)/al

double a3 = (blxb2)/a2
double b3 = (blxc2)/a2

double a4 = (b2%b3)/a3

double f0_0 = e0;
double f1_0 = di;
double f2_0 = c2;
double £3_0 = b3;
double f4_0 = a4;

int sign_changes_0 = O;

if ((£0_0*£1_0 < 0.0)
{
sign_changes_O++;

}

if ((£1_0%£2_0 < 0.0)
{
sign_changes_O++;

}

if ((£2_0%£3_0 < 0.0)
{
sign_changes_O++;

}

if ((£3_0%£4_0 < 0.0)
{
sign_changes_O++;

}

double fO_inf = a0;
double f1_inf al;
double f2_inf a2;

(a0*b1lxb1l)/(al*al) - cO + (aO*cl)/al;
(a0*bl*c1l)/(al*al) - d0 + (a0*d1l)/ail;
(a0*b1*xd1)/(al*al) - e0;
(al*%b2*b2)/(a2*a2) - cl + (al*c2)/a2;
(al*b2*c2)/(a2*a2) - di;

(a2*b3*b3) /(a3*a3) - c2;

(f0_0 == 0.0))

(f1_0 == 0.0))

(£2_0 == 0.0))

(£3_0 == 0.0))

*/
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double f3_inf
double f4_inf

a3;
a4;

int sign_changes_inf = O;

if ((£0_inf*f1_inf < 0.0) || (£0_inf == 0.0))
{
sign_changes_inf++;
}
if ((£1_inf*f2_inf < 0.0) || (fi_inf == 0.0))
{
sign_changes_inf++;
}
if ((f2_inf*f3_inf < 0.0) || (f2_inf == 0.0))
{
sign_changes_inf++;
}
if ((£3_inf*f4_inf < 0.0) || (£3_inf == 0.0))

{
sign_changes_inf++;

}

if (abs(sign_changes_inf - sign_changes_0) < 2)
{
return(l);

}

return(0) ;
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Annexe D

Temps de Quick

Dans cette annexe, nous donnons le systeme d’EDO associé au modele du test du temps de Quick
développé dans le chapitre 5. Nous répertorions de plus les différentes concentrations des facteurs I,
IT, V, VII et X de la coagulation, les TP et éventuellement les INR, mesurés in vitro sur 60 patients
du CHU Cavale Blanche de Brest.

D.1 Systeme d’EDO

d[1] - keatyy % [ITa] x [I]

K, <1 + [TZEI} + [Pg) +[1]

dita] _ keaty, X [I1a] x [I]
“ K, <1+ [TFK'YII} + [PI] ) +[1]
M _ o kcat4 X [Xa] X [II}
at Ko, <1 T [TFKim}) +[11]
kcatg X [Va ) Xa]]bis [II]
B Ky, + [I1]
d[IIa] _ + kcat4 X [Xa] X [II}
dat K, <1 + [TFKim}) +[11]
Keat, X [Va- Xa}ﬂid 11]
Ky, + [I1]
@ _ Keats X [IIa] X [V]
Z s (14 B LY
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d[TF - VII]
dt

d[TF - VIIa]
dt

d[Va - Xa]

dt

+

K <1+—+

+

+

kecats X [I1a] X [V]

[TF-vII]  [1]
Ky |1+ Ko

kon, X [Xa] X [Va]

[TF-viT] 1]

1+
K, K,

kog, x [Va - Xa]

1+ [II]
K,

Kcat, % [TF - VIIa] x [TF - VII]

Ky (1 + X
! K,
Keat, % [Xa] % [TF - VII]

% 14 [I1]
Ms Ko,

Keat, X [TTa] X [TF - VII]

+ [TF - VII]

+ [TF - VII]

+ KMm) + [V]

/I
Ky, K,

Eeat, X [TF - VIIa] x [TF - VII]

o (14X
Mm [ 1+ + [TF - VII]
K,
kcat, X [Xa] X [TF - VII]

[11]

1+—— ) +[TF-VII
Ko, [ }

keats X [ITa] x [TF - VII]

Ky,

> + [TF - VII]

V] (1]
Ko (14 —— +
Ms ( Kyg o K

Keat, X [TF - VITa] x [X]

7KMQ (1 + M) + [X]

+

Ky,

Keat, X [TF - VITa] x [X]

TF - VII
Ky, [ 1+ 7[ ] + [X]
My

kon, X [Xa] X [Va]
[TF VI | [11]
Ky K,
kog, x [Va - Xa]
[11]

1+ =
K,

1+

kon, X [Xa] X [Va]
[TF-vIT] | [I1]
K, K,
kog, x [Va - Xa]
[11]

14—
K,

) + [TF - VII]
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D.2 Dosages in vitro

Les tableaux D.1, D.2 et D.3 répertorient les concentrations des facteurs I, II, V, VII et X de
la coagulation ainsi que les TP de respectivement 24, 26 et 10 patients du CHU Cavale Blanche de
Brest. Le tableau D.3 liste de plus les INR, des 10 patients qui prennent un traitement par AVK. Les
thromboplastines utilisées pour effectuer les mesures in vitro, avaient respectivement un ISI de 1.79,
1.27 et 1.27.

| Fibrinogéene | Facteur II | Facteur V | Facteur VII | Facteur X | TP |

4.74 mg/ml 63 % 117 % 57 % 81 % 61 %
5.87 mg/ml 97 % 94 % 82 % 91 % 66 %
5.92 mg/ml 95 % 74 % 97 % 98 % 64 %
3.27 mg/ml 83 % 97 % 62 % 72 % 66 %
3.40 mg/ml 99 % 78 % 82 % 72 % 69 %
4.04 mg/ml 95 % 146 % 148 % 136 % 93 %
7.56 mg/ml 71 % 93 % 70 % 132 % 64 %
3.00 mg/ml 101 % 84 % 91 % 75 % 7%
3.90 mg/ml 108 % 90 % 98 % 90 % 82 %
3.29 mg/ml 65 % 96 % 23 % 59 % 45 %
5.98 mg/ml 70 % 67 % 32 % 56 % 46 %
5.29 mg/ml 52 % 91 % 7% 25 % 23 %
2.73 mg/ml 49 % 90 % 45 % 54 % 56 %
4.66 mg/ml 81 % 92 % 71 % 104 % 62 %
4.15 mg/ml 115 % 87 % 155 % 108 % 73 %
2.24 mg/ml 76 % 33 % 76 % 38 % 35 %
6.31 mg/ml 136 % 97 % 141 % 144 % 71 %
2.45 mg/ml 84 % 62 % 55 % 65 % 50 %
5.38 mg/ml 68 % 126 % 81 % 62 % 59 %
2.74 mg/ml 60 % 24 % 17 % 45 % 30 %
4.63 mg/ml 83 % 144 % 89 % 135 % 91 %
3.27 mg/ml 58 % 83 % 20 % 52 % 43 %
5.19 mg/ml 98 % 129 % 69 % 81 % 73 %
3.56 mg/ml 38 % 97 % 35 % 12 % 32 %

TABLEAU D.1 — TP et concentrations des facteurs I, II, V, VII et X de la coagulation de 24
patients.
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| Fibrinogéene | Facteur II | Facteur V | Facteur VII | Facteur X | TP |

2.11 mg/ml 92 % 111 % 68 % 89 % 85 %
3.90 mg/ml 88 % 106 % 39 % 85 % 76 %
3.60 mg/ml 119 % 158 % 19 % 105 % 64 %
3.07 mg/ml 90 % 105 % 44 % 84 % 80 %
3.64 mg/ml 77 % 91 % 36 % 75 % 68 %
4.14 mg/ml 49 % 71 % 19 % 36 % 43 %
5.58 mg/ml 23 % 90 % 20 % 6 % 24 %
1.82 mg/ml 30 % 49 % 24 % 37 % 45 %
1.61 mg/ml 78 % 39 % 38 % 63 % 50 %
4.00 mg/ml 112 % 136 % 129 % 117 % 100 %
2.77 mg/ml 61 % 76 % 50 % 56 % 63 %
3.34 mg/ml 108 % 103 % 154 % 130 % 94 %
4.77 mg/ml 94 % 119 % 130 % 90 % 84 %
5.74 mg/ml 73 % 99 % 28 % 88 % 57 %
4.20 mg/ml 51 % 27 % 41 % 56 % 42 %
5.86 mg/ml 74 % 122 % 43 % 77 % 69 %
3.17 mg/ml 109 % 48 % 78 % 100 % 72 %
2.59 mg/ml 51 % 79 % 56 % 58 % 70 %
1.74 mg/ml 47 % 67 % 25 % 46 % 51 %
2.56 mg/ml 38 % 34 % 20 % 43 % 41 %
5.31 mg/ml 78 % 103 % 115 % 78 % 76 %
4.21 mg/ml 38 % 95 % 60 % 39 % 54 %
2.36 mg/ml 41 % 32 % 23 % 51 % 41 %
3.26 mg/ml 84 % 70 % 83 % 74 % 81 %
0.86 mg/ml 50 % 21 % 18 % 41 % 32 %
4.30 mg/ml 63 % 86 % 52 % 56 % 56 %

TABLEAU D.2 — TP et concentrations des facteurs I, II, V, VII et X de la coagulation de 26
patients.

| Fibrinogéene | Facteur II | Facteur V | Facteur VII | Facteur X | TP | INR |

2.97 mg/ml 16 % 88 % 11 % 9 % 24 % | 3.67
7.02 mg/ml 72 % 163 % 11 % 45 % 40 % | 2.15
1.92 mg/ml 19 % 107 % 8 % 5 % 17 % | 5.40
9.94 mg/ml 33 % 102 % 41 % 13 % 34 % | 2.55
6.94 mg/ml 24 % 137 % 27 % 7% 29 % | 3.05
5.62 mg/ml 33 % 103 % 47 % 16 % 39 % | 2.25
6.14 mg/ml 24 % 107 % 34 % 14 % 33 % | 2.59
3.94 mg/ml 18 % 92 % 35 % 7 % 30 % | 2.92
3.00 mg/ml 33 % 94 % 48 % 11 % 38% | 2.26
5.23 mg/ml 34 % 2% 18 % 8 % 25 % | 3.57

TABLEAU D.3 — TP, INR et concentrations des facteurs I, II, V, VII et X de la coagulation de 10
patients sous AVK.
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Résumé

Plusieurs types d’expérimentations sont & ce jour menées afin d’étudier et de comprendre les systemes
biologiques complexes. Les expérimentations in vivo et in vitro sont de loin les plus courantes, mais
les progres en informatique ont fait des calculs in silico une méthode alternative a celles-ci. La réalité
virtuelle permet de concevoir différemment ’apport de la simulation informatique en biologie, prin-
cipalement par ses aspects immersifs et interactifs. Elle propose notamment, au travers des travaux
menés au sein du Centre Européen de Réalité Virtuelle, une nouvelle forme d’expérimentation des
systemes biologiques complexes : 'expérimentation in virtuo. Cette derniére met en ceuvre une simu-
lation numérique des systémes biologiques complexes a laquelle I'utilisateur participe. La modélisation
de tels systemes implique celle de la cinétique de réactions biochimiques.

Dans ce contexte, nous soutenons la these qu’il est possible d’expérimenter in wvirtuo la cinétique
biochimique d’un systéme biologique complexe par des systemes multi-agents ordonnancés sur la base
d’itérations asynchrones et chaotiques.

La modélisation de la cinétique biochimique differe selon les propriétés physiques du milieu du systeme
a simuler, 7.e. homogene ou hétérogene; qui plus est, en fonction du degré de précision requis, la
cinétique biochimique peut étre abordée selon trois échelles de modélisation :

e macroscopique : la cinétique est alors donnée par un systeme d’équations différentielles;

e mésoscopique : la cinétique est alors représentée par une équation maitresse stochastique;

e microscopique : la cinétique est alors reproduite par des marches aléatoires.

Ainsi, nous proposons tout d’abord un systéme multi-agents capable de simuler la cinétique biochi-
mique a l’échelle macroscopique, i.e. sachant résoudre un systeme d’équations différentielles. Nous
démontrons la convergence de nos méthodes et en évaluons l'ordre.

Nous proposons ensuite un systeme multi-agents pour la cinétique biochimique a ’échelle microsco-
pique. Chaque molécule y est représentée individuellement, et la simulation consiste a les faire se
mouvoir et réagir au sein d’'un univers 3D. Ainsi, des algorithmes pour reproduire le mouvement
brownien aussi bien en translation qu’en rotation, des algorithmes pour la détection et gestion des
collisions, et enfin des algorithmes pour représenter les réactions y sont proposés et optimisés.

Afin d’illustrer ces modeles, nous les appliquons a I'exemple de la coagulation du sang.

Le modele macroscopique est illustré sur 'exemple du test du temps de Quick, test de routine uti-
lisé dans le domaine du diagnostic en hémostase. Nous proposons un modele mathématique de ce
test, représenté par un systeéme d’équations différentielles, que nous résolvons numériquement. Nous
vérifions alors la convergence ainsi que ’ordre de la convergence de nos méthodes sur cet exemple. Qui
plus est, nous validons notre modele du temps de Quick en confrontant des simulations de patients a
des mesures expérimentales in vitro.

Le modele microscopique est illustré sur ’exemple de 1'activation de la prothrombine. Cette réaction
est un évenement clé de la coagulation du sang; elle est induite par un complexe enzymatique assemblé
sur une membrane phospholipidique, la prothrombinase. La membrane phospholipidique accélere I'ac-
tivation de la prothrombine par la prothrombinase, mais le mécanisme responsable de cette accélération
est encore incertain. Plusieurs hypotheses ont été proposées dans la littérature; nous utilisons alors
un modele numérique de la réaction prothrombinase afin de vérifier la validité de 'une d’entre elles :
les différents résultats nous permettent d’en isoler une.

Mots clefs : réalité virtuelle, systémes multi-agents, cinétique biochimique, coagulation du sang.



