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Reconstruction

On se fixe un ensemble D de directions

RECONSTRUCTION(D)

Donnée: |D| vecteurs (p;)iez pour p € D.

Sortie:  Une partie E C Z* , si elle existe, dont
es projections vérifient

Vp e DVi € Z X, E(2) = p;.



— Si |D| = 2 alors RECONSTRUCTION(D) peut étre résolu en
temps polynomial. (Gale, Ryser 1957).

— Si |D| > 3 alors le probleme existentiel associé a RECONSTRUCT!
est NP-complet (GGP97).
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Reconstruction avec hypotheses géométriques

On se fixe un ensemble D de directions et une classe F
contenue dans les parties de 72,

RECONSTRUCTION(F,D)
Donnée: |D| vecteurs (p;)icz pour p € D.

Sortie: Un ensemble £ € F , si il existe, dont
es projections vérifient
Vp e DVi € Z X,E(2) = p;.
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Reconstruction des polyominos HV-convexes
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Si
— D = {x,y} (directions horizontales et verticales.)

— F est la classe des polyominos HV-convexes.

alors RECONSTRUCTION(F,D) peut €étre résolu en temps
polynomial (| 1).



Si
— D = {x,y} (directions horizontales et verticales.)

— F est la classe des polyominos HV-convexes.

alors RECONSTRUCTION(F,D) peut €étre résolu en temps

polynomial (| 1).
Extension a des directions quelconques?



1. Reconstruction des Q-convexes
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Q-convexité

R3(M) Ry (M)
M q = q(M)
Ry(M) By (M)
| p=p(114)

Les quatre quadrants:

REI(M) = {N € Z* / p(N) < p(M) et g(N) < q(M)}
RYI(M) = {N € 2* / p(N) > p(M) et ¢(N) < q(M)}
REU(M) = {N € Z* / p(N) > p(M) et q(N) > q(M)}

REY(M) = {N € Z* / p(N) < p(M) et g(N) > q(M)}
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Définition. Un ensemble F' est (Q-convexe selon les directions p et g si

pour tous M € 7Z?:

ViR (M)NF # @ = M € F.

De maniere équivalente

VM e€Z*\E 3 R(M)NE=2
® O

® 6 o o
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Un ensemble Q-convexe selon z +y et x — vy
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Un ensemble Q-convexe selon z +y et x — vy
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Un ensemble Q-convexe selon z,y,.x — y
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Un ensemble Q-convexe selon z,y,.x — y
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Un ensemble Q-convexe selon z,y,.x — y

c - ® © ®© ®© ®© @ O o
o
c - ® © © © ®© @ O -
c o ® © ®© ®© ® @ ® - o o
- ® ®© © © © ®© @ O - o
- ® ®© ®© ®© © ®© @ © O ©
®© ©6 06 06060600 0 0 0 0O
® © o o 0 060 0 0 0 O
c - ® © © © © @ ® o -
c - ® ®@ ®© ®© @ @

® e 0 0 0 o

e e 0o 0 - -

o o o -

o o -

vvvvv

15



Un ensemble Q-convexe selon z,y,.x — y
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Un ensemble Q-convexe selon z,y,.x — y
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Enveloppe Q-convexe

L 'intersection de deux Q-convexes selon D est Q-convexe.
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file:./lance.sh

Enveloppe Q-convexe

L'intersection de deux Q-convexes selon D est Q-convexe.

On peut donc définir I'enveloppe Q-convexe d'une partie
quelCanue de Z2 Le programme

16


file:./lance.sh

Reconstruction

Si Q(D) est la classe des Q-convexes selon D alors

RECONSTRUCTION(Q(D),D) peut étre résolu en O(n")
opérations.

Démo

— Essai générique

17
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Reconstruction

Si Q(D) est la classe des Q-convexes selon D alors

RECONSTRUCTION(Q(D),D) peut étre résolu en O(n")
opérations.

Démo

— Essai générique

— directions diagonales

— (Cas ol 2-SAT est necessaire
— autre cas

— Cas ol la Q-convexité intervient dans la phase finale.
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Projections verticales:
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Projections verticales:
As -C, B& D,
F&s -G, F&s-H
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Projections verticales:
As -C, B& D,
F&s -G, F&s-H

Projections horizontales :

A -FE B —F,
C -G, D —-H.
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D
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Projections verticales:
As -C, B& D,
F&s -G, F&s-H

Projections horizontales :

A -FE B —F,
C -G, D« -H.
Convexité:
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A A
o=

Projections verticales:
As -C, B& D,
F&s -G, F&s-H
Projections horizontales :
A< -FE, Bs —F,
C& -G, D& —H.
Convexité:

A= B, D= C,
F=F H=G(G



— Choix des pieds. (O(n?))
— Liaison des pieds en utilisant la Q-convexité. (O(n?))

— Opérations de complétions utilisant la convexité selon cha-
cune des directions (O(n”))

— Réduction du probleme a 2-SAT (O(n?)).
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— Choix des pieds. (O(n?))
— Liaison des pieds en utilisant la Q-convexité. (O(n?))

— Opérations de complétions utilisant la convexité selon cha-
cune des directions (O(n”))

— Réduction du probleme a 2-SAT (O(n?)).

Derniérement, les deux dernieres étapes ont été réduites a O(n’) —

algorithme global en O(n®).
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2. Reconstruction approchée des
(Q-convexes
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RECAPPRO(F,D)

Donnée: 2|D| vecteurs (p;)icz €t (p));ez2 pour
peD.

Sortie:  Un ensemble E € F | si il existe, dont

les projections vérifient
VpeD Viez p; <X,E(i) <pj

[/
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Si |D| = 2 alors RECAPPRO(Q(D),D) peut étre résolu en
O(n®) opérations.

— Choix de quatre pieds.

— Réduction directe du probleme a 2-SAT en utilisant quatre
variables Vo(M),Vi(M),Vo(M),V3(M) pour chaque point
M. La variable V;(M) signifiant “R;(M)NE = &".

E peut se calculer a partir de V:

E={MeA|-V(M)N-Vi(M)A-Vo(M) AN =V3(M)}].
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Expression de la Q-convexité.

Si Ri(M) C R;(N) alors V;(N) = V;(M).

N

S

M

—




Borne inférieure
Expression par une 2-formule que X E(j)

>3
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Borne inférieure

Expression par une 2-formule que X E(j)
Ay Ay Az Ay As _“/1(143)
O ~Va(43)

>3
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Borne inférieure
Expression par une 2-formule que X, FE(j) >

—Vo(A1) vV Vi(Ag)

A Ay A3 A A ~Vo(Ar) V Va(A4)
e " ﬁVv?,(Al) V ‘/i(A4)
—V3(A1) V Va(Ay)




Borne inférieure
Expression par une 2-formule que X, FE(j) >

N4 m A A a0 v
&—=6 =V3(A1) vV Vi(Ag)
—V3(A1) V Va(As)

A A A AL 4 ~Vo(A2) V Vi(4s)
&—@ =Vo(As2) V Va(As5)

—V3(A2) V Vi(A4s5)

—V3(A2) V Va(As)




Borne inférieure
Expression par une 2-formule que X, FE(j) >

N4 m A A a0 v
&—=6 =V3(A1) vV Vi(Ag)
—V3(A1) V Va(As)

A A A AL 4 ~Vo(A2) V Vi(4s)
&—@ =Vo(As2) V Va(As5)

—V3(A2) V Vi(A4s5)

—V3(A2) V Va(As)




Borne supérieure
Expression par une 2-formule que X E(j)

On doit fixer des points qui extrémisent p.

Al AZ A3 A4 A5
LD (o) -
I V i
A Ay A A

1

<3
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Borne supérieure

Expression par une 2-formule que X E(j)

On doit fixer des points qui extrémisent p.

Al AZ A3 A4 A5
LD (o) -
I V i
A Ay A A

1

Vg(Al) V VQ(A4)

<3
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Borne supérieure
Expression par une 2-formule que X, E(j) < 3

On doit fixer des points qui extrémisent p.

A, A A Ay A
I © i V(A1) V Va(As)
Al AZ A3 A4 A5
L © T V3(A2) V Va(As)



Extension a plusieurs directions

| "algorithme précédent ne s'étend pas facilement pour les
Q-convexes selon plus de trois directions

26
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Extension a plusieurs directions

| "algorithme précédent ne s'étend pas facilement pour les
Q-convexes selon plus de trois directions




Les ASP (presque-demi-plans)

Définition. Un ASP selon D est un quadrant maximal parmi

les quadrants selon deux directions de D.

T Aw

RPI(M

T

z J

qu(M)

W

Les six ASP autour d'un point pour D = {z,y,x + y}.
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Q-convexes forts

Un ensemble E C Z?* est Q-convexe fort si pour tout M ¢ E

Il existe un ASP autour de M qui ne contient aucun point de
M.
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Si QF (D) désigne la classe des Q-convexes forts selon D
alors RECAPPRO(Q(D),D) peut &tre résolu en O(n*+2?)
opérations.
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3. Unicité
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Unicité

Définition. L'ensemble de directions D caractérise la classe
E si pour tous ensemble E; et F5 de £ on a:

(Vp cD XpE1 — XpEQ) — b1 = E»

Résultat négatif (| ]): Aucun ensemble fini de
directions caractérise la classe des parties quelconques de 7.



Ensembles totalement convexes

Un ensemble E C 7Z? est totalement convexe si
E = 7N convE.
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D = {ZE,y,QE‘ =+ Y, — y}
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Caractérisation des ensembles totalement

Théoreme. [|
D n'est pas dans {3

convexes

1] Siun birapport de quatre directions de

,%,2,3,4} alors D caractérise la classe des

totalement convexes.
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Caractérisation des ensembles totalement

Théoreme. [|
D n'est pas dans {3

convexes

1] Siun birapport de quatre directions de

,%,2,3,4} alors D caractérise la classe des

totalement convexes.

Birapport : [m pz} _ p3—p1 . pa—p1 _ (P3—p1)(Pa—p2)

Pp3 P4

p3—p2 ~ pa—p2  (p3—p2)(P4a—p1)
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Caractérisation des ensembles totalement
convexes

Théoreme. [| 11 Siun birapport de quatre directions de

D n’est pas dans {%,%,2,3,4} alors D caractérise la classe des

totalement convexes.

Birapport : [B1P2] — ps=p1 . pa—p1 _ (P3=P1)(Pa—p2)
PP [p?’ p4} p3—Dp2 ~ pa—p2  (P3—p2)(Pa—p1)

Corollaire. Si ||D|| > 7 alors D caractérise les totalement
convexes



Exemple D = {x,y,2m+y$ 2y} [

] =9 g {3727273 4}
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Exemple: D = {z,y,2z + y,x — 2y}, [ } =5¢ {3,2, 3,4}

3333333

2222222222222222
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Switching-component

Définition. Un switching-component selon D est la différence
de deux ensembles qui ont les mémes projections selon D.

o o O O ® ¢ - O O
© e 0o 0 0 o O O O O O O ® : @
© e 0o 0 0 o O O O O O O ® : @
© o 0 0 o O O O O O
© e 0o 0 0 o O O O O O O @ - - : « = O
© e 0o 0 0 o O O O O O O @ - - : « = O
o o o o O O o o o o o O O o o o o
F* F~ (E-,ET)=(F"\F~,F~\ FT)
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Switching de totalement convexes

D-polygones convexes

D-polygones affinement rgulier

tous les birapport sont dans {4/3,3/2,2,3,4}
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Switching de totalement convexes Switchings de Q-convexes

dans Z*
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Switching de totalement convexes > Switchings de Q-convexes

dans Z*
D-polygones convexes 415 D-polygones Q-convexes forts
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Unicité de la reconstruction des Q-convexes

Théoreme. D caractérise la classe des Q-convexes selon D si
et seulement si D caractérise la classe des totalement convexes.

Directi D] <3 ou D| > 4
Irections _
N tous les birapports dans avec un birapport
£,3,2,3,4} ¢ {43,234}
NON
quelconque [ |
H-convexe 4-connexe [ NON |
HV-convexe [ NON |
Q-convexes selon D NON OuUl
| ] OUl
totalement convexes [ ]




D D| > 7
N {SII,y} ‘D’ = 2 ‘D’ > 3| o birapporte
{35,234}
quelconque O(n?) NP-comp
HV-convexe |NP-comp ? ? ?
4-connexe | NP-comp ? ? ?
HV-convexe O(n) ) ) )
4-connexe
(Q-convexe ?

tot. convexe ? ? 7 ?




D D| > 7
N {SII,y} ‘D’ = 2 ‘D’ > 3| o birapporte
{35,234}
quelconque O(n?) NP-comp
HV-convexe |NP-comp ? ? ?
4-connexe | NP-comp ? ? ?
HV-convexe O(n) ) ) )
4-connexe
Q-convexe O(n°)

tot. convexe ? ? 7 ?




D D| > 7
N {SII,y} ‘D’ = 2 ‘D’ > 3 | ou birapportg
{5.3:2:34}
quelconque O(n?) NP-comp
HV-convexe |NP-comp ? ? ?
4-connexe | NP-comp ? ? ?
HV-convexe O(n) ) ) )
4-connexe
Q-convexe O(n5)
tot. convexe ? ? ?
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D D| > 7
N {SII,y} ‘D’ = 2 ‘D’ > 3 | ou birapportg
{3:3,2,34}
quelconque O(n?) NP-comp
HV-convexe |NP-comp ? ? ?
4-connexe | NP-comp ? ? ?
HV-convexe O(n) ) ) )
4-connexe
Q-convexe O(n5)
tot. convexe ? ? ? O(n°)
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Conclusion et perspectives

— Découverte d'une notion tres adaptée a la tomographie
discrete.
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Conclusion et perspectives

— Découverte d'une notion tres adaptée a la tomographie
discrete.

— Est-ce une notion utile dans |la pratique?
— Angiographie.
— Microscopie electronique

— La Q-convexité dans d'autre domaines? (Combinatoire).
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