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Résumé

On présente dans cette these deux projets de recherche sur le contréle optimal de véhicules
spatiaux.

Le premier est consacré au probleme du transfert orbital. Le modele étudié est celui du controle
en temps minimal d’un satellite que I’on souhaite insérer sur une orbite géostationnaire. Ce type de
probleme classique a été réactualisé avec I’évolution de la technologie des moteurs & poussée faible
et continue. Notre contribution est de deux ordres. Géométrique, tout d’abord, puisqu’on étudie la
controlabilité du systeéme ainsi que la géométrie des transferts (structure de la commande) & Paide
d’outils de controle géométrique (principe du minimum). Sont ensuite présentés 'algorithme de
tir et la méthode de continuation. Ces approches permettent de traiter numériquement le probleme
du transfert orbital dont la poussée est forte a faible.

Le second concerne le calcul des trajectoires de rentrée atmosphérique pour la navette spatiale.
Le probleme décrivant les trajectoires est de dimension 6, le controle est ’angle de gite cinématique
ou sa dérivée et le cout est l'intégrale du flux thermique. Par ailleurs, il y a des contraintes
sur 'état (flux thermique, accélération normale et pression dynamique). Notre étude est fondée
sur Pobtention des conditions nécessaires d’optimalité (principe du minimum avec contraintes sur
létat) applicables & notre cas, sur le calcul des parametres (7, v, up) associées a la contrainte sur
I’état et sur I’analyse des syntheéses optimales au voisinage de la contrainte. Une fois la trajectoire
optimale déterminée, on utilise 'algorithme de tir multiple et la méthode de continuation pour les
évaluations numériques.

Mots-clés : transfert orbital, rentrée atmosphérique, controle optimal avec contraintes sur I’état,
conditions nécessaires d’optimalité, algorithme de tir multiple, méthode de continuation.

Abstract

We present in this thesis two research projects on the optimal control of the space vehicles.

In the first, we have dealt with the orbit transfer problem. We study the minimum time control
of a satellite that we want to reach a geostationary orbit. Our contribution is of two kinds. Geome-
tric, first, since we study the controllability of the system together with the geometry of the transfer
(structure of the command) by means of geometric control without state constraint tools (mini-
mum principle). Then we present shooting algorithm and homotopy method. These approaches
allow the numerical resolution of problems with strong or low thrust satellites.

The second project concerns to the calculation of the trajectories of atmospheric re-entry for
the space shuttle. The system describing the trajectories is in dimension 6, the control is the bank
angle or its derivative and the cost is the total thermal flux. Moreover there are state constraints
(thermal flux, normal acceleration and dynamic pressure). Our study is founded on obtaining the
necessary optimality conditions (minimum principle with state constraints) applicable to our case,
on the state constraint associated parameters (7, v, up) calculation and on the analysis of the small
time optimal synthesis for single input systems with state constraints. The optimal solution is
numerically computed with a multiple shooting algorithm and homotopy method.

Key-words : orbital transfer, atmospheric re-entry, optimal control with state constraints, neces-
sary optimality conditions, multiple shooting algorithm, homotopy method .
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Introduction 1

Introduction

0.1 Présentation du sujet

Nous présentons dans cette these deux projets de recherche sur le contréle optimal de
véhicules spatiaux.
Le premier est consacré au probleme de transfert orbital, qui consiste a transférer un engin
soumis a l’attraction terrestre sur une ellipse Keplerienne. Ce type de probleme classique a
été réactualisé avec I’évolution de la technologie des moteurs a poussée faible et continue.
Nous nous intéressons au probleme de transfert en temps minimal. Ce travail est une
continuation d’une série de travaux réalisés dans [13, 14, 19, 21].
Le second est un projet en cours de réalisation avec le CNES, concerne le calcul des
trajectoires de rentrée atmosphérique pour la navette spatiale. Dans ce cas la navette se
comporte comme un planeur (la poussée étant coupée), volant & haute vitesse (de Iordre
de 8000m /s au début du trajet), soumis a des forces fluides dans I’atmosphere, une force
de frottement qui s’appelle trainée et une force de portance qui permet de controler la
navette. Ce second probleme est plus complexe que le premier car il y a des contraintes
actives sur I’état : une contrainte sur le flux thermique, une contrainte sur I'accélération
normale et une contrainte sur la pression dynamique. Pour ce type de systemes, un critere
a minimiser dans le calcul des trajectoires est le facteur d’usure de la navette, modélisé par
I'intégrale du flux thermique. Ce travail s’inscrit dans la continuité de plusieurs travaux
déja réalisés, par exemple dans [3, 20].

0.2 Problématiques et contributions

Transfert orbital. Nous nous intéressons au transfert d’un engin spatial d’une orbite
initiale vers une orbite terminale. Parmi tous les contréles, i.e. les lois de commande
du moteur de I'engin, permettant d’atteindre la cible, on souhaite déterminer celui qui
correspond au temps de transfert le plus court. Existe-t-il des contrdéles permettant de
réaliser effectivement ce transfert 7 Si c’est le cas, comment les calculer 7 Le systeme est-il
controlable? Quel est ’algorithme numérique adapté pour intégrer les trajectoires et
satisfaire les conditions limites ? Pour le probleme de transfert sur une orbite géostationnaire
avec une poussée faible, on observe une singularité présentée par une inversion de poussée
au périgée de ’ellipse osculatrice, ce qui empéche notre algorithme numérique de réaliser
la convergence demandée. C’est pourquoi nous cherchons a renforcer notre démarche
numérique par d’autres techniques pour contourner ce probleme.

Rentrée atmosphérique. Nous nous intéressons au probleme du controle optimal
d’une navette spatiale en phase de rentrée atmosphérique, ou le contréle est ’angle de
gite ou sa dérivée, et ou le cotlit est le flux thermique total. L’objectif est de déterminer
une trajectoire optimale jusqu’a une cible donnée. Ce probleme de contréle optimal, hau-
tement non linéaire, est rendu difficile du fait de I'existence des contraintes sur I’état.
Notre contribution consiste a présenter des conditions nécessaires d’optimalité, qui
correspondent a un principe du minimum avec contraintes sur 1’état. La tache est ardue
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car il s’agit d’une extension non triviale du principe du minimum standard. On constate
de plus le phénomene de discontinuité du vecteur adjoint. Apres avoir calculé les controles
optimaux, on se pose plusieurs questions, parmi lesquelles : comment calculer le multipli-
cateur associé a la contrainte dans la formalisation du Hamiltonien ? Quel est le saut de
discontinuité du vecteur adjoint 7 Comment les trajectoires se comportent au voisinage de
la frontiere de la contrainte ? L’arc frontiere est-il optimal ? Par ailleurs, une fois la tra-
jectoire optimale déterminée, il faut trouver l’algorithme numérique adapté pour simuler
les conditions nécessaires d’optimalité du principe du minimum avec contraintes sur 1’état.

A P’analyse de ces problématiques, nous constatons que notre contribution sera basée
sur deux études : une étude théorique concernant le probleme de controle optimal avec ou
sans contraintes sur ’état, et une étude pratique concernant les méthodes numériques.

0.3 Controle optimal sans contrainte sur 1’état

En mathématiques, la théorie du controle optimal s’inscrit dans la continuité du
calcul des variations. Elle est apparue apres la seconde guerre mondiale, répondant a
des besoins pratiques de guidage, notamment dans le domaine de ’aéronautique et de la
dynamique du vol. La théorie du controle optimal est tres liée & la mécanique classique,
en particulier aux principes variationnels de la mécanique (Principe de Fermat, équation
d’Euler-Lagrange...). La formalisation de cette théorie a posé des questions nouvelles ; par
exemple dans la théorie des équations différentielles ordinaires elle a motivé un concept
de solution généralisée et a engendré de nouveaux résultats d’existence de trajectoires
optimales, voir par exemple [15, 40]. De plus, d’un point de vue géométrique, cette théorie
a motivé des questions de controlabilité, voir par exemple [4, 26, 31], ainsi que des questions
concernant I’ensemble des états accessibles, voir par exemple [27, 43, 48]. Elle a ainsi motivé
des questions liées au comportement local des extrémales au voisinage de la surface de
commutation, et a 1’étude des extrémales singulieres, voir par exemple [28]. Le point clé
de cette théorie est le principe du minimum de Pontriaguine, voir [30, 39], formulé par
L.Pontriaguine en 1956. On considere donc un systeme lisse

:b:f(:v,u), x(t) € R",
ol f: IR™ x R™ — IR" est de classe C!, les variétés initiales et finales sont notées M
et M. L’ensemble des controles admissibles U est I’ensemble des applications mesurables

bornées u : [0,7] — U ou U est un domaine de IR™. Pour un contréle u(t) de réponse
z(t) sur [0,7T], on assigne un cout :

T
Cu) = /0 £O(e(t), ut))dt,

ot f9 est une fonction lisse. On introduit 1’état augmenté
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et la trajectoire du systéme augmenté vérifie & = f (Z,u) défini par les équations :

&= f(x,u), T fo(a;,u).

Soit 5 = (p,p°) € (R™ x IR) — {0} le vecteur adjoint associé a & et H le Hamiltonien :

H = (p, f(&,u)).
On a alors le résultat suivant :

Théoréme 0.3.1 (Principe du minimum de Pontriaguine) Considérons le systéme
& = f(x,u) avec pour ensemble de contriles admissibles [’ensemble U. Siu* est un contrile
optimal sur [0, T*] transférant le systéme de My a My avec une réponse augmentée T*(t) =
(z*(t), %), alors il existe p*(t) = (p*(t), p™) # 0, absolument continu tel que les équations
suivantes sont vérifiées pour le triplet (T*,p*,u*) :

i o= %I;(i*,ﬁ*,ﬂ) p.p,

ko 81;’ ~x o~k K
) p = 83~6~(:10 P u”) p-p,
H(Z*(t),p"(t),u*(t) = {Lneig H(Z"(t),p"(t), u(t)) p-D.

De plus : )
H(z*(t),p*(t),u*(t)) =0 pp et 2 >0,

et les conditions de transversalité suivantes, sont vérifiées :
p*(0) L TpeoyMo, p*(T*) L Ty ey My,
ou Ty M désigne l’espace tangent.

Définition 0.3.1 On appelle extrémale une solution des équations du principe du mini-
mum. Une extrémale est dite normale si p° # 0, et anormale si p° = 0.

Dans notre étude théorique du probleme de transfert orbital, nous utilisons la théorie
du controle optimal sans contrainte sur 1’état avec ces techniques géométriques.

0.4 Controle optimal avec contraintes sur I’état

Le probléme que I'on étudie est de minimiser ®(z(T")) pour les trajectoires du systeme :

ou z(t) € R", 2(0) = zo, T est fixé, u(t) € IR, avec la contrainte scalaire sur I’état :
C(z(t)) <0, vt € [0,T].

Définition 0.4.1 On appelle arc frontiére un arc v, tel que C(y,(t)) = 0 et on note uy le
controle frontiére associé.
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Définition 0.4.2 L’ordre m de la contrainte pour le systéme est le plus petit entier non
nul tel que, pour tout k =0,...,m — 1, C®)(x(t),u(t)) ne dépend pas explicitement de u.

On fait les hypotheses suivantes :

1. f, ® et C sont des applications lisses.

2. L’ensemble U des controles admissibles est ’ensemble des applications u définies et
continues par morceaux sur [0, 7.

3. Le long d’un arc frontiere, le controle est lisse. La trajectoire et le controle sont lisses
par morceaux sur [0, 7.

4. Le long d’un arc frontiere d’ordre m, la condition générique suivante est vérifiée :

0

ou

Avant les débuts de la théorie du contrdle optimal, la théorie de Lagrange en dimension

finie (1788) reste parmi les premiers travaux réalisés dans I’histoire de 'optimisation avec

contraintes sur 1’état. En 1879, Weierstrass [2] a utilisé la formule fondamentale du calcul

des variations pour établir des conditions géométriques nécessaires d’optimalité dans le

plan. En 1951, Kuhn et Tucker ont exploité les idées de la théorie de Lagrange pour cher-

cher, toujours en dimension finie, des conditions analytiques nécessaires d’optimalité. Les

résultats de Kuhn et Tucker ont été généralisés en dimension infinie par plusieurs auteurs,
parmi eux Luenberger [32], Neustadt [35] et Russell [42].

(C™) (1)) # 0, vt € [0, 7],

La découverte du principe du minimum de Pontriaguine (en 1956), surtout les pre-
miers résultats de la théorie du controle optimal, ont motivé ’idée de pénaliser la contrainte
de plusieurs facons dans le Hamiltonien et de chercher des conditions nécessaires d’optima-
lité sous forme d’équations Hamiltoniennes, pour un probleme général de controle optimal
avec contraintes sur 1’état. Ces idées sont développées entre autres dans [12, 46]. En 1963,
Bryson, Denham et Lele [12] ont obtenu des conditions nécessaires d’optimalité en ajou-
tant la contrainte (C") dans le Hamiltonien. Par ailleurs, en 1968, Speyer [46] a ajouté
directement la contrainte C' dans le Hamiltonien.

Dans [25], Jacobson, Lele et Speyer (1971) ont développé les résultats de [12] et de [46].
En utilisant la théorie de ’analyse fonctionnelle, surtout le théoreme de Hahn Banach,
ils ont montré que la version en dimension infinie de la théorie de Kuhn et Tucker per-
met d’obtenir des conditions nécessaires d’optimalité, qui semblent étre une extension du
principe du minimum de Pontriaguine.

Théoréme 0.4.1 (Jacobson, Lele et Speyer) Les conditions nécessaires d’optimalité
sont :
p=—pfz —nCq, p(T) = (I)x(x(T))’ pfu =0,
ot t — n(t) est une fonction nulle si C < 0, continue et positive sur l’arc frontiére. De
plus, lors d’un contact ou d’une jonction au temps t; avec la frontiére, on a la condition
de saut suivante :
p(th) = p(t;) = v(t:)Calt),

ot v(t;) > 0 et la fonction pf reste continue.
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En 1977, Maurer [33] a exploité les résultats de [25] pour obtenir des conditions
nécessaires d’optimalité dans le cas affine : le probleme est de calculer un controle (u(t))eo,1]
scalaire et continu par morceaux qui minimise un cout de la forme

sous les conditions suivantes :
e le systéme considéré est affine

e les conditions limites sont

z(0) = zg, V(z(T)) =0;

e la contrainte sur le controle est
lu(t)] < M, ou M > 0;

e la contrainte sur 1’état est

Clx(t)) <0,

ou f, ®, ¥ et C sont supposés des applications lisses et le temps final T" est fixé.

Hypothése 1 Soit t — ,(t), t € [0,T] un arc frontiére. On introduit les hypothéses
suivantes :
(C1) e long de vy, Y(X™ L.C) # 0 ot m est lordre de la contrainte,
(Ca)  |up(t)| < M surt €]0,T], i.e. le contréle frontiére est admissible,
(C3)  |up(t)] < M surt € [0,T], i.e. le contréle frontiere est admissible
et non saturant.

En introduisant le Hamiltonien :
H(z,p,u,n) = (p, X(z) + uY (x)) + n(t)C(z),

ol p est le vecteur adjoint et n le multiplicateur de Lagrange de la contrainte, Maurer a
établi, sous les hypotheses C'1 et Co, les conditions nécessaires d’optimalité suivantes :

1. 11 existe une fonction ¢t +— n(t) positive et des constantes 19 > 0, o € IR" tels que
le vecteur adjoint vérifie :

_ oo [0X + o\ (t)% (p-p)
p oz P\ar "oz N oz P-p);
od ov

p(T) =m0 (2(T)) + o (2(T)).

2. La fonction ¢ +— n(t) est continue a l'intérieur d’un arc frontiere et vérifie :

n(#)C(x(t)) = 0, vt € [0, 7.
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3. Lors d’un contact ou d’une jonction au temps t; avec la frontiere on a :
H(th) = H(tO),
p(t:") = p(t:7) - vig—(2(ti)), vi > 0.
x
4. Le controle optimal u(t) minimise presque partout le Hamiltonien :

H(x(t),p(t), u(®),n(t)) = min H(xz(t),p(t),v,n(t)).
vE[—M,M]
Dans cette these, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité, dans le cas
ou le temps final T est libre, et plus particulierement pour un probleme de temps minimal.

Dans le principe du minimum de Pontriaguine, les indéterminées sont le vecteur adjoint
et le temps calculés avec les conditions limites sur 1’état. Dans le cas contraint, il y a des
indéterminées supplémentaires (1, ;). La contribution essentielle de Maurer [33] sert a les
calculer analytiquement en utilisant le concept d’ordre. Nous présentons ces calculs sous
forme de formules de nature géométrique en utilisant les crochets de Lie itérés de X,Y
agissant sur les contraintes. Cette présentation facilite le calcul formel de wu; (controle
frontiere), de n et de v;, surtout pour une contrainte d’ordre plus élevé. On complete la
théorie du contrdle optimal avec contraintes sur ’état par des techniques géométriques
analysant le comportement des extrémales au voisinage de la contrainte et testant ’opti-
malité de 'arc frontiere.

Nous appliquons les résultats de cette théorie a 1’étude du probleme du contréle optimal
de rentrée atmosphérique.

0.5 Meéthodes numériques

L’application du principe du minimum avec ou sans contraintes sur 1’état ramene le
probleme du controle optimal a un probleme aux valeurs limites du type suivant : on
cherche & déterminer
e le vecteur d’état et le vecteur adjoint : z(t) = (q(t), p(t)) € R™, Vt € [t1,t5] avec

t1,ty fixés,
° les s points de commutation t; = §o < &1 < ... < & < 1 = Uy,

qui vérifient :

° le systeme Hamiltonien :

o(t) = fe(t,2(t), Vte€ [, k1], VO<k<s,

ou les fi représentent les différents types du controle solutions du principe du minimum,

° les conditions de saut :

(&) = hi(&rx(&7)), Ve=1,....s,
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° les conditions limites et les conditions de transversalité :
Ri(x(t1),x(ty)) =0, V1<i<ng,
° les conditions de commutation :
Ri(&,,x (&, 7)) =0, Vni+1<i¢<n-+s.

L’algorithme de tir multiple s’avere parmi les algorithmes les plus efficaces et fiables
pour la résolution numérique de ce type de probléme. Stoer et Bulirsch, dans [47], ont
utilisé l’algorithme de tir multiple (généralisation de l’algorithme de tir simple) pour trai-
ter le cas d’un probleme aux valeurs limites, sans points de commutation. Par ailleurs
Oberle et Grimm, dans [37, 38], ont développé I'algorithme de tir multiple dans un code
nommé BNDSCO implementé en FORTRAN pour la résolution d’un probléme avec des
points de commutation.

Dans la partie numérique de cette these, nous implémentons entierement ce code en
MATLAB, en résolvant les différents problemes rencontrés (convergence, stabilité, singula-
rité, ...). A priori le nombre s de commutations doit étre fixé ; on le détermine par ’analyse
géométrique de la théorie du controle optimal. On améliore la stabilité de 'algorithme de
tir multiple en augmentant le nombre de noeuds. C’est la en effet que réside le principe
de I'algorithme, par opposition a ’algorithme de tir simple ou les erreurs par rapport a la
condition initiale évoluent exponentiellement en fonction de ¢ty — ¢;, voir [47].

Pour le transfert orbital (pour une poussée faible) ou pour la rentrée atmosphérique,
I’algorithme de tir multiple ne permet pas une convergence rapide, surtout s’il n’est pas
tourné avec une estimation initiale assez proche de la vraie solution. Nous utilisons un cou-
plage entre ’algorithme de tir simple et la méthode de continuation sur la borne maximale
du controle, voir [13, 14], pour la résolution numérique du transfert orbital. En précisant
que pour les poussées faibles (inférieurs a 3 N) nous utilisons un intégrateur a pas mul-
tiples de type de Prédiction-Correction d’Adams d’ordre 4 au lieu de 'intégrateur a un
pas de type de Runge-Kutta d’ordre 4, voir [47]. Ce choix est justifié par I'existence de la
singularité présentée par une inversion de poussée au périgée de 'ellipse osculatrice, qui
empéche notre algorithme de réaliser la convergence.

Pour la validation numérique de rentrée atmosphérique, avec ses différents modeles
extraits, nous utilisons simultanément 1’algorithme de tir multiple, la méthode de conti-
nuation sur la borne maximale du controle et la méthode de continuation sur la borne
maximale de la contrainte sur 1’état. Dans le premier chapitre de cette these, nous expli-
quons les différents algorithmes numériques utilisés.

0.6 Plan

Cet exposé comporte trois parties.

Le premier chapitre est consacré a 1’étude du transfert orbital, & la description de
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I’algorithme de tir multiple et a ’explication de la méthode de continuation. Nous com-
mencons par une modélisation du probleme pour le mettre sous la forme d’un systeme
de controle optimal. L’objectif est d’appliquer les techniques géométriques a I'analyse du
systeme. La controlabilité peut étre obtenue en calculant les crochets de Lie. Nous ana-
lysons le probleme de transfert en temps minimal, qui reste ouvert, puis nous utilisons
le principe du minimum pour paramétrer les trajectoires optimales. Nous présentons une
breve analyse des extrémales, en mettant en particulier I’accent sur ’analyse d’une singu-
larité du probleme observée expérimentalement. La validation numérique est fondée sur
la méthode de tir multiple et la méthode de continuation. Nous expliquons ces techniques
numériques qui seront le principal outil numérique pour résoudre un probleme de controéle
optimal avec contraintes sur I’état comme la rentrée atmosphérique pour la navette spa-
tiale.

L’objectif du deuxieme chapitre est, pour des systémes avec contraintes sur 1’état,
d’établir des conditions nécessaires d’optimalité, applicables aux problemes de rentrée
atmosphérique. Les conditions d’optimalité sont obtenues via des principes du minimum,
la contrainte sur I’état pouvant étre pénalisée de plusieurs facons dans le Hamiltonien. Nous
avons choisi de faire une présentation heuristique de ces conditions, pour obtenir des condi-
tions simples et applicables & notre situation. Le premier résultat présenté concerne les
travaux de Weierstrass. Nous établissons ensuite la théorie de Kuhn-Tucker dont la version
en dimension infinie permet d’obtenir les conditions nécessaires recherchées qui forment
le principe du minimum de Maurer. Enfin nous calculons les multiplicateurs associés a la
contrainte, ce calcul étant 1ié a 'action de I’algebre de Lie (engendré par les champs de
vecteurs) agissant sur la fonction de la contrainte.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons au probléme du controle optimal
d’une navette spatiale en phase de rentrée atmosphérique, ou le controle est 'angle de
gite ou sa dérivée, et ou le cout est le flux thermique total (facteur d’usure de la navette).
L’objectif est de déterminer une trajectoire optimale jusqu’a une cible donnée, sachant que
la navette est de plus soumise a des contraintes sur I’état. La structure de ce chapitre est
la suivante : dans une premiere partie nous présentons une modélisation du probleme de
rentrée atmosphérique, nous posons les deux problemes de controle optimal selon le choix
du controle (angle de gite ou dérivée de I'angle de gite) et nous suggérons une approxi-
mation polynomiale pour les coefficients de trainée et de portance Cp et Cr. Dans une
deuxiéme partie nous résolvons géométriquement et numériquement le probleme simplifié
en dimension trois (comme modele mono-entrée), en traitant ses deux modeéles associés sui-
vant le choix du controle. Enfin dans une troisieme partie nous traitons le modele complet
de la navette.



Chapitre 1

Transfert orbital et méthode de tir
multiple
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1.1 Introduction

Un probléeme important en mécanique spatiale est de transférer un engin soumis
a lattraction terrestre sur une ellipse Keplerienne. Ce type de probleme classique a été
réactualisé avec la technologie des moteurs a poussée faible et continue. L’objectif de ce
chapitre est d’appliquer les techniques géométriques a ’analyse du systéme. Le systeme
libre évoluant dans le domaine elliptique du probleme de Kepler, toutes les trajectoires
sont périodiques, la contrdlabilité du systéeme peut étre caractérisée en calculant les cro-
chets de Lie. Nous analysons le probleme de transfert en temps minimal, qui reste ouvert.
Nous utilisons le principe du minimum pour paramétrer les trajectoires optimales. Nous
présentons une breve analyse des extrémales, en mettant en particulier I’accent sur ’ana-
lyse d’une singularité du probléme observée expérimentalement : pour le probleme avec
poussée faible, le transfert sur une orbite géostationnaire présente une inversion de poussée
a un passage au périgée de 'ellipse osculatrice. La validation numérique est fondée sur la
méthode de tir multiple et la méthode de continuation. Nous expliquons ces techniques
numériques qui seront le principal outil numérique pour résoudre un probleme de controle
optimal avec contraintes sur I’état comme la rentrée atmosphérique pour la navette spa-
tiale.

1.2 Modélisation du probleme

1.2.1 Probléeme physique

On considere un satellite en orbite autour de la terre, que ’on souhaite amener vers une
deuxieme orbite. La position sur 'orbite finale est libre. Alors que ’orbite initiale est tres
excentrique, l'orbite terminale est circulaire (géostationnaire). La propulsion (la poussée)
considérée est de type électrique (electro-ionique), et donc & poussée beaucoup plus faible
que dans le cas des moteurs chimiques. L’intérét de cette nouvelle génération de moteurs
ioniques tient dans leur faible consommation qui permet de réaliser un gain de masse, et
donc d’accroitre la charge utile. L’inconvénient est I'augmentation du temps de transfert
(jusqu’a plusieurs mois), qui pose des problemes de suivi. Le cotit & minimiser est le temps
de transfert, c’est le critéere de temps minimal, d’autres fonctions de cout étant toutefois
envisageables. En particulier, la maximisation de la masse, c’est-a-dire la minimisation de
la, consommation, est I'une d’elles.

1.2.2 Modélisation controle optimal

Dynamique. Le mouvement de I’engin spatial est gouverné par les lois de la dynamique
spatiale que 'on écrit sous la forme :

.. q u
=—lU—+ —, 1.1
G=-p3+ (1.1)
ou ¢ = (q1,492,q3) désigne le vecteur position du satellite en dimension trois dans un

référentiel IJK dont l'origine est le centre de la terre, ou r est la norme euclidienne de
q, ou u = (u1,uz2,us) est la force de propulsion i.e. la poussée (le controle), ou m est la
masse du satellite, et ol u est le parametre d’attraction de la planete.
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Le systeme libre © = 0 correspond aux équations de Kepler. En pratique la poussée est
limitée |u| < umax et on peut changer son orientation. La propulsion se fait par éjection
de matiere, a vitesse v, et il faut rajouter au systeme ’équation :

dm_im

— 1.2
dt Ve (1.2)

Systémes de coordonnées cartésiennes. De fagon évidente, on peut réécrire (1.1)
sous forme d’une équation différentielle ordinaire :

i:f0($>+;zuifi($)v (1.3)

q1
fo=1| —p= |;

O R O O O
O R O O OO
_ o O o oo

0

L’état peut comprendre aussi la masse dont la variation est I’équation (1.2).

En dépit de la simplicité des équations dans ce systeme, les coordonnées cartésiennes
ne constituent pas le bon choix de coordonnées pour faciliter le traitement du probleme.
Dans notre cas, qu’il s’agisse de mettre en évidence les propriétés géométriques des tra-
jectoires optimales ou surtout de procéder a leur approximation numeérique, les bonnes
variables correspondent aux intégrales premieres du mouvement libre Keplerien (u = 0).
Plus précisément, cela revient a remplacer les coordonnées cartésiennes par les éléments
orbitaux décrivant la forme de Dellipse osculatrice, voir [50].

1.2.3 Parameétres orbitaux

Les coordonnées cartésiennes sont mesurées dans un référentiel IJK ou IJ est le
plan équatorial. Un point matériel sur une orbite Keplerienne est repérable par ses six
parametres orbitaux :

e Dellipse orientée coupe le plan équatorial en deux points opposés qui forment la ligne
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des noeuds et I'angle ) désigne la longitude du noeud ascendant.
e w est 'argument du périgée, angle entre ’axe du noeud ascendant et ’axe du périgée.
e | est 'inclinaison de 'orbite par rapport au plan équatorial.
e ¢ est le demi-grand axe de ’ellipse et e son excentricité.
e f est 'anomalie vraie, angle entre le point sur 'orbite par rapport a son périgée.

Néanmoins, les coordonnées précédentes représentent des singularités dans le cas d’orbites
circulaires ou situées dans le plan équatorial. On leur substitue les nouvelles variables
d’états dites équinoxiales évitant ces singularités. Elles sont données par (a, e1, €2, hi, ha, 1),
ou :

— (e1,e2) est le vecteur excentricité, e; = ecos(2 + w), ea = esin(Q + w), situé dans le
plan de 'orbite et orienté suivant le périgée de ’ellipse;
— (h1, ha) est le vecteur rotation du plan de l'orbite par rapport au plan équatorial,

i i
hy = tan(i) cos(Q), hy = tan(i) sin(€?), situé dans le plan équatorial et colinéaire &
I'intersection de celui-ci avec le plan de 'orbite;

— [ est la longitude vraie, I’angle entre I et ¢, que I'on écrit [ = Q2+ w + f qui renseigne

la position du satellite sur 'orbite et explique le fait que I’on peut amener I sur g avec
trois rotations successives.

Pour les orbites équatoriales, on sait que l'inclinaison est nulle, ce qui implique que
hl =hy =0.

1.2.4 Décomposition de la poussée

0 : o . .
Notons F; les champs de vecteurs — i = 1,2, 3, identifiés respectivement a IJK. La
qi

3
F = Z UZ‘FZ‘,
i=1

ol u; désigne les composantes cartésiennes du controle. La force peut étre décomposée
dans un repere mobile fixé a ’engin spatial. On utilise les reperes suivants :

force de propulsion s’écrit :

e le repere radial/orthoradial (F., F,,, F,),
e le repere tangentiel /normal (Fy, F,, Fe).

Selon que le premier vecteur est orienté le long de la position pour le premier repere
et le long de la vitesse pour le deuxieme repere. Les deux premiers vecteurs dans chaque
repere forment le plan osculateur et le troisieme est normal a ce plan et donc colinéaire au
vecteur moment cinétique : ¢ = q A ¢, les triedres étant orthonormés directs. Le systeme
s’écrit :

3
mi = K(q)+ Y uiFi(q).
=1
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En particulier en notant v = (ug, un, uc), la décomposition de u dans le repere tangen-
tiel/normal, on a u = R(x)v ou R(x) est un élément de SO(3), groupe des matrices
orthogonales directes et représente la matrice de passage du repere cartésien au repere
mobile.

1.2.5 Représentation du systéeme dans les coordonnées équinoxiales

Pour comprendre ’action de la poussée sur les caractéristiques géométriques des orbites
elliptiques, la meilleure représentation est d’utiliser les coordonnées équinoxiales. Suivant
la décomposition de la poussée, cette représentation est donnée par les deux systemes sui-
vants, voir [13, 21, 50] :

e Systeme 1 : suivant le repeére tangentiel/normal :

w _ @B,
dt A"

de; aA (2(er +cos(l))D
dt ~ \uD B ut
_[aA <26162 cos(l) — sin(l)(e? — e2) + 2eq + sin(l)) "
wD B "
A
_\/zDez(hl sin(l) — hg cos(l))uc;
des aA [(2(eg +sin(l))D
dat — \uD B “t
N aA <2€162 sin(l) + cos(l)(e? — €2) + 2e; + Cos(l)) "
uD B "
aA .
+ ﬁﬁel (hy sin(l) — ha cos(l))uc;
dh 1 A
ditl = 2\/§D<1 + h3 + h3) cos(l)ue;
dh 1 A ,
d—; = 3 %B(l + h3 4 h3) sin(l)u;
dl m D? a A )
$ oo JEE \/;D(hl sin(l) — hy cos(l))ue; (1.4)
avec
A = 1—e? —e3;
B = \/1 + 2e; cos(l) + 2easin(l) + €2 + €3;

D = 1+ ejcos(l) + egsin(l);

et ou (e1,e2) et (hy, hy) représentent respectivement les coordonnées cartésiennes dans le
plan équatorial (I,.J) des vecteurs e et h. D’autres parametres géométriques importants
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sont la distance de 'apogée et du périgée données par les relations :
re = a(l+ |e]), rp =a(l —|e]).

e Systéme 2 : suivant le repere radial/orthoradial :

a1 [por
i om 7 Wuora

d 1 |P l Z

% = m {sin(l)ur + <cos(l) + 61+WCOS()> Uor — We/g%} ;

d 1 |P in(l Z

% = - " [— cos(l)u, + (Sin(l) + 62—:;111()) Uor + Mefluc] ;

dhy 1 [P Z1+hAh g

a — m\luw 2 @

dhs 1 |[PZ1+h3+h3 .

Mo JEZ2EIET G

7 o\l 5 sin(l)w

dl puW? 1 |PZ

@ _ e 2 e, 1.
dt P P +m ,uWu (1.5)

avec

W = 1+4ejcos(l) + egsin(l);
hy sin(l) — hg cos(l).

N
|

La relation entre a et P est
P

1= e
Pour la mise en poste sur une orbite géostationnaire, il faut imposer a 'instant final :
le] =0, |h] =0
Si on considere que la masse est variable, il faut ajouter ’équation supplémentaire :
m = —d|ul.

Pour étudier le probleme plan, il suffit dans les équations précédentes d’identifier le plan
du mouvement au plan équatorial (I, J), d’imposer h = 0 et d’orienter la poussée dans ce
plan ce qui revient a poser u. = 0. Enfin un reparamétrage standard est de paramétrer
les trajectoires par la longitude [ au lieu de t, l'effet de la poussée sur un tour de I'orbite
étant mesuré simplement en intégrant les équations de 0 a 2.
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1.2.6 Coordonnées en rotation

Pour le probleme de rendez-vous, le systeme peut étre représenté dans le repere en
rotation du probléme circulaire restreint. L’effet de cette transformation est de fixer le
point terminal. Le référentiel est en rotation autour de 'axe K et la nouvelle position
notée () vérifie :

4(t) = (exp UK)Q(2),

0 -1 0
ou K est la matrice antisymétrique 1 0 0 |],etQestla vitesse de rotation de la
0 0 O

terre. Les équations écrites avec le formalisme de Lagrange sont corrigées par une force de
Coriolis et d’entrainement.

1.3 Intégrale premiere de Laplace et intégration des équations
de Kepler

Proposition 1.3.1 Considérons I’équation de Kepler ¢ = —u%, les quantités suivantes
sont conservées au cours du mouvement : "

1. ¢=qAq (moment cinétique) ;

2. L= —ug + ¢ A ¢ (intégrale de Laplace) ;

N SR A
3. H(q,q) = §q2 - (énergie).

Preuve. La conservation de I’énergie est standard et il en est de méme pour le moment
cinétique. La conservation du vecteur de Laplace résulte du degré d’homogénéité du
potentiel. En effet, soit ¢(t) une courbe differentiable de IR? et r(¢) sa longueur. Puisque
r? = q.q (produit scalaire), on a 7.7 = ¢.¢ et si ¢ # 0 on obtient :

da (g) _r4—7q _ (¢-9)d —(¢-9)q
dt \r 72 73

Avec la relation (a A b) A ¢ = (a.c)b — (b.c)a, il vient :

% (g> - /\Tq.3) /\q'

D’ou :

IO ITRREY

et avec § = —,u%, il vient :
r

En intégrant avec c constant, on obtient :
H (6 + Q) =qANc,
r

ol e est un vecteur constant. On pose alors L = pe, ce qui implique la conservation de L.
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Lemme 1.3.1 On a les relations suivantes entre les intégrales premieres
1. L.c=0 et sic#0, L est contenu dans le plan du mouvement,
2. L?=p?+2Hc.

Preuve.  Puisque ¢g.c =0, on en déduit L.c =0, d’ou 1). Prouvons 2).
L= —,ug +gANc
r
Donc

294-9

F(GAA)(GAC) - 2ug.(qA o).
Or |¢ A c| = |g||c|| sin(8)| ou 8 est I'angle entre ¢ et ¢, donc :

(47 o)* = g%,
car ¢ et ¢ sont orthogonaux. Soit :

4
-

L.L=p?+¢*? —2u-.(gAc).

En utilisant la relation du produit mixte, q.(¢ A ¢) = (¢ A §).c = ¢2, il vient :

LL = p?+¢c <q2 — 23)
,
= u®+2c%H,

1
,qQ — ﬂ d’ou le résultat.
r

car H =
Proposition 1.3.2 Si c = 0, q et ¢ restent alignés sur une droite et il y a collision. Si
c#0,ona:

1. st L =0, le mouvement est circulaire uniforme,

2. si L#0 et H <O, la trajectoire est une ellipse donnée par :

c?

r= ,
i 1 Z | cos(d — o)

ot 6y est l'angle du périgée.
. cC
s = Cn(neal),
c r
Preuve.  Avec L = pe la relation de Laplace s’écrit :
w (e + Q) =q¢Ac
r
En faisant le produit scalaire avec ¢, il vient :
uleq+r)=(GANc)g=(gNg).c=c.c.

On a donc deux cas :
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2
e sie =0, alors r = — et le mouvement est circulaire, donc circulaire uniforme d’apres

la loi des aires.

e sie#0,onae.q=elrcos(f) ou f est 'angle entre e et ¢, soit :

2

_ %
"= 1+ le|cos(f)

On a donc prouvé 1) et 2) et |e| est excentricité de 'ellipse.
On a également

(L + ug) =qgAc.
r
En faisant le produit vectoriel avec ¢, il vient :

cN(L+ /J,%) =cA(GAc)=(cc).g— (g.c).c =g,

car ¢ et ¢ sont orthogonaux.
Ce qui implique 3).

Notations : On introduit les notations suivantes :

: projection (g, q) — (¢, L),

{(g:9); H<0, c#0},

{(.L);  eL=0, c#0, |L|<pu}
Le résultat suivant résulte de nos calculs :

o II
o >,
e D

Proposition 1.3.3 On a

1. 3. est l'union des orbites elliptiques,
2. II(%.) =D et ¥, =1"YD),
3. la fibre II7Y(c, L) consiste une unique orbite orientée.

Définition 1.3.1 X, s’appelle le domaine elliptique.

1.4 Le probleme de controlabilité

1.4.1 Préliminaires

Le systeme s’écrit en coordonnées cartésiennes :
3
&= fo(z)+e> uifi(x)
i=1

otz = (¢,4), ¢ > 0, fozq%_“%@, fz':@id‘

admissibles est ’ensemble I/ des applications constantes par morceaux a valeurs dans

, 1 =1,2,3. L’ensemble des controles
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U={>",u? <1}. On restreint I'état au domaine elliptique : x € . Le repere tangen-
tiel /normal est le repére le mieux adapté pour décomposer la poussée pour au moins trois
raisons. La premiere est d’ordre technologique car en pratique il y a des restrictions sur
I'angle de la poussée par rapport a F; : u € Ci(a) ou u € Cq(a) U—-Ci(a) ot Cp(w) est
le cone d’angle « et d’axe Fy. La seconde raison est d’ordre géométrique : la variation de
la direction du contréle au cours d’une orbite doit étre mesurée par rapport au vecteur
vitesse. Enfin, un effet important et bien étudié en mécanique spatiale est 1'effet du frotte-
ment Fp de 'atmospheére sur les orbites. Cette force est opposée a la vitesse (relative) de

1
I’engin et son module est donné par 5 pv?sCp ol p représente la densité atmosphérique.

1.4.2 Controlabilité des systemes avec des contrdles constants par mor-
ceaux

Dans cette section, nous utilisons les résultats de [4, 5]. On désigne par M une variété
lisse de C*° de dimension n, connexe et a base dénombrable. On note T'M le fibré tangent
et T* M le fibré cotangent. On désigne par V(M) ensemble des champs de vecteurs lisses
sur M et dif f(M) 'ensemble des diffeomorphismes lisses.

Définition 1.4.1 Soient X, Y € V(M) et f une fonction lisse sur M. La dérivée de
Lie de f suivant X est définie par Lx f = df (X). Le crochet de Lie est calculé selon la

convention :
XY = G @X(0) - 5 (@Y @)

Définition 1.4.2 Soit X € V(M). On note q(t,q0) la solution maximale de ¢(t) =
X(q(t)) telle que q(0) = qo. On note exptX le groupe local & un paramétre associé a
X. On a ainsi q(t,q0) = (exp(tX))(qo). Le champ de vecteurs X est dit périodique si le
flot qu’il définit est périodique au sens usuel, c’est a dire s’il existe T > 0 tel que :

exp(t+ 1) X = exp(tX).

Définition 1.4.3 Un polysystéme D est une famille {X;,i € I} de champs de vecteurs.
On note aussi D la distribution associée a D, c’est a dire ¢ — vect{X;(q),i € I}. La
distribution est dite involutive si [ X;, X;] € D, ¥X;, X; € D.

Définition 1.4.4 Soit D un polysysteme. On note Dy ['algebre de Lie engendrée par
D. C’est une distribution involutive calculée récursivement de la fagon suivante :

Dy =vect{D}, Dy =wvect{Dy + [D1,D1]}, ..., Dy =vect{Dy_1+ [Dr_1,Dx_1]},

et
Da.p = Ug>1Dy.

Définition 1.4.5 Un systeme sur M est défini en coordonnées locales par une équation
de la forme :

q(t) = f(q(t),u®), q(t) e M, ut)eUCR",
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ou f est lisse et uw € U, I'ensemble des applications constantes par morceaux & valeurs
dans le domaine de controles U. Pour u € U, on note q(t,qo,u) la solution mazimale
associée partant d’une condition initiale en t = 0 égale a qo. Soit qo € M fixé, on
note A" (qo,T) = Uyeuq(t, qo,u) l’ensemble des points accessibles en un temps T > 0 et
At (qo) = Ur=0A™(qo, T) l'ensemble des points accessibles. Le systéme est dit contrélable
en un temps T si A (qo,T) = M pour tout qo € M et contrélable si A*(q0) = M pour
tout qo € M.

Définition 1.4.6 On dit qu’un polysystéme D satisfait la condition du rang si D 4.1,(q0) =
quMv qu.

Définition 1.4.7 Soit X € V(M). Un point qo € M est dite Poisson stable si¥ T > 0 et
V € 9(qo), il existe t1,t2 > 0 tel que exp(t1.X)(qo) et exp(—t2X)(qo) appartiennent a V.
Le champ de vecteur X est dit Poisson stable si I’ensemble des points Poisson stables est
dense dans M.

Théoréme 1.4.1 (Lobry [31]) Soit D un polysystéeme sur M associé a un systéme sur
M et vérifiant la condition du rang. On suppose de plus que chaque champ de vecteurs de
D est Poisson stable. Alors le systéme est contrélable.

1.4.3 Lastructure de I’algebre de Lie du systeme et résultats de controla-
bilité
En coordonnées cartésiennes et en décomposant la poussée suivant le repere tan-

gentiel /normal, les champs de vecteurs de dérive et de commande s’écrivent pour tout
z=(q,q) €R°:

.0 qg 0
Fo(z) = e —p—to
R )
g 0O
Fi(z) = 4=
= Tidllag
qNg 0O
Fcf[f = TR
@)= Tgnanae
(gAd) NG O

(o) = F@ A R@) = 1T g

Proposition 1.4.1 Soitx = (q,q) € R® tel que gA\G # 0, alors Lie,{Fy, Fy, F,., F,,} = IRS.
De plus on a :
Lieo{Fo, Fy, Fe, Fn}(z) = vect{Fy(z), Fy(x), Fe(x), Fn(z), [Fo, Fel (), [Fo, Fu(@)}-

Preuve. Un calcul des crochets de Lie donne :

gNgGg O
FuFC x TR
Fo. Flw) = T aqiag

T i a. THT 3 o395
g Adll 11l oa " ||q|® 114]]* 04



20 Chapitre 1

On en déduit alors que pour tout = € IRS tel que ¢ A ¢ # 0, les vecteurs Fy(x), Fy(z),
F.(z), F,(z), [Fo, Fc](x), [Fo, Fn](x) sont indépendants.

Afin de définir les politiques de commande géométrique, il est important de décrire les
algebres de Lie engendrées par {Fo, F; }, {Fo, Fi} et {Fo, F.}. On a les résultats suivants :

Proposition 1.4.2 Pour tout x = (q,q) € R® tel que A ¢#0, on a :
1. la dimension de Liey{Fy, F}} est quatre,
2. la dimension de Lie,{Fy, Fy,} est trois,
3. la dimension de Lie,{Fy, F.} est quatre si L(0) # 0, est trois si L(0) = 0.

Preuve. 1l suffit de calculer les crochets de Lie successifs :

1. Pour tout z = (¢,4) € R®, on a :
1 y N
Fo(x) 1(q-4) Fi(z) — 2 (qAN@) NGO

Fy, Fi|(x - T t Y
Fo. Bl = o+ i gl 1/d][* 04
(Fo, [Fo Bl (1) = —20 90000 50 0 Fy(a) + aslFo, ()
PRI
o [Fo B () = —— Fo@)+ 09D gy g, @)
1l lalP NI Tl
[Fo, [Fo, [Fo, F]]] (&) = 0 mod vect{Fy, Fy, [Fo, Fi], [Fo, [Fo, Fil]};
[Fy, [Fo, [Fo, Fi]]] (xr) = 0 mod vect{Fy, Fy, [Fy, Fi], [Fo, [Fo, Fi]|};
o — _Mad) o 3gd)
TalP 6~ el llall
vy — P pad?—llandP
lalP 1l 11l
0 1(q-q) 3(q.9)

- 3112 2
all” [l4l] Il

d’ou le résultat.

2. Pour tout z = (¢,4) € IR% on a :

_lerdng 0 llandll (O
lla A dll [dll og " {|ql® [14]]° " 04

[Fo, [Fo, Ful] (z) = c1Fo(@) + coFn();

[Fo, Fn] ()

1 gNg
B [Fo, Bl (0) = — Fo(e) — 20190 g,
1l 1al 1idll
avec
g A gl
3 137
1l 1ldl|
landl® () —2llal? ldl
C2 = _3/1'2 - 511112 ;

6 11114
gl ll4ll gl 4l
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d’ou le résultat.

3. Pour tout z = (¢,4) € RS on a :

_ 4Ng O
A F = i giag
[Fo. [Fo, F] (x) = —Hq’“thcm;
el (¢-q)((gAd) N g) O
BP0l ) = lall*Fo+ <70 Sttt s
1q (aNg NG\ O
+<||q||3 e gndP >aq"
[FOv[FC?[FO’FCm (x) = 05
el oo (ad)
[ch[Fw[FOach (.CL') - Hq/\q.HQ[FOaFc]( ) ||q/\q,H2Fc( )a

d’ou le résultat.

Corollaire 1.4.1 Pour le systéme avec une seule direction de poussée les orbites sont les
sutvantes :

direction Fy : lorbite est le plan osculateur,
direction F), : l’orbite de dimension trois est l'intersection du plan osculateur avec
a = a(0),
e direction F. : l'orbite est de dimension quatre si L(0) # 0, est trois si L(0) =0 et est
donnée par a = a(0), €2 + €3 = 3(0) + €3(0).

Proposition 1.4.3 Pour le systéme restreint au domaine elliptique, chaque point de ’orbite

est accessible.

Preuve. Dans le domaine elliptique, chaque trajectoire du systeme libre est périodique
et le champ est donc Poisson stable. Le systeme restreint a une orbite est donc controlable,
d’apres le théoreme 1.4.1.

Corollaire 1.4.2 Pour le systéme restreint au domaine elliptique, le probléeme de controle
optimal posséde une solution.

Preuve. Il suffit de remarquer que les trajectoires reste dans un compact fixe, que
I’ensemble U des controles est convexe et que Q(xz, m) = [Fo+uFy +un Fy,+u Fe|(x, m,U)
est convexe. Enfin I'existence provient du théoreme du Filippov [15].

1.5 Principe du minimum et conditions de transversalité

On présente la formulation générale du principe du minimum détaillé dans [30, 39],
auquel on peut toujours se ramener. On considére donc un systeme lisse

&= f(x,u), x(t) € R",
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ou f:R" x R™ — IR" est de classe C!, les variétés initiales et finales sont notées M
et M. L’ensemble des controles admissibles U est I’ensemble des applications mesurables
bornées u : [0,7] — U ou U est un domaine de IR™. Pour un contréle u(t) de réponse
x(t) sur [0,7T], on assigne un cout :

T
C(u) = / £O((t), u(t))dt,

ot fY est une fonction lisse. On introduit 1’état augmenté

et la trajectoire du systéme augmenté vérifie & = f (Z,u) défini par les équations :
= f(z,u), i = fO>x, u).
Soit = (p,p°) € (R™ x IR) — {0} le vecteur adjoint associé & & et H le Hamiltonien :
T = (5, (i, 0)).
On a alors le résultat suivant :

Théoréme 1.5.1 Considérons le systéme & = f(x,u) avec pour ensemble des contriles
admissibles 'ensemble U. Si u* est un contréle optimal sur [0, T*] transférant le systéme
de Mo a My avec une réponse augmentée *(t) = (x*(t),2"*), alors il eviste p*(t) =
(p*(t),p”*) # 0, absolument continu tel que les équations suivantes sont vérifiées pour le
triplet (Z*,p*,u*) :

x aﬁ ~x sk ok
A 8;3(:6 D u”) p.p,
o oH , . .
p = —aj(a: NN p-p;
H(E* (1), 7 (1), u* () = gggﬁ(aﬁ*(t),ﬁ*(t),u(t)) p-p.

De plus :
H(& (), p*(t),u*(t)) =0 pp et p™ >0,

et les conditions de transversalité suivantes sont vérifiées :
p*(0) L ThwioyMo, p*(T*) L Ty (e My,
ou Ty M désigne l’espace tangent.

Corollaire 1.5.1 (temps minimal) Considérons le systeme de R" : & = f(z,u), u € U
et le probléeme de transfert du systéeme de My en My, en temps minimal. Alors si u* est
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optimal sur [0,T*] de réponse x*, il existe un vecteur adjoint p* absolument continu tel
que si H(xz,p,u) = (p, f(x,u)), alors les équations suivantes sont vérifiées :

-*_87H( * ok *) -*__37H( * ok *)
r = ap x 7pau 9 p - 51: €T 7p7u pp7
H(2"(t),p"(t),w*(t)) = minH(2"(t),p"(2), u(t)) p-p.

De plus min,ecy H(x*(t), p*(t), u(t)) est constant négatif et les conditions de transversalité
sutvantes sont vérifiées :

p*(O) 1 T$*(0)M07 p*(T*) 1 Tx*(T*)Ml-
Définition 1.5.1 Une trajectoire (Z(t),p(t),u(t)) solution des équations du principe du

minimum est dite extrémale.

1.6 Principe du minimum et probleme Sous-Riemannien
avec dérive

Définition 1.6.1 On appelle probléeme SR avec dérive le probléme de temps minimal pour
des systémes de la forme :

L a(t) = Fofa(t) + 3 uit) FiCa
=1

otz € R™ et le contréle u = (u1,...,un) vérifie la contrainte > i, u? < 1.

1.6.1 Calcul des extrémales
Introduisons les relevements Hamiltoniens dits des fonctions de commutation :
PL:<p7F1Z(x)>7 izoala"'vma

et notons ¥ la surface dite de commutation définie par :

(p, Fi(x)) = ... = (p, Fn(x)) = 0.
Le Hamiltonien du systeme est H = Py + Z;”Zl u; P; et la condition de minimisation de H

donne en dehors de la surface de commutation X la relation :

P;
\V 2im P?

En reportant u; dans H, on obtient le Hamiltonien H = Py — (3.7, P2) Les extrémales
correspondantes sont dites d’ordre 0. D’apres le principe du minimum, les trajectoires
optimales sont contenues dans H < 0 et celles contenues dans H = 0 sont dites anormales.

U; = — izl,...,m.
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Proposition 1.6.1 Les extrémales d’ordre 0 sont lisses, le contréle extrémal est sur le
bord du domaine de commande et elles correspondent a une singularité de [’application
extrémité u — x(t, zo,u), pour la topologie L™, avec u € S™ 1 la sphére unité.

Preuve. Le résultat est clair : pour les extrémales d’ordre 0, le minimum de H sur l’en-
semble Y7 u? < 1 est atteint sur le bord >_1*; u? = 1. Elles doivent donc en particulier
correspondre a une singularité de ’application extrémité pour les variations du de u dans
L, telles que u.6u = 0 car on se restreint & des controles u € S™~ 1.

1.6.2 Extrémales brisées et extrémales singulieres

Pour construire toutes les extrémales du systeme, il faut analyser le comportement des
extrémales d’ordre 0, au voisinage de la surface de commutation. En particulier on peut
concaténer deux arcs d’ordre 0 en un point de ¥ a condition de respecter les conditions
de Weierstrass-Erdmann :

p(t) =p(ty),  H(t]) = H(ty),

ou t1 est le temps a la traversée.

Ces conditions résultent du principe du minimum, mais la condition de conservation
du Hamiltonien n’est pas nécessaire par des variations du controle de référence dans L°°.

Les extrémales singulieres sont contenues dans la surface 3 et vérifie les relations :

. OH 0H .
= b= =0 =1,

Soit z(t) = (x(t),p(t)). Les courbes t — P;(z(t)), i = 1,...,m sont absolument continues
et en dérivant, il vient :

B =[P, R]+) [PP], i=1,...,m. (1.6)
J#i
On note D la distribution {Fi(x),..., Fi,(x)}. On obtient le résultat suivant :

Proposition 1.6.2 On peut raccorder toute extrémale d’ordre O convergeant vers un point
20 = (xo,*) de X avec toute extrémale d’ordre 0 issue de zy pour former une extrémale, et le
Hamiltonien vaut Py au point de jonction. Si [D, D](xo) C D(xo), le vecteur (Py, ..., Ppy)
reste C' au point de jonction.

Preuve. La premiere condition est claire car le raccordement est C°. De plus :
m
H=PF+ ZuiPi = Py, puisque F; = 0.
i=1

En un point de 3, p € D+ et si [D, D](zo) C D(xo), la relation (1.6) implique P; = [P;, Py,
i=1,...,m et P; reste C'.
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1.7 Algorithme de tir multiple et méthode de continuation

1.7.1 Motivation

L’objectif de ce chapitre est double : on explique le tir multiple premierement comme
modele général pour le tir simple, afin de résoudre un probléme de controle optimal avec
contraintes sur ’état. Deuxiemement, on souhaite justifier le procédé de continuation sur la
contrainte d’état et aussi sur le controle pour résoudre d’une part le probleme de transfert
orbital, pour différents choix de la poussée, d’autre part la rentrée atmosphérique avec
langle de gite ou sa dérivée comme controle.

1.7.2 Description de ’algorithme de tir multiple

On considere le probleme de controle optimal suivant :

min ®(q(ts)), ti,ts sont fixés
q= f(Q7u)v te [thtf]

q(t1) = q°, ¥(a(ty)) =0
lu(t)|| <M, M >0

Clq(t)) <0,

ou le controle u : [t1,tf] — IR™ est continu par morceaux, et ol les fonctions suivantes :
fR*"xR"—R" &:R"— IR, ¢: R" — RF, C:IR" — IR sont lisses.

Dans ce qui suit, on cherche a résoudre le probleme précédent, non pas sous sa forme
initiale, mais apres application du principe du minimum avec contraintes sur ’état (voir
chapitre suivant) développé par Maurer [33]. Introduisons le Hamiltonien :

H(q,p,u,n) = (p, f(q,u)) +n(t)C(q),

ou p est le vecteur adjoint et n le multiplicateur de Lagrange de la contrainte. Alors les
conditions nécessaires de [33] sont les suivantes :

1. Il existe une fonction ¢ — 7(t) positive et des constantes 9 > 0, o € IR" tels que
le vecteur adjoint vérifie :

oH  of

_67q = —p% —n(t)

el

b= aiq’

plty) = noi,‘f(q(tf)) " cf%‘j(q(tf)).

2. Lors d’un contact ou d’une jonction au temps t; avec la frontiere, la trajectoire optimale
vérifie la condition du saut :

H{tf) = H(t:7);

pt:") = pti7) — Viafq(Q(ti)), v; > 0.
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3. Le controle optimal () minimise presque partout le Hamiltonien :

H(q(t),p(t),u(t),n(t)) = HgﬂiSnM H(q(t),p(t),v,n(t)).

C’est pourquoi on s’intéresse a la résolution numérique d’un probleme aux conditions
limites et points de commutation (SBV P), défini comme suit :

le probleme est de déterminer :

e le vecteur d’état et le vecteur adjoint : xz(t) = (q(t),p(t)) € R"™, Vt € [t1,t] avec
tl, tf ﬁXéS,

) les s points de commutation t1 = §y < &1 < ... < & < &1 = 1y

Ces inconnus vérifient :

° le systeme Hamiltonien :

i(t) = fe(t,z(t), Vi€ & &era], VO<K<s, (1.7)

ou les fi représentent les différents types du controle solutions du principe du minimum,

° les conditions de saut :
2(&7) = hi(& (7)), Yh=1,....s (1.8)
° les conditions limites et les conditions de transversalité :
Ri(x(t1),z(ty)) =0, V1<i<ny, (1.9)
° les conditions de commutation :
Ri(&,x(ér, 7)) =0, Vm+1<i<n+s. (1.10)

L’algorithme de tir simple, voir [47], peut résoudre le probleme (SBV P), mais en intégrant
le systeme Hamiltonien : &(t) = f(t,x(t)) t € [t1,%y], avec la condition initiale z(t1) = xo
(estimée), on rencontre souvent certaines difficultés concernant la sensibilité de la solution
(notée x(t;xp)) par rapport & la condition initiale. Cette sensibilité devient importante si
la longueur ¢y — t; est grande. En particulier pour les systemes ol la dynamique f est
Lipschitzienne de rapport L, voir [47], la solution vérifie :

[l (t; 29) — (s 23)l| < e — .

D’ou la nécessité d’utiliser 1'algorithme de tir multiple, voir [37, 38, 47|, qui consiste a
subdiviser [ti,tf], en considérant les points fixes (t;)/"; appelés noeuds, qui vérifient :

hh<ta<...<tpm=ty telsque t,#& k=1,....,m i=1,...,s. (1.11)

Remarque 1.7.1 L’application de tir multiple nécessite par ailleurs une bonne connais-
sance de la structure (les commutations) des trajectoires extrémales et donc une étude
géométrique préliminaire assez poussée.
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La résolution du probleme (SBV P) peut maintenant étre réduite a la résolution d’une
série d’équations différentielles avec une valeur initiale et d’'un grand systeéme d’équations
non-linéaires résolu par une méthode itérative. On introduit en effet :

2(t) = (x(t),8), € = (&1,..., &) 2(t) = Z; = (X;,€), 7 =1,...,m — 1, et soit Z° =
(X{O), o ,X(O)_l, 5%0), e ,fgo)) une estimation initiale de (x(t1),...,2(tm-1), &1, -, &s)-

m

Ensuite on explique I’algorithme de tir multiple en trois étapes :

Etape 1 : Intégrateur Numérique. Dans chaque sous intervalle [tj,tj+1], on considere
un probleéme avec condition initiale noté (PI) :

2(t) - (f(tvx(t))70)7 te [tjﬂtj-‘rl]? Z(tj) = Zj‘

Cette étape consiste a résoudre chaque probleme (P1I), en utilisant un intégrateur numérique
convenable, par exemple soit un intégrateur a un pas de type Runge-Kutta d’ordre 4

(voir schéma 1), voir [47], pour la rentrée atmosphérique et pour le transfert orbital

avec une poussée moyenne ou forte, soit (dans le cas ou la solution a des singularités)

un intégrateur a pas multiples fondé sur la méthode de Prédiction-Correction d’Adams

d’ordre 4 (voir schéma 2), voir [47], pour le transfert orbital avec une poussée faible. On

note z(t;t;, Z;) = (z(t,t;, Z;),€)" la solution de (PI) sur [t;,tj41].

On va a présent expliquer les deux schémas de résolution d’un probléme de type (PI) :
z(t) = f(t,z(t)), t € [to, t1], z(to) = 1.

Schéma 1 :
La méthode de Runge-Kutta classique est celle donnée par le schéma :

h N

Lo =1
Tptl = Tn + hF(tO +nh, zy; h),

1
avec F(t,x;h) = 6[14:1 + 2k + 2k3 + ky);

h h
ou kl :f(t,ac); kng(t+§,x+§k1);

h h
kng(t+§,$+§k2); k4:f(t+h7$+hk3)

Schéma 2 :
On utilise la méthode de Runge-Kutta dans intervalle [tg,to + 3h] pour démarrer la
méthode de Prédiction-Correction d’Adams, ce qui donne les valeurs de xg, x1, 22 et 3.
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Le schéma de Prédiction-Correction d’Adams s’écrit :
( kl == f(tO + (TL - 3>h7$n—3); kQ - f(t() + (n - 2)h7$n—2);
ks = f(to+ (n—1)h,zp_1); kqy = f(to + nh,xy,);

ks = 5bky — 59ks + 37ky — 9kq;

Tpy11 = Tp + ks

ke = f(to+ (n+ 1)h, xpy11);
Tnt1:2 = ke + 19ky — k3 + ko;

Tptl = Tn + ﬂ Tn41;2-

On signale qu’on utilise Dans ce schéma la méthode d’Adams-Basforth comme prédiction
pour calculer x,,41.1, et la méthode d’Adams-Moulton comme correction pour enfin calculer

Tn+1-

Remarque 1.7.2 La stabilité, la consistance et la convergence des intégrateurs numériques
utilisés restent un probleme classique facile o justifier.

Etape 2 : Systéme d’équations non linéaires. Cette étape consiste a transformer le
probleme (SBV P) a un systeme d’équations non linéaires de la forme F(Z) = 0. Soit
alors :

Fj(Zl, .. -7Zm—1) = Z(tj+1;tj, Zj) - Zj+1 S IRn+S, V1i<j<m-—2,

Fne1(Z1, ..., Zm—1) = [R(Z1, Zin—1),S(Z1, ..., Z—1)]" € R™T,
ou :
R(Zy, Zm-1) = [Ri(x1, 2(tmitm—1, Zm—1))}i=1,..n, € R™,

S(Z17 ceey Zm—l) = [Rl(£k17 x(glﬁ;i) ts,“ Zsi))]i:nl—i-l,...,n—i-s S IRTL‘FS*nl’

avec : tg, < &, <ts, + 1. Sion définit Z et F par :
Z=(Zv,....%m-1),  F(Zi,...,Zm-1) = (Fi,...,Fp_1)t € RM~D{+s)

Alors la trajectoire x(t) et les s points de commutations sont solutions du probleme

(SBV P) si et seulement si le vecteur Z = (Z1,...,Zn—1) est un zéro de la fonction
F - RMmDn+s) , R(m—1)(n+s)

Etape 3 : Méthode de Newton. Cette étape sert a résoudre le systeme d’équations
non linéaires F'(Z) = 0. On utilise alors la méthode de Newton itérative de schéma suivant :

Zp donné
Zys1 = Zn+ JVF(Z,)
et un test d’arrét convenable,

avec :
Gy -1 0 0
0 Gy —I 0

J = .. ;
0 0 Gm—2 —1
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0 .
sziz(tjﬂ,t],Z]), ]:1,,m—2,

0Z;
8
VA
AT ’
8721 ( 1- m 1)
0
97 R(Zy, Zm—1)
A — m—1 .
! O s(z.....7 ’
8Zm_1 ( 1y m—l)
0
Aj= i‘S(Zl,...,qu) , pour j=2,...,m—2.

On signale ici que :

e si nécessaire (pour améliorer la convergence) on peut utiliser la méthode de Newton
Modifiée au lieu de la Méthode Newton classique,

(t]+1vt]’ Z +AZ; ) - Z( L34, Zj )

e pour calculer les éléments G; du jacobien J, on calcule N7 ,
J

en utilisant les intégrateurs numériques déja mentionnés,

e pour inverser le jacobien, on utilise les codes QR ou LU a partir de la boite d’outil de
Matlab,

e pour le test d’arrét, beaucoup de choix sont envisageables. En particulier || Z,, 11— Z,|| <
€, est 'un d’eux,

e le choix des noeuds dépend de I’évolution des fonctions (état, vecteur adjoint, controle),
c’est-a-dire 1a ou la solution du probleme présente un comportement oscillatoire, une zone
d’évolution rapide, on discrétise finement en utilisant un nombre élevé de noeuds, et lors-
qu’a 'inverse la solution est localement tres lisse, on se contente d’un nombre réduit de
noeuds,

e dans la description de 'algorithme de tir multiple, si on prend m = 2, on retrouve le
tir simple.

Remarque 1.7.3 L’algorithme de tir multiple ne permet pas une convergence rapide,
surtout s’il n’est pas tourné avec une estimation initiale assez proche de la vraie solution,
d’ou la nécessité d’un couplage de cet algorithme avec la méthode de continuation sur la
contrainte d’état, ou sur le contréle, ou avec les deuz.
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1.7.3 Meéthode de continuation sur la borne extrémale de la contrainte
sur I’état

Principe. On considere le probleme générique paramétrique suivant, que l'on note
(OCP)q, ol « est un parametre scalaire :

ming(ty, z(ty)),

tr e R,z € W™ ([0,t4]),u € L2([0,4]),
&= f(t,z,u), t €[0,tf],

2(0) = 2%, h(ty,x(tr)) =0,

u(t) € By(Omm,p), t € [0,T], v € Ax(t,u).

On suppose que les données du probléeme sont suffisamment analytiques, que A est une
submersion de IR x M" sur IR!, ot M™ est une sous variété ouverte de IR sur laquelle la
dynamique est définie. Le parametre « intervient dans la contrainte d’état x € A, (t, u),
et si on suppose que le probleme (OCP),, vérifie I'hypothese :
(H.1) La contrainte d’état est définie par C(t,z,u) < a,ou C : RxIR"xR™ — IR
est une fonction lisse,
alors A, (t,u) = {x € R" t.q C(t,z,u) < a} est un compact pour tout a appartenant a
un compact de R. Soit (¢, 2*,u*) est une solution du (OCP) sans la contrainte Aq (¢, u)
et o = max{C(t,z*,u), t € [0,t}]}.

Remarque 1.7.4 La variable T' est fizée. Son choix est tel que [0,T] contient tous les ty,
solutions des problémes (OCP),, possibles.

Ainsi la contrainte x € A, (t,u) est-elle d’autant plus forte si a << a*, et le probleme
(OCP), a priori d’autant plus délicat & résoudre numériquement que a << a*. Clest
pourquoi on fait appel & une démarche de type homotopique pour connecter les problemes
difficiles avec a@ << o, a des problémes plus simples ol « est plus proche de o*. En pra-
tique cela se traduit par 'utilisation d’une suite décroissante de valeurs (ay)x, qui génere
aussi une suite de solutions dont on espere qu’elles évoluent de facon suffisamment continue
avec le parametre « (de sorte que si oy, et g1 sont proches, les solutions correspondantes
le soient aussi), on parle alors de la continuation sur a.

Remarque 1.7.5 Le probléme numérique pour o << o*, est de chercher la bonne esti-
mation initiale pour démarrer l’algorithme de tir multiple, et la continuation sur o vient
pour résoudre ce probléme, en tirant de la solution de (OCP),, une estimation initiale
pour résoudre (OCP),, ., .
Définition 1.7.1 On note V la fonction valeur de (OCP), qui au parameétre o < o
associe la valeur optimale V() € R de (OCP),.

Notre but étant la résolution des problemes avec o << o, la propriété de la continuité a
droite de V est bien équivalente & la convergence de la suite V' (o), vers V(a) quand (o)
est une suite qui décroit vers a. Le paragraphe suivant donne un ensemble de conditions
suffisantes, dont on verra qu’elles sont vérifiées dans le cas de rentrée atmosphérique pour
la navette spatiale, garantissant cette propriété.
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Continuité a droite de la fonction valeur.  On fait les hypotheses ci-dessous sur
(OCP)y :
(H.2) 1l existe o** tel que quel que soit a € [a**, a*], le systeme (OCP),, est
controlable, c’est-a-dire que I’ensemble des triplets (¢7, 2, u) admissibles pour
(OCP)q est non vide,
(H3) Q(t,x) = f(t,x, Bf(Orm, p)) est une partie convexe de IR",
(t,z) € [0,T] x Au(t,u), a € [0, a*].

Aussi 'hypothese (H.1) implique que ’état z est dans le compact Aqx.

Proposition 1.7.1 Sous les hypothéses (H.1), (H.2) et (H.3), V est finie et décroissante.

Preuve. Les hypotheses précédentes permettent d’appliquer le théoreme de Filippov
[15] & tout (OCP),, pour a € [, a*] : V() est donc finie. Par ailleurs, si o™ < ag <
as < o, ensemble des triplets admissibles (tf,z,u) pour (OCP),, est inclu dans celui

de (OCP),,, de sorte que V(ay) > V(aw).

Pour obtenir la continuité & droite de la fonction valeur, on fait I’hypothese qu’il est
possible d’inverser de fagon lisse la dynamique :

(H.4) 1l existe R et S différentiables, R(t,z) € L(IR",IR"™) et S(t,z) € IR™, telles
que si y = f(t,x,u) alors u = R(t,x)y + S(t, x).
On obtient alors :

Proposition 1.7.2 Sous les hypothéses (H.1), (H.2), (H.3) et (H.4), la fonction valeur
V' est continue a droite sur [, a*], et si (ag)r est une suite de [a**, a*], décroissante de
limite o € [, a*], quitte a prendre une sous-suite, les suites ci-dessous convergent :

ty, — ty dans [0,T],
zp — x dans (CR([0,T)), ||| )
u — w dans (L ((0,7]), o(L%, L1)),

ot (tf,,xp,ui) est solution de (OCP)q, (x et uy €étant prolongés a [0,T] respective-
ment par constance et continuité pour xy, et par 0 pour uy), et ou (tf,x,u) est solution
du probleme limite (OCP),,.

La preuve utilise le lemme suivant :
Lemme 1.7.1 Il existe K > 0 tel que
||Zk||ge < K, te€l0,ty], keIN.

Preuve.

Soit Noy = {(t,z,u) € R x M™ x R™; (t,z) € [0,T] x Aag,u € Bf(Orm, p)}.
L’ensemble A étant compact donc N, 'est aussi.

Puisque f est continue et la suite (N, )i est décroissante, il existe donc K > 0 tel que
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(t, xk) S [O,T] X Aak,uk € Bf(O]Rm,p),

ie. (t,xk,uk) S ]\70”c - Nao, t e [O,tfk], k € IN,
d’ou flt, xg, ug) € Bf(O]Rn,K), te [O,tfk], k € N,
ce qui implique le lemme 1.7.1.

Lemme 1.7.2 [13] Si (yi)k est une suite bornée de LY°([0,T]) telle que (yi)r converge vers
y au sens des distributions, y appartient a L°([0,T), alors (yx)r converge x—faiblement
vers y dans L°([0,T7).

Théoréme 1.7.1 [}1, 44] Soient E un espace topologique et F' un espace semi-métrique.
Soit f, une suite équicontinue d’applications de E dans F, et soit e, une suite de points
de E; on suppose que les e, convergent vers e, et que les f, convergent simplement vers
une limite f. Alors les fn(en) convergent vers f(e) dans F.

Preuve de la proposition 1.7.2. D’apres le lemme 1.7.1 la famille (xj)g, prolongée
a [0,T] par constance et continuité, est donc équicontinue. Or pour ¢ € [0,7], la famille
{zk(t), k € IN} est inclue dans le compact A,,, donc elle est relativement compacte. Quitte
a prendre une sous suite, (xy,)x converge donc uniformément vers z dans C2([0, T) en vertu
du théoreme d’Ascoli, voir [45]. De méme, on peut supposer (tf,)r C [0,7] convergente,
de limite ¢; dans [0, T]. Pour tout k, 24(0) = 2%, donc z(0) = 2°. Comme on a également
h(ts,, zi(ts,)) = 0, le théoreme 1.7.1 et la continuité de h impliquent que h(ts, z(ts)) = 0.
En plus, on a
C(xk(t))—ak <0, vVt € [O,T].

En passant a la limite, on obtient en particulier :
Cz(t)) —a <0, vt € [0,ty],
ie. x € Ay, Vt € [0,t4].
Par le théoreme 8.6.i de [15], on a :
€ Q(t,x), vt € [0,f],
puisque pour tout k£ € IN,
Tk € Q(t, xk), vVt € [0,t,].

On en déduit qu’il existe v € L5([0,%f]) (que I'on prolonge a [0,7] par 0) tel que & =
f(t,z,u), w € Bf(Ogm,M). Or d’apres I'hypothese (H.4) il existe R et S différentiables
telles que, xj dénotant 'indicatrice de [0,tf ], ur = (R(t,zx)Tr + S(t,xx)) Xk €t u =
R(t,z)& + S(t,z) sur [0, T]. On montre alors que uy — u * —faiblement dans L°(]0, 7).
En effet, soit alors ¢ € L1 ([0,T]) :

CY9(]0, T] s’injectant continiiment dans D/, (]0, T[), x3 converge vers = dans D/, (]0, T[), donc
& — & € Ly°([0,T]) au sens des distributions. Les lemmes 1.7.1 et 1.7.2 impliquent alors
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que & — & x —faiblement dans L$°([0,77]), et (&) est équicontinue. R étant continue,
RY(t, 1) Xk converge vers RY(t, z)p dans LL([0,T]). Donc

<i'k> Rt(ta xk)SOXk>L%°,L}1 - <.CE, Rt(ta x)90>L$f,L7117

soit
(R(t, ok )Tk Xk ) oo 1, — (B T)E, ) oo 11 -

De plus, par continuité de 5,
(S(t, z1)xx|p) converge vers (S(t,z)|¢) dans L1 [0, 7],

donc
S(t,zk)xr — S(t,z) * —faiblement,

d’ou 'on en déduit que :
up — u * —faiblement dans Ly2([0,T7).

D’apres ce qui précede on conclut que (t¢,z,u) est admissible de (OCP),. V étant
décroissante, (V' (ay))x est croissante majorée par V(«), donc convergente vers v < V(«).
Or g(ty,, xi(ty,)) — g(ts,x(ty)) par le théoreme 1.7.1. On en déduit g(ts,z(tf)) = v <
V(o) puisque V(o) = g(ty,, i (ty,)). Nécessairement, v = V() car V() est I’élément
inférieur de V' sur I’ensemble des admissibles, donc (¢, x,u) est solution de (OCP),. Ainsi
V(ag) — V(a), et V est continue & droite.

1.7.4 Meéthode de continuation sur la borne extrémale du controle

D’une manieére similaire a la section précédente, on peut justifier cette méthode, en
citant le principe de la méthode et les résultats associés.

Principe. On considere le probleme générique paramétrique suivant, que l'on note
(OCP),, ou p est un parametre scalaire positif :

min g(ty, z(ts)),

tr e R,z € Wy™([0,t4]),u € L2([0,4]),
&= f(t,z,u), t €0,ty],

2(0) = 2°, h(ty,x(ty)) =0,

(t,z) € [0,T] x A, ue Uy(t,x).

Le parametre p intervient dans la contrainte sur le controle selon
Uy(t,x) = U(t,xz) N Bf(0, p),

ou U(t,x) est un fermé dans IR™ quel que soit (t,z) € IR x M™.

Ainsi la contrainte u € U,(t,z) est-elle d’autant plus forte si p est proche de 0, et le
probleme (OCP), a priori d’autant plus délicat a résoudre numériquement que p est
petit. C’est pourquoi on fait appel a une démarche de type homotopique pour connecter
les problemes difficiles avec p petit & des probléemes plus simples ou p est plus grand. En
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pratique cela se traduit par I'utilisation d’une suite décroissante de valeurs (pg ), qui génére
aussi une suite de solutions dont on espere qu’elles évoluent de facon suffisamment continue
avec le parametre p (de sorte que si py et piy1 sont proches, les solutions correspondantes
le soient aussi), on parle alors de la continuation sur p. On fait les hypotheses ci-dessous

sur (OCP),
(H'.1)  quel que soit p > 0, le systeme (OCP), est controlable,
(H'.2) A est compact,
(H'.3) Q,(t,x) = f(t,z,U,(t,x)) est une partie convexe de IR",
(t,z) € [0,T] x M™, p > 0.

Proposition 1.7.3 Sous les hypothéses (H'.1), (H'.2) et (H'.3), V est finie et décroissante.

Proposition 1.7.4 Sous les hypothéses (H'.1), (H'.2),(H'.3) et (H.4), la fonction valeur
V' est continue a droite sur IR’ , et si (py)r est une suite décroissante de limite p > 0,
quitte a prendre une sous suite, les suites ci-dessous convergent

ty, — ty dans [0,T],
i — @ dans (C([0,T1), [].]|),
ug, — u dans (LS([0,T)), o (L>, L)),

ot (tg,,xp, ui) est solution de (OCP),, (xi et uy étant prolongés a [0,T] respectivement
par constance et continuité pour xy, et par 0 pour uy), et ot (ty,x,u) est solution du
probléme limite (OCP),.

1.8 Application au probleme de transfert orbital plan

On consideére le probleme de transfert orbital & masse variable dans le plan (h; = he =0
et u. = 0) que l'on choisit de représenter dans les coordonnées équinoxiales (P, eq,ea,1)
ou P est le parametre, (e1, e2) est le vecteur excentricité et [ est la longitude. On choisit
également de décomposer le controle dans le repere radial/orthoradial en normalisant la
contrainte sur le controle a |u| < 1, ce qui conduit aux équations suivantes :

. Umax | P 2P
P == or
m \ﬁ W
max P .
e = um\/; [sm(l)ur + <cos(l) + 61+VVCOS(Z)> uor] ;
max P 3 . l
6.2 = urn\/; |:— COS(l)ur + (Sll’l(l) + m;/m) uo?“:| 9

T U
- PP’
m = —0Umax|ul,

avec W = 1+4-ej cos(l)+esg sin(l) et upmax est la valeur maximale du module de la poussée. Le
probléme consiste donc, en respectant la contrainte y/u2 + u2, < 1, & minimiser le temps
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de transfert ¢y d’une orbite basse définie par P(0) = 11625km, e1(0) = 0.75, e2(0) = 0,
[(0) = 7 a une orbite géostationnaire définie par P(ty) = 42165km, e1(ty) = 0, ea(ty) =0,

la longitude finale étant libre.

1.8.1 Principe du minimum

Pour des raisons numériques, il est important de normaliser le parametre en posant

_ P
P = ——— les équations s’écrivent alors :
P(ty)

b= Fl@) = (rFu(a) + o Fon(2)),

m = —O0Umax|ul,

avec © = (P, e, ea,1), les champs de vecteurs F,, F, et F,, étant définis par

_ 4 -
P2
—
0 0 m
P 8 P vV Psin(l) o VP (614_‘;/08() + COS(l)>
? W2 ’ " —V Pcos(l) o _ ey tsin(l) ’
as 0 VP [ 22200 ()
D5 w
P2 0
P(t
avec les constantes o = H g ete= MumaX.
P(ty)

Pour se ramener a un probleme a temps final fixé, on fait de ¢y une variable d’état constante
en posant t'f = 0 et en se ramenant a [0, 1] par homothétie. Dans le plan & masse variable

on résout donc le probleme sous la forme :

(mints(1),

m(t

tr=0, te0,1],

lu| < 1.

Le Hamiltonien de ce systeéme s’écrit alors :

H = tf (<)\> F, + %(UTFT + UorFor>> - Améumax‘uo )

)
m = —0t pumax|ul, t € [0, 1],

(tr,@) € W5 ™([0,1]),u € L5°([0, 1)),
&=ty <Fo(x) + L(u,ﬂFr(x) + uorFor(a:))> , t€[0,1],

(1.12)

2(0) = 2% m(0) =m°, h(x(1)) =0,

(1.13)

ot (A, Am) = (Ap,y Aeys ey Aty Am) est le vecteur adjoint, le systéme adjoint étant donné

par :
OH

i= Oy

ox

On obtient le résultat suivant

on
om’
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Lemme 1.8.1 Le long d’une trajectoire optimale on a :

1. les contrdles extrémaux vérifient \/u? + u2, =1,
2. U (N Fp) + uor (X, Fop) <0 et Ay, est décroissant et positif avec Ay, = 0 a linstant

final,
3. st ((\, Fr), (N, Fop)) # 0, un contréle optimal est donné par :

(A Fr)
U = — )
VLR + (A Fy)?
A F,
Uy = — < ) or> )
VILE) + (A F,y)?
Preuve. 1. D’apres la proposition 1.6.1, on a le résultat 1.

2. D’apres le principe du minimum [39], les controles extrémaux minimisent le Hamilto-
nien. On en déduit que u, (A, Fy) + uor (A, For) < 0. De plus

__Eﬁﬁ,_.Tn2tf(uT<A,f}>—kth<A,}%r)).

Am est donc décroissant et la condition de transversalité a I'instant final impose A, (1) = 0.
On en déduit que A, est toujours positif.

3. En reparamétrant le controle par u = (u,, uor) = (cos(3),sin(3)), il vient alors
H = t7 (A Fo) + — (cos(B)(\, Fr) +in(B) (A, For) = ASttmas )

e .. 0H 0’H . ,
et la minimisation de H implique donc % =0et 8—52 > 0, ce qui donne le résultat 3.
Le résultat du lemme précédent permet d’oublier la variable adjoint A, et le systeme
état/adjoint, définit sur [0, 1], est donné par :

1. Vecteur d’état

€ =tg (%\/ﬁsin(l)ur + %\/ﬁ (cos(l) + w> uor) :
€y =ty (—%\/Fcos(l)ur + i\/]TJ (sin(l) + w) uor) ,

| w2
l_tf(apé)’
m = _5tfumaxa

2. Vecteur adjoint




Transfert orbital et méthode de tir multiple 37

=

. 3 W 1 l 1 E\/F
)\13 = 7tfa]5% )\l tfur < erzl\n/%) >‘61 ETZO\;L )\62) - 3tfu07“W)‘P

— tfUop (éﬁﬁ (cos(l) + Lﬁ) Aep + me (sin(l) + %m(l)) )\62) ,

. 53 o D - o
Sy = 21110y <me<z>> A=ty S — temeo)

w
eV/'P (e2+sin(l)) cos(l) A

m w2 €2

W cos(l
+ tf Uor — 2ty %;b())\l

)

. 53 . — .
Aey = Qtf Uy (EP;I;/H;(”) Ap + tf Uor E\n/@TD (el—l—co;(/lQ))sm(l) e,

_ eVP (L _ (ea+sin(D)) sin(l)) _ oW sin(l)
tf Uor % - )\62 2tf 15% )‘l7

m w2
3 _
N =2t uor P2 (—sin(l)er + cos(l)ez) Ap — tpup < VP cos(I) e,
- tfuorm\/ﬁ (— sin(l) — Si[r/l;gl) - (el+cos(l))(_?/1[;12(0614_(:05(1)62)) Aey
- tfuT%\/]gsin(l))\e2
. tfuor%\/ﬁ (COS(l) + Covsél) _ (ea+sin(l))(— ;i[;lQ(l)el-i—cos(l)eg)) )\62

_ 2tf %(_ sin(l)e1 + COS(l)€2))\la

avec les conditions limites

(0)= 165 P(1) =1,

61(0) = 0.75, 61(1) = 0,

e2(0) =0, ez(l) =0,

10)=m,  N(1)=0,

m(0) = 1500, L) =1,
ty

et le controle est donné par le lemme précédent.

1.8.2 Couplage : algorithme de tir/méthode de continuation

Les extrémales du systeéme sont donc paramétrées par le vecteur adjoint initial \* =
(/\PO,)\SI,)\QQ,)\O) et le temps de transfert ¢y. L’algorithme de tir permet d’obtenir un
vecteur adjoint initial et le temps de transfert pour lesquels la trajectoire extrémale vérifie
les conditions limites. Plus précisément on prend m = 2 dans la définition de ’algorithme
de tir multiple donné a la section 1.7 et on prend la fonction de tir directement sous la
forme :

P(1) -1
e1(1)
=) |
E(1) -1
Lty
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H
ot Z = (A1) et = = (\ F, + E (wpFy + tior For)) — AnOttmax.
f m

Puisque A, (1) = A(1) = 0, l'algorithme de tir a pour but de chercher Z = (A% ¢f) qui
vérifie F(Z) =0 ou

P(ty)

avec € =

umax .

L’algorithme de tir est fondé sur estimation initiale de la recherche itérative de (A%, ¢).
Par ailleurs, si cette estimation est mauvaise (pas assez proche de la vraie solution), ’al-
gorithme de tir diverge, surtout pour les poussées faibles. Afin d’améliorer la qualité des
résultats, on a mis en oeuvre la méthode de continuation sur le module maximal de la
poussée Umax : partant d’un probleme a forte poussée (le temps de transfert était moins
long, la résolution du probléme est plus simple), on réinjecte le résultat comme initiali-
sation du probleme voisin, mais plus compliqué de poussée plus faible. Plus précisément,
partant de umax = 60N et passant d’une poussée courante ug .. & une poussée suivante
ug .., on se sert de A€ pour initialiser la recherche itérative de A\>F. En ce qui concerne le
temps de transfert, on ne peut pas se contenter d’utiliser la valeur t; du temps de transfert
optimal déterminé a la poussée courante u, .. pour initialiser la résolution a la poussée sui-
vante uf . En effet, en procédant de la sorte, on rencontre trés rapidement des difficultés
de convergence, des les poussées moyennes de 'ordre umax = 3N. Ce phénomene est issu
du fait qu’avec une poussée faible, la fonction de tir est en générale globalement non injec-
tive, c’est a dire a un certain moment d’une trajectoire optimale, on peut suivre d’autres
solutions extrémales qui annulent aussi la fonction de tir F'(Z), mais ont un nombre plus
grand de tours (¢; non optimal). Un modele intéressant pour comprendre ce phénomene
est le Tore plat, voir [8]. C’est pourquoi on fait appel au résultat suivant : ¢f.umax est

approximativement constant, voir [13]. On est donc amener & prendre , pour initialiser ¢},
C
u
c max
la valeur ¢ S
, max
extrémales.

, qui s’avere tres proche de la solution, ce qui évite de suivre les mauvaises

1.8.3 Résultats numériques pour le transfert plan a masse variable

Dans I’algorithme de tir, on utilise le solveur Runge-Kutta pour les poussées fortes et
pour les poussées moyennes (> 3N). Par contre pour les poussées faibles, on remplace
le solveur Runge-Kutta par un solveur de type Adams. L’initialisation de la continuation
est faite a partir du résultat pour 60N, l'algorithme de tir converge sans difficulté vers
la solution jusqu’a la poussée 3N. Pour la suite de poussées, prendre |ut, . — u . | tres
petit permet d’assurer la convergence et d’atteindre umax = 0, 7N. Les temps de transferts
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obtenus, les temps d’exécutions de l'algorithme de tir et ||F(Z)|| sont résumés dans le
tableau 1.1.

Tableau 1.1 : La poussée est en Newtons, le temps de transfert ¢; est en Heures, et le
temps d’exécution en secondes.

Umax ty |F(Z)]| temps d’exécution
60 | 14,93392195110724 | 1,620392708900909e-011 1,12351e4-2
3 278,0944311063967 | 7,197598961283802¢-009 2,496e+3
2 419,0319483179136 | 7,502549975594089¢e-011 3,596e+-3
1,4 | 596,9243770272856 | 1,316209077492636e-012 1,1833e+4
1 838,0054599530993 | 6,780439226847668e-011 1,9994e+4
0,7 | 1196,292472762813 | 1,765254609153999e-013 1,038211e+5

Enfin les allures des composantes de I’état, de ’état adjoint, Iellipse, le controle et les
fonctions de commutations (¢ = (A, F.)2+(\, F,.)?) pour différentes valeurs de la poussées
sont données dans les figures 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 et 1.6.

Commentaire

Pour les poussées inférieurs a 3V, on observe que certaines composantes (P, e1, [, Ap, A¢;)
oscillent, mais faiblement, alors que d’autres (e2, Ae,, A;) sont fortement oscillatoires. En-
fin, on retrouve bien le controle & deux phases séparées par la zone de points ou la fonction
de commutation ¢ passe tres pres de l'origine : on commence par accroitre le parametre
P dans un premier temps, pour corriger ’excentricité par la suite, en particulier sur es.

Conclusion

Nous avons tout d’abord montré dans ce chapitre que le probleme du transfert orbital
était controlable. Nous nous sommes ensuite intéressés a la structure de ces commandes
optimales, toujours d’un point de vue géométrique a l'aide du principe du minimum. De
plus, nous avons consacré une importante partie de ce chapitre a expliquer I'algorithme de
tir et la technique de continuation, considérés comme outil numérique adapté a résoudre
un probleme de controle optimal général a partir de ces conditions nécessaires d’optimalité.
Enfin, d’un point de vue numérique le tir simple couplé a la méthode de continuation sur
le controle, s’avere étre la méthode la plus efficace pour traiter le probleme de transfert
orbital. Nous avons poussé les simulations plus loin dans le cas plan, en utilisant pour les
poussées faibles une méthode multipas comme intégrateur.

Notes et sources
La référence principale pour la modélisation du probleme de transfert orbital est le livre de

Zarrouati [50]. Le livre de Cesari [15] reste I'une des références les plus utilisées en controle
optimal pour les équations différentielles ordinaires, 'article de Jurdjevic et Quinn [26]



40 Chapitre 1

traite le point de vue géométrique, par exemple concernant la contrélabilité. Pour 1'uti-
lisation de ’algorithme de tir, on se reportera au livre de Stoer et Bulirsch [47], et aux
travaux d’Oberle et Grimm [37, 38] . En ce qui concerne la méthode de continuation , on
a utilisé le travail de these de Caillau [13].
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2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’établir des conditions nécessaires d’optimalité, pour des
systemes avec contraintes sur 1’état, applicables aux probléemes de rentrée atmosphérique.
En effet dans le probleme de rentrée, il y a des contraintes actives pour le flux thermique,
I’accélération normale ou la pression dynamique. Les conditions d’optimalité sont obtenues
via des principes du minimum, la contrainte sur I’état pouvant étre pénalisée de plusieurs
fagons dans le Hamiltonien. Nous avons choisi de faire une présentation heuristique de
ces conditions, pour obtenir des conditions simples et applicables a notre situation. Le
premier résultat présenté concerne les travaux de Weierstrass [2]. Nous établissons ensuite
la théorie de Kuhn-Tucker dont la version en dimension infinie [25] permet d’obtenir les
conditions nécessaires recherchées qui forment le principe du minimum de Maurer [33].
Enfin nous calculons les multiplicateurs associés a la contrainte, ce calcul étant lié & I’action
de l'algebre de Lie (engendré par les champs de vecteurs) agissant sur la fonction de la
contrainte.

2.2 Les travaux de Weierstrass (1879)

t1
On considére le probleme de minimiser un critére de la forme F(z,y,z,9)dt ou
to
q=(z,y) € IR? avec une contrainte sur 1’état et en particulier dans le cas Riemannien.

On suppose que F' vérifie la condition d’homogénéité :
F(z,y, ki, ky) = kF(z,y,4,9), ,Vk>0 (2.1)

et que le cout ne dépend pas de la paramétrisation des courbes. On suppose que les
conditions initiales et finales sont fixées : q(to) = qo, q(t1) = q1.

2.2.1 Formules préliminaires

Etablissons quelques formules. En dérivant (2.1) par rapport a k et en évaluant pour
k =1, on obtient :
2Py +yby = F, (2.2)
t1

ou I} et Iy désignent les dérivées partielles. Posons J = / F(z,y,&,9y)dt, il vient :
to

t )
5.7 = /t (Fob + Fyn) + (Fé + Fyi)ldt,

0

soit en intégrant par partie :

) " d

0 to

t1

d

ou & et n sont les variations. Comme elles sont indépendantes, on déduit de 6J = 0 a
I'extrémum les équations d’Euler :

d d
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Ces deux équations ne sont pas indépendantes du fait de la relation (2.2). En effet, en

dérivant cette équation en x et y, il vient :

Fy = xey + yFyy,

et en dérivant (2.2) en & et g, il vient :

Fi = @ Fzi + Fi + yFya,
Fy = oFy + Fy + gFyy,

d’ou :

0 =aF; + 9Fys,
0 = 2Fzy + ylyy,

ce qui implique :

On pose :

et on obtient :
Fyy = &°Fy et Fiy = 9°F,

la fonction F; étant définie dans le domaine ou (&, 7) # 0. On obtient alors :

d . . . .
E, — gpi =F, — (F0 + yFsy + @F35 + §F3y),

et avec (2.3) et (2.6), cela se simplifie en :

d

Fyp—
dt

Fy = 9(Fyo — Fiy) — (8F3 + 7Fy)
= Y(Fyw — Fiy) — (92 — 2§) F1,

Posons
T = (Fym_Fzy)‘F(xy_yl')Fl
On obtient : p
F, — %Fx = yT,
et de méme en changeant = en y, il vient :
d .
F, — @Fy = —zT.

(2.3)

(2.4)

(2.7)

(2.8)

Avec la condition de régularité (&,7) # 0, 'équation d’Euler équivaut a T' = 0. C’est

I’équation d’Euler sous la forme de Weierstrass.
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|

Figure 2.1

2.2.2 Application au probleme avec contraintes

On se donne un domaine D du plan, dont le bord est lisse. Soit & = @(t), ¥ = ¥ (t)
un arc frontiére joignant les points 2 et 3, avec t € [ta,ts], voir figure 2.1. En un point
(Z,9) de I'arc frontiere, on construit un vecteur u de longueur u orienté vers 'intérieur du
domaine. Les coordonnées de I'extrémité sont :

r=1I+¢, y=y-+mn,
avec . .
uy uzxr
52_ ) n=
22 22 22 22
r +vy r +vy

Soient € > 0 et p(t) une fonction positive, nulle lorsque ¢ = t2,t3 et u = ep(t). On a
& =1 =0 aux extrémités et la variation de J associée est :

oJ : F, d F, F d Fy)nld
= x— 4% — =1y l,
et avec nos formules précédentes :

t3 ~ . .
5J = —e/ Tpt)\i° + i dt,
t

2

on en déduit la condition :

Lemme 2.2.1 Dans le cas ou l'arc frontiére est minimisant, on doit avoir la condition
nécessaire T < 0 le long de larc frontiére.

Si F1 > 0, le long de I'arc frontiére, il vient :

e ) (2.9
Iy
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Introduisons la courbure pour la métrique usuelle :

Ty — Ty

1
TWaEt )
La relation (2.9) s’écrit :

- —3 = - —3"
F(vVa* +7?) (Va2 +3?)
Or une extrémale pour le probleme non contraint vérifie T' = 0, soit

ny_F:by o xy—'xy _}

_F1( /¢2+yz)3 ( /532+y2)3 r

Soit donc P un point de l'arc frontiére et ¢ — ~(¢) I'extrémale issue de P et tangente

a la frontiere. Le membre de gauche de (2.11) est alors 'opposé —— de la courbure de
r

I’extrémale et I’on obtient la relation géométrique :

S|

>

ﬂz\v—l

(2.12)

D’ou :
1

ot — est la courbure de
7

< =

1
Lemme 2.2.2 Une condition nécessaire d’optimalité est — >
r

1
larc frontiere en P et — la courbure de l’extrémale tangente en P a la frontiére.
r

En particulier on a :

Corollaire 2.2.1 Si F' = /22 + 92 est la métrique usuelle, ’arc frontiére est optimal si
le domaine de contrainte est convexe et non optimal s’il est concave.

2.2.3 Conditions de jonction

En introduisant d’autres variations on obtient des conditions nécessaires a vérifier lors
de l’entrée et de la sortie de I'arc frontiere 23. Traitons le cas de I’entrée. Soient 0 un point
a 'extérieur de la frontiere du domaine contraint et 4 un point d’entrée entre 2 et 3, voir
figure 2.1 . On fait 'hypothese que le cott le long de I'arc 024 est moindre que le long de
I’arc 04. Introduisons :

e ~(t), l'arc 02 pour ¢ € [t1, 2],
o (Z(t),7(t)), larc frontiere 24, t € [to, ta + h], h > 0,
o ~(t)+v(t), larc 04, t € [t1,t2].

Utilisons la formule fondamentale du calcul des variations avec I’hypothese que ~y est
extrémale :
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§J = Joa— (Joz + Joa)
to to+h
= [(Fen - repi- [T Fa
t1 to
= [Fal + Fyn)y? — F(&2, 2, &2, §2)h + o(h).

Or £(t1) = n(t1) = 0 car I'extrémité 0 est fixée. En to, la variation du point est £ = Zh,

1n = yh. Donc :

6J = h(@oFy(w2,y2, ¥2,9) + UoFy (w2, yo, T2, 92) — F (T2, Jo, T2, Js)) + o(h)
= —hE(x2,y2, %2, Y2, T2,Ys) + o(h),

ou F est la fonction de Weierstrass
E(x2,12, %2, 92, 2, ) = F (22,2, %2, 82)) — (Z2F3(w2, Yo, &2, 52) + Yo Fy (w2, y2, &2, 2),

et &, 7 dérivée de v au point d’entrée 2 et z, i dérivée de l'arc frontiere au point 2.

On fait un calcul identique sur un arc 052 ou 5 est un point d’entrée situé a gauche de
2 et on obtient :

0J = (Jos + Js52) — Joz
to to
= / th+/ (F(y—v)— F(v))dt
to—h

31
= hE(x3,1y2, 42,12, T2, ) + o(h).
On en déduit finalement, la condition :
E(x3,ya, 42,72, T2, 95) = 0.
Par ailleurs, par homogénéité on a :

E(x,y, ki, ky, ki, kij) = kkE(x,y, &9, 2, ) Yk, k > 0.

Introduisons alors :

p= L T cos(0), qg= % _ sin(6),
p= = =cos(d), = —=— =sin(d),

V73 + 43 V3 + 3

E(.%'Q, y27i'27?;27~%27?j2) = 1’% + y%\/x% + yL%E({BQavapu qaﬁ? Q)

et donc

Lemme 2.2.3 Il existe 0* € [0, 0] tel que

E(x2,y2, cos(h),sin(h), cos(f),sin(f)) = (1 — cos(f — 0)) Fy (2, y2, cos(8*), sin(6%)).



Principe du minimum avec contraintes sur 1’état 53

Preuve. On a
E(x2,y2,p,4,D,q) = F(x2,y2,0,q) — (PFi(22, y2,p,9) + ¢Fy(22,92,p,9))-
D’apres (2.2), on a donc
E(z2,92,p,4,0,7) = D(Fi(x2,92, P, @) — Fi (22, Y2, 0, q)) +4(Fy (22, y2, D, §) — Fy (22, Y2, p, 9))-

On pose : w = 0 — 6, et on obtient
E(x2,y2,p,4,0,4) = cos(f) /Ow %Fz'(a?g, y2,cos(0 + 7),sin(f + 7))dr
+ sin(f) /0 ! dilTFy(xg, Y2, cos(0 + 7),sin(0 + 7))dr
= —cos(f) /Ow sin(0 + 7) Fzq (w2, y2, cos(6 + 7),sin(0 + 7))dr

+ cos(f) /Ow cos(f + 7) Fyy(x2, y2, cos(0 + 7),sin(0 + 7))dr
—sin() /Ow sin(f + 7) Fzy(x2, y2, cos(6 + 7),sin(0 + 7))dr
+ sin(h) /Ow cos(8 + 7) Fyy(x2, ya2, cos(0 + 7),sin(0 + 7))dr.

Grace a (2.5) et a (2.6), cela se simplifie en :

E(z2,y2,p,9,0,q) = /Ow sin(w — 7) F1 (z2, y2, cos(d + 7),sin(0 + 7))d.

Pour w € [—m, 7] fixé, la fonction 7 : [0, w] (ou [w,0]) — sin(w — 7) a un signe constant,
donc d’apres la premiere formule de la moyenne, on obtient le lemme.

Définition 2.2.1 Le probléme est dit régulier sur l'ouvert U si pour tout v € U,
Fl (fL’, Y, COS(7)7 Sm(’Y)) 7é 0.

Corollaire 2.2.2 Dans le cas régulier, la condition E = 0 implique 0 = 0 et donc pour
une jonction ou un départ avec un arc frontiére, cela doit se faire de facon tangentielle.

2.2.4 Conditions de réflexion

Considérons le cas ou la courbe minimisante 021 admet comme seul point en commun
avec la frontiere le point 2 (z(t2),y(t2)), voir figure 2.2.
Les arcs 02 et 21 doivent étre extrémaux. Soit 3 un point de la frontiere associé a la
variation :
t =12+ h, h > 0.

La courbe 031 est une variation de 021 et la variation du cout est :

o0J = (Jo3+ J31) — (Joz2 + J21)
= (Jo3 — (Joz2 + J23)) — (J21 — (J23 + J31)).
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Figure 2.2

En calculant avec la formule fondamentale du calcul des variations, il vient :

ta+h to+h

50 = ([ wern - reona— [ ra - (@) - p e [T Ry

t1 to to to
= W([Faé + Fynl? — F(&2, 92, 2, @) — ([~ Fs& = Fynli? — F(%2, o, P2, @2)) + o(h).

Or £(t1) = n(t1) = 0 car les extrémités 0 et 1 sont fixées. En t5, la variation du point est
& =1xh, n = gh. Donc :

0J = h(E($2,Z/2,P§raq;7152,(12) - E($27y27p;aQQvﬁ2762)) + O(h)a

ou (py,q3 ), (p3,q5) et (P2, d2) correspondent aux pentes associées respectivement a 02,
21 et 23. On fait le méme calcul avec un point 4 de la frontiere associée a t = to — h et on
obtient :

0 = (Joa+ Ja1) — (Jo2 + J21)
= ((Joa + Ja2) = Jo2) + (Ja1 — (Jaz + J21))
= (["Fo-v-Fopat+ [ ray ([ Fa-v-Fopd- [ Fay

t1 to—h to to—h
= W([=F:& — Fynl? + F(&2, §a, P2, @2)) + h([— Fs& — Fynly? — F(%a, G2, P2, @2)) + o(h)
- _h(E(x27y27p;_7qzr)ﬁ27q~2) - E(m27y2)p57QQ_7]52)62)) + O(h/)

On en déduit finalement, la condition :

Lemme 2.2.4 En un point de réflexion avec la frontiere, la fonction de Weierstrass doit
veérifier :

E(l'Q, y%PS_? q;vﬁQa 62) == E((L.Qa Z/27p2_7 QQ_72§27 q?)v
ot (py,45), (p3,45) et (P2, Go) sont les tangentes respectives a l'arc d’arrivée, de départ
et de la frontiere au point de contact.

Corollaire 2.2.3 On suppose que F' = /12 + §? est la métrique usuelle. Alors, en un
point de contact avec la frontiere, les droites extrémales doivent avoir des angles égaux
avec la tangente a la frontiére.
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Preuve. Le calcul montre que I} = 1 et E(z,y,cos(f),sin(0),cos(d),sin(d)) = (1 —
cos(f — 6)). On en déduit la condition

cos(fg — 05) = cos(fy — 65)

au point de contact. D’ou le résultat.

2.2.5 Conclusion

Des variations spéciales et des estimés élémentaires utilisant la formule fondamen-
tale du calcul des variations permettent d’obtenir des conditions nécessaires d’optimalité
géométriquement simples et de calculer les trajectoires optimales.

2.3 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange et théoréme
de Kuhn-Tucker

2.3.1 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange
Rappelons la technique des multiplicateurs de Lagrange (1788) en dimension finie.
Théoréme 2.3.1 Soient U un ouvert de R™ et fy, fi, ..., fm des fonctions définies et C*

sur U et a valeurs dans IR. Notons L = ," pr.fx la fonction de Lagrange ot les p; sont
les multiplicateurs de Lagrange. Alors si & est une solution locale du probléme : min fy sous

OL
les contraintes fi = 0,..., fm = 0, il existe p = (Po, P1,--.,Pm) non nul tel que e 0
x
en (Z,p).

. dfi . o :
Preuve. Considérons les vecteurs —— (), supposons qu’ils sont linéairement indépendants

et montrons que  n’est pas un minimum local. Notons

O(z) = (fo(z) = fo(@), fi(2), ..., fm(x))-

Comme les zfl(j) sont linéairement indépendants, la matrice
Afo .. Afo .
A= : :
Ofm . fm .

est de rang (m + 1) et quitte a réordonner les indices, on peut supposer :

Dy . b
8331 8$m+1
det : : : #0.
Ofm . Ofm .
Ofm 39 Im_ (s

8.7}1 aﬁerl
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D’apres le théoreme des fonctions implicites, pour tout € > 0 assez petit, il existe des
points xi(€), ..., Tm4+1(€) tels que :

Fo@1 (s B () g 1) — fol) = €
fl(x1(€)7‘"7xm+1(€)’j}m+27"'7‘%”) =0
=0
fm(.'lfl(ﬁ),...7xm+1(€),f}m+2,...7.’i’n) 0

et x;(€) — Z; quand € — 0. Ceci contredit le fait que Z est un minimum local.

Remarque 2.3.1 On peut faire les remarques suivantes :

e Siles vecteurs 6—Z(£), i=1,...,m sont indépendants, alors py # 0.
X
e Pour déterminer les n + (m + 1) inconnues, (&,p), on a n+ m équations :
. . oL , . .
fil@)=0 i=1,....m , —(&,p)=0 j=1,...,n.
8xj

Elles sont homogénes en p. En normalisant une des composantes de p a 1, on a donc un
nombre égal d’inconnues et d’équations.

Le théoreme de Kuhn-Tucker démontré en 1951 exploite au maximum les idées de
Lagrange.

Théoréme 2.3.2 Soit X un espace vectoriel réel (non nécessairement de dimension fi-

nie), A un sous-ensemble convexe de X et f; : X — IR, i = 0,1,...,m des fonctions
convezes. Considérons le probleme :
mingea fo
fi<0,i=1,...,m.

Alors si T est une solution du probléme, il existe des multiplicateurs de Lagrange (po, D)
tel que si on définit le Lagrangien par L(x,p,po) = X[ opk fr(T),

1. Les conditions suivantes sont satisfaites :

a) mingea L(x, p,po) = L(&,p, po) (principe du minimum),

b) p; >0,i=0,1,...,m,

C) ﬁzfz(.f) = 0, 1= 1,2,...,m.
2. Sip; # 0, les conditions a, b et ¢ sont suffisantes pour qu’un point admissible soit solu-
tion du probléme.
3. Pour avoir pg # 0, il suffit qu’il existe un point T € A vérifiant la condition de Slater :
fi(®) <0,i=1,...,m et on peut alors supposer py = 1.

Preuve. Soit & une solution. Sans nuire a la généralité, on peut supposer fo(z) = 0. On
introduit I’ensemble :

C={pecR™ = (uo,....,pm)t-q3z €A, folz) < po, fi(x) < psi=1,...,m}.

L’ensemble C' a les propriétés suivantes :
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e C # (), car pour x = &, on a fo(Z) = 0 et fi(Z) < 0, dot pu tel que pg > 0 et
;i > 0 appartient a C)|
e 0 ¢ C sinon il existe Z tel que fo(Z) < 0 et f;(Z) <0, ce qui contredit 'optimalité de
.
Puisque C' est un ensemble convexe de R™*! et que 0 ¢ C, on peut lui appliquer le

théoreme de séparation [10] et il existe des nombres py, . .., P, non tous nuls tels que :
m
> pipi >0, Yy € C. (2.13)
i=0

Montrons alors les assertions :

o Py, >0,i0=0,...,m:

On a vu que le vecteur p avec p; > 0, ¢ = 0,...,m appartient a C. En particulier, soit
e>0et(6...,61€...,€) le vecteur de C ott 1 est & la 7¢°™€ place. On déduit de (2.13)
que :

ﬁi0+62ﬁi20, Ve > 0,
i#£10

donc que p;, > —€>; i, Di et comme € est arbitraire, on a bien p;, > 0.

L ﬁiofio(jf) :0, io = 1,...,m :
En effet si f;,(Z) = 0, le résultat est vrai. Supposons que f;,(z) < 0. Alors si 6 > 0, le
vecteur (4,0,...,0, fi,(£),0,...,0) est dans C, ol fi, (&) est & la (ig + 1)™ place. En
utilisant (2.13), on obtient :

dpo + Piy fio (T) 2> 0, V8 > 0,
ce qui implique p;, fi, (&) > —dpo, V9 > 0. On en déduit que p;, < 0. Or p;, > 0, donc
Piy = 0.

e Principe du minimum :
Soit x € A, alors par définition de C, pour tout 6 > 0 le point (fo(z)+9, fi(z),..., fm(x)),
est dans C' et d’apres (2.13) :

po(fo(x) +6) + > _pifi(x) > 0.

i=1
On obtient donc :
Pofo(®) + > pifi(x) > —dpo, V6 >0,
i=1

et comme 0 > 0 est arbitraire, on obtient la condition :

> hifi(x) >0, Vx €A
1=0
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Or fo(2) =0 et p;ifi(£) =0 pour i =1,...,m. Donc :

m m

D pifile) > 0= "pifi(&), Vx €A,

i=0 i=0
et le résultat est prouvé.

e Prouvons 'assertion 2). Si py # 0 on peut supposer pg = 1. Soit 2 un point admissible,
donc

fo@) > folw)+ > pifilx),
=1

car fi(z) <0,i=1,...,m et p; > 0 (la condition b). La condition a implique donc :
folz) = fo(@) + > hifi().
i=1
Enfin d’apres la condition c :
fo(z) = fo(2),
d’otu le résultat.

e Montrons l'assertion 3). Supposons qu'’il existe Z tel que f;(Z) < 0 pour i =1,...,m,
mais pp = 0. Alors comme les p; ne sont pas tous nuls, on a :

m m
04> pifi(x) <0=0+> pifi(&),
=1 =1
et le principe du minimum implique :
m m
0+ pifi(®) >0+ > pifil#),
i=1 i=1

d’ou la contradiction.

2.3.2 Le théoreme de Kuhn-Tucker en dimension infinie

L’objectif de cette section est de présenter des conditions nécessaires d’optimalité ap-
plicables pour analyser le probléme de rentrée atmosphérique. Ces résultats sont extraits
de [12, 32, 35, 42, 46] et développés dans [25].

Préliminaire. Le probleme que l'on étudie est de minimiser ®(z(7")) pour les trajec-
toires du systeme :

&(t) = fx(t), ult)),

ou z(t) € R", z(0) = zp, T est fixé, u(t) € IR, sous la contrainte sur I’état :

c(z(t)) <0, t€0,7).
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Définition 2.3.1 On appelle arc frontiére un arc ~y, tel que c(v(t)) = 0 et on note up un
controle frontiére associé.

Définition 2.3.2 L’ordre m de la contrainte pour le systéme est le plus petit entier non
nul tel que, pour tout k =0,...,m — 1, ¢®)(x(t),u(t)) ne dépend pas explicitement de .

On fait les hypotheses suivantes :

1. f, ® et ¢ sont des applications lisses.

2. L’ensemble U des controles admissibles est I’ensemble des applications u définies et
continues par morceaux sur [0, 7.

3. Le long d’un arc frontiere, le controle est lisse. La trajectoire et le controle sont lisses
par morceaux sur [0, 7.

4. Le long d’un arc frontiere d’ordre m, la condition générique suivante est vérifiée :

L)ty £0,  vieoT)

Le théoréme de Kuhn-Tucker en dimension infinie. Dans cette section on considere

le probleme :
{ min ¢ (u)

, u€EU,
S(u) <0,

ot S est une application de U dans C°[0,T7], 0 est le vecteur nul de cet espace.

Théoréme 2.3.3 On suppose que ® et S : U — C°[0,T] sont Fréchet dérivables. Si u*
minimise ® sous la contrainte S < 0, alors il existe Ty > 0, n* € C°[0,T]" avec n* > 0 et
non décroissant tel que le Lagrangien

L =ry®(u)+ (0", S(u))

soit stationnaire en u*. De plus
(", S(u")) =0.

Preuve. On introduit les ensembles suivants dans W = IR x C°[0,7] :

o A={(r,z); r>dP(u*,du), z>Su*)+dS(u*,dou) pour une variation du € U}
ou J désigne la dérivée de Fréchet.
e B={(r,z); r<0, z<0}.

Les ensembles A et B vérifient les propriétés suivantes :
1. Ils sont convexes et Int(B) # 0 .

2. AN Int(B) = 0. Supposons le contraire. Il existe donc r < 0 et z < 0 tel que pour
une variation du :

0P (u*, du),

S(u*) 4+ 0S(u*, du).
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Soit alors
y = S(u*) +dS(u*, ou).

Il existe donc p > 0 tel que la boule B(y, p) soit contenue dans le cone N = {z < 0} de
CY[0,T]. Soit 0 < a < 1, alors ay est le centre de la sphere ouverte de rayon ap contenue
dans N. Or S(u*) < 0 et N convexe, donc (1 — «)S(u*) + ay est aussi contenue dans N.
Par ailleurs

(1—a)S(u*) +ay = S(u*) + adS(u*, du).

Or
S(u* + adu) = S(u*) + adS(u*, du) + o(a).

Donc pour « assez petit S(u* + adu) < 0.

On montre de méme que pour « assez petit ®(u* + adu) < ®(u*). D’ou la contra-
diction car u* est optimal, ce qui prouve la propriété 2.

Les propriétés 1, 2 et le théoréeme de la séparation [10] impliquent qu’il existe un
hyperplan fermé H séparant A et B, c’est-a -dire qu’il existe rg, n* et § € IR tels que :

ror + (z,n*) >0, Vr,z €A,
ror + (z,n*) <94, Vr,z€ B.

Comme (0,0) € AN B on ad=0.Dou il vient :
ror + (z,n*) <0, Vr, z <0,
et donc rg > 0, n* > 01i.e. (z,7*) >0, Vz > 0.
Aussi pour du € U, on a (6P(u*,du), S(u*) + dS(u*,du)) € A. Donc :
rod®(u*, du) + (S(u*) + §S(u*, du),n*) > 0, Vou € U. (2.14)

En utilisant (2.14) avec du = 0, il vient :

(S(u*),n") = 0.
Or S(u*) <0 et n* > 0 donc on a aussi

(S(u*),n") <0,

on en déduit la relation
(S(u*),n*y = 0.

En plus les deux applications 0®(u*, .) et §.5(u*, .) sont linéaires, donc pour —du, la relation
(2.14) implique

rod®(u*, ou) + (05 (u*, du),n*) <0, Vou € U,



Principe du minimum avec contraintes sur 1’état 61

ce qui implique la condition de stationnarité :
rod®(u*, ou) + (05 (u*, du),n*) = 0, Vou € U.

En utilisant le théoréme de Riesz, voir [49], sur le dual de C°[0, T, il existe une fonction
v* & variation bornée telle que

T
(@) ) = /0 S(ur)dv*,

ol 'intégrale est prise au sens de Stieljes.
Par ailleurs
ror + (z,n*) <0, Vr,z <0,

et 79 > 0 donc (z,7*) <0, Vz <0, d’ou
T
(z,m") = / zdv* <0, Vz <0,
0
et donc dv* > 0 sur [0,T7, i.e. n* > 0.

2.3.3 Conditions nécessaires d’optimalité pour des systémes avec contrai-
ntes sur P’état

Une contrainte de la forme & = f(z,u) peut étre incluse dans le probleme précédent
et le Lagrangien s’écrit :

T T
L=ry®(T))+ / p(f — &)dt + / c(x)dv™,
0 0
ou p,v*, d’aprés le théoreme de Kuhn-Tucker, sont des fonctions & variations bornées.

Remarque 2.3.2 Pour la contrainte f = &, on peut la reformuler en deux contraintes de
la forme: f—2<0etz— f<O0.

Chaque fonction & variations bornées peut étre écrite comme la somme d’une fonction
absolument continue pour la mesure de Lebesgue, d’une fonction saut et d’une fonction
singuliere. En supposant que la partie singuliere nulle et en intégrant par partie, on obtient :

T T
L = (re®((T)) - p(T)a(T)) + p(0)(0) + / (pfdt + xdp) + / () dv*
30 - pl ().

Sachant que z(0) et les x(¢;) sont fixes et en considérant des variations en z, en x(T') et
en u, on obtient :

T
0L = (roa(b —p(T)) 0x(T) + </ <pg£dt +dp + g;d:ﬁ)) dx
0

ox
T
+ ( pafdt> ou.
0 8“
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Ceci conduit & choisir formellement p pour annuler les termes en 0z et en éx(7T), et 'on

obtient :
0P

T = ro— (x(T 2.1
P(T) = o (a(T)), (2.15)
et 8f 5
c
dp = dt — —dv*, 2.16
p=-pg e (2.16)
et la condition de stationnarité donne :
0
Bi 0 p.p. sur [0, 7. (2.17)

Considérons la condition : .
/ c(z(t))dv*(t) =0, (2.18)
0

ou x(t) est un arc optimal. Sans nuire a la généralité, on peut supposer que x(t) est formé
de deux arcs intérieurs au domaine et un arc frontiere, ou les points d’entrée et de sortie
sont notés respectivement t; et to. Alors :

t1 to T
/ cdv” + / cdv” + / cdv* =0,
0 t1 to

ol ¢ = 0 sur le bord et ¢ < 0 a Uintérieur. Par ailleurs dv* > 0, d’ou :

t1 to T
/ cdv* <0, / cdv* =0 et / cdv* < 0.
0 31 to

On en déduit que v* est constant sur [0,¢;] et [t2, T.
On peut calculer formellement v* sur le bord sous nos hypotheéses de régularité.

Lemme 2.3.1 Sous nos hypothéses de régularité, on a formellement le long d’un arc
frontiéere :

dve p(t)(t)
it~ (dm),’

ot Y(t) est une fonction lisse. (¢™),, est la dérivée partielle de ™ par rapport i u.

Preuve. On a pf, =0 et en dérivant formellement, il vient :

d .
a(pfu) :pfu +pfu =0,

et d’apres (2.16) on a
S
p - p x dt X
d’ou
d *
f —pfefu— fou =0.
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Or ¢ = ¢, f et si la contrainte est d’ordre un on a (¢),, = ¢, fy, # 0 le long de I’arc frontiere.
Sous nos hypotheses, on a donc :

dvs _ p(t)y(t)
dt (©u

Le cas d’ordre supérieur se traite de fagon similaire, en remarquant que :

d ((;ﬂﬂ(pf))u) — SOt — dvt (;ﬂ) ~o,

d’ou le résultat.

dv*
On peut donc poser n = g ol 7 est nulle sur le domaine et continue sur le bord.
Par ailleurs on peut calculer le saut lors de la jonction avec 'arc frontiére ou lors
du départ de I'arc frontiere :
On a
dp = —pfedt — dv*c,,

et en tq :

= —((t]) — v (t)))ea(tr).
Posons v(t1) = v*(t) — v*(t;) > 0. 1l vient :

+
th—pty) = — tld*
p(ty) —p(ty) ; Vi Cy

p(t) = p(ty) — v(t)ea(tr). (2.19)
On peut aussi utiliser [12] pour montrer la condition :
p(t)) f = p(t))f, (2.20)

et aussi rg # 0, donc en normalisant, on peut choisir rg = 1.
On a donc montré les conditions nécessaires de [25] :

Théoreme 2.3.4 Les conditions nécessaires d’optimalité sont :

P = —pfz — Ncz, p(T) = @, (x(T)), pfu=0,

ot n(t) est une fonction nulle si ¢ < 0, continue et positive sur l’arc frontiére. De plus,
lors d’un contact ou d’une jonction au temps t; avec la frontiére, on a la condition de saut
sutvante :

p(t) = p(t;) — v(ti)ea(ti),

ot v(t;) > 0 et la fonction pf reste continue.

Remarque 2.3.3 1. On a montré formellement les conditions nécessaires d’optimalité.
Le probléme technique est de justifier rigoureusement ’existence d’une mesure dv* dont la
composante singuliere est nulle.

2. On peut aussi montrer des conditions nécessaires d’optimalité analogues avec des condi-
tions finales imposées.
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2.4 Le cas affine et le principe du minimum de Maurer

2.4.1 Préliminaires

Dans cette section on se propose de calculer un controle u(t), t € [0,7] scalaire et
continu par morceaux qui minimise un cott de la forme

sous les conditions suivantes :
le systeme considéré est affine

la contrainte sur le controle est
lu(t)| < M, ou M > 0;

la contrainte sur I’état est
C(z(t)) <0,

ou f, ®, ¥ et C sont supposés des applications lisses et le temps final T" est fixé.

Notation. On note respectivement [X,Y](z) et Y.C(x), le crochet et la dérivée de Lie
calculés avec la convention :

X Y)@) = T X (@)~ Px )y (a),
Y.C(z) = gg(a:)Y(x)

Avec ces notations, on peut redéfinir I'ordre de la contrainte par :

Définition 2.4.1 L’ordre de la contrainte C est le plus petit entier non nul m tel que :
YC=Y.(X.C)=...=Y(X™2C)=0 et Y.(X™L0)#0,
ou les champs de vecteurs X, Y agissent sur C par la dérivée de Lie.

Définition 2.4.2 Un arc frontiére t — ~,(t) est une solution non triviale du systéme
entierement contenue dans C = 0.

Si 'ordre de la contrainte est m, un arc frontiere peut étre calculé en dérivant m fois la
fonction ¢ — C(z(t)) et en résolvant par rapport a u 1’équation linéaire :
am

5 C@(t) = X™.C+uY (X" 71.0) = 0.
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Un arc frontiere est donc contenu dans :
8k
—kC(:E(t)) =0, 0<k<m-1
ot
k

La contrainte C' = 0 est dite primaire. Les contraintes @C (z(t)) =0,1 <k <m-1

sont dites secondaires.

On note
XxmC

Y(Xm1.0)
le feedback associé a un arc frontiere non réduit a un point.

Up = —

Hypothése 2 Soit t — ~(t), t € [0,T] un arc frontiére. On introduit les hypothéses
sutvantes :
(C1)  le long de vy, Y(X™ L.C) #0 ou m est lordre de la contrainte,
(C2)  |up(t)]| < M surt €]0,T], i.e. le contréle frontiére est admissible,
(C3)  |up(t)| < M surt e [0,T], i.e. le contrdle frontiére est admissible
et non saturant.

2.4.2 Formulation des conditions nécessaires

Supposons que t +— z(t), t € [0,T] est une solution optimale lisse par morceaux.
Supposons de plus que le long d’un arc frontiere les hypotheses (C1) et (C2) sont satisfaites.
Introduisons le Hamiltonien :

H(z,p,u,n) = (p, X(z) + uY () +n(t)C(z),
ol p est le vecteur adjoint et n le multiplicateur de Lagrange de la contrainte, alors les

conditions nécessaires de Maurer [33] sont les suivantes :

1. Il existe une fonction ¢ — 7(t) positive et des constantes 9 > 0, o € IR" tels que
le vecteur adjoint vérifie :

. OH 0X oY oC
P==%, =P (O:U + u@:n) - 77(75)% (p-p); (2.21)
oe ov
P(T) = s (o(T)) + 0 (2(T)). (222)
2. La fonction t +— n(t) est continue a l'intérieur d’un arc frontiere et vérifie :
n(t)C(z(t)) =0, Vit e [0,T]. (2.23)

3. Lors d'un contact ou d’une jonction au temps ¢; avec la frontiere on a :

H(tF) = H(t:),
ocC

p(tiT) = pti7) - vig—(2(ti)); v; 2 0. (2.24)
4. Le controle optimal () minimise presque partout le Hamiltonien :
H(z(t),p(t),u(t),n(t)) = min H(x(t),p(t),v,n(t)). (2.25)

vE[—M,M]
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Remarque 2.4.1 Dans ces conditions nécessaires, seule la contrainte C est pénalisée.
D’autres choix sont possibles en utilisant en particulier les contraintes secondaires, voir

[12].

2.4.3 Application au probleme de temps minimal

Dans le probléeme de temps minimal, le temps de transfert n’est pas fixé. On repa-
t
ramétrise les trajectoires sur [0,1] en posant s = T et z = T. Le probleme est alors de
minimiser J(u) = ¢(1) pour le systeme étendu :

d dt d
T o (X +uY)z, ‘o

P

ds

Le Hamiltonien s’écrit :
H = (p,(X(z) +uY(2))2) + prz + n(t)C(z),

Le systeme adjoint se décompose en :

b 0H__(0X v\  oc
ds o P\or "o )7 o
dpe _ _OH _

ds ot

dp, OH

s - s p(X +uY) —py.

Les conditions de transversalité impliquent :

pe(1) >0, p2(0) = 0.

Or on a de plus : h = min,g_p7,0) H = 0, voir [24], d’olt (p(X +uY') + pt)z = 0 et donc
d’apres le systeme adjoint p, = 0.

s n h :
En reparémétrisant par ¢ et en remplacant  par — et h par — on obtient :
z z

Proposition 2.4.1 Les conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme de temps mi-
nimal sont :

T = 3 = X(z) +uY(x),

. 0H 0X oYy oC

p = _&::_p<8x+u8$>_n(t)ax’
(p,(X+uY))+p = min (p,(X+0Y))+p:=0, (p,pt)#(0,0).

vE[—M,M]

Lors d’un contact ou d’une jonction avec la frontiére (condition de saut) :

p(t*) = plt7) v (alt)), v 0.
De plus py > 0, n(t) > 0 avec n(t) =0 quand C < 0, et t — n(t) est continue le long de la

frontiere C = 0.
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Définition 2.4.3 Pour le probléme de temps minimal, on appelle extrémale (z,p,u,n, v;)
une solution des équations précédentes.

Remarque 2.4.2 Dans le domaine ou C' < 0 les conditions nécessaires précédentes ne
sont que les conditions nécessaires du principe du minimum de Pontriaguine [39)].

2.4.4 Calcul des controles extrémaux

A : Extrémales Intérieures (n =v =0)

Ce sont les extrémales inclues dans 'ensemble : C(z(t)) < 0. A partir de P'équation (3.24)
on peut distinguer deux types d’extrémales :

e Extrémales Régulieres :
Il n’existe pas un d’intervalle I C [0,77] tel que (p,Y) = 0 sur . D’apres (3.24) le controle
est alors donné par : u(t) = —M signe (p,Y).

¢ Extrémales Singuliéres :
Le triplet (x,p,u) est une extrémale singuliere sur [ si elle est solution des équations :

__0H

0H
a:' P —

- o - ) 7Y = 07
AT (p,Y)

oun H = (p, X +uY).

Définition 2.4.4 Une extrémale singuliére sur I est dite d’ordre minimal si

(p(0), [V, [X, Y])(2(2))) # 0, VE € I

Proposition 2.4.2 Si (z,p,u) est une extrémale singuliére d’ordre minimal définie sur
I, alors :

(p(t), [X, [X, Y]](x(t)))

(p(2), [V, [X, Y])(2(2)))

Pour tester I'optimalité d’une extrémale singuliere, on utilise la condition nécessaire
de Legendre-Clebsch, qui s’écrit :

Viel wus(t)=—

(p(t), X () (p(t), [Y; [X, Y]](2)) = 0,

avec <p(t),Y(x)> = (p(t), [Xv Y](x» =0.

B : Extrémales Frontieres
Sous les hypotheses (C1) et (C2) une extrémale frontiere vérifie les conditions nécessaires
précédentes, et inclue dans ’ensemble C(z(t)) = 0, en plus le contrdle est donné par :

xm.c

U= Y Xm0y

Elle vérifie également : (p,Y") = 0.
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Définition 2.4.5 On note ®(t) = (p(t),Y (z(t))) la fonction de commutation. L’ensemble
Y (p(t),Y(x(t))) = 0 s’appelle la surface formée des points ou le contréle est discontinu.
Une extrémale est dite bang si u = +M, ou —M et bang-bang si u(t) est constant par
morceauz et défini presque partout par u(t) = —M signe ({(p,Y)). Une extrémale est dite
singuliére si elle est contenue dans l'ensemble ¥1 = ¥/{C = 0} (appelée surface de com-
mutation). Une extrémale est dite frontiére si elle est contenue dans {C = 0}. On note
respectivement vy, Y—, Vs, Vb un arc lisse associé a uw = +M, uw = —M, un contréle
singulier ug, un contréle de la frontiere uy. Y1772 représente un arc 1 suivi d’un arc ys.

2.4.5 Calcul des parametres (7, ;)

Dans le principe du minimum sans contrainte sur 1’état, les indéterminées sont le vec-
teur adjoint et le temps calculés avec les conditions limites sur 1’état. Dans le cas contraint,
il y a des indéterminées supplémentaires (7, v;). La contribution essentielle de Maurer [33]
sert & les calculer en utilisant le concept d’ordre. On va présenter ces calculs sous forme
des formules de nature géométrique en utilisant les crochets de Lie itérés de X, Y agissant
sur les contraintes.

1. Calcul de 7(t) :

Soit (¢;)i>0 la suite de champs de vecteurs définie par :

{ Yo =Y,
Vi1 = [ X, 0] +u[Y, ;] Vi> 0.

On peut vérifier par récurrence que (1;);>0 et la contrainte C' (d’ordre m) vérifient :

6i—(k+1) L B az‘ . .
V- (Wc(x(t))> = (-1) " <8ﬁc(x(t))> ,i=1,....m; k=0,...,1— 1.

(2.26)
D’ou :
Lemme 2.4.1 La suite (v;)i>0 vérifie :
{ 0 Vi<m-—1,
piC=3 0,0 o vmelv g pmed o (227)
(—1) %(&—WC’(@‘@))) =(-D)"Y.(X".0) st i=m— 1.
En effet : pour k =i — 1, la formule (2.26) donne :
10 0
. = (— 1_17 _— ) = e .
Vi Cla(t)) = (1) 5 (5:C1)) Vi=1,....m, (2.28)
donc : '
; o ottl .
¥;.C(z(t)) = (—1) a—u(WC’(x(t))) Vi=0,...,m— 1. (2.29)
Or -
i 0 Vi<m-—1
au g C @) = { Y.(X"LC) st i=m—1, (2:30)

donc d’apres (2.29) et (2.30), on obtient (2.27).
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Corollaire 2.4.1 Le long d’un arc frontiére définie sur [t1,t2], on a :

DB = (), ) =0 Vismo1,
Cn(0) = (plt), ) — (~1)"(BY.(X™0) =0

(2.31)

De plus on a :

m—1 <p(t), ¢m>

n(t) = (—1) V.10 Vte [ttt (2.32)

Pour la démonstration, il suffit d’appliquer le lemme 2.4.1 et I’équation adjoint :
(22 2
dt ox ox ox
Lemme 2.4.2 57 C est une contrainte d’ordre m > 2, alors on a :
(*) (ad'X(Y)).C=0 Vi=0,...,m—2, (2.33)

(+%)  (ad™1X(Y)).C = (-1)™ "y (Xx™L.0), (2.34)

ou :ad'X(Y) = [X,[X,[...[X,Y]..].
—— —

i fois X
Preuve. On montre (*) et (xx) par récurrence sur m :
Pour m =2, on a:
Y.C =0 d’ou (x) est vérifié.
[X,Y].C=X.(Y.C)-Y.(X.C) = -Y.(X.C) dou (xx) est vérifié.
Supposons que (%) et (*%) sont vérifiés pour toute contrainte d’ordre < m — 1.
Soit C' une contrainte d’ordre m.
Pour1<¢:<m-—2ona:

(ad'X(Y)).C = X.(ad™ ' X(Y).C) — ad ' X(V).(X.C). (2.35)

C
Or X.C = ¥ est une contrainte d’ordre m — 1, donc elle vérifie (x) par hypothese de

récurrence, i.e. : ad” 1 X (Y).(X.C) =0 pour 1 <i <m — 2.

Donc (2.35) implique que la suite (ad’X (Y)).C vérifie :

(ad'X(Y)).C = X.(ad" ' X(Y).C) pour 1 <i <m — 2.

D’autre part ((ad’X(Y)).C)i—o = Y.C = 0, donc (ad’X(Y)).C = 0 pour 0 < i < m — 2.
(Le. C vérifie (x)).

Aussi on a :
(ad™ X (Y)).C = X.(ad™2X(Y).C) — ad™2X(Y).(X.C). (2.36)

Or, X.C = ¥ est une contrainte d’ordre m — 1, donc d’apres I’hypothese de récurrence

elle vérifie (xx), ce qui implique :

(ad"™ 2 X(Y)).(X.0) = (~1)"2Y(X" 2 (X.C)) = (- )" 2V,(X"1.0).
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De plus ad™2X(Y).C = 0 car C vérifie (x), dou X.(ad™2X(Y).C) = 0. Donc (2.36)
donne : (ad™ X (Y)).C = (—1)™ Y (X" L.C) (i.e. C vérifie (*x)).

Remarque 2.4.3 On peut remarquer que le lemme précédent est valable aussi pour
m = 1.

D’apres le lemme et le Corollaire précédents, on obtient donc :

Corollaire 2.4.2 Durant un arc frontiére définie sur [t1,t2], on a :

w(t) = (~1ym—2C Vet o, (2.38)

(ad™1X(Y)).C

ot C est une contrainte d’ordre m.

2. Calcul de v :

Soit ¢; un point de jonction ou de contact.
0 0

On sait que : ﬁ‘b(t) = (p(t),¢i) si i < m —1. Dot : %q’(tﬁ) = (p(t1™), ¢i(t1™))

sii < m—1, avec ¥;(t1T) = ¥;i(t)/1=¢,, ou ¥;(t) est la suite déja construite, en pre-

nant u = up. La condition de saut implique : p(t;7) = p(t;~) — ya—(:c(tl)), v > 0 donc
x
81‘

%q)(tl'k) = (p(t17),vi(t1)) —v(¥;(t17).C) si < m —1. D’apres les lemmes 2.4.1 et 2.4.2

on obtient donc :

Corollaire 2.4.3 Sit] est un point de jonction ou de contact, alors le saut v vérifie :

aa;q)(t1+) = <p(t17),¢i(t1+)> Vi<m-—1,
gtrj”_—llq)(tlJr) = (p(t17), Ym_1(t1 7)) — v(ad™ X (Y)).C.

En particulier si t1 est un point de jonction, le saut v vérifie :

(p(th™),Yi(t1t)) =0 Vi<m-—1,
_ (p(tl_)adjmfl(tl—i_»
(ad™ 1X(Y).C

Maintenant on calcule n(t) et v pour m =1, m=2et m=3:

1. Lecasm=1:

D’apres les calculs précédents on a :

X.C

¢0:Ya wlz[Xay]’ ub:_ﬁa
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0= POIED gy gy
(t17) — (t )
Y.C )
e Si t1 est un point de jonction entre un arc singulier et un arc frontiere, on a :
q’(tl_) = (I)(t1+) =0, dourv=0.
e Aussion a :

Lemme 2.4.3 Supposons que le contréle est discontinu lors du contact ou de la jonction
d’un arc bang-bang avec la frontiéere, alors v = 0.

Preuve. Posonsa= X.C et b=Y.C. Ona C = a+ ub. Soit Q le point de contact d'un
arc bang t — x(t) avec la frontiere au temps ¢;. Soit € > 0 petit, on a alors :

C(z(t; —€)) <0, C(z(t; +¢) <0.
En passant a la limite avec € — 0, on obtient
(a+bu)(t;) >0, (a+bu)(t)) <0.
En faisant la différence, il vient :
b(a(t)) (u(ty) — u(t})) > 0.

Supposons par exemple que b(z(t;)) > 0. Donc u(t;) — u(t]) > 0 car le controle est
discontinu. D’apres le principe du minimum on doit avoir :

O(t]) = (t;) — vib(x(t:)),

2

et 'on en déduit v;b(z(t;)) < 0. Par ailleurs on doit avoir ; > 0. Donc si v; > 0 on doit
avoir b(z(t;)) < 0, ce qui contredit ’hypothese. Le cas b(z(t;)) < 0 est semblable.
La discussion est similaire lors de la jonction avec un arc frontiere.

2. Lecasm=2:

D’apres les calculs précédents on a :
Yo =Y, Y1 =[X,Y], ¢ =[X,[X, Y]] +u]Y,[X, Y]]

Lemme 2.4.4 1. Le long de l’arc frontiére on a :
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2. En un point de contact ou de jonction :
O(t17) =2(t "),

<p(t1_), [X7 Y]> - <p(t1+), [Xv Y]>
X, Y].C '

Donc d’apres le lemme précédent :
e Si t1 est un point de jonction entre un arc singulier et un arc frontiere, on a :
(p(t17), [X’ Y]) = <p(t1+), [Xv Y]> =0, douv=0.
e Si t1 est un point de jonction entre un arc bang-bang et un arc frontiere, on a :
(p(t17),[X,Y]) =0, ot

_ (p(ti), [X,Y))

[X,Y].C
3. Lecas m=3:
D’apres les calculs précédents on a :
Yo=Y, i =[XY], = [X [X,V]+u]Y,[X Y]]
s = [X, [, DX Y]] + a2V, Y, [X, Y]] + 20, [X [X, Y]]+ (X.0) + u(Ya)[Y, [X, V).

Lemme 2.4.5 1. Le long de l’arc frontiere, on a :

X3.C

T XL YO

(p(),Y) = (p(t), [X, Y]) = (p(t), [X, [X, Y]]) + u(p(2), [V, [X, Y]]) = 0,

(t) o (<p(t)7w3>u:ub)
=X X Y]0)

2. En un point de contact ou de jonction :

Ot17) = (tr "),
(p(t7), (X, Y]) = (p(t: "), [X,Y]),
L _ (7). ¥a(t1)) = (p(ta ), ()
X, [X, V). '

Donc d’apres le lemme précédent :
e Si t1 est un point de jonction entre un arc bang-bang et 'arc frontiere, alors

(p(t17%),v2(t)) = 0, d’ott

_ <P(t17)a”¢2<tf)> _ <p(t17), [Xv [X7 YH> + ub(ti‘rxp(tli)? [Y7 [Xv YH)
X, [X,Y]].C X, [X,Y]].C ’

e Si ¢1 est un point de jonction entre un arc singulier (d’ordre minimal) et l’arc frontiere,
or on sait que ug vérifie :

<p(t), [Xv [X7 YH> + u5<p(t), [K [X7 Y]]) =0,
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d’ou

_ (w01 ) —us(t 7)) (p(t7), [ [X, Y])
X, [X,Y]].C '

Conclusion

Nous avons tout d’abord donné dans ce chapitre les résultats de Weierstrass [2] dans
le plan pour obtenir des conditions géométriques nécessaires d’optimalité . Nous nous
sommes ensuite intéressés aux conditions analytiques nécessaires d’optimalité développées
par Jacobson [25] pour un systéme général, en utilisant la méthode des multiplicateurs de
Lagrange et le théoreme de Kuhn-Tucker. Enfin nous avons traité le cas affine, en simpli-
fiant le calcul des multiplicateurs supplémentaires.

Notes et sources

Les travaux de Weierstrass présentés dans ce chapitre sont extraits de 'ouvrage de Bolza
[2]. Les conditions nécessaires d’optimalité utilisées dans cette section sont dues a Bry-
son, Denham et Dreyfus [12], et prouvées formellement dans I’article de Jacobson, Lele et
Speyer [25] pour le cas d’un systéme général. La version concernant le cas affine est due a
Maurer [33].
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3.1 Introduction

Nous nous intéressons au probleme du contréle optimal d’une navette spatiale en phase
de rentrée atmosphérique, ou le controle est I'angle de gite ou sa dérivée, et le colt est le
flux thermique total (facteur d’usure de la navette). L’objectif est de déterminer une tra-
jectoire optimale jusqu’a une cible donnée, sachant que la navette est de plus soumise a des
contraintes sur ’état. La structure de ce chapitre est la suivante. Dans une premiere partie
nous présentons une modélisation du probleme de rentrée atmosphérique, nous posons les
deux problemes de controle optimal selon le choix du contréle (angle de gite ou dérivée de
I’angle de gite) et on suggere une approximation polynomiale pour les coefficients de trainée
et de portance Cp et C'r. Dans une deuxiéme partie nous résolvons géométriquement et
numériquement le probleme simplifié en dimension trois (comme modeéle mono-entrée), en
traitant ses deux modeles associés suivant le choix du controle. Enfin dans une troisieme
partie nous traitons le modele complet de la navette.

3.2 Modélisation du probleme de rentrée atmosphérique

3.2.1 Présentation du projet

Ce projet a été proposé par le CNES et est motivé par 'importance croissante de la
théorie du controle dans les domaines de la mécanique spatiale :
— problemes de guidage, transferts d’orbites (voir chapitre 1),
— problemes de rentrée atmosphérique qui consiste a envoyer une navette spatiale vers
la planéte Mars, dans le but de ramener sur Terre des échantillons martiens.
En gros, le role de 'arc atmosphérique est :
— d’amener ’engin spatial d’une position initiale précise a une cible donnée,
— de plus il faut prendre en compte certaines contraintes sur I’état : contrainte sur le
flux thermique (sécurité des pilotes), sur I’accélération normale (confort du vol),
et sur la pression dynamique (limite structurelle du véhicule),
— enfin on cherche de plus & minimiser un critere d’optimisation : le flux thermique total
de la navette.
Le controle est lié a ’aérodynamique de la navette. La question qui se pose est la suivante :
les forces aérodynamiques peuvent-elles jouer pour le freinage de la navette de maniere
adéquate ? En fait si Paltitude est trop élevée (> 120 km), la densité atmosphérique est trop
faible et il est physiquement impossible de générer des forces aérodynamiques suffisamment
intenses. Au contraire si 'altitude est trop basse (< 20 km), la densité atmosphérique est
trop grande et que I’emploi des forces aérodynamiques conduirait a une violation du seuil
autorisé pour le flux thermique ou pour la pression dynamique. En revanche si I'altitude
est comprise entre 20 km et 120 km, on peut trouver un compromis, c’est ce qu’on appelle
la phase atmosphérique. Durant cette phase, la navette se comporte comme un planeur,
c’est-a-dire sans force de poussée. L’engin est donc soumis uniquement a la force de gravité
et aux forces aérodynamiques. Le controle est I’angle de gite (ou dérivée de I'angle de gite)
qui représente ’angle entre les ailes et un plan horizontal contenant la navette. Enfin, on
choisit comme critere d’optimisation le flux thermique total de la navette.
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3.2.2 Modélisation du probleme

Le probléme est de controler 'arc atmosphérique au voisinage d’une planete. Sans nuire
a la généralité, on peut identifier cette planéte a la Terre. Pour modéliser les équations
du vol, on utilise les lois de la mécanique classique ainsi que certaines hypotheses sur la
forme et la structure de la planeéte (modélisation de la force d’attraction), sur la nature
de l'atmosphere et un modele pour la force aérodynamique qui se décompose en une
composante dite de trainée et une composante dite de portance, voir [18].
On note Ry = (7, 7, I_()) le référentiel 1ié & la Terre ot K est le vecteur ligne NS, axe
de rotation uniforme de la Terre de vitesse angulaire QI_(), et T est Dintersection avec le
méridien de Greenwich.
Soit R le rayon de la Terre et G le centre de gravité de la navette. On note (7,1, L) les
coordonnées sphériques de G ou r (> R) désigne la distance OG de G par rapport au
centre de la Terre et [, L représentent respectivement la longitude et la latitude, O—Cﬁ =re,
et on note R/1 = (e,, €/, er) le repere mobile canonique associé, voir figure 3.1, ().
Le systeme de coordonnées sphériques présente une singularité au pole Nord et au pole
Sud. Pour représenter la dynamique de G sous une forme plus simple on introduit un
second repere mobile Ry = (7, 7, ?) ainsi défini : soit t — (x(t),y(t), 2(t)) la trajectoire
de G dans le référentiel R; et ¥ la vitesse relative :

V=il +5J +:K. (3.1)

—
Par définition 7 =
3.1, (4i) :
— la pente v, aussi appelée angle de vol, représente ’angle entre un plan horizontal

et un plan contenant la navette,
— lazimut , est 'angle entre la projection de @ dans un plan horizontal et le vecteur

—
. Le vecteur unitaire 7 est repéré par deux angles, voir figure

==

N
°L o — = D —

On note j le vecteur unitaire dans le plan (e;, i ), perpendiculaire & i et orienté par

— — - —

j.e, >0.0npose k = i A j.Cecidéfinit le référentiel Ry. Ce repere mobile est bien

adapté pour une expression simple des forces agissant sur la navette.

Modélisation des forces.
Pour la modélisation des forces, on fait I’hypothése suivante le long ’arc atmosphérique :

Hypothése 3 La navette est un planeur, c’est-a-dire que la poussée de la navette est
nulle.

Sous cette hypothese, les forces sont de deux types : force gravitationnelle et forces
aérodynamiques de trainée et de portance.

— Action de la gravitation : elle résulte de I’'attraction terrestre. On néglige I'appla-
tissement de la Terre et on suppose donc qu’elle est orientée selon I'axe e,. Dans le repere
Ry, elle s’écrit : .

— —
P = —mg(siny i +cosvyj), (3.2)
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~y

(i) (i)
Figure 3.1— Reperes Ry, R/1 et Ro

Sk

ou 'accélération de la gravité est de la forme : g = g—g.
r
— Action de I"atmospheére (forces aérodynamiques) : pour modéliser l'action de
I’atmosphere, il faut évidemment assimiler la navette a un solide et considérer deux angles :
e l'angle d’attaque « qui représente 'inclinaison de la navette par rapport a la vitesse
—
v )
e l'angle de gite cinématique p qui est l’aggle de la droite joignant les extrémités des

deux ailes du planeur avec la direction k.

Les forces aérodynamiques sont alors :
— une force dite de trainée opposée a la vitesse de la forme :

— 1 —
D = —(ipS’C’Dvg) i, (3.3)
— une force dite de portance perpendiculaire & ¥ donnée par :
1
L= ipSC’ng(cos u7 + sin u?), (3.4)

ol v, est la vitesse relative de la navette par rapport a ’atmosphere, p = p(r) est la densité
de I’atmosphere, et Cp, Cf, sont respectivement les coefficients de trainée et de portance.

Hypotheése 4 On fait ’hypothese que l'atmosphere se déplace a la méme vitesse que la
Terre donc : vy, = v.

Hypotheése 5 Les coefficients Cp et Cp, dépendent de l’angle d’attaque .. C’est a priori
un contréle mais on suppose, pour garantir une portance maximum, qu’il est fixé durant
Uarc atmosphérique.
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Notre seule controle est donc ’angle de gite u dont l'effet est double : modifier I'altitude
mais aussi tourner a droite ou & gauche. On choisit pour densité atmosphérique un modele
exponentiel :
p(r) = poe™"". (3.5)
On utilise le principe fondamental de la dynamique pour obtenir les équations. 11 s’écrit
dans le référentiel Ry = (7, 7, I—f) :
R

mH+%+7)=P+D+L, (3.6)

N 712 . . — /12 . A~ — 7172 .
ou 7, est 'accélération relative, 7. est 'accélération d’entralnement et . est 'accélération
de Coriolis :

. _aev
T T T a
— —
Yo = QA(QAT),
% o= 20AT7. (3.7)

Finalement, ’arc atmosphérique est décrit par le systeme dynamique suivant :

dr )
— = wsinvy;
I v
d 1 5C
d%f} = —gsinfy—ip Dv2—i—QQrcosL(sinfycosL—cosvsinLcosx);
m
d 1 5C
o _ (—g—i—B)cosy—kfp chosu+2§2cosLsinX
dt v 2" m
+Q2g cos L (cosycos L + sinysin L cos x) ;

r
dL v
T =y eosycosy;
dl wvcosysiny,
dt  r cosL '
d 1 5C
& _ gcosytamLsinx—l—fp—L sin p + 29 (sin L — tan -y cos L cos )
dt r 2" m cosvy

sin L cos L si

L2l mx. (3.8)
r cosy

ou l'état est ¢ = (r,v,7,l, L, x) et le contrdle est 'angle de gite p.

Dans la suite on pose r = r¢ + h, ou 77 est le rayon de la Terre, et h est altitude de
la navette.

3.2.3 Probleme de contrdole optimal avec contraintes sur 1’état

Dynamique : le mouvement de I'engin spatial est régi par le systéeme dynamique (3.8),
ou I'état est ¢ = (r,v,v,1, L, x).

Variable de contréle : pour la phase atmosphérique, on suppose que ’angle d’attaque
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a est fixé, voir [3], la commande est donc la variable p € [—m, 7], ou sa dérivée [ avec
|ft] < M. Son effet est double : modifier I'altitude et faire tourner ’engin spatial a droite
ou a gauche.

Contraintes sur 1’état : au cours de la phase de rentrée atmosphérique, la navette
est soumise a trois contraintes :
— Contrainte sur le flux thermique :

p = Co/pv° < ™. (3.9)

— Contrainte sur 1’accélération normale :

max

Tn = Tno (a)p,UQ ST (3'10)

— Contrainte sur la pression dynamique :

1
P= §p112 < pmex, (3.11)
Facteur de coiit : concernant le criteére d’optimisation, plusieurs choix sont en fait pos-
sibles et les criteres a prendre en compte sont le facteur d’usure lié a l'intégrale du flux
thermique et le confort de vol lié a l'intégrale de l’accélération normale. On choisit le
premier critere, donné par :

T
J(p) = /O Cyv/pvidt, (3.12)

ou Cy; > 0 est une constante et ¢ = C’qﬁv:)’ représente le flux thermique. Le temps de
transfert 1" est libre.

Conditions aux limites : le probleme est d’amener 'engin spatial d’une variété ini-
tiale My a une variété finale M7, ou le temps terminal T est libre, et les conditions aux
limites sont données dans la table 1.

Conditions initiales Conditions finales
altitude (h) 119.82 km 15 km
vitesse (v) 7404.95 m/s 445 m/s

angle de vol (v) -1.84 deg libre
latitude (L) 0 deg 10.99 deg
longitude (1) | libre ou fixe & 116.59 deg 116.48 deg
azimut (x) libre libre

TAB. 1- Conditions aux limites

3.2.4 Données numériques et interpolation des coefficients aérodynamiques
C D et CL

D’apres les données du cahier du CNES on a :
— Données générales :
Rayon de la Terre : rp = 6378 139 m.
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Vitesse de rotation de la Terre : = 7,292115853608596¢ — 5 rad.s~!.
Modele de gravité : g(r) = g—g avec go = 3,9800047e + 14 m3.s72.
r

— Modele de densité atmosphérique :

r—Trr
p(r) = poexp | — - ,

avec pg = 1,225 kg.m™3 et hy, = 7143 m.

5
— Modele de vitesse du son : v, (r) = E a;r", avec :
i=0

as = —1.880235969632294¢ — 22, aqs = 6,074073670669046e — 15,
a3z = —7,848681398343154e — 8, az = 5,070751841994340e — 1,
a1 = —1,637974278710277e + 6, ap = 2,116366606415128¢e + 12.

v

Vson(T)
Profil d’incidence imposé en fonction du nombre de Mach :

— Nombre de Mach : Mach(r,v) =

12 si 0 < Mach < 2,
7

o= §(Mach)+5 si 2 < Mach < 10,
40 si 10 < Mach.

— Données sur la navette :
Masse : m = 7169,602 kg.
Surface de référence : S = 15,05 m?.

15C
Coefficient de trainée : k = —~ =2
m
 18C
Coefficient de portance : k = E—L
m

— Contraintes sur 1’état :
Contrainte sur le flux thermique : ¢ = Cq\/ﬁv3 < ™M ou

C,=1,705¢ —4 S.1. et EM = 717300 Wom ™2,

Contrainte sur 'accélération normale :

0 :ipUQCD 1+ o 2<7ma":29 34 m.s2
" 2m Cp) — ™" ’ o

1
Contrainte sur la pression dynamique : P = §pv2 < P =25000 kPa.

— Coeflicients aérodynamiques :

Table de Cp en fonction de Mach et de « :

81

(3.13)
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0,00

10,00

15,00

20,00

25,00

Chapitre 3

30,00 35,00 40,00 45,00 50,00 55,00

deg

0,00
2,00
2,30
2,96
3,95
4,62
10,00
20,00
30,00
50,00
Mach

0,231
0,231
0,199
0,159
0,133
0,125
0,105
0,101
0,101
0,101

0,00

0,231
0,231
0,199
0,159
0,133
0,125
0,105
0,101
0,101
0,101

10,00

0,269
0,269
0,236
0,195
0,169
0,160
0,148
0,144
0,144
0,144

Table de

15,00

0,326
0,326
0,292
0,248
0,220
0,211
0,200
0,205
0,208
0,208

0,404
0,404
0,366
0,318
0,288
0,279
0,269
0,275
0,278
0,278

0,500 0,613 0,738 0,868 0,094 1,245
0,500 0,613 0,738 0,868 0,994 1,245
0,458 0,566 0,688 0,818 0,984 1,220
0,405 0,509 0,628 0,757 0,892 1,019
0,373 0,475 0,592 0,721 0,857 0,990
0,363 0,465 0,581 0,710 0,846 0,981
0,355 0,458 0,576 0,704 0,838 0,968
0,363 0,467 0,586 0,714 0,846 0,970
0,367 0,472 0,591 0,719 0,849 0,972
0,367 0,472 0,591 0,719 0,849 0,972

C'1, en fonction de Mach et de « :

20,00

25,00

30,00 35,00 40,00 45,00 50,00 55,00

deg

0,00
2,00
2,30
2,96
3,95
4,62
10,00
20,00
30,00
50,00
Mach

0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,185
0,185
0,172
0,154
0,139
0,133
0,103
0,091
0,087
0,087

0,291
0,291
0,269
0,238
0,215
0,206
0,184
0,172
0,169
0,169

0,394
0,394
0,363
0,322
0,292
0,281
0,259
0,257
0,258
0,258

0,491
0,491
0,454
0,404
0,370
0,358
0,337
0,336
0,338
0,338

0,578 0,649 0,700 0,729 0,734 0,756
0,578 0,649 0,700 0,729 0,734 0,756
0,535 0,604 0,657 0,689 0,698 0,723
0,481 0,549 0,603 0,639 0,655 0,649
0,445 0,513 0,569 0,609 0,628 0,626
0,433 0,502 0,559 0,600 0,620 0,618
0,414 0,487 0,547 0,591 0,612 0,609
0,416 0,490 0,552 0,596 0,616 0,612
0,418 0,493 0,555 0,598 0,619 0,613
0,418 0,493 0,555 0,598 0,619 0,613

A partir de ces données, et en utilisant une méthode d’interpolation polynomiale, on
peut approximer Cp et C, par deux fonctions de classe C? (par rapport & Mach d’ot1 par
rapport & r et v aussi), notées respectivement aussi par Cp et Cr, et qui ont la forme
suivante :

et :

10
Cp=1 > bi(Mach)’
=0

Cr,

0,245498422

0,586

0,2274108299

i

10 )
Z ci(Mach)'

0
552

si 0 < Mach < 2,
si 2 < Mach < 10,

si 10 < Mach,

si 0 < Mach < 2,
si 2 < Mach < 10,

si 10 < Mach,
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avec :
by = —83, 13479266, b1 = 199, 3477592,
by = —206, 0808306, by = 121,4125617,
by = —45,20106131, bs = 11,12503662,
bg = —1, 835612804, b7 = 0,2007769695,
bg = —0,01395399925, bg = 0,0005573598945,
big = —0,9732415415e — 5,
et :
co = 16,61906710, c1 = —39,70340153,
co = 41,64916481, cg = —24,92284517,
cy = 9,425197669, cs = —2,354979507,
cg = 0,3940938518, cy = —0,04366697148,
cg = 0,003070292734, cg = —0,0001238936964,
c1g = 0, 2182515569¢ — 5.
‘ I
| I
0.5 ““\“‘ 0.4 M
[
| \‘\ 0.2 i ‘
oef [ |
Il N\ |
osl / | 0 \ 5 H\l‘o TR
I ||
\ / —0.2 ||
0.2 \// ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
0 5 10 15 20 25 30
Mach

FiGc. 3.1 — Cp et sa dérivée par rapport a Mach

3.2.5 Stratégie d’Harpold et Graves

1 SC
Si on fait 'approximation © ~ d = 2P D

v?, le coiit peut étre écrit

v 'U2
T() = K/ Y, K >0,
w Vd

et la stratégie optimale consiste alors & maximiser 'accélération d pendant toute la durée
du vol. C’est la politique décrite dans [23], qui réduit le probléme & trouver une trajec-
toire suivant le bord du domaine d’états autorisés, dans 1’ordre suivant : flux thermique
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Fi1G. 3.2 — C}, et sa dérivée par rapport a Mach

maximal, accélération normale maximale, puis pression dynamique maximale, voir figure

3.2.

L’avantage de cette méthode est que le long d’un arc frontiere le controle s’exprime
sous forme d’une boucle fermée, cependant cette méthode n’est pas optimale pour notre
critere et notre but tout d’abord est de chercher une trajectoire optimale.

+d

-+ . aceélération .
ression - ' normale = -

v

Figure 3.2— Contraintes sur I’état, et stratégie de Harpold/Graves

3.2.6 Reéduction du probleme et modele simplifié

Remarquons que le systeme (3.8) décrivant l’arc atmosphérique est de la forme
¢ = X(q) +wYi(q) + u2Ya(q),

avec u1 = cos i, ug = sinp et ¢ = (r,v,v,L,1, x). Posons q1 = (r,v,7) et qo = (L, 1, x).
On peut alors décomposer le systeme (3.8) de la fagon suivante :

a1 = filgr,u1) + O(Q), G2 = fa(q,uz) + O(Q).
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Plus précisément, le premier sous-systeme, qui représente le mouvement longitudinal de
la navette, s’écrit :

@ = wsiny;

a e

d

‘ﬁ = —gsiny — kpv® + o(9);

d ’

dit/ = (—% + g) cosy + k pvup + O(Q); (3.14)

et le second sous-systeme, qui représente le mouvement latéral, est :

dL v

— = —COS7YCosY;

dt , Y X5

dl - wvcosysiny,

dt 1 cosL

dx v . k‘,pv

— = —cosytanLsiny + ug + O(2); (3.15)
dt T cos 7y

avec
15C + 18C
k== ) =222

2 m 2 m
Pour le controle optimal de I'arc atmosphérique, le probleme majeur au cours du vol est de
respecter les contraintes. De plus ces dernieres ne dépendent que de g1 et ceci requiert une
analyse fine du mouvement longitudinal de ’engin. D’autres part les conditions limites ne
portent que sur une partie des variables.

Ces remarques nous amenent a construire un modele simplifié en dimension trois du

probléme de rentrée atmosphérique. En effet en négligeant la vitesse de rotation €2 de la
planete et le terme de Coriolis en €, le systeme (3.8) se décompose en :

q1 = filqr,u1)), Go = fa(q, u2).

Dans les coordonnées q; = (r,v,7), ce modele simplifié s’écrit :

dr .

o = usiny;

d

d—: = —gsiny — kpv?;

d ’

d% — (_% + g) cosy + k pv cos p; (3.16)

ou u € [—m, 7| et ¢ vérifie les contraintes d’état (3.9), (3.10) et (3.11).

Pour le contréole optimal du modele simplifié, nous proposons deux choix de controle :
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e Dans le premier choix, on prend u = cos 4 comme contréle, ce qui donne le nouveau
sous-systeme appelé modele simplifié I (en dimension trois) :

dr .

— = in~y;

d

dlt) = —gsiny — kpv?;

d /

d;ty = (—% + %) cosy + k pvu; (3.17)

ou le controle u vérifie la contrainte |u| < 1.

e Dans le second choix, on prend la dérivée de 'angle de gite comme controle, ce
qui ajoute en plus une autre équation dans le modele simplifié, ce nouveau sous-systeme
sera appelé modele simplifié 1T (en dimension quatre) :

dr
dt
dv
dt
il
dt
dp
dt

= wsin~y;
= —gsiny — kpv?;
= <_€ + 3) cos + k' pv cos u;
voor
. (3.18)

ou le controle u vérifie la contrainte |u| < M, avec M représentant la vitesse maximale de
rotation de la navette.

Remarque 3.2.1 Dans le modéle simplifi¢ 11, en controlant la dérivée fi, on exige la
continuité et la dérivabilité de 'angle de gite p par rapport au temps.

Remarque 3.2.2 L’introduction du modéle simplifié 11 est justifiée par deux raisons :

1. Raison théorique : durant le vol de la navette, dans le modéle simplifié I, on trouve
des trajectoires bang-bang et des trajectoires sur le bord. Les contraintes sont d’ordre deux.
Par ailleurs dans le systéme I1, on ajoute en plus des trajectoires, qui consistent a incliner
la navette sur son bord. Les contraintes sont d’ordre trois plus élevé.

2. Raison numérique : dans le modele simplifié I, on utilise la méthode de continuation
sur la borne maximale de la contrainte en partant de la solution pour le probléeme sans
contrainte. Par ailleurs, dans le modéle simplifié¢ 11, on utilise en plus la continuation
sur la borne maximale du controéle, partant d’un M plus petit pour atteindre un M assez
grand.

Dans la suite, nous analysons les différents modeles simplifiés issus du modele complet,
en prenant en compte g = g—g et l'interpolation de Cp et de Cf déja mentionnée dans
r

la section 3.2.4. A la fin nous présentons I'étude du systeme complet. Nous constaterons
numériquement que la contrainte sur la pression dynamique n’est jamais violée, donc nous
ne tiendrons compte dans la suite que des deux contraintes sur le flux thermique et sur
I’accélération normale.
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3.3 Controle optimal sur le modele simplifié

Dans cette section on résout théoriquement, puis numériquement le probleme du
controle optimal pour le systeme simplifié I. Pour appliquer la méthode de continua-
tion sur la borne maximale de la contrainte, tout d’abord en ne tenant pas compte des
contraintes sur 1’état, puis en les prenant en compte.

3.3.1 Le modeéle sans contrainte

Rappels sur le principe du minimum [39]. Rappelons un énoncé de ce théoréme
fondamental, déja mentionné dans le chapitre 1, adapté a notre probleme. On considere
donc un systeme lisse :

q= flq,u), g€ R",

o f: R" x R™ — IR" est de classe C!, les variétés initiales et finales sont notées M
et M. L’ensemble des controles admissibles U est I’ensemble des applications mesurables
bornées u : [0,7] — U ot U est un domaine de IR™. A un contréle u(t) de réponse ¢(t)
sur [0, 7], on assigne un cott :

T
ﬂ@zéf%@www,

ot f¥ est une fonction lisse. On introduit 1’état augmenté

i0=( 50 ) o oo

et la trajectoire du systéme augmenté vérifie § = f(q, u) défini par les équations :
q = flg,w), i’ = (g, u).
Soit 5 = (p,p°) € (R™ x IR) — {0} le vecteur adjoint associé & § et H le Hamiltonien :
H = (5, f(q,0)-
On a le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 Considérons le systéme ¢ = f(q,u) avec pour ensemble des contréles
admissibles 'ensemble U. Si u* est un contréle optimal sur [0, T*] transférant le systéme
de My a My avec une réponse augmentée ¢*(t) = (q*(t),q"), alors il existe p*(t) =
(p*(t),p”*) # 0, absolument continu tel que les équations suivantes sont vérifiées pour le
triplet (G*,p*,u*) :

x af{ ~k o~k ok

T =G (q%,p", u") P.D,
x 8ﬁ ~ o~k %

P= (¢, p*,u”) DD

H(G(t),p*(t),u*(t)) = minH (G (t),p*(t),u(t)) pp
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De plus : )
H(G ), p ), v*(t) =0 pp et p”™ >0,

et les conditions de transversalité suivantes sont vérifiées :
p*(O) 1 Tq*(O)Mo, p*(T*) 1 Tq*(T*)Ml,
ou Ty M désigne l’espace tangent.

Corollaire 3.3.1 (temps minimal) Considérons le systéme de R"™ : ¢ = f(q,u), u € U
et le probléme de transfert du systéeme de My en My, en temps minimal. Alors si u* est
optimal sur [0,T*] de réponse q*, il existe un vecteur adjoint p* absolument continu tel
que si H(q,p,u) = (p, f(q,u)), alors les équations suivantes sont vérifiées :

ko 67H * * * ko 87H * * * .
q —8p(q,p,u) , pr = aq(q,p,U) P-p;
H(q*(t),p*(t),u*(t)) = ggg H(q*(t),p"(t),u(t)) p.p.

De plus min,eyy H(q*(t),p*(t),u(t)) est une constante négative et les conditions de trans-
versalité suivantes sont vérifiées :

p*(O) 1 Tq*(O)M07 p*(T*) 1 Tq*(T*)Ml'

Application au modele simplifié 1. Le systeme (3.17) peut s’écrire comme un
systeme de controle affine mono-entrée :

¢=X(q)+uY(q), |ul <1, ou ¢=(rv,7), (3.19)
.0 go sin~y s 2\ O —go v\ O
X = 9 _ 5 pope?) L U el
VTG, ( R 81}4_0087 20 T r oy’
s
Y = 2 p0p o
QmPCLU(?’y’

et un cout a minimiser de la forme :

T
J(u) = /0 p(q)dt, avec p(q) = Cqy/pv°.
Supposons ¢(q) > 0 dans le domaine d’état. On introduit 1’équation :

Go = @(Q)a QO(O) =0, (320)

et ¢ = (¢,qo0) l'espace d’états élargi. Les équations (3.19) et (3.20) définissent donc le
systeme élargi : o .
q=X(q) +uY(q). (3:21)

On introduit le Hamiltonien :

H(p,q,u) = (p, X +uY) +p°¢(q),

ot p = (pr, Pu, Py) est le vecteur adjoint, et p° est une constante telle que : (p, p°) # (0,0).
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Définition 3.3.1 Sip® # 0, on est dans le cas normal, sinon on est dans le cas anormal.

Définition 3.3.2 On appelle extrémale un triplet (q,p,w) solution du principe du mini-
mum :

OH
= — =X(q)+uY(q),
q o (9) (q)
L oH_OX | 0Y. o0u(g)
p = 8q_p(8q+u8q) P ag
H(q,p,u) = min H(q,p,w).
we[—1,1]

On applique un nouveau paramétrage aux équations en posant :

ds = ¢(q(t))dt,

le systeme (3.19) devient alors :

i=X(q)+u¥(q), lul <1, (3.22)

_ _ 1
ou X =vX,Y=v¢Y et v = —. Le probleme de controle optimal est équivalent alors a
¥

un probleme de temps minimal.

On va analyser I'existence de trajectoires singulieres pour ce probleme.

Définition 3.3.3 Considérons le systeme ¢ = X (q) +uY (¢q) noté (X,Y). Une trajectoire
singuliere est la projection sur l'espace d’états des équations :

. OH OH

ot H = (p, X +uY). Elle est dite exceptionnelle si H = 0, admissible si |u| < 1 et
strictement admissible si |u| < 1.

Proposition 3.3.1 Dans le domaine de vol ou cosy # 0, il n’y a pas d’arc singulier
exceptionnel pour le systeme (X,Y).

Preuve. Les extrémales singulieres sont contenues dans ¥ : (p,Y (¢)) = 0. En dérivant
deux fois par rapport a ¢ il vient :

{p,[X,Y](q)) =0,
(p, [Xv [X7 YH(Q)> + u(p, [K [X7 Y]](Q)) = 0.

Calculons les crochets de Lie associés a :

.0 go sin~y s 2\ O —go v\ 0
X:USUWGT—< 2 + 5—pCpwv 5y T T2y T o

2mp

s 0
Y = — —_
ZmpCLUE?’y
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Le concept de trajectoire singuliere est invariant par feedback et dans nos calculs on peut
donc remplacer X,Y par :

X =v sin7§ — (go Sin 7y + S CDU2) 2
r

r2 om” ov’
y- 2
o0

On obtient donc :

0  gocosy O
(X,Y]=—v cos'yg—i— 2 5y
. d gosiny 0
Y, [X,Y]]:vsm'ya— 2 By
(X, [X,)Y]] =  pCpv? cos 2—# % pCpr? cos
) Y - 2m p D 7 8T 2m hs p D ’7
oC
—i—EpC’Dv cosy + 905 p D 2 cos 7y
mr? 2mr2" Qv
— 200 sy ) 2
om "’ "or 7)o
donc [X,Y]et[Y,[X,Y]] sont colinéaires.
Les extrémales singulieres sont situées sur X' : (p,Y) = (p,[X,Y]) = 0, c’est-a-dire :

Py = (g—g)pv —vp, = 0. On introduit :
r

D1 = det(Y, [X,Y],[Y, [X7YH)7
D2 = det(Y, [X7Y]7[X7 [XvYH)v
D3 = det(Y,[X,Y], X).

Il résulte de nos calculs que les arcs singuliers sont situés sur : D1 = D2 = 0, et de plus
s’ils sont exceptionnels on doit avoir D3 = 0. Or :

D1 = 0,

s pv? cosy?
r2mhg

21/7“ hy R —2117“ CD—2gohsv 50 2

spv3Cp cosvy

D2 9o hs CD) ;

D3 =

2m

Puisque cos~y # 0, la proposition est prouvée.

Les calculs montrent par ailleurs que :

Lemme 3.3.1 Sicosvy # 0 alors :
1. X,Y,[X,Y] sont indépendants et forment un repére.
2. [Y,[X,Y]] € Vee{Y, [X,Y]}.
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On a donc montré que le systeme (3.17) n’admet pas d’extrémales anormales, c’est-a-
dire indépendantes du coiit (p® = 0). On va étudier I'existence d’extrémales singulieres et
classifier localement les extrémales.

Analyse des extrémales. Considérons le probléme de temps minimal pour le systéme
(3.22) :

G=X(q)+uY(q), |ul|<1

Définition 3.3.4 L’ensemble ¥ : (p,Y) = 0 s’appelle la surface de commutation. Soit
(q,p,u) une extrémale définie sur [0,T]. Elle est dite singuliére si elle est contenue dans
Y, bang siu = +1 ou —1, et bang-bang si u(t) est constante par morceauz et définie presque
partout par u(t) = —signe (p(t), Y (q(t))). On note respectivement v4, y— et vs un arc lisse
associé a u = +1, u = —1 et u est un controéle singulier, et y1y2 représente un arc y; suivi
d’un arc yo.

Calculons les crochets de Lie associés a :

On obtient donc :

D4 = det(Y,[X,Y],[Y,[X,Y]])
= 0,

D5 = det(Y,[X,¥],[%,[X, 7))

st pCri(cosy)? (1, 9Cp 1
—vrhg v —

rZm*vl2 b, C,0 \ 16 or 32 16

D6 = det(Y,[X,Y], X])

}sSpC’D Cr? cosy

8 Tm3Ct

D’ou :

Lemme 3.3.2 Sicosvy # 0 alors :
1. X_’, }_’,_ [X:, Y] sont indépendants et forment un repére.
2. [Y,[X,Y]] € Vee{Y,[X,Y]}.

D_onc_il existe dfzs fon_ctions a, Iz, c telles que :
(X, [X,Y]] =aX +bY +¢[X,Y].

Aussi d’apres les calculs on trouve :
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Lemme 3.3.3 Sicosy # 0 alors :

det ([X, [X, Y]], Y, [X,V])
a = v v v
det(X’Y,[X,Y)
sC'r, cos~y 1 5, 0Cp 1 ,
2m'l}5hSCDCq2 (QUT rew

1 . o0Cp
or 4 2 go v )’

de plus le coefficient a est négatif.

Corollaire 3.3.2 Sicosvy # 0, il n’existe pas de trajectoires singuliéres.

Classification des extrémales au voisinage de Y. Soit (¢, p,u) une extrémale
lisse définie sur [0,7]. En dérivant par rapport a t la fonction de commutation : ¢(t) =
(p(t), Y (q(t))), on obtient : ' o
o(t) = (p(t), [X, Y](a(h))),
o(t) = (p(t), [X, [X, Y)(a(1)) +ulp(t), [Y, [X, Y])(a(1)))-
On utilise les résultats de [28] pour classifier les extrémales au voisinage d’un point
20 = (qo, po) de la surface de commutation.

1. Points ordinaires : soit z9p = (qo,po) appartenant a Y. Supposons ¥ lisse et
de codimension 1 en zg. Dans ce cas on dit que zg est un point de commutation ordinaire

et chaque courbe extrémale dans un voisinage de zg est alors de la forme v;v_ ou y_v4,
voir figure 3.3.

. 7- >0 N 6>0
b <0 /// <0
15 Y+

(po, [X,Y](q0)) <0 (po, [X,Y](q0)) >0

Figure 3.3

2. Points plis : soit zg appartenant & X' : (p,Y) = (p,[X,Y]) = 0. Supposons %, ¥’
lisses et de codimensions respectives 1 et 2 en zp. Dans ce cas on dit que zg est un point
pli. Si (¢, p,u) est une extrémale lisse passant par zp, la fonction de commutation vérifie
en 2o :

et de plus : ) o o
o(t) = (p(t), [X, [X, Y](a(®)) + uip(t), [V, [X,Y]](q(1))),

et se réduit a (p(t),[X, [X,Y]](q(t ))) d’apres le lemme 3.3.2. De plus é est non nulle sur
¥ et son signe est celui de a(p(t), X (q(t))). En utilisant la classification de [28] le point
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zp est un point parabolique et chaque extrémale est localement bang-bang et de la forme
Y+Y-T+ OU Y=Y+ 7Y—-

En utilisant cette analyse et le principe de minimum on peut résoudre le probleme
de synthese optimale, résumé par le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.2 Si cosvy # 0, chaque trajectoire temps minimal est localement de la
forme y_~y -
Preuve. D’apres le principe du minimum un arc optimal est extrémal et doit vérifier :

H=(p,X(q) +uY(q))+p° =0, py>0.

Donc en zy € E/, le vecteur adjoint est orienté avec la convention : (p, X(q)) = —po < 0

car ((p,Y) = 0). Or d’apres le lemme 3.3.3, on a :
[X,[X,Y]] =aX +bY +¢[X,Y], a<O.

Donc seule une trajectoire extrémale de la forme y_~,y_ peut étre optimale, voir figure
3.4. L’assertion est prouvée.

V- y— V-
¢ >0
% 20 ¢ <0
Y+
>

Figure 3.4— Solutions extrémales (a < 0)

En changeant le probleme de temps minimal en temps maximal, on en déduit :

Corollaire 3.3.3 Si cosy # 0, chaque trajectoire temps mazimal est localement de la
Jorme vy
3.3.2 Le modele avec contraintes sur 1’état

On tient maintenant compte des contraintes sur I’état. On rappelle un principe du
minimum avec contrainte sur 1’état, détaillé dans le chapitre 2 et adapté a notre analyse.

Principe du minimum avec contrainte sur 1’état [33]. On considére donc un
systeme mono-entrée :

q(t) = flg,u) = X(q(t)) + u(®)Y (q(1)), |u(®)| < M,
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et un colt & minimiser de la forme :

ou le temps de transfert 1" est fixé et ¢ vérifie la contrainte :
C(q(t)) <0,
les conditions frontieres sont de la forme :

q(0) = qo, ¥(q(T)) = 0.

Conditions nécessaires d’optimalité (Principe du Minimum). Supposons que t — ¢(t),
t € [0, T] est une solution optimale lisse par morceaux. Supposons de plus que le long d’un
arc frontiere les hypotheéses (C4) et (C2), voir chapitre 2, sont satisfaites. Introduisons le
Hamiltonien :

H(q,p,u,n) = (p, X(q) +uY(q)) +n(t)C(q),

ou p est le vecteur adjoint et n le multiplicateur de Lagrange de la contrainte. Alors les
conditions nécessaires de Maurer [33] sont les suivantes :

1. Il existe une fonction ¢ — 7(t) positive et des constantes 9 > 0, o € IR" tels que
le vecteur adjoint vérifie :

(p-p),

. oOH 0X Y oC
p= =—p < > —n(t)

¢ - P\og TYaq g

p(T) = nogfjw» " o%‘(I]’(q(T».

2. La fonction ¢ +— n(t) est continue a l'intérieur d’un arc frontiere et vérifie :
n(t)C(q(t)) =0, vt € [0,T].
3. Lors d’un contact ou d’une jonction au temps ¢; avec la frontiere on a :
H(t]) = H(t"),

") = pti7) - Viaf(Q(ti)); vi 2 0.
q
4. Le controle optimal (t) minimise presque partout le Hamiltonien :

H(q(®),p(®), u(t),n(®) = min H(q(t),p(t),v,n(t)).

Le probleme de temps minimal. Le temps de transfert est ici non fixé. On repa-
t
ramétrise les trajectoires sur [0, 1] en posant s = T et z = T. Le probleme est alors de

minimiser J(u) = ¢(1) pour le systeme étendu :

d
= (X +uY)z,

@
ds 7 ds
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Le Hamiltonien s’écrit :

H = (p,(X(q) +uY(9)z) + prz +n(t)C(q).

Le systeme adjoint se décompose en :

ds dqg p 0q 0q "aq’
an __oH

ds ot

dp. oOH

Les conditions de transversalité impliquent :

pe(1) >0, p.(0) = 0.

Or on a de plus : h = min,e_p,p H = 0, voir [24], d'ott (p(X + uY’) + pi)z = 0 et donc
d’apres le systeme adjoint p, = 0.

P 7 h )
En reparémétrisant par ¢ et en remplacant  par — et h par — on obtient :
z z

Conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme de temps minimal

i = S =X@+uY(o),
, OH X 9y aC
PT T T <aq *“aq> 5
o (X+u¥))+p = min (P (X +0¥))+p =0, (p,p) #(0,0).

Lors d’un contact ou d’une jonction au temps t; avec la frontiere, la condition de saut est :

p(ti") =p(ti7) — Viafq(Q(ti))a v; > 0.

De plus p; > 0, n(t) > 0 avec n(t) = 0 quand C' < 0, et ¢t — n(t) est continue le long de la
frontiere C' = 0.

Calcul de l'ordre des contraintes sur 1’état

Flux thermique. La contrainte est :

C1 = Cyy/pv® < ™ olt p = pyexp (TTh_ T) )
S

On obtient :
Ci=X.Ci+uY.Cyi =0,
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or Y.C7 =0 donc Cl = X.(C1 = 0 est une contrainte secondaire, avec

X6 = _10w'ypsing

2 hs
- 2
130,/ <—90 - %SC%) v ) . (3.24)
De plus : )
Cr = X(X.Ch) +uY.(X.C1) = 0,
oll
X.(X.Ch) = —i m (2 he m2v*r3 (cos 7)* — virim?(siny)? — 14 02r’m>hs go

+12 hg m2v2r290(cos 7)2 — 13 vt ritmph, sCp siny — 24 v rm2hs2go

+36 hs2m2go v?r(cosv)? + 6 v r4mph323% siny — 24 hy2go*>m?

+12 h®m2go%(cosv)? — 36 phs2gom sCpv*r? siny — 12 p?hy2s?Cputr?

— 6 phs2v3srgom g;}D siny — 3p2h32v532r4CD88(2D> , (3.25)

et

10, v?’p%sCL (1)27"2 + 6 go hs) COS 7y

4 hsmir? '

Enfin, on conclut que cosy # 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que la
contrainte sur le flux thermique soit d’ordre deux.

Y.(X.Cy) = (3.26)

Accélération normale. La contrainte est :
2 max N S CL 2
Coy = Crpv <M s OUCT:TCD 1+ -
m

On obtient : .
CQ = XCQ + UYCQ = O,

or Y.Cy = 0 donc C‘g = X.(Cy = 0 est une contrainte secondaire, avec

oc, C
o 3 . r _“r
XCy = pv smfy< o hs)
oC, go sin(y)  1sCppv?
+pv< 5y —1—207") ( 2 5 : (3.27)

De plus : )
Cy = X(XCQ) + UY(XCQ) =0,

ou
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AR 2rim2 ov

oC
— 4v*r*m2C, (siny)? — 4 h32m2v4r38—r(cos )2 + 4m2oi3C by (cosy)?
r

1 r
X.(X.Cq) = - <—8 Crgo>m?hs® + 12 h52m2g02v8£(cos 7)2

oC,
-6 hSQCTSQC%p2U4T4 -6 h5205526%p27“4—r —8v3r?m2hggy —— (sin 7)2

ov
oC, oCp oC
3,002 2 0Ly 2,27 290r 5.4 2 T
- s o s Ta s T a5
8v°rm=go h 16 vgo“m-h + 2v° r*m sph sin -y
ov %e o e ac
22,2 37 2,2 D 2,627 2,4 r YD
- s “Yry0— S T - S a
20v°r*m*~hs Crgo—4 pv°sh ngoma siny—p“v°s“h 7“(Z’Da 3
v v Ov
oC, 0
— 2003 ¢ mhé,,zsCD,or2 a—vr siny — 6v5r4mh5.SC'Dp a—vr sin 7y
—16C,go mhs2sCppv?r? siny — 14 v* rimhy spC.Cp sin «y
P v p
oC, oC oC
— 2pv4sh52r290 mo—r =D siny + 4v* rimC,s phs2 D sin 7y
81}8081) 20 or
— 2 p*0°s%h 24 C.Cp 8UD + 8v3r2m2hsgy 8T8:; (sin 7)2
C
2,2 2 2 2,2, .3 r 2
S r S a
+ 24hs“m?go Crv*r (cosvy)” + 12hs“m=gov°r 5 (cos7y)
v
oC, oC,
— 16 h?>m2v?r? goa—rr (cosv)? + 8virim? hsa—rr (sinv)?
oC, 0%C.
—16 v2rm2C,go hs? +20 v2r2m2h,> 9087;—4h52v4g0m5017,0r2 (%J sin 7y
+ 40 7“4mh3280DP8 8T siny — 4v*rtm?h? 8;(? (sinv)?
rov r
0%C, 0%C,
_ h52U6520D2,02T4W2T — 4R 202 g2m? av; (sinfy)z

aC,
+10 v4r4mh8230Dpa—T sinvy + 16 hy m?v2r2C,.go (cos 7)2> , (3.28)
r

et

poUQSCL (’027“20,« — v2r2hy 88(? + hs go va(gf + 2hs go Cr) cos 7y
2 hsmir? ’

De méme, on conclut que cos~y # 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que
la contrainte sur 'accélération normale soit d’ordre deux.

Y.(X.Ch) = — (3.29)

On a donc montré :

Lemme 3.3.4 Pour le modéle simplifié I, dans le domaine de wvol ot cosy # 0, les
contraintes sur le flux thermique et l’accélération normale sont d’ordre deuzx, et I’hypothése
(C1) est vérifiée le long d’un arc frontiére.

Dans la suite on suppose que cos~y # 0.
Calcul des parametres uy, 1 et v

On calcule maintenant les parametres up, 1 et v. On rappelle alors le lemme 2.4.4 du
chapitre précédent, qui traite le cas d’une contrainte d’ordre deux.
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Lemme 3.3.5 1. Le long de l’arc frontiére on a :

X2.C
Up = ————

X,Y].C’

(p(),Y(q(t))) =0,
(p(t), [X,Y](q(t))) =0,

n(t) = (p(®), [X, [X, Y]]) + w(p(®), [V, [X, Y]])
[X,Y].C '

2. En un point de contact ou de jonction t1 on a :
(I)(tl_) = (I)(t1+)7

<p(t17), [X7 Y]> - <p<t1+), [X7 Y]>
X,Y].C '

Remarque 3.3.1 Dans le cas du modéle simplifié I, l'arc frontiére est optimal (voir
la section suivante), donc on rencontre une jonction entre un arc bang-bang et un arc
frontiére.

L’application du lemme précédent donne les résultats suivants :

Flux thermique. Le long de I’arc frontiére on a :

X2 X.(X.
o uy = X Yflc’l - —Y((X%B)’ ou X.(X.C1) et Y.(X.C1) sont donnés respectivement

par les formules (3.25) et (3.26),
e (p,Y) =0, ce qui implique p, =0,
1vsCy p cos S
° (p,[X,Y]) = —5# (v p, — gopy) = 0, ce qui implique v 72 p, —gg py = 0,

e Le multiplicateur associé a la contrainte sur le flux thermique est donné par :

), (X, [X,Y]) _ (@), [X, [X,Y]])

t == =
n(t) [X,Y].Cy —Y.(X.CY)
Spry/pr? 5 20CpD 9 9 dCp
= — —3 9o hs —— hs — - hs —= .
mgOCq(v2r2+690hs)( 390hs Cp +v7r or vt Cp —vgo Ov
(3.30)
Le saut a l'instant de jonction ¢; (point d’entrée a la frontiere) est donné par :
t17),[X,Y 2 (vrPp(t17) — gopu(ti7)) hs
LYY 2 (0t ) = op(t ) e o

(X, Y].Cy v2,/pCq (v?r% + 6 go hs)

Remarque 3.3.2 De la méme maniére, on calcule le saut vy a l'instant de jonction to
(point de sortie), en remplacant t| par t; dans la formule (3.31).
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Accélération normale. Le long de l’arc frontiere on a :

X220,  X.(X.Cy)

[X,Y].Co  —Y.(X.Cy)
par les formules (3.28) et (3.29),

e (p,Y) =0, ce qui implique p, = 0,

o (p,[X,Y]) = ~lvsCprpcosy

oy = , o X.(X.C2) et Y.(X.C2) sont donnés respectivement

5 S (vr®pr — gopy) = 0, ce qui implique v 7% p, — go py =
0 r?m
e Le multiplicateur associé a la contrainte sur ’accélération normale est donné par :
(), (X, [X,Y]) _ (p(t), [X, [X,Y]])

nt) = X, Y].Co —Y.(X.Cy)

1 VSpr (390hsCD—02r28ac—rDh5+v2r20D+vgoh5 aaCUD) 72

2 mgo (v2r2%h3—v2r20r—gohs8{%1}—290@@«)

(3.32)

Le saut a l'instant de jonction t3 (point d’entrée a la frontiere) est donné par :

(vr?pr(t3) — gopu(t3)) hs
(—v2r2 hs % +02r2C, + go hs v 88(’;" +2g0 hs C’r) pU

V3 = —

(3.33)

Remarque 3.3.3 De la méme maniére, on calcule le saut v4 a linstant de jonction ty4
(point de sortie), en remplacant t5 par t;f dans la formule (3.33).

3.3.3 Synthése temps minimal au voisinage de la contrainte

Introduction. On consideére un systeme affine, mono-entrée :
¢=X(q)+uY(q) , |ul <1, (3.34)

avec contrainte sur 1’état : C'(q) < 0.

Notre objectif est de présenter sous des hypotheses adaptées au modele simplifié I,
par calcul direct la syntheése temps minimal, au voisinage de la contrainte en dimensions
deux et trois. Cette analyse fournit des conditions d’optimalité, & comparer avec les condi-
tions nécessaires d’optimalité du principe du minimum.

Synthése temps minimal dans le cas plan. Soit ¢ = (z,y) € R? et gy un point
de la frontiere C' = 0, identifié a 0. Le probleme est de déterminer le statut d’optimalité
locale d’un arc frontiere t +— ~,(t) associé a un controle u; et de calculer les syntheses
optimales au voisinage de 0.

La premiere étape est de construire une forme normale en supposant la contrainte
d’ordre un.

Lemme 3.3.6 On suppose :
1. X(qo), Y(qo) indépendants,
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2. Y.C(qo) # 0 (la contrainte est d’ordre un).

Alors quitte a changer u en —u, il existe un difféomorphisme local préservant 0 tel
que le systéme contraint (3.34) s’écrive :

&t = 14yalg),
= bg)+u, y<O0.

0
Preuve. Par un difféomorphisme local préservant 0, on peut identifier Y a 0 et arc

contraint a ~y, : t — (¢,0). La contrainte est l'espace y > 0 ou y < 0. Quitte a changer u
en —u, on peut l'identifier a y < 0.

Hypothése 6 Fuaisons de plus les hypothéses suivantes :
1. X(0), Y(0) sont indépendants,
2. Uarc frontiére est admissible et non saturant en 0.

Sous ces hypotheses, dans la forme normale on a a(0) # 0, |b(0)| < 1. Pour analyser la
synthese optimale au voisinage de 0, on pose a = a(0), b = b(0) et le modele local est :

z = 1+ ay,
= b+u, y<O0.
On note w = pdg, la forme horloge de Miele définie sur le lieu des points ou X
d
et Y sont indépendants par : w(X) = 1, w(Y) = 0 et elle sécrit w = ] +x , soit :
ay
w = %dw A dy.
(1+ ay)

On distingue deux cas selon le signe de a.
e a > 0:alors dw > 0. Considérons tout d’abord le cas non contraint, pour joindre ¢;
a g2 au voisinage de gg = 0, on a deux possibilités : un arc y_~v, et un arc y;vy_ de durée
respective T et Ts, voir figure 3.5.

Figure 3.5

Puisque T7 — 15 = / dw > 0, i.e. T1 > T3, donc 4y est optimal pour le probleme

non contraint. Pour le cas contraint, le méme raisonnement utilisant w montre que ’arc
frontiere est temps minimal. La syntheése optimale est alors v;7p7y—, voir figure 3.6.(7).
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e a < 0:alors dw > 0. L’arc v_~+ est optimal pour le probleme non contraint et
vérifie la contrainte. La synthese optimale est donc vy_~4, voir figure 3.6.(ii).

On a donc prouvé :

Proposition 3.3.2 Sous [’hypothese précédente, on a :

1. Pour le probléeme non contraint : si a > 0 un arc y4vy— est temps minimal et un arc
Y—v+ est temps maximal et inversement si a < 0.

2. Pour le probleme contraint, un arc frontiére est optimal si et seulement si a > 0
et dans ce cas une politique optimale est de la forme yiypy—. St a < 0, chaque politique
optimale est de la forme y_~y4.

La LT

G

- - Y+
T+ g g
(1)a>0 (13) a <0
Figure 3.6
X, Y
Lien avec le principe de minimum. Le long de la frontiere n = W et
-Ulq
(p,Y(q)) = 0. En notant p = (ps,p,) et on obtient n = —ap,, or p, est orienté avec

la convention (p, X +uY) 4+ p; = 0, pr > 0, d’ou p, < 0 et sign(n) = sign(a). Donc la
condition nécessaire du principe du minimum 7 > 0 est violée si a < 0, ce qui confirme le
résultat de la proposition 3.3.2.

Synthése temps minimal dans le cas de dimension trois. On va analyser
le cas contraint. Si la contrainte est d’ordre un, la situation est semblable au cas plan. On
va donc considérer le cas d’ordre deux et pour des raisons de simplicité et d’application au
modele simplifié I, on se restreint au cas parabolique. La premiere étape est de construire
une forme normale.

Forme normale au voisinage de la contrainte pour le modeéle simplifié I.

Les champs X,Y et [X,Y] sont indépendants, et [V, [X,Y]] €Vect{Y,[X,Y]}. La
contrainte est d’ordre deux. On suppose que les hypotheses (C}) et (C3) sont satisfaites le
long de I'arc frontiere ~,, c’est-a-dire que Y.(X.C) # 0 et que le controle u;, est admissible
et non saturant. L’étude est localisée en gy = 0. On note ¢ = (z,y, 2).
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0
Normalisation 1. Puisque Y (0) # 0, on identifie localement Y & —. Les difféomorphismes

0z

0 0 0

locaux ¢ = (¢1, P2, v3) préservant 0 et Yvérifient alors : oo % —0et 2 — 1.
2 z z

Puisque la contrainte est d’ordre deux, on a Y.C' = 0 au voisinage de 0 et donc Y est

. - oC
tangent a toutes les surfaces C' = «, « petit. En particulier : — = 0.

0z

Normalisation 2. Puisque C' ne dépend pas de z, en utilisant un difféomorphisme lo-

cal préservant 0 et ¥ =
(3.34) s’écrit alors :

, on peut identifier la contrainte a C' = x. Le systeme contraint

0z
= Xi(q), y=Xa(q), 2= X3(q)+u,

et x < 0. On suppose que l'arc frontiere est un arc ¢ dans x = £ = 0 passant par 0. En
gardant une approximation affine, suffisante pour notre analyse, on obtient le modele local
suivant :

T = amz+ ay+ asz,
= bg+ b1z + by + b3z,
= c¢o+caxr+cy+c3z+u,

ol I'approximation de o est la droite : x = 0, asy + azz = 0.

Normalisation 3. On se restreint au plan = 0. En utilisant une transformation de
la forme Z = By + z, on peut normaliser I'arc frontiere a : x = z = 0. En changeant y en
Ay, 'arc frontiere peut étre identifié a t — (0,¢,0). En changeant si nécessaire z en —z
et u en —u, ce qui a pour effet de permuter les arcs 4 et v_. On peut de plus supposer
a3z > 0. On a donc montré :

Lemme 3.3.7 Sous nos hypothéses, le modéle local dans le cas parabolique est :

T = a1x + azz,
y = 1 —}—bl.’E—Fng,
2 = (cot+u)+ar+cy+cz, |ul <1,

ot ag > 0 et la contrainte est x < 0. L’arc frontiére est identifié a o : t — (0,t,0).

On obtient de plus [X,Y] = a32 + b32 + (:32 Y, [X,Y]] =0, [X,[X,Y]] = (a1a3 +

Ox oy 0z’
0 0 0
0363)% + (asb; + bgcg)a—y + (ascy + bzca + cg)%, et [X,[X,Y]] = aX mod{Y,[X,Y]},

avec a = agby — a1bs # 0. Puisque ’arc frontiére est admissible et non saturant en 0, on
a |c| < 1. De plus a3 = —[X,Y].C.

Cette forme normale est utile pour calculer la synthese optimale locale.

Théoréme 3.3.3 Considérons le probléeme de temps minimal pour le systéme ¢ = X (q) +
uY (q), q € R3, avec la contrainte C(q) < 0. Soit qo € {C = 0}. Faisons les hypothéses
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suivantes :

1. au voisinage de qo : [Y,[X,Y]] € Vect{Y, [X,Y]},

2. X,Y,[X,Y] sont linéairement indépendants en qo, et [X,[X,Y]](q) = aX(q) +
bY (qo) + ¢[X, Y](qo),

3. La contrainte est d’ordre deux et les hypothéses (C1) et (Cs) sont satisfaites en qq.

Alors Uarc frontiere passant par qo est localement temps minimal si et seulement si
l’arc v— passant par qo est contenu dans le domaine non admissible C' > 0. Dans ce cas
la synthése temps minimal locale est de la forme y_~yy T vpyeTv—, ot v. T sont des arcs
associés a u = 1, tangents a la frontiére.

Preuve. D’apres le théoreme 3.3.2, pour le probleme non contraint, tout point accessible
a partir de qp en temps petit est par un arc vy_y;vy—.

Considérons le modele normalisé construit précédemment au lemme 3.3.7 ot gg = 0 et
l’arc frontiere ~, est identifié a t — (0,¢,0). Soit B un point de l'arc frontiere voisin de 0,
B = (0,90,0), yo > 0 petit. Si u = +1, les arcs associés issus de B sont approximés par

2
xz(t) = as(co+ cayo + u); + 0(t2)
2(t)

(t) = (co+ cayo+u)t+o(t).

Les projections dans le plan (x,z) des arcs y_~vy;v— et y4y-74 joignant 0 & B sont des
boucles notées y_y4+7— et ¥+y_7+. Puisque ag > 0, les boucles ¥_7,7_ et ¥49_7+ sont
respectivement contenues dans x < 0 et « > 0, voir figure 3.7.

T, A
x>0 Y+ ;
x <0 -
Y+
Figure 3.7

Pour le systeme d’origine, ’arc y_~v4~v_ joignant 0 a B est temps minimal pour le
systeme non contraint et s’il est contenu dans C' < 0, alors il est optimal pour le probleme
contraint et I'arc frontiere n’est pas optimal. S’il est contenu dans C > 0, on peut joindre
0 a B par un arc v4+y-v4+ contenu dans C' < 0, mais cet arc est temps maximal. Dans ce
cas I'arc frontiere est optimal.

La synthese optimale est alors la suivante. On peut utiliser le modele local. Soient
B; = (0,91,0), By = (0,2,0), avec y1 < 0 < y2, deux points de la frontiere. Considérons
les arcs y_~v4 arrivant en Bj et les arcs y;v— partant de Bg, voir figure 3.8. En faisant
varier By et By on décrit entierement I’ensemble des trajectoires optimales.
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Figure 3.8

Remarque 3.3.4 On peut aisément calculer la politique optimale joignant P a @Q en
utilisant le modéle : © = aszz, y=1+bix, 2 = co + u+ c2y.

Lien avec le principe de minimum. D’apres le calcul de n dans la section précédente,
ona:

,_ XY

(X,Y].C
et [X,[X,Y]] = aX +bY + ¢[X,Y], avec (p,Y) = (p,[X,Y]) = 0, le long de la frontiere.
Donc n = m. D’apres le principe du minimum on a : (p, X) < 0 et dans le modele
normalisé : [X,Y].C = —a3 < 0. La condition nécessaire n > 0 impose a > 0. Dans ce cas

Y+7-+ est la politique optimale du probleme non contraint, elle est contenue dans C' > 0
et donc I'arc frontiere est optimal. Donc la condition nécessaire d’optimalité n > 0 imposé
par le principe de minimum [33], est violée si a < 0 et c’est le cas ou I'arc frontiére est non
optimal.

Enfin pour le modele simplifié I, en utilisant le modele normalisé mentionné dans
la remarque 3.3.4 , on a : a = asby, ou ag et by sont positifs, ce qui donne a > 0 donc l'arc
frontiere est optimal.

Connection de deux contraintes d’ordre deux dans le cas parabolique. Dans
nos applications au modele simplifié I, on va devoir analyser le cas ou I'on doit connecter
deux contraintes d’ordre deux, dans le cas parabolique.

Proposition 3.3.3 Considérons un systéeme : ¢ = X +uY, Ju| < 1, q € R? avec deux
contraintes distinctes, Ci(q) < 0, i = 1,2. On suppose que les hypothéses du théoréme
précédent sont satisfaites. Supposons de plus que les arcs frontiéres sont optimaux. Soit O
un voisinage de qo contenant des arcs frontieres 'yg et ’yg et supposons que l’arc 'yg traverse
la frontiére Co = 0. Alors il existe un modéle géométrique de la forme :

T = ax+ ay + asz,
¥y = byg+ bix + boy + b3z,
z = cotcaxr+cy+cz+u,
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ot les arcs contraints sont identifiés a C1(q) = x, Ca(q) = x + ey, € > 0 petit. De plus
la politique optimale locale est de la forme 'y_'y+T7§'Y+T'y§'y+T’y_, ot 'arc intermédiaire
v+ T est le seul arc tangent auzx deux contraintes.

Preuve. On normalise le systeme au voisinage de la premiere contrainte et on normalise
ensuite Cy. La situation est clair car géométriquement il existe un seul arc v, 7 tangent
aux deux contraintes et qui forme un pont entre les frontieres.

3.3.4 Algorithme et résultats numériques

Dans cette section on simule les extrémales solutions du principe du minimum de Mau-
rer [33] pour le modele simplifié I. On commence tout d’abord par rappeler les résultats
de 'analyse géométrique précédemment traitée dans les sections précédentes, ensuite on
explique notre algorithme numérique pour résoudre le probleme aux valeurs limites issu
des conditions nécessaires d’optimalité et enfin on présente les résultats numériques obte-
nus.

Résultats de P’analyse géométrique. L’application du principe du minimum de

Maurer [33] au modele simplifié I ramene le probléeme du controle optimal & un probleme

aux valeurs limites défini comme suit :

le couple état/état adjoint (q,p) = (r,v,7, pr, Pv, Dy) Vérifie les deux systeémes suivants :
Systeme d’état

dr .
— = wsiny;
dt 7
dv . ]. SCD 2
— = —gsiny— = v%;
dt gsmry 9 pU;
dy g v 1sCy,
a = (pHy)esreg T Eovw
Systéeme d’état adjoint
spvQ—aCD 2
dp, gosiny 1 or 1 spv*Cp g0 v
o R
dt Pv 73 2 m +2 mhg Py COST2T3, ™ 12
oCy,
1 TPy u 1 SPUCLU+1 Oqu?’\/ﬁ_ 9Ci |
2 P m 9 P mh 2P hs "o
5 0Cp
dpy : 18PV "5, spvCh 90 +1
= —p,siny — —= — —pycosy | —= + —
dt Pr ST Do 2 m m Py €8T\ G2z T 5
oCy,
—ivavu—ip,y u—3p° Cq\/pv” —1 EI
dp 0 COS . 0 v
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ou C; représente respectivement pour 7 = 1 et 2 la contrainte sur le flux thermique et
sur l'accélération normale. La fonction n définit le multiplicateur associé aux contraintes
et est nulle sur le domaine intérieur, donnée respectivement sur le flux thermique et sur
'accélération normale par les formules (3.30) et (3.32). p” représente le multiplicateur
associé au coiit, pour normaliser le systéme on a choisi p° = 1 dans nos calculs numériques,
de plus d’apres 'analyse géométrique traitée précédemment on déduit :

Proposition 3.3.4 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions finales requises,
est de la forme Y_Y47fiueY+YaceV+7—- Cest-a-dire qu’elle est constituée de sept arcs
consécutifs : un arc réqulier associ¢ ¢ u = —1, un arc régulier associé a u = 1, un
X.(X.Ch)

arc frontiére associé a U = ————>
f [X.Y].Ch

correspondant au flur thermique, un arc régulier

X.(X.C9)
[X.Y].Cy
normale, un arc régulier associé a u = 1, puis un arc régulier associé a u = —1, voir figure
3.9. De plus aux points de jonctions to, ts, ty et ts, les conditions de saut suivantes sont
vérifiées :

associé a u = 1, un arc frontiére associé a u = correspondant o ’accélération

p(t) = p(t;>—ulaac;%
p(tf) = p@;)m%il,
p(tf) = p(tl)—VS%C;Q,
p(t) = p@s—)ﬂ%f;,

ot les v; sont données par les formules (3.31) et (3.33).

Pour les conditions limites, on a choisi les valeurs suivantes :

r(0) = 6497 960, r(ty) = 6,4115489¢ + 006,
v(0) = 7404, 95, v(ty) = 1,80834e + 003,
v(0) = —0,032rad,  ~(tf) = —1,478e — 001 rad,
M =1208e + 003, et = 29,34, P™** = 25000,

de plus 'application du principe du minimum impose les conditions suivantes :
) =", (X.C1)(t2) =0,
Co(ts) =7, (X.Co)(ta) =0,

tl) = 07 p"/(tQ) = 07
t4) =Y, p*y(tG) =0.
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‘pression’ - ' - - accélération normale - - - -

e T T T Al
dynamique - - tg oo
o . iqi P Yace TN - thermique

Figure 3.9— Trajectoire optimale du modele simplifié 1

Les extrémales du systéme sont donc paramétrées par le vecteur adjoint initial p(0) =
(pr(0),py(0),p4(0)), par les temps de commutation du controle (ti, to, t3, ta, ts, tg et ty )
et par les sauts aux points de sorties des deux contraintes (v5 et vy4). L’algorithme suivant
permet d’obtenir ces parametres pour lesquels la trajectoire extrémale vérifie les condi-
tions limites, les conditions imposées par le principe du minimum et la condition sur le
Hamiltonien puisque le temps final est libre.

Algorithme et résultats numériques. On peut résoudre le probleme aux valeurs
limites précédent en utilisant ’algorithme de tir multiple directement, mais la principale
difficulté est de trouver une bonne estimation pour les inconnus p,(0), p,(0), p,(0), t1, t2,
t3, ta, t5, t6, tf, v2 et vy, qui produise une solution qui vérifie les conditions terminales
et les conditions imposées par le principe du minimum. Pour surmonter cette difficulté
rencontrée, on procéde de la maniére suivante : puisque le systéme état/état adjoint est
découplé au sens ou le systeme d’état est indépendant de I’état adjoint (surtout que le
controle ne dépend pas explicitement du vecteur adjoint), notre algorithme consiste alors
a résoudre le systéme état/état adjoint en deux étapes :

Etape 1 : cette étape sert a résoudre le systeme d’état et a déterminer les instants de
commutation du controle. En effet le probleme est de trouver Z = (t1,t2,t3,t4,t5,t6,t¢)
qui vérifie la fonction de tir F'(Z) = 0, ou

Ci(t2) — ™™ ]
(X.C1)(t2)
Ca(ts) — 7™
F(Z) = (X.C2)(t4)
r(t;) — 6,4115489¢ + 006
v(ts) — 1,80834¢ + 003
(ts) + 1,478¢ — 001

Pour résoudre ce probleme, on propose un couplage entre la méthode de continuation sur
la borne maximale (@™*, 8X) des contraintes sur I’état et ’algorithme de tir multiple,
en procédant comme suit : on utilise ’algorithme de tir simple pour résoudre le systeme
d’état sans contrainte, ce qui donne les résultats suivants :

— les points de commutation ¢7, t5 et ¢3,
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. max,x
— les bornes maximales ™% et ~p @,

— les temps t]; et t3,, ou atteignent les bornes maximales.
Ensuite on tire de ces résultats une estimation initiale Z% € = (¢5, %, 5 + €15y, tho, thy +
€t3y,t5,t5) pour lancer l'algorithme de tir multiple afin de résoudre le systeme d’état
(perturbé) associé aux bornes maximales sur les contraintes suivantes :

max, € __ ,_max,* max, x
=T e
max, € __ . max,* max, x
Yo =Un | T €Tn s

ol € est un réel petit et positif. Partant de ce systeme de référence, on réinjecte le résultat
comme initialisation du systéeme d’état voisin. Plus précisément, partant d’une borne maxi-
male (¢ T ) et passant d’une borne maximale (™€ 4" ¢) courante A une
borne maximale (@™#%+ AW+ on se sert de Z%¢ pour lancer Palgorithme de tir mul-

tiple afin de trouver Z%*. Les résultats sont tracés sur les figures fig.3.3.

max, € . Nnax,e
)

10° Laltitude
1 Lavitesse Lapente
8000, 01,

7000
6000
8 5000
4000|
3000

-0
2000

300 400
Temps Temps Temps

10° Le flux thermique L'accélération normale " La pression dynamique
14, 30, 2,

12

10

0.8
4 0.6
0.4

0.2)

FiG. 3.3 — Coordonnées d’état et contraintes sur ’état pour le modele simplifié 1.

Etape 2 : Dans cette étape, la connaissance des points de commutation nous facilite ’ap-
plication de ’algorithme de tir, surtout en ce qui concerne le choix des noeuds, afin de
résoudre le systeme d’état adjoint. Plus précisément on cherche Z = (p,(0), p,(0), py(0), v2, v4),
qui vérifie la fonction de tir F'(Z) = 0, ou

py(t1)
py(t2)
F(Z) = | (p(t), X(q(t2)) + uY(q(t2))) +1
pv(t4)
py(t6)
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Les résultats obtenus sont tracés sur les figures fig.3.4 et fig.3.5. Le Z et F(Z) trouvés
sont :

1, 852548586224013¢e + 002 8, 789356797933579¢ — 009
1,250976523316097¢e 4 005 —1,406297087669373¢ — 007

Z = | 8,251019847212254e + 007 |, F(Z)= 1,110223024625157¢ — 016 | ,
1, 303082249555811e + 002 1,452281139791012¢ — 008
1, 342809020295197¢e + 007 1,281499862670898¢ — 006

ainsi les sauts aux points d’entrés sont donnés par :

v = 4,209164006513169¢ + 001 , v3 = 1,506974540319433¢ + 006.

” apres laccélération normale
pavant et sur le flux thermique p, sur le pont et sur laccélération normale 10° P, ap

3000 6000}
2000 4000

1000} 2000}

-1000| -2000}
~2000) -4000}

-3000) -6000} -0.5|

-400 -
0 50 100 150 200 250 300 260 280 300 360 380 400 350 400 450 500 550 600

320 340
Temps Temps Temps

p, avant et sur le flu thermique

10° 1 p, sur le pont et sur Faccélération normale b, aprés Faccelération nomale

-7
05}

=7.1
0

-72
73 -0

L S R S S VS-S
[J
[

0 50 100 150 200 250 300 ~360 280 300 320 340 360 380 400 ““350 400 450 500 550 600
Temps Temps Temps

Fia. 3.4 — p, et p, sur différentes phases du domaine du vol

Commentaire

Les vecteurs adjoints p, et p, sont discontinus aux points d’entrée (ou de sortie) dans
les deux contraintes (actives) sur I’état. Par contre, comme les contraintes sur 1’état ne
dépendent pas de v, le vecteur adjoint p, reste continu. Le multiplicateur 7 est positif
sur les contraintes sur I’état. De plus le vecteur adjoint p,, qui a le méme signe que la
fonction de commutation, est positif (resp. négatif) sur une extrémale bang ~v_ (resp. v4+)
et est nul sur la frontiere. Ces résultats confirment les conditions nécessaires d’optimalité
de Maurer.
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| p, sur le pont et sur I'accélération normale
p, avant et sur le flux thermique 10 v

. p, aprés laccélération normale
1, 10 M

0 50 100 150 200 250 300 260 280 300 320 340 360 380 400 ) 400 450 500 550 600
Temps Temps Temps

1 sur le flux thermique

o 0 1 sur l'accélération normale

9 -0,
200 210 220 230 240 250 260 270 60 280 300 320 340 360 380 400
Temps Temps

F1G. 3.5 — p, et n sur différentes phases du domaine du vol

3.4 Controle optimal sur le modele simplifié 17

Dans cette section on donne le lien entre les champs de vecteurs (en dimension quatre)
associés au modele simplifié 1] et ceux (en dimension trois) associés au modele simplifié
I, afin d’appliquer les résultats obtenus dans la section précédente pour résoudre ensuite
théoriquement puis numériquement le probleme du contréle optimal pour le systeme sim-
plifié I1. Enfin pour appliquer la méthode de continuation sur la borne maximale de la
contrainte, tout d’abord en ne tenant pas compte des contraintes sur 1’état, puis en les
prenant en compte.

3.4.1 Enoncé du probleme et notations

Le modele simplifié 11, défini par le systeme (3.18), peut s’écrire comme un systeme
de controle optimal affine mono-entrée en dimension quatre :

q=X(q) +uY(q), |ul <M, (3.35)

oil § = (¢, ) est 'état augmenté en dimension quatre de I'état ¢ = (r,v,7), X et Y sont
les champs de vecteurs donnés par :

. -~ 0
X=X+cospY , Y =—, (3.36)
O

avec

.0 go sin~y s 2\ 0 —go v\ O
X:USID’}/ar—<rQ+2TnPCDU %‘FCOS’)/ m‘i‘* =

650
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s
Y =—pCrv—,
om” LUOW

sont les champs de vecteurs associés au modele simplifié I. Le cout a minimiser est :

T
J(u) = /0 F@)dt, avee 3(@) = p(q) = cqy/F%.

Ainsi ¢ vérifie les contraintes d’états (3.9) et (3.10) et les conditions limites : ¢(0) et ¢(T")
sont données, ©(0) et p(7) sont libres dans [—, 7.
3.4.2 Le modele sans contrainte

Application du principe du minimum. On introduit 1’équation :

do = ¢(q), 90(0) =0, (3.37)

et ¢ = (4,q0) = (¢, 1, qo) 'espace d’états élargi. Les équations (3.37) et (3.35) définissent
donc le systeme élargi : o B
{ q= X(d) + uY((j) (3.38)
do = ©(q),
On introduit le Hamiltonien :

H(q,p,u) = (5, X(q) + uY () + p°0(q) = (p, X (q) + cos Y (q)) + puu + p°p(q),

ot p = (p,pu) = (PryPv, Py, Pyu) €st le vecteur adjoint, et p° est une constante positive telle
que : (p,p°) # (0,0).

Définition 3.4.1 Si p° # 0, on est dans le cas normal, et si p° = 0 on est dans le cas
anormal.

Définition 3.4.2 On appelle extrémale un triplet (q,p,u) solution du principe du mini-
mum :

) OH -~ .
: _ %(a V(s
q 5 (q) +uY (),
. 9H  _ 09X oY do(q)
p = 8q—paq+uacj) e

H(Cja ﬁa u) = we[ril}\}[l,M] H(Q)Zl w)u

c-a-d ) N N
ciZX(ngqu(d), 5 Bl
S _p 90X oy,  9vlad)
p=—p( 94 + cos () 8q) P05,

p.u = Sin(ﬂ) <p7 Y(q)>7
((ja ﬁa U) = minwE[—M,M] H(daﬁa ’LU),

e

en particulier :

M si pu(t) <0,
u(t) = { M s%“(t) > 0.
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Définition 3.4.3 Considérons le systéme ¢ = X (§) +uY (§) noté (X,Y). Une trajectoire
singuliere est la projection sur l’espace d’état des équations :

OH ~

on (,Y(q)) =0, (3.39)

qzaip”p:_ﬁiij’

ot H = (p,X + uY). Elle est dite exceptionnelle si H = 0, admissible si |u| < M et
strictement admissible si |u] < M.

Calcul des extrémales singulieres. On calcule les crochets de Lie associés aux
champs de vecteurs X,Y (en dimension quatre) en fonction de ceux associés a X, Y (en
dimension trois) :

xR = (o0,

X7y = ().

Les extrémales singulieres du systeme (X, Y) sont contenues dans 3 : ¢(t) = (5, Y (§)) = 0,
i.e. p, = 0. En dérivant par rapport a ¢, il vient :

() = (b, [X.Y](2) =0,
ce qui implique : sin u(p,Y) = 0.

Proposition 3.4.1 Dans le domaine de vol ot cos(y) # 0, les extrémales singuliéres du
systéme (X,Y) sont données par u =0, sinpu =0 et (p,Y) # 0.

Preuve. Une extrémale singuliere doit vérifier ¢ = p, = 0 et b= sin(u)(p,Y) = 0, ce qui
donne 3 cas a distinguer :

l.sing=0et (p,Y)=0.
Dans ce cas, {1 est constante et p, est nul, or (p,Y) est la fonction de commutation du
systeme (X,Y’), d’ou ce dernier accepte u = cos(p) = +1 ou —1 comme extrémale sin-
guliere, ce qui est incompatible avec la proposition 3.3.1.

2.sinp #0et (p,Y)=0.

En dérivant ¢(t) = (p, Y (q)) deux fois, il vient :

o(t) = sin(u) (p, [X, Y]) + ucos(u) (p, Y) = 0,
ce qui implique (p, [X,Y]) = 0, d’ou d’apres 3.3.1, on a (p,[Y,[X,Y]]) = 0. De plus :

¢ =wucosp(p, [X,Y]) —sinp(p, [X, [X,Y]]) + cos psin pu (p, [Y, [X, Y]]) = 0,

donc (p,[X,[X,Y]]) = 0. Ce qui implique d’apres le lemme 3.3.1 que (p,X) = 0. Or
X,Y,[X,Y] sont indépendants et forment un repére, donc p = 0, ce qui est impossible.
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Enfin on conclut que le cas possible est, celui qui, durant une extrémale singuliere, vérifie
sin(u) =0, (p,Y) #0et u=0.

Optimalité des extrémales singulieres. On applique un nouveau paramétrage aux
équations en posant ds = ¢(q(t)) dt. Le systeme (3.37) devient :

q=X(q) +uY(q), [ul <M, (3.40)
ou )
X=¢yX,Y=¢Yetyp=—.
v

Le probleme de controle optimal est équivalent alors a un probléeme de temps minimal. On
va analyser 'optimalité des extrémales singulieres pour ce probleme.

Calculons les crochets de Lie associés a X, Y, en utilisant la formule suivante :

[f1X1, foXo] = f1fo[ X1, Xo] + f1(X1.f2) X — fo(X2.f1) X1,
of

ou fi, fo sont des fonctions lisses et Z.f(q) = ==(q).Z est la dérivée de Lie. 1l vient donc :

dq
[X, Y] = ¢*[X, Y]+ (X )Y —(Y.4)X.

' .
Puisque Y = Ep et ¥ ne dépend que de r et de v, on a alors Y. = 0. Donc :
1

En calculant de la méme facon, sachant que [X' , ?].w = 0, on obtient :

Lemme 3.4.1 On a les propriétés suivantes : B o
L. Uensemble I <]5~,§7>~ :~<;5, [X,Y]>~:Q coincide avec : »Y)=(p[X,Y]) =0,
2. [Ya [Xa YH = ¢3[Y7 [Xa Y]] mod {[}f7 [X7 YH})

3. [X7 [Xv}_/” = ¢3[X’ [X’Y/H +1/12([Xa37]¢)X = ¢3[X7 [Xvi/]] mod {D}’ [Xvifﬂ}

Pour tester 'optimalité d’une extrémale singuliere pour le probleme de temps minimal,
on utilise la condition nécessaire de Legendre Clebsch, qui s’écrit :

(B, X) (B, [V, [X

X.Y])) >0,
(p,Y) Y

) =o.

Or d’apres le principe du minimum on a (5, X) < 0, d’ott (p,[Y, [X,Y]]) < 0, donc d’apres
le lemme précédent, on trouve :

it o)

Proposition 3.4.2 Durant une extrémale singuliére solution du (X,Y) on a : cos(u) =

—signe((p,Y)) i.e. oy
0 si(p,Y) <0,
H= { +7 sz'p<p,Y> > 0. (3-42)
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Remarque 3.4.1 Puisque cos() est une fonction paire, alors u et —p donnent la méme
trajectoire pour (X,Y). Il suffit donc de prendre p € [0, 7] et alors on obtient deux genres
de trajectoires singuliéres p =0 et p = .

Classification des trajectoires au voisinage de X..

Définition 3.4.4 L’ensemble ¥ : (p,Y) = 0 (p, = 0) s’appelle la surface de commutation.
Soit (¢,p,u) une extrémale définie sur [0,T]. Elle est dite singuliére si elle est contenue
dans X, bang si u = +M ou —M, et bang-bang si u(t) est constant par morceauzx et défini
presque partout par u(t) = —M signe(p,). On note respectivement 4, Y—, Yo, Y= UN arc
lisse associé a u=~4+M, u=—M, (u=0etpu=0), (u=0etpu=m) et y1y2 représente
un arc 7y suivt d’un arc ya.

On utilise les résultats de [9, 28] pour classifier les extrémales au voisinage d’un point
z0 = 2(to) = (Go,po) de la surface de commutation.

1. Points ordinaires : soit zg € . Supposons X lisse et de codimension 1 en zj.
Dans ce cas on dit que zy est un point de commutation ordinaire et alors chaque courbe

extrémale dans un voisinage de 2y est de la forme V47— OU Y=Y+, Voir figure 3.10.
2. Points plis : soit z appartenant & ¥ : (5,Y) = (5,[X,Y]) = 0 i.e. (pu(to) =

5 ke pu >0 N pu >0
Pu <0 Pu <0
iay Y+

sin 10 (po, Y (o)) < 0 sin 110 (po, Y (go)) > 0

Figure 3.10

0, sin(ip) = 0). Supposons ¥, X' lisses et de codimensions respectives 1 et 2 en z.
Dans ce cas on dit que z est un point de commutation pli. Or ¢(to) = (5, [X, [X,Y]]) +
w(p, [V, [X,Y]]), qui se réduit & ¢ sin(uo) (po, [X, Y](qo)) + ut® cos(uo) (po, Y (go)) d’apres
le lemme 3.4.1. Soient : AT = 43 sin(g) (po, [ X, Y](q0)) £ M3 cos(10){po, Y (q0)),

et puisque : sin(ug) = 0 et cos(pp) = —signe (po, Y (qo)) d’apres la proposition 3.4.2, donc
AT < 0et A > 0. En utilisant la classification de [9, 28] le point 2y est un point hyper-
bolique, et chaque courbe extrémale dans un voisinage de zgp est de la forme : v_~pv4+ ou
Y4+YrY—, voir figure 3.11.

3.4.3 Le modeéle avec contraintes sur ’état

On tient maintenant compte des contraintes sur I’état. Comme dans le modele sim-
plifié I, on applique le principe de minimum [33] pour analyser le modéle simplifié 1. Pour
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Y- v v— -
’ Vs Vs Vs Py > 0
Y 20 Py < 0
Y+ Y+ Y+ Y+
Figure 3.11

calculer l'ordre des contraintes et les indéterminés wup, 1 et v, on commence par le calcul
des crochets et des dérivées de Lie associés a X et Y en dimension quatre, en fonction de
ceux associés a X et Y en dimension trois.

Calcul de l'ordre des contraintes sur I’état. D’apres les calculs précédents,

ona: 7] = < sin(ét)y ) 7 [V, [X,Y]] = ( COS(OM)Y ) 7
[X,[X,Y]] = < Sirl(M)O[X’ Y ) '

Donc si on note par C' (qui ne dépend que de r et de v) la contrainte sur le flux thermique
ou sur 'accélération normale, on a :

[X,Y].C =sinpY.C,
[X, [X,}}]]C =sinp[X,Y].C,
[V,[X,Y].C = cospuY.C =0.

De plus, si on impose ’hypothese suivante :

Hypotheése 7 Le long de l’arc frontiére sin i # 0.

Alors on a le résultat suivant :

Lemme 3.4.2 Pour le modéle simplifié 11, dans le domaine de wvol ot cosy # 0, les
contraintes sur le flux thermique et l’accélération normale sont d’ordre trois, et l’hypothese
(C1) est vérifiée le long d’un arc frontiere.

Dans la suite de cette section on impose ’hypothese 7.
Calcul de up, n et de v. On note par C la contrainte sur le flux thermique ou

I’accélération normale. On rappelle alors le lemme 2.4.5 du chapitre précédent, qui traite
le cas d’une contrainte d’ordre trois.
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D’apres la définition de la suite (¢;),~,, mentionnée dans le chapitre précédent, on
a:

Yo=Y, Y1 = [X,Y]

s = [X, [X, [X, Y]] + o[V, [V, [X, ¥]]) + 2]V [X, [X, V] + (X .0)

X
YRR
(p(t), f/> = <p(7f), [X’ f/]> = <ﬁ(t)’ [ ~’ [X’ Y/]D + ub(ﬁ(t)v DN/’ [X’ Y/]D =0,
n(t) (<ﬁ~(t) 7}/]3Zu:ub)
(X, [X,Y].C)

On en déduit les résultats suivants :
Corollaire 3.4.1 Le long de l’arc frontiére on a :
X.C =0,

. X2C
XY
X3.0 —cospu[X,[X,Y]].C
T sinp [X,Y].C ’
pu(t) = (p(t),Y) = (p(t), [X,Y]) =0,
_ (@), [X, [X, Y]])
W ="xyic

Remarque 3.4.2 On sait que durant ’arc frontiére on a sin p # 0. On a supposé que ju(t)
est continue, ainsi on arrive et on quitte l'arc frontiére par un régulier vy ou v—. Puisque

Uarc frontiére est optimal (voir la section suivante), on ne rencontre que des points de
jonction avec les frontiéres.
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Comme précédemment, on calcule 1o et on applique le lemme précédent, pour obtenir :

Corollaire 3.4.2 En un point de jonction t1 entre un bang-bang et ’arc frontiére on a :

Pu(tli) = Pu(t1+)7

3.4.4 Synthése temps minimal au voisinage de la contrainte

Introduction. On considére un systéme affine, mono-entrée :
i=X(q)+uY(q) , [ul<M, Clg) <0, (3.43)
olt ¢ € IR* et C est une contrainte d’ordre trois.

Notre objectif est de présenter par calcul direct (en utilisant Maple) la synthese temps
minimal, au voisinage de la contrainte pour le modele simplifié I1. La premiére étape est
de construire une forme normale.

Forme normale au voisinage de la contrainte pour le modele simplifié
17

Lemme 3.4.4 Au voisinage de la frontiére on a :

X, Y, [X,Y] sont indépendants,
S

[V, [X,Y]] € vect{Y, [X,¥]}. (3.44)

Preuve. On sait que :

X _ X + COS(,LL)Y : i/ _ 0 : [X,i/] _ sm(u)Y :
0 1 0
or sin(u) # 0 au voisinage de la frontiere, et les deux champs de vecteurs X, Y sont
indépendants. D’ott X, Y, [X,Y] le sont aussi. On peut vérifier aussi que [V, [X,Y]] =

< cos(ou)Y ) € vect{Y, [X,Y]}.

Les champs X,Y et [X,Y] sont indépendants, et [V,[X,Y]] €Vect{Y,[X,Y]}. La
contrainte est d’ordre trois. On suppose que les hypotheses (C1) et (C3) sont satisfaites le
long de I’arc frontiere v, ¢’est-a-dire que Y. (X 2.C) # 0 et que le controle uy est admissible
et non saturant. L’étude est localisée en gy = 0. On note ¢ = (x,y, 2, ).

Normalisation. Puisque le modele simplifié 11 n’est qu’une extension du modele simplifié
1, en ajoutant ’équation f = u, qui est déja normalisée, donc pour normaliser le systéeme
simplifié 11, on peut prendre le modéle normal £ = az, y = 14+ bx, 2 = ¢ + cosu, déja
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construit pour le modele simplifié I, en ajoutant I’équation ji = u, de plus on identifie la
contrainte & C' = z et on localise notre étude au point gy = (0,0,0, ), ce qui donne le
modele local suivant :

T =az,

y=1+ bz,

Z = c+ cospu,
ﬂ:u, x§0,

et puisque la contrainte est d’ordre trois donc :

e & = (0, ce qui implique ¢ + cos i = 0, donc sur la frontiere ¢ = — cos p,

e T =0, or sinu # 0, donc up = 0, ce qui implique p = pg sur la frontiere.
On conclut alors :

Lemme 3.4.5 Sous nos hypothéses, le modéle local est :

T =az,
y=1+4bx,
Z = COS [L — COS [lg, | u|< M,
= u, x <0,
X,[X,Y].C
ol :a = —M = —[X,Y].C > 0, la contrainte est x < 0. L’arc frontiére est
sin 1

identifié a vy : t — (0,t,0, po).

Cette forme normale est utile pour calculer la synthese optimale locale.

Remarque 3.4.3 Dans la normalisation précédente, on a utilisé le changement de va-
riable de y par Ay, z par —z p par ™ — i et u par —u.

Synthese locale temps minimal

1. Comparaison de 7, avec les autres arcs possibles pour rejoindre deux points
voisins de la frontiére. On note T'(v) le temps nécessaire pour rejoindre deux points
voisins A = (0,0,0,u9) et B = (0,¢,0, o) de la frontiere par un arc «y, en prenant le
modele local du lemme précédent.

On integre le modele normalisé, en utilisant Maple pour le calcul formel et on trouve
alors le résultat suivant :

Lemme 3.4.6 On a 2 cas :
1) siab >0 alors :
i) st po €]0,7[ on a :
T(v-v+) <T(w) <T(v+7-)s
T(v-707+) < T(w) < T(4777-),

i) si po €] —m,0[ on a :

T(v4v-) <T(w) <T(v-74)s
T(v4707-) < T(w) < T(YV-y—r74),
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2) siab <0 alors :
i) st pp €]0,7[ on a :
T(v4v-) <T(w) <T(v-+),
T(v47my-) < Tlw) < T(v-707+),

i1) si po €] —m,0[ on a :

T(v-v+) <T(w) <T(v+7-)s
T(y-y-=7+) < T(w) < T(v+707-);

2. Syntheése locale temps minimal :
D’apres le lemme précédent, la syntheése locale optimale dépend de a et b, et on peut
distinguer les cas suivants :
1 cas:a>0,b>0:
1.i) o E}O,ﬂ'[ :
Avant A
T>0—2>0—2<0—cosp<cospy— pE [, ou p € [—m, —po].
i € o, m] — on rejoint A par vy_.
p € [—m, —po) — non accessible.

Apres A
$1<0—>2<0—2<0—cosp<cospuy— pE [, 7] ou pu € [—m, —po).

i € [po, | — on quitte A par .

p € [—m, —po] — non accessible.
Donc pour rejoindre A et B, I'arc y_~y4 est non admissible. Or d’apres le lemme précédent
on a :

T(v-v+) <T(w) <T(y47-),
T(v=v07+) < T(w) < T(v+7x7-)-

Alors I'arc frontiere ~;, est optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere est
Y—YpY+, voir figure 3.12.

r=2z=0, p=po
>0 4= W ’Y—/@ l 110
v<0 ~ ’Y— T+ /
. T 0
2>0 2 <0 i

Figure 3.12 ensemble non accessible
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1.i4) po €] — 7,0[ :
Avant A
T>0—>2>0—2<0—cosp < cospuy— pE [—po, | ou p € [—m, uol.
p € [—m, po] — on rejoint A par .
p € [—po, ™| — non accessible.

Apres A
T<0—2<0—2<0—cosp<cospy— pE [u,m| ou p € [—m, —po).

p € [—m, po] — on quitte A par y_.

p € [—po, 7] — non accessible.
Donc pour rejoindre A et B, y+7v— est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on
a:

T(v+7-) <T(w) < T(v=74+),
T(v+707-) < T(w) < T(y=y-r7+)-

Alors l’arc frontiere -, est optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere est
Y4+YY—, voir figure 3.13.

x=2z=0, p=po
z>0 A7 B VAR l s
z <0 7 N ]
-1 -
. _7F7T 0
z2>0 z<0 1o
ensemble non accessible
Figure 3.13

28me cas:a>0,b<0:
2.1) po €J0,7[ :
Avant A
T>0—2>0—2<0—cosp<cospy— pE [, ou p € [—m, —po].
w € [po, ™| — on rejoint A par y_.
p € [—m, —po] — non accessible.

Apres A
T<0—2<0—2<0—cospu<cospy— pE [, ou p € [—m, —po].
p € [po, ™| — on quitte A par .
p € [—m, —po] — non accessible.
Donc pour rejoindre A et B, y_~4 est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on
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T(y4v-) <T(v) < T(v-7+),
T(v4y=7-) < T(w) < T(v-07+)-

Alors 'arc frontiere -, est non optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere
est Y_ Y4 Y—V4+ OU Y—Y4+VxV—"Y+, voir figure 3.14.

Ko

—Ho

Figure 3.14 ensemble non accessible

2.i4) po €] — m,0[ :
Avant A
t>0—2>0—>2<0—cosp<cospy— pE [—po, 7| ou pu € [—m, po).
p € [—m, po] — on rejoint A par .
p € [—po, 7] — non accessible.

Apres A

T<0—2<0—2<0—cosp<cospy— € [, 7| ou pu € [—m, —pip]-
p € [—m, po] — on quitte A par y_.
p € [—po, 7] — non accessible.
Donc pour rejoindre A et B, 47— est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on
a:

T(v-v4) <T(w) <T(v+7-)s
T(y-y-=7+) <T(w) < T(v4+707-)-

Alors I'arc frontiere ~, est non optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere
est Y4 Y—Y+V— OU Y4 Y—"Y—rY+7Y—, VOIr figure 3.15.
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—Ho

Ko

ensemble non accessible

Figure 3.15

3eme cas:a<0,b>0:
3.3) po €J0,7[
Avant A
>0—2<0—2>0—cosp > cospy — pE [—po, po-
p € [—po, o] — on rejoint A par ..

Apres A
T<0—2>0—2>0—cosp > cospuy — pE [—po, po].
p € [—po, o] — on quitte A par y_.
Donc pour rejoindre A et B, y+7v— est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on
a:
T(v4y-) <T(w) <T(y-+),
T(v4777-) < T(w) < T(v=7074)-

Alors I’arc frontiere ~;, est optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere est
Y+YY—, voir figure 3.16.

v=2=0, p=py o
r>0 4 Vo B 0+
r<0 Y . 0
o T-A -
2z <0 z>.0'~ o

ensemble non accessible
Figure 3.16

3.ii) po €] — 7, 0] :
Avant A
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T>0—2<0—2>0—cosu > cospy — pE [, —pol.
w € o, —po] — on rejoint A par y_.

Apres A
T<0—>2>0—2>0—cospu > cosuy — pE [y, —po]-
ft € [po, —po] — on quitte A par v4.
Donc pour rejoindre A et B, y_~4 est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on
a:

T(v-v+) <T(w) <T(v+7-),
T(y-y-=7+) <T(w) < T(v4+707-)-

Alors l’arc frontiere =, est optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere est
Y—YY+, voir figure 3.17.

r=2z=0, p=po —Ho
x>0 A/’y_ o B -
2 <0 R L 0
V- T+ A
z <0 z>0 1o

ensemble non accessible
Figure 3.17

4eme cas:a<0,b<0:
4.4) po €10, [ -
Avant A
T>0—>2<0—2>0—cosp > cospuy — pE [—Ho, to-
p € [—no, o] — on rejoint A par ..

Apres A
T<0—2>0—2>0—cosu > cospy — pE [—po, po].
p € [—po, o] — on quitte A par y_.
Donc pour rejoindre A et B, y+7v— est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on
a:
T(v-v+) <T(w) <T(y47-),
T(v-y07+) <T(w) <T(v+777-)-

Alors I'arc frontiere ~, est non optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere
est YL y_7y+7— ou Y4y—Y0Yy+7—, voir figure 3.18.



124 Chapitre 3
x=2z=0, p=po Ho
x>0 A/ pan B 7 Y+
z <0 e Yoo s 0
Ny = - -7
Y+ ‘ 7=
z <0 2>0- )
— o
ensemble non accessible
Figure 3.18

4.41) po €] — m, 0] :
Avant A
>0—2<0—2>0—cosu > cospy — pE [, —pol.
w € o, —po] — on rejoint A par y_.

Apres A
T<0—2>0—2>0—cosp > cosuy — pE [y, —po]-
f € [po, —po] — on quitte A par v4.

Donc pour rejoindre A et B, y_~y4 est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on

' T(v4v-) <T(w) <T(v-+),
T(v4v07-) < T(w) < T(v=y=n7+)-

Alors I'arc frontiere -, est non optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere

est Y_ Y4 y—Y4+ ou Y—Y+Y0Y-"7Y+, voir figure 3.19.

r=2z=0,p=po —Ho
xTr > O A/ Y- B = Y-
- —— 7
<0 " , -
v+ V- - L _ﬂ-ﬂ- 0
v " o T+ A ‘
2z <0 2>0
Ho
ensemble non accessible
Figure 3.19
Conclusion Sur le modele local on a :
T =az,
y =14 bx, z <0,
£ = cos(p) — cos(po), |lul<M

fr = u,
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la condition b < 0 viole 'optimalité de ’arc frontiere.

Lien avec le principe de minimum. Pour le modele simplifié I1, d’apres le corollaire
3.4.1,0on a :
(p(t), [X, [X,Y]])

t) =
"= X0
De plus sur le modele normalisé, sur la frontiere on a ([X,Y].C)3 = —a et [X,[X,Y]] =
0
ab |, dou (p(t),[X,[X,Y]]) = paab avec p = (p1,p2,p3), donc n(t) = —peb. Par
0

ailleurs (p(t),Y) = (p(t),[X,Y]) = 0, d’'ou p1 = ps = 0. Or d’apres le principe du mini-
mum (p(t), X) < 0, ce qui implique p2 < 0. Donc si b < 0, on obtient 7(¢) < 0. On conclut
que b < 0 viole les conditions nécessaires du principe du minimum [33] pour l'optimalité
de ’arc frontiere.

Enfin pour le modele simplifié 11, le calcul donne b positif, ce qui implique que 'arc
frontiere est optimal.

Connection de deux contraintes d’ordre trois dans le cas hyperbolique. Comme
pour le modele simplifié I, on va devoir analyser le cas ou l'on doit connecter deux
contraintes d’ordre trois, dans le cas hyperbolique pour le modele simplifié I1.

Proposition 3.4.3 Considérons le systéme : § = X +uY, |[u| < M, § = (¢, p) € R*
avec deuz contraintes distinctes, Ci(q) < 0,1 = 1,2. Supposons que les arcs frontiéres sont
optimaux. Soit O un voisinage de qo contenant des arcs frontieres 7{3 et ’yb2 et supposons
que l’arc ’yl} traverse la frontiere Cy = 0. Alors il existe un modéle géométrique de la
forme :

r = a1r+ agy + asz,

y = bo+bix+boy+ b3z,

Z = c¢p+cx+ ey + 3z + cos(p),
po= M,

ot les arcs contraints sont identifiés a C1(q) = x, Ca(q) = x + ey, € > 0 petit. De plus la
politique optimale locale est de la forme 'Y+T'yl}7_T'yo'yI'yg'y_T.

Preuve. On normalise le systéme au voisinage de la premieére contrainte et on normalise
ensuite Cy. La situation est claire car géométriquement, il existe un seul arc v,T'yo'y:‘C
tangent aux deux contraintes et qui forme un pont entre les frontieres. Cet arc peut étre
réduit a 'y_T%:C, ce qu’on va constater numériquement pour M petit.

3.4.5 Algorithme et résultats numériques

Dans cette section on va s’intéresser a simuler le systeme d’état pour le systeme simplifié
11, surtout pour différentes valeurs de la borne maximale M et en particulier pour un M
assez grand. Numériquement le modele simplifié /1 est plus compliqué & résoudre que
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le modele simplifié I. On rencontre un nombre plus élevé d’instants de commutation a
déterminer. Il n’est pas évident de suivre la frontiere en vérifiant les informations imposées
par 'ordre de la contrainte. D’apres I’analyse géométrique traitée précédemment, on déduit
le probleme aux valeurs limites définit de la maniere suivante :

Proposition 3.4.4 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions finales requises est
de la forme YryY—YoY+YfluzV—Y0V+YaccY-Y0V+Vx- C’est-a-dire qu’elle est constituée de
treize arcs consécutifs : un arc singulier associé a uw =0 et p =, un arc régulier associé
au=—M, un arc singulier associé a uw = 0 et p = 0, un arc régulier associé ¢ u = M,
X320 —cosp X, [X,Y].C
sin [ X, Y].Cy
mique, un arc régulier associé ¢ u = —M, un arc singulier associé ¢ uw =0 et p =0, un arc
X3.Cy — cos [ X, [X,Y]].Co
sin p [ X, Y].Co
correspondant a l’accélération normale, un arc régqulier associé a u = —M, un arc singulier
associé a u =0 et p =0, un arc régulier associé¢ a v = M, puis un arc singulier associé a
u=0 et p=m, voir figure 3.20.

un arc frontiére associé a u = correspondant au flux ther-

régulier associé a u = M, un arc frontiére associé a u = —

- caccélération
. normale - .. . ..
gy oS

pre}s:siOnf ‘
dynamiq Te o
tior™ T+

T

ty
Figure 3.20— Trajectoire optimale du modele simplifié 17

Pour les conditions limites, on a choisi les méme valeurs que pour le systeme simplifié 1.
De plus I’application du principe du minimum impose les conditions suivantes :

Ci(ta) = @™, (X.C1)(ta) =0,

2
cos(pu(ts)) = m, p(t2) =0,
Caots) =7, ™, (X.C2)(ts) =0,
2
cos(pu(ts)) = [)foé’g’ u(ts) = 0,

p(tio) =0,  pltiz) =
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Puisque p(t) est donnée par une fonction affine sur les extrémales régulieres (u = £M),
on a alors le résultat suivant :

T t
ty =ty + —-, t6=t5+“](\j),
tg T
t10=t9+uj(\/[), t12 =t11+M-

Les extrémales du systéeme sont donc paramétrées par les temps de commutation du
controle t1, t3, t4, t5, t7, ts, to, t11 et le temps final ¢ ;. L’algorithme suivant permet d’obtenir
ces parametres pour lesquels la trajectoire extrémale vérifie les conditions limites et les
conditions imposées par le principe du minimum.

Remarque 3.4.4 Dans la trajectoire optimale du modéle simplifié 11, en fonction de M
on peut trouver des arcs vides et on va constater numériquement qu’il existe un M tel
que le pont entre les deux frontiéres se réduit a y—y4+ pour tout M inférieur a M et en

T
particulier pour M = 0 (rad/s).

Algorithme et résultats numériques. Numériquement, la difficulté est de résoudre
le modele simplifié I avec un M grand. Le temps de passage sur une extrémale réguliere
est tres petit, ce qui complique 'arrivée sur la frontiere en vérifiant les 3 informations is-
sues de l'ordre de la contrainte. Pour surmonter cette difficulté, on suit les étapes suivantes :

Etape 1 : Cette étape sert a résoudre le modele simplifié 1T avec M = ;—0 (rad/s)

et & déterminer les instants de commutation du controle. En effet le probleme est de
trouver Z = (t1,1t3,t4, 5, t7, ts, to, t11,tf) qui vérifie la fonction de tir F(Z) = 0, ou

- Cl(t4) — pmax E
(X.Cl)(t4)2
X“.Cy
cos(p(ta)) — X.Y].Ch
Co(ts) — ™
F(7) = (X.Co)(),
X“.Cy
cos(u(ts)) — X.Y].C
r(ts) — 6,4115489¢ + 006
v(ty) — 1,80834e + 003

v(ts) + 1,478 — 001

Pour résoudre ce probleme, on propose comme dans 1’étape 1 de l'algorithme proposé
dans la section 3.3.4, un couplage entre la méthode de continuation sur la borne maximale
(pmax ~max) des contraintes sur I’état et l’algorithme de tir multiple. On commence par
I'utilisation de ’algorithme de tir simple pour résoudre le systeme d’état sans contrainte,
puis on tire a partir des résultats obtenus une estimation initiale pour lancer I'algorithme
de tir multiple afin de résoudre le systeme simplifié perturbé défini de la méme maniere
que dans I’étape 1 de la section 3.3.4. Partant de ce systeme de référence, on réinjecte

le résultat comme initialisation du systeme d’état voisin. Plus précisément, partant d’une
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. a . ma.
borne maximale (@™ € ") et passant d'une borne maximale (™% ¢ 4, ) cou-

rante & une borne maximale (@™ 2* ) on se sert de Z%¢ pour lancer I’algorithme
de tir multiple afin de trouver Z%*. Les résultats sont tracés sur les figures fig.3.6. Par

ailleurs on observe qu’on ne suit pas I’arc singulier g dans le pont entre les deux frontieres.

Etape 2 : Dans cette étape on résout le modele simplifié IT avec M grand en met-
tant en oeuvre la méthode de continuation sur la borne maximale du controle M. Partant

T
du modele simplifié 11 avec M = 30 (rad/s), on réinjecte le résultat comme une initialisa-

T
tion du modele avec un M voisin. Plus précisément partant de M = 30 (rad/s) et passant

d’une borne M¢ & une borne suivante M7, on se sert de Z%¢ pour lancer I’algorithme de
tir multiple afin de trouver Z%T . Avec la méthode de continuation on trouve qu’a partir

de M proche de M = g (rad/s), on commence a suivre larc singulier g, voir fig .3.7.

10° Laltitude
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0.14

7000)
10 0.0}

9 6000
8 5000 9
> >
; f
4000|
-0.05|
6

3000

5
-0.1]
4 2000} .

0 400 0 400 0 100 200 500 600
Temps Temps

300 400
Temps
108 Le flux thermique

L'accélération normale 10* La pression dynamique

Temps Temps Temps

L'angle de gite

A1

500 600 700

300 400
Temps

™

Fia. 3.6 — Coordonnées d’état et contraintes sur ’état pour M = 30

(rad/s)
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F1G. 3.7 — Coordonnées d’état et contraintes sur I’état pour M = g(rad/s)

On continue la procédure de la méthode de continuation et on pousse vers un M assez
grand de 'ordre de M ~ 15(rad/s), voir fig .3.8.

Enfin les cout obtenus pour chaque modele sont donnés dans le tableau TAB. 2.

Modele Cofit associé
Modele simplifié I | 2,696725223086439e+008

M = % (rad/s) | 2,708435475756367e+008
M = %(rad/s) 2,697682207536621e-+008
M ~15 (rad/s) | 2,696723098307244e+008

TAB. 2- Cotits obtenus
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F1a. 3.8 — Coordonnées d’état et contraintes sur 1’état pour M ~ 15(rad/s)

Commentaire
™
Pour M = %(md/s), le pont entre les deux contraintes se décompose seulement en

v— et en ~yy; dans ce cas, on ne suit pas l'extrémale singuliere ~y. Par ailleurs, pour
M = g(rad/s), on commence a toucher g et on le suit brievement pour M ~ 15(rad/s).

T
On constate que, pour une petite dérivée de 'angle de gite (~ —(rad/s)), on perd 'opti-

malité du colt par rapport au modele simplifié I. Par contre, pour une grande dérivée de

langle de gite (~ 15(rad/s)), on remarque que le cout se rapproche de celui obtenu dans
le modele simplifié 1.

3.5 Controle optimal du probleme complet

Dans cette section on effectue le controle optimal de ’arc atmosphérique du systeme
complet (3.8), en dimension six, soumis aux trois contraintes sur 1’état (3.9), (3.10) et
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(3.11), et vérifie les conditions limites.

3.5.1 Extrémales du probleme non contraint

Remarquons que le systéme (3.8) décrivant I’arc atmosphérique est de la forme :
4= X(q) +wYi(q) +u2Ya(q),
avec u1 = Cos i, ug = sinu et ¢ = (r,v,~, L,l, x). On introduit le Hamiltonien :
H(q,p,u) = (p, X(q)) + w1 (p, Y1()) + u2(p, Y2(q)) + p’,

ou u = (u1,u2) et p = (Pr, Pv, Dy> DL, DI, Py) €St le vecteur adjoint.

En paramétrisant les trajectoires par ds = ¢(q)dt, on se rameéne & un probleme de
temps minimal, les controles vérifiant la contrainte non convexe u? + u3 = 1.

Définition 3.5.1 On appelle probléeme optimal convexifié le probléme ou la contrainte
u? +u2 =1 est remplacée par la contrainte convere u? + u3 < 1.

L’analyse du probléme convexifié est cruciale car les théoremes d’existence de trajec-
toires optimales s’appliquent dans ce cadre. La procédure est donc d’analyser les extrémales
du probléeme convexifié pour en déduire les trajectoires optimales de notre probléme d’ori-
gine, puis de vérifier si elles satisfont la contrainte initiale u? + u3 = 1.

Calcul des extrémales régulieres. D’apres le principe du minimum, les controles
extrémaux sont donnés, en dehors de la surface ¥ : (p, Y1) = (p,Y2) = 0, par :

_ _ (p, Y1) _ €OS Y Py
Uy = cospi = — = - —s 5
Vo s o Ve T
Y-
ug =sinp = — (. ¥2) = Px (3.45)

- 2, 2 2"
VY +p )t Vs R R
Les extrémales correspondantes sont dites régulieres, et celles qui sont contenues dans la

surfaces X sont dites singulieres.

Analyse des extrémales singuliéres. On utilise les résultats des calculs effectués
dans [7]. Les extrémales singulieres sont celles du systéme :

¢ = X(q) +u1Y1(q) + u2Ya(q),

— 1
avec X =y X, ¢p = —.
'

Elles sont par définition contenues dans la surface ¥ de commutation : (p,Y7) =
(p, Ya) = 0, soit :
Dy =Dy = 0.
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En dérivant par rapport a t, on obtient qu’elles vérifient de plus les contraintes :
<p7 [Xa}/l]> = <pa [X’ Y2]> = O)

qui définissent la surface Y.

Des calculs formels sur les crochets de Lie conduisent au résultat suivant :

Lemme 3.5.1 Les trajectoires singuliéres du systeme ¢ = X(q) + u1Y1(q) + u2Ya(q)
vérifient x = kn, k € Z.

Les simulations numériques montrent que cette situation n’arrive jamais. En fait on

verra que x(t) €]0, g] dans le domaine de vol.

Le calcul du systeme extrémal est compliqué en raison du nombre de termes, et a
été réalisé avec Maple.

dr )
— = wsiny;
dt 7
d i 1 SC
dit) = _% s;n'y_ip DUQ—i—QQrcosL(sin’ycosL—cos*ysinLcosx);
r
d 1 SsC
“@r _ (—&4—3)0057—1—7,0 chos,u—i—ZQcosLsinx
dt rPv 7 2" m
—i—QQB cos L (cosycos L + sinysin L cos x) ;
r
dL v
— =  —COSYCOoSY;
dt r TEORX
dl - wvcosysiny,
dt 1 cosL
d 1 SC
e _ Ecosvtr:mLsinerfp—L sin p + 29 (sin L — tany cos L cos x)
dt r 2" m cosvy
+ngsinLcosLsinX‘
r cos 7y ’
d i 1spv? (Cp OC
;Z; = —p, <290i;n7+28f7: (hf _87"D> + Q2 cos L (siny cos L — cos~y sin L cosx))
g0 v 02 cos L (cosy cos L + sin+y sin L cos ) v COS 7Y COS Y
(o7 (2555~ @) + ; L

+
P r2 cos L

1 1 Cyv?
pvs (Cp 0Cp pUS Q_QCL sin i+ < po qV \/ﬁ;
27%m cosvy 2 hs

v €Os7y sin 'y v cosvy tan L SiDX+Q2 sin L cos L sin x
X r2 v COS Y

hs or
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, 0Cp
dpy . 15PY =5, spvCp
= —p,siny — —= —
90 1 Q27 cos L (cosy cos L + sin+y sin L cos )
—py (cosy | 55+ =) — 5
r?uv r v
COS "y COS X cosy siny cosvy tanL siny Q27 sin L cos L sin x
r Ly cos L X r v2 cosy
1 pvs (Cp 0CL 1 pUS Cr, 0CL\ . 9
PO il (it T Tt 2 P Y (it T Wit 2 — 30 C .
2P (v Ty ) s 2pxmcosy v gy ) SmETOP VP
d
% = —PrUCOSY — Py (—w—FQ%‘cosL(COS'ycosL+sinvsinLcosx)>
r
_ Jgo v 027 cos L (—sin~y cos L + cos~y sin L cos )
_p,y —sm7y <_T + *) +
r?v o r v
v siny cos x vsinysiny 1 spovsinyCp .
+PL r o r cos L g Px m (cosy)? sin(y)
p, <_U sin~y tan L sin 90 (1+(tan’y)2> cos I cos x + Q%7 sinL cos L SZinX sin’y);
r v (cos7y)
dpr, . 2 . . 2
o — Do (—2Q rsin L siny cos L — Q% r cos2L cosvy cosx)
. (—2Qsianinx— 2027 sin L cosvy cos L — Q?r cos 2L sinvy cosx)
v
v cos~y sin y sin L
—D
r (cos L)?
2\ .
Ucosy<1—|—(tanL) )sz 02 oL si
—py +2Q (cos L + tan~y sin L cos x) + L eossn SR X ;
r v COS Y
dpi
o~
dt
d 0? L si in L si
% = —pUQ27“COSLCOS’}/SinLSinX—p—y <2Qcochosx— reos T SN S smx)
v
v cos7y sin x v COS7Y COS X
)L ————— P —
r r cos L
py (v cosy tan L COSX—&—QQtanvcosLsinx—i—er sin L cos L cosx);
r v COS Y

Remarque 3.5.1 Les remarques préliminaires citées dans [7] montrent qu’au cours du
vol, on peut considérer, avec une bonne approximation, que la trajectoire se projette sur
la trajectoire optimale du systéme simplifié I en dimension trois, étudié précédemment.

On est alors amené a choisir siny = 0 en dehors des arcs frontieres. Dans la suite
on note respectivement par y_ et 74, un arc associé a cospyu = —1 et un arc associé a
cos = 1.
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3.5.2 Le probléeme de controle optimal avec contraintes sur I’état

On prend maintenant en compte les contraintes sur 1’état. Les simulations numériques
et la stratégie de Harpold/Graves montrent que si la trajectoire contient des arcs frontieres,
cela doit étre dans l'ordre suivant : flux thermique, accélération normale, pression dyna-
mique. On vérifie numériquement que les deux contraintes sur le flux thermique et sur
I’accélération normale sont actives, mais si on cherche a saturer la contrainte sur la pres-
sion dynamique alors le point final désiré n’est plus accessible. Ainsi, les conditions aux
limites impliquent que la contrainte sur la pression dynamique n’est pas active au cours
du vol et alors on ne tiendra pas compte de cette contrainte dans la suite de cette section.

Calcul des controles frontiéres.

Flux thermique. La contrainte est :

C1 = Cyy/pv® < ™™ oft p = pgexp <TTh_ T) )
S

On obtient :

C1 = X.Cy + cos ju (Y1.Cy) + sin pu (Y2.C1) = 0,

or Y1.C;y =0 et ¥5.C7 =0 donc C’l = X.C7 = 0 est une contrainte secondaire, avec

_}C’qv‘l\/ﬁ sin 7y

XC =
! 2 hs
2 gosiny 1sCpp v? 2 . .
+3Cy/pv™ | = ~3 + Q%7 cos L (sinvy cos L — cos~y sin L cos) | .
r m
(3.46)
De plus :
C1 = X.(X.CY) + cos pu (Y1.(X.C1)) + sin p (Ya.(X.C1)) = 0, (3.47)
ol
1 Cyv’ 50y p?
i.(X.Ci)= - ZaV SYLPY (—1)2 cos Y12 — 6 hs go cosy + 6 hy Q273 (cos L)? cosy
4  herZm
+6hs Q13 cosL siny sin L cos ), (3.48)
YQ.(X.Cl):;QIPSSCLU:}QQTCOSL sin L sinX7 (3.49)
m
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et

1 Cy
X.(X.Ch) = 4h :4\:;2< virtm? — 24,2 g m? — 12Q% r*h 2 m2 02 (cos'y)2

—24 0310 sinx hy2m? cos Lv cosy + 48 hy? gom? Q%13 (cos L)?

—120% 7% h,2m? (cos L)4 1202 1t m? h? Q% (cos L)? + 1402 75 m2hy Q2 (cos L)?
—12h2 Q%0 (cos L)? m?2 (cosv)? (cos x)* + 12 hs2 Q* 6 (cos L)* m? (cos)? (cos x)?

—1204 512 m (COSL) — 2402 rm? hy? go — 14022 m? hy go
oC
—12p2h2 2 Cp2vtrt —3p% h2 0 $2rt aDCD+U47“4m2(COS’7)2
v
+12hs2 m? go? (cos ) — 130 sinyr* mphssCp

+36 phs? s Cpv?1° Q% (cos L) m siny + 24 hs? Q4 r® (cos L)* m? sin~y cos~ sin L cos x

—6phs?vdsr? 200D o sinym+6phsvdsr 886;) Q2% (cos L)* m sin~y

50 Y
oC
—6phsv ST‘STDQZmCOSL cos~y sin L cos x
v
2 5, 2 2 . 4 4 s 0Cp
—12v° sinyr°m*~ hs Q2° cos L cosy sin L cosy + 60" sinyr*mphs° s 3
,

+24 hy?m? gg cosyQ cos L sin x 2 v — 24 h? m? go (cos 7)2 Q273 (cos L)2
+12 hy m? v? (cos 7)2 2 go + 24 0% sinyrtm? hy? Q% cos L cosy sin L cos x

—36 phs? go sinym s Cp v?r? — 24 he? go sinym? Q2 cos L cos~y sin L cos x
+12h2m2 Q% r (cos L)? (cosy)? v — 36 phs® s Cpv?1° Q2 cos Lm cosy sin L cos y
+120% Q2 1t (cosy)? (cos x)? hs? m? (cos L)? + 4 hym? v® cosyr* Q cos L sinx

—12 hym? v? (cosy)? r° Q% (cos L)? + 2 hym? v* (cos)? 1% + 36 hs?> m? go (cos)?

+12h2m? QS (cos L)* (cos 7)2> ,
Ces calculs impliquent le résultat suivant :

Lemme 3.5.2 La contrainte sur le flux thermique est d’ordre deux et durant [’arc frontiére
on a :

p = arcsin 12 (X + arccos —X (X (2m)
VLX) + (Yo (X.C1)° VLX) + (Yo (X.C1))?
(3.51)
Accélération normale. La contrainte est :
. S CrL\*
Cy = C,pv? < ouC,=—Cpy/1+ | =] .
2m Cp

On obtient :
Cy = X.Cy + cos p (Y1.C%) + sin pu (Y2.Cy) = 0,
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or 1.0y = 0 et Y5.Cy = 0 donc Cy = X.Cy = 0 est une contrainte secondaire, avec

X.Cy = pvdsiny (acr—gr>+pv(aacq;rv+20r>

or
(_go sin(y) lsCDpv2

+ 027 cos L (siny cos L — cos~y sin L cos X)> .

r2 2
(3.52)

De plus :

Ch = X.(X.C3) + cos 1 (Y1.(X.Cs)) + sin p (Ya.(X.Cs)) = 0, (3.53)
ou

1 P 2.2, 2 2.2 3 100, .
X.(X. = T 79 4 5 r s s — 0 L

(X.C) L hZ A2 <8C’ go“m“hs® 4+ 8hs"m* v’ cosyr 7 cos L sin x

—24 %C;T vQ* (cos L)® 19 m? hy? siny cosy sin L cos y
oC, 0Cp
h52 5Y T
" ov Tow

+2pvts 02 cos Lm cos~y sin L cos x

+24 hg? mz% v go (cosy)? Q2 r3 (cos L)* — 12 b, m2% v Q76 (cos L)* (cosv)?

ov ov

—4pv3she?r® Cp == Q% (cos L)* m sin~y — 16 hy? m? v? (cos 7)? r5% Q2% (cos L)*

or

aC,
—8hs2m?—Lv% gy cosyQ cos L siny 2 — 16 hs> m2 Cy go cosyQ cos L sin x r2 v

ov
—8hym2 v cosyrt CrQ cos L sin x + 16 by m? v? (cos~)? r°C, Q% (cos L)?
oC,

_4h2m?
m ov

v Q2 r* (cos L)? (cosy)? — 8 hy> m*C, Q2 r* (cos L)? (cosy)? v?

+14v* sinyr*mhg G, s Cp p + 16 v siny r® m? hy Cp Q2 cos L cos~y sin L cos x

—16 0> sin’yr4 m?C,. Q% cos L hg? cosy sin L cos x

ocC,
—16 02 sinyr> m? hy? == Q% cos L cosy sin L cos x

or
oc, oC oC
—20° sinyrim —"s —Dphf — 803 sinyrtm?—L Q2 cos L hy? cosy sin L cos x
v  Or ov

oC,
14924 B0 r v go sinfme hS2 Q%73 cos L cos~y sin L cosy
v

oC,
+8v° sinyr®m? hy 8—T 02 cos L cos~ sin L cos y
v

aC,. dC
—802 02 r* (cosv)? (cos x)? hs? m2C, (cos L)* + 2 pv* s hy? 12 D

ov Ov

—— go sinym
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oC
—404 sin7r4mC’rs D 0 hg? —|—4pv3sh52r2 C’ra—Dgo sinym
v

or
oC, oC,
83 rdm?hy —L 0 (cosL)2 +20 =203 go sinymhs? s Cp pr?
ov ov
oC,
—16 hym? v? (cosy)? r2 Cy go — 12 hy? mQa—T v go? (cosv)?
v

oC,
416 hs? m? v? (cos 7)2 7“28—7" go — 24 h2m? C, go (cos 7)2 vir
T

oC
+8 021 by m? Cpv? (cosv)? — 12 b2 WQTT v? go (cosv)? r
(v

—8vtrtm? oGy hs + 8 v 12 m? hg oG, go + 49410 h® m? oC: v (cos L)?
or ov ov

+16v%2rm?C, g0 hg? — 2002 > m? hy? oC, go + 8v®rm? % 90 hs?

or ov

oC,

(cos L)? 78 m?2 hy? (cos)? (cos x)?

3 (cos L)?

v
—200% 1> m% hy C, Q2 (cos L)? — 4v* r*m? C, (cosy)? + 8 vt rtm? ? hs (cosv)?

r
+16%0g02 m? hs? 4 20 0% 15 m? hy? %Cr (cos L)* — 8v3 2 m? hy a@ﬁgo (cos)?

aC,
420 0% 12 m? hy C’rgo—12ﬁvﬂ4 (cos L)* rOm? hy? (cosv)? (cos x)?

+403 rtm? % 0% (cos L)? hg? — 16 C,. go m? hy? Q%13 (cos L)?

oC,
0% (cos L)? (cosv)? + 120410 h 2 m? v (cos L)*

oC,
+803 r® m? hg
ov

ov

oC oC
+4 0% r* h2m? 0 " 03 (cosy)? + 20 hy? =L 03 s Cp pr® Q% cos Lm cos~y sin L cos x
v

Ov
+16 hs? C s Cp pv? r° Q2 cos Lm cos+y sin L cos x
9Cp
v

+4pv3shg?rd C, Q2 cos L'm cos~y sin L cos y + 16 Q% r® sin x hs?m? C, cos Lv cos~y

oC
+80% P siny hy2m? —= v? cos L cosvy + 8v? rtm? C, Q2 (cos L)2 hg?

ov
oC, 8Cp

S B 0% (cos L)* m siny — 16 hy? C s Cp pv? r® Q2 (cos L)* m siny
v Ov

—2pvtshg?rd

oC,
—20 hg> 5 " (cosL)2 m siny + 6 hs2 C, 5% Cp? p? vt r
v

oC. oC
+60° sin7r4mhsa—TsCDp+2p2v532hs rtC, a—DCD
v
oC, oC,
—403 Q% (cos)? (cosx)? hs?m? 8—; (cos L)* = 10v* sinyr* m hy? B—TTSCD,O
- 2 2.2 14, 20°Cr 2 0°Cr 4 2

+16Cy go sinymhs“sCp pv r“+4v r"m th + 4 hg 902 v go sinymsCppr
—8h2ac 20415 (cos L) m? si in L

502 cos m* sin~y cos~y sin L cos x

2C 0%C
+8 hy? 811; 02 gom? Q213 (cos L)? (cosv)? + 4 hy? 811; v? go? m?
—8v3 15 m? h? OC, (cos L)? (cosv)? + 4 hy? O°C, vt sCp pr® Q% cos Lm cos~ sin L cos x

Ordv Ov?
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—8v® sinyr® m?h 22 g 02 cos L cosy sin L cosx — 40° sin~yr*m hg> 5 ou “sCpp
—4h? 8862' 02 Q48 (cos L)* m? (cos)? (cosx)? + 4 h,> 8862’ 02 Q110 (cos L) m?
92C, 9?C,
+8v3 r2 m? b, 5ray 0 (cosv)? + 4 hy? o2 02 Q40 (cos L)? m? (cos)? (cos x)?
2
—4 b 6862’ visCppr® Q2 (cos L)? m siny + 8 Q4 r® h,2m? C, (cos L)?
9C, 0?C,
+8v3r h288 (cos L)? + hy? 5,2 "8 52 Cp?p?rt
2 2
—4h? aavcr 02 Q418 (cos L) m? (cosv)? — 803 12 m? hy? o o " go — vt rtm? 885; he? (cosv)?
2
—4h? 880 v? go? m? (cosv)? — 8 h? 8862} v? gom? Q% r3 (cos L)?
v
2
+8 > aa; v? go sinym? Q% r® cos L cosy sin L cosy + 6 h> 88(/; v® s Cp? p?rt
+4he2m? vt (cosy)? 1 9Cy + p2 08 2 b2t G, 9Cp Cp —4hsm?v? (cosv)? r* C,
or ov Ov
+ 4t m2 G, (3.54)
]' 22 T T
Y1.(X.Cy) = 3 % <v2 cosy 12 (%CT hs — Cr> — hs %Cz;vgo cos 7y
s oC v Q% r? (cos L)? s —vQ%r® cos L siny sin L cos x
ov ov
—2hsCrgo cosy+2hs C, 0% (cos L)2 CoS 7y
+2hs Cr Q%1% cos L siny sin L cos ), (3.55)
et a0
1,0 v SCL<8UT T) 027 cos L sin L sin
Ya.(X.Co) = 5 - (3.56)

De méme on a le résultat suivant :

Lemme 3.5.3 La contrainte sur 'accélération normale est d’ordre deux et durant 'arc
frontiére on a :

Yo (X.Cy) I _X.(X.Cy)
VLX) + (Yo (X.C2))? VY1L(X.00)? + (Yo (X.C))?

= arcsin

(2m).

(3.57)

Construction d’une trajectoire optimale. La remarque 3.5.1 et la synthese locale
au voisinage de la contrainte pour le modele simplifié I conduisent au résultat suivant :

Lemme 3.5.4 La syntheése locale pour le modéle complet avec contraintes sur l’état, en
approximation, est de la forme Y_y1v fluz Y+ Yace Y+ Y-+ 00 Y—, Y4 sont des arcs réguliers
et Yfiuz, Vace SONt des arcs frontieres.
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A ce point de I’étude, il faut distinguer deux problémes selon la longitude, car dans les
conditions aux limites la longitude initiale peut étre fixée ou non.

Probléme 1 : longitude initiale libre. Dans ce cas p; = 0 durant le vol, la longitude [
n’apparaissant pas dans le systéme, on se ramene a un systeme de dimension cing. L’angle
final (ty) étant libre, on en déduit p,(ty) = 0, et la politique optimale dans ce cas, en
approximation, est de la forme v_v{vfiuaY+VaceV+, O Y4 (resp. v4) est un arc associé
au controle cospu = 1 (resp. cospu = —1), et Yfiuz (TeSP. Yace) est un arc frontiere pour la
contrainte sur le flux thermique (resp. pour 'accélération normale).

Probleme 2 : longitude initiale fizée. Numériquement on constate, dans ce cas, que la
contrainte sur ’accélération normale n’est plus active. On en déduit que la politique op-
timale est donnée, en approximation, par v_ 4 fruzY+V—-

3.5.3 Algorithme et résultats numériques.

Dans cette section on simule les extrémales solutions du principe du minimum de
Maurer [33] pour le modele complet avec les conditions aux limites données au TAB. 1.
Puisque dans la politique optimale le controle est indépendant du vecteur adjoint, alors
on va s’intéresser a simuler que le systeme d’état.

Probléme 1 : longitude initiale libre. D’apres Panalyse géométrique traitée précédem-
ment on déduit :

Proposition 3.5.1 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions aux limites, en ap-
prozimation, est de la forme Y_YiYfiuaV+YaceV+- Cest-a-dire qu’elle est constituée de
siz arcs consécutifs : un arc associ€é a cosy = —1, un arc associé & cosp = 1, un arc
frontiére associé au flux thermique, un arc associé a cospu = 1, un arc frontiére associé a
laccélération normale et un arc associé a cos y = 1, voir figure 3.21. De plus I’application
du principe du minimum impose les conditions suivantes :

Ci(t2) = ™™, (X.Cy)(t2) =0,

Co(ty) =", (X.C)(ts) =0.

ression | accdlération normale
presslom: - . LT T Ty T g
dynamique

ty

Figure 3.21— Trajectoire optimale (en approximation) pour le probleme 1.

Les extrémales du systéme sont donc paramétrées par les temps de commutation
du controle (1, to, t3, ta, t5 et ty ) et par les conditions initiales (x(0) et (0)). L’al-
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gorithme de tir multiple permet d’obtenir ces parametres pour lesquels la trajectoire
extrémale vérifie les conditions limites et les conditions imposées par le principe du mi-
nimum. Plus précisément on applique I'algorithme de tir multiple pour chercher Z =

(tl,tg,tg,t4,t5,tf,x(0),l(0)) qui vérifie F(Z) = 0, ou

Ci(ts) — 717, 30e + 003 T
(X.C1)(t2)
Co(ts) — 29,34
(X.C2)(ta)
r(ty) — 6,393140¢ + 006
u(ts) — 4, 45¢ + 002
L(t;) —0,1918

I(t) —2,9056

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures fig. 3.9.
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Fia. 3.9 — Coordonnées d’état et contraintes sur 1’état pour le probleme 1
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Commentaire

Le freinage de la navette est faible au début de la trajectoire du vol. Par ailleurs, il
devient tres important sur les deux contraintes sur 1’état (flux thermique et accélération
normale). La contrainte sur la pression dynamique est désactivée. L’azimut est toujours

Fs
entre 0 et 5 ce qui confirme 'absence d’extrémale singuliere. Le temps de freinage est

approximativement de 1000 s.

Probléme 2 : longitude initiale fixée. D’apres I’analyse géométrique traitée précédem-
ment on déduit :

Proposition 3.5.2 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions aux limites, en ap-
prozimation, est de la forme y_ vy YfuaV+7—. C’est-a-dire qu’elle est constituée de cing
arcs consécutifs : un arc associé a cosu = —1, un arc associ¢ a cos = 1, un arc frontiére
associé au flux thermique, un arc associé a cos = 1 et un arc associé€ a cos yp = —1, voir
figure 3.22. De plus l’application du principe du minimum impose les conditions suivantes :

Cl(tQ) = Spmax s (X.Cl)(tg) =0.

‘pression: -+ - .-
dynamique -

Figure 3.22— Trajectoire optimale (en approximation) pour le probleme 2.

Les extrémales du systéeme sont donc paramétrées par les temps de commutation du
controle (t1, t2, t3, t4 et t ) et par la condition initiale (x(0)). L’algorithme de tir multiple
permet d’obtenir ces parametres pour lesquels la trajectoire extrémale vérifie les condi-
tions limites et les conditions imposées par le principe du minimum. Plus précisément on
applique l'algorithme de tir multiple pour chercher Z = (t1,t2,t3,t4,tf,x(0)) qui vérifie
F(Z)=0,ou
[ Ci(t2) — 717,30e 4 003 ]

(X.C1)(t2)
r(ty) — 6,393140e + 006
v(ty) —4,45e 4 002
L(ty) —0,1918
I(ty) —2,9056

F(Z) =

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures fig. 3.10.
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F1G. 3.10 — Coordonnées d’état et contraintes sur I’état pour le probléme 2

Commentaire

De nouveau, le freinage de la navette est faible au début de la trajectoire du vol et il
devient trés important sur le flux thermique. L’accélération normale et la pression dy-
namique sont désactivées. L’azimut est encore entre 0 et g, ce qui confirme 'absence
d’extrémale singuliere. Comme le freinage est important sur les contraintes sur 1’état, le

temps de freinage est plus grand que celui réalisé dans le probleme 1 et est approximati-
vement de 1260 s.

Conclusion

Nous avons commencé dans ce chapitre par une modélisation de la rentrée atmosphérique,
ensuite nous avons expliqué ses différents modeles simplifiés suivant le choix de controle.
Ce choix avait pour but, d’appliquer, entierement, la théorie du controle optimal avec
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ou sans contraintes sur I’état et les méthodes numériques (expliquées dans les chapitres
précédents), et de donner une étude préliminaire du modele complet. Nous avons étudié
géométriquement et numériquement les deux modeles simplifiés. Enfin, avec une bonne
approximation, nous avons traité le modele complet.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette these nous avons d’abord étudié le probléeme de temps minimal pour le
transfert orbital. Nous avons ensuite expliqué I'algorithme de tir et la technique de conti-
nuation, considérés comme des outils numériques adaptés a résoudre un probleme du
controle optimal général a partir de conditions nécessaires d’optimalité. D’un point de
vue numérique, le tir simple couplé a la méthode de continuation sur la borne maximale
du controle s’avere étre parmi les méthodes les plus efficaces pour traiter le probleme du
transfert orbital. Nous avons poussé les simulations plus loin dans le cas plan, en utilisant
pour les poussées faibles un intégrateur multipas.

Nous nous sommes ensuite intéressés a établir des conditions nécessaires d’optimalité,
pour des systemes avec contraintes sur 1’état, applicables aux problemes de rentrée at-
mosphérique. Nous avons tout d’abord donné les résultats de Weierstrass dans le plan
pour obtenir des conditions géométriques nécessaires d’optimalité. Nous avons établi en-
suite la théorie de Kuhn-Tucker dont la version en dimension infinie a permis d’obtenir les
conditions nécessaires recherchées qui forment le principe du minimum de Maurer. Enfin
nous avons calculé les multiplicateurs associés a la contrainte, ce calcul étant lié a I’action
de l'algebre de Lie (engendré par les champs de vecteurs) agissant sur la fonction de la
contrainte.

Dans le dernier chapitre, Nous avons étudié le probleme du controle optimal d’une
navette spatiale en phase de rentrée atmosphérique. Nous avons commencé cette étude
par une modélisation du probléme physique et par une interpolation polynomiale de
Cp et de Cp, (respectivement coefficient de trainée et de portance). Nous avons résolu
géométriquement et numériquement le probléme simplifié en dimension trois (extrait du
modele complet), en traitant deux modeles simplifiés suivant le choix du controle. Les
résultats obtenus nous ont donné une étude préliminaire pour traiter le modele complet.

La contribution de cette theése se résume aux points suivants :

1. Adapter l'algorithme de tir (couplé par la méthode de continuation) pour résoudre
le probleme numérique (non convergence) issu d’une part de la singularité observée
par I'inversion de poussée (pour le transfert orbital), d’autre part de la non injectivité
totale de la fonction de tir.

2. Etablir des conditions nécessaires d’optimalité applicables au probleme de rentrée

atmosphérique.

. Simplifier le calcul des indéterminées (1), v, up) associées & la contrainte sur 1'état.

. Chercher la syntheése optimale au voisinage de la contrainte (d’ordre < 3).

5. Etudier le probleme de la navette spatiale en phase de rentrée atmosphérique ; dans
la validation numérique nous avons utilisé de plus la méthode de continuation sur la
contrainte. Cependant, le probléeme numérique est d’ajuster la trajectoire avant et
apres la traversée de la contrainte pour bien réaliser les informations imposées par
l'ordre de la contrainte.

=~ W

En ce qui concerne les axes de recherche a suivre apres cette these, on peut citer entre
autres :
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1. Etudier le systeme complet de la navette spatiale en phase de rentrée atmosphérique
en prenant la dérivée de I’angle de gite comme controle.

2. Chercher la synthese optimale au voisinage d’une contrainte d’ordre plus grand que
3 et surtout avec existence des trajectoires singulieres et la présence des points
conjugués.

3. Une fois la trajectoire optimale déterminée, on propose comme perspective de stabi-
liser la navette autour de cette trajectoire, de fagon a prendre en compte de possibles
perturbations en respectant les contraintes sur 1’état.

4. Implémenter, dans le cadre numérique, un code numérique de résolution d’un probleme
de controle optimal avec contraintes sur I’état par I’algorithme de tir multiple couplé
a la méthode de continuation sur la borne extrémale du contréle et/ou a la méthode
de continuation sur la borne extrémale de la contrainte.
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