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Chapitre 1
Introduction

Imagination is more important than knowledge.
Albert Finstein

Dans la vie quotidienne on est souvent confronté a toutes sortes de problemes
d’ordre économique, industrielle, militaire, etc. Un probléme peut étre décrit et représenté
sous forme d’un langage formel. Par exemple, plusieurs problemes peuvent étre formulés
sous forme d’un probleme d’optimisation combinatoire : il s’agit, en général, de maxi-
miser (probléeme de maximisation) ou de minimiser (probléme deminimisation) une
fonction objectif sous certaines contraintes. Proposer des méthodes (ou approches) de
résolution pour ce type de problemes revient a considérer deux points majeurs : la
qualité de la solution et le temps d’exécution. En général, la qualité de la solution est
elle aussi fonction du temps. Généralement, les méthodes que ’on met en ceuvre pour
résoudre un probleme d’optimisation combinatoire dépendent de la complexité de ce
dernier. La théorie de la NP-complétude (Garey et Johnson[11]) fournit de précieux
renseignements sur le genre de méthodes a adopter en fonction de la difficulté in-
trinseque des problemes. Plusieurs choix sont possibles pour traiter certains problemes
de l'optimisation combinatoire. Nous retiendrons les choix suivants (parmi ceux que
recensent Barthélemy, Cohen et Lobstein dans[2]) :

— appliquer des algorithmes exacts dont la complexité peut croitre exponentielle-

ment avec la taille des instances a traiter ;

— concevoir des heuristiques, c¢’est-a-dire des algorithmes qui tentent de fournir une

solution approchée, souvent assez bonne mais pas nécessairement optimale, en
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un temps de calcul “raisonnable”.

Ce sont ces types d’approches que nous avons été amenés a suivre pour la résolution
d’une classe de problemes de I'optimisation combinatoire : les problemes du type sac-a-
dos. En effet, il s’agit d'une classe de problemes ou chaque probleme est formulé comme
un programme linéaire en nombres entiers. Un programme linéaire en nombres entiers
est un probleme dans lequel certaines ou toutes les variables doivent étre entieres et
positives ou nulles. Tout programme linéaire en nombres entiers ne comprenant qu’une
seule contrainte fonctionnelle est appelé un probleme de sac-a-dos ou “knapsack” (ou
“knapsack unidimensionnel”). A cause de son utilité, ce probleme particulier est de plus
en plus utilisé dans le domaine décisionnel. Le domaine d’application de ce probleme
(ainsi que ses variantes) inclut des cas du domaine de transport, de la logistique, de
la fiabilité ainsi que de la production. Le probleme du sac-a-dos est parfois considéré
comme un sous probleme ou une relaxation de problemes plus complexes. Cette these
comporte deux parties. La premiere partie décrit I’étude de deux variantes du probleme
de sac-a-dos en se basant sur les méthodes de résolution approchée. La deuxieme par-
tie entreprend 1'étude d’une variante du probleme de sac-a-dos en s’appuyant sur une
procédure de séparation et évaluation (“branch and bound”). Plus précisément, la
premiere partie comporte deux chapitres. Le premier chapitre (chapitre 3) présente
une méthode approchée pour le probléme de la distribution équitable (“knapsack sha-
ring”). Dans un premier temps, nous proposons un algorithme exploitant certaines
caractéristiques de la recherche tabou. Cet algorithme est considéré comme une ver-
sion simple dans lequel nous utilisons (i) un parametre profondeur limitant la recherche
des solutions voisines autour des éléments dits “critiques” et (ii) une mémoire (liste
tabou) permettant la non stagnation de certaines solutions. Dans un deuxiéme temps,
nous proposons une version améliorée de I'algorithme. Nous introduisons cette fois-ci
une stratégie combinant l'intensification de la recherche dans l'espace des solutions
et la diversification de la solution. Il s’agit principalement d’introduire une modifi-
cation dans la facon d’appliquer le parametre profondeur utilisé auparavant dans la
version simple de I'algorithme. Le deuxiéme chapitre (chapitre 4) présente I’étude du
probleme de sac-a-dos généralisé a choix multiple ou encore le probleme du sac-a-dos
multicontraintes a choix multiple (“multiple-choice multidimesional knapsack”). Dans
ce chapitre, nous proposons deux méthodes de résolution. Une premiere méthode qui

s’appuie sur une “recherche guidée” qui est par la suite combinée avec une stratégie



de pénalisation sur des composantes de la fonction objectif. Une deuxiéme méthode
qui s’appuie principalement sur la recherche locale. La recherche locale appliquée au
probléme peut étre vue comme une approche en deux phases : (i) une premiere phase
qui consiste a faire des inter-changes pour tenter d’améliorer la solution en cours et (ii)
une deuxieme phase qui consiste a faire une diversification de la solution en acceptant
une éventuelle dégradation de la solution en cours.

En effet, pour la premiere méthode (la premiere partie du chapitre4), nous propo-
sons une procédure constructive qui tente de produire une solution réalisable pour
le probleme. Dans le cas ou la solution obtenue est réalisable, nous appliquons une
procédure s’appuyant sur la stratégie d’inter-change afin d’améliorer la qualité de la
solution initiale. L’application de cette derniere sur une solution non réalisable permet
aussi de réduire la non-réalisabilité de la solution. Dans un deuxieme temps, nous pro-
posons un algorithme de pénalisation qui s’appuie principalement sur une recherche
guidée. Cet algorithme est composé de deux phases principales : (i) une premiere phase
qui consiste a perturber le probleme original (en pénalisant certaines composantes de
la fonction objectif) et (ii) une deuxiéme phase qui applique une recherche locale sur la
solution perturbée en cours afin de tenter de produire une nouvelle solution de meilleure
qualité. A la fin de cette phase, une transformation simple permet de récupérer une
solution pour le probléme original. Ce procédé (les deux phases) est réitéré un certain
nombre de fois afin d’améliorer la solution. Dans la deuxieéme partie du chapitre 4, nous
proposons un algorithme de résolution approchée en se basant sur différentes phases.
Une premiere phase qui consiste a partir d’une solution initiale et d’effectuer une re-
cherche locale utilisant la notion d’inter-change. Une deuxieme phase est appliquée sur
chaque solution estimée non-améliorante sur le voisinage en cours; dans ce cas, nous
utilisons une procédure débloquante afin de tenter d’esquiver la solution en cours. Une
troisieme phase consiste a effectuer une diversification en utilisant une procédure per-
mettant de dégrader la solution en cours. Finalement, dans une derniere phase, nous
introduisons une mémoire (liste tabou) afin d’éviter les recyclages sur certaines solu-
tions explorées auparavant. Ces différentes étapes sont répétées un certain nombre de
fois pour tenter de produire une solution de “bonne qualité”.

La deuxieme partie de cette these est présentée sous forme d’un chapitre (chapitre 5)
qui entreprend I’étude du probleme de sac-a-dos généralisé (multidimensionnel) a choix

multiple. Nous proposons un algorithme de résolution exacte en s’appuyant sur une
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procédure de séparation et évaluation (“branch-and-bound”). Dans un premier temps,
nous commencons 1’étude par la réduction du probléeme original au probleme de sac-a-
dos a choix multiple qui sera considéré par la suite comme un probléeme auxiliaire pour
le probleme initial. Dans la méme partie, nous présentons une borne supérieure ainsi
qu'une borne inférieure de départ pour le probleme. Dans un deuxieme temps, nous
présentons une procédure de séparation et évaluation en s’appuyant sur une recherche
par le meilleur d’abord. Finalement, nous présentons une étude expérimentale en mon-
trant lefficacité de la méthode sur différents groupes d’instances de petite et moyenne
taille.

Finalement, le chapitre 6 résume les travaux effectués au cours de cette these et propose
une ouverture sur de nouvelles directions de recherche a court terme ainsi qu’a long

terme.



Chapitre 2

Les problemes de type sac-a-dos

Le probleme de sac-a-dos (ou knapsack problem) est un probleme classique d’opti-
misation appartenant a la classe des problemes NP-difficiles. On retrouve ce probleme
sous de nombreuses formes, comme par exemple, comment loger des morceaux de mu-
sique dans une cassette de sorte a avoir la plus longue durée de musique.

Le probleme est de remplir un sac-a-dos supportant un poids maximum c avec des
objets ayant un poids w;, pour j = 1,...,n, et un indice de satisfaction de telle sorte
que la satisfaction totale (fonction objectif) Z(z) soit maximale. La question qui se
pose est de savoir quels objets doit-on mettre dans le sac?

Ce probleme intervient comme un sous-probleme dans plusieurs problemes, par exemple,
les problemes de découpe (voir Gilomre et Gomory [12]) lors de la génération d’un pivot
du simplexe.

Sous le terme de “sac-a-dos” sont regroupées différentes variantes qui, bien qu’elles
semblent tres proches, ne font pas du tout appel aux mémes méthodes de résolution
-exactes ou approchées- pour une variante donnée. Dans ce chapitre, nous rappelons
les diverses méthodes de résolution du sac-a-dos unidimensionnel et nous présentons
ses variantes que nous avons étudiées ainsi que 'essentiel des approches de résolution

existantes.
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2.1 Introduction

Dans la littérature, il existe plusieurs versions du probleme du sac-a-dos. On pri-
vilégiera dans cette these, la formulation en 0 — 1. On considere un ensemble d’objets
étiquetés de 1 a n. Chaque objet j € {1,...,n} dispose d'un poids w; de valeur entiere
et d'un profit v; (réel a priori). On dispose d'un sac-a-dos dont le contenu ne peut
excéder une capacité ¢ entiere. On désire le remplir de facon a maximiser la somme des
utilités des objets emportés, en respectant la contrainte de capacité. Autrement dit, on

désire résoudre le probleme de programmation linéaire entiere suivant :

T € arg max { E vjx;, sous la contrainte g wiz; < c}.
je{l,....n
Jetlmt b 1<j<n

Le vecteur x := (x;,0 < j <n) € {0, 1}" est une solution du probléme avec z; = 1,
si 'objet j est emporté dans le sac et x; = 0 sinon.
Le probleme consiste donc a choisir un sous-ensemble d’objets parmi la collection d’ob-

jets initialement prévue en vue de maximiser la fonction objective :

Z(x) = Z VT
j=1

Nous formulons ’hypothese suivante :

Vie{l, n},w; <c et ij > c.
j=1

2.2 Le probleme de sac-a-dos

Dans ce paragraphe, on rappelle le probleme de sac-a-dos, KP (Knapsack Problem),
tel qu’il a été défini dans l'introduction. Il servira de probleme générique tout au long
de I'étude rapportée dans cette these.

On appelle une instance d'un probleme de sac-a-dos, la donnée des n profits v; pour
j = 1,...,n, des n poids w; pour j = 1,...,n et de la capacité c. Tout vecteur
binaire (1, xs, . .., T,) est appelé solution du probleme du sac-a-dos, KP. On dit qu'une
solution est réalisable, notée 7, si elle vérifie la contrainte de capacité, c’est-a-dire

Z w;Z; < c. La solution est dite optimale, notée x*, si elle est a la fois réalisable et
1<j<n
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si elle maximise la somme des valeurs profits des objets mis dans le sac. En d’autres

termes, pour toute solution réalisable z, on a :

n n
§ : = § : *

’Ulej S UjSC g
j=1 j=1

La formulation du probleme du sac-a-dos unidimensionnel, KP, en variables binaires

est la suivante :

( n
Maximiser Z(x) = Z VT
j=1
(KP) S.C ijxj <cg,
j=1
\ x; € {0,1}, pour j=1,...,n.

Diverses approches aussi bien exactes qu’approchées ont été développées pour résoudre
ce probleme (voir Fayard et Plateau [9], Martello et Toth [38], [37] et Pisinger [43]).

2.2.1 Les méthodes heuristiques

Parmi les méthodes heuristiques, on peut citer la méthode dite gloutonne. Un al-
gorithme glouton construit une solution de maniere incrémentale, en faisant a chaque

pas un choix maximisant (si 'objectif est de maximiser) une fonction objectif.

Comme il existe plusieurs variantes pour ces méthodes gloutonnes, nous présentons
ici une version simple et simplifiée. Tout d’abord, on ordonne les objets selon 'ordre

décroissant du rapport profit par poids, c¢’est-a-dire :

v U 1
A>2s > > >

w1 Wo Wy Wy,

L’algorithme glouton que nous présentons ici consiste donc a sélectionner a chaque
étape un élément selon 'ordre précédemment défini. Si I’élément est admissible, c’est-
a~dire si son poids ne dépasse pas la capacité restante (résiduelle) aprés fixation des
autres éléments, alors, il est mis dans le sac sinon, on sélectionne 1’élément qui se situe
juste apres et qui peut étre admissible et ainsi de suite de proche en proche jusqu’a

épuisement de tous les objets pouvant étre mis dans le sac.
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Ci-apres, ’heuristique gloutonne. Notons que cette méthode n’est pas la seule méthode

gloutonne de résolution pour le probleme du KP.

Entrée : Une instance d’un probleme de sac-a-dos;

Sortie : Une solution réalisable  ;

1. c:=c;
2. Pour j:=1 jusqu’an faire
Siw; <calors z;:=1;¢c:=¢—wj;
sinon 7; := 0.
FinSi
FinPour

3. Sortir avec une solution réalisable T

Fi1G. 2.1 — Heuristique gloutonne pour le KP.

2.2.2 Calcul de bornes supérieures et élément critique

Calculer des bornes supérieures ou inférieures (en fonction du contexte d’optimisa-
tion) permet d’encadrer la valeur de la solution optimale pour les problemes que I'on
tente de résoudre. Ensuite, elles sont utilisées pour le développement de méthodes de
résolution exacte s’appuyant sur des procédures d’énumération implicite (ou méthodes
de séparation et évaluation).

Dantzig [7] a proposé de calculer une borne supérieure pour le KP. Pour ce faire,
I'idée consiste a relacher chaque variable x; pour j = 1,...,n du probleme KP dans
'intervalle [0, 1] : le probléme relaché est donné par :

( n
Maximiser Z(z) = E VT
j=1

(LP(KP)) S.C ijxj <c
j=1

\ 0<z; <1, j=1...,n.

La résolution du probleme LP(KP) consiste a remplir le sac-a-dos objet apres objet

et de proche en proche jusqu’a sa saturation. Ensuite, on repére le premier objet ne
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pouvant étre mis en totalité dans le sac. On appelle cet objet 1’élément critique x,. 11

-1 ¢
s’agit d'un élément d’indice £ € {1,...,n} tel que ij <c< ij.
j=1 J=1

La solution de LP(KP) se présente alors comme suit :

1 sij=1,... 0—1,
-1
i’] = (C Zziezl J) Si ] — E,
0 sij=f+1,....m

La borne supérieure pour le probleme du KP notée par U By, est la solution optimale
de LP(KP). Une solution réalisable pour KP l'est aussi pour LP(KP). Ceci est vrai
puisque la contrainte d’intégralité sur les variables x; pour j = 1,...,n de LP(KP) est

plus relachée que celle de KP. On a :
Zipxp)(x) =UBg > Zgp(x).

Sachant que toute solution de KP est entiere, alors la valeur entiere inférieure de la
solution optimale de LP(KP) demeure une borne supérieure pour le KP. Nous avons

donc :

-1 (C . fol 'lU)
UBy= Y v+ | ——== . 2.1
d Z i+ o ¢ (2.1)
7j=1
Cette borne est communément appelée la borne de Dantzig [7].
Il peut y exister d’autres améliorations de cette borne. Parmi les plus connues est la

borne proposée par Martello et Toth [36].

2.2.3 Les méthodes de résolution exacte

Plusieurs approches de résolution exacte pour le probleme du KP ont été élaborées.
La plupart de ces méthodes sont basées sur les techniques énumératives. En général,
on s’appuie sur une méthode de séparation et évaluation. Il s’agit d’énumérer d’une

maniere implicite les solutions et d’en choisir la meilleure parmi toutes.
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La méthode de séparation et évaluation

Le concept général de ces méthodes se base sur une structure arborescente de re-
cherche de solutions. Chaque noeud de ’arborescence sépare 1’espace de recherche en
deux sous-espaces et de proche en proche, jusqu’a I’exploration totale de 'espace des
solutions.

Développer tout l'espace de recherche, consiste pour une instance de n éléments, a
développer 2" vecteurs binaires de taille n. Ce qui est excessivement lourd et irréalisable
au regard du temps d’exécution nécessaire a I’exploration de toute ’arborescence.

Les méthodes de séparation et évaluation se basent, en général, sur les principes sui-
vants mais different entre elles par le choix de stratégies a opérer pour la séparation,

le développement de ’arborescence et 1'utilisation de la fonction d’évaluation :

1. Séparation : ce principe s’effectue au niveau de I'instance du sac-a-dos. L’élément
de séparation peut étre pris selon un ordre prédéfini ou selon un élément défini
pendant 1’exploration. Le choix de I'élément de séparation est important pour

améliorer les performances de 'algorithme.

2. Développement : ce principe se fait selon une stratégie de développement qui

peut étre en profondeur ou par le meilleur d’abord.

3. Fonction d’évaluation : son choix est primordial puisqu’elle permet de réduire
I’espace de recherche. Selon les cas, il est parfois préférable de choisir une fonction
d’évaluation facile a calculer qu'une autre qui peut donner de meilleurs résultats
mais qui soit moins facile a calculer. L’idéal est de trouver un meilleur compromis

entre la qualité et la difficulté de calcul d’une fonction d’évaluation.

Dans ce qui suit nous présentons 'algorithme de séparation et évaluation développé
par Horowitz et Sahni [26]. Cette méthode considere les éléments ordonnés selon 'ordre
décroissant du rapport profit par poids. Ensuite, la séparation se fait sur 1’élément
suivant. Depuis chaque noeud de ’arborescence, et pour un élément j pris dans I'ordre
prédéfini, on développe deux branches : la premiere branche, x; = 1 correspondant a
I’élément j mis dans le sac et la deuxieme branche x; = 0 correspond a I’élément j qui
n’est pas mis dans le sac.

Le développement de I’arborescence se fait en profondeur, en privilégiant les branches
pour lesquelles les éléments sont mis dans le sac. La fonction d’évaluation utilisée est

la borne de Dantzig U B, présentée dans la section 2.2.2. Un élément n’est sélectionné
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que si son poids ne dépasse pas la capacité restante ou encore disponible du sac. Ainsi,
a chaque développement d'une branche complete de 'arborescence, la solution obtenue
reste réalisable. Le calcul des bornes de Dantzig se fait uniquement au niveau des noeuds
développés par une branche correspondant a un élément j non sélectionné, c’est-a-dire
correspondant a x; = 0.

Pour les nceuds développés par une branche correspondant a z; = 1, la valeur de la
borne de Dantzig n’est autre que celle du noeud pere. Celle-ci est comparée a la valeur
de la meilleure solution obtenue jusque la. Si la valeur de la borne est inférieure a la
valeur de cette meilleure solution, alors il est évident qu’on ne pourra jamais atteindre
une meilleure solution a partir de ce noeud. Dong, la troncature au niveau de cette
branche courante est possible.

La figure 2.2 représente les principales étapes de cet algorithme.

Entrée : Une instance d’un probleme de sac-a-dos;
Sortie : Une solution optimale z*;

1. j:=1; MeilleureValeur :=0;

2. Calcul de la borne supérieure U By qu’on peut atteindre depuis j
3. 8i UBy > MeilleureValeur alors
Développer une branche de ’arborescence en profondeur d’abord
pour obtenir une solution réalisable z’;
Ji=7+1;
Si Z(z') > MeilleureValeur alors
=2
MeilleureValeur := Z(2') ;
FinSi
FinSi
4. jr=maz{l: {<jetz,=1}
Tant que j existe faire.
z =0

Fin Tant Que;

5. z¥:=uz.

FiG. 2.2 — Algorithme de séparation et évaluation en profondeur pour le KP.
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2.3 Le probleme de la distribution équitable

Dans cette partie, nous présentons la modélisation du probleme de la distribution
équitable (le Knapsack Sharing Problem : KSP). Il s’agit d’un probléme en max —min.
Ce probleme possede un bon nombre d’applications dans les domaines du commerce,
du transport, des communications, d’allocation des ressources, etc. (voir Brown [3, 4]
et Tang [55]). Pour ce probleme, la distribution équitable ne consiste pas a partager en
parts égales les ressources mais plutot a maximiser la plus petite part. Autrement dit

privilégier le moins favorisé.

Prenons I'exemple de I'Etat qui a le souci de partager équitablement le budget
¢ alloué aux différents ministeres qui sont d’un nombre fixé a m. Chaque ministere
possede ses différentes priorités pour la réalisation d’un certain nombre de projets.
Allouer équitablement le budget aux différents ministeres, ne revient pas a diviser
le budget ¢ en parts égales, i.e. (%), entre les différents départements ministériels.
Mais comme chacun des projets d’un ministere 7, ¢ = 1,...,m, dispose d’un cout
de réalisation et d'un profit estimé, alors le probleme de partage équitable revient a
maximiser la plus petite valeur du profit global par ministere sans dépasser le budget
prévu pour la réalisation de ces projets (d’autres exemples sont présentés dans Brown [3]

et Tang [55]).

Plus précisément, nous considérons dans cette partie le probleme KSP a variables
binaires. Pour ce probleme, a chaque objet j sont associés un profit v; et un poids w;. On
dispose d’un ensemble A de n objets ott N est composé de m classes d’objets disjointes.
Si J; désigne la i-eme classe d’objets, i = 1,...,m,alorsVp=1,... . m,Vg= 1,...,m,
pour p # q, J,NJ, =0 et U™, J, =N.

L’objectif de ce probleme est de déterminer le sous-ensemble d’objets que nous
allons retenir dont la capacité a pour valeur c. Ce sous-ensemble est choisi de maniere
a maximiser la valeur de la fonction objectif qui réalise le minimum par rapport a

I’ensemble de toutes les classes.

Soit z; la variable de décision a valeur binaire, alors #; = 1 si I'objet j est pris dans

le sac, et x; = 0 sinon. Alors le probleme KSP peut étre formulé comme suit :



2.3. LE PROBLEME DE LA DISTRIBUTION EQUITABLE 13

.

Maximiser min {E vjxj}
1<i<m

J€J;

(KSP) s.c. ijxj <c

JEN

z; € {0,1}, pour j =1,...,n.

\

Les classes sont indexées de J; a J,, et les éléments d'une classe J;, 1 =1,...,m,
sont indexés de 1 a |J;|. Afin d’éliminer les cas triviaux, nous considérons lors de notre
étude que Y.\ w; > c.

Le KSP est un probleme NP-complet et on le retrouve dans la littérature sous la
notation KSP(Bn/m/1) (voir Yamada et Futakawa [62] et Hifi et Sadfi [22]), ce qui
signifie que nous disposons de n objets de type binaire (B), répartis sur m classes et
avec une seule contrainte.

Le probleme d’allocation max-min a été largement étudié (Brown [4], Kuno et
al. [30], Luss [31], Pang et Yu [42] et Tang [55]). Différentes approches, exactes et
approchées, ont été développées et adaptées spécialement pour ce probleme. Pour le
KSP en variables continues, Kuno et al. [30] ont proposé un algorithme linéaire. Ya-
mada et Futakawa [62] donnent un algorithme différent pour le KSP(Cn/m/1). Jusqu'a
présent, peu d’algorithmes exacts ou approchés ont été proposés pour le KSP a variables
binaires. En effet, Yamada et Futakawa [62] ont étendu 1’approche développée pour le
KSP(Cn/m/1) au probleme KSP(Bn/m/1). Les résultats expérimentaux montrent que
I'approche donne de bons résultats. Pour le méme probléeme, Yamada et al. [63] ont
proposé deux algorithmes exacts : le premier utilisant la méthode de séparation et
évaluation et le deuxieme utilisant une adaptation de la méthode de recherche binaire.
Les auteurs ont montré que leur deuxieme algorithme, basé sur la méthode de recherche
binaire, était plus performant comparé avec leur algorithme basé sur la méthode de
séparation et évaluation. Finalement, Hifi et Sadfi [22] ont proposé une approche basée
sur la méthode de programmation dynamique, dans laquelle le probleme de base est
décomposé en une série de problemes de sac-a-dos. Les auteurs ont montré que leur
approche donnait de bons résultats dans le sens qu’elle permet de résoudre certaines
instances de grande taille.

Dans le chapitre 3 nous nous intéressons principalement a la résolution approchée du

KSP. Pour cela, nous présentons dans ce qui suit les étapes principales d'un algorithme
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approché proposée par Yamada et Futakawa [62].

Un algorithme approché pour le KSP

Yamada et Futakawa [62] ont proposé une méthode gloutonne, c’est-a-dire que la
recherche d’une solution se fait pas a pas. A chaque étape, elle complete une solution
réalisable partielle obtenue a 1’étape précédente.

L’algorithme s’appuie principalement sur les étapes suivantes.

Soit le probleme auxiliaire Auzy(c®) suivant :

.
Maximiser Zvjxj
J€Jx
(Auxk(ck)) s.cC. Z wiz; < F
JEN
0<uz; <1, pour j € J.

\

ot Auxy(c®) est un probléme de sac-a-dos relaché et considérons les notations suivantes

(qui seront utilisées dans 'algorithme).

Notations

z*(c*) : représente la solution du probleme Auwy(ck);

Z8(ck) : représente 1'évaluation de la solution 7%(c*);

ny : représente la cardinalité de U'ensemble J, i.e, |Ji|;

vg,; : est le profit v; de I'élément j appartenant a la classe Jj ;

wg,; © est le poids v; de I'élément j appartenant a la classe Jj ;

xy,;  dénote la variable associée a 1'élément j appartenant a la classe Jj ;
f: {:1 Wy, et UJ’»“: {:1 Uk 1.

Soit maintenant le probleme C(KSP) défini comme suit :

On pose w

(
Maximiser —min {E Zk(ck)}
1<k<m 4
JE€Jk

C(KSP){ S

s.c. ck <c
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Soit (&, .

uk,]{?:L...

E’I’)’L

,¢™) une solution optimale de C'(K SP) de valeur z, et soient les valeurs

,m, définies de la facon suivante :

ur = min{yj : vf >z}

Dans la figure 2.3, nous décrivons ’algorithme approché de Yamada et Futakawa [62] :

L’heuristique développée utilise les valeurs uq, .

Entrée : Les vecteurs (n;), (wg;), (vk;), ¢, (u;) et &;
Sortie : La solution x et son évaluation z;
1. z:=12;
k.o .k k._ .k o _ )
W= wy, g, VY= 0y, g, Ji = up pour k=1,...,m;
2. Répéter
m
. i
3. 51 W(kmindk, ;) <c-— § :w alors
k=1
g(kmin)jkmin) = 1;
rUk'min — ;Uk'min + v . :
: (kmina.]k‘min) ?
Emin - o0 kmi ,
whmin = qpimin + w(kmin’]kmin)’
Sinon L(kmin dn,,;) 0;
Sijr<ng, k=1,...,m alors
kmin == arg min {v
5. z:=min{vl, ... o™}

F1G. 2.3 — Heuristique de Yamada et Futakawa.

.., Uy, et considere les éléments triés

suivant l'ordre décroissant du rapport profit par poids. En démarrant par la solution

réalisable triviale ot ;; = 1 si j < u, — 1, et ; = 0 sinon, pour & = 1,..

’)m7

I’heuristique prend les éléments un a un et tente de mettre le maximum d’éléments

jusqu’a saturation du sac. A chaque étape, I’élément considéré est le premier élément

en respectant 'ordre décroissant des rapports profit par poids des éléments. De plus,

cet élément doit appartenir a la classe pour laquelle la valeur de la somme des profits



16 CHAPITRE 2. LES PROBLEMES DE TYPE SAC-A-DOS

des éléments déja mis dans le sac et la plus petite par rapport a la valeur de la somme

des profits des éléments des autres classes déja mis dans le sac.

2.4 Le probleme de sac-a-dos généralisé a choix mul-

tiple

2.4.1 Présentation et formulation mathématique

Le probleme de sac-a-dos généralisé a choix multiple ou probleme de sac-a-dos
multidimensionnel a choix multiple ou encore probleme de sac-a-dos multicontraint
a choix multiple est une version bien particuliere du probleme du KP. Il peut étre
considéré comme une variante qui généralise encore plus deux problemes généralisant
a leur tour le probleme de sac-a-dos : le probleme du MDKP [54] et le probleme du
MCKP [41]. Ces deux généralisations ont bien été étudiées par le passé (voir Martello et
Toth [37], Pisinger [43] et Chu et Besaley [6]) pour lesquels diverses approches exactes

et heuristiques efficaces on été proposées pour les résoudre.

Nous rappelons que le probleme du MMKP est caractérisé par la donnée d’un vec-
teur capacité ou ressources C=(C*, C? ..., C™), d'un ensemble J ={J1, ..., Ji, ..., Jn}
d’objets répartis sur n classes disjointes telles que pour chaque couple (p,q), p # q,
p <netq<n,nousavons J,NJ, =0 et U,J; = F. Chaque classe i, i =1,...,n !,
est de cardinalité r; (nombre d’objets appartenant a la dite classe ).

A chaque objet j de la classe ¢ sont associés un profit positif v;; et un vecteur poids

_ 1 2
Wz’j = (wij7wij7 ceey

par classe dans le but de maximiser la valeur totale du choix sans que 1'une ou 'autre

w;?). Le but est d’attribuer au sac, exactement un et un seul objet

des contraintes capacités ne soient a un moment ou un autre violée. Le MMKP peut

donc étre formulé de la fagcon suivante :

!Nous ne faisons pas de distinction entre une classe J; donnée et son indice 4, sauf quand il y’a

confusion dans les notations.
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Maximiser Z(zx) = Z Z VijTij
i=1 j=1
s.c ZwajxijSC’k, E=1,...,m (1)
(MMKP) i=1 j=1
Zmij:l’ izl,...,n (2)
j=1
xij6{0,1}7 izl,...,n,jzl,...,n

\

La valeur z;; valant 0, signifie que l'objet j de la i-¢me classe n’est pas choisi ou
valant 1 signifie que 'objet ;7 de la i-eme classe est choisi.
Sans perte de généralité et pour éviter les solutions triviales, nous formulons I’hypothese

suivante :

3

n
H): min {wl-“.} <CF < max {wk-} our k=1.....m.
(H) Zlgg‘gn P 21<]'<Ti iif> P Y
1=

i=1
Nous rappelons que le probleme du MMKP est une généralisation des problemes
MDKP et MCKP.
En effet, si m = 1, alors le MMKP devient un MCKP et si n = 1 et si 'on supprime
la contrainte du choix (2), alors le MMKP devient un MDKP. Curieusement, peu de
travaux ont été consacrés au probleme MMKP (Moser et al [40], Khan et al. [27]
et [28]), contrairement au MDKP (voir Pisinger[43], Chu et Beasley [6]) et MCKP
(voir Dudinski [8], Nauss [41] et Pisinger [47]). Dans la suite, nous montrerons la
difficulté du probleme tant dans sa résolution exacte que dans 1’élaboration de méthodes
heuristiques pour la construction de solutions réalisables. Nous disons que chercher une

solution réalisable pour le probleme du MMKP est lui-méme un probleme NP-difficile.

2.4.2 Une méthode de séparation et évaluation pour le MMKP

Dans cette section, nous présentons une méthode de résolution exacte pour le
MMKP : méthode de séparation et évaluation. Celle-ci produit une solution optimale
pour des instances pouvant contenir jusqu’a 300 éléments répartis sur 10 classes (voir

Khan et al. [27]).
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Pour chacun des états de la solution du MMKP, une classe est dite libre si aucun
élément n’a été fixé dans cette classe, ou qu’elle est dite une classe fixée si au contraire,
un élément a été fixé dans cette classe. L’état fizée/libre des classes est désigné par
un vecteur s. Si une classe ¢ est libre, s; = 0, sinon la classe est fixée et s; = 1. Nous
représentons, 'état de la solution d’un nceud par un vecteur {z;;}, (i = 1,...,n),
(j =1,...,1;). Pour une classe fixée i, si x;; = 1, ceci signifie que I'élément j de la

i-eme classe est choisi dans la solution, et x;; = 0 sinon.

Une borne supérieure pour le MMKP

Supposons qu’au noeud ¢, on a ny classes fixées et ny = n — ny classes libres. La
valeur de la fonction objectif calculée en ce noeud est obtenue depuis les classes fixées

de sorte qu’on a :

La capacité restante des classes libres apres fixation des classes de branchement est
obtenue comme suit :

noor

Cy :C'k—ZZ(si = 1)wfj, k=1,...,m.
i=1 j=1
Considérons a présent U'instance I5(t) du MMKP. Il s’agit de I'instance telle qu’il

reste ny = n — ny classes libres a fixer de 'instance de départ I et le nouveau vecteur
capacité Cp = (C},C? ..., CF") correspondant aux capacités restantes apres fixation.

On définit la borne supérieure UB du MMKP a un nceud ¢ comme suit :
UB(t) = V(t) + VLr(pe),

ou LP(1I5(t)) représente le probleme relaché de I'instance I5(t) issue de I'instance initiale
I et V(.) étant I’évaluation de la fonction objectif Z(x).

Puisque Vip1,t)) = Vi), UB(t) est donc une borne supérieure de I atteinte depuis le
neeud ¢. Et comme solution efficace pour le probleme LP(I), on utilise la méthode du

simplexe par exemple.

Un algorithme optimal

Dans ce paragraphe, nous présentons les principales étapes de l'algorithme de

séparation et évaluation tel qu’il a été proposé par Khan et al. [27]. Donnons une
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représentation d’une solution de MMKP.

classe — J1 Jo JIn

. —— ~
colonne/objet — 1 2 3 1 2 3 4 ... 1 2
vecteurr — 1]ofofolof1[o]-Jo|1]

F1G. 2.4 — Représentation binaire d'une solution de MMKP.

Nous donnons d’abord quelques notations propres a cet algorithme.
Notations :

n : nombre de classes,

r; : nombre d’éléments dans la classe 1,

v : vecteur valeur solution,

W;; : vecteur poids d'un élément j de la classe 1,

C' : vecteur capacité, x : vecteur solution,

s vecteur état des classes,

C, : vecteur capacité restante apres fixation,

V' : valeur de la fonction objective Z(z),

ny nombre de classes fixés et n; nombre de classes libres,

b : classe du branchement,

UB : borne supérieure pour le MMKP.

L’algorithme que nous décrivons dans la suite fonctionne de la maniere suivante :

1. On démarre par une solution dont I’état de toutes les classes est libre, ensuite on

calcule une borne supérieure a ’aide de la méthode du simplexe calculée par le

Cplex par exemple. On choisit la classe b de branchement. Il s’agit d'une classe

dont I’état est libre. On initialise la recherche par ce nceud comme neceud actif de

démarrage.

2. On cherche un noeud e appelé e-neud, celui-ci est le noeud actif ayant la plus

grande borne supérieure calculée UB.

3. Si le nceud e ne contient aucune classe libre (c’est-a-dire toutes les classes sont

fixées : (s; = 1, Vi=1,...,n)), alors le nceud e représente la solution optimale

et ’algorithme s’arréte.
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4. Si le noeud e possede au moins une classe libre i (s; = 0), alors ce nceud est
développé en fixant la classe de branchement b. Sélectionner la classe b revient a
réaliser les étapes suivantes pour chaque élément de la classe b :

— construire un neeud ¢ ou tous les éléments fixés sont les éléments fixés du nceud
e et ’élément j de la classe b,
— calculer la borne supérieure UB en ce noeud,

— choisir la classe de branchement s’il existe des classes encore libres en ce nceud,

si le nceud t est réalisable, alors insérer ce noeud comme nceud actif dans 'arbre

de recherche.

5. Aller a I’étape 2.

Ci-apres les principales étapes de I'algorithme décrit dans la figure 2.5 :

Entrée : Une instance de MMKP;
Sortie : Solution optimale de MMKP ;

Initialisation :
1. V=0n=nCf=CFVk=1,...,m, 5 =0,Vi=1,...,n; /* Initialiser avec toutes les classes libres */
2. UB «— Simplexe(); /* Trouver une borne supérieure pour MMKP*/
3. @y ——max{zy s =0, i=1...,nj=1..,71}; /*x;; € [0,1], solution réelle trouvée par Simplexe()*/
4. Insernwud(z,s,V,ng, Cp,b,UB); /* Insérer le ler nceud dans arbre */
Etape générale :
Tant que(1)
1. t+— ExtraireneudMax(); /* Extraire le noeud actif ayant la plus grande valeur UB */
2. z=t—z,s=t—s b=t—b/* Développement de la branche b */
3. 8Si(t — mn2 <0) alors
retourner ¢t — z; /* Retour §’il n’y a plus de variables libres*/
sy =1, x, =0, ng = (t — ng) — 1; /* Fixation de la classe de branchement b */
Pour j =1,...,r, faire
y==z, Ci=1t— Cy;
y; = 1; /* Fixation de I’élément j de la classe b */
Cp=Cp =Wk, Vk=1,....m, V = (t = V) +up;; /* Mise a jour de Cy et de V' */
UB «—simplexe(); /* Trouver une borne supérieure UB */
Si (UB > 0) alors

@y e—max{yy; 1s; =0, i=1,...,n,j=1...,71}; /* Trouver la classe du branchement suivant */
Inserneud(z, s, V,ng, Cy,b ,UB); /* Insérer le noeud actif suivant */
Fin Si
Fin_Pour

Fin_Tant Que

Fi1G. 2.5 — Algorithme de résolution par séparation et évaluation pour le MMKP.




2.4. LE PROBLEME DE SAC-A-DOS GENERALISE A CHOIX MULTIPLE 21

2.4.3 Meéthodes de résolution approchée pour le MMKP

Il existe dans la littérature peu de méthodes heuristiques développées pour le
MMKP. Moser et al. [40] ont proposé une heuristique de résolution basée sur une
méthode de relaxation lagrangienne ou plus précisément sur une dégradation avanta-
geuse des multiplicateurs de Lagrange. Une autre heuristique a été proposée par Khan
et al. [28], cette derniere s’inspire du principe d’agrégation des ressources consommées

et utilisé par Toyoda [56] pour résoudre le MDKP.

Une premiere heuristique pour le MMKP

A présent, nous présentons une premiere heuristique de résolution pour le MMKP.
Celle-ci a été développée par Moser et al. [40].

L’heuristique, Heul, proposée par Moser et al. [40] est antérieure a I’heuristique
développée par Magazine et Oguz [33]. Cependant, elle est développée de telle sorte
qu’elle prend en compte les contraintes du choix.

Cette heuristique, démarre en choisissant pour chaque classe J; pour i = 1,...,n,
I'élément j du plus grand profit v;; et en initialisant les différents multiplicateurs py,
pour k =1,...,m a zéro. En général, les contraintes de capacité seront violées.

Le choix initial des éléments sélectionnés est adapté pour respecter les contraintes de
capacité. Ce procédé d’amélioration est répété pour la contrainte k" la plus violée parmi

toutes les contraintes k = 1,..., m comme suit :

1. Pour chaque élément j de la classe J;, on calcule I'accroissement 9;; du multi-
plicateur . Cet accroissement résulte de I'interchange de I’élément sélectionné

avec un autre élément 7 de la méme classe.

2. Eventuellement, 1'élément j' correspondant au plus petit accroissement pour
le multiplicateur gy est sélectionné pour l'interchange. Ce choix minimise la
différence entre la solution optimale et la solution obtenue par I'’heuristique Heul.
Ce procédé est réitéré jusqu’a ce que pour chaque classe, un élément ait été choisi
sachant que les contraintes capacités sont vérifiées ou qu’il n’y ait plus possibi-
lité d’interchange entre les éléments. Dans le premier cas, la solution obtenue est

réalisable, dans le dernier cas, le probleme n’admet pas de solution.

3. apres que les étapes de Heul, citées ci-dessus, aient été exécutées avec succes, il

reste des capacités résiduelles du sac. Cet espace résiduel, doit étre utilisé pour
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améliorer la solution en remplacant des éléments sélectionnés par des éléments
de plus grand profit.

Chaque élément j de la classe J; est comparé a 1’élément sélectionné dans la
solution en cours. On teste quel élément de plus grand profit peut remplacer
I’élément fixé dans la solution et sans violer les contraintes capacités. Ce proces-
sus est réitéré jusqu'a ce qu’il n’y ait plus d’interchanges possibles. La solution

obtenue par les éléments sélectionnés est réalisable.

Dans ce qui suit, nous présentons les principales étapes de 'algorithme Heul :

Entrée : Vj; : profit de I'objet j de la classe J; pour i =1,...,n.

WZ; : k-iéme poids de 'objet 7 de la classe J; pour i = 1,...,n.

J; : classes d’objets j pour i =1,...,n.

C* : capacité du sac pour k=1,...,m;

Sortie : Eléments sélectionnés de poids Wi’§-7 pourk=1,.... mi=1,...,n, j=1,...,7r;;
Initialisation et normalisation :

1. Pour (k=1,...,m), faire u = 0; /* Démarrer avec des multiplicateurs nuls */

2. Vi=1,...,n, Trouver 1’indice j; de 1’élément de plus grand profit V;; dans la classe J;;

Sélectionner cet élément;

/* Sélectionner 1’élément de plus grand profit dans chaque classe */
k

wk.
3. Pour chaque contrainte k=1,...,m, poser C}’j = Wi];, pour chaque ¢ =1,...,n j=1,...,7;;
/* Normaliser les poids de chaque objet et par rapport & chaque contrainte*/,

4. Calculer Wy =317, 221:1 WZ; , pour k=1,...,m; /* Calculer la violation des contraintes */

Etape générale :

Tant que(¥y >1, k=1,...,m ou aucun inter change n’est possible) faire

1. Trouver la plus forte violation k' telle que U,/ > 1;

2. 85 =(Vig, = Vij — 2ok Nk’(Wi];'i - WS))/(WZ; - W/E/) pouri=1,...,n,j=1,...,7r;
Trouver la classe i’ et 1’élément j’ € J;/ correspondant au plus petit d;;

3. Upr = P + 61]1/ et V=V, — Wk

iy +W£;/,pour k=1,...,m;
4. Remplacer 1’élément d’indice j;; de la classe J; par celui d’indice j;,;
5. Calculer 61-3- pour tous les éléments non sélectionnés par rapport

4 1’élément sélectionné dans chaque classe :

8ij= Vij, — Vij, 81 Vi, — Vij > 0 et Uy = U — WE +Wi’;{/ <l,pourk=1,...,m

1ji/
et §;; = 0 sinon;
. Trouver la classe d’indice i’ et 1’élément d’indice j/, de plus fort Jj;;
. Faire 1’inter change avec le nouvel élément;
. Calculer W, =31, 2;1‘:173-;5]-1( Wi]; + WZ';: , pour k=1,...,m;
. 81 Uy <1, pour k=1,...,m alors le probléme admet une solution;

© 00 N O

Sinon le probléme n’admet pas de solution;

Fin_Tant Que

F1G. 2.6 — Procédure Heul : une premiere heuristique pour le MMKP.
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L’heuristique Heul décrite dans la figure 2.6 a une complexité de 'ordre de O(m(nr)?+

mr) ou r = max{ry,...,r,} (voir Moser et al. [40]).

Une deuxieéme heuristique pour le MMKP

Nous présentons ci-apres la méthode de résolution approchée développée par Khan

et al. [28]. Celle-ci est résumée dans les étapes suivantes :

1. L’algorithme démarre par une solution de sorte que dans chaque classe J;, on fixe
I'élément j de plus faible profit v;;. Itérativement, on tente d’améliorer graduel-
lement la solution obtenue, en remplagant les éléments de plus faible profit par

ceux de profit plus grand tout en garantissant la réalisabilité.

2. On utilise le concept d’agrégation des ressources de Toyoda [56] en transformant

le vecteur poids d'un élément j de J;, c’est-a-dire, W;; = (wilj, e ,wg-‘), comme
suit :
W, C '
a;; = <|UT|>’ pour j =1,...,|Jq,

ou (.,.) est le produit scalaire dans IR™ et |.| est la norme euclidienne dans IR™.

L’idée principale est de pénaliser la consommation des ressources dépendant de
I’état courant des ressources. Elle applique une forte pénalité pour les poids im-

posants et une faible pénalité pour les poids les moins imposants.

3. Par la suite, un processus de fixation d’un élément est appliqué. Cela consiste a
choisir I’élément qui maximise la valeur des ressources aggrégées disponibles. En
revanche, si un tel élément ne peut étre trouvé, on cherche un élément maximisant

le gain par unité de profit des ressources agrégées.

Cette procédure, que nous notons par AppAlg, suppose que pour chaque classe J;,
les éléments j, pour 7 = 1,...,r; sont rangés dans l'ordre croissant des valeurs profits,
c’est-a-dire :

.o N
sij <y alors v,7 <wv,s, pour une classe J;.

La stratégie qui consiste a remplacer un élément de plus faible profit par un autre

de profit plus important et tous deux appartenant a la méme classe, s’appelle une
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revalorisation puisqu’on tente d’augmenter la valeur de la solution. Une revalorisation
est dite réalisable si la solution obtenue est réalisable, sinon la revalorisation est dite
non réalisable.

Ci-apres une représentation des principales étapes de ’algorithme approché AppAlg
avec quelques notations :

Notations :

p : vecteur position de chaque élément des classes J; pour ¢ = 1,...,n dans la solution.
(' : vecteur des ressources consommeées.

Aa : ressource agrégée épargnée.

Awv : gain total par unité de ressources agrégées.

Entrée : Une instance de MMKP ;
Sortie : Une solution approchée pour MMKP ;

Initialisation :

1. Pour (i=1,...,n), faire p; = 1; /* Démarrer avec des éléments de plus petite valeur profit */

n i

2. Vk=1,...,m, CF=> "> "wj, ; /* Calculer les consommations des ressources*/
i=1 j

Etape générale :

Tant que(1) /* Amélioration itérative*/

1. Pour (i=1,...,n), faire Adimaz =0, AVimaz =0;

2. Pour (i=1,...,n; j=p;i+1,...,7;) faire
Si(Fk:k=1,...,m, C’{C - wfpi + wfj > CF, continue;
Aa; = W ; /* Calculer épargne des ressources agrégées */
8i (Aa; > A@imag) alors
Atimazr = Aa;, 1Max = 1, Jimaz = J;
/* Revaloriser avec le maximum de 1’épargne des ressources */
Si (Aa; < 0) alors
Av; = 71}1.12;:” ;
Si (Av; > AVimag) alors
AVimaz = Avj, iMax =4, Jimaz = J;

/* Revaloriser avec le maximum de valeur/agrégation */

Fin Si
Fin_Pour
3. SiVi=1,...,n (Atimaz <0 etAvVimagz < 0);
retourner p;, Vi=1,...,n;
4. Cf=Cf—wh pp +wk .. /% Mise a jour des ressources consommées */
5. Pimaz = Jimaz ;
Fin_Pour

Fin_Tant Que

FiG. 2.7 — Procédure AlgApp : une deuxieme heuristique pour le MMKP.
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La boucle de “Etape générale” de AppAlg tente de trouver une revalorisation
réalisable. Si une telle revalorisation est possible, la solution est mise a jour et I'heu-
ristique procede a une autre itération. Trouver une revalorisation réalisable repose sur

les principes suivants :
1. trouver I'agrégation des ressources Aa de toutes les classes.

2. il existe au moins une revalorisation réalisable permettant de disposer des res-
sources agrégées, alors AppAlg sélectionne la revalorisation qui maximise I’épargne

des ressources agrégées ;

3. en revanche, s’il n’existe pas de revalorisation réalisable permettant d’avoir des
ressources disponibles, alors AppAlg choisit la revalorisation qui maximise le gain

par unité de ressources agrégées.

Notons que la complexité au pire cas de AppAlg est évaluée a O(mn?(r — 1)?), o
r =maz{ry,...,r,}. En effet, AppAlg démarre en fixant les objets, dans chaque classe
de plus faible profits v;;, et le processus est réitéré jusqu’a obtention d'une premiere
solution réalisable. Pour la classe i, AppAlg applique au plus (r — 1) revalorisations.
Alors, le nombre maximum de revalorisations possibles est de Y1 (r; — 1) < n(r —1).
Ce qui signifie que la boucle générale de la revalorisation nécessite au maximum n(r—1)
opérations.
Maintenant, chaque itération de cette méme boucle, utilise deux boucles supérieures
avec deux étapes les plus colteuses avec une complexité au pire chacune de O(m).
Donc la complexité des ces deux boucles est de O(mn(r — 1)). En combinant les deux

résultats, on conclut que AppAlg a une complexité au pire de O(mn?(r — 1)?) (voir

28]).
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Chapitre 3

Un algorithme approché pour le
probleme de la distribution

équitable

Nous traitons dans ce chapitre le probleme de la distribution équitable (“Knapsack
Sharing”). Nous proposons un algorithme de résolution approchée exploitant certaines
caractéristiques de la recherche tabou. Dans un premier temps, nous présentons la ver-
sion simple de cet algorithme dans laquelle nous utilisons (i) un parametre profondeur
limitant la recherche des solutions voisines autour des éléments dits “critiques” et (ii)
une mémoire (liste tabou) permettant la non stagnation de certaines solutions. Dans un
deuxieme temps, nous proposons une version modifiée de 1’algorithme en introduisant

principalement une nouvelle profondeur. (1)

3.1 Introduction

Nous rappelons que le probleme de la distribution équitable (KSP) est défini par un

ensemble de n objets et un ensemble de m classes, ou a chaque objet j sont associés un

ICette partie traite d’un article que nous avons publié : M. Hifi, S. Sadfi and A. Sbihi sous le
titre “An Efficient Algorithm for the Knapsack Sharing Problem”, dans Computational Optimization
and Applications, 2002 ; 23 :27-45, et d’une conférence internationale; Conférence Internationale en
Recherche Opérationnelle CIRO’02, UCAM, Marrakech, Maroc, 2002
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profit v; et un poids w;. Si J; désigne la i-eme classe d’objets, pour i = 1,...,m, alors
Vp=1,....m, Vg=1,....m, p#q, J,NJ, et U™, J; = N. L’objectif de ce probléme
est de déterminer le sous-ensemble d’objets a retenir dans le sac (“knapsack”) dont la
capacité a pour valeur c. De plus, ce sous-ensemble est choisi de maniere a maximiser
la valeur de la fonction objectif qui réalise le minimum par rapport a ’ensemble des
classes de NV sans violation de la capacité.

Formellement, le KSP peut étre écrit sous la forme suivante :

Maximiser =~ min {E vjxj}
1<i<m

J€J;

(KSP) s.cC. Zw]’l’j <c

JEN

z; € {0,1}, pour j =1,...,n.

(

\
ou x; dénote la variable de décision et qui vaut 1 si I'objet j est mis dans le sac, 0
sinon. Pour ce probléme, nous rappelons aussi les hypotheses suivantes (énoncées dans

le chapitre 2) :

- Les valeurs de v, j € N, sont des entiers strictements positifs.

- Z w; > ¢, ce qui permet d’éliminer des cas triviaux.
JEN

Le KSP & variables binaires a été étudié par Yamada et al. [62, 63] et Hifi et
Sadfi [22]. Ces auteurs se sont principalement intéressés a la résolution exacte du
probleme. Les méthodes exactes proposées s’appuient principalement sur (i) des méthodes
de séparation et évaluation et (ii) des techniques de la programmation dynamique. Les
auteurs ont montré que ces méthodes arrivaient a produire des solutions optimales
pour le probleme étudié, il n’en reste pas moins que pour traiter des instances plus
importants du probleme, il est nécessaire d’utiliser des méthodes approchées.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution approchée du probleme de la
distribution équitable. Dans un premier temps, nous présentons une premiere approche
dans laquelle nous utilisons (i) un parametre profondeur limitant la recherche des so-
lutions voisines autour des éléments dits “critiques” et (ii) une mémoire (liste tabou)
permettant la non stagnation de certaines solutions. Notons que cette approche s’ins-
pire de la recherche tabou [14, 15, 16]. Par la suite, nous présentons une amélioration
de I'algorithme de la premiere partie en introduisant une stratégie combinant l'inten-

sification de la recherche et la diversification de la solution. Il s’agit principalement
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d’introduire une modification sur la facon d’exploiter le parametre profondeur. Finale-
ment, nous présentons une partie expérimentale pour évaluer la performance des deux

versions de 1’algorithme.

3.2 Une premiere méthode approchée

Dans cette section, nous commengons (section 3.2.1) par décrire les éléments cri-
tiques associés a une solution du KSP. Par la suite (section 3.2.2), nous donnons une
représentation d’une solution réalisable qui facilitera, lors de l'utilisation d’une re-
cherche locale, 1'utilisation de la notion d’une solution voisine. Dans la section 3.2.3
nous présentons une procédure constructive qui permet de générer une premiere solu-
tion réalisable pour le KSP. Finalement, dans la section 3.2.4, nous décrivons les étapes

principales de la premiere version de I'algorithme.

3.2.1 Les éléments critiques et le probleme de la distribution
équitable

Nous utilisons une décomposition du probleme KSP en une série de problemes de
sac-a-dos utilisée par Hifi et Sadfi [22]. Les auteurs ont montré que chacun des sac-a-
dos, noté K P;f, 1 =1,...,m, pouvait représenter un probleme auxiliaire au probleme

du KSP. En effet, cette série de problemes de sac-a-dos peut étre décrite comme suit :

(
Max E Ujl’j

JE€J;
Eji
(KPJz ) S.C ijacj < EJi
Jje€J;
z; € {0,1}, pour j € J;

\

N . TS _ ) cJ. ,
ou ¢y, est un entier positif vérifiant ¢;, < ¢, pouri =1,...,m, et K P, représente
3

le probleme de sac-a-dos, de capacité ¢;, associé a la classe J;.

Nous rappelons qu'un probleme de sac-a-dos peut disposer d’un élément critique
(voir le chapitre 2). Dans notre étude, nous considérons que chaque probleme K P;f,
i

= 1,...,m, dispose d'un élément critique, noté r;, (lorsque les contraintes sur les
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x; sont relachées, i.e., 0 < z; < 1). Une adaptation des notations de la section ?? du
chapitre 2 sur I’élément critique d’une solution du probleme KP, permet de la réécrire

de la maniere suivante :

7“(72.—1
> w, <6y, (3.1)
k=1
T’JZ.
Z Wk, > Cy, (32)
k’(]i:1
Y e <e (3.3)
i=1

L’équation (3.1) signifie que tous les éléments, dont l'indice est inférieur a celui de
I’élément critique 7, sont fixés a “un” et par conséquent, la solution ainsi obtenue reste
réalisable pour cette classe. L’équation (3.2) signifie que le rang de ’élément critique
pour lequel la solution en cours devient non réalisable est 1’élément lui correspondant
fixé & “un”. Finalement, I’équation (3.3) entraine que la solution reste réalisable pour

chaque sac-a-dos et donc réalisable pour le KSP.

3.2.2 Représentation de la solution

Nous avons choisi une représentation standard pour le probleme KSP qui consiste a
considérer la configuration sous forme d’un vecteur S (voir la figure 3.1) de dimension n.
Le contenu de chaque case S(j) = x; du vecteur désigne si I'objet j est fixé a 0 ou a 1

dans la solution.

classe — J1 Jo Im
. — ——— ~
objet — 1 2 3 1 2 3 4 --- 1 2
(sous)vecteur %’1‘0‘0‘1‘1‘0‘0‘-~-‘0‘1‘

F1G. 3.1 — Représentation dune solution du KSP.

Cette représentation permet aussi de faciliter le calcul de 1’évaluation de chaque
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solution, donnée par :
£(S) = min { S 0SS ij(j)}, ot S=(Si,....5n).
jen J€Tm

Notons que, dans notre cas, des précautions peuvent étre prises afin d’éviter les
solutions non réalisables (comme nous le décrirons par la suite). Différents auteurs
(voir par exemple Chu et Beasley [6]) ont aussi appliqué d’autres représentations (ou
équivalentes) qui semblaient pertinentes pour certains problemes de I'optimisation com-
binatoire. Parmi ces représentations, nous pouvons adapter un des cas de figure sui-

vants :

1. T'utilisation d’une représentation permettant de passer d’une solution réalisable

a une autre (elle assure automatiquement la réalisabilité de chaque solution) ;

2. la séparation de la fonction d’évaluation en deux termes : un premier terme
contenant un sous-ensemble représentant une solution réalisable pour le probleme

et un deuxieme terme représentant la non réalisabilité de la solution;

3. concevoir une procédure permettant de transformer toute solution obtenue (pas

nécessairement réalisable) en une solution réalisable.

Dans notre étude, nous avons appliqué une autre approche qui s’appuie sur la notion
des éléments critiques. Nous considérons qu’un élément critique d’une classe donnée est
I’élément qui sépare la classe en deux régions : une premiere région dite région de gauche
et une deuxieme appelée région de droite. Ce procédé permet d’assurer la réalisabilité
de la (nouvelle) solution obtenue. En effet, 'application des étapes suivantes permet a

tout moment de générer une solution réalisable pour le KSP :

1. considérer une partie de chaque (sous)vecteur S;, i = 1,...,m, et soit S;(k),
k < |Ji|, U'élément critique de la i-eme classe ;
2. fixer tous les éléments de la région critique de gauche de chaque classe a “un”.

3. fixer les éléments de la région critique de droite de chaque classe a “zéro”.

Les trois étapes (1)-(3) permettent de construire une solution réalisable. Par ailleurs,
on peut remarquer qu'une meilleure solution (de meilleure qualité) peut étre obtenue
en fixant a “un” certains éléments de la région critique de droite.

Dans notre étude, nous considérons que les éléments de la région de droite sont
supposés “libres”, i.e. qu’a tout moment on peut appliquer une procédure sur ces

éléments afin de tenter d’améliorer la qualité de la solution en cours.
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3.2.3 Construction d’une solution initiale

Dans cette section, nous proposons une procédure gloutonne permettant de générer
une premiere solution réalisable pour le KSP. D’une maniere générale, cette procédure
(notée GH) tente de déterminer un ensemble d’éléments critiques (comme nous 1'avons
décrit auparavant dans la section 3.2.1) en prenant en compte des criteres de préférences
sur certaines classes. Cette fagon de construire la solution permet de favoriser les
éléments réalisant le plus fort rapport profit par poids, i.e. vj/w;, j € N, en altérnant

entre les différentes classes.

Entrée : Une instance du KSP;

Sortie : Une solution réalisable S et son évaluation O(S);

1. Poser SumCap «— 0;
/* initialiser la capacité totale cumulée */
2. Poser min «— 1,;
/* choix de la classe i, d’évaluation minimum */
3. Pourie{l,...,m}, g «—— LV; — 0 et W; — 0;
/* Vi o (resp. W; @) valeur cumulée (resp. le poids ) des j choisis dans J; */
Répéter
Si SumCap + wj,,,, < c alors
Poser :
- SumCap «— SumCap + wj,,,.;
= Vimin < Vimin + Vjin 5
- Winin =— Winin + Wj,00 3

= Jmin <— Jmin + 1 et min «— ar%min {Vi};
<i<m

Jusqu’a jmin > |JIminl-

F1G. 3.2 — La procédure GH : construction d’'une (premieére) solution réalisable.

La procédure GH (voir Figure 3.2) permet, d’'une fagon gloutonne, de générer une
premiére solution réalisable. L’idée consiste (i) a sélectionner une classe et (ii) a fixer
une composante de la classe choisie a zéro ou a un en suivant certains criteres. Ce
procédé est réitéré jusqu’a fixation de tous les éléments.

Nous rappelons qu’initialement les éléments de chaque classe sont ordonnés par
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ordre décroissant du rapport profit par poids. A chaque étape de la boucle répéter
(voir Figure 3.2), une classe d’indice min est sélectionnée. Le choix imposé sur les
classes permet de fixer définitivement, par la suite, des éléments a un tout en essayant
d’effectuer un équilibre entre les évaluations des classes (puisqu’il s’agit d’un probleme
en maxr — min). En effet, un indice (noté j,;,) de la classe choisie est fixé a “un”
(ajouté au sac) si (i) I'élément est libre et (ii) son poids ne dépasse pas la capacité
résiduelle restante. Dans le cas contraire, I’élément est fixé a “zéro”. Ce processus est

répété jusqu’a saturation du sac ou bien fixation de tous les éléments.

3.2.4 L’algorithme

Nous décrivons, dans cette partie, les étapes principales de I'algorithme. L’idée
de cette approche consiste a partir d’une solution réalisable du KSP et de tenter de
I’améliorer en appliquant une recherche complémentaire. 11 s’agit (i) de construire une
solution partielle réalisable et (ii) de la compléter par la suite en appliquant la procédure
GH décrite dans la section 3.2.3. Nous allons donc définir le voisinage d’une solution
puis décrire le processus de recherche permettant de générer au flr et a mesure une ou

des solutions de meilleure qualité.

A) Description des phases principales de 1’algorithme

Dans la section 3.2.1, nous avons représenté les éléments critiques d’une solution
du KSP sous forme d’un ensemble fini de m éléments. Ces différents éléments corres-
pondent aux différentes classes du probleme. Par ailleurs, nous pouvons remarquer qu’a
chaque ensemble d’éléments critiques correspond un ensemble de solutions réalisables.
Dans notre étude, au lieu de travailler directement sur une solution réalisable, nous
avons préféré travailler sur I’ensemble des éléments critiques représentant cette solu-
tion.

En effet, I'idée de I'approche consiste, dans un premier temps, a générer un certain
nombre de solutions (voisines) qui correspondent a ’ensemble des éléments critiques
en cours, puis de considérer un voisinage de ’ensemble des éléments critiques, dans
un deuxieme temps. Ce dernier ensemble correspondra a la meilleure évaluation du
voisinage.

En partant d’une solution réalisable (représentant un ensemble d’éléments critiques
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donné par (ry,,...,r;)), 'approche procede en trois phases :
Phase 1.

Pour chaque classe J;, i = 1,...,m, déplacer I'élément critique 7, d'une unité

vers la gauche. Dans ce cas, il s’agit de forcer I'élément 75, — 1 a “zéro” permettant a
cet élément de devenir 'élément critique (cf. Figure 3.3) de la classe J;. Par la suite,
la solution est complétée (en reconsidérant tous ou certains éléments des différentes
classes) par 'application de la procédure GH (cf. Figure 3.3 : pour la i-éme classe,
les éléments libres, représentés par le symbole *, sont cette fois-ci fixées a “zéro” ou a
“un”). Nous pouvons voir que I'application de la procédure GH permet aussi de changer

la position des autres éléments critiques.

Element de la classe J; — 1 ... ;-1
sous solution réalisable — [t [ .. 1+ [ o [«[+[+Jo]...] o]

FiG. 3.3 — Représentation d’une solution partielle réalisable du KSP pour la classe J;.

Le symbole * représente les éléments libres non encore fixés pour une classe donnée.

Phase 2.

La premiere phase est réitérée sur une profondeur donnée A pour chaque classe
J; (cf. Figure 3.3 : il suffit de remplacer la position de I’élément critique r;, — 1 par
rj,—A). Il s’agit d'une généralisation de la notion de déplacement d’un élément critique
permettant de générer un voisinage plus important pour la solution de départ (ou pour

I’ensemble des éléments critiques en cours).

Phase 3.

Soit Sol la structure de la meilleure solution générée par I'application des deux
phases précédentes. Répéter, un certain nombre de fois, ce processus de recherche sur
la meilleure solution Sol du voisinage. Nous rappelons que la meilleure solution rete-
nue pour le KSP (ou pour répéter la recherche) est la solution réalisant 1’évaluation

minimum sur 'ensemble des classes.



3.2. UNE PREMIERE METHODE APPROCHEE 35

La premiere version de I’algorithme s’appuie principalement sur le processus décrit
par les trois phases précédentes. On peut remarquer que la phase 1 peut étre considérée
comme |’étape principale de I'algorithme, puisque les deux autres phases permettent
juste d’effectuer un nouveau déplacement (changement de profondeur sur l'une des
classes) puis relancer le processus de construction. Dans ce qui suit, nous allons donc
expliquer les différentes étapes utilisées par la phase 1.

Dans un premier temps, nous pouvons considérer que le choix du déplacement n’est
pas aléatoire, puisque souvent les solutions optimales du probleme KP sont localisées
aux frontieres de 'élément critique (le core du sac-a-dos) (voir Horowitz et Sahni [26]
et Pisinger [45]). Nous avons donc adapté ce principe au KSP tout en considérant, cette
fois-ci, la généralisation sur un ensemble d’éléments critiques.

Dans un deuxieme temps, nous pouvons remarquer que le déplacement d’un élément
critique et 'application de la procédure GH permettent de construire une nouvelle
solution réalisable. Cette derniere sera considérée comme une solution du voisinage de
I’ensemble des éléments critiques en cours. En effet, la procédure GH agit de la maniere

suivante :

a) On suppose que les éléments (de toutes les classes) se positionnant sur la partie
gauche de chaque élément critique (en prenant compte du nouvel élément critique

r;, —A) sont fixés a “un”.
b) Appliquer la procédure GH sur le reste des éléments considérés comme “libres”.

Les étapes (a) et (b) permettent de générer un nouvel ensemble d’éléments critiques
ce qui permet aussi de donner une nouvelle solution réalisable pour le KSP. Notons
qu’a chaque classe 7 est associé un parametre profondeur A;, pour ¢ = 1,...,m. Afin

de traiter toutes les classes et pour ne pas avoir un débordement a gauche, on pose
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Entrée : Une instance du KSP et une profondeur A;
Sortie : Une solution approchée de valeur MeilSol ;
Poser Sol «— GH(), MeilSol <« Sol et Iter < 0;

Initialiser la liste tabou notée T'abou_Liste ;

Répéter
Poser Sol «— Trouve Meil Sol Voisinage(Sol, A);
Mettre_a Jour_Tabou(Sol, Tabou_Liste);
Poser MeilSol «+— max {Mez'lSol, Sol} ;
Incrémenter(Iter) ;

Jusqu’a Iter > MaxIter;

Sortir avec MeilSol;

F1G. 3.4 — La premiere version de ’algorithme : utilisation d’une profondeur.

B) Introduction d’une mémoire

Nous venons de voir que l’application d’un mouvement sur un élément critique
permet de générer une nouvelle solution pour le KSP, représentée par un ensemble
d’éléments critiques. L’application de ce mouvement est concrétisée par un déplacement
de I’élément critique d’une classe d’une position (a une itération) vers la gauche. Par
ailleurs, 'utilisation de la procédure GH peut aussi induire des mouvements des autres
éléments critiques vers les régions critiques de droites.

La répétition de ce processus de construction peut, dans certains cas, générer la méme
configuration a des itérations différentes. Dans ce cas, on peut remarquer que l'inter-
diction de certains mouvements sur les éléments critiques peut espérer la génération
d’un certain nombre de configurations différentes. Dans notre étude, cette interdiction
est illustrée par I'introduction d’une mémoire, dite liste tabou, interdisant le retour en

arriere d’un élément critique fixé.

Plusieurs représentations de la liste tabou peuvent étre considérées. Dans notre
étude nous avons considéré que la mémoire peut étre représentée par un tableau de

listes chainées. Chaque liste chalnée représente une file, ou chaque élément de la file
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est caractérisé par un couple représentant le mouvement (les positions de déplacement)
interdit. Cette représentation permet de traiter séparément les différentes classes, ce

qui permet aussi d’éviter le parcours de tous les éléments du tableau.

De la méme facon, nous avons limité l'interdiction de chaque mouvement tabou
permettant au processus de recherche I'exploration d’autres solutions voisines. Dans
note étude, nous avons considéré que le nombre de mouvements tabou est limité a une

certaine taille (définie expérimentalement).

Par ailleurs, nous avons introduit un critere d’aspiration qui consiste a accepter une
solution voisine méme si cette derniere est obtenue par I'application d’'un mouvement
tabou (interdit). En effet, nous avons appliqué ce principe lorsque la qualité de la so-
lution générée est meilleure que la meilleure évaluation trouvé jusqu’a présent par le

processus de recherche.

Un résumé de la premiere version de ’algorithme est donné par la figure 3.4. La
premiere étape de l'algorithme consiste a construire la premiere solution réalisable Sol
et d’initialiser la liste tabou a vide ainsi que la sauvegarde de la meilleure solution
en cours, notée MeilSol. La deuxieme étape de l'algorithme est représentée par la
boucle Répéter qui est composée par : (i) lancer le processus de recherche a partir
d’une solution Sol, (ii) effectuer une mise a jour de la liste tabou et (iii) garder la
meilleure solution en cours. Ce procédé est réitéré un nombre maximum de fois (noté
MazxIter). Notons que le critere d’aspiration est appliqué lors de I'appel de la procédure
Mettre_a Jour Tabou(Sol, Tabou_Liste).

Complexité de la méthode approchée

L’algorithme a une complexité en O(mn). D’une part, a chaque étape de la boucle
Répéter, la procédure Trouve Meil Sol Voisinage(Sol, A) prend A xO(mn) ou A est
une constante représentant le parametre profondeur. Par conséquent, pour un nombre
maximum d’itérations MazIter, on a MaxIter x A x O(mn) opérations. D’autre part,
la procédure Trouve Meil Sol Voisinage(Sol, A) possede la méme complexité. Donc

I'algorithme est en O(mn).
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3.3 Une deuxieme méthode approchée

Dans cette partie, nous proposons une deuxieme version de 1’algorithme. Nous avons
vu dans la section 3.2.4 comment utiliser une profondeur simple en partant d’une posi-
tion donnée vers la gauche tout en effectuant des déplacements répétés. Nous proposons
cette fois-ci I'utilisation de deux profondeurs qui agissent de maniere différente. En ef-
fet, cette partie portera sur la description de la nouvelle version de I'algorithme. Dans
la section 3.3.1, nous décrivons les différentes profondeurs utilisées et nous présentons
la notion du woisinage. Dans la section 3.3.2 nous décrivons le processus de recherche

appliqué et les étapes principales de I'algorithme.

3.3.1 Introduction d’une deuxiéme profondeur

Dans la section 3.2.1, nous avons représenté les éléments critiques d’une solution
du KSP sous forme d’un ensemble fini de m éléments. Ces différents éléments corres-
pondent aux différentes classes du probleme.

En effet, I'idée de 'approche consiste, dans un premier temps, a générer un certain
nombre de solutions (voisines) qui correspondent & I'ensemble des éléments critiques
en cours, puis de considérer un voisinage de ’ensemble des éléments critiques, dans
un deuxieme temps. Ce dernier ensemble correspondra a la meilleure évaluation du
voisinage.

Cette version peut étre considérée comme une généralisation de la premiere version.
Elle consiste a mieux exploiter le voisinage de la solution et de voir comment définir
une meilleure orientation de la recherche. Dans ce qui suit, nous introduisons une

profondeur a deux sens :
1. un parcours en profondeur a gauche, noté A, permettant de limiter le voisinage ;

2. un parcours en profondeur a droite, noté A, permettant de simuler la diversifi-

cation.
L’utilisation des deux profondeurs s’applique comme suit :

(i) nous réalisons d’abord le parcours a gauche pour optimiser la localisation et pour

limiter la taille du “meilleur voisinage”,

(ii) nous introduisons un parcours a droite afin de diversifier la recherche.
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Nous considérons donc deux régions critiques. Initialement, nous fixons la région cri-
tique de gauche pour chaque classe J; (pour limiter la taille de I'exploration) et sur
laquelle nous appliquons une recherche tabou. Pour chaque parcours considéré, nous
imposons a cette classe un parcours dit a droite qui consiste a diversifier le voisinage
en explorant la région critique de droite et tout en essayant de localiser des solutions
non encore visitées.

En partant d’une solution réalisable (représentant un ensemble d’éléments critiques

donné par (ry,,...,r; . )), 'approche procede en trois phases :
Phase 1.
Pour chaque classe J;, i = 1,...,m, déplacer I'élément critique 7;, d’une unité

vers la gauche. Dans ce cas, il s’agit de forcer ’élément r; — 1 a “zéro” permettant
a cet élément de devenir I'élément critique (cf. Figure 3.5) de la classe J;. A partir
de cet élément critique, nous considerons des déplacements a droite de 7, + 1 jusqu’a
ry, + Aq4. Par la suite, la solution est complétée (en reconsidérant certains éléments des
différentes classes) par I’application de la procédure GH (cf. Figure 3.5 : pour la i-eme
classe, les éléments libres, représentés par le symbole *, sont cette fois-ci fixés a “zéro”
ou a “un”). Notons que I'application de la procédure GH permet aussi de changer la

position des autres éléments critiques.

Element de JZ — 1 2 3 TJ; —Ag — TJ; e TJ, +Ad nj,;
sous solution  — [1[1[1 ] ] 0 IENERER 0 o] o]

Fi1G. 3.5 — Représentation d’une solution partielle de KSP utilisant deux profondeurs

pour une classe J;.

Phase 2.

La premiere phase est réitérée sur un couple de profondeurs donné par (Ag, Ay)
pour chaque classe J; (cf. Figure 3.5 : il suffit de remplacer la position de 1’élément
critique 7, — 1 par r;, — A,). Pour chaque déplacement effectué a gauche de I’élément
critique, nous explorons toute la région de droite en effectuant des déplacements suc-

cessifs a droite de r;, + 1 jusqu’a 75, + Ay. A chaque déplacement a droite, la solution
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est complétée par 'application de la procédure GH. Il s’agit d'une généralisation de la
notion de déplacement d’un élément critique permettant de générer un voisinage plus
important pour la solution de départ (ou pour I'ensemble des éléments critiques en

cours).

Phase 3.

Soit Sol la structure de la meilleure solution générée par I'application des deux
phases précédentes. Répéter, un certain nombre de fois, ce processus de recherche sur
la meilleure solution Sol du voisinage. Nous rappelons que la meilleure solution rete-
nue pour le KSP (ou pour répéter la recherche) est la solution réalisant 1’évaluation

minimum sur ’ensemble des classes.

3.3.2 Le principe de ’algorithme

La deuxieme version de I’algorithme s’appuie principalement sur le processus décrit
par les trois phases précédentes. On peut remarquer que la phase 1 peut étre considérée
comme |’étape principale de I'algorithme, puisque les deux autres phases permettent
juste d’effectuer un nouveau déplacement a gauche et des déplacements successifs a
droite (changement de profondeurs sur 1'une des classes) puis relancer le processus de
construction. Dans ce qui suit, nous allons donc expliquer les différentes étapes utilisées
par la phase 1.

Nous pouvons remarquer que pour chaque déplacement a gauche, les déplacements
successifs a droite d’un élément critique et I’application de la procédure GH permettent
de construire une nouvelle solution réalisable pour chacun de ces déplacements. Cette
derniere sera considérée comme une solution du voisinage de ’ensemble des éléments

critiques en cours. En effet, la procédure GH agit de la maniere suivante :

a) On suppose que les éléments (de toutes les classes) se positionnant sur la partie
gauche de chaque élément critique (en tenant compte du nouvel élément critique
rj, —A,) sont fixés a “un” ainsi que les éléments se situant a gauche de I’élément
critique apres chaque déplacement a droite de r;, + 1 jusqu’a rj, + Ag.

b) Appliquer la procédure GH sur le reste des éléments considérés comme “libres”.

Les étapes (a) et (b) permettent de générer un nouvel ensemble d’éléments critiques,

ce qui permet aussi de donner une nouvelle solution réalisable pour le KSP. Notons
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qu’a chaque classe ¢ est associé un couple de parametres profondeurs (A, Ay,) pour
¢t =1,...,m. Afin de traiter toutes les classes et pour ne pas provoquer un débordement
a gauche et/ou a droite, on pose Ay = min{A,, Ay} et chaque valeur de Ay, est au
moins égale au double de A, .

La version modifiée remplace la procédure Trouve Meil Sol Voisinage(Sol, A) par la
procédure utilisant deux profondeurs Trouve Meil_Sol_Voisinage(Sol, Ay, Ay).

Nous venons de voir que 'application d’'un mouvement a deux profondeurs sur un
élément critique permet de générer une nouvelle solution pour le KSP. Celle-ci est
représentée par un ensemble d’éléments critiques. L’application de ce mouvement est
concrétisée par un déplacement de I'élément critique d’une classe aussi bien dans la
région critique de gauche que de droite (& une itération). L’utilisation de la procédure
GH peut aussi induire des mouvements des éléments critiques des autres classes.

La réitération de ce processus de construction peut, comme dans la version a profondeur
simple, générer la méme configuration pour la solution a des itérations ultérieures.
Dans ce cas, interdire certains mouvements sur les éléments critiques peut encourager
la génération d’un certain nombre de configurations différentes.

D’une maniere similaire a la premiere version, nous illustrons cette interdiction par
I'introduction d’une mémoire sous forme d’une liste tabou interdisant le retour en arriere

d’un élément critique fixé.

Complexité de la deuxiéme méthode approchée

L’algorithme a une complexité en O(mn). Notons simplement qu’a chaque étape
de la boucle Répéter, la procédure Trouve Meil Sol_Voisinage(Sol, Ag, A,) prend
Ay x Ay x O(mn) et pour un maximum nombre d’itérations elle est en Ay x Ay x
MazxIter x O(mn), ou Ay x A, x MazIter est une constante. Par conséquent, la

deuxieéme version de 'algorithme est aussi en O(mn).

3.4 Partie expérimentale

Les différentes versions de I’algorithme ont été codées en langage C et exécutées sur
une station SUN UltraSparc10 (250 Mhz avec 128 Mo de RAM). Nous avons effectué

notre étude expérimentale sur un ensemble composé de 240 instances de différentes
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tailles et densités. Ces instances sont standards (détaillées dans le Tableau 3.1) et leurs
solutions optimales sont connues et tirées de Hifi et Sadfi [22]). Ces instances sont
réparties en deux catégories. Une premiere catégorie d’instances représentée par un
groupe de 168 instances “non corrélées”. Une deuxieme catégorie regroupe 72 instances

“fortement corrélées”.

Inst. n  m | Inst. n  m | Inst. n m
A02.x 1000 2 | B02.x 2500 2 | C02.x 5000 2
D02.x 7500 2 | E02.x 10000 2 | F02.x 20000 2
A05.x 1000 5 | BO5.x 2500 2 | CO5.x 5000 2
DO5.x 7500 5 | E05.x 10000 2 | FO5.x 20000 2
A10.x 1000 10 | B10.x 2500 10 | C10.x 5000 10
D10.x 7500 10 | E10.x 10000 2 | F10.x 20000 10
A20.x 1000 20 | B20.x 2500 20 | C20.x 5000 20
D20.x 7500 20 | E20.x 10000 20 | F20.x 20000 20
A30.x 1000 30 | B30.x 2500 30 | C30.x 5000 30
D30.x 7500 30 | E30.x 10000 30 | F30.x 20000 30

A40.x 1000 40 | B40.x 2500 40 | C40.x 5000 40
D40.x 7500 40 | E40.x 10000 40 | F40.x 20000 40
A50.x 1000 50 | B50.x 2500 50 | C50.x 5000 50
D50.x 7500 50 | EBO.x 10000 50 | F50.x 20000 50

A02C.x 1000 2 | B02C.x 2500 2 | C02C.x 5000
DO2C.x 7500 2 | E0O2C.x 10000 2 | FO2C.x 20000
A05C.x 1000 5 | BO5C.x 2500 5 | CO5C.x 5000
DO5C.x 7500 5 | E0OBC.x 10000 5 | FO5C.x 20000
A10C.x 1000 10 | B1OC.x 2500 10 | c10C.x 5000 10
Di0C.x 7500 10 | E10C.x 10000 10 | F10C.x 20000 10

TAB. 3.1 — Détail des instances de test : 1 <x< 4.

Les instances “non corrélées” sont générées comme suit : pour chaque instance, le
nombre de classes m est pris dans l'intervalle [2,50], le nombre de variables n est pris
dans [1000, 20000] et w; et v; sont mutuellement indépendants et uniformément générés
dans [1,100] et [1,50], respectivement. La capacité c est fixée a [(D 7, w;)/2] et, la
cardinalité de chaque classe J;, i = 1,...,m, est prise dans l'intervalle [1, n—m+1]. Les
autres 72 instances “corrélées” sont générées comme les “instances non corrélées”, a la
différence que les valeurs des profits v;, associées aux éléments, sont égales a w; + 100,

pour j =1,...,n.
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3.4.1 Sommaire des résultats

Dans nos expériences numériques, nous avons considéré les différentes versions de
I’algorithme. Les résultats obtenus pour les deux groupes d’instances, sont reportés
dans le Tableau 3.2. Nous avons reporté, pour chaque version de I'algorithme, le nombre
d’instances résolues a l'optimum (noté Opt) et le pourcentage de déviation moyenne
(Av. P.D.) donné par :

¢
Av. PD. =Y (Opg—_Ai X 100%) /1
i=1 Pli
ou ¢ représente le nombre d’instances traitées, A; représente ’évaluation de la solution
obtenue en appliquant I’algorithme sur I'instance i et, Opt; est I’évaluation de la solution
optimale de cette instance. Nous avons également reporté le pourcentage de déviation
au pire de chaque classe, noté Worst.

Initialement, nous avons considéré une version simple combinant la procédure GH et
une recherche locale simple, appelée GH-LS. Dans ce cas, nous avons supprimé la liste
mémoire. La premiere version de l’algorithme, appelée STS, représente 1’algorithme
GH-LS avec une liste mémoire. En dernier lieu, nous avons considéré la deuxieme ver-
sion de l'algorithme notée MTS.

L’implémentation des différentes versions de I'algorithme nécessite quelques réglages :
la facon de fixer le nombre d’itérations, la meilleure valeur de la profondeur de gauche
A, (ou A), celle de la profondeur de droite Ay, et la taille de la liste tabou. Plusieurs
stratégies ont été explorées et nous avons reporté celles réalisant un bon compromis
entre la qualité des solutions obtenues et le temps d’exécution que nécessite 1’algo-

rithme. Nous avons donc retenu les valeurs suivantes :

1. Le critere d’arrét pour les versions GH-LS et STS est fixé a un nombre maxi-
mum d’itérations égal a 500 pour les instances non corrélées (resp. 300 pour les

instances corrélées).
2. La valeur du parametre profondeur A est fixée a 5.

3. Pour la version MTS de 'algorithme, le nombre maximum d’itérations est fixé a

300 pour les instances non corrélées (resp. 200 pour les instances corrélées).

4. La profondeur de gauche A, est fixée a 5 et celle de droite Ay est doublée (= 10).
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Par ailleurs, pour les versions STS et MTS, la longueur de la liste mémoire varie
dynamiquement. En effet, si m* est le nombre des différentes classes, alors la longueur
est arbitrairement et aléatoirement prise dans U'intervalle entier [|v/m* | +1, [ v/m*| +5].
Le changement de la liste mémoire est opéré apres 25 itérations sans amélioration
obtenue de la meilleure solution courante. Ces limites permettent de garder un temps
d’exécution moyen en dessous de 2 minutes. La qualité des solutions obtenues par les

trois versions de l'algorithme est reportée dans le Tableau 3.2.

GH-LS STS MTS
Instances (#nb) Opt  %Av. Rat. Worst | Opt  %Av. Rat. Worst | Opt  %Av. Rat.  Worst
Non corrélées (168) 18 0.210 1.455 81 0.051 0.476 129 0.019 0.316
Corrélées (72) 5 0.187 0.722 25 0.014 0.097 50 0.003 0.029

TaAB. 3.2 — Représentation des résultats obtenus par les trois versions de I'algorithme.

En étudiant le Tableau 3.2, on remarque que :

1. Les résultats obtenus par 'algorithme GH-LS (voir les colonnes 2, 3 et 4 du
Tableau 3.2) sont a 0.21% (pour les instances corrélées) et 0.187% (pour les in-
sances non corrélées) de l'optimum. Cependant occasionnellement, on obtient
des résultats de qualité inférieure pour certaines instances, avec un pourcentage
au pire cas de 1.455%. Cela signifie que GH-LS donne seulement une premiere
solution réalisable sans tenter de I’améliorer, puisque la liste mémoire a été sup-
primée du processus d’amélioration. L’historique des trajectoires des solutions
(candidats) tabous n’est pas exploitée et de ce fait, nous pensons que le proces-

sus de recherche ne parvient pas a esquiver certains optima locaux.

2. En introduisant la liste tabou (STS), nous remarquons que 'algorithme GH-LS
améliore sensiblement la qualité des solutions (voir les colonnes 5, 6 et 7 du
Tableau 3.2). En effet la qualité moyenne des solutions est améliorée de 0.051%
(resp. 0.014%) pour les instances non corrélées (resp. corrélées). Le nombre de
solutions optimales obtenues augmente en passant de 18 a 81 (resp. de 5 a 25)
pour les instances non corrélées (resp. corrélées). Globalement, le pourcentage des
solutions optimales obtenues passe de 9.58% & 44.17%. Dans ce cas, la stratégie
utilisant une liste mémoire permet d’améliorer plusieurs solutions et dans certains

cas d’atteindre la solution optimale.
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3. Laversion MTS de I'algorithme, utilisant deux parametres de profondeur nécessite
un temps d’exécution moyen plus important comparé aux deux autres versions
(voir le Tableau 3.2 dans les colonnes 8, 9 et 10). Par contre, on obtient de
meilleurs résultats méme dans les cas les moins favorables (179 “bonnes” solu-
tions obtenues sur 240 instances et le pourcentage de déviation de 'optimum est
en moyenne de 0.011%). Ces résultats sont obtenus sans distinction pour les deux
types d’instances avec un pourcentage de déviation en moyenne de 0.019% et 129
optima obtenus pour 168 instances non corrélées. Pour les instances corrélées,
on obtient un pourcentage de déviation en moyenne de 0.003% et 50 solutions

optimales pour 72 instances.

3.4.2 Discussion des tests numériques

Dans ce paragraphe, nous présentons une étude détaillée des tests numériques de
la version MTS de I'algorithme. Comme nous 1’avons reporté dans le Tableau 3.2,
I’algorithme MTS, réalise de meilleures solutions méme si ce dernier nécessite parfois
un temps d’exécution plus important. Pour chaque instance, nous avons reporté (voir
les Tableaux 3.3, 3.4 et 3.5) : le pourcentage de déviation (P.D.), le temps d’exécution T
(mesuré en secondes) que l'algorithme MTS nécessite pour produire la solution finale.
Nous avons également utilisé le symbole > si ’algorithme obtient la solution optimale
et le symbole ¢ si MTS améliore la solution obtenue par I’algorithme STS. Les résultats
pour les instances non corrélées sont reportés dans les Tableaux 3.3 et 3.4. Le Tableau
3.5 reporte les résultats obtenus pour les instances corrélées. A partir des Tableaux 3.3,

3.4 et 3.5, nous remarquons que :

1. Pour les instances non corrélées (voir les Tableaux 3.3 et 3.4), MTS obtient de
meilleurs résultats que les résultats réalisés par STS (voir les colonnes sous Meil
marquées par le symbole ¢). En effet, 'algorithme MTS améliore 75 solutions sur
168, ce qui représente un pourcentage de 44.64%. De plus, le temps d’exécution
moyen que nécessite MTS est inférieur a 100 secondes pour les instances non

corrélées.

2. Pour les instances corrélées (voir le Tableau 3.5), MTS améliore aussi des solutions
produites par STS. Dans ce cas, I'algorithme MTS améliore 43 solutions sur 72,

ce qui représente un pourcentage de 59.72% de solutions améliorées.
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Algorithme MTS : cas non corrélé avec m < 10
#Inst.  Opt. Meil. P.D. T : temps d’exécution | #Inst. Opt. Meil. P.D. T : temps d’exécution
A02.1 20490 20490° > 1.9 | B02.1 50803 50803 > 6.2
A02.2 20419 20419 > 1.9 | B02.2 50136 50136 > 5.5
A02.3 20889 20888 0.005 2.0 | B02.3 50873 50873° > 5.7
A02.4 20564 20564° > 1.9 | B02.4 52143 52143 > 6.0
A05.1 8071 8058°  0.161 3.3 | B05.1 20371 20370°  0.005 5.3
A05.2 7995 7990°  0.063 2.8 | B05.2 20349 20349° > 5.6
A05.3 7960 7960° > 3.3 | B05.3 20424 20424° > 5.8
A05.4 8115 8115° > 2.6 | B0O5.4 20376 20376° > 5.9
A10.1 4054 4054 > 3.5 | B10.1 10047 10043°  0.040 10.8
A10.2 3525 3525 > 2.7 | B10.2 9905 9905° > 8.1
A10.3 4087 4087° > 3.1 | B10.3 10129 10129° > 7.4
A10.4 4037 4037° > 5.3 | B10.4 10360 10360° > 9.1
Co02.1 102284 | 102284 > 13.4 | D02.1 153401 153401 > 23.5
C02.2 101565 | 101565 > 13.2 | D0O2.2 152374 | 152374 > 23.8
C02.3 101551 101551 > 13.3 | D02.3 153455 | 153455 > 24.5
C02.4 104568 | 104568° > 15.2 | D02.4 155556 | 155556 > 24.1
C05.1 40564 40564° > 11.9 | DO5.1 61486 61480 0.010 19.0
C05.2 40798 40795°  0.007 12.8 | D05.2 61000 61000° > 19.1
C05.3 40438 40438° > 10.7 | D05.3 60690 60690° > 19.4
C05.4 40449 40449° > 11.4 | D05.4 60750 60750 > 19.3
C10.1 20391 20391° > 12.7 | D10.1 30574 30569°  0.016 18.5
C10.2 20252 20252° > 14.4 | D10.2 30460 30460 > 24.5
C10.3 20213 20213° > 15.8 | D10.3 30619 30619° > 19.6
C10.4 20858 20854°  0.019 14.5 | D10.4 31029 31029° > 19.8
E02.1 203577 | 203577 > 36.4 | FO2.1 409305 | 409305 > 98.8
E02.2 204750 | 204750 > 38.2 | F02.2 409818 | 409818 > 99.7
E02.3 204462 | 204462 > 37.5 | F02.3 409741 | 409741° > 96.4
EO02.4 207203 | 207203 > 36.7 | F02.4 406213 | 406213° > 91.6
E05.1 81275 81275° > 27.6 | FO5.1 163514 | 163510°  0.002 65.5
E05.2 81240 81238°  0.002 29.4 | F05.2 162566 | 162566 > 64.7
E05.3 81956 81956° > 27.3 | F05.3 163850 | 163850° > 72.5
EO05.4 81196 81194°  0.002 29.9 | F05.4 163202 | 163202 > 53.6
E10.1 40681 40680°  0.002 24.5 | F10.1 81739 81739 > 50.7
E10.2 40828 40828 > 26.7 | F10.2 81957 81952°  0.006 52.4
E10.3 40839 40839° > 24.0 | F10.3 81917 81917° > 54.0
E10.4 41406 41406 > 25.0 | F10.4 81168 81168 > 41.7

TAB. 3.3 — Performance de I'approche recherche a profondeur multiple (MTS) sur les

instances non corrélées avec m < 10 (classes).
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Algorithme MTS : cas non corrélé avec m > 20

#Inst. Opt. Meil. P.D. T :temps d’exécution #Inst. Opt. Meil. P.D. T : temps d’exécution
A20.1 1989 1987° 0.100 8.6 A30.1 1088 1088 > 16.4
A20.2 1465 1465 > 9.8 A30.2 747 747 > 20.8
A20.3 2001 2001° > 4.4 A30.3 1277 1277 > 10.8
A20.4 1972 1972° > 8.1 A30.4 1198 1198 > 10.7
A40.1 712 712 > 10.7 A50.1 550 550 > 55.9
A40.2 595 595 > 37.8 A50.2 459 459 > 43.8
A40.3 716 716 > 31.6 A50.3 536 536 > 52.9
A40.4 668 668 > 36.0 A50.4 489 489 > 59.8
B20.1 4997 4991° 0.120 12.3 B30.1 2525 2525 > 22.3
B20.2 4164 4164 > 10.3 B30.2 3123 3123 > 12.2
B20.3 4996 4981 0.300 2.7 B30.3 3218 3218 > 22.5
B20.4 5115 5115° > 13.0 B30.4 2716 2716 > 12.1
B40.1 2173 2173 > 30.7 B50.1 1811 1811 > 58.8
B40.2 2177 2177 > 40.3 B50.2 1615 1615 > 40.7
B40.3 2181 2181 > 20.4 B50.3 1511 1511 > 62.5
B40.4 2057 2057 > 39.5 B50.4 1780 1780 > 40.9
C20.1 10113 10113 > 17.3 C30.1 6719 6698 0.313 26.6
C20.2 10066 10047 0.189 25.1 C30.2 6698 6690° 0.119 31.2
C20.3 10079 10065 0.139 17.4 C€30.3 6594 6594° > 48.0
€20.4 10377 10377° > 20.5 C30.4 6206 6206 > 12.5
C40.1 4644 4644 > 24.5 C50.1 3935 3935 > 28.6
C40.2 4846 4846 > 41.6 C50.2 3992 3980° 0.301 0.6
C40.3 4588 4588 > 33.3 C50.3 3633 3633 > 54.0
C40.4 5122 5122° > 34.9 | C50.4 3994 3994 > 48.6
D20.1 15276 15272° 0.026 23.4 D30.1 10129 10115° 0.138 33.6
D20.2 15151 15151 > 27.8 D30.2 10103 10103° > 45.1
D20.3 15256 15253° 0.020 25.7 D30.3 10153 10146° 0.069 29.8
D20.4 15468 15447 0.136 27.6 D30.4 9591 9591 > 12.8
D40.1 7606 7582 0.316 38.3 D50.1 6057 6057 > 1.0
D40.2 7505 7505° > 43.0 D50.2 5797 5797 > 62.0
D40.3 7074 7074 > 22.9 D50.3 5407 5407 > 54.6
D40.4 7663 7652° 0.144 45.6 D50.4 6131 6131° > 0.9
E20.1 20274 20274 > 31.6 E30.1 13438 13422 0.119 56.2
E20.2 20382 20382 > 33.7 E30.2 13556 13556° > 34.2
E20.3 20368 20358° 0.049 28.0 E30.3 13590 13590° > 53.0
E20.4 20634 20634° > 38.8 E30.4 13200 13200 > 13.5
E40.1 10098 10098 > 49.4 E50.1 8081 8079° 0.025 1.4
E40.2 9838 9838 > 34.3 E50.2 8081 8079 0.025 1.4
E40.3 10150 10150° > 64.2 E50.3 8111 8111 > 1.4
E40.4 10260 10248° 0.117 48.4 E50.4 8195 8195 > 1.5
F20.1 40884 40884 > 69.6 F30.1 27217 27217 > 63.7
F20.2 40926 40926° > 67.3 F30.2 27250 27244 0.022 61.0
F20.3 40936 40936° > 58.6 F30.3 27223 27223° > 62.2
F20.4 40528 40528 > 52.5 F30.4 26938 26938 > 79.8
F40.1 20393 20390° 0.015 83.9 F50.1 16262 16259° 0.018 4.4
F40.2 20425 20425 > 97.0 F50.2 16291 16288° 0.018 3.5
F40.3 20428 20428¢ > 70.0 F50.3 16326 16326 > 3.5
F40.4 20218 20218 > 73.0 F50.4 16123 16114° 0.056 79.7

TAB. 3.4 — Performance de I'approche recherche & profondeur multiple (MTS) sur les

instances non corrélées avec m > 20 (classes).
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Algorithme MTS : cas corrélé
#Inst. Opt. Sol. P.D. T :temps d’exécution #Inst. Opt. Sol. P.D. T :temps d’exécution
A02C.1 41492 41492° > 3.0 D02C.1 312223 | 312217 0.002 14.6
A02C.2 41397 41397 > 1.6 D02C.2 311947 | 311947 > 14.6
A02C.3 41565 41565 > 2.0 D02C.3 311690 | 311690° > 14.7
A02C.4 41556 41556 > 1.6 D02C.4 311419 | 311417° 0.001 14.5
AO5C.1 16554 16554 > 1.9 || DO5C.1 124794 | 124782 0.010 12.1
A0O5C.2 16561 16561° > 1.7 DO5C.2 124758 | 124758 > 11.9
A05C.3 16590 16587 0.018 3.1 DO5C.3 124669 | 124669 > 11.9
A05C.4 16584 16584 > 3.9 DO5C.4 124529 | 124529° > 11.6
A10C.1 8245 8245 > 2.9 || D10C.1 62334 62334° > 9.6
A10C.2 8203 8203° > 4.3 D10C.2 62311 62311° > 10.0
A10C.3 8250 8248°  0.024 4.6 D10C.3 62289 62280°  0.014 9.8
A10C.4 8255 8255 > 5.6 || D10C.4 62216 62211°  0.008 10.3
B02C.1 103672 | 103672° > 2.8 || E02C.1 416396 | 416396° > 23.4
B02C.2 103572 | 103555° 0.016 3.2 || E02C.2 415426 | 415426° > 24.2
B02C.3 104034 | 104034 > 2.9 E02C.3 415470 | 415470 > 24.1
B02C.4 104031 104031 > 2.7 E02C.4 415341 | 415334°  0.002 23.6
BO5C.1 41393 41393° > 2.7 EO5C.1 166484 | 166474°  0.006 14.1
BO5C.2 41437 41425°  0.029 3.1 || EO5C.2 166126 | 166126° > 14.2
BO5C.3 41580 41580° > 2.7 E05C.3 166116 | 166094 0.013 14.5
B0O5C.4 41561 41561 > 3.7 || EOBC.4 166062 | 166062 > 13.7
B10C.1 20657 20657 > 6.3 || E10C.1 83216 83199°  0.020 12.4
B10C.2 20648 20648 > 7.2 E10C.2 82995 82985°  0.012 15.5
B10C.3 20740 20740° > 6.8 || E10C.3 83029 83014°  0.018 14.7
B10C.4 20721 20721° > 7.7 || E10C.4 82981 82981° > 15.7
C02C.1 207675 | 207673°  0.001 7.6 || Fo2c.1 830622 | 830611°  0.001 82.9
C02C.2 207916 | 207916 > 8.1 || Fo2C.2 831513 | 831513 > 82.9
C02C.3 208043 | 208043 > 10.1 F02C.3 831145 | 831145° > 83.9
€02C.4 207973 | 207973° > 10.8 F02C.4 831445 | 831445° > 85.4
CO05C.1 83013 83013° > 6.2 || FO5C.1 332143 | 332126 0.005 41.6
CO5C.2 83129 83120° 0.011 6.5 || FO5C.2 332527 | 332527 > 41.9
C05C.3 83185 83185 > 6.6 F05C.3 332402 | 332388 0.004 42.5
C05C.4 83188 83188 > 5.9 || FO5C.4 332498 | 332498° > 40.8
C10C.1 41466 41466° > 7.7 || F10C.1 166028 | 166028° > 29.9
C10C.2 41521 41518°  0.007 10.7 || F10C.2 166248 | 166248° > 28.6
C10C.3 41554 41554 > 12.0 F10C.3 166154 | 166148 0.004 29.8
Cc10C.4 41554 41554° > 6.5 F10C.4 166192 | 166192 > 30.4

TAB. 3.5 — Performance de I'approche recherche a profondeur multiple (MTS) sur les

instances corrélées.
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la résolution approchée du probleme
de la distribution équitable. Dans un premier temps, nous avons proposé une premiere
version de 'algorithme exploitant certaines caractéristiques de la recherche tabou. Le
principe de cette version de ’algorithme consiste : (i) a utiliser un parametre profon-
deur limitant la recherche des solutions voisines autour des éléments dits “critiques”
et (ii) & introduire une mémoire permettant la non stagnation de certaines solutions.
Dans un deuxieme temps, nous avons proposé une deuxieme version de ’algorithme.
L’idée principale consiste a tenter la combinaison entre I'intensification de la recherche
dans l'espace des solutions et la diversification de la solution. La stratégie adaptée
portait sur la modification de la fagon d’exploiter le parametre profondeur. Les deux
versions de l'algorithme ont été testées sur un nombre d’instances de la littérature.
Nous avons souligné la rapidité de la premiere version et 'efficacité de la deuxieme. En
effet, méme si les deux versions de l'algorithme sont en O(mn), I’étude expérimentale
montrait que, par rapport a la premiere version de l'algorithme, la deuxieme version
produisait un nombre plus important de solutions optimales mais nécessitait un temps
d’exécution plus important. Cette différence est expliquée par le fait que dans le calcul
de la complexité des deux approches, les parametres profondeur simple A et profondeur
double (Ay, Ay) sont considérés comme des constantes. Cependant, dans la pratique, le
temps de calcul pour explorer I'espacede recherche est plus important lorsqu’on utilise

la stratégie en double profondeur.
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Chapitre 4

Méthodes de recherche locale pour
le sac-a-dos généralisé a choix

multiple

Dans ce chapitre, nous proposons deux méthodes de résolution approchée. Une
premiere méthode qui s’appuie sur une “recherche guidée” qui est par la suite combinée
avec une stratégie de pénalisation sur des composantes de la fonction objectif. Une

deuxieme méthode qui s’appuie principalement sur la recherche locale. (1, ?)

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude du probleme de sac-a-dos généralisé a choix
multiple. Nous nous intéressons principalement a la résolution approchée. Nous allons
développer deux méthodes de recherche locale itérative. Ces approches sont connues
dans la littérature sous le nom de iterative local search method (voir Kilby et al. [29],
Voudouris et al. [59, 60], et Tsang et al. [57]).

1Ce chapitre fait 'objet d'un document de travail que nous avons publié sous le titre : “Heuristic
Algorithms for the Multiple-Choice Multidimensional Knapsack Problem”, dans les Cahiers de la MSE,

2003.31 et accepté pour publication dans Journal of the Operational Research Society.
2Ce chapitre fait ’'objet d’un document de travail que nous avons publié sous le titre : “A Reactive

Local Search-Based Algorithm for the Multiple-Choice Multidimensional Knapasck Problem”; dans les
Cabhiers de la MSE, 2003.33 et soumis & Computational Optimization and Applications (2003).
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La premiere approche est vue comme une méthode de recherche guidée proprement
dite avec une notion de pénalité sur la fonction objectif. Cette derniere s’appuie sur

deux phases :

1. La premiere phase est une phase de pénalisation d’une solution non améliorée et

stagnée autour d’un optimum local.

2. La seconde phase est appliquée (i) pour normaliser la configuration de la solution

pénalisée et (ii) pour tenter de ’améliorer.

La deuxieme approche est une hybridation entre la recherche tabou et d’autres stratégies
de recherche locale. Dans notre cas, nous 'appelons une recherche locale réactive ou
la répétition de certaines configurations (solutions) est mise tabou au cours de la re-
cherche. L’algorithme tente de démarrer par une solution réalisable, ensuite plusieurs

stratégies sont appliquées :

1. Les stratégies débloquer et dégrader une solution courante sont utilisées pour :
— (7) tenter d’échapper a un optimum local qui peut figer la recherche,

— (i7) introduire une diversification de la recherche.

2. Une liste dite mémoire est introduite pour interdire toute répétition dans les

configurations visitées auparavant.

4.2 Méthodes de recherche locale

Dans cette section, nous allons décrire 1'idée principale de la recherche locale. En

général, une recherche locale peut se résumer de la facon suivante :
(i) partir d’une solution ;
(i) améliorer la solution;
(iii) répéter le processus un certain nombre de fois.

Il n’est malheureusement pas possible pour tout probleme de définir des modifica-
tions raisonnables de sorte que, a partir de n’importe quelle solution, il soit toujours
possible d’obtenir une solution optimale ou méme une bonne solution approchée en
n’utilisant que des modifications améliorantes. Par conséquent, avec un tel schéma, il
est nécessaire de pouvoir détériorer une solution, méme s’il existe parfois des modifica-

tions améliorantes, dans ’espoir d’arriver plutard a une meilleure solution. Pourqu’une
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recherche locale itérative puisse déterminer quelles modifications détériorantes doivent
étre réalisées, on doit lui assigner des regles qui lui permettent de se diriger dans I'es-
pace des solutions.

Un des buts du présent chapitre est précisément de dégager certaines regles permettant
une meilleure exploration des solutions. En outre, nous pensons que ces regles, dans
un cadre général, dépendent fortement du probleme que 'on cherche a résoudre. Pour
ce qui concerne le probleme MMKP, ces regles seront explicitées ultérieurement. Avant

tout nous rappelons que le probleme du MMKP est donné par :

(

Maximiser Z(x ZZU”%J
=1 j=1
s.c Zwajxingk, E=1,....,m
(MMKP) i=1 j=1
D ay =1, i=1,...,n
j=1
z;; € {0,1}, i=1,...,n5=1,...,7;

\
ou la variable z;; vaut 0, si 'objet j de la i-eme classe n’est pas choisi et vaut 1 sinon.

Sans perte de généralité et pour éviter les solutions triviales, nous considérons que :

Vke{1,...,m} ilg}gln{ ”} <Ck < Zf?f?i {w. } (4.1)
=1 7=

4.3 Représentation de la solution

Avant de décrire les deux approches, nous donnons une représentation appropriée
d’une solution du MMKP ainsi que des notations qui vont nous servir par la suite.
Soit J un ensemble d’objets répartis sur n classes disjointes telles que j, j € J;, possede
la valeur profit v;; et un vecteur poids W;; = (wilj, -, wit) et soit O = (ct,...,Cc™)
un vecteur capacité pour le sac-a-dos multidimensionnel. Ce sac-a-dos est soumis a des

contraintes a choix multiple qui peuvent étre formulées de la maniére suivante :
T
Vi € {1,...,TL}, ZZEZ']‘ =1
j=1

L’objectif est de déterminer un sous-ensemble d’objets de valeur maximale et pouvant

étre inclus dans le sac sans violer les contraintes. La représentation standard d’une
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solution binaire du MMKP est triviale puisqu’elle décrit les variables positives du

probleme. La figure 4.1 représente un vecteur solution.

classe — J1 Jo Jn
—— ——— ~

colonne (élément) — 1 2 3 1 2 3 4 --- 1 2

sous-vecteur %’1‘0‘0‘0‘0‘1‘0‘---‘0‘1‘

F1G. 4.1 — Représentation d'une solution de MMKP.

On dit qu’une solution est réalisable si :

n T
Vk e {1,...,m}, ZZme” < C*.
i=1 j=1
Et pour chaque classe J;, on choist un et un seul objet j, c’est-a-dire, x;; = 1 si l'objet
J de la classe J; est sélectionné et z;; = 0, sinon.
Dans la suite, nous distinguerons deux types d’états : état réalisable (ER) et état non

réalisable (EN). Ces états sont représentés par les inégalités suivantes :

ER): Vke{l,...,m}, wha;: < C*.
177 t]

i=1 j=1

(EN): 3k e{l,...,m}, ZngmU > C*.

i=1 j=1

ER signifie que la solution en cours, (notée S), ne viole pas les contraintes de
capacité, et EN signifie qu’il existe au moins une contrainte de capacité violée par S.
L’objectif est de construire des états ER améliorés (ou de transformer tout état EN en

ER) en appliquant dans la recherche une stratégie d’inter-change local.

4.3.1 Une solution initiale

La solution initiale est obtenue en appliquant une procédure constructive, notée CP.
CP est une procédure gloutonne a deux phases : une phase REJET et une autre phase
AJOUT. Ceci est pour obtenir une solution en considérant le procédé générant un état

ER. Elle commence par calculer le rapport pseudo-utilité u;; = <CU—V{,”>, jed{l,... r},
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ou (., .) est le produit scalaire dans IR™. Ensuite, elle sélectionne I’élément j de chaque
classe J;, i € {1,...,n}, qui réalise le plus grand rapport w;;. Si la solution obtenue est
d’état F'S, alors CP s’arréte, sinon (phase REJET), elle considere la contrainte la plus
violée parmi toutes les contraintes et qu’on note C*. Relativement & cette contrainte
C*o elle sélectionne la classe .J;, correspondant a I’élément fixé j;, ayant le plus grand
poids wfoojio par rapport a tous les éléments fixés et relativement a cette contrainte la
plus violée C*. Cet élément (phase AJOUT) est alors échangé avec un autre élément
J sélectionné dans la méme classe J;,, et la procédure controle la réalisabilité de 1'état.
Si la nouvelle solution obtenue est d’état EN, alors elle sélectionne I'élément j; de
plus faible poids dans la classe déja sélectionnée J;,, qui a son tour devient le nouvel
élémnent fixé dans cette classe. Ce processus est réitéré jusqu’a obtention d'un état ER

ou du plus faible taux d’irréalisabilité.

On peut voir que la procédure CP a une complexité au pire égale a O(max{fm,n}),
ou # = max{ry,...,r,}. En effet, a 'étape générale (la boucle tant que), la procédure
utilise m opérations pour obtenir ky et n opérations pour obtenir ig. Par conséquent,
la procédure NouvelleConfig(), utilise mé opérations pour construire une nouvelle
configurations, tandis que le nombre d’opérations consommeées par MettreaJour ()
est borné au pire par (m + 1)f opérations. D’ou la complexité au pire de CP est
évaluée a O(mb +n+ 0), qui est équivalente & O(mf + n) ce qui est équivalent aussi a
O(maz{mb,n}).

Dans ce qui suit, nous décrivons un algorithme complémentaire de recherche locale
dans le but d’améliorer la qualité de la solution générée par CP.

Les principales étapes de ’approche CP sont décrites dans la figure 4.2 :
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Entrée : Une instance de MMKP.

Sortie : Une solution S avec sa valeur O(S).

Initialisation.
Pour i = 1,...,n, mettre u;j;, = max{u;j, j=1,...,7:};
Si — Ji;
Poser ¢li] = ji ; wigpy = 1
k n k — .
Poser R* = i:1w¢¢[¢]7Vk_17""mv
/* RF : les poids cumulés pour la contrainte k */
FinPour;
S=(51,---,5n);
Etape générale.
Tant que (RF > C* for k=1,...,m) /* phase REJET */
k RF — CF},
0 argg}%xm{ };
; ko y.
g — ar%‘rsniasxn{wiji}7
#lio] = Jig 5 Tigglie] = 0;
E_ pk _ .k
RE = RY = wigpi)
Pour j =1,...,7;, /* phase AJOUT */
Si (3§ # ji, and RF + wfoj < Ck for k=1,...,m) alors

fork=1,...,m;

Tigy =13
Jio =7
Blio]=4iq 5

k _ pk k
RE = R4 w0
S=(o[iol; ¢[i], Vi # i0, i =1,...,n) est une solution réalisable;

Sortir ave le vecteur S;

pour k=1,...,m;

FinSi;
FinPour;
gl — arg min {w}.}; /* si la solution obtenue n’est pas réalisable */
<isrig
Jio = 3" Blio] = Jig 5 Tigelio) = 13
FinTant_Que;

Retourner S avec la valeur O(S).

Fic. 4.2 — La procédure constructive : CP.

4.3.2 Discussion de la non réalisablité d’une solution

Nous traitons dans ce paragraphe le cas de la non réalisablité des solutions obtenues
par CP c’est-a-dire celles d’état EN. Dans ce cas, nous essayons de réduire la non
réalisabilité de la solution obtenue en faisant appel a une procédure similaire a CCP.
Cette procédure s’appuie sur une stratégie d’interchange local entre deux éléments

d’une méme classe. Le meilleur interchange opéré pour un élément j; d’une classe 7 est
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celui qui satisfait un critére de décision (*) qui réalise le minimum du rapport suivant :

D. = Z?:l Rk
DYy

Cet interchange se fait en deux étapes :

1. Calcul des rapports Dj,
Dans un premier temps, nous effectuons I'interchange réalisant le meilleur critere
de décision que nous avons défini précedemment. Plus précisément, pour chaque
classe i, i = 1,...,n : (a) nous effectuons un interchange entre deux éléments,
(b) pour chaque élément j; interchangé, nous calculons le rapport D;,, (¢) ensuite
nous sauvegardons le plus petit rapport Dj,, ainsi que I'indice jy; de I'élément

correspondant a ce rapport :

2. Sélection du meilleur rapport
A partir des rapports correspondant a chaque classe et stockés précedemment,
nous sélectionnons l'indice i de la classe qui réalise le meilleur (plus petit) rap-
port. Ensuite, nous effectuons l'interchange dans la classe ig. Nous terminons

cette étape par la mise a jour des ressources consommeées.

On relance ce processus pour plusieurs itérations définies par Maxlter, et a chaque
itération on vérifie I’état de réalisabilité de la solution. Dans le cas ou la solution est
d’état ER, le processus s’arréte et la solution obtenue est réalisable.
Des que le processus atteint le nombre maximal d’itérations sans obtenir une solution
réalisable, on dit que le processus est incapable de générer une solution réalisable.
Egalement, nous pouvons appliquer les procédures que nous allons développer dans la
suite pour tenter de transformer un état non réalisable en un état réalisable.

Dans ce qui suit, nous décrivons une procédure de recherche locale complémentaire
que nous notons CCP dans le but d’améliorer la qualité de la solution générée par la

procédure CP.

4.3.3 Une recherche locale complémentaire

La recherche complémentaire que nous proposons est une recherche locale itérative.

Elle repose sur I'idée d’amélioration itérative d’une solution donnée. Elle applique donc :

30n peut evidemment choisir d’autres criteres de décision
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(1) des stratégies d’interchange (swapping) d’éléments considérés comme des anciens

éléments;

(7i) et une phase de changement de fixation d’éléments qui consiste a remplacer 1’an-

cien élément par un nouvel élément sélectionné dans la méme classe.

On dit que I’échange est autorisé s’il permet d’obtenir un état ER, sinon si I’état est
EN; il passe a un autre interchange jusqu’a obtention d’un échange autorisé. Par ce
procédé, l'interchange sera généralisé aux éléments restants de la méme classe. Ceci
est pour sélectionner un nouvel élément réalisant la meilleure valeur de solution locale
pour la classe courante. Ensuite, les deux éléments, notés j; et ji, appartenant a la
méme classe, notée J;, sont échangés dans la nouvelle solution qui réalise la meilleure
évaluation de toutes les classes. Ce procédé est réitéré jusqu’a ce qu'un critere d’arrét
soit atteint.

Nous décrivons les principales étapes de cet algorithme, que nous avons noté CCP,
dans la figure 4.3.

Tout d’abord, nous détaillons le principe de la procédure RechercheSwapLocal ()

utilisée par CCP et qui permet d’améliorer la solution de départ donnée par CP.

A) Au départ, la procédure RechercheSwapLocal() initialise le meilleur élément a
interchanger (swapper) :

A.1) wvaleur «— v;g,, ol v;g, représente le profit de 'ancien élément fixé dans la
i-eme classe J; a interchanger ;

A.2) s; < S;, ou s; est un élément candidat dans J; & interchanger ;
B) Ensuite, elle opere ’échange qui a été autorisé :
B.1) Pour (j=1,...,r; et j # 5;) faire

Si (vij > valeur et R —wjy +wy; < C*, Vk=1,...,m) alors
Set valeur «— vj; ;
Set s; «— 7;
B.2) Retourner s; comme étant le meilleur élément a interchanger localement.

Nous rappelons d’une part que CP a une complexite de O(max{m6,n}). D’autre
part, CCP utilise la procédure CP pour démarrer avec une solution initiale (Eatpe 1).
A T'étape générale (Etape 2), la procédure RechercheSwapLocal(), requiert 2m opéra-
tions pour mettre a jour les ressources consommeées et une opération pour calculer la
valeur O(S). Par ailleurs, I’algorithme consomme 6(2m + 1) opérations pour fixer une

classe et (2m+ 1) x n opérations pour fixer toutes les classes. Par conséquent, on peut
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Entrée : Une solution réalisabe S avec sa valeur O(S).

Sortie : Une solution réalisable améliorée S* avec sa valeur O(S*).

Eatpe 1.
mettre S = (S1,...,S) «— CP();
mettre S* «—— S
Etape 2.
Tant que non Condition_d’Arrét() faire
pour tout ¢ dans {1,...,n} faire

Ji «— RechercheSwapLocal(j;, J;)

/* et U'interchange entre j; and j; est autorisé */
Si — gl

Se— (S, 54555 Sn);

FinSi

FinTant_Que

retourner S* avec sa valeur O(S*);

Si O(S1,-..,4,-+-,Sn) > O(5*) alors S* «— (S1,...,7},...

/* ji (§7) représente I'ancien (nouvel) élément de la classe J; */

F1G. 4.3 — La procédure complémentaire CCP.

borner la compléxité au pire de CCP par Maxlter x O(0(2m + 1) x n+ (m+ n) +

0(2m + 1)) ce qui est équivalent a dire que la compléxité de CCP est évaluée au pire

cas a O(0(m +n)), qui est équivalente a O(fmax{m,n}).
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Partie A : la recherche locale guidée
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4.4 La recherche locale guidée

La recherche locale guidée, GLS (Guided Local Search), est I'une des approches
récentes considérées comme une métaheuristique de résolution des problemes d’optimi-
sation combinatoire. Cette approche a été utilisée pour la premiere fois par Voudouris
et Tsang [59] pour résoudre des problemes de satisfaction de contraintes. Elle peut étre
vue comme une méthode tabou (voir Hansen [16] et Glover et Laguna [14]) puisqu’elle
s’appuie sur la notion de mémoire qui controle le processus de recherche d’une fagon

similaire a celle opérée par la méthode tabou.

GLS est une méthode générale d’optimisation pour résoudre des problemes d’op-
timisation combinatoire tels que le probleme du voygeur de commerce (Voudouris et
Tsang [61]) ou le probleme de la programmation par contraintes (Voudouris et Tsang
[59]) ou le probleme de tournées de véhicules (voir Kilby et al.[29]). La méthode GLS
s’appuie sur l'idée de guider la recherche locale dans l'espace de recherche. En ef-
fet, cette approche applique principalement la modification de la fonction objectif par
I’'ajout d'une pénalité ou d’un ensemble de termes de pénalité. La recherche locale se
trouve donc orientée par les termes de pénalité et concentre la recherche sur des régions
différentes de ’espace de solutions. Le processus est réitéré en procédant a des appels
itératifs de la recherche locale.

Si durant le processus de recherche, cette derniere est piégée autour d'un optimum
local, alors un changement des termes de pénalité est appliquée, puis la recherche est
de nouveau relancée. La modification des termes de pénalité permet de régulariser la
solution générée par la recherche pourqu’elle corresponde aux informations initiales du
probleme.

L’idée de I'approche est similaire a une large classe d’algorithmes d’optimisation com-
binatoire telles que la méthode tabou. En fait, GLS peut étre considérée comme une
méthode tabou avec des différences dans le concept. La méthode tabou est caractérisée
par les interdictions des mouvements qui sont généralement implémentées sous forme
de listes (listes tabous). Contrairement a GLS, ces interdictions se réferent uniquement
aux solutions et sous forme de pénalisation de la fonction objectif. En plus, dans la
méthode tabou ces interdictions peuvent étre tres restrictives et uniquement relachées

par un critere d’aspiration.

En général, GLS effectue des transitions d’'un optimum local en pénalisant des



CHAPITRE 4. METHODES DE RECHERCHE LOCALE POUR LE SAC-A-DOS
62 GENERALISE A CHOIX MULTIPLE

configurations de solutions ne figurant pas dans la solution approchée. Elle définit une
fonction objectif modifiée, augmentée par un ensemble de parametres de pénalité sur
ces configurations. La fréquence de la recherche locale et la mise a jour des parametres
de pénalisation peuvent étre réitérés aussi souvent que cela est nécessaire. La figure 4.4

résume le principe de 'approche GLS.

N GLS ]
nouveaux couts optimum local
opérateur: .
. p restriction
Information | mouvement Recherche
sur le —» locale
probléme
A4
Pénalités

fonction

fonction e
pénaliseé

objectif

Fi1Gc. 4.4 — L’approche GLS.

4.5 Adaptation de la recherche locale guidée

Dans notre étude, nous proposons une variante de la méthode de recherche guidée
qui consiste en une pénalisation du processus de recherche pour éviter aux solutions de
stagner autour des optimas locaux. La pénalisation opérée est controlée par deux pa-
rametres. Un premier parametre nommé exploration qui applique des pénalisations sur
les valeurs profits d’un certain nombre d’éléments repérés pendant la recherche, et un
deuxieme parametre appelé diameétre qui cible I’'étendue de ’espace de recherche. Cette

approche utilise également des coefficients de pénalisation choisis par rapport a la taille
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et la nature du probleme traité afin de pénaliser aléatoirement toute solution semblant
indiquer étre piégée autour d’un optimum local. L’objectif de cette pénalisation est
double :
— (7) libérer la solution courante de toute zone attractive estimée non améliorante.
— (#7) changer de trajectoire de recherche.
Cette derniere stratégie est introduite principalement pour diversifier la recherche et

explorer d’autres régions.

4.6 Un algorithme utilisant la pénalisation et la

transformation normalisante

Dans ce paragraphe, nous décrivons le principe général de l'approche recherche

guidée appliquée au probleme MMKP. Celle-ci applique :
1. Une stratégie de pénalisation.
2. Une stratégie de normalisation des configurations des solutions retenues.

L’algorithme démarre par une solution réalisable, notée S* (obtenue en appliquant
les procédures constructives CP et CCP développées dans les sections 4.2 et 4.3). La
derniere solution obtenue est considérée comme la meilleure solution réalisable trouvée,

sans application de la stratégie de pénalisation.

4.6.1 Le principe général de I’algorithme

L’algorithme proposé peut étre considéré comme un alorithme utilisant deux phases :
(1) phase d’application d’'une phase de pénalisation, et (i7) phase de normalisation.
Cette derniere phase permet de revenir aux configurations des solutions du probleme
original.

— D’une part, la phase de pénalisation est appliquée si on ne peut améliorer la
solution courante apres qu'un certain nombre d’itérations soit effectué par 'al-
gorithme. Dans ce cas, un facteur de pénalisation est appliqué pour transformer
les valeurs profits de la fonction objectif. Partant de la nouvelle configuration ob-

tenue (qui demeure une solution réalisable pour le pobléme original), le procédé
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consiste a trouver un meilleur voisinage pour améliorer localement la configura-
tion courante.

— D’autre part, on applique la phase de normalisation qui a pour objectif de re-
transformer la derniere configuration pénalisée en une solution réalisable pour le
MMKP. La solution issue de ce procédé est normalisée car les valeurs profits de

sa fonction objectif redeviennent les valeurs profits du probleme original.

4.6.2 Description de ’algorithme DerAlg

Les principales étapes de ’algorithme sont décrites dans la figure 4.5. L’algorithme
démarre en appliquant la procédure constructive CP pour tenter de produire une so-
lution initiale réalisable. La configuration de la solution courante est stockée dans un
vecteur p. La meilleure solution (resp. évaluation) S (resp. O(S5)) est initialement af-
fectée a la solution (resp. évaluation) initiale S* (resp. O(S*)). A l'étape générale, on
applique phase normale qui correspond a la phase sans pénalisation. Celle-ci applique
une recherche d’interchange local dont 'objectif est d’accroitre la valeur de la premiere
solution réalisable obtenue. A chaque itération de I’étape générale, la meilleure solution
courante est mise a jour si la solution en cours est améliorée. Dans ce cas, on distingue
deux cas :

— d’une part, I’étape est mise en phase normale et la solution est celle fixée a S*

et de valeur O(S%),

— d’autre part, si I’étape est mise en phase de pénalisation, alors la procédure
Normaliser () est introduite pour réccupérer la solution réalisable du probleme
original, correspondant a la solution pénalisée.

Ce processus est réitéré pour un nombre d’itérations fixé au préalable. On peut

également distinguer deux cas :
1. la solution courante est améliorée,
2. le procédé est incapable de produire une solution meilleure.

Concernant le premier cas (1), si I'étape est fixée a phase normale, alors la stratégie de
pénalisation “Pénaliser ()” est appliquée pour opérer des modifications sur la confi-
guration de la solution en cours au niveau des valeurs profits de la fonction objectif.

Sinon, nous sommes dans le cas (2), alors deux sous-cas se présentent :
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— (i) la procédure “Normaliser()” est appliquée pour retransformer la solution
pénalisée en une solution normale,

— (4i) la procédure “Pénaliser()” est appliquée a la derniere solution en cours.

Entrée : Une solution réalisable S et son évaluation O(S).

Sortie : Une solution réalisable S* et son évaluation O(S*).

Initalisation :
Poser S* «— S :=CP() et V(p) «— O(S*);

Etape générale :

Tant que non (Condition d’Arrét()) faire
S «— CCP(S); /* Utiliser RechercheSwapLocal pour améliorer la solution initiale */
Si V(p) < O(S) alors
Si (phase=Phase_Normale) alors /* Etape sans facteurs de pénalisation */
Poser S* «— S et V(p) «— O(S*);
Sinon
Poser S= Normaliser(S, p);
/* Remettre la solution dans sa configuration ordinaire */
Poser S* «— S et V(p) «— O(S*);
FinSi
Sinon
Si (phase=Phase Normale) alors
S «— Pénaliser(V(p), A, m); /* Appliquer la pénalisation & la solution courante */
Sinon /* Si I’étape courante est & Phase Pénalisation */

Poser S «— Normaliser(S,p), V(p) «— O(S) et S «— Pénaliser(V(p), A, 7);
FinSi
FinSi

FinTantQue

Retourner S* et son évaluation O(S*);

Fic. 4.5 — Un algorithme avec pénalisation et normalisation : DerAlg

Notons que l'objectif de la derniere étape est de changer la trajectoire du processus

de recherche pour explorer de nouvelles régions non visitées de l’'espace des solutions
réalisables.

Par ailleurs, l'algorithme DerAlg utilise d’autres parametres intrinséques. Le premier
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parametre est appelé paramétre d’exploration (noté A). Ce parametre sert a fixer le
nombre d’objets dont il faut pénaliser les valeurs profits v;;, i =1,...,n, j = 1,...,r;:.
Le deuxieme parametre, appelé paramétre diameétre (noté D), est introduit pour controler
et délimiter la région de 'espace a explorer pour améliorer la solution en cours. Pour
cette raison, le dernier espace de recherche posséde quelques configurations différentes
ayant la méme valeur objective. Les derniers parametres de ’approche sont les pa-
ramétres de pénalisation (notés ) appliqués a la fonction objectif. Ce faisant, chaque

configuration représente une solution réalisable (valeur) pour le probléme original.

Les principales étapes de l'algorithme Deralg sont données dans la figure 4.5. La
complexité de 'algorithme DerAlg est donnée comme suit.
Initialement (Initialisation), DerAlg démarre en appliquant la procédure CP pour
construire une solution initiale. Nous avons vu dans le paragraphe 4.2 que CP a une
complexité au pire de O(maz{fm,n}). Ensuite (Etape générale), on applique CCP
pour améliorer la solution courante obtenue par CP. Sa complexité (voir la section 4.3)
est en O(@max{m,n}). La procédure Normaliser () nécessite au pire cas 6 opérations
pour remettre une solution pénalisée dans sa configuration ordinaire et donc elle est
en O(f). La procédure Pénaliser() est aussi en O(f), puisqu’elle utilise au pire 6
opérations pour pénaliser une solution courante. Donc, I'algorithme DerAlg admet une
complexité au pire cas égale a MazIter x ((fm+n)+(6(m-+n)x ). D’ou sa complexité
est de l'ordre de O(6*max{n, m}).

4.7 Partie expérimentale

Dans cette section, nous allons exposer les résultas numériques obtenus par les
approches. L’objectif de ces expériences est double : (i) d’une part, évaluer les per-
formances des deux procédures constructive et complémentaire CP et CCP et, (i7)
déterminer un meilleur compromis entre le temps d’exécution et le choix des pa-
rametres intrinseques utilisés par I’algorithme DerAlg : le nombre maximum d’itérations
nécessaire a effectuer, le parametre d’exploration A, le parametre diametre D et les
parametres de pénalité 7.

Cette section est organisée comme suit. Tout d’abord, nous évaluons les performances

des deux procédures CP et CCP. Ces procédures sont testées sur un ensembles d’ins-
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tances de la littérature de différentes tailles et densités. Nous comparons les résultats
obtenus par rapport a la solution optimale (ou la meilleure solution réalisable connue).
Ces résultats sont ensuite comparés a ceux existant dans la littérature. Nous présentons
ensuite les résultats obtenus par I'algorithme DerAlg et nous montrons I'importance des
parmetres et de leur choix dans la résolution. Nous indiquons aussi le degré d’amélioration
obtenu par l'algorithme DerAlg par rapport a d’autres approches de la littérature. Les
méthodes CP, CCP et DerAlg ont été codés en C++, et exécutées sur une machine SUN
Ultra-Sparc10 (250 Mhz et 128Mo de RAM).

#Instance n ry,i=1....n m N
101 5 5 5 25
102 5 10 5 50
103 15 10 10 150
104 20 10 10 200
105 25 10 10 250
106 30 10 10 300
107 100 10 10 1000
108 150 10 10 1500
109 200 10 10 2000
I10 250 10 10 2500
I11 300 10 10 3000
I12 350 10 10 3500
I13 400 10 10 4000

TAB. 4.1 — Détails des instances

4.7.1 Performances des procédures CP et CCP

Pour évaluer les performances de CP et CCP, nous utilisons les instances proposées
par Khan et al. [27]. Ces données décrivent une variété d’instances allant des petites
tailles aux tailles plus importantes (nombre de variables variant entre N = 25 et
N =4000). La solution optimale de certaines de ces instances, notées I1,...,I16 dans
le Tableau 4.1, est connue. Pour les autres instances, notées I7, ...,I113 dans le Tableau
4.1, nous reportons la meilleure solution approchée publiée par Khan et al. [27]. Pour

chaque instance, nous reportons le nombre n de classes, le nombre r; d’éléments dans
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chaque classe 7, ¢ = 1,...,n, le nombre de contraintes m pour chaque instance et
finalement le nombre total N d’éléments pour chaque instance, ot N = >""  r;.

Les résultats obtenus par Moser et al. [40] et Khan et al. [27] sont reportés dans le
Tableau 4.2. Les résultats de Moser et al. sont représentés par les colonnes 5 et 6.
Les résultats de 'algorithme de Khan et al. sont représentés par les colonnes 3 et 4.
La colonne 2 contient la solution optimale (ou la meilleure solution approchée) du
probleme. Les colonnes 4 et 6 affichent le pourcentage de déviation de la valeur de la
solution de 'optimum (ou de la meilleure valeur de la solution approchée). Nous notons

ce pourcentage de déviation par Dev qui est calculé de la maniere suivante :

A(I)
~ Opt(I)(ou Best)

Dev = (1 ) % 100,

ou A(I) et Opt(I) (resp. Best) représentent la solution approchée (solutions des co-

lonnes 3 et 5) et la solution optimale (resp. la meilleure solution approchée) de l'ins-

tance I.
#Instance  Opt/Best KLMAgy Dev Moserge; Dev
I01 173.00 167.00 3.47 151.00 12.72
102 364.00 354.00 2.75 291.00 20.05
103 1602.00 1533.00 4.31 1464.00 8.61
104 3597.00 3437.00 4.45 3375.00 6.17
105 3949.59 3899.10 1.28 3905.70 1.11
106 4799.30 4799.30 0.00 4115.20 14.25
107 23983.00* 23912.00 1.02 23556.00 2.50
108 36007.00* 35979.00 0.11 35373.00 1.79
109 48048.00* 47901.00 0.31 47205.00 1.75
110 60176.00* 59811.00 0.68 58648.00 2.61
I11 72003.00* 71760.00 0.45 70532.00 2.16
I12 84160.00* 84141.00 0.03 82377.00 2.13
I13 96103.00* 96003.00 0.10 94166.00 2.02
Moyenne 1.46 5.99

TAB. 4.2 — Performance des approches de Khan et al.’s [27] et Moser et al.’s [40] sur
les instances de la littérature. Le symbole * signifie que la solution optimale n’est pas

connue.

Dans le Tableau 4.3, les résultats obtenus par CP sont représentés par les colonnes 3,
4 et 5. La colonne 3 contient la valeur de la solution (notée C' Py ). La colonne 4 affiche

le pourcentage de déviation (noté Dev) entre la valeur de la solution obtenue par CP et
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la valeur de la solution optimale (ou la meilleure solution approchée), notée Opt/Best.
La colonne 5 représente le temps d’exécution (noté 7" et mesuré en secondes) consommé
par CP. Les colonnes 6 jusqu’a 8, quant a elles, reportent les résultats obtenus par la
méthode CCP. La colonne 6 représente la solution obtenue par CCP (notée CC Py,), la
colonne 7 correspond a la déviation de la solution obtenue par rapport a 'optimum (ou
de la meilleure solution), enfin la colonne 8 représente le temps d’exécution nécessaire
a CCP pour s’arréter avec une solution.

Cette section, peut étre considérée comme une partie préliminaire dans laquelle
nous comparons les résultats obtenus par CP a ceux obtenus par CCP.
Avant de comparer les résultats des deux algorithmes, nous analysons le comportement
des deux approches de Moser et al. [40] et de Khan et al. [27]. A partir du Tableau 4.2,
nous remarquons que la méthode de Khan et al. [27] (notée K LM Ag,) obtient des
résultats meilleurs que la méthode proposée par Moser et al. [40] (dont les solutions
sont notées par Mosergy). Les résultats de Moser et al. sont tirés de Khan et al. [27].
Dans ce cas, KLM A produit un pourcentage de déviation variant dans l'intervalle
[0, 4.45%], et une moyenne de 1.46%.

#Instance Opt/Best CPso; Dev T CCPgo; Dev T
I01 173.00 161 6.94 <0.01 161.00 6.94 <0.01
102 364.00 284.00 21.98 <0.01 341.00 6.32 < 0.01
103 1602.00 1414.00 11.74 <0.01 1511.00 5.68 < 0.01
104 3597.00 3135.00 12.84 <0.01 3397.00 5.56 < 0.01
105 3949.59 3065.40 22.40 <0.01 3591.59 9.06 0.03
106 4799.30 3749.89 21.87 0.01 4567.90 4.82 0.02
107 23983.00* 19667.00 18.59 0.02 23753.00 1.68 0.16
108 36007.00* 28461.00 20.98 0.05 35485.00 1.48 0.40
109 48048.00* 38389.00 20.10 0.06 47685.00 0.76 0.65
I10 60176.00* 48361.00 19.69 0.05 59492.00 1.21 1.11
I11 72003.00* 58008.00 19.53 0.08 71378.00 0.98 1.35
I12 84160.00* 68027.00 19.18 0.09 83293.00 1.04 1.70
I13 96103.00* 78309.00 18.52 0.09 95141.00 1.00 2.15
Moyenne 18.03 0.03 3.58 0.58

TAB. 4.3 — Performance des approches CP et CCP. Le symbole * signifie que la solu-
tion optimale n’est pas connue. Le symbole < signifie que le temps d’exécution T est

négligeable.

Maintenant, pour analyser le comportement de CP et de CCP, nous avons résumé

les résultats de ces deux approches dans le Tableau 4.3. On peut remarquer qu’avec
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CCP, on obtient des résultats nettement meilleurs que ceux obtenus par CP. Par
ailleurs, CCP nécessite un temps d’exécution plus imporant. Néanmoins, CCP pro-
duit de meilleures solutions (une déviation moyenne égale a 3.06%) en consommant
moins que 0.58 secondes en moyenne. Occasionnellement, elle produit des résultats
d’une qualité médiocre (au pire cas d’un pourcentage de 8.93%). Cependant, CCP de-
meure une procédure de démarrage utile pour des procédures plus élaborées que nous

verrons par la suite.

4.7.2 Performance de I’algorithme DerAlg

Généralement, si on utilise des algorithmes approchés pour résoudre des problemes
d’optimisation, il est bien connu que différents parametres et leur choix prennent part
dans la qualité de la solution obtenue. Pour ce qui concerne notre approche, DerAlg
implique quatre décisions : () la maniere de choisir le parametre d’exploration A, (i7) le
nombre d’itérations MaxIter a fixer, (7i7) la maniére de controler I'espace de recherche
a délimiter par le parametre diametre D et finalement, (iv) les valeurs a attribuer
aux parametres de pénalisation 7 (nous avons choisi d’affecter la méme pénalisation a
toutes les valeurs profits).

Dans la suite, différents ajustements sont opérés pour tenter d’atteindre de meilleures
solutions. Cependant, le meilleur ajustement retenu, peut entrainer un temps d’exécution
plus important. Nous avons donc fait un choix de compromis entre la qualité de la so-
lution finale et le temps d’exécution nécessaire.

Afin de trouver une meilleure valeur a attribuer au parametre exploration A, nous
avons exploré trois stratégies :

— affecter & A une valeur large, en fixant ce parametre dans l'intervalle discret

[6,...,10];
— affecter a A une valeur intermédiaire, en fixant ce parametre a 5;

— affecter a A une valeur faible, en fixant ce parametre dans l'intervalle discret

[1,...,4].
Les résultats obtenus montrent que la variation de A dans I'intervalle [1, ..., 4] produit
des solutions de meilleures qualité. Pour I'intervalle complémentaire, [6, ..., 10], I'algo-

rithme n’était pas capable de produire de meilleures solutions sinon d’aussi bonne qua-

lité. En revanche, pour cet intervalle, la consommation en terme de temps d’exécution
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est plus importante. Enfin, les meilleurs résultats ont été obtenus pour le deuxieme cas
ou A a été fixé a la valeur 5.

Afin de trouver un meilleur compromis entre la qualité de la solution et le temps
d’exécution, nous avons introduit une variation sur le nombre maximum d’itérations
MaxIter. Dans ce cas, nous avons testé MaxIter avec des valeurs prises dans l'inter-
valle discret [2, 5, 8, 10]. Les résultats obtenus montrent que les meilleures solutions
ne sont pas nécessairement obtenues pour de grandes valeurs de MaxIter et de ce fait,

le temps d’exécution de DerAlg croit aussi.

MaxIter 2 5 8 10
Av.Dev 1.81 0.92 0.68 0.61
Av.T 1.90 1.90 4.10 6.50

TAB. 4.4 — Le comportement de DerAlg par rapport a la variation du parametre
MaxIter.

Le Tableau 4.4 représente la qualité des solutions obtenues en fonction des valeurs
données suivantes : A = 5 D = 5 et 71 = 0.70 (dans la suite, nous discuterons le
choix des valeurs associées & D et a 7). Utilisant ces valeurs, telles que c¢’est montré
dans le Tableau 4.4, nous remarquons que la qualité des solutions obtenues (notée par
Av.Dev. de la ligne 2) varie entre 0.61% et 1.81%. La meilleure déviation moyenne est
obtenue pour Mazlter = 10 en un temps d’exécution moyen le plus important (notée
Av.T. de la ligne 3).

En fixant les valeurs des parametres A et Maxlter, on cherche maintenant la
meilleure stratégie pour fixer la valeur du parametre diametre D. Rappelons que D est
appliqué pour délimiter ’espace de recherche. En effet, D permet d’effectuer une cer-
taine diversification de la solution lorsque plusieurs meilleures solutions (par exemple,
ces solutions ont la méme valeur objective mais possedent des configurations différentes)
sont atteintes par l'algorithme DerAlg. Le Tableau 4.5 reporte la qualité des solutions
obtenues lorsque D varie dans 'intervalle discret [3, 5, 7, 10].

On peut remarquer que la déviation moyenne varie entre 0.61% et 0.70%, et le
meilleur résultat est obtenu pour D = 5. Le méme Tableau 4.5, montre que si la valeur
de D est assez petite ou assez grande, alors la diversification utilisée n’est pas assez

suffisante ou trop importante. Nous pensons que pour de faibles valeurs de D, I'espace
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D 3 5 7 10
Av.Dev 1.14 0.61 0.63 0.70
Av.T 2.50 6.50 7.40 9.50

TAB. 4.5 — Effets du parametre D sur I'algorithme DerAlg.

de recherche généré n’est pas assez riche ou peu suffisant pour explorer de nouvelles
solutions. En revanche, pour des valeurs assez grandes de D, ’espace de recherche est
tres vaste de telle fagon que I'algorithme est incapable de localiser la meilleure direction
de recherche pour améliorer les solutions déja visitées. A partir du Tableau 4.5, on peut

conclure qu’'une valeur intermédiaire de D assure une qualité supérieure de la solution

obtenue.
T 0.50 0.70 0.80 0.90
Av.Dev 0.70 0.61 0.64 0.70
Av.T 6.40 6.50 6.90 9.50

TAB. 4.6 — Le comportement de DerAlg quand on fait varier 7.

Finalement, nous analysons le comportement de 1’algorithme DerAlg lorsqu’on fait

varier la valeur 7 du parametre de pénalisation. Le Tableau 4.6 résume les résultats
obtenus pour différentes valeurs affectées a . Dans ce tableau, on peut remarquer que
DerAlg réalise de meilleurs résultats avec la valeur m = 0.70. Ce choix entraine une
déviation moyenne égale a 0.61%. Notons que pour d’autres valeurs données de m, I’al-
gorithme dégrade la qualité de la solution. Ajouté a cela, DerAlg est tres rapide lorsque
m = 0.70. L’algorithme nécessite un temps d’exécution moyen égal a 6.5 secondes.
Nous pouvons par ailleurs conclure qu’il est nécessaire d’utiliser de faibles valeurs ou
de grandes valeurs de 7 (proches de la valeur 0.5 ou de la valeur 1) pour espérer obtenir
des solutions de meilleure qualité.
Dans ce qui suit, nous donnons les solutions produites par DerAlg et nous compa-
rons sa performance a celle de Khan et al., notée par KLMA (voir Tableau 4.2). Nous
considérons spécifiquement la version de I'algorithme pour laquelle les parametres sui-
vants ont été choisis : A =5, D =5, 71 =0.70 et Maxzlter = 10.

La performance de DerAlg est déterminée sur ’ensemble des instances de la littérature

(voir Tableau 4.1). Les résultats de I’algorithme sont reportés dans le Tableau 4.7.



4.7. PARTIE EXPERIMENTALE 73

##Instance KLMAg, DerAlgso Dev T
I01 167.00 173° -3.59 0.04
102 354.00 356.00” -2.82 0.04
I03 1533.00 1553.00” 0.00 0.08
104 3437.00 3502.00” -1,89 0.09
I05 3899.10 3943.22" -1.13 0.15
106 4799.30 4799.30 0.00 0.21
107 23912.00* 23983.00° -0.30 1.50
108 35979.00* 36007.00° -0,08 2.17
109 47901.00* 48048.00° -0.31 5.50
I10 59811.00* 60176.00° -0.61 7.47
I11 71760.00* 72003.00° -0.34 13.35
I12 84141.00* 84160.00° -0.02 22.41
I13 96003.00* 96103.00° -0.10 31.64
Moyenne -0.86 6.50

TAB. 4.7 — Performance de DerAlg testé sur les instances du Tableau 4.1 et comparé
aux résultats de KLMA. Le symbole o signifie que la solution optimale (ou la meilleure)

est atteinte et le symbole > signifie que DerAlg améliore la solution produite par KLMA.

Pour chaque instance, nous reportons la valeur de la solution obtenue (notée Der Alg,y),
la déviation (noté Dev) entre la solution obtenue par DerAlg et celle donnée par KLMA.
Dans ce cas, la déviation négative —¢ signifie que I'algorithme améliore de £% la solu-
tion existante. Nous reportons également le temps d’exécution T (mesuré en secondes)
et la déviation moyenne (resp. le temps d’exécution moyen) que DerAlg consomme
pour produire la solution finale (la derniére ligne du Tableau 4.7). Dans cette partie,
nous nous intéressons principalement a la qualité des solutions obtenues.

Le Tableau 4.7 montre que DerAlg produit de meilleures solutions que KLMA. En
moyenne, il réalise un pourcentage d’amélioration (comparées aux solutions produites
par KLMA) de T'ordre de 0.86%. Ce pourcentage varie dans Uintervalle [0,3.59] sur
I’ensemble des instances traitées.

Par ailleurs, on peut remarquer que les solutions sont obtenues dans moins d’une minute
(T < 60 secondes) et ceci, spécialement pour les instances de grande taille. Notons de
plus que, pour les petites instances I1,...,16, DerAlg améliore d’une maniere significa-
tive les solutions produites par CCP et produit de meilleurs résultats comparés a ceux
donnés par KLMA. Pour les instances de grande taille I7,..., I13 et pour lesquelles
nous ne disposons pas de solutions optimales, DerAlg produit de meilleures solutions

comparées a celles produites par KLMA.
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La figure 4.6 illustre le pourcentage d’amélioration entre la solution produite par
CCP et DerAlg quand on utilise les parametres suivant : A =5, D =5, 7 = 0.70 et
MazlIter = 10. La figure 4.7 montre le comportementr de DerAlg comparé a celui de
KLMA. On peut remarquer que DerAlg se comporte mieux que KLMA dans le sens

qu’il produit des solutions de meilleure qualité.

—— %Improvement

Instance

F1G. 4.6 — Variation du pourcentage d’amélioration de DerAlg versus CCP.
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F1G. 4.7 — Variation du pourcentage de déviation de KLMA et DerAlg.
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Partie B : la recherche locale réactive
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4.8 Une recherche locale réactive

Pour un probleme d’optimisation combinatoire, les algorithmes de recherche lo-
cale sont généralement décrits sous forme de plusieurs composantes. Parmi ces com-
posantes, on peut distinguer (en général) : (i) le probléme combinatoire a résoudre,
(77) la représentation d'une fonction cotut (ou objective) associée a une instance du
probleme d’une part, et un domaine de voisinage qui définit les principales transitions
dans l'espace de recherche d’autre part, et (iii) la stratégie de controle pour les mou-
vements locauzr a entreprendre. Plusieurs stratégies ont été proposées pour permettre
au probleme de dépasser les optimas locaux susceptibles de bloquer la recherche de
meilleures solutions. Souvent, les mouvements ne permettant pas 'amélioration locale

sont, soit basés sur une décision probabiliste (bruit), soit sur I’historique de la recherche.

4.8.1 Un algorithme de recherche locale réactive

Des heuristiques dédiées a la résolution des problemes d’optimisation combinatoire
peuvent utiliser la structure générale de la recherche locale réactive. La recherche locale
est souvent complétée par un processus (dit réactif), s’appuyant sur I’historique de la
recherche pour augmenter son efficacité.

Dans notre étude, nous proposons une approche qui s’inspire de la recherche locale
réactive qui consiste a utiliser : (i) une rétroaction simple pour agir sur la valeur du
parametre d’interdiction en recherche tabou et, (i7) deux stratégies différentes appli-
quant ou bien une procédure notée débloquer ou bien une liste de stockage local. La
stratégie du déblocage consiste a débloquer le processus de recherche si la solution
semble cycler, et la liste de stockage local est utilisée dans le but de (a) localiser les
solutions indésirables d’une part, et (b) d’interdire toute configuration ayant la méme

valeur solution d’autre part.
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4.8.2 Représentation d’une solution

Nous avons donné dans la section 4.3 une représentation standard d’une solution

représentant le MMKP. Nous rappelons qu’une solution peut étre donnée comme suit :

classe — J1 Jo Jn
—N— ——— ~

colonne (élément) — 1 2 3 1 2 3 4 ... 1 2

sous-vecteur —>’1‘0‘0‘0‘0‘1‘0‘--~‘0‘1‘

Fia. 4.8 — Représentation d’une solution du MMKP.

Rappelons aussi que pour chaque classe J;, @ = 1,...,n, on séléctionne un et un

seul élément j, c’est-a-dire, x;; = 1 si I’élément j de la classe J; est séléctionné, x;; = 0
sinon.
Par ailleurs, nous utiliserons la notion des états ER et EN de la section 4.3 et les deux
procédures : constructive de la section 4.3.1, et complémentaire de la section 4.3.3.
Notons que les classes J;, i = 1,...,n forment une partition (réunion disjointe) de
I’ensemble N de tous les objets.

Comme nous 'avons décrit dans la section 4.3, nous distingueons deux différents
états : état réalisable (ER) et état non réalisable (EN) :

ER): VEe{l,...,m}, whx; < CF;
17°7)

i=1 j=1

(EN): 3k e{l,...,m}, Zwaij > C*.

i=1 j=1
L’objectif est de construire des (ER) améliorés (ou de transformer un état EN en ER)

en appliquant une stratégie de recherche et d’échange local.

4.8.3 Principe de la recherche locale adaptée

Cette section, décrit la premiere approche de recherche réactive pour le MMKP.
Le but de la méthode est d’améliorer la solution produite par la procédure CCP (voir
section 4.3.3). L’algorithme, (noté RLS), utilise un parametre prévoyant les cycles pour

indiquer si la solution en cours cycle et de réagir sur cette derniere si nécessaire. La
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méthode est caractérisée par la période d’interdiction détérminée a travers le mécanisme
de rétroaction durant la recherche. Ce principe tente de débloquer une solution qui
cycle. L’algorithme simule ce procédé en considérant la génération de solutions a deux
phases. La premiere phase consiste a dégrader la solution courante qui n’est pas “as-
sez” améliorée, et applique des interchanges locaux entre les éléments de la solution
dégradée dans le but d’atteindre une meilleure solution locale. La deuxieme phase
consiste a débloquer la solution pour diversifier la recherche en changeant de direction

pour 'exploration d’autres régions.

4.8.4 Description de ’algorithme

La figure 4.9 décrit les principales étapes de l'algorithme. L’algorithme démarre en
appliquant la procédure CP pour construire une solution de départ. Chaque solution est
représentée par sa configuration stockée dans un vecteur p. La meilleure solution (resp.
évaluation) S* (resp. O(S*)) est initialement égale a S (resp. O(S)) atteinte par CCP.

Entrée : Une solution réalisable S et son évaluationO(S).

Output : Une solution réalisable améliorée S* et son évaluation O(S*).

Initalisation.
Poser S* := S :=argmax {CPsol,CCPsol}, et poser V(p) := O(S*);

Etape générale.
Tant que non (Condition.d’Arrét()) faire
Poser p := 0; /* p est le nombre de fois que 1'on peut dégrader une solution en cours*/
Pour i dans J faire :
k; := RechercheSwapLocal(k, J;);
/* k (k;) définit I'ancien (nouvel) élément de la classe J; */
8i O(Sg,) > O(S) alors S := S ;
FinFaire
Si V(p) < O(S) alors S* := S, V(p) := O(S*) et p:=0;
Sinon
8i (p < Const) alors S := Dégrader(S) et poser p:=p+ 1;
Sinon
S :=Débloquer(S);
8i O(S) > V(p) alors p := 0;
Sinon sortir avec la meilleure solution en cours;

FinTant Que

Sortir avec la meilleure solution S* (de valeur O(S*)).

Fia. 4.9 — L’algorithme RLS pour le MMKP.
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Ensuite, dans la boucle générale, on applique la procédure notée dans 'algorithme par
RechercheSwapLocal() pour obtenir une premiere solution améliorée. La meilleure
solution est mise a jour si la solution obtenue réalise la plus grande valeur comparée a
la valeur initiale. Ce procédé est réitéré pour un nombre maximum d’itérations.

Si la procédure RechercheSwapLocal() ne parvient pas a améliorer la solution,
alors la stratégie de dégradation d'une solution, Dégrader (), est introduite pour agir
sur la solution non améliorée. L’objectif de cette opération et de changer la trajectoire
de recherche vers une autre région. Ensuite, on réactive le processus de recherche en
appliquant a nouveau la procédure RechercheSwapLocal (). Cette stratégie est répétée
pour un nombre fixé d’itérations.

Comme c’est décrit dans I'une des étapes de I'algorithme, si la solution obtenue semble
cycler et n’est pas “suffisamment” améliorée, on évite ce phénomene en utilisant la
stratégie de déblocage d'une solution, Débloquer (). La procédure RechercheSwapLocal ()
est appelée a nouveau pour améliorer la solution débloquée. Ce processus est controlé
par un nombre maximum d’itérations.

De point de vue complexité, RLS est en O(6nm?), ot 0 = mazx{ry,...,r,}.

En effet, RLS démarre par un appel de CP de complexité O(max{m#f,n}) (voir sec-
tion 4.3.1). Ensuite, RLS fait appel a la procédure RechercheSwapLocal () de compléxité
O(Onm) et les deux procédures Dégrader () et Débloquer () qui sont en O(m) chacune.
Finalement, la complexité totale est de Pordre de MaxIter x ((mf+n)+2(nmd)) x m.

Par conséquent, la complexité au pire de RLS est en O(0nm?).

4.9 Un algorithme modifié de recherche locale et

réactive

Dans cette section, nous proposons une modification de I'algorithme RLS de la sec-
tion 4.8.3. Nous introduisons une liste mémoire afin de tenter de prévenir le cyclage
des solutions. Notons, qu’en appliquant ’algorithme RLS au probleme MMKP, on peut
obtenir différentes configurations de méme évaluation. Dans ce cas, apres qu’un mouve-
ment ne soit effectué, le processus vérifie si la configuration courante a déja été obtenue
durant la recherche et réagit en conséquence. Ce mécanisme réactif n’est sans dotte

pas suffisant pour garantir a la trajectoire de recherche de n’étre pas bloquée dans une
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région limitée de l'espace de recherche. La robustesse de I'approche requiert alors un
autre mécanisme d’ésquive d’un tel phénomene. Nous ’appelons remplissage-mémoire.
Cette stratégie est appliquée lorsque différentes configurations obtenues durant la re-
cherche améliorante, réalisent la méme valeur de la fonction objective.

La figure 4.10 décrit les principales étapes de I'algorithme modifié (noté MRLS).

Entrée : Une solution réalisable S de valeur O(S).

Sortie : Une solution réalisable améliorée S* de valeur O(S*).

Initalisation :
Poser S* := S :=argmax {CPSOZ7 CCPSOZ}7 et poser V(p) := O(S™*);

Poser Liste = (;
Etape générale :
Tant que non (Condition d’Arrét()) faire
mettre p:= 0 /* p : nombre de fois une solution courante peut étre dégradée */
Répéter
Pour ¢ € J faire
/* k (k;) représente I’ancien (nouvel) élément de la classe J; */
k; := RechercheSwapLocal(k, J;) et S];i ¢ Liste;
8i O(Sg,) > O(S) alors S := Sy ;
FinFaire ;
8i V(p) < O(S) alors S* := 5, V(p) := O(S*) et p:=0;
Sinon
p:=p+1
Si (p < Const) alors
Insérer(S, Liste);
S := Dégrader(S) et S ¢ Liste;
FinSi ;
Jusqu’a (p = Const);
FinTant Que;

Sortir avec la meilleure solution S* de valeur O(S*).

F1G. 4.10 — Modification de I'algorithme RLS en ajoutant une liste mémoire : MRLS.

Nous proposons donc de modifier la premiere version de la recherche locale, RLS, en
choisissant de remplacer la stratégie de déblocage d’une solution par la liste mémoire.
Ce changement est effectué sur les solutions dont les valeurs ne sont pas suffisemment
améliorées. Au départ, et apres avoir effectué une recherche d’interchange local, la
meilleure solution en cours est mémorisée dans la liste appelée mémoire (notée Liste).
Le but alors, est de localiser des solutions équivalentes (configurations différentes avec
la méme évaluation) et d’interdire tout retour a ces solutions. Ensuite, la stratégie de

dégradation d’une solution est appliquée pour un certain nombre d’itérations. Si la
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solution obtenue n’est pas suffisamment améliorée, alors sa configuration est stockée
dans la liste mémoire, ainsi on permet a la recherche de changer de direction.

En phase d’initialisation, I'algorithme MRLS démarre en faisant appel a la procédure
CP afin d’obtenir une solution initiale. La configuration de chaque solution est représentée
par un vecteur noté p. La meilleure solution (resp. évaluation) S* (resp.O(S*)) est ini-
tialement fixée & la solution initiale (resp. évaluation initiale) S (resp.O(S)) obtenue
par CP et améliorée par CCP. Egalement, la liste mémoire Liste est initialement vide.

Dans la phase de I'étape générale, 'algorithme effectue des interchanges locaux
afin d’améliorer la solution courante qui n’appartient pas a la liste mémoire. Ensuite,
la solution obtenue est comparée a la valeur stockée. Si la valeur de celle-ci améliore
I’ancienne valeur, alors elle devient la meilleure solution obtenue. Ce processus est
réitéré pour un nombre fixé d’itérations. Dans ce cas, la solution courante non améliorée
est introduite dans la liste pour éviter au processus de recherche de solutions de cycler.

On applique, ensuite, la stratégie de dégradation de la solution pour permettre a
celle-ci de réagir par diversification. Dans ce cas, la procédure de recherche d’inter-
change local est réappliquée pour améliorer la solution apres rétroaction.

De point de vue complexité, on remarque que MRLS admet une méme complexité
que RLS, dans le sens qu’il utilise les mémes procédures excépté le fait qu’a la place
de la procédure de déblocage de la solution, il utilise une liste mémoire. Donc, sa

complexité au pire est en O(6?(m + n)) (voir section 4.5 pour plus de détails).

4.10 Partie expérimentale

Les deux versions de 'approche sont codées en C++ et exécutées sur une station
SUN Ultra-Sparc10 (250 Mhz et avec 128Mo de mémoire RAM). Ces deux versions
ont été testées sur le méme ensemble d’instances du paragraphe 4.10 proposé par Khan

et al. [27, 28].

4.10.1 Comportement des deux versions de ’approche

Généralement, quand on opte pour une stratégie de type heuristique pour résoudre
un probleme d’optimisation, il est important de bien choisir les parametres intrinseques

a I'approche développée pour permettre d’obtenir de meilleures solutions. Concernant
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notre approche, le méme principe s’applique a RLS et a MRLS qui nécessitent quatre
décisions.

— RLS utilise le parametre p qui correspond au nombre de fois qu'une solution
courante peut étre dégradée et Maxlter le nombre d’itérations autorisées pour
I'interchange local.

— MRLS utilise en plus des deux parametres cités ci-dessus, une liste mémoire dont

la taille doit étre fixée.

Un meilleur choix de ces parametres, permettraient d’obtenir des solutions de qua-
lité “supérieure”, cependant, ces ajustements conduisent parfois a des temps d’exécution
plus importants. L’ensemble des valeurs choisies pour nos tests représente un meilleur
compromis entre la qualité de la solution obtenue et le temps nécessaire a 1’obtention
d’une telle solution pour une instance du probleme MMKP. Ci-apres nous présentons

les différents réglages utilisés par les deux versions de 1'algorithme.

Pour obtenir une meilleure valeur pour MaxzIter, représentant le nombre maximum
d’itérations utilisé par I'algorithme, nous avons introduit une variation de ce parametre
dans lintervalle discret {n, 15n, 20n}. Ces tests ont été effectués en fixant le pa-
rametre p, qui autorise le nombre de fois qu’une solution courante peut étre dégradée,
a 5 (plus loin, nous discuterons le choix du parametre p).

Lors des tests, nous avons constaté que lorsque MaxIter prenait des valeurs grandes,
alors (i) la qualité des solutions devenait meilleures et (ii) le temps d’exécution devenait
tres important. Le Tableau 4.8 montre la qualité des résultats obtenus lorsqu’on fait
varier le nombre d’itérations. On peut remarquer que la moyenne du rapport d’approxi-
mation (AR : colonne 2) varie entre 0.9752 et 0.9974. La meilleure moyenne de AR
est obtenue en fixant la valeur de MaxIter a 15n avec un temps d’exécution moyen le
plus important (Ligne 3, colonne 3) et en obtenant le plus grand nombre de solutions

optimales/meilleures (Ligne 3, colonne 4). Dans ce qui suivra, on fixera MazIter a 15n.

Maintenant, discutons du choix du parametre p. Pour cela on analyse le compor-
tement de RLS lorsqu’ on fait varier la valeur de p. Le Tableau 4.9 reporte la qualité
des solutions obtenues pour p choisis dans 'intervalle discret {5, 15, 20}. On peut
constater que la moyenne du rapport d’approximation (colonne 2) varie entre 0.9812
et 0.9974, et que le meilleur résultat est obtenu pour p = 5. Le tableau montre aussi

que si on opte pour une valeur de p aussi grande, alors la diversification utilisée devient
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# Itérations Moyenne AR Moyenne T # Solutions optimales/meilleures
5n 0.9752 2.42 7
10n 0.9886 6.14 7
15n 0.9974 8.04 8

TAB. 4.8 — Comportement de RLS selon la variation du nombre d’itérations MaxIter

et en fixant p a 5.

moins significative (dans le sens que I"approche est incapable de produire de meilleures
solutions). Pour une valeur de p = 5, RLS consomme en moyenne un temps moins im-
portant (Ligne 3, colonne 4) et produit un nombre important de solutions optimales ou
meilleures. Néanmoins, nous pensons que pour la plus grande valeur, I'algorithme ex-
plore une région plus importante de ’espace admissible et par conséquent, la recherche
réactive est incapable de repérer une meilleure direction de recherche pour améliorer
des solutions visitées. On peut donc conclure qu'une valeur intermédiaire pour p permet

d’obtenir de meilleures solutions.

Varier p Moyenne AR Moyenne T # Solutions optimales/meilleures
5 0.9974 8.04 8
15 0.9865 8.32 7
20 0.9812 9.04 7

TAB. 4.9 — Comportement de RLS selon la variation de p.

Nous discutons a présent, le choix de la taille de la mémoire, notée Liste, utilisée
dans la seconde version de l'algorithme MRLS. Nous rappelons que la liste mémoire
remplace la stratégie de déblocage d’une solution dans la version MRLS de ’approche.
Ce remplacement est effectué sur les solutions qui ne sont pas suffisamment améliorées.
Dans notre étude, nous avons considéré une variation dynamique de la longueur de la
liste. En effet, si n représente le nombre de classes, alors la longueur de la liste est
automatiquement choisie dans un intervalle discret. Le changement dans la liste est
effectué apres 50 itérations sans amélioration de la meilleure solution courante. Afin
de trouver un meilleur intervalle de variation de la longueur de la liste, nous avons
comparé différents intervalles. Le Tableau 4.10 reporte les résultats obtenus par MRLS

pour les différents choix d’intervalles (sur I’ensemble des tests que nous avons effectués,
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nous avons reporté trois types d’intervalles significatifs).

On peut remarquer que le rapport d’approximation moyen varie entre 0.9921 et 1, et
les meilleurs résultats sont obtenus pour 'intervalle [2n, 2n + 10]. Dans ce cas, MRLS
atteint toutes les solutions optimales/meilleures et consomme un temps d’exécution
moyen égal a 14.52 secondes. On remarque aussi que si la taille de la mémoire est
grande ou petite, alors le stockage des solutions devient moins efficace. En effet, MRLS
dégrade la qualité des résultats obtenus. On pense que pour un petit intervalle, la
mémoire est incapable de détecter certains phénomenes liés au cyclage. En revanche,
pour un intervalle de taille importante, la mémoire stocke un nombre important de
valeurs correspondant aux configurations (ce qui empeche une meilleure exploration de
I'espace). Ajouté a cela, le traitement devient “lourd”, ceci est du a la recherche d’une
valeur dans la mémoire. On peut conclure qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser une petite

ou une grande taille de la mémoire pour obtenir de meilleures solutions.

Intervalle de la liste Moyenne AR | Moyenne T # Solutions optimales/meilleures
[, n + 10] 0.9959 8.11 7
[2n, 2n + 10] 1 14.52 10
[3n,3n + 10] 0.9921 16.23 8

TAB. 4.10 — Comportement de MRLS selon la variation dynamique de la longueur de

la liste mémoire.

4.10.2 Performance des approches RLS et MRLS

Dans ce paragraphe, nous comparons les performances des différentes approches
DerAlg, RLS et MRLS. Par la suite, nous donnons une étude détaillée des résultats
obtenus.

Dans le Tableau 4.11, on présente une étude comparative des approches DerAlg,
RLS et MRLS. Le détail des résultats numériques des deux versions de I’approche (RLS
et MRLS) est reporté dans le Tableau 4.12. Dans les deux tableaux, nous reportons la
solution optimale (pour certaines instances) ou la meilleure solution connue (pour des
instances dont on ne dispose pas de solutions optimales). On les notera Opt/M eilleure.

On reporte aussi la valeur de la solution obtenue (qu’on note DerAlgs,, RLSs., et
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MRLS,y) et le temps d’exécution consommé par RLS et MRLS (noté T' et mesuré en
secondes).

Le Tableau 4.11 reporte ’étude comparative de DerAlg, RLS et MRLS. On peut
remarquer des Tableaux 4.11 et 4.12 que :

1. RLS améliore les résultats obtenus par ’approche proposée dans la section 4.7,
noté DerAlg (voir Tableau 4.11, colonnes au dessous de RLSy, marquées par le
symbole o). En effet, on peut remarquer (voir Tableau 4.12, colonnes 3 et 4) que
RLS améliore toutes les solutions en consommant un temps d’exécution évalué

en moyenne a moins d'une minute (plus grand temps 7' < 20 sec).

Inst. Opt/Meilleure | DerAlgse RLS,, MRLS,,
101 173.00 173.00 173.00 173.00°
102 364.00 356.00 364.00 364.00°
103 1602.00 1553.00 1595.00° 1602.00°
104 3597.00 3502.00 3564.00° 3569.00°°
105 3949.59 3943.22 3945.27° 3945.27°°
106 4799.30 4799.30 4799.30 4799.30
I07 24159.00* 23983.00  24121.00° 24159.00°
108 36401.00* 36007.00 36110.00 36401.00°
109 48367.00* 48048.00 48291.00°° 48367.00°
I10 60475.00* 60176.00 60291.00°  60475.00°°
I11 72558.00* 72003.00 72283.00°° 72558.00°
I12 84707.00* 84160.00  84446.00°  84707.00°°
I13 96834.00* 96103.00  96580.00°  96834.00°°

TAB. 4.11 — Sommaire des résultats obtenus par DerAlg, RLS et MRLS. Le symbole %

signifie que la solution optimale n’est pas connue.
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Inst. Opt/Meil RLS T MRLS T
101 173.00 173.00  0.05 173.00° 0.56
102 364.00 364.00  0.07 364.00° 0.79
103 1602.00 1595.00°  0.20 1602.00° 1.99
104 3597.00 3564.00°  0.22 3569.00°° 2.28
105 3949.59 3945.27°  0.19 3945.27°° 1.93
106 4799.30 4799.30  0.23 4799.30 2.36
107 24159.00* | 24121.00° 1.20 24159.00°  11.66
108 36401.00* 36110.00  2.37 36401.00° 14.93
109 48367.00* | 48291.00°°  4.33 48367.00°  20.03
I10 60475.00* | 60291.00°  6.65 | 60475.00°°  25.45
I11 72558.00* | 72283.00°°  9.52 72558.00°  30.27
I12 84707.00* | 84446.00° 12.69 | 84707.00°°  36.32
113 96834.00* | 96580.00° 16.73 | 96834.00°° 41.20
Moyenne 4.18 14.59

TAB. 4.12 — Résultats numériques obtenus par RLS et MRLS. Le symbole * signifie

que la solution optimale n’est pas connue.

2. Dans certains cas, les résultats de MRLS sont améliorés (utilisant la mémoire

notée Liste - voir Tableau 4.11, colonne 6 : marquée par le symbole ¢). Les
solutions obtenues sont de meilleure qualité en les comparant aux solutions ob-
tenues par RLS. Globalement, la moyenne des résultats est meilleure que la qua-
lité moyenne des résultats obtenus par RLS. Plus concrétement, si on applique
I'approche MRLS, le nombre de solutions optimales/meilleures obtenu par RLS
augmente de 9 a 12 solutions et le pourcentage des solutions améliorées augmente
significativement de 69.24% a 92.31%. Dans ce cas, on peut constater que MRLS,
obtenu par hybridation de I’approche tabou et d’autres stratégies, produit de

meilleure solutions.

. Notons que MRLS par comparaison a RLS nécessite parfois un temps d’exécution
plus important. Néanmoins, il obtient des solutions de meilleure qualité méme
dans les cas les moins favorables. Ces solutions sont obtenues en un temps
d’exécution moyen inférieur a 15 secondes et, en moins de 42 secondes pour

les instances de grande taille.

4. Les graphiques de la Figure 4.11 montrent le comportement des deux méthodes
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RLS et MRLS pour toutes les instances traitées. Pour chacune des deux versions,
on peut remarquer que le temps d’exécution consommé croit avec la taille de
I'instance du probleme a résoudre. La figure montre aussi que ’accroissement de
la courbe pour MRLS est plus importante que pour RLS. Comme illustré dans les
graphiques de la Figure 4.12, I’accroissement du temps d’exécution est compensé
par la qualité bien meilleure des résultats obtenus par MRLS (en particulier pour

les instances de grande taille).
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Fi1G. 4.11 — Comparaison des temps d’exécution consommés par les approches RLS et
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4.11 Conclusion

Nous avons traité dans ce chapitre le probleme de sac-a-dos généralisé a choix mul-
tiple. Nous avons proposé deux algorithmes approchés.
Le premier algorithme s’appuie sur une “recherche guidée”. Le principe de ’algorithme
se résume en deux phases : (i) une premiere phase qui consiste a faire des interchanges
pour tenter d’améliorer la solution en cours et (ii) une deuxiéme phase qui consiste a
faire une diversification de la solution en acceptant une éventuelle dégradation de la
solution en cours.
Le deuxiéme algorithme est composé de quatre phases : (i) une premiere phase qui
consiste a partir d’une solution initiale et d’effectuer une recherche locale utilisant la
notion d’inter-change, (ii) une deuxieme phase qui est appliquée sur chaque solution
estimée non-améliorante sur le voisinage en cours, (iii) une troisieme phase qui consiste
a effectuer une diversification et une quatrieme phase qui consiste a introduire une
mémoire afin d’éviter les recyclages sur certaines solutions explorées auparavant.
L’étude expérimentale montrait que le premier algorithme donnait des résultats meilleurs
que les résultats de certaines approches de la littérature tout en consommant, en
moyenne, le méme temps d’exécution. Par ailleurs, le deuxieme algorithme produisait
des solutions de meilleure qualité (par rapport aux solutions réalisées par le premier

algorithme) tout en nécessitant un temps d’exécution plus important.



Chapitre 5

Une méthode exacte pour le
probleme de sac-a-dos généralisé a

choix multiple

Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’étude du probleme de sac-a-dos généralisé
a choix multiple. Nous proposons une méthode de résolution exacte appliquant une
procédure de séparation et évaluation. Le principe de la méthode s’appuie sur (i)
la génération d’une solution de départ, (ii) la détermination d’une nouvelle borne
supérieure utilisée aux différents niveaux de l’arborescence, et (iii) I'application de

la stratégie par le meilleur d’abord.

5.1 Introduction

Souvent les algorithmes utilisés pour la résolution exacte des problemes de type
sac-a-dos s’appuie sur une procédure de séparation et évaluation. Cette derniere ap-
proche se base principalement sur le développement d’une arborescence composée d’'un
ensemble de nceuds dispersés sur différents niveaux. A chaque niveau, on fait cor-
respondre une évaluation a l'aide de la fonction objectif représentant le probleme a
traiter. La solution obtenue sur un niveau donné est considérée comme une évaluation
potentielle qui correspond a la meilleure solution en cours du probleme.

Ce chapitre est dédié a I’étude du probleme de sac-a-dos généralisé a choix multiple.
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Ce probleme peut aussi étre considéré comme une variante du probleme de sac-a-dos
a choix multiple (Multiple-Choice Knapsack Problem : MCKP - voir Nauss [41]) et ce
dernier est a son tour une variante du probleme de sac-a-dos unidimensionnel (“knap-
sack Problem”). Nous évoquons le probleme de sac-a-dos a choix multiple puisque ce
dernier nous servira de point d’appui pour la construction des bornes supérieures pour
le MMKP.

Dans un premier temps, nous commencons 1’étude par la réduction du probleme MMKP
au probleme MCKP, que 'on notera M MK P,,, et qui sera considéré comme un
probleme auxiliaire pour le MMKP. Dans la méme partie, nous présentons une borne
supérieure ainsi qu’une borne inférieure de départ pour le MMKP.

Dans un deuxieme temps, nous présentons une procédure de séparation et évaluation
en s’appuyant sur une recherche par le meilleur d’abord. Finalement, nous présentons

une étude expérimentale sur différents groupes d’instances de petite et moyenne tailles.

5.2 Les bornes supérieures et inférieures

Nous rappelons que le probleme MMKP a variables binaires est défini par un en-
semble de N éléments répartis sur un ensemble J de n classes (Ji)(izl,...,n) et dis-

jointes entre elles et m contraintes de capacité, ou a chaque objet j € J; sont as-

sociés un profit v;; pour ¢ = 1,...,net j = 1,...,r, = |J;|, et un vecteur poids
_ 1 k m
WZ — (wij7...,wij,...7wij).

L’objectif du probleme est (i) de déterminer le sous-ensemble d’éléments satisfaisant
les différentes contraintes de capacité et (ii) pour chaque classe un et un seul élément
est choisi. Le sous-ensemble d’éléments sélectionné est choisi de maniere a maximiser
la valeur de la fonction objectif qui réalise le maximum de la somme de leurs profits.

Le probleme MMKP peur étre écrit sous la forme suivante :

( noor
Maximiser Z(ac):g E VijTij

i=1 j=1

n T
k k
s.c ZZwijxing, k=1,....,m

(MMKP) i=1 j=1

Ti
E J7ij:17 ’L.Zl,...,n
J=1

z;; € {0,1}, i=1,...,n, 7=1,...,r.
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ou z;; désigne la variable de décision : si x;; = 1 alors I'objet j de la classe 7 est
sélectionné, et x;; = 0 sinon. Pour ce probleme, nous rappelons aussi les hypotheses
suivantes (énoncées dans le chapitre 2) :

k
Z]’
entiers strictements positifs.

- Les valeurs de v;;, wy;, pour ¢ = 1,...,n, j =1,...,r; et k = 1,...,m sont des

- Les valeurs C*, pour k = 1,...,m, sont des entiers strictement positifs.

Considérons le probleme auxiliaire M M K P,,,, suivant :

( n oo
Maximiser Z(x) = Z sz‘sz‘j
i=1 j=1
T 5 S
(MM K Poys) i=1 j=1
injzl, 1=1,...,n
j=1
xijE{O,l}, i=1,....n, j=1...m.

\

ou C' =" CF et wy; = Y7,"  wh;. On pose également NR = Y7 | r; — n. On peut
remarquer que le probleme M M K P,,,, représente le probleme MCKP.

Soit maintenant UB la valeur calculée a partir du probleme modifié MMKP,,,

comme suit :

1. Pour chaque classe ¢, 1 = 1,...,n et pour chaque élément j tel que 5 = 1,...,7;,
nous considérons 1’élément ayant le plus grand rapport profit par poids (Z}—])
ij
Nous notons cet élément par j,,... pour chaque classe 7.

2. Soient Ryae = D oiq Wy (réspectivement Vige = >0 vy ) la valeur des
poids cumulés (respectivement les profits cumulés) des éléments j¢ . de chaque

classe 7 pour i = 1,...,n. Deux cas se présentent :

— R, > C. Dans ce cas la valeur de UB est donnée par :

- C C
UB=)» vy X(=——)=Vna X (5—)-
Z g ar (Zﬁ_l Wi ) max (Rmax)
=1 = Imaz
— Riar < C. Dans ce cas, nous omettons pour chaque classe i I'élément j°

et nous trions les éléments restants et sans distinction de classes selon ’ordre
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décroissant du rapport profit par poids. Les éléments sont cette fois-ci indexés
par j, j = 1,..., NR. Ainsi, I'élément j posséde un profit v; et un poids wj,
pour yj=1,..., NR.

L’ensemble de ces éléments forment un probleme de sac-a-dos, KP, avec une
capacité C'— R,,... Nous calculons la borne supérieure U By p par la méthode de
Dantzig [7]. Ce qui revient a remplir le sac par les éléments j, j = 1,..., NR,
jusqu’a sa saturation. L’élément critique £ pour 1 < ¢ < N R, correspondant a

cette borne est donné par :

-1 ¢
¢ =min{yj: ij < C — Rz < ij}.
j=1 j=1

Ensuite nous calculons la borne UBgp comme suit :

/—1 {—1
C1_Rmax_ 1 W;
UBKPZ E Uj‘i‘( w Zj_l J)Xl)g
- l
J=1

Dans ce cas, la valeur de UB est donnée par :
UB = Vmax + UBKP
Proposition 5.1 UB est une borne supérieure pour le probleme MM K P,,,.

Preuve : Nous allons démontrer le premier cas (R, > C) de cette proposition par
I’absurde.

Tout d’abord rappelons la proprieté suivante :

Soient (a, ¢, x, z,) des entiers positifs et (b, d,y,t) des entiers strictement positifs.

a C X z
2 g 22
Stgzget 27 W

a+x c+ z
] > 2).
alors 30y 2 av¢ @

Supposons qu’il existe une solution X = (ZT1jys - - -, Tnj, ) pour le probleme MM K P,

de valeur V = 3" vy, telle que :

C _
Rmm) <V.

Vmax X (
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v Vv
D T
onc R °C
vV v _ 2
Or ol < ok puisque R = 2 wi;, < C.
Viar V. _V
" Ruw CTFR
IRN . , I . max V
La derniere double inégalité implique que 7 < R

D’apres les relations (1) — (2) et 'ordre décroissant des rapports des profits par

poids des éléments :
n ) n
2 im1 Vigher < Doicn Vi
TS v T,
i=1 Wij., i=1 Wij;

est le plus grand rapport ce qui est absurde.

<]

Nous avons alors

Pour le deuxieme cas (R < C), il est facile de voir que les élements restants forment
un probléeme de sac-a-dos et par la suite, la borne supérieure calculée est la borne de
Dantzig [7].

Proposition 5.2 UB est une borne supérieure pour le probleme MMKP.

Preuve : Soit T une solution optimale pour le MMKP, c’est-a-dire :

Zyvmkp(T) = Z ZZ VijTij

i=1 j=1

n T
tel que Zwaj@ng'k, k=1,...,m

i=1 j=1

T
E fz‘j:]_, izl,...,n
j=1

Z;; € {0,1}.

p
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Puisque

n m n T

ZTZ@UZTU <C* Vk=1,...,m, alors ZZZU}Z@] < Zm:C’k.
k=1

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1

La derniere inégalité implique que :

n T3
> D wiTy < C.
i=1 j=1
D’ou T est une solution réalisable pour le probleme modifié M MK P,,,.

Or Yz, Zymkp,,, (r) < UB, par conséquent et en particulier pour 7, on déduit que
ZMMKP(WI(E) = ZMMKP(E) S UB.

0

Par ailleurs, nous avons appliqué la deuxieme version de 'algorithme (MRLS) pro-
posé dans la partie B du chapitre 4 afin de detérminer une borne initiale (notée LB)

pour le probleme.

5.3 Algorithme de séparation et d’évaluation

Dans cette section nous proposons un algorithme de séparation et évaluation pour
résoudre le probleme MMKP.
Le principe de ’algorithme est de développer une arborescence de recherche permettant
d’énumérer les solutions suivant l'ordre Xp, Xp,l, e ,Xmax (d’évaluations respectives

prises dans lordre Z,(X,) > Z,-1(Xp—1) > ... > Zpaw(Xinar)) jusqu’a trouver la

premiere solution réalisable.

5.3.1 Deéveloppement de ’arborescence de recherche

Chaque nceud développé dans I'arborescence correspond a un élément mis dans le
sac. Une branche de I'arborescence correspond a une solution. Nous notons par n;; le
noeud développé correspondant a 1’élément j de la classe .

Les classes sont considérées une a une et pour chaque classe ¢, ¢ = 1,...,n, on trie les
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éléments 7, 7 = 1,...,7;, selon I'ordre décroissant de leurs profits respectifs, c’est-a-
dire :

Vi1 > Vig > ... > Vjj > ... > Ujp,e

Au cours du développement de I'arborescence et pour un nceud n;;, nous développons
deux noeuds :
— le neeud frére n; j11 qui correspond, s’il existe, a I’élément suivant dans la méme
classe i ;
— le neeud fils n;y11 qui correspond, si la classe suivante ¢ + 1 existe, au premier
élément de cette méme classe;

Ceci est illustré par le schéma suivant :

|:| |:| |:| |:| |:| i-eéme classe

Nceud frere

1 [ —\DD (i+1)-éme classe
[] [] [] [] (i+2)-eme classe

Neceud fils

F1G. 5.1 — Schéma de développement de ’arborescence.

Le développement d’un nceud permet :

— d’une part, en développant le noeud frere, de générer une solution partielle ;

— d’autre part, en développant le nceud fils, de continuer le développement de la
solution partielle courante.

Ceci est illustré par le schéma de la Figure 5.2.

L’approche de 'algorithme utilise la stratégie par le meilleur d’abord. Le choix du

neeud a développer se fait suivant la valeur de la meilleure solution (réalisable ou non)
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1 0] ] [ i-eme classe
|:| |:| |:| (i+1)-éme classe

Génération d'une

I:l I:l I:l autre solution
|:| |:| |:| (i+3)-éme classe

Développement de la
solution courante

F1G. 5.2 — Schéma de développement d'un nceud.

qui pourra étre obtenue a partir de ce nceud. La valeur de cette meilleure solution est
facile & calculer. En effet, pour un nceud n; ; donné, la solution de plus grande valeur
a partir de ce noeud est la solution obtenue en ajoutant les éléments (i + 1,1), (i +
2,1),...,(n,1), puisque tous les éléments de chaque classe ont été considérés selon

I'ordre décroissant de leurs profits respectifs.

5.3.2 Principe de ’algorithme

Soient toutes les valeurs Zp(Xp) des solutions Xp réalisables et non réalisables du
probleme du MMKP telles que :

Z1(X1) < Zo(Xo) < ... < ZY(X) < ... < Zy(X,).

Lemme 5.3 Soit Zmax(Xmam) la plus grande valeur telle que Xmax est réalisable, alors
Xmax est une solution optimale pour le MMKP.

Si une telle solution n’existe pas (toutes les solutions X, sont non réalisables, pour
1 <1 <p), alors le probléeme MMKP n’admet pas de solution.

Preuve : Si X,,,, est réalisable, alors Zmax(f(maz) est valeur d’une solution optimale
puisqu’elle est la plus grande valeur obtenue pour une solution réalisable.

Nous aurons donc :

Zmaw(Xmaac> S Zmaw—l—l(Xmaac—‘rl) S s S ZZ(XI) S SR S Zp(Xp)

~

Avec Xinazt1,- .-, X, ..., X, sont des solutions non réalisables. g
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Proposition 5.4 L’algorithme de développement de l’arborescence ainsi défini développe
toutes les solutions. De plus la premiére solution réalisable obtenue est optimale pour
le MMKP.

Preuve : 1. Pour démontrer que l'algorithme développe toutes les solutions, il
suffit de démontrer que pour tout nceud n, j, I’algorithme permet de développer

tous ses noeud fils.

Lorsque le noeud n; ; est considéré, nous développons son nceud fils 1,41 1. De la
meéme facon, lorsque le noeud n;44 1 est traité, nous développons, en plus de son
nceud fils, son nceud frere n;41 5. De méme, quand le noeud n;412 est considéré,
nous développons son nceud frere n;41 3 et ainsi de suite jusqu’'a développer le
dernier noeud 7,41, ,. L’algorithme permet donc de développer tous les nceuds

fils Ni41,1, 41,25+ - - ,ni+1’ri+1 du noeud N j-

2. Pour démontrer que la premiere solution réalisable trouvée est optimale pour
le MMKP, il suffit de montrer que les solutions générées par l'algorithme sont
obtenues dans l'ordre Xp, Xp_l, . ,Xmax (d’évaluations respectives prises dans
Pordre Z,(X,) > Zp-1(Xp-1) > ... > Zmaa(Xmaz)). Ceci est vrai puisque l'al-
gorithme considere les nceuds en meilleur d’abord suivant la meilleure solution

obtenue par rapport a ce nceud.

O

5.3.3 Troncature des branches de ’arborescence

La troncature des branches de ’arborescence se fait grace a des fonctions d’évaluation.

A partir d’'un nceud donné, deux types de troncatures peuvent étre réalisés.

1. Un nceud fils développé a partir d’'un noeud pere tel que ce dernier correspond a
une solution non réalisable est troncaturé (cf. Figure 5.3). Il faut remarquer qu'un
neeud fils qui correspond a une solution non réalisable alors que le nceud pere
correspond a une solution réalisable ne doit pas étre troncaturé (cf. Figure 5.4). De
méme qu’un nceud frere développé et qui correspond a une solution non réalisable
ne doit pas non plus étre troncaturé. En effet, la troncature de ces nceuds peut
réduire ’espace de recherche des solutions réalisables puisque le nceud frere de

ces noeuds peut correspondre a une solution réalisable.
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[]

=Gy

Noeud pere réalisable

— | [] L[] i-emeclasse

Noeud fils non réalisable

\Noeud frére peut étre réalisable

I:l |:| |:| |:| (i+2)-éme classe

(i+1)-eme classe

F1G. 5.3 — Premier schéma de troncature d’un nceud de ’arborescence.

2. Pour ce deuxieme cas, nous avons besoin d’avoir en entrée la valeur d’'une borne

inférieure LB. Cette borne peut étre celle présentée dans la partie B du chapitre
4. Avant le développement d’un nceud n,; correspondant a une solution partielle
de valeur Z , nous calculons la borne supérieure UB décrite dans la section 5.2
pour le sous-probleme MMKP constitué des classes J,, pour p =i+ 1,...,n.

SiUB+Z < LB , nous sommes surs que toute solution réalisable développée a
partir de ce noeud aura une valeur strictement inférieure a LB (solution réalisable)

et donc elle n’est tout simplement pas optimale.

|:| I:l |:| |:| |:| i-e€me classe

Noeud réalisable

O O
O

Nceud frére non réalisable

|:| (i+1)-éme classe
Neceud frére peut étre
réalisable
(i+2)-éme classe

F1G. 5.4 — Deuxiéme schéma de troncature d’un nceud de ’arborescence.
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5.3.4 L’algorithme

L’algorithme commence par le développement du nceud n;; qui correspond au
premier élément de la premiere classe. Il prend en entrée la valeur de la borne LB
développée dans chapitre 4. Les éléments de chaque classe sont pris selon l'ordre

décroissant de leurs profits respectifs.

L’algorithme termine des qu’on obtient une solution réalisable qui est la solution
optimale d’apres la Proposition 5.4.
Les principales étapes de l'algorithme de séparation et évaluation pour le MMKP

sont, décrite dans la figure 5.5.

Entrée : Une instance de MMKP ;
Sortie : Solution optimale de MMKP ;

Initialisation :
1. LB; /* une borne inférieure pour le MMKP */
2. Trier les éléments de chaque classe dans 'ordre décroissant des profits;
3. L ={n11}; /* noeud racine de ’arborescence */
Etape générale :
4. Tant que (L # @) faire
4.1. nceud = meilleur noeud de L
4.2. L +—— L\ {nceud};
4.3. Si nceud correspond a une solution réalisable, alors développer un nouveau nceud fils;
4.4. 8i (noeud fils appartient & la derniere classe et la solution est réalisable) alors
sortir avec la solution;
4.5. Si (UB(noeud fils) > LB) alors
L — LU {nceud fils};
4.6. Si (nceud n’est pas le dernier élément d’une classe) alors

Développer un neeud frére et le mettre dans L

5. FinTant que

F1G. 5.5 — Algorithme de résolution par séparation et évaluation pour le MMKP.

5.4 Partie expérimentale

D’une part, 'algorithme proposé résout a 'optimum toutes les instances de pe-
tite taille données par Khan et al. [28]. De plus, l'algorithme nécessitait un temps
d’exécution “tres faible” (trois secondes au maximum sur un SUN Ultra Sparc10) pour

produire la solution optimale.
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D’autre part, 'algorithme était incapable de résoudre les autres grandes instances
(comme d’ailleurs 'algorithme développé par Khan et al. [28]). Cet echec est di prin-

cipalement a la place mémoire de la machine utilisée.

5.4.1 Génération des instances

Pour cela, nous avons testé 1’algorithme sur un autre ensemble d’instances de petite
et moyenne tailles. Ces instances ont été générées aléatoirement, réparties sur quatre
groupes. Chacun des groupes représente les instances ayant le méme nombre de classes.
Pour ces différents groupes, le nombre d’éléments ainsi que le nombre de contraintes
sont différents. Par ailleurs, nous générons une instance de chaque groupe comme suit :
(i) fixer le nombre de classes, (ii) fixer le nombre d’éléments par classe, (iii) fixer le
nombre de contraintes et (iv) génération aléatoire des profits dans I'intervalle [0, 150]
et des poids dans l'intervalle [0, 50].

Le nombre de classes est fixé dans I'intervalle discret {10, 25,50}, le nombre d’éléments
par classe est fixé dans 'intervalle discret {5,10,15,20} et le nombre de contraintes
par instance est fixé dans l'intervalle {5,7,10}. La capacité (C*) de chaque contrainte

de l'instance est posée égale a :

n n
C* =(1/2) x (; 122 {wfj} + ; max {wfj}), k=1,...,m.

La performance de 'algorithme proposé sur I’ensemble de ces instances est reportée
dans les tableaux 5.1, 5.2, 5.3, et 5.4.

Pour chaque tableau, nous reportons :

— le nombre n de classes (colonne 2);

— le nombre r; d’éléments dans chaque classe i, i = 1,...,n (colonne 3);

— le nombre m de contraintes (colonne 4) ;

— la borne inférieure LB (solution réalisable) obtenue en appliquant le deuxiéme

algorithme du chapitre 4 (colonne 5);

— la borne supérieure UB proposée la proposition 7?7 (colonne 6)

— la solution optimale Z produite par 1'algorithme (colonne 7);

— le temps d’exécution (noté T et mesuré en secondes : colonne 8) que nécessite

I’algorithme pour donner la solution optimale.
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Inst. | n : # Classes | r; : # Items par classe | m : # Contraintes LB Opt UB T en secondes
Ilal 10 5 5 1420 | 1482 | 1558 0.1
Ila2 10 5 5 1392 | 1475 | 1513 0.1
I1a3 10 5 5 1375 | 1436 | 1562 0.1
I1ad 10 5 5 1387 | 1433 | 1520 0.1
I1ab 10 5 5 1442 | 1548 | 1598 0.1
I1bl 10 5 10 1559 | 1559 | 1602 0.1
I1b2 10 5 10 1553 | 1573 | 1623 0.1
I1b3 10 5 10 1461 | 1539 | 1569 0.1
Iib4 10 5 10 1049 | 1609 | 1635 0.1
I1b5 10 5 10 1371 | 1456 | 1502 0.1
TAB. 5.1 — Résultats numériques du premier groupe
Inst. | n: # Classes | 7; : # Items par classe | m : # Contraintes LB Opt UB T en secondes
I2al 10 10 5 1662 | 1662 | 1662 0.3
I12a2 10 10 5 1649 | 1658 | 1679 0.8
I2a3 10 10 5 1592 | 1600 | 1623 1.2
I2a4 10 10 5 1426 | 1453 | 1493 0.9
I2a5 10 10 5 1461 | 1534 | 1582 0.5
I2bl 10 10 10 1665 | 1665 | 1682 0.4
I2b2 10 10 10 1655 | 1672 | 1723 0.5
I2b3 10 10 10 1629 | 1629 | 1723 0.2
I2b4 10 10 10 1598 | 1614 | 1722 0.5
I2b5 10 10 10 1591 | 1637 | 1682 0.4
TAB. 5.2 — Résultats numérique du second groupe
Inst. | n: # Classes | r; : # Items par classe | m : # Contraintes LB Opt UB T en secondes
I3al 25 10 5 4089 | 4137 | 4163 0.6
I3a2 25 10 5 4201 | 4245 | 4286 0.8
I3a3 25 10 5 4007 | 4043 | 4076 0.8
I3a4 25 10 5 4010 | 4045 | 4052 0.8
I3ab 25 10 5 4092 | 4123 | 4163 0.9
I3b1l 25 10 10 4160 | 4177 | 4232 1.3
I3b2 25 10 10 4272 | 4278 | 4352 1.9
I3b3 25 10 10 3877 | 3982 | 4019 2.2
I3b4 25 10 10 4072 | 4105 | 4136 1.9
I3b5 25 10 10 4011 | 4071 | 4116 0.8

TAB. 5.3 — Résultats numérique du troisieme groupe
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5.4.2 Performance de ’algorithme exact

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au comportement de 1'al-
gorithme en variant le nombre d’éléments par classe et le nombre de contraintes (les
deux premiers groupes). Dans un deuxiéme temps, nous avons augmenté le nombre
de classes. Finalement, nous avons considéré un groupe en augmentant le nombre de
classes, en faisant une variation sur le nombre d’éléments par classe et en faisant une
autre variation sur le nombre de contraintes. Ce dernier cas est représenté par le qua-
trieme groupe pour lequel on souhaitait voir les limites (sur la machine utilisée) de
I’algorithme proposé.

Les deux premiers groupes sont composés de dix instances chacun. Pour chacun
des groupes, la moitié des instances comporte cinq contraintes et 'autre moitié dix
contraintes. Le nombre de classes de I’ensemble de ces instances est fixé a dix et nous
faisons une variation sur le nombre d’éléments par classe.

Nous avons considéré les instances des deux premiers groupes comme étant des ins-
tances de petite taille. Pour I’ensemble de ces instances, ’algorithme proposé conver-
geait vers la solution optimale en consommant un temps d’exécution inférieur a 1.2
secondes (le temps d’exécution maximum réalisé par 1’algorithme sur I’ensemble des
instances de ces groupes). A partir du tableau 5.1, nous pouvons remarquer que la va-
riation sur le nombre de contraintes n’est pas signifcative pour ces instances, puisqu’il
s’agit d'instances de petite taille (le nombre de variables n’augmente pas d’une fagon
significative). Apreés avoir augmenté le nombre d’éléments par classe, nous remarquons
qu’a partir du tableau 5.2 que le temps d’exécution a augmenté sur ’ensemble des ins-
tances du deuxieme groupe. Dans ce cas, on peut remarquer que le temps d’exécution
est une fonction croissante du nombre d’éléments.

Pour le deuxieme cas, nous avons considéré le troisieme groupe composé de dix
instances ou le nombre de classes par instance a été augmenté. Cette augmentation
permet aussi d’augmenter le nombre de variables par instance. Dans ce cas, nous pou-
vons constater qu’a partir du tableau 5.3 le temps d’exécution a pratiquement doublé.

Finalement, nous avons considéré le quatrieme groupe (composé de quinze ins-
tances) dans lequel le nombre de classes a été fixé a 50 tout en effectuant des variation
sur le nombre d’éléments par classe et sur le nombre de contraintes par instance. No-
tons que ce groupe comporte des instances ayant 1000 éléments répartis sur 50 classes

a 20 éléments et soumis a 7 contraintes. A partir du tableau 5.4 on peut remarquer que
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Inst. | n: # Classes | 7; : # Items par class | m : # Contraintes LB Opt UB T en secondes
T4al 50 20 5 8514 | 8542 | 8569 7
I4a2 50 20 5 8561 | 8564 | 8589 6.5
I4a3 50 20 5 8619 | 8635 | 8676 8
I4a4 50 20 5 8443 | 8459 | 8489 7.3
I4ab5 50 20 5 8432 | 8456 | 8482 15
I4b1 50 20 5 8575 | 8590 | 8623 12
I4b2 50 20 7 8561 | 8569 | 8587 9
I4b3 50 20 7 8545 | 8551 | 8586 10
I4b4 50 20 7 8526 | 8542 | 8583 11
I4b5 50 20 7 8438 | 8473 | 8529 13
T4c1 50 15 10 8289 | 8340 | 8369 22
T4c2 50 15 10 8303 | 8345 | 8372 20
T4c3 50 15 10 8472 | 8511 | 8568 35
T4c4 50 15 10 8529 | 8582 | 8613 28
T4ch 50 15 10 8323 | 8324 | 8392 18

TAB. 5.4 — Résultats numériques du quatrieme groupe

le temps d’exécution croit avec le nombre de contraintes. De plus, nous constatons que
malgré la diminution du nombre d’éléments par classe sur les cinq dernieres instances,
le temps d’exécution reste plus important a cause du nombre de contraintes imposées

sur ces instances.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme exact pour le probleme du sac-
a-dos généralisé a choix multiple. L’algorithme s’appuie sur une procédure de séparation
et d’évaluation utilisant la stratégie du meilleur d’abord. Dans un premier temps, nous
avons utilisé une borne inférieure de départ (solution réalisable) générée par I'applica-
tion du deuxieme algorithme du chapitre quatre. Dans un deuxieme temps, nous avons
effectué la réduction du probléme initial sous forme d’un probleme de sac-a-dos a choix
multiple. Ce dernier probleme nous a permis de calculer une borne supérieure pour
le probleme original ainsi que des bornes supérieures intermédiaires pour la méthode
proposée. Par ailleurs, la combinaison entre la borne inférieure initiale et les bornes
supérieures intermédiaires permettaient 1’élagage d’un certain nombre de branches.
L’étude expérimentale montrait que la méthode proposée était capable de résoudre des

instances de petite et moyenne taille dont le nombre de variables pouvant comporter
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1000 éléments répartis sur 50 classes a 20 éléments et soumis a 7 contraintes.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié deux variantes du probeme de sac-a-dos. Plus
précisément, nous avons traité le probleme de la distribution équitable et le probleme du
sac-a-dos généralisé a choix multiple. La premiere partie est consacrée au développement
d’algorithmes approchés pour les deux variantes du sac-a-dos. La deuxieme partie traite
essentiellement le probleme du sac-a-dos généralisé a choix multiple. Nous avons pro-
posé une méthode de résolution exacte qui s’appuie principalement sur : (i) le calcul
de bornes et (ii) I'utilisation de la stratégie par le meilleur d’abord.

Le chapitre 3 porte sur I’étude du probleme de la distribution équitable. Nous nous
sommes intéressés a la résolution approchée de ce probleme. Dans un premier temps,
nous avons proposé une premiere version de l'algorithme exploitant certaines caracté-
ristiques de la recherche tabou. Le principe de cette version de I’algorithme consiste : (i)
a utiliser un parametre profondeur limitant la recherche des solutions voisines autour
des éléments dits “critiques” et (ii) a introduire une mémoire (liste tabou) permettant
la non stagnation de certaines solutions. Dans un deuxieme temps, nous avons proposé
une deuxieme version de I’algorithme. L’idée principale consiste a tenter la combinai-
son entre 'intensification de la recherche dans I’espace des solutions et la diversification
de la solution. La stratégie adoptée portait principalement sur la modification de la
facon d’exploiter le parametre profondeur. Les deux versions de ’algorithme ont été

testées sur un nombre d’instances de la littérature. Nous avons souligné la rapidité de
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la premiere version et l'efficacité de la deuxieme. L’étude expérimentale montrait que,
par rapport a la premiere version de l'algorithme, la deuxieme version produisait un
nombre plus important de solutions optimales mais nécessitait un temps d’exécution
plus important.

Le chapitre 4 traite le probleme de sac-a-dos généralisé a choix multiple. Nous avons
proposé deux algorithmes approchés.

Le premier algorithme s’appuie sur une “recherche guidée”. Le principe de ’algorithme
se résume en deux phases : (i) une premiere phase qui consiste a faire des interchanges
pour tenter d’améliorer la solution en cours et (ii) une deuxiéme phase qui consiste a
faire une diversification de la solution en acceptant une éventuelle dégradation de la
solution en cours.

Le deuxiéme algorithme est composé de quatre phases : (i) une premiere phase qui
consiste a partir d’une solution initiale et d’effectuer une recherche locale utilisant la
notion d’interchange, (ii) une deuxiéme phase qui est appliquée sur chaque solution
estimée non-améliorante sur le voisinage en cours, (iii) une troisieme phase qui consiste
a effectuer une diversification et une quatrieme phase qui consiste a introduire une
mémoire afin d’éviter les recyclages sur certaines solutions explorées auparavant.
L’étude expérimentale montrait que le premier algorithme donnait des résultats meilleurs
que les résultats de certaines approches de la littérature tout enconsommant, en moyenne,
le méme temps d’exécution. Par ailleurs, le deuxieme algorithme produisait des solu-
tions de meilleure qualité (par rapport aux solutions réalisées par le premier algorithme)
tout en nécessitant un temps d’exécution plus important.

Finalement, nous avons proposé dans le chapitre 5 une méthode de résolution exacte
pour le probleme du sac-a-dos généralisé a choix multiple. Dans un premier temps,
nous avons proposé la réduction du probleme initial au probleme de sac-a-dos a choix
multiple. Ce dernier probleme représente un probleme auxiliaire pour le probleme ini-
tial. Par la suite, nous avons proposé une borne supérieure ainsi qu’une borne inférieure
de départ pour le probleme. Finalement, nous avons proposé les étapes principales de
I’algorithme en s’appuyant sur une procédure de séparation et évaluation, utilisant
une recherche par le meilleur d’abord. L’étude expérimentale montrait I'efficacité de la

méthode proposée sur différents groupes d’instances de petite et moyenne taille.
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6.2 Perspectives

Cette section est composée de trois parties. Dans la premieére partie nous proposons
une étude préliminaire sur la réduction de la taille du probleme de sac-a-dos généralisé
a choix multiple. Dans la deuxiéme partie, nous nous intéressons a la généralisation
de T'aspect fixation des variables (et de classes) a 'optimum & tous les niveaux de
I’arborescence développée par I'hybridation d'une méthode de séparation et évaluation
ainsi qu’une relaxation surrogate. Dans la deniere partie, nous intéressons aux méthodes

évolutionistes récentes.

6.2.1 Fixation des variables pour le sac-a-dos généralisé a choix

multiple

Cette section présente la notion de fixation de variables qui peut étre intégrée comme
une phase préliminaire dans une méthode de résolution exacte. Nous nous intéressons
au probleme de sac-a-dos généralisé a choix multiple. En particulier, cette réduction
peut étre opérée en phase de prétraitement de la méthode de séparation et évaluation
développée dans le chapitre 5. Cette réduction s’appuie principalement sur le résultat
de Fayard et Plateau [9] adapté au probleme de sac-a-dos généralisé a choix multiple.

Le résultat suivant traite les cas ou les variables peuvent étre fixées a 'optimum.

Proposition 6.1 Soit X = {z;;}, i=1;...,n, j=1,...,1;, une solution réalisable
pour le MMKP. Pour toute classe J;, i = 1,...,n, pour tout élément j € {1,...,7;},

et pour tout x;,;, =€ dans X, st on a :
Z(MMK Pz, =1—¢) < Z(X),
alors x5, prend la valeur € dans toute solution optimale de MMKP.

Preuve : Soit J;, une classe donnée et soit j;, un élément de la classe J;, tels que
Pon a Z(MMK Pz, = 1—¢) < Z(X).
Supposons qu’il existe un vecteur solution X = {z;;},pouri =1,...,n, 7= 1,...,1;

tel que 'optimum soit atteint pour I’élément j;, de la classe J;,.

Z(MMKP) = Z(MMKP|z,,;,, =1 —e),
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Z(X) < Z(MMKP) = Z(MMKP|z;y;, =1—¢).

Contradiction avec U'hypothese Z(M MK P|z;y;, =1 —¢€) < Z(X).
Donc la valeur optimale pour le MMKP ne peut étre atteinte pour @;,;, =1 —e.

Dans ce cas, I'élément x;,;, prend la valeur € dans toute solution optimale. (]

Etant donné que nous ne disposons pas de la solution optimale du probleme, il
est possible de se contenter d’une borne supérieure et de remplacer la valeur exacte
Z(MMKP|z;; = 1—¢€) dans I'inégalité de la proposition ci-dessus par une borne
supérieure UB(MMKP|x;; = 1 —€).

Notons que le nombre de variables fixées a 'optimum dépend, en général, de la qualité
de la borne supérieure et de la solution réalisable de départ.
Cette proposition permet, comme il sera développé dans la suite, de fixer aussi bien

des variables a 'intérieur des classes que de fixer des classes entieres.

A) Fixation des variables a 'intérieur des classes

Afin de fixer des variables a l'intérieur des classes, nous considérons les variables z;;
d’une solution réalisable ayant la valeur 1. Ainsi, si la Propositioné 6.1 est vérifiée pour

une telle variable x;; = 1, cette variable aura la valeur 0 dans toute solution optimale.

B) Fixation d’une classe

Dans ce cas, nous considérons cette fois-ci les variables z;; d'une solution réalisable
ayant la valeur 0. Si la Proposition 6.1 est vérifiée pour une variable z;; = 0 dans une
classe J;, cette variable aura la valeur 1 dans toute solution optimale. En effet, étant

donnée que la contrainte
T
E Tij = 1, izl,...,n,
Jj=1

exprime le fait, qu’a 'optimum un seul élément d’une classe est fixé a 1, alors on est
stir que tous les autres éléments de la classe J; seront fixés a 0. Ceci permet de fixer
toute la classe et de réduire par la méme occasion le probleme de départ de toute la

classe.
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6.2.2 Relaxation lagrangienne et montée surrogate

Dans cette section, nous décrivons 1'idée principale d’une recherche future pour la
résolution exacte du probleme de sac-a-dos généralisé a choix multiple. Nous supposons
aussi que nous disposons d'une méthode de recherche s’appuyant sur une procédure de

séparation et d’évaluation. L’idée revient donc a répéter les deux étapes suivantes :
1. Réduire le (sous)probleme en appliquant une fixation de variables (ou de classes).
2. Effectuer une séparation au niveau du sommet en cours (ou choisi) si nécessaire.

Initialement, nous partons du probleme original, nous effectuons une fixation de va-
riables (et de classes), puis nous appliquons une procédure de séparation et évaluation
sur le probleme réduit. Maintenant supposons que 1’on se trouve sur un nceud interne
de I'arborescence développée. Dans ce cas, le nceud correspond a un sous-probleme et
donc nous pouvons appliquer les étape (1) et (2) sur ce sous-probleme. Nous pensons
que l'application de ce processus peut étre réalisé en considérant une des approches
suivantes : (i) relaxation lagrangienne et (ii) la montée surrogate.

Pour le sac-a-dos généralisé a choix multiple, nous pouvons voir que la relaxation la-

grangienne permet de donner le probleme suivant :
(

Maximiser Z { Z Z Vij — Z )\k )T+ Z /\kC’k}

i=1 j=1

LIMMKP){ inj <1, i=1,...,n

0<z; <1, 7=1,...,r

\

On peut remarquer que 'évaluation du probleme L(M M K P) représente une borne
supérieure pour le probleme original. Dans ce cas, 1'idée de la fixation des variables
xi;, pour ¢ = 1,...,n) = 1,...,r; peut s’effectuer, par exemple, en résolvant des sous-

gradients comme suit :

- _{ 1 si (v — Z;n1)‘szkj>>o7
lEij =

0 sinon.

Notons que toute la difficulté pour une meilleure fixation des varaibles demeure dans
la mise a jour des multiplicateurs de Lagrange.

De la méme facon, nous pouvons appliquer le méme procédé tout en utilisant la montée
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surrogate. Cette approche consiste a faire la somme de toutes les contraintes pour
n’obtenir qu’une seule et d’opérer ensuite une relaxation lagrangienne sur le probleme

obtenu. Dans notre cas, la relaxation surrogate est obtenue comme suit :

Maximiser Z(z) = Z Z VijTij
i=1 j=1
k ~ g k ik
s.c ZT( ZZwijxijSZﬂC, E=1,....m
SL(MMKP) k=1 =1 j=1 k=1

Z%ngl, izl,...,n

j=1

0<uwy; <1, 1=1,...,n,)=1,...,7;.

\

De la méme fagon, nous pensons qu'un bon choix des multiplicateurs surrogate

7% k= 1,...,m, permettrait une meilleure fixation des variables.

6.2.3 Meéthodes évolutionnistes
La méthode génétique

Souvent les “bonnes” solutions ou solutions efficaces saturent au moins une contrainte.
Nous qualifions ce type de solutions de Configurations Pertinentes. Les heuristiques qui
font appel aux techniques d’inter-échanges ou swapping afin d’améliorer la meilleure
solution en cours, et aux stratégies de diversification telles que la dégradation, I'histo-
rique (ou mémoire) des solutions, le démarrage a partir d’un autre point trouvent leurs
limites. Plus précisément, lorsqu’il s’agit d’'une configuration pertinente, 1l est tres
difficile de 'améliorer en s’appuyant sur la notion d’inter-échange d’un ou plusieurs
éléments. Nous qualifions un tel état “d’état de stagnation”. Dans une telle situation,
les heuristiques font appel aux techniques de diversification permettant de contourner
le probleme en identifiant un autre espace d’exploration. Ce type d’opération garantit
une exploration transversale large, et non pas une exploration en profondeur. Car une
telle approche n’a pas les outils nécessaires pour améliorer ou construire des solutions a
partir des Configurations Pertinentes (bouclage ou confinement autour d’un optimum
local).

Notre réflexion de base s’appuie sur la construction des solutions de “bonne” qua-

lité a partir des Configurations Pertinentes. Notre approche prend en compte deux
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hypotheses. La premiere est qu'une solution de “bonne” qualité possede un voisinage
dont les solutions ont aussi de “bonne” qualité. La sélection d’une configuration pourra
se faire a partir d’une classe de Configurations Pertinentes. Nous appliquons ensuite
les étapes générales d'un algorithme génétique (génération de la population initiale,

évaluation fonction fitness, sélection, reproduction et remplacement, mutation,. . .).

La méthode de Path-Relinking

Le processus de produire des combinaisons linéaires de solutions de référence peut
étre vu comme étant produire des chemins entre des solutions qui menent a des points
entre plusieurs solutions. Un chemin construit entre des solutions dans un espace voi-
sinage produit des solutions qui partagent une série d’attributs avec les solutions ori-
ginales. Ces attributs peuvent étre des nceuds, des valeurs de variables, etc.. L’idée de
path relinking est de chercher des solutions qui partagent des attributs avec d’anciennes
solutions avec ’espoir d’obtenir de meilleures solutions. Path relinking construit de nou-
velles solutions en exploitant les trajectoires qui conduisent aux bonnes solutions, en
commengant par certaines solutions, appelée la solution d’initiation (initiating solu-
tion), et en produisant un chemin dans le voisinage de ’espace qui conduit a d’autres
solutions, appelées les solutions de guidage (guiding solutions). Souvent on introduit
la notion de recherche Tabou pour pouvoir construire ces chemins sans les répéter a
I’étape suivante.

Nous avons construit pour le porbleme du KSP des chemins considérant la com-
binaison d’attributs de plusieurs solutions (multiparent path) et les rendant plus “fi-
nes” (tunneling) en essayant de combiner deux solutions dans des voisinages différents.
Nous avons utilisé path relinking pour améliorer les procédures de réinitialisation. Dans
notre procédure constructive CP, la construction d’une solution est indépendante de la
construction de la solution suivante. On ne garde pas une histoire. On a proposé deux
applications possibles de path relinking en combinaison avec la procédure CP :

— utiliser path relinking comme un processus de post-optimisation a toutes les paires

de solutions “élites” trouvées avec la procédure constructive CP,

— utiliser path relinking comme une stratégie d’intensification appliquée a chaque

solution obtenue apres la phase de recherche locale.

Les deux stratégies gardent le plus petit ensemble de solutions “élites” choisies apres

chaque processus de recherche locale. Appliquer path relinking apres chaque recherche



114 CHAPITRE 6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

locale pour KSP donne, en général, de meilleurs résultats. Dans ce cas on prend la
solution de recherche locale X et une solution choisie aléatoirement dans l’ensemble
des solutions “élites” X. On obtient les ensembles de mouvements qui peuvent étre
appliqués pour atteindre la solution de guidage a partir d’'une solution initiale. On
prend la meilleure solution dans cette trajectoire et on la considére comme solution
candidat a ajouter aux solutions “élites”. Finalement, on pense pouvoir paralléliser

facilement ces procédures pour augmenter leur efficience.
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Résumé
La these se situe dans le domaine de l'optimisation combinatoire, en particulier celui de la
modélisation et de la résolution algorithmique. Dans cette these, nous étudions deux variantes
NP-difficiles de probleme de type sac-a-dos. Plus précisément, nous traitons le probleme de
la distribution équitable (le Knapsack Sharing Problem : KSP) et le probleme du sac-a-dos
généralisé a choix multiple (le Multiple-choice Multidimensional Knapasck Problem : MMKP).
Dans la premiere partie de cette these, nous nous intéressons au développement d’algorithmes
approchés pour les deux variantes évoquées du probleme de type sac-a-dos. La deuxieme partie
traite essentiellement de la résolution exacte du probleme du sac-a-dos généralisé a choix mul-
tiple. L’approche exacte que nous proposons est de type séparation et évaluation s’appuyant
principalement sur : (i) le calcul des bornes inférieure et supérieure et (ii) l'utilisation de la

stratégie par le meilleur d’abord en développant des branches a double noeuds fils et frere.

La premiere partie porte sur 1’étude et la résolution approchée des deux problemes KSP et
MMKP. Concernant le probléme de la distribution équitable, nous proposons dans un pre-
mier temps, une premiere version de l’algorithme exploitant certaines caractéristiques de la
recherche tabou. Dans un deuxieéme temps, nous développons une deuxieéme version de l’algo-
rithme dont I'idée principale consiste a tenter de combiner I'intensification de la recherche dans
I’espace des solutions et la diversification de la solution obtenue. Nous soulignons la rapidité
de la premiere version et I'efficacité de la deuxieme. Ensuite nous nous intéressons au probleme
de sac-a-dos généralisé a choix multiple. Nous proposons deux heuristiques de recherche locale
itérative. Le premier algorithme s’appuie sur une “recherche guidée”. Le deuxieme algorithme
est une recherche locale que nous appelons réactive avec stratégies de déblocage et de dégradtion

améliorantes de la solution et basées sur l'inter-change local.

Dans la deuxieme partie de cette these, nous proposons une méthode de résolution exacte de type
séparation et évaluation pour le probleme du sac-a-dos généralisé a choix multiple. D’une part,
nous nous proposons la réduction du probleme initial au probleme auxiliaire MMKP,,,. qui n’est
autre que le probleme de sac-a-dos a choix multiple MCKP. Nous calculons une borne supérieure
pour le MMKP,,. et nous établissons le résultat théorique pour lequel une borne supérieure
pour le MMKP,,, est une borne supérieure pour le MMKP. D’autre part, nous proposons le
calcul d’une borne supérieure ainsi qu’une borne inférieure de départ pour le probleme étudié
qui sont nécessaires pour la réduction de ’espace de recherche. L’étude expérimentale montre
lefficacité de la méthode proposée sur différents groupes d’instances de petite et moyenne taille.
Nous expliquons enfin pourquoi cet algorithme exact atteint ses limites de résolution, dies
principalement a la complexité intrinseque du modele étudié. D’autant la résolution dépend de

la taille et la densité des instances traitées.
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Abstract

The thesis is in the field of the particular field of operations research and combinatorial optimi-
sation that is the modeling and algorithmic resolution. In this thesis we propose to study two
particular NP-Hard variant problems of the binary knapsack type. More precisely, we treat the
Knapsack Sharing Problem namely KSP and the Mutiple Choice Multidimensional Knapsack
Problem namely MMKP. The first part of this dissertation is concerning to develop approxia-
mate algorithms for the two evoked variants of the 01 knapsask problem. The second part is
particularly concerning with the exact resolution of the MMKP. The exact approach which we
propose is of branch-and bound type which : (i) computes of lower and upper bounds and (i7)

develops a son-brother double node branches with a best first startegy of exploration.

Indeed, the first part gets the study of the two problems KSP and MMKP. We are interested
to develop approximate algorithms based upon local search strategies. First and concerning the
KSP, we propose a first version of an approximate algorithm based upon tabu search strategy.
Second, we enhance this version by combining the intensification of the search in the space of
solutions and the diversifiaction of the obtained solution. Experimental results shows the fastness
ofthe first version and the effectiveness and the efficiency of the second one. Next, we propose
two iterative local search methods for the MMKP. The first one is an heuristic based guided
local search end the second is a heuristic that we call a reactive local search approach with some

improving degrading and debloking strategies of the solution based local swapping search.

In the second part of the dissertation, we propose an optimal method based branch-and-bound for
solving the MMKP. First, we propose to transform the MMKP into an MMKP,,,, problem which
is a Multiple-Choice Knapsack Problem MCKP. We compute an upper bound for MMKP,,,, and
we establish the theoritical result for which an upper bound for MMKP ... is also an upper bound
for MMKP. After, we deal with the computing of lower and upper bounds which are necessary
to reduce the space search in a branch-and-bound approach. Add to this, the resolution strongly
depends on the density and the size of the treated instances. The experimental study shows
the the efficiency of the proposed algorithm which is able tos solve different groups of instances
of small and medium sizes. Finally, we explain the limits of the branch-and-bound developed

algorithm which are because of the the complexity of the studied model.

Key words

Combinatorial optimisation, Knapsack, Heuristics, Tabu search, Optimal methods.




