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Introduction Générale

L’interprétation d’un processus comme élément aléatoire a valeurs dans un espace
fonctionnel s’est avérée étre une approche fructueuse pour aborder certains problemes
d’estimation. Par exemple la théorie de 'estimation dans les processus de diffusion utilise
ce genre de technique.

Nous nous intéressons ici aux processus autorégressifs fonctionnels introduit par Bosq
(1991). 11 s’agit de construire des représentations de processus a temps continu par des
processus a temps discret dans un espace fonctionnel ou des espaces de suites. Un tel
modele est de la forme :

X, =p(Xy1)+e,, neZ (1)

ou les X, sont des variables aléatoires a valeurs dans un espace de Banach B, p un
opérateur linéaire borné et la suite (£,,n € Z) est un bruit blanc a valeurs dans B. On le

notera ARB(1).
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Nous indiquons maintenant comment construire un processus ARB(1) a partir d'un
processus a temps continu en prenant I’exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Soit

(n(t), t € R) un processus a temps continu et a trajectoires continues, on pose
X, (t) = n(nh +t), 0<t<h, nez.

Ce qui définit un processus a temps discret a valeurs dans C|0, h].

Soit (n(t), t € R) un processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

t
n(t) :/ e U=)aw(s), teR

—00

ou # > 0 et W (t) un processus de Wiener bilatéral.

On considere l'opérateur py : C[0, h] — C[0, h] défini par :
po(f(1) =" f(h),  0<t<h, feC[0h]
alors pp € L, ||pgllz = 1, et en général

loglle = e=?0 D",

(X,,) est alors un ARB(1) associé au bruit blanc

nh+4t
en(t) = / e 0= g1 (s), te0,h],neZ
nh

Ce modele est utilisé pour la prévision des processus a temps continu. La prévision d’un
ARB(1) passe par l'estimation de 'opérateur d’autocorrélation p définissant la structure
autorégressive du processus. Celle ci intervenant apres l’estimation des opérateurs de
covariance (et de la moyenne dans le cas non centré) : sur ces sujets nous renvoyons aux
travaux de Bosq (1991), Pumo (1995), Besse et Cardot! (1996)), et [Dehling et Sharipov
(2005)), parmi d’autres.

Nous nous intéressons particulierement a ’estimation de p. Ce probleme a été abordé

par Bosq (1991) ou B est un espace de Hilbert et 'opérateur p est symétrique compact.
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De nombreux travaux ont ensuite été réalisés tant sur le plan théorique qu’appliqué. Pumo
(1995) a étudié le probleme dans I'espace C[0, 1] lorsque p est un opérateur intégral. Mou-
rid (1996)) a développé la théorie des processus autorégressif d’ordre p. Besse et Cardot
(1996) et Cardot/ (1998) ont utilisé les splines pour la prévision du trafic automobile et
du phénomene climatique “El nifio”. [Antoniadis et Sapatinas (2003) ont utilisé les onde-
lettes pour construire directement un prédicteur. Mas (1999) (2004) a étudié la normalité
asymptotique de l'estimateur de p. Guillas (2000) (2002) s’est intéressé a la vitesse de
convergence de l'estimateur de p et a étudié une extension du modele autorégressif Hil-
bertien avec variables exogenes, dans Damon et Guillas (2005) il applique ce modele a des

données de pollution par 1’ozone.

Une méthode générale pour estimer p consiste a utiliser la relation

D = pC

ou C' et D sont respectivement les opérateurs de covariance et covariance croisée du
processus (1). L’estimateur p,, de p s’obtient alors a partir des estimateurs empiriques
C, et D, de C et D respectivement, mais comme 'opérateur C,, n’est pas inversible en
général, on est amené a projeter les observations sur ’espace engendré par les k,, premieres
vecteurs propres de C,. Le probleme de la détermination du k, idéal est difficile. Cette
méthode a été développée par les auteurs cités précédemment. Pour notre part nous

utilisons la méthode des cribles ou “sieves” de |Grenander! (1981).

Les méthodes classiques d’estimation (maximum de vraisemblance et moindres carrées)
s’averent inadéquates quand l’espace paramétrique est de dimension infinie, Grenander
(1981)) a proposé d’estimer le parametre sur un sous espace de dimension en général finie
m, puis d’étudier la consistance de cet estimateur lorsque la dimension m tend vers I'infini
avec le nombres d’observations a vitesse convenable. Cette méthode a permis de résoudre

de nombreux problemes. Voici un exemple :
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ol v € L*[—3, 3] et W est un processus de Wiener de variance 1.

On veut estimer o. On note les coefficients de Fourier de n(t), a et W (t) par xy, oy
et wy, respectivement. On suppose que les coefficients de Fourier de o contenant le sinus
sont nuls.

Le processus (n,t € [—1, 1]) induit une loi de probabilité P, sur C([—1, 1]). La dérivée

de Radon Nikodym de P, par rapport a P, est :

i = P owrs — o) )

On maximise chaque terme de la série dans (2). Si (214, ..., Tnx) est un échantillon

d’observations indépendantes identiquement distribuées de zy, 'estimateur du maximum

. 1 .
de vraisemblance de a est & = - S @ik Mais xp = ap + wy, et ag € 12, or wy ¢ [?

+oo +o00

car Y wvar(wg) = >, 1 = +o0o presque strement, donc x;, ¢ [*. D’out le maximum de
k=0 k=0

vraisemblance n’existe pas dans (2.

On peut choisir un crible ©,, définie par

O, = {a, acl?/ Zl{;Qai Sm}
k=0

Soit A le multiplicateur de Lagrange. Le probleme est :

e}

n
max (Z(akxi,k —sap) — )\kQOzi)
i=1

(ax) k=0
o0
S ka2 <m
k=0
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On obtient alors

Zn: Tk 00 (Xn: Z; k)

A =1

_ 2 21 o
G = e e D RS =

Dans ce travail nous nous intéressons plus précisément au cas ou la structure de
lopérateur p permet de définir des cribles de dimension finie. Nous avons donc pu utili-
ser les méthodes classiques d’estimation (maximum de vraisemblance, moindres carrées).
Notons que plus généralement il serait possible d’'utiliser la méthode des ¢p—divergences,
développée par Broniatowski (2003)) et Kezioul (2003). Nous espérons revenir ultérieurement
sur cette question.

Les premiers travaux sur I'application des cribles aux ARB(1) ont été effectué par
Bensmain et Mourid/ (2001) dans le cas d'un ARB(1) gaussien et lorsque p est un opérateur
de Hilbert-Schmidt. Ils ont montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance de
p converge p.s. par rapport a la norme de Hilbert-Schmidt, sous 'hypothese que la loi
induite par la variable aléatoire X, est absolument continue par rapport a la loi induite par
la variable aléatoire ,. Ils ont appliqué le résultat trouvé a un ARB(1) pour B = C]0, 1]
et p un opérateur intégral, en utilisant un lemme de Kuelbs (1970) qui permet de plonger
avec densité un espace de Banach séparable B dans un espace de Hilbert H. ’estimateur
pn de p est construit & 'aide de la base trigonométrique dans L2[0,1]. Cet estimateur
converge p.s. par rapport a la norme 2-intégrale, avec une vitesse de convergence du crible
de l'ordre de né_‘s, 0<d< %

Dans le premier chapitre nous rappelons certains résultats de la théorie des processus
autorégressifs fonctionnels. Plus précisément sur l'estimation de l'opérateur p effectués
par Bosq, Pumol (1995), Masl (1999), \Guillas (2001), Bensmain et Mourid (2001)).

Dans le deuxiéme chapitre nous nous intéressons a un ARB(1), dans le cas ol p est un

opérateur p-sommable, p €]|1, +o0[ , qui est pour p = 2 une généralisation naturelle dans
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un espace de Banach d'un opérateur de Hilbert-Schmidt (Diestel et al.! (1995)). Comme
I'opérateur de covariance ¢, est un opérateur nucléaire défini positif de B* dans B, ou B*
désigne le dual topologique de B, nous définissons la méthode des moindres carrées comme
probleme d’optimisation en utilisant I'ordre induit par le cone des opérateurs nucléaires
définis positifs dans 1'espace des opérateurs nucléaires de B* dans B. La généralisation
des problemes d’optimisation réelle a des problemes d’optimisation vectorielle est donnée
par exemple dans Pallaschke et Rolewicz (1997)).

Soit (0,,) un crible associé a 'espace des parametres, qu’on note ©. Pour p € ©, soit
C, 'opérateur défini par

Co() = E((+, X1 — pXo) (X1 — pXo)),
ou encore
C,=C—pD* —Dp* + pCp".
On note N’ l'espace des opérateurs nucléaires de B* dans B, muni de la norme

nucléaire, et K le cone des opérateurs définis positifs de N”.

L’estimateur crible des moindres carrées de p, quand il existe, est solution du probleme

v
infyce,, (Cn — pD;, — Dup” + pCrp”) (3)

\%
ou inf est I'infinimum dans N’ par rapport a l'ordre induit par K. Dans Pallaschke et
Rolewicz (1997) nous trouvons la solution de ce type de problemes en utilisant la dérivée

de Fréchet. Si p, est solution du probleme 3, p,, vérifie la relation
D, = p,C,.
Pour trouver une forme explicite de cet estimateur nous avons considéré p un opérateur
strictement p-intégral et une base (u) dans B. Ce qui a permis d’obtenir une décomposition
de 'opérateur p en somme infinie d’opérateurs p; de rang 1

P:Zak Pk (4)

k>0
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ol (ay )y est une suite dans /2. Ainsi si les py, sont connus, Vk > 0, 'estimation de p revient

a lestimation des (), dans ¢P. Nous donnons des exemples ou les opérateurs p; sont

connus. © est alors { p=> appr/ (o), € fp},

k>0

La décomposition (4) permet aussi d’utiliser tout simplement les cribles

On=9{pe®/) =0, k>m}, m>0, m=m(n) — +o0

n—-+o0o
Soit (f) sont les fonctionnelles de coefficients associée a (ug). Nous avons alors la
Proposition 0.0.1. Si (C.pifr, pifi) > 0 pour k = 0,...,m; lestimateur crible des

m
moindres carrées de p est 'opérateur Py, = Y Ok P
k=0

Dn * *’ *
o Gy = Do)
(Cnpkfkjpkfk)

Pour une dimension m du crible et sous des hypotheses de régularités, la vitesse de

convergence p.s. de I'estimateur, par rapport a une norme équivalente asymptotiquement

1 _ =B
a la norme p—intégrale, est au moins de 'ordre de nm@#» (logn)mn» [ > 1. Nous mon-
trons aussi la normalité asymptotique de l'estimateur. Enfin nous illustrons ce résultat

par une simulation d’'un ARB(1) gaussien, avec le logiciel STATISTICA.

Dans le troisieme chapitre nous utilisons la méthode des ¢—divergences entre des
probabilités conditionnelles, dans le but d’estimer p. Cette méthode consiste a associer
a un espace de parametres une famille de probabilités qui sont absolument continue par
rapport a une loi de probabilité.

Soit ¢ une fonction convexe de [0, +oo] dans [0, +00]. Pour toute mesure de probabilité
Q et P tel que @ est absolument continues (a.c.) par rapport a P, la ¢—divergence entre

Q et P est définie par Riischendorf (1984) comme

0@.P) = [ e(GRap 9
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Soit maintenant
— O l'espace des opérateurs p—sommables et la distance associée d est celle déduite
de la norme.
— P la loi stationnaire induite sur (B, B) par X; et P, la loi de la variable aléatoire &.
— B, =0 (g4,1 < t) la tribu engendré par la suite (g;,7 < t).
— Pour p dans O, Pth—1 désigne la probabilité conditionnelle, par rapport a la tribu
B;_1, de la variable aléatoire (pX;_1 + &).
Nous supposons que P est absolument continu par rapport a Fy. Dans Bosq et Mourid
(1999) dans le cas gaussien et sous certaines conditions, les lois P et P, sont équivalentes.

La densité de Pft—l par rapport a Fy est

deH (x)

&, W) B.
db(z) = °°€

g(xuxtfbp) =

Alors pour p, 0 € © la ¢—divergence entre PPBH et PGB *~! définie par la fonction ¢ est :

Xi-1,p)
PBt_1 PBt—l :/ g(xa t—1, P PBt_l d
e, pf) = [ (S0 ) arf

Nous utilisons alors la représentation duale de la ¢p—divergence proposé par Bronia-
towskil (2003) et Keziou (2003) en estimation paramétrique pour définir I'estimateur du
minimum des ¢—divergences.

Nous nous limitons ici a I’étude du cas ¢(x) = —log(z) + x — 1, alors l'estimateur dit
du minimum de KL-divergence (divergence de Kullback-Leibler), quand il existe, s’écrit

sous la forme

pe m 9€®m

. 1 9(x, Xi_1,p)
arg inf su — log(—/——=) | .
Il est clair que cet estimateur est celui du maximum de vraisemblance. Nous mon-

trons par la suite qu’il converge p.s. vers la vraie valeur du parametre pour la norme

des opérateurs p—sommables. La démonstration est basée sur les techniques de (Geman et
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Hwang (1982), utilisées pour des observations indépendantes et identiquement distribuées,
qu’on a adapté au cas autorégressif. Dans le cas d’'un ARB(1) gaussien avec p un opérateur
strictement 2—intégral, nous montrons que si la dimension du crible est de 'ordre de n%_‘s,
0<d< %, on a la convergence p.s. pour la norme 2—intégrale.

Ensuite, nous étudions le cas particulier ou p est un opérateur 2—nucléaire. Les
opérateurs 2—nucléaires sont des opérateurs strictement 2—intégraux, cependant ils ad-
mettent une décomposition plus simple.

Enfin nous nous inspirons de I'exemple cité dans Antoniadis et Beder (1989) (p. 81)
pour donner 'application suivante

Soit (X, t € Z) un ARB(1) gaussien avec B = C ([0, 1]) muni de la topologie de la
convergence uniforme. Nous supposons que Py, et P.,, les lois gaussiennes de X et ¢
respectivement, sont équivalentes et nous considérons P, la mesure de Wiener de fonction
de covariance 7 (s,t) = min (s, t).

L’estimateur crible de p est alors

pm (f)(s) = j (ao 1pqy(s) - 42 i o o sin k?WS) - f(t) - 01(dt)
25 <f &, sin ks - sin bt dt) dt,  fec(o1)
0 k=1
iéX“(l) X,(1)

n )

> X2 (1)

=1

ou a():

3 <(—1)kXZ-_1(1) +k:7r0lei_1(t) sin ot dt) ((—1)’“)(2-(1) —|—l€7r0lei(t) sin ket dt)

ak - = 1 2 )
i=1 0
k=1,...,m
(_ k
Nous posons K (s,t) = ap - Ijo1y(s) - +2 Y oy, sinkms

E>1 ™

K3 (s,t) =2 oy sinkns - sin knt,

k>1



12 Introduction Générale

et K = K|+ Ks.

L’opérateur p est un opérateur a noyau K par rapport a la mesure (51 + 1 [071}) 7 oun
est la mesure de Lebesgue.

Enfin, dans 'appendice nous faisons quelques rappels des résultats d’analyse fonction-
nelle qui sont utilisés dans les preuves de propositions du chapitre 2 et dans la définition
de l'estimateur des moindres carrées dans un espace de Banach du chapitre 3.

Travaux et Publications :

— RACHEDI F. (2005). “Vitesse de convergence en norme p—intégrale et normalité
asymptotique de 'estimateur crible de 'opérateur d'un ARB(1)”. C.R. Acad. Sci.
Paris, t. 341, Série I, p. 369-374.

— RACHEDI F. (2004). “ Vitesse de convergence de 'estimateur crible d’un proces-
sus ARB(1) dans le cas d'un opérateur strictement 2-intégral”. Annales de 'ISUP,
Vol. 48, fasicule 3, p. 87-97.

—~ RACHEDI F. et MOURID T. (2003). “ Estimateur crible de 'opérateur d’un
processus ARB(1) 7. C.R. Acad. Sci. Paris, t. 336, Série I, p. 605-610.

— RACHEDI F. . “ Estimateur des moindres carrées dans un espace de Banach de

I'opérateur d’'un ARB(1)”. En préparation.



Chapitre 1

Processus autorégressifs en
dimension infinie

1.1 Processus autorégressifs Hilbertiens

Dans ce chapitre nous rappelons certains résultats de la théorie des processus au-
torégressifs fonctionnels introduits par Bosq (1991). Nous nous intéressons a I’estimation
de 'opérateur d’autocorrélation définissant la structure autorégressive du processus. Nous
rappelons d’abord les résultats d’estimation dans le cas ou cet opérateur est défini sur un
espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert réel séparable muni du produit scalaire < , > associé a

la norme || - ||, et sa tribu borélienne B. Soient p un opérateur linéaire borné sur H tel que
lpll’® < 1 pour un certain jo > 1

et € = (&, t € Z) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs

dans H, telles que
0< Elle* =02 < +o0et E(g) =0

Le processus autoregressif hilbertien stationnaire d’ordre 1, noté ARH(1), est 'unique

solution stationnaire de I’équation :

Xt = P(Xt—l) + Et, teZ (]_1)
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Une méthode générale pour estimer p consiste a utiliser les opérateurs de covariance et
covariance croisée du processus.
L’opérateur de covariance de X, est un opérateur symétrique positif et nucléaire de H
dans H défini par :
C(z) = E[< Xp,x > Xo|, z€H

L’opérateur de covariance croisée est :
D(z) = E[< Xp,x > X3|, z€H
Les opérateurs C' et D vérifient la relation
D = pC. (1.2)

Alors, pour estimer p au vu des observations (X1, ..., X;,) on commence par estimer C' et

D en posant :

1
=1

et
1 n—1

Z < Xia T > Xi+1
i=1

Dn(x):n—l

Comme (), n’est pas inversible en général, on est amené a projeter les observations
sur 'espace engendré par les k,, premiers vecteurs propres de C'; ou s’ils sont inconnus,
sur I'espace engendré par les k,, premiers vecteurs propres de C,, .

Soit alors ();) I'ensemble des valeurs propres de C' et Hj, l'espace engendré par
V1, ..., U, les premiers vecteurs propres de C, ou (k,) est une suite d’entiers telles que
k,<n,n>1,etk, — oc.

On suppose que :

A, B Xo||* < oo,

Ay i )\ >0, V5 >1,
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A3 : P<< Xo,'l)j >= O) :O, VJ > 1.
Nous distinguons deux cas :

a) Siles (v;) sont connus, on peut remplacer C,, par :
[e.e]
Cn = Z)\jn < Vj, " > Vj
i=1

~

. BN ,
OU/\jn:EZO<Xi’,Uj >2,j21,n21,
1=

n

[o¢] (o] n
A 1 1
avec E Njn = - E E < Xj,v; >*= " E 1 X]|* < oo
j=1 j=1 =0

=0

~

C,, est inversible sur Hy, , alors I'estimateur de p est :

~

o0
o C1 = Z)\J_nl < wj,- > v; et m, est le projecteur orthogonal sur Hy,.
j=1
b) Siles (v;) sont inconnus, Hy, est remplacé par f[kn I’espace engendré par vy, ..., Uk, n
les vecteurs propres de C,,. Dans ce cas on fait les hypotheses suivantes
Bli)\1>>\2>...>>\j>...>0,
By : My >0, n>1 (ps.).

L’estimateur de p s’écrit alors :

pn(x) = 7, DL,C g (7)), € H (1.3)

[e.e]
on C! = Zj\;nl < Ujn,* > vj, et T, est le projecteur orthogonal de Hy, .
j=1

1.2 Convergence et normalité asymptotique de 1’es-
timateur de opérateur d’un ARH(1)

Soit (X¢, t € Z) un ARH(1). On considere le cas général ou les (v;) sont inconnus.
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Bosq a montré la convergence p.s. de 'estimateur (1.3)) en norme linéaire en considérant

les notations suivantes
a; = 2\/5()\1 — )\2)71 st )\1 7& )\2

et
a; = 2V2maz[(A1 = X)) (O = A1) 7]

Théoréeme 1.2.1. On suppose que (Aq), (B1) et (Bz) sont vérifiées et p est un opérateur
de Hilbert Schmidt. Alors si pour > 1

kn

Aol D a; = O(n'*(logn) ™)

j=1
on a .
1pn —pllc — 0  p.s.

Si de plus || Xol|| est bornée, alors

P([|pn = plle =2 n) < er(n) exp (—Cz(n)min(i aj)‘z) :

j=1

oun>0,n>nn), et ci(n), ca(n) sont deuzx constantes posititives.

n\?
n
kn

logn (3 a;)?

Jj=1

Ainsi — 0 implique ||pn, — pllz =0  p.s.

Guillas (2001) a introduit une légere modification sur 'estimateur p, afin de donner
une vitesse de convergence de E||p, — p||%. Il a considéré 'hypothese suivante

(H) : 1l existe une suite (a,) qui satisfait :
<<, 0<a, <P, n€N.

La suite (a,) permet de mieux controler les variations des valeurs propres de C,, . En effet,
si ses valeurs propres se rapprochent trop rapidement de 0, il devient difficile de maitriser

le comportement de C;! et la vitesse de convergence se dégrade.
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Sous I'hypothese (H) on utilise alors Iestimateur :

pn(@) = 7, DuCyp iy, (x), @ € H, (1.4)
ol
Cra = Zmax(jxjn, an) < Vjn, - > Ujp.
j=1

Théoréeme 1.2.2. Guillas (2001) : On suppose que (A1), (Az) et (By) sont vérifiées, et
qu’il existe « > 0,0 < B <1,e <1/2 et v > 1 tel que
g

>‘k
(07 - S (07% S ﬁ)\kn
ne

alors

2

A
~ 2 kn 2
El[pn —pllz =0 (m) + O(A,)

1
ot Ag, = sup,_ _
7=1,....kn, )\J . )\j+1
Mas (1999) a établit le résultat suivant sur la normalité asymptotique de I'estimateur
de p :
Théoreme 1.2.3. Sous les hypotheses :
= (A1), (B1) et (Ba),
~ C;1 existe sur Hy,,
- E[|[C7 (o)1 < o0,
kn
- n)\in — 00, nilza‘j)\f < 00,
j=1
- )\j)\;nl est borné en probabilité pour tout j

on a:
\/E(ﬁn - ﬁ-knp) l) N7
ou D désigne la convergence en loi dans [’espace des opérateurs de Hilbert Schmadt et N

est une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans cet espace.
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1.3 Estimateur crible d>un ARH(1)

Dans ce paragraphe nous rappelons les premiers résultats sur ’application des cribles a
un ARH(1) effectuée par Bensmain et Mourid (2001)). La méthode des cribles de!/Grenander
(1981)) consiste & maximiser la fonction de vraisemblance sur des sous espaces de dimension
finie et croissant avec la taille de ’échantillon. Cette méthode a permis de résoudre de
nombreux problemes d’estimation nonparamétrique (Grenander! (1981), Geman et Hwang

(1982), Beder (1988))). Un crible est défini par :

Définition 1.3.1. Un crible pour l’espace paramétrique © est une suite de sous ensembles

{Om}m de © telle que ©,, compact, ©,, C O,,11, et |JO,, est dense dans O.

On considére un ARH(1) avec (g,) un bruit blanc gaussien et p un opérateur de
Hilbert-Schmidt.

On note P, la loi stationaire induite sur (H, B) par la variable aléatoire X,, et par Fy
la loi de la variable aléatoire €,. On suppose que P, est absolument continue par rapport
a Py. Le modele est identifiable dans le sens ot la famille des lois (P,, p € ©) est telle que
P, # Pgsip#p.

Bensmain et Mourid (2001) ont montré la convergence p.s. de 'estimateur crible du
maximum de vraisemblance en adaptant les techniques de Geman et Hwang (1982) au
cas autorégressif.

On considere les notations suivantes :

a) pour p € O,,, Bpn(p,e):={8€0,, / dp,p) <e}.
b) La densité de la probabilité de transition stationnaire du processus (X,,) vérifiant (1),

par rapport a P, est

9(@,y,p) = (P,(dx/Xo =y))/(Po(dzx))  xz,yeH, peoO.

c) L’entropie conditionnelle est :

H(p, ) := E,Ing(z,y,B) = /ln(g(aﬁ,y,ﬁ))g(ﬂf,y,p)dPo(ﬂf) p, 3 € 0.
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d) Pour toute fonction réelle g définie sur un ensemble A et si B C A, on pose :
9(B) :=supg(y).
yeB

e) L,(Xy,..., Xy; p) est la vraisemblance conditionnelle.

f) L’ensemble des points de ©,, ou L,(x1, ..., Z,;.) atteint son maximum est :

My, ={p€Oy/ Ln(w;p) = Ln(w;0y,) = Sup Ln(w; 8)}

g) De méme le sous ensemble de ©,, ou le maximum de 'entropie conditionnelle est

atteint est :

Ap={p €0,/ Hlpo,p)=H(po,Om) = Sup H{(po, )}

ou pg est la vraie valeur du parametre.

h) Pour tout C,, C ©, la notation C,,, — p signifie sup d(p,5) — 0 quand m — co.
BECH

Dans ce qui suit m = m,, et m,, croit vers l'infini quand n — oc.

On a alors :

Théoreme 1.3.1. Supposons que le crible {©,,,} est choisi tel que

1) pour tout n et tout p € O,,,, il existe ¢ > 0 tel que

EpyIn(g(z,y, B, (p,€)) < o0

2) A, — po quand n — +00.

Alors quand n — 400 nous avons

My, —po p-s

mn

Pour déterminer un ordre de croissance de la dimension m,, nous considérons les condi-
tions suivantes
C1 : Si (pm,) est une suite telle que Vn, pp, € O, et H(po, pm,,) — H(po, po),
alors p,,, — po.

C2 : il existe une suite (p,, ) € O, telle que H(po, pm,,) — H(po, po)-
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Pour tout 0 > 0 et tout n, on définit les ensembles

Dmn - {p S @mn / H(p07p) S H(IO()?pmn) - 6}

ou Py, est la suite définie par C2.
Soit [ sous ensembles 'y, ...,I'; de ©,,,, on pose

. g(z,y,T) H
m, ‘= supinf £, exp |[tln{ ————=
4 k:ptzo P P |: {g(x7yapmn)

Le théoreme suivant donne la convergence presque siire de I’estimateur crible de I'opérateur

p avec une condition sur la vitesse de croissance de la suite (m,,).

Théoreme 1.3.2. Soit {©,,,} un crible vérifiant les conditions C1 et C2. Supposons que

pour tout > 0, on peut trouver I'7", ...} dans ©,,,, n > 1 tels que

lmn
(i) D, € ULy
k=1

+oo
n=1

alors

My — po p.s.

Nous rappelons maintenant quelques résultats sur I'estimation de C' et p dans le cas

d’un processus autoregréssifs dans un espace de Banach.

1.4 Processus autoregressifs banachiques d’ordre 1

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce paragraphe sont définies sur un
espace de probabilité (2, A, P). (B, B) est un espace de Banach séparable sur R, muni de
sa tribu borélienne B et de la norme || ||, B* désigne le dual topologique de B et (-,-) le
crochet de dualité entre B* et B.

Soit € = (en,n € Z) une suite de variables aléatoires définies sur €2 et a valeurs dans

B. On dit que :
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1. e est un bruit blanc faible si :
(a) Ellg]|*> =0%< 00, i € Z,
(b) E(e;) =0, i € Z,
(c) O, nedépend pasdeiet C,, ., =0,4,j €Z, i # j.
2. € est une différence de martingale si a), b) sont vérifiés et EPi-1(g;) =0, i € Z, ont
Bi=0(X;,j <i)=o0(gj,j <i) la tribu engendré par la suite (g;,j < i).

J

3. € est un bruit blanc fort si :
(a) &t € Z, sont indépendants et identiquement distribués,
(b) Elleo|® = o* < o0,
(¢) E(go) =0.
On note L£(B) I'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés définis sur B et a valeurs
dans B, munie de la norme || - || ..

Un processus autorégressif d’ordre 1 dans un espace de Banach est une suite

X = (Xy,t € Z) de variables aléatoires a valeurs dans B telle que :
Xt = p(thl) + &4, teZ (15)

ot € = (g,,t € Z) est un bruit blanc dans B et p € L(B) est tel que ||p||% < 1 pour
un jo > 1. Si € est un bruit blanc faible, X est un processus autorégressif faiblement
stationnaire, on le note WARB(1). Si € est un bruit blanc fort, X est un processus au-
torégressif strictement stationnaire, on le note ARB(1). Nous donnons ’exemple suivant

d’un processus a temps continu qui admet une représentation autorégressive.

Exemple 1.4.1. Soit n = (n(t), t € R) un processus d’Ornstein-Uhlenbeck solution de

I’équation différentielle stochastique de Langevin
dn(t) = —On(t)dt +dW(t), (1.6)

ot 0 >0 et W(t) un processus de Wiener bilatéral.
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L’unique solution stationnaire de (1.6) s’écrit :

t
n(t) :/ e 094w (s), teR.

Soit B = C[0,h], ou h > 0 est fizé, et
X, (t) =n(nh+t), 0<t<h, nelZ.
On considére l'opérateur py : C[0,h] — C[0, k] défini par :
po(z)(t) = e %z (h), 0<t<h,

alors pg € L, ||pollc =1, et en général

lle = e

(X,) est un processus autoégressif Banachique associé au bruit blanc

nh-+t
oo (t) = / ORI (s) e [0,h], n e Z.
nh

Ce processus peut aussi s’écrire sous une autre forme, Mourid (1996) a donné la pro-

position suivante

Proposition 1.4.1. Sin = (n(t), t € Z) est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck alors la
suite X,,(t) = n(nh +t), 0<t<1, neZ, est un ARB(1) ou B = CI0,1], et p est
défini par :

po()(t) = e "z (t), 0<t<1,

le bruit blanc associ€ est

nt
en(t) = / e~ 0= d1y (s), tel0,1],n € Z.
(

n—1)t
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1.4.1 Opérateurs de covariance dans un espace de Banach

Dans ce paragraphe nous rappelons la définition des opérateurs de covariance et cova-
riance croisée dans un espace de Banach et certains résultats utiles concernant la conver-
gence de leurs estimateurs.

Nous précisons d’abord l'espace auquel apppartiennent ces opérateurs. Soit (L', ||')
I'espace des opérateurs linéaires et bornés de B* dans B muni de la norme uniforme :

1l = sup [le@@)]l,  Le L.

flz*]|<1

On dit que ¢ € L' est nucléaire s’il admet la représentation suiante :

o0

l(z*) = Z(xz*,x*)yk, x* € B,

k=0

o0
ou (z}*)r C B*™ le dual de B* et (yx)r C B avec ZH:C;;*H llykll < oo (]| || désigne aussi
k=0
oo
la norme uniforme dans B**). L’infinimum de ZHJBZ*H llyx|| par rapport a toutes les
k=0

représentations possibles défini une norme, dite norme nucléaire. L’espace des opérateurs
nucléaires de B* dans B muni de la norme nucléaire, qu’on note (N7, || ||a7), est un espace
de Banach.

Les opérateurs de covariance et covariance croisée de X, et X, centrées, et telles que

E|| Xo]|? < 0o et E[|X1]|* < oo sont :
C (") = E (", Xo) Xo), o € B".

et

D(z") = E (", Xo) X)), a* € B*.

Ces opérateurs sont des opérateurs nucléaires de B* dans B.
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Soit (X7, ..., X,,) des observations du processus vérifiant (1.5). Les opérateurs de cova-
riance empirique et covariance croisée empirique de X sont respectivement définis par :

n

1

Cn ) =— *7X7,' X’L

)= 2 X

et
1 n—1
Dn (SB*) = 1 (ﬂf*, Xz) Xi—i—la .I* S B*.
/,’L —
i=1

Bosq| (2002) a montré la convergence de C,, en utilisant les résultats sur la convergence
de la moyenne empirique d'un certain WARB(1).

Soit Y; 'opérateur de B* dans B défini par :

D’apres Bosq| (2002) (lemme 4.1), Y = (Y;, @ € Z) est un processus autorégressif faible-

ment stationnaire & valeurs dans N’, noté WARN, qui s’écrit
Y, -C=RY,-C)+ E;, i €L
ou R({) = plp* est un opérateur nucléaire, £ € N et p* est I'opérateur adjoint de p, et
E; est une différence de martingale dans N’ par rapport a B; = o (¢;,j <), i € Z, qui
s’écrit
El(JT*) = ($*,€Z‘)€i + (ﬁ*, PXi—l)gi + (ﬁ*,Ei)Xi_l — Cao(l'*) " € B*.
De plus on utilise le lemme suivant

Lemme 1.4.1. Si X est un WARB(1) tel que E || X,||* < 0o ne dépend pas de t et ¢ est

une différence de martingale qui satisfait
EB((u,e)(v*, ex)) = E((u*, e) (v*, €x)), u v e B k>1
alors il existe ¢, > 0 et ¢y € ]0, 1] deux constantes telles que

Cov((2", Xo)(y", Xo), (z", Xn) (", X)) < " |Plly"[Percs, . a"y" € B h>1
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On a alors la convergence de C,, vers C' :

Proposition 1.4.2. Soit X un WARB(1), Si les conditions du lemme précédent sont

vérifiées, Vx*,y* € B* on a :

sp B (G- C) ) = O()

lz* <1, lly*lI<1

et
n () Py (Co - ) T2 0 W %

Dans le cas d'un espace de Hilbert, (C,, — C') convergence en norme nucléaire :

Proposition 1.4.3. Bosq (2002) : Soit X un ARH(1), tel que F | X,||* < oo, t € Z, on

a !

p.s.
ICu = Ol = 0.

La loi asymptotique de (C,, — C') est normale sous une condition sur la différence de

martingale (£;).

Proposition 1.4.4. Bosq (2002) Soit X un ARB(1) tel que E || X,||* < o0, t € Z,

et supE ||Ei||129+6 < 00 pour un 6 > 0, alors V* € N™,
i>1

0 (V(Co = C) =5 N ~ N (0, E(C°(1 = R)™(E0))*).
St B est un espace de Hilbert alors :
V(G — C) 25 N ~ N (0, E((I — R)™'Cly (I — R*)7Y).

ou D désigne la convergence en loi dans [’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
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1.4.2 Equivalence de mesures induites par un ARB(1)

Parmi les résultats utiles de la théorie des ARB(1) il y’a celui de Bosq et Mourid
(1999) sur ’equivalence des lois de ¢y et X dans la cas d’'un ARB(1) gaussien. En effet
d’apres le théoreme classique de Feldman-Hajek (Rozanov (1971) (p. 54)), deux mesures
gaussiennes sont soit équivalentes, soit orthogonales. Dans le cas de I’équivalence, on peut
déterminer la dérivée de Radon-Nikodym de la loi de X par rapport a celle de g, ce qui
permet d’utiliser la méthode du maximum de vraisemblance pour estimer p.

Bosq et Mourid| (1999) ont donné des conditions sur 1’équivalence des lois de gy et Xy,
en utilisant le résultat de Kuelbs (1970), qui permet de plonger avec densité un espace de

Banach séparable B dans un espace de Hilbert H, comme suit

Lemme 1.4.2. Soit (B, |.||5z) un espace de Banach séparable.

Il existe un produit scalaire noté < -,- > sur B de norme induite, notée ||.||, plus faible
que la norme de B.

De plus si on note H le complété de B pour la norme ||.||, alors Ag = BN Ay ot Ap

et Ay désignent les tribus boréliennes de B et de H respectivement.

Soit Py, et P, les lois gaussiennes de Xy et ¢y. Soit H 'espace de Hilbert associé a

B par le lemme 1.4.2, on a alors :

Théoréme 1.4.1.

p P oo C~1pCp*existe et est de Hilbert-Schmidt
Xo =0 1 ¢ spectre(C~'pCp*)

Dans ce cas la densité peut s’écrire pour x € H :

=1

dPEo(I) 1 -1 <, >%{ 2
- — _§ > TH . P ps.
) dPx,(r)  T[2 (1 - \)2 o < 2 { L—A = hvn o e

ot (v;, \i)ien sont les éléments propres de 'opérateur C~1pCp*.
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1.5 Estimation de ’opérateur d’un ARC(1)

De nombreux processus a temps continu admettent une représentation autorégressifs
dans C10,1]. Pumol (1995) a étudié le modele (1.5) dans C]0, 1], avec p un opérateur
intégral & noyau, en le considérant naturellement dans L?[0, 1].

Soit (X,,) un processus a valeurs dans C'[0, 1] vérifiant (1.5). On dira que (X,,) est un

ARC(1). Soit p un opérateur intégral a noyau défini par

o)1) = / K(s.)f(s)uds)  feC 0,1 (1.7)

tel que [[K [z < 1, done || p |le)< 1.

La technique est de définir un prolongement p’ de p sur I'espace H = L?[0, 1], muni de
la mesure de Lebesgue, et tel que ||p'[|zz2) < 1.

Ce prolongement s’effectue & travers une base dans L?[0, 1].

Soit (ej)jEZ une base orthonormale dans L?[0,1]. On définit les variables aléatoires

sulvantes :

X, = (X, ej)es,  ehi=Y (enej)e;, n€L (1.8)

Jj=1 Jj=1
Ces variables sont & valeurs dans l'espace L?[0,1] et constituent des prolongements res-
pectifs des variables X, et g,,n € Z. Ainsi, pour H = L?[0, 1] on associe, au processus

ARC(1) le processus (X)) défini par :
X =pgX, ,+¢  tel (1.9)

Par suite (X!

n’

n € Z) est un processus ARL?(1).
L’estimation de p revient alors a celle de 'opérateur p'.
Soit X7,..., X, des observations du processus auxquelles on associe, par (1.9), les

observations X7i, ..., X . Les opérateurs de covariance et de covariance croisée empiriques
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sont dans ce cas :
1 n 1n—l
_ / / _ ! /

Pour estimer l'opérateur on utilise la méthode proposée par Bosq. Sous les hypotheses

(B1) et (Bsy) 'estimateur de p est :

kn
Tk, (z) = Z < Vjn, T > Uy, x € C0,1]
j=1
(Ajn,> Vjn) g sont les éléments propres de C,.
Pumol (1995) a montré la convergence p.s. de p,, en norme linéaire dans £(C[0, 1]), en
considerant les hypotheses suivantes

C; : Xy est borné et satisfait la condition de Holder
|X0(t) - X0(8)| S Molt - S|a, 0 S S,t S 1,

ou M, est une variable aléatoire réelle bornée et 0 < o < 1.
Cs : (a) v = supl|vjlc(o, < o0
j=>1

et

k
(b) sup |p(x) — Z < p(x),v; > villepy e 0.
=1

lzllco,1<1

Pour la convergence de p,, on a le théoreme suivant :

Théoreme 1.5.1. Pumo (1995) : Soit (X,,, n € Z) un ARC(1) standard et p un opérateur
a noyau K tel que || Kcjo1))2|| < 1. On suppose que (By), (Bz), (C1) et (Cy) sont vérifices.

Alors si
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2
nA;.
kn

logn(}_a;)?

j=1

— 0

on a .

10 = plleccoy — 0 pes.

Labbas et Mourid (2002) ont justifié le choix de Pumo (1995)), qui consiste & prolonger
les (X;) dans L2([0,1]), & travers le lemme (1.4.2) de Kuelbs (1970). En effet dans le cas
général ce lemme permet de transformer le probleme de I'estimation de p d'un ARB(1) a
un ARH(1).

Soit H l'espace de Hilbert associé a B par le lemme (1.4.2). Soit (e;),., une base
orthonormale dans H.

Si 'opérateur p se prolonge en un opérateur linéaire borné p’ défini sur H et vérifiant

()/jo <1, le processus défini par :
H L(H) )
X7/1 = p,XrlL—l + €/n t e Z, (110)

est un ARH(1), ou
Xo =0l Xnse5)es, € =3 50(en €5)¢5, n €L
L’estimation de p revient donc a celle de p'.
Bensmain et Mourid (2001) ont étudié ce cas en utilisant la méthode des cribles.
Comme (X,,) s’écrit :
1

X, (1) = /K(t )Xo (s)ds +en(t), te[0,1] (1.11)

ou encore

Xo(t) = (K % X,,_1)(t) + e,(¢), (1.12)

I’estimation de p revient donc a celle de son noyau K.
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On suppose que K est pair et on considere la base trigonométrique dans L?[0,1] :

(eo = Ly ; €x(t) = V2cos(2mkt), eay1(t) = V2sin(2mkt), k > 1).

On note ag(X,), ar(Xn-1),ar(en), ar(K), k > 0, les coefficients de Fourier par rap-
port au cosinus et par bg(X,,), bp(X,_1), bx(e,) ceux par rapport au sinus, des fonctions
X, Xyo1 et g,. On suppose que les variables aléatoires réelles ay(e,,) et by(g,) sont gaus-
siennes indépendantes et de méme variance o2, k > 0.

En tenant compte de (1.12) on obtient les relations suivantes pour k& > 1 :

{ ap(Xn) = (ar(K)ar(Xn-1))/2 + ar(en) (1.13)

b (Xn) = (ar(E)br(Xn-1))/2 + bi(en)

et pour k =0,

CL[)(Xn> = CL()(K)CL()(Xn_l) + a0(€n).

En notant z,, ; = ar(X,), Tn-1k = ax(Xn-1), €nr = ar(en) et ¢ = ap(K), la premiere

relation de (1.13)) s’écrit alors :

1
Tnk = §ckxn_1,k + Enk) k Z 1, (114)
pour k£ = 0 nous avons : T,9 = CoTn_1,0 + Eno. Ainsi on obtient deux processus au-

torégressifs réels d’ordre 1. L’estimation du noyau K revient donc a estimer ses coefficients
de Fourier ¢, = ax(K), k > 0.

On choisit le crible {©,,, } sous la forme

Om, = {K € L? | K(t) = colpy(t) + ch\@cos@ﬁkt) telo,1], Zk? < my}

k=1

(1.15)
ou K est 1-périodique et m,, — +oo quand n — +o0.
L’estimateur crible du noyau K pour des observations (Xo, X, ..., X;,) vérifiant (1.5)

est défini dans la proposition suivante
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Proposition 1.5.1. Les coefficients de Fourier de ’estimateur crible K, du noyau K

sont :

n n

Z Zi0Ti—1,0 Z T kTi—1,k
= SRR — S k=1, m.
i; %%2—1,19 + n2\k

ot m, — +00 quand n — +00 et \ vérifie

n
Z Ty kTi—1,k

mn
—
E k2 ! =m,

k=1 ; ST+ n2Xk

Bensmain et Mourid (2001) ont montré la convergence p.s. en norme L? de K avec
une vitesse de convergence polynomiale de m,, en appliquant le théoreme (1.3.2).

Soit K la vraie valeur de K.

Théoréme 1.5.2. i m, = O(ni~%) pour 0 < § < 5, alors

~ pb.s.
1K — Kol — 0
n—-+00

dans L*([0, 1], B, i) ot pu est la mesure de Lebesgue.
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Chapitre 2

Vitesse de convergence en norme
p—intégrale et normalité
asymptotique de I’estimateur crible
de opérateur d’'un ARB(1)

Ce travail a fait 'objet d’une publication aux Comptes Rendus Mathématique, Académie

des Sciences, Paris (Rachedi (2005)), et une aux Annales de 'ISUP (Rachedi (2004)).

2.1 Introduction

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce chapitre sont définies sur le
méme espace de probabilité (2, A, P). (B, B) est un espace de Banach séparable réel muni
de sa tribu borélienne et de sa norme || ||. B* désigne le dual topologique de B et (-, ) le
crochet de dualité entre B* et B.

On note £(B) l'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés définis sur B et a
valeurs dans B, munie de la norme || - ||..

Un processus autorégressif faiblement stationnaire d’ordre 1 dans un espace de Banach
ou WARB(1) est une suite X = (X;,t € Z) de variables aléatoires a valeurs dans B telle
que :

Xt = P(Xt—l) + &4, teZ (21)
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oll € = (&,t € Z) est un bruit blanc faible dans B et p € £L(B) vérifie ||p[|"> < 1 pour un
Jo=>1.

Dans la suite nous utilisons la notation pX;_; au lieu de p(X;_1).

Le probleme de prévision associé & un ARB(1) est important, il passe par I'estimation
de V'opérateur d’autocorrélation p définissant la structure autorégressive du processus.
Nous montrons la consistance de l'opérateur d’autocorrélation p en norme p—intégrale,
les résultats qui existent sont établis pour p un opérateur 2—intégrale. Notre résultat se
distingue ainsi et ouvre un champ plus vaste pour les applications.

Nous définissons la méthode des moindres carrées comme probleme d’optimisation
dans un espace de Banach. Cette définition est possible lorsque qu’on peut munir ’espace
de Banach d’une relation d’ordre. Nous définissons ’estimateur des moindres carrés de p
en considérant ’ordre partiel induit par le cone des opérateurs définis positifs de ’espace
des opérateurs nucléaires. Nous trouvons la solution de ce type de problemes en utilisant la
dérivée de Fréchet. Pour trouver une forme explicite de cet estimateur nous avons considéré
p un opérateur strictement p-intégral, et une base dans B dite base de shrinking, dont
on rappelle la définition par la suite. Nous montrons, sous certaines hypotheses relatives
au biais, que la vitesse de convergence est de l'ordre de e (log n)Wgw), 6 >1. La
géométrie de l'espace de Banach joue un role important dans cette étude. Nous montrons

aussi la normalité asymptotique de I'estimateur. Enfin nous illustrons ce résultat par une

simulation d’'un ARB(1) gaussien, avec le logiciel STATISTICA.

2.2 Rappel

2.2.1 Bases dans un espace de Banach

Nous commencgons par quelques définitions qui seront utilisées dans la suite, on peut
les trouvées par exemple dans [Lindenstrauss et Tzafriril (1977), Diestel (1984), Kadets et
Kadets (1991).
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a) Une suite (z), dans B est dite base de Schauder si Vo € B, 3(7;) une suite unique

de scalaires tel que x = Zkzo VeTk-
b) Soit B un espace de Banach admettant une base de Schauder (zy),. Une fonctionnelle

de coefficients est une application z; : B — R définie pour tout = = ) azz, dans
k>1

B par z}(z) = oy , Yk .
c) Si la suite (x}), des fonctionnelles de coefficients forme une base dans B* , (xy), est
dite base de shrinking. Soit B un espace de Banach tel que B* admet une base

(x3), alors (x}), est complétement bornée et B admet une base de shrinking

d) Une suite (y;), dans B* est dite suite basique faible s’il existe une suite (), dans
B tels que (y;;, x;) = 0 - Le couple (zy, y;), est dit systeme biorthogonal.

k

e) Soit [y;], I'espace engendré par (y;),, on peut écrire Va* € [yf], , 2% = kgrfoo ; (x*, ;) yi

Un systeme biorthogonal (zj,zy), dans un espace de Banach B , est dit base de
Markushevich si [x;], est dense dans B et [z}], est faiblement dense dans B*. Si B
est un espace de Banach séparable et ¢ > 0 , alors il existe une base de Markushevich

(z, k), dans B pour laquelle ||ag|| - [|2]] < 1+ Vk (Pelezynski (1976)).

2.2.2 Opérateur p—sommable

Un opérateur p de £(B) est p—sommable, p €]1, +oc], s'il existe une constante C' > 0

tel que Vxq,...,x, dans B on a

(Z “P(%)Hp) p <C- sup (Z |(x", xi)|p> ’

lz*]I<1 \ =1

La plus petite valeur C' pour laquelle cette inégalité est vérifiée est notée m, (p).
L’ensemble des opérateurs p—sommables de B dans B est noté I, (B) . C'est un
sous espace vectoriel de £ (B) et m, définit une norme dans II, (B) telle que pour tout

p €Il (B)ona: |pl, <m(p).
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L’espace 11, (B) muni de la norme 7, est un espace de Banach (Diestel ef al. (1995)
p. 38).
Si B est un espace de Hilbert, Il (B) coincide avec I'espace des opérateurs de Hilbert-

Schmidt et m est la norme de Hilbert-Schmidt.

2.2.3 Opérateur strictement p—intégral

Un opérateur p de L£(B) est strictement p—intégral s’il existe un espace de probabilité
(A, &, i) et deux opérateurs linéaires bornés c et d de LP (u) dans B et de B dans L™ (u)

respectivement tel que le diagramme suivant commute :

B X B
dl . Te (2.2)
L® () —% L7 ()

ou 4, est l'identité formelle de L*> (x) dans L? (x). On note J, (B) l'ensemble des
opérateurs strictement p—intégraux de B dans B et on associe la norme p—intégrale,

notée || - ||, et définie par ||p|, = dinf [dllz - llcllz- p est p—sommable tel que m, (p) = |[p|l,,,
sC b

on a alors [|pl; < [l

Soit (I', F,v) un espace mesurable. Toute fonction & € LP(v) induit un opérateur
de multiplication noté M de L (v) dans LP (v) défini par : f — &f tel que || M|, <
1€1l2, ) - On mote M, (L* (v), L (v)) I'ensemble des opérateurs de multiplication de
L*> (v) dans L? (v) et (-,-) le crochet de dualité entre L? () et son dual topologique.

p est strictement p—intégral si et seulement s’il existe un espace mesurable (I', F,v),
deux opérateurs linéaires bornés a et b de L? (v) dans B et de B dans L™ (v) respecti-
vement, et un opérateur Mg € M, (L® (v),L? (v)) (ou & € L? (v)) tel que le diagramme

sulvant commute :

bl e (2.3)
L>(v) — LP(v)
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On note J, (B) 'ensemble des opérateurs strictement p—intégraux de B dans B et on lui

associe la norme p—intégrale, notée [| - [, et définie par ||p||, = ;r;fg 161l 2 - | Mell o - Nlall 2

(Diestel et al. (1995) p. 111 ).

2.2.4 Opérateur p-nucléaire

Soit p un opérateur strictement p—intégral tel que la mesure v associée au diagramme

(2.3) est une mesure de dénombrement sur IN, dans ce cas p est dit p—nucléaire.

On note D (£, ¢7) 'ensemble des opérateurs diagonaux de £>° dans 7. p est p—nucléaire
si et seulement g’il existe deux opérateurs linéaires bornés a et b de /P dans B et de B dans
(> respectivement, et un opérateur D, € D (£, () (ou o € ?) tel que le diagramme

suivant commute :

B % B
bl Ta (2.4)
o Lo opp

la norme p-nucléaire est 7, (-) définie par n, (p) = bianlf) (el - llall - |Dallz)- L’ensemble

des opérateurs p—nucléaires de B dans B, qu’on note N, (B) est un espace de Banach.

2.3 Estimateur crible des moindres carrées de p

Nous considérons maintenant le probleme de Iestimation de p d'un WARB(1) dans
le cas o p un opérateur p-sommable (p > 1), qui est comme nous l'avons vu une

généralisation naturelle d'un opérateur de Hilbert-Schmidt dans un espace de Hilbert.
Soit (X;,t € Z) un processus vérifiant (2.1). On pose © = II, (B), l'espace des
opérateurs p—sommables, et la distance associée d est celle déduite de la norme. On

associe a © un crible (0,,),, (cf. défintion [1.3.1).
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2.3.1 Définition de ’estimateur crible des moindres carrées de
p dans un espace de Banach

Soit (N, || ||a7) Despace des opérateurs nucléaires de B* dans B, muni de la norme
nucléaire. On consideére K le cone des opérateurs définis positifs de N7. On muni N’ de

la relation d’ordre < définie par : V17,15 € K, T} < 15 si et seulement si 7o — 17 € K.

\%
On note l'infimum dans N’ par rapport & cet ordre par inf (voir appendice, paragraphe

3.8). Cet ordre nous permet de définir la méthode des moindres carrées comme probleme
d’optimisation dans un espace de Banach.

Soit C, I'opérateur défini par
Cp = E((-, X1 — pXo)(X1 — pXy)), p€ O,

ou encore

C,=C —pD* — Dp* + pCp*, p€O.

Nous utilisons la généralisation des problemes d’optimisation réelle a des problemes

d’optimisation vectorielle donnée dansPallaschke et Rolewicz (1997), pour poser le probléeme :

\

inf co,, (Cn — pD;, — Dypp* + pCrp™). (2.5)

On étudie la solution de ce type de problemes en utilisant la dérivée de Fréchet. Si py,
est solution du probleme 2.5, d’apres la proposition 3.8.1/ (appendice), il existe ¢’ € K™,

ou K I'ensemble des fonctionnelles positives sur K, tel que p,,, vérifie :

Co w—Chn
ﬂOm( Brym+th), “)):0 (2.6)
t10 t

ou h € O et la limite est uniforme sur tout sous-ensemble de la sphere unité de ©.

D’ou

—tDyh* — thD} + thCLp7 ., + tpnmCrh* + t2hC, h*
ﬂ@m_ n Prjm T 2P ):o (2.7)

t10 t
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Alors

O ((PrmCon — D)1 = W(Coft = Di)) = 0 (2.8)

Comme ¢ est linéaire positive et h est quelconque sur tout sous-ensemble de la sphere
unité de ©, alors l'estimateur crible p,, ,,, vérifie p,,,,C, = D,, c’est la méme propriété

que celle (1.2) de l'opérateur p.

2.4 Décomposition de p et existence de ’estimateur

crible

Dans le but de trouver une forme explicite de ’estimateur crible nous considérons
une représentation “spectrale” de p associée a une base dans ’espace de Banach B. Cette
décomposition est possible pour un opérateur strictement p—intégral, qui est un opérateur
p—sommable.

Soit p un opérateur strictement p—intégral tel que p = aMb, la décomposition associée
1 1
au diagramme (2.3)). Dans toute la suite p €]1, 00[ et ¢ est tel que — + — = 1.
P 4q

Soit (e* e,

iy k)k>0 une base de Markushevich dans LP (v). La suite (ae,),., est une

base dans Im (p) et si a est injective c’est une base de Schauder. Pour obtenir une
décomposition de p nous supposons que :

H : La suite (ae, ),y est une base de shrinking dans B.

Notant ( f:)keN la suite des fonctionnelles de coefficients associée a (aey);,. Nous

avons le lemme :

Lemme 2.4.1. Sous l’hypothése H, l'opérateur p admet la décomposition :

p() =3 aulel eib () ac, (2.9)

k>0

ou oy, = (€5, &), Vk>0, et &€ LP(v) est associée a p par le diagramme (2.5).
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Soit la suite des opérateurs py (-) = (e}, exb () ae, k >0, pp est un opérateur de

N

rang 1. On pose py = Y. oy pi , alors py converge vers p = Y ay py par rapport a la
k=0 k>0

norme strictement p—intégrale donc linéaire.
Donc sous I'hypothese H, 'opérateur p s’écrit :

p= Zak k- (2.10)

k>0

Nous posons

@z{pzzakpk/ (O‘k‘)kegp}’

k>0

et nous considérons dans © la norme ||p||, = (Z\ak]p)%, qui est équivalente a la norme
k>0

p—intégrale.

On note ©* le dual topologique de ©, ©* = { p=> 0Bepr/ (Br),€ 6‘1}.
k>0
Ainsi si les opérateurs py sont connus, Vk > 0, 'estimation de p revient a I’estimation
des (ay)r dans 7. Le fait de considérer que (pg) ou a et b sont connus, n’est pas tres

restrictif. Voici un exemple :

Exemple 2.4.1. Soient B = C([0,1]) et M, (B) lensemble des opérateurs de mul-
tiplication de B dans LP (]0,1]). Toute fonction & € C([0,1]) induit un opérateur de
multiplication Me € M, (C ([0, 1])) d’image dans L* ([0, 1]).

Soit p € M, (C([0,1))) défini par € € C ([0, 1]), p intervient dans la représentation de

certains processus autorégressif a temps continu, voir par exemple la proposition (1.4.1).

dp (t P
Soit 1 une mesure de probabilité sur [0,1] de densité Mdi ) = (ng) , on obtient la

décomposition de p du diagramme (2.2), ou d est l'injection de C ([0,1]) dans L™ (u) et

¢ Uapplication de LP (u) — LP([0,1]) : f — &f. Donc p est strictement p— intégral et

11l = €l oo, -
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Les opérateurs a et b dans le diagramme (2.5) sont dans ce cas les injections de

LP (]0,1]) dans C (]0,1]) et de C ([0,1]) dans L™ (][0, 1]) respectivement.

Nous allons utiliser maintenant des cribles similaires & ceux proposés par Beder! (1988))

pour un parametre dans ¢2. Soit le crible :

k>0 n—+00

@mZ{PZZakPk/ ak:07k>m}7 m >0, m=m(n) — +o0

Les variables aléatoires réelles (fy,e,), sont indépendantes, de méme variance o,

VEk > 0. Nous supposons que :

o = Za£<oo. (2.11)

k>0

Alors 'estimateur crible de p par la méthode des moindres carrées peut étre défini, pour

des observations (Xo, X7, ..., X,,), comme solution de 1’équation suivante

m n

; X X )25
min k_o(;(fk, = pXi1)?)

La solution est donnée dans la proposition :

Proposition 2.4.1. Si (C.p;fi, pifi) > 0 pour k = 0,...,m; lestimateur crible des

m
moindres carrées de p est l'opérateur py m = Qkn Pk
k=0
. D >k *7 *
= DD
(Cnpkfkvpkfk)

=0,...,m.

2.5 Convergence de I’estimateur crible

Dans ce paragraphe nous montrons la convergence p.s. de 'estimateur p,, ,, sa nor-
malité asymptotique en utilisant les propriétés des espaces P et ceux d’une différence de
martingale.

Nous considérons d’abord les hypotheses et les notations suivantes
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1. Nous posons ¢, = (Cpifi, pifi), nous avons alors ¢, < ||b*[|* ||C||, ¥k > 0.

Nous supposons que

O'Z 1
o = ( 7T ——— )P < 00. (2.12)
k>0 k {Ck>0}

Cette hypothese implique (2.11)).
2. Soit F; = (-, X;_1)e; ,i € Z, E(F,) = EB~1 (F) =0, i € Z.

(Fipi i, [

3. Nous posons E; = <
Celie, >0y

) , suite & ’hypothese (2.12), E; est une variable
k>0
aléatoire a valeurs dans <€p, Il |l p> ol ||-||,, désigne la norme usuelle de 7, Vi € Z.
— 1
4. B, =~ E et Oy (2*) = E((z*, E)) Ey), 2* € B".
=1

5. II,, la projection de © sur ©,,.

Comme F; est une différence de martingales dans B alors E; est une différence de mar-
tingales dans /P. Dans la proposition suivante nous donnons la vitesse de convergence p.s.
de II,,,E,, et sa normalité asymptotique, qui vont permettre par la suite de déduire ceux
de ppnm-

Soient les conditions :

(Cy) : Pour p > 2, &; est une variable aléatoire pré-gaussienne, t € 7Z,
(Cy) : E(expyl||E1]lp) < oo pour un v > 0,

(C3) : || X¢]] < e, ol cest une constante,

(Cy) - supE (P2 2+ < 50 pour un & > 0.

Nous avons alors :

Proposition 2.5.1. 1. Si (Cy) est vérifiée alors pour tout choix de m =m(n) on a :

1 __ B — p.s.
nmnea) (logn)” mn@a) ||IL,E,|| =500 VB> 1. (2.13)

maz(p,2) n—-+o00
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2. Si (Cy) et (Cs) sont vérifiées alors ¥n > 0 :
P(ILE|, >n) < 2c il (2.14)
mEn < xXp | ————— :
p P\ s ¢ 4Ln
oul >0 et L >0 sont deur constantes.
De plus pour p =2 :
n~2 (log logn)_% | B, p'—i> 0. (2.15)
3. 8i (Cy) est vérifice alors Yu* € (1 :
Vi (W 0,E,) 2 N ~N(0,E(u, Ey)?). (2.16)
Dans le cas particulier p =2 on a :
Vi, E, = N~N(0,Cg), (2.17)

ot D désigne la convergence en loi dans (2.

Remarque 2.5.1. La condition (C}) n'est pas nécessaire dans le cas p = 2.

Nous montrons maintenant la convergence p.s. de 'estimateur crible en utilisant la

norme de ces coefficient (&) munie de poids empiriques, cette norme nous donne la pos-

sibilité de transformer le probleme dans /7, de plus elle est asymptotiquement équivalente

a la norme p—intégrale.

Pour définir cette norme nous supposons que ¢, > 0, pour k = 0,...,m et nous

posons :

Cn * >|<7 X Lk
1 wkm:( Pkf;k pkfk)7k:0’”'7m;
k

2. A\, = min ¢y,
k=0,....m
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Ainsi nous pouvons munir 0,,, de la norme empirique :
m 1
Ml = Q_wh,lanl)?, Vo€ oO.
k=0

Nous avons alors :

Lemme 2.5.1. 5%

i) EIX|' <o, teZ,

1
i) n!/2m)/ A, (logn) ™’ — 400, 5> -,

alors :
_ 5. 1
Ype®, n'Pm P, (logn) " |, pllf, — M, pllp| 25 0. V6> 3.

Donc p,, ., converge par rapport a la norme strictement p-intégrale des qu’il converge
par rapport a la norme empirique.

Soit pg = E oo kpx la vraie valeur de p. Nous posons p,, = 11, po.
k>0
Dans le théoreme suivant nous montrons que la vitesse de convergence de p;, ,,, est au

. N _1 __B N .. .
moins égale a n™n@n (logn)~ mn@p  par rapport a la norme empirique, pour tout choix de

P

m =m (n). Ainsi on peut choisir m = m(n) tel que le biais || — I,,pol[, = Z ak
k>m(n)

S _B_
est de l'ordre de n~ mn@» (logn)mnE» .

Théoréme 2.5.1. 1. Si (C}) est vérifiée alors pour tout choiz de m =m(n) on a :
_ 1 _=B5 s.
nmml(Z,P) (log n) min(2,p) ||b\n,m — pm”nmax(p 2) p—+> 0 Vﬁ > 1. (218)

2. 51 (Cy) et (C3) sont vérifices alors pour tout m = m(n) et ¥Yn >0 on a :

2

. ni
P( o — ol > ) < 2 - , 2.19
1o = Pl >m) < eXp( 24nK2+16L77) (2.19)
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ot K >0 et L >0 sont deux constantes.
De plus pour p =2 :

1 -1 .S.
n? (loglogn)™ 2 || pnm — pm||n’maz(p,2) 2200, (2.20)

n—-+o0o

B

1
3. 8i (Cy) est vérifiée et si me* A, (logn)™” — + 00, > 3 alors V§* € ©* :

n—-+00
Vi (08 P — pm) = N ~ N (0, B(C, Ey)?) (2.21)

ou C* est la suite dans {7 associée a 0.

Dans le cas particulier p =2 on a :

Vi Ban = pm) —> N ~N(0,Cg,), (2.22)
ot D désigne la convergence en loi dans Jo(B).

Le corollaire suivant donne la vitesse de convergence de l’estimateur dans deux cas

particuliers :

Corollaire 2.5.1. Supposons que :

i) C) est vérifiée,

_ 1
ii) nl/Qm}/Q)\mn (logn)~”? 7, oo g > 3

on a pour :

1 < k- - 1/ ) n (Tpfl)glin(lp)
.« , T L stmy ~ | —— ,
b= P " (logn)?

n
2. et pour ap < Wk, |w| <1, sim, ~ minc(Q,p) log <(1 mm@,p)( )ﬁ) , >0,
— wP ogn

P

alors V(@3 > 1 :

1
N B (log )P\ mne)
||10n,m - pOHmax(p,Q) =0 (( n :
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Remarque 2.5.2. Dans|Rachedi (2004), pour le cas p = 2, nous avons utiliser la norme
de (2 pour les coéfficients (ay,), muni des poids des variances empiriques, cette norme nous
a permis de transformer le probleme de la convergence de [’estimateur crible a la conver-
gence de la moyenne empirique de la différence de martingales E; = ((Fipipfii, fi))iso0
dans l'espace de Hilbert (* comme suit :

on munit © du produit scalaire :

Vp,p' €0, (p.p) =) oy

k>1
La suite des opérateurs (py), est une base orthogonale dans (@, | Hp> :

Nous obtenons alors les mémes résultats de convergence sous la condition (2.11). Cette
condition est vérifiée si et seulement si g4 est pré-gaussienne, c’est a dire qu’il existe une
variable aléatoire gaussienne ¥ a valeurs dans B tel que Cy = C.,. D’aprés |Ledoux et
Talagrand (1991) (p.261), ((f7,9)r = (Ur)r définit une variable aléatoire gaussienne

dans 0? telle que

S EP=cd Eleor)? < o0

k>0 k>0

ot ¢ est une constante.

Alors (enx)r dans (2, est prégaussienne si et seulement si Y 02 < 00.
k>1

2.6 Simulation

Dans ce paragraphe nous donnons deux exemples de 'estimation de p pour un ARB(1)
gaussien ou B = P et p un opérateur p—nucléaire, p > 1. Nous représentons d’abord la
trajectoire du processus, ensuite nous estimons les coefficients (ay), en calculant I'ordre

de convergence dans /P et £2. Nous déduisons que la vitesse de convergence est de I'ordre

1 _ =B . . , 1- s ..
de nmn@w (logn)=nE» | pour un # > 1. Cette simulation est réalisée avec le logiciel

STATISTICA.
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Nous donnons d’abord les résultats du paragraphe (2.4) dans le cas particulier ou p
est p—nucléaire.

Soit p un opérateur p—nucléaire, il existe alors (hj),cn » (Vk)pen deux suites normées
dans la boule unité de B* et B respectivement, et 3 = (5i),cn € 7, tel que p s’ecrit

p= Y. Bk (h}, ) v (Diestel et all (1995) prop. 5.23). De cette décomposition nous avons
keN

la représentation suivante de a et b :

Lemme 2.6.1. Les opérateurs : a de P dans B et b de B dans {>° sont définis respecti-

vement par :

(ck)p — > cr v et x— ((hi,x)), .
kEN
Pour obtenir une décomposition de p, il suffit de choisir (e, ), la base canonique dans

(P (cf. paragraphe 2.4). Nous avons le cas particulier du lemme 2.9 :

Lemme 2.6.2. Sous l’hypothese H ['opérateur p—nucléaire p admet la décomposition

suivante

p() = ai (hy,-) aey.

keN

Remarque 2.6.1. Si (f;), = (hy), alors les (aey), sont les vecteurs propres de p associés

auz valeurs propres (o), -

Nous considérons © = (P et le crible ©,, = {a el /a=> apep, =0, k> m}
k=0

Dans ce cas nous avons :

Lemme 2.6.3. L’estimateur crible de « est la fonction @ = ) Qpeg
k=0

Z ( z»Xi—l) (fl:7Xl)
ot a = =L . k=0,....m
(hZ?Xiflf

n
=1
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La convergence de & est établie de la méme fagon que le théoreme 2.5.1.
Soit maintenant (X, ¢ € Z) un AR/? gaussien associé a p € D (£>,(>°) défini par
a = (a,)en € P p est p— nucléaire d’image dans (7 tel que [|p[|,, = [|a|[,,. Dans ce cas

I'estimation de p revient a l'estimation de av dans 7 car p s’écrit p(-) = > ay (e,,-) e, ,
kEN

ol (e, ),y est la base canonique de 7 .
On note C. de ¢? dans P I'opérateur de covariance du bruit blanc. D’apres le théoreme
(5.6) dans Vakhania et al. (1987), C. est I'opérateur de covariance d’une variable aléatoire

gaussienne si et seulement s'il est symétrique défini positif et > (C.e, ek)g < 00. Dans ce
k>0

cas ’estimateur crible de p par la méthode des moindres carrés est solution de 1’équation :

m n

i Xi— pXio1,ex)?)t.
ggéglnk_o(;( pXic1sen))?

m
L’estimateur crible de « est la suite &, = > Qg nex
k=0

5 (eks Xio1) (ex, X5)

[N =1
Ouak,n:l ) k:O,...,m.

Z (€k> Xifl)z
i=1

On remarque que Qy,, est I'estimateur du coefficient de correlation du processus AR(1)
(er, X;) = ag (ex, Xi—1) + (ex,&;) pour k =0,...,m.
Exemple 2.6.1. Soit (X;) un ARB(1) tel que p =Y. 0.95%%F¢; et e,y ~ N(0;0.9%9F).
k>0
(X¢) est un ARB(1) dans ¢+%. Nous choisissons m = 40 et nous présentons la trajec-
toire de ce processus.
Nous remarquons dans la page suivante, que sur chaque intervalle [t,40t], t =1,...,5;
la trajectoire varie de forte a de faible amplitudes. Cela est di aux valeurs décroissante

de la suite (ay,).
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Représentation graphique du processus
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Tableau des résultats de ’estimation des coefficients de ’opérateur p pour

p = 1.05, n = 1000 et m = 40
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On obtient pour § = 4,7, les valeurs suivantes
|& — apl|e, = 0.18,
|6 — agl[r0s = 0.74 .

Pour n = 1000 la vitesse de convergence est de 0,42 dans ¢2, alors que dans 0" elle
vaut 0,19. Nous déduisons que la vitesse de convergence est meilleur en considérant le

£1.05

processus dans au lieu de £2.
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1
Exemple 2.6.2. Soit (X;) un ARB(1) tel que p = Z(%)lﬂek et g1 ~ N(0;0.55/8).

k>0
(X;) est un ARB(1) dans (*. Nous choisissons m = 40 et nous présentons la trajectoire
de ce processus.
Comme ’exemple précédent nous remarquons dans la page suivante, que sur chaque
intervalle [t,40t], t = 1,...,5 ; la trajectoire varie de forte a de faible amplitudes. Cela est

di aussi auz valeurs décroissante de la suite (o).
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Représentation graphique du processus
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Tableau des résultats de ’estimation des coefficients de ’opérateur p pour

p=4, n=1000 et m = 40
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On obtient pour 8 = 3.5, ||&—ayg||,» = 0.240 et pour n = 1000 la vitesse de convergence
est de 0.22.
Nous donnons maintenant les démonstrations des lemmes, propositions et le théoreme

énoncés dans ce chapitre.

2.7 Preuves :

Preuve du lemme 2.4.1/: Vx € B nous avons :

pr =Y (fr px) ae, = > (f7, aMcbx) ae, Z *, Mcbx) ae,

keN keN keN

=3 (e:,f‘bx) ae, = Y, (e:, ( ;* ) )
keN keN JEN

= 2 <€j7§) (e, e bx) ae,

J,k€EN

comme bx € L™ (v) , alors

Preuve de la proposition 2.4.1:

min 35 (3 (i X~ pX)DE = min 3SR (X0 — o (e Xin))
PEOm =0 =1 (@k)k=o,...,m k=0 i=1
= 3 min(3 (X0 — o (X ))¥,

L’estimateur des moindres carrés de p s’obtient par 'estimateur des moindres carrés
des ag, k=10,...,m.

L’estimateur de a4 est obtenu par la régression de (f}, X;) sur (fy, prXi—1) pour
i=1,...,n; du processus réel (fy, X;) = ar (f5, ppeXe—1) + (5, e1), t € Z. [ |

Preuve du lemme 2.5.1 :

Vp € ©, nous avons :

P p_ p| _ S p (Cnpk*fl:fﬁ)k*f;))p_ )
> wh ol =3 Jon]”| LZ::OO% (((C,Ok*f,j,pk*f;;“) !

Y
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(Cop™ [ P6™ 1)
Ch

s’approche

d’apres la proposition [1.4.2 a partir d’un certain rang NV,

de 1, donc soit cette valeur est inférieur a 1 soit supérieur 1, on a alors :

[l lonl” = Sl
((cnpk*f,:,pk*f,:) . 1) ‘ L8 e (((@pk*f,:,pk*f:))g ) 1)
k=0 Ck

Ck
< [$ 1% (€= 0o p st 0+ 260 (G = O )|
=0 G
+ i lof? (Cn = C) pe* [t pe* [
k=0 Ck
|k [P |04k’

(Co = C)pi* i o™ F7)2 + 3 ((Co = O) pi* f1 ™ )| -

> 1E

k=0 Ck

Pour montrer la convergence p.s. vers 0 du deuxieme terme de I'inégalité, nous considérons

les variables aléatoires réelles :

m ap -
- Z (Xe, o1 f2)2 = (Copfi, pif0) C—: i1

Nous utilisons maintenant le théoréeme 3.6.1/ :

2
m n—l—p—l Xz, k Lk 2 _ O * *7 k Lk
E(Zn—i—...+Zn+p_1)2:E (};0 Z (( Pitr) C]E Prti pk:fk)) O‘Z)
. Ekhi b5} (X prf)? CiCpiz‘,pi;;“)) o (s pifi) —CEC‘piﬁ,pi;)) o
sh=1 1,9=n

m ntp-1 ((Xl,pkfk) (X5, o fi) )aiaﬁ

kh=1 i,j=n CiCh

CiCh

19 i ( 5 Cm}((XzaPkfk) (Xj, pif3) ))aiai (D)

c & <+Z Lo ((Xi,pzf,:f (Xi,p;;f:)?))

n<j<i<n+4p—1 CrCh

d’apres le lemme [1.4.1/ il existe ¢; > 0 et ¢y € ]0, 1] deux constantes tel que
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(8) =35 (p!\b*|!4E(||Xoll4) +2[pfter X C’fj> (Z ai)

n<j<i<n+4p—1

pm (. TS s
< B (b E Q)+ 2101 e S - 5)¢3)

s=1

pm o 2cq
< Bl (B () + 122 ) 5 lal

m — G2

nous avons alors Vp € ©

3 ((Cn = C) PS> PiS7)

k=0 Ck

p-S. 1

n—-+o0o

nl/2m1/2 B

mr “Am, (logn)~

p
ay

Concernant le premier terme de 'inégalité, nous considérons les variables aléatoires

W; = (((Xi,p;;f;f — (Critis Pif)) Oé_k)
k

dans /2.

Dans ce cas nous avons :

P 2
m CYE n+p—1
E||Wn+...+wn+p_1||2=Ek (—’f > (Xi,pié‘)Q—(CPZfE,PZfé‘))

=0 k i=n
< EkZO Z (((Xiapkfk) - (Cpkfkapkfk)) ((vapkfk) - (Cpkfkvpkfk))> 2
=0 i,7=n k
m ap n+p—1
<> 5 Y Cov((Xippf7) (X5, 00 7))
k=0 Ck i,j=n
m Oép n+p—1
<Y & X Cov((Xipifi)” (X pifi)’)
= k 1=n
g

S Cov ((Xi,pifi) (X, 1))

2
k=0 Ck n<j<i<n+p—1

n<j<i<n+p—1

< éf—g(mlb*n“E(HXoH“)H > Oov((Xi,pzf:f(Xj,pzf:)Q)) (A)

en continuant de la méme maniere que précedement on a aussi :

pm .. 2c
(@) < B (B (0 + 225 ) sl

alors Vp € ©
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1/2 1/2 -8 - K Lk % Lx)2 Oéi p.s. 1
n S mal " A, (logn) kE ((Cn = C)pifr P SR) 2 e 0 Vo> 5

Finalement Vp € ©

p.s.

1
v —.
n—-+4oo 5 = 2

'\, (logn) ™ ol , — Iupll;

Preuve de la proposition 2.5.1 :

1. Comme l'espace (F est de type min(2,p), F HHmEnHT > Es (||HmEn||S),
pour tout 1 < s <7, et Eleg|P = cp(E|6k|2)g pour p > 2 ((ex)x est supposé gaussien

dans le cas p > 2), nous avons alors Vn > 1 :

n+h—1 min(2,p) n+h—1 m P 7mmz(,2’p)
E'Hm S E; < G, Z E(Z <| Fpkfkafk |>
" b h=0 min(2,p)
A (& | Fpkfkafk VN P
< G, Z S FE
k=0
n+h 1
<6’y (ZE\(b <ekek> P
(\(fk,&)!)) ;
Ck
< e B e (35 (%))

< G B B(| X | ™" ygmin),
ot €y, et C) sont deux constantes strictement positives.

D’apres le lemme 3.6.1, nous avons alors :

s (logn) D ||, B 250 VB> 1 (2.23)

max 7p) n—-+oo

2. Nous avons montré que HHmEan converge vers (0, alors a partir d'un certain rang
N, HHmEan < 1. Nous suivons maintenant les mémes démarches que dans Bosq

(2002) p. 300, nous avons alors :
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1
E |y (Br + .+ Eo)l, < (B T (B + ..+ B)|)

< (E L, (Ey + ... + En)H;’“'"(?J“))5 < nickol
ot ¢ = [[b[| E | Xo]l-
D’autre part comme F (exp~ ||E1]|) < oo, pour § > 0,

[TL, (Ey + ... + Ey)|[, > nd implique :

M (By + oo + B, — E Ty (Bt + ... + Eo)||, > nd — n2czoz > n3d,

2
d’apres Pinelis et Sakhanenkol (1985) pour n > max(4c%, N), nous avons :

no?

ou K >0 et L >0 sont deux constantes.

Dans le cas p = 2, on utilise la remarque 3 dans Pinelis et Sakhanenko (1985) et

des techniques classiques nous avons :

t2
P(lrgjag)% [Ty (B1 + .. + B[], > 1) < dexp <_na n bt) t >0,

ou a,b > 0.

1/2

Si u, = (nlnlnn)/? et ny, = N2%, k > 0, nous avons alors :

I, (Ey + ...+ E, I,,(Ey+ ...+ E,
P | sup (Br+ ..+ Fn) >A| = Plsup max (Bi+ .+ Fn) > A
n>N Up, p k>0 Mk Sn<Ng41 U, »
> I, (B, + ...+ E,
< P( max (By+ .+ En) > A)
=0 n<ngi1 U, »
o] A2u2
< 4 exp|-———1 ).
< ; P < i T bAunk>

Pour A telle que A% > 2a + bA, on a :

I, (Ey+ ...+ E,
P <sup (B ..+ Fn)
n>N

U,

>A>SL N>2 (c>0,d>0),
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nous avons alors le résultat lorsque N tend vers I'infini.

3. Comme (£;) est une différence de martingale ¢, d’apres le théoreme centrale limite
de [Jakubowskil (1988)), on a la normalité asymptotique de /n (u*, 11, E,,).
Pour p = 2, on a le cas particulier ou la différence de martingale est a valeurs dans

I’espace de Hilbert ¢2.

Preuve du théoréme 2.5.1 :

Pour £ =0,...,m; nous avons :

(ar — o) (Cop™ [, pi* [7) =(Dnpi™ £ 1) — o (Copr™ 5 o™ £7)

1
:E Z (pk*fljw Xi—l) (fl:’ gi)

=1

Donc :

geeey

On déduit alors 2.18 2.19 et 2.20 & partir de 2.13, 2.14 et 2.15.

Pour 2.21 et 2.22, nous avons :

\/ﬁ([)n,m - )Om) - \/ﬁ(z wk,n(&k - ao,k)pk
k=0

NE

(Whyn — 1) (G — o) pr)

e
I
=

= \/ﬁzﬁnkpk - \/EZ(wkn — 1)(&x, — a0 ) P
k=0 p

comme

Qp — «
(ax, — aoy) (Copifi it (Coifipiti)

( (Do fis 12) (Dt 17) )

= ((Dn—D)pifis 11) Coppfi ot fi) ™

+ (Do fi) (Copifis pifi) ™ = (Corfis pifi) ™)
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alors (Gy, — ap ) converge vers 0, donc a partir d'un certain rang N, (& —agx) < 1. Nous
suivons maintenant la méme technique utilisée dans la preuve du lemme 2.5.1), nous avons

alors :

= .. 1
n1/2m7ll/2)\ (logn)~ (Z Wen — 1)(G — 0407;6)(,:) ni'—+>oo 0 V38> 5
k=0

ou ( est une suite dans ¢9.

Donc si my/* A (logn)™® — 0, nous déduisons 2.21 et [2.22 & partir de 2.16 et 2.17.

n—-+00

Preuve du lemme 2.6.1] :

Soit @' (&) pen = z &k, (Ek)pen € et bz = ((h},2)), , = € B, alors

a’ng’ = Z ﬂk (hz, I) Vk

keN

Ainsi on peut choisir a = @’ et b =’ et nous avons alors :
(a*x*,£> = (33*7@5) = (ZB*, E gjvj)
JEN

= Z Ej ($*7Uj)

jEN
* Lx _ * )
comme a* f* = e, alors e = ( e UJ)jeN Vk € IN.

(ex)en €st la base canonique dans 7 alors ( f:) ren Sont les fonctionnelles des coeffi-

cients associées & ( Vg)pen - |

Preuve du lemme 2.6.2/ : D’apres le lemme 2.6.1] et la décomposition (2.9) nous

avons :

pP= Z a, <€k7ek ((h:,))» aey

keEN

ol (ex),en €st la base canonique dans (7, alors p s’écrit Vo € B :

p(x) = > ag (hi,z) aey . |

keN
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Preuve du lemme 2.6.3 : Se déduit facilement du lemme 2.6.2 et la proposition

2.4.1l |



Chapitre 3

Convergence en norme p-sommable
de 'estimateur crible de opérateur

d’un ARB(1)

Ce travail a fait I'objet d’une publication aux Comptes Rendus Mathématique, Académie

des Sciences, Paris (Rachedi et Mourid! (2003)).

3.1 Introduction et notations

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’estimation de p en utilisant les ¢—divergences
entre des lois de probabilités conditionnelles induites par le processus ARB(1). Les diver-
gences entre mesures ou ¢p—divergences ont été introduites par Csiszar (1963) dans le but
de définir une méthode générale d’estimation d’un parametre. Nous rappelons d’abord la
définition de la méthode des ¢—divergences, nous donnons ensuite quelques exemples de

¢—divergences les plus utilisées en théorie de 'estimation.

3.1.1 Divergence entre mesures

Soit ¢ une fonction convexe de [0, +oo] dans [0, +0c]. Pour toutes mesures de proba-
bilité (m.p.) @ et P sur B tel que @ est absolument continues (a.c.) par rapport a P, la

¢—divergence entre ) et P est définie par Riischendorfl (1984) comme suit :
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Définition 3.1.1. La ¢—divergence entre () et P est :

0.7 = [e(Ghar (.)

Si @ n’est pas a.c. par rapport a P on pose ¢(Q, P) = +o0.

Csiszar! (1963)) a donné la définition de la ¢p—divergence entre deux mesures de proba-
bilité d’une famille de probabilités dominées par une mesure o—finie.

Pour toute m.p. P, Iapplication @ — ¢(Q, P) est convexe nonnégative. La ¢—divergence
entre () et P lorsque () = P est nulle. Si ¢ est strictement convexe au voisinage de 1, on

a la propriété fondamentale :
#(Q, P) = 0 si et seulement si Q = P

Exemple 3.1.1. 1. Divergence de Kullback-Leibler (KL) : elle est définie par :

KL(Q,P) = {flg—%d@ siQ est ac. P

SInon.

Cette divergence correspond a p(z) = xlg(x) —z + 1.
Divergence de Kullback-Leibler modifiée (KL,,)

KL,(Q,P) = { / —lg(%)dp si Q) est a.c. P

+00 sinon

Dans ce cas p(z) = xlg(x) + = — 1.

2. Divergence du \? : elle est définie par :

dP
+o0 S1non.

2(Q,P) = { f—(@ —1)%dP siQ est a.c. P

Pour cette divergence p(z) = 3(x — 1)2.

Divergence du x* modifiée (\2,)

(-1
w(@p) = 157 m

apP .
—+00 SImon

dP si@Q esta.c. P
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(=1

Dans ce cas p(z) = 1
x

3. Distance de Hellinger et distance dans LP, p > 1

H(Q, P) = {IQ\/@—l%P si Q est a.c. P

sinon

et

d
LP(Q,P):{f<dg 1)?PdP si @ est a.c. P

+00 sinon
Pour ces deux ¢p—divergences p(x) = 2(y/r — 1)* et p(x) = |z — 1P
Remarque 3.1.1. La ¢p—divergence n’est pas nécessairement une distance.

Nous rappelons maintenant la représentation duale de la ¢—divergence proposée par
Broniatowskil (2003) et Keziou (2003) et utilisée dans I’estimation paramétrique pour
définir 'estimateur du minimum des ¢—divergences.

On considere d’abord les notations suivantes :

a) L’espace de toutes les probabilités sur (B, B) n’etant pas linéaire, on considere ’espace

de toutes les mesures signées finies définies sur (B, B), qu'on note M.

b) Soient € l'ensemble des fonctions mesurables réelles et bornées définies sur (B, B)
et Soit F une classe de fonctions mesurables réelles définies sur (B, B). On note

< & U F > lespace linéaire engendré par £ U F.

c) Soit le sous espace vectoriel :

Mz ={Q € M tel que /|f\d\@| < oo, Vf e F}

ou |@Q| désigne la variation totale de la mesure Q.

On munit M £ de la T-topologie, c’est la topologie la plus faible qui rend continues

les applications Q — [ fdQ, f € F.
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d) Soit ¢ une divergence définie par une fonction ¢ de [—o0, +00] dans [0, +00] tel que

o(1) =0.

On note le domaine de ¢ par
D, = {x € [-00, +00]/ p(z) < oo}

e) La transformée de Fenchel-Legendre de la fonction @ — ¢(Q, P) définie de (Mg, )

dans R est :

o*(f,Q) = sup { [ fdQ—¢(Q,P)}, [fe<EUF>

QEMF

Broniatowskil (2003)) et Keziou (2003) ont montré que la transformé de Fenchel-Legendre
de ¢* est ¢, ensuite ils ont déduit une représentation duale de ¢, en utilisant la transformée
de Fenchel de ¢, qu’on note v :

t € R— 9(t) =supth — ¢(h). (3.2)
heR

Soit O la dérivée de . On note (Jp)~! la fonction inverse de dp et Im(dp) ensemble
des valeurs de O¢y.

On note ¢* la restriction de ¥ sur Im(dyp), alors

t € Im(9p) = @*(t) = t(0p) " (t) — ¢((9) (1)) (3.3)
La représentation duale de ¢ s’exprime en fonction de ¢* comme suit

Théoreme 3.1.1. Keziou (2003) : Soient Q une mesure signée finie et P une mesure de
probabilité tels que ¢(Q, P) < co. On suppose que ¢ est une fonction strictement conveze

et de classe C* sur Uintérieur de D,. Soit F une classe de fonction telle que :

1. Q € Mg,

d
2. agp(d—g) e F,
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3.NfeF, ImfCIm(dyp),

5@, P) _?‘éﬁ{ [raa— [ na } (3.4

dq
Ce supremum est unique (P-p.s.) et il est atteint au point f = (9@( ) (P-p.s.).

alors on a :

Nous appliquons par la suite ce théoreme a des probabilités associées au processus

ARB(1) et qui permettent de définir I'estimateur du minimum des ¢—divergences.

3.2 Estimateur crible du minimum des ¢—divergences

Soit X = (X, t € Z) un ARB(1) associé a p € II,(B), l'espace des opérateurs
p—sommables, qui vérifie [|p||2 < 1 pour un jo > 1, et € = (g,,¢ € Z) un bruit blanc fort
dans B. Soient maintenant

— O l'espace des opérateurs p—sommables et la distance associée d est celle déduite

de la norme. pg est la vraie valeur du parametre.

— P laloi stationnaire induite sur (B, B) par X; et Py la loi de la variable aléatoire ¢.

— By =0 (&, < t) la tribu engendré par la suite (g;,7 < t).

EB=1(X;) = p(X;_1) et g, = X; — EP1 (X;) est dite 'innovation du processus X.

Pour p dans ©, PpB’f*1 désigne la probabilité conditionnelle, par rapport a la tribu

B;_1, de la variable aléatoire (pX;_1 + &).

La densité de Pf“l par rapport a Fy est

dPP= ()

e B.
db(z) = €

g(‘rJXt717p> =

—  une fonction convexe de [0, +00] dans [0, +o0].
Nous supposons que P est a.c. par rapport a Fy. D’apres Bosq et Mourid (1999)

dans le cas gaussien et sous certaines conditions, les lois P et Py sont équivalentes. Ainsi



Convergence en norme p-sommable de ’estimateur crible de 'opérateur d’un
68 ARB(1)

pour toutes mesures de probabilité conditionnelle () et P sur B a.c. par rapport a Py, la

¢—divergence entre () et P est

o= [ (2280 o s

Alors pour p, 0 € © la ¢—divergence entre Pth—l et PGB *~! définie par la fonction ¢ est :

Xi1,)
PBt—l PBtfl :/ g(x7 t—1, P PBt,1
¢( P )6 ) ¥ <Q($,Xt179) d 6 (dl’)

Nous notons par la suite gb(Pth—l, Pft‘l) par ¢(p,0), p,0 € O.
Nous utilisons la représentation duale de ¢ du théoreme [3.1.1 pour déterminer 1’esti-

mateur crible du minimum des ¢—divergence.

On suppose maintenant que ¢ est une fonction strictement convexe et de classe C? sur

I'intérieur de D,. Soit F une classe de fonction telles que :

1. agp(g(x7 Xt—17 p)

——>) e F, V00O,
g('raXt—lve))

2. VfeF, Imf C Im(0p),

D’apres le théoreme 3.1.1 on a :

6(p,6) = sup { [ t@gte e pire) - [ so*(f(x))g(x,xt_l,0>dPo<as>} |

fer

g('7Xt—17p)
g('aXt—hQ)

On peut se restreindre alors a chercher la solution dans la classe

ce supremum est unique (Py-p.s.) et il est atteint au point f = dp( ) (Po-p-s.).

F = {x — 8g0(—g<x’Xt_1’p), XS @m} )
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On a alors :

60.0) = subyeo, { O EETE g, Xics, p)a)

[ g(z, Xi-1,p) T T
fo (0 45T ) ol Xees 4Ry (0) )

On pose

m(z, X1, p,0) = /%(M)g(r&)ﬁ_bp)d%(m) — " (0p(2

ou encore

¢ s’écrit alors :

6(p.0) = sup/m . X1, p. B)g (. Xor,0)dPy(z).
BEO

ou encore

o(p.0) = sup [ i Xics.p. PP (o).
BEO

Comme P,ffffl est la loi de X;, on a alors :

d(p, po) = gggE (m(Xy, Xi—1,p,0)) , (3.6)

N o 5 , N . oy B,
ou E désigne I'espérance par rapport a la loi conditionnelle Pyt=1.

Alors le minimum des ¢—divergences, s’il existe, est solution de

inf sup E(m(X:, Xi—1,p,0)).
PEOM Beco,,

Un estimateur de ce minimum des ¢—divergences est donné dans le lemme suivant
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Lemme 3.2.1. L’estimateur crible du minimum des ¢-divergences de p est :

N ) 1<
Pmn = arg inf sup (E;m(Xi,Xi_l,p,ﬂ)> (3.7)

PEO, BEO,

ot (X1, ..., X,,) sont des observations.

Nous nous limitons ici a I'étude du cas ¢(x) = —log(z) + = — 1, alors 'estimateur dit
du minimum de KL-divergence (divergence de Kullback-Leibler), quand il existe, s’écrit
sous la forme

. 1 _ g(XiaXi—hp)
arg inf su — log(Z—+——7-—"2)].
s 3 <nlzl g(g(XuXi—l,@))

PEOm gco,,

Il est clair que cet estimateur est celui du maximum de vraisemblance. Nous mon-
trons par la suite qu’il converge p.s. vers la vraie valeur du parametre pour la norme des

opérateurs p—sommables.

3.3 Convergence de estimateur crible du maximum

de vraisemblance de p

Nous montrons la convergence p.s. de l'estimateur crible, determiné dans le para-
graphe précédant, en suivant les techniques de Geman et Hwang (1982), utilisées pour
des observations indépendantes et identiquement distribuées, qu’on a adapté au cas au-
torégressif. Dans le cas d'un ARB(1) gaussien avec p un opérateur strictement 2—intégral,
nous montrons que si n%_é, 0<o< %, on a la convergence p.s. pour la norme 2—intégrale.

Ensuite, nous étudions le cas particulier ou p est un opérateur 2—nucléaire. Les
opérateurs 2—nucléaires sont des opérateurs strictement 2—intégraux, cependant ils ad-
mettent une décomposition plus simple.

Nous introduisons d’abord les notations et les définitions suivantes :

1. L’entropie conditionnelle est

H(P, 9) = Ep lng<XtaXt—1a9) = /1n(9(377Xt—1>9))9(37aXt—1>P)dP0(37)-
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Comme

o) = [ (%) 9 X1, po) Py (),

alors

d(po, p) = H(po, po) — H(po, p)-

L’ensemble des points de O,, ot H(pg, ) atteint son maximum est noté :

A, ={p€0Bn/ Hpop) =H(po,On) = JSup H(po,0)}.
E m

2. Ly(xy,...,z,; p) est la fonction de vraisemblance conditionnelle.

L’ensemble des points de O, ou L, (z1, ..., Z,;.) atteint son maximum est noté :

M, = {P € @m/ Ly(w; p) = Ln(‘*”; @m) ‘= Ssup Ln(WS 9)}
0€O,,

3. Bu(p,e):={0€06,, / dp,0) <e}, p€ O,

4. pour une fonction f réelle, nous posons f(A) := sup f(y).
yeA

Le résultat suivant établit la convergence p.s. de ’estimateur crible.

Théoréme 3.3.1. Si le crible, {©,,} est choisie telle que
1. Pour tout n et tout p € Oy, il existe e > 0 tel que E (In(g(X, X;—1, Bm(p,€)))) < o0,

2. Am — pPo;

n—-+oo
alors

sup m, (p,p0) — 0 p.s.
pEM?™, m,n—-+00

Pour déterminer un ordre de croissance de la dimension m nous considérons les condi-
tions et notations suivantes :

Ci 0 Si (pm) est une suite telle que Yn, p, € O, et H(po, pm) — H(po, po) alors

Pm — Po-
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C, : 1l existe une suite (pm, € On,) telle que H(po, pm) — H(po, po)-
Pour tout 6 > 0 et tout n, on définit les ensembles :
Dy, ={p € O, | H(po,p) < H(po, pm) — 0} 0U py, est la suite définie par C,.

Soit | sous ensembles I'1, ..., 1", de ©,, et notons

g(x, X;—1,T%) H .

m = supinf E, exp [tln
4 kptZO P p{ {g(ant—bpm)

Le théoreme suivant donne la convergence p.s. de I'estimateur crible avec une condition

SUr My, .

Théoréme 3.3.2. Soit {©,,} un crible vérifiant la condition Cy et Cy. Si pour tout 6 > 0,

on peut trouver I'?",...,I'7" dans O, n =1,2,.... tels que :
Im
(i) Dm C Ve
k=1
+o00
n=1 n—-roo
alors

sup m, (p,po) — 0 p.s.
peMn n—-4o00

La condition ii) du théoreme est la condition sur m,,, a partir de laquelle on peut déduir
une vitesse de convergence du crible. Dans le paragraphe suivant nous déterminons cette

vitesse pour un opérateur strictement 2—intégrale d'un ARB(1) gaussien.

3.4 p strictement 2-intégral

Soit p un opérateur strictement 2—intégral tel que p = aMb, ol a et b sont deux
opérateurs de LP (v) dans B et de B dans L* (v) respectivement, v étant une mesure,
et Mg un opérateur de multiplication défini par £ € LP (v). Si la suite (ae, ), est une

base de shrinking, ol (e, ), x est une base orthonormale dans L* (v), p admet alors la
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décomposition suivante

= Zak (e,,exb () ae, (3.8)

k>0
ot ar = (e, &), Vk >0, (cf. chapitre 2, paragraphe 2.4)).
1 I

— *
Nous posons A\, = 5 et u; =

nelles de coeflicients associée a (ae), . - Nous avons en plus des résultats du paragraphe

, Vk € IN ou ( f:)keN est la suite des fonction-

k

k

2.4 du chapitre 2, le lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Les (u*) sont des vecteurs propres normés de l’opérateur aa* de B*

k/keN

dans B associés auz valeurs propres (A, ), en-

Comme dans le chapitre 2 nous considérons que a et b sont connus, donc ’estimation
de p revient a l'estimation des coéfficients (o), .

Soit (X,), un processus ARB(1) gaussien. Alors pour tout & € IN les variables
aléatoires réelles (fy,,), sont gaussiennes indépendantes et de méme variance o} . Dans

ce cas la densité de transition g(x,y, p) du processus (X,,) s’écrit :

—+00

Q(Xan—bp) = eXp[_ Z %‘_g((f]:a Xn - an—1>2 - (f;7Xn>2)] °

k=0

Alors la fonction de vraisemblance s’écrit :
L(Xla"'7Xn7p> = H?:lg(XiaXi—l P)
= Mewp |~ 5 oy (.- pXf - (7. X0

keN
= e |~ £ 27 (X = 200X (7. X))

d’aprés (3.8) p () = > a; (ej,e;b(-)) ae; , alors
jEN

L(Xy,..o X, p) =exp)  —5 [Zak ex €1 bXi 1) —22% e e bXi1) (fi, X )]

keN i=1
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ol la série converge puisque les coefficients (ay), sont dans (2.
Dans ce qui suit nous allons utiliser des cribles similaires a ceux utilisés dans Geman
et Hwang| (1982) pour un parametre dans £2.

Soit © = L? (v). Nous considérons le crible

o, = {f eL?(v) /€= kioozkek, ékz lag|? < m} :

Proposition 3.4.1. L’estimateur crible de & est la fonction Em = > Qpéx
k=0

-

<€k, 6kb$z’—1> (f;:,l‘z‘)
1 k=0,...,m
(e, erbzi_1)” + 2n)\k

ol &k:

Ml

-
Il
—

m Z <€k,€k bxi—1> (.f]:7$7,)

et tel que X vérifie S k* | =
w0 S {ex, ex b 1) + 2n\k

=1

n 2

I
s

En appliquant le théoréme [3.3.2, nous montrons la convergence p.s. dans L? (v) de Em

vers &, la fonction associée a py.

Théoréme 3.4.1. Si m, = O(n3~%) pour 0 < § < 5, alors

||€mn - §0||L2(V) n%}

3.4.1 Estimateur de 'opérateur d’un ARB(1) gaussien dans le

cas de probabilités équivalentes

Notons Px, et P, les lois gaussiennes de X, et ¢y , Cx, et C., les opérateurs de
covariance respectifs, Hy, et H., les espaces de Hilbert a noyau autoreproduisant associés
a Px, et P.,. Nous supposons que Px, et P., sont équivalentes (Px, ~ P.,). D’aprés Kuo
(1975) il existe deux applications jyx, et je, continues et compactes de Hx, et de H,, dans

B respectivement telles que Cx, = jx, jk, €t Ccy = Jeo JZ,, NOUS avons :
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JT : 'H., — Hx, un isomorphisme linéaire tel que :

Px, ~ P, <= < 1) jx, = TJ2,
ii) S = T*T — Idy,, est un opérateur de Hilbert-Schmidt de £ (H.,) .
Soit (Ag, Wk) e les éléments propres de I'opérateur S. Yk € IN, 3! wy, tel que

Jiwp = wy. (Wi),en est une base orthonormale dans H,,. Ces propriétés nous ont permis

de déduire le lemme :

Lemme 3.4.2. L’opérateur p admet la décomposition “spectrale” suivante :

p = Zak (wltv ) jsowk

keN

ot —F%k N, VkeN.

1-— ozkoz_k
Nous déduisons alors que p est un opérateur 2-nucléaire.

Lemme 3.4.3. Si C., est injective alors (wy, jeyWs) ey €5t une base de Markushevich et

(JeoWr)pen €St une base de shrinking.

Exemple : Dans cet exemple nous traitons l'estimation de p du lemme 3.4.2 dans
le cas ou gy est un processus de Wiener. Nous nous inspirons de l'exemple cité dans
Antoniadis et Beder (1989) (p. 81).

Soient B = C' ([0, 1]) muni de la topologie de la convergence uniforme et Fy la mesure
de Wiener de fonction de covariance 7y (s,t) = min (s, t).

Nous avons :
1

- He = {f absolument continue / [ (f/(t))*dt < +oo} ,
0

— B*([0,1]) est identifié & M ([0, 1]) 'espace des mesures régulieres de Borel sur Bjg 1,

1

= 2, (1) (5) = Cey (1) () = Of min (£, s) p(dt)

:Ofsp([t,l])dt peM((0,1)), se0,1],

2
-~ Vte[0,1], we(t)=t et wg(t)= kisinkwt k # 0,
T
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— w§ = 01 la mesure de Dirac en 1

et wi(dt) = (—1)" /20, (dt) + 2k sin knt(dt), k> 1.

L’estimateur crible de p est alors

k=0
ol a() = = n >
;%24(1)
n 1 1
3 (( D) 2 (1) + km [ 21 (t) sinkmt dt) (( D) 24(1) + kr [ 2(t) sinkrt dt)
ak - =l n 0 1 2 2 )
> ((—1)’“:@_1(1) + kr [@;1(t) sinknt dt) +2nA\k
i=1 0
k=1,....m
ou encore :

(-D"

™

NIE

QU
k

Il
R

pm (f)(s) = g (&0 . ][071}(3) <42 sin k}ﬂ's) - f(t) - 6y(dt)
2 <f Gu sin ks - sin ket dt) dt.
0 k=1

Nous posons :

—1)k
Ky (s,t) =ag-Ijoq(s)-+2 > ozk( k: ) sin ks,
m

k>1

Ky (s,t) =2 oy sinkns - sin knt,
k>1

et K = Kl + KQ.
L’opérateur p est un opérateur a noyau K par rapport a la mesure ((51 + 1 [0,1}) 7N oun

est la mesure de Lebesgue.

3.5 Preuves

Preuve du théoéme 3.3.1 :
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L(X1,Xo, ... Xp;p) = [12, 9(Xi, Xi—1, p). Comme g(z,y,.) est continue sur l'espace
métrique (0, d), la vraisemblance L(Xy, Xo, ..., X,,;.) et 'entropie H (py,.) sont continues
sur O,,,, et de 'hypothese (1) de finitude : E'ln(g(x,y, Bn, (p, 7)) < 00, les ensembles

M}, et A, sont compacts et non vides p.s. .

Notant By, (A, ,1/my) un (1/m,)-voisinage de A, au sens de la distance d. 1l suffit
de montrer que M C By, (An,,1/m,) presque sirement pour n assez grand. Par la

condition (2) nous aurons le théoreme.

L’ensemble C,, = ©,, — B, (An,,1/m,) étant compact on peut le recouvrir par
un nombre fini de boules By, (pk, 7k ) ot pf, € Cp,,, 7 > 0 pour k = 1,¢,,,. Pour

Om,, € Ap, fixé nous avons

pEO

IN

Pq sup Ln(w,an(pﬁln,Tf%))ZLn(wﬁmn)}
k=1,....lm,,

IA
s
w
o
T

L k k
n(vamn(pmanmn)) >14
k=1,...0m, Ln(w7 emn) N

Soit pF, € O, — B, (Am,., 1/m,,) et O, > 0 tel que H(po, pf, ) — H(po, Om) < =0 .

Pmnp

Par la définition de A,,, et pour 6,,, € A,,, nous avons :

Epo ln(g(Xl-, Xifly an (p Tk )) - Epo ln(g(Xi, Xifla emn)) =

k
mnp? 'mp

g(XZ> Xi—la an (plrgnn’ 7_7176%))

E, 1
PO n{ g(Xi7Xi—170mn)

}<—5k

Pmp,

k .
pour 7, assez petit.
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Or

In L, (w an(,omn, m) InL,(w;0p,) = In sup Hg(Xi,Xi,l,H)

eean (p]'rcnn ’Ebnn) =1

—IHHQ(Xz‘,XFhemn)

=1

In [ [ 9(Xs, Xi-1, B, 0k 7))

=1

IN

_lan(XiaXi—hemn)

=1

. - (Xsz 1,an(Pmna 7]72”))
SO s o curw ey

1

D’autre part, conditionellement a X; 1 les lois des variables aléatoires réelles  ¢(X;, X;_1, B, (p’fn

(et g(X;, Xi—1,0pm,)) sont les images par g des translatées des lois de €; qui sont indépendantes
identiquement distribuées. Donc par la loi forte des grands nombres pour des variables

aléatoires i.i.d. nous avons pour n assez grand :

9(Xi, Xi—1, By STy X1, Xo, Bn, STy
_Z 1 n(pmn mn))}:E ln{g( 1 0 n(pmn mn))}< p.s.

XzaXz 179mn) g(XlaXanmn)

Pmn

Par conséquent presque stirement pour n assez grand :

Ln(w, By, ( o> T )

Py Tmn

L,(w,0,,,)

< exp(—nd, )

Pour 6 = min,_7,—d,x et n assez grand, nous avons alors p.s. :
k=1,lm,, ~ Prap )

Ly(w, By, (o, . 7E )
sup

< exp(—nd
k=1,lm,, Ln(w7 9mn) ( )

Donc il existe un entier N, tel que pour tout n > N,,,

Lo(w, B, (P, Ty 1
P{ wup Lol B (P, 71,) 21}s—

k=1,0m, Ln(w, 0p,,) m2
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Et finalement de (3.10) nous avons

P{M:;; 4 an(Amn7 1/mn)} < m2

Ensuite il suffit d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli.
Preuve du théoéme [3.3.2 : Pour montrer le résultat demandé il suffit de montrer

que pour ¢ > 0 nous avons p.s. pour n assez grand :
Dy, " My, = 0 (3.10)

En effet, si (3.10) est vérifié, nous avons presque strement pour n assez grand :

Par la condition Ca, nous avons H(po, pm,) — H(po, po). Comme § est arbitaire ceci
implique que

liminf inf H(po,p) = H(po,po) P,

pEan

de plus H(po, p) < H(po, po) alors :

lim sup [H(po,p) — H(po,po)| =0 ps (3.11)

n—-+00 PGM#M
Soit € > 0. Par la définition de M , pour tout n choisissant ¢,, € M, tel que

d(p0, ) > sup _dpo.p) —e ps.

L+d(po,0n) = pern, 1+ d(po, p)

Par le résultat (3.11) et la condition C; nous obtenons alors d(pg,#,) — 0 p.s.

Par suite

d
limsup sup M<e p-S.

n peMp, I+ d(ﬂo»ﬂ) N

Comme € est quelconque nous avons alors :

limsup sup d(po,p) =0 D.S.
n peMp,
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donc

M”  — pg D.S.

Mn

Montrons maintenant (3.10). D’aprés la condition (i), pour n et m fixé on a :

(Dp,, "M #0) C { sup Ln(Xq, ..., Xp, p) > Lo((Xy, ...,Xn),pmn)}

pEDm,

k=1 | p€l} i=1 i=1

Iy, n n
C U sup [[9(Xi, Xica,p) > 11 g(XiaXi—bpmn)}

lm'n

< U{fotxxnry = Mot Xioa,on) |

Alors la probabilité de ’ensemble {Dmn NM), @}, qu’on note 7, vérifie :

k=1 =1

_ ff Pexp Z[tk ln{ gij E}:i }] > 1)
9(

lmn X, X'—l Pm) n
< E, explt ln{ vk } >
k; ( Po [ g (Xz'>Xi—17 Pmn) ]

Pour tout ti,...,t; arbitraires positifs et conditionnelemment a X; ; les lois des va-

lm" n n
T <Y P <H 9(Xi, Xioq, Tm) > 11 Q(Xinimen))
i=1

riables aléatoires réelles g(X;, X;—1,I'7") ( et g(Xi, Xi—1,pm,)) sont les translatées des

images par g des lois de ¢; qui sont indépendantes identiquement distribuées. Finalement

™ S lmn (Som'n)n'

Nous déduisons alors le résultat (3.11) par la condition (ii) et le lemme de Borel Cantelli.
Preuve du lemme 3.4.1/: Vi,j € N ( j’»‘,aei) = (a* ;‘,ei) = §;;, alors
afi =e; VjeN.
Donc a*uj = (/A e; Vj € IN.
Ainsi on obtient

(a uj,el) = (a ur, atu; ) = (aa uj,uz) = A, 05, Vj,i € N.

Preuve de la proposition 3.4.1/ :
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Le probléeme est un probleme d’optimisation sous contrainte. En notant alors par A le
multiplicateur de Lagrange, cela revient a résoudre :
m n 1
maxz Z[ak (er,exbri_1) (fr,x;) — éai (ex, ex bri_1)’] — Mol

2)
" k=0 i=1

Par dérivation par rapport a ay, £ € N, nous obtenons ’expression de @), ennoncée, pour
) ) b

k=1,..m. [

Preuve du théoéme 3.4.1! :

La preuve consiste a vérifier les conditions du théoreme (3.3.2). Rappellons que 'exis-
tence de 'estimateur crible E découle de la proposition (3.4.1). Ainsi 'ensemble M, est
non vide.

Pour la condition C; , par la définition de I’entropie H et en notant oy, o les coéfficients

de la fonction &y, nous avons pour £ € O :
+00 1

H(E,6) ~ H(En &) = > —Blon (er, exbXos) (77 X0) — 503 (en, e bXon)?

o
k=0 Kk

1
—ag 0 (er, ex bXp1) (fr, Xn) + —Oéz,o (ex, er bXn 1)’

2
1
= > BB Xa) ( (er e bXom1) = o (e, € bXoo1)
k k
1 2
+§(Oék,o (ek, ex bXpn_1) — ay (ex, e bX 1))

1
50 (ex, er bXn_1) (ay (ex, er bXp_1)
—ao (ex, ex bX 1))/ (ex, ex bX 1))

1
- Z FE(O"%O (er, er bXn—1) — ay, (ex, e bXp-1))?
v Tk

Par conséquent quand n — oo, si H(&, &) — H(&o, &) — 0, o — agp.

Dol & — & dans L? (v).
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Pour C,, comme |J©%, est dense dans © = L? (v), nous avons :
pour tout & € O, il existe &, € OF, tel que &, — & dans L* ().
Donc aym,, — 0.

Nous déduisons alors que H (§o,&m,, ) — H (€0, &0) — 0.

Vérifions maintenant la condition (i) du théoreme 13.3.2.

Pour { € ©;, , vu la contrainte, ces coefficients (oy,), vérifient :

3

lag| < pour k # 0 et ag < /My

k

Pour k£ # 0, on subdivise l'intervalle [— | en [m2/k + 1] intervalles de méme
longueur, [ | désignant la partie entiere.

Soit I, 'ensemble des extrémités de ces intervalles.

Pour k = 0, I s’obtient de la subdivision de [—\/m,, /m,] en [m2 + 1] intervalles de

méme longueur.

Notons I la longueur de ces intervalles. Nous avons alors | < — 7
Mn

Pour tout € > 0, on associe a tout ensemble :

{bx | br€ly, k=0,1,..[m "]}

n

I’ensemble

[ ({}) = {6 € O, /e — b <2m;"0, k=0,1,... [m;*]}

Comme |ay| < , on choisit

V1
k

\/mn mpy
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Donc

Jm, NS M,
I iy m Y ey

< 2ky/my, < Q(mn—i— 1)

My My

= P

n

= p=cmy

(14+mpte) emyte

= <cm

ou ¢ désigne une constante positive. Le nombre de fonctions & dont les coefficients a4 sont

de la forme (3.12), ne dépasse pas p(1+m?l”‘+5) < cmf{”}#e

lmn N
D’apres ce qui précede, |J I recouvre O,,, ou

i=1

1+e€

ln, < (cmy,)™" (3.13)

Finalement en posant

[P =T N Dy, i=1, b,

("), recouvre Dy, .

D’ou la condition (i) du Théreme (3.3.2).

Enfin pour la condition (ii), soit & fixé, nous posons :

g(Xm X?’L—17 F?”) }])

p(t) := E(expltIn {g(Xn, Xn-1,, Pm,)

X, X, .,
Aors 5(0) = 0, ¢/(0) = 1 { 20Tt TE
g

(Xn7Xn—17¢mn)
Or (') == sup ©(f).

geryn

Donc pour ¢ fixée dans I']'", en posant :
A:=Fng(X,,X,—1,I'") — Elng(X,, X,_1,9)

nous avons

“+oo

A=FE sup > ﬁ[(ak (er, e X, 1) — br (ex, e bX 1)) (g (e, er bX 1)

Bery™ k=0



Convergence en norme p-sommable de ’estimateur crible de 'opérateur d’un
84 ARB(1)

+bk (ex, ex bXn1) — 2 (f7, Xn))]
ol (by) sont les coefficients de 8 € I'j'" C ©,,,, dans la base (ex),.

Comme {I'}'" };, recouvre O,,, pour &, 5 € I'}' nous avons :

sup &(z) — B(z)| < ) low — Byl
k=0

< 2
T oy
Donc
14e)1/2
c(m m
A < Al
my “mlte
< ¢
- omi?

ou ¢ désigne une constante.

Finalement

F(0) < H(do,0) — H(do, m,) + —75
m

< cm;f/ 2%
D’autre part, par un résultat de|Geman et Hwang| (1982), pour ¢ € [0, 1/c¢m,,], nous avons :
¢"(t) < ems,.

Par un développement de ¢(t) nous obtenons donc :

o(t) < 1+tlem,;* —68) + t2em?

1 < 1 c ) c
o) < Ve
c )
s e
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ou encore

)
Or

9(Xn, X1, I}™) }]]

P, = SUP inf E, [exptIn { 9( X, X1, Oimy,)

Donc pour m,, suffissamment grand et d’apres (3.13) et (3.14) nous obtenons :

. )
Ly (P )" < emS™ (1 — — )",

la série mflm}lﬁ(l — %)™ est convergente si m,, = (n3~?).
n
n

Par conséquent M — & p.s.

Comme £ € M} nous avons alors la convergence p.s. par rapport a la norme de L? (v).

Preuve du lemme 3.4.2 : Comme j.,Sj2 = jeo, 1T j2 — JeoJ2, = Cxo — Csy- D'aprés

(Bosq (2000) p. 149) Cx, — Ce, = pCx,p* alors j.,S5% = pCx,p*.
L’opérateur S admet la décomposition unique :

> A (wp, ) wy,

keN

alors pC'x, p* admet la décomposition :

Z Ak (53 JegWr)  JeoWr-
keN
On déduit que pCx,p* de B* dans B est 2—nucléaire.
Alors pCx,p* = cMyd,

ot ¢ ((&),) = RZ;\I &k JeoWr, (&), € 02 et dx* = ((2%, jeywg)), , ©* € B*.
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Va* € B*, c¢*z* = ((x*, jsowk)), , ainsi le diagramme suivant commute

pCxyp*

B — B
| Tec (3.15)

62 ﬂ) 62

D’aprés le lemme (2.6.2), p = > «, (h},-) vg = aM,b.
keN

Donc pCx,p* = aMybCx, b* Mza*. tel que le diagramme suivant commute

B 2 p &% p 2, p
a* | T bl Ta (3.16)
62 %) gl /> &) £2

Nous supposons que a = ¢ et nous montrons qu’il existe oo = (ak)k:eN
tel que pCx,p* = aMya*, c’est e dire My = M, bCx,b* Mz .
Soit € = (&)1 = (m);, € €2, comme (€,bx) = Y&, (x,hf) = (v, &,h;) Vo € B,

nous avons :

(Ma&m) = (MabCx,b* Mz€,m) = (Cx,b* Mag, b* Man)

€

= kZN (14 M) (Mz€, bjeywi) (bjeowi, Man)
(S
= Z ajasgjﬁs Z (1 + )\k) (hzvjé‘owk) (.jsowka h;)
J,s€EN keEN
= Z ajasfjﬁs (CXohzah;)
7,s€eN
= Z As&sT]s
seN

comme cette égalité est vérifiée V (&), et V (), alors @ja, (Cxohi hl) = Aebjs

Vi,k € IN , cela veut dire que (hjf), . sont colinéaires aux (wy),.x, ¢’est a dire 3 (),
une suite de scalaires bornée telle que

v = ypwy , Yk € IN.

Alors a7y, (1 4+ Me) = Medip ,VE € IN|

VEeOQEYEC,
_— )

Vk € IN .
1 — Mo YiQy,

d’ou A\, =

Donc p = > ma, (Wi, *) Jeywr = Y - (Wi, ) JeoWr,
keN keN



3.5 Preuves 87

comme (), est bornée, nous avons :

Iy
. A g
k—/_/7Vk€]N,

o = (0})en € € tel que A, =

et comme (Ag)en € 2 = {(o)pen /(L +ax) >0, k >0}, 14+ X\ = >0,

— Oé%ak
nous avons alors | |° <1, Vk e IN . |
Preuve du lemme 3.4.3 : Soit 2* € & {wy, k > 0} I'espace fermé engendré par (wy), x>

alors 3 (ay),y une suite de scalaires telle que * = Y oy .
kEN

: : :
D'une part jZ o* = > apji wi = > apwy
keN keN

et comme H,, est un Hilbert j} z* s’écrit ) (j:ox*,wk) wy d’une fagon unique, alors
keEN

ar = (2%, jeowr) , Yk € IN.Donc (wj), .y forme une base de Schauder de son enveloppe
linéaire dans B*.

De méme on montre que (je,wy),cn forme une base de Schauder de son enveloppe
linéaire dans B :

soit y € T {j-,w, k € IN}, alors 3 (7). une suites de scalaires tel que y = > Vije, Wi
kEN

donc (wZ;uy) = kz;q Vi (w;::?jeowj) =Yk, Vk € IN.
S

Nous supposons que C;, est injective, comme Cy, = j.,j7, , alors Vz* € B* :
Ceg™ = Jieo @ = ey (Z (J2,2" wg) wk) = >0 (52,2% wi) Gy wi
keN keN
de plus C, w; = j.,wr Vk € IN, alors
Ceoz™ = Y (j2 2, wi) Coyuy = Cs <Z (jz o*, wy) w,j) :
kEN keN
nous avons donc

Tt = Z (jgox*vwk) wlt - Z (x*ajéowk) U’Z
keN keN

Ainsi (wy),cn forme une base dans B*, nous déduisons que (jz,ws ),y st une base de

shrinking. Comme (w}),cn €t (JeoWk)en SOnt biorthogonales alors (wy, jeywr) oy €St une
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base de Markushevich. [ |



Perspectives

L’interprétation d’'un processus a temps continu comme élément aléatoire a valeurs
dans un espace fonctionnel s’est avérée étre une approche fructueuse pour aborder des
problemes dans des espaces de dimension infinie. Les résultats établis dans ce travail
ouvrent un champ plus vaste pour les applications. Nous avons montré la consistance de
lopérateur d’autocoprrélation p en norme p—intégrale avec p # 2, un résultats qui se dis-
tingue ainsi de ceux qui existent. Nous avons aussi généraliser la méthode des moindres
carrés comme probleme d’estimation dans un espace de Banach, ce qui permet de résoudre
les problemes d’estimation de paramétres banachiques. Néanmoins dans ce travail, plu-

sieurs questions demeurent :

Dans quel cas la solution du probleme d’optimisation vectorielle 2.5 existe.

Si les opérateurs a et b du diagramme 2.3/ sont inconnus, comment peut-on estimer

lopérateur p?

Est-il possible d’obtenir une décomposition de p sans que ’hypothese (H) (paragraphe

2.4) soit verifiée.

e Enfin, sous quelles conditions 'estimateur crible du minimum des ¢-divergences de p

convergence dans le cas général.
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Appendice

3.6 Sur ordre de grandeur des fonctions sommables

Nous rappelons dans ce paragraphe les résultats sur 'ordre de grandeur des fonctions

sommables donnés par (G4l et Koksma (1948)).

Théoréme 3.6.1. Soient (X;,i > 1) une suite de variables aléatoires centrées a valeurs
dans un espace de Banach séparable B et p > 1.

Supposons qu’il existe deux suites réelles (¢(n,m))nm>o0 €t (@(Mm))m>o telles que :

i) EI X0+ + Xoyml” < o(n,m), n>1, h>1,

ii) ¢(1,m) est non décroissante,

iii) il existe une suite (Y(k),k > 0) a valeurs entiéres positives, croissante vers oo telle
que :
X1+ Xy || = o (01,9 (K)) Pe(v (k) pes.

iv) Soient d’abord les notations suivantes :
a) Q(h) une suite positive croissante, a valeurs entiéres pour h = 0,1, ..., H, telle
que Q(0) =1 et Q(H) > H, et L = Ly Uentier positif tel que Q(L) < H < Q(L+1).
b) Posons, pour K =0, u,_» =0, A\=0,...,L;
et pour 1 < K < H, soit g, > 0 Uentier tel que ppQ(L) < K < (pur + 1)QL).
¢) Soit Ko =0 et Ky =00 pr QL —1d), si A > 1,
choisissons Uentier puy_y tel que pp \QUL —A) < K — K\ < (up—x + 1)Q(L — \),

oul <A< L.
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La représentation unique K = Zi:o -2 L—N) est dite représentation canonique.

d) Ty Uensemble des entiers K, qui figurent dans la représentation canonique d’au
moins un K (0 < K < H). Soit enfin k un entier positif donné et considérons les
K (0 < K < H) tels que Ky = k. On désigne le plus grand des up_ € K, par
pr-x(r).

e) A\, =1 pourp=1, et

pour p > 1.
f) A= A(k) = ¢(k+1) — y(k).
g) Dy, = max Ap(K) pour 0 < K < A(k) et

KL P((k) + Ky, (L — X))
ZZ Z k) + K + pQu(L — N)p((k) + Ky + pQp(L — \)P

A=0 T p=1
Supposons maintenant que 21@1 Ry, converge.

On conclut alors :
1
|1 X1+...+ X[ =0 (gzﬁ(l, n)pcp(n)) p.s.

Remarque : On peut remplacer la condition iii) par I’hypothese que
2@1 e((k))™P converge.
Dans le cas particulier ot ¢(n,m) = m?, 0 < v < 2, on prendra (k) = 2% et

x(h) = 2" on a alors le lemme suivant

Lemme 3.6.1. Soit (X;,i > 1) une suite de variables aléatoires centrées a valeurs dans

un espace de Banach separable B. Soit p €]1, 00|,
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Supposons que E || X1+ ... 4+ Xppm-1]|” < em?,

n>1, m>1 o0uc>0et0<vy<2 sont des constantes. Alors V3 > 1,

n(1=1/p (10gn)_ﬁ/pH7nH 2500, |

n—-+00

3.7 Type et cotype d’un espace de Banach

Soient B un espace de Banach et p €]1,2] (¢ € [2, oo[ respectivement). B est de type p
(respectivement cotype ¢) s'il existe une constante strictement positive ¢, (respectivement
¢,) telle que pour toute suite X, ..., X,, de variables aléatoires centrées indépendantes a

valeurs dans B qui vérifient F||X;||” < oo (respectivement E|X;||? < o0), on a :

n n
E|lY X" < ¢y ElXi|?
i=1 i=1
(respectivement

Bl Y Xill* 2 ¢ ) ElIXil|Y),
i=1 i=1

(Ledoux et Talagrand (1991)).
Les espaces (P, p €]1, 00 sont de type min(2, p).
Un espace de Hilbert est de type et cotype 2.

Un espace de Banach de type et cotype 2 est isommorphe a un espace de Hilbert.
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3.8 Optimisation dans un espace de Banach ordonné

Soient A un espace de Banach et I" un espace muni d’une relation d’ordre <, on dit
que I' est un espace ordonné. On rappel les définitions et les propriétés suivantes, qu’ on

peut trouver dans [Pallaschke et Rolewicz (1997)).

1. Soient F' une fonction de A dans I' et yg € A :

1o est solution du probléeme in/f;F(y), si F(yo) =< F(y), Yy € A.
=

2. Soit K un cone dans I', K est convexe si Vx,y € K,Va, 3 > 0, alors ax + fy € K.
Le cone K induit un ordre partiel sur I' défini par z <g y si et seulement si z—y € K.
K est un cone avec vertex si Va,y € (K\{0}),Va, 3 > 0, alors ax + By € KY).
K est un cone pointu s’il ne contient pas une droite.

3. On dit qu'une fonctionnelle linéaire continue t* définie sur I' est uniformément po-
sitive s'il existe une constante C' tel que Vy € K, |ly|| < C(t*,y).
Si de plus le cone qui induit un ordre sur I' est un cone avec vertex, il existe une
fonctionnelle linéaire uniformément positive t* et ¢ < C, tel que yp est le minimum
de la fonction réelle f(y) = (t*, F(y)) + c||[F(y) — F(yo)||-

4. Soit A un ensemble de I' et K un cone pointu. Un point gy est le minimum de

Pareto, par rapport a l'ordre induit par K, de I’ensemble A si

(Yo — K)NK = {yo} (3.17)

Yo est dit un point K —efficace.

5. Soit A un ensemble de I'. L’ensemble polaire de A, noté A=, est ﬁA{y cx 2yt
TE

Le conjugué polaire de A, noté A=, est ﬂA{:c c =y}
ye

6. I est un espace vectoriel lattice si VA C I les ensembles A= et A= sont tous les deux
soit I’espace tout entier soit de la forme A= = p,+ K (respectivement A= = p}+K),

ou K est un cone.
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Le point p, est dit 'infinimum de A et p}; le supremum de A.

Remarque : En général cet inf et sup n’appartienne pas a A, ils sont nommés

\%
. . . . . v
utopia minimum et utopia supremum respectivement, on les notes inf et sup res-
pectivement.

7. Soient C une classe de fonctions de A dans I' et € > 0. Une fonction 1 € C est dite

C.-gradient local de F' au point yq s’il existe U, un voisinage de yq tel que Vy € U. :

I(F'(y) = F(yo) = (¢(y) = (o))l < elly = oll

Si ¢ est C.-gradient local de F' au point yg, Ve > 0, ¥ est dite Cy,-gradient de F' au
point g, il est nommé aussi C-gradient de Fréchet.

L’ensemble des Cy,-gradient de F' au point y est dit C-differentielle de Fréchet, on
le note dcF|,,

Soit C une classe de fonctions positivement homogénes (i.e. aC = C, Va > 0) de
A dans T. Soit ¢» € C et h € A, on pose x(h) = ¥(y, + h) — ¥(yo), x(h) est un

C-gradient de Fréchet de F'(y) au point yq si et seulement si la limite suivante :

tim £ (yo + th) — F(yo)
10 t

— X(h) (3.18)

est uniforme sur tout sous-ensemble de la sphere unité de A.
X est une fonction linéaire de A dans T, c’est a dire un élément de L(A,T"), qu’on

note par (0F,,)*
Soit KT I’ensemble des fonctionnelles positives sur K. D’aprés la proposition (10.2.2)
dans Pallaschke et Rolewicz (1997) (p. 514) :

Proposition 3.8.1. On suppose que F est continuement differentiable. Si yo est solution

\Y
de inﬁF(y) alors il existe x € K™ tel que (OF |yo)*(x) = 0.
ye

Dans le cas I de dimension finie, c’est le résultat du théoreme de F. John (1948) et

Kuhn et Tucker (1951).
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