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Résumé.

La fracturation fragile des roches soumises a des cisaillements sous fortes pressions de confine-
ment présente des traits communs avec une transition de phase thermodynamique : 1la déformation
se localise rapidement a I’échelle des grains des la sortie du régime élastique réversible, tout en res-
tant d’abord homogene aux grandes échelles. Alors que les microfractures individuelles croissent
encore de fagon stable, apparaissent autour de la contrainte pic des structures de grande échelle
(bandes de cisaillement) qui brisent spontanément les symétries translationnelle et rotationnelle
du probleme.

Analysant des données déformation/contrainte obtenues sur diverses roches et conditions de
charge, on montre que celles-ci présentent un haut degré d’universalité, a savoir qu’elles obéissent,
a une loi 7. — 7 = a(g;, — &;)*?%%3 | oli T est la contrainte axiale, ¢; est la déformation axiale
inélastique, et 7., ¢;, deux parametres tres proches de 7 et ¢; a la contrainte pic. Cette loi est
vérifiée pratiquement de la sortie du régime élastique, a la contrainte pic.

Le fait que cet exposant semble indépendant de la roche, conjoint aux brisures de symétries et
a I’émergence d’une structuration macroscopique, est typique d’un point critique. En conséquence,
on développe a partir d’un simple postulat de maximisation d’entropie un formalisme de physique
statistique adapté a ce probleme. On obtient ainsi une distribution de probabilité sur les confi-
gurations de microfractures, en fonction de I’énergie nécessaire a leur formation. A partir d'un
modele pour ces énergies basé sur des interactions élastiques, on obtient un systeme présentant
deux transitions de phase : la premiere correspond a l'initiation de ’activité des microfractures,
la seconde a la localisation macroscopique. Ce modele prédit a I’approche de la seconde transition
le comportement quadratique observé dans les données, alors que le module d’Young effectif du
matériau reste fini.
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Abstract.

Brittle failure of rocks under compressive shear has features in common with a thermodynami-
cal phase transition : deformation localizes quickly at grain scale from the departure of reversible
elastic regime, staying at first homogeneous at large scales. Whereas individual microcracks still
grow in a stable manner, some large scale structures (shear bands) appear around peak stress,
which spontaneously break both translational and rotational symmetries of the problem.

Analyzing stress/strain data obtained on different rocks and load conditions, we show that
they present a high degree of universality : they follow a law 7. — 7 = a(g;, — €;)?>?%%3 | where T
is axial stress, €; inelastic axial deformation, and 7., €;, two parameters very close to the values
of 7 et ; at peak stress.

The fact that this exponent seems independant of rock, together with the symmetry brea-
kings and appearance of a macroscopic structuration, is typical of a critical point. Accordingly,
we develop from a simple postulate of maximization of entropy, a statistical physics formalism
adapted to this problem. We get so a probability distribution on cracks configurations, as a func-
tion of the energy necessary for their formation. From a model for those energies, based on elastic
interactions, we obtain a system exhibiting two phase transitions : the first one corresponds to
the onset of microcracks activity, the second one to the macroscopic localization. This model
predicts the quadratic behaviour observed in the data at the approach of the second transition,
whereas the material’s effective modulus remains finite.
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Introduction

Dans la crotite supérieure de la Terre, les roches se déforment de fagon quasi-fragile, ce
qui est a l'origine des tremblements de terre. Elles sont soumises a des champs de contrainte
cisaillants importants, ainsi qu’a de fortes pressions de confinement. Si le probléeme de la dyna-
mique des failles déja existantes est capital, il est également tres important de comprendre les
mécanismes de formation des hétérogénéités de grande échelle, parfois a partir de milieux ne
présentant d’hétérogénéités initiales qu’a des échelles bien inférieures. Le régime quasi-fragile de
déformation présente la caractéristique de localiser progressivement la déformation suivant des
bandes de cisaillement, a partir de régimes initiaux de déformation diffuse. Ce phénomene est
largement étudié sous divers angles : pour n’en citer que quelques-uns, expériences analogiques en
laboratoires de tectonique, tests triaxiaux sur des échantillons centimétriques de roche sous fortes
pressions de confinement, théorie de la fracture quasi-statique et étude numérique de systémes
dynamiques discrétisés analogues, analyse mathématique de bifurcations dans des équations aux
dérivées partielles basées sur des lois mécaniques constitutives, théorie du dommage pour pro-
duire de telles lois,...

Quelques aspects de ces processus de localisation ont attiré I’attention de nombreuses commu-
nautés scientifiques depuis le développement des théories s’intéressant en général aux transferts
d’échelle (analyse fractale ou multifractale, surfaces autoaffines, théories de renormalisation, ...).
On peut citer les faits marquants suivants : il existe toute une hiérarchie de fractures de di-
verses tailles dans les systemes naturels, et des ensembles organisés de fractures d’échelle donnée
peuvent parfois agir comme un objet équivalent de taille supérieure. Sur des modeéles numériques
de réseaux de fusibles, analogues de problemes de fracturation en tension, de nombreuses lois
d’échelles ont été mises en évidence. Les fronts de fracture naturels présentent des propriétés
d’autosimilarité frappantes sur de nombreuses décades.

Pour un systeme ne comportant initialement que des défauts microscopiques, soumis a une
compression cisaillante, on soulignera deux traits : d’une part, lorsque la déformation devient ma-
croscopiquement localisée, les bandes de cisaillement formées brisent spontanément les symétries
de la charge imposée. D’autre part, lors d’études expérimentales récentes, il a été mis en évidence
pour certains systeémes granulaires que ’on peut définir une longueur de corrélation du champ de
déformation, et que celle-ci diverge au moment ou la localisation devient macroscopique — ceci a
été obtenu en étudiant statistiquement les champs de déplacement enregistrés a la surface d’une
couche de sable soumise a un raccourcissement lent.

Ces deux aspects, brisure spontanée de symétrie et divergence d’une longueur de corré-lation,
évoquent fortement les théories de phénomene critique, au sens de la physique statistique.

Dans ce travail, on s’intéresse a voir s’il est possible d’établir sur des bases physiques simples
une connexion entre de tels phénomenes, et ces outils classiques de physique statistique. Il est
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largement au-dela de nos objectifs de décrire dans le détail les mécanismes de déformation de
chaque roche particuliere sous diverses conditions, ce qui constitue tout le champ d’investigation
de la mécanique des roches. Les buts principaux de notre démarche sont plutot les suivants :

— D’une part on extrait de nombreuses données expérimentales, des grandeurs mesurables
comparables entre elles, pour tenter éventuellement de dégager quantitativement certains
traits communs a la déformation fragile de nombreux milieux, dans le régime précédant la
localisation macroscopique.

— En posant un nombre limité de postulats, et en retenant des mécanismes physiques généraux
de la déformation des milieux granulaires consolidés sous compression cisaillante, on essaye
de construire un formalisme conceptuellement clos et se prétant aux manipulations analy-
tiques. Le caractere raisonnable des hypotheses, et la cohérence des premieres conséquences,
est le principal guide de I’élaboration de ce formalisme. Une fois celui-ci développé, il sert de
base aux manipulations abstraites classiques des théories de points critiques. Les prédictions
en découlant sont finalement comparées a I’analyse initiale des données expérimentales, ce
qui constitue la principale validation a posteriori de la démarche suivie.

Un enjeu important est le suivant : pour des problemes de fracturation en tension, la fracture
macroscopique a en général tendance a se nucléer sur un défaut ou un groupe de défauts majeurs.
A partir d’une taille typique de défaut, on a une croissance instable d’'un objet principal, qui
se propage a travers le matériau entier. C’est la raison principale du succes des théories statis-
tiques de défaut le plus faible pour décrire de telles fracturations. Ceci correspond plutot aux
caractéristiques d’une transition de phase du premier ordre, ou la longueur de corrélation reste
finie au moment de la fracturation macroscopique. Ce résultat a été notamment obtenu sur des
modélisations de réseaux de fusible. Par contre, en cisaillement sous pression de confinement, ont
lieu des phénomenes de croissance hors-plan suivant des modes tensiles locaux, ce qui permet a
une fracture de taille a priori quelconque de croitre de fagon stable. Il est alors possible que le
processus de localisation soit essentiellement un phénomene collectif, non dominé par quelques
défauts majeurs. Dans ce cas compressif, la fracturation correspondrait plutot a une transition
de phase continue, dans la mesure ou la longueur de corrélation diverge au seuil de localisation.
Le fait méme que 'on ait des hétérogénéités a toutes les échelles au moment de la localisation,
poserait alors un probleme pour la validité du concept d’équations constitutives du matériau,
censées etre valables au-dessus d’une échelle d’homogénéisation : cette échelle serait inexistante
au moment de la transition. L’outil le plus indiqué pour décrire la physique de cette transition
sera plutot en principe une renormalisation, ou la description du point critique associé : ceci
constitue un des objectifs de ce travail.

Dans la premiére partie préliminaire, on analysera un ensemble de données de déformation /
contrainte, obtenues essentiellement sur des tests triaxiaux lents pour diverses roches et conditions
expérimentales, ainsi que sur quelques exemples plus exotiques. On extraira de ces données
la divergence d’une observable simple de ces courbes, au voisinage de la contrainte pic. On
montrera qu’une loi de puissance décrit assez bien une gamme importante de la loi de déformation,
et que si la notion de phénomene critique fait sens pour ce probléme, il est plausible que les
roches appartiennent toutes a la méme classe d’universalité, indépendamment du détail de leur
mode de microfracturation (inter ou intragranulaires) . Ceci laisse espérer que des théories assez
simples puissent produire des résultats de validité assez générale, sur ces processus menant a la
localisation macroscopique.
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On abordera ensuite la partie théorique de ce travail :

Au chapitre 2, on élaborera un cadre probabiliste de description de la localisation. Le probleme
principal est de trouver des criteres physiques pour batir une distribution de probabilité d’occur-
rence de configurations de fractures. Les problémes dynamiques n’étant en général solubles que
numériquement, on tentera d’approcher les probabilités qui en résulteraient en principe, a partir
de quelques simples postulats et de considérations sur les formes des lois qui en découlent. Ceci
permettra d’extraire les grandeurs pertinentes intervenant dans ces lois de probabilité, a savoir
une énergie de formation typique de configuration a contrainte donnée, ainsi que la déformation
macroscopique associée a cette configuration. On obtiendra ainsi la forme de distribution générale
recherchée, en fonction de modeles physiques pour associer ces grandeurs a chaque configuration.

On construira ensuite au chapitre 3 un modele spécifique pour décrire les degrés de liberté
d’un systeme a 1’échelle des fractures, et les aspects physiques principaux a retenir pour obtenir
ces énergies de formation et décrire le processus de localisation qui nous intéresse.

Au chapitre 4 finalement, on exploitera le formalisme probabiliste et le modele élaboré, pour
décrire I’évolution d’un tel systeme en termes de transitions de phase. Etudiant ces transitions,
on verra que les prédictions de ce modele sont qualitativement en accord avec les observations
expérimentales sur de nombreux points. On y dérivera également le comportement asymptotique
analysé sur les données expérimentales, en tant que régime critique a I’approche d’une transition
de phase. L’intérét principal d’un tel détour par des développements techniques est a priori
d’identifier quels sont les termes nécessaires, donc les compétitions entre mécanismes physiques,
pour décrire relativement simplement ces processus.
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Premiere partie

Observations expérimentales






Chapitre 1

Analyse de données expérimentales

1.1 Universalité dans des données déformation / contrainte

1.1.1 Type de données expérimentales reliables au phénomene cri-
tique

Si le processus conduisant a la fracturation macroscopique peut étre interprété comme
phénomene critique, cela doit se manifester expérimentalement dans plusieurs types de
grandeurs physiques, liées aux différents moments de la distribution des défauts en interaction
responsables du processus.

— Comme dans tous les problémes impliquant un nombre d’objets en interaction tres impor-
tant, accéder de fagon détaillée a ces défauts est impossible. (La taille des défauts en jeu
est tres inférieure a la taille du corps considéré : pour des essais triaxiaux par exemple,
des microfractures de dimensions micrométriques interagissent pour finalement former une
fracture dans des objets centimétriques).

— On peut en revanche tenter d’accéder aux moments de la distribution :

— Pour une transition ferro/paramagnétique ou point critique liquide / gaz, des méthodes
expérimentales existent qui permettent d’accéder aisément aux deuxiémes moments :
des rayonnements respectivement électromagnétiques et électroniques sont diffractés par
les objets élémentaires en jeu dans ces transitions, et la section efficace de diffraction
donne directement la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation a 2 points
a l'intérieur de I’objet. Ici, on n’a malheureusement pas de rayonnement du méme type
qui nous permettrait de “sonder” aisément les corrélations entre les défauts en cours
de croissance : I’analogue le plus proche des deux rayonnements précédents serait d’en-
voyer des ondes sismiques dans le milieu et de capter de facon directionnelle la réponse
aux bords du matériau, mais on a certainement des défauts structuraux qui diffractent
également sans participer efficacement au processus de fracturation en cours, rendant
I'information sur les défauts importants inutilisable. Nous ne connaissons en tout cas
aucune expérience de ce type.

— Il est par contre possible de faire directement une étude statistique sur des grandeurs
microscopiques sensibles a la présence des défauts.

Par exemple, pour des objets intrinsequement bidimensionnels, comme une couche de

7
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sable, des analyses statistiques de carte de déformation incrémentale sont effectuées (Bon-
net et al, en préparation ). Il est possible a partir de ces cartes d’obtenir des informations
dérivées intéressantes sur la fonction d’autocorrélation (cf chapitre 1.2.1).

Pour des objets tridimensionnels, le méme type d’information peut étre recueilli a la
surface des matériaux comprimés (pour des essais uniaxiaux sur du béton, cf Bascoul et
al. [1993] , Berthaud et al. [1997] ou d’autres travaux réalisés dans le cadre du GRECO
Géomatériauz ). Il serait intéressant d’effectuer le méme type d’analyse statistique sur ces
cartes de déformation de surface, pour chercher si I’on trouve une corrélation s’établissant
progressivement entre la trace des défauts en surface, ou au contraire un phénomene de
transition abrupt entre déformation diffuse et localisée macroscopiquement. Toutefois,
le fait méme que ces mesures soient effectuées a la surface d’échantillons tridimension-
nels donnera certainement une information assez biaisée sur le phénomeéne en cours a
I'intérieur, les effets de bord étant certainement prédominants.

Pour avoir une image en volume de la croissance des défauts dans des objets tridimen-
sionnels comme des roches, les méthodes de détection des évéenements microacoustiques
se sont récemment beaucoup développées ( Lockner [1995]; Lockner et al. [1992] ) . Elles
permettent de détecter des sources microsismiques, correspondant aux microfractures
en mouvement, a partir d’une certaine amplitude d’énergie émise, avec une résolution
spatiale de ’ordre du mm, et récemment avec un début de détermination du mécanisme
au foyer ( Zang et al. [1996] ) . On pourrait également tenter une analyse statistique des
corrélations sur ce type de données, mais la résolution spatiale actuelle (millimétrique
dans des objets centimétriques) ne permet peut-étre pas encore d’avoir une population
suffisante pour avoir un bon échantillonnage. L’amélioration constante de ces techniques
devrait toutefois permettre ceci bientot.

— On peut enfin s’intéresser a des grandeurs macroscopiques extensives, aisément mesu-
rables, dont on argumentera plus loin qu’elles sont des propriétés émergentes d’une cer-
taine physique statistique, en les reliant théoriquement a des moments de la distribution
des défauts (cf chapitre 2.1 ). Dans les essais triaxiaux effectués couramment, a pression
de confinement constante, la courbe d’écrouissage (contrainte macroscopique en fonction
de la déformation macroscopique, lors d’un chargement monotone) est une donnée bien
contrainte expérimentalement, et est accessible dans la littérature pour de nombreux types
de roches et conditions (de type et vitesse de charge, et de pression de confinement). On a
donc choisi ici de s’intéresser a ces données.

Pour une description de la mise en place des expériences et des protocoles de mesure, on
se reportera par exemple a Bésuelle [1999] ou Bésuelle et Desrues [1998b] .

1.1.2 Lois recherchées dans les données déformation / contrainte
1.1.2.1 Principe - ou chercher une loi de puissance

On cherche a tester, dans les données expérimentales, la cohérence de 'idée de phénomene cri-
tique comme modele du processus d’endommagement conduisant a la localisation macroscopique.
Considérant un parametre de controle macroscopique p pour la roche entiere permettant d’at-
teindre le point de localisation macroscopique p., on sait qu’un tel phénomeéne doit se traduire,
pour certaines grandeurs physiques GG sensibles a la présence des défauts, par des divergences en
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loi de puissance au voisinage du seuil de localisation :

G ~ alp.—p/ 7,7>0

P—Pc

Pour des expériences de compression triaxiales effectuées a vitesse tres lente, en régime
quasi-fragile, (qui correspond aux conditions qui nous intéressent dans la croite ou le man-
teau supérieurs, et s’étend sur une grande gamme de pressions de confinement), la contrainte
présente un pic a une certaine déformation, et la courbe de déformation / contrainte en charge

est relativement réguliere et dérivable. En définissant gj&
azx
.

et % les pentes des courbes
rad % 1 Trad

de charge (régularisées : sans regarder les petites fluctuations), ces grandeurs doivent donc diver-
ger au voisinage de la contrainte pic. Or, suivant le critéere adopté pour caractériser la localisation
macroscopique dans 1’échantillon de roche, les expérimentateurs situent généralement ce point
comme précédant quasi-immédiatement cette contrainte pic (couramment, de 1 & quelques %
Bésuelle [1999] ) . De plus, les premieres hétérogénéités macroscopiques apparaissant a quelques
% de la contrainte pic sont couramment initiées aux angles des échantillons, et sont suivies par
la formation aux alentours immédiats de la contrainte pic par une ou plusieurs bandes de ci-
saillement au centre de 1’échantillon, a priori plus représentatives des propriétés de volume du
matériau et non de la géométrie des frontieres (voir par exemple Berthaud et al. [1997] ). Pour
rechercher nos lois, on a donc une forte information a priori sur le fait que p. ~ pp;., valeur du
parametre p a cette contrainte pic.

Pour se rapprocher le plus possible des conditions de déformation de la crotite semifragile!,
les expériences sont effectuées a vitesse tres lente, i.e. quasi-statiques, et on peut considérer
comme parametre de controle, pour la partie précédant la contrainte pic, alternativement la
déformation macroscopique ou la contrainte macroscopique. En effet, comme on le vérifiera en
section 1.1.4, le fait que le parametre expérimental imposé soit le taux de déformation, celui
de contrainte ou la puissance des émissions microacoustiques ne changent pas la dépendance
déformation / contrainte de facon significative pour la partie précédant la contrainte pic - cela
modifie par contre radicalement le comportement post-pic, et méme la possibilité de faire des
mesures dans cette partie, mais on s’attend a ce qu’'une physique différente régisse cette partie
(la déformation dépendant alors plutét de phénomenes de broyage au sein de la gouge et de
comportements de type “patin” au sein de la bande de cisaillement déja formée, et non d’un
processus collectif impliquant la roche entiére) . On cherche donc & mettre en évidence ces lois
de puissance uniquement sur la partie précédant p, .

Etant données ces considérations, on s’intéresse donc a la courbe de charge €4, /74z, la plus
fréquemment mesurée dans les essais triaxiaux, et on cherche des lois du type

Oax ~ | Tan — Tan| (1.1)
aTam Trad Taz Taze

On a porté en figure 1.1 (a) une courbe de contrainte / déformation axiale mesurée par Pierre
Bésuelle sur un greés des Vosges a pression de confinement de 30 MPa , et en 1.1 (b) un schéma

Ocag

axr

de la dérivée correspondante avant la contrainte pic, et le rapport avec la singularité que
Trad

Pon cherche.

'taux de déformation & lintérieur des plaques é ~ 107851 | d’aprés Zoback et Townend [2000]



ied - T Y EasssssVSE eSS e Y T VRS e & eSS T RS S M e

€ dea '
A dT

0.02

001

- ate1) Y
% % oy > >
Tc 1(MPa) Tc T
(a) Aspect typique d'une courbe (b) Schéma da la pente correspondante
de contrainte / déformation axiales (traits pleins) avant la contrainte pic, et
(Données : Bésuelle 1999) loi limite recherchée (pointillés)

FiG. 1.1 — Divergence recherchée

1.1.2.2 But : Test expérimental d’universalité

L’intérét principal de faire ce type d’inversion dans ces données est de tester expérimentalement
I’idée d’universalité dans ces processus :

Un des aspects principaux des phénomenes critiques, lié a I'invariance d’échelle au point cri-
tique, est que le comportement macroscopique du systéme au voisinage de ce point est insensible
a de nombreux détails des interactions précises entre degrés de libertés d’échelle la plus basse,
mais est plutot gouverné par des propriétés tres générales, topologiques, des interactions : quali-
tativement, ce qui importe est la facon dont ces interactions a une échelle donnée se transforme
en interactions effectives & une échelle supérieure — le lien entre échelles étant que les propriétés
macroscopiques de ce systeme, gouverné par ces interactions a une échelle donnée, sont également,
propriétés d’un systeme d’objets a 1’échelle supérieure avec ces interactions effectives : proces-
sus de coarse graining (terme anglais). Ceci a comme conséquence que de nombreux systémes
physiques différents aux propriétés d’interactions microscopiques complexes, peuvent étre décrits
macroscopiquement aux alentours du point critique par d’autres systémes aux interactions ef-
fectives nettement simplifiées. Tous les systémes différents dont les interactions effectives apres
un certain nombre de transformations d’échelles sont asymptotiquement identiques sont dits
appartenir a la méme classe d’universalité, et la conséquence est que leurs exposants cri-
tiques (exposants apparaissant dans les lois de puissance régissant les grandeurs divergentes)
sont identiques. C’est 1'origine du succes d’un modele aussi simple que celui d’Ising pour décrire
les transitions ferro / paramagnétiques de corps tres différents les uns des autres a 1’échelle mi-
croscopique, et méme moyennant certains isomorphismes, les transitions critiques liquide / gaz.

Historiquement, cette propriété d’universalité frappante entre les points critiques de nombreux
systemes a été comprise avec le développement des théories de renormalisation, et pour dépasser
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la description sommaire de I'idée d’universalité et son origine qui est faite ici, on trouvera une
bonne description de ces notions dans des ouvrages de référence comme ceux de Ma [1976] ou
Goldenfeld [1992] , ou pour des aspects plus techniques celui de Binney et al. [1992] .

Une question primordiale avant de tenter de décrire le processus de fracturation des roches en
compression comme un phénomene critique, est donc de tester expérimentalement si les différentes
roches semblent appartenir & une ou plusieurs classes d’universalité si cette description fait sens :
si le parametre v défini en (1.1) semble étre identique aux barres d’erreur prés pour de nom-
breuses roches, on peut espérer que des modeles de physique statistique avec des interactions tres
simplifiées pourront décrire des aspects communs dans la statistique de ce processus pour de nom-
breuses roches et conditions expérimentales, sans avoir systématiquement a simuler des systémes
différents suivant les types de défauts microscopiques tres variés observés dans les différentes
roches (de nombreuses observations par M.E.B. (microscope électronique a balayage) sont dis-
ponibles, voir les ouvrages généraux sur I’endommagement ou la déformation comme ceux de
Lemaitre et Chaboche [1985] , Lemaitre [1992] , Francois et al. [1993] , ou spécifiquement dans
les roches, Kranz [1983] ou Batzle et al. [1980] ).

1.1.3 Protocole de traitement des données
1.1.3.1 Description qualitative des courbes

On va d’abord rappeler quelques aspects qualitatifs des courbes de charge de compression avec
confinement de roches, en régime quasi-fragile (voir par exemple la figure 1.2). Elles présentent
typiquement quatre domaines (d’apres Paterson [1978] ) :

1. une partie initiale convexe, cette augmentation de la rigidité du matériau étant interprété
comme résultant de la fermeture des microfractures préexistantes.

2. une partie essentiellement affine, pendant laquelle on a une activité microacoustique tout
a fait négligeable, correspondant essentiellement & une pure déformation élastique sans
évolution notable de I’endommagement,

3. une partie ol la courbe sort progressivement du régime affine?, simultanément & une aug-
mentation de 'activité microacoustique indiquant la formation / croissance des défauts.
La pente de la courbe diminue alors, et la variation de déformation volumique devient pro-
gressivement dilatante. Si I’on décharge alors le matériau jusqu’a la contrainte initiale, on
constate qu’il reste une déformation résiduelle non nulle (plus ou moins importante suivant
le type de roche), et que la rigidité du matériau a diminué. La répartition des microfissures
en activité semble alors relativement homogene a 1’échelle de I’échantillon.

4. a partir du seuil de localisation macroscopique, situé aux alentours de la contrainte pic,
on passe en régime adoucissant (pente négative de la courbe), et on observe alors que
la déformation a 1’échelle macroscopique et les émissions microacoustiques se concentrent
le long d’une bande de cisaillement. Les défauts formés auparavant coalescent, formant
progressivement la fracture macroscopique.

2j.e. lindaire plus une constane additive.
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F1G. 1.2 — Transformations opérées sur les courbes déformation / contrainte. (Données : Lockner
1991)

1.1.3.2 Transformation appliquées

Le parametre v qui nous intéresse est I'exposant de la singularité de I'inverse de la pente de ce
type de courbe, autour de -et avant- la contrainte pic. Il importe de souligner que ’équation (1.1)
n’est censée correspondre au comportement de la roche que dans le voisinage de 7., ou les pro-
cessus collectifs d’interactions entre microdéfauts jouent un role primordial dans la déformation,
et peuvent étre en régime critique : le comportement régulier de la courbe j—i(T) , loin du point
critique, n’est pas censé étre décrit par ce pole. L’ajout d’une partie affine a la courbe de charge
e(7) correspondant simplement & I’ajout d’une constante dans la dépendance qui nous intéresse,
elle ne modifie pas la nature du pole qui nous intéresse (voir fig 1.1(b)), mais la présence d’une
valeur constante réduit en pratique ’extension du voisinage sur laquelle le comportement est

dominé par le pole, puisque z=7 — O (voir fig 1.1(b)). La partie de la courbe non affine, et
T—>00

précédant la contrainte pic, étant d’extension assez réduite, le fait de soustraire a la déformation,
un polynome de degré 1 extrapolé a partir de la partie affine représentant la partie la plus
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réguliere de la déformation, permet de facon empirique d’avoir une évaluation moins biaisée de
la nature du pole en étendant le domaine sur lequel on s’attend a ressentir son influence. De
plus, physiquement, la partie affine correspond aux propriétés élastiques du matériau compor-
tant un endommagement initial, sans évolution notable des défauts, et est donc plus lié aux
propriétés de la matrice, du milieu propagateur des interactions, plutot qu’a 1’évolution de la po-
pulation de microfissures en interaction : cette partie triviale de la déformation est indépendante
du phénomene qui nous intéresse ici. Enfin, on sait que la rigidité finie de la machine de test
triaxiale utilisée peut modifier cette pente : les déformations élastiques de la cellule contenant
I’échantillon ajoutent une fonction affine de la contrainte aux déformations macroscopiques me-
surées. En soustrayant la partie affine de la déformation observée dans les données, on s’affranchit
donc de cette dépendance a la rigidité de la machine, ce qui permettra de comparer ces grandeurs
pour des expériences effectuées sur des machines différentes.

Pour ces raisons, on a choisi de soustraire a la déformation cette composante triviale, extra-
polation du comportement si ’endommagement n’évoluait pas, évaluée par régression linéaire sur
la partie approximativement affine, pour extraire la déformation ¢; désignée comme “inélastique”
par les expérimentateurs® (Lockner [1998] ) . (voir la figure 1.2. Données : Lockner, 1991. Essais
triaxiaux sur deux granites et un greés, a pression de confinement de 50 MPa).

Le préfacteur o dans les lois de puissance (1.1) étant tres dépendant du matériau, et ne
présentant pas d’intérét particulier pour tester 'universalité, les données résultantes sont ensuite
adimensionnées en les normalisant par leurs valeurs a la contrainte pic, pour faire apparaitre
ei, (1), avec par définition g; =—*= T

—i et T,=-".
Ei(Tpic) n Tpic

1.1.3.3 Difficultés de principe a la mise en ceuvre du probléme inverse

Apres ces préalables, on a alors en principe a résoudre pour chaque jeu de données un probléme
inverse a quatre parametres, puisque I’équation (1.1) équivaut pour ces variables a

— &, ~ o (16 — 7)1 (1.2)
Tn—TH

£

On a de plus pour ce probléeme inverse une forte information a priori sur le fait que le seuil
de localisation est voisin de la contrainte pic, i.e. &f ~ 1 et 7, ~ 1.

Il importe toutefois de souligner que cette loi n’est pas censée s’étendre sur I’ensemble des
données précédant la contrainte pic, mais est uniquement une loi limite autour du seuil de
localisation. D’autre part, cette loi est censée étre valable pour des milieux d’extension infinie, et
le fait que les expériences réelles soient faites sur des échantillons centimétriques doit provoquer
des déviations a cette loi aux alentours du point critique. Ceci est dii essentiellement a trois
facteurs :

3D’un point de vue terminologique, on peut remarquer que cette déformation inélastique est simplement définie
de fagon empirique par le procédé décrit, et ne coincide pas a priori avec la déformation résiduelle que ’on aurait
en déchargeant le matériau jusqu’aux conditions initiales. Ce serait le cas si le matériau dans son ensemble avait
un comportement de plasticité avec écrouissage, sans modification de ses modules d’élasticité, mais on observe
expérimentalement pour les roches, en déchargeant & partir d’un état ou cette déformation inélastique est non
négligeable, que ces modules sont notablement diminués : ceci est généralement décrit par la mécanique du
dommage. La déformation inélastique définie ici résulte, du point de vue d’une description macroscopique par
équation constitutive, d’une combinaison de déformation plastique et d’évolution des parametres de dommage.
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Fi1c. 1.3 — Compromis a trouver sur la zone ou inverser.

— formellement, dans tout phénomene critique, ces déviations avant le régime critique ont
lieu et sont désignées comme “cross-over de taille finie”.

— Les courbes de déformation contrainte enregistrées ne sont pas en pratique réellement
dérivables, mais présentent de petites irrégularités correspondant a la nature brutale des
glissements sur les microfractures, responsables des émissions acoustiques. Ceci est a ’ori-
gine d’un “bruit”, du point de vue qui nous intéresse, rendant I'information sur nos pa-
rametres de moins en moins importante pour les points de plus en plus proches du seuil.
(La loi (1.2) doit correspondre a une loi affine en log(ef — ¢;,)/log(7s — 7,) , I'informa-
tion sur v étant donnée par la pente, mais pour une perturbation d’amplitude de bruit
donnée sur ¢;, et 7, , on a en représentation logarithmique, des fluctuations d’amplitude
exponentiellement divergente autour du seuil.)

— enfin, le “bruit” cité ci-dessus n’est pas d’amplitude constante, mais augmente aux alentours
de la contrainte pic, rendant cette partie des données encore moins utilisable. Ceci est clair
dans ’exemple du gres en figure 1.2, et est di au fait que les “avalanches” d’événements
augmentent en se rapprochant du pic : un glissement sur une microfissure induit de plus
en plus d’autres glissements.

On a donc un compromis a trouver sur la zone ot cette loi doit modéliser le comportement : figure
1.3 (ces données correspondent a celles de la figure 1.2) . L’extension des deux zones représentées
schématiquement est de plus a priori inconnue.

1.1.3.4 Méthode retenue pour la détermination de v .

Pour traiter en pratique la recherche du parametre v comme un probléme inverse, cela rend
trés malaisé le choix de la norme (“fonction cout”) a utiliser pour caractériser I’écart entre
le modele et les données. Suivant I'importance donnée aux différentes parties des données par
cette norme, et en ne prenant pas suffisamment en compte l'information a priori sur le fait
que les valeurs critiques sont proches des valeurs au pic, on a une barre d’erreur énorme sur la
détermination de 7 , trés sensible & la valeur exacte de ces valeurs critiques. C’est un probleme
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analogue a celui des déterminations expérimentales d’exposants critiques pour les transitions
ferro/paramagnétiques, quand on ne connait pas précisément la valeur exacte de la température
critique. La facon la plus efficace de s’affranchir de ce probléme habituellement, est d’étudier le
cross-over de taille finie lui-méme en faisant des expériences a taille variable. Ce type de données
est malheureusement rarement disponible sur les roches®.

On a donc choisi une méthode hybride de détermination, mettant une forte emphase sur
I'information a priori : on ne traite pas la détermination des deux parametres €§ et 7,; comme un
probleme inverse, mais on les considere comme exactement égaux a 1. La détermination des deux
parametres o et -y restant est alors trivialement obtenue par régression linéaire en représentation
logarithmique. L’incertitude sur 7, due a une indétermination de 1% (pris a priori : voir section
1.1.5) sur €§ et 75, est évaluée a posteriori.

1.1.4 Résultats : mise en évidence du comportement universel de la
divergence de la compressibilité

Les données brutes traitées ici ont été obtenues en 1991 par D.A. Lockner, au laboratoire
U.S. Geological Survey, Menlo Park, California et en 1999 par P. Bésuelle, a I'université Joseph
Fourier, Grenoble I, et nous ont étées aimablement transmises par ces expérimentateurs.

1.1.4.1 Données de David Lockner

Les trois données représentées en figure 1.2 correspondent & trois essais de compression
triaxiale effectués sur une méme machine avec des échantillons de mémes dimensions, a pression
de confinement de 50 MPa, sur trois roches différentes : le mécanisme de rupture microscopique
dans ces roches est de plus de nature tres différente, entre les deux granites ou les ruptures
sont essentiellement intragranulaires, et le grés ou elles sont essentiellement intergranulaires. Par
ailleurs, la taille des grains differe entre les deux granites : de 'ordre du centimetre dans le gra-
nite de Harcourt, assez supérieure a celle du granite de Westerly. Les conditions de charge sont
identiques, désignées par D. Lockner comme “quasistatiques” : le taux d’émissions microacous-
tiques total est mesuré tout au long de I'expérience, et la vitesse de charge est en permanence
ajustée pour qu’il soit maintenu constant. Ces données brutes de trés grande qualité comportent
chacune quelques dizaines de milliers de points de mesure, et ’erreur faite lors de ces mesures
est inférieure & la résolution graphique de cette figure (les petites irrégularités de la courbe sont
trés bien enregistrées). Les expériences sur le granite de Westerly et le grés de Berea ont été
analysées par Lockner et al. [1992] . On a porté en figure 1.4 les données réduites déformation
axiale inélastique / contrainte axiale normées correspondantes.

Le degré auquel ces données réduites sont proches est assez frappant, et méme surprenant
sachant que :

— l'on attend d’universalité que dans I’exposant 1 — v, et non dans le préfacteur multiplicatif

o, d’'une loi
l—g, ~ od—7)7 (1.3)

Tn—17

4Leur obtention nécessiterait la construction d’une nouvelle machine triaxiale pour chaque taille & tester, ce qui
est relativement rédhibitoire vu la lourdeur et la complexité de ces machines dés qu’on s’intéresse & des régimes
avec grande pression de confinement.
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— et ceci n’est censé étre valable qu’au voisinage de 1.

Ces trois roches différentes semblent montrer un comportement des données réduites tres proche,
y compris pour les préfacteurs, et une tres grande étendue du domaine de validité de ce type de
comportement, approximativement de ¢; >~ 0.1¢;, a ¢; >~ ¢;,.

Pour confirmer ou infirmer ce résultat, nous avons comparé ceci a d’autres données du méme
expérimentateur, digitalisées & partir des données publiées par Lockner [1998]°. On a porté les
données réduites obtenues en figure 1.5. Les trois premieres sont celles de la figure précédente,
pour comparaison. Les autres données sont obtenues sur un méme granite de Westerly, dans
des conditions de charge différentes : huit expériences ont été effectuées dans les conditions plus
usuelles de taux de déformation constant, et non taux d’émissions acoustiques. Les données
désignées comme taux “lent” sont & 1.57 x 1077s~!, les “rapides” sont & 1.57 x 107%s~1. De
plus, la pression de confinement, constante dans tous les cas, a été de 100 a 200 MPa suivant
I'expérience (ce qui reste toujours dans le régime quasi-fragile)®.

Une fois de plus, ces données semblent présenter un comportement tres similaire sur une
étendue de ¢;, importante : ceci semble relativement indépendant du type de roche et de la
condition précise de charge imposée.

Remarque : deux données un peu plus atypiques, a taux de déformation lent, et a pression
de confinement de 100 et 200 MPa, présentent un régime initial différent associé a de premiers
glissements importants : ceci provient du protocole expérimental, la vitesse de charge n’ayant pas
été maintenue constante durant toute ’expérience, mais été abaissée du premier taux au second
-pour des raisons évidentes de durée. On note malgré tout que le comportement devient similaire
aux autres a partir de ¢; >~ 0.3¢;,

1.1.4.2 Données de Pierre Bésuelle

Pour pouvoir s’affranchir de la dépendance de ce résultat aux conditions expérimentales
précises, notamment de la forme de I’échantillon et de la machine utilisée, on a comparé ceci a
des expériences effectuées par P. Bésuelle sur un gres des Vosges, a taux de déformation constant
de 107°s71, & diverses pressions de confinement (résultats publiés par Bésuelle et Desrues [1998a]
et Bésuelle [1999] ). Chacune de ces données comporte quelques centaines de points de mesure.
Les données de déformation axiale / contrainte axiale initiales ont été portées en figure 1.6.

Les données réduites et normalisées correspondantes sont en figure 1.7 - sans les données
uniaxiales, correspondant & un régime différent (géométrie de la fracture macroscopique) et qui

5Chaque donnée ainsi reconstituée I’a été avec la précision déterminée par la largeur du trait dans les revues,
nous permettant d’obtenir quelques centaines de points par courbe.

60n peut remarquer que les taux de charge imposés restent bien supérieurs aux conditions de la croiite
inférieure (10718s71). Ceci est du naturellement & la nécessité d’effectuer les expériences avec des durées hu-
mainement concevables (la plupart sont effectuées entre 107257 et 1078571 au minimum, le taux de 10~1's~!
représentant actuellement la limite de ce qu’on tente d’atteindre dans des essais mécaniques par des méthodes
assez sophistiquées, pour la partie précédant immédiatement le seuil de rupture (Mulargia et al. [2000] ). L’in-
fluence principale du taux de charge est de réduire la valeur de la contrainte pic quand on ralentit I’expérience.
L’existence d’une limite inférieure est assez ambigué & partir des données de laboratoire (Sano et al. [1981] ), d’ou
la question de la représentativité de telles expériences pour le comportement in situ. On note d’une part, que les
modifications de la courbe de charge semblent de plus en plus faible vers les taux les plus lents atteints, et d’autre
part, que les données réduites semblent insensibles & ces modifications sur deux ordres de grandeur de é (figure
1.5) : on peut donc raisonnablement espérer que ceci soit le cas jusqu’aux conditions de la crotite.
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—— Westerly Granite
—— Harcourt Granite
——— Berea Sandstone
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F1G. 1.4 — déformation axiale inélastique / contrainte axiale normalisées correspondant a la figure
1.2.

— Westerly Granite, quasistatic, 50 MPa
Harcourt Granite, quasistatic, 50 MPa
Berea Sandstone, quasistatic, 50 MPa

o Westerly Granite, quasistatic, 50 MPa
® Westerly Granite, quasistatic, 50 MPa
Berea Sandstone, quasistatic, 50 MPa
o Westerly Granite, fast strain rate, 100 MPa
Westerly Granite, fast strain rate, 150 MPa i
o Westerly Granite, fast strain rate, 200 MPa
m Westerly Granite, fast strain rate, 200 MPa
< Westerly Granite, slow strain rate, 100 MPa
Westerly Granite, slow strain rate, 150 MPa
& < Westerly Granite, slow strain rate, 200 MPa
5 + Westerly Granite, slow strain rate, 200 MPa -

0.5

0 0.5 Si 1
n

Fi1G. 1.5 — Avec données additionnelles correspondant a d’autres conditions de charge
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se sont avérées dans tous nos tests assez différentes des autres sous cette forme. On observe une
fois de plus la similarité de ces données réduites indépendamment de la pression de confinement.
Toutefois, elles se démarquent nettement des données précédentes, comme le montre le granite

de Westerly porté en référence. On doit alors se souvenir que dans la loi recherchée, Ag; ~— ~ .
AT, —0

o' (A7,)'™7, on attend pas d’universalité du préfacteur o’. On observe qu’il semble étre du méme
ordre pour des données mesurées sur une méme machine, mais différent d’une machine a ’autre.
Il pourrait étre lié aux dimensions des échantillons, ou a leur facteur de forme.

Pour comparer ’exposant 7 des données obtenues sur des machines différentes, et observer de
plus la dispersion du facteur multiplicatif pour une méme machine, on a choisi de normaliser ce
préfacteur par les données de D. Lockner : considérant deux expériences de référence, notées 1 et
2, correspondant aux deux machines, on prend arbitrairement comme référence la valeur Aszzf =
0.5, et les deux valeurs correspondantes A7, sont relevées - en 'occurrence, (Asfff JATT) =

refl

(0.5,0.065) et (Ael®/, Arref?) = (0.5,0.045). On détermine alors By = Amzp(et f1 = 1), et on
7

représente 5.AT,(Ag;, ) ou A1, =1—7, et Ag;, =1—¢; 7, avec le méme facteur 3 pour toutes

les expériences d’'une méme machine.
Les résultats, en figure 1.8, montrent que les données réduites sont tres similaires a ce facteur
multiplicatif pres, et ce une fois de plus indépendamment de la pression de confinement.

1.1.4.3 Données additionnelles extraites de la littérature

Pour enrichir notre jeu de données, on a relevé dans la littérature récente d’autres données
du méme type, et apres les mémes transformations (le facteur multiplicatif 8 étant déterminé
pour chaque machine en normalisant par les données du Granite de Westerly : voir tableau 1.1
pour le coefficient utilisé), les résultats sont représentés en figure 1.9. En dehors des données du
granite de Westerly portées pour comparaison, les expériences suivantes ont été portées :

— deux compressions triaxiales sur gres synthétiques sont d’apres David et al. [1998] , les deux

roches comprenant des fractions volumiques de ciment différentes (respectivement 3% et
5%), sous conditions de taux de déformation constant, 10~°s~!, et pression de confinement
constante.

— une compression triaxiale effectuée sur un gres de Locharbriggs a pression de confinement,
constante et taux de déformation maintenu & 5.107%s™!, publiée par Mair et al. [2000] .

et, pour tester 'importance éventuelle de la symétrie axisymétrique du chargement, on a également
relevé

— des expériences de compression biaxiale ( Ord et al. [1991] ) (confinement constant dans
une direction radiale, déformation constante selon la direction radiale perpendiculaire),
effectuées & taux de déformation constant de 2.78 x 1076571,

— et enfin une expérience de nature a priori tres différente, d’aprés Poirier et al. [1992] , ou
un empilement régulier de pailles cylindriques de méme diametre, posées dans un bac, sont
comprimées perpendiculairement a leur longueur, en imposant un déplacement nul aux
bords latéraux de I’appareil (modéle de Schneebeli).

7en d’autres termes, par rapport 3 la représentation précédente, on effectue une rotation de 180° suivie d’une
transformation affine de ’axe vertical d’un facteur 8. Le point de localisation est alors & I’angle inférieur gauche.
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F1G. 1.6 — Courbes de charge sur gres des Vosges & confinement variable

Westerly Granite, 50 MPa
——— Vosgian Sandstone, 10 MPa
rrrrrrrrrrrrr Vosgian Sandstone, 10 MPa
Vosgian Sandstone, 20 MPa
Vosgian Sandstone, 20 MPa
—— Vosgian Sandstone, 30 MPa -
———————————— Vosgian Sandstone, 30 MPa
Vosgian Sandstone, 40 MPa
Vosgian Sandstone, 40 MPa
——— Vosgian Sandstone, 50 MPa
rrrrrrrrrrrrr Vosgian Sandstone, 50 MPa
——— Vosgian Sandstone, 60 MPa
rrrrrrrrrrrrr Vosgian Sandstone, 60 MPa

0.5

0 0.5 Si 1
n

F1c. 1.7 — Données réduites correspondantes, comparées aux précédentes
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Westerly Granite, 50 MPa

Vosgian Sandstone, 10 MPa
Vosgian Sandstone, 10 MPa
Vosgian Sandstone, 20 MPa
Vosgian Sandstone, 20 MPa
Vosgian Sandstone, 30 MPa
Vosgian Sandstone, 30 MPa
Vosgian Sandstone, 40 MPa
Vosgian Sandstone, 40 MPa
Vosgian Sandstone, 50 MPa
Vosgian Sandstone, 50 MPa
Vosgian Sandstone, 60 MPa
Vosgian Sandstone, 60 MPa

Ag; 1

Fic. 1.8 — Apres modification du préfacteur
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Westerly Granite, 50 MPa
Synthetic Sandstone, 30 MPa
Synthetic Sandstone, 50 MPa

Locharbriggs Sandstone, 34 MPa

Gosford Sandstone, 5 MPa
Gosford Sandstone, 7.5 MPa
Gosford Sandstone, 10 MPa
Gosford Sandstone, 15 MPa
Gosford Sandstone, 15 MPa
Gosford Sandstone, 20 MPa
Straw pile

F1c. 1.9 — Données additionnelles
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‘ Machine expérimentale ‘ préfacteur S déterminé ‘

Lockner 1 (référence)
Bésuelle 1.44
David et al. 1.86
Mair et al. 1
Ord et al. 1.3
Poirier et al. 1.14

TAB. 1.1 — facteur multiplicatif propre a chaque machine

Les conclusions précédentes sont confirmées ici. On releve également que les deux derniers types
de données correspondant a des problemes plutot bidimensionnels, dont un objet de nature tres
différente, ne se distinguent pas particulierement des autres.

1.1.5 Etablissement de ’exposant de divergence

On a représenté jusqu’ici directement les données réduites 5.A7,(A¢g;,), pour avoir une idée
approximative de ’étendue du domaine sur lequel on peut espérer un comportement universel.
Pour déterminer en pratique le parameétre qui nous intéresse, on représente log,,(A7,)/ log,,(A€;,),
la pente de régressions linéaires sur ces courbes, dans le domaine de validité de la loi (1.3), devant
donner 1/(1 — =) . En figure 1.10, on a le résultat pour les 3 données brutes de D. Lockner, qui
sont les mieux contraintes parmi celles disponibles®.

Conformément a ce qu’on avait noté jusqu’alors, on remarque que les différentes courbes sont
tres proches les unes des autres. On note également que chacune de ces données est assez proche
d’une droite, ce qui montre qu’une loi de puissance (1.3) semble plausible pour modéliser assez
bien ces données. On a essentiellement deux zones ou ceci ne semble plus étre le cas :

approximativement, pour 0.2 < log(Aeg; ) <0, et a 'autre extrémité, ou la pente des courbes
diminue légerement en méme temps que le bruit augmente. La déviation dans la premiere zone
correspond au comportement régulier, éloigné du point critique (début de I'apparition d’une
déformation inélastique). Dans la seconde zone, proche de la contrainte pic, la non linéarité est
liée a 'erreur faite en forcant les valeurs critiques a celles du pic, comme on le verra plus loin
en figure 1.11. Dans cette représentation, cette déviation reste assez importante et étendue, et le
modele (1.3) n’est qu’approximativement vérifié.

On n’a pas représenté ces données en-deca de log;,(A7,) ~ —2.5., Pamplitude des irrégularités
des données étant en pratique de cet ordre (7,,/100)? . L’extension du domaine de validité de
cette loi, bien qu’importante en représentation normale (environ 90% des valeurs de déformation
inélastique jusqu’a la contrainte pic), ne correspond pas & un nombre de décades trés important

8Les résultats des autres expériences n’ont pas été portés ici pour ne pas trop alourdir la lisibilité, mais sont
similaires : elles présentent le méme type de pente, éventuellement une translation verticale pres correspondant
au préfacteur 8 quand elles proviennent d’une autre machine expérimentale.

9En pratique, si on représente les quelques rares points situés dans ce quart inférieur gauche du plan, en-decd
de la portée de la figure, on constate qu’ils sont totalement dispersés, et naturellement incohérents avec tout
modele linéaire. Leur distribution doit étre reliée & la nature des petites fluctuations - i.e. des avalanches -, et non
a la courbe régularisée a laquelle on s’intéresse ici.
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en représentation logarithmique : ceci est du a I'impossibilité d’avoir une information en-deca de
cette limite.

Des régressions linéaires sur les parties centrales de ces courbes montrent une pente p ~ 2,

i.e. comme p = ﬁ, v~0.5.

1.1.6 Détermination plus précise de 7, - Evaluation de ’erreur sur v

Jusqu’ici, on a forcé les valeurs critiques a celles du pic. On doit noter que, vu 'amplitude
typique des irrégularités de la courbe en contrainte, de l'ordre de 1% de 7, il est probable que
le point critique, correspondant & un milieu d’extension infinie, soit plutét situé dans le nuage de
points aux alentours de la contrainte pic, et non exactement au pic mesuré : 7. est probablement
situé de 0.5 & 1 % en-dessous de 7y, et €. précede certainement légerement £(7,;.). On a supposé
un écart a priori possible de I'ordre de 1% entre ces grandeurs, et on a représenté en figure 1.11

la modification obtenue en considérant séparément 7., = 7= =1+0.01 et ¢;,, = :L =140.01

prc z'pic

, pour le granite de Westerly (les autres données se comportent de fagon identique).

Une erreur de 1% en ¢, change assez peu ’aspect de cette courbe, et ne modifie que la seconde
décimale de la pente. Par contre, cet aspect est tres sensible a la valeur précise du parametre 7, :
on constate que la concavité de cette courbe log;o(*=")/ loglo(%:“) au voisinage de (7, ¢.) (en
bas & gauche dans la figure) disparait progressivement lorsqu’on diminue légerement 7., puis que
I’incurvation s’inverse et la courbe devient convexe. Cette incurvation finale en représentation
logarithmique étant un écart au modele de loi de puissance recherchée (1.2), on peut utiliser ceci
pour pratiquer une inversion ad hoc du parametre 7., en le contraignant a une valeur telle que
cette courbe soit le plus proche de la linéarité. On n’utilise pas dans ce procédé les points en deca
du domaine visible dans la figure (1.11), puisqu’ils correspondent a des valeurs % <1022 ce
qui est la limite de I’amplitude des fluctuations : on n’a plus d’information exploitable en-deca
de ce seuil. Ceci permet de déterminer 7. avec une précision relative de 0.1%.

On représente alors log,(*2=")/logo(%c==) avec le parametre 7. ainsi déterminé : en figure
1.12 et 1.13, on a porté respectivement les trois données brutes de D. Lockner, et I’ensemble des
données obtenues sur cette machine en ajoutant celles de ’article en référence. En figure 1.14,
on a ajouté les données fournies par P. Bésuelle '°, en appliquant & A7 le préfacteur S = 0.44
-ce qui correspond a une simple translation verticale.

On a enfin porté en figure 1.15 le résultat du méme traitement, sur les données additionnelles
extraites de la littérature. Les valeurs du parametre déterminé 7, sont situées pour chaque donnée
entre 0.3 et 1% en-deca de la contrainte pic, ce qui correspond bien & I'information a priori que
I’on avait. Sur les deux dernieres figures, on a également porté en référence deux droites de pente
2.5 et 1.95, pour comparaison.

On constate que ce comportement en loi de puissance est particulierement bien vérifié lorsque
I’on fait cette inversion supplémentaire pour 7, , et ce trés rapidement apres I’apparition de la
déformation inélastique, et jusqu’a la limite de la résolution expérimentale possible provenant des

10Remarque : on note essentiellement un outsider, correspondant au deuxiéme test sur le gres Vosgien 3 10 MPa.
Les points correspondants sont tres dispersés, ce qui vient du fait que la donnée originale était nettement plus
bruitée que les autres — cf figure 1.8 et 1.6. Cette donnée est toutefois cohérente avec le comportement d’ensemble,
mais ne porte pratiquement aucune information pour l’exposant recherché.
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F1G. 1.14 — Ensemble des données de D. Lockner et P.Bésuelle apres inversion de 7,
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F1c. 1.15 — Ensemble des données additionnelles apres inversion de 7
Les expériences sur le gres de Gosford, biaxiales, et la compression des pailles, correspondent
plutot a des systéemes de nature bidimensionnelles.
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fluctuations. La pente de ces courbes est également assez fixe d’'une roche et condition a l’autre,
ce qui correspond a l’'universalité que ’on recherchait.

Dans la derniere figure enfin, les tests sur le gres de Gosford sont biaxiaux, et on peut
donc supposer que les microfractures développées a l'intérieur ont des normales préférablement
orientées dans un plan (porté par les directions principales de contrainte correspondant & la
plus grande et la plus petite des trois valeurs propres). La contrainte macroscopique n’y est pas
axisymétrique contrairement aux tests triaxiaux, mais présente de simples symétries de parité!!
. La compression du réseau de paille enfin, présente pratiquement une symétrie de translation
suivant ’axe longitudinal des pailles (aux effets de bord pres). Ces deux expériences impliquent
soit des objets bidimensionnels, soit méme pratiquement un milieu bidimensionnel. On constate
ici que ces caractéristiques ne modifient pas de facon visible I’exposant critique que ’on cherche
a déterminer. Cette observation peut encourager a espérer que les processus, dans des milieux
bi- ou tri-dimensionnels, appartiennent a la méme classe d’universalité — bien qu’il ne s’agisse
bien str aucunement d’'une preuve —. Si c’est effectivement le cas, des résultats obtenus sur des
modeles bidimensionnels pourront avoir certaines caractéristiques également valables pour des
milieux tridimensionnels.

On peut estimer I'erreur sur le parametre v de la fagon suivante : faisant varier 7. dans une
gamme de 0.2% autour de la valeur déterminée pour chaque courbe (on a vu qu’on avait une
précision légerement supérieure), et relevant la pente correspondante pour chaque courbe, on
obtient que celle-ci varie entre les bornes 1.95 < p < 2.5, ce qui correspond a

0.47 < 4 < 0.6 (1.4)

1.1.7 Conclusions

On a mis en évidence la similitude des données déformation inélastique / contrainte axiales
aux alentours de la contrainte pic, cohérentes sur une grande extension avec un comportement en

loi de puissance giﬁ

ar

~ | Tep, — Tax| 7, avec 0.47 < v < 0.6. Avec ces marges d’erreur,
Trad Tam_>7-a_xc

I’exposant v ne peut pas étre distingué entre de nombreuses roches, aux processus microsco-
piques de fracturation différents, et diverses conditions expérimentales de charge (pression de
confinement et conditions de controle).

Il importe toutefois de remarquer que, malheureusement, I’exposant déterminé ne se distingue
pas de 0.5, qui correspond & une courbe quadratique 7 —7 ~ (g4, — g;)? aux alentours de la

T~ Tpic
contrainte pic : or le fait qu’une courbe considérée comme dérivable deux fois, soit quadratique
au voisinage d’un maximum, est une simple tautologie.
Les résultats exposés ne s’expliquent toutefois pas uniquement par cette trivialité, dans la
mesure ou on a établi que ce comportement semble valable sur prés de 90% de ’extension des
valeurs de ;, et non sur un petit voisinage'? : a contrario, cette analyse faite sur la partie post-pic

gi on note (€1, €2, €3) les trois directions principales de contrainte, ce probléme est conservé dans toute symétrie
par rapport & un des trois plans portés par une paire de ces vecteurs.

2Pour vérifier la validité du protocole utilisé, on peut le tester sur diverses fonctions 7(¢) artificiellement
générées, présentant simplement un maximum : appliquant les mémes transformations, et en contraignant de
méme de fagon forte 7. & étre dans un voisinage de 1% de 7. , on aboutit & des représentations logarithmiques
aux portions linéaires nettement plus réduites, ol la pente deux n’est pas particulierement privilégiée.
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montrerait en général un domaine de validité trés réduit de cette expansion (de 1 & quelques %
de g;,,.), ot de surcroit les déviations dues aux irrégularités de la courbe sont de méme amplitude
que le “signal” du modele.

De plus, rien ne permet de supposer a priori le caractere deux fois dérivable de la courbe
“lissée” qu’on a considérée au maximum : Par exemple, les expériences uniaxiales, différentes
de celles étudiées ici, présentent plutdét un maximum avec une dérivée a gauche finie (positive
non nulle) au pic, et un rebroussement en ce point (voir par exemple Byerlee [1968] , ou les
données uniaxiales de la figure 1.6). Ceci correspond plutot a 7, — 7 ~ (Eimc —¢&;)!. Le fait

T™Tpic
que quand on a pression de confinement, on observe au contraire que la dézi"ivée semble s’annuler
continiiment aux alentours du pic (aux petites irrégularités pres) permet :

— d’une part, de voir que le processus conduisant a la fracturation macroscopique est de
nature différente . Ceci est confirmé par le fait que la structure des bandes de localisa-
tion est différente dans les deux cas : “axial splitting” (bande contenant la direction de
contrainte principale) sans pression de confinement, bandes de cisaillement (inclinée sur
I’axe de contrainte principale) avec confinement.

— d’autre part, en terme de typologie mathématique, d’affirmer que la fonction £(7) est C*
(de dérivée naturellement nulle au maximum), et non deux fois dérivable (D?). Un com-
portement de type Ty — T ~ (€i,;, — g;)°, avec § > 1 mais 6§ # 2, serait tout aussi

T~ Tpic
possible que § = 2, et ne s’en d’istinguerait pas énormément en apparence.
Enfin, pour vérifier la validité du protocole utilisé, on peut le tester sur diverses fonctions 7 (&)
artificiellement générées, présentant simplement un maximum : appliquant les mémes transfor-
mations, et en contraignant de méme de facon forte 7, a étre dans un voisinage de 1%de 7, , on
aboutit a des représentations logarithmiques aux portions linéaires nettement plus réduites, ou
la pente deux n’est pas particulierement privilégiée.

Pour conclure sur ces remarques de non-trivialité du résultat, méme en supposant a priori
que la dépendance &(Taxia1) est C? et que 'on doit avoir une contrainte pic, ceci n’expliquerait la
dépendance quadratique observée que sur un voisinage trés restreint (certainement quelques %).
La présence d’'un maximum dans la contrainte correspond a I’apparition d’'une instabilité de la
variation de la déformation a l'intérieur de la roche. On argumentera plus loin, et il est observé
expérimentalement, que lorsque la roche subit une pression de confinement, une telle instabilité
nécessite la présence antérieure d’une bande ou s’est concentrée la porosité de fractures — en
d’autres termes, la localisation macroscopique précede la contrainte pic. La facon dont cette bande
se forme est indépendante du fait qu’elle ameéne postérieurement a une instabilité. On développera
en partie II une théorie décrivant la formation de cette porosité de fractures, indépendante de
I’idée d’existence a priori d’une contrainte pic. On verra qu’elle décrit la formation de cette bande

comme une transition de phase, et qu’elle prédit la loi quadratique observée, en tant que régime

critique de 0‘3; (7az)- Cette théorie explique donc I’existence de cette loi sur une telle gamme

de la déformatiorrlmilnélastique.

Enfin, les données expérimentales analysées ici ne correspondent pas a une étude directe du
phénomene de localisation a I'intérieur de la roche, mais a ’étude de grandeurs macroscopiques
supposées sensibles au développement de ce processus. On doit donc considérer que ces données
de déformation / contrainte ne démontrent pas que le processus de fracturation est un phénomene
critique, mais plutot que si on I'envisage comme tel, il est cohérent que ces processus pour des
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matériaux et conditions différentes, tant qu’on reste en compression cisaillante avec pression de
confinement en régime quasi-fragile, appartiennent a la méme classe d’universalité.

De facon plus surprenante, ces lois semblent présenter non seulement une universalité attendue
de 'exposant, mais également des préfacteurs multiplicatifs treés proches pour les expériences
faites sur une méme machine. Ce préfacteur, pouvant étre relié a la valeur de la contrainte
a laquelle les processus de microfracturation commencent de fagon significative (o apparait
la déformation inélastique), par rapport a celle de la contrainte pic, pourrait étre relié aux
dimensions et/ou facteur de forme des échantillons utilisés. Ceci demande a étre confirmé par
plus de données.

1.2 Lien avec d’autres travaux expérimentaux et perspec-
tives

1.2.1 Lien avec d’autres travaux : divergence de la longueur de corrélation
dans la compression d’une couche de sable

Un autre type de données expérimentales accessible, au prix d’un travail trés important
d’enregistrement et analyse, est le champ de déformation a la surface des échantillons en cours
de déformation. Ce type d’expérience a été réalisé par E. Bonnet et P. Davy sur un systéeme
bidimensionnel de 50cm x 1m, constitué d’une couche de sable surmontant une fine couche
de silicone. Ce systeme était déformé a taux de déformation constant lent, en maintenant les
bords latéraux fixes. En enregistrant de facon incrémentale 1’évolution d’une grille de pas de
2cm dessinée a la surface, le champ de déformation dans le plan a été reconstitué au cours de
I'expérience. On trouvera des descriptions détaillées par Davy et al. [1995] ou Bonnet [1997] .

Une mesure intéressante a été faite récemment sur ces données : en prenant la déformation
locale évaluée a une échelle | donnée, le second invariant du tenseur de déformation, I, =
\/ (611 — €92)% + 4€2, , mesure de amplitude locale de cisaillement, a été déterminé en chaque
point, puis moyenné sur ’ensemble de la surface, pour obtenir ([;) (p), ou p désigne le parametre
de controle du systeme, a savoir la déformation axiale macroscopique. Le champ de déplacement
étant une grandeur vectorielle et non scalaire, cette grandeur n’est pas indépendante de I’échelle
d’évaluation [ du champ de déformation : aux échelles ou on a des corrélations statistiques im-
portantes dans le champ de déformation, on a (I;) > Inacroscopique, ¢ qui provient du fait que des
déplacements correspondant a des cisaillements orientés suivant des axes principaux différents
ne s’ajoutent pas simplement les uns aux autres lorsqu’on évalue le cisaillement a une échelle
supérieure. D’apres Bonnet et al. (en préparation) , il a été établi que pour des tailles d’évaluation
petites, on a une loi d’échelle

<L >~al™ | avec ¥ ~0.1 (1.5)

Cette loi s’étend jusqu’a une échelle supérieure £, au-dela de laquelle < I} >~ L, croscopique s
indiquant que les orientations des cisaillements locaux sont statistiquement décorrélés pour des
points distants de plus de £ : cette échelle de saturation est donc une évaluation dérivée de la
longueur de corrélation.

[’évolution de cette échelle de coupure en fonction du parametre de contréle macroscopique,
la déformation axiale, est tres intéressante : elle croit jusqu’a atteindre précisément les dimensions
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macroscopiques du systéme, au moment du seuil de localisation macroscopique, puis décroit au-
dela. Désignant par p, la valeur de la déformation macroscopique au seuil de localisation, il a été
établi que cette évolution correspond a une loi de puissance,

E~alp.—p| " , avec v ~0.33 (1.6)

et ce en-deca et au-deld du seuil de localisation (avec un préfacteur multiplicatif « différent
dans les deux domaines). Cette divergence sature naturellement & un certain maximum vers p, : il
a été établi que maximum correspond exactement aux dimensions du systeme, ce qui s’interprete
naturellement comme un cross-over de taille finie.

Ce résultat peut étre vu comme majeur, car il correspond exactement a 'image d’un phénomene
critique : cela prouve que la nature du processus de localisation en compression est radicalement
différent de ceux simulés par réseaux de fusibles, analogues d'une fracturation en extension. En ef-
fet, il a été établi par Delaplace et al. [1996] , que pour ces systémes que la longueur de corrélation
croit jusqu’a une valeur finie, sans divergence, aprés quoi on a une localisation macroscopique.
Ceci correspond plutot a une image de transition de premier ordre, et non du second.

Sur cet exemple, certains des exposants critiques sont de plus déterminés expérimentalement,
ce qui est assez délicat et apporte d’'importantes contraintes pour 1’établissement d’une théorie.

Enfin, en s’intéressant aux corrélations statistiques du champ a l’intérieur de I’échantillon,
ces résultats prouvent qu’il est raisonnable d’envisager les divergences que I'on a étudié dans les
données déformation / contrainte avec notre vocabulaire, et que le regroupement des données
que nous avons observé n’est pas un simple artefact correspondant a un développement de Taylor
au voisinage d’un maximum.

1.2.2 Perspectives expérimentales

1.2.2.1 Détermination de la contrainte pic et de la déformation correspondante par
monitoring

Le fait que, dans les données déformation / contrainte, le comportement en loi de puissance
(1.3) observé s’étende jusque bien avant la contrainte pic, pratiquement jusque vers la sortie du
régime affine, suggere un usage prédictif qui pourrait étre fait de ce genre de loi :

A la suite de nombreuses expériences de calibration, la contrainte maximum supportable par
un matériau bien connu est d’ordinaire assez précisément déterminée, avec une dispersion typique
d’un essai & 'autre : ceci est généralement décrit par une distribution de Weibull. Toutefois, dans
certains problemes de génie civil, pour des matériaux déja en place a la géométrie assez simple
(piliers de mine ?), il arrive certainement qu’on ne connaisse pas la nature exacte du matériau, ou
que le parametre de dispersion naturelle de la loi de Weibull correspondante soit important, et que
I’on ait besoin d’aller au-dela de cette connaissance. Il serait alors utile d’avoir une estimation
prédictive de la contrainte maximum et déformation correspondante qui pourra étre atteinte,
sans devoir utiliser de table générique ou étudier la modification de la microstructure, mais en
utilisant uniquement des mesures de déformation / contrainte macroscopiques qui auraient étées
effectuées jusqu’au point actuel de I’histoire de la déformation en cours.

Il serait intéressant, avec les données disponibles, de traiter comme un probléme inverse
I’établissement des trois parametres 7., €. et o', en considérant uniquement une partie initiale
des données, et en fixant par exemple v = 0.5. Il importe de voir comment évolue I’erreur dans
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I’estimation de 7, et ¢, en fonction de ’avancement du processus de fracturation, et surtout de
voir si cette erreur devient inférieure a I’amplitude de la dispersion dans les lois de Weibull, & un
stade suffisamment peu avancé de I’histoire. Si c’est le cas, ces lois pourraient étre d’une utilité
pratique et directe, indépendamment de leur intérét de compréhension fondamentale.

Ce probléeme n’a pas été traité ici, mais le test mériterait d’étre fait.

1.2.2.2 Intérét d’études couplées analyse statistique de déformation incrémentale
a la surface d’échantillons / déformation - contrainte

La loi de divergence de la longueur d’autocorrélation (1.6), déterminée pour un matériau gra-
nulaire, a d’importantes implications sur la facon d’envisager 'apparition des bandes de cisaille-
ment d’une facon alternative & la modélisation classique en mécanique®?. Il serait trés intéressant
de voir si on les retrouve dans des roches en compression, et si elles sont systématiquement
présentes, de tester les différents exposants v ainsi déterminés : Ceci permettrait sur ce type
d’analyse plus détaillée du processus de tester ’appartenance a une méme classe d’universalité.

Anticipant sur les résultats de la partie théorique de ce travail, on verra que s’il est formel-
lement possible de tenter de prédire la divergence de la longueur d’autocorrélation, les approxi-
mations que ’on fera ne permettent pas encore de mener ceci a bout. Par contre, au moment
de la localisation macroscopique, ’apparition des bandes de cisaillement ne se traduit pas seule-
ment par une divergence de cette longueur de corrélation, mais également par ’émergence d’une
anisotropie macroscopique du matériau. On verra qu’on peut également en principe relier un
exposant critique a cette grandeur. Ceci doit également pouvoir se retrouver dans les données
expérimentales de déformation incrémentale, mais il faudrait pour cela adopter un protocole
différent dans la construction des “boites” servant a évaluer la déformation a une échelle [ donnée
— si la résolution du champ de déplacement permet un échantillonage suffisant — : plutot que de
considérer des boites de forme fixée, circulaire ou carrée, de dimension [, on pourrait envisager de
généraliser ceci a des ellipses ou rectangles de dimensions [; et [y, avec arbitrairement [y < Iy, [;
étant par exemple orienté suivant I’une ou ’autre des directions majoritaires des futures bandes
de cisaillement macroscopiques. Il serait alors intéressant d’analyser la quantité < I;, ;, >ainsi
construite, pour tester si 'on y trouve également des lois d’échelles, généralisation de (1.5), de

type

< Ill,l2 > al;w(lz/ll)ic

Si une telle loi peut étre mise en évidence, elle s’étendra elle aussi certainement sur un domaine
fini du plan (I1,[3), dont on peut étudier I'extension en fonction du parametre de contréle ma-
croscopique. Désignant, par (£;,&) les cut-off typiques de la loi ci-dessus dans ce plan, on peut
espérer retrouver la loi (1.6) pour &, et une autre loi pour la forme du domaine de validité : si
cette forme devient de plus en plus piquée, on s’attendra & & /& o |p. — p|". Toutes ces informa-
tions expérimentales permettraient de caractériser géométriquement 1’apparition de I’anisotropie
du matériau.

On peut également envisager de chercher a corréler I’évolution de grandeurs macroscopiques
divergentes, et des grandeurs venant de ’analyse des moments de la distribution statistique de la

Bhifurcation des solutions d’équations aux dérivées partielles formulées & ’aide de la mécanique des milieux
continus, avec des équations constitutives (élastoplastiques ou plus compliquées) pour modéliser le comportement
du matériau : Rudnicki et Rice [1975] .
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déformation mésoscopique. Par exemple, lorsque contrainte, déformation macroscopique et carte
de déformation incrémentale sont enregistrés pour une méme expérience, en reliant 1’évolution
de la longueur ¢ déterminée, et la pente des courbes de charge sur laquelle on s’est focalisé dans
ce travail. Cela permettrait notamment d’avoir un critére basé sur le champ microscopique pour
déterminer précisément le seuil de localisation, et voir précisément 1’écart entre la contrainte
correspondante et la contrainte pic.

Concernant la mise en ceuvre de ces expériences, les cartes de déformation incrémentales au
cours de la déformation sont généralement assez lourdes a obtenir, mais elles sont disponibles no-
tamment dans de nombreuses études faites sur les bétons dans le cadre du GRECO Géomatériaux,
et il serait intéressant d’effectuer le méme type d’analyse statistique sur ces données -lorsqu’elles
présentent une résolution suffisante pour permettre un bon échantillonnage. Il est toutefois pos-
sible que les effets de bord dominent et empéchent de voir ce type de divergence de £. Les données
obtenues dans des expériences biaxiales avec confinement, avec des échantillons d’épaisseur tres
faible en comparaison des autres dimensions, avec des machines de test du type décrit par Desrues
[1995] , sont certainement moins sensibles & ce probleéme : les expériences qui y sont effectuées
sur des sables et des roches tendres pourraient étre ainsi analysées.

Enfin, pour d’autres matériaux, et des problemes en extension, des cartes de déformation
trés précises sont disponibles pour des métaux, par exemple des échantillons centimétriques de
cuivre étudiés par microscopie électronique a balayage ( Hoc et al.[2000] ). Il serait la aussi
intéressant d’effectuer ce type d’analyse statistique, pour vérifier expérimentalement la nature
de la localisation (non-divergence de & en tension, d’apres Delaplace & al.[1996] ).



— Y EasSsasAVSE eSS e Y AT VAR A & eSS T AR S e



Deuxieme partie

Considérations théoriques

33






Chapitre 2

Fondement d’une physique statistique
pour une population de microfractures

2.1 Aspect statistique du probleme : Lien entre les gran-
deurs mesurables et un espace des microétats.

On s’intéresse ici aux propriétés mécaniques de roches a une échelle suffisamment grande,
i.e. & des milieux fortement hétérogenes en leurs constituants (milieux désordonnés). Ces mi-
lieux sont en effet constitués de grains aux propriétés mécaniques variées, et de vides ou de
liants de consolidations divers entre ces grains. On choisit toutefois de se restreindre a des mi-
lieux relativement homogenes a 1’échelle de I’expérience : on suppose qu’il existe une taille ca-
ractéristique au-dessus de laquelle on peut moyenner ces propriétés, sans plus avoir de gradient
macroscopique de ces moyennes, mais uniquement des fluctuations d’un volume de cette taille
a un autre. Autrement dit, on exclut un “grand désordre”, c.a.d. qu’on n’a pas d’hétérogénéités
macroscopiques préexistantes comme une faille ou une inclusion de la taille de 1'objet étudié.
En termes géologiques, on s’intéresse a la formation d’une hétérogénéité macroscopique a partir
d’hétérogénéités microscopiques, et non a la dynamique des failles et aux tremblements de terre
reliés.

2.1.1 Variables macroscopiques

Dans la mesure ou on s’intéresse a des systémes a taux de variation extrémement lent, ou
le systeme peut relaxer en permanence vers des états d’équilibre, le temps n’intervient pas dans
ces propriétés si ce n’est pour orienter les variations (on n’a pas de viscosité). Les propriétés
mécaniques que l'on recherche consistent en relations entre des observables macroscopiques et
leurs variations, déformation ¢, contrainte 7, et densité d’énergie totale F, au cours d’une histoire
de déformation dépendant du contréle macroscopique imposé.

35
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F1G. 2.1 — Donnée typique de laboratoire : courbe de charge/décharges en contrainte axiale /
déformation axiale
On utilise ici la convention ordinaire d’orienter négativement ces deux axes.

2.1.1.1 Restrictions sur les chemins de charge considérés et modélisation du com-
portement

On veut pouvoir modéliser des courbes de charge lors de compressions triaxiales comme celles
analysées au chapitre 1.1, ainsi que les chemins de décharge correspondant : voir figure 2.1. On n’a
porté sur cette figure que la composante axiale de la déformation, mais les composantes radiales
sont également supposées connues. Par la suite, on désignera par 7 le tenseur de contrainte
complet, ¢ le tenseur de déformation, et tout produit entre ces grandeurs sera interprété comme
un produit scalaire (produit “ :“), sauf autre précision.

Ces expériences correspondent a exercer sur un échantillon de roche, des conditions aux
frontieres uniformes en contrainte, que l'on fait évoluer graduellement de la fagon suivante :
Partant d’une condition initiale isotrope Tinitias = —Pconfinement-1d, on augmente régulierement la
contrainte axiale (en valeur absolue), sans modifier les directions principales de contrainte, ni
ses valeurs propres correspondant aux directions radiales, jusqu’a une valeur ou (1,79, 73) =
(T*, —Pconfinement s —Pconfinement) - ON peut ensuite éventuellement décharger I’échantillon jusqu’a
une autre valeur de 7.

2.1.1.1.1 Simplifications sur le comportement observé. Pour définir les variables ma-
croscopiques qui nous intéressent, on modélise la réponse typique d'une roche a ce genre de
sollicitation, telle qu'on veut étre capable de 'expliquer théoriquement : en figure 2.1, la courbe
en traits pleins noirs, (¢*,7*), représente la courbe de charge, réponse a un chargement monotone.
Tant qu’on reste en-deca d’un certain seuil 7p,;n, la roche réagit de facon essentiellement élastique,
sans modification de la structure des défauts, et lors de toute décharge/recharge, on suivra la
meéme courbe. Les déformations axiale et radiales sont respectivement négative et positives. Au-
dela de ce seuil (si |7*| > |Tmin|), des microfracturations ont lieu dans la roche, et on a création et
évolution de microfractures de fagon irréversible : il en résulte, si I’on diminue la contrainte, que la
dépendance (e, 7) sera différente a la décharge, suivant une courbe en pointillé. En revenant jus-
qu’a I’état initial de contrainte, on aura une déformation résiduelle non nulle (également négative
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pour la déformation axiale, positive pour la déformation radiale, la déformation volumique totale
étant positive, ce qui correspond au comportement dilatant résultant de la création de fractures).
Nous supposons que la déformation suivant ces courbes est totalement réversible, ¢’est a dire que
I’on n’a pas création de nouveaux microfractures lors de cycles de décharge / recharge jusqu’a la
contrainte maximum 7* précedemment atteinte. En pratique, on a une légere hystérésis pendant
quelques cycles avant d’atteindre un cycle limite, mais on ignore ce fait ici. Cette simplification
revient a dire que l'on ne cherchera pas a modéliser la fracturation par fatigue, mais que 1’on
cherche simplement a conserver le fait capital que la pente le long d’une courbe de charge est
différente suivant que I’on augmente ou diminue la charge.

En d’autres termes, on demande que le comportement macroscopique de la roche corresponde
a une loi élastoplastique avec écrouissage, et on ignore les effets de viscosité.

2.1.1.1.2 Nombre de degrés de libertés pour les parametres de contrdole macro-
scopiques On a donc deux degrés de liberté pour nos variables macroscopiques : un pour la
contrainte maximum précedemment atteinte, 7%, un autre pour la contrainte actuelle, 7.

Le premier degré de liberté est en fait vectoriel : en spécifiant que ’on a un chargement
triaxial, on a spécifié une information sur la direction de la variation de (71,72, 73) , le vecteur
formé a partir des valeurs propres de contrainte. On veut pouvoir en fait traiter un cas un peu
plus général de chemin de déformation : 'important pour nous est simplement d’exclure les
chemins totalement multiaxiaux, mais de nous restreindre a des chemins du type suivant :

Partant d’une condition initiale homogene 7y, on doit pouvoir modifier la contrainte sui-
vant un chemin linéaire, sans modifier les directions principales de contrainte (on s’intéresse a des
compressions cisaillantes, et non a 'effet de faire tourner les contraintes appliquées) : portant le
vecteur formé par les valeurs propres du tenseur de contrainte dans un espace a D dimensions (D
étant la dimensionnalité de I’espace réel), il existe un certain vecteur unitaire d caractéristique
du chargement tel que la variation (7;)i—1...p — (Tinitiay;)i=1,..,p SOit colinéaire et de méme sens que
d. Ce vecteur unitaire est de plus de composantes toutes négatives (on s’intéresse a des états
restant compressifs selon toutes les directions)!. L’ensemble des chemins de charge considéré
peut alors étre décrit par des déplacements dans cet espace le long d’'une demi-droite d’origine
(Tinitial; )i=1,..,p €t de direction et orientation définis par d. Nos hypotheses sur la réversibilité des
cycles de charge/décharge reviennent a exiger de plus que les propriétés mécaniques du systéme
peuvent étre entierement connues par la donnée conjointe de deux abscisses curvilignes le long de
cette demi-droite, 'une correspondant a la donnée de 7* la charge maximum atteinte, la deuxieme
A Tactuel- B d’autres termes, on suppose que le comportement macroscopique du systeéme sera
décrit par une loi de élastoplastique avec écrouissage.

Ceci montre que 'on a D + 1 degrés de libertés scalaires pour nos variables macroscopiques :
D — 1 pour la direction d, plus deux pour les deux abscisses curvilignes.?

1Les chemins de compression triaxiale classique, par exemple, correspondent & d= (-1,0,0) .

20n pourrait imaginer d’englober également des chemins de charge un peu différents, correspondant & des
conditions aux frontieres mixtes : par exemple, un déplacement nul sur les faces radiales, plus la donnée de la
direction axiale de la contrainte sur les faces axiales. Ceci correspondrait au méme nombre de degrés de liberté.



- & S MY MYRVSVEM Y P s e P eSS M S S ST A T

T

initial

€

res €

FiG. 2.2 — Partition de I'énergie entre réversible et irréversible sur une courbe de charge.

2.1.1.2 Partition de I’énergie

On peut mesurer expérimentalement la densité d’énergie totale dans 1’échantillon, obtenue
directement comme l'intégrale du travail effectué par 'opérateur extérieur. On se restreint a la
partie précédant la contrainte pic, qui nous intéresse ici. La courbe de charge peut alors étre
décrite par une dépendance £*(7) — on ignore les petites irrégularités—.

— Si on est a contrainte 7* sur la courbe de charge,

*

T dg*
U(r*) = / T—dT (2.1)
Tinitial dT

— Sion a atteint une contrainte maximum 7*, puis que ’on a déchargé jusqu’a une contrainte
donnée T,ctuel, suivant une courbe de décharge £¢(7,7*) —représentée en pointillés dans la
figure 2.1, le premier indice portant sur la contrainte actuelle le long de la courbe en
pointillés, le deuxieme indicant de quelle courbe de décharge il s’agit, i.e. la contrainte
maximum atteinte, on a

*

T d * Tactuel 6 d
U (Tactuel, T7) =/ TidT—l—/ T g% (r,7")dr (2.2)

dr . or

Tinitial T*

Le long de la courbe de charge, a tout stade de la déformation 7* ayant dépassé le seuil de création
de microfractures Tpy,, le fait que la dépendance en décharge soit différente de £*(7) implique
que l'on ait une énergie irréversible stockée dans la roche : on a une partition de I’énergie totale
entre réversible et irréversible,

U(t") = Eg(T") + Ef(77) (2.3)

ou I'énergie réversible Fr correspond a ’énergie que ’on peut récupérer en déchargeant jusqu’a
I’état de contrainte initial,

*

T Oct
Ep(r) = =
r(T) /T1 T or

nitial

(1, 7")dr (2.4)

T*
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et ou I’énergie irréversible est naturellement
E (") = U(Tinitia, 7°) = U(7*) — Ef(77) (2.5)

La figure 2.2 illustre ceci.

La nature de cette énergie irréversible, au niveau microscopique, correspond en fait a des

phénomenes tres variés, décrits de fagon assez détaillée par Lawn [1993] : elle englobe certainement

— des contributions de pure énergie de surface pour ouvrir les nouvelles microfractures (définie
initialement par Griffith [1920] ),

— une partie dissipée par effet Joule lors de frictions entre les levres des microfractures,

— une partie dissipée durant des déformations plastiques au voisinage immédiat des extrémités
de microfractures (Orowan [1944] )

— une partie émise sous forme d’ondes sismiques, puis transmises et dissipées dans le milieu
ambiant (pas plus de quelques pourcents, en général)

— et enfin éventuellement une énergie élastique bloquée, si certaines inclusions, lors de trans-
formations de phase, ont acquis des “déformations libres” incompatibles entre elles (cf par
exemple Frangois et al [1991] ).

Ce qui nous intéresse principalement ici est qu’elle est entiérement associée a la création et
évolution des microfractures, et que I’on suppose qu’elle n’évolue pas tant qu’on ne réactive pas
ce processus d’évolution des défauts en dépassant la charge maximum précedemment atteinte.

2.1.2 Relation entre observables macroscopiques et espace des mi-
croétats

2.1.2.1 Notion d’indépendance statistique entre volumes mésoscopiques

Les variables macroscopiques qui nous intéressent, déformation &, contrainte 7, et densité
d’énergie totale E, correspondent toutes a des moyennes en volume des champs microscopiques
équivalents.

Si on s’intéresse aux valeurs de ces moyennes volumiques sur des sous-ensembles (parties res-
treintes de la roche), on obtiendra la valeur macroscopique a un terme de fluctuations pres. Tant
qu’on n’a pas atteint la formation d’une hétérogénéité macroscopique, au-dessus d’une certaine
échelle de sous-ensemble considérée, ces fluctuations deviennent statistiquement indépendantes
les unes des autres, c’est a dire que 1’on ne discerne pas de corrélations systématiques dans ces
moyennes de sous-ensemble méme lorsqu’ils sont voisins. Cette échelle limite correspond a la
notion de Volume Elémentaire Représentatif en mécanique, dont la taille sera désignée comme
longueur d’autocorrélation £ en utilisant un vocabulaire de physique statistique.

Expérimentalement, ceci est mis en évidence par exemple par Bonnet et al. (in prep) (cf
chapitre 1.2.1). Théoriquement, ceci se comprend bien par un phénoméne de compétition : les
défauts préexistants créent des concentrations de contrainte a leurs extrémités, qui en champ
lointain tombent en (%)D , | étant une dimension caractéristique du défaut, r la distance a ce
défaut, et D la dimensionnalité de I'espace. Pour modéliser ’évolution de chaque défaut, on peut
supposer qu'’ils vont évoluer suivant un critere basé sur la contrainte locale, avec un seuil donné
pour chaque défaut intervenant dans ce critere, ces seuils étant distribués selon une certaine loi
de probabilité, ou les valeurs prises sur chaque défaut sont considérées comme indépendantes les
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unes des autres. On a alors une compétition entre la tendance de chaque défaut a “activer” ses
voisins par cette accumulation de contrainte, et la tendance a fracturer les défauts les plus faibles
répartis de fagcon homogene dans le milieu (cf Roux et Hansen [1990] ).

2.1.2.2 Hypothese ergodique

Ne pouvant pas connaitre 1’état précis de I’ensemble des défauts a l'intérieur de I’ensemble
de la roche considérée, il est impossible d’avoir une information déterministe sur le systeme : le
probléme que I'on se pose est par essence de nature statistique.

L’indépendance statistique observée pour des sous-ensembles d’une taille donnée [, supérieure
a &, nous amene plutot a formuler le probleme de cette facon : divisant notre systeme en sous-
ensembles mésoscopiques de cette taille, les variables macroscopiques, moyennes en volume, sont
ds par la moyenne des variables correspondantes évaluées sur les blocs mésoscopiques.

Supposons que 1’on puisse obtenir, connaissant la valeur des parameétres de controle macro-
scopiques, d’une part la probabilité p; d’observer une configuration possible de microfractures
désignée par un indice j dans un volume mésoscopique, et d’autre part que I’on puisse associer
a chaque microétat j et valeur du parametre de controle macroscopique, les valeurs Ej, €; et 7; .

L’indépendance statistique entre systémes mésoscopiques nous permettra alors de formuler
I'hypotheése ergodique suivante? :

Les moyennes d’ensemble effectuées avec cette distribution de probabilité
coincident avec les moyennes en volume, donc avec les valeurs macrosco-
piques.

Remarques

— Ordinairement, les moyennes d’ensemble décrites par la physique statistique correspondent
a des moyennes en temps. Comme on décrit ici des objets en permanence a 1’équilibre,
sans dynamique notable tant qu’on ne change pas les conditions aux limites, les moyennes
d’ensemble que I'on décrit, sur la base de I’hétérogénéité du matériau, doivent correspondre
a des moyennes en volume.

— Le fait d’avoir des blocs mésoscopiques d’une taille suffisante pour qu’ils soient statisti-
quement indépendants, implique que ’on n’aura pas a se préoccuper a priori de poser des
équations de compatibilité pour garantir que le champ de déformation soit statiquement ad-
missible quand on considere les frontiéres entre volumes mésoscopiques voisins : au-dela de
la taille mésoscopique, on considérera que le milieu est plongé dans un champ de contrainte
uniforme, donné par les parametres de controle macroscopique. En effet, les corrélations
spatiales du champ de déformation dues a de telles équations de compatibilités doivent étre
importantes uniquement a une échelle inférieure, et les interactions d’un bloc mésoscopique
avec le reste du milieu seront données par un champ moyen.

3Plus précisément, si la grandeur G' a une moyenne sur la distribution de probabilité des configurations

mésoscopiques < G >, et une variance 6G = /< (G— < G >)2 >, alors 3., 410.s Goioc ~ 1 < G > +/n6G et la
1

2o n blocs Gbloe—<G> ~
<G>

. Comme par ailleurs la taille des blocs [ est nettement inférieur aux dimensions du systéme L, on a or-

variation relative entre la moyenne en volume et la moyenne d’ensemble est d’ordre typique =
_8G_n
<G> n

dinairement n = (%)D >> (%)2 , et les mesures effectuées correspondent aux moyennes d’ensemble.
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— On n’a pas besoin d’avoir n = (%)D grand devant le nombre de configurations possibles (qui
est rapidement lui-méme trés grand) pour que la moyenne d’ensemble soit représentative
de la moyenne en volume : il suffit qu’il soit grand devant (%)2 pour que 'on ait un bon
échantillonnage des valeurs possibles de la grandeur qui nous intéresse.

— Quand on approche de la fracturation macroscopique, la longueur d’autocorrélation & de-
vient de 'ordre des dimensions macroscopiques du matériau, et le critere précédent ne
s’applique plus : on doit alors voir des effets de taille finie. On peut s’intéresser directe-
ment a ces effets, mais on doit aussi noter que, si I’échantillon étudié est suffisamment
grand, on observera le régime critique auquel on veut s’intéresser dans ce travail avant
d’avoir un “cross-over” di a la taille finie.

2.1.3 Construction formelle de ’espace des phases

L’espace des phases est par définition, 'espace des microétats possibles. La donnée d’un
microétat j correspond a la spécification entiere des variables cachées régissant le processus qui
nous intéresse, a savoir, pour nous, la donnée de I’ensemble des microfractures, défauts, etc... qui
forme notre systeme. Pour rendre les choses un peu plus précises, prenons 1’exemple d’un systeme
ou les microfractures admissibles sont contraintes a étre nucléées sur un réseau de points précisé a
I’avance, et a correspondre a des défauts plans en mode II, d’une certaine taille et d’une certaine
forme, avec un déplacement relatif des leévres précisé par avance. La donnée d’un microétat j
correspondra alors a la spécification d’un champ ¢(r) du méme type qu'un champ de spins, ol
pour tous les lieux r sur le réseau, ¢ indique l'orientation de la microfracture et la valeur du
parametre de contréle macroscopique 7* a laquelle il s’est formé. Si un site ne comporte pas de
microfracture, on pose ¢ = 0.

2.1.3.1 Définition des variables mésoscopiques associées aux variables macrosco-
piques.

On doit pouvoir, a chaque état j, associer des valeurs aux variables ¢;, 7; et E;, correspondant
aux variables macroscopiques, évaluées a cette échelle mésoscopique.

On doit alors souligner que, contrairement aux modélisations ordinaires de physique statis-
tique, pour décrire par exemple un gaz de particules en interactions, on ne spécifie pas entierement,
I’état de la matiere au niveau microscopique : Un microétat ne correspond pas a la spécification
de I'ensemble des nombres quantiques du systeme, ou pour une approximation classique a la
donnée des positions et vitesses de toutes les particules constituantes. On veut ici établir une
physique statistique pour une population de microfractures en interaction, ol les objets
élémentaires sont eux-méme d’une taille considérable (couramment jusqu’a quelques dizaines de
pm). La matiere séparant les défauts spécifiés par le microétat est considérée comme décrite
par la théorie de I’élasticité, sans qu’on ait besoin de spécifier son état plus précisément. On
peut donc porter un bloc mésoscopique a une déformation ¢; arbitraire, en imposant un champ
de déplacement linéaire aux frontieres et en fixant “par la pensée” 1’état des microfractures le
composant : on interdit aux défauts d’évoluer. On doit alors résoudre en principe un probleme
d’élastostatique, ou les conditions aux frontieres extérieures sont fixées par la donnée de ¢; im-
posé, les conditions sur les frontieres intérieures étant fixées par la donnée du champ ¢. Ceci
permet en principe d’obtenir le champ de contrainte et de déformation sur le bloc mésoscopique
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entier, et 7; est donné par la moyenne du tenseur de contrainte sur le volume mésoscopique. Cette
fonction 7;(e;) est naturellement différente d’'un microétat & un autre, puisqu’elle est sensible aux
conditions aux frontieres intérieures imposées.

La définition de 1'énergie E; correspondante est un peu plus subtile : il s’agit de ’énergie
nécessaire pour porter un volume mésoscopique non endommagé (ne contenant aucune micro-
fracture), sous les conditions aux frontiéres initiales isotropes, pris comme état de référence
d’énergie nulle, jusque dans I’état actuel de déformation aux frontieres extérieures, et de popu-
lation de microfractures (frontiéres intérieures). Cette énergie comporte une part irréversible, ou
résiduelle, du méme type que celle décrite plus haut (section 2.1.1.2), plus une part d’énergie
potentielle élastique non bloquée. On argumentera plus loin (cf annexe F) qu’a une raisonnable
approximation, cette énergie est relativement indépendante de ’ordre dans lequel les défauts sont
apparus. Ceci n’est pas une condition indispensable, mais simplifie grandement la description des
microétats : il est alors inutile de préciser dans le champ ¢ des informations sur I’histoire comme
la valeur de 7" & laquelle une microfracture s’est formée, et ce champ se réduit a une informa-
tion géométrique sur les défauts présents dans I’état actuel (orientation, éventuellement taille du
défaut et amplitude du déplacement relatif, etc...).

Sous cette hypothese simplificatrice, on définit 'énergie E;(¢;) de fagon univoque* : Considérant
un volume non endommagé, sous contrainte isotrope Tinitial, On occupe le systeme avec les mi-
crofractures spécifiées par le champ ¢, ce qui porte le volume mésoscopique a une déformation
mésoscopique Einitial; € colite une énergie caractéristique de I’état ¢, Einitialj. On déforme ensuite
le systeme d’une facon purement élastique, jusqu’a la déformation e; imposée, d’oll une énergie
totale

&j
Ei(e;) = FEinitial +/ 7;(€)de (2.6)
Einitialj
On a naturellement
dE;
- 2.7
d€j TJ ( )

Définitions alternatives : On peut tout aussi bien imposer aux frontieres du volume
mésoscopique une contrainte uniforme 7;, résoudre le probleme d’élastostatique pour obtenir le
champ de déformation dans le volume, qui moyenné donnera ¢;(7;), et définir

T dey
Ej(7j) = Einitial; + / Td—T]dT (2.8)

Tinitial

4On fait I’hypotheése supplémentaire que les cracks ne guérissent pas au cours du temps, c’est & dire ne
restituent pas I’énergie stockée lors de leur formation —les liaisons moléculaires brisées pour former un crack ne
coincident plus spatialement apres une petite déformation, et ne peuvent donc se reformer. On considere que
les échanges thermiques avec le milieu ambiant, au cours du processus, sont négligeables devant les échanges de
travaux mécaniques, i.e. on interdit les courants de chaleur : sans modifier les conditions aux frontieres de la
roche, on a donc pas d’échange possible entre les microcracks et les molécules du milieu ambiant, permettant des
transitions entre états plus ou moins excités dans un milieu au prix de transitions dans 'autre. La température
classique est alors considérée comme constante, comme on ne s’intéresse pas a la fracturation par changement
de contraintes résiduelles due a des dilatations thermiques, mais par compression. L’énergie désignée ici, au sens
thermodynamique usuel, est donc indifféremment 1’énergie interne ou 1’énergie libre, ’influence de la température
classique se réduisant & fixer les valeurs des constantes élastiques du milieu, et I’énergie de création de surface.
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initial ;

]

Tinitial

Einitialj

F1G. 2.3 — Variables mécaniques associées a un microétat

2.1.3.2 Role double de la contrainte

Il importe de souligner la différence fondamentale entre cet espace de microétats, et les
modeles microscopiques utilisés usuellement en physique statistique :

D’ordinaire, en précisant le microétat, on fixe entierement les valeurs associées pour les va-
riables macroscopiques extensives, hormis 1’entropie : énergie, volume occupé, éventuellement
nombre de particules d'un type ou un autre, etc. Autrement dit, chaque microétat correspond a
un point dans ’espace des variables macroscopiques — hors entropie.

Il n’y a par contre pas de sens a associer a un microétat des valeurs pour les grandeurs inten-
sives conjuguées, comme la température, la pression (ou contrainte si le microétat est associé a
une déformation), des potentiels chimiques, ou pour 'entropie, qui sont des propriétés émergentes
du systeme statistique, i.e. de I’ensemble des microétats.

Le fait que les objets constituants nos microétats dans ce travail, laissent des degrés de liberté
d’élasticité a la matiere correspondant au continuum entre les défauts, implique que 1’énergie et
déformation ne sont pas entierement spécifiés par le microétat, mais que ’on puisse exercer
des conditions arbitraires aux frontieres & 1’échelle mésoscopique, ce qui interviendra comme
parametre extérieur. Il y a alors un sens a discuter la contrainte a I’échelle mésoscopique, en
tant que moyenne volumique a cette échelle : cette contrainte n’est pas uniquement une pro-
priété émergente de ’ensemble des microétats. Si ces conditions aux frontieres sont imposées en
contrainte, on aura a la fois une contrainte mésoscopique, parametre extérieur pour les variables
E; et €, et une contrainte moyenne d’ensemble, propriété émergente du systeme.

Un microétat ne correspond alors pas uniquement & un point dans I’espace (Ej,¢,), mais &
une dépendance Ej(g;), la spécification du parametre extérieur 7; étant nécessaire pour réduire
ceci & un point : voir figure 2.3°.

5Dans cette figure, ainsi que dans les deux suivantes (2.4 et 2.5), on est naturellement réduit & utiliser des
parametres scalaires pour la contrainte 7 et la déformation €. On choisit arbitrairement de représenter sur ces
schémas explicatifs la contrainte et déformation déviatoriques. L’état initial étant isotrope, la valeur de Tinitial
représentée est nulle.
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2.1.4 Traduction de l’irréversibilité du processus dans les relations
micro-macroscopiques

2.1.4.1 Influences des deux parametres de contrainte, actuelle et maximum

On a fait en section 2.1.1.1.1, 'hypothése que les cycles de charge / décharge sont entiérement
réversibles, et que la population de microfractures dans la roche n’évolue que quand la contrainte
dépasse le seuil maximum précédemment atteint. Ceci se traduit, pour les relations entre champs
microscopiques et macroscopiques, par le fait que la distribution de probabilité sur ’espace des
microétats P; n’évolue que quand on dépasse ce seuil, i.e. dépendent de 7%, alors que le parametre
extérieur intervenant dans les valeurs mésoscopiques des champs, E; et ¢;, est naturellement la
contrainte appliquée sur le volume mésoscopique, 7;, qui doit étre relié¢ a la valeur actuelle de
la contrainte macroscopique, Tyctuel- L€ role double de la contrainte, souligné plus haut (section
2.1.3.2), correspond donc aux deux parameétres macroscopiques de contrainte nécessaires pour
décrire le systeme : T,.uer joue le role de parametre extérieur, alors que 7* correspondra a la
propriété émergente du systeme statistique lorsque 1’on est sur la courbe de charge, grandeur
conjuguée de la déformation macroscopique. Cette distinction est I'origine de I'irréversibilité dans
notre description, qui sinon correspondrait purement a un formalisme de physique statistique
réversible.

Pour illustrer ceci, on a représenté en figure 2.4 trois étapes dans 1’évolution, lors d’une charge
suivie d'une décharge, d’un petit systeme caricatural constitué uniquement de trois états. Les
trois microétats, numérotés, correspondent & trois dépendances Ej(e;) différentes, représentées
en traits plein. On a supposé ici que la valeur du parametre extérieur est fixée par le fait que les
trois microétats subissent les mémes conditions aux frontieres, données par le champ de contrainte
macroscopique imposé :

v] y Tj = Tactuel (29)

On a a chacune des trois étapes,

(e) = ZPj(T*)ﬁj(Tj) (2.10)
(B) = ZPJ(T*)Ej(Tj) (2.11)

Les probabilités d’occupation évoluent durant la charge, entre les deux premieres étapes, et
restent par contre fixées & la décharge, entre des deux suivantes®. La valeur de 1'énergie et
déformation macroscopique est représentée par les coordonnées des triangles, barycentres des
centres des cercles avec des poids proportionnels aux rayons. On remarque que (F) () > <E>(a) et
<6>(c) > (£>(a), ce qui correspond au fait que I’on a accumulé énergie et déformation irréversibles
en chargeant le systéme jusqu’a 1’étape (b).

2.1.4.2 Conséquence sur les dérivées de I’énergie macroscopique

On a noté qu’a partir d’'un point de la courbe de charge, le fait d’augmenter ou diminuer
la contrainte correspond a deux valeurs différentes de g—i. L’approche développée ici explique

60n n’a pas encore précisé ce qui fixe exactement ces probabilités : ici, on a considéré arbitrairement
(Py; Py; P3) (7% = 0) = 15(10;5; 1) et (Py; Po; Ps) (7" = 7(3)) = 75(10;5; 1)
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(a) Etat initial & contrainte nulle (b) Apres une charge quasistatique
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©

(¢) Aprés avoir redéchargé jusqu’a
contrainte nulle

Fic. 2.4 — Illustration de I’évolution des variables mécaniques d’'un systéme au cours de la
déformation.

Les cercles représentent par leur centre le point occupé par les microétats dans I’état de contrainte
donné, et leur rayon est proportionnel a la probabilité d’occupation du microétat concerné. Le
triangle indique les valeurs de I’énergie et déformation du systeme global, moyenne d’ensemble
sur les microétats. Les pointillés correspondent a la trace de I’enveloppe convexe des trois courbes
dans l'espace E' — ¢, a I'intérieur de laquelle se trouvent nécessairement ces valeurs.
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(a) En traits pleins, trajectoire des variables (b) Courbe de charge / décharge correspon-
magcroscopiques dans l'espace des phases dante

F1G. 2.5 — Origine de la différence de pente des courbes de charge et décharge

aisément ce phénomene : A partir de I’histoire (¢, F') des variables macroscopiques, la premiére

dérivée correspond a la contrainte appliquée % = Tactuel, 1@ seconde a la pente de la courbe de

charge, %.

On a porté en figure 2.5 (a), ’évolution de (&, E') macroscopique pour notre systéme exemple,
durant la charge du point (a) au point (b) dans Ihistoire, puis la décharge de (b) a (c). Au
point (b) , on n’a pas de discontinuité dans les valeurs de E, ¢ et Tacpuel , C€ qui correspond au
fait que les deux courbes ont un point commun et une méme pente 7, (identique a celle des
systémes mésoscopiques) : on a un point de rebroussement dans la trajectoire. Le fait que les
probabilités de chaque état évoluent de (a) a (b), et soient fixées de (b) a (c), entraine par contre
que la dérivée seconde de E, le long de la trajectoire de décharge, soit supérieure a celle le long
de la trajectoire de charge. En figure 2.5 (b), on voit la conséquence de ceci pour la dépendance
déformation / contrainte : les deux courbes ont un point commun, mais la pente en décharge C |
qui est un simple module élastique de la roche, est supérieure a la pente en charge D, qui inclut

une composante d’écrouissage’.

2.2 Obtention de la distribution de probabilité

Ayant posé comment les variables macroscopiques découlent de moyennes d’ensemble sur
un espace de microétat, le nceud du probléeme est naturellement d’obtenir la distribution de

probabilité sur cet espace.

"Formellement, utilisant les définitions de 2.1.1.2, e*(7* = 7)) = €% (Tactuel = T(b),T* = T(n)), Mais

~ B8l _ * ~Ade” (% _ 3 3 54 :
C= 5ri— ~ (Tactuel = T(b),T* = T(v)) > D=%-(7* = 71(1,)). Par rapport & un parametre d’écrouissage h ,

: _ _ h
on a la relation usuelle D = TThiC
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2.2.1 Postulat fondamental. Contraintes possibles

On développera en annexe A une argumentation qualitative sur I'influence de I’hétérogénéité

du milieu et de la présence de pression de confinement, dont on retiendra deux points :

— L’évolution d’une population de fractures peut étre modélisée comme un systeme dyna-
mique, ou un processus stochastique. En principe, la probabilité d’occurrence d’une confi-
guration doit donc venir de 'application associant a la donnée des variables aléatoires
sous-jacentes, 1’état du systeme a un instant donné —si on a un désordre gelé, a chaque
condition initiale sera associé un chemin déterministe, et la mesure sur les conditions ini-
tiales se transformera ainsi en mesure sur I’espace des phases. Si le désordre évolue a chaque
transformation du systéme (désordre “recuit” — annealed disorder en anglais —), la probabi-
lité d’observer un état a un instant donné s’exprimera comme une intégrale de chemin, i.e.
la somme des probabilités de tous les chemins menant vers cet état, chacun de ces chemins
ayant une probabilité égale a un produit de probabilités de transition. Malheureusement,
les équations d’évolution que I’on peut écrire sont toutes tres non-linéaires par rapport aux
variables d’état (donnée du microétat)®, et méme avec une modélisation simpliste, il est en
général impossible d’intégrer ces équations au cours de I’histoire pour obtenir une forme
analytique de nos probabilités.

— Dans le contexte d’un cisaillement avec pression de confinement, la formation et croissance
des fractures se font de facon stable, indépendamment de la taille de la fracture, tant que
I’interaction entre de multiples objets n’amene pas une instabilité globale.

Etant donné des équations d’évolution sur des modeles discrets, il est naturellement possible
de simuler numériquement I’histoire de tels systemes de taille réduite. Sans suivre directement
I’histoire, numériquement ou en intégrant les équations, vu les deux remarques précédentes, on
peut toutefois espérer que le systéme sous-jacent soit suffisamment complexe, et ait suffisamment
de temps pour se développer, pour qu’il explore ’espace des microétat selon des probabilités qui
maximisent le désordre, sous des contraintes mathématiques correspondant a la donnée d’obser-
vables macroscopiques du systeme.

Comme mesure du désordre présent dans notre roche, ’entropie de Shannon correspond par-

faitement a nos besoins. Son expression résulte des cinq hypotheses suivantes (que I'on trouvera
dans tout ouvrage d’introduction & la mécanique statistique, comme Diu et al. [1989]) :

1. S est définie entierement en fonction des probabilités d’occupation {P;}, et est une fonction
positive, symétrique et continue de ses arguments.

2. L’ordre maximum a lieu quand l'information est complete, c.a.d. que tout systéme est
contraint a se trouver dans un état J fixé, ie. P, =1, Vj # J P; = 0. Le manque
d’information (désordre) est alors nul, S = 0.

3. Les événements impossibles apportent une contribution nulle au manque d’information, i.e.
si on ajoute a N états possibles, un N + 1-iéme tel que Py,; = 0, alors S(P, Py, ...Py,0) =
S(Py, Py, ....Py).

8Exemple de source de non-linéarité : Si dans un cadre élastostatique linéaire, on utilise les fonctions de Green
pour obtenir la contrainte en un point comme la somme de 'influence des conditions aux frontieres, et de celle de
chaque crack préexistant, un critéere de Coulomb pour décider du mouvement d’un crack fermé se formule avec le
rapport d’une contrainte tangentielle sur une contrainte normale, d’ou une forte non-linéarité.
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4. Sitous les évenements sont équiprobables, le désordre doit augmenter avec le nombre d’états
possible : S(P, =Py, =...= Py = %) est une fonction croissante de N.

5. L’entropie est une fonction additive des désordres partiels, au sens suivant :
si 'on divise l'espace des états 2 en M sous-ensembles {2, Q, ..., 2y}, on désignera par
fi = ZétatsjeQin la probabilité de se trouver dans le sous-ensemble €);, et par P; =
P(jlj € €;) la probabilité conditionnelle d’étre dans 1’état j, sachant que I'on est dans le
sous-ensemble 7. Sachant que I’on est dans un sous-ensemble (2;, reste une entropie partielle

Si = S(P{, P3, ..., Pira(0,))- Lentropie du systeme global doit alors vérifier

M

S = S(f1, far s fur) + D [iSi

=1

Sous ces hypotheses, Shannon [1948] démontra que la mesure du désordre S est nécessairement
de la forme

S=-> PP (2.12)
J

a une constante multiplicative pres correspondant simplement au choix d’une unité pour la
température. Cette constante étant sans intérét particulier dans notre cadre (on verra qu’on
ne peut mesurer de température de réseau de microfractures avec un thermometre), on la fixe
arbitrairement a 1.
Notre postulat fondamental sera donc le suivant :

La distribution des probabilités d’occupation des différents microétats
est telle qu’elle maximise ’entropie de Shannon, sous contraintes fixées
par les observables mécaniques macroscopiques le long de la courbe de
charge.

Les variables mécaniques mésoscopiques ayant été définies précédemment (section 2.1.3), la
distribution sera donc fixée par le choix de ces contraintes mathématiques.

On va maintenant explorer un choix possible de ces contraintes, sélectionné par un simple
critere de cohérence de I'image du processus en résultant.

2.2.2 Ensemble Energie—contrainte

On a remarqué en section 2.1.1.1.2, que le nombre de degrés de liberté macroscopiques de
notre systeme est de D + 1. Préciser 1’état de notre systéme le long de la courbe de charge
revient donc a poser ce nombre de contraintes scalaires. Ceci correspond & la donnée de la
contrainte macroscopique (ou alternativement d’une déformation), plus une variable scalaire
correspondant a la décharge éventuelle du systeme. On a donc un nombre de degrés de liberté
correspondant a la donnée de la contrainte ou déformation macroscopique, plus I’énergie. En
étudiant les conséquences de 'un ou ’autre choix, on verra a la fin de ce chapitre, en section 2.2.4,
qu’il est nécessaire de considérer énergie et contrainte comme variables indépendantes : 1'autre
choix, énergie et déformation, ne permettrait pas de distinguer travail réversible et irréversible,
ce qui est contradictoire avec une simple analyse naive de 1’évolution de l’entropie, faite en
section 2.2.3. Notons enfin que contrairement a d’autres problémes, I'extensivité ou I’intensivité
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des variables ne peut nous guider dans ce choix : contrainte et déformation sont toutes deux
des variables intensives, les variables extensives correspondantes étant la force transmise et le
déplacement moyen suivant une direction®. Un choix ou l'autre sont donc également possibles
par rapport a la nature des variables sous changement d’échelle.

2.2.2.1 Contrainte mathématique correspondante - établissement de la distribution

Comme les différents volumes mésoscopiques doivent étre en équilibre mécanique, une contrainte
mathématique possible est de supposer que les contraintes a cette échelle, correspondant au vo-
lume élémentaire représentatif, sont égales a la contrainte macroscopique. On exigera de plus
que la moyenne des densités d’énergie est égale a la densité macroscopique, et une condition de
normalisation pour les probabilités. L’entropie doit alors étre maximisée sous ces contraintes,
lorsque le systeme est le long de la courbe de charge, i.e. lorsque Tactuel = 77

Considérant tous les microétats j possibles'®, les probabilités P; sont données par le fait
qu’elles maximisent S sous les contraintes

Vi, = T (2.13)

ZPj(T*)Ej(Tj) = U(r) (2.14)
Zf’j(T*) =1 (2.15)

Notons que les valeurs des variables mésoscopiques sont fixées en posant la condition (2.13).
Elles ne dépendent formellement que de la variable 7;, et n’ont pas de dépendance explicite
aux variables macroscopiques, comme U ou S. Pour résoudre ce probleme de maximisation sous
contraintes, on utilisera la traditionnelle approche variationnelle des multiplicateurs de Lagrange.
Multipliant les deux dernieres contraintes par des multiplicateurs de Lagrange, et considérant les
variations par rapport aux probabilités, autour de la solution {P;}, on obtient :

—68 = 0= )Y (InP;+1)6P (2.16)
J
AbL = 0= X ) 0P (2.17)
J
MOU = 0= M\ Y E;P (2.18)
J

9Considérons un systéme donné, de dimensions initiales L”, de champ de déplacement moyen sur ses faces
u;, et sur lequel on exerce sur chacune de ses faces perpendiculaire & é; une force F;. On peut adjoindre n”
systemes dans le méme état — en négligeant la nonuniformité des champs u et 7 sur les faces, ce qui correspond
a notre hypothese d’indépendance statistique —, en cube (si D = 3 ), et on obtient alors un systéme de champ de
déplacement moyen nu;, et sur lequel on exerce sur ses faces des forces n? 1 F;.

10Remarque : il n’est pas contradictoire de supposer que tous les micro-états peuvent étre observés, bien que
I’on s’attende & ce que certains soient peu compatibles avec un état de contrainte donné : il apparaitra que ceux-
ci ont une probabilité infinitésimale, et n’apparaissent jamais en pratique. Ceci est toujours le cas en physique
statistique, ou par exemple dans un gaz, il faudra attendre un temps défiant tout observateur pour observer un état
ol une molécule transporte pratiquement toute ’énergie cinétique du gaz, alors que les autres sont pratiquement
immobiles, bien que cet état ne soit pas formellement exclu : sa probabilité d’apparition est infinitésimale.
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Ajoutant ces trois équations, on obtient que pour toute variation § P; autour de la solution,

D (InPj+1+ X+ ME;)6P; =0 (2.19)
J

Comme dans tout texte d’introduction a la mécanique statistique (par exemple, d’aprés Callen
[1985] ), on argumentera qu’il doit exister une valeur des multiplicateurs de Lagrange (Ao, A1),
telle que In P, + 1 + Ao + A Ex, = 0 pour deux états k& donnés, et 1’égalité ci-dessus n’implique
alors plus qu’une somme de variations pour N — 2 variables indépendantes, N étant le nombre
total de microétats (et 2 le nombre de contraintes). Ceci devant étre vérifié pour toute variation
{6P;}autour de la solution, on en conclut que celle-ci vérifie, avec cette valeur de (Ao, A1) :

Vi, InPj+ 14+ X+ A E; =0 (2.20)
i.e. v.j’ P] = e_(1+)‘0+)\1Ej)

Les deux parametres (Ag, A1) sont déterminés a partir des contraintes (2.14) et (2.15) :
le premier s’élimine trivialement en introduisant cette expression dans la contrainte de nor-
malisation (e+%) =" i e M%), et avec V le volume mésoscopique de référence, en posant

A1
= — 2.21
g2 N (2.21)
zZ = ) eV (2.22)
J
. ' o—BVE;
on obtient Vj, P; = 7 (2.23)

Z et P; sont alors formellement dépendant du parameétre 7* intervenant dans la contrainte (2.13),
et du parametre 3, multiplicateur de Lagrange de la contrainte (2.14) divisé par le volume'' .
Le deuxieme multiplicateur se détermine a partir de la contrainte sur 1’énergie, formellement en
inversant 1’équation non-linéaire

Z[Ej(f*) —U(r)]e™?Pi) =g (2.24)

Ceci permettra d’obtenir 3(7*), et & partir de ceci, Z, P; et S qui ne peuvent dépendre que
du point atteint sur la courbe de charge, 7%, en remplacant leur dépendance explicite en g par

~

une dépendance implicite en 7* : on notera P;(7*)=P;(7*, (7*)). De méme pour Z et S.

2.2.2.2 Relations thermodynamiques - Etablissement d’une premiére loi

On appellera potentiel thermodynamique, par définition, la quantité

InZ
FE— — 2.25
o (225)

1 Ce facteur de volume est introduit car les énergies définies ici sont des densités. On verra que son introduction
permet de rétablir les dimensions usuelles des lois thermodynamiques.
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On établit alors aisément
F = Z P;.(
= B_V Z P; [BVE; +In(e™?VFi) —n Z]
J
1
= ) PE;+ ﬁ—VZlenPj
J J

en utilisant d’abord la condition de normalisation (2.15), I'introduction d’un terme nul, puis
Pexpression des probabilités (2.23) . D’ou finalement, utilisant les définitions de S et E, (2.12)
et (2.14), et en notant s la densité d’entropie,

an

S =

(2.26)

F=U-2 (2.27)

Ce potentiel F' dépend des variables macroscopiques 7 et 3, chaque E; ne dépendant que de 7.
Considérant les variations de F'(7, 3), on écrira donc :

din Z 1
_ 1 dz ag
= ﬂV 7 +ln(Z)Vﬂ2
“BVE; InZdp
- —dB)E; — BdE;)- il
Z B)E; — BdE;] A

lZd
= ZPE n ﬁ Z]dedT
= (U- F—+ ZP]

On a utilisé la définition de F' (2.25) pour I’établissement de la premiére et la derniére équation,
celle de Z (2.22) pour la troisieme, et celle de U (2.14) pour la derniere, et enfin le fait que V,
volume de référence fixe des cellules mésoscopiques, est constant par définition. En se servant
de la relation entre le potentiel et les variables macroscopiques (2.27) pour éliminer le premier
terme, on obtient alors;

dF = s Z PJ (2.28)

En posant alors par définition

Ci=—L(rj =) (2.29)
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qui est le tenseur des modules d’élasticité de I’état 7 a la contrainte 7, comme la déformation de
I'état j sous une variation de contrainte est supposée purement élastique, on a d’apres (2.8),

dEj dEj 1
= = : 2.
=T 7C; (2.30)
En posant de plus
1
T=— 2.31
5 (2.31)

— on justifiera plus loin une telle notation —, I’équation pour la variation du potentiel thermody-
namique (2.28) devient

dF = —sdT +7(C~") dr (2.32)

(ou par convention, pour une grandeur G donnée, la notation (G) désigne la moyenne d’ensemble
Zj PjGj)-

Rappelant la relation entre le potentiel, ’énergie et 1’entropie (2.27), ceci implique pour la
variation de 1’énergie :

dU = d(F+Ts)
= dF + sdT + Tds

d’ot1 avec (2.32), la premiere loi de thermodynamique :
dU =Tds+7{C™")dr (2.33)

L’énergie U, transformée de Legendre de F' — comme 'indique (2.27) — étant fonction naturelle-
ment de S (conjugué de T') et T, cette relation équivaut a

oUu

— | = -1 2.34
ar |, T<C > (2.34)
oU

3| = T (2.35)

Ceci justifie la notation 7" utilisée : cette grandeur est bien une température, au sens formel de
la physique statistique. On notera toutefois que puisque 1’on a exclu les couplages thermiques
avec le milieu ambiant, il sera impossible de mesurer physiquement cette température avec un
thermometre : I’énergie de création des microfractures, irréversible, n’ira pas exciter les molécules
du liquide thermométrique.

Dérivées secondes du potentiel thermodynamique F' : A titre d’information, on a établi
ces dérivées en annexe B.1, et elles sont naturellement reliées aux moyennes de fluctuations. On
ne se servira pas de ces résultats dans le travail présent.
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2.2.2.3 Cohérence - relation avec les observables de pente le long de la courbe de
charge

2.2.2.3.1 Décharge La relation (2.34) correspond tout & fait & I'image que nous avons de la
distribution de probabilité évoluant lors de la charge, et non de la décharge : En déchargeant le
systeme, la distribution n’évolue pas, et on a par conséquent dS = 0. La variation d’énergie est
alors purement élastique, et cette relation exprime simplement que

dU = d() _PE;)=> PidE; =Y PyrC;ldr=7(C')dr (2.36)
. - .

J J

Comme on n’a pas supposé de couplage thermique, la variation d’énergie est d’autre part sim-
plement égale au travail mécanique macroscopique

dU = tde (2.37)

et la variation de la déformation macroscopique est reliée a la variation de contrainte via le
tenseur de module d’élasticité macroscopique C', par

de = C~ldr (2.38)
d’oll en décharge,
dU = 7C~tdr (2.39)

Comparant ceci a (2.36), on en conclut que
c =) pc;t (2.40)
J

c.a.d. que le tenseur de complaisance macroscopique est égal a la moyenne des tenseurs de com-
plaisance mésoscopiques. Comme on a supposé au départ que la taille des volumes mésoscopiques
était telle qu’il soient tous plongés dans la méme contrainte macroscopique, sans se préoccuper
de compatibilité entre eux (hypothése d’indépendance statistique), ce résultat est une trivialité,
qui montre simplement la cohérence de cette approche.

2.2.2.3.2 Charge En chargeant le systéeme au-dela du seuil précédemment atteint, on ac-
tivera 1’évolution des défauts, c.a.d. que 'on va modifier la distribution {P;}. La premiere loi
(2.33) sera alors a considérer avec les deux termes, et on attend que le développement du systéme
de microfractures se traduise par dS > 0. L’évolution de I’énergie sera alors

dU = d() _PE;) =Y PidE;+» EjdP;=Y PrC;ldr+ Y E;dPj=71(C ')dr+ E;dP;
: - - : _ :

J J J J

La premiére loi (2.33) traduit simplement le fait qu’on a alors un terme supplémentaire dans la
variation de 1’énergie, donné par » i E;dP; =Tds.

Ce terme a une conséquence macroscopique observable : si la variation totale d’énergie est
toujours donnée par le travail mécanique suivant la méme expression (2.37) , la variation de la
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(a) Partition de Iénergie (b) Variation de I’énergie en
entre les deux termes augmentant S & Tacyuel fixé

Fi1G. 2.6 — Illustration du rapport entre variation d’entropie et pente de la courbe de charge.

déformation avec la contrainte ne correspond plus a une déformation purement élastique donnée
par la complaisance macroscopique C~!, mais inclut une composante d’écrouissage : notant par
définition D la pente de la courbe de charge, on a

de = D 'dr (2.41)
d’ot avec (2.37),
dU =D 'dr (2.42)
On a donc en considérant la variation totale d’énergie (2.33), et 1'égalité (2.40),
dU = D7 'dr = 1C~dr + Tds (2.43)

d’ou le fait que la dérivée totale de la densité ’entropie par rapport a la contrainte maximum
atteinte est donnée par

ds = pr(D' — C dr (2.44)

Le fait que la pente en charge soit inférieure & celle en décharge, i.e. que 7(D~!' — C~1)dr > 0,
traduit le fait la température est également positive : une création de microfractures doit étre
associée a dS > 0 — I'information sur le systeme doit étre de plus en plus faible quand on ajoute
des microfractures, ce qui constitue en quelque sorte notre seconde loi de thermodynamique —,
et T = %—g |T est également positif : augmenter I’énergie a contrainte actuelle fixée, exige que I’on
dépasse cette contrainte actuelle pour stocker de 1’énergie irréversible, puis que 1’on relache le
systeme jusqu’a la contrainte précédente. Ceci est représenté graphiquement en figure 2.6.

Cette relation permet de dériver la pente de la courbe de charge D(7*) a partir du moment
ol 'on connait la dépendance T'(7*).
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2.2.2.4 Etablissement de 1’évolution de la température en fonction de la charge
imposée

On a déterminé sous nos hypotheses, que 1’énergie et la déformation macroscopiques, apres
avoir atteint une contrainte maximale 7*, et lorsque la contrainte actuelle est de 7, sont données
par

U(r,m) = Z_Pj(T,T*)Ej(T) (2.45)
(e)(r,7") = ZPj(T,T*)Sj(T) (2.46)

Pour clore ce formalisme, il reste & déterminer la forme de la fonction 7°(7*), i.e. comment la
température varie avec la contrainte maximale atteinte.

En posant les contraintes (2.14) et (2.15) sur notre systéme, nous avons considéré que
nous avions un nombre de degrés de liberté macroscopiques égale a la donnée d’un tenseur
de contrainte, plus une variable scalaire. Cela est effectivement le cas pour décrire 1’ensemble
des états accessibles au systeme, mais en exigeant que le systeme soit précisément sur la courbe
de charge pour estimer les énergies E;(7*) entrant dans I’expression des probabilités, i.e. que
Tactuel = 7", doit réduire ce nombre de degrés de liberté de 1, c’est a dire ajouter une relation
scalaire.

Jusqu’ici, on n’a pas exploité la loi sur la déformation, (2.46). Lorsque 'on suit la courbe
de charge, on doit exiger que la variation d’énergie soit d’origine purement mécanique (2.37).
Utilisant les expressions (2.45) et (2.46), ceci s’exprime

0 = dU —71d{e)
= ) _(dP)E;+ Y PidE;]| — 7[> (dP)e; + Y  Pde;]

= Y P(dE; —tdzj) + Y _(dP;)(E; — T¢;)

Le premier terme est automatiquement nul, puisque I’énergie apportée a chaque volume mésoscopique
est également uniquement mécanique, et qu’ils sont tous soumis & la méme contrainte 7 (hy-
pothese (2.13)). En explicitant les dépendances (quand la distribution évolue, on est a 7 = 7*),
cette exigence se ramene donc a

D dB(T, ) E;(77) = Tei(r)] = 0 (2.47)

La dérivée totale des P; s’obtient aisément, en utilisant ’expression de ces probabilités (2.23) et
la loi de variation élastique des Ej;(7), (2.30) :

e—,BVEj

apy = d
e*ﬂVEj e*ﬂVEj
— (—E;df — BdE,)V - izt

= P[Ej(—dB)V — V7C;ldr — dIn Z]
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or comme F est la transformée de Legendre de U (2.27), avec la définition de F' (2.25)et la
premiere loi (2.32), on établit

din 7

25 = d(-pF)
= —BdF — Fdg
= gLy (CYdr — (U - 2)dB
B2 p
ie. ‘“‘I;Z = —Br(C ) dr — UdB (2.48)

en réintroduisant ceci dans la relation précédente, on obtient la dérivée totale de chaque P; :
dP; = P,V[(U — E;)df + Br(C~t — Cj_l)dT] (2.49)

Utilisant ces dérivées dans la condition exprimant que I’énergie est d’origine mécanique, (2.47),
on obtient

Z Pj(U — E;)(E; — 7¢;)df + 5TZ P(C7t = C7N)(Ej — 1e;)dT =0

qui doit étre vérifiée pour 7 = 7*. Ecrivant ceci sous la forme

1 dﬁz_T*Zij(ﬂ,T)[ (B, ) = T (T)IE; (17) — ()]
p(r*) dr* > BB, m)UB,7) — ( NE; (%) = 77¢;(7)]

(2.50)

il est clair que ceci est une équation différentielle ordinaire.

On verra en annexe B.2 une facon alternative d’obtenir cette méme équation a partir d’un
principe de maximisation.

Avec un modele particulier des dépendances mécaniques sur les microétats {E;(7)}, et sous
I’hypothese que le désordre initial dans la roche maximise également 1’entropie sous contraintes,
i.e. que la distribution initiale soit de la forme (2.23), la résolution de cette équation différentielle
permettra en principe d’obtenir la fonction 7'(7*). Ceci permettra alors de clore ce formalisme,
en précisant entierement I’évolution des probabilités, c.a.d. le systéeme entier.

La valeur initiale de la température peut étre déterminée ainsi : la compression isotrope ini-
tiale n’est pas associée avec une quelconque création de microfractures a priori, et en considérant
que la roche est initialement peu endommagée par rapport aux configurations qui émergeront
ultérieurement, dans le processus de localisation, on est presque certain d’étre dans la configu-
ration intacte de référence, i.e. dans ’état d’ordre absolu. L’énergie minimum E,;,(Tinitial) =
mjinEj(Tinitial) étant réalisée uniquement par cet état — état de base non dégénéré —, la loi de

Nernst ou troisieme loi de thermodynamique est valable, et T' = 0 correspond a S = 0. Ceci
détermine que la température initiale est proche de Tiyjtia = O.
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2.2.3 Interprétation qualitative de 1’évolution du systeme du point
de vue de la théorie de 'information

Nous avons supposé en préliminaire que la distribution de probabilité d’occupation sur les
microétats, que nous obtenons en supposant qu’elle maximise ’entropie sous contrainte, provient
physiquement d’un processus stochastique ou un systeme dynamique sous-jacent.

Considérons par exemple un systeme avec désordre recuit, ou les sites potentiels de micro-
fractures sont les faces d'un réseau donné, et ou la dynamique de ces fractures est controlée
par un critere de Coulomb. Les seuils de Coulomb intervenant dans ce critére sont des variables
aléatoires indépendantes pour chaque site, d’une distribution commune. Un modeéle de désordre
recuit correspondra au fait qu’a chaque glissement sur une microfracture, on réinitialise la valeur
du seuil pour cette microfracture.

Supposons que I’on connaisse parfaitement 1’état initial du systeme, en demandant par exemple
qu’il soit intact. L’information est alors totale, et S = 0.

Si la distribution élémentaire des seuils de Coulomb présente un cut-off inférieur, tant qu’on
n’aura pas atteint une certaine valeur de la contrainte axiale, & contrainte radiale fixée, on sera
certain que la contrainte locale sur chaque microfracture n’a pas atteint le rapport Tiangent / Thormal
correspondant a ce cut-off, et que le systeme est toujours dans la configuration initiale : S n’aura
pas évolué, et la déformation sera entierement réversible. A partir du moment ou ce cut-off est
dépassé sur certains sites, il sera possible d’avoir une évolution des microfractures, et 'information
sur le systeme diminuera. A chaque glissement de microfracture, une nouvelle valeur de variable
aléatoire étant tirée dans la distribution, on aura de moins en moins d’information a priori sur
Iétat du systéme, et S devra croitre régulierement!2.

Cette image est qualitativement en accord avec la premiere loi (2.43), partageant le travail ap-
porté au systeme durant un incrément de charge d7, en une énergie réversible et une contribution
TdS correspondant a la création de microfractures.

2.2.4 Remarques sur les autres contraintes possibles

Le choix des contraintes mathématiques sous lesquelles on fixe ’entropie est capital, puisque
la distribution de probabilités sur les différentes configurations est entierement fixé par ces
contraintes. Il importe de recenser les autres choix possibles a priori, et d’analyser la cohérence
des résultats en découlant, et les éventuelles équivalences entre eux.

On a vu en section 2.1.1.1.2 que I’état du systeme macroscopique doit étre entierement fixé
par la donnée de D + 1 variables scalaires, ce qui correspond a la donnée de I'énergie plus les
valeurs propres du tenseur de contrainte, ou de déformation, macroscopiques. Préciser a la fois
les valeurs propres de la contrainte et la déformation n’est pas cohérent : cela surcontraindrait
le systeme, puisque cela correspondrait a la donnée de 2D variables macroscopiques.

12Méme dans le cas d’une évolution en temps décrite par un systeme dynamique avec désordre gelé, cette
conclusion qualitative s’applique : il faut remarquer que dans la définition de 'espace des microétats j que 'on
a adoptée, chaque j correspond uniquement a des informations géométriques sur les défauts, et non a la donnée
de ’ensemble des valeurs réalisées sur chaque site des variables aléatoires contrélant la dynamique (par exemple
des seuils de Coulomb). La géométrie initiale des défauts étant fixée dans un tel modele (on pourra par exemple
les supposer initialement tous intacts), 'information sur les variables définissant nos microétats est initialement
totale. Ensuite, le fait que le systéme meéne & des états crackés montre de méme que l’entropie S, propriété
émergente de la distribution {P;}, probabilités sur notre espace de microétats, croit.
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On a par contre encore une certaine latitude dans la formulation des contraintes : on a
d’une part la latitude de faire porter les contraintes mathématiques sur les valeurs propres de
la déformation macroscopique, ou de la contrainte macroscopique. D’autre part, on peut faire
porter les contraintes sur les variables mécaniques, soit en fixant leur moyenne d’ensemble, soit
en fixant la valeur précise de ces variables pour les microétats réalisés. Schématiquement, on peut
énoncer huit facons possibles de poser les contraintes :

2.2.4.1 Contraintes mathématiques portant sur la contrainte macroscopique

Les quatre ensembles possibles correspondent a

1. Zj P,E; = U; Vj1; = 7. Il s’agit de 'ensemble contrainte-énergie que I'on a décrit jusqu’ici.
Le parametre extérieur est fixé par la condition Vj7; = 7.

2. X2, PjE; =U; 3, Pj7; = 7. Le parametre extérieur est libre de fluctuer, et dans la fonction
de partition, on doit faire une somme additionnelle sur la valeur réalisée de 7;, ce qui alourdit
notablement le formalisme.

3.ViE; =U; >, y Pj7; = 7. Le parametre extérieur pour les variables micromécaniques est
donné par la condition Vj F; = E = U.
. _ . . _ _ 1
nique pour lequel seul apparait le sous-ensemble compatible avec les deux conditions. Tous
ses membres sont équiprobables.

Cet ensemble est un ensemble microcano-

Ces ensembles s’obtiennent les uns a partir des autres en faisant le méme type de transformation
que pour passer du microcanonique au canonique, par exemple. Les potentiels correspondant
s’obtiennent par transformée de Legendre les uns des autres, soit par rapport a I’énergie, soit par
rapport a la contrainte , comme on peut aisément le vérifier. Un résultat classique de physique
statistique nous garantit alors que dans la limite thermodynamique!?, les moyennes obtenues
avec chacun de ces ensembles doivent coincider.

Le deuxieme ensemble ajoute une sommation, et le quatrieme restreint ’ensemble sur lequel
effectuer les sommes, ce qui est peu manipulable par la suite. Pour le choix entre les deux
ensembles restant, il est nettement plus simple d’obtenir I’énergie d’un état dont on donne les
conditions aux frontieres extérieures en fixant entierement 7;, et les conditions aux frontiéres
intérieures en fixant j, que d’obtenir Tayay,;, avec la donnée conjointe de E, Tragia; €t j. On a
pour ces raisons pratiques fait le choix de travailler & ’aide du premier, les autres donnant des
résultats équivalents.

2.2.4.2 Contraintes mathématiques portant sur la déformation

on peut également poser les contraintes de quatre fagons différentes :
1. ZijEj =U;Vjej=e.

2. Z]P]E]_7 = U; ZijEj = £.

3. \V/_]E] = U, ZijEj = £.

1Bqui correspondrait, pour nous, & une taille des volume mésoscopique tendant elle-méme vers ’infini, ce qui
est possible formellement pour un milieu infini.
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4. Vi E; =U;Vje; =¢.

La encore, ces ensembles donnent des potentiels transformés de Legendre les uns des autres. Ils
ne sont par contre pas équivalents aux précédents.

En manipulant les potentiels en découlant, on peut établir pour chacun d’eux que la premiere
loi peut se mettre sous la forme

dE = 1de +TdS

Comme on fait par ailleurs I’hypothese que 1’énergie contenue dans la roche est entierement
d’origine mécanique, on a également

dE = 1de
ce qui impliquerait que
TdS =0

lors de la charge : le processus devrait étre adiabatique.

Ceci est en totale contradiction avec les arguments qualitatifs développés en section 2.2.3.
Alors qu’en faisant porter les contraintes sur la contrainte macroscopique, on distingue clairement
dans la premiere loi le terme réversible, de pure élasticité, et le terme irréversible, lié a la création
de microfractures, c’est impossible ici. Hors la création et 1’évolution des microfractures, qui
sont des effets de seuil, phénomenes abrupts en temps, correspondent eux-méme a de petites
transitions de phase de premier ordre : on doit nécessairement avoir une entropie non nulle
associée a la création de microfractures. L'impossibilité de ces ensembles & rendre compte de ceci
est liée au fait que les différences en énergie entre charge et décharge sont du premier ordre, O(d7),
pour une variation de contrainte donnée, puisque dr/de est différent dans les deux cas, mais du
second ordre, O(de?), pour une variation de la déformation, puisque 7 est identique en charge
et en décharge. Choisir ¢ comme variable indépendante ameéne donc des résultats incohérents,
car I’énergie irréversible associée a la création de microfractures ne peut apparaitre avec cette
variable.

En conclusion, seuls les quatre ensembles de la section 2.2.4.1 peuvent de fagon concevable
donner des résultats pertinents, et sont supposés équivalents les unes aux autres. Celui que I'on
a décrit jusqu’ici est le plus simple a manipuler par la suite.
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Chapitre 3

Un modele spécifique pour
I’hamiltonien

Pour exploiter le formalisme général de physique statistique développé au chapitre 2, il faut
maintenant élaborer un modele spécifique décrivant ’ensemble des microétats possibles, et les
expressions des dépendances mécaniques E;(¢;) associées a chacun d’eux. On ne pourra naturel-
lement pas inclure dans ce modele la généralité des défauts possibles menant a la fracturation, qui
sont incroyablement variés suivant le type de roche, et conduiraient a un formalisme beaucoup
trop lourd. Par contre, en intégrant suffisamment des aspects qui semblent clé dans la description
de ces défauts par rapport au processus de localisation, et dans la facon dont ils interagissent,
on peut espérer construire un modele assez simple qui capture la physique du probléeme. On a
établi (section 1.1) qu’il est plausible que les processus de localisation pour de nombreux types
de roche, en tant que phénomenes critiques, appartiennent a la méme classe d’universalité. On
peut alors espérer que les résultats obtenus sur un modele spécifique simple puissent avoir une
validité tres générale, tout comme le modele d’Ising, simplissime, décrit de nombreuses propriétés
des transitions ferro/paramagnétiques de corps treés variés.

Les traits principaux que l'on veut incorporer dans cette modélisation sont les suivants :

— portée et directionalité des interactions entre défauts (c’est I’aspect primordial & capturer
pour mettre en évidence une transition de phase correspondant a la localisation macrosco-
pique).

— effet de la friction sur les microfractures, dans la mesure ol on s’intéresse a des conditions
de fortes pressions de confinement.

— prise en compte de phénomenes stabilisateurs du type “wing-cracks”, i.e. de la préférence
du front de fracture a s’ouvrir suivant les modes tensiles locaux que s’étendre en mode II :
on a discuté en annexe A.1 le caractere primordial de cet aspect, qui est la principale origine
de la stabilité de I'ouverture d’une fracture sous compression cisaillante avec pression de
confinement, par opposition a I'instabilité intrinseque du probleme en tension, au-dela d’une
taille critique de défaut.

— aspect abrupt de la dynamique de croissance des fractures, celles-ci apparaissant en général
par des déformations finies lors d’un changement infinitésimal de contrainte.

61
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3.1 Principes du modele

3.1.1 Variables de I’espace des phases

Pour construire ’espace des microétats possibles, on va tenter de définir un parametre d’ordre
en se fondant sur des arguments de symétrie : dans des essais triaxiaux, le chargement imposé
est a axisymétrique. En considérant une masse rocheuse virtuellement infinie, soumise a une
contrainte uniforme a l'infini, le probleme est également symétrique par translation. Tant qu’on
n’a pas atteint la localisation macroscopique, la réponse de I’ensemble de la roche respecte les
symétries du probleme (en faisant abstraction des effets aux frontiéres de tonnelage, dus a aux
difficultés techniques d’imposer dans les expériences réelles un glissement parfait sur les faces
axiales des échantillons : la contrainte imposée sur ces faces n’est en pratique pas parfaitement
uniforme, puisque la force imposée sur ces frontieres comporte inévitablement une composante
tangentielle a la surface, variable). La localisation macroscopique se caractérise par I’apparition
de bandes de cisaillement macroscopiques traversant la roche, inclinées par rapport a la direc-
tion de contrainte principale, ou la déformation est concentrée. Il est clair qu'un tel champ de
déformation macroscopique brise spontanément les deux symétries, rotationnelle et translation-
nelle, du probleme.

Conformément a la démarche usuelle pour décrire un phénomene critique, on va focaliser la
description de nos microétats sur un parametre d’ordre ¢, nul quand les symétries sont respectées,
et caractérisant le type et I'amplitude de la brisure de symétrie locale quand elle a lieu. Ce
parametre d’ordre pourra avoir localement des valeurs non nulles tout au long de I'histoire,
puisque la déformation d’un milieu hétérogene est localisée aux plus petites échelles (grains et
frontieres de grains) deés le début de la déformation. Les brisures de symétrie macroscopiques se
traduiront par une valeur moyenne du parametre d’ordre non nul. La fonction d’autocorrélation
a deux points de ce parametre d’ordre devra faire apparaitre ’échelle caractéristique a laquelle
la déformation peut étre considérée comme localisée.

Un microétat indicé j correspondra a la donnée du champ ¢(r) pour tout point r d’un
volume mésoscopique. Ce champ peut étre relié a une image géométrique de la configuration de
microfractures simplifiées de la facon suivante : on discrétise le milieu en un réseau régulier, de
mailles microscopiques de taille linéaire A,,~ de volume élémentaire V,, = AP!. Chaque maille
est contrainte a contenir au maximum une microfracture, modélisée le plus simplement possible,
comme une sphéroide oblate ayant deux (D —1) grands axes égaux a [, et un troisiéme négligeable
devant eux. Si r spécifie la position de la maille considérée, on définit p(r) comme un divecteur
colinéaire & ce petit axe (normale de la microfracture), de norme égale au rapport %

3.1.2 Principe de ’énergie d’interaction entre microfractures

Il faut maintenant associer a chaque microétat, une énergie en fonction de la déformation aux
limites d’un volume mésoscopique. Cette énergie se scindera en termes additifs sur le champ ¢,
du type [ f(¢(r))dr, et en termes d’interaction entre microfractures impliquant des intégrales
multiples emboitées, du type pour les plus simples [ [ g(¢(r1), p(r2))dridrs.

1D étant la dimensionnalité de 1’espace
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Fi1G. 3.1 — Exemple de modele local :
Les fractures sont contraintes a étre sur les liens d’un réseau carré, brisés (traits pleins) ou
non (pointillés). Avec une hypothese de localité, on peut écrire toutes les énergies d’interaction
possibles entre liens voisins, cad joignant un méme vertex. Ces énergies doivent respecter les
symétries du probléme, i.e. étre inchangées par translation (indépendantes de la position), et par
symétrie par rapport a un axe vertical ou horizontal (directions de contrainte principales). On
représente les sept termes possibles, et les vertex associés.

Une hypothese de localité sur les interactions entre microfractures nous permettrait de res-
treindre le terme d’interaction a des contributions entre microfractures suffisamment proches. En
demandant alors que seules les interactions entre plus proches voisins contribuent, et en exigeant
que ces termes aient les propriétés de symétrie du probleme, il est alors possible d’écrire la forme
générale de ces interactions?. Cette approche permettrait en principe d’obtenir la forme la plus
générale d’interactions locales, réduites a des interactions de plus proches voisins.

Pour ce probleme, il est toutefois tres important de noter qu’il existe également entre micro-
fractures, des interactions non-locales de longue portée : en effet, les microfractures interagissent
entre elles via les perturbations du champ de contrainte qu’elles induisent dans les solutions du
probleme élastostatique. Or ces interactions élastiques sont tout-a-fait non-locales, au sens sui-
vant : le champ de contrainte 67 induit par une microfracture tombe en T% a grande distance.
On peut exprimer la contrainte en un point pris comme référence » = 0, comme la contrainte a
I’infini plus la somme des perturbations dues a chaque microfracture. L’influence des microfrac-
tures éloignées d’une distance supérieure a [, suffisante pour que I'approximation ci-dessus soit

valable, est > icrocrack i frisi) W, ou la fonction f ne dépend que de la direction relative

de la fracture ¢ par rapport au point considéré, donnée par le vecteur unitaire 7;, et I’état de
la fracture i, ¢(r;). D étant la dimensionnalité de 1’espace, si les microfractures sont réparties
avec une densité approximativement uniforme, on voit donc qu’avec cette forme on ne peut a
priori donner de distance [ au-dela de laquelle cette contribution des fractures lointaines sera
négligeable, puisqu’en approchant cette contribution par une intégrale on aura une mesure d°r
qui a exactement la méme dimensionnalité que le dénominateur 2, ce qui semble pouvoir donner
des divergences logarithmiques de ce terme dans certaines configurations?.

2Par exemple, dans le cas d’un milieu bidimensionnel, en contraignant de surcroit les microfractures 3 étre de
taille fixée et situées sur les liens d’un réseau carré incliné a 45° sur la contrainte principale, on peut considérer
qu’un microétat correspond a la donnée de I’état de chaque lien — brisé ou non. Les mailles du réseau représentent
alors en quelque sorte des grains réguliers, et les liens des frontieres de grain. En exigeant que les seuls termes
d’interaction non nuls impliquent des liens joignant un méme nceud, la forme générale de ces termes respectant les
symétries du probléme est tres simple, et le modele résultant est isomorphe & un modele d’Ising avec interactions
& deux et quatre spins (d’apres Lieb et Wu [1972], Wu [1971] et Baxter[1971]). Voir la figure 3.1.

3La condition pour qu’une telle distance existe est plus subtile : il faut d’abord étudier les propriétés de la
fonction f. Si elle est de moyenne nulle sur ’ensemble des états possibles ¢, on aura un phénomene du type
“écrantage de Debye” : en groupant dans cette somme, suivant une direction 7, les sites par segments de longueur
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La portée des interactions étant précisément le type de caractéristique d’un systéme physique
influant sur la nature d’un point critique, il est capital d’inclure cette nonlocalité des interac-
tions élastiques dans notre modélisation. On a choisi d’incorporer ceci de la facon suivante :
considérant une configuration de fractures donnée, 1’énergie se scinde en une part caractérisant
I’énergie irréversiblement stockée dans le milieu, consommée dans la formation des fractures, et
une énergie élastique réversible. Les fractures sont supposées étre petites par rapport aux cellules
les contenant. On fera I’hypothese qu’une fracture modifie le milieu par deux effets principaux :

1. Il nécessite une certaine énergie de formation modélisée comme indépendante de la présence
des autres fractures (ie I’énergie résiduelle est un terme additif)

2. il modifie le comportement mécanique de la cellule en remplacant simplement le tenseur
des modules élastiques du milieu non endommagé par un tenseur effectif.

Les interactions viendront donc entierement du deuxieme effet. Les termes énergétiques corres-
pondant a cette modification des propriétés mécaniques se scindent eux-méme en deux : pour des
microfractuires éloignées les unes des autres (séparées d’une distance nettement supérieure a leur
taille), la perturbation de contrainte induite par une des fractures, au voisinage de I’autre, est
dans le régime asymptotique de champ lointain : la taille finie de ces fractures ne joue aucun role
dans ce cas. Ce régime asymptotique correspond aux interactions nonlocales entre fractures, es-
sentielles pour ce probléeme. Pour des microfractures voisines, par contre, I’effet de taille finie des
microfractures est sensible, et on a un terme additionnel représentant 1’écart de la perturbation
de contrainte réelle, par rapport au régime asymptotique de champ lointain.

Le principe d’obtention des interactions de longue portée est le suivant : on considere les
fractures comme petites par rapport aux cellules, et il est valide de faire pour le comportement
effectif d’une cellule repérée par sa position 7, une approximation d’élasticité linéaire dr(r) =
Ceficace ((r))de(r) : Les interactions dues & des dérivées d’ordre supérieur & un du champ de
déplacement sont négligées. La modification du tenseur local C sera également faible —bien qu’on
ait apparition d’une anisotropie due a la présence de la fracture—, et on pourra obtenir la solution
du probleme élastostatique par approximation de Born. En poussant cette approximation jusqu’a
I’ordre 2 en ¢, on aura les premiers termes non-locaux, que 1’on retiendra pour modéliser I’énergie
d’interaction entre microfractures.

On verra en section 4.4 que la seule prise en compte des interactions de longue portée permet
de prédire une transition de localisation macroscopique, mais que la nature de cette transition
est incompatible avec certaines observables macroscopiques. La prise en compte simultanée d’in-
teractions de courte portée est donc également capitale dans la physique de ce probleme. On
les modélisera en section 3.6 comme des interactions de plus proches voisins, tout en gardant
une forme assez simple par rapport au type le plus général discuté plus haut, bien que cela soit
possible en principe. En effet, en étudiant les conséquences des différents modeles en section 4.4,
on verra que la nature des transitions qui nous intéressent est dictée par la forme précise des
interactions de longue portée, conjointement a la présence d’interactions a courte portée, mais
est relativement peu sensible a la nature précise de ces dernieres.

¢ (la longueur de corrélation), la somme des contributions de ces segments correspondra & cette moyenne, et
des interférences destructives entre ces contributions garantiront que cette somme est négligeable & partir d’une
certaine distance.
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Fia. 3.2 — Idéalisation d’une microfracture ellipsoidale :
I’inclusion est désignée par 'indice 1, la matrice par 'indice 0. L’axe 5 est perpendiculaire a la
figure.

3.2 Constantes élastiques effectives pour une microfrac-
ture

Afin d’établir la forme des interactions de longue portée entre fractures, on va maintenant
s'intéresser a la variation des modules effectifs de cellules contenant des microfractures supposées
petites par rapport a leur taille — ce qui revient a négliger les effets de taille finie des microfrac-
tures, sensibles uniquement dans un proche voisinage.

3.2.1 Lien du probleme avec le tenseur d’Eshelby

Une microfracture est ici modélisée comme une inclusion sphéroidale oblate, de demi-grands
axes a, b, c orientés respectivement suivant les directions orthogonales Z1, %5, 23 , avec a = b =
% >> ¢ — voir figure 3.2. L’intérieur de l'inclusion est supposé étre beaucoup moins dur que la
matrice, i.e. avoir des modules élastiques beaucoup plus faibles. On fait également I’hypothese
simplificatrice que 1’on n’a pas de déformation libre (stress-free strain en anglais) dans 'inclusion,
c.a.d. que lorsqu’aucune contrainte n’est exercée aux frontieres de I'inclusion, elle a 1a méme forme
que si la matiere contenue était identique a la matrice. On cherche a déterminer le tenseur des
modules élastiques effectifs C' pour cette cellule, qui est par définition tel que dans une variation
des conditions aux frontieres uniformes imposées de™, on ait

dFij = ijkldgkl (31)
olu les barres supérieures désignent les moyennes en volume sur la cellule. Comme on a supposé

une déformation libre nulle dans I’inclusion le champ de déformation a contrainte nulle est ¢ = 0.
Les deux milieux étant décrits par I’élasticité linéaire, en intégrant cette loi depuis un état de
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contrainte nul, on obtient qu’elle est équivalente a

Tij = Cijki€ri (3.2)
On a par définition
_ .1 _ _
TijIV— /S; Tidi.’Ii = (1 — U)T?j -+ UT%]- (33)
m
_ .1 _ _
Ey=y, /Q eijd’z = (1 —0)ey, + ve (3.4)
avec le volume relatif (porosité de la cellule) vﬁ“/{—;, son complémentaire (compacité) 1 —v = “,/—:%,

855 Jo, €id", ete.
Dans la matrice €y les modules élastiques sont uniformes, C?jkl, et dans l'inclusion €2, ils sont
uniformément égaux a Cj;,;. (3.3) et (3.4) s’expriment donc
iy = (1— U)C?jklggl + vciljklgllcl (3.5)
gij = (1 — U)ggj + ’nglj (36)
On utilise alors le résultat exact dérivé par Wu [1966] , sur la base de la théorie de Eshelby
[1957] : la déformation dans I'inclusion est uniforme, et est reliée a la déformation a l'infini par
un tenseur 7' :

§1~ = Tijklgz? (37)

L)

On fait alors 'approximation £* ~ g, valable car on considere de petites inclusions v ~ 0. Cette
relation exacte devient alors

&y = TijkEn (3.8)
La contrainte (3.6) impose alors
(I—v)ey = &;—vE,
= (0ir0j1 — vTijk1) Tha
cad
£y WijkiE i (3.9)
avec (1 —v)Wijw = (0idji — vTijm) (3.10)
On peut donc avec (3.8), (3.9) et (3.10), écrire (3.5) sous la forme
Tii = [(1—=0)ChuWhimn + V035 Thimn)| Emn
= [Cliri (Okmbin — VT kimn) + vCix Tetmn| Emn (3.11)

ce qui comparé a (3.2), définit nos modules effectifs. Comme on a supposé de plus que l'inclusion
est beaucoup moins dure que la matrice, le dernier terme est négligeable et on obtient en inversant
les indices (kl) et (mn),

Cijrl = Czpjk;[ — 00} Tk (3.12)

ijmn
Le tenseur T, défini par Wu [1966], se relie au tenseur S défini par Eshelby [1957]. On renverra
a ces travaux pour les définitions de T' et S, et les relations entre eux.
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3.2.2 Expression des modules effectifs dans le repere propre a la mi-
crofracture

On montrera en annexe C.1, en adaptant les résultats des deux articles cités ci-dessus a
notre probléeme particulier, que le tenseur des modules élastiques effectifs reste symétrique sous
I’inversion des deux premiers ou deux derniers indices — ce qui est une trivialité : symétrie de
et 7 par rapport a leur indices, par définition —, ainsi que par rapport a I'inversion de la premiere
et deuxieme paire d’indice — ce qui n’est pas systématique pour des modules effectifs. En faisant
I'identification des paires d’indices latins (ij) sur de nouveaux indices simples notés en lettres
grecques «, (11) — 1, (22) — 2, (33) — 3, (23) — 4, (31) — 5 et (12) — 6, on établit dans cette
annexe que

0?1(1 - X1) 0?2(1 - X2) 093(1 - X3) 0 0 0
0%1(1 - X2) 0%2(1 - X1) C%3(1 - X3) 0 0 0
_ | Gl —xs) Cxp(l—xs) Cy(l—xs) 0 0 0
(Cap) = 0 0 0 C%(1 — x4) 0 0 (3.13)
0 0 0 0 Ca(1—x4) O
0 0 0 0 0 036
ol en notant
16 3 16
220 7 .14
o SR g (314

les termes correctifs par rapport a une cellule intacte sont donnés a partir du coefficient de
Poisson ¢ de la matrice par

0.2

X = 7557 (3.15)
X2 = %’Y (3.16)
X3 = %7 (3.17)
= g (318)

et ol le tenseur C? est celui de la matrice intacte, supposée isotrope, i.e. avec \ et i les parametres

de Lamé du matériau®,

A+2u A A 0 0 O

A A+ 2u A 0 0 O

A A A+2u 0 0 O

0 —

(Caﬂ)(a,@)e{l,..,ﬁ}2 N 0 0 0 u 00 (3:20)

0 0 0 0 p O

0 0 0 0 0 u

4On rappelle la définition du coefficient de Poisson & partir des parametres de Lamé :

A (3.19)

T30+
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On peut faire quelques remarques sur les propriétés (prévisibles) de ces modules effectifs (3.13) :

1. la présence d’une fracture modifie les propriétés effectives de la maille la contenant d’une
petite correction, comme les trois coefficients y, proportionnels a |¢| = 13/V},, sont pe-
tits devant 1. La présence de la fracture assouplit le matériau, puisque (3.15), (3.16) et
(3.17) montrent que les coefficients x sont positifs (pour des raisons thermodynamiques, on
doit toujours avoir —1 < o < 0.5), et qu'ils interviennent négativement dans les modules
effectifs.

2. D’autre part, on peut vérifier que les modules effectifs sont inchangés en échangeant les
indices des directions Z; et Z9, comme il est naturel vu qu’on a supposé a = b. Par contre,
ils ne sont pas invariants sous I’échange d’une de ces deux directions avec 3 normal a la
fracture (par exemple C111y =C11 = C%(1—x1) = (A +2p)(1 — x1) # (A +2u)(1 — x3) =
CY%(1 — x3) = C33 = Caszsz ) : ceci montre que la présence de la fracture introduit une
anisotropie du comportement de la maille.

3. Enfin, une propriété non triviale est que ces modules sont tout-a-fait indépendants de
I'épaisseur de la fracture ¢ (dans la limite ol ¢ < a = b) : les corrections sont simplement
proportionnelles & || = 13/V},.

3.2.3 Modules effectifs en fonction du champ ¢ local

On veut exprimer le tenseur des modules élastiques effectifs C', dans un repere général non lié
a la fracture elle-méme — jusqu’ici les axes ont été définis relativement a ’inclusion —, en fonction
du champ local ¢ de la maille considérée.

On va faire une restriction importante sur le modele : vu la lourdeur des dérivations qui
découlent, on a choisi de se restreindre dans un premier temps a des modeles bidimensionnels. Ceci
peut notablement modifier les résultats qui suivront sur la transition vers la localisation, puisqu’il
est bien connu que la dimensionnalité de I'espace joue couramment un réle dans la nature du point
critique. Expérimentalement, on a vu en section 1.1.4.3 que la compression d’un empilement de
pailles cylindriques, systéme de nature plutét bidimensionnelle (modele de Schneebeli), semble
appartenir a la méme classe d’universalité que les expériences triaxiales ou biaxiales sur des
roches tridimensionnelles : 'exposant v déterminé dans les courbes de charge est indiscernable
des autres. Ceci encourage a espérer que la nature de la transition ne sera pas affectée par
le fait que I'on travaille en dimension D = 2 ou 3. Conceptuellement, on peut imaginer que les
interactions élastiques entre deux fractures seront nettement plus fortes lorsque leurs normales et
le vecteur de position relative, sont dans un méme plan. Ceci permettrait peut-étre, en négligeant
les interactions quand ce n’est pas le cas, et en restreignant les fractures a étre dans une des huit
orientations déterminées par les plans bissectrices des trois directions de contrainte principale,
de décrire un systéme tridimensionnel comme un produit de deux systémes bidimensionnels
orthogonaux indépendants, contenant chacun la direction de contrainte principale axiale et une
direction radiale. En tout état de cause, la seule facon d’étre fixé sur cette question serait de
considérer un modele pleinement tridimensionnel, et de comparer les résultats. Ceci n’a pas été
mené a bout dans le cadre de cette thése.

La méme dérivation en dimension D = 2, en refaisant les calculs d’intégrales elliptiques
d’Eshelby pour ce cas, est faite en annexe (C.1.3). Le tenseur C conserve naturellement une
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structure analogue a celui obtenu en (3.13) : on obtient

A+2u) (1 =Glel) A= Glel) 0
(Cap) = A(L = Gofee]) (A=+2p) (1 = Gafpl) 0 (3.21)
0 0 (1 = Gsleol)

ol on a identifié les paires d’indices latins a des indices grecs simples avec la convention suivante :
(11) — 1, (22) — 2, et (12) — 3. Les coeflicients ¢ sont des constantes positives reliées aux
constantes de Lamé du matériau intact :

T A2
= —— 3.22
TA+2u
= = 3.23
o = T2 (323)
T A+ 2u
= — .24
(3 TR (3.24)

Une maille ne contenant aucune fracture correspond par convention a une valeur du champ local
¢ =0, et I'expression (3.21) s’identifie bien dans ce cas aux modules du matériau intact isotrope.
Les trois coefficients  sont toujours positifs, puisque pour les matériaux connus, et bien sir les
roches, les constantes de Lamé sont positives.

On va faire une restriction supplémentaire sur le modele : les fractures sont contraintes a étre
a 45° de ’axe de contrainte principale, ce qui se justifie par le fait que ces directions correspondent
au cisaillement maximal de la contrainte macroscopique, et que les fractures arrivent principale-
ment en mode II dans les cisaillements compressifs avec pression de confinement. Cette restriction
rend naturellement le formalisme qui en découle beaucoup plus maniable. La différence entre un
modele de ce type, et un plus général ou l'orientation des fracts est laissée entierement libre,
est de méme nature que la différence entre un modele d’Ising et de Heisenberg, qui donnent des
résultats en de nombreux points semblables pour la nature de la transition ferro/paramagnétique.
On pense donc que les résultats qu’on établira sont peu touchés par cette restriction, mais une
fois de plus, la seule facon d’en étre siir serait de traiter le modele o1 'orientation est entierement
libre, et de comparer.

Avec ces restrictions, le parametre d’ordre ¢, qui était un divecteur, peut se mettre sous la
forme d’un réel : par convention, les fractures ayant leurs normales suivant une bissectrice de
(€axial, Eradial) S€rOnt repérées par ¢ > 0, celles suivant Pautre bissectrice, par ¢ < 0. L’amplitude
du champ est donnée, elle, par |p| = %, ol [ est la longueur de la microfracture, et A,, le coté
d’une maille du réseau carré qui représente notre milieu discrétisé pour la définition des points
de référence du champ .

On représente en figure 3.3 ce réseau , ainsi que des directions é; et éy de référence pour
notre milieu. Deux fractures, correspondant a des champs ¢ de signes opposés, y sont également
représentées pour fixer cette convention de signe. L’expression (3.21) du tenseur des modules
effectifs d’une maille contenant une fracture, valable dans le repere propre de cette fracture — ou
la premiere direction est suivant son extension, la deuxiéme suivant son épaisseur —, se transforme
aisément pour avoir son expression dans le repere de référence (éy, é2) ainsi défini : Si ¢ > 0, le
repere propre coincide avec celui de référence. Si ¢ < 0, on inverse simplement les indices 1 et
2 dans les composantes, ce qui au vu de la forme (3.21), échange simplement les deux termes
C11 = Chinr et Oy = Cooga.
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Fia. 3.3 — Définition d’un repére (é,é;) fixé au milieu, et de la convention de signe pour le
champ .

Décomposant ces deux formes en un terme pair et un terme impair en ¢, on établit I’expression
générale

C(r) = C"+46C (3.25)

0C = Ap(r)+ Blo(r)| (3.26)
—(A+2p)m 0 0

avec (Anpg) = 0 A+2p)m O (3.27)
0 0 0

—(A+2p)(m + m2) — A1 0
et (Bap) = =/ —(A+2u)(m+m) 0 (3.28)
0 0 —HT3

ol on a redéfini des parametres 7, équivalents aux précédents (, par la relation

(771,772;773) = (%aé&a&i) (329)

. On remarque que 7, et 73 sont positifs, ainsi que 7y + ns.

3.3 Energie élastique pour une population de n fractures
a déformation donnée

3.3.1 Energie potentielle élastique en fonction de la perturbation des
modules éc

On veut déterminer I’énergie potentielle élastique E]e-l(s(o)) d’un microétat dénoté par j, qui
correspond a la spécification du champ ¢ en tout point du mésovolume €2, en fonction d’un
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déplacement linéaire u(¥) imposé aux frontieres correspondant & une déformation uniforme ()
par

Vo € 00, u(z) =0z (3.30)

Ce microétat correspond a un tenseur des modules élastiques variable dans le volume, donné par
(3.25). L’équation d’équilibre élastostatique déterminant le champ de déplacement u, est

V2 eQ, Vr=V.[(C'+6C):¢] = 0 (3.31)
i.e. 8jnj = C?jklajakul + 8j[(50ijk18kul] =0 (332)

ol par convention, 0; désigne la dérivée partielle d’une quantité par rapport a la coordonnée x;,
les autres coordonnées étant fixes. La deuxiéme égalité vient du fait que C?, tenseur des modules
du matériau intact, est uniforme.

Ce probleme étant parfaitement linéaire, on utilise la fonction de Green de I’élastostatique
G, associée au milieu homogene non endommagé, solution du probleme

Cijt10i0kGim(2,2') + 0imd” (z — 2') = 0 (3.33)
Vz € 090, Gij(z,2") = 0 (3.34)

Gij(z,2") est par définition la composante selon €; du champ de déplacement créé en x par une
force ponctuelle é; appliquée au point ', sous conditions aux frontieres de déplacement nul, pour
le milieu intact. Notant u(¥ le champ de déplacement qu’on aurait dans un milieu parfaitement
homogene, qui est donné par I’extension homogene en déformation dans le volume des conditions
aux frontieres (3.30),

Vo e Q, u0(z) =9 g (3.35)

on établit que le champ de déplacement u doit vérifier

Vz € Q, us(z) = u”(z) + Gij(z,2") Ok [0C kimOp i) () dP ! (3.36)

e

ou par convention, J; désigne les dérivées partielles par rapport a z}, les autres variables (autres

coordonnées %, j # i et éventuellement les coordonnées ; si la grandeur en dépend) étant fixées.

Comme on a fait I’hypothese que les fractures sont petites par rapport aux cellules les conte-
nant, i.e. |p| < 1, §C étant proportionnel & une combinaison linéaire de ¢ et || — relations
(3.25) & (3.28) -, le champ de déplacement u sera proche du champ u(®. On va déterminer ce
champ par perturbation en 1’écrivant sous forme d’un développement en ¢ :

u=u® +u® +u® 4 . avec u™ € O(p") (3.37)

L’équation (3.36) se met alors sous la forme

o0 o

Z“gn) (z) = Z/ o Gyj(, 2") O [6¢pamOpu™ V) (2" dP 2’
z’'e

n=1 n=1
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ce qui permet en identifiant terme & terme en ordre de ¢, et en rappelant que dc est O(yp),
d’établir
v, uD (z) = / G (") [5csmdrul™] (') AP (3.39)
' e€Q
La solution obtenue ainsi en conservant les termes de la perturbation jusqu’a l'ordre n, est
I’approximation de Born au méme ordre. On remarque au passage que puisque les conditions

aux frontieres en déplacement sont vérifiée par le champ d’ordre 0, tous les termes suivants sont
identiquement nuls sur les bords :

Vn > 1,Vz € 09, u™(z) =0 (3.39)

On définit de méme en expansion en ¢, les champs de déformation et contrainte :

Eij = %(@uj + Oju;) = i%gg?) (3.40)
Tij = (Chip + OCijr)em = iTi(]m (3.41)
n=0
Identifiant les termes du développements, on a a tout ordre n,
0 = @ + ™) (3.42)
TZ.(].") = C’?jkle,(c?) + 5c,-jkle,(€7_1) (3.43)

avec la convention (=Y = 0.
La densité d’énergie élastique est donnée par

1
= —T:¢
©T 3
1
- ()| . (2)
P q
1 o0 n
- (a) . -(n—a)
= 52 > e
n=0 a=0
ie en développant e en ¢,
e = Ze(") (3.44)
1 n
m) — = (a) . _(n—a)
el = 2;7‘ e (3.45)

L’énergie potentielle élastique Ejl(e(o)) est par définition la densité moyenne d’énergie élastique
sur le volume mésoscopique :

E* = Y E™ (3.46)

1
EM — = / e 3.47
v/ (3.47)
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Pour chaque terme de ce développement, on va utiliser la condition aux bords (3.39) pour éliminer
la plupart des termes :

QVE™ = /ZT(O‘) : g(r=a) gDy

Q2 a=0

= /ZT(“) : [Vu("’“)} dPx
Q a=0

_ / S (V. [f9 4] — [7.r@] -0 4y
Q a=0

= / iﬁ.T(“).u("_“)dD_lx
8

Q a=0

= /ﬁ.T(").u(O)dD_lx
a0

= /T(") :e0gPy
Q

ol la symétrie de 7 par rapport a ses indices permet de passer a la deuxieme ligne; ’équation
d’équilibre (3.31) qui est naturellement vérifiée séparément par tous les ordres 7(™ annule les
seconds termes de la troisieéme ligne; on passe a la quatrieme par le théoreme de divergence de
Gauss, avec 7 la normale a la surface 0€2 ; et la condition aux frontieres permet d’annuler tous les
termes de la somme sauf un pour passer a la cinquieme. La derniére ligne s’obtient directement
en utilisant a nouveau le théoreme de Gauss. D’oll, en notant toujours d’une barre supérieure
une moyenne volumique,

1—
E™ = 57'(") . e (3.48)

Explicitons les premiers termes de ce développement de ’énergie élastique : le premier est trivia-
lement, puisque les champs sont homogenes et d’aprés les symétries de C?,

E© = %T(O) @ = %g(o) :C0 . 0 (3.49)

Ce terme est naturellement indépendant du champ ¢, puisqu’il correspond a la référence de la
perturbation, I’état vierge de toute fracture.
Le second, en utilisant (3.43), est

1
EV = W/Q (eW(z) : OO e 4+ £ : 5e(z) : 6®) dPx
- L u® (CO : €O 7dP 1y 4 16(0) : L / oc(x)dPz : €©
EY = %g“’) :c: e (3.50)

oll on a a nouveau utilisé le théoreme de Gauss et la condition de bords pour éliminer le premier
terme.
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Ce terme d’ordre ¢ est dépendant du microétat, mais il est purement local : il correspond a
une simple intégrale de dc, et est donc un terme linéaire en (¢, |¢|). Pour obtenir les interactions
entre fractures et leurs portées, ce qui motive ce modele élastique, on doit pousser I’approximation
de Born au deuxieme ordre :

R

_ L) . (04D
2V (z) : dc(z) : eVd"x

1 1
- / (0 ugl) + Opu U)(x)écabcd(ac)sgg)dl)x
E® = / Byul) ()8 capea(x)e Y dP (3.51)

oll le premier terme a été éliminé de méme que pour EW), et la derniere ligne résulte de la

symétrie de dcapeq par rapport a ’échange (ab). L’expression (3.38) est alors utilisée pour obtenir
(1.
ull)

u((ll)(x) = / Gaj(x,x')ak:[(5cjklm8yu£2)](x')de'
' €Q
= / Goj(, 2" )0 [6¢pum) (') dP 2! (3.52)
' e

comme le champ u(¥ est un simple champ de gradient constant £®. Réintroduisant ceci dans
(3.51), on obtient

11
E® = iv/ / egg)écabcd(m)abGaj(x,x')@kzécjklm(x')el(f,dedex' (3.53)
zeQ J2'eQd

Cette expression implique deux intégrales entrelacées de fagcon non triviale sur le volume, I'intégrant
reliant () et ¢(z') : il s’agit d’un terme non-local et nonlinéaire en ¢ qui sera notre terme d’in-
teraction. On peut des lors négliger les termes supérieurs de I’approximation de Born. Comme la
fonction de Green G,; est nulle sur les frontiéres par hypothese, on peut intégrer ceci par parties
(par rapport a la dérivée partielle notée 9, ci-dessus), et ignorer le terme de bords pour obtenir

—“_/ / €0y [cased] (2)Gas (2, 2") 0 [Ocjuam] (+)efndwds’  (3.54)
zeQ Jx'e

En faisant I’hypotheése que ’on n’a pas de fractures sur la frontiere du mésovolume, on pourrait
alternativement faire porter les dérivées partielles entierement sur G. Cette expression implique
une double intégrale sur le champ ¢ en x et x’, avec un opérateur symétrique reliant les deux
points, que ’on appellera un propagateur®.

3.3.2 Energie potentielle en fonction explicite du champ ¢

On va maintenant utiliser les résultats de la section (3.2) pour réécrire cette énergie potentielle
élastique en fonction d’opérateurs sur le champ ¢.

Sterminologie issue de la théorie quantique des champs.
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— Introduisons tout d’abord quelques notations : on note la dilatation et ’opposé du cisaille-

ment macroscopiques®,

~ macroscopique __
A = € = Eradial + €axial (355)
v = _(5radial - ‘Saxial) (356)
Le repére que 1’on a choisi étant incliné & 45° des axes de contrainte principales (éragial, €axial ),

(cf figure 3.3), la déformation macroscopique s’y exprime, avec R I'opérateur de rotation
correspondant (Ry; = Ry = cos(45°) = 1/v/2, Ry = —Ryp =sin(45°) = 1/v/2),

(0) 7 ( €Eradiat 0 _ 1/ 11 Eradial 0 I -1
}z( 0 5mm>R__2<—11 0 i )\ 1 1

1/ A «v
: (0)
Le. g/ = 2 ( . > (3.57)

— D’autre part, pour alléger les notations, on va a partir de maintenant adopter la grandeur
A+ 2 comme unité de contrainte. On introduit également le parametre

~Atn

A+ 2u
On verra qu’il apparait naturellement lors de 1’établissement de la fonction de Green de
I’élastostatique — voir annexe E.1. Remarquons simplement que comme A et u doivent étre
positifs pour des raisons de stabilité de la matiere, o doit étre dans I'intervalle 0.5 < a < 1.
Avec cette convention d’unité, les lois (3.26)-(3.28) se reformulent :

(3.58)

0C = Ap(r)+ Blo(r)| (3.59)
- 0 0
(Aap) = 0 m 0 (3.60)
0 0 0
—(m+m) —Q2a-1)n 0
(Bag) = | —@Qa—=1n  —(m+mn) 0 (3.61)
0 0 —(1—a)ns

et C° est donné par

1 20— 1 0
(Cog) =1 22—-1 1 0 (3.62)
0 0 l—a
On peut maintenant établir explicitement nos termes de I’expansion de 1’énergie, explicitement

en fonction de A, y et ¢ :
— d’apres (3.49), (3.57) et (3.62), en ne conservant que les termes non nuls de la contraction,

0
280 = 511 01111511 +511 01122522 +5220211511 +52 ngzzgéz)
+&; )01212512 +512 01221521 +521 02112512 02121521
AZ? A? 72
= 2—+2.2a—1)— +4.(1 —a)—
T 200 ) +4(1-a)]

Spremier et deuxiéme invariants de la déformation macroscopique par rotation



~ TR S MY Y e SRS S S VST T

d’ott
1
E© = 5 (@A® + (1 — @)?) (3.63)

L’ordre O(p) s’établit & partir de (3.50) et (3.59) :

2BV = O Ap 1+ Blp|: ®
o) — (5(0) CAc 5(0)) D+ (5(0) : B 8(0)) lol (3.64)

comme A et B sont uniformes —dc est linéaire en (¢; |¢|)—.Le premier terme est nul :

AQ

0 0

+ %) Apmely) = 5 (=mA+m) =0

Ceci est tout a fait prévisible, attendu que la symétrie par parité (équivalent de la rotation
en 3D) garantit qu’on doit avoir une énergie identique dans la transformation ¢ — —¢, et
que P est impair sous cette transformation.

Les composantes non nulles de B correspondant aux mémes indices que celles de C°, la

contraction du deuxiéme terme s’effectue de la méme facon que pour E(¥, et on obtient

55(?14111159

A2 AQ 2
e®:B:e® = 2-7(—771 — 1) + 2.(20 - 1)7(—772) +4.(1- a)ryz(—ﬂ:’,)

d’ou
1

EW = ~3 (% +am) A%+ (1 - 04)77372] [l (3.65)

On remarque que ce terme est toujours négatif, proportionnel a m . il reflete le fait que la
fagon dont le matériau microfracturé est plus souple, au premier ordre (sans considérer les
interactions).

L’ordre O(p?) s’établit & partir de (3.54) et (3.59) : en notant

v=le| (3.66)

, et en renommant (ijkl) les indices (jklm), on a

—2VE® = 5&?1)51(3)/de/dD-f,Gai(-f:xl)ab(AabcdSD+Babcdq/))(x)aj’(Aijkl(P+Bijkl¢)(xl)
6&3)6](6(;)Aabcd14ijkl/de/delGai(x,xl)ab@ajl@
—i—agg)a,(g)Aabchijkl/dDac/de'[Gai(ac,a:') + Gia(z,2")]0pp0jp
+¢98 BuseaBijia / Pz / dPa' G oi(, ") Byt (3.67)

ol l'on a utilisé 'uniformité des tenseurs A et B, et la propriété de réciprocité de la fonction
de Green de I’élastostatique,

Gui(z,2") = Gu(2', x) (3.68)
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, pour obtenir la deuxieme égalité.

Pour expliciter ce terme, il faut connaitre la forme précise de la fonction de Green de taille
finie, définie par (3.33) et (3.34). Notre mésovolume élémentaire, qui pave 1'échantillon,
étant supposé carré (cubique en 3D), cette fonction de Green s’exprime en principe a
partir de la fonction de Green en milieu infini par la méthode des images : on construit un
réseau d’images x” de la source en x par toutes les compositions de symétries axiales par
rapport aux droites formant les liens du réseau des mésovolumes. On exerce en chacune de
ces sources images z”, une force (—1)"é; ou n est le nombre de symétries pour obtenir z"
en fonction de z. La somme des fonctions de Green de milieu infini provenant de ce réseau
de sources sera alors automatiquement nulle sur les frontieres. Ceci permet d’exprimer la
fonction de Green en milieu fini comme une série infinie de fonctions de Green en milieu
fini.

Cette forme complete rend malheureusement la forme de ’hamiltonien qui en résulte im-
possible a utiliser pour effectuer les intégrales fonctionnelles sur le champ ¢ intervenant
dans la fonction de partition. Pour ce terme, on utilisera comme approximation de G, la
fonction dont la transformée de Fourier est égale a celle de la fonction de Green en milieu
infini, tronquée pour que le mode de plus grande longueur d’onde corresponde a la taille du
meésovolume. La fonction de Green qu’on utilisera est donc la solution du probléme de Green
sous conditions aux frontieres périodiques, au lieu d’un déplacement nul. Cette approxima-
tion étant sensible uniquement aux bords du mésovolume, on espere qu’elle touchera peu
la nature de la transition vers la localisation que I'on déterminera.

Les conditions aux frontieres pour la fonction de Green étant périodiques, le probleme de
Green est invariant par translation et on a

Gai(z,2") = Gui(x — 2) (3.69)
On va utiliser la transformation de Fourier 2D :
flk) = /Q dPz f(z)e * (3.70)
f@) = 753 FR)er (3.71)
k
ou la somme sur les vecteurs d’ondes k est sur ’ensemble
(k= Q%ne i, i € 7} (3.72)

Les champs ¢ et 1) étant réels, leurs transformées de Fourier vérifient

B(—k) = 7" (k) ; (—k) = ¢~ (k) (3.73)

Comme ils ne peuvent varier plus rapidement que d’une cellule a sa voisine, A,, étant la
taille des mailles du réseau, on a un cut-off de petite longueur d’onde au-dela duquel leurs
transformées de Fourier sont nulles :

o(k) =0 si max(k;) > — (3.74)



~ TR S MY Y e SRS S S VST T

La fonction de Green étant paire (relation de réciprocité (3.68)) et réelle, sa transformée
de Fourier est également paire et réelle

G(—k) = G(k) = G*(k) (3.75)

Pour établir une forme simple de (3.67), on va d’abord établir la propriété suivante en
utilisant lidentité [, d”ze** = L6 : considérant deux champs u et v réels, on a

/dD /dD 'Gui(z — ") Opudyv

/d” [ #7425 it "“LDZM e
- L3D Zzzkbkl az(kll)/deei(kHc”)m/dD ! Z(k’ k")

k! k!

= L3D Z Z Z kbk, a,(k”)LD5k+kuL 519’ K
I kll

- L_D > " kyhesti(k)5(— k) Gai(— k)

_ LLD S k(R (k) G (k) (3.76)

On utilise de plus l'expression de G établie par (E.6), en annexe E.1 :

Gia(k) = m(ém —_ O[]Aii];la) (377)
~ .k
= T (3.78)

Cette fonction a notamment la propriété de symétrie par rapport a ses indices
Gai(z) = Gig() (3.79)

On peut alors formuler le terme d’interaction en utilisant (3.76) pour les trois termes de
(3.67), ainsi que les propriétés (3.73) et (3.79) :

—2LD(1 — a)E(2) = 5<(:d)5l(cl AubchZ]leD Z ‘(,0 | k kb( ia — ];'i]%a)
k=0
1 A rn -
+2e el AucaBigr 5 3, Rel@(k)i" (k) iy (00 — akika)
k£0

+5((;d)51(cl)BabchZ]kl D Z (k)P ko (6i0 — crkika) (3.80)
k0
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On opeére en annexe C.2 la contraction sur les huit indices impliqués, pour obtenir la forme
explicite (C.86). Notant par définition

On = (é1,k)
up = cos(26;) = cos® by —sin® O, = k2 — k3

v = sin(26;) = 2cos by sin by = 21 ko
cette forme s’écrit :
—2L%P(1 — a)E® =
> 1Bk PRIA% (1 — aug)

k£0
+ 2 ZR@[QZ(]C)@Z* (k)] (k162D (1 — @)ug — K1k3AY.Qugy)
k£0
+ Z 1 (k)|? (k3A%(1 — @) + 2k2k3A7.(1 — @)vg + K37 (1 — avp))  (3.81)
k£0
ou
K = % (3.82)
Ky = % + any (3.83)
k3 = (1—a)ns (3.84)

3.4 Correspondance a contrainte donnée

Les énergies intervenant dans la fonction de partition doivent étre connues en fonction de
la contrainte macroscopique appliquée. Il faut donc effectuer une transformation pour exprimer
Eelj (’7’ ) .

La relation entre cette énergie potentielle élastique, et I’énergie définie en (2.8) comme la
somme de I’énergie initiale du microétat a contrainte Tinitia1, €t de I'intégrale du travail mécanique
pour porter le microétat a contrainte T,ciuer , €St la suivante : I’énergie initiale nécessaire pour
transformer le mésovolume d’un état de référence non endommagé 0, a I’état 7, sous contrainte
Tinitial, €5t 1a somme d’un terme que I’on définira comme Eres;, plus une différence d’énergie poten-
tielle élastique entre I’état non endommagé et 1'état j, Eey; (Tinitia) — Eeto (Tinitia1), du & la modifica-
tion des modules élastiques entre les deux états. L’intégrale du travail mécanique pour faire passer
I’état j de la contrainte Tinitiad la contrainte Tucruel, est simplement Eep, (Tactuel) — Eet; (Tinitial). Ceci
est di au fait que 'intégrale du travail mécanique pour des déformations purement élastiques
est indépendant du chemin de charge. L’énergie définie en (2.8) sera alors la somme de ces trois
termes, Eye,; + Fei; (Tactuel) — Fety (Tinitial)- Le troisieme terme étant une constante’ — indépendant
de I'état de contrainte actuel et de I’état j considéré —, il ne jouera aucun role dans nos dis-
tributions de probabilité, et on I'omettra pour le calcul de la fonction de partition. On devrait
uniquement 'inclure si ’on veut calculer la moyenne de 1’énergie, ce qui ne sera pas le cas.

2
7Si besoin est, on peut vérifier trivialement que cette constante vaut —%%, avec p défini par 3.95.
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L’énergie élastique, établie par approximation de Born au second ordre en section (3.3.2),
est somme des trois premiers termes de la perturbation en ¢ (3.63), (3.65) et (3.81), et peut se
mettre sous la forme

1 A
E;, = —(A7).M. .
= a5 (3.85)
ag + a1 + ao bg
M = .
( bg Co+61+62> (3 86)

ol les indices indiquent 1'ordre en ¢. On détermine aisément

w“ - o (3.87)
6 = 1-a (3.88)
ar = —Kalop| (3.89)
a1 = —kKslyl (3-90)
o I (1 — aup) k7| Prl?
v = o S| +201 - e Re (707) (391)
| +(1 — a)r3[ei |
11 - Re (P13)
by = o 3 | T lie (G ] (3.92)
l-—«o k20 | +(1 — a)?}kligli3|¢k|2
-1 1 r ~
) (I EYe o
k40

On a vu que les conditions aux frontieres linéaires en déplacement utilisé impliquent la propriété
(3.48), qui nous permet d’écrire avec les définitions (3.46) et (3.41) :

1
E, = -T7¢

2
= ZE(n)
= Ym0

1
E, = 5? ' E (3.94)
notant par convention le double de la pression et le déviateur de contrainte macroscopiques,
P = T+, (3.95)
0O = T,— T, (3.96)

(ou 7, et 7, sont les scalaires désignant les contraintes axiale et radiale, positivement en com-
pression), I’équation (3.103) nous donne la contrainte macroscopique

T:J(p “) (3.97)

2\ o0 p
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et avec la forme de la déformation macroscopique (3.57), on établit avec (3.94)

Ey = —%(A,fy). ( g ) (3.98)

qui rapporté a (3.85), nous donne trivialement

(2) - = (3)
e (3) = (1)

1
et avec (3.98), B, = E(p, o)M™* ( g) (3.100)

Développant M en ¢, M = My + M; + M, on fait de nouveau un développement limité en ¢ a
I’ordre 2 pour obtenir son inverse :

(Mo + My + My) ™' = (M (Id + My My + My*My)) ™"
= (Id+ My'M; + My M,) ™" Mg

1
= (m — My My~ My M+ 5 (M51M1)2> My
vu les expressions de M, M; et M, issues de (3.86), on a
—1 -1
-1 _ [ ag 0 12y [ aga 0
ur= () = (L)

-1 -1 -2 2
_ a, as ay b _ ap“a 0
M01M2=<C°_12 912) (M01M1)2=< 0" _22>

donc
M-l = Qo+ a1+ g2 T9
T2 80+81+82
1
1
= a = —
4o 0 o
_ -2 _ K2y
g1 = —q al—glw\
- 1 k3 —2 1
¢ = —a e+ ca’a = =l - —a
so = cil= 1
0= " T 1l-a
—2 K3 T
1 = —¢y ¢ = (1_0/)2‘ |
1 K2 2 1
-2 -3 2 3
S9g = —cC,Ccy+ —cy°c¢C — c
2 0T 2(1—a)2H (1—a)2”
1
9 = —aalcalbgz—ibg
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ol on a utilisé (3.87) a (3.93). ag, by et ¢y sont les trois termes d’interactions non locales.
En obtient alors I’énergie élastique déterminée par (3.100), en fonction des deux parameétres
de contrainte macroscopique (p, o), et du champ ¢ :

1
Eel = §[p2(q0 +q + CIQ) + 2p07‘2 + 0'2(’/’() +r+ 7'2)] (3101)

3.5 Modélisation de ’énergie résiduelle

On veut pouvoir affecter a chaque configuration de microfractures, une énergie de formation,
correspondant a I'énergie résiduelle E,;, stockée dans la configuration j quand on revient a la
contrainte macroscopique initiale. Remarquons que 1’énergie potentielle élastique, pour le modéle
défini ci-dessus, est nulle a déformation nulle, puisqu’on a supposé nos microfractures exemptes
de déformation libre : on n’a pas d’énergie élastique bloquée pour ce modele. Mais les fractures
se développant dans le milieu sont en réalité nettement plus complexes que dans le modele
précédent :

— d’une part les levres des fractures sont en contact, et on a donc une énergie positive

supplémentaire, non comptée ci-dessus, dépensée par effet Joule dans le frottement.

— d’autre part les microfractures en mode II tendent rapidement a ouvrir en tension des
“wing-cracks”, de direction subaxiale, a leurs extrémités, ce qui stabilise leur développement
individuel.

Pour prendre en compte précisément ces deux aspects, il faudrait a priori reprendre le modele
de la section précédente, en ajoutant d’une part une déformation libre non nulle a 'intérieur
des inclusions, rendant compte de la réorganisation du milieu dans la “gouge” a l'intérieur des
fractures en mode II, et d’autre part en considérant des objets de base plus complexes, composés
d’une fracture en mode II et de deux wingcracks. La forme de ceux-ci serait en principe donnée
par la solution du probleme élastostatique avec conditions aux frontieres de contrainte normale
nulle sur les faces des wing-cracks. On peut en principe résoudre numériquement ces problemes
pour chaque configuration par la méthode des pseudotractions®, mais il n’existe pas & notre
connaissance de solution analytique manipulable® au probléme général, les interactions entre
wingcracks issues des nombreuses différentes fractures rendant impossible la détermination de
leurs formes - il s’agit d’un probléme a surfaces libres. On pourrait éventuellement simplifier
ce probleme en considérant une famille de formes possibles, déterminées par la solution dans
le cas de fractures indépendantes les uns des autres. Mais méme pour ce probleme simple, ceci
s’exprime a l'aide de fonction déterminées numériquement, et non analytiquement (Billy and
Cardew [1975], Melin and Solveig [1994] ).

Pour contourner ces problémes, on rappellera que I’hamiltonien que nous cherchons a déterminer
doit simplement étre dans la bonne classe d’universalité pour mettre en évidence la transition de
localisation : ceci ne doit dépendre que de la forme des interactions, et de la dimensionnalité (en
¢, et en champs extérieurs o, p) du terme correspondant & chaque microfracture. Les interactions

8voir par exemple Fond & Berthaud[1995] pour un exposé de ces techniques tenant compte de la friction entre

levres des fractures fermées, ou pour une application & des populations de fractures et wingcracks régulierement
alignés, on se référera & Horii et Nemat-Nasser[1985] .

%.e. que ’on puisse utiliser par la suite dans une intégration fonctionnelle sur toutes les configurations conce-
vables.
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élastiques de longue portée étant a priori le terme d’interaction primordial pour cette transition,
on considérera que le modele de microfractures ellipsoidales développés précédemment est suffi-
samment riche pour rendre compte entierement de la forme de ces interactions. On pourra donc
considérer I'approximation de microfractures indépendantes, plongées dans un champ moyen de
contrainte, correspondant a la contrainte & l'infini, pour déterminer 1’énergie propre a chaque
microfracture.

On sait d’autre part qu’une transition continue (un point critique) doit étre peu affectée par
les détails de I’hamiltonien correspondant aux structures microscopiques précises. Dans le cas
présent, on a mis en évidence en partie I un exposant critique qui ne semble pas varier entre
les matériaux se fracturant de fagon intra ou inter-granulaires. La géométrie macroscopique des
bandes de cisaillement macroscopiques sont également peu dépendantes de la microstructure
du matériau. Or les wing-cracks sont un trait caractéristique des fractures en mode II dans
un milieu homogene : on n’observe pratiquement jamais de telles structures dans un gres, par
exemple. L’analogue de ces wing-cracks pour un milieu granulaire est simplement ’ouverture en
mode I de joints de grain, situés dans les zones oll on a une contrainte locale de tension sous
I’effet du glissement en mode II de joints voisins.

Ces remarques nous conduisent a adopter les simplifications suivantes pour modéliser le terme
d’énergie propre a chaque microfracture : on considérera d’une part, que le terme de friction peut
étre représenté en considérant simplement une fracture en mode II isolé dans le champ a I'infini.
D’autre part, ’effet des wingcracks, ou de tout autre processus stabilisateur de mode I, sera lui
représenté simplement par le travail (négatif) nécessaire pour créer une ouverture subaxiale, de
taille et déplacement sur les levres reliés au déplacement sur la fracture en mode II sur lequel
cette ouverture se nuclée - sous conditions aux frontieres a l'infini de contrainte fixée. Ces deux
effets seront considérés indépendamment I'un de 'autre, et on adoptera par exemple une forme
ellipsoidale simple pour modéliser ces ouvertures en tension, puisque l'on ne cherche pas a se
focaliser sur le détail complexe des interactions entre les wingcracks et la microfracture de base,
mais simplement aux dimensions caractéristiques de cette ouverture.

3.5.1 Energie de friction

On va prendre le point de vue simple suivant pour déterminer la forme de 1’énergie de friction
Efrictj :

Comme la roche est en régime compressif, on va supposer les microfractures inclinéss a 45°
qui forment notre modele majoritairement fermés. On modélisera par exemple le contact entre les
levres par le fait que la contrainte locale doit obéir a un critere de Coulomb, qui, vu 'orientation
des microfractures considérées par rapport a notre repere de référence, s’écrit

T12

= He (3.102)
11

ou le coefficient de Coulomb p. < 1 habituellement. L’énergie dissipée par effet Joule étant
en général nettement supérieure a 1’énergie de surface initiale nécessaire pour briser les liaisons
moléculaires, on considérera que 1’énergie de formation des microfractures en mode II est dominée
par le frottement lors de la formation.

On fera de plus 'hypothése que les principales interactions entre microfractures sont décrites
par la théorie précédente, et qu’on peut considérer les microfractures comme indépendantes pour
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avoir une approximation de cette énergie de frottement. La contrainte locale peut alors étre
remplacée par la contrainte aux bords de I’échantillon 7(¥) pour ce calcul, plus l'effet di a sa

déformation propre : stressdrop 67. De méme que pour £ en (3.57), en notant 7 = —Tuya €t
Tr = —Tradial, — tous deux positifs — on établit
o_—lf7+7 T7-7 1
Tig = 2 (T—Tr T+T7«) (3.103)

La microfracture se forme dés que le critere (3.102) est vérifié, i.e. comme 7, est constant, a
T = 74 tel que

Td — Tr .
Td + T = He
1
g = S Her (3.104)
l_lu’c

A partir de ce moment, (3.102) continuera a étre vérifiée, ce qui en tenant compte du stressdrop
07, dont les composantes diagonales sont nulles pour un glissement en mode II, donne

73 — 671a)

= /’[/C
0
0ra = (1 — pe) — 7 (1 + pe)
0 = (1 — pe)(7 — 74) (3.105)

en tenant compte du fait que la contrainte radiale 7, est constante dans les chemins considérés,
et avec (3.104).

Ce stressdrop est relié a ’amplitude du glissement entre les levres : notant du une constante
caractéristique de ce glissement, et [ la longueur de la microfracture, en supposant le milieu
élastique, il existe un facteur de forme ¢ sans dimensions tel que

ou
ol u est le parametre de Lamé, a ne pas confondre avec la constante de Coulomb .. Ce facteur
de forme ne dépend que de la fagon dont on modélise la forme f du glissement [u] le long des
levres de la microfracture,

[u](z) = du.f(x); = € [—5, 5] (3.107)

Par exemple, si f = constante — source de Haskell — on établira au chapitre F que le stressdrop
au centre de la microfracture est donné par (3.106), avec t = 2 (ol « a été défini en (3.58)).
On choisira ici un glissement modélisé par ’hypothese plus raisonnable que la condition de
Coulomb (3.102) doit étre vérifiée en tous points de la microfracture, ie que le stressdrop doit
étre constant. On obtient alors la forme du glissement de fagon classique en ajoutant les champs
de déplacement de deux problemes de conditions aux frontieres différentes : I’'un ou la contrainte

est uniformément 7(%) et oli on n’a pas de glissement, I’autre oi1 la contrainte & I'infini est nulle,
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alors que sont exercées le long de la microfracture des forces telles que le critere (3.105) soit
vérifié sur la microfracture . Par la méthode du potentiel complexe, on obtient ainsi la solution
— par exemple d’apres Broberg [1999] pl135 et 79 —

5’7’12 l2 9
=z 1
[ulo) = 2[5~ o (3.108
ce qui équivaut a (3.107) et (3.106), avec
o 1
t = 2« (3.110)

Ceci nous permet d’exprimer le travail de frottement sur une microfracture lors d’'une variation
de charge axiale a l'infini d7 :

o=
dEf = /z 7'12%](3:)@%7

l
= dou
= (/__l f(:r)dx) .anEdT

2

1
- é / 1- -’172d:L‘_’uC(7- + Tr)Ld|5Tm|dT
-1

2 dt

Prp.
dE; = 47;’; (1= pe) (7 + 7)dr (3.111)

ou on a utilisé (3.102) et (3.107) pour la deuxieéme ligne, puis (3.109),(3.106) et (3.110), et enfin
(3.105).

Intégrant ce travail entre la formation de la microfracture a contrainte axiale 74 et la valeur
actuelle de la charge 7, on obtient

I —

2 T =T
Ef _ lﬂﬂc(l_uc)/ (TI—{—Tr)dTI

dap =1,
= l27r'uc(1—p) 1(7'2—7'2)-1-7'(7'—7)
40[/1 c 2 d T d

Cette formule n’est valable, bien siir, qu’apres la formation de la microfrature, i.e. pour 7 > 74,
ce qu’'on représentera en la multipliant par une fonction de Heaviside h(7 — 74). La densité
moyenne d’énergie résiduelle pour un microétat ¢ sera la somme de ces énergies de formation
indépendantes pour chaque microfracture, divisée par le mésovolume (ou plutot surface) L?. En
notant que l’énergie de frottement E; associée a une microfracture ¢ ci-dessus est de la forme
E; = al?, et comme |p| = %, ou A,, est la taille des mailles de la grille, le terme recherché sera

donc E = 5>, B; = 12—2’3 3. algi| = aA2|p| . Avec notre convention d’utiliser A + 2y comme
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unité de contrainte, ceci s’exprime finalement :

1 _
Epier; = Ty 2 (T2 - Td2) + 7 (1= 14) | h(T — 7a) || (3.112)
ﬂ-/’LC(]‘ - :uC) A2

T ThHe\” ™ Pe)
! a(l—a) ™

(3.113)

3.5.2 Energie de formation liée & I’ouverture sous les modes tensiles
locaux (par exemple wingcracks)

Lorsque les microfractures inclinées sur la direction axiale de contrainte glissent en mode
II, elles créent rapidement des zones de contrainte en tension a leurs extrémités. L’analyse des
facteurs d’intensité de contrainte K;; et K; a ces extrémités, et leur comparaison aux ténacités
du matériau K, et K;;, montrent qu'en général, une telle fracture inclinée tend a se propager
hors de son plan, pour ouvrir en tension des fronts s’alignant sur la direction axiale a une courte
distance des extrémités, plutot que se propager en mode II. L’effet qualitatif de ces ouvertures
sur le champ de déplacement aux frontieres du matériau est principalement un gonflement sur les
faces radiales, ce qui correspond naturellement a une réduction de 1’énergie, puisque ceci s’oppose
a la contrainte de confinement.

Pour obtenir la variation d’énergie dans le milieu lors de ces ouvertures en tension, on devrait
en principe déterminer leur forme précise, dépendant de l'interaction entre ces fronts avec la
perturbation de contrainte provenant de la fracture voisine d’origine, et des microhétérogénéités
structurelles du matériau. Pour nos objectifs, seule nous intéresse la forme de la contribution
énergétique résultante par rapport aux variables o, p, donnant la contrainte a l'infini, et ¢,
caractérisant ’extension de la microfracture inclinée d’origine. On choisit donc de modéliser
cette contribution tres simplement, comme égale au travail nécessaire pour ouvrir une fracture
elliptique isolée en tension. La relation avec la fracture d’origine s’obtient en considérant que
I’extension de la fracture ouverte est comparable a celle des wingcracks qui se développeraient
dans ces conditions de charge a 'infini sur une fracture isolée dans un milieu homogene : voir
figure 3.4. Cette taille a est en premiere approximation, proportionnelle :

— a l’extension [ de la fracture d’origine (la contrainte redevient dominée par la contribution
compressive des frontieres, au-dela d’une zone de taille proportionnelle a celle de la fracture
d’origine)

— et a la composante de la contrainte a l'infini a ’origine du mode de tension, a savoir
0 = Taxial — T radiallo

On sait que cette contribution énergétique est négative. Sa dimensionnalité s’obtient sim-
plement & partir des expressions classiques pour une fracture elliptique isolée en mode I, (par
exemple d’aprés Broberg [1999], p 137) , comme

2 2
Eouverture = —OT,4ia10
— _aIZQO_Z
= —a'|p|o® (3.114)

cette dépendance 3 la contrainte & infini est en fait un peu plus compliquée, comme le montrent par exemple
Nemat-Nasser et Horii [1985], mais cette approximation simple suffira & nos besoins.
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(a) Transition dont on cherche & évaluer (b) Simplification sur le déplacement in-
la contribution énergétique duit aux frontieres : la contribution des

wingcracks est remplacée par celle d’'un
simple crack elliptique suivant la direc-
tion axiale,de dimensions comparables

Fic. 3.4 — Modélisation de la contribution énergétique des ouvertures en tension

ou a, o et o sont de simples constantes multiplicatives, puisque Tyaqial €St constant lors de
'expérience et que |¢| est par définition proportionnel & I2.

Pour un état j formé d’un certain nombre de microfractures inclinées, on ajoutera donc une
énergie de formation en tension de

Etensionj = _Ftozm (3115)

Remarque : relation avec le principe de Griffith Les criteres utilisés d’ordinaire en
mécanique de la fracture, ayant pour origine les théories de Griffith [1920], ne sont pas fondés
sur des probabilités de configuration de fractures, mais sur un principe de minimisation locale
d’énergie : ceci est exposé simplement par exemple par Lawn [1993] . Ce critére consiste & com-
parer 1’énergie mécanique d’une configuration de fractures, a ’énergie mécanique de toutes les
configurations infinitésimalement voisines, dans lesquelles les fronts de fracture ont pu progres-
ser d’une distance infinitésimale suivant une direction arbitraire. L’état réalisé par la suite est
sélectionné par le fait qu’il doit minimiser cette énergie mécanique parmi celles possibles, qu’il
s’agisse de la configuration d’origine ou d’une des nouvelles.

Ce critéere est équivalent a ceux fondés sur la comparaison des facteurs d’intensité de contrainte
aux extrémités des fractures présentes, aux ténacités du matériau : ceci fut mis en évidence par
Rice [1968a,1968b] via le formalisme des J-intégrales.

On doit remarquer que ’énergie mécanique a minimiser pour ’application du critére de Grif-
fith est différente de la forme E;(7) que nous avons recherché jusqu’ici : dans le cas d’un probleme
controlé par des conditions aux frontieres en déplacement, la variation d’énergie mécanique est
égale a la somme de la variation d’énergie potentielle élastique dans le milieu, et de pures énergies
de surface.

Considérons le probléme simple du développement d’une microfracture : ’énergie mécanique
peut étre exprimée a partir de ’énergie potentielle élastique obtenue en section 3.8 , spécifiée au
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cas d’une seule fracture, plus une énergie de surface proportionnelle a I’extension de la fracture. Ce
probléme est isomorphe a un probleme d’extension de fracture en tension, et le critére de Griffith
prévoira une extension instable au dela d’une certaine contrainte axiale, ce qui ne correspond
pas aux observations expérimentales. L’erreur faite dans cette modélisation réside dans le fait
que l'on a interdit a la fracture de croitre hors plan. Si on inclut cette possibilité, on ajoute a
I’énergie mécanique un terme de méme nature que celui considéré ci-dessus. En utilisant alors le
critere des facteurs d’intensité de contrainte critiques, équivalent a celui de Griffith, on obtient
le fait qu’au-dela d’une certaine contrainte axiale, la fracture se développe hors-plan en mode I,
sur une extension finie, i.e. de facon stable. C’est la raison pour laquelle il est capital d’inclure
un terme de ce type. On verra en section 4.1.1 que ce développement au-dela d’une certaine
contrainte correspond a une transition de phase dans notre formalisme.

3.6 Terme d’interaction de courte portée

On a jusqu’a présent considéré les interactions entre fractures uniquement via la modifica-
tion des constantes élastiques effectives d’une cellule contenant une microfracture, supposée de
dimensions négligeables par rapport a celles de la cellule (section 3.2). Autrement dit, la per-
turbation du champ contrainte due a la présence d’une fracture a été considérée comme égale
a la limite asymptotique de champ lointain, et on a obtenu des interactions de longue portée
(proportionnelles a 1/r7).

On peut ajouter a ceci un terme supplémentaire de courte portée, rendant compte du fait que
I’extension finie d’une microfracture, dans une cellule, est sensible pour ses plus proches voisins :
ceci correspondra a ’écart de la perturbation de contrainte par rapport au régime asymptotique
de champ lointain. Utiliser la forme complete du champ proche amene une complexité inutile
de I’hamiltonien pour étudier les transitions qui nous intéressent : on cherche a ne garder une
fois de plus que les aspects géométriques principaux de ce champ. On calculera au chapitre F
la perturbation due a une source de Haskell, & savoir une fracture sur laquelle le déplacement
relatif entre les lévres est considéré comme constant le long de son extension. Pour illustrer
ceci, on a représenté en figure F.1 les différentes composantes — 79, 711 et 799 — d’une telle
perturbation, pour une fracture en mode II orientée suivant é; . On constate que I'effet principal
de cette fracture sur ses proches voisins est d’augmenter la contrainte normale, et de diminuer
la contrainte tangentielle, sur des voisins horizontaux sur cette figure — c.a.d. dont la position
relative est colinéaire a €,,4iq;. Cet effet qualitatif sera le méme pour des voisins orientés suivant é;
ou suivant é; (les deux types ressentiront cette perturbation avec une composante tangentielle de
contrainte 715, la composante normale a des fractures suivant é; ou é; étant donnée respectivement
par Ty, ou 7yp). M

1 Remarque : ceci est déja a priori en partie pris en compte par I’approximation de Born que 1’on a faite en
section 3.3.1, puisqu’il s’agit également d’un aspect topologique du champ lointain, mais ’extension finie de la
fracture, sensible pour les proches voisins, renforce encore cet effet. On peut aisément vérifier ceci en comparant
les perturbations de contrainte générées par une fracture d’extension [, de glissement relatif de magnitude [u], &
celle générée par une fracture subissant un glissement de AJu] réparti sur une extension [/A, ot A est un nombre
réel différent de 1. Pour A grand, cette perturbation tend en tout point vers la limite asymptotique de champ
lointain. I’écart de la perturbation par rapport & cette limite, quand A est de 'ordre de 1, représente les effets
de champ proche que ’on recherche.
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On modélisera donc les interactions de courte portée en considérant simplement que la
présence d’une fracture tend a rendre moins probable ses plus proches voisins suivant €,q4;0 =
(é1—é3)/ V2. En terme du champ continu ¢ que 1’on a défini, ceci peut étre traduit par un terme

. N 92
local proportionnel & ¢ 5 Ll ‘ (on rappelle que 1 = |¢]) :

radial Tazial

— Pas d’effet si on n’a pas de fracture (¢ = 0)
— si une fracture est présente, 1 > 0 et il est plus probable que 1 présente un maximum local

. 7 . . . ~ . 2
en ne considérant que ses variations suivant €,,4iq — i.€. aagiw < 0.
radial Tazial
En modes de Fourier, on obtient directement un terme
2 1 25
Eproche = = I N 5ars D (K — k) "t (3.116)
k

ou J est une quantité positive ayant les dimensions de E (densité d’énergie), et A,, est le pas du
réseau, distance entre plus proches voisins. J est supposé petit par rapport aux autres densités
d’énergie intervenant dans les autres termes décrits jusqu’ici, puisque ce terme représente une
correction par rapport a 'approximation ol la distance relative entre les fractures est nettement
supérieure a leur longueur.

Remarques : o
— Comme on a aussi 1 > (k% — k3)¢pp_p = — [ dPx (éradiar-V1b)°, — ce qui provient de la
8%y

2
amradial

simple intégration par partie [, d”zv
Tozial

le deuxieme terme évalué sur la frontiere 02 du mésovolume €2 étant négligeable — on voit
que ce terme est analogue, suivant une formulation discrete, au couplage dans un modele
d’Ising antiferromagnétique : % <ij> |#li @l » ol la somme < ij > est prise sur les plus
proche voisins suivant €,44;01, ce qui fait également sens : si un site est occupé, ses plus
proches voisins dans ces directions tendront a ne pas I’étre.

— On aurait pu éventuellement incorporer des aspects plus compliqués a ces interactions de
plus proches voisins. On verra cependant en section 4.3 que tout terme du type général

—JL2, 5 S0, K2 ( F1(Ok) Br@—k + Fo(O) Prto—i + f3(0k)1ZkzZ_k), ot f désigne la direction
du vecteur k, aura pour nos objectifs le méme effet pour peu que f(0) + f2(8) + f3(6) soit

positif le long d’une certaine direction particuliere. Le cas particulier que I'on a considéré
ici correspond a f; = fo = 0; f3(0;) = cos(20).

3.7 Prise en compte des effets de seuil

Comme en témoigne I’activité acoustique microsismique durant la compression de la roche,
I’apparition et I’évolution des microfractures sont des phénomenes abrupts, i.e. la dynamique de
croissance se fait par paliers (méme si cette croissance est stable). Ceci peut étre aisément compris
en considérant par exemple une loi de contact de Coulomb entre des leévres de fractures : une
fracture donnée sera a ’équilibre tant que la contrainte locale est telle que |Tyangentiet/Tnormat| <
ls, ou g est le seuil de Coulomb statique. Des que ce seuil est atteint, les levres glissent,
amenant une chute de contrainte (stressdrop en anglais) 7, de composante normale nulle pour

A

= — [, P2 (Eradiar- V) *+ [0 AP~ atp 52—

radial
Loz
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un glissement en mode II. Ce glissement ameéne a un nouvel état d’équilibre ou 7 = 7 + 7
est tel que ‘Tt,angentiel /T;bormal‘ = lp, ou up est le seuil de Coulomb dynamique. Autrement dit,
07| = (s — D) |Thormat|- 07 étant proportionnel au glissement sur la microfracture, et comme
pour tout matériau le seuil dynamique de Coulomb est inférieur au seuil statique (ce qui provient
essentiellement des aspérités des surfaces), ce glissement est fini lorsque la contrainte locale atteint
le critere de Coulomb.

On peut représenter cet effet de la facon suivante : a partir du champ a valeurs continues ¢
que 'on a considéré pour décrire les microétats, pouvant prendre une valeur a priori quelconque
dans [—¢; €], on se ramene & un champ a valeurs discrétes en supposant que les seules valeurs
locales réalisées de ¢ = |p| seront {le/n; [ € [0,n]} — ol [0, n] représente 'ensemble des n + 1
entiers compris entre —n et n.

Dans l'intégration fonctionnelle permettant d’obtenir la fonction de partition, ceci peut se
traduire en intégrant sur des valeurs continues du champ, autorisé a prendre toute valeur réelle,
et en multipliant I'intégrant par une somme de diracs,

2= [Tl 1| X stor - 1 | e (3117)

reQ reQ lE[[O,n]]

Suivant les idées de Wilson [1979] '?- ou d’apreés Domb [1996] (page 265) —, comme il est plus
pratique de manipuler des champs continus, on fera I’hypothése que I’on ne change pas de classe

d’universalité en remplagant dans I'intégrale ci-dessus, la somme de diracs Zle[[o,n]] §(Yr — %e))
par un poids e ¥ ol f est un polynéme vérifiant les propriétés suivantes'® :
1. Vz, f(x) >0

2. I’ensemble des minimums absolus de f coincide avec {le/n; [ € [0,n]}

12décrivant le principe de I'isomorphisme entre un modele d’Ising, & champ discret, et un modele de Ginzburg-
Landau, & champ continu.
B3 Techniquement, de tels polyndmes se construisent en posant

lEl[O,n]]

ol g est un autre polynéme. On montre alors que la troisieme condition est équivalente &

vmelonkg () I -m)® =90 ]2 =g(0) )’
1=0 =t
Il#m

En considérant des polynomes g de degré suffisant, il est toujours possible de leur faire vérifier ces conditions,
et d’imposer qu’ils n’aient aucune racine réelle pour satisfaire la deuxiéme condition. Par exemple, pour n = 1
(trois valeurs de ¢ autorisées), g = 1 et f(¢,) = ¥2(¢h, — €)? satisfont ces critéres. On obtient ainsi une famille
de polynomes f de degré minimum 2(n + 1), telle que exp — (f[e,]) puisse remplacer la somme de diracs, sans
modifier la classe d’universalité du modele. Ces considérations techniques n’ont de toute fagon aucune importance,
puisqu’on verra qu’il suffit pour nos besoins de tronquer ces polynémes au degré 2.
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3. les dérivées secondes de f en chacun de ces minimums sont égales.

On aura alors un modele équivalent en effectuant I’intégrale fonctionnelle dans Z sur des champs
continus, et en ajoutant a ’hamiltonien un terme f/f3 en chaque site r :

7 = /H(d%)e—ﬂH’[w]

reqQ

H = H+T/erf(wr)

Seuls quelques aspects du polynéme f nous importent en fait : d’apres la condition (2.), f étant
minimum en 0, on doit avoir f'(0) = 0 et f”(0) = b > 0, donc les termes de degré le plus
bas de f seront a + %wf Comme le champ 1 est par hypothese petit, on espere que les termes
d’ordres supérieurs ne modifieront pas la nature des transitions étudiées (qu’il s’agit de champs
inessentiels, ou irrelevant en anglais), et on les négligera par la suite. La constante a étant une
simple constante multiplicative pour Z , elle ne joue aucun role et on la prend nulle. On parvient
finalement a la conclusion que 1’on peut prendre ces effets de seuil en compte en ajoutant a
I’hamiltonien un simple terme

br
Eseui = 37 n 2
l 2LP WS ar ¢T

BT o ~ ~
= o ST (3.118)
k

(remarque : on a ajouté simplement un facteur L% car on a défini £ comme une densité d’énergie,
et H comme LPE)

Représentation physique simple du modele : On peut aussi obtenir les mémes résultats
que ceux développés jusqu’ici avec le modeéle schématique suivant :

Les microfractures sont contraintes a étre sur les liens d’un réseau carré, schématisant des
joints de grains. Soit ils sont intacts, soit leur longueur correspond a I’extension du lien. Grou-
pant alors ces liens par paires de joints voisins, on interdit a ces deux joints d’étre cassés si-
multanément. On a alors trois valeurs possibles du champ local pour décrire un tel groupe de
deux joints : ¢ = —1,0,1 suivant qu’aucun des deux liens n’est cassé, ou qu’il s’agit de 1'un
ou l'autre. Les interactions entre sites lointains sont données par I’approximation de Born que
I’on a développée précédemment. Les interactions entre plus proches voisins devraient a priori
comporter des corrections par rapport au terme développé en section précédente, du au fait que
la distance entre ces voisins est légerement différente suivant qu’ils sont de méme signe ou de
signe opposé. On considérera que ces détails ne modifient pas l'aspect géométrique principal
du terme (défavoriser des plus proches voisins suivant €,q4;q; 0Occupés). Lorsqu’une microfracture
s’ouvre, elle s’accompagne de plus d’une variation d’énergie due a la friction, et d’une autre due
a I'ouverture de wing-cracks en mode I a ses extrémités.

Dans cette image, le terme traduisant cet aspect discret du champ est d’ordre 4 en 9, Fyep =
ot [ cqdr 2 (vr — 1)%, que I'on tronquera d’abord & I’ordre 2.
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3.8 Forme de ’hamiltonien utilisé

Ajoutant les termes d’énergie élastique (3.101), I’énergie résiduelle correspondant a l'effet
Joule (3.112) et au travail durant 'ouverture de fractures en tension locale (3.115), et les deux
derniers effets pris en compte (interactions de plus proche voisins (3.116) et effets de seuil (3.118)),
on obtient finalement 1’énergie totale recherchée en fonction des deux parametres de contrainte
macroscopique (p, o), et du champ ¢ :

Ej(p,0) = (3.119)
1 [ 2 2
1y, o
2|la 1-«a
1 -KJQPQ l{g(’)’2 Ff 2 9 _
+ 9 o2 1— )2 +Z ((p+a) — 47, +2(p—0)(p+0—27'd)) h(p+ 0 —215)| |¢|
— Ft0'2m
1 [x3p? K30 —2
— 20T
* 4_a3 +(1—a)3+ ¢l
* L2D > [&2 ’{11’2} |@xl*
k£0

UV
+ 72D kz;éo [—fﬁ@p - ﬁm@pa] Re (@klpk)

2vy (1_6“11%) 2 9 2,92 72
+ LZD Z —K2p + 7(1 — a)KQIing' + 7(1 ~ o) k30" — JAZ E*(1 — vg) + 0T | |2y
k20

ou on rappelle que I'on a défini plus tot dans ce chapitre :

— p le double de la pression macroscopique imposée, o la contrainte différentielle, T Ia
température, dépendant de la contrainte maximum atteinte (ayant les dimensions d’une
densité d’énergie)

— des constantes positives éventuellement dépendantes du matériau, mais indépendantes de
p, 0,1, ou du nombre d’onde k : o, k1, K2, k3, b qui sont sans dimensions, I';,I'f, J qui sont
des densités d’énergie, 7, qui est une contrainte, A,, et L qui sont respectivement la taille
typique d’une maille du réseau, et celle d’'un volume mésoscopique,

— ¢, désigne la variable de microfracturation orientée, le signe donnant son orientation, I’am-
plitude correspondant & (I/Ly,)* ol est la longueur de la microfracture dans la cellule.
¥, = |, | ne désigne que le caractére occupé ou non des cellules. |¢| = LLD’(/;O est la moyenne
volumique de .

— dans les termes impliquant des modes de Fourier de vecteur (ki;ks), on a défini uy et vy
par (ki; ke) = k(cos(fg),sin(f)) ; up = cos(20y); v, = sin(26y).

— h désigne la fonction de Heaviside.



Chapitre 4

Identification de la transition -
Etablissement des exposants

Dans cette section, on va utiliser le formalisme de physique statistique développé au chapitre
2, et le modele développé au chapitre 3, pour analyser les transitions de phase prédites et leur
structure. On confrontera ceci qualitativement aux observations expérimentales, et quantitative-
ment aux lois de puissance analysées en partie I.

Par souci de simplicité, on commencera par analyser le modele construit au chapitre précédent
sans les deux derniers aspects, a savoir les interactions de champ proche et le caractere discret
du champ. On réintroduira finalement ces deux termes, pour voir comment ils modifient I'image
d’ensemble.

4.1 Analyse de la fonction de partition

Toutes les grandeurs physiquement reliées au processus peuvent étre obtenues a partir du
potentiel F (2.25) et de ses dérivées. Ce potentiel lui-méme provient de la fonction de partition
Z, (2.22), qu'il faut intégrer sur tous les microétats possibles. Chaque microétat j correspondant
de fagon univoque a la donnée d’un champ ¢, cette somme est une intégrale fonctionnelle :

2= [ [Ttage # (4.1

reQ

ou les variables sur lesquelles on integre, ¢,, sont les valeurs du champ en tous les points r
de la grille, dans un mésovolume 2. Les bornes d’intégration sur chacune de ces variables sont
identiquement [—¢, €] et correspondent pour un modele & des valeurs admissibles maximum du
rapport de la longueur de microfracture a considérer par rapport a la taille des grains. Vu que

lor| = ( Al:n)Q, ol A,, est la taille d’'une maille et [, la longueur de la microfracture dans cette
maille, on doit nécessairement avoir € < 1. La fonction H, dépendant également des parametres
extérieurs pression et contrainte différentielle, est ’énergie totale de 'état ¢, c.a.d. H[p] = V E[y]
ou E est la densité d’énergie donnée par (3.119). Dans un premier temps, on ne considérera
toutefois pas les termes provenant des sections 3.6 et 3.7, correspondant aux interactions de
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courte portée et a la discrétisation du champ. On peut I’écrire sous forme condensée

Hyolel = V|d(p,0) +e(p,0)le]+ f(p,0)l¢]
+ Hing [ ] (4.2)

ol d, e et f sont des fonctions réelles ayant les dimensions d’une densité d’énergie :

B 1 p2 0.2

‘= §[E+1—a} (4.3)
_ 1 Kop® K30~

© = §[a2 +(1—04)2}
+ % [((p+0)* =477 +2(p—0)(p+ 0 — 274)) h(p + 0 — 274)]
- D’ (4.4)
. 1 lﬁ;%pZ /{:302

fo= 4 [ a3 + (1— a)3:| (4.5)

Le terme Hiyg[] est le terme d’interaction, n’impliquant que des couplages entre modes de Fourier
non nuls des champs ¢ et ¥ = |¢|.

4.1.1 Détermination de I’état fondamental, premieére transition

L’état fondamental ¢y, correspondant au minimum de I’hamiltonien H, est d’une grande
importance pour effectuer ce genre d’intégration. Sa détermination permet en général d’identifier
les éventuelles transitions de phase d’un systéme, associées & une modification de la structure de
I’état fondamental.

4.1.1.1 Propriétés analytiques de ’hamiltonien en ¢

Pour minimiser H, on va d’abord chercher a minimiser séparément le groupe des trois premiers
termes, additifs en |p,|, et le terme d’interaction.

— La quantité m étant la moyenne sur ’espace de la valeur absolue du champ, il s’agit

—_— 2
nécessairement, d’une quantité positive. Le terme d + e|p| + f|p| , simple fonction quadra-
tique de cette quantité, ou f est toujours positif, sera donc minimum :

— soit pour [¢[=0sie>0

— soit pour |p| = —55 sie <0.
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— Le terme d’interaction est plus subtil a analyser : on le reformule en posant

oo

w o (4.6)
o = z—; (4.7)
cp = % (4.8)
Lk) = c§3(1—au§) (4.9)
M) = cup[(l —a)ey — awry) (4.10)
Nk) = (1-a)c+2(1 - a)cwyy + (1 — av})w? (4.11)
P = () N ) 1
R, = <EZE::;> (4.13)
I = (%EZS) (4.14)

k).Ry + Il .P(k).I;) (4.15)

K2p
on montre alors Hiy,y = 3 RT
- g D

Pour déterminer 1’état de base, il faut donc étudier les propriétés de I'opérateur orthogonal
P(k). Vu la valeur toujours positive de L(k) (on a toujours a < 1, et uy est un cosinus), la
forme g € R? — ¢T.P(k).q admet des valeurs positives pour les vecteurs suivant la direction
(1;0), donc au moins une des deux valeurs propres de P(k) est positive. Pour connaitre le
signe de la deuxiéme valeur propre, on est amené & résoudre le probléeme ¢7.P(k).q = 0 : si
ceci n’admet que la solution triviale ¢ = 0, la forme ne change jamais de signe et les deux
valeurs propres de P (k) sont positives, sinon elles sont de signes opposés. Ce probleme se
formule

L(k)g} +2M (k)q1g2 + N(k)g5 = 0 (4.16)

Il admet des solutions non nulles si et seulement si det(P(k)) = L(k)N(k) — M(k)> <0 .
Vu les formes ci-dessus, et en utilisant uj + v = 1, de nombreuses simplifications s’opérent
et on établit avec un peu d’algebre élémentaire que

det(P(k)) = L(k)N (k) — M(k)? = (1 — a) [eovg + w]’ (4.17)

Ceci étant toujours positif ou nul, P(k) est une forme bilinéaire positive.
On en conclut que le terme d’interaction (4.15) est minimum pour

Vk#£0, Ry=1I, =0

i.e. quand tous les modes de Fourier non nuls de ¢ — et naturellement de |@| — sont nuls,
cad quand le champ ¢ est uniforme.

Avec les considérations précédentes sur le terme de H propre en |p|, reste a étudier le signe de
e, fonction donnée par (4.4), pour obtenir un minimum de I’hamiltonien.
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4.1.1.2 Mise en évidence de la transition d’initiation de ’activité des microfractures

Initialement, 0 = 0 et e = %“;’2’2 est positif. On remarque toutefois que la fonction e contient

un terme négatif, —';02. En négligeant dans un premier temps le terme de friction!, on peut
reformuler e en termes de la contrainte déviatorique o, et de la pression de confinement 7,., en
utilisant p = 7, + 7, = 0 + 27, : posant

Ko K3

co = I'v— - 4.18
’ 202 2(1—a) (4.18)
K2
5 = 4.19
o?cy ( )
il vient :
ka2 2 K3 2
e = —(o+2) — ([} ——— |0
207 ) ( ' 2(1—a)2>

= —¢ (0% — 2670 — 2077) (4.20)

Lorsqu’on a établi I'; en section 3.5.2, on ne s’est pas focalisé sur la magnitude de ce terme :
on sait simplement qu’il doit étre relié aux parametres de Lamé du matériau considéré via le
préfacteur multiplicatif o dans (3.114). Sans faire d’analyse plus détaillée, on peut toutefois
raisonnablement supposer que I'; > 5% + 2(1'173&)2 : comme on va ’établir ici, ceci correspond a la
tendance, pour une fracture, & s’étendre hors plan au-dela d’une certaine contrainte, ce que I’on
attend qualitativement.

On a donc ¢y > 0, et § > 0, et en étudiant le signe de e dans (4.20), on obtient que e reste

positif jusqu’a une certaine contrainte différentielle,
o0 = (54 V02 +29) (4.21)

puis devient négatif au-dela. Utilisant les résultats sur I’état fondamental de la section précédente
4.1.1.1, on en conclut que :
— En-deca de cette contrainte différentielle, o < oy, I’état le plus probable est donc ¢ =0 :
on a peu de microfractures développées dans le matériau.
— Au-dela de cette contrainte différentielle, o > oy, et les états les plus probables sont uni-
formes, tel que |p| = —=%, i.e. on a deux états fondamentaux

-£,
. LG o+, (\/2(;2 +26 —0)] o — o) (4.22)

Ce changement dans la nature des états fondamentaux est une transition de phase.

Aspects qualitatifs de cette transition.
— Le fait que 1’état fondamental devienne non nul au-dela de la transition doit correspondre
a l'initiation de ’activité des microfractures. Expérimentalement, cette transition se situe
donc au point ou les courbes de charge sortent du régime affine.

1Ga prise en compte complique ’analyse suivante, mais ne change pas qualitativement les résultats exposés.
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— Le fait que les champs les plus probables soient uniformes, se retrouve dans le fait que
I’activité microsismique observée est répartie relativement uniformément dans la roche
dans ce régime.

— On note dans l'expression (4.22) que le préfacteur de (o0 — 0g) est une
fonction rationnelle de o, qui reste toujours strictement positive. En développant au premier

ordre en o, ce modele prévoit donc un état fondamental de magnitude || =~ . cste(o—oyp) :
0'-)0'0

On n’a pas de discontinuité de cette magnitude en o, et il s’agit d’une transition continue.
Rappelant les expressions des modules élastiques effectifs de la roche, (3.86), on note que
la pente des courbes de charge réversibles (reliée aux modules élastiques) est pour des états
uniformes, une fonction affine décroissante de |p|. Ce modele prévoit donc qu’elle diminuera
de fagon linéaire en (0 — 0¢) au voisinage de oy .

— Enfin, le terme permettant cette transition, i.e. a l'origine de la possibilité de changement
de signe de e, est celui introduit en section 3.5.2, qui correspond a la variation d’énergie
totale lors de 'ouverture de fractures subaxiales en tension. Qualitativement, a partir du
moment, ol on aura dépassé oy, on ouvrira donc de fagon significative de telles fractures,
ce qui correspond au comportement dilatant observé. Si on relache alors la contrainte
axiale, la friction sur les fractures inclinées empéche ces fractures subaxiales de se refermer
parfaitement, ce qui se traduit par une déformation résiduelle non nulle.

— On doit cependant relever un aspect qualitatif de cette transition en contradiction avec
I’expérience : un champ uniforme, vu nos définitions, correspond d’une part a des fractures
de taille similaire distribués uniformément, mais également a des orientations de fractures
identiques, ce qui ne correspond pas aux observations (on n’a pas de brisure de symétrie
de parité avant le voisinage de la contrainte pic). A ce sujet, on doit toutefois rappeler que
dans le modele d’Hamiltonien tres simple que ’on a considéré jusqu’a présent, le champ ¢
est a valeurs continues, et on n’a pas encore pris en compte d’effets de seuil. On verra plus
loin que cette prise en compte modifie notablement cette transition.

co [(7—|—T,« (\/ 62—1—2(576)]
2f

4.1.2 Dégénérescence de I’état fondamental, mise en évidence d’une
deuxieme transition

Pour analyser plus finement les transitions de phase éventuelles de notre modele, on cherche
a déterminer si les états uniformes décrits ci-dessus sont les seuls qui minimisent H, ou si on a
d’autres dégénérescences.

4.1.2.1 Etude des conditions de dégénérescence, en £k et w
On remarque dans 1'équation (4.17) que pour les directions particulieres & telles que

v = sin(20;) = —=~ (4.23)
Co
, P(k) a un déterminant nul et est une forme bilinéaire dégénérée positive. A contrario, pour
toutes les autres directions, son déterminant est strictement positif, et la forme bilinéaire est
définie positive. Cette propriété de dégénérescence a de profondes implications, comme on le
verra par la suite.
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Pour k£ suivant ces directions particulieres (4.23), P(k) admet une valeur propre nulle. On
utilise (4.17) pour établir que les vecteurs propres (qi,¢2) correspondants, solutions de (4.16),
sont tels que

o _ Mk _ Nk (4.24)

q2 L(k) M (k)
On doit alors noter que les vecteurs Ry, et I, (4.13) et (4.14), intervenant dans les produits sca-
laires sur P(k) constituant les termes d’interactions de H, ne sont pas quelconques : la définition
(3.66) du champ ¢ a partir du champ ¢ sur lequel on fait 'intégration fonctionnelle, ¢ = ||,
impose des couplages de leurs modes de Fourier. Ces couplages peuvent s’exprimer sous la forme
suivante : Vm € N, p?™(r) = ?™(z), ce qui impose que Iintégrale de ces champs sur 'es-
pace soient égales. Ces intégrales s’expriment a partir des composantes de Fourier des champs
d’origine : pour un champ réel b,

1 -~
dzb*(z) = ——= ) bib_
| aara) 17 b
1 -~~~
/S;dD.’L'bll(.’L') = ﬁzzzbklbhbk:ab—kl—kz—ks

k1 k2 k3

et ainsi de suite. On peut donc écrire le systéme d’équations suivantes contraignant les valeurs
des modes de Fourier de v par rapport a ceux de ¢ :

Z (951@%5% - @EMZJJ =0 (4.25)

Z Z Z (¢k1¢k2¢k3¢—kl—k2—k3 - 1/;/911zk2,‘zk31;—k1—k2—k3) =0 (426)

k1 ko ks

et caetera. Pour qu'un mode de Fourier £ # 0 de ¢ et 1) n’augmente pas I’énergie par rapport a
I'état fondamental, on doit avoir d’une part k vérifiant (4.23), et d’autre part Ry et I vérifiant
(4.24), c’est a dire

~ M (k)
@k——L(k)

Ui (4.27)

Ceci implique qu’un champ au niveau fondamental vérifiera pour tous les modes k£ # 0 suivant
les directions données par (4.23),

; (@k(ﬁfk - ﬁk&%) = (1 - A;((:));) d OKD &

Suivant les autres directions, P(k) est non dégénéré et les modes de Fourier du champ sont nuls.
La contrainte (4.25) pour de tels états s’écrit donc

(953 - 1%) + (1 - J\g((:))j) d Pep-r =0 (4.28)
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ol la somme ne porte que sur les modes k # 0 suivant la direction particuliere. Le premier terme
est négatif : comme 1) = ||, on a nécessairement @¢Z — )2 < 0. On verra ci-aprés — en fin de cette

. , X . ME)? o~ s .
sous-section — qu’en augmentant ¢ a partir de 0, 1 — TRT croit régulierement depuis une valeur
strictement négative jusqu’a 0. On a enfin quelque soit le champ considéré, >, prp_ > 0. On
conclut aisément de ceci que :

2
— Tant que (%) # 1, (4.28) n’admet de solution que pour ), ¥xp_x = 0, i.e. pour

les états uniformes décrits en section précédente (nuls ou non), et on n’a pas d’autre
dégénérescence de I’état fondamental.
— Au contraire, pour

= W) +1 (4.29)

,tout état composé de modes de Fourier non nuls uniquement pour ces directions parti-

culieres, superposés a la valeur uniforme déterminée précédemment, aura une énergie égale

a cet état uniforme, et ’état fondamental sera dégénéré, composé de cet ensemble d’états.
Cette condition (4.29) équivaut au systéme

det(P(K)) = 0 (i)
{L(W—M(W 0 (i (4.50)

On établit & partir des définitions (4.9) et (4.10), en utilisant (4.23) solution de (i), et la propriété
u? + v} =1 (comme ces grandeurs sont cosinus et sinus d’'un méme angle), que si (i) est vérifié
alors

L(k)? = M(E)® = 2L [w? = (& = )] [0 —a)& + aw?)]’ (4.31)

Le troisieme terme est toujours positif. En rappelant les définitions de ¢; et ¢y (4.7) et (4.8),
celles de k (3.82) a (3.84) et celles de 1 (3.29), on établit que

2 a GG+ 2a—1)¢)

2— =
PR Ty g

(4.32)

, ou les coefficients ( sont les facteurs de forme positifs intervenant dans dc, la variation des
modules effectifs d’une maille contenant une fracture. On a donc toujours c3—c? > 0. Le polynome
en w (4.31) n’admet donc que deux racines, et (4.30) équivaut a

wE = =G -4 ()
{Sin(?&k) = _w* (ii) (4.33)

Notons deux remarques sur ces solutions :
— Deux directions, que l'on a noté k* et k= en figure 4.1, correspondent a cette valeur
particuliere de vy : elles se distinguent par le signe de uy = cos(26;). On voit clairement
sur cette figure que u;- > 0, et u; < 0, donc uz, = —uz— = —c1/co. En réinjectant ceci
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dans M (k)/L(k) — (4.9), (4.10) — on montre aisément que

MGE) NG (4.34)
L(k*)  M(k) '
M) _ NG (4.35)
L(k~)  M(k) '

D’aprés (4.27), la direction & correspond donc & une contribution énergétique nulle des
modes de Fourier sous la condition que ¢ = 9, et £k~ a condition que @ = —y.

— Enfin, vu la définition de w (4.6), on a initialement w = 0 et d’apres (4.31), L(k)?2— M (k)? <
0,ie 1— AL/I((,f)); < 0. Ceci reste le cas jusqu'a ce qu’on atteigne une racine du polynome
(4.31), ce qu’on a utilisé plus haut pour prouver qu’en-deca de cette racine, on a pas de
dégénérescences supplémentaires par rapport aux deux états uniformes donnés en section

(4.1.1.2).

4.1.2.2 Description de I’ensemble des microétats de base au point critique

On conclut finalement que I’état fondamental est initialement 1’état intact uniformément nul,
se sépare éventuellement en deux états uniformes apres la premiere transition, jusqu’a ce que le
rapport % atteigne %uﬁ (o et p, tels qu'on les a définis, sont positifs lors du chargement). A
cette valeur?, il devient infiniment dégénéré : c’est 1'origine de la deuxiéme transition de phase
observée, et ceci est la valeur critique du parametre de controle macroscopique.

L’ensemble des microétats dans I’état fondamental a cette valeur particuliere de la contrainte
appliquée, est donné par un des deux états uniformes au niveau fondamental, auquel on peut
superposer des modes de Fourier d’amplitude quelconque suivant les directions particulieres kt
ou k=de (4.33ii). D’apres la derniére remarque de la section précédente ou 1'on a défini ket lAc_,
par rapport a I’état uniforme ot ¢ > 0, on pourra ajouter indifféremment des modes suivant lAch,
tant que le signe de ¢ reste partout positif : @, = ;. De méme, par rapport & 1’état uniforme
¢ < 0, on pourra ajouter des modes suivant k~. Ceci correspond a la possibilité d’ajouter
des bandes conjuguées par rapport a l’axe de contrainte principale sans modifier 1’énergie des
états fondamentaux déterminés en 4.1.1.2 - voir figure 4.1. Les bandes perpendiculaires a k*sont
constituées de fractures colinéaires a é; (¢ > 0), et celles perpendiculaires a k= au contraire
correspond & des fractures orientées suivant é; (¢ < 0). Il s’agit donc bien de bandes conjuguées,
y compris dans leur microstructure. Ceci est simplement une conséquence naturelle de la symétrie
de parité de notre probleme : le signe de ¢ correspondant a une orientation définie par rapport a é;
et éo, les propriétés doivent étre identiques sous la transformation é; <> é;5, ¢ <> —¢. Notons enfin
que les directions globales de ces bandes ne correspondant pas a €; ou éo, elles sont constituées
de microfractures en échelon. Ceci est qualitativement proche de l’observation expérimentale
de localisation macroscopique en bandes de cisaillement. On supposera qu’une fois ces bandes
formées, dans la mesure ou une structure macroscopique traverse 1’échantillon, la modélisation
physique que nous avons adoptée, basée sur des milieux infinis, cesse d’étre valable, et un autre
phénomene physique instable se met en place, amenant les petites fractures présentes a coalescer
pour former la fracture macroscopique finale : Au-dela de cette valeur critique de %, la physique de

2Voir la remarque en annexe D.1.
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F1a. 4.1 — Bandes conjuguées possibles a la valeur critique de la contrainte.
Ces bandes représentées en pointillés sont perpendiculaires aux directions k£~ et &7, telles que

—_—

. ~A 7 —wt . , . , . , .
sin [2(61; k*)| = ——- Elles sont constituées de microfractures également conjuguées, suivant les

directions é; pour ktet é; pour k™, schématisées ici par des ellipses pleines.

la fracturation n’est plus décrite par ce modele®. L’apparition d’une bande de cisaillement parmi
celles possibles brise les symétries du probleme, a la suite de quoi la fracturation macroscopique
se fera le long de cet objet. Cette transition correspond donc bien a une brisure spontanée de
symétrie : A ce point critique, toutes les bandes sont encore possibles et on doit encore avoir le
parametre d’ordre macroscopique () nul. Au-dela, il quittera progressivement la valeur 0 (ce
qui n’est plus décrit par cette théorie : on ne décrit que la branche précédant la transition) .
L’énergie stockée dans ces modes, quadratique en (@y; ik), a une dérivée seconde par rapport a
ces variables tendant progressivement vers zéro a ce point critique : ceci correspond bien a une
transition continue (“du second ordre”, ou supérieur, dans la classification d’Ehrenfest).

4.2 Intégration fonctionnelle proprement dite

4.2.1 Changement de variable vers les modes de Fourier

On doit maintenant effectuer I'intégration fonctionnelle (4.1) pour établir I’expression de la
fonction de partition Z. Les termes apparaissant naturellement en fonction des modes de Fourier
de ¢, on utilisera les variables ¢ pour faire cette intégration.

On doit d’abord noter comment 1’élément de volume de I'intégrale fonctionnelle Wﬂ(d(pr), se
re

3Pour pouvoir décrire ce comportement, il faudrait inclure le fait que les conditions aux frontieres & I’infini
ne sont plus homogenes, et correspondent probablement a des directions principales de contrainte moyenne ne
coincidant plus avec les directions axiale et radiale : les conditions aux frontieres & poser doivent étre modifiées
par la présence de cette bande macroscopique. Ceci n’étant pas compris dans le modele d’hamiltonien initial, il
est exclus qu’il rende compte de cette physique post-localisation.
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transforme par ce changement de variables. Pour des fonctions & support infinis de R? dans C, la
transformation de Fourier F est unitaire (i.e. F~' = F*), et le Jacobien de cette transformation
est donc 1 (Jac(F)? = det(FF*) = det(Id) = 1) . Pour des fonctions complexes & support
finis, et & variation réguliere en-de¢a d’une longueur d’onde caractéristique A,,, en remplagant
de fagon heuristique I’intégrale dans la définition de la transformée de Fourier F par une somme
finie sur les sites r d’un réseau carré de pas A,,, le méme argument s’applique, et I’élément de
volume i [dRe(pr)dIm(p,)] se transforme en 7kr [dRe(@r)dIm(Pk)], & une constante multipli-

cative pres. Les champs ¢, considérés dans notre modele étant de surcroit réels, les couplages
entre leurs modes de Fourier p(—k) = ¢*(k), ameénent & ne faire l'intégration fonctionnelle
que sur les amplitudes des modes de Fourier dans un demi-espace des modes k admissibles.
Ceci établit que I’élément de volume ng(d(pT) se transforme par ce changement de variables en

dRe(gEo)kwT(dRe(gbk)dIm(gbk))4, olt T désigne un demi-espace des k non nuls possibles® .
€

On a vu que la fonction H dans l'intégrant s’écrit
-1 -
Hyole] = d(p,0)V +e(p, o)t + 1 f(p,0)¥5

1
+1 > (BE-m(k,p,0).Ry + I .m(k,p,0).I;) (4.36)

keY

ou d, e et f sont des fonctions réelles ayant les dimensions d’une densité d’énergie, m(k,p, o)
est une fonction matricielle a coefficients réels de mémes dimensionnalité, et Ry et I sont des
vecteurs de R? construits & partir de @, et 9 par (4.13) et (4.14).

Le champ v étant une fonctionnelle de ¢ — sa valeur absolue — , on a vu que ses coefficients
de Fourier sont définis a partir de ceux de ¢ par une série infinie de contraintes, dont les deux
premiéres sont (4.25) et (4.26). Ces couplages des modes font que l'intégrale

7= [aa][saste 1 (4.37)
keY

n’est pas séparable, et on ne peut malheureusement I’évaluer directement —remarque : pour alléger
les notations, on note dorénavant ¢F=Re(@y), ¢r=Im(Py), et on fera de méme pour 1.

4.2.2 Principe d’'une méthode d’intégration par renormalisation

Une méthode serait appliquable en principe pour contourner ce probleme : notant de facon
symbolique les contraintes entre ¢ et ¥, ga, [, 15] =0, ol les fonctions ¢; sont des polynomes de
degré i sur les variables ¢ et 1/~1k, on peut réexprimer l'intégrale fonctionnelle qui nous intéresse
en rendant les champs ¢ et v virtuellement indépendants, et en exigeant que ces contraintes
soient satisfaites : formellement,

+o0

~ 7 ~R 3~I 77R 371\ —BH[p; ~ 7

2= [ dgoaio] ] (@etagtaitashe 9. ] 6 (aan [5.9])
keY n=1

4Vu la définition de la transformée de Fourier que nous avons employée, on a en fait une constante multiplicative

D
supplémentaire (277)7(ﬁ) , qui ne joue aucun role dans les dérivées du potentiel issu de la fonction de partition,
et que 'on omettra par la suite.

®Formellement, T = {k/ (32k1, 5ck2) € ({1;2,---, ﬁ} X {—AL,—AL +1,.., ﬁ}) U ({0} X {1,2,..., ﬁ})}
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En écrivant les diracs sous la forme

d(z) = lim )\e’)‘””2
A—=+o0 T
, ceci peut se formaliser comme
Z = ,\EIPOOZ’\ (4.38)
R Rl TR AT A BHIGG NS0 5012
Z = / dgodio | | (dpfdpidifiaiy. )e P05 (o) (4.39)

keY

, ou les bornes d’intégration sont telles que les champs réels ¢ et 1 soient a valeurs respectivement
dans [—¢; €] et [0;¢]. Traitant alors H comme hamiltonien de référence, on considere le termes
de contraintes comme une perturbation, et développant ’exponentielle par rapport a (@, ¥x),
comme le terme de contrainte d’ordre le plus bas est g3[@; 1;]2, d’ordre 4, alors que ’hamiltonien
H est un polynoéme d’ordre 2, on obtient

p b D D y ’ )\ — Seah]— +o0 .~ 2
7y = / dwodon(dwﬁdwﬁdwﬁdw,{.P)e BH[G]1-A 525 (420 16,9))
keY

00 i ) = o)
-y / Agodfo [ ] (d5Rapaiftag]. = )e# e (—A Z(QQn[@W)Z)
m=0 )

= Z. Z_ % < (—A E(an[sE;i])Q) >

ou (), désigne la moyenne sur la distribution correspondant au seul hamiltonien de référence
H[p; ).

Ce développement pourrait alors étre écrit comme une série de termes représentés par des
graphes de Feynman. Le premier ordre n’impliquerait que la premiere contrainte go, le deuxieme g
et q4, etc. Les propagateurs correspondant aux liens symboliques de ces graphes correspondraient
aux termes d’ordre 2 de H, i.e. aux P(k) —(4.12)— de Hp;.

Les différents ordres de ce développement perturbatif sont certainement divergents, et il
faudrait enfin procéder a une renormalisation en exigeant que le résultat soit indépendant de la
taille de la maille A,,, ou de fagon équivalente que la fonction de partition Z, soit invariante par
transformation d’échelle au point critique.

Ce type de méthode, désormais classique, est décrit in extenso par exemple par Binney et al.
[1992] . Ce développement étant malheureusement assez technique, il n’a pas été mené a bout
dans le cadre de ce travail. On a préféré tout d’abord faire une approximation simple pour évaluer
Z, que I'on décrit ci-apres.

4.2.3 Approximation de signe constant

On a remarqué que ’hamiltonien (4.36) est un simple polynéme d’ordre 2 des (@k;&k) ol
chaque k correspond a un terme séparé, si ce n’est le couplage entre modes de ¢ et . De plus,
apres la premiere transition (début de 'activité des microfractures), on a vu que ce modele prédit
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des états fondamentaux uniformes non nuls, i.e. de signe constant. Ceci suggere ’approximation
suivante : On va approcher Z dans (4.37), par une somme restreinte sur les états de signe constant.
On a alors ¥ = ¢ ou ¥ = —¢, et les modes de Fourier de 1 se ramenent trivialement a ceux de ¢,
comme égaux ou opposés. La validité de cette approximation est malheureusement relativement
incontrolable. Comme cette restriction inclut tous les états voisins des deux états fondamentaux,
on s’attend a ce qu’elle décrive bien les principales contributions pour Z. On peut avec certitude
affirmer qu’en faisant ainsi une somme sur un sous-ensemble de I'espace des états, on établit
un minorant de Z, donc une borne supérieure du potentiel F' (2.25), mais le poids dans Z des
états non comptés est impossible a majorer a priori. Notons simplement que par rapport a une
approximation de champ moyen, qui est aussi une approximation par sommation sur un sous-
ensemble, cette démarche apporte certainement un meilleur résultat, puisqu’elle tient compte
malgré tout des fluctuations spatiales des champs restreints auxquels on s’intéresse.

Dans le cadre de cette approximation, (4.37) s’exprime simplement a partir de (4.36) comme

S .2 5012
Z o~ / dgo | [ (dofdpt)e ™ e/ (%) +Trer vt ()] |
 positifs keY
+/ ago [ [ (@pfdghye Ve P+ () +Tuerw ]3] (4.40)

negatifs

keY

oll les fonctions d, e, f sont données par (4.3), (4.4) et (4.5), et ot w*(k) de (p, o) est déterminée
a partir de (4.15), comme

w (k) = %% (L(k) + 2M (k) + N (k)] (4.41)

Les intégrales sur les modes de Fourier ne sont plus couplées que via les bornes du domaine
correspondant aux conditions Vr, ¢(r) € [0,€] et Vr, o(r) € [—¢,0]. Ces frontieres ne corres-
pondent pas a une forme simple pour les amplitudes de Fourier. On peut toutefois établir que
dans la limite ou le volume mésoscopique V' est suffisamment grand (ce qui est possible tant
qu’on n’a pas de cross-over de taille finie), les intégrales sur chaque mode k& # 0 proviennent
entiérement du voisinage de ¢, = 0°. On détermine qu’on peut considérer comme bornes pour
cette intégrale multiple en place des véritables conditions, des bornes séparées pour chaque

mode — par exemple ( = %) € [—€/2,¢/2]?, ou alternativement ( s v) € R? - sans modifier

60n peut encadrer par exemple l’integrale sur les fonctions positives : par une borne supérieure ou on integre
-I

sur R entier pour chacune des variables £ STl ‘p‘}“ V’° ; et par une borne inférieure ou on n’integre que sur un domaine
tel que 0 < % <eet Zk?&o ( 7‘ + ‘7 ) < % min < e — 7) dont on peut aisément vérifier qu’il est inclus
dans le domaine Vr, ¢(r) € [0, €] —il s’agit d’un polyhedre n-dimensionnel, n étant le nombre de points du champ
sur lesquels on intégre. Le résultat pour la borne supérieure s’évalue trivialement, celui pour la borne inférieure
s’effectue mode apreés mode. Etudiant le résultat dans la limite ou V' — +00, ce qui est relativement fastidieux, on
peut montrer que cette borne inférieure est asymptotiquement équivalente a la borne supérieure, donc 'intégrale
fonctionnelle entre les deux l’est également.
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le résultat. Les intégrales multiples (4.40) se factorisent alors trivialement en

7z ~ z {ZJH (24 (k)2 (K)] + 2 H 2 (k ]} (4.42)

ke keT
avec 2z, = e PV (4.43)
7 = / dgoe VIR +1(%0) (4.44)
%00
\4
0 5 50\2
zy = /50_ d@oe? [—e5p+1(50) ] (4.45)
VE/Q BV (k )(i)2
A = [y aele Y= (4.46)
7——62

Tous les termes restant a intégrer sont de simples gaussiennes. On les évalue sans difficulté, et
en notant que V est suffisamment grand :

A0 =) = -iigm( G C)
~ Bw D) (4.47)
W= = 4/3f erf 2f)m) _erf<2f \//BTf)}
~ €V (4.48)

Remarquons enfin que les formes w* présentent une symétrie évidente par rapport & la direction
du vecteur £ : ces fonctions ont été définies en (4.41) & partir de L, M, N — (4.9), (4.10) et
(4.11)— comme proportionnelles (avec un méme préfacteur) a [L(k) £ 2M (k) + N(k)]. On note
que la fonction M est impaire en uy = cos(26y), alors que L et N sont paires en uy. Par ailleurs,
sous le changement de variables #' = 7/2 — 6, on a vy = sin(2(7/2 — 0)) = sin(20) = vy, , et
ug = cos(2(m/2—0)) = — cos(20) = —ug. On en déduit donc que sous ce changement de variables,
on a w (k") = wt(k). Cette transformation transformant Y en lui-méme, et comme on a vu que
2z = 25, on en déduit dans (4.42) que les deux contributions entre crochets sont identiques, et
que Z est donné par le double de I'une d’entre elles.” Cette remarque faite, on va indifféremment
sélectionner z* pour exprimer Z. A Taide de ces expressions, on obtient finalement® le potentiel
F par (2.25) :

7Ceci est une fois de plus conséquence directe et naturelle de la symétrie de notre probléme par parité : la contri-
bution & l'intégrale fonctionnelle des populations d’orientation donnée (signe constant) doit étre indépendante de

cette orientation, donc du signe en question.
8Pour établir ceci, on a supprimé dans Z un facteur (27)

Card(Y) ~ qui compense exactement le facteur

(277)7(ﬁ)D que lon avait omis dans la transformation de la mesure fonctionnelle des amplitudes réelles aux
amplitudes de Fourier, section 4.2.1. Ceci n’est de toute fagon relié a aucune grandeur physique, mais montre
simplement la cohérence mathématique du changement de variables. Par ailleurs, la contribution des termes zg
a F, et du facteur 2 prenant en compte la somme sur les deux sous-espaces, —In(2eV)/BV, est naturellement
négligeable.
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InZz
A%

F ~ d+—Zl (% *( ) (4.49)

keY

F =

4.3 Dérivations du potentiel thermodynamique et
établissement de la pente recherchée

On veut naturellement utiliser I’expression du potentiel thermodynamique (4.49) pour obtenir
la variation de la pente de la courbe de charge au voisinage de cette transition de localisation,
en utilisant notre formalisme de physique statistique, pour relier cette théorie aux observations
expérimentales de la partie I .

4.3.1 Lien avec la pente observée : objectif

Au chapitre 2, on a défini D la pente de cette courbe, et C les modules élastiques de la roche,
correspondant a la pente des courbes de décharge. D’apres la relation (2.44), on a

ds

r(D'-0) =T

(4.50)

or en utilisant la premiere loi (2.32), on obtient la densité d’entropie s comme

oF

donc

0s
;0T\
O F a?
a 87‘6T‘ -T2

ds 0s

e

dT

g
, ar

Ceci montre que la pente recherchée D vérifie la relation

2 2
TDlzTCl—T( aF‘ OF

oroT| ' oT?|,

%) (4.52)

Les termes T et % sont en principe obtenus a partir de la solution de I’équation différentielle
pour T'(7), (2.50).
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4.3.2 Origine des éventuelles singularités de D!
4.3.2.1 Complaisance de la roche

Intéressons-nous tout d’abord au premier terme de (4.52) : la complaisance C~' de la roche,
comme on I’a établi en (2.40), est la moyenne thermodynamique des complaisances des microétats,
i.e. de termes de type M~! ot M est donné pour chaque microétat par (3.86). Ceci ayant été
établi dans notre modele par une approximation de Born a I’ordre deux a partir de I’état intact, et
les microfractures étant supposées petites (|¢| < €) , ces termes restent voisins de la complaisance
de la roche intacte (on peut aussi le vérifier en majorant les termes d’ordre 1 et 2 dans (3.86)),
et 7C~! reste fini : bien qu’inférieure & la pente initiale, la pente des courbes de décharge ne
présente pas de singularité a cette transition. Ceci correspond bien a ’observation expérimentale,
montrant que les pentes des courbes de décharge restent non nulles a la contrainte pic.

4.3.2.2 Température

Dans le second terme, interviennent la température et sa dérivée totale par rapport a la
contrainte maximum atteinte. En principe, T est obtenu comme solution de ’équation différentielle
non-linéaire (2.50). On devrait en principe faire également une analyse asymptotique de cette
équation, mais on se contentera de faire I’hypothese supplémentaire que 7" se comporte également
régulierement aux alentours de la transition, i.e. que 7' et % restent finis (non nuls). Faisons
sur ces hypotheéses les remarques suivantes : on a vu que 7' = 0 correspondrait a un systeme
obligatoirement dans un de ses états fondamentaux. On sait que ceci n’est physiquement pas le
cas : on n’observe pas un ordre parfait, i.e. uniquement des bandes, autour de la contrainte pic.
Il reste énormément d’états différents, comportant de tres nombreuses fractures non cohérentes
avec les bandes de cisaillement, méme si ces bandes semblent étre probables. De méme, T = oo
correspondrait a des états tous équiprobables, indépendamment de la configuration de fractures.
On sait également que 1’on observe des tendances statistiquement majoritaires dans la géométrie
des états réalisés, et ceci n’aurait pas de sens non plus. Ces arguments intuitifs montrent que
T doit avoir une limite finie au point critique. Il est plus délicat de développer le méme genre

T

d’argument pour ¢-, et on se contentera de le supposer fini.

4.3.2.3 dérivées partielles de I’entropie

Restent alors les deux dérivées secondes de F' qui peuvent éventuellement étre singulieres, ce
qui se retrouvera alors entierement dans 7D7!, i.e. dans la facon dont la pente de la courbe de
charge, proportionnelle a des composantes de D, s’annule a I’approche de cette transition.

4.3.3 Evaluation des dérivées secondes de F
4.3.3.1 Comportement de In(w), intégrant de F
Dans l’expression de F' (4.49), interviennent des logarithmes de la fonction w™. Cette fonction

(4.41) a été définie a partir de (4.15), avec @ = 1 . On a donc

2.2
wt(k,p,0) = = — 3

1 T
= 53 —a) [(1,1).P(k).(1,1)"]
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ou les P(k) sont les formes orthogonales positives données en (4.12). Vu cette forme, d’une part
wt est toujours positif (ce qu’on a déja exploité pour déterminer les états fondamentaux, et
pour effectuer les intégrations fonctionnelles). D’autre part w™ s’annule lorsque P(k) est une
forme dégénérée, et que le vecteur propre correspondant a la valeur propre 0 coincide avec (1,1).
D’apres (4.24), w™ est donc nul quand la condition (4.34) est vérifiée. w™(w, k) est donc nul sous
les conditions nécessaires et suffisantes, que w = w*, et que k soit colinéaire & k*. Comme w est
toujours positif au cours de ’histoire de compression, seule la racine w™ est atteinte. On obtient
ainsi que tant que w < w™t, wt est strictement positif pour tout k. Quand on atteint la valeur
critique w™, w™ reste strictement positif pour tout k, & l'exception de la direction kot il est
nul.

L’intégrant du potentiel F' (4.49) présentera donc une singularité logarithmique au voisinage
de w — w™, et de cette direction particuliere. Il sera régulier partout ailleurs.

4.3.3.2 Origine des éventuelles singularités dans les dérivées secondes de F

Le premier terme de F', correspondant a la densité d’énergie élastique triviale du milieu non
endommagé, d (4.3), ne présente pas de dépendance en température, et n’interviendra donc pas
dans les dérivées qui nous intéressent (4.52).

Dans le terme suivant, dans la limite ou la taille des volumes mésoscopiques V' est suffisam-
ment grande, on remplace de fagon heuristique la somme discrete sur les modes de Fourier £k € T
par une intégration continue sur ¢, f, coordonnées radiales de k — en effet, on a vu que w* ne

dépendent pas de ¢, mais uniquement de la direction 6 :

q=27m/Am O=m
VZln <2ﬁ ( )) = T/_2 B qdq/H dfIn <T2L2 +(9)) (4.53)

keY
T ) 0=n N

= -2 Az In(TL?/2) + 2x° Az dfln (w*()) (4.54)
Le premier terme ne présente pas de dépendance en 7, et sa contribution a aa:—a}; est nulle. Sa

contribution a ng}; est simplement _W’ qui reste finie par hypothese.

Reste le terme rehe a w™, fonction indépendante de T :
o | 2m?T [0 or? [0

- — dfl ) = —— dgl (0 4.55
o az ., m@ @) ==75 [ (o) (4.55)

Remarquons tout d’abord que w™ ne présentant de racines que suivant les directions kT &
w™T, on peut développer & la contrainte critique en € au second ordre autour de cette direction

6" : la contribution du péle & —B—F = s sera donnée par
on2 [0=07+e 2wt . o
- df In [ < 0", w ) -0 ]
A% Jozg+—c o | ) )

In(z?) étant intégrable en 0, ces singularités sont intégrables, et 'entropie s reste définie au point
critique : ceci prouve que la transition que nous étudions est bien une transition continue, ne
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présentant pas de discontinuité de I’entropie. Ceci justifie la terminologie de “point critique” que
nous employons pour la désigner.

Redérivant ce terme par rapport a 7', on a une contribution nulle. Par contre, on va voir ici
que les dérivées de ce terme par rapport aux composantes de 7 peuvent étre singuliéres, ce qui
sera entierement origine de la divergence de D~

4.3.3.3 Expression des termes singuliers en fonction du comportement de w* autour
de son minimum

On a vu que wt est proportionnel & L+2M +N. A partir de L, M , N - (4.9), (4.10) et (4.11)~
, avec un peu d’algebre élémentaire, en développant et refactorisant différemment L + 2M + N
pour isoler les dépendances en 6, on réexprime

0‘2827;2“)10*@, 0,0) = L(k)+2M(k) + N(k)
= ¢ (1 - av®) +2cu[(l — @)z — awv)]
+ (1—a)is+2(1 — a)ewv + (1 — av?®)w?

1—

o} 1-—
—c§+w2—a[ a

€y — C1U — WU (4.56)

2
= Cl+

On pose alors

T 1 w
f; = — — —arctan | —
2 2

&1

On va voir que cet angle est celui qui minimise w™, quelle que soit la valeur de w. En ef-
fet, cos(26;) = — cos(— arctan(w/c1)) = —¢; (w? +c§)_l/2 et sin(26;) = sin(— arctan(w/c;)) =
—w/ (w?+ ¢2)"/* donc en effectuant un changement de variable

0 =2(0— 6, (4.57)

et en notant

1/2

A= (W + ) (4.58)

,ona

cos(f') = cos(26;)cos (20) + sin (26,) sin (26)

A =cu — wy)
donc d’apres (4.56),

o(l—a) | o2, 11—, 2 l -« 1 ’
2————w>(p,0,0) =p cl-l—TcQ—i-w -« ¢a + Acos(6) (4.59)

K3
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Ceci est minimum & p, o donnés, pour #' = 0 : 0, est bien la direction minimum de w*. Avec ce
changement de variable, la singularité recherchée s’exprime

82F 2772 3 §'=2m ' ’
_ _ 0 In (w 4.
aTaTL_ AZ b7 /H,_O @' (w0, p,0)) (4.60)

Dans ce qui suit, on notera # sans apostrophe pour #' pour alléger les notations. Sauf indication
contraire, il s’agira de cette nouvelle variable.

On remarque que puisque la seule racine de w* est en # = 0, en excluant un voisinage de
taille 2¢ autour de cette valeur, la fonction f::fw_e df1n (wt(6,p,0)) est analytique, et toutes
ses dérivées par rapport a (p,o) sont régulieres. La singularité recherchée est provient donc
entierement du voisinage

0*F 272 0
— = = - 4.61
878TL_ A2 6TI (4.61)
O=¢
I = / df1n (w* (8, p,0)) (4.62)
0=—c¢

Pour une telle singularité logarithmique, il n’est pas possible de faire un développement limité de
wt simultanément en 7 et € , puis d’intégrer en 6§ chaque ordre en 7. En tentant brutalement ce

genre de technique, on obtiendrait un ordre 0 en 7 9, In(w™) A ¢/6?, qui est non intégrable
~0,w=w

en 6, et des résultats similaires pour les ordres suivants. Ceci ne signifie pas pour autant que
cette dérivée est non définie, mais simplement qu’il faut étre attentif a ne pas développer en 7
avant 'intégration®.

On peut par contre procéder par exemple de la facon suivante : en considérant e suffisamment
petit, on peut faire pour w* un développement limité a ’ordre 2 en 6, intégrer ceci puis dériver
le résultat.

Utilisant (4.59), on établit que

(1—a) |

——w' = a+b0°+0 (0) (4.63)
k3
a = (1-a) [(cf +¢3) P’ + c30° — 2c9p (cIp” + c302)1/2] (4.64)
b = a(dp’+co’) + (1 —a)ep (cip” + 0302)1/2 (4.65)
on a pose c3 = . f - (4.66)

En s’intéressant aux valeurs critiques de ces parametres, on retrouve naturellement a — 0, et

a w

TS
on obtient une valeur finie pour b: b — 3p*

a w

p c3

9Ce probleéme est analogue & I’évaluation de la dérivée seconde de I(\) = f_ll dzIn(A? + z?) : la singularité est

intégrable, et en dérivant la solution, on obtient (‘ng = — —4, qui est le résultat correct. Si on faisait un

A—0t

2 2
développement limité autour de A = 0 avant l'intégration, on aurait obtenu 9y In(\% + z?) = % N f—2,
—

__4
A241

qui est non intégrable.
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On utilise cette forme (4.63) pour effectuer I'intégration (4.67) :

O0=¢
I = / df1n (a + b6?) + constante (4.67)
0

=—€

= 2¢ln(a+be*) + 4\/%arctan (\/§e> + constante (4.68)
a

La dérivation qui nous intéresse (4.61) se ramene & celles des deux fonctions a et b : & partir de
la forme précédente, il vient

dra  0;b a b 0rb
0,1 =2 ( i ) \/garctan (\/26) -1—267 (4.69)

orb
b

b ayant une limite finie, les termes sont réguliers. Par contre, comme ¢ — 0%, on a

arctan (\/ge) = 7, € ayant été fixé positif.
g 4w
p c3

A partir de (4.65), on établit enfin les dérivées d,a et d,a.

4.3.3.4 Evaluation des termes potentiellement singuliers : pathologie du modele
sans les termes de plus proches voisins et ceux d’effets de seuil

Posant alors

03% =w=w-1 (4.70)

, et en utilisant que wt =c2 — ¢2, on développe les termes qui restent en [ :
20
Tout d’abord,

0 = (1-a) [(&+E) 5+ o — 20 (1 + o))

= (o)t [+ (1) =20 (4 (" - 1)2)”2}

2wt 12\
= (1-a)p? |d+E+wt =2t +12 - 28 (1_w_2+_2)
G2 G2

- i
= (1—a)p*|2c 2wt + 17> —2c3 + 2wt — 1> + wc—2l2]
2

a = (1-a) 2L‘)—Jr2l2 o\ 4.71
= P+ 0(F) (4.71)
2

et comme

l=w" —c3— (4.72)
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on a

0 ol d c3 d
=== = 2= 4.73
do 0o dl p dl (4.73)
9| _old _ cod (4.74)
dop|, Opdl p pdl
donc au point critique (p*, o)
+2 d
Oa = (1—apt - (-22p
¢ (1=ap 3 ptdl
wt
= —-2(1- a)?c;),pﬂ +0(1?) (4.75)
2
et
w+2 2
da = (1—a) s [p+ 0,12 +Pa,,p2}
Gy
wt’
= (1- a)7 [cso ™2l + 2p™ 7]
2
wt’
2
Donc on obtient
d-a 1
T l 4.77
“ e o) (477
a
3 e 0O() (4.78)
et d’apres (4.69), ceci se compense exactement pour donner
o1 € O(1) (4.79)
ce qui montre avec (4.61) que pour ce modele, aa:—aFT‘ admet une limite finie au point critique.

Dans la mesure ol on a établi que tous les autres termes de (4.52) sont réguliers, ceci signifie que
7D~ doit rester fini au point critique : bien que ce modele prédise des transitions de phase dont
la structure géométrique des états fondamentaux correspond qualitativement aux observations,
il prédit une pente finie des courbes de charge a la transition de localisation, ce qui semble en
contradiction avec les observations expérimentales de la partie I. On va voir qu’en tenant compte
a la fois des interactions de plus proches voisins, et du caractere discret des valeurs du champ,
ce probléme sera résolu.

4.3.3.5 Origine mathématique du comportement pathologique de ce modele

Notons enfin I'origine mathématique de cette non singularité : a a été défini en (4.63) comme
proportionnel a main(er(ﬁ)). Comme on a établi que w™ ne s’annule qu’a une valeur particuliére
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wT du parametre de contrdle, w, on a nécessairement g—g(w = w*) = 0, et dans un développement
limité en w autour de w*, le premier terme non nul est du second ordre : a € O(I?). On pourrait
penser que tout effet physique se traduisant par un terme négatif en facteur de Q% , dans
I’hamiltonien, léverait ce caractere pathologique : main(er(H)) changerait de signe autour d’une

valeur critique w™, et le développement limité ameénerait nécessairement

a€O(l)
, et donc

ora 1
il O(Z)

a

5 € oW1)
0,1 € 0<i)
! Vi

Ceci correspondrait exactement les singularités observées.
Notons toutefois qu’un effet physique se traduisant simplement par un terme de ce type
amenerait une incohérence tout aussi sérieuse : on a établi en (2.32) que

oF

= — ;0! 4.80
or (4.80)
or d’apres (4.55), la fonction w* étant indépendante de T, le terme 0,1 dans % correspond a
un simple terme 7°0,I pour %—f : ceci signifie que si 'on a une singularité de 7D~!, I'inverse de

la pente des courbes de charge, on retrouvera la méme singularité dans 7C !, i.e. les modules
élastiques de la roche devront s’annuler a la transition de localisation : ceci n’aurait aucun sens.

On va maintenant réintroduire les deux termes que 1’on avait omis jusqu’ici dans ce chapitre,
et on verra comment ceci résout simultanément ces deux problémes : D! sera singulier, et C !
régulier a 'approche de la transition.

4.4 Avec interactions de courte portée et caractere dis-
cret du champ

La prise en compte de ces deux aspects n’amenent que deux modifications suivantes a ’hamil-
tonien H défini en (4.36) et (4.15) : il s’exprime en fonction des mémes quantités, en remplagant
simplement

[ = fwg (4.81)

2
(1 - a)

N(k) = No(k)+ p (=JAZE*(1 — vg) + bT) (4.82)

ol on a noté fy et Ny les quantités étudiées jusqu’ici. Toutes les autres quantités définies de (4.3)
a (4.14) restent inchangées.
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4.4.1 Modifications des transitions

Etudions d’abord comment ces deux termes modifient I'image simple des transitions que ’on
a développé jusqu’ici :

4.4.1.1 Transition d’initiation de ’activité des microfractures

On verra a la section suivante 4.4.1.2 qu’avant une seconde transition, le terme d’interaction
est toujours minimisé par des champs uniformes. En minimisant alors les termes en champ propre,
dépendant uniquement de la valeur moyenne volumique de ), grandeur positive, on obtient de
nouveau que g, (1) = ey + fEQest minimum en ) = 0 tant que e > 0, puis en 1) = —e/2f quand
e devient négatif. e n’étant pas modifié par I'introduction des deux termes supplémentaires, cette
transition reste inchangée.

Remarques :

— Si on forgait le champ local ¢, a ne prendre réellement que des valeurs discretes, sans rem-
placer les diracs représentant ceci dans (3.117), par des exponentielles, ceci compliquerait la
géométrie des états fondamentaux apres cette premiere transition : la valeur moyenne sur le
volume du champ 1), minimisant les termes propres de ’hamiltonien, ne coinciderait pas a
priori avec une des valeurs locales possibles du champ. Il serait donc impossible d’avoir un
champ uniforme ayant exactement cette valeur, et on aurait dans ’hamiltonien une balance
entre la tendance du terme d’interaction a étre minimum pour des champs uniformes, et
la non-coincidence entre la tendance & avoir une valeur moyenne ¢ = —e/2f, différente
des valeurs locales autorisées du champ. Les états de base seraient alors certainement des
états non-uniformes, ce qui leve partiellement le paradoxe relevé en section 4.1.2.2 : ces
états correspondraient bien a une localisation diffuse dans la roche, et non exactement a
des microfracures de méme orientation et équiréparties.

— En remplacant ce caractere discret du champ par un poids exponentiel, comme on I’a pro-
posé en section 3.7, on peut également relever le fait suivant : si on s’intéressait a un modele
ou le champ local n’est pas borné, i.e. que I'on ne tronque pas le terme supplémentaire g, =
b% fr ca dr 2 (¢, — 1)2, au second ordre en v, ceci aurait pour effet de faire éventuellement
apparaitre une transition du premier ordre supplémentaire : la figure (4.2) montre qu’on a
d’abord la premiere transition discutée a e = 0, puis autour de e = e; < 0, on a un saut dis-
continu de la valeur de 1) minimisant g; + g». Il faudrait toutefois pousser le développement
des interactions jusqu’a l'ordre 4 en ¢ pour étre cohérent, si ’on voulait étudier également,
cette transition : ceci est au-dela de nos objectifs présents. Dans le modele que I'on s’est
fixé, les champs restent petits, ce qui justifie a priori de tronquer les termes au deuxiéme
ordre. Il n’est pas clair d’accorder une signification physique particuliere a cette éventuelle
possibilité de deuxieme transition.

4.4.1.2 Transition de localisation

En ajoutant ces termes supplémentaires, on a modifié les formes orthogonales P(k), qui étaient
jusqu’ici des formes bilinéaires dégénérées positives. On a toujours le fait que (1,0).P(k).(1,0)T =
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9,0 9,0 )
g g v
0 0 0 1
(a) e>0 (bye<0 (c) poids rendant
compte du ca-
ractere discret du
champ
9, 9,+9,) 9,%9,W) 9,+g,W)
q‘Jmi n q‘Jmiln q‘Jm?n U] q‘Jmi n
y, =0 0 0= 0
(d)e>0 (e)er<e<0 f)e=e (g) e<e

F1G. 4.2 — Possibilité d'une transition de phase de premier ordre autour de e = ¢; < 0
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L(k) > 0, donc elles ont toujours au moins une valeur propre strictement positive, mais vu la
modification de N(k), on n’a plus de contrainte sur le signe de leur deuxiéme valeur propre.

A partir du moment ou la deuxiéme valeur propre de P(k) devient négative pour certains
nombres d’ondes k , on aura nécessairement, soit (1, 1).P(k).(1,1)T < 0, soit (1, —1).P(k).(1,—1)T <
0 : en effet, ces deux vecteurs sont perpendiculaires, et P(k) étant une forme orthogonale, si ses
deux valeurs propres sont de signes opposés (opérateur hyperbolique), P divise le plan en quatre
quarts (zones de 7/2), suivant lesquelles 'opération u.P.u” donne un résultat alternativement
positif ou négatif. Cette opération donne donc un résultat négatif sur I'un des deux vecteurs (1, 1)
ou (1,—1), et positif sur 'autre. Rappelant la forme des interactions dans I’hamiltonien (4.15),
ceci signifiera qu’ajouter des modes de Fourier suivant ce nombre d’onde £k , tels que ¢y = Uy, ou
@ = —, diminuera Pénergie et rendra 1’état plus probable'®.

A contrario, si les deux valeurs propres de P(k) sont strictement positives pour tout k , les
seuls états fondamentaux sont uniformes (nuls ou non suivant que ’on a dépassé la premiere
transition).

Entre ces deux comportements, on a nécessairement une transition de phase.

Pour traduire ceci en fonction du parametre de contrdle, on rappelle que det(P(k)) < 0 est
toujours une condition nécessaire et suffisante pour que les deux valeurs propres soient de signes
opposés. Vu la forme (4.12) de P(k), et celle de N modifié (4.82), on établit en utilisant également
I'expression précédente pour det(Py(k)) , (4.17) :

det(P(k)) = C%(l - Of) [szk + w]2 + %

L(k) (=JAZk*(1 — vg) 4 7)) (4.83)

Le signe de ceci dépend de facon non triviale de p, o, k, ainsi que de T", fonction a 1’évolution régie
par une équation non soluble aisément. Sans se lancer dans 1’étude détaillée de cette fonction, on
peut rester général en considérant que soit 1’évolution de p, o, T(Taziar) au cours de ’histoire est
telle que pour tout &, det(P) reste toujours positif, soit & partir d’un certain 7,44, det(P) s’annule
pour certains k'' . Si c’est le cas, ceci peut précéder la premiere transition, ou lui succéder. On
verra que la seconde transition correspond toujours a une localisation macroscopique. Ceci permet
a priori de classifier trois types de comportements :

1. soit on atteint d’abord cette seconde transition, avant que la premiere ait eu lieu : ceci
correspondra a priori a ’apparition de bandes avant que ’on ait eu une activité importante
des microfractures.

2. soit les deux transitions sont atteintes, d’abord celle correspondant a une activité diffuse,
puis celle correspondant a I’apparition des bandes.

3. soit seule la premiere transition est atteinte, ’évolution de p, o, T étant telle que les formes
P ne deviennent jamais dégénérées.

On peut conjecturer que ceci correspond a des modes de déformation respectivement fragile —
ou la contrainte pic est atteinte brutalement, sans diminution notable de la pente des courbes

ORemarque : tant que ’amplitude de ces modes n’excéde pas un certain seuil, ceci satisfait également trivia-
lement la contrainte Vr, ¢¥(r) = |p(r)| si le mode o minimisant les premiers termes de ’hamiltonien est non nul,
i.e. que 'on a dépassé la premiere transition.

"a derniere possibilité logique, & savoir que det(P) soit négatif pour certains k deés le début de D’histoire,
n’aurait pas de sens physique.
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de charge auparavant —, quasi-fragile, ou ductile. Ceci reste naturellement une conjecture basée
sur la géométrie des états de base avant et apres ces deux transitions : il faudrait a priori vérifier
comment ces trois types de déformation sont réalisés en fonction de la pression de confinement, ce
qui nécessiterait une connaissance détaillée de ’évolution de 7'(7). Si on pouvait montrer qu’en
augmentant la pression de confinement, on passe successivement dans 1’ordre par ces trois types
de déformation — ce qui n’a pas été réalisé dans le cadre de ce travail —, on établirait ainsi que
le passage du premier au deuxiéme correspond & la transition d’un mode fragile (expériences
uniaxiales, caractérisées par un azial splitting) a un mode quasi-fragile, puis que le passage de la
seconde a la troisieme correspond a la transition fragile/ductile.

On supposera ici que la contrainte radiale soit telle que 1’'on est dans le cas quasi-fragile, qui
nous intéresse, i.e. que cette seconde transition a lieu, et qu’elle succede la premiere.

Notons enfin que I'introduction des termes d’interactions de plus proches voisins affecte la
géométrie des états de base quand on atteint cette deuxieme transition : sans ce terme, on a
vu en section 4.1.2.2 qu’a la transition, on avait la possibilité sans quitter 1’état fondamental
d’ajouter des amplitudes a des modes de Fourier suivant certaines directions particulieres de
nombre d’onde IAc, indépendamment de la norme k de ces nombres d’ondes. En considérant le
cas particulier ou les amplitudes des modes en fonction de la norme £ sont toutes égales, ceci
traduisait le fait qu’on avait des états “parfaitement” localisés, i.e. de pures bandes, dans I’état
fondamental. Avec lintroduction de ce terme, det(P(k)) — (4.83) — présente maintenant une
dépendance explicite a la norme k : pour une direction £ donnée, ce déterminant est une fonction
décroissante de k. Il en résulte que quand cette transition est atteinte, les seuls P(k) dégénérés
correpondront a la fois a des directions données k , et a k maximum, i.e. égal au cut-off supérieur
du matériau, k = 27/A,, ( Ay, est la taille de la cellule du réseau, i.e. la taille typique d’un
grain). L’état fondamental & cette transition sera donc constitué de bandes alternées, suivant
une direction particuliere, séparées d’une distance de I'ordre de la taille des grains'?. Ceci ne
signifie naturellement pas qu’il s’agira du seul état observé, mais uniquement du plus probable :
étudier ’espacement typiquement observé entre des bandes reviendrait a étudier la fonction de
corrélation, qui est une propriété émergente des énergies de tous les états, et de la température
(non nulle), et non des seuls états fondamentaux. A partir de cette dépendance de P(k) sur la
norme de k£ , on remarque simplement que la prise en compte des interactions de plus proches
voisins ne prédit pas d’états fondamentaux purement localisés, i.e. que la localisation prédite
a cette transition, bien que macroscopique, est “imparfaite”. Ceci n’est pas contradictoire avec
I’observation physique : les bandes de cisaillement macroscopiques apparaissant a la contrainte
pic apparaissant ne sont ni uniques, ni d’épaisseur nulle.

4.4.2 Dérivées du potentiel F

Reprenant les arguments de la section 4.2.3, les états de base apres la premiere transition
étant uniformes et non nuls, on approche I'intégrale fonctionnelle pour la fonction de partition
par une sommation sur les états de signe constant. De méme, dans la limite thermodynamique,
Pexpression pour le potentiel F' que 1'on obtient sont données par (4.49), en remplagant simple-

2Remarque : Vu la parité de det(P(k)) en v, de déterminant est naturellement toujours inchangé dans une
symétrie de parité, et on a toujours la propriété que ’ensemble des états fondamentaux est constitué d’états
conjuguées.
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ment la fonction wt par wt — JA2 k2(1 — v;,) + bT. La modification de f, terme propre en 1 ,
ne joue aucun role dans cette limite. Remarquons que comme

K3p?
a?(l—a)
, d’apres les remarques de la section précédente, ce terme est positif pour tout £ avant la tran-
sition, et a la valeur critique du parametre de controle 7,44, s’annule pour un nombre d’onde &
particulier, et reste positif pour tout autre.

De méme qu’en section 4.3.3.1, on obtient une intégrale analogue a (4.53) qui est la seule
source possible de singularité des dérivées de F :

wh — JAZE*(1 —vy) + 6T = (1;1).P(k).(1; )T (4.84)

s 27 [ A
P =T / do / kdkIn (w*(9) + bT — JAZK(1 — v(9))) (4.85)
0 0
Effectuant I'intégration sur la norme k , on obtient :
F, =
o (w+(9)+bT— Jja —v(a))) . )
—— 1 T—J(1— 4.
g ) — o (w*(6) + 1T — (1~ 0(6))) (480
m wt(0) + 0T }
+— df | ———1n (w () +bT) — 2
sz )y @ [Toey @ o)
avec J=472J (4.87)

Le terme (w+(0) + 0T — J(1 - 0(0))) correspond a la fonction (4.84), avec k égal au cut-off

supérieur, 27 /A,,. Par hypothese, ceci est toujours positif avant la transition, et s’annule pour
un 6, particulier juste au moment de la transition. Comme J(1 — v(6)) est strictement positif
(sauf pour les valeurs particulieres # = 0, 7 , différentes de 6, ), on a w*(6) 4+ bT > 0 pour tout 6
au moment de la transition, et les termes de la derniere ligne de I’équation ci-dessus (4.86) sont
analytiques. La source de singularité de F; est donc uniquement le terme de la premiere ligne.
Faisant un développement limité en w, 6, T autour de w,, 0., T, = T(Tazia,) du terme important,
(w () + bT — 472 J(1 — v(0))), on obtient nécessairement qu’il est de la forme a + b(6 — 6,).
Puisqu’a la transition, cette fonction est minimum en 6., on a :

— b d’ordre 0 en 7', w strictement positif.

— a d’ordre 1 en t=|T — T.| et en |=w. — w , vu d’'une part la dépendance explicite en
température de cette fonction, et le fait que ’on I'on peut atteindre des valeurs négatives
de wt(#) + bT — J(1 — v(h)) en allant au-deld de w, : sans se lancer dans une analyse
algébrique compliquée de ce terme en fonction de 7', w, @, il est raisonnable de supposer que
son développement limité a la forme la plus simple possible.

De méme qu’en la section 4.3.3.3, la singularité de F' ou ses dérivées ne peut provenir, dans
I'intégrale sur 6 , que d’un voisinage [f. — €,6, + €| ou € est un nombre strictement positif,
suffisamment petit pour que I’on puisse remplacer les fonctions intervenant dans I'intégrant par
un DL en 6. On obtient donc & partir de (4.86) :

F, =qT / (a + b6%)In(a + b6?)do (4.88)

—€
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ol g et b sont des réels strictement positif, et d’apres ce qui précede, en fonction des températures
et parametre de controle réduits,

a ~ at+aql (4.89)
t = |T-T, (4.90)
I = w.—w (4.91)

ou a; et a; sont non nuls.

On a rappelé en (4.80) que la dérivée partielle a T fixé, %—f, doit étre égale & 7C' . Pour
différencier ’'intégrale ci-dessus par rapport a [, a ¢t fixé, on pourra pour toute valeur non nulle
de (t,1), inverser les opérateurs de dérivation par rapport a [, et d’intégration par rapport a 6 :
en effet, on veut évaluer cette dérivée de F; pour une valeur de (¢,1) # (0,0) . Définissant un
voisinage de cette valeur dont (0, 0) est exclu, I'intégrant de (4.88) est borné sur ce voisinage, et
il est valide d’inverser intégration et dérivation. Comme

O [(art + al + b6) In (ayt + ayl + b6%)] ~ a;In (ast + ail + b6?) (4.92)

on obtient :
OF ~ qT / 6 9y [(a + b6%) In(a + b6°)] db (4.93)
~ aqqT /6 In(a;t + a;l + b6%)do (4.94)

~ aqT (4.95)

[at l b
2¢ln (att + al + bez) +4 w arctan ( me) +e

ou e est une constante (indépendante de [, ¢t ) sans importance. Comme € est un nombre stric-
tement positif fixé, ceci admet une limite finie quand (¢,1) — (0,0), i.e. O,F reste fini au point
critique. Vu les relations (4.73) et (4.74), ceci signifie que ‘Z—ﬂT = 7C~! reste fini & la transition
de localisation : on retrouve 1’observation expérimentale, a savoir que les pentes des courbes de
décharge, reliées linéairement aux modules élastiques de la roche, composantes du tenseur C,
sont non nulles & cette transition.

Pour obtenir la pente des courbes de charge, on doit maintenant faire une dérivée partielle
supplémentaire par rapport a 7' ( ainsi bien sir que par rapport a t = T — T,). A partir de
I’expression ci-dessus, on obtient aisément :

o F 2 T [ b
opF = : + deiq arctan —¢
T b (att + all) att + all

masa g1y 1

\/5 vat + all

qui est singulier & ’approche du point critique, (¢,1) — (0, 0).
De facon analogue a ceci, on obtient la premiere et la seconde dérivée partielles par rapport

(4.96)
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a T : de méme que (4.95), on obtient d’abord

O Fs ~ q/ (a + b6%) In(a + b6*)d6

+agT (4.97)

b CLtt + q

t l b
2¢en (att + ayl + 662) +4 gt + ol arctan ( 756) +e

qui reste fini dans la limite (¢,1) — (0,0), puisque la singularité dans l'intégrant du premier
terme est intégrable. Ceci prouve que I'entropie s = —0;F' est définie au point critique, et qu’il
s’agit d’une transition continue. On obtient ensuite de méme qu’en (4.96),

2
ma;q1, 1

Ol ~ = 4.98

" Vb Vaid + al (4.98)

Ceci prouve que la dérivée de I'entropie par rapport a la température, d,s = —0uF, tend vers

I’infini & "approche du point critique. Cet aspect est qualitativement identique a de nombreux
points critiques, comme par exemple celui d’un modele d’Ising au voisinage de la température
de Curie.

Dans (4.96) et (4.98), les préfacteurs sont des nombres non nuls. Reste & ramener [ et ¢ au
seul parametre de controle macroscopique Tyziq (Puisque T,qqiq; est fixé durant 1’histoire), i.e. &

0T = Tazial, — Tazial (499)

D’apres les définitions de w, o, p — (4.6), (3.95) et (3.96) — w est proportionnel & la fonction ra-
tionnelle (Tyzia1 — Tradial) / (Tazial + Tradiat) - Développant ceci en Tygq autour de Tuziq;,, On obtient
que [ est proportionnel a §7. En rappelant de plus que la température dépend de 7., le long
de la courbe de charge, on a le comportement trivial ¢t = |7 — T,| ~ ‘%‘ 07. Les deux équations
(4.96) et (4.98) se rameénent donc a

’F
aé; o7 ‘ as (67) 72 (4.100)
0*F _
W ~ Ay ((S’T) 12 (4101)

ou a4 et ay sont des constantes non nulles.

4.4.3 Conséquence sur ’observable de pente

Vérifions enfin comment ceci se traduit dans les observables que 1’on a étudié en partie I : la
grandeur recherchée est

2 2
TD_1=7'C’_1—T( aF‘ sl

oroT| ' oT?

dT
— 4.102
. dT) (4.102)
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A partir des définitions de ¢ et 7 en fonction des parametres scalaires p, o, A, v — (3.95), (3.96),
(3.55) et (3.56) — et comme D~! = % le long de la courbe de charge, on exprime formellement!3
que

1 POLA400,A  pOyy+ 00,y
b= ( POy + 00,7 pOyA + 00, ) (4.103)
5 et o
tion. T'(7) est en principe donné par 1’équation différentielle non linéaire (2.50). On devrait en
principe faire également une analyse asymptotique de cette équation, mais on s’est contenté de
faire I’hypothese supplémentaire que 7" se comporte également régulierement aux alentours de la
transition, i.e. que T et dT'/dr restent finis. Dans (4.102), les singularités des dérivées secondes
de F' dominent alors entierement le membre de droite, et on obtient que les composantes de
(4.103) sont toutes proportionnelles a (67) /2.
Changeant de repere pour passer de (€1, €2) & (Eagial, €radial), O Obtient les relations :

On a établi que 7C ! reste fini, alors que ‘ sont singuliers a I’approche de la transi-

A
(rad + 720 )60 = (9D, +00) = (4.104)

A _
(Tas, + 7207 ) Er = (P + 00y) ——

(4.105)
Dans les expériences triaxiales, on ne mesure en général que des dérivées par rapport a 7,, et non
a 7., puisque celui-ci est maintenu fixe. En supposant enfin que les termes 0,, et 0,, présentent
des singularités identiques, de méme nature que les membres de droite dans les équations ci-
dessus, on obtient finalement le résultat recherché : les pentes observées des courbes de charge,
de la déformation radiale et de la déformation axiale, présentent a ’approche de la transition de
localisation un régime critique tel que

de _

—— e (o)

Ta

(4.106)

Ceci montre d’une part que ces pentes s’annulent, donc que la transition de localisation macro-
scopique coincide avec la contrainte pic. D’autre part, ces lois de puissance sont bien de la forme
(1.1), avec un exposant y = 3 : ceci est parfaitement en accord avec I'intervalle (1.4), déterminé
a partir des observations expérimentales en partie I.

Par ailleurs, on verra en annexe D.2 que le modele développé jusqu’ici ne se prete pas aisément

a ’analyse de la fonction d’autocorrélation, et on y suggerera des pistes pour y remédier.

4.5 Conclusions

On a établi que le modele développé présente deux transitions de phase. La premiere corres-
pond a l'initiation d’une activité microacoustique diffuse au sein du milieu, et (a la fin du régime

Bremarque : ici, ces dérivées partielles sont & comprendre dans une acception légerement différente de celle

qu’on avait développé jusqu’ici : les grandeurs A,~y sont écrites comme fonctions uniquement de deux variables
considérées comme indépendantes p et o, et on absorbe la dépendance en T' en exprimant en principe T'(p, o) :
les dérivées partielles désignées ici par rapport & p,o , comporteraient également une dérivée totale par rapport
a T si on se ramenait aux variables précédentes.
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élastique réversible. La seconde se traduit par ’apparition de bandes conjuguées de taille infinie
au sein de la roche, autrement dit au seuil de localisation macroscopique.

Par 'intermédiaire du formalisme de physique statistique développé au chapitre 2, les dérivées
de la fonction de partition se traduisent en pentes de la courbe de charge. On a d’abord considéré
un modele partiel ot les champs sont supposés naturellement a valeurs continues, et pour les-
quels on a inclus des interactions élastiques de longue portée entre les fractures, ainsi que des
termes énergétiques correspondant a des effets Joule, et des ouvertures stabilisatrices de fractures
subaxiales. On a constaté que ce modele est incapable de prédire un comportement particulier
de ces pentes au voisinage de la transition. On a ensuite inclus deux termes supplémentaires,
représentant des interactions de courte portée entre les fractures, ainsi que l'aspect discret des
valeurs du champ. Il a été mis en évidence que ce modele prédit que la transition de localisation
coincide avec la contrainte pic. Le potentiel thermodynamique obtenu, ainsi que ses premieres
dérivées, sont finies a la transition, ce qui montre a la fois qu’il s’agit d’une transition conti-
nue, et que la rigidité de la roche ne s’annule pas a cette transition. Ce potentiel présente par
contre des singularités de ses dérivées secondes, ce qui se traduit par un comportement quadra-
tique des courbes de charge a l'approche du pic, conformément a la loi de puissance déterminée
expérimentalement en partie 1.

Il semble nécessaire de tenir compte simultanément de ces deux derniers aspects (ou bien sir
de termes physiques a l'effet mathématique équivalent) pour prédire a la transition a la fois une
contrainte pic, et une rigidité non nulle.



Conclusions et perspectives

Pour des milieux granulaires , consolidés ou non, soumis a des compressions cisaillantes en
régime de déformation quasifragile, le régime durcissant correspond au développement d’un pro-
cessus de localisation microscopique, avec une transition vers une déformation macroscopique-
ment localisée et orientée précédant légerement la contrainte pic. En analysant de nombreuses
données déformation / contrainte, on a mis en évidence qu’il semble cohérent que ce proces-
sus puisse étre décrit comme ’approche d’une transition de phase continue, tous les matériaux
étudiés ici semblant appartenir a la méme classe d’universalité. Le comportement asymptotique
mis en évidence est une loi de puissance, assez bien vérifiée sur la majeure partie du régime ou
on a une activité non négligeable des microfractures, du type

0 ax

-
P) ~ Qf|7—aavC _Taw|
Taz Trad Tax > Tazc

, avec 0.47 < v < 0.6, et ou 7,, est situé dans une fourchette d’'un pourcent autour de la
contrainte pic.

Considérant toutes les informations statistiques détaillées données par des observations a
I’échelle microscopique des matériaux, comme des cartes de déformation incrémentale de surface,
ou des enregistrements d’émissions microacoustiques détaillés, il serait important d’analyser sta-
tistiquement les corrélations dans ces types de données, de facon conjointe a une telle analyse
sommaire des courbes de charge, pour tester précisément si le parametre 7. correspond effecti-
vement a des singularités dans les moments de la distribution des déformations. Ceci pourrait
étre fait sur divers types de matériaux hétérogenes, et également pour des problémes en tension,
pour pouvoir vérifier expérimentalement la différence de nature profonde de ces transitions de
localisation, suivant qu’elles ont lieu dans des matériaux plus ou moins ductiles, et suivant une
charge en tension, en compression uniaxiale ou en compression cisaillante.

On a ensuite décrit les propriétés mécaniques macroscopiques d’une roche comme émergent de
moyennes d’ensemble sur un systéme statistique composé de configurations de microdéfauts, sur
lequel on a posé les bases donnant la distribution de probabilités. Le postulat fondamental de cette
construction est une maximisation de I’entropie de Shannon sous contraintes. Cette hypothese
admise, on a établi que les variables mécaniques a considérer dans ces contraintes mathématiques
sont nécessairement 1’énergie des configurations, et la contrainte macroscopique, pour que les lois
correspondant aux premiere et deuxieme loi de thermodynamique classique fassent sens. On peut
encore construire plusieurs ensembles ainsi, qui sont équivalents les uns aux autres pour prédire les
observables du systeme. Considérant le plus simple a manipuler, on a établi que les distributions
de probabilités sont des Boltzmanniennes, P; = e #(WFi(") /7 1a quantité E;(7) étant 1'énergie
totale d’une configuration de fractures j, soumise a la contrainte macroscopique 7 , et [ étant
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formellement une température non mesurable, mais dont la dépendance en 7 est décrite. La pente
des courbes de charges, entre autres propriétés, se dérive alors par un formalisme de physique
statistique, et s’exprime comme une combinaison de dérivées d’un potentiel thermodynamique.
Celui-ci peut étre en principe déterminé de facon univoque a partir d’un modele donnant pour
tout état j, F;(7) et ¢;(7), la moyenne volumique de la déformation associée a I’état j sous la
contrainte 7.

L’enjeu futur principal de cette partie est naturellement de vérifier la validité du postulat de
base, a savoir que la distribution de probabilité sur les configurations peut, au moins de fagon
approchée, maximiser S sous ces contraintes. Deux directions principales sont envisageables pour
ceci :

— On peut considérer sur la base des théories de la fracture et du contact un modele dyna-
mique donné, dépendant du temps, incorporant des variables aléatoires soit fixées initiale-
ment, soit évoluant (désordre gelé ou recuit). Il serait alors intéressant de décrire I’espace
des microétats j accessibles, définir le plus précisément possible les quantités E;(7) et &;(7),
et comparer les distributions résultant de simulations numériques, a celles prédites par ce
postulat. On pourrait obtenir une validation de notre hypothese soit au sens fort si ces
distributions sont voisines, soit au sens faible si les premiers moments de ces distributions,
correspondant aux moyennes d’ensemble reliées a des observables physiques, sont proches.

— On pourrait aussi espérer construire un modele stochastique suffisamment simple, mais
comportant malgré tout les aspects principaux de la dynamique d’un systeme de fractures,
pour tenter d’intégrer celui-ci analytiquement : ceci se ferait nécessairement via un forma-
lisme d’intégrales de chemin, ou la probabilité d’étre dans une configuration donnée est la
somme des probabilités des chemins y menant depuis des conditions initiales. Chacune de
ces probabilités de chemin est un produit de probabilités de transition. Les isomorphismes
entre la théorie quantique des champs, et la théorie des champs statistiques, laissent espérer
qu’en construisant un systeme sur lequel on puisse identifier des invariants, les probabilités
résultant de ces intégrales de chemin auraient effectivement une simple forme Boltzman-
nienne.

On a ensuite construit un modele spécifique, dans lequel les microfractures sont contraintes a étre
disposés sur un réseau carré 2D, suivant deux directions possibles. Les termes énergétiques que
I’on a retenus comme pertinents pour ce probleme de localisation sont : des interactions élastiques
fracture-fracture de longue portée, des interactions de courte portée, une contribution énergétique
stabilisatrice venant de I'ouverture en mode I suivant les contraintes locales de tension, des
énergies dépensées par effet Joule entre les levres des fractures fermés, et un artefact rendant
compte de la nature abrupte de la dynamique de croissance des fractures. Ce modele nécessite
d’étre amélioré en de nombreux points :

— il faudrait passer a un systeme tridimensionnel pour tester les changements éventuels ap-
portés dans la nature de la transition de localisation.

— On pourrait décrire les états de fractures par une variable locale comportant un peu plus
d’informations : la direction de ces fractures pourrait étre a valeurs dans un continuum, et
surtout l'interaction entre les fractures en mode II et les fractures en mode I tres proches
les uns des autres devrait étre mieux prise en compte, en considérant des objets de base un
peu plus complexes.

— Il faudrait pousser 'approximation de Born pour obtenir I’énergie élastique a un ou deux
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ordres supérieurs, d’une part pour tester le caractere inessentiel de ces termes par rapport
a la transition de localisation, d’autre part pour espérer peut-étre décrire la phase post-
localisation (le régime adoucissant), ot nos hamiltoniens ne sont plus stables.

— On devrait tester I'effet sur la transition d’un désordre gelé géométrique, et d’un désordre

gelé associé a divers types de distributions aléatoires des propriétés mécaniques des joints.

— Il serait intéressant, enfin, de tenter de généraliser ce modele a des problemes réellement

multiéchelles en leur constituants, ou les objets élémentaires eux-mémes n’ont pas une taille

typique, mais s’étalent sur plusieurs échelles possibles : on pourrait ainsi voir si ce caractere

des roches réelles modifie profondément la fagon dont se passe le processus.
L’analyse des transitions de phase prédites par ces modeles, finalement, a permis de retrouver une
premiere transition correspondant a l’initiation d’une activité microacoustique diffuse, puis une
seconde transition, continue, correspondant a ’apparition de fluctuations de grandes échelles,
suivant des directions préférentielles conjuguées. Ceci est en assez bon accord avec les traits
qualitatifs de sortie du régime élastique linéaire, puis de localisation macroscopique en bandes de
cisaillement. On a enfin vu la nécessité de la prise en compte des effets de seuil, conjointement
aux interactions de plus proches voisins, pour prédire & cette seconde transition un comportement
régulier des modules élastiques de la roche, et en méme temps une annulation de la pente des
courbes de charge. Cette annulation est alors prédite selon un régime critique correspondant aux
lois observées expérimentalement.

Pour aller plus loin dans ce traitement, et s’intéresser de plus pres a 1’évolution de la longueur
de corrélation, il faudrait soit effectuer un véritable schéma de renormalisation, et analyser les
différents termes d’ordre supérieur par perturbation autour de I’hamiltonien gaussien avec lequel
on a travaillé, soit d’abord prendre en compte par une analyse de champ moyen l'effet de la
porosité de fractures moyenne sur le terme d’interaction de longue portée fracture-fracture : il
en résulterait un mécanisme de type écrantage de Debye, qui permettrait d’avoir une meilleure
estimation de I’évolution de la longueur de corrélation, en sortant d’'un modele strictement gaus-
sien.
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Annexe A

Justifications qualitatives du postulat
de base de physique statistique

A.1 Considérations sur la différence fondamentale entre
fracturation en tension et sous pression de confine-
ment

Un point-clé pour justifier notre approche est la possibilité, pour les cisaillements avec pression
de confinement, d’avoir création et développement stable des microfractures jusqu’a des stades
avancés de la fracturation. Ceci est fondamentalement différent des sollicitations en tension,
comme on va l'expliciter ici.

Le probleme de développement d’une fracture macroscopique a partir d’objets microscopiques
intéresse les physiciens depuis fort longtemps. Sans s’intéresser a I’hétérogénéité des propriétés
du matériau, on s’est d’abord focalisé sur les criteres de propagation d’une fracture dans un
milieu homogene. Durant la premiére moitié du vingtiéme siecle, Inglis [1913] analysa le champ
de contrainte du a la présence d’une cavité elliptique dans un milieu plan. Pour déterminer le
critere de rupture, ’approche a la base de la mécanique de la fracture qui s’est développée depuis,
est due a Griffith [1920] , et est fondée sur des considérations énergétiques :

Considérant une énergie de surface nécessaire a la formation d’une discontinuité dans le
déplacement, la propagation d’'une fracture, modifiant la forme de la surface vers une forme
voisine, sous conditions aux frontieres fixées, se traduit par un changement d’énergie mécanique.
Cette variation d’énergie mécanique est la somme de celle consommée dans 'ouverture de la
surface, moins ’énergie élastique libérée par la modification de la contrainte dans le milieu en
résultant, plus éventuellement la variation d’énergie potentielle du systeme de charge externe si
les conditions aux frontieres imposées ne le sont pas en déplacement. Le critere de Griffith postule
alors simplement qu’a partir d’une configuration donnée, la propagation se fait vers I’état voisin
correspondant au taux d’énergie libérée maximum. Une conséquence de cette modélisation est la
suivante : dans un milieu soumis a une tension uniforme a ’'infini, les fractures les plus sollicitées
sont celles perpendiculaires a la contrainte principale, en mode I. Le taux de libération d’énergie
est maximum pour une croissance dans le plan. Pour une variation infinitésimale de ce type, ce
taux reste négatif en-deca d’une certaine taille critique, et devient positif au-dela, croissant avec
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la taille de la fracture. Ceci implique I'image simplifiée suivante du processus de fracturation :
alors que I’on augmente la contrainte appliquée, les fractures sont stables, jusqu’a ce que la taille
critique se réduise jusqu’a la taille de la plus grande fracture (& 'influence de I’orientation pres). Il
commence alors a croitre, et croit de plus en plus vite alors que sa taille augmente. La fracturation
macroscopique résulte donc d’une croissance de la plus grande microfracture. Ceci explique le
succes des théories basées sur le défaut le plus faible pour décrire la fracturation en tension.
On soulignera ici que 'image résultant de la croissance des fractures, pour les sollicitations en
tension, est intrinsequement instable pour des fractures au-dela d’une certaine taille.

Pour la fracturation en compression, les défauts le plus sollicités sont les défauts inclinés sur
I'axe de la contrainte principale, en mode mixte I et II. Horii et Nemat-Nasser (Nemat-Nasser et
Horii [1982] , Horii et Nemat-Nasser[1985,1986] ) ont démontré qu’une telle fracture, dans un mi-
lieu homogene, tendra plutot a ouvrir des “cracks-ailes“ (wing-cracks en anglais) a ses extrémités,
qu’a se propager dans le plan en mode II. Ces wingcracks sont des fractures se formant sous I’ef-
fet d’une contrainte de tension locale, qui débutent approximativement perpendiculairement aux
levres de la fracture d’origine, puis s’inclinent pour devenir paralleles a la direction de contrainte
principale. En I'absence de pression de confinement, ils se propagent alors jusqu’aux bords du
matériau (axial splitting). Dés qu’une pression de confinement est imposée, 1'effet de ce confine-
ment inhibe la propagation au-dela d’une distance de I'ordre de la taille de la fracture initiale
(la contrainte tensile résultant du déplacement en mode II sur la fracture d’origine s’estompant
devant l'influence des conditions & 'infini). Ceci est naturellement un processus valable pour une
entaille dans un milieu homogene, et 1’hétérogénéité des roches complique considérablement le
phénomene : on observe assez peu de wingcracks en milieu naturel. On retiendra toutefois le fait
qu’il correspond a une image de propagation stable des microfractures, et ce quelle que soit leur
taille d’origine. Contrairement au cas de la fracturation en tension, la fracturation en compression
cisaillante sera donc nécessairement le résultat d’un phénomene collectif, ou des microfractures
croissent en de nombreux points du milieu, et non d’un défaut le plus faible controlant la frac-
turation jusqu’a ’échelle macroscopique.

Une facon simplifiée d’expliquer cette différence de fond consiste simplement a noter qu’en
tension, les fractures formées ne soutiennent plus aucune contrainte, réduisant donc 'aire efficace
sur laquelle est exercée la force transmise depuis les bords, alors qu’en cisaillement-compression,
des déplacements en mode II entre les levres des fractures ne les empéche pas de continuer a
soutenir une contrainte.

A.2 Influence de I’hétérogénéité microscopique

L’approche physique la plus utilisée pour étudier I'influence de I’hétérogénéité microscopique
consiste a discrétiser le milieu, et traiter des modeles sur réseau, ou les sites de fractures poten-
tielles correspondent aux liens de la grille. En se donnant des modélisations microscopiques pour
caractériser chaque microfracture et son évolution en fonction de la contrainte locale, ainsi que
des distributions de seuils pour ces lois sur chaque microfracture, caractérisant 1’hétérogénéité
microscopique du milieu, il est possible de modéliser I’évolution du systeéme au cours de 1’histoire.
Si les seuils sont considérés comme fixés initialement, on a formellement a traiter un systéme dy-
namique, avec un nombre de conditions initiales proportionnel au nombre de sites. On a alors en
principe un désordre gelé, et on peut obtenir des informations en moyennant sur les distributions
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de seuil correspondant a ce désordre initial. Si les seuils évoluent suivant une variable aléatoire a
chaque modification de I’état d’une microfracture, on a alors formellement un processus stochas-
tique, dont les propriétés moyennes doivent également correspondre a des propriétés physiques
macroscopiques.

Le principe de telles modélisations, réseaux de barres ou réseaux de fusibles, suivant que les
liens présentent ou non une résistance a la torsion, a été présenté par Roux [1990] . Une fois les
lois de base données, il est possible de simuler numériquement des systemes de taille modeste,
et de faire des statistiques en répétant les expériences numériques, en réinitialisant a chaque fois
les valeurs des variables aléatoires. Des modélisations de réseaux de fusibles bidimensionnels ont
permis de mettre en évidence des lois d’échelle reliant force appliquée, déformation et taille du
systeme (De Arcangelis et al. [1989]) ), et d’analyser la rugosité de la fracture macroscopique
finale (Hansen et al. [1991a]). L’universalité des lois obtenues a été classée en fonction du type de
distribution de seuils ( Hansen et al. [1991b] ). Ces résultats ont été étendus a trois dimensions
par Batrouni et Hansen [1998] ; ou pour des réseaux de barres, étudiés par Arbabi et Sahimi
[1990] .

On soulignera toutefois qu’un réseau de fusible bidimensionnel ne considére comme moment
transmis qu’une grandeur scalaire, et non vectorielle : il est donc ’analogue électrique exact d’un
probleme de contrainte en tension, ou les déformations sont contraintes a étre hors plan. De tels
modeles, qu’il s’agisse de réseaux de fusibles ou de réseaux de barres, ne permettent pas aux
liens cassés de continuer a soutenir une force. Ils concernent donc essentiellement les propriétés
de matériaux soumis a une tension. Ceci implique que I'influence de I’hétérogénéité dans de tels
systemes, par rapport a 'image de Griffith de croissance d’une fracture dans un milieu homogene,
consiste en une stabilisation due a la présence de sites plus faibles répartis dans 1’échantillon,
qui peuvent rompre de facon préférentielle par rapport a des sites surcontraints par la présence
voisine de sites brisés, mais plus résistants. Une fois que 'on a formé un amas de sites brisés
suffisamment grand, 'influence de la concentration de contrainte doit dominer celle du désordre,
et I'image de Griffith doit a nouveau étre plus ou moins valable : on doit avoir nécessairement
une croissance instable de cet amas (le chemin de fracturation n’étant simplement plus plan,
mais perturbé par le désordre).

On a expliqué qualitativement I'influence de la pression de confinement sur la création de
fractures, qui permet d’avoir un processus intrinsequement stable (section A.1). Pour construire
un modele sur réseau décrivant un cisaillement avec compression, il serait donc capital d’inclure
la prise en compte de la friction sur les fractures déja créées. Ceci serait possible sur la base des
modélisations de Fond et Berthaud [1995], et Fond et al.[1995] , en ajoutant un désordre initial
pour la distribution des seuils de coulomb sur les microfractures, et en analysant les propriétés
moyennes résultantes. L’étude numérique des propriétés statistiques d’un tel systéme, prenant
en compte la friction, n’a pas été réalisée a notre connaissance.
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Annexe B

Physique statistique de ’ensemble
énergie-contrainte : Résultats
additionnels

B.1 Fluctuations - obtention formelle

On se place dans ’ensemble énergie-contrainte, défini en section 2.2.2. La premiere loi cor-
respondant & cet ensemble , (2.32), nous a permis d’établir que

. OF
T<C > N or |1
_OF

S —a—TT

On va maintenant établir les dérivées secondes du potentiel thermodynamique F', a toutes fins
utiles.

En lemme, on établit d’abord

olnZz 1 0
= — — _ﬂVEj
5| = 2l (Zo)
= %Z—VEje_ﬂEf
J
1 0lnZz

d’apres les expressions de Z et Pj, et comme FE; ne dépend que de 7, et non 3. On établit
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également

0lnZ 1 0
_ 1+ 0 —BVE;
or ‘ - Zor (Ze ]>
B B\ j
_ 1 dE; —BVE;
T Z ; —bV dr © ]
1 0lnZ
= = —BrC! B.2
vV or ‘ﬂ pr (B2)
On établit enfin
Loul 1 0 e*ﬂVEJ'E_
V 0B, -V oB -\ Z I
1 07 e PVE;
_ _—BVE; _ 2
= _VZ2£ ZEJe j ZEj 7
T J
1 0lnZz 9
= -5 ZPjEj —ZPjEj
T g J
- - (8)
or, en notant pour toute propriété microscopique x;,
6ﬂ3j£$j — <.TJ> =T; =X (B3)

on a la relation usuelle
(Gm)) = (o~ 20 +a%)
= <x§> — 222 4 22
((6z;)*) = (a%) —a? (B.4)
donc en considérant z; = Ej ,
1 oU

= —((6E)?) (B.5)

En utilisant les deux lemmes (B.1) et (B.5), ainsi que la définition de F' (2.25) et le fait que F
soit transformée de Legendre de U (2.27), on obtient directement

OF| 0
orz|_ —  9T|,
_ Ll
-T2 9B,
1 6
= 75 55| (U - 8F)
oUu 1 oln”z

TZ(U ,6V<6E> U)
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d’ou

0’F 0s

oy __ 951 _ 3 2
o77 | oT . BV {(6E)*) (B.6)
Pour les dérivées croisées,
O’F  or(C)
oTor or |,

e—BVE;

_1 a _1
—BE; —BE; 97
N 2 10 € 1€
__5T[Z —BVC; ' Ej——— ZC 7 5.

] |

ol on a utilisé (B.2). En rappelant (B.4) avec z; = C; 'Ej, on obtient les dérivées croisées

l 5an
vV 0B

= —pvr [<01E> (e

— #vrlcE) - ()]

0*F  or{(C™) ds 9 11N 2
oTor ~ or | or|, " vr(@eE)’) (B7)
Pour les dérivées par rapport a 7 enfin,
82_F _or (C—1)
or? |, or g
8 e—,BVE]‘
_ 1 ~1
= (C ) +7 o zj:cj ~
-BE; 9
- V7 JP +ry it~ 2| 2
Z Z Z? ot 8

dC—! 8an

- <01>+r< = >—5v<(rcl) )+ (et S8

= (CY+7 <d§T1> ~ BV <(rc—1)2> + BV (rC1Y?

d’ou avec la propriété (B.4),

dC1

—(cy+r (T )y - v (G e (B3)

0’F
or?

_or{C™)

T_ or

T
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B.2 Dérivation de §(7*) a partir un principe de maximi-

sation

On a obtenu en section 2.2.2.4 une équation différentielle gouvernant 1’évolution de S(7*), a
partir de I’hypothese que I’énergie accumulée par le systeme est entierement d’origine mécanique.
On va voir ici que cette méme équation différentielle, alternativement, peut étre dérivée a partir

d’un principe de maximisation.

A énergie U(r, ) fixée, la déformation macroscopique () (,7*) doit étre extrémale pour

T = 7%, i.e. si I'on est sur la courbe de charge, comme le montre la petite figure B.1.

On utilise les expressions (2.45) et (2.46), en notant comme on cherche & obtenir 7'(7%),

Py(m)=F(T (%), 77).
Fixer I’énergie donne une relation entre 7 et 7* : avec (2.45),

[87'* TU(T,T )+ pe B U(r,7"). o U](T =7)=0
or comme
U(rr*) =Y _ Pi(r")E;(r)
J
on a
0 o dP;, ,
3 V) = SR
0 N e GE;
3], V) = TR0
= Y _ Pi(r)rC N (7)
J
donc
or| _ 5, 5e)E(
ot |y > Pj(T*)TC'j_l(T)

La condition de maximisation de {(¢) (7, 7*), a U fixé, se formule

a * a * 87— * —
(5| @)+ 5| @) 5T Jirt =) =0
or de méme que pour U,
0 o ap; , '
5 T<6> (r,77) = . (7%)e;(7)
0 - ()%
5| @) = LRE)G

= Y RGO

(B.9)

(B.10)

(B.11)
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En introduisant ceci dans la condition de maximisation (B.11), et en utilisant (B.10), on obtient

iy, > meEe ], L
ar ZP )ZP( Jee | T =0

c’est a dire , multipliant par —7,

L VE() — 7 ()] =0 (1)

qui n’est autre que notre équation de départ (2.47).

Cette facon de présenter ce résultat est un peu plus artificielle que de faire simplement 1’hy-
pothese de la section 2.2.2.4, mais elle présente ’avantage d’en avoir une représentation visuelle
assez simple via le principe de maximisation.
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T
solution

T

& g €= € rax

(a) Sur la courbe de charge. (b) En relachant apres une surcharge

T

solution

*

T

(¢) En surchargeant virtuellement de
facon purement élastiquement sans mo-
difier la distribution, & partir d’un état
du systéme correspondant & un état
antérieur sur la courbe de charge

Fig. B.1 — Trois exemples de variables (7,7*) correspondant & la méme énergie U(7,7*) —
représentée par l'aire grisée. (¢) (7,7*) est extrémale pour le cas (a), 7 = 7*.



Annexe C

Etablissement de ’Hamiltonien
spécifique utilisé : aspects techniques

C.1 Modules effectifs d’une fracture

C.1.1 Expression du tenseur d’Eshelby S pour notre probleme

On va ici exprimer le tenseur S pour 'inclusion définie en section 3.2.1.

Ce tenseur est défini par une situation légerement différente de celle qui nous intéresse, de
la facon suivante : pour une inclusion ellipsoidale de déformation libre 7 et de mémes modules
élastiques que la matrice, Eshelby [1957] a établi que la déformation & I'intérieur ! est uniforme
a I'intérieur, et reliée & €7 par un tenseur S (équation (3.6) dans la référence) :

€1 = SijuiEn; (C.1)

En notant (définitions (3.8) dans la référence)

@= 87r(13— ) = 87:6 Eﬂa) (€2)
ainsi que
I, = 2mabe /000 (aQ-Of—iuu)A (C.3)
I, = 2mabc /000 (ﬁjﬁ (C.4)
I, = §7mbc/0 o u)CéZQ YN (C.5)
avec A = /(a2 +u) (b +u)(c® + u) (C.6)

et I, I.. de méme en inversant a et ¢, on utilise le résultat (3.7) d’Eshelby, en spécifiant a = b,
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pour obtenir :

St = Sagee = Qa’l, + RI, (C.7)
Ssz3s = Qc’I.+ RI, (C.8)
Iaa
St192 = Soo11 = Qaz? - RI, (C,Q)
Stz = Sa33 = QCQIac — RI, (C.IO)
Sazi1 = S330 = Qazlac - RI, (C-ll)
a’® + ¢ R
Soz03 = S3131 = QTIac + E(Ia + 1) (C.12)
T
Sio12 = QCLQ% + RI, (C.13)

Le tenseur S est symétrique par rapport a I’échange des deux premiers ou deux derniers indices.
De plus, les composantes reliant une extension et un cisaillement (Si112, Si123, .-.) ou deux
cisaillements différents (Si203, ...) sont nuls. Les douze composantes ci-dessus spécifient donc
entierement ce tenseur.

On utilise les résultats d’Eshelby (3.10), (3.13), (3.14) et (3.15) pour intégrer ces I, et en
notant

a=S <<1 (C.14)
a

on développe ces expressions au premier ordre en «, pour obtenir :

I = T [cos o) —a(l—a?)3] =~ n%a+0(e?) (C.15)
I. =47 —2I, ~ 47 —27%a+ 0(a?) (C.16)

Iy 3(152__122) ~ % - Z—ja +0(a?) (C.17)

I, = % - % I,, ~ Z—Wza +0(a?) (C.18)

I.= % -2, ~ % — % 2@—7;204 +0(a?) (C.19)

réintroduisant ceci dans les expressions (C.7) a (C.13), on obtient '’expression du tenseur S au
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premier ordre en «, ce qui sera suffisant pour notre objectif :

Si111 = Soges (? + R) 2o+ 0(a?) (C.20)

Sazzs =~ 1 —2Rma+ 0(a?) (C.21)
Si192 = Sao11 =~ (% - ) 2o+ 0(a?) (C.22)
Sii33 = Sog33 ~ —Rm’a+ 0(d?) (C.23)
Sa311 = Sazpy =~ 4m (9 - R> —(Q = 2R)m’a + O(a?) (C.24)
Sysrs = Syrgr = % (Q + R) a + 0(?) (C.25)

Sig10 =~ (% ) o+ 0(a?) (C.26)

C.1.2 Expression du tenseur de Wu 7' correspondant

Pour relier ce tenseur S au probléme qui nous intéresse, a savoir une inclusion de méme forme,
mais différent de la matrice par ses modules élastiques, et non par une déformation libre non nulle,
on utilise les résultats de Wu [1966] , qui établissent un isomorphisme entre les deux problémes.
Wu montre que la déformation dans 'inclusion est alors relié a la déformation a I'infini par un
tenseur 7" (ici, équation (3.7)). Il relie également ce tenseur 7" au tenseur d’Eshelby S : utilisant
ses expressions (6), (7), (8) et (9), spécifiées par ’hypotheése que les modules de cisaillement et
de compression de l'inclusion sont négligeables devant celles de la matrice (donc les constantes
notées A et B par Wu sont fixées respectivement a —1 et 0), on a :

1
T = —— C.27
1212 2(1 — 251212) ( )
1
Toe — 2
1
T. = —— C.29
3131 2(1 — 253131) ( )
Tllll T1122 T1133 1- Sllll _51122 _51133 -
T2211 T2222 T2233 = _52211 1- 52222 _52233 (030)
T3311 T3322 T3333 _S3311 _53322 1- 53333

Le tenseur 7' est symétrique sous I’échange de ses deux premiers ou deux derniers indices. A part
celles impliquées par ces symétries, les autres composantes sont nulles.

En introduisant les expressions (C.20) & (C.26) dans ces équations, et en rappelant la définition
des parametres () et R a partir du coefficient de Poisson o de la matrice (C.2), il vient avec un
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peu de gymnastique algébrique élémentaire laissée au soin du lecteur, a 1’ordre dominant en « :

1
Tig1p = 5t O(«) (C.31)
2(1—0) 1
T. =T. = - .32
2323 3131 5 o 7ra(1 + O(w)) (C.32)
Ti =T = 1+0(a) (C.33)
4(1—-0)* 1
T = ————(1 C.34
3333 1~ 7ra( +O0(@)) (C.34)
Tigo =Toon = —0+0(a) (C.35)
Ti33 = Too3s = —(1—0)+O(a) (C.36)
do(1—0) 1
3311 = 13322 T 5, 7ra( + O()) (C.37)
C.1.3 Expression du tenseur de modules effectifs C
On rappelle 'équation (3.12) :
Cijit = Ciitg = V.3 Trnnit (C.38)

Avec les expressions (C.31) a (C.37) du tenseur T, et ’expression (3.20) du tenseur des modules
de la matrice intacte isotrope C?, il reste & contracter les tenseurs 7" et C° sur les deux indices
intermédiaires. Pour ce faire, on utilise de plus I’'identité

1l—0 A+2u
= C.39
- ;) (C.39)
qui découle de la définition (3.19) du coefficient de Poisson, et le fait que
47 2a.2a.2¢c 4w L? T
_Ar _ark T 4
3V 3V (C40)

ou 7 a été défini en (3.14). Dans cette contraction, on ne veut garder que I'ordre dominant en «
, ce qui implique comme v est d’ordre O(«), que seuls contribueront les termes ol interviennent
les composantes de T' d’ordre O(%) En se rappelant de plus que la géométrie de I'inclusion est
telle que les indices 1 et 2 peuvent étre librement interchangés, on obtient — on ne porte que les
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termes dominants en «, ce dont on peut s’assurer en vérifiant terme a terme— :

Caoo = Ciin1 = 09111 - UC?133T3311 = A+2u— /\270‘%4101(17;;)
::(A+2uﬂl—1_zaﬂ
Cs333 = 0:2333 - UC§333T3311 = A+2pu-— ()‘ + 2“)%7a%4(11—;2?2
= (A +2u)(1 - (1 ;227)

0 0
Crizo = Cop11 = 02211 - 002233T3311 = A—-Aya—

_ _ 0 0 _
Ciiss = Caos3 = CUggg3 — VCT133T3333 = A — Aya—

03311 = 03322 = 05(3]322 - UC§333T3322 = A— ()\ + 2/1’) _’yaa

4 1—20
(1-0)?
= A(1
( . 207)

Caizr = Cazos = Coyag — v(CoypsTonos + CogoThoms) = p— pyyo_—————

T 2—0
1—0
= u(l—
wl=5—)

0
Ci212 =Cly1 = p

Tous les termes non présentés ici sont nuls, a I’exception de ceux obtenus par la symétrie d’échange
des deux premiers ou derniers indices.

Ces expressions correspondent exactement au tenseur (C,g) défini par (3.13), utilisé en section
3.2.2.

C.1.4 Cas 2D

On veut établir le tenseur C' pour une ellipse de rapport de forme § << 1, dans un milieu plan.
Une possibilité pour obtenir ce résultat est de répéter la démarche ci-dessus, pour une ellipsoide
de grands axes a, b, ¢, dans la limite ¢ — oo : on utilisera les résultats 3D, mais le probleme sera
invariant par translation suivant la direction é3. Les intégrales elliptiques apparaissant dans les
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expressions (3.8) d’Eshelby [1957] deviennent dans cette limite

o0 du
I, = 2mab — A1
ma /0 (a®> +u)A (CA1)
o0 du
I,. = 2mab - 49
" /0 (a2 + u)2A (€42)
2 *° du
I, = Z 4
ab 37rab/0 DI (C.43)
avec A = /(a4 u)(0? + u) (C.44)
Ic = Iac = Ibc = Icc =0 (045)

et I, I, de méme en inversant a et b. On effectue ces intégrales et on développe au premier ordre
en § = g << 1, pour obtenir :

I, = 4wo (C.46)
L, = dr(1—6) (C.47)
Lo = %25 (C.48)
Iy = % (C.49)
Ly = %(1—25) (C.50)

Utilisant alors les expressions générales —(3.7) d’Eshelby — des composantes du tenseur S en
fonction de ces intégrales,

Sy = Qd’l, + RI, (C.51)

Siigs = Qb*I, — RI, (C.52)
Q, 9 12 R

Si212 = 5( +0°) o + E(Ia + 1) (C.53)

(avec des expressions analogues en permutant a,b,c et 1,2,3), et en notant

g=4rQ=—";r=4rR= —— (C.54)
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on obtient au premier ordre en ¢ :

2
S = (Eq +7)d (C.55)
52222 = 1—176 (056)
81122 = —7'5 (057)
-2
Soo11 = (% -7r)+ (Tq +7r)d (C.58)
1 q
Si212 = 3~ §5 (C.59)
52233 = —7”(1 — 5) (C60)
81133 = —7rd (061)
Szz11 = S332 = 0 (C.62)
1
So303 = 5(1 —90) (C.63)
)
51313 = § (064)

Utilisant alors les expressions (C.27) a (C.30), en faisant I'inversion de la matrice obtenue et en
ne gardant que ’ordre dominant en d, on obtient

31
Tty = —+ :
1212 19 (C.65)
I—r 1
T: = 8 - .
2211 0+ 1-1)6 (C.66)
1 1
Togor = S 5 (C.67)

Toutes les autres composantes de T sont O(1), a I'exception de Th3o3 et Tho33 qui sont aussi O(%)
mais ne joueront aucun role pour les composantes de C qui nous intéressent.

On remarque que le volume relatif de la fracture v, en fonction du champ |p| = LQLC %ﬁfﬁle,
s’exprime
Y= dr abe 2w a2 @ b _w L2 5= E\g0|(5 (C.68)
3 L3, 3 Ligga 6 L2celllule 6
et on réécrit les constantes caractéristiques des numérateurs et dénominateurs de (C.65) a (C.67)
en fonction des parametres de Lamé, en utilisant leurs définitions (C.54) et le fait que o = %ﬁ :
4q 2 A p
= = 4 C.69
3 1-o0 A+ 2u ( )
q o A
1= = C.70
3 " T1-6 " At (C.70)
q 11-20 7
rdt+ s =1 = 3a 0 X+ 24 (C.71)
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On obtient alors la variation des modules élastiques a 1’aide de (C.38), pour les composantes
dans le plan (impliquant uniquement les directions 1 et 2) qui nous intéressent :

T A+ 2
6299 = —VC %90 T 0990 = —6|<p| . ,u()\ + 2u) (C.72)
A T A2
= 0%, T N P EAS W 2 ]
Oci111 vC7T199T2211 6 |90|'u)\ 6 |S0|/$()\ ¥ 24) (A+2p) (C.73)
T, A+2
Sciioe = —vCT 90 Too00 = % 0| p £ (C.74)
0 T A
(562211 = —U02222T2211 = —6|g0|;()\ + 2/,6) = (501122 (075)
T 1A+2
dci912 = —U(C?212T1212 + 09221T2112) = —6‘80 It ~ (C.76)

tous les autres termes étant nuls.
Ces expressions correspondent au tenseur (C,g) défini par (3.21), en section 3.2.2.

C.2 Contractions tensorielles pour ’obtention du terme
d’interaction.

Pour obtenir le terme d’interaction, on a besoin d’expliciter les termes
O O Mopea Nijike o (81 — ctkei C.77
€ed €kl abcdLVijkllvy b( 7 QK a) ( . )

ot M et N sont A ou B définis en (3.60) et (3.61), et £ est de la forme (3.57). On reporte ici
ces formes pour mémoire :

-m 0 0
(Aaﬂ) = 0 m O
0 0 O
—(m+m) —Q2a-1)n 0
(Bap) = —2a=1)nz  —(m +mn) 0
0 0 —(1—a)ns

Lo _ 1Ay
1] 2 ,YA

Effectuons d’abord les contractions sur les déformations :

52(;)141%1:8&?141111 = —%A
553)14221@ =€gg)A2222 = %A

553)141%1 :5$)A21kl = 0
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et

1
553)311191 = 5%2)31111 + Egg)anQ = §A(_n1 — 2 — 2ame + 1) = — (% + a772> A
1
553)322“ = 5%2)32211 + 523)32222 = §A(—204772 +m = =) = — (% + 04772) A
2
5,(3)312“ = 5,2(;)321“ = Sgg)Blmz + 6&?)31221 = §A(_(1 —a)nz = (o — 1)my

En introduisant les matrices de Pauli

ol = (? é) (C.78)
<(1) _01) (C.79)

et en redéfinissant comme x1,k9 et k3 les trois facteurs déterminés

I>

et o

K = % (C.80)
Ky = %4—&772 (C.81)
ks = (1—a)ns (C.82)
on obtient
S04 = —mAc? (C.83)
j:% = —kyAId — kgyo! (C.84)

Comme on peut écrire £ & partir de (3.80), sous la forme

—2V?(1 — a)E® =
Z \2(k)? (5(0) : A)Z.j (6(0) : A) " kiky(6i0 — otkiky)

k
+ Z |1‘Z(k)|2 (8(0) : B)Z] (8(0) : B)ab /%jkb(dia - a];;i/:;a) (085)
k

la contraction sur les quatre derniers indices revient a chercher, pour toutes les combinaisons
de matrices M , N égales & Id , o' ou o3, et des matrices O égales & Id ou kk”, la valeur du
scalaire kT .M.O.N.k — puisque tous les opérateurs impliqués sont symétriques. On remarque que
ces valeurs sont inchangées sous permutation de M et N. On utilisera pour ces calculs le fait que
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k est unitaire. ’ensemble de ces combinaisons est le suivant : pour O = Id,

KT IdIdk = 1
I%T.O'I.O'l.iﬂ = (EQ,]%l).(AQ,]Aﬁ) =1
l/{\lT.O'g.OB.]% = (]:31, —]:72) ];'1, —]%2) =1
lAﬂT.O'l.OB.];' = (]%2, l:u'l).(Al, —1%2) =0
]%T.Id.O'l.]% = (]%1, 1;2).(A2, ];31) = 2A1];32
];'T.]d.OB.];' = (]%1, ]%2)'(A1’ _1%2) = ];'% - lzﬁ%
pour O = lAﬂlAﬂT,

kT I1dkkT Idk = 1

Lot bk otk = [(k, ko) (1%2,/21)} — 4k2k2

. . . . . .12

Lo k0% = [(k, ko). (b, —k2)] - [kf . kg}

];T.Ul.k];)T.U3 l;? = (];51, ];'2) (]%2, ]%1)i| (/;'1, ];2).(]%1, ]%2)] = lekQ(k% - l%g)

T IdkkT o'k = (ky, ko). (ko, ki) = 2k1 ko

T IdkET 0%k = (ky, ko). (b, —ky) = k2 — K2

D’ou en réintroduisant ceci dans (C.85), et en utilisant (C.83) et (C.84),
—2V?(1 — a)E<2> =
o\ 2
Z\cp (1—a(k2 k%) )
+ 2 Z Re[p(k k)] (HllﬁzAz(l — ) (l%% — /%g) - lillﬁlgA")/.OéQl;'l];'Q (/Acf - /%5))

+ Z (k) ( 2A2(1 — @) + 2K2k3A7.(1 — )2k ky + K2y (1 — a4l§:fl%§)) (C.86)



Annexe D

Intégration de la fonction de partition :
remarques techniques

D.1 Remarque sur la valeur prédite du parametre cri-
tique de transition

A partir de la valeur du paramétre critique (4.30i), en utilisant également (4.32) pour re-
2
lier ceci aux parametres (, et leurs expressions (3.22) a (3.24), on établit que %wy =

QQ(((QZS:II))(ZI“L_(;)_ @) ce qui correspond quel que soit la valeur précise de o dans 10.5,1[ & des va-

leurs supérieures a 1. Attendu que dans un test triaxial & 7,441 COnstant, % varie continument
de 0 & 1 vu les définitions de ces deux grandeurs( 3.95) et (3.96) , ceci semble indiquer que

cette transition & 7 = (=9 ,+ _dapreés (4.6) - n'est jamais atteinte. Ce modele bidimension-

«
nel, sursimplifié, ne rend donc pas parfaitement compte de la transition de localisation dans des

compressions biaxiales. Toutefois, deux remarques sont a faire a ce propos :

— Ce modele rendra compte de transitions dans des chemins de charge un peu différents, ol
la contrainte déviatorique o augmente alors que la pression p est maintenue constante. On
considérera dorénavant ce cas.

— En considérant un probleme tridimensionnel, on peut avoir une estimation de la valeur de ce
parametre critique, en for¢ant simplement celle-ci & correspondre & (4.30i), et en remplagant
(1, Go et (3 par x1, X3 et x4 -les parametres (3.15),(3.17) et (3.18) de la variation des modules
en 3D, (3.13). Notant op le module de Poisson de la matrice, on établit alors que cette

transition aura lieu a £ = (170’(’1)92;;’)’ Vor , qui est inférieur a 1 pour les valeurs ordinaires
de op, en-dessous de 0.2, des composants de roche. Utilisant cette indication, on conclut
que cette valeur est atteinte dans un test triaxial classique. Elle ne le serait pas pour un
matériau composé par exemple de grains de caoutchouc, pour lesquelles op est proche du
maximum 0.5 : 1a encore, il faudrait relacher la contrainte radiale pendant qu’on charge
axialement pour l'atteindre.
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D.2 Pistes pour I’étude de la fonction d’autocorrélation

A partir du modele développé, il est possible en principe d’évaluer la fonction d’autocorrélation
a deux points,

Gz, y)=(p(x)o(y) — (o(z)) ((¥))) (D.1)

Pour ce faire, la méthode classique (par exemple d’apres Le Bellac [1990] ) consiste a généraliser
I'hamiltonien H[p] en ajoutant un champ externe J(x) agissant sur ¢(x) :

Hlp | =Hl - [ d’sJ@)g(@ 0.2

TEN

La fonction de partition Z est alors une fonctionnelle du champ externe (ou source) J :

Z|J] = / [ (dpr)e 2o (D.3)

reQ
et on établit que
1 07
=lim ——— D4
(o)) = lim 27 =00 (D.4)
ou %(w) désigne l'opérateur de dérivation fonctionnelle (généralisation de la dérivée partielle pour

des fonctionnelles). La limite J — 0 signifie que le champ J(z) tend vers 0 en tout point z : on
n’a pas de champ extérieur brisant la symétrie du probléme dans I'hamiltonien physique, et ce
couplage supplémentaire — deuxiéme terme de (D.2) — n’est introduit que pour pouvoir effectuer
formellement ces dérivations. On établit également

. 1 0*Z
(el@)ely)) = in o S w57

(D.5)

1 Pour évaluer Z[J] , on se place & nouveau dans 1’approximation de signe constant. Comme le
terme de couplage peut également s’écrire sous la forme

1 ~ ~
_/ dPz J(z)p(z) = ) (J0900+22Jk90k>
TEQ keY
1 ~ ~p ~r~
= ~Ip (JOSDO‘FQZJ/?SD}?"‘QZJ/g‘Pi)
ke ke

1Remarql\le terminologique : ceci est & l’origine de la désignation de Z[.J] en tant que génératrice des fonctions de
corrélation. A ’aide de (D.4) et (D.5), on obtient aussi que la fonction d’autocorrélation & deux points, ou fonction
de corrélation connexe, peut s’obtenir directement comme une dérivée seconde : G(z,y) = limjy_o #%.
On désigne donc In Z[J] comme génératrice des fonctions de corrélation connexe. Dans notre probléme, on verra

qu’il est plus simple de travailler directement & partir de Z[J] .
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Z[J] a de nouveau la forme (4.42), i.e.

210) = {zzf’H EAGEACIEES || [z,;’<k>z;’(k>]} (D.6)
keY keY
avec z. = e PV (identique) (D.7)
€ _ e—J0 ) %0y ¢(%0)?
F = [, dpe | (s 8) s (D.9)
£0—0
, €/2 5 —ﬂV[—2z§£§—+wi(k) ox 2]
H) = [ dole (%) D)
- =€

! A~ . 7 =4 ~ . . . .
et ,zIjE (k) de méme en remplagant les parties réelles de Jj, et @) par les parties imaginaires?.
Tous ces termes sont toujours de simples gaussiennes. On les évalue comme :

2 (k) = (D.10)
2 (k) = (D.11)
ﬁgiv(k)”%% lerf (@ - vﬁ(k)) 'BV“’”’“)) —orf (“% - Vﬁ(k)) Wwi(’“))]

ainsi que 27 (k), de méme forme en remplacant ij par j,f )

Pour effectuer les dérivées fonctionnelles par rapport & J(z) , on fait naturellement un chan-
gement de variable vers les modes de Fourier :

5 5 (5J,5 o &J a)
dJ(x) kXD (0} 6J(z) oJF  0J(z) 0]

= Z (cos(k.x)% — sin(k.m)%) (D.12)

kerU{0} a‘]k a‘]k
i.e. pour une fonctionnelle F[J], les modes de Fourier de % sont donnés par 3 (6‘9711 + i%)

k k
1 ( oF ;. oF oF ;
pour k € YT (et par 5 (ng — Zaj£k> pour —k € T, comme 57 est réel) .

Dérivant Z[J] —(D.6), avec (D.10) et (D.11)- deux fois par rapport a JE et JI on obtient en
prenant la limite V&, J, — 0 :

0*Z 0%7Z B [ 1 1 }
= = §(k;K)Zy— + D.13
dJROJE  JIoJL (k)% 1o wt (k) w(k) (D-13)
2
_0Z_ (D.14)
dJRAJL

2Remarque : la notation w¥, ici, désigne les préfacteurs des termes quadratiques en (¥, dans I’approximation
de signe constant, incluant les interactions de plus proches voisins et effets de seuils, i.e. par rapport a la fonction
w* de (4.59), il s’agit de wt = wt — JA2 k2(1 — vy,) + bT.
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ol on a noté Z; la fonction de partition d’origine, (4.42), sans les termes de couplage a
une source extérieure introduits dans H'. Utilisant deux fois la propriété (D.12), on exprime la
fonction de corrélation (D.5) a 'aide des expressions précédentes :

. 1 62z
(p(x)e(y) = }1_r)r(1) 27 6J(x)0J (y)
= o |2 [w+1(/€) i w—l(/o] ol =) ()

Les expressions w™ et w~, en fonction des coordonnées radiales (k,#) des vecteurs d’onde, ont
toutes deux la forme f(#)—g(0)A2,k%. f et g sont des fonctions positives, de méme dimension, et &
la transition f(0)—g(8)A2,k* s’annule pour certaines directions 6 , et pour k£ maximum (k = i—;),
correspondant au pas du réseau. Pour effectuer cette transformation de Fourier inverse, on doit
remarquer que le domaine Y est limité dans le plan des vecteurs d’onde. Les contributions
principales a la fonction de corrélation viendront des racines de w* et w—, qui approchent la
frontiere du domaine a ’approche de la transition. Ce type d’intégration sur un domaine limité
est difficilement exploitable, et n’a pas été effectué dans le cadre de ce travail (bien qu’assez lourd,
ce serait possible en principe). On peut cependant faire les remarques suivantes concernant de
futures pistes a exploiter :

Le signe négatif en facteur de k?, dans les fonctions w™ et w™ , provient des interactions de plus
proches voisins, pour lesquelles on a supposé que la présence d’une fracture tend a diminuer la
probabilité de présence de fractures voisines dans certaines directions. Revenant & une expression
sur le réseau discret d’origine, ceci correspond dans I’hamiltonien & un terme +.J )" _ . 9,
ou < zz' > désigne une somme sur des sites voisins, alignés suivant la direction radiale, et
J est une constante positive. Il est instructif de comparer ’approche développée jusqu’ici a la
fagon dont on se raméne a un champ continu pour un modele d’Ising sur un réseau carré (par
exemple d’aprés Binney [1992] p 13, ou Domb [1996] p 112) : < zz’ > désignant une somme
sur des sites voisins, et J étant une constante de couplage positive, le terme d’interaction est
de la forme —J <sz'> 020z dans le cas d’'un couplage ferromagnétique, ou +.J > <azz'> 020z
dans le cas d’un couplage antiferromagnétique. x, ' sont des sites du réseau, et o, est le spin
au site z , a valeurs dans {—1;1} . Dans le premier cas, définissant le champ 1 comme une
extension continue, a valeurs dans un continuum, du champ de spins o —sur un réseau discret,
a valeurs discrétes —, ces interactions sont & 'origine d'un terme +JA2, [ dPk ||k||* 4%t . Dans
le deuxieme cas, la méthode classique consiste d’abord a diviser le réseau discret en deux sous-
réseaux imbriqués (obtenus 1'un & partir de 'autre par une translation de un lien), le passage au
champ continu 9 se fait a partir du champ alterné de valeurs o, ou —o, suivant que le site x se
trouve un sous-réseau ou 'autre. Les interactions sont alors a I'origine d’un terme de méme type,
+JA2, [ dPk ||k||* Yxto—g. 11 a fallu pour ce faire redéfinir le paramétre d’ordre local. De méme,
dans notre probléeme, on pourrait chercher une redéfinition un peu plus compliquée du parametre
d’ordre a partir du champ sur réseau discret (un isomorphisme) , tel que les interactions de plus
proches voisins se traduisent par un terme dans I'hamiltonien, A2, [ d”k g(0). ||k||> Prtb_, ol g
est une fonction & valeurs positives et non négatives®.

3Remarque : un modele oli on considére que la présence d’un crack tend 3 accroitre la probabilité de présence
d’autres cracks pour les plus proches voisins suivant certaines directions, et non & la diminuer, aurait directement
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On peut espérer se ramener ainsi & un hamiltonien ou les termes en champ propre (pro-
portionnels a W) ont la méme forme que jusqu’a présent, et ol les termes d’interactions sont a
Iorigine de fonctions w de forme proportionnelle & f(6) + g(6) A% k?, avec g & valeurs positives —la
symétrie de parité garantissant w~ (f) = wt(7/2 — #). Un tel modele présenterait une transition
de localisation lorsque la fonction f(€) acquiére des valeurs négatives pour certains angles 6. En
fonction des parametres réduits ¢t = (1, — 1) /T, et | = (Taw, — Taz)/Taz., ON S’attend a priori a ce
que fmin = ming f(8) = f(6y) ~ ast + a;l. On peut alors vérifier que 1’exposant critique -y, établi
en section 4.4.2, ne serait pas modifié. Par contre, sous ’hypothese supplémentaire qu’on n’a pas
de brisure spontanée de symétrie avant la transition (< ¢ >= 0), Pexpression (D.15) montre que
G(k) serait de la forme

G(R) = 50(kt.6)
. 9(00) ~ e (S7) 12
¢ = f(eo)Am 1(67)
g(ya 0) = h’(y: 0) + h’(ya 7T/2 - 0)
h(y,0) = o

[4
J{((go)) + g(e)yQ

9(90)

ol ¢; et ¢y sont des constantes. Pour un tel modele, h(y, ) ne présente pas de poles réels. Si on
était en dimension D > 2 , on pourrait alors prendre la transformée de Fourier inverse de G(k)
en intégrant sur tout l'espace des vecteurs d’ondes, pour obtenir :
2(r/&.0).
G('f', 0) = m, avec 1) = 0 (D16)
& ~ c(07)7Y; avec v =1/2 (D.17)

ol on a noté suivant l'usage les exposants critiques v et 7. Ceci est tout a fait prévisible, vu
que le modele construit, ot on a tronqué ’hamiltonien & 'ordre 2 en (g, |p|), est gaussien :
la dépendance supplémentaire en # dans la formulation ci-dessus n’affecte pas la valeur de ces
exposants, qui est identique & celles d’'un modele de Ginzburg-Landau (par exemple, d’apres Le
Bellac [1990], p 74). Dans le cas de la dimension D = 2 , il faut prendre garde au fait que kdk/k?
n’est pas intégrable en £k = 0 : on doit conserver un volume fini pour faire cette transformée de
Fourier inverse. On obtient toujours le méme exposant v = 1/2 pour la divergence de la longueur
d’autocorrélation, et au point critique, G(r, ) = —a(0) In(r) + b(6).

En notant d& = |€ugiat, — Eaziar|, ON peut par ailleurs établir en intégrant (4.106), qu’a 'ap-
proche de la transition de localisation, §¢ ~ cy(d7)/? . Utilisant ceci en conjonction avec (D.17),
on constate qu'un tel modele gaussien, ou on tronque les interactions a 'ordre 2 en ¢, prédit
& ~ c3(6e)™!, ce qui n’est pas en accord avec les observations expérimentales de Bonnet et Davy
(1.6), € ~ c3(de)"1/3. Indépendamment des modifications citées plus haut dans cette section,
il semble donc nécessaire d’incorporer dans le futur des termes d’ordre supérieur en ¢ dans
I’hamiltonien pour espérer rendre compte de ce comportement.

le méme effet sur la forme de ’hamiltonien pour le champ continu, sans chercher de redéfinition du parametre
d’ordre.
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Annexe E

Tenseurs de Green

E.1 Tenseur de Green de I’élastostatique 2D en domaine
Fourier

On cherche les fonctions G;(z) solution du probleme de Green

V.r+¢;6°(x) = 0 (E.1)
T o= AV.G)Id+p (VG;+ (VG))") (E.2)
Gj(iEl + L, .’EQ) = Gj(.’L‘l, X9 + L) = G](.’E) (E3)

Définissant la transformée de Fourier de G,

e, M(hGy(K)) + p ((hK) Gy(k) + (5Gi(R)E) = &

[k Td + (A + p)kk] G;(k) = &

A+ pkk] ™" g

en remarquant que I’opérateur a inverser s’écrit Id + %/;2/;' (avec o défini en (3.58), et k le
vecteur unitaire de direction k), on a

!La condition aux frontieres de périodicité (E.3) peut étre remplacée par une condition de nullité & I’infini :
en adoptant alors la définition des coefficients de Fourier de fonctions & support infini, la suite du développement
est identique.
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-1 o] n
O o~ —Q ~ A
I = 1 n
[d—i—l_akk] d+n§_1<1_a) (kk)

oo n—1
_ B o - Aon a1
= Id 1_a2<1_a) k(k.k)" 'k

n=1
[0S e —Q n
= Id— kk |1
l—«o (—i—;(l—a))
- rd—h- 1
l—al+ 2
= Id— okk

ol on a utilisé k.k = 1. (E.4) nous donne alors? :

=
x>

~ € —a
Gj(k) = “—5" i ’ (E.5)

. ~ 1 51 — al%,l;:
soit Gy (k) = 11—« ()f + 2/1)14:;

(E.6)

E.2 Tenseur de Green de I’élastostatique en domaine réel

E.2.1 Probléme 3D

En trois dimensions, on peut directement faire une transformée de Fourier inverse de E.6,
pour obtenir

sz(.ﬁ) = Brr [(2 — a)é,k + aiziaﬁ“k] (E7)
ol par convention, on a noté
ro= |z
. x
r = -
r

E.2.2 Probléme 2D

En deux dimensions, il faut prendre garde au fait que la forme (E.6) contient une singularité
. . 2 . . . .
logarithmique en k£ ~ 0, ‘2—2’“. On peut toutefois obtenir par plusieurs techniques (parr exemple

2Remarque : cette expression, valable pour le probléeme & conditions aux frontieres périodiques, est en fait
pathologique pour le probléeme avec conditions aux frontieres & l’infini : 'inverse de sa transformée n’existe pas
si on laisse l'intégrant k tendre vers 0, la forme d,:—gk amenant une divergence logarithmique. Ceci est a ’origine
du fait connu que la fonction de Green de I’élastostatique 2D est définie & une constante prés. Ce probleme ne
se présente pas en 3D, ou l'expression (E.6) est toujours valable, et admet une transformée inverse : Pk ogt

K2
intégrable au voisinage de 0.
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en travaillant & partir de la forme 3D, intégrée sur une source correspondant a un segment de
longueur fini, ou en conservant une extension finie au plan pour faire une transformée de Fourier
inverse) :

-1

r
(2 - 01)5219 In (z) - Oéi‘i.f?k] (E8)
La singularité évoquée ci-dessus est a 'origine de la constante d’intégration L, reliée aux dimen-

sions du bord du milieu (par exemple I’épaisseur d’une plaque). On peut vérifier directement que
(E.8) est solution du systeme d’origine (E.1),(E.2).
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Annexe F

Hypothese d’indépendance de I’énergie
de formation par rapport a I’histoire :
vérification numérique sur un modele
dynamique

F.1 Probleme posé

On a introduit en section 2.1.2.1 une fonction Ej(c), censée représenter ’énergie totale
nécessaire pour porter un mésovolume de I’état non endommagé, sous les conditions aux frontieres
de déformation initiales, & un état caractérisé par des conditions aux frontieres extériaures
données par ¢, et des conditions aux frontiéres intérieures spécifiées par le microétat noté symbo-
liquement j. Cette notion nécessite que 1’énergie en question soit, au moins de fagon approchée,
dépendante uniquement de I’état actuel donné par (j,¢), et non de 'ordre dans lequel les micro-
fractures sont apparues (information non contenue dans j, caractérisation géométrique du réseau
de microfractures, et non de son histoire). Cette énergie est constituée d’une part, d’une énergie
élastique stockée dans le milieu, et d’autre part, d’une énergie dépensée de fagon irréversible lors
la formation des fractures. La premiere partie est effectivement indépendante de I'ordre d’appa-
rition des fractures : formellement, la résolution du probleme élastostatique ou les conditions aux
frontieres sont données par (j,¢), permet en principe d’obtenir le champ de déformation et celui
de contrainte dans tout le milieu, donc en principe également 1’énergie réversible. L’hypothese
d’indépendance a I’histoire de 1’énergie irréversible doit par contre étre vérifiée.

De plus, dans le modele spécifique que 1'on a construit en section 3, on a considéré que
cette énergie provient essentiellement d'un effet Joule (frottement entre les levres des fractures),
et & conditions aux frontiéres extérieures données, est additive en |p|, i.e. si la longueur des
microfractures potentielles est fixée, proportionnelle au nombre de microfractures. Ceci demande
également vérification.

La distribution de probabilité d’occupation sur les microétats {j} étant censée résulter d’un
processus dynamique (bien qu’on ait tenté de 1’évaluer différemment), on a donc choisi de tester
ces deux hypotheses en simulant numériquement un systeme dynamique tres simple, ot1 ’on peut
entierement suivre ’histoire, et oll on peut exactement évaluer ’énergie dépensée dans la friction
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entre les levres des fractures.

F.2 Principe du modele dynamique

Le petit modele dynamique développé s’inspire notamment de simulations similaires pour des
problémes d’ouverture en tension (par exemple le modele de Blair and Cook [1998] ), mais vu les
conditions de fortes pressions de confinement qui nous intéressent, on a considéré que ’apparition
des fractures se fait principalement en mode II, et non en mode I. Les fractures sont considérées
plongées dans un milieu élastique homogene, et les conditions aux frontieres utilisées garantissent
que la contrainte locale sur chacune d’elles reste toujours compressive, ce qui se rapproche des
conditions utilisées dans les simulations numériques utilisées classiquement en sismologie pour
I'étude du déclenchement des tremblements de terre (earthquake triggering en anglais), i.e. les
interactions entre failles dans la crotite terrestre (voir par exemple King et al. [1994] ).

Le systeme modélisé est bidimensionnel, constitué de fractures potentielles correspondant aux
liens d’un réseau carré (incliné a 45° de I’axe de contrainte principale). L’état initial du systeme
est consiste en un milieu non endommagé, sous conditions de contrainte a I'infini homogenes et
isotropes. Pour que le systeme reste assez simple, on a choisi de fixer les conditions aux frontieres
a l'infini, i.e. le systéme occuppe un espace restreint dans le plan, le reste du plan étant supposé
constitué d’un milieu intact. On augmente de fagon incrémentale la contrainte axiale a I’infini.

Apres chaque incrément, on teste sur chaque site potentiel si un seuil de Coulomb est atteint :
pour chaque lien %, on évalue les composantes tangente et normale de la contrainte locale au centre
du lien, et on teste si

Ttangenti/Tnormali 2 /1'81 (Fl)

, ol U, est un seuil de coulomb propre a chaque site, variable aléatoire fixée initialement pour
chaque site 7 , de fagon indépendante pour chaque fracture. On a choisi arbitrairement une
distribution uniforme dans [0.3,0.9]. Si ce critére de Coulomb (F.1) est vérifié sur au moins une
des fractures, on a alors un glissement sur la fracture j, déterminé par un écart maximal au seuil
de Coulomb :

tangent; s; Tnormal; — ¢ tangent; — /Ms; /normal; -
T i — Ms; Tnormal, mZaX(T Hs; Tnormal; ) (F.2)

On redistribue alors la perturbation du champ de contrainte due a ce glissement dans tout le
milieu, supposé parfaitement élastique.

Pour chaque fracture j, on définit w; le segment correspondant, ainsi que des vecteurs unitaires
fj et 7j, respectivement tangent et normal, avec la convention d’orientation donnée par ;.€qzi >
0 et fj.émal < 0. Le glissement étant en mode II, la discontinuité du champ de déplacement u
est entierement colinéaire au lien, i.e. selon fj. Notant w; le segment correspondant a la fracture
j, on définit la fonction de glissement comme

[u](z)= 1_1)133r [u(z + €agiar) — u(T — €€aziar)] .fj; T € wj

Pour conserver un modele simple, on a supposé que cette fonction de glissement est une constante
le long de chaque fracture, i.e. nos fractures sont des sources de Haskell (couramment utilisés
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par les sismologues dans les modélisations de failles, par exemple d’aprés Madariaga [1980] ).
Autrement dit, les liens considérés sont des “pixels de discontinuité”. On a toutefois considéré
des sources d’extension finie, pour prendre en compte un effet important dans la dynamique du
modele : dans une direction perpendiculaire a la fracture, sur une zone de taille comparable a
sa longueur, on a une atténuation de la contrainte cisaillante (shielding). Au contraire, celle-ci
augmente dans cette direction, au-dela de cette zone. Ceci est un effet sensible uniquement dans
un proche voisinage : on peut montrer qu’en champ lointain, la perturbation due a une fracture
ou a son conjugué — symétrique par apport a la direction axiale, centré sur le méme point — est
identique.

La quantité de glissement est déterminée par le fait qu’en prenant en compte la perturbation
de contrainte due & ce glissement, sur la fracture elle-méme (stressdrop), 'équilibre a lieu quand
la nouvelle contrainte locale au centre de la fracture est telle que

7—t,angentj /Trllormalj = UKD (F3)

ol pp est le seuil de Coulomb dynamique, considéré comme constant sur toutes les fractures (on
a considéré arbitrairement pup = 0.25)*.

Apres avoir ainsi redistribué la perturbation sur tous les autres sites, on vérifie si I’on a des
avalanches : sans modifier la contrainte & l’infini, on teste de nouveau la condition de Coulomb
(F.1) sur chaque fracture, et dans le cas ou elle est vérifiée sur un site, on sélectionne & nouveau
la fracture sur laquelle a lieu un glissement par (F.2). Cette opération est effectuée jusqu’a ce
que ’on n’ait plus d’avalanche. On incrémente alors a nouveau la contrainte axiale a I'infini.

F.3 Calculs de la perturbation de contrainte due aux frac-
tures

F.3.1 Principe

Pour connaitre le champ de contrainte dans tout le milieu, I’état de chaque site p € {1,...,n}
, n étant le nombre total de sites, étant donné par une discontinuité de déplacement [[u[k , et la

condition & l'infini par 75°, on doit résoudre le probleme élastostatique :

ij )

Tij = (K — u)@luléij + u((?iuj + 8JUZ) (F5)

I'Remarque : le fait d’avoir considéré des sources de Haskell a notamment comme conséquence que le stress-drop
n’est en principe pas constant le long de la fracture. Pour que cette condition soit vérifiée tout au long de la fracture,
au moins de fagon approximative, il faut considérer des fonctions de glissement plus compliquées. L’inhomogénéité
des perturbations de contrainte due aux autres fractures doit alors également étre prise en compte, et ce probleme
est nettement plus complexe. Il peut étre résolu de fagon approchée en décomposant chaque fonction de glissement
sur une base de fonctions orthogonales : pour ce genre de modélisation plus avancée, on pourra se reporter aux
travaux de Tsukrov et Kachanoff [1997] pour des fractures en tension, ou & ceux de Fond et al. [1995] pour un
modele prenant également en compte la friction. Pour nos modestes objectifs, on a ignoré cette structure interne
du glissement sur chaque fracture.
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sous conditions aux frontieéres

lim 7;(7) = 77 (F.6)
llz|| o0
pour p € {1,...,n}, Yz € w,, lirégr [u(z + €bagiar) — u(T — €Cagiar)] = [[u]lpfp (F.7)
€—r

Les équations (F.4) et (F.5) étant linéaires en 7 ou en u, les champs de contrainte et de
déplacement solutions s’obtiennent par la superposition

= 7°+7 (F.8)
u® + (F.9)

7% est constant, u™ est linéaire en x, et s’obtient en intégrant l'inverse de (F.5), comme

Les perturbations dues aux fractures, 7’ et u’, sont également solution des équations élastostatiques
(F.4), (F.5), sous conditions aux frontiéres

lim 7(z) = 0 (F.11)
llz||—o00
pour p € {1,...,n}, Yz € w,, li%}r (v (2 + €agiar) — U (T — €Eamia)] = [[u]lpfp (F.12)
e

On les obtient en introduisant d’abord les tenseurs de Green g;; pour le champ de déplacement
et Gy, pour le champ de contrainte, solutions de

aszk (:C) = (5(1’)5Jk (F13)
Gijr = (K — p)oigidij + 1(0igjk + 0;9ik) (F.14)

l|z[| =00

Formant les produits scalaires g(z — y).V.7'(y) et v/(y).V.G(z —y), on a
2 B
gje(T — ?J)a—yi%]’ (y) = 0 (F.16)

u;(y)@Gijk(x —y) = d(z—y)u(y) (F.17)

K3

ce qui permet d’établir pour le champ auxiliaire

fir(z;y) = w5 (Y)Gije( — y) — giw(z — y)7; () (F.18)
que

0

8—yifik($; y) =d(z — y)uk(y) (F.19)
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Utilisant alors le théoréeme de Green, on obtient alors la perturbation en déplacement a partir
des fonctions de Green :

up(z) = /Q dPy 6(x — y)ui(y)

= /QdDyaiyifik(x;y)
= /ag dP~ Yy (n(y)-&) fir (a5 )

+Z/ Ay (—n(y).&) Jlim [fir (25 Y + €€aziat) — fik(T,Y — €Cagiat)]

@) = —3 il / Py Gl — y) (F.20)
p=1 “p

On a utilisé pour arriver a cette derniere expression : d’une part le fait que quand on fait tendre
la frontiere du domaine 052 vers I'infini, ’'intégrale sur ce bord disparait — ce qu’on pourra vérifier
a posteriori avec la décroissance en champ lointain des fonctions de Green, et des perturbations
dues aux fractures —; d’autre part la condition aux frontieres intérieures (F.12), ainsi que la
continuité du champ de contrainte 7 sur ces frontieres — les levres des fractures sont en contact.

La perturbation en contrainte s’obtient a partir de celle en déplacement, via la loi de Hooke
(F.5) reliant u' et 7'

F.3.2 Perturbation de contrainte due a une source de Haskell 2D

Pour intégrer la forme (F.20), on utilise la fonction de Green donnée par (E.8) :

;L (2 — @)dy In (%) . axxk} (F.21)

Dérivant ceci, la loi de Hooke (F.5) nous donne :

gzk( )

Gijr(z) = 5—

Dy (1 - Ck)éiji'k - (1 — O{) (5jlci'i + 51']4;.%3‘) — QOdiii%j.fk] (F22)

A partir de cette forme, on effectue enfin I'intégration le long de chaque domaine w,, correspon-
dant a la fracture p, dans 'expression (F.20). Ce calcul, relativement fastidieux, est ’analogue
bidimensionnel de ceux effectués par Chinnery [1963] , pour des sources de Haskell planes dans un
milieu 3D. On obtient finalement explicitement, en utilisant la loi de Hooke a partir du résultat,
la perturbation du champ de contrainte qui nous intéresse :

Ti’j (,’IJ) = - Z tApeﬁ’pf[[uﬂuMijef(x - ,’IJp) (F23)
p=1

—(1 = 0) (2= 5 digdes + (1= @) (diedis + bige)

Mijer(y) = el +2(1 — @) §ig;0er +2(1 — ) )5ZJyeyf (F.24)
o +(2a = 1)(§iGedjs + Vi 0je + y]ye&f + Ui 50ie)
—8ayiy;Yels
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ou [ désigne la longueur des fractures, et on a noté dans la deuxiéme expression r = ||y||, § = y/r.

On peut visualiser en figure F.1 les effets de ce tenseur du quatrieme ordre, qui est le cceur
du mécanisme d’interaction des fractures, oll on a représenté graphiquement les composantes de
la perturbation de contrainte dues a une unique fracture. Dans cette représentation, I’'unité de
longueur est la taille de la fracture [, celle de contrainte est u, et on a pris arbitrairement K = 5u
et un déplacement [u] = 0.01/.

F.4 Résultats des simulations

F.4.1 Visualisation de 'apparition des fractures sur un exemple

On peut utiliser ce type de modele pour visualiser 'apparition des fractures au fur et a
mesure de I'histoire. A titre d’illustration, on a représenté en figure F.2, quatre états successifs
d’une simulation ot les fractures étaient autorisées a se réactiver a chaque fois que leur seuil de
Coulomb était de nouveau atteint. On a utilisé ici K/u = 5, et pour avoir ’échelle des glissements
représentés, le maximum observé dans cette simulation est de 0.08/. En évaluant de plus Tiacro
comme la moyenne de la contrainte locale dans la boite représentée, on obtient que la contrainte
axiale macroscopique est d’abord croissante, puis présente un pic entre les états (c) et (d).

F.4.2 Répartition statistique de I’énergie de friction

L’objectif principal de ces simulations n’est pas d’avoir un modele tres réaliste et précis du
développement des fractures, mais de tester les deux hypotheses que ’on a rappelées en début
de section, a savoir 'indépendance de I’énergie de friction a ’ordre d’apparition des fractures, et
la proportionnalité de cette énergie au nombre de fractures.

Pour ce faire, on a conduit une série de simulations ol chaque fracture n’a été autorisée a
glisser qu’une fois au plus (pour pouvoir garantir qu’avec une répartition différente des seuils
de Coulomb, on puisse aboutir a un état géométriquement identique : sans cette restriction
supplémentaire, il faudrait un nombre de tests bien trop important pour qu’exactement le
méme état soit réalisé a partir d’ une distribution des seuils différentes, et on n’aurait pas un
échantillonage suffisant pour une analyse statistique).

F.4.2.1 Indépendance a I’histoire

On a d’abord considéré un systeme de taille fixée, a savoir une grille carrée de 400 sites. Dans
un premier test, on a d’abord conduit la simulation jusqu’a ce qu’une fraction de 30% des sites
ait été activée. On a alors enregistré la configuration géométrique correspondante. On a ensuite
répété la simulation 200 fois, réinitialisant la valeur initiale des variables aléatoires (seuils de
Coulomb), en n’autorisant que les fractures de la configuration préenregistrée a étre activées,
pour arriver a un meéme état final.

Cette série de simulations a été réalisée 4 fois, i.e. pour 4 configurations géométriques finales
différentes.

Notant E 1'énergie de friction totale (travail effectué sur les discontinuités), (E) la moyenne
sur les 200 tests correspondant & une méme configuration finale, et e le rapport adimensionné
e = E/(E), la figure F.3 représente p(e), distribution de e sur les 200 tests, normalisée par
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[ p(e)de = 1. Les 4 courbes correspondent aux 4 configurations. On observe que ces distributions
se rapprochent d’une gaussienne de largeur fixée, indépendante de la configuration — on peut
vérifier par ailleurs que ’écart au modele gaussien se réduit lorsque le nombre de tests sur
chaque configuration augmente. De plus, on vérifie par ailleurs que 1’énergie de friction totale
moyenne (F) est identique & 1% pres pour les quatre configurations. Il semble donc que 1'énergie
de friction soit relativement indépendante de ’ordre d’apparition des fractures, ainsi que de la
configuration précise a nombre de fractures fixé.

F.4.2.2 Extensivité de I’énergie de friction

On a également testé comment varie cette distribution de ’énergie de friction lorsqu’on
considere des systéemes de plus en plus grands, les configurations finales correspondant a une
meéme densité d’occupation. Considérant des configurations finales ou 30% des sites sont frac-
turés, 200 tests ont été conduit pour des réseaux carrés de 25, 100, 400, 1600 et 6400 sites.
La figure F.4 représente les distributions normalisées p(e) correspondantes. On observe que ces
distributions sont de plus en plus piquées lorsque la taille du systéme augmente, et donc que
I’hypothese d’indépendance de 1’énergie a ’ordre d’apparition est de plus en plus valable pour
des systémes mésoscopiques de taille suffisante.

Notant

r-f

N
I’énergie de friction par fracture (/N étant le nombre de fractures des configurations finales),
on s’est intéressé au comportement de cette quantité quand la taille du systeme augmente : on
observe que I' tend rapidement vers une limite fixée indépendante de la taille du systéme (cette
quantité ne dépend que de la fraction de sites occuppés par des fractures). D’autre part, notant

o(I) = /([T = (T)*)

la déviation standard de I' pour une taille et configuration finale donnée, on observe en figure

que @ ~N 00 ﬁ, ol « est une constante. Cette comportement asymptotique est de plus
tres rapidement bien vérifié. On conclut donc que quand la taille du systéme diverge, le taux

d’occupation étant fixé,

r - I

o(I) Wi

ou '™ et 0> sont des constantes. Les énergies individuelles de friction sur chaque fracture se
comportent donc comme des variables aléatoires indépendantes pour des systémes mésoscopiques
suffisamment grand, et les deux hypotheses que 'on avait faites initialement sont bien vérifiées
dans cette limite :

— L’énergie totale d’une configuration finale est indépendante de 'histoire d’apparition de

cette configuration.
— Le terme de friction est additif par rapport au nombre de fractures.
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(b) composante normale aux cracks sui-
vant és, comptée positivement pour une
compression : —T7ag

(a) composante normale aux cracks sui-
vant é;, comptée positivement pour une
compression : —711

N

D>

(d) Définition des directions (é1,€2). Le
glissement sur la source de Haskell, u™ —

(¢) composante tangentielle aux cracks
suivant é; ou é,, comptée positivement
lorsqu’elle agit dans la meme direc- u~, est constant le long de son extension
tion que le cisaillement macroscopique :

—Ti2 = —T21

Fi1G. F.1 — Perturbation de contrainte due a la présence d’une source de Haskell suivant é;, au

centre des figures
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Fic. F.2 — Configuration des fractures en suivant I’histoire de déformation.
segments représentés est proportionnelle au glissement sur chaque fracture.
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Fic. F.3 — Distribution normalisée du terme d’énergie de friction normalisé pour 4 configurations
données, avec 200 histoires d’apparition différentes pour chacune de ces configurations.
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Fi1G. F.4 — Distribution normalisée du terme d’énergie de friction normalisé pour 5 tailles linéaires
de réseau données, la densité de fractures étant identiquement de 30% dans la configuration finale.

04 : : : 1 : : :
a(r) r=E a(r)
- ( N) W T
03 4
» N -
s . VN o(r)r=0561 R
0.2 1 05(® 8 4
0.1 \Q 1
o(T)/r=0561\N
0 . . , 0 . . .
0 500 1000 1500 N 2000 0 500 1000 1500 N 2000

Fi1a. F.5 — Ecart type de I' = E//N en fonction de la taille du systeme.
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