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Résumé

Notre premier objectif dans ce travail est de donner une démonstration du chan-
gement de la stabilité de la branche supercritique de solutions périodiques bifurquées
dans le cadre des équations différentielles a retard, en se basant sur les deux étapes
suivantes:

(i) Reduction de 'équation & un systéme en dimension deux par la formule de variation
de la constante et le théoréme de la variété centre.

(ii) Estimation de la distance entre la solution de ’équation initiale et la solution pé-
riodique bifurquée.

Nous obtenons ainsi un domaine de stabilité de la branche supercritique.

Le second objectif est d’étudier une équation différentielle & un seul retard issue
d’un modéle en dynamique de population cellulaire sanguine (Haematopoiese).

Ce modele, initialement introduit par Mackey (1978) présente une position d’équilibre
triviale qui est instable et une famille de positions d’équilibre non triviales dont la
stabilité dépend du retard.

Nous montrons I’existence d’une valeur critique 79 du retard 7 autour de laquelle nous
obtenons un changement de stabilité de cette famille de positions d’équilibre en fonc-
tion du retard 7.

Nous avons ainsi introduit un modéle approché en fonction de cette valeur critique du
retard qui coincide avec celui de Mackey pour la valeur du retard 7 = 79. Le modeéle
approché posséde un point d’équilibre trivial et un non trivial ne dépendant pas du
retard.

Par une étude du modéle approché analogue a celle du modéle de Mackey, nous ob-
tenons en particulier ’existence d’une branche de solutions périodiques bifurquées a
partir du point d’équilibre non trivial. Enfin nous donnons un algorithme explicite de

calcul des éléments de la bifurcation.



Abstract

Our first goal in this work is to give a proof of exchange of stability from the trivial
branch to the bifurcated one. This proof is based on the two following steps:
i) reduction of the equation to a two-dimensional system via the variation of constant
formula end the center manifold theorem.
ii) Estimation of the distance between solutions of the original equation and the bifur-
cated periodic solutions.

We obtain an estimate of the stability region.

The second goal is to study the dynamics of Haematopoietic Stem Cells (HSC) Model
with one delay.

The model, was initially introduced by Mackey (1978). There are two possible statio-
nary states. One of them s trivial and unstable, the second is nontrivial, depending on
the delay 7.

We prove the existence of a critical value 79 of the delay T in which the exchange of
stability of nontrivial stationary state may occur.

We introduce also an approachable model depending on this critical value of the delay,
such that the nontrivial stationary state do not depend on the delay which is the same
one of Mackey model at T = 1.
By a similar study of the approachable model as in Mackey model, we obtain the exis-
tence of the bifurcated periodic solution branch around the nontrivial stationary state.

In the end, we give an explicit algorithm for calculating the elements of bifurcation.



Chapitre 1

Introduction générale

1.1 présentation du travail

La théorie du probléme de la bifurcation de Hopf occupe une place préviligiée dans
la recherche mathématique. Cela est di au fait que cette théorie est un outil puissant
pour étudier ’existence de solutions périodiques des équations différentielles dépendant
d’un paramétre issues de la physique, de la chimie, de la biologie,....

Le présent travail est une contribution a I’étude du probléme de la bifurcation de Hopf
dans le cadre des équations différentielles & retard avec une application & un modéle
en dynamique de population. Ce travail comporte deux volets. Un volet théorique et
un autre pratique.

Dans le volet théorique, les résultats obtenus portent essentiellement sur ’asympto-
tique stabilité de la branche supercritique de solutions périodiques bifurquées. Notre
résultat généralise celui de H. Talibi (1995) [89] dans le cadre des équations différen-
tielles ordinaires. Il est a noter que cette méthode est directe et n’utilise pas la théorie
classique de Floquet.

Dans le volet pratique, nous étudions un modéle en dynamique de populations cellu-
laire provenant de la production de cellules sanguine dans la moelle osseuse (I'hémato-
poiése). Ce modéle, a été introduit par M. Mackey (1978) [63] pour étudier certaines

maladies hématopoiétiques (I’anémie aplasique, la leucémie,...). Ce modéle a été repris
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ces derniére année dans sa généralité par Mackey et al. [64] [65] [6] [62] [33] et aussi par
Adimy et al. [2] [3] [4] [5] et la liste n’est pas exhaustive, pour étudier les problémes de
bornage, d’oscillations, de périodicité, de chaos, de comportement asymptotique....

Le modéle considéré dans ce travail est non structuré, gouverné par un systéme d’équa-
tions différentielles & retard.

Nous avons étudié le probléme de stabilité des positions d’équilibres (triviale et branche
non triviale dépendant du retard) en fonction du retard.

Nous avons mis au point 'existence d’une valeur critique du retard autour de laquelle,
la branche des points d’équilibres non triviales change de comportement et 1’étude du
probléme de la bifurcation de Hopf s’aveére difficile.

L’introduction d’un modéle approché en fonction de cette valeur critique s’impose.
Nous avons ainsi démontrer que le modéle approché a les mémes propriétés de stabilité
que le modéle initial et de plus il posséde une branche de solutions périodiques bifur-
quées a partir de la position d’équilibre non triviale.

Nous donnons enfin un algorithme explicite pour déterminer la direction de la bifurca-

tion et la stabilité des solutions périodiques bifurquées.

1.2 Historique sur les équations a retard et bifurca-

tion de Hopf

Rappelons que les équations a retard ont été introduites pour modéliser des phé-
nomeénes dans lesquels il y’a un décalage temporel entre 'action sur le systéme et la
réponse du systéme a cette action: par exemple, dans les processus de naissance des
populations biologiques (cellules, bactéries,...), (ou qui nécessitent qu’un certain seuil
soit atteint avant que le systéme ne soit activé). Beaucoup de phénoménes rencontrés
en physiques, biologie, chimie,...etc ont trouvé dans la théorie des équations a retard

un bon moyen de modélisation, (un moyen plus réaliste que dans le cas des équations
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différentielles ordinaires). On appelle équation a retard toute équation de la forme:

ou la valeur de la dérivée a un instant ¢ de la solution x, ne dépend pas seulement de
la valeur de x a l'instant ¢, mais aussi des valeurs prises avant l'instant ¢.

Le premier exemple traitant une classe générale d’équations a retard linéaire est di a
Polossuchin (1910) [77] et Schmidt (1911) [83]. Schmidt a considéré les solutions a dé-
rivée en O(|t|*) quand |t| — oo et a prouvé une connection entre ce type de solutions
et ’équation caractéristique de ’équation linéaire. Une classe générale d’équations a
retard non linéaire a été initialement introduite par V. Volterra (1928) 97|, (1931) 98]
pour étudier respectivement le modéle prédateur-proie et le modéle de viscoelaticité. Il
a aussi clarifié quelques propriétés des solutions en utilisant la méthode d’énergie.

A partir des années 1940, la théorie des équations & retard a connu un grand déve-
loppement. Notamment, on trouve Bellman et Cooke (1963) [15], EI’'sgol’ts et Norkin
(1973) [29], Hale (1977) [44], Hale et Verduyn Lunel (1993) [46], Diekmann, Van Gils
Lunel et Walther (1995) [27].....

Dans la pratique, il se peut que ces phénomeénes dépendent d’un paramétre par exemple :
température, tension, résistance,.... Dans ce cas le phénoméne est gouverné par une
équation différentielle dépendant d’un paramétre.

Considérons une famille & un paramétre d’applications d'un espace de Banach X dans
lui méme :

J RxX — X,
et on se pose le probléme de la résolution de I’équation:
J(a,z) = 0.

Dans de nombreuses situations, on connait pour tout a une ou des solution(s): les

solutions triviales de I’équation. Supposons par exemple, que pour tout « on ait:

J(a,0) = 0.
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Si J est assez réguliére au voisinage de 0 et si en un point aq la dérivée:
D,J(ap,0) € Iso(X) ()

ou Iso(X) est ’ensemble des isomorphismes de X vers X, alors = 0 est une racine

isolée pour cette valeur de ag, et au voisinage de (ap,0) 1’équation
J(a,x) =0

ait des racines "non évidentes" : = # 0. On dit alors que le point (p,0) est un point de

bifurcation de 7.

Définition 1.2.1 («ap,0) est un point de bifuraction de racines de J = 0 si et seulement
St

Vo > 0,3(avx), |a—ap|< 6, |z |<dx#0 tel que:
J(a,x) = 0.

Dans de nombreux cas, I'application J est associée a une équation différentielle or-
dinaire ou a retard, ou plus généralement une équation d’évolution dépendant dun
parameétre.

Les racines de J représentent alors soit les points stationnaires de I’équation, soit des
solutions périodiques déterminées a travers un opérateur de Poincaré. Du point de vue
des systémes dynamiques, la notion de bifurcation correspond au passage du systéme
d’une position d’équilibre a une autre, ou d’une position d’équilibre a une orbite fér-
mée.

L’un des cas les plus importants de passage d’un équilibre a une orbite fermée corres-
pond a la bifurcation de Hopf.

La classe d’équations a retard que nous allons étudier est autonéome du premier ordre

dépendant d’un parameétre a de la forme:
i(t) = F(oay), (1.2)

et vérifiant les hypothéses

(Ho) F : R x C — R", de classe C**3, F(a,0) = 0, pour tout a, z; est la fonction
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définie sur [—7r,0] par z;(0) = x(t + 0), r > 0 (r peut étre infini), C' = C([—r,0],R") est
I'ensemble des applications continues de [—r,0] dans R", n est un entier naturel non
nul, £ > 0 et les applications ¢ — Di,F(a,gp) sont bornantes pour tout a dans un
borné et tout entier j < 3 + k.

(H1) l’équation caractéristique
det A(a,\) =0, (1.3)

avec

A(a,\) = (AId — D, F(a,0)e*Id),

de I'équation linéarisée autour de la position d’équilibre ¢ =0 :
0(t) = D, F(a,0)vy, (1.4)

de I’équation (1.2) posséde en un certain o = ap > 0 une racine purement imaginaire
simple \g = A(ap) = iwp et ne posséde pas d’autres racines \; # Ao et Ao du type
Aj = mMg, pour tout m € Z.

Soit A(a) la racine de 1’équation (1.3), pour « voisin de «g provenant de Ag.

(H) ORe\(a)
da Ja=ag 70 (1)

Sous les hypothéses (Hg) et (Hj), 'équation (1.2) devient
#(t) = Loy + R(a,xy),t > 0 (1.6)

ou L = L(), avec L(a) = D,F(a,0) et R(a,p) = F(o,p) — Lep.

De nombreux auteurs se sont intéressés a I’étude des changements qualitatifs des états
d’équilibre en fonction du paramétre « de 1'équation (1.2).

Dans le cadre des équations différentielle ordinaires on trouve:

Hopf en 1942 |54], Hsu et Kazarinoff [56], Poore |76], Marsden et McCracken [69], Ho-
ward et Kopell (1974) [55]....

Dans le cadre des équations différentielles a retard on trouve:

- Chafee en (1971) 20| a donné une premiére étude du probléme de la bifurcation de
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Hopf.

-Hale en (1977) [44] a étudié le probléme dans le cas du retard fini basée essensiellement
sur l'application d’une étude faite par le méme auteur dans son livre [43].

-Chow et Mallet-Paret |22], ont appliqué la méthode de moyannisation aux équations
différentielle & retard pour déterminer les éléments de la bifurcation: la stabilité, I’am-
plitude et la direction de 'orbite périodique bifurquée.

-Arino [7] a donné une nouvelle formulation analogue & celui considérée dans [44], en
formulant le probléme sous forme d’un probléme de point fixe d’opérateur compléte-
ment continu.

-Schumacher [84] a utilisé la théorie des semigroupes non linéaires fortement continus
sur un sous ensemble fermé d’un espace de Banach.

-Stech [87] a utilisé¢ la théorie de Lyapunov-Schmidt et les techniques de Hale [44] pour
étudier la bifurcation de Hopf dans le cas des équations différentielles & retard infini. Il
a aussi donné un moyen (un algorithme) de calcul des éléments de bifurcation par un
développement limité da la "fonction de bifurcation".

-Staffans [86] a étudié le probléme de bifurcation de Hopf dans un cas analogue a ce-
lui de Stech [87] et aussi pour des équations aux différences et aux équations de type
neutres (voir [46] pour ces équations) avec retard infini. Il a aussi calculé les éléments
de bifurcation de ces familles d’équations. Les techniques utilisées sont analogues a
celles utilisées dans [87].

-Dieckmann [27] reformule le probléme sous forme d’une équation intégrale. En utilisant
la théorie de la perturbation par dualité, il montre le théoréme de la variété centre pour
les équations différentielles & retard et déduisant ’éxistence des solutions périodiques
bifurquées par réduction de I’équation intégrale a une équation différentielle ordinaire
dans R3.

-Adimy [1] a utilisé la théorie des semigroupes intégrés pour étudier le probléme de
bifurcation de Hopf.

-Talibi [90] a utilis¢ une méthode d’approximation pour obtenir I’éxistence des solu-

tions périodiques.
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-Hbid [51] a utilisé une réduction principale sur la variété centre, la méthode de Lya-
punov et la procédure de Poincaré.

-T. Faria et L. Magalhaes [30] étendent la théorie des formes normales aux équations
différentielle a retard et appliquent cette théorie a la bifurcation de Hopf de telle équa-
tion.

Et la liste n’est pas terminer. Récemment ; la théorie de bifurcation de Hopf est considé-
rée dans le cadre des équations aux dérivées partielles a retard, équations différentielles

a retard en dimension infinie (O. Arino et E. Sanshez).

1.3 Présentation du résultat sur la bifurcation de Hopf

supercritique

1.3.1 Position du probléme

Prenons le cas général d’une équation différentielle fonctionnelle & retard (de type

(1.6)) (en abrége, EDFR) qu’on écrit sous la forme
i(t) = Lxy + R(ov,xy). (1.7)

Généralement, cette équation est posée sur I’ensemble des applications continues C' =
C([—r,0],R™), ou 7 > 0 est le retard et n est un entier positif (voir J. Hale [44]).

Notons que sous les hypothéses de (Hg) & (Hz), on aboutit au résultat du théoréme
de bifurcation de Hopf [44, 46]: il existe g > 0, des fonctions z(¢), w(e) et a(e),

0 < & < g suffisamments réguliéres par rapport a € telles que z(g) est une solution

2m
wo’?

w(e)— périodique de 1’équation (1.2) pour a = «(e) telles que x(0) = 0; w(0) =
a(0) = ap.

De plus, la bifurcation est sous-critique (instable) si o (0) < 0, et supercritique (uni-
formément stable) si o’ (0) > 0.

Notons par (Hs) I’hypothése de bifurcation de Hopf supercritique :
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(Hs)
a (0) > 0.

Dans notre travail on se propose de montrer que sous les hypothéses du théoréme de la
bifurcation de Hopf supercritique (Hp)-(Hs), on a la stabilité de la branche bifurquée

supercritique.

1.3.2 Meéthodes utilisées

Par la formule de variation de la constante "classique", donnée dans J. Hale [44]

cette équation devient

t

xy =T(t)p —I—/O T(t — s)XoR(v,x5)ds (1.8)

avec (T'(t));>o0 est le semigroupe associé a I’équation linéaire

y(t) = Ly, (1.9)
et Xy est la fonction matricielle définie sur [—r,0] par

0sif0 <0
Idsif=0.

Xo(0) =

La formule (1.8) souléve les difficultés suivantes:

(i) Pour ¢ € C, 'application t — T'(t)¢ n’est pas dérivable que si t > R.

(ii) Le semigroupe T'(t) est défini sur C. Donc le terme T'(t) X, n’est pas défini parce
que X n’est pas une application continue. Il faut alors lui donner un sens.

(iii) On sait rien sur la régularité des applications

t—T(t)e+ /t T(t — s)XoR(v,x5)ds

t
a— Tty + / T(t — s)XoR(cv,z4)ds.
0
(iv) Si on dérive formellement la relation (1.8), on obtient

d
% = Az, + XoR(ov,z,).
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On a d’abord le probléme: x; n’appartient pas & D(A) en général, ou D(A) est le do-
maine du générateur infinitésimal A du semigroupe 7'(¢). Ensuite, ’application définie
sur C' par

¢ — XoR(a,p)
n’est pas a valeurs dans C.

(v) Si on intégre une fois de plus, on obtient
t
Sty =U(t)p + / Ut — s)XoR(a,x5)ds
0

ou S(t) désigne le semigroupe intégré de I’équation (1.8) (voir Adimy [1]).
Sous cette forme, ’équation perd un peu de sa structure dynamique.
Pour dépasser tout ces problémes une méthode d’approximation a été utilisée par H.

Talibi [89] pour montrer le méme résultat.

1.3.3 Apport du travail

Dans ce travail, pour résoudre tout ces problémes nous avons utilisé la nouvelle
formule de variation de la constante de J. Hale [46]. Notre méthode est basée sur les
étapes suivantes:

(i) Réduction de I'équation & un systéme en dimension deux par le théoréme de la
variété centre (voir J. Hale [46]).

(ii) Estimation de la distance entre la solution de 1’équation initiale et la solution
périodique bifurquée de I'équation réduite.

Nous obtenons ainsi un domaine de stabilité de la branche bifurquée supercritique.
Un travail similair a été élaboré par Ouifki, Hbid et Arino [73| pour montrer la h-

asymptotique stabilité de la branche bifurquée par la procédure de poincaré.

1.4 Introduction & I’hématopoiése

Tout ce qui concerne les notions de I'hématopoise, on fait référence a la thése de

Pujo-Monjouet |78].
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1.4.1 Le milieu intérieur

Toutes nos cellules ont besoin de dioxygeéne, de nutritions et rejettent des produits
issus de leur métabolisme, par exemple des molécules informatives (hormones) ou des
déchets (urée). Leur fonctionnement nécessite donc la présence d’un systéme d’échange
et de transport de substances entre les organes qui sont souvent spécialisés et éloignés
les uns des autres (poumons, reins, tube digestif, glandes endocrines.). Ce systéme est
représenté par I'appareil cardio-vasculaire qui dispose de vaisseaux spécialisés (artéres,
veines, capillaires et vaisseaux lymphatiques) et d’une pompe propulsive: le cIJur. 11 est
capable de s’adapter aux besoins, qu’il s’agisse de distribuer une plus grande quantité
de sang & des organes (muscles lors d’un effort physique) ou qu’il s’agisse de modifier
la distribution du sang selon des secteurs ou des territoires privilégiés tels que cerveau,
clJur, etc.

1-Qu’appelle-t-on le milieu intérieur?: Les capillaires sanguins ont un diamétre

d’environ 10 micrométres. Leur paroi, trés mince, est constituée d’une seule couche
de cellules aplaties comme les piéces d’un puzzle. Du plasma traverse cette paroi sous
I'effet de la pression sanguine et en s’infiltrant entre les cellules de la paroi, des globules
rouges peuvent également sortir des capillaires. Ainsi se forme la lymphe interstitielle,
qui baigne toutes les cellules de 'organisme. Liquide clair et incolore, la lymphe a une
composition voisine de celle du sang privé de globules rouges. Ce véritable milieu de
vie de nos cellules est situé a 'intérieur du corps appelé milieu intérieur. Ce milieu se
renouvelle sans cesse. Le sang n’est jamais en contact direct avec les cellules de nos
organes car la lymphe interstitielle sert toujours d’intermédiaire. Le sang, la lymphe
interstitielle et la lymphe endiguée forment le milieu intérieur.

2-Composition du sang: Le sang est composé d’une partie liquide, le plasma, et

d’une partie solide, les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes. Le plasma
est essentiellement constitué d’eau dans laquelle peuvent se dissoudre de nombreuses
substances: I'oxygeéne et le gaz carbonique, les sels, les sucres, des graisses, des protéines
et d’autres substances nutritives issues de la digestion. Si I'on recueille du sang dans

un vase, il prend rapidement ’aspect d’une gelée: le sang se coagule. Quelques heures
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aprés, on distingue:

- Au fond du vase, une masse sombre: le caillot.

- Au-dessus, un liquide jaunatre, appelé sérum.

3-Son roéle: Le sang est essentiel a la vie des cellules et donc de notre corps. Chaque
cellule, pour vivre, doit en permanence recevoir de 'oxygene et des substances nutri-
tives et évacuer des déchets et du gaz carbonique. C’est le sang qui, en baignant en
permanence les milliards de cellules du corps humain, assure ce role de transport des
substances, comme les anticorps, qui permettent de détruire les microbes. Son role est
complexe, il intervient dans:

- Le transport des gaz respiratoires, le dioxygéne et le dioxyde de carbone (au repos,
300 litres de dioxygéne circulent par jour chez un adulte).

- Le transport de nutriments (eau, sels minéraux et vitamines): Transportés a 1’état
libre, c’est le cas du glucose, ou combinés & des protéines, comme la ferritine qui trans-
porte le fer ou la sérumalbumine qui transporte les acides gras.

- Le transport de molécules informatives: les hormones sont sécrétées par des glandes
endocrines et atteignent les cellules cibles a 1’état combiné.

- Le transport des déchets produits par le métabolisme, comme 1'urée.

- Le transport des globules blancs qui interviennent dans les mécanismes de défense de
I'organisme.

- Le transport de chaleur: par exemple un changement dans la répartition du sang au
niveau de la peau modifie les échanges thermiques entre le milieu extérieur et 'orga-
nisme. La rapidité du transport est grande puisque la totalité du sang passe dans le
clJur en 1 minute.

Remarque 1.4.1 Le sang assure son role de transporteur en circulant, grice au clJur,
dans un réseau clos dans lequel on distingue:

- Un secteur artériel de distribution du clJur vers la périphérie.

- Un secteur capillaire d’échanges avec les cellules par [’intermédiaire de la lymphe
interstitielle.

- Un secteur veineux qui permet le retour du sang de la périphérie vers le clJur.
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1.4.2 plasma

1-Réle du plasma: Un litre de plasma (liquide jaune légérement translucide),

contient 900g d’eau et 100g de substances dissoutes. Le plasma véhicule de nombreuses
substances comme :

- Des molécules d’origine alimentaire (glucose, acides aminés, lipides, ions minéraux.).
- Des déchets du métabolisme (urée, acide urique.).

- Des molécules jouant un role fondamental dans la défense de l'organisme (certaines
protéines).

- Des molécules messagéres permettant la communication entre organes différents par
voie sanguine (les hormones).

2-Composition du plasma: Le plasma sanguin est constitué d’environ 90 pour cent

d’eau dans laquelle sont dissous un grand nombre de sels minéraux et de protéines,
telles que le fibrinogéne (protéine de la coagulation), les globulines et albumine. Le
plasma contient également des ions tels que le sodium, le potassium, le magnésium,
le chlore et le calcium. Des échanges d’ions se produisent continuellement entre le
plasma, le liquide interstitiel et le cytoplasme cellulaire. Les ions de sels minéraux
sont nécessaires au métabolisme en quantités trés précises. Il est trés important que
soit maintenu, a un niveau constant, le taux d’ions de plasma, ainsi que du liquide

interstitiel et du cytoplasme qui sont en relation avec lui.

Remarque 1.4.2 C’est le rein qui se charge de la régulation de cet équilibre ionique
en éliminant, selon les besoins de l'organisme, plus ou moins d’électrolytes dans l'urine.
Chez un sujet a jeune et en bonne santé, la teneur en glucose du plasma sanguin, ou
glycémie, est comprise entre 0,8 et 1 g/L. Au cours de la journée, cette valeur est sus-
ceptible de varier faiblement :

- Elle s’éléve apres un repas, mais ’hyperglycémie constatée est modérée et ne dure
pas.

- Elle tend a s’abaisser en période de jeine ou a la suite d’une activité musculaire
prolongée, mais cette baisse reste normalement trés discréte. Le sujet assure donc un

contréle efficace de ce parameétre sanguin dont la valeur oscille autour d’une valeur
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moyenne de référence: on parle d’un équilibre dynamique. Les mécanismes assurant
ce controle présentent parfois des défaillances. La glycémie subit alors des variations
anormales qui peuvent étre de deux types:

- Une baisse excessive, ou hypoglycémie, qui entraine rapidement des troubles neurolo-
giques (a la limite, coma mortel).

- Une hyperglycémie chronique qui caractérise le diabéte sucré.

1.4.3 Constisuants du sang

1-Les globules rouges: Parmi les cellules sanguines adultes, les globules rouges,

ou érythrocytes, ou encore hématies, sont de loin les plus nombreux (environ 5 mil-
lions par mm3 de sang). Ils se présentent sous la forme de petits disques biconcaves
d’un diamétre d’environ 7 micrométres. Avant de quitter la moelle osseuse et de passer
dans le sang, les globules rouges perdent leur noyau, au moment de la derniére divi-
sion cellulaire. Ce sont les seules cellules de 'organisme a ne pas comporter de noyau.
De ce fait, ils peuvent se diviser, et ils n’ont qu’un métabolisme limité. Les hématies
doivent leur coloration a un pigment, 'hémoglobine. L’hémoglobine est riche en fer et
a la propriété de fixer rapidement de grandes quantités d’oxygéne. Apreés s’étre chargés
d’oxygéne dans les poumons, les globules rouges sont transportés par le flux sanguin
dans les parties du corps. Une fois parvenus dans les vaisseaux capillaires des tissus,
ils libérent leur oxygeéne. Le sang est ainsi désoxygéné; et capte, dans les tissus, le gaz
carbonique, qui est principalement véhiculé par le plasma. Au bout de 120 jours, le
globule rouge sera épuisé de son stock d’énergie, il va commencer a se fragiliser au
niveau de la membrane cytoplasmique et sera détruit soit au niveau de la rate, soit au
niveau du foie. Les principaux constituants de ’hématie (protéines et fer) sont alors
récupérés et peuvent servir & la fabrication de nouveaux globules. Le sang assure le
transport de I'oxygéne depuis nos poumons jusqu’a nos organes, grace a I’hémoglobine
contenue dans les globules rouges: ceux-ci sont des transporteurs d’oxygéne.

2-Les globules blancs: Le nombre de globules blancs (ou leucocytes) dans le sang

est normalement de 5000 & 8000 par mm3. Leur diamétre varie entre 7 et 30 micro-
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meétres. Les globules blancs viennent de la moelle osseuse, une cellule souche se divisera
pour donner les différents leucocytes. 1l existe trois types de globules blancs:

1- Les lymphocytes (6 & 8 micromeétres) : Ce sont des cellules a gros noyau sphérique et
trés colorable, sans granulations cytoplasmiques. Il existe de nombreux types de lym-
phocytes. Ce sont les agents de la défense immunitaire spécifique.

2- Les monocytes (15 micromeétres) : Ce sont des cellules & noyau clair et a cytoplasme
contenant de nombreuses granulations trés petites. En dehors de la circulation san-
guine, ces cellules portent le nom de macrophages et jouent un role important dans la
réponse immunitaire.

3- Les granulocytes (12 a 14 micrométres) : Ce sont des cellules & noyau lobé et a cyto-
plasme contenant de nombreuses granulations. Capables de phagocyter des microbes,
les granulocytes participent & la défense immunitaire non spécifique.

Les propriétés essentielles des globules blancs sont les suivantes :

- Ce sont des cellules mobiles qui se déplacent, en rampant, par déformation du cyto-
plasme.

- Ils peuvent traverser par effraction la paroi des capillaires et émigrer dans les tissus
voisins : c’est ainsi que les globules blancs du sang passent dans les vaisseaux lympha-
tiques.

- Ils peuvent happer et englober d’autres cellules ou des microbes et les digérer: c’est
la phagocytose. Dans 'organisme, le role de la majorité des globules blancs est double:
- ils phagocytent les vieilles cellules et les microbes.

- Ils sécrétent des substances capables de neutraliser les poisons produits par les mi-
crobes. Ainsi ils assurent le nettoyage et la défense de I'organisme.

3-Les plaquettes: Les plaquettes sanguines (ou thrombocytes) sont des particules

cytoplasmiques sans noyau comme les globules rouges. Elles sont plus petites que ces
derniers et mesurent de 2 & 4 micromeétres. Mais contrairement aux globules rouges,
elles contiennent des mitochondries, c’est a dire qu’elles sont capables de respirer et
de produire une grande quantité d’énergie. Elles contiennent de nombreux enzymes.

Leur durée de vie est d’environ 10 jours. Chaque jour, les plaquettes détruites par
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le vieillissement sont remplacées par la production médullaire. Leur durée de vie est
écourtée si les plaquettes sont utilisées car elles sont détruites lors de leur fonction.
Cette fonction est un des dispositifs utiles pour I'organisme pour empécher les hémor-
ragies lors des effractions vasculaires, qu’il s’agisse de celles physiologiques provoquées
par les tiraillements tissulaires lors des mouvements, ou de celles pathologiques liées a

des traumatismes.

1.4.4 Conclusion

Le sang est composé de plasma dans lequel on trouve les hématies, les leucocytes,
et les plaquettes. Le sang assure un role transporteur. Il transporte les gaz de la res-
piration (dioxygéne et gaz carbonique), les produits de la digestion (glucose, graisses,
acides aminés), et divers biocatalyseurs d’origine externe (vitamines) ou d’origine in-
terne (enzymes, hormones, etc.). Les principales propriétés physiques du sang portent
sur la coagulation et sur la viscosité.Toutes les cellules sanguines ont des points com-
muns. D’abord, elles ont toutes une existence limitée et sont produites de facon continue
pendant leur vie. Mais le plus important est qu’elles sont toutes issues d’un méme type
de cellule (cellule souche) comme présente dans la moelle osseuse.

Hématopoiése : est un phénoméne trés actif qui assure chez un adulte sain la pro-

duction quotidienne de plusieurs centaines de milliards de cellules. Elle se déroule dans
la moelle osseuse.

Moelle osseuse : substance molle et grasse contenue a I'intérieur des os et constituée

principalement de cellules conjonctives. Lieu de formation des cellules sanguines, elle
renferme en outre les cellules souches de I'hématopoiése ainsi que toutes les autres

cellules sanguine.

1.4.5 Les cellules souches: les racines du sang.

Il est connu q’une cellule souche est capable d’engendrer un nombre arbitrairement

grand de descendants, parmi lesquels des cellules souches filles remplissent la méme
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fonction, ou des cellules différenciées. Le processus d’évolution et de différentiation des
cellules sanguines est le suivant: les cellules souches donnent d’abord naissance a des
cellules précurseurs déterminées qui caractérisent un seul ou plusieurs types de cellules
sanguines. Les cellules précurseurs se divisent rapidement mais en un nombre limité
de fois. A la fin de cette série de divisions amplificatrices, elles se transforment en des
cellules totalement différenciées qui généralement ne se divisent plus et meurent apreés
quelques jours. Il est important de noter qu’une fois que la cellule est différenciée,
autrement dit quand la cellule n’est plus une cellule souche, il est impossible de revenir
en arriére: I'état de différenciation n’est pas réversible (c’est ce mécanisme par lequel les
cellules se spécialisent progressivement au cours du développement embryonnaire pour
donner naissance aux différents tissus de 'organisme. Les cellules du foie, de I'intestin,
des muscles sont des cellules différenciées. Elles possédent toutes le méme patrimoine
génétique mais n’expriment pas les mémes génes). Donc une fois qu’une cellule souche
donne naissance a une cellule précurseur, celle-ci s’engage irréversiblement vers la voie
qui lui est assignée.

Les cellules souches contrairement aux cellules différenciées sont pour I'instant, a notre
connaissance, impossible a identifier de fagon directe.

Aprés sa naissance, la cellule dans sa vie passe par plusieurs phases jusqu’a ce qu’elle
devienne mére et se divise en deux cellules filles ou meurt avant sa division. Et ce
processus ce répéte de génération en génération. Cette série d’événement est applée

cycle cellulaire.

1.4.6 Cycle cellulaire

Le cycle cellulaire se décompose en quatre étapes, notées Gi, S, Go et M.
i)-G1 c’est le début de cycle cellulaire, elle s’appelle étape pré-synthétique. La lettre
G est 'initiale du mot anglais "gap", i-e. le nom donné a une partie non distincte du
cycle.
ii)-S c’est une étape active de production, la synthése de I’ADN.

ii)-Aprés la cellule entre dans I'étape Gz qui correspond a la phase aprés la synthése
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de DNA.

iii)-Enfin le cycle se termine par la phase M qui est une étape de division qui donne
lieu & deux cellules filles.

L’ensemble de ces quatre étapes est appelé phase de prolifération.

Juste aprés la division, les deux cellules entre dans une étape, notée Gg, appelé phase
de repos.

Dans les conditions normales, toutes les cellules doivent rejoindre la phase de repos
apres la division. Par contre, les cellules de la phase de repos peuvent y séjourner pour
le reste de leur vie. Seul un certain nombre de cellules rejoint la phase initiale G1. Ce
nombre varie suivant I’environnemnt de la cellule ou du systéme auquel elle appartient.
Dans le cas du systéme sanguin, par exemple, si une carence importante de sang, due
par exemple & une hémoragie ou a une autre raison, se fait resentir, les cellules rénales
(pour les globules rouges) réagissent en envoyant des hormones (substance produite
dans un organe et transportée par la circulation sanguine vers un autre organe ou un
tissu dont elle excite ou inhibe le fonctionnement) a la moelle osseuse. La production
des cellules est alors amplifiée et un trés grand nombre de cellules de repos sont libérées
pour combler le déficit. La phase de repos devient alors de trés courte durée, et dans

les cas les plus graves, certaines cellules n’y entrent plus. Elles ne font que proliférées.

1.4.7 Les différentes facons de mourir

La mort d’une cellule peut prendre deux formes: ’apoptose ou la nécrose.
i)- L’apoptose apparait sous des conditions physiologiques normales et la cellule parti-
cipe elle méme a sa mort: c’est a dire une sorte de suicide. Ce suicide peut se produire
a n'importe quelle phase de la cellule.
ii)-L’autre forme de mort cellulaire est la nécrose. Elle apprait lorsque la cellule est
exposée a des variations extrémes provenant des conditions physiologiques telles que
I'hypothermie ou I’hypoxie (diminution d’oxygéne dans les tissus), et contrairement &

I’apoptose, elle entraine une réponse inflammatoire.
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1.4.8 Les leucémies

Les leucémies sont définies comme des cancers des cellules sanguines en formation
qui générent des maladies différentes selon le type de lignée cellulaire affectée.
D’un point de vue clinique, ces pathologies se caractérisent par un taux de globules
blancs (ou leucocytes) excessif dans le sang di & une prolifération anarchique de ces
cellules & différents stades de leur formation dans la moelle osseuse. Ce phénoméne
conduit dans la plupart des cas a la présence de cellules plus ou moins atypiques dans
le sang.
On parle de leucémie lymphoide lorsque ce sont les cellules de la lignée lymphoide qui
sont atteintes, et de leucémie myéloide lorsque ce sont les globules blancs de la lignée
myéloide. La cancérisation de I'une de ces lignées génére la formation d’un clone de
leucocytes immatures (leucémie aigué) ou matures (leucémie chronique), qui finissent
par inhiber la croissance d’autres lignées cellulaires.
Quelques facteurs d’environnement favorisent la survenue de leucémies, comme une
exposition prolongée ou répétée aux radiations ionisantes, aprés un traitement aux
rayons par exemple, ou a certains composés chimiques comme le benzéne ou quelques

médicaments mutagénes utilisés dans certaines chimiothérapies.

1.5 Présentation de Papplication

Dans le reste de ce travail, nous donnons une application de la théorie de la bi-
furcation de Hopf dans un modéle de la dynamique de population cellulaire sanguine

(hématopoiése) gouverné par un systéme d’équations différentielles a retard.

1.5.1 Historique sur la dynamique de population

On distingue entre deux types de modéles, 'un est dit non-structuré, et 'autre
structuré. On dit qu’un modéle est non-structuré lorsque le modéle est présenté
par un systéme d’équations différentielles ordinaires ou a retard, caractérisant soit la

population totale, soit une sous population de la population totale.
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On dit qu’'un modéle est structuré lorsque chaque cellule se distingue par son age,
sa taille, sa maturité, ou d’autres propriétés physiques. Ce dérnier est donné soit par
un systéme d’équations aux dérivées partielles, soit par un systéme d’équations aux
dérivées partielles a retard.

Les premiers papiers traitant la dynamique de population cellulaire sont diis a Bell et
Anderson en (1967)[14], Fredrickson et al [34], Sinko et al [85], et Painter [74]. Dans
les années soixante dix Miyata et al [70] montrent que certains modéles théoriques
structurés en taille correspondent bien aux données biologiques exprimentales. Les
travaux effectués par les chercheurs pendant cette période restent concentrés sur des
modéles non-linéaires (Gurtain et MacCamy en 1974[36] et Mackey (1978) [63]....).
Ces dérniéres années ont donné naissance a un grand nombre de travaux dans cette
direction, dont on cite : Gyllenberg (1982)[37], Kimmel et al (1984)[58], Heijmans [52],
[53], Lasota et Mackey (1984)[60|, Gyllenberg et Heijmans (1987)[38], Webb et Grabosh
(1987)[101], Gyllenberg et Webb (1987)[39], (1989)[40], (1990)[41], (1991)[42], Arino et
Kimmel (1987)[8], (1989)[9], (1991)[10], (1993)[11],... .

1.5.2 Un modéle de population cellulaire non-structuré

Dans [39], Gyllenberg et Webb ont introduit un modéle de dynamique de popula-
tion, pour expliquer I'intéraction entre les cellules proliférantes et les cellules quiescentes
dans une tumeure. Les cellules proliférantes sont capables de se diviser et croitre, mais
les quiescentes peuvent croitre sans se diviser.

Le modéle non-structuré s’écrit comme suit:

P=(b—rp(N)P +71o(N)Q

. (1.10)
Q=rp(N)P — (ro(N) + 1o)Q

N(t)=P@t)+Q(t),t >0, P(0) =Py >0, Q(0) = Qy > 0.

P(t) (resp. Q(t)) est le nombre de cellules proliférantes (resp. quiescentes) a l'ins-

tant ¢ et N(t) est le nombre total des cellules (ou la taille de la tumeure) & l'instant t.
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b= 03— pp, [ est le taux de naissance (ou de division) et pp (resp: pg) est le taux de
mortalité des cellules proliférantes ( resp. quiescentes).

rp(N) (resp. ro(IV) ) est le taux de transition des cellules proliférantes (resp. quies-
centes ) vers les cellules quiescentes (resp. proliférantes).

B, wp, fig sont des constantes positives, rp (resp. rg) est une fonction continue crois-

sante (resp. décroissante) et 0 < rp (N) < 2, pour tout N.

1.5.3 Un modéle de population cellulaire structuré en taille

avec phase de repos

Quelques auteurs dont Gyllenberg et Webb en (1990)[41], (1991)[42] ont étudié des
modéles de dynamique de population structuré en taille avec une phase de prolifération
et une phase de repos.

Soit 0 < g < 71 < 2z et soit X = Ll(%o,xl), on considére lo modéle suivant:

O p(t.0) + - @plta)) = —(3a) + pa)p(tx) +45(2)p(t.20)
—o()p(tx) + T(@)n(tr), x € (%,xl)
%n(t,x) = ) Fr@n(ta) +olplta),  we ()
p(t,%) = 0 pourt >0,
p(0,x) = ¢(z), pour ¢ € X,z € (%,xl)
n(0,2) = 1(x), pour ¥ € X,z € (%%)

-p(t,x) et n(t,z) sont respectivement les densités des cellules proliférantes et quiescentes
de taille x a I'instant .

-La fonction ~ représente le taux de croissance.

-La fonction 3 représente le taux de division.

-La fonction p représente le taux de mortalité des cellules proliférantes.

-La fonction v représente le taux de mortalite des cellules au repos.

-Le flux cellulaire entre les phases de repos et de prolifération se fait avec des taux

dépendant de la taille o et 7. Les cellules au repos (ou quiescentes) ne grandissent pas
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et ne se divisent pas.

1.5.4 Un modéle de population cellulaire structuré en age avec

phase de repos

Gyllenberg et Webb en (1987)[39] ont étudié le modéle de dynamique de population
cellulaire structuré en age avec une phase de repos.

Le systéme est donné comme suit:

O pita) + 2 @p(ta) = —(3(a)  ola)p(ta) + (apn(t.a),
%n(t,a) — o(a)p(ta) — T(a)n(ta),
p(t0) = 2 /0 " Bla)p(t.a)da, pour t > 0,
n(t,0) = 0, pourt >0
p(0,a) = ¢(a), pour ¢ € X,a € (0,a1)
n(0,a) = (a), pour ¢ € X,a € (0,a1)

ot X = L'Y0,a;), p(t,a) et n(t,a) sont les densités des cellules respectivement proli-
férantes et au repos d’age a a l'instant ¢, 0 < a < a; ou ay est I’dge maximal de la
division des cellules. Dans ce modéle, le flux cellulaire entre les deux phases peut se
faire & n’importe quel age. On suppose ici que la division est la seule perte des cellules.

De plus toutes les cellules filles naissent dans la phase de prolifération.

1.5.5 Présentation du modéle

Le modéle que nous considérons dans ce travail est non-structuré avec deux phases
distinctes du cycle cellulaire: une phase de repos et une phase de prolifération. Ce mo-
déle traite la dynamique de population cellulaire sanguine. A notre connaissance, ce
modéle est di a Mackey (1978) [63] (1979) [64], et il a été reprit par Mackey et Milton
(1990) [65], Mackey (2001) [6] [62] et Fowler et Mackey (2002) [33].

Comme présenté dans le cycle cellulaire, aprés qu’une cellule entre dans la phase de

prolifération, la cellule ne se divise qu’aprés un temps 7, le temps 7 est composé de
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quatre phases: G est la phase pré-synthétique, S phase synthétique de DNA , G5 phase
post-synthétique et M la phase de division. Aprés la division, chaque cellule entre dans
la phase de repos GGg. Dans cette phase la cellule peut retourner pour proliférer et
continue son cycle cellulaire ou mourir avant de terminer son cycle . Le modéle est
gouverné par le systéme d’équations différentielles a retard suivant Mackey (2001) [6]
[62]:

W — _§N — B(N)N + 2e 7" 3(N,)N;

dt (1.11)
P — P+ B(N)N — e " 3(N,)N;,

dat T

ou 3 est une fonction décroisante vérifiant:

lim f(z) = 0.

Tr——400

Cette hypothése correspond a la situation biologique raisonnable dans laquelle le taux
d’entrée dans la phase de prolifération est une fonction décroissante par rapport au
nombre total de cellules dans la phase de repos (non-proliférantes).

N est le nombre total des cellules qui sont dans la phase de repos, N, = N(t — 1), P
est le nombre total des cellules qui sont dans la phase de prolifération, v le taux de

mortalité des cellules proliférantes, J le taux de mortalité des cellules non-proliférantes.

1.5.6 Apport du travail et résultat

Dans ce travail, on se propose d’étudier le probléme de la bifurcation de Hopf pour
le modéle (1.11) en considérant le retard comme parameétre de bifurcation.
Ce modeéle, posséde la position d’équilibre triviale qui est instable et une famille de
positions d’équilibre non triviale dont la stabilité dépend du retard.
Nous montrons I’existence d’une valeur critique 79 du retard 7 autour de laquelle nous
obtenons un changement de stabilité de cette famille de positions d’équilibre en fonction
du retard 7.

Comme les positions d’équilibre non triviales dépendent du paramétre retard de la
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bifurcation, I’étude du probléme de la bifurcation de Hopf devient compliquer.
Pour contourner la difficulté envisager nous proposons un modéle approché du modéle
(1.11) dans le sens suivant: pour 7 ~ 75 on a €7 = ¢ 1TT0)e=I0 ~ =IO,

Le modéle approché du modeéle (1.11) est donné comme suit:

AN — _§N — B(N)N + 27 3(N,)N,
1P — —yP + B(N)N — e "™ B(N, )N,

da T

(1.12)

Notons que le modéle (1.12) coincide avec le modeéle (1.11) pour 7 = 79, de plus ce
modéle posséde le point critique trivial (0,0) et un autre point critique non trivial ne
dépendant pas du retard 7.

Par une étude analogue a celle que nous avons fait sur le modéle de Mackey (1.11), nous
obtenons en particulier I’existence d’une branche de solutions périodiques bifurquées a
partir du point d’équilibre non trivial. Enfin nous donnons un algorithme explicite de

calcul des éléments de la bifurcation.

1.6 Présentation de 'organisation du travail

Chapitre 2 est un rappel de quelques définitions et résultats nécessaires pour
I’élaboration de ce travail.
Chapitre 3 on se situe sous les hypothéses du théoréme de la bifurcation de Hopf
supercritique, nous avons montré la stabilité de la branche de bifurcation de Hopf su-
percritique.
Chapitre 4 nous traitons un modéle en dynamique de population cellulaire sanguine
(heamatopoiese), nous étudion un modéle di & mackey avec un seul retard, en parti-
culier nous étudions le probléme de bifurcation de Hopf pour un modéle approché en
fonction du parameéter retard, nous donnons un algorithme explicite pour le calcul des

éléments de la bifurcation.



Chapitre 2

Quelques résultats sur les équations a

retard

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats sur les équations
a retard, nécessaires pour ’élaboration de ce travail. Pour plus de détails nous référons
aux livres de Hale (1977)[44] et (1993) [46]. Ce chapitre contient aussi un résultat sur
la stabilité de la branche de bifurcation de Hopf supercritique dans le cas des équations

différentielles ordinaires et a retard voir [90].

2.2 Théoréme d’existence et d’unicité de solutions

Soit I’équation différentielle a retard:

dx(t)
dt

= f(taxt)a (21)

ou f: Rx C — R" est une fonction donnée, C' = C([—7,0],R") est I'espace des
applications continues de l'intervalle [—r,0] vers R”, n € N*, r > 0, et 2, € C, x,(0) =

z(t+90) .

31
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L’espace C' muni de la topologie de la convergence uniforme:
I ll= sup [l @(0) lrn
oe[—r,0]

est un espace de Banach.

Définition 2.2.1 [/6] Soit ¢ un élément de C. Une fonction x est dite solution de
Iéquation (2.1) a donnée initiale ¢ ent =0, s’il existe o > 0 tel que

i) x est définie continue sur [—r,q].

i) To = ©.

iii) x est dérivable pour t € [0,a[ et vérifie l'équation (2.1) pour t € [0,a].

Théoréme 2.2.1 [/6] Supposons la fonction f continue. Alors pour tout ¢ € C,
léquation (2.1) admet au moins une solution. De plus, si la fonction f est localement

lipschitzienne,,,, alors la solution est unique.

Le théoréme ci-dessus assure I'existence locale des solutions de ’équation (2.1). Pour

I’existence des solutions pour tout £ > 0, nous énnoncons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.2 [//] Si f est lipschitzienne par rapport & @, alors pour toute donnée
initiale ¢ € C, l’équation (2.1) posséde une et une seule solution x définie sur ’inter-
valle [—r,+00). En outre si f est de classe C* alors x est de classe C*™ sur Uintervalle

[kr, + 00).

Définition 2.2.2 [’équation (2.1) est dite:
1) Linéaire si

f(t.p) = L(t,p) + h(t),

ot L(t,p) est linéaire par rapport a .
2) Linéaire homogeéne si elle est linéaire et h = 0.
3) linéaire non-homogéne si elle est linéaire et h # 0.

4) Autonome si f(t,p) = g(¢), o g ne dépend pas explicitement de t.
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Dans toute la suite, nous nous intéressons uniquement aux équations autonomes a

donnée initiale dans C,

= f@), >0 22
rg=¢p€eC
Proposition 2.2.1 [59] On suppose que f est continue sur C a valeur dans R" et
vérifie:
1F@) < gl e,

pour tout ¢ € C, o g : Rt — R™ est continue et croissante.

Si toute solution du probleme de Cauchy

#(t) = g(2(1)) ¥t > 0
z(0) = xp € RT
est définie pour tout t > 0, alors toute solution du probléme de Cauchy (2.2) est définie

sur Uintervalle [—r, + 00).

Corollaire 2.2.1 Si f est une fonction localement lipschitzienne, vérifiant

f(o)] <ei el +ea, c1,02 > 0.

Alors , pour toute donnée initiale ¢ dans C, le probléme de Cauchy (2.2) associé admet

une solution unique, définie sur l'intervalle [—r, + 00).

En particulier toute équation différentielle a retard linéaire autonéme continue posséde

une solution et une seule définie sur [—r, + ool.

2.3 Semi-groupe associé

Définition 2.3.1 Soit X un espace de Banach, et (T(t))i>o une famille d’opérateurs
linéaires bornés, définis de X a valeurs dans lui méme. La famille (T'(t))i>o est dite
semi-groupe d’opérateurs linéaires fortement continus, ou Cy—semi-groupe, si les pro-
priétés sutvantes sont satisfaites:

i) T(0) =1, (I est lopérateur identité),
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i) T(ty + to) = T(t1)T(t2), t1,t2 >0,
iii)

lim [T(6)6 6] =0,  é€X.

Pour chaque Cy—semi-groupe (7'(t)):>0, on associe 'opérateur

A:DA) — X
défini par:
Ap = limw, ¢ € D(A).
t—0 t
ou

D(A) ={peC: lim M existe dans C'}

T
est le domaine de 'opérateur A.
A est appelé: Générateur infinitésimal du semi-groupe (7°(t)):>o-
Théoréme 2.3.1 [75] SiT(t) est un Cy—semi-groupe, alors:
i) pour chaque ¢ € X, t — T(t)¢ est continu sur RT,
i) le domaine du générateur A est dense dans X: D(A) = X,
i) pour chaque ¢ € D(A), t — T(t)¢ est de classe C' et satisfait I’équation différen-

tielle ordinaire:

%T(t)qb = T(t)Ap = AT(t)6.

Pour plus de détail sur la théorie des semi-groupes voir par exemple Nagel [71] ou Pazy
[75].
D’aprés les théorémes d’existence et d’unicité des solutions, si L est un opérateur

linéaire borné de C' dans R", alors pour toute donnée initiale ¢ € C, I’équation

dx(t)
dt

posséde une et une seule solution z(.,¢) vérifiant:

x(t+6),sit+6>0
¢(t + 0), sinon

xt(gb) (9) =
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Soit T'(t) : C' — C Popérateur solution de 1'équation (2.3) défini par

T(t)p=a(¢),  t=0, (2.4)

Proposition 2.3.1 [/6] Uopérateur solution T'(t), t > 0, défini par le relation (2.4),

est un Co—semi-groupe, de générateur infinitésimal donné par:

d d
avec
_ g

De plus, T'(t) est complétement continu pour t > r; c¢’est a dire que T(t), t > r, est

continu et que [image de tout borné est relativement compact.

2.4 Décomposition spectrale de ’espace de phases

Définition 2.4.1 Soit B : X — X un opérateur linéaire, ou X est un espace de
Banach.

L’ensemble résolvant de B noté p(B) est l'esemble des valeurs A\ € C pour lesquelles
Vopérateur \I — B (I étant lopérateur identité ), a un inverse borné de domaine dense

dans X, et on écrit:
p(B) ={\ € C: (M — B) 'eziste et DA\ — B) = X}.

Le complémentaire de p(B) dans C est appelé spectre de B et est noté o(B), et on
écrit:

o(B) =C~ p(B).
Notons que le spectre o(B) d’un opérateur linéaire B est constitué de trois parties
disjointes:

Le spectre ponctuel:

Po(B) = {\ € o(B) : (\I — B)™! n'eziste pas},
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ou ensemble des valeurs propres de B.

Le spectre continu:

Co(B)={N€o(B): (M — B)™! existe , non borné et D((\ — B)~!) = X},

Le spectre résiduel:

Ro(B) ={\ € a(B): (M — B)™" existe et D((\ — B)™') # X }.

Lemme 2.4.1 [}6] Soit A Uopérateur défini par (2.4), alors:
i) 0(A) = Po(A),

i) \ est dans o(A) si et seulement s’il satisfait I'équation caractéristique
det A(N) = 0 (2.5)
associé 4 (2.3); A(N) est la matrice définie par:
A(N) = M — Le.
i) le sous espace propre généralisé noté My(A) = UpsoKer(A—X)* associé a chaque
A € 0(A) a pour dimension la multiplicité de X en tant que racine de ’équation (2.5).

iv) si \ est un élément de o(A), alors il existe un entier naturel k tel que le sous espace

propre généralisé associé a A, est donné par:
My(A) = Ker(A— M)
De plus, on a la décomposition suivante:
C = Ker(A—X)"@ Im(A - Xk
v) le sous espace My(A) est invariant par A, et par conséquent par (T (t)):>o.

Du lemme 2.4.1, on déduit que pour tout A € o(A), My(A) est de dimension finie.
Soient d la dimension de My(A), {¢7,...,0}} une base de My(A) et @) = {¢7,...,03}-
Puisque AM,(A) C M,(A), il existe une matrice carrée constante By d’ordre d telle
que

A(I)A = CI))\B)\.



Quelques résultats sur les équations a retard 37

De plus, on a le résultat suivant:
Proposition 2.4.1 [/6]
i) pour tout 0 € [—r,0],
D, (0) = ,(0)e™?

ii) la restriction du semi-groupe (T(t))i>0 au sous espace propre M,(A) est donné par:
T(t)®ra = ®rePra
avec, t > 0 et a € RY.

Remarque 2.4.1 La relation ii) permet de définir T(t) sur Mx(A) pour tout t €
(—00, + 00). De plus, si A est la valeur caractéristique de (2.3) de plus grande partie
réelle, ’équation a retard (2.3) a les mémes comportements asymptotiques que ['équa-

tion différentielle ordinaire suivante:

d

() = By(t) (2.6)

Théoréme 2.4.1 [/6] Soient A = {\1,...,A\,} un ensemble fini de valeurs caractéris-
tiques de ’équation (2.3),

Oy ={Py,,..., P, }
et

BA = diag(B,\l,...,B,\l},

o @y, j = 1,...,p est une base du sous espace propre généralisé associé a \j, j = 1,....p,

et By, est la matrice définie par
A(I))\j = (I)AjB/\j; ] = 1,...,p.

Alors, l'unique valeur propre de By, est \j, et pour toul vecteur a ayant la méme
dimension que l'ordre de la matrice @, la solution T (t)Ppa, de condition initiale Pra

ent =0, est définie sur (—oo, + 00) par la relation

T(t)Ppa = ®pePra, t#0



Quelques résultats sur les équations a retard 38

CI)A(Q) == CI)A(O)SBAG, - T S 0 S 0.

De plus, il existe un sous espace Qx de C invariant par le semi groupe (T'(t))i>o;

T(t)Qx € Qa
pour tout t > 0 et vérifiant la décomposition
C=Qr® P,
o1
Py={¢€C:¢=>pa, ou a est un vecteur }

est l’espace engendré par la famille ®y.

Le théoréme 2.4.1, donne une image trés claire du comportement des solutions du
systéme (2.3). En fait, sur les sous espaces généralisés, le systéme (2.3) se comporte
comme une équation différentielle ordinaire en dimension finie. La décomposition précé-
dente de C joue un role trés important pour ’étude des systémes qui sont perturbations

de systemes linéaires.

2.4.1 Décomposition de C par I’équation formelle adjointe

Soit C* = C([-r,0],R™), on R™ est Pespace des vecteurs lignes de dimension n.

Pour tout a dans C*, on définit la forme bilinéaire suivante:

(0.) = a(0) / / (€ — O)[dn(0)|o(€)d. 2.7)

ou 7(0) est une fonction matricielle d’ordre n, 6 € [—r,0], a variation bornée, normalisée,

continue & gauche sur (—7,0) et n(0) = 0, associé a 'opérateur L:

Lo = / #(9), o eC.

L est opérateur défini dans 1’équation (2.3).
On définit 'opérateur A* adjoint formel de A (relativement au produit (2.7) par:

(a,Ap) = (A%a,p), pour ¢ € D(A) et a € D(A").
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Alors A* est de domaine dense dans C*,

o . d o da0)
D(A*) ={aeC 7o € C™ et T = —/roz(—ﬁ)dn(ﬁ)}
et
—dz(s), 0<s<r
A*a(s) = 3

J2, a(=0)dn(8), s =0
pour tout a € D(A*).
L’équation adjointe de I’équation (2.3) est donnée par:
d 0
Zor) == [ olr - 0)in(o). (2.9
T —r
Si y est une solution de I’équation (2.8) sur l'intervalla (—oo,0 + r|, alors, pour 7 €

(—oo,r|, on désigne par y” I'élément de C* défini par

y&) =ylr+¢, 0<&<r

Si x est une solution de I'équation (2.3) pour w —r < ¢t < oo et y une solution de

'équation (2.8) sur (—oo,0 + 7], 0 > w. Alors
(y', ;) = constante, Vit € [w,o]. (2.9)

En particulier, si y est définie sur (—oo, + 00), alors l'identité (2.9) est définie pour
tout t > w.
Si y(a) est une solution de I’équation (2.8) sur (—oo,r| de condition initiale a en 0,
définissons

T () =y (), —oo<T1<0.

Alors T%(7) a les mémes propriétés que le semi-groupe T'(t) associé a I'équation (2.3)

et on a:

d
d—T*(T)a = —A"T*(1)a = =T"(1)A"v.
-
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pour tout a € D(A*).
Lemme 2.4.2 [44] X est un élément de o(A) si et seulement si A est un élément de
o(A*). L'opérateur A* a seulement un spectre ponctuel et pour tout A dans o(A*), le

sous espace propre généralisé associé a A\ est de dimension finie.
Lemme 2.4.3 [/6] Une condition nécessaire et suffisante pour que l’équation
(A= X)Fp =, el (2.10)

ait une solution ¢ dans C, c’est a dire que 1 € Im(A* — NIk, est que (1)) = 0 pour
tout o dans Ker(A* — N\ )F.

Lemme 2.4.4 [/6] Soit A € d(A), soient Uy = col(¢1,...,10,) et P\ = (¢1,...,0,) des
bases de My(A*) et M\(A) respectivement, et soit

(U, Pn) = (¢i,05), 1,7 = 1,2,....p.
Alors (Uy,®)) est non singuliére et peut étre choisie égale a la matrice identité.
Par le théoréme 2.4.1, la décomposition de C' est donée par:
¢ =" + ¢, ped, o™ € P, ¢ € Qx

ou

Py=M\(A)={¢eC:¢=2:bbeR}
Qr={pcC:(T,,0) =0}
d)P)\ = ®,b, b= (\11)”925)7 ¢Q)\ =¢— ¢PA'

Lemme 2.4.5 [/6] dim M, (A) = multiplicité de X comme racine de det A(X) = 0.

Lemme 2.4.6 [46] Si A # p, alors pour tout ¢ dans M,(A*), ¢ dans Mx(A), on a:

(¥,0) =0



Quelques résultats sur les équations a retard 41

Théoréme 2.4.2 [/6] Soit A = {\1,....\,} un ensemble fini de o(A), on définit Uy =

col{tx, ..., } comme étant une base du sous espace
Py = @i M, (A7)
et Dy = col{dx,,...,0,} une base du sous espace
Py =&Y M,,(A).
L’espace C' se décompose comme suit:
C = Py @ Qx.

ot Qan = {9 € C: (V5,0) =0} et Pp = {Pa(Vn,0),0 € C}
De plus, pour tout ¢ dans C, on a
¢ = o™ + ¢

avec ¢ = Oy (Vp,0).

Dans ce cas on dit que C' se décompose par A.

2.4.2 Estimations sur le sous espace complémentaire

Soit A = {A1,...,A,} un ensemble fini de valeurs propres de A. D’aprés le théoréme
2.4.1, il existe une matrice B = B,, dont les valeurs propres coincident avec A, telle

que pour tout ¢ € C'
T(t)p™™ = dpePla,

ol ¢ = ®pa est la projection de ¢ sur le sous espace Py et @, la base de Py.

Le théoréme qui suit, donne des éstimations des solutions sur les sous-espaces P, et

Q-
Théoréme 2.4.3 [/6] Pour tout réel 3, soit

A=AB)={ € a(A): Re\ > (}.
On suppose que C se décompose par A sous la forme

CZPA@QA?



Quelques résultats sur les équations a retard 42

alors il existe des constantes positives v et K = K () telles que:

I T()p™ < K=" o™ |, t<0
(2.11)
I T()g% < K g% |, t>0 (2.12)

pour tout ¢ € C.

Corollaire 2.4.1 Si toutes les racines de l’équation caractéristique (2.5) sont & parties

réelles négatives, alors il eriste des constantes positives K et 0 telles que:
T < Ke o],  t>0;
pour tout ¢ € C.

Exemple[46]: Considérons I’équation a retard scalaire:
, 7T
x(t) = —§x(t —1) (2.13)

L’espace de phase est C' = C([—1,0]), 'opérateur L est défini par:

™

Lo = —1
© 2% ),

pour tout ¢ € C.

Le produit de dualité formel s’écrit

(6:6) = 00)00) = 5 [ i+ Dor)ar
pour ¢ € C' et ¢ € C*.

Les opérateurs A et A* sont donnés respectivement par:

D(A)={peC % cC0)=—-Z¢(-1)}
Ap =%

D(A*) = {¢p € C* : 2 € C* 4(0) = Zp(1)}
Ay = -2
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De plus, ¢ est dans Ker(A — M) si et seulement si ¢(0) = e’b, —r < 0 < 0, ot b est
une constante et \ satisfait I’équation caractéristique,

A+ ge—* =0 (2.14)

On a aussi, ¢ appartient & Ker(A* — XI) si et seulement si ¢(7) = e ¢, 0 < 7 < 7,
ou ¢ est une constante et \ satisfait I’équation(2.14).

Soit A = a+if, a,f € R, X une racine de 'équation (2.14) si et seulement si

a+ e %cosf=0

G —2e *sin3=0

2

(2.15)

ce qui donne la relation
2

o+ 3% = %e*m (2.16)
Si o > 0, alors cos f < 0 et 3 €]% + 2km, 2k + 2kn [k € Z.
Donc a? + 32 > = ce qui contredit (2.16).
Si a =0, alors cos 3 = 0 ce qui implique 3 = 5 + 2k7, k € Z.
D’aprés (2.15) ona 3 = §sinff = F7
Donc, les seules racines imaginaires de (2.14) sont Fi3, et toutes les autres racines sont
a parties réelles strictement négatives.
Si A = {+i%, —i%}, alors on a:

$1(0) = sin ge, 0 € [~1,0]

b2(0) = cos g@, 0 € [—1,0]

® = {¢1,02} est une base du sous espace propre généralisé P = P, de I'équation (2.13)

associé a A

i (s) = sin gs, s € [—1,0]
P5(s) = cos gs, s € [—-1,0].

U* = {45,95} est une base du sous espace propre généralise P* = P; de 1'équation

adjointe associé a (2.13).
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Comme (U*,®) = (¢F,¢,);1,) = 1,2, est différente de la matrice identité, on peut choisir

une nouvelle base ¥ de P* de la fagon suivante:
U= (U* @) 1y~
et alors (U, ®) = I, la forme explicite de U est:

U = col(¢1,12),

ou
s

Y1 = 2pu[sin T 4 cos 5 5]
Yy = 2p[—7 sin 5 + cos 7 5]

1
1422
On décompose C' par A, alors pour tout ¢ € C, ¢ s’écrit

et =

¢ = pFr 4 @9, o = Pb, b = col(by,by) = (U,D)

= uyo(0 ,tmf cos 55 — 5 sin T s]o(s)ds
by = 2;@( + pm f_l sin §s + % cos Ss]o(s)ds.

D’apres le théoréme 2.4.3, il existe des constantes positives K et « telles que:
I T < Ke* g% |, t>0.

Par conséquent, le sous espace P de C' est asymptotiquement stable.

Plus précisement, on a:

Ad = DB,

ou

o
|
B

et T(1)d = Beb,
Comme ¢@ = ¢ — ¢, ¢ = ®b, b = (V,®), on déduit que
BBt [
Jim | 76— e =0

exponentiellement pour tout ¢ € C, c’est a dire que toute solution de ’équation (2.13)

approche une fonction périodique en t donnée par

7t

by sm( 5 ) + by cos(— 5 ).
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2.5 Formule de variation de la constante
Considérons 1’équation différentielle & retard linéaire non homogeéne suivante:
&(t) = Lxy + f(1), pour t > 0 (2.17)

ot L est un opérateur linéaire borné de C' a valeurs dans R” et f une fonction locale-
ment intégrable définie sur Rt & valeurs dans R”.
Soit (T'(t))¢>0 le semi groupe solution associé a I’équation linéaire (2.3) et A son géneé-

rateur infinitésimal.

Définition 2.5.1 On dit que X (t) est une matrice fondamentale solution de l’équation

(2.3), si X(t) est une solution de l’équation (2.3) de condition initiale

1, pour 8 =0
Xo(0) =
0, pour —r <6 <0.

Théoréme 2.5.1 [/6] Soit x; = x4(.,0,0,f) la solution de 'équation (2.17) issue de ¢
ent = o. Alors, elle satisfait la formule de variation de la constante suivante:

t

v =Tt—0)d+ / dK (t,a)] f(«) (2.18)
ou K(t,.) : [o,t] — C est donnée par
K(t,s)(0) = /SX(t + 60— a)dat >0

et X est la matrice fondamentale solution de [’équation (2.3).

2.5.1 Décomposition de la formule de variation de la constante

Avec les notations de la section précédente, on a les résultats suivants.

Lemme 2.5.1 [/6] Soient ®, W les bases respectives des sous espaces propres généra-

lisés Py et Qp assosiés a A,

A={X€a(A): ReX > (3}, pour un certain réel (3
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telles que (U, ) = 1.
Si K(t,s) est définie en (2.18) et K(t,5)9" = K(t,s) — ®(V,K(t,5)), alors, il existe des

constantes v, M > 0 telles que
| K(t,5)9 || < MO0t t>s

le théoréme suivant donne la décomposition de la formule de variation de la constante
(2.18).
Théoréme 2.5.2 [/6] Soient pour un certain réel 3, A = {\ € 0(A) : ReX > 3}, ®
une base du sous espace propre généralisé P associé a A, ¥ une base du sous espace
propre généralisé adjoint formel associé a A, telles que (V,®) = 1. Si C se décompose
par A comme
C=PoQ

alors la solution x = x(o,p) de I’équation (2.17) est donnée par:

af =T(t—0)o” + [LT(t — s)X{ f(s)ds

22 =T(t —0)¢? + [Ld[K(t,5)?]f(s)ds
ot X = ®U(0) et K(t,5)9 = K(t,s) — ®(V,K(t,s)).

Si on pose x = ®y(t), y vérifie 'équation différentielle ordinaire:

y(t) = By(t) + w(0)f(2).

2.6 Stabilité de I’équilibre

Dans I'étude des équations différentielles ordinaires et les équations différentielles
a retard, on s’interesse au probléme de la stabilité des solutions stationnaires (points
d’équilibre).

Considérons I'équation a retard, autonome suivante:
z(t) = f(xy), t > 0. (2.19)

Définition 2.6.1 un point d’équilibre de (2.19) est une solution xq telle que f(xo) =0,

ot Ty est une fonction constante de C' égale a xy.
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Définition 2.6.2 Supposons que f(0) = 0. La solution nulle de [’équation (2.19) est
dite stable si:

Pour tout réel positive ty et tout € > 0, il existe un nombre 6 = 6(tg,e) > 0 tel que
toute solution x(t) de (2.19) satisfaisant xi, € B(0,0), satisfait x; € B(0,e), pour tout
t > to, ou B(0,0) est la boule de centre O et de rayon §.

Définition 2.6.3 la solution x = 0 de l’équation (2.19) est dite asymptotiquement

stable si elle est stable et si x(t) — 0 quand t — +o0.

Remarque 2.6.1 Si z(t) est une solution quelconque de l’équation (2.19), alors x est

stable (resp. asymptotiquement stable), si la solution z =0 de I’équation

2(t) = fz +20) — f(24)
est stable (resp. asymptotiquement stable).

Dans le cadre des équations différentielles linéaires a retard, la stabilité et ’asympto-
tique stabilité peuvent étre détérminées grace a la localisation des racines de I’équation
caractéristique.

Proposition 2.6.1 La solution x = 0 de [’équation linéaire est asymptotiquement
stable si et seulement si toutes les racines de I’équation caractéristique associée sont a
parties réelle négatives.

S’il existe une racine de I’équation caractéristique a partie réelle strictement positive,
alors la solution = = 0 est instable.

Remarque 2.6.2 Si xq est un point d’équilibre non nul de f et si f est contindment
différentiable dans un voisinage de xo, alors la stabilité du point d’équilibre x( est déter-
minée par la localisation des racines de [’équation caractéristique associée a l’équation

linéarisée de (2.19) autour de xy.

2.7 Théoréme de la variété centre

La théorie de la variété centre joue un role trés important dans ’étude de la dy-

namique des systémes non linéaires au voisinage d'un point d’équilibre, en particulier



Quelques résultats sur les équations a retard 48

pour I'étude des problémes de bifurcation de Hopf.
Pour cette théorie on fait références a Kelley (1967) [57],Carr (1981) [19], Vanderbauw-
hede/Iooss [96], Hale (1985) [45], Diekmann et Van Gils (1991) [26], par exemple.
Le théoréme de la variété centre, nous permet de réduire un systéme de dimension
infinie en un systéme de dimension finie sur la variété centre.
Soit E un espace de Banach.
On considére le systéme suivant:

du

= = L(a)u+ N(u,a) := G(u,x) (2.20)
avec u(0) = up € E et L(a) est un opérateur linéaire défini de D(L(«)) C E vers E,
ou D(L(a)) est le domaine de L(«).
On suppose que L(a) est le générateur infinitesimal d’un semi-groupe S(t) fortement
continu sur F et N : E xR — FE est une fonction assez réguliére telle que N(0,a)) = 0,
Va et DyN(0,00) = 0, pour un o € R fixé.
On fait les hypotheéses suivantes:
(Hy) E = Ey® Ej, ou Ej est de dimension fini et Ej, est fermé dans E.
(Hy) Ey est invariant par L(ag) et la partie réelle de toutes les valeurs propres de la
restriction de L(ag) & Eo: Lo := L(a)/ g, est égale a zéro.
(Hs) Ej, est invariant par la restriction W () de S(t) sur Ey: W(t) = S(t)/g, et il existe

des constantes positives a,b > 0, telles que:
W ()| <ae™™, t>0.

Remarque 2.7.1 L’hypothése (Hs3) correspond au cas ou le spectre de [’opérateur
Ly == L(aw) /g, est inclu dans l'ensemble C_ := {0 € C/Re(c) < —b}.
D’apreés ’hypothése (Hy), pour chaque u € E et a € R, il existe une unique décompo-
sition

u=v+w,v e Fyw e Ey,

a=agy+ [, b eR
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et le systéme (2.20) s’écrit sous la forme canonique suivante:

Cil_zf :Lhw—i_f(v—i_waﬁ)?

B = Lov+ g(v + w,B), (2.21)
w_q
ou
Ly == QL(a), Lo :== (I — Q)L(),
avec

fv+w,8) = Q[L(ag + B) — L{awg) (v + w) + N(v + w,a + B)],
gv+w,pf):=(I—-Q) Ly + B) — L(a) (v +w) + N(v + w,ap + 5)].

ot () est la projection de F sur Ej,.

Une variété invariante locale du systéme (2.20) est un ensemble M de E qui pour toute
solution du systéme (2.20) de condition initiale u(0) € M reste dans M pour tout
0 <|t|<T.SiT est infini, alors M est dite une variété invariante.

Une variété centre est une variété invariante qui est tangente a Ey en (0,00)
Théoréme 2.7.1 [96] Sous les hypothéses de (Hy) a (Hs) Il existe une variété centre

du systéeme (2.20), donnée par

My = {v+ h(v,0)/(v,8) € Eo x R,|(1,8)]| < 6},

My est une variété invariante tangente a Fo en (0,0q) c’est a dire:

| Qu|
| (I = Q)u|

ou h est définie de Ey x R vers E}, satisfait: h(0) = 0 et D,h(0) = 0, et I’équation
réduite de (2.21) sur My s’écrit:

— 0 quand |u|— 0 dans My;u € E

& — Lov + g(v + h(v,3),8)

3=0

(2.22)

De plus, on a (w,v,() solution de (2.21)<= w = h(v,() et v solution de (2.22) a une

translation de phase prés.
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De plus si N(u,) est de classe C*, la fonction h(v,3) est aussi de classe C*. La variété
centre My est localement attractive, c’est a dire, toute solution du systéme (2.20) a
donnée initiale dans un voisinage U de My tend exponentiellement vers une solution
du systéeme (2.20) sur My et on écrit:
il existe un voisinage U de My, v > 0/Vuy € U et z(t) solution de (2.22) dans M, :
z(t) € MyVt, telle que | u(t) — x(t) |< Ke™ " pour t grand K > 0, ot u(t) est la
solution de (2.22) de donnée initiale uy.

La stabilité du systéme (2.20) est déduite de celle de I’équation réduite (2.22) comme
suit:
Théoréme 2.7.2 [96] 1) Si (0,0) est une solution stable de l’équation (2.22) (resp.
asymptotiquement stable, instable), alors la solution (0,a0) du systéeme (2.20) est stable
(resp. asymptotiquement stable, instable).
2) Si la solution zéro de l’équation (2.22) est stable et si (v(t),w(t)) est solution du
systeme (2.21) avec ||(v(0),w(0))|| suffisament petit, alors il existe une solution x(t)

dans My de léquation (2.22) et une constante v > 0, telles que

u(t) = x(t) + O(e™),
et (2.23)
w(t) = h(z(t),B) + O(e™), pour t — oo.

2.8 Stabilité de la branche de bifurcation de Hopf su-
percritique

Cette section est consacré a un bref exposé des résultats présentés par H. Talibi [90]
dans le cas des équations différentielles ordinaires et a retard pour montrer la stabilité
de la branche de bifurcation de Hopf supercritique.

Dans toute cette section on se situe sous les hypothéses (Hp), (Hz) et (Hg) du théoréme

de la bifurcation de Hopf supercritique, introduites dans le chapitre introduction.
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2.8.1 Cas des équation différentielles ordinaires

On considere le systéme différentiel ordinaire:

du(t)
— = F(a,u(t)) (2.24)

Soit M) = r(a) +ifB(«) la branche continue de la valeur propre associée a 1’équation
linéarisée de (2.24) autour de 0 bifurquée a partir de iwy: A(ap) = iwp. A cette branche,
on associe une branche continue de vecteur propre: v(a) = a(a) + b(«) ; a,b € R™.

L’espace N(«) = {a(a),b(a)} est invariant par D, F(a,0) et posséde un espace supplé-

mentaire S(«a), et relativement a cette décomposition de R™, D, F(«,0) peut prendre

la forme:
D, F(a,0) = Ala) 0
0 B(a)
Ay [ T B
—B(a) r(a)

et B(a) matrice d’ordre (n — 2), de valeurs propres a parties réelles nulles.

Par décomposition de 'équation (2.24) on obtient:
e = Al)e + flary) .
@ = Bla)y +glazy)

ouz € N(a), y € S(a) et,

f(,0,0) =0, 9(,0,0) =0
D, f(,0,0) =0, D, ,9(,0,0) =0

(2.26)

Lemme 2.8.1 (Réduction de Lyapunov Schmidt)[90] On suppose (Ho), (H1) et (Ha).

Alors il existe une fonction ® définie dans un voisinage de (ao,i—’;,O) dans RT x Rt x

N(«) a valeurs dans S(«), telle que
O, T0)=0,  D,®(a,T,0) =0

et le probléme de recherche des solutions T —périodiques de I’équation (2.25) dans un

voisinage de (ao,i—’r 0) est réduit au méme probléme pour le systéme

‘jl_f = Ala)z + fla,e,®(a,T.2)) (2.27)
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Remarque 2.8.1 De cette transformation on a:
(x,y) solution de (2.25) = x solution de (2.27) et y = ®(a,T,x).

On donne a I’équation (2.25) une autre forme, en la centrant autour de y = ®(a,T',z).
Soit y = z + ®(a,T,x), on obtient 'équation en (z,z):

i — Ala)z + f(a,T,a,2) (2.28)

% — B(a)z + g(o,T,x,2)

ou

fla,T,x,2) = f(a,z,2 + ®(,T,x))
g(a,Tx,2) = g(a,z,z + D(a,Tx)) + B(a)®(, T, x) (2.29)

—D,®(a,T)z){Ac)x + f(a,T,x,z)}
Notons que les solutions T'—périodiques bifurquées de (2.27) correspondent aux solu-
tions T'—périodiques bifurquées de (2.28) pour z = 0. On note une telle solution par
p = (P,0) et on prend P(0) = (po,0), avec pg > 0.
Soit (xg,29) une condition initiale proche de (P,0), avec zo = (&,,0); & > 0.
On note: z* la solution de (2.27) telle que: z*(0) = zg, et par (z%,z) la solution de
(2.28) telle que: 2% (0) = x¢, 2—o = 20, et soient

-T* = T*(a,xg) > 0 le premier temps de retour de z*, c’est a dire tel que: x*(T™) =

(¢,0), ¢ >0, et
-T# = T#(a,x9,20) le premier temps de retour de z#.

On a le résultat suivant sur la stabilité de la branche de bifurcation de Hopf super-
critique.
Théoréme 2.8.1 (Stabilité de la branche bifurquée)[89] [90] Sous les hypotheéses (Hy),
(Hy), (Hz) et (Hg), il existee; > 0,n > 0, K > 0 telles que : pour chaque £,0 < & < &7 ;
0,0 <0 <1, les relations : py = (,0); & = ¢; |e — c| <02, et || 20| < nbe? impliquent
i) [[a#(T#) = (po,0)|| < 6(e* — Ke*),
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i) ||2(T#)| < nbe?, ot o = ae)
De plus,
iii) ||2(T#)|| < nhe(1 — Ke?)z.

2.8.2 Cas des équations différentielles a retard

On considére le systéme suivant:
u (t) = Luy + R(a,uy) = F(a,uy) (2.30)

On note par (7,(t))i>o0 le semi-groupe associé a I’équation linearisée de (2.30) autour
de 0, et par A, générateur infinitésimal.

Soit A(a) = r(a) +if(a), la branche des racines caractéristiques de 'équation caracté-
ristique associée a 1’équation linéarisée de (2.30) autour de 0 bifurquée a partir de iwy.
A cette branche continue des racines caractéristiques on associe la branche continue de
vecteurs propres ¢, = g + i,

Soit N, = vect{a(«),b(«)} Vespace propre généralisé associé & A(a) et S, tels que C
se décompose comme suit:

C =N, ®S,.

Notons par A = A(ay), To,(t) = T(t), N = N(ap), a = a(ap), b = blag), S = S(ay),

et considérons la décomposition de I'espace C', pour a = ay
C=Na&Ss
D’aprés la formule de variation de la constante introduite par Hale (1977) [44],

I'équation intégrale équivalente a I'équation (2.30) s’écrit:

wp = T'(t)uo + /t T(t — s)XoR(cv,us)ds (2.31)

avec Xy est la matrice (n x n) définie sur [—r,0] par:

Id sifd=0
0 si0#0

Xo(0) =
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Soit (Xo,,) la suite des fonctions matricielles définies dans ([90] Chapite 7) approchant
la matrice Xg:

- || Xon ||I< M, uniformément en n.

- Xo.n(0) = Id,Vn.

- Xon C D(A7) le domaine des itérés A7, et converge simplement vers Xy quand n tend
vers |'infini.

I'équation approchée de 1’équation (2.31) est définie comme suit (voir [90]),

wy = T (t)ug + /t T(t — s)XonR(ayus)ds (2.32)

Par la projection de I’équation (2.32) dans N et S respectivement, on obtient:

Ty = T(t)x() + f(f T(t - S)Xé’nR<Oéa'rS7ys>dS

) (2.33)
Yt = T(t)yo + f() T(t - S)XOQ,nR<a7xs7ys)dS

avec 1y € N, y; € S et u; = x4 + y;, de méme Xo,, = X, + X§,,. En cherchant y; tel
que Yy, = Yo, pour w > 0, on obtient yg = ,,(,w,xq), ou P,, est du méme type que la
fonction solution u}(a,p) (w & la place de ¢, et zy & la place de ) et telle que, pour
tout n, o, et w

D, (a,w,0) =0 et D, P, (cg,w,0) =0, (2.34)
Le probléme de recherche de solutions w—périodiques p de I’équation (2.32) peut se

ramener a celui de 'équation réduite
t
xy =T(t)xg + / T(t— s)X&nR(a,:vx,@n(a,w,xs))ds (2.35)
0

Dans [90], on a exploité I'équation (2.35) pour obtenir une branche de solutions pério-
diques bifurquées p = (p, P, (a,w,p)) de I'équation (2.32) qui tend vers la branche de
solutions périodiques bifurquées de ’équation (2.30) quand n tend vers l'infini, ou p
est la solution périodique bifurquée de (2.35).

Par la méme technique que celle utilisée dans le cas des équations différentielles ordi-

naires, on centre 1’équation (2.33) autour de la fonction ®,,(a,w,z) avec w est la période
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de la branche bifurquée pour la valeur o du paramétre.
Soit (zg,29) € N x S voisin de (0,0), avec z¢ = (£,,0) ot & > 0.
Posons yy = 2y + P, (a,w,x0) et soit (z4,y;) la solution de (2.33) correspondant a la

donnée initiale (z9,yo). Faisons le changement
&t =Yt — q)n(aawvxt)7

et substituons dans (2.33), on obtient I’équation en (x,z) au lieu de (z,y) suivante:

2o =T()wo + [i T(t — 8) Ry p(a,w,a,2,)ds

t (2.36)
z=T(t)zo + [, T(t — 5)Ryn(,w,zs,25)ds

avec

Rip(ow,z,2) = Xg, R(a,z,z + @ (a.w,z))
Ron(ow,z,2) = X5, R(a,z,2 + Op(a,w,x)) + ADy (0w ) (2.37)
—D, ¥, (aw,x)[Az + Ry »(a,w,x,2)]

On note par:

-p¢ la solution w—périodique de la branche bifurquée de (2.33) et soit p; sa projection
sur ’espace V.

- z7 la solution de I’équation (2.35) correspond a la donnée initiale xo,

~(xf,2) celle du systéme (2.36) correspondant a la donnée initiale (z,2).

Alors d’apreés (2.34) et (2.35) on a,

(
pe =T (t)po + fg T(t — s)Ryn(o,w,ps,0)ds

) *=T(t)wo + fot T(t — s)Ryy(ovw,x},0)ds (2.39)
af =Ttz + f; T(t — 8)Ryn(aw,x? 2,)ds .

ze =T (t)z0 + fﬂt T(t — s)Ropn(cw,a? z,)ds

8

Soient

-w* = w’(a,xp) le premier temps de retour de z*. C’est a dire, 2. = (£*,0), avec £* > 0.
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w# = wi (a,x0,20) celui de a#, 27, = (£#,0), avec £# > 0.

Le résultat principal dans [90] sur la stabilité de la branche de bifurcation de Hopf
supercritique pour les équations différentielles a retard s’énnonce comme suit:
Théoréme 2.8.2 (Stabilité de la branche bifurquée)[90] Sous les hypothéses (Hy),
(Hy), (H2) et (Hs), il existe des constantes 1 > 0, n > 0, K > 0 indépendantes
de n telles que: pour chaque €,0 < ¢ < e1; 0,0 < 0 < 1, les relations: py = (£,0) ;
Ipo — xo| < 02, et ||z0|| < nbe® impliquent

i) ‘ a, — po|| < 0(e? — Ke),

i) [|20# || < o<’

plus précisement,

iii) || 2|l < nle3(1 — Ke?)3.

Cette méthode est directe, n’utilise pas la méthode standard basée sur la théorie de
Floquet. Il est noté qu’on peut passer par une sorte de variété centre, dans le cas des
équations différentielles ordinaires ou celles a retard.

A cause de la régularité dans le cas des équations différentielles a retard on était obligé
de passer par la méthode d’approximation.

Dans notre travail nous montrons ce résultat, en utilisant la formule de variation de la
constante introduite par Hale en (1993) (voir [46]) et le théoréme de la variété centre

habituel.



Chapitre 3

Bifurcation de Hopf supercritique, une
démonstration de I’échange de

stabilité

3.1 Introduction

Le théoréme de la bifurcation de Hopf établit le passage continu de la stabilité
de la branche triviale (une certaine position d’équilibre du systéme) vers la branche
périodique bifurquée. Il est connu que la bifurcation de Hopf ne peut se produire que
d’un seul coté de la valeur critique du parameétre de bifurcation, ce qui donne lieu, soit
a une bifurcation sous-critique, soit a une bifurcation critique, soit & une bifurcation
supercritique. Il est aussi connu que la bifurcation sous-critique est instable et que la
bifurcation supercritique est uniformément stable (voir [90]).

Notre objectif ici est de donner une démonstration du passage de la stabilité de la
branche triviale a la branche bifurquée supercritique. Nous obtenons ainsi un domaine
de stabilité de la branche bifurquée supercritique (Talibi et Yafia [93]).

Nous suivons les mémes techniques que celles utilisées dans [90], & savoir :
(1)-Réduction du systéme initial & un systéme différentiel ordinaire de dimension deux

par le théoréme de la variété centre.

57
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(2)-Estimation de la distance entre la solution de I'équation initiale et celle de ’équation

réduite.

3.2 Généralités et systéme réduit

On considére ’équation a retard suivante:
u (t) = Luy + R(ovuy) (3.1)

on se situe sous les hypothéses du théoréme de bifurcation de Hopf:

(Ho) L : C — R" est un opérateur linéaire borné, R : R x C'— R"™ une application
de classe C*, k est un entier naturel > 1 donné, telle que R(«,0) = 0, pour tout o € R,
et DaR(v,0) = 0 et DZR(,0) = 0, pour un o € R; ou C = C([-r,0],R"), n € N*,
ur(0) = u(t + 0) pour 0 € [—r,0], u; € C.
Ou D, est la premiére par rapport a la deuxiéme variable, et D3 est la deuxiéme par
rapport a la deuxiéme variable.

(Hy) l’équation caractéristique
det A(A o) =0 (3.2)

avec

A\ ) = (M — (L4 DyR(a,0))eMI1,).

de I’équation linéarisée autour de 0 (I, est I'opérateur identité)
u (t) = [L + DoR(,0)]uy (3.3)

de I’équation (3.1), posséde en a = «ap, deux racines conjuguées piirement imaginaires
+iwp, et ne posséde pas d’autres racines de type imwy, wo > 0 avec m € {0,1,2,....}.
Soit A(a) la racine caractéristique de (3.2), bifurquée de iwy, en o = ap.
On suppose que:
(Hz)

d

@Re)\((l)m:% > 0.



Bifurcation de Hopf supercritique, une démonstration de l’échange de stabilité 29

On note par (7,(t)):>0 le semi-groupe associé a I’équation linearisée (3.3) de 1’équation
(3.1) autour de 0, et par A, son générateur infinitésimal.

Le résultat suivant est un résultat d’existence et continuité par rapport a o de la
branche des valeurs caractéristiques bifurquées.

Lemme 3.2.1 [/6] Soit {L(a),«c € R} une famille d’opérateurs linéaires continus, et
dérivables par rapport a .

Si Ao est une racine de l’équation caractéristique de [’équation a retard associée a L(0)
y(t) = L(0)ye,

alors il existe ag et une racine A(«) de I’équation caractéristique de I’équation

continue et dérivable par rapport a o pour || < ayp telle que M\(0) = Ag.

A cette branche continue de valeurs propres A(«) = r(«) +i5(«), on associe la branche
continue de vecteurs propres: o () = ¢, (0)eNV? = a(a)(0)+ib(a)(6), pour 6 € [—7,0],

ol ¢, (0) est déterminé a partir de I’équation suivante,

A(Na)p,(0) = 0.

Soit N, = vect{a(a),b(a)} et ¢, = {a(a),b(a)}. D’apres le théoréme 2.4.1 il existe une
matrice B(«a) (2 x 2), telle que

vérifiant A, P, = ®,B(«).

En utilisant la théorie de I’adjoint formel (voir [46]) on a:
Noc - {(I)a < \Ijon@ >, S C}
et C peut se décomposer comme suit:

C=N,®5,
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ou ¥, = col(e(a),f(a)) est une base du sous espace adjoint N* de N,, telle que
< V,,®, >= I (I est la matrice identité 2 x 2) et < .,. > la forme bilinéaire définie
(voir Chapitre 2) sur C* x C.
D’aprés la formule de variation de la constante (voir Chapitre 2), ’équation intégrale
équivalente a I’équation (3.1) est donnée comme suit

¢

u =Tt — o)+ / d[K,(t,7)]F(c,u,) (3.4)

o

ou K,(t,.) : [o,t] — C est donnée par
Kalt)(0) = [ Xalt+0-r)drt = o

et X, est la matrice fondamentale solution de I’équation linéarisée (3.3).
En utilisant la décomposition u; = ®,z(t) +y;, z(t) € R?, y; € S, dans I'équation (3.4)

on obtient:

(t) = B @iy 4[4 eBOEDY (0)F(a,un(7),y, )dT

e = To(t)yo + [y d[Ka(t,7)5)F (0,0 (7),y-)

ou F(O[,QO,@D) = R(Oéaép + ¢> - D2R<O‘a§0 + ¢>7 ¥ € Noc; w € Sa-
Lemme 3.2.2 [/6] Si ui(.,0) est une solution de l’équation (3.1), définie et bornée
pour t < 0, alors pour uy = ®ox(t) + ys, x(t) € R%, y; € Sy, le systeme (8.5) s’écrit

sous la forme:

(t) = B@izy 4 [ BOEDY (0)F(a,0z(7),y, )dr

t (3.6)
Yo = [ o d[Ka(t,7)°]F(a,@a2(T),yr)

et inversement, si (z,y) est solution du systéeme (3.6) telle que uy = Pox(t) + yr,
z(t) € R?, y, € S, définie est bornée pourt < 0, alors uy(.,¢) est solution de I’équation
(8.1).

Par application du théoréme de la variété centre, il existe une fonction g(c,.) définie
d’un voisinage de 0 de N, vers un voisinage de 0 de S, telle que v, = g(a,P,z(1))

sur la variété centre, pour o dans un voisinage de ag, avec g de classe C*1, telle que
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g(,0) = 0 et Dag(ag,0) = 0.

Alors le systéme (3.6) se réduit sur la variété centre au systéme suivant:

x(t) = eB@ty, +/0 eB(a)t‘I/a(O)F(a,@ax(T),g(a,CI)ax(T))dT (3.7)

Remarque 3.2.1 De cette transformation, on a:

(x(t),yr) solution de I’équation (3.6) sur la variété centre < x(t) solution de l’équation
(3.7) et yr = g(a,P2(t)).

Par passage en coordoonées polaires © = (p cos ¢,psin @), le systéme (3.7) s’écrit

o — (@) + hy(a,p,0)

(3.8)
% — B(a) + ha(c,p,0)

ou hi(a,p,0) et ha(a,p,¢) sont de la forme:

hi(a,p,¢) = cos fi(a,pcos ¢,psin @) + sin ¢ fa(a,p cos ¢,psin @)

et
1 : . .
ha(0,p.6) = [=siné (0 peos b.psin6) + cos o fofap cospsin )
ol fi, fo sont les composantes de W, (0)F (o, P,z (t),9(a,Pox(t))) dans R2.
Lemme 3.2.3 Pour a = ag et p voisin de 0, t est difféomorphe a ¢

Démonstration. Comme F(a,0,¢)) = R(a,o + ) — Do F (o, + 1),
alors Dy 3F(ap,0,0) =0
et on a pour p =0, h;(a,0,0) =0, i = 1,2.

Par intégration de la dauxiéme équation de I’équation (3.8) de 0 & ¢, on obtient:

o(t) = Bla)t + / ha(op(s).6(s))ds
o(t) = wot +/0 ho(a,p(s),p(s))ds.

En faisant tendre p vers 0, on obtient ¢ ~ wyt et par suite t est diffeomorphe & ¢ pour

a=aqapet pvoisinde 0 m
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D’aprés le le lemme 3.2.3, on peut éléminer ¢ entre les deux équations dans (3.8), on

obtient:
@ — T(Oé)p + hl(aap7¢>
dp  Bla)+ ha(a,p,¢)

Soit p(¢,c) la solution de 1’équation (3.9) de condition initiale c.

(3.9)

Rechercher la solution périodique de condition initiale ¢ revient a trouver c et « tels

que
Glae) = (3.10)

_ [ r(@)p(s.0) + mlap(sie)s)
G(a,c) —/0 (@) 1 Falap(s.0.5) ds. (3.11)

G s’appelle I’équation de bifurcation.

Par application du théoréme des fonctions implicites, il existe g > 0 et « : [0,60[— R
telle que (g,a(¢)) est solution de I’équation (3.10). On obtient le résultat du théoréme
de bifurcation de Hopf:

Il existe des fonctions P(g), w(e) et a(e) suffisamments réguliéres telles que P(e) est
une solution w(e)—périodique de 1’équation (3.7) pour o = «(e) du paramétre, telle
que P(0) =0, w(0) = 377; et a(0) = ap.

De plus, la bifurcation est sous-critique si o’ (0) < 0, et supercritique si o (0) > 0.
introduisons maintenant I’hypothése de la bifurcation supercritique suivante :

(Hs)

a (0) > 0.

Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer que sous I’hypothése (Hs) la bifurca-
tion supercritique est asymptotiquement stable. Il est a noter que notre procédure est

directe et n’utilise pas la théorie des exposants de Floquet (voir [47]).
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3.3 Stabilité, stabilité asymptotique le long de la branche
bifurquée

Dans tout le reste de ce chapitre nous supposons que les hypothéses (Hp)-(Hs) sont
vérifiées.
Dans un premier temps, on donne a l'équation (3.6) une autre forme, en la centrant
autour de v, = g(a,P,z(1)).

On considére le changement de variable suivant :
= 2z + g(a, Puz(t)) (3.12)

En substituant dans le systéme (3.7) on obtient le systéme en (z,z) suivant:

a(t) = P @ty + [ ePOCDR (a,0(7) 2 )dr

(3.13)
2 = ffoo d[K,(t,7)%]Ry(c,z(7),2,)
Ryi(a,x(t),zt) = Vo (0)F(a,Ppz(t),ze + g(a,Poz(t))) (3.14)
Rl(Oéo,0,0) = 0, D273R1(040,0,0) = 0,
et

Ry(o,z(t),2) = F(a,Ppz(t),2t + g(a,Poz(t))) — Fla,Poz(t),g(a,Poz(t)))  (3.15)

Rg(ao,0,0) = 0, D273R2(Of0,0,0) =0.

ou Dy 3 désigne la dérivée par rapport a la deuxiéme et troisiéme variables.

Notons que les solutions bifurquées de (3.7) correspondent a celles bifurquées de (3.13)
pour z = 0. Notons une telle solution par p = (P,0), et prenons P(0) = Py = (¢,0),
e > 0.

Soit (xg,29) une condition initiale proche de (P,0), avec zo = (¢,0), ¢ > 0.

On note par z* la solution de (3.7) telle que: z*(0) = x, et par (x%,2) la solution de

(3.13) telle que: % (0) = xg, 2i—0 = 20.
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La proposition suivante donne ’existence des premiers temps de retour des solutions
r* et a7,

Proposition 3.3.1 Il eziste w* > 0 et w* > 0, tels que:

i) w* = w(a,xg) > 0 est le premier temps de retour de la solution x* de l’équation
(8.7).

i) w? = w(a,x0,20) est le premier temps de retour de la solution x¥ de la premicre
équation de (3.13).

Démonstration. i)-Soient (p*,¢*) les coordonnées polaires correspondantes a la solu-
tion en z*.

De I'équation (3.8) on peut exprimer p* en fonction de ¢* et par intégration de la

deuxiéme équation (3.8), de 0 & ¢, on obtient:
6°0) = Bla)t+ [ hala' (6 ()07 ())ds
¢"(0) = 0.

Le premier temps de retour de x* correspond a trouver w tel que
¢*(w) = 2.
Posons .
Hocw) = Bla)e = 2n+ [ oy’ (¢"(:)).0"(s))ds
avec ¢ condition initiale de la solution p* de la premiére équation (3.8). Comme p* — 0

quand ¢ — 0, alors h;(a,p*,¢*) — 0 quand ¢ — 0 et on obtient :

9
J(00,0,-2) = 0.
Wo

Par différentiation de J par rapport & w on obtient:

JoT@ew) = (@) +halap(o@) o)) + [ (5Ekalap(o().6(5)

+ g ohalap(9(s)0(s)) 5 + S ha(ap(6(5) () 5 Vs

Donc

0 21
%J(a(b()?(u_o) = Wo 7£ 0.
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D’apreés le théoréme des fonctions implicites, il existe un premier temps de retour
w* = w*(a,xo) de z*.
ii)-De la méme fagon que pour i), par passage en coordonnées polaires dans la premiére
équation de (3.13), et par aplication du théoréme des fonctions implicites, on obtient
le résultat. m
Soient maintenant
w* = w*(a,xg) > 0 le premier temps de retour de z*, c’est a dire z*(w*) = ({,0), ¢ > 0,
et
w? = w#(a,10,20) > 0 le premier temps de retour de z7.
Dans ce qui suit nous allons déterminer une zone de stabilité de la branche bifurquée
supercritique.
Le résultat principal est donné par le théoréme suivant qui donne I’estimation entre
la condition initiale P(0) de la solution bifurquée et la solution z# aprés un temps de
retour w? :
Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (Ho)-(Hs), il existe e1 > 0, 1 > 0, K > 0 telles
que, pour chaque €, (0 < e < e1) 0, (0 <0 < 1), les relations: Py = (£,0) |e — ¢| < 02,
et ||zo0]| < nbe® impliquent

i) ||a#(w#) — P|| < 6(c* — Ke*);

ii) ||z < noe®.
Avant de démontrer ce théoréme, donnons le corollaire suivant :
Corollaire 3.3.1 Supposant que les hypotheéses (Ho)-(Hs) soient vérifies. Alors les
orbites bifurquées de l’équation (3.1) pour o dans un voisinage de ag sont asymptoti-
quement stable.

Démonstration. (du corrollaire) Soit (z9,29) une donnée initiale de (3.13) telle que:
| e —c|< 6,

et

I 20 [|< noe®.

On note par (¢',0) = z#(w#), 2} = z,# et ¢/, 2} les termes correspondants aprés

j—rotations, avec ¢/ = x#(w¥

) ot wf le temps de retour aprés j-rotations: gb#(w]#) =
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2jm.

D’aprés i) et ii) du théoréme 3.3.1 on obtient:

[a#(W¥) = Po|| = |e—¢!|
< 01 — Ke*)e?
et
120l < ne’.

d’une facon récurrente, on obtient:
le— | <0(1— Ke*)e?,
et
||Z(J)H < nhe3.
Ce qui implique que (z(t),z;) approche 'orbite de p. m

La démonstration du théoréme 3.3.1 est basée sur les deux lemmes suivants:

Lemme 3.3.1 Pour 6,0 <0 <1, et e >0 telles que |e — c| < 02, et ||2]| < noe3, il

existe une constante Ky > 0 telle que:
2" (w*) = Poll < 0(e? — Kie?).

Lemme 3.3.2 Pour wy fixé tel que 0 < i—’g <wieth, 0 <0 <1,e>0 telles que
le —c| < 022, et ||z0]| < nbe3, il existe une constante Ko > 0 telle que pour tout t,
0<t<w:

i) [|[z#(t) — P(t)|| < 0K,e*

i) ||z < 03 Kym

iii)||a# (t) — 2*(t)|| < 0Kae™n.

Pour la démonstration du lemme 3.3.1, nous avons besoin de plus de précision sur les
¢léments de la bifurcation (a(e),w(e)).

Proposition 3.3.2 [91] Les éléments de la bifurcation (a,w,p) vérifient,

ale) = ag + e2a + etay + ...
() = a0 2 ! (3.16)

w(e) = wy + 2wy + twy + ...

ot (cav,w) sont donnés par le théoréme de bifurcation de Hopf.
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Démonstration. (du lemme 3.3.1) Soit (p,¢) la solution en coordoonnées polaires
correspondante a la solution w—périodique P donnée par le théoréme de la bifurcation
de Hopf et (p*,¢*) celle correspondante & la solution x* telles que p(0) = ¢ et p*(0) = c.
D’aprés 1’équation (3.11), on obtient:

2" (W) = Bl = [p"(27) — €]

= |c—e+ G(a,)]|.
Par le développement de Taylor de G(a,c) au voisinage de ¢ = ¢, on obtient:
1
G(a,c) = Gla,e) + (¢ — €)D.G(ae) + 5(6 —&)’D2.G (e +v(c—¢));

pour v € [0,1], et € € [0,e0).

D’aprés la relation (3.10), on a
G(a,e) =0, pour € € [0,e0).

Par différentiation de G par rapport a € et comme « = «(g), on obtient:

/

D.G(ae) = —a(e)D.G(a,e)

= —ca'(e)D, G (av,e)

ou

~ 1G(a,c), pour c¢#0

G(ac)=4 ° ()

%G(a,c), pour ¢=0

Posons

/ ~ 1

K(ce) = a 25) D, G (ae) — 2—52(0 —e)D2.G(ae + v(c—¢))

Alors

G(a,e) = —(c — €)e’K(c,e).

Dans ce qui suit, calculons

lim K (c.e)
e—0

Proposition 3.3.3
o (0)27r ()

HmK (c,e) =
lim K (ce) o

e—0

>0
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Démonstration. (du proposition 3.3.3) D’apreés la proposition 3.3.2 et les hypotheéses
du théoréme 3.3.1, on a o' (g) = o(€) et ¢ — € = o(£?).

Lemme 3.3.3

21 ()

Do G (a,e) — quand € — 0

Wo
Démonstration. D’aprés 1'expression (3.11) de G, on a

2m hl (0507p(5)75)
o B(ag) + ha(ao,p(s),s)

G(ap,c) = ds

en divisant chaque terme par c et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient:

G(Oéo,()) =0
De plus, on a
0 ~ 21 ()
—G(,0) =
da (Oé(_), ) wo
|
Du lemme 3.3.3, on a:
' ~ " 2 '
ais)Da G (ae) = a (O)W quand € — 0
0

Le développement de Taylor de hy et hy au voisinage de p = 0 est donné comme suit :

hi(a,p,s) = p*Cs(a,s) + p*Cyla,s) + ...

ho(a,p,s) = pDs(a,s) + p*Dy(a,s) + ...

ou Cj et D; sont des polynomes de degrée j par rapport a cos(s),sin(s).

Par substitution dans la relation (3.10), on a

G(a,e) = @/j [r(a)p* + (Cg — Dér(a)) (p*)?
+ (04 — 3D+ 1(a) ((D;,)2 _ D;)) (") + ] (3.17)

et on obtient

s [ @+ (e Dipta)

+(Co— 3D+ r(a) (D = D)) ) ()P + ] ds (318)
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ou D; = ﬁD‘j pour chaque j.
De (3.18), on a:

mﬁm@=:ﬁgé%wwmﬁ+0xf%meym2

!/

+ <C4 — C3Dy + 7(a) ((Dg)2 — D;)) D2.(p*)? + ] ds.

On déduit que

limD.p* = 1;
o
limec(p*)2 =2,

c—0
e—0

lim D, (p")/ = 0 pour j > 3.

e—0

Ensuite
1 2
??%ﬂm@==ﬁwﬁé C(a,) D2 (p")?ds
2 27
= Blan) Jy ool
= 0.

(car C3 est un polynome en (cos(s),sin(s)) de degrée 3).
D’ou le résultat du proposition 3.3.3 m

Par continuité de K, on déduit que:
K(C,&) >K; >0

pour (c,e) dans un voisinage de (0,0) ou K7 est une constante positive.

69

(3.19)

(3.20)

Pour c satisfaisant les hypothéses du lemme 3.3.1, la condition 3.20 est satisfaite, et on

a,

|z*(w*) — Py < |e —e] e*(1 — 2 K)).

Ce qui compléte la démonstration du lemme 3.3.1. =
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Démonstration. (du lemme 3.3.2) D’aprés les équations (3.7) et la premiére équation

de (3.13), on obtient

o (t) — P(t) = eP@zy — Py) + /t eBle)(t=7) [Ri(c,a®(7),2:) — Ri(a,P(7),0)] dr.

(3.21)
De I'expression de R on a:
HRl(a,x#(T) -) — Ry(a,P(T H HRl o2 (1),2,) — Rl(a,x#(T),O)H :
+ | R (7).0) ~ Ra(a.P(r) 0)] (322
D’aprés le théoréme des accroissements finis on obtient :
| R1(a,x#(7),2:) — Ri(ov,a®(7),0)|| < || DsRiea®(7),02) || ||z (3.23)
et
| R1(a,z%(7),0) — Ri(a,P(7),0)|| <
HDgRl(Oé,P(T) + v(2¥ (1) — P(T)),O)H Hx#(T) — P(T)H (3.24)

pour certains 0,v € [0,1].

D’aprés les hypothéses du lemme 3.3.2; si € — 0, (x0,20) — (0,0) et on a:

limz™(t) = 0, et limz, = 0.

e—0

Donc

2% (t) = o(1), quand € — 0 et 2, = o(1), quand £ — 0.
On déduit que pour 0 <t < w; on a:

D3Ry (a,x%(t),02) = o(1), quand € — 0
et (3.25)
DyRy (a0, P(t) + v(a#(t) — P(t)),0) = o(1), quand € — 0

D’apres les relations (3.21) et (3.25), on obtient:

0<

lo#(0) = PO < 31 { o = Fol + o(0) g (r) = P+ o) uag ] } (326
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ou M = sup |leB.
0<t<ws

D’aprés I'inégalité (3.26), on déduit
le*(t) = P)]| < M {||900 _ Py + (1) max HzTII}
0<r<t
D’aprés la deuxiéme équation de (3.13), on a:
t
ol < ITa®zall + [ allKatt:r)* sl ()20
0

Par application du théoréme des accroissement finis on a:

HRQ(Oz,m#(T),ZT)H = ||R2(O./,IL'#(T),Z7—)—RQ(OZ,ZE#(T),O)H

< ||DsRe(aa™(7).02)| Il |

car Ry(a,z,0) = 0.
Alors
ol < 3 {lall + o) ua 1 (3.27

ou N = sup = |T.(t)].
0<t<uw:

Posons Ky = sup(M,N), on déduit les inégalités:
J#(0) = P)] < Ko { o = Rl + o) uag ] } (3.25)

et
2] < K2 ||zl (3.29)

D’apreés les hypothéses du lemme 3.3.2, et les estimations (3.28) (3.29), on obtient i)
et ii) du lemme 3.3.2.

Les équations (3.7) et la premiére équation de (3.13), impliquent,
t
|la#(t) — 2*(t)|| < / HeB(a)(t’T)(Rl(a,x#(T),zT) — Ri(a,2*(7),0))|| dr. (3.30)
0
Et par application du théoréme des accroissement finis, on a l'inégalité,

||R1(a,a:#(7),zT) - Rl(a,x*(T),O)H < HDgRl(a,x#(T),QZT)” (A
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+ || D2Ra(aua™(7) + v(a®(7) = 27),0) || [|27(7) — 2" ()|

pour, 6,v € [0,1].

Proposition 3.3.4 [l existe K| et K, telles que
| D3 Ry (o2 (7),02,) || < eK;

et

’

| D2 R (v, (1) + v(a® (1) — 2*(7)),0)|| < eK,.

Démonstration. (du proposition 3.3.4) comme z#, 2 et z* sont au moins d’ordre ¢,.
Alors:

1

B HD3R1<C¥,Z’#(7),¢927->H

et
L Duttsta () + le0) — () 0]

sont bornées. m

D’aprés la proposition 3.3.4 et 'inégalité (3.30) on a:

|Ba(ea#().20) = Raleua (M 0| < K'e | amass [[o#(7) = °(7)| + ma ||

o K" =max(K,,K,)
et

Hx#(t) — x*(t)H < 5K30n<1§§t ||z-]| ou K3 est une constante positive

de cette dérniére inégalité et de 'estimation ii) du lemme 3.3.2, on obtient iii) du lemme

3.3.2. m

Démonstration. (du théoréme 3.6) i)-
lo% (w?) = Rol| < o™ (@¥) — 2" (W) + [|l2" (w™) — 2™ (W) + [|2" (") — Pyl

Posons

(1) = [l2% (w¥) — 2" (wh)],
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et
(3) = llz"(w) — R

(1) et (3) sont estimés respectivement en utilisant le lemme 3.3.1 et le lemme 3.3.2.

Pour estimer (2) nous avons besoin d’estimer |w# — w*|.

Proposition 3.3.5
{w* — w#{ < nhK, e K, > 0.

Démonstration. (du proposition 3.3.5) Au voisinage du point de bifurcation, en co-
ordoonnées polaire on a, %¢ ~ [(ap) et %p = o(p).

D’ou

Cllzoll < llz* (0]l < O flaoll,

et
d 1!
—o| > ",
< E
pour 0 <t <wy, 0<e<gpet C,C",C" > 0 sont des constantes.

Soit

Y = angle(a” (W¥)z" ("))
= angle(z*(w*),z* (w?))

= ¢ (W)
D’aprés le lemme 3.3.2 iii) et par application du théoréme des accroissement finis, on a

tant)| = tan¢*(w?)

2 (@w#) — 2% (w*)]]

@l
~ |6 (wh) - ) |
d *
) ) o
9K2€37’]

— O Y
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ce qui donne I'estimation

w* — w#‘ < nhK,e°.

En utilisant maintenant 'estimation

dz*(t)
dt

(W) — 2" (W)

| < sup

0<t<wi

H ‘w* — W

et d’aprés le fait que || Ry (c,z,0)|| = o(z) et la démonstration du claim 3.3.5, on obtient:

pour une constante C" . Du claim 3.3.5, on a:

Pour obtenir i) du théoréme 3.6, on choisit 7 assez petit tel que Kon < % (lemme 3.3.1

dx*(t)
dt

H S 01011167

2 (w#) — 2" ()

’ S 77(964K4.

et lemme 3.3.2) et Kyn < £1; on pose K = £L. et on remplace (1), (2) et (3) par leurs
estimations.

Du lemme 3.3.2, nous déduisons le second résultat ii). m



Chapitre 4

Stabilité et bifurcation de Hopf dans

un modéle d’hématopoiese

4.1 Introduction

Il existe diverses méthodes pour approximer des phénoménes biologiques par des
outils mathématiques. Ces méthodes se sont développées et améliorées au cours du
20™¢ siécle et continuent & nous permettre de concevoir la réalité biologique de fagon
toujours plus fine et plus réaliste. La littérature mathématique compte désormais de
nombreux modéles décrivant des problémes aussi divers que la déscription de poisson
(civelle, anchois,...) des épidémies (SIDA,...), les thérapies du cancer et du SIDA,....

Il existe différents modéles de dynamique de population cellulaire, tout dépend en fait
de I'étude du type de population cellulaire que 'on effectue. Par exemple certaines
maladies comme le développement incontrolé de cellules dans le cas du cancer, ou
bien I'attaque massive d’une population par des virus comme le SIDA, engendrent des
comportements complétement différents suivant les cas de figure. c’est pourquoi tous
les modéles de la dynamique de population cellulaire sont différents, et sont décrits
selon 'observation que 1’on fait.

Dans ce chapitre, nous traitons un modéle de la dynamique de population et plus

exactement un modéle de prolifération des cellules sanguines avec un seul retard. Nous

75
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étudions la stabilité des points d’équilibre en fonction du retard. Nous obtenons une
branche de solutions périodiques bifurquées pour un modéle approché en considérant le
retard comme parameétre de bifurcation (voir Talibi et Yafia [92]) et nous donnons un
algorithme de calcul des éléments de la bifurcation (voir Talibi, Yafia et Aziz ALAOUI
[94]).

4.2 Modéle mathématique

Plusieurs maladies Comme présenté dans le cycle cellulaire (voir Chapitre Intro-
duction générale), aprés q'une cellule entre dans la phase de prolifération, la cellule
ne se divise qu’aprés un temps 7, le temps 7 est composé de quatre phases: GG; est
la phase pre-synthétique, S phase synthétique de DNA , Gy phase post-synthétique
et M la phase de division. Aprés la division, chaque cellule entre dans la phase de
repos Go. Dans cette phase la cellule peut retourner pour proliférer et continue son
cycle cellulaire ou mourir avant de terminer son cycle. Le modéle complet décrivant
cette situation consiste de deux équations d’évolution (strcturé en age) de réaction
convection avec des conditions initiales et aux bords (voir |63, 64, 81, 66]). En utilisant
la méthode des charactéristiques [100] ces équations se transforment en un systéme

d’équations différentielles a retard (voir [?, 33, 63, 67, ?])

N = —5N = B(N)N +2¢"B(N;)N, (4.1)
4 =P+ B(N)N — e 3(N;)N; |

dat T

ou (3 est une fonction décroisante vérifiant:

lim f(z) = 0.

T——400

N est le nombre total des cellules qui sont dans la phase de repos, N, = N(t — 1), P
est le nombre total des cellules qui sont dans la phase de prolifération, v le taux de

mortalité des cellules proliférantes,  le taux de mortalité des cellules non-proliférantes.
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Ce modéle a été introduit par Mackey (voir |63, 64, 65, 6, 62, 33]), pour décrire cer-
taines maladies périodiques comme anémie aplasique, les leucémie, ect. (voir [48, 49,
50, 13, 68, 99, 82, 32]).

Ce modéle a été étudié d’une facon intense par plusieurs auteurs, voir par exemple,
[6, 17, 18, 31, 33, 63, 64, 67, 62, 79, 80| et la liste n’est pas exhaustive.

Pour I'étude numeérique, nous trouvons Mackey (1978), (1997) [63, 67| et Fowler and
Mackey, (2002) [33], etc.

Dans [63, 64| les auteurs ont montré que le modéle posséde une bifurcation de Hopf en
utilisant v comme parameétre de bifurcation.

Dans [79], les auteurs ont étudié numériquement I'influence de chaque paramétre (7,9,7,5y
and n) sur les oscillations, voir [80]. Dans [80], les auteurs ont étudié le cas limite
(n = 400) dans le but de donner une explicite forme des solutions, de la période et de
I’amplitude des oscillations. Ils ont illustré ces résultats numériquement et 'influence
des paramétres (7,0,7,00 and n) sur Pamplitude. Dans cette étude les auteurs prend
n = 12 est la meilleure valeur de coefficient de Hill, pour des valeurs plus grand de la
valeur de n voir, |31, 17, 18, 80].

En générale il est constaté que le cycle cellulaire des cellules normales et les cellules
malines se différe (Andersen and Mackey (2000) [6],Baserga (1981) [12]|). En particu-
lier, dans les leucémies non traités le taux de mortalité des celluls attaquées v est assez
petit (Andersen and Mackey (2000) [6],Baserga (1981) [12]), et le temps 7 de prolifé-
ration est grand relativement aux cellules normales dans la moelle osseuse (Andersen
and Mackey 2001) [6].

Dans ce chapitre, nous allons étudier I'influence du retard 7 sur le changement de la
stabilité des points d’équilibre trivial et non trivial (dépendant du retard) du modéle
(pour 7 petit |6, 63, 64] i.e. le cas des leucémie non traitées) et 'existence d’une famille
de solutions périodiques d’un modéle approché bifurquées a partir du point d’équilibre
non trivial via le théoréme de la bifurcation de Hopf. Enfin, nous donnons un algo-
rithme explicite pour déterminer la stabilité da la branche bifurquée et la direction de

la bifurcation. Notre étude est une étude analytique basée essentiellement sur la théorie
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des équations différentielles a retard.

4.3 Position d’équilibre et stabilité

On considére le systéme (4.1), dans lequel § (le taux d’entrée dans la phase de

prolifération) est une fonction de Hill (voir |16, 31, 63, 72]):

en
BN) = Bog—m (4.2)

ol 3y est le taux maximal d’entré dans la phase de prolifération, 8 > 0, n € N.

4.3.1 Stabilité pour le retard nul

Pour 7 = 0 le systéme (4.1) s’écrit comme suit :

AN _
N — _§N + B(N)N w3

G =

Théoréme 4.3.1 Supposant 6 € (0,050]. Le systéme (4.3) posséde un point d’équilibre
non-trivial (N*,0) = (371(6),0) qui est asymptotiquement stable, en plus du point trivial
(0,0) qui est instable.

Démonstration. L’équation caractéristique de I’équation linéarisée de 1'équation (4.3)

autour du point d’équilibre E* = (N*,0), posséde deux racines, données par:
/\1 = -4 + oz/ (N*)
/\2 = —7.

oit (N) = B(N)N et o' (N) sa dérivée au point N.
Comme (3 est décroissante, alors E* est aymptotiquement stable.

Pour le point trivial (0,0), les racines de I’équation caractéristique de I’équation linéarisé



Stabilité et bifurcation de Hopf dans un modéle d’hematopoeise 79

de 'équation (4.3) autour de (0,0) sont:
AN = —0+d(0)
)\2 = —7.

Comme ' (0) = 3y > 6, (0,0) est instable. m

4.3.2 Stabilité pour le retard positive

Dans cette section, nous supposons que le retard 7 > 0, et nous montrons ’existence
et la stabilité d’une branche de solutions stationnaires positives, dépendant contin-
ment du retard.

Par les changements de variables suivants:

t— ; u(t) = N(tr) et w(t) = Pt),

le systéme (4.1) devient:

u (t) = 7[—0u(t) — a(u(t)) + 2 ""a(u(t — 1))]

. (4.4)
0 () = 7[=yv(t) + a(u(t)) — e Ta(u(t — 1))]

ou a(N) = B(N)N.

Soit 'hypothése suivante :

(Ao) :

Proposition 4.3.1 On suppose que (Ag) soit vérifiée. Alors, le systéeme (4.4) posséde

un point d’équilibre non-trivial positive,

ou
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et

et le point d’équilibre trivial (0,0).
Démonstration. L’hypothése (Ag) implique que Gy(2¢77" — 1) > 0.

Les points d’équilibre du systéme (4.4) correspondent &

u (t)

0
b (t) =0

Ce qui implique
—0u — afu) + 2 "a(u) =0
—yv+a(u) —e "a(u) =0
comme (2777 — 1) > 4 et (3 est une fonction strictement décroissante (inversible), il

existe un seul point d’équilibre non trivial E*(7) = (u*(7),0*(7)) avec:

u*(r) =0 (60(26_”5— 1) — 5>i

et

[
L’équation linéarisée autour du point d’équilibre E*(7) est donnée comme suit :
w (t) = 7[—ou(t) — o (u*)u(t) + 2e™7a’ (u*)u(t — 1)] (45)
0 () = T[—0(t) + o (w)u(t) — e (u*)ult — 1)] '
At

La matrice caractéristique M (\,7) de I'équation (4.5) est obtenue en posant u(t) = ce

et v(t) = cpeM. Alors:

A —1(6 — o' (u*)) 4+ 2re 77 (u*)e ™ 0
M(AT) =

o (u*) — e 77 (u*)e A A—Ty
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L’équation caractéristique de I’équation linéaire (4.5) est donnée par:

W(A\71) = det M(\,7)
= (A+7y)(\—Ta(r) — 7b(T)e™)
= 0, (4.6)

avec a(1) = —(8 + o (u*)),b(1) = 2e777a’ (u*)

et
/ )

)= G —1p |
Comme —77v < 0, la stabilité du point d’équilibre E*(7) est déduite de I'étude des

Bo(1 —n)(2e777 — 1) + nd| .

racines de I’équation

ANT) =X —Ta(r) — 7b(T)e™* =0 (4.7)

qui correspond a I’équation caractéristique associée a ’équation en wu.
Pour chercher le changement de la stabilité de E*(7), on a besoin de chercher les racines
purement imaginaire de 'équation (4.7).

Soit A = 1¢, alors

A(i¢,7) =0
si et seulement si

i —1a(t) —7b(T)e ™ =0

si et seulement si
b(1)cos(¢) = —a(r)
et

7b(7) sin(¢) = —(.

Comme

sin(¢) = 1 — cos?(()

= 1—(%)2,s10<\%|<1,
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on a

a(r)

b(7)
et (4.8)

T b2(7—> — a2<7‘> = arCCOS(_%)a pour 0<

Soit maintenant les hypotheéses:

(A1) :

¢ = arccos (—@) € (0,m) pour 0 <

b(r) <1

a()

“nl <1

a(t) < 0et |b(T)| < —a(r), pour tout 7 > 0.

(A2):
Ta(r) < 1et |a(r)| < |b(T)].

Remarque 4.3.1 Sous U’hypothese (Ag), b(1) < 0 pour tout 0 < T < T.

Théoréme 4.3.2 Supposons (Ag). Alors:

(1) le point d’équilibre trivial (0,0) est instable.

(2) (¢) Sia et b vérifient (A1), alors E*(T) est asymptotiquement stable pour 0 < 7 < T.
(2) (it) Si a et b vérifient (Az), n > 2 ety proche de 0, il existe 7o dans (0,7) tel que

E*(1) est asymptotiquement stable pour T € (0,7) et instable pour T € (79,T).

Démonstration. (1) : ’équation caractéristique de I’équation linéarisée de I’équation

(4.4) autour de (0,0) est donnée par,
A+ 7(6+ Bo) — 21¢ 7 Boe =0 (4.9)

D’aprés ’hypothése (Ap), on a Fy(2¢77" — 1) > 0. On en déduit que I'équation (4.9)
posséde une racine réelle positive. Alors le point (0,0) est instable, pour tout 0 < 7 < 7.

2) (i) soit A = u + iv une racine de I’équation (4.7) pour 0 <7 < 7. On a

w—Ta(r) — 7b(T)e * cos(v) = 0
(4.10)

v+ 7b(T)e *sin(v) =0
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On suppose qu’il existe une racine pg > 0 de (4.10). Alors

—a(7) < b(1)e H° cos(v).

Comme
—1 < cos(v) <1, 0<e ™ <1,
et
b(1) <0 pour 0<7<T
on a
b(r) < a(7),

ce qui contredit ’hypothése (Aq).

Donc pour tout 0 < 7 < 7, toutes les racines de I’équation caractéristique (4.7) sont a
partie reélle négative et E*(7) est asymptotiquement stable.

Pour la démonstration de la stabilité dans 2) (i), on a besoin des lemmes suivants:
Lemme 4.3.1 (Hale 1993 [}6]) Toutes les racines de l’équation (z 4+ c¢)e* +d =0, ou

c et d sont des réelles,sont a partie réelle négative si et seulement si
(i) ¢ > —1
(ii) c+d >0
(1ii) vVd* — ¢ < ¢ ou ¢ est la racine de I’équation
—ctan(,0 < (<m, st c#0
5 st c=0.
Lemme 4.3.2 Supposons (Ag) et (Az). Pour n > 2 et v wvoisin de 0, il existe une

unique solution Ty de ’équation (4.7)y sur (0,7) telle que iy est une racine purement

imaginaire de l’équation (4.7)1, avec (o = arccos(—%). De plus:

T/ 0?(T) — a?(7) < arccos(—%) pour T € (0,79)

(4.11)

TA/b2(T) — a?(7) > arccos(—%) pour T € (79,T)
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Lemme 4.3.3 Soit la fonction f: (0,7) — R; définie par
f(z) = atanz, a<l et a#0.

Alors f posséde un point fize unique ¢ € (0,7), tel que:

pour 0 < a < 1;

fz) < wsize (O,C)U(g,w)

f) > wsize(Cy),
et pour a < 0;

flx) < :vsime(O,g)U( ,T0)

flz) > zifze (g,g‘).

Preuve de (2) (ii) du théoréme 4.3.2.

Il suffit de vérifier les trois conditions (i), (ii) et (iii) du lemme 4.3.1. Les assertions (i)
et (ii) proviennent de I’hypothése (Az) en prenant ¢ = —7a(7) et d = —7b(7). Pour
(iii), soit 7 € (0,m0) et f(¢) = Ta(7) tan (. De la premiére équation de (4.11) on a:

Si a(r) = 0, la premiére inégalité de (4.11) devient —7b(7) < 7, et (iii) est satisfaite.

Si0<7a(r) <1oua(r) <0, comme

f (arccos(—

La premiére de (4.11) implique que

a(r) a(7)
f (arccos(—m)) < arccos(— o) ), avec arccos(— o)

) € (0,m).

Du lemme 4.3.3 et la graphe de f si  est le point fixe de f dans Uintervalle (0,7), on

a:

f (arccos(— ;‘((TT)))) <G (4.12)
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implique que

Vv (1b(7))2 = (ra(7))?> < ¢
Ce qui donne l'assertion (iii) du lemme 4.3.1 et achéve la démonstration de la stabilité
de E*(1) pour 0 < 7 < 7.
Pour prouver linstabilité de E*(7) dans (2)-(ii), pour 79 < 7 < T, montrons que
I'équation caractéristique (4.7) posséde au moins une racine a partie réelle strictement

positive.

On suppose que toutes les racines de 1’équation (4.7) sont a parties réelles négatives
pour 7y < 7 < 7. Les assertions (i), (ii) et (iii) du lemme 4.3.1 sont alors vérifiées. De

la deuxiéme équation de (4.11) et de (4.12), on a:

f (arccos(— a(T))> > arccos(—-42))
et
) <¢

Alors, du lemme 4.3.3 et le du graphe de f, on a:

f (arccos( — ;((TT))

arccos(— 5(7))) <C

arccos(— 50 ) > (.

Ce qui est impossible.

Maintenant, supposons qu’il existe une racine de I’équation (4.7) a partie réelle nulle
et que toutes les autres racines sont a parties réelles négatives. D’aprés la relation (4.8)
et le lemme 4.3.2, on déduit que 7 = 79, ce qui contredit ’hypothése 7 > 7.

Alors E*(7) est instable pour 70 <7 <7 ®

Démonstration. (du lemme 4.3.2)

D’aprés les hypothéses (Ag) et (Az), chercher une racine de la deuxiéme équation de
(4.8) revient a chercher une racine de I’équation

arccos(— %)

(4.13)

T b(7) sin(arccos(—42))
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On pose
y(r) = arccos(—%),
et
()
PO = sty

Comme F'(0) > 0 pour n > 2 et F(T) < T pour vy dans un voisinage de 0, la continuité
de F implique qu'il existe au moins un 75 € (0,7) tel que F(79) = 7o.
Pour I'unicité de 7y, soit

g(r) =7~ F(r).
Par différentiation par rapport a 7 on a:

() sin(y(r)
g(n)=1 (b(r) sm(y(7)) 2

~—
|
<
—
\]
~—
S
—~
\]
~—
N
—
=}
—~
<
—~
\]
~—
~—

ou

D’aprés la définition de a(7) et b(7) on a:

limd' (1) =0 et limd'(7)=0.
y—0 v—0

uniformément pour 7 € (0,7), Alors:

limg (1) =1>0
v—0

uniformément pour 7 € (0,7) et g est une fonction croissante sur 'intervalle (0,7) pour
~ au voisinage de 0.

On déduit que 7y est unique dans (0,7). =

D’apres le théoréme 4.3.2, on ne peut pas déterminer ni la stabilité du point d’équilibre
E*(79) ni Pexistence d’une branche de solutions périodiques. Dans le reste de ce chapitre
nous proposons un modéle approché du modéle (4.1) en fonction du valeur critique 7,

du retard. Nous montrons le changement de la stabilité de E*(1p) et I'existence d’une
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branche de solutions périodiques bifurquées a partir du point d’équilibre E*(75) du
modéle approché. Enfin, nous donnons un algorithme de calcul des éléments de la
bifurcation de Hopf pour déterminer la direction de la bifurcation et la stabilité de la
branche de solutions périodiques bifurquées a partir du point d’équilibre non trivial
E*(19)-

Rappelons que, pour I’étude du probléme de bifurcation de Hopf, le point d’équilibre
doit étre indépendant du parameétre de bifurcation (voir [46, 27]). Malheureusement ce
qui n’est pas le cas pour notre systéme (4.1), ot le point d’équilibre non trivial dépend
du paramétre de bifurcation (retard) 7.

Pour remédier a ce probléme, nous introduisons une approximation du modéle (4.1).
Comme dans le théoréme 4.3.2 (2) (ii) v proche de 0 et n assez grand.

Soit T — 7y = ¢ petit, par developpement de Taylor, le systéme (4.4) s’écrit comme suit,

w (t) = 7[=ou(t) — a(u(t)) + 2e 7 a(u(t — 1))] — 2yeroe ™ a(u(t — 1)) + O(ye?)

v (t) = 7[—yv(t) + a(u(t)) — e "™ a(u(t — 1))] — 2veroe ™ a(u(t — 1)) + O(ye?)
(4.14)

Pour v et ¢ assez petit, ve devient plus petit et aussi negligeable, et nous écrivons le

systéme (4.14) sous la forme approximée comme suit:

u (t) = 7[—o0u(t) — a(u(t)) + 2e " a(u(t — 1))]
(4.15)
v (t) = 7l=yo(t) + a(u(t)) — e afu(t - 1))]

4.4 Modéle approché et bifurcation de Hopf

4.4.1 Modéle approché

Dans ce qui suit nous montrons que le systéme suivant posséde une bifurcation de

Hopfen 7 =19
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W — —§N — B(N)N + 2" ™B(N;) N,

L = —yP + B(N)N — e ™ B(N,)N;
4.4.2 Position d’équilibre et stabilité
Comme précédemment, pour 7 > 0 ce systéme se rameéne au systéme approximeé

(4.15) :

u (t) = 7[—o0u(t) — a(u(t)) + 2e " a(u(t — 1))]

(4.16)
v (t) = 7[=yv(t) + a(u(t)) — e "™ a(u(t —1))]
avec u(t) = N(t1), v(t) = P(tT) et a(N) = B(N)n
Le systéme (4.16) posséde un unique point d’équilibre positive E* = (u*,v*), avec
u* = u*(1p) et v* = v*(70).
Par translation, on pose
2(t) = (u(t)v(t)) — (u,v7),
le systéme (4.16) s’écrit dans l'espace C' := C([—1,0],R?) comme suit:
2 (t) = L(m)z + fo(ze,7) (4.17)
ou
—(0+ ' (u))p1(0) + 2e77™a (u") 1 (—1)
L(r)p =T
—72(0) + a'(u*)1(0) — 7™ (u”) g1 (—1)
et
—a(p1(0) + u*) + ' (u*)p1(0) — 2e77™a (u*) g1 (—1)
+2e a1 (—1) + u*) — ou*
fO(SpaT) =T

o(p1(0) +u*) — o ()1 (0) — e apr(—1) + )
e (u*) iy (—1) — yv*
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pour tout ¢ = (¢1,p2) € C.

Soit:

(As):

et Ja(7)| < |b(7)], pour O0<T<T.

Q=

a(m) <

Théoréme 4.4.1 Supposant (Ao) et (As). Pourn > 2 ety voisin de 0, E* est asymp-
totiquement stable pour T € (0,19) et instable pour T € (10,7), ot Ty est donné par le
lemme 4.3.2.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est similaire & la démonstration

du théoréme 4.3.2 (2) (i) m

4.4.3 Bifurcation de Hopf

Dans cette section nous allons appliquer le théoréme de bifurcation de Hopf pour
montrer ’existence d’une branche de solutions périodiques non-triviales du systéme

(4.16), en considérant le retard comme paramétre de bifurcation.

Théoréme 4.4.2 Supposant (Ag) et (Az). Pour n > 2 et v wvoisin de 0, il eriste
g0 > 0 tel que: pour chaque 0 < e < g, léquation (4.16) posséde une famille de
solutions periodiques p(e) de période T = T(e), pour la valeur du paramétre T = 7(¢)
telle que p(0) = E*, T(0) = 2= et 7(0) = 1 o T est donné par le lemme 4.3.2 et

)
(p = arccos (—Zé:g;) .

Démonstration. Pour la démonstration, nous allons appliquer le théoréme de bifur-
cation de Hopf (voir Hale 1993 [46]).
D’aprés l’expression (4.17) de f, , on a

dfo(0
fo(0,7) =0 et y =0, pour tout 7 > 0
¥

L’équation caractéristique de I’équation linéarisée de I’équation (4.16) autour de E* est

donnée par:

Ao(\7) = X — Ta(m) — Th(re)e™ = 0, (4.18)
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Soit A = (.
D’aprés (4.8) et le lemme 4.3.2, on a:

_ a(70)
(o = arccos (— b(73)>
Ao(i¢,7) =0 A et

T =170

avec Ty est unique dans (0,7).
Alors I’équation caractéristique (4.18) posséde deux racines conjuguées purement ima-
ginaire \g = 1(p et do = —1(p en 7 = Ty.
Montrons maintenant la condition de transversalité.
D’aprés 1’équation (4.18),
Ao(Ao,m0) =0

et

0
aAo(/\o,To) =1 T()CL(T()) + /\0 7é 0.

Par application du théoréme des fonctions implicites, il existe une fonction A = \(7)

définie dans un voisinage de 7y, telle que
)\(Tg) = )\07 Ao()\(’?')ﬂ') =0

et
/ _ O0Ao(N\T)/oT
M) = = 5A o) O

, pour 7 dans un voisinage de 7. (4.19)

On pose
A(T) = p(7) + iq(T).

D’aprés 1’équation (4.19) et ’hypothése (As), on déduit que

» _ 70(b*(70) — a*(79))
P(7)fr=ro (1 + 7ob(0) cos o)* + (Tob(70) sin {o)?

et

!/

p (7')/7-:7-0 > 0.
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4.4.4 Direction de la bifurcation de Hopf

Dans cette section on suit la méthode présentée par O. Diekmann [27], ou la di-
rection de bifurcation est obtenue par développement de Taylor de la function 7 du
paramétre de bifurcation au voisinage de la valeure critique 7y (voir théoréme 4.4.2).
Cette direction est determinée a partir du premier terme non nul du developpement de
Taylor, i.e.

7(e) = 10 + T2 + 0(e?) (4.20)
Si 7 > 0 la bifurcation est supercritique et les orbites periodiques existent pour 7 > 7.

Si 7, < 0 la bifurcation est souscritique et les orbites periodiques existent pour 7 < 7.

Le terme 75 peut étre calculer (voir [27]) en utilisant la formule:

Re(c)
o | 7 4.21
’ Re(qDaMy(iCo,70)p ( )
ou
* My est la matrice caractéristique de (4.17) donnée par:
A —Ta — The 0
My(\7) = , avec a = a(7y), b = b(p)

7o/ (u*)(—1+ e e ) A+ o7
* Do My (iCo,m0) est la dérivée de My par rapport a 7 au point critique (o),
* la constante ¢ est définie comme suit:

e = SaD}o(0.70) (P(6). P(6))

+¢D3 fo(0,70) (™ My 1 (0,70) D3 fo(0,70) (P(6),P(0)),P(6))

+%qufo(0,To)(62“0‘1\40_1(2iCo,To)foo(0,To)(P(G);P(Q))J_D(Q))

fo est le terme nonlinéaire de (4.17), D: fo,i = 2,3 est la i-th dérivée de fy par rappor
a .

On désigne par P(f) le vecteur propre de A associé a la valeur propre i(y et par P(6)
le vecteur propre conjuqué.

Maintenant, donnons les expressions des opérateurs et des vecteurs intervenant dans

I’expression de ¢ de maniére plus présise.
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soit L := L(7) : C([—1,0],R?) — R? le terme linéaire de (4.17). Par la théoréme de
representation de Riesz (voir [46]), on obtient:
0
Lo= [ ane)o(0 (1.22)
-1

ou

— (6 + ' (u))o() + 27700 (u*)5(0 + 1 0
o) = g [ ~OH WD+ 2 o0+ 1) PR
a (u*)0(0) —e " (u*)d(6 + 1) —4(0)
0 est la fonction de Dirac.

Soit A le générateur du semigroupe associé a la partie linéaire de (4.17).

Alors
‘;—“g(@) pour 6 € [—1,0)

Ap(0) = (4.24)
Ly pour 6§ =0
et son domaine
_ 49 4490 _
DAy ={oe0: e o) =1L},

Pour étudier la direction de la bifurcation de Hopf on a besoin de calculer les dérivées

secondes et troisiémes de la partie nonlinéaire de (4.17):

—a’ (u* + ¢1(0))¢1(0)x1(0)
+2e 0’ (u* 4 1 (—1))1(—1)x1(—1)
Difolpm)ox =1 (425)
o (u* + ¢1(0))11(0)x1(0)
—e 7 (u* + 1 (=1))h1 (—=1)x1(—1)

et

—a”" (u* + ¢1(0))11(0)x1(0)1 (0)
+2e7ma” (u* 4 @1(=1))r (= 1)xa(=1)vr (=1)
D} fo(p,m)oxv =7 (4.26)

" (u* + ¢1(0))¢1(0)x1 (0)v1 (0)

—e " (w4 p1(=1)) (= 1)xa (= 1)va(=1)
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Alors
» -1 2
D3 fo(0,70)1x = mocx (u”) |91(0)x1(0) ) +e " (=1)xa(=1) X
(1.27)
et
D} fo(0,m0)pxv = o0 (u*) [¥1(0)x1(0)v1(0) _1 +e i (=xa(=1)vi(-1)
(4.28)
¥ = (1h2),x = (X1:x2),v = (v1,02) € C([=1,01,R?).
Comme (i(p,7p) est une solution de
Wo(A7) = (A +97)A¢(A\,7) =0 (4.29)

(Ag(A,7) est donnée par (4.18)), alors iy est une valeur propre de A et il existe un
vecteur propre de la forme P(0) = pe®? ou les composantes p;,i = 1,2 de p sont des

nombres complexes vérifiant le systéme suivant :
Mp=20

avec

0 0
M = Mo(iCO,To) = , ) . (430)
Toa (u*)(—1+ e e %0) iy + y7o
Alors on peut prendre
P11 = 17

et par simple calcul, on obtient:

!

1= e~ 70 =0
P2 = moa (W) —————

iGo + 7o
Maintenant on considére Uopérateur adjoint de A, A* : C* := C([0,1],R?) — R? défini
par:

—42(s) for s € (0,1]

A*Y(s) =
v - fi)l P(—s)dn(s) for s =0

(4.31)
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son domaine:
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diﬁ
D(A") = cr.— 0)dn(
DAY= (e C: e =~ [ vt
Soit Q(s) = qe*® le vecteur propre de A* associé a la valeur propre i(y, ¢ = (q1,¢2)" .
On choisit ¢ tel que le produit de dualité (voir [46]):
< QP >= //@5 0)dn(0)P ()
soit égale a 1.
En prenant
=0
on obtient
B 1
= 1 —TOCL—FZ'C().
De (4.27) et (4.28), on trouve:
2 5 " —1 -
D7 fo(0,70)(P(0),P(6)) = Toav (u*) + e (4.32)
1 -1

» —1 . 2 |
D2 o(0:7) (PI0).P(0)) = () K 1 ) e ( G )

et
D3 fol0,70)(P(60), P(0)) = o0 (u") {( _11 e ( _21 )
et )
1 - o ()
54D fo(0.70) (P7(0),P(0)) = q15 ) (iCo + To0)

VR S ! :
My (0,79) = ~7ola+ ) (a'(u*)<16m) —(a+0b) )

et

P P 2iCo + Y7o 0
MO 1(22(0,7'0) = WO 1(22({],7’0) ,
Toc (

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

u*)(1 — e 1e20)  2i(y — Toa — Tobe 20

(4.37)
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De (4.27),(4.32), (4.33),(4.36), (4.37) et (As), on a:

a// (u*)2

aD}fo(0,m0)( My (0.70) DY fo(07) (P(9).P(0)),P(6)) = ~ s o s

(26_77—0 — ].) (lCO—f-T()(S)

(4.38)
et
D3 fo(0,70) (€** My (2i¢o,70) D3 fo(0,70) (P(6),P(6)),P(6))
"%\ 2
= qlfo%Agl(mg@,m)(i@ + 7106) (26?0 — 1) (4.39)
Alors
. 1 ZC() + 7_0(5 "moosy ", 226_77-0 —1 M UND A —1 /- 7o —2iCo
c= 2q1—o/(u*) {a (u*) —2a (u") S + o (u) Ay (2i¢y,m0)(2e e 1)
et
. ]_ _ 2 " N 7" % 2267770 — 1
Re(c) = 2 (@) [ = o) £ {((1 Toa) Tl + (0) <a (u*) — 2 (u") —aih
o (u*)?X ) oo (u*)2Y }
+ > — 1-— ) : 4.40
[o@icom)?) ~ 0~ ™ O iy P (440
avec

X = (1 —2e77™ cos(2p)) (T0a + 10b cos(2¢y)) — 2e~ 7™ sin(2¢y) (2o + Tobsin(2¢p))

Y = 2e77™sin(2¢)(oa + Tobcos(2(p)) + (1 — 277 cos(2¢p))(2¢o + Tobsin(2¢p)).

Comme '
Re(qDs Mo (iCo,70)p) = i b_CoTiggCi) Z> 0,

on déduit le résultat suivant:

Théoréme 4.4.3 Soit Re(c) donnée par (4.40). Alors

(a) on a une bifurcation de Hopf quand T passe par 1o vers la droite si Re(c) > 0 et
vers la gauche si Re(c) < 0; et

(b) la solution periodique bifurquée est stable si Re(c) > 0 et instable si Re(c) < 0.
Notons que, la formule (4.40) donne un algorithme explicite pour determiner la direc-

tion et la stabilité de la bifurcation de Hopf.
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4.5 Conclusions

Il est connu (Mackey (1997) [65]) quand on considére v comme paramétre de bifur-
cation et on fait croitre 7, on a une bifurcation de Hopf supercritique du systéme (4.1).
Considérons le retard 7 comme paramétre de bifurcation le probléme de bifurcation
devient plus compliqué.

Dans [6] les conditions de stabilité du point d’équilibre non-trivial de (4.1) sont propo-

arccos(— Zé:)) )

D<letT <
() b(t)2—a(T)?

Dans ce chapitre nous avons montré que si le taux de mortalité des cellules prolifé-

sees|b |>10u|b 0u0<7’<11n( )5<ﬁ0
rantes est plus petit et n > 2, alors le point d’équilibre E*(7) peut étre stable pour 7 = 0
et aussi stable pour 0 < 7 < 7p et instable pour 7o < 7 < T, ou T = %ln(H% ),20 < fo.
Mais en 7 = 75 on ne peut donné aucun résultat de stabilité du point E*(Tg), a cause
de la dépendance du point d’équilibre E*(7) du retard 7, ce qui rend I'étude de la
bifurcation de Hopf plus difficile.

Dans le reste de ce chapitre, pour étudier la bifurcation de Hopf autour du valeur cri-
tique 7 = 79, on a proposé un modéle approché (4.16) du modéle (4.1). Alors E*(7)
est 'unique point d’équilibre non-trivial de (4.16) pour tout 0 < 7 < 7, qui est stable

pour 0 < 7 < 7 est instable pour 79 < 7 < T et on a bifurcation de Hopfen 7 =75. m
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Perspectives
1)-D’apreés les travaux faites sur la bifurcation de Hopf, il existe différentes méthodes

qui donnent le calcul des éléments de la bifurcation.

En utilisant la formule de variation de la constante exposé par Hale (1993), et en
suivant la méthode adopté par O. Dieckmann, peut-on calculer les élément de la bifur-

cation de Hopf?

2)-determiner numériquement les valeurs de 7y et Rec.

3)-Etudier (par les mémes techniques) le modéle structuré (soit par la taille, la ma-
turité, I'age, taille+age,...). Par la moyennisation (Talibi+El Adnani) ramener ’étude

au modéle non structuré.

4)-Poser le probléme sur le systéme avec deux retards.
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