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Intr oduction

Lesmatériauxgranulairessontl'objet denombreusesinvestigationsexpérimentaleset numé-
riquesa�n demieuxcomprendreleur comportementquel'on peutassimilerà un solide,liquide
ouàungazselonlescirconstances.Ils sontlargementemployésdansle domainedugéniecivil, de
l'industriechimique,agro-alimentaire.Dansle domaineferroviaire,lesmatériauxgranulairessont
descomposantsessentielsdel'infrastructure.Enparticulierle ballastpermetd'assurerla stabilité
desvoieset facilite lesopérationsdemaintenance.Le comportementduballast,soumisàdessol-
licitationscycliquesou extrêmes,estencoreinsuf�sammentconnu.Cetteconnaissanceprésente
un enjeuscienti�queetéconomiqueimportant.

On modélisecommunémentle ballastparuneapprochecontinue.L'objectif decettethèseest
demontrerqu'il existeunealternative à cetteapprochepourétudierle comportementd'un maté-
riau granulairecommele ballastsoumisà dessollicitationstrèsdiverses,enparticulierdescycles
dechargements.L'approchecontinuenepermetpasdeprendreencomptelesparticularitésd'un
tel matériau,angularité,discontinuitésgéométriques.En outrel'épaisseurdela couchedeballast
n'excèdepar unedizainede diamètrede grainsce qui en fait du point de vue de la mécanique
granulaireunecouchemince.Lesméthodesparélémentsdiscretsreprésententunealternative in-
téressanteetontétéutiliséespourétudierle tassementduballastsousquelquescentainesdecycles
dechargement[73, 62] oule bourrage[103]. Lesmodèlesutiliséssontbaséssurla méthodeMole-
cularDynamicsdéveloppéeà la suitedeCundall[36]. Danscetravail nousproposonsd'étudierle
comportementduballastà l'aide deméthodesparélémentsdiscretsmaisavecl'approcheContact
Dynamicsavec un modèlebidimensionnelet tridimensionnel.Cetteapprochea étépeuou pas
utiliséedansle domaineferroviaire. L'emploi de ce type de méthodeestun enjeuindustriel,en
effet celapeutpermettred'améliorerla compréhensiondu comportementdu ballastet dedé�nir
desrèglesdemaintenance.

La premièrepartiedecetravail présentel'origine desproblèmes.Malgré lesnombreusesin-
vestigationsréaliséesdansle domaineferroviaire, les expériencesmodèlesreproduisantles sol-
licitations cycliquesverticalessubiespar le ballastsontpeucourantes.Dansun premiertemps
nousnousattacheronsà présenterlesdiversconstituantsdela voie qui sonteninteractionavecle
ballast.Nousdécrironslesdéfautsgéométriquesdevoiecourammentdétectéspourrendrecompte
de la qualitéde la voie et lesopérationsdemaintenancepermettantde lescorriger. Ensuitenous
présenteronslesdiversesmodélisationsexpérimentaleset numériquesqui ont eupourobjectif de
quanti�er ouproposeruneloi detassement,d'identi�er descomportementsspéci�quesauballast.
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La deuxièmepartieestconsacréeàla présentationdumodèlenumériqueproposé.Dansle pre-
mier chapitre,nousrappelleronsl'ensembledesélémentsnécessairespourunemodélisationpar
élémentsdiscrets,endétaillantleslois d'interaction,lesschémasd'integration,et lesdiversesap-
prochespourrésoudreunproblèmed'interaction.Nousexposeronsalorsleschoixfaitsparrapport
auproblèmeenvisagé.Dansle deuxièmechapitre,nousprésenteronsuneméthodederésolution,
la méthodeNonSmoothContactDynamics,endétaillantle principedusolveurdu problèmed'in-
teractionet diversestechniquespour évaluer la qualitédu calcul.Ensuitenousprésenteronsles
particularitésde la modélisationbidimensionnelle,nousexposeronsun algorithmede détection
de pointsde contactentrepolygonesconvexes,un modèlede sous-couchepour tenir comptede
la déformabilitédu sol sur lequel reposele ballast,et uneétudede sensibiliténumériquepour
les simulationsde chargementscycliques.Le dernierchapitrede cettepartie est consacréà la
présentationdu modèletridimensionnel,nousdétailleronsle paramétragechoisi,la résolutiondu
problèmelocal decontactfrottement,et en�n nousproposeronsun algorithmededétectionentre
polyèdresconvexes.

La troisièmepartieprésenteàla fois descasdevalidationbidimensionnelset tridimensionnels
pasforcémentdansle domaineferroviaire, et desinvestigationsnumériquesayantpour but de
mieuxcomprendrele comportementduballastdansle casdechargementscycliquesouduphéno-
mènederésistancelatérale.Le premierchapitreestuneétudebidimensionnellesur le tassement,
oùnousprésentonsunecomparaisonentredessimulationsetdesexpériencesetdiversesinvestiga-
tionspouridenti�er le rôledesdiversconstituantsdela voie.Le secondchapitreregroupedescas
de validationspour le modèletridimensionnel; commeils sontpeunombreuxà l'heure actuelle
dansle domaineferroviaire, noustraitonsdesexemplesdemaçonneriedont le comportementest
connuou prédictible.Nousexposeronsà la suitede cesétudesunecaractérisationde grainsde
ballastdigitalisés.Le troisièmechapitreprésenteuneétudeducomportementd'unecouchemince
granulaire,enfaisantréférenceauxconditionsd'utilisation du ballast,pourlaquellenousmontre-
ronsquelesdescripteursclassiquementutiliséspouranalyserla réponsemécaniqued'un système
nesontpasadaptésdanscecas.Nousmettronsenévidencedesstructuresparticulières,inhomo-
gènes,guidantle comportementdescouchesmincesgranulaires.Le dernierchapitreestconsacré
àl'étudedela résistancelatéraledela voieensebasantsurdesexpériencesréaliséesàla Direction
del'Ingénieriedela SNCF.

L'ensembledesdéveloppementsinformatiqueset desrésultatsdesimulationsprésentésdans
ce travail a étéréalisédansla plate-formeLMGC90 dont le développementet la diffusion sont
assuréspar F. Duboiset M. Jean[45]. Les développementsconstituentla basedu logiciel par
élémentsdiscretsdédiéau traitementdesinteractionsentregrainsde ballast,BALLAST3D, qui
permettradecontinuerlesinvestigations.

Cetravail dethèseaétésupporté�nancièrementparRéseauFerrédeFrancedansle cadredu
projet BallastGranulaire soutenuparmessieursJ. Lux et P. Montier et s'estdérouléau seindu
LaboratoiredeMécaniqueet GénieCivil, unitémixte CNRS,del'Uni versitéMontpellierII et de
l'unité ServiceFerroviaire et Confort de la Directionde la Rechercheet de la Technologiede la
SNCF.
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Intr oduction

La caractérisationet la connaissancedesmatériauxemployésdansdesprocédésindustriels
sontun enjeuscienti�queetéconomique.La diversitédesmatériaux,à différenteséchelles,exige
l'élaborationdetechniquesexpérimentalesadaptées,et la créationdemodèlespermettantd'af�ner
lesinvestigationset deprédirelescomportements.

Lesmatériauxgranulairesconstituentuneclassedematériauxcomposésd'un grandnombre
d'entitésélémentaires,les grains.Cesgrainsont le plus souvent desformesirrégulières,et leur
taille varie entrele micron et quelquesdizainesde mètresselonle domained'application.On
trouve cesmatériauxdansbonnombrededomaines,la géologie,l'agro-alimentaire,la construc-
tion civile, et la compréhensiondeleurscomportements,qui sontcomplexes,estaujourd'huiac-
tivementétudiée.Ainsi selonles sollicitationsappliquéesà ce type de milieu, on peutobserver
uneévolution comparableà celled'un solide,d'un liquide voire d'un gazsuivant lesconditions
defonctionnement.

Les sollicitationspeuvent être extrêmementvariéeset souvent très intensesentraînantdes
déformationsirréversiblespourun assemblagedegrains,voire mêmela ruptureou l'usuredeces
entités.Dansle casde l'étude de la voie ballastée,lesphénomènesmis en jeu sontdynamiques
sousl'ef fet dela circulationàgrandevitessedestrainsetdelonguedurée,la voie étantsoumiseà
plusieursmillions depassaged'essieux.Cetteproblématiqueindustrielleserattacheaudomaine
d'étudedela compactiondesmatériauxgranulaires,il existedanscedomainedesexpériencessur
un milieu modèledontnousallonsanalyserla pertinencevis àvis denotreproblématique.

Un matériaugranulairesoumisàdessollicitationsmécaniquestellesquedessecousses,desvi-
brations,a tendanceàsecompacterprogressivement.Cettecompactionmetenjeudescontraintes
stériquesduesà leur géométrieet le frottemententrecesparticules.L'étude de la compaction
douce, en particulierde la dynamiquede ce phénomèneà grandeéchellede tempsest le fruit
d'étudesrelativementrécentes.Dansle casdesexpériencesde tappingmenéesauJamesFranck
Instituteà Chicago[71, 70] sur deséchantillonsde billes de verremonodisperses,une loi em-
piriquea étéproposéepourdécrirel'évolution de la compaction,celle-ciétantproportionnelleà
l'in versedu logarithmedu nombrede secousses.Parmi lescomportementsobservésil a pu être
fait uneanalogieavec lessystèmesvitreux. Ce typed'expériencea étéreprisparPhilippe[106]
qui a mis en évidencel'existenced'un tempsde compactionet desmouvementsde convection
collectifs.On peutdistinguerdeuxrégimes,si l'accélérationdépasseun certainseuilalorson ob-
serve quel'échantillon effectueun vol libre entredeuxsecoussesverticales,il estdoncsoumisà
deschocsentraînantunedensi�cationcouchepar couche.Si l'accélérationn'est passuf�sante,
l'énergie dusystèmeestdissipéeparfrottement.

Dansle cadredecesétudes,lessollicitationssontle résultatd'un mouvementverticalimposé
à la boîtecontenantl'échantillon. Il existed'autrestypesdesollicitationscommele cisaillement
cycliqued'un matériaugranulaire.Pourcetyped'expériences,il aétémisenévidenceparPouli-
quenetal. [109] quepouruncisaillementalternatifd'amplitudeconstantele mouvementdespar-
ticules,desbilles deverremonodisperses,peutêtrededeuxnaturesdifférentes: un mouvement
aléatoireessentiellementà l'intérieur d'un volumecon�né appelécage,et occasionnellementdes
mouvementsdechangementdecage.L'amplitudedesmouvementsestgénéralementliée à celle
de la déformationimposéeau système,les changementsrapidesn'étant observésquepour des
changementsd'amplitude.
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L'étudede la réponsemécaniqued'un matériaugranulairemodèle,disqueou sphère,à une
sollicitation cyclique estun domainerelativementrécent.Ce type d'investigationesten général
menéa�n demieuxcomprendrele comportementdesdiverscomposantsd'unerouteparexemple.
Hermannetal. [11] ontmisenévidencequele comportementd'un assemblagededisquessoumis
à unesollicitationcycliqueprésentaitun effet derocher (ratcheting) pourlescontactsglissantset
observe pourde longuessollicitationsuneaccumulationdedéformationsplastiques.Cesconsta-
tationsont été misesen évidencesur desparticulesde formespolygonales[12], et il apparaît
nécessairepourétudiercephénomèned'introduiredenouvellesvariablestenantcomptedel'évo-
lution de la dynamiquedescontactsglissantsdurantlessollicitationscycliques.Lessimulations
numériquesdecesauteursdonnentdesrésultatsdifférentsselonqu'ils emploientuneméthodede
typeMolecularDynamicsou uneméthodedetypeContactDynamics.En fait cederniertypeest
celui quenousappliquons,et nesemblepasconçupar lesauteursde la mêmemanièrequenous
[54]. Lesauteursneretrouventpasuneaccumulationdedéformationsplastiquesmaisseulement
un phénomènedechargelimite.

Cetterevuesuccinctemetenévidenceunedifférencequi nousapparaîtfondamentaleparrap-
portà l'étudeducomportementd'unevoie ferrée.Eneffet lessollicitationsdanscecassontessen-
tiellementverticales,maiss'effectuentsurla partiesupérieuredumatériaugranulaire,le ballast.Il
y a doncun typedesollicitationdifférentavecunecon�gurationà bordlibre qui està prendreen
compte.Il existepeud'expériencesmodèlesdecetypecaractérisantou mettantenévidencedes
phénomènesparticuliers,lesseulesexistantesprovenantdu domainede la mécaniquedessolset
plusparticulièrementdansle domaineroutierouferroviaire.Dansle domainedela simulation,les
sollicitationscycliquesmettenten jeu desphénomènescomplexeset lesquantitésclassiquement
mesuréespeuventêtreremisesenquestion.

Nous allons danscettepremièrepartie présentertout d'abord la voie ferrée,seséléments
constitutifs,les sollicitationsauxquelleselle estsoumiseet les dégradationsobservées.Ensuite
nousexposeronsdiversesmodélisationsexpérimentalesetnumériquesayantpourobjectifd'iden-
ti�er etdemieuxcomprendrele comportementdela voiesouschargementcyclique.
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Le réseauferré françaiss'est considérablementdéveloppédepuisle début du XXme siècle
avec l'évolution destechnologies.L'avènementde l'électri�cation a permisunecirculationdes
trainsdeplusenplusrapideavecunesécuritéet un confort toujoursaccru.A l'heureactuelle,le
réseauexploité comporteau total 31385km dont 14464km de lignesélectri�ées incluant1540
km de lignesà grandevitesse(LGV). En 2001,la SNCFa transporté315millions devoyageurs
sur le réseauclassiquehorsIle deFrance,dont83 millions ont empruntéle train à grandevitesse
(TGV).

A l'heure actuellelesdéplacementsprofessionnelset privéssesontbanalisés,la rapiditédes
déplacementsavecun confortet unesécuritéoptimumestl'une desprincipalesraisonsdu voya-
geurde choisir le transportroutier, ferroviaire ou aérien.Depuisla mise en placeen 1981des
lignesà grandevitesselestempsdeparcoursdu transportferroviaire sontdevenusconcurrentiels
parrapportà destrajetsaériens.

Mais l'accroissementdesvitessesde circulation160km/h sur ligne classique,270 km/h sur
Ligne à GrandeVitessejusqu'en2001 puis 300 km/h et bientôt 320 km/h sur la future LGV
Est,a�n de diminuerles tempsde parcoursengendrel'accélérationde la dégradationde la voie
entraînantla nécessitéd'effectuerdesopérationsdemaintenancedeplusenplusenfréquenteset
coûteuses.A�n d'assurerà la fois l'expansiondu réseauexistantet le respectdesexigencesde
sécurité,il estindispensabledeconnaîtrela capacitédesvoiesferréesballastéespourle transport
sousdessollicitationsdeplusenpluscontraignantes.

Dansce chapitrenousallonsprésentertout d'abord les diversconstituantsde la voie ferrée,
sa géométrie,et ensuiteles critèrespermettantd'analyserles dégradationset les opérationsde
maintenancecourammentpratiquées.

1.1 La voie ferr�e ballast�e

1.1.1 La voie

FIG. 1.1– Photographiedevoie LGV.

La terminologieferroviaire désignepar la voie(�g. 1.1) l'ensembledesconstituantsassurant
la circulationdestrainsetsupportantleseffortstransversaux,longitudinauxetverticaux[9], [134].
Les lignesà grandevitessesontgénéralementconstituéesde deuxvoies juxtaposéespermettant
unevitessecommercialede300km/h,et sontditesdesvoiesbanalisées, lescirculationspouvant
s'effectuerindifféremmentdanslesdeuxsens.
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FIG. 1.2– Schémadu pro�l devoie.

Lescaractéristiquesdela voie sont�xées pardesrèglesgénériques,dé�nissantdesexigences
géométriquesetmécaniquesqui assurentunequalitécontinueethomogènesurle réseau.

La voie à grandevitesse(�g. 1.2) a un écartementstandardde 1,435m entreles deux�les
de rails. Elle reposesur unestructured'assise,communémentappeléeplate-forme,de 14 m de
largeavecuneemprisede50m environ. Ondistinguel'armementcomposédesrails,dessemelles
absorbantes,desattacheset destraverseset les structuresd'assisesconstituéesdu ballastet des
sous-couchessur lesquellesil repose.L'armementassureentreautresfonctionsla transmission
desefforts auxstructuresd'assises.L'épaisseurdeballastsurLGV estengénéralde30 cm sous
lestraverses.

La voie et sesdifférentsélémentsconstitutifssupportentdesefforts transversauxet verticaux
qui agissentdemanièreprépondéranteentraînantdesdéformationsirréversibles(tassementverti-
cal), lesefforts longitudinauxétantmoinsimportants(accélérationet freinage).

La grandevitessenécessitela maîtrisedela stabilitédu matérielroulant,cequi impliqueune
trèsgrandequalitédesinfrastructures.

1.1.2 L'armement

Le rail

Le rail assurele supportverticaldesrouesdesvéhiculeset guidelesrouesdansle senstrans-
versal.Le développementd'une signalisationadaptéea éténécessaireenraisondesdistancesde
freinageimportantesenparticulierpourla grandevitesse.
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FIG. 1.3– Cotesrail UIC60.

Le rôleprimordialdu rail [9] estdediriger le trainetd'assurerla transmissionet la répartition
dela chargeauxtraverses:

Il estsoumisàdiverstypesdesollicitation:

– deschargesstatiquesetdynamiquesdifférentesd'un véhiculeà l'autre,
– dessurchargesdynamiquesparfoistrèsélevéesparrapportauxchargesstatiques,
– deschocsseproduisantaufranchissementdesjoints ou dedéfautsgéométriquesdela sur-

facederoulement(écaillage,usureondulatoire)ou desméplatsdesroues,
– desefforts longitudinauxs'exerçantlorsd'accélérationsou defreinages,
– desefforts thermiques,
– descontraintesrésiduellesissuesdela fabrication.

Actuellementle rail estunassemblagedebarresélémentairesde36m ou72m,enacierlaminé
demasselinéique60kg/m,soudéesélectriquementpourobtenirdesLongsRailsSoudés(L.R.S.)
de longueurquelconque(�g. 1.3).EnsuitelesL.R.S.sontsoudésparaluminothermieen voie et
�xés surlesblochetsdestraversesparl'intermédiairedesattaches.

Lesattachesrails-traverse

Les attachesrail-traverse[9] assurentla �xation du rail sur la traverse.Elles assurentà la
fois uneélasticitédansle sensverticalet horizontal.Cesconstituantspermettentderéglerla pro-
gressionde l'ef fort en fonction du déplacement.Une semelled'élastomèrecanneléede 9 mm
d'épaisseurestposéeentrele rail et la traversea�n depermettrel'absorptiondesvibrationsnées
dansle rail pouvantatteindredesaccélérationsdel'ordre de200fois la pesanteuretdesfréquences
del'ordre de1000Hz, desamplitudesnedépassantpas0.1mm[134].
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FIG. 1.4– Schémadu systèmenabla.
FIG. 1.5– Photod'uneattache.

Cedispositifpermetdonc:
– d'assurerle positionnementdu rail etdela traverse,
– le serragedurail surla traverse,a�n quela résistanceauglissemententrele rail et la traverse

soit supérieureà la résistanceauglissementlongitudinalentrela traverseet le ballast,
– deconserver uneffort deserragesuf�sant malgrélesvibrationsduesauxcirculations,
– d'absorberlesefforts longitudinauxetdynamiquesaupassagedestrains.
Lesattachesnabla(�g. 1.4,1.5)sont�xées surlestraversesà l'aide devis appeléestirefonds.

Les traverses

La transmissiondesefforts entrele rail et le ballastsefait par destraverses,qui assurenten
mêmetempsle maintiendel'écartement.
Lestraversespermettent:

– la transmissiondeschargesdynamiqueset statiquesdu rail auballastqui dépendentbeau-
coupdesconditionsd'appui,

– le maintiendel'écartementdesdeux�les derail,
– le maintiend'unecertaineinclinaisondurail (1/20).

FIG. 1.6– Pro�l detraverseVAXU41.

LestraversesmodernessontappeléestraversesmixtestypeVagneux(�g. 1.6).Ellessontsoit
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constituéesdedeuxpartiesenbéton,lestraversesbiblocs,soit d'uneseulepartie,traversesmono-
blocs,etassurentla transmissiondeseffortsdurail auballast.Le rôledemaintiendel'écartement
estassuréparuneentretoiseenacieren formedeU. Les traversesactuelles,typeVAX U41 me-
surent2,415m delongetpèsent245kg.

1.1.3 Le ballast

Le ballastestun granulatprovenantdu concassagede rochesextraitesdansdescarrièresde
pierresdures(granit,diorite, rhyolite,quartzite,grès)[9, 134]. Il constitueun élémentsupportde
la voieet fait partiedela superstructure.

Le ballastaun rôle trèsimportant,il remplit lesfonctionssuivantes:

– la transmissionet la répartitiondesefforts à la plate-formeduesaux chargesstatiqueset
dynamiquesdescirculations,

– l'absorptiondesvibrationsmécaniquesetacoustiques,
– l'ancragelatéralet longitudinaldela voie, la résistanceaucisaillementpermetdecontenir

les chargementslatéraux(circulationen courbe,�ambage consécutifde la dilatationdes
L.R.S.)et longitudinaux(accélération,freinage),

– le drainagedeseauxpluviales,
– unemaintenanceetunemiseenplacedela voie plusaisées.

L'ensembledesfonctionsremplieparle ballastnécessitededé�nir descritèresdequalité,qui
sontdé�nis dansla normeeuropéenne“NF EN 13450”(août2003)[6]. Cettenormeremplaceà
partirdejanvier 2004la normefrançaise”NF F53- 695”. Le ballastdoit répondreessentiellement
auxcritèressuivants:

– unegranulométrieet unepropretépermettantd'assurerle drainageet debonnespropriétés
mécaniques,

– uneangularitéassurantla résistanceaucisaillement,celle-cin'étantpourl'instant pasdé�-
niepardesparamètres,

– unerésistancemécaniqueassurantle maintiende l'angularitéet de la granulométrie,et la
résistanceà l'abrasion,

– uneinsensibilitéà l'eau etaugel,
– une homogénéitéde la forme desgrains,absencede formesde grainstrop allongéesou

aplaties.
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FIG. 1.7– Granulométriedu ballastutiliséparla S.N.C.F. ( NF EN 13450,Août 2003).

Le ballastemployé pour les lignesferroviairesfrançaisesactuellesestun granulatconcassé
25-50 mm dont les fuseauxde spéci�cation et de refus sont représentéssur la �gure 1.7. Les
deuxfuseauxreprésententrespectivementla spéci�cationduballastpréconiséeparla normeet les
valeurslimites au-delàdesquellesle ballastestrefusé.Le deuxièmefuseauestétabli suiteà des
contrôlesdeconformitéà la norme.

FIG. 1.8– Photographiedegrainsdeballast.

Les grainsde ballast(�g. 1.8) ont une forme polyédrique,avec desarêtesvives,que l'on
caractériseparla longueur, la grosseuret l'épaisseur.

Il est importantde connaîtrela proportiondesélémentspouvant nuire à la stabilitédesas-
semblages.Cesgrains,quel'on dénommeplats ou aiguilles, ne doivent pasdépasser92 mm et
leur proportionne doit pasexcéder7% de la massetotaledesmatériauxpassantau tamisde 50
mm. Lesélémentsplatssontcaractérisésparun coef�cient d'aplatissementglobalqui représente
le pourcentagetotal en massede passantà l'ensembledesgrilles et ne doit pasdépasser12%.
L'homogénéitédu ballastestdé�nie par la proportiond'élémentsfriablesou altérésqui ne doit
pasdépasser3%.
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La duretéet la résistanceà l'usure desgrainsde ballastsontdé�nies à l'aide de l'essaiLos
Angeleset l'essaid'attrition Micro-Deval enprésenced'eau.

La normeeuropéenne,qui remplacerala normefrançaise,�x e aussiles exigencespour les
grainsdeballastpour:

– la durabilité,déterminéeparla résistanceauxcyclesdegel,dégel,lecoef�cient d'absorption
d'eau,

– le coupdesoleil, qui estun typededégradationderochesprésentedanscertainsbasaltes,
caractériséeparl'apparitionde�ssurestrès�nes engendrantunepertedela résistancedela
roche,

– lescomposantsnocifs.

1.1.4 Les structuresd'assises

La couchedeballastreposesurunestructured'assisecomportantla sous-coucheet la plate-
forme[9, 134].

La sous-coucheestconstituéedematériauxbiengradués(sablesou graves),multicouchesou
mono-couche,permettantd'assurer:

– la protectiondela plate-formecontrel'action du poinçonnementdela couchedeballastet
l'action deseauxzénithales,

– uneprotectiondela plate-formecontrel'ef fet du gel,
– unemeilleurerépartitiondeschargestransmisesauxdiversescouchesdela plateforme.

La sous-couchecomprend:

– la couche“sous-ballast”,constituéede grave proprede tranchegranulométrique0/31.5et
compactéeà 100%de l'optimum Proctormodi�é (OPM). Elle permetd'améliorerla por-
tancedusolet la répartitiondeschargestransmisesainsiquela protectiondela plate-forme
contrel'érosionet le gel,

– la couchedefondation,constituéedegrave compactéeà 95%del'optimum Proctor, d'une
épaisseurminimalede15 cm.Elle permetla circulationdesenginsdechantiersansrisque
d'endommagementdela plate-formeetn'estgénéralementpasnécessairepourdessubstrats
rocheuxou dessolsdebonnequalité,

– la coucheanti-contaminante,constituéedesablepropredont le rôle estd'empêcherlesre-
montéesd'éléments�ns depuisla plate-formeverslescouchesd'assisessupérieures.Cette
coucheestfacultative maispeutêtredoubléed'un tapisgéotextile ou géomembrane.

La sous-couchereposesur la plate-formeconstituéed'une partie supérieure,la couchede
formecomposéedansle casd'un remblaidematériauxdemêmenaturequele corpsdu remblai
ou d'un soldemeilleurequalitécompactéà95%OPM.

La structuretypedela voie ferréenouvellepeutêtrerésuméeparlesschémassuivants(Notice
GénéraleEF 2 C 20no3) :
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FIG. 1.9– Structuredevoieneuve aveccouchedeformenormale(déblai).

1.2 La vie de la voie

1.2.1 Chargessupportéespar la voie

Leseffortssupportésparla voieproviennentdesinteractionsvéhicule-voie [9, 134]. La masse
paressieu,la charge totaleannuelleet la vitessesontdesparamètresfondamentauxpourétudier
la fatiguede la voie. Actuellementle classementdesvoies fait par l'Union Internationaledes
CheminsdeFer(U.I.C) sediviseentroiscatégories:

– catégorieA, 16 tonnesparessieu,
– catégorieB, 18 tonnesparessieu,
– catégorieC, 20 tonnesparessieu,
L'augmentationde la charge paressieuet de la vitessesontdesélémentsimportantsin�uant

surla vitessededégradationdela voie,et donclescoûtsdemaintenance.
Lesvéhiculesexercentdesefforts statiqueset dynamiquessur la voie et les imperfectionsde

celles-ciagissentsurla stabilitédesvéhicules.Onpeutdistinguertrois typesd'efforts :
– lesefforts verticauxdusauxpassagesdesessieux,reprispar l'ensemblede la plate-forme

suf�sammentrobustepoursupporterlesefforts dynamiquestrèsélevés,
– les efforts latéraux,sortantrapidementdu domaineélastique,auquelcasla voie conserve

desdéplacementsrésiduelsimportants.
– lesefforts longitudinauxdusauxaccélérationset auxfreinages,engénéralpeuimportants

parrapportauxefforts verticaux,
Lesvariationsdecesefforts, lessurcharges,ontpourorigine:

– lesirrégularitésdela voie,horizontaleetverticale,
– lesdiscontinuitésauxraccordementsnonsoudés,
– lesfranchissementsd'appareildevoie,aiguillageparexemple,
– les irrégularitésdela surfacederoulementdu rail ou desrouesdesvéhicules(présencede

plats).
Cesdéfautspeuventêtreà l'origine desdégradationsdela voie.
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1.2.2 Les défautsde voie

La circulationdestrainsentraînel'apparition de défautsde voie [9], [103]. Cesdéfautssont
denaturegéométriquerésultantessentiellementdeproblèmesdenivellement.Lesdéfautsdevoie
entraînentun inconfortpour lesvoyageurset mettenten jeu la sécuritédescirculationss'ils sont
trop importants.Cesdéfautssontidenti�és à l'aide d'une ramespécialeappeléeVoiture Mauzin,
dont on analyseles enregistrements,commeles défautsquenousallonsprésenter. On trouvera
plusdedétailssurcetteramedans[103]. Nousneciteronsici quelesdéfautsdenivellementqui
sont corrigésà l'aide d'opérationsde maintenanceet nousexposeronsles seuils�xés pour les
LGV.

Lesdiff�r entsd�fauts [9], [103]

FIG. 1.10– Schémadunivellementlongitudinal[72].

Dansle planverticalondistinguele nivellementlongitudinal(NL) (�g. 1.10),qui estle résultat
du tassementglobalet du tassementrésiduel,enpratiquec'est la valeurinstantanéeentrela crête
de défaut et la ligne de l'enregistrementsur unebasede 15 m et le nivellementtransversal que
l'on évalueselondeuxquantités:

– l'écart de dévers (�g. 1.12),c'est-à-direla différenceentrele déversmesuréet le dévers
théorique,qui représentel'inclinaison transversalede la voie dansles courbespour com-
penserlesefforts danslescourbes,

– le gaucheou torsiondela voie (�g. 1.11),qui représentele décalageverticalentrelesdeux
�les derails.

FIG. 1.11– Le gauche[72].
FIG. 1.12– Le dévers[72].
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Lesdéfautsapparaissantdansle planhorizontalsontcaractérisésselondeuxtypes:
– le défautdedressage(�g. 1.13)qui représentela variationtransversaledu milieu desrails

parrapportà sapositionthéorique,
– le défautd'écartementdesrailsentreeux.

FIG. 1.13– Schémadu dressage.[72]

La mesureet l'analysedecesdéfautsconduisentà déterminerl'état dela voie selondestolé-
rancesdesécuritéadmisesetàplani�er lesopérationsd'entretien.En fonctiondu typedecircula-
tion dela ligne,on dé�nit desseuilsdont le dépassementpeutentraînerdesréductionsdevitesse
ou desopérationsdemaintenanceurgentes.

Seuilsd'inter vention pour voieLGV (Vitesses> 220km/h) [41]

Les normesd'interventionsconstituentla basedu référentielqualité de la maintenancede
la voie. Pour chaqueparamètre,il a été dé�ni des limites de sécuritéappeléesVR, valeur de
ralentissementà partir desquellesdesmesuresde restrictionde vitessedescirculationssont à
prendre.Il existe desseuilspermettantd'entreprendredesactionsde maintenanceavant que le
seuilVR soit atteint.

Le seuil VI , valeurd'intervention,imposeuneinterventiondansun délai relativementcourt
pour ne pasatteindrele seuil VR. Le seuil VA, valeurd'alerte, imposeunesurveillanceou une
interventionprogramméeà moyenterme.Et en�n lors de l'interventionon chercheun niveaude
qualité,c'est le niveauVO, valeurd'objectif.

L'écartementde la voie estévaluépar trois paramètres,E min, qui estla valeurla plusfaible
del'écartementsurle tronçondevoie considéré,Emax,la valeurla plusgrande,et Emoy, qui est
la moyennearithmétiquedesécartementssur100m.L'écartementstandardétant,1.435m.Dansle
tableausuivantnousprésentonsquelquesordresdegrandeurspourlesvaleursdeEminet Emax.

Niveauxdequalité E min E max
VO Emin>1433 mm Emax� 1444 mm
VA 1430 mm� Emin<1432 mm 1452 mm< E max< 1455 mm
VI Emin< 1430 mm Emax>1455 mm
VR 1426 mm� Emin<1428 mm 1462 mm< E max< 1470 mm
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Le NL estl'écart-typesur200m devoie du nivellementlongitudinaldela plusmauvaisedes
�les derail, le nivellementlongitudinalétantmesurésurunebasede15 m. Lesdifférentsseuils
sontlessuivant:

Niveauxdequalité NL
VO NL � 0.45 mm
VA NL � 0.9 mm

Lesniveauxdequalitépour le nivellementtransversal,sontévaluésà l'aide de la mesuredu
dévers,du gauchesur la basede 3 et 9 m et l'écart de dévers(Ed) sur la basede 10m.Unedes
quantitéslesplusimportantesestle gauche,qui représenteenquelquesortela torsiondela voie.

Niveauxdequalité Gauchesur3 m (g3) Ecartdedévers
VO g3 � 3 mm Ed� 3 mm
VA 5 mm<g3� 7 mm 7 mm<Ed � 10 mm
VI g3 > 7 mm Ed > 10mm
VR 15 mm<g3� 21 mm 15 mm <Ed� 18 mm

Les seuilsprésentésici montrentla précisionnécessairea�n de maintenirsur le terrainune
sécuritéoptimale.Il endécoulebiensûrunedif�culté accruepouratteindrecesseuilsquotidien-
nementsurunevoieLGV, toutsejouantaumillimètreprès,surdeskilomètres.

1.2.3 Les opérationsdemaintenance

Lesdéfautsdevoie présentéssontcorrigésà l'aide d'opérationsquel'on appellele bourrage
[103]. Cesopérationspermettentde corriger les défautspar vibration et serragedesgrainsde
ballastsituéssouslestraverses.Ellessontréaliséespardesenginsappelésbourreuses,l'opération
debourragemanuels'effectuantà l'aide d'outil Jackson.
Il existedeuxtypesdeprocédéspourcorrigerle nivellementdela voie :

– le premiersystèmede nivellementest appelénivellementen baserelative où l'on vient
relever d'unevaleurconstanteentredeuxpointsextrêmesappeléehauteurderelevage. On
l'utilise pourobtenirun rapportderéductiondedéfaut.

– le secondestappelénivellementenbaseabsolue, où l'on relève parrapportauniveauréel
dela voie a�n dereproduirele pro�l théorique.

La correctiondu dressages'effectuepar comparaisonde la �èche d'un point à mesurerà la
�èche d'un pointdéjàdressé.Il estpossibledetravailler selondeuxméthodes:

– sansréférenceaupiquetagequi permetderéduirelesdéfautsdedressageenlignedroiteou
encourbe,

– avecréférenceaupiquetageoù la valeurdedéfautdedressageestmesuréeaupréalable.
Selonla longueurd'ondedesdéfautson appliquelesdifférentsprocédés:

Longeurd'onde� (m) Typededéfaut Action d'entretien
� > 30 Défautlong Bourrageetdressageenbaseabsolue

10 < � < 30 Défautcourt Bourrageet dressageenbaserelative
� > 1:7 Défautderail Meulage
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A�n de réalisercestravaux, il existedifférentstypesde bourreusequi sontclasséesselonla
nature,la qualitédutravail àfournir et le rendementàobtenir. La S.N.C.F. aeffectuéle classement
suivant:

– lesbourreusespremierniveaudestinéesauxtravauxd'entretiendu nivellementet du tracé
desvoies.L'entretienestdé�ni commela recti�cation de la géométriedesvoiesdansles
limites de 20 mm derelevage(nivellement)et 20 mm de ripage(dressage)pour le L.R.S.
Cesmachinessontdestinéesà l'entretienàgrandrendement(1400m/h),

– lesbourreusesdeuxièmeniveausontaffectéesauxopérationsdeballastageet aux travaux
d'entretiendunivellementetdudressagedesappareilsdevoie.Ellespermettentunnivelle-
mentplusimportantmaisplusgrossier,

– lesbourreusestroisièmeniveausontdestinéesauxopérationsponctuelles(400m ou500m)
d'entretiendu nivellementetdu tracédesvoies,

– lesbourreusesquatrièmeniveausontdestinéesaucalagedestraversespréalablementmises
enhauteur.

FIG. 1.14– Bourrage.

Le principedu bourrageestle suivant,on appellecycle debourragel'enchaînementdesopé-
rationssuivantes:

– soulèvementdela voie (�g. 1.14àgauche),
– lesbourroirsvibrantàunefréquenced'environ 35Hz plongentdansle ballastdefaçonàce

quela partieinférieuredescendeen-dessousdela traverse(�g. 1.14aucentre),
– applicationsimultanéed'un mouvementde serrageramenantles grainsde ballastsousla

traverse(�g. 1.14àdroite),
– remontéedesbourroirset passageà la traversesuivante.
Lesparamètresqui pilotentle bourragesont:
– la fréquencedesvibrationsqui sesitueentre35 Hz et 45 Hz selonle constructeurde la

machine,
– la forcedeserragedesbourroirs,environ 16 kN parbourroir,
– le tempsdeserrage,qui estde1.8spour35 Hz et 1.3spour45Hz,
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– la profondeurdeplongéedesbourroirs,qui représentela distanceentrela surfaceinférieure
desblochetset le bordsupérieurdesbourroirs,�xée à unevaleuroscillantentre15 mm et
20 mm,

– l'amplitudedessignauxdevibration,entre5 mmet10mm,qui doit êtresupérieureà2 mm
– la force de pénétrationdansle ballast,qui dépenddirectementdu poidsdu dispositif de

bourrage,
– la formedesbourroirs,enT.

Cesparamètresont été�xés par desretoursd'expérienceet il estcommunémentadmisque
la méthodedetravail du personneldesbourreusesin�ue grandementsurle résultatdu bourrageà
la fois en termed'homogénéitéde la voie et en termedequalitépour l'évolution du nivellement
longitudinal.

A la suited'une opérationde bourrageon effectueuneopérationde stabilisationqui permet
d'obtenirparvibrationuneassisedela voieéquivalenteà la circulationde150000tonnespourles
traversesenbéton.C'estenquelquesorteuneaccélérationdu vieillissementdela voie.

1.2.4 L'évolution desdéfautssur leslignesà grandevitesse

Exp�rience de la r�g�n�ration de la ligne nouvelleParis-Lyon [134]

La ligne à grandevitessede Paris à Lyon (LN1) a étémise en serviceen plusieursétapes
à partir de 1981.La dégradationde la qualitégéométriquede la voie, évaluéepar la valeurdu
nivellementlongitudinal,l'augmentationdela fréquencedesbourragesmécaniqueslourdsnéces-
sairesà sonrétablissement,ainsi quel'existencede nombreuseszonesboueusesrendantla voie
non bourrableont rendunécessairesdesrelevagesde 0.15 m dès1996.Cesrelevagesavaient
pour objectif d'introduire un ballastde meilleurequalitéquele ballastinitial qui présentaitune
trop faible dureté(12 à 19) et d'augmenterl'épaisseurde la couchede ballastsaindont les 25
cm d'origine étaientjugéstrop insuf�sants. Un renouvellementcompletdu ballast(dégarnissage
jusqu'àla sous-couche)surdenombreuseszonesa étéjugé indispensableet entreprisà partir de
1996.

A la suitede cestravaux, l'évolution de la qualitéde la géométriede la voie a montréune
certainedisparitéd'une zoneà l'autre. Sur l'ensembledeszonestraitéesl'apport deballastneuf
etdemeilleurequalitéarendulesvoiesdenouveaubourrables.Lesdéfautsapparaissantà la suite
de circulationspeuvent être corrigésef�cacementà la suite d'opérationsde maintenance,leur
plani�cation étantdif�cile enraisondescontraintesd'exploitationetmatérielles.
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FIG. 1.15– EnregistrementMauzin.

La causedesdésordresne résidepar uniquementdansle ballast lui-même,la plate-forme
pouvant aussiêtremiseen cause.Ce type de défautsapparaîtsur les tracésMauzin commedes
oscillations,dont la longueurd'ondeestsouvent de 10 à 20 m. Cet aspectde tôle ondulée(�g.
1.15),estgénéralementla signaturedeszonesd'instabilitédela plate-forme.
L'ensembledesdéfautsapparusà la suitedela régénérationdela LN1 apourcausepossible:

– lesconditionsmétéorologiquesqui semblentavoir ététrèshumidesdepuisla régénération,
– la plate-formea pu êtreabîméelors detravauxdedégarnissage,notammentdansleszones

demiseenplacedela chaînededégarnissage,
– le relèvementdela vitessede270à300km/het l'augmentationdu tra�c (espacemententre

lestrainspasséde5 min à4 min).
Il esttout de mêmeimportantde soulignerquel'augmentationde la vitesseresteun facteur

d'aggravationquel'on nepeutécarteret lesconditionshydrologiquesontsansdoutejouéun rôle
important.

Ph�nomènede traversesdanseuses

Il existe desphénomènesde dégradationqui peuvent au �l desannéesrendrela voie non
bourrable.Un desphénomènesobservésur lesvoiesferroviaires,pasuniquementsur leslignesà
grandevitesse,estl'apparitiondetraversesdanseusesoudeplage dedanse.

Sousl'ef fet descirculations,de la présencede défautsde rail ou d'instabilitéslocalesde la
plate-forme,il peutseproduireunecréationdevidessousunetraverse,sousun desblochetsou
sousles deux.Cesvidesentraînentunedé�exion importanteau passagedestrains, la traverse
venanttapersurle ballast.Celapeutêtreressenticommeun chocanormalparlesconducteursde
trains.
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FIG. 1.16– Surfaceinférieured'une traverseet résultatdela productionde�nes sousla traverse
enplace.

Sousl'ef fet deschocsrépétésentrele ballastet la traverse,l'usure de la traversedevient de
plusenplusimportantepouvantarriver jusqu'àsadestruction(�g. 1.16).Il enrésultele transport
de�nes sousl'ef fet descirculationssurunezoned'environ unedizainedetraverses.Le ballastest
colmatépardes�nes et l'ensembleformeun agrégatdegrainsdeballast,cesgrainsn'étantpas
forcémenttrèsusés.

A�n decorrigerlesdéfautsapparus,desopérationsdemaintenance,bourrage,rajoutdeballast,
sontdansunpremiertempseffectués,maisdesévolutionspeuventperdureretil estnécessairedans
cecasderéaliseruneopérationdedégarnissagepourenlever le ballastet la traverseendommagée
pourlesremplacerpardu ballastsainet destraversesneuves.

1.2.5 Comprendre

Lesrèglesdedimensionnementdescouchesd'assisesferroviairessontrestéespendantlong-
tempsdesrèglesd'ordreempiriqueetle fruit d'améliorationssuccessives,suf�santesàuneépoque
où lesconditionsdetra�c évoluaientpeuetoù trèspeudelignesnouvellesétaientcréées.

A la �n desannées70, la nécessitéde l'adaptationde la voie nouvelle au tra�c de l'avenir a
amenél'Of �ce de Rechercheset d'Essaisde l'U.I.C. à entreprendreunedémarchemoinsempi-
rique,baséesurdesessaisen laboratoire,desexpérimentationssursitesréelset sur l'utilisation
plussystématiquedespremiersoutilsdemodélisationnumérique.

Cettedémarchede compréhensiondesphénomènesestdevenueindispensableà l'heure ac-
tuelleoù le développementrapideduréseauàgrandevitesseetengendredesproblématiquesliées
àdesphénomènesdynamiquesjusqu'ici mal identi�és.
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L'objectif de ce chapitreestde présenterles diversesexpériencesmenéespour améliorerla
compréhensionde la dégradationde la voie, et plus particulièrementpour identi�er le compor-
tementdu ballast.Nousprésenteronsdansun premiertempslesexpériencesdanscedomaineet
ensuitenousexposeronsdiverstypesdemodélisation.

2.1 Approchesexp�rimentales

La compréhensiondesphénomènescommele tassementou le comportementsouscharge-
mentcycliquedu ballastestun enjeuimportantentermederechercheet entermeéconomique.Il
existedenombreusesexpérimentations,danslesquellesle ballastn'intervientqu'entantqu'undes
constituantsdela voie,nousexposeronsici quelquestravaux,dontl'objectif estla caractérisation
proprementditedecematériau.

2.1.1 Etude du comportementvertical et latéral de la voie

Chargelat�rale limite support�e par la voie

L'étudedela résistancelatéraledela voieaétéle sujetd'investigationsexpérimentalesmenées
parPrud'homme[110]. L'objectif étaitdedétermineruneloi permettantdedéterminerlesniveaux
d'efforts acceptablessansquela voie sedéformeau-delàd'une limite acceptable.Deuxsystèmes
expérimentauxontétéutilisésparPrud'hommesurunevoie expérimentale:

– unwagondérailleurpossédantunessieuspécialpermettantd'exercerdesefforts latérauxet
verticauxvariables,

– unwagontombereauqui esttiré dansl'axedela voieparundispositifsurunevoieparallèle.
Ce dispositif permetd'exercerunecharge verticalede17 tonneset de contrôlerlesessais
réalisésà l'aide duwagondérailleur.

La résistanceL dela voieestdonnéepourdestraversesenbétonparla formulesuivante:

L = 1:5 +
P
3

(2.1)

où P estla chargeà l'essieu(entonnes).

D�termination d'une loi de tassementverticale

Les travaux de NathalieGuérin [58] ont permisd'obtenir une formulation incrémentaledu
tassement.La démarchea consistéà identi�er cetteloi de tassementen partantd'observations
expérimentalesetenfaisantvariercertainsparamètres.Cetéchantillonestcomposédeballastres-
pectantla courbegranulométriquedu ballastréelmaisà l'échelleun tiers,microballast, reposant
sur un élastomère.Au moyen d'une piècemétalliquecylindrique de 192 mm de diamètre,des
cyclesdechargementsontappliquéssimulantle passagedebogies.

L'approcheapermisdeproposeruneloi reliantl'incrémentdetassementvertical(déformation
résiduelle)enfonctiondela dé�exion verticaled :

d�
dN

= �:d � (2.2)
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avec d�
dN l'incrémentdetassementverticalparcycle(enmmparcycle),d la dé�exion verticale

élastiquemaximaledela traverse(enmm), � et � descoef�cients constants.Ramenésàéchelle1
parsimilitude,cesdeuxdernierscoef�cients prennentpourvaleurs: � = 1; 437:10� 6 et� = 2:51.

La dé�exion verticaledépendnotammentde la charge à l'essieuet de la raideurdu sol. La
vitessen'a quepeud'in�uence si le domainede fréquencede la sollicitation resteinférieurà la
fréquencededésorganisationdu massifdeballast.

Etude du comportementvertical et lat�ral

Les travauxdeValérieBodin [19] ont eupourbut d'étudierle comportementdu ballastsous
chargementlatéralet vertical à l'aide du bancd'essaiBETTER (Ballast : Etudedu Tassement
Transversalà EchelleRéduite)où on sollicite un modèlede traversebi-bloc (�g. 2.1). Le banc
d'essaiestà l'échelleréduite1/3.

FIG. 2.1– Bancd'essaiBETTERet traversebi-blocemployée.

Deuxtypesd'essaisontétéréaliséssurcebanc:
– desessaisquasistatiquesà faiblenombredecycles(environ 3000),a�n d'évaluerle dépla-

cementlatéralélastiquesouschargement(dé�exion) et le tassementrésiduelaprèsdécharge
(tassement)dela traverse.

– desessaiscycliquesàgrandnombredecyclesqui consistentàsimulerle passaged'un train
enappliquantun effort verticalet latéralsurla traversereproduisantle passaged'un bogie.

Lesessaisquasistatiquesmettentenévidenceunephasedemiseenplacesur300cyclesenviron et
ensuiteunephasedestabilisation.Lesessaisà grandnombredecyclesfont apparaîtreunephase
demiseenplace,où le tassementestimportantlorsquela sollicitationestpurementverticale.
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Lesessaiscycliquessurle bancd'essaià l'échelle1/3ontpermisd'identi�er uneloi detasse-
mentverticalet latéralvalableau-delàde250000cycles:

– pourle tassementvertical: d� V
dN = 2; 1:10� 6(� V )1:17,

– pourle tassementlatéral: d� L
dN = 7:10� 6(� L )1:13,

où d� V
dN représentel'incrémentde tassementverticalparcycle, � V la dé�exion verticale,d� L

dN
représentel'incrémentdetassementlatéralparcycle, � L la dé�exion latérale.
Lesconclusionsdesessaisentermeferroviaire sont:

– le tassementverticalestlié à la chargeà l'essieuet à la qualitédu sol à traversla dé�exion
verticale,

– le tassementlatéraldela voieestlié à l'insuf�sancededéversetéventuellementà la raideur
du sol,

– les valeursdu tassementobtenuesrestenttrès faiblesquelle que soit la vitessepour les
chargesou l'insuf�sancededéversconsidérés.

A l'aide du mêmebancd'essaiun phénomèneimportanta étémis en évidence,l'existence
d'une accélérationcritique.L'augmentationdela vitessedesollicitationpourdifférentescharges
appliquéessur le blochetentraîneunedésorganisationdu massifde ballast.Il a étéobservéune
�uidi�cation du tasdeballast,la traverses'enfonçantjusqu'aubâti.Cesessaismontrentquel'ac-
célérationpeutêtreunparamètreplusreprésentatifquela dé�exion.

Etude du comportementdu ballast souschargementcyclique

LesexpériencesmenéesparIndraratnaetal. [61] consistentenuneséried'essaiscycliquessur
du ballastenutilisantunecelluledeformeparallélépipèdique,lesquatreplansverticauxpouvant
sedéplacerindépendammentles unsdesautres,et munied'un vérin permettantd'appliquerdes
chargementsverticauxd'amplitudemaximale73kN. Cesystèmepermetd'imposerdescontraintes
majeureset mineures.

Desessaisont étéréalisésà unefréquencede 15 Hz simulantunevitessede 80 km/h et le
nombretotaldecyclesparessaiestde500000.

Lesrésultatsmontrentquel'évolution descontraintesverticalesenfonctiondesdéformations
verticalesestcaractériséeparun premiercycle de charge/décharge pour lequellesdéformations
permanentessontimportantes.Plusieursessaissurdifférentstypesdeballastmontrentquec'estle
ballastneufqui setassele moins,l'analysedecetteconstatationmetenavantle rôledel'angularité
desgrains.Lesauteursendéduisentuneloi detassement:

� = � + � log(N )

avec� et � desparamètresdépendantdel'état initial decompaction,du typedeballast,del'am-
plitudeducycledechargement,du degrédesaturationdel'échantillon.

Etude du tassementsur uneexp�rience modèle

Ens'inspirantduprincipedesmatériauxdeSchneebeli[76], uneexpérience,représentative du
ferroviaire, a étéréaliséeparCombeauLCPC[29] avecpourobjectif deconfronterdesrésultats
desimulationsparélémentsdiscretset desrésultatsexpérimentaux.L'emploi de la méthodedes
élémentsdiscretsva permettreuneanalyse�ne desévolutionsdesinteractionsentregrainsa�n
d'évaluerle rôle dedonnéesmicro-mécaniquesdif�cilement mesurables.
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Le dispositifexpérimentalreprésenteuneportiondevoie ferroviaire. Il estconstituéd'un bloc
enaluminiumreprésentantuneportiondeblochet,deprismesenbétonhauteperformanceà sec-
tionspolygonalesreprésentantlesgrainsdeballast,le tout reposantsurunecouched'élastomère
représentantle sol (�g. 2.2). Les grainsmodèles,en cimenthauteperformanceet de trois dia-
mètresdifférents(1 cm,1.5cmet2 cm),sontrépartisselonuneloi desimilitudeàéchelleuntiers.
L'ensembleestdisposédansun bâti rectangulaire,sur lequelest�xé un vérin, asservien force.
Celui-ci permetd'appliquerdeschargementscycliquessur le blochetavecdiversesinclinaisons.
Au coursdesexpériencesdesphotossontprisespourévaluerle déplacementdequelquesgrains.
Desprismesrectangulairesont étécolléssousle blochetpouraugmenterle seuildecisaillement
entrele blochetet lesgrains,enraisondenombreusespertesd'adhérencedublochetsurlesgrains
aucoursdespremiersessais.

Le typedechargementappliquéestun signalsinusoïdaldevaleurmoyenne1000newtonset
d'amplitude500newtons.La fréquencedesessaisvarieentre0.25Hz et 1 Hz et quatreanglesde
sollicitationsontutilisés,0, 5, 10et 15degrés.

FIG. 2.2– Photographiedel'expérienceet desprismes.

La campagned'essaisréaliséeà l'aide decedispositifamisenévidencequela déstabilisation
du massifgranulaireestessentiellementdueauxréarrangementsgéométriquesdesgrainsdansle
massifsansqu'aucunphénomèned'endommagementdesprismes(productionde�nes) ou d'en-
dommagementdesarêtesn'ait étéconstaté.Les tendancesobservéessont les mêmesquepour
du ballastréel : les échantillonssontplus déstabiliséslorsquel'angle de sollicitation augmente
et conduitsystématiquementà la ruineau-delàd'un certainangledechargement.Le nombrede
cyclesappliquérestepeuimportantencomparaisondesessaisréaliséssurduballastréeloudubal-
lastà l'échelle1/3,on restedansunephasedemiseenplace.Deuxessaisà 20000cyclesmettent
enévidenceun premierrégimetransitoiredemiseenplacedesgrainset ensuiteun régime,où le
déplacementdesgrainsévoluedemanièreplusrégulière.

2.1.2 Etude de l'opération debourrage et de la stabilisation

Stabilisation de la voie avant circulation

La stabilisationdela voie joueun rôle importantdansl'augmentationdela résistancelatérale
etaétémontréparPrud'hommelorsdecesexpériences.Janin[63] aréaliséunecampagned'essais
avec deuxenginsde stabilisationdifférents: un enginde la SNCFappliquantun effort vertical



38 CHAPITRE2. MODÉLISATION DE LA VOIE BALLASTÉE

permanentauquelonajouteuneffort vibratoireetunengindéveloppéparune�rme permettantde
fairevarierla fréquencedesvibrationsdansl'axe transversal.

L'effet de la stabilisationestd'augmenterla résistancelatéralepour lesdeuxtechniques.On
observe uneaugmentationde la résistancelatéralepourdestraversesbétonsd'environ 40 % par
rapportàunevoienonstabiliséeet qu'il existeunefréquenceoptimaled'environ 25 Hz.

Cetteopérationpermetunestabilisationdela voieplusrapidecorrespondantàdenombreuses
circulations(équivalentà 60000et 90000tonnes).Janinproposeuneloi exprimantla résistance
latéraleenfonctiondu tonnage.

Etude de l'�tat initial de la densi�cation du ballast [125]

Les étudesmenéespar Satoavaientpour objectif d'étudier l'opérationde bourrageà l'aide
d'un bancd'essaià échelleréduite.Le ballastestdisposédansuneéprouvetteestsoumisà deux
typesde bourrageà l'aide d'une machinede type Jacksonet unemachinede typeVibrogir. Les
résultatssontqualitatifsetvisuelsetnerésultentpasdemesureseffectuéessurle banc.Il constate
quele principeVibrogir, pour lequel le ballastestcompactésousl'action de la vibration d'une
semelle,estplus appropriéà la densi�cationdu ballast.La méthodede type Jacksonconsisteà
introduireunedentvibréedansle ballastet le bourragecommenceavecla liquéfactiondu ballast
àunefréquencede30 Hz.

Etude du bourrage

Dansle cadredela thèsedeXimenaOviedo[103], un bancd'essaisdont le principeconsiste
àreproduirel'action dessollicitationsmisesenœuvrelorsdubourrageduballastaétédéveloppé.
Cebancd'essaisa pourobjectif d'améliorerla compréhensiondu bourrageet du comportement
du ballastlors decetteopération,decomprendrele rôle dela fréquenceet dela forcedeserrage
et en�n d'optimisercetteopération.

FIG. 2.3– Bancd'essaisBOUBA (Bourrageduballast).

Le bancd'essais(�g. 2.3)consisteenuneboîte,délimitéeparuneparoienplexiglass,pouvant
setranslatersousl'action d'uneforce,poureffectuerle serragedela plaquebourroirqui effectue
un mouvementhorizontald'amplitudecontrôlée.L'action de serrageet la vibration sontdécou-
pléesa�n de mieux maîtriserl'évolution du système,en particuliersousle blochet.Ce bancne
reproduitpasla rentréedesbourroirsdansle ballast.La possibilitéde visionnerl'ensembledu
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phénomènegrâceà la paroienplexiglasa permisdedé�nir deuxcritèresdequalitédebourrage:
la densitédegrainssousle blochetet le nombredegrainsencontactavecle blochet.

FIG. 2.4– In�uence desfréquencesdebourragesur la forcenécessairepourobtenirun bourrage
optimal.

Lesdifférentsessais(n1,n2,...)(�g. 2.1.2)ont permisdemettreenévidencetrois zonespour
lesquellesunmassifdeballastprésentedescomportementsdifférenciés:

– un comportementdit solidepour la plagedesfaiblesfréquences(inférieuresà 15 Hz), où
lesgrainssontsoumisprincipalementauxeffortsdeserrage,

– uncomportementvisco-élastiquepourlesmoyennesfréquences(inférieuresà30Hz) oùles
efforts deserrageet lesvibrationssecombinentpourobtenirun bourrageef�cace,

– un comportementdit liquidepourleshautesfréquences(supérieuresà 35 Hz) où lesvibra-
tions entraînentuneforte diminution de la résistancedesgrainsde ballastà l'avancéedu
bourroir.

Cetteapprocheexpérimentalea permisdereprésenterlesphénomènesréelsconstatésin-situ,
maisqualitativementlescomparaisonsnumériquessontplusdif�ciles àeffectuerétantdonnéque
le ballastutilisé respectela granulométrieà l'échelleun tiers.En effet le comportementétantnon
linéaire,le changementd'échellepourdesquantitéscinématiquesesttrèsdif�cile.

2.1.3 Synth�se

L'ensembledecesétudesmetenévidencel'appartenanceduballastàunmilieu diviséouplus
spéci�quementgranulaire.Le comportementduballastsoumisàdesactionsextérieurescycliques
montrela sensibilitédesrésultatsenfonctiondela naturedusolsurlequelil reposeet la variabilité
possiblelors d'une étudesystématiquepour identi�er uneloi de tassement.On retrouve uneca-
ractéristiquedesmatériauxgranulairesauxquelson attribue descomportementssolides,liquides
et le rôledel'histoire dessollicitationsjoueun rôle importantsurle comportement.

L'épaisseuren nombrede grainsde la couchede ballastestgénéralementfaible. Les com-
portementsmis en évidencelors desexpériencessontgénéralementtraduitspar deslois qui ne
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re�ètent quele comportementmacroscopiquedel'échantillonétudié.Mais il estaussinécessaire
d'étudier les phénomènesqui ont lieu au seindu ballastlui-même,la modélisationestalorsun
moyensupplémentaired'investigation.

2.2 Etudesnum�riques

L'objectif généraldela modélisationdela voie ferréeestd'êtrecapabledeprédirele compor-
tementdesdiverscomposantsdela voie,cequi impliquede:

– tenir comptedesprincipauxcomposantsdela voie : rail, traverses,ballast,sous-couche,
– prendreencompteunecaractérisationréalistedespropriétésdechacundescomposants,
– prendreencomptela géométriedu système,
– prendreen compteles diversesconditionsde chargementpossible,dynamique,statique,

orientation,
– représenterleschangementsdespropriétésdescomposantsenfonctiondesconditionsen-

vironnementales.

Actuellement,lesdiversesmodélisationsont eu pour objectif de déterminerou de prédirele
tassementde la voie sousl'ef fet de circulation à l'aide de modélisationpar éléments�nis ou
élémentsdiscrets.

2.2.1 Modélisation par éléments�nis ou discret/continu

La modélisationde la voie a été l'objet de nombreusesapprochesa�n d'étudier le dimen-
sionnementoptimumdesdiversessous-couches,cequi a constituélestravauxdeLarible [77], la
réponsedynamiquedela voiesousl'ef fet del'usureondulatoiredurail [59], oudedévelopperdes
modèlesnumériquespourtraiterle comportementdynamiquedela voie etdesvéhicules[98].

Mod�lisation du comportementlat�ral et vertical de la voie

Unemodélisationparéléments�nis a étéproposéeparBodin [19] a�n d'étudiernumérique-
mentle comportementlatéralet verticaldela voie ferréeballastée.A l'aide dela loi detassement
identi�ée grâceauxessaisexpérimentauxil estpossibledecalculerlesdé�exionsélastiquesver-
ticaleset latéralesdela voie sousun cycle dechargementet demesurerun tassementirréversible
aprèsN cyclesdechargement.

La déterminationdescaractéristiquesmécaniquesduballastsefait paridenti�cation inverseà
partir desessaismenéssurle bancBETTER.Le ballastayantun comportementnon-linéaire,une
loi decomportementlocalementnon-linéairea étéadoptée,dont lesparamètresont étéidenti�és
pourdiverschargementsaumoyendu bancd'essai.
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FIG. 2.5– Schémadumaillageemployé [19].

Le ballastest considérécommela superpositionde deux matériauxdistincts(�g. 2.5), un
matériauàforterigidité pourle ballastcompactésituédirectementsouslesblochetsetunmatériau
à faible rigidité pour le ballastlâche.Cetteapprochenécessitel'identi�cation de deuxétatsdu
ballastpour deuxniveauxde contraintesdifférents.Elle estplus simpleque l'emploi d'une loi
unilatéraledecomportementduballastà laquelleon attribueraitdesmodulesélastiquesdifférents
en tractionet encompression.Cettedernièreapprochenemodi�e pratiquementpasles résultats
maisentraîneraitunemultiplicationdu tempsdecalculpar10.

La méthodeproposéeestintéressanteet performantepour le calculdesdé�exionsélastiques
par cycle, l'enrichissementde modèlesde tassements,la déterminationde matricesd'in�uence
nécessairesà cesmêmesmodèles,la compréhensionde situationslocalescomplexespour faire
intervenir lesaspectshydrauliques,thermiques.

La méthodedeséléments�nis trouve une limitation importantedansla modélisationd'un
matériauaussidiscontinuquele ballast.L'assimilationdu ballastà un matériaucontinuposeen
effet un doubleproblème:

– unproblèmededéterminationdeslois decomportementmacroscopiqueséquivalentesdece
matériau,

– unproblèmedereprésentativité deceslois decomportementdansunegéométriededimen-
sionréduitedueàla faibleépaisseurdegrainsdeballastsousle blochet(environ unedizaine
entermedediamètredegrains).
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M�thode de pr�diction du comportement

Le travail d'Abdelkrim [4] s'inscritdansla thématiquedel'élaborationdeméthodesdeprédic-
tion du comportementde l'infrastructureferroviaire ou routièresouschargementcyclique.L'ap-
procheproposéesebasesur la formulationd'une loi de comportementcyclique qui décrit l'ac-
cumulationprogressive de déformationsirréversiblesdansunestructurecomposéedematériaux
granulaires.

Cetypedeloi peutêtremis sousla formed'unerelationentrele tauxd'accumulationdesdé-
formationspermanentesacquisesauNièmecycledechargementet lescaractéristiquesduchemin
decontraintesuivi :

d� (x; N )
dN

= F (N ; (� )(x; N )) (2.3)

où � estla déformationpermanentedumatériauenpointx auboutdeN cycles,(� )(x; N ) est
le cycledescontraintesauquelestsoumisle matériauaumêmepointentreN etN + 1.

Cetteapprochenécessite,dansle cadrede l'étude du tassement,d'une part la formulation
d'une loi de comportementcyclique, qui doit être déduited'essaisen laboratoirepour chaque
matériau,un outil decalculpourdéterminerle cycle decontraintederéférenceenfonctionde la
chargeconsidéréeet uneprocédurenumériquepourévaluerle tassementrésiduel.

La miseen œuvrede la méthodesur desessaisoedométriqueset sur unemodélisationsim-
pli�ée de l'essai BETTER à l'aide du codecalcul CESAR a permisde commencerà valider
l'approcheet d'analyserl'in�uence de l'hypothèsed'élasticitélinéairepour modéliserle com-
portementréversible.Il est importantde noterquele modèlene prendpasen compteles effets
dynamiques.

Etude du comportementdynamique

L'in�uence dela vitessedecirculationsurle comportementdu véhicule,dela voie et del'in-
frastructureimpliquel'étudedesvibrationsetdela propagationdesondesdansla voie.L'objectif
decesrecherchesestl'étudedephénomènesphysiquesdevibrationapparaissantdanslesvoiesen
fonctiondela vitessedesvéhicules.Il existedenombreusesétudesa�n d'étudierle comportement
d'un sol ou d'un massifsoumisaupassaged'une chargemobile,avecparexempleuneapproche
stochastiquepourcaractériserla réponsedynamiquedumilieu pourdesamplitudesaléatoires[81],
et le modèledéveloppéparNguyen[97].
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FIG. 2.6– Exempledepropagationtridimensionnelleà traversun massifpourunechargemobile
verticale[111].

La priseencomptedumassifduballastentraînela présencedenon-linéaritésqui entrentenjeu
dansle mécanismedepropagationd'onde.Unepremièremodélisationconsisteàétudierunmassif
multicouchevisco-élastiquetridimensionnelsoumisà unechargemobileponctuelle(�g. 2.6).Ce
problèmelinéairepeutêtrerésoluparuneméthodesemi-analytique,et lesexemplesnumériques
mettentenévidencel'in�uence dela vitesseainsiquel'élasticitédumilieu.

L'utilisation d'une loi de comportementnon-linéairepour le ballastpermetde tenir compte
desnon-linéarités.Elle estcaractériséeparuneélasticiténon-linéaire.

Mod�lisation du comportementdu ballast par une approchediscrète/continue

La priseen comptedu caractèrediscretdu ballastà l'aide d'approchecontinueestdif�cile.
L'approcheproposéeparSuiker etal. [13], [14] consisteàconsidérerle ballastcommeunassem-
blagedeparticulesbidimensionnellesponctuellesformantun réseaudecellulescarrées,demasse
m reliéesentreellespardesressortslongitudinauxet diagonaux.La maille du réseauestdé�nie
arbitrairement,enrapportavecla taille moyenned'un graindeballast.

L'analysede la propagationd'onde dansce milieu montreque pour descourteslongueurs
d'onde,la dispersiondesondesestplusmarquée,cequi estle résultatdu caractèrediscretde la
coucheconsidérée.Le nombredemodespropresdela couchedépenddela taille desparticuleset
del'épaisseurdecelle-ci.

La priseencomptedeparticulesayantunrayonde25mmentraînel'apparitiondephénomènes
vibratoirescauséspar la vibrationindividuelledesparticules,phénomènesnepouvantapparaître
avecunedescriptioncontinue.La naturedesondeset leurintensitédépendentàla fois dela vitesse
dechargementetdela naturedela couchedeballast.

L'approcheproposéeparRicci et al. [121] estl'extensiondu modèlebidimensionnelproposé
parSuiker enconsidérantun réseautridimensionneldeparticulesreposantsurun milieu continu
supposéin�ni.
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FIG. 2.7– Schémadumodèlediscret/continu[121].

La couchedeballastestforméed'un assemblaged'élémentscubiquesavecdesmassesconcen-
tréesauxnœuds(�g. 2.7).L'écrituredeséquationsdemouvementpermetdedéterminerunesolu-
tion semi-analytiquedu mouvementdechaqueparticule.Le milieu continuestconsidérécomme
un milieu élastiquelinéaireisotrope.

Les résultatsnumériquesmontrentl'importancede la rigidité de la sous-coucheet de la vi-
tessede sollicitation qui in�uent sur l'accélérationverticale.La comparaisonentre l'approche
discrète/continueet continue/continuemontredesdifférencesentermederéponsedynamique.

L'objectif decetteapprocheestdepouvoir étudierselonlesvitesses,la naturedescharges,à
l'aide d'un modèlesemi-analytique,le niveaud'accélérationentout point d'un massifreprésen-
tantunevoie ferréetout entenantcompted'unemodélisationdiscrètedela couchedeballast.En
effet, lesaccélérationssontun paramètreimportantàanalyser, selonle niveaumesuréon pourrait
en arriver à la conclusionquela vitessede la charge mobile entraînedesphénomènesd'accélé-
ration pouvant désolidariserle massifde ballast.La limite de ce modèleestd'une part la taille
du systèmeà résoudre,en effet la priseen comptede plusieursmètresde voie peutengendrer
un tempsdecalcul trèsimportantet d'autrepart la modélisationdu ballastparun assemblagede
massesponctuelles.

Outil d'aide au dimensionnement

L'outil logiciel dynavoie développéà la Directiondela Rechercheet dela Technologiedela
SNCFet l'école CentraledeParispermetla priseencomptedu comportementdynamiquecouplé
aux véhiculesferroviaires et desvoies en présencede défautsde voie ou de forme desroues.
L'objectif estd'améliorerla compréhensiondu comportementdela voie lors d'un grandnombre
decirculations.
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FIG. 2.8– Modèledynavoie : dé�exion verticaledela voieaupassagedetroisbogies[111].

L'approcheproposéeestbaséesuruneréductiondumodèleéléments�nis avecdestechniques
de sous-structurationsnodalesdiminuantd'un facteur20 à 50 le nombrede degrésde liberté à
traiter. Celapermetd'étudierplusieursdizainesdemètresdevoiesenquelquesminutessurunPC
(�g. 2.8).

Le modèlepermetd'analyserlesdé�exionset lescontraintesmécaniquesentouspointsainsi
quel'évolution du tassementvertical. Il estimportantdenoterquecettemodélisationnepermet
d'étudierquele tassementvertical,le gon�ementn'étantpastraité.

2.2.2 Modélisation par élémentsdiscrets

Lesméthodesparélémentsdiscretsou méthodesparélémentsdistinctsont la particularitéde
ne pastraiter un milieu composéde grainscommeun milieu continuen utilisant desméthodes
numériquescommela méthodeparéléments�nis. Dansle casdesméthodesparélémentsdiscrets
chaquegrain esttraité indépendammentcommeun corpsrigide ou déformableavec un nombre
�ni dedegrésdeliberté.

Parmi les méthodesde résolutiond'un problèmed'évolution de grainsen interactionil en
existe deuxcourammentutilisées,la Distinct ElementMethoddéveloppéepar Cundall [36] ca-
ractériséepar la descriptiondesforcesd'interactionde contactpar dessystèmesde ressortset
d'amortisseurset la méthodeContactDynamics[37], [88] caractériséepar unedescriptiondes
actionsintergranulairespardeslois à seuil,deslois dechocset desconditionsunilatéraleset un
traitementimplicite del'équationdela dynamique.

Cesméthodessontutiliséespourétudierle comportementdesols,parexemplel'étudedel'ef-
fort exercéparunedentintroduitedansun sol [100], l'étudedestructuresmaçonnées[5], l'étude
du comportementde milieux modèlescommeun assemblagede disquessoumisà unecompres-
sion biaxiale [31], le rôle du frottementet du réseaudesforcesdansun assemblagegranulaire
[112].

Nousallonsprésenterdiverstravauxdédiésà la modélisationdu ballastà l'aide desméthodes
par élémentsdiscretset deuxapprochestraitantde grainspolyédriquespouvant constituerune
alternative pourmodéliserle comportementdu ballast.
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Une approchebidimensionnelleà l'aide de disques

L'évolution de la qualité de la voie, en particulier l'évolution du nivellementlongitudinal,
avec l'augmentationdu tra�c ferroviaire estuneproblématiqueimportante.AndresLopezPitaet
Joan-ManuelEstradesPanades[82] considèrentqueles méthodespar éléments�nis ont permis
d'analyserl'in�uence desdifférentesraideursdesensemblesconstituantlavoiemaisnepermettent
pasdereproduirecomplètementl'évolution dela couchedeballastsouschargementcyclique.Ce
constatprovient du fait quel'on neprendpasencomptele caractèrediscretdu ballast,constitué
d'un assemblagedegrainseninteraction.

Ils proposentd'utiliser lesméthodesparélémentsdiscretsavecl'approcheproposéeparCun-
dall en modélisantles grainsde ballastpar desdisques.Cetteapprocheleur a permis,pour une
con�gurationgéométriquerespectantcelled'unevoie ferréeet unedistribution degrainsrespec-
tant la granulométriedu ballast,d'analyserla porositéde la couchede ballastet pour un char-
gementappliquéd'en déduirelesefforts exercéssur lesgrains.La connaissancedecesefforts a
permisd'évaluerla fractiondegrainsayantdépasséle critèrederupturedé�ni.

La priseencompteducaractèrediscretduballastpermetd'accéderàdesinformationslocales
dif�cilement mesurableslorsd'expériences.

Une approchetridimensionnelle à l'aide de sphères

Dansle cadrede la thèsede Guérin[58], la constatationest faite quel'épaisseurde ballast
considéréeestfaible,environ unedizainedediamètresdegrains,etquela mécaniquedesmilieux
continusn'est pasforcémentadaptéepour les volumesconsidérés.Les méthodespar éléments
discretssesontavéréesêtreuneopportunité.L'approcheretenuea étéMolecularDynamicsavec
l'emploi desphèresreprésentantlesgrainsdeballast.L'essaiavec l'approcheContactDynamics
proposéeparMoreauet Jeann'avait pasétéconcluante.L'objectif de l'utilisation de l'approche
granulaireétait d'analyserla répartitiondesforcesdansun volume de ballastsimulant l'essai
Microballast.

L'analyseaportésurunéchantillondesphèresreposantsurunecouchedesphèresmodélisant
le sol, reliéesparun ressortà un point �xé, formantuneboîtede500mm decôtéet 100mm de
haut.L'applicationd'uneforcesurl'échantillonmontrequela répartitiondesforcesausolestpeu
étaléeet la courbeforce- déplacementpeutêtrecomparéeavecdesessaisexpérimentauxréalisés
surdu Microballast.

Une approchebidimensionnelleà l'aide de polygonespour mod�liser le bourrage

L'objectif de la thèsede Oviedo[103] était d'étudieret de reproduireles phénomènesphy-
siquesmis enjeu lors du bourragesur la based'uneapprochenumériqueet expérimentale.L'ap-
prochenumérique,baséesurla méthodeparélémentsdiscrets,avecl'approchedetypeMolecular
Dynamics,a étédéveloppéedansun logiciel élémentsdiscretset adaptépour traiter le contact
entreparticulespolygonales.

La premièredif�culté a étédedévelopperun algorithmed'intersectionentrepolygones,per-
mettantde statuersur trois typesde contact,face-face, sommet-faceet sommet-sommet, et de
calculerl'aire derecouvrementdespolygonesencontacta�n decalculerlesforcesaucontact.La
deuxièmedif�culté estliée à la résolutiondu problèmedecontactet la dé�nition desparamètres
à introduire.
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Lespremierscastestsontétéla mesured'un angleaureposdegrainspolygonauxrespectantla
granulométriedu ballastpermettantderetrouver un anglenatureldu ballastde40 degréspourun
coef�cient defrottementintergranulairede0.8et desessaisbiaxiauxpour lesquelslestendances
observéesdansla littératureontétéretrouvées.Lestempsdecalculpourun testbiaxialavec1000
polygonesetunedéformationde5%étaitde3 heuresenviron.

Cesrésultatsontcon�rmé l'intérêt desméthodesparélémentsdiscretsetl'applicationàl'étude
du phénomènedebourrageaétéfaiteenmodélisantle bancd'essaisBOUBA (�g. 2.9).

FIG. 2.9– Exemplesdesimulations.

La simulationnumériqueretrouvequalitativementlesrésultatsdéterminéslorsdel'expérience,
unepremièregammede fréquencespour laquellel'ensembledesgrainsformentun amas,l'état
solide,unedeuxièmegammedefréquenceoù l'on trouve un étatassimilableà un comportement
gazeuxeten�n la troisièmegammeoù l'on constateunétatliquide.

L'approchedéveloppéemontrel'intérêt desméthodespar élémentsdiscretspour modéliser
desphénomènesmettantenjeu lesnon-linéaritésprésentesdansun milieu commele ballastet la
capacitédecesméthodesà reproduireun phénomèneexpérimental.

Une approchebidimensionnelleà l'aide de polygonespour �tudier le tassement

L'étudede la déformationirréversibled'un massifdeballastà l'aide d'une méthodeparélé-
mentsdiscretsaétéabordéeparIshikawa et Horiike [62]. Le modèleconsidéréestconstituéd'un
assemblagedepolygonesreprésentantlesgrainsdeballastrespectanttrois granulométriesdiffé-
rentesetdetrois blochets.L'ensemblereposedansuneboîteet pourétudierl'in�uence du niveau
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debourrage,desgrainsdeballastsontenlevésparrapportà la con�guration initiale soit sousles
traversessoit entrelestraverses.

L'applicationdequelquescyclesdechargements,5 aumaximumsur lesdifférentescon�gu-
rations,permetde mettreen évidenceque l'amplitude du déplacementrésiduelchuteau fur et
à mesuredescycleset de comparercesessaisnumériquesà desessaisexpérimentaux.Les es-
saisréaliséssurdeséchantillonsprésententdesintersticesenplusgrandnombre,l'amplitudedes
déplacementsrésiduelsestplusimportante.

L'analysedumécanismededéformationconduitàidenti�er quele tassementsouslestraverses
s'effectuesouscompression,et qu'en mêmetempsil seproduit un phénomènede cisaillement
entreles traverses.L'analysedu nombrede coordination,le nombremoyen de contactsparpar-
ticules,montrentuneaugmentationdu nombredecoordinationsouslestraverses.Cettetendance
estaussiobservéeentrelestraversesmaisestbeaucoupmoinsmarquée.

L'utilisation desméthodesparélémentsdiscretsnécessiteun calagepar rapportà desessais
expérimentauxetnécessitele développementd'outils spéci�quespourl'analysedesrésultats.

Une approchebidimensionnellepolygonaleavecla m�thode Contact Dynamic [29]

Dansle cadredu stagepostdoctoral deGaelCombe,unepremièrevalidationde l'approche
parélémentsdiscretsa étémenéeparcomparaisonavec uneexpériencereprenantle principede
Schneebeli.LapartienumériquedecetteétudeaétémenéegrâceaulogicieldéveloppéparMoreau
permettantdetraiterlesinteractionsentregrainspolygonaux(�g. 2.10).

La méthodenumériqueadoptéeestla méthodeContactDynamicsdéveloppéeparMoreauet
Jean.Il aéténécessaired'adapterle logiciel a�n depouvoir modéliserl'élastomèredel'expérience
parunesous-couchedéformable.Cettesous-coucheestconstituéedepolygonesreliésàunressort
et un amortisseur, reprenantle modèledeKelvin-Voigt et possédantun seuldegrédelibertédans
le sensvertical.La priseencomptedesefforts exercéspar le modèlevisco-élastiqueestfaitede
manièreexplicite, enévaluantlesefforts exercéssur lesgrainsde la sous-couche,on estcapable
dedéterminerl'accélérationdechaquegrain,decalculerleur vitesseet d'en tenir comptedansle
processusitératif de Gauss-Seidel.Cettemodélisationproposéepour le sol déformableconsiste
doncà introduiredesforcesexplicitesdansuneméthodedecalculimplicite. Pourl'ensembledes
simulationsun coef�cient defrottementdel'ordre de0.5aétéconsidéré.

FIG. 2.10– Exempledesimulations.

Lessimulationsdechargementcycliquesurun massifgranulairemontrentunegrandevaria-
bilité danslesrésultatsdemesuresdu déplacementdu blochet.Lessimulationsconduisentselon
la précisiondecalculadoptéà desordresdegrandeursdetassementsimilairesavecl'expérience.
La ruinesystématiquedel'échantillonpourun angledechargementsupérieurà 15 degrésa aussi
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étéobservée.En�n descomportementssimilairesavecl'expérience,recirculationdegrains,mou-
vementdu blochetontétéobservés.

Mais deuxprincipalesdif�cultés ont étémisesenévidenceconcernantlesrésultatsdessimu-
lationsnumériques:

– la premièreconcernela précisiondescalculs,eneffet l'interpénétrationgéométriqueentre
lesgrainspeut,selonle jeudeparamètresemployés(pasdetemps,normedeconvergence),
mettreendoutelesmesuresdetassementseffectuéesencoursdecalcul.Il estapparunéces-
saired'êtretrèsexigeantsurla normedeconvergencepourobtenirdesrésultatssatisfaisants
entermed'interpénétration, cequi engendrela deuxièmedif�culté liéeàcetypedesimula-
tion, le tempsdecalcul.

– en effet les tempsde calcul sonttrèslongs,jusqu'à7 semainespour faire 1000cyclesde
chargementà0.5Hz.

Etude du tassementà l'aide de l'appr ocheMolecular Dynamics

Le comportementdu ballastsouschargementcyclique a été étudiéà l'aide de la méthode
par élémentsdiscretsavec l'approchede type MolecularDynamicspar Kruseet Popp[73]. Le
modèledéveloppéprenden comptel'angularité desgrainsde ballasten considérantdesgrains
ayantuneenveloppepolygonale.La méthodeemployéepourévaluerles forcesde contactestla
dynamiquemoléculaire,le moduledela forcenormaleestproportionnelà l'aire derecouvrement
despolygones.La loi de Coulombest utilisée pour modéliserle frottement.Le pasde temps
usuellementemployé lors dessimulationsen fonction du chargementappliquéestde l'ordre de
0.5 � s.

La premièreconstatationfaiteportesur l'in�uence desconditionsinitiales,eneffet plusieurs
échantillonssontconsidérés,différentspar la forme desgrains,celle-ci respectantdesproprié-
tés�xées maissontgénérésaléatoirement.Les tassementsobservéssurunevingtainedecycles,
peuventêtretrèsdifférents(de2 mm à11 mm). Il estdoncnécessaire,pourobtenirun comporte-
mentmoyen,deréaliserunnombreimportantdecalculs.

L'augmentationdel'accélérationappliquéelorsdecyclesdechargementsentraîneunaccrois-
sementdesincrémentsdetassementsplusimportant.

L'applicationd'un nombrede cyclesplus important,environ 700,ne permetpasde dégager
plusieursphasesdansle tassement.En effet il estobservédenombreuxréarrangementsou acci-
dentspourcespremièrescentainesdecycles.

2.2.3 Conclusion

Les différentstypesde modélisationprésentésn'ont paslesmêmesobjectifs.Les modélisa-
tionscontinuespermettent,à l'aide d'une loi detassementidenti�ée expérimentalement,defaire
uneprédictionde l'évolution desincrémentsdetassementparcycle dechargementou d'évaluer
la réponsedela structuresoumiseàunechargemobile.

La loi proposéeparBodin [19] exprimel'évolution du tassementverticalet nedépendpasde
la vitessedela sollicitationmalgrélesconstatsfait surl'ef fet deceparamètre.La priseencompte
desdéformationsirréversiblesà l'aide dela loi decomportementproposéeparAbdelkrim [4] ne
tient pascomptedela vitesseou del'accélérationinduiteparla sollicitation.
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Lesapprochesproposéespourétudierl'in�uence d'une sollicitationdynamiqueont pourob-
jectif d'obteniruneloi detassementdépendantedel'accélérationtoutentenantcomptesi possible
de la particularitédu ballast,dont le comportementnepeutêtredécritparuneloi linéaire.L'en-
sembledessolutionsproposéesdonnede bonsrésultatsqualitatifs et quantitatifset permetde
réaliserdesétudesparamétriquesavecdestempsdecalculsraisonnables.

Toutefoisla priseen comptedesnon-linéaritéspour modéliserle ballastimpliquedesdéve-
loppementsqui peuventêtrepénalisantspourlestempsdecalculsetnécessitentd'adopterdeslois
de comportementencoreaujourd'huidif�ciles à identi�er et à généraliserà n'importe quel type
deballast.

Les mécanismesimpliquésdansle tassementou toutesautressollicitationsd'un massifde
ballastsontdif�cilement explicablesparcesméthodes,il estnécessaired'adopterunemodélisa-
tion plus �ne et tenir comptedesinteractionsentreles grainsà l'échelle locale.Les approches
parélémentsdiscretsmontrentleursaptitudesà la descriptiond'une évolution d'un granulat,les
informationsissuesdessimulationspermettantd'étudierdesquantitésmicro-mécaniquesdif�ci-
lementmesurables,commeles chaînesde forcesentreles grains.Les tempsde calculssontun
obstaclepourdesétudesoù le tempssimuléestlong,parexempledansle casdechargementscy-
cliques,maisil existeuneapprochepermettantd'entrevoir despossibilitésintéressantes.Il esttout
de mêmepossibled'étudier le tassementd'un blochetsouschargement,celui-ci étantle résultat
desréarrangementsdegrains[73, 29].
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Conclusionde la première partie

L'étudedu comportementdesmilieux divisésestactuellementun enjeuscienti�que impor-
tant,et l'améliorationde la compréhensionà la fois pardesexpériencesmodèlesou dessimula-
tionsnumériquesrévèleà la fois unerichesseet doncdesdif�cultés. En effet cesmilieux ont des
comportementsdifférentsselonlessollicitationsauxquellesils sontsoumis.Cetteremarqueason
importanceétantdonnéle domained'applicationquenousdésironsétudier: le ballast.Il existe
aujourd'huipeud'expériencesmodèlesreprenantle typedesollicitationainsiquela con�guration
a�n demettreenévidencelesmécanismesliésautassementetlesdéfautsdevoiequi endécoulent.

Danscettepremièrepartienousavonsmontréquelesexpériencesdu domaineferroviaire ont
mis en évidenceque le comportementdu ballastn'est pasfacilementidenti�able ou du moins
explicable,en effet les résultatssontsensiblesà la naturedu sol sur lequel reposele ballastet
l'histoire desactionsqu'il a subie.Les phénomènesobservésdansle casd'expériencescomme
le bourrage[103] ou leschargementscycliques[19] montrentquele ballastpeutavoir lescom-
portementsquel'on assimileraà un �uide ou purementsolide.La con�guration particulièredu
ballastsousle blochetimpliquequela dynamiquedesgrainssembleêtretrèsparticulière,eneffet
le ballastestcompriméentrela sous-coucheet la traversesuruneépaisseurne dépassantpasla
dizainedediamètresdegrains.

L'ensembledesmodélisationsproposéespourétudierle ballastou prédiresoncomportement
montrentjusqu'àaujourd'huideuxlimitations:

– dansle casd'un modèlecontinu, le ballastestmodélisépar une loi non-linéairea�n de
traduireson comportementparticulier, le tassementmesuréétantle résultatd'une loi de
tassement.Les phénomèneslocaux propresaux matériauxgranulairessont dif�cilement
prisencompte,

– dansle casd'un modèlediscret,la limitation estle tempsdecalculsou le nombredecycles
calculés,maistienscomptedu caractèrediscretdu ballastet permetd'observer desphéno-
mènesderéarrangements,demesurerdesquantitésmicro-mécaniquesdif�cilement mesu-
rablesexpérimentalement.

Les méthodespar élémentsdiscretsont montréleur aptitudepour la descriptionde phéno-
mènestelsqueleschargementscycliques,la ségrégation.Il apparaîtclairementquel'on nepeut
étudierle ballastà l'heureactuellepourcomprendresoncomportementà l'aide demodèlesconti-
nus.Le modèleélémentsdiscretsapparaîttrèsintéressantpourétudierle comportementduballast,
maisil estnécessaireà la fois d'améliorerlesmodèlesexistantset d'aborderle modèletridimen-
sionnel.
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Intr oduction

La modélisationdu comportementd'un granulatcommele ballastpeutêtrefaite à l'aide de
diversesapproches.Il estpossibled'étudierplus ou moins�nement, à différenteséchelles,des
phénomènesliésauxactionsdessollicitationsauxquellesil estsoumis,cisaillement,chargements
cycliques.Un granulatcommele ballastestusuellementmodélisécommeun milieu continu,à
l'aide d'une approcheéléments�nis. Il existe néanmoinsdesalternativesà l'aide desméthodes
parélémentsdiscretspermettantde tenir comptedu caractèrediscretd'un granulatet descarac-
téristiquesanguleusesdecematériau.Les informationsexploitablesgrâceà ce typede méthode
sontriches,il estpossiblededégagerdescomportementsmacroscopiquesconnusetd'enrichir les
connaissancespardesétudesà l'échelledugrain[103, 73, 100, 76, 94].

Danscettesecondepartienousallonsprésenteren détailsun modèleélémentsdiscretsper-
mettantde traiter desinteractionsentrecorpsbidimensionnelset tridimensionnels,ainsi queles
dif�cultés théoriqueset techniquesafferantes.

Le premierchapitreestconsacréà la descriptiondel'ensembledesélémentsnécessairespour
construireun modèleparélémentsdiscrets,parmilesquelsnousexposeronslesorientationschoi-
sies.Ensuitenousdétailleronsla méthodede résolutiondu problèmed'interactionchoisie,l'en-
sembledesélémentsétantapplicabledansle casbidimensionnelet tridimensionnel.

Lesdeuxchapitressuivantssontconsacrésà la présentationdesparticularitésdesmodèlesbi-
dimensionnelet tridimensionnel,enparticulierle paramétrage,la détectiongéométriquedepoints
decontact,ainsiquedesétudesdesensibilitésnumériques.
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3.1 Intr oduction

Lesméthodesparélémentsdiscretsont pourobjectif demodéliserle comportementcollectif
d'un milieu constituéd'élémentsdistinctseninteraction.Cesméthodessontcourammentutilisées
pourla modélisationdesmilieux granulaires,parexemplele sable,lesroches,lesmilieux conden-
séscommelesgelsou lessuspensions,lestissusvivantscommelescellulesœsseuses,lesmilieux
fracturésou en�n dansle domainedela robotique.

Détection géométrique de points de contact

et calcul de repères locaux de contact

Résolution du problème d'interactions

Application des sollicitations et

prédiction des positions des corps

Actualisation du torseur des efforts

et correction des positions des corps

FIG. 3.1– Etapesd'uneméthodeparélémentsdiscrets.

Une desparticularitésdesméthodespar élémentsdiscretsestde prendreen comptechaque
élémentconstituantle milieu étudiécommeuneentitéà partentièredont le mouvementestgéré
parsesinteractionsavecsonenvironnement.Le principegénéraldecesméthodesestrappelésur
la �gure 3.1.

Uneautreparticularitéestquelessystèmesquenousallonsconsidérersontnon-réguliers.On
peutdégagertrois raisons:

– lescorpspeuventsubirdegrandsdéplacementset degrandesrotations,sansêtrenécessai-
rementdéformés,cequi impliqueunenon-linéaritédetypecinématique,

– dansl'éventualitéd'une collision entredeuxparticulesrigides, la fonction dépendantdu
tempsreprésentantla vitesseestdiscontinue,cequi impliqueunenon-régularitétemporelle.
Unecollisionapparaîtcommeinstantanéeparrapportà l'échelledetempsdu mouvement,

– les lois d'interactionentredeuxcorpssontgénéralementdesrelationsnon-linéairesentre
efforts et vitessesrelatives.Cesrelationspeuvent, par exemple,être desconditionsuni-
latérales,du frottementde Coulomb. La présencede conditionsunilatéralesengendredes
discontinuitésdanslesévolutionsdesvariablescinématiquesetsthéniques.

Nousallonsprésenterdanscechapitrel'ensembledesélémentsnécessairespourunemodélisa-
tion parélémentsdiscrets: discrétisationenespaceducomportementdescorps,leurcinématique,
la détectiondesinteractions,leslois véri�ées parcesinteractionseten�n lesdiversesstratégieset
méthodesderésolutiondu problèmecomplet.
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3.2 Equation du mouvementd'un corps enpr�sence decontact

L'équationdela dynamiqued'un corpsenprésencedecontactsmaissanschocpeutêtreécrite
sousla formesuivante:

M _u = F(q; u; t) + P(t) + r (3.1)

avec q uneparamétrisationquelconque(par exemplela positiondu centrede gravité d'un corps
rigide, lesparamètresde rotationde cecorpsou lesdéplacementsdesnœudsd'un maillageélé-
ments�nis), u la fonctionvitesseet r la contribution desforcesdecontactquel'on neconnaîtpas
a priori. Lesn-vecteursF(q; u; t) et P(t) représententlesefforts extérieursou intérieursainsique
destermesdépendantdela vitessequel'on appellecourammentcentrifuge etgyroscopique.

Pourun corpsrigide cetteéquationsigni�e que le torseurdesefforts extérieursestégalau
torseurdynamique.Onpeutécrirecetteéquationsousla formedeséquationsdeNewton-Euler:

m _v = P(t) + r (3.2)

I _! = � ! � (I :! ) + M P (t) + M r (3.3)

oùv représentelavitesseducentredemasse,! le vecteurvitesseangulaire,_! la dérivéeduvecteur
vitessedansle repèrelié ausolide,P(t) et M P (t) représententrespectivementla résultanteet le
momentaucentredegravité du torseurdesefforts extérieurs,r et M r la résultanteet le moment
résultantaucentredegravité dutorseurdeseffortsdecontact,m la matricedemasse,I la matrice
d'inertie.L'équation(3.3)estapriori non-linéaireenraisondupremiertermededroite,termenul
dansle casbidimensionnelou lorsquele corpsaunesymétriesphérique.

Cetteéquationdifférentiellenepermetpasdedécrirerigoureusement,d'un point devuema-
thématique,cequ'il sepasselorsd'unecollisionou toutautrephénomènenon-régulier. L'expres-
sion(3.1)doit doncêtreétendueauformalismedela DynamiqueNon-Régulière.En considérant
quela fonctionvitesseu estunefonctionà variationlocalementbornéeil estpossibled'écrire le
problèmeentermedemesuresdifférentiellescommele proposeMoreau[89, 37] :

Mdu = (F(q; u; t) + P(t))dt + r d� (3.4)

où du représentela mesuredifférentielledeu, dt la mesuredeLebesgueet r la contribution
localedesimpulsionsexercéeslors de la présencede contacts,et d� unemesurenon négative.
Dansle casrégulier, on retrouve la formeclassique(3.1)avecdu = _udt.

3.3 Description du contact

Nousallonsbrièvementévoquerleschoix faitspourmodéliserle contactdemanièregénérale.
La localisationdu contactdépenddel'échellechoisie,le contactpeutêtreun point, uneligne ou
unesurface.Cessituationsquel'on retrouve pourdesobjetsrigidesou déformablespeuventêtre
prisesencompteà l'aide dediversesapproches.Il estclassiquedanslessimulationsdematériaux
granulairesdeconsidéreruneapprochenœudà nœud,lescontactslinéiquesou surfaciquesétant
représentésparplusieurspointsdecontactsimultanés.Cecipouvant introduireunesurabondance
d'équations.
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A

C
N

FIG. 3.2– Schémacandidat/antagoniste.

La présenced'un chocentredeuxcorpsengendreunepercussion,et par le principed'action
réactionlesdeuxcorpssontsoumisà desforcesexercéesau point de contactde sensopposées.
Cesforcesimpliquentquelescorpsnes'interpénètrentpas.Il estalorspossiblededé�nir unchoix
demodélisation,endé�nissantle principesuivant : soit deuxcorpsencontact,un antagonisteA
etuncandidatC, onpostulequele candidatnedoit paspénétrerl'antagoniste.L'antagonisteporte
le repèrelocaldecontact,la normaleétantorientéedel'antagonisteversle candidat(�g. 3.2).

Le contactentreun corpscandidat(C) et un corpsantagoniste(A) va êtredécritpardesrela-
tionsentredeuxpointslocalementlesplusproches,surlesdeuxenveloppesdescorps.Onsuppose
qu'à chaqueinstanton estcapablededé�nir un tel coupledepointslesplusprochesainsiquele
repèrelocal (n; t; s).

Les lois de comportementde l'interaction sontécritesen termede distancealgébrique(g)
et devitesserelative (U) entrelesdeuxcorps.LesvitessesrelativesU dansle repèrelocal et les
vitessesu dansle repèregénéralpeuventêtrereliéesparunopérateurquel'on noteraH ?� , pourun
contact� , etqui estconstruitgrâceàdesrelationscinématiques.Unedescriptionplusdétailléede
la constructiondecetopérateurdepassagepeutsetrouver dans[142]. Si on considèreun contact
� , on peutdoncécrire:

U � = H ?� (q)u (3.5)

La relationdualeentrelesréactionslocalesR � etleurcontributiondansle repèreglobalr � s'écrit :

r � = H � (q)R� (3.6)

r dansl'équation(3.1)représentela sommedel'ensembledescontributionsdescontactsappliqué
au corps.Les opérateursH ?� (q), H � (q) sont linéaireset transposésl'un par rapportà l'autre.
L'opérateurH � estconstruitgrâceàdesconsidérationsénergétiques.

3.4 Lois d'interaction

Lesactionsintergranulairespeuvent êtredécritesà différenteséchellesde tempset d'espace
selonle niveaudedescriptionnécessaire.Cesactionspeuvent résulterdephénomènestrèscom-
plexesnécessitantparexemplela priseencomptederéactionschimiques,desphénomènesther-
miques,modi�ant cesactionsaucoursdu temps.Il estcourantdansle domainedela simulation
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numériquedesmatériauxgranulairesdechoisirdeslois à seuilpour traduirela phénoménologie
d'interactionsqui restentengénéralmal connues.

Commenousle verronspar la suite,les lois utiliséespour nossimulationsrestentsimples:
l'unilatéralitéet la loi defrottementsec.

3.4.1 Unilatéralité

Le contactunilatéralsigni�e que deuxcorpsne peuvent s'interpénétrer. Une interprétation
simpleestdeconsidérerqu'il n'y a pasd'attraction(d'actionà distance)et pasdeforcedecohé-
sion.L'expressionde l'ensembledecesassertionsestrésumépar lesconditionsde Signorinien
interstice:

g � 0; RN � 0; gRN = 0 (3.7)

où g représentel'intersticeentredeuxcorps,RN la composantenormaledela réactionlocale
et l'indice N indiquela partienormaled'un vecteur.
La prise en comptede cetteloi discontinuenécessitesoit une techniquede régularisationsoit
d'employer uneméthodederésolutioncapabledetraiterdesconditionsdecomplémentarité.

Il estpossiblede réécrireles conditionsde Signorini (3.7) en fonction de la vitesserelative
normaleUN , commele proposeMoreau[87], sousla formed'uneconditiondecomplémentarité
envitesse(3.8) :

àun instantt0; g(t0) = 0 ;
8t 2 ]0; T]; si g(t) � 0 alors
UN � 0; RN � 0; UN RN = 0

(3.8)

RN

UN

FIG. 3.3– Graphedela conditiondecomplé-
mentaritéenvitesse.
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Lesconditionsdecomplémentarités,enintersticeouenvitesse,modélisentle contactdefaçon
idéaleou simpli�ée. En effet à l'échelle du contact,la surfacedesobjetsen interactionn'est
paslissecommeun plan ou la surfaced'une sphère.La présenced'aspéritéssusceptiblesde se
déformersousl'action du contactpermetde justi�er un modèlede comportementdifférent.Par
exempleonpeutproposerquela réactionsoitproportionnelleà l'intersticeg, qui peutprendredes
valeursnégativestraduisantuneinterpénétration. La conditiond'unilatéralitéestainsirégularisée
parun modèleà �e xibilité linéairequi peuts'écriresousla forme:

Si g � 0; RN = � kN g; si g > 0; RN = 0
(3.9)

RN

kN

g

FIG. 3.4 – Graphed'une loi decontactrégu-
larisée.

Le modèleprésentépar les conditionsde (3.4.1)est relativementsimple; il estpossiblede
l'enrichir commedanslesméthodesdetypeMolecularDynamics.Parexemple,on peutproposer
le modèlesuivant:

Si g � 0; alorsRN = max(0; � kN g � � N UN )
Si g > 0; alorsRN = 0

(3.10)

LestermeskN et � N traduisentuneraideuretuneviscosité.
Il est importantde soulignerl'approcherégulariséeet la priseen comptede la loi de com-

plémentaritéenvitessenécessitentunschémad'intégrationadaptédontnousdiscuteronsaupara-
graphesuivant.

3.4.2 Lois de fr ottement

La loi de frottementsecde Coulombpeut êtreécrite de la manièresuivante,dansle casd'un
contact:

La réactiontangentielles'opposeau glisse-
ment, elle doit véri�er k RT k� �R N . Si
k UT k> 0, RT = � �R N

UT
kUT k

sinonk RT k� �R N .

UT

RT

�R N

FIG. 3.5 – Graphede la loi de Coulomben
2D.



3.5. SCHÉMASD'INTÉGRATION 63

Il estpossibledetrouverunesolutionrégulariséedela mêmemanièrequeproposéeprécédem-
mentpourla partienormale.Ceciestcourammentemployé danslesméthodesdetypeMolecular
Dynamics[24].
Il existebeaucoupd'autreslois decontactquel'on pourratrouver dans[24].

3.4.3 Lois dechoc

Lors d'un choc,i.e. un contact,qui a lieu surun lapsdetempstrèscourt,les lois précédentes
nefont quedécrirecequi sepassependantquele contactestétabli,sansdonnerd'informationsur
la transitiondu contactinduitepar le chocentrelesdeuxsolides.Une loi dechocdoit doncêtre
adoptée.Unetelle loi estsupposéedécrireunphénomènecomplexeseproduisantsurun intervalle
de tempstrèscourt,parexempleunedéformationélastique,quel'on ne considérerapasà notre
échelle[137]. Il estusueld'employer alorsla loi derestitutiondeNewton,U +

N = � eU�
N , où U+

N
représentela vitesserelative normaleaprèsla collision, et U �

N la vitesserelative normaleavant
collision,ete le coef�cient derestitutiondontla validitéestdiscutable[136].

Commepour la partienormaleil peutêtreimportantd'introduireun coef�cient tangentielde
restitutionpourmodéliserleseffetstangentielssurle choc.Cesparamètrespermettantdetraduire
une loi de chocne constituentpasune théoriegénéralesur les chocs[94]. Toutefoiscertaines
expériencesontmontréla pertinencedecetteloi pourdessolidesayantunegéométrieparticulière
[26, 43].

3.5 Sch�masd'int�gration

L'objectif desschémasd'intégrationentempsestd'obtenirunediscrétisationdeceséquations
différentielles(3.1)ou (3.4).Dansle casrégulier, il estpossibled'utiliser n'importequelschéma
d'intégrationpourleséquationsdifférentielles,cesschémasayantdiversespropriétésentermede
précision,deconservationd'énergie,destabilitédeconvergence.

Dansle casnon-régulierle problèmeestdifférentcar les solutionsperdentleurspropriétés
nécessairesàlaconstructiondesschémas: dérivabilité,continuité.Deuxapprochessontpossibles:

– les méthodesdites événementielles(event-driven), baséessur un découpageadaptatifde
l'intervalledetempsconsidérédefaçonàcapturerl'instantd'unecollision.L'objectif estde
séparerla partierégulièredumouvement(mouvementsanscontactoucontactpersistant)de
la partienon-régulièredu mouvement(chocou changementdu statutdefrottement).Cette
approchepermetd'utiliser la plupartdesschémasd'intégrationd'ordreélevé[2] surchaque
intervalle où le mouvementestrégulier. La dif�culté apparaîtdansla déterminationde la
transitiond'un intervalle ausuivant[78, 79]. Depluslors d'uneaccumulationdecollisions
cetteapprochedevient dif�cile à utiliser car le tempsd'un intervalle régulierentredeux
événementsnon-réguliersdevient trop petit. Cetteapprocheestcourammentutiliséedans
le domainede la robotiqueoù lespériodesdevol libre sontimportanteset demandentdes
calculsprécisavecunediscrétisationgrossièredu temps.

– lesméthodesditespasà pas (time-stepping), baséessurun découpagearbitrairedu temps
pasnécessairementuniforme.Dansce casl'ordre du schémad'intégrationestnécessaire-
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mentpeuélevé, un ou deux.En effet la présenced'un chocengendreunediscontinuitéde
la fonction vitesse.C'est-à-direquedansl'équation3.4 lorsquela fonction vitesseadmet
unevariationbornée,on nepeutdé�nir l'accélération.Leslois d'interactionnon-régulières
modi�ent ellesaussilespropriétésdu schémad'intégration.Cetypededécoupagepermet
de traiterun grandnombredediscontinuitésau coursd'un pasde temps.On peuttrouver
deuxfamillesde schémad'intégration: explicite commeles méthodesdérivant de Mole-
cular Dynamics[34, 10], et implicite commeles méthodesbaséessur ContactDynamics
[86, 89, 37] ou GEM.

En considérantlespropriétésd'intégrationdesmesuresdifférentielles[89], il estpossibledegé-
néraliserl'écriture deséquationsdela dynamiqueetd'obteniruneintégrationdecetteéquation:

8� ; t 2 ]0; T]

8
>><

>>:

M(u(t) � u(� )) =
Z t

�
(F(q; u; s) + P(s))ds +

Z

]� ;t ]
r d�

q(t) = q(� ) +
Z t

�
uds

(3.11)

Cetteexpressionestobtenueindépendammentdu nombredecollisionspotentiellesaucoursd'un
pasdetemps]� ; t].

Pouruneapproximationnumérique,l'intervalle de temps[0; T] va êtredivisé arbitrairementen
sousintervalles.Considéronsun intervalle detemps]t i ; t f ], delongueurh, onobtient:

8
>><

>>:

M(uf � ui ) =
Z t f

t i

(F(q; u; s) + P(s))ds + hr f

qf = qi +
Z t f

t i

uds
(3.12)

avecr f =
1
h

Z

]ti;tf ]
Rd� la valeurmoyennedel'impulsion surle pasdetemps.Nouschercherons

doncle couple(Uf ; Rf ) véri�ant leséquationsdela dynamiqueet leslois d'interaction.

Lorsqu'uncorpsestdiscrétiséenéléments�nis, uneétapesupplémentaireestnécessairequi
revientà introduireun termederigidité aupremiermembre[65].
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3.6 Strat�gie de r�solution

Les paragraphesprécédentsnousont permisd'énoncerl'ensembledesdétailsrelatifs à un
problèmedecontact: unediscrétisationspatialeet temporelle,un modèlepourtraiterlesinterac-
tions.Etantdonnétouteslespossibilitéspourtraitercesdifférentspoints,il existedenombreuses
stratégiesdecalculpourdesproblèmesdedynamiquenon-régulière([21], [64]).

Nous allons décrire les élémentsnécessairespour dé�nir un solveur d'un problèmeavec
contact.Le problèmeàrésoudrepeutêtreschématisécommesurla �gure 3.6 :

PSfragreplacements

f U � g f R� g

f u; qg f r g
Equationdela dynamique

Loi decontactfrottant

H � (q)H � � (q)

FIG. 3.6– Relationsentrelesvariableslocalesetglobales.

Au niveauglobal,on considèreleséquationsde la dynamiquevéri�ées parchaquecorps,et
au niveaulocal on prendencompteles lois d'interactionentrelespairesdenœudsdescorpsen
contact.Le passageentrecesdeuxniveauxs'effectueà l'aide desmatricesH etH ? qui dépendent
de la positiondespointsde contact,desdiscrétisationsspatialeet temporelle.On peutadopter
plusieurstypesd'approchepourla résolution,comme:

– une résolutionsimultanéeau niveauglobal et local, commecelle employée par Alart et
Curnier[38],

– unerésolutionauniveauglobal,c'estle principedesstratégiesd'éliminationoudesubstitu-
tion, quel'on retrouve danslesméthodesdepénalisationoudemultiplicateursdeLagrange
danslesméthodesparéléments�nis,

– unerésolutionauniveaulocal,c'est le principedela stratégiedecondensation.

L'approcheglobaleconsisteà résoudrele systèmelinéaireconstituédel'ensembledeséqua-
tions de la dynamiqueen tenantcomptedeslois d'interaction.A l'aide d'une discrétisationen
espaceet entemps,on peutassemblerle systèmesuivant:

M(uf � ui ) = hr f r ee + hr (3.13)

où M estunematricebloc diagonale,chaquebloc ayantla taille du systèmed'équationré-

gissantle mouvementd'un corps.Le n-vecteurhr f r ee =
Z t f

t i

(F(q; u; t) + P(t))dt représentela

contribution deseffortssanscontact,h étantle pasdetemps.
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L'ensembledesrelationsde contactdoit être ajoutéau système.Une manièred'obtenir un
systèmenedépendantpasdesvariableslocalesestdécritdans[64] quenousnedétailleronspas
ici. Le principegénéralest le suivant,en tenantcomptedesrelationscinématiques(matriceH ),
lesvariableslocales(g; U;R) sontéliminéesdeslois d'interactionlocalespournegarderqueles
variablesglobales(q; u). Ainsi enéliminantr desexpressionsprécédentes,onobtientun système
d'inéquationsqui dépenduniquementdesvariablesglobales.Cesinéquationspeuvent êtreréso-
luesà l'aide de méthodesde résolutionde systèmelinéaireavec contrainte.D'un point de vue
numérique,cettestratégiepermetd'employer desméthodesderésolutiondirecteou itérative.

L'approche locale consisteà condenserles équationsde la dynamiqueau niveaulocal. La
résolutionsefait à deuxniveaux,on véri�e d'abordleslois decontactauniveaulocal,et lorsque
les relationssont véri�ées on actualiseles équationsde la dynamiqueau niveauglobal. Il est
possibledecondenserle systèmetotal (3.13)sousla forme:

U = Uf r ee + W hR (3.14)

où W = H ?M � 1H estl'opérateur deDelassuset Uf r ee = H ?(M � 1hr f r ee + ui ) représentela
vitesserelative localeenl'absencedecontact.

Il fautdistinguerlesméthodesderésolutiondirecteet itérative. A�n d'utiliser desméthodes
deminimisationaveccontraintes,il estnécessairedereformulerle problèmeprécédentenutilisant
les lois de contactcequi nousdonneun systèmed'inéquationsdépendantuniquementdesréac-
tionslocalesR. Il estpossiblealorsderésoudresimultanémentlesrelationsnormales(contact)et
tangentes(frottement)ou derésoudresuccessivementle problèmejusqu'àconvergence.

3.7 Conclusion

L'utilisation desméthodesparélémentsdiscretsa�n d'étudierunemultitudedecorpseninter-
actioncommedesgrainsdeballastnousimposedefairedeschoixparmil'ensembledeséléments
présentés.

L'étudedu comportementd'un échantillonreprésentatifde granulatssoumisà diversessol-
licitations,enparticulierl'étude d'une portionde voie ballastée,nécessitela priseencomptede
plusieursmilliers degrains.Le systèmeàétudierserale plussouventcompact,le nombredepoints
decontactpourraêtreimportant.Nousadopterons,enconséquence,dansl'ensembledecetravail,
l'approchetime-stepping.

Leslois d'interactionquenousconsidèreronsserontl'unilatéralité,pourtenir comptedel'in-
terpénétrabilité,et le frottementCoulomb.
Il estpossiblede traiter la conditiond'unilatéralitéet le frottementsecpar desapproximations
régularisantes,commedansla méthodeMolecularDynamic.Mais il nousapparaîtimportantde
soulignerdeuxpoints:

– un schémaexplicite estconditionnellementstable,il dépendle plussouvent,pour lesmé-
thodesqui utilisentla régularisationducontact,durapportdela raideurdecontactintroduite
et dela massedesgrains.De façongénérale,on considéredespasdetempspetits,parrap-
port à uneméthodeimplicite, a�n des'assurerla stabilitédu schéma.Il estaussipossible
d'assurercettestabilitéparl'introduction d'uneviscositéarti�cielle.

– les simulationsenvisagées,par exemple les chargementscycliques,nécessitentun long
tempssimulé.L'emploi d'un pasde tempspetit, peut nécessiterénormémentde pasde
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calcul sachantque les grainsrigides ne peuvent s'interpénétrerque très légèrementa�n
d'évaluerdesévolutionstrèsprécises.

L'approchede typeContact Dynamicspermetd'employer despasde tempsplusgrands,et
la priseencomptede l'unilatéralitésansapproximation.En contrepartiele nombred'opérations
à effectuerestbeaucoupplus important.Nouschoisironscetteapproche.Les lois d'interaction
serontécritesà l'aide du modèlecandidatantagoniste.

Le nombreconséquentdecontactsengendrerait,pouruneméthodederésolutionglobale,l'as-
semblaged'unematricedetaille importante.D'un pointdevuenumérique,l'assemblagedecette
matricepourraitnécessiterbeaucoupdemémoirevive,nouspréféreronsdoncadopterunestratégie
der�solution locale.

Nousallons,dansle chapitresuivant,dé�nir la méthodederésolutionquel'on vaadopterpour
résoudrecetypedeproblème.
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4.1 Intr oduction

A partir d'une formulation mathématiquerigoureuse,Moreauet Jeanont construit la mé-
thodededynamiquedescontacts,NonSmoothContactDynamicsMethod[86, 89, 37,65]. Cette
méthodeestbaséesur unemiseen équationadaptéede la dynamiqueen présencede collisions
éventuelles.Elle estcaractériséepar unediscrétisationen tempsde type time-stepping,en utili-
santun schémad'intégrationimplicite et enconsidérantunedétectionexplicite. Un solveur local
permetde calculeren mêmetempsvitesseset réactionsen tenantcomptedeslois d'interaction.
Nousallonsprésenterici l'ensembledesélémentsconstituantcetteméthode.

4.2 Sch�ma d'int�gration pour les �quations de la dynamique non-
r�guli�r e

Nousutilisons la forme intégréenon-régulièredeséquationsde la dynamique(3.12).Dans
ce travail nousavonschoisiun schémanumériquede type � -méthodepourapproximerlesdeux

intégralesentemps:
Z t f

t i

(F(q; u; s) + P(s))ds et
Z t f

t i

uds.

Nouspouvonsdoncécrire:
Z t f

t i

(F(q; u; t) + P(t))dt = h((1 � � )(F(qi ; ui ; t i ) + P(t i ))

+ � (F(qf ; uf ; t f ) + P(t f )))
' h(F(qm ; um ) + P(tm ))

(4.1)

qf = qi + h((1 � � )ui + � uf ) = qm + h� uf (4.2)

où tm = t i + (1 � � )h et qm = qi + h(1 � � )ui .
Dansle casoù � 2 [0:5; 1], le schémad'intégrationestimplicite et inconditionnellement stable.

4.3 Discr�tisation desrelationscin�matiques

La méthodeNSCDconsidèrecommeinconnueslesvariablescinématiquesen�n depasainsi
quelesimpulsionsmoyennes.Toutefoiscommeon l'a vu, leséquationsdela dynamiquesontex-
priméessousla formedevariablesglobales(u; r ) et leslois d'interactionsousformedevariables
locales(U;R). Lesrelationsentrevariableslocalesetglobaless'écrivent:

– U = H ?(q)u
– r = H (q)R

où q désignela con�guration qui sertà déterminerles repèreslocaux.La méthodeestimplicite
pourle fonctionvitesseu etexplicite pourla fonctionq. Eneffet la solutiondépendimplicitement
du repère,il seraitdoncnécessaireà chaquerésolutionlocalede recalculercesquantitésce qui
seraitbeaucouptrop lourd.C'estunecomplicationtechnique,nousferonsl'approximation,étant
donnélespetitspasdetempsconsidérés,quele repèrelocaldecontactnechangepasainsiqueles
opérateursdepassageentrele repèreglobalet le repèrelocal.
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La con�gurationd'évaluationdeslois d'interactionneserapaschoisieauhasard,on prendra
qm = qi + (1 � � )hui .
En tenantcomptedel'approximationfaitenousutiliseronslesrelationssuivantespourle calcul:

– Uf = H ?(qm )uf

– r f = H (qm ) _Rf

On peutconstaterquel'interstice en �n du pasde tempsN est l'interstice au début du pas
detempsN + 1. Ayantdéterminéle gapdansla con�gurationintermédiaireon chercheàvéri�er
les lois en termede (gf = gm + hUf ; Uf ; Rf ). En fait tout sepassecommesi on résolvait la
dynamiqueglobaleentrelesinstantst i ; t f = t i + h etlecontactentrelesinstantstm = t i + (1� � )h
et tm+1 = t f + (1 � � )h = tm + h. Dansle casoù � = 0:5 on retrouve la méthodede saute
mouton(leapfrog) où lesrésolutionsglobaleset localessontdécalées.

4.4 Un solveur : la m�thode de Gauss-Seidelnon-lin�air e

En considérantqueM estrégulière,quelescorpssontrigides,etenutilisantlesopérateursde
passagerepèrelocal, repèreglobal(�gure 3.6),le systèmepeuts'écrire:

U = Uf r ee + W hR (4.3)

où U = H � uf représenteles vitessesrelatives entre les nœudsen contact.L'expression
Uf r ee = H ?(ui + M � 1r f r ee) représentele vecteurdesvitessesrelativessanstenir comptedes
efforts decontactetW = H ?M � 1H estappelél'opérateurdeDelassus.
Ainsi l'équationvéri�ée parle contact� peuts'écrire:

U � = U �
f r ee +

ncX

� =1

W �� hR � (4.4)

où nc estle nombretotaldecontacts.Enséparantla contribution dececontact� desautres:

U � = U �
f r ee + W �� hR � +

ncX

� =1 ; � 6= �

W �� hR � (4.5)

On peutremarquerquesi on �x e la contribution descontacts� 6= � danscetteéquation,on a
unerelationlinéaireentreU � etR� . Il estdoncpossibledanscecasdetrouveruncouple(U � ; R� )
qui véri�e cetteéquationlinéaireetuneloi decontact4.6:

loi(g� ; U �
T ; U �

N ; R�
N ; R�

T ) = vr aie (4.6)

Dansle casbidimensionnelil estpossibled'obtenir explicitementunesolutiongrâceà une
intersectiondegraphes[24]. Dansle castridimensionnelil estnécessaired'utiliser uneméthode
itérative commela méthodedeNewtongénéralisée[38].

Cetalgorithmeestdoncrelativementsimple,lescouplesd'équationssontrésolus(dynamique
et interaction)pour chaquecontacten considérantles autrescontributions �xées. On considère
quela méthodea convergéversunesolutionlorsquela solutiondechaquecontactnechangepas
plus d'un certainseuil.Cetteméthodepeutêtrecomparéeà uneméthodede type Gauss-Seidel
non-linéaireparbloc.On trouveradans[37, 24] plusdedétailssurle solveur.
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L'évaluationdu terme
P nc

� =1 ;� 6= � W �� R� peutêtreréaliséeparunedesdeuxméthodessui-
vantes[119],[117] :

– NSCD avecEchangeLocal Global, àchaqueréactiondecontactcalculée,sacontribution
estactualiséedansl'équationdela dynamique(3.1)desparticulesconcernées.Il estimpor-
tantdesoulignerquecetteméthodenécessiteunefaiblequantitédemémoirecarlestermes
W �� ne sontpasstockésen mémoire,par contreelle estplus coûteuseen termed'accès
mémoireet nombred'opérations,ou

– NSCD avec Stockagedesdonn�es locales, où l'on calculeunefois pour tousles termes
W �� .

Il existedesalternativesà la méthodedetypeGauss-Seidelcourammentutiliséepour la mé-
thoderésolutionNSCD,par exempleon peutemployer uneméthodedu gradientconjuguépro-
jeté,c'est un algorithmedequasi-optimisationsouscontrainte,donton trouveralesdétailsdans
[117, 118].

Il estimportantdesoulignerquela parallélisationdela méthodedetypeGauss-Seidelprésen-
téeestpossible,et donned'excellentsrésultats[117, 120].

4.5 Normesdeconvergence

A�n de déterminersi la méthodea convergé vers une solution, il estnécessaired'évaluer,
pour chaquecontact,la précisionavec laquellela loi de contactestvéri�ée. Il existedifférentes
méthodespouranalysercetteprécision,nousallonsenprésenterquelques-unsunes.

La premièreméthodepermetd'estimerla précisioncontactparcontact.De manièregénérale,
au coursd'une itération de Gauss-Seidelsi on considèrenc contactset le contact� , alors les
contacts� , avec � < � ont desvaleursactualiséeset avec � > � ont desvaleursde l'itération
précédente.En réécrivant l'équation4.5ennotantR �

esti la valeurdeR � del'itération précédente
on obtient:

U � = U �
f r ee + W �� hR � +

ncX

� =1

W �� hR � � W �� hR �
esti (4.7)

cequi peuts'écrire:

hW �� (R� � R�
esti ) = U � � U �

f r ee �
ncX

� =1

W �� hR � (4.8)

Au coursd'une itération, les quantités
P nc

� =1 W �� hR � et U �
f r ee sontconnueset le couple

U � ; R� estdéterminégrâceauxlois d'interaction.Il estdoncpossibled'estimerla précisionavec
laquellela loi decontactestvéri�ée.

A�n de simpli�er cetteestimation,pour chaquecontacton évaluela quantitéhW ��
N (R�

N �
R�

N esti ), où W ��
N représentela partienormalede l'opérateurdeDelassuset R �

N la réactionnor-
male.Si cettequantitéestplus petite qu'un seuil �xé alorson considèreque la loi de contact
estcorrectementvéri�ée pour le contactexaminé.Dansle cascontraire,le processusitératif de
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Gauss-Seidelestpoursuivi maisen considérantqu'aucuncontactn'est véri�é. Lescontactssont
analysésjusqu'àcequ'ils véri�ent la loi decontactavecla précisiondésirée.

La deuxièmeméthodepermetd'estimerla précisiondemanièreglobalepour l'ensembledes
contacts.Il existedesestimateurspermettantdemesurerleserreursen loi decomportement,no-
tammentl'énergie de référencedueaux réactions,la violation moyenneou la violation quadra-
tique.EnreprenantlesnotationsdeJean[24], on peutdé�nir :

l'énergie deréférencepar, wr eac =
ncX

�

1
2

(W �� hR � :hR � + W �� hR �
esti :hR �

esti ),

la violationmoyennepar, vl tonm =

P nc
�

1
2(W �� hR � :hR � � W �� hR �

esti :hR �
esti )

wr eac
.

La violationmoyennepermetd'estimerla pénétrationdansla directiondela réaction.Ceses-
timateurssontpluslourdsàcalculer, il estdoncimportantd'évaluercesquantitéspériodiquement
aucoursdesitérations.

Cesdeuxméthodespourévaluerla précisiondu calculs'implémententdemanièredifférente.
Pourla premièreméthode,on comptabiliseaufur et à mesuredel'examendescontacts,ceuxqui
sontvéri�és. Si on noteNver if le nombredecontactscorrectementvéri�é on peutrésumercette
méthodeparl'algorithmesuivant:

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

Parcoursdenc contacts2

6
6
6
6
6
6
4

Pourun contact�
déterminationde(U � ; R� ) véri�ant la loi
Si jhW ��

N (R�
N � R�

N esti )j < seuil alors
Nver if = Nver if + 1
sinon Nver if = 0

Si Nver if > 2 � nc on sort

Cetteméthodeeststricte,si uncontactn'estpasvéri�é, alorsonconsidèrequ'il estnécessaire
deréexaminerl'ensembledescontacts.D'un pointdevuepratiqueon �x eunnombredeparcours
maximaldel'ensembledescontacts.

Le calculdela violation moyenneétantpluscoûteux,il estnécessaired'adopterla démarche
suivante: on parcourtN fois l'ensembledescontactset ensuiteon calculela violation moyenne.
Si celle-ciestsupérieureàunecertainetolérance�xée alorsonrecommencele processus.

2

6
6
6
6
4

Tantquevl tom > tolérance2

4
ParcoursN fois la liste descontacts�
pourchaquecontact� :
déterminationde(U � ; R� ) véri�ant la loi

Calculdevl tom

Lesobjectifsdecesdeuxméthodesétantlesmêmes,leurapprocherestepourtantdifférente.Il
estdoncàenvisagerunecomparaisonentermedeprécision,detempsdecalcul.
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4.6 Conclusion

La méthodede résolutionprésentéepermetde traiter un problèmed'interactionentrecorps
rigidesou déformablesà l'aide d'un schémaimplicite. Cettecaractéristiqueimportantepermet
d'employer despasde tempsplus grandsqu'avec uneapprochede type MolecularDynamics,
en contrepartiele nombred'opérationsà effectuerestbeaucoupplus grand(résolutionitérative,
constructiond'opérateurdepassage).

La méthodeNSCD présentel'avantaged'être stable,le schémad'intégrationimplicite, et le
solveur local detypeGauss-Seidelestrobuste.Il semblenécessaired'évaluerl'in�uence despa-
ramètresdecalcul: taille du pasdetemps,normedeconvergence,etc.

En reprenantle schémade principedesméthodespar élémentsdiscrets,nouspouvonssyn-
thétiserlesétapesdécrites.Nousprésentonssurle schémadela �gure 4.1,lesdifférentséléments
présentésennoir et lesélémentsqui doiventêtredéveloppésenvert.Considéronsunensemblede
corps,quel'on décritparuneparamétrisationq :

Boucle sur le temps

Itération de Gauss-Seidel

Résolution du problème de contact frottant

Si critère de convergence vérifié on sort

Prédiction des positions :

Calcul des vitesses libres

Actualisation des positions et des vitesses

Détection des points de contact et calcul repères locaux   

Construction des opérateurs de passage H et H*

Test arrêt du calcul

qm = qi + h(1 � � )ui

FIG. 4.1– Schémarécapitulatif.

Nousn'avonspasprécisélescalculsdesmatricesdemasseet desmatricesd'inertie, qui sont
aisésàdéterminerdansle casbidimensionneletqui ferontl'objet d'uneétudeentroisdimensions.
Lesélémentsdiscutésdanscechapitreetleprécédentontfournitdesélémentspourlamodélisation
desinteractionset la méthodederésolution,ceschoixétantvalablesdansle cadrebidimensionnel
et tridimensionnel.Les deuxchapitressuivantsvont permettred'exposerles particularitéset les
dif�cultés desmodélisationsbidimensionnelleet tridimensionnelle.
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5.1 Intr oduction

Nousavonsprésentédanslesdeuxchapitresprécédentsl'ensembledesélémentspermettant
de résoudreun problèmed'interactionspourunecollectionde corpsrigidesou déformables.La
méthodede résolutionchoisieestla méthodeNonsmoothContactDynamicscaractériséeparun
schémad'intégrationimplicite de type � � méthode,un découpageen tempstype pasà paset la
priseencomptedel'unilatéralitésansrégularisation.

Danscechapitre,nousallonsdétaillerlesélémentsspéci�quesà la modélisationbidimension-
nelleduballast.Nouspréciseronsle choixentreuneapprochecorpsrigidesoucorpsdéformables,
nousexposeronsl'algorithmededétectiondescontacts,et le modèledesous-couche.Lesobjec-
tifs decettemodélisationétantd'étudierl'évolutiond'un granulatsouschargementcyclique,nous
présenteronsune étudede sensibiliténumériquepour divers paramètresde simulationsur une
con�gurationgéométriqueinspiréedel'expériencemenéeparCombe[29, 27] et exposéedansla
premièrepartie.

5.2 Le mod�le

L'utilisation d'une méthodepar élémentsdiscretspour l'étude du comportementd'un gra-
nulat, en particulier le ballast,doit tenir comptedespropriétésgéométriqueset mécaniquesdu
matériau.A�n de pouvoir modéliserun comportementplus prochede la réalité,uneapproche
corpsdéformablesseraità envisager. Mais celle-ci impliquedesopérationsplus lourdes,eneffet
il estnécessaireà la fois derésoudreun problèmed'interactionset un problèmed'équilibrepour
chaquecorps.

L'étude du comportementde grainssouschargementscycliquesimplique destempssimu-
lés longs a�n d'appliquerun nombrede cycles important.L'approchecorpsdéformablesnous
apparaîtdonc,enl'état desmoyensinformatiquesactuelsprohibitive. Nouschoisissonsenconsé-
quencede modéliserles grainsde ballastpar descorpsrigidesayantuneenveloppepolygonale
convexe,descorpsnonconvexespouvantêtreconsidéréscommel'assemblagedecorpsconvexes.
Onconsidèrerauneloi dechocàrestitution,enprenantle plussouventuncoef�cient derestitution
nul.

Nous adopteronsune paramétrisationclassiquepour descorpsrigides bidimensionnelsen
considérantdeuxdegrésde liberté en translationet un en rotationau centrede gravité. L'équa-
tion dela dynamiquepeutdoncêtresimpli�ée (5.1,5.2):

m _v = P(t) + r (5.1)

I _! = M P (t) + M r (5.2)

eneffet dansle casbidimensionnel,le termenon-linéairew � I w disparaît,l'inertie étantun
scalaire.

Le problèmelocal d'interaction,énonçantla conditionde complémentaritéen vitesseet le
frottementdeCoulombpourras'énoncersousla formesuivante:

W hR � U = Uf r ee (5.3)

UN � 0; RN � 0; UN RN = 0 (5.4)
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k RT k� �R N ; si k UT k> 0; RT = � �R N
UT

k UT k
sinon k RT k� �R N : (5.5)

Dansle casbidimensionnella solutionduproblèmes'obtientexplicitement,ontrouveralesdétails
dans[24].

5.3 Algorithme ded�tection

L'objectif de l'algorithme de détectionestde déterminersi il y a contactentredeuxcorps
et dansce casde donnerdesinformationsnécessaireset suf�samment précisesa�n de pouvoir
résoudrele problème.
Cesinformationssont:

– lescoordonnéesdansl'espacedetravail duou despointsdecontacts,
– le repèrelocaldecontact,
– l'interpénétrationgéométriquequenousappelleronsoverlap.

La premièredif�culté, dansle casd'objets ayantunegéométriecomplexe, commeuneen-
veloppepolygonale,estde déterminersi il y a contact,et dansce casde calculerla positionde
pointsde contacts.La deuxièmecontrainteestcelledu tempsde calculpuisqu'il faut traiterdes
interactionsentreplusieursmilliers degrains.

Notations :
– nousconsidéreronspourla suiteun repèreorthonormé,d'origine O, d'axe (0x; 0y),
– V ert(A) représentel'ensembledessommetsdupolygoneconvexe A,
– F ace(A) représentel'ensembledesnormalesauxcôtésdu polygoneconvexe A,
– Ncontact représentela normaledu repèredecontact,qui estuneinconnue.

Nousprésentonsun algorithmedéveloppépar Moreau[131, 132] permettantde déterminer
l'intersectionentredeuxpolygonesconvexes,le casdepolygonesnonconvexesétanttraitécomme
l'union depolygonesconvexes.

Unedroiteseradeclaréeséparatricesi lessommetsrespectifsdespolygonessontséparéspar
celle-ci.Deuxpolygoness'interpénètrentsi et seulementsi il n'existepasdedroitevéri�ant cette
propriété.Au niveaunumérique,onnepeutespérerobserverdecontactsstricts; ceuxsonttoujours
depetitesinterpénétrationsqu'on interprètecommedescontactset,danscecas,ondoit déterminer
unedroitejouantapproximativementle rôledetangentecommune,appeléecommonline.

ConsidéronsdeuxpolygonesA et B , OA et OB étantleur centrede masserespectif,et un
vecteurdonnéVcom. Un testsimpleconsisteà choisirun vecteurVcom véri�ant OA OB :Vcom > 0
etàdéterminerl'intersectiondesprojectionsorthogonalesdessommetsdecespolygonesselonla
directiondonnéeparcevecteur. Si l'intersectiondesprojectionsorthogonales,quel'on appellera
overlap, estnégative alorsil n'y apascontact.

La dé�nition du shadow-overlapestla suivante:

shov(Vcom) = max(OSA :Vcom)SA 2 V er t(A ) � min (OSB :Vcom)SB 2 V er t(B ) (5.6)

L'élémentdeVert(A), (resp.V ert(B )) réalisantle max(resp.le min), estappeléun sommet
critique.
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FIG. 5.1 – Overlap positif : il peut y
avoir contact.
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FIG. 5.2– Overlapnégatif: pascontact.

Pourdéterminersi il y auncontactpotentielentreA etB , nousutilisonsl'algorithmesuivant:
8
>>>><

>>>>:

Si ovlap = shov(Vcom) < 0 alors
il n'y apascontact;

Sinon
il fauttesteruneautredirectiondeprojection:

F in

(5.7)

L'algorithmedushadowoverlapest:
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Calculdeovlap0 = shov( OA OB
jj OA OB jj )

Si ovlap0 < 0 alors
pascontact

Sinon
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(A)
Calculdeovlap1 = shov(Vcom)
Si ovlap1 < 0 alors pascontact
Sinon

Si ovlap0 > ovlap1 alors
Ncontact = Vcom etovlap0 = ovlap1

F in
F in2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(B )
Calculovlap1 = shov(Vcom)
Si ovlap1 < 0 alors pascontact
Sinon
Si ovlap0 > ovlap1 alors
Ncontact = Vcom et ovlap0 = ovlap1

F in
F in

F in

(5.8)

L'objectif de cet algorithmeestde trouver unedirectionpour laquellel'overlapestpositif.
Dansle casoù il n'existe pasde directionparmi l'ensembledesnormalesdespolygonestestés



5.4. SOUS-COUCHEDÉFORMABLE 79

pour laquellel'overlapestnégatifalors il y a contact.Dansle casd'un contact,la normaleau
contactestcellepourlaquellel'overlapestmaximaletonconsidèrequ'il y aaumoinsunpointde
contact.La positiondecepoint estchoisicommele centredu segmentreliant lesdeuxsommets
critiqueset la droitepassantparcepoint, perpendiculaireà la normaleaucontact,estconsidérée
commedroitedecontact.

Il estalorsnécessairededéterminers'il existeun deuxièmepoint decontact.Si unenormale
deA (respB ) estunenormaledecontact,alorsil y auradeuxpointsdecontactsi undessommets
deB (respA) setrouve au-delàde la droitedecontact,c'est-à-direquela projectiondu vecteur
reliant ce sommetau premierpoint de contactsur la normaleestnégative. En pratique,il suf�t
de regarderles sommetsappartenantaux côtésdespolygonesissusdessommetscritiques,les
polygonesconsidérésétantconvexes.

Dansle casd'un contactentredeux côtés,la dynamiquesur le pasde tempsconcernéest
traitéeenconsidèrantseulementdeuxpointsdecontactsituésauxextrémitésdusegmentcommun
auxdeuxpolygones.Celarevient à supposerl'existenced'une trèspetiteconcavité descôtésen
contact.
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FIG. 5.3– CasOA OB � Scr itb Scr ita < 0.
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Ncontact

FIG. 5.4– CasNcontact � Scr itb Scr ita > 0.

A�n derendrel'algorithme optimalen termedenombrede directionsdeprojectionà tester,
on peutorienterle choix à l'aide d'une numérotationdessommetsdansle senstrigonométrique,
et enutilisantl'orientationdesdeuxpolygonesl'un parrapportà l'autre.

A l'issuedu premiershadow-overlap,nousobtenonsdeuxsommetscritiques,Scr ita et Scr itb

(�g. 5.3).Si OA OB � Scr itb Scr ita estnégatif(resp.positif) alorsonexaminelesnormalesdescôtés
crita + 1 etcritb + 1 (resp.crita � 1 etcritb � 1), etonretientla directionN contact pourlaquelle
l'overlapest le plus petit (�g. 5.4). On calculeensuite,avec les nouveauxsommetscritiquesla
quantitéNcontact � Scr itb Scr ita , si celle-ciestpositive alorsl'overlaple pluspetit a ététrouvéet
selonsonsigne,il y acontactou non.

5.4 Sous-couched�f ormable

Dansle cadredel'étudeduballast,la priseencompteducomportementmécaniquedela sous-
couchesurlaquelleil reposesembleimportante.Cetteparticularitéavait étépriseencomptedans
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l'expériencemenéeparCombe[29].

Il estpossibledediscrétiserparailleursla sous-coucheparéléments�nis. Cependantcetteap-
procheimpliquedescalculslourds,eneffet il estnécessairederésoudreleséquationsd'équilibre
pour un corpsdéformable,doncd'effectuerunerésolutiond'un systèmelinéaireavec un grand
nombrededegrésdeliberté.Nousproposons,commedansle cadredu travail deCombe[29], de
modélisercettesous-coucheparun assemblagedeparticulesrigidespolygonalessuspenduessur
un ressortvisco-élastique(�g. 5.5), indépendanteslesunesdesautres[129, 128, 132]. Cettestra-
tégiepermetd'introduiredespossibilitéssupplémentairesdedéplacementsdesgrainsparrapport
à unesous-coucherigide, lesélémentsdela sous-couchepouvantsedéplaceruniquementdansle
sensverticalsousl'action desefforts du massifdegrains.

�

��

�

�

��

�

�

��

�

�

��

�

�

�	

	





�

�

FIG. 5.5– Schémadumodèledesous-couche.

La loi visco-élastiquesuivantedécritle comportementduressortreliantle soliderigideausol,
endonnantla réactionenfonctiondela déformation:

RN = � kN " + h� _" (5.9)

avec" = L � L 0
L 0

� "0. L 0 représentela longueurdu ressortdanssacon�gurationderéférence,
L la positionencours," 0 estuneprédéformation,kN la raideuret � la viscositédel'amortisseur.

Cetteloi visco-élastiqueesttraitéeavecl'approcheNSCDenla considérantcommeuneloi de
Signorinidérivéequi aprèschangementdevariabless'écrit commeuneloi deSignorini[24].

5.5 Quelquesconsid�rations num�riques

Les simulationsde granulatsouschargementcyclique reposantsurunesous-couchedoivent
permettre,dansle casde l'évaluationdu tassement,d'enregistrer l'enfoncementdu blochetsans
queleserreursd'interpénétrationremettentencausecetteestimation.

Il estdoncimportant,pourcetteétudeà grandnombredecyclesdedéterminerlesparamètres
optimumdessimulations: pasde temps,normesde convergences,nombreminimal d'itérations
de Gauss-Seidel,pour effecteurdescalculsavec la meilleureprécisionpour un tempsde calcul
acceptable.
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FIG. 5.6– Exempledegéométried'échantillonàétudier.

Pourcetteanalysenousconsidéreronsdeséchantillonsreprésentantla géométried'unecoupe
transversaledevoie ballastée.Ils sontconstituésd'un assemblagede polygones,demassevolu-
mique � = 2367kg=m3, reposantsur unesous-couchepouvant sedéformer(�g. 5.6). Ils sont
soumisensuite,parl'intermédiairedu blochet,à deschargementscycliquesverticauxet transver-
sauxàunefréquencede20 Hz.

5.5.1 Normesde convergence

A�n dedégagerunerègledecalcul,nousallonspourun mêmeéchantillonconsidérerle test
deconvergenceenénergie.PourunemêmetoléranceTol = 1; 666:10� 4, nousallonsfairevarier
la périodedestestsde convergences(N ) de 100 itérationsà 400 itérationsde Gauss-Seidel.La
limite maximaledunombred'itérationsétant�xée à1000.
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FIG. 5.7– Evolutiondu nombred'itérations.
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FIG. 5.8– Evolutiondel'interpénétrationcu-
mulée.

Sur le graphiquede la �gure 5.7 nousavonsreprésentél'évolution du nombremoyen d'ité-
rationsparcycle dechargementpour lesquatrevaleursdeN. L'augmentationdeN entraîneune
convergenceassuréedel'algorithmecaron atteintle nombred'itérationsnécessairepourvéri�er
le critèredecettenorme.En conséquenceon noteunehaussesigni�cative dela moyenned'itéra-
tions.

L'évolution desviolationscumulées,moyennéessurchaquecycle, estprésentéesur la �gure
5.8. L'augmentationde N a pour effet de diminuer l'évolution desviolations.Cesévolutions
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semblentdevenir stablespourN > 300. Il apparaîtintéressantd'étudierpourunetoléranceplus
faiblele mêmeproblème.

Nousavonschoiside travailler avecunetolérancede1; 66:10� 05, et avecN = 100, et d'ef-
fectuerle mêmenombredecyclesdechargement.
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FIG. 5.9– Evolutiondu nombred'itérations.
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FIG. 5.10 – Evolution de la violation cumu-
lée.

En comparantavec les résultatsprécédentspour N = 400, on remarquesur le graphique
de la �gure 5.9 que la diminution de la toléranceentraîneune haussesigni�cative du nombre
d'itérationsparcycle dechargement.La moyennedesitérationsestsupérieureà 400.On pourrait
doncs'attendre,auvu despremièresobservationsà uneévolution desviolationsbeaucoupmoins
importantequesur lespremiersessais.Or le résultatprésentésur le graphiquede la �gure 5.10
montrequel'évolution estsimilaire.
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FIG. 5.11– Comparaisondel'évolution desitérationssurquelquescycles.

Uneanalyseplus�ne, sansmoyennesuruncycle (�g. 5.11),montrequemalgréunetolérance
plus faible l'algorithme converge pour de nombreuxcasen seulement100 itérations.Donc la
principaledifférenceentrele testavec(N = 400, Tol = 1:6610� 04 ) et (N = 100, 1:6610� 05),
estqu'à chaquepasde tempson force l'algorithme à faire au moins400 itérations.L'évolution
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quasisimilairedesviolationsalorsquele nombremoyend'itérationsparcycle estdifférentpeut
s'expliquerpar:

– le calcul d'une normeen moyennepeut ne pastenir comptede phénomènesisolés,par
exempleuneforcesousévaluéepourun contact,et il sepeutquepourgagnerenprécision
il soit nécessaired'itérer beaucouppluscarunefois l'équilibre du réseaufort obtenu,celui
du réseaufaibleestsouventplusdif�cile àatteindre,

– lorsqueàun pasdetempsla méthodea convergéen100itérations,aupasdetempssuivant
il peut lui falloir beaucoupplus d'itérationspour obtenir une valeur de la solution plus
précise.Ainsi on essaide corriger la solutionqui était en moyenneéquilibréeau pasde
tempsprécédent,on pourraitévoquerun effet demémoire.

Il apparaîtdoncunerèglepour conduirepour ce type de calcul : il faut forcerunemoyenne
d'itérationsparpasdetempsélevée,a�n deprévenir toutproblèmed'apparitiondeviolations.

5.5.2 In�uence du pasde temps

Le choixdupasdetempsutilisédanslessimulationsdematériauxgranulaires,avecdescorps
rigidesou déformables,a unegrandeimportance.En effet pourun pasdetempstrop grand,étant
donnéquel'on considère�x e,aucoursdupasdetemps,lesrepèreslocauxcalculésexplicitement,
on imposeune plus grandeapproximationet le calcul desimpulsionsmoyennesest beaucoup
moinsprécis.Il estsouventnécessaired'itérer beaucoupplus.Dansle casoù le pasdetempsest
petit, il estpossibled'effectuerpeud'itérations,maispourle mêmetempssimulél'augmentation
du nombredepasdetempsnécessairespeutengendrerun tempsdecalcultrèsimportant.

Dans cetteétudeparamétrique[129, 128] on enregistre pour dix pas de tempsdifférents
(1:10� 4 s à 1:10� 3 s) l'évolution desviolationsmoyenneset maximales,pour deuxanglesde
chargementdifférents,0 et 5 degrés,aucoursde2000cycles.

FIG. 5.12 – Evolution desviolationsmaxi-
males.

FIG. 5.13 – Evolution des violations
moyennes.

On constatebien que le pasde tempsjoue un rôle important,il conditionnela valeur des
violationsmoyennes,celle-ciétantmultipliéeparhuit entrelespasde temps1:10� 4 s et 1:10� 3
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s. Cetteobservation estcourammentfaite maisil est importantde soulignerquepour un pasde
tempssuf�sammentpetit, de l'ordre de2:10� 4 s, l'évolution desviolationsmoyenneseststable.
Lesviolationsmoyennesnesontpasaffectéesparlesviolationsmaximalesdanscecas.

Il est importantd'associerà cesévolutionsunedescriptiondu comportementdu massif.En
effet, pour un anglede 0 ou 5 degrés, les premierscycles entraînentun réarrangementbrutal
tout autourdu blochet,on observe unediminution du nombrede contacts,ce qui setraduit par
unediminution de la violation moyenne.Ensuitela surfaceinférieuredu blochetreposesur un
empilementdegrains,le con�nementdecesélémentsentrela sous-coucheet le blochetentraîne
la présenced'unelocalisationd'efforts.

On observe lesmêmestendancespourlesdeuxanglesdechargements,l'évolution desviola-
tions,dansla con�gurationparticulièredenotreéchantillon,eststablesi le pasdetempsemployé
estde l'ordre de 1:10� 4 s à 3:10� 4 s. Les violationsmaximalesne sontpasnombreuseset se
situentle plussouventsurun contactface-faceentrepolygones.

5.6 Conclusion

Danscechapitre,nousavonsprésentélesparticularitésdumodèlebidimensionnel.Nousavons
choisisde modéliserles grainsde ballastpar descorpsrigidesayantuneenveloppepolygonale
convexe.

La déterminationdepointsdecontactéventuelsestissued'un algorithmeproposéparMoreau.
Cetteméthode,nomméeshadow-overlap, permetde calculertrèsef�cacementdesintersections
entrepolygonesconvexes; enmodélisantle contactlinéiquepardeuxpoints.Elle permetparun
calculdeprojectiondedétermineràla fois le repèrelocaldecontact,et lespointsdecontacts,sans
quele tempsdecalculsoit pénalisé.

La priseencompted'une sous-couchedéformableestfaiteà l'aide d'une discrétisationavec
despolygonesreposantsurdesressortsvisco-élastiques.Cetteapprochesimpli�ée permetdetenir
compted'unedéformationuniaxialesansintroduirelacomplexité d'unemodélisationparéléments
�nis.

L'étudede sensibiliténumériquesur un exemplede chargementcyclique a montrél'impor-
tancede deuxparamètresde la simulation.Le premierest le nombre minimal d'it�rations de
Gauss-Seidelà effectuerun calcul, il estnécessaired'itérer en moyennesuf�samment,environ
300 à 400 it�rations , de façonà ne pasobserver uneaccumulationd'interpénétrationpouvant
mettreendoutelesrésultats.Le secondparamètreestle pasdetemps,celui-cidoit êtreenviron de
2:10� 4 s,en�n d'obtenirun calculpropre.

L'ensembledestestsréalisésmet en évidencequeles tempsde calcul dansle casbidimen-
sionnelssontlongs,à20 Hz, 1000cyclesdechargementsimulésavecunebonneprécisionsurun
échantillontel quenousl'avonsprésentéprendenviron 24heures.Il esttoutdemêmepossiblede
pouvoir simulerplusieursmilliers decyclesdechargementdansdestempsraisonnables.
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6.1 Intr oduction

La modélisationdegranulatstridimensionnelspermetd'enrichir l'ensembledesobservations
possiblesà l'aide deméthodeparélémentsdiscrets.Toutefoison s'attendà desdif�cultés numé-
riques,eneffet utiliserdesgrainspolyédriqueset considérerdeséchantillonsdetaille représenta-
tive impliquedescalculsapriori longs.

Danscechapitrenousallonsprésenterl'ensembledesélémentsnécessairesàla miseenœuvre
de la méthodeparélémentsdiscretsavec l'approcheNSCDdansle castridimensionnelpourdes
corpsconvexes.Tout d'abordnouspréciseronsle modèlechoisi,ensuitenousdécrironsle para-
métragepuis le calculde la matriced'inertie pourun polyèdreconvexe. Nousprésenteronsalors
quelquesexemplesd'algorithmededétectiongéométriquedepointsdecontactet nouspropose-
ronsuneméthode,et nousdétailleronsla constructiondesopérateursde passageentrele repère
globalet le repèrelocalainsiquela résolutionduproblèmedecontactfrottant.En�n nousprésen-
teronsuneétudenumérique.

6.2 Le mod�le

FIG. 6.1– Grainsdeballastpeufaceti-
sésconvexes. FIG. 6.2– Graindeballasttrèsfacetisé.

La modélisationdesgrainsdeballastà l'aide d'objetstridimensionnelsrespectantleur angu-
laritéamèneàconsidérerlescorpscommedespolyèdres.Nousconsidèreronslesgrainsdeballast
commedescorpsayantuneenveloppepolyédriqueconvexe. La formedesgrainsseraengénéral
issued'unedigitalisationdegrainsdeballast,surla �gure 6.1on exposedesgrainspeufacetisés
volontairement,a�n d'unepartdeconsidérerdesgrainsconvexesetd'autrepartdelimiter la taille
desstructuresdedonnées.

L'exempledegrainstrèsfacetisésissusd'unedigitalisationdegrainsdeballastréelsmontrele
degréderaf�nement nécessairesi l'on désireêtreauplusprèsdela réalité.Nousneconsidèrerons
pascetypedegrains,la déterminationdeleursparamètresmécaniquesrestecomplexeétantdonné
qu'ils nesontpasconvexes.

Noussupposeronsles grainsparfaitementrigidesa�n de diminuer le volumede calcul par
rapportàuneapprochedéformable.
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6.3 Le param�trage

Le choix du paramétrageesttrèsimportantcar il conditionnele déroulementdel'algorithme
derésolution.Il estclassiquedechoisir lesdéplacementsdu centredegravité parmi lesvariables
de con�guration.Mais pour les rotationsil existeplusieurspossibilités,commepar exempleles
anglesd'Euler, lesquaternions.Cesdifférentsparamétragesimpliquentdesimplémentationsdif-
férentesplusou moinscomplexes,ayantparfoisdeslimitations.

Nousavonschoisisde raisonnerdifféremment.Nousconsidèreronstrois pointsassociésau
solide,cespointsreprésentantslessommetsdesvecteursdesonrepèreprincipald'inertie(�; � ; 
 ).
Cechoixvientenpartiedu fait quedansle casgénéralla représentationdela matriced'inertie du
solideévolueenfonctiondu temps,alorsquedansle repèreprincipald'inertie elle estconstante
et peutêtrecalculéeunefois pourtoute.

Unefois lescomposantesdu vecteurvitessederotationconnues,il suf�t decalculerle mou-
vementet la positiondu repèrelié ausolideà l'instant suivant.Il semblequelesperformancesen
tempsdecalculdecetteméthodeet dela méthodedesquaternionssoientsimilaires,et donneles
mêmesrésultats[75].

On résoutl'équationdu mouvemententranslation3.2dansle repèregénéralet l'équationde
moment3.3 dansle repèreprincipal d'inertie. La vitessede rotations'exprime comme: 
 =
! � � + ! � � + ! 
 
 .

L'algorithmeprésentésurla �gure 4.1(page74)sedérouledela manièresuivante:

– on calculela positionintermédiaire,le déplacementdu repèreqm = qi + h(1 � � )ui ou qi

représentela positionendébut depas,u i la vitesseendébut depas.On évaluela rotation
par entraînementdu repère,� m = � i + h(1 � � )
 i � � i , ou � i un vecteurdirecteurdu
repèreendébut depaset 
 i la rotationendébut depas.On fait demêmepour� m et 
 m et
on peutdoncévaluerla rotation
 m = ! � � m + ! � � m + ! 
 
 m ,

– on calculelesvitesseslibresvf r ee = (uf r ee; 
 f r ee),
– on effectuela détectiongéométriquesdespositionsdepointsdecontact,quel'on détaillera

dansla suite.Grâceauxpositionsintermédiaireson peutdéterminerlespositionsdessom-
metsdespolyèdres,

– on construitlesopérateursdepassageentrele repèreglobalet le repèrelocal,H etH ?,
– on effectuela résolutiondu problèmelocal,
– on vient ensuitecorrigerlesvitesseset lespositionsen fonctiondu torseur(r; M r ), uf =

uf r ee + M � 1hr et ! f = ! f r ee + I � 1hM r , et qf = qm + h� uf et < � f ; � f ; 
 f > = <
� m ; � m ; 
 m > + h� ! f � < � m ; � m ; 
 m >

Le principalavantagedecetteapprocheestderésoudrel'équationdemomentdansle repère
principald'inertie,etdepouvoir incluredansla constructiondesopérateursdepassageH etH ? le
changemententrele repèreglobaletlocal,a�n denepaseffectuerd'opérationssupplémentairesau
coursdesitérationsdeGauss-Seidel.En effet, la résolutionétantréaliséeauniveaulocal, chaque
résolutiond'un contactimplique un changementde repèrepour actualiserle torseurdesgrains
concernésparcecontact.
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6.4 Matrice d'inertie d'un poly�dr e convexe

La résolutiondeséquationsdumouvementd'un corpsrigidenécessitelaconnaissancedegran-
deurscommela matriced'inertie.La matricedemassed'un polyèdreestaiséeà calculer, maisce
n'estpasle casdela matriced'inertie d'un polyèdrequelconque.Il existeuneméthodecomplexe
pourcescon�gurationsgéométriquesproposéeparMirtich [84] qui nousestapparudif�cile à im-
plémenter. Nousallonsexposerla méthodedéveloppée,l'ensembledesrappelsetdéveloppements
analytiquesétantprésentésenannexe (page201)avecdesrésultatsdecomparaison.

ConsidéronsunpolyèdreA, composédeNA sommetset f A facestriangulaires,debarycentre
C. Cepolyèdrepeutêtredécoupéenf A tétraèdresdesommetC etdebaselessommetscomposant
chaquefacedeA. L'objectif estdedéterminerla positionducentredemasseG deA etsamatrice
d'inertie notéeI .

C

FIG. 6.3– Exemplededécoupaged'un tétraèdre.

La méthodeestla suivante:
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

2

6
6
4

Etape1 : d�termination de la position de G.
PourchaquefacedeA, on considèrele tétraèdrecorrespondantdesommetC :
on évalueGi soncentred'inertie parla formule(11.18)etsamassem i .
Ondétermineparla formule(11.3)le centredegravité G deA .�
Etape2 : translation dessommets.
Translationdessommetsdevecteur-OG.

2

4
Etape3 : d�termination desmatricesd'inerties dest�traèdr es.
Pourchaquetétraèdreélémentairedesommetl'origine :
déterminationdesamatriced'inertie à l'aide desformulesdel'annexe

�
Etape4 : calcul de la matrice I de A.
sommedesmatricesd'inertiesdetouslestétraèdres.

Il est importantde soulignerque la sommede toutesles matricesd'inerties destétraèdres
composantle polyèdreA estpermisecar ellessonttoutescalculéeset expriméesdansle même
repèreR. La diagonalisationde la matriced'inertie pour déterminerles momentsprincipauxet
le repèred'inertie s'effectuegrâceà deslibrairiesstandarddecalculscienti�que.Cetteméthode
estvalableuniquementpour despolyèdresconvexes étantdonnéquel'on sebasesur le calcul
du barycentredessommetsdu polyèdresconsidérés.En effet pour le casnon convexe on peut
facilementimaginerquele barycentresoit extérieurausolide,le découpageentétraèdreneserait
doncplusvalable.
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6.5 Algorithme Shadow-Overlap 3D

La résolutionduproblèmemécaniqued'interactionentreobjetsrigidesnécessitedeconnaître,
commedansle casbidimensionnel,les positionsdespoints de contact,les repèreslocaux de
contact.Il existedenombreusesapprochesà la fois pourreprésenterunpolyèdre,etpourdétecter
rapidements'il existeuneintersectionentredeuxpolyèdres.Cesalgorithmesont le plussouvent
étédéveloppésdansle domainede la réalitévirtuelle ou de la robotiqueoù le nombred'objets
estpeuconséquent.Par contrechaqueobjet peutêtretrèsfacetisé.Nousprésentonsen annexes
quelquestypesderéprésentationdepolyèdresetquelquesalgorithmesdedétection(page209).

L'ef�cacité dela méthodedu shadow-overlap développéeparMoreau[131, 132] pourdéter-
miner l'intersectionéventuelleentrepolygonesconvexes et la complexité de la réécritured'al-
gorithmesexistantset leur adaptation,nousa motivé dansce travail à développerun algorithme
dedétectionentrepolyèdresconvexes.Nousallonsexposerendétail l'algorithmeproposé,et les
optimisationspossibles.
Notations :

– on considèreradansla suiteun repèreorthonormé,d'origine O, d'axe (0x; 0y; Oz),
– V ert(A) représentel'ensembledessommetsdupolyèdreconvexe A,
– F ace(A) représentel'ensembledesnormalesauxfacesdu polyèdreconvexe A,
– Ncontact représentela normaledu repèredecontact,qui estuneinconnue,
– Wk l'ensembledespointsdecontact.

6.5.1 Détectiongrossi�re

Cetteétapepermetd'éliminer lescasdenoncontactde manièresimpleet rapide.On utilise
usuellementla sphèreenglobanteaupolyèdreouuneboîteenglobante.Dansnotrecasnousallons
dé�nir le rayond'encombrementd'un polyèdrede la manièresuivante,considérantun polyèdre
A, debarycentreCA :

rA = max(k CA S k; S 2 Vert(A))
Le testconsisteradoncàexaminerla distanceentredeuxpolyèdresparrapportà la sommede

leursrayonsd'encombrement.Cetestestrapideet ef�cace, maisselonla formedesgrainsil peut
êtreinadapté.

L'utilisation d'une boîteenglobantun polyèdrepeutpermettred'éliminer de nombreuxcas
maisdoit êtreemployéedemanièreef�cace. L'objectif estdedéterminersi il existeun intervalle
selonl'axe Ox,Oy, ou Oz pour lequel les projectionsdespolyèdressur un de cesaxes ne se
recoupentpas.

Lescoordonnéesdela boîtesontdé�nies pardeuxpointsextrémaux,P1(A), P2(A) :

P1x = min (OS:Ox ; S 2 vert(A)) (respy,z)
P2x = max(OS:Ox ; S 2 vert(A)) (respy,z)
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ConsidéronsdeuxpolyèdresA etB , dontlesbarycentressontOA , OB . Le testselonl'axeOx
consisteàévaluer(resp.Oy,Oz) :

8
>>>><

>>>>:

I f OA OB :Ox > 0 then
I f P1x (B ) � P2x (A) > 0 then nocontact

E lse
I f P1x (B ) � P2x (B ) < 0 then no contact

Endif

(6.1)

L'évaluationdespoints les plus éloignésest l'étape la plus coûteuse,étantdonnéqu'il faut
déterminercespointsparmiun ensembledesommets.Mais cecalculpeutêtrefait uneseulefois
parpasdetempslorsdel'actualisationdespositionsdessommets.

6.5.2 Recherched'un plan séparateur

La déterminationd'un plan séparateurestcourammentutilisé pour statuerrapidementd'un
casde non contact[140],[30]. A la différencede la recherched'un plan commun,proposéepar
Cundall[35] ou Moreaupour la méthodedu shadow-overlap,nousallonsessayerde déterminer
s'il existeunplantel quedeuxpolyèdressoientcontenusdanslesdeuxdemi-espacesdontil forme
la frontière.

Cetteétapenepermetpasau�nal destatuers'il y a contact,maisdedéterminerunedirection
pourlaquellel'overlapentredeuxpolyèdresestle pluspetit.Pourcetteraisonnousn'emploierons
pasle termedecommonplane. Dansle casoù l'on trouveunedirectionpourlaquellel'overlapest
négatif,alorsil n'y apascontact.Lesdirectionsexaminéesvontêtrechoisiesarbitrairementparmi
lesnormalesauxpolyèdres.

Cechoixestorientéparle théorèmesuivant[140] :

Th�orème 1. Considéronsunepaire de polyèdresdont l'intersectionestvide, alors il existeun
axeséparateur orthogonal à unedesfacettesdesdeuxpolyèdres ou orthogonal à unearêtede
chaquepolyèdre.

Il estimportantderemarquerquelesnormalesauxpolyèdressontconnueset leur orientation
actualisée,il n'estpasnécessairedelesréévaluer.

La dé�nition du shadow-overlapestla suivante:

shov(Vcom) = max(OSA :Vcom)SA 2 V er t(A ) � min (OSB :Vcom)SB 2 V er t(B ) (6.2)

Le sommetdeVert(A), (resp.V ert(B )) véri�ant laprojectionla plusgrande(resp.la pluspetite),
estappeléun sommetcritique.Pourdéterminersi il y a possibilitéde contactentreA et B , on
utilise l'algorithmesuivant:
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8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Calculdeovlap0 = shov( OA OB
jj OA OB jj )

Si ovlap0 < 0 alors
pascontact

Sinon
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(A)
Si Vcom:OA OB > 0 alors
Calculdeovlap1 = shov(Vcom)
Si ovlap1 < 0 alors pascontact
Sinon

Si ovlap0 > ovlap1 alors
Ncontact = Vcom etovlap0 = ovlap1

F in
F in
F in

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(B )
Si Vcom:OA OB < 0 alors
Calculdeovlap1 = shov(Vcom)
Si ovlap1 < 0 alors pascontact
Sinon
Si ovlap0 > ovlap1 alors
Ncontact = Vcom et ovlap0 = ovlap1

F in
F in
F in

Endif

(6.3)

Cet algorithmepermetdoncde trouver la directionqui minimisel'overlapentredeuxpoly-
èdres,cettedirectionseraconsidéréecommenormaledu repèrelocal decontactdansle casoù il
y a effectivementcontact.Celapermetaussidesélectionnerles facescandidatesaucontact.Les
polyèdresétantconvexes,ce sontles facesdont le produit scalaireentrela normaleet l'axe des
centresestpositif pourA, négatifpourB .

Lesétapeslespluscoûteusesdecetteanalysesontl'évaluationde l'overlap,il estnécessaire
deparcourirl'ensembledessommetsdespolyèdrespourdéterminerla projectionla pluséloignée:

max(OSA :Vcom)SA 2 V er t(A )

Mais nousverronsdanslesoptimisationsdel'algorithmequedessimpli�cations peuventêtre
apportées.

Pourdéterminers'il y a ou non contactil estdoncnécessaired'analyserl'intersectiondes
facescandidatesaucontactdespolyèdresA etB . Cesintersectionsconsistentdoncàanalyserdes
primitivesqui sontdansnotrecasdestriangles.
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6.5.3 Intersection de primiti ves

Lespolyèdresconsidérésétantfacetisésà l'aide detriangles,pourdéterminersi il y acontact,
il estnécessairededéterminersi unefacettedeA intersecteunefacettedeB . L'opérationconsiste
à parcourirl'ensembledesfacettesde A candidatesau contactet de testeravec l'ensemblede
cellesdeB . Nousallonsprésenteruneméthoded'intersectionentredeuxtriangles.

ConsidéronsdeuxpolyèdresA et B , FA unefacedeA denormaleNA et FB unefacedeB
denormaleNB . Examinonsle casoù unearêtedeFA intersectela faceFB (idempourlesautres
casde�gure), onconsidère:

– [P1; P2] unearêtedeA

– [S1; S2; S3] lessommetsdela faceFB

[P1; P2] arêtedeA (respB) intersectela faceFB (respFA ) si :

s'il existe� 2 [0; 1] NB :P1P2 6= 0,S1 2 VertFB et � =
NB :P2S1

NB :P2P1

et C = �P 1 + (1 � � )P2 véri�ant (CS1 � CS2):NB , (CS2 � CS3):NB , (CS3 � CS1):NB de
mêmesigne.

P(T1)

P(T2)
L T1T2 I

T1I
T2

FIG. 6.4 – Casd'intersectionentreI T 1

et I T 2.

P(T1)

L T1T2

T1I

P(T2)
IT2

FIG. 6.5– Casdenonintersection.

Il existed'autresméthodesmoinsbrutalesquecelle-ci,parexemplecelleproposéeparMoller
[96] et plusrécemmentGuigue[57]. Cesméthodessontbaséessurle calculd'overlapentredeux
triangles,Guigueproposantuneoptimisationde l'algorithme deMoller enutilisant l'orientation
pourl'analyse.PourdeuxtrianglesT1 etT2 l'approcheconsisteà :

– calculerl'équationdu planP(T2) contenantT2,
– si lessommetsdeT1 sontdu mêmecôtédeP(T2), pasd'intersection,
– calculerl'équationdu planP(T1) contenantT1,
– si lessommetsdeT2 sontdu mêmecôtédeP(T1), pasd'intersection,
– sinonil existeunedroited'intersectioncommuneàT1 etT2, quel'on noteL T 1T 2.
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– OncalculelesintervallesI T 1 et I T 2 dé�nissantL T 1T 2 \ (T1 [ T2)
– si l'intersectiondesintervallesI T 1 et I T 2 estnonvide, T1 et T2 s'intersectent,sinonpas

d'intersection.
Dansle casoù il y a intersection,l'algorithme permetdedéterminerlespointsdé�nissantle

segmentreprésentantcetteintersection.Nousadopteronsle méthodeproposéepar Guigue[57],
celle-ciétantla plusrapideà l'heureactuelle.
Il estdoncnécessaired'effectuerles opérationssuivantessi l'on emploiela premièreméthode
pourdéterminerun ensembledepointsd'intersection:

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

PourtoutenormaleVA 2 F ace(A) véri�ant : VA :OA OB > 0
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

PourtoutenormaleVB 2 F ace(B ) véri�ant : VB :OA OB < 0
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Si il existeC 2 f �P 1 + (1 � � )P2; P1; P2 2 VertVA ; � 2 [0; 1]g
et C appartientà la facedenormaleVA

OU

Si il existeC 2 f �P 1 + (1 � � )P2; P1; P2 2 VertVB ; � 2 [0; 1]g
et C appartientà la facedenormaleVB

C estunpointd'intersectionetWf k+1 g = Wf kg [ f Cg

(6.4)

A l'aide de la méthodeproposéeparGuigue,il suf�t de parcourirl'ensembledesfacescan-
didatesaucontactavecdeuxbouclesimbriquées.L'analysedesfacettescandidatesaucontactest
arrêtéelorsqueun nombrede pointsd'intersectionarbitraireesttrouvé,on �x eraunevingtaine.
Cetteétapeesttrèscoûteuse,le nombredepairesde facettesà analyserpouvantêtregrand.Une
fois quel'on adéterminéunensembledepointsd'intersection,il fautdé�nir uncritèrepourchoisir
un,deuxou troispointsdecontact.

6.5.4 Choix despoints de contact

Parmi l'ensembleWk despointsd'intersectiondéterminés,il estnécessaired'en choisir1, 2
ou 3. Nousenvisageonstroissituationsgéométriques:

PA

PB

FIG. 6.6– Situationnécessitantunpointdecontact.
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Dansce premiercasil n'est pasutile de prendre3 pointsde contacts,les pointsconstituant
l'intersectionétantprochesles unsdesautres.On peutprendrele barycentredespointscomme
pointdecontact.

PB

PA

FIG. 6.7– Situationnécessitant2 pointsdecontact.

Danscesecondcas,lespointsdecontactpeuventêtrepriscommelespointsextrémaux

PA

PB

FIG. 6.8– Situationnécessitant3 pointsdecontact.

Dansce troisièmecasil estnécessairede choisir trois pointsde contactreprésentatifsde la
zonedecontact.

Pourdéterminersi lespointssontsuf�sammentéloignéslesunsdesautres,il estnécessaire
d'avoir unevaleurseuilpropreà chaquesituation.Onprendradoncpourunepairedepolyèdrele
pluspetit rayond'encombrementdesfaces,quel'on désigneraparnorm.

OnnoteraWcontact lespointsdecontactschoisis,cetensembleestdedimension3.
Lespointsdoiventvéri�er :

8C 2 Wcontact ; C véri�e 8P 2 Wk ; jjCPjj > norm et8P 0 2 Wcontact ; jjCP0jj > norm

Selonlescason trouvera1, 2 ou 3 pointsdecontacts.Dansle casoù on entrouve qu'un seul,
le barycentreB despointsd'intersectiondéterminésestpriscommepointderéférence.
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Uneapprochedifférentea étéutiliséedansle cadrede la thèsedeDimnet [43], le traitement
d'un contactentresurfaceest fait de la manièresuivante,on considèrel'ensembledespoints
de contactsdélimitant la surfacecandidatecommepoint de contacteffectif pour le calcul des
percussions.Mais auvu du nombredesolidesà traiter, cetteapprochereviendraità considérerun
nombretrop importantdecontacts,et descalculsbeaucouptrop longs.

6.5.5 Optimisations de l'algorithme de détection

L'optimisationdel'algorithmeprésentéa pourobjectif dediminuerle nombred'opérationsà
effectuerenparticulierlorsdel'évaluationdela fonctionsupportd'un polyèdredansunedirection
et lors du calcul d'intersectionde primitives.Nousallons tout d'abord rappelerbrièvementles
étapesdecalculspourunesimulationdetypeélémentsdiscrets:

– prédictiondesvitessesdescorps,
– prédictiondespositionsdescorpsaumoyendecesvitesses,enparticulierdéterminationde

la positiondessommetsdespolyèdres,
– détectiongéométriquedepointsdecontactet calculdesrepèreslocauxdecontact,
– résolutionduproblèmed'interaction,
– actualisationdeseffortset despositionsdescorps.
Il estintéressantdeconstaterquel'étapededétectionestréaliséepourdespositionscalculées

aprésla prédictiondesvitesses.Il est alors possiblelors du calcul de cespositionsd'évaluer
desdonnéesnécessairesà l'algorithme de détectiona�n de diminuer le nombred'opérationsà
effectuer.

Calcul desfonctionssupport

La recherched'un planséparateurnécessitepourchaquedirectiontestéel'évaluationdedeux
quantités: max(OSA :Vcom; SA 2 Vert(A)) etmin (OSB :Vcom; SB 2 Vert(A)) .

1 2

3

N

2

1

3

N

FIG. 6.9– Exemplesurla rotationd'un triangle.

Or pour un polyèdreA l'évaluationde la fonction supportpour unedirectionchoisieparmi
l'ensemble de ses normales peut être simpli�ée. En effet, le sommet véri�ant,
max(OSA :Vcom; SA 2 V ert(A)) , pour Vcom 2 F ace(A) est toujoursle même,les objetsne
sedéformantpas(�g. 6.9).

Doncpourunpolyèdre,il fautdéterminerpourchacunedesesnormalesle sommetvéri�ant la
projectionmaximaledanscettedirection,ensuitela valeurdela fonctionsupportpeutêtrecalculée
simplements(Vcom) = SVcom :Vcom; Vcom 2 F ace(A) pendantl'actualisationde la positiondes
sommetsparun simpleproduitscalaire.
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On notera donc SV (A) le sommet du polyèdre A associéà la direction V véri�ant
max(OSA :V; SA 2 Vert(A)) . On pourraréécrirele shadow-overlap,pour Vcom 2 F ace(A)
(respVcom 2 F ace(B ) :

shov(Vcom) = OSVcom (A):Vcom � min (OSB :Vcom)SB 2 V er t(B ) (6.5)

Lors d'une détection,il ne seraplus nécessairede calculerla quantitéOSVcom (A):Vcom qui
seraconsidéréecommeprécalculéependantl'actualisationdela position.

D�termination despairesde triangle à examiner

L'optimisation de l'algorithme proposédoit permettrede diminuer le nombrede pairesde
primitive à examiner. Nousallonsexposerdeuxapprochespossibles,l'une valableuniquement
pourdespolyèdresconvexes,et l'autre valabledansdescasoù la surfacedespolyèdrespourrait
êtrelocalementnonconvexe.

Premièreapproche: L'algorithmedushadow-overlappeutêtreutilisépourdéterminerlesfaces
lesplusprochesdansl'espace.Cesfacesdoiventvéri�er quel'overlapestminimal.Si l'on consi-
dèredeux polyèdresA et B , convexes, on déterminela facede A pour laquelle l'overlap est
minimum, 2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(A)
Si Vcom:OA OB > 0 then
Calculdeovlap1 = shov(Vcom)
Si ovlap1

A < 0 alors pascontact
Sinon

Si ovlap0
A > ovlap1

A alors
NA = Vcom etovlap0

A = ovlap1
A

F in
F in
F in

(6.6)

On réalisela mêmeopérationpourlesfacesdeB :
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(B )
Si Vcom:OA OB < 0 alors
Calculdeovlap1

B = shov(Vcom)
Si ovlap1

B < 0 alors pascontact
Sinon

Si ovlap0
B > ovlap1

B alors
NB = Vcom etovlap0

B = ovlap1
B

F in
F in
F in

(6.7)

Unefois lesdeuxfacettesdéterminéeson testeuniquementlesintersectionsdesfacettesadja-
centesauxfacetteslesplusproches,cequi réduitconsidérablementle nombredetests.

Cetteméthodesimpleexigedeconstruireunebasededonnéeplusimportanteet doncplusde
placemémoire,maisnenécessiteaucunparamètreàdé�nir pouréliminerdesfacettesàexaminer.
C'estsonprincipalavantage.
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Deuxièmeapproche: En partantde la constatationgéométriquesuivante,enprenantun objet
facetisécommesur la �gure 6.10la projectiondesnormalesselonl'axe descentrespeutservirà
déterminersi unefacepeutêtreencontactpotentiel.Si l'on prendle casdedeuxsphèresfacetisées,
les normalesdesfacesqui serontpotentiellementen contactsontcellesdont le produit scalaire
avecl'axe descentresestle plusgrand,ou le pluspetit.

O
B

A
O

FIG. 6.10– Facettecandidateaucontactpourunobjetfacetisé.

ConsidéronsdeuxpolyèdresA et B , debarycentreOA , OB . L'opérationva doncconsisterà
étudierla quantitép = Vcom:OA OB pour Vcom 2 F ace(A). On initialise unequantitép0 avec
unevaleurnégative,on testeunedirectionsi cettedirectiondeprojectiondiminuel'overlap,alors
on prendscommeréférencep0 = p. Ensuiteen continuantles testson enregistre les facesqui
véri�ent p > �p 0. Le paramètre� , estentre[0; 1], la valeur1 étantprisedansle casd'unesphère
facetisée.

NotonsF acecd(A) l'ensembledesfacettescandidatesaucontactpourle polyèdreA.

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(A)
Si p = Vcom:OA OB > 0then
Si p > �p 0 alors F acecd(A) = F acecd(A) [ Vcom

Calculdeovlap1 = shov(Vcom)
Si ovlap1

A < 0 alors pascontact
Sinon

Si ovlap0
A > ovlap1

A alors
NA = Vcom etovlap0

A = ovlap1
A ; p0=p

F in
F in
F in

(6.8)
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Onréalisela mêmeopérationpourlesfacesdeB, eninitialisantla valeurdep0=-p0
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Pour tout Vcom 2 F ace(B )
Si p = Vcom:OA OB < 0 alors
Si p < �p 0 alors F acecd(B ) = F acecd(B ) [ Vcom

Calculdeovlap1
B = shov(Vcom)

Si ovlap1
B < 0 alors pascontact

Sinon
Si ovlap0

B > ovlap1
B alors

NB = Vcom et ovlap0
B = ovlap1

B p0=p
F in

F in
F in

(6.9)

Cetteapprochepermetd'analyserun nombreplusimportantdefacesdoncéventuellementde
traiterdescasd'objetsnonconvexes.

6.5.6 Evaluation desperformancesde l'algorithme dedétection

L'algorithmeprésentéexploite la possibilitéde trouver unedirectionséparatricepermettant
destatuerde la situationdenoncontact.Dansle casoù il n'existepasdenormaleaux facesdes
deuxpolyèdresvéri�ant la conditiond'une directionséparatrice,il estnécessaired'effectuerdes
opérationspluslourdes.

L'ef�cacité de l'algorithme peutêtreanalyséeen considérantl'évolution du nombremoyen
deshadow-overlapeffectuéspourchaquepasdetempset le nombredesituationspourlesquelles
lorsqu'il n'y apascontact,la directionséparatricenesetrouvepasparmil'ensembledesnormales
auxfacesdespolyèdresexaminés.Cesdeuxquantitéspermettrontd'analyserl'algorithme.Notons
N test , le nombrededétectionseffectuéeset Nnoctc le nombredesituationdenoncontactstatuées
parle calculd'intersectiondefaces.

Ondé�nit lesparamètressuivants.

Le nombremoyendeshadow-overlapeffectuésparpasdetemps,N shadow :

Nshadow =
Nombredeshadow-overlapeffectués

N test

Le pourcentagedesituations,surun pasdetemps,parmicellespossiblesoù la directionsépara-
trice n'appartientpasà l'ensembledesnormalesdespolyèdresexaminés,D ef f :

Def f = 100�
Nnoctc � 100

N test
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Le coût de l'algorithme de détection,C, lors d'un calcul estunedonnéequ'il estnécessairede
dé�nir. On va doncétudierle rapportentrele tempsmoyen d'une détectionet le tempsmoyen
d'une itérationdu solveur. Cerapportva permettre,selonle typedesimulationd'évaluerqu'elles
sontlespartieslespluscoûteusesentempsdecalcul:

C =
Tempsmoyend'uned'itération
Tempsmoyend'unedétection

6.6 Construction desop�rateurs depassageglobal/local

La résolutiond'un problèmeavecla démarcheadoptéeimpliqueunerésolutiondeséquations
dela dynamiqueauniveauglobaletunerésolutionduproblèmed'interactionauniveaulocal.Les
opérateurspermettantde passerdu repèrelocal au global,notésH ? et H , sontcalculésdansla
con�gurationdedétectionet sontprisconstantaucoursdu pasdetemps.

Le choixdeparamétrerla rotationparrapportaurepèreprincipald'inertie, impliqued'en tenir
comptedansla constructiondesopérateursdepassage.Nousallonsexposerla constructiondeces
opérateurs.

ConsidéronsdeuxcorpsA et B , decentredegravité GA et GB , ayantun point decontactP,
et un repèrelocal decontactassocié(n; t; s). L'objectif estd'exprimer lesvitessesrelativesdans
le repèrelocalaucontactenfonctiondesvitessesdescorpsdansle repèregénéral.
La vitesseaupointdecontactPpourlescorpsA etB s'écrit :

uA (P) = uA (GA ) + 
 A � GA P

uB (P) = uB (GB ) + 
 B � GB P

La vitessedetranslationaucentredegravité étantconnueexplicitementdansle repèreglobal
suiteà uneprédictionendébut depas,il estdoncnécessaired'évaluerdansce repèreles termes

 A � GA P et 
 B � GB P. La vitessede rotation
 A s'écrit, 
 A = ! � � m + ! � � m + ! 
 
 m ,
(� m ; � m ; 
 m ) étantla positiondu repèreprincipald'inertie dansla con�gurationdela détection.

Onpeutdoncécrire,pourle corpsA :


 A � GA P = (! � � m + ! � � m + ! 
 
 m ) � GA P

Cequi peuts'écriresousformematricielle,
 A � GA P = [Rc]! A , avec[Rc] :

Rc =

0

@
� (2):GP(3) � � (3):GP(2) � (2):GP(3) � � (3):GP(2) 
 (2):GP(3) � 
 (3):GP(2)
� (3):GP(1) � � (1):GP(3) � (3):GP(1) � � (1):GP(3) 
 (3):GP(1) � 
 (1):GP(3)
� (1):GP(2) � � (2):GP(1) � (1):GP(2) � � (2):GP(1) 
 (1):GP(2) � 
 (2):GP(1)

1

A

La vitesserelative aupointdecontact,notéeU, peutdoncs'écrire:
U = (uA (P) � uB (P):n)n + (uA (P) � uB (P):t)t + (uA (P) � uB (P):s)s
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avec(
 A � GA P):n sousla forme:

(
 A � GA P):n =

0

@
! �

! �

! 


1

A :

0

@
Rc11n(1) + Rc12n(2) + Rc13n(3)
Rc21n(1) + Rc22n(2) + Rc23n(3)
Rc31n(1) + Rc32n(2) + Rc33n(3)

1

A

=

0

@
! �

! �

! 


1

A :

0

@
M An (1)
M An (2)
M An (3)

1

A

En réalisantle mêmedéveloppementpour l'ensembledesexpressionsci-dessus,on peuten
déduireunerelationmatriciellereliantlesvitessesdansle repèrelocalet lesvitessesdansle repère
global,ainsiquepourlesactionsdecontact:

(Un ; Ut ; Us) = H ?(UA (P) � UB (P))
Avecla matriceH ? :

H ? =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

n(1) n(2) n(3)
t(1) t(2) t(3)
s(1) s(2) s(3)

M An (1) M An (2) M An (3)
M At (1) M At (2) M At (3)
M As (1) M As (2) M As (3)
� n(1) � n(2) � n(3)
� t(1) � t(2) � t(3)
� s(1) � s(2) � s(3)

� M B n (1) � M B n (2) � M B n (3)
� M B t (1) � M B t (2) � M B t (3)
� M B s(1) � M B s(2) � M B s(3)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

De mêmepourlesréactionsdecontacton aura(RA ; M A ; RB ; M B ) = H (r n ; r t ; r s où H est
la transposéde H ?. Les opérateursde passageH et H ? contiennentdoncle passagedu repère
d'inertie aurepèreglobal,l'actualisationdestorseursdesefforts aucoursdesitérationspeutdonc
êtrefaitepourl'équationdemomentdansle repèreprincipald'inertie.Celapermetd'économiser
un nombreimportantd'opérations,la matriced'inertie étantdiagonaledanscerepère.
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6.7 R�solution du probl�me local

Au niveaulocal,onestamenéàrésoudreunproblèmenon-linéaireaveccontraintesexprimant
lesconditionsdeSignoriniet la loi de frottementdeCoulomb. On peutdoncécrirele problème
sousla formesuivante:

U � Uf r ee � W hR = 0

(UN ; RN ) véri�ent conditiondeSignorini

(UT ; RT ) appartientaucônedeCoulomb

Cequi peuts'écrire:

UN � Uf r eeN � WN N hRN � WN T hRT = 0

UT � Uf r eeT � WT N hRN � WT T hRT = 0

aveclescontraintessuivantes:

RN � 0 UN � 0 RN UN = 0

k RT k� �R N avec
�

Si k RT k< �R N alorsUT = 0
Si k RT k= �R N alorsUT = � �R T � > 0

La résolutiondeceproblèmeestnon-linéairedansle casgénéral,eneffet lesdifférenteséqua-
tionssontcouplées,l'opérateurdeDelassus,W , étantunematricepleine.Nousallonstoutd'abord
présenterla résolutiondeceproblèmepourun contactentrecorpssphériques,ensuitenousexpo-
seronsla méthodedeNewton généraliséeet en�n unesimpli�cation possiblea�n dediminuerle
nombred'opérationsàeffectuer.

6.7.1 Résolutiondu probl�me dansle casd'un contactentre sph�r es

En raisondela symétriesphérique,l'opérateurdeDelassus,notéW , estdiagonal,lestermes
horsdiagonauxétantnulspoursphères.On a doncun problèmedécouplé,et l'on peutle réécrire
sousla forme:

UN � Uf r eeN � WN N RN = 0

UT � Uf r eeT � WT T RT = 0

aveclescontraintessuivantes:

RN � 0 UN � 0 RN UN = 0

k RT k� �R N avec
�

Si k RT k< �R N alorsUT = 0
Si k RT k= �R N alorsUT = � �R T � > 0

Le calculalorsdela solution(U;R) peutsefaireexplicitement.(UN ; RN ) véri�ant lescondi-
tionsdeSignorinionadonc,pourUN = 0 :

RN =
� Uf r eeN

WN N



102 CHAPITRE6. UNE APPROCHETRIDIMENSIONNELLE POLYÉDRIQUE

Si RN < 0 alorsil n'y apascontactet doncRT = 0.
Dansle cascontraire,(UT ; RT ) véri�ant la frottementdeCoulomb,onadoncpourUT = 0 :

RT =
� Uf r eeT

WT T

Si k RT k< �R N alorsonestà l'intérieur ducônedeCoulomb,c'estunesituationdecontact
collant.La relationdeCoulombestdoncvéri�ée, maisdansle cascontrairela réactiontangentielle

estproportionnelleà �R N , on adoncRT =
�R N

k RT k
RT .

Cetterésolutiondansle casd'une sphèreestsimple,nousverronsdansla suitequ'elle peut
êtreintéressantepour le casdespolyèdres.Mais demanièregénérale,pourun corpsn'ayantpas
desymétriesphérique,l'opérateurdeDelassusn'estpasdiagonal,et l'on nepeutobtenirentrois
dimensionsunesolutionexplicite.

6.7.2 Résolutionà l'aide de la méthodedeNewton généralisée

En trois dimensions,le problèmede contactfrottantpeuts'écriresousla formesuivante,en
réécrivant lescontraintesdemanièreéquivalente:

UN � Uf r eeN � WN N hRN � WN T hRT = 0

UT � Uf r eeT � WT N hRN � WT T hRT = 0

RN = projR+ (RN � � N UN ) où � N > 0 estarbitraire.

RT = projC(�R N )(RT � � T UT ) où � T > 0 estarbitraire.

avecC(�R N ) = f ST :k ST k� �R N g
Au �nal onpeutintroduire:

� 1(U;hR) = UN � Ul ibN � WN N hRN � WN T hRT 2 R

� 2(U;hR) = UT � Ul ibT � WT N hRN � WT T hRT 2 R2

� 3(U;hR) = hRN � projR+ (RN � � N UN ) 2 R

� 4(U;hR) = hRT � projC(�R N ) (RT � � T UT ) 2 R2

on dé�nit doncl'application � de R � R2 � R � R2 danslui-mêmeet on rechercheun couple
(U;hR) tel que�( U;hR) = 0.

Ceproblèmeestnonlinéaire,nondifférentiable,la méthodedeNewtona étégénéraliséeà ce
typedeproblèmeparAlart etCurnier[8].

Le principede la méthodede Newton estde chercheritérativementla solutiondu problème
non-linéaire.SionnoteX l'inconnueduproblème,F l'applicationnon-linéaireetX i uneapproxi-
mationnonsatisfaisantedela solution,alorsunenouvelleapproximationX i +1 dela solutionsera
calculéeparl'expression:

@F (X i ):(X i +1 � X i ) = � F (X i )
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où @F (X i ) représenteunedérivéedeF en(X i ) parrapportàX .
Dansnotrecasonvadoncpouvoir écriresynthétiquementuneitérationdeNewtonsousla forme:

@� (U i ; hR i ):(U i +1 � U i ; hR i +1 � hR i ) = � �( U i ; hR i )

L'évaluationde@� nousdonne:

@� =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

@� 1

@UN
= I @� 1

@UT
= 0 @� 1

@hR N
= � WN N

@� 1
@hR T

= � WN T

@� 2

@UN
= 0 @� 2

@UT
= I @� 2

@hR N
= � WT N

@� 2
@hR T

= � WT T

@� 3

@UN

@� 3
@UT

= 0 @� 3
@hR N

@� 3
@hR T

= 0

@� 4

@UN
= 0 @� 4

@UT

@� 4
@hR N

@� 4
@hR T

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

où I estl'identité dansR ou R2.
Il estnécessairedediscuterselonlesvaleursde(U;hR) :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Si hRN � � N UN > 0 alors � 3(U;hR) = � N UN ;

donc
@� 3

@UN
= � N I et

@� 3

@hRN
= 0:

Si hRN � � N UN < 0 alors � 3(U;hR) = hRN ;

donc
@� 3

@UN
= 0 et

@� 3

@hRN
= I :

Si hRT � � T UT 2 RN D alors � 4(U;hR) = � T UT ;

donc
@� 4

@UT
= � T I ;

@� 4

@hRN
= 0 et

@� 4

@hRT
= 0:

Si hRT � � T UT =2 RN D alors
@� 4

@UT
= � T �hR N M (hRT � � T UT )

et
@� 4

@hRT
= I � �hR N M (hRT � � T UT ):

Onpeutmettre@� sousla forme:

@� =
�

I � W
Ap Bp

�

où I ,W , Ap et Bp sontdesapplicationsdeR3 danslui-même.

Lesitérationsdela méthodedeNewtonsontdé�nies par:

�
Up+1 � Ul ib � hW Rp+1 = 0;

(ApW + B p)(hRp+1 � hRp) = � (� 3(Up; hRp); � 4(Up; hRp)) :

Onchoisitlesconstantes� N et � T commesuit a�n derendrel'opérateurcontractant:

� N = WN N et � T =
� min

� 2
max

:

Dansla pratiquela convergenceestréaliséeenquelquesitérations.

Onpeutsynthétiserl'algorithmedela manièresuivante:
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Oncalculelesquantités� N et � T .
On initialise lesvaleursdesréactions(RN ; RT ) etdesvitessesrelatives(UN ; UT ).

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

BoucledesitérationsdeNewton

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Calculde� 3; � 4 etdesdérivéespartiellesd'aprèslesquantitésRN ; RT ; UN ; UT connues.

ConstructiondesmatricesAp; Bp:

Calculdela matrice(ApW + Bp) puisdesoninverseparun calcullittéral d'unematrice3 � 3:

Calculde � (ApW + B p) � 1(� 3(Up; hRp); � 4(Up; hRp)) :

Calculdesnouvellesréactions.

Testdeconvergence,si véri�é onsortdela boucle(enmoyenne4 itérations).

6.7.3 Résolutionen considérantl'opérateur deDelassusdiagonal

La méthodedeNewtongénéralisée[8] restantla méthodederéférence,il estpossibled'utiliser
l'arti�ce suivantévoquéeparMoreau[94]. En écrivant l'équationdela dynamiquedansle repère
local 4.5,etennotantla valeurdeR � à l'itération précédente,R �

esti , on obtient:

U � = U �
f r ee + W �� hR � +

ncX

� =1

W �� hR � � W �� hR �
esti (6.10)

cequi peuts'écrire:

hW �� (R� � R�
esti ) = U � � U �

f r ee �
ncX

� =1

W �� hR � (6.11)

La convergencede l'algorithmedeGauss-Seidelfait tendrele membrededroiteverszéro.Il
estdoncpossiblede remplacerl'opérateurde Delassus,W , par n'importe quellequantitéayant
lesbonnespropriétés,parexempleW = 
 I , avecI la matriceidentité[94].

Cetteapprochepeuts'avérerintéressanted'un pointdevuetempsdecalcul,la résolutiondans
ce casseramenantà celui d'une sphère.Mais cettesimpli�cation doit êtreévaluéeà l'aide de
simulationstests,en comparantles résultatsà la méthodede Newton généralisée.Le scalaire

serapris commela moyennedesvaleurspropresdeW , cequi correspondà un tier dela tracede
W .
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6.8 Comparaisonnum�rique desr�solutions locales

A�n decomparerlessolutionsissuesdela résolutionnumérique,nousallonsnousplacerdans
le casd'un exemplemettanten jeu le frottement,l'étuded'unearchesouspesanteur. Cettearche
estconstituéede50blocsdemassevolumique2500kg/m3, et reposesurunsoclerigide.Le coef-
�cient defrottemententrelesblocsest�xé à0.6etentrelesblocset le socleà0.7.Nousadoptons
uneloi derestitutionnulle,et l'opérationconsisteà laisserl'arches'équibrersouspesanteur, avec
un pasdetempde2:10� 4 s.

A�n de comparerl'approcheavec unerésolutiondu problèmelocal d'interactionpar la mé-
thodedeNewton Généraliséeet la résolutiondiagonale,nousproposonsdeuxélémentsdecom-
paraisons:

– le premierconsisteà calculerl'erreur relative entrelesréactionslocalesdecontactscalcu-
léesparlesdeuxméthodes,celledeNewtonGénéraliséeétantprisecommeréférence

– le secondconsisteà comparerlesefforts exercéssurlesblocsformantla baseet le sommet
del'arche.

FIG. 6.11 – Répartitiondes efforts à
l'équilibre.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Indice du pas

0%

0,1%

0,2%

0,3%

0,4%

0,5%
Solution de d�part obtenue par r�solution diagonale
Solution de d�part obtenue par la m�thode de Newton

FIG. 6.12– Erreurrelative par rapport
à la méthodedeNewton.

Le premiertesta consistéà obtenirparla méthodedeNewton,unesolutionà l'équilibre (�g.
6.11).La simulationa doncconsistéà imposer1000itérationsdeGauss-Seidelpourenviron 145
pointsdecontactssur2000pasdetemps.Partantdecettesolution,onpoursuitle calculsur10pas
detempsaveclesdeuxméthodesenenregistrantl'ensembledesréactionsdecontact.Le calculde
l'erreur relative parrapportà la solutiondeNewton nousdonneuneerreurinférieureà 1% pour
touslespas(�g. 6.12).

Le secondtestdécouledu premier, on rechercheunesolutionà l'équilibre par la méthodede
résolutiondiagonaleet ensuiteon effectuele mêmetype de comparaison.Dansce cas,l'erreur
relative aussiinférieureà1%pourtouslespas(�g. 6.12).

Le derniertesteffectuéest l'obtention d'une solutiond'équilibre par les deuxméthodesen
imposantle mêmenombred'itérations,1000,et en enregistrantle torseurdesblocsformant la
basede l'arche et le sommet.Les torseurscalculéspar les deuxméthodessontexactementles
mêmespourlesblocsformantla baseet le sommet.

Il apparaîtdoncquecesdeuxtypesderésolutionnousdonnentdesrésultatssimilaires,dansce
casprécismettantenjeu le frottementà la fois entrelesblocset le socle.Celapermetd'envisager
d'utiliser la méthodede résolutiondiagonalepour nos futuressimulations.Sur cet exemple,la
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détectiona étéperformante,l'ef �cacité étantde 100%et le coût d'une itérationétant200 fois
supérieuràcelui d'unedétection.

6.9 Conclusion

Dansce chapitrenousavonsprésentél'ensembledesparticularitésde la modélisationtridi-
mensionnellepourtraiterdesinteractionsentrecorpsrigides.Lescorpsserontconsidéréscomme
rigidesavec uneenveloppepolyédriqueconvexe, dont la surfaceesttriangulée.La résolutionde
l'équationdu mouvementprésenteunedif�culté, l'équationde momentétantnon-linéaire.A�n
de résoudrece problème,nousavonschoisi de paramétrerles solidespar la positiondu repère
principald'inertie, la rotationestdoncévaluéeautraversdecerepère,cequi permetderésoudre
l'équationdemomentsavecunematriced'inertie diagonale.L'évaluationde la matriced'inertie
d'un polyèdrequelconquen'est pastriviale mais il est possibleà l'aide d'une intégrationnu-
mériquesur un tétraèdrede référenced'obtenir cettematriceen décomposantles polyèdresen
tétraèdres.

Il estalorsnécessairelorsducalculdesopérateursdepassageentrele repèrelocalet le repère
globaldetenir comptedecetteparamétrisation,cequi peutêtrefait parun développementanaly-
tique.La résolutiondu problèmedecontactfrottantnécessitel'emploi dela méthodedeNewton
Généralisée,le systèmeà résoudreétantnon-linéaireen raisondu couplageentrela partienor-
maleet la partietangente,maisla résolutiondiagonale,plussimple,apparaîtcommeunesolution
envisageablepourdefuturscalculs.

Dansce chapitrenousavonsprésentéun algorithmede détectiongéométriquede pointsde
contactentrepolyèdresconvexes.Cetalgorithmesebasesur l'algorithmedu shadow overlapdé-
veloppéendeuxdimensionsparMoreau,enrecherchantunedirectionséparatriceparmi lesnor-
malesdespolyèdrestestés.Il estnécessaired'examinerlesintersectionsentrelesfacesdiminuant
l'overlapdansle casoù l'on netrouve pasdedirectionséparatricea�n dedéterminers'il y a ef-
fectivementcontact,et danscecason choisitun, deuxou trois pointsdecontactenfonctiondes
rayonsde facesdespolyèdresexaminés.Cet algorithmeprésentel'avantaged'être relativement
simpleà implémenter, nenécessitepasdebasededonnéessupplémentairecommelesvoisinages
desfaceset n'estpasitératif. Sonutilisationrestea priori limitée à dessolidespeufacetisés,en-
viron 200faces,pourconserver desperformancesoptimales.Il estimportantdementionnerqu'il
existebeaucoupdeméthodespossibles,maisle plusgénéralementellessontdédiéesaudomaine
dela réalitévirtuelleoù l'on privilégie la �nessededescriptionaudétrimentdu nombredecorps.
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Conclusionde la deuxièmepartie

Danscettesecondepartienousavonsprésentél'ensembledesélémentsnécessairespourune
modélisationdu comportementdu ballastdansle casbidimensionnelet tridimensionnel.L'ap-
procheNonSmoothContactDynamicsserévèleêtreunealternative auxméthodesdetypeMole-
cularDynamicstrèsintéressante:

– la modélisationdu contactidéale,en traitant l'unilatéralité sansrégularisation,permetde
s'affranchirduchoixdeparamètrescommelesraideursnormalesettangentiellesaucontact,

– l'emploi d'un schémad'intégrationimplicite, à l'aide d'une � -méthode,permetd'avoir un
schémanumériquementstable,etl'on peutalorsemployerdespasdetempsdediscrétisation
plusgrands.Cettedonnéeapparaîtcommetrèsimportante,carlestempssimuléssontlongs
dansle casdesollicitationscycliques.

Le solveur local peutêtreassimiléà unerésolutiondeGauss-Seidelparblocs,c'est unemé-
thoderobuste,qui peutêtreparalléliséeet qui aétélargementutiliséedanscedomaine.

Dansle casbidimensionnel,la dif�culté de la détectionest résoluegrâceà l'algorithme du
shadow-overlapqui permetde détecteref�cacementuneintersectionentrepolygonesconvexes.
Uneétudedesensibiliténumériquemontrequ'il estimportantd'effectuerdescalculsenimposant
d'effectuerun nombred'itération conséquentà chaquepasa�n de se prémunirde l'apparition
d'uneaccumulationd'interpénétrations.L'emploi d'un pasdetempsdel'ordre de2:10� 4 spermet
des'assurerdela qualitéducalcul,pasdetempstoutdemême400fois supérieuràceluiemployé
danslessimulationsfaitesparKruseetPopp[73] paruneméthodedetypeMolecularDynamics.

Dansle castridimensionnel,lesdif�cultés sontplusnombreuses.Tout d'abordla représenta-
tion desgrainsestfaiteà l'aide degrainspolyédriques,dontla surfaceesttriangularisée.Le para-
métragechoisiestd'actualiserla positiondurepèreprincipald'inertie,a�n derésoudrel'équation
demomentsdanscerepère.Il estdoncnécessaired'en tenir comptedansla constructiondesopé-
rateursde passageentrele repèrelocal et le repèreglobal. La détectionest faite à l'aide d'une
extensiondel'algorithmedu shadow-overlapqui permetdestatuerdela situationdecontact,cet
algorithmeestadaptéà dessolidesqui ne sontpasextrémementfacétiséset présentel'avantage
d'êtresimpleàmettreœuvreet nousdonneplusieurspointsdecontactainsiqu'unenormale.

La résolutiondu problèmelocal d'interactionpeutêtrefaiteà l'aide dedeuxapprochescelle
de Newton généraliséeou unerésolutiondiagonalecommedansle casd'un contactentrecorps
sphériques.Un exemplenumériquenouslaisseenvisagerquela résolutiondu problèmelocal en
considérantle problèmedécouplépermetd'obtenirdesrésultatssimilairesparcetteméthodeplus
simpleetmoinscoûteuseentemps.

Il va donc être nécessairede mettreen œuvrel'ensembledessolutionsproposéessur des
exemplesreprésentatifsdudomaineferroviaire,enabordantaupréalablementdesexemplessimples
pourle castridimensionnela�n des'assurerdubonfonctionnementdel'outil numérique.
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Intr oduction

L'étudedu comportementdestructuresdu géniecivil, de la mécaniquedessolsou del'amé-
lioration de la compréhensiondeprocédésindustrielsà l'aide deméthodesparéléments�nis ou
élémentsdiscretsnécessiteunecomparaisonentrelesrésultatsnumériqueset lesrésultatsexpéri-
mentauxexistants.

Cetteétapeprimordialen'est passansdif�cultés et sefait au prix de nombreusestentatives
pour lesquellesdescomparaisonspeuventêtrefaiteset les limites du modèlenumériquepeuvent
êtreanalysées.La validationde l'outil numériquedépendfortementde la problématiqueétudiée
maisaussidesélémentsde comparaisonpossibles,les dif�cultés numériqueset expérimentales
étantsouvent différentes.Le termede validation peutêtresujetà de nombreusescontreverses,
dansnotre casla validationconsisteraà montrerl'aptitude du modèlenumériqueà reproduire
un comportementmacroscopiqueréel,et ainsiretrouver desvaleursd'efforts ou dedéplacements
comparablesàceuxdesessaisexistants.

Cettevalidationestdoncun enjeuimportantcarelle doit permettred'aborderaveccon�ance
l'étude de problèmesindustrielset d'exploiter les nombreusesdonnéesquel'on peutcalculerà
l'aide desméthodesparélémentsdiscrets.

Danscettetroisièmepartienousallonstout d'abordétudierdansle premierchapitreà l'aide
d'un modèlebidimensionnelle phénomènede tassementsouschargementcyclique.Nouscom-
pareronsun essaiexpérimentalet un essainumérique,et nousétudieronsnotammentl'in�uence
de la raideurde la sous-couchesur l'évolution du tassement.Ensuitenousprésenteronsles ré-
sultatsd'une étudesur l'in�uence de la vitessede sollicitation en faisantréférenceà la miseen
évidenced'uneaccélérationcritiqueparBodin[19] eten�n nousexposeronslespremiersrésultats
descalculsdechargementscycliquesréalisésavecunesous-couchemodéliséeparéléments�nis.

Le secondchapitreest consacréà l'exploitation du modèletridimensionnel,nousnousat-
tacheronsà retrouver descomportementsexpérimentauxou connusen traitantdesexemplesde
maçonnerieset en simulantun essaide caractérisationdu ballastà l'aide de grainsde ballast
digitalisés.

Dansle troisièmechapitrenousétudieronsle comportementd'une couchemincegranulaire
avec les deuxmodèlesprésentésdansla deuxièmepartie,a�n de mieux comprendreles méca-
nismesdu tassementet le comportementdesgrainsdeballastentrela sous-coucheet le blochet.

Le dernierchapitreestconsacréà l'étude de la résistancelatéralede la voie non chargéeà
l'aide dumodèletridimensionnelensebasantsurdesessaisréalisésà la Directiondel'Ingénierie
dela SNCF.
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7.1 Intr oduction

L'objectif decechapitreestdemontrerquel'approcheparélémentsdiscretsavecla méthode
NSCDpermetd'étudierle comportementd'un granulatsouschargementcycliqueetd'étudierl'in-
�uencedequelquesparamètresdumodèlea�n demieuxappréhenderle phénomènedetassement.

D�placement vertical

D�flexion

1 cycle

Tassement

Temps

FIG. 7.1– Schémadu calculdu tassementetdela dé�exion.

Dansl'ensembledessimulationsnouspourronsévaluer les deux quantitéssuivantespour une
particule:

– le tassement,qui est la différenceentrela positiondu blocheten �n de cycle et celle en
début decycle (�g. 7.1),

– la dé�exion,qui estla différenceentrela positionla plushauteet la plusbasseaucoursd'un
cycle dechargement.

Nousallonsprésentertout d'abord la confrontationde l'expérienceréaliséeau LCPC et la
simulationnumérique.A la suitedecetteconfrontation,nousexposeronsdesrésultatsnumériques
où nousavonsfait évoluer lesparamètresdenossimulations: desessaiscomportantun nombre
de cyclesimportant,uneétudede l'in�uence de la fréquencede sollicitationenconsidérantune
con�guration géométriquedifférente.De plusnousnousintéresseronsaurôle de la sous-couche
enfaisantvarierla raideurdecelle-ciet enexposantquelquesrésultatsdesimulationsmodélisant
la sous-coucheparéléments�nis.

7.2 Confrontation exp�rience et simulation

7.2.1 Expérience

L'expériencemodèleestbaséesur le principedesmatériauxdeSchneebeli[76], avec la par-
ticularitéd'utiliser unempilementdeprismespentagonaux.Nousallonsrappelerquelquesdétails
decetteexpérienceà l'échelleun tiers réaliséeparCombe[29] sousla directiondeK. Sabet G.
ForêtauLCPCencollaborationavecle LMGC, quenousavonsprésentéedansla premièrepartie.



7.2. CONFRONTATION EXPÉRIENCEET SIMULATION 115

FIG. 7.2– Bancd'essaiexpérimental.

Le dispositifexpérimentalestconstituéd'un cadrerectangulaireenaluminium,surlequelest
�xé unvérinasservienforce.Il estpossibled'appliquerunchargementd'amplitudemaximalede
4000Newtonssurun blochetenaluminiumreposantsurun lit deprismesà sectionpentagonale,
fabriquésencimenthauteperformance(�g. 7.2).La baseduvérin,�xée surla partiehautedubâti
peutprendreplusieurspositionsa�n d'exercerdessollicitationssuivantdifférentesinclinaisonpar
rapportà la verticale(0 et 30 degréspar incrémentde5 degrés).Le dispositifestdédiéà l'étude
du comportementdesmatériauxgranulairessoussollicitationsquasi-statiques,seulesles faibles
fréquencessontpossiblespourlescyclesdechargement(f � 2H z).

Le chargementcyclique choisi estunesinusoïdede valeurmoyenne1000N et d'amplitude
500 N. La fréquencechoisiepour tousles essaiscycliquesestde 0.25 Hz. Dansla plupartdes
expériences,le nombremaximaldecyclesde chargementestde l'ordre du millier de cycles.Le
coef�cient defrottemententrelesprismesaétéidenti�é expérimentalementdel'ordre de0.5.

Au coursdel'applicationdeschargementsil estpossibled'acquérirdesimages,et derecons-
truire l'échantillon de prismesdansle plan de coupe.On peut alorsgrâceà leursdescriptions
géométriquesréaliserdessimulationsen partantde la mêmecon�guration géométrique.Notre
objectif estdonc,à partir depositionsnumérisées,d'effectuerun calculenappliquantdesefforts
caractéristiquesdel'expérience.

7.2.2 Param�tr es

Les paramètresdessimulationsà identi�er sont liés aux caractéristiquesde l'échantillon :
massevolumiqueetgéométriedesgrains,leurspositions.Il estnécessaired'évaluerlesparamètres
dela sous-couchevisco-élastique,la viscositéetla raideur, quel'on doit introduiredansle modèle.
Le signal appliquéest sinusoïdal,avec desamplitudesclairementdé�nies dansl'expérience:
F = F const + Asin (! t + � ).

Uneidenti�cation expérimentalea consistéà mesurerl'enfoncementdu blochet,reposantsur
l'élastomère,soumisàuneforceincrémentalevariantde0 à2000N a�n d'identi�er la raideurkN

et la viscosité� à introduiredansla simulation.
La confrontationdesrésultatsexpérimentaux,tridimensionnelset bidimensionnelsimplique

d'adimensionnerles quantitésmécaniquesutiliséeslors dessimulations.En effet dansle calcul
bidimensionnel,l'application d'un effort de 10 N par exemplesur un grain revient à appliquer
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ceteffort surun grainqui auraituneprofondeurde1 m. Il estdoncindispensable,connaissantla
longueurdesprismes,6 cm,d'appliquerunecorrectionlorsdescomparaisons.

Nousrésumonsl'ensembledesparamètresqui vont êtreutiliséspourle calcul:

� gr ains F const A Raideur
Expérience 2367kg=m3 1000N 1000N

Simulation 2367kg=m3 1000
0:06

N
1000
0:06

N 4600N=m

Il estimportantdesoulignerquel'adimensionnementdeseffortsdoit êtreprisencomptepour
les simulationsfaisantréférenceà une granulométriedu ballastréelle.L'assemblagede grains
étantdenses,nousavonschoisisdeconsidéreruneloi dechocsansrestitution.

7.2.3 Résultats

A�n des'assurerun calculprécis,le pasdetempsutilisépourla simulationa étéde2:10� 4 s.
L'applicationdes1000cyclesdechargementa nécessité5 millions depasdetemps.Le calculen
lui-mêmea durétrois semainessurunestationunix. D'un point devuenumérique,la résolution
du problèmed'interactionoccupe90% dutempsdela simulation.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Cycles de chargement.

0m

0,0002m
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0,0008m
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0,0012m

0,0014m

0,0016m

0,0018m

0,002m

0,0022m

0,0024m

Exp�rience
simulation

FIG. 7.3– Comparaisondu tassementexpérimentaletnumérique.

L'évolution destassementsobtenusnumériquementet expérimentalement[131, 132] estsi-
milaire et nousobtenonsau �nal desniveauxcomparables(�g. 7.3). L'écart entredeuxcourbes
n'est passigni�catif vu quel'imprécisionà la fois de la digitalisationet du positionnementde la
sous-couchene permetpasde démarrerla simulationexactementde la dispositiongéométrique
expérimentale.Néanmoinscetteévolution surun processuslong montrel'aptitude desméthodes
parélémentsdiscretsavecl'approcheNSCDàreproduirenumériquementle tassement.
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FIG. 7.4 – Chaînesde forcesau cycle
290.

FIG. 7.5 – Chaînesde forcesau cycle
510.

La visualisationdesefforts montrequ'ils sontessentiellementconcentréssousle blochet(�g.
7.4,7.5),et sontrépartissuivantdesdirectionsprivilégiées.

Au coursd'un cycledechargement,lesgrainssituéssousle blochetsontentraînésversle bas,
ainsiquelesgrainsencontactavecsesparoislatérales.

Dansla phasedecroissancedela force,on peutobserver qu'il n'y apasuniquementun mou-
vementd'enfoncementdesgrains(�g. 7.6),eneffet si desgrainspeuventdescendreà la frontière
du blochet,celapeut repousserles grainsavec lesquelsils sonten contactvers l'extérieur (�g.
7.7).

FIG. 7.6– Image1/5decycle. FIG. 7.7– Image2/5decycle.

Ce phénomènes'observe pour différentesétapesde l'enfoncement,commesur le bord droit
du blochet(�g. 7.6).

FIG. 7.8– Image3/5decycle. FIG. 7.9– Image4/5decycle.

En �n de cycle, l'élasticité de la sous-coucheet la diminution de l'intensité de la force,en-
traînentdesmouvementsvers l'extérieur sur la partiedroite, et desrecirculationssur la partie
gauche.Il apparaîtdoncqueles grainsont desmouvementsau coursd'un cycle très�uctuants,
maissouventsimilairespourunezonedonnée(�g. 7.8,7.9).
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FIG. 7.10– Imageen�n decycle.

FIG. 7.11– Zoomsurla partiegauche.

Le mouvementdublochetentraîneaucoursd'un cyclel'ensembledesgrainsdesonvoisinage,
maisil apparaîtclairementquedepetitschangementssurviennent,dansl'orientationdu déplace-
mentdesgrainsparrapportàunmouvementcollectif,àdeséchellespluspetites.Onpeutobserver
desmouvementscollectifsdela partieformantla banquetteà gauchedu blochet(�g. 7.11)assez
particuliers,probablementpeusigni�catifs.

Cetteanalysesuruncyclemontrequelesphénomènesmisenjeusontcomplexes,lesmouve-
mentsexposésprécédemmentsontpetitssur la duréed'un cycle parrapportà l'échelledu grain.
Sousl'ef fet de plusieurscycles une majorité de micro-réarrangementssurvientdansle massif
couplésà descrisesdynamiquesmoinsnombreusesmaisbeaucoupplusbrutales.Cetteétudede
l'enfoncementd'uneparticulemetenévidencedesphénomènesmacroscopiquescommela recir-
culationdesgrains,et microscopiques,le mouvementoscillantconduisantà avoir desparticules
pluslibrestoutautourdublochet.L'ensembledecesgrainspluslibresformentuneenveloppetout
autourdu blochet,et sontsuceptiblesderepousserlesgrainssurlesparoislatéralesdublochet.

7.3 Essais� grand nombredecycles

In situ l'évolution du tassementest le résultatde plusieursmillions de cycles de charge-
mentsrésultantdu passagedesessieux.Les diversesexpériencesexistantes[19, 58] montrent
deux phasesdanscetteévolution : la premièrepour laquelleles incrémentsde tassementsont
importants,alorsquela secondeprésenteuneévolutionplusrégulière.

L'utilisation de la simulationnumériquecommeoutil de compréhensionet de prédictiondu
tassementimplique de connaîtrele comportementdu modèleprésenté.Dansnotrecas,le tasse-
mentest le résultatdu réarrangementdesgrainsentreeux sur unesous-couchevisco-élastique.
L'objectif decetteétudeestd'étudierle comportementdenotremodèlependantplusieursmilliers
dechargements.

Pourcetteétudenousconsidèronstrois échantillonsprésentantdesdistributionssimilairesde
taille, maisdespositionsdifférentesavantle dépôt.Le coef�cient defrottementintergranulaireest
de 0.5 et on considèreuneloi de chocavec restitutionnulle. A la suitede cettepréparation,on
appliqueunchargementsinusoïdal,avecunechargemoyennede1000N, d'uneamplitudede500
N etunefréquencede20Hz, lesparamètresdela sous-coucheétantkN = 4100N/m, � = 80.

La principaledif�culté pour ce type de simulationsnumériquesest d'une part la précision
descalculspour éviter sur un long processusl'accumulationd'interpénétrationset d'autre part




















































































































































































































