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| ntroduction

Relations de consequence plausibles et par aconsistantes

Dans de nombreuses situations, un agent est confronté a des informations incompletes et/ou in-
cohérentes et la relation de conséquence classique se montre alors insuffisante. En effet, dans le cas
d’informations incohérentes, elle conduit a accepter toute formule comme une conclusion, ce qui re-
vient a perdre I’intégralité de I’information. L’agent a donc besoin d’une autre relation qui conduise
a des conclusions non-triviales malgré la présence de contradictions. Ainsi, de nombreuses relations
de conséquence paraconsistantes ont été développées, e.g. [Bel77b, Bel77a, Gin88, Sub90a, Sub90b,
Pri91, K192, Loz94, Sub94, BDP95, PH98]. On s’est intéressé en particulier a certaines dites multi-
valuées, voir e.g. [Bel77b, Bel77a, DAC70, AA94, AA96, AA98, CMdA00, dACMO?2]. Ces relations
sont définies dans un cadre ou les interprétations peuvent attribuer plus de deux valeurs de vérité
différentes aux formules. En fait, elles tolérent les contradictions au sein des conclusions, mais re-
jettent le principe d’explosion selon lequel une seule contradiction devrait entrainer la déduction de
toute formule.

Dans le cas d’informations incomplétes, la relation de conséquence classique montre aussi ses
limites. En effet, aucun risque n’est pris, les conclusions sont siires, mais en trop petit nombre.
L’agent a souvent besoin de tirer des conclusions plus audacieuses, pas forcément siires, mais tou-
tefois plausibles. Certaines conclusions trop “hétives” pourront étre rejetées plus tard, en présence
d’informations supplémentaires. Pour répondre a ce besoin, de nombreux syst¢mes non-monotones
ont été développés, e.g. la logique des cEfauts de Reiter [Rei80], la logique autcgpistémique de
Moore [Mo085], la circonscription de McCarthy [McC80] et |" hypothese du monde clos de Reiter
[Rei78]. Ensuite, Gabbay, Makinson, Kraus, Lehmann et Magidor se sont penchés en particulier
sur des propriétés (ou postulats, conditions, etc.) intéressantes pour les relations de conséquence
non-monotones plausibles, e.g. [Gab85, Mak89, Mak94, KLM90, LM92]. D’autre part, des outils
centraux pour définir de telles relations sont les fonctions de €lection, voir e.g. [Che54, Arr59,
Sen70, AMS1, Leh02, LehO1, Sch92b, Sch04]. En effet, supposons que 1’on dispose d’une fonction
1, appelée fonction de sélection, qui choisit dans tout ensemble d’interprétations V, les éléments
préférés, pas nécessairement au sens absolu, mais quand les interprétations de V' sont les seules sont
considération. Alors, il est naturel de conclure o (une formule) de I' (un ensemble de formules) ssi
tout modele de T sélectionné par u est un modele de «. Cela constitue une relation de conséquence
plausible (généralement non-monotone).

Dans cette theése, on va se concentrer sur deux familles particulieres de fonctions de sélection.
Présentons la premiere. Supposons que 1’on dispose d’une relation binaire de péférence < sur des
états &tiquetés par des interprétations (dans le style de e.g. [KLM90, Sch04]). Cela définit natu-
rellement une fonction de sélection. En effet, choisissons dans tout ensemble d’interprétations V,



tout élément étiquetant un état qui est <-préféré parmi tous les états étiquetés par un élément de
V. Les fonctions de sélection qui peuvent étre définies de cette maniere constituent la premiere fa-
mille. Les relations de conséquence définies par cette famille sont appelées relation de congquence
préférentielles.

Passons a la seconde famille. Supposons que certaines interprétations sont considérées comme
étant les plus importantes dans 1’absolu et regroupons les dans un ensemble Z, appelé pivot. De
nouveau, cela définit naturellement une fonction de sélection. En effet, choisissons dans tout en-
semble d’interprétations, simplement les éléments qui appartiennent a Z. Les fonctions de sélection
définies de cette maniere forment la seconde famille et les relations de conséquence définies par cette
derniére sont appelées relations de congguence pivotantes. Leur importance a été mise en avant par
Makinson dans [Mak03, Mak05], ou il montre qu’elles constituent un pont naturel entre la relation
de conséquence classique et les relations non-monotones. En effet, elles sont tout a fait monotones,
mais dévoilent déja certains outils (i.e. les fonctions de sélection) des relations non-monotones.

En fait, les relations préférentielles et pivotantes auraient pu €tre introduites directement par
des relations binaires de préférence et des pivots, c’est a dire sans parler des fonctions de sélection
(comme cela a été fait historiquement en fait). Un avantage de ces dernieres est qu’elles fournissent
un cadre uniforme pour présenter ces deux sortes de relations pourtant basées sur des objets tres
différents. De plus, ce cadre uniforme nous permettra d’appliquer des techniques de preuve simi-
laires dans les deux cas, c’est a dire qu’on travaillera d’abord avec les propriétés qui caractérisent la
premiere famille et ensuite de facon similaire avec celles qui caractérisent la seconde famille.

Pendant longtemps, les recherches sur les relations paraconsistantes d’un c6té, et les relations
plausibles d’un autre c6té, ont ét¢ menées séparément. Pourtant, dans de nombreuses applications,
les informations sont a la fois incomplétes et incohérentes. Par exemple, le web sémantique ou
encore les grandes bases de données contiennent inévitablement des incohérences. Cela peut venir
d’erreurs humaines ou matérielles, ou de sources d’information contradictoires. D’autre part, ni le
web, ni les grandes bases de données ne peuvent contenir “toute” I’information. En effet, il y a par
exemple des regles pour lesquelles on ne pourrait pas énumérer toutes les exceptions. Il y a aussi des
informations laissées volontairement vagues ou sous forme concise. En conséquence, des relations
a la fois plausibles et paraconsistantes sont utiles pour raisonner dans de telles applications.

De telles relations apparaissent pour la premiere fois dans e.g. [Pri91, Bat98, KL92, AA00,
KMO02]. L’idée est de prendre un cadre multi-valué pour obtenir la paraconsistance. Ensuite, seuls les
modeles préférés (selon une relation binaire de préférence sur les interprétations bien particuliere)
sont pris en compte pour faire de 1’inférence, ce qui fournit la plausibilité (et généralement la non-
monotonie aussi). Puis, dans [ALO1b, ALO1la], Avron et Lev ont généralisé I’étude a des familles
de relations binaires de préférence qui comparent deux interprétations en regardant, pour chacune
d’elles, cette partie d’un certain ensemble de formules qu’elle satisfait. Cette thése poursuit cette
ligne de recherche en combinant des cadres multi-valués et des fonctions de sélection.

Plus précisément, on va étudier des relations de conséquence préférentielles et pivotantes dans un
cadre général. Selon les différentes hypotheéses que 1’on fera sur ce dernier, il couvrira toutes sortes
de cadres dont par exemple le propositionnel classique ainsi que certains multi-valués. Notons que
dans ces cadres multi-valués, les relations de conséquence pivotantes et préférentielles conduisent a
des conclusions non-triviales malgré la présence de contradictions et sont donc utiles pour traiter des
informations a la fois incomplétes et incohérentes. Toutefois, elles n’y satisfont pas le Syllogisme
Disjonctif (de « et —a V 3 on peut conclure [3), alors qu’elles le satisfont dans le cadre classique.

De plus, c’est dans les cadres multi-valués que prennent tout leur intérét de nouvelles rela-



tions que 1’on va étudier en détail : les relations de conséquence piEférentielles-discriminantes
et pivotantes-discriminantes. Elles sont définies comme les versions simples, sauf que parmi les
conclusions, on rejette toute formule telle que sa négation est aussi présente. Ce type d’approche
a été étudié par exemple dans [BDP95, KMO2] (sous le nom d’approche argumentative). Dans le
cadre classique, ces relations discriminantes n’apportent rien de bien nouveau. En effet, au lieu de
tout conclure a partir d’informations incohérentes, on ne va simplement rien conclure. En revanche,
dans les cadres multi-valués, ol a partir d’informations incohérentes, les conclusions sont raison-
nables, on va rejeter les contradictions parmi elles, les rendant ainsi d’autant plus raisonnables.

La premiere contribution de cette theése peut maintenant se résumer en une phrase : on va ca-
ractériser dans un cadre général plusieurs (sous-)familles de relations de conséquence pivotantes(-
discriminantes) et préférentielles(-discriminantes). Quand les fonctions de sélection considérées sa-
tisferont une certaine propriété de préservation de la définissabilité, nos caractérisations ne contien-
dront que des conditions purement syntaxiques. Cela a de nombreux avantages, citons les princi-
paux. Prenons un ensemble de conditions syntaxiques caractérisant une famille de ces relations de
conséquence. Cela donne un point de vue syntaxique sur cette famille définie sémantiquement, ce
qui permet de la comparer a des conditions présentes sur le “marché” et donc a d’autres relations de
conséquence. Cela peut aussi amener a des questions du genre : si on modifie les conditions d’une
maniere ou d’une autre pour leur donner un aspect plus naturel et élégant, qu’est-ce que 1’on obtien-
drait du c6té sémantique ? Plus généralement, cela peut ouvrir la porte a des questions auxquelles on
aurait pas penser autrement ou a des techniques de preuve qui n’aurait pas pu étre appliquées dans
I’approche sémantique. Enfin, cela peut aider a trouver ou améliorer des systeémes formels basés sur
la famille, tels qu’un systeme de séquents de Gentzen par exemple.

On peut déja trouver dans la littérature plusieurs caractérisations de relations de conséquence
préférentielles (e.g. [KLM90, LM92, Leh02, LehO1, Sch92b, Sch96, Sch00, Sch04]) et pivotantes
(e.g. [Rot01, Mak03, Mak05]). On en apportera donc des nouvelles, bien que pour faire ainsi on s’est
inspiré des techniques de Schlechta [Sch04]. En fait, notre innovation réside plut6t dans la version
discriminante. A notre connaissance, on a accompli le premier travail de caractérisation systématique
pour les relations de conséquence préférentielles-discriminantes et pivotantes-discriminantes.

Concernant les autres contributions dans ce domaine, on répondra par la négative a un probleme
ouvert mis en avant par Makinson. Plus précisément, supposons que F est un ensemble de formules
et R un ensemble de relations de P(F) x F. Alors, approximativement, une caractérisation de R
est dite normale ssi elle ne contient que des conditions quantifiées universellement et de taille au
plus |F| (notons que |F| peut étre infini). On montrera, dans un cadre classique infini, qu’il n’y a
pas de caractérisations normales pour la famille de toutes les relations de conséquence pivotantes.
Pour cela, on adaptera des techniques que Schlechta avait développé auparavant pour obtenir un
résultat similaire sur des relations préférentielles [Sch04]. Enfin, on s’intéressera aux X-logiques de
Forget, Risch et Siegel [FRSO1]. On montrera que la famille de toutes les relations de conséquence
pivotantes satisfaisant une certaine propriété d’univers-codefinissabilité est identique a la famille de
toutes les X -logiques pour lesquelles X est déductivement clos.

Révision a base de distances

La révision des croyances est un autre type de raisonnement en présence d’informations incer-
taines. Ce theme aborde la question de savoir comment un agent peut changer son état épistémique



courant pour un autre qui est non-trivial et prend en compte une nouvelle information (contredisant
éventuellement les anciennes croyances de 1’agent). Ce domaine de recherche trouve des applica-
tions par exemple dans les systemes multi-agents, ol, approximativement, il se charge de modéliser
les états épistémiques des agents (pris individuellement).

Dans [AGMS5], Alchourrén, Girdenfors et Makinson ont proposé une approche a la révision
des croyances bien connue maintenant sous le nom d’approche AGM. Un état épistémique y est
représenté par un ensemble de formules déductivement clos K et une nouvelle information par une
formule a. Un opérateur de révision est alors une fonction qui transforme K et a en un nouvel
ensemble de formules déductivement clos (intuitivement, I’état épistémique révisé).

Un des apports de I’approche AGM et qu’elle propose des postulats bien connus que tout opérateur
de révision raisonnable devrait satisfaire. Ces postulats ont été défendus par leurs auteurs. Mais, des
doutes ont été exprimés a propos de leur “correction” (e.g. [KM92]) et surtout de leur “complétude”
(e.g. [FL94, DP94, Leh95, DP97]). En particulier, pour étre accepté, un opérateur n’a jamais be-
soin de mettre un peu de cohérence entre les révisions de deux ensembles différents K et K. En
conséquence, certains opérateurs sont acceptés alors qu’ils ne se comportent pas raisonnablement
quand ils sont itérés. Par exemple, prenons trois séquences de révisions qui ne différent qu’a une
certaine étape ¢ dans laquelle la nouvelle information est o pour la premiere séquence, 3 pour la
seconde et o V 3 pour la troisiéme. Supposons maintenant que -y est conclue aprés la premiere et
la seconde séquence. Alors, on peut s’attendre a ce que -y soit conclue apres la troisieme séquence
aussi. Pourtant, on peut trouver dans [LMSO01] un opérateur AGM qui ne satisfait pas cette propriété
intuitive.

D’autre part, la modélisation d’un état épistémique par simplement un ensemble de formules
déductivement clos a été critiquée par de nombreux chercheurs e.g. [BG93, Bou93, DP97, Wil94,
NFPS96]. Dans [Leh95, FH96], on peut trouver des arguments soutenant que cette modélisation
n’est pas suffisante dans de nombreuses applications en intelligence artificielle.

Tout cela fournit des motivations pour une autre approche, basée sur des distances entre in-
terprétations, introduite par Lehmann, Magidor et Schlechta [SLM96, LMSO01]. Elle conserve le
choix AGM de représentation d’un état épistémique, mais elle définie des opérateurs de révision qui
se comportent raisonnablement méme en cas d’itération. Plus précisément, supposons qu’on dispose
d’une distance d sur les interprétations. Cela définit un opérateur |;, appelé opérateur de distance,
qui transforme tout couple (V, W) d’ensembles d’interprétations en I’ensemble V' |;1V de tous les
éléments de W les plus proches de V selon d.

Cet opérateur |; définit a sont tour la révision de K par o comme ’ensemble de toutes les
formules satisfaites dans My |4M,, (c’est a dire I’ensemble de tous les modeles de « les plus proches
des modeles de K). Ceci constitue un opérateur de révision base sur une distance, intéressant de part
son cOté naturel et de part son comportement raisonnable méme en cas d’itération. Cela vient du fait
que les révisions des différents K sont toutes définies par la méme distance, ce qui assure une grande
cohérence entre elles. Notons que ce n’est pas le cas avec d’autres définitions. Par exemple, avec les
systemes de spheres [Gro88] et les relations d’enracinement épistémique [GMS88], la révision de
chaque K est définie par sa propre structure, sans aucune “colle” liant les différentes structures.

Dans [LMSO01], Lehmann et al. ont caractérisé plusieurs familles d’opérateurs de révision basés
sur une distance par les postulats AGM plus d’autres qui traitent de la révision itérée. Toutefois,
ces derniers postulats comprennent une condition de “boucle” arbitrairement grande. Une question
intéressante est de savoir si on peut la remplacer par une autre condition qui elle serait finie. Dans
[Sch04], Schlechta a donné des éléments de réponse négative. Plus précisément, supposons que V
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est un ensemble d’interprétations et O un ensemble d’opérateurs binaires sur P (V). Alors, approxi-
mativement, une caractérisation de O est dite Snormale (i.e. appelée normale par Schlechta) ssi
elle ne contient que des conditions finies, quantifiées universellement (comme les postulats AGM)
et simples (i.e. n’utilisant que des opérations élémentaires comme U, N, \). Schlechta a montré que
pour plusieurs familles d’opérateurs de distance, il n’y a pas de caractérisations S-normales.

Maintenant, il y a une connexion treés forte entre les opérateurs de distance (qui s’appliquent
a des interprétations) et les opérateurs de révision basés sur une distance (qui s’appliquent a des
formules). On peut raisonnablement penser que le travail de Schlechta puisse étre prolongé de sorte
a produire des résultats d’impossibilité similaires pour des familles d’opérateurs de révision basés sur
une distance. Par exemple, les familles étudiées par Lehmann et al. pourraient bien &tre concernées
par cela, ce qui suggere que leur condition de boucle arbitrairement grande ne peut pas étre remplacée
par une condition finie, simple et quantifiée universellement.

On va étendre le travail de Schlechta dans deux directions. Premiérement, on va considérer une
définition plus générale de la “normalité”. Approximativement, une caractérisation de O sera dite
normale ssi elle contient seulement des conditions finies et quantifiées universellement, mais pas
nécessairement simples (i.e. elles peuvent utiliser des fonctions ou structures complexes, etc., on
est pas limité a des opérations élémentaires). On montrera que les familles étudiées par Schlechta
n’admettent pas de caractérisations normales (avec notre définition plus large). C’est donc une
généralisation des résultats négatifs de Schlechta. Deuxiémement, on va traiter (toujours avec notre
définition plus large) de nouvelles familles d’opérateurs de distance, en particulier, certaines res-
pectant la distance de Hamming. Notons que I’on fournira ces résultats dans un cadre trés général
couvrant toutes sortes de cadres (classiques, multi-valués, etc.).

Bien qu’ils soient négatifs, ces résultats aident a comprendre les limites de ce qui peut étre fait
dans cette région. Ils ont donc un intérét en soi. Maintenant, on est tout a fait confiant que ce travail
puisse étre prolongé comme celui de Schlechta de sorte a montrer des théoréemes d’impossibilité
similaires pour des opérateurs de révision basés sur une distance. Seulement, on couvrira plus de
familles et avec une définition plus large de la normalité. Ceci constitue la principale motivation.
D’autre part, comme on travaillera dans un cadre général, cette perspective de recherche future est
toujours valable si on définit la révision dans un cadre non-classique, par exemple un qui est multi-
valué. La révision présenterait alors toutes sortes d’avantages comme celui de pouvoir représenter et
réviser des croyances incohérentes. On discutera de cela plus en détail dans la conclusion.

Pour terminer cette introduction, mettons en avant les liens entre les deux parties de cette these.
Tout comme les logiques paraconsistantes, la révision des croyances est utile pour traiter des infor-
mations incohérentes. Toutefois, les approches sont différentes. En particulier, la révision sépare les
nouvelles informations des anciennes, alors que pour les logiques paraconsistantes il n’y a que de
I’information courante. La révision entretient aussi des liens étroits avec les logiques plausibles non-
monotones. En effet, Gardenfors et Makinson ont montré comment définir une famille de relations
non-monotones a partir d’un opérateur de révision et vice versa [Mak89, GM88, (88]. L’idée est
essentiellement de considérer que [3 est une conséquence de « ssi la révision d’un K donné par «
contient (3. Les postulats de la révision d’un c6té et ceux du raisonnement non-monotone d’un autre
coté ont ainsi été mis en correspondance, via cette équivalence. Les deux parties de cette these sont
donc liées au niveau des grandes lignes. Mais elles le sont aussi au niveau de la mécanique formelle.
En effet, qu’il s’agisse de fonctions de sélection ou d’opérateurs de distance, I’idée est toujours de
diminuer le nombre de modeles a considérer. Enfin, dans chacune des deux parties on travaillera
dans un cadre trés général couvrant au moins les cadres classiques et multi-valués.
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Structuredelathese

Dans le chapitre 1 (début de la partie 1), on rappellera des syst€émes non-monotones congus pour
tirer des conclusions plausibles a partir d’informations incomplétes : la logique des défauts de Reiter,
la logique autoépistémique de Moore et la circonscription de McCarthy.

Dans le chapitre 2, on introduira les définitions fondamentales de la partie I. Plus précisément,
dans la section 2.1, on introduira un cadre de travail trés général. Nous verrons qu’il couvre en
particulier les cadres multi-valués des logiques paraconsistantes .5 et FOUR. Dans la section 2.2,
on présentera les fonctions de sélection. On verra quelles propriétés caractérisent les fonctions de
sélection définissables par une relation binaire de préférence sur des états étiquetés par des in-
terprétations. De méme, on verra cela pour les pivots. Dans la section 2.3, on définira les relations de
conséquence préférentielles(-discriminantes) et on donnera des exemples dans des cadres classiques
et multi-valués. On rappellera aussi une caractérisation importante qui fait intervenir le systeme
P de Kraus, Lehmann et Magidor. Dans la section 2.4, on définira les relations de conséquence
pivotantes(-discriminantes) et on donnera a nouveau des exemples dans différents cadres.

Dans les chapitres 3 et 4, on fournira dans un cadre général, plusieurs caractérisations de relations
de conséquence préférentielles(-discriminantes) et pivotantes(-discriminantes). Ces résultats seront
disposés dans quatre catégories en fonction de de la version considérée (simple ou discriminante) et
de la propriété de préservation de la définissabilité (satisfaite ou non).

Dans le chapitre 5, on définira les caractérisations normales pour un ensemble de relations de
conséquence, c’est a dire celles qui ne contiennent que des conditions quantifiées universellement et
de taille limitée. Ensuite on montrera dans un cadre classique infini, qu’il n’y a pas de caractérisations
normales pour la famille de toutes les relations de conséquence pivotantes.

Dans le chapitre 6, on présentera les X-logiques de Forget, Risch et Siegel. Ensuite, on montrera
que les relations de conséquence pivotantes qui satisfont la propriété d’univers-codéfinissabilité sont
exactement les X-logiques pour lesquelles X est déductivement clos.

Dans le chapitre 7 (début de la partie II), on rappellera 1’approche AGM a la révision des croyances.
On présentera les postulats d’expansion, de contraction, et de révision, ainsi que les identités de Levi
et de Harper. On rappellera aussi deux théorémes de représentation importants, un avec les relations
d’enracinement épistémique de Girdenfors et Makinson, I’autre avec les systemes de spheres de
Grove.

Dans le chapitre 8, on présentera les pseudo-distances de Lehmann, Magidor et Schlechta. On
verra comment on peut les utiliser pour définir naturellement des opérateurs de révision. Ensuite, on
rappellera les caractérisations de Lehmann et al. qui contiennent une condition de boucle arbitraire-
ment grande.

Dans le chapitre 9, on définira les caractérisations normales pour un ensemble d’opérateurs bi-
naires, c’est a dire celles qui ne contiennent que des conditions finies et quantifiées universellement.
Ensuite, on montrera que pour plusieurs familles d’opérateurs de distance (en particulier certaines
respectant la distance de Hamming), il n’y a pas de caractérisations normales.

Enfin, je voudrais dire que je suis 1’auteur de tous les résultats démontrés dans cette these. Voici
une liste exhaustive : Les propositions 32, 34, 35, 37, 41, 43, 44, 45 et 47 ont été publiées dans
[BNOS5b] ; les propositions 22, 50, 52, 53, 55, 57, 59, 62 et 67 dans [BNO5a] ; et les propositions 84
et 85 dans [BNO6].
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Chapitre 1

Premier s systemes non-monotones

Parmi les premiers systemes non-monotones congus pour tirer des conclusions plausibles a partir
d’informations incomplétes, on peut trouver en particulier la logique des défauts de Reiter, la logique
autoépistémique de Moore et la circonscription de McCarthy. Présentons les brievement.

1.1 Lalogique desdéfauts

Commencons par la logique des défauts [Rei80]. Il s’agit essentiellement de la logique classique
a laquelle on ajoute des regles des défauts de la forme suivante : M Intuitivement, une telle
regle signifie : “si « est vrai et 3, ..., [, sont cohérents avec ce qui est connu, alors -y peut étre
conclue”. Pour les besoins de cette courte présentation, il est suffisant de se limiter aux ©gles sin-
guliéres, c’est a dire celles pour lesquelles n = 1. Maintenant, supposons que I" est un ensemble de
formules et D un ensemble de regles des défauts singulieres. Alors, (I', D) est appelée une tléorie
des défauts. Tournons nous vers les extensions de (I", D). Supposons que A est une ensemble de for-
mules. Alors, -(A) dénote la fermeture classique de A et G(A) le plus petit ensemble de formules
tel que :

- T CG(A),

- G(A) =FH(G(A)) et

—si %2 e D,a € G(A) et =3 & G(A), alors v € G(A).

On dit que A est une extension de (I', D) ssi A = G(A). Toute extension représente une fagcon
plausible de tirer des conclusions a partir de I" et des regles des défauts de D.

La logique des défauts présente certains inconvénients. L'un d’entre eux est que la propriété de
cumulativité [Mak89] n’est pas nécessairement satisfaite. Un second inconvénient est qu’une théorie
des défauts peut ne pas avoir d’extension. Par exemple, c’estlecassil' = (et D = %ﬁ} Reiter
a exhibé une classe particuliere de théories des défauts pour laquelle il y a toujours au moins une
extension. Présentons la. Une regle des défauts singuliere O‘Tﬂ est dite normale ssi 3 est équivalent a
~. Une théorie des défauts est dite normale ssi elle ne contient que des régles normales, auquel cas
elle posséde au moins une extension.

D’autre part, il y a différentes fagons de voir le role que doivent jouer les regles des défauts, ce
qui conduit a différents avis sur des propriétés comme e.g. la semi-monotonie [Rei80] ou encore le
“commitment to assumptions” [Poo89].

Tout cela a conduit a différentes variantes de la logique des défauts. Parmi elles, on peut trou-
ver : la logique des défauts contrainte [Sch92a, DSJ95], la logique des d&fauts cumulative [Bre91],
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1a logigque des défauts justifiée [L.uk88] et la logique des cefauts rationnelle [MT95]. Toutefois, Del-
grande et Schaub ont démontré que toutes ces variantes peuvent déja étre construites dans le cadre
original de la logique de défauts [DS03, DS05].

Reiter et Criscuolo ont étudié des théories des défauts semi-normales [RC81]. Une regle sin-
guliere % est dite semi-normale ssi 4 implique . Une théorie des défauts est dite semi-normale
ssi elle contient seulement des régles semi-normales. De telles théories sont intéressantes car elles
permettent d’éviter certains aspects contre-intuitifs de la transitivi€. Voici un exemple : les vieux or-
dinateurs pentium sont rares (au moins aujourd’hui). D’autre part, les choses rares sont généralement
chéres. Donc, par transitivité, les vieux pentiums sont chers, ce qui est bien slr faux.

Touretzky, Poole, Froidevaux et Kayser ont pris en compte des priorités entre régles des défauts
[Tou87, Poo85, FK88]. Terminons avec Lin, Shoham, Siegel et Schwind qui ont développé une

sémantique modale pour la logique des défauts [L.S90, Sie90, SS91].

1.2 Lalogique autoépistémique

La logique autoépistémique de Moore [Moo85] a pour but de formaliser le raisonnement lorsque
celui-ci porte sur des connaissances a propos de connaissances. Plus précisément, alors que la lo-
gique classique ne peut exprimer que des faits, la logique autoépistémique peut exprimer de la
connaissance (ou un manque de connaissance) a propos de ces faits. Moore a développé cette logique
comme une reconstruction de la logique non-monotone de McDermott et Doyle [MD80, McD82],
pour éviter certaines particularités de cette derniere.

La partie syntaxique de la logique autoépistémique étend celle de la logique classique par un
connecteur modal unaire [J. Intuitivement, [l signifie : “on croit que « est vraie”. Une formule
typique est e.g. (—0—a) — «, qui signifie : “si on ne croit pas que « est fausse, alors on suppose
que « est vraie”. Ceci constitue une sorte d’hypothése du monde clos. Un autre exemple est (Ca A
—[0-3) — [, qui signifie : “si on croit que « est vraie et si on ne croit pas que [3 est fausse, alors on
suppose que [ est vraie”.

Supposons que I' est un ensemble de formules comme les deux exemples ci-dessus. Moore a
introduit les expansions stables de I'. Un ensemble de formules A est une expansion stable de I" ssi

A={a:TUu{dpg: e AYU{-06: & A} F a}.
Intuitivement, A est un bon candidat pour représenter les croyances d’un agent introspectif idéal sur
la base de I'. C’est d’autant plus vrai que A satisfait les trois conditions de stabili€ suivantes :
(S1) siAt a,alorsa € A
(S2) siav € A,alors Oa € A
(S3) sia € A, alors ~Ha € A.

Konolige et Truszczynski ont montré que les expansions stables de la logique autoépistémique sont
intimement liées aux extensions de la logique des défauts [Kon88, Tru91].

Terminons avec une remarque intéressantes sur les théories stables, c’est a dire les ensembles
de formules qui satisfont (S1), (52) et (53). Toute théorie stable 7" contient les schémas d’axiomes
suivants :

K O — ) — (Oa — 0p5)
T o — o
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4 Do — OO«
5 “Ha — O-Ua.
De plus, T contient toutes les tautologies et est clos sous les régles suivantes :

, ., o«
Nécessite — ;
o

a— [ «
p
En conséquence, tout théoreme de la logique modale S5 appartient a 7'. En fait, Moore a montré que

I’intersection de toutes les théories stables est exactement I’ensemble de tous les théorémes de S5
[Moo84].

M odus Ponens

1.3 Lacirconscription

La circonscription a été proposée pour la premiere fois par John McCarthy [McC80, McC86].
Elle a pour but de formaliser I’hypothese naturelle que les choses sont normales (ou se comportent
normalement) a moins que le contraire ne soit explicitement spécifié. Par exemple, si Tweety est un
oiseau et si rien n’est dit sur la (non-)normalité de Tweety, alors on supposera que Tweety est un
oiseau normal et donc qu’il vole (car tous les oiseaux normaux volent).

La circonscription formalise cet exemple de la maniére qui suit. Tout d’abord, la situation est
représentée par I’ensemble  de formules du premier-ordre suivant :

V x, (oiseau(xz) A ~anormal(x)) — vole(x) ;
oiseau(Tweety).

Ensuite, 1’idée est de se restreindre aux modeles de ® ou I’extension du prédicat anormal est
minimale dans un certain sens. Autrement dit, anormal est “circonscrit”. Seulement, dans ces
modeles sélectionnés, anormal(Tweety) n’est pas satisfait (ce qui n’aurait pas été le cas bien sir
si anormal(Tweety) était spécifié dans P). Ceci nous permet de tirer la conclusion plausible (et
rétractable) : vole(T'weety), comme désiré.

Plus généralement, supposons que ® est un ensemble de formules du premier-ordre (représentant
ce qui est connu du domaine d’intérét, i.e. des faits, des régles, etc.), que P est un ensemble de
prédicats (représentant les exceptions de certaines régles) et que Z est aussi un ensemble de prédicats
(représentant les conclusions de ces regles). Pour se fixer les idées, dans I’exemple de Tweetty, P =
{anormal} et Z = {vole}. 1l est standard d’appeler les éléments de P les prédicats a minimiser et
d’appeler les éléments de Z les prédicats a faire varier. Maintenant, considérons la relation binaire
de préférence < sur les modeles du premier-ordre définie de la maniere qui suit. Supposons que o et
o’ sont deux modeles du premier-ordre. Alors, o < ¢ ssi
o et o’ ont le méme domaine ;

o et o’ sont identiques dans I’interprétation des constantes, symboles de fonction et symboles
de prédicat qui n’appartiennent ni 8 P,nia Z;

— Vp € P, ’extension de p dans o est un sous-ensemble de 1’extension de p dans ¢ ;

— Jp € P, ’extension de p dans o est un sous-ensemble strict de I’extension de p dans ¢.
Comme de coutume, un modeéle o de ® est <-minimal ssi il n’y a pas de modele o' de ® tel que
o’ < o. Approximativement, dans les modeles <-minimaux de ®, les prédicats de P ne seront pas
satisfaits (2 moins que le contraire ne soit spécifié dans @, bien siir), ce qui entraine que les prédicats
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de Z auront plus tendance a étre satisfaits. A présent, seuls les modeles <-minimaux de ® seront
pris en compte pour tirer des conclusions a partir de ®. Intuitivement, cela revient a appliquer les
regles tout en ignorant leurs exceptions (sauf celles qui sont explicitement spécifiées), ce qui conduit
a tirer des conclusions plausibles et rétractables.

Cette forme d’inférence minimale est équivalente a la circonscription du second-ordre [Lif85].
La définition originale de McCarthy est plut6t syntaxique que sémantique, c’est a dire que la restric-
tion des modeles est forcée par I’ajout d’une formule du second ordre. Par exemple, supposons que
® est fini, P = {p}, Z = ) et que I’arité de p est 1. Alors, la formule du second-ordre en question
est:

(A @) AVY, =[(A\Dp/P) Az, p(x) = p) A=V, p(x) — p(x))]

ol p’ est un prédicat d’arité 1, A\ ® est la conjonction des formules de ® et (\ ®)[p/p] est la formule
obtenue en remplagant, dans cette conjonction, p par J.

Dans la version originale de la circonscription, i.e. la circonscription du premier-ordre, la restric-
tion des modeles est forcée par I’ajout de formules du premier-ordre générées par un certain “schéma
de circonscription”. Par exemple, supposons que ® est fini, P = {p}, Z = {q} et que p et ¢ ont pour
arité 1. Alors, le schéma de circonscription est :

(A @/ a/d) NV 2,0 () = pa) A=Y 2, p(z) = P (2))]

ol p’ et ¢’ sont des nouveaux prédicats d’arité 1. En fait, les modeles <-minimaux de ® ne seront pas
les seuls a rester apres 1’ajout de ces formules du premier-ordre. En réalité, les modeles restants sont
exactement ceux qui sont <'-minimaux, ot <’ est la relation binaire de préférence telle que o < o’

ssi o0 < o et (approximativement) pour tout prédicat r dans P U Z, I’extension de r dans o peut étre
syntaxiquement décrite dans ¢’ (voir e.g. [Bes88, Bra88] pour les détails).
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Chapitre 2

Définitions fondamentales

Ce chapitre introduit les définitions fondamentales de la partie I.

2.1 Lesstructuressémantiques

2.1.1 Définitions et hypotheses

Nous travaillerons avec des formules, des interprétations et une relation de satisfaction trés
généraux. Une approche similaire a été adoptée dans deux articles bien connus [Mak05, LehO1].

Définition 1 On dit que S est une structure €mantique ssi S = (F, V, |=) ou F est un ensemble, 1V
un ensemble et |= une relation de V x F.

Intuitivement, F est un ensemble de formules, }V un ensemble d’interprétations pour ces formules et
= une relation de satisfaction pour ces objets (i.e. v = « signifie que la formule « est satisfaite dans
I’interprétation v, i.e. v est un modele de «).

Notation 2 Soient (F,V, =) une structure sémantique, I' C Fet V C V. Alors,
Mpr:={veV:Vael,vEa},

T(V)={aecF:VC M}

D:={VCV:IIrCF,Mr=V}

Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £ et F 1’ensemble de toutes les formules
bien formées (fbfs) de L. Alors,

Ty(V) ={ac€F:VC MyetV Z M.},

T.(V):={a e F:VC MyetV C M.},

C={VCV:VaeF,VIMyouV Z M_,}.

Intuitivement, Mr est I’ensemble de tous les modeles de I" et T'(V') est I’ensemble de toutes les
formules satisfaites dans V. Chaque élément de T'(V') appartient soit a T3(V'), soit a T.(V), se-
lon que sa négation est aussi présente dans 7'(V'). D est I’ensemble de tous les ensembles d’in-
terprétations définissables par un ensemble de formules et C est I’ensemble de tous les ensembles
d’interprétations qui ne satisfaisont pas a la fois une formule et sa négation. Comme de coutume,
Mr o, T(V,v), etc. sont des raccourcis pour respectivement Mpyqy, T(V U {v}), etc.
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Remarque 3 Les notations M, T'(V), etc. devraient contenir la structure sémantique sur laquelle
elles sont basées. Pour augmenter la lisibilité, on omettra cela. Il n’y aura pas d’ambiguités. On
omettra par la suite des choses similaires dans d’autres notations, pour la méme raison.

Une structure sémantique définit une relation de conséquence basique :

Notation 4 On note P 1’opérateur construisant ’ensemble des parties d’un ensemble.
Soit (F,V, =) une structure sémantique.
On note I la relation de P(F) x F telleque VI C F,Va € F,

I'assi M C M,.

Soit |~ une relation de P(F) x F. Alors,

~I) ={aeF T al.

Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, F 1’ensemble de toutes les fbfs de £
etI' C F.

Alors, on dit que I" est consistant ssiVa € F, '/ aouT t/ —a.

On aura parfois besoin de parler de la relation de conséquence basique au sens de Scott :

I- dénote la relation de P(F) x P(F) telle que VI', A C F,

F'FAssiVve Mp, da € A, v € M,.

Les faits suivants sont triviaux, on les utilisera implicitement dans la suite :

Remarque5 Soient (F,V, |=) une structure sémantique et I', A C F. Alors :
Mr A = My 0 Mp;

HT)=T(Mr);

Mr = My

' CH(A)ssiH(T) CH(A) ssi Ma C Mp.

Parfois, on aura besoin de faire certaines hypotheses sur une structure sémantique :

Définition 6 Soit (F,V, |=) une structure sémantique.
Alors, considérons les hypotheses suivantes :
(AO) M F= @ )
(A1) V est fini.
Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £ et F 1’ensemble de toutes les fbfs de
L. Alors, considérons 1’hypothese suivante :
(A2) VI C F,Va e F,sia g T(Mr)et—~a & T(Mr), alors Mr N My € M-,.
Supposons que V et A sont des connecteurs binaires de £. Alors, considérons I’hypothése suivante :
(A3) Va,p € F,ona:
Mavﬂ =M,UM 8
Ma/\g =M,NM 8
M-~ =M,
Mo(avg) = Moan-g:
M—\(a/\ﬁ) = M_\av_\@.

Clairement, ces hypotheses sont satisfaites par les structure sémantiques classiques, i.e. les structures
ol F, V et |= sont classiques. De plus, comme nous le verrons dans les sections 2.1.2 et 2.1.3, elles
sont aussi satisfaites par des structures sémantiques multi-valuées.
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2.1.2 Lastructure semantique définie par FOUR

La logique FOUR a été introduite par Belnap dans [Bel77a, Bel77b]. Cette logique est utile
pour traiter des informations incomplétes. Plusieurs présentations sont possibles, cela dépend du
langage considéré. Pour les besoins de cette thése, un langage propositionnel classique sera suffisant.
La logique FOUR a été étudiée intensivement dans e.g. [AA94, AA96, AA9S], ou des langages
plus riches qu’ici sont considérés. Ils contiennent notamment un connecteur d’implication spécial D
(introduit pour la premiere fois par Avron [Avr91]) qui n’est pas I’implication matérielle.

Notation 7 On note .4 un ensemble de symboles propositionnels (ou atomes).

On note L. le langage propositionnel classique contenant A, les contantes standards faux et vrai,
et les connecteurs standards —, V et A.

On note F. I’ensemble de toutes les fbfs de L.

Rappelons une interprétation possible de la logique FOUR (de plus amples détails peuvent étre
trouvés dans e.g. [CLM99, Bel77a, Bel77b]). Imaginons un syst¢eme dans lequel il y a d’un c6té des
sources de information, et d’un autre c6té, un processeur d’information qui les écoute. Les sources
ne peuvent donner de 1’information que sur les atomes, pas sur les formules composées. Pour chaque
atome p, il y a exactement quatre possibilités : soit le processeur est informé (par les sources prisent
comme un tout) que p est vrai, soit il est informé que p est faux, soit il est informé des deux, soit il
n’a aucune information sur p.

Notation 8 On note 0 et 1 les valeurs de vérité classiques et on en définit de nouvelles de la maniére
suivante :
f:={0}; t:={1}; T:={0,1}; 1:=0.

L’information globale que les sources donnent au processeur peut etre formalisée par une fonction s
de Adans {f,t, T, L}. Intuitivement, 1 € s(p) signifie que le processeur est informé que p est vrai,
tandis que 0 € s(p) signifie que le processeur est informé que p est faux.

Ensuite, a partir de s, le processeur construit naturellement de 1’information sur les formules
composées. Avant qu’il ne commence a le faire, la situation peut étre modélisée par une fonction v
de F. dans {f,t, T, L} qui s’accorde avec s sur les atomes et qui attache L a toutes les formules
composées. Maintenant, prenons p et ¢ dans A et supposons que 1 € v(p) ou 1 € v(q). Alors, le
processeur ajoute naturellement 1 a v(p V q). De méme, si 0 € v(p) et 0 € v(q), alors il ajoute 0
dans v(p V q). Bien siir, des régles similaires sont aussi appliquées pour — et A.

Supposons que ces regles sont appliquées récursivement a toutes les formules composées. Alors,
v représente 1’information “compleéte” (ou développée) donnée par les sources au processeur. En
fait, les interprétations de la logique FOUR sont exactement les fonctions qui peuvent étre définies
comme v a partir d’un systeéme source-processeur quelconque. Plus formellement,

Définition 9 On dit que v est une interprétation 4-valuée ssi v est une fonction de F. dans {f,t, T, L}
telle que v(vrai) = t, v(fauxr) =fetVa,[ € F,

1 €v(—a)ssi0 € v(a);

0 €v(—a)ssil eva);

lev(aVvp)ssilev(a)oul € v(f);

0cv(aVpF)ssi0ev(a)etev(f);

levanp)ssil ev(a)etl € v(f);
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0€v(aAB)ssi0ev(a)ould e v(B).
On note V, ’ensemble de toutes les interprétations 4-valuées.

De maniere équivalente, on peut définir les interprétations 4-valuées comme les fonctions qui satis-
font les tables 1, 2 et 3 ci-dessous :

o(8) o(9)
v(a) v(-a) f t T L f t 17T 1
f t f|{f t T L f({f £ f f
t f t|t t t ¢t t|f t T L
T S G I e R A T R
1 1 1L ¢t t L 11f L £ 1
Table 1. v(a V) v(aAB)
Table 2. Table 3.

Dans la logique FOUR, une formule « est considérée comme étant satisfaite ssi le processeur est
informé qu’elle est vraie, peu importe qu’il soit ou non aussi informé qu’elle est fausse.

Notation 10 On note |=4 la relation de V; x F. telle que Vv € V4,V € F,,on a
Vg assil €v(a).

Des systemes formels pour les relations de conséquences - et |- basées sur la structure sémantique
(Fe, V4, E4) (i.e. 1a structure sémantique définie par FOUR) peuvent étre trouvés dans e.g. [AAY4,
AA96, AA9S]. En voici un :

Axiomes:
INa= A«
I, —wrai = A I'= A, vrai
T, fauxr = A I'= A, —~faur
Regles:
Na=A '= A«
I———a= A I'= A, -«
Ia = A I'=sAa I'=sAS
aAng= A ' Aang
IL-a=A I,-8=A ['= A —~a,-f
I=(aAnp)=A = A, =(aAf)
Na=A I6=A '=Aa,p
Havg=A '=Aavpg
I'—a,-0=A I'=sA-a I'=s A3
I=(aVvp) = A = A ~(aVp)
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Notons que la structure sémantique définie par FOUR satisfait (A0) et (A3). De plus, si .A est fini,
alors (A1) est aussi satisfaite. Cependant, (A2) n’est pas satisfaite. Dans la section 2.1.3, on présente
une structure sémantique qui satisfait (A2).

2.1.3 Lastructure semantique définie par J;

La logique J3 a été introduite pour la premiere fois dans [DdC70] pour répondre a une ques-
tion posée en 1948 par Jaskowski, qui s’intéressait a la systématisation de théories capables de
contenir des contradictions. Le passage entre le raisonnement informel avec des contradictions et le
raisonnement formel avec des bases de données a été fait dans [CMdA00, dACMO2], ou une autre
formulation de J3, appelée L FI 1, a été introduite. On y trouve aussi une version du premier-ordre de
cette logique, accompagnée d’une étude au niveau de la théorie des modeles et aussi au niveau de la
théorie de la preuve. D’autres recherches poussées ont été menées sur .5, par exemple dans [Avr9l1],
ou des langages plus riches que notre £, sont considérés.

On peut donner a la logique J3 la méme interprétation que pour FOUR, sauf qu’on se res-
treint au systémes sources-processeur ou les sources, prisent comme un tout, donnent toujours de
I’information a propos d’un atome. Plus formellement,

Définition 11 On dit que v est une interprétation 3-valuée ssi v est une fonction de . dans {f,t, T }
telle que v(vrai) = t, v(fauz) =fetVa,s € F,

1 € v(—a)ssi0 € v(a);
0€v(—a)ssil ev(a);
lev(aVvp)ssilev(a)oul € v(f);
0€cv(aVpB)ssi0ev(a)et0ev(f);
levanp)ssilev(a)etl €v(f);
0cv(aApB)ssi0ev(a)oul e v(f).

On note V5 I’ensemble de toutes les interprétations 3-valuées.

On peut aussi définir les interprétations 3-valuées comme les fonctions qui satisfont les tables 4, 5 et
6 ci-dessous :

() v(B)
v(a) v(-a) f t 7T f t T
f t f|f t 7T f|f £ f
t f va) [t ]t t t|ova)]|t|f t T
T T T T ¢t T T|f T T
Table 4. v(a Vv f) v(ia A D)
Table 5. Table 6.

A présent, penchons nous sur la relation de satisfaction de cette logique :

Notation 12 On note =3 la relation de V3 x F telle que Vv € V3,V € F,,on a
v s assil € v(a).

Des systemes formels pour les relations de conséquence | et |- basées sur la structure sémantique
(Fe, V3, [=3) (i.e. 1a structure sémantique définie par J3) ont été fournis dans e.g. [Avr91, DAC70] et
le chapitre IX de [Eps90]. On rappelle le suivant :
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AXiomes:

Regles:

Na= A«

I, —wrai = A

I, fauxr = A
Na=A
I——a=A

o pg=A
Nang=A

MN-a=A I'-6=A

T,~(aAf) = A

Na=A I6=A

avg=A

I —a,-6=A

T,~(aVF) = A

I'= A o«

I'= A,vrai

I'= A, —-faux
'=A«
= A -«

I'=sAa I'=AS
'=Aang

I'= A, —a,-0
= A =(aAp)

'=Aap3
'=Aavpg

I'=sA-a I's A, -0
= A, ~(aVpg)

La structure sémantique définie par .5 satisfait (A0), (A3) et (A2). De plus, si A est fini, alors elle
satisfait aussi (A1).

2.2 Lesfonctionsde séection

2.2.1 Définitions et propriétés

Dans de nombreuses situations, un agent peut déterminer, pour tout ensemble d’interprétations
V', les éléments de V' qui sont préférés (les plus importants, les plus normaux, etc.), pas forcément au
sens absolu, mais quand les interprétations de V' sont les seules sous considération. Dans le domaine
du choix social, ceci est formalisé par une fonction de sélection [Che54, Arr59, Sen70, AMSI,
Leh02, Leh01] :

Définition 13 Soient V un ensemble, V. C P(V), W C P(V) et 1 une fonction de V dans W.
On dit que  est une fonction de HectionssivVV € V, u(V) C V.

De nombreuses propriétés ont été mises en évidence par les chercheurs en choix social. Présentons
deux des propriétés les plus importantes. Supposons que W est un ensemble d’interprétations, V' un
sous-ensemble de W et v € V une interprétation préférée de W. Alors, on peut s’attendre a ce que v
soit une interprétation préférée de V. En effet, dans de nombreuses circonstances, plus un ensemble
est grand, plus il est difficile de faire partie de ses éléments préférés, et celui qui peut le plus peut le
moins. Cette propriété apparait dans [Che54] et a recu le nom de “cohérence” dans [Mou85].
Tournons nous vers la seconde propriété. Supposons que W est un ensemble d’interprétations,
V un sous-ensemble de IV et supposons que toutes les interprétations préférées de W appartiennent
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a V. Alors, elles doivent compter parmi elles toutes les interprétations préférées de V. L’ importance
de cette propriété a été mise en valeur dans [Aiz85, AMS81]. Elle a recu le nom de “monotonie locale”
dans e.g. [LehO1].

Définition 14 Soient V un ensemble, V. C P(V), W C P(V) et u une fonction de sélection de V
dans W.
On dit que s est cohérentessi VV, W € 'V,

siV CW, alors u(W)NV C p(V).
On dit que p est localement monotone (LM) ssi VV, W € V,
si (W) SV CW, alors (V) C pu(W).

En plus de leurs justifications intuitives, ces propriétés sont intéressantes car elles caractérisent les
fonctions de sélection qui peuvent étre définies par une relation binaire de préférence sur des états
étiquetés par des interprétations (dans le style de e.g. [KLM90, Sch04]). Cela a été démontré par
Schlechta dans [Sch00]. De plus amples détails seront donnés dans la section 2.2.2.

Quand on dispose d’une structure sémantique et d’une fonction de sélection sur les interprétations,
deux nouvelles propriétés peuvent étre définies. Chacune véhicule une idée simple et naturelle.

Définition 15 Soient (F,V, =) une structure sémantique, V. C P(V), W C P(V) et u une fonc-
tion de sélection de V dans W.
On dit que . préserve la définissabilité (PrD) ssi

YV evnD, uV)eD.

Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £ et F I’ensemble de toutes les fbfs de
L.
On dit que . préserve la cohérence (PrC) ssi

YVevncC, uV)ecC.

La préservation de la définissabilité a été mise en valeur pour la premiere fois dans [Sch92b]. Un de
ses avantages est que quand les fonctions de sélection considérées la satisferont, alors on produira
des caractérisations contenant seulement des conditions syntaxiques.

Un intérét de la préservation de la cohérence est que si les fonctions de sélection la satisfont,
alors on aura pas besoin de I’hypothese (A2) pour démontrer des caractérisations (dans le cas dis-
criminant).

On fournit maintenant des propriétés qui caractérisent les fonctions de sélection définissables
par un pivot (dans le style de e.g. [Mak03, Mak05]). Un pivot est un ensemble fixe d’interprétations
considérées comme étant les plus importantes dans 1’absolu. Nous verrons cela en détail dans la
section 2.2.3.

Définition 16 Soient }V un ensemble, V. C P(V), W C P (V) et 1 une fonction de sélection de V
dans W.
On dit que y est fortement cohérente (FC) ssiVV, W € V,

p(W)Nnv C (V).
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Supposons que (F, V), |=) est une structure sémantique et )V € V.
On dit que p est univers-codéfinissable (UC) ssi

V\ u(V) € D.

En plus de lier les fonctions de sélection aux pivots, la propriété d univers-codéfinassabilité permet
d’établir une connexion avec les X-logiques de [FRSO1]. Nous verrons cela dans le chapitre 6.

2.2.2 Structures préférentielles

Des relations binaires de préférence sur des interprétations ont été utilisées par Hansson afin
de construire une sémantique pour la logique déontique [Han69]. Shoham les a utilisées pour la
premiere fois afin de donner une sémantique a des logiques non-monotones [Sho88, Sho87]. En-
suite, il semble qu’Imielinski est I’une des premieres personnes a s’étre servi de relations binaires
de préférence sur des états étiquetés par des interprétations afin de fournir une sémantique plus
générale pour des logiques non-monotones [Imi87, KLM90, LM92, Sch92b, Sch96, Sch00, Sch04].
On encapsulera ce genre de relations dans ce que I’on appelle une structure préférentielle :

Définition 17 On dit que R est une structure préférentielle sur un ensemble V ssi R = (S, [, <) ou
S est un ensemble, [ une fonction de S dans V et < une relation de S x S.

En fait, les structures préférentielles sont identiques aux structures de Kripke. La différence réside
dans le sens donné a <. Dans une structure de Kripke, < est vu comme une relation d’accessibilité,
tandis que dans une structure préférentielle, < est vu comme une relation de préférence.

Rappelons une interprétation possible d’une structure préférentielle. Intuitivement, V est un en-
semble d’interprétations pour un langage £ et S un ensemble d’interprétations pour un langage £
plus riche que L. Les éléments de S sont appelés des états. [(s) correspond a cette partie de s qui
ne parle que des formules de £. On appelle [ une fonction d’étiquetage. Enfin, < est une relation de
préférence, i.e. s < ¢ signifie que s est préféré a .

Penchons nous sur certaines propriétés importantes d’une structure préférentielle.

Définition 18 Supposons que V est un ensemble, R = (S, 1, <) une structure préférentielle sur V),
TCS,seT,VCVetVCPV).

On dit que R est transitive (resp. irreflexive) ssi < est transitive (resp. irreflexive).

On dit que s est préferédans T'ssiVs € T, s’ 4 s.

L(V):={seS:l(s) eV}

On dit que R est V-smooth (alias V-stoppered) ssiVV € V,Vs € L(V),

soit s est préféré dans L(V') ou il existe ¢ préféré dans L(V) tel que ¢ < s.

Intuitivement, L(V') est I’ensemble de tous les états étiquetés par une interprétation de V. Une
structure préférentielle définit naturellement une fonction de sélection. L’idée est de choisir dans
tout ensemble d’interprétations V', chaque élément étiquetant un état qui est préféré parmi tous les
états étiquetés par un élément de V. Plus formellement :

Définition 19 Supposons que R = (S, [, <) est une structure préférentielle sur un ensemble V.
On note yi la fonction de P(V) dans P(V) telle que VV C V,

ur(V)={v eV :3s e L(v), sestpréféré dans L(V)}.
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Dans [Sch00], Schlechta a montré que la cohérence et la monotonie locale caractérisent les fonctions
de sélection qui peuvent étre définies par une structure préférentielle. Voyons cela avec la proposition
ci-dessous (c’est un corollaire immédiat des propositions 2.4, 2.15 et 1.3 de [Sch00]).

Proposition 20 [Sch00] Soit V un ensemble, V et W des sous-ensembles de P()V) et u une fonc-
tion de sélection de V dans W. Alors,

(0) w est cohérente ssi il existe une structure préférentielle transitive et irreflexive R sur V telle que
YV eV, uV)=pur(V).
Supposons que VV, W € V,onaVUW € VetVNW € V. Alors,

(1) westcohérente et LM ssi il existe une structure préférentielle V-smooth, transitive et irreflexive
RsurVtellequeVV € V, u(V) = ur (V).

En fait, dans [Sch00], le codomaine de p est égal a son domaine : V. Cependant cela ne joue aucun
role dans les preuves. Ainsi, les méme preuves (verbatim) sont valables quand le codomaine de p est
un sous-ensemble arbitraire W de P (V). Schlechta et moi-méme avons vérifié cela.

2.2.3 Pivots

Supposons que certaines interprétations sont considérées comme étant les plus importantes au
sens absolu. Alors, regroupons les dans un ensemble 7, appelé pivot. Z définit naturellement une
fonction de sélection p7 qui choisit dans tous ensemble d’interprétations, simplement les éléments
qui appartiennent a 7. Plus formellement :

Définition 21 Soit V un ensemble.

On dit que Z est un pivotde VssiZ C V.

Soit Z un pivot de V.

On note /7 la fonction de P(V) dans P(V) telle que VV C V),

ur(V)y=VvVnI.

Les pivots ont été étudiés intensivement par Makinson dans [Mak03, Mak05]. On montre que la
cohérence forte, la préservation de la définissabilité et I’univers-codefinissabilité caractérisent les
fonctions de sélection qui peuvent étre définies par un pivot. Plus précisément :

Proposition 22 Soit V un ensemble, V et W des sous-ensembles de P (V) et p une fonction de
sélection de V dans W. Alors :

(0) pest FCssiil existe un pivot Z de Vtel que VV € V, (V') = uz (V).

Supposons que (F,V, =) est une structure sémantique et )V € V. Alors :

(1) pest FCet PrD ssi il existe un pivot Zde VtelqueZ € DetVV € V, u(V) = pz (V)5
(2) pest FCet UC ssi il existe un pivot Z de Vtelque V\Z € DetVV € V, (V) = uz (V).

Preuve Preuve de (0). Direction : “—”.

SoientZ ={veV:3VeV,veplV)letVeV.
Siv e u(V),alors v € V et, par définition de Z, v € Z.
En conséquence, (V) CV NT.
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SiveVnNnZ,alors3IW € V,v e u(W),donc, par FC,onaque v € u(W)NV C pu(V).
En conséquence, V NZ C u(V).

Direction : “«".
Ilexiste Z C Vtelque VV € V, u(V) =V NI
On montre que p est FC.

Soient VW € V. Alors, u(W)NV =WNINVCINV =puV).

Preuve de (1). Direction : “—".
Prenons le méme Z que dans (0).
Alors, par la méme preuve (verbatim), VV € V, u(V) =V NZ.
Il reste a montrer que Z € D.
Comme My = V,onaque V € D.
Donc, comme p est PrD, on a que p(V) € D.
Or,u(V)=vnzZI=1I.
Direction : “«".
Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus Z € D.
On montre que p est PrD. Soit V € VN D.
Alors, 31" C F, M = V. De méme, comme Z € D,onaque 3A C F, Ma =7.
Ainsi, (V) =V NZ = MprnNMa= Mpua € D.

Preuve de (2). Direction : “—".
Prenons le méme Z que dans (0).
Alors, par la méme preuve (verbatim), VV € V, u(V) =V nNZ.
Il reste 2 montrer que V \ Z € D.
Comme p est UC,onaque V \ u(V) € D.
Or,V\u(V)=V\(VNI)=V\I.
Direction : “«".
Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus V \ Z € D.
On montre que pest UC: V\ u(V)=V\(VNI)=V\ZeD. |

2.3 Relations de consequence préférentielles(-discriminantes)

2.3.1 Définitions

Supposons qu’on dispose d’une structure sémantique et d’une fonction de sélection i sur les
interprétations. Alors, il est naturel de conclure une formule o d’un ensemble de formules I ssi tout
modele de I' choisi par p est un modele de «. Plus formellement :

Définition 23 Supposons que (F,V, =) est une structure sémantique et que |~ une relation de
P(F) x F.
On dit que |~ est une relation de congegquence préférentielle ssi il existe une fonction de sélection
cohérente 11 de D dans P(V) telle que VI' C F,Va € F,

I assi p(Mr) C M,,.

De plus, si p est LM, PrD, etc., alors |~ I’est aussi.
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Ces relations de conséquence sont dites “préférentielles” car, & la lumiere de la proposition 20,
elles peuvent étre définies de maniere équivalente avec des structures préférentielles, a la place des
fonctions de sélection cohérentes. On a opté pour les fonctions de sélections pour deux raisons.

Premieérement, elles transportent un sens plus clair. En effet, des propriétés comme la cohérence
ont des justifications intuitives tres simples. En revanche, les structures préférentielles comportent
des “états”. Or, un état ne représente pas quelque chose de parfaitement clair dans la vie de tous
les jours. D’ailleurs, dans [KLM90], Kraus, Lehmann et Magidor ne considerent pas les structures
préférentielles comme des justifications ontologiques pour leur intérét dans les systeémes formels
considérés, mais comme des outils techniques pour les étudier et en particulier régler des questions
d’interdérivabilité et trouver des procédures de décision efficaces (voir la fin de la section 1.2 de
[KLM90]).

Deuxiemement, grace aux fonction de sélection, on peut présenter de maniere uniforme les rela-
tions de conséquence préférentielles (ici) et pivotantes (dans la section 2.4), alors qu’elles sont basées
sur des outils tres différents (i.e. les structures préférentielles et les pivots). Cela nous permettra en
particulier d’appliquer des techniques de preuve similaires pour les deux sortes de relations.

Les relations préférentielles conduisent a des conclusions plausibles qui pourront éventuellement
étre retirées plus tard, en présence d’informations supplémentaires. Ainsi, elles sont utiles pour trai-
ter des informations incomplétes. On donnera un exemple de cela avec une structure sémantique
classique dans la section 2.3.3.

De plus, si une structure sémantique multi-valuée est considérée, alors ces relations conduisent
a des conclusions non-triviales méme en présence de contradictions et sont donc utiles pour traiter
des données a la fois incompletes et incohérentes. Toutefois, elle ne satisferont pas le syllogisme
disjonctif (i.e. de o et =V 3 on peut déduire 3). On donnera un exemple avec la structure sémantique
définie par FOUR dans la section 2.3.4.

A présent, tournons nous vers une variante des relations préférentielles. L’idée est de rejeter les
contradictions au sein des conclusions.

Définition 24 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, F I’ensemble de toutes
les fbfs de L, (F,V, =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.

On dit que |~ est une relation de consequence préférentielle-discriminante ssi il existe une fonction
de sélection cohérente ;1 de D dans P(V) telle que VI' C F,V o € F,

I' o assi u(Mr) € M, et yu(Mr) € M-,.
De plus, si p est LM, PrD, etc., alors |~ I’est aussi.

Si une structure sémantique classique est considérée, alors la version discriminante n’apporte pas
grand chose de nouveau. En effet, la seule différence sera de ne rien conclure au lieu de tout
conclure quand les informations seront incohérentes. En revanche, si une structure multi-valuée est
considérée, les conclusions seront raisonnables méme a partir d’informations incohérentes. La ver-
sion discriminante aura en plus 1’avantage d’éliminer les contradictions au sein des conclusions,
rendant ces derni¢res d’autant plus raisonnables.

Dans les définitions 23 et 24, le domaine de la fonction de sélection est D. Ce choix est na-
turel car seuls les éléments de D interviennent dans la définition d’une relation de conséquence
préférentielle(-discriminante). Ce point de vue est partagé par d’autres auteurs e.g. [LehO1] (voir la
section 6). Maintenant, on pourrait désirer que le domaine soit P())) en entier. En fait, plusieurs
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familles de relations peuvent étre définies de maniére équivalente avec D ou P (V). Par exemple,
comme dit dans [LehO1], si p est une fonction de sélection cohérente de D dans P(V), alors la
fonction ¢/ de P(V) dans P(V) définie par p/(V') = V N u(Mp(yy) est une fonction de sélection
cohérente qui s’accorde avec y sur D.

De nombreuses caractérisations pour les relations de conséquence préférentielles ont été pro-
duites, e.g. [KLM90, LM92, Leh02, Leh01, Sch92b, Sch96, Sch00, Sch04]. On rappellera en parti-
culier (dans la section 2.3.2) une caractérisation impliquant le syst¢me P bien connu de [KLM90].

232 LesystemeP

Gabbay, Makinson, Kraus, Lehmann et Magidor ont étudié des propriétés intéressantes pour
les relations de conséquence non-monotones [Gab85, Mak89, Mak94, KL.M90, LM92]. Un certain
ensemble particulier de propriétés, appelé le systeme P, joue un rdle central dans cette région. Il
est essentiellement dii & Kraus, Lehmann et Magidor [KLM90] et a été étudié en détail aussi dans
[LM92]. Présentons le.

Définition 25 Supposons que £ est un langage contenant les connecteurs usuels — et \V, F I’en-
semble de toutes les fbfs de £, (F, V), =) une structure sémantique et |~ une relation de F x F.
Alors, le systeme P est I’ensemble des six conditions suivantes : V o, 3,7 € F,

Reflexivity a v «
FaepB apy
B

Fa—pB yfva
vk B

L eft logical Equivalence

Right Weakening

cut “NPPhY apB
apy

Cautious Monotonicity

afpf alpny
alhfB oy

apy By
or aV By

Notons que o A 3 est un raccourci pour —(—« V —f3). De méme, &« — [ et a < (3 sont des
raccourcis. Notons aussi que P sans la regle Or est appelé C. Le systeme C est intimement li€ a
I’inférence cumulative étudiée par Makinson dans [Mak89]. De plus, il semble correspondre a ce
que Gabbay proposa dans [Gab85]. A propos de la regle Or, elle correspond a I’axiome CA de la
logique conditionnelle.

Toutes les propriétés de P sont intuitivement correctes si on lit o |~ [ comme “/3 est une
conséquence plausible de o”. De plus, P est complet dans le sens ou il caractérise les relations
de conséquence qui peuvent étre définies par une structure préférentielle smooth, transitive et irre-
flexive. C’est ce qui donne a P son role central. Plus précisément :

Définition 26 Supposons que (F, V, |=) est une structure sémantique.

Alors, on considere la notation suivante : Dy := {V CV:3a € F,V = M,}.
Supposons que L est un langage contenant les connecteurs usuels — et V, et F I’ensemble de toutes
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les fbfs de L.
Alors, on définit les conditions suivantes : Vv € V,Va,8 € F,VI C F,

(KLMO) v = —assiv E a;
(KLM1) vEaVssivEaouv = .
(K LM?2) sipour tout sous-ensemble fini A de T, on a Ma # 0, alors My # .

Notons que (K LM?2) est appelée “Assumption of Compactness” dans [KLM90].

Proposition 27 [KLM90] Supposons que £ est un langage contenant les connecteurs usuels — et
V, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F,V, =) une structure sémantique satisfaisant (K LM0)—
(K LM?2) et |~ une relation de F x F.

Alors, p~ satisfait toutes les propriétés de P ssi il existe une structure préférentielle Dy-smooth,
transitive et irreflexive R sur Vtelle que V o, 8 € F, o |~ B ssi pr(Mo) € Mpg.

Notons que |~ est une relation de F x F, pas de P(F) x F. Cette différence est cruciale. En effet, si
on adapte les conditions de P de maniére évidente a des relations de P(F) x F et si on remplace Dy
par D dans la proposition 27, alors cette derniere n’est plus valide. Ce résultat négatif a été montré
par Schlechta dans [Sch92b].

A présent, par les propositions 20 et 27, on obtient immédiatement le théoréme de représentation
suivant :

Proposition 28 Supposons que la définition 23 (d’une relation de conséquence préférentielle) est
adaptée de maniere €vidente aux relations de F x F (essentiellement, on remplace D par Dy).
Supposons aussi que £ est un langage contenant les connecteurs usuels — et V, F ’ensemble de
toutes les fbfs de £, |~ une relation de F x F et (F,V, =) une structure sémantique satisfaisant
(KLMO)-(KLM2)ettelleque VV,W € Dy, VUW € Dyet VNW € Dy.

Alors, les relations de conséquence préférentielles LM sont identiques aux relations qui satisfont le
systeme P.

Rappelons que la propriété LM a été introduite dans la définition 14.

2.3.3 Un exempledansun cadre classique

Soient £ un langage propositionnel classique dont les atomes sont : 7, ¢ et p. On leur donne
I’interprétation suivante : r signifie que Nixon est un républicain, ¢ signifie que Nixon est un quaker
(religieux généralement pacifistes) et p signifie que Nixon est un pacifiste. Soit F 1’ensemble de
toutes les fbfs de £, V I’ensemble de toutes les interprétations classiques de £ et = la relation de
satisfaction classique pour ces objets. Alors, V est ’ensemble des 8 interprétations suivantes : ¥,
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v1, V2, U3, V4, Us, Ug €t vy, définies de maniere évidente par cette table :

"1q|P
v 0010
U1 0101
v {0110
V3 O11]1
v 11010
Vs 1(0(1
Vg 1110
vr [1T]1]1

Maintenant, considérons la classe de tous les républicains et la classe de tous les quakers. Considérons
aussi qu’un républicain est normal ssi ce n’est pas un pacifiste et qu’un quaker est normal ssi ¢’est un
pacifiste. Enfin, considérons qu’une interprétation v est plus normale qu’une interprétation w selon
une classe C' ssi

— Nixon appartient & C' dans v et w;

— Nixon est normal dans v ;

— Nixon n’est pas normal dans w.
Dans le graphe suivant, il y a une fleche qui part de v et va vers w ssi v est plus normale que w selon
au moins une classe :

V3 —> (%)

0 A\ T

Vg —— U7y

U1
Y

Ur, —— Uy

En présence de ces considérations, une structure préférentielle naturelle sur V est R = (V, 1, <), ou
[ est I’identité et < la relation telle que V v,w € V,onav < w ssi (1) ou (2) est satisfait (i.e. ssi il
existe une fleche de v vers w) :

(1) vEretv=-petwEretw = —p;

(2) vEqgetv Epetw E qgetw [~ p.
Soit |~ la relation de conséquence préférentielle définie par la fonction de sélection cohérente j5.

Alors, |~ conduit a tirer des conclusions plausibles et a réviser certaines conclusions trop “hétives”
a la lumiere d’informations supplémentaires. Par exemple, r |~ —p et {r,p} |~ —petq |~ pet
{a,—p} ¥ p.

Toutefois, |~ n’est pas paraconsistante. De plus, le traitement de certains ensembles de formules
est trivial, parce qu’il n’y a pas de modeles préférés pour eux, bien qu’il y ait des modeles pour eux.
Par exemple, {¢,7} |~ o, Va € F.

2.34 Un exempledanslecadrede FOUR

Considérons la structure sémantique de FOUR : (F., V4, [=4) et supposons que A = {r,q,p}
(ces objets ont été définis dans la section 2.1.2). De plus, faisons les mémes considérations a pro-
pos de Nixon, des classes, de la normalité, etc., que dans la section 2.3.3, sauf que cette fois une
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interprétation v est considérée comme étant plus normale qu’une interprétation w selon une classe
C ssi

— dans v et w, le processeur est informé que Nixon appartient a C';

— dans v, il est informé que Nixon est normal et il n’est pas informé du contraire ;

— dans w, il n’est pas informé que Nixon est normal.

Des rappels sur les systemes sources-processeur peuvent étre trouvés dans la section 2.1.2 . Etant
donné ces considérations, une structure préférentielle naturelle sur )} est R = (Vy,1, <), ot [ est
I’identité et < la relation telle que ¥V v,w € Vj,onav < w ssi (1) ou (2) est satisfait (i.e. v est plus
normale que w selon au moins une classe) :

(1) vgretv =g petv g petw =4 retw g —p;

(2) viFsaqgetv =g petv ey petw =4 getw ey p.

Soit |~ la relation de conséquence préférentielle définie par la fonction de sélection cohérente /.

Alors, de nouveau on accepte des conclusions plausibles et on en révise certaines trop hatives.
Par exemple, r |~ —pet {r,p} ¥ —petq |~ pet{q, p} K p.

D’autre part, |~ est paraconsistante. En effet, par exemple, {p, —p,q} I~ p et {p,p,q} I~ —p
et {p,—p,q} I qet{p,—p,q} *~ —q. Etil arrive moins souvent qu’on traite de maniére triviale un
ensemble qui possede qui modeles. Par exemple, cette fois : {¢, 7} |~ pet{qg,r} |~ —pet{q, 7} |~ ¢
et{q, 7} ¥ ~get{g,r} )~ ret{q,r} & -r.

Cependant, |~ ne satisfait pas le syllogisme disjonctif. En effet, par exemple, {—r,r V ¢} [£ q.

2.4 Lesreations de consequence pivotantes(-discriminantes)

2.4.1 Définitions

On se penche a présent sur les relations de conséquence pivotantes. Elles représentent des fagons
plausibles de tirer des conclusions a partir d’informations incompletes. A la différence des relations
préférentielles, elles sont monotones.

Définition 29 Soit (F, V), |=) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
On dit que |~ est une relation de consequence pivotante ssi il existe une fonction de sélection FC p
de D dans P(V) telle que VI' C F,V o € F,

r )N « ssi /’L(MF) - Ma
De plus, si p est UC, PrC, etc., alors |~ I’est aussi.

Ces relations sont dites “pivotantes” car, grace a la proposition 22, on voit qu’elles peuvent étre
définies de maniere équivalente avec des pivots, au lieu des fonctions de sélection FC. Leur im-
portance a été mise en évidence par Makinson dans e.g. [Mak03, Mak05], ot il a montré qu’elles
constituent un pont naturel entre la relation de conséquence classique et les relations non-monotones.
En effet, elles sont tout a fait monotones mais font intervenir certains outils usuels (i.e. les fonctions
de sélection) des relations non-monotones. Notons que les relations pivotantes (resp. pivotantes PrD)
sont appelées par Makinson “pivotal-valuation relations” (resp. “pivotal-assumption relations”). Un
exemple de leur utilité en présence d’informations incomplétes est donné dans la section 2.4.2.
D’autre part, si une structure sémantique multi-valuée est considérée, alors elles conduisent a
des conclusions non-triviales méme en présence de contradictions et sont donc utiles pour traiter des
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informations a la fois incompletes et incohérentes. Toutefois elle ne satisferont pas le syllogisme
disjonctif. Nous verrons un exemple dans la section 2.4.3.

Des caractérisations pour les relations de conséquence pivotantes, valides dans des cadres clas-
siques, peuvent étre trouvées dans la littérature. Par exemple, celle-ci semble connue depuis long-
temps : les relations de conséquence pivotantes PrD correspondent précisément aux opérations de
fermeture supraclassiques, compactes et satisfaisant la propriété de “Disjunction in the Premisses”
(voir e.g. [Rot01, Mak03, Mak05] pour plus de détails).

De nouveau, on se penche sur une variante capturant I’idée que les contradictions au sein des
conclusions doivent étre éliminées.

Définition 30 Soit £ un langage, — un connecteur unaire de £, F 1’ensemble de toutes les fbfs de
L, (F,V, =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.

On dit que |~ est une relation de consquence pivotante-discriminante ssi il existe une fonction de
sélection FC p de D dans P(V) telle que VI' C F,V o € F,

' assi p(Mr) € M, et u(My) € M-,
De plus, si p est UC, PrC, etc., alors |~ I’est aussi.

Comme précédemment, la version discriminante est surtout intéressante dans les cadres multi-valués,
car elle y retire de maniere non-triviale les contradictions parmi les conclusions.

2.4.2 Un exempledansun cadre classique

Soit £ un langage propositionnel classique dont les atomes sont : r, ¢ et p. Soit F I’ensemble de
toutes les fbfs de £, V I’ensemble de toutes les interprétations classiques de £ et = la relation de sa-
tisfaction classique pour ces objets. A présent, faisons les mémes considérations a propos de Nixon,
des classes, de la normalité, etc., que précédemment. En plus, considérons qu’une interprétation est
négligeable dans 1’absolu ssi (a ’intérieur d’elle) Nixon est un individu non-normal d’au moins une
classe. Alors, collectons les interprétations non-négligeables dans un pivot Z. Plus formellement :

IT={veV:sivr alorsv|=-p;siv|=q, alors v = p}.

Soit |~ la relation de conséquence pivotante définie par la fonction de sélection FC y4.

Alors, |~ conduit a des conclusions plausibles. Par exemple, r |~ —p et ¢ |~ p. Cependant, on
se comportera trivialement dés qu’une nouvelle information viendra contredire une conclusion trop
hative. Par exemple, {r,p} o,V € L, et {q,p} I~ o, Va € L. C’est en quelque sorte le prix a
payer pour &tre monotone, alors que des conclusions plausibles sont acceptées.

D’autre part, |~ n’est pas paraconsistante et traite de maniere triviale certains ensembles de
formules possédant pourtant des modeles (mais ne possédant pas de modeles dans le pivot). Par
exemple, {¢,7} I~ o, Va € L.

24.3 Un exempledanslecadrede FOUR

Considérons la structure sémantique de FOUR : (F., V4, =4) et supposons que A = {r, q,p}.
Faisons les mémes considérations que précédemment a propos de Nixon, des classes, de la nor-
malité, etc., sauf que cette fois une interprétation est considérée comme étant négligeable ssi (a
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I’intérieur d’elle) le processeur est informé que Nixon appartient a une classe, mais il n’est pas in-
formé que Nixon est un individu normal de cette classe. A nouveau, regroupons les interprétations
non-négligeables dans un pivot Z. Plus précisément :

IT={veVyi:sivfyr alorsv =4 —p; siv =4 g, alors v =4 p}.

Soit |~ la relation de conséquence pivotante définie par la fonction de sélection FC y4.

Alors, encore une fois, |~ conduit a des conclusions plausibles. Par exemple, r |~ —pet g p p.
De plus, bien que les conclusions hatives ne seront jamais retirées, on ne tombe pas complétement
dans la trivialit¢ quand une nouvelle information vient les contredire. Par exemple, {r,p} | p et
{r.p} p~ —wet{r,p} v ret{rp} ¥ -

D’autre part, |~ est paraconsistante. En effet, par exemple, {p, —p, ¢} I~ pet {p, —p,q} |~ —pet
{p,—p,q} ~ qet{p,—p,q} |~ —q. Et moins d’ensembles de formules sont traités trivialement alors
qu’ils possedent des modeles. Par exemple, cette fois : {g,7} |~ pet {qg,7} |~ —pet{qg,r} |~ get

{g,r} P ~qet{q,r} ret{gr} -

Cependant, |~ ne satisfait pas le syllogisme disjonctif. En effet, par exemple, {—r,r V ¢} |£ q.
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Chapitre 3

Caracterisationsdereations de
consequence preferentielles

Dans ce chapitre, on caractérisera des familles de relations de conséquence préférentielles et
préférentielles-discriminantes. Ces résultats ont été publiés dans [BNOSb]. Parfois on aura besoin de
faire certaines hypotheses (définies dans la section 2.1.1) a propos des structures sémantiques sous
considération. Cependant, aucune hypothese ne sera nécessaire pour les trois familles suivantes :

— les relations de conséquence préférentielles (section 3.2) ;

— les relations de conséquence préférentielles PrD (section 3.1);

— les relations de conséquence préférentielles PrD et LM (section 3.1).

On supposera (A1) et (A3) pour :

— les relations de conséquence préférentielles-discriminantes PrC (section 3.4) ;

— les relations de conséquence préférentielles-discriminantes PrC et PrD (section 3.3);

— les relations de conséquence préférentielles-discriminantes PrC, PrD et LM (section 3.3).
Enfin, on aura besoin de (A1), (A2) et (A3) pour :

— les relations de conséquence préférentielles-discriminantes (section 3.4) ;

— les relations de conséquence préférentielles-discriminantes PrD (section 3.3) ;

— les relations de conséquence préférentielles-discriminantes PrD et LM (section 3.3).

3.1 Lecasnon-discriminant et PrD

z:N 2

Les caractérisations de cette section ont déja été montrées par Schlechta dans la proposition 3.1
de [Sch00] sous I’hypotheése qu’une structure sémantique classique est considérée. En utilisant les
mémes techniques que Schlechta, on va montrer que ses caractérisations sont valables avec n’importe
quelle structure sémantique.

Notation 31 Soient (F,V, =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Alors, considérons les conditions suivantes : VI', A C F,

(P0) sik-(I") =H+(A),alors ~(I') = ~(A);
(~1) F((I) = (1)

(r~2) T C (1)

(3) (I A) C (M), A);
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(p4) sil' CH(A) C |~(T), alors ~(T') C p~(A).

Notons que ces conditions sont purement syntaxiques si un systeme formel est disponible pour - (ce
qui est le cas avec e.g. les structures sémantiques classiques, de FOUR, et de ;).

Proposition 32 Soient (F, V), =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F. Alors,
(0) |~ est une relation de conséquence préférentielle PrD ssi (~0), (1), (~2) et (~3) sont satis-
faites ;

(1) |~ est une relation de conséquence préférentielle PrD et LM ssi (~0), (1), (~2), (J+3) et
(F+4) sont satisfaites.

Preuve Preuve de (0). Direction : “—”.

Il existe une fonction de sélection cohérente et PrD p de D dans P(V) telle que VI' C F,
~(I') = T(u(Mr)). On montrera que :

(0.0) p~ satisfait (j~0);

(0.1) |~ satisfait (1) ;
(0.2) |~ satisfait (~2) ;
(0.3) VI CF,onau(Mr)= M r;
(0.4) |~ satisfait (~3).

3 ’

Direction : “«".
Supposons que |~ satisfait (~0), (1), (~2) et (~3).
Soit y 1a fonction de D dans P (V) telle que VI' C F, u(Mr) = M.
On a que p est bien définie.
En effet, si I', A C F et My = Ma, alors -(I') = (A), donc, par (0), (I') = ~(A).
De plus, p est clairement PrD. On montrera que :
(0.5) p est une fonction de sélection ;
(0.6) p est cohérente ;
(0.)VT C F,ona | (T) =T(u(Mr)).

Preuve de (0.0). Supposons que I', A C Fet(T') = H(A).
Alors, Mr = Ma.Donc, ~(I') = T'(u(Mr)) = T'(u(Ma)) = (A).

Preuve de (0.1). Soit T' C . Alors, H([~(T')) = H(T(u(Mr))) = T(Myuasyy)) = (D).
Preuve de (0.2). Soit I' C . Alors, I C T(Mp) € T(u(Mr)) = p(I).

Preuve de (0.3). Soit I' C F. Comme p est PrD, on a que (M) € D.
Donc, ar CF, M(Mp) = MF/- Ainsi, ,LL(MF) = Mp/ = MT(MF/) = MT(M(MF)) = M%(p).

Preuve de (0.4). Soient I', A C F.

Comme M a C Mr et p est cohérente, on a que p(Mr) N Mp A € p(Mp a).
Ainsi, ](T, A) = T(u(Mr,a)) € T(a(Mr) O Mr,a) = T(u(Mr) 0 Ma).
DOHC, par (00), |f\/<F, A) g T(M)N(F) N MA) = T(M),\,(F)7A) = }—()N(F), A)

Preuve de (05) Soit I' C F. Alors, ,U(MF) = Ml'V(F) C M, par (|,\,2)
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Preuve de (0.6). Supposons que I'y A C F et Mpr C MAa.
Alors, /,L(MA) N Mr = M}N(A) N Mr = M}N(A),F'
Or, par (~3), on a que My a)r € M (ar) = p(Mar) = p(Mr).

Preuve de (0.7). Soit T' C . Alors, par (1), ;v(T') = F(v(T) = T(Mory) = T(p(Mr)).

Preuve de (1). Direction : “—".
Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus p est LM.
On utilise cela pour montrer que |~ satisfait (~4).
Supposons que I', A C FetI' CH(A) C ().
A]OI‘S, par (03), on a que M(MF) = M}N(F) - MI—(A) = MA - MF.
Ainsi, comme p est LM, on a que pu(Ma) € pu(Mr).
Done, [~(T) = T(u(Mr)) € T(u(Ma)) = F(A).
Direction : “«".
Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus (~4) est satisfaite.
On utilise cela pour montrer que 1 est LM.
Supposons que I', A C F et u(Mr) C Ma C My.
Alors, Mi_ry € Ma C Mp. Ainsi, T' C T(Mr) € T(Ma) = F(A).
D’autre part, H(A) = T(Ma) € T(M(ry) = F((I')) ce qui est égal a ~(I'), par (p~1).
Dong, par (j~4), ona (') C p(A). Ainsi, u(Ma) = Moay € Moy = p(Mr). |

3.2 Lecasnon-discriminant et pas nécessairement PrD

A présent, on va caractériser la famille de toutes les relations de conséquence préférentielles. A
la différence de la section 3.1, nos conditions n’auront pas un aspect purement syntaxique. En fait,
on arrive pas a traduire des propriétés comme la cohérence en termes syntaxiques car les fonctions
de sélection considérées ne préservent pas forcément la définissabilité. En effet, on ne dispose plus
de I’égalité importante : ji(Mr) = M| (1, laquelle est d’une grande aide pour faire la traduction et
est valide précisément grice a la préservation de la définissabilité.

Dans la proposition 5.2.11 de [Sch04], Schlechta a fourni une caractérisation de la famille
mentionnée plus haut, sous ’hypothése qu’une structure sémantique propositionnelle classique est
considérée. Notons que le travail de Schlechta est fait dans un cadre tres général. C’est seulement a la
fin qu’il applique ses lemmes généraux dans un cadre classique pour obtenir des caractérisations. Les
conditions qu’il a donnés, comme les notres, ne sont pas purement syntaxiques (e.g. elles impliquent
toujours une notion de modele, etc.).

Cependant, certaines limites a ce qui peut étre fait dans cette région ont été mises en évidence
par Schlechta. Approximativement, il a montré dans la proposition 5.2.15 de [Sch04] que dans un
cadre classique infini, il n’y a pas de caractérisations contenant seulement des conditions quantifiées
universellement, de taille limitée, et simples (i.e. utilisant seulement des opérateurs élémentaires
comme e.g. U, N, \).

Le but de cette section est de produire une nouvelle caractérisation, plus élégante que celle de
Schlechta et valide avec n’importe quelle structure sémantique. Pour cela, on s’est inspiré de la partie
générale du travail de Schlechta (voir la proposition 5.2.5 de [Sch04]). Techniquement, 1’idée est de
construire pour toute fonction f, une fonction de sélection cohérente 4y telle que si f “recouvre”
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n’importe quelle fonction de sélection cohérente, alors elle recouvre aussi ji. Plus formellement :

Définition 33 Soient V un ensemble, V et W des sous-ensembles de P (V) et f une fonction de V
dans W.
On note /5 la fonction de V dans P(V) telleque VV € V,

pr(V)y={veV:VWeV,siveW CV, alorsv e f(W)}.

Lemme 34 Soit V un ensemble, V et W des sous-ensembles de P (V) et f une fonction de V dans
W.
Alors, 15 est une fonction de sélection cohérente.

Preuve iy est clairement une fonction de sélection. Il reste a montrer qu’elle est cohérente.
Supposons que V,W € V,V C Wetwv € ugs(W)NV.On montre que v € p¢(V).

Pour cela, supposons le contraire, i.e. supposons que v & p (V).

Alors,comme v € V,onaque3Z €V, ZCV,ve Zetv ¢ f(Z).

Or, V. C W,donc Z C W. Ainsi, par définition de 11, v € pus(W), ce qui est impossible. i

Lemme35 Soient V un ensemble, V, W et X des sous-ensembles de P(V), f une fonction de V
dans W et 2 une fonction de sélection cohérente de V dans X telle que VV' € V, f(V) = Mp(,(v))-
Alors,VV €V, f(V) = MT(uf(V))~

Preuve Soit V' € V. On montre que f(V') = My, (v))-

Cas1:3vepuV),ve&u(V).

Comme p(V) C V,onaquev € V.

Donc, par définition de pp, 3IW € V,W CV,v € Wetv & f(W) = My, 2 p(W).
D’autre part, comme /s est cohérente, on a que p(V) N W C u(W).

Donc, v € u(W), ce qui est impossible.

Cas2: u(V) C pp(V).

Cas2.1:3v e pur(V),v & f(V).

Alors, AW e VW CV,v e Wetv & f(W).

En effet, il suffit de prendre V' lui-mé&me pour le choix de W.

Ainsi, v € p¢(V'), ce qui est impossible.

Cas2.2: pug(V) C f(V).

Alors, f(V) = Mr(uv)) € My v)) € Mrrvy) = Mrigg) = Mreey = FV)- B

A présent, tout est prét pour montrer le théoréeme de représentation :

Notation 36 Soient (F, V), =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Considérons la condition suivante : VI' C F,

(I’\‘E)) kv(l‘) = T({U e Mr:VACF,sive Ma C My, alors v € M%,(A)})

Proposition 37 Soient (F,V, =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Alors, |~ est une relation de conséquence préférentielle ssi (~5) est satisfaite.
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Preuve Direction: * —
Il existe une fonction de sélection cohérente i de D dans P(V) telle que VI' C F,
~(T) = T(u(Mr)).
Soit f la fonction de D dans D telle que V'V € D,ona f(V) = Mp,vy)-
Par le lemme 35, onaque VV € D, f(V) = My, (vy)-
Notons que VI' C F, f(Mp) = MT(,U«(MF)) = M}N(F)
On montre que (|~5) est satisfaite. Soit I' C F.
Alors, () = T(u(Mr)) = T(My (e y) = T(f(Mr)) = T (M () = T(pp(Mr)) =
({v €Mpr:VW eD,sive W C Mrp,alorsv € f(W)}) =
T({ve Mp:VACF,sive MaC Mp,alorsv € f(Ma)}) =
T({ve Mr:VACF,sive MaC Mr,alorsv € My (a})

Direction : * «

Supposons que |~ satisfait (~5).

Soit f la fonction de D dans D telle que VI' C F, ona f(Mr) = M ).

Notons que f est bien définie. En effet, si I', A C F et M = M, alors, par (~5), ~(T') = ~(A).
De plus, par (j~5), on a clairement que VI C F, (I") = T'(pus(Mr)).

Enfin, par le lemme 34, 117 est une fonction de sélection cohérente. [

3.3 Lecasdiscriminant et PrD

Dans cette section, on va caractériser des relations de conséquence préférentielles-discriminantes
PrD. Pour cela, on a tout d’abord besoin de quelques notations standards et surtout de la construction
inductive présentée dans la définition 39.

Notation 38 N dénote les entiers naturels incluant O : {0,1,2,...,}.

N dénote les entiers naturels strictement positifs : {1,2,..., }.

Z dénote les entiers relatifs.

Soient ¢, j € Z. Alors, [i, j] dénote I’ensemble de tous les k € Z (pas dans R) tels que i < k < j.
Soient £ un langage, V un connecteur binaire de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £

etﬁlv/@QV"’ﬂT e F.
A chaque fois qu’on écrira 5,V 32 V...V Gy, onvoudradire: (... ((B1VPB2)VB3)V...VBr_1)V Bp.

Définition 39 Soient £ un langage, — un connecteur unaire de £, F 1’ensemble de toutes les fbfs de
L, (F,V, =) une structure sémantique, |~ une relation de P(F) x FetI' C F. Alors,

Hy(T) :={=peF:8erT rI)\ ) et =2 ¢ H(T, ~(I)}

Soit 7 € N tel que 7 > 2. Alors,

_ [ BEEE D), o B D) ()
Hl‘“)"{ﬁﬁ”'{ 8 & (D), Hy () Hoa(T) )
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Définition 40 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, V un connecteur
binaire de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F,V), =) une structure sémantique et |~ une
relation de P(F) x F.

Alors, on considere les conditions suivantes : VI, A C F,Va, 3 € F,

(r6) si g€ (T, () \ () et ~a € H(T, +(T), =), alors a & ~(I)

(~7) sia € H(T, f(D) | f(T) et § € (T, j(T), ~a) \ (T, alors a v § & p(T)
(P8) sia € ~(T), alors —a ¢ H(I', (T)) 5

(P9) si A CH(T),alors +(T') UH(T) C H(A,~(A), H(A),T)

(1410) §i T C H(A) € (T, (D), H(D)), alors (T) U H(T) C H(A, (A), H(A)):
(P211) si T est consistant, alors |~(T") est consistant, I' C |~(T") et H(p~(T")) = ~(T).

Notons que ces conditions sont purement syntaxiques si un systéme formel est disponible pour |-.

Proposition 41 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, V et A des connec-
teurs binaires de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F, V), =) une structure sémantique satis-
faisant (A1) et (A3), et |~ une relation de P(F) x F. Alors,

(0) |~ est une relation de conséquence préférentielle-discriminante PrC et PrD ssi (|~0), (|~6),
(F7), (F8), (P9) et (J~11) sont satisfaites ;

(1) |~ est une relation de conséquence préférentielle-discriminante PrC, PrD et LM ssi (|~0), (~6),
(7). (F8), (F9), (~10) et (j~11) sont satisfaites.

Supposons que (F, V, |=) satisfait aussi (A2). Alors,

(2) |~ estune relation de conséquence préférentielle-discriminante PrD ssi (~0), (~6), (~7), (~8)
et (~9) sont satisfaites ;

(3) |~ est une relation de conséquence préférentielle-discriminante PrD et LM ssi (~0), (~6),

(7), (~8), (F9) et (~10) sont satisfaites.

La preuve de la proposition 41 a été repoussée a la fin de la section 3.3. On a d’abord besoin de
la définition 42 et des lemmes 43, 44 et 45 ci-apres. On commence avec des outils purement tech-
niques :

Définition 42 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, V un connecteur
binaire de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F,V, |=) une structure sémantique satisfaisant
(A1), p~ une relation de P(F) x FetI' C F. Alors,

My = {v € Mp oy : 38 € T(Mp o)) \ (T), v & Mg}
Soit ¢ € N tel que 7 > 2. Alors,

M{ = {v € Mp ) \MpU...UM{ 138 € T(Mp oy \MpU.. .UM D\ ~(T), v & M_g}.
My = | M}
1eNT

n(T) := |{i € N : M} # 0}
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Supposons que MF1 # (). Alors, on note 5% un élément de F (choisi arbitrairement) tel que
Jr e Nt Jovy,v9,...,0, € Vetd B, Ba,..., 3 € Ftels que M% ={v1,v9,...,0},

BE=B1VBV...V S,

etVy e [1,7‘], ﬁj ¢ |N(F), MF,}w(F) - Mﬁj et v; ¢ M_ﬂj.
Comme M # () et M} est fini (grace a (A1)), un tel élément existe bien.

Supposons que i € N, i > 2 et M # (.
Alors, On note Bf; un élément de F (choisi arbitrairement) tel que
Jr e NT,Jvy,09,...,0, € Vet3 B, Bo,..., 5 € Ftels que M = {vy1,v2,...,0,},

Bi=PB1V V...V B,

etVj € [1,r], B & (), Mppuay \ MEU ...UM C Mg, etv; & M_g,.
Comme M} # ) et My est fini, un tel element existe bien.

Supposons que M. # (). Alors,

Br=BkvEEv...v D

Comme M{. # (), n(T') > 1. De plus, on montrera dans le lemme 43 ci-aprés que n(I") est fini et
que Vi € NT tel que i < n(T), on a M. # . Donc, Br est bien défini.

0 sinon
GI):={aeF:adg (), ~ag () et Ty(Mp(ry.a) €I}
Voici quelques résultats faciles sur les objets techniques que I’on vient de définir :

Lemme 43 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, VV un connecteur binaire
de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F,V, |=) une structure sémantique satisfaisant (A1), |~
une relation de P(F) x F,T C Feti,j € N*. Alors,

(0) sii#j,alorstQﬂMg =0;

(1) si Mf = (), alors Mf“ =0;

(2) Ta(Mpory) € (T) ssi Mp =0

(3) sii > 2,alors Ty(Mp oy \ M U...UMI) C () ssi M= 0;
(4) n(T) est fini;

(5) sii < n(T),alors M # 0;

(6) sii>n(T),alors M{. =0;

(7) si M # 0, alors M{. = M} U ... U M|
(8) Ta(Mp pry \ M) S MF)-

n(F)
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Preuve Preuvesde (0), (1), (2) et (3). Trivial.
Preuve de (4). Evident par (0) et (A1).

Preuve de (5). Supposons que 3i € NT, M = Qeti < n(T).
Alors, par (1),onaqueVj € NT, j > i, M{ = 0.
Donc, [{j € N*: M{, # 0} <i—1 < n(T), ce qui est impossible.

Preuve de (6). Supposons que 3i € NT, M # Qeti > n(T).
Alors, par (1), on obtient que V j € N*, j <4, M. # 0.
Donc, |{j € N : M{. # 0}| > i > n(T'), ce qui est impossible.

Preuve de (7). Evident par (6).

Preuve de (8). Cas 1 : M{. = (.

Alors, Ty(Mrp oy \ M[:) = Ta(Mrp (). De plus, M} = (). Donc, par (2), on a terminé ce cas.
Cas 2 : M{ # 0.

Alors, par (7), on a que Ty(Mrp ) \ My ) Ty(Mp oy \ MEU ... U M"(F))

De plus, n(I") + 1 > 2 et, par (6), Mr( )+ = (). Donc, par (3), on a terminé ce cas aussi. |

Penchons nous maintenant sur un lemme important. Son but principal est de montrer que les condi-
tions (~6), (|~7) et (|~8) sont suffisantes pour établir I'égalité suivante : (~(I') = T3(Mr o), 5(1) )
ce qui fournit une définition sémantique de |~ (de maniére discriminante).

Lemme44 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, V et A des connecteurs
binaires de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F, V), =) une structure sémantique satisfaisant
1) et (A3), |~ une relation de P(F) x F satisfaisant (|~6), (~7) et ()~8), et I' C F. Alors,

(4

(0) si M. # 0, alors fr & (') ;

(1) si M{. # 0, alors Mp vy € Mg, ;

(2) si M[. # 0, alors M{. " M_5. =0;

(3) si M{. # 0, alors Mp iy \ M{. € M-, ;
(4) Mp o)\ M{- = Mr p ), F(ry 5

(5) MF) Ta(Mr (1), F(r)) 5

(6) Mp oy, m(ry = Mp por), (5

(1) (1) = Ta(Mp o1y, z(D))-

Preuve Preuvesde (0), (1) et (2). Supposons que M. # (.
Alors, il suffit de montrer par récurrence que : Vi € [1, n(I")],
ps(i) (MpuU...UM{)N M_ g1y, vpi) =

p2(i)  Mrry © Mgy, g

pi(d) BE V...V Bp & (D).
Comme M # 0, onaque I3r € NT, vy, v9,...,0, € Vet 30y, fBo,..., 3 € F tels que

Mll = {Ul,. .. ,UT}, ﬁrlx =M V...Vf.etVje [1,7’],,3j ¢ }'\J(F), MI“}),\/(I“) c Mﬂj et v; ¢ M_\ﬂj.
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Alors, on montrera :

(0.0) p3(1) est satisfaite ;

(0.1)  p2(1) est satisfaite ;

(0.2)  p1(1) est satisfaite.

A présent, supposons que i € [1,n(I") — 1] et que p; (7), p2(7) et p3(7) sont satisfaites.
Commerfrl #(0,onaqueIr € N, vy, v9,...,v, € VetIBy,Fa,..., 0 € Ftels que
MFrl:{vl,...,vT},ﬁZFH:ﬁl\/...\/ﬁret ‘

Vjellr],B; @), Mppury \ Mt U... UM} C Mg, etv; & M_g,.

Alors, on montrera que :

(0.3) p3(i+ 1) est satisfaite ;

(0.4)  pa(i+ 1) est satisfaite ;

(0.5) BLV...VBNVBV V... VB & T);

(0.6)

p1(i + 1) est satisfaite.
Preuve de (0.0). Siv; € M, alors v; € M_g,. Or, par (A3), on a que M_g1 C M-g;.
Preuve de (0.1). On a que My |y € Mp, ce qui est un sous-ensemble de Mj, , par (A3).

Preuve de (0.2). Il suffit de montrer par récurrence que : V j € [1,7],

q(j) BrV... VB & p(I).

Clairement, g(1) est satisfaite.

Soit j € [1,7 — 1]. Supposons ¢(j). On montre ¢(j + 1).

Par (A3), on a que Mr . ry € Mg,v..vg;-

Drautre part, Mr jo(r) ~(51v..v5;) S Mrpu(r) S Mg,

Donc, par ¢(j) et (~7) (prenez 3, V...V [3; pour « et 311 pour [3), on obtient que
brV...V By & (I

Preuve de (0.3). Soit v € M U ... U M. On montre que v ¢ M_‘(ﬂ%‘vmvﬁlij-l).
Cas1:v € MEU... UM

Alors, par p3(i), on a que v & M_(g1y...vgi)-

Or, par (A3), on a que Mﬁ(ﬁ%\/mvﬁ#l) C M_(gLy..vpi)-

Cas2:v € M%H.

Alors, 35 € [1,7], v = vj. Donc, v & M-g,.

Or, par (A3), on a que M_‘(ﬂ%‘vmvﬁlij-l) - M_\Bli_‘-&-l C M_g,.

Preuve de (0.4). Par p(7) et (A3), on a que Mr ) C Mgy vg. € Mﬂ%‘vmvﬂ%—kl.

Preuve de (0.5). Il suffit de montrer par récurrence que V j € [1,7] :

q(j) BEV...VBLVBLV...VB; & (D).

On montrera que :

(0.5.0) M (r)~8tv...vai) S Mpy- ‘

Alors, par p; (i), p2(i), (0.5.0) et (~7) (prenez 3L V...V Bk pour a et 3y pour (), q(1) est satisfaite.
A présent, supposons que j € [1,7 — 1] et supposons ¢(7).

Alors, on montrera que :
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(0.5.1) My (@), ~(BEV..VBLVBLV...VB;) c MﬁjH'
De plus, par p2 () et (A3), on obtient que :
(0.5.2) My pry € Mgy vaivay..vg;-

Par (0.5.1), (0.5.2), q(j) et ()~7) (prenez 3LV ...V BV 81 V...V 3; pour « et (B;41 pour f3),
on obtient que ¢(j + 1) est satisfaite.

Preuve de (050) Soit v S MF,}N(F),—\(ﬁ%‘\/...\/,@%)‘ AIOI'S, (RS Mﬁ(ﬁ%‘\/\/ﬁ%)
Donc, par ps(i), v € M{ U ... U M{. Ainsi, v € Mp oy \ MU ...UM\ C Mg,.

Preuve de (O D. 1) Soitv € MF (D), (BLV...VBLVBI V...V B;) Alors, par (A?)) veE M S(BLV.. VB
Ainsi, par p3(i), v € M} U...UM{. Donc, v € Mp ) \ Mt U...UM} C Mg, ..

Preuve de (0.6). Par py(i) et (A3), on obtient que My vy € Mgy g S Mgy
De plus, par (A3), on a aussi que Mﬁ(ﬁw VBIVBV.NB) = M_‘(ﬂ%‘vmvﬁlij-l).

Ainsi, par (0.5) et (p6) (prenez Bt V...V B pour acet BL V...V BEV B V...V B, pour f),
on obtient que p; (i + 1) est satisfaite.

V.VBEVBLV.. VG

Preuve de (3). Supposons que M. # ), que v € Mp ) \ Mf et que v & M_g,..
Alors, par (0), (1) et la définition de M, v € M"(F)Jrl ce qui est impossible par le lemme 43 (6).

Preuvede (4). Cas 1 : M[. # 0.

Par (3), on obtient une direction : Mp |y \ M € Mp (1, -.-
Par (2), on obtient I"autre direction : Mp | (1, € Mp () \ M[.
Cas 2 : M{ = 0.

Alors, clairement Mp .y \ M{. = Mr o1y = Mrp jo(r), 7(1)-

Preuve de (5). Direction : “C”.
Cas 1: M{. # 0.
Supposons le contraire de ce que ’on veut montrer, i.e. 3 € ('), a & T3(Mp (1), -p.)-
AIOI‘S, MF,}N(F),—'ﬂF g M%(p) g Ma. DOIlC, MF,}N(F),—'ﬂF g M_u.
En conséquence, par (0), (1) et (~6), on obtient que « ¢ |~(T"), ce qui est impossible.
Cas2: M{ =0.
Soit o € ~(I'). Alors, Mr 1y € My © M. De plus, par (8), My |y £ M-
En conséquence, a € Ty(Mr p.ry) = Ta(Mr o0y, F(1))-
Direction : “2”. Evident par (4) et le lemme 43 (8).

Preuve de (6). Direction : “C”.

Cas 1 : Mlﬁ = 0.

Cas 1.1: Hy(T') # 0.

Alors, da € F,a & )N(F), MF,}N(F) C Myet MF,}N(F) Z M_.

Donc, a € Ty(Mr (1)) Ainsi, par (5), a € ~(I'), ce qui est impossible.

Cas 1.2: H (") = 0.

Clairement, Vi € N*, si H;(T') = 0, alors H;11(I') = 0. Ainsi, H(I') = () = F(T).
Cas 2 : M{. # 0.
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Comme M{. C Mp | ), on obtient par (2) que Mp ) € M-g..

Donc, par (0) et (1), on aque =4 € Hy(I') € H(T'). Ainsi, Mgy € Mp.
Direction : “D”.

Cas 1: M{ =0.

Méme preuve (verbatim) que pour le cas 1 de la direction “C”.

Cas 2 : M{. # 0.

Alors, ce qui suit est valide :

(6.0) Vi€ NF, Mpr) s € Mr o), m(1),.... i (D)-

Supposons le contraire de ce que I’on veut montrer, i.e. 3v € Mp?Mp)ﬁBF, v ¢ MF,MF),H(F)-

Alors, v € M ry. Or, clairement My ry = (V;en+ Ma, -

Ainsi, 37 € N*, v & My, ry, ce qui est impossible par (6.0).

Preuve de (6.0). On montre par récurrence que : Vi € NT,

p(i)  Mr ), ~pr € Mr jo(r), 1y (1), ... By (1)

On montrera que

(6.0.0) p(1) est satisfaite.

Soit i € N*. Supposons que p(i) est satisfaite et que p(i + 1) n’est pas satisfaite.
Alors, 3v € Mp . r),pr> U & M, (1), Hy (), ... Hig1 (T)-

Donc, 3j € [1,i+ 1], v & My, ().

Casl:5=1.

Alors, 3 3 € F, MF,}N(F) - Mﬁ, 0 & )N(F) etv & M_.g.

Dons, v € M} N M_g,., ce qui est impossible par (2).

Cas2:5 > 2.

Alors, 3 3 € F, MF’l,V(F)7H1(I“)’“.’Hj_l(r‘) C Mg, BEPT)etv ¢ M-_p.

Or, par le lemme 43 (7), par (4) et par p(i), we obtient que

Moy \ MEU U MEY = Mppy \ My = Mrpoy 0 € Moo, o)) S
Mr vy, 1y (1), ;1 () © Mp.

Ainsi, v € MF(F)H

, ce qui est impossible par le lemme 43 (6).
Preuve de (6.0.0). Supposons le contraire de ce que I’on veut montrer, i.e.

supposons 3 v € Mp . (1),~gp> V & Mr (1), 1, (T)-
Alors, v € My, ry. Donc, 38 € F, Mp .y € Mg, B & (') etv & M_p.
Donc, v € M. Ainsi, v € M} N M_g,., ce qui est impossible par (2).

Preuve de (7). Evident (5) et (6). |}

On se tourne a présent vers un autre lemme important. Son but est essentiellement de montrer que
toute fonction de sélection PrD p représentant (de maniere discriminante) une relation de conséquence
h est telle que p1(Mr) = My jo(r), (1> c€ qui permet de définir y & partir de |~.

Lemme45 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, V et A des connecteurs
binaires de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F,V, =) une structure sémantique satisfaisant
(Al) et (A3), V C P(V), p une fonction de sélection PrD de D dans V, |~ la relation de P(F) x F
telleque VI' C F, ~(T') = Ty(u(Mr)) etenfin I' C F. Alors :

(0) pw(Mr) € Mprys
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1
2

p~ satisfait (j~6) ;

(1) ~

(2) |~ satisfait (J~7);

(3) |~ satisfait (~8);

(4) MpNp(Mr)=0;

(5) Mr vy, 1. (u(rir)) = #(Mr)

(6) si M/ 7é @ alors MF J(D),HT) = M(MF)
Si (F,V, |) satisfait aussi (A2), alors :

(7) si M{. =0, alors Mgy = M,y s

(8) si M{. = 0, alors Mp vy € Mcry;

(9) Mr pory,mr) = 1(Mr).
Si p est PrC, alors de nouveau :

(10) My o),z = #(Mr).

Preuve Preuvede (0). On montre que p(Mr) € M| ). Soitv € u(Mr) et a € ().
Alors, « € T (u(Mr)). Done, u(Mr) C M,,. Donc, v € M,,.
D’autre part, on a clairement que (M) € Mr. Ainsi, u(Mr) € Mr N My = My (1)

Preuve de (1). Supposons que o, 3 € F, que # € H(T, ~( ))\|~( )etque —~a € H(T, (1), =0).
Alors, par (0), ji(Mr) € Mp pry € My. Or, 8 & p(T) = Ta(p(Mp)). Done, ju(My) € Mop.
En conséquence, p(Mr) € Mrp . (ry,-g € M-qo. Ainsi, o & Ty(u(Mr)) = ~(T).

Preuve de (2). Supposons que o, f € F, v € H(I', (') \ (T') et 8 € H(T, (1), ) \ p~(T)
Alors, par (0), u(Mr) C Mp () € M. Or, a0 & Td( (Mr)). Donce, u(Mr) € M—,.

Ainsi, u(Mr) € Mrp o (r),-a € Mp. Or, 3 & Ty(u(Mr)). Done, u(Mr) € M-p.

Donc, par (A3), u(Mr) g M-NM-_g = Mﬁ(avﬁ).En conséquence, oV 3 & Ty(u(Mrp)) = ~(T).

Preuve de (3). Soit a € |~(I"). Alors, a € Ty(u(Mr)). Done, u(Mr) € M.
Donc, par (0), Mp oy £ M-q.

Preuve de (4). Cas 1 : M{. = (). Evident.

Cas 2 : M{. # 0.

11 suffit de montrer par récurrence que : Vi € [1, n(I")],

p(i) (MEuU...UML)Np(Mr)=0.

On montrera que :

(4.0) p(1) est satisfaite.

Soit i € [1,n(I") — 1]. Supposons que p() est satisfaite. On montre que p(i + 1) est satisfaite.
Cas1: Mf@“ N p(Mr) = 0.

Alors, par p(i), on obtient clairement p(i + 1).

Cas2:3v € M N p(Mr).

Alors, 33 € F,( & )’\/(F), MF,}N(F) \M% Uu...u Mf - Mg etv & M_.g.

Ainsi, par (0) et p(i), p(Mp) € Mp oy \ MEU ...UM} C Mg. Or, u(Mr) € M-g.
En conséquence, 3 € Ty(u(Mr)) = p~(I'), ce qui est impossible.
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Preuve de (4.0). Supposons le contraire de p(1), i.e. 3v € Mg N pu(Mr).
Alors, 33 € F, B¢ (T), Mp jo(ry € Mgetv & M_g.

Ainsi, par (0), u(Mr) € Mga. D’autre part, p(Mr) € M-g.

Ainsi, 5 € Ty(u(Mr)) = ~(T'), ce qui est impossible.

Preuve de (5). Comme pu(Mr) € D,onaque 31" C F, M = u(Mr).

Ainsi, MT(,U«(MF)) = MT(MF/) = Mp/ = ,u(Mp).

Donc, My p(r), 7. (u(Mr)) = M1, u(Mr)), T (u(Mr)) = Mr 1(u(aar))- On T C T(u(Mr)).
Ainsi, My (uar)) = Mr i) = #(Mr).

Preuve de (6). Supposons que M. # (. Direction DeC

Cas 1:3v € Mp )\ MpU...U M s 0 & My, (u(rr))-

Alors, 3 € T(u(Mr)), v & M

Par le lemme 44 (3), le lemme 43 (7) et par (A3), Mp ) \M{U. . .UM} () ¢ M-g. € M_(g.pa)-
Par (0) et le lemme 44 (1), u(Mr) C Mg, N M, Mﬁﬁ(ﬂrm)

Ainsi, =(fr A @) & Ty(p(Mr)) = ().

De plus, v & My 2 M (g pa)-

En conséquence, v € M )+ (prenez —(r A «) pour 3 dans la définition de M)

Ainsi, par le lemme 43 (6) on obtient une contradiction.
Cas 2: Mp oy \ MEU ... UMFY C My (-
Alors, par le lemme 44 (6) le lemme 44 (4), le lemme 43 (7) et par (5), on obtient que
Mr (1) = Meoy \ MEU - UME® € My o)) = #(M).
Direction : “D”.
Par (0), (4), le lemme 44 (4) et le lemme 44 (6), on obtient que
w(Mr) © Mr,pory \ My = My por), ) = Mr o), 0 (r)-

Preuve de (7). Supposons que M} = (). Direction : “2”.
Supposons le contraire de ce que I’on veut montrer, i.e. 3v € Mr, (u(ar))> v € Ma(n)-
Alors, 3o € G(T'), v & M,
Cas 1:a € T(Mp pur))-
Comme o € G(T'), ona que o € ~(I"). Donc, par le lemme 44 (5), a & Ty(Mrp (1))
Ainsi, a € T.(Mr (ry)- En conséquence, par (0), a € T.(u(Mr)).
Donc, v € M,, ce qui est impossible.
Cas2:—-«a € T(MF,%/(F))-
Comme a € G(T'), on a que v € ~(I"). Donc, par le lemme 44 (5), ~a & Ty(Mr (1))
Ainsi, ma € T.(Mrp . (r)). En conséquence, par (A3), o € Te(Mp ju(r))-
Ainsi, par (0), « € T,.(u(Mr)). Donc, v € M,, ce qui est impossible.
Cas3:a ¢ T(MF,%/(F)) et o & T(MF,}N(F))-
Alors, par (A2), Mp . r),a € M-q. Ainsi, o € Ty(Mr 1 (1),a)-
Or, a € G(T'). Donc, Ty(Mr jur),o) € ~(I'). Done, a € p(T)).
Ainsi, o ¢ G(I'), ce qui est 1mp0551ble
Direction : “C”.
Supposons le contraire de ce que I’on veut montrer, i.e. 3v € Mg(r), v € M1, (u(r1r))-
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Alors, on montrera que :

(7.0) 3o e T(u(Mr)), My pqry ol < u(Mr)

Or, M(MF) C M, et, par (0) (MF) C Mr () Ainsi, M(MF) - MF,}N(F),Q
Donc, [p(Mr)| < [Mr (1), ce qui est impossible par (7.0).

Preuve de (7.0). Onaque 36 € T,.(u(Mr)), v & Ms.

Par (Al), i (7.0), il suffit de montrer par récurrence (dans le sens
décroissant que) VieZ tel que i < |Mp . r),5],ona

pli) Fo € T(u(MD)). v & My et [Mr ool — (V)] < i

Clairement, p(| Mr () 5|) est satisfaite (prenez 9).

Soit ¢ € Ztel que i < ]Mp ~(r),5|- Supposons p(i). On montre p(i — 1).

Onaque Ja € TC(,u(Mp)) v & My et |Mp ) ol — [p(Mr)| <.

Cas 1: Ty(Mr po(r),a) € ().

Comme « € T, (u(Mr)) et (A3) est satisfaite, on obtient que =« € To.(u(Mr)).

Or, To(u(Mr)) N Ty(pu(Mr)) = 0. Donc, ni v ni —av n’appartient a Ty(u(Mr)) = ~(T).

En conséquence, o € G(T'). Donc, v € M, ce qui est impossible.

Cas2:3 8 € Ty(Mr (r).a). B & (D).

Par (0), u(Mr) C MF J~(r)- D’autre part, u(Mr) € M,. Done, ju(Mr) € My (r),a S Mp.
Or, B ¢ I(T) = Ta(u(Mr)). Ainsi, u(Mr) € Mop.

En conséquence, p(Mr) € My N M_g = Map-g et u(Mr) € M-o € M_(or-p)-

Ainsi, a A =3 € Te(pu(Mry)).

D’autre part, v € My 2 Map-g.

De plus, MF,)N( I),an—3 C Mr (D), a0 tandis que M J(D),a Z M_ﬂ O Mr (D), aA—5-

Donc, |Mr 1) an-gl < [Mr j(r),al — 1. Done, [Mp (1) an-gl — [w(Mr)] <@ —1.

Ainsi, p(i — 1) est satisfaite (prenez a A —pf).

Preuve de (8). Supposons que M. = (.

A présent, supposons le contraire de ce que I’on veut montrer, i.e. 3v € My 1 (1), v € Mg (r)
Alors, 3a € G(T'), v & M,

Casl:ae T(MF,%/(F))-

Comme o € G(T'), on a que o € ~(I). Ainsi, par le lemme 44 (5), o & Ty(Mrp (1))

Donc, a € Te(Mr . (ry). Ainsi, Mr .1y € M,. En conséquence, v € M,, ce qui est impossible.
Cas 2: ~a € T(Mp p(r))-

Comme o € G(T'), on a que v € ~(I'). Ainsi, par le lemme 44 (5), ~a & Ty(Mp (1))
Donc, ~a € T.(Mr (). Ainsi, par (A3), Mr .1y € M—-o = M,.

En conséquence, v € M,, ce qui est impossible.

Cas3:a ¢ T(MF,%/(F)) et o & T(MF,}N(F))-

Alors, par (A2), Mr | (1), £ M-q.Donc, a € Ty(Mr (1)) Or, a € G(I'). Donc, a ¢ ~(T")
Ainsi, Ty(Mr jor),o) € ~(T). En conséquence, a ¢ G(T'), ce qui est impossible.

Preuve de (9). Cas 1 : M. = (.
Par le lemme 44 (6), MF,)N(F),H(F) = MF,}N(F),F(F) = MF,}N(F)'

Or, par (8), (7) et (5), on a que Mr .1y = Mrp 1),y = Mr o), 7. (u(Mr)) = #(Mr).
Cas 2 : M{. # (. Evident par (6).
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Preuve de (10).

Cas 1: M{ =0.

Casl.1:dwe MF,}V(F)’ v MTC(/L(MF))‘

Cas 1.1.1 : I n’est pas consistant.

Alors, 3 € T.(u(Mr)), v & M,.

D’autre part, comme I' n’est pas consistant, on a que 3 3 € F, M C Mg et Mr C M-_g.
Ona que MF,}w(F) - Mp - Mg - Mﬁ\/—‘a-

D’autre part, u(Mr) € Mr € M-g. Donc, u(Mr) € M—g N My, = M (gy-q)-

Ainsi, BV —a & Ty(u(Mr)) = (T),

De plus, v & My 2 M_(gy-q)-

En conséquence, v € M% (prenez 3 V —« pour 3 dans la définition de M%).

Donc, v € M., ce qui est impossible.

Cas 1.1.2 : T" est consistant.

Donc, Mr € C. Ainsi, comme p est PrC, on a que u(Mr) € C. Donc, T.(u(Mr)) = 0.
Ainsi, M, () = V. Done, v € M, (,(uy-))> €€ qui est impossible.

Cas 1.2: Mp vy © Mz, (u(n))-

Alors, par le lemme 44 (6), Mr. (), s (r) = Mr(r),pr) = Mr ) = Mrpn) zgu(ir) -
Ainsi, par (5), Mr ),z = #(Mr).

Cas 2 : M{. # (. Evident par (6). |

A présent, on fourni la preuve de la proposition 41 (qui est énoncée au début de la section 3.3).

Preuve Preuve de (0). Direction : “—”.
Il existe une fonction de sélection cohérente, PrC et PrD 1 de D dans P(V) telle que :
VI C F (D) = Tulu(Mr)).
On montrera que :
(0.0) |~ satisfait (~0).
Par le lemme 45 (1), (2) et (3), | satisfait (|~6), ()7) et (~8).
Par le lemme 45 (10) et la propriété de cohérence de i, |~ satisfait (|~9).
On montrera que :
(0.1) p~ satisfait (j~11).
Direction : “«”
Supposons que |~ satisfait (|~0), (6), (7), (8), (
Alors, soit  la fonction de D dans P (V) telle que VT
On montrera que :
(0.2)  p est bien définie.
Clairement, x4 est une fonction de sélection PrD.
De plus, comme |~ satisfait (|~9), on a que p est cohérente.
On montrera que :
(0.3) pestPrC.
Enfin, par le lemme 44 (7),VI' C F, (') = Ty (u(Mr)).

t (11).

r9)e
C F, w(Mr) = My (r),H(r)-

Preuve de (0.0). Supposons que ', A C Fetque H(I') = H(A). Alors, M = MAa.
Ainsi, (D) = Ta(u(Mr)) = Ta(u(Ma)) = h(A).

Preuve de (0.1). Supposons que I' C F et que I est consistant.
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Alors, Mr € D N C. Donc, comme p est PrC, on a que u(Mr) € C.

Ainsi, Ty(u(Mr)) = T(u(Mp)).

En conséquence, I' C T'(Mr) C T'(u(Mr)) = Ty(p(Mr)) = p~(T).

De plus, M%,(p) = MTd(M(Mr)) = MT(,u(Mp))- Or, ,LL(MF) € C. Donc, MT(,U«(MF)) e C.
En conséquence, |~(T") est consistant.

Enfin, () = Tu(u(Mr)) = T(u(Mr)) = T(Mr(uany) = T(Mpry) = F((T).

Preuve de (0.2). Supposons que I', A C F et que M = M.
Alors, H(I') = F(A). Donc, par (~0), ~(I') = ~(A).
En conséquence, H(I') = H(A). Ainsi, Mr ) gy = Ma jo(a),H(A)-

Preuve de (0.3). Supposons que V € DN C. Alors, 3T C F,V = Mr.

Cas 1 : H{(T") # 0.

Donc, 33 € F, B & (') et My 1y € Mp.

Par (|~11), T g PV(F) et |—(|~(F)) = l’\'(F) DOHC, MF,}V(F) = M}N(F) DOHC, M}N(p) g M@.
Ainsi, 3 € T(M (ry) = F(p(I')) = ~(T'), ce qui est impossible.

Cas2: H (') = 0.

Alors, H(F) = @ Donc, M(V) = M(MF) = MF,}N(F),H(F) = M)N(I‘)

Or, par (j~11), p~(I") est consistant. Ainsi, M) ) € C

Preuve de (1). Direction : “—".

Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus p est LM.

Alors, par le lemme 45 (10) et la propriété LM, |~ satisfait (|~10).
Direction : “«".

Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus |~ satisfait (|~10).

Alors, par définition de p et par (~10),  est LM.

Preuve de (2). Direction : “—".

Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf que x n’est plus PrC, tandis que (A2) est satisfaite.

Notons que dans (0), la propriété PrC n’est utilisée que pour montrer (j~11) et (~9).

Mais, on a plus besoin de montrer (~11).

De plus, par le lemme 45 (9) et la propriété de cohérence de i, on a de toutes fagons (|~9).
Direction : “«".

Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf que (j~11) n’est plus satisfaite, tandis que (A2) si.

Cependant, dans (0), (j~11) n’est utilisé que pour montrer que p est PrC, ce qui n’est plus nécessaire.

Enfin, notons que (A2) n’est pas utilisée dans cette direction.

Preuve de (3). Direction “—.

Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf que p n’est plus PrC, tandis que maintenant y est LM et
(A2) est satisfaite.

Notons que dans (0), la propriété de PrC n’est utilisée que pour montrer (j~11) et (j~9).

Mais, (J~11) n’est plus & montrer.

D’autre part, par le lemme 45 (9) et la propriété de cohérence de u, (|~9) est satisfaite.

De méme, par le lemme 45 (9) et la propriété LM de p, (|~10) est satisfaite.

”»”

Direction : “«<”.
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Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf que (j~11) n’est plus satisfaite, tandis que maintenant
(F10) et (A2) sont satisfaites.

Notons que dans (0), (J~11) n’est impliquée que pour montrer que p est PrC, ce qu’il n’est plus
nécessaire de montrer.

D’autre part, par définition de p et par (j~10), u est LM.

Enfin, notons que (A2) n’est pas utilisée dans cette direction. ||

3.4 Lecasdiscriminant et pasnécessairement PrD

A la différence de la section 3.3, les conditions de cette section ne seront pas purement syn-
taxiques. La traduction de propriétés comme la cohérence en termes syntaxiques est bloquée parce
qu’on ne dispose plus de 1’égalité suivante : pu(Mr) = Mr (), m(r)> qui est satisfaite quand les
fonctions de sélection sont PrD (mais ce n’est pas le cas ici). Grace aux lemmes 34 et 35 qu’on va
montrer plus bas, on fournira une solution avec des conditions semi-syntaxiques.

Notation 46 Soient £ un langage, — un connecteur unaire de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de
L, (F,V, =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Alors, on considere la condition suivante : VI' C F,

(|N12) |—(F, PV(F),H(F)) = T({U € Mr: VA - f, siv e Ma C MF, alorsv € M}N(A),H(A)})

Proposition 47 Soient £ un langage, — un connecteur unaire de £, V et A des connecteurs binaires
de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F, V), =) une structure sémantique satisfaisant (A1) et
(A3), et |~ une relation de P(F) x F. Alors,

(0) |~ est une relation de conséquence préférentielle-discriminante PrC ssi ([~0), (~6), (~7),
(F8), (J~11) et (~12) sont satisfaites.

Supposons que (F, V, |=) satisfait aussi (A2). Alors,

(1) |~ est une relation de conséquence préférentielle-discriminante ssi (~0), (|~6), (~7), (~8) et
(F~12) sont satisfaites.

Preuve Preuvede (1). Direction : “—".

Il existe une fonction de sélection cohérente i de D dans P(V) telle que :

VI C F, (1) = T(p(Mp)).

Donc, |~ satisfait clairement (|~0).

Soit f la fonction de D dans D telle que V'V € D, f(V) = Mp(,v))-

Alors, par le lemme 35,V V € D, f(V) = My, (vy)-

D’autre part, VI' C F, f(Mp) = MT(M(MF)) - MT(MF) = Mr.

Ainsi, f est une fonction de sélection.

Clairement, f est PrD.

De plus, VI C F, (') = Ta(u(Mr)) = Ta(Mrumyy)) = Ta(f (Mr)).

En conséquence, par le lemme 45 (1), (2) et (3), |~ satisfait (|~6), (|~7) et (8).
D’autre part, par le lemme 45 (9), VI' C F, f(Mr) = My (1, 5 (D)

On montre que |~ satisfait (j~12). Soit I" C F.

Alors, H(I', ('), H(I')) = T(Mp,j(r),m(r)) = T(f (Mr)) = T(Mg . () = T(pg(Mr)) =
T({ve Mp:VW eD,siveW C Mp,alorsv € f(W)}) =
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T({U c MF VA - .7:, siv € MA - MF, alors v € f(MA)}) =
T({veMp:VACF,siveMaC Mr,alorsv € M pa)mna)}) =
T({veMp:YACF, siveMaC My, alors v € Mua) ma)})-

’

Direction : “«".
Supposons que ([~0), (~6), (7), (F8) et (~12) sont satisfaites.
Soit f la fonction de D dans D telle que VI' C F, f(Mr) = Mrp () m(r)-
Par (|~0), f est bien définie.
Par le lemme 44 (7), VT C F, ~(T) = Ty(Mr po(ry, m(1))-
Ainsi, VT C F, o(T) = Ty(f(My)).
Par (|N12), vT g .7:, f(MF) = MT(,U«f(MF))'
Ainsi, VT C F, [o(T) = Ta(£(Mr)) = Ta( M., aapyy) = Talg (Mr)).
Or, par le lemme 34, ¢ est une fonction de sélection cohérente.

Preuve de (0). Direction : “—".

Méme preuve (verbatim) que pour (1), sauf que (A2) n’est plus satisfaite, tandis que u est PrC.

Notons que (A2) n’a été employée que pour appliquer le lemme 45 (9) afin d’obtenir que :

VI CF, f(Mr) = Mr r),85(T)-

Mais, on va obtenir cette égalité par un autre moyen.

En effet, si V' € D N C, alors, comme p est PrC, u(V) € C, donc My, vy € C, donc f(V) € C.

Donc, f est PrC.

En conséquence, par le lemme 45 (10), on obtient que : VI' C F, f(Mr) = Mr ) m(r)-

De plus, par la méme preuve (verbatim) que pour (0.1) de la proposition 41, |~ satisfait (j~11).
Direction : “«".

Méme preuve (verbatim) que pour (1), sauf que (A2) n’est plus satisfaite, mais |~ satisfait (j~11).

Cependant, dans cette direction, (A2) n’a pas été utilisée dans (0).

I1 reste a montrer que fiy est PrC.

Par la méme preuve (verbatim) que pour (0.3) de la proposition 41, on obtient que f est PrC.

Soit Ve DN C. Alors, f(V) € C. Donc, Mz, (v)) € C.Donc, us(V) € C. |}
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Chapitre 4

Caracterisationsdereations de
consequence pivotantes

Dans ce chapitre, on va produire des caractérisations pour des relations de conséquence pivo-
tantes et pivotantes-discriminantes. Ces résultats ont été publiés dans [BNO5a].

Remarque 48 Le travail de caractérisation dans ce chapitre est trés similaire a celui du chapitre 3.
Parfois, les preuves seront les mémes (presque verbatim). Notons que le chapitre 3 parle de fonctions
de sélection cohérentes, alors que ce chapitre parle de fonctions de sélection fortement cohérentes.
Ainsi, au dela des caractérisations, une contribution de ce chapitre est de fournir un exemple de
comment les techniques développées dans le chapitre 3 (en particulier, dans le cas discriminant)
peuvent étre adaptées a de nouvelles propriétés (ici, la cohérence forte au lieu de la cohérence).

Parfois on aura besoin de faire des hypotheses (définies dans la section 2.1.1) a propos des structures
sémantiques sous considération. Cependant, aucune hypothese ne sera nécessaire pour les deux fa-
milles suivantes :
— les relations de conséquence pivotantes (section 4.2) ;
— les relations de conséquence pivotantes PrD (section 4.1).
On supposera (AQ) pour :
— les relations de conséquence pivotantes UC (section 4.2).
On aura besoin de (A3) et (A1) pour :
— les relations de conséquence pivotantes-discriminantes PrC (section 4.4) ;
— les relations de conséquence pivotantes-discriminantes PrC et PrD (section 4.3).
On aura aussi besoin de (A3), (A1) et (A2) pour :
— les relations de conséquence pivotantes-discriminantes (section 4.4) ;
— les relations de conséquence pivotantes-discriminantes PrD (section 4.3).
On supposera (A0), (A3) et (A1) pour :
— les relations de conséquence pivotantes-discriminantes PrC et UC (section 4.4).
Enfin, on supposera (A0), (A43), (A1) et (A2) pour :
— les relations de conséquence pivotantes-discriminantes UC (section 4.4).
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4.1 Lecasnon-discriminant et PrD

Dans cette section, on caractérise la famille de toutes les relations de conséquence pivotantes
PrD. On va utiliser des techniques similaires a celle de la section 3.1, c’est a dire que 1’on va d’abord
établir I’égalité suivante : u(Mp) = M, ~(r)- Ensuite, grace a elle, on va traduire des propriétés
comme la cohérence forte en termes syntaxiques.

Définition 49 Soient (F, V), =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Alors, on considére la condition suivante : VI', A C F,

(M13) ~(I) € F((A),T).

Notons que cette condition est purement syntaxique si un systéme formel est disponible pour |-.

Proposition 50 Soient (F, V), |=) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Alors, |~ est une relation de conséquence pivotante PrD ssi |~ satisfait (~0), (1), (~2) et (~13).

Preuve Direction : “—”.

11 existe une fonction de sélection PrD et FC p de D dans P(V) telle que :
vICF, () = T(u(Mr)).

On montrera que :

(0) VI CF, u(Mr)=M.r);
(1) |~ satisfait (p0) ;
(2) |~ satisfait (1) ;
(3) | satisfait (p2) ;
(4) |~ satisfait (~13).

3 ’

Direction : “«

Supposons que |~ satisfait (~0), (1), (p~2) et (~13).

Soit y 1a fonction de D dans P (V) telle que VI' C F, u(Mr) = Mo (r).
On montrera que :

(5) est bien définie ;

(6) p estune fonction de sélection PrD;

(7) westFC;

8) VI CF, () =T(u(Mr)).

Preuve de (0). Soit I" C F. Comme p est PrD, on a que p(Mr) € D.
Donc, 3A C F, u(Mr) = MAa.

Ainsi, p(Mr) = Ma = Mrua) = Mr(uo) = My ).

Preuve de (1). Supposons que I'; A C F et que H(I') = H(A).
Alors, Mr = Ma. Donc, ~(T') = T(u(Mr)) = T(u(Ma)) = ~(A).

Preuvede (2). Soit T' C . Alors, () = T(u(Mr)) = T(Mr(uaayy) = T(Miqry) = H((T)).
Preuve de (3). Soit I' C F. Alors, I' € T(My) € T(u(Mr)) = (D).

Preuve de (4). Soit I', A C F. Alors, par (0) et FC :
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M}N(A),F = M)N(A) N Mr = M(MA) N Mr C /,L(MF) = M}N(F)
Ainsi, par (j~1), on obtient que p~(I') = H((I)) = T (M 1)) € T(M(ayr) = F((A),T).

Preuve de (5). Supposons que I', A C F et que My = M.
Alors, H(I') = =(A). Donc, par (~0), M) = M (a)-

Preuve de (6). Soit I' C F. Alors, par ((2), u(Mr) = My € Mr.
En conséquence, p est une fonction de sélection. De plus, p est clairement PrD.

Preuve de (7). Soient I', A C F.
Alors, par (f~13), on obtient que p(Ma) N Mp = M ay N Mr = M a)r € Moy = p(Mr).

Preuve de (8). Soit I' C . Alors, par (f1), (v(T') = F((T) = T(Mory) = T(u(Mr)). I

4.2 Lecasnon-discriminant et pas nécessairement PrD

Dans cette section, on étudie en particulier la famille de toutes les relations de conséquence pivo-
tantes. A la différence de la section 4.1, les fonctions de sélection considérées ici ne préservent pas
forcément la définissabilité. En conséquence, de nouveau, on ne dispose pas de 1’égalité suivante :
p(Mr) = M) (r). Du coup, on arrive pas a traduire des propriétés comme la cohérence forte en
termes syntaxiques.

Cependant, on mettra en évidence, dans le chapitre 5, certaines limites a ce qui peut étre fait ici.
Approximativement, on montrera dans un cadre classique infini, que la famille mentionnée plus haut
n’admet pas de caractérisations contenant seulement des conditions quantifiées universellement et
de taille limitée.

On va produire une solution avec des conditions semi-syntaxiques. Pour cela, on va développer
des techniques similaires & celles de la section 3.2. L’idée est de construire pour toute fonction f,
une fonction de sélection FC v telle que si f “recouvre” n’importe quelle fonction de sélection FC,
alors elle recouvre nécessairement vy.

Définition 51 Soient V un ensemble, V. C P(V), W C P(V) et f une fonction de V dans W.
On note v la fonction de V dans P(V) telleque VV € V,

viV)={veV:YWeV,siveW, alorsve f(W)}.

Lemme52 Soit V un ensemble, V. C P(V), W C P(V) et f une fonction de V dans W.
Alors, v est une fonction de sélection FC.

Preuve vy est clairement une fonction de sélection. On montre qu’elle est FC.
Supposons le contraire, i.e. 3V, W € VetIv c vy (W)NV,v € vp(V).
Alors,comme v € Vetv € vy(V),onaqueIZ € V,ve Z,etv & f(Z).
Ainsi, simplement par définition de v¢, v € v¢(W), ce qui est impossible. [

Lemme53 Soit V un ensemble, V, W et X des sous-ensembles de P(V), f une fonction de V
dans W, et 1 une fonction de sélection FC de V dans X telleque VV € V, f(V) = Mruvy)-
Alors :
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(0) YV eV, (V) = Mr,v)-

Supposons que (F, V), =) est une structure sémantique satisfaisant (A0), que D C V et que p est
UC. Alors :

(1) ve(V) = p(V).

Preuve Preuvede (0). Supposons que V' € V. On montre que f(V) = Mz, (v)).
Cas1:3ve puV),v&veV).

Comme (V) C V,onaquewv € V.

Donc, par définition de vy, 3IW € V,v € Wetv & f(W) = My, wy) 2 p(W).

D’autre part, comme p est FC, on aque u(V)NW C pu(W). Donc, v € u(W), ce qui est impossible.
Cas2: (V) Cup(V).

Cas2.1:3vevp(V),vég f(V).

Alors, AW € V,v € W,etv & f(W).

En effet, il suffit de prendre V' lui-mé&me pour le choix de W.

Ainsi, par définition de v¢, v € v#(V'), ce qui est impossible.

Cas2.2:vp(V) C f(V).

Alors, f(V) = Mruvy) € Mro, vy € Mrgv) = Mrir gy = Mreoy) = V).

Preuve de (1). Direction : “C”.
Supposons le contraire de ce que 1’on veut montrer, i.e. J3v € 14(V), v & (V).
Alors, v € V' \ (V). Or, comme p est UC,onaque V\ u(V) € D C V.
D’autre part, comme v € v¢()), on obtient que VW € V, siv € W, alors v € f(W).
Ainsi, v € f(V \ M(V)) = MT(,u(V\,u(V)))-
Mais, on montrera que :
(1.0) (Y \ (V) =0.
Ainsi, Mruonuwy) = Mre) = Mr.
Or, par (A0), on a que M = (). Ainsi, v € (), ce qui est impossible.
Direction : “D”.
Supposons que le contraire est vrai, i.e. v € u(V), v & vp(V).
Comme v € Vetv ¢ vp(V), onobtient que IW € V,v € Wetv & f(W) = Mp,wy) 2 u(W).
Or, comme p est FC, on a que (V) N W C p(W). Ainsi, v € u(W), ce qui est impossible.

Preuve de (1.0). Supposons le contraire, i.e. 3v € p(V \ p(V)).
Comme p est FC,on aque u(V \ (V) NV C pu(V). Donc, v € u(V). Ainsi, v ¢ V \ u(V).
Or, u(V\ p(V)) CV\ (V). Donc, v & u(V \ u(V)), ce qui est impossible.

Définition 54 Soient (F, V), =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Alors, on considere les conditions suivantes : VI' C F,

(|fV14) )N(F) = T({’U e Mp:VAC F, siv € Ma, alors v € M)N(A)}),
(M15) V\{v € V:VACF, siv € Mp, alors v € My a)} € D.

Proposition 55 Soient (F, V), |=) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F. Alors :
(0) |~ est une relation de conséquence pivotante ssi |~ satisfait (j~14).
Supposons que (F, V, |=) satisfait (A0). Alors :
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(1) |~ est une relation de conséquence pivotante UC ssi |~ satisfait (j~14) et (j~15).

Preuve Preuve de (0). Direction : “—”
11 existe une fonction de sélection FC p de D dans P(V) telle que VI' C F, ~(T') = T'(u(Mr)).
Soit f la fonction de D dans D telle que V'V € D, f(V) = Mp(,vy)-
Par le lemme 53, onaque VV € D, f(V) = Mz, (vy)-
Notons que VI' C F, f(MF) = MT(H(MF)) = M}N(F)
On montre que (|~14) est satisfaite. Soit I' C F.
Alors, )N(F) - T(M(MF)) - T(MT(H(MF))) - T(f(MF)) - T(MT(Vf(MF))) - T(Vf(MF)) -
T{ve Mp:YW eD,sive W,alorsv € f(W)}) =
T({ve Mpr:VYACF,sive Mp,alorsv € f(Mp)}) =
T({ve Mp:VACF,sive Mp,alorsv € M a)}).
Direction : “«".
Supposons que |~ satisfait (j~14).
Soit f la fonction de D dans D telle que VI' C F, f(Mp) = M-
Notons que f est bien définie. En effet, siI', A C Fet My = Ma, alors, par (|~14), ~(I') = ~(A).
De plus, par (j~14), on a clairement que VI' C F, (I') = T' (v (Mr)).
Enfin, par le lemme 52, on a que v; est une fonction de sélection FC.

Preuve de (1). Direction : “—".
Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus (A0) est satisfaite et y est UC.
On montre que |~ satisfait (~15). Comme p est UC,on a que V \ (V) € D. Or, par le lemme 53,
u(V) = vy(V) =
{veV: VW eD,siveW,alorsv e f(W)} =
{veV:VACF,sive Mp,alorsv € f(Mpa)} =
{veV:VACF,sive Mp,alorsv € MMA)}.
Direction : “«".
Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf qu’en plus (A0) et (J~15) sont satisfaites.
Maintenant, grace a (|~15), on aque V \ v¢(V) € D. Donc, vy est UC.
Enfin, notons que dans cette direction (A0) n’est pas utilisée. |

4.3 Lecasdiscriminant et PrD

Dans cette section, on caractérisera des relations de conséquence pivotantes-discriminantes PrD.
Pour cela, on appliquera les lemmes 44 et 45 (énoncés dans la section 3.3).

Définition 56 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, VV un connecteur
binaire de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F,V), =) une structure sémantique et |~ une
relation de P(F) x F.

Alors, on considere la condition suivante : VI', A C F,Va,3 € F,

(16) I U H(T) € H(A, ~(A), H(A),T).

De nouveau, cette condition est syntaxique si un systeme formel est disponible pour |-
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Proposition 57 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, V et A des connec-
teurs binaires de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F, V), =) une structure sémantique satis-
faisant (A3) et (A1), et |~ une relation de P(F) x F. Alors :

(0) |~ est une relation de conséquence pivotante-discriminante PrC et PrD ssi |~ satisfait (j~0),

(r6), (7). (~8), (P16) et (~11).
Supposons que (F, V, |=) satisfait (A2). Alors :

(1) p~ est une relation de conséquence pivotante-discriminante PrD ssi |~ satisfait (|~0), (j~6),

(r7), (h-8) et (r16).

Preuve Preuve de (0). Direction : “—”.

11 existe une fonction de sélection PrC, PrD et FC i de D dans P(V) telle que :
VT C F, ;o(T) = Tu(u(Mr)).

On montrera que :

(0.0) |~ satisfait (~0).

Par le lemme 45 (1), (2) et (3), | satisfait (|~6), ()7) et (~8).

Par le lemme 45 (10) et la propriété de cohérence forte de p, |~ satisfait (|~16).
On montrera que :

(0.1) |~ satisfait (j~11).

’

Direction : “«".
Supposons que |~ satisfait (|~0), (f6), (7), (8), (~16) et (~11).
Soit 11 la fonction de D dans P (V) telle que VI' C F, u(Mr) = Mrp ) 5 (r)-
On montrera que :
(0.2)  p est bien définie.
Clairement, p est une fonction de sélection PrD.
De plus, comme |~ satisfait (|~16), 4 est fortement cohérente.
On montrera que :
(0.3) pestPrC.
Enfin, par le lemme 44 (7),VI' C F, |~(I') = Ty(u(Mr)).

Preuve de (0.0). Supposons que I'; A C F et que H(I') = F(A). Alors, M = MAa.
Ainsi, (L) = Ty(u(Mr)) = Tu(p(Ma)) = ().

Preuve de (0.1). Supposons que I' C F et que I est consistant.

Alors, Mp € D N C. Donc, comme p est PrC, on a que u(Mr) € C.

Ainsi, Ty(u(Mr)) = T(u(Mr)).

En conséquence, I' C T'(Mr) C T'(u(Mr)) = Ta(u(Mr)) = p(T).

De plus, M%(p) = MTd(M(MF)) = MT(M(MF))' Or, /L(MF) € C. Donc, MT(M(MF)) e C.
En conséquence, p~(I") est consistant.

Enfin, (1) = Ta(a(Mr)) = T(a(Mr)) = T(Mrqane ) = T(Myqry) = F((D).

Preuve de (0.2). Supposons que I', A C F et que Mp = M.

Alors, H(I') = F(A). Donc, par (}~0), on a que ~(T') = ~(A).

En conséquence, H(I') = H(A). Ainsi, Mr ) 1) = Ma o(A),H(A)-
Preuve de (0.3). Supposons que V€ DN C. Alors, 31" C F, V = Mr.
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Cas 1: H{(T) # 0.

Alors, 33 € F, B ¢ p(I') et Mp oy € Mp.

Par (j~11), T C (1) et H(~(T )) = p(I'). Donc, My 1y = M (). Donc, M|y € Mg.
Ainsi, 8 € T(M,r)) = F(p(I')) = p(I'), ce qui est impossible.

Cas?2: H{(T) = 0.

Alors, H(F) = . Donc, M(V) = M(Mp) = MF,}N(F),H(F) = M%,(p)

Or, par (~11), p~(I") est consistant. Ainsi, M.y € C.

Preuve de (1). Direction : “—".

Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf que x n’est plus PrC, tandis que (A2) est satisfaite.

Notons que dans (0), PrC n’est utilisée que pour montrer (~16) et (j~11).

Mais, on n’a plus besoin de montrer (j~11).

D’autre part, par le lemme 45 (9) and la cohérence forte de y, on a que (~16) est satisfaite.
Direction : “«<”

Méme preuve (verbatim) que pour (0), sauf que (|~11) n’est plus satisfaite, mais (A2) si.

Cependant, dans (0), (J~11) n’est utilisée que pour montrer que p est PrC, ce qui n’est plus nécessaire.

Enfin, notons qu’on a pas besoin d’utiliser (A2) dans cette direction. |

4.4 Lecasdiscriminant et pas nécessairement PrD

Une fois encore, comme on n’a pas la préservation de la définissabilité, on arrive pas a établir
I’égalité suivante : pu(Mp) = Mr (), H(r)- De nouveau, on produira des solutions avec des condi-
tions semi-syntaxiques, grace aux lemmes 52 et 53 (énoncés dans la section 4.2).

Définition 58 Soit £ un langage, — un connecteur unaire de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de
L, (F,V, E) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
Alors, on considere les conditions suivantes : VI' C F,

(|fV17) I—(F, PV(F),H(F)) = T({U EMr:VACF, sive Mp, alorsv € M}N(A),H(A)})v
(|N18) V\ {U EV:VACF, sive Ma, alorsv € M}N(A),H(A)} € D.

Proposition 59 Supposons que £ est un langage, — un connecteur unaire de £, V et A des connec-
teurs binaires de £, F I’ensemble de toutes les fbfs de £, (F, V), =) une structure sémantique satis-
faisant (A3) et (A1), et |~ une relation de P(F) x F. Alors :

(0) |~ est une relation de conséquence pivotante-discriminante PrC ssi p~ satisfait (|~0), (j~6),
(7). (8), (1) et (~17).
Si (F,V, ) satisfait aussi (A0), alors :

(1) f~ est une relation de conséquence pivotante-discriminante PrC et UC ssi |~ satisfait (j~0),

(r6), (7). (r8), (P11), (17) et (r18).
Si (F,V, ) satisfait aussi (A2), alors :
(2) |~ est une relation de conséquence pivotante-discriminante ssi |~ satisfait (~0), (p6), (|~7),

(18) et (F17).
Si (F, V, =) satisfait aussi (A0) et (A2), alors :
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(3) |~ est une relation de conséquence pivotante-discriminante UC ssi |~ satisfait (j~0), (j~6),
(1), (8), (17) et (r18).

Preuve Preuve de (2). Direction : “—”.

Il existe une fonction de sélection FC i de D dans P(V) telle que VI' C F, |~(T") = Ty(u(Mr)).

Alors, |~ satisfait clairement (|~0).

Soit f la fonction de D dans D telle que V'V € D, f(V') = Mp(,v)).

Alors, par le lemme 53,V V € D, f(V) = Mz, (vy)-

D’autre part, VI' C F, f(Mp) = MT(M(MF)) - MT(MF) = Mr.

Ainsi, f est une fonction de sélection.

Clairement, f est PrD.

De plus, VI € F, (') = Ta(u(Mr)) = Ta(Mr(umyy)) = Ta(f (Mr)).

En conséquence, par le lemme 45 (1), (2) et (3), |~ satisfait (|~6), (|~7) et (8).

De plus, par le lemme 45 (9), VI C F, f(Mr) = My (1, 5 (D)

On montre que |~ satisfait (j~17). Soit I" C F.

Alors, (I, (), H(L)) = T(Mr po(ry,m(ry) = T(f(Mr)) = T(Mrq, (myy)) = T(vp(Mr)) =

T{ve Mp:YW eD,sive W,alorsv € f(W)}) =
T({ve Mpr:VYACF,sive Ma,alorsv € f(Mp)}) =
T({ve Mr:VACUF, sn;EMA,alorstMA% H(A)
T({v e My : VA C F, siv € Ma, alors v € M (a) H(A)}

Direction : “«”

Supposons que (|~0), (~6), (~7), (~8) et (~17) sont satisfaites.

Soit f la fonction de D dans D telle que VI C F, f(Mr) = Mrp (1, 5 (r)-

Par (~0), f est bien définie.

Par le lemme 44 (7), vT - .7:, |f\/(F) = Td(MF,}w(F),H(F)) = Td(f(Mp))

Par (j~17), onaque VI' C F, f(Mr) = My, (my))-

A1ns1 vI - f )N( (f(MF)) = Td(MT(uf(MF))) = Td(l/f(Mp))

Or, par le lemme 52, vy est une fonction de sélection FC.

D=
)-

Preuve de (3). Direction : “—".
Méme preuve (verbatim) que pour (2), sauf qu’en plus (A0) est satisfaite et y est UC.
On montre que (~18) est satisfaite. Comme p est UC, on aque V \ u(V) € D.
Or, par le lemme 53 (1), on obtient que ;(V) = v¢(V) =
{veV: VW eD,siveW,alorsv e f(W)} =
{veV:VACF,sive Mp,alorsv € f(Mpa)} =
{’U EV:VACF, sive Mpa, alorsv € MA,}N(A),H(A)} =
{veV:VACF, sive Mp, alorsv € M%/(A),H(A)}
Direction : “«<".
Méme preuve (verbatim) que pour (2), sauf qu’en plus (A0) est satisfaite et |~ satisfait (j~18).
Or, grice a (~18), onaque V \ v¢(V) € D. Donc, 5 est UC.
Notons que (A0) est inutilisée dans cette direction.

Preuve de (0). Direction : “—".

Méme preuve (verbatim) que pour (2), sauf que (A2) n’est plus satisfaite, tandis que u est PrC.
Notons que (A2) n’est utilisée dans (2) que pour appliquer le lemme 45 (9) afin d’obtenir que :
VI CF, f(Mr)= My r),#H5T)-
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A présent, on va obtenir cette égalité par un autre moyen.

En effet, si V€ D N C, alors, comme p est PrC, u(V') € C, donc My (v € C, donc f(V) € C.

Donc, f est PrC.

En conséquence, par le lemme 45 (10), on obtient que VI' C F, f(Mr) = Mp j (1), m(r)-

De plus, par la méme preuve (verbatim) que pour (0.1) de la proposition 57, |~ satisfait (j~11).
Direction : “«".

Méme preuve (verbatim) que pour (2), sauf que (A2) n’est plus satisfaite, mais (j~11) est satisfaite.

En fait, dans cette direction, (A2) n’a pas été utilisée dans (2).

Il reste a montrer que vy est PrC.

Par la méme preuve (verbatim) que pour (0.3) de la proposition 57, on obtient que f est PrC.

Soit Ve DN C. Alors, f(V) € C. Donc, Mz, (v)) € C.Donc, v¢(V) € C et c’est terminé.

Preuve de (1). Direction : “—".
Méme preuve (verbatim) que pour (2), sauf que (A2) n’est plus vérifiée, tandis que maintenant (A0)
est satisfaite et p est UC et PrC.
Notons que (A2) n’est utilisée dans (2) que pour appliquer le lemme 45 (9) afin d’obtenir que :
VI CF, f(Mr) = Mr r),85(T)-
Mais, par la méme preuve (verbatim) que pour (0), on obtient de toutes fagons que :
VI CF, f(Mr) = Mr r),H5(T)-
De plus, par la méme preuve (verbatim) que pour (0.1) de la proposition 57, |~ satisfait (j~11).
Enfin, par la méme preuve (verbatim) que pour (3), on a que |~ satisfait (|~18).
Direction : “«".
Méme preuve (verbatim) que pour (2), sauf que (A2) n’est plus vérifiée, tandis que maintenant (A0)
est satisfaite et |~ satisfait (j~11) et (|~18).
Mais, dans cette direction, (A2) n’a pas été utilisée dans (2).
De plus, par la méme preuve (verbatim) que pour (0), vf est PrC.
Enfin, grice a (j~18), ona que V \ v¢(V) € D. Donc, vy est UC.
Notons qu’on a pas besoin de (A0) dans cette direction. [
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Chapitre5

| nexistence de car actéerisations nor males

5.1 Définition

Soient F un ensemble, R un ensemble de relations sur P (F) x F et |~ une relation sur P(F) x F.
Approximativement, une caractérisation de R est dite “normale” ssi elle ne contient que des condi-
tions quantifiées universellement et “appliquant” |~ au plus |F| fois. Plus précisément,

Définition 60 Soient F un ensemble et R un ensemble de relations sur P(F) x F.
C est une caractérisation normale de R ssi C = (A, @), ot A < |F| est un cardinal (fini ou infini) et
® une relation de P(F)** telle que pour toute relation ~ de P(F) x F, on a

eR ssi VTq,...,Tx CF, (T1,....Ta, o(T1), ..., M(T)) € O

A présent, supposons qu’il n’existe pas de caractérisations normales de R. Voici des exemples
(i.e. (C1), (C2) et (C3) plus bas) qui donneront au lecteur (on I’espére) une bonne idée des condi-
tions qui ne peuvent pas caractériser R. Ainsi, cela rendra plus claires les limites de nos résultats
d’impossibilité (la proposition 62 plus bas). Pour commencer, considérons la conditions suivante :
(C1) VI, A e F CP(F), ~TURA)) =0.

Alors, (C'1) ne peut pas caractériser R. En effet, supposons le contraire, i.e.

supposons que v € RssiVI,A € F, ~(T U R(A)) = 0.

Alors, prenons A = 3 et ® tel que (I',T'9, '3, T4, '5,T6) € ® ssi

(I'1,To € Fet'3 =T UT) impliquent T'g = ().

Alors, (3, ®) est une caractérisation normale de R. On fourni la preuve (tres facile) de cela, ainsi le
lecteur pourra vérifier qu’une bonne relation ® peut étre trouvée immédiatement pour toute condition
simple comme (C'1).

Preuve Direction : “—".

Supposons que |~ € R.

Alors, VI, A € F, ~(T' U (A)) = 0.

Soient I'y, 'y, I's C F.

On montre que (Fl, 'y, T's, |fV(F1), |fV(F2)7 |fV(F3)) € .
Supposons que I'1, I’y € FetI's =T'1 U ~(T').

Alors, comme I';, T’y € F, on obtient que p~(I'y U |~(I'2)) = 0.
O, (T U (T3)) = p(T'3). Ainsi, [~(T's) = 0.
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Direction : “«".
Supposons que VI'1,I'9,I's C F, (I'1,T'9, '3, v (T'1), o (T'2), (I'3)) € @.
On montre que |~ € R. Soient I', A € F.

Prenons I'y =T, Ty = A, T's = T'y U ~(T9).
Alors,I'1 e F, Iy e FetI's =11 U |N(F2).

Or,on a que (I'1,Ty, T, ~(T1), (T2), (T'3)) € @.
Ainsi, par définition de ®, on a |~(I's) = ().

Or, M(T3) = p(T' U po(T) = (DU R(A). I

En fait, on n’est pas limité a des conditions simples (i.e. n’utilisant que des opérations élémentaires
comme U, N, \). Des conditions plus complexes que (C'1) sont aussi exclues. Par exemple, soit f
n’importe quelle fonction de P(F) dans P(F). Considérons la condition suivante :
(C2) VILAeF, ~(f(T)UR(A)) =0.
Alors, (C2) ne peut pas caractériser R. En effet, supposons qu’elle caractérise R.
Alors, prenons A = 3 et ® telle que (I'1, 'y, '3, Ty, I'5, ) € P ssi
(Fl, I'yeFetl's= f(Fl) @] F5) impliquent I'g = 0.
Alors (3, @) est une caractérisation normale de R. La preuve facile de cela est laissée au lecteur.
On peut méme aller plus loin en combinant des quantificateurs universels (pas existentiels) et des
fonctions comme f. Par exemple, supposons que G un ensemble de fonctions de P(F) dans P(F)
et considérons la condition suivante :
(C3) VILAEF,V feq, (f(T)UR(A) =0.
Alors, (C'3) ne peut pas caractériser R. En effet, supposons que c’est le cas.
Alors, prenons A = 3 et ® telle que (I'1, 'y, '3, Ty, I'5, ) € P ssi
Vf € g,si (Fl,rg eFetl's = f(Fl) U F5), alors I'g = 0.
Alors, (3, ®) est une caractérisation normale de R. De nouveau, on laisse la preuve facile de cela au
lecteur.
Enfin, un bon exemple de condition qui n’est pas exclue est (j~14). On a vu dans la proposi-
tion 55 qu’elle caractérise la famille de toutes relations de conséquence pivotantes.

5.2 Reésultatsd’impossibilité

On va montrer, dans un cadre classique infini, qu’il n’existe pas de caractérisations normales
pour la famille de toutes les relations de conséquence pivotantes (autrement dit, (j~14) ne peut pas
étre remplacée par une condition plus simple dans la proposition 55). Ce résultat a été publié¢ dans
[BNO5a]. Dans la méme veine, Schlechta a montré qu’il n’y a pas de caractérisations normales pour
la famille de toutes les relations de conséquence préférentielles (proposition 5.2.15 de [Sch04]).

Notons qu’il utilisa le mot “normal” dans un sens plus restreint (voir la section 1.6.2.1 de
[Sch04]). Approximativement, une caractérisation de R est appelée normale par Schlechta ssi elle
contient seulement des conditions comme (C'1), i.e. des conditions quantifiées universellement, “ap-
pliquant” |~ au plus |F| fois, et utilisant seulement des opérateurs élémentaires comme U, N, \ (les
structures et fonctions complexes, etc. ne sont pas autorisées). On a été inspiré par les techniques de
Schlechta. On aura besoin notamment du lemme 5.2.14 de [Sch04] :

Lemme61 [Sch04] Supposons que A est infini, que (F;, V, =) est une structure sémantique pro-
positionnelle classique et que V.C {V C V : |V| < |A|} est tel que :
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siVeVetWCV,alors W e V;
VV,W eV, si|VUW|<|A|,alors VUW € V.
Alors,VI' C F.,3Vr €V,

0) T(Nyev Mrup\vy) = T(Mr \ Vr);
(1) YV € V, T(Mp\ V) C T(Mr \ Vi),

Rappelons que A et F. ont été introduits dans la section 2.1.2. Notons que 1’indice I" dans Wf est
marqué juste pour garder a I’esprit que Wi dépend de I'.

Proposition 62 Supposons que .4 est infini et que (F, V, =) est une structure sémantique proposi-
tionnelle classique.

Alors, il n’existe pas de caractérisations normales pour la famille de toutes les relations de conséquence
pivotantes.

Preuve Supposons le contraire, i.e. supposons qu’il existe un cardinal A < |%| et une relation
® sur P(F.)* tels que pour toute relation ) on P(F.) x F,, | est une relation de conséquence
pivotante ssi VI'y,...,I'y C Fe, (T'1,..., T, ~(T1), ..., ~(T))) € ®. Alors, définissons :
V. ={VCV:|V|<|Al}

De plus, soit |~ la relation de P(F.) x F telle que VI' C F,

~(I) = T(ﬂ\/ev MT(MF\V))'

On montrera que :

(0) VVCV,si|V|<|A|,alorsT(V)=T(V\V);

(1) dT'y,..., Ty C F. tels que (Fl, R )N(Fl), R )N(F,\)) Z P,

A présent, par le lemme 61, on obtient que :

(2) VI'CF.,dVr eV, )N(F) = T(MF \ Vp) etVV eV, T(MF \ V) - T(MF \ VF).
Alors, définissons :

X = Ure{rl,...,rx} Vr.

On montrera que :

(3) vl e{ly,....I\}, ~(T) =T(Mp\ X).

Soit 4 1a fonction de D dans P(V) telleque VV € D, (V) =V \ X.

On montrera que :

(4)  p est une fonction de sélection FC.

Soit |~ 1a relation de conséquence pivotante définie par .

On montrera ce qui suit et qui produit une contradiction finale :

(5) | n’est pas une relation de conséquence pivotante.

Preuve de (0). Supposons que V' C Vet |V | < | Al

Clairement, (V) C T(V\ V).

On montre que T(V\ V) CT'(V).

Supposons le contraire, i.e. 3a € T(V\ V), a € T(V).

Alors, Jv € V,v & M,.

A présent, définissons :

W := {w € V : pour tout atome ¢ apparaissant dans «, w(q) = v(q)}.

Alors, Vw € W, onaw(a) =v(a) etdonc w & M,.

Comme le nombre d’atomes apparaissant dans « est fini et comme A est infini, on obtient que :
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W) =2M.
Ainsi, |[V] < |A| < |[W|.Donc, 3w € W\V CV\ V.
Donc, V\V € M,. Ainsi, « ¢ T'(V \ V), ce qui est impossible.

Preuve de (1). Il suffit de montrer que |~ n’est pas une relation de conséquence pivotante.
Supposons le contraire, i.e. il existe une fonction de sélection FC i de D dans P (V) telle que :
VI C Foy (D) = T(u(Mr)).

Comme A est infini, 3 p € .A. On montre alors que dans chaque cas on obtient une contradiction :
Cas1:3v e puV),v ¢ M,.

Soit I" = T'(v). Alors, Mt = {v}.

Comme i est FC, on a que pu(Mr) = pu(Mp) NV C (V). Done, u(Mr) C (V) N Mr.

D’autre part, toujours comme p est FC, on a que pu(V) N M C pu(Mr).

En conséquence, p(V) N Mr = p(Mr).

Ainsi, (D) = T(u(Mr)) = T(u(V) N M) = T(u(V) 0 {o}) = T(v).

Or, p € T'(v). Donc, p & ~(I").

Cependant, MF eV. Ail’lSi, ﬂVEV MT(MF\V) - MT(MF\MF) = MT(@) = M].‘c = @

Donc, par définition de |~, on a que ~(T") = T'(0) = F.

Donc, p € |~(I"), ce qui est impossible.

Cas 2 : u(V) C M,,.

Alors, par (0), ona que r~(0) = T'(Ny ey Mrony)) = T(Nyev Mr)) = T(Mr)) = T(V).
Or, V ¢ M,.Donc, p ¢ T(V) = ~(0).

D autre part, () = T((My)) = T(u(V)).

Mais, ;(V) € M,,. Donc, p € T(u(V)) = (D), ce qui est impossible.

Preuvede (3). SoitT" € {I'y,...,T"\}. Direction : “C”.

Onaque Vr C X.Donc, Mp \ X C My \ Vr.

Ainsi, par (2), on obtient que ~(I') = T'(Mp \ Vp) C T'(Mr \ X).
Direction : “D”.

Comme A est infini, on a que |A| = |F|. Ainsi, A < |A|. Donc,

Donc, X € V. Ainsi, par (2),onaque T'(Mr \ X) CT(Mr \ Vr) = |~(F)

= | A].

Preuvede (4). u est clairement une fonction de sélection. On montre que p est FC. Soient V, W C V.
Alors, u(W)NV =W\ X)NV =WnNV)\X CV\X =uV).

Preuvede (5). Par (3),onaque VI € {I'1,...,I\}, M(T) = T(uw(Mr)) = T(Mr \ X) = ().
Or, (Fl, v ,F)\, |fV(F1), ey )N(F,\)) ¢ . Ainsi, (Fl, ce ,F,\, )N/(Fl), ey )N/(F,\)) Q P,

En conséquence, comme (A, @) est une caractérisation normale, |~/ n’est pas une relation de conséquence
pivotante. [
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Chapitre 6

Un lien avec les X -logiques

Dans ce chapitre, on étudiera un lien (qui a été publié dans [BNO5a]) entre les relations de
conséquence pivotantes et les relations de conséquence a base de pertinence (alias X-logiques),
lesquelles ont été introduites par Forget, Risch et Siegel [FRS01]. Présentons les. Supposons que
certaines formules sont considérées comme étant les seules pertinentes et regroupons les dans un
ensemble £. Alors, il est naturel de conclure une formule o d’un ensemble de formules I" ssi toutes
les conséquences basiques et pertinentes de I'U{«a} sont des conséquences basiques de I (i.e. I’ajout
de o a I n’apporte pas davantage de conséquences pertinentes qu’avec I' seul). Ceci constitue une
relation de conséquence a base de pertinence. Plus formellement,

Définition 63 Soient (F, V), =) une structure sémantique et |~ une relation de P(F) x F.
On dit que |~ est une relation de consquence a base de pertinence (alias X -logique) ssi il existe
ECFtelqueVl C F,Va e F,

I'rassiFT,a)nE CHT).
De plus, si F(€) = &, on dit que |~ est fermée.

On introduit maintenant une nouvelle hypothese sur les structures sémantiques (en fait, simplement
une version affaiblie de (A3)) :

Définition 64 Supposons que £ est un langage, \V un connecteur binaire de £, F 1’ensemble de
toutes les fbfs de £ et (F, V), =) une structure sémantique. Alors, définissons I’hypothése suivante :

(A4) Vo, B € F, Moys = M, U M.

On montrera que sous (A4), les relations de conséquence pivotantes UC sont identiques aux relations
de conséquence a base de pertinence fermées. Pour cela, on introduit d’abord la notation 65 et la
proposition 66 (trés facile 2 montrer) que 1’on utilisera implicitement dans la suite.

Notation 65 Supposons que L est un langage, V un connecteur binaire de £, F 1’ensemble de toutes
lesfbfsde L, I" C Fet A C F. Alors :
F'vA:={aVvp:acTetgec A}

Proposition 66 Supposons que £ est un langage, V un connecteur binaire de £, F I’ensemble de
toutes les fbfs de £, (F,V, =) une structure sémantique satisfaisant (A4), ' C Fet A C F.
Alors, M+ U MaA = Mprya.
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Preuve Direction : “C”.

Supposons le contraire, i.e. 3v € Mpr U Ma, v € MpyA.

Alors,Ja eI, 38 € A, v & Myyg.

Or, par (A4),v € Mp U Ma C M, U Mg = Mgy g, ce qui est impossible.
Direction : “D”.

Supposons le contraire, i.e. 3v € Mpya, v € Mpr U MA.

Alors,Ja e, v g Myet33 € A, v & Mp.

Ainsi, par (A4),onaque v & My, U Mg = M.

Cependant, o« V 5 € I' V A. Donc, v € Mpya, ce qui est impossible. |}

Proposition 67 Supposons que £ est un langage, V un connecteur binaire de £, F ’ensemble de
toutes les fbfs de £ et (F,V, =) une structure sémantique satisfaisant (A4).

Alors, les relations de conséquence pivotantes UC sont identiques aux relations de conséquence a
base de pertinence fermées.

Preuve Direction : “C”.

Soit |~ une relation de conséquence pivotante UC.

Alors, il existe une fonction de sélection UC FC p de D dans P(V) telle que :

VT C F, ](T) = T(u(Mr)).

Donc, par la proposition 22, il existe Z C Vtelque V\Z € DetVI C F, ~T) =T(MrN 7).

Définissons : £ := T'(V \ ).

Alors, |—(5) = T(Mg) = T(MT(V\I)) = T(V\I) =¢.

De plus, comme V\ 7 € D, on aque Mg = Mpong) =V \ Z.

On montre que :

(0) VI CFVaeF,TlassiFI,a)n& CHD).

En conséquence, |~ est une relation de conséquence a base de pertinence fermée.
Direction : “D”.

Soit |~ une relation de conséquence a base de pertinence fermée.

Alors, ilexiste E C Ftelque E =H(E)etVI C F,Vae F,.T assiHI,a)NE CH).

Définissons : Z := V \ M.

Alors, V\ T = Mg € D.

On montrera que :

(1) VI CF, D) =T(MrNI).

Soit y la fonction de sélection de D dans P(V) telle que VV € D, (V) =V N7T.

Alors, VI' C F, v(T') = T'(w(Mr)).

De plus, par la proposition 22, y est une fonction de sélection UC et FC.

En conséquence, |~ est une relation de conséquence pivotante UC.

Preuve de (0). Soient I' C Feta € F. Alors :
I assi

MrNZI C M, ssi

Mr C M,U(V\T)ssi

Mr C M, U Mg ssi

Mr C Mpu{a} U Mg ssi

Mrp © Mrygayyve ssi

T(Mrufayve) € T(Mr) ssi
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T(MFU{Q} U Mg) - T(MF) ssi
T(MFU{a}) NT(Mg) C T(Mry) ssi
Tya) NE(E) CH(T) ssi

T )€ C HI).

—

Preuvede (1). SoientI' C Feta € F. Alors :

I assi

FIa)NE CH(T) ssi
HT,a) NH(E) CH(T) ssi
T(Mrugay) NT(Mg) € T(Mp) ssi
T(MFU{a} U Mg) C T(Mr) ssi
T(Mro{ayyve)) € T(Mr) ssi
Mr © Mru{ay)ve) ssi
Mr C MFU{a} U Mg ssi
Mr C M, U Mg ssi
Mrn(V\ Mg) C M, ssi
MrNIC M, |

71






Deuxieme partie

Manque de Car actérisations Finies pour
|la Revision a base de Distances
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Chapitre 7

L’approche AGM

7.1 Opérateursbasiques

La révision des croyances se pose la question de savoir comment un agent intelligent peut rem-
placer son état épistémique courant par un autre qui est non-trivial et prend en compte une nouvelle
information. Dans, [AGM85], Alchourrén, Giardenfors et Makinson ont proposé une approche bien
connue maintenant sous le nom d’AGM. On la présentera dans un cadre classique tres simple.

Supposons que £ est un langage propositionnel classique contenant les connecteurs usuels —,
A, V, — et <>, F est I’ensemble de toutes les fbfs de £, I~ est la relation de conséquence classique
sur P(F) x F et T est '’ensemble de tous les K C F tels que K est F-fermé (c’est a dire que
K = {a € F : K I «}). Intuitivement, chaque élément de T représente un état épistémique et
chaque élément de F une nouvelle information. Trois opérations fondamentales ont été introduites :
I’expansion, la contraction et la revision.

Un opérateur d’expansion + est une fonction de T x F dans P(F). Intuitivement, K + « est
le résultat obtenu apres avoir ajouté o a K sans vérifier la non-trivialit¢ de K + «. Alchourrén et
al. ont proposé les postulats de rationalité suivants pour les opérateurs d’expansion : V K, K € T,
Vae F,

(K+1) K+a€eT;

sia € K,alors K +a = K ;
siK C K' alors K +a C K'+ «a;

K+6) si+' est un opérateur d’expansion satisfaisant (K+1)—(K+5), alors K + a C K + «.
Les justifications intuitives de (K +1)—(K+4) sont évidentes. (K +5) assure la monotonie. (K+6)
assure que 1’ajout d’information est minimal. En fait, ces postulats sont trés contraignants. En effet,
le seul opérateur qui les satisfait est celui tel que K + « est la --fermeture de K U «. Ainsi, a partir
de maintenant, + dénotera cet opérateur.

Un opérateur de contraction = est une fonction de T x F dans P(F). Intuitivement, K + «

est le résultat obtenu apres avoir retiré o de K. Les postulats suivants ont été proposés : V K € T,
Ya,0 € F,

(K+1) K+aeT;

(
(
(K+4
(
(
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(K+2) K+aCK,;

(K+3) sia & K,alors K +a=K;

(K+4) sit/ a,alors a ¢ K + a;

(K+5) sia € K,alors K C (K +a) + a;
(K+6) siF a+ B alors K ~a =K + 3;
(K+7) (K +a)0 (K +B) C K+ (a A B);
(K

+8) sia g K+ (aAf),alors K =+ (aAf) CK +a.

Les Justlﬁcatlons intuitives de (K +1)—(K +4) sont évidentes. (/=-5) a été beaucoup critiqué dans
e.g. [Han91, Fuh91, Nie91, LR91] et est aussi connu sous le nom de “Principle of Recovery”. (K +6)
rend la contraction indépendante de la forme syntaxique des formules. (K +7) et (K =-8) imposent
des restrictions naturelles sur la contraction par une conjonction.

Enfin, un opérateur de révision * est une fonction de T x F dans P(F). Intuitivement, K * c est
le résultat obtenu apres avoir ajouté o a K tout en préservant la non-trivialité de K x . Les postulats
AGM bien connus sont les suivants : VK € T,Va,8 € F

(Kx1) KxaeT;

(K*2) a € Kxa;

(K%3) KxaC K+ a;

(K*4) si—a ¢ K,alors K +a C K *a;

(Kx5) K*a=Fssit

(K%6) sitk a « (,alors K xa =K x3;

(Kx7) Kx(aAp) C(K*xa)+0;

(K*8) si—f ¢ K xa,alors (K xa)+ 5 C K (aAf).

Les motivations sont évidentes pour (K *1)—(/K*4). Concernant (K*5), il assure que ’ensemble
révisé de formules est non-trivial. (K%6) rend la révision indépendante de la forme syntaxique des
formules. (K*7) et (K{*8) font que la perte d’information est minimale. Katsuno et Mendelzon ont
reformulé ces postulats dans un cadre ou £ est un langage propositionnel fini (voir [KM91] pour les
détails).

On peut définir naturellement la révision 2 partir de la contraction et vice versa (voir e.g. [(B8]).
En effet, supposons que = est un opérateur de contraction satisfaisant (K +1)—(K+4) et (K=6)
(pas forcément le controversé (K +5)). Alors, I’opérateur de révision x défini par I’identi€ de Levi :

Kxa=(K+-a)+a

satisfait (K(x1)—(K*6). De plus, si + satisfait (K +7) (resp. (K +8)), alors « satisfait (Kx7) (resp.
(K +8)).

Réciproquement, supposons que * est un opérateur de révision satisfaisant (K *1)—(Kx6), alors
I’opérateur de contraction - défini par 1’identi® de Harper :

K+a=Kn(Kx*-a)

satisfait (K +1)—(K+6). De plus, if x satisfait (Kx7) (resp. (K8)), alors + satisfait (K-7) (resp.
(K=+3)).
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7.2 Enracinement épistémique

Plusieurs théoremes de représentation en relation avec 1’approche AGM peuvent étre trouvés
dans Ia littérature. On en présente un premier. Supposons qu’on peut décider pour toutes formules o
et 3, si 3 est au moins aussi “enracinée épistémiquement” que . Dans [GMS88], ceci est représenté
par une relation d’ enracinement épistémique, i.e. une relation < sur F x F. Les postulats suivants
ont été proposés pour un K donné : V o, 3,y € F,

(EE1) sia <X et < ,alors o < ;

(EE2) sita — B alors a < (3

(EE3) a<=aAfouf 2aAf;

(EE4) si K # F,alorsa g KssiVBeF,a <[,
(EE5) siVpeF, 3 = a,alors - a.

Des détails sur les justifications de ces postulats peuvent étre trouvés dans [GM88] de méme que
le théoréme de représentation suivant : un opérateur de contraction = satisfait (/=1)—(K+8) ssi
V K € T, il existe une relation d’enracinement épistémique < (satisfaisant (EE1)—(EE5) pour K)
tellequeVae F,K +a={fcK:a<aVfou Fa}l.

Des résultats de ce genre mettent en avant I’importance de I’approche AGM. Cependant, une
“faiblesse” est qu’il n’y a pas nécessairement de connexion entre les différentes relations d’enraci-
nement épistémique. Cela aurait été€ meilleur si les contractions des différents K ’s avaient toutes été
définies par le méme objet.

7.3 Systemesde spheres

Dans [Gro88], Grove a fourni une caractérisation importante utilisant des syseémes de sphéres.
Ensuite, Boutilier, Katsuno et Mendelzon I’ont modifié 1égerement [Bou94, KM91] en utilisant des
“rankings” a la place des systémes de sphéres. Présentons cette version modifiée. Supposons que V
est I’ensemble de toutes les interprétations classiques de £, « € F et V C V. Alors, M, dénote
I’ensemble de tous les modeles de « et T'(V') I’ensemble de toutes les formules satisfaites dans V.
A présent, supposons que = est un ranking sur V, i.e. une relation sur ¥V x V totale, réflexive et
transitive. Intuitivement, v < w signifie : “v est au moins aussi importante que w”. Alors, < défini
les éléments les plus importants de V' de la maniere suivante :
min<(V) ={veV:YweV,w A v}

Voici le théoreme de représentation en question : un opérateur de révision * satisfait (/*1)—
(K+8) ssi VK € T\ {F}, il existe un ranking < sur V tel que K = T (min<(V)) etV o € F,
K xa =T (min<(M,)).

Ce théoreme constitue un second indicateur de I’importance de 1’approche AGM. Cependant,
il n’existe pas nécessairement de “colle” entre les différents rankings. Ce n’est pas surprenant car
les postulats AGM ne demandent jamais a un opérateur de mettre un peu de cohérence entre les
révisions de deux ensembles de formules différents K et K. En conséquence, certains opérateurs
sont acceptés alors qu’ils ne se comportent pas correctement quand ils sont itérés. Pour pallier ce
probléme, il existe au moins deux sortes (compatibles) de solutions.

'On a omit le cas ot K = F, lequel doit recevoir un traitement spécial (voir [Bou94, KM91] pour les détails).
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Premierement, on peut représenter un état épistémique avec quelque chose de plus riche que sim-
plement un ensemble de formules, par exemple, un ranking ou une fonction conditionnelle ordinale
[Spo88]. Approximativement, 1’idée est de représenter non seulement les croyances courantes, mais
aussi la stratégie de révision, et cela dans le but de les contraindre tous les deux pour obtenir des
propriétés de révision itérée. Des approches bien connues de ce genre sont : la Bvision naturelle de
Boutilier [Bou93, Bou96] ; I’approche de Freund et Lehmann [FL94]; I’approche de Darwiche et
Pearl [DP94, DP97] ; I’approche révisée de Lehmann [Leh95]. On ne rentrera pas dans les détails.
En fait, la partie II est essentiellement liée au second type de solution.

Deuxiemement, on peut imaginer qu’un objet unique définit toutes les révisions des différents
K’s, ce qui entrainera une grande cohérence entre elles. Ainsi, des propriétés de révision itérée
émergeront naturellement (sans nécessairement enrichir la représentation d’un état épistémique).
Schlechta a proposé une approche de ce genre basée sur des mesures [Sch91, Sch04]. Approxima-
tivement, I’idée est d’associer (de maniere indépendante) a chaque atome un sous-ensemble mesu-
rable de ’intervalle réel [0, 1], et donc une probabilité. Cette mesure de probabilité peut ensuite &tre
étendue aux formules composées, ce qui donnera un “poids” a chaque formule. Ceci résultera en une
relation “pre-EE” (voir la définition 7.4.1 de [Sch91]) qui ne mentionne aucun K en particulier, et
qui géneére une relation d’enracinement épistémique pour tout K (voir la définition 7.4.2 et la propo-
sition 7.4.2 de [Sch91]). En fin de compte, on obtient ainsi un opérateur de révision qui se comporte
raisonnablement en cas d’itération.

Une approche alternative de ce second genre est la révision a base de distances que 1’on étudie
en détail dans le chapitre 8.
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Chapitre 8

Revision a base de distances

Dans ce chapitre on introduit les définitions fondamentales de la partie II.

8.1 Lespseudo-distances

Dans de nombreuses circonstances, un agent peut évaluer pour deux interprétations v et w quel-
conques, jusqu’ou la situation décrite par w est éloignée (ou proche) de la situation décrite par v.
De méme, I’agent peut évaluer la difficulté pour passer de v a w, ou encore les chances que cette
transition a de se produire. Dans [LMSO01], cela est représenté par des pseudo-distances :

Définition 68 Soit V un ensemble.
On dit que D est une pseudo-distance sur V ssi D = (C, <, d), ou C est un ensemble non-vide, <
est une relation d’ordre stricte et totale sur C' et d est une fonction de V x V dans C.

Intuitivement, V est un ensemble d’interprétations. Chaque élément de C' représente un “coit”. En-
suite, ¢ < ¢ signifie que le coft ¢ est strictement plus petit que le cofit ¢. Et d(v, w) est le colit pour
aller de v a w. Naturellement, des propriétés qui viennent a 1’esprit sont celles des distances usuelles.
Avant de les présenter, on a besoin des notations suivantes :

Notation 69 Soit r € R. Alors, abs(r) dénote la valeur absolue de 7.
Soient n,m € N. Alors, [n,m]| dénote I’ensemble de tous les k& dans N (pas dans R) tels que
n<k<m.

Définition 70 Soit D = (C, <, d) une pseudo-distance sur un ensemble V.
D est symétrique ssi Vv, w € V, d(v,w) = d(w,v).

D respecte I'identitée (RI) ssi

(1) C=R;

(2) < est la relation d’ordre stricte totale usuelle sur R ;

(3)Vv,we V,d(v,w) =0ssiv=w.

D est positive ssi (1), (2) et

(4)Vo,weV,0 =< d(v,w).

D respecte I’inégalité triangulaire (RIT) ssi (1), (2) et

B)Vo,w,xz € V,d(v,z) < d(v,w) + d(w, x).
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Ces propriétés n’ont pas été€ imposées des le début car des situations naturelles n’auraient alors pas
pues étre représentées. Par exemple, il se peut que le coiit pour se déplacer de v a w soit plus cher
que celui pour se déplacer de w a v. Les pseudo-distances non-symétriques seront alors utiles. Il se
peut aussi que certaines situations demandent un cofit pour rester en place, ce qui rend intéressantes
les pseudo-distances non-RI. Un dernier exemple : on peut imaginer des scénarios ol certains cofits
peuvent étre vus comme des “bénéfices”, on aura alors besoin des pseudo-distances non-positives.

De plus, on n’impose pas que les cofits soient exactement les nombres réels. Cela a des avan-
tages. En effet, on peut avoir besoin de |N| pour représenter un “cofit infini” utile quand une transition
est impossible ou extrémement difficile. Si on ajoute |N| aux réels, alors on peut définir naturelle-
ment des versions “libérales” du respect de I’identité, de la positivité et du respect de 1’inégalité
triangulaire :

Définition 71 Soit D = (C, <, d) une pseudo-distance sur un ensemble V.

D est libéralement RI ssi

(1) € =RU{IN|};

(2)Ve,d e Cre<d ssi(c,d eRete<d)ou(ceRetd =|NJ|);

(B)Vv,w e V,d(v,w) =0ssiv=w.

D est libéralement positive ssi (1), (2) et

(4)Vo,weV,0=<d(v,w).

D est libéralement RIT ssi (1), (2) et

(5) YVv,w,x € V:sid(v,z),d(v,w),d(w,z) € R, alors d(v,z) < d(v,w) + d(w, z) ;
si d(v,z) = |N|, alors d(v,w) = |N| ou d(w, z) = |N].

La distance de Hamming a été étudiée par de nombreux chercheurs dont e.g. Dalal [Dal88]. Le
respect de cette distance est une propriété importante. On a d’abord besoin de présenter les matrices
d’un langage propositionnel [Urq01] :

Définition 72 Soient £ = (A, C) un langage propositionnel (A dénote les atomes et C les connec-
teurs), F I’ensemble de toutes les fbfs de L et Vo € C, soit n(¢) 'arité de ©.

On dit que M est une matrice sur £ ssi M = (T, D, f), ou T est un ensemble, D est un sous-
ensemble strict et non-vide de 7" et f est une fonction (dont le domaine est C) telle que Vo € C, £
(i.e. f(o)) est une fonction de 77(°) dans T'.

On dit que v est une M-interprétation ssi v est une fonction de F dans 7 telle que :
VoeCl,Var,...,ane) € F,onav(o(ar,...,ay0))) = folv(ar),. .., v(ane)).

Intuitivement, 7" est un ensemble de valeurs de vérité et D contient toutes les valeurs désignées.

Définition 73 Soient £ = (A, C) un langage propositionnel, M une matrice sur £, V I’ensemble de
toutes les M-interprétations et D = (C, <, d) une pseudo-distance sur V.

On utilisera la notation suivante : Vv,w € V, h(v,w) := {p € A: v(p) # w(p)}.

On dit que D respecte I'inégalité de Hamming (RIH) ssi V v, w, z € V,

si |h(v,w)| < |h(v,2)|, alors d(v,w) < d(v,z).

Rappelons que h(v, w) peut étre infini et donc que < doit &tre vue comme la relation d’ordre usuelle
sur les nombres cardinaux. On se penche a présent sur des opérateurs cruciaux introduits dans
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[LMSO1]. Ils sont centraux dans la définition de la révision a base de distances. Ils transforment
tous ensembles d’interprétations V' et W en I’ensemble de tous les éléments w de W tels qu’un
déplacement global de V' vers w est de colit minimal. Notons que sur ce point, [LMSO1] prend ses
racines dans [KM92] et surtout dans [Lew73].

Définition 74 Soit D = (C, <, d) une pseudo-distance sur un ensemble V.
On dénote par |p 1’opérateur binaire sur P(V) tel que VV, W C V),

VipW ={w e W :3v e V,Vu' e VVu' € W,d(v,w) < d(v',w')}.

8.2 Opérateursdereévision baséssur une distance

Les choix ontologiques adoptés dans [LMSO01] sont proches de ceux de I’approche AGM : un
langage propositionnel classique est considéré et un état épistémique ainsi qu’une nouvelle informa-
tion sont tous deux représentés par une ensemble consistants de formules (pas nécessairement clos
sous la déduction classique).

Notation 75 On note L. un langage propositionnel classique et -, V., =, et F. respectivement la
relation de conséquence, les interprétations, la relation de satisfaction et les fbfs (tous classiques) de
L.. SoientI'’ A C F.etV CV,,alors :

FvA:={aVvp:acl,fecA};

Fe(T) :={a e Fe.:T'tca};

Mr ={veV.:Vael,vl.a};

TWV)={aecF.:VCM,};

C:={[ CF.: () # Fe}s

D:={VCV.:3d3Ir CF,V =M}

Remarque 76 Certaines notations de la partie II “écrasent” celles de la partie I (de nouvelles nota-
tions auraient été trop encombrantes).

Dans ce cadre classique, deux nouvelles propriétés pour les pseudo-distances peuvent étre définies.
Chacune véhicule un sens clair. Leur importance a été mise en évidence dans [LMSO01].

Définition 77 Soit D = (C, <, d) une pseudo-distance sur V...
D préserve la définissabilite (PrD) ssi VV, W € D, V|pW € D.
D préserve la cohérence (PrC) ssi V V, W € P(V,) \ {0}, V|pW # 0.

A présent, supposons qu’on dispose d’une pseudo-distance D sur ). Alors, la révision d’un en-
semble de formules I" par un second A peut étre définie naturellement comme I’ensemble de toutes
les formules satisfaites dans Mp|pMa (i.e. ’ensemble de tous les modeles de A les plus proches
des modeles de I').

Définition 78 Soit x un opérateur de C x C dans P(F.).
On dit que x est un opérateur de révision bast sur une distance ssi il existe une pseudo-distance D
sur V. telleque VI', A € C,

I'xA= T(Mph)MA).

De plus, si D est symétrique, RIH, PrD etc., alors % 1’est aussi.
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Les auteurs de [LMSO01] reformulé les postulats AGM de la maniere qui suit.
Soit * un opérateur de C x C dans P(F,) et I', TV, A, A" € C. Alors, définissons :
(x0) sitc(T) =F () etbo(A) = (A" alors T x A =TV % A’
(¥x1) T*xAeCetI'x A=F,(T'xA);
(¥2) ACTxA;
(x3) sifTUA e C,alors'x A =+, (T'UA);
(x4) si T*A)UA’ € Cyalors Tx (AUA) =F.((T'xA)UA).
On peut alors vérifier que tout opérateur de révision basé sur une distance RI, PrC et PrD * satis-
fait (x0)-(x4), i.e.les postulats AGM. Mais, plus important, * satisfait aussi certaines propriétés de
révision itérée. Ce n’est pas surprenant car les révisions des différents I"’s sont toutes définies par
une pseudo-distance unique, ce qui assure une grande cohérence entre elles. Par exemple, x satisfait
les deux propriétés suivantes : VI', A, {a}, {5} € C,
—siye(T*x{a})xAetye (I'x{B})xA,alorsy € (['x{aVF})*xA;
—siye (Tx{aVp})xAalorsy € (['x{a})xAouy e (I'x{B}) xA.
Ces propriétés ne sont pas entrainées par les postulats AGM, un contre-exemple peut étre trouvé dans
[LMSO1]. Pourtant, elles sont intuitivement justifiées. En effet, prenons trois séquences de révision
qui ne different qu’a une certaine étape ¢ ol la nouvelle information est o dans la premiere séquence,
[ dans la seconde et oV 3 dans la troisi¢me. A présent, supposons que ~y est conclue apres la premiere
et la seconde séquence. Alors, v doit naturellement étre aussi conclue apres la troisieme séquence.
Des arguments similaires peuvent étre donnés pour la seconde propriété. Maintenant, pour ca-
ractériser la révision a base de distance il en faut plus. On discute de cela en détail dans la section 8.3.

8.3 Caractérisations avec des conditions arbitrairement grandes

Les auteurs de [LMSO01] ont fourni des caractérisations d’opérateurs de révision basés sur une
distance. Ils ont procédé en deux étapes. D’abord, ils ont défini les opérateurs de distance, dans un
cadre tres général :

Définition 79 Soient V un ensemble, V, W, X C P(V) et | un opérateur de V. x W dans X.
On dit que | est un opérateur de distance ssi il existe une pseudo-distance D sur ) telle que
VVeV,YIWeW, VIW=V|pW.

De plus, si D est symétrique, RIH, PrD, etc., alors | I’est aussi.

Ensuite, ils ont caractérisé des familles d’opérateurs de distance (avec le moins possible d’hypotheses
sur V, W et X). En fait, c’est 1a I’essence de leur travail. Voici un exemple :

Proposition 80 [LMS01] Soient V un ensemble non-vide, V.C P (V) et | un opérateur de V. x V
dans V. Supposons que ) € Vetque VV,WW € V,onaVUW € VetsiVNW # (,alors on a
aussiVNW e V.

Alors, | est un opérateur de distance symétrique ssiVk € N,V 1y, V;,...,V, € V,ona
VolVi C Vi et

(Vi|(Vo U V2)) N Vo # 0,
(|loop) si (| UVs)) Vi #0, alors (Vo|(Vx U V1)) NVL # 0.

)

(Vel (Veer U Vo)) N Vit # 0,
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Dans une seconde étape seulement, ils ont appliqué ces résultats pour caractériser des familles
d’opérateurs de révision basés sur une distance. Par exemple, ils ont appliqué la proposition 80
pour obtenir la proposition 81 ci-dessous. Notons qu’ils ont choisi un cadre classique pour définir
la révision a base de distance. Mais, si on choisit maintenant un nouveau cadre, il y a de bonnes
chances pour que la proposition 80 puisse toujours étre appliquée, grice a sa nature algébrique.

Proposition 81 [LMS01] Soit * un opérateur de C x C dans P(F.).
Alors, x est un opérateur de révision basé sur une distance symétrique, PrC et PrD ssi * satisfait (x0),
(x1), (%2) et
Vke N+,VFO,F1,... I € C,
TouU (Fl * (FO V FQ)) e C,

F1U(F2*(F1 \/Fg)) EC,

(xloop) si alors Ty U (T« (I, VT)) € C.

)

I'n_1uU (Fk * (Fk,1 V Fo)) e C,
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Chapitre9

| nexistence de car actéerisations nor males

9.1 Définition

Soient V un ensemble, O un ensemble d’opérateurs binaires sur P (V) et | un opérateur binaire
sur P(V). Approximativement, une caractérisation de O est dite “S-normale” (i.e. appelée normale
dans [Sch04]) ssi elle ne contient que des conditions quantifiées universellement, “appliquant” | un
nombre fini de fois et utilisant seulement des opérations élémentaires (comme e.g. U, N, \), voir la
section 1.6.2.1 de [Sch04] pour les détails. Voici un exemple d’une telle condition :

(Cl) VV,IWeUCPWV),V|(VUW)W)=A0.

A présent, on introduit une nouvelle définition, plus générale, de la normalité. On a pour but bien
stir d’obtenir ainsi des résultats d’impossibilité plus généraux. Approximativement, dans cette these,
une caractérisation de O est dite normale ssi elle ne contient que des conditions quantifiées univer-
sellement et appliquant | seulement un nombre fini de fois. Ensuite, les conditions peuvent utiliser
des structures ou fonctions complexes, etc., on est pas limité a des opérations élémentaires. Plus
formellement :

Définition 82 Soient V un ensemble et O un ensemble d’opérateurs binaires sur P()).
On dit que C est une caractérisation normalede O ssi C = (n, ®), ou n € NT et @ est une relation
de P(V)3" telle que pour tout opérateur binaire | sur P()),

€ OssiVVA,..., Vi, Wi,..., Wy CV,(Vi,.... Vi, Wi, ..., W, VA|W1,...,Va|W,) € &.

Remarque 83 Une notion de caractérisation normale a déja été introduite dans la définition 60.
Bien que les définitions 60 et 82 sont dans le méme esprit, elles sont légerement différentes. En
particulier, la premiere couvre des caractérisations finies et infinies, tandis que la seconde ne couvre
que des caractérisations finies. Le lecteur ne devrait pas les confondre car la définition 60 porte sur
des relations de conséquence, alors que la définition 82 porte sur des opérateurs binaires.

A présent, supposons qu’il n’y a pas de caractérisations normales de O. Voici des exemples (i.e. (C'1),
(C2) et (C3) ci-dessous) qui devraient donner au lecteur (on 1’espere) une bonne idée des condi-
tions qui ne peuvent pas caractériser . Cela permettra de mieux cerner les limites des résultats
d’impossibilité a venir (les propositions 84 et 85 plus bas).

Pour commencer, (C'1) ne peut pas caractériser O. En effet, supposons le contraire, i.e. suppo-
sonsque | € OssiVV, W € U, V|((VUW)|W) = 0.
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Alors, prenons n = 4 et @ tel que (V4,..., Vi, Wy, ... Wy, Xq,...,Xy) € ®ssi
Vi,Vo € U,

V3 =V1 U Vs,

W3 = Vs, impliquent X, = ().
Vy =11,

Wy = X,

Alors, (4, ®) est une caractérisation normale de O. On donne la preuve rapide de cela, comme ¢a
le lecteur peut vérifier qu'une bonne relation ® peut étre trouvée immédiatement pour toutes les
relations simples comme (C'1).

Preuve Direction : “—".
Supposons que | € O.
Alors, ¥ V, W € U, V|((V UW)|W) = 0.
Soient Vi,..., Vy, Wy,... , Wy C V.
On montre que (Vi,..., Vi, Wy, ..., Wy, Vi|Wy,... , V4|Wy) € .
Supposons que Vi, Vo € U, V3 = Vi U Vo, W3 = Vo, Vy = Vy et Wy = V3| Ws.
Alors, comme V4, V5 € U, on obtient que V4 |((V1 U V) |Va) = 0.
Or, Vi|((Vi U Va)|Va) = VA|(V3|W3) = Vi|Wa. Ainsi, Va|Wy = 0.
Direction : “«".
Supposons que V Vi, ... Vi, Wy, ... Wy CV, (V... Vo, Wh, ... Wy, Vi|[Wy,..., V4|]Wy) € ®.
On montre que | € O. Soient V, W € U.
Alors, prenons Vi =V, Vo =W, Vs = V3 U Vo, W3 = Va, Vy = Vi, Wy = V3|Ws.
Prenons des valeurs arbitraires pour W et Ws.
Alors, V7 € U, V5 EU,Vg =V1UV2,W3 :VQ,V4:‘/1€tW4:‘/3,’W3.
Or,onaque (Vi,...,Vy, Wy, ... , Wy, Vi|W1, ..., V4|Wy) € D.
Donc, par définition de ®, on obtient que V;|Wy = ().
Mais, Vi|Wy = Vi|(V3|W3) = Vi|((Vi U Vo) [Va) = VI(V UTW)[W). 1]

Ainsi, on a exclu toutes les conditions qui sont exclues par I’inexistence d’une caractérisation S-
normale de O, i.e. toutes les conditions comme (C'1). En fait, des conditions plus complexes sont
aussi exclues. Par exemple, supposons que f est une fonction quelconque de P(V) dans P(V) et
considérons la condition suivante :

(C2) VV,W e U, f(V)[(VUW)|W) =1.
Alors, (C2) ne peut pas caractériser O. En effet, supposons qu’elle caractérise O.

Alors, prenons n = 4 et ® tel que (V4,..., Vi, Wy, ... Wy, Xq,..., Xy) € ®ssi
Vla‘/Q € Ua

‘/3 == Vl U ‘/27

W3 = Vs, impliquent X, = (.
V4 — f(vl)a

W4 == X37

Alors, de nouveau (4, ®) est une caractérisation normale de O. On laisse la preuve facile de cela au
lecteur. En revanche, (C2) n’est pas exclue par Schlechta si f ne peut pas étre construite a partir
d’opérations élémentaires. Mais, méme s’il existe une telle construction, montrer que c’est bien le
cas pourrait bien étre un probleme difficile.
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On peut méme aller plus loin en combinant des quantificateurs universels (pas existentiels) et des
fonctions comme f. Par exemple, soit G un ensemble de fonctions de P (V) dans P (V). Considérons
la condition suivante :

(C3) VfeGVV,WeU, f(V)|(VUW) W) =0.

Alors, (C3) ne peut pas caractériser O. En effet, supposons que (C'3) caractérise O.
Alors, prenons n = 4 et @ tel que (V4,..., Vi, Wy, ... Wy, Xq,...,Xy) € O ssi

Vi,Vo € U,
V3=V U Vs,
Vfegsig Wy=TV;, alors X4 = 0.
Vi = f(V1),
Wy = Xs,

Et bien on peut vérifier que (4, ®) est une caractérisation normale de O. La preuve facile de cela est
de nouveau laissée au lecteur. En revanche, (C3) n’est pas exclue par Schlechta.

Enfin, un bon exemple de condition qui n’est pas exclue (ni par moi, ni par Schlechta) est bien
siir 1a condition de boucle arbitrairement grande (|loop) de la section 8.3.

9.2 Reésultatsd’ impossibilitée

Etant donné les caractérisations de la section 8.3, une question intéressante est de savoir si on
peut remplacer (xloop) par une condition finie. Clairement, la présence de (xloop) est diie a la
présence de (|loop). Ainsi, pour résoudre le probleme on pourrait attaquer sa source, i.e. essayer de
remplacer (|loop) par une condition finie. Mais, dans ce chapitre, on montrera que pour plusieurs
familles d’opérateurs de distance, il n’y a pas de caractérisations normales (ces résultats ont été
publiés dans [BNO6]). La famille symétrique est concernée par cela et donc (|loop) ne peut pas étre
remplacée par une condition finie et quantifiée universellement.

Maintenant, on peut aller plus loin. En effet, il existe une connexion tres forte entre les opérateurs
de distance et les opérateurs de révision basés sur une distance. Lehmann et al. ont utilisé cette
connexion pour obtenir leurs résultats sur les seconds a partir de leurs résultats sur les premiers. 1l
est raisonnable de penser qu’on peut faire la méme chose avec nos résultats négatifs, i.e cette thése
peut probablement étre continuée dans le futur pour montrer que plusieurs familles d’opérateurs de
révision basés sur une distance n’admettent pas non plus de caractérisations normales. Par exemple,
la famille qui est symétrique, PrC et PrD pourrait bien étre concernée par ¢a, ce qui suggere que
(xloop) ne peut pas étre remplacée par une condition finie et quantifiée universellement.

On fournit le premier résultat d’impossibilité. Il généralise la proposition 4.2.11 de [Sch04].
Notre preuve est basée sur une légere adaptation d’une pseudo-distance particuliere inventée par
Schlechta, appelée “Hamster Wheel”.

Proposition 84 Soient V un ensemble infini, N I’ensemble de tous les opérateurs de distance de
P(V)? dans P(V) qui sont symétriques, RI, positifs et RIT, et O un ensemble d’opérateurs de dis-
tance de P(V)? dans P(V) tel que N' C O.

Alors, il n’existe pas de caractérisation normale de O.

Preuve Supposons le contraire, i.e. il existe n € NT et une relation ® sur P(V)*" tels que :

(0) pour tout opérateur binaire | sur P(V),ona | € O ssi
Y Vi Vs Wi, oo s W SV, (Vo Vs Wi, oo W, VWA, .., Vi [ W) € @
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Comme V est infini, il existe vy, ..., Um,, w1,. .., W, distincts dans V), avec m = n + 3.
Soit X = {v1,...,0m,w1,..., Wy}

Soit D la pseudo-distance sur V telle que D = (R, <, d), ot < la relation d’ordre usuelle sur R et d
est la fonction définie comme suit. Soient v, w € V. Considérons les cas qui suivent :
Casl:v=w.

Cas2:v # w.

Cas2.1: {v,w} Z X.

Cas2.2: {v,w} C X.

Cas2.2.1: {v,w} C{v1,...,um}.

Cas2.2.2: {v,w} C{wy,...,wn}.

Cas2.2.3:34,5 € [1,m], {v,w} = {v;,w;}.

Cas2.23.1:1=3.

Cas 2.2.3.2 1 abs(i — j) € {1,m — 1}.

Cas2.233:1<abs(i—j) <m—1.

Alors,

(0 sile cas 1 est satisfait ;

1 si le cas 2.1 est satisfait ;

1.1 silecas 2.2.1 est satisfait ;
1.1 sile cas 2.2.2 est satisfait ;
1.4 silecas 2.2.3.1 est satisfait ;
2 si le cas 2.2.3.2 est satisfait ;
1.2 silecas 2.2.3.3 est satisfait.

d(v, w)

Notons que D est essentiellement, mais pas exactement, le Hamster Wheel de [Sch04]. La principale
différence est le cas 2.1 qui n’est pas traité par Schlechta. Le lecteur pourra trouver un dessin de D
dans la figure 1.

Figure 1 : une adaptation 1égere du Hamster Wheel.
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Soit | I’opérateur binaire sur P(V) tel que VV, W C V,

{w} stV ={vy,vn1}et W = {wp,w};
VIW =< {vom}  siV =Awn,wi}etW ={v,,v};
V|pW  sinon.

La différence entre | et |p est suffisamment importante pour que :

(1) | n’est pas un opérateur de distance.

On le montrera plus tard. Donc, | ¢ O. Donc, par (0), on obtient que :

(2) IV, . Vo, W, o W, SV, (Vi Vi, W W VA W, V[ W) € O
De plus, on a pris m suffisamment grand pour que :

(3) Irel,m—1],Vie [1,n], {Vi,W;} # {{vr, vr41}, {wr, wry1}}.
De nouveau, on donnera la preuve de cela plus tard, pour une plus grande lisibilité.
Soit |" I’opérateur binaire sur P(V) tel que V'V, W C V,

{errl} siV = {UT‘aUT‘+1} et W = {wr,errl};
VIW =< {vg1} siV={w, w1} et W= {0, 0541}
VIW  sinon.

La différence entre | et | est “invisible” pour ®.

Plus formellement, par (3), on a que : Vi € [1,n|, V;|'W; = V;|W,.

Ainsi, par (2), on obtient que (Vi,...,V,, Wi, ..., W, Vi|'W1,... . V,|'W,) € ®.
Donc, par (0), on a que

4) "¢ 0.

Mais, dans le méme temps, il existe une bonne pseudo-distance qui représente |.

En effet, soit D’ la pseudo-distance sur V telle que D' = (R, <, d’), ot d’ est la fonction telle que

Yo,we,
d' (v, w) = { 1.3 sidier+1,m], {v,w} = {vi,w;};

d(v,w) sinon.
Alors, on montrera que :

) |'=Ilp-

Maintenant, D’ est clairement symétrique, RI et positive.

De plus, D’ est RIT, parce que D’ est RI et Vv, w € V, d'(v,w) =0oul < d'(v,w) < 2.
Ainsi, |" est un opérateur de distance symétrique, RI, positif et RIT.

En conséquence, | € N et donc

6) | € 0.

Ainsi, on obtient une contradiction finale par (4) et (6).

Preuve de (1). Supposons le contraire, i.e.

supposons qu’il existe une pseudo-distance S = (C, <, g) sur V telle que | = s.
Alors, d’une part :

(1.1) Vie[l,m—1], g(vi,w;) = g(Vit1, Wit1)-
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Et d’autre part :

(12) g(vﬂ’hwm) =< Q(Ul,wl)-
Mais, par (1.1) et (1.2), on obtient une contradiction évidente.

Preuvede (1.1). Soiti € [1,m — 1].

Alors, {v;, viq1}s{wi, wit1} = {vi, vig1 Hp{wi, wip1} = {wi, wip1 }

Cas 1 : g(vi, wi) < g(vig1, Wit1)-

Comme {v; }|s{wi, wit1} = {vi}|p{wi, wiy1} = {w;} Z wit1, on obtient que :
g(vi, wi) < g(vi, wiy1).

Donc, w1 & {vi, vit1}s{wi, w;y1}, ce qui est impossible.

Cas 2 : g(vi+1,wi+1) =< g(vi,wi).

Comme {Ui+1}\3{wi, wi+1} = {vi+1}\p{wz~, wi+1} = {wi+1} % w;, on obtient que :
9(Vig1, wit1) < g(Vig1, w;).

Ainsi, w; & {v;, vit1}s{wi, w;y1}, ce qui est impossible.

Cas 3 : g(vi,w;) A g(Vig1, wit1) et g(vig1, wit1) A g(vi, w;).

Alors, comme < est totale, on a que g(v;, w;) = g(Vit1, Wit1)-

Preuve de (1.2). Comme {v,y,, v1 }|s{wm, w1} = {vm, v1 H{wm, w1} = {wn} F w1, onaque:
Jv € {vm,v1}, Jw € {wp, w1}, g(v,w) < g(v1,w1).

Cas 1: (v, wp,) < g(v1,w1). Dans ce cas, on a rien 2 montrer.

Cas 2 : g(vp,, w1) < g(v1,w1).

Comme {vy, }s{wm, w1} = {vm Hp{wm, w1} = {wn} Z w1, on obtient que :
g(vmv wm) =< g(Um, wl)-

Donc, par transitivité de <, on a que g(tm,, W) < g(v1, wy).

Cas 3 : g(v1, wp,) < g(vy,w1).

Alors, {v1 }|s{wm, w1} = {wn}.

Cependant, {v }|s{wm, w1} = {v1 }p{wm, w1} = {w1}, ce qui est impossible.
Cas 4 : g(v1,w;1) < g(v1,w1). Impossible par irréflexivité de <.

Preuve de (3). Pour tout s € [1,m — 1], on définit :

I = {Z < [Ln] : {VHWZ} - {{1}3,1}3+1}, {w57w8+1}}}'

Supposons le contraire de ce que I’on veut montrer, i.e. Vs € [1,m — 1], I, # 0.
Comme vy, ..., Up, W1, ..., Wy, sont distincts, ona V s,t € [1,m — 1],si s # t,
Ainsi,m — 1 < ‘Il u...u Im—l‘-

D’autre part, Vs € [1,m — 1], I, C [1,n]. Donc, |[[; U... U Ip_1| < n.

Donc, m — 1 < n, ce qui est impossible car m = n + 3.

alors I, N 1I; = 0.

Preuve de (5). Soient V, W C V.

Cas1:V ={v,vpp1}et W ={w,, wry1}.
Alors, VI'W = {w,11} = VIpW.
Cas2:V ={w,, w1} et W = {v,, v,41}.
Alors, VI'W =A{v, 11} = V|pW.
Cas3:V = {up,v1} et W = {wy,, w1 }.
Alors, VI'W = VW = {wy,} = VI|pW.
Cas4:V ={wy,w et W = {vy,, v}
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Alors, VW = VIW = {v,} = V|pW.

Cas5: {V, W} ¢ {{{UT’ vTJrl}’ {wra wTJrl}}’ {{Um, Ul}’ {wm’ wl}}}'
Alors, VW = VW = V|pW.

Cas5.1:V=0ouW =1.

A]OI‘S, V’DW = @ = V’D/W.

Cas 5.2: VNW # 0.

Alors, VIpW =V W =V|pW.

Cas53:VAODW #PetVNW =0.

Cas53.1:V ¢ X.

A]OI‘S, V’DW =W = V‘D/W.

Cas532:V C X.

Cas 5.3.2.1 . W ¢ X.

Alors, VipW =W\ X =V|pW.

Cas 5.322:W C X.

Cas 5.3.22.1:V € {v,...,omtet V< {wy,...,wn}

A]OI‘S, V’DW =W = V"D/W.

Cas 5.3.222:V C{vy,...,uomtet W Z {wq,...,wy}.

Alors, V’DW =Wn {’Ul, - ,Um} = V"D/W.

Cas 5.3.2.23:V C{vy,...,uompet W C{wy,...,wy}.
Cas5.3.223.1:3v;, € V,Jw; e W, 1 <abs(i — j) <m—1.

Alors, VipW = {w; e W : Jv; € V,1 < abs(i —j) <m—1} = V]pW.
Cas 5.3.2232:Vv; € V,Vw; € W,abs(i — j) € {0,1,m — 1}.

Cas 5.3.2.2.32.1: [VUW| > 5.

Comme m > 4, on obtient que dv; € V,dw; € W,1 < abs(i—j) < m— 1, ce qui est impossible.
Cas 5.3.2.2.322: [VUW]| € {2,3,4).

Cas 5.3.22.322.1:{ke€[l,m] : vy € Vetwp e W} =10.

A]OI‘S, V’DW =W = V"D/W.

Cas 5.3.2.23.222:3ie [I,m],{k € [1,m] : v € Vetw, € W} = {i}.
A]OI‘S, V’DW = {wl} = V"D/W.

Cas5.3.2.23.223: 34, je[I,m],i <j{ke[l,m]:v, e Vetw,cW}=1{ij}
Alors, V = {UZ‘,’UJ‘} etW = {wi,wj}.

Cas 532232231 :r<touy <r.

Alors, VipW = {w;,w;} = V|pW.

Cas 5322322321 <r <.

Comme abs(i—j) € {1,m—1},onaque (V,W) € {({vr, vr41}, {wr, wr41}), {v1,0m }, {w1,wn})},
ce qui est impossible.

Cas 5.3.2.23224:{ke[l,m]:v, € Vetw, € W} > 3.

Alors, |V U W| > 6, ce qui n’est pas possible.

Cas 5.3.224:V C{wy,...,wn}tet W Z {vy,..., 05}

Alors, V’DW =Wn {wl, ... ,wm} = V"D/W.

Cas 5.3.2.25:V C{wy,...,wn}tet W C {vy,..., 05}

Similaire au cas 5.3.2.2.3. |}

On étend maintenant les résultats négatifs aux propriétés “libérales” et au respect de Hamming.
Notre preuve sera basée sur une nouvelle adaptation du Hamster Wheel. Notons que la distance
de Hamming est une distance réaliste qui a été étudiée par de nombreux chercheurs. Cela renforce
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I’importance de la proposition 85 dans le sens ou elle montre que des cas concrets n’admettent pas
de caractérisations normales.

Proposition 85 Soient £ = (.4, C) un langage propositionnel avec .4 infini et dénombrable, M une
matrice sur £, V I’ensemble de toutes les M-interprétations, N ’ensemble de tous les opérateurs de
distance de P(V)? dans P(V) qui sont symétriques, RIH, libéralement RI, libéralement positifs et
libéralement RIT, et O un ensemble d’opérateurs de distance de P(V} dans P(V) tel que N C O.
Alors, il n’existe pas de caractérisations normales de O.

Preuve Supposons le contraire, i.e. il existe n € NT et une relation ® sur P(V)3" tels que

(0) pour tout opérateur binaire | sur P(V),ona | € O ssi
Y Vi oo Vs Wi, oo s W SV (Vi oo Vi, Wi, e Wi, VAW, .., Vi |[ W) € ©.

Comme A est infini, il existe p1,...,Pm, q1, - - - , ¢m distincts dans A, avec m = n + 3.

Posons M = (T, D, f).

Comme D # (et T \ D # (), il existe 0 et 1 distincts dans 7T'.

A présent, Vi € [1,m], soit v; la M-interprétation qui associe 1 a p; et 0 a chaque autre atome de A.
De méme, Vi € [1,m], soit w; la M-interprétation qui associe 1 a ¢; et 0 a tout autre atome de .A.
Soit X = {v1,...,0m, w1 ..., Wy}

Notons que Vv, w € X, avec v # w, on a que |h(v,w)| = 2.

Enfin, soit D la pseudo-distance sur V telle que D = (RU{|N|}, <, d), ol < et d sont définis comme
suit. Soient ¢, ¢ € R U {|N|}.

Alors, ¢ < ¢ ssi(¢,d € Rete < d)ou(ceRetd =|NJ).

Soient v, w € V. Considérons les cas suivants :

Casl:v=w.

Cas2:v # w.

Cas 2.1: {v,w} Z X.

Cas 2.1.1: |h(v,w)| = 1.

Cas 2.1.2: |h(v,w)| > 2.

Cas2.2: {v,w} C X.

Cas2.2.1: {v,w} C{v1,...,um}.

Cas2.2.2: {v,w} C{wy,..., wn}.

Cas2.2.3:34,5 € [1,m], {v,w} = {v;,w;}.

Cas2.23.1:1=3.

Cas 2.2.3.2 1 abs(i — j) € {1,m — 1}.

Cas2.233:1<abs(i—j) <m—1.

Alors,
(0 sile cas 1 est satisfait ;
1.4 si le cas 2.1.1 est satisfait ;
|h(v,w)| sile cas 2.1.2 est satisfait ;
d(v, w) = 2.1 sile cas 2.2.1 est satisfait ;
’ 2.1 sile cas 2.2.2 est satisfait ;
2.4 si le cas 2.2.3.1 est satisfait ;
2.5 sile cas 2.2.3.2 est satisfait ;
2.2 si le cas 2.2.3.3 est satisfait.

Notons que D est une adaptation du Hamster Wheel de [Sch04].
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Le lecteur peut trouver un dessin de D dans la figure 2.

Figure 2 : une adaptation du Hamster Wheel.

Soit | I’opérateur binaire sur (V) défini comme suit.

Soient V, W C V et considérons les cas suivants :

Cas1l:Vve V,Vw e W,{v,w} C X ou3 < |h(v,w)].

Cas 1.1 : VNX ={vy,v1}et WNX = {wp,,w }.

Cas 1.2:VNX ={wp,w}et WNX = {vy,,v }.

Cas 1.3:{VNX,WnNX} # {{vm,v}, {wn,w}}

Cas2:3veV,3weW,{v,w} € X et |h(v,w)| < 3.

Alors,
{wy,} silecas 1.1 est satisfait ;

VIW = ¢ {vn} silecas 1.2 est satisfait;

V|pW silecas 1.3 ou le cas 2 est satisfait.

La différence entre | et |p est suffisamment grande pour que | ne soit pas un opérateur de distance.
La preuve de ¢a est verbatim la méme que pour le (1) dans la preuve de la proposition 84.

En conséquence, | ¢ O. Donc, par (0), on obtient que

(1) IV, Vo, W, oo o W, SV, (Ve Vi W, W VAW, V(W) & .

D’autre part, on a choisi m suffisamment grand pour que :

(2) drel,m—1],Vie [Ln], {Vin X, W; N X} # {{vr, vr41}, {wr, wr41}}.

La preuve de ca est la méme (verbatim) que pour le (3) dans la preuve de la proposition 84, sauf que
V; et W; sont remplacés par V; N X et W; N X.

Maintenant, soit | I’opérateur binaire sur (1) défini comme suit.

Soient V, W C V et considérons les cas suivants :
Cas1l:Vve V,Vw e W,{v,w} C X ou3 < |h(v,w)].
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Cas 1.1 : VNX ={v,v,p1tet WNX = {w,,wr41}.
Cas 1.2:VNX ={w,wep1} et WNX ={v,, 041}
Cas 1.3:{VNX,WnX} # {{vp,vp41}, {wp, wrs1}}.
Cas2:3veV,3we W, {v,w} € X et |h(v,w)| < 3.
Alors,

{wy41} silecas 1.1 est satisfait ;

VI'W =< {v.41} silecas 1.2 est satisfait ;
14144 si le cas 1.3 ou le cas 2 est satisfait.

La différence entre | et | est “invisible” pour ®.
Plus formellement, par (2), on aque Vi € [1,n], V;|'W,; = V;|W;.
Ainsi, par (1), on obtient que (V4,...,Vy,, Wy,... , Wy, Vi|'Wh, ..., V,|'W,) € ®. Donc, par (0) :

3) I'¢0.

Seulement, au méme moment, il existe une bonne pseudo-distance qui représente |.

En effet, soit D’ la pseudo-distance sur V telle que D' = (R U {|N|}, <,d’), ot d’ est la fonction
telle que Vv, w € V,

d,(v7w) — 23 S% 3 1 6 [7" + 17m:|7 {’U’w} = {U“wz}’
d(v,w) sinon.

Notons que Vv, w € V, |h(v,w)| € Nssi d(v,w) € Rssid(v,w) € R.

Ainsi, |h(v,w)| = |N| ssi d(v,w) = |N| ssi d'(v,w) = |N|.

Notons aussi que Vv, w € V, avec |h(v,w)| € N, |h(v,w)| < d (v, w) < d(v,w) < |h(v,w)|+0.5.
On montrera que :

4) "= o

Mais, D’ est symétrique, libéralement RI et libéralement positive.
De plus, on montrera que :

(5) D' estRIH;
(6) D’ est libéralement RIT.

Ainsi, |" est un opérateur de distance symétrique, libéralement RI, libéralement positif, libéralement
RIT et enfin RIH.
Ainsi, | € V. Donc :

(7) '€ 0.

Enfin, on obtient une contradiction avec (3) et (7), ce qui termine la preuve.

Preuve de (4). Soient V, W C V.

Cas1:Vve V,Vw e W,{v,w} C X ou3 < |h(v,w)].
Cas 1.1 :VNX ={v,v,p1tet WNX = {w,,wr41}.
Alors, VI'W = {w,11} = VIpW.

Cas1.2:VNX ={w,,wrp1t et WNX = {v,,vp41}.
Alors, VI'W ={v, 41} = V|pW.

Cas 1.3:VNX ={v,,vi}et WNX = {wy,w }.
Alors, VW = {wp,} = V|pW.

Cas 1.4:VNX ={wp,wi}et WNX = {vy,,v }.
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Alors, VI'W = {v,} = V|p W.

Cas 1.5: {VnNX, WnX} & {{{vm,v1}, {wm,w1}}, {{vr, vr41}, {wr, wrs1}}}
Alors, VW = VW = V|pW.

Cas 1.5.1 : VNW # (.

Alors, VIpW =V W =V|pW.

Cas 1.52:VNW = 0.

Cas1.52.1:VNX =PouWnNnX =0.

Alors,Vv € V,Vw e W,d (v,w) = d(v,w). Donc, V|pW = V|pW.

Cas 1.522: VNX #£Pet WNX #0.

Alors, on montrera que :

(4.1) VipW =V nX[pW N X ;
(4.2) VipW =V N X|pWNX.

Or,onaque VNX|[pWnNX=VnXpWnX.

La preuve de ¢a est la méme (verbatim) que pour le cas 5.3.2.2 du (5), dans la preuve de la proposi-
tion 84, sauf que V et W sont remplacés par VN X et W N X.
Cas2:3veV,3weW,{v,w} € X et |h(v,w)| <2).

Alors, VW = VW =V|pWV.

Cas2.1.VNW # 0.

Alors, VipW =V NW =V|pW.

Cas2.2. VNW = .

Cas2.2.1.3v € V, 3w € W, |h(v,w)| = 1.

Alors, VIpW ={w e W :3v €V, |h(v,w)| =1} = V|pW.

Cas 2.22. Vv e V,Vw € W, |h(v,w)| > 2.

Alors, V|pW ={w e W:3v e V.{v,w} € X et |h(v,w)| =2} =V |pW.

Preuve de (4.1). Direction : “C”.
Soitw € V|pW. Alors, 3v € V,Vv' € V,Vw' € W,d(v,w) < d(v',w').
Cas 1 : {v,w} C X.
Alors,w e VN X[pW N X.
Cas2:{v,w} € X.
Onaque 3v e VN XetIw € WnN X.Deplus, d(v',w') € Retd(v',w') < 2.5.
Cas 2.1 : |h(v,w)| = |N|.
Alors, d(v, w) = |N|. Ainsi, d(v',w") < d(v, w), ce qui est impossible.
Cas 2.2 : |h(v,w)| € N.
Alors, d(v,w) € Ret3 < |h(v,w)| < d(v,w). Donc, d(v/,w') < d(v,w).
Dongc, d(v/,w") < d(v,w), ce qui est impossible.
Direction : “D”.
Soitw € VN X|pWNX.
Alors, v e VN X,V e VNX,Vuw e WNX,dv,w) 2d,w).
Soientv' € V,w' € W.
Cas1: {v,vw'} C X.
Alors, d(v,w) < d(v',w’).
Cas2: {v,vw'} € X.
Comme v, w € X, on aque d(v,w) € Retd(v,w) <2.5.
Cas 2.1 : |h(v/,w")| = |N].

95



Alors, d(v',w') =
Cas 2.2 : |h(v',w')] € N.

Alors, d(v',w') € Ret3 < |h(v,w")] < d(v/,w'). Done, d(v, w) < d(v',w’).
Dong, d(v, w) < d(v',w’).

En conséquence, dans tous les cas on a que d(v,w) < d(¢,w’). Donc, w € V|pW.

(v,w) < d(v',w").

Preuve de (4.2). Méme preuve que pour (4.1), sauf que |p et d sont remplacés par |p et d'.

Preuve de (5). Soient v, w,z € V tels que |h(v, w)| < |h(v, z)|.

Cas 1: |h(v,z)| = |N]|.

Alors, |h(v,w)| € N. Donc, d'(v,w) € Retd (v,z) = [N|. Ainsi, d' (v, w) < d'(v, x).
Cas2: |h(v,z)| € N.

Alors, |h(v,w)| € N. Ainsi, d'(v,z) € R, d'(v,w) € Ret

d'(v,w) < |h(v,w)| + 0.5 < |h(v,w)| + 1 < |h(v,2)| < d'(v,2). Donc, d'(v,w) < d' (v, x).

Preuve de (6). Soient v, w,z € V.

D’abord, notons que h(v,z) C h(v,w) U h(w, z), donc |h(v, z)| < |h(v,w) U h(w, ).
Cas1:d'(v,z) = |N]|.

Alors, |h(v, z)| = |N|. Maintenant, supposons que d (v, w) € Retd (w,z) € R.
Alors, |h(v,w)|, |h(w,z)| € N. Donc, |h(v,w) U h(w,z)| € N.

Ainsi, |h(v,z)| € N, ce qui est impossible.

Donc, d'(v,w) = |N| ou d'(w, z) = |N].

Cas2:d'(v,x),d (v,w),d (w,x) € R.

Cas 2.1 : |h(v,w)| = 0 ou |h(w, z)| = 0. Trivial.

Cas 2.2 : |h(v,w)| > let|h(w,x)| > 1.

Cas 2.2.1 : |h(v,w)| > 2 ou |h(w,z)| > 2.

Cas 2.2.1.1 : |h(v, z)| € {0,1,2}.

Alors, d'(v,x) < |h(v,z)| +05 <25 <3 < |h(v,w)] + |h(w,z)| < d(v,w) + d(w,x).
Cas 2.2.1.2: |h(v,z)| > 3.

Alors, d'(v,x) = |h(v,z)| < |h(v,w)| + [h(w, z)| < d'(v,w) + d'(w, x).

Cas 2.2.2: |h(v,w)| = 1et |h(w,z)| = 1.

Cas 2.2.2.1 : |h(v, )| € {0,1,2}.
Alors, d' (v,z) < |h(v,z)| + 0.5 <25 <14+ 1.4 =d'(v,w) + d'(w,z).
Cas 2.2.2.2 : |h(v,z)| > 3.

|

Alors, |h(v, z)| > |h(v,w)| + |h(w, x)|, ce qui n’est pas possible. |
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Conclusion

Résumons tout d’abord ce qui a été fait dans la partie I. On a fourni dans un cadre général, des
caractérisations pour des relations de conséquence préférentielles(-discriminantes) et pivotantes(-
discriminantes). On a montré dans un cadre classique infini que la famille de toutes les relations
pivotantes n’admet pas de caractérisations contenant seulement des conditions quantifiées univer-
sellement et de taille limitée. Enfin, on a montré que les relations pivotantes univers-codéfinissables
sont identiques aux X -logiques pour lesquelles X est déductivement clos. En ce qui concerne la par-
tie II, les contributions sont les suivantes : étendant les résultats de Schlechta, on a montré dans un
cadre général que pour plusieurs familles d’opérateurs de distance, il n’existe pas de caractérisations
contenant seulement des conditions finies et quantifiées universellement.

A présent, on se tourne vers les perspectives. L’idée générale est de reconduire différentes sortes
de raisonnements de sens commun dans des cadres paraconsistants (de la méme maniere que nous
avons reconduit I’étude de logiques préférentielles et pivotantes dans des cadres multi-valués). Un
premier candidat de choix est la révision des croyances.

En effet, la plupart des approches a la révision des croyances traitent de maniere triviale les
ensembles de croyances incohérents (si encore ils sont traités). Pourtant, il est tout a fait rationnel
d’avoir des croyances incohérentes. En effet, il peut y avoir des raisons de croire une chose et en
méme temps des raisons de croire son contraire. Il y a aussi des incohérences en principe impossible
a résoudre comme e.g. le “paradoxe de la préface” [Mak65]. Ce dernier dit qu’un auteur conscien-
cieux a des raisons de croire que chaque chose écrite dans son livre est vraie. Mais, a cause de
I’imperfection humaine, il croit aussi que son livre contient des erreurs et donc que quelque chose
doit étre faux. En conséquence, il a dans I’absolu a la fois des raisons de croire que tout est vrai et
des raisons de croire que quelque chose est faux. Ainsi, les principes de la révision des croyances
doivent marcher aussi sur des ensembles de croyances incohérents. Les approches standards (e.g.
AGM) échouent a faire cela car elles sont basées sur la logique classique. Des logiques paraconsis-
tantes (e.g. FOUR) peuvent étre la base d’approches plus adéquates.

Un autre avantage de ces approches paraconsistantes est qu’elles ne seront pas forcées a éliminer
une contradiction méme quand il n’y a pas de bonne maniére de le faire. Les contradictions pourront
étre naturellement tolérées jusqu’a ce qu’une nouvelle information vienne éventuellement justifier un
procédé d’élimination plutdt qu’un autre. Enfin, ces approches profiteront d’un champ d’application
plus large qui comprendra des systémes multi-agents ou les agents peuvent avoir individuellement
des croyances incohérentes.

Plus largement, on peut envisager de reconduire dans des cadres paraconsistants d’autre formes
de raisonnement, par exemple : la mise a jour, la fusion, les conditionnels irréels, ou simplement
d’autres logiques plausibles.

De nombreux sous-résultats de la partie I peuvent étre utiles pour obtenir de nouvelles ca-
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ractérisations (en particulier, pour de nouvelles logiques plausibles). En effet, dans les cas les plus
généraux, c’est a dire ou les fonctions de sélection ne préservent pas forcément la définissabilité, on
a obtenu des résultats grace aux lemmes 34 et 35 (pour les relations préférentielles) et aux lemmes 52
et 53 (pour les relations pivotantes). Une chose intéressante et qu’on a utilisé les mémes lemmes a la
fois dans la version simple et dans la version discriminante. Cela suggere qu’ils peuvent étre utilisés
dans d’autres versions encore.

De plus, quand les fonctions de sélection sous considération préservaient la définissabilité, on
a appliqué les lemmes 44 et 45 a la fois dans le cas préférentiel-discriminant et le cas pivotant-
discriminant, pour obtenir des caractérisations. Ces lemmes peuvent probablement étre appliqués
a nouveau pour caractériser d’autres familles de relations de conséquence définies de maniere dis-
criminante par des fonctions de sélection préservant la définissabilité (pas forcément cohérentes ou
fortement cohérentes comme toutes les familles étudiées ici).

La partie II présente aussi des potentialités. Tout d’abord, rappelons que les résultats négatifs
sur les opérateurs de distance peuvent probablement €tre mis a profit pour montrer des résultats
d’impossibilité similaires pour des opérateurs de révision basés sur une distance.

D’autre part, cette direction de recherche future peut toujours étre poursuivie si on redéfinit la
révision a base de distances dans un cadre non-classique (comme on le suggere dans I’idée générale
des perspectives). En effet, comme Lehmann €t al., on a travaillé dans un cadre général. Ainsi, si
on redéfinit la révision par exemple dans le cadre de la logique FOUR, alors on peut certainement
appliquer les résultats de [LMSO1] et nos résultats pour montrer respectivement des caractérisations
d’opérateurs de révision et montrer qu’elles ne peuvent pas étre réellement améliorées.

Enfin, certains opérateurs de mise a jour, comme celui dit de Winslett [Win88] (ou encore celui
dit de Forbus), sont basés sur la distance de Hamming. Il serait intéressant de voir si les résultats
d’impossibilité de la partie II se répercutent sur ces opérateurs.
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Autour de la Caractérisation de Raisonnements de Sens Commun en
Présence d’Infor mations I ncer taines

Résumé : L’essence de cette theése est de produire des caractérisations (ou montrer 1’inexistence
de caractérisations) pour des familles de relations de conséquence et d’opérateurs de révision. Dans
un premier temps, on s’intéressera a des relations de conséquence préférentielles (au sens de Kraus,
Lehmann et Magidor) et pivotantes (au sens de Makinson). Ce sont des relations plausibles (les
premieres ne sont pas monotones, les secondes si) congues pour traiter des informations incomplétes.
On les étudiera dans des cadres paraconsistants tels que celui de la logique de Belnap, ce qui les ren-
dra aussi utiles pour traiter des informations incohérentes. En seconde partie, on s’intéressera a une
approche a la révision des croyances introduite par Lehmann, Magidor et Schlechta. Elle est basée
sur des distances entre interprétations et présente I’avantage de définir des opérateurs de révision qui
se comportent bien en cas d’itération.

Mots clefs : raisonnement de sens commun, logiques non-monotones, logiques préférentielles, lo-
giques pivotantes, logiques paraconsistantes, logiques multi-valuées, révision des croyances, révision
basée sur une distance.

On the Characterization of Common Sense Reasoning in the Presence
of Uncertain Information

Abstract: The essence of the present thesis is to provide characterizations (or show the nonexis-
tence of characterizations) for families of consequence relations and revision operators. First, we
will investigate preferential consequence relations (in the sense of Kraus, Lehmann, and Magidor)
and pivotal consequence relations (in the sense of Makinson). These are plausible relations (the for-
mer are non-monotonic, the latter are monotonic) conceived to deal with incomplete information.
We will study them in paraconsistent frameworks such as the one of the logic of Belnap. This will
render them useful to treat also inconsistent information. Second, we will investigate an approach
to belief revision introduced by Lehmann, Magidor, and Schlechta. It is based on distances between
valuations and has the advantage to define well-behaved iterated revision operators.

Keywords common sense reasoning, non-monotonic logics, preferential logics, pivotal logics, para-
consistent logics, many-valued logics, iterated belief revision, distance-based revision.



