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Intr oduction

En calcul de structures la simulationde la réponsede structurescomplexes, et
dansuneencoreplus grandemesure/ optimisationvis a vis de paramétresle plusen
plusnombreuxdansl’optique dela conceptionconduisené desproblémesie grande
taille. Plus récemment)'émergencedes modélisationanultiphysiquesdes systémes
ou descomposantsequieredescapacitégde traitementd’autantplus grandesDans
cesapprochesplusieursphénoménesle naturesphysiquesdifférentessont couplés
(thermique piézoélectricitéfluide-structuremagnétismegliffusion et changemende
phasechimie... ).

La premiereconséquencesncoreamplifiéeparla souplessele miseen ceuvredes
techniqueslediscrétisatiorcommela méthodedesélémentdinis, estl'accroissement
rapidedela taille desprobléemesa résoudrel utilisation du parallélismeestdoncun
outil importantpour pouwir abordetla simulationde cesmodéles.

La deuxiemeconséquenceoncerngjuanta elle le caractérenultiéchelle marqué,
alafois entempset enespacedu problémecouplé.Lesdifférentechelledetemps
desphénomeneghysiquegui interagissenta présencel’hétérogénéitéstdebrutaux
changementdenaturedudomaingfluide, structuremagnétiqueamagnétique.. ) en
sontlesprincipalescausesll estalorsnécessairgu’unestratégiederésolutiondetels
problémess’appuiesur cespropriétésparticuliéres et entire parti, pour pouvoir étre
performante.

Enfin, la fiabilité etla robustessal’'unetelle approchedlemandeun certainnombre
d’outils commele controledesparameétreslel’algorithmeetdela précisiondela solu-
tion qu’il construitA ceniveau,le controledela qualitéet'adaptivité (desparamétres
du calcul,dela discrétisatioret de I'approximationde la solution)sontdesthémesde
premierplan.

La miseen ceuvreinformatiqueet numériqued’une telle démarchen’est pasnon
plusun objectif trivial a maitriser quece soit au niveaudesoutils utilisés (codeexis-
tants,couplagede codes... ) ou a celui de la discrétisatiorspatialeet temporelledu
modeéle.

Cesthémesne sontbien sur pastous traités dansce mémoire,et encoremoins
résolusmaisils constituentienleslignesdirectricesqui doivent manifestemenétre
explorées Ce mémoirereprendainsiles grandstraits destravauxréalisésun bref état
de I'art dansle mémedomained’expertise—certepasexhaustif—pourles replacer
dandeurcontete,etbienentenduentededégagetesperspectiesetlignesdirectrices
pourde futurstravaux.



Lesarchitecturesdescalculateurséwluent. Lespluspuissant@ctuellementrapi-
dité, taille mémoire... ) sonttousa architectureparallele[Meueretal. 01, Noor 97].
Les algorithmesde résolutionet les formulationsadaptéesiesproblémesconcernés
éwluentaussien particulierpourpouwoir s’adapteia cetyped’ordinateur

Plusieurdechniquesontdisponibles toutd’abord,la parallélisatiorplusoumoins
automatiquelescodesde calcul (parallélisme‘informatique”) parles capacitésl’ana-
lyse descompilateurs ensuite Je déweloppement’outils algorithmiquesassezyéné-
ralistes(parallélisme‘'numérique”) comme,par exemple,la factorisationen paralléle
degrandssystémedinéairescreux; enfin,le déweloppementieformulationsetd’algo-
rithmesadaptésuproblémeatraiter(parallélismeé'mécanique”) commeesméthodes
dedécompositiorde domaine)e pendante cesméthodegpourlesproblemesouplés
étantlesméthodegle partitionnement.

Cestechniquesgang’ordre dela plusgénéralisté la plusdédiée permettent’at-
teindrede plusou moinsgrandegerformancesuiantle nombrede processeursatili-
sésll estnormald’attendreplusde performances’un algorithmelorsqu'il utilise plus
d’information sur le problémea traiter; les méthodesle décompositiorde domaine
sonteffectivementapparuesommebien adaptéesux architectureparalleleset per
mettentd'utiliser efficacemenun assezgrandnombrede processeurgd’un ordrede
plusdel0fois supérieuaceluidela premiéreechniquenentionnée)Cependanilans
unesimulation plusieursypesdeproblémesontrequis(degrandssystemedinéaires,
de petits systemedlifférentiels,descalculslocaux... ) et les différentestechniques
précédentese parallélisationpeuwent étre sélectionnéesuivant leur domained’em-
ploi deprédilection.Unediscussiorplusdétaillépourraétretrouvéedansun articlede
synthéselel'état del'art [Dureisseixet Champang 00].

Un outil ou une méthode? Concernantes probléemesde déwloppementt d’évo-
lution desgrandscodesde calcul, les techniquesjui ne nécessitenpasde remiseen
causede I'architecturedu codesonta priori lesplusaiséesaintégrer C'estdoncune
importantemotivation pour le déweloppementesméthodegénéralistesla paralléli-
sationautomatiqueparle compilateumenécessitéand’idéal quepeudemodification
ducodeetdela structurededonnéesEn pratiquejl estsouventnécessaird’intervenir
pour obtenirdesperformancentéressanted.a parallélisatiorf'numérique”s’appuie
sur la possibilité d’emploi en boite noire, commel’appel d’une routine de factorisa-
tion au traversd’une librairie paralléle.Les méthodesle décompositiorde domaine
adoptenencoreun autrepointdevue: ellesnécessitensouventuneréécrituredel'al-
gorithmiguemais utilisent les routinesde haut niveau habituellesdu code existant,
commeune boite a outils. Cetteréécriturede I'algorithmique estaussiutilisée pour
augmentetes performancesen s’adaptantu problémetraité (un exemplesimple: la
réutilisationdesdirectionsde descenteau pasprécédenpour accéléreite passuivant
ennon-linéaire).

Danstousles casde figure, la modularitéd’écriture du codeet saflexibilité sont
desatoutspoursonéwlution, d’autantplusqu’aujourd’hui,la “duréedevie” desordi-
nateursestplus courtequecelle desgrandscodesgénéralistes.a réponsei cetenjeu
setrouve en partiedansla standardisatiodesoutils et deslibrairies (OpenMP multi-
threadsMPI, ScaLARACK ... ).



Lespoints abordésdanscemémoire. Lespremierdravauxréalisésoncernentlans
unpremiertempsl’aspectmulti€échelleenespacell estdiscutétoutd’abordd’un point
devueassenumeériquedansuneméthodede décompositiorde domainemixte, basée
sur la méthodel ATIN, et déweloppéependantmestravaux de thése.La voie adop-
tée a reposésur une descriptionhiérarchiquedesquantitésmisesen jeu [Dureisseix
et Ladereze98b]. Cetteapproches’estavéréeefficace,au moinslors de I'analysede
structureffaiblementhétérogénequisquedansce cadre,la comparaisoravecla mé-
thodede décompositiorde domainedualeFETI a révélédesperformancesimilaires.
L'état d’espritconsistaita montrerles performanceslesméthodesiansleur domaine
d’'application,a savoir les problemesa grandnombrede degrésde liberté. Cecin’est
passansconséquencpour 'implantation de cesméthodespuisqu'il a été nécessaire
de déwelopperau seind’un codede calcul de type industriel[Champang et al. 97].
Dansl'approchealorsutilisée,la présencale deuxéchellean’est pasmatériellemais
numeérique elle provient, lors dela décompositiorensous-structuresie la différence
de taille caractéristiqualessous-structured’une part, et de la taille de la structure
d’autrepart[Dureisseixet Ladeveze98al.

Le casdesstructuresortementhétérogénesommelesstructurecompositespose
desproblémessupplémentaired.’évolution de la méthodemultiéchellehiérarchique
versunedémarch&l’homogénéisatiodesstructuresaconduitauneméthodedésignée
sousle termede micro-macro Elle a permisde synthétiselles conceptdde représen-
tation a deux échellesau traversdesinterfacesentresous-structuresje fagonhiérar
chiguecommecasparticulier maissurtoutaussiavanttoutediscrétisationau niveau
du milieu continu. Pounant tout d’abord se déclineravec une versionorientéepar la
cinématiquegLadevezeet Dureisseix99], ou par les efforts [Ladevezeet Dureisseix
00], les deuxpoint de vue peuwent étreréunifiésen une uniguedémarchglLadevéze
et al. 01]. Classéecommeune méthoded’homogénéisatiorelle ne nécessitgasla
séparatiomleséchellesni uneréanalysdocalecouplée Cetteapproche servidebase
autravail dethésed’Olivier Loiseau,[Loiseau01] co-encadrépar PierreLadevézeet
moi-méme.Les premiersrésultatspermettentd’attendrede bonnesperformancesle
cetteapproche le pointclé consistanatirer parti descaractéristiquedu problémejci
la descriptioral’échelle micro.

Parallélementa cesdéweloppementsle traitementde la non-linéaritéde contact
dansune approchemultiéchellea fait et continuede faire I'objet d’'une collaboration
avec CharbelFarhat,del'Universitédu Coloradoa Boulder USA. Cestravauxont été
menégansle cadredela méthodeFETI.

L'aspectmultiéchelleenespacenesembleitreun pointde passagémportantpour
aborderles probléemesmultiphysiques C’est pour celaque les travaux de recherche
s’oriententmaintenantversla constructionet la mise en ceuvrede stratégiesle cal-
cul adaptéesla deuxiemepartie du mémoireprésenteainsi les travaux plus récents
engagésurle domainedessimulationsmultiphysiquedaisantintervenir deschamps
couplés.

Avec une premiéreapplication,assezfaiblementmultiphysiquepuisqu’il s'agit
juste du traitementdu couplagevitesse-pressioen incompressiblegtudiéedansle
cadred’un travail de DEA, on peutillustrer l'utilisation multiéchelledela décomposi-
tion dedomainesurceprobléemecouplé.

Enfin, une méthodede résolutiondédiéea desanalysesnultiphysiquesa été dé-



veloppéesurle cassimplede la poroélasticitédansle cadred’une collaborationavec
BernhardSchrefledel’'UniversitédePadoue]talie. Avantmémedeprendreencompte
les aspectanultiéchelles cette stratégiepeut déjase classerdansla famille desmé-
thodesdepartitionnementl'idée estde généralisete concepd'interfacegéométrique
entresous-structures celui d’'uneinterfaceentrephysiquedifférentesAvecle cadre
utilisé, I'intégrationdel'aspectmultiéchelleen espacene posepasde problemeparti-
culier. Cecadresertausside supportala thésede David Néron,co-encadréparPierre
Ladevézeet moi-méme qui vient de déhuter et qui sefocaliseraplus surl’aspectmul-
tiéchelleentempset sur sapriseen comptedansla stratégiede calcul. Le traitement
desnon-linéaritégle comportementyui interviennentapidementlansa modélisation
desproblémesnultiphysiquespourraétreabordéadansle mémecadre.



1" partie : methodes
multiéchellesde decomposition
de domaine

De manieregénéralele domained’emploi en paralléled’une techniquepeutétre
caractérisdparla granularité destacheqqui sontréalisées¢’est-a-direle ratio entrele
volumed'information et de calcul a traiterlocalementparun processeyiet le volume
d’'informationa échangeentrelesprocesseurgourmenerabienla résolution Dansle
casdesméthodesle décompositiorde domaineJa granularitéélevéeestbienadaptée
pourla résolutiondesgrandssystemedinéairesimplicites.

1 Décompositionde domaine et extensibilité

Le fractionnement’un domaineen sous-domainesu sous-structuresuiant la
terminologieemployée,peutétreréaliséa partir de sescaractéristiquephysiquegpar
tie solide, partiefluide commeon aural’occasiond’y revenir pourle multiphysique),
de sescaractéristiquegéométriquegassemblagee différentespieces),ou de fagon
artificielle (commela décompositiorautomatiqued’un maillage élémentsfinis). La
réalisationde ce fractionnemenpeutavoir plusieursfinalités; par exemple,le traite-
mentdédiéde chaquesous-systémeu la parallélisationNousnousintéresserongi a
cedernierobjectifet plusprécisémentunedécompositiomle domainesangecouvre-
ment(méthodede Schurparoppositiona la méthodede Schwarz [Chanet Goovaerts
92, Dryja et Widlund 95]).

L'idée généralede cesméthodeconsistea partitionnergéométriguement struc-
tureQ ensous-domaineQF. Cefaisantonintroduit, outreleschampsiedéplacement
UE etdecontraintess® parsous-domain€@F, de nouelle quantitésrelativesauxin-
terfacesentre sous-domainesun champde déplacementu bord WE et un champ
d’effort au bord FE définis pour chaqueinterface de chaquesous-domaineChaque
sous-structurest une structurea part entiére,interagissantwvec son ervironnement
(les interfaces),et chaqueinterface possedeson comportemenpropre.Pourunein-
terfaceparfaite entredeux sous-domaineQF et QF', on doit avoir les conditionsde
transmissioWE = WE' etFE + FE' = 0.

Les différentesméthodegle décompositiorde domainedifferentd’abord dansla



facondetraitercesconditionsderaccord Ellespeuventétreclasséesuivantle typede
traitemenfu’ellesutilisentpourlesinconnuesl'interface:

— uneméthodeprimaleconsere un déplacementontinua la traverséedesinter
faceset cherchea annulere déséquilibreeneffort ;

— uneméthodedualeproposedesefforts en équilibre surl'interfaceet cherchea
réduirele sautde déplacement

— uneméthodemixte cherchea traiter de faconégalitaireefforts et déplacements
auxinterfaces.

Cesméthodegeuent étre desméthodedlirectesou itératives. Lorsquela taille
du problemecroit, cesderniéresontactuellementes plus efficacestantentempsde
calculqu’enencombremennémoirerequis.Cependantesapprocheesplusperfor
mantessontobligatoiremenmultiéhelles: unepropriétéimportantede cesméthodes
estl’extensibilité c’est-a-direquelorsquela taille du problémecroit, si on augmente
enmémetempsle nombrede sous-domainede nombred’itérationspourrésoudrde
problémen’augmenteas.

Le probléemed'interface. Le problémede référencepeutdoncétreréécritcomme
la résolutiond’un problémeportantsur les quantitésd’interfaces(effort et déplace-
ment)aumoinsdansle caslinéaire.Le retouraux quantitésntérieureqcontrainteset
déformationspeutensuitesefairea partir desconditionsde bordalorsdéterminées.
LesméthodesnultifrontalesDuff 86] sonttypiquesd’unerésolutiondirecte(eten
paralléle)de ce nouveauproblémed’interface.La résolutiondirectea commeincon-
vénientde devoir construireexplicitementce probléme(complémentde Schur)qui,
bien que portantsur un nombred’inconnuesplus restreintque le problémede réfeé-
rence possedeinebien plusgrandeconnectvité (ce quetraduitunegrandeargeurde
bande).ll peuten effet étrevu commeun problemeélémentsinis assemblé partir
dessuperélémentguesontlesdifférentesous-structurees méthodesnultifrontales
construisenéxplicitementcessuperéléments). peutdoncétretrescolteuxarésoudre,
enparticulierlorsquele nombrede sous-structuresstgrand.Notonsqu'uneaméliora-
tion possibleconsistea utiliser uneméthodemultiniveau,en considérantn ensemble
d’interfacescommeune sous-structur@ part entiére,les différentsensemblesyant
alorseux-mémedesinterfacesentreeux, voir [Escaigetal. 94, Lassignardiest al. 99]
parexemple.Cettetechniquepermetainside pouvoir utiliser defagonefficaceun plus
grandnombrede processeursCedernierrestecependanéncoreassezimité.
Unetechniqudtérative a I'avantagede ne nécessiteni la constructiorexplicite ni
la résolutiondirectedu problemed’interface. Commebeaucoupde techniquestéra-
tives, elle pourrapar contreétre moinsrobusteet elle nécessitain critere de conver-
gencefiable pour arréterlesitérations.Un taux de corvergenceélevé, c’est-a-direun
relatvementfaiblenombred’itérationspourcornverger, seraintéressandu pointdevue
de la robustesseTypiquement,une techniqueitérative pourraétre plus performante
gu'uneméthodelirectelorsquele nombred’itérationsnécessairegourconvergersera
bienpluspetitquele nombrededegrésdelibertéauxinterfacesPourlesméthodepri-
maleset duales e gradientconjuguépréconditionnéestgénéralementtilisé comme
solveuritératif; pourla méthodemixtequi sertprincipalementle supportdansce mé-
moire, unetechniqueplus apparentéeau moinsdansle caslinéaire,a la méthodedu



Lagrangienaugmentéestutilisée [Fortin et Glowinski 82, Lions 90, Glowinski et Le
Tallec 90]: il s'agit de la méthodea grandincrémentde temps(LATIN pour Large
Time INcrement)[Ladeveze96]. Sesprincipeset son utilisation sontprésentéslans
[Cognardet al. 96, Champang et al. 96] et sesperformance®nt étéillustréesdans
[Champang etal. 97].

Extensibilité. Lors du fractionnementn sous-structureget d’autantplus que leur
nombreestimportantjon peuttoujoursintroduiredande problémedifférenteschelles.
Mémesi le problémene contientpasnaturellementeséchelles(commecelapourra
étrele caspour les structureshétérogénesommeles compositespar exemple),un
pointdevuenumériquepourraguiderleur choix. La premiéreéchelleestainsiliée ala
taille dela structuregtla secondedlataille dessous-structuresu desinterfacesLors-
gu'aucunen’estpriseen comptedansl’algorithme, on considérerdapprocheutilisée
commemonoéchelleDe fagongénéralelanscecas lorsd’uneitérationdela méthode,
l'information ne pourraétre échangéeyu’entre sous-structuresgoisines.Un nombre
caractéristiqudié a la corvergence(doncau nombred’itérations)serale nombrede
sous-structuredansunedirectiond’espace Avec unetelle interprétation,on concoit
guele nombred'itérationsseracroissantvecle nombrede sous-structures.
Prenonde casd’une structuremodelehomogéndres simple,commecelle de la
poutre bidimensionnellede la figure 1. On peut remarquerque la taille dessous-
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FiG. 1 —Problememodeleet sadécompositioren 4, 16 et 64 sous-structugsetinter-
faces

domainesestvariable,il en estde mémepour la taille de maille desélémentsfinis
le constituant(non représentégi). On peutcependantoterparH unelongueurca-
ractéristiquedessous-domainest par h une longueurcaractéristiqualeséléments.
Travailler ah constantevientaconsererun problémederéférenceletaille constante.
Travailler a H constantrevient a garderle mémenombrede sous-domaines Enfin,
un dernierindicateuﬁntéressanestﬁ : travalller a ﬁ constantonsere desprobléeme
locaux par sous-domainele taille constantela taille du problémede référenceaug-
mentantvecle nombredesous-domaines/neméthodededécompositiomledomaine
estdite numériquemerextensiblesi, entravaillanta & constantle nombred'itérations
pourconvergernedépendjuepeudunombredesous-domaine@oncdeH). Ondit de
plusqu’elle estoptimales’il y apeudedépendanceis avis de ﬁ Elle seraensuitepa-
rallélementextensiblesi le tempsdecalculestpeudépendandeH. La figure2 reporte
lestauxde corvergencerelatifs (norméparle casmonoéchellevec4 sous-structures).
De fagoncaractéristiqug@our les approchesnonoéchellespn obsene clairementune
décroissancdutauxde corvergenceavecle nombrede sous-structures.
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Il estapparuassezclairementdepuisles travaux de Bramble[Bramble et al. 86]
gue pour obtenir la propriétéd’extensibilité, une méthodede décompositiorde do-
mainedoitimpératvementétremultiéchelle L'approchda plusévidenteconsistealors
a utiliser les deuxéchellesprécédemmentitées.Cecipeutétreréaliséde différentes
maniéresPar exemple,dansla méthodeFETI (Finite ElementTearing and Intercon-
necting [Farhatet Roux 91, Farhatet al. 00] et de fagonsimilaire dansla méthode
BDD (BalancingDomainDecompositiopn[Mandel93, Le Tallec94], la grandeéchelle
estreprésentéparles mouvementsle soliderigide dessous-domaine$lottants”; la
petiteéchelleestdécriteparle comportemenélémentdinis classique.

Travaux dethése: méthodemixte LATIN multiéchelleetdescription hiérarchique.
La faconde procédermpour décrireles différentestchellesa reposéici surl'utilisation
de deuxdiscrétisationglémentdinis différentessurle mémeproblemederéférence.
Un premiermaillagede la structure dit “grossier”, définit la partie globale(a grande
échelle)dela solution,etunmaillage“fin” dechaquesous-structuregstceluisurlequel
estdéfinile problemederéférence.

Le transfertd’information entreles deux échellesestréalisépar deux opérateurs
nommeéssuivantla terminologiedesméthodesnultigrilles, opérateude prolongation
etopérateuderestriction.Le premierpermetdetransféretesinformationsdela grille
grossiereversla grille fine (parexempledefaconhiérarchiqueausensdela h-version),
le deuxiemepermete retour Notonsdésa présengu’unetelledescriptiorhiérarchique
peuttout afait étreréaliséesurlesquantitésd’interface,voir figure 3, I'utilisation d’un
maillagegrossierl'intérieur dechaquesous-structure’étantqu’unefaconsimplede
définir desquantitésa grandeéchellea l'intérieur.

De fagonpratique le casou lesdeuxdiscrétisationsontemboitéesimplifie I'im-
plantationmaisdanstouslescas la nécessitée gérercesdeuxdiscrétisationgstplus
lourdepourl'utilisateur.

Cestravauxont étéréaliséenthésesousla directionconjointede PierreLadevéze
et Frangois-X&ier Roux [Dureisseix97]. L'extrait suivant du preprint [Dureisseixet
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FIG. 3— Descriptionhiérarchiquea deuxécellessurl'interface I'ggs

Ladevéze98a]donnede plusamplesdétailssur cetteapproche.

Outrela distinctiondesquantitésa grandeet petiteéchellevia unedescriptiorhié-
rarchique un trait importantde cetteapprocheestqu’elle satishit a chaqueitération a
la continuitédeschampsde déplacemend grandeéchelleet a I'équilibre au sensdes
élémentdinis desefforts a grandeéchelle(équilibredesforcesgénéraliséesorrespon-
danteslumaillageagrandeéchelle) De fagonplussecondairdgstravauxdethéseont
aussiportésurI'utilisation d’'une discrétisatiorplus adaptéedesquantitésd’interface
etsurla formulationcorrespondantée qui conduita desélémentsl’interfacediscon-
tinus). Pourde plus ampledétailssur ce point, on pourraconsultefDureisseix97]; il
neseraeneffet pasabordédansla suite.

Lesprincipauxrésultatsobtenussontles suivants: tout d’abord,I'utilisation d’'une
grandeéchelleglobalesurtoutela structurea permisd’augmentete taux de corver
gence et surtout,derecouvreie caractéraxtensible(la figure 2 reporteaussile taux
decornvergencecomparébtenuparl’approchemultiéchelle).Pourcequi concerndes
performancesle 'approche elle a étécomparée la méthodeFETI, qui fait actuelle-
mentréférencedansle domainedesméthodesle décompositiorde domaineadaptées
au parallélisme,en calcul de structure.Pour pouwir discuterles codts,la méthode
proposéen étéimplantéedansle codede calcul de type industriel Castem2000 (ac-
tuellementCast3M)[Verpeauxet al. 88]. Sur les problémeshomogénegestéselle
s’estbiencomportéevis a vis dela méthodeFETI, puisqueles coltsde calculsesont
avéréssimilaires.Enfin, le paramétrede directionde recherche— parametréelibre”
de la méthode c’'est-a-direnon fixé a priori — estplus facilementestimable il est
lié a unedimensioncaractéristiquele la petite échelle,et non plus de la structure et
devient quasi-indépendarttu systémede chage appliqué.Bien entendu pour I'utili-
sateuyunetechniquede déterminatiorautomatiquest a moindreco(tde ce paramétre
seraitbienvenue.

10
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A 2-LEVEL and MIXED DOMAIN DECOMPOSITION APPROACH
for STRUCTURAL ANALYSIS

David DureisseixandPierreLadeseze

1. Intr oduction

Whenusing domaindecompositiormethodswithout overlapping,one canfocuson
displacementsuchasprimal approached11] ..., or onefforts, suchasdualapproaches,
[6]. Sincethe LATIN approachusedhereinallows interfacesto play a major role, both
displacementsind efforts are the unknowns; it is a “mixed” approach.A generaldraw-
backwith domaindecompositiormethodsds the decreasén corvergenceasincreaseshe
numberof substructuresUsing a global mechanisnto propagaténformationamongall
substructuresaneliminatethis dravback.

We areproposinghereinto take into accounthe introductionof two scalesvhende-
composinghe structureinto substructureandinterfaces.As afirst step,theimplemented
versionis concernedvith linear elasticity The large scaleproblemis thenusedto build
a globalexchangeof informationandthereforeto improve performance Moreover, com-
parisonswith otherdecompositiormethodsandin particularwith several variantsof the
FETI method,areproposed.

2. Formulation of the problem

Thestudiedstructuras seemastheassemblyf two mechanicaéntities:sub-structures
QF, E € E, andinterfacesLEE’. Eachpossesits own variablesandequations The prin-
ciplesof this one-level approacthave beendescribedn [9], its feasibility hasbeenshavn
in [10], and[2] proposesomesignificantexamples.

Sincewe are dealinghereinwith linear elasticity only the final configurationis of
interest.

2.1. Substructure behaviour. Eachsubstructur€F is submittedto the actionof its
ervironment(neighbouringinterfaces):an effort FE anda displacemenfield WE on its
boundarydQF. Eventuallyjd is aprescribeodyforce (Figurel).

For eachE € E, (WF; FF) hasto satisfy:
e kinematicequations:

E E E E E E
(2.1) WEeus, e =¢U") and Q‘aQE =W
1991 MathematicsSubjectClassification. Primary65N55,73C35;Secondary 3V05,65F10.

(©0000 (copyright holder)
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FIGURE 1. Substructure@ndinterface

where UF is the setof displacementields definedon QF which possess finite
enegy, andeF is theassociatedtrain.
« equilibriumequationsastresdield o= balancesf ; andFF, i.e.:

22)  WU*e O, /Tr[oEs(Q*)}dQ:/ fd-g*d9+/ FE.U*dS
QE QE — 0QE

e constitutve relation: herein thebehaiour is linearandelastic(K denotedHooke’s
tensor)and

(2.3) of =KeF

sdenoteghesetof unknavns (WE, F& UE, oF) for E € E, thatcharacterisethe state
of all substructures.

2.2. Interface behaviour. Thestateof theliaisonbetweertwo substructure®F and
QF' is definedby valuesonits surfaceof boththe displacementandefforts (WE; FE) and
(WE'; FE') (seeFigure1). For a perfectliaison, they mustsatisfy:

(2.4) FE+FEF =0 and WE=wWF

Of course otherkinds of liaison canbe expressedsuchasthe prescribedeffort liai-
son,the prescribedlisplacemenliaison,andthe unilateralcontactiaisonwith or without
friction, asdescribedn [9], [2]. Here,we are only dealingwith perfectinterfacesthat
continuouslytransferbothefforts anddisplacements.

2.3. Description of the one-level algorithm. Accordingto the framevork of LArge
Time INcrement(LATIN) methodsgquationsaresplit into two groupsin orderto separate
difficulties,[10]:

o [ isthesetof unknovnss satisfyingeachinterfacebehaiour (2.4),and
e Ay isthesetsatisfyingeachsubstructurdehaiour (2.1),(2.2),(2.3).

The solutions searcheds thentheintersectiorof Aq andlr. A two-stagealgorithm
successiely builds an elementof Aq andan elementof I'. Eachstageinvolvesa search
direction;thesearethe parametersf the method:

o thelocal stageusesthe searchdirectionE*: (F —F) —k(W —W) =0
Findings € I in suchawaythat$— s, belongsto the searctdirectionE™ is a
local problemon theinterfaces.For instancewith perfectinterfacesthe solution
is explicitly written: W =W’ = 3[(W+W') — k"*(F +F’)] andF = - F' = 1[(F —
F’) — k(W —W)]. It caneasilybe parallelised.
o thelinearstageusesthesearchdirectionE~: (F —F) + k(W —W) =0
Findings,+1 € Aq in suchawaythats,1 —Sbelonggo E~ isaglobalproblem
on eachsubstructure Whenusingthe searchdirection, (2.2) is an elasticity-like
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FIGURE 2. Model problemandexampleof decompositiorinto 16 sub-
structuresandinterfaces

1T Z 2-level LATIN
B mono-level LATIN
(O]
g o1+
8 0.028
S #0.024 £10.023
g 102——0.02
2 B 0.005
3 0.002
103
A A

'
SFFFFF
4 D]:D Number of substructures

FIGURE 3. Cornvemgencerateversusnumberof substructures

problemon eachsubstructurewith Robin boundaryconditions. It canbe solved
concurrentlyoncethesubstructurebave beendistributedamongthe availablepro-
cessorsalongwith their neighbouringnterfaces.

Finally, a cornvergencecheckcanbe built with ||5§— s,||. More detailsfor this one-level
approactcanbe foundin [10]. In the caseof linear elasticity this algorithmis similar to
theoneproposedn [8], [12], [7], i.e. it is oneversionof Uzava algorithm.

3. A 2-level extension

Let usfirst considetthe modelproblemof aslenderedidimensionaktructuresubmit-
tedto aparabolicbendingloading(seeFigure2). Thereferenc€U; 0)ef hereis thedirect
finite elementsolutionwithout decompositionlt allows usto definethe corvergencerate
in enegy norm:

— Oren) K™ l(Un—(’ref)]dQ
1=-log

/ Tr(
% where &= 2
/Tr[crefK cref]dQ

Figure3 presentsheaveragedonvergencerate(upto corvergence:e, < 0.1%)versus
the numberof substructuresit illustratesa well-knowvn behaiour of domaindecomposi-
tion methods:slowing the corvergencerate whenincreasingthe numberof subdomains,
[1]. To remedysuchadravback,we selecthereinto expressthe solutionon two different
scales:

(3.1) (UF;0%) = (UL;0f) + (U5;05)
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1 and 2 denoteunknavns relatedto large scale(effective quantities)and relatedto cor
rectionson the fine scalerespectiely. Thelarge scaleproblemis keptglobalin orderto
build the global information exchangemechanismwhile the fine scaleis managedvith
the previous substructurindechnique.

Eachlevel canarisefrom adifferentmodelfor the structure here they arerelatedto 2
differentmeshesvith embedde@lementsLet Q; andQ, denotethesemeshesThe prin-
ciplesof suchatechniquearedescribedn [4]. As in the multigrid terminology informa-
tion transferbetweerlevelsis performedwith a prolongationoperatoy P, anda restriction
operatoyR = PT. (U,0) is the effective partof the solution,i.e. the part definedon the
meshQ; (then,UF = PEU ando = § REof). With embeddedyrids, the prolongation

€
is straightforvard andperformedwith a classicahierarchicafinite elementprojection,as
hierarchicalbasesare usedfor splitting ¢E into 74 and US. With sucha splitting, the
globalequilibriumequationdecome:

(32) Wie, W5e 1k, EEE/ Tr[o (e(U3) + £(U3))]dQ =

=5 Je (fouivtyus)aar 5 [ F5-usds
€

with o = 01+ 02 = Ke(U,) + Kg(U,,), andthe searchdirectionon fine scaleF5 = F5 +
WS — kWS, with WE = U e, it leadsto:

o onthefine scale2, for eachsubstructur®, thestresdield o5 alsohasto balance
—of = —Ke(Uyqe) = —Keg(PEU):
(63) Wieuf, [ TreUyKeUzda+ [ U,-MUsdS=
Q Q

= [ fyUsda+ [ (ES+kAE)-Uzds— [ Trie(UpKe(Uz)do
QFE— 9QE QE
Thediscretisedlisplacement-orientefdrmulationof the problem(3.3)is:
(3.4) ([KF]+ [KE)UF] = [§]+ [fF] - [Bo0f]

[KE] and[kF] denoterigidity matrice(constantlongiterations) arisingfrom ma-
terial andsearchdirectionrespectiely, [fF] is aload dueto F5 + kW5, andB; is
the operatomiving the generalisedorcesthatbalancea givenstresdield on mesh
QF. We cannoticethat the problemto solve is global on the substructureandis
elasticity-like in nature.

e onthelargescalel,

(3.5) Wie U,
JyEupKeupae = [ £, uido- 5 [ T Ke(Up00

with U} = PU, the lasttermis: — / Tr[REe(U,)Ke(U™)]dQ. As thestress
field 0 mustbalance—o, = — EzER'EKa ) the scalesare not separated.The

discretisedlisplacement-orientefdrmulationof the problem(3.5), with a4 arising
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TABLE 1. 2-level algorithm

Lar gescale— 1 processor Fine scale— n processors

Initialisation Initialisation

initialisationof [B102] = 0 computingcontributions(B;0q] qe

receving [B10g]|qe «— | «— sendingB10g] o

assemblinghe contrikutions initialisationof §=0

factorisation of [K] factorisation of [KE] + [kE]

forward-backward on (3.6) B

sendingJ — | — recevingU

computingcouplingterm [B,of]
forward-backward on (3.4)

Loop overiterations Loop overiterations
computingcouplingterm [B102]|qe
receving [B102] e — | «— sendingB,107] oe
assemblinghe contributions local stage
forward-backward on(3.6) convergencecheck«—
sendindJ — | — recevingU

computingcouplingterm [B,of]
forward-backward on (3.4)

from externalloads,is:

(3.6) [K1][U] = [B10g] — [B102]

Thesolutionis searcheduccessiely from thetwo levelswithin eachLATIN iteration
on the substructuredine scale,in a fixed point method,asdescribedn [4]. Thelinear
stageis then performedon both scaleswhile local stageis still the sameasfor the one-
level approactbut only dealswith fine scalequantities:(W5; F5). Table1 describeghe
algorithm. It hasbeenimplementedn the industrial-typecodecAsTEM 2000 developed
atthecea in Saclay[13].

For the previous example,the convergencerate hasbeenillustratedin Figure3. The
quasi-independencef the corvergencerate with respectto the numberof substructures
shaws the numericalscalabilityof the 2-level LATIN method.Onecannoticethatfor this
example,the new optimumvaluefor the searchdirectionis now relatedto the interface
length(Lo hasthenbe chosenasequalto 0.25timesthe lengthof onesubstructure)lt is
no longer characterisedby the behaiour of the whole structure[2], but becomesa sub-
structuringcharacteristicsee[4].

4. Comparisons

Severaldomaindecompositioralgorithmscurrentlyusea global mechanismlik e the
FETI method[6]. It producesteachiterationa solutionthatsatisfiesequilibriumthrough
theinterfaces,andthathasto accommodatglobal equilibrium on eachsubdomain.This
leadsto the resolutionof a global problemon all subdomaingo find their rigid body
maovement relatedto the large-scalgroblem.

The proposedexampleat this time is a tridimensionalbeamwith a parabolicbend-
ing loadingatoneextremity. 32 substructureanda meshwith 20-nodecubicelementsre
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[_] Substructure
[ External interface
[ Internal interface

FIGURE 4. Meshef the large-scaleproblem(a,b,c,d)andof the sub-
structuredoroblem(assemblyof substructureandinterfaces)

consideredor this problem(onesubstructurdas3675d.0.f. andrequiresl2.8Mb of stor
agefor thefactorisedigidity, while thedirectproblemhas95043d.0.f. andrequiresl 252
Mb). For thelarge scale the influenceof the discretisatiorwith 8-nodecubic elementds
studied asalsoshavn in Figure4.

Figure5 shaws error e, versusiterations,for the FETI methodwithout precondition-
ing, thenwith lumpedpreconditioningandfinally with optimalDirichlet preconditioning.
Thesethree computationshave beenperformedby F.-X. Roux with the PARAGON ma-
chineat oNERA-Chétillon, France.The previous single-level LATIN algorithmaswell as
the 2-level extensionfor the differentlarge-scalediscretisationsrealsoreported. These
computationshave beenperformedon the CRAY-T3D computerat IDRIS in Orsay Both
of theseparallelcomputershave beenusedwith 32 processors Sincetime comparisons
betweentwo approacheslependn the processarthe intercommunicatiometwork, the
compilersdisk usagegtc.,we retainonly the majortendenciedy weightingthe previous
results;after analysingthe costly partsof simulationswe identifiedcpu costsof initiali-
sationsfor the FETI approachandthe LATIN single-level to 1, in termsof cpu equivalent
time (accumulatedn the 32 processors) Afterwards,the FETI iterationandthe 2-level
LATIN iterationfor the case(a) areidentifiedin termsof cost. Figure 6 thenshaws the
evolution of errorversusthis cPU equivalenttime.

The costfor a directfinite elementapproachis 18 in termsof cpu equivalenttime.
Whenusingthe multi-frontal scheme|[3], [5], the condensed&churcomplemenproblem
has19875d.0.f. andrequires329 Mb of storage.The costsare 3 for local condensations
andforward-backvardsubstitutiongwhich canbeperformedconcurrently)and2.6for the
resolutionof the condensegroblem(sequentially) Total costof theanalysids then5.6in
CPU equialenttime. The costof alocal condensatiofis higherthana simplefactorisation
dueto thehigherfill-in of thelocal rigidity matrix (in orderto treatthe boundaryd.o.f. at
theend).

Onecaninitially notethatwhenincreasinghe large-scalgroblemsizeof the 2-level
LATIN algorithm,the errorindicatorstartsout lower atthefirst iterationbecause¢helarge-
scalefirst solutionis usedto initiate the algorithm. Anothereffect is the increasen the
convergencerate (Figure5), but sinceiteration costsare alsoincreasing the two effects
canceleachotherfor the proposedxample,(Figure6).
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5. Conclusions

Theoriginality in boththeuseof thelargetime incremenimethodanda substructuring
approachs themajorrole playedby interfaceswhich areconsideredsstructuresn their
own right. This leadsto a “pure parallel” algorithmthat canbe improved whenusinga
2-level scheme.The consequence the generatiorof a global problemto solve on the
whole structureat eachiteration. Theresultingalgorithmis thennumericallyscalable.

The ultimategoalis the extensionto non-linearstructuralanalysiswith alarge num-
berof d.o.f. Oneapproachwhichis currentlyunderdevelopmentdealswith a 2-level ver-
sionmoresuitedto homogenisatiotechniquescompletelymeigedwith non-incremental
LATIN methods.
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D’autr esutilisations d’'une grande échelleou échellemacro. Commecelaa déja
été mentionné Ja méthodeFETI utilise les mouvementsde solide rigide des sous-
domainesflottants comme descripteursde la grandeéchelle,et un recollementen
moyennede type moindrecarréspour formuler le probléemeglobal correspondantl]
s’agit donc bien d’une approchemultiéchelle,bien que I'information contenuedans
I’échelle macrosoit en quelquesorte “minimale”. Dansce cas,|'échelle macroest
présenteautomatiquemerdansle probleme maiselle peutaussi,commedansla dé-
marcheprésenté@récédemmentétreintroduite sur mesure Notonsaussiquela mé-
thodeFETI estuneméthodededécompositiomledomaineduale Eneffet, la contrainte
deraccordcinématiquesntresous-domainesstdualiséeauniveaudiscretparl’emploi
de multiplicateursde Lagrange De fagonbréwe, I'algorithme itératif estun gradient
conjuguépréconditionn®pérandanse sous-espacgesmultiplicateursqui sontauto-
équilibrés(au sensde la résultanteet du moment)sur les sous-domainefottants.A
chaquetération,lesefforts (multiplicateurs)sontenéquilibresurl'interface,etla par
tie dela solutiona grandeéchelleestraccordéeau sensde la moyenneauxinterfaces
surlesmouvementde soliderigide.

La méthodeBDD peutétre considérée ce titre commeune versionprimale de
la méthodeFET]I, les mouvementsde corpsrigide intervenantcettefois-ci lors de la
phasede préconditionnement.

La méthodemultiéchellehiérarchiqueprimale décritedans[Tie et al. 99] utilise
tout commeprécédemmentine descriptionhiérarchiquedesdeux échelles.Sonim-
plantationestpar contreréaliséedansun véritablecodeélémentdinis hiérarchiques.
La différencerésidedansl’algorithmeitératif utilisé: un gradientconjuguéportantsur
lesquantitégrimales(le sautde déplacemenduxinterfaces)Lespropriétésgencours
d’itération, de la solution a grandeéchellesontles mémesque cellesde la méthode
mixte. Une comparaisordesperformanceslie cesdeuxméthodeseraitdoncbierve-
nue; elle n’a cependanpasencoreétéfinaliséea cejour.

Toujoursdansle but debrosseun bref étatdel’art dela constructiord’unegrande
échelledansles techniquesie décompositiorde domaine citonsles travaux plus ré-
centsconcernantne nouelle versionde la méthodeFETI, a savoir FETI-DP (pour
FETI Dual-Primal)[Farhatet al. 01]. Danscetteapproche/'échelle macroet le pro-
blémecorrespondansontissusd’une contraintecinématiqueparticuliére les noceuds
“coin” sontassujettisa satishirela continuitéendéplacemend chaqueatération.Sous
cette contrainte,plus aucunsous-domainae demeureflottant. Le problémemacro
portedonccettefois-ci surle déplacementle certainsnceudsparticuliers.Commela
contraintede continuitéaux interfacescontinuea étre dualiséepar multiplicateursde
Lagrange cetteapprochepeut continuera étre classéedansles méthodeguales.Le
gain par rapporta la méthodeFETI standardrésidedansla moindre conneité du
problémemacro(qui n'est d’ailleurs plus résoluqu’unefois par itérationau lieu de
deuxfois précédemmentjjansuneunificationdesdifférentesrersionsde FETI précé-
denteqFETI etFETI-2notamment)etenfindand’absencedemouvementsigidesqui
peuwent parfois étre délicatsa extraire desrigidités (modesa énegie de déformation
“presque’nulle...).

Une derniéreremarquesur cetteapproche en analyse3D massie, le probléme
macrosemblene plus sufire a rendrel’approcheextensible.Un mayend’y remédier
consistea augmentet’algorithme, parexempleenforgcantunecontraintecinématique
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supplémentairtors desitérations(et, biensdr, satishiteparla solutionrecherchée).a

plus simplepropositionconcernda continuitédu déplacemeninoyen aux interfaces.
Onretrouwe doncla desidéesdéjaprésentées;ommela continuitéde la partiehiérar

chiquea grandeéchelleau coursdesitérations.Cetteremarqueenda confirmerque
le type d’approcheprésentérécédemmenthiérarchique)tout commecelui qui sera
présentédansla prochainepartie (micro-macro)sont pertinents.Pour eux, I'échelle
macrocontient,certesplus queles seulsmodesrigides, maisaussiplus queles seuls
déplacementdesnceudscoin”.

Enfin destravauxtoujoursen coursavec NicolasModesportentsur unevision par
ticuliére de la grandeéchelleet du problémecorrespondantEn considérantes sous-
structurescommesoumisessur leur bord a un couple de répartitionsd’effort et de
déplacementW,F) liés entreeux par I'opérateurde Dirichlet-Neumann(dansle cas
linéaire),on peutdéfinirleschagesmacrosurle bordparun certainnombredemodes
deTrefftz (lespremiersgqui sontceuxdeplusbasdegréenvariabled’espace)Cetteap-
procheétanttrop dédiéeau casdessous-structureBomogéenesgtisotropescesmodes
analytiguessontremplacépardesmodesnumériquegTrefftz généralisésjiécritssur
la baseélémentdinis. Pourcela,uneformulationsimplifiéeissuedela [Hochardet al.
97] estutilisée.Ce choix estjustifié parle fait qu'il s’agitvéritablement’'uneformu-
lation mixte portanta la fois surles deuxtypesde champde bord. La petite échelle
contientle restedela baseélémentdinis qui serta discrétisele domaine Lestravaux
concernantetteapprochene sontpasencoreaboutis,et elle n'a pour l'instant donné
lieu qu’aunecommunicatiorfMoéset Dureisseixd9].

Bilan. Poursynthétiseun déhut de comparaisore cesdifférentesapprocheselles
sontregroupéesdansla table 1 avec I'approchemicro-macroqui fera I'objet de la
prochainepartie.

Defacongénéralelesdifférentesnéthode®tdescriptionglela grandedchellepré-
sentéeprécédemmendnt ceciencommunqu’ellestravaillentensuperpositiorsurles
deuxéchelles pour déterminena solution.Elles utilisent toutesune sorted’orthogo-
nalité ou de complémentarit&ntreles échellesAinsi dansla méthode-ETI, I'échelle
fine esttronquéeparle choix del’'inversegénéraliséele la rigidité dessous-domaines
flottants.PourFETI-DP ainsiquelesapprocheshiérarchiques” ceciestréaliséparle
blocagedesnceudsmacro” surla petiteéchelle.

Pourrelierenunmotlesprécédentedémarchesultiéchellesauxtechniquesnul-
tigrilles, uneremarqueempruntéea Patrick Le Tallec estde mise: en pratique,dans
les techniqueamultigrilles, le rapportdesraffinementsentredeux échellespeutaller
jusqu’aun ordre de grandeurd’écart. Celanécessitadonc un passagepar toute une
sériede grilles de plus en plus grossieregusqu’aobtenirun problémede taille suffi-
sammenpetitepourpouwoir déciderde sarésolutiondefagondirecte.Dansle casdes
méthodesiedécompositiordedomainemultiéchellescerapport% peutétreaisément
deplusieursordresde grandeur

Une démarcheeommunedansl’utilisation d’'une échellemacroendécomposition
dedomaineest,soit I'utilisation d’une échelleimposéecommecelle desmouvements
desoliderigides,soit uneconstructiorad hocdela grandeéchelle.La démarchepro-
poséeadansla sectionsuivanteestclairementhatiesur cettedeuxiemeoption. Elle per
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Approche échellemacro algorithmeitératif | typede
méthode
FETI mouvementsle GC duale
soliderigide
mixte hiérarchique discrétisation LATIN mixte
LATIN2 hiérarchique
primalehiérarchique discrétisation GC primale
hiérarchique
FETI-DP cinématiquamacro GC duale
particuliére
SSA premiersmodesde LATIN mixte
Trefftz généralisés
micro-macro partiemacro LATIN mixte
auxinterfaces
BDD mouvementde GC primale
soliderigide

TaB. 1 — Caractéristiquesde diversesappmoches multiécellesen décompositiorde
domaine

metde relier uneéchelleprécédemmerinumérique”a uneéchelleintrinséquea une
structurehétérogeneDansce contete, elle estconstituebien entenduune démarche
d’homogénéisation.

2 Unedémarched’homogénéisation

Commeon vientdele voir, la priseen comptedesdeuxéchellesntroduitesparla
décompositiorpermetd’améliorerconsidérablemeries algorithmes‘monoéchelles”
dedécompositiorde domaineLe casdesstructureshétérogénesommelesstructures
compositesposentuneautrequestion En effet uneéchelleinterneala structureexiste
ici avantmémetoutedécompositionc’estl’échelledescellules(oudesVER, Volumes
ElémentaireReprésentatifsjonstituanta structure.

A la suitedestravaux de thése Ja reformulationplus généraledu cadrede la mé-
thodea permisd’aboutir a une nouwelle vision de la démarched’homogénéisation.
L'échellemacroeffective estici utiliséecommegrandeéchelle la petite échelleétant
celledescellules.Cestravauxsontala basedela thésed'Olivier Loiseauco-encadrée
parPierreLadevezeet moi-méme[Loiseau01].

Pourtracerlesgranddraitsde cetteapprochecommencgongardire quelquesnots
de plusieursméthode<lassiquesi’homogénéisation] ne s’agit bienentenduypasde
faire un bilan exhaustifde cesméthodesD ailleurs, seuledes méthodeautilisant un
calculdestructureal’échelledela cellule nousintéresseronti. La démarchelel’ho-
mogénéisatiomesmilieux périodiquesen estun exempletypique[Sanchez-Palencia
80].
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Séparation deséchelles la structure et la cellule. Prenonsici commeréférence,
le probléemedécritentieremené 'échelle micro. Cetteéchellede descriptionpeutétre
judicieusedansplusieurstypesde casde figure,commeles structuresortementhété-
rogénesDesillustrationsd’exemplespratiquegpourrontétretrouvésdansle document
[Dureisseix00].

La définition de I'échelle pertinentedesphénoménesgue'on cherchea prendre
encomptepassearle choix d'un volumeélémentairegeprésentatifVER) danslequel
on considérdes quantitésd’intérét commeplus ou moinshomaeénes La probléma-
tiqueestalorsde pouwoir obtenirdesquantitésnacrosufisammenteprésentatesdes
moyennesdesquantitédocalesmicro.

Avecdeshypothéseslassiquegnotammenpouwir considéreta solutionmacro
commequasi-constantpar cellule), une méthodeclassiqued’homogénéisatiomro-
posede ne traiter les calculsa I'échelle micro quelocalementsur chaquecellule (ou
suruneseulecelluletype).Les calculssurl'ensemblede la structurene portentalors
guesurl’échelle macro.En ce sensJa solutionfournie (solutionmacropuisrelocali-
sationmicro parcellule) estuneapproximationdu problemederéférence le couplage
entrelescellulessefait uniguemenél’échellemacro.Considérongneffet unecellule
gu’'on aisolé del'ensemblede la structure Pource faire, on a pratiquédescoupures
sur sesinterfaces et sesinteractionsavec I'environnementsontreprésentéepar des
champsde déplacementV et d’effort FE sur cesinterfaces.Ceschampssont décrits
commesuperpositiorde quantitésmacroet micro: W = WM + WM etF = FM 4 F™,
Suiant I'approcheutilisée, des hypothéseplus ou moins fortes sontfaites sur ces
quantitégpourdonnen’approximationvoulue;

— unehomogénéisationinématiqueostulequeW™ = 0, ainsile calculal’échelle
micro sefait indépendammertellule par cellule désqu’on imposeun déplace-
mentmacroa safrontiereWM, ce qui conduita un problémede Dirichlet

— une homogénéisatiostatiquepostuleque F™ = 0, ainsile calcul a I'échelle
micro se fait indépendammentellule par cellule désqu’on imposeun effort
macroa safrontieéreFM, ce qui conduita un problémede Neumann

— unehomogénéisatiodesmilieux périodiques l'ordre 1 postulequeleschamps
micro sontpériodiquespour le déplacemeneét antipériodiquegpour les efforts,
ainsile calculal’échelle micro sefait indépendammertellule parcellule avec
desconditionsde périodicitépouruneapprocheendéplacement

— etc.

Cesapprochesontmisesen échecquandles hypothésegjui les sous-tendente
sontplusvalides.C’estsouwentle casquanda sollicitationextérieureestaussia petite
échelle(on peutalorsprendreen comptele gradient,par exemplepar uneapprochea
I'ordre 2). C'estaussile casen présencal’effets de bord (ce qui peutnécessitedes
réanalysesocalesplus ou moinscoupléespu plus généralemensi la séparatiordes
échellesestmal réaliségrapportdesdimensionsaractéristiquedeshétérogénéitést
duvolumeélémentairggrand).Danscesdifférentscas,on peutervisagerde traiter la
difficulté enrecouvrante couplageinitialementnégligéentreles différentescellules.
Eninterprétantes cellulescommedessous-structuregoutil “décompositionde do-
maine” esttypiqguementadaptéa ceteffet.

L'utilisation d’un tel outil pourréaliserunehomogénéisatioautomatiquéait I'ob-
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jetdela prochainesection.

Description micro-macro. Reprenonge principe d’une cellule (ou sous-structure)
qui a étéisoléea l'intérieur d’'une structureen pratiquantdescoupurede long de ses
bords(lesinterfacesvoisines).Lesinteractiongle cettepartieavecle restedela struc-
turessontreprésentégsardeschampsle déplacemengtd’effort le long descoupures
pratiquéesLa partie macrode la solution peuttout a fait étre définie sur cesinter
facesLa partiemicro seraalorsla partiecomplémentaireunefaconsimplede procé-
derconsistea prendrea partielinéairede ceschampscommepartiemacro,voir figure
1. En 2D, doncsuruneinterfaceunidimensionnellela partie constanteestconstituée
de?2 translations pourobtenirla partielinéaire,il fautajouterla rotationetl’extension
longitudinale.Cetteterminologieest plus dédiéea un champde déplacementmais
la mémedémarcheesttout a fait possiblepour un champd’efforts. L'extensionest
immédiateen3D.

échelle micro WMWY

wM

] / Meg
échelle macr

FiG. 1 —Descriptionmicro-macpo a deuxédellessurl'interface I'gg/

Notonsquecettedescriptionne nécessit@aucunediscrétisatiora priori, contraire-
menta I'approchehiérarchiqueCependantla descriptionmacroestpar essencelis-
crete(4 parametreparinterfaceen 2D pourchaquechamp,10 en3D). Travaillant de
fagonmixte aveclesdéplacementstlesefforts, ceschampsoiventrespecteunecer
tainecohérencentreeux.lls sonteneffet mis endualitéparla formelinéaire“travail”
(arelier a“I'orthogonalité” entreéchellegprécédemmentemarquée) la contribution
del’interfacel g dela sous-structur& est

(Fe aWE)rEE/ = r Fg-WgdS= (EE,W{Q)FEE, + (Eg ’WE)FEE’

EE/

Onpeutainsiervisagerdeuxapprochessoiton choisitle champmacrodedéplace-
mentetonendéduitla descriptiorduchampmacrod’effort pardualité,soitonprocéde
defagoninverse.Dansle premiercas,si on définit la partie macrodu déplacemené

I'aide d'un projecteurm-_, :

M —
We Ireer — m—EE’V—VE\rEE/

avec la descriptionmicro-macroprécédentegn obtientun projecteursymétriqueles
efforts macroobtenuepardualitésontalorstelsque

M g —
Fe Iregr — anE/EE\rEE/ - m—EE’EE\rEE/
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Le choix desespacegorrespondantpermetde batir I'approchemultiéchellead hoc
qui estdécritedansle prochainpreprint

Notonsencoreque la descriptionhiérarchiquede la grandeéchelletelle qu’elle
a déja été présentéeest conformea cette présentationgn choisissantun projecteur
hiérarchiquegui n’estparcontreplussymétrique.

Le preprint suivant [Ladevézeet al. 01] décrit cesdeuxapprochegle fagonplus
détaillée.
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A micro-macrcandparallelcomputationaktratey for
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SUMMARY

A new micro-macrocomputationabtrat@y is proposedor the analysisof structuresvhich aredescribecup to
the micro level, suchas compositestructures.The descriptionof micro and macroquantitiesis performedon
the interfacearisingfrom the decompositiorof the structureinto an assemblyof substructureandinterfaces A
traction-basedersionof the micro-macrostratgy is describecandthe influenceof the numericalparametersas
well asthe performancef the approactarediscussed.Copyright © 2001JohnWiley & Sons,Ltd.

KEY WORDS: homogenizationdomaindecompositionmultilevel; LATIN method

1. INTRODUCTION

When analyzingheterogeneoustructures,suchas reinforcedor compositestructuresand when a
refinedsolutionis required,the computatiormustinvolve a fine discretizationof the structure(at the
micro-level). Sincetheconstituent®ftenexhibit very differentmechanicatharacteristicgheresulting
structurds highly heterogeneousndthelocal solutiondisplayshighgradientareaseffectswith ashort
lengthof variation,etc This situationleadsto problemswith a large numberof degreesof freedom.
Computationaktratgjieshave beendevelopedin orderto the resolutioncostsfor suchproblemslow.
The theory of periodic mediahomogenizatio1] is one such stratgy. Further developmentsfor
associateccomputationabpproachesan be foundin [2, 3, 4]. The macro-level solutionyields the
effective valuesof theunknowns;themicro-level solutionmustberecomputedvith aspecifictreatment
of the boundaryareasasdistinctfrom theinterior areas Of course the fundamentahsumptionn the
useof this methodliesin thefactthattheratio of the small-scaldengthto thelarge-scaldengthhasto
besmall.Moreover, thesetechniquegrenotreally suitedto non-lineamproblemsof evolution,in which
they areappliedto linear problemsarisingfrom successie linearizationgelatedto the computational
strateyy.

The objective of the micro-macroapproacheslevelopedherein,following previous developments
[5, 6], is to avoid several of thelimitationsin classicahomogenizatiottechniquesandto accomodate
the mostpowerful computingresourcesisedtoday i.e. parallelarchitecturecomputersThis iterative

*Correspondenc®: LMT-Cachanf1 AvenuePrésidentWilson, F-94 235 CachanCEDEX, France
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26 P. LADEVEZE, O. LOISEAU AND D. DUREISSEIX

strat@y hasa strongmechanicabasis;it is built uponcharacteristigpropertiesvhich aresatisfiedby
structuralmodelsdescribedip to themicro-scale.

The first step is the decompositionof the structureinto an assemblyof simple constituents:
substructuresand interfaces. For instance,a substructuremay contain one or several cells of a
compositestructure Eachof thesecomponentpossesseits own variablesandequationsAn interface
transfersbotha distribution of displacementanda distribution of forces.

The novelty, with respecto our earliestwork [7], is the splitting of the unknavns (displacements,
forces,stressstrain)into theform:

s=s"4+g"

wheresM is the setof the macroscopiguantitiesands™ is the additive “micro” complementSeveral
descriptionsare concevable.Here,we considerdescriptiongelatedto a “continuum-medium”point
of view, andwe featurea generamethodfor homogenizatiomndlocal re-analysisA first description,
which is displacement-basetiasbeenintroducedin [5, 6]. We introduceherea new traction-based
description.

The secondstep of this micro-macrostrateyy is the use of the so-calledLATIN Method on the
problemexpressedsanassemblyof substructureandinterfacesto besolved. The LATIN Methodis
anon-incrementaterative computationastrategy appliedovertheentirestudiedtimeintenal [7]. The
resultantmicro-macrostrategy displayscorvergencefor stablematerialsunderstandarcassumptions.
In orderto focuson the main conceptsthis methodwill bedescribedchereinonly for linearelasticity

At eachiteration,onehasto solve a “macro” problem,definedon the entirestructure alongwith a
family of linear problems,eachone of which hasindependensubstructureandinterfaces.Theseare
the “micro” problemswhereasthe “macro” problemis relatedto the entirehomogenizedstructure.
For linear problems.this strat@y involves numericalparametershat can be interpretedasinterface
stiffnessesA studyof theinfluenceof thesenumericalparametersn boththedisplacement-basexhd
traction-basednicro-macroasymptoticaktrateiesis reported.The conclusionis remarkablethetwo
approacheareidenticalfor the bestvaluesof thenumericalparameterdMoreover, only onenumerical
parameteremainswhich canbeinterpretedasthe micro stiffnessof theinterface.Severalnumerical
examplesfor compositestructuresllustratethe possibilitiesof the presentapproach.

This overallschemas well suitedto parallelarchitecturecomputerslt canbe considerecdsamixed
domaindecompositiormethod.An initial version,adaptedo slightly heterogeneoustructureshas
beenreportedn [8]. Thisversionis a priori lessefficientthanthe presenimicro-macrocomputational
stratgyy, yet remainscomparabldo the FETI domaindecompositiormethod[9], which todayis the
referencewithin thefield of parallelism.This useof two scalesor two grids pertainsto othermethods
aswell, suchasmultigrid methodsjn which the basisis essentiallynumericalandquite distinctfrom
the“homogenization’orientationof thefield of mechanics.

2. THE REFERENCEPROBLEM AND ITS RE-FORMULATION

The referenceproblemis relatedto the quasi-statidbehaior of a structure denotedby Q, for small
perturbationgandisothermalevolution. Theloadingsare:

e aprescribedlisplacement) ; onaninitial partof theboundaryd1Q,
e aprescribedractionforce E 4 onthe complementaryartof theboundaryd,Q,
e aprescribecodyforce f 4 onQ.

Copyright (© 2001JohnWiley & Sons,Ltd. Int. J. Numer Meth. Engng2001;52:121-138
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A MICRO-MACRO AND PARALLEL COMPUTATIONAL STRATEGY 27

For the sale of simplicity, only the caseof linear elasticitywill be discussederein.Thereforeonly
thefinal configurationis of interest,andtime is no longertakeninto account.The non-linearcaseis
discussedn [10].

The currentstateof the structureis given by the stresdfield o andandthe displacementield U at
eachpointM of Q. g is searchedh the correspondingpaces, while U is searchedh . Theproblem
to besolvedthenis to find s= (U, 0) in U x S which satisfies:

e kinematicadmissibilityequations:

Ueu
e=¢U), U, , =Uq
wheresg is the strainfield.
e equilibriumequations:
oes

YU* € ,/TrosU* dQ:/f .U*dQ+/ F,.U*
U e W o [og(U”)] o—d = azg_d = la,0

wherey is thesetof kinematically-admissibldisplacementieldswith null conditionsond; Q.
o theconstitutve relation:
o=Keg

whereK (M) is theHooke’s tensor characterizinghe local materialbehaior.

The first step of the micro-macrostrateyy is the re-formulation of the problemin termsof a
decompositiorof the structureinto an assemblyof simple constituentssubstructuresindinterfaces
[7] (seeFigurel). Eachof thesecomponentpossesseiss own variablesandequations.

A substructur€g, E € E, is submittedto the actionof its ervironment(its neighboringnterfaces):
atractionfield Fg andadisplacementield W onits boundarydQe.

An interfacel gg betweersubstructure& andE’ transfersboththe displacementield andtraction
field oneachside:Wg,Wg, andF g, Fg/. Thecorrespondingpacesrethen Weg and Fggr. Extended
to all theinterfacesthey become? and ¥ . Sinceboththe displacemenandforceson theinterfaces
arethe unknawvns, the resultingapproachs a “mixed” domaindecompositiormethod,asopposedo
theprimal substructuring11, 12] or dualapproacHh9].

Thesolutionto thereferenceproblem,

s:UsE with s = (Ug,Wg,0g,Fg)
EcE

with the correspondingspacebeing S, must satisfy an initial set of equationsAq, in orderto be
admissiblej.e.:

e kinematicadmissibilityequations:
U € Ue

ee = &(Ug), Vg, =We

e equilibriumequations:
O € SE

vg*euE,/ Tr{oe e(U*)] dQ = fd.g*dQ+/ .U dr
Qe Qe — 00 00g
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QO

1—‘E‘E"

Figurel. Substructureandinterfaces.

In addition,s mustalsosatisfya secondsetof equationsl’, in orderto verify thematerialandinterface
behaiors:

e constitutve relation:
o = Keg

o interfacebehaior:
EE = —EE' = AFEE/ (V_VE;V_VE/)

where Ar_, is the interface behaior operator For instance,with a perfectinterface, the
transmissiorconditionsareWg = Wg/; with boundaryinterfacesthe transmissiorconditions
are the boundaryconditions.Variousotherinterfacebehaiors are concevable, e.g. unilateral
contactinterface[13].

Theregularity requiredfor displacementield Uz andstresdield og is the classicalone;for instance,
with athree-dimensionanalysis, e = [H(Qg)]® andSe = [L?(QE)]S.

Sucha substructuringechniques well-suitedto the caseof periodicstructureg14], but with this
approachboundaryareasandinterior areasaretreatedn the sameway.

3. DESCRIPTIONON THE MICRO AND MACRO SCALES

3.1. Geneal description

The setof statevariablesof the structureis expectedto possesswo parts:onerelatedto the micro-
scale,denotedby m, and onerelatedto the macro-scaléM, eachone with a differentcharacteristic
variationlength[8].

Here,we defineforcesanddisplacementfor both scalespn the interfaces.This splitting involves
thefollowing quantitiesF Elr gy, therestrictionto theinterfacel ggs of thetractionforcefield Fg, and
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We the restrictionto the interfacelggs of the displacementield We. Then,on every interface
EE/
forcesanddisplacementaresplit into:

F — FM Fm
—Elrge —Elrggs +7E‘I—EE’
W = wM wm
—Elrggs —Elrgg +_E‘|—EE’

Therearetwo waysto obtainthis separation

e Firstway, the displacement-basestrateyy: the definition of the macrodisplacemenis givenby
aprojectionon thedisplacement
M AW
V—VE\rEE, =Mree (V—VE\FEE, )
where FI‘{"EE/ is a displacementfield projector defined on the interface 'gg/. Then the
correspondingnacropartof the forcesariseswith duality on contribution work:

<EE;WE> = <EE7WrEn>rEE/ + <E,|\E/I7W'\E/|>|—EE/ (1)

Megr

with
<EE7WE>FEE’ - /FEE/ EE"—EE’ .WE‘I—EE’ dr

e Secondwvay, the traction-basedtrateyy: the definition of the macrotractionfield is givenby a
projectionontheinterfacetractionforce

M _MF

F =Mrg, (EE\rEE,)

wherel‘lﬁEE, is atractionfield projectordefinedon the interfacel gg.. Thenthe corresponding
macropartof theforceariseswith duality on contribtution work (1).

The first way is relatedto the initial approachdevelopedin [5, 6]. A subsequenapproachwhich
we are developing hereinusesthe secondway. But, for both approacheshe stateof the structureis
describedy micro andmacrointerfacequantities

WM EM) € e x Fad
(Wm’Em) c wm X ?—m

It hasto be notedthatthe micro-macrosplitting is doneat the "continuummedium”level, it involves
no discretization.

A majorpointfor bothapproachess thatmicroforcesandmicrodisplacementdonothave to satisfy
transmissiorconditionsacrossan interface.On the contrarythe macroquantitiesare chosenin order
to satisfytheseconditionsin a weaksense(WM,EM) € #M x 7M. The choicefor WM and M
dependson the approachused.In the following section,we will discussan exampleof a description
associateavith atractionorientedprojector then WM and 7Y will be specified.
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3.2. Atraction-basednicro-maco description:A continuummedanicspoint of view

Let us consideran interface M'ggr betweentwo substructure€ and E’. The macrotraction force
distribution ontheinterfaceis obtainedrom theoriginal forcefield usinga projectorf1 FEE, (choseras
orthogonalwith respecto work onMgg/):
M — AF
EE\I’EE/ B rlrEE’ (EE\FEE/)
For instancepnecanchoosdo extracttheresultanendmomentof thefield Eg onlgg/, asaprojector
Then,themicro-level distribution canbe deduced:
Fm

_E‘FEE’

= [d-nr_] (F

_E‘I—EE’ )

andfrom theduality on the contrikution work, the displacementields canbe obtainedasfollows:

M _ F

—Elreg Mree, (V—vElrEE/)
m _ F

WE‘I—EE’ - [Id - I_II'EEJ (WElrEE’)

In this description,fa'\é' is choserto be the subspacef tractionforce fieldsin #M which satisfythe
transmissiorconditionson every interfaceandwhich arebalancedwith f . on eachsubstructurefor

the displacementsye only have: ‘I/Va"f', = WM, thatis to say macrodisplacemenfields do not have
to satisfythetransmissiorconditionsbetweentwo substructuredDueto thatpoint, this traction-based
approactygivespriority to theforceswhereasn the displacement-baseapproachgdisplacementbave
to be continuousvhereasnacrotractionforcescanbediscontinuous.

4. COMPUTATIONAL MICRO-MACRO STRATEGY: BASIC ASPECTS

In orderto solve the problemrelatedto the assemblyof substructuresnd interfaces,a stratgy is
developedwithin the framewnork of the LATIN Method[7]. For the linear elasticcasetreatedherein,
theduality usedis awork-basedluality andno longera dissipatie one.

(0, )

A

Figure2. Oneiterationof the LATIN Method.
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The LATIN Methodis a non-incrementaiterative strateyy [7]. It successiely builds an elements
of the spaceof admissiblefields Ay (kinematicand equilibrium equationson eachsubstructure)and
anelementof thesecondsetl” (constitutive relationandinterfacebehaior) at eachiteration.lteration
n startswith s,, anelementof A4. Then,thelocal stageis performedfrom this elementio anelement
§n+% of I', usingthe upward searchdirection E™. Next, the linear stageis performed leadingfrom
§n+% to an elements,;1 of Ay usingthe dowvnward searchdirection (seeFigure 2). The two search
directionsrepresenthe parametersf the method.

4.1. Local stege at iterationn

At this stagethe materialbehaior aswell astheinterfacebehaior aresatisfied The problemconsists
of finding §h+% €T, givens, € Aq. Moreover, §n+% — §, hasto belongto the upward searclhdirection

E*. Theupwardsearchdirectionis givenfor every substructurde:
(6E,n+% —0gn) +K (éE,n+% —€en) =0
andfor every interfacel gg/:
VE™ € TiE

1 ~m ~m
<W(EE,n+% 7Egn)aEm*>rEE/ - ME,nJr% *Wrg,mEm*%EE, =0
aswell as:

M M

VE™ € Fep

1 om M M MM M Ms
<k_M(EE,n+% _EE,n)7E ) - - <V_VE,n+% _V_VE,nvE >rEE, =0
andsimilar relationsfor quantitieson I'gg/ relatedto the neighboringsubstructur€g: of Qg.

K is Hooke’s tensork™ andkM aretwo positive scalarparametersf the method k™ is relatedonly
to micro-quantitiesandto interfacecharacteristic§g], while the choicefor kM will be discussedater
in this paper
For a perfectinterface,l’ containghetransmissiorconditionsfor forces:
EY+EY = 0
andfor displacements:
VE™ € Fig, WE-WE.E™) =0
M M M _\WM =Msx _
VE S TEEH <wE V_VE’aE >rEE’ - O

I alsocontainghe boundaryconditionsfor boundaryinterfacesincludedin 0:Q or 9,Q.

Megr

4.2. Linear stege at iterationn

The problemhereconsistsof finding s,+1 € Ad, given §:h+% € I'. For eachsubstructuree, the stress
field hasto balanceforceson theinterfaces:

Og €S, FM e gM EMe &M

YU* € U,
Tr|oe e(U* dQ:/ f.utdo+ [ (EM.U*  +ER.UY )dr
|, Trioeewiae= [, utde [ EY U, sFRUY,)
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32 P. LADEVEZE, O. LOISEAU AND D. DUREISSEIX

Thedisplacementield hasto be compatiblewith interfacedisplacementields:
Ug € Ug, WM € WM = M WM e M

— M m

Vg = (W +WE)

loog

Underthe previous conditions notethatwe imposedWM, EM) to belongto WM x FM.
The downward searchdirectionE~ is addedto the equationgefinings, 1; for every substructure,
we have:

(Oent1—0g 1) —K(een1—Eg 1) =0 2

andfor everyinterfacerl gg/, we have:

VE™ e 7L,
~m ~.m
<EE,n+l - EE,n+% ﬂEm*>r + <km(wr£,n+1 *WE,n+% )aEm*>r =0 (3)
EE/ EE’/
and:
vEM* e gM
1 _wm ~M M M A M M
<kT/|(EE,n+1 *EE,n+%)aE >r +(WE ni1 ~Wen 1 E >|- =0 (4)
EE/ EE/

Notethatthe macrosearchdirectionis globaldueto the choicefor # in section3.2.

Theresultingproblemis thensplit into two kinds of sub-problemsa globalmacroproblem,anda
micro problemon eachsubstructureln the following discussionsubscriptan + % andn+ 1 will be
omitted.

5. A TRACTION-BASED MICRO-MACRO COMPUTATIONAL STRATEGY: A CONTINUUM
MECHANICS PRESENRATION

In this section,we will provide detailsaboutthe problemto be solved at the linear stage(section4.2).
The solutionto thelocal stageproblemcanbe foundin [7]. No detailswill be given herebecauseao
specificityhasbeenintroducednto the solutionof this problemdueto the micro-macrasplitting.

5.1. Micro-scaleproblem

Let us considera substructureE. The stressfield og is balancedwith a boundaryfield Fg and
body forces fd. The interfacetraction force field Fg hasbeensplit on 0Qg into micro and macro

parts.Due to duality, the displacemenfield hasbeensplit aswell. In particular we have WE‘F =
EE/
[Id — HEEE/](V—VE\r ), thusthe micro searchdirection (3) may be written (in the following I'IEEE is
EE/

simply denotedby IN) as:

M m
YW™ € g,
m \p/M =M A/m M
(FEW™) = (Fg +kaWE —kn[ld —=M](Ug) )W
EE Megr
Copyright (© 2001JohnWiley & Sons,Ltd. Int. J. Numer Meth. Engng2001;52:121-138

Preparedusingnmeauth.cls



A MICRO-MACRO AND PARALLEL COMPUTATIONAL STRATEGY 33

We alsotake into accounthe searchdirection(2) to expressthefollowing formulation:findUg € Ue
suchthat:

VU*G‘UE,
/QETr[s(g dQ+/ kn(ld —MUg,, - (1d —MU", =
fUrdat [ EEUT A [ (EE kW) U, ar 5)
QE_ 0Qp

For the projectorschoserin this paperresultanandmomentarepresered; hencekn(ld — MU oo
E
is anull resultaniandmomenttractionforcefield, asis (F ¢ + knWg).

Property 1. Themicro-scaleproblemadmitsa solutionwith an undefinedadditiverigid bodymode

displacementield for eact substructue if EM is balancedwith f dE"

Proof. Let us considera substructureanda tractionforce field Eg leadinga priori to two different

solutiondJ, ,(51) andg,(zz) . With (5) andtheparticularchoicefor U* = Ql(zl) — QS) , thedifferencebetween
thesetwo solutionfields satisfies:

0QE

Dueto the strict positivenenes®f both K andky, andto the choicefor I, (gél) — Q,(EZ)) containsthe
null enegy modesfor the enegy potential,i.e. therigid body modes Onecannoticethatin the case
where(Q(El) - Q<E2)) is arigid bodymode,(Id — I'I)(Ql(zl) - Q(EZ)) = 0 anyway. O

The conditionthat FY be balancedwith f, is fulfilled dueto the definition of FM, accordingto
which EY is chosen.

Sincethe micro- problemjeflned\mth (5) is linear, its right-handsidecanbe separateéhto a micro-
scalecontritution (f Fe +knWg) andamacro-scaleontribution FEM. Thereforethesolutionto the

micro Imearstageproblemandln particularits macro-level prOJectloncanbewrltten separatelpnthe
boundary:

WY = MUg = Oq(fy BE +knlVE) + Le(EY) ©)

whereU, is a boundarydisplacemenfield to be computedknowing (f,Fg + kaWg). Lg is an
operatorthat can be interpretedas a homogenizedbehaior operatorof the cell E. Lg is a finite
dimensionoperator(6 x numberof interfaces,in 3D) definedon #, into W (7, is the set
of boundanytractionforcefieldsbalancedvith jd onE).

Property 2. The bilinear form (Eg¢ M) FE< )) / LE(EE"(D).EZ(Z) drr is symmetricpositive
Glo=

definiteon FM o x FM 1o
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34 P. LADEVEZE, O. LOISEAU AND D. DUREISSEIX

Proof. Let usconsidertwo macrotractionfieldsE'\E/'(l) andEg(z) takenin TE'\f'ad. Then,thedifference
SFM = E'E"(l) fE'é'(z) belonggo g:E'\{Iad,O; from equation(5), adisplacemertield dU ¢ canbeassociated
with SFM:

Vg*equ,/Q Tr[e(dUg)Ke(U™)] dQ +

/oQEkmod—I'l)égE‘a (d =My, = SEM.U* _ dr 7

00e loog

Using the sameformula, we can associateanotherdifferenceAFM = EEA(S) - E'\EA(4) with another
displacemertield AU ¢ . In thepreviousequationwe replacdJ * with AU . Moreover, ontheboundary
of a substructuredueto the definition of the macropart of the displacemenfrom duality aguments,
we obtain:

BE',\E".AQE‘GQEdF: SFM . AW dr = [ SFY.awM dr

0Qe 0Qp 0Qe

Recallingthatfrom the definitionof Lg, AWM = Lg(8FY), we finally obtain:
/QE Trie(8Ug ) Ke(AU,)] dQ—i—/aQE kn(ld — )8, (1d ~M)AUg

= SEM Le(AEM) dr
L= e(AFE)

forary (3FY,AFM) € #M 1o ¥ Feaao- Thisallows beingconclusie onthepositivenesandsymmetry
of thestudiedbilinearform.
In orderto prove the bilinearform to be definite,let usnow assumehatdF ¥ = AE',\E" satisfies:

SFM Le(3FY)dr =0
0Qg

whichimmediatelyleadsto thefollowing:
/ Tr[e(8U ) Ke(8U dQ+/ kn(1d 1)U, -(1d -~ M3Ug, =0
E
Thus,dU¢ is arigid bodydisplacementield of substructurds. Fromequation(7), we obtain:

* . M * —
W* € Ug, /aQEesEE.g o A7 =0

= WWg e WM, SFY .We dr =0
Filor
= SF¥ =0
This allows usto concludethatthe bilinearform is definite. O

Lastly, Lg canbecomputeddy solvingasmallnumberof micro-scale-lile problemd5). Themicro-
scaleproblemin (5) canbe definitely solved oncethe macro-force ¥ areknown. This computation
is performedwithin the macro-scalgroblem.
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5.2. Macro-scaleproblem

The macro-scalgroblemconsistsof verifying the macrosearchdirection (4) by taking into account
theresultsobtainedatthe micro-scalg(6): find EM € #£M suchthat:

VEM* € 7&1%,0

~M
1 Er .M -~
rz<LE(E“E”>,EM*>FEE,+<mE“E”.,EM*> = 3 (o +We —Ug EY)
EE/

rEE, EE/ rEE’
Property 3. Themacio-scaleproblemadmitsa uniquesolutionif ky > 0.

Proof. Property2 is extendecto all interfaces hencetheleft-handsideof the macro-scalgroblemis
symmetricandpositive definite. Themacro-scalg@roblemis afinite dimensiorproblem;consequently
theuniquenessandexistenceof a solutionto this problemis obtained. |

The macro-tractiorFM hasto be admissiblea typical way of takinginto accountsucha relationis
to introduceLagrangemultipliers. In our case the Lagrangemultipliers arethe rigid body modesof
eachsubstructuregquation(6) thusbecomes:

" 2 & 0 0
WY = MUg, = Og(fy FE+kal/E) + Le(EY) + (U + o A OM)

loog
Themacro-problenthenbecomesfind EM € #M suchthat:

VEM* € 7o

1
FZ<LE(E'\EA)7EM*>F + (g EM)
EE/ km
EE/

1
(U + o AOM)

EMY = 5 (ZE+WE — Uy, EM) ®)
knm ki

e Meg/ EE/ Megr
whichis staticallyadmissibile:
¥ (" + @ A om)
[t~ nomda+ [ EY.W e romdr -0 (9

The solutionto the macroproblem(8,9) (which doesnot dependon the micro unknawns, onceQd
hasbeencalculatedup to the micro-scale)leadsto the macroforce field FM at iterationn, aswell
asto additive rigid body modes.The micro-scaleproblemcanthenbe completedo obtainthe micro
contritutionsatiterationn.

5.3. Corvemence

Following the corvergenceproof for the one-level stratgy givenin [7], with standardasumptiongor
elasticity corvergenceis reachedf the searchdirectionsareframedby two constantk; andky, such
that:

>k >
00>

km >k >0

km >0
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In particular if sex denoteghe solutionto thereferenceproblem(i.e. the intersectiorbetweerAy4 and
I on Figure?2), we have:

lim s~ Sec| =Oand lim [}3,, 3 — ol =0
with:
Is? = 3 [ 7rloeK oe + eeKee] a0
Qe

1 1
B3 BB WE kR Y. W ) o
= M

6. OPTIMIZATION OF THE ALGORITHM PARAMETERS
Fromacontinuummechanicpointof view, two scalaiparameterappeain thetraction-basedtratayy:

the searchdirectionparametersThe micro-level parametek,, appearsn equation(3) andthe macro-
level parameteky, in equation(4). In all examplestreatedherein,the macropartof interfacetraction

fields consistf thelinearpartof thesefields.
L ]

I I

Figure3. Cantilever structureclampedo oneendandsubmittecto a flexion-tensionoadingat the otherend.

PAIIY
N
N
]
N
]

N
]
L

The first test example proposeds a cantilever structure.lt is solved in 2D undera planestrain
assumptionThe structureis clampedat one extremity andsubmittecto a non-axialforce distribution
at the otherextremity. The structureunderstudy hasbeensplit into 32 substructuregseeFigure 3).
Eachsubstructurdhasbeendiscretizedwith 512 3-nodetriangularfinite elementsThe influencesof
both discretizationand substructuringare not discussedn this paper For the sale of simplicity, in
orderto focuson the numericalparametersbptimal values,the materialconstitutingthe structureis
linearelastic,hnomogeneouandisotropic.

Iterative solutionswerecomputedusingthetraction-basedtrateyy. For eachelemenbf atest-\alue
samplefor ky, we performed20 iterationsof the method k;,, remainsconstantandequalto E /25,
with Ly, beingthe characteristidength of a substructureThe direct solution of the finite element
problemwastaken asa referenceThe error relative to this referencesolutionwas comparedversus
the value of kv /ku o in Figure 4. This error hasbeenmeasuredvith a global enegy norm on the
displacemendlifferencebetweerthetwo solutions(Thestartingvalueky o is classicallyrelatedto the
whole structures characteristi@imension[8]: ku.o = E/Lwm, whereE is the Young’s modulusof the
materialandLy, is thelengthof the structure.)

An optimalvaluefor ky thenappeargseeFigure4):

ky — o0
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Error after 20 iterations

Ky ! kM,o

Figure4. Traction-basedhnicro-macroLATIN stratey: Error after20iterations.

Themacro-problentanthusberewritten takingthis resultinto account.

Concerningthe displacement-basedpproachdescribedin [6], a similar result is obtained.
Performing the sametest as previously discussed,and consideringthe linear part of interface
displacementis macro-displacementhe resulting chartis shavn in Figure 5. Using this strateyy,
theoptimalvalueis found:ky = 0. Themacro-scal@roblemthereforehasto berewritten aswell.

Remarkable result. One can note that the previous two optimal versionscoincide (as soon as
the macro projectorsfor the displacement-baseapproachand for the traction-basedpproachare
conjugate)ln particular in this unified approachboth macro-displacement&nd macro-forcesverify
the transmissiorconditionsat ary iteration,not only when corvergenceis reachedThe major point
liesin thefactthata parametehasbeendeleted:only ky, remains This lastparameteis relatedto the
characteristidimensionf a substructureA first evaluationof ky, hasalreadybeenproposedn [8].

7. AN EXAMPLE OF HIGHLY-HETEROGENEOUSSTRUCTURAL CALCULATIONS

Theiterative strat@y proposechereinhasbeenspeciallycreatedo treatheterogeneoustructureswith
optimal efficiency. This approachcanbe usedto analyzecompositestructurespy takingdirectly into
accounthe microstructureof the considerednaterial. The unified versionis of courseusedhere.

In orderto demonstratehe possibilitiesof this method,we will presentsomeexamplesof finite
elementcalculation.Theseexamplesare performedin 2D underthe assumptiorof planestrains.The
materialis heterogeneougget every componentisplaysanelasticisotropicbehaior. Two elementary
cellsareproposed(A) afiber-reinforcedcompositeand(B) hong/comb(seeFigure6). For thesetwo
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Error after 20 iterations
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Figure6. (A) fiber-reinforcedcompositecell; (B) hongicombcell.

heterogeneoumaterialcells, the heterogeneityatio is 10°: for cell (A), the fiber inclusionsare 10°
timesstiffer thanthe matrix; for cell (B), the hongzcombstructuralpartsare 10° timesstiffer thanthe
materialin the cavities. The Young's modulusis taken asequalto 2.10° MPa, andthe Poissors ratio
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Tablel. Averagecornvergencerateafter30iterations.

Numberof substructures 16 36 64 100
(A) 60102 63102 65102 66102
(B) 32102 34102 36102 36102

0.3.

This stratgy hasbeentestedon cantilever structurescontainingvariousnumbersof elementary
cells (A) and(B) (seeFigure 7). The whole structureis decomposednto as mary substructuress
elementanyells: hence gachsubstructurés constitutecof 1 elementarcell. Thecantilever structures
are clampedat one end and submittedto a flexion-shearforce distribution at the otherend. These
structuresare undera global flexion loading. Figure 7 shawvs the configurationsof thesedifferent
structuredor thetwo proposectell types.

0.1
82 0.09 ¢
1223 o 008!
20x5 © 007 wig 20
Cantilever structures % ' o8 312 o o
constituted of (B)-type cells > 0.06 - ° Cell type
g 0.05} B
(0] 0.04 : : ] o A
v \4
g 0.03 | v M 88 10x10
4x4 S : Ix4 6%6
6%6 < o02]
88
1010 0.01
Cantilever structures 0 5
constituted of (A)-type cells 10 10

Number of elementary cells

Figure 7. Averagecorvergencerate after 30 iterations: (1) for the two cells proposed,(A) fiberreinforced
compositeand(B) honegscomb;and(2) for differentnumbersof substructurest6, 36,64 and100.

Concerninghecalculationresults we have reportedthe averageconvergencerateafter30iterations
of the methodfor different numbersof elementarycells in Figure 7 and Table I. This average
orvergencerateis computedusingthefollowing formula:

1 €30

Tavg= — == log(—

avg =~ 55100 ")
whereezg ande; representhe enegy normof theerrorbetweertheiteratively-calculatedsolutionand
thereferencesolution(resultof the directfinite elementproblem)after 30 iterationsandafterthefirst

iteration,respectiely. This valueremainsconstanfor the 4 testsperformedon both cell types.As a
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consequencelueto theoptimalchoicefor the parameteky, in the previoussectionthe methodseems
to be numericallyscalabld.e. independenbf the numberof substructuresThe corvergenceresultis
only dependentnly onthe compleity of thelocal substructurgroblem.

In Figure8, is reportecthe enegy normof theerrorbetweertheiterative solutionandthereference
solution (resultof the direct finite elementproblemwithout substructuring)or the problem of 64
substructuresf (A)-type cells, for which the proposedapproactyields the bestresults.30 iterations
have beenperformed.As a referencewe have also performed30 iterationsof the original FETI
Methodfor two differentpreconditioner$9] (without heterogeneousnprovedscaling[15]). It should
be pointedoutthatno preconditionehasbeenusedin the LATIN micro-macroapproach.

- FETI Lumped preconditioner
— FETI Dirichlet preconditioner
-~ LATIN micro/macro

10

Error

107

0O 5 10 15 20 25 30
Iterations

Figure8. Evolution of the errorfor 30 iterationsof the methodappliedto the problemof 64 (A)-type cells.

In order to obtain information on the costsof the different approachesthe major trends can
be estimatedby the complity analysisof the algorithms.We have useda band storage,Crout
factorizationasa linear solver andan arrov patternof rigidity matriceswith Schurcondensatiorfior
themicro-macraapproachFor the previousexample theinitialization stage(initial factorizationsand
condensatiofor all thesubstructureandfor themacroproblems)eadsto thefollowing results:(a)the
FETI Methodwith a Dirichlet preconditioneicostis 40% that of the LATIN micro-macroapproach,
and(b) the FETI Methodwith a lumpedpreconditioneicostis 20% that of the LATIN micro-macro
approachConcerningonesingleiteration(dot productsforwardandbacksubstitutionalsocumulated
onall substructures}hecostsare:(a)the FETI Methodwith aDirichlet preconditioners equivalentto
theLATIN micro-macraapproachand(b) theFETI Methodwith alumpedpreconditioners half of the
previouscost.Theseresultshave beenobtainedon asmall2D problem.Becauséheglobal problemin
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aLATIN micro-macroapproachs alwayslargewhencomparedo the corespondingroblemin FETI,
thesameestimationgendto positionthemicro-macracloseto the FETI lumpedcompleity, asthesize
of thelocal problemsincreasesConcerninghe synchronizatiorbetweerprocesseghe FETI method
needgo solve 2 globalproblemsat eachiterationandthusto synchronizeéwice all the processorsvith
oneof them.Themicro-macroapproachaspreviously describedrequiresonly 1 suchsynchronization
periteration.

In Figures9 and 10, we presentthe calculatedsolutions after the 1st and 28th iterations. The
information given by the macroand micro scaleson the interfaceshave also beenindicated.One
substructuren thefirst left-handcolumnof substructuress magnifiedin orderto focuson the macro
andmicro projectionsof theinterfacedisplacements.

As a conclusionwe cansay roughly speakingthatthe costof a micro-macraiterationis similarto
the costof a FETI iteration.Moreover, the costof preliminary calculationsbecomessimilar for both
methodsasthe problemsizeincreasesAs a consequencsdf, the cornvergencerateobsenedonthelast
exampleis presered, the micro-macrocomputationaktratgly canbe muchmoreefficient for highly
heterogeneoustructurecalculations However, for weakly heterogeneoustructuresthe costshould
bethesameasobseredin [8].

Iteration 1 Iteration 28

i
/

WLEisgy)

)
/

/'

/3
iy
,pr],,
I[i::;l/

:';;

LRy
»i

vy

Interface
macro displacements

Interface micro displacements

Figure9. Representationf the solutioncalculatedafterthe 1stand28thiterations.
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Figure 10. Displacemensolutionafterthe 1stand28thiterations.Contritutionsof the macroandmicro scaleso
theinterfacedisplacementfor substructuref2.
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8. CONCLUSION

Boththeoptimaldisplacement-basexhdtraction-basedhicro-macrostratgiesform auniquestratgy
characterizetby only oneparameterinterpretedasa micro-stifness.

Moreover, this approacheadsto a paralleland mechanicabpproachwhich is relatedto domain
decompositiormethodsandwell-suitedto parallelarchitecturecomputersthe underlyingalgorithm
canbeinterpretedasa “mixed” and2-level domaindecompositiormethod.It leadsto a numerically-
scalableandefficient domaindecompositioomethod.

In certaincasesusing 3 scalescould be of interestfrom a modelling point of view and/orfor a
computationalkefficiency issue.For instancelaminate compositestructuresusually involve a micro
scale(fiber, matrix level), a mesoscale(ply andinterfacelevel), a macroscale(the whole structure
level). Hencewe canimaginea 3-level approachinvolving 2 homogenizatiomproceduregloseto the
oneproposedn this paperAnotherwayto introduceathird scaleis to useadiscretizatioronthemacro
scale.In thatcasea patchof cellsis replacedy a superelementn orderto reducethe computational
costof themacroproblem.This lastapproachs currentlyundertesting.

Furtherwork is alsoin progresgo extendthis computationaktrateyy to contactproblemsaswell as
to plasticityandvisco-plasticityproblems.
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Principaux résultats obtenus,et perspectives. L'approcheprécédentpeutétredé-
crite de deuxpointsde vue: celui d'une méthodede décompositiorde domainemul-
tiéchellemixte, et celui d’'unetechniqgued’homogénéisation.

Concernanta décompositioedomaineglle présentédiensirle caracterexten-
sible. Commele logiciel réalisépar Olivier Loiseaudurantsontravail de théseavait
pourbut de montrerla faisabilitéde'approchejl a étéimplantédansl’environnement
Matlab™ et ne permetde traiter que descasbidimensionnelsLe comportemental-
gorithmique”(éwlutiondel’'erreur enfonctiondesitérations)montresesinsuffisances
caril nepermetpasde pondérelesdifférentegphasesiesalgorithmesenfonctionde
leur codt.

L'évaluation des performancesn terme de codt est donc difficile a menersur
cettebase La comparaisomlestempsderestitution(c’est-a-diredestempsnécessaires
pour obtenirle résultatde I'analyse)desdifférentsalgorithmesa I'inconvénient,par
la globalitéde sonanalysede prendreen compteun nombretrésgrandde parameétres
(qualitéd’écrituredu code,performancesiescompilateuraitilisés, performancesles
systemedl’entrées-sortiegjépendancaux typesd’opérationsnumeériqueseffectuées
suivant le processeuyrindirectionset synchronisationsliesaux typesde réseauxde
communication.. ).

Pouréviter defaireintervenir cestrop nombreuxparamétresjneanalysede com-
plexité adoncétéréaliséalande casdeprobléemeaypiques(structureenformedepavé,
sous-structuratioet maillageréguliers... ). Surcettebase)'approchea étécomparée
alaméthodeFETI. L'analysetenda favoriserlesrésultatde 'approchemicro-macro,
surtoutlorsquele degré d’hétérogénéitéugmenteCetteanalysesimplifiéene permet
biensOrpasuneétudeplusfine du colt, en particulierlors d’une utilisation surarchi-
tectureparallele.Cetteétudenécessitaineimplantationdansun codeélémentdinis,
qui estencours.

Les deux versionsde la méthode(baséessur les déplacementacroou sur les
efforts macro)ont étéréunifiéspar|'utilisation dela valeuroptimaledu paramétrede
directionde recherchemacro.Dansce casde figure, et commeprécédemmentseule
demeurda valeurdela directionderecherchenicrocommeparameétralela méthode.
Remarquonsussiqu’au coursdesitérations,a la fois les efforts et les déplacements
macrosatisfontal’équilibre etala continuitéauxinterfaces.

Le deuxiémetype de résultatsobtenuspar I'approchemicro-macroconcerneson
utilisationentempsgquedémarchel’homogénéisatiorll s’agiteneffet d’'uneméthode
d’homogénéisatioautomatiquesn ce sensqu’elle ne nécessitgasun traitementpar
ticulier deszonesbord: les effets de bord sontcapturésau coursdesitérationsou la
solutionmacroeffective estégalementorrigée.A corvergence Ja solutiontendvers
la solutionfine du problémederéférenceal’échellemicro. Un certainnombredelimi-
tationsn’interviennentdoncplus: il n’estpasnécessaird’avoir deséchelledressépa-
rées,etle milieu étudién’est pasforcémentpériodique On peutbien entendwtiliser
cespropriétéssi ellesexistent; parexempledansle caspériodiquetouslesprobléemes
globauxparsous-structureontidentiques.

Le milieu homogénéis@eutétreinterprétécommeun milieu de Cosserationtla
descriptionpeutétre de degré plus ou moins élevé suivantle choix de la description
macro.En pratique surlescastestés|a partielinéairedeschampss’avéresufiisante.

Surla basede cetteapprochelesoutils déweloppésparOlivier Loiseauconcernent
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résol ution directe macro

FIG. 1 —Présencale 3 échellesdansun compositestratifié

entreautre,unediscrétisatiordel'’échellemacro(elle mémediscreteaudépart)afin de
pouwir traiterefficacementlegrandeszonesd’unestructurecompositeouil n’estpas
nécessaireéetraitertoutle problémeal'échellemicro.

En termede perspectiesdirectes,il seraitutile de pouwoir disposerd’un outil de
contréled’erreurpour plusieurspointsd’intérét. Tout d’'abordcommepilotage,il per
mettraitdedisposed’un critérefiabled’arrétdesitérationg(la référencepouvantétrela
solutiondiscrétisée corvergence)ll seraitutile aussipourcontrélerl’algorithme, par
exempleenadaptanta directionderecherchafindemainteniruntauxdecorvemgence
élevé sansdemandede'utilisateur qu'il fournisseunevaleurpourlesparameétresie
directionde rechercheBien entenduje contrdledoit pouwoir permettrel’adaptation
du maillagemacro(en prenantcommeréférencele problemehomogénéisénmilieu
continu)ou micro. Plusencore,l doit fournir un indicateurde changementie modé-
lisation (adaptatiordu modéle) voir [Vemagantet Oden01] a proposde cettethéma-
tique par exemple.Le but estde distinguerles zonesou la discrétisatiorde I'échelle
macrosufit, oul'’échellemacrodoit étrecompléte etouil estnécessairdecalculerla
solutionsurl’échelle micro (en prenantcettefois-ci commeréférencde problémefin
enmilieu continu). Comme“sous-produit”,celapermettrade distinguerautomatique-
mentles zonesintérieuresdeszonesbord (ou d’'intérét particulier) surlesquellesune
modélisatiorfine estnécessaire.

La mémedémarchel’adaptatiorde modéledevrait aussipouvoir permettrde cou-
plagedemodélespoutre plaqueou coque(ou saversion3D dégénéréejuscommeun
modeélehomogénéis@articulier avec deszonesmodéliséegn 3D complet.C’'estpar
exemplele casdescompositesstratifiés,oll on peutdistinguertrois échelles cellede
la structure(lou du composant)gelledesplis, et celledesconstituantgfibreset matrice
parexemple).Cetexempleestillustré surla figure 1 (inspiréede [Fish et Belsky 95]).

Un autrecasdefigure intéressangestcelui ou cohabitendeseffets d’échellestrés
différentesdansune mémestructure.C’est par exemplele caspour les matériauxa
gradientde propriété et dansuneencoreplusgrandemesuredansle casdela “process
zone” en pointe de fissuredansune structuremassie. C'est une thématiquesur la-
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guelletravaille enpartieAnthory Nouy enthesesousla directionde PierreLadevéze.
Pourcescasde figure, l'utilisation d’'un mémetype de discrétisationa deséchelles
trés différentesest trés délicat numériquemenet peut conduirea une analyseerro-
née(entreautre,a caused’un mauais conditionnementlu problémediscrétisé)L’ap-
prochemicro-macropeutalors s’avérerun outil efficaceen tant que remplacantdes
approchesletype“zoom structural’et “globale-locale”.Un déweloppementitile dans
ce casseraitla possibilitéde couplagede I'échelle macrodiscréeteau voisinagede la
zoned'intérét, avec desélémentdinis classiquesoin de cettezone.Le couplageavec
I'échellemicro peutalorsétreréaliséparla présentepprochenicro-macro.

Dansuneautremesureun tel zoompeutétre avantageuxpour I'analyseou I'op-
timisation de zonesd'intérét particulier: congésde raccordemengntre descriptions
plus grossiereslessurfaces par exempleen avant projet de procédési’obtention,ou
analysed’une structurea deuxniveauxde détails(commec’estactuellemenpartielle-
mentle cassurlesgrandesstructuresietype paquebot®u la sollicitationesta grande
échelleau niveaude la structureet le dimensionnemerd petite échelleau niveaudes
parois,raidisseurs.. ). Cetteapprochedevrait pouwoir utilementse coupleravec la
techniquadeslevel set[Osteret Sethian88, Sethian99] ou du VOF (MolumeOf Fluid)
[Scardwelli et Zaleski99] pour décrireles bordsou frontiéreslibres (eninjection ou
auchangemente phasecommela solidification,ou mémeencomhustion,qui relévent
d’'uneanalysemultiphysique).

Reconstruction de champs intérieurs macroscopiques. La reconstructiond’'une
contrainteo etd’une déformatione macrocommepost-traitemené partir de champs
macrowM et FM, surunesous-structur€, peutétreréaliséede différentesmaniéres.
Un intérétestla possibilitéd’utiliser cettereconstructiorcommeun outil pourcoupler
I'échellemacroavecdescontrainteu déformationsssuesd’élémentdinis standards.
A titre d'illustration, on considéreraci le cassanschage de volume.Poursimplifier,
onchercheralescontrainteetdéformationgnacrouniformessurQ. Le principaloutil
estla dualittausensdutravail :

EM.wMds— / Tr[og]dQ
0Q Q

Unetelle constructiorpeutprivilégier les déplacementsu les efforts. Pourla version
endéplacemenparexemple,considéronge casou FM estraccodéfortementaveco::
EM = on,, alorspardualité,

ve, / WM . gndS— / Tr[og]dQ
0Q Q

donnela constructionde € & partir de WM. Le comportemenmacrog = Do peut
alorss’endéduireen utilisant, pour deuxchampsmacronotésaveclesindicesl et 2,
le comportemenhomogénéis&v™ = LFM (aun mouvementde soliderigide prés,qui
a étéomispourallégerla présentation)

/ EM.wWMds— / Tr[61D10,]dQ
0Q Q
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alors

M M
vo—la 027 El = GlDan EZ - GZD‘GQ:

FM.LFMds— / Tr[6:D10,]dQ
Glo) Q
cequi permetde déterminetta souplesséquivalenteD 1.

Un outil mieux adaptépour la reconstructiorde o et € peutétrecelui, déjamen-
tionné,de la RAM3D [Hochardet al. 97] qui permetde traiter ce probléemede fagon
mixte. Sonemploi aisédansnotre casestaussiunejustificationde travaux en cours
qui visenta l'utiliser commeproblememacroglobal. Dansle casprésent,ce “rac-
cord mixtefaible” s'écritentrelesquantitéF W), premiersmodesde Trefftz, liés par
I'opérateurde Dirichlet-Neumanrpourun problémehomogénda choisir). Celien qui
lesunit seranoté (F,W) € dAq. Le raccordaveclesquantités FM WM) donnéesst:

1
VEW) €oAd, 5[ [ET W W)W (E-EM)] dS=0
0Q
soit:

1
(F*-W+W*.F)dS== [ (F*-wM+w*.FM)ds

V(F* W*) € 0A4°,
(E* W) d 2Ja0

2Ja0
En utilisant seulementes premiersmode (champsuniformes)ona F = on, W=
eOM, ., Cete uniformes,o = Dg (ou D estachoisir).Alors

} (E*-W+W*.F)dS= / Tr[eDe*]dQ
2 Joa Q

etonobtient:
1
Ve, /Tr[sDe*]dQ: —/ (WM. (De*)n+EM - £°OM) dS
Q 2Ja0

ce qui donneles champse et o = Dg, connaissanEM etWM. Cetteconstructiorfait

bienentendunterenir un opérateude comportemenhomogénéis® qui pourraétre
choisi,commeprécédemmenpar une équivalenceénegétiquepour certainschamps
particuliers.

D’autrestechniquespour déterminerD permettentde ne plus favoriser'un ou
I'autre deschampsde déplacemenbu d’effort. Par exemple,la déterminationde D
a partir de la donnéedeschampssur le bord FM et WM peutétre vue commela ré-
solutiond’un problémeinverse(bien posé,au vu de la faible quantitéd’information
guel'on cherchedansD homogéne)Dansce cas,on peutervisagerde le résoudre
par I'utilisation d’'une fonctionnellede type erreuren relationde comportement dé-
finissonsles champsFM = on, wM — t»:O_M‘aQ (ou o et € sontuniformes)liés par
o = Dg; onn’apasa priori FM — LWM = 0 (ou L est,rappelons-lenonlocal), mais
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on peutbatir uneerreurenrelationde comportementy surcettequantité&

, 1

=5 | (EY—Lw") L EM - LwM)ds =
0Q

n

1
—z / (on-L~ton+€OM - LeOM) dS - / TrjogldQ =
2 Joq Q

1
- / (on-L~on-+£OM - LEOM) dS - / TrjeDeldQ =
2Joq Q

=n%(D.L)

onaainsi,ve,n? > 0 etVe,n? = 0 quandL esttel que (on‘m) =L (swbg) aveco =
De, c’est-a-direpour un milieu homogeénell s’agit enoutred’'une forme quadratique
eng, qu’on peutdoncformellementécriren? = Tr[e4(D,L)g]. Trouver D & partir de
L peutalorss’écriremDin I 4(D,L)||, maiscelaconduita un problémenon-linéairequi

n'estpeut-étrepasjustifié pourun seulpost-traitementesquantités FM WM) afin de
reconstruireleschampsntérieurs(o,€).

Notonsenfinqu’unereconstructiorde champso de cetype n’estpassansrapport
avec la reconstructiord’'un champstatiquemenadmissibleutilisé en calcul d’erreur
classiqueElle s’apparenté uneversiona mi cheminentreunetechniqueanalytique
(utilisation de champde Trefftz, éventuellement un ordre plus élevé, au lieu d’'un
sous-découpagaesélémentdinis [Coffignal et al. 83, Pelleetal. 89]) et numérique
(écrituredu raccordfaible paruneformulationvariationnelle aulieu d'un représenta-
tion aux pointsde surintégration,ce qui conduita unecontraintequi n’est pasrigou-
reusemenadmissiblgBabuskaetal. 94]). Pourmettreenceuvreun indicateurdetype
erreuren relationde comportementil restealorsla reconstructiord’'un champciné-
matiqguemenadmissiblesurl’ensembledela structurelLa versionnonrigoureusement
admissibledecedernierestfournieparla déformatiormacroreconstruitee. La mesure
de I'erreur enrelationde comportemensefaisantalorsavec le comportemenmmicro

Dioc(M): 30— D|0Ct»:||2D|,1 = 1 Tr[(0 — Dioc€) Dji(0 — Dioc€)]. Unetelle démarche,

peuco(teusedevrait s’avécrersuﬁisantepourcontrélerl'erreur surl'échelle macro.ll
sepeutparcontrequ’elle soit trop pénalisantgindice d’efficacitétrop élevé) pourun
contrblea I'échelle micro, et qu’unereconstructiorplus “riche” soit alorsnécessaire
(auniveaudesélémentset passeulementuniveaudessous-structures).a redescente
al’échelle micro auniveaud’une sous-structure’apparentg@ar contreautypedecal-
cul nécessitéar I'utilisation d’un extracteurpourla constructiond’une erreurlocale
[Ladevézeetal. 99]. 1l doit ainsiexisterdesliensentrecalculmacroet erreurde pollu-
tion d’unepart, et entrerelocalisatiormicro, extracteuret erreurlocaled’autrepart.

Quelquesautresdémarchesde la littératur e. On peuttrouver dansd’autrestra-
vaux la mémeidée que celle déweloppéeprécédemmenta savoir le couplaged’une
méthodenumériqueet d’une stratégiemécaniqueyui tire parti despropriétésdu pro-
bleme,afin d’augmenteiles performancesle la méthode La méthodenumériqueen
guestionestla techniquede décompositiorde domainemultiéchelle la stratégiemé-
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caniquelatechniqued’homogénéisatioetlespropriétédu problémeJa nécessitéle
décrirela structureal’échelle micro.

Une méthodequi n’est passansconnectionavec celle présentéeestdéweloppée
dans[Fish et Belsky 95]: il s’agitd’utiliser un probléemehomogénéiséntantqueni-
veaude plus grossierdansunetechniquemultigrille. L'opérateurde prolongationest
alorsspécialementhoisi pour redonnerune homogénéisatiopériodiquesurla grille
la plus grossiereLa encore le problémede référenceestcelui décrita I'échellefine.
Remarquongependangue cettetechniquenécessitguandmémeun traitementpar
ticulier ala transitionentredeuxrégionsou les cellulesde sontpasidentiquegnotion
de*“cellule detransition”). Bien entenduguandon cherchea déterminemuneapproxi-
mationdu problémederéférencedifférentegechniquepeurentétreutiliséescomme
I’'homogénéisatiortlassiquepu pardesméthodegplus ou moinsdédiéesa uneappli-
cation,qui couplentplusou moinsleséchelledocalesetglobalescommeparexemple
dans[Zohdi etal. 01].

Un dernierexemple, cette fois-ci provenantdes méthodesde décompositiornde
domaine,estcelui de 'adaptationdes méthodesexistantesau casdesstructureshé-
térogénesUne telle démarchea étéréaliséedansla méthodeFETI [Rixen et Farhat
98, Klawonnetal. 01], etdansla méthodeBDD [Mandelet Brezina96].

Quelquesquestionsen suspendsur cetheme. Dansla présentatioprécédenteon
s’estprincipalemenintéresséau casdu comportementinéaire.La présencale deux
échellesetdel’homogénéisatiomlansle casnon-linéaireestun sujetd'importance et
qui estencoreasseouvert. Dansle casdesnon-linéaritésnatériellegdetypeplasticité
ou visco-plasticité) Je cadrede la LATIN permetde poursuvre la démarchedansle
mémeesprit (I'étape résohant les problemesglobauxcontinuanta étrelinéaire). En
particulier la descriptiond’'une premiéreversionde la méthodepeutétretrouvéedans
[Ladevézeet Dureisseix97]; lesgrandstraits consistent seplacerdansunesituation
ol 'homogénéisatiom’est pasréaliséeune fois pour toute (commedansl’analyse
inversequi consistea identifier un modelea priori) maisau fur et a mesuredansle
“direction” oula structureestsollicitée.La miseenceuvredansce cadren’a pasencore
étéréaliséePar contre le casdela non-linéaritéauxinterfacesa déjaétéabordéalans
le cadredu contact.Le questionestalorscelle du comportemena plusieurséchelles
pourcetypedenon-linéaritéslLa partiesuivanteportesurquelquegravauxconcernant
cesprobléemesie contact.

3 Exempledenon-linéarité d’interface : le casdu contact

Remarquonsout d’'abordquele traitementdesproblemegde contactpardesmé-
thodesdedécompositiomledomainenetraite pasforcémenteszonesdecontactautra-
versdesinterfaces Dansle casdu multicontact(parexemple lesmilieux granulaires),
il peutétreintéressantletraitercessurfacesde contactal'intérieur dessous-domaines
(voir parexemple[Alart etal. 00, Barboteuetal. 01]).

Par contre,si les surfacesde contactne sontpasmajoritaires,l peutétreutile de
traiterle contactautraversd’'un comportemenparticulierd’interface.Nousnouspla-
ceronsdansce casde figure pourla suite; leschampsd’effort autraversdel'interface
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doivent étreen équilibre: F +F’ = 0, soitF = —F/, et, avecle sautde déplacement
V =W —W, ils doiventvérifier un comportementocal du type R (V,F) = 0 ou R
estplus ou moinsréguliére.En particulier dansle casdu contactsansfrottement,et
sansadhésionavecla notationkF = F,n+ F; etV =Vyn+V, (oun estla normaleex-
térieureau premiersous-domainegt ou I'indice t désigndes quantitégangentielles),
lesconditionsde Kuhn-Tucker doiventétrevérifiées

FnZO VnZO FnVnZO

(lesseulesconditionstangentiellegtantF, = 0). Le traitement(nonrégularisé)de ce
comportemenpeut étre réaliséde différentesmaniéresPar exemple, pour une mé-
thodeprimale,la conditionde positiité du sautde déplacemenpeutétrerangéedans
les contraintesd’admissibilité deschamps es autresne sont pasvérifiéesa chaque
itérationmaisparticipentaurésidur :

—siVh=0,r=(F)_

—siVh>0,r=F,

Le traitementpeutétrefait de faconsymétriquepour une méthodeduale.L'avantage
d’'une méthodemixte estde ne pasdissymétrisete comportemenau profit d’'un des
deuxchamps.

Dansle casd’'une méthodede décompositiomedomainemultiéchelle Ja question
de pouwir écrirele comportemensurles deuxéchellessepose.En effet, un compor
tementnon-linéairecouplelesdeuxéchelleset, parexempledansle casdu contactpré-
cédentJesconditionsde Kuhn-Tucker ne sontpasforcémentvérifi€espourleschamps
macroscopique®ifférentesapprochepeuentétremisesenplace,notammentelles
issuedestechniquesnultigrilles, voir [Alart et Lebon93] parexemple.

Casdel'appr ochemixte micro-macro Entraitantl’ensembledeséquationgortant
surles quantitéd’interfacecommeétantle comportementie cesderniéres|es équa-
tionsd’admissibilitésontinchangéesSeulel’étapelocaleestmodifiée.Rappelongjue
le problémeconsistea trouver le couple(W,F) connaissanfW,F) et vérifiant
— le comportemengsurla partienormale)
EY+EM -n>0, W+ W) -n>0, BV +ET) (WM + W) =0,
— ladirectionderecherche
EY —EM kMM - M) =0, B — EM— kMW - W) = 0
Traiter ce problémecoupléentreles échellesmacro(M) et micro (m) peutétreréalisé
avec uneméthodetérative globaleparinterface[Ladevézeet Dureisseix97]. Un cas
particulierassezsimple proposéaussidans[Ladevézeet Dureisseix97] consistece-
pendant lier les paramétresle directionde recherchale fagona avoir kM = k™ = k.
Ceci permetde traiter 'interfacedirectementsur les quantitéstotalesF et\W, de fa-
consimilaireal’approchemonoéchellel’avantageau niveaude 'implantationestde
conserer la modularitéde I'étapelocale et de bénéficierdestravaux déjaréalisésen
monoéchell§Champang etal. 99] pourle traitementdu contactavec frottement,des
discrétisationmon conformeset d’autresnon-linéaritéd’interface. . .
C’esten procédante cettemaniérequeles premiersrésultatsen contactfrottant
ont étéobtenusen multiéchellemixte par Anthory Nouy et PierreLadeséze.Pourma
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part,j'ai seulemenapportéesrésultatsiande casdel’approcheduale quifait I'objet
dela partiesuivante.

Casde I'appr ocheduale. Lestravaux menésen collaborationavec CharbelFarhat
del'Universitédu ColoradoaBoulder USA, ontpermisquanta euxdetraiterle casdu
contactdansuneapprochedualemultiéchelle ce qui aconduital'approcheFETI-C.

Le principeconsisteci a continuera utiliser I'algorithme du gradientsur un pro-
blémenon-linéaire Les quantitésmisesen exergue sonttoujoursles efforts auxinter
faces(sousforme de multiplicateursde Lagrange)mais cettefois-ci, la “projection”
dansl’espacedesefforts admissiblesa changé outrel’équilibre local aux interfaces
etl'équilibre globaldessous-domaineffottants,ils doiventsatistirelesconditionsde
positvité dela pressiorauxinterfacesde contact.

L'originalité de cetteapprochesstd'utiliser le probléememacropour réalisercette
projection(de faconitérative, mais qui corverge en un nombrefini d'itérations), ce
problémegrossierde contacts’estavéréefficacepourguiderla détectionde la surface
decontactactive, puisquedescorvergencessimilairesa cellesdela méthodeETI sur
desproblemedinéairesont étéobtenuqoptimalitéet extensibilit€)mémeenl'absence
d'unephaseadleline-seach, classiqueenoptimisation Cetraitemenidu problémegros-
sier, commela constructiond’'une méthodea un seulniveaud'itération sontdesori-
ginalitéspar rapporta d’autresméthodegiérivant de la programmatiorquadratique,
comme[Dostaletal. 98, Dostaletal. 00].

Plusde détailssur cetteapprochesetrouventdansle preprint suvant[Dureisseix
etFarhat01].
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A numericallyscalabledomaindecompositiormethod
for the solutionof frictionlesscontactproblems
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SUMMARY

We presenta domaindecompositiormethodwith Lagrangemultipliersfor solvingiteratively frictionlesscontact
problems.This method,which is basedon the FETI methodand thereforeis namedherethe FETI-C method,
incorporatesa coarsecontactsystemthat guidesthe iterative prediction of the active zone of contact. We
demonstrateumericallythat this methodis numericallyscalablewith respecto both the problemsize andthe
numberof subdomains.Copyright © 2001JohnWiley & Sons,Ltd.

KEY WORDS: contact;domaindecompositionFETI; scalability

1. INTRODUCTION

Contactproblemsarefrequentin structuralanalysis particularlywheninvestigatingthe assemblyof
substructuresThey arecharacterizedy constraintsuchasnon-penetratiorconditions,andanactve
areaof contact— thatis, an areawherecontacteffectively occurs— thatis unknavn a priori. For
thesereasonstheseproblemsleadto stiff non-linearsystemsof equationsEvenin the absenceof
friction, several approachesxist for solving static contactproblems[20, 34, 32]. In mostof them,
the numericalmethodsthat are employed for enforcingthe contactconstraintscan be groupedinto
Lagrangamultiplier andpenaltymethodq33].

Thepenaltymethodq19, 2] arecloselyrelatedto the regularizationof the contactconstraintsThey
areusuallyformulatedin termsof the displacementariables andthereforeare primal methodsThey
allow treatingcontactasa materialbehaior, asexamplifiedby the methodof joint finite elementg1].
Penaltymethodscanexperiencevariousnumericaldifficulties, especiallyill-conditioning, whenatoo
large or too small penaltyparameteis introduced.

Lagrangemultiplier methodsare dual methodswherethe multipliers, which representhe contact
reactionforces, are introducedin order to enforce exactly the non-penetratiorconditions. These

*Correspondencéo: Departmentof AerospaceEngineeringSciencesand Centerfor AerospaceStructures,University of
Colorado,CampusBox 429,Boulder CO 80309-0429USA
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methodscan be further classifiedinto (a) trial and error approachedor determiningthe active
zone of contact,(b) mathematicalprogrammingtechniqueg21, 18], (c) searchgradientmethods
[25, 10, 27, 28], and (d) a combinationof all of theseapproachesAugmentedLagrangemultiplier
methodq3, 22, 26, 6] resultin mixed formulationsinvolving both displacemenandforce unknowns.
The numericalsolution schemesunderlyingboth the Lagrangemultiplier and augmented.agrange
multiplier methodsareoftenrelatedto the Uzava algorithm[4, 31, 8].

Recentlyvariousformsof domaindecompositiohave beenintroducedn theformulationof contact
problemsn orderto speedughe solutionof theseproblems particularlywhenthey arelarge-scalepn
bothserialandparallelcomputingplatforms[7, 11, 5]. Of particularinterestis the approactproposed
in [11], notonly because@f its numerousnnovative conceptsbut alsobecausdt is basedbnthe FETI
domaindecompositiomethod12, 16, 17], which haswell establisheshumericakcalabilityproperties
for both second-ordeelasticity [15, 23] and fourth-order plate and shell problems[14, 13, 24].
We remind the readerthat an iteratve methodis saidto be numericallyscalableif its convergence
properties— for example thenumberof iterationsfor corvergence— areasymptoticallyindependent
of thessizeof the problemto be solved.

Theobjective of this paperis to presentinalternatve domaindecompositiomethodfor thesolution
of frictionlesscontactproblemsthatis alsobasedon the FETI method,andwhich for this reasonis
namedhe FETI-C method(asin FETI-Contact).

FETI-C is in mary aspectdifferent from the domain decompositiormethodrecently proposed
in [11] for solving frictionless contactproblems.Indeed,the solution strateyy describedin [11] is
organizedaroundtwo levels of iterations,the first oneaimedat satisfyingthe contactconditions,and
thesecondneat satisfying,amongotherthings,theequilibriumconditions.In the outeriterations,an
active zoneof contactis updatedby a mathematicaprogrammingechniqueln theinneriterations,a
minimal subrejion of the previously predictedareaof contactis frozenanda stateof equilibriumis
soughtafter. In the FETI-C methoddescribedn this paper both contactand equilibrium conditions
are updatedby a single iterative procedure Most importantly the FETI-C methodincorporatesan
auxiliary “coarsecontactproblem”which not only guidesthe predictionof the active zoneof contact,
but alsoappeargo ensurethe numericalscalability of the proposedsolution methodwith respecto
boththenumberof subdomainsandthesizeof the problem.Thesenumericalscalabilitypropertiesare
demonstratedumericallyin this paper

For simplicity, and without ary loss of generality we considerhere only the casewhere the
subdomaing contacthave matchingdiscretanterfacesWe alsoassuméhatall structuralcomponents
undego smalldeformationsaswell assmall displacementandrotations.In Section2, we review the
FETI methodin orderto keepthis paperasself-containedaspossible In Section3, we overview the
formulationof thefrictionlesscontactproblem.In Section4, we highlight the suitability of the FETI
framework to the solutionof contactproblemsanddescribethe FETI-C non-linearsolver. In Section
5, we validatethis solver using sampletwo- andthree-dimensiondtictionlesscontactproblemsand
demonstrat@umericallyits numericalscalabilitywith respecto boththeproblemsizeandthenumber
of subdomainskinally, we concludethis paperin Section6.
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54 D. DUREISSEIXAND C. FARHAT

2. AN OVERVIEW OF THE FETIMETHOD

2.1. Domaindecompositionwvith Lagrange multipliers

The FETI method[12, 16,17, 14, 13] is a hon-overlappingdomaindecompositioror substructuring
methodwith Lagrangemultipliers. It was originally developedfor solving efficiently on parallel
processordarge-scalelinear or linearized systemsof equationsarising from the discretizationof
structuralmechanicgproblemsdefinedon a domain Q. Sucha systemof equationscan be written
as

Kgyug = fy 1)
wherefor a large classof applications, Ky is a symmetricpositive definite or semi-definitematrix
constructedrom the assemblyof elementevel stiffnessmatricesby introducinga globalnumbering
of the degreesof freedom(d.o.f.) indicatedhereby the subscriptg, uq is the vectorof generalized
displacementsand fy the vector of prescribedforces.In the FETI method,the given domainQ is
partitionedinto Ns non-overlappingsubdomainsQ(®, the equilibrium equationsare written at the
subdomainlevel, and Lagrangemultipliers are introducedat the subdomaininterfacesto enforce
the compatibility of the displacementfield. In suchan approachthe initial mechanicalproblemis
essentiallyreformulatedasa saddlepoint problemwhoseEulerequationsaregivenby [12]

8,9, L0, 1) =0 2

whered_ . designatethevariationwith respecto theamument(® andy, and £ is theLagrangian
of the probfémandcan bewrittenas

Ns

1 o7 T Ns
L0, ) = <_v<s> K94 _ f<s>>+ 4TS BOO 3)
2\ 2

Here, the superscripts designates subdomainguantity the superscripflT denotesthe transposeof
a quantity v(® and p are someadmissiblesubdomaindisplacemenand Lagrangemultiplier fields,
respectiely, K9 is the subdomairstiffnessmatrix, £ the subdomainvectorof prescribedorces,
andB'® thesignedBooleanmatrix thatextractsfrom asubdomairvectorv(® its signed(+) restriction
to thesubdomairinterfaceboundaryThe Eulerequationg2) leadto thefollowing constraineghroblem
whichis equivalentto problem(1)

KOu® = fO_BO'A  s=1.. N @

Ns
ZB@ ®)

whereu(® and arerespectiely the subdomairdisplacementandLagrangemultipliersthatarethe
stationarypointsof £. Themechanicainterpretatiorof equationg4) and(5) is graphicallydepictedn
Figurel: eachof equationg4) expresseshe subdomairequilibriumundertheactionof the prescribed
forces £ andthe subdomairinterfaceforces B®' A, andequation(5) expresseshe compatibility
of thesubdomairdisplacementieldsat the subdomairinterfaces.Thereis onecompatibility equation
for eachpair of d.o.f. that connectat a subdomaininterface.Once is determinedthe subdomain
displacementields canberecoveredby solvingconcurrentiythe equilibriumequationdo obtain

ul® — KO ( £9 g’ ,\) L RO ©)

|
=]
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u®  u®

Q@)

Figurel. Interfaceassemblyn the FETI formulation

whereK ®" denotegheinverseof K (® if Q( hassuficient Dirichlet boundaryconditionsto prevent
K from beingsingular or ageneralizednverseof K if Q9 is afloatingsubdomain— thatis, a
subdomairwithout sufiicient displacemenboundaryconditionsto prevent K from beingsingular
In thelattercasethe columnsof RS representherigid bodymodesof Q) i.e. RS =kerK(®, and
a'9 is the setof amplitudesthat specifiesthe contritution of the null spaceR® to the solutionu(®.
Thesecoeficients canbe determinedby requiringthat eachsubdomainproblembe mathematically
solvable— thatis, eachfloating subdomairbe self-equilibrated— which canbewritten as

RO ( O _BO' A) —0 (7)

Substitutingequation(6) into the compatibility equation(5) andexploiting the solvability condition
(7) transformghe constrainegroblem(4,5) into theinterfaceproblem

FE -G |[x] _[d
e o lla )l @
where
Ns ;
F = BOKO® BO
£
Ns
d = B(S)K(S)+f(5)
S—
G = [B(l)R(l) B(NS)R(NS)] 9)
a = [a® oM }T
e = [s0RO .. RN ]

Because\ is a dual variableto the primal variablesu®, the interface problem(8) is called a dual
interfaceproblem.This interfaceproblemis bestsolved by aniterative algorithm,the choiceof which
completeghe descriptionof the original FETI method.

Copyright (© 2001JohnWiley & Sons Ltd. Int. J. Numer Meth. Engng2001;50:2643—-2666
Prepaedusingnmeauth.cls



56 D. DUREISSEIXAND C. FARHAT

2.2. Iterative solutionof the dual interfaceproblem

In the FETI method,the interface problem (8) is solved by a preconditionedconjugateprojected
gradient(PCPG)algorithm.More specifically the indefiniteinterfaceproblem(8) is transformednto
a semi-definitesystemof equationsby eliminatingthe self-equilibriumcondition G| A = e usingthe
splitting

A=+ P@Q)X (10)
where? is a particularsolutionof G| A = e of theform
=QGI(G/QGI) e (11)
andP(Q) is aprojectionmatrix definedfor ary givenmatrix @ by
P(Q)=I-QG|(G]QG) 'G] (12)

Notethatfor ary matrix @, G| P(Q) = 0.
Applying the splitting (10) to the interfaceproblem(8) leadsto the alternatve symmetricpositive
semi-definitanterfaceproblem

PQ)'FP(Q)A=P(Q) (d— FX°) (13)
which canbe solvedby a standardPCGalgorithm.
Two different preconditionershave been proposed: the mathematically optimal Dirichlet

- nl1
preconditionerFlD introducedin [15], andthe computationallyeconomicalumpedpreconditioner
_1-1
F:‘ proposedn earlierworks[12, 16]. If eachsubdomairstiffnessmatrixis partitionedas

(s) (s)

KO = l K ] (14)
Ki, Ky

where the subscriptsi and b designatethe subdomaininterior and interface boundary d.o.f.,

respectiely, thenthe Dirichlet preconditionecanbewritten as

_p1t 0 T
F, = B® B® 1
P =Wl Z { 0 s W (15)
andtheIumpedpreconditioners given by
—L 0 T
F, = B B® 1
ewgee o g [P 9

In the abore expressionsof E and E , W is a diagonalmatrix storingin eachof its entries
the inverseof the multiplicity of aninterfaced.o.f.[17, 14] — thatis, the inverseof the numberof
subdomaingo which aninterfaced.o.f. belongs— and St(ft')) is thefollowing subdomaimprimal Schur
complement

T -1
St = Ko~ Ky K, Ky an
NotethatKiES) is non-singularisinceit correspondso the systemmatrix with all interfaceboundaries

fixed andthusKi<iS> ' exists. Both Dirichlet andlumpedpreconditionerdiave beenrecentlyextended
in [29] for addressingnoreefficiently heterogeneousroblemsln particular it wasshavnin [29] that
suchextensionscanbe simply designeddy redefiningappropriatelythe scalingmatrix W.

Theiterative FETI solver with @ = I is summarizedn Tablel. A moredetaileddescriptionof this
algorithmcanbefoundin [17].
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Tablel. The FETI PCPGalgorithm

Initialize
A0 = GGG e
" = d-FX°
Iteratek =1, 2, --- until corvergence
Project w1 = PTpk1
Precondition 21 = F, wkl
Re-project y*1 = Pzk1
k-1", k-1
) Yy w
Conjugate & = T (=0
pk — yk—lT_,’_ kak—l (pl — yO)
k1T, k-1
Minimize nk - P -
pX' Fpk
Update Ak = Ak=lppkpk
Computeresidual rk = pkl_pkppk

Remarks

e For most problems,the simplestchoice @ = I is computationallythe most effective one.
—p-1 11
ChoosingQ = QP = FlD orQ=Q" = F',‘ is recommendedor heterogeneougroblems
[17].
e FromEgs.(6,9,12)andTablel, it follows that

Ns
ZB<S>u<5) = d—HFA+Ga
£
= r+Ga
= P'r
= w (18)

which shaws that at eachiterationk, the projectedresidualw** is equalto the jump of the
(k— 1)-th iteratedisplacementield acrosghe subdomairinterfaces.

¢ At eachFETI PCPGiteration,a matrix-vectorproductof theform PTr*1 or Pz*1 incursthe
solutionof anauxiliary problemof theform

(GT Gzt =p<1 (19)

Hence,the matrix G| G| (and more generallythe matrix G] QG,) definesa coarseproblem
of size at most equalto 6Ns, and whose solution couplesall the subdomaincomputations,
propagateshe error globally, andacceleratesorvergencelt is becausef this coarseproblem
thatfor second-ordeglasticityproblemswhentheDirichlet preconditioners usedthecondition
numberof theFETI interfaceproblem(13) canbeboundedy apolylogarithmicfunctionof H /h

Copyright (© 2001JohnWiley & Sons,Ltd. Int. J. Numer Meth. Engng2001,50:2643—-2666
Prepatedusingnmeauth.cls



58 D. DUREISSEIXAND C. FARHAT

asfollows
K= o<1+logz(%)) (20)

whereH andh denotehesubdomairandmeshsizes respectiely. Theabove conditioningresult
alsoholdsfor fourth-ordemlateandshellproblemswhenthe coarsgproblem(19) is augmented
with the so-calledsubdomair‘corner” modeg[14, 13, 24]. We remindthe readerthata bound
suchas(20) provesthenumericakcalabilityof the FETI methodwith respecto boththeproblem
sizeandthenumberof subdomain$23, 24] — thatis, its ability to solve largerproblemsusinga
larger numberof subdomainsgn almosta constaniumberof iterations.The parallelscalability
of the FETI method— thatis, its suitability for massvely parallelcomputing— hasalsobeen
demonstratedn a large numberof massvely parallelprocessorsor several realisticstructural
andstructuraldynamicsproblemdg17, 13].

2.3. Relevanceto contactproblems

The subdomain€(® associateavith the FETI methodcan be viewed as substructurein a stateof
“perfect” contact.This perfectcontacts definedandgovernedby thecompatibilityequation(s), which
stateshatthe jumpsacrosshe substructurenterfacesof both the normalandtangentialcomponents
of the displacemenfield mustvanish.In the FETI method,this perfectcontactconditionis enforced
by discreteLagrangemultiplierswhosevaluesaredeterminecy the PCPGalgorithmsummarizedn
Tablel.

Theabove obsenationsexplain our motivationto extendthe FETI methodto the solutionof contact
problemswhosegoverninglaws aresummarizeadext.

3. THE FRICTIONLESSCONTACT PROBLEM

Let Q denotethe initial stateof a linear elasticbody, 0Qc¢ the7 partof its boundarythatis a potential
areaof contactnc theoutwardnormalto 0Qc atapointM, 0Q thepotentialareaof contactwith Q¢

locatedonthe surfaceof afoundationor anothelinearelasticbody, andn'C = —n¢ theoutwardnormal

to 6Q’C atthepointM’ facingpointM (seeFigure2).
If u denoteghedisplacementield, the discontinuityof u in the normaldirectionat pointM € dQ¢
canbewrittenas

Au(M) = u(M)-nc+u(M’)-nc =u(M)-nc —u(M’)-nc
= (u(M)—u(M"))-nc (21)
andthenon-penetratioiconditioncanbe expresseds
Au(M)—c(M)°<0 (22)

wherec(M)? denotegheinitial clearanceat point M of the undeformedody Q (seeFigure3), andis
assumedo besmall.

Let o denotethe stresstensort = o(M)n the tractionvectorat point M, andt, =t - n the normal
componenbf t. If 0Q¢ and 6Q’C arein contact,the pressureat M is positive, andthereforet, < 0
(Figure4).
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Figure2. A contactproblem

|
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Figure3. Initial clearance

Figure4. Contactpressuret, <0

The contactproblemis definedby the unilateralconditionsknown asthe Signorini-Hchera type of
conditions

e if Au(M)—c(M)° = 0 thent, < 0 andthe contactis saidto be

active. (23)
e if Au(M)—c(M)? < 0 thent, = 0 andthe contactis saidto be

inactive.

Theabove relationsareequialentto statingthaton dQc, thefollowing holds

t
Au(M) —c(M)
tn- (Au(M) —c(M)°

n
0

)

INIA

0
0 (24)
0
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60 D. DUREISSEIXAND C. FARHAT

4. THEFETI-CMETHOD

Our objective is to develop a computationally efficient domain decompositionmethod for the

solution of contactproblemsthat is basedon FETI. In this paper we limit however our attention
to frictionless problems.For most domain decompositionmethodsincluding FETI, the optimal

numberof subdomainss dictatedby a compromisebetweenseveralissuesrelatedto, amongothers,
computationakompleity, memoryefficiengy, and parallel processingFor this reasonwe consider
thegeneralcasewherethe numberof subdomaing\s is largerthanthe given numberof elasticbodies
andfoundations— thatis, the casewhereeachelasticbody itself may be decomposedhto several

subdomainsThisleadsusto distinguishingoetweertwo typesof subdomairinterfacesperfectcontact
interfaces(called perfectinterfacesin the sequel),and potentialcontactinterfaces.We constructthe

FETI-C methodas a modified FETI algorithm that (a) distinguishesbetweenperfectand potential
contactinterfaces,and (b) enforcesthe compatibility equation(5) on perfectinterfacesandthe non-

penetratiorcondition(22) aswell asthe Signorini-FHchera conditions(23) on contactinterfaceswhile

(c) satisfyingequilibriumandsolvability in eachsubdomairQ's.

4.1. Preliminaries

Let
QP =00 naQ(P (25)
denotea perfectinterfacebetweersubdomairQ(® andneighboringsubdomair (P,
3059 = 90 naQ@ (26)
denotea potentialcontactinterfacebetweerQ(® andits neighborQ (@),
p=I
QY = | J aas? (27)
p=1

denotethe unionof all the perfectinterfacesattachedo subdomairQ(®,

g=m
0¥ = | J 00" (28)
g=1

denotethe unionof all the potentialcontactinterfacesattachedo subdomairQ(®,

s=Ns

re=J 0@y (29)
s=1
denotethe setof all the perfectinterfacesassociateavith thedomaindecomposition,
s=Ng
re= U oa¢ (30)
s=1

denotethe setof all potentialcontactinterfacesandis obtainedfrom the initial configurationof the
bodies,and

s=Ns
M= |Joa®¥=rpurc (31)
s=1
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A NUMERICALLY SCALABLE DDM FORFRICTIONLESSCONTACT PROBLEMS 61

denotethe global interfaceassociatedvith the domaindecompositiorof all given bodies.Using this
notation the edge-wisepartition of theinterfaceboundan®Q(® of subdomairQ(® canbewritten as

0 = a0f uaaY
p=l a=m
= {YaatPru{|] 0% (32)
p=1 g=1

Let N, denotethe total numberof kinematicequationslefinedon 'y for the givencontactproblem,
Ns p denotethe total numberof displacementl.o.f. attachedo the perfectinterfaceaQS)’p, andNsq
thetotal numberof displacemendl.o.f. attachedo the potentialcontacﬁnterfaceaQ(Cs)’q.

To eachperfectinterfacedQl ", we associatehe matrix b5 € KN *Nep definedby

b P (S“’:{ Lo onoQg’? (33)

(¥
P 0 elsavhereon T

wherew(® is agenericvectordefinedin subdomair(®, »5P denotests traceon the perfectinterface

9Q%P andthesign (+) is definedoy the orientationof the outwardnormalto 0QFP. Hence b5 is
asignedBooleanmatrix. For example if all theinteriord.o.f.of thesubdomair(® arenumberedirst,
andall theinterfaceboundaryd.o.f. of this subdomairare numberedastaccordingto the edge-wise
partition (32), the signedBooleanmatrix B(® introducedin Section2.1 for the casewithout contact
canbewrittenas

BY= [0 BY (34)
where

Bl(s): (A Ak (35)

To eachpotentialcontactinterfaceanf)’q, we associateéhe matrix bés)’q € KN *Nsa definedby

T

99,009 _ ) @S )@y on 9P
b = C Cc C 36
(be™ oc™ )u { 0 elsavhereon T, (36)

wherenS"® denotesthe vector of outward normalsto 9QS at eachpoint M € 0059, and the
subscriptM designateshe subvector or entry associatedvith nodeM. In Eq. (36) and throughout
this paperthesubscriptM alsoimpliesthatthe statedrelationholdsat eachrelevantpointM. Notethat
b(cs)’q is nota Booleanmatrix, exceptwhenaQ(Cs)’q is parallelto areferenceaxis.

Hence for contactproblemswe generalizehe matrix B(® introducedn Eq. (3) to accountfor the

zonesof potentialcontactandthereforetransformeq. (35) into
B|<S) = [ (2 ST i B NSRRI AR (37)
At eachnodeM € anS)’q, andfor eachinterfaceaQ(cs)’q, thathasthe potentialof gettingin contact

with aQ((:S)’q, weintroduceonepotentialLagrangemultiplier alongthenormaldirectionngs)’q to anS)’q.
SuchaLagrangemultiplier represents contactforcein the directionn(cs)’q.
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62 D. DUREISSEIXAND C. FARHAT

In the caseof contactthe governingsubdomairequationg4,5) become
KOu® = & _BO'X  s=1... N (38)

Ns
Z\B(S‘)u(s‘)—c0 > 0 onTl, (39)
S—

where B® differs from B only when at leastone zoneof potentialcontactis inactive (seenext
sectionfor further details),and c® denotesthe extendedvector of initial clearances— thatis, c° is
definedon both ' and ¢ but setto zeroon the perfectinterfaces.Note that this definition of ¢ is
chosersothatEqg. (39) containthe expectedcompatibility relationon the perfectinterfaces

Ns
ZLB(S)M(S) =0 onTlp (40)
S—

From Eq. (39) andEq. (38), it follows thatfor contactproblemsthe jump w of the displacement
field acrosghe subdomairinterfaces(seekg. (18))is

Ns N ~
w:§¥B©K®f@_B®K@ﬁy§Ay+Ga_@ (41)
S=
In summary usingthe notationintroducedin this section,we canre-write the contactconditions
(24)on eachpotentialcontacu’nterfaceaQés)’q in termsof FETI variablesasfollows

Am >0
wn <0 (42)
)\M’wMZO

Remark

e At a crosspointbetweenfour subdomainssix Lagrangemultipliers are usually introduced
by the standardFETI methodto connecttogetherwhat has beendefinedin this paperas
perfectinterfaces.However, from the presentatiormadeabove, it follows that at a crosspoint
betweerfour subdomaingharacterizethy four potentialcontactinterfacespnly four Lagrange
multipliers canbeintroducedo representhe potentialcontactforces(Figureb).

Next, we lay thefoundationsof the FETI-C method.

4.2. Discretemaximizatiorproblem

Thestandard=ETI dualinterfaceproblem(8) canbereformulatedasfollows

max  C(u,B) = —%NTEu+qu+ﬂT(G|Tu—e) (43)
RERT, BERTR

where(C(u, 8) is acomplementargnegy-like functional,N; hasthe samemeaningasin the previous

subsectionandNr is thetotal numberof subdomairrigid bodymodesindeeddifferentiatingC(u, 3)

with respecto p and 3 andcomputing(A, «) asthe solutionof (3—5 =0, g—g = 0) leadsto the same

equationsasin (8).
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5]
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Figure5. CornerLagrangemultipliers: perfectinterfaceqleft), contactinterfaceg(right)

FromEgs.(42), it follows thatthe standard=ETI maximizationproblem(43) mustbe modifiedas
followsin orderto addressontactproblems

1 -~ —~T
L BGKNRC(M,BF—ENTEququvLBT(GI p—e) (44)
C, M , kM =0, Be’
where
~ Ns ~ T
F = BOKOS BO
S=
Ns N
d = BOK® 5 _ 0 (45)
S=
G = [ BORY ... §<NS>R<NS>]

FC is the setof active contactinterfaces— thatis, the interfaceswherepyy > 0 — andthereforch
verifies

fccCrle (46)

B hasthe samepatternasin Eq. (34),B|(S) is givenin Eq. (37),

B9=|o B | (47)
B = o) B B ()
and
~ (s),9,,(s),q ; F
(s),9,,(say _ (bC Ve )M if Melc 4
(b v u { 0 otherwise (49)
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64 D. DUREISSEIXAND C. FARHAT

Let w bedefinedasfollows

. { w on MpUlc (50)

<’w|v|>+ on rc\Fc

wherew is thejump of thedisplacemenrtield acrosgshe subdomairinterfacesasexpressedn Eq.(41),
and

_ [ aif a>0
(@) = { 0 otherwise (51)

Fromthesecondof Egs.(42), it follows thatif A is solutionof the maximizationproblem(44),and
the correspondingubdomairdisplacementields w9 computedrom the equilibrium equationg38)
satisfyw = 0, then(A, {u(s)}ssiTS) is thedomaindecomposedolutionof the givencontactproblem.
_ TheFETI-C methodwe introducenext is a FETI-like methodwhich findsthe zoneof active contact
I'c andcomputeghe elasticstateof eachsubstructurehy solvingthe maximizationproblem(44) that
embedshe equilibriumequationg38), while ensuringthatw = 0.

Remarks

. Theoperatorfi’ introducedn Eq.(45)is unsymmetricHowever, from Egs.(37,48,49)jt follows
thatthe setof admissibld_agrangemultiplierson which K operatess suchthat

B'A=B"A (52)

andthereforea PCGalgorithmcanbeappliedto the solutionof the maximizationproblem(44).
e FromEgs.(9,45)andEg. (52),it alsofollows that
CH )T

G A=G" A (53)

4.3. One-shoiterative procedue

As highlightedin theprevioussectionsthediscretemaximizationproblem(44) associatewvith contact
problemshasmary similaritieswith its counterpar{43) for standardstructuralmechanicgproblems.
Forthisreasonagoodstartingpointfor solvingproblem(44)is theFETI PCPGalgorithmsummarized
in Table . However, a major differencebetweenthe two maximizationproblems(44) and (43) is
thatthe former oneis non-linear whereaghe latter oneis linear Anotherdifferencepertainsto the
admissibility of the Lagrangemultipliers. For standardstructuralmechanicgproblems the Lagrange
multipliers must satisfy the self-equilibrium condition (7) in eachfloating subdomainFor contact
problems the Lagrangemultipliers mustalso satisfy the additionalpositivity conditionstatedin the
first of Egs. (42). Hence,our idea hereis to constructa non-linearsolution algorithm for solving
the discretemaximizationproblem(44) that mimics the FETI PCPGlinear solver, while addressing
the differencesbetweenperfect and contactinterfaces.The resulting non-linearscheme FETI-C,
is a FETI-like iterative procedurewhere both the contactand equilibrium conditionsare updated
simultaneouslyHence,FETI-C doesnot involve ary linearizationandthereforeunlike the standard
FETI solver summarizedn Tablel, it cannotby interpretedasa classicalPCG algorithm. This new
extensionof the FETI methodis presentedn thefollowing subsection#n a step-by-ste@pproach.
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4.3.1. Initialization step. Considerthe FETI-PCPGalgorithmsummarizedn Tablel. Supposédhat
theinitialization step

A =aG(G]G)) e (54)
is performedusing
rR=re (55)

In that case,G, denotesan initialization of G| (45) where each subdomainmatrix ]§,(S) (48) is
constructedy assuminghatall potentialcontactinterfacesareinitially active.In otherwords,GFG.
is basedon 'p andlc. If the given problemdoesnot have ary global rigid body mode, G| G| is
non-singulaf17]. Ontheotherhand,if thegivenproblemhasoneor severalglobalrigid bodymodes,
G| G, is singulay but Eq. (54) admitsat leastonesolutionif the externalloadsareself-equilibrated.
In ary casetheinitial value A% ascomputedin Eq. (54) is not guaranteedo be admissiblefor the
maximizationproblem(44) — thatis, A° is not guaranteedo satisfyA& >0onlc.

For this reason,we proposeto apply after the initialization step a “planing” procedureaimed
at enforcingthe positivenessof A° in the sensedefinedin the first of Egs. (42), without for that
purposedestrging the self-equilibriumof ary floating subdomain(seeEq. (7)). This planningstep
is representetly thefollowing transformation

A — P(N) (56)

where? denoteghe two-stepiterative proceduredescribedn Tablell. In eachfirst stepof the n-th
iteration of this planing procedure the positvenessof the iterate A" is enforcedsimply by setting
to zerothe nggative Lagrangemultipliers acting on the zone of contactlc, and tnhe active zone of
contactlc and matricesﬁl(s) areupdatedaccordinglyand denotedby Fg and El(s) , respectiely. In

eachsecondstep,the self-equilibriumof the floating subdomainss restoredoy applyingto A" the
following projector

~ —n —~n' —
P =1-G"@G" &"a" (57)

—n —nT ~
andtranslatingthe resultby the constamvectorG.n(G|n G.n)—le. Indeed,from Eg. (57) and Eq.
(53), it follows that
'~ =N —~n—~n_4 —~nT" -
G, (P A+ G (G| G ) e):(G| —G| )A +e=e (58)
Notethatthe projector(57) is similar to the projector(12) equippedwith Q = I, but differsfromiit in
thefactthatit accountdor thechangen theactive zoneof contactfrom F?{l to I'g. Experienceshavs
thatin generalthe planingproceduredescribedn Tablell convergesaftera smallnumberof planing
subiterationgseeSection5).
Notealsothat Step2.(a)of the planingprocedurencorporates coarseproblemof theform

@ @ =" (59)

This coarseproblemis called here a coarse“contact” problem becauseas showvn in Table I, it
influenceghe updatingof the active zoneof contact.
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Tablell. Theplaningprocedure

Iteraten=1, 2, --- until corvergence

1.(a)Positveness: AN — { ?‘;n " 82 Fz

1.(b) Active contact: determlnd'g from A" andupdater S , CT.n

1.(c) Testself-equilibrium: if G| AM=e end.

2.(a) Self-equilibrium: A (1-G" (@ @M E A+ GG G e
2.(b) Testpositiveness: if IMelc /Ay <0 gotol.(a)

4.3.2. Evaluationof the projectedresidual. As notedin Section4.2, for contactproblemsiit is the
modified projectedresidualw definedin Eqg. (50) and not the projectedresidualw (18) that must
be driven to zero. For this reasonat eachiterationk, afterw* * = P*1" k-1 s evaluated 5% 1 is
computedandthe preconditioneis appliedto %! ratherthanw" 1. For the samereason %1 and
k2 areusedin FETI-C whererer w* ! andw~2 areusedin FETI.

The re-projectionstepis similar to that of the standard:ETI PCPGsolver and canbe written as

Y& 1= Pklk1 \wherezk 1= - F wk 1 andf |sthepreconditionediscussedle(t.

4.3.3. Preconditioningstep. Thestraightforvard extensionto contactproblemsof the Dirichlet (15)
preconditionerallsfor substitutingthe matricesB(® in Egs.(15,16)by the matricesB (9" associated
with the k-th iterateactive zone of contactré, and updatingthe definition of the interior (subscript
i) andinterfaceboundary(subscriptb) d.o.f. accordingly However, in orderto avoid non-desirable
oscillationsin the enforcemenbf the non-penetratiorrondition (secondof Egs.(42)), we proposeto
preconditiononly the equationgorrespondingo thed.o.f. wherethe modifiedprojectedresiduahb is
non-zeroHence we proposehefollowing “Dirichlet-lik e” preconditioner

—p 1K Ns ~ (s ~(9

F, = ZB {g Sobt}]B YW (60)

~ (9K

whereE’< ) is the restrictionof BS" to the d.o.f. of I'p andto the d.o.f. of r& wherethe effective
residuali* 1 is non-zero.For simplicity, we referin the sequelto the Dirichlet-like preconditioner
introducedabove asthe Dirichlet preconditioner

At eachiteration k, the above Dirichlet preconditionerchangesbecausehe d.o.f. on I'c where

~(S

k=1 -£ 0 change.However, only the matricesﬁ( ) are updated.The SchurcomplementSé‘Z) is
computedoncebasedon theinitial configuration— thatis, onTpU ’r“g =TpUTlc — andis frozen
throughoutall iterations.This stratey is choserto maximizecomputationaéfficiency.

Notethatthefactthatthe above preconditioneichangesat eachiterationk is a direct consequence
of thechoicewe have madeto designa non-linear~ETI-C solutionalgorithmthatdoesnotrequireary
linearizationof the non-lineamaximizationproblem(44).
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4.3.4. Conjugationand maximizationsteps. The derivation andexplanationof the conjugationand
maximization(or minimization) stepsthat characterizea PCG algorithm are usually performedfor
a linear problem. In general,thesestepsare not requiredfor a non-linearproblem. Nevertheless,
we enforcethemin the FETI-C solver in orderto avoid as muchaspossiblenumericaloscillations.
However, in this caseandevenin the absencef round-of errors,the conjugationstepenforcesthe
orthogonalityof the currentsearchdirectiononly to the previousone.

4.3.5. Planing step. At eachiterationk, the planing procedureg(56) (or planing step)is appliedto
the updated_agrangemultipliersin orderto enforceboththe positivenesf the contactpressurend
the self-equilibriumof the floating subdomainsNote that at the end of eachk-th applicationof the
planingprocedurea possiblynew active zoneof contactr(kz+1 is predicted andthereforeis available

~ ~ ~ —1
for updatingthe matricesB(® to becomeB(®", andthe projector P andthe precondititionet®, ~ to
~ —-1k+1
becomePX and F, , respectiely.

4.3.6. Evaluationof theresidual. In thesequelwe definea “statuschange”asthe eventwhereary
nodeon the potentialzoneof contactl ¢ changestatusfrom active to inactive, or vice-versaduringa
FETI-Citeration.A statuschangeaffectsthe evaluationof theresidual.

Indeed,we first notethat the residualcan be computedonly after the planing step,andthat after
eachplaningstepthe predictedactive zoneof contactis updated!f a statuschangeoccursduringthis
update,F is modified,which preventsevaluatingtheresidualasin a classicalCG algorithm.Instead,
if astatuschangeoccurs thisresidualbut mustbere-computedsfollows

rK—d— FAk 61)

~k ~k ~
where the notation K +1 meansH g R(T&™) and emphasizeshe fact that F dependson the

predictedactive zoneof contacti ¢ via the matricesB(® (seeEgs.(45-49)).0n the otherhand,if no
statuschangeoccursduringtheupdatingof the active zoneof contacttheresidualcanbe computedas
in theclassicalCG algorithm.

4.4, TheFETI-C solver

The FETI-C solver for frictionless contactproblemsis summarizedin Table Ill. Cornvergenceis
checled by monitoring*—* anddeclaredvhen

Ns
i <e 1y BOKS O+ e)) (62)
S=

wheree is auserspecifiedoleranceandthetriangularinequalityhasbeenappliedto ||d|| (45)to avoid
potentialnumericaldifficulties.

5. NUMERICAL EXAMPLES

In this sectionwe assesthe performancef the FETI-C solver andinvestigatdts numericalscalability
propertiesFor this purposewe applythis algorithm,with andwithout preconditioningto the solution
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Tablelll. TheFETI-C non-linearsolutionalgorithm

Initialize
e = r¢
)_\% = G|iG|TG|)_1e
X0 = 2(0)
PY = P(Fé)l
r® = d-F X
Iteratek =1, 2, --- until corvergence
Project wk1 = pPk1Tpk1
’lIJkil _ ’LUk71 on [P
(it onTk
L
Preconditon zk1 = F, wk?
Re-project g1 = pklzk-1
k=1T ~k—1
i Kk _ Yy " w 1_
Conjugate & = =5 =0
pk — yk 1izkpk 1 (pl_yO)
k=1T ~k—1
Maximize nk = P jlkj
- fkTF k
Update Ak = k1 pkpk
Apply planing Ak = 2k
Pk _ P(rk+1)
k=1 _ kK ko
Computeresidual - r ~k4r-]1E p* if nosatuschange
d—F Ak if statuschange

of several two- and three-dimensionafrictionless contact problems.In all caseswe monitor its
corvergenceasdescribedn (62) with e = 10,

Furthermorewe usethe performanceof the optimal FETI methodas a referenceto evaluatethe
numericalefficiengy of the FETI-C solwer, in the following manner For eachcontactproblem,after
the FETI-C solver has corverged and the active zone of contacthas beendeterminedwe “lock”
the substructuredn their final configuration— that is, we considereachdeterminedactive contact
interfaceasa perfectinterfacein thenormaldirection— andperforma standardstressanalysisof that
configurationunderthe givenexternalloads,usingthe standard~ET| methodasa solver. We compare
the dependencen a few key parametersf the numberof FETI iterationsassociateavith this stress
analysisto that of the numberof FETI-C iterationsperformedduring the solution of the underlying
contactproblem.

5.1. Two-dimensionahpplications
Here,we considemaserieof two-dimensionatontactproblemsbetweer? to 6 substructures£achone
of this problemfeaturesa differentchallengingaspecof contact We assumehatall substructureare
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|~

Figure6. A 6-blockproblemwith 7 contactinterfaces

madeof the samelinear elasticmaterialcharacterizedby a YoungmodulusE = 2.05 10° MPa, anda
Poissorratiov = 0.3. We discretizeall substructureby four-nodedplanestresselementsgdesignsmall
mesheswvith 1,364d.0.f.aswell aslargeroneswith upto 175,692d.0.f., andvary the total numberof
subdomaindetweert and150.

5.1.1. A multi-blok problem. First, we considerthe problemgraphicallydepictedin Figure6, with
F = 10* N. In this problem,6 blocks sharing7 contactinterfacesare pushedagainsteachother by
a setof externalforces.The two simple supportsdravn in oneof the blocks meanthat the interface
boundarynodesof thatblock canmove only in thehorizontal(x) direction.This conditionensureshat
the contactproblemis well-posedandhasa uniquesolution.

We constructthree different domain decompositionsvith 6 (H = 1/2), 54 (H = 1/6), and 150
(H =1/10) subdomaingFigure7). In eachsubdomainye generate suiteof (1/h) x (1/h) uniform
meshesvith 10< (H/h) < 60.For eachdomaindecompositiorandeachmeshsize,we reportin Table
IV the performanceesultsof the FETI-C solver. Theseconsistof the numberof FETI-like iterations
Nitr, the total numberof planingsubiterationdNpn, andthe total numberof statuschangesNgc. We
denoteby Nyof the total numberof d.o.f. associatedvith a given mesh,and by Ni't?‘j< the number
of FETI iterationsobtainedfor the solution of the locked configurationof this contactproblemwith
Dirichlet preconditioner

Theperformanceesultssummarizedn TablelV shov that

e The Dirichlet preconditionerreducesthe numberof FETI-C iterationsby a factor ranging
betweer? and3.

e The FETI-C solver equippedwith the Dirichlet preconditioneris numerically scalablewith
respecto boththe problemsizeandthe numberof subdomains.

e Forthiscontactproblemthe FETI-C solverequippedwith theDirichlet preconditioneperforms
an amazinglysmall numberof planing subiterationsFurthermorefor large-scalemeshesand
meshpartitions,it requiresa numberof iterationsthatis comparabléo thatof the FETI method
appliedto the standardstressanalysisof thelocked configurationof this problem.

The third obsenation formulatedabove can be explained by Figure 8 where the displacement
solutionof this contactproblemusingthe coarsesmeshis displayedon the left, andthe distribution
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6 subdomains 54 subdomains 150 subdomains

Figure7. Domaindecomposition

TablelV. Multi-block contactproblem:performanceesultsof the FETI-C solver

H(Ns) H/h  Ngof preconditioner Nir  Nppn  Ngc NI

1/2(6) 10 1,452 I 23 0 0

1/2(6) 20 57292 I 31 2 2

1/2(6) 40 19,200 I 43 4 3

1/2(6) 60 44,652 I 50 4 3

1/6(54) 10 11,532 I 52 3 2

1/6(54) 20 44,652 I 68 6 3

1/6(54) 40 175,692 I 88 11 5
1/10(150) 10 31,212 I 57 8 5

1/2(6) 10 1,452 Dirichlet 8 0 0 7

1/2(6) 20 57292 Dirichlet 1 0 0 7

1/2(6) 40 19,200  Dirichlet 13 0 O 6

1/2(6) 60 44,652  Dirichlet 13 1 1 7

1/6(54) 10 11,532  Dirichlet 30 0 0 24

1/6(54) 20 44,652  Dirichlet 3 0 0 26

1/6(54) 40 175,692  Dirichlet 36 3 1 29
1/10(150) 10 31,212  Dirichlet 3 5 3 30

of the contactLagrangemultipliers is graphicallydepictedusingarrons on the right. In this figure,

the readercan obsenre that almostall contactinterfacesare active, which explainswhy few planing
subiterationarerequiredandNj; is closeto Ni't?d(. Thedeformedshapeshavn ontheleft in Figure8

alsoillustratesthe reasorwhy, at a crosspointno Lagrangemultiplier shouldbe introducedbetween
two subdomainshatshareonly onenodein two-dimensionspr on edgein three-dimensionéseethe
remarkin Sectior4.1).

5.1.2. A contactproblemwith pre-stiess. Next, we considera frictionlesscontactproblemwherea
squareelastichody is forcedinto the cavity of anotherU-shapecdelasticbody, asshovn in Figure9
with ¢® = —10°% m andF = 100 N. This problemhasonly 3 potentialcontactinterfaces However,
it hasthe sametopologyasthe previous problem.For this reasonwe usethe samemeshesandsame
domaindecompositionsisfor the previous problem(seeFigure 7). We reportin TableV andFigure
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Figure8. Multi-block contactproblem:deformednterfaces(left) andcorresponding-agrangemultipliers (right,
arrons)

10the performanceesultsobtainedfor the FETI-C solver.

The reportedvaluesof Ni't?d‘ suggestthat, even for a standardinear configuration,this problem
is intrinsically “harder” to solve by a FETI methodthan the previous one. This explains why the
FETI-C method performs more iterationsfor solving this problemthan for solving the previous
one.Neverthelessthe performanceesultssummarizedn TableV alsoshow thatthe FETI-C solver
equippedvith theDirichlet preconditioner(a) is numericallyscalablevith respecto boththe problem
sizeandthe numberof subdomainsand(b) performson average only 1 or 2 planingsubiterationger
iteration. The latter obsenation suggestshatthe coarsecontactproblem(59) is effective at reducing
the oscillationsthat are usually obsened when determiningthe active contactzone by an iterative
procedureFigurell reportson theevolution of therelative projectedresidual(62), numberof planing
subiterationsand numberof nodesthat experiencea statuschangethroughoutthe iterations,for the
casewith 54 subdomainsH /h = 40, and the Dirichlet preconditionerThe readercan obsenre that
aftera few iterations,no statuschangeoccursandthereforethe evaluationof the residualbecomess
economicahsin a classicalCG algorithm.

The solutionof this contactproblemwith pre-stresss graphicallydepictedin Figure12. The gap
betweerthedeformednterfacesof thetwo elastichodiesis dueto thefactthatthe bindingc® hasbeen
prescribedvith respecto the undeformedtonfiguration.

5.2. Athree-dimensionatontactproblem

In orderto testthe behaior of the planing procedurg56) on two-dimensionainterfaceswe finally
considerthe three-dimensionafrictionless contact problem shavn in Figure 13. In this problem
— which is a three-dimensionaVersionof the contactproblemdescribedin Section5.1.1 — the
translationin the z directionis restrainedor all of substructured,5,and6, andthe translationin the
y directionaswell asthe rotationaroundthe x axis arerestrainedor substructuré. The loadingis
identicalto thatof the multi-block problemshawvn in Figure 6, but only 80% of the potentialcontact
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/)
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Figure9. A contactproblemwith a pre-stresseblock

TableV. Contactproblemwith a pre-stressetilock: performanceesultsof the FETI-C solver

H(Ns) H/h  Ngof preconditioner Nir  Npn  Ngc  N{OX

1/2 (6) 10 1,364 I 53 21 7
1/2(6) 20 5124 I 62 43 9
1/2(6) 40 19,844 I 84 32 11
1/2(6) 60 44,164 I 105 43 17

I

I

I

1/6(54) 10 11,284 63 14 4

1/6(54) 20 44,164 89 58 11

1/6(54) 40 174,724 121 80 14
1/10(150) 10 30,804 I 68 29 8

1/2(6) 10 1,364 Dirichlet 59 21 7 17
1/2(6) 20 5,124 Dirichlet 59 38 6 18
1/2(6) 40 19,844 Dirichlet 69 49 12 20
1/2(6) 60 44,164 Dirichlet 66 55 11 20
1/6 (54) 10 11,284 Dirichlet 47 16 7 35
1/6 (54) 20 44,164 Dirichlet 71 41 10 39
1/6 (54) 40 174,724 Dirichlet 73 37 13 45
1/10(150) 10 30,804 Dirichlet 55 40 6 38

Figure10. Contactproblemwith a pre-stressetlock: performanceesultsof the FETI-C solver equippedvith the
Dirichlet preconditioner
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Nitr NpI n Nstc

L

Figurell. Corvergencebehaior of the FETI-C solver for the contactproblemwith a pre-stressetllock

1

- .|

Figure 12. Contactproblemwith a pre-stressedblock: deformedinterfaces(left) and correspondind.agrange
multipliers(right, arrons)

nodesturnoutto beactive in this problem.

We generatéwo differentmeshesorrespondingo discretizingeachsubstructurdy 4 x 4 x 4 and
12 x 12 x 12 8-nodedbrick elementsHence the first meshcontains2, 250d.0.f.,andthe secondone
39,546 d.o.f. We treateachsubstructureas one subdomainWe reportin Table VI the performance
resultsof the FETI-C solver appliedto this contactproblem.Once again,theseresultsshov that
the FETI-C solver equippedwith the Dirichlet preconditionemperformson averageabout2 planing
subiterationgeriteration,andis scalablewith respecto boththe sizeof the problemandthe number
of subdomains.

5.3. Onthesolutionof the coarsecontactproblem
Theimplementatioron sequentiaindparallelcomputingplatformsof the FETI-C solver presentedh
this paperis similar to thatof the FETI method.It will bediscussedn detailsin a forthcomingpaper
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Figure13. A three-dimensiona-block contactproblem

TableVI. Three-dimensiona-block contactproblem:performanceesultsof the FETI-C solver

H(Ns) H/h  Ngor preconditioner N Npin  Ngc N

1/2(6) 4 2,250 I 18 11 3
1/2(6) 12 39,546 I 15 18 13
1/2(6) 4 2,250  Dirichlet 1 6 3 6
1/2(6) 12 39,546  Dirichlet 8 17 7 5

whichwill alsoreporton CPU performanceesults.Here,we make only onecommentonthesolution
of the coarsecontactproblem(59). Whenthe numberof potentialcontactinterfacescanbe expected
to be a small fraction of the total numberof interfaces— for example,whenonly a few bodiesare
in contactand a large numberof subdomainss employed — we recommendhat the contritution

7
of the perfectinterfacesto (an (7.”) be eliminatedoncefor all by a staticcondensatiomprocedure
before startingthe FETI-C iterations.In that case,at eachplaning subiterationof a given FETI-C
iteration,thecostof solvingthe coarsecontactproblem(59) becomesegligible comparedo the other
computationatostsof the FETI-C method.

6. SUMMARY AND CONCLUSIONS

The FETI-C methodis a FETI-basedsubstructuringnethodwith Lagrangemultipliers aimedfor the
iterative solutionof generatontactproblemsAs afirst step,it is developedn this paperfor frictionless
problemslt is organizedarounda singleiterationloop that updatesoth the contactandequilibrium
conditions A distinctive featureof the FETI-C methods aniterative planingprocedurevhich enforces
ateachFETI-C iterationthe positivenesf the contactpressuravhile preservinghe self-equilibrium
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of eachfloatingsubdomainThis planingproceduréncorporategnauxiliary coarsgroblemwhich not
only guidesthe predictionof the active zoneof contact,but mostimportantlyappeargo be effective

at reducingthe oscillationsthat are usually obsened when determiningthe active contactzone by

aniterative procedureThe computationatostof eachplaningsubiterationis a minor fraction of the
computationakostof a FETI-C iteration. Furthermore gxtensive numericalexperimentsreveal that
the FETI-C methodperformson averagelessthan 2 planing subiterationgper iteration. Extensve

numericalexperimentswith two- andthree-dimensiondtictionles contactproblemsalsosuggesthat
the FETI-C methodis numericallyscalablewith respecto both the numberof subdomainsandthe
size of the problem.The extensionof this methodto contactproblemswith friction necessitate)

modifying the admissibilityconditionon the Lagrangemultipliersintroducedat the contactinterfaces
to accountfor friction, and (b) superposingdo the currentresidualsadditionaltermsthat accountfor

thetangentialcomponent®f the jumpsof the displacementield. Theseissueswill be dealtwith in a
forthcomingpaper
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Bilan et perspectives. Les travaux précédentsur le traitementdesproblémesde
contactsont une premiéreillustration du casde non-linéaritésd’interface.Bien en-
tendu,nombred’autrescomportementprésententin intérétcertain.Par exemple I'en-
dommagementdélaminagepour les compositesqui doit parfoisaussiétre coupléa
I'oxydation dansle casdesmatériaux‘cicatrisants”.

Une particularitédesapprocheprécédentesstd’éviter d’introduire deuxniveaux
imbriquésd’itérations(résolutiondu contactautourdela résolutiondu problémesous-
structuré)maisdetraiterI’ensemblecommeun comportement’interfacedanslesité-
rationsprincipales.

Parmi les travaux en cours, citons la comparaisordes deux méthodegmixte et
duale)citéesprécédemmenginsi quel'extensionde FETI-C au contactavec frotte-
ment,et sonintégrationdansla versionFETI-DP qui a déjapu étrementionnée.
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2° partie : versle multiph ysique

La prise en comptede phénomenesouplésdansla simulationdes systemeu
descomposantya manifestementonnaitreun essorgrandissantla modélisationde
chaquephénoménéndépendanétantassezbien établie. Parmi les premierschamps
d’'applicationdansce domaine,les interactionsfluide-structureont certainementté
les premiersa étretraité a grandeéchelle(et continuenta étredéwveloppées citonspar
exemplele coupledfieldsgrandchallenge supportéarla NSFettoujoursenactvité);
on pourrasereportera [Felippaetal. 01] pourretracemun historique.

La taille importantedesproblémesa résoudreconstituealorsun terrainfriand de
stratégiede calcul visanta réduirele colt dessimulations.Les techniquesjuel'on
peut déwelopperne sont pas sansrapportavec les techniquesde décompositionde
domaine,et les acteursde ce dernierdomainesont souwent desintervenantsdansle
premier En effet, unedécompositiorensous-domainegeutétrevuecommeunetech-
niguevisanta récupéretes effets de couplage entreles sous-structured’;analysedi-
recteélémentairestantdécoupléesur chacuned’entre elles. Dansl'esprit, celas’ap-
parentedonc aux techniquesstaggered et de partitionnemenutiliséesen interaction
fluide-structure.

Dansunegrandepartiedescastraitésaujourd’hui,l'interactionfluide-structureest
réaliséeentreun domaindluide etun domainesolidebiendistincts parl'intermédiaire
delafrontiere.Onacoutumedeparlerd’interactionfaible.Cependangommedandes
applicationgqui vont étre présentéepar la suite,le couplagefort envolumeestaussi
présent.

4 Casd’'un probleme couplé vitesse-pessionen (qua-
si-)incompressible décompositionde domaine avec
la méthodeFETI

Un exempledeprobléemecouplé(adéfautd’étreréellemenmultiphysiquekestcelui
del'’écoulementd’un polymereincompressiblepbtenu,parexemple,lors du procédé
d’injection de matiéresplastiquesSansrevenir sur la nécessitd’utiliser uneformu-
lation mixte couplantla vitesseet la pression(en particulierpour obtenirunesolution
debonnequalitéenpression[Ladevezeetal. 92]), notonsquecelle-cientraind’utili-
sationd’élémentdinis mixtespourlesquelda conditioninf-sup ou LBB, ou a défaut,
la vérificationde patch tests estun garde-foupermettantd’éviter certainsproblémes
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numeériques|Brezziet Fortin 91, Zienkiewicz etal. 86].

Formulation mixte couplée. Laformulationmixte emplo/éedande casprésenten-
voie, dansle casdesstructuresa Herrmann[Herrmann65] (pour I'élasticité linéaire
isotrope).

La relationde comportemenpeuts’écrire o = 2ue + A(Trg)1 ou A et p sontles
coeficientsde Lamé.Dansle casquasi-incompressibleu incompressible) esttrés
grandou infini, et Tre esttres petit ou nul. Le termeH = ATre a doncde grandes
chancegsl’étreerroné En prenantetermecommeinconnuede premierplan, cettedif-
ficulté estsurmontéeetle probléemedevient mixte: il consistea détermineteschamps
dedéplacemenlt) € U cinématiquemeradmissible®tla variabled’HerrmannH ren-
dantstationnaire

/Q(pTr[e(Q)e(g)]—21)\H2+HTrs(Q)> dQ—/de-udm/aQEd-gds

Il s’agit doncd'un problémecoupléenU — H. Sarésolutionestbien entenduplus
colteuseauele probléemeendéplacemenseul.

Lesstratégiesle résolutionde ce type de problémesontvariées.ll peuts’agir par
exempled’un partitionnemenentreles deuxquantitéd) etH (on aural’occasionde
revenirplusloin surcetypedepartitionnementpud’un partitionnemenplusclassique
enespacege type décompositiorde domaine maisportantsur desprobléemesnixtes
etassurantin couplagesurla frontiereentreles sous-domaine<Cecipeutétrerappro-
chédestechniquesiepartitionnemenenfluide-structureu uneinterfacegéométrique
entredeuxdomainesestaussiuneinterfaceentredeuxphysiqueslifférentedomaine
fluide etdomainesolide).

La décompositiorde domainepeutétreréaliséesurun tel probléme chaquesous-
domaineétantiui mémesujetaétretraitéparla formulationmixte déplacement-pression
(ou vitesse-pressiopour un problémed’écoulemenfluide incompressible)La ques-
tion estalorscelledu comportementlesinterfacespourraccordeta solution.

Le casoula pressiorestdiscontinuea la traverséedesinterfaceqparexempleavec
unediscrétisatiorpar desélémentdinis discontinusen pression)estparticulierement
aiséa traiter. Cecia étéréalisépar BenoitVereeck pendantsonstagede DEA [Ve-
reecle 01], co-encadrépar Amine Ammar, Henri Bavestrelloet moi-méme,par une
extensiondela méthode-ETI auxcas(quasi-)incompressibleEn effet, seulela conti-
nuité du déplacemenet I'équilibre desefforts sontnécessairesommecomportement
desinterfaces(parfaites).La formulationmixte discrétiségpar sous-domainestde la

forme:
K ul_(K C|u|_|[f]_ B’
Hip| — |cT R||p| |0 0
ou R =0 enincompressibletou A estle multiplicateurde Lagrangecorrespondard
la contraintederaccordendéplacemerdiuxinterfaces

B 0 m o

A
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D’ou le problémedualcondensé@uxinterfaces

e ol

aveclestermesparticuliersaucastraité

Fu=[B 0K ['ﬂ di—[B O]Kj; m

ol K} estuneinversegénéraliséale Ky . Les autrestermessontclassiquegour la
méthodeFETI. D’'une propriétéde Fy de continuera étre semi-définipositif, on tire
I'utilisation possibled’'un gradientconjugué(préconditionnéprojetépourrésoudrde
problémelL’applicationdela méthode~ETI-DP a ce mémeproblémene posepasnon
plusde problemeparticulier eta étéréalisée.

Résultatsobtenus. L’'optimalité etI’extensibilitéont étémontréesn(quasi-)incom-
pressiblepar comparaisordesperformancesvec le cascompressibléraité de fagon
standard.

Un derniempoint,dande caspurementncompressiblegstla possibilitéd'utiliser le
cadreclassiqualel’augmentatiordesalgorithmesprécédentsnimposantucoursdes
itérationsunecontraintequeveérifie la solution,ici d’étre a volume constaniparsous-
domaineintérieur (i.e. entieremenentouréd’autressous-domaines)Ceci estréalisé
parI'utilisation d’'un multiplicateurde Lagrangehomogenei une pressionconstante
par sous-domainequel’on choisitcommefaisantpartieintégrantedesinconnuesiu
problémegrossier Au passageil estalorsloisible d’utiliser un préconditionneuin-
compressiblell enrésulteune accélératiorde la corvergence,quel’on payeparun
problémemacrolui aussimixte, puisqu’il porte surles mouvementsde soliderigides
dessous-domainefiottantsainsi que sur les modesde pressionconstantedessous-
domainesntérieurs.

Cecitendaappuyet’argumentqui consisteatirer parti descaractéristiqueméca-
niguesdu problémearésoudregourbatirun algorithmedédié(moinsgénéralistejnais
plusperformant.

Perspectives. Le casprécédenihe se placepasdansle cadred’une discrétisation
avecpressiorcontinue,ce qui peutdemandersi I'on souhaiteavoir unediscrétisation
du problemeindépendantée la décompositioren sous-domaingjetraiterle raccord
en pressionsur les interfaces.Ce casfait actuellement'objet de travauxa 'lONERA
Chatillon, et la comparaisordesdifférentesstratégiedait I'objet d’'une collaboration
récemmenengagéevec Francois-Xaier Roux.

L’outil misenplacepeutétreconsidér&éommeunsolveurenparallélepourlespro-
blémesncompressiblesSondomained’utilisation concernébienentendu’analysede
structuredetypeélastoméeréncompressiblemaistoutaussibienle procédéd’injection
depolyméreoul'’écoulementexterneou internebassevitesse.

Sonutilisation dansle casd’'une analyseincrémentaléransitoirelinéairefait in-
tervenir desrésolutionssuccessies avec différentssecondamembres sonutilisation
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en non-linéairedemandeguanta elle desrésolutionsavec membresde gauchediffé-
rents.Danscesdeuxcas,le fait d’utiliser unerésolutionitérative permetdetirer parti
desprécédentesdsolutionsparexempleparla réutilisationdesespacesle Krylov gé-
nérés,démarcheactuellementssezstandarddansce type de méthodesPlusencore,
le type de problémesrésoluss’inséresouvent commeun maillon dansune simula-
tion plus complexe, parexempledansuneboucleincluantla réactualisatiore fronts
d’injection, uneanalyseghermique .. c’est-a-diredansuneanalysdaisantsouwentin-
ternvenir desphénoménephysiquedifférents plusou moinscouplés Dansuntel cas,
il peutétreintéressantle viser a intégrerplus profondémentes différentsaspectsiu
problémearésoudradansunemémestratégiede décompositiorde domaine plutétde
serestreindrea unetechniqueconguepour chaquettapesn “boite noire”.

Unetelle démarchest,du pointdevuenumériquecommede celuidela modélisa-
tion, encoregrandemenouverte.ll s’agitbiendela constructiordestratégieslecalcul
pouruneanalysemultiphysique La sectionsuivanteconcernaunepremieredémarche
en ce sensappliquéeau casrelatvementsimplede la poroélasticité Cettefois-ci, la
tramedesméthoded ATIN estutilisée pour batir un algorithmeadaptéau couplage
entrephysiquedifférentes.

5 Stratégiedecalcul multiph ysiqueavecla méthodeLA-
TIN : application a la poroélasticité

Un exemple caractéristiquad’un problémemultiphysiquecouplé est celui de la
poroélasticitésaturégcouplageort fluide-structuredansle volume)quel’on peutno-
tammentrouver enmécaniquelessols.

Décrivonsbrievementun problémetypiquede cegenre. Toutd’abord,un VER est
constituéd’'une partd’un squelettesolideconnectéet d’autrepartd’un fluide saturant
remplissantoutela porositéconnectéel a descriptiondu comportemenbhomogénéisé
deceVERfaitintervenirlesquantités'solides” macroscopiquetellesquela contrainte
o etla déformationg, et les quantités‘fluides” tellesquela pressioninterstitielledu
fluide saturantp et savitessede Darcy w. On noterapar commoditél'opposéde la
vitessede Darcy W = —w, Z le gradientde pressionet g le taux d’accumulationde
fluide dansle VER.

Le comportementlansle casle plussimple(linéaire)estconstitué

— delaloi de Hooke: o = Dg — pbl ou D estl'opérateurde Hooke du squelette

drainé,etb le coeficientdeBiot;

— delaloi deDargy: W = HZ ou H estlié ala perméabilitédu milieu homogé-

néisé

— del'influencedela compressibilité g = ip+ bTre ouQ estle modulede Biot.

Q

Enfin, les équationde conserationssontdécoupléegau moinsdansle volume):
équilibredescontraintegtcompatibilitédesdéformationgourla partiesolide,conser
vationdela massdluide et compatibilitéfluide. La figure 1 illustre la naturedesdiffé-
renteséquationgnisesenjeu.
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admissibilité admissibilité
cinématique statique
solide e=¢(V) o =De o SA
comportement couplé gq= % p-bTre c=0-bpl
fluide =divw Z=grad
q W=HZ £ = gradp

FiG. 1—Couplajesenporoélasticité

Principes. Sansncoreparlerdesous-structuratiora résolutiondirectecouplégap-
peléerésolutionmonolithiqgue),commedansle casde la formulationvitesse-pression
en incompressibleaméenea résoudreun probléme(ici de type diffusion) de grande
taille, alargeurdebandemportantell devientdoncrapidementodteux.

D’un pointdevuenumériqueparsimilitude avecla décompositiorde domaine)e
partitionnementlesdegrésde liberté conduita uneapprochetérative. Le choix de ce
partitionnement’est pastrivial ; il pourraits’agir d’'un partitionnemengéométrique
(sous-structurationyu physique(partiefluide / partiesolide).C’est cettederniéreap-
prochequ’on se proposed’utiliser ici. La techniqueconsistea généralisefe concept
d’interface géométriqueentre sous-structures une interface entre physiquesdiffé-
rentes.Dansle comportementle cetteinterfacedoiventdoncsetrouver les relations
decomportementoupléesLatramedela LATIN estbienadaptée cetraitement

— la séparatiordesdifficultés conduita placerdansI” les relationsde comporte-

mentlocaleset éventuellementoupléesgt dansAg, les équationsdécouplées,
éventuellemenglobales

— le choixdelaformedesdirectionsderecherchestimportant,enparticulierpour

assuretla cornvergencede I'algorithme; c’est de ce choix quel’'on va discuter
dansla suite;

— unereprésentatioadaptéalesinconnuegouravoir unebonneefficaciténumé-

rique.
Lesprincipeset|'utilisation desdeuxpremierspointsa fait I'objet d’'une communica-
tion [Dureisseixet al. 01b]. Les comparaisonsvec uneautretechniquede partition-
nement.et I'utilisation du dernierpoint a été présentéans[Dureisseixet al. 01a] et
dansun article soumispour publication,dontle preprint estinclus dansce document
[Dureisseixetal. ].

Choix desdirectionsde recheiche. Dansle casde figure ot on n’utilise pasde
représentatiorgt ot lesdirectionsde recherchesontconstantesynedémonstratiorde
convergencepeutétreétablieensuivantla démarchele[Ladevéze96]. Elle sebasesur
despropriétésde stabilité vérifiéespar le matériau En notantI'’ensembledeschamps
décrivant'état de la structures = (€,p,Z,0,g9,W), et en définissanta forme linéaire

82



“travail” suivante:
T t . .
(s) = /O (-3 /Q (Tr[o&] + Trlo’e] + W - Z' + W' - Z+qp + ¢ p) dQat

sespropriétégemarquablestiliséessont:

— pourtouss, s ets’ deAy, (s—5,s—5") =0

— pourtoussets dell, (s—g,s—<) >0
A partir de ce moment,la cornvergenceest assuréeen prenantdesdirectionsde re-
chercheentreles membresdes couplesde grandeursduales(g,0), (Z,W) et (p,q).
C’estle casquandon prendcommedirectionderechercheé I'étapelocale

(6—0)+L(E—€)=0
(W-W)+H(Z-2)=0
(G-a)+r(p—p) =0

etla directionconjuguée |'étapelinéaire;

(6—6)—L(E—8€)=0

W-W)-H(@Z-2)=0

Q-8 -r(p—p) =0

Bien entendulesparametreslecesdirections,L, H etr doiventétredéfinispositifs.

Cettedémarcheale choix peutétre mise en ceuvrepour toute une gammede cou-
plagesphysiquesPrenongarexempleun autretype de couplageort : celuidela pié-
zoélectricité Dansle casdeséquationgjuasi-statiquede Maxwell, en négligeantes
effetsmagnétiquedeséquationsi’admissibilitéstatiquecontiennentputrel’équilibre

mécaniqueles équationgie conserationde chage pourunisolant(Gausslectrique)
pourl'induction électriqueD :

divD=0 dansQ D-n=0 surdsQ

et pourl’admissibilité cinématiqueputrela compatibilitédesdéformationsun champ
électriquek irrotationneldérivantdu potentielélectriqued (Maxwell-Faraday)

E =—gradd dansQ

D=0y Sul’a3Q
03Q etd,Q sontlespartiesduborddudomainesurlesquellede potentiel etrespectie-
mentle flux, sontimposésLe couplageilectro-mécaniquestexpriméparlesrelations

decomportementAvecle potentield’étatW(e,E) = 1 Tr[eDe] — 1E-PE—E-{g ouP
estle tenseudiélectriqueet { le tenseumpiézoélectriqueleslois d’étatcoupléessont:

——=De-{'E
0= 7 e-(E
D= aLP—PE (e
_—*E— =+
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La stabilité du comportemenestobtenueavec la positiité de la sommede I'énermie
mécaniqueet électrique Trjog]+ D - E > 0. Danscecas,la formelinéaires’écrira:

(s8) = /Q (Tr[o&] + Tr['e] + D -E' + D' -E) dQ

etlesdirectionsderechercheserontdoncdu type:

Cettefois-ci, il nes’agit plusd’un problémed’évolution, maisd’un problémestatique,
etle tempsn’intervientplus. Comme,sur cetexemple,le comportemenétaitlinéaire,
lesparameétresiela directionderecherchesontsimplementescoeficientsmatériau.

Représentationdesinconnues. Cettetechniquesstun pointclé pourgagnerenper
formancesll s’agit de tirer parti despropriétésde la solution approchédournie a
chaqueterationdela LATIN. En effet, cessolutionssontdéfiniessurtoutle domaine
Q ettoutl'intervalledetempsétudié[0,T]. Unereprésentatiodecettesolutionadaptée
ala qualitéqu’on peutenattendrea uneitérationcourantepermetde réduireles colts
decalcul.Encesensijl s’agitd’'unetechniqueadaptatie puisqu’aufur etamesuredes
itérationsa solutiondoit étrereprésentéde plusenplusfinement.

Pourles problemesdetype viscoélasticitéen statique unereprésentatiogui s'est
avéréebienadaptéeestcelle de la superpositiorde chargementgadiaux Pourrepré-
senterainsiunequantitéadmissibles(M,t), la forme choisieest

S0 = SOSM)+ 5 SOSO)

ou S(M) estun champparticulieradmissibleetles S(M) deschampsadmissibles
0; lessy, s sontdesimplesfonctionsscalairesiutemps.Le nombredecouples(s,S)

peutainsiétreaugmenté@ucoursdesitérations(typiquement;l couplepeutétreajouté
achaquatération).

La miseen ceuvrede la LATIN commeune stratégiede calcul multiphysiqueest
plusdétailléedansle preprint suvantqui a étésoumispour publication[Dureisseixet
al. ]. Cestravaux sontréalisésen collaborationavec BernhardA. Schreflerde I'Uni-
versitéde Padoue Jtalie. Cettestratégiea été utiliséepourservirdebaseauxstagesle
DEA [Bois et Hentz01, Néron01]. Une thésea récemmentéhuté sur ce sujet,celle
deDavid Néron,co-encadréearPierreLades€zeet moi-méme.
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SUMMARY

Multiphysicsphenomenandcoupled-fieldoroblemsusuallyleadto analysesvhicharecomputationallyntensve.

Stratgies to keep the cost of theseproblemsaffordable are of specialinterest. For coupled fluid-structure
problems,for instance partitionedproceduresand staggeredalgorithmsare often preferredto direct analysis.
In this paperwe describea new stratgy for solving coupledmultiphysicsproblemswhichis built uponthe LArge

Time INcrement(LATIN) method.The proposedapplicationconcernghe consolidatiorof saturategoroussaoil,

whichis a stronglycoupledfluid-solid problem.The goalof this paperis to discusgheefficiency of the proposed
approach,especiallywhen using an appropriatetime-spaceapproximationof the unknavns for the iterative

resolutionof the uncoupledglobal problem.The useof a setof radial loadsas an adaptve approximationof

the solutionduringiterationwill be validatedanda stratey for limiting the numberof globalresolutionswill be

testedon multiphysicsproblems. Copyright (© 2000JohnWiley & Sons Ltd.

KEY WORDS: multiphysics;coupledfield; LATIN; porousmedia;fluid-structureinteraction;consolidation

1. INTRODUCTION

Partitioned proceduresand staggeredalgorithms[9, 8, 14, 16, 18, 20, 7] are often preferred(in the
caseof coupledfluid-structureproblems for instance)to direct analysis(also called the monolithic
approach¥rom the point of view of computationakfficiengy. Moreover, partitioningstrateyiesallow
theuseof differentanalyzerdor differentsubsystemshushelpingto keepthe softnaremanageable.

Recently a mixed domain decomposition method was developed for parallel computing
ervironments[4]. A multi-level approachnvolving a homogenizatiorproceduremalesthis method
suitablefor highly heterogeneougroblems[13]. Here,we describea new strateyy for the resolution
of coupledmultiphysicsproblems:we usethe LArge Time INcrementmethod(LATIN, see[12, 11])
to build a suitableapproachby generalizinghe conceptof geometricinterfacebetweersubstructures
to thatof interfacebetweerdifferentphysics.
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The LATIN methodwas originally developedfor nonlineartime-dependenproblems,such as
plasticityandviscoplasticityproblemsHowever, its concepthasbeensuccessfullyappliedto dynamic
problems finite deformations post-tuckling analysis,etc. The LATIN methodis a nonincremental
iterative approachat eachiteration,the algorithmprovidesan approximatiorof the solutionover the
entiredomainandthe entiretime interval consideredlt is basedn the following threeprinciples:

e Thefirst principle consistsof separatinghe difficulties. For coupled-fieldproblems,a first set
of equationsAy containsthe so-calledadmissibility conditions(compatibility of strainsand
pressurgradientsequilibriumandflow conseration).To avoid treatinga globalanda coupled
problemsimultaneouslythe remainingequationsaregroupednto a separateetof equationd”
which arelocal with respecto the spacevariables;usually thesearethe constitutve relations
describingthe couplingbetweerthefluid andthe structureIn orderto find the solution,i.e. the
setof fieldsbelongingto both Ay andT, aniterative proceduras used.

e The secondprinciple of the methodconsistsof using searchdirectionsto build approximate
solutionsto Ay andto I" alternatvely until a sufiicient level of convergencehasbeenreached.
Eachiterationcomprises stagesThelinear stageusesaninitial searchdirectionto provide an
elemenbf A4 onceanelementof I' is known. This searchdirectionis chosern suchaway that
the structuralandthe fluid problemsremainindependentThen,the local stageusesa second
searchdirection, usually conjugateto the first, to find an elementof T, i.e. a solution which
satisfieghe couplingequationnly locally in thedomain.

e Thethird principle consistf usingthefactthatthe successie approximationsaredefinedover
boththe entiredomainandthe entiretime intenal in orderto representhe solutionin termsof
abasisof radialloads.

Section2 describeshereferenceroblem.Section3 describeshebasicLATIN approach6], while
Section4 validatesthe algorithmand comparest to anothemartitionedstratgyy. Section5 proposes
the useof anad hocapproximatiorto searchfor the solution[5]. Finally, Section6 concludeson the
feasibility andthe performancef the stratay.

2. THE REFERENCEPROBLEM

We considertheisothermalevolution over thetime intenval [0, T] of a structureQ madeof a saturated
porousmaterialandsubjectedo small perturbationssee[20, 3]. Theloadingconsistsof a prescribed
displacement); on part of the boundaryd;Q and a tractionforce Fy4 on the complementarypart
02Q, plus a fluid flux on anotherpart 03Q and, finally, a prescribedfluid pore pressurepy on the
complementarnypart 9,Q of 93Q (seethe examplein Figure 1). For the sale of simplicity, no body
forcesf ; areconsidered.

For solid entities thestrainis designatedby e andthestresdy o . For fluid entities theporepressure
gradients designatetby Z, Dargy’svelocity by w and,in orderto have positive materialcharacteristics,
the notationW is usedfor the oppositeof w; finally, q designateshe rateof accumulatiorof fluid in
eachrepresentatie elementarywolume.

The stateof the structureis describedy the setof fieldss= (&, p,Z, o, q, W) definedon thewhole
structureQ andthetime interval [0, T] consideredThe mathematicaframework consistsof searching
thedifferentfieldsin theirrespectie spacest € 17, o € ST pe PO qe QT W e wOTl;
the problemis to find s, in the correspondingpaceS®T!, which verifiesat eachtime step:
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Solid part Fluid part
prescribedorceon = F4 prescribedporepressurgd = py
D1 Fq =
3,0 / (€.0) (PZaW) 2,0 /
0,Q 2,Q
Q \ \ Q
Ug nt
prescribeddisplacement) =U, | prescribedluid flux W - n = wy

Figurel. Thereferencgproblem

o for thesolid, stressquilibriumandstraincompatibility:
dive=0 onQ and on=Fy; 0ndQ

1
UeulTl and e=¢(U) )

207! beingthe setof finite-enegy displacemenfieldson Q x [0, T] whichareequalto U4 on
01Q.
o for thefluid, flow conserationfor Dargy’s velocity w = —W:

g=divW onQ and W-n=wy 0nodsQ

2
Z=gradp onQ and pe 20Tl @

20.T] peingthe setof finite-enegy pressurdieldson Q x [0, T], which areequalto pg ond3Q.
¢ theconstitutize relations:

— Hooke's law: the macroscopistresss is relatedto the straine andcoupledwith the pore
pressurep sothat:

o = De — bpl 3)

whereD is Hooke's tensorof the drainedskeletonandb is Biot's coeficient. Thelatteris
obtainedfrom the bulk moduli of the drainedskeleton(or framework) K; andof the solid
phasg(solid grains)Ks asb = 1 — ,'é—‘s;

— Dargy’slaw relatesDargy’s velocity to the porepressurgradient

W = K Z 4)
vy - IJVV_
K being the intrinsic macroscopicpermeabilityand , the dynamic viscosity of the
saturatiorfluid. In all thefollowing, the operatorX-1 will bedesignatedy H:
— theinfluenceof compressibilityrelatestherateo#ﬁuid accumulatiorto the pressurgate
andcouplesghemwith therateof volumechange:

1
- Q
Q beingBiot’s modulus.For saturatedsoils, it is relatedto the porosityn andto the bulk

moduli of the drainedskeletonKs andof thefluid K,y by: é = K—"‘N + bK;S”

q p+bTre 5)
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Onecanobsenre thatif Biot's coeficient b equals0, the solid problemandthe fluid problemare
uncoupled For the steady-stat@roblem,p = 0, Tre = 0, q = 0 andthe two problemsare partially
uncoupledsincethefluid problemcanbe solvedindependently

3. THELATIN COMPUTATIONAL STRATEGY

The LArge Time INcrement method (LATIN, see[12]) is a nonincrementaliterative approach
originally developed for nonlinear time-dependentproblems. However, its concept has been
successfullyappliedto dynamicproblems post-tuckling analysis.etc. At eachiteration, this method
producesan approximationof the solution on the whole domainand over the entire time intenal
consideredlt is basedon threeprinciplesof which the first two arebriefly describedn this section.
For multiphysicsproblemsthesetwo principlesleadto a basicapproacti6]. Thelastprinciple,whose
useis requiredto gainhigh efficiengy [5], will bedescribedn Section5.

3.1. Variational form of therefelenceproblem

Let usfirst restatethe referenceproblemusinga variationalformulation. The stateof the structuresis
governedby two setsof equationsThefirst set,designatedy Aq4, containsthe linearanduncoupled
equations(possibly global over the entire structure):the so-calledadmissibility conditions(1,2). It
consistspntheonehand,of U € 7%/ ando € SI0T] suchthat:

W e[0,T], YU*e U, /Tr[cre(g*)]dQ:/ Fy-U*dS ®)
Q 0,Q

where U is the setof finite-enegy displacementieldson Q which vanishon d1Q. It alsoconsistspn
theotherhand,of p e P07 qe Q0TI andw € W!%T! suchthat:

vt €[0,T], Vp* <€ R, /g)(qp*+w-@ip*)d9:/(;gwdp*d3 (7)
7

where?, is the setof finite-enegy pressurdieldson Q which vanishon d;Q.

Finally, the secondsetof equationsdesignatedy I', containsthe equationswhich arelocal with
respecto thespacevariablesThislattergroupof equationsepresenttheconstitutie relations(3,4,5)
which couplethe solid andfluid fields locally in the domain. Sincethe referenceproblemis time-
dependentit requiresinitial conditionswhich arealsochoserasbelongingto I'.

Thus,thesolutions to thereferenceproblemis s= Aq N T'. Thefundamentabilinearform on g0.T]
is thefollowing:

T t
(88) = [ (1= 3) [ (Trloe]+Trlo’e] +W-2 +W' -2+ qp' + o p)dct
0 Q
andits remarkablepropertiesare:
e aslongass, s ands”’ belongto Ay, (s—S,s—5") =0
e aslongassands belongto I, (s—s,s—s) >0
3.2. Sepaating thedifficulties

Thefirst principle of the LATIN methodconsistsof avoiding the treatmenif a globalanda coupled
problemsimultaneouslyTherefore the solutionto the problemis searchedlternatvely onT' andon
Ag.
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The secondprinciple of the LATIN methodusesaniterative procedurénvolving searchdirections.
Recallingthemainobjective, whichis to avoid treatinga globalanda coupledproblemsimultaneously
this stepis performedwith a specificchoicefor the searchdirections;this choiceis alsoa featureof
the LATIN method seeFigure2.

Figure2. 2-stagd ATIN iterationnumbem+1

3.3. Atwo-staye iterative strategy

Eachiterationof the LATIN methodcontains2 stagesin thelinear stage knowing an elementof T,
we find anelementof Ay usinganinitial searchdirection.In thelocal stagewe find anelementof T,
i.e. a solutionwhich verifiesthe couplingequationonly locally in thedomain,usinga secondsearch
direction,usuallyconjugateo the previousone.

Local stageat iteration n+1. At thisstagetheconstitutve relationsaswell astheinitial conditions
areverified exactly. Oncethe previous stagehasproduceda solutions, € Ag, the problemis to find
Sv+1/2 € T §y11/2 — sp mustalsolie onthesearchdirectionatthelocal stage:

(Bnr1/2—0n) +L(Ensaj2—€n) =0

(Wn+l/2 ~W,)+H (Zn+1/2 ~Z,)=0 (8)
(Qn+1/2 —0n) + r(F3A)n+1/2 —Pn)=0

L andr aretwo parametersf the method;they do not modify the solutiononcecorvergencehasbeen
reachedHowever, theirvaluesmodify thecornvergencerateof thealgorithm.In adimensionahnalysis,
they canbechoserof theform:

1
L=tyD and r=— 9
m o 9)
wheret,, andt, aretwo characteristi¢imes.

With theconstitutverelations(3,4,5) thelocal stagdeads ateachintegrationpoint,to theresolution
of asmallODE systenmwhichis local with respecto the spacevariable:

Le+Dé —bpl = An(t)
1, . (10)
—p+rPp+bTre =an(t)

Q
whereA, = on + Leén anday, = gy + 1 py areknown quantitiesat the local stagen + 1 andwith the
initial conditionson the pressurendthe strainfields.
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Linear stageat iteration n+1. Once§, 1> € T is known, the linear stageconsistsof finding
Sh+1 € Ad. Sh1 mustverify admissibilityrelationsandis definedalonga searchdirectionconjugateo
the previousone,sothatthe mechanicabndthe hydraulicproblemsremainuncoupled:

(On+1— &n+1/2) —L(eny1— §n+1/2) =0
(Why1 —Wni12) —H(Zni1—Zny1/2) =0 (11)
(Oh+1—Gny1/2) = (Pne1— Pny1y2) =0

The global yet uncoupled admissibility equations(6,7) must be solved by finite element
discretizationUsing the searchdirection,oneobtains,on the onehand,the mechanicaproblemwith
thevelocityU astheunknawn:

wel0T], YU* € U,

J,Te@)LeuaR = [ TAw 20U e+ [ Fy-utds (12

An+1/2 = —0Ony12t L2n+1/2 beinga known quantitywhendealingwith the solid part of the linear
stageatiterationn+ 1.
Onealsoobtains,ontheotherhand thehydraulicproblemwith the porepressureg astheunknawn:

vte [OaT]a Vp* € Po,
/ gradp-ngadp*dQJr/ prp*dQ:/ dn+1/2(t)p*dQ+/ wgp dS (13)
JoT— _— JQ Q J04Q

Ons1/2 = —Gny1/2 + 1 Pny1/2 beingalsoaknown quantityat this stage.

Equationg12,13)aretwo uncoupledylobal problemswith timet asparameterOnceen 1 = e(U_)
and pn;+1 have beenobtained the searchdirection(11) is usedto recover staticquantitiessuchasthe
stresdield o1 andthefluid accumulatiorgn 1.

Error indicator for termination of the algorithm. Unlike classicalincrementaltechniquesthe

LATIN methodproducesat eachiterationan approximationof the solutionover the entire structure
Q andthe entiretime interval [0, T]. Several errorindicatorscanbe usedto stoptheiterations,i.e. to

decidewhenthesolutionis sufficiently accurateFor instancepnecanusetheerrorindicatorbasedn

thedifferencebetweemanelements of Ay, andanelemenof T':

e(5—9)

3e(5+9) (14)

ﬁ:
with
PE-9=le-clB+p-pld:  FE-9= a9

i
lelp= [ TrieDeida  plEs~ [ pQtpd2 ol = | oot

Convergence. The corvergenceof the method can be proved by following [12], thanksto the
propertiesof the bilinear form previously designatedas (s,s') and aslong as the searchdirections
aresuchthatL , H andr aresymmetricandpositive definite.
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4. TESTCASE

4.1. Problemdescriptionanddiscretization

Theproposedestcaseis the 2D planestrainproblemdescribedn Figure3; it correspond$o thesame
boundarypartitionasin Figurel. Thetimeintenal is T = 36 s, with t; = T /10 andthe pressuresire
p1 = 1.54 GPaandpy = 380MPa; theinitial conditionis p(t = 0) = pq.
Fa
]

_SM gy Tt

Wil o

10 m

L=20m
Figure3. Thetestproblem

The materialcharacteristicén Table| correspondo a Bereasandstonend have beenidentified
in [10]. Due to significantdifferencesn the ordersof magnitudeof the materialcharacteristicsan

Porosity n=0.19 Youngsmodulus E =14.4GPa
Poissorscoef. v=0.2 Biot'smodulus Q=135GPa
Biot’s coef. b=0.78 Permeability ﬁ =210 19md.skg?

Tablel. watersaturatedBereasandston@oroelastianaterialcharacteristics

adimensionalizatiohasbeencarriedout.

The spacediscretizationusesP2 elements(6-nodetriangles)for the displacementind P1 linear
interpolation(alsocontinuoughroughouthe elementsfor the porepressuresee[24, 2]. SevenGauss
pointswereusedfor theintegrationandtherepresentationf field quantitiessuchasthosein s, [25].

Concerninghe time discretizationthe time stepchoserwasAt = T /120. Theintegrationscheme
usedwasthe 6-methodwith a linear variation of the variablesover a time step: X1 = X + AtX, ¢
(with the notationX;, 9 = 6X;, 1 + (1 — 8)X;) andtheassociatederiationschemevas:

L 1 _ _ 1—9._
Xit1= @(XH*XJ - TX|

Theversionusedherewas6 = 1 (fully implicit).
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In orderto comparethe proposedapproachwith the IteratedStandardParallel ProcedurgISPP)
describedn [15], a referencesolutionwasrequired.To producethat referencesolution,we usedthe
so-calleddirectmonolithicschemewhichis briefly describedbelow.

4.2. Themonolithicsolutionscheme

Thepreviousvariationalforms(6,7)alongwith thematerialbehaior leadto thekinematicformulation
of the 2-field problemwith the displacementfield and the pressurefield asunknavns: U e 70T,
p e P07 andvt € [0,T]

YU* € U, /Tr[s(g)Ds(Q*)}dQ—/ prrs(g*)dQZ/ Fq-U*dS
o) o 3,0

1
Vp* € Py, /gradp-ngadp*dQ+/ p—p*dQ+/ bp*TrédQ:/ Wy p*dS
Jo— = Ja Q Ja 040

Using the previous spacediscretization this leadsto the coupledglobal systemof equationsat each
time step:
KU—-Np = fy4
Hp+Sp+N'U = gq
K, H andS arethe stiffness permeabilityandcompressibilitymatricesN is the couplingterm, fy are
the generalizedorcescorrespondingo F4 andgy is the generalizedlux correspondingo wy. The

previous formulationis symmetrizedby derivating the first group of equationswith respecto time,
leadingto:

R R

With the sameintegrationschemethis diffusion-typeincrementaproblemattime steptj 1 is:

{—ET —S:gAtH} HL L C (15)

with thegivenright-handside:

cal] o[ seaoml

Note that the iteration matrix dependson the time stepAt; even for a linear problem,the useof a
variabletime steprequiressomerefactorizationof this matrix. The costincreaseor a directcoupled
simulationis also apparenton this matrix: it is due, on the one hand,to the numberof degreesof
freedom,which include both the displacementand the pore pressureunknovns, and, on the other
hand,to theincreasen bandwidth .evenwith a goodrenumberingscheme.

Thetime interval studiedcorrespondeffectively to the transientpart of the soil responseFigure4
shaws the evolution of the maximumporepressurever thetime intenal [0, T].

4.3. IteratedStandad Parallel Procedue
This sectionbriefly recallsthe ISPPstrateyy [15], in orderto comparet to the LATIN strateyy.
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1.00

Maximum pore pressure (GPa)
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Figure4. Maximum porepressurdor thetransientevolution

Using the so-calledmonolithic formulation (15), the schemeconsistsof partitioningthe iteration
matrix, in Gauss-Seidelashion,into diagonaland off-diagonalblocks (coupling terms).Using the

predictor
Er
Pliza  LPJ;
theuncoupledpartitionedproblemis:

0 SOGAtH} m :{NOT lc\)l} mp +G (16)
[ i+1 i+1

Corvergences achieved by subiterationusingthe new evaluationof the solutionatt;, 1 asthe new
predictor;this is requiredto recover the consisteng of the scheme With an inconsistentscheme,
keepingthe meshsize constantwhile reducingthe time stepwould causethe algorithmto corverge
towardanincorrectsolution(see for instance[21]).

Anotherinterestingpropertyof a partitionedschemas its unconditionalstability. It is possibleto
stabilizesereralschemesvith dedicatedechniquessuchasin [17, 23], or by condensingnetype of
unknowvn onto the others;(for further descriptionsee,for instance[15, 19]). Theselattertechniques
suffer from high computationaktostbecausef the condensatiorstepwhich destrys the sparsityof
theoperatorsFinally, agoodcornvergencerateis a key to computationaéfficiency.

Typically, the ISPP schemeis a consistent,yet conditionally stable, algorithm. To improve
convergenceof this fixed-pointmethodwith strongcoupling,one needsto apply relaxationat each
subgcle, transforminghe Gauss-Seidgkchniquéanto a Successie OverRelaxatioSOR)technique
(seefor instance[1]).

Themethods parameterarethe numberof subiterationsgp andtherelaxationparameter.

4.4, Firstresultsandcomparison
The monolithic approachthe ISPPandthe LATIN methodwere all implementednto the industrial
FE codeCast3M(formerly Castem?000)[22] developedat the CEA in Saclay France.To comparea
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givensolutions obtainedusingthe LATIN methodor the ISPPwith the referencesolutions obtained
usingthe monolithicincrementabpproachthefollowing errorwasused:

n@=qs§
&(s)

As a first test, the calculation was performed using the LATIN method without time-space
representatiorof the unknovns. The searchdirection parameterq9) were optimized and set to
tm = 0.01%; andt, = 0.03Q, wheret. is a characteristidime obtainedfrom dimensionalanalysis:
tc = L?/(QH) whereL is thewidth of thestructureln the presenexample t; = 148s.

Figure 5 shaws the influenceof the choice of the parametersn the corvergencerate, with the
evolutionof thepreviouserrorn versusgterationnumbemj. It is moresensitve to thefluid parametet;,
thanthesolidonety,. As agoodsearctdirectioncannotbechoserin practiseby testingtheconvergence
thisway, anautomaticevaluationof the prameters,, andt, would be of interest.

10

Error wit'h respect tc') the di scre'tized referénce proble'm n
LATIN without representation

1L ™, tm=0.030t;  tn= 0.005t |

0.1

0.01}

~.,
~, <.,
. S~

t;n= 0,090, .t = 0.015tc >
N [

0.001 L L L
0 5 10 15 20 25 30
Iteration number nj;

Figure5. Convergenceof the LATIN methodwithout representation
With the samediscretizationasfor the monolithic approacha linear stageof the LATIN method
consistof solving,ateachtime stept;, thetwo independenproblems(12,13):
LUi = BIAi + fdi
[H+Rp =B}Gi + 0

MatricesL andR arisefrom the searchdirectionsand,with the particularform (9), onegetsL = t;K
andR = tlhs Notethatthetime stepAt doesnot appearon the left-handsides;therefore gachof the

matricesL and [H + R] requiresonly onefactorization whetheran adaptie time stepis usedor not.
Finally, theright-handsidesarecalculatedn suchaway that:

UTBIA:/ TrAe(U)]dQ  and pTBgd:/ apdQ
Q Q

Thelocal stageis performedby integratingin time the small ODE system(10) at eachGausgpoint of
eachelement.

Copyright (© 2000JohnWiley & Sons,Ltd. Int. J. Numer Meth. Engng2000;00:1-6
Prepawedusingnmeauth.cls



A COMPUTATIONAL STRATEGY FORMULTIPHYSICSPROBLEMS 95

ConcerninghelSPR Figure6 shaws theinfluenceof therelaxationparametet, with the evolution
of theerrorn versusthe numberof subg/cling pertime stepng,,. At eachsubgcling, thelSPPsolves
the two independanproblemsin (16). In this testcase,a constantiime stepis used,so the left hand
sideis only factorizedonce.An optimumvalueexists nearw = 0.5, whereadarge values(closeto 1)
impair cornvergence.

10 T T T T T
Error with respect to the discretized reference problem n
ISPP
1t
0.1
0.01f
\V4
0.001 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30

Number of subcyclings per time step ngyp
Figure6. Corvergenceof the ISPP

To comparethe optimal casedfor the LATIN methodandthe ISPR one hasto noticethatin both
casesthenumberof uncoupledjlobalresolutionds equalto theiterationnumbem;; or thesubgcling
numbermngyy Multiplied by the numberof time steps(120in this example)for the solid partaswell as
for thefluid part. For this example,the numberof global, linearanduncoupledresolutionsneededo
achieve agivenlevel of accurag of thesolutionis abouttwice for the LATIN methodthatrequiredby
thelSSPapproach.

This resultvalidatesthe feasibility of the proposedapproachput the efficiency is not goodenough
for this strat@y to becompetitize. To achieve betterefficiency, thethird principleof theLATIN method,
describedn thenext section,is required.

5. REPRESENATION OF THE UNKNOWNS

The third principle of the LATIN method concernsthe use of an appropriate,mechanics-based
representationf theunknovns(for instancethesuperimpositiorof radialloadsusedalsofor plasticity
andviscoplasticityproblems) This lastprincipleis requiredto achieze high computationakfficiency,
see[12]. This sectiondescribeshe use of sucha representatiorin multiphysicsproblemsand its
potentialefficiengy. Theexamplepresentedh the next sectionwasusedto validatethis approach.
Theunknavnsof Ay aresoughtin theform of sumsof productsof a scalartime functionby afield
which depend®nly on the spacevariables For instancethe strainrateis approximatedy (M, t) =
Vo(t)e(Vo) + 3 Vvj(t)e(V;), wherethe pairs (w(t),V(M)) must be determinedautomaticallyby
the algorithm. Throughoutthe iterations,additional pairs may be addedif necessaryor accurag;
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otherwisethe currentspacevectorsV, remainunchangedndonly thetime functionsv, areupdated.
For this purposea preliminarystagemustbe addedto the algorithmbeforethe linear stageis applied.
In eithercaseatiterationn+ 1, a correctionto the previous approximatiormustbe determinedj.e.:
Si+1 =S +As

A first version of this principle is describedbelown. It consistsof using a representatiorior the
admissiblekinematiccorrectionswhile the staticcorrectionsarecalculatedalongthe searchdirection.
Consequentlythe static quantitiesare not strictly admissibleunlesscorvergencehasbeenreached.
Computingadmissiblestaticquantitieswould requireanadditionalnumericaleffort [12].

5.1. Linear stage with representatiorat iterationn+ 1

The objective of this stageis to addonepair (for the sale of simplicity) to the previous setof radial
loadswhich representshe kinematicunknawns.

Solid part. The strain correctionis soughtin the approximateform Ae = ve(V), wherev(t) is a
scalartime functionandV (M) € Up. In orderto determinethe pair (v, V) uniquely a normalizationis
enforcedge.g.|le(V)||? = 1. Oncethestraincorrectionhasbeenobtainedthe stresss computedalong
thesearchdirection(11):

o =Léni1—Api1p=LAé DA with AA=A. 1, Léy
Theunknavn pair (v,V) is soughtsuchthatthe stresss weaklyadmissiblej.e.:
T
YU* = vV + W e 1T, / /Trm—: )ldQdt — / Fy-U*dsd
0 Jo,0
With the proposechormalization(v,V) is suchthat:

v, :/QTr[AAs(y)]dQ+/ Fq-VdS

W* e U, /g;Tr[s( JLe(V*)]dQ = /T |V|T (/ TripAe(V* dQ+/ Fq- *dS) dt

This coupledsystemof equationds solved with a fixed-pointmethodandthe numberof substepss
usuallysmall. The global systemis no more solved at eachtime step,but only oncefor eachgiven
weightingtime functionv(t).

Oncediscretizedn spacetheseequationdecome:

Vi =1 (17)
v, = VT (BJAA + fq) (18)

T \Y ~
= [ —(BTAA + fq)dt 19

wheresuperscripfl designatesranspositiorand,aspreviously, BTAA arethe generalizedorcesthat
balancethefield AA. The usualinitial guessfor thetlmefunctlonm orderto initialize the fixed point
is the error indicatorin time from the previous iteration. Several indicatorsmay be usedto stopthe
fixed point. For instance pne canmonitor the stationarityof the fixed-pointmethod:if (vo,Vq) is the
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previouspairand(v,V) thecurrentpair, anappropriaténdicatoris:
T T
g2 2 Jo Ive(¥) —voe(Vo)llEdt _ 3(IIVIIF + [[voll$) — Jo vvodtvg LV
3 0o Ive(V)||Zdt G

Thealgorithmcorrespondingo thesolid linearstageis describedn Tablell.

Calculatetheright-handside f— Bl (Lent1/2—Oni1j2—LEn) + o
Initialize thetime function Ve |[€nt1/2 —€nllL
Loop onthefixedpoint
Sohe LV:fJWth:]c~
Normalize B— (fTv)¥2
V—plv
vV Bv
Stoppingcriteria for thepair (v,V)
Recalculatehetime function v« VTf
Endof loop

Tablell. Thesolid linearstagealgorithmatiterationn+ 1

Fluid part. Thepreviousschemdor the solid partof the multiphysicsproblemmustbe extendedo

thehydrauliccomponentgp, Z) and(qg, W) in the sameway.
For instance,the pressue correction has the following approximateexpression:Ap = 1P and

AZ = mgradP, wherert(t) is ascalartime functionandP(M) € %o. Thistime, theusefulnormalization

is ||P||? + || gradP|[f = 1.
The correspondingtaticunknavns areobtainedwith the searchdirection(11):

W = Wy, 10 —HZn,1/0) +HZn g =HZ, 1 = HAZ+HZ,
q="rPni1—Onp12 =rAP—Gny1/2+rPn

Thebestpair (1, P) is the onewhich achievesweakstaticadmissibility:

T T
vpr =P+ 1P € 20T, /O /gz(w-@ip*+qp*)d9dt:/() [ waprdsd
4

With the proposechormalization (1t P) is suchthat:
T, :/ WdeS—I—/ (dn+1/2—rpn)PdQ—/ Z,HgradPdQ
04Q Q Q —
and

VP € 0, / (PrP* + gradP - H gradP*)dQ —
, gradP- H grac

T
=/ _n2 (/ WdP*dS+/ (dn+l/2—rpn)P*dQ—/ Z.H gradP*dQ) dt
o |IT|s \Jas Q Q —

Copyright (© 2000JohnWiley & Sons,Ltd. Int. J. Numer Meth. Engng2000;00:1-6
Preparedusingnmeauth.cls



98 D. DUREISSEIX,P. LADEVEZE,B. A. SCHREFLER

This canbe solved with anotherfixed-pointmethod.Using spatialdiscretization the problemto be
solvedis:

PTH+RP=1 (20)
mt=P" (BfGin;1/2— [H + R pn+0a) (21)
T 11 R
H+RP= [ (B [H-+ Rl gt @2
T

As previously, Bgdnﬂ/z is the generalizedlux thatbalanceshefield 1 /,. Both the initialization
andtheterminationcriteriaaresimilar to the previousones.
Thealgorithmfor thefluid linearstagedescribedn Tablelll is very similarto its solid counterpart.

Calculatetheright-handside G B (I Pr1/2— Gni1/2) — [H + RIpn+
Initialize thetime function T [|Pny1/2 — Pollga
Looponthefixedpoint
Solve H+RP= [ Tz ddt =g
Normalize B« (§"TP)Y2
P—pB P
T Bm
Stoppingcriteria for the pair (11, P)
Recalculatehetime function 11— PT§
Endof loop

Tablelll. Thefluid linearstagealgorithmatiterationn+ 1

Efficiency of the representations. The spacefields are determinedby solving a small numberof
global systemg19,22) (within the fixed-pointsubiterations)while the time functionsare calculated
by integrating a small numberof differential equations(morewer, in the linear casetreatedhere,
theseequationsare explicit (18,21)).If the convergencerateis similar to that of the casewithout
representationsignificantperformancémprovementcanbe expected.This will beillustratedon the
exampleof thefollowing section.

In orderto preventdegeneratiorof the setsof spacefields, orthonormalizatiormay be performed
so that V'LV = & for the solid fields and PT[H + RIP; = & for the fluid fields. During this
orthonormalizatiorprocessif the latestfields generatecretoo dependenbn the previous ones they
may be skipped.

5.2. Initial solution

To startthealgorithmusingthesamekind of representatiofor s, let usobsenethatthisinitial solution
canberepresentedsthe superimpositiorof asmary radialloadsasthereareloadingparameters.

Indeed,if (for the sale of simplicity) the loading dependson only one parameteri.e. if F4 =
)\([t)E](M) andwg = W(t)G(M), theinitial solutionfor thesolid partis obtainedwith U = v (t)Vo(M) €
1T and

Ve[0T, W*e U, /Tr[e(U_)Le(\f)]dQ: AF -V*dS
JQ 0,Q
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Thereforevp = A andLVp = f, wheref arethegeneralizedorcescorrespondingo E.

Then,oo = voLe(Vy). Let usnotethatsincethereareasmary pairsasthereareloadingparameters
theinitial stresdield is staticallyadmissible.

Theinitial solutionfor thefluid partis obtainedwith p = TPy € 27! and

vt € [0,T], VP*e€ P, / (prP* +gradp- HgradP*)dQ = /
o gt gt

04

UGPdS
Q

Thereforep = pand[H + RIPy = g, whereg is thegeneralizedlux correspondingo G.
Similarly, Wy = moH gradPy anddp = Tor Py arestaticallyadmissible.

5.3. Preliminarystage at iterationn—+ 1

The objective of the preliminary stageis to updatethe time functionsof the variousrepresentations.
This stageis muchsimplerif thespacdunctionsareorthogonalizedachtime a new spacefunctionis
addedo the previousset.

Strain correction. In the preliminary stage the updateis soughtthrougha correctionof the form
Ae =y ;wje(V;), wherew; arethetime functionsto bedeterminedvhile V;, atthis stage areknown.
As notedabove, if thespacdieldsareorthonormalizedi.e. if VJ-T LVk = djk, theunknavn time functions
aresolutionsof the uncoupledsystem:

wj =V (BJAA + fg)

An equvalent schemeis to recalculatethe time functionsdirectly, i.e. vj + wj, insteadof their
correction. In this case,the problemis to have y;vjLe(V;) — Ay, 1/2 weakly homogeneously
admissiblethis leadsto:

Vi =V BlAn1/
Pressue correction. The updatefor the fluid partis alsosoughtthrougha correctionof the form
Ap = WP}, wherey; arethetime functionsto be determinedvhereasP; areknown at this stage.

Onceagain,if the spacefields are orthonormalizedj.e. if PJ-T [H 4+ RIP = djk, the unknavn time
functionsaresolutionsof theuncoupledsystem:

W =P/ (By@n 1/~ [H+R|pn+da)

The sameremarkas for the solid part applies:the problemis equivalentto modifying the time
functionswith:

TRT A
= P] Bpam_l/z

6. EXAMPLE AND COMPARISON OF EFFICIENCIES

Let us consideragainthe planestrain problemof Section4. With the proposedrepresentationthe
algorithmis modifiedasdescribedn TablelV.
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Solidinitialization solve aglobalmechanicaproblemto get (vo, Vo)
Fluid initialization solve aglobalhydraulicproblemto get (1, Py)
Loop oniterations
Local stage solve thelocal differentialsystemso get (e, &), (P, §)
Stoppingcriteria computeerrorindicators

Solid preliminarystage updatetime functionsy;

If anew pairis required
Solidlinearstage  fixedpointontheglobal mechanicaproblemto get(v,V)
Orthonormalization modificationof (v,V) andtime functionsy;

Endif

Fluid preliminarystage updatetime functionsrr;

If anew pairis required
Fluid linearstage  fixedpointonthe globalhydraulicproblemto get (T, P)
Orthonormalization modificationof (11, P) andtime functionsr;

Endif

Endof loop

TablelV. The LATIN algorithmfor multiphysicsproblem

In thistest,thetime-spaceepresentationf theadmissibldieldswasaddedand,thistime, solidand
fluid linear stagesalwaysfollowedthe preliminarystage In otherterms,at eachiteration,onespatial
field wasaddedto the previous setfor the solid partandonefor thefluid part. Moreover, the number
of fixed-pointsubiterationgor eachlinear stagewassetto 1; in this case only oneglobalmechanical
problemandoneglobal hydraulic problemwere solved at eachiteration. The samesearchdirection
parametersvereusedfor this testcase asfor the previousone.

Figure7 shavstheevolutionof theerrorwhensucharepresentatiois usedcomparedo theprevious
casewithout representatiorfor this situation,usinga representatiodoesnotimpair the corvergence
rateat all. Thus,the representatiois well-suitedto this kind of problem.Throughoutthe following
discussionthe numberof subiterationgs keptequalto 1 (only oneglobalresolutionfor the fluid and
onefor the solid at eachiteration).

In orderto avoid the generatiorof worthlessspacefunctions,a criterion basedon the efficiency of
thepreliminarystepcanbeused.If thepreliminarystagereduceshe errorwith respecto the previous
iteration significantly one can expectthat addinga new spacefunction is not necessaryThe error
estimationgrovide suchinformation. At iterationn, §, designateshe solutionimmediatelyafterthe
preliminarystagesnds, thesolutionafterthelinearstagegif suchstagesareperformed)Therelevant
indicatorsaredesignatedy &, &, e; andef,, wheresuperscriptsS and‘F’ standfor the solid part
andthefluid partrespectiely:

%]

jo_ o lEn=énalRt i o 11n— Bn-1/2[1G 2l
3J0 11&n-+én_12]3cl 310 1 Bn-+Po-1/2]3 1t

(@

<7

(@)= Jo lenEnanlbk g2 J3 1P = Bra2ll3 s
13 llen+&n_1/2ll3ct 310 1P+ Bn-1/2ll3 1t
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10,

error indicator eg

error ng

<

0.1

0.01}
without representation 7 R
0.001 - - - - :
0 5 10 15 20 25 30

Iteration number nj;

Figure7. Evolution of theerroranderrorindicatorswith the LATIN approach

Every time —— < { the solid linear stagemay be skipped.In the sameway, if — < ¢, thefluid

—1 —1

linear stagemay be skipped,seeFigure 8. Figure 7 also shavs the evolution of thesevariouserror
indicatorswith the previous representationf the unknavns. The errorswith respecto the reference
solutionn (for the solid) andnF (for thefluid) arederivedin the sameway.

~

31 Sn-3/2 r
&/ [& [&
s s sy

Figure8. Indicatorsatiterationn

Theoverall resultsareillustratedin Figure9, which shaws the evolution of the errorvs. iterations.
Sincethecostof theglobalmechanicaproblemandthecostof theglobalhydraulicproblemarenotthe
samefFigurelOdisplaystheerrorasafunctionof thenumberof strainspacdieldsgenerateds andas
afunctionof thenumberof porepressurdieldsgeneratea for differentvaluesof thethreshold. In
themostinterestingcasewhen( = 0.8, only 8 globalmechanicatesolutionsand16 global hydraulic
resolutionsare requiredto getan errorn lessthan1%. If { = 0, i.e. if one pair for eachphysicsis
addedat eachiteration, 18 global resolutionsarerequiredfor eachphysics.In comparisonthe basic
algorithmwith no representatiomequires18x 120 global resolutionsfor the solid partandthe same
numberfor thefluid partin orderto getthe sameaccurag, whereaghe ISPPschemeaequires9x 120
resolutionsThus,in termsof numberof globalresolutionsthereis a ratio of 90. Of course thereare
othercostsin thealgorithmthanthoserelatedto globalresolutionsput for large-scalgproblemsthese
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10 T T T T T
Error with respect to the discretized reference problem n
1
0.1
0.01k
0.001 s s - : :
0 5 10 15 20 25 30

Iteration number nj;

Figure9. Evolution of theerrorfor severalthresholds]

b ISPP LATIN((=0) LATIN ({=038)

Nsup Nit=Ns=Ng Nt nNs NF

0.25 6 19 20 4 9
0.5 8 18 20 6 10
0.75 9 19 26 9 13
0.9 10 20 22 7 13
1 13 21 21 8 12

Table V. Comparatre costsfor the ISPP (with w = 0.5), andwith the LATIN method(with ty, = 0.015; and
th = 0.03Q¢) versusBiot's coeficientb

tendto dominate.Neverthelessit would be interestingto performa compleity analysisto quantify
thesecostsmoreprecisely

The lasttestconcernghe behaiour of the approachesvith respectto the coupling coeficient b.
TableV shavs the numberof subg/clingsfor the ISPR andthe numberof spacefieldsfor the LATIN
method,to reachcornvergence(n < 1 %). The costof the ISPPclearly increasesvhenthe coupling
is stronger As the LATIN is somehav a sel-adapiie strat@y, the costdoesnot follow so clearly the
couplingandis almostconstant.

7. CONCLUSION

On the example above, using the basic LATIN approachwith no mechanics-basedpproximation
to solve the linear stageover the entire domainand the entire time intenal, the numberof global,
linearuncoupledesolutionseededo achieve a givenlevel of solutionaccurag wasabouttwice that
requiredby the ISSPapproach.
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10 : : r T T
Error with respect to the discretized reference problem n
(=0
1 ]
Q\'
| (=038
h.
0.4 ™ J
!
~. ~,
~- }
0.01} ]
i
0.001 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30
Number of solid space fields ng
10 r r r T T
Error with respect to the discretized reference problem n
1 J
0.1 1
0.01} ]
0.001! L L L L L
0 5 10 15 20 25 30

Number of fluid space fields ng

Figure10. Evolution of the errorversusthe numberof spacefieldsgenerated

In this paper the time-spaceapproximationis testedand appeargo be well suitedto multiphysics
problems.Since the use of such an approximationdid not influencethe corvergencerate of the
proposedalgorithm, the efficiency was significantly improved, particularly with the adjunctionof a
stratgy to limit the numberof global resolutions.The numberof constitutive relationintegrationsis
alwaysgreatethanwith thelSSPschemebut thesenvolve only local computationsiteachintegration
point. Thus,the proposedstratgly appeargo be competitive from anefficiengy pointaview.

Neverthelessother improvements,such as the automaticdeterminationof the searchdirection
parametersyould be welcome.The coupling betweentwo different codes(one for eachphysical
problem) can be developedextensiely. The ability for the codesto exchangeonly the few pairs
representinghe solution during the iterative processseemsattractize in thatit reducesthe amount
of informationinterchange.
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Let us alsomentionthat a multiscalecomputationaktrateyy similar to that usedin [13] could be
easilyappliedin this contet with greatpotentialbenefit.
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Principaux résultats et perspectives. Sanautilisera priori dedécompositiomedo-
maine,l'objectif étaitdansun premiertempsd’avoir unestratégieadaptéeaucouplage
multiphysiquequi puisseétre attrayanted’'un point de vue co(t. La faisabilitéa été
montréeenutilisantunereprésentatioparticulieremaisclassiqualesinconnuesBien
entendula validationsurdescasplusreprésentatifentermedetaille (notammenen
tridimensionnelyestea étre effectuée.Néanmoins)a représentatiomdoptéesemble
bienadaptéautypede problemetraité.

L'autre aspecidestechniqueslie partitionnemengstla possibilitéde faire réaliser
chaqueanalysephysiquedifférentepar un codedédié,et a assuretestransfertsd’in-
formationadéquatentrelesdeux.C’estla thématiqueadu couplagedecode .Minimiser
la quantitéd’information nécessair@ouritérer estdoncintéressantegt lesapproches
LATIN (avec représentationpermettentde réalisercetteminimisation,au prix de la
duplicationdel'étapelocale,voir figure 1.

Vi(M) () : () Pi(M)
4 | 4
calcul des I calcul des
code structure| fonctions : fonctions| code fluide
du temps | du temps
A A A
I —
étapti locale | étape IAocale
base de donnée des | base de ddnnée des
représentations s(t),S;(M) : représentations s(t),S;(M)

FiIG. 1 - lllustration du couplage de code; duplicationde'étapelocaleetdela base
dedonnégou partage decelle-ci)

Bien entendusonutilisation conjointeavec'aspectmultiéchelleenespacendé-
compositionde domaineestl'étape suivante.Au vu du cadreemployé, elle ne devrait
pasposerde problémeparticulier en ce sensque les performanceslesdeuxaspects
(partitionnemenphysiqueet décompositiorde domaine)devraientajouterleurs per
formances.

Le deuxiémevolet esthien sur celui de la priseen comptedeséchellesde temps
différentesL’objectif estde batir unestratégietirant parti de 'aspectmultiéchelleen
tempsdansle probléme Cesaspectserontbien entendumis envaleurlors du traite-
mentde problemesdynamiquesu les effets deséchellesen espaceet entempssont
coupléespar'aspectpropagatifde la solution, surtouten présencel’hétérogénéités.
Danscettethématiquepn peuttrouver les approchesléweloppéegour les matériaux
hétérogénefi-ishet Chen01] ainsiquelesaspecteouplagesieschémasl’intégration
adifférentspasdetemps[Gravouil et Combescur@1]. Un exempleinverseou le com-
portement plusieurséchellesconduita unemodélisatiomrmultiphysiquedu probléeme
estceluidela compactioretdela miseenformedesmatériauxgranulairedins: le pro-
cédéemployé superposeineactionmécaniquélente” de compactiora unevibration
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“rapide” produiteparexemplepardessecoussed\ I'échellemacroscopiquesetteder
nierepeutétremodéliséecommeun phénomenele diffusion del'agitation [Pattofatto
01] qui agit fortementsur le comportementen particulier par la brisuredes“ponts”
qui s’établissentianscesmatériauxassezatypiques.

Surl'aspectmultiéchelleen tempsdansune stratégiede calcul multiphysique Ja
thesede David Néronvient de détuter; la questionposéeestcelle de ’lhomogénéisa-
tion entemps,etdu casdesnon-linéaritésnatérielles.

Bien entendu,un grandnombrede problemesmultiphysiquescouplésdifférents
sontissusde problémespratiques transferten milieu poreux,vieillissementdesma-
tériauxet desstructuressousl’action deleur ervironnementpxydationdesmatériaux
compositesélectromagnétismet aérodynamiqueanslessignaturesadar piézoélec-
tricité magnétismeet viscositédesécoulementslansles MEMS (Micro Electro Me-
chanical System. ..

La questiondu contrbledela qualitédela solutionet celle del'adaptivité sonten-
coreplusprésentegdanscecadrede modéledifférentscouplésguedande casduseul
caracterdnétérogenesommecelaa déjaétémentionnéprécédemment.estechniques
etlesprincipesa mettreen ceuvresontencoreunequestionargemenuverte.
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Conclusionset perspectves

Lestravaux qui ont étéréaliséset présentéslansce mémoireont étémenésa bien
au LMT-Cachan,dansl’équipe “stratégiesde calcul et parallélisme”,et plus large-
mentdansle cadredu “pole parallélismelle de FranceSud”. Au traversde cestra-
vaux, plusieurscollaborationsont été engagéegessentiellemendvec CharbelFarhat
et BernhardSchrefler)et continuenta étreactives. Cescollaborationset plus généra-
lementles comparaisongntredifférentesapproche®nt permisde confronter autant
guecelaétaitpossible Jes algorithmesdéweloppées desalgorithmesexistants.Cette
démarcheainsi que celle qui a été suivie dansles travaux de these,consistanta re-
placerles méthodeglansle cadrepourlequelelles sontcongueqproblemesa grand
nombrede degrésde liberté pour les décompositiorde domaine),sembleessentielle
pourseforgeruneidéejustedesperformancesttenduegt desdomaines'utilisation
desdifférentesdémarches.

Commecelaa pu étre montrédansce mémoire, et illustré avec les méthodege
décompositiorde domaine la constructiond’une stratégieen calcul de structurequi
prenneen compteles particularitésdu problémetraité permetd’augmentetes perfor
mancesLesapprocheproposéesiansce cadresontpar contreplus dédiéest moins
généralistesDit de faconlaconique,il faut se positionnerentregénéralitéet effica-
cité. Dansle casde I'approchemicro-macro,celas’esttraduit par le couplaged’'une
méthoded’homogénéisatiomvec un algorithmede décompositiorde domaine.Elle
devient ainsiuneméthoded’homogénéisatioautomatiquegui prenden comptenatu-
rellementleseffetsde bordet peuttraiterle casdesmilieux non-périodiqued.e cadre
posépermetd’intégrerlesaspectsnultiéchellessnespace.

L'évolutiondela démarcheversle traitementdesproblémesnultiphysiquesstas-
sezlogique dansle sensou ceux-ciprésententlesaspectsmultiéchellesa la fois en
espaceetentemps.ll faudraalorstirer parti de cesdeuxaspectgpourobtenirdesstra-
tégiesde calcul performantesDu cotédela robustessei] sembleimportantd’intégrer
lesoutils de contrdlede la qualité dessolutionspour piloter I'algorithme, le modéleet
la discrétisation.

Lesdomained’applicationpotentielssonttresvariés.On pourraitreprendredeux
exempled'illustration de natureasseaifférentes du cotédescomposantda biomé-
caniqueconduiraa I'analysecoupléechimie-mécaniquedu cotédessystemes!inté-
grationdefonctionsa petiteéchelledansesMEMS* conduita desproblémesouplés
piézo-magnéto-mécaniquagecfrottementvisqueux .. Mesaffinittsdande domaine

1. Micro Electo Medhanical Systems
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desapplicationsconformémené la facette'technologique'quej'ai notammentiéwe-
loppéedansles activités d’enseignementse portentsur les applicationsindustrielles
pourlescomposantiécesou systemesnécaniquesstsurleursprocédésl’obtention
respectifsCommecelaa pu étresoulignédansles exemplesdonnésdansce mémoire,
tous montrentmanifestementine demandepour desoutils de simulationmultiphy-
siquesguesesoit pourleur conceptiorou leur optimisation.

Le traitementdesproblémesnultiphysiquestbiensdrle déweloppementiesstra-
tégiesde calcul nécessitenfutilisation d’'un certainnombred’outils. Un atoutcertain
seraun outil informatiquemodulaire.Les déweloppementsequissonten effet de na-
ture algorithmique ils utilisent au niveauinférieur destechniqueausuellescomme,
danslestravauxréalisés)a résolutiond’un problemeélémentdinis. Bien entenduja
problématiquedu couplagede codeseposedésquel’'on cherchea utiliser desoutils
dédiéspour chacunedesphysiquesnisesen jeu. Le cadrenécessairseracelui d’'un
“démonstrateude performances”pourtesterles potentialitésdesapprochesiéwelop-
péesetlescompareuxautresechniqueslisponibles.
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