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Intr oduction

En calcul� de structures,� la simulationde la réponsede structurescomplexes,et
dans
�

uneencoreplusgrandemesure,l’optimisationvis à vis deparamètresdeplusen
plus� nombreuxdansl’optique dela conception,conduisentà desproblèmesdegrande
taille.
�

Plus récemment,l’émergencedesmodélisationsmultiphysiquesdessystèmes
ou� descomposantsrequièredescapacitésde traitementd’autantplus grandes.Dans
ces	 approches,plusieursphénomènesde naturesphysiquesdifférentessont couplés
(thermique,
�

piézoélectricité,fluide-structure,magnétisme,diffusionet changementde
phase,� chimie ����� ).

�
La premièreconséquence,encoreamplifiéeparla souplessedemiseenœuvredes

techniques
�

dediscrétisationcommela méthodedesélémentsfinis, estl’accroissement
rapidede la taille desproblèmesà résoudre.L’utilisation du parallélisme� est� doncun
outil� importantpourpouvoir aborderla simulationdecesmodèles.

La deuxièmeconséquenceconcernequantà elle le caractèremultiéc helle marqué,
à
!

la fois entempset enespace,du problèmecouplé.Lesdifférenteséchellesdetemps
des
�

phénomènesphysiquesqui interagissent,la présenced’hétérogénéitésetdebrutaux
changements	 denaturedudomaine(fluide,structure,magnétique,amagnétique����� )

�
en

sont" lesprincipalescauses.Il estalorsnécessairequ’unestratégiederésolutiondetels
problèmes� s’appuiesur cespropriétésparticulières,et en tire parti, pour pouvoir être
performante.�

Enfin,
#

la fiabilité et la rob$ ustessed’une
�

telle approchedemandeun certainnombre
d’outils
�

commele contrôledesparamètresdel’algorithmeetdela précisiondela solu-
tion
�

qu’il construit.À ceniveau,le contrôledela qualitéet l’adaptivité (desparamètres
du
�

calcul,dela discrétisationet del’approximationdela solution)sontdesthèmesde
premier� plan.

La mise en œuvreinformatiqueet numériqued’une telle démarchen’estpasnon
plus� un objectif trivial à maîtriser, quecesoit auniveaudesoutils utilisés(codeexis-
tants,
�

couplagedecodes����� )
�

ou à celui de la discrétisationspatialeet temporelledu
modèle.%

Ces
�

thèmesne sont bien sur pastous traitésdansce mémoire,et encoremoins
résolus,& maisils constituentbien les lignesdirectricesqui doiventmanifestementêtre
e� xplorées.Cemémoirereprendainsi lesgrandstraitsdestravauxréalisés,un bref état
de
�

l’art dansle mêmedomained’expertise—certespasexhaustif—pourles replacer
dans
�

leurcontexte,etbienentendutentededégagerlesperspectivesetlignesdirectrices
pour� defuturstravaux.
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Les
(

architecturesdescalculateursévoluent. Les
�

pluspuissantsactuellement(rapi-
dité,
�

taille mémoire����� )
�

sonttousà architectureparallèle[Meueret) al. 01,
*

Noor 97].
Les
�

algorithmesde résolutionet les formulationsadaptéesdesproblèmesconcernés
év
+

oluentaussi,enparticulierpourpouvoir s’adapteràcetyped’ordinateur.
Plusieurs
,

techniquessontdisponibles: toutd’abord,la parallélisationplusoumoins
automatique- descodesdecalcul(parallélisme“informatique”)parlescapacitésd’ana-
lyse
.

descompilateurs; ensuite,le développementd’outils algorithmiquesassezgéné-
ralistes(parallélisme“numérique”)comme,par exemple,la factorisationen parallèle
de
�

grandssystèmeslinéairescreux; enfin,le développementdeformulationsetd’algo-
rithmesadaptésauproblèmeàtraiter(parallélisme“mécanique”),commelesméthodes
de
�

décompositiondedomaine,le pendantdecesméthodespourlesproblèmescouplés
étant
+

lesméthodesdepartitionnement.
Ces
�

techniques,dansl’ordre dela plusgénéralisteà la plusdédiée,permettentd’at-
teindre
�

deplusoumoinsgrandesperformancessuivantle nombredeprocesseursutili-
sés." Il estnormald’attendreplusdeperformancesd’un algorithmelorsqu’il utiliseplus
d’information
�

sur le problèmeà traiter; les méthodesde décompositionde domaine
sont" effectivementapparuescommebienadaptéesauxarchitecturesparallèleset per-
mettentd’utiliser efficacementun assezgrandnombrede processeurs(d’un ordrede
plus� de10fois supérieuràceluidela premièretechniquementionnée).Cependant,dans
une/ simulation,plusieurstypesdeproblèmessontrequis(degrandssystèmeslinéaires,
de
�

petitssystèmesdifférentiels,descalculslocaux ����� )
�

et les différentestechniques
précédentes� de parallélisationpeuvent êtresélectionnéessuivant leur domained’em-
ploi� deprédilection.Unediscussionplusdétaillépourraêtretrouvéedansunarticlede
synthèse" del’état del’art [DureisseixetChampaney 00].

Un
0

outil ou une méthode? Concernant
�

les problèmesde développementet d’évo-
lution
.

desgrandscodesde calcul, les techniquesqui ne nécessitentpasde remiseen
cause	 del’architecturedu codesonta1 priori lesplusaiséesà intégrer. C’estdoncune
importante
2

motivationpour le développementdesméthodesgénéralistes: la paralléli-
sation" automatiqueparle compilateurnenécessitédansl’idéal quepeudemodification
du
�

codeetdela structurededonnées.Enpratique,il estsouventnécessaired’intervenir
pour� obtenirdesperformancesintéressantes.La parallélisation“numérique”s’appuie
sur" la possibilitéd’emploi en boîtenoire, commel’appel d’une routinede factorisa-
tion
�

au traversd’une librairie parallèle.Les méthodesde décompositionde domaine
adoptent- encoreun autrepoint devue: ellesnécessitentsouventuneréécrituredel’al-
gorithmique3 mais utilisent les routinesde haut niveauhabituellesdu codeexistant,
comme	 uneboîteà outils. Cetteréécriturede l’algorithmiqueestaussiutiliséepour
augmenter- lesperformances,ens’adaptantauproblèmetraité (un exemplesimple: la
réutilisation& desdirectionsdedescenteaupasprécédentpouraccélérerle passuivant
en� non-linéaire).

Dans
4

tousles casde figure, la modularitéd’écrituredu codeet saflexibilité sont
des
�

atoutspoursonévolution,d’autantplusqu’aujourd’hui,la “duréedevie” desordi-
nateurs5 estpluscourtequecelledesgrandscodesgénéralistes.La réponseà cetenjeu
se" trouve enpartiedansla standardisationdesoutils et deslibrairies(OpenMP, multi-
threads,
�

MPI, ScaLAPACK ����� ).
�

3
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Les
(

points abordésdanscemémoire. Les
�

premierstravauxréalisésconcernentdans
un/ premiertempsl’aspectmultiéchelleenespace.Il estdiscutétoutd’abordd’un point
de
�

vueasseznumériquedansuneméthodededécompositiondedomainemixte,basée
sur" la méthodeLATIN, et développéependantmestravaux de thèse.La voie adop-
tée
�

a reposésur unedescriptionhiérarchiquedesquantitésmisesen jeu [Dureisseix
et� Ladevèze98b]. Cetteapproches’estavéréeefficace,aumoinslors de l’analysede
structures" faiblementhétérogènes,puisquedanscecadre,la comparaisonavec la mé-
thode
�

dedécompositiondedomainedualeFETI a révélédesperformancessimilaires.
L
�
’état d’esprit consistaità montrerlesperformancesdesméthodesdansleur domaine

d’application,
�

à savoir les problèmesà grandnombrede degrésde liberté.Ceci n’est
pas� sansconséquencepour l’implantation de cesméthodespuisqu’il a éténécessaire
de
�

développerau seind’un codede calcul de type industriel [Champaney et) al. 97].
6

Dans
4

l’approchealorsutilisée,la présencededeuxéchellesn’estpasmatériellemais
numérique: elle provient, lors dela décompositionensous-structures,dela différence
de
�

taille caractéristiquedessous-structuresd’une part, et de la taille de la structure
d’autre
�

part[DureisseixetLadevèze98a].
Le
�

casdesstructuresfortementhétérogènes,commelesstructurescomposites,pose
des
�

problèmessupplémentaires.L’évolution de la méthodemultiéchellehiérarchique
v7 ersunedémarched’homogénéisationdesstructuresaconduitàuneméthodedésignée
sous" le termede micro-macro.Elle a permisde synthétiserles conceptsde représen-
tation
�

à deuxéchellesau traversdesinterfacesentresous-structures,de façonhiérar-
chique	 commecasparticulier, maissurtoutaussiavant toutediscrétisation,auniveau
du
�

milieu continu.Pouvant tout d’abordsedéclineravec uneversionorientéepar la
cinématique	 [Ladevèzeet Dureisseix99], ou par les efforts [Ladevèzeet Dureisseix
00],
*

les deuxpoint de vue peuvent êtreréunifiésen uneuniquedémarche[Ladevèze
et) al. 01].

*
Classéecommeuneméthoded’homogénéisation,elle ne nécessitepasla

séparation" deséchelles,ni uneréanalyselocalecouplée.Cetteapprocheaservidebase
au- travail de thèsed’Olivier Loiseau,[Loiseau01] co-encadréparPierreLadevèzeet
moi-même.% Les premiersrésultatspermettentd’attendrede bonnesperformancesde
cette	 approche; le pointcléconsistantà tirer partidescaractéristiquesduproblème,ici
la
.

descriptionà l’échellemicro.
Parallèlementà cesdéveloppements,le traitementde la non-linéaritéde contact

dans
�

uneapprochemultiéchellea fait et continuede faire l’objet d’une collaboration
a- vecCharbelFarhat,del’Uni versitédu Coloradoà Boulder, USA. Cestravauxont été
menés% dansle cadredela méthodeFETI.

L’aspectmultiéchelleenespacemesembleêtreunpointdepassageimportantpour
aborder- les problèmesmultiphysiques.C’est pour celaque les travaux de recherche
s’orientent" maintenantvers la constructionet la miseen œuvrede stratégiesde cal-
cul	 adaptées.La deuxièmepartiedu mémoireprésenteainsi les travaux plus récents
engagés� sur le domainedessimulationsmultiphysiquesfaisantintervenir deschamps
couplés.	

Avec une premièreapplication,assezfaiblementmultiphysiquepuisqu’il s’agit
juste
8

du traitementdu couplagevitesse-pressionen incompressible,étudiéedansle
cadre	 d’un travail deDEA, on peutillustrer l’utilisation multiéchelledela décomposi-
tion
�

dedomainesurceproblèmecouplé.
Enfin, uneméthodede résolutiondédiéeà desanalysesmultiphysiquesa étédé-

4
�



v7 eloppéesur le cassimplede la poroélasticitédansle cadred’unecollaborationavec
BernhardSchreflerdel’Uni versitédePadoue,Italie.Avantmêmedeprendreencompte
les
.

aspectsmultiéchelles,cettestratégiepeutdéjàseclasserdansla famille desmé-
thodes
�

departitionnement; l’idée estdegénéraliserle conceptd’interfacegéométrique
entre� sous-structures,àceluid’uneinterfaceentrephysiquesdifférentes.Avecle cadre
utilisé,/ l’intégrationdel’aspectmultiéchelleenespaceneposepasdeproblèmeparti-
culier	 . Cecadresertaussidesupportà la thèsedeDavid Néron,co-encadréeparPierre
Ladevèzeet moi-même,qui vient dedébuteret qui sefocaliseraplussurl’aspectmul-
tiéchelle
�

en tempset sursapriseencomptedansla stratégiedecalcul.Le traitement
des
�

non-linéaritésdecomportement,qui interviennentrapidementdansla modélisation
des
�

problèmesmultiphysiques,pourraêtreabordéedansle mêmecadre.

5
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1re partie : méthodes
multiéchellesdedécomposition
dedomaine

De
4

manièregénérale,le domained’emploi en parallèled’une techniquepeutêtre
caractérisé	 parla gr9 anularitédes

�
tâchesqui sontréalisées,c’est-à-direle ratio entrele

v7 olumed’informationet decalculà traiter localementparun processeur, et le volume
d’information
�

àéchangerentrelesprocesseurspourmeneràbienla résolution.Dansle
cas	 desméthodesdedécompositiondedomaine,la granularitéélevéeestbienadaptée
pour� la résolutiondesgrandssystèmeslinéairesimplicites.

1 Décompositiondedomaineet extensibilité

Le
�

fractionnementd’un domaineen sous-domainesou sous-structures,suivant la
terminologie
�

employée,peutêtreréaliséàpartirdesescaractéristiquesphysiques(par-
tie
�

solide,partiefluide commeon aural’occasiond’y revenir pour le multiphysique),
de
�

sescaractéristiquesgéométriques(assemblagede différentespièces),ou de façon
artificielle- (commela décompositionautomatiqued’un maillageélémentsfinis). La
réalisationde ce fractionnementpeutavoir plusieursfinalités; par exemple,le traite-
ment% dédiédechaquesous-systèmeou la parallélisation.Nousnousintéresseronsici à
ce	 dernierobjectifetplusprécisément,àunedécompositiondedomainesansrecouvre-
ment% (méthodedeSchurparoppositionà la méthodedeSchwarz [Chanet Goovaerts
92,
6

Dryja etWidlund95]).
L
�
’idée généralede cesméthodeconsisteà partitionnergéométriquementla struc-

ture
� Ω en� sous-domainesΩE. Cefaisant,onintroduit,outreleschampsdedéplacement
UE
:

et� decontraintesσ;σ;σ; E
:

par� sous-domaineΩ
< E
:

,� denouvelle quantitésrelativesauxin-
terf
�

acesentresous-domaines: un champde déplacementau bord WE et� un champ
d’ef
�

fort au bord F
= E
:

définis
�

pour chaqueinterfacede chaquesous-domaine.Chaque
sous-structure" est une structureà part entière,interagissantavec son environnement
(les
�

interfaces),et chaqueinterfacepossèdesoncomportementpropre.Pourune in-
terf
�

aceparfaite entredeuxsous-domainesΩE et� ΩE> ,� on doit avoir les conditionsde
transmission
�

WE
: ?

WE
: > et� F

= E
: @

F
= E
: > ? 0.

*
Les différentesméthodesde décompositionde domainediffèrentd’aborddansla

6
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f
B
açondetraitercesconditionsderaccord.Ellespeuventêtreclasséessuivantle typede

traitement
�

qu’ellesutilisentpourlesinconnuesà l’interface:
– uneméthodeprimaleconserve un déplacementcontinuà la traverséedesinter-

faceset chercheàannulerle déséquilibreeneffort ;
– uneméthodedualeproposedesefforts en équilibresur l’interfaceet chercheà

réduirele sautdedéplacement;
– uneméthodemixte chercheà traiterde façonégalitaireefforts et déplacements

aux- interfaces.
Ces
�

méthodespeuvent êtredesméthodesdirectesou itératives.Lorsquela taille
du
�

problèmecroît, cesdernièressontactuellementlesplusefficaces,tantentempsde
calcul	 qu’enencombrementmémoirerequis.Cependant,lesapprocheslesplusperfor-
mantessontobligatoirementmultiécC helles: unepropriétéimportantedecesméthodes
est� l’e

D
xtensibilité,� c’est-à-direquelorsquela taille du problèmecroît, si on augmente

en� mêmetempsle nombredesous-domaines,le nombred’itérationspour résoudrele
problème� n’augmentepas.

Le
(

problèmed’interface. Le
�

problèmede référencepeutdoncêtreréécritcomme
la résolutiond’un problèmeportantsur les quantitésd’interfaces(effort et déplace-
ment)% aumoinsdansle caslinéaire.Le retourauxquantitésintérieures(contrainteset
déformations)
�

peutensuitesefaireàpartir desconditionsdebordalorsdéterminées.
Les
�

méthodesmultifrontales[Duff 86] sonttypiquesd’unerésolutiondirecte(eten
parallèle)� de ce nouveauproblèmed’interface.La résolutiondirectea commeincon-
vénient7 de devoir construireexplicitementce problème(complémentde Schur)qui,
bien
E

queportantsur un nombred’inconnuesplus restreintque le problèmede réfé-
rence,& possèdeunebienplusgrandeconnectivité (cequetraduitunegrandelargeurde
bande).
E

Il peuten effet êtrevu commeun problèmeélémentsfinis assembléà partir
des
�

superélémentsquesontlesdifférentessous-structures(lesméthodesmultifrontales
construisent	 explicitementcessuperéléments).Il peutdoncêtretrèscoûteuxàrésoudre,
en� particulierlorsquele nombredesous-structuresestgrand.Notonsqu’uneaméliora-
tion
�

possibleconsisteà utiliser uneméthodemultiniveau,enconsidérantun ensemble
d’interf
�

acescommeunesous-structureà part entière,les différentsensemblesayant
alors- eux-mêmedesinterfacesentreeux,voir [Escaiget) al. 94,

6
Lassignardieet) al. 99]

6
par� exemple.Cettetechniquepermetainsidepouvoir utiliserdefaçonefficaceunplus
grand3 nombredeprocesseurs.Cedernierrestecependantencoreassezlimité.

Une
F

techniqueitérative a l’avantagedenenécessiterni la constructionexplicite ni
la résolutiondirectedu problèmed’interface.Commebeaucoupde techniquesitéra-
ti
�
ves,elle pourrapar contreêtremoinsrobusteet elle nécessiteun critèrede conver-

gence3 fiablepourarrêterles itérations.Un tauxdeconvergenceélevé, c’est-à-direun
relati& vementfaiblenombred’itérationspourconverger, seraintéressantdupointdevue
de
�

la robustesse.Typiquement,une techniqueitérative pourraêtre plus performante
qu’uneG méthodedirectelorsquele nombred’itérationsnécessairespourconvergersera
bien
E

pluspetitquele nombrededegrésdelibertéauxinterfaces.Pourlesméthodespri-
males% et duales,le gradientconjuguépréconditionnéestgénéralementutilisé comme
solv" euritératif ; pourla méthodemixteC quiG sertprincipalementdesupportdanscemé-
moire,% unetechniqueplusapparentée,aumoinsdansle caslinéaire,à la méthodedu

7
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Lagrangien
�

augmentéestutilisée[Fortin et Glowinski 82, Lions 90, Glowinski et Le
Tallec 90] : il s’agit de la méthodeà grandincrémentde temps(LATIN pour Large
T
I

ime INcrement)[Ladevèze96]. Sesprincipeset sonutilisation sontprésentésdans
[Cognardet) al. 96,

6
Champaney et) al. 96]

6
et sesperformancesont été illustréesdans

[Champaney et) al. 97].
6

Extensibilité.
J

Lors
�

du fractionnementen sous-structures(et d’autantplus que leur
nombreestimportant)onpeuttoujoursintroduiredansleproblèmedifférenteséchelles.
Même
K

si le problèmene contientpasnaturellementceséchelles(commecelapourra
être
L

le caspour les structureshétérogènescommeles composites,par exemple),un
point� devuenumériquepourraguiderleurchoix.La premièreéchelleestainsiliéeà la
taille
�

dela structure,et la seconde,àla taille dessous-structuresoudesinterfaces.Lors-
qu’aucuneG n’estpriseencomptedansl’algorithme,on considéreral’approcheutilisée
comme	 monoéchelle.Defaçongénéraledanscecas,lorsd’uneitérationdela méthode,
l’information
.

ne pourraêtre échangéequ’entresous-structuresvoisines.Un nombre
caractéristique	 lié à la convergence(doncau nombred’itérations)serale nombrede
sous-structures" dansunedirectiond’espace.Avec unetelle interprétation,on conçoit
queG le nombred’itérationsseracroissantavecle nombredesous-structures.

Prenons
,

le casd’une structuremodèlehomogènetrèssimple,commecelle de la
poutre� bidimensionnellede la figure 1. On peut remarquerque la taille des sous-

Fd
M � Ud

M �

F
N

I
O
G. 1 – Pr

�
oblèmemodèleet sadécompositionen4, 16 et 64 sous-structureset inter-

faces
P
domaines
�

est variable,il en est de mêmepour la taille de maille desélémentsfinis
le
.

constituant(non représentésici). On peutcependantnoterpar H
Q

une/ longueurca-
ractéristiquedessous-domaines,et par h

R
une/ longueurcaractéristiquedeséléments.

T
I

ravailler àh
R

constant	 revientàconserverunproblèmederéférencedetaille constante.
Travailler à H constant	 revient à garderle mêmenombrede sous-domaines. Enfin,
un/ dernierindicateurintéressantest h

S
H : travailler à h

S
H constant	 conserve desproblème

locauxpar sous-domainede taille constante,la taille du problèmede référenceaug-
mentant% avecle nombredesous-domaines.Uneméthodededécompositiondedomaine
est� ditenumériquementT extensiblesi," entravaillantà h

S
H
U constant,	 le nombred’itérations

pour� convergernedépendquepeudunombredesous-domaines(doncdeH
Q

).
�

Ondit de
plus� qu’elleestoptimaleV s’il" y apeudedépendancevis àvis de h

S
H
U . Elle seraensuitepa-W

rX allèlementextensiblesi" le tempsdecalculestpeudépendantdeH
Q

. La figure2 reporte
lestauxdeconvergencerelatifs(norméparle casmonoéchelleavec4 sous-structures).
De
4

façoncaractéristiquepour lesapprochesmonoéchelles,on observe clairementune
décroissance
�

du tauxdeconvergenceavecle nombredesous-structures.

8
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Il
b

estapparuassezclairementdepuisles travaux de Bramble[Brambleet) al. 86]
Y

queG pour obtenir la propriétéd’extensibilité,une méthodede décompositionde do-
maine% doit impérativementêtremultiéchelle.L’approchela plusévidenteconsistealors
à
!

utiliser les deuxéchellesprécédemmentcitées.Ceci peutêtreréaliséde différentes
manières.% Par exemple,dansla méthodeFETI (F

=
inite ElementTearing and Intercon-

nectingT )
�

[Farhatet Roux 91, Farhatet) al. 00]
*

et de façonsimilaire dansla méthode
BDD



(Balancing
c

DomainDecomposition)
�

[Mandel93,Le Tallec94], la grandeéchelle
est� représentéepar lesmouvementsdesoliderigide dessous-domaines“flottants” ; la
petite� échelleestdécriteparle comportementélémentsfinis classique.

T
d

ravauxdethèse: méthodemixte LATIN multiéchelleetdescriptionhiérarchique.
La façondeprocéderpourdécrirelesdifférenteséchellesa reposéici sur l’utilisation
de
�

deuxdiscrétisationsélémentsfinis différentes,sur le mêmeproblèmederéférence.
Un
F

premiermaillagede la structure,dit “grossier”,définit la partieglobale(à grande
échelle)
+

delasolution,etunmaillage“fin” dechaquesous-structure,estceluisurlequel
est� défini le problèmederéférence.

Le
�

transfertd’information entreles deuxéchellesest réalisépar deuxopérateurs
nommés,suivantla terminologiedesméthodesmultigrilles,opérateurdeprolongation
et� opérateurderestriction.Le premierpermetdetransférerlesinformationsdela grille
grossière3 versla grille fine(parexempledefaçonhiérarchiqueausensdela h

R
-version),

le
.

deuxièmepermetle retour. Notonsdèsàprésentqu’unetelledescriptionhiérarchique
peut� toutà fait êtreréaliséesurlesquantitésd’interface,voir figure3, l’utilisation d’un
maillage% grossierà l’intérieur dechaquesous-structuren’étantqu’unefaçonsimplede
définir
�

desquantitésàgrandeéchelleà l’intérieur.
De
4

façonpratique,le casoù lesdeuxdiscrétisationssontemboîtéessimplifie l’im-
plantation,� maisdanstouslescas,la nécessitédegérercesdeuxdiscrétisationsestplus
lourde
.

pourl’utilisateur.
Ces
�

travauxontétéréalisésenthèsesousla directionconjointedePierreLadevèze
et� François-Xavier Roux [Dureisseix97]. L’extrait suivant du prW eprint [Dureisseixet

9
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Ladevèze98a]donnedeplusamplesdétailssurcetteapproche.

Outre
k

la distinctiondesquantitésàgrandeetpetiteéchellevia unedescriptionhié-
rarchique,un trait importantdecetteapprocheestqu’ellesatisfait à

l
chaqueitérationà

!
la
.

continuitédeschampsdedéplacementà grandeéchelleet à l’équilibre ausensdes
éléments
+

finis deseffortsàgrandeéchelle(équilibredesforcesgénéraliséescorrespon-
dantes
�

dumaillageàgrandeéchelle).Defaçonplussecondaire,lestravauxdethèseont
aussi- portésur l’utilisation d’unediscrétisationplusadaptéedesquantitésd’interface
et� surla formulationcorrespondante(cequi conduitàdesélémentsd’interfacediscon-
tinus).
�

Pourdeplusampledétailssurcepoint,on pourraconsulter[Dureisseix97] ; il
ne5 seraeneffet pasabordédansla suite.

Lesprincipauxrésultatsobtenussontlessuivants: tout d’abord,l’utilisation d’une
grande3 échelleglobalesur toutela structurea permisd’augmenterle tauxdeconver-
gence,3 et surtout,derecouvrerle caractèreextensible(la figure2 reporteaussile taux
de
�

convergencecomparéobtenuparl’approchemultiéchelle).Pourcequi concerneles
performances� del’approche,elle a étécomparéeà la méthodeFETI, qui fait actuelle-
ment% référencedansle domainedesméthodesdedécompositiondedomaineadaptées
au- parallélisme,en calcul de structure.Pour pouvoir discuterles coûts,la méthode
proposée� a étéimplantéedansle codede calcul de type industrielCastem2000(ac-
tuellement
�

Cast3M)[Verpeauxet) al. 88].
Y

Sur les problèmeshomogènestestés,elle
s’est" biencomportéevis à vis dela méthodeFETI, puisquelescoûtsdecalculsesont
a- véréssimilaires.Enfin, le paramètrede directionde recherche— paramètre“libre”
de
�

la méthode,c’est-à-direnon fixé a1 priori — estplus facilementestimable: il est
lié à unedimensioncaractéristiquede la petiteéchelle,et non plus de la structure,et
de
�

vient quasi-indépendantdu systèmedechargeappliqué.Bien entendu,pour l’utili-
sateur" , unetechniquededéterminationautomatiqueet à moindrecoûtdeceparamètre
serait" bienvenue.
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1.
�

Intr oduction

When
p

usingdomaindecompositionmethodswithout overlapping,onecanfocuson
displacements,
�

suchasprimalapproaches,[11]
q ����� ,� or onefforts,suchasdualapproaches,

[6
r
].
q

Sincethe L
s

ATIN approach- usedhereinallows interfacesto play a major role, both
displacements
�

andefforts arethe unknowns; it is a “mixed” approach.A generaldraw-
back
E

with domaindecompositionmethodsis thedecreasein convergenceasincreasesthe
numberof substructures.Usinga globalmechanismto propagateinformationamongall
substructures" caneliminatethisdrawback.

W
p

e areproposinghereinto take into accounttheintroductionof two scaleswhende-
composing	 thestructureinto substructuresandinterfaces.As afirst step,theimplemented
v7 ersionis concernedwith linear elasticity. The large scaleproblemis thenusedto build
a- globalexchangeof informationandthereforeto improve performance.Moreover, com-
parisons� with otherdecompositionmethods,andin particularwith severalvariantsof the
F
t

ETI method,% areproposed.

2.
u

Formulation of the problem

The
I

studiedstructureisseenastheassemblyof twomechanicalentities:sub-structures
Ω
< E
:

,� E
v w

E
J

,� andinterfacesL
x E
:

E> . Eachpossessits own variablesandequations.Theprin-
ciples	 of this one-level approachhave beendescribedin [9

y
],
q

its feasibilityhasbeenshown
in
2

[10
�

],
q

and[2
u
]
q

proposessomesignificantexamples.
Since
�

we aredealinghereinwith linear elasticity, only the final configurationis of
interest.
2

2.1.
u

Substructurebehaviour. Each
#

substructureΩ
< E is

2
submittedto theactionof its

en� vironment(neighbouringinterfaces):an effort FE
:

and- a displacementfield WE
:

on� its
boundary
E

∂Ω
z E. Eventually, f

P
d
{ is
2

aprescribedbodyforce(Figure1).

F
N
or eachE

v w
E
J

,� | WE
:

;F
= E
: }

has
~

to satisfy:� kinematicequations:�
UE
: w�� E

: �
ε� E
: ?

ε� | UE
: }

and- UE
: �
∂ΩE
� ? WE

:
(2.1)
�

1991MathematicsSubjectClassification.Primary65N55,73C35;Secondary73V05,65F10.

c�� 0000
�

(copyright holder)
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Ω
� E

f
��
d
�

W� E
�

F
�� E
�M

� � L
� E

�

E
�

’

F
� E
� � FE

� �
’

W� E
�

WE
� �

’

M
��

ΩE
� �

ΩE
� �

’

FIGURE 1. Substructureandinterface

where� � E is the setof displacementfields definedon ΩE which� possessa finite
ener� gy, andε� E

:
is
2

theassociatedstrain.� equilibrium� equations:astressfield σ; E balances
E

f
P

d
{ and- FE,� i.e.:

�
U � w�� E

�
ΩE
� T
I

r � σ; Eε� | U � }�� d� Ω
< ?

ΩE
� f
P

d
{ � U � d� Ω

< @
∂ΩE
� F
= E � U � d� S(2.2)

�
� constituti	 verelation:herein,thebehaviour is linearandelastic(K

�
denotes
�

Hooke’s
tensor)
�

and

σ; E
?

Kε� E(2.3)
�

s� denotes
�

thesetof unknowns | WE
: �

F
= E
: �

UE
: �

σ; E
: }

for
B

E
v w

E
J

,� thatcharacterisesthestate
of� all substructures.

2.2. Interface behaviour. Thestateof theliaisonbetweentwo substructuresΩE and-
Ω
< E
: > is

2
definedby valueson its surfaceof boththedisplacementsandefforts | WE

:
;F
= E
: }

and-
| WE> ;FE> } (see

�
Figure1). For aperfectliaison,they mustsatisfy:

FE
@

FE> ? 0
*

and WE
?

WE>(2.4)
�

Of
k

course,otherkindsof liaisoncanbeexpressed,suchastheprescribedeffort liai-
son," theprescribeddisplacementliaison,andtheunilateralcontactliaisonwith or without
friction, asdescribedin [9

y
],
q

[2].
q

Here,we areonly dealingwith perfectinterfacesthat
continuously	 transferbotheffortsanddisplacements.

2.3.
u

Description of the one-level algorithm. According
�

to theframework of LArge
Time INcrement(LATIN)

�
methods,equationsaresplit into two groupsin orderto separate

dif
�

ficulties,[10
�

]:
q

� Γ is thesetof unknownss� satisfying" eachinterfacebehaviour (2.4),and� A
�

d
� is
2

thesetsatisfyingeachsubstructurebehaviour (2.1),(2.2),(2.3).

The
I

solutions� e� x searched" is thentheintersectionof A
�

d
� and- Γ

�
. A two-stagealgorithm

successi" vely builds an elementof Ad
� and- an elementof Γ. Eachstageinvolvesa search

direction;
�

thesearetheparametersof themethod:� the
�

local stageusesthesearchdirectionE� : | F̂   F
}   k

¡ | Ŵ   W
}¢?

0
*

Finding
N

ŝ� w Γ
�

in
2

sucha way that ŝ�   s� n£ belongs
E

to thesearchdirectionE
J � is

2
a

local problemon the interfaces.For instance,with perfectinterfaces,thesolution
is explicitly written:Ŵ

?
Ŵ¤ ? 1

2
¥ � | W @

W¤ }   k
¡ ¦ 1 | F @

F ¤ }�� and- F̂
?   F̂ ¤ ? 1

2
¥ � | F  

F
= ¤ }   k

¡ | W   W¤ }�� . It caneasilybeparallelised.� the
�

linearstageusesthesearchdirectionE
¦

: | F   F̂
}§@

k
¡ | W   Ŵ

}¢?
0
*

Finding
N

s� n£ � 1
w

A
�

d
� in
2

suchawaythats� n£ � 1   ŝ� belongs
E

toE
J ¦

is
2

aglobalproblem
on� eachsubstructure.Whenusingthe searchdirection,(2.2) is an elasticity-like
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problem� on eachsubstructure,with Robin boundaryconditions. It canbe solved
concurrently	 oncethesubstructureshavebeendistributedamongtheavailablepro-
cessors,	 alongwith their neighbouringinterfaces.

Finally, a convergencecheckcanbe built with ® ŝ�   s� n£ ® . More detailsfor this one-level
approach- canbefound in [10

�
].
q

In thecaseof linearelasticity, this algorithmis similar to
the
�

oneproposedin [8
¯
],
q

[12],
q

[7],
q

i.e. it is oneversionof Uzawaalgorithm.

3.
°

A 2-level extension

Let
�

usfirst considerthemodelproblemof aslenderedbidimensionalstructuresubmit-
ted
�

to aparabolicbendingloading(seeFigure2). Thereference| U ;σ; } ref hereis thedirect
finite
±

elementsolutionwithout decomposition.It allows usto definetheconvergencerate
in
2

energy norm:

τ² ?   log
. e) n£ � 1

e) n£ where� e) 2
¥
n£ ?

1

2 Ω
T
I

r � | σ; n£   σ; ref
}
K
� ¦ 1 | σ; n£   σ; ref

}��
d
�

Ω
<

1

2
'

Ω
Tr � σ; ref³ K

¦ 1σ; ref³ �
d
�

Ω

Figure3presentstheaveragedconvergencerate(uptoconvergence:e) n£ ´ 0
* � 1%)versus

the
�

numberof substructures.It illustratesa well-known behaviour of domaindecomposi-
tion
�

methods:slowing the convergenceratewhenincreasingthe numberof subdomains,
[1
�
].
q

To remedysucha drawback,we selecthereinto expressthesolutionon two different
scales:"

| UE;σ; E
}µ? | UE

1 ;σ; E
1

}§@ | UE
2
¥ ;σ; E

2

}
(3.1)
�



14 DAVID DUREISSEIXAND PIERRELADEVÈZE

1 and2 denoteunknowns relatedto large scale(effective quantities)andrelatedto cor-
rectionson thefine scalerespectively. The largescaleproblemis keptglobal in orderto
b
E
uild the global informationexchangemechanism,while the fine scaleis managedwith

the
�

previoussubstructuringtechnique.
Eachlevel canarisefrom adifferentmodelfor thestructure;here,they arerelatedto 2

dif
�

ferentmesheswith embeddedelements.Let Ω
<

1 and- Ω
<

2
¥ denote
�

thesemeshes.Theprin-
ciples	 of sucha techniquearedescribedin [4].

q
As in themultigrid terminology, informa-

tion
�

transferbetweenlevelsis performedwith aprolongationoperator, P
¶

,� anda restriction
operator� , R

?
PT . | Ū �

σ̄; } is theeffective partof thesolution,i.e. thepartdefinedon the
meshΩ1 (then,

�
UE

1

?
PEŪ and- σ̄; ?

∑
·

E ¸ E
REσ; E

1 ).
�

With embeddedgrids, theprolongation

is straightforwardandperformedwith a classicalhierarchicalfinite elementprojection,as
hierarchical
~

basesareusedfor splitting
� E
:

into
2 �

1 and- � E
:
2
¥ . With sucha splitting, the

global3 equilibriumequationsbecome:

(3.2)
� �

U �1 w��
1

� �
U �2¥ w¹� E

:
2

�
∑
·

E
: ¸ E
º ΩE

� T
I

r � σ; | ε� | U �1}»@ ε� | U �2¥ }�}�� d� Ω
< ?

?
∑
·

E ¸ E ΩE
f
P

d
{ � U �1 @ f

P
d
{ � U �2 d

�
Ω
@

∑
·

E ¸ E ∂ΩE
FE

2
¥ � U �2d

�
S

with� σ; ?
σ; 1

@
σ; 2

?
Kε� | U1

}§@
Kε� | U2

¥ } ,� andthesearchdirectionon fine scaleFE
2

?
F̂E

2

@
k
¡
ŴE
:
2
¥   k

¡
WE
:
2
¥ ,� with WE

:
2
¥ ?

UE
:
2
¥ �

∂ΩE ,� it leadsto:

� on� thefinescale2, for eachsubstructureΩ
< E

2
¥ ,� thestressfield σ; E

2
¥ also- hasto balance  σ; E

1

?   K
�

ε� | U1

�
ΩE

}µ?   K
�

ε� | P¶ EŪ
}
:

(3.3)
� �

U �2 w�� E
:
2

�
ΩE
� T
I

r � ε� | U2

}
K
�

ε� | U �2}�� d� Ω
< @

∂ΩE
� U2 � k¡ U �2d

�
S
?

?
ΩE
� f
P

d
{ � U �2d

�
Ω
< @

∂ΩE
� | F̂= E

:
2

@
k
¡
ŴE
:
2

} � U �2d
�

S  
ΩE
� T
I

r � ε� | U1

}
K
�

ε� | U �2}�� d� Ω
<

Thediscretiseddisplacement-orientedformulationof theproblem(3.3) is:

| � KE
: �¼@ � k¡ E

: �½} �UE
:
2
¥ �¾? � fP E

:
d
{ �¿@ � f̂P E

: �  �� B2σ; E
:
1

�
(3.4)
�

� KE
�
and- � k¡ E

�
denote
�

rigidity matrices(constantalongiterations),arisingfrom ma-
terial
�

andsearchdirectionrespectively, � f̂P E
�

is
2

a loaddueto F̂
= E
:
2
¥ @ k

¡
ŴE
:
2
¥ ,� andB

c
2
¥ is
2

the
�

operatorgiving thegeneralisedforcesthatbalancea givenstressfield on mesh
Ω
< E
:
2 . We cannoticethat the problemto solve is global on the substructureandis

elasticity-lik� e in nature.� on� thelargescale1,

(3.5)
� �

U �1 w��
1

�

Ω
T
I

r � ε� | U1

}
K
�

ε� | U �1}�� d� Ω
< ?

Ω
f
P

d
{ � U �1d

�
Ω
<   ∑

·
E
: ¸ E
º ΩE

� T
I

r � ε� | U2

}
K
�

ε� | U �1}�� d� Ω
<

with� U �1 ? PŪ ,� the last term is:   ∑
·

E
: ¸ E
º ΩE

Tr � RE
:

ε� | U2

}
Kε� | Ū � }�� d� Ω. As thestress

field σ̄; mustbalance  σ̄; 2
?   ∑

·
E ¸ E

REKε� | UE
2

}
,� the scalesarenot separated.The

discretised
�

displacement-orientedformulationof theproblem(3.5),with σ̄; d
{ arising-
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T
I

A
À

BLE 1. 2-level algorithm

Lar gescale— 1 processor Fine scale— nT pr� ocessors
Initialisation

initialisation
2

of � Bc 1σ̄; 2
¥ �Á? 0

*
receiving � B1σ̄; d

{ � �
ΩE
� Â  

assembling- thecontributions
factorisation
Ã

of� � KÄ 1
�

forward-backward on� (3.6)
sending" Ū  ¢Å

Loop
�

over iterations

recei& ving � Bc 1σ̄; 2
¥ � �

ΩE
� Â  

assembling- thecontributions
f
Ã
orward-backward on� (3.6)

sending" Ū  ¢Å

Initialisation
b

computing	 contributions � B1σ̄; d
{ � �

ΩEÂ   sending" � Bc 1σ̄; d
{ � �

ΩE

initialisation
2

of ŝ� ? 0
*

factorisation
Ã

of� � KÄ E
: �¿@ � k¡ E

: �
 ¢Å recei& ving Ū

computing	 couplingterm � B2σ; E
1

�
f
Ã
orward-backward on� (3.4)

Loop
�

over iterations
computing	 couplingterm � B1σ̄; 2

� �
ΩEÂ   sending" � Bc 1σ̄; 2

¥ � �
ΩE
�

local
Æ

stage,�
con	 vergencecheck Â Å ¢Å recei& ving Ū
computing	 couplingterm � Bc 2

¥ σ; E
:
1

�
forward-backward on� (3.4)

from
B

externalloads,is:

� K1
� � Ū �Á? � B1σ̄; d

{ �  �� B1σ̄; 2
�

(3.6)
�

Thesolutionis searchedsuccessively from thetwo levelswithin eachLATIN iteration
on� the substructuredfine scale,in a fixed point method,asdescribedin [4

Ç
].
q

The linear
stage" is thenperformedon both scales,while local stageis still the sameasfor the one-
le
.

vel approachbut only dealswith fine scalequantities: | ŴE
2
¥ ; F̂
= E

2
¥ } . Table1 describesthe

algorithm.- It hasbeenimplementedin the industrial-typecodeCASTEM 2000 developed
at- theCEA in

2
Saclay, [13

�
].
q

For thepreviousexample,theconvergenceratehasbeenillustratedin Figure3. The
quasi-independenceG of the convergenceratewith respectto the numberof substructures
sho" ws thenumericalscalabilityof the2-level LATIN method.Onecannoticethat for this
e� xample,the new optimumvaluefor the searchdirection is now relatedto the interface
length(L0

È hasthenbechosenasequalto 0.25timesthe lengthof onesubstructure).It is
no5 longercharacterisedby the behaviour of the whole structure[2

u
],
q

but becomesa sub-
structuring" characteristic,see[4].

q
4. Comparisons

Se
�

veraldomaindecompositionalgorithmscurrentlyusea globalmechanism,like the
F
t

ETI method,% [6
r
].
q

It producesateachiterationasolutionthatsatisfiesequilibriumthrough
the
�

interfaces,andthathasto accommodateglobalequilibriumon eachsubdomain.This
leads
.

to the resolutionof a global problemon all subdomainsto find their rigid body
movement,relatedto thelarge-scaleproblem.

The
I

proposedexampleat this time is a tridimensionalbeamwith a parabolicbend-
ing loadingatoneextremity. 32substructuresandameshwith 20-nodecubicelementsare
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aÉ
b
Ê

cË
d
Ì Substructure

Í
External interface
Internal interface

F
N

I
O
GURE 4

�
. Meshesof the large-scaleproblem(a,b,c,d)andof thesub-

structured" problem(assemblyof substructuresandinterfaces)

considered	 for thisproblem(onesubstructurehas3675d.o.f. andrequires12.8Mb of stor-
age- for thefactorisedrigidity, while thedirectproblemhas95043d.o.f. andrequires1252
Mb). For thelargescale,theinfluenceof thediscretisationwith 8-nodecubicelementsis
studied," asalsoshown in Figure4.

Figure5 shows errore) n£ v7 ersusiterations,for the FETI methodwithout precondition-
ing,
2

thenwith lumpedpreconditioning,andfinally with optimalDirichlet preconditioning.
Thesethreecomputationshave beenperformedby F.-X. Roux with the PARAGON ma-
chine	 at ONERA-Châtillon,- France.Theprevioussingle-level L

s
ATIN algorithm- aswell as

the
�

2-level extensionfor the differentlarge-scalediscretisationsarealsoreported.These
computations	 have beenperformedon the CRAY-T

Î 3
�

D
Ï computer	 at I

O
DRIS in

2
Orsay. Both

of� theseparallelcomputershave beenusedwith 32 processors.Sincetime comparisons
between
E

two approachesdependson the processor, the intercommunicationnetwork, the
compilers,	 disk usage,etc.,we retainonly themajortendenciesby weightingtheprevious
results;& afteranalysingthecostlypartsof simulations,we identifiedCPU costs	 of initiali-
sations" for the FETI approach- andthe LATIN single-le" vel to 1, in termsof CPU equi� valent
time
�

(accumulatedon the 32 processors).Afterwards,the F
t

ETI iteration
2

andthe 2-level
LATIN iterationfor the case(a) are identified in termsof cost. Figure6 thenshows the
e� volutionof errorversusthis CPU equi� valenttime.

The cost for a direct finite elementapproachis 18 in termsof CPU equi� valent time.
When
p

usingthemulti-frontal scheme,[3
°
],
q

[5
Ð
],
q

thecondensedSchurcomplementproblem
has19875d.o.f. andrequires329Mb of storage.Thecostsare3 for local condensations
and- forward-backwardsubstitutions(whichcanbeperformedconcurrently)and2.6for the
resolutionof thecondensedproblem(sequentially).Totalcostof theanalysisis then5.6in
CPU equi� valenttime. Thecostof a localcondensationis higherthanasimplefactorisation
due
�

to thehigherfill-in of thelocal rigidity matrix (in orderto treattheboundaryd.o.f. at
the
�

end).
One
k

caninitially notethatwhenincreasingthelarge-scaleproblemsizeof the2-level
L
s

ATIN algorithm,- theerrorindicatorstartsout lowerat thefirst iterationbecausethelarge-
scale" first solutionis usedto initiate the algorithm. Anothereffect is the increasein the
con	 vergencerate(Figure5), but sinceiterationcostsarealsoincreasing,the two effects
cancel	 eachotherfor theproposedexample,(Figure6).
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A
. Comparisonof costs

5.
Ð

Conclusions

Theoriginality in boththeuseof thelargetimeincrementmethodandasubstructuring
approach- is themajorroleplayedby interfaces,whichareconsideredasstructuresin their
o� wn right. This leadsto a “pure parallel” algorithmthat canbe improved whenusinga
2-le
'

vel scheme.The consequenceis the generationof a global problemto solve on the
whole� structureateachiteration.Theresultingalgorithmis thennumericallyscalable.

The
I

ultimategoal is theextensionto non-linearstructuralanalysiswith a largenum-
ber
E

of d.o.f. Oneapproachwhich is currentlyunderdevelopmentdealswith a 2-level ver-
sion" moresuitedto homogenisationtechniques,completelymergedwith non-incremental
LATIN methods.
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8. J.Ladevèze,Algorithmesadapt́esauxcalculsvectorielet parallèlepour desméthodesdedécompositionde
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IVERSITÉ PARIS 6 / C.N.R.S.), 61 AV
ï

ENUE DU PRÉSIDENT
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D’autr
%

esutilisations d’une grande échelleou échellemacro. Comme
�

celaa déjà
été
+

mentionné,la méthodeFETI utilise les mouvementsde solide rigide dessous-
domaines
�

flottants commedescripteursde la grandeéchelle,et un recollementen
moyennede type moindrecarréspour formuler le problèmeglobal correspondant.Il
s’agit" doncbien d’une approchemultiéchelle,bien que l’information contenuedans
l’échelle macrosoit en quelquesorte“minimale”. Dansce cas,l’échelle macroest
présente� automatiquementdansle problème,maiselle peutaussi,commedansla dé-
marcheprésentéeprécédemment,êtreintroduitesurmesure.Notonsaussiquela mé-
thode
�

FETI estuneméthodededécompositiondedomaineduale.Eneffet, la contrainte
de
�

raccordcinématiqueentresous-domainesestdualiséeauniveaudiscretparl’emploi
de
�

multiplicateursde Lagrange.De façonbrève, l’algorithme itératif estun gradient
conjugué	 préconditionnéopérantdansle sous-espacedesmultiplicateursqui sontauto-
équilibrés
+

(au sensde la résultanteet du moment)sur les sous-domainesflottants.À
chaque	 itération,lesefforts (multiplicateurs)sontenéquilibresurl’interface,et la par-
tie
�

de la solutionà grandeéchelleestraccordéeausensde la moyenneaux interfaces
sur" lesmouvementsdesoliderigide.

La
�

méthodeBDD peutêtreconsidéréeà ce titre commeuneversionprimalede
la méthodeFETI, les mouvementsde corpsrigide intervenantcettefois-ci lors de la
phase� depréconditionnement.

La méthodemultiéchellehiérarchiqueprimaledécritedans[Tie et) al. 99]
6

utilise
tout
�

commeprécédemmentunedescriptionhiérarchiquedesdeuxéchelles.Son im-
plantation� estpar contreréaliséedansun véritablecodeélémentsfinis hiérarchiques.
La
�

différencerésidedansl’algorithmeitératif utilisé: ungradientconjuguéportantsur
lesquantitésprimales(le sautdedéplacementauxinterfaces).Lespropriétés,encours
d’itération,
�

de la solutionà grandeéchellesont les mêmesquecellesde la méthode
mixte. Unecomparaisondesperformancesdecesdeuxméthodesseraitdoncbienve-
nue5 ; ellen’a cependantpasencoreétéfinaliséeàcejour.

Toujoursdansle but debrosserunbrefétatdel’art dela constructiond’unegrande
échelle
+

dansles techniquesde décompositionde domaine,citonsles travaux plus ré-
cents	 concernantunenouvelle versionde la méthodeFETI, à savoir FETI-DP (pour
FETI
N

Dual-Primal)[Farhatet) al. 01].
*

Danscetteapproche,l’échellemacroet le pro-
blème
E

correspondantsont issusd’une contraintecinématiqueparticulière: les nœuds
“coin” sontassujettisàsatisfairela continuitéendéplacementàchaqueitération.Sous
cette	 contrainte,plus aucunsous-domainene demeureflottant. Le problèmemacro
porte� donccettefois-ci sur le déplacementde certainsnœudsparticuliers.Commela
contrainte	 decontinuitéaux interfacescontinueà êtredualiséeparmultiplicateursde
Lagrange,
�

cetteapprochepeutcontinuerà êtreclasséedansles méthodesduales.Le
gain3 par rapportà la méthodeFETI standardrésidedansla moindreconnexité du
problème� macro(qui n’est d’ailleurs plus résoluqu’unefois par itérationau lieu de
deux
�

fois précédemment),dansuneunificationdesdifférentesversionsdeFETI précé-
dentes
�

(FETI etFETI-2notamment),etenfindansl’absencedemouvementsrigidesqui
peuv� ent parfoisêtredélicatsà extraire desrigidités (modesà énergie de déformation
“presque”nulle ����� ).

�
Une
F

dernièreremarquesur cetteapproche: en analyse3D massive, le problème
macro% sembleneplussuffire à rendrel’approcheextensible.Un moyend’y remédier
consiste	 à augmenter1 l’algorithme,parexempleenforçantunecontraintecinématique
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supplémentaire" lorsdesitérations(et,biensûr, satisfaiteparla solutionrecherchée).La
plus� simplepropositionconcernela continuitédu déplacementmoyenaux interfaces.
On
k

retrouve donclà desidéesdéjàprésentées,commela continuitédela partiehiérar-
chique	 à grandeéchelleau coursdesitérations.Cetteremarquetendà confirmerque
le
.

type d’approcheprésentéprécédemment(hiérarchique),tout commecelui qui sera
présenté� dansla prochainepartie (micro-macro)sont pertinents.Pour eux, l’échelle
macro% contient,certesplusquelesseulsmodesrigides,maisaussiplusquelesseuls
déplacements
�

desnœuds“coin”.
Enfin
#

destravauxtoujoursencoursavecNicolasMöesportentsurunevision par-
ticulière
�

de la grandeéchelleet du problèmecorrespondant.En considérantlessous-
structures" commesoumisessur leur bord à un couplede répartitionsd’effort et de
déplacement
� | W �

F
}

liés entreeux par l’opérateurde Dirichlet-Neumann(dansle cas
linéaire),
.

onpeutdéfinir leschargesmacrosurle bordparuncertainnombredemodes
de
�

Trefftz (lespremiers,qui sontceuxdeplusbasdegréenvariabled’espace).Cetteap-
proche� étanttrop dédiéeaucasdessous-structureshomogèneset isotropes,cesmodes
analytiques- sontremplacéspardesmodesnumériques(Trefftz généralisés)décritssur
la
.

baseélémentsfinis. Pourcela,uneformulationsimplifiéeissuedela [Hochardet) al.
97]
6

estutilisée.Cechoix estjustifié par le fait qu’il s’agit véritablementd’uneformu-
lation
.

mixte portantà la fois sur les deuxtypesde champde bord.La petiteéchelle
contient	 le restedela baseélémentsfinis qui sertà discrétiserle domaine.Lestravaux
concernant	 cetteapprochenesontpasencoreaboutis,et elle n’a pour l’instant donné
lieu qu’àunecommunication[MoësetDureisseix99].

Bilan. Poursynthétiserun début decomparaisondecesdifférentesapproches,elles
sont" regroupéesdansla table 1 avec l’approchemicro-macroqui fera l’objet de la
prochaine� partie.

De
4

façongénérale,lesdifférentesméthodesetdescriptionsdela grandeéchellepré-
sentées" précédemmentontceciencommunqu’ellestravaillentensuperpositionsurles
deux
�

échelles,pour déterminerla solution.Elles utilisent toutesunesorted’orthogo-
nalitéou decomplémentaritéentreleséchelles.Ainsi dansla méthodeFETI, l’échelle
fine
±

esttronquéeparle choix del’inversegénéraliséedela rigidité dessous-domaines
flottants.PourFETI-DPainsiquelesapproches“hiérarchiques”,ceciestréaliséparle
blocage
E

desnœuds“macro” surla petiteéchelle.
Pourrelierenunmot lesprécédentesdémarchesmultiéchellesauxtechniquesmul-

tigrilles,
�

uneremarqueempruntéeà Patrick Le Tallec estde mise: en pratique,dans
les techniquesmultigrilles, le rapportdesraffinementsentredeuxéchellespeutaller
jusqu’à
8

un ordrede grandeurd’écart.Celanécessitedoncun passagepar touteune
série" de grilles de plus en plus grossièresjusqu’àobtenirun problèmede taille suffi-
samment" petitepourpouvoir déciderdesarésolutiondefaçondirecte.Dansle casdes
méthodesdedécompositiondedomainemultiéchelles,cerapportH

h
S peut� êtreaisément

de
�

plusieursordresdegrandeur.
Une
F

démarchecommunedansl’utilisation d’uneéchellemacroendécomposition
de
�

domaineest,soit l’utilisation d’uneéchelleimposéecommecelledesmouvements
de
�

soliderigides,soit uneconstructionad1 hocde
�

la grandeéchelle.La démarchepro-
posée� dansla sectionsuivanteestclairementbâtiesurcettedeuxièmeoption.Elle per-
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Approche
�

échelle
+

macro algorithme- itératif type
�

de
méthode

FETI
N

mouv% ementsde GC
&

duale
�

solide" rigide
mixte% hiérarchique discrétisation

�
LA
�

TIN mixte%
LATIN2 hiérarchique

primale� hiérarchique discrétisation
�

GC
&

primale�
hiérarchique

FETI-DP
N

cinématique	 macro GC
&

duale
�

particulière�
SSA
�

premiers� modesde LA
�

TIN mixte%
Trefftz généralisés

micro-macro% partie� macro LA
�

TIN mixte%
aux- interfaces

BDD



mouv% ementsde GC
&

primale�
solide" rigide

TAB. 1 – Caractéristiquesde diversesapprochesmultiéchellesen décompositionde
domaine
�

met% derelier uneéchelleprécédemment“numérique”à uneéchelleintrinsèqueà une
structure" hétérogène.Dansce contexte, elle estconstituebien entenduunedémarche
d’homogénéisation.
�

2
'

Unedémarched’homogénéisation

Comme
�

on vient dele voir, la priseencomptedesdeuxéchellesintroduitespar la
décomposition
�

permetd’améliorerconsidérablementles algorithmes“monoéchelles”
de
�

décompositiondedomaine.Le casdesstructureshétérogènescommelesstructures
composites,	 posentuneautrequestion.Eneffet uneéchelleinterneà la structureexiste
ici avantmêmetoutedécomposition: c’estl’échelledescellules(oudesVER,Volumes
Élémentaires
(

Représentatifs)constituantla structure.
À la suitedestravauxde thèse,la reformulationplusgénéraledu cadrede la mé-

thode
�

a permisd’aboutir à une nouvelle vision de la démarched’homogénéisation.
L’échellemacroeffective estici utiliséecommegrandeéchelle,la petiteéchelleétant
celle	 descellules.Cestravauxsontà la basedela thèsed’Olivier Loiseau,co-encadrée
par� PierreLadevèzeetmoi-même[Loiseau01].

Pour
,

tracerlesgrandstraitsdecetteapproche,commençonspardirequelquesmots
de
�

plusieursméthodesclassiquesd’homogénéisation.Il nes’agit bienentendupasde
f
B
aire un bilan exhaustifde cesméthodes.D’ailleurs, seulesles méthodesutilisant un

calcul	 destructureà l’échelledela cellulenousintéresserontici. La démarchedel’ho-
mogénéisation% desmilieux périodiquesen estun exempletypique[Sanchez-Palencia
80].
Y
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Séparation
)

deséchelles: la structur e et la cellule. Prenons
,

ici commeréférence,
le problèmedécritentièrementà l’échellemicro.Cetteéchellededescriptionpeutêtre
judicieuse
8

dansplusieurstypesdecasdefigure,commelesstructuresfortementhété-
rogènes.Desillustrationsd’exemplespratiquespourrontêtretrouvésdansle document
[Dureisseix00].

La définition de l’échelle pertinentedesphénomènesquel’on chercheà prendre
en� comptepasseparle choixd’un volumeélémentairereprésentatif(VER) danslequel
on� considèreles quantitésd’intérêt commeplus ou moinshomo

R
gènes. La probléma-

tique
�

estalorsdepouvoir obtenirdesquantitésmacrosuffisammentreprésentativesdes
moyennesdesquantitéslocalesmicro.

A
�

vecdeshypothèsesclassiques(notammentpouvoir considérerla solutionmacro
comme	 quasi-constantepar cellule), une méthodeclassiqued’homogénéisationpro-
pose� de ne traiter les calculsà l’échelle micro quelocalementsur chaquecellule (ou
sur" uneseulecellule type).Lescalculssur l’ensemblede la structureneportentalors
queG sur l’échellemacro.En cesens,la solutionfournie (solutionmacropuis relocali-
sation" microparcellule)estuneappr1 oximationdu

�
problèmederéférence: le couplage

entre� lescellulessefait uniquementà l’échellemacro.Considéronseneffet unecellule
qu’onG a isoléde l’ensemblede la structure.Pource faire,on a pratiquédescoupures
sur" sesinterfaces,et sesinteractionsavec l’environnementsont représentéespar des
champs	 de déplacementW et� d’effort F sur" cesinterfaces.Ceschampssontdécrits
comme	 superpositiondequantitésmacroet micro: W

?
WM
* @

Wm+ et� F
= ?

F
= M
* @

F
= m+ .

Sui
�

vant l’approcheutilisée,deshypothèsesplus ou moins fortes sont faitessur ces
quantitésG pourdonnerl’approximationvoulue:

– unehomogénéisationcinématiquepostulequeWm+ ?
0,
*

ainsile calculà l’échelle
micro% sefait indépendammentcelluleparcelluledèsqu’on imposeun déplace-
mentmacroàsafrontièreWM

*
,� cequi conduitàunproblèmedeDirichlet ;

– une homogénéisationstatiquepostuleque F
= m+ ?

0,
*

ainsi le calcul à l’échelle
micro se fait indépendammentcellule par cellule dèsqu’on imposeun effort
macro% àsafrontièreF

= M,� cequi conduitàunproblèmedeNeumann;
– unehomogénéisationdesmilieux périodiquesà l’ordre 1 postulequeleschamps

micro% sontpériodiquespour le déplacementet antipériodiquespour lesefforts,
ainsi- le calculà l’échellemicro sefait indépendammentcelluleparcelluleavec
des
�

conditionsdepériodicitépouruneapprocheendéplacement;
– etc.
Ces
�

approchessontmisesen échecquandles hypothèsesqui les sous-tendentne
sont" plusvalides.C’estsouventle casquandla sollicitationextérieureestaussiàpetite
échelle
+

(on peutalorsprendreencomptele gradient,parexempleparuneapprocheà
l’ordre
.

2). C’est aussile casen présenced’effets de bord (ce qui peutnécessiterdes
réanalyseslocalesplusou moinscouplées)ou plusgénéralement,si la séparationdes
échelles
+

estmal réalisée(rapportdesdimensionscaractéristiquesdeshétérogénéitéset
du
�

volumeélémentairegrand).Danscesdifférentscas,on peutenvisagerde traiter la
dif
�

ficulté en recouvrantle couplageinitialementnégligéentrelesdifférentescellules.
En interprétantlescellulescommedessous-structures,l’outil “décompositiondedo-
maine”% esttypiquementadaptéàceteffet.

L’utilisation d’un tel outil pourréaliserunehomogénéisationautomatiquefait l’ob-
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jet
8

dela prochainesection.

Description
%

micro-macro. Reprenons
�

le principed’une cellule (ou sous-structure)
quiG a étéisoléeà l’intérieur d’unestructureenpratiquantdescoupuresle long deses
bords
E

(lesinterfacesvoisines).Lesinteractionsdecettepartieavecle restedela struc-
tures
�

sontreprésentéespardeschampsdedéplacementetd’effort le longdescoupures
pratiquées.� La partie macrode la solution peut tout à fait être définie sur cesinter-
faces.La partiemicro seraalorsla partiecomplémentaire.unefaçonsimpledeprocé-
der
�

consisteàprendrela partielinéairedeceschampscommepartiemacro,voir figure
1. En 2D, doncsuruneinterfaceunidimensionnelle,la partieconstanteestconstituée
de
�

2 translations; pourobtenirla partielinéaire,il fautajouterla rotationet l’extension
longitudinale.Cetteterminologieest plus dédiéeà un champde déplacement,mais
la
.

mêmedémarcheest tout à fait possiblepour un champd’efforts. L’extensionest
immédiateen3D.

échelle micro
j

ΓEE'
�

Wmi�
E
h�

WM
E

�

échelle macro
j

WM
g
E
h� +

F
N

I
O
G. 1 – Description

,
micro-macro à deuxéchellessur l’interfaceΓ

�
E
:

E>
Notons
-

quecettedescriptionnenécessiteaucunediscrétisationa1 priori ,� contraire-
ment% à l’approchehiérarchique.Cependant,la descriptionmacroestpar essencedis-
crète	 (4 paramètrespar interfaceen2D pourchaquechamp,10 en3D). Travaillant de
f
B
açonmixteaveclesdéplacementset lesefforts,ceschampsdoiventrespecterunecer-

taine
�

cohérenceentreeux.Ils sonteneffet misendualitéparla formelinéaire“travail”
(à
�

relier à “l’orthogonalité” entreéchellesprécédemmentremarquée): la contribution
de
�

l’interfaceΓEE> de
�

la sous-structureE est�
| FE
: �WE

}
ΓEE>/. ΓE

�
E> FE

: � WEd
�

S
? | Fm+

E
: �Wm+

E

}
ΓEE> @ | FM

*
E
: �

WM
*
E

}
ΓEE>

On
k

peutainsienvisagerdeuxapproches: soitonchoisitle champmacrodedéplace-
mentetonendéduit

�
la descriptionduchampmacrod’effort pardualité,soitonprocède

de
�

façoninverse.Dansle premiercas,si on définit la partiemacrodu déplacementà
l’aide d’un projecteurπ0π0π0 ΓEE> :

WM
*
E
: �

Γ
1

E
�

E>
?

π0π0π0 ΓE
�

E> WE
: �

Γ
1

E
�

E>
a- vec la descriptionmicro-macroprécédente,on obtientun projecteursymétrique.Les
ef� fortsmacroobtenuespardualitésontalorstelsque

FM
E

�
Γ
1

E
�

E>
?

π0π0π0 T
ΓEE> FE

�
Γ
1

E
�

E>
?

π0π0π0 ΓE
�

E> FE

�
Γ
1

E
�

E>
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Le
�

choix desespacescorrespondantspermetde bâtir l’approchemultiéchellead1 hoc
quiG estdécritedansle prochainprW eprint.

Notons
-

encoreque la descriptionhiérarchiquede la grandeéchelletelle qu’elle
a- déjà été présentéeest conformeà cetteprésentation,en choisissantun projecteur
hiérarchique
~

qui n’estparcontreplussymétrique.
Le prW eprint sui" vant [Ladevèzeet) al. 01]

*
décrit cesdeuxapprochesde façonplus

détaillée.
�
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A micro-macroandparallelcomputationalstrategy for
highly-heterogeneous
2

structures
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LMT-Cachan(ENSCachan/ CNRS/ UniversitéParis VI)
61AvenuePrésidentWilson,F-94235CachanCEDEX,France

SUMMARY

A new micro-macrocomputationalstrategy is proposedfor the analysisof structureswhich aredescribedup to
the
4

micro level, suchas compositestructures.The descriptionof micro and macroquantitiesis performedon
the
4

interfacearisingfrom thedecompositionof thestructureinto anassemblyof substructuresandinterfaces.A
traction-based
4

versionof themicro-macrostrategy is describedandthe influenceof thenumericalparametersas
well5 astheperformanceof theapproacharediscussed.Copyright c67 2001JohnWiley & Sons,Ltd.

K
8

EY WORDS: homogenization;domaindecomposition;multilevel; LATIN method

1. INTRODUCTION

When
p

analyzingheterogeneousstructures,suchas reinforcedor compositestructures,and when a
refinedsolutionis required,thecomputationmustinvolve a fine discretizationof thestructure(at the
micro-le% vel).Sincetheconstituentsoftenexhibit verydifferentmechanicalcharacteristics,theresulting
structure" is highly heterogeneousandthelocalsolutiondisplayshighgradientareas,effectswith ashort
length
.

of variation,etc) . This situationleadsto problemswith a large numberof degreesof freedom.
Computational
�

strategieshave beendevelopedin orderto theresolutioncostsfor suchproblemslow.
The
I

theory of periodic media homogenization[1] is one such strategy. Further developmentsfor
associated- computationalapproachescanbe found in [2, 3, 4]. The macro-level solutionyields the
ef� fectivevaluesof theunknowns;themicro-level solutionmustberecomputedwith aspecifictreatment
of� theboundaryareasasdistinct from theinterior areas.Of course,thefundamentalasumptionin the
use/ of thismethodlies in thefactthattheratioof thesmall-scalelengthto thelarge-scalelengthhasto
be
E

small.Moreover, thesetechniquesarenotreallysuitedto non-linearproblemsof evolution,in which
the
�

y areappliedto linearproblemsarisingfrom successive linearizationsrelatedto thecomputational
strate" gy.

The
I

objective of the micro-macroapproachesdevelopedherein,following previous developments
[5, 6], is to avoid severalof thelimitationsin classicalhomogenizationtechniquesandto accomodate
the
�

mostpowerful computingresourcesusedtoday, i.e
9

. parallel� architecturecomputers.This iterative

:
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26 P. LADEVÈZE,O. LOISEAU AND D. DUREISSEIX

strate" gy hasa strongmechanicalbasis;it is built uponcharacteristicpropertieswhich aresatisfiedby
structural" modelsdescribedup to themicro-scale.

The first step is the decompositionof the structure into an assemblyof simple constituents:
substructures" and interfaces.For instance,a substructuremay contain one or several cells of a
composite	 structure.Eachof thesecomponentspossessesits own variablesandequations.An interface
transfers
�

bothadistributionof displacementsandadistributionof forces.
Thenovelty, with respectto our earliestwork [7], is thesplitting of theunknowns(displacements,

forces,
B

stress,strain)into theform:

s< ? s< M
* @

s< m+

where� s< M
*

is
2

thesetof themacroscopicquantitiesands< m+ is
2

theadditive “micro” complement.Several
descriptions
�

areconceivable.Here,we considerdescriptionsrelatedto a “continuum-medium”point
of� view, andwefeatureageneralmethodfor homogenizationandlocal re-analysis.A first description,
which� is displacement-based,hasbeenintroducedin [5, 6]. We introduceherea new traction-based
description.
�

The
I

secondstepof this micro-macrostrategy is the useof the so-calledLATIN Method on the
problem� expressedasanassemblyof substructuresandinterfacesto besolved.TheLATIN Methodis
a- non-incrementaliterativecomputationalstrategy appliedovertheentirestudiedtimeinterval [7]. The
resultantmicro-macrostrategy displaysconvergencefor stablematerialsunderstandardassumptions.
In
b

orderto focuson themainconcepts,thismethodwill bedescribedhereinonly for linearelasticity.
At eachiteration,onehasto solve a “macro” problem,definedon theentirestructure,alongwith a

f
B
amily of linearproblems,eachoneof which hasindependentsubstructureandinterfaces.Theseare

the
�

“micro” problems,whereasthe “macro” problemis relatedto the entirehomogenizedstructure.
F
N
or linear problems,this strategy involvesnumericalparametersthat canbe interpretedas interface

stif" fnesses.A studyof theinfluenceof thesenumericalparametersonboththedisplacement-basedand
traction-based
�

micro-macroasymptoticalstrategiesis reported.Theconclusionis remarkable:thetwo
approaches- areidenticalfor thebestvaluesof thenumericalparameters.Moreover, only onenumerical
parameter� remains,which canbeinterpretedasthemicro stiffnessof theinterface.Severalnumerical
e� xamplesfor compositestructuresillustratethepossibilitiesof thepresentapproach.

Thisoverallschemeis well suitedto parallelarchitecturecomputers.It canbeconsideredasamixed
domain
�

decompositionmethod.An initial version,adaptedto slightly heterogeneousstructures,has
been
E

reportedin [8]. Thisversionis a1 priori lessefficient thanthepresentmicro-macrocomputational
strate" gy, yet remainscomparableto the FETI domaindecompositionmethod[9], which todayis the
referencewithin thefield of parallelism.This useof two scalesor two gridspertainsto othermethods
as- well, suchasmultigrid methods,in which thebasisis essentiallynumericalandquitedistinct from
the
�

“homogenization”orientationof thefield of mechanics.

2.
'

THE REFERENCEPROBLEM AND ITS RE-FORMULATION

The
I

referenceproblemis relatedto the quasi-staticbehavior of a structure,denotedby Ω
<

,� for small
perturbations� andisothermalevolution.Theloadingsare:

� a- prescribeddisplacementUd
{ on� aninitial partof theboundary∂

z
1Ω,�� a- prescribedtractionforceF

=
d
{ on� thecomplementarypartof theboundary∂

z
2
¥ Ω< ,�� a- prescribedbodyforce f

P
d
{ on� Ω.
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A MICRO-MACRO AND PARALLEL COMPUTATIONAL STRATEGY 27

F
N
or thesake of simplicity, only the caseof linear elasticitywill bediscussedherein.Therefore,only

the
�

final configurationis of interest,andtime is no longertaken into account.Thenon-linearcaseis
discussed
�

in [10].
Thecurrentstateof thestructureis givenby thestressfield σ; and- andthedisplacementfield U at-

each� pointM
>

of� Ω
<

. σ; is
2

searchedin thecorrespondingspace? ,� whileU is
2

searchedin
�

. Theproblem
to
�

besolvedthenis to find s< ? | U �
σ; } in

�A@ ? which� satisfies:

� kinematic
B

admissibilityequations:
U

w¹�
ε� ? ε� | U } �

U
�
∂
C
1Ω
D ?

Ud
{

where� ε� is thestrainfield.� equilibrium� equations:
σ; w ?�

U � w��
0
È �

Ω
T
I

r � σ; ε | U � }�� d
�

Ω
< ?

Ω
f
P

d
{ � U � d

�
Ω
< @

∂2Ω
F
=

d
{ � U � �

∂
C
2
E Ω
D

where� �
0
È is
2

thesetof kinematically-admissibledisplacementfieldswith null conditionson∂
z

1Ω
<

.� the
�

constitutive relation:
σ; ?

K
�

ε�
where� K | M }

is theHooke’s tensor, characterizingthelocalmaterialbehavior.

The
I

first step of the micro-macrostrategy is the re-formulationof the problem in terms of a
decomposition
�

of the structureinto an assemblyof simpleconstituents:substructuresandinterfaces
[7] (seeFigure1). Eachof thesecomponentspossessesits own variablesandequations.

A substructureΩE,� E
w

E,� is submittedto theactionof its environment(its neighboringinterfaces):
a- tractionfield F

=
E and- adisplacementfield WE

: on� its boundary∂Ω
z

E
: .

An interfaceΓEE> between
E

substructuresE and- E¤ transfers
�

boththedisplacementfield andtraction
field
±

oneachside:WE
: � WE

: > and- F
=

E

�
F
=

E> . Thecorrespondingspacesarethen F E
:

E> and- G
E
:

E> . Extended
to
�

all theinterfaces,they becomeF and- G . Sinceboththedisplacementandforceson theinterfaces
are- theunknowns,theresultingapproachis a “mixed” domaindecompositionmethod,asopposedto
the
�

primal substructuring[11, 12] or dualapproach[9].
The
I

solutionto thereferenceproblem,

s� ?
E ¸ E

s� E with� s� E
? | UE

: � WE
: � σ; E

�
F
=

E

}

with� the correspondingspacebeing S
)

,� must satisfy an initial set of equations,A
�

d
� ,� in order to be

admissible,- i.e
9

.:

� kinematic
B

admissibilityequations:
UE

w¹�
E

ε� E
: ?

ε� | UE

} �
UE

�
∂Ω
C

E

?
WE� equilibrium� equations:

σ; E
w ? E�

U � w¹�
E
: �

ΩE

T
I

r � σ; E
: ε� | U � }�� d

�
Ω
< ?

ΩE

f
P

d
{ � U � d

�
Ω
< @

∂ΩE

F
=

E � U � �
∂Ω
C

E
� d
�

Γ
�
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28 P. LADEVÈZE,O. LOISEAU AND D. DUREISSEIX

Figure1. Substructuresandinterfaces.

In
b

addition,s< must% alsosatisfyasecondsetof equations,Γ
�

,� in orderto verify thematerialandinterface
beha
E

viors:

� constituti	 ve relation:
σ; E
: ?

Kε� E
:

� interfacebehavior:
FE
: ?   FE

: > ? AΓEE> | WE

�
WE> }

where� A
H

ΓE
�

E> is
2

the interface behavior operator. For instance,with a perfect interface, the
transmission
�

conditionsareWE

?
WE> ; with boundaryinterfaces,the transmissionconditions

are- the boundaryconditions.Variousother interfacebehaviors areconceivable,e) .g. unilateral/
contact	 interface[13].

Theregularity requiredfor displacementfield UE
: and- stressfield σ; E is theclassicalone;for instance,

with� a three-dimensionalanalysis,
�

E
: ? � HQ 1 | Ω< E

: }�� 3 and- ? E
: ? � Lx 2

¥ | Ω< E
: }�� 6I .

Such
�

a substructuringtechniqueis well-suitedto thecaseof periodicstructures[14], but with this
approach,- boundaryareasandinteriorareasaretreatedin thesameway.

3.
�

DESCRIPTIONON THE MICRO AND MACRO SCALES

3.1.
J

General description

The setof statevariablesof the structureis expectedto possesstwo parts:onerelatedto the micro-
scale," denotedby mC ,� andonerelatedto the macro-scaleM

>
,� eachonewith a differentcharacteristic

v7 ariationlength[8].
Here,
K

we defineforcesanddisplacementsfor bothscales,on the interfaces.This splitting involves
the
�

following quantities:FE
: �

Γ
1

E
�

E> ,� therestrictionto theinterfaceΓEE> of� thetractionforcefield FE
: ,� and
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A MICRO-MACRO AND PARALLEL COMPUTATIONAL STRATEGY 29

WE

�
ΓEE> ,� the restrictionto the interfaceΓ

�
E
:

E> of� the displacementfield WE. Then,on every interface

forcesanddisplacementsaresplit into:

FE
: �

ΓEE>
?

FM
E
: �

ΓEE>
@

Fm+
E
: �

Γ
1

E
�

E>
WE

�
ΓEE>

?
WM
*
E

�
Γ
1

E
�

E>
@

Wm+
E

�
ΓEE>

There
I

aretwo waysto obtainthis separation

� First
N

way, thedisplacement-basedstrategy: thedefinitionof themacrodisplacementis givenby
a- projectionon thedisplacement

WM
E

�
ΓEE>

?
ΠW

ΓE
�

E> | WE
: �

Γ
1

E
�

E>
}

where� Π
L W

ΓEE> is
2

a displacementfield projector defined on the interface Γ
�

E
:

E> . Then the
corresponding	 macropartof theforcesariseswith dualityoncontributionwork:

M
FE
: � WE

: N
ΓEE>

? M
Fm+

E
: � Wm+

E
: N

ΓEE>
@ M

FM
E
: �

WM
E
: N

ΓEE> (1)
�

with�
M
FE
: � WE

N
ΓEE>

?
ΓE
�

E> FE
: �

Γ
1

E
�

E> � WE

�
Γ
1

E
�

E> d
�

Γ

� Second
�

way, the traction-basedstrategy: thedefinitionof themacrotractionfield is givenby a
projection� on theinterfacetractionforce

F
= M
*
E

�
Γ
1

E
�

E>
?

Π
L F
O
ΓEE> | F= E

�
ΓEE>

}

where� ΠF
O
ΓEE> is a tractionfield projectordefinedon the interfaceΓEE> . Thenthecorresponding

macro% partof theforceariseswith dualityoncontributionwork (1).

The
I

first way is relatedto the initial approachdevelopedin [5, 6]. A subsequentapproachwhich
we� aredevelopinghereinusesthe secondway. But, for both approaches,the stateof the structureis
described
�

by microandmacrointerfacequantities

| WM
* �

F
= M
* } w F M

*
adP @ G M

*
adP| Wm+ � Fm+ } w F m+ @ G m+

It hasto benotedthat themicro-macrosplitting is doneat the”continuummedium” level, it involves
no5 discretization.

A majorpointfor bothapproachesis thatmicroforcesandmicrodisplacementsdonothaveto satisfy
transmission
�

conditionsacrossan interface.On thecontrarythemacroquantitiesarechosenin order
to
�

satisfytheseconditionsin a weaksense:| WM
* �

FM
* } w F M

*
adP @ G M

*
adP . The choicefor F M

*
adP and- G M

*
adP

depends
�

on theapproachused.In the following section,we will discussanexampleof a description
associated- with a tractionorientedprojector, then F M

*
adP and- G M

*
adP will� bespecified.
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3.2.
J

A traction-basedmicro-macro description:A continuummechanicspointof view

Let us consideran interface ΓEE> between
E

two substructuresE and- E¤ . The macro traction force
distrib
�

utionontheinterfaceis obtainedfrom theoriginal forcefield usingaprojectorΠ
L F

ΓE
�

E> (chosen
�

as
orthogonal� with respectto work onΓEE> ):�

F
= M
*
E

�
Γ
1

E
�

E>
?

Π
L F

ΓE
�

E> | F= E

�
ΓEE>

}
For instance,onecanchooseto extracttheresultantandmomentof thefield FE on� ΓE

:
E> ,� asaprojector.

Then,
I

themicro-level distributioncanbededuced:

F
= m+

E

�
ΓEE>

? � Id�   Π
L F

ΓE
�

E>
� | F= E

�
ΓEE>

}
and- from thedualityon thecontributionwork, thedisplacementfieldscanbeobtainedasfollows:

WM
*
E

�
Γ
1

E
�

E>
?

Π
L F
O
ΓE
�

E> | WE

�
ΓEE>

}
Wm+

E
: �

ΓEE>
? � Id   ΠF

ΓE
�

E>
� | WE

: �
Γ
1

E
�

E>
}

In this description,G M
adP is chosento be thesubspaceof tractionforcefields in G M which� satisfythe

transmission
�

conditionson every interfaceandwhich arebalancedwith f
P

d
{ on� eachsubstructure.For

the
�

displacements,we only have: F M
*
adP

? F M
*

,� that is to saymacrodisplacementfields do not have
to
�

satisfythetransmissionconditionsbetweentwo substructures.Dueto thatpoint, this traction-based
approach- givespriority to theforceswhereasin thedisplacement-basedapproach,displacementshave
to
�

becontinuouswhereasmacrotractionforcescanbediscontinuous.

4. COMPUTATIONAL MICRO-MACRO STRATEGY: BASIC ASPECTS

In
b

order to solve the problemrelatedto the assemblyof substructuresand interfaces,a strategy is
de
�

velopedwithin the framework of theLATIN Method[7]. For the linearelasticcasetreatedherein,
the
�

dualityusedis awork-baseddualityandno longeradissipativeone.

Figure
Q

2. Oneiterationof theLATIN Method.
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�

The
I

LATIN Methodis a non-incrementaliterative strategy [7]. It successively builds anelements�
of� thespaceof admissiblefieldsAd

� (kinematic
�

andequilibriumequationson eachsubstructure),and
an- elementof thesecondsetΓ

�
(constituti
�

ve relationandinterfacebehavior) at eachiteration.Iteration
nT starts" with s� n£ ,� anelementof Ad

� . Then,thelocal stageis performedfrom this elementto anelement
ŝ� n£ � 1

2
E of� Γ

�
,� usingthe upward searchdirectionE

J � . Next, the linear stageis performed,leadingfrom

ŝ� n£ � 1
2

to
�

an elements� n£ � 1 of� A
�

d
� using/ the downward searchdirection(seeFigure2). The two search

directions
�

representtheparametersof themethod.

4.1. Local stageat iterationn

At thisstage,thematerialbehavior aswell astheinterfacebehavior aresatisfied.Theproblemconsists
of� finding ŝ� n£ � 1

2
E w Γ

�
,� givens� n£ w A

�
d
� . Moreover, ŝ� n£ � 1

2
E   s� n£ has

~
to belongto theupwardsearchdirection

E
J � . Theupwardsearchdirectionis givenfor everysubstructureE

v
:

| σ̂; E
: R

n£ � 1
2
E   σ; E

: R
n£ }§@ K

� | ε̂� E
: R

n£ � 1
2
E   ε� E

: R
n£ }¢? 0

*
and- for every interfaceΓEE> :�

Fm+ S w G m+
E
:

E>M 1
k
¡ m+ | F̂= m+

E
R
n£ � 1

2
  F
= m+

E
R
n£ } � F= m+ S N

ΓE
�

E>  
M
Ŵ

m+
E
R
n£ � 1

2
  Wm+

E
: R

n£ � F= m+ S N
ΓEE>

?
0
*

as- well as: �
FM S w G M

E
:

E>M 1
k
¡ M

| F̂= M
*
E
: R

n£ � 1
2
E   F

= M
*
E
R
n£ } � F= M

* S N
ΓEE>  

M
Ŵ

M
*
E
: R

n£ � 1
2
E   WM

*
E
R
n£ � F= M

* S N
ΓE
�

E>
?

0
*

and- similar relationsfor quantitiesonΓE
:

E> relatedto theneighboringsubstructureΩE
: > of� ΩE.

K
�

is
2

Hooke’s tensor. k
¡ m+ and- k

¡ M
*

are- two positive scalarparametersof themethod.k
¡ m+ is

2
relatedonly

to
�

micro-quantitiesandto interfacecharacteristics[8], while thechoicefor k
¡ M will� bediscussedlater

in
2

thispaper.
For aperfectinterface,Γ contains	 thetransmissionconditionsfor forces:

Fm+
E> @ Fm+

E

?
0
*

F
= M
*
E
: > @ F

= M
*
E

?
0
*

and- for displacements: �
F
= m+ S w G m+

EE> � M
Wm+

E   Wm+
E> � F= m+ S N

ΓEE>
?

0
*

�
FM
* S w G M

*
E
:

E> � M
WM
*
E   WM

*
E
: > � FM

* S N
ΓE
�

E>
?

0
*

Γ also- containstheboundaryconditionsfor boundaryinterfacesincludedin ∂
z

1Ω or� ∂
z

2Ω.

4.2. Linearstageat iterationn

The problemhereconsistsof finding s� n£ � 1
w

Ad
� ,� given ŝ� n£ � 1

2
E w

Γ. For eachsubstructureE,� the stress
field hasto balanceforceson theinterfaces:

σ; E
w ? E

�
FM w G M

adP
�

Fm+ w G m+�
U � w¹�

E
: �

ΩE
� T
I

r � σ; E
: ε� | U � }�� d

�
Ω
< ?

ΩE
� f
P

d
{ � U � d

�
Ω
< @

∂ΩE
� | F= M

E � U � �
∂Ω
C

E

@
F
= m+

E � U � �
∂Ω
C

E

}
d
�

Γ
�
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The
I

displacementfield hasto becompatiblewith interfacedisplacementfields:

UE
w��

E

�
WM
* w F M

adP
? F M

�
Wm+ w F m+

UE
: �

∂Ω
C

E
� ? | WM

E

@
Wm+

E
: } �

∂Ω
C

E

Under
F

thepreviousconditions,notethatwe imposed| WM
* �

F
= M
* }

to
�

belongto F M
*
adP @ G M

*
adP .

ThedownwardsearchdirectionE
¦

is addedto theequationsdefinings� n£ � 1; for every substructure,
we� have:

| σ; E
R
n£ � 1   σ̂; E

R
n£ � 1

2

}   K | ε� E
R
n£ � 1   ε̂� E

R
n£ � 1

2

}¢?
0
*

(2)

and- for every interfaceΓ
�

E
:

E> ,� wehave:

�
Fm+ S w G m+

E
:

E>M
F
= m+

E
R
n£ � 1   F̂

= m+
E
R
n£ � 1

2

�
F
= m+ S N

ΓEE>
@ M

k
¡ m+ | Wm+

E
: R

n£ � 1   Ŵ
m+
E
R
n£ � 1

2

} �
F
= m+ S N

ΓEE>
?

0
*

(3)

and:-
�

FM
* S w G M

*
adP R

0
È

∑
·

ΓE
�

E>
M 1
k
¡ M

| F= M
*
E
R
n£ � 1   F̂

= M
*
E
: R

n£ � 1
2
E } � F= M

* S N
ΓE
�

E>
@ M

WM
*
E
R
n£ � 1   Ŵ

M
*
E
: R

n£ � 1
2
E � F= M

* S N
ΓEE>

?
0
*

(4)

Note
-

thatthemacrosearchdirectionis globaldueto thechoicefor G M
adP in section3.2.

The
I

resultingproblemis thensplit into two kindsof sub-problems:a globalmacroproblem,anda
micro problemon eachsubstructure.In the following discussion,subscriptsnT @ 1

2
¥ and- nT @ 1 will be

omitted.�

5.
�

A TRACTION-BASEDMICRO-MACRO COMPUTATIONAL STRATEGY: A CONTINUUM
MECHANICSPRESENTATION

In
b

this section,we will provide detailsabouttheproblemto besolvedat thelinearstage(section4.2).
Thesolutionto the local stageproblemcanbefound in [7]. No detailswill begivenherebecauseno
specificity" hasbeenintroducedinto thesolutionof thisproblemdueto themicro-macrosplitting.

5.1.
T

Micro-scaleproblem

Let us considera substructureE. The stressfield σ; E is balancedwith a boundaryfield FE
: and-

body
E

forces f
P

d
{ . The interfacetraction force field F

=
E has
~

beensplit on ∂Ω
z

E
: into
2

micro and macro
parts.� Due to duality, the displacementfield hasbeensplit aswell. In particular, we have Wm+

E
: �

Γ
1

E
�

E>
?

� Id�   Π
L F
O
ΓEE>

� | WE

�
ΓEE>

}
,� thusthe micro searchdirection(3) may be written (in the following Π

L F
O
ΓEE> is

2
simply" denotedby Π)

�
as:

�
Wm+ S w F m+

EE>M
F
= m+

E
: � Wm+ S N

ΓE
�

E>
? M

F̂
= m+

E
: @ k

¡
m+ Ŵ

m+
E   k

¡
m+ � Id�   Π

L � | UE

�
ΓEE>

} �
Wm+ S N

ΓE
�

E>
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�

W
p

e alsotake into accountthesearchdirection(2) to expressthefollowing formulation:find UE
w��

E
:

such" that:

�
U � w��

E
: �

ΩE

T
I

r � ε� | UE

}
K
�

ε� | U � }�� d
�

Ω
< @

∂ΩE

k
¡

m+ | Id�   Π
L }

UE

�
∂Ω
C

E
� | Id�   Π

L }
U � �

∂Ω
C

E
� ?

ΩE
� f
P

d
{ � U � d

�
Ω
@

∂ΩE
� FM

E
: � U � �

∂Ω
C

E
d
�

Γ
@

∂ΩE
� | F̂m+

E
: @ k

¡
m+ Ŵ

m+
E
: } � U � �

∂Ω
C

E
d
�

Γ (5)
�

For theprojectorschosenin thispaper, resultantandmomentarepreserved;hence,k
¡

m+ | Id   Π
}
UE
: �

∂Ω
C

E
�

is
2

anull resultantandmomenttractionforcefield, asis | F̂= m+
E

@
k
¡

m+ Ŵ
m+
E
: } .

Property 1. Themicro-scaleproblemadmitsa solutionwith an undefinedadditiverigid bodymode
displacement
�

field for each substructure if FM
*
E
: is
9

balancedwith f
d
{ R

E
.U

Proof. Let us considera substructureanda tractionforce field FE
: leadinga1 priori to

�
two different

solutions" U V 1WE and- U V 2WE . With (5) andtheparticularchoicefor U � ? U V 1WE   U V 2WE ,� thedifferencebetween
these
�

two solutionfieldssatisfies:

ΩE
� T
I

r ε� | U V 1WE   U V 2WE

}
K
�

ε� | U V 1WE   U V 2WE

} @

∂ΩE

k
¡

m+ | Id   Π
} | U V 1WE   U V 2¥ WE

} � | Id   Π
} | U V 1WE   U V 2¥ WE

}¢?
0
*

Dueto thestrict positivenenessof bothK and- k
¡

m+ and- to thechoicefor Π,� | U V 1WE
:   U V 2¥ WE

: }
contains	 the

null5 energy modesfor theenergy potential,i.e
9

. the
�

rigid bodymodes.Onecannoticethat in thecase

where� | U V 1WE   U V 2WE

}
is
2

a rigid bodymode, | Id�   Π
L } | U V 1WE   U V 2WE

}¢?
0
*

anyway. X
The conditionthat FM

E
: be

E
balancedwith f

P
d
{ is fulfilled dueto the definition of G M

adP ,� accordingto

which� FM
E is chosen.

Since
�

themicro-problemdefinedwith (5) is linear, its right-handsidecanbeseparatedinto amicro-
scale" contribution | fP

d
{ � F̂= m+

E

@
k
¡

m+ Ŵ
m+
E
: } and- a macro-scalecontributionF

= M
E . Therefore,thesolutionto the

micro linearstageproblemandin particularits macro-level projectioncanbewrittenseparatelyon the
boundary:
E

WM
E

?
ΠUE

�
∂Ω
C

E
� ?

Ûd
{ | fP

d
{ � F̂m+

E
: @ k

¡
m+ Ŵ

m+
E

}»@
LE | FM

E
: } (6)

�
where� Ûd

{ is
2

a boundarydisplacementfield to be computedknowing | fP
d
{ � F̂= m+

E

@
k
¡

m+ Ŵ
m+
E
: } . L

(
E
: is
2

an
operator� that can be interpretedas a homogenizedbehavior operatorof the cell E. LE is a finite
dimension
�

operator(6
@

number5 of interfaces,in 3D) definedon G M
*
E
R
adP into

2 F M
*
E (

� G M
*
E
R
adP is

2
the set

of� boundarytractionforcefieldsbalancedwith f
P

d
{ on� E).

�
Property 2. The bilinear form | FM

* V 1WE
: �

FM
* V 2¥ WE
: }ZYÅ

∂ΩE

LE | FM
* V 1WE
: } � FM

* V 2¥ WE
: d

�
Γ is

9
symmetricpositive

definite
�

on G M
E
: R

adP R
0
È @ G M

E
: R

adP R
0
È .U
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Pr
�

oof. Let
�

usconsidertwo macrotractionfieldsF
= M
* V 1WE
: and- F

= M
* V 2¥ WE
: tak

�
enin G M

*
E
R
adP . Then,thedifference

δ
[
FM

E
: ?

FM
* V 1WE   FM

* V 2¥ WE belongs
E

to G M
E
: R

adP R
0
È ; from equation(5),adisplacementfield δ

[
UE can	 beassociated

with� δ
[
F
= M
*
E
: :

�
U � w¹�

E

�
ΩE
� Tr � ε� | δ[ UE

: } Kε� | U � }�� d
�

Ω
@

∂ΩE

k
¡

m+ | Id�   Π
L }

δ
[
UE

�
∂Ω
C

E
� | Id�   Π

L }
U � �

∂Ω
C

E
� ?

∂ΩE

δ
[
F
= M
*
E � U � �

∂Ω
C

E
� d
�

Γ
�

(7)
�

Using
F

the sameformula, we can associateanotherdifference∆
\

F
= M
*
E

?
F
= M
* V 3WE
:   F

= M
* V 4] WE
: with� another

displacement
�

field ∆UE
: . In thepreviousequation,wereplaceU � with� ∆UE

: . Moreover, ontheboundary
of� a substructure,dueto thedefinitionof themacropartof thedisplacementfrom duality arguments,
we� obtain:

∂ΩE
� δ
[
F
= M

E � ∆\ UE
: �

∂Ω
C

E
� d
�

Γ
� ?

∂ΩE
� δ
[
F
= M

E � ∆\ WE
: d
�

Γ
� ?

∂ΩE
� δ
[
F
= M

E � ∆\ WM
E
: d
�

Γ
�

Recallingthatfrom thedefinitionof LE,� ∆WM
*
E
: ?

LE | δ[ FM
*
E
: } ,� wefinally obtain:

ΩE
� Tr � ε� | δ[ UE

: } Kε� | ∆UE
: }�� d

�
Ω
@

∂ΩE
� k
¡

m+ | Id   Π
}
δ
[
UE
: �

∂Ω
C

E
� � | Id   Π

}
∆UE

: �
∂Ω
C

E
�

?
∂ΩE

δ
[
F
= M
*
E � L( E

: | ∆\ F
= M
*
E

}
d
�

Γ
�

for any | δ[ FM
E
: �

∆FM
E
: } w G M

E
: R

adP R
0
È @ G M

E
: R

adP R
0
È . Thisallowsbeingconclusiveonthepositivenessandsymmetry

of� thestudiedbilinearform.
In orderto prove thebilinearform to bedefinite,let usnow assumethatδ

[
FM

E
: ?

∆FM
E
: satisfies:"

∂ΩE
� δ
[
F
= M

E � L( E | δ[ F
= M

E

}
d
�

Γ
� ?

0
*

which� immediatelyleadsto thefollowing:

ΩE
� Tr � ε� | δ[ UE

: } Kε� | δ[ UE
: }�� d

�
Ω
@

∂ΩE
� k
¡

m+ | Id   Π
}
δ
[
UE
: �

∂Ω
C

E
� � | Id   Π

}
δ
[
UE
: �

∂Ω
C

E
� ?

0
*

Thus,
I

δ
[
UE is

2
a rigid bodydisplacementfield of substructureE

v
. Fromequation(7), weobtain:

�
U � w��

E
: �

∂ΩE

δ
[
F
= M
*
E
: � U � �

∂Ω
C

E
� d
�

Γ
� ?

0
*

^ �
W
S
E
w F M

E

�
∂ΩE
� δ
[
FM

E � W S
E
: d
�

Γ
?

0
*

^ δ
[
FM

E

?
0
*

Thisallowsusto concludethatthebilinearform is definite. X
Lastly, LE can	 becomputedby solvingasmallnumberof micro-scale-likeproblems(5).Themicro-

scale" problemin (5) canbedefinitelysolvedoncethemacro-forcesF
= M

E are- known. This computation
is performedwithin themacro-scaleproblem.
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�

5.2.
T

Macro-scaleproblem

Themacro-scaleproblemconsistsof verifying themacrosearchdirection(4) by taking into account
the
�

resultsobtainedat themicro-scale(6): find F
= M
* w G M

*
adP such" that:�

FM S w G M
adP R

0
È

∑
·

ΓE
�

E>
M
LE | FM

E
: } � FM S N

ΓE
�

E>
@ M 1

k
¡

M
FM

E
: �

FM S N
ΓEE>

?
∑
·

ΓE
�

E>
M F̂= M

*
E

k
¡

M

@
Ŵ

M
E   Ûd

{ � FM S N
ΓEE>

Pr
¶

operty 3. The
a

macro-scaleproblemadmitsa uniquesolutionif kM _ 0
*
.U

Proof. Property2 is extendedto all interfaces,hencetheleft-handsideof themacro-scaleproblemis
symmetric" andpositivedefinite.Themacro-scaleproblemis afinite dimensionproblem;consequently,
the
�

uniquenessandexistenceof asolutionto thisproblemis obtained. X
Themacro-tractionFM hasto beadmissible;a typical way of takinginto accountsucha relationis

to
�

introduceLagrangemultipliers. In our case,the Lagrangemultipliers arethe rigid body modesof
each� substructure;equation(6) thusbecomes:

WM
E
: ?

ΠUE
: �

∂Ω
C

E
� ?

Ûd
{ | fP

d
{ � F̂m+

E
: @ k

¡
m+ Ŵ

m+
E
: }»@ LE | FM

E
: }§@ | u` V 0È WE

@
ωa V 0È WE b OM

c } �
∂Ω
C

E
�

The
I

macro-problemthenbecomes:find F
= M
* w G M

*
adP such" that:�

FM S w G M
adP R

0
È

∑
·

ΓE
�

E>
M
L
(

E
: | F= M

*
E
: } � F= M

* S N
ΓE
�

E>
@ M 1

k
¡

M
F
= M
*
E
: �

F
= M
* S N

ΓE
�

E>
@ M 1

k
¡

M
* | u` V 0È WE

: @
ωa V 0È WE
: b OM

c } �
∂Ω
C

E

�
F
= M
* S N

ΓE
�

E>
?

∑
·

ΓEE>
M F̂M

E
:

k
¡

M
*

@
Ŵ

M
*
E
:   Ûd

{ � F= M
* S N

ΓE
�

E> (8)
�

which� is staticallyadmissibile:� | u` V 0È W SE

@
ωa V 0È W SE b OM

c }

ΩE
� f
P

d
{ � | u` V 0È W SE

: @
ωa V 0È W SE
: b OM

c }
d
�

Ω
< @

∂ΩE
� F
= M
*
E � | u` V 0È W SE

: @
ωa V 0È W SE
: b OM

c }
d
�

Γ
� ?

0
*

(9)

Thesolutionto themacroproblem(8,9) (which doesnot dependon themicro unknowns,onceÛd
{

has
~

beencalculatedup to the micro-scale)leadsto the macroforce field F
= M
*

at- iterationnT ,� aswell
as- to additive rigid bodymodes.Themicro-scaleproblemcanthenbecompletedto obtainthemicro
contrib	 utionsat iterationnT .

5.3.
T

Convergence

Following theconvergenceproof for theone-level strategy givenin [7], with standardasumptionsfor
elasticity� , convergenceis reachedif thesearchdirectionsareframedby two constantsk

¡
1 and- k

¡
2
¥ ,� such

that:
�

∞ d k
¡

2
¥ _ k

¡
m+ _ k

¡
1 d 0

*
∞ _ k

¡
M _ 0

*
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In
b

particular, if s� e� x denotes
�

thesolutionto thereferenceproblem(i.e
9

. the
�

intersectionbetweenA
�

d
� and-

Γ on� Figure2), wehave:

lim
.
n£ e ∞

® s� n£   s� e� x ® ? 0
*

and lim
n£ e ∞

® ŝ� n£ � 1
2
E   s� e� x ® ? 0

*
with:�

® s� ® 2 ?
∑
·
E ΩE

T
I

r σ; E
: K
� ¦ 1σ; E

: @ ε� E
: K
�

ε� E
: d

�
Ω
<

@
∑
·

ΓE
�

E> ΓEE> | F
= m+

E
: � 1

k
¡

m+ F
= m+

E
: @ Wm+

E � k¡ m+ Wm+
E

@
F
= M
*
E
: � 1

k
¡

M
F
= M
*
E
: @

WM
*
E � k¡ M

* WM
*
E

}
d
�

Γ
�

6.
A

OPTIMIZATION OF THE ALGORITHM PARAMETERS

From
N

acontinuummechanicspointof view, twoscalarparametersappearin thetraction-basedstrategy:
the
�

searchdirectionparameters.Themicro-level parameterk
¡

m+ appears- in equation(3) andthemacro-
le
.

vel parameterk
¡

M
* in
2

equation(4). In all examplestreatedherein,themacropartof interfacetraction
fieldsconsistsof thelinearpartof thesefields.

Figure3. Cantileverstructureclampedto oneendandsubmittedto aflexion-tensionloadingat theotherend.

The first test exampleproposedis a cantilever structure.It is solved in 2D undera planestrain
assumption.- Thestructureis clampedat oneextremity andsubmittedto a non-axialforcedistribution
at- the otherextremity. The structureunderstudyhasbeensplit into 32 substructures(seeFigure3).
Each
#

substructurehasbeendiscretizedwith 512 3-nodetriangularfinite elements.The influencesof
both
E

discretizationandsubstructuringarenot discussedin this paper. For the sake of simplicity, in
order� to focuson the numericalparameters’optimal values,the materialconstitutingthe structureis
linearelastic,homogeneousandisotropic.

Iterati
b

vesolutionswerecomputedusingthetraction-basedstrategy. For eachelementof a test-value
sample" for k

¡
M,� we performed20 iterationsof themethod.k

¡
m+ remainsconstantandequalto E f 25Lm+ ,�

with� L
x

m+ being
E

the characteristiclength of a substructure.The direct solution of the finite element
problem� wastaken asa reference.The error relative to this referencesolutionwascomparedversus
the
�

value of k
¡

M
* f k¡ M

* R
0
È in
2

Figure 4. This error hasbeenmeasuredwith a global energy norm on the
displacement
�

differencebetweenthetwo solutions.(Thestartingvaluek
¡

M
R
0
È is classicallyrelatedto the

whole� structure’s characteristicdimension[8]: k
¡

M
* R

0
È ? E

v f Lx M
* ,� whereE

v
is
2

theYoung’s modulusof the
materialandLM is thelengthof thestructure.)

An
�

optimalvaluefor k
¡

M
* then
�

appears(seeFigure4):

k
¡

M Å ∞
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Figure4. Traction-basedmicro-macroLATIN strategy: Errorafter20 iterations.

Themacro-problemcanthusberewritten takingthis resultinto account.
Concerning
�

the displacement-basedapproachdescribedin [6], a similar result is obtained.
Performing the same test as previously discussed,and consideringthe linear part of interface
displacement
�

as macro-displacement,the resultingchart is shown in Figure 5. Using this strategy,
the
�

optimalvalueis found:k
¡

M
?

0.
*

Themacro-scaleproblemthereforehasto berewrittenaswell.

Remarkable
Ú

result. One
k

can note that the previous two optimal versionscoincide (as soon as
the
�

macroprojectorsfor the displacement-basedapproachand for the traction-basedapproachare
conjugate).	 In particular, in this unified approachboth macro-displacementsandmacro-forcesverify
the
�

transmissionconditionsat any iteration,not only whenconvergenceis reached.The major point
lies
.

in thefactthata parameterhasbeendeleted:onlyV km+ rX emains. This lastparameteris relatedto the
characteristic	 dimensionsof asubstructure.A first evaluationof k

¡
m+ hasalreadybeenproposedin [8].

7.
H

AN EXAMPLE OF HIGHLY-HETEROGENEOUSSTRUCTURAL CALCULATIONS

Theiterativestrategy proposedhereinhasbeenspeciallycreatedto treatheterogeneousstructureswith
optimal� efficiency. This approachcanbeusedto analyzecompositestructures,by takingdirectly into
account- themicrostructureof theconsideredmaterial.Theunifiedversionis of courseusedhere.

In
b

order to demonstratethe possibilitiesof this method,we will presentsomeexamplesof finite
element� calculation.Theseexamplesareperformedin 2D undertheassumptionof planestrains.The
material% is heterogeneous,yeteverycomponentdisplaysanelasticisotropicbehavior. Two elementary
cells	 areproposed:(A) afiber-reinforcedcomposite,and(B) honeycomb(seeFigure6). For thesetwo
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Figure5. Displacement-basedmicro-macroLATIN strategy: Errorafter20 iterations.
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Figure
Q

6. (A) fiber-reinforcedcompositecell; (B) honeycombcell.

heterogeneousmaterialcells, the heterogeneityratio is 103: for cell (A), the fiber inclusionsare103

times
�

stiffer thanthematrix; for cell (B), thehoneycombstructuralpartsare103 times
�

stiffer thanthe
materialin thecavities. TheYoung’s modulusis takenasequalto 2� 105

s
MPa, andthePoisson’s ratio
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�

TableI. Averageconvergencerateafter30 iterations.

Numberof substructures 16 36 64 100

(A)
t

6 u 0 10v 2 6u 3w 10v 2 6
x u 5 10v 2 6u 6x 10v 2

(B) 3u 2 10v 2 3u 4y 10v 2 3
w u 6 10v 2 3u 6x 10v 2

0
* � 3.
�
This strategy hasbeentestedon cantilever structurescontainingvariousnumbersof elementary

cells	 (A) and(B) (seeFigure7). The whole structureis decomposedinto asmany substructuresas
elementary� cells:hence,eachsubstructureis constitutedof 1 elementarycell. Thecantileverstructures
are- clampedat one end and submittedto a flexion-shearforce distribution at the other end.These
structures" are undera global flexion loading. Figure 7 shows the configurationsof thesedifferent
structures" for thetwo proposedcell types.
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7. Averageconvergencerate after 30 iterations: (1) for the two cells proposed,(A) fiber-reinforced
composite� and(B) honeycomb;and(2) for differentnumbersof substructures:16,36,64and100.

Concerning
 

thecalculationresults,wehavereportedtheaverageconvergencerateafter30 iterations
of¡ the method for different numbersof elementarycells in Figure 7 and Table I. This average
on¡ vergencerateis computedusingthefollowing formula:

τ¢ avg£ ¤¦¥ 1
29
§ log ¨ e© 30

e© 1

ª

where« e© 30 and¬ e© 1 representtheenergy normof theerrorbetweentheiteratively-calculatedsolutionand
the


referencesolution(resultof thedirectfinite elementproblem)after30 iterationsandafterthefirst
iteration,respectively. This valueremainsconstantfor the4 testsperformedon bothcell types.As a
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consequence,° dueto theoptimalchoicefor theparameterk
±

M
² in
³

theprevioussection,themethodseems
to


benumericallyscalablei.e
´

. independentof thenumberof substructures.Theconvergenceresultis
only¡ dependentonly on thecomplexity of thelocal substructureproblem.

In Figure8, is reportedtheenergy normof theerrorbetweentheiterativesolutionandthereference
solutionµ (result of the direct finite elementproblemwithout substructuring)for the problemof 64
substructuresµ of (A)-type cells, for which theproposedapproachyields thebestresults.30 iterations
ha
¶

ve beenperformed.As a reference,we have also performed30 iterationsof the original FETI
Methodfor two differentpreconditioners[9] (withoutheterogeneousimprovedscaling[15]). It should
be
·

pointedout thatnopreconditionerhasbeenusedin theLATIN micro-macroapproach.
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8. Evolutionof theerrorfor 30 iterationsof themethodappliedto theproblemof 64 (A)-typecells.

In order to obtain information on the costsof the different approaches,the major trendscan
be
·

estimatedby the complexity analysisof the algorithms.We have useda band storage,Crout
factorizationasa linearsolver andanarrow patternof rigidity matriceswith Schurcondensationfor
the


micro-macroapproach.For thepreviousexample,theinitializationstage(initial factorizationsand
condensation° for all thesubstructuresandfor themacroproblems)leadsto thefollowing results:(a)the
FETI
Ë

Methodwith a Dirichlet preconditionercostis 40% that of the LATIN micro-macroapproach,
and¬ (b) the FETI Methodwith a lumpedpreconditionercostis 20% that of the LATIN micro-macro
approach.¬ Concerningonesingleiteration(dotproducts,forwardandbacksubstitution,alsocumulated
on¡ all substructures),thecostsare:(a) theFETI Methodwith aDirichlet preconditioneris equivalentto
the


LATIN micro-macroapproach,and(b) theFETI Methodwith alumpedpreconditioneris half of the
preÌ viouscost.Theseresultshavebeenobtainedonasmall2D problem.Becausetheglobalproblemin
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A MICRO-MACRO AND PARALLEL COMPUTATIONAL STRATEGY 41

a¬ LATIN micro-macroapproachis alwayslargewhencomparedto thecorespondingproblemin FETI,
the


sameestimationstendto positionthemicro-macrocloseto theFETI lumpedcomplexity, asthesize
of¡ thelocal problemsincreases.Concerningthesynchronizationbetweenprocesses,theFETI method
needsto solve2 globalproblemsateachiterationandthusto synchronizetwiceall theprocessorswith
one¡ of them.Themicro-macroapproachaspreviouslydescribed,requiresonly 1 suchsynchronization
perÌ iteration.

In
Í

Figures9 and 10, we presentthe calculatedsolutionsafter the 1st and 28th iterations.The
information given by the macroand micro scaleson the interfaceshave also beenindicated.One
substructureµ on thefirst left-handcolumnof substructuresis magnifiedin orderto focuson themacro
and¬ microprojectionsof theinterfacedisplacements.

As
Î

a conclusion,we cansay, roughlyspeaking,thatthecostof a micro-macroiterationis similar to
the


costof a FETI iteration.Moreover, thecostof preliminarycalculationsbecomessimilar for both
methods,Ï astheproblemsizeincreases.As aconsequence,if theconvergencerateobservedon thelast
eÐ xampleis preserved,themicro-macrocomputationalstrategy canbemuchmoreefficient for highly
heterogeneous
¶

structurecalculations.However, for weakly heterogeneousstructures,the costshould
be
·

thesame,asobservedin [8].
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8.
×

CONCLUSION

Both
Ø

theoptimaldisplacement-basedandtraction-basedmicro-macrostrategiesform auniquestrategy
characterized° by only oneparameter, interpretedasamicro-stiffness.

Moreo
Ù

ver, this approachleadsto a parallelandmechanicalapproach,which is relatedto domain
decomposition
Ú

methodsandwell-suitedto parallelarchitecturecomputers;the underlyingalgorithm
can° beinterpretedasa “mixed” and2-level domaindecompositionmethod.It leadsto a numerically-
scalableµ andefficientdomaindecompositionmethod.

In
Í

certaincases,using3 scalescould be of interestfrom a modellingpoint of view and/orfor a
computational° efficiency issue.For instancelaminatecompositestructuresusually involve a micro
scaleµ (fiber, matrix level), a mesoscale(ply andinterfacelevel), a macroscale(the whole structure
level). Hencewe canimaginea 3-level approachinvolving 2 homogenizationprocedurescloseto the
one¡ proposedin thispaper. Anotherwayto introduceathird scaleis to useadiscretizationonthemacro
scale.µ In thatcase,a patchof cellsis replacedby a super-elementin orderto reducethecomputational
cost° of themacroproblem.This lastapproachis currentlyundertesting.

Furtherwork is alsoin progressto extendthiscomputationalstrategy to contactproblemsaswell as
to


plasticityandvisco-plasticityproblems.
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5. P. Ladevèze,D. Dureisseix. A new micro-macrocomputationalstrategy for structuralanalysis. Comptes-Rendusde
l’AcadémiedesSciences, 327:1237–1244,1999. (partially in english).
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13. L. Champaney, J.-Y. Cognard,D. Dureisseix,andP. Ladevèze. Largescaleapplicationson parallelcomputersof a mixed

domaindecompositionmethod.ComputationalMechanics, (19):253–263,1997.
14. A. El Hami, B. Radi. Somedecompositionmethodsin the analysisof repetitive structures.Computers and Structures,

58(5):973–980,1996.
15. D. RixenandC. Farhat. A simpleandefficientextensionof aclassof substructurebasedpreconditionersto heterogeneous

structuralmechanicsproblems.International
ß

Journal for NumericalMethodsin Engineering, 46:501–534,1998.

Copyright c
®

2001JohnWiley & Sons,Ltd. Int. J. Numer. Meth.Engng2001;52:121–138
Pr
¯

eparedusingnmeauth.cls



Principaux
à

résultatsobtenus,et perspectives. L
á
’approcheprécédentepeutêtredé-

crite° dedeuxpointsdevue: celui d’uneméthodededécompositiondedomainemul-
tiéchelle


mixte,et celui d’unetechniqued’homogénéisation.
Concernant
 

la décompositiondedomaine,elleprésentebiensûrle caractèreexten-
sible.µ Commele logiciel réalisépar Olivier Loiseaudurantsontravail de thèseavait
pourÌ but demontrerla faisabilitédel’approche,il aétéimplantédansl’environnement
Matlab
Ù TM

â
etÐ nepermetde traiterquedescasbidimensionnels.Le comportement“al-

gorithmique”ã (évolutiondel’erreurenfonctiondesitérations)montresesinsuffisances
car° il nepermetpasdepondérerlesdifférentesphasesdesalgorithmesenfonctionde
leurcoût.

L
á
’évaluation des performancesen terme de coût est donc difficile à menersur

cette° base.La comparaisondestempsderestitution(c’est-à-diredestempsnécessaires
pourÌ obtenir le résultatde l’analyse)desdifférentsalgorithmesa l’inconvénient,par
la globalitédesonanalyse,deprendreencompteun nombretrèsgranddeparamètres
(qualité
ä

d’écrituredu code,performancesdescompilateursutilisés,performancesdes
systèmesµ d’entrées-sorties,dépendanceaux typesd’opérationsnumériqueseffectuées
suiµ vant le processeur, indirectionset synchronisationsdûesaux typesde réseauxde
communication° å�å�å ).

æ
Pour
ç

éviterdefaireintervenir cestrop nombreuxparamètres,uneanalysedecom-
pleÌ xité adoncétéréaliséedansle casdeproblèmetypiques(structureenformedepavé,
sous-structurationµ etmaillagerégulierså�å�å ).

æ
Surcettebase,l’approcheaétécomparée

à
è

la méthodeFETI. L’analysetendà favoriserlesrésultatsdel’approchemicro-macro,
surtoutµ lorsquele degréd’hétérogénéitéaugmente.Cetteanalysesimplifiéenepermet
bien
·

sûrpasuneétudeplusfine du coût,enparticulierlors d’uneutilisationsurarchi-
tecture


parallèle.Cetteétudenécessiteuneimplantationdansun codeélémentsfinis,
quié estencours.

Les
á

deux versionsde la méthode(baséessur les déplacementmacroou sur les
efÐ forts macro)ont étéréunifiéspar l’utilisation de la valeuroptimaledu paramètrede
direction
Ú

de recherchemacro.Dansce casde figure,et commeprécédemment,seule
demeure
Ú

la valeurdela directionderecherchemicrocommeparamètredela méthode.
Remarquons
ê

aussiqu’au coursdesitérations,à la fois les efforts et les déplacements
macrosatisfontà l’équilibre età la continuitéauxinterfaces.

Le
á

deuxièmetype de résultatsobtenuspar l’approchemicro-macroconcerneson
utilisationë entempsquedémarched’homogénéisation.Il s’agiteneffet d’uneméthode
d’homogénéisation
Ú

automatiqueencesensqu’elle nenécessitepasun traitementpar-
ticulier


deszonesbord: les effets de bord sontcapturésau coursdesitérationsoù la
solutionµ macroeffective estégalementcorrigée.À convergence,la solutiontendvers
la solutionfineduproblèmederéférenceà l’échellemicro.Un certainnombredelimi-
tations


n’interviennentdoncplus: il n’estpasnécessaired’avoir deséchellestrèssépa-
rées,et le milieu étudién’estpasforcémentpériodique.On peutbienentenduutiliser
ces° propriétéssi ellesexistent; parexempledansle caspériodique,touslesproblèmes
globauxã parsous-structuresontidentiques.

Le
á

milieu homogénéisépeutêtreinterprétécommeun milieu deCosseratdont la
description
Ú

peutêtrede degré plus ou moinsélevé suivant le choix de la description
macro.Ï Enpratique,surlescastestés,la partielinéairedeschampss’avèresuffisante.

Sur
ì

la basedecetteapproche,lesoutilsdéveloppésparOlivier Loiseauconcernent
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I
�
G. 1 – Présence

�
de3 échellesdansuncompositestratifié

entreÐ autre,unediscrétisationdel’échellemacro(ellemêmediscrèteaudépart)afinde
pouvÌ oir traiterefficacementdegrandeszonesd’unestructurecompositeoù il n’estpas
nécessaire� detraitertout le problèmeà l’échellemicro.

En termedeperspectivesdirectes,il seraitutile depouvoir disposerd’un outil de
contrôle° d’erreurpourplusieurspointsd’intérêt.Tout d’abordcommepilotage,il per-
mettraitdedisposerd’un critèrefiabled’arrêtdesitérations(la référencepouvantêtrela
solutionµ discrétiséeàconvergence).Il seraitutile aussipourcontrôlerl’algorithme,par
eÐ xempleenadaptantla directionderechercheafindemainteniruntauxdeconvergence
éle
�

vé sansdemanderde l’utilisateur qu’il fournisseunevaleurpour lesparamètresde
direction
Ú

de recherche.Bien entendu,le contrôledoit pouvoir permettrel’adaptation
du
Ú

maillagemacro(enprenantcommeréférence,le problèmehomogénéiséenmilieu
continu)° ou micro. Plusencore,il doit fournir un indicateurdechangementdemodé-
lisation
�

(adaptationdu modèle),voir [Vemagantiet Oden01] à proposdecettethéma-
tique


par exemple.Le but estde distinguerles zonesoù la discrétisationde l’échelle
macroÏ suffit, où l’échellemacrodoit êtrecomplète,etoù il estnécessairedecalculerla
solutionµ sur l’échellemicro (enprenantcettefois-ci commeréférencele problèmefin
enÐ milieu continu).Comme“sous-produit”,celapermettradedistinguerautomatique-
mentleszonesintérieuresdeszonesbord (ou d’intérêtparticulier)sur lesquellesune
modélisationÏ fineestnécessaire.

La mêmedémarched’adaptationdemodèledevrait aussipouvoir permettrele cou-
plageÌ demodèlespoutre,plaqueoucoque(ousaversion3D dégénérée)vuscommeun
modèlehomogénéiséparticulier, avecdeszonesmodéliséesen3D complet.C’estpar
eÐ xemplele casdescompositesstratifiés,où on peutdistinguertrois échelles: cellede
la structure(ouducomposant),celledesplis, etcelledesconstituants(fibresetmatrice
parÌ exemple).Cetexempleestillustrésurla figure1 (inspiréede[FishetBelsky 95]).

Un
�

autrecasdefigure intéressantestcelui où cohabitentdeseffetsd’échellestrès
dif
Ú

férentesdansunemêmestructure.C’est par exemplele caspour les matériauxà
gradientã depropriété,etdansuneencoreplusgrandemesuredansle casdela “process
zone”� en pointede fissuredansunestructuremassive. C’est une thématiquesur la-
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quelleé travaille enpartieAnthony Nouy enthèsesousla directiondePierreLadevèze.
Pourcescasde figure, l’utilisation d’un mêmetype de discrétisationà deséchelles
très


différentesest très délicat numériquementet peut conduireà une analyseerro-
née(entreautre,àcaused’un mauvaisconditionnementduproblèmediscrétisé).L’ap-
procheÌ micro-macropeutalorss’avérerun outil efficaceen tant queremplaçantdes
approches¬ detype“zoomstructural”et “globale-locale”.Un développementutile dans
ce° casseraitla possibilitéde couplagede l’échelle macrodiscrèteau voisinagede la
zoned’intérêt,avecdesélémentsfinis classiquesloin decettezone.Le couplageavec
l’échelle
�

micropeutalorsêtreréaliséparla présenteapprochemicro-macro.
Dansuneautremesure,un tel zoompeutêtreavantageuxpour l’analyseou l’op-

timisation


de zonesd’intérêt particulier: congésde raccordemententredescriptions
plusÌ grossièresdessurfaces,parexempleenavantprojetdeprocédésd’obtention,ou
analyse¬ d’unestructureà deuxniveauxdedétails(commec’estactuellementpartielle-
mentle cassurlesgrandesstructuresdetypepaquebotsou la sollicitationestàgrande
échelle
�

auniveaudela structureet le dimensionnementà petiteéchelleauniveaudes
parois,Ì raidisseurså�å�å ).

æ
Cetteapprochedevrait pouvoir utilementsecoupleravec la

technique


desle
�

vel set[OsteretSethian88,Sethian99] ouduVOF(VolumeOf Fluid)
æ

[Scardovelli et Zaleski99] pourdécrirelesbordsou frontièreslibres (en injectionou
au¬ changementdephasecommela solidification,oumêmeencombustion,qui relèvent
d’une
Ú

analysemultiphysique).

Reconstruction de champs intérieurs macroscopiques. La reconstructiond’une
contrainte° σ	σ	σ	 etÐ d’unedéformationε
ε
ε
 macroÏ commepost-traitementà partir dechamps
macroWM etÐ FM,� surunesous-structureΩ,� peutêtreréaliséededifférentesmanières.
Un
�

intérêtestla possibilitéd’utiliser cettereconstructioncommeunoutil pourcoupler
l’échellemacroavecdescontraintesoudéformationsissuesd’élémentsfinis standards.
À
�

titre d’illustration, on considéreraici le cassanschargedevolume.Poursimplifier,
on¡ chercheradescontraintesetdéformationsmacrouniformessurΩ. Le principaloutil
estÐ la dualitéausensdu travail :

∂Ω
F
 M
² �

WM
²

d
�

S ¤
Ω

T
�

r � σ	σ	σε	 ε
ε
 � d� Ω
�

Une
�

telle constructionpeutprivilégier lesdéplacementsou lesefforts.Pourla version
enÐ déplacementparexemple,considéronsle casoùFM estÐ raccordéfortementa¬ vecσ	σ	σ	 :
F
 M
² ¤ σ	σ	σ	 n� �

∂Ω
� ,� alorspardualité,

�
σ	σ	σ	 �

∂Ω
WM

�
σ	σ	σ	 n� d� S ¤

Ω
Tr � σ	σ	σε	 ε
ε
 � d� Ω

donne
Ú

la constructionde ε
ε
ε
 à
è

partir deWM. Le comportementmacroε
ε
ε
 ¤ DDD � 1σ	σ	σ	 peutÌ
alors¬ s’endéduireenutilisant,pourdeuxchampsmacronotésavec les indices1 et 2,
le comportementhomogénéiséWM ¤ LLLFM (à

ä
unmouvementdesoliderigideprès,qui

a¬ étéomispourallégerla présentation):

∂Ω
FM

1

�
WM

2
� d
�

S ¤
Ω

Tr � σ	σ	σ	 1DDD � 1σ	σ	σ	 2
� d� Ω
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alors¬
�

σ	σ	σ	 1
� σ	σ	σ	 2

� � F
 M
²
1
¤ σ	σ	σ	 1n� �

∂Ω
� � F

 M
²
2
¤ σ	σ	σ	 2

� n� �
∂Ω
� �
∂Ω

F
 M
²
1

�
L
�
LL
� � 1F

 M
²
2 d
�

S ¤
Ω

T
�

r � σ	σ	σ	 1D
�
DD
� � 1σ	σ	σ	 2

� � d� Ω
�

ce° qui permetdedéterminerla souplesseéquivalenteD
�
DD
� � 1.

Un
�

outil mieux adaptépour la reconstructionde σ	σ	σ	 etÐ ε
ε
ε
 peutÌ êtrecelui, déjàmen-
tionné,


de la RdM3D [Hochardet© al. 97]
�

qui permetde traiter ce problèmede façon
mixte. Sonemploi aisédansnotrecasestaussiunejustificationde travaux en cours
quié visent à l’utiliser commeproblèmemacroglobal. Dansle casprésent,ce “ r� ac-
cor� d mixtefaible” s’écritentrelesquantités̈ F �W ª

,� premiersmodesdeTrefftz, liéspar
l’opérateur
�

deDirichlet-Neumannpourunproblèmehomogène(àchoisir).Celien qui
lesunit seranoté ¨ F �W ª! 

∂
"
Ad
# . Le raccordaveclesquantités̈ FM �WM ª données

Ú
est:

� ¨ F $ �W$ ª% ∂
"
Ad
# 0
& � 1

2 ∂Ω
F $ � ¨ W ¥ WM

² ª('
W$ � ¨ F ¥ FM

² ª
d
�

S ¤ 0
)

soitµ :

� ¨ F $ �W$ ª! ∂
"
A
*

d
# 0
& � 1

2 ∂Ω
¨ F $ � W '

W$ � F ª d
�

S ¤ 1

2 ∂Ω
F
 $ � WM

² '
W$ � F M

²
d
�

S

En
+

utilisant seulementles premiersmode(champsuniformes)on a F
 ¤ σ	σ	σ	 n� �

∂Ω
� ,� W ¤

ε
ε
ε
 OM
, �

∂Ω
� ,� σ	σ	σ	 etÐ ε
ε
ε
 uniformes,ë σ	σ	σ	 ¤ DD

�
Dε
ε
ε
 (où

ä
DD
�
D estÐ àchoisir).Alors

1
2 ∂Ω

¨ F $ � W '
W$ � F ª d� S ¤

Ω
T
�

r � ε
ε
ε
 D�D�D� ε
ε
ε
 $ � d� Ω
�

etÐ onobtient:

�
ε
ε
ε
 $ �

Ω
T
�

r � ε
ε
ε
 D�DD� ε
ε
ε
 $ � d� Ω
� ¤ 1

2
§

∂Ω
WM
² � ¨ D�DD� ε
ε
ε
 $ ª n� ' F

 M
² �

ε
ε
ε
 $ OM
,

d
�

S

ce° qui donneleschampsε
ε
ε
 etÐ σ	σ	σ	 ¤ DD
�
Dε
ε
ε
 ,� connaissantFM

²
etÐ WM

²
. Cetteconstructionfait

bien
·

entenduintervenir un opérateurdecomportementhomogénéiséD
�
DD
�

quié pourraêtre
choisi,° commeprécédemment,paruneéquivalenceénergétiquepourcertainschamps
particuliers.Ì

D’autres techniquespour déterminerDD
�
D permettentÌ de ne plus favoriser l’un ou

l’autre
�

deschampsde déplacementou d’effort. Par exemple,la déterminationde D
�
DD
�

à
è

partir de la donnéedeschampssur le bord F
 M
²

etÐ WM
²

peutÌ êtrevue commela ré-
solutionµ d’un problèmeinverse(bien posé,au vu de la faible quantitéd’information
queé l’on cherchedansD

�
D
�
D
�

homogène).
¶

Dansce cas,on peutenvisagerde le résoudre
parÌ l’utilisation d’une fonctionnellede type erreuren relationde comportement: dé-
finissons
-

les champsF
 M
² ¤ σ	σ	σ	 n� �

∂Ω
� ,� WM

² ¤ ε
ε
ε
 OM
, �

∂Ω
� (où

ä
σ	σ	σ	 etÐ ε
ε
ε
 sontµ uniformes)liés par

σ	σ	σ	 ¤ DD
�
Dε
ε
ε
 ; on n’a pasa. priori FM

² ¥ LL
�
LWM

² ¤ 0
)

(où LL
�
L est,Ð rappelons-le,nonlocal),mais
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on¡ peutbâtir uneerreurenrelationdecomportementη/ surµ cettequantité:

η/ 2 ¤ 1

2 ∂Ω
¨ FM ¥ LL

�
LWM ª � LL�L � 1 ¨ FM ¥ LL

�
LWM ª d� S ¤

¤ 1

2 ∂Ω
σ	σ	σ	 n� � LL�L � 1σ	σ	σ	 n� ' ε
ε
ε
 OM

, �
LL
�
Lε
ε
ε
 OM
,

d
�

S ¥
Ω

Tr � σ	σ	σε	 ε
ε
 � d� Ω ¤
¤ 1

2 ∂Ω
σ	σ	σ	 n� � LL�L � 1σ	σ	σ	 n� ' ε
ε
ε
 OM

, �
LL
�
Lε
ε
ε
 OM
,

d
�

S ¥
Ω

Tr � ε
ε
ε
 DD�Dε
ε
ε
 � d� Ω ¤
¤ η/ 2 ¨ ε
ε
ε
 � DD�D � LL�Lª

on¡ aainsi,
�

ε
ε
ε
 � η/ 2
� 0

0
)

et
�

ε
ε
ε
 � η/ 2
� ¤ 0

)
quandLL

�
L estÐ tel que σ	σ	σ	 n� �

∂Ω
� ¤ LL

�
L ε
ε
ε
 OM

, �
∂Ω
� a¬ vecσ	σ	σ	 ¤

D
�
DD
� ε
ε
ε
 ,� c’est-à-direpourun milieu homogène.Il s’agit enoutred’uneformequadratique
enÐ ε
ε
ε
 ,� qu’on peutdoncformellementécrireη/ 2 ¤ Tr � ε
ε
ε
 1 ¨ DD�D � LL�Lª ε
ε
ε
 � . Trouver DD

�
D à
è

partir de
L
�
LL
�

peutÌ alorss’écriremin
DDD

2 1 ¨ D�DD� � L�LL� ª32 ,� maiscelaconduità un problèmenon-linéairequi

n’estpeut-êtrepasjustifié pourunseulpost-traitementdesquantités̈ FM �WM ª afin¬ de
reconstruire4 deschampsintérieurs̈ σ	σ	σ	 � ε
ε
ε
 ª .

Notons
5

enfinqu’unereconstructiondechampsσ	σ	σ	 de
Ú

cetypen’estpassansrapport
a¬ vec la reconstructiond’un champstatiquementadmissibleutilisé en calcul d’erreur
classique.° Elle s’apparenteà uneversionà mi cheminentreunetechniqueanalytique
(utilisation
ä

de champde Trefftz, éventuellementà un ordreplus élevé, au lieu d’un
sous-découpageµ desélémentsfinis [Coffignal et© al. 83,

×
Pelleet© al. 89])

×
et numérique

(écriture
ä

du raccordfaibleparuneformulationvariationnelle,aulieu d’un représenta-
tion


auxpointsdesur-intégration,cequi conduità unecontraintequi n’estpasrigou-
reusement4 admissible[Babuskaet© al. 94]).

�
Pourmettreenœuvreun indicateurdetype

erreurÐ en relationde comportement,il restealorsla reconstructiond’un champciné-
matiquementÏ admissiblesurl’ensembledela structure.La versionnonrigoureusement
admissible¬ decedernierestfournieparla déformationmacroreconstruiteε
ε
ε
 . La mesure
de
Ú

l’erreur en relationde comportementsefaisantalorsavec le comportementmicro
DD
�
Dloc ¨ M ª

: 1
2
� 2 σ	σ	σ	 ¥ DD

�
Dlocε


ε
ε
 2 2
DD
6
D7 1

loc
8 ¤ 1

2
� Tr � ¨ σ	σ	σ	 ¥ DD

�
Dlocε


ε
ε
 ª DD�D � 1
loc ¨ σ	σ	σ	 ¥ DD

�
Dlocε


ε
ε
 ª � . Une telle démarche,

peuÌ coûteuse,devrait s’avérersuffisantepourcontrôlerl’erreur sur l’échellemacro.Il
seµ peutparcontrequ’elle soit trop pénalisante(indiced’efficacitétrop élevé) pourun
contrôle° à l’échelle micro, et qu’unereconstructionplus “riche” soit alorsnécessaire
(au
ä

niveaudesélémentsetpasseulementauniveaudessous-structures).La redescente
à
è

l’échellemicro auniveaud’unesous-structures’apparenteparcontreautypedecal-
cul° nécessitépar l’utilisation d’un extracteurpour la constructiond’une erreurlocale
[Ladevèzeet© al. 99].

�
Il doit ainsiexisterdesliensentrecalculmacroeterreurdepollu-

tion


d’unepart,et entrerelocalisationmicro,extracteureterreurlocaled’autrepart.

Quelques
9

autresdémarchesde la littératur e. On
:

peut trouver dansd’autrestra-
v; aux la mêmeidéequecelle développéeprécédemment,à savoir le couplaged’une
méthodenumériqueet d’unestratégiemécaniquequi tire parti despropriétésdu pro-
blème,
·

afin d’augmenterles performancesde la méthode.La méthodenumériqueen
questioné estla techniquededécompositiondedomainemultiéchelle,la stratégiemé-
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canique,° la techniqued’homogénéisationet lespropriétésduproblème,la nécessitéde
décrire
Ú

la structureà l’échellemicro.
Une
�

méthodequi n’est passansconnectionavec celle présentée,estdéveloppée
dans
Ú

[Fish et Belsky 95] : il s’agit d’utiliser un problèmehomogénéiséentantqueni-
v; eaude plus grossierdansunetechniquemultigrille. L’opérateurde prolongationest
alors¬ spécialementchoisipour redonnerunehomogénéisationpériodiquesur la grille
la
�

plusgrossière.Là encore,le problèmederéférenceestcelui décrità l’échellefine.
Remarquonscependantquecettetechniquenécessitequandmêmeun traitementpar-
ticulier


à la transitionentredeuxrégionsoù lescellulesdesontpasidentiques(notion
de
Ú

“cellule detransition”).Bien entendu,quandon chercheà détermineruneapproxi-
mationÏ du problèmederéférence,différentestechniquespeuventêtreutiliséescomme
l’homogénéisationclassique,ou pardesméthodesplusou moinsdédiéesà uneappli-
cation,° qui couplentplusoumoinsleséchelleslocalesetglobales,commeparexemple
dans
Ú

[Zohdi et© al. 01].
)

Un
�

dernierexemple,cette fois-ci provenantdesméthodesde décompositionde
domaine,
Ú

estcelui de l’adaptationdesméthodesexistantesau casdesstructureshé-
térogènes.


Une telle démarchea étéréaliséedansla méthodeFETI [Rixen et Farhat
98,
�

Klawonnet© al. 01],
)

etdansla méthodeBDD [MandeletBrezina96].

Quelques
9

questionsen suspendsur cethème. Dansla présentationprécédente,on
s’estµ principalementintéresséau casdu comportementlinéaire.La présencede deux
échelles
�

et del’homogénéisationdansle casnon-linéaireestun sujetd’importance,et
quié estencoreassezouvert.Dansle casdesnon-linéaritésmatérielles(detypeplasticité
ou¡ visco-plasticité),le cadrede la LATIN permetde poursuivre la démarchedansle
mêmeÏ esprit (l’étaperésolvant les problèmesglobauxcontinuantà être linéaire).En
particulierÌ , la descriptiond’unepremièreversiondela méthodepeutêtretrouvéedans
[Ladevèzeet Dureisseix97] ; lesgrandstraitsconsistentà seplacerdansunesituation
où¡ l’homogénéisationn’est pasréaliséeune fois pour toute (commedansl’analyse
in
³

versequi consisteà identifier un modèlea. priori )
æ

maisau fur et à mesuredansle
“direction” oùla structureestsollicitée.La miseenœuvredanscecadren’a pasencore
été
�

réalisée.Parcontre,le casdela non-linéaritéauxinterfacesadéjàétéabordéedans
le cadredu contact.Le questionestalorscelle du comportementà plusieurséchelles
pourÌ cetypedenon-linéarités.La partiesuivanteportesurquelquestravauxconcernant
ces° problèmesdecontact.

3
<

Exempledenon-linéarité d’interface : lecasdu contact

Remarquonstout d’abordquele traitementdesproblèmesdecontactpardesmé-
thodes


dedécompositiondedomainenetraitepasforcémentleszonesdecontactautra-
v; ersdesinterfaces.Dansle casdumulticontact(parexemple,lesmilieux granulaires),
il peutêtreintéressantdetraitercessurfacesdecontactà l’intérieur dessous-domaines
(v
ä

oir parexemple[Alart et© al. 00,
)

Barboteuet© al. 01]).
)

Par contre,si lessurfacesdecontactnesontpasmajoritaires,il peutêtreutile de
traiter


le contactautraversd’un comportementparticulierd’interface.Nousnouspla-
cerons° danscecasdefigurepourla suite; leschampsd’effort autraversdel’interface
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doi
Ú

vent êtreen équilibre: F
 '

F
 = ¤ 0,

)
soit F

 ¤ ¥ F
 =

,� et, avec le sautde déplacement
V ¤ W ¥ W

=
,� ils doivent vérifier un comportementlocal du type > ¨ V � F ª ¤ 0

)
où >

estÐ plus ou moinsrégulière.En particulier, dansle casdu contactsansfrottement,et
sansµ adhésion,avecla notationF ¤ Fn? n� ' F t etÐ V ¤ Vn? n� ' Vt (où

ä
n� estÐ la normaleex-

térieure


aupremiersous-domaine,et où l’indice t@ désigne
Ú

lesquantitéstangentielles),
lesconditionsdeKuhn-Tuckerdoiventêtrevérifiées:

Fn? 0 0
)

Vn? 0 0
)

Fn? Vn? ¤ 0
)

(les
ä

seulesconditionstangentiellesétantF t
¤ 0).
)

Le traitement(nonrégularisé)dece
comportement° peut être réaliséde différentesmanières.Par exemple,pour une mé-
thode


primale,la conditiondepositivité du sautdedéplacementpeutêtrerangéedans
les
�

contraintesd’admissibilitédeschamps,les autresne sontpasvérifiéesà chaque
itérationmaisparticipentaurésidur :

– si Vn? ¤ 0,
)

r� ¤BA F n? C �
– si Vn? D 0,

)
r ¤ Fn?

Le
á

traitementpeutêtrefait de façonsymétriquepour uneméthodeduale.L’avantage
d’une
Ú

méthodemixte estde ne pasdissymétriserle comportementau profit d’un des
deux
Ú

champs.
Dansle casd’uneméthodededécompositiondedomainemultiéchelle,la question

de
Ú

pouvoir écrirele comportementsur lesdeuxéchellessepose.En effet, un compor-
tement


non-linéairecouplelesdeuxéchelleset,parexempledansle casducontactpré-
cédent,° lesconditionsdeKuhn-Tuckernesontpasforcémentvérifiéespourleschamps
macroscopiques.Différentesapprochespeuventêtremisesenplace,notammentcelles
issues
³

destechniquesmultigrilles,voir [Alart et Lebon93] parexemple.

Cas
E

del’appr ochemixte micro-macro En
+

traitantl’ensembledeséquationsportant
surµ lesquantitésd’interfacecommeétantle comportementdecesdernières,leséqua-
tions


d’admissibilitésontinchangées.Seulel’étapelocaleestmodifiée.Rappelonsque
le problèmeconsisteà trouver le couple ¨ Ŵ � F̂ ª connaissant° ¨ W � F ª etÐ vérifiant

– le comportement(surla partienormale)
¨ F̂M '

F̂
mF ª �

n� 0 0,
) ¨ ŴM '

Ŵ
mF ª �

n� 0 0,
) ¨ F̂M '

F̂
mF ª � ¨ ŴM '

Ŵ
mF ª ¤ 0,

)
– la directionderecherche

F̂
 M
² ¥ F

 M
² ¥ k

± M
² ¨ ŴM

² ¥ WM
² ª ¤ 0,

)
F̂
 mF ¥ F

 mF ¥ k
± mF ¨ ŴmF ¥ WmF ª ¤ 0

)
Traiterceproblèmecoupléentreleséchellesmacro(M)

æ
et micro (mG )

æ
peutêtreréalisé

a¬ vecuneméthodeitérative globalepar interface[Ladevèzeet Dureisseix97]. Un cas
particulierÌ assezsimpleproposéaussidans[Ladevèzeet Dureisseix97] consistece-
pendantÌ à lier lesparamètresdedirectionderecherchedefaçonà avoir k

± M
² ¤ k

± mF ¤ k
±
.

Ceci
 

permetde traiter l’interfacedirectementsur les quantitéstotalesF̂ etÐ Ŵ,� de fa-
çonH similaireà l’approchemonoéchelle.L’avantageauniveaudel’implantationestde
conserv° er la modularitéde l’étapelocaleet de bénéficierdestravaux déjàréalisésen
monoéchelleÏ [Champaney et© al. 99]

�
pourle traitementdu contactavecfrottement,des

discrétisations
Ú

nonconformesetd’autresnon-linéaritésd’interface å�å�å
C’est
 

en procédantde cettemanièrequeles premiersrésultatsen contactfrottant
ont¡ étéobtenusenmultiéchellemixte parAnthony Nouy et PierreLadevèze.Pourma
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part,Ì j’ai seulementapportédesrésultatsdansle casdel’approcheduale,qui fait l’objet
de
Ú

la partiesuivante.

Cas
E

de l’appr ocheduale. Les travauxmenésencollaborationavecCharbelFarhat
de
Ú

l’Uni versitéduColorado,àBoulder, USA,ontpermisquantàeuxdetraiterle casdu
contact° dansuneapprochedualemultiéchelle,cequi aconduità l’approcheFETI-C.

Le
á

principeconsisteici à continuerà utiliser l’algorithmedu gradientsurun pro-
blème
·

non-linéaire.Lesquantitésmisesenexerguesonttoujourslesefforts aux inter-
f
J
aces(sousforme de multiplicateursde Lagrange)maiscettefois-ci, la “projection”

dans
Ú

l’espacedesefforts admissiblesa changé: outre l’équilibre local aux interfaces
etÐ l’équilibre globaldessous-domainesflottants,ils doiventsatisfairelesconditionsde
positiÌ vité dela pressionauxinterfacesdecontact.

L
á
’originalité decetteapprocheestd’utiliser le problèmemacropour réalisercette

projectionÌ (de façonitérative, maisqui converge en un nombrefini d’itérations); ce
problèmeÌ grossierdecontacts’estavéréefficacepourguiderla détectiondela surface
de
Ú

contactactive,puisquedesconvergencessimilairesàcellesdela méthodeFETI sur
des
Ú

problèmeslinéairesontétéobtenus(optimalitéetextensibilité)mêmeenl’absence
d’une
Ú

phasedeline-sear
�

ch,� classiqueenoptimisation.Cetraitementduproblèmegros-
sierµ , commela constructiond’une méthodeà un seulniveaud’itération sontdesori-
ginalitésã par rapportà d’autresméthodesdérivant de la programmationquadratique,
comme° [Dostalet© al. 98,

�
Dostalet© al. 00].

)
Plusdedétailssurcetteapprochesetrouventdansle prK eprint suiµ vant [Dureisseix

etÐ Farhat01].
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SUMMARY

W
R

e presenta domaindecompositionmethodwith Lagrangemultipliersfor solvingiteratively frictionlesscontact
problems.S This method,which is basedon the FETI methodandthereforeis namedherethe FETI-C method,
incorporatesa coarsecontact systemthat guides the iterative prediction of the active zone of contact.We
demonstrate
T

numericallythat this methodis numericallyscalablewith respectto both the problemsizeandthe
numberof subdomains.Copyright c

U
2001JohnWiley & Sons,Ltd.

K
V

EY WORDS: contact;domaindecomposition;FETI; scalability

1. INTRODUCTION

Contact
 

problemsarefrequentin structuralanalysis,particularlywheninvestigatingthe assemblyof
substructures.µ They arecharacterizedby constraintssuchasnon-penetrationconditions,andanactive
area¬ of contact— that is, an areawherecontacteffectively occurs— that is unknown a. priori . For
these


reasons,theseproblemslead to stiff non-linearsystemsof equations.Even in the absenceof
friction, several approachesexist for solving staticcontactproblems[20, 34, 32]. In mostof them,
the


numericalmethodsthat areemployed for enforcingthe contactconstraintscanbe groupedinto
Lagrangemultiplier andpenaltymethods[33].

The
�

penaltymethods[19, 2] arecloselyrelatedto theregularizationof thecontactconstraints.They
are¬ usuallyformulatedin termsof thedisplacementvariables,andthereforeareprimal methods.They
allo¬ w treatingcontactasamaterialbehavior, asexamplifiedby themethodof joint finite elements[1].
Penalty
ç

methodscanexperiencevariousnumericaldifficulties,especiallyill-conditioning,whena too
largeor toosmallpenaltyparameteris introduced.

Lagrange
á

multiplier methodsaredual methodswherethe multipliers,which representthe contact
reaction forces, are introducedin order to enforceexactly the non-penetrationconditions.These

W
Correspondenceto: Departmentof AerospaceEngineeringSciencesand Center for AerospaceStructures,University of

Colorado,CampusBox 429,Boulder, CO 80309-0429,USA
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I

methodsÏ can be further classifiedinto (a) trial and error approachesfor determiningthe active
zone of contact,(b) mathematicalprogrammingtechniques[21, 18], (c) searchgradientmethods
[25, 10, 27, 28], and(d) a combinationof all of theseapproaches.AugmentedLagrangemultiplier
methods[3, 22,26,6] resultin mixedformulationsinvolving bothdisplacementandforceunknowns.
The
�

numericalsolutionschemesunderlyingboth the Lagrangemultiplier andaugmentedLagrange
multiplier methodsareoftenrelatedto theUzawaalgorithm[4, 31,8].

Recently
ê

, variousformsof domaindecompositionhavebeenintroducedin theformulationof contact
problemsÌ in orderto speedupthesolutionof theseproblems,particularlywhenthey arelarge-scale,on
both
·

serialandparallelcomputingplatforms[7, 11,5]. Of particularinterestis theapproachproposed
in [11], notonly becauseof its numerousinnovativeconcepts,but alsobecauseit is basedon theFETI
domain
Ú

decompositionmethod[12,16,17],whichhaswell establishednumericalscalabilityproperties
for both second-orderelasticity [15, 23] and fourth-orderplate and shell problems[14, 13, 24].
W
X

e remind the readerthat an iterative methodis said to be numericallyscalableif its convergence
propertiesÌ — for example,thenumberof iterationsfor convergence— areasymptoticallyindependent
of¡ thesizeof theproblemto besolved.

Theobjectiveof thispaperis to presentanalternativedomaindecompositionmethodfor thesolution
of¡ frictionlesscontactproblemsthat is alsobasedon the FETI method,andwhich for this reasonis
namedtheFETI-C method(asin FETI-Contact).

FETI-C is in many aspectsdifferent from the domaindecompositionmethodrecentlyproposed
in
³

[11] for solving frictionlesscontactproblems.Indeed,the solution strategy describedin [11] is
or¡ ganizedaroundtwo levelsof iterations,thefirst oneaimedat satisfyingthecontactconditions,and
the


secondoneatsatisfying,amongotherthings,theequilibriumconditions.In theouter-iterations,an
acti¬ ve zoneof contactis updatedby a mathematicalprogrammingtechnique.In theinner-iterations,a
minimalÏ subregion of the previously predictedareaof contactis frozenanda stateof equilibrium is
soughtµ after. In the FETI-C methoddescribedin this paper, both contactandequilibrium conditions
are¬ updatedby a single iterative procedure.Most importantly, the FETI-C methodincorporatesan
auxiliary¬ “coarsecontactproblem”which not only guidesthepredictionof theactive zoneof contact,
b
·
ut alsoappearsto ensurethe numericalscalabilityof the proposedsolutionmethodwith respectto

both
·

thenumberof subdomains,andthesizeof theproblem.Thesenumericalscalabilitypropertiesare
demonstrated
Ú

numericallyin thispaper.

For simplicity, and without any loss of generality, we considerhere only the casewhere the
subdomainsµ in contacthavematchingdiscreteinterfaces.Wealsoassumethatall structuralcomponents
underë go smalldeformationsaswell assmalldisplacementsandrotations.In Section2, we review the
FETI
Ë

methodin orderto keepthis paperasself-containedaspossible.In Section3, we overview the
formulationof the frictionlesscontactproblem.In Section4, we highlight thesuitability of theFETI
frame
J

work to thesolutionof contactproblems,anddescribetheFETI-C non-linearsolver. In Section
5,
I

we validatethis solver usingsampletwo- andthree-dimensionalfrictionlesscontactproblemsand
demonstrate
Ú

numericallyits numericalscalabilitywith respectto boththeproblemsizeandthenumber
of¡ subdomains.Finally, weconcludethispaperin Section6.

Copyright c
®
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2.
§

AN OVERVIEW OF THE FETI METHOD

2.1.
Y

Domaindecompositionwith Lagrangemultipliers

TheFETI method[12, 16, 17, 14, 13] is a non-o� verlappingdomain
Ú

decompositionor substructuring
methodÏ with Lagrangemultipliers. It was originally developedfor solving efficiently on parallel
processorsÌ large-scalelinear or linearizedsystemsof equationsarising from the discretizationof
structuralµ mechanicsproblemsdefinedon a domainΩ

�
. Sucha systemof equationscan be written

as¬ Z
g[ \ g[ ¤^] g[ (1)

ä
where« for a large classof applications,

Z
g[ is a symmetricpositive definiteor semi-definitematrix

constructed° from theassemblyof elementlevel stiffnessmatricesby introducinga globalnumbering
of¡ the degreesof freedom(d.o.f.) indicatedhereby the subscriptg_ ,� \ g[ is the vectorof generalized
displacements,
Ú

and ] g[ the


vectorof prescribedforces.In the FETI method,the given domainΩ
�

is
³

partitionedÌ into N
`

sa non-overlappingsubdomainsΩ b sa c ,� the equilibrium equationsare written at the
subdomainµ level, and Lagrangemultipliers are introducedat the subdomaininterfacesto enforce
the


compatibility of the displacementfield. In suchan approach,the initial mechanicalproblemis
essentiallyÐ reformulatedasasaddlepointproblemwhoseEulerequationsaregivenby [12]

δ
d egf

sh ikj lnm ¨po b sa c �kq ª ¤ 0
)

(2)

where« δ
d egf

sh ikj l designates
Ú

thevariationwith respectto theargumentsorb sa c and¬ q ,� andm is
³

theLagrangian
of¡ theproblemandcanbewrittenas

m ¨po b sa c �sq ª ¤ N
t

sh
∑
u
sa v 1

1
2
§ o b sa c T Z b sa c o b sa c ¥ o b sa c T ] b sa c ' q T

N
t

sh
∑
u
sa v 1

w b sa c o b sa c (3)
ä

Here, the superscriptsx designates
Ú

a subdomainquantity, the superscriptT denotes
Ú

the transposeof
a¬ quantity, o b sa c and¬ q are¬ someadmissiblesubdomaindisplacementandLagrangemultiplier fields,
respectively,

Z b sa c is the subdomainstiffnessmatrix, ] b sa c the


subdomainvectorof prescribedforces,
and¬ w b sa c the


signedBooleanmatrixthatextractsfrom asubdomainvectoro b sa c its

³
signed( y )

æ
restriction

to


thesubdomaininterfaceboundary. TheEulerequations(2) leadto thefollowing constrainedproblem
which« is equivalentto problem(1)Z b sa c \ b sa c ¤ ] b sa c ¥ w b sa c T z sx ¤ 1� �{�{� � N` sa (4)

ä
N
t

sh
∑
u
sa v 1

w b sa c \ b sa c ¤ | (5)
ä

where« \ b sa c and¬ z
are¬ respectively thesubdomaindisplacementsandLagrangemultipliers thatarethe

stationaryµ pointsof m . Themechanicalinterpretationof equations(4) and(5) is graphicallydepictedin
Figure
Ë

1: eachof equations(4) expressesthesubdomainequilibriumundertheactionof theprescribed
forces ] b sa c and¬ the subdomaininterfaceforces

w b sa c T z ,� andequation(5) expressesthe compatibility
of¡ thesubdomaindisplacementfieldsat thesubdomaininterfaces.Thereis onecompatibilityequation
for eachpair of d.o.f. that connectat a subdomaininterface.Once

z
is determined,the subdomain

displacement
Ú

fieldscanberecoveredby solvingconcurrentlytheequilibriumequationsto obtain

\ b sa c ¤ Z b sa ck} ] b sa c ¥ w b sa c T~ z '�� b sa c�� b sa c (6)
ä
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I

u� (1) u� (2)

λ
�

Ω
� (1) Ω(2)

Figure
�

1. Interfaceassemblyin theFETI formulation

where« Z b sa c } denotes
Ú

theinverseof
Z b sa c if

³
Ω
� b sa c has

¶
sufficientDirichlet boundaryconditionsto preventZ b sa c from beingsingular, or a generalizedinverseof
Z b sa c if Ω b sa c is a floatingsubdomain— that is, a

subdomainµ without sufficient displacementboundaryconditionsto prevent
Z b sa c from

J
beingsingular.

In thelattercase,thecolumnsof
� b sa c representtherigid bodymodesof Ω b sa c ,� i.e.

� b sa c ¤ ker
Z b sa c ,� and� b sa c is

³
thesetof amplitudesthatspecifiesthecontribution of thenull space

� b sa c to


thesolution \ b sa c .
Thesecoefficientscanbe determinedby requiring that eachsubdomainproblembe mathematically
solvµ able— thatis, eachfloatingsubdomainbeself-equilibrated— whichcanbewrittenas

� b sa c T~ ] b sa c ¥ w b sa c T~ z ¤�| (7)
ä

Substituting
ì

equation(6) into thecompatibilityequation(5) andexploiting thesolvability condition
(7)
ä

transformstheconstrainedproblem(4,5) into theinterfaceproblem�
I ¥�� I¥�� I
� T |

z� ¤ �¥�� (8)
ä

where«
�

I
� ¤ N

t
sh

∑
u
sa v 1

w b sa c Z b sa c } w b sa c T

� ¤ N
t

sh
∑
u
sa v 1

w b sa c Z b sa c } ] b sa c
� I
� ¤ w b 1c � b 1c �{�{� w b Nt sh c � b Nt sh c (9)

ä
� ¤ � b 1c T~ �{��� � b Nt sh c T~ T

� ¤ ] b 1c T~ � b 1c �{��� ] b Nt sh c T~ � b Nt sh c T

Because
z

is a dual variableto the primal variables\ b sa c ,� the interfaceproblem(8) is calleda dual
interf
³

aceproblem.This interfaceproblemis bestsolvedby aniterative algorithm,thechoiceof which
completes° thedescriptionof theoriginalFETI method.
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2.2.
Y

Iterativesolutionof thedual interfaceproblem

In
Í

the FETI method,the interfaceproblem (8) is solved by a preconditionedconjugateprojected
gradientã (PCPG)algorithm.More specifically, theindefiniteinterfaceproblem(8) is transformedinto
a¬ semi-definitesystemof equationsby eliminatingtheself-equilibriumcondition � T

I
z ¤�� usingë the

splittingµ z ¤ z 0
& '�� ¨p� ª z

(10)
ä

where« z 0
&

is aparticularsolutionof � T
I
z ¤�� of¡ theformz 0
& ¤ � � I

� ¨ � T
I � � I

� ª � 1� (11)
ä

and¬ � ¨�� ª
is
³

aprojectionmatrixdefinedfor any givenmatrix � by
·� ¨p� ª ¤��Z¥ � � I

� ¨ � T
I
� � � I

� ª � 1� T
I
� (12)

ä
Note
5

thatfor any matrix � ,� � T
I

� ¨�� ª ¤�| .
Applying
Î

thesplitting (10) to the interfaceproblem(8) leadsto thealternative symmetricpositive
semi-definiteµ interfaceproblem� ¨�� ª T �

I
� ¨�� ª z ¤ � ¨�� ª T � ¥ � I

z 0
&

(13)
ä

which« canbesolvedby astandardPCGalgorithm.
Two different preconditionershave been proposed: the mathematically optimal Dirichlet

preconditionerÌ � D7 1

I
� introducedin [15], andthe computationallyeconomicallumpedpreconditioner� L

� 7 1

I
� proposedÌ in earlierworks[12, 16]. If eachsubdomainstiffnessmatrix is partitionedas

Z b sa c ¤ Z b sa c
ii

Z b sa c
ibZ b sa c T~

ib
Z b sa c

bb
� (14)

ä

where« the subscripts i
´

and¬ b
�

designate
Ú

the subdomaininterior and interface boundary d.o.f.,
respecti4 vely, thentheDirichlet preconditionercanbewrittenas

� D7 1

I
� ¤�� ¨ N

t
sh

∑
u
sa v 1

w b sa c | || � b sa c
bb
� w b sa c T~ ª � (15)

ä

and¬ thelumpedpreconditioneris givenby

� L7 1

I
� ¤^� ¨ N

t
sh

∑
u
sa v 1

w b sa c | || Z b sa c
bb
� w b sa c T~ ª � (16)

ä

In
Í

the above expressionsof
� D
6 7 1

I and¬ � L
� 7 1

I ,� � is
³

a diagonalmatrix storing in eachof its entries
the


inverseof the multiplicity of an interfaced.o.f. [17, 14] — that is, the inverseof the numberof

subdomainsµ to which aninterfaced.o.f.belongs— and � b sa cbb
� is thefollowing subdomainprimal Schur

complement°
� b sa c

bb
� ¤ Z b sa c

bb
� ¥ Z b sa c T~

ib
Z b sa c 7 1

ii
Z b sa c

ib (17)
ä

Note
5

that
Z b sa c

ii is non-singularsinceit correspondsto thesystemmatrix with all interfaceboundaries

fixedandthus
Z b sa c 7 1

ii eÐ xists.Both Dirichlet andlumpedpreconditionershave beenrecentlyextended
in
³

[29] for addressingmoreefficiently heterogeneousproblems.In particular, it wasshown in [29] that
suchµ extensionscanbesimplydesignedby redefiningappropriatelythescalingmatrix � .

The
�

iterative FETI solver with � ¤�� is
³

summarizedin TableI. A moredetaileddescriptionof this
algorithm¬ canbefoundin [17].
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I

T
�
ableI. TheFETI PCPGalgorithm

Initialize �
0
�   ¡

I ¢ ¡ I
T
¡

I £{¤ 1¥¦ 0
�   §©¨©ª

I

�
0
�

Iteratek
«  

1 ¬ 2 ¬!�® until convergence

Project ¯ k
° ¤ 1

  ±
T ¦ k
° ¤ 1

Precondition
² ³ k

° ¤ 1
  ª ¤ 1

I
´ ¯ k

° ¤ 1

Re-project µ k
° ¤ 1

  ± ³ k
° ¤ 1

Conjugate ζ
¶ k
°   µ k

° ¤ 1T ¯ k
° ¤ 1

µ k
° ¤ 2
· T ¯ k

° ¤ 2
· ¢ ζ¶ 1

 
0
¸ £¹ k

°   µ k
° ¤ 1 º ζ

¶ k
° ¹ k
° ¤ 1 ¢ ¹ 1

  µ 0
� £

Minimize η» k
°   ¹ k

° ¤ 1T ¯ k
° ¤ 1¹ k

° T
ª

I
¹ k
°

Update

�
k
°   �

k
° ¤ 1 º η» k

° ¹ k
°

Computeresidual ¦ k
°   ¦ k

° ¤ 1
¨

η» k
° ª

I
´ ¹ k
°

Remarks

¼ F
Ë
or most problems,the simplestchoice � ¤½� is

³
computationallythe most effective one.

Choosing
  � ¤ � D ¤ � D

6 7 1

I or¡ � ¤ � L ¤ � L
� 7 1

I is
³

recommendedfor heterogeneousproblems
[17].¼ From
Ë

Eqs.(6,9,12)andTableI, it follows that

N
t

sh
∑
u
sa v 1

w b sa c \ b sa c ¤ � ¥ � I
z ' � I

�
¤ ¾ ' � I

� �
¤ � T ¾
¤ ¿ (18)

ä
which« shows that at eachiterationk

±
,� the projectedresidual¿ k

À � 1 is equalto the jump of the
¨ k± ¥ 1

ª
-th iteratedisplacementfield acrossthesubdomaininterfaces.¼ At eachFETI PCPGiteration,amatrix-vectorproductof theform

� T ¾ k
À � 1 or¡ �ÂÁ k

À � 1 incursthe
solutionµ of anauxiliaryproblemof theform

¨ � T
I
� � I

ª�Ã k
À � 1 ¤�Ä k

À � 1 (19)
ä

Hence,the matrix � T
I
� � I (and

ä
moregenerallythe matrix � T

I
� � � I )

æ
definesa coarseproblem

of¡ size at most equal to 6N
`

sa ,� and whosesolution couplesall the subdomaincomputations,
propagatesÌ theerrorglobally, andacceleratesconvergence.It is becauseof this coarseproblem
that


for second-orderelasticityproblems,whentheDirichletpreconditionerisused,thecondition
numberof theFETI interfaceproblem(13)canbeboundedby apolylogarithmicfunctionof H Å hÆ
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as¬ follows

κÇ ¤ O
, ¨ 1 ' log

� 2
� ¨ H

h
Æ ª�ª (20)

ä

where« H and¬ h
Æ

denote
Ú

thesubdomainandmeshsizes,respectively. Theaboveconditioningresult
also¬ holdsfor fourth-orderplateandshellproblemswhenthecoarseproblem(19) is augmented
with« theso-calledsubdomain“corner” modes[14, 13, 24]. We remindthe readerthata bound
suchµ as(20)provesthenumericalscalabilityof theFETI methodwith respectto boththeproblem
sizeµ andthenumberof subdomains[23, 24] — thatis, its ability to solve largerproblemsusinga
lar
�

gernumberof subdomainsin almosta constantnumberof iterations.Theparallelscalability
of¡ theFETI method— that is, its suitability for massively parallelcomputing— hasalsobeen
demonstrated
Ú

on a largenumberof massively parallelprocessorsfor several realisticstructural
and¬ structuraldynamicsproblems[17, 13].

2.3.
Y

Relevanceto contactproblems

The subdomainsΩ b sa c associated¬ with the FETI methodcanbe viewed assubstructuresin a stateof
“perfect” contact.Thisperfectcontactis definedandgovernedby thecompatibilityequation(5),which
statesµ that the jumpsacrossthesubstructureinterfacesof both thenormalandtangentialcomponents
of¡ thedisplacementfield mustvanish.In theFETI method,this perfectcontactconditionis enforced
by
·

discreteLagrangemultiplierswhosevaluesaredeterminedby thePCPGalgorithmsummarizedin
T
�
ableI.
The
�

aboveobservationsexplainourmotivationto extendtheFETI methodto thesolutionof contact
problemsÌ whosegoverninglawsaresummarizednext.

3.
È

THE FRICTIONLESSCONTACT PROBLEM

Let
á

Ω
�

denote
Ú

the initial stateof a linearelasticbody, ∂Ω
"

C the


part of its boundarythat is a potential
area¬ of contact,n� C the


outwardnormalto ∂Ω

"
C at¬ apointM,� ∂Ω

" É
C the


potentialareaof contactwith ∂Ω
"

C

locatedonthesurfaceof afoundationor anotherlinearelasticbody, andn� ÉC ¤ ¥ n� C the


outwardnormal
to
 ∂Ω
" É

C at¬ thepointM
=
facingpointM (see

ä
Figure2).

If
Í

uÊ denotes
Ú

thedisplacementfield, thediscontinuityof uÊ in
³

thenormaldirectionat point M
Ë  

∂Ω
"

C

can° bewrittenas

∆uÊ ¨ M ª ¤ uÊ ¨ M ª �
n� C
'

uÊ ¨ M = ª � n� ÉC ¤ uÊ ¨ M ª �
n� C ¥ uÊ ¨ M = ª � n� C

¤ ¨ uÊ ¨ MË ª ¥ uÊ ¨ MË = ª�ª � n� C (21)
ä

and¬ thenon-penetrationconditioncanbeexpressedas

∆
Ì

uÊ ¨ MË ª ¥ c� ¨ MË ª 0
& Í

0
)

(22)

where« c� ¨ M ª 0
&

denotes
Ú

theinitial clearanceat point M of¡ theundeformedbodyΩ (see
ä

Figure3), andis
assumed¬ to besmall.

Let σ	 denote
Ú

the stresstensor, t@ ¤ σ	 ¨ M ª
n� the


tractionvectorat point M,� andt@ n? ¤ t@ � n� the


normal
component° of t@ . If ∂Ω

"
C and¬ ∂Ω

" É
C are¬ in contact,the pressureat M

Ë
is
³

positive, and thereforet@ n? Í 0
)

(Figure
ä

4).
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Figure2. A contactproblem
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Figure3. Initial clearance
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Figure4. Contactpressure:tnÎ Ï 0

Thecontactproblemis definedby theunilateralconditionsknown astheSignorini-F
Ð

ichera type


of
conditions°

¼ if
³

∆
Ì

uÊ ¨ MË ª ¥ c� ¨ MË ª 0
& ¤ 0

)
then t@ n? Í 0

)
andthe contactis said to be

acti¬ ve.¼ if
³

∆
Ì

uÊ ¨ MË ª ¥ c� ¨ MË ª 0
& Ñ

0
)

then t@ n? ¤ 0
)

andthe contactis said to be
inacti
³

ve.

(23)
ä

The
�

above relationsareequivalentto statingthaton∂Ω
"

C,� thefollowing holds

t@ n? Í 0
)

∆
Ì

uÊ ¨ MË ª ¥ c� ¨ MË ª 0
& Í

0
)

(24)

t@ n? � ¨ ∆uÊ ¨ M ª ¥ c� ¨ M ª 0
& ª ¤ 0

)
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4.
í

THE FETI-C METHOD

Our
:

objective is to develop a computationallyefficient domain decompositionmethod for the
solutionµ of contactproblemsthat is basedon FETI. In this paper, we limit however our attention
to


frictionless problems.For most domain decompositionmethodsincluding FETI, the optimal
number� of subdomainsis dictatedby a compromisebetweenseveral issuesrelatedto, amongothers,
computational° complexity, memoryefficiency, andparallelprocessing.For this reason,we consider
the


generalcasewherethenumberof subdomainsN
`

sa is
³

largerthanthegivennumberof elasticbodies
and¬ foundations— that is, the casewhereeachelasticbody itself may be decomposedinto several
subdomains.µ Thisleadsusto distinguishingbetweentwo typesof subdomaininterfaces:perfectcontact
interfaces(calledperfectinterfacesin the sequel),andpotentialcontactinterfaces.We constructthe
FETI-C
Ë

methodas a modified FETI algorithm that (a) distinguishesbetweenperfectand potential
contact° interfaces,and(b) enforcesthe compatibility equation(5) on perfectinterfacesandthe non-
penetrationÌ condition(22)aswell astheSignorini-F

Ð
ichera conditions° (23)oncontactinterfaces,while

(c)
ä

satisfyingequilibriumandsolvability in eachsubdomainΩ b sa c .
4.1.
Ó

Preliminaries

Let
á

∂Ω
" b sa c j pÔ

P
Õ ¤ ∂Ω

" b sa c×Ö ∂Ω
" b pÔ c (25)

ä
denote
Ú

aperfectinterfacebetweensubdomainΩ b sa c and¬ neighboringsubdomainΩ b pÔ c ,�
∂Ω
" b sa c j qØ

C
¤ ∂Ω
" b sa c×Ö ∂Ω

" b qØ c (26)
ä

denote
Ú

apotentialcontactinterfacebetweenΩ
� b sa c and¬ its neighborΩ

� b qØ c ,�
∂Ω
" b sa c

P
¤ pÔ v l

pÔ v 1

∂Ω
" b sa c j pÔ

P (27)
ä

denote
Ú

theunionof all theperfectinterfacesattachedto subdomainΩ
� b sa c ,�

∂Ω
" b sa c

C
¤ qØ v mF

qØ v 1

∂Ω
" b sa c j qØ

C (28)
ä

denote
Ú

theunionof all thepotentialcontactinterfacesattachedto subdomainΩ
� b sa c ,�

ΓP ¤ sa v N
t

sh
sa v 1

∂Ω
" b sa c

P (29)
ä

denote
Ú

thesetof all theperfectinterfacesassociatedwith thedomaindecomposition,

Γ
Ù

C ¤ sa v N
t

sh
sa v 1

∂Ω
" b sa c

C (30)
ä

denote
Ú

the setof all potentialcontactinterfacesandis obtainedfrom the initial configurationof the
bodies,
·

and

Γ
Ù

I
� ¤ sa v N

t
sh

sa v 1

∂Ω
" b sa c ¤ Γ

Ù
P
Õ Ú Γ

Ù
C (31)

ä
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Ò

denote
Ú

theglobal interfaceassociatedwith thedomaindecompositionof all givenbodies.Using this
notation,theedge-wisepartitionof theinterfaceboundary∂Ω

" b sa c of¡ subdomainΩ b sa c can° bewrittenas

∂Ω
" b sa c ¤ ∂Ω

" b sa c
P
Ú ∂Ω
" b sa c

C

¤ Û pÔ v l

pÔ v 1

∂Ω
" b sa c j pÔ

P Ü Ú Û qØ v mF
qØ v 1

∂Ω
" b sa c j qØ

C Ü (32)
ä

Let
á

N
`

I
� denote
Ú

thetotal numberof kinematicequationsdefinedon Γ
Ù

I
� for
J

thegivencontactproblem,

N
`

sa j pÔ denote
Ú

the total numberof displacementd.o.f. attachedto the perfectinterface∂Ω
" b sa c j pÔ

P
Õ ,� andN

`
sa j qØ

the


total numberof displacementd.o.f.attachedto thepotentialcontactinterface∂Ω
" b sa c j qØ

C .

To eachperfectinterface∂Ω
" b sa c j pÔ

P ,� weassociatethematrix Ä b sa c j pÔP

 > N
t

I Ý N
t

sh Þ pß defined
Ú

by

Äàb sa c j pÔ
P o b sa c j pÔP

¤ y�o b sa c j pÔP on¡ ∂Ω
" b sa c j pÔ

P
0
)

elsewhereon Γ
Ù

I
� (33)

ä

where« o!b sa c is
³

agenericvectordefinedin subdomainΩ
� b sa c ,� o b sa c j pÔP

Õ denotes
Ú

its traceontheperfectinterface

∂Ω
" b sa c j pÔ

P ,� andthesign( y )
æ

is definedby theorientationof theoutwardnormalto ∂Ω
" b sa c j pÔ

P . Hence,Ä b sa c j pÔP is
a¬ signedBooleanmatrix.For example,if all theinteriord.o.f.of thesubdomainΩ

� b sa c are¬ numberedfirst,
and¬ all the interfaceboundaryd.o.f. of this subdomainarenumberedlastaccordingto theedge-wise
partitionÌ (32), thesignedBooleanmatrix

w b sa c introduced
³

in Section2.1 for thecasewithout contact
can° bewrittenas w b sa c ¤ � | w b sa c

I
� � (34)

ä
where«

w b sa c
I
� ¤ � Ä b sa c j 1P

���{� Ä b sa c j l
P

� (35)
ä

To eachpotentialcontactinterface∂Ω
" b sa c j qØ

C ,� weassociatethematrix Ä b sa c j qØC

 > N
t

I Ý N
t

sh Þ qá defined
Ú

by

¨ Ä b sa c j qØC o b sa c j qØC

ª
M ¤ ¨�â b sa c j qØ T

C

ª
M
² ¨po b sa c j qØC

ª
M
² on¡ ∂Ω

" b sa c j qØ
C

0
)

elsewhereon ΓI
(36)
ä

where« â b sa c j qØC denotes
Ú

the vector of outward normalsto ∂Ω
" b sa c j qØ

C at¬ eachpoint M
Ë  

∂Ω
" b sa c j qØ

C ,� and the
subscriptµ M designates

Ú
the subvector or entry associatedwith nodeM. In Eq. (36) and throughout

this


paper, thesubscriptM
Ë

also¬ impliesthatthestatedrelationholdsateachrelevantpointM
Ë

. NotethatÄ b sa c j qØ
C is

³
notaBooleanmatrix,exceptwhen∂Ω

" b sa c j qØ
C is

³
parallelto a referenceaxis.

Hence,for contactproblems,we generalizethematrix
w b sa c introducedin Eq. (3) to accountfor the

zones� of potentialcontact,andthereforetransformEq.(35) intow b sa c
I

¤ � Äàb sa c j 1P
Õ �{��� Äàb sa c j l

P
Õ � � Äãb sa c j 1C

�{��� Äãb sa c jmF
C

� (37)
ä

At eachnodeM
 

∂Ω
" b sa c j qØ

C ,� andfor eachinterface∂Ω
" b sa c j qØ É

C that


hasthepotentialof gettingin contact

with« ∂Ω
" b sa c j qØ

C ,� weintroduceonepotentialLagrangemultiplier alongthenormaldirectionn� b sa c j qØC to
 ∂Ω
" b sa c j qØ

C .

Such
ì

aLagrangemultiplier representsacontactforcein thedirectionn� b sa c j qØC .
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In
Í

thecaseof contact,thegoverningsubdomainequations(4,5)becomeZ b sa c \ b sa c ¤ ] b sa c ¥ w b sa c T z sx ¤ 1� �{�{� � N` sa (38)
ä

N
t

sh
∑
u
sa v 1

w b sa c \ b sa c ¥åä 0
& 0 | on¡ ΓI (39)

ä

where« w b sa c dif
Ú

fers from
w b sa c only¡ whenat leastonezoneof potentialcontactis inactive (seenext

sectionµ for further details),and ä 0
&

denotes
Ú

the extendedvectorof initial clearances— that is, ä 0
&

is
³

defined
Ú

on both ΓP
Õ and¬ ΓC b

·
ut setto zeroon the perfectinterfaces.Note that this definition of ä 0

&
is

chosen° sothatEq.(39)containtheexpectedcompatibilityrelationon theperfectinterfaces

N
t

sh
∑
u
sa v 1

w b sa c \ b sa c ¤�| on¡ ΓP (40)
ä

From
Ë

Eq. (39) andEq. (38), it follows that for contactproblems,the jump ¿ of¡ the displacement
field acrossthesubdomaininterfaces(seeEq.(18)) is

¿ ¤ N
t

sh
∑
u
sa v 1

¨ w b sa c Z b sa c } ] b sa c ¥ w b sa c Z b sa c } w b sa c T z ªæ' � � ¥åä 0
&

(41)
ä

In summary, using the notationintroducedin this section,we canre-write the contactconditions

(24)
ä

oneachpotentialcontactinterface∂Ω
" b sa c j qØ

C in termsof FETI variablesasfollowsz
M
² 0

0
)

¿ M

Í
0
)

(42)z
M ¿ M ¤ 0

)
Remark¼ At

Î
a crosspointbetweenfour subdomains,six Lagrangemultipliers are usually introduced

by
·

the standardFETI method to connecttogetherwhat has beendefined in this paperas
perfectÌ interfaces.However, from the presentationmadeabove, it follows that at a crosspoint
between
·

four subdomainscharacterizedby four potentialcontactinterfaces,only four Lagrange
multipliersÏ canbeintroducedto representthepotentialcontactforces(Figure5).

Ne
5

xt, we lay thefoundationsof theFETI-C method.

4.2. Discretemaximizationproblem

ThestandardFETI dualinterfaceproblem(8) canbereformulatedasfollows

maxlèçêé N
ë

I
ì jîíãçêé N

ë
R
ï ð ¨ qñ�sò ª ¤¦¥ 1

2
§ q T �

I
q ' q T � ' ò T ¨ � T

I
� q ¥å� ª (43)

ä

where« ð ¨ qñ�sò ª is
³

acomplementaryenergy-like functional,N
`

I
� has
¶

thesamemeaningasin theprevious
subsection,µ andN

`
R is thetotalnumberof subdomainrigid bodymodes.Indeed,differentiatingð ¨ qæ�kò ª

with« respectto q and¬ ò and¬ computing(
z

,� � )
æ

asthesolutionof ¨ ∂ ó
∂
l ¤ 0

) � ∂ ó
∂
í ¤ 0

) ª
leads
�

to thesame
equationsÐ asin (8).
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Figure5. CornerLagrangemultipliers:perfectinterfaces(left), contactinterfaces(right)

FromEqs.(42), it follows that thestandardFETI maximizationproblem(43) mustbemodifiedas
follo
J

ws in orderto addresscontactproblems

maxÏô
ΓC
õ jîlèçêé N

ë
I
jîl

M ö 0
& jîíãçêé N

ë
R
ð ¨ qæ�sò ª ¤ ¥ 1

2
q T �

I
� q ' q T � ' ò T ¨ � I

� T q ¥å� ª (44)
ä

where«
�

I
� ¤ N

t
sh

∑
u
sa v 1

w b sa c Z b sa c } w b sa c T~

� ¤ N
t

sh
∑
u
sa v 1

w b sa c Z b sa c } ] b sa c ¥åä 0
&

(45)
ä

� I
� ¤ w b 1c � b 1c �{��� w b Nt sh c � b Nt sh c

ΓC is thesetof active contactinterfaces— that is, the interfaceswhere q M D 0
)

— andthereforeΓC

v; erifies

ΓC ÷ ΓC (46)
ä

w b sa c has
¶

thesamepatternasin Eq.(34),
w b sa c

I
� is

³
givenin Eq.(37),

w b sa c ¤ | w b sa c
I (47)

ä

w b sa c
I

¤ � Ä b sa c j 1P
Õ �{��� Ä b sa c j l

P
Õ � � ˜Ä b sa c j 1C

�{���
˜Ä b sa c jmF
C

� (48)
ä

and¬

¨ ˜Ä b sa c j qØC o b sa c j qØC

ª
M
² ¤ ¨ Äãb sa c j qØC o b sa c j qØC

ª
M
² if

³
M
Ë  

Γ
Ù

C

0
)

otherwise
(49)
ä
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Let
á

˜¿ be
·

definedasfollows

˜¿ ¤ ¿ on¡ ΓP
Ú ΓCAø¿ M

² Cøù on¡ Γ
Ù

C ú Γ
Ù

C
(50)
ä

where« ¿ is thejumpof thedisplacementfield acrossthesubdomaininterfacesasexpressedin Eq.(41),
and¬

A a. Cøù ¤ a. if
³

a. D 0
)

0
)

otherwise
(51)
ä

From
Ë

thesecondof Eqs.(42), it follows thatif
z

is
³

solutionof themaximizationproblem(44),and
the


correspondingsubdomaindisplacementfields \ b sa c computed° from theequilibriumequations(38)
satisfyµ ˜¿ ¤ 0,

)
then ¨ z � Ûû\ b sa c Ü sa v N

t
sh

sa v 1

ª
is
³

thedomaindecomposedsolutionof thegivencontactproblem.
The
�

FETI-Cmethodwe introducenext is aFETI-likemethodwhichfindsthezoneof activecontact
ΓC and¬ computestheelasticstateof eachsubstructure,by solvingthemaximizationproblem(44) that
embedsÐ theequilibriumequations(38),while ensuringthat ˜¿ ¤ 0.

)
Remarks
ü

¼ Theoperator
�

I introducedin Eq.(45)is unsymmetric.However, from Eqs.(37,48,49),it follows
that


thesetof admissibleLagrangemultipliersonwhich
�

I
� operates¡ is suchthatw T z ¤ w T z (52)

ä

and¬ thereforeaPCGalgorithmcanbeappliedto thesolutionof themaximizationproblem(44).¼ FromEqs.(9,45)andEq.(52), it alsofollows that

� I
� b sa c T~ z ¤��ýb sa c T

I
� z

(53)
ä

4.3.
Ó

One-shotiterativeprocedure

As highlightedin theprevioussections,thediscretemaximizationproblem(44)associatedwith contact
problemsÌ hasmany similaritieswith its counterpart(43) for standardstructuralmechanicsproblems.
For thisreason,agoodstartingpointfor solvingproblem(44)is theFETI PCPGalgorithmsummarized
in
³

Table I. However, a major differencebetweenthe two maximizationproblems(44) and (43) is
that


the former oneis non-linear, whereasthe latter oneis linear. Anotherdifferencepertainsto the
admissibility¬ of the Lagrangemultipliers.For standardstructuralmechanicsproblems,the Lagrange
multipliers must satisfy the self-equilibriumcondition (7) in eachfloating subdomain.For contact
problems,Ì the Lagrangemultipliers mustalsosatisfythe additionalpositivity conditionstatedin the
first of Eqs. (42). Hence,our idea here is to constructa non-linearsolution algorithm for solving
the


discretemaximizationproblem(44) that mimics the FETI PCPGlinear solver, while addressing
the


differencesbetweenperfect and contact interfaces.The resulting non-linearscheme,FETI-C,
is
³

a FETI-like iterative procedurewhere both the contactand equilibrium conditionsare updated
simultaneouslyµ . Hence,FETI-C doesnot involve any linearizationandthereforeunlike the standard
FETI
Ë

solver summarizedin TableI, it cannotby interpretedasa classicalPCGalgorithm.This new
eÐ xtensionof theFETI methodis presentedin thefollowing subsectionsin astep-by-stepapproach.
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4.3.1.
Ó

Initialization step. Consider
 

theFETI-PCPGalgorithmsummarizedin TableI. Supposethat
the


initializationstep z 0
& ¤�� I ¨ � T

I
� � I

ª � 1� (54)
ä

is
³

performedusing

Γ
Ù 0
&
C
¤ Γ
Ù

C (55)
ä

In that case, � I denotes
Ú

an initialization of � I (45)
ä

where eachsubdomainmatrix
w b sa c

I (48)
ä

is
constructed° by assumingthatall potentialcontactinterfacesareinitially active. In otherwords,� T

I
� � I

�
is basedon ΓP and¬ ΓC. If the given problemdoesnot have any global rigid body mode, � T

I
� I is

non-singular� [17]. On theotherhand,if thegivenproblemhasoneor severalglobalrigid bodymodes,� T
I
� I is singular, but Eq. (54) admitsat leastonesolutionif theexternalloadsareself-equilibrated.

In
Í

any case,the initial value
z 0
&

as¬ computedin Eq. (54) is not guaranteedto be admissiblefor the
maximizationproblem(44)— thatis,

z 0
&

is notguaranteedto satisfy
z 0
&
M
D 0
)

onΓC.
For this reason,we proposeto apply after the initialization step a “planing” procedureaimed

at¬ enforcing the positivenessof
z 0
&

in
³

the sensedefinedin the first of Eqs. (42), without for that
purposeÌ destroying the self-equilibriumof any floating subdomain(seeEq. (7)). This planningstep
is
³

representedby thefollowing transformation

λ
þ ÿ ¥�� ¨ λþ ª (56)

ä
where« � denotes

Ú
the two-stepiterative proceduredescribedin TableII. In eachfirst stepof the n� -th

iteration
³

of this planing procedure,the positivenessof the iterate
z n? is

³
enforcedsimply by setting

to


zero the negative Lagrangemultipliers acting on the zoneof contactΓC,� and the active zoneof

contact° ΓC and¬ matrices
w b sa c

I are¬ updatedaccordinglyanddenotedby Γn?
C and¬ w b sa c n�

I ,� respectively. In
eachÐ secondstep,the self-equilibriumof the floating subdomainsis restoredby applying to

z n? the


following projector

� n? ¤�� ¥ � I
n? ¨ � I

n? T
~ � I

n? ª � 1� n? T
~

I (57)
ä

and¬ translatingthe resultby the constantvector � I
� n? ¨ � I

� n? T � I
� n? ª � 1� . Indeed,from Eq. (57) andEq.

(53),
ä

it follows that

� I
n? T ¨ � n? z n? ' � I

n? ¨ � I
n? T � I

n? ª � 1� ª ¤ ¨ � I
n? T ¥å� n? T

~
I
ª z n? ' � ¤�� (58)

ä
Note
5

thattheprojector(57) is similar to theprojector(12) equippedwith � ¤�� ,� but differsfrom it in
the


factthatit accountsfor thechangein theactivezoneof contactfrom Γ
Ù n? � 1

C to
 Γ
Ù n?

C. Experienceshows
that


in general,theplaningproceduredescribedin TableII convergesaftera smallnumberof planing
subiterationsµ (seeSection5).

Note
5

alsothatStep2.(a)of theplaningprocedureincorporatesacoarseproblemof theform

¨ � I
� n? T � I

� n? ª�Ã n? ¤�Ä n? (59)
ä

This
�

coarseproblem is called here a coarse“contact” problem because,as shown in Table II, it
influencestheupdatingof theactivezoneof contact.
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TableII. Theplaningprocedure

Iteraten�   1¬ 2¬!�� until� convergence

1.(a)Positiveness:

�
nÎ � ¨

�
nÎ onΓP

�� � nÎ
M �
	 onΓ

�
C

1.(b)Activecontact: determineΓ
� nÎ

C from

�
nÎ and� update�� s� � nI ,

¡
I
´ nÎ

1.(c)Testself-equilibrium: if
¡

I
nÎ T

�
nÎ   ¥ end.

2.(a)Self-equilibrium:

�
nÎ � ¨ ¢�� ¨ ¡ I

nÎ ¢ ¡ I
nÎ T ¡

I
nÎ £�¤ 1

¡
nÎ T

I £
�

nÎ º ¡
I
nÎ ¢ ¡ I

nÎ T ¡
I
nÎ £{¤ 1¥

2.(b)
�

Testpositiveness: if � M� � Γ
�

C �
�

nÎ
M
� � 0 go to 1.(a)

4.3.2. Evaluationof the projectedresidual. As notedin Section4.2, for contactproblems,it is the
modifiedÏ projectedresidual ˜¿ defined

Ú
in Eq. (50) and not the projectedresidual ¿ (18)

ä
that must

be
·

driven to zero.For this reason,at eachiterationk
±
,� after ¿ k

À � 1 ¤ � k
À � 1T
~ ¾ k
À � 1 is

³
evaluated, ˜¿ k

À � 1 is
³

computed° andthepreconditioneris appliedto ˜¿ k
À � 1 ratherthan ¿ k

À � 1. For thesamereason, ˜¿ k
À � 1 and¬

˜¿ k
À � 2
�

are¬ usedin FETI-C wherever ¿ k
À � 1 and¬ ¿ k

À � 2
�

are¬ usedin FETI.
The
�

re-projectionstepis similar to that of the standardFETI PCPGsolver andcanbe written as
� k
À � 1 ¤ � k

À � 1Á k
À � 1,� where

Á k
À � 1 ¤ �

I
� 1

˜¿ k
À � 1,� and

�
I
� 1

is thepreconditionerdiscussednext.

4.3.3. Preconditioningstep. Thestraightforwardextensionto contactproblemsof theDirichlet (15)
preconditionerÌ callsfor substitutingthematrices

w b sa c in
³

Eqs.(15,16)by thematrices
w b sa c k� associated¬

with« the k
±
-th iterateactive zoneof contactΓk

À
C,� andupdatingthe definition of the interior (subscript

i
´
)
æ

and interfaceboundary(subscriptb
�
)
æ

d.o.f. accordingly. However, in order to avoid non-desirable
oscillations¡ in theenforcementof thenon-penetrationcondition(secondof Eqs.(42)), we proposeto
preconditionÌ only theequationscorrespondingto thed.o.f.wherethemodifiedprojectedresidual ˜¿ is

³
non-zero.Hence,weproposethefollowing “Dirichlet-lik e” preconditioner

� D
6 7 1

I

k
À
¤�� ¨ N

t
sh

∑
u
sa v 1

w b sa c k� | || � b sa c
bb
� w b sa c k� T ª � (60)

ä

where« w b sa c k�
is the restrictionof

w b sa c k� to


the d.o.f. of ΓP and¬ to the d.o.f. of Γk
À
C where« the effective

residual4 ˜¿ k
À � 1 is

³
non-zero.For simplicity, we refer in the sequelto the Dirichlet-like preconditioner

introducedaboveastheDirichlet preconditioner.
At eachiteration k

±
,� the above Dirichlet preconditionerchangesbecausethe d.o.f. on ΓC where«

˜¿ k
À � 1 �¤ 0

)
change.However, only the matrices

w b sa c
are¬ updated.The Schur complement� b sa cbb

� is
computed° oncebasedon the initial configuration— that is, on ΓP

Ú Γ0
&
C
¤ ΓP

Ú ΓC — andis frozen
throughout


all iterations.Thisstrategy is chosento maximizecomputationalefficiency.
Note
5

that the fact that theabove preconditionerchangesat eachiterationk
±

is a directconsequence
of¡ thechoicewehavemadeto designanon-linearFETI-Csolutionalgorithmthatdoesnot requireany
linearizationof thenon-linearmaximizationproblem(44).
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4.3.4.
Ó

Conjugationandmaximizationsteps. The
�

derivationandexplanationof theconjugationand
maximization(or minimization) stepsthat characterizea PCG algorithm are usually performedfor
a¬ linear problem. In general,thesestepsare not requiredfor a non-linearproblem.Nevertheless,
we« enforcethemin the FETI-C solver in orderto avoid asmuchaspossiblenumericaloscillations.
Ho
�

wever, in this caseandeven in the absenceof round-off errors,the conjugationstepenforcesthe
orthogonality¡ of thecurrentsearchdirectiononly to thepreviousone.

4.3.5.
Ó

Planing step. At
Î

eachiterationk
±
,� the planingprocedure(56) (or planingstep)is appliedto

the


updatedLagrangemultipliers in orderto enforceboththepositivenessof thecontactpressureand
the


self-equilibriumof the floating subdomains.Note that at the endof eachk
±
-th applicationof the

planingÌ procedure,a possiblynew active zoneof contactΓk
À ù 1
C is predicted,andthereforeis available

for updatingthematrices
w b sa c to


become

w b sa c k� ,� andtheprojector
�

and¬ theprecondititioner
� � 1

I
� to


become
· � k

À
and¬ � � 1

I
� k
À ù 1

,� respectively.

4.3.6.
Ó

Evaluationof theresidual. In
Í

thesequel,we definea “statuschange”astheeventwhereany
nodeon thepotentialzoneof contactΓC changes° statusfrom active to inactive,or vice-versa,duringa
FETI-C
Ë

iteration.A statuschangeaffectstheevaluationof theresidual.
Indeed,we first note that the residualcanbe computedonly after the planingstep,andthat after

eachÐ planingstepthepredictedactive zoneof contactis updated.If a statuschangeoccursduringthis
update,ë �

I is modified,which preventsevaluatingtheresidualasin a classicalCG algorithm.Instead,
if
³

astatuschangeoccurs,this residualbut mustbere-computedasfollows

¾ k
À ¤ � ¥ � I

k
À ù 1z k

À
(61)
ä

where« the notation
�

I
� kÀ ù 1

meansÏ �
I
� kÀ ù 1 ¤ �

I
� ¨ ΓÙ k
À ù 1
C

ª
and¬ emphasizesthe fact that

�
I
� depends
Ú

on the

predictedÌ active zoneof contactΓ
Ù

C via; thematrices
w b sa c (see

ä
Eqs.(45–49)).On theotherhand,if no

statusµ changeoccursduringtheupdatingof theactivezoneof contact,theresidualcanbecomputedas
in
³

theclassicalCG algorithm.

4.4. TheFETI-C solver

The
�

FETI-C solver for frictionless contactproblemsis summarizedin Table III. Convergenceis
check° edby monitoring ˜¿ k

À � 1 and¬ declaredwhen

2
˜¿ k
À � 1 2 Í ε
 ¨ 2 N

t
sh

∑
u
sa v 1

w b sa c Z b sa c } ] b sa c 2g'B2 ä 0
& 2�ª

(62)
ä

where« ε
 is auser-specifiedtolerance,andthetriangularinequalityhasbeenappliedto
2 � 2 (45)

ä
to avoid

potentialÌ numericaldifficulties.

5.
I

NUMERICAL EXAMPLES

In
Í

thissection,weassesstheperformanceof theFETI-Csolverandinvestigateits numericalscalability
properties.Ì For thispurpose,weapplythisalgorithm,with andwithoutpreconditioning,to thesolution
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TableIII. TheFETI-C non-linearsolutionalgorithm

Initialize

Γ
� 0
�
C

 
Γ
�

C
¯

�
0
�   ¡

I ¢ ¡ I
T
¡

I £{¤ 1¥�
0
�   � ¢ ¯

�
0
� £±

0
�   ± ¢ Γ� 1

C £¦ 0
�   §©¨ ª

I
1

�
0
�

Iterate
 

k
 

1¬ 2
� ¬!�� until� convergence

Project
² ¯ k

° ¤ 1
  ±

k
° ¤ 1T ¦ k

° ¤ 1

˜¯ k
° ¤ 1

  ¯ k
° ¤ 1 on! ΓP

�� ¯ k
° ¤ 1
M � 	 on! Γk

°
C

Precondition
³ k
° ¤ 1

  ª ¤ 1

I

k
°

˜¯ k
° ¤ 1

Re-project µ k
° ¤ 1

  ±
k
° ¤ 1³ k

° ¤ 1

Conjugate
"

ζ
¶ k
°   µ k

° ¤ 1T
˜¯ k
° ¤ 1

µ k
° ¤ 2
· T ˜¯ k

° ¤ 2
· ¢ ζ¶ 1

 
0
¸ £¹ k

°   µ k
° ¤ 1 º ζ

¶ k
° ¹ k
° ¤ 1 ¢ ¹ 1

  µ 0
� £

Maximize η» k
°   ¹ k

° ¤ 1T
˜¯ k
° ¤ 1¹ k

° T ª
I
´ k° ¹ k
°

Update
# ¯

�
k
°   �

k
° ¤ 1 º η» k

° ¹ k
°

Apply planing

�
k
°   � ¢ ¯

�
k
° £±

k
°   ± ¢ Γ� k

° 	 1
C £

Compute
"

residual ¦ k
°   ¦ k

° ¤ 1
¨

η» k
° ª

I
k
° ¹ k
°

if
$

nosatuschange§ñ¨ ª
I
´ k° 	 1

�
k
°

if statuschange

of¡ several two- and three-dimensionalfrictionless contactproblems.In all caseswe monitor its
con° vergenceasdescribedin (62)with ε
 ¤ 10� 7

%
.

Furthermore,
Ë

we usethe performanceof the optimal FETI methodasa referenceto evaluatethe
numericalefficiency of the FETI-C solver, in the following manner. For eachcontactproblem,after
the


FETI-C solver hasconverged and the active zoneof contacthasbeendetermined,we “lock”
the


substructuresin their final configuration— that is, we considereachdeterminedactive contact
interf
³

aceasaperfectinterfacein thenormaldirection— andperformastandardstressanalysisof that
configuration° underthegivenexternalloads,usingthestandardFETI methodasasolver. Wecompare
the


dependenceon a few key parametersof thenumberof FETI iterationsassociatedwith this stress
analysis¬ to that of the numberof FETI-C iterationsperformedduring the solutionof the underlying
contact° problem.

5.1.
&

Two-dimensionalapplications

Here,
�

weconsideraseriesof two-dimensionalcontactproblemsbetween2 to 6 substructures.Eachone
of¡ this problemfeaturesadifferentchallengingaspectof contact.We assumethatall substructuresare
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Figure6. A 6-blockproblemwith 7 contactinterfaces

madeof thesamelinearelasticmaterialcharacterizedby a YoungmodulusE ¤ 2å 05
)

103 MPa,anda
Poisson
ç

ratioν' ¤ 0
) å 3.
È

Wediscretizeall substructuresby four-nodedplanestresselements,designsmall
mesheswith 1,364d.o.f.aswell aslargeroneswith up to 175,692d.o.f.,andvary thetotal numberof
subdomainsµ between6 and150.

5.1.1.
&

A multi-block problem. First, we considertheproblemgraphicallydepictedin Figure6, with
F
 ¤ 104 N.

5
In this problem,6 blockssharing7 contactinterfacesarepushedagainsteachotherby

a¬ setof externalforces.The two simplesupportsdrawn in oneof the blocksmeanthat the interface
boundary
·

nodesof thatblockcanmoveonly in thehorizontal(x( )æ direction.Thisconditionensuresthat
the


contactproblemis well-posedandhasauniquesolution.
W
X

e constructthreedifferent domaindecompositionswith 6 (H ¤ 1Å 2), 54 (H ¤ 1Å 6),
Ò

and 150
(
ä
H
) ¤ 1Å 10) subdomains(Figure7). In eachsubdomain,we generatea suiteof ¨ 1Å hÆ ª+* ¨ 1Å hÆ ª uniformë

mesheswith 10
Í ¨ H Å hÆ ª Í 60.

Ò
For eachdomaindecompositionandeachmeshsize,wereportin Table

IV
Í

theperformanceresultsof theFETI-C solver. Theseconsistof thenumberof FETI-like iterations
N
`

itr ,� the total numberof planingsubiterationsN
`

plÔ n,� andthe total numberof statuschangesN
`

sa tc. We
denote
Ú

by N
`

d
,

of the


total numberof d.o.f. associatedwith a given mesh,and by N
` lock

itr the


number
of¡ FETI iterationsobtainedfor the solutionof the locked configurationof this contactproblemwith
Dirichlet
-

preconditioner.
The
�

performanceresultssummarizedin TableIV show that

¼ The
�

Dirichlet preconditionerreducesthe numberof FETI-C iterationsby a factor ranging
between
·

2 and3.¼ The
�

FETI-C solver equippedwith the Dirichlet preconditioneris numerically scalablewith
respectto boththeproblemsizeandthenumberof subdomains.¼ F
Ë
or thiscontactproblem,theFETI-Csolverequippedwith theDirichlet preconditionerperforms

an¬ amazinglysmall numberof planingsubiterations.Furthermore,for large-scalemeshesand
meshÏ partitions,it requiresa numberof iterationsthatis comparableto thatof theFETI method
applied¬ to thestandardstressanalysisof thelockedconfigurationof thisproblem.

The
�

third observation formulatedabove can be explained by Figure 8 where the displacement
solutionµ of this contactproblemusingthecoarsestmeshis displayedon the left, andthedistribution
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Figure7. Domaindecomposition

TableIV. Multi-block contactproblem:performanceresultsof theFETI-C solver

H ¢ N8 s� £ H � h9 Nd
:

of preconditionerS N
8

itr N
8

pl; n N
8

s� tc N
8 l
<
ock

itr

1/2 (6) 10 1,452 � 23 0 0
1/2 (6) 20 5,292 � 31

=
2 2

1/2 (6) 40 19,200 � 43
>

4 3
1/2 (6) 60 44,652 � 50

?
4 3

1/6 (54) 10 11,532 � 52
?

3 2
1/6 (54) 20 44,652 � 68

@
6 3

1/6 (54) 40 175,692 � 88
A

11 5
1/10(150) 10 31,212 � 57

?
8 5

1/2 (6) 10 1,452 Dirichlet 8 0 0 7
1/2 (6) 20 5,292 Dirichlet 11 0 0 7
1/2 (6) 40 19,200 Dirichlet 13 0 0 6
1/2 (6) 60 44,652 Dirichlet 13 1 1 7
1/6 (54) 10 11,532 Dirichlet 30 0 0 24
1/6 (54) 20 44,652 Dirichlet 34 0 0 26
1/6 (54) 40 175,692 Dirichlet 36 3 1 29

1/10(150) 10 31,212 Dirichlet 34 5 3 30

of¡ the contactLagrangemultipliers is graphicallydepictedusingarrows on the right. In this figure,
the


readercanobserve that almostall contactinterfacesareactive, which explainswhy few planing
subiterationsµ arerequiredandN

`
itr is closeto N

` lock
itr . Thedeformedshapeshown on theleft in Figure8

also¬ illustratesthereasonwhy, at a crosspoint,no Lagrangemultiplier shouldbe introducedbetween
tw


o subdomainsthatshareonly onenodein two-dimensions,or on edgein three-dimensions(seethe
remark4 in Section4.1).

5.1.2.
&

A contactproblemwith pre-stress. Ne
5

xt, we considera frictionlesscontactproblemwherea
squareµ elasticbody is forcedinto the cavity of anotherU-shapedelasticbody, asshown in Figure9
with« c� 0

& ¤ ¥ 10� 6
B

m andF ¤ 100 N. This problemhasonly 3 potentialcontactinterfaces.However,
it
³

hasthesametopologyasthepreviousproblem.For this reason,we usethesamemeshesandsame
domain
Ú

decompositionsasfor thepreviousproblem(seeFigure7). We reportin TableV andFigure
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Figure8. Multi-block contactproblem:deformedinterfaces(left) andcorrespondingLagrangemultipliers(right,
arrows)

10 theperformanceresultsobtainedfor theFETI-C solver.
The
�

reportedvaluesof N
` lock

itr suggestµ that, even for a standardlinear configuration,this problem
is intrinsically “harder” to solve by a FETI methodthan the previous one. This explains why the
FETI-C
Ë

methodperformsmore iterations for solving this problem than for solving the previous
one.¡ Nevertheless,the performanceresultssummarizedin TableV alsoshow that theFETI-C solver
equippedÐ with theDirichlet preconditioner:(a) is numericallyscalablewith respectto boththeproblem
sizeµ andthenumberof subdomains,and(b) performsonC averageonly¡ 1 or 2 planingsubiterationsper
iteration.
³

The latterobservationsuggeststhat thecoarsecontactproblem(59) is effective at reducing
the


oscillationsthat are usually observed when determiningthe active contactzoneby an iterative
procedure.Ì Figure11reportson theevolutionof therelativeprojectedresidual(62),numberof planing
subiterations,µ andnumberof nodesthat experiencea statuschangethroughoutthe iterations,for the
case° with 54 subdomains,H

) Å hÆ ¤ 40,
í

and the Dirichlet preconditioner. The readercanobserve that
after¬ a few iterations,no statuschangeoccursandthereforetheevaluationof theresidualbecomesas
economicalÐ asin aclassicalCG algorithm.

The
�

solutionof this contactproblemwith pre-stressis graphicallydepictedin Figure12. The gap
between
·

thedeformedinterfacesof thetwo elasticbodiesis dueto thefactthatthebindingc� 0
&

hasbeen
prescribedÌ with respectto theundeformedconfiguration.

5.2.
&

A three-dimensionalcontactproblem

In
Í

orderto testthe behavior of the planingprocedure(56) on two-dimensionalinterfaces,we finally
consider° the three-dimensionalfrictionless contactproblem shown in Figure 13. In this problem
— which is a three-dimensionalversionof the contactproblemdescribedin Section5.1.1 — the
translation


in thezD direction
Ú

is restrainedfor all of substructures4,5,and6, andthetranslationin the
yE direction
Ú

aswell asthe rotationaroundthe x( axis¬ arerestrainedfor substructure5. The loadingis
identicalto thatof themulti-block problemshown in Figure6, but only 80%of thepotentialcontact
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���

���

Figure9. A contactproblemwith apre-stressedblock

TableV. Contactproblemwith apre-stressedblock:performanceresultsof theFETI-C solver

H
F ¢ N8 s� £ H

F � h Nd
:

of preconditioner N
8

itr N
8

pl; n N
8

s� tc N
8 l
<
ock

itr

1/2 (6) 10 1,364 � 53
?

21 7
1/2 (6) 20 5,124 � 62

@
43 9

1/2 (6) 40 19,844 � 84
A

32 11
1/2 (6) 60 44,164 � 105 43 17
1/6 (54) 10 11,284 � 63

@
14 4

1/6 (54) 20 44,164 � 89
A

58 11
1/6 (54) 40 174,724 � 121 80 14

1/10(150) 10 30,804 � 68
@

29 8

1/2 (6) 10 1,364 Dirichlet 59 21 7 17
1/2 (6) 20 5,124 Dirichlet 59 38 6 18
1/2 (6) 40 19,844 Dirichlet 69 49 12 20
1/2 (6) 60 44,164 Dirichlet 66 55 11 20
1/6 (54) 10 11,284 Dirichlet 47 16 7 35
1/6 (54) 20 44,164 Dirichlet 71 41 10 39
1/6 (54) 40 174,724 Dirichlet 73 37 13 45

1/10(150) 10 30,804 Dirichlet 55 40 6 38
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10.Contactproblemwith apre-stressedblock:performanceresultsof theFETI-Csolverequippedwith the
Dirichlet preconditioner
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Figure11.Convergencebehavior of theFETI-C solver for thecontactproblemwith apre-stressedblock

Figure 12. Contactproblemwith a pre-stressedblock: deformedinterfaces(left) and correspondingLagrange
multipliersJ (right, arrows)

nodesturnout to beactive in thisproblem.
W
X

e generatetwo differentmeshescorrespondingto discretizingeachsubstructureby 4
*

4
í *

4
í

and
12
*

12
*

12 8-nodedbrick elements.Hence,thefirst meshcontains2� 250d.o.f.,andthesecondone
39
È � 546

I
d.o.f. We treateachsubstructureasonesubdomain.We report in TableVI the performance

resultsof the FETI-C solver applied to this contactproblem.Onceagain, theseresultsshow that
the


FETI-C solver equippedwith the Dirichlet preconditionerperformson averageabout2 planing
subiterationsµ periteration,andis scalablewith respectto boththesizeof theproblemandthenumber
of¡ subdomains.

5.3.
&

Onthesolutionof thecoarsecontactproblem

The
�

implementationonsequentialandparallelcomputingplatformsof theFETI-Csolverpresentedin
this


paperis similar to thatof theFETI method.It will bediscussedin detailsin a forthcomingpaper,
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Figure13.A three-dimensional6-blockcontactproblem

TableVI. Three-dimensional6-blockcontactproblem:performanceresultsof theFETI-C solver

H ¢ N8 s� £ H � h Nd
:

of preconditioner N
8

itr N
8

pl; n N
8

s� tc N
8 l
<
ock

itr

1/2 (6) 4 2,250 � 18 11 3
1/2 (6) 12 39,546 � 15 18 13

1/2 (6) 4 2,250 Dirichlet 11 6 3 6
1/2 (6) 12 39,546 Dirichlet 8 17 7 5

which« will alsoreporton CPUperformanceresults.Here,we make only onecommenton thesolution
of¡ thecoarsecontactproblem(59). Whenthenumberof potentialcontactinterfacescanbeexpected
to


be a small fraction of the total numberof interfaces— for example,whenonly a few bodiesare
in
³

contactand a large numberof subdomainsis employed — we recommendthat the contribution

of¡ theperfectinterfacesto ¨ � I
n? T
~ � I

n? ª
be
·

eliminatedoncefor all by a staticcondensationprocedure,
before
·

startingthe FETI-C iterations.In that case,at eachplaning subiterationof a given FETI-C
iteration,thecostof solvingthecoarsecontactproblem(59)becomesnegligible comparedto theother
computational° costsof theFETI-C method.

6.
Ò

SUMMARY AND CONCLUSIONS

TheFETI-C methodis a FETI-basedsubstructuringmethodwith Lagrangemultipliersaimedfor the
iterati
³

vesolutionof generalcontactproblems.As afirst step,it is developedin thispaperfor frictionless
problems.Ì It is organizedarounda singleiterationloop thatupdatesboth thecontactandequilibrium
conditions.° A distinctivefeatureof theFETI-Cmethodis aniterativeplaningprocedurewhichenforces
at¬ eachFETI-C iterationthepositivenessof thecontactpressurewhile preservingtheself-equilibrium
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of¡ eachfloatingsubdomain.Thisplaningprocedureincorporatesanauxiliarycoarseproblemwhichnot
only¡ guidesthepredictionof theactive zoneof contact,but mostimportantlyappearsto beeffective
at¬ reducingthe oscillationsthat are usually observed when determiningthe active contactzoneby
an¬ iterative procedure.Thecomputationalcostof eachplaningsubiterationis a minor fractionof the
computational° costof a FETI-C iteration.Furthermore,extensive numericalexperimentsreveal that
the


FETI-C methodperformson averageless than 2 planing subiterationsper iteration. Extensive
numerical� experimentswith two- andthree-dimensionalfrictionlescontactproblemsalsosuggestthat
the


FETI-C methodis numericallyscalablewith respectto both the numberof subdomains,andthe
sizeµ of the problem.The extensionof this methodto contactproblemswith friction necessitates(a)
modifying theadmissibilityconditionon theLagrangemultipliersintroducedat thecontactinterfaces
to


accountfor friction, and(b) superposingto the currentresidualsadditionaltermsthat accountfor
the


tangentialcomponentsof the jumpsof thedisplacementfield. Theseissueswill bedealtwith in a
forthcoming
J

paper.
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2. F. Armero and E. Peẗocz. Formulationand analysisof conservingalgorithmsfor dynamiccontact/ impact problems.
ComputerMethodsin AppliedMechanicsandEngineering, (158):269–300,1998.

3. J.S.Arora,A. I. Chahande,andJ.K. Paeng. Multiplier methodsfor engineeringoptimization. International
ß

Journal for
Numerical
Ý

Methodsin Engineering, 32:1485–1525,1991.
4. K. J.Arrow, L. Hurwicz,andH. Uzawa. Studies

M
in nonlinearprogramming. UniversityPress,Stanford,CA, 1958.
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Bilan
W

et perspectives. Les
á

travaux précédentssur le traitementdesproblèmesde
contact° sont une premièreillustration du casde non-linéaritésd’interface.Bien en-
tendu,


nombred’autrescomportementsprésententunintérêtcertain.Parexemple,l’en-
dommagement
Ú

(délaminage)pour lescomposites,qui doit parfoisaussiêtrecoupléà
l’oxydation
�

dansle casdesmatériaux“cicatrisants”.
Une
�

particularitédesapprochesprécédentesestd’éviter d’introduiredeuxniveaux
imbriqués
³

d’itérations(résolutionducontactautourdela résolutionduproblèmesous-
structuré)µ maisdetraiterl’ensemblecommeuncomportementd’interfacedanslesité-
rations4 principales.

Parmi les travaux en cours,citons la comparaisondesdeux méthodes(mixte et
duale)
Ú

citéesprécédemment,ainsi quel’extensionde FETI-C au contactavec frotte-
ment,et sonintégrationdansla versionFETI-DPqui adéjàpuêtrementionnée.
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.



2e partie : vers le multiph ysique

La prise en comptede phénomènescouplésdansla simulationdessystèmesou
des
Ú

composantsva manifestementconnaîtreun essorgrandissant,la modélisationde
chaque° phénomèneindépendantétantassezbien établie.Parmi les premierschamps
d’application
Ú

dansce domaine,les interactionsfluide-structureont certainementété
lespremiersà êtretraitéà grandeéchelle(et continuentà êtredéveloppées; citonspar
eÐ xemplele coupled� fieldsgrandchallengesupportéµ parla NSFet toujoursenactivité) ;
on¡ pourrasereporterà [Felippaet© al. 01]

)
pourretracerunhistorique.

La
á

taille importantedesproblèmesà résoudreconstituealorsun terrainfriand de
stratégiesµ de calcul visantà réduirele coût dessimulations.Les techniquesquel’on
peutÌ développerne sont passansrapportavec les techniquesde décompositionde
domaine,
Ú

et les acteursde ce dernierdomainesontsouvent desintervenantsdansle
premierÌ . Eneffet, unedécompositionensous-domainespeutêtrevuecommeunetech-
niquevisantà récupérerles effets de coupla� ge entreÐ les sous-structures,l’analysedi-
recte4 élémentaireétantdécoupléesur chacuned’entreelles.Dansl’esprit, celas’ap-
parenteÌ doncaux techniquesstax ggered etÐ de partitionnementutiliséesen interaction
fluide-structure.
X

Dansunegrandepartiedescastraitésaujourd’hui,l’interactionfluide-structureest
réalisée4 entreundomainefluideetundomainesolidebiendistincts,parl’intermédiaire
de
Ú

la frontière.Onacoutumedeparlerd’interactionfaible.Cependant,commedansles
applications¬ qui vont êtreprésentéespar la suite,le couplagefort envolumeestaussi
présent.Ì

4 Cas d’un problèmecouplé vitesse-pressionen (qua-
si-)incomprY essible: décompositionde domaine avec
la
Z

méthodeFETI

Un
�

exempledeproblèmecouplé(àdéfautd’êtreréellementmultiphysique)estcelui
de
Ú

l’écoulementd’un polymèreincompressible,obtenu,parexemple,lors du procédé
d’injection
Ú

de matièresplastiques.Sansrevenir sur la nécessitéd’utiliser uneformu-
lation
�

mixte couplantla vitesseet la pression(enparticulierpourobtenirunesolution
de
Ú

bonnequalitéenpression,[Ladevezeet© al. 92]),
�

notonsquecelle-cientraînel’utili-
sationµ d’élémentsfinis mixtespour lesquelsla conditioninf-supou LBB, ou à défaut,
la vérificationde patcK h tests,� estun garde-foupermettantd’éviter certainsproblèmes
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numériques,� [BrezzietFortin 91,Zienkiewicz et© al. 86].
×

F
[

ormulation mixte couplée. La
á

formulationmixteemployéedansle casprésentren-
v; oie, dansle casdesstructures,à Herrmann[Herrmann65] (pour l’élasticité linéaire
isotrope).
³

La relationde comportementpeuts’écrireσ	σ	σ	 ¤ 2µ\ ε
ε
ε
 ' λ
þ ¨ Trε
ε
ε
 ª 1 où¡ λ

þ
etÐ µ\ sontµ les

coef° ficientsde Lamé.Dansle casquasi-incompressibleou incompressible,λ
þ

estÐ très
grandã ou infini, et Trε
ε
ε
 estÐ trèspetit ou nul. Le termeH ¤ λ

þ
Trε
ε
ε
 a¬ doncde grandes

chances° d’êtreerroné.Enprenantcetermecommeinconnuedepremierplan,cettedif-
ficultéestsurmontée,et le problèmedevientmixte: il consisteàdéterminerleschamps
de
Ú

déplacementU
 ^]

cinématiquement° admissibleset la variabled’HerrmannH
)

ren-4
dant
Ú

stationnaire:

Ω
µ\ Tr � ε
ε
ε
 ¨ U ª

ε
ε
ε
 ¨ U ª � ¥ 1

2
§
λ
þ H2 ' H Trε
ε
ε
 ¨ U ª

d
�

Ω ¥
Ω

f
_

d
, � Ud

�
Ω
'

∂Ω
Fd
, � Ud

�
S

Il s’agit donc d’un problèmecoupléen U ¥ H. Sa résolutionest bien entenduplus
coûteuse° quele problèmeendéplacementseul.

Lesstratégiesderésolutiondecetypedeproblèmesontvariées.Il peuts’agir par
eÐ xempled’un partitionnemententrelesdeuxquantitésU etÐ H

)
(on
ä

aural’occasionde
revenirplusloin surcetypedepartitionnement)oud’un partitionnementplusclassique
enÐ espace,detypedécompositiondedomaine,maisportantsurdesproblèmesmixtes
etÐ assurantuncouplagesurla frontièreentrelessous-domaines.Cecipeutêtrerappro-
ché° destechniquesdepartitionnementenfluide-structureoùuneinterfacegéométrique
entreÐ deuxdomainesestaussiuneinterfaceentredeuxphysiquesdifférentes(domaine
fluide
X

etdomainesolide).
La décompositiondedomainepeutêtreréaliséesurun tel problème,chaquesous-

domaine
Ú

étantlui mêmesujetàêtretraitéparla formulationmixtedéplacement-pression
(ou
ä

vitesse-pressionpourun problèmed’écoulementfluide incompressible).La ques-
tion


estalorscelleducomportementdesinterfacespourraccorderla solution.
Le casoùla pressionestdiscontinueà la traverséedesinterfaces(parexempleavec

uneë discrétisationpardesélémentsfinis discontinusenpression)estparticulièrement
aisé¬ à traiter. Ceci a étéréalisépar BenoîtVereecke pendantsonstagede DEA [Ve-
reeck4 e 01], co-encadrépar Amine Ammar, Henri Bavestrelloet moi-même,par une
eÐ xtensiondela méthodeFETI auxcas(quasi-)incompressibles.Eneffet, seulela conti-
nuité� du déplacementet l’équilibre desefforts sontnécessairescommecomportement
des
Ú

interfaces(parfaites).La formulationmixte discrétiséeparsous-domaineestdela
forme
J

:

KK
`
KH

UUU
pKpKpK ¤ KKK CCC

CCCT R
ü
R
ü
R
ü UUU

pKpKpK ¤ f
_
f
_
f
_
0
)
0
)
0
) ¥ BB

a
BT

0
)
0
)
0
) λ

þ
λ
þ
λ
þ

où¡ RR
ü
R ¤ 0

)
0
)
0
)

enincompressibleet où λ
þ
λ
þ
λ
þ

estÐ le multiplicateurdeLagrangecorrespondantà
la
�

contraintederaccordendéplacementauxinterfaces

B
a
BB
a

0
)
0
)
0
) UUU

pKpKpK ¤ 0
)
0
)
0
)
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D’où
-

le problèmedualcondenséauxinterfaces:

F

FF


H
b ¥ G

c
G
c
G
c

¥ G
c
G
c
G
c T 0

)
0
)
0
) λ

þ
λ
þ
λ
þ
αdαdαd ¤ d

�
d
�
d
�

H
b
¥ e©e©e©

a¬ veclestermesparticuliersaucastraité

FF

FH ¤ BB

a
B 0

)
0
)
0
)

KK
`
K
ù
H
b BBBT

0
)
0
)
0
) d

�
d
�
d
�

H ¤ BB
a
B 0

)
0
)
0
)

KK
`
K
ù
H
b f
_
f
_
f
_
0
)
0
)
0
)

où¡ K
`
K
`
K
` ù

H
b estÐ une inversegénéraliséede K

`
K
`
K
`

H
b . Les autrestermessontclassiquespour la

méthodeFETI. D’une propriétédeFFFH de
Ú

continuerà êtresemi-définipositif, on tire
l’utilisation
�

possibled’un gradientconjugué(préconditionné)projetépourrésoudrele
problème.Ì L’applicationdela méthodeFETI-DPàcemêmeproblèmeneposepasnon
plusÌ deproblèmeparticulier, et aétéréalisée.

Résultatsobtenus. L’optimalitéet l’extensibilitéontétémontréesen(quasi-)incom-
pressibleÌ par comparaisondesperformancesavec le cascompressibletraité de façon
standard.µ

Un
�

dernierpoint,dansle caspurementincompressible,estla possibilitéd’utiliser le
cadre° classiquedel’augmentationdesalgorithmesprécédentsenimposant

´
aucoursdes

itér
´

ationsuneë contraintequevérifie la solution,ici d’êtreà volumeconstantparsous-
domaine
Ú

intérieur (i.e
´

. entièrementÐ entouréd’autressous-domaines).Ceci est réalisé
parÌ l’utilisation d’un multiplicateurde Lagrangehomogèneà unepressionconstante
parÌ sous-domaine,quel’on choisit commefaisantpartieintégrantedesinconnuesdu
problèmeÌ grossier. Au passage,il estalors loisible d’utiliser un préconditionneurin-
compressible.° Il en résulteuneaccélérationde la convergence,quel’on payepar un
problèmeÌ macrolui aussimixte, puisqu’il portesur lesmouvementsdesoliderigides
des
Ú

sous-domainesflottantsainsi quesur les modesde pressionconstantedessous-
domaines
Ú

intérieurs.
Ceci
 

tendàappuyerl’argumentqui consisteà tirer parti descaractéristiquesméca-
niques� duproblèmeàrésoudrepourbâtirunalgorithmedédié(moinsgénéraliste)mais
plusÌ performant.

Perspectives. Le casprécédentne se placepasdansle cadred’une discrétisation
a¬ vecpressioncontinue,cequi peutdemander, si l’on souhaiteavoir unediscrétisation
du
Ú

problèmeindépendantedela décompositionensous-domaine,detraiter le raccord
enÐ pressionsur les interfaces.Cecasfait actuellementl’objet de travauxà l’ONERA
Châtillon,
 

et la comparaisondesdifférentesstratégiesfait l’objet d’une collaboration
récemment4 engagéeavecFrançois-Xavier Roux.

L’outil misenplacepeutêtreconsidérécommeunsolveurenparallèlepourlespro-
blèmes
·

incompressibles.Sondomained’utilisationconcernebienentendul’analysede
structureµ detypeélastomèreincompressible,maistoutaussibienle procédéd’injection
de
Ú

polymère,ou l’écoulementexterneou internebassevitesse.
Son
ì

utilisation dansle casd’une analyseincrémentaletransitoirelinéairefait in-
terv


enir desrésolutionssuccessivesavec différentssecondsmembres; sonutilisation
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enÐ non-linéairedemandequantà elle desrésolutionsavec membresde gauchediffé-
rents.Danscesdeuxcas,le fait d’utiliser unerésolutionitérative permetdetirer parti
des
Ú

précédentesrésolutions,parexempleparla réutilisationdesespacesdeKrylov gé-
nérés,démarcheactuellementassezstandarddansce type de méthodes.Plusencore,
le
�

type de problèmesrésoluss’insèresouvent commeun maillon dansune simula-
tion


pluscomplexe, parexempledansuneboucleincluantla réactualisationde fronts
d’injection,
Ú

uneanalysethermiqueå�å�å c’est-à-dire° dansuneanalysefaisantsouventin-
terv


enir desphénomènesphysiquesdifférents,plusou moinscouplés.Dansun tel cas,
il
³

peutêtreintéressantdeviserà intégrerplusprofondémentlesdifférentsaspectsdu
problèmeÌ à résoudredansunemêmestratégiededécompositiondedomaine,plutôtde
seµ restreindreàunetechniqueconçuepourchaqueétapesen“boîtenoire”.

Une
�

telledémarcheest,dupointdevuenumériquecommedeceluidela modélisa-
tion,


encoregrandementouverte.Il s’agitbiendela constructiondestratégiesdecalcul
pourÌ uneanalysemultiphysique.La sectionsuivanteconcerneunepremièredémarche
enÐ ce sens,appliquéeau casrelativementsimplede la poroélasticité.Cettefois-ci, la
trame


desméthodesLATIN estutiliséepour bâtir un algorithmeadaptéau couplage
entreÐ physiquesdifférentes.

5
e

Stratégiedecalculmultiph ysiqueavecla méthodeLA-
TIN : application à la poroélasticité

Un
�

exemplecaractéristiqued’un problèmemultiphysiquecoupléest celui de la
poroélasticitéÌ saturée(couplagefort fluide-structuredansle volume)quel’on peutno-
tamment


trouverenmécaniquedessols.
Décrivonsbrièvementun problèmetypiquedecegenre.Tout d’abord,un VER est

constitué° d’unepartd’un squelettesolideconnecté,et d’autrepartd’un fluide saturant
remplissanttoutela porositéconnectée.La descriptionducomportementhomogénéisé
de
Ú

ceVER fait intervenirlesquantités“solides”macroscopiquestellesquela contrainte
σ	σ	σ	 etÐ la déformationε
ε
ε
 ,� et les quantités“fluides” tellesquela pressioninterstitielledu
fluide
X

saturantpK etÐ savitessede Darcy ẇf . On noterapar commoditél’opposéde la
vitesse; de Darcy W ¤ ¥ ẇf ,� Z le gradientde pressionet qg le taux d’accumulationde
fluide
X

dansle VER.
Le comportementdansle casle plussimple(linéaire)estconstitué
– de la loi deHooke: σ	σ	σ	 ¤ D

�
DD
� ε
ε
ε
 ¥ pbK 1

h
où¡ D
�
DD
�

estÐ l’opérateurdeHooke du squelette
drainé,
Ú

etb
�

le coefficientdeBiot ;
– de la loi deDarcy : W ¤ HHHZ où¡ HHH estÐ lié à la perméabilitédu milieu homogé-

néisé� ;

– del’influencedela compressibilité: qg ¤ 1

Q
i ṗK ' b

�
T
�

r ε̇
ε
ε
 où¡ Q
i

estÐ le moduledeBiot.

Enfin, les équationde conservationssontdécouplées(au moinsdansle volume):
équilibre
�

descontraintesetcompatibilitédesdéformationspourla partiesolide,conser-
v; ationdela massefluideetcompatibilitéfluide.La figure1 illustre la naturedesdiffé-
rentes4 équationsmisesenjeu.
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G. 1 – Couplagesenporoélasticité

Principes.
à

Sans
ì

encoreparlerdesous-structuration,la résolutiondirectecouplée(ap-
peléeÌ résolutionmonolithique),commedansle casde la formulationvitesse-pression
enÐ incompressible,amèneà résoudreun problème(ici de type diffusion) de grande
taille,


à largeurdebandeimportante.Il devientdoncrapidementcoûteux.
D’un
-

pointdevuenumérique,parsimilitudeavecla décompositiondedomaine,le
partitionnementÌ desdegrésdelibertéconduità uneapprocheitérative.Le choix dece
partitionnementÌ n’est pastrivial ; il pourraits’agir d’un partitionnementgéométrique
(sous-structuration)
ä

ou physique(partiefluide / partiesolide).C’estcettedernièreap-
procheÌ qu’on seproposed’utiliser ici. La techniqueconsisteà généraliserle concept
d’interf
Ú

acegéométriqueentresous-structuresà une interfaceentrephysiquesdiffé-
rentes.4 Dansle comportementde cetteinterfacedoivent doncsetrouver les relations
de
Ú

comportementcouplées.La tramedela LATIN estbienadaptéeàcetraitement:
– la séparationdesdifficultésconduità placerdansΓ

ÙΓÙΓÙ les
�

relationsde comporte-
mentlocaleset éventuellementcouplées,et dansAd

# ,� leséquationsdécouplées,
év
�

entuellementglobales;
– le choixdela formedesdirectionsderechercheestimportant,enparticulierpour

assurer¬ la convergencede l’algorithme; c’est de ce choix quel’on va discuter
dans
Ú

la suite;
– unereprésentationadaptéedesinconnuespouravoir unebonneefficaciténumé-

rique.
Les
á

principeset l’utilisation desdeuxpremierspointsa fait l’objet d’unecommunica-
tion


[Dureisseixet© al. 01b].
)

Les comparaisonsavec uneautretechniquede partition-
nement,� et l’utilisation du dernierpoint a étéprésentédans[Dureisseixet© al. 01a]

)
et

dans
Ú

un articlesoumispourpublication,dont le prK eprint estÐ inclusdanscedocument
[Dureisseixet© al. ].

v

Choix
E

des dir ections de recherche. Dans
-

le casde figure où on n’utilise pasde
représentation,et où lesdirectionsderecherchesontconstantes,unedémonstrationde
con° vergencepeutêtreétablieensuivantla démarchede[Ladevèze96]. Elle sebasesur
des
Ú

propriétésdestabilitévérifiéespar le matériau.En notantl’ensembledeschamps
décri
Ú

vant l’état de la structuresw ¤ ¨ ε̇
ε
ε
 � pK � Zx � σ	σ	σ	 � qg �Wª
,� et en définissantla forme linéaire
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“travail” suivante:

A sw � sw = C ¤ T

0
& ¨ 1 ¥ t@

T
y ª

Ω
Tr � σ	σ	σ	 ε̇
ε
ε
 = � ' Tr � σ	σ	σ	 = ε̇
ε
ε
 � ' W

�
Z
= '

W
= �

Z
'

qg p
= '

qg = pK d
�

Ωd
�
t

sesµ propriétésremarquablesutiliséessont:
– pourtoussw ,� sw = etÐ sw = = de

Ú
Ad
# ,� A sw ¥ sw = � sw ¥ sw = = C ¤ 0

)
– pourtoussw etÐ sw = de

Ú
Γ
ÙΓΓÙ ,� A sw ¥ sw = � sw ¥ sw = C 0 0

)
À partir de ce moment,la convergenceest assuréeen prenantdesdirectionsde re-
cherche° entre les membresdescouplesde grandeursduales ¨ ε̇
ε
ε
 � σ	σ	σ	 ª ,� ¨ Zx �W ª

etÐ ¨ pK � qg ª .
C’est
 

le casquandonprendcommedirectionderechercheà l’étapelocale

¨ σ̂	σ	σ	 ¥ σ	σ	σ	 ª3' L
�
LL
� ¨ ˆ̇ε
ε
ε
 ¥ ε̇
ε
ε
 ª ¤ 0

)
¨ Ŵ ¥ W

ª('
H
)
H
)
H
) ¨ Ẑx ¥ Z

x ª ¤ 0
)

¨ q̂g ¥ qg ª3' r ¨ p̂K ¥ pK ª ¤ 0
)

etÐ la directionconjuguéeà l’étapelinéaire:

¨ σ	σ	σ	 ¥ σ̂	σ	σ	 ª ¥ LL
�
L ¨ ε̇
ε
ε
 ¥ ˆ̇ε
ε
ε
 ª ¤ 0

)
¨ W ¥ Ŵ

ª ¥ HH
)
H ¨ Z ¥ Ẑ

ª ¤ 0
)

¨ qg ¥ q̂g ª ¥ r� ¨ pK ¥ p̂K ª ¤ 0
)

Bien
Ø

entendu,lesparamètresdecesdirections,L
�
LL
�

,� H)HH) etÐ r� doi
Ú

ventêtredéfinispositifs.
Cette
 

démarchede choix peutêtremiseen œuvrepour touteunegammede cou-
plagesÌ physiques.Prenonsparexempleunautretypedecouplagefort : celui dela pié-
zoélectricité.Dansle casdeséquationsquasi-statiquesdeMaxwell, ennégligeantles
efÐ fetsmagnétiques,leséquationsd’admissibilitéstatiquecontiennent,outrel’équilibre
mécanique,leséquationsdeconservationdechargepourun isolant(Gaussélectrique)
pourÌ l’induction électriqueD

�
:

di
Ú

vD ¤ 0
)

dansΩ D
�
n� ¤ 0

)
sur∂

"
4Ω

etÐ pourl’admissibilitécinématique,outrela compatibilitédesdéformations,unchamp
électrique
�

E
z

irrotationnel
³

dérivantdupotentielélectriqueΦ
{

(Maxwell-F
ä

araday):

E
z ¤¦¥ gradã Φ

{
dans
Ú

Ω
�

Φ
{ ¤ Φ

{
d
, surµ ∂

"
3Ω
�

∂
"

3Ω
�

etÐ ∂
"

4
| Ω� sontµ lespartiesduborddudomainesurlesquellesle potentiel,etrespective-

mentle flux, sontimposés.Le couplageélectro-mécaniqueestexpriméparlesrelations
de
Ú

comportement.Avecle potentield’étatΨ
} ¨ ε
ε
ε
 � Ez ª ¤ 1

2 T
�

r � ε
ε
ε
 D�D�D� ε
ε
ε
 � ¥ 1
2E
z �

P
�
P
�
PE
� ¥ E

z �
ζζζεε
ε
 où¡ P

�
P
�
P
�

estÐ le tenseurdiélectriqueet ζζζ le tenseurpiézoélectrique,leslois d’étatcoupléessont:

σ	σ	σ	 ¤ ∂Ψ
"
∂ε
"
ε
ε
 ¤ DDDε
ε
ε
 ¥ ζζζTE

D
� ¤¦¥ ∂Ψ

"
∂
"
E
¤ P
�
P
�
PE
� '

ζζζεε
ε
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La
á

stabilitédu comportementestobtenueavec la positivité de la sommede l’énergie
mécaniqueetélectrique: Tr � σ	σ	σε	 ε
ε
 � ' D

�
E
0

0.
)

Danscecas,la formelinéaires’écrira:

A sw � sw = C ¤
Ω

Tr � σ	σ	σ	 ε̇
ε
ε
 = � ' Tr � σ	σ	σ	 = ε̇
ε
ε
 � ' D
�
E
= '

D
= �

E d
�

Ω

etÐ lesdirectionsderechercheserontdoncdu type:

σ	σ	σ	 ¥ σ̂	σ	σ	 ¤ DDD ¨ ε
ε
ε
 ¥ ε̂
ε
ε
 ª
D ¥ D̂ ¤ PPP ¨ E ¥ Ê

ª

Cette
 

fois-ci, il nes’agitplusd’un problèmed’évolution,maisd’un problèmestatique,
etÐ le tempsn’intervientplus.Comme,surcetexemple,le comportementétait linéaire,
lesparamètresdela directionderecherchesontsimplementlescoefficientsmatériau.

Représentationdesinconnues. Cette
 

techniqueestunpointclépourgagnerenper-
formances.
J

Il s’agit de tirer parti despropriétésde la solution approchéefournie à
chaque° iterationdela LATIN. En effet, cessolutionssontdéfiniessurtout le domaine
Ω
�

etÐ toutl’intervalledetempsétudié� 0) � Ty � . Unereprésentationdecettesolutionadaptée
à
è

la qualitéqu’on peutenattendreà uneitérationcourantepermetderéduirelescoûts
de
Ú

calcul.Encesens,il s’agitd’unetechniqueadaptativepuisqu’aufur etàmesuredes
itérations,la solutiondoit êtrereprésentéedeplusenplusfinement.

Pour
ç

lesproblèmesdetypeviscoélasticitéenstatique,unereprésentationqui s’est
a¬ véréebienadaptéeestcellede la superpositiondec� hargementsradiaux. Pourrepré-
senterµ ainsiunequantitéadmissiblesw ¨ MË � t@ ª ,� la formechoisieest

sw ¨ MË � t@ ª ¤ sx 0& ¨ t@ ª SÐSÐSÐ 0
& ¨ MË ª(' N

t
∑
u
i v 1

sx i ¨ t@ ª SÐSÐSÐ i ¨ MË ª

où¡ S
Ð
S
Ð
S
Ð

0
& ¨ M ª

estÐ un champparticulieradmissible,et lesS
Ð
S
Ð
S
Ð

i ¨ M ª
des
Ú

champsadmissiblesà
0
)

; lessx 0& ,� sx i sontµ desimplesfonctionsscalairesdu temps.Le nombredecouples̈ sx i � SÐSÐSÐ i
ª

peutÌ ainsiêtreaugmentéaucoursdesitérations(typiquement,1 couplepeutêtreajouté
à
è

chaqueitération).
La miseen œuvrede la LATIN commeunestratégiede calcul multiphysiqueest

plusÌ détailléedansle prK eprint suiµ vantqui a étésoumispourpublication[Dureisseixet©
al.. ].
v

Cestravaux sontréalisésen collaborationavec BernhardA. Schreflerde l’Uni-
v; ersitédePadoue,Italie. Cettestratégieaétéutiliséepourservirdebaseauxstagesde
DEA [Bois et Hentz01, Néron01]. Une thèsea récemmentdébutésurcesujet,celle
de
Ú

David Néron,co-encadréeparPierreLadevèzeetmoi-même.
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poroelasticity
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SUMMARY

Multiphysics
�

phenomenaandcoupled-fieldproblemsusuallyleadto analyseswhicharecomputationallyintensive.
Strate
�

gies to keep the cost of theseproblemsaffordable are of special interest.For coupledfluid-structure
problems,� for instance,partitionedproceduresand staggeredalgorithmsare often preferredto direct analysis.
In
�

thispaper, wedescribeanew strategy for solvingcoupledmultiphysicsproblemswhich is built upontheLArge
Time INcrement(LATIN) method.Theproposedapplicationconcernstheconsolidationof saturatedporoussoil,
which� is astronglycoupledfluid-solidproblem.Thegoalof thispaperis to discusstheefficiency of theproposed
approach,� especiallywhen using an appropriatetime-spaceapproximationof the unknowns for the iterative
resolution� of the uncoupledglobal problem.The useof a set of radial loadsas an adaptive approximationof
the
�

solutionduringiterationwill bevalidatedanda strategy for limiting thenumberof globalresolutionswill be
tested
�

onmultiphysicsproblems.Copyright c�� 2000JohnWiley & Sons,Ltd.

KEY WORDS: multiphysics;coupledfield; LATIN; porousmedia;fluid-structureinteraction;consolidation

1. INTRODUCTION

P
�
artitionedproceduresandstaggeredalgorithms[9, 8, 14, 16, 18, 20, 7] areoften preferred(in the

case� of coupledfluid-structureproblems,for instance)to direct analysis(alsocalled the monolithic
approach)� from thepoint of view of computationalefficiency. Moreover, partitioningstrategiesallow
the
�

useof differentanalyzersfor differentsubsystems,thushelpingto keepthesoftwaremanageable.
Recently
�

, a mixed domain decomposition method was developed for parallel computing
en� vironments[4]. A multi-level approachinvolving a homogenizationproceduremakesthis method
suitable� for highly heterogeneousproblems[13]. Here,we describea new strategy for the resolution
of� coupledmultiphysicsproblems:we usetheLArgeTime INcrementmethod(LATIN, see[12, 11])
to
�

build a suitableapproachby generalizingtheconceptof geometricinterfacebetweensubstructures
to
�

thatof interfacebetweendifferentphysics.

�
Correspondenceto: LMT-Cachan,61AvenueduPŕesidentWilson,F-94235CachanCEDEX,FRANCE
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The
�

LATIN methodwas originally developedfor nonlinear time-dependentproblems,such as
plasticity� andviscoplasticityproblems.However, its concepthasbeensuccessfullyappliedto dynamic
problems,� finite deformations,post-buckling analysis,etc. The LATIN methodis a nonincremental
iterative approach:at eachiteration,thealgorithmprovidesanapproximationof thesolutionover the
entire� domainandtheentiretime interval considered.It is basedon thefollowing threeprinciples:

� The first principle consistsof separatingthe difficulties.For coupled-fieldproblems,a first set
of� equationsA

�
d
� contains� the so-calledadmissibility conditions(compatibility of strainsand

pressure� gradients,equilibriumandflow conservation).To avoid treatingaglobalandacoupled
problem� simultaneously, theremainingequationsaregroupedinto a separatesetof equations�
which� arelocal with respectto the spacevariables;usually, thesearethe constitutive relations
describing
 

thecouplingbetweenthefluid andthestructure.In orderto find thesolution,i.e. the
set� of fieldsbelongingto bothAd

� and� � ,¡ aniterativeprocedureis used.� The
�

secondprinciple of the methodconsistsof using searchdirectionsto build approximate
solutions� to Ad

� and� to � alternati� vely until a sufficient level of convergencehasbeenreached.
Each
¢

iterationcomprises2 stages.Thelinearstageusesaninitial searchdirectionto provide an
element� of Ad

� once� anelementof � is known. Thissearchdirectionis chosenin suchawaythat
the
�

structuralandthe fluid problemsremainindependent.Then,the local stageusesa second
search� direction,usually conjugateto the first, to find an elementof � ,¡ i.e. a solution which
satisfies� thecouplingequationsonly locally in thedomain.� Thethird principleconsistsof usingthefactthatthesuccessiveapproximationsaredefinedover
both
£

theentiredomainandtheentiretime interval in orderto representthesolutionin termsof
a� basisof radialloads.

Section
¤

2 describesthereferenceproblem.Section3 describesthebasicLATIN approach[6], while
Section
¤

4 validatesthe algorithmandcomparesit to anotherpartitionedstrategy. Section5 proposes
the
�

useof anad¥ hocapproximation� to searchfor thesolution[5]. Finally, Section6 concludeson the
feasibility
¦

andtheperformanceof thestrategy.

2.
§

THE REFERENCEPROBLEM

W
¨

e considertheisothermalevolution over thetime interval © 0ª « T¬  of� a structureΩ
®

made¯ of a saturated
porous� materialandsubjectedto smallperturbations,see[20, 3]. Theloadingconsistsof a prescribed
displacement
 

Ud
° on� part of the boundary∂

±
1Ω
®

and� a traction force F
²

d
° on� the complementarypart

∂
±

2
³ Ω,¡ plus a fluid flux on anotherpart ∂

±
3Ω and,� finally, a prescribedfluid pore pressurep´ d

° on� the
complementary� part ∂

±
4Ω
®

of� ∂
±

3Ω
®

(see
µ

the examplein Figure1). For the sake of simplicity, no body
forces f

¶
d
° are� considered.

F
·
or solidentities,thestrainis designatedby ¸ and� thestressby ¹ . For fluid entities,theporepressure

gradientº is designatedby Z,¡ Darcy’svelocityby ẇ» and,� in orderto havepositivematerialcharacteristics,
the
�

notationW is
¼

usedfor theoppositeof ẇ» ; finally, q½ designates
 

therateof accumulationof fluid in
each� representativeelementaryvolume.

The
�

stateof thestructureis describedby thesetof fieldss¾ ¿ÁÀ ˙¸ « p´ « ZÂ « ¹ « q½ « W Ã defined
 

on thewhole
structure� Ω and� thetime interval © 0ª « T  considered.� Themathematicalframework consistsof searching
the
�

differentfieldsin their respectivespaces:U ÄÆÅÈÇ 0É Ê T Ë ,¡ ¹ÌÄÎÍÎÇ 0É Ê T Ë ,¡ p´ ÄÐÏÑÇ 0É Ê T Ë ,¡ q½ Ä^ÒÓÇ 0É Ê T Ë ,¡ W Ä^ÔÕÇ 0É Ê T Ë ;
the
�

problemis to find s¾ ,¡ in thecorrespondingspaceS
Ö Ç 0É Ê T Ë ,¡ whichverifiesateachtimestep:
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�

Solid
¤

part Fluid
·

part
prescribed� force ¹ nÙ ¿ Fd

° prescribed� porepressurep´ ¿ p´ d
°

∂
�

2
Ú� Ω

�

∂
Û�

1Ω
�

Ω
�

Ud
�

F
�

d
�nÜ�

(
Ý
εÞ ,σß )
à pá� = pá� d

�

∂
Û�

4Ω
∂

�

3
â� Ω
ã

wä� d
�

Ω

nÜ�

(
Ý
pá� ,Z

�

,qå ,W)
à

prescribed� displacementU ¿ Ud
° prescribed� fluid flux W æ nÙ ¿ w» d

°
Figure1. Thereferenceproblem

� for thesolid,stressequilibriumandstraincompatibility:

di
 

v ¹ ¿ 0
ª

onΩ and� ¹ nÙ ¿ Fd
° on� ∂

±
2Ω

U ÄçÅ Ç 0É Ê T Ë and� ¸ ¿ ¸ À U Ã (1)
µ

Å Ç 0É Ê T Ë being
£

thesetof finite-energy displacementfieldson Ω èé© 0ª « T  which� areequalto Ud
° on�

∂
±

1Ω
®

.� for thefluid, flow conservationfor Darcy’s velocity ẇ» ¿ëê W:

q½ ¿ di
 

vW on� Ω
®

and� W æ nÙ ¿ w» d
° on� ∂

±
4
ì Ω®

Z ¿ gradº p´ on� Ω and� p´ ÄÈÏ Ç 0É Ê T Ë (2)
µ

ÏÑÇ 0É Ê T Ë being
£

thesetof finite-energy pressurefieldsonΩ
® èÈ© 0ª « T¬  ,¡ whichareequalto p´ d

° on� ∂
±

3Ω
®

.� the
�

constitutive relations:

– Hook
í

e’s law: themacroscopicstress¹ is
¼

relatedto thestrain ¸ and� coupledwith thepore
pressure� p´ so� that:

¹ ¿ D
î ¸ ê b

ï
pð (3)

µ
where� D

î
is
¼

Hooke’s tensorof thedrainedskeletonandb
ï

is
¼

Biot’s coefficient.Thelatteris
obtained� from thebulk moduli of thedrainedskeleton(or framework) Kt and� of thesolid
phase� (solidgrains)K

ñ
S
ò as� b

ï ¿ 1 ê Któ
KS
ô ;

– Darcy’s law relatesDarcy’s velocity to theporepressuregradient

W ¿ K

µõ w
Z
Â

(4)
µ

K
ñ

being
£

the intrinsic macroscopicpermeabilityand µõ w the
�

dynamic viscosity of the
saturation� fluid. In all thefollowing, theoperatorK

ö
µ÷ wø ð will� bedesignatedby H;

– the
�

influenceof compressibilityrelatestherateof fluid accumulationto thepressurerate
and� couplesthemwith therateof volumechange:

q½ ¿ 1

Q
ù ṗ´ ú b

ï
T
�

r ˙¸ (5)
µ

Q
ù

being
£

Biot’s modulus.For saturatedsoils, it is relatedto theporositynÙ and� to thebulk
moduli of thedrainedskeletonKsû and� of thefluid Kw by:

£ 1
Q
¿ nü

Kwø ú b
ý þ

nü
Ksÿ .
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One
�

canobserve that if Biot’s coefficient b
ï

equals� 0, the solid problemandthe fluid problemare
uncoupled.� For the steady-stateproblem, ṗ´ ¿ 0,

ª
Tr ˙¸ ¿ 0,

ª
q½ ¿ 0

ª
andthe two problemsarepartially

uncoupled,� sincethefluid problemcanbesolvedindependently.

3.
�

THE LATIN COMPUTATIONAL STRATEGY

The
�

LArge Time INcrement method (LATIN, see [12]) is a nonincrementaliterative approach
originally� developed for nonlinear time-dependentproblems. However, its concept has been
successfully� appliedto dynamicproblems,post-buckling analysis,etc.At eachiteration,this method
produces� an approximationof the solution on the whole domainand over the entire time interval
considered.� It is basedon threeprinciplesof which thefirst two arebriefly describedin this section.
For multiphysicsproblems,thesetwo principlesleadto abasicapproach[6]. Thelastprinciple,whose
use� is requiredto gainhighefficiency [5], will bedescribedin Section5.

3.1.
�

Variational form of thereferenceproblem

Let
�

usfirst restatethereferenceproblemusinga variationalformulation.Thestateof thestructures¾ is
¼

goº vernedby two setsof equations.Thefirst set,designatedby Ad
� ,¡ containsthe linearanduncoupled

equations� (possiblyglobal over the entire structure):the so-calledadmissibility¥ conditions� (1,2). It
consists,� on theonehand,of U ÄçÅ Ç 0É Ê T Ë and� ¹ Ä Í Ç 0É Ê T Ë such� that:

�
t� Ä�© 0ª « T  « �

U � ÄçÅ 0
É «

Ω
Tr © ¹ ¸ À U � Ã  d� Ω ¿

∂2
� Ω Fd

° æ U � d� S (6)
µ

where� Å 0
É is
¼

thesetof finite-energy displacementfieldsonΩ
®

which� vanishon∂
±

1Ω
®

. It alsoconsists,on
the
�

otherhand,of p´ Ä Ï Ç 0É Ê T Ë ,¡ q½ ÄçÒ Ç 0É Ê T Ë and� W Ä Ô Ç 0É Ê T Ë such� that:
�
t� Ä^© 0ª « T  « �

p´ � Ä Ï 0
É «

Ω

À q½ p� ú W æ gradº p´ � Ã d� Ω ¿
∂4
	 Ω

w» d
° p´ � d� S (7)

µ
where� Ï 0

É is
¼

thesetof finite-energy pressurefieldsonΩ
®

which� vanishon∂
±

3Ω
®

.
Finally, the secondsetof equations,designatedby � ,¡ containsthe equationswhich arelocal with

respect
 to thespacevariables.This lattergroupof equationsrepresentstheconstitutiverelations(3,4,5)
which� couplethe solid and fluid fields locally in the domain.Sincethe referenceproblemis time-
dependent,
 

it requiresinitial conditionswhicharealsochosenasbelongingto � .
Thus,thesolutions̄¾ to

�
thereferenceproblemis s̄¾ ¿ Ad

� � � . Thefundamentalbilinearform onS
Ö Ç 0É Ê T Ë

is
¼

thefollowing:

�
s¾ « s¾ �� ¿ T

0
É À 1 ê t�

T
Ã

Ω

À T� r © ¹ ˙¸   ú T
�

r © ¹  ˙¸  ú W æ ZÂ  ú W æ ZÂ ú q½ p ú q½  p´ Ã d� Ω
®

d
�
t

and� its remarkablepropertiesare:
� as� longass¾ ,¡ s¾  and� s¾   belong

£
to Ad

� ,¡ � s¾ ê s¾  « s¾ ê s¾   � ¿ 0
ª

� as� longass¾ and� s¾  belong
£

to � ,¡ � s¾ ê s¾  « s¾ ê s¾  ��� 0
ª

3.2.
�

Separating thedifficulties

Thefirst principleof theLATIN methodconsistsof avoiding the treatmentof a globalanda coupled
problem� simultaneously. Therefore,thesolutionto theproblemis searchedalternatively on � and� on
Ad
� .
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�

The
�

secondprincipleof theLATIN methodusesaniterative procedureinvolving searchdirections.
Recallingthemainobjective,whichis to avoid treatingaglobalandacoupledproblemsimultaneously,
this
�

stepis performedwith a specificchoicefor thesearchdirections;this choiceis alsoa featureof
the
�

LATIN method,seeFigure2.

Γ

Ad
�

E
� +E

� −

s� n�

^s� n� +� 1/
� �
2
�

s� n� +1s�

Figure2. 2-stageLATIN iterationnumbern� � 1

3.3.
�

A two-stage iterativestrategy

Each
¢

iterationof theLATIN methodcontains2 stages.In the linearstage,knowing anelementof � ,¡
we� find anelementof Ad

� using� aninitial searchdirection.In thelocal stage,we find anelementof � ,¡
i.e.
¼

a solutionwhich verifiesthecouplingequationsonly locally in thedomain,usinga secondsearch
direction,
 

usuallyconjugateto thepreviousone.

Local
�

stageat iteration nÙ ú 1.� At
�

thisstage,theconstitutiverelationsaswell astheinitial conditions
are� verified exactly. Oncethe previous stagehasproduceda solutions¾ nü Ä Ad

� ,¡ the problemis to find
ŝ¾ nü � 1� 2

³ ÄÈ� . ŝ¾ nü � 1� 2
³ ê s¾ nü must¯ alsolie on thesearchdirectionat thelocal stage:

À ˆ¹ nü � 1� 2
³ ê ¹ nü Ã ú L

� À ˆ̇¸ nü � 1� 2
³ ê ˙¸ nü Ã ¿ 0

ª
À Ŵnü � 1� 2

³ ê Wnü Ã ú H
� À ẐÂ nü � 1� 2

ê Z
Â

nü Ã ¿ 0
ª

À q̂½ nü � 1� 2
³ ê q½ nü Ã ú r� À p̂´ nü � 1� 2

³ ê p´ nü Ã ¿ 0
ª (8)

µ

L
�

and� r� are� two parametersof themethod;they donotmodify thesolutiononceconvergencehasbeen
reached.However, theirvaluesmodify theconvergencerateof thealgorithm.In adimensionalanalysis,
the
�

y canbechosenof theform:

L
� ¿ t� m� D

î
and� r� ¿ 1

Q
ù

th� (9)
µ

where� t� m� and� t� h� are� two characteristictimes.
W
¨

ith theconstitutiverelations(3,4,5),thelocalstageleads,ateachintegrationpoint,to theresolution
of� asmallODEsystemwhich is localwith respectto thespacevariable:

L ˆ̇¸ ú D ˆ¸ ê b
ï

p̂´ ð ¿ Anü À t� Ã
1

Q
ù ˆ̇p´ ú r p̂´ ú b

ï
Tr ˆ̇¸ ¿ α nü À t� Ã (10)

µ

where� A
�

nü ¿ ¹ nü ú L
�

˙¸ nü and� α nü ¿ q½ nü ú r� pnü are� known quantitiesat the local stagenÙ ú 1 andwith the
initial conditionson thepressureandthestrainfields.
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Linear
�

stageat iteration nÙ ú 1.� Once
�

ŝ¾ nü � 1� 2
³ Ä � is

¼
known, the linear stageconsistsof finding

s¾ nü � 1 Ä Ad
� . s¾ nü � 1 mustverify admissibilityrelationsandis definedalongasearchdirectionconjugateto

the
�

previousone,sothatthemechanicalandthehydraulicproblemsremainuncoupled:
À ¹ nü � 1

ê ˆ¹ nü � 1� 2Ã ê L À ˙¸ nü � 1
ê ˆ̇¸ nü � 1� 2Ã ¿ 0

ª
ÀWnü � 1

ê Ŵnü � 1� 2Ã ê H
� À ZÂ nü � 1

ê Ẑ
Â

nü � 1� 2Ã ¿ 0
ª

À q½ nü � 1
ê q̂½ nü � 1� 2

³ Ã ê r� À p´ nü � 1
ê p̂´ nü � 1� 2

³ Ã ¿ 0
ª (11)

µ

The global yet uncoupled admissibility equations (6,7) must be solved by finite element
discretization.
 

Usingthesearchdirection,oneobtains,on theonehand,themechanicalproblemwith
the
�

velocityU̇ as� theunknown:

�
t� Ä�© 0ª « T¬  « �

U � ÄçÅ 0
É «

Ω
T
�

r © ¸ À U̇ Ã L� ¸ À U � Ã  d� Ω
® ¿

Ω
T
�

r © Â� nü � 1� 2
³ À t� Ã ¸ À U � Ã  d� Ω

® ú
∂2Ω

F
²

d
° æ U � d� S (12)

µ

Â
�

nü � 1� 2
³ ¿ ê ˆ¹ nü � 1� 2

³ ú L
� ˆ̇¸ nü � 1� 2

³ being
£

a known quantitywhendealingwith the solid part of the linear
stage� at iterationnÙ ú 1.

One
�

alsoobtains,ontheotherhand,thehydraulicproblemwith theporepressurep´ as� theunknown:

�
t� Ä�© 0ª « T  « �

p´ � Ä Ï 0
É «

Ω
gradº p´ æ H gradº p´ � d� Ω ú

Ω
pr´ p� d� Ω ¿

Ω
α̂ nü � 1� 2

À t� Ã p´ � d� Ω ú
∂4
	 Ω

w» d
° p´ � d� S (13)

µ

α̂ nü � 1� 2
³ ¿ëê q̂½ nü � 1� 2

³ ú r� p̂´ nü � 1� 2
³ being
£

alsoaknown quantityat this stage.
Equations
¢

(12,13)aretwo uncoupledglobalproblemswith time t� as� parameter. Once ˙¸ nü � 1
¿ ¸ À U̇ Ã

and� p´ nü � 1 have beenobtained,thesearchdirection(11) is usedto recover staticquantitiessuchasthe
stress� field ¹ nü � 1 and� thefluid accumulationq½ nü � 1.

Err
"

or indicator for termination of the algorithm. Unlik
#

e classicalincrementaltechniques,the
LATIN methodproducesat eachiterationan approximationof the solutionover the entirestructure
Ω
®

and� theentiretime interval © 0ª « T¬  . Severalerror indicatorscanbeusedto stopthe iterations,i.e. to
decide
 

whenthesolutionis sufficiently accurate.For instance,onecanusetheerrorindicatorbasedon
the
�

differencebetweenanelements¾ of� A
�

d
� ,¡ andanelement̂s¾ of� � :

η̂$ ¿ e% À ŝ¾ ê s¾ Ã
1
2
³ e% À ŝ¾ ú s¾ Ã (14)

µ

with�
e% 2
³
t
À ŝ¾ ê s¾ Ã ¿ 1

2

&
ˆ¸ ê ¸ & 2

³
D
ú 1

2

&
p̂´ ê p´ & 2

³
Q' 1 e% 2

³ À ŝ¾ ê s¾ Ã ¿ &
e% t
À ŝ¾ ê s¾ Ã & 2

³
T

& ¸ & 2
³
D
¿

Ω
T
�

r © ¸ Dî ¸  d� Ω
® &

p´ & 2
³
Q' 1
¿

Ω
pQ´ þ

1pd´ Ω
® &

α & 2
³
T
¿ T

0
É α 2

³
d
�
t

Con
(

vergence. The convergenceof the methodcan be proved by following [12], thanks to the
properties� of the bilinear form previously designatedas

�
s¾ « s¾  � and� as long as the searchdirections

are� suchthatL ,¡ H and� r are� symmetricandpositivedefinite.

Copyright c
×

2000JohnWiley & Sons,Ltd. Int. J. Numer. Meth.Engng2000;00:1–6
Pr
Ø

eparedusingnmeauth.cls



A COMPUTATIONAL STRATEGY FORMULTIPHYSICSPROBLEMS 91
!

4.
)

TESTCASE

4.1. Problemdescriptionanddiscretization

Theproposedtestcaseis the2D planestrainproblemdescribedin Figure3; it correspondsto thesame
boundary
£

partitionasin Figure1. Thetime interval is T
¬ ¿ 36

�
s,with t� 1 ¿ T

¬ *
10 andthepressuresare

p´ 1
¿ 1+ 54

,
GPaandp´ d

° ¿ 380
�

MPa; theinitial conditionis p´ À t� ¿ 0
ª Ã ¿ p´ d

° .

10
-

m.�

L
�

= 20
-

m�

5
/

m.�
F

�

d
�

wä� d
� = 0

-

pá� d
�

F
0�

d
�

t
1

0
-

T

pá� 1

t1 1

Figure3. Thetestproblem

The materialcharacteristicsin Table I correspondto a Bereasandstoneandhave beenidentified
in
¼

[10]. Due to significantdifferencesin the ordersof magnitudeof the materialcharacteristics,an

Porosity nÙ ¿ 0
ª + 19 Young’s modulus E ¿ 14+ 4 GPa

Poisson’
�

s coeff. ν2 ¿ 0
ª + 2§ Biot’s modulus Q

ù ¿ 13+ 5, GPa
Biot’s coeff. b

ï ¿ 0
ª + 78
3

Permeability K
µ÷ wø ¿ 2 10

þ
10m3.s.kg

þ
1

TableI. water-saturatedBereasandstoneporoelasticmaterialcharacteristics

adimensionalization� hasbeencarriedout.
The spacediscretizationusesP2 elements(6-nodetriangles)for the displacementand P1 linear

interpolation
¼

(alsocontinuousthroughouttheelements)for theporepressure,see[24, 2]. SevenGauss
points� wereusedfor theintegrationandtherepresentationof field quantitiessuchasthosein s¾ ,¡ [25].

Concerning
4

the time discretization,the time stepchosenwas∆
5

t� ¿ T
¬ *

120.The integrationscheme
used� wasthe θ

6
-methodwith a linear variationof the variablesover a time step:Xi � 1

¿ Xi
ú ∆t� Ẋi � θ

(with
µ

thenotationẊ
7

i � θ
¿ θ

6
Ẋ
7

i � 1
ú À 1 ê θ

6 Ã Ẋ7 i)
8

andtheassociatedderivationschemewas:

Ẋ
7

i � 1
¿ 1

θ∆
6

t�
À X7 i � 1

ê X
7

i Ã ê 1 ê θ
6

θ
6 Ẋ

7
i

Theversionusedherewasθ
6 ¿ 1 (fully implicit).
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In
9

order to comparethe proposedapproachwith the IteratedStandardParallel Procedure(ISPP)
described
 

in [15], a referencesolutionwasrequired.To producethat referencesolution,we usedthe
so-called� directmonolithicscheme,which is briefly describedbelow.

4.2. Themonolithicsolutionscheme

The
�

previousvariationalforms(6,7)alongwith thematerialbehavior leadto thekinematicformulation
of� the 2-field problemwith the displacementfield and the pressurefield as unknowns: U ÄÌÅ Ç 0É Ê T Ë ,¡
p´ Ä Ï Ç 0É Ê T Ë and� �

t� Ä^© 0ª « T¬ 
�
U � ÄçÅ 0

É «
Ω

T
�

r © ¸ À U Ã Dî ¸ À U � Ã  d� Ω
® ê

Ω
b
ï

pT
�

r ¸ À U � Ã d� Ω
® ¿

∂2Ω
F
²

d
° æ U � d� S

�
p´ � Ä Ï 0

É «
Ω

gradº p´ æ H gradº p´ � d� Ω ú
Ω

ṗ´ 1

Q
ù p´ � d� Ω ú

Ω
b
ï

p� Tr ˙¸ d� Ω ¿
∂4
	 Ω

w» d
° p´ � d� S

Using
#

the previous spacediscretization,this leadsto the coupledglobal systemof equationsat each
time
�

step:

KU ê N
:

p ¿ f
¶

d
°

H
;

p ú S
<

ṗ´ ú N
: TU̇ ¿ g= d

°
K
ñ

,¡ H; and� S
<

are� thestiffness,permeabilityandcompressibilitymatrices;N
:

is
¼

thecouplingterm, f
¶

d
° are�

the
�

generalizedforcescorrespondingto Fd
° and� g= d

° is the generalizedflux correspondingto w» d
° . The

pre� vious formulationis symmetrizedby derivating the first groupof equationswith respectto time,
leadingto:

K
ñ ê N

:
ê N
: T ê S

< U̇
ṗ´ ú 0

ª
0

0
ª ê H

U
p´ ¿ ḟ

¶
d
°ê g= d
°

W
¨

ith thesameintegrationscheme,thisdiffusion-typeincrementalproblemat timestept� i � 1 is:

K
ñ ê N

:
ê N
: T ê S

< ê θ∆
6

t� H
U
p´ i � 1

¿ Ci (15)
µ

with� thegivenright-handside:

Ci
¿ ∆t� ḟ

¶
d
°ê g= d
°

i � θ

ú K ê N
:

ê N
: T ê S

< ú À 1 ê θ
6 Ã ∆5 t� H

U
p´ i

Note
>

that the iteration matrix dependson the time step∆
5

t� ; even for a linear problem,the useof a
v? ariabletime steprequiressomerefactorizationof this matrix. Thecostincreasefor a directcoupled
simulation� is also apparenton this matrix: it is due,on the one hand,to the numberof degreesof
freedom,which include both the displacementand the pore pressureunknowns, and,on the other
hand,
@

to theincreasein bandwidth,evenwith agoodrenumberingscheme.
The
�

time interval studiedcorrespondseffectively to thetransientpartof thesoil response:Figure4
sho� ws theevolutionof themaximumporepressureover thetime interval © 0ª « T  .
4.3.
A

IteratedStandard Parallel Procedure

Thissectionbriefly recallstheISPPstrategy [15], in orderto compareit to theLATIN strategy.
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Figure4. Maximumporepressurefor thetransientevolution

Using
#

the so-calledmonolithic formulation(15), the schemeconsistsof partitioning the iteration
matrix, in Gauss-Seidelfashion,into diagonaland off-diagonalblocks (coupling terms).Using the
predictor�

U
p´

pD

i � 1

¿ U
p´ i

the
�

uncoupledpartitionedproblemis:

K 0
ª

0
ª ê S

< ê θ∆
6

t� H
U
p´ i � 1

¿ 0
ª

N
:

N
: T 0

ª U
p´

pD

i � 1

ú Ci (16)
µ

Con
4

vergenceis achievedby subiterationusingthenew evaluationof thesolutionat t� i � 1 as� thenew
predictor;� this is requiredto recover the consistency of the scheme.With an inconsistentscheme,
k
E
eepingthe meshsizeconstantwhile reducingthe time stepwould causethe algorithmto converge

to
�

wardanincorrectsolution(see,for instance,[21]).
Another
�

interestingpropertyof a partitionedschemeis its unconditionalstability. It is possibleto
stabilize� severalschemeswith dedicatedtechniques,suchasin [17, 23], or by condensingonetypeof
unkno� wn onto theothers;(for furtherdescriptionsee,for instance,[15, 19]). Theselatter techniques
suf� fer from high computationalcostbecauseof the condensationstepwhich destroys the sparsityof
the
�

operators.Finally, agoodconvergencerateis akey to computationalefficiency.
Typically, the ISPP schemeis a consistent,yet conditionally stable, algorithm. To improve

con� vergenceof this fixed-pointmethodwith strongcoupling,oneneedsto apply relaxationat each
subc� ycle,transformingtheGauss-Seideltechniqueinto aSuccessiveOverRelaxation(SOR)technique
(see,
µ

for instance,[1]).
Themethod’s parametersarethenumberof subiterationsnÙ sub and� therelaxationparameterωF .

4.4. First resultsandcomparison

The
�

monolithic approach,the ISPPandthe LATIN methodwereall implementedinto the industrial
FE codeCast3M(formerly Castem2000)[22] developedat theCEA in Saclay, France.To comparea
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giº vensolutions¾ obtained� usingtheLATIN methodor theISPPwith thereferencesolutions̄¾ obtained�
using� themonolithicincrementalapproach,thefollowing errorwasused:

η$ À s¾ Ã ¿ e% À s¾ ê s̄¾ Ã
e% À s̄¾ Ã

As
�

a first test, the calculation was performed using the LATIN method without time-space
representationof the unknowns. The searchdirection parameters(9) were optimized and set to
t� m� ¿ 0

ª + 015
ª

t� cG and� t� h� ¿ 0
ª + 030
ª

t� cG ,¡ wheret� cG is
¼

a characteristictime obtainedfrom dimensionalanalysis:
t� cG ¿ L2 * À QH

ù Ã where� L is thewidth of thestructure.In thepresentexample,t� cG ¿ 148s.
Figure
·

5 shows the influenceof the choiceof the parameterson the convergencerate, with the
e� volutionof thepreviouserrorη$ v? ersusiterationnumbernÙ it

H . It is moresensitiveto thefluid parametert� h�
than
�

thesolidonet� m� . As agoodsearchdirectioncannotbechosenin practiseby testingtheconvergence
this
�

way, anautomaticevaluationof theprameterst� m� and� t� h� w� ouldbeof interest.
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Figure5. Convergenceof theLATIN methodwithout representation

W
¨

ith the samediscretizationasfor the monolithic approach,a linear stageof the LATIN method
consists� of solving,ateachtimestept� i ,¡ thetwo independentproblems(12,13):

LU̇i
¿ BT

u Â i
ú f
¶

d
°

i

©H ú R

p´ i
¿ BT

pD α̂ i
ú g= d
°

i

MatricesL and� R arise� from thesearchdirectionsand,with theparticularform (9), onegetsL ¿ t� m� K
and� R

O ¿ 1
th
P S
<
. Note that the time step∆

5
t� does
 

not appearon the left-handsides;therefore,eachof the
matrices¯ L

Q
and� ©H; ú R

O 
requires
 only onefactorization,whetheranadaptive time stepis usedor not.

Finally, theright-handsidesarecalculatedin suchaway that:

UTBT
u Â ¿

Ω
Tr © Â ¸ À U Ã  d� Ω and� p´ TBT

pD α̂ ¿
Ω

α̂ pd´ Ω

The
�

local stageis performedby integratingin time thesmallODE system(10) at eachGausspoint of
each� element.
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Concerning
4

theISPP, Figure6 shows theinfluenceof therelaxationparameterωF ,¡ with theevolution
of� theerrorη$ v? ersusthenumberof subcycling pertime stepnÙ sub. At eachsubcycling, theISPPsolves
the
�

two independantproblemsin (16). In this testcase,a constanttime stepis used,so the left hand
side� is only factorizedonce.An optimumvalueexistsnearωF ¿ 0

ª + 5,
,

whereaslargevalues(closeto 1)
impair
¼

convergence.
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6. Convergenceof theISPP

T
�
o comparethe optimal casesfor the LATIN methodandthe ISPP, onehasto noticethat in both

cases,� thenumberof uncoupledglobalresolutionsis equalto theiterationnumbernÙ it
H or� thesubcycling

numberW nÙ sub multiplied¯ by thenumberof time steps(120in this example)for thesolid partaswell as
for thefluid part.For this example,thenumberof global, linearanduncoupledresolutionsneededto
achie� veagivenlevel of accuracy of thesolutionis abouttwice for theLATIN methodthatrequiredby
the
�

ISSPapproach.
This
�

resultvalidatesthefeasibility of theproposedapproach,but theefficiency is not goodenough
for thisstrategy tobecompetitive.Toachievebetterefficiency, thethirdprincipleof theLATIN method,
described
 

in thenext section,is required.

5.
,

REPRESENTATION OFTHE UNKNOWNS

The third principle of the LATIN method concernsthe use of an appropriate,mechanics-based
representation
 of theunknowns(for instance,thesuperimpositionof radialloadsusedalsofor plasticity
and� viscoplasticityproblems).This lastprincipleis requiredto achieve high computationalefficiency,
see� [12]. This sectiondescribesthe useof sucha representationin multiphysicsproblemsand its
potential� efficiency. Theexamplepresentedin thenext sectionwasusedto validatethisapproach.

The
�

unknownsof A
�

d
� are� soughtin theform of sumsof productsof a scalartime functionby a field

which� dependsonly on thespacevariables.For instance,thestrainrateis approximatedby ˙¸ À M « t� Ã ¿
vX 0
É À t� Ã ¸ À V0

É Ã ú ∑
Y

j
Z vX j

Z À t� Ã ¸ À V j
Z Ã ,¡ where the pairs À vX k

[ À t� Ã « Vk
[ À M\ Ã Ã must¯ be determinedautomaticallyby

the
�

algorithm.Throughoutthe iterations,additionalpairs may be addedif necessaryfor accuracy;
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otherwise,� thecurrentspacevectorsVk
[ remain
 unchangedandonly thetime functionsvX k

[ are� updated.
For this purpose,apreliminarystagemustbeaddedto thealgorithmbeforethelinearstageis applied.
In
9

eithercase,at iterationnÙ ú 1, a correctionto thepreviousapproximationmustbedetermined,i.e.:
s¾ nü � 1

¿ s¾ nü ú ∆s¾ .
A
�

first versionof this principle is describedbelow. It consistsof using a representationfor the
admissible� kinematiccorrectionswhile thestaticcorrectionsarecalculatedalongthesearchdirection.
Consequently
4

, the staticquantitiesarenot strictly admissibleunlessconvergencehasbeenreached.
Computing
4

admissiblestaticquantitieswould requireanadditionalnumericaleffort [12].

5.1.
]

Linearstagewith representationat iterationn ú 1

The
�

objective of this stageis to addonepair (for thesake of simplicity) to theprevioussetof radial
loadswhich representsthekinematicunknowns.

Solid
Ö

part. The str^ ain correction is soughtin the approximateform ∆ ˙¸ ¿ vX ¸ À V Ã ,¡ wherevX À t� Ã is a
scalar� time functionandV À M\ Ã Ä Å 0

É . In orderto determinethepair À vX « V Ã uniquely� , a normalizationis
enforced,� e.g.

& ¸ À V Ã & 2
L
_ ¿ 1. Oncethestraincorrectionhasbeenobtained,thestressis computedalong

the
�

searchdirection(11):

¹ ¿ L
�

˙¸ nü � 1
ê Â
�

nü � 1� 2
³ ¿ L

�
∆
5

˙¸ ê ∆
5

Â
�

with� ∆
5

Â
� ¿ Â

�
nü � 1� 2
³ ê L

�
˙¸ nü

Theunknown pair À vX « V Ã is soughtsuchthatthestressis weaklyadmissible,i.e.:

�
U � ¿ vX � V ú vX V � Ä Å Ç 0É Ê T Ë0

É « T

0
É

Ω
T
�

r © ¹ ¸ À U � Ã  d� Ω
®

d
�
t ¿ T

0
É

∂2Ω
F
²

d
° æ U � d� Sdt

W
¨

ith theproposednormalization,À vX « V Ã is suchthat:

vX ` tó ¿ Ω
Tr © ∆Â ¸ À V Ã  d� Ω ú

∂2
� Ω Fd

° æ Vd
�

S

�
V � ÄçÅ 0

É «
Ω

T
�

r © ¸ À V Ã L� ¸ À V � Ã  d� Ω
® ¿ T

0
É vX&

vX & 2
T Ω

T
�

r © ∆5 Â
� ¸ À V � Ã  d� Ω

® ú
∂2Ω

F
²

d
° æ V � d� S d

�
t

This
�

coupledsystemof equationsis solved with a fixed-pointmethodandthe numberof substepsis
usually� small. The global systemis no moresolved at eachtime step,but only oncefor eachgiven
weighting� time functionvX À t� Ã .

Once
�

discretizedin space,theseequationsbecome:

VTLV ¿ 1 (17)

vX ` tó ¿ VT À BT
u ∆Â ú f

¶
d
° Ã (18)

µ
LV ¿ T

0
É vX&

vX & 2
³
T

À BT
u ∆Â ú f

¶
d
° Ã d� t (19)

µ

where� superscriptT
¬

designates
 

transpositionand,aspreviously, B
a T

u ∆
5

Â
�

are� thegeneralizedforcesthat
balance
£

thefield ∆Â. Theusualinitial guessfor thetime function in orderto initialize thefixedpoint
is
¼

the error indicator in time from the previous iteration.Several indicatorsmay be usedto stopthe
fixedpoint. For instance,onecanmonitor thestationarityof thefixed-pointmethod:if À vX 0

É « V0
É Ã is the
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pre� viouspair and À vX « V Ã the
�

currentpair, anappropriateindicatoris:

ξ
b 2 ¿ 1

2
³ T

0
É &

vX ¸ À V Ã ê vX 0
É ¸ À V0

É Ã & 2
L
_ d
�
t

1
2
³ T

0
É &

vX ¸ À V Ã & 2
L
_ d
�
t

¿ 1
2
³ À & vX & 2

T
ú &

vX 0
É & 2

T Ã ê T
0
É vvX 0

É d� tVT
0
É L
Q
V

1
2

&
vX & 2
³
T

Thealgorithmcorrespondingto thesolid linearstageis describedin TableII.

Calculate
4

theright-handside f̂
¶ c

B
a T

u
À L� ˆ̇¸ nü � 1� 2

³ ê ˆ¹ nü � 1� 2
³ ê L

�
˙¸ nü Ã ú f

¶
d
°

Initialize
9

thetime function vX c &
ˆ¸ nü � 1� 2

³ ê ¸ nü & L
_

Loop
�

on thefixedpoint
Solv
¤

e L
Q
V ¿ T

0
É vde

vd e 2
�
T

f̂
¶

dt ¿ f̃
¶

Normalize
>

β
c À f̃¶ TV Ã 1� 2

V
c

β
þ

1V
vX c

βvX
Stopping
¤

criteria for thepair À vX « V Ã
Recalculatethetime function vX c

VT f̂
¶

End
¢

of loop

T
f
ableII. Thesolid linearstagealgorithmat iterationn � 1

Fluid
g

part. The
�

previousschemefor thesolid partof themultiphysicsproblemmustbeextendedto
the
�

hydrauliccomponentsÀ p´ « ZÃ and� À q½ « W Ã in thesameway.
F
·
or instance,the pr´ essure correction has

@
the following approximateexpression:∆

5
p´ ¿ πh P

i
and�

∆Z ¿ πh gradº P,¡ whereπh À t� Ã is ascalartimefunctionandP À M Ã ÄÓÏ 0
É . This time,theusefulnormalization

is
&
P
& 2
r
ú &

gradº P
& 2
H
j ¿ 1.

The
�

correspondingstaticunknownsareobtainedwith thesearchdirection(11):

W ¿ À Ŵnü � 1� 2
³ ê HẐnü � 1� 2Ã ú HZnü � 1

¿ HZnü � 1
¿ H∆Z ú HZnü

q½ ¿ r� pnü � 1
ê α̂ nü � 1� 2

³ ¿ r� ∆5 p´ ê α̂ nü � 1� 2
³ ú r� pnü

The
�

bestpair À πh « Pi Ã is
¼

theonewhichachievesweakstaticadmissibility:

�
p´ � ¿ πh � P ú πh P� Ä Ï Ç 0É Ê T Ë0

É « T

0
É

Ω

ÀW æ gradº p´ � ú q½ p� Ã d� Ωd
�
t ¿ T

0
É

∂4
	 Ω

w» d
° p´ � d� Sdt

W
¨

ith theproposednormalization,À πh « Pi Ã is
¼

suchthat:

πh ` tó ¿ ∂4
	 Ω

w» d
° PdSú

Ω

À α̂ nü � 1� 2
ê r pnü Ã PdΩ ê

Ω
Znü H gradº PdΩ

and�
�

P
i � Ä Ï 0

É «
Ω

À Pr
i

P� ú gradº P
i æ H� gradº P

i � Ã d� Ω
® ¿

¿ T

0
É πh&

πh & 2
T ∂4Ω

w» d
° Pi � d� Sú

Ω

À α̂ nü � 1� 2
³ ê r� pnü Ã Pi � d� Ω

® ê
Ω

Z
Â

nü H� gradº P
i � d� Ω
®

d
�
t
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This
�

canbe solved with anotherfixed-pointmethod.Using spatialdiscretization,the problemto be
solv� edis:

P
i T ©H; ú R

O 
P
i ¿ 1 (20)

πh ¿ PT À BT
pD α̂ nü � 1� 2

ê ©H ú R

p´ nü ú g= d

° Ã (21)
µ

©H ú R

P ¿ T

0
É πh&

πh & 2
T

À BT
pD α̂ nü � 1� 2

ê ©H ú R

p´ nü ú g= d

° Ã d� t (22)
µ

As previously, BT
pD α̂ nü � 1� 2

³ is thegeneralizedflux thatbalancesthefield α̂ nü � 1� 2
³ . Both the initialization

and� theterminationcriteriaaresimilar to thepreviousones.
Thealgorithmfor thefluid linearstagedescribedin TableIII is verysimilar to its solidcounterpart.

Calculate
4

theright-handside ĝ= c
BT

pD À r p̂´ nü � 1� 2
ê q̂½ nü � 1� 2 Ã ê ©H ú R


p´ nü ú g= d

°
Initialize thetime function πh c &

p̂´ nü � 1� 2
ê p´ nü & Q' 1

Loop
�

on thefixedpoint
Solv
¤

e ©H; ú R
O 

P
i ¿ T

0
É πke

πk e 2
�
T

ĝd= t ¿ g̃=
Normalize
>

β
c À g̃= TPÃ 1� 2

P
i c

β
þ

1P
i

πh c
βπ

Stopping
¤

criteria for thepair À πh « Pi Ã
Recalculatethetime function πh c

PT ĝ=
End
¢

of loop

T
f
ableIII. Thefluid linearstagealgorithmat iterationn � 1

Efficiency of the representations. The spacefields aredeterminedby solving a small numberof
globalº systems(19,22)(within the fixed-pointsubiterations),while the time functionsarecalculated
by
£

integrating a small numberof differential equations(moreover, in the linear casetreatedhere,
these
�

equationsare explicit (18,21)). If the convergencerate is similar to that of the casewithout
representation,significantperformanceimprovementcanbe expected.This will be illustratedon the
e� xampleof thefollowing section.

In orderto prevent degenerationof the setsof spacefields,orthonormalizationmay be performed
so� that VT

i L
Q
Vj
Z ¿ δ

l
i j for
¦

the solid fields and P
i T

i ©H; ú R
O 

P
i

j
Z ¿ δ

l
i j for
¦

the fluid fields. During this
orthonormalization� process,if the latestfieldsgeneratedaretoo dependenton thepreviousones,they
may¯ beskipped.

5.2.
]

Initial solution

Tostartthealgorithmusingthesamekindof representationfor s¾ 0É ,¡ let usobservethatthisinitial solution
can� berepresentedasthesuperimpositionof asmany radialloadsasthereareloadingparameters.

Indeed,if (for the sake of simplicity) the loading dependson only one parameter, i.e. if Fd
° ¿

λ
m À t� Ã F² À M\ Ã and� w» d

° ¿ µõ À t� Ã Gn À M\ Ã ,¡ theinitial solutionfor thesolidpartis obtainedwith U̇ ¿ vX 0
É À t� Ã V0

É À M\ Ã ÄÅ Ç 0É Ê T Ë and�
�

t� Ä^© 0ª « T¬  « �
V � ÄçÅ 0

É «
Ω

T
�

r © ¸ À U̇ Ã L� ¸ À V � Ã  d� Ω
® ¿

∂2Ω
λ
m

F
² æ V � d� S
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Therefore,
�

vX 0
É ¿ λ

m
and� L

Q
V0
É ¿ f

¶
,¡ where f

¶
are� thegeneralizedforcescorrespondingto F

²
.

Then,
� ¹ 0

É ¿ vX 0
É L� ¸ À V0

É Ã . Let usnotethatsincethereareasmany pairsasthereareloadingparameters
the
�

initial stressfield is staticallyadmissible.
Theinitial solutionfor thefluid partis obtainedwith p´ ¿ πh 0

É P0
É Ä Ï Ç 0É Ê T Ë and�

�
t� Ä^© 0ª « T  « �

P� ÄÈÏ 0
É «

Ω

À pr´ P� ú gradº p´ æ H gradº P� Ã d� Ω ¿
∂4
	 Ω

µGPõ � d� S

Therefore,πh 0
É ¿ µõ and� ©H ú R


P0
É ¿ g= ,¡ whereg= is thegeneralizedflux correspondingto G

n
.

Similarly
¤

, W0
É ¿ πh 0

É H� gradº P
i

0
É and� q½ 0

É ¿ πh 0
É r� P0
É are� staticallyadmissible.

5.3.
]

Preliminarystageat iterationn ú 1

The objective of the preliminarystageis to updatethe time functionsof the variousrepresentations.
This
�

stageis muchsimplerif thespacefunctionsareorthogonalizedeachtimeanew spacefunctionis
added� to thepreviousset.

Strain
Ö

correction. In the preliminarystage,the updateis soughtthrougha correctionof the form
∆
5

˙¸ ¿ ∑
Y

j
Z w» j

Z ¸ À V j
Z Ã ,¡ wherew» j

Z are� thetimefunctionsto bedeterminedwhileV j
Z ,¡ at thisstage,areknown.

As
�

notedabove,if thespacefieldsareorthonormalized,i.e. if VT
j
Z L
Q
Vk
[ ¿ δ

l
j
Z
k,¡ theunknown timefunctions

are� solutionsof theuncoupledsystem:

w» j
Z ¿ VT

j
Z À BT

u ∆Â ú f
¶

d
° Ã

An equivalent schemeis to recalculatethe time functionsdirectly, i.e. vX j
Z ú w» j

Z ,¡ insteadof their
correction.� In this case, the problem is to have ∑

Y
j
Z vX j

Z L ˙¸ À V j
Z Ã ê Ânü � 1� 2

³ weakly� homogeneously
admissible;� this leadsto:

vX j
Z ¿ VT

j
Z BT

u Ânü � 1� 2

Pr
o

essure correction. The
�

updatefor the fluid part is alsosoughtthrougha correctionof the form
∆p´ ¿ ∑

Y
j
Z µõ j

Z Pj
Z ,¡ whereµõ j

Z are� the time functionsto be determinedwhereasPj
Z are� known at this stage.

Once
�

again, if the spacefields are orthonormalized,i.e. if P
i T

j
Z ©H; ú R

O 
P
i

k
[ ¿ δ

l
j
Z
k,¡ the unknown time

functionsaresolutionsof theuncoupledsystem:

µõ j
Z ¿ PT

j
Z À BT

pD α̂ nü � 1� 2
ê ©H ú R


p´ nü ú g= d

° Ã
The
�

sameremarkas for the solid part applies:the problemis equivalent to modifying the time
functionswith:

πh j
Z ¿ PT

j
Z BT

pD α̂ nü � 1� 2

6.
p

EXAMPLE AND COMPARISONOF EFFICIENCIES

Let
�

us consideragainthe planestrain problemof Section4. With the proposedrepresentation,the
algorithm� is modifiedasdescribedin TableIV.
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100 D. DUREISSEIX,P. LADEVÈZE,B. A. SCHREFLER

Solid
¤

initialization solveaglobalmechanicalproblemto get À vX 0
É « V0
É Ã

Fluid initialization solveaglobalhydraulicproblemto get À πh 0
É « P0
É Ã

Loop
�

on iterations
Local stage solve thelocaldifferentialsystemsto get À ˆ̇¸ « ˆ¹ Ã ,¡ À p̂´ « q̂½ Ã
Stopping
¤

criteria computeerrorindicators
Solid
¤

preliminarystage updatetime functionsvX j
Z

If
9

anew pair is required
Solid
¤

linearstage fixedpointon theglobalmechanicalproblemto get À vX « V Ã
Orthonormalization
�

modificationof À vX « V Ã and� time functionsvX j
Z

Endif
Fluid
·

preliminarystage updatetime functionsπh j
Z

If anew pair is required
Fluid
·

linearstage fixedpointon theglobalhydraulicproblemto get À πh « Pi Ã
Orthonormalization
�

modificationof À πh « PÃ and� time functionsπh j
Z

End
¢

if
Endof loop

TableIV. TheLATIN algorithmfor multiphysicsproblem

In this test,thetime-spacerepresentationof theadmissiblefieldswasaddedand,this time,solidand
fluid
q

linearstagesalwaysfollowedthepreliminarystage.In otherterms,at eachiteration,onespatial
field wasaddedto theprevioussetfor thesolid partandonefor thefluid part.Moreover, thenumber
of� fixed-pointsubiterationsfor eachlinearstagewassetto 1; in this case,only oneglobalmechanical
problem� andoneglobal hydraulicproblemweresolved at eachiteration.The samesearchdirection
parameters� wereusedfor this testcase,asfor thepreviousone.

Figure
·

7showstheevolutionof theerrorwhensucharepresentationisusedcomparedto theprevious
case� without representation.For this situation,usinga representationdoesnot impair theconvergence
rate
 at all. Thus,the representationis well-suitedto this kind of problem.Throughoutthe following
discussion,
 

thenumberof subiterationsis keptequalto 1 (only oneglobalresolutionfor thefluid and
one� for thesolidateachiteration).

In
9

orderto avoid thegenerationof worthlessspacefunctions,a criterionbasedon theefficiency of
the
�

preliminarystepcanbeused.If thepreliminarystagereducestheerrorwith respectto theprevious
iteration
¼

significantly, one can expect that addinga new spacefunction is not necessary. The error
estimations� provide suchinformation.At iterationnÙ ,¡ s̃^ nü designates

 
thesolutionimmediatelyafter the

preliminary� stagesands^ nü the
�

solutionafterthelinearstages(if suchstagesareperformed).Therelevant
indicatorsaredesignatedby ẽ% S

ò
nü ,¡ ẽ% F

nü ,¡ e% S
ò
nü and� e% F

nü ,¡ wheresuperscripts‘S
<
’ and‘F ’ standfor thesolid part

and� thefluid partrespectively:

ẽ% S
ò
nü 2 ¿ T

0
É &

˜¸ nü ê ˆ¸ nü þ 1� 2
& 2
D
r d
�
t

1
2
³ T

0
É &

˜¸ nü ú ˆ¸ nü þ 1� 2
& 2
³
Dd
�
t

ẽ% F
nü 2
³ ¿ T

0
É &

p̃´ nü ê p̂´ nü þ 1� 2
& 2
³
Q' 1d

�
t

1
2
³ T

0
É &

p̃´ nü ú p̂´ nü þ 1� 2
& 2
³
Q' 1d

�
t

e% S
ò
nü 2 ¿ T

0
É & ¸ nü ê ˆ¸ nü þ 1� 2

& 2
³
Dd
�
t

1
2
³ T

0
É & ¸ nü ú ˆ¸ nü þ 1� 2

& 2
D
r d
�
t

e% F
nü 2
³ ¿ T

0
É &

p´ nü ê p̂´ nü þ 1� 2
³ & 2
³
Q' 1d

�
t

1
2
³ T

0
É &

p´ nü ú p̂´ nü þ 1� 2
& 2
Q' 1d

�
t
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Figure7. Evolutionof theerroranderrorindicatorswith theLATIN approach

Every time
ẽ% S
ò
nü

e% S
ò
nü þ 1

t ζ the
�

solid linearstagemaybeskipped.In thesameway, if
ẽ% F
u
nü

e% F
nü þ 1

t ζ,¡ thefluid

linear
v

stagemay be skipped,seeFigure8. Figure7 alsoshows the evolution of thesevariouserror
indicatorswith theprevious representationof theunknowns.Theerrorswith respectto the reference
solution� η$ S

ò
(for
µ

thesolid)andη$ F
u

(for
µ

thefluid) arederivedin thesameway.

Γ

A
w

d
�

s� n� s� n� −1

^s� n� −1/
� �
2
�

ex n� −1

s� n�
~

^s� n� −3
�

/
� �
2
�

ex n� ex n�
~

Figure8. Indicatorsat iterationn

Theoverall resultsareillustratedin Figure9, which shows theevolution of theerrorvs. iterations.
Since
¤

thecostof theglobalmechanicalproblemandthecostof theglobalhydraulicproblemarenotthe
same,� Figure10displaystheerrorasafunctionof thenumberof strainspacefieldsgeneratednÙ S

ò and� as
a� functionof thenumberof porepressurefieldsgeneratednÙ F

u for
¦

differentvaluesof thethresholdζ. In
the
�

mostinterestingcase,whenζ ¿ 0
ª + 8,
�

only 8 globalmechanicalresolutionsand16 globalhydraulic
resolutions
 arerequiredto get an error η$ less

v
than1%. If ζ ¿ 0,

ª
i.e. if onepair for eachphysicsis

added� at eachiteration,18 global resolutionsarerequiredfor eachphysics.In comparison,thebasic
algorithm� with no representationrequires18 è 120 global resolutionsfor the solid part andthe same
numberfor thefluid part in orderto getthesameaccuracy, whereastheISPPschemerequires9 è 120
resolutions.
 Thus,in termsof numberof globalresolutions,thereis a ratio of 90.Of course,thereare
other� costsin thealgorithmthanthoserelatedto globalresolutions,but for large-scaleproblemsthese
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Figure
V

9. Evolutionof theerrorfor severalthresholdsζ
z

b
ï

ISPP LATIN (ζ ¿ 0)
ª

LATIN (ζ ¿ 0
ª + 8)
�

nÙ sub nÙ it
H ¿ nÙ S

ò ¿ nÙ F nÙ it
H nÙ S

ò nÙ F

0.25
ª

6 19 20 4 9
0.5
ª

8 18 20 6 10
0.75
ª

9 19 26 9 13
0.9
ª

10 20 22 7 13
1 13 21 21 8 12

TableV. Comparative costsfor the ISPP(with ω{ | 0
} ~

5), andwith the LATIN method(with t� m� | 0
~
015
}

tc� and
th� | 0

} ~
030tc� ) versusBiot’s coefficientb

�

tend
�

to dominate.Nevertheless,it would be interestingto performa complexity analysisto quantify
these
�

costsmoreprecisely.
The
�

last testconcernsthe behaviour of the approacheswith respectto the couplingcoefficient b
ï
.

TableV shows thenumberof subcyclingsfor theISPP, andthenumberof spacefieldsfor theLATIN
method,¯ to reachconvergence(η$ � 1 %). The costof the ISPPclearly increaseswhenthe coupling
is stronger. As theLATIN is somehow a sel-adaptive strategy, thecostdoesnot follow soclearly the
coupling� andis almostconstant.

7.
3

CONCLUSION

On
�

the exampleabove, using the basicLATIN approachwith no mechanics-basedapproximation
to
�

solve the linear stageover the entire domainand the entire time interval, the numberof global,
linear
v

uncoupledresolutionsneededto achieve a givenlevel of solutionaccuracy wasabouttwice that
requiredby theISSPapproach.
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Figure10.Evolutionof theerrorversusthenumberof spacefieldsgenerated

In this paper, the time-spaceapproximationis testedandappearsto bewell suitedto multiphysics
problems.� Since the use of such an approximationdid not influencethe convergencerate of the
proposed� algorithm,the efficiency wassignificantly improved, particularlywith the adjunctionof a
strate� gy to limit thenumberof global resolutions.Thenumberof constitutive relationintegrationsis
al� waysgreaterthanwith theISSPscheme,but theseinvolveonly localcomputationsateachintegration
point.� Thus,theproposedstrategy appearsto becompetitive from anefficiency pointaview.

Ne
>

vertheless,other improvements,such as the automaticdeterminationof the searchdirection
parameters,� would be welcome.The coupling betweentwo different codes(one for eachphysical
problem)� can be developedextensively. The ability for the codesto exchangeonly the few pairs
representing
 the solution during the iterative processseemsattractive in that it reducesthe amount
of� informationinterchange.
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104 D. DUREISSEIX,P. LADEVÈZE,B. A. SCHREFLER

Let
�

us alsomentionthat a multiscalecomputationalstrategy similar to that usedin [13] could be
easily� appliedin this context with greatpotentialbenefit.
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Principaux
o

résultatset perspectives. Sans
¤

utilisera¥ priori de
 

décompositiondedo-
maine,l’objectif étaitdansunpremiertempsd’avoir unestratégieadaptéeaucouplage
multiphysique¯ qui puisseêtreattrayanted’un point de vue coût. La faisabilitéa été
montrée,enutilisantunereprésentationparticulièremaisclassiquedesinconnues.Bien
entendu,� la validationsurdescasplusreprésentatifsentermedetaille (notammenten
tridimensionnel)
�

restea êtreeffectuée.Néanmoins,la représentationadoptéesemble
bien
£

adaptéautypedeproblèmetraité.
L’autreaspectdestechniquesdepartitionnementestla possibilitédefaireréaliser

chaque� analysephysiquedifférenteparun codedédié,et à assurerles transfertsd’in-
formationadéquatsentrelesdeux.C’estla thématiqueducouplagedecode.Minimiser
la
v

quantitéd’informationnécessairepour itérerestdoncintéressante,et lesapproches
LATIN (avec représentation)permettentde réalisercetteminimisation,au prix de la
duplication
 

del’étapelocale,voir figure1.
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FIG. 1 – Illustration du couplage decode; duplicationdel’étapelocaleet de la base
de
�

donnée(oupartagedecelle-ci)

Bien
¦

entendu,sonutilisationconjointeavecl’aspectmultiéchelleenespaceendé-
composition� dedomaineestl’étapesuivante.Au vu du cadreemployé,elle nedevrait
pas� poserde problèmeparticulier, en ce sensqueles performancesdesdeuxaspects
(partitionnement
µ

physiqueet décompositionde domaine)devraientajouterleursper-
formances.
¦

Le deuxièmevolet estbien sur celui de la priseen comptedeséchellesde temps
dif
 

férentes.L’objectif estdebâtir unestratégietirant parti de l’aspectmultiéchelleen
temps
�

dansle problème.Cesaspectsserontbienentendumis envaleurlors du traite-
ment¯ de problèmesdynamiquesoù les effets deséchellesen espaceet en tempssont
couplées� par l’aspectpropagatifde la solution,surtouten présenced’hétérogénéités.
Dans
§

cettethématique,on peuttrouver lesapprochesdéveloppéespour lesmatériaux
hétérogènes[FishetChen01] ainsiquelesaspectscouplagesdeschémasd’intégration
à
¨

différentspasdetemps[Gravouil etCombescure01]. Un exempleinverseoù le com-
portement� à plusieurséchellesconduità unemodélisationmultiphysiquedu problème
est� celuidela compactionetdela miseenformedesmatériauxgranulairesfins: le pro-
cédé� employé superposeuneactionmécanique“lente” decompactionà unevibration

105



“rapide” produiteparexemplepardessecousses.À l’échellemacroscopique,cetteder-
nièrepeutêtremodéliséecommeun phénomènedediffusiondel’agitation [Pattofatto
01]
ª

qui agit fortementsur le comportement,en particulierpar la brisuredes“ponts”
qui© s’établissentdanscesmatériauxassezatypiques.

Sur
¤

l’aspectmultiéchelleen tempsdansunestratégiede calcul multiphysique,la
thèse
�

deDavid Néronvient dedébuter; la questionposéeestcellede l’homogénéisa-
tion
�

entemps,etducasdesnon-linéaritésmatérielles.
Bien entendu,un grandnombrede problèmesmultiphysiquescouplésdifférents

sont� issusdeproblèmespratiques: transfertenmilieu poreux,vieillissementdesma-
tériaux
�

et desstructuressousl’action deleur environnement,oxydationdesmatériaux
composites,� électromagnétismeetaérodynamiquedanslessignaturesradar, piézoélec-
tricité
�

magnétismeet viscositédesécoulementsdansles MEMS (Micro Electro Me-
cª hanicalSystems)

8 +«+¬+
La questiondu contrôledela qualitédela solutionet celledel’adaptivité sonten-

core� plusprésentesdanscecadredemodèlesdifférentscouplés,quedansle casduseul
caractère� hétérogène,commecelaadéjàétémentionnéprécédemment.Lestechniques
et� lesprincipesàmettreenœuvresontencoreunequestionlargementouverte.
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Conclusionset perspectives

Lestravauxqui ont étéréaliséset présentésdanscemémoireont étémenésà bien
au� LMT-Cachan,dansl’équipe “stratégiesde calcul et parallélisme”,et plus large-
mentdansle cadredu “pole parallélismeÎle de FranceSud”. Au traversde cestra-
v? aux,plusieurscollaborationsont étéengagées(essentiellementavec CharbelFarhat
et� BernhardSchrefler)et continuentà êtreactives.Cescollaborations,et plusgénéra-
lement
v

les comparaisonsentredifférentesapprochesont permisde confronter, autant
que© celaétaitpossible,lesalgorithmesdéveloppéesà desalgorithmesexistants.Cette
démarche,
 

ainsi quecelle qui a étésuivie dansles travaux de thèse,consistantà re-
placer� les méthodesdansle cadrepour lequelellessontconçues(problèmesà grand
nombreW de degrésde liberté pour les décompositionde domaine),sembleessentielle
pour� seforgeruneidéejustedesperformancesattendueset desdomainesd’utilisation
des
 

différentesdémarches.
Comme
4

celaa pu êtremontrédansce mémoire,et illustré avec les méthodesde
décomposition
 

de domaine,la constructiond’une stratégieen calcul de structurequi
prenne� encomptelesparticularitésdu problèmetraitépermetd’augmenterlesperfor-
mances.¯ Lesapprochesproposéesdanscecadresontparcontreplusdédiéeset moins
généralistes.º Dit de façonlaconique,il faut sepositionnerentregénéralitéet effica-
cité.� Dansle casde l’approchemicro-macro,celas’esttraduit par le couplaged’une
méthoded’homogénéisationavec un algorithmede décompositionde domaine.Elle
de
 

vient ainsiuneméthoded’homogénéisationautomatiquequi prendencomptenatu-
rellementleseffetsdebordetpeuttraiterle casdesmilieux non-périodiques.Le cadre
posé� permetd’intégrerlesaspectsmultiéchellesenespace.

L’évolutiondela démarcheversle traitementdesproblèmesmultiphysiquesestas-
sez� logiquedansle sensoù ceux-ciprésententdesaspectsmultiéchellesà la fois en
espace� et entemps.Il faudraalorstirer parti decesdeuxaspectspourobtenirdesstra-
tégies
�

decalculperformantes.Du côtédela robustesse,il sembleimportantd’intégrer
lesoutils decontrôledela qualitédessolutionspourpiloter l’algorithme,le modèleet
la
v

discrétisation.
Lesdomainesd’applicationpotentielssonttrèsvariés.On pourraitreprendredeux

e� xemplesd’illustration denatureassezdifférentes: du côtédescomposants,la biomé-
canique� conduiraà l’analysecoupléechimie-mécanique; du côtédessystèmes,l’inté-
grationº defonctionsàpetiteéchelledanslesMEMS1 conduit� àdesproblèmescouplés
piézo-magnéto-mécaniques� avecfrottementvisqueux+¬+«+ Mesaffinitésdansle domaine

1. Micro Electro MechanicalSystems
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des
 

applications,conformémentà la facette“technologique”quej’ai notammentdéve-
loppéedansles activités d’enseignement,seportentsur les applicationsindustrielles
pour� lescomposants,piècesousystèmesmécaniques,etsurleursprocédésd’obtention
respectifs.Commecelaapuêtresoulignédanslesexemplesdonnésdanscemémoire,
tous
�

montrentmanifestementune demandepour desoutils de simulationmultiphy-
siques,� quesesoit pourleurconceptionou leuroptimisation.

Le
�

traitementdesproblèmesmultiphysiquesetbiensûrle développementdesstra-
tégies
�

decalculnécessitentl’utilisation d’un certainnombred’outils. Un atoutcertain
sera� un outil informatiquemodulaire.Lesdéveloppementsrequissonteneffet dena-
ture
�

algorithmique; ils utilisent au niveauinférieur destechniquesusuellescomme,
dans
 

les travauxréalisés,la résolutiond’un problèmeélémentsfinis. Bien entendu,la
problématique� du couplagede codeseposedèsquel’on chercheà utiliser desoutils
dédiés
 

pour chacunedesphysiquesmisesen jeu. Le cadrenécessaireseracelui d’un
“démonstrateurdeperformances”,pourtesterlespotentialitésdesapprochesdévelop-
pées� et lescomparerauxautrestechniquesdisponibles.
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