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Introduction



Aujourd’hui encore, le calcul scientifique a des besoins en puissance de calcul qui
dépassent les moyens mis a sa disposition. Cette demande toujours accrue a conduit
a développer d’'une part, des algorithmes de plus en plus performants, et d’autre part,
des architectures d’ordinateurs permettant de disposer d’'une puissance de calcul ac-
crue. Par exemple, les machines mono-processeur ont vu la puissance de base de leur
processeur augmenter notablement; cependant, des limites physiques sont apparues
et pour permettre le passage a une classe de machines supérieure, les architectures
vectorielles puis paralléles ont émergé. Aujourd’hui, ces derniéres sont celles qui per-
mettent d’atteindre les plus grandes puissances de calcul (figure 1 d’apres [Noor 94]),
en particulier avec le développement de processeurs et de réseaux d’interconnection
permettant d’obtenir un parallélisme « extensible » utilisant pleinement les possibilités
d’'une machine (choix du nombre de processeurs suivant la taille du probleme a traiter,
avec pas ou peu de dégradation de performances quand ces deux s’accroissent).

T T T T .
puissance (Flops)
B Paragon
1012 o
CM5e@
- CM24 @ |
Cray X-MP o ® Cray C-90
ILLIAC IV, % Cray Y-MP
108 CDC 6600 1 Y o
St e epc7e00 Y parallélisme
- LARCO: extensible”
CDC 1640 massivement|
IBM 704 /
104 ° paraligle
D e UNIVAC . paralléle
- ENIAC .
vectoriel
1 F séquentiel années
| 1 | | .

01 1950 1960 1970 1980 1990

FiG. 1 — Evolution de la puissance de calcul des ordinateurs [Noor 94]

Pour tirer parti de ces nouvelles architectures, des algorithmes adaptés ont d( étre
développés, la parallélisation automatique de codes de calculs existant sur machines
séquentielles ne permettant que difficilement d’atteindre des performances élevées et
étant délicate a réaliser sur des architectures a mémoire distribuée.

Dans le domaine du calcul de structures, ces multi-processeurs sont, ou seront,
aussi un atout considérables. En effet, la volonté de prendre en compte des effets de
structure (zones a fort gradient de contraintes, redistribution de contraintes, ...), aussi
bien que celle de modéliser finement le comportement des matériaux (plasticité, vi-
scoplasticité, matériaux composites, ...) en développant des lois de comportement so-
phistiquées prenant en compte de nhombreux couplages mécaniques, [Marquis 89], de
nombreuses variables internes, [Fegeal. 97], ou méme le développement de tech-
niques de calcul adaptées a des problemes fortement non-linéaires, [Pijaudier-Cabot
91], conduisent a des codts de calcul qui deviennent prohibitifs, voire hors de portée,
pour les architectures séquentielles classiques.
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Ces colts sont issus de deux types distincts de problemes qui se présentent lors
de I'analyse de telles structures : les problemes non-linéaires, mais généralement lo-
caux en variables d’espace qui traduisent I'évolution du comportement du matériau,
et les grands systemes globaux linéaires, qui traduisent classiquement I'équilibre de
la structure. Les premiers peuvent conduire a un parallélisme a grain fin (calculs lo-
caux indépendants, sur des données locales, qui proviennent de l'intégration de la loi
de comportement), et peuvent donc étre résolus aisément en parallele par exemple
en distribuant les éléments parmi les processeurs disponibles [Barragy et Carey 88],
[Whirley et al. 89], [Débordes et Michel 89]. Quant aux seconds, dans le cas de solli-
citations quasi-statiques ou lentes, ils conduisent & une résolution implicite globale sur
toute la structure, qui ne présente donc pas le caractére « parallele » des équations de
comportement du matériau. Notons que dans le cas de sollicitations dynamiques tres
rapides (suivi de la propagation d’'une onde dans une structure, par exemple), des tech-
niques de résolution explicites permettent, outre une écriture plus simple, de ne traiter
I'équilibre que de facon quasi-locale et se prétent donc bien a une résolution en paral-
lele, [Oakley et Knight, jr. 95], [Fahmy et Namini 95]. Ces techniques ont aussi inspiré
des extension numériques pour les cas statiques, [Hegae83] par exemple.

Outre les technigues de parallélisation automatique déja mentionnées et qui amenent
a un parallélisme que I'on pourrait qualifier de parallélisme « informatique », [Lamour
91], se développent aussi des méthodes de résolution en paralléle de grands systémes
linéaires creux (typiques de ceux auxquels conduit une discrétisation éléments finis),
gue ce soit de maniéere directe ou itérative, de fagon quasi indépendante du type de
probleme qui leur a donné lieu [Utlat al. 86], [Roditis et Kiousis 90], [Buoneét al.

93], [Pan et Reif 93]. Il s’agirait alors de parallélisme « numérique ». Ici, nous nous
placons dans une troisieme catégorie : celle d'un parallélisme « mécanique », dans la-
quelle se classent les méthodes de type décomposition de domaine [Esalafiyl],
[Farhat et Roux 91], [Yagawet al. 93], [De Roecket al. 92], qui conservent au cours

de la résolution la nature du probléme mécanique a résoudre.

Pour rompre la globalité en variables d’espace des équations d’équilibre d’une
structure, ces méthodes procedent a une décomposition en sous-domaines pour ne
plus faire intervenir qu’une succession de résolution de problémes quasi-locaux sous-
domaine par sous-domaine. Le probleme résultant est alors, bien entendu, celui du
raccord entre sous-domaines voisins; il est souvent qualifié de probleme condensé sur
les interfaces [Roux 90]. Ces approches conduisent a un parallélisme a grain large (le
volume de calcul a réaliser par processeur reste élevé vis a vis de la quantité d’infor-
mations a échanger avec les autres processeurs au travers du réseau de communica-
tion). Généralement, la nature synchrone de ces algorithmes pousse a se préoccuper de
I'équilibrage des charges entre processeurs pour obtenir des efficacités élevées [Farhat
88], [Padovan et Kwang 91].

L'objectif & terme est pour nous de pouvoir traiter des problémes non linéaires
d’évolution — principalement en petites perturbations — sur des calculateurs paral-
leles. En effet, pour des structures discrétisées avec un grand nombre de degrés de
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liberté, les besoins en calcul peuvent étre qualifiés d’intensifs soutenus des lors qu’ils
mobilisent une grande ressource en terme de puissance de calcul, sur une durée de
calcul importante.

Pour ces problemes non-linéaires d’évolution, une approche dite a grand incrément
de temps (méthodeaTIN) a été initialement proposée par Ladevéze dans [Ladeveze
85], et est depuis développée au Laboratoire de Mécanique et Technologie de Cachan.
Cette approche constitue le moteur sous-tendant notre étude, méme si elle ne se pré-
sentera que dans un cas dégénéré puisque nous ne considererons ici que le cas du com-
portement élastique linéaire ou seule la configuration finale nous intéresse. Dans un tel
cadre, I'algorithme qui en résulte se confond avec ceux proposés dans [Lions 90], pré-
senté a partir du cas limite de la méthode de Schwarz avec recouvrement, [Glowinski
et Le Tallec 90] et [Ladeveze 85], a partir de lagrangiens augmentés.

L'originalité de I'approche qui sert de base a cette étude consiste en le fait que la
structure initiale est décomposée en sous-structures et interfaces, chacune étant une
entité mécanique a part entiere possédant son propre comportement. L'algorithme de
résolution est alors bati en utilisant la trame de la méthadeNn appliquée au pro-
bleme de I'assemblage de sous-structures et d’interfaces, [Ladeveze 87], [Ladeveze
96]. De plus, les inconnues principales intervenant dans ce probleme sont a la fois
les champs de déplacements et les champs d’effort sur les interfaces, qui traduisent les
interactions entre les constituants de 'assemblage. C’est en ce sens que la méthode uti-
lisée est qualifiée de « mixte ». Bien que traitant dans ce travail essentiellement du cas
de comportement élastique linéaire du matériau, la démarcheLd&ila est conser-
vée afin de pouvoir se placer dans un cadre de travail bien adapté a la résolution des
problemes non linéaires d’évolution pour faciliter une future généralisation. Le cas li-
néaire peut alors étre envisagé comme un cas dégénéré des problémes précédents, ou
le temps ne joue plus de réle.

Cette démarche a été exploitée dans plusieurs travaux, comme ['utilisation de la
modularité de 'approche pour les assemblages de structures, [Danwé 93], ou en in-
troduisant des comportements variés pour les interfaces, tels la prise en compte du
contact unilatéral avec frottement, I'utilisation de maillages incompatibles, [Champa-
ney 96], [Blanzéet al. 96] ; la possibilité d’un traitement en paralléle du probléme issu
de la décomposition en sous-structures, [Ladevéze 87], [Cognaid96], et le test
de l'algorithme sur plusieurs types d’architectures multi-processeurs en élasticité bidi-
mensionnelle dans [Lorong 94], [Ladeveze et Lorong 92]. L utilisation du parallélisme
interne aux approches\TIN dans le cas de structures a comportement viscoplastique,
soumises a des chargements cycliques, a été abordée dans [Cognard et Ladevéze 91],
[Cognard et Ladeveze 93].

Lorsque la taille du probleme augmente, les méthodes de décomposition de do-
maine deviennent plus efficaces que les méthodes directes. Cependant, I'efficacité ob-
tenue n'est pas l'efficacité maximale que I'on pourrait en attendre lorsque le nombre
de sous-domaines croit ([Bramkdé al. 86]) ; en particulier, I'extensibilité des algo-
rithmes n’est pas assurée. Un effort supplémentaire doit donc étre apporté pour amé-
liorer les performances de tels algorithmes. Une vision multi-échelles déja présente
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dans les techniques multi-grilles ou les éléments finis hiérarchiques ([Zienkiewicz

al. 83], [Yserentant 86]), peut pallier les précédents inconvénients. Des techniques de
propagation rapide d’information parmi les sous-structures lors des itérations de l'al-
gorithme en sont issues, par exemple dans [Mandel 93], [Farlaat94]. L utilisation

d’un probléme global sur la structure a cette fin est maintenant réalisée dans plusieurs
algorithmes de résolution par décomposition de domaine, comme la méthodea-

rhat et Roux 91], [Farhagt al. 94], pour laquelle le mouvement de solide rigide des
sous-domaines doit étre introduit ou la « balancing domain decomposition method »
ou lequel est ajouté cette fois-ci lors de la phase de préconditionnement. Il semble
que l'idée de la nécessité d’'un probleme global sur toute la structure ait été proposée
initialement par Bramble dans [Braml#éal. 86].

Ici, nous élaborons une extension multi-échelles, dans I'esprit de [Brashhble
86], de la méthodeATIN associée a une décomposition en sous-structures et inter-
faces, dans le cadre de I'élasticité linéaire.

Dans une premiére partie, nous décrivons quelques méthodes de décomposition de
domaine en calcul de structures, en nous attachant a faire ressortir I'aspect calcul paral-
lele (partition des données, synchronisations entre processeurs, ...). En particulier, les
approches de Schur primale et duale (dont la métired® sont détaillées, avec I'uti-
lisation d’un préconditionneur. Ces approches sont issues de I'analyse numérique qui
fournit des résultats de convergence asymptotiques. A partir de ceux-ci est introduite
la notion d’extensibilité numeérique.

La deuxieme partie met alors en place I'approche qui sert de base a notre étude :
la méthodeLATIN couplée a une technique de sous-structuration. La décomposition
en sous-structures et interfaces permet de faire jouer un réle de premier plan a I'en-
tité mécanique « interface », et les efforts et déplacements bord sont traités a égalité
d’'importance dans l'algorithme qui en estissu. Quelques résultats de convergence sont
rappelés et illustrés sur diverses variantes de I'approche. Enfin, 'implantation et la réa-
lisation d'un code prototype dans le cadre du code de calcul par élémentsafgtism
2000, permettent de présenter des exemples tridimensionnels a grand nombre de de-
grés de liberté, sur des calculateurs dont le nombre de processeurs est de I'ordre de
64.

Un aspect numeérique important fait I'objet du troisieme chapitre, a savoir le choix
et l'influence de la discrétisation, en particulier lorsque I'on cherche a conserver la
caractéristique, décrite précédemment du point de vu milieu continu de l'algorithme,
de ne privilégier ni le déplacement, ni I'effort I'un par rapport a I'autre. Cela conduit
a converger vers la solution d’'une formulation mixte discrétisée qui conserve un role
plus important aux interfaces et a I'équilibre.

L'élaboration d’'une approche multi-échelles est alors effectuée dans le quatrieme
chapitre. Il présente quelques approches numériques a plusieurs échelles et réécrit le
probléme initial comme la superposition d’effets a longueurs de variation distinctes :
'une est liée a une dimension caractéristique de la structure, I'autre, a celle des inter-
faces du partitionnement de cette méme structure. L'algorithme itératif précédent est
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alors étendu a cet aspect pour donner I'appragtten multi-échelles.

Enfin, le dernier chapitre présente I'influence des échelles exhibées par la structure
partitionnée, sur le taux de convergence de l'algorithme, ce qui permet de conclure a
son extensibilité. Les performances en sont ensuite illustrées sur un exemple de taille
importante, pour montrer la faisabilité de I'approche, et différentes démarches décrites
au cours de ce mémoire sont comparées. Le choix du parametre décrivant les directions
de recherche de I'approche proposée est alors mis en évidence comme étant lié aux
dimensions des interfaces, et non plus de la structure initiale.
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Principales notations
— Géomeétrie
Q structure étudiée,
01Q partie de la frontiere a déplacement imposé, et
02,Q partie a effort imposeé;
QF  sous-structure,

rEE" interface entre les sous-structuf®s et QF'.
— Champs et espaces associés

9] champs de déplacement,

e(V) déformation associéeld,

U ensemble des champs de déplacement a énergie finie,
o ensemble des champs decinématiquement admissibles

pour des conditions aux limites homogénes ;

o champs de contraintes,

S ensemble des champs de contraintes statiquement
admissibles;

w déplacement bord, et

W son espace associé,

F effort bord, et

F son espace associé ;

(UE,WE) couple déplacement-déplacement bord
de la sous-structur@F,

UE, ensemble de ces couples cinématiquement admissibles,

(oF,EE)  couple contrainte-effort de la sous-struct@®,

SE, ensemble de ces couples statiguement admissibles.

— Matériau

K opérateur de Hooke
— De facon générale, I'exposaitreprésente une quantité liée a la sous-structure
QF ; quand cette notation n’est pas employée sur des quantités manifestement
locales & la sous-structuf®F, cela représentera le regroupement de toutes ces
quantités (le produit cartésien).
L'indice h traduit une quantité discrétisée et la notatidrest la représentation
matricielle apres discrétisation.
La notation., quant a elle, concerne une quantité effective, et les indices 1 et 2 se
rapportent généralement a des quantités issues respectivement de I'échelle fine
et de I'échelle globale.
— Opérateurs particuliers
P opérateur de prolongation
R opérateur de restriction.
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Les méthodes de décomposition de domaine furent tout d’abord initi€es sans cher-
cher explicitement a introduire le parallélisme dans le traitement d’un probléme im-
plicite, c’est a dire qui conduit a exprimer un couplage entre toutes les inconnues du
probléme (pour nous, ce sera la recherche d’'un champ de déplacement et d’'un champ
de contraintesidmissiblesur toute la structure étudiée). Elles mettent classiguement
en jeu une décomposition en sous-domaines recouvrants (méthode de Schwarz) ou non
recouvrants (méthode de Schur).

Avec I'avénement des calculateurs paralléles, plus puissants, de nombreuses re-
cherches en mécanique se sont développées afin d’utiliser ces nouvelles architectures,
d’abord en mécanique des fluides, puis en calcul de structures. En particulier, I'ana-
lyse par eéléments finis a conduit au développement de techniques et d’algorithmes
nouveaux ([White et Abel 88], [Mackerle 96]). Dans ce cadre, les méthodes de dé-
composition de domaine connaissent un nouvel essor.

Aprés avoir introduit le probléme de référence qui nous préoccupe ici, nous dé-
crivons donc quelques unes de ces méthodes, utilisées dans I'optique d’une résolution
sur calculateurs paralléles. En particulier, les approches primale (privilégiant les quan-
tités cinématiques : le déplacement) et duale (privilégiant les quantités statiques : les
efforts) sont étudiées et I'accent est porté sur l'utilisation, imposée ou ajoutée, d’'un
probleme global sur toute la structure afin d’améliorer les performances.

Issues du domaine de I'analyse numérique, les solveurs linéaires en paralléle qui
sont construits sur ces approches participent souvent des techniques de gradient conju-
gué, beaucoup étudieées comme algorithmes itératifs utilisables sur calculateurs multi-
processeurs ([Johnsson et Mathur 89], [Mansfield 90], par exemple).
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1.1 Probleme de référence et notations

Nous nous placons dans le cadre des petites perturbations et dans la situation par-
ticuliere ou seule la configuration finale occupée par la structure nous intéresse. Aussi,
le temps n’est pas un parameétre du probleme.

La structure élastique étudiée occupe un domé&ndont la frontiére est notée
0Q. Elle est soumise a un chargement composé de force de vcﬂgm‘& de forces
surfaciqueg$ 4 sur la portion de frontier@,Q dedQ. Sur la portion de frontieré; Q,
complémentaire dé,Q, le déplacementtl ; est imposeé (figure 1.1).

Fq

3,0

012
YUg

-

Fic. 1.1 — Probléme de référence

Le probléme a résoudre consiste alors a trouver un cquidlel);o(M)), M € Q,
pour lequel :
— Le champ de déplacemdutestcinématiquement admissiblgest a dire :

Upo=Yg , UeU

ou U est 'ensemble des champs de déplacement a énergie fin@, sur
— Le champ de contrainie eststatiquement admissihle’est a dire :

vg*euo,—/Tr[ae<g*)]dQ+ f,-U%dQ+ [ Fq-UtdS=0
Q Q— 02Q

ou U est 'ensemble des champs de déplacemeht dels sud,Q ('ensemble
des champs de contrainte statiquement admissibles sera quant a bj).noté
— Larelation de comportement est vérifiée :

o =Ke(U)

ou K est 'opérateur de Hooke caractéristique du matériau.
Un tel probléme est évidemment global en variables d’espace (typiquement, les équa-
tions d’équilibre couplent les inconnues). Pour rompre cette globalité et ainsi pou-
voir facilement traiter le probléme de facon paralléle, les techniques de résolution par
décomposition de domaine procédent a un découpage de la structure Ritale
sous-domaine®F, E € E (figure 1.2). Avec une telle vision du probléme, est donc
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FIG. 1.2 — Découpage en sous-domaines

aussi introduit I'interface uniquE qui assure globalement le liens entieisles sous-
domaines.

Le bord du sous-domairn@F sera not®QF, dont I'éventuelle partie ol le dépla-
cement est imposé est notéfQE = 01QNAQE, celle ou les efforts sont imposés,
3,QF = 3,QNAQE, et la partie complémentaiteQE. On a donc

0QF = 9,05 Ua,QF UG QE

Le champ d’efforts surfaciques traduisant I'action des autres sous-domaines sur
QF au travers dé€ sera notéF, et le champ de déplacement au méme endndft,
(figure 1.3). Le champ de contrainte défini sur le sous-dom@fest notéoE, alors
queUF est le champ de déplacement de ce méme sous-domaine.

Nous noterons enfilV et F les espaces dans lesquels doit se faire la recherche
des nouvelles quantités introduites que sont les déplacements et effori&/ kedife.

Leur choix sera discuté plus en détail lors de la discrétisation.

Fic. 1.3 — Notations relatives a un sous-domaine
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1.2 Approches en déplacement

Apres avoir procédé a une décomposition de la structure similaire a celle de la
figure 1.2, le probleme de référence peut étre écrit sous une forme équivalente au sens
du modele milieu continu :

trouver les champs de déplacement et de contraifdéso®) minimisant une
quantité de type erreur en relation de comportement :

1
OUie)= 3 5 [ TE" UK e —euiaa 1)
¥ 2/ 0F
— pour des champs de déplaceméft cinématiquement admissiblas sens du
sous-domain@F :
Ut e UF,

E —
g‘alQE — U

ol UE est 'ensemble des champs de déplacement a énergie finie, définis sur

QF;
— et pour des champs de contrainggs équilibrant les charges éventuel@g et
Fg:
YUE* ¢ UE°
_/ TrloFe(UEdQ+ [ f,-UFdQ+ [ F4-UF*dS=0
QE QE — 9,0F

qui appartiennent alors a un espace SGEUEC est alors I'ensemble des champs
de déplacement ddE nuls suralQE :

— dans le cas d'interfaces parfaites, les champs bord doivent vérifier de plus la
continuité a l'interface :

/ /
UE = UF surrEE
/
O-‘EFEE/D—i_O-'ErEE/D/ - O

ou linterface FEE' = 9;QF N 9,QF" a pour normales locales unitaireset n’
(n+n' = 0), ce qui est illustré par la figure 1.4.

Le probléme consistant & minimiser le potentiel [1.1] sous les contraintes précé-
dentes se découple alors aisément en deux problemes de minimisation séparés :
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EE'
r n'

n (QF)
(QF)

FiIG. 1.4 — Jonction entre deux sous-domaines

— un probléme en « déplacement »

1
i D1 (U) = ~ [ Tre(UE)Ke(UE)dOQ
i )= 5 {5 [ TMeUEKe(USaas
QEEE:QEEE

—/QEjd-gEdQ— aQEEd.gEds} [1.2]
2

— un probléme en « contraintes »

oFeSE
E/ I
D—HT“—EE’D =0

1
min Py(0) = ~ | TreK1oF|dQ+
2 JoE
ek L £/Q

E

7\ ree

-/ 1QEaEn-uddS} [1.3]
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1.2.1 Méthode de Schur primale

Aussi appelée méthode de sous-structuration, la méthode du complément de Schur
a semble-t-il été introduite dans [Przemieniecki 63]. Elle fut d’abord employée sans
souci de parallélisme, comme dans ([Dodds, jr. et Lopez 80]) pour une analyse de
structure ou les non-linéarités sont confinées dans une zone a priori déterminée (un
sous-domaine). Cependant, grace au partitionnement du domaine gu’elle entraine, son
intérét est aussi apparu dans la création d’algorithmes adaptés aux calculateurs paral-
leles.

Considérons ainsi le probleme de référence exprimé au travers d’'une formula-
tion en déplacements discrétisée par éléments finis [Zienkiewicz et Taylor 91]. On
est conduit a résoudre un systéme linéaire creux, symétrique, défini positif, du type

[K]la] = [f] [1.4]

Un tel probléme est évidemment toujours global en variables d’espace (les équa-
tions en question sont couplées).

Condensation sur P’interface I

L'approche algébrique consiste alors en une renumérotation formelle des nceuds en
vue de présenter un découpage en blocs de la matrice de rigidlitéi 'on numérote
en premier les degrés de liberté dont les nceuds sont internes au premier sous-domaine
(au sens strict : pas de nceuds sur la frontiére qui le sépare des autres sous-domaines),
puis ceux du deuxiéme sous-domaine, ainsi de suite ...jusqu’'a numéroter en dernier
ceux de I'ensemble des frontieres entre sous-domain@ar exemple, pour une deé-
coupe en deux sous-domair@§ et QF, on est formellement amené a écrire le sys-
teme sous la forme :

Kee O Ker| [Ge fe
0 KE’E’ KE’F Jer | = fE/
Kre Kree Krr] [Or fr

Cette expression correspond bien entendu a celle que I'on peut obtenir a partir du pro-
bleme en déplacement précédent ([1.2], page 20) dans lequel la condition de continuité
en déplacement a I'interfadeest implicitement traitée par choix d’'un méme degré de
liberté de part et d’autre de celle-ci.

La condensation statique sur l'interfacalu probléme discrétisé [1.4] n’est alors
rien d’autre qu’une substitution des inconnugset ge: (élimination de Gauss par
bloc), de fagon a se ramener aux seules incongges

[Sllar] = [b] [1.5]
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avec
S =Krr — EEEKFE(KEE)_:LKEF
€

[b] = fr — EZE Kre(Kee) e

[§ est appelée matrice du complément de Schur ([Bjgrstad et Widlund 86], [Agoshkov
88]) et[b] est le résultat de la condensation des efforts généraligasir . Comme

Krr peut étre considéré comme la contribution & une partie de la rigidité, des éléments
de différents sous-domaines, il peut s’écrire

Krr = EEEKrEr
€

et de méme|g est I'assemblage ddSF], matrices de rigidités (condensées) @¥s
considérees comme des « super-éléments », qui se trouvent étre des matrices pleines.
Il en est de méme poufr] et donc pouib], ainsi :

S= 3 S
b= 3 1]

ou Z désigne ici abusivement I'assemblage des matrices locales aux sous-domaines
Eal

Considérons maintenant le probleme condensé [1.5]. 'assemblage explicite des
[SF] peut conduire, lorsque le nombre de degrés de liberté est grand sur l'intErface
(par exemple, lors d’'une décomposition en un nombre élevé de sous-domaines), a une
matrice[§ creuse au sens des super-éléments mais possédant quand méme une connec-
tivité élevée et donc une grande largeur de bande. A fin d'illustration, considérons le
probléme modele de la figure 1.5 (déformations planes, module d'Yeung00 GPa,
coefficient de Poisson = 0, 3, et éléments quadrilatéres a 4 nceuds), en utilisant I'al-
gorithme de condensation des super-éléments du code élémentsafgtism 2000
([Verpeauxet al. 88]). La matrice du complément de Sch& a été explicitement
construite et les remplissages (termes du triangle inférieur stockés en mémoire) des
matrices factorisées sont reportés dans la figure 1.2.1 pour deux problémes de tailles
différentes (table 1.1), pour un stockage semi-morse et renumérotation de type Cuthill-
McKee, [Cuthill et McKee 69]. Il est a noter qu’au vu de la géométrie particulierement
simple, les matrices obtenues ont des bandes denses.

Résolution par construction explicite de [

Une premiére approche consiste a opérer une résolution directe du probléme condensé
a partir de cette construction explicite de la matrice de S¢§ute calcul des rigi-
dités « élémentaires[s°| des super-élémen@F est réalisé par une méthode de type
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N

>

FIG. 1.5 — Probleme test pour la condensation

nb de sous-domaings 64 16 4 1
nb ddI[KE] 72 242 882 3362
encombremenkE] | 8ko 48ko 337ko 2.4Mo
nb ddI[] 1106 498 170 -
encombremeny 864ko 393ko 95ko -
nb de sous-domaings 64 16 4 1
nb ddl [KE] 882 3362 13122 51842
encombremenK®] | 0.3Mo 2Mo 18Mo 148 Mo
nb ddI[Y 4466 1938 650 -
encombremen§ | 13Mo 6Mo 1.4 Mo -

TAB. 1.1 — Caractéristiques des condensations

frontale ([Irons 70]) appliquée aux rigidités des sous-domaidies

Kee Ker
KE) =
K] [KFE KrEr}

en conservant comme dernier front, I'ensemble des « nceuds maitres » que constitue
0;QF NT. Le fait de pouvoir réaliser cette opération sur plusieurs sous-dom@fes
(simultanément) a conduit a qualifier cette technique de méthode multi-frontale ([Duff
86], [Escaiget al. 94], [Farhat et Crivelli 89]).

Bien entendu, la phase d’assemblage [§85et [bF] est séquentielle, ainsi que la
résolution du systeme conder|$Eqr| = [b] (de petite taille s’il y a peu de nceuds sur
linterface I', mais de largeur de bande élevée). On peut néanmoins utiliser pour ce
systeme un solveur direct en paralléle, s'il est de taille suffisante pour amortir les colts
de parallélisation de cette phase ([Farhat et Wilson 88], [Hetath 91], [Guptaet al.

] par exemple).
L'algorithme de résolution est décrit dans la table 1.2. La phase de post-traitement,
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a d2 c2 b2
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™
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FIG. 1.6 — Profils pour deux tailles de probléme (3362 ddl et 51 842
ddl) :

a) rigidité totale[K],

b1) [KE] pour 1 sous-domaine parmi 4,

b2) condenséfs de 4 sous-domaines,

c1) [KE] pour 1 sous-domaine parmi 16,

c2) condenségs de 16 sous-domaines,

d1) [KE] pour 1 sous-domaine parmi 64,

d2) condenséfy de 64 sous-domaines
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peu colteuse, consiste a revenir aux degrés de liberté internes aux sous-domaines par :

q° = Kgg(f* —Kerar)

Pour chaque sous-domaine
création des rigidités élémentaireskie
condensation locale par élimination frontale p8iret b®
envoi par message & etbF —

Pour le processeur maitre

réception et assemblage deetb —
résolution deSq- =b
envoi par message dgs —

Pour chaque sous-domaine
réception deyE —
restitution aux nceuds internes gfe

TAB. 1.2 — Algorithme multi-frontal

Comme la figure 1.2.1 I'a déja illustré, quand le nombre de sous-domaines est im-
portant, le nombre de nceuds Oepeut devenir assez élevé et la taille du probléme
condensé croit en conséquence. Pour pallier cet inconvénient, des étapes supplémen-
taires dans la condensation peuvent ainsi étre envisagées : condensations successives
sur des problémes de taille de plus en plus réduite ([Estaat) 94]). Cette méthode
apparait performante, au moins pour des nombres de processeurs modérés (de I'ordre
de 10) ([Escaiget al. 94]).

Pour conserver un méme algorithme de numérotation des degrés de liberté dans
la matrice[KE], [Keg] peut étre numérotée a part, a condition de prévoir un stockage
particulier des condensées élémentaiggset des blocs qui lui sont connectés suivant
des considérations de remplissage optimal ([Escaig 92]).

Lien entre méthode frontale et condensation

La méthode frontale est en fait une forme récursive de condensation : considérons
en effet la phase de traitement deklg™® ligne de[KF] notée[dy Ay ol dk est le
terme diagonal. Notons alof&F] la sous-matrice associée aux degrés de lidee
suivants,
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de la méme fagon, la sous-colonne{fi&] constituée des terméset suivants est notée

[fic],
Ok
11| & |
k+1
Le traitement de cette ligne par une factorisation de Crout (ou de Choleski), tout
comme I'élimination de degré de liberkédu front, n’est autre qu’'une condensation

de ce degré de liberté sur les suivants : goaroissant,
E E t -1
Kicrr — Kici — At A
ainsi que la condensation du second membre — qui correspond a la phase de montée :
E E  ta -1
ficrs — ficia — Axd "0k

Par condensations successives — donc par arrét prématuré de la factorisation — on
construit ainsi :

dk Ak et |
tA, - F bE
Bien entendu, la phase de restitution est conforme au schéma de post-traitement du
probleme condensé — qui est la phase de descente km#aroissant,

of — det(ok—Ax-of 1)

Résolution par une méthode de gradient conjugué

Une autre approche consiste a procéder a une résolution ne nécessitant pas d’'ex-
pliciter la matrice du complément de SchE¥ ni sa factorisée. De plus, le fait que le
conditionnement déS soit meilleur que celui de la matrice de rigidit€] plaide en
faveur du développement d’algorithmes itératifs de résolution du probléme condensé,
de type gradient conjugué. En effet, dans [Le Tallec 94], il est montré que le condition-
nement deg, pour des maillages et des décompositions en sous-domaines réguliers,
est asymptotiquement

(S) = 0l gy(1+ 1)

ouH est la taille des sous-domainedhetelle des mailles; le conditionnement #g,
guant a lui, est

(K]) = of )

Pour le probleme précédemment décrit figure 1.5, ce conditionnement a été obtenu
via la recherche des plus haute et plus basse valeurs propres (algorithmes des puis-
sances inverses et décalage avec algorithme de Lanczos, existants dansdesode

TEM 2000) pour diverses valeurs #eeth. Il est illustré sur la figure 1.7.
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.. K(K]) . K(sD k(IS])
61 - 6 4 L
h i o HL=0.25 | [ h/H=0.02
10E4 10E3 o H/IL=1/3 | ¥ h/H=0.05

- HIL=0.5 | [° /H=02
| o hH=05

1

¥ ipente 2 1 d pente -1 :pente 2
2 e |4 B hH HIL

10E1 L L L L L L L 10E0 L L L L L L L L L L
1 2 4 6 1 2 4 6 1 1 2 4 6 1 2 4 6 1 1 2 4 6 1
10E-2 10E-1 10E0 10E-2 10E-1 10E0 10E-1 10E0

FiG. 1.7 — Conditionnements comparés du probléme de dépgt) en fonction de
h, et du probleme condensgé[S) en fonction déh/H etH

Pour une résolution par gradient conjugué du probleme condensg, les notations
employées sont rappelée en annexe C, page 184. Le prod{f gar un vecteur
[gr] n'intervient que sous forme de contributions locd&9 [qE] et son évaluation ne
nécessite pas la connaissance expliciteHeelle est effectuée en deux temps :

— résolution du probleme de Dirichlet avqﬁ = qF, ce qui demande d’avoir fac-

toriséKgg,

— calcul des efforts bord généralisgfaf® = Kreggf + KE-oE.
ou la notation.] a été omise pour alléger I'écriture.

L'interprétation deS™ est alors la suivante : & un champ de déplacement bord im-
posé comme seul chargement 8i@F, S¢ fait correspondre le champ d’effort bord
associé. A un champ de déplacement b&¢hit donc correspondre le déséquilibre
bord associé.

L'algorithme résultant est alors décrit dans la table 1.3 pour le processeur gérant le
sous-domain@E.

On peut noter que les quantités (respectivementF) sont les parties « disso-
ciées » (respectivement « dupliquées ») du résidilativement au sous-domaig¥,
c’est a dire que les valeurs den des mémes nceuds pour des sous-domaines différents
sont obtenues par assemblage de cellesrBigse3pectivement sont les mémes que
celles desF).

Les simples fleches symbolisent I'envoi ou la réception de messages pour un ou
des processeurs particuliers (ceux gérant la ou les sous-domaines connectés au sous-
domaine courante), alors que les doubles fleches représentent la participation de tous
les processeurs a une opération globale (par exemple, en utilisant des techniques de
communication du type descente logarithmique ou diffusion générale, [Ketradr
94]). L'algorithme présente donc au cours d’une itération deux synchronisations pour
des opérations globales et un échange de messages entre processeurs « Voisins ».

Ces derniers sont déterminés par la nécessité pour les déplacements sur I'interface
I, qui sont les inconnues principales, d’avoir une continuité (du moins pour le pro-
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Initialisation
création des rigidités élémentaires #es, Kgr, KrEr
assemblages, factorisation ideg
condensation des charges, calcubfie
a partir d’'une solution de dépaﬁo, calcul du résidu d’équilibre(')E :

calcul des contributionss™ b= — S7qf.
envoi de messageg —

réception et assemblage d&spourr§ —
direction de recherchdf = r§

Itérations

calcul du produistdE

calcul du pagy, (produit scalaire réparti) :

calcul des contributiondf - S5dF

assemblage des contributions pdur Sd, —
itéréqs, , = g + pndf
calcul du résidu d’équilibref, ;

calcul des contributions;”; = f§ — SFdg

envoi de messagg; —

réception et assemblage ctﬁél”pourrﬁ+l o
critere d’arrét (produit scalaire réparti) :

calcul des contributions;?; -5, ;

assemblage des contributions pogiry -y —
calcul deA,
direction de recherchdf, ; = rE | + Andf

TAB. 1.3 — Algorithme du gradient conjugué distribué appliqué au probleme condensé

bléme discrétisé). Le voisinage entre sous-domaines sera alors dicté par le fait que I'in-
tersection entre frontieres de deux sous-domaines est non vide ; deux sous-domaines
connectés par un coin (ou une aréte en 3D) sont donc considérés comme voisins (figure
1.8) et s’ils sont gérés par des processeurs différents, il faudra échanger des messages
entre ceux-ci au cours des itérations pour communiquer les quantités bord locales.

Lien avec le probleme non condensé

Le gradient conjugué sur le probleme condensé peut s’interpréter comme un gra-
dient conjugué préconditionné (annexe C) sur le probléeme de départ. Considérons en
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QE

FiG. 1.8 — Notion de voisinage d’un sous-domafd®e pour la méthode primale

effet un préconditionneur de la forme :

—Ke'Ker
—KeKer
—KreKe ™! —KrgKg™? I

K= -

siI'on prend une solution de départ vérifiant I'équilibre intérieur des sous-domaines :

Ke ™' (fe — Kerdro)
Go= |Kg'(fer — Kerdro)

dro
c'est a dire de résidu :
0
o= f— qu = 0
rro=0b—Sarg

on peut alors montrer guen’intervient plus, et quel, est de la méme forme qup,
c’est a dire de résidu nul a I'intérieur des sous-domaines :

0
rn: 0
'rn=Db—Sa,

Si I'on cherchegn 11 = On + pndn de fagon & minimiser la fonctionnelte, [1.2] dis-
crétisée
1
P1n(a) = 50-Ka-f-q

alors : .

—Kg "Kerdry
avec Onh= | —Kg'Kerdry

drn

- dn

Pn= 4. Kd,
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alorsd, - Kdn = dr,- St etry - dh = rr, - dr,. De méme, pour I'orthogonalisation de
la direction de rechercha, 1 = K~1r,+ Andn vis & vis ded, :

A _K_lrn'Kdn_an'Sd'n
"7 d,-Kdy, ~ dn-Kdy

Il'y a donc bien équivalence entre les deux algorithmes.
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1.2.2 Meéthode alternée de Schwarz

Mentionnons aussi un autre type de fractionnement, historiquement introduit par
Schwarz ([Schwarz 69]). Dans ce cas, il y a recouvrement partiel des sous-domaines
(figure 1.9).

Q

FIG. 1.9 — Découpage en sous-domaines recouvrants

La convergence fait intervenir de nombreux parametres dus au recouvrement, et de
nombreux résultats mathématiques en font mention, par exemple [Lions 88].

Le parallélisme dans cet algorithme de résolution est du type décomposition « rouge—
noir » pour lequel une partie des sous-domaines peut étre traitée en parallele (ensemble
de sous-domaines non recouvrant entre eux) alternativement avec une autre, [Roux 90].
Dans des cas simples de recouvrement, I'algorithme de Schwarz présente une analogie
avec la méthode de Gauss-Seidel par blocs et peut se ramener a une interprétation en
tant que sous-partitionnement sans recouvrement [Chan et Goovaerts 92].

Les applications de cette méthode en recouvrement multiple ont aussi été em-
ployées, par exemple dans [Badea 91].
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1.3 Approches duales

Considérons toujours la décomposition en sous-domaines de la figure 1.2. Dualiser
la méthode primale consiste a ne plus travailler sur les champs de déplacement bord
mais sur les champs d’efforts bords.

Reprenons I'expression en déplacement du probléme utilisant la décomposition en
sous-domaines [1.2] (page 20). La contrainte de continuité du déplacement bord peut
étre dualisée par Il'utilisation de multiplicateurs de Lagrange. Le probleme devient
alors équivalent a trouver le point selle de :

. _ 1 E E E
Ll(Q1E)—EgE{§ QETr[s(g )Ke(UF)]dQ — QEL:'Q dQ+

_/aZQEEduEdS}_/I_E‘(Q—Q’)ds [1.6]

F est bien entendu, I'effort bord dual du déplacement bord.
A partir d’'une telle formulation, on peut construire la méthode de résolution duale
de la précédente.
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1.3.1 Méthode de Schur duale

Si on considére la discrétisation du probleme de point selle [1.6], on obtient, dans
le cas de deux sous-domaines ([Roux 90]), les équations d’Euler correspondantes (ou
la notation[.] a été omise pour alléger I'écriture) :

KEqE—l—tBEFE: fE
KE/qE,—l—tBE/FE: fE/
BEqE+BE’qE’ -0

ol lesBE sont les matrices de restriction aux naeuds bord — & une convention de signe
prés — etFE les actions généralisées du sous-doma&fesur QF (FE = —FF).
Placons nous tout d’abord dans le cas ol les matrices de rigifitésnt inversibles

(c’est a dire que pour tous les sous-domaine@F = 0). Pour appliquer la méme tech-
nigue de condensation que pour le probleme primal, les déplacements sont exprimés
en fonction des efforts bord :

qE — (KE)_l(fE _'[BEFE)

et la contrainte de continuité en déplacement devient aprés substitution le probléme en
effort sur les interfaces :
[A][F] = [c] [1.7]

[/\] — EEEBE<KE)HBE — I—:gE/\E

[c] = EEE BE(KE) g = EEECE

pour lesquels les dernieE représentent 'assemblage des quantités locales aux sous-
domaines\F etcF, et ou[F] regroupe toutes les inconnues de tfde
Ici encore, la résolution d’un tel systéme peut s’effectuer par une méthode de gra-
dient conjugué, pour laquelle le prodi#t][F| est toujours évalué avec ses contribu-
tions :
A][F] = EE‘E/\EFE ol FE ='BEF
S

en deux temps :

— résolution du probléme de Neumann a¥t comme efforts imposés, ce qui

demande cette fois-ci d’avoir factorisé la rigidi&,

— restriction du déplacement obtegftisur le bord\EFE' = BEqF

AE permet alors a partir d’'un champ d’effort bord comme seul chargement, de
trouver le champ de déplacement correspondant; a un champ d’effort[Borfdjt
donc correspondre le champ de saut de déplacement bord. Il s’agit bien de la méthode
duale de la précédente : au niveau des matrices locales, on a

NE= ()t
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Pour la méthode duale, I'inconnue principale étant un effort a I'interface, elle doit
assurer I'équilibre de chaque sous-domaine mais elle n’a pas a étre continue en un
nceud coin ou aréte comme c’était le cas pour le probleme primal lorsque 'inconnue
principale était le déplacement bord (figure 1.8, page 29). Il n'y a donc ici voisinage
entre deux sous-domaine que lorsque la mesure de I'intersection de leur frontiére est
non nulle (figure 1.10) et non plus seulement lorsque cette intersection est non vide.
« L'interconnectivité » entre processeurs sera donc moindre que lors de I'approche
primale.

QE

FiG. 1.10 — Notion de voisinage d’un sous-domaidfe pour la méthode duale
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1.3.2 Meéthode FETI

Placons nous maintenant dans le cas ou certains des sous-domaines sont « flot-
tants, » c’est a dire pour lesquels aucune portion de frontiére ne possede de condition
en déplacement imposé.

La différence d’avec le cas précédent se situe lors de la condensation des efforts;;
en effet, le probléme de Neumann n’a de solution que si la charge est en équilibre.
Dans ce dernier cas, le déplacement n’est alors connu qu’a un mouvement de solide
rigide infinitésimal pres ([Farhat et Roux 91], [Farhat et Roux 92]) :

qE — KE+(fE —tBEFE) +REGE

ou KET est I'inverse généralisé de la rigidik€, RE 'ensemble des mouvements de
solide rigide possibles du sous-domaide et aF les coefficients d’'une combinaison
linéaire d’entre eux. L'équilibre correspond alors a I'orthogonalité avec tous champs
de mouvements de solide rigide :

* E * * * _
WUz, /aiQEE -gsds+/QEjd-ngQ+/aZQEEd-gsds_o
et sous forme discrétisée :
tRE(fE_tBEFE) :0

ce qui s'assemble en le systéhRgF = d, ol Rg est la matrice ligne des mouvements
de solide rigide bor@®FRF, etd la matrice colonne des déséquilibfes fE.
On en déduit I'expression du nouveau systeme condensé :

AF =c+ Rga

olia est le vecteur colonne des coefficieafs etc lassemblage des charges conden-
sées localeBFKE* fE, Avec les équations d’équilibre des efforts pour chaque sous-
domaines, le systeme a résoudre devient :

e ol =1 10

Ce dernier est équivalent au probléme de minimisation sous contrainte :

1
min_ -F-AF —(Rga+c)-F
tRgF=—tRgf 2 (Reat +)
La technique proposée par la métheda| consiste a résoudre ce dernier par gradient
conjugué projeté dans le sous-espace des efforts bord équilibrés par sous-domaine. Un
projecteur doit donc intervenir pour renvoyer un chagans Ker('Rg). Par exemple

([Farhat et Roux 94])p = Ig — Re('RsRs) !'Rs.
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Etape de projection

L'équilibrage d’un résiduw = pr, consiste donc, connaissant les contributions
(déja notéesF) des sous-domaines@gr, & déterminer les champs projetés par sous-
domainent. Outre 'assemblage deS; il est donc nécessaire de résoudre un probléme
global (tRBRB)r_: r dont les restrictionsE locales aux sous-domaines permettent de

corriger lesrE :
wE=fF_rE

L'utilisation de ce projecteup peut aussi étre interprétée comme la recherche dans
des champs de déplacement d’une correction en mouvement de solide rigide permet-
tant de vérifier « au mieux » des conditions de continuité en déplacemdnt@ansi-
dérons en effet une correction aux champge la formeq® — REaF, qui donne sur
le bord BE(gF — REaF). Une minimisation au sens des moindres carrés du saut de
déplacement bord s’écrira alors :

in 55, [P ) o -
soit :
{(REBE) (BERE)aE + ' (REBE)(BE'RE )aF = (REBE)(BEGF + BE of )
en notant le sautt = BEQF + BE'gF et en assemblant le systéme ainsi obtenu :
(‘RsRe)or = ‘Rer
la correction apportéeraest ainsi de la forme :
r— [Re(‘ReRs) *('Re)] r = pr [1.9]

Un tel systéme, global sur tous les sous-domaines, a résoudre lors d’une projection est
de taille réduite : en 3D, il porte sur au plus 6 degrés de liberté pour fois le nombre de
sous-domaines.

Algorithme de résolution

L'algorithme résultant est alors décrit dans la table 1.4 pour le processeur gérant le
sous-domain®E. La recherche d’'une solution de dépigft satisfaisant

tRE(fE _tBEFOE) -0

peut étre cherchée sous la forfe = BEREBE (c’est a dire un champ équiprojectif) ;
I'équilibre global par sous-domaine conduit alors a résoudre :

(‘ReRs)Bo = 'Raf



1.3. Approches duales 37

Initialisation
création des rigidités élémentaireskle
assemblage, factorisation H&
condensation des charges, calcutble
a partir d’une solution de dépdff eta5 = 0, calcul du résidu projeté :
calcul des contributionss™= c& — AFFE
envoi de messagg —
pour la projection :
réception, assemblage et projection éventuelle,admwg
envoi de message def —
réception des projetés Iocawg —
direction de recherchd§ = w5

Itérations
calcul du produit\®dE
Wn-1-Wn-1
calculdu papn=——"-—-—" —
_ dE -N\dp
itéré FnE+1 = FEF + pnds
calcul du résidu en saut de déplacement projeté —

(comme ci-dessus)
critéere d’arrét :

\ calcul du produit scalaire répami, ;1 - Wn 11 —
W1 Whia
calculdeAy = ———
o W - W, c
direction de recherchd, ; = wE ; + Andf

TAB. 1.4 — Algorithme du gradient conjugué projeté distribué

On peut d’autre part remarquer qu'il n’est pas nécessaire de rechercher les mou-
vementsa dans I'algorithme itératif, puisqu’ils n’interviennent que dans le résidu
c+ Rga —AF ; or, apres projection, ongRga) = 0. Il n’est donc évalué qu’en post-
traitement ([Farhat et Roux 91]) par :

o = (‘ReRe) Re(AF —¢) = —(‘ReRe) "Rer
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1.4 Préconditionnements

La convergence des algorithmes de gradient conjugué peut étre fortement amélio-
rée par l'utilisation d’'un préconditionneur en diminuant le conditionnement du sys-
teme a résoudre, [Papadrakakis et Dracopoulos 91]. L'algorithme qui en résulte est
similaire mais comporte une phase supplémentaire de résolution d'un systéme dont le
second membre est le résidu courant (voir annexe C).

De nombreuses recherches en analyse numérique portent sur la construction de tels
préconditionneurs, par exemple dans [Glowiretkal. 88] et suivants. Ici, nous nous
intéresserons essentiellement aux préconditionneurs de type « Neumann ».

1.4.1 Préconditionneur de Neumann pour le probléme primal

Dans le cas de figure ou tous les sous-domaines possedent une partie de frontiére
a déplacement imposél(QE # 0), les condensées locales de Scgfii sont toutes
inversibles. La matrice du complément de Scf@jrétant 'assemblage déSF], un
préconditionneur envisageable est celui qui correspond aux problemes de Neumann
locaux :[§~! est 'assemblage déSF]~! [De Roeck et Le Tallec 91], [Le Tallec 94].
L'application de[S~* & un résidu conduit & résoudre des problémes de Neumann-
Dirichlet (puisqued1 Q- # 0) sous-domaine par sous-domaine pour déterminer le champ
de déplacement bord correspond@i. Le champ résultarjgr] n’étant plus continu,
il est nécessaire de procéder a une opération de pondération (ou de prise de moyenne)
des déplacements sur l'interfa€eissus de deux sous-domaines voisins (voire plus
dans le cas de nceuds « coins » en 2D et 3D, et de nceuds « arétes » en 3D).
Pour traiter la phase de préconditionnement, il va donc étre nécessaire d’avoir la
factorisée déKE], matrice de rigidité du sous-domai@¥. Or, dans la méthode pri-
male, seule la partig< ] est factorisée ; en particulier pour des problémes de renumé-
rotation, on sera conduit a stocker et factoriser deux matrices distinctes, ce qui peut étre
trés pénalisant sur I'encombrement. De plus, la phase de préconditionnement conduit
a pratiquer une montée-descente supplémentaire ; le colt d’une itération comme ce-
lui de l'initialisation est donc doublé en premiere approximation. En contrepartie, un
résultat de conditionnement est présenté dans [Le Tallec 94] : dans un cas général de
connectivité entre sous-domaines
— 1
K([S7YS) = 0(i3

Le préconditionneur est donc
— presque optimal (faible dépendancehgn
— non extensible (dépendancelgh



1.4. Préconditionnements 39

1.4.2 Balancing method

Une amélioration de ce dernier résultat est obtenue dans la méthode proposée par
Mandel dans [Mandel 93] pour la méthode primale, ou le préconditionnement s’appa-
rente a celui de Neumann tout en utilisant un probleme global sur toute la structure
afin de devenir extensible.

Reprenons l'algorithme du gradient conjugué appliqué au probléme de Schur pri-
mal (table 1.3, page 28). Changeons l'initialisation en la proposition d’un itéré de dé-
part[gro| mais aussi d’'un ensemble de mouvements de solide rigide par sous-domaine
[ap] déterminé de maniére a avoir un résjol équilibré par sous-domainéRgro =0
(avec les notations du paragraphe 1.3.2, page 35). On peut montrer qu’ayant un tel ré-
sidury, le préconditionneur fait intervenir les problémes de Neumann locaux inverses
généralises[S ! est 'assemblage dé§F] 1. La phase supplémentaire consiste a cor-
riger le déplacemerjt,| ainsi obtenu par des mouvements de solide rigide sur chaque
sous-domaineqE — REaE de fagon, aprés prise de moyenne, a déterminer un nouveau
résidu qui soit équilibré par sous-domaine. On souhaite donc avoir sur le rgsidu

t
Rerny1=0
ce qui s'écrit

‘Rg

rn— SEEEBE(qE - REaE)] -0
S
Ce qui, ave¢Rgr, = 0, donne :

'ReSRyan = 'ReS 3 B=ay
€k

gue I'on peut rapprocher de la phase de projection (ou recollement en moyenne par
mouvements de solide rigide) [1.9] de la métheda| décrite au chapitre 1.3.2 (page
36).

Les inconvénients du préconditionneur de Neumann demeurent, une opération glo-
bale sur 'ensemble de la structure est introduite, la phase de projection est plus col-
teuse que celle de la méthodeTI, mais le gain réside dans le conditionnement en
0(1) qui conduit a I'optimalité et I'extensibilité.

Remarque

On peut noter ici que la taille maximale du probléme global est de 6 fois le nombre
de sous-domaines;; il fait intervenir 'opératéRsSR; dont la forme indique un pro-
bléeme dans I'ensemble de ces mouvements de solide rigide équivalent au sens de Ritz
au probleme de Schur primal. Nous reviendrons sur cet aspect lors de I'emploi de
plusieurs échelles dans I'algorithme de la méthogaN .
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1.4.3 Préconditionnement de la méthode FETI

Comme pour I'approche primale, il est possible de mettre en place de tels accélé-
rateurs de convergence. Au vu de l'interprétationAlefaite au chapitre 1.3.1, page
33, un choix de préconditionne{f] ~* consiste a faire correspondre au régialien
saut de déplacement bord, un champ d’effait 1[w]. Si I'on souhaite conserver ici le
caractere local par sous-domaine, cela peut se traduire par la résolution d’un probléme
de Dirichlet & déplacement bord impdsé] sur chaque sous-domaine en paralléle.

Préconditionneur de Dirichlet optimal
[A] étant I'assemblage deé4F], le préconditionneur peut étre choisi comme I'as-

semblage deg\F| ! =[] :

Nt = EZ Kf — Kre(Kee) *Ker
cE

De facon duale au préconditionneur de Neumann, I'inconvénient réside cette fois-
ci dans I'assemblage, la factorisation et le stockagiKge] en plus dgKEF], et dans
les montées-descentes supplémentaires pour évaluer les pr&f{jit€]. Le condi-
tionnement prévisible en résultant, [Farbagl. 94], est :

H
K= o(1+logZF)

donc quasi-optimal.

Préconditionneur « lumped »

Un préconditionneur non optimal mais économique a été proposé dans [Farhat et

Roux 91]. Comme
[/\] — Ez BE(KE)-HZBE
€k

N = EEEBEKEtBE = EZEKFr
€ €

pour approcher le probleme dual semble intéressant; en particulier, il ne fait plus in-
tervenir que des produits matrice-vecteur locaux sur I'interface. Le conditionnement
théorique est cette fois-ci :

le choix

H
O(F

)
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Remarque

Afin de préserver la symétrie, il est nécessaire cette fois-ci de procéder a deux pro-
jections par itération, I'une portant sur le résidu et I'autre sur le résidu préconditionné.
Une itération comportera alors deux phases globales de détermination de mouvements

de solide rigide.
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1.5 Bilan

Pour pouvoir procéder a un traitement en parallele de la résolution du probleme de
référence de calcul de structure, le domaine est partitionné en sous-domaines. Lorsque
le partitionnement est assez fin, c’est a dire lorsque le nombre de sous-domaines est
élevé, les algorithmes itératifs semblent prendre le pas sur les résolutions directes. lls
peuvent étre classés suivant le type de traitement qu’ils utilisent pour les inconnues a
l'interface :

— laméthode primale conserve un déplacement continu a la traversée des interfaces

et cherche a améliorer le déséquilibre en effort au cours des itérations;

— la méthode duale propose des efforts en équilibre sur l'interface — qui doivent
satisfaire aussi I'équilibre global des sous-domaines — et réduit le saut de dé-
placement au cours des itérations.

Le parallélisme des algorithmes synchrones qui en résulte est un parallélisme a

« gros grain » : il fait intervenir des calculs locaux par processeur importants par
rapport au flot de données a échanger entre processeurs. Le degré de parallélisme,
ainsi que I'équilibrage des charges, sont donc dictés par le partitionnement en sous-
domaines effectué.

Les problémes qui en résultent se prétent bien a une résolution sur calculateurs
multi-processeurs, mais comme ils restent codteux, I'intervention de précondition-
neurs « paralléles » permet d’améliorer les performances. Pour les appcodres-
tiques ces derniers mettent en ceuvre une apprstit@ueduale, et réciproquement.

D’autres approches, qualifiées dextes cherchent a traiter de fagon égalitaire
efforts et déplacements aux interfaces. C’est I'une d’elles qui va étre décrite au chapitre
suivant.
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Initialement proposée dans [Ladeveze 85], pour les problemes non-linéaires d’évo-
lution, la méthode a grand incrément de temps (en anglais, LArge Time INcrement
method —LATIN), est une méthodologie de construction d’algorithmes, qui sont en
rupture d’avec les méthodes incrémentales classiques. Lintervalle d’étude n’a pas a
étre découpé en intervalles de temps sur lesquels est postulé une loi d’évolution des in-
connues du probléme. A chaque itération, I'algorithme construit une approximation de
la solution sur tout le domaine et tout I'intervalle de temps, approximation qui s’affine
au cours des itérations.

Cette approche repose sur trois principes ([Ladevéze 96]) :

— séparation des difficultés : devant résoudre un probleme qui porte sur de grands
systemes globaux en variables d’espace, et des non-linéarités fortes, les équa-
tions sont séparées en deux groupes. Le premier comporte les éqlatalas
(éventuellement non-linéaires), le second, les équaliogaires (éventuelle-
ment globales sur la structure).

— approche itérative a deux étapes : on construit alternativement une solution ap-
partenant a chaque groupe d’équations, de fagcon a ne faire intervenir a chaque
fois qu’une seule des difficultés précédentédtape localeconduit a des pro-
blemes non-linéaire s locaux en variables d’espace, paramétrés par le temps.
L'étape linéaireconduit a un probléme global mais linéaire.

— représentation mécanique adaptée des inconnues : les corrections successives de
la solution approchée sont cherchées sous une forme adaptée au probleme traité,
par exemple une somme de chargements radiaux (produits d’'une fonction du
temps par une fonction d’espace).

Cette approche a été appliquée aux problemes d’élasto-plasticité, par exemple dans
[Boisseet al. 89], de viscoplasticité [Cognard 89a], [Cognard 89b] sous chargements
cycliques [Arzt 94], [Cognard et Ladevéze 93]. Elle est utilisée aussi pour les pro-
blemes de dynamique [Royer 90], [Gaignebet 96], [Ladeveze et Lemoussu 96], pour
'analyse du délaminage [Allix 87], ainsi que pour les grandes transformations [Bussy
et al. 90] et le post-flambage [Boucard 96], [Boucatdal. 94].

En ce qui concerne le parallélisme, deux voies sont développées. La premiére uti-
lise le parallélisme interne a la méthode ([Cognard et Ladeveéze 91], ¢Aedt94]) :
la séparation forte du caractére global ou local des équations permet de traiter tous
les problémes locaux (typiquement : I'intégration de la loi de comportement) de facon
paralléle. La deuxieme, [Ladevéze 87], [Cognatdl. 96], traite de la résolution des
problémes implicites de structures par une approche de sous-structuration. Le compor-
tement de la méthodes sur diverses architectures de machines a été testé en élasticité
bidimensionnelle [Ladeveze et Lorong 92], [Lorong 94], l'utilisation de la modularité
de 'approche, sans forcément une préoccupation pour le calcul parallele, pour des as-
semblages de structures, est traitée dans [Danwé 93], [Champaney 96], [Blahzé
96].

Dans notre travail, nous sommes concernés par la version de cette approche de
sous-structuration dans le cas d’'un comportement linéaire du matériau. Le temps n’in-
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tervient donc pas a proprement parler, puisque seule la configuration finale nous in-
téresse : cependant, le schéma des apprackes est conservé dans le souci de se
placer a I'intérieur un cadre adapté a la résolution de problemes non-linéaires d’évolu-
tion.

Dans ce chapitre, nous présentons la mise en place de I'algorithme au niveau du
milieu continu. La discrétisation ne sera abordée qu’au chapitre suivant et les exemples
présentés anticipent donc un peu cette partie : il permettent cependant de qualifier le
comportement de la méthode ainsi que son applicabilité sur ordinateur paralléle.
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2.1 Décomposition en sous-structures et interfaces

Comme précédemment, afin de rompre la globalité de la recherche d’un champ
de déplacement et d’'un champ de contrainte admissibles sur toute la st@Qctume
introduit une partition du milieu, mais cette fois-ci en deux entités distinctesoles
structureset lesinterfaces [Ladeveze 87], [Ladeveze 96]. La vision du probleme pro-
posée ici consiste a considérer ces deux entités comme des structures a part entiere,
chacune possédant ses propres variables et les équations traduisant son propre com-
portement.

Lorsque la structure étudiée résulte d’'un assemblage de sous-structures, la partition
s’introduit naturellement en utilisant les surfaces de jonction entre les diverses sous-
structures. Lorsqu’elle est composée d’une ou d’'un nombre réduit de sous-structures
massives, la partition peut se faire de fagon artificielle au sein des sous-structures, par
exemple, a partir de la seule géométrie, en utilisant une décomposition automatique
[Farhat 88], [Malone 88], [Padovan et Kwang 91], [Al-Nasra et Nguyen 91], [Dagum
93], [Farhat et Lesoinne 93]. Cette partition peut alors répondre a des impératifs d’op-
timisation (réduction des communications entre processeurs, vitesse de convergence
de l'algorithme) ainsi qu’a I'équilibrage des charges entre processeurs parmi lesquels
seront distribuées les sous-structures.

2.1.1 Comportement des sous-structures

Considérons une sous-struct®€, de frontieredQF. Elle doit étre en équilibre
avec un environnement qui est composé de forces de vojtgn@appliquées suBF)
ainsi que de déplacemem&™ et de densités d’efforsE exercés par les interfaces qui
entourenQF (appliqués sud; QF) (figure 2.1).

Fic. 2.1 — Sous-structure et interface

L'état courant de la sous-structuf® est donc caractérisé par la donnée de la
quantités® = (UE WE; & FF) . Elle doit alors vérifier :
— les équations de liaison : le coupleé®, WE) estcinématiquement admissible au
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sens de la sous-structue@®

QE c UE
U, 08 = Ya [2.1]
UG ge =W*

ouUE est I'ensemble des champs de déplacement défin@Ssarénergie finie.
Sous ces conditions, on noteta®, WE) € UE,

— les équations d'équilibre : le couple®, FF) doit étrestatiquement admissible
au sens de la sous-structuf¥, c’'est a dire :

W(UE* WE*) € UE?,

- [ TrlofeuEida+ [ _f,-UEda+
QE—

Ex
oF cFq-U™dSt

0,Q

+ FE.WEds=0 [2.2]
0;iQFE

et on notera aloréo®, FF) € SE, UaEdO est ici 'ensemble des champs cinéma-
tiguement admissibles pour des conditions aux limites homogénes, relatifs a la
sous-structur®F.

— larelation de comportement :

oF =Ke(UF) [2.3]

Dans le cas purement linéaire des sous-structures, on peut se contenter d’avoir comme
inconnues principales les déplacements et efforts bords qui suffisent a retrouver les deé-
placements et contraintes intérieurs. Le probleme de la détermination de ces inconnues
vérifiant le comportement des sous-structures est un probléme mal posé qui n'assure
pas 'unicité de la solution. On verra que I'adjonction de la vérification d’une direction

de recherche permet de retrouver un probléme standard.

2.1.2 Comportement des interfaces

Les interfaces assurent les liaisons entre les sous-structures. Elles ont un com-
portement qui traduit le type d'interaction présent entre sous-structures adjacentes
et peuvent étre considérées comme des structures a part entiere, méme si elles sont
surfaciques. Considérons ainsi la liaisdfF qui relie les sous-structur€df et QF
(figure 2.1).

Dans le cas ol il s'agit d’'une liaison parfaitelE, WE) et (UE',WE') doivent vé-
rifier :

FE+F¥ =0 et WE=WF  sur rEF [2.4]
Ce type de liaison est, en particulier, utilisé lors d’'une partition artificielle au sein de
la structure étudiée.
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D’autres types de liaison peuvent étre envisagés ([Blatza. 96], [Ladeveze
96]). Par exemple, celui traduisant le contact unilatéral sans frottement et sans jeu : en
notantntF la normale unitaire a Iinterface=F au point courant, orientée de la sous-
structureQF versQF', et, I'opérateur de projection orthogonale sur le plan tangent
correspondant, on a sGFF

FE+FE =0 et nFE=7FF =0
nfE. (WE ~WE) >0 et nfF.FF >0 [2.5]
(DEE’ . (V_VE/ _WE))(DEE' 'EE/) -0

Plusieurs approches sont développées pour traiter de tels problemes, aussi variées que
les approches de type lagrangien augmenteés, pénalisation, programmation mathéma-
tique, ...[Zhong et Mackerle 92], [Wronski et Jean 95] par exemple.

Les conditions aux limites (s@rlQE etap_QE) peuvent aussi étre prises en compte
par I'intermédiaire de liaisons « efforts imposés » ou « déplacements imposés ». Elles
peuvent étre traitées comme des liaisons parfaites. Toutefois, les conditions en dépla-
cement, ou en effort, sont imposées dans le comportement de ces interfaces :

— interface a déplacement impos@:E =Uy,

— interface a effort imposéE E_ Fq.

L'écriture générale du comportement d’une interface, ayant I'équilibre tat
EE' =0, se traduit en considérant la discontinuité en déplacew&ft = WE — WE
sur l'interfaceLEF. || s’agit d’'une grandeur cinématique analogue a une déformation.
FEE — _FE — FF en est la grandeur conjuguée, ici une force. Ainsi la formulation
fonctionnelle de la relation de comportement de I'interface est alors donnée par :

EEE’ _ H(\NEE’)

H est un opérateur caractéristique de l'interface. L'idée de modéliser un contact, une
liaison, par une entité mécanique surfacique est souvent utilisée dans le domaine du
calcul. Pour les méthodes de décomposition de domaine, elle a été introduite par J.
Ladevéze dans [Ladeveze 85].

La encore, la détermination de champs de déplacement et d’efforts astreints a véri-
fier lacomportement des interfaces seul n’a pas une solution unique et il sera nécessaire
de vérifier aussi une direction de recherche pour rendre le probléme bien posé.

2.1.3 Solution du probleme de référence

L'état de la structure est alors caractérisé par
s= Us® = U UE W50 E5)
EcE EcE

En suivant la démarche de la méthadeaIN, le premier principe consiste a séparer
les difficultés. Le comportement des interfaces [2.4] étant local en variables d’espace,
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'ensemble des vérifiant ce comportement est ndie Afin de découpler 'ensemble

du probleme pour un traitement en paralléle, les équations d’admissiblités des sous-
structures [2.1] et [2.2], globales uniquement sous-structure par sous-structure, doivent
étre séparées dB. Le comportement du matériau [2.3], ici élastique linéaire, peut
quant a lui étre regroupé avec ces derniéres équations. L'ensemBbledadignt donc

le comportement des sous-structures est AgtéLe probleme de I'assemblage des
sous-structures et des interfaces est donc de tragyéntersection déAq etT’, ce qui

est illustré par la figure 2.2.

Aq

FiG. 2.2 — Solution a rechercher
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2.2 Algorithme de résolution

Le deuxieme point des approches a grand incrément de temps passe par la mise
en place d’'un algorithme itératif a deux étapes. Il construit successivement une solu-
tion approchée appartenana puis aAq. Pour cela, il est nécessaire d'utiliser des
directions de recherche (figure 2.3) qui sont les paramétres de la méthode.

N N
Direction de recherche . Sn+1/2
de I' étape locale

. Direction de recherche
de I' étape linéaire

FIG. 2.3 — Principe de la méthode

Chaque itération comprend ainsi deux étapes; I'une estlattde et I'autre li-
néaire

2.2.1 Etape locale

L'étape locale consiste, connaissant un elémgule Aq, & construires, 1, € T’
en vérifiant la direction de recherche :

/\E ~ E
(En+1/2 _EE) —k* (V_Vn+1/2 —V_VE) =0 2.6]
~FE’ / ~E/ , .

(Fny1y2 —Fn) - k+(V_Vn+1/2 ~-WE)=0

en tout point de toute interfac&E . k™ étant un opérateur local en variables d’espace,
cette étape ne porte que sur des quantités locales ; elle est donc parfaitement paralléli-
sable.

En particulier pour une interface parfaite, on a explicitement (en omettant les in-
dicesn etn+1/2 pour alléger les notations) :

1 / /
= SlWE+W®) — (K7 THEF +EF)]
- A 1 / /
Fr=-F =Z[(FF—E%) k" (W= -W")]
Une interprétation possible du probleme ainsi posé a I'étape locale est celui décrit par

la figure 2.4 ou le parametre'lde la direction de recherche est I'analogue d’un ressort
réparti sur l'interface.
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2.2. Algorithme de résolution

FIG. 2.4 — Interprétation de I'étape locale

Un choix simple pour la forme de‘kestk™Ig, ol k™ est un scalaire positif. Pour
une interface modélisant le contact sans frottement et sans jeu, la direction de recherche

permet alors d’écrire pour la composante normale
EE/ ~E ~Ey . EE E/ E 1 ep E/ Ey _
WS+ W) = nfF W WE) - St (EF 4 EF) = b
0" (B EF) kR (W W) =
:k+DEE (WE/ WE) nEE/'(FE,—EE) —a
Le comportement de I'interface permet d’écrire :
—nfF (BT -EF) = —2nF . EF <0
DEE’ ) (wE' _WE) >0
et d'en déduire que
1 ~E’/ /A 1
nEE EE — _nFE 'EE —Z|—a
2
EE/ ~ E, l 1
‘W™ =—-(b+—Ja
WS = (bt k+| )
;oA 1
N WS = 2 (b~ [a)
Pour les composantes tangentielles
WEAE, = WEE =0
et la direction de recherche donne
~ E’ . E’ 1 E’
W~ =nW- — k—+7rE

Il est & noter que le traitement de la non linéarité de contact s’effectue au niveau de
I'étape locale; elle ne modifie ainsi que peu le nombre d’itérations nécessaire pour

obtenir la convergence, [Champarefyal. |
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2.2.2 Etape linéaire

L'étape linéaire, quant a elle, demande de constrre € Aq, connaissant un
élémens, /> deT’, en verifiant la direction de recherche, qui est cette fois-ci :

~E ~E
(Fri1—Fni1/2) +k (Wi —Wiiq0) =0 [2.7]

en tout point des frontiéres intérieur@§F. Le probléme a résoudre est cette fois-ci
global en variables d’espace, sous-structure par sous-structure. Il est facile de vérifier
gue ce dernier est bien posé en l'illustrant sur la figure 2.5; il s’agit d’un probléme
avec conditions aux limites mixtes, dites de Robin (ou Fourier).

FIG. 2.5 — Interprétation de I'étape linéaire

En effet, en utilisant la direction de recherche [2.7], le probleme sur la sous-
structureQF consiste a trouves,,1 avec(UE, ;,WE. ;) cinématiqguement admissible,
et la contrainter5, ; vérifiant la relation de comportemeaf;, ; = Ke(UE, ;) ainsi
que :

v(UE* WE*) € UE?,
/ Tr[oE, 1e(UE*)]dQ + / WE, | k- WE*dS=

= [ty gE*dQ+/ Fy UE*dS+/ FE, 1+ KWE, ) - WEdS

Les efforts bords étant alors :
E ~E —\/E —\\/E
Fryi=Fni1o+K Wy —k"Wpiy

La résolution de cette étape sera décrite de fagon plus détaillée lorsque la discrétisation
des inconnues aura été choisie au chapitre 3, page 88. Précisons cependant qu’avec
la technique des éléments finis, elle conduira a résoudre un probléme de structure a
comportement élastique sQF.

Tous les problémes relatifs aux sous-structU@€ssont indépendants et peuvent
donc étre résolus en parallele. Chacune des deux étapes peut ainsi se paralléliser si
I'on distribue les sous-structures et les interfaces parmi les processeurs disponibles.
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Dans la suite, pour alléger les notations, on prendra comme paramétres de direction
de recherche k= k™ = KkI4. Cette forme de direction de recherche sera prise ultérieu-
rement dans tous nos exemples. Dans la version développée actuellement, la valeur de
k est fixée arbitrairement par 'utilisateur. On verra cependant au chapitre 2.3, page 59,
gu’une valeur intéressante est liée a une dimension caractéristique de la structure, si
celle-ci est massive ; lorsque la structure est élancée et que les effets de flexion sont
importants, il est préférable de prendre une longueur caractéristique plus importante.

2.2.3 Initialisation de I’algorithme

La recherche d’un élémesg admissible peut se faire de différentes maniéres. Une
facon simple de procéder consiste a constrélire, = 0 qui a les propriétés voulues
pour faire partie d&', puis avec la direction de recherchie, de redescendre sAy.

2.2.4 Controle de I’algorithme

Un indicateur d’erreur, servant a contréler la convergence et a arréter les itérations
peut étre construit de la maniere suivante. Considérons la phase de I'algorithme ou
I'étape locale a été réalisée (figure 2.6). Ladirection de recherche de I'étape locale est

AN
\

A
LS

FIG. 2.6 — Etape locale

vérifiée :§ —s € E*. La vérification simultanée de celle de I'étape liné&ires € E~
entrainerait la convergenge-s. On peut donc mettre en place un indicateur traduisant
la non-vérification de cette derniére :

e = (E% —F) + kw" ~W")

et en utilisant une mesure de type erreur en relation de comportemdiit sur

1
=5 = eF .k 1eEds
E%z2 0iQF
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En utilisant le fait que la direction de recherche de I'étape locale est vérifiee, on ob-
tient :

= 5 g (W5 W) kW® W) 4 (S E5) -k HES £ as
cE Y0

d’ou I'expression de l'indicateur d’erreuy:
2= e
5, [ T 1 EE KRS 1 S kS 0
cE 0iQF

2.2.5 Implantation — Synchronisme

L'implantation de I'algorithme précédent a été réalisée dans le cadre du code élé-
ments finis de type industrielaAsTEM 2000, développé atEeA ([Verpeauxet al. 88]).

Il s’agit d’un code orienté objets intégrant un pré et post-processeur, qui opére sur une
base de donnée d’objets par une suite d’opérations élémentaires écrites dans le macro-
langage de commande « Gibiane ». Les opérateurs élémentaires sont quant a eux dé-
veloppés dans le langage de programmation « Esope », [Verpeaux 93], transformé en
Fortran par un pré-compilateur. Outre la gestion dynamique de la mémoire, I'environ-
nement de programmation utilisé, « Gemat », permet un débordement programmé sur
disque.

Afin de tester I'algorithme@ATIN sur une architecture parallele de typeiD a mé-
moire partagée ou distribuée, le code prototype spécialisé, un misteM 2000,
n'utilise que certaines des fonctionnalités d’origine (gestion dynamique des objets et
débordement sur disque) et ne posséde pas de langage de commande : il ne réalise que
la partie résolution du probléme, le pré-traitement (réalisation du maillage, décompo-
sition en sous-structures et interfaces) et post-traitement étant réalisés sur une machine
« héte » qui supporte l'intégralité du code, [Millard 92]. Les données du calcul issus
du pré-traitement ainsi que les résultats a post-traiter sont transférés par fichier pour
pouvoir réaliser le traitement en « batch » sur des machines de production.

La distribution des sous-structures et des interfaces parmi les processeurs de la
machine se fait suivant la technique proposée dans [Lorong 94] : un groupe de sous-
structures et ses interfaces connectées sont attribués a chaque processeur. Certaines
interfaces s’en trouvent dupliquées mais les calculs locaux sur ces derniéres étant peu
volumineux, cette technique n’est pas pénalisante.

Les échanges d’'information entre processeurs sont réalisés par le code, exécuté sur
tous les processeurs, avec une technique d’échange de messages. Le code prototype
utilise donc, suivant le cas, soit des bibliothéques natives GuBB 2 et iPSC860),
soit un « standard » d’échange de messages. Le choix de ce dernier s’est porté sur le
systemervMm (Parallel Virtual Machine), [Geisdt al. 94], [Champanet al. 96], mais
les fonctionnalités requises sont similaires a celles offertes par toutes ces bibliotheques
(MPI, NX-lib, .. .), figure 2.7.
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Programme *"Neeud" Programme **Nceud"
traitement traitement
B =/ Neud — =
Programme™Hoéte" Castem 2000 = =| Noewd
pré-traitement © ©
Hote données Réseau d'interconnection
—
[ 1 B el

résultats

post-traitement Programme "*Neeud"

traitement

B =| Neeud

©)

FIG. 2.7 — Implantation de I'algorithme — architecture

Lorsque les sous-structures sont distribuées parmi les nceuds de calcul d’'une telle
machine multi-processeurs, la sommation Ew E entraine donc, lors du calcul des
numérateur et dénominateur gé, une synchronisation totale entre les processeurs,

Un processeur est donc chargé de faire le dernier assemblage des contributions des
autres. Par exemple, la figure 2.8 décrit cette opération en utilisant une technique de
descente logarithmique. Le processeur maitre — celui qui réalise le dernier assemblage
— est ici le second. Afin de limiter les phases d’attentes, on peut éviter d’évaluer
l'indicateur d’erreur a chaque itération mais choisir de ne le faire qu’aprés un certains
nombre d’itérations : on diminue ainsi le taux de synchronisme de I'algorithme ainsi
gue les attentes qui lui sont liees. Sans le calcul de I'indicajel@algorithme n’est

2 numéro du processeur
(5]
> &
a €=
o . .
5 S ol calcul des contributions
- (%] (%] ——
© 8
e}
[ o 'D' '
8
! | )
indicateur calculé _ transit du message

FiG. 2.8 — Calcul de l'indicateur d’erreur

pas totalement synchrone ; en effet, considérons la connectivité ou le voisinage entre
sous-structures (et donc entre processeurs) de la figure 2.9, résultant de la nécessité sur
calculateursniMD a mémoire distribuée des envois de messages pour communiquer.
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FIG. 2.9 — Voisinage de processeurs

Généralement, de tels envois de messages peuvent étre typés par le processeur ex-
péditeur. Le processeur récepteur, lui, peut discriminer les messages suivant le type
et/ou suivant I'expéditeur ([IBM 94]). Cette derniere possibilité n'est pas souhaitable
ici pour limiter les phases d’attente : les messages sont traités dans 'ordre d’arrivée,
comme l'illustre I'algorithme correspondant décrit dans le table 2.1. Sans discrimina-

Pour la sous-structure QF

Initialisation
Création des rigidités élémentaires[H&] et [kF]
Assemblage, factorisation @i&&] + [KE]
Initialisation des_y />
Assemblage du second memijfé]
Etape linéaire K] + [k%])[a%] = [fF], qui fournitsg

Boucle sur les itérations
Boucle sur les interfacdsEE de la sous-structur@t

| envoi de(WE; FE), .
Boucle
réception déWE'; FE'), —
Etape locale sufEE pour avoirs,,, ; /2
Test de convergence : calcul ge —

Assemblage du second memfpfé]
Etape linéaird [KE] + [kF])[oF] = [fE], qui fournitsp 1

TAB. 2.1 — Algorithme issu de IBATIN

tion de type, I'aspect partiel de la synchronisation peut se traduire, conformément a la
figure 2.10, par une substitution de message d’une itération sur I'autre, ce qui entraine
un désynchronisme d’une itération qui peut perturber fortement le fonctionnement de
I'algorithme dont le déroulement n’est plus respecté, et dont la convergence n’est donc
plus assurée. Ce cas de figure peut se manifester en cas de calcul non équilibré parmi
les processeurs ou lors de I'utilisation d’un réseau de communication fortement chargé.
On peut aisément montrer que ce mangue de synchronisme peut étre comblé en discri-
minant une itération de la suivante : les itérations paires et impaires utilisent des types
de message différents.
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-]
(-]
[~]
(]

numéro du processeur

envoi de 2 messages
-

itération n
itération n

_ attente de réception
de 2 messages

temps

itération n+1

!

FiG. 2.10 — Synchronisme au cours des itérations : exécution normale et exécution
désynchronisée

Rappelons que les algorithmes de type gradient conjugués décrits aux chapitres
1.2.1 et 1.3.2 (pages 21 et 35) possedent deux phases de synchronisation totale par ité-
ration, similaires a celle du calcul dg afin d’assembler les contributions aux produits
scalaires répartis.

Enfin, au vu de la définition de I'entité mécanique surfacique « interface », il est
clair que la notion de voisinage est ici similaire a celle de la méthode de Schur duale
(chapitre 1.3.1, page 33). Laugmentation de la « connectivité » entre sous-structures
serait liée a I'introduction d’interfaces de type différent comme des interfaces « arétes »
linéiques, ou des interfaces « coins » ponctuelles. Dans I'approche présente, le voisi-
nage est uniquement définit comme des intersections de mesure non nulle ; il semble
cependant probable que dans le cas d’analyse de plaques, il faille tenir compte de telles
interfaces, a cause de la présence possible d’efforts concentrés aux points anguleux.

2.2.6 Equivalence d’algorithmes

Dans le cas particulier d’interfaces parfaites et pour le comportement élastique li-
néaire du matériau, on peut noter que I'algorithme précédent issu de la métthode
se confond avec d’autres algorithmes, proposés a partir de démarches différentes.

En particulier, P.-L. Lions a proposé une technique de décomposition en sous-
domaines ([Lions 90]) considérée comme un cas limite de la méthode alternée de
Schwarz lorsque le recouvrement des sous-domaines tend vers 0. La propriété véri-
fiée par deux itérés successifs doit étre (en déplacement) :

Ke (U, n+1) n®F + kWm—l =Ke(U n+1) n®E + kV\/m—l
qui se traduit aussi par :
FRia+KWE = —FE +kwy

propriété que I'on peut facilement vérifier sur deux ités;gs ets, de Aq issus de la
LATIN.
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La construction de l'algorithme a partir de lagrangiens augmentés dans [Glowinski
et Le Tallec 90] conduit a retrouver étapes linéaire et locale précédentes (voir annexe
D, page 186).

Mentionnons aussi les approches de décomposition de domaine présentées par J.
Ladevéze, ou l'algorithme est directement béti a partir de lagrangiens [Ladevéze 85].
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2.3 Convergence

Pour les problemes non-linéaires d’évolution, comme en dynamique, la dualité
adéequate est celle qui met en jeu, d’'une part, les quantités statiques définissant I'état
courant de la structure ou de 'assemblage étudié, et, d’autre part, les vitesses d’évolu-
tion des quantités cinématiques associées. La forme bilinéaire sous-tendant cette dua-
lité est alors interprétée comme une puissance ou une dissipation. De par la nature des
problémes traités ici, le temps n’intervient pas et la solution cherchée est celle de la
configuration finale uniquement. En notéhtl'espace fonctionnel auquel appartient
la solution courantas, on se place donc dans un cas « dégénéré » du précédent, ou
I'espaceS est alors équipé de la forme bilinéaire « travail » :

(s,8) — s8]
SxS

avec

1 1
5=y 5 [ (Trlo®eF+TloeEda -7 [ (E5-we+ES -whyds
€E 2 JqE 2 0;QFE
Les propriétés suivantes sont alors vérifiées dans le cas de liaisons parfaites ou de
contacts unilatéraux sans frottement :

V(3,8) e xT [§—-8§-8>0
V(s,s') € Ag x Ag [s'—s,s'—s] <0

Il est montré dans [Ladeveze 96] qu’elles permettent de conclure quant a la conver-
gence de I'algorithme si les directions de recherches sont orthogonales au sens de la
forme bilinéaire, ce qui se raméne &k k™ =k.

Dans le cas ou I'on prend en compte les conditions aux limites (déplacement ou
effort imposé) au travers d’interface, il y a convergence partielle au ser%$s9&
sn+1) tend vers la solution exacstgy, tout en ayant

N—oo

im, > /Q _Tr{(0F ~ se)K(ok — 7e)]dQ =0
cE

La convergence est assurée completement si, de plus, il existe un point de I'assemblage
en lequel le nombre de sous-structures attachées est impair, supérieur a 2.

Exemple unidimensionnel de la traction pure

A fin d'illustration, prenons le cas unidimensionnel d’une poutre en traction sou-
mise a deux déplacements impoi;_@ et QE en ses extrémitéa et B, et décompo-
sée en 2 sous-structur@§ et QF et 3 interfaces (dont 2 interfaces de déplacement
imposé). La figure 2.11 explicite les notations. Supposons cendaA4 ; 'admis-
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VA VB
A w QE W2 WW we oer Wi W//
UdA A S— ° B gdB
N N
. Fl F2 EF F2 Fl AA
FA £B’

FIG. 2.11 — Exemple unidimensionnel

sibilité se traduit, par exemple sur la sous-struct@fedont la raideur est notée,

par :
) -l o w5 ]

[K] est la matrice de rigidité classique issue du seul comportement matériel de la
sous-structur@®F, elle est symétrique positive mais non définie. L'étape locale per-
met d’écrire :

2A AA 1 1 A

En+1/2 + kV_Vn+1/2 = Fpi—KW;+2kUy,

Py ~ 2/ 2/

En+l/2 + Mn+1/2 - _En + kWn 5

=B’ A8 7 1 B
Enigpg+Wni1p = Ej —kWy +2kUy,
E/n+1/2+kwln+1/2 = Fp+kw;

L'étape linéaire suivante permet ainsi de trousigr;. Par exemple, pou®E, on ob-

tient : A A
(K] + [K]) {V—Véﬂ} _ |Eniap t KWL g0
Wit Fryio+KWhiq/0
ou g
1
[M:kk J

Sous réserve de stricte positivité kie([K] + [k]) est symetrique définie positive.
Notons des a présent que I'étape linéaire se traduit par un probleme de type élasticité
linéaire pour lequelK] est la rigidité classique due au seul matérialkjetine raideur
additionnelle qui traduit I'utilisation de la direction de recherche.

Finalementsn1 etsy sont liés de fagon affine paiCn.1] = [A]|Cn] + [Bqg] avec

kW3 v 0 v 0 k 0 -k 0]
kW3 -k 0 Kk 0O v 0 —-v O
Eé -k 0 k 0 -k 0 kx O
[Sh 1 |k 0 -k 0 k 0 -k O
ol =z | W= |0 v 0 —v 0 -k 0 «
KWL 0 Kk 0 -k 0 —v 0 v
F2 0 k 0 -k 0 kK 0 —«x
FY |0 -k 0 k 0 -k 0 K|
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etv =k+kK, et ou[By| ne dépend que du chargement donné. La convergence serait alors
assurée si tous les modules des valeurs propré&]dgaient strictement inférieurs a

1. Ici, les valeurs propres de[A] ont été obtenues a partir d’'un outil de calcul formel,

ici MATHEMATICA . Elles sont :

100002K_k:|: k— 2k
(_7>777m7 k—l—ZK)

et leurs modules sont tracés sur la figure 2.12 en fonction du choix du pardmétre
On note ainsi que la valeur propre -1 correspond a un déplacement de solide rigide

12

modules [A |
1 I

0.8

06 |

S |)\
A |)\
02 Ly )

al
3|
4
2 .

0.4

o [7A

02 ‘ k‘/ K.

0.01 0.1 1 2 10 100 1000

FIG. 2.12 — Modules, fonctions du paramekiedes valeurs propres; = —1,A» =
2K — K k— 2k

ON3=— ANg=
13 2K + K’ 4 k+ 2k

par sous-structure, ce qui illustre la convergence partielle pré-citée. Si ofCagta
colonne associée a la solution exasde

[Cexd = [A][Ced +[Ba] et ([Cnia] —[Ced) = [AI([Cn] — [Cex)
la colonne associée]zi(snﬂ +8n) — sex €st alors

= ((Coit] — [Cod + ol — [Cad) = [A]”_lg([cz] —[Ced +[Ca] = [Cex)

2
= (A" S(A 1G]~ (Cod)

Les valeurs propres dé]" 11 ([A] + 1) étant alors leg(1+ Aj)AM, toutes de mo-
dule strictement inférieur a 1, on a donc bien convergen(%a(ﬂﬂﬁrsn) Versseyx. Il
apparait de plus une valeur optimalelkdégale a R sur cet exemple.
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De facon générale, on montre également que la quantité :

A 1 ~E —1,2E
Bnia=snll =503 [ [ERayz~ER) K HER 2o ER) +
c€E

~E ~E 1
+Whi1/2 ~Wp5)- KWhi1/2 —Wp)]dS}?

. L . 1 R 0
est une fonction décroissante deui tend vers 0 ave%. Elle peut donc étre utilisée

pour batir des indicateurs d’erreur.

Une variante de la méthode précédente, qui influence les propriétés a convergence,
consiste a utiliser un paramétre de relaxatiobiétape linéaire fournissant I'itéré noté
maintenangy 1, le nouvel itéréy 1 est défini par :

(Sn+1—Snt+1) + U(Snt1—5n) =0

Pourp= 0, on retrouve la précédente version ; ppur 0, la convergence est toujours
assurée ([Ladeveze 96]).
Sur le méme exemple que précédemment, les nouvelles valeurs propres sont les :

KA
n+1

dont on peut montrer que le module est ici toujours strictement inférieur a l'unité. La
figure 2.13 reporte le nouveau rayon spectral en fonction du parakria direction
de recherche et pour plusieurs valeurs du paranpedeerelaxation.

12

rayon spectral

1

0.8

0.6

04

0.2

0

-02 ki

0.01 0.1 12 10 100 1000

FIG. 2.13 — Rayon spectral fonction du paramétes/ec relaxation
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Parametre optimal de direction de recherche

Le parametrek de direction de recherche est homogéne a une répartition de rai-
deur. Il peut étre intéressant de le relier au module d’Yodrdy matériau des sous-
structures par l'intermédiaire d’'une longueur caractéristigie

E
Lo

Considérons toujours le cas trés particulier d’une poutre unidimensionnelle en traction,
figure 2.14. Il faut remarquer qu’une direction de recherche ne peut étre que locale sur
les interfaces puisque celles-ci se réduisent a un point. Dans ces conditions, on peut
lier exactement le parametkea une raideur de structure. Par exemple, avec le choix
d’'un parametré g variable sur les interfaces et égal a I'abscisse courante, figure 2.14,
on peut vérifier que I'on arrive au résultat optimal suivant : pogpus-structures, la
solution exacte est obtenue eitérations.

k

Lo o 3
o2

Ic
NN
2
]
YL

FIG. 2.14 — Choix optimal de direction de recherche en unidimensionnel

Sur I'exemple unidimensionnel a 2 sous-structures précédent, le fait d’avoir 2 en-
castrements double la raideur structurelle et la direction de recherche optimale corres-
pondait & :

k=2 -
=2K = |/_2

Bien entendu, ce résultat n’est plus valable dés que I'on passe en bidimensionnel,
mais une direction de recherche moyenne (c'est a dire choisie uniforme sur les inter-
faces) conserve la propriété d'étre liée a une dimension caractéristique de la totalité de
la structure.

On pourra aussi noter qu'une méthode de gradient (sans conjugaison des direc-
tions de recherche), par exemple sur le probléme condensé de Schur primal [1.5], page
21, peut étre présenté sous la méme forme avec un choix particulier de directions de
recherche :

— pour I'étape linéaire, la direction de recherd@iepeut étre écrite sous la forme

sn—8€E «— W,-W=0
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en effet, le déplacement vérifie la continuité aux interfaces, ce qui est une carac-
téristique d& € T'.
— pour I'étape locale, la direction de recherdiie peut, quant a elle, étre écrite

avecpj, lié au pas optimal (avec les notations de I'annexe C, page 184 pour le
gradient) par

1  rnth

Pn  dn-Sdh

L'analogue du parameétre de direction de rechekchst donc icip;,/2. Comme

le parametre de reconjugais@gq est ici nul, on a la directioml, = r,, ou le
résidur,, est le déséquilibre a I'interfade+ F’, et donc

/

Pn=

pn 1lrp-ry 1 [
—_=— SOoit —=rn-Sm=rp- —r
2 2rp-Sm, g TNt N

Le parametrg), est donc ajusté pour avoir, dans la directignune énergie de
déeformation équivalente a celle de la structure considérée.
On peut vérifier que, toujours sur le cas unidimensionnel de la poutre en traction, en
testant avec un résidu constant sur toutes les interfaces, on trouve un pagpy2tre
dont 'analogue edt = E/L, avecL, la longueur de la poutre, c’'est a dire le parametre
constant « optimal » précédent.

Exemple bidimensionnel de la plaque trouée

Considérons maintenant, en déformations planes, le cas d’'une plaque trouée en
traction dont un quart est représenté sur la figure 2.15, décomposée en 42 sous-structures
et interfaces.

OIT/ T/ 7/
OO/
STl
\D/D/U/g/ \
\DD/17/17/ mﬂ\
\0[7/5/%\ ~. Q\g
Q\CHU\[H[H[H

yvvvvvy

FiG. 2.15 — Probleme de la plague trouée considéré
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Si les conditions aux limites de symétries sont prises en compte par l'intermé-
diaire d’'interfaces, comme tous les points des interfaces sont connectés a 2 ou 4 sous-
structures, il y a convergence partielle en déplacement. Ceci est visible sur la figure
2.16 qui retrace les déformées et les contraintes de Mises au cours des itérations : on
apercoit la superposition de la solution exacte et d’'un mouvement de solide rigide lors
des dernieres itérations (on pourra noter que sur cet exemple, le parametre de direc-
tion de recherche utilisé n’est pas optimal, mais choisi pour illustrer les propriétés de
convergence).

La figure 2.17 présente I'évolution de I'erreur en énergie (qui traduit la conver-
gence en contraintes) et celle de I'indicateur précédemment préséqué prend en
compte le saut de déplacement et d’effort entre les sous-structures) en fonction des
itérations, dans le cas qu= 0, puisp = 0,5 et enfin en prenant en compte directement
les conditions aux limites dans I'ensemi?lg. C’est cette derniere version qui sera
désormais utilisée ici.

Sur cet exemple, la figure 2.18 reporte I'évolution de I'erreur en énergie, en fonc-
tion des itérations, pour différentes valeurs de longueurs caractéristigukesla di-
rection de recherche. La valeur « optimale » est proche 8ld ,(0c’est a dire la demi-
hauteur de la structure.
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Contrainte de Mises
3.0

- - N
~N Ao

Calln

Itération 43

Itération 6

FIG. 2.16 — Evolution de la solution en cours d'itération, ppu 0
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10E-2

10EO

Indicateur n

Apu=05
Vu=0

B =0, CL imposées

gl Erreur en énergie

41 O p=0, CL imposées —
2k ; e -
h=0 Itération
10E_3 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

FiG. 2.17 — Vérification de la convergence au cours des itérations

T T T T T T T T

Erreur en énergie vis a vis de la référence EF

+1L0=0.125H
V0L0=0.25H
AL0=05H
SL0O=H

(] = .
LO=2H Itération

1 1

1 1 1 1 1

10 20 30 40 50 60 70 80 90

0.5H

0.25H

0.125H

2H

FiG. 2.18 — Influence de la direction de recherche sur la convergence
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2.4 Exemples

Le but de ce chapitre est d'illustrer le comportement de la méthode sur des pro-
blemes de grande taille, et sur calculateur a architecture parallele.

La technique de résolution utilisée est celle des éléments finis en déplacement.
Aussi, en anticipant sur le chapitre suivant, précisons dés lors que le probleme re-
vient a procéder a une factorisation de Choleski d’'une matrice de rigidité sur chaque
sous-structure pour la phase d'initialisation, et d’'une montée-descente sur chaque sous-
structure a chaque itération.

2.4.1 Un exemple a grand nombre de degrés de liberté : I’éprou-
vette biaxiale

Le support pour ce test sur structure tridimensionnelle est représenté sur la figure
2.19. Celle-ci présente les trois quart de I'éprouvette biaxiale utilisée au laboratoire

FIG. 2.19 — Eprouvette biaxiale

[Dussotoir 93], [Batisset al. 94], [Cognardet al. 96]. La zone utile de I'éprouvette
est la partie centrale, présente sur la section de la figure 2.20.

Une analyse de structure a été réalisée sur un seizieme de cette éprouvette en pre-
nant en compte les symétries lors de la sollicitation constituée par un déplacement
imposé dans les alésages des peignes qui relient I'éprouvette a la machine d’essais
ASTREE Un découpage manuel en 31 sous-structures presque equilibrées a éte réalisé
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FIG. 2.20 — Section de I'éprouvette

(figures 2.21 et 2.22), en vue du traitement sur la macbiRey-T3D de I'IDRIS a
Orsay, sur laquelle 32 processeurs ont été mobilisés.

Sur cet exemple, une bonne solution est obtenue aprés 100 itérations, elle est re-
présentée sur la figure 2.23. La figure 2.24 reporte I'évolution de l'indicateur d’erreur
n présenté au chapitre 2.2.4, page 53.

Afin de tester I'algorithme sur des cas plus importants, les maillages précédents
ont été raffinés pour donner ceux de la figure 2.25 jusqu’a plus de 600 000 degrés de
liberté.

Pour un tel probléme, la capacité de la maclirey-T3D pour 32 processeurs est
insuffisante. L'utilisation de 64 processeurs a été nécessaire pour traiter cet exemple,
et la structure a cette fois-ci été décomposée en 62 sous-structures et interfaces, figure
2.26.

La convergence de I'algorithme étant peu influencée par le raffinement du mailla-
ge, et dépendant en premiére approximation du nombre de sous-structures dans une
méme direction ([Cognardt al. 96]), 100 itérations sont encore nécessaires ici pour
obtenir la solution.

L'influence de la taille du probleme a donc ainsi éte testée, et les résultats en temps
dont reportés dans la figure 2.27. Il s’agit ici du tengps) cumulé, c’est a dire sommé
sur I'ensemble des processeurs utilisés. Il est donc caractéristique du probleme traité.

Les caractéristigues moyennes des problémes liés aux sous-structures sont détaillés
dans la table 2.2 Les encombrements nécessaires pour les matrices de rigidité y sont
donnés pour un stockage profil de la bande.

1 sous-structure (moyenne)
Maillage nb nb | encombrement
nceuds, ddi (profil)
1 2007 | 6020 14,8 Mo
2 3028 | 9084 27 Mo
3 3836 | 11507 43 Mo
a 2220 | 6661 14,5Mo
b 3030 | 9090 27 Mo
c 3836 | 11507 44 Mo

TAB. 2.2 — Caractéristiques des problemes locaux aux sous-structures

Latable 2.3 rappelle quant a elle les caractéristiques comparées des diverses tailles



2.4. Exemples 70

Sous structures

I Interfaces interieures
Sous structures

¢ % I Symetries
i Bl Deplacement impose

FIG. 2.21 — Décomposition en 31 sous-structures et interfaces
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-2.00E+02
-4.00E+02
-5.99E+02
-7.99E+02
.99E+02
.20E+03
A40E+03
.60E+03
.80E+03
.00E+03
.20E+03

-9
-1
-1
-1
-1
-2
-2

Contrainte de MISES

Fic. 2.23 — Déformée et contraintes a l'itération 100
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Indicateur d’erreur n 4

Itération
10E_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FIG. 2.24 — Evolution de I'indicateur au cours des itérations

de probleme. On pourra remarquer que I'augmentation du nombre de degrés de liberté
total pour la technique de sous-structuration provient de la duplication des nceuds sur
les interfaces par rapport aux nceuds des frontieres des sous-structures lors de la dé-
composition.

sous-structuration (total) calcul direct
Maillage || nb nb encombremenf nb nb encombrement
sstr.| ddl (profil) élém. ddl (profil)
1 31 | 186618 0,46 Go 12015| 175740 2,1Go
2 31 | 281592 0,84 Go 18449| 259077 4Go
3 31 | 356712 1,3Go 24732| 340734 6,4 Go
a 62 | 413007 0,9Go 24732| 340734 6,4 Go
b 62 | 563631 1,7Go 37098| 483702 -
c 62 | 713424 2,7Go 49464 | 627 486 -

TAB. 2.3 — Caractéristiques des problemes a résoudre

Avec Jean-Yves Cognard et Laurent Champaney ([Champe\p6]), les mémes
trois premiers problemes ont été traités sur une maaBmespPl du CEA de Saclay
avec l'aide de P. Verpeaux. Les temps reportés dans la table 2.4 sont lescemps
obtenus sur cette machine et les temps totaux correspondent aux demgsimu-
Iés sur les 16 processeurs disponibles, parmi lesquels ont été distribuées les 31 sous-
structures ; un programme nceud sur chaque processeur doit alors étre capable de gérer
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FIG. 2.25 — Maillages testés
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Interfaces

Symetries

placement impose
¥ Interfaces interieures
Sous structures
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FIG. 2.26 — Décomposition en 62 sous-structures et interfaces
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Codt total (s)

32 processeurs
- L

64 processeurs

30 000
24 700
@ 31 sous structures -
20 000 M 62 sous structures
12300 @ 13120 e
10 000
6440 @ 4307
0 36100 Nombre de ddl
0 175740 259077 340734 483 702 627 486

maillage 1 maillage2 maillage 3
maillage a

maillage b maillage ¢

FIG. 2.27 — TempsPU cumulé ducrRAY-T3D en fonction de la taille du probleme

plusieurs sous-structures. Seul le premier probleme a pu étre résolu de facon directe

sur un nceud de calcul daB™ spPl. Pour les autres, leRAY c90 de I'DRIS a pu

traiter 'ensemble des 3, ainsi que les problémes de sous-structuration correspondants

(toutes les sous-structures sur un seul processeur).

IBM SP1 (16 processeurs) CRAY €90 (1 processeur)
sous-structuration direct || sous-structuration || direct
Maillage| init. | itér. | total | total total || init. | itér. | total total
(s-s)| (s-s)| (s-s) | (100it.) (100 it.)
1 37s|0,6s| 97s| 2910s|4300s|316s| 59s| 935s |[1100s
2 70s|1,0s[170s| 5100s - 548s| 10s | 1548s|2100s
3 130s[1,6s/290s| 8700s - 861s|15,5s 2411s||3050s

Pour une décomposition donnée, 'encombrement et le colt de calcul augmentent
donc moins rapidement que ceux d’une methode directe lorsque le nombre de degrés
de liberté croit. Les résultats obtenus suckay c90 ne sont cependant qu’indicatifs
car le code n’a pas été optimisé pour la vectorisation, a laquelle la puissance de cette

TAB. 2.4 — Résultats et comparaisons avec le probleme direct

machine est trés liée.
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2.4.2 Exemple de traitement de contact unilatéral avec répétition
géométrique : le roulement

Le but de cet exemple est double : tout d’abord, il traite du comportement d’inter-
face contact unilatéral parfait avec jeu, ensuite, il illustre le fait que le traitement des
non-linéarités est déedié a I'ensemilet n’intervient qu’a I'étape locale.

Considérons en effet le cas présenté ol le matériau des sous-striq@fureste
élastique linéaire : la matrice de rigidit¢KE] + [kF]) reste constante au cours des
itérations, indépendamment de la relation de comportement des interfaces et du char-
gement extérieur appliqué. En traitant le cas de multiples second membres lors des
montées-descentes de Crout, il est facile de prendre en compte plusieurs chargements
simultanément. Ainsi, une méme sous-structure gérera sa propre matrice de rigidité
ainsi que simultanément plusieurs chanip§; &) solutions, et une interface, plu-

sieurs champ@i®, WE ; EF, EF). Les différents cas de charge ne seront pas alors pris

en compte en paralléle mais le calcul paralléle les traitera tous en méme temps.
L'exemple présenté porte, lui, sur un roulement a bille a contact oblsxre

7226B-130, chargé de fagcon non uniforme, comme le déversement décrit figure 2.28.

yd

g

FiG. 2.28 — Déversement du roulement

La géométrie présente une répétition d’'un secteur d’'un douzieme du roulement,
bien que ce ne soit pas le cas du chargement. Si I'on considére cet unique secteur, le
chargement peut se décomposer en 12 second membres différents simultanés, a une
rotation prés. Il reste a traiter les conditions de raccord entre secteurs. Ceci est réa-
lisé simplement par une approche de sous-structuration en considérant des interfaces

. . . P ~ E ~E .
particulieres qui peuvent transférer non pas des chafpst F ~ mais leur transfor-

. ~E ~E . Las
méesQW ™ et QF ~ par une isométrid), entre deux second membres de deux sous-
structures.
Par exemple, en tridimensionnel, une rotation d’un afgatour d’'un axe trans-
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fére un vecteuV en QV = cosBV + (1 — cosB)x(V - x) +sinB(x,V) et une antiro-
tation (rotation deb autour dex puis symétrie plane de normatg transfererad/ en

QV = cosV — (1+cosB)x(V -x) +sinB(x,V). Ici, il s’agit d’une rotation det2r/12

autour dex, figure 2.29.

Q

FIG. 2.29 — Transformation pour changer de secteur

Pour traiter cet exemple, une décomposition d’un secteur en 23 sous-structures et
interfaces est décrite sur la figure 2.30. Chaque entité traite 12 jeux d’inconnues.

La « connectivité » qui traduit le voisinage entre sous-structures est symbolisé par
des segments sur la figure 2.31; le roulement complet nécessiterait, quant a lui, la
connectivité de la figure 2.32.

Contact unilatéral avec jeu

Dans le cas ou un jeu est présent entre deux sous-structures, le probleme de la mise
en place du contact unilatéral est plus délicate. En particulier, le modéle a écrire dans
I’hypothese des petites perturbations est a préciser.

La géométrie de I'interface est ainsi donnée par deux surfaces de contact potentiel
I et (figure 2.33). Le comportement de l'interface doit alors étre écrit sur la confi-
guration non déformée. Entre deux points « homologuse " etM’ € I’ (C’est a
dire pour lesquels aprés déformation du milieu, les conditions de contact doivent étre
vérifiées) : pour les composantes normales (figure 2.34) :

(M'+W'-M-W)-n>0
F'n=-F.n<0
(M'+W' =M —-W)-n)-(E'-n)=0
En notantj(M) = (M’ — M) -nle jeu initial, ces conditions s’écrivent :
(W —W)-n+j >0
E'-n<0
(W' —=W)-n+j)-(F'-n)=0
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FiG. 2.30 — Maillage d’'un secteur et décomposition en 23 sous-structures et interfaces

FIG. 2.31 — Voisinages pour un secteur
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FIG. 2.32 — Voisinages pour I'ensemble du roulement

-
'
j
r i

FiG. 2.33 — Contact avec jeu — configuration non déformée

| n
NMe—
MY

FIG. 2.34 — Contact avec jeu — configuration déformée
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Comment choisii priori les couples de points homologues de la configuration non
déformée, entre lesquels écrire les conditions ci-dessus ? Quelle est alors la normale
n? Plusieurs possibilités peuvent étre envisagées ; par exemple :
— en se donnant les couples de points homologMeM’), on peut choisir comme
normale la moyenne entre les normales aux surfaces non déformées en ces points;;

— en choisissant un champ de normalesisuwn en déduit les points homologues
en vis a vis suf”’;

— en se donnant les couples de points homologues, la normale peut aussi étre prise
suivant(M’ — M).

Cette derniere possibilité a été choisie ici pour sa traduction quasi-immédiate apres dis-
crétisation : les maillagds, etl'{, sont en effet générés de fagon liée (par une transfor-
mation géométrique par exemple) ; étant ainsi homéomorphes, ils possédent la méme
connectivité. Deux points homéomorphes seront alors homologues pour le contact. La
normale et le jeu s’en déduisent alors facilement. Le choix de la transformation géomé-
trique (c’est a dire du champ de normales) fait ainsi partie du modele HPP. La validité
de ce dernier est liée au fait glieet '’ sont « proches » I'une de I'autre et que les
glissements tangentiels restent « faibles », comme pour toute modélisation du contact
sous les hypothéses des petites perturbations.

Sur I'exemple présent, les champs de normales sont représentés sur la figure 2.35.

R

N

S
.'z:;,
&

’
{ > <

4

<
N A4 S
PN AN
N

FiG. 2.35 — Traitement du contact unilatéral parfait avec jeu
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Résultats

Ici encore, plusieurs tailles de problemes ont été testées. Elles correspondent aux
maillages tracés sur la figure 2.36.
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FiG. 2.36 — Différents maillages équivalents pour 'ensemble du roulement

Pour le traitement d’'un seul secteur du roulement, les tailles de problemes sont
illustrées par la capacité de stockage nécessaire aux matrices de rigidités sur la figure
2.37. Lafigure 2.38 présente, elle, la capacité de stockage nécessaire a stocker matrices
de rigidités et vecteurs second membres dans le cas d’'un calcul direct et de la sous-
structuration. La table 2.5 reporte ces diverses caractéristiques.

sous-structuration (total) || calcul direct sur un secteur
Maillage || nbddl | enc. (rigidité + nb enc. (3 rigidités +
total | 2d membre x 12 ddl 2d membre)
1 6303 3 Mo 3339 5Mo
2 30615 33 Mo 20697 98 Mo
3 84931 163 Mo 64 047 664 Mo
4 191829 610 Mo 155361 2943 Mo

TAB. 2.5 — Caractéristiques des problemes
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Encombrement (Mo)
00 rigidité de 1/12 du probléme

*
¢ Calcul direct 3Go
T|m Sous-structuration
2 000+
10004 592 Mo
* | |
0im—$%= f . t {
3,3 20,7 64 155

Nombre total de ddl (1 000)

FIG. 2.37 — Encombrement pour un secteur

Encombrement (Mo)
rigidité + second(s) membre(s)
106 T

¢ Calcul direct 52 Go
m Sous-structuration .
104 ¢ *

102 4 . .

1 !

37

FIG. 2.38 — Encombrement pour traiter la totalité du probleme

240 750 1831
Nombre total de ddl (1 000)
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Le type de résultat obtenu est la contrainte de Mises présentée sur la figure 2.39,
et 'analyse des zones fortement chargées au niveau des contacts (dans les plans méri-
diens de la figure 2.40) qui est représentée sur la figure 2.41.

FIG. 2.39 — Contrainte de Mises sur les composants du roulement

lls ont étés obtenus en 200 itérations sur les 12 systemes simultanés ; la figure 2.42
donne la courbe de lindicateur d’erreur en fonction des itérations (pour le maillage
numero 2) et le tempspPu cumulé total de I'analyse est reporté sur la figure 2.43, et
dans la table 2.6, en fonction de la taille du probleme traité.

TempscPucumulé CRAY-T3D)
Maillage || initialisation | 200 itérations| total

1 52s 2500s 2600s
2 160s 13150s 13300s
3 650s 52800s 53400s
4 2700s 398000s | 401000s

TAB. 2.6 — Co(t de la résolution
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FiG. 2.40 — Zones méridiennes des contacts

Contrainte de Mises (MPa)

Il 3750
3210

[ 2630

I 2140
1610
1070
540
o

FIG. 2.41 — Contrainte de Mises dans les plans méridiens
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Indicateur d’erreur

Itération
lOE_2 1 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160

FIG. 2.42 — Evolution de lindicateur au cours des itérations

Co0t total CRAY-T3D (s)
107 T

m 200 itérations
Qinitialisation

105+

1091 !
10 ' |
240 750 1831
Nombre total de ddl (1 000)

)
\\.\\.\.‘
N

FIG. 2.43 — Co(t de I'analyse en fonction de la taille du probleme
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Ici encore, on observe une réduction importante de 'encombrement lors de I'uti-
lisation d’'une sous-structuration ([Fonseka 93]) par rapport au calcul direct sur un
secteur, et a fortiori sur la totalité du roulement. Ceci est essentiellement di a la ré-
duction importante de la largeur de bande des problémes locaux aux sous-structures :
ici les bagues du roulement possedent une topologie de forme torique tres pénalisante
pour la largeur de bande.

La séparation des difficultés dans les approcagsn conduit a ne traiter les non-
linéarités qu’au niveau de I'étape locale. Sur ce probleme ou ces non-linéarités (contact
unilatéral sans frottement) sont uniquement liées au comportement des interfaces, il
est alors possible de traiter les différents secteurs comme autant de cas de charge dif-
férents sur une méme géomeétrie, ce qui s’applique facilement lors d’'une technique
de sous-structuration, [El Hami et Radi 96]. Un exemple typique d’utilisation d’inter-
faces particulieres comme celles présentées ici, est celui de I'analyse de structures avec
conditions de périodicité, comme par exemple, les cellules de matériaux composites,
[Charpentier et Maday 95].
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Apres avoir mis en place au chapitre précédent une approche mixte en décompo-
sition en sous-structures et interfaces, issue de la méttrade, nous allons étudier
plus en détail sa mise en ceuvre numérique dans le cadre d’une analyse par éléments
finis. Nous nous restreindrons ici au cas de maillages conformes a la traversée des
interfaces ; 'aspect incompatibilité de maillages est cependant intéressant lors de I'as-
semblage de structures a priori distinctes, dont les maillages peuvent éventuellement
provenir de sources différentes, [Farhat et Géradin 92], [Champaney 96].

Le premier type de discrétisation mis en place concerne I'approche cinématique ;
bien que la méthode traite de fagcon compléetement symétrique efforts et déplacements,
le réle du déplacement devient alors, aprés discrétisation, prépondérant par rapport aux
guantités statiques. Les propriétés de la solution obtenue a convergence montrent alors
gue cette derniére est identique a celle classiqguement obtenue par résolution directe du
probleme de référence discrétisé et traité par les mémes éléments finis en déplacement.

La deuxieme approche cherche a rétablir la symétrie précédente. Elle conduit donc
a envisager la discrétisation explicite des quantités effort. Comme nous nous plagons
dans le cas de figure de I'élasticité linéaire, toute I'information sur I'état courant d’'une
sous-structure est connue a partir des seuls efforts et déplacements bords. Ce sera
donc sur ces seules quantités que des discrétisations particulieres seront choisies. La
contrainte ne sera donc pas représentée sous forme d’'inconnue, mais comme précé-
demment, post-traitée. Nous détaillerons les modifications a apporter & I'implantation
de I'approche cinématique, la régularité moindre a imposer aux efforts permettant de
les substituer localement dans le probleme global sur chaque sous-structure. La solu-
tion a convergence est, cette fois-ci, celle d’'une formulation mixte qui fait jouer un
réle plus important aux interfaces et a I'équilibre.
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3.1 Cas d’une formulation en déplacement

Le probleme posé a I'étape linéaire (chapitre 2.2 page 50) peut se réécrire sous la
forme de la minimisation d’un potenti&l de type « erreur en relation de comporte-
ment» :

min LIJ(Q,W,U',E) [31]
(Q7W)€Uad
(U>E)€Sad

WEUEWE 0% EF) = 5 [ TH(0F — (U)K (oF —c(uF]dat

1 E ~E _ E ~E
3, e [(E5—FS) o -5

ou

(k) (BB = FF) k- (WE W) |ds
pour des couples déplacement—déplacement fFdWE) cinématiquement admis-
sibles, et contrainte—effort bofd-F, FF) statiquement admissibles.

Par choix de la séparation des difficultés lors de la mise en place de I'approche a
grand incrément de temps, le probleme a traiter est ici forcément linéaire. Le potentiel
YE se découple alors aisément en une partie ne faisant intervenir que les quantités de
type cinématiquéU &, WF), et une autre ne faisant intervenir que les quantités de type

statique(oF,FF). En effet :
LIJE(QEquvo-E7EE) =

_1 Ew-1_E 1 E E -1l rE_p

— ) TrotK o ]dQ+§/ (EE—F5). (k) " (EE —FF)ds+
1 -

+= / Trle UE)Ks(UE)]dQJrZa (WE

~WE) k- (WE —WE)dst

—EF).(WE - WF)ds

/ TrloEe(U dQ+/

et le dernier terme —le terme de couplage—, en utilisant le fait que le complEF)
doit étre statiquement admissible ([2.2], page 47), devient :

- [ et dQ+/ (EE—ES). (WE—WWF)ds—
0iQ
_ E E E
S Qgid'u dQ — 6ZQEEd'Q dsS— algEUd o-ndSt+
/GQE(_EE WE —FE.W© +F5WE)ds
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La formulation en déplacement de I'étape linéaire s’en déduit donc de la fagon
suivante :

min Y (U W 3.2
(UW)EUaqq 1 W) 13:2]

wE(QE,V_\/E>:% _Trle EYKe(UE)|dQ+

ou

/ _WE) -k (WE —WE)dSt
2 OE

/ UEdQ- [ _F4-UFds- [ FF.wEds
QE— 0,QF 0iQE

pour un coupléUE WE) cinématiquement admissible.

Considérons maintenant la discrétisation de type éléments finis en déplacement
QF,, de la sous-structur@F (de facon & conserver un maillage conforme de part et
d’autre des interfaces) :

=5 a¢,M) eUncU
|
ou 9i est la fonction de base relative au noede la discrétisation, et (figure 3.1)

ZOh 6. M)goe €WhCW

afin de satisfaire a la condition d’admissibilité cinématique, pour laquelle on a donc

$i(M Nl e

FIG. 3.1 — Discrétisation des champs bord

W, = traceUy, c’est a dire la restriction de&l,, sur le bord, [Bourgaét al. 89].
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Le probléme de minimisation [3.2] est alors approché par son équivalent discrétisé
dont la condition de stationnarité s’écrit :

v;qu*gj e U?,

E [ Tre 1dQ | ~$.dS
Elj{q/r e(9))] q+q/¢ 9, d:-}
:E;Z{ oe 10 ;00 qiE*Jr/azQEEd'?stcf“’
+/0 (B +kWF) -9 dS q:—*}

iQE
On retrouve un probléme éléments finis classique de type élasticité linéaire sous-
structure par sous-structure, formellement identique a celui déja obtenu dans le cas
unidimensionnel au chapitre 2.3 (page 59).

([KE]+ KD [a"] = [fF] [3.3]

[KE] est la matrice de rigidité de la sous-struct@®, [kF] est un terme provenant de

la direction de recherche ket toutes deux restent constantes au cours des itérations.

[KE] 4 [KE] est donc factorisée une fois pour toute lors de linitialisation de I'algorithme

par le processeur gérant la sous-strucffre[qF] est le vecteur colonne contenant tous

les degrés de liberti de cette derniére €tF] est un terme de charge ol interviennent

les résultats de I'étape locale précédente; il est donc nécessaire de ré-assembler ce

dernier & chaque itération et de procéder a une montée-descente pour détigfrhiner
L'obtention d’'un champ de contrainte et d’effort peut alors se faire localement en

post-traitement de I'étape linéaire, en utilisant les relations de comportement :

avecWE = QEiQE' De tels champs ne sont statiquement admissibles qu’en moyenne
au sens de la discrétisation éléments finis choisie. En effet, par exemple en I'absence
de charges extérieures, ils sont liés par :

YU W) e Und, [ TrioeUEaa = [ EE-weds

En fait, lors de I'étape locale suivante, seuls les champs hfdet FE seront né-
cessaires ; eux seuls seront donc calculés et le champ de congrfipiaurra n’étre
déterminé gu’en post-traitement de I'ensemble du calcul.

Pour I'étape locale, le choix de la représentation des champs d'intakfaste-
est moins immédiat. Ces champs interviennent dans le calcul de la ¢h&fge leur
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intégration est effectuée de fagcon approchée a partir de leur évaluation en un certain
nombre de points de Gauss. Un choix possible est donc de stocker leurs valeurs en
ces points et ainsi d’écrire I'étape locale en ces mémes points (annexe A, page 181).
Dans le cas d'interfaces parfaites, de maillages conformes et si les CE@rm;set
Vﬁ_l/z servant a initialiser I'algorithme ont la régularité 4, par interface, on peut
noter qu’au cours des itérations, ils gardent cette régularité. La représentation est alors
équivalente a la représentation nodale sur les maillages des inteffices

Le fait que la solution a convergence soit celle du probleme de départ exprimé lui
aussi par une formulation en déplacement, [3.19], sera montré au chapitre 3.2.3, page
101.

Notons dés a présent qu'’il est aussi possible d’écrire I'étape locale « en moyenne »
similaire a celle de I'étape linéaire [3.1], c’est a dire sous forme de minimisation d’'un
potentiel® de type « erreur en relation de comportement » :

min D(W, F) [3.4]
WeW, WE-WF surrEF
~ ~ - ~e/
FeF. FF4FF —0surr®®

o=y ¢FF

rEE/

ou

¢FF (W5 WS EE T =

1

é rEE
[(EE/ —EE,) B k+(V&E/ —V_VE/)} . (k+)_l [(EE’ —EE,) B k+(V&E/ —V_VE/)] ds

E

(B —E5) — k" (WE — W) - (k) 7 (BF —EF) — k" (W — )|+

Ici encore, le probléme se découple de la fagon suivante :

(pEE/(WanElvEEaEE/) =

~F'

A TES) (k)

- é rEE/ (E

(WE — WE) -k (WE —WE) + (WF —WE') - k+(WF —WF') dst

[ O W) (B - E5)+ (W - W) (EF - EF)ds
r

E

TES) () THET-ER) - (F ~ES)+

et le dernier terme —le terme de couplage—, en utilisant le fait que les équations
associées R sont vérifiées (comportement des interfaces), s'écrit :
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3.1. Cas d'une formulation en déplacement

avec, par exemple dans le cas d’'interfaces parfaites ([2.4], page 47) :
ME \AEN £ E_p

¥ (WE W)

WELEE _WELEF =
Le cas d’interfaces de contact déja présenté [2.5] se traite similairement; en effet, le
dernier terme de couplage devient alors :
W EEWE R = (W W) FF
AE W E =E  EE gE\ EF
=—W W ). (wFE"+(n="-FE")n
W™ —-W")-(mE”+(n"" -E")n"")
0
[0 (WE W) | (n=F )

Le probléme de I'étape locale consiste ainsi a minimiser les potentiels suivants :
[3.5]

min ,
WeW, WE=WF surrEE

1=y ¢~

ou
rEE/

(W= —WE) k(W —WE) dSt

BB ]
o W WT) =5 W
1 ~ E/ / ~ E/ /
+5 [ (WS —WE) kT (W™ —WF) dst
2 Jree
+ [ o (W5 ER+ WS E) as
rEE
et
min ®(F) [3.6]
EcF, ES+EF =0surrE®
ou
P =Y ¢EF
rEZE’
1 sE ~E, 1 ~E _1,gE
G5 () =5 [ (B —F5)- () HE" —FF) dst

1 ~F/ / ~FE/ ’

+= [ (EF —FF). (k") Y EF —EF) dst
2 Jree

+ [ (WE B wF E¥) as

rEE
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3.2 Discrétisations et propriétés a convergence

L'approche précédemment décrite sur le probleme continu met en ceuvre un algo-
rithme itératif qui, lorsque le nombre d’itérations tend vers l'infini, fournit la solution
au probleme de référence ([Ladeveze 96]). On peut donc s’interroger sur I'influence
du choix de la discrétisation pour les deux quantités mises en jeu : les efforts et les
déplacements.

On se place maintenant a convergence pour un probleme discrétise, c’est a dire
gue les éléments respectifets de Ag, etI', n'évoluent plus au cours des itérations
(figure 3.2).

h

N AN AN
Sn+1/2 =Sn+3/2=S
Sh=Sm1=S

, Adh

FIG. 3.2 — Convergence pour un probleme discrétisé

La formulation en déplacement décrite au chapitre précédent conduit a privilégier
les quantités cinématiques, c’est a dire le déplacement bord, par rapport aux quantités
statiques, les efforts. La description de I'algorithme au sens du milieu continu traitait,
guant a elle, a égalité d'importance ces deux types de quantités. Nous allons ici mettre
en place une technique de discrétisation qui se veut respecter cette symétrie.

Choisir une discrétisation revient a choisir les espaces dans lesquels sont décrits
les divers champs cherchés. On noteraici :

— Fy, I'espace de discrétisation des champs d’effBretF, puisqu'ils représentent

des quantités de méme nature,

— Uy celui deU, ainsi que

— W, celui deW etW.

Remarquons des lors que lorsque I'on choisit la formulation en déplacement précé-
dente, le champ de déplacement béfetant obtenu par une prise de trace du champ
de déplacement intérielyE = QEiQE’ I'algorithme impose une continuité supplé-
mentaire aux « coins » (intersection de mesure nulle entre interfaces) pour les champs
W.

Le choix de ces espaces de discrétisation se fait en considérant la nature des champs
correspondants. Par exemple, pour les quarefféstssur le bordF etF, sont I'ana-
logue des contraintes pour la mécanique des interfaces. Il est alors naturel de représen-
ter ces quantités avec une interpolation de méme type que celle des contraintes ou des
déformations, c’est a dire avec un degré d’interpolation en moins que celui des dépla-
cements (et sans imposer de régularité entre les éléments). D’autre part, en privilégiant



3.2. Discrétisations et propriétés a convergence 96

la description des interfaces par leur relation de comportement, un saut de déplace-
ment bord peut s'interpréter comme la « déformation » associée a I'Efftihe telle

interprétation est classique dans les cas d’étude des interfaces ([Ladevéze 85], [Allix
et Ladeveze 92]). On est donc conduit & choisir une discrétisation des déplacements

bord telle queFy = kW, |.

3.2.1 Expression des directions de recherche

On se placera désormais dans le cas ou les directions de recherche des étapes lo-
cale et linéaire sont conjuguées, cadre privilégié pour les propriétés de convergence
de l'algorithme (chapitre 2.3, page 59), c’est a dire pour lesquelles k~ = k. De
plus, pour alléger les notations, le paramétre de direction de recherche sera écrit sous
la forme k= Klg.

La direction de recherche de I'étape linéaire ([2.7], page 52)

(FE—E%)+kWE —W") =0 sur 9;QF
est alors vérifiée (en moyenne) au sens suivant :
VE* € Fy,
3 [y (S-S KES 4 W %) 5 | ds=0 [27)

guant a I'étape locale, la version discrétisée des équations d’Euler traduisant la station-
narité des potentiels ([3.5] et [3.6]) devient :

rEg’
£ 3 [ [ W) R W as=0 [38]
e EE
et:
VE* e Fn, BT 4EF* _OsurrEE
S [0 [(EF-F5)- KBS WE ¥ sy
EE/
rEE/
+ D / [<EE'—EE’>~kfléE'*+v_vE"E‘E'*] dS=0 [3.9]
e rEE/

En utilisant le fait que pour une quanti#& définie sur les interfaces, de pures
considérations géométriques conduisent a :

Ez /o.QE aFdS= / (aF +a)ds

rEE
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la direction de recherche de I'étape linéaire [3.7] est équivalente a :

VE* e Fpn EX 4B = 0surrEE,
[(F%—F5) Kk E™ 4+ (W° —WE) . F"| dst

e rEE
- / [(EE/—EE')~k*1EE'*+(V&E/—v_VE’)~ EE'*] dS=0 [3.10]
= rEE/
et simultanément :
Z/ FE—E5) K+ (W5 —WE) - F™| dst
= rEE
— Z /EE/ L ,) k 1EE/*_(WE/_WE/>,EE*:| dS:O [3.11]
EE/
En se restreignant au cas des interfaces parfaites ([2.4], page 47), c’est a dire quand
on a suf EF N o
W =W~ et E+F =0
alors o
W= FEds= (W= F5+W" FF)ds=0
0iQE &) Jree

Dans ce cas, Ies expressions [3.9] et [3.10] permettent de vérifier I'expression du rac-
cord en déplacement de la solution :

VE* € Fp, z/ (WE—WE).E®ds=0 [3.12]
e Jree
et: .
~Ex ~E / _1~Ex
EE cF / EE_ Z(FE_FF)| .k EF*ds=0
RS [ B SR e
.. a A 1 /
dans laquelle, en choisissdht” = F= — E(FE —FF),ona
EE:%(EE—EE’) sur TE¥ [3.13]

Il reste encore a faire intervenir la seconde partie [3.8] de la direction de recherche
de I'étape locale. Au vu des choix de discrétisation, elle s’écrit aussi :

VE* € Fp, ﬁE*+ﬁE’* —0,
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Avec la derniére des expressions [3.11] a employer, cela permet d’écrire d’'une part :

VE* € Fy, /EE (FE+EF).k EFds=0

rEE’
et, en particulier en choisissaft* = FE + FF', cela permet de montrer :
FE+FF =0 sur rFF

ce qui permet de renforcer la propriété [3.13] en I'égalité des efforts

A

FE=FF et FF =FF sur rE¥ [3.14]

D’autre part :

VE" € Fp, /EE, [_ L wE L wE) | EFds=o0
EEI r

ce qui donne avec la premiere propriété a convergence [3.12] :

VEE € Ry, / (W - wF) E¥ds=0 3.15]
[

Toujours au vu des choix de discrétisation, elle s’écrit aussi :

YW e Wi, (WE —WE). k= dS=0

eten prenar@E* = V&E —WE, on obtient I'égalité des déplacements bords :

WE —WF et WE —=WF sur rEF [3.16]

L'ensemble des relations [3.14] et [3.16] sont alors les propriétés de la solution a
convergence. Elles permettent de vérifier gaes.

3.2.2 Exemple

Afin d'illustrer ces propriétés, considérons I'exemple présenté sur la figure 3.3.
les éléments employés sont des triangles a trois nceuds. La définition des espaces de
discrétisation en déplacement bord est celle des champs constants par aréte (figure
3.4). Lareprésentation des fonctions de base bord analogue a celle de la figure 3.1,
page 91 pour le cas de la formulation en déplacement, est cette fois-ci celle de la
figure 3.5. On peut vérifier sur la solution déformée, les propriétés a convergence
[3.16] en déplacement, c’est a dire la continuité en moyenne seulement (ici, aréte par
aréte d’élément bord) du déplacement éléement fini. L'allure des efforts bord, au vu
des éléments choisis, est quant a elle conforme a la figure 3.6 dont I'analogue pour
I'approche en déplacement serait celle de la figure 3.7.
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QF

QE

7 Ud

-

FiGc. 3.3 — Exemple, maillage et décomposition, et déformée a convergence

e noeud de discrétisation classique

BZ' X noeud de discrétisation bord
o——K—0

—— fonction de base classique
segment 1 noeud

..... fonction de base bord

FiG. 3.4 — Elément discontinu d’interface associé au triangle a trois noeuds

wi(M)

FIG. 3.6 — Exemple de champ d’effort discontinu par élément
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FiG. 3.7 — Exemple de champ d’effort issu de la formulation en déplacement
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3.2.3 Expression de I’admissibilité

L'admissibilité pours s’écrit en déplacement a partir de [3.1] de la fagon suivante :
Y(U*,W*) € Uad,

EZE/ Trie(UF)Ke(UF)dQ+ [ (WE—W5) kwEdst
QE 0;QFE

[ EE.wErds— / f .UEda+ [ F,.UEdS
/aiQE_ — EEE Qe—d = 0,08 4 =

(U,W) € Uag, correspondant maintenant auxe Uy, etW € Wi, liés par la relation :

W e W, | (U e ~WF) kW dS=0 [3.17]
La propriété de raccord [3.15] permet d’écrire :

EZE / E_WE) . kwErdS=0
QE

ce qui permet d’exprimer I'admissibilité sous la forme :
V(U W*) € Uady,

3 e TR 00 - / EF . WErdS—
E QE 0,QE

= f .UBdQ + F.-UFdsS
3 fpetauSdas [ Equ

pour donner la formulation attendue :
pour (U, W) € Uagn, E € Fn, E-+E° =0, trouver le point selle de

{ /Tr )jdQ — z/EE,_ (WE —WE')dSt

rEE/

- /f-gEdQ—/ F4-UEdS! [3.18]
£y, JoE —d 9,QF

Enfin, si de plus, on se place dans le cas de I'approche en déplacement du chapitre
3.1, page 90, la formulation [3.18] est toujours valide ; elle correspond a un lagrangien
augmenté ([Fortin et Glowinski 82]) qui est équivalent au probleme de minimisation
sous contrainte :

. 1 E E
g { 5 3 e T KEUE o

!‘FEE’:Q‘FEE’

- f .UEdQ— F -UEdS} 3.19
E%; e—d = 0,05 4 T 13.19]
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qui représente la formulation éléments finis en déplacement du probleme de référence.
Il s’agit bien ici de I'approche en déplacement telle qu’elle a pu étre décrite au
chapitre 1.2, page 19.
Une discrétisation des efforts similaires a la trace sur le bord des déplacements
intérieurs est a rapprocher de la méthode « mortar, » pour des maillages conformes.
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3.3. Unicité

3.3 Unicité

Discutons tout d’abord de I'unicité de la solution de la formulation [3.18] préceé-

dente. Pour cela nous noterons

/Tr le(UE)Ke(UF)|dQ+

A((U,W);F) =
UEds

—z/ EE. (WE —wE) o|s—E2‘E L-UEdQ -
EE/ QE azQ

EE’

3.3.1 Unicité en contraintes
Le probléme consiste a trouver le point selleAlpour des(U,W) € Uas, F €

Fn,F~+F '—0.En supposant avoir une solutifU o,, We,); Fey) . qui vérifie donc

les conditions de stationnarité :

V(Q* W*> € Uach»
E)Ke (UE*)]dQ — Z/EE/— (WE* — WE™)dS—

Ez/ Tre
QF &
E* Ex
_ dQ-l—/ F..UE*dS
EZE/QE—d v e Y

ce qui traduit 'admissibilité en moyenne, et
2% E E'\qa_
VE" € Fy, z rEE/E (W= —-W*=)dS=0

ce qui traduit le raccord en déplacement en moyenne. Les inégalités suivantes sont
aussi vérifiées.
V<Q7W) € UadhaE € Fh7
=) < A((UewWe)i Fex) <A((U,W);Fey)

A((QemWeQ;E —
En écrivant ces inégalités symétriquement avec deux solutions supposées distinctes et

notés respectivement 1 et 2, on obtient
A((U2,W,);Fy)

A((Ug,Wy)iF5) <A((Ug,Wy)iFy) < =
<A((Up,Wy) Ep) <A((Ug,Wq);E»)

etdonc:
=A((U,W,); F))

A((Ug,W,);iEy) =A((Uy,Wy);Fy)

= A((Q1»V_V1)?E1)
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3.3. Unicité

Ceci permet de calculer :

0= [A( —1 lf; ) ( U27W2 ?2)} +
B [A ) E ) ( U27W2)’E1)]
E A E £ -
z /EE’ =1 E [(Wl W3) — (W1 —W5; )] dSs
rEg/

et en utilisant la stationnarité :

0= EgE . Tri(e(UE) -

On peut donc conclure quant a l'unicité en deformatiefy),) = e(U,), donc en
contraintesp1 = o». D’autre part, les solutions 1 et 2 doivent vérifier 'admissibi-

e(U5))K(e(UF) —e(U5))]dQ

lité en moyenne déja mentionnée,

V(U W) € Uadf,
E Ex Ex
Y Je TeUFReUS a0 [ B WEds=

:EZ /QEid,QE*dQ—f— aQEEd'QE*dS
cE 2
pouri=1,2

Par différence, avec la propriété d’unicité en déformation, on obtient
YW* € W, Ez/ ). WE*dS=0

Et par choix des discrétisations :

VE* € Fp, EZE/G.QE

En remarquant que les espaces de discrétisation en question ne contraignent pas a la
continuité entre éléments de frontiére, mais seulement aréte par aréte en bidimension-
nel, ou face par face en tridimensionnel, on peut en conclure a l'unicité en efforts,

) -k IEE*dS=0

3.3.2 Unicité en déplacement
L'unicité en déformation (compatible avec un champ de déplacementg(U))

précédente, implique I'unicité en déplacement a un mouvement infinitésimal de solide

rigide prés. Autrement dit, la solution discrétisée en déplacement & conveldfeiee

la sous-structur@E peut s'écrire sous la forme :

UE=UE+U5+MO,uf
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ol UE, est la solution discréte exacte, pour laquelle il y a unicité si le probléme de
référence (figure 1.1, page 17) est bien posé; et le torseur de mouvement de solide
rigide de la sous-structu®F est :

E
VE — {@o}
UsSo

Des propriétés a convergence sur le saut de déplacement [3.16], et de I'admissibi-
lité discréte [3.17], on déduit une propriété de raccord entre les sous-stru@fues
QF:

!

VE € Fh; /rEE’ (QE\aiQE _QE

propriété verifiée bien entendu par la solution exacte. On obtient donc la propriété de
raccord en déplacement :

IaiQE’) -EFds=0

/

FE dS+ (w5~ w5): [ OM,EFds—0
r

EE —

vF € Fn,  (UE—UE). /r

c'estadire:

TExVE=0
ou T E est le torseur résultant dec Fy, sur la sous-structur@E. Une condition suf-
fisante d’unicité en déplacement est donc d’avoir sur chaque intdif&ceu moins
2 points de discrétisation en bidimensionnel et au moins 3 points de discrétisation non
alignés en tridimensionnel.

3.3.3 Cas de la formulation en déplacement

Dans le cas de discrétisation en déplacement présenté au paragraphe précédent, la
minimisation du convexe [3.19] permet de conclure directement a l'unicité en dépla-
cement, donc en déformation, puis en contraintes.

Une différence notable par rapport au cas précédent, discrétisé, est la continuité
renforcée aux nceuds « coins » des champs admis¥ibliess conditions de continuité
ne sont plus linéairement indépendantes en général (par exemple, cas d’un coin appar-
tenant a plusieurs interfaces différentes), seule la somme des efforts de part et d’autre
sera alors indépendante de la solution. On peut montrer, de plus, que cette somme est
conservée au cours des itérations de l'algorithme (du moins dans le cas d’interfaces
parfaites) : c’est donc la solution initiadg qui fixera ces constantes arbitraires.
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3.4 Implantation numérique

L'étape linéaire discrétisée consiste maintenant :

— atrouverfUE WE) cinématiquement admissible au sens discret, ce qui lie le dé-
placement intérield F et le déplacement bol¥E de la facon déja mentionnée
[3.17], page 101) :

e W /acz (UFg0e —W5) - kW="dS=0
— avérifier 'admissibilité statique discréete qui s’écrit :

V(U W) € Ua)
[ TeUKe(u™)aa= | FE.wedsy
+ QEjd U dQ + 6QQEEd -UFds
— avec la direction de recherche ([3.7], page 96) :
VE* € Fp,
3 e (5 —ED) KBS+ W %) 5| ds=0

En utilisant les fonctions de base pour traduire le choix de discrétisation discuté
précédemment (paragraphe 3.1, page 90) :

= IZQiEC_ﬁ (M) eUE
= kM) e W
= ZQEEK(M) eFE
'admissibilité cinématique devient :
Z/aiQEQK'%dS Vg = IZ/aiQEc_qwiQE-glds §
soit :

[ME][w] = [NF) (o]

ol [ME] est symétrique, définie positive.
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L'admissibilité statique se traduit alors par :

V(UE* = Zq oW = ZWE*EK) € Uagp

Zq,/Tr )]dQ q Z/Efd(de q
+;/6295Ed'(—pjds ¢ Jrggk /aiQEEk'%dS W
soit :

(7] [KE)[a™] = [fa) - [a=*] + [9F] - M) [w="]

Avec la direction de recherche :
E 0.dS *:/lek\f\/E-dS*
ggk /aiQEgk Y, W Z aiQE(_ +RWT) -y, W
_ZWE/aiQEEk'kEIdS w*

Soit :
[9F] - [ME][W=] = [67] - W5 — [WF] - (kS [wF]
I'effort [gF] peut étre substitué dans I'équation d’équilibre pour donner :

LN [oF* ]+

LNETAET . IKETTIMET™
[N"][97] - [K=][MF]
Cette opération est peu colteuse car, au vu de la continuité des fonctions de base bord

élément par élément seulement, les matrjté’s] et [NF] sont des matrices blocs par

élément. La substitution peut donc se faire elle aussi élément par élément.
Finalement, le probléme a résoudre a I'étape linéaire est le suivant :

(K51 + (M5 INEEY CINTIEE)

[oF]- [KEJ[@™] = [fa] - [a™] + [67] - (MF]

— [ME]” '

INF][g™]

t
INED)) (0] = [fa] + (M)
(k7] [f5]
qui est donc trés similaire a celui obtenu par I'approche purement cinématique ([3.3],
page 92).

En post-traitement de ce probléme global par sous-structure, le déplacement bord
est obtenu par 'admissibilité cinématique discrétisée :

-1
[WE] = [MF] “INF][oF]
et les efforts bord par la direction de recherche de I'étape linéaire discrétisée :

[97] = IMF]H(1§7] — (K] WF]) = M) Hg"] — [KE] (0]

-1

. >y
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En fait, dans le cas de discrétisation choisie, la direction de recherche est vérifiée exac-
tement. Les efforts bords peuvent donc étre obtenus localement en chaque point de
discrétisation par la direction de recherche de maniére identique a celle utilisée lors de
'approche cinématique :

FE=F5 +k W5 —kWE

Les choix effectués pour I'implantation numérique supplémentaire dans ce cas de dis-

crétisation sont de privilégier le stockage au calcul pour le témﬁfl[NE] élément

par élément, et bien entendu de conserver toujours les informations nécessaires pour
l'intégration sur les éléments bord (valeur aux points d’intégration des fonctions de
base pour I'élément de référence, et celle du produit du Jacobien par le poids d'inté-
gration pour les éléments réels) pour le calcu[ffq.
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3.5 Exemples

Afin de comparer la qualité de la solution obtenue a convergence par les deux types
de discrétisations (c’est a dire la solution du probleme éléments finis direct [3.19] et
celle de la formulation mixte [3.18]), 'exemple traité est celui d’'une plaque trouée en
déformations planes et en élasticité linéaire de module d'Ydting 200 GPa et de
coefficient de Poissom = 0,3 dont un quart est représenté sur la figure 3.9.

FiG. 3.8 — Probléme de référence

V& &G

B H B "

FiG. 3.9 — Probléme traité

Elle est soumise a un chargementtel que la solution du probleme milieu continu
de référence est la solution analytique en contraimtgde la plaque trouée infinie en
traction (figure 3.8) :

o f_od (1—%) [1+(1—3§)cos$] —(1—%)(1+3;§2)sin29
ret— 5
2 R? R*
(14+7z)—(1+377)cosD (e .8)
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FiG. 3.10 — Décomposition en 42 sous-structures et interfaces

Nombre d’éléments 84 336 | 1344 | 5376
Formulation en déplacement0.254| 0.200| 0.135| 0.082
Formulation mixte 0.205| 0.168| 0.129| 0.082

TAB. 3.1 — Erreurs a convergence suivant la taille du probleme

Une décomposition en 42 sous-structures est alors réalisée sur la figure 3.10.
A convergence, les solutions obtenues peuvent étre comparées a la solution analy-
tique de référence par I'erreur relative :

| — ored|

Cref =
| ovet||

ou o] = sup%aK‘la est pris sur les points d’'intégration du maillage sous-tendant
'analyse éléments finis. Sont alors illustrées sur la figure 3.11 et reportées dans la table
3.1, les valeurs de pour différentes discrétisations (avec des triangles a 3 nceuds) et
toujours 42 sous-structures. Ici, I'espace de discrétisdigrest le méme que celui

déja utilisé dans I'exemple 3.4 de la page 99.

Quand le nombre d’éléments croit (& nombre de sous-structures constant), les deux
solutions tendent a devenir équivalentes ; en effet, la proportion du nombre d’éléments
bord par rapport a celui des éléments internes décroit alors. Pour la solution en dépla-
cement, comme il s’agit d’un probleme sans singularité et que les éléments employés
ont un degré d’interpolation de 1, la convergence asymptotique de I'erreur globale en
énergie doit étre d’ordre 1 dnqui est la taille des éléments. Comme le nombre d’élé-
ments varie sur cet exemple commeé, sur la figure 3.11 est rappelé la pente de valeur
—0,5; I'erreur locale finit, elle aussi, par rejoindre ce méme degré de convergence.

D’autre part, ce choix particulier de discrétisation permet aussi de réduire la taille
des messages en réduisant le nombre d’informations nécessaires pour décrire les quan-
tités bord. Il apparait aussi que les efforts bords sont liés plus fortement a la contrainte
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0.26 | o : ’“;
i v)‘ rm
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FiIG. 3.11 — Comparaison des solutions a convergence

intérieurec® = KeF ; en effet, 'admissibilité sur chaque sous-structure s'écrit :

V(U5 W) € Uagy,
/ TrloEKe(UE*)]dQ — / FE.WE*dS+ / f,-UEdQ + / 4-UE*dS
QE 0;QFE

ce qui entraine :
VUS W) e Uad [ ofnUfaeds= | FE.weds
0iQ

On peut remarquer de plus que dans le cas des éléments présentés dans I'exemple
(ou la contrainte est uniforme par élément), cela permet de conclure, pour la solution
discréte trouvée, a :

ofn=FF sur 9,QF

Bien entendu, d’'autres éléments permettant une telle discrétisation sont construits,
la table 3.2 les illustre avec les fonctions de base standard en déplacement et celles
choisies pour discrétiser les champs bords.
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segment 1 noeud triangle 1 noeud

< < X y. .
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segment 2 noeuds triangle 3 noeuds

———————

quadrangle 1 noeud (3 fonctions)

e  noeud de discrétisation classique

X noeud de discrétisation bord
—— fonction de base classique

..... fonction de base bord

TAB. 3.2 — Exemples de fonctions de base sur des éléments d’interface
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De facon générale, on peut ranger les approches multi-échelles en mécanique des
structures dans trois catégories pour lesquelles les motivations sont a priori assez dif-
férentes :

— approche matériau : I'échelle de I'élément de volume est ici la taille caractéris-
tique, et la structure méme du matériau (par exemple, dans le cas des composites)
ou sa micro-structure (polycristaux) définissent d’autres échelles sur lesquelles
peuvent se baser les constructions de lois de comportement.

— approche structure : lors de I'analyse de réponses de structures, il est clair que
tous les phénomeénes n'ont pas une méme longueur de variation (zones a fort
gradient, effets de bord). Différentes échelles peuvent alors étre mises en évi-
dence, et des algorithmes, batis pour en tirer parti (ré-analyse locale, méthode
globale/locale, adaptativité de la discrétisation). Cette méme approche est uti-
lisée dans une méthode que I'on peut qualifier de « multi-modeles » ou le pré-
conditionnement s’effectue par une modélisation différente du méme probléme
mécanique de référence ([Batbial. 90], [Noor et Peters 88]).

— approche algorithmique : I'analyse du comportement des algorithmes itératifs
permet de faire ressortir une convergence plus ou moins forte suivant les lon-
gueurs de variation des effets a corriger (méthodes multi-grilles).

L'approche que nous mettons en place ici participe des deux derniéres motivations.
C’est pourguoi nous rappelons quelques techniques numériques utilisant deux ou plu-
sieurs échelles : les méthodes multi-grilles et les éléments finis hiérarchiques. Une
abondante littérature existe sur ces deux techniques ; en particulier pour les méthodes
multi-grilles et les techniques de décomposition de domaine, une importante base de
données est accessible dans [Douglas 92], et I'aspect parallélisme dans [MeBryan
al. 91].

Une extension multi-échelles est ainsi béatie, dans I'esprit de [Braetlake86] et
dans la trame de la méthodeTIN . Une caractéristique importante de celle-ci est alors
la longueur associée a la direction de recherche, qui devient une caractéristique d’in-
terface et n’est plus liée comme pour I'approche mono-échelle, a la structure globale.
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4.1 Techniques a plusieurs échelles

Méthodes multi-grilles

Historiquement initiées dans [Southwell 35] et [Fedorenko 64], ces méthodes se
sont principalement développées pour les problemes de mécanique des fluides a par-
tir de 1970. Parmi les applications plus récentes au calcul de structures, citons par
exemple [Parsons et Hall 90a], [Lebenal. 89].

Leur principe ([Hackbush et Trottenberg 81]) repose sur le fait que les méthodes
itératives classiques (gradient conjugué, Gauss-Seidel, Jacobi, relaxation, .. .) sont plus
efficaces pour réduire les résidus a faible longueur de variation au cours des itérations,
gue pour les grandes longueurs de variation.

Cela se traduit par une rapide décroissance de I'erreur lors des premieres itéra-
tions puis une stagnation de celle-ci, ou du moins un taux de convergence diminué.
Par exemple, considérons le probléme d’une poutre en traction uniformément chargée,
discrétisée en 31 éléments identiques (31 segments a 2 nceuds pour 31 degrés de li-
berté) dont on perturbe la solution de référence éléments finis par tous les modes de la
matrice de rigidité (avec une méme énergie de déformation sur chaque mode) comme
lillustre la figure 4.1.

9.0 10EO

T T T T T T T T T T

Déplacement Erreur en énergie
8.0 6

70 L 4 J
6.0 | d
50 L d
4.0 | d

. ) .
30 | solution perturbée |

x  solution E.F. de référence
20 L d

1.0 |

abscisse itération
0.0 L L L L L 10E-2 L L L L L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0 5 10 15 20 25 30

FiG. 4.1 — Solutions initiale et finale, évolution de I'erreur au cours des itérations du
gradient conjugué

Sur cette méme figure est représentée I'évolution de I'erreur en énergie par rapport
a la solution de référence au cours des itérations, lors d’'une résolution par gradient
conjugue.

On peut alors analyser pour chaque itération, I'écart de la solution courante a la
solution de référence, sur ces mémes modes propres (figure 4.2).

L'idée des méthodes multi-grilles est de réduire d’abord les hautes fréquences de
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FIG. 4.2 — Analyse sur les modes propres aux différentes itérations

I'erreur par ce genre d’opérateurs, qui sont alors couramment apigskiss I'erreur
résiduelle ayant une grande longueur de variation, on peut la capturer sur un maillage
plus grossier.

La méthode 2-grilles, pour traiter un probléme issu d’une discrétisation par élé-
ments finis, considére une grille « fin&y, de la formeK,gn, = f,, en notanqﬁ I'ap-
proximation courante de la solution cherchée. Lintervention d’une grille « grossiére »
Qy structurée (c’est a dire gu®y, est obtenu a partir d@y par subdivision de ses
éléments) se fait en trois étapes :

— pré-lissage :

apres quelques itérations du lisseur sur le systegha, — qﬁ) = rﬁ (qui cherche
a corriger I’approximationqﬁ), avec un résiduﬁ, on obtient la nouvelle approxi-

mationg"Y/? dont I'erreur eséy, = gn— o< /2. Le probléme a résoudre est alors
h h

N k+1/2 . . A R
Khen =rpoury= f,— thh+ / , qQui est a priori aussi codteux que le probleme

de départ. Cependant, si le lissage a été bien effectué, la sofytmmmporte
principalement des grandes longueurs de variation ; on peut alors le résoudre de
facon approchée par une :

— correction sur grille grossie@y :
on opere tout d’abord une restriction du résidu &y avecry = Rry, oUR
est un opérateur dit de restriction, pour transférer les informations sur la grille
grossiere ; puis, on résout le probléme grossier de facon dikgae = ry, et
on prolonge enfin le résultat sur la grille fitk, avecvy, = Peq, ou P est un
opérateur dit de prolongation, pour transférer les informations sur la grille fine.
La nouvelle approximation est alogs™? = g¢t2/2 4 .

— éventuellement, si 'opération de prolongation introduit des perturbations a pe-
tites longueurs de variation, on peut opérer un post-lissage afin de les éliminer.
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Le lisseur, le nombre de pas de lissage, les opérateurs de restriction et de prolongation
sont des parametres de cette méthode.

Dans le cas ou la résolution sur grille grossiére conduit encore a un probleme assez
grand pour que des méthodes itératives soient avantageuses par rapport aux méthodes
directes, cette résolution peut étre traité récursivement par une méthode 2-grilles. L'al-
gorithme résultant fait intervenir alors plus de deux niveaux de grilles et s’appelle
méthode multi-grilles.

Le passage par une grille grossiere permet :

— d’avoir une approximation du résultat sur grille fine,

— de corriger le résultat de I'échelle fine par un couplage avec I'échelle grossiére.

Eléments finis hiérarchiques

On souhaite tout d’abord déterminer une solution grossiére sur un maillage gros-
sier afin de trouver les zones a raffiner localement. Le but des éléments finis hiérar-
chiques est de permettre le calcul de la nouvelle solution sur le nouveau maillage tout
en conservant le maximum d’informations issues du travail précédent, a savoir : une
solution approchée grossiéere, et une matrice de rigidité grossiére assemblée (et éven-
tuellement factorisée) [Adjedj et Aubry 89].

Le principe de ces éléments finis hiérarchiques a été donné dans [Zienkédwaicz
83] : il consiste a remplacer la base éléments finis classique par une base dite hiérar-
chique. Le problem&q = f posé sur la grille fine peut alors étre réécrit en séparant les
fonctions de base en deux groupes : celles associées aux €léments grossier (d’indice
C) et les fonctions de base complémentaires (d'indixeCela conduit au découpage

par blocs :
Kee Ker| [oc| | fc
[KFC KFF} [CIF] B [fF] 1]

correspondant a un partitionnement multi-échelles de I'espace éléments finis.

Le conditionnement d& est amélioré par ce partitionnement, par séparation des
effets globaux principaux et couplage des effets locaux. En bidimensionnel et pour un
maillage quasi-régulier, on trouve dans [Yserentant 86] qu'’il se comporte :

— dans la base hiérarchique, a taille des éléments grostiexée, comme

1
oflog? )

— dans la base classique, comme
1
0(@)
ou h est la taille (quasi-uniforme) des éléments fins.
De plus, cette approche permet une adaptativité du raffinement. On peut en effet
remarquer que le problémé&cqc = fc correspond au probléme grossier. Résolu de

facon directe, il conduit une approximation de départ ppurEn imaginant I'ajout
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d’un seul degré de liberté hiérarchigge on est conduit a écrire comme approxima-
tion, connaissartg :
fe —KrcOe
Krr
On peut en déduire une forme d’approximation possible :

e one &)~ ]

Kec Drr| |OF fe

ou Dgf est la diagonale d€gg, approximation qui possede donc des caractéristiques
d’adaptativité et de hiérarchie.

OF =

Lien entre multi-grilles et éléments finis hiérarchiques

Le préconditionnement du probleme de départ conduit a la résolution d’'un pro-

bleme du type :
K{rc} - {fc}_K{ }
e fr aF

ou le préconditionneur peut donc étre choisi sous la forme :

=~ |Kee O
[ oo
Une autre technique de résolution, [Wiberg et Miller 88], s’inspire d’'une méthode

de Jacobi par blocs alternée (ou éventuellement non alternée) : connayssat
éventuellementc) on résouKccoc = fc — KcpQr directement, puis (éventuellement
en méme tempsXrrgr = fF — KpcQe par une méthode de gradient conjugué que
I'on peut préconditionner pddrr. Ecrit sous cette forme, il apparait bien des termes
de couplage entre échelles grossiere et fikgg et Kec. L'adaptativité se manifeste
par un ajout de couplages et d’équations. Par exemple avec un deuxieme niveau de
raffinement’ :

Keele = fec — Kerdr — Kep/ Qe directement
Krrdr = fF — KrcOe — Kep/Qer par gradient conjugué préconditionné
Kepger = fer — KeicQe — Ke/e Qe par gradient conjugué préconditionné

On s’apercoit aussi du lien étroit entre les méthodes multi-grilles et les techniques
eléments finis hiérarchiques ; ces dernieres peuvent étre écrites sous la forme :
— lissage sur le problénteéq = f, qui conduit au résidu

e =)< o]
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— restriction du résidu sur I'échelle grossiére

rc=R {rc} avecR= [Igc O]
=
— résolution a I'échelle grossiere :
Kecee = re c’est a direKeede = fc — Kergr

— prolongation :
dc| _
H

avecP =R, et doncgs reste inchangé aprés passage sur I'échelle grossiére.
Les opérations de restriction et prolongation sont ici triviales, et on peut remarquer la
conservation de la propriét&ec = RKP
Enfin, bien que moins immédiate, I'utilisation des éléments finis hiérarchiques au
sens de la p-version est aussi possible ([Robinson 86]).

Utilisation conjointe d’une technique multi-grilles et d’une décomposition de do-
maine

La premiéere possibilité est d'utiliser la méthode multi-grilles en boucle externe
et de résoudre le probleme grossier par une décomposition de domaine en paralléle,
[Gartel et Ressel 92]. Les différents niveaux de grilles sont traités séquentiellement. II
s’agit d'une méthode multi-grilles parallélisée par décomposition de domaine.

Considérons toujours la boucle externe ; si deux échelles ont été définies, le sys-
teme a résoudre est [4.1]. L'opération de lissage, puisqu’elle veut réduire les hautes
fréquences, peut se contenter de porter uniguement sur

Kerdr = fr — Kecde = fr

qui s’écrit, si un partitionnement du domaine est effectué, sous la forme :

[KEE KEI‘} [CIE] _ {fNE]
Kre Krr| [ar fr
et le lissage peut se décomposer en :

— un lissage suUKeege = fe — Kerar,

— un lissage suKrragr = fr — Kreqe
gu'’il est possible d'effectuer en paralléle, [Griebel 87]. Puis la correction grossiére
Kceoe = fc — Kepdr est résolue en paralléle par décomposition de domaine si le parti-
tionnement précédent respecte les échelles. Enfin, on itere avec cet algorithme jusqu’a
convergence.

Si 'on commence par partitionner le domaine, le probleme s’écrit :

[KEE KEF} [QE] _ [fE]
Kre Krr| [ar fr
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avec deux éechelles definies sur chaque sous-domaine. Dans un premier temps, on
cherche a approch&geqe = fg — Kgrgr = fg, ou

Kee KCF}

Keg =
=& [KFC Ker

— par lissage d&rrgr = fr — KrcOc, puis
— par résolution d&ccoc = fc — KcrQr _
en paralleéle. Puis on cherche a approdfiergr = fr — Krege = fr d’une fagon simi-
laire.
Une grande classe d’approches se présente aussi comme [l'utilisation de précondi-
tionneur multi-échelles.
Par exemple, dans [Brambé al. 86], pour le cas bidimensionnel ou le domaine
Q est rectangulaire et le partitionnem@it régulier, la condensation sur I'interfaEe

conduit a ([1.5], page 21) :
[Slar] = [b]

Le traitement du probléme par la méthode du complément de Schur s’interprete
alors ici comme un préconditionnement : la résolution approchée de [1.5] fournit le
résiduSq — b et le post-traitement permet d’atteindye = KE‘é( fe — Kerqr). Autre-
ment dit, le résidu du probléme de départ est :

<o) 17 = Lsa™sl

lors d’'une itération, on vérifie exactement I'équilibre (au sens éléments finis) dans
chaque sous-domaine, mais non sur l'interface. Ce méme probléme [1.5] peut ensuite
étre lui méme partitionné. Si 'on décompose l'interfdcen I'ensemble des nceuds
intérieurs a chaque interface, d’inditeet en les nceuds « coins », intersections de
plusieurs interfaces dont I'ensemble est indicé

s o lal=1o]

Le préconditionneur employé est alors :

P O

o k)
P étant le préconditionneur de Neumann déja cité, (qui conduit & des problemes indé-
pendants par interface), &y dont le résultat est la restriction dude celui de I'opé-
rateur de rigidité associé a la grille grossiere définie par les nceuds coins. Une propriété
importante de cette approche est qu’elle conduit a un probléme dont le conditionne-
ment est quasi-indépendant du nombre de sous-domaines ([Branabl86]).

Pour pallier le manque d’efficacité a grand nombre de sous-domaines d’'une mé-
thode de décomposition de domaine, il semble donc qu’il faille faire intervenir un
solveur grossier qui permette d’atteindre le comportement global de la structure. I
s’agit donc d’utiliser des échelles adaptées aux phénomeénes a prendre en compte.
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4.2 Représentation du probleme sur deux échelles

Une représentation sur deux échelles qui peuvent étre issues de deux modélisations
différentes du méme probleme de départ, va nécessairement faire intervenir les quan-
tités cinématiques (déplacements, déformations, ...) et leurs quantités statiques duales
(efforts, contraintes, . ..) sur chacune des deux modélisations.

Bien évidemment, ces deux modélisations correspondent a deux échelles, dans le
sens ou les phénoménes qu’elles permettent d’appréhender dans la réponse de la struc-
ture possedent des longueurs de variation différentes. Il faut alors permettre a ces deux
modeles de « dialoguer » entre eux. Cela peut étre réalisé par I'intermédiaire d’'une
paire d’opérateurs : suivant la terminologie des approches multi-grilles, [Hackbush et
Trottenberg 81], [Le Dain 91], un opérateur de prolongation, ffotét un opérateur
de restriction, noté.

Afin d'illustrer le passage entre deux modéles, le paragraphe suivant présente le
cas d’'une modélisation tridimensionnelle et linéique. La premiere est ici la référence
car elle permet aussi de représenter toutes les longueurs de variation de I'échelle uni-
dimensionnelle.

4.2.1 Exemple d’une modélisation de type unidimensionnelle

Prenons comme exemple une structure dont le premier modéle est celui de I'élas-
ticité tridimensionnelle, et le second, celui d’'une structure unidimensionnelle, table
4.1. Sur I'échelle décrite par la modélisation tridimensionnelle, les inconnues sont le
champ de déplacemeldt(M) et le champ de contraintesM). L'espace dans lequel
U sera cherché est not#, et celui deo, S. Il sont mis en dualité par la forme linéaire
symétrique en énergie :

<oU >:/QTr[ae(g)]dQ

qui intervient dans I'expression de I'équilibre pour le probléme de référence.

Sur I'échelle décrite par la modélisation unidimensionnelle, les inconnues sont
alors le champ de torseurs de déplaceméiin) et les quantités duales, le champ
de torseurs d’efforts intérieufls(m). Le point courant esh = m(s) ousest I'abscisse
curviligne le long de la ligne moyenne La forme symétrique en énergie correspon-
dante est :

STV >g= [ TxD(V)ds
A
ouD est le torseur de déformation obtenu par dérivation spatialé de

dv
)= 3s

Les espaces correspondants sont nolgstSy. La table 4.1 résume ces notations.

D(V
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S
S
/ | M ‘ Eqy
modele T ) N PN
=R . W M
"'Eq
cir?gr?wr:tlites UeU———Ve Ug
ques prolongation
relation de o — KE(Q)I IT _KD(V)
comportement
quantités ocS R T €S,
statiques restriction
energie <o,U> ‘ <T .V >4

TAB. 4.1 — Passage entre deux modeles

L'opérateur de prolongatioft permet alors de transférer les informationsldig
versU. Afin d'illustrer le passage entre les deux modeéles, on peut prendre comme
opérateur de prolongation celui de la projection cinématique d’'un mouvement de so-
lide rigide par section droite :

UM) =PM)V (m)

m étant le projeté d& sur la ligne moyennd et ou en notant respectivemeantet u
les rotations et déplacements de section,

ver - {5 ),

UM)=u(m)+(m-—M),w(m)

Le choix naturel de I'opérateur de restrictit) qui permet, lui, de transférer les
informations dé5 versSy sous la forme :

ona

T (m) =R(m)o(M)

consiste alors a transposBrvis a vis de la forme symétrique en énergi = 'P.
Autrement dit,

W elUgVoeS, <o,PV>=<Ro,V >,

Bien évidemment, cela correspond pour notre exemple a prendre :

/Uﬂlds

T =Ro = S
M —m), otyds
S



4.2. Représentation du probléme sur deux échelles 123

Les choix deP et R étant effectués, I'écriture du probleme de référence permet
de déduire celle du probléme sur I'’échelle unidimensionnelle avec le critere suivant :
si la solution cherchée se situe ddfldg, il est exhibé par le probléme sur I'échelle
unidimensionnelle. On cherche donc :

U =PV cinématiquement admissible [4.2]
o statiquement admissible, c’est a dire
VPV * cinématiquement admissible a zéro,
/Tr[a-e(IP’V*)]dQ — [ f,PVFdQ+ [ Fgq-PVAdS  [4.3]
Q Q 3,Q
o =Ke(PV) [4.4]

Le premier membre de [4.3] s’écrit aussi :
/ Trloe(PVF)]dQ =< o,PV* >=<Ra,V* >,=<T ,V* >4
Q
et le second définit la chardg :

f,-PV*dQ + Ed-IPV*dS:/deV*ds
Q— 02Q A

L'équilibre [4.3] devient donc :

VPV * cinématiqguement admissible a zéro, (ce qui défitit
cinématiquement admissible a zéro au sens du probléme unidimensionnel)

<T,V*>g://\Td><V*ds

Le point délicat dans ce couplage est la traduction de la relation de comportement
entreT etD (V). En effet, sachant que = Ke(PV ) etT = Ro,

T =RKe(PV)

Généralement, cette relation n’est pas locale en termésad®. Prendre une approxi-
mation locale revient donc a affaiblir le critere précédant. Le cas des lignes moyennes
droites est cependant une exception dans le cadre de notre exemple, pour laquelle cela
reste valable (annexe B, page 181).

De fagon générale, on voit ici que le choix de I'opérateur de projection étant réa-
liseé, et comme I'on travaille en superposition sur les deux échelles et non en correction
comme dans le cas d’'un préconditionneur, le choix de I'opérateur de restriction en dé-
coule, ainsi que l'allure du probléme sur I'échelle globale. 1l a été choisi de travailler
ici en prolongation uniquement sur les champs de déplacements, mais une prolonga-
tion simultanée des champs de contraintes, par exemple, peut étre aussi envisageable.
On n'utilisera ici que la premiére possibilité qui se préte aisément a une analyse par
éléments finis en déplacement.
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4.2.2 Cas de discrétisations de raffinements différents

On se propose maintenant de faire intervenir comme probléme a grande longueur
de variation, celui défini sur une grille grossiére de I'ensemble de la stru@ure
L'échelle fine est discrétisée, quant a elle, de facon a pouvoir représenter les effets
a faible longueur de variation. Ce dernier probleme étant de taille importante, il sera
traité par une technique de décomposition en sous-structures conformément a I'ap-
proche décrite précédemment (chapitre 2, page 43).

On cherche donc a représenter la solution pour chaque sous-str(idfure®)
sur les deux échelles (figure 4.2). Un choix possible est de n’utiliser I'échelle fine

discrétisation dé€, discrétisation d€;
|
~ 7. n » L -
\ =1 _H
modele N | |
I | O { | |
guantités UcU P JecU
cinématiques = prolongation — 9
relation de o — Ké‘(Q)I IE — Kge(0)
comportement
quantités ccS —E . 5 Sg
statiques restriction
énergie <o,U> | <o,U>,

TAB. 4.2 — Passage entre deux modeéles discrétisés

gue comme correction a apporter aux quantités effectives représentables sur I'échelle
globale :

(U%0%) = (UT;01) + (U5;03) [4.5]
ou 1 et 2 sont les indices respectifs des grandeurs effectives sur I'échelle globale, et des
corrections sur I'échelle fine. Ici, nous utiliserons de plus des grilles dont les éléments
sont emboités. Dans ce cas, la prolongation peut se faire par une projection de type
éléments finis hiérarchiques (figure 4.3). Ainsi, si I'on appéllet o les champs de
déplacement et de contraintes définis sur I'échelle globale,

U;=PU et 6=Ro

Il est d’autre part naturel de prendre p@url’'opérateur transposé devis a vis de la
forme symétrique en énergie :

E%E QETr[e(IP’EQ)aE]dQ: QlTr[s(Q) E%EREUE]dQ
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A\\ \maillaqe de I'échelle fine

\maillaqe de I' échelle globale

FIG. 4.3 — Projection hiérarchique

oUPE et RE sont les restrictions dB etR a la sous-structur@F.
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4.3 Couplage avec une décomposition en sous-structures

On impose donc a I'échelle globale de fournir un probleme global sur toute la
structure, alors que le probleme relatif a I'échelle fine est traité par la technique de
décomposition de la structure en sous-structures et interfaces. Dans le cas d’interfaces
parfaites, le probléme a résoudre se réécrit maintenant :
trouver les couples déplacement bord-effdd5; FE) sur la sous-structuration de
I'échelle fine, ainsi que le couple déplacement-contrajdter) de I'échelle globale,
vérifiant :

— les équations de liaison :

— sur chaque sous-structud®,
le couple(US, WE) est cinématiquement admissible au sens de la sous-structure
QE

— sur I'échelle globale, _
le champ de déplacement effedtifest cinématiqguement admissible (c’est a
dire quelP U est cinématiquement admissible au sens classique)

— I'équation d’équilibre :

— sur chaque sous-structu®®, le couple(a5, F5) doit vérifier

V(UE* WE*) € UE,

Trie5e(UE))dQ= [ f_ -UF*dQ+ Fq-UE*dSt
| Tofeda= [ 1, u%dot | Fyu

+ [ F5-WEds- [ Trefe(UF)]dQ, [4.6]
0;QE QE

— sur I'échelle globale, la contrainée doit vérifier

VU*C.A. a zéro

/Tr[Ee(Q*)]dQ:/ f,-PU'dQ+ [ Fq-PUdSH
Q1 Q1 02Q,

-/ Tr{oe(UN)]dQ [4.7]

le chargement pouvant se réécrire sous la forme :

f -PUdQ+ Fq-PUdS= | Trloge(U")]dQ
02Q4 Q1

— les relations de comportement :
— sur chaque sous-structu@®,

o5 =Ke(U5)

o1 =Ke(PFU)
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— sur I'échelle globale,

& =Kie(U)
o2)qe = RFKe(U5)

— le comportement des interfaces :
- !/
sur chaque interfade®F

FE+FF =0 et WE=WF

On peut remarquer gu'’il n'y a pas séparation des échelles puisque les termes faisant
intervenir les quantité&lE et o sont les termes de couplage entre les deux échelles.
Si ceux-ci sont donnés, le probléme se découple sur chaque échelle.

Il reste a préciser la relation de comportement du probleme global, c’estEdire
Pour cela, on peut imposer au probléme global de donner la solution au probleme de
départ dans le cas ou ce dernier est représentable sur I'échelle globale (ce qui se traduit
par des termes de couplage nuls). On peut alors montrer que :

K; = RKP

On retrouve ainsi la notion de probleme équivalent au sens de Ritz. en utilisant comme
technique de réduction sur I'échelle globale la recherchg deus la formeP U.
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4.4 Algorithme itératif

La résolution de ce nouveau probleme est traitée par dans le méme esprit que celui
de l'algorithmeLATIN mono-échelle, décrit au chapitre 2.2, page 56, en choisissant de
garder le probléme a grande échelle global sur toute la structure. De plus, on souhaite
rechercher successivement une solution approchée dans chacune des deux échelles a
chaque itération : B

— en supposant connus les couples; o) et (ggn; O-ZE,n)! on cherche les couples

(U5, 1;05,,1) comme précédemment, B

— les couplesU% . 1;05 . 1) étant connus, on recherche le coufilk,, ;;n;1)
par un probleme global a grande échelle.

Ce schéma peut étre interprété dans I'approche a grand incrément de temps par le choix
des groupes d’équations :

— Aq est I'ensemble des vérifiant les equations de liaison, I'équation d’equi-
libre, ainsi que les comportements suivants:= Ke5, o = K1e(U), O2|0E =
REKe(U5).

— T est I'ensemble desvérifiant le comportement des interfaces, ainsi atie=
Ke(PF U)

Outre les directions de recherche portant sur I'échelle fine sous-structurée, qui de-
meurent identiques a celles de la version mono-échelle, nous sommes ainsi conduits a
considérer des directions supplémentaires. S’'agissant de découpler les problémes tra-
duisant 'admissibilité sur les deux échelles mises en ceuvre lors de I'étape linéaire, le

choix de la direction de recherche supplémentaire de I'étape locale a été :

Qn+1/2 _Qn =0 [4.8]
et celui de I'étape linéaire :

OTni1—O1np1/2 =0 [4.9]

Description des nouvelles étapes

Les nouvelles étapes s’écrivent donc de la maniére suivante :

— P’étape locale consiste a trouved, 1, deI’ connaissant, avec les préecedentes
directions de recherche. ) )
On est donc amené & chercher d’une P&t W= :E= EF )2n11/2 Vérifiant le
comportement des interfaces,

ES S  1=0

Font12tEoni12=
~E ~E

V_Vz,n+1/2 = V_VZ,n+1/2

ainsi que les directions de recherche
2E E ~E E
(Foni12—F3n) K" (Wopi12—W5,) =0

N=t ’ ~ E/ /
(Fani12—F5n) — kK" (Wop 1/ —W5,) =0
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On retrouve ainsi une résolution semblable a celle de I'algorithamen mono-
échelle décrite au chapitre 2.2, page 50.

D agtre part, |! faut évaluer aussi le terme de coupla§ﬁ+1/2, ce qui peut étre
réalisé en vérifiant le comportement

a

&1E,n+1/2 - KE(PE un+1/2)

ainsi que la nouvelle direction de recherche [@ﬁhp =U,

— Pétape linéaire consiste a trouves, 1 de Aq connaissarg, ;1 , avec les direc-
tions de recherche associées.
Dans un premier temps, il faut vérifier I'admissibilité au sens de I'échelle fine :
il faut trouver (UE,WE; oE FE), . 1 satisfaisant & I'équilibre sur chaque sous-
structure [4.6], avec le comportement

E E
Oon+1 = KE72,n+1
et les directions de recherche :

E ~E _ E ~E
(FE2nt1—Fania2) +K Woni —Wonp1/2) =0
E ~E
O1ntl— F1nt+1/2 = 0

Connaissant le terme de couplag,  ;, ce calcul est similaire & celui nécessité
par I'algorithmeLATIN mono-échelle.
Il est donc maintenant possible d’obtenir le deuxiéme terme de couplage

o2n1j0e = R°Ke(U5 . 1)

et ainsi, dans le deuxieme temps, de vérifier ladmissibilité au sens de la grande
échelle : il faut trouvefU,, 1;on1) satisfaisant a I'équilibre global [4.7], avec
le comportement

on1=Kie(Upg)
Cela conduit donc a un calcul de structure sur I'échelle globale.

Les nouvelles directions de recherche introduites, [4.8] et [4.9], sont ici triviales ;
en particulier, elles ne nécessitent pas un stockage supplémentaire des quantites
et 6 qui seront toujours confondues avdcet oE. En pratique, I'implantation de
cet algorithme 2 échelles est réalisée conformément a la table 4.3. On pourra noter
I'utilisation d’un premier calcul sur la grande échelle afin d’initialiser la solution.

Exemple

Considérons I'exemple bidimensionnel présenté sur la figure 4.4. il s’agit d'une
structure de type poutre d’élongation

o4
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TAB. 4.3 — Algorithme a deux échelles

ée

tition de charge parabolique, en déformations planes, et constitu

z

soumise a une répar

200GPaet de coefficient de Poissan= 0, 3.

La decomposition en 42 sous-structures et interfaces associées, ainsi que le maillage

d’'un matériau de module d'Yourig

choisi sont représentés sur la figure 4.5. Il s’agit ici d’'un maillage régulier d’éléments

triangulaires a 6 nceuds.
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b
Np A

=N

FiG. 4.4 — Structure élancée en flexion

FIG. 4.5 — Décomposition en 32 sous-structures et interfaces

Sur une telle structure élancée travaillant en flexion, il a été montré une difficulté
de convergence de l'algorithme due aux effets a grande longueur de variation dans
la structure ([Cognarét al. 96]). Sans utiliser les deux échelles, le comportement de
la méthode « brute » est illustré dans la table 4.4 ; y sont présentés les contraintes de
Mises et déformées au cours des itérations, obtenus pour les solutions admsgsibles
On peut remarquer ici que I'information se propage a travers la structure d’une couche
de sous-structures a chaque itération.

Couplée avec I'approche hiérarchique précédemment décrite, la solution est cher-
chée alternativement dans les deux échelles définies par les deux discrétisations choi-
sies. La partie de la solution appartenant a chacune de ces derniéres est représentée
dans la table 4.5 au cours des itérations. La solution totale obtenue est, quant a elle,
représentée dans la table 4.6. Cette fois-ci, I'information se propage globalement dans
toute la structure a chaque itération, grace a l'utilisation du probléme de I'échelle glo-
bale.

Dans le cas d'utilisation de leaTIN mono-échelle, le choix du paramétre de di-
rection de recherchiea été optimisé sur des exemples semblables (rapidité de conver-
gence maximale en fonction de la formeldpar essais numériques successifs) : il a
éte choisi de prendre la valeur « optimale » ([Lorong 94], [Cogeasd. 96]) :

E 0
_ |
k = . E
2L (NyNy)

Généralement, ce parametre optimal est relié a une longueur caractéristique de la struc-



4.4. Algorithme itératif 132

0 1,
1 0,99
[

15 | 0,89
100 0,51
300 0,14

I 2.70E+04
= 1.72E+04

7.36E+03

référence 0 0

-7.36E+03
m-1.72E+04
-2.70E+04

n Solution admissibléU ,; o)) Erreur

TAB. 4.4 — Contrainte de Mises et déformées au cours des itérations pour la méthode
brute
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= =
0 |
]
> I
1 F%
| ¥4

15 [

(amplification de 10)
Solution a grande échelle Solution a petite échelle
n , :
(ul n1 n) (QZ n’a'z,n)

TaB. 4.5 — Contrainte de Mises et déformées au cours des itérations sur les deux
échelles

ture toute entiére (ou plusieurs longueurs dans cet exemple de structure éldnetée :
2L).

Pour la méthodeATIN a 2 échelles, ce méme parametre a été optimisé sur cet
exemple. La figure 4.6 reporte I'évolution de I'erreur en énergie vis a vis de la solution
de référence atteinte a convergence, en fonction des itérations pour plusieurs valeurs
de longueurs caractéristiqueg (k= LEO). La valeur choisie précédemment est

Lo=0,031L ~0,25|

oul = L/8 est une longueur caractéristique des sous-structures. Cette longueur opti-

male a été séverement modifié par l'utilisation de deux échelles : elle était précédem-

ment liée a une dimension caractéristique de la structure, elle est maintenant liée a une
dimension caractéristique des interfaces.

Cette dimension peut étre interprétée comme celle de la taille des effets a recher-
cher dans le probleme : sur I'échelle fine, ces effets demeurent liés a la taille des in-
terfaces, les effets a grande longueur de variation ayant étés capturés sur la grande
échelle, ([Cognaret al. 95]).
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0 0,45
1 0,19
15 0,025
reférence 0
n Solution admissibl¢U ,; o) Erreur

TAB. 4.6 — Contrainte de Mises et déformées au cours des itérations en utilisant deux
échelles
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Erreur en énergie vis a vis de la référence EF

L
= 2 < L0/L=0.062

10EO

10E-1 &

L V L0/L=0.031

10E-2

+ L0/L=0.006

10E-3[
10E-4 [
10E-5 [
10E-6 [
E Itération
1OE_7 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FIG. 4.6 — Influence de la direction de recherche — poutre en flexion, 32 sous-
structures|.ATIN deux échelles
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4.5 Implantation numérique

Dans le cas de la représentation des inconnues sur les deux échelles avec projec-
tion de type éléments finis hiérarchiques, la discrétisation éléments finis du champ de
déplacement est écrite sous la forme [4.5] :

uE=uf+Us |, uf=rfu

avec _
U= ;Qigj
sur le maillageQ; . Dans le cas de grilles emboitées,
E. S U_h € Uh
et donc
;= Zq)j(xk)?k
ouxg est la position du nceud courant du maillégeetgk, la fonction de base associée.
alors
U=3 3 abi(t, =3 3 adix08,
] J
~—_——
Uik
et donc
Ql = qukgk

ce qui définit au niveau discret I'opérateur de projection :
[of] = PE)lA]  ow = 2 Gi®i(x)| oE
]

Pour les éléments isoparamétriques, la posiKpulu nceud courant dans un élé-
ment de référence d@1 est nécessaire pour pouvoir évale(xy). Elle est obtenue
a partir de la position connug dans I'élément réel en minimisant un écart au sens des
moindres carrés :

2
ng(ikn [Xk— zxjdﬂ (Xk)]

qui est une fonction non-linéaire &g, par une méthode de Newton. En pratique, cela
nécessite peu d’itérations par poxt et une seule pour des éléments a fonctions de
base linéaires (systeme lineaire).

L'espace complémentaire didy, dansUy, est alors (figure 4.3, page 125) :

ZUth



4.5. Implantation numérique 137

La nouvelle matrice de rigidit) ] + [K5] s’obtient alors a partir de I'anciennégE] +
[kE], en 6tant les degrés de liberté correspondant aux nceuds des mailles de I'échelle
globale Q1. Cette opération peut bien entendu s’effectuer au niveau des matrices
élémentaires.

Une opération supplémentaire a effectuer lors de I'utilisation de 2 échelles est celle
de I'évaluation des termes de couplage (chapitre 4.3, page 126) :

= " [ Trle(6,)K(PE D)lda — 6] [K¥| (¥ g

et

| TiloeeUda = 5 / Trle(UMREKe(US)]dQ =
-334 e T RS0 = @) 3[R K] o

Utiliser la derniere expression consiste a effectuer des produits matrices de rigidités-
vecteurs, élément par élément; utiliser I'expression précédente consiste a intégrer sur
chaque élément I'analogue d’une charge de correction.



Chapitre 5

Exemples, performances et
comparaisons

5.1

5.2
5.3

Influence des différentes échelles . . . ... ............ 140
5.1.1 Extensibilit¢ numérique . .. ... ... ... ... ..., 140
5.1.2 Influence de la décomposition
5.1.3 Influence de I'échelle de la structure . . . . . ... ... .. 143
Performances de I’approche proposée . . . ............ 146
Comparaisons avec la méthode FETI . . . ... .......... 152




139

Dans ce chapitre, nous utilisons I'extension multi-échelles de I'approghe en
sous-structuration afin de qualifier les roles joués par les différentes échelles exhibées
sur un probléme de calcul de structures. En particulier, I'influence de ces échelles sur le
taux de convergence de I'algorithmaTIN multi-échelles permet de conclure sur I'ex-
tensibilité numérique : a charge de calcul par processeur constante, un accroissement
simultané de la taille du probleme a traiter, et du nombre de processeurs mobilisés, ne
modifie que peu le nombre d’itérations pour atteindre la convergence.

Le gain en performances par rapport a I'approche mono-échelle est ensuite illustré
sur un exemple a grand nombre de degrés de liberté. Les approches sont ensuite com-
parées a différentes variantes de la méthsia sur des exemples a géométrie simple,
car contrainte ici par l'utilisation de maillages emboités et la volonté de tester les al-
gorithmes dans divers cas de figure, entre autres en faisant varier la taille du probleme
a grande échelle.
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5.1 Influence des différentes échelles

Nous avons vu que lors d’'une décomposition en sous-structures, on introduit une
longueur caractéristique des éléments de la décompositonplus de la longueur
caractéristique de la structute On notera de plus ici :

— hlataille de maille de I'échelle fine,

— H la taille de maille de I'échelle globale.

En prenant comme solution de référence la solution a converdengeo ) (ici,
la solution obtenue par résolution directe du probleme éléments finis de départ), on
est a méme de définir le taux de convergence de I'écart en énergie par rapport a cette
solution

eﬁ . JoTr[(on— Uref)Kil(Un — o7ref)|dQ _ JoTrleUn — U e)Ke(U, — U ep)]dQ
a Jo TrlorefK~1oreddQ a Ja Trle(U er) Ke (U er)]dQ

en fonction des itérations :

T=—log—=
g €n

dont la valeur est constante en cas de convergence logarithmique, ou pour lequel on
prendra la valeur moyenne jusqu’a I'obtention d’'une solution acceptable (exreur
inférieure a 1 % par exemple).

5.1.1 Extensibilité numérique

Une propriété importante des algorithmes pouvant se préter a une implantation sur
calculateurs paralléles a mémoire distribuéel’estensibilité En effet, on cherche
dans ce cas a adapter la puissance de la machine (par choix d’'un certain nombre de
processeurs) a la taille du probleme. Travaillant & taille de probleme local par proces-
seur constant, un algorithme est dit numériquement extensible s'il n’y a pas (ou peu)
de perte de convergence lorsque I'on augmente le nombre de processeurs, et donc la
taille du probleme a traiter. Clairement, I'approalxaiN mono-échelle n’est pas ex-
tensible. Bramble a pour la premiére fois montré dans [Brarabkd. 86] que pour
les méthodes de décomposition de domaine, une telle extensibilité peut étre atteinte en
utilisant un probleme global sur toute la structure, et qu’il semble difficile de la réaliser
sans cela.

Reprenons ici I'exemple 4.4, présenté precédemment (page 131). La figure 5.1
donne le taux de convergenten fonction des échelles présentes dans le probléme,
a savoir la taille des sous-structuledonc du nombre de ces sous-structures) et le
raffinement du maillagl (donc de la taille du probléme local). Dans cet exemple, la
taille de maille de I'échelle globale est fixée a la taille des sous-structites t, et
conformément aux résultats précédents, le paramétre de direction de recherche

E

Ke —
Lo
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a été choisi de fagon a avoir :
Lo=0,25I

La direction de recherche « optimale » dépend en effet peu du raffinement du maillage
([Cognardet al. 96]).

Taux de
convergence

[/h=H/h,aH fixé
16

|
N 0.20
|
BN 0.16
[ |
0.12
0.08
0.04

4 (4 sous-structures)

8 (16 sous-—structures) L/I=L/H,

16 (64 sous-structures) aH/hfixé

FiIG. 5.1 — Taux de convergence en fonction des rapports d’échelles des rapports
de taille de maille$/h

Cet exemple montre donc deux types d’influence des échelles utilisées dans le
probléme.

Tout d’abord, en utilisant 'approche multi-échelles, le taux de convergence devient
tres peu dépendant du nombre de sous-structures (mis a part le cas de discrétisations
trés grossiéres, comnh¢h de I'ordre de 2); le prix a payer demeure 'augmentation
de la taille du probléme a résoudre sur I'échelle globale. Sur cet exemple, on fait en
effet varier le nombre de sous-structures en faisant vétigour un rapport /h =
H /h constant (c’est a dire pour une taille de probleme par sous-structure constante). Il
semble donc que ce taux de convergence dépende dedeaspect va étre précisé
dans le paragraphe suivant.

D’autre part, il était bien prévisible que plus le probleme sur I'échelle globale est
proche du probléme de référence (le probleme éléments finis direct) — c’est a dire,
plus|/h est petit —, plus le taux de convergence est élevé. Sur cet exemple, on fait
en effet varier le rappoft/h =H/h aH =1 fixé. Au moins jusqu’a des valeurs de
H/h de 'ordre de 32, on observe donc numériquement une dépendance du taux de
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convergence & /h. Une étude asymptotique (quahidh — o) serait ici nécessaire
pour déterminer I'ordre de convergence.

5.1.2 Influence de la décomposition

Pour la taille de maille la plus find (h = 32), les caractéristiques du probléeme
relatif aux sous-structures sont rappelées dans la table 5.1.

1 sous-structure (éléments triangulaires a 6 nceuds)
I nb nb nb encombrement
rigidités elémentaires

h | noeuds ddl | éléments factorisée
]32\ 4225 \ 8450\ 2048 \ 6,2 Mo \ 1,3Mo \

TAB. 5.1 — Caractéristiques du probleme local aux sous-structures

Le taux de convergenaeest alors tracé en fonction du nombre de sous-structures
pour les approches mono et multi-échelles sur la figure 5.2.

Taux de convergence

1 _—
] LATIN 2 échelles
B LATIN mono-échelle
10-1t
102t
|
[ |
10-3 H— |

Nombre de sous-structures

FIG. 5.2 — Taux de convergence compares pour les approches mono et multi-échelles
en fonction du nombre de sous-structures

Pour chacune des décompositions, les caractéristiques du probleme de référence
sont données dans la table 5.2 et la table 5.3 reporte les valeurs des taux de convergence
obtenus.
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sous-structuration (total) calcul direct
nb nb encombrement nb nb nb enc.
sstr.| ddl fact. \ rig. élém.|| nceuds| ddl elém. | factorisée

4 | 33800 25Mo | 5,2Mo || 16705| 33410| 8192 33 Mo

16 135200 99Mo | 21Mo || 66177 |132354| 32768 | 255Mo

64 | 540800 398 Mo| 83 Mo | 263425 526850 131072 2000 Mo
* estimé

R e
= —
o o & |

TAB. 5.2 — Caractéristiques des problemes traités

L L| nb T 1

L’ | 1 | sstr.| mono-échelle multi-échelles
44 4 0,02 0,028
417816 0005 0,024

4 16| 64 0,002 0,023

TAB. 5.3 — Taux de convergencesn approches mono et multi-échelles

On vérifie donc sur cet exemple, la forte décroissance du taux de convergence de
'approche mono-échelle, lorsque I'on augmente le nombre de sous-structures. Cela
peut étre interprété de la fagcon suivante : lorsque I'on procede a la décomposition
en sous-structures, on rompt a priori un certain nombre de couplages (entre toutes
les sous-structures) du probléme elliptique implicite de départ. Ce sont ces effets qui
doivent étre recouvrés au cours des itérations. Plus la décomposition est fine (c’'est a
dire plus le nombre de sous-structures est grand), plus il va étre difficile d’atteindre ces
effets a grande longueur de variation.

L'utilisation simultanée de I'échelle globale permet alors de rapidement les prendre
en compte, ce qui se traduit par la faible dépendance du taux de convergence vis a vis
du nombre de sous-structures (table 5.3).

5.1.3 Influence de I’échelle de la structure

La deuxieme maniere de faire varier le rapport des échkllegst cette fois-ci
de changer la géométrie du probleme mécanique de départ en modifiant I'élongation
L/L’. Le chargement est conservé identique. On change donc ce probléme en méme
temps que le nombre de sous-structures tout en gardant une taille de problemes locaux
aux sous-structures constant pour vérifier I'extensibilité.

Taux de convergence et géométrie du probleme décomposé sont présentés sur la
figure 5.3.

La table 5.4 donne les caractéristiques du probleme élément fini direct en compa-
raison avec celles du probléme décomposé, et la table 5.5 rappelle les valeurs des taux
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Taux de convergence

1 -
101 TmE %
1024 u LATIN 2 échelles
B B LATIN mono-échelle
103 7
|
10-4 +—+—+— : |
A A A A
64IIIIIIIIIIIIIIIII

o2 R
165
=2

Nombre de sous-structures

FiG. 5.3 — Taux de convergence compares pour les approches mono et multi-échelles
en changeant I'échelle de référence

de convergence.

sous-structuration (total) calcul direct
nb nb encombrement nb nb nb enc.
sstr.| ddl fact. \ rig. éléem.|| nceuds| ddl elém. | factorisée

8 | 67600 50Mo | 10Mo || 33153 | 66306| 16384 | 116 Mo
16 135200 99Mo | 21Mo || 66049|132098 32768 | 368 Mo
32 |270400 199Mo| 42Mo || 131841 263682 65536| 914 Mo
16| 64 |540800 398 Mo| 83 Mo || 263425 5268500 131072 2000 Mo
* estimé

o N||—I

o NI -

TAB. 5.4 — Caractéristiques des problemes traités, suivant I'échelle de référence

On vérifie bien sur ces exemples que la valeur du parametre de direction de re-
cherchel g n'est cette fois plus liée a une longueur caractéristique de la structure
comme cela avait été montré au chapitre 2.3, page 63, puisqu’il a été conservé constant
au cours de ces différents calculs, sans faire varier notablement le taux de convergence
obtenu par I'approche multi-échelles.
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L{L| nb T T

L’ | T | sstr.| mono-échelle multi-échelles
1] 2 8 0,062 0,07

21 4| 16 0,02 0,084

41 8| 32 0,003 0,085

8 16| 64 0,0005 0,08

TAB. 5.5 — Taux de convergenceen approches mono et multi-échelles, suivant

I'’échelle de référencke
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5.2 Performances de I’approche proposée

Pour pratiquer des prises de temps et donc évaluer les performances, il est inté-
ressant de pouvoir confiner toutes les données en mémoire centrale et ainsi éviter le
débordement programmeé sur disque qui est I'une des fonctionnalités du code éléments
finis CASTEM 2000 ([Verpeaux 93]), dans la trame duquel le code prototype a été im-
planté. Le test proposé est celui décrit par la figure 5.4 pour lequel le chargement est
toujours parabolique.

FiG. 5.4 — Probléme tridimensionnel testé

La géométrie particulierement simple permet de réaliser facilement des maillages
emboités et de régler le nombre de degrés de liberté ainsi que la largeur de bande
moyenne des probléemes éléments finis mis en jeu. De plus, les problémes locaux par
sous-structure sont tous de tailles semblables (seuls les nombres d’interfaces connec-
tées a chaque sous-structure ne sont pas toujours identiques). Dans le cas de I'approche
LATIN mono-échelle, les charges par processeur pourront donc étre assez bien équili-
brées.

La décomposition en 32 sous-structures et interfaces ainsi que le maillage corres-
pondant sont représentés sur la figure 5.5. Le probléme ainsi associé a chaque sous-
structure possede donc une taille décrite par la table 5.6.

1 sous-structure
nb nb nb largeur de bandé  encombrement
nceuds ddl | éléments moyenne factorisée] rig. élém.
| 1505 | 4515| 256 | 236 | 85Mo | 3,7Mo |

TAB. 5.6 — Caractéristiques du probléme associé aux sous-structures
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Le probléme éléments finis de référence considéré est décrit par la table 5.7. On
pourra remarquer la valeur élevée de la largeur de bande moyenne du probléme direct,
ce qui conduit a la nécessité d’'une capacité de stockage importante pour la matrice de
rigidité. La réduction drastique de largeur de bande issue de la décomposition (table
5.6) permet de la méme fagon de réduire le stockage total demandé pour toutes les
rigidités des sous-structures.

LATIN LATIN calcul
mono-échelle multi-échelles direct
ddl enc. ddl encombrementtotal nb Ib
total total total fact. | rig. élém.|| ddl moy. enc.
| 144 480| 273 Mo|| 144723 273Mo| 118Mo || 112563] 3500° | 2500 M0 |
* estimé

TAB. 5.7 — Caractéristiques des problémes éléments finis a traiter

Il est cependant clair ici que le choix qui a été fait de conserver les matrices de
rigidité élémentaires en mémoire (c’est a dire de privilégier le stockage par rapport au
calcul pour I'évaluation des termes de couplages, chapitre 4.5, page 136) est ici trés
pénalisant en terme de capacité de stockage demandée. Cela est di essentiellement au
grand nombre d’éléments utilisés, qui comportent de plus un grand nombre de degrés
de libertés locaux (€léments cubiques a 20 nceuds ; une matrice élémentaire de rigidité
nécessite 14 ko de stockage). L'amélioration du code prototype consisterait donc dans
de tels cas a recalculer les termes de couplages sans utiliser les matrices de rigidité
élémentaires.

Lors de I'utilisation de la stratégie multi-échelles, le maillage de I'échelle globale
estencore ici lié a la taille des sous-structuiés<(l avec les notations du chapitre 5.1
précédent, page 140). Il est représenté sur la figure 5.6, et est composé de 32 éléments
cubiques a 8 nceuds.

Le calcul a été réalisé sur la machine massivement parali®e-13D de I'IDRIS
a Orsay. 32 processeurs ont été utilisés ; a chacun, la gestion d’une sous-structure ainsi
que ses interfaces connectées ont été confié. Le traitement du probléeme de I'échelle
globale (factorisation puis montées-descentes) a été de plus surchargé sur le premier
nceud de calcul.

Afin de pouvoir, comme précédemment, tracer I'évolution de I'erreur au cours des
itérations, la résolution a été poursuivie jusqu’a convergence numérigue pour produire
une solution de référence. C’est cette derniére qui est utilisée pour contrdler a posteriori
la convergence, qui est fournie sur la figure 5.7.

Les prises de temps sont réalisées en temps « horloge » (pas de synchronisation
supplémentaires dues aux acces aux disques que se partagent les processeurs) et sont
reportés dans la table 5.8. Le temps total correspond ainsi au temps de restitution.

Une fois la mesure de temps préciskefficacité peut étre définie ([Karonis 92],
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A

FIG. 5.6 — Maillage de I'échelle globale

10E0 L] L] L] L] L]

L Erreur en énergie vis a vis de la référence EF -
10E-1 -
10E-2 L

B V LATIN 2 échelles .

B O LATIN mono—échelle N .

itération
10E_3 A [ [ 2 2
0 100 200 300 400 500 600

FiG. 5.7 — Erreur au cours des itérations pour les méthadesy mono-échelle et
LATIN 2 échelles
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[Carmona et Rice 91]) comme étant le rapport entre le temps maygnpris par

les processeurs pour les seuls traitements numériques et la durée totale de I'exécution
de l'algorithmeTy (N étant le nombre de processeurs utilisés). La décomposition de
la structure en sous-structures fait partie du « pré-processing » et n’est pas prise en
compte dans cette partie. Sur machines a mémoire distribuée, le temps moyen est la
moyenne des temp‘%al pris par chaque processeur pour les seuls traitements nume-
riques. Il est en effet aisé de dissocier les zones du programme dédiées aux calculs
de celles dédiées a I'envoi ou a la réception de messages. Lefficacité sur ce type de

calculateurs s’écrit alors :
1N
—_SN T/
Cal
N

em
CRAY-T3D LATI, N L_A',I'IN cqlcul
mono-échellg multi-échelles| direct
temps initialisation 30s 33s
temps 10 itérations 7,3s 11,5s
nb itérations 500 20 1
efficacitéeyp 90 % 85 %
temps total 400s 56s 12
* estimé

TAB. 5.8 — Temps horloge correspondant a la résolution du méme probleme suivant
I'approche employée

Bien entendu, le probléme direct ne peut étre traité sur un nceud de calcul du multi-
processeurs en raison de sataille ; 'estimation du temps de restitution est donc faite sur
la base du tempsPuU (on suppose que le probléme entier reste en mémoire centrale), en
calant une suite de problemes de taille croissante sur un processeRAATI 3D par
rapport a une machine HP-9000/777 mono-processeur, puis en extrapolant sur cette
derniere jusqu’a la taille du calcul direct en question. Le nombre d’opérations estimé
pour y parvenir permet d’avoir un guide supplémentaire (figure 5.8). On peut vérifier
la legere amélioration des performances du processeoneEV4 du CRAY-T3D, par
rapport a celui du HP-9000/777 lorsque la taille du probleme croit.

L'évolution de I'erreur au cours du temps de calcul est ainsi reportée sur la figure
5.9.

Pour cet exemple, la stratégie multi-échelles se révéle particulierement efficace.
Ceci est di au fait que I'on trouve a la fois un probleme initial a grande largeur de
bande et une décomposition en sous-structures équilibrée.
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Nombre d'opérations

Temps CPU (s)

1012 T . T 106
B nombre d'opérations H
4 temps CPU 1
HP-9000/777 o
— A - 4
1010 mesure 2500 Mo 0
estimé 510 Mo
CRAY-T3D m ¢ 182M0
108 T € mesuré + 102
S 50 Mo
© estimé 66
4 , 0 1
s
6 1 1
10 0,55 Mo 1
o o totn
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<t mowonN
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Nombre de ddI

FIG. 5.8 — Erreur au cours du temps pour les méthade&sh mono-échelle etATIN

Erreur en énergie vis a vis de la référence EF

temps (s) CRAY-T3D

2 échelles
10E0 . . .
10E-1L
10E-2 L
B V LATIN 2 échelles
- O LATIN mono—échelle
10E-3 2 2 2 :
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FIG. 5.9 — Erreur au cours du temps pour les méthade&sh mono-échelle etATIN

2 échelles
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5.3 Comparaisons avec la méthode FETI

5.3. Comparaisons avec la méthgaer|

En vue de comparer I'approche présentée a d’autres techniques de sous-structura-
tion, nous reprenons I'exemple de flexion déja décrit dans le chapitre 5.2, page 146.

Afin d’étudier I'influence de la taille du probléme, nous allons considérer les deux

cas de discrétisation présentés sur la figure 5.10.

3225,

4

95 043 ddl

30 051 ddl

Fic. 5.10 — Différen

La décomposition en sous-structures est la méme que celle du chapitre 5.2 : le pro-

bleme de départ estd

des problemes locaux aux sous-structures sont décrites dans la table 5.9, alors que la

table 5.10 compare les tailles de problémes lors d’

les deux probl

s

Les remplissages des matrices de rigidité factorisées (triangle inférieur) sont com-
parés pour

directe, et en assemblant explicitement le complément de Schur (voir chapitre 1.2.1,

page 22).
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1 sous-structure
Maillage nb nb nb encombrement
nceuds ddl | élém.| fact. | rig. élém.
1 425 | 1275| 64 | 2,1Mo | 0,96 Mo
2 1225 | 3675| 216 | 12,8Mo| 3,1Mo

TAB. 5.9 — Caractéristiques des problémes locaux aux sous-structures

sous-structuration calcul direct complément de Schur
Mail.|| nb ddl enc. total nb nb nb nb

total | fact. |rig. élém| élém.| ddi | °"® |nceuds ddl
40800(68,4Mo 31Mo || 204830051 184 Mo || 2977| 8931|68 Mo
2 ||117600410Mo| 102 Mo ||18449950431252Ma| 6625/19875 -

enc.

=

TAB. 5.10 — Caractéristiques des problemes a résoudre

elle, les tailles des problemes a grande échelle (illustrés sur la figure 5.13 et décrits
dans latable 5.11), le probleme local & une sous-structure et la matrice du complément
de Schur, dans le cas du petit probleme (maillage 1). Ces mémes données sont tracées
sur les figures 5.14 et 5.15.

probleme a grande échelle

Maillage nb nb nb enc.
noeuds| ddl | élém.| factorisée

81 243 32 | 0,064 Mo
425 | 1275 | 256 | 0,9Mo
1225 | 3675 | 864 5Mo
8281 | 24843| 6912| 112Mo

O 0O T oD

TAB. 5.11 — Caractéristiques du probleme a grande échelle

Considérons tout d’abord le probléme décrit par le maillage 1.

— On notera par 8 CHUR» I'algorithme de Schur primal, décrit au chapitre 1.2.1,
page 25. Il a été simulé en pratiquant en séquentiel un gradient conjugué non
préconditionné sur le probleme condensé en déplacement sur les interfaces.

— Les courbes repérées par la mentiagre&| » correspondent a la méthodeT
décrite au chapitre 1.3.2 (page 35) dans sa version non préconditionnée. Deux
préconditionnements ont été ensuite testés : le préconditionnement de Dirichlet
optimal, et le préconditionnement « lumped » (décrits au chapitre 1.4), repérés
respectivement par ReTI Dirichlet » et «FETI Lumped ». Ces trois derniers
calculs ont étés realisés avec Frangois-Xavier Roux sur une maekmaes ON
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95043 ddl

FIG. 5.11 — Profils des deux problémes directs testés (matrices
de rigidité factorisées) :

a) 30051 degrés de liberté,

b) 95043 degrés de liberté
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8931 ddl

FiG. 5.12 — Profils des différents problémes relatifs au cas de
calcul direct & 30051 degrés de liberté :

a) b) c) différentes tailles de problemes a grande échelle,

j) mouvements de solides rigides de la méthedgl,

i) probléme local a une sous-structure,
i) probleme condensé de Schur

243 dd|
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5.3. Comparaisons avec la méthgaer|
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FIG. 5.14 — Tailles comparées des probl
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Encombrement total (Mo)
Matrices de rigidité factorisées

104 _
103 4 m 1252 Mo
184 Mo -
|
102 + )
B Calcul direct
10 + W Sous-structuration
Complément de Schur
30 051 95 043 Nombre total de ddl
“ o~ “ o~
maillage 1 maillage 2
[ 420 1
7

g Avec échelle globale| | Z

68 + 0ddl m 412 {
243ddl & a P
+ 1275ddl B b
3675ddl & c
66 T 404 1
30000 45000 95 000 125 000

FiG. 5.15 — Tailles comparées des problemes issus des différentes approches
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de 'ONERA-Chétillon.

— Enfin, le repére «ATIN mono-échelle » correspond a l'utilisation de I'algo-
rithme LATIN initial, et les repéres kATIN 2 échelles », a I'utilisation des dif-
férentes discrétisations de I'échelle globale décrites dans la table 5.11. Ces trois
derniers calculs sont, quant a eux, effectués sur la maciine-13D de I''DRIS
a Orsay. 32 processeurs ont été utilisés puisque, comme précédemment, le pro-
bleme a grande échelle est traité par le premier processeur, en plus de sa propre
sous-structure.

L'erreur en énergie vis a vis de la solution a convergence est tracée sur la figure

5.16 en fonction des itérations pour les différentes approches.

10E1

6 Erreur en énergie vis a vis de la référence EF ]

_| A LATIN 2 échelles (b)
7|V LATIN 2 échelles (a)

o 10 LATIN mono—-échelle
Itération

20 30 40 50 60

FIG. 5.16 — Comparaison des différentes approches sur le premier probléme proposé

Le comportement « algorithmique » ainsi décrit (évolution de I'erreur en fonction
des itérations) montre ses insuffisances car il ne permet pas de pondérer les différentes
phases des algorithmes en fonction de leur coQt. L'approche contraire consisterait a
comparer directement les temps de restitution (c’est a dire les temps nécessaires pour
obtenir le résultat de I'analyse) des différents algorithmes ; elle a néanmoins l'incon-
vénient, par la globalité de son analyse, de prendre en compte un nombre trés grand de
parametres (qualité d’écriture du code et celle des compilateurs utilisés, performances
des systemes d’entrées-sorties, dépendance aux types d’opérations numériques effec-
tuées suivant le processeur, et indirections et synchronisations ddes aux types de ré-
seaux de communication, .. .).

Nous avons opté ici pour une approche intermédiaire, qui se veut ne dégager que les
grandes tendances des algorithmes. Si on analyse les nombres d’opérations a effectuer
lors de ces différentes approches, on s’apercoit que les phases colteuses concernent les
factorisations des matrices de rigidité pendant l'initialisation, et les montées-descentes
des systemes factorisés pendant les itérations, en plus des phases de synchronisation
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entre processeurs. Si I'on souhaite donc comparer les codts sur les deux précédentes
machines paralléles qui ont servi a traiter les exemples précédents, il faut faire interve-
nir d’'une part, les performances de leurs processeurs respectifs et d’autre part, celles
du réseau d’interconnection. La phase d'initialisation des différentes approches étant
purement parallele, elle ne fait quasiment intervenir que les capacités du processeur
du nceud de calcul. Les tempgu peuvent donc étre transformés en ce qui concerne
cette phase en temps équivalents en identifiant le colt de linitialisadonet LA -

TIN mono-échelle, et en les normalisant. Au vu des synchronisations des algorithmes
(table 1.4, page 37 pour la méthoelet| et table 2.1, page 56 pour la méthadgiN)

et des opérations a réaliser au cours des itérations, les colts d'itératioat LATIN

2 échelles (a) sont ensuite identifiés et normalisant avec le tempE£RAY-T3D cu-

mulé comme base. De cette maniere, sont qualifiés les algorithmes les uns par rapport
aux autres de facon aussi indépendante que possible de la machine cible. L'évolution
des erreurs de référence en fonction du temps équivalent est ainsi reportée sur la figure
5.17.

10E1

6| Erreur en énergie vis a vis de la référence EF ]

ar 10E0 .
— ]
2L i
10E0 | - 1
6L X 10E-1] ] ]
4L - 1
W
2L A L .
10E-1L 10E- ]

r 100 140 180 220 260 )
_| A LATIN 2 échelles (b)

7V LATIN 2 échelles (a)

4o 4
Temps CPU équivalent Al L L

10E-2 . L L L L L
.00 2.00 4.00 6.00 800 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00

FiG. 5.17 — Comparaison des différentes approches sur le premier probleme proposé
en tempscPuU équivalent

La méme démarche a été adoptée pour la deuxiéme discrétisation envisageée figure
5.10. Elle conduit cette fois-ci aux évolutions de I'erreur au cours des itérations de la
figure 5.18 et en fonction d’un deuxiéme temps équivalent sur la figure 5.19.

On peut de plus noter que pour le premier probléme traité, le calcul direct a pu étre
réalisé et en utilisant le calage de machines présenté au chapitre 5.2, page 151, le co(t
équivalent en est de 6,5. Pour le second probléme, ce colt a été estimé a 18; sur ce
probléme de taille plus importante, il est maintenant méme supérieur au codt cumulé
nécessité par 'approche mono-échelle.
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10E1

T T T T T
6| Erreur en énergie vis a vis de la référence EF ]
4L i

<4 LATIN 2 échelles (d)
B LATIN 2 échelles (c)
_| A LATIN 2 échelles (b)
7|V LATIN 2 échelles (a)

o 10 LATIN mono—-échelle
Itération

30 40 50 60

FiG. 5.18 — Comparaison des différentes approches sur le deuxiéme probléme proposé

10E1

6| Erreur en énergie vis a vis de la référence EF ]
ar- 10E0 —

L

1L I 1 4
) \ﬂ\ I 1 |<LATIN 2 échelles (d)

- 10E- \ B LATIN 2 échelles (c)
10E-11 1.00 2.00 3.00 T 3
6l _| A LATIN 2 échelles (b)
A v LATIN 2 échelles (a)
I [ mes
‘ Temps CPU équivalent LATIN mono-échelle
10E_2 1 L 1 1 1 1 1 1 1

.00 1.00 200 3.00 400 500 6.00 7.00 800 9.00 10.00

FIG. 5.19 — Comparaison des différentes approches sur le deuxieme probléme proposé
en tempscPu équivalent
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taux de convergence moyen

Maillage FETI LATIN 2 echelles
Identité | Lumped| Dirichlet|| a | b | ¢ [ d
1H/h=4)| 0,048 0,22 0,285 | 0,09| 0,127 - -

2(H/h=6)| 0,044 0,14 0,2 0,07| 0,17| 0,25| 0,33
T

T—lobtenu 1,09 1,57 1,42 128 1 - -
2

LS

— prévu - 1,22 1,08 - - - -
1V

TAB. 5.12 — Estimation de la convergence des différentes approches

On peut retrouver ici l'influence du paraméki¢h dans I'approcheATIN 2 échelles:
le taux de convergence augmente quand la taille du probleme a grande échelle croit
(voir le chapitre 5.1, page 140). En fait, ceci apparait notamment sur la figure 5.18
pour obtenir une erreur de 1%. Ces indications ne sont donc pas vraiment les valeurs
asymptotiques pour lesquelles les tailles de maille doivent tendre vers 0. A titre in-
dicatif cependant, la table 5.12 reporte pour les deux tests précédents les valeurs des
taux de convergence moyens pour atteindre une erreur de 1% suivant les approches
employées. Pour les approcltresT utilisant une résolution par gradient conjugué, les
conditionnements asymptotiques attendus ont étés rappelés dans le chapitre 1.4, page
38, et 'annexe C, page 184 relie le taux de convergence asymptotique au conditionne-
ment précédent.

On pourra remarquer enfin le gain apporté en initialisant les algorittmmes2
échelles par la solution de départ sur la grande échelle.
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Probleme avec singularité et fort gradient de taille d’élément

Dans cet exemple, on considére une fissure de longwgwtads un milieu bidi-
mensionnel infini, sollicitée en mode 1, en déformation plane (figure 5.20) :

od =0N,®N,

FiG. 5.20 — Probleme de référence

Le probleme proposé en est une sous-partie, décrite sur la figure 5.21, pour laquelle
les charges extérieures sont, sur le bord, les efforts correspondants a la solution de
référence du probleme de départ, qui est ici la solution asymptotique de Westergaard
(figure 5.22) :

0|1 s'nes'n36 s.'necos39
K —sin=sin— in-cos—
Oref = \/T'_cosé 2 2 2 5 236 ol K, =+/mac
™ : 1+sin=sin—
2 2 (Ny,N,)
Le maillage correspondant est tracé sur la figure 5.23; il comporte 3900 éléments

triangulaires a 6 noeuds dont la variation de taille relative est d’environ 5 000.

Pour traiter ce probleme, une décomposition en 11 sous-structures et interfaces a
éte réalisée. Elle est présentée sur la figure 5.24 avec le maillage de I'échelle globale
gui comporte, quant a lui, 62 éléments triangulaires a 3 nceuds, et toujours la méme

variation de taille relative.
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\Fd =0

FiG. 5.21 — Probléme traité

Y Vo

Fic. 5.22 — Contrainte de Mises et déformée de la solution de référence

FIG. 5.23 — Maillage considéré
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FiG. 5.24 — Géométrie de la fissure ; 11 sous-structures et maillage de I'échelle globale

lOEO T T T T T
Erreur en énergie vis a vis de la référence milieu continu
6 + LATIN 2 échelles LO adapté
V LATIN 2 échelles LO=a/3
4 -
2 : ¥
Itération
1OE_1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

FiG. 5.25 — Evolution de I'erreur au cours des itérations

Les résultats obtenus sur la figure 5.25 montrent I'évolution de I'erreur en énergie
vis a vis de la solution de référence milieu continu, en fonction des itérations. L'évo-
lution de I'indicateur d’erreun est quant a lui tracé sur la figure 5.26.

Les directions de recherche utilisées sont les suivantes :

— pour I'approcha ATIN mono-échellelo = a,

— pour 'approche. ATIN 2 échelle, deux cas ont étés envisagés. Pour le premier,
une direction de recherche uniforrhg = a/3 est choisie, alors que dans le se-
cond cas, cette valeur est adaptée localement sur chaque interface a sa longueur
l:Lo= 0, 2l.

Cet exemple illustre donc le fait qu’avec une approche multi-échelles, la direction de
recherche est un paramétre d’interface et non plus de structure.
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lOEO L} L} L} L} L} L}
Erreur en énergie vis a vis de la référence éléments finis
6} -
4 + LATIN 2 échelles LO adapté
V LATIN 2 échelles LO=a/3
2+ ¢ LATIN mono—échelle LO = a
10E-1|
6}
41
2+
Itération
lOE_2 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

FIG. 5.26 — Evolution de I'indicateur d’erreuy au cours des itérations
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Dans ce travail, nous nous sommes placés dans le cadre des techniques de dé-
composition de domaine, en vue de réaliser des calculs de structures sur ordinateurs a
architecture parallele.

L'algorithme de base utilisé est issu des approches a grand incrément de temps
lorsqu’elles sont couplées a une technique de sous-structuration. Ici, seul le compor-
tement élastique linéaire des sous-structures a été envisagé : il s’agit donc d’'un cas de
figure dégénére, pour lequel seule la configuration finale nous intéresse, par rapport
aux probléemes non-linéaires d’évolution pour lesquels la méthadel a été initia-
lement développée. A cause de cela, la dualité effort-déplacement est substituée a celle
qui est naturelle — entre effort et vitesse — dans les situations ou le temps joue un
réle majeur (dynamique, problemes d’évolution, etc.).

Pour améliorer les performances de cette approche, une extension multi-échelles de
cette derniere est mise en place. Elle consiste a appréhender la solution du probleme de
structure sur deux échelles distinctes. La premiére, I'échelle globale, est liée a une lon-
gueur caractéristique de la structure ; la deuxieme, I'échelle fine, concerne les effets de
longueur de variation beaucoup plus courte. En cherchant la solution successivement
dans les deux échelles, et en conservant la résolution par éléments finis classique du
probleme a grande échelle, l'information se propage parmi toutes les sous-structures a
chaque itération de I'algorithme.

L'implantation dans le cadre du code éléments finis semi-industaisirem 2000
a permis de montrer la faisabilité de I'approche. La réalisation de ce code prototype
spécialisé a conduit a utiliser des calculatemrsiD a mémoire distribuée avec un
nombre de processeurs de I'ordre de 64. Comme le comportement du matériau est ici
élastique linéaire, I'objectif est donc la réalisation de calculs de structures implicites
de grande taille sur ces architectures paralléles.

Dans ce type de situations, I'approche proposée est comparée a différentes dé-
marches existantes de décomposition de domaine. Linfluence de la taille des pro-
blemes et des colts relatifs des problémes a grande échelle est illustrée sur des exemples
a géomeétrie simple.

Un aspect numérigue important est la mise en ceuvre d’'une discrétisation traitant a
égalité d'importance déplacements et efforts aux interfaces. En particulier, I'influence
du choix de cette discrétisation sur la solution obtenue a convergence a été étudiée.

Enfin, un aspect a souligner concerne le contrdle des parametres de la méthode,
c’est a dire la valeur de la longueur caractéristique des directions de recherche de
I'algorithme itératif. Avec une approche mono-échelle, il est montré que sa valeur
optimale est liée a la dimension de la structure ; avec I'utilisation de I'extension multi-
echelles, elle devient cette fois-ci un parametre d’interface, lié a la sous-structuration
qui a éte choisie.

Dans la réalisation qui en a été faite ici, le code prototype traite essentiellement
les cas de figure ou les maillages éléments finis des deux échelles sont emboités, ce
qui contraint la géométrie et donne peu de souplesse a l'utilisateur. Le traitement a
partir de deux maillages indépendants serait donc un important gain en flexibilité. Une
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autre perspective a court terme est la possibilité de traitement d’interfaces non parfaites
(comme par exemple le contact unilatéral qui a été présenté) a I'intérieur de I'approche
multi-échelles.

Bien entendu, I'objectif a plus long terme est le traitement de problémes non-
linéaires tels que ceux engendrés par un comportement plastique ou viscoplastique
du matériau, ou par une modélisation plus fine du comportement comme celle nécessi-
tée, par exemple, par I'analyse des structures composites. C’est ce type de problémes
qui entre dans le cadre du calcul intensif de structures, et qui nécessitera, de plus, le
développement de techniques de contrdle des algorithmes et de la qualité des solutions
obtenues.
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Annexe A

Intégration bord approchée, choix des
points d’intégration

Dans le cadre d’'une approche purement cinématique, le choix du type d’approxi-
mation lors de l'intégration doit rester cohérent avec la qualité de la discrétisation.
Le choix des points d’intégration peut ainsi étre réalisé afin d'intégrer exactement
(sur I'élément de référence) des quantités du type produit croisé de fonctions de base
gi‘aiQE .g”aiQE'

Une telle intégration reste classique dans le cadre éléments finis en calcul ther-
mique pour des conditions de frontiére de type convection, figure A.1 et table A.1.

S re
st

Fic. A.1 — Convection sur une frontiére

Elle nécessite une intégration de polynémes de degrés plus élevés que, par exemple,
le cas de répartition de charge de degré de variation identique a celui du déplacement
bord. Cela conduit généralement & I'utilisation d’éléments finis avec un nombre de
points d’intégration augmenté.
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guantités flux de chaleur contrainte, effort
« statiques » -q , —Qq-n c , FE
guantités t_empérat_ure déplacement, déplacement bard
« cinématiques » 0 , Or u , W
« matériau» | coefficient de convection direction de recherche
h k™
relation de g-n6*dS= —/(E—E) ‘W*dS=

« comportement >

= / h(6— 80)6*dS
g

-~ / (W —W)-k"W*dS
A

TAB. A.1 — Analogie thermique — mécanique



Annexe B

Relation locale de comportement du
probleme 1D

Pour déduire la relation de comportement locale d’'une structure unidimensionnelle
droite, figure B.1T =KyD, a partir de la relation de comportement du milieu continu
tridimensionnelg = Ke, il faut identifier celle-ci de la fagon suivante :

dVv

avec

la déformatiorD est notée :

dVv V_dQ
V==Y, ]
O0=—+N;,w
~ dS AN m
Np A g
ql\ m Ny
N\
N3;”

Le déplacement
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permet d’atteindre la partie antiplane du tenseur des déformations :

€11=[0+(M—M),y|-N;

1
1= 5f6+ (M—M), ¥ Ny

1
€13 = §[§+ (m—M),V| N3

La contrainte normale est ainsi :

oN; = (A +2p)€11N; + 2Ue1oN, + 21e13N3

d’ou I'expression dd :

E:/aulds
S

T =Ro =
C— [(M-m),oN,ds
S

m

qui permet de remonter, en notations matricielles dahsN,, N5), a I'expression de
Ky:
g

dVv
T =Kq s
[ (A +2w)S 0 0 0 A+2w)l2  —(A+2p)l3 ]
0 uS 0 —plbp 0 0
Fl_| o 0 uS i 0 0 5
H a 0 —Hl2 iz plo 0 0 M
(A +2u)l2 0 0 0 A+20)d  —(A+20)d3
_—()\+2}.1)|3 0 0 0 —(A+2wWdkhs A+2wWJs ]

ou interviennent les caractéristiques geometriques de section :
sz/ds |2:/x3ds |3=/x2ds |o:/(x§+x§)ds
s s s s
Jo = /X%ds JgZ/ngS Jo3 = /X2X3dS
S s s

Avec une géométrie un peu particuliere (symétrie par rappdtj &t N3), on a
I = I3 = J3 =0 et on retrouve une forme diagonale classique :

‘A+20S 0 0 O 0 0
0 uS o0 o0 0 0
| o owus o 0 0
Kl=| o 0 0 g O 0
0 0 0 0 (A\+20) O

0 0 0 0 0 (A tr2pk
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Remarque

On ne retrouve pas ici la relation de comportement classique des structures poutres
au sens de la résistance des matériaux : en effet celle-ci doit s’obtenir par une hypo-
these mixte sur les déplacements (mouvements de solide rigide par section droite) et
sur les contraintes (antiplanes), dans le cas ou n’apparait pas de torsion. Afin d’appli-
guer ici 'approche multi-échelle a une analyse de structure a base d’éléments finis en
déplacements, toutes les prolongations ont été choisies de type cinématique ; la projec-
tion du champ de déplacement ne constitue donc pas la reconstruction d’'un champ de
déplacement tridimensionnel a partir d’'une analyse en modele de résistance des maté-
riaux, ce dernier n’ayant pas été choisi ici comme le probleme a grande échelle (qui se
déduit du choix des prolongations).



Annexe C

Algorithme du gradient conjugué

Notations

Désirant résoudre un systéme linéaire de type :

ou [K] est symétrique, définie positive. L'algorithme du gradient conjugué ne nécessite
ni la factorisation déK], ni son assemblage (bien que celui-ci puisse étre parfois in-
téressant du point de vue de l'efficacité numérique). Factorisation et montée-descente
sont donc remplacées par un algorithme itératif comportant multiplication matrice-
vecteur et réalisation de produits scalaires. La table C.1 présente les notations pour cet
algorithme, les crochetd ayant été omis pour alléger la présentation.

Initialisation
solution de dépany
résidu d’équilibreg = f —Kqp
direction de recherchdy = rg

[térations
In-dn _ h-In
dy-Kdy  dp-Kdy

calcul du pas optimad, =
iteré gni1 = qn+ Pndn
résidurpy; = f —Kgny1 = rn— pnKdh

fi1-Kdn  fnpa-foga

B dn‘Kdn n rn‘rn
direction de rechercha}, 1 = rn 1+ Andn

parameétre d’orthogonalisatiog, =

TAaB. C.1 — Algorithme du gradient conjugué

Parmi les inconvénients de cette méthode, on peut rencontrer, du point de vue effi-
cacité suivant les architectures de machines utilisées, la nécessité de procéder a des
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assemblages-désassemblages pour les produits matrice-vecteur, et du point de vue
numerique, la perte possible d’orthogonalité des directions de recherche, qui peut
conduire a envisager des réorthogonalisations plus ou moins partielles ([Roux 90]).

Préconditionnement

En vue d’améliorer la convergence, le systeme linéaire précedant peut étre pre-
conditionné par un opérate(lf], [Papadrakakis et Dracopoulos 91], qui se veut étre
spectralement proche di€] et pouvant participer lui-méme a un systéme linéaire ai-
sément soluble. La technique consiste alors a corriger le r@sjda chaque itération
pour le remplacer pdr], = [K~1][r], (table C.2).

Initialisation
solution de dépany
résidu d’équilibrerg = f —Kdqp
direction de recherchdy = K 1rg

Itérations
calcul du pas optimgd "n-
ul du [ = ——
caietll i pas OpiM®n = 4 "Kd,
iterédny1 = gn + Pnn
résidurpn; 1 = f —Kgns1 B

K_lrnJrl -Kdh

_ dn - Kdp
direction de rechercheh, 1 = K~ 1rp, 1+ Andn

paramétre d’orthogonalisationp, = —

TAB. C.2 — Algorithme du gradient conjugué préconditionné

Convergence

Si on connait le conditionnemexkide I'opérateur linéaire, on peut alors estimer le
taux de convergence de l'algorithme. En effet, la décroissance de I'exreyfe, au
cours des itérations est bornée par

2
vK—1
VK+1
donc, lorsque le conditionnement est grand, le taux de convergence
T=—log—=
J €nh

varie enk 0



Annexe D

Technique de lagrangien augmenté

Reprenons le probléme de point selle [1.6] présenté au chapitre 1.3, page 32 : pour

(UE,WE) c UE, F ¢ F,FE+FF = 0 surlEF, rendre stationnaire :

2JoE oE —d

—/a _Fq-UFds- / EE. WEdS}
Q 0iQ

A

En introduisant un champ supplémentaites W , W& = WE surFEE' ([Glowinski et
Le Tallec 90]), il se transforme en :

Ll(g,V_V;E):EZ{} Trle(UB)Ke(UB)dQ - [ £ -UEBdQ+
cE

INE 1 E
L&(Q,V_V,V_V,E):EEE{é QETr[ e(UF)Ke(UF)jdQ - QEid U=dQ-+

—/ EdS/ .(WE —WF)ds
9,0F QE

La construction du lagrangien augmenté se fait avec un parametre k en renforcant la
contrainte :

~ 1 ~E ~E
Lo(U.W.W:F) = L} —/ WE —W") - k(WE —W
Z(Q,_,_ _) 1+E§E2 aiQE<_ yv ) (_ v )dS

La résolution proposée dans [Glowinski et Le Tallec 90] est alors une variante de la
technique d’Uzawa, dénommée ausse 3 ([Fortin et Glowinski 82]) :
— (W;E)n_1/2 étant supposé connu,
on cherchéU W), en considérarllz(g,v_v,vﬂnfl/z) avec la direction :
oL,

aL,
E E
V(dUE, dWF) € UE, au U+ gy dw =0
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— puisk,, par
~E ~E /
EE = _En—l/2+ k<V_VE _V_Vn—l/z) surl =& '
ce qui correspond a I'étape linéaire de-keriN ;
— enfin, on rafraichitW;F) en

kV&E—Fl/Z"‘ kV&E/H/z =kWE +WE) —FE—FE surrEF

~E -
—Fni1/2=—Ff +kWg —Wi 1))

surlEE' ce qui correspond a I'étape locale de kaIN .
Cette démarche conduit a la mise en ceuvre de la méthode proposée dans [Lions 90].



