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Aujourd’hui encore, le calcul scientifique a des besoins en puissance de calcul qui
dépassent les moyens mis à sa disposition. Cette demande toujours accrue a conduit
à développer d’une part, des algorithmes de plus en plus performants, et d’autre part,
des architectures d’ordinateurs permettant de disposer d’une puissance de calcul ac-
crue. Par exemple, les machines mono-processeur ont vu la puissance de base de leur
processeur augmenter notablement ; cependant, des limites physiques sont apparues
et pour permettre le passage à une classe de machines supérieure, les architectures
vectorielles puis parallèles ont émergé. Aujourd’hui, ces dernières sont celles qui per-
mettent d’atteindre les plus grandes puissances de calcul (figure 1 d’après [Noor 94]),
en particulier avec le développement de processeurs et de réseaux d’interconnection
permettant d’obtenir un parallélisme « extensible » utilisant pleinement les possibilités
d’une machine (choix du nombre de processeurs suivant la taille du problème à traiter,
avec pas ou peu de dégradation de performances quand ces deux s’accroissent).
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FIG. 1 – Évolution de la puissance de calcul des ordinateurs [Noor 94]

Pour tirer parti de ces nouvelles architectures, des algorithmes adaptés ont dû être
développés, la parallélisation automatique de codes de calculs existant sur machines
séquentielles ne permettant que difficilement d’atteindre des performances élevées et
étant délicate à réaliser sur des architectures à mémoire distribuée.

Dans le domaine du calcul de structures, ces multi-processeurs sont, ou seront,
aussi un atout considérables. En effet, la volonté de prendre en compte des effets de
structure (zones à fort gradient de contraintes, redistribution de contraintes, . . . ), aussi
bien que celle de modéliser finement le comportement des matériaux (plasticité, vi-
scoplasticité, matériaux composites, . . . ) en développant des lois de comportement so-
phistiquées prenant en compte de nombreux couplages mécaniques, [Marquis 89], de
nombreuses variables internes, [Feyelet al. 97], ou même le développement de tech-
niques de calcul adaptées à des problèmes fortement non-linéaires, [Pijaudier-Cabot
91], conduisent à des coûts de calcul qui deviennent prohibitifs, voire hors de portée,
pour les architectures séquentielles classiques.



10

Ces coûts sont issus de deux types distincts de problèmes qui se présentent lors
de l’analyse de telles structures : les problèmes non-linéaires, mais généralement lo-
caux en variables d’espace qui traduisent l’évolution du comportement du matériau,
et les grands systèmes globaux linéaires, qui traduisent classiquement l’équilibre de
la structure. Les premiers peuvent conduire à un parallélisme à grain fin (calculs lo-
caux indépendants, sur des données locales, qui proviennent de l’intégration de la loi
de comportement), et peuvent donc être résolus aisément en parallèle par exemple
en distribuant les éléments parmi les processeurs disponibles [Barragy et Carey 88],
[Whirley et al.89], [Débordes et Michel 89]. Quant aux seconds, dans le cas de solli-
citations quasi-statiques ou lentes, ils conduisent à une résolution implicite globale sur
toute la structure, qui ne présente donc pas le caractère « parallèle » des équations de
comportement du matériau. Notons que dans le cas de sollicitations dynamiques très
rapides (suivi de la propagation d’une onde dans une structure, par exemple), des tech-
niques de résolution explicites permettent, outre une écriture plus simple, de ne traiter
l’équilibre que de façon quasi-locale et se prêtent donc bien à une résolution en paral-
lèle, [Oakley et Knight, jr. 95], [Fahmy et Namini 95]. Ces techniques ont aussi inspiré
des extension numériques pour les cas statiques, [Hugueset al.83] par exemple.

Outre les techniques de parallélisation automatique déjà mentionnées et qui amènent
à un parallélisme que l’on pourrait qualifier de parallélisme « informatique », [Lamour
91], se développent aussi des méthodes de résolution en parallèle de grands systèmes
linéaires creux (typiques de ceux auxquels conduit une discrétisation éléments finis),
que ce soit de manière directe ou itérative, de façon quasi indépendante du type de
problème qui leur a donné lieu [Utkuet al. 86], [Roditis et Kiousis 90], [Buoniet al.
93], [Pan et Reif 93]. Il s’agirait alors de parallélisme « numérique ». Ici, nous nous
plaçons dans une troisième catégorie : celle d’un parallélisme « mécanique », dans la-
quelle se classent les méthodes de type décomposition de domaine [Escaiget al. 94],
[Farhat et Roux 91], [Yagawaet al.93], [De Roecket al.92], qui conservent au cours
de la résolution la nature du problème mécanique à résoudre.

Pour rompre la globalité en variables d’espace des équations d’équilibre d’une
structure, ces méthodes procèdent à une décomposition en sous-domaines pour ne
plus faire intervenir qu’une succession de résolution de problèmes quasi-locaux sous-
domaine par sous-domaine. Le problème résultant est alors, bien entendu, celui du
raccord entre sous-domaines voisins ; il est souvent qualifié de problème condensé sur
les interfaces [Roux 90]. Ces approches conduisent à un parallélisme à grain large (le
volume de calcul à réaliser par processeur reste élevé vis à vis de la quantité d’infor-
mations à échanger avec les autres processeurs au travers du réseau de communica-
tion). Généralement, la nature synchrone de ces algorithmes pousse à se préoccuper de
l’équilibrage des charges entre processeurs pour obtenir des efficacités élevées [Farhat
88], [Padovan et Kwang 91].

L’objectif à terme est pour nous de pouvoir traiter des problèmes non linéaires
d’évolution — principalement en petites perturbations — sur des calculateurs paral-
lèles. En effet, pour des structures discrétisées avec un grand nombre de degrés de
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liberté, les besoins en calcul peuvent être qualifiés d’intensifs soutenus dès lors qu’ils
mobilisent une grande ressource en terme de puissance de calcul, sur une durée de
calcul importante.

Pour ces problèmes non-linéaires d’évolution, une approche dite à grand incrément
de temps (méthodeLATIN ) a été initialement proposée par Ladevèze dans [Ladevèze
85], et est depuis développée au Laboratoire de Mécanique et Technologie de Cachan.
Cette approche constitue le moteur sous-tendant notre étude, même si elle ne se pré-
sentera que dans un cas dégénéré puisque nous ne considèrerons ici que le cas du com-
portement élastique linéaire où seule la configuration finale nous intéresse. Dans un tel
cadre, l’algorithme qui en résulte se confond avec ceux proposés dans [Lions 90], pré-
senté à partir du cas limite de la méthode de Schwarz avec recouvrement, [Glowinski
et Le Tallec 90] et [Ladevèze 85], à partir de lagrangiens augmentés.

L’originalité de l’approche qui sert de base à cette étude consiste en le fait que la
structure initiale est décomposée en sous-structures et interfaces, chacune étant une
entité mécanique à part entière possédant son propre comportement. L’algorithme de
résolution est alors bâti en utilisant la trame de la méthodeLATIN appliquée au pro-
blème de l’assemblage de sous-structures et d’interfaces, [Ladevèze 87], [Ladevèze
96]. De plus, les inconnues principales intervenant dans ce problème sont à la fois
les champs de déplacements et les champs d’effort sur les interfaces, qui traduisent les
interactions entre les constituants de l’assemblage. C’est en ce sens que la méthode uti-
lisée est qualifiée de « mixte ». Bien que traitant dans ce travail essentiellement du cas
de comportement élastique linéaire du matériau, la démarche de laLATIN est conser-
vée afin de pouvoir se placer dans un cadre de travail bien adapté à la résolution des
problèmes non linéaires d’évolution pour faciliter une future généralisation. Le cas li-
néaire peut alors être envisagé comme un cas dégénéré des problèmes précédents, où
le temps ne joue plus de rôle.

Cette démarche a été exploitée dans plusieurs travaux, comme l’utilisation de la
modularité de l’approche pour les assemblages de structures, [Danwé 93], ou en in-
troduisant des comportements variés pour les interfaces, tels la prise en compte du
contact unilatéral avec frottement, l’utilisation de maillages incompatibles, [Champa-
ney 96], [Blanzéet al.96] ; la possibilité d’un traitement en parallèle du problème issu
de la décomposition en sous-structures, [Ladevèze 87], [Cognardet al. 96], et le test
de l’algorithme sur plusieurs types d’architectures multi-processeurs en élasticité bidi-
mensionnelle dans [Lorong 94], [Ladevèze et Lorong 92]. L’utilisation du parallélisme
interne aux approchesLATIN dans le cas de structures à comportement viscoplastique,
soumises à des chargements cycliques, a été abordée dans [Cognard et Ladevèze 91],
[Cognard et Ladevèze 93].

Lorsque la taille du problème augmente, les méthodes de décomposition de do-
maine deviennent plus efficaces que les méthodes directes. Cependant, l’efficacité ob-
tenue n’est pas l’efficacité maximale que l’on pourrait en attendre lorsque le nombre
de sous-domaines croît ([Brambleet al. 86]) ; en particulier, l’extensibilité des algo-
rithmes n’est pas assurée. Un effort supplémentaire doit donc être apporté pour amé-
liorer les performances de tels algorithmes. Une vision multi-échelles déjà présente
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dans les techniques multi-grilles ou les éléments finis hiérarchiques ([Zienkiewiczet
al. 83], [Yserentant 86]), peut pallier les précédents inconvénients. Des techniques de
propagation rapide d’information parmi les sous-structures lors des itérations de l’al-
gorithme en sont issues, par exemple dans [Mandel 93], [Farhatet al.94]. L’utilisation
d’un problème global sur la structure à cette fin est maintenant réalisée dans plusieurs
algorithmes de résolution par décomposition de domaine, comme la méthodeFETI [Fa-
rhat et Roux 91], [Farhatet al. 94], pour laquelle le mouvement de solide rigide des
sous-domaines doit être introduit ou la « balancing domain decomposition method »
où lequel est ajouté cette fois-ci lors de la phase de préconditionnement. Il semble
que l’idée de la nécessité d’un problème global sur toute la structure ait été proposée
initialement par Bramble dans [Brambleet al.86].

Ici, nous élaborons une extension multi-échelles, dans l’esprit de [Brambleet al.
86], de la méthodeLATIN associée à une décomposition en sous-structures et inter-
faces, dans le cadre de l’élasticité linéaire.

Dans une première partie, nous décrivons quelques méthodes de décomposition de
domaine en calcul de structures, en nous attachant à faire ressortir l’aspect calcul paral-
lèle (partition des données, synchronisations entre processeurs, . . . ). En particulier, les
approches de Schur primale et duale (dont la méthodeFETI) sont détaillées, avec l’uti-
lisation d’un préconditionneur. Ces approches sont issues de l’analyse numérique qui
fournit des résultats de convergence asymptotiques. À partir de ceux-ci est introduite
la notion d’extensibilité numérique.

La deuxième partie met alors en place l’approche qui sert de base à notre étude :
la méthodeLATIN couplée à une technique de sous-structuration. La décomposition
en sous-structures et interfaces permet de faire jouer un rôle de premier plan à l’en-
tité mécanique « interface », et les efforts et déplacements bord sont traités à égalité
d’importance dans l’algorithme qui en est issu. Quelques résultats de convergence sont
rappelés et illustrés sur diverses variantes de l’approche. Enfin, l’implantation et la réa-
lisation d’un code prototype dans le cadre du code de calcul par éléments finisCASTEM

2000, permettent de présenter des exemples tridimensionnels à grand nombre de de-
grés de liberté, sur des calculateurs dont le nombre de processeurs est de l’ordre de
64.

Un aspect numérique important fait l’objet du troisième chapitre, à savoir le choix
et l’influence de la discrétisation, en particulier lorsque l’on cherche à conserver la
caractéristique, décrite précédemment du point de vu milieu continu de l’algorithme,
de ne privilégier ni le déplacement, ni l’effort l’un par rapport à l’autre. Cela conduit
à converger vers la solution d’une formulation mixte discrétisée qui conserve un rôle
plus important aux interfaces et à l’équilibre.

L’élaboration d’une approche multi-échelles est alors effectuée dans le quatrième
chapitre. Il présente quelques approches numériques à plusieurs échelles et réécrit le
problème initial comme la superposition d’effets à longueurs de variation distinctes :
l’une est liée à une dimension caractéristique de la structure, l’autre, à celle des inter-
faces du partitionnement de cette même structure. L’algorithme itératif précédent est
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alors étendu à cet aspect pour donner l’approcheLATIN multi-échelles.
Enfin, le dernier chapitre présente l’influence des échelles exhibées par la structure

partitionnée, sur le taux de convergence de l’algorithme, ce qui permet de conclure à
son extensibilité. Les performances en sont ensuite illustrées sur un exemple de taille
importante, pour montrer la faisabilité de l’approche, et différentes démarches décrites
au cours de ce mémoire sont comparées. Le choix du paramètre décrivant les directions
de recherche de l’approche proposée est alors mis en évidence comme étant lié aux
dimensions des interfaces, et non plus de la structure initiale.
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Principales notations

– Géométrie
Ω structure étudiée,
∂1Ω partie de la frontière à déplacement imposé, et
∂2Ω partie à effort imposé ;
ΩE sous-structure,
ΓEE′ interface entre les sous-structuresΩE et ΩE′.

– Champs et espaces associés
U champs de déplacement,
ε(U) déformation associée àU ,
U ensemble des champs de déplacement à énergie finie,
U0 ensemble des champs deU cinématiquement admissibles

pour des conditions aux limites homogènes ;
σ champs de contraintes,
S ensemble des champs de contraintes statiquement

admissibles ;
W déplacement bord, et
W son espace associé,
F effort bord, et
F son espace associé ;
(UE,WE) couple déplacement-déplacement bord

de la sous-structureΩE,
UE

ad ensemble de ces couples cinématiquement admissibles,
(σE,FE) couple contrainte-effort de la sous-structureΩE,
SE

ad ensemble de ces couples statiquement admissibles.
– Matériau

K opérateur de Hooke
– De façon générale, l’exposantE représente une quantité liée à la sous-structure

ΩE ; quand cette notation n’est pas employée sur des quantités manifestement
locales à la sous-structureΩE, cela représentera le regroupement de toutes ces
quantités (le produit cartésien).
L’indice h traduit une quantité discrétisée et la notation[.] est la représentation
matricielle après discrétisation.
La notation ¯., quant à elle, concerne une quantité effective, et les indices 1 et 2 se
rapportent généralement à des quantités issues respectivement de l’échelle fine
et de l’échelle globale.

– Opérateurs particuliers
P opérateur de prolongation
R opérateur de restriction.
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Les méthodes de décomposition de domaine furent tout d’abord initiées sans cher-
cher explicitement à introduire le parallélisme dans le traitement d’un problème im-
plicite, c’est à dire qui conduit à exprimer un couplage entre toutes les inconnues du
problème (pour nous, ce sera la recherche d’un champ de déplacement et d’un champ
de contraintesadmissiblessur toute la structure étudiée). Elles mettent classiquement
en jeu une décomposition en sous-domaines recouvrants (méthode de Schwarz) ou non
recouvrants (méthode de Schur).

Avec l’avènement des calculateurs parallèles, plus puissants, de nombreuses re-
cherches en mécanique se sont développées afin d’utiliser ces nouvelles architectures,
d’abord en mécanique des fluides, puis en calcul de structures. En particulier, l’ana-
lyse par éléments finis a conduit au développement de techniques et d’algorithmes
nouveaux ([White et Abel 88], [Mackerle 96]). Dans ce cadre, les méthodes de dé-
composition de domaine connaissent un nouvel essor.

Après avoir introduit le problème de référence qui nous préoccupe ici, nous dé-
crivons donc quelques unes de ces méthodes, utilisées dans l’optique d’une résolution
sur calculateurs parallèles. En particulier, les approches primale (privilégiant les quan-
tités cinématiques : le déplacement) et duale (privilégiant les quantités statiques : les
efforts) sont étudiées et l’accent est porté sur l’utilisation, imposée ou ajoutée, d’un
problème global sur toute la structure afin d’améliorer les performances.

Issues du domaine de l’analyse numérique, les solveurs linéaires en parallèle qui
sont construits sur ces approches participent souvent des techniques de gradient conju-
gué, beaucoup étudiées comme algorithmes itératifs utilisables sur calculateurs multi-
processeurs ([Johnsson et Mathur 89], [Mansfield 90], par exemple).
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1.1 Problème de référence et notations
Nous nous plaçons dans le cadre des petites perturbations et dans la situation par-

ticulière où seule la configuration finale occupée par la structure nous intéresse. Aussi,
le temps n’est pas un paramètre du problème.

La structure élastique étudiée occupe un domaineΩ dont la frontière est notée
∂Ω. Elle est soumise à un chargement composé de force de volumef

d
, et de forces

surfaciquesFd sur la portion de frontière∂2Ω de∂Ω. Sur la portion de frontière∂1Ω,
complémentaire de∂2Ω, le déplacementUd est imposé (figure 1.1).

Ud

f d

Fd

∂1Ω
∂2Ω

Ω

FIG. 1.1 – Problème de référence

Le problème à résoudre consiste alors à trouver un couple(U(M);σ(M)), M ∈Ω,
pour lequel :

– Le champ de déplacementU estcinématiquement admissible, c’est à dire :

U |∂1Ω = Ud , U ∈U

oùU est l’ensemble des champs de déplacement à énergie finie, surΩ.
– Le champ de contrainteσ eststatiquement admissible, c’est à dire :

∀U? ∈U0,−
∫

Ω
Tr[σε(U?)]dΩ+

∫

Ω
f

d
·U?dΩ+

∫

∂2Ω
Fd ·U?dS= 0

oùU0 est l’ensemble des champs de déplacement deU nuls sur∂1Ω (l’ensemble
des champs de contrainte statiquement admissibles sera quant à lui notéS ).

– La relation de comportement est vérifiée :

σ = Kε(U)

où K est l’opérateur de Hooke caractéristique du matériau.
Un tel problème est évidemment global en variables d’espace (typiquement, les équa-
tions d’équilibre couplent les inconnues). Pour rompre cette globalité et ainsi pou-
voir facilement traiter le problème de façon parallèle, les techniques de résolution par
décomposition de domaine procèdent à un découpage de la structure initialeΩ en
sous-domainesΩE, E ∈ E (figure 1.2). Avec une telle vision du problème, est donc
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Ω

ΩE

ΩE’

ΩE” Γ

FIG. 1.2 – Découpage en sous-domaines

aussi introduit l’interface uniqueΓ qui assure globalement le liens entretousles sous-
domaines.

Le bord du sous-domaineΩE sera noté∂ΩE, dont l’éventuelle partie où le dépla-
cement est imposé est notée∂1ΩE = ∂1Ω∩ ∂ΩE, celle où les efforts sont imposés,
∂2ΩE = ∂2Ω∩∂ΩE, et la partie complémentaire∂iΩE. On a donc

∂ΩE = ∂1ΩE∪∂2ΩE∪∂iΩE

Le champ d’efforts surfaciques traduisant l’action des autres sous-domaines sur
ΩE au travers deΓ sera notéFE, et le champ de déplacement au même endroit,WE

(figure 1.3). Le champ de contrainte défini sur le sous-domaineΩE est notéσE, alors
queUE est le champ de déplacement de ce même sous-domaine.

Nous noterons enfinW et F les espaces dans lesquels doit se faire la recherche
des nouvelles quantités introduites que sont les déplacements et efforts bordW et F .
Leur choix sera discuté plus en détail lors de la discrétisation.

ΩE

f d WE

FE

M

Fd
∂2ΩE

∂iΩE

∂1ΩE

Ud

FIG. 1.3 – Notations relatives à un sous-domaine
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1.2 Approches en déplacement
Après avoir procédé à une décomposition de la structure similaire à celle de la

figure 1.2, le problème de référence peut être écrit sous une forme équivalente au sens
du modèle milieu continu :

trouver les champs de déplacement et de contraintes(UE;σE) minimisant une
quantité de type erreur en relation de comportement :

Φ(U ;σ) = ∑
E∈E

1

2

∫

ΩE
Tr[(σE−ε(UE))K−1(σE−ε(UE))]dΩ [1.1]

– pour des champs de déplacementUE cinématiquement admissiblesau sens du
sous-domaineΩE :

UE ∈UE,

UE
|∂1ΩE = Ud

où UE est l’ensemble des champs de déplacement à énergie finie, définis sur
ΩE ;

– et pour des champs de contraintesσE équilibrant les charges éventuellesf
d

et
Fd :

∀UE? ∈UE0
,

−
∫

ΩE
Tr[σEε(UE?)]dΩ+

∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS= 0

qui appartiennent alors à un espace notéSE. UE0
est alors l’ensemble des champs

de déplacement deUE nuls sur∂1ΩE ;
– dans le cas d’interfaces parfaites, les champs bord doivent vérifier de plus la

continuité à l’interface :

UE = UE′ surΓEE′

σE
|ΓEE′n+σE′

|ΓEE′n
′ = 0

où l’interfaceΓEE′ = ∂iΩE ∩ ∂iΩE′ a pour normales locales unitairesn et n′

(n+n′ = 0), ce qui est illustré par la figure 1.4.

Le problème consistant à minimiser le potentiel [1.1] sous les contraintes précé-
dentes se découple alors aisément en deux problèmes de minimisation séparés :
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n'

n

ΓEE'

M

(ΩE)

(ΩE')

FIG. 1.4 – Jonction entre deux sous-domaines

– un problème en « déplacement »

min
UE∈UE

UE
|ΓEE′=UE′

|ΓEE′

Φ1(U) = ∑
E∈E

{
1

2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ+

−
∫

ΩE
f

d
·UEdΩ−

∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS

}
[1.2]

– un problème en « contraintes »

min
σE∈SE

σE
|ΓEE′n+σE′

|ΓEE′n
′=0

Φ2(σ) = ∑
E∈E

{
1

2

∫

ΩE
Tr[σEK−1σE]dΩ+

−
∫

∂1ΩE
σEn·UddS

}
[1.3]
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1.2.1 Méthode de Schur primale
Aussi appelée méthode de sous-structuration, la méthode du complément de Schur

a semble-t-il été introduite dans [Przemieniecki 63]. Elle fut d’abord employée sans
souci de parallélisme, comme dans ([Dodds, jr. et Lopez 80]) pour une analyse de
structure où les non-linéarités sont confinées dans une zone a priori déterminée (un
sous-domaine). Cependant, grâce au partitionnement du domaine qu’elle entraîne, son
intérêt est aussi apparu dans la création d’algorithmes adaptés aux calculateurs paral-
lèles.

Considérons ainsi le problème de référence exprimé au travers d’une formula-
tion en déplacements discrétisée par éléments finis [Zienkiewicz et Taylor 91]. On
est conduit à résoudre un système linéaire creux, symétrique, défini positif, du type

[K][q] = [ f ] [1.4]

Un tel problème est évidemment toujours global en variables d’espace (les équa-
tions en question sont couplées).

Condensation sur l’interface Γ

L’approche algébrique consiste alors en une renumérotation formelle des nœuds en
vue de présenter un découpage en blocs de la matrice de rigidité[K] : si l’on numérote
en premier les degrés de liberté dont les nœuds sont internes au premier sous-domaine
(au sens strict : pas de nœuds sur la frontière qui le sépare des autres sous-domaines),
puis ceux du deuxième sous-domaine, ainsi de suite . . . jusqu’à numéroter en dernier
ceux de l’ensemble des frontières entre sous-domainesΓ. Par exemple, pour une dé-
coupe en deux sous-domainesΩE et ΩE′, on est formellement amené à écrire le sys-
tème sous la forme : KEE 0 KEΓ

0 KE′E′ KE′Γ
KΓE KΓE′ KΓΓ

qE

qE′

qΓ

=

 fE
fE′
fΓ


Cette expression correspond bien entendu à celle que l’on peut obtenir à partir du pro-
blème en déplacement précédent ([1.2], page 20) dans lequel la condition de continuité
en déplacement à l’interfaceΓ est implicitement traitée par choix d’un même degré de
liberté de part et d’autre de celle-ci.

La condensation statique sur l’interfaceΓ du problème discrétisé [1.4] n’est alors
rien d’autre qu’une substitution des inconnuesqE et qE′ (élimination de Gauss par
bloc), de façon à se ramener aux seules inconnuesqΓ :

[S][qΓ] = [b] [1.5]



1.2. Approches en déplacement 22

avec

[S] = KΓΓ− ∑
E∈E

KΓE(KEE)−1KEΓ

[b] = fΓ− ∑
E∈E

KΓE(KEE)−1 fE

[S] est appelée matrice du complément de Schur ([Bjørstad et Widlund 86], [Agoshkov
88]) et [b] est le résultat de la condensation des efforts généralisés[ f ] surΓ. Comme
KΓΓ peut être considéré comme la contribution à une partie de la rigidité, des éléments
de différents sous-domaines, il peut s’écrire

KΓΓ = ∑
E∈E

KE
ΓΓ

et de même,[S] est l’assemblage des[SE], matrices de rigidités (condensées) desΩE

considérées comme des « super-éléments », qui se trouvent être des matrices pleines.
Il en est de même pour[ fΓ] et donc pour[b], ainsi :

[S] = ∑
E∈E

[SE]

[b] = ∑
E∈E

[bE]

où ∑ désigne ici abusivement l’assemblage des matrices locales aux sous-domaines
[SE].

Considérons maintenant le problème condensé [1.5]. l’assemblage explicite des
[SE] peut conduire, lorsque le nombre de degrés de liberté est grand sur l’interfaceΓ
(par exemple, lors d’une décomposition en un nombre élevé de sous-domaines), à une
matrice[S] creuse au sens des super-éléments mais possédant quand même une connec-
tivité élevée et donc une grande largeur de bande. À fin d’illustration, considérons le
problème modèle de la figure 1.5 (déformations planes, module d’YoungE = 200GPa,
coefficient de Poissonν = 0,3, et éléments quadrilatères à 4 nœuds), en utilisant l’al-
gorithme de condensation des super-éléments du code éléments finisCASTEM 2000
([Verpeauxet al. 88]). La matrice du complément de Schur[S] a été explicitement
construite et les remplissages (termes du triangle inférieur stockés en mémoire) des
matrices factorisées sont reportés dans la figure 1.2.1 pour deux problèmes de tailles
différentes (table 1.1), pour un stockage semi-morse et renumérotation de type Cuthill–
McKee, [Cuthill et McKee 69]. Il est à noter qu’au vu de la géométrie particulièrement
simple, les matrices obtenues ont des bandes denses.

Résolution par construction explicite de [S]

Une première approche consiste à opérer une résolution directe du problème condensé
à partir de cette construction explicite de la matrice de Schur[S]. Le calcul des rigi-
dités « élémentaires »[SE] des super-élémentsΩE est réalisé par une méthode de type
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H h

L

FIG. 1.5 – Problème test pour la condensation

nb de sous-domaines 64 16 4 1
nb ddl[KE] 72 242 882 3362

encombrement[KE] 8 ko 48 ko 337 ko 2.4 Mo
nb ddl[S] 1106 498 170 -

encombrement[S] 864 ko 393 ko 95 ko -

nb de sous-domaines 64 16 4 1
nb ddl[KE] 882 3362 13122 51842

encombrement[KE] 0.3 Mo 2 Mo 18 Mo 148 Mo
nb ddl[S] 4466 1938 650 -

encombrement[S] 13 Mo 6 Mo 1.4 Mo -

TAB . 1.1 – Caractéristiques des condensations

frontale ([Irons 70]) appliquée aux rigidités des sous-domainesΩE :

[KE] =
[
KEE KEΓ
KΓE KE

ΓΓ

]
en conservant comme dernier front, l’ensemble des « nœuds maîtres » que constitue
∂iΩE ∩Γ. Le fait de pouvoir réaliser cette opération sur plusieurs sous-domainesΩE

(simultanément) a conduit à qualifier cette technique de méthode multi-frontale ([Duff
86], [Escaiget al.94], [Farhat et Crivelli 89]).

Bien entendu, la phase d’assemblage des[SE] et [bE] est séquentielle, ainsi que la
résolution du système condensé[S][qΓ] = [b] (de petite taille s’il y a peu de nœuds sur
l’interface Γ, mais de largeur de bande élevée). On peut néanmoins utiliser pour ce
système un solveur direct en parallèle, s’il est de taille suffisante pour amortir les coûts
de parallélisation de cette phase ([Farhat et Wilson 88], [Heathet al.91], [Guptaet al.
] par exemple).

L’algorithme de résolution est décrit dans la table 1.2. La phase de post-traitement,
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3
36

2
dd

l
←
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−→

51
84

2
dd

l
←
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−→

FIG. 1.6 – Profils pour deux tailles de problème (3 362 ddl et 51 842
ddl) :
a) rigidité totale[K],
b1) [KE] pour 1 sous-domaine parmi 4,
b2) condensée[S] de 4 sous-domaines,
c1) [KE] pour 1 sous-domaine parmi 16,
c2) condensée[S] de 16 sous-domaines,
d1) [KE] pour 1 sous-domaine parmi 64,
d2) condensée[S] de 64 sous-domaines
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peu coûteuse, consiste à revenir aux degrés de liberté internes aux sous-domaines par :

qE = K−1
EE( f E−KEΓqΓ)

Pour chaque sous-domaine
création des rigidités élémentaires deKE

condensation locale par élimination frontale pourSE etbE

envoi par message deSE etbE −→

Pour le processeur maître
réception et assemblage desSetb ←−
résolution deSqΓ = b
envoi par message desqE

Γ −→

Pour chaque sous-domaine
réception deqE

Γ ←−
restitution aux nœuds internes deqE

TAB . 1.2 – Algorithme multi-frontal

Comme la figure 1.2.1 l’a déjà illustré, quand le nombre de sous-domaines est im-
portant, le nombre de nœuds deΓ peut devenir assez élevé et la taille du problème
condensé croît en conséquence. Pour pallier cet inconvénient, des étapes supplémen-
taires dans la condensation peuvent ainsi être envisagées : condensations successives
sur des problèmes de taille de plus en plus réduite ([Escaiget al.94]). Cette méthode
apparaît performante, au moins pour des nombres de processeurs modérés (de l’ordre
de 10) ([Escaiget al.94]).

Pour conserver un même algorithme de numérotation des degrés de liberté dans
la matrice[KE], [KEE] peut être numérotée à part, à condition de prévoir un stockage
particulier des condensées élémentaires[SE] et des blocs qui lui sont connectés suivant
des considérations de remplissage optimal ([Escaig 92]).

Lien entre méthode frontale et condensation

La méthode frontale est en fait une forme récursive de condensation : considérons
en effet la phase de traitement de lakième ligne de[KE] notée[dk Ak] où dk est le
terme diagonal. Notons alors[KE

k ] la sous-matrice associée aux degrés de liberték et
suivants,

[KE
k ] =

[
dk Ak
tAk KE

k+1

]
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de la même façon, la sous-colonne de[ f E] constituée des termesk et suivants est notée
[ f E

k ],

[ f E
k ] =

[
gk

f E
k+1

]
Le traitement de cette ligne par une factorisation de Crout (ou de Choleski), tout
comme l’élimination de degré de liberték du front, n’est autre qu’une condensation
de ce degré de liberté sur les suivants : pourk croissant,

KE
k+1← KE

k+1− tAkd
−1
k Ak

ainsi que la condensation du second membre — qui correspond à la phase de montée :

f E
k+1← f E

k+1− tAkd
−1
k gk

Par condensations successives — donc par arrêt prématuré de la factorisation — on
construit ainsi : 

...
...

dk Ak
...

...
· · · tAk · · · SE

 et


...

gk
...

bE


Bien entendu, la phase de restitution est conforme au schéma de post-traitement du

problème condensé — qui est la phase de descente : pourk décroissant,

qE
k ← d−1

k (gk−Ak ·qE
k+1)

Résolution par une méthode de gradient conjugué

Une autre approche consiste à procéder à une résolution ne nécessitant pas d’ex-
pliciter la matrice du complément de Schur[S] ni sa factorisée. De plus, le fait que le
conditionnement de[S] soit meilleur que celui de la matrice de rigidité[K] plaide en
faveur du développement d’algorithmes itératifs de résolution du problème condensé,
de type gradient conjugué. En effet, dans [Le Tallec 94], il est montré que le condition-
nement de[S], pour des maillages et des décompositions en sous-domaines réguliers,
est asymptotiquement

κ([S]) = o(
1

H2(1+
H

h
))

oùH est la taille des sous-domaines eth celle des mailles ; le conditionnement de[K],
quant à lui, est

κ([K]) = o(
1

h2)

Pour le problème précédemment décrit figure 1.5, ce conditionnement a été obtenu
via la recherche des plus haute et plus basse valeurs propres (algorithmes des puis-
sances inverses et décalage avec algorithme de Lanczos, existants dans le codeCAS-
TEM 2000) pour diverses valeurs deH eth. Il est illustré sur la figure 1.7.
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FIG. 1.7 – Conditionnements comparés du problème de départκ([K]) en fonction de
h, et du problème condenséκ([S]) en fonction deh/H etH

Pour une résolution par gradient conjugué du problème condensé, les notations
employées sont rappelée en annexe C, page 184. Le produit de[S] par un vecteur
[qΓ] n’intervient que sous forme de contributions locales[SE][qE

Γ ] et son évaluation ne
nécessite pas la connaissance explicite de[S] : elle est effectuée en deux temps :

– résolution du problème de Dirichlet avecqE
|Γ = qE

Γ , ce qui demande d’avoir fac-
toriséKEE,

– calcul des efforts bord généralisésSEqE = KΓEqE +KE
ΓΓqE

Γ .
où la notation[.] a été omise pour alléger l’écriture.

L’interprétation deSE est alors la suivante : à un champ de déplacement bord im-
posé comme seul chargement sur∂iΩE, SE fait correspondre le champ d’effort bord
associé. À un champ de déplacement bord,S fait donc correspondre le déséquilibre
bord associé.

L’algorithme résultant est alors décrit dans la table 1.3 pour le processeur gérant le
sous-domaineΩE.

On peut noter que les quantités ˜rE (respectivementrE) sont les parties « disso-
ciées » (respectivement « dupliquées ») du résidur relativement au sous-domaineΩE,
c’est à dire que les valeurs der en des mêmes nœuds pour des sous-domaines différents
sont obtenues par assemblage de celles des ˜rE (respectivement sont les mêmes que
celles desrE).

Les simples flèches symbolisent l’envoi ou la réception de messages pour un ou
des processeurs particuliers (ceux gérant la ou les sous-domaines connectés au sous-
domaine courante), alors que les doubles flèches représentent la participation de tous
les processeurs à une opération globale (par exemple, en utilisant des techniques de
communication du type descente logarithmique ou diffusion générale, [Kumaret al.
94]). L’algorithme présente donc au cours d’une itération deux synchronisations pour
des opérations globales et un échange de messages entre processeurs « voisins ».

Ces derniers sont déterminés par la nécessité pour les déplacements sur l’interface
Γ, qui sont les inconnues principales, d’avoir une continuité (du moins pour le pro-
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Initialisation
création des rigidités élémentaires desKEE, KEΓ, KE

ΓΓ
assemblages, factorisation deKEE

condensation des charges, calcul debE

à partir d’une solution de départqE
|Γ0

, calcul du résidu d’équilibrerE
0 :

calcul des contributions ˜rE
0 = bE−SEqE

|Γ0
envoi de message ˜rE

0 −→
réception et assemblage des ˜rE′

0 pourrE
0 ←−

direction de recherchedE
0 = rE

0

Itérations
calcul du produitSEdE

n
calcul du pasρn (produit scalaire réparti) :

calcul des contributionsdE
n ·SEdE

n
assemblage des contributions pourdn ·Sdn ←→

itéréqE
n+1 = qE

n +ρndE
n

calcul du résidu d’équilibrerE
n+1 :

calcul des contributions ˜rE
n+1 = r̃E

n −SEdE
n

envoi de message ˜rE
n+1 −→

réception et assemblage des ˜rE′
n+1 pourrE

n+1 ←−
critère d’arrêt (produit scalaire réparti) :

calcul des contributions ˜rE
n+1 · rE

n+1
assemblage des contributions pourrn+1 · rn+1 ←→

calcul deλn

direction de recherchedE
n+1 = rE

n+1 +λndE
n

TAB . 1.3 – Algorithme du gradient conjugué distribué appliqué au problème condensé

blème discrétisé). Le voisinage entre sous-domaines sera alors dicté par le fait que l’in-
tersection entre frontières de deux sous-domaines est non vide ; deux sous-domaines
connectés par un coin (ou une arête en 3D) sont donc considérés comme voisins (figure
1.8) et s’ils sont gérés par des processeurs différents, il faudra échanger des messages
entre ceux-ci au cours des itérations pour communiquer les quantités bord locales.

Lien avec le problème non condensé

Le gradient conjugué sur le problème condensé peut s’interpréter comme un gra-
dient conjugué préconditionné (annexe C) sur le problème de départ. Considérons en
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ΩE

FIG. 1.8 – Notion de voisinage d’un sous-domaineΩE pour la méthode primale

effet un préconditionneur de la forme :

K̄−1 =

 L
−KE

−1KEΓ
−KE′

−1KE′Γ
−KΓEKE

−1 −KΓE′KE′
−1 Id


si l’on prend une solution de départ vérifiant l’équilibre intérieur des sous-domaines :

q0 =

 K−1
E ( fE−KEΓqΓ0)

K−1
E′ ( fE′−KE′ΓqΓ0)

qΓ0


c’est à dire de résidu :

r0 = f −Kq0 =

 0
0

rΓ0 = b−SqΓ0


on peut alors montrer queL n’intervient plus, et queqn est de la même forme queq0,
c’est à dire de résidu nul à l’intérieur des sous-domaines :

rn =

 0
0

rΓn = b−SqΓn


Si l’on chercheqn+1 = qn + ρndn de façon à minimiser la fonctionnelleΦ1 [1.2] dis-
crétisée

Φ1h(q) =
1

2
q·Kq− f ·q

alors :

ρn =
rn ·dn

dn ·Kdn
avec dn =

−K−1
E KEΓdΓn

−K−1
E′ KE′ΓdΓn

dΓn
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alorsdn ·Kdn = dΓn ·SdΓn et rn ·dn = rΓn ·dΓn. De même, pour l’orthogonalisation de
la direction de recherchedn+1 = K̄−1rn +λndn vis à vis dedn :

λn =
K̄−1rn ·Kdn

dn ·Kdn
=

rΓn ·SdΓn

dn ·Kdn

Il y a donc bien équivalence entre les deux algorithmes.
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1.2.2 Méthode alternée de Schwarz
Mentionnons aussi un autre type de fractionnement, historiquement introduit par

Schwarz ([Schwarz 69]). Dans ce cas, il y a recouvrement partiel des sous-domaines
(figure 1.9).

Ω

ΩE'

ΩE

FIG. 1.9 – Découpage en sous-domaines recouvrants

La convergence fait intervenir de nombreux paramètres dus au recouvrement, et de
nombreux résultats mathématiques en font mention, par exemple [Lions 88].

Le parallélisme dans cet algorithme de résolution est du type décomposition « rouge–
noir » pour lequel une partie des sous-domaines peut être traitée en parallèle (ensemble
de sous-domaines non recouvrant entre eux) alternativement avec une autre, [Roux 90].
Dans des cas simples de recouvrement, l’algorithme de Schwarz présente une analogie
avec la méthode de Gauss-Seidel par blocs et peut se ramener à une interprétation en
tant que sous-partitionnement sans recouvrement [Chan et Goovaerts 92].

Les applications de cette méthode en recouvrement multiple ont aussi été em-
ployées, par exemple dans [Badea 91].
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1.3 Approches duales
Considérons toujours la décomposition en sous-domaines de la figure 1.2. Dualiser

la méthode primale consiste à ne plus travailler sur les champs de déplacement bord
mais sur les champs d’efforts bords.

Reprenons l’expression en déplacement du problème utilisant la décomposition en
sous-domaines [1.2] (page 20). La contrainte de continuité du déplacement bord peut
être dualisée par l’utilisation de multiplicateurs de Lagrange. Le problème devient
alors équivalent à trouver le point selle de :

L1(U ;F) = ∑
E∈E

{
1

2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ−

∫

ΩE
f

d
·UEdΩ+

−
∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS

}
−
∫

Γ
F · (U−U ′)dS [1.6]

F est bien entendu, l’effort bord dual du déplacement bord.
À partir d’une telle formulation, on peut construire la méthode de résolution duale

de la précédente.
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1.3.1 Méthode de Schur duale
Si on considère la discrétisation du problème de point selle [1.6], on obtient, dans

le cas de deux sous-domaines ([Roux 90]), les équations d’Euler correspondantes (où
la notation[.] a été omise pour alléger l’écriture) :

KEqE + tBEFE = f E

KE′qE′+ tBE′FE = f E′

BEqE +BE′qE′ = 0

où lesBE sont les matrices de restriction aux nœuds bord — à une convention de signe
près — etFE les actions généralisées du sous-domaineΩE sur ΩE′ (FE′ = −FE).
Plaçons nous tout d’abord dans le cas où les matrices de rigiditésKE sont inversibles
(c’est à dire que pour tous les sous-domaines,∂1ΩE 6= /0). Pour appliquer la même tech-
nique de condensation que pour le problème primal, les déplacements sont exprimés
en fonction des efforts bord :

qE = (KE)−1( f E− tBEFE)

et la contrainte de continuité en déplacement devient après substitution le problème en
effort sur les interfaces :

[Λ][F ] = [c] [1.7]

où

[Λ] = ∑
E∈E

BE(KE)−1tBE = ∑
E∈E

ΛE

[c] = ∑
E∈E

BE(KE)−1 fE = ∑
E∈E

cE

pour lesquels les derniers∑ représentent l’assemblage des quantités locales aux sous-
domainesΛE etcE, et où[F ] regroupe toutes les inconnues de typeFE.

Ici encore, la résolution d’un tel système peut s’effectuer par une méthode de gra-
dient conjugué, pour laquelle le produit[Λ][F ] est toujours évalué avec ses contribu-
tions :

[Λ][F ] = ∑
E∈E

ΛEFE où FE′ = tBEF

en deux temps :
– résolution du problème de Neumann avecFE′ comme efforts imposés, ce qui

demande cette fois-ci d’avoir factorisé la rigiditéKE,
– restriction du déplacement obtenuqE sur le bordΛEFE′ = BEqE

ΛE permet alors à partir d’un champ d’effort bord comme seul chargement, de
trouver le champ de déplacement correspondant ; à un champ d’effort bord,[Λ] fait
donc correspondre le champ de saut de déplacement bord. Il s’agit bien de la méthode
duale de la précédente : au niveau des matrices locales, on a

ΛE = (SE)−1
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Pour la méthode duale, l’inconnue principale étant un effort à l’interface, elle doit
assurer l’équilibre de chaque sous-domaine mais elle n’a pas à être continue en un
nœud coin ou arête comme c’était le cas pour le problème primal lorsque l’inconnue
principale était le déplacement bord (figure 1.8, page 29). Il n’y a donc ici voisinage
entre deux sous-domaine que lorsque la mesure de l’intersection de leur frontière est
non nulle (figure 1.10) et non plus seulement lorsque cette intersection est non vide.
« L’interconnectivité » entre processeurs sera donc moindre que lors de l’approche
primale.

ΩE

FIG. 1.10 – Notion de voisinage d’un sous-domaineΩE pour la méthode duale
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1.3.2 Méthode FETI

Plaçons nous maintenant dans le cas où certains des sous-domaines sont « flot-
tants, » c’est à dire pour lesquels aucune portion de frontière ne possède de condition
en déplacement imposé.

La différence d’avec le cas précédent se situe lors de la condensation des efforts ;
en effet, le problème de Neumann n’a de solution que si la charge est en équilibre.
Dans ce dernier cas, le déplacement n’est alors connu qu’à un mouvement de solide
rigide infinitésimal près ([Farhat et Roux 91], [Farhat et Roux 92]) :

qE = KE+( f E− tBEFE)+REαE

où KE+ est l’inverse généralisé de la rigiditéKE, RE l’ensemble des mouvements de
solide rigide possibles du sous-domaineΩE et αE les coefficients d’une combinaison
linéaire d’entre eux. L’équilibre correspond alors à l’orthogonalité avec tous champs
de mouvements de solide rigide :

∀U?
s,

∫

∂iΩE
FE ·U?

sdS+
∫

ΩE
f

d
·U?

sdΩ+
∫

∂2ΩE
Fd ·U?

sdS= 0

et sous forme discrétisée :
tRE( f E− tBEFE) = 0

ce qui s’assemble en le systèmetRBF = d, oùRB est la matrice ligne des mouvements
de solide rigide bordBERE, etd la matrice colonne des déséquilibrestRE f E.

On en déduit l’expression du nouveau système condensé :

ΛF = c+RBα

où α est le vecteur colonne des coefficientsαE, etc l’assemblage des charges conden-
sées localesBEKE+ f E. Avec les équations d’équilibre des efforts pour chaque sous-
domaines, le système à résoudre devient :[

Λ −RB

−tRB 0

][
F
α

]
=
[

c
−d

]
[1.8]

Ce dernier est équivalent au problème de minimisation sous contrainte :

min
tRBF=−tRB f

1

2
F ·ΛF− (RBα+c) ·F

La technique proposée par la méthodeFETI consiste à résoudre ce dernier par gradient
conjugué projeté dans le sous-espace des efforts bord équilibrés par sous-domaine. Un
projecteur doit donc intervenir pour renvoyer un champF dans Kerr(tRB). Par exemple
([Farhat et Roux 94]),p = Id−RB(tRBRB)−1tRB.
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Étape de projection

L’équilibrage d’un résidu,w = pr, consiste donc, connaissant les contributions
(déjà notées ˜rE) des sous-domaines àtRBr, à déterminer les champs projetés par sous-
domainewE. Outre l’assemblage des ˜rE, il est donc nécessaire de résoudre un problème
global(tRBRB)r̄ = r dont les restrictions ¯rE locales aux sous-domaines permettent de
corriger les ˜rE :

wE = r̃E− r̄E

L’utilisation de ce projecteurp peut aussi être interprétée comme la recherche dans
des champs de déplacement d’une correction en mouvement de solide rigide permet-
tant de vérifier « au mieux » des conditions de continuité en déplacement surΓ. Consi-
dérons en effet une correction aux champsqE de la formeqE−REαE, qui donne sur
le bord BE(qE −REαE). Une minimisation au sens des moindres carrés du saut de
déplacement bord s’écrira alors :

min
αE,E∈E

1

2 ∑
E,E′

[
BE(qE−REαE)+BE′(qE′−RE′αE′)

]2

soit :

t(REBE)(BERE)αE + t(REBE)(BE′RE′)αE′ = t(REBE)(BEqE +BE′qE′)

en notant le sautrE = BEqE +BE′qE′ et en assemblant le système ainsi obtenu :

(tRBRB)α = tRBr

la correction apportée àr est ainsi de la forme :

r−
[
RB(tRBRB)−1(tRB)

]
r = pr [1.9]

Un tel système, global sur tous les sous-domaines, à résoudre lors d’une projection est
de taille réduite : en 3D, il porte sur au plus 6 degrés de liberté pour fois le nombre de
sous-domaines.

Algorithme de résolution

L’algorithme résultant est alors décrit dans la table 1.4 pour le processeur gérant le
sous-domaineΩE. La recherche d’une solution de départFE

0 satisfaisant

tRE( f E− tBEFE
0 ) = 0

peut être cherchée sous la formeFE
0 = BEREβE

0 (c’est à dire un champ équiprojectif) ;
l’équilibre global par sous-domaine conduit alors à résoudre :

(tRBRB)β0 = tRB f
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Initialisation
création des rigidités élémentaires deKE

assemblage, factorisation deKE

condensation des charges, calcul decE

à partir d’une solution de départFE
0 et αE

0 = 0, calcul du résidu projeté :
calcul des contributions ˜rE

0 = cE−ΛEFE
0

envoi de message ˜rE
0 −→

pour la projection :
réception, assemblage et projection éventuelle der0 enw0

envoi de message deswE
0 −→

réception des projetés locauxwE
0 ←−

direction de recherchedE
0 = wE

0

Itérations
calcul du produitΛEdE

n

calcul du pasρn =
wn−1 ·wn−1

dn ·Λdn
←→

itéréFE
n+1 = FE

n +ρndE
n

calcul du résidu en saut de déplacement projeté ←→
(comme ci-dessus)

critère d’arrêt :
calcul du produit scalaire répartiwn+1 ·wn+1 ←→

calcul deλn =
wn+1 ·wn+1

wn ·wn
direction de recherchedE

n+1 = wE
n+1 +λndE

n

TAB . 1.4 – Algorithme du gradient conjugué projeté distribué

On peut d’autre part remarquer qu’il n’est pas nécessaire de rechercher les mou-
vementsα dans l’algorithme itératif, puisqu’ils n’interviennent que dans le résidu
c+RBα−ΛF ; or, après projection, on ap(RBα) = 0. Il n’est donc évalué qu’en post-
traitement ([Farhat et Roux 91]) par :

α = (tRBRB)−1tRB(ΛF−c) =−(tRBRB)−1tRBr
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1.4 Préconditionnements
La convergence des algorithmes de gradient conjugué peut être fortement amélio-

rée par l’utilisation d’un préconditionneur en diminuant le conditionnement du sys-
tème à résoudre, [Papadrakakis et Dracopoulos 91]. L’algorithme qui en résulte est
similaire mais comporte une phase supplémentaire de résolution d’un système dont le
second membre est le résidu courant (voir annexe C).

De nombreuses recherches en analyse numérique portent sur la construction de tels
préconditionneurs, par exemple dans [Glowinskiet al. 88] et suivants. Ici, nous nous
intéresserons essentiellement aux préconditionneurs de type « Neumann ».

1.4.1 Préconditionneur de Neumann pour le problème primal
Dans le cas de figure où tous les sous-domaines possèdent une partie de frontière

à déplacement imposé (∂1ΩE 6= /0), les condensées locales de Schur[SE] sont toutes
inversibles. La matrice du complément de Schur[S] étant l’assemblage des[SE], un
préconditionneur envisageable est celui qui correspond aux problèmes de Neumann
locaux :[S̄]−1 est l’assemblage des[SE]−1 [De Roeck et Le Tallec 91], [Le Tallec 94].

L’application de[S̄]−1 à un résidu conduit à résoudre des problèmes de Neumann-
Dirichlet (puisque∂1ΩE 6= /0) sous-domaine par sous-domaine pour déterminer le champ
de déplacement bord correspondant[qE

Γ ]. Le champ résultant[qΓ] n’étant plus continu,
il est nécessaire de procéder à une opération de pondération (ou de prise de moyenne)
des déplacements sur l’interfaceΓ issus de deux sous-domaines voisins (voire plus
dans le cas de nœuds « coins » en 2D et 3D, et de nœuds « arêtes » en 3D).

Pour traiter la phase de préconditionnement, il va donc être nécessaire d’avoir la
factorisée de[KE], matrice de rigidité du sous-domaineΩE. Or, dans la méthode pri-
male, seule la partie[KEE] est factorisée ; en particulier pour des problèmes de renumé-
rotation, on sera conduit à stocker et factoriser deux matrices distinctes, ce qui peut être
très pénalisant sur l’encombrement. De plus, la phase de préconditionnement conduit
à pratiquer une montée-descente supplémentaire ; le coût d’une itération comme ce-
lui de l’initialisation est donc doublé en première approximation. En contrepartie, un
résultat de conditionnement est présenté dans [Le Tallec 94] : dans un cas général de
connectivité entre sous-domaines

κ([S̄]−1[S]) = o(
1

H2(1+ log2H

h
))

Le préconditionneur est donc
– presque optimal (faible dépendance enh),
– non extensible (dépendance enH).
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1.4.2 Balancing method
Une amélioration de ce dernier résultat est obtenue dans la méthode proposée par

Mandel dans [Mandel 93] pour la méthode primale, où le préconditionnement s’appa-
rente à celui de Neumann tout en utilisant un problème global sur toute la structure
afin de devenir extensible.

Reprenons l’algorithme du gradient conjugué appliqué au problème de Schur pri-
mal (table 1.3, page 28). Changeons l’initialisation en la proposition d’un itéré de dé-
part[qΓ0] mais aussi d’un ensemble de mouvements de solide rigide par sous-domaine
[α0] déterminé de manière à avoir un résidu[r0] équilibré par sous-domaine :tRBr0 = 0
(avec les notations du paragraphe 1.3.2, page 35). On peut montrer qu’ayant un tel ré-
sidurn, le préconditionneur fait intervenir les problèmes de Neumann locaux inverses
généralises :[S̄]−1 est l’assemblage des[SE]−1. La phase supplémentaire consiste à cor-
riger le déplacement[qn] ainsi obtenu par des mouvements de solide rigide sur chaque
sous-domaine :qE

n −REαE
n de façon, après prise de moyenne, à déterminer un nouveau

résidu qui soit équilibré par sous-domaine. On souhaite donc avoir sur le résidurn+1

tRBrn+1 = 0

ce qui s’écrit

tRB

[
rn−S ∑

E∈E
BE(qE

n −REαE
n )

]
= 0

Ce qui, avectRBrn = 0, donne :

tRBSRBαn = tRBS ∑
E∈E

BEqE
n

que l’on peut rapprocher de la phase de projection (ou recollement en moyenne par
mouvements de solide rigide) [1.9] de la méthodeFETI décrite au chapitre 1.3.2 (page
36).

Les inconvénients du préconditionneur de Neumann demeurent, une opération glo-
bale sur l’ensemble de la structure est introduite, la phase de projection est plus coû-
teuse que celle de la méthodeFETI, mais le gain réside dans le conditionnement en
o(1) qui conduit à l’optimalité et l’extensibilité.

Remarque

On peut noter ici que la taille maximale du problème global est de 6 fois le nombre
de sous-domaines ; il fait intervenir l’opérateurtRBSRB dont la forme indique un pro-
blème dans l’ensemble de ces mouvements de solide rigide équivalent au sens de Ritz
au problème de Schur primal. Nous reviendrons sur cet aspect lors de l’emploi de
plusieurs échelles dans l’algorithme de la méthodeLATIN .



1.4. Préconditionnements 40

1.4.3 Préconditionnement de la méthode FETI

Comme pour l’approche primale, il est possible de mettre en place de tels accélé-
rateurs de convergence. Au vu de l’interprétation de[Λ] faite au chapitre 1.3.1, page
33, un choix de préconditionneur[Λ̄]−1 consiste à faire correspondre au résidu[w] en
saut de déplacement bord, un champ d’effort[Λ̄]−1[w]. Si l’on souhaite conserver ici le
caractère local par sous-domaine, cela peut se traduire par la résolution d’un problème
de Dirichlet à déplacement bord imposé[wE] sur chaque sous-domaine en parallèle.

Préconditionneur de Dirichlet optimal

[Λ] étant l’assemblage des[ΛE], le préconditionneur peut être choisi comme l’as-
semblage des[ΛE]−1 = [SE] :

[Λ̄]−1 = ∑
E∈E

KE
ΓΓ−KΓE(KEE)−1KEΓ

De façon duale au préconditionneur de Neumann, l’inconvénient réside cette fois-
ci dans l’assemblage, la factorisation et le stockage de[KEE] en plus de[KE], et dans
les montées-descentes supplémentaires pour évaluer les produits[SE][wE]. Le condi-
tionnement prévisible en résultant, [Farhatet al.94], est :

κ = o(1+ log2H

h
)

donc quasi-optimal.

Préconditionneur « lumped »

Un préconditionneur non optimal mais économique a été proposé dans [Farhat et
Roux 91]. Comme

[Λ] = ∑
E∈E

BE(KE)+tBE

le choix
[Λ] = ∑

E∈E
BEKEtBE = ∑

E∈E
KE

ΓΓ

pour approcher le problème dual semble intéressant ; en particulier, il ne fait plus in-
tervenir que des produits matrice-vecteur locaux sur l’interface. Le conditionnement
théorique est cette fois-ci :

o(
H

h
)
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Remarque

Afin de préserver la symétrie, il est nécessaire cette fois-ci de procéder à deux pro-
jections par itération, l’une portant sur le résidu et l’autre sur le résidu préconditionné.
Une itération comportera alors deux phases globales de détermination de mouvements
de solide rigide.
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1.5 Bilan
Pour pouvoir procéder à un traitement en parallèle de la résolution du problème de

référence de calcul de structure, le domaine est partitionné en sous-domaines. Lorsque
le partitionnement est assez fin, c’est à dire lorsque le nombre de sous-domaines est
élevé, les algorithmes itératifs semblent prendre le pas sur les résolutions directes. Ils
peuvent être classés suivant le type de traitement qu’ils utilisent pour les inconnues à
l’interface :

– la méthode primale conserve un déplacement continu à la traversée des interfaces
et cherche à améliorer le déséquilibre en effort au cours des itérations ;

– la méthode duale propose des efforts en équilibre sur l’interface — qui doivent
satisfaire aussi l’équilibre global des sous-domaines — et réduit le saut de dé-
placement au cours des itérations.

Le parallélisme des algorithmes synchrones qui en résulte est un parallélisme à
« gros grain » : il fait intervenir des calculs locaux par processeur importants par
rapport au flot de données à échanger entre processeurs. Le degré de parallélisme,
ainsi que l’équilibrage des charges, sont donc dictés par le partitionnement en sous-
domaines effectué.

Les problèmes qui en résultent se prêtent bien à une résolution sur calculateurs
multi-processeurs, mais comme ils restent coûteux, l’intervention de précondition-
neurs « parallèles » permet d’améliorer les performances. Pour les approchescinéma-
tiques, ces derniers mettent en œuvre une approchestatiqueduale, et réciproquement.

D’autres approches, qualifiées demixtes, cherchent à traiter de façon égalitaire
efforts et déplacements aux interfaces. C’est l’une d’elles qui va être décrite au chapitre
suivant.
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Initialement proposée dans [Ladevèze 85], pour les problèmes non-linéaires d’évo-
lution, la méthode à grand incrément de temps (en anglais, LArge Time INcrement
method —LATIN ), est une méthodologie de construction d’algorithmes, qui sont en
rupture d’avec les méthodes incrémentales classiques. L’intervalle d’étude n’a pas à
être découpé en intervalles de temps sur lesquels est postulé une loi d’évolution des in-
connues du problème. À chaque itération, l’algorithme construit une approximation de
la solution sur tout le domaine et tout l’intervalle de temps, approximation qui s’affine
au cours des itérations.

Cette approche repose sur trois principes ([Ladevèze 96]) :
– séparation des difficultés : devant résoudre un problème qui porte sur de grands

systèmes globaux en variables d’espace, et des non-linéarités fortes, les équa-
tions sont séparées en deux groupes. Le premier comporte les équationslocales
(éventuellement non-linéaires), le second, les équationslinéaires (éventuelle-
ment globales sur la structure).

– approche itérative à deux étapes : on construit alternativement une solution ap-
partenant à chaque groupe d’équations, de façon à ne faire intervenir à chaque
fois qu’une seule des difficultés précédentes.L’étape localeconduit à des pro-
blèmes non-linéaire s locaux en variables d’espace, paramétrés par le temps.
L’étape linéaireconduit à un problème global mais linéaire.

– représentation mécanique adaptée des inconnues : les corrections successives de
la solution approchée sont cherchées sous une forme adaptée au problème traité,
par exemple une somme de chargements radiaux (produits d’une fonction du
temps par une fonction d’espace).

Cette approche a été appliquée aux problèmes d’élasto-plasticité, par exemple dans
[Boisseet al. 89], de viscoplasticité [Cognard 89a], [Cognard 89b] sous chargements
cycliques [Arzt 94], [Cognard et Ladevèze 93]. Elle est utilisée aussi pour les pro-
blèmes de dynamique [Royer 90], [Gaignebet 96], [Ladevèze et Lemoussu 96], pour
l’analyse du délaminage [Allix 87], ainsi que pour les grandes transformations [Bussy
et al.90] et le post-flambage [Boucard 96], [Boucardet al.94].

En ce qui concerne le parallélisme, deux voies sont développées. La première uti-
lise le parallélisme interne à la méthode ([Cognard et Ladevèze 91], [Arztet al.94]) :
la séparation forte du caractère global ou local des équations permet de traiter tous
les problèmes locaux (typiquement : l’intégration de la loi de comportement) de façon
parallèle. La deuxième, [Ladevèze 87], [Cognardet al.96], traite de la résolution des
problèmes implicites de structures par une approche de sous-structuration. Le compor-
tement de la méthodes sur diverses architectures de machines a été testé en élasticité
bidimensionnelle [Ladevèze et Lorong 92], [Lorong 94], l’utilisation de la modularité
de l’approche, sans forcément une préoccupation pour le calcul parallèle, pour des as-
semblages de structures, est traitée dans [Danwé 93], [Champaney 96], [Blanzéet al.
96].

Dans notre travail, nous sommes concernés par la version de cette approche de
sous-structuration dans le cas d’un comportement linéaire du matériau. Le temps n’in-
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tervient donc pas à proprement parler, puisque seule la configuration finale nous in-
téresse : cependant, le schéma des approchesLATIN est conservé dans le souci de se
placer à l’intérieur un cadre adapté à la résolution de problèmes non-linéaires d’évolu-
tion.

Dans ce chapitre, nous présentons la mise en place de l’algorithme au niveau du
milieu continu. La discrétisation ne sera abordée qu’au chapitre suivant et les exemples
présentés anticipent donc un peu cette partie : il permettent cependant de qualifier le
comportement de la méthode ainsi que son applicabilité sur ordinateur parallèle.
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2.1 Décomposition en sous-structures et interfaces
Comme précédemment, afin de rompre la globalité de la recherche d’un champ

de déplacement et d’un champ de contrainte admissibles sur toute la structureΩ, on
introduit une partition du milieu, mais cette fois-ci en deux entités distinctes : lessous-
structureset lesinterfaces, [Ladevèze 87], [Ladevèze 96]. La vision du problème pro-
posée ici consiste à considérer ces deux entités comme des structures à part entière,
chacune possédant ses propres variables et les équations traduisant son propre com-
portement.

Lorsque la structure étudiée résulte d’un assemblage de sous-structures, la partition
s’introduit naturellement en utilisant les surfaces de jonction entre les diverses sous-
structures. Lorsqu’elle est composée d’une ou d’un nombre réduit de sous-structures
massives, la partition peut se faire de façon artificielle au sein des sous-structures, par
exemple, à partir de la seule géométrie, en utilisant une décomposition automatique
[Farhat 88], [Malone 88], [Padovan et Kwang 91], [Al-Nasra et Nguyen 91], [Dagum
93], [Farhat et Lesoinne 93]. Cette partition peut alors répondre à des impératifs d’op-
timisation (réduction des communications entre processeurs, vitesse de convergence
de l’algorithme) ainsi qu’à l’équilibrage des charges entre processeurs parmi lesquels
seront distribuées les sous-structures.

2.1.1 Comportement des sous-structures
Considérons une sous-structureΩE, de frontière∂ΩE. Elle doit être en équilibre

avec un environnement qui est composé de forces de volumef E
d

(appliquées surΩE)
ainsi que de déplacementsWE et de densités d’effortsFE exercés par les interfaces qui
entourentΩE (appliqués sur∂iΩE) (figure 2.1).

ΩE

fd
WE

FE
M LEE’

FE
FE’

WE
WE’

M

ΩE

ΩE’

FIG. 2.1 – Sous-structure et interface

L’état courant de la sous-structureΩE est donc caractérisé par la donnée de la
quantitésE = (UE,WE;σE,FE) . Elle doit alors vérifier :

– les équations de liaison : le couple(UE,WE) estcinématiquement admissible au
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sens de la sous-structureΩE

UE ∈UE

UE
|∂1ΩE = Ud [2.1]

UE
|∂iΩE = WE

oùUE est l’ensemble des champs de déplacement définis surΩE à énergie finie.
Sous ces conditions, on notera(UE,WE) ∈UE

ad
– les équations d’équilibre : le couple(σE,FE) doit êtrestatiquement admissible

au sens de la sous-structureΩE, c’est à dire :

∀(UE?,WE?) ∈UE
ad

0
,

−
∫

ΩE
Tr[σEε(UE?)]dΩ+

∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS+

+
∫

∂iΩE
FE ·WE?dS= 0 [2.2]

et on notera alors(σE,FE) ∈ SE
ad. UE

ad
0

est ici l’ensemble des champs cinéma-
tiquement admissibles pour des conditions aux limites homogènes, relatifs à la
sous-structureΩE.

– la relation de comportement :

σE = Kε(UE) [2.3]

Dans le cas purement linéaire des sous-structures, on peut se contenter d’avoir comme
inconnues principales les déplacements et efforts bords qui suffisent à retrouver les dé-
placements et contraintes intérieurs. Le problème de la détermination de ces inconnues
vérifiant le comportement des sous-structures est un problème mal posé qui n’assure
pas l’unicité de la solution. On verra que l’adjonction de la vérification d’une direction
de recherche permet de retrouver un problème standard.

2.1.2 Comportement des interfaces
Les interfaces assurent les liaisons entre les sous-structures. Elles ont un com-

portement qui traduit le type d’interaction présent entre sous-structures adjacentes
et peuvent être considérées comme des structures à part entière, même si elles sont
surfaciques. Considérons ainsi la liaisonLEE′ qui relie les sous-structuresΩE et ΩE′

(figure 2.1).
Dans le cas où il s’agit d’une liaison parfaite,(UE,WE) et (UE′,WE′) doivent vé-

rifier :
FE +FE′ = 0 et WE = WE′ sur ΓEE′ [2.4]

Ce type de liaison est, en particulier, utilisé lors d’une partition artificielle au sein de
la structure étudiée.
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D’autres types de liaison peuvent être envisagés ([Blanzéet al. 96], [Ladevèze
96]). Par exemple, celui traduisant le contact unilatéral sans frottement et sans jeu : en
notantnEE′ la normale unitaire à l’interfaceΓEE′ au point courant, orientée de la sous-
structureΩE versΩE′, etπ, l’opérateur de projection orthogonale sur le plan tangent
correspondant, on a surΓEE′

FE +FE′ = 0 et πFE = πFE′ = 0

nEE′ · (WE′−WE)≥ 0 et nEE′ ·FE′ ≥ 0(
nEE′ · (WE′−WE)

)
(nEE′ ·FE′) = 0

[2.5]

Plusieurs approches sont développées pour traiter de tels problèmes, aussi variées que
les approches de type lagrangien augmentés, pénalisation, programmation mathéma-
tique, . . . [Zhong et Mackerle 92], [Wronski et Jean 95] par exemple.

Les conditions aux limites (sur∂1ΩE et∂2ΩE) peuvent aussi être prises en compte
par l’intermédiaire de liaisons « efforts imposés » ou « déplacements imposés ». Elles
peuvent être traitées comme des liaisons parfaites. Toutefois, les conditions en dépla-
cement, ou en effort, sont imposées dans le comportement de ces interfaces :

– interface à déplacement imposé :Ŵ
E = Ud,

– interface à effort imposé :̂F
E = Fd.

L’écriture générale du comportement d’une interface, ayant l’équilibre localFE +
FE′ = 0, se traduit en considérant la discontinuité en déplacementWEE′ = WE′−WE

sur l’interfaceLEE′. Il s’agit d’une grandeur cinématique analogue à une déformation.
FEE′ = −FE = FE′ en est la grandeur conjuguée, ici une force. Ainsi la formulation
fonctionnelle de la relation de comportement de l’interface est alors donnée par :

FEE′ = H(WEE′)

H est un opérateur caractéristique de l’interface. L’idée de modéliser un contact, une
liaison, par une entité mécanique surfacique est souvent utilisée dans le domaine du
calcul. Pour les méthodes de décomposition de domaine, elle a été introduite par J.
Ladevèze dans [Ladevèze 85].

Là encore, la détermination de champs de déplacement et d’efforts astreints à véri-
fier la comportement des interfaces seul n’a pas une solution unique et il sera nécessaire
de vérifier aussi une direction de recherche pour rendre le problème bien posé.

2.1.3 Solution du problème de référence
L’état de la structure est alors caractérisé par

s =
⋃

E∈E
sE =

⋃

E∈E
(UE,WE;σE,FE)

En suivant la démarche de la méthodeLATIN , le premier principe consiste à séparer
les difficultés. Le comportement des interfaces [2.4] étant local en variables d’espace,
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l’ensemble dess vérifiant ce comportement est notéΓ. Afin de découpler l’ensemble
du problème pour un traitement en parallèle, les équations d’admissiblités des sous-
structures [2.1] et [2.2], globales uniquement sous-structure par sous-structure, doivent
être séparées deΓ. Le comportement du matériau [2.3], ici élastique linéaire, peut
quant à lui être regroupé avec ces dernières équations. L’ensemble dess vérifiant donc
le comportement des sous-structures est notéAd. Le problème de l’assemblage des
sous-structures et des interfaces est donc de trouversex, intersection deAd etΓ, ce qui
est illustré par la figure 2.2.

sex

Γ

Ad

FIG. 2.2 – Solution à rechercher
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2.2 Algorithme de résolution
Le deuxième point des approches à grand incrément de temps passe par la mise

en place d’un algorithme itératif à deux étapes. Il construit successivement une solu-
tion approchée appartenant àΓ, puis àAd. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser des
directions de recherche (figure 2.3) qui sont les paramètres de la méthode.

sex

E+E-

sn+1 sn

Γ

Ad

Direction de recherche

Direction de recherche

de l' étape locale

de l' étape linéaire

ŝn+1/2

FIG. 2.3 – Principe de la méthode

Chaque itération comprend ainsi deux étapes ; l’une est ditelocale et l’autre li-
néaire.

2.2.1 Étape locale
L’étape locale consiste, connaissant un élémentsn deAd, à construirêsn+1/2 ∈ Γ

en vérifiant la direction de rechercheE+ :

(F̂E
n+1/2−FE

n )−k+(ŴE
n+1/2−WE

n ) = 0

(F̂E′

n+1/2−FE′
n )−k+(ŴE′

n+1/2−WE′
n ) = 0

[2.6]

en tout point de toute interfaceLEE′. k+ étant un opérateur local en variables d’espace,
cette étape ne porte que sur des quantités locales ; elle est donc parfaitement paralléli-
sable.

En particulier pour une interface parfaite, on a explicitement (en omettant les in-
dicesn etn+1/2 pour alléger les notations) :

Ŵ
E = Ŵ

E′ =
1

2
[(WE +WE′)− (k+)−1(FE +FE′)]

F̂
E =−F̂

E′ =
1

2
[(FE−FE′)−k+(WE−WE′)]

Une interprétation possible du problème ainsi posé à l’étape locale est celui décrit par
la figure 2.4 où le paramètre k+ de la direction de recherche est l’analogue d’un ressort
réparti sur l’interface.
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LEE'
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k WE'
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n

FIG. 2.4 – Interprétation de l’étape locale

Un choix simple pour la forme de k+ estk+Id, où k+ est un scalaire positif. Pour
une interface modélisant le contact sans frottement et sans jeu, la direction de recherche
permet alors d’écrire pour la composante normale :

nEE′ · (ŴE′ + Ŵ
E) = nEE′ · (WE′ + WE) − 1

k+ nEE′ · (FE′ + FE) = b

−nEE′ · (F̂E′− F̂
E)+k+nEE′ · (ŴE′−Ŵ

E) =

= k+nEE′ · (WE′−WE)−nEE′ · (FE′−FE) = a

Le comportement de l’interface permet d’écrire :

−nEE′ · (F̂E′− F̂
E) =−2nEE′ · F̂E′ ≤ 0

nEE′ · (ŴE′−Ŵ
E)≥ 0

et d’en déduire que :

nEE′ · F̂E′ =−nEE′ · F̂E =
1
2
|−a|

nEE′ ·ŴE′ =
1
2
(b+

1
k+ |a|)

nEE′ ·ŴE =
1
2
(b− 1

k+ |a|)

Pour les composantes tangentielles,

πF̂
E′ = πF̂

E = 0

et la direction de recherche donne :

πŴ
E′ = πWE′− 1

k+πFE′

πŴ
E = πWE− 1

k+πFE

Il est à noter que le traitement de la non linéarité de contact s’effectue au niveau de
l’étape locale ; elle ne modifie ainsi que peu le nombre d’itérations nécessaire pour
obtenir la convergence, [Champaneyet al. ].
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2.2.2 Étape linéaire
L’étape linéaire, quant à elle, demande de construiresn+1 ∈ Ad, connaissant un

élément̂sn+1/2 deΓ, en vérifiant la direction de rechercheE−, qui est cette fois-ci :

(FE
n+1− F̂

E
n+1/2)+k−(WE

n+1−Ŵ
E
n+1/2) = 0 [2.7]

en tout point des frontières intérieures∂iΩE. Le problème à résoudre est cette fois-ci
global en variables d’espace, sous-structure par sous-structure. Il est facile de vérifier
que ce dernier est bien posé en l’illustrant sur la figure 2.5 ; il s’agit d’un problème
avec conditions aux limites mixtes, dites de Robin (ou Fourier).

ΩE

fd

M

WE
n+1/2

^

FE
n+1/2

^

k

FIG. 2.5 – Interprétation de l’étape linéaire

En effet, en utilisant la direction de recherche [2.7], le problème sur la sous-
structureΩE consiste à trouversn+1 avec(UE

n+1,W
E
n+1) cinématiquement admissible,

et la contrainteσE
n+1 vérifiant la relation de comportementσE

n+1 = Kε(UE
n+1) ainsi

que :

∀(UE?,WE?) ∈UE
ad

0
,

∫

ΩE
Tr[σE

n+1ε(UE?)]dΩ+
∫

∂iΩE
WE

n+1 ·k−WE?dS=

=
∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS+

∫

∂iΩE
(F̂E

n+1/2 +k−Ŵ
E
n+1/2) ·WE?dS

Les efforts bords étant alors :

FE
n+1 = F̂

E
n+1/2 +k−Ŵ

E
n+1/2−k−WE

n+1

La résolution de cette étape sera décrite de façon plus détaillée lorsque la discrétisation
des inconnues aura été choisie au chapitre 3, page 88. Précisons cependant qu’avec
la technique des éléments finis, elle conduira à résoudre un problème de structure à
comportement élastique surΩE.

Tous les problèmes relatifs aux sous-structuresΩE sont indépendants et peuvent
donc être résolus en parallèle. Chacune des deux étapes peut ainsi se paralléliser si
l’on distribue les sous-structures et les interfaces parmi les processeurs disponibles.
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Dans la suite, pour alléger les notations, on prendra comme paramètres de direction
de recherche k+ = k− = kId. Cette forme de direction de recherche sera prise ultérieu-
rement dans tous nos exemples. Dans la version développée actuellement, la valeur de
k est fixée arbitrairement par l’utilisateur. On verra cependant au chapitre 2.3, page 59,
qu’une valeur intéressante est liée à une dimension caractéristique de la structure, si
celle-ci est massive ; lorsque la structure est élancée et que les effets de flexion sont
importants, il est préférable de prendre une longueur caractéristique plus importante.

2.2.3 Initialisation de l’algorithme
La recherche d’un éléments0 admissible peut se faire de différentes manières. Une

façon simple de procéder consiste à construireŝ−1/2 ≡ 0 qui a les propriétés voulues
pour faire partie deΓ, puis avec la direction de rechercheE−, de redescendre surAd.

2.2.4 Contrôle de l’algorithme
Un indicateur d’erreur, servant à contrôler la convergence et à arrêter les itérations

peut être construit de la manière suivante. Considérons la phase de l’algorithme où
l’étape locale a été réalisée (figure 2.6). La direction de recherche de l’étape locale est

E+

s

Γ

Ad

^s

FIG. 2.6 – Étape locale

vérifiée :ŝ− s ∈ E+. La vérification simultanée de celle de l’étape linéaireŝ− s ∈ E−
entraînerait la convergenceŝ = s. On peut donc mettre en place un indicateur traduisant
la non-vérification de cette dernière :

εE = (FE− F̂
E)+k(WE−Ŵ

E)

et en utilisant une mesure de type erreur en relation de comportement surE− :

e2 = ∑
E∈E

1

2

∫

∂iΩE
εE ·k−1εEdS
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En utilisant le fait que la direction de recherche de l’étape locale est vérifiée, on ob-
tient :

e2 = ∑
E∈E

∫

∂iΩE

[
(WE−Ŵ

E) ·k(WE−Ŵ
E)+(FE− F̂

E) ·k−1(FE− F̂
E)
]

dS

d’où l’expression de l’indicateur d’erreurη :

η2 =
e2

∑
E∈E

∫

∂iΩE

[
WE ·kWE +Ŵ

E ·kŴE +FE ·k−1FE + F̂
E ·k−1F̂

E
]

dS

2.2.5 Implantation — Synchronisme
L’implantation de l’algorithme précédent a été réalisée dans le cadre du code élé-

ments finis de type industrielCASTEM 2000, développé auCEA ([Verpeauxet al.88]).
Il s’agit d’un code orienté objets intégrant un pré et post-processeur, qui opère sur une
base de donnée d’objets par une suite d’opérations élémentaires écrites dans le macro-
langage de commande « Gibiane ». Les opérateurs élémentaires sont quant à eux dé-
veloppés dans le langage de programmation « Esope », [Verpeaux 93], transformé en
Fortran par un pré-compilateur. Outre la gestion dynamique de la mémoire, l’environ-
nement de programmation utilisé, « Gemat », permet un débordement programmé sur
disque.

Afin de tester l’algorithmeLATIN sur une architecture parallèle de typeMIMD à mé-
moire partagée ou distribuée, le code prototype spécialisé, un micro-CASTEM 2000,
n’utilise que certaines des fonctionnalités d’origine (gestion dynamique des objets et
débordement sur disque) et ne possède pas de langage de commande : il ne réalise que
la partie résolution du problème, le pré-traitement (réalisation du maillage, décompo-
sition en sous-structures et interfaces) et post-traitement étant réalisés sur une machine
« hôte » qui supporte l’intégralité du code, [Millard 92]. Les données du calcul issus
du pré-traitement ainsi que les résultats à post-traiter sont transférés par fichier pour
pouvoir réaliser le traitement en « batch » sur des machines de production.

La distribution des sous-structures et des interfaces parmi les processeurs de la
machine se fait suivant la technique proposée dans [Lorong 94] : un groupe de sous-
structures et ses interfaces connectées sont attribués à chaque processeur. Certaines
interfaces s’en trouvent dupliquées mais les calculs locaux sur ces dernières étant peu
volumineux, cette technique n’est pas pénalisante.

Les échanges d’information entre processeurs sont réalisés par le code, exécuté sur
tous les processeurs, avec une technique d’échange de messages. Le code prototype
utilise donc, suivant le cas, soit des bibliothèques natives (sur nCUBE 2 et iPSC860),
soit un « standard » d’échange de messages. Le choix de ce dernier s’est porté sur le
systèmePVM (Parallel Virtual Machine), [Geistet al.94], [Champaneyet al.96], mais
les fonctionnalités requises sont similaires à celles offertes par toutes ces bibliothèques
(MPI, NX-lib, . . .), figure 2.7.
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FIG. 2.7 – Implantation de l’algorithme — architecture

Lorsque les sous-structures sont distribuées parmi les nœuds de calcul d’une telle
machine multi-processeurs, la sommation surE ∈ E entraîne donc, lors du calcul des
numérateur et dénominateur deη2, une synchronisation totale entre les processeurs,
Un processeur est donc chargé de faire le dernier assemblage des contributions des
autres. Par exemple, la figure 2.8 décrit cette opération en utilisant une technique de
descente logarithmique. Le processeur maître — celui qui réalise le dernier assemblage
— est ici le second. Afin de limiter les phases d’attentes, on peut éviter d’évaluer
l’indicateur d’erreur à chaque itération mais choisir de ne le faire qu’après un certains
nombre d’itérations : on diminue ainsi le taux de synchronisme de l’algorithme ainsi
que les attentes qui lui sont liées. Sans le calcul de l’indicateurη, l’algorithme n’est
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FIG. 2.8 – Calcul de l’indicateur d’erreur

pas totalement synchrone ; en effet, considérons la connectivité ou le voisinage entre
sous-structures (et donc entre processeurs) de la figure 2.9, résultant de la nécessité sur
calculateursMIMD à mémoire distribuée des envois de messages pour communiquer.
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1

32

FIG. 2.9 – Voisinage de processeurs

Généralement, de tels envois de messages peuvent être typés par le processeur ex-
péditeur. Le processeur récepteur, lui, peut discriminer les messages suivant le type
et/ou suivant l’expéditeur ([IBM 94]). Cette dernière possibilité n’est pas souhaitable
ici pour limiter les phases d’attente : les messages sont traités dans l’ordre d’arrivée,
comme l’illustre l’algorithme correspondant décrit dans le table 2.1. Sans discrimina-

Pour la sous-structure ΩE

Initialisation
Création des rigidités élémentaires de[KE] et [kE]
Assemblage, factorisation de[KE]+ [kE]
Initialisation deŝ−1/2
Assemblage du second membre[ f E]
Étape linéaire([KE]+ [kE])[qE] = [ f E], qui fournits0

Boucle sur les itérations
Boucle sur les interfacesΓEE′ de la sous-structureΩE

envoi de(WE;FE)n −→
Boucle

réception de(WE′;FE′)n ←−
Étape locale surΓEE′ pour avoirŝn+1/2

Test de convergence : calcul deη ←→
Assemblage du second membre[ f E]
Étape linéaire([KE]+ [kE])[qE] = [ f E], qui fournitsn+1

TAB . 2.1 – Algorithme issu de laLATIN

tion de type, l’aspect partiel de la synchronisation peut se traduire, conformément à la
figure 2.10, par une substitution de message d’une itération sur l’autre, ce qui entraîne
un désynchronisme d’une itération qui peut perturber fortement le fonctionnement de
l’algorithme dont le déroulement n’est plus respecté, et dont la convergence n’est donc
plus assurée. Ce cas de figure peut se manifester en cas de calcul non équilibré parmi
les processeurs ou lors de l’utilisation d’un réseau de communication fortement chargé.
On peut aisément montrer que ce manque de synchronisme peut être comblé en discri-
minant une itération de la suivante : les itérations paires et impaires utilisent des types
de message différents.
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FIG. 2.10 – Synchronisme au cours des itérations : exécution normale et exécution
désynchronisée

Rappelons que les algorithmes de type gradient conjugués décrits aux chapitres
1.2.1 et 1.3.2 (pages 21 et 35) possèdent deux phases de synchronisation totale par ité-
ration, similaires à celle du calcul deη, afin d’assembler les contributions aux produits
scalaires répartis.

Enfin, au vu de la définition de l’entité mécanique surfacique « interface », il est
clair que la notion de voisinage est ici similaire à celle de la méthode de Schur duale
(chapitre 1.3.1, page 33). L’augmentation de la « connectivité » entre sous-structures
serait liée à l’introduction d’interfaces de type différent comme des interfaces « arêtes »
linéiques, ou des interfaces « coins » ponctuelles. Dans l’approche présente, le voisi-
nage est uniquement définit comme des intersections de mesure non nulle ; il semble
cependant probable que dans le cas d’analyse de plaques, il faille tenir compte de telles
interfaces, à cause de la présence possible d’efforts concentrés aux points anguleux.

2.2.6 Équivalence d’algorithmes
Dans le cas particulier d’interfaces parfaites et pour le comportement élastique li-

néaire du matériau, on peut noter que l’algorithme précédent issu de la méthodeLATIN

se confond avec d’autres algorithmes, proposés à partir de démarches différentes.
En particulier, P.-L. Lions a proposé une technique de décomposition en sous-

domaines ([Lions 90]) considérée comme un cas limite de la méthode alternée de
Schwarz lorsque le recouvrement des sous-domaines tend vers 0. La propriété véri-
fiée par deux itérés successifs doit être (en déplacement) :

Kε(UE
n+1)n

EE′+kWE
n+1 = Kε(UE′

n+1)n
EE′+kWE′

n+1

qui se traduit aussi par :

FE
n+1 +kWE

n+1 =−FE′
n +kWE′

n

propriété que l’on peut facilement vérifier sur deux itéréssn+1 et sn deAd issus de la
LATIN .
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La construction de l’algorithme à partir de lagrangiens augmentés dans [Glowinski
et Le Tallec 90] conduit à retrouver étapes linéaire et locale précédentes (voir annexe
D, page 186).

Mentionnons aussi les approches de décomposition de domaine présentées par J.
Ladevèze, ou l’algorithme est directement bâti à partir de lagrangiens [Ladevèze 85].
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2.3 Convergence
Pour les problèmes non-linéaires d’évolution, comme en dynamique, la dualité

adéquate est celle qui met en jeu, d’une part, les quantités statiques définissant l’état
courant de la structure ou de l’assemblage étudié, et, d’autre part, les vitesses d’évolu-
tion des quantités cinématiques associées. La forme bilinéaire sous-tendant cette dua-
lité est alors interprétée comme une puissance ou une dissipation. De par la nature des
problèmes traités ici, le temps n’intervient pas et la solution cherchée est celle de la
configuration finale uniquement. En notantS, l’espace fonctionnel auquel appartient
la solution courantes, on se place donc dans un cas « dégénéré » du précédent, où
l’espaceS est alors équipé de la forme bilinéaire « travail » :

(s , s′)
S×S

→ [s,s′]

avec

[s,s′] = ∑
E∈E

1
2

∫

ΩE

(
Tr[σEε′

E]+Tr[σ′EεE]
)
dΩ− 1

2

∫

∂iΩE
(FE ·W′E +F ′E ·WE)dS

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées dans le cas de liaisons parfaites ou de
contacts unilatéraux sans frottement :

∀(ŝ, ŝ′) ∈ Γ×Γ [ŝ′− ŝ, ŝ′− ŝ]≥ 0

∀(s,s′) ∈ Ad×Ad [s′− s,s′− s]≤ 0

Il est montré dans [Ladevèze 96] qu’elles permettent de conclure quant à la conver-
gence de l’algorithme si les directions de recherches sont orthogonales au sens de la
forme bilinéaire, ce qui se ramène à k+ = k− = k.

Dans le cas où l’on prend en compte les conditions aux limites (déplacement ou
effort imposé) au travers d’interface, il y a convergence partielle au sens où1

2(sn +
sn+1) tend vers la solution exactesex, tout en ayant

lim
n→∞ ∑

E∈E

∫

ΩE
Tr[(σE

n −σex)K(σE
n −σex)]dΩ = 0

La convergence est assurée complètement si, de plus, il existe un point de l’assemblage
en lequel le nombre de sous-structures attachées est impair, supérieur à 2.

Exemple unidimensionnel de la traction pure

À fin d’illustration, prenons le cas unidimensionnel d’une poutre en traction sou-
mise à deux déplacements imposésUA

d et UB
d en ses extrémitésA et B, et décompo-

sée en 2 sous-structuresΩE et ΩE′ et 3 interfaces (dont 2 interfaces de déplacement
imposé). La figure 2.11 explicite les notations. Supposons connusn deAd ; l’admis-
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FIG. 2.11 – Exemple unidimensionnel

sibilité se traduit, par exemple sur la sous-structureΩE dont la raideur est notéeκ,
par : [

F1
n

F2
n

]
= [K]

[
W1

n
W2

n

]
où [K] = κ

[
1 −1
−1 1

]
[K] est la matrice de rigidité classique issue du seul comportement matériel de la
sous-structureΩE, elle est symétrique positive mais non définie. L’étape locale per-
met d’écrire :

F̂
A
n+1/2 +kŴ

A
n+1/2 = F1

n−kW1
n +2kUA

d,

F̂n+1/2 +kŴn+1/2 = −F2′
n +kW2′

n ,

F̂
B′

n+1/2 +kŴ
B′

n+1/2 = F1′
n −kW1′

n +2kUB
d,

F̂ ′n+1/2 +kŴ′n+1/2 = F1′
n +kW1′

n

L’étape linéaire suivante permet ainsi de trouversn+1. Par exemple, pourΩE, on ob-
tient :

([K]+ [k])
[
W1

n+1
W2

n+1

]
=

[
F̂

A
n+1/2 +kŴ

A
n+1/2

F̂n+1/2 +kŴn+1/2

]
où

[k] = k

[
1 0
0 1

]
Sous réserve de stricte positivité dek, ([K] + [k]) est symétrique définie positive.

Notons dès à présent que l’étape linéaire se traduit par un problème de type élasticité
linéaire pour lequel[K] est la rigidité classique due au seul matériau et[k] une raideur
additionnelle qui traduit l’utilisation de la direction de recherche.

Finalement,sn+1 et sn sont liés de façon affine par :[Cn+1] = [A][Cn]+ [Bd] avec

[Cn] =



kW1
n

kW2
n

F1
n

F2
n

kW2′
n

kW1′
n

F2′
n

F1′
n


, [A] =

1

k+2κ



−ν 0 ν 0 κ 0 −κ 0
−κ 0 κ 0 ν 0 −ν 0
−κ 0 κ 0 −κ 0 κ 0
κ 0 −κ 0 κ 0 −κ 0
0 ν 0 −ν 0 −κ 0 κ
0 κ 0 −κ 0 −ν 0 ν
0 κ 0 −κ 0 κ 0 −κ
0 −κ 0 κ 0 −κ 0 κ
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etν = k+κ, et où[Bd] ne dépend que du chargement donné. La convergence serait alors
assurée si tous les modules des valeurs propres de[A] étaient strictement inférieurs à
1. Ici, les valeurs propresλi de[A] ont été obtenues à partir d’un outil de calcul formel,
ici MATHEMATICA . Elles sont :

(−1,0,0,0,0,
2κ−k

2κ+k
,±

√
k−2κ
k+2κ

)

et leurs modules sont tracés sur la figure 2.12 en fonction du choix du paramètrek.
On note ainsi que la valeur propre -1 correspond à un déplacement de solide rigide
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FIG. 2.12 – Modules, fonctions du paramètrek, des valeurs propresλ1 = −1,λ2 =
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par sous-structure, ce qui illustre la convergence partielle pré-citée. Si on note[Cex] la
colonne associée à la solution exactesex,

[Cex] = [A][Cex]+ [Bd] et ([Cn+1]− [Cex]) = [A]([Cn]− [Cex])

la colonne associée à12(sn+1 + sn)− sex est alors

1
2
([Cn+1]− [Cex]+ [Cn]− [Cex]) = [A]n−11

2
([C2]− [Cex]+ [C1]− [Cex])

= [A]n−11
2
([A]+ Id)([C1]− [Cex])

Les valeurs propres de[A]n−11
2([A]+ Id) étant alors les12(1+ λi)λn−1

i , toutes de mo-
dule strictement inférieur à 1, on a donc bien convergence de1

2(sn+1 + sn) verssex. Il
apparaît de plus une valeur optimale dek égale à 2κ sur cet exemple.
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De façon générale, on montre également que la quantité :

‖ŝn+1/2− sn‖=
1
2

{
∑

E∈E

∫

∂ΩE
[(F̂E

n+1/2−FE
n ) ·k−1(F̂E

n+1/2−FE
n )+

+(ŴE
n+1/2−WE

n ) ·k(ŴE
n+1/2−WE

n )]dS
} 1

2

est une fonction décroissante den qui tend vers 0 avec
1

n
. Elle peut donc être utilisée

pour bâtir des indicateurs d’erreur.
Une variante de la méthode précédente, qui influence les propriétés à convergence,

consiste à utiliser un paramètre de relaxationµ. L’étape linéaire fournissant l’itéré noté
maintenant̃sn+1, le nouvel itérésn+1 est défini par :

(sn+1− s̃n+1)+µ(sn+1− sn) = 0

Pourµ= 0, on retrouve la précédente version ; pourµ> 0, la convergence est toujours
assurée ([Ladevèze 96]).

Sur le même exemple que précédemment, les nouvelles valeurs propres sont les :

µ+λi

µ+1

dont on peut montrer que le module est ici toujours strictement inférieur à l’unité. La
figure 2.13 reporte le nouveau rayon spectral en fonction du paramètrek de la direction
de recherche et pour plusieurs valeurs du paramètreµ de relaxation.

 

 

0.01  0.1    1   10  100 1000

k / κ

2

 -0.2

  0

  0.2

  0.4

  0.6

  0.8

  1

  1.2

rayon spectral

0.1

0.2

0.5

1.

10.

µ

FIG. 2.13 – Rayon spectral fonction du paramètrek avec relaxation
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Paramètre optimal de direction de recherche

Le paramètrek de direction de recherche est homogène à une répartition de rai-
deur. Il peut être intéressant de le relier au module d’YoungE du matériau des sous-
structures par l’intermédiaire d’une longueur caractéristiqueL0 :

k =
E

L0

Considérons toujours le cas très particulier d’une poutre unidimensionnelle en traction,
figure 2.14. Il faut remarquer qu’une direction de recherche ne peut être que locale sur
les interfaces puisque celles-ci se réduisent à un point. Dans ces conditions, on peut
lier exactement le paramètrek à une raideur de structure. Par exemple, avec le choix
d’un paramètreL0 variable sur les interfaces et égal à l’abscisse courante, figure 2.14,
on peut vérifier que l’on arrive au résultat optimal suivant : pourn sous-structures, la
solution exacte est obtenue enn itérations.

L0

Ud
ΩE ΩE'

ΓEE'

Fd

l

l

2l

3l

FIG. 2.14 – Choix optimal de direction de recherche en unidimensionnel

Sur l’exemple unidimensionnel à 2 sous-structures précédent, le fait d’avoir 2 en-
castrements double la raideur structurelle et la direction de recherche optimale corres-
pondait à :

k = 2κ =
E

l/2

Bien entendu, ce résultat n’est plus valable dès que l’on passe en bidimensionnel,
mais une direction de recherche moyenne (c’est à dire choisie uniforme sur les inter-
faces) conserve la propriété d’être liée à une dimension caractéristique de la totalité de
la structure.

On pourra aussi noter qu’une méthode de gradient (sans conjugaison des direc-
tions de recherche), par exemple sur le problème condensé de Schur primal [1.5], page
21, peut être présenté sous la même forme avec un choix particulier de directions de
recherche :

– pour l’étape linéaire, la direction de rechercheE− peut être écrite sous la forme

sn− ŝ ∈ E− ⇐⇒ Wn−Ŵ = 0
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en effet, le déplacement vérifie la continuité aux interfaces, ce qui est une carac-
téristique dês ∈ Γ.

– pour l’étape locale, la direction de rechercheE+ peut, quant à elle, être écrite

ŝ− sn ∈ E+ ⇐⇒


Ŵ =

1

2

[
(Wn +W′n)−

2

ρ′n
(Fn +F ′n)

]

F̂ =
1

2

[
(Fn−F ′n)−

ρ′n
2

(Wn−W′n)

]

avecρ′n lié au pas optimal (avec les notations de l’annexe C, page 184 pour le
gradient) par

ρ′n =
1

ρn
=

rn ·dn

dn ·Sdn

L’analogue du paramètre de direction de recherchek est donc iciρ′n/2. Comme
le paramètre de reconjugaisonλn est ici nul, on a la directiondn = rn, où le
résidurn est le déséquilibre à l’interfaceF +F ′, et donc

ρ′n
2

=
1

2

rn · rn

rn ·Srn
soit

1

2
rn ·Srn = rn ·

ρ′n
2

rn

Le paramètreρ′n est donc ajusté pour avoir, dans la directionrn, une énergie de
déformation équivalente à celle de la structure considérée.

On peut vérifier que, toujours sur le cas unidimensionnel de la poutre en traction, en
testant avec un résidu constant sur toutes les interfaces, on trouve un paramètreρ′n/2
dont l’analogue estk = E/L, avecL, la longueur de la poutre, c’est à dire le paramètre
constant « optimal » précédent.

Exemple bidimensionnel de la plaque trouée

Considérons maintenant, en déformations planes, le cas d’une plaque trouée en
traction dont un quart est représenté sur la figure 2.15, décomposée en 42 sous-structures
et interfaces.

Ω  Fd 

FIG. 2.15 – Problème de la plaque trouée considéré
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Si les conditions aux limites de symétries sont prises en compte par l’intermé-
diaire d’interfaces, comme tous les points des interfaces sont connectés à 2 ou 4 sous-
structures, il y a convergence partielle en déplacement. Ceci est visible sur la figure
2.16 qui retrace les déformées et les contraintes de Mises au cours des itérations : on
aperçoit la superposition de la solution exacte et d’un mouvement de solide rigide lors
des dernières itérations (on pourra noter que sur cet exemple, le paramètre de direc-
tion de recherche utilisé n’est pas optimal, mais choisi pour illustrer les propriétés de
convergence).

La figure 2.17 présente l’évolution de l’erreur en énergie (qui traduit la conver-
gence en contraintes) et celle de l’indicateur précédemment présentéη (qui prend en
compte le saut de déplacement et d’effort entre les sous-structures) en fonction des
itérations, dans le cas oùµ= 0, puisµ= 0,5 et enfin en prenant en compte directement
les conditions aux limites dans l’ensembleAd. C’est cette dernière version qui sera
désormais utilisée ici.

Sur cet exemple, la figure 2.18 reporte l’évolution de l’erreur en énergie, en fonc-
tion des itérations, pour différentes valeurs de longueurs caractéristiquesL0 de la di-
rection de recherche. La valeur « optimale » est proche de 0,5H, c’est à dire la demi-
hauteur de la structure.
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Itération 0

Contrainte de Mises

 3.0
 2.5
 1.9
 1.4
 .82
 .27
 0

Itération 1

Itération 6

Itération 41

Itération 42

Itération 43

FIG. 2.16 – Évolution de la solution en cours d’itération, pourµ= 0
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Itération

   0   5  10  15  20  25  30  35  40  45
10E−3

10E−2

10E−1

10E0

2

2

2

4

4

4

6

6

6

Erreur en énergie

µ = 0
µ = 0,5
µ = 0, CL imposées

Indicateur η

µ = 0
µ = 0,5
µ = 0, CL imposées

FIG. 2.17 – Vérification de la convergence au cours des itérations

Itération

Erreur en énergie vis à vis de la référence EF

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90
10E−2

10E−1

10E0

2

2

4

4

6

6

L0 = 2 H

L0 = H

L0 = 0.5 H

L0 = 0.25 H

L0 = 0.125 H

0.125 H

0.25 H

0.5 H

H

2 H

FIG. 2.18 – Influence de la direction de recherche sur la convergence
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2.4 Exemples
Le but de ce chapitre est d’illustrer le comportement de la méthode sur des pro-

blèmes de grande taille, et sur calculateur à architecture parallèle.
La technique de résolution utilisée est celle des éléments finis en déplacement.

Aussi, en anticipant sur le chapitre suivant, précisons dès lors que le problème re-
vient à procéder à une factorisation de Choleski d’une matrice de rigidité sur chaque
sous-structure pour la phase d’initialisation, et d’une montée-descente sur chaque sous-
structure à chaque itération.

2.4.1 Un exemple à grand nombre de degrés de liberté : l’éprou-
vette biaxiale

Le support pour ce test sur structure tridimensionnelle est représenté sur la figure
2.19. Celle-ci présente les trois quart de l’éprouvette biaxiale utilisée au laboratoire

FIG. 2.19 – Éprouvette biaxiale

[Dussotoir 93], [Batisseet al. 94], [Cognardet al. 96]. La zone utile de l’éprouvette
est la partie centrale, présente sur la section de la figure 2.20.

Une analyse de structure a été réalisée sur un seizième de cette éprouvette en pre-
nant en compte les symétries lors de la sollicitation constituée par un déplacement
imposé dans les alésages des peignes qui relient l’éprouvette à la machine d’essais
ASTREE. Un découpage manuel en 31 sous-structures presque équilibrées a été réalisé
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FIG. 2.20 – Section de l’éprouvette

(figures 2.21 et 2.22), en vue du traitement sur la machineCRAY-T3D de l’IDRIS à
Orsay, sur laquelle 32 processeurs ont été mobilisés.

Sur cet exemple, une bonne solution est obtenue après 100 itérations, elle est re-
présentée sur la figure 2.23. La figure 2.24 reporte l’évolution de l’indicateur d’erreur
η présenté au chapitre 2.2.4, page 53.

Afin de tester l’algorithme sur des cas plus importants, les maillages précédents
ont été raffinés pour donner ceux de la figure 2.25 jusqu’à plus de 600 000 degrés de
liberté.

Pour un tel problème, la capacité de la machineCRAY-T3D pour 32 processeurs est
insuffisante. L’utilisation de 64 processeurs a été nécessaire pour traiter cet exemple,
et la structure a cette fois-ci été décomposée en 62 sous-structures et interfaces, figure
2.26.

La convergence de l’algorithme étant peu influencée par le raffinement du mailla-
ge, et dépendant en première approximation du nombre de sous-structures dans une
même direction ([Cognardet al. 96]), 100 itérations sont encore nécessaires ici pour
obtenir la solution.

L’influence de la taille du problème a donc ainsi été testée, et les résultats en temps
dont reportés dans la figure 2.27. Il s’agit ici du tempsCPUcumulé, c’est à dire sommé
sur l’ensemble des processeurs utilisés. Il est donc caractéristique du problème traité.

Les caractéristiques moyennes des problèmes liés aux sous-structures sont détaillés
dans la table 2.2 Les encombrements nécessaires pour les matrices de rigidité y sont
donnés pour un stockage profil de la bande.

1 sous-structure (moyenne)
Maillage nb nb encombrement

nœuds ddl (profil)

1 2 007 6 020 14,8 Mo
2 3 028 9 084 27 Mo
3 3 836 11 507 43 Mo
a 2 220 6 661 14,5 Mo
b 3 030 9 090 27 Mo
c 3 836 11 507 44 Mo

TAB . 2.2 – Caractéristiques des problèmes locaux aux sous-structures

La table 2.3 rappelle quant à elle les caractéristiques comparées des diverses tailles
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Sous structures 

 Symetries 
 Deplacement impose
 Interfaces interieures
 Sous structures

Interfaces

Sous structures
& Interfaces

FIG. 2.21 – Décomposition en 31 sous-structures et interfaces
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Maillage 1 
175 740 ddl 

Maillage 2 
259 077 ddl 

Maillage 3 
340 734 ddl 

FIG. 2.22 – Maillages testés



2.4. Exemples 72

Contrainte de MISES

 1.00E+04
 9.09E+03
 8.18E+03
 7.27E+03
 6.36E+03
 5.45E+03
 4.55E+03
 3.64E+03
 2.73E+03
 1.82E+03
 9.09E+02
 .00E+00

Contrainte - composante XY 

 2.20E+03
 2.00E+03
 1.80E+03
 1.60E+03
 1.40E+03
 1.20E+03
 9.99E+02
 7.99E+02
 5.99E+02
 4.00E+02
 2.00E+02
 .00E+00
-2.00E+02
-4.00E+02
-5.99E+02
-7.99E+02
-9.99E+02
-1.20E+03
-1.40E+03
-1.60E+03
-1.80E+03
-2.00E+03
-2.20E+03

FIG. 2.23 – Déformée et contraintes à l’itération 100



2.4. Exemples 73

Itération

Indicateur d’erreur η

   0   20   40   60   80  100  120  140  160  180  200
10E−3

10E−2

10E−1
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2
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4

4

4

6

6

6

FIG. 2.24 – Évolution de l’indicateurη au cours des itérations

de problème. On pourra remarquer que l’augmentation du nombre de degrés de liberté
total pour la technique de sous-structuration provient de la duplication des nœuds sur
les interfaces par rapport aux nœuds des frontières des sous-structures lors de la dé-
composition.

sous-structuration (total) calcul direct
Maillage nb nb encombrement nb nb encombrement

sstr. ddl (profil) élém. ddl (profil)

1 31 186 618 0,46 Go 12 015 175 740 2,1 Go
2 31 281 592 0,84 Go 18 449 259 077 4 Go
3 31 356 712 1,3 Go 24 732 340 734 6,4 Go
a 62 413 007 0,9 Go 24 732 340 734 6,4 Go
b 62 563 631 1,7 Go 37 098 483 702 -
c 62 713 424 2,7 Go 49 464 627 486 -

TAB . 2.3 – Caractéristiques des problèmes à résoudre

Avec Jean-Yves Cognard et Laurent Champaney ([Champaneyet al.96]), les mêmes
trois premiers problèmes ont été traités sur une machineIBM SP1 du CEA de Saclay
avec l’aide de P. Verpeaux. Les temps reportés dans la table 2.4 sont les tempsCPU

obtenus sur cette machine et les temps totaux correspondent aux tempsCPU cumu-
lés sur les 16 processeurs disponibles, parmi lesquels ont été distribuées les 31 sous-
structures ; un programme nœud sur chaque processeur doit alors être capable de gérer



2.4. Exemples 74

Maillage a 
340 734 ddl 

Maillage b 
483 702 ddl 

Maillage c 
627 486 ddl 

X
Y Z

FIG. 2.25 – Maillages testés
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Sous structures 

X
Y

Z

 Symetries 
 Deplacement impose
 Interfaces interieures
 Sous structures

Interfaces

Sous structures
& Interfaces

FIG. 2.26 – Décomposition en 62 sous-structures et interfaces
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Coût total (s)  

13 120

3 610
6 440

12 300

340 734175 740 259 0770

24 700

0

20 000

10 000

30 000

31 sous structures
62 sous structures

483 702 627 486

7 430

32 processeurs  64 processeurs  

Nombre de ddl  

maillage 1 maillage2 maillage 3
483 702

maillage a maillage b maillage c

FIG. 2.27 – TempsCPU cumulé duCRAY-T3D en fonction de la taille du problème

plusieurs sous-structures. Seul le premier problème a pu être résolu de façon directe
sur un nœud de calcul de l’IBM SP1. Pour les autres, leCRAY C90 de l’IDRIS a pu
traiter l’ensemble des 3, ainsi que les problèmes de sous-structuration correspondants
(toutes les sous-structures sur un seul processeur).

IBM SP1 (16 processeurs) CRAY C90 (1 processeur)
sous-structuration direct sous-structuration direct

Maillage init. itér. total total total init. itér. total total
(s-s) (s-s) (s-s) (100 it.) (100 it.)

1 37 s 0,6 s 97 s 2 910 s 4 300 s 316 s 5,9 s 935 s 1 100 s
2 70 s 1,0 s 170 s 5 100 s - 548 s 10 s 1 548 s 2 100 s
3 130 s 1,6 s 290 s 8 700 s - 861 s 15,5 s 2 411 s 3 050 s

TAB . 2.4 – Résultats et comparaisons avec le problème direct

Pour une décomposition donnée, l’encombrement et le coût de calcul augmentent
donc moins rapidement que ceux d’une méthode directe lorsque le nombre de degrés
de liberté croît. Les résultats obtenus sur leCRAY C90 ne sont cependant qu’indicatifs
car le code n’a pas été optimisé pour la vectorisation, à laquelle la puissance de cette
machine est très liée.
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2.4.2 Exemple de traitement de contact unilatéral avec répétition
géométrique : le roulement

Le but de cet exemple est double : tout d’abord, il traite du comportement d’inter-
face contact unilatéral parfait avec jeu, ensuite, il illustre le fait que le traitement des
non-linéarités est dédié à l’ensembleΓ et n’intervient qu’à l’étape locale.

Considérons en effet le cas présenté où le matériau des sous-structuresΩE reste
élastique linéaire : la matrice de rigidité([KE] + [kE]) reste constante au cours des
itérations, indépendamment de la relation de comportement des interfaces et du char-
gement extérieur appliqué. En traitant le cas de multiples second membres lors des
montées-descentes de Crout, il est facile de prendre en compte plusieurs chargements
simultanément. Ainsi, une même sous-structure gèrera sa propre matrice de rigidité
ainsi que simultanément plusieurs champs(UE;σE) solutions, et une interface, plu-

sieurs champs(ŴE
,Ŵ

E′
; F̂

E
, F̂

E′). Les différents cas de charge ne seront pas alors pris
en compte en parallèle mais le calcul parallèle les traitera tous en même temps.

L’exemple présenté porte, lui, sur un roulement à bille à contact obliqueSKF

7226B-130, chargé de façon non uniforme, comme le déversement décrit figure 2.28.

Ud

FIG. 2.28 – Déversement du roulement

La géométrie présente une répétition d’un secteur d’un douzième du roulement,
bien que ce ne soit pas le cas du chargement. Si l’on considère cet unique secteur, le
chargement peut se décomposer en 12 second membres différents simultanés, à une
rotation près. Il reste à traiter les conditions de raccord entre secteurs. Ceci est réa-
lisé simplement par une approche de sous-structuration en considérant des interfaces
particulières qui peuvent transférer non pas des champsŴ

E
et F̂

E
mais leur transfor-

mésQŴ
E

et QF̂
E

par une isométrieQ, entre deux second membres de deux sous-
structures.

Par exemple, en tridimensionnel, une rotation d’un angleθ autour d’un axex trans-
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fère un vecteurV en QV = cosθV + (1− cosθ)x(V · x) + sinθ(x∧V) et une antiro-
tation (rotation deθ autour dex puis symétrie plane de normalex) transfèreraV en
QV = cosθV− (1+cosθ)x(V ·x)+sinθ(x∧V). Ici, il s’agit d’une rotation de±2π/12
autour dex, figure 2.29.

  QQ : rotation
tQQ

FIG. 2.29 – Transformation pour changer de secteur

Pour traiter cet exemple, une décomposition d’un secteur en 23 sous-structures et
interfaces est décrite sur la figure 2.30. Chaque entité traite 12 jeux d’inconnues.

La « connectivité » qui traduit le voisinage entre sous-structures est symbolisé par
des segments sur la figure 2.31 ; le roulement complet nécessiterait, quant à lui, la
connectivité de la figure 2.32.

Contact unilatéral avec jeu

Dans le cas où un jeu est présent entre deux sous-structures, le problème de la mise
en place du contact unilatéral est plus délicate. En particulier, le modèle à écrire dans
l’hypothèse des petites perturbations est à préciser.

La géométrie de l’interface est ainsi donnée par deux surfaces de contact potentiel
Γ et Γ′ (figure 2.33). Le comportement de l’interface doit alors être écrit sur la confi-
guration non déformée. Entre deux points « homologues »M ∈ Γ et M′ ∈ Γ′ (c’est à
dire pour lesquels après déformation du milieu, les conditions de contact doivent être
vérifiées) : pour les composantes normales (figure 2.34) :

(M′+W′−M−W) ·n≥ 0

F ′ ·n =−F ·n≤ 0(
(M′+W′−M−W) ·n

)
· (F ′ ·n) = 0

En notantj(M) = (M′−M) ·n le jeu initial, ces conditions s’écrivent :

(W′−W) ·n+ j ≥ 0

F ′ ·n≤ 0(
(W′−W) ·n+ j

)
· (F ′ ·n) = 0
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Z

FIG. 2.30 – Maillage d’un secteur et décomposition en 23 sous-structures et interfaces
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FIG. 2.31 – Voisinages pour un secteur
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X
Y

Z

FIG. 2.32 – Voisinages pour l’ensemble du roulement

Γ

Γ'

M

M'
j

FIG. 2.33 – Contact avec jeu — configuration non déformée

Γ

Γ'

M + W
M'  + W'

n

FIG. 2.34 – Contact avec jeu — configuration déformée
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Comment choisira priori les couples de points homologues de la configuration non
déformée, entre lesquels écrire les conditions ci-dessus ? Quelle est alors la normale
n? Plusieurs possibilités peuvent être envisagées ; par exemple :

– en se donnant les couples de points homologues(M,M′), on peut choisir comme
normale la moyenne entre les normales aux surfaces non déformées en ces points ;

– en choisissant un champ de normales surΓ, on en déduit les points homologues
en vis à vis surΓ′ ;

– en se donnant les couples de points homologues, la normale peut aussi être prise
suivant(M′−M).

Cette dernière possibilité a été choisie ici pour sa traduction quasi-immédiate après dis-
crétisation : les maillagesΓh etΓ′h sont en effet générés de façon liée (par une transfor-
mation géométrique par exemple) ; étant ainsi homéomorphes, ils possèdent la même
connectivité. Deux points homéomorphes seront alors homologues pour le contact. La
normale et le jeu s’en déduisent alors facilement. Le choix de la transformation géomé-
trique (c’est à dire du champ de normales) fait ainsi partie du modèle HPP. La validité
de ce dernier est liée au fait queΓ et Γ′ sont « proches » l’une de l’autre et que les
glissements tangentiels restent « faibles », comme pour toute modélisation du contact
sous les hypothèses des petites perturbations.

Sur l’exemple présent, les champs de normales sont représentés sur la figure 2.35.

X

Y
Z

FIG. 2.35 – Traitement du contact unilatéral parfait avec jeu
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Résultats

Ici encore, plusieurs tailles de problèmes ont été testées. Elles correspondent aux
maillages tracés sur la figure 2.36.

 37 000 ddl 240 000 ddl 750 000 ddl1 831 000 ddl

X Y

Z

FIG. 2.36 – Différents maillages équivalents pour l’ensemble du roulement

Pour le traitement d’un seul secteur du roulement, les tailles de problèmes sont
illustrées par la capacité de stockage nécessaire aux matrices de rigidités sur la figure
2.37. La figure 2.38 présente, elle, la capacité de stockage nécessaire à stocker matrices
de rigidités et vecteurs second membres dans le cas d’un calcul direct et de la sous-
structuration. La table 2.5 reporte ces diverses caractéristiques.

sous-structuration (total) calcul direct sur un secteur
Maillage nb ddl enc. (rigidité + nb enc. (3 rigidités +

total 2d membre x 12) ddl 2d membre)

1 6 303 3 Mo 3 339 5 Mo
2 30 615 33 Mo 20 697 98 Mo
3 84 931 163 Mo 64 047 664 Mo
4 191 829 610 Mo 155 361 2 943 Mo

TAB . 2.5 – Caractéristiques des problèmes
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3 Go

592 Mo

Encombrement (Mo)  
rigidité de 1/12 du problème

Nombre total de ddl (1 000) 
3,3 64 15520,7

Calcul direct  
Sous-structuration  

0

1 000

2 000

3 000

FIG. 2.37 – Encombrement pour un secteur

52 Go

610 Mo

1

102

104

106

Encombrement (Mo)  
rigidité + second(s) membre(s)

Nombre total de ddl (1 000) 

37 750 1 831240

Calcul direct  
Sous-structuration  

FIG. 2.38 – Encombrement pour traiter la totalité du problème
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Le type de résultat obtenu est la contrainte de Mises présentée sur la figure 2.39,
et l’analyse des zones fortement chargées au niveau des contacts (dans les plans méri-
diens de la figure 2.40) qui est représentée sur la figure 2.41.

FIG. 2.39 – Contrainte de Mises sur les composants du roulement

Ils ont étés obtenus en 200 itérations sur les 12 systèmes simultanés ; la figure 2.42
donne la courbe de l’indicateur d’erreur en fonction des itérations (pour le maillage
numéro 2) et le tempsCPU cumulé total de l’analyse est reporté sur la figure 2.43, et
dans la table 2.6, en fonction de la taille du problème traité.

TempsCPU cumulé (CRAY-T3D)
Maillage initialisation 200 itérations total

1 52 s 2 500 s 2 600 s
2 160 s 13 150 s 13 300 s
3 650 s 52 800 s 53 400 s
4 2 700 s 398 000 s 401 000 s

TAB . 2.6 – Coût de la résolution
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1

2

3

4

5

67

FIG. 2.40 – Zones méridiennes des contacts

FIG. 2.41 – Contrainte de Mises dans les plans méridiens
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Itération

Indicateur d’erreur
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6

FIG. 2.42 – Évolution de l’indicateurη au cours des itérations

Coût total CRAY-T3D (s) 

Nombre total de ddl (1 000) 

37 750 1 831240
10

103

105

107

200 itérations  
initialisation  

FIG. 2.43 – Coût de l’analyse en fonction de la taille du problème
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Ici encore, on observe une réduction importante de l’encombrement lors de l’uti-
lisation d’une sous-structuration ([Fonseka 93]) par rapport au calcul direct sur un
secteur, et a fortiori sur la totalité du roulement. Ceci est essentiellement dû à la ré-
duction importante de la largeur de bande des problèmes locaux aux sous-structures :
ici les bagues du roulement possèdent une topologie de forme torique très pénalisante
pour la largeur de bande.

La séparation des difficultés dans les approchesLATIN conduit à ne traiter les non-
linéarités qu’au niveau de l’étape locale. Sur ce problème où ces non-linéarités (contact
unilatéral sans frottement) sont uniquement liées au comportement des interfaces, il
est alors possible de traiter les différents secteurs comme autant de cas de charge dif-
férents sur une même géométrie, ce qui s’applique facilement lors d’une technique
de sous-structuration, [El Hami et Radi 96]. Un exemple typique d’utilisation d’inter-
faces particulières comme celles présentées ici, est celui de l’analyse de structures avec
conditions de périodicité, comme par exemple, les cellules de matériaux composites,
[Charpentier et Maday 95].
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Après avoir mis en place au chapitre précédent une approche mixte en décompo-
sition en sous-structures et interfaces, issue de la méthodeLATIN , nous allons étudier
plus en détail sa mise en œuvre numérique dans le cadre d’une analyse par éléments
finis. Nous nous restreindrons ici au cas de maillages conformes à la traversée des
interfaces ; l’aspect incompatibilité de maillages est cependant intéressant lors de l’as-
semblage de structures a priori distinctes, dont les maillages peuvent éventuellement
provenir de sources différentes, [Farhat et Géradin 92], [Champaney 96].

Le premier type de discrétisation mis en place concerne l’approche cinématique ;
bien que la méthode traite de façon complètement symétrique efforts et déplacements,
le rôle du déplacement devient alors, après discrétisation, prépondérant par rapport aux
quantités statiques. Les propriétés de la solution obtenue à convergence montrent alors
que cette dernière est identique à celle classiquement obtenue par résolution directe du
problème de référence discrétisé et traité par les mêmes éléments finis en déplacement.

La deuxième approche cherche à rétablir la symétrie précédente. Elle conduit donc
à envisager la discrétisation explicite des quantités effort. Comme nous nous plaçons
dans le cas de figure de l’élasticité linéaire, toute l’information sur l’état courant d’une
sous-structure est connue à partir des seuls efforts et déplacements bords. Ce sera
donc sur ces seules quantités que des discrétisations particulières seront choisies. La
contrainte ne sera donc pas représentée sous forme d’inconnue, mais comme précé-
demment, post-traitée. Nous détaillerons les modifications à apporter à l’implantation
de l’approche cinématique, la régularité moindre à imposer aux efforts permettant de
les substituer localement dans le problème global sur chaque sous-structure. La solu-
tion à convergence est, cette fois-ci, celle d’une formulation mixte qui fait jouer un
rôle plus important aux interfaces et à l’équilibre.
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3.1 Cas d’une formulation en déplacement
Le problème posé à l’étape linéaire (chapitre 2.2 page 50) peut se réécrire sous la

forme de la minimisation d’un potentielΨ de type « erreur en relation de comporte-
ment » :

min
(U ,W)∈Uad
(σ,F)∈Sad

Ψ(U ,W,σ,F) [3.1]

où
Ψ = ∑

E∈E
ψE

ψE(UE,WE,σE,FE) =
1

2

∫

ΩE
Tr[(σE−ε(UE))K−1(σE−ε(UE))]dΩ+

+
1

2

∫

∂iΩE

[
(FE− F̂

E)+k−(WE−Ŵ
E)
]
·

· (k−)−1
[
(FE− F̂

E)+k−(WE−Ŵ
E)
]
dS

pour des couples déplacement–déplacement bord(UE,WE) cinématiquement admis-
sibles, et contrainte–effort bord(σE,FE) statiquement admissibles.

Par choix de la séparation des difficultés lors de la mise en place de l’approche à
grand incrément de temps, le problème à traiter est ici forcément linéaire. Le potentiel
ψE se découple alors aisément en une partie ne faisant intervenir que les quantités de
type cinématique(UE,WE), et une autre ne faisant intervenir que les quantités de type
statique(σE,FE). En effet :

ψE(UE,WE,σE,FE) =

=
1

2

∫

ΩE
Tr[σEK−1σE]dΩ+

1

2

∫

∂iΩE
(FE− F̂

E) · (k−)−1(FE− F̂
E)dS+

+
1

2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ+

1

2

∫

∂iΩE
(WE−Ŵ

E) ·k−(WE−Ŵ
E)dS+

−
∫

ΩE
Tr[σEε(UE)]dΩ+

∫

∂iΩE
(FE− F̂

E) · (WE−Ŵ
E)dS

et le dernier terme —le terme de couplage—, en utilisant le fait que le couple(σE,FE)
doit être statiquement admissible ([2.2], page 47), devient :

−
∫

ΩE
Tr[σEε(UE)]dΩ+

∫

∂iΩE
(FE− F̂

E) · (WE−Ŵ
E)dS=

=−
∫

ΩE
f

d
·UEdΩ−

∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS−

∫

∂1ΩE
Ud ·σEndS+

+
∫

∂iΩE
(−F̂

E ·WE−FE ·ŴE + F̂
E ·ŴE)dS
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La formulation en déplacement de l’étape linéaire s’en déduit donc de la façon
suivante :

min
(U ,W)∈Uad

Ψ1(U ,W) [3.2]

où
Ψ1 = ∑

E∈E
ψE

1

ψE
1 (UE,WE) =

1

2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ+

+
1

2

∫

∂iΩE
(WE−Ŵ

E) ·k−(WE−Ŵ
E)dS+

−
∫

ΩE
f

d
·UEdΩ−

∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS−

∫

∂iΩE
F̂

E ·WEdS

pour un couple(UE,WE) cinématiquement admissible.
Considérons maintenant la discrétisation de type éléments finis en déplacement

ΩE
h de la sous-structureΩE (de façon à conserver un maillage conforme de part et

d’autre des interfaces) :

UE(M) = ∑
i

qE
i ϕ

i
(M) ∈Uh⊂U

où ϕ
i
est la fonction de base relative au nœudi de la discrétisation, et (figure 3.1)

WE(M) = ∑
i

qE
i ϕ

i
(M)|∂iΩE ∈Wh⊂W

afin de satisfaire à la condition d’admissibilité cinématique, pour laquelle on a donc

ΩE i

ϕi(M)

γEE¹

j

k

ϕj(M)
γEE¹

ϕk(M)
γEE¹

FIG. 3.1 – Discrétisation des champs bord

Wh = traceUh, c’est à dire la restriction deUh sur le bord, [Bourgatet al.89].
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Le problème de minimisation [3.2] est alors approché par son équivalent discrétisé
dont la condition de stationnarité s’écrit :

∀∑
j

qE?
j ϕ

j
∈U0

h,

∑
E∈E

∑
i, j

{
qE

i

∫

ΩE
Tr[ε(ϕ

i
)Kε(ϕ

j
)]dΩ qE?

j +qE
i

∫

∂iΩE
ϕ

i
·k−ϕ

j
dS qE?

j

}
=

= ∑
E∈E

∑
j

{∫
ΩE

f
d
·ϕ

j
dΩ qE?

j +
∫

∂2ΩE
Fd ·ϕ j

dS qE?
j +

+
∫

∂iΩE
(F̂E +k−Ŵ

E) ·ϕ
j
dS qE?

j

}
On retrouve un problème éléments finis classique de type élasticité linéaire sous-
structure par sous-structure, formellement identique à celui déjà obtenu dans le cas
unidimensionnel au chapitre 2.3 (page 59).

([KE]+ [kE])[qE] = [ f E] [3.3]

[KE] est la matrice de rigidité de la sous-structureΩE, [kE] est un terme provenant de
la direction de recherche k− et toutes deux restent constantes au cours des itérations.
[KE]+[kE] est donc factorisée une fois pour toute lors de l’initialisation de l’algorithme
par le processeur gérant la sous-structureΩE. [qE] est le vecteur colonne contenant tous
les degrés de libertéqE

i de cette dernière et[ f E] est un terme de charge où interviennent
les résultats de l’étape locale précédente ; il est donc nécessaire de ré-assembler ce
dernier à chaque itération et de procéder à une montée-descente pour déterminer[qE].

L’obtention d’un champ de contrainte et d’effort peut alors se faire localement en
post-traitement de l’étape linéaire, en utilisant les relations de comportement :

σE = Kε(UE)

FE = F̂
E +k−Ŵ

E−k−WE

avecWE = UE
|∂iΩE . De tels champs ne sont statiquement admissibles qu’en moyenne

au sens de la discrétisation éléments finis choisie. En effet, par exemple en l’absence
de charges extérieures, ils sont liés par :

∀(U?,W?) ∈Uad
0
h,

∫

ΩE
Tr[σEε(UE?)]dΩ =

∫

∂iΩE
FE ·WE?dS

En fait, lors de l’étape locale suivante, seuls les champs bordsWE et FE seront né-
cessaires ; eux seuls seront donc calculés et le champ de contrainteσE pourra n’être
déterminé qu’en post-traitement de l’ensemble du calcul.

Pour l’étape locale, le choix de la représentation des champs d’interfaceŴ et F̂
est moins immédiat. Ces champs interviennent dans le calcul de la charge[ f E] et leur
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intégration est effectuée de façon approchée à partir de leur évaluation en un certain
nombre de points de Gauss. Un choix possible est donc de stocker leurs valeurs en
ces points et ainsi d’écrire l’étape locale en ces mêmes points (annexe A, page 181).
Dans le cas d’interfaces parfaites, de maillages conformes et si les champsF̂−1/2 et
Ŵ−1/2 servant à initialiser l’algorithme ont la régularité deWh par interface, on peut
noter qu’au cours des itérations, ils gardent cette régularité. La représentation est alors
équivalente à la représentation nodale sur les maillages des interfacesΓEE′.

Le fait que la solution à convergence soit celle du problème de départ exprimé lui
aussi par une formulation en déplacement, [3.19], sera montré au chapitre 3.2.3, page
101.

Notons dès à présent qu’il est aussi possible d’écrire l’étape locale « en moyenne »
similaire à celle de l’étape linéaire [3.1], c’est à dire sous forme de minimisation d’un
potentielΦ de type « erreur en relation de comportement » :

min
Ŵ∈Ŵ , Ŵ

E=Ŵ
E′

surΓEE′

F̂∈F̂ , F̂
E+F̂

E′=0 surΓEE′

Φ(Ŵ, F̂) [3.4]

où
Φ = ∑

ΓEE′
φEE′

φEE′(ŴE
,Ŵ

E′
, F̂

E
, F̂

E′) =

1

2

∫

ΓEE′

[
(F̂E−FE)−k+(ŴE−WE)

]
· (k+)−1

[
(F̂E−FE)−k+(ŴE−WE)

]
+[

(F̂E′−FE′)−k+(ŴE′−WE′)
]
· (k+)−1

[
(F̂E′−FE′)−k+(ŴE′−WE′)

]
dS

Ici encore, le problème se découple de la façon suivante :

φEE′(ŴE
,Ŵ

E′
, F̂

E
, F̂

E′) =

=
1

2

∫

ΓEE′
(F̂E−FE) · (k+)−1(F̂E−FE)+(F̂E′−FE′) · (k+)−1(F̂E′−FE′)+

(ŴE−WE) ·k+(ŴE−WE)+(ŴE′−WE′) ·k+(ŴE′−WE′) dS+

−
∫

ΓEE′
(ŴE−WE) · (F̂E−FE)+(ŴE′−WE′) · (F̂E′−FE′)dS

et le dernier terme —le terme de couplage—, en utilisant le fait que les équations
associées àΓ sont vérifiées (comportement des interfaces), s’écrit :

−
∫

ΓEE′
(ŴE−WE) · (F̂E−FE)+(ŴE′−WE′) · (F̂E′−FE′)dS=

=
∫

ΓEE′
−Ŵ

E · F̂E−Ŵ
E′ · F̂E′+Ŵ

E ·F +Ŵ
E′ ·FE′+W · F̂E +W′ · F̂E′+

−W ·F−W′ ·FE′dS
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avec, par exemple dans le cas d’interfaces parfaites ([2.4], page 47) :

−Ŵ
E · F̂E−Ŵ

E′ · F̂E′ =−(ŴE−Ŵ
E′) · F̂E = 0

Le cas d’interfaces de contact déjà présenté [2.5] se traite similairement ; en effet, le
dernier terme de couplage devient alors :

−Ŵ
E · F̂E−Ŵ

E′ · F̂E′ =−(ŴE−Ŵ
E′) · F̂E

=−(ŴE−Ŵ
E′) · (πF̂

E︸︷︷︸
0

+(nEE′ · F̂E)nEE′)

=−
[
nEE′ · (ŴE−Ŵ

E′)
]
(nEE′ · F̂E)

= 0

Le problème de l’étape locale consiste ainsi à minimiser les potentiels suivants :

min
Ŵ∈Ŵ , Ŵ

E=Ŵ
E′

surΓEE′
Φ1(Ŵ) [3.5]

où
Φ1 = ∑

ΓEE′
φEE′

1

φEE′
1 (ŴE

,Ŵ
E′) =

1

2

∫

ΓEE′
(ŴE−WE) ·k+(ŴE−WE) dS+

+
1

2

∫

ΓEE′
(ŴE′−WE′) ·k+(ŴE′−WE′) dS+

+
∫

ΓEE′

(
Ŵ

E ·FE +Ŵ
E′ ·FE′

)
dS

et
min

F̂∈F̂ , F̂
E+F̂

E′=0 surΓEE′
Φ2(F̂) [3.6]

où
Φ2 = ∑

ΓEE′
φEE′

2

φEE′
2 (F̂E

, F̂
E′) =

1

2

∫

ΓEE′
(F̂E−FE) · (k+)−1(F̂E−FE) dS+

+
1

2

∫

ΓEE′
(F̂E′−FE′) · (k+)−1(F̂E′−FE′) dS+

+
∫

ΓEE′

(
WE · F̂E +WE′ · F̂E′

)
dS
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3.2 Discrétisations et propriétés à convergence
L’approche précédemment décrite sur le problème continu met en œuvre un algo-

rithme itératif qui, lorsque le nombre d’itérations tend vers l’infini, fournit la solution
au problème de référence ([Ladevèze 96]). On peut donc s’interroger sur l’influence
du choix de la discrétisation pour les deux quantités mises en jeu : les efforts et les
déplacements.

On se place maintenant à convergence pour un problème discrétisé, c’est à dire
que les éléments respectifss et ŝ deAdh et Γh n’évoluent plus au cours des itérations
(figure 3.2).

Γh

Adh
sn = sn+1 = s

ŝn+1/2 = sn+3/2 = s
^ ^

FIG. 3.2 – Convergence pour un problème discrétisé

La formulation en déplacement décrite au chapitre précédent conduit à privilégier
les quantités cinématiques, c’est à dire le déplacement bord, par rapport aux quantités
statiques, les efforts. La description de l’algorithme au sens du milieu continu traitait,
quant à elle, à égalité d’importance ces deux types de quantités. Nous allons ici mettre
en place une technique de discrétisation qui se veut respecter cette symétrie.

Choisir une discrétisation revient à choisir les espaces dans lesquels sont décrits
les divers champs cherchés. On notera ici :

– Fh l’espace de discrétisation des champs d’effortsF et F̂ , puisqu’ils représentent
des quantités de même nature,

– Uh celui deU , ainsi que
– Wh celui deW etŴ.
Remarquons dès lors que lorsque l’on choisit la formulation en déplacement précé-

dente, le champ de déplacement bordW étant obtenu par une prise de trace du champ
de déplacement intérieur,WE = UE

|∂iΩE , l’algorithme impose une continuité supplé-
mentaire aux « coins » (intersection de mesure nulle entre interfaces) pour les champs
W.

Le choix de ces espaces de discrétisation se fait en considérant la nature des champs
correspondants. Par exemple, pour les quantitéseffortssur le bord,F et F̂ , sont l’ana-
logue des contraintes pour la mécanique des interfaces. Il est alors naturel de représen-
ter ces quantités avec une interpolation de même type que celle des contraintes ou des
déformations, c’est à dire avec un degré d’interpolation en moins que celui des dépla-
cements (et sans imposer de régularité entre les éléments). D’autre part, en privilégiant
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la description des interfaces par leur relation de comportement, un saut de déplace-
ment bord peut s’interpréter comme la « déformation » associée à l’effortF̂ . Une telle
interprétation est classique dans les cas d’étude des interfaces ([Ladevèze 85], [Allix
et Ladevèze 92]). On est donc conduit à choisir une discrétisation des déplacements
bord telle queFh = kWh .

3.2.1 Expression des directions de recherche
On se placera désormais dans le cas où les directions de recherche des étapes lo-

cale et linéaire sont conjuguées, cadre privilégié pour les propriétés de convergence
de l’algorithme (chapitre 2.3, page 59), c’est à dire pour lesquelles k+ = k− = k. De
plus, pour alléger les notations, le paramètre de direction de recherche sera écrit sous
la forme k= kId.

La direction de recherche de l’étape linéaire ([2.7], page 52)

(FE− F̂
E)+k(WE−Ŵ

E) = 0 sur ∂iΩE

est alors vérifiée (en moyenne) au sens suivant :

∀F? ∈ Fh,

∑
E∈E

∫

∂iΩE

[
(FE− F̂

E) ·k−1FE? +(WE−Ŵ
E) ·FE?

]
dS= 0 [3.7]

quant à l’étape locale, la version discrétisée des équations d’Euler traduisant la station-
narité des potentiels ([3.5] et [3.6]) devient :

∀Ŵ? ∈Wh, Ŵ
E? = Ŵ

E′?
surΓEE′,

∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(ŴE−WE) ·kŴE? +FE ·ŴE?

]
dS+

+ ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(ŴE′−WE′) ·kŴE′? +FE′ ·ŴE′?

]
dS= 0 [3.8]

et :

∀F̂? ∈ Fh, F̂
E? + F̂

E′? = 0 surΓEE′,

∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(F̂E−FE) ·k−1F̂

E? +WE · F̂E?
]

dS+

+ ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(F̂E′−FE′) ·k−1F̂

E′? +WE′ · F̂E′?
]

dS= 0 [3.9]

En utilisant le fait que pour une quantitéaE définie sur les interfaces, de pures
considérations géométriques conduisent à :

∑
E∈E

∫

∂iΩE
aEdS= ∑

ΓEE′

∫

ΓEE′
(aE +aE′)dS
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la direction de recherche de l’étape linéaire [3.7] est équivalente à :

∀F̂? ∈ Fh, F̂
E? + F̂

E′? = 0 surΓEE′,

∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(F̂E−FE) ·k−1F̂

E? +(ŴE−WE) · F̂E?
]

dS+

+ ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(F̂E′−FE′) ·k−1F̂

E′? +(ŴE′−WE′) · F̂E′?
]

dS= 0 [3.10]

et simultanément :

∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(F̂E−FE) ·k−1F̂

E? +(ŴE−WE) · F̂E?
]

dS+

− ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(F̂E′−FE′) ·k−1F̂

E′?− (ŴE′−WE′) · F̂E′?
]

dS= 0 [3.11]

En se restreignant au cas des interfaces parfaites ([2.4], page 47), c’est à dire quand
on a surΓEE′

Ŵ
E = Ŵ

E′
et F̂

E + F̂
E′ = 0

alors

∑
E∈E

∫

∂iΩE
Ŵ

E · F̂E
dS= ∑

ΓEE′

∫

ΓEE′
(ŴE · F̂E +Ŵ

E′ · F̂E′)dS= 0

Dans ce cas, les expressions [3.9] et [3.10] permettent de vérifier l’expression du rac-
cord en déplacement de la solution :

∀F̂? ∈ Fh, ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′
(WE−WE′) · F̂E?

dS= 0 [3.12]

et :

∀F̂E? ∈ Fh, ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
F̂

E− 1
2
(FE−FE′)

]
·k−1F̂

E?
dS= 0

dans laquelle, en choisissantF̂
E? = F̂

E− 1
2
(FE−FE′), on a :

F̂
E =

1
2
(FE−FE′) sur ΓEE′ [3.13]

Il reste encore à faire intervenir la seconde partie [3.8] de la direction de recherche
de l’étape locale. Au vu des choix de discrétisation, elle s’écrit aussi :

∀F̂? ∈ Fh, F̂
E? + F̂

E′? = 0,

∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(ŴE−WE) · F̂E? +FE ·k−1F̂

E?
]

dS+

− ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
(ŴE′−WE′) · F̂E′?−FE′ ·k−1F̂

E′?
]

dS= 0
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Avec la dernière des expressions [3.11] à employer, cela permet d’écrire d’une part :

∀F̂? ∈ Fh, ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′
(FE +FE′) ·k−1F̂

E?
dS= 0

et, en particulier en choisissantF̂
E? = FE +FE′, cela permet de montrer :

FE +FE′ = 0 sur ΓEE′

ce qui permet de renforcer la propriété [3.13] en l’égalité des efforts

FE = F̂
E

et FE′ = F̂
E′

sur ΓEE′ [3.14]

D’autre part :

∀F̂? ∈ Fh, ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′

[
Ŵ

E− 1
2
(WE +WE′)

]
· F̂E?

dS= 0

ce qui donne avec la première propriété à convergence [3.12] :

∀F̂E? ∈ Fh, ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′
(ŴE−WE) · F̂E?

dS= 0 [3.15]

Toujours au vu des choix de discrétisation, elle s’écrit aussi :

∀Ŵ? ∈Wh, ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′
(ŴE−WE) ·kŴE?

dS= 0

et en prenant̂W
E? = Ŵ

E−WE, on obtient l’égalité des déplacements bords :

WE = Ŵ
E

et WE′ = Ŵ
E′

sur ΓEE′ [3.16]

L’ensemble des relations [3.14] et [3.16] sont alors les propriétés de la solution à
convergence. Elles permettent de vérifier ques = ŝ.

3.2.2 Exemple
Afin d’illustrer ces propriétés, considérons l’exemple présenté sur la figure 3.3.

les éléments employés sont des triangles à trois nœuds. La définition des espaces de
discrétisation en déplacement bord est celle des champs constants par arête (figure
3.4). La représentation des fonctions de base bord analogue à celle de la figure 3.1,
page 91 pour le cas de la formulation en déplacement, est cette fois-ci celle de la
figure 3.5. On peut vérifier sur la solution déformée, les propriétés à convergence
[3.16] en déplacement, c’est à dire la continuité en moyenne seulement (ici, arête par
arête d’élément bord) du déplacement élément fini. L’allure des efforts bord, au vu
des éléments choisis, est quant à elle conforme à la figure 3.6 dont l’analogue pour
l’approche en déplacement serait celle de la figure 3.7.
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Fd

Ud

ΩE

ΩE'

FIG. 3.3 – Exemple, maillage et décomposition, et déformée à convergence

segment 1 noeud
fonction de base bord

fonction de base classique

noeud de discrétisation bord

noeud de discrétisation classique

FIG. 3.4 – Élément discontinu d’interface associé au triangle à trois nœuds

ΩE i

ϕi(M)

γEE’

j

ψj(M)

FIG. 3.5 – Discrétisation des champs bord

γEE’

FE

FIG. 3.6 – Exemple de champ d’effort discontinu par élément
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γEE’

FE

FIG. 3.7 – Exemple de champ d’effort issu de la formulation en déplacement
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3.2.3 Expression de l’admissibilité
L’admissibilité pours s’écrit en déplacement à partir de [3.1] de la façon suivante :

∀(U?,W?) ∈Uad
0
h,

∑
E∈E

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE?)]dΩ+

∫

∂iΩE
(WE−Ŵ

E) ·kWE?dS+

−
∫

∂iΩE
F̂

E ·WE?dS= ∑
E∈E

∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS

(U ,W) ∈Uadh correspondant maintenant auxU ∈Uh etW ∈Wh, liés par la relation :

∀W? ∈Wh,
∫

∂iΩE
(UE

|∂iΩE−WE) ·kWE?dS= 0 [3.17]

La propriété de raccord [3.15] permet d’écrire :

∑
E∈E

∫

∂iΩE
(WE−Ŵ

E) ·kWE?dS= 0

ce qui permet d’exprimer l’admissibilité sous la forme :

∀(U?,W?) ∈Uad
0
h,

∑
E∈E

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE?)]dΩ−

∫

∂iΩE
F̂

E ·WE?dS=

= ∑
E∈E

∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS

pour donner la formulation attendue :

pour(U ,W) ∈Uadh, F̂ ∈ Fh, F̂
E + F̂

E′ = 0, trouver le point selle de{
∑

E∈E

1
2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ− ∑

ΓEE′

∫

ΓEE′
F̂

E · (WE−WE′)dS+

− ∑
E∈E

∫

ΩE
f

d
·UEdΩ−

∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS

}
[3.18]

Enfin, si de plus, on se place dans le cas de l’approche en déplacement du chapitre
3.1, page 90, la formulation [3.18] est toujours valide ; elle correspond à un lagrangien
augmenté ([Fortin et Glowinski 82]) qui est équivalent au problème de minimisation
sous contrainte :

min
U∈Uh

UE
|ΓEE′=UE′

|ΓEE′

{
∑

E∈E

1
2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ+

− ∑
E∈E

∫

ΩE
f

d
·UEdΩ−

∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS

}
[3.19]
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qui représente la formulation éléments finis en déplacement du problème de référence.
Il s’agit bien ici de l’approche en déplacement telle qu’elle a pu être décrite au

chapitre 1.2, page 19.
Une discrétisation des efforts similaires à la trace sur le bord des déplacements

intérieurs est à rapprocher de la méthode « mortar, » pour des maillages conformes.
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3.3 Unicité
Discutons tout d’abord de l’unicité de la solution de la formulation [3.18] précé-

dente. Pour cela nous noterons

A
(
(U ,W); F̂

)
= ∑

E∈E

1
2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ+

− ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′
F̂

E · (WE−WE′)dS− ∑
E∈E

∫

ΩE
f

d
·UEdΩ−

∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS

3.3.1 Unicité en contraintes
Le problème consiste à trouver le point selle deA pour des(U ,W) ∈ Uadh, F̂ ∈

Fh, F̂
E + F̂

E′ = 0. En supposant avoir une solution
(
(Uex,Wex); F̂ex

)
, qui vérifie donc

les conditions de stationnarité :

∀(U?,W?) ∈Uadh,

∑
E∈E

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE?)]dΩ− ∑

ΓEE′

∫

ΓEE′
F̂

E · (WE?−WE′?)dS=

= ∑
E∈E

∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS

ce qui traduit l’admissibilité en moyenne, et :

∀F̂? ∈ Fh, ∑
ΓEE′

∫

ΓEE′
F̂

E? · (WE−WE′)dS= 0

ce qui traduit le raccord en déplacement en moyenne. Les inégalités suivantes sont
aussi vérifiées.

∀(U ,W) ∈Uadh, F̂ ∈ Fh,

A
(
(Uex,Wex); F̂

)
≤ A

(
(Uex,Wex); F̂ex

)
≤ A

(
(U ,W); F̂ex

)
En écrivant ces inégalités symétriquement avec deux solutions supposées distinctes et
notés respectivement 1 et 2, on obtient :

A
(
(U1,W1); F̂2

)
≤ A

(
(U1,W1); F̂1

)
≤ A

(
(U2,W2); F̂1

)
≤

≤ A
(
(U2,W2); F̂2

)
≤ A

(
(U1,W1); F̂2

)
et donc :

A
(
(U1,W1); F̂2

)
= A

(
(U1,W1); F̂1

)
= A

(
(U2,W2); F̂1

)
= A

(
(U2,W2); F̂2

)
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Ceci permet de calculer :

0 =
[
A
(
(U1,W1); F̂2

)
−A

(
(U2,W2); F̂2

)]
+

−
[
A
(
(U1,W1); F̂1

)
−A

(
(U2,W2); F̂1

)]
= ∑

ΓEE′

∫

ΓEE′
(F̂E

1 − F̂
E
2 ) ·
[
(WE

1 −WE
2 )− (WE′

1 −WE′
2 )
]

dS

et en utilisant la stationnarité :

0 = ∑
E∈E

∫

ΩE
Tr[(ε(UE

1 )−ε(UE
2 ))K(ε(UE

1 )−ε(UE
2 ))]dΩ

On peut donc conclure quant à l’unicité en déformation,ε(U1) = ε(U2), donc en
contraintes,σ1 = σ2. D’autre part, les solutions 1 et 2 doivent vérifier l’admissibi-
lité en moyenne déjà mentionnée,

∀(U?,W?) ∈Uad
0
h,

∑
E∈E

∫

ΩE
Tr[ε(UE

i )Kε(UE?)]dΩ−
∫

∂iΩE
F̂

E
i ·WE?dS=

= ∑
E∈E

∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS

pour i = 1,2

Par différence, avec la propriété d’unicité en déformation, on obtient :

∀W? ∈Wh, ∑
E∈E

∫

∂iΩE
(F̂E

1 − F̂
E
2 ) ·WE?dS= 0

Et par choix des discrétisations :

∀F? ∈ Fh, ∑
E∈E

∫

∂iΩE
(F̂E

1 − F̂
E
2 ) ·k−1FE?dS= 0

En remarquant que les espaces de discrétisation en question ne contraignent pas à la
continuité entre éléments de frontière, mais seulement arête par arête en bidimension-
nel, ou face par face en tridimensionnel, on peut en conclure à l’unicité en efforts,
F̂

E
1 = F̂

E
2 .

3.3.2 Unicité en déplacement
L’unicité en déformation (compatible avec un champ de déplacement,ε = ε(U))

précédente, implique l’unicité en déplacement à un mouvement infinitésimal de solide
rigide près. Autrement dit, la solution discrétisée en déplacement à convergenceUE de
la sous-structureΩE peut s’écrire sous la forme :

UE = UE
ex+UE

O +MO∧ωE
O
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où UE
ex est la solution discrète exacte, pour laquelle il y a unicité si le problème de

référence (figure 1.1, page 17) est bien posé ; et le torseur de mouvement de solide
rigide de la sous-structureΩE est :

V E =
{

ωE
O

UE
O

}
O

Des propriétés à convergence sur le saut de déplacement [3.16], et de l’admissibi-
lité discrète [3.17], on déduit une propriété de raccord entre les sous-structuresΩE et
ΩE′ :

∀F ∈ Fh,
∫

ΓEE′
(UE

|∂iΩE−UE′

|∂iΩE′ ) ·FE dS= 0

propriété vérifiée bien entendu par la solution exacte. On obtient donc la propriété de
raccord en déplacement :

∀F ∈ Fh, (UE
O−UE′

O ) ·
∫

ΓEE′
FE dS+(ωE

O−ωE′
O ) ·
∫

ΓEE′
OM∧FE dS= 0

c’est à dire :
T E×V E = 0

où T E est le torseur résultant deF ∈ Fh sur la sous-structureΩE. Une condition suf-
fisante d’unicité en déplacement est donc d’avoir sur chaque interfaceΓEE′ au moins
2 points de discrétisation en bidimensionnel et au moins 3 points de discrétisation non
alignés en tridimensionnel.

3.3.3 Cas de la formulation en déplacement
Dans le cas de discrétisation en déplacement présenté au paragraphe précédent, la

minimisation du convexe [3.19] permet de conclure directement à l’unicité en dépla-
cement, donc en déformation, puis en contraintes.

Une différence notable par rapport au cas précédent, discrétisé, est la continuité
renforcée aux nœuds « coins » des champs admissiblesW. Les conditions de continuité
ne sont plus linéairement indépendantes en général (par exemple, cas d’un coin appar-
tenant à plusieurs interfaces différentes), seule la somme des efforts de part et d’autre
sera alors indépendante de la solution. On peut montrer, de plus, que cette somme est
conservée au cours des itérations de l’algorithme (du moins dans le cas d’interfaces
parfaites) : c’est donc la solution initiales0 qui fixera ces constantes arbitraires.
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3.4 Implantation numérique
L’étape linéaire discrétisée consiste maintenant :
– à trouver(UE,WE) cinématiquement admissible au sens discret, ce qui lie le dé-

placement intérieurUE et le déplacement bordWE de la façon déjà mentionnée
[3.17], page 101) :

∀W? ∈Wh,
∫

∂iΩE
(UE

|∂iΩE−WE) ·kWE?dS= 0

– à vérifier l’admissibilité statique discrète qui s’écrit :

∀(U?,W?) ∈Uad
0
h∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE?)]dΩ =

∫

∂iΩE
FE ·WE?dS+

+
∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS

– avec la direction de recherche ([3.7], page 96) :

∀F? ∈ Fh,

∑
E∈E

∫

∂iΩE

[
(FE− F̂

E) ·k−1FE? +(WE−Ŵ
E) ·FE?

]
dS= 0

En utilisant les fonctions de base pour traduire le choix de discrétisation discuté
précédemment (paragraphe 3.1, page 90) :

UE = ∑
i

qE
i φ

i
(M) ∈UE

h

WE = ∑
k

wE
k ψ

k
(M) ∈W E

h

FE = ∑
k

gE
k ψ

k
(M) ∈ F E

h

l’admissibilité cinématique devient :

∑
k

∫

∂iΩE
ψ

k
·ψ

l
dS wE

k = ∑
i

∫

∂iΩE
φ

i |∂iΩE ·ψ
l
dS qEi

soit :
[ME][wE] = [NE][qE]

où [ME] est symétrique, définie positive.
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L’admissibilité statique se traduit alors par :

∀(UE? = ∑
j

qE?
j φ

j
,WE? = ∑

k

wE?
k ψ

k
) ∈Uad

0
h

∑
i, j

qE
i

∫

ΩE
Tr[ε(φ

i
)Kε(φ

j
)]dΩ qE?

j = ∑
j

∫

ΩE
f

d
·φ

j
dΩ qE?

j +

+∑
j

∫

∂2ΩE
Fd ·φ j

dS qE?
j +∑

k,l

gE
k

∫

∂iΩE
ψ

k
·ψ

l
dS wE?

l

soit :
[qE] · [KE][qE?] = [ fd] · [qE?]+ [gE] · [ME][wE?]

Avec la direction de recherche :

∑
k,l

gE
k

∫

∂iΩE
ψ

k
·ψ

l
dS wE?

l = ∑
l

∫

∂iΩE
(F̂E +kŴ

E) ·ψ
l
dS wE?

l +

−∑
k,l

wE
k

∫

∂iΩE
ψ

k
·kψ

l
dS wE?

l

soit :
[gE] · [ME][wE?] = [ĝE] · [wE?]− [wE] · [kE][wE?]

l’effort [gE] peut être substitué dans l’équation d’équilibre pour donner :

[qE] · [KE][qE?] = [ fd] · [qE?]+ [ĝE] · [ME]
−1

[NE][qE?]+

− [ME]
−1

[NE][qE] · [kE][ME]
−1

[NE][qE?]

Cette opération est peu coûteuse car, au vu de la continuité des fonctions de base bord
élément par élément seulement, les matrices[ME] et [NE] sont des matrices blocs par
élément. La substitution peut donc se faire elle aussi élément par élément.

Finalement, le problème à résoudre à l’étape linéaire est le suivant :(
[KE]+

t
([ME]

−1
[NE])[kE]([ME]

−1
[NE])︸ ︷︷ ︸

[k̃E]

)
[qE] = [ fd]+

t
([ME]

−1
[NE])[ĝE]︸ ︷︷ ︸

[ f̃ E]

qui est donc très similaire à celui obtenu par l’approche purement cinématique ([3.3],
page 92).

En post-traitement de ce problème global par sous-structure, le déplacement bord
est obtenu par l’admissibilité cinématique discrétisée :

[wE] = [ME]
−1

[NE][qE]

et les efforts bord par la direction de recherche de l’étape linéaire discrétisée :

[gE] = [ME]−1([ĝE]− [kE][wE]
)

= [ME]−1[ĝE]− [k̃E][qE]
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En fait, dans le cas de discrétisation choisie, la direction de recherche est vérifiée exac-
tement. Les efforts bords peuvent donc être obtenus localement en chaque point de
discrétisation par la direction de recherche de manière identique à celle utilisée lors de
l’approche cinématique :

FE = F̂
E +k−Ŵ

E−k−WE

Les choix effectués pour l’implantation numérique supplémentaire dans ce cas de dis-
crétisation sont de privilégier le stockage au calcul pour le terme[ME]−1[NE] élément
par élément, et bien entendu de conserver toujours les informations nécessaires pour
l’intégration sur les éléments bord (valeur aux points d’intégration des fonctions de
base pour l’élément de référence, et celle du produit du Jacobien par le poids d’inté-
gration pour les éléments réels) pour le calcul de[ f̃ E].
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3.5 Exemples
Afin de comparer la qualité de la solution obtenue à convergence par les deux types

de discrétisations (c’est à dire la solution du problème éléments finis direct [3.19] et
celle de la formulation mixte [3.18]), l’exemple traité est celui d’une plaque trouée en
déformations planes et en élasticité linéaire de module d’YoungE = 200 GPa et de
coefficient de Poissonν = 0,3 dont un quart est représenté sur la figure 3.9.

Ω

σd

M
er

eθ

N1

N2

r
θ

R

FIG. 3.8 – Problème de référence

Fd

FIG. 3.9 – Problème traité

Elle est soumise à un chargementFd tel que la solution du problème milieu continu
de référence est la solution analytique en contraintesσref de la plaque trouée infinie en
traction (figure 3.8) :

σref =
σd

2

[
(1− R2

r2 )
[
1+(1−3R2

r2 )cos2θ
]
−(1− R2

r2 )(1+3R2

r2 )sin2θ

. (1+ R2

r2 )− (1+3R4

r4 )cos2θ

]
(er ,eθ)
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FIG. 3.10 – Décomposition en 42 sous-structures et interfaces

Nombre d’éléments 84 336 1344 5376
Formulation en déplacement0.254 0.200 0.135 0.082
Formulation mixte 0.205 0.168 0.129 0.082

TAB . 3.1 – Erreurs à convergence suivant la taille du problème

Une décomposition en 42 sous-structures est alors réalisée sur la figure 3.10.
À convergence, les solutions obtenues peuvent être comparées à la solution analy-

tique de référence par l’erreur relative :

eref =
‖σ−σref‖
‖σref‖

où ‖σ‖ = sup1
2σK−1σ est pris sur les points d’intégration du maillage sous-tendant

l’analyse éléments finis. Sont alors illustrées sur la figure 3.11 et reportées dans la table
3.1, les valeurs dee pour différentes discrétisations (avec des triangles à 3 nœuds) et
toujours 42 sous-structures. Ici, l’espace de discrétisationWh est le même que celui
déjà utilisé dans l’exemple 3.4 de la page 99.

Quand le nombre d’éléments croît (à nombre de sous-structures constant), les deux
solutions tendent à devenir équivalentes ; en effet, la proportion du nombre d’éléments
bord par rapport à celui des éléments internes décroît alors. Pour la solution en dépla-
cement, comme il s’agit d’un problème sans singularité et que les éléments employés
ont un degré d’interpolation de 1, la convergence asymptotique de l’erreur globale en
énergie doit être d’ordre 1 enh qui est la taille des éléments. Comme le nombre d’élé-
ments varie sur cet exemple commeh−2, sur la figure 3.11 est rappelé la pente de valeur
−0,5 ; l’erreur locale finit, elle aussi, par rejoindre ce même degré de convergence.

D’autre part, ce choix particulier de discrétisation permet aussi de réduire la taille
des messages en réduisant le nombre d’informations nécessaires pour décrire les quan-
tités bord. Il apparaît aussi que les efforts bords sont liés plus fortement à la contrainte
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FIG. 3.11 – Comparaison des solutions à convergence

intérieureσE = KεE ; en effet, l’admissibilité sur chaque sous-structure s’écrit :

∀(UE?,WE?) ∈Uad
0
h,∫

ΩE
Tr[σEKε(UE?)]dΩ =

∫

∂iΩE
FE ·WE?dS+

∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS

ce qui entraîne :

∀(UE?,WE?) ∈Uad
0
h,

∫

∂iΩE
σEn·UE?

|∂iΩEdS=
∫

∂iΩE
FE ·WE?dS

On peut remarquer de plus que dans le cas des éléments présentés dans l’exemple
(où la contrainte est uniforme par élément), cela permet de conclure, pour la solution
discrète trouvée, à :

σEn = FE sur ∂iΩE

Bien entendu, d’autres éléments permettant une telle discrétisation sont construits,
la table 3.2 les illustre avec les fonctions de base standard en déplacement et celles
choisies pour discrétiser les champs bords.
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segment 1 noeud

segment 2 noeuds

triangle 1 noeud

triangle 3 noeuds

quadrangle 1 noeud

quadrangle 1 noeud (3 fonctions)

fonction de base bord

fonction de base classique

noeud de discrétisation bord

noeud de discrétisation classique

TAB . 3.2 – Exemples de fonctions de base sur des éléments d’interface
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De façon générale, on peut ranger les approches multi-échelles en mécanique des
structures dans trois catégories pour lesquelles les motivations sont a priori assez dif-
férentes :

– approche matériau : l’échelle de l’élément de volume est ici la taille caractéris-
tique, et la structure même du matériau (par exemple, dans le cas des composites)
ou sa micro-structure (polycristaux) définissent d’autres échelles sur lesquelles
peuvent se baser les constructions de lois de comportement.

– approche structure : lors de l’analyse de réponses de structures, il est clair que
tous les phénomènes n’ont pas une même longueur de variation (zones à fort
gradient, effets de bord). Différentes échelles peuvent alors être mises en évi-
dence, et des algorithmes, bâtis pour en tirer parti (ré-analyse locale, méthode
globale/locale, adaptativité de la discrétisation). Cette même approche est uti-
lisée dans une méthode que l’on peut qualifier de « multi-modèles » où le pré-
conditionnement s’effectue par une modélisation différente du même problème
mécanique de référence ([Batheet al.90], [Noor et Peters 88]).

– approche algorithmique : l’analyse du comportement des algorithmes itératifs
permet de faire ressortir une convergence plus ou moins forte suivant les lon-
gueurs de variation des effets à corriger (méthodes multi-grilles).

L’approche que nous mettons en place ici participe des deux dernières motivations.
C’est pourquoi nous rappelons quelques techniques numériques utilisant deux ou plu-
sieurs échelles : les méthodes multi-grilles et les éléments finis hiérarchiques. Une
abondante littérature existe sur ces deux techniques ; en particulier pour les méthodes
multi-grilles et les techniques de décomposition de domaine, une importante base de
données est accessible dans [Douglas 92], et l’aspect parallélisme dans [McBryanet
al. 91].

Une extension multi-échelles est ainsi bâtie, dans l’esprit de [Brambleet al.86] et
dans la trame de la méthodeLATIN . Une caractéristique importante de celle-ci est alors
la longueur associée à la direction de recherche, qui devient une caractéristique d’in-
terface et n’est plus liée comme pour l’approche mono-échelle, à la structure globale.
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4.1 Techniques à plusieurs échelles
Méthodes multi-grilles

Historiquement initiées dans [Southwell 35] et [Fedorenko 64], ces méthodes se
sont principalement développées pour les problèmes de mécanique des fluides à par-
tir de 1970. Parmi les applications plus récentes au calcul de structures, citons par
exemple [Parsons et Hall 90a], [Lebonet al.89].

Leur principe ([Hackbush et Trottenberg 81]) repose sur le fait que les méthodes
itératives classiques (gradient conjugué, Gauss-Seidel, Jacobi, relaxation, . . .) sont plus
efficaces pour réduire les résidus à faible longueur de variation au cours des itérations,
que pour les grandes longueurs de variation.

Cela se traduit par une rapide décroissance de l’erreur lors des premières itéra-
tions puis une stagnation de celle-ci, ou du moins un taux de convergence diminué.
Par exemple, considérons le problème d’une poutre en traction uniformément chargée,
discrétisée en 31 éléments identiques (31 segments à 2 nœuds pour 31 degrés de li-
berté) dont on perturbe la solution de référence éléments finis par tous les modes de la
matrice de rigidité (avec une même énergie de déformation sur chaque mode) comme
l’illustre la figure 4.1.
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FIG. 4.1 – Solutions initiale et finale, évolution de l’erreur au cours des itérations du
gradient conjugué

Sur cette même figure est représentée l’évolution de l’erreur en énergie par rapport
à la solution de référence au cours des itérations, lors d’une résolution par gradient
conjugué.

On peut alors analyser pour chaque itération, l’écart de la solution courante à la
solution de référence, sur ces mêmes modes propres (figure 4.2).

L’idée des méthodes multi-grilles est de réduire d’abord les hautes fréquences de
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fréquence du mode propre
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FIG. 4.2 – Analyse sur les modes propres aux différentes itérations

l’erreur par ce genre d’opérateurs, qui sont alors couramment appeléslisseurs; l’erreur
résiduelle ayant une grande longueur de variation, on peut la capturer sur un maillage
plus grossier.

La méthode 2-grilles, pour traiter un problème issu d’une discrétisation par élé-
ments finis, considère une grille « fine »Ωh, de la formeKhqh = fh, en notantqk

h l’ap-
proximation courante de la solution cherchée. L’intervention d’une grille « grossière »
ΩH structurée (c’est à dire queΩh est obtenu à partir deΩH par subdivision de ses
éléments) se fait en trois étapes :

– pré-lissage :
après quelques itérations du lisseur sur le systèmeKh(qh−qk

h) = rk
h (qui cherche

à corriger l’approximationqk
h), avec un résidurk

h, on obtient la nouvelle approxi-

mationqk+1/2
h dont l’erreur esteh = qh−qk+1/2

h . Le problème à résoudre est alors

Kheh = rh où rh = fh−Khqk+1/2
h , qui est a priori aussi coûteux que le problème

de départ. Cependant, si le lissage a été bien effectué, la solutioneh comporte
principalement des grandes longueurs de variation ; on peut alors le résoudre de
façon approchée par une :

– correction sur grille grossièreΩH :
on opère tout d’abord une restriction du résidu surΩH avec rH = Rrh, où R
est un opérateur dit de restriction, pour transférer les informations sur la grille
grossière ; puis, on résout le problème grossier de façon directeKHeH = rH , et
on prolonge enfin le résultat sur la grille fineΩh avecvh = PeH , où P est un
opérateur dit de prolongation, pour transférer les informations sur la grille fine.
La nouvelle approximation est alorsqk+1 = qk+1/2 +vh.

– éventuellement, si l’opération de prolongation introduit des perturbations à pe-
tites longueurs de variation, on peut opérer un post-lissage afin de les éliminer.
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Le lisseur, le nombre de pas de lissage, les opérateurs de restriction et de prolongation
sont des paramètres de cette méthode.

Dans le cas où la résolution sur grille grossière conduit encore à un problème assez
grand pour que des méthodes itératives soient avantageuses par rapport aux méthodes
directes, cette résolution peut être traité récursivement par une méthode 2-grilles. L’al-
gorithme résultant fait intervenir alors plus de deux niveaux de grilles et s’appelle
méthode multi-grilles.

Le passage par une grille grossière permet :
– d’avoir une approximation du résultat sur grille fine,
– de corriger le résultat de l’échelle fine par un couplage avec l’échelle grossière.

Éléments finis hiérarchiques

On souhaite tout d’abord déterminer une solution grossière sur un maillage gros-
sier afin de trouver les zones à raffiner localement. Le but des éléments finis hiérar-
chiques est de permettre le calcul de la nouvelle solution sur le nouveau maillage tout
en conservant le maximum d’informations issues du travail précédent, à savoir : une
solution approchée grossière, et une matrice de rigidité grossière assemblée (et éven-
tuellement factorisée) [Adjedj et Aubry 89].

Le principe de ces éléments finis hiérarchiques a été donné dans [Zienkiewiczet al.
83] : il consiste à remplacer la base éléments finis classique par une base dite hiérar-
chique. Le problèmeKq= f posé sur la grille fine peut alors être réécrit en séparant les
fonctions de base en deux groupes : celles associées aux éléments grossier (d’indice
C) et les fonctions de base complémentaires (d’indiceF). Cela conduit au découpage
par blocs : [

KCC KCF

KFC KFF

][
qC

qF

]
=
[

fC
fF

]
[4.1]

correspondant à un partitionnement multi-échelles de l’espace éléments finis.
Le conditionnement deK est amélioré par ce partitionnement, par séparation des

effets globaux principaux et couplage des effets locaux. En bidimensionnel et pour un
maillage quasi-régulier, on trouve dans [Yserentant 86] qu’il se comporte :

– dans la base hiérarchique, à taille des éléments grossiersH fixée, comme

o(log2 1

h
)

– dans la base classique, comme

o(
1

h2)

oùh est la taille (quasi-uniforme) des éléments fins.
De plus, cette approche permet une adaptativité du raffinement. On peut en effet

remarquer que le problèmeKCCqC = fC correspond au problème grossier. Résolu de
façon directe, il conduit une approximation de départ pourqC. En imaginant l’ajout
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d’un seul degré de liberté hiérarchiqueqF on est conduit à écrire comme approxima-
tion, connaissantqC :

qF =
fF −KFCqC

KFF

On peut en déduire une forme d’approximation possible :[
KCC 0
KFC DFF

][
qC

qF

]
=
[

fC
fF

]
où DFF est la diagonale deKFF , approximation qui possède donc des caractéristiques
d’adaptativité et de hiérarchie.

Lien entre multi-grilles et éléments finis hiérarchiques

Le préconditionnement du problème de départ conduit à la résolution d’un pro-
blème du type :

K̄

[
rC

rF

]
=
[

fC
fF

]
−K

[
qC

qF

]
où le préconditionneur peut donc être choisi sous la forme :

K̄ =
[
KCC 0

0 DFF

]
Une autre technique de résolution, [Wiberg et Müller 88], s’inspire d’une méthode

de Jacobi par blocs alternée (ou éventuellement non alternée) : connaissantqF (et
éventuellementqC) on résoutKCCqC = fC−KCFqF directement, puis (éventuellement
en même temps)KFFqF = fF −KFCqC par une méthode de gradient conjugué que
l’on peut préconditionner parDFF . Écrit sous cette forme, il apparaît bien des termes
de couplage entre échelles grossière et fine :KCF et KFC. L’adaptativité se manifeste
par un ajout de couplages et d’équations. Par exemple avec un deuxième niveau de
raffinementF ′ :

KCCqC = fC−KCFqF −KCF′qF ′ directement

KFFqF = fF −KFCqC−KFF ′qF ′ par gradient conjugué préconditionné

KF ′F ′qF ′ = fF ′−KF ′CqC−KF ′FqF par gradient conjugué préconditionné

On s’aperçoit aussi du lien étroit entre les méthodes multi-grilles et les techniques
éléments finis hiérarchiques ; ces dernières peuvent être écrites sous la forme :

– lissage sur le problèmeKq = f , qui conduit au résidu[
rC

rF

]
=
[

fC
fF

]
−K

[
qC

qF

]
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– restriction du résidu sur l’échelle grossière

rC = R

[
rC

rF

]
avecR=

[
IdC 0

]
– résolution à l’échelle grossière :

KCCeC = rC c’est à direKCCqC = fC−KCFqF

– prolongation : [
qC

0

]
= PUC

avecP = tR, et doncqf reste inchangé après passage sur l’échelle grossière.
Les opérations de restriction et prolongation sont ici triviales, et on peut remarquer la
conservation de la propriété :KCC = RKP

Enfin, bien que moins immédiate, l’utilisation des éléments finis hiérarchiques au
sens de la p-version est aussi possible ([Robinson 86]).

Utilisation conjointe d’une technique multi-grilles et d’une décomposition de do-
maine

La première possibilité est d’utiliser la méthode multi-grilles en boucle externe
et de résoudre le problème grossier par une décomposition de domaine en parallèle,
[Gärtel et Ressel 92]. Les différents niveaux de grilles sont traités séquentiellement. Il
s’agit d’une méthode multi-grilles parallélisée par décomposition de domaine.

Considérons toujours la boucle externe ; si deux échelles ont été définies, le sys-
tème à résoudre est [4.1]. L’opération de lissage, puisqu’elle veut réduire les hautes
fréquences, peut se contenter de porter uniquement sur

KFFqF = fF −KFCqC = f̃F

qui s’écrit, si un partitionnement du domaine est effectué, sous la forme :[
KEE KEΓ
KΓE KΓΓ

][
qE

qΓ

]
=
[

f̃E
f̃Γ

]
et le lissage peut se décomposer en :

– un lissage surKEEqE = f̃E−KEΓqΓ,
– un lissage surKΓΓqΓ = f̃Γ−KΓEqE

qu’il est possible d’effectuer en parallèle, [Griebel 87]. Puis la correction grossière
KCCqC = fC−KCFqF est résolue en parallèle par décomposition de domaine si le parti-
tionnement précédent respecte les échelles. Enfin, on itère avec cet algorithme jusqu’à
convergence.

Si l’on commence par partitionner le domaine, le problème s’écrit :[
KEE KEΓ
KΓE KΓΓ

][
qE

qΓ

]
=
[

fE
fΓ

]
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avec deux échelles définies sur chaque sous-domaine. Dans un premier temps, on
cherche à approcherKEEqE = fE−KEΓqΓ = f̄E, où

KEE =
[
KCC KCF

KFC KFF

]
– par lissage deKFFqF = f̄F −KFCqC, puis
– par résolution deKCCqC = f̄C−KCFqF

en parallèle. Puis on cherche à approcherKΓΓqΓ = fΓ−KΓEqE = f̄Γ d’une façon simi-
laire.

Une grande classe d’approches se présente aussi comme l’utilisation de précondi-
tionneur multi-échelles.

Par exemple, dans [Brambleet al. 86], pour le cas bidimensionnel où le domaine
Ω est rectangulaire et le partitionnementΩE régulier, la condensation sur l’interfaceΓ
conduit à ([1.5], page 21) :

[S][qΓ] = [b]

Le traitement du problème par la méthode du complément de Schur s’interprète
alors ici comme un préconditionnement : la résolution approchée de [1.5] fournit le
résiduSqΓ−b et le post-traitement permet d’atteindreqE = K−1

EE( fE−KEΓqΓ). Autre-
ment dit, le résidu du problème de départ est :

K

[
qE

qΓ

]
−
[

fE
fΓ

]
=
[

0
SqΓ−b

]
lors d’une itération, on vérifie exactement l’équilibre (au sens éléments finis) dans
chaque sous-domaine, mais non sur l’interface. Ce même problème [1.5] peut ensuite
être lui même partitionné. Si l’on décompose l’interfaceΓ en l’ensemble des nœuds
intérieurs à chaque interface, d’indiceI , et en les nœuds « coins », intersections de
plusieurs interfaces dont l’ensemble est indicéV,[

SII SIV

SVI SVV

][
qI

qΓ

]
=
[

bI

bΓ

]
Le préconditionneur employé est alors :[

P 0
0 KVV

]
P étant le préconditionneur de Neumann déjà cité, (qui conduit à des problèmes indé-
pendants par interface), etKVV dont le résultat est la restriction surΓ de celui de l’opé-
rateur de rigidité associé à la grille grossière définie par les nœuds coins. Une propriété
importante de cette approche est qu’elle conduit à un problème dont le conditionne-
ment est quasi-indépendant du nombre de sous-domaines ([Brambleet al.86]).

Pour pallier le manque d’efficacité à grand nombre de sous-domaines d’une mé-
thode de décomposition de domaine, il semble donc qu’il faille faire intervenir un
solveur grossier qui permette d’atteindre le comportement global de la structure. Il
s’agit donc d’utiliser des échelles adaptées aux phénomènes à prendre en compte.
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4.2 Représentation du problème sur deux échelles
Une représentation sur deux échelles qui peuvent être issues de deux modélisations

différentes du même problème de départ, va nécessairement faire intervenir les quan-
tités cinématiques (déplacements, déformations, . . .) et leurs quantités statiques duales
(efforts, contraintes, . . .) sur chacune des deux modélisations.

Bien évidemment, ces deux modélisations correspondent à deux échelles, dans le
sens où les phénomènes qu’elles permettent d’appréhender dans la réponse de la struc-
ture possèdent des longueurs de variation différentes. Il faut alors permettre à ces deux
modèles de « dialoguer » entre eux. Cela peut être réalisé par l’intermédiaire d’une
paire d’opérateurs : suivant la terminologie des approches multi-grilles, [Hackbush et
Trottenberg 81], [Le Dain 91], un opérateur de prolongation, notéP, et un opérateur
de restriction, notéR.

Afin d’illustrer le passage entre deux modèles, le paragraphe suivant présente le
cas d’une modélisation tridimensionnelle et linéique. La première est ici la référence
car elle permet aussi de représenter toutes les longueurs de variation de l’échelle uni-
dimensionnelle.

4.2.1 Exemple d’une modélisation de type unidimensionnelle
Prenons comme exemple une structure dont le premier modèle est celui de l’élas-

ticité tridimensionnelle, et le second, celui d’une structure unidimensionnelle, table
4.1. Sur l’échelle décrite par la modélisation tridimensionnelle, les inconnues sont le
champ de déplacementU(M) et le champ de contraintesσ(M). L’espace dans lequel
U sera cherché est notéU, et celui deσ, S . Il sont mis en dualité par la forme linéaire
symétrique en énergie :

< σ,U >=
∫

Ω
Tr[σε(U)]dΩ

qui intervient dans l’expression de l’équilibre pour le problème de référence.
Sur l’échelle décrite par la modélisation unidimensionnelle, les inconnues sont

alors le champ de torseurs de déplacementV (m) et les quantités duales, le champ
de torseurs d’efforts intérieursT (m). Le point courant estm= m(s) oùsest l’abscisse
curviligne le long de la ligne moyenneΛ. La forme symétrique en énergie correspon-
dante est :

< T ,V >g =
∫

Λ
T ×D(V )ds

oùD est le torseur de déformation obtenu par dérivation spatiale deV :

D(V ) =
dV

ds

Les espaces correspondants sont notésUg etSg. La table 4.1 résume ces notations.
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modèle
N1

Ω
M

S

Fd

Λ

M

S

Fd
N1m

quantités
cinématiques
relation de

comportement
quantités
statiques

U∈U P←−−−−−−−
prolongation

V ∈Ug

σ = Kε(U)
xy xyT = KgD(V )

σ∈ S R−−−−−−→
restriction

T ∈ Sg

énergie < σ,U > < T ,V >g

TAB . 4.1 – Passage entre deux modèles

L’opérateur de prolongationP permet alors de transférer les informations deUg

versU. Afin d’illustrer le passage entre les deux modèles, on peut prendre comme
opérateur de prolongation celui de la projection cinématique d’un mouvement de so-
lide rigide par section droite :

U(M) = P(M)V (m)

m étant le projeté deM sur la ligne moyenneΛ et où en notant respectivementω et u
les rotations et déplacements de section,

V (m) =
{

ω(m)
u(m)

}
m

on a
U(M) = u(m)+(m−M)∧ω(m)

Le choix naturel de l’opérateur de restrictionR, qui permet, lui, de transférer les
informations deS versSg sous la forme :

T (m) = R(m)σ(M)

consiste alors à transposerP vis à vis de la forme symétrique en énergie :R = tP.
Autrement dit,

∀V ∈Ug,∀σ ∈ S , < σ,PV >= < Rσ,V >g

Bien évidemment, cela correspond pour notre exemple à prendre :

T = Rσ =


∫

S
σN1ds

∫

S
(M−m)∧σN1ds


m
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Les choix deP et R étant effectués, l’écriture du problème de référence permet
de déduire celle du problème sur l’échelle unidimensionnelle avec le critère suivant :
si la solution cherchée se situe dansPUg, il est exhibé par le problème sur l’échelle
unidimensionnelle. On cherche donc :

U = PV cinématiquement admissible [4.2]

σ statiquement admissible, c’est à dire

∀PV ? cinématiquement admissible à zéro,
∫

Ω
Tr[σε(PV ?)]dΩ =

∫

Ω
f

d
·PV ?dΩ+

∫

∂2Ω
Fd ·PV ?dS [4.3]

σ = Kε(PV ) [4.4]

Le premier membre de [4.3] s’écrit aussi :
∫

Ω
Tr[σε(PV ?)]dΩ =< σ,PV ? >= < Rσ,V ? >g = < T ,V ? >g

et le second définit la chargeTd :
∫

Ω
f

d
·PV ?dΩ+

∫

∂2Ω
Fd ·PV ?dS=

∫

Λ
Td×V ?ds

L’équilibre [4.3] devient donc :

∀PV ? cinématiquement admissible à zéro, (ce qui définitV ?

cinématiquement admissible à zéro au sens du problème unidimensionnel)

< T ,V ? >g =
∫

Λ
Td×V ?ds

Le point délicat dans ce couplage est la traduction de la relation de comportement
entreT etD(V ). En effet, sachant queσ = Kε(PV ) etT = Rσ,

T = RKε(PV )

Généralement, cette relation n’est pas locale en termes deT etD. Prendre une approxi-
mation locale revient donc à affaiblir le critère précédant. Le cas des lignes moyennes
droites est cependant une exception dans le cadre de notre exemple, pour laquelle cela
reste valable (annexe B, page 181).

De façon générale, on voit ici que le choix de l’opérateur de projection étant réa-
lisé, et comme l’on travaille en superposition sur les deux échelles et non en correction
comme dans le cas d’un préconditionneur, le choix de l’opérateur de restriction en dé-
coule, ainsi que l’allure du problème sur l’échelle globale. Il a été choisi de travailler
ici en prolongation uniquement sur les champs de déplacements, mais une prolonga-
tion simultanée des champs de contraintes, par exemple, peut être aussi envisageable.
On n’utilisera ici que la première possibilité qui se prête aisément à une analyse par
éléments finis en déplacement.
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4.2.2 Cas de discrétisations de raffinements différents
On se propose maintenant de faire intervenir comme problème à grande longueur

de variation, celui défini sur une grille grossière de l’ensemble de la structureΩ.
L’échelle fine est discrétisée, quant à elle, de façon à pouvoir représenter les effets
à faible longueur de variation. Ce dernier problème étant de taille importante, il sera
traité par une technique de décomposition en sous-structures conformément à l’ap-
proche décrite précédemment (chapitre 2, page 43).

On cherche donc à représenter la solution pour chaque sous-structure(UE;σE)
sur les deux échelles (figure 4.2). Un choix possible est de n’utiliser l’échelle fine

discrétisation deΩ2 discrétisation deΩ1

modèle

l
h L

H

quantités
cinématiques
relation de

comportement
quantités
statiques

U∈U P←−−−−−−−
prolongation

Ū ∈Ug

σ = Kε(U)
xy xyσ̄ = Kgε(Ū)

σ∈ S R−−−−−−→
restriction

σ̄ ∈ Sg

énergie < σ,U > < σ̄,Ū >g

TAB . 4.2 – Passage entre deux modèles discrétisés

que comme correction à apporter aux quantités effectives représentables sur l’échelle
globale :

(UE;σE) = (UE
1 ;σE

1 )+(UE
2 ;σE

2 ) [4.5]

où 1 et 2 sont les indices respectifs des grandeurs effectives sur l’échelle globale, et des
corrections sur l’échelle fine. Ici, nous utiliserons de plus des grilles dont les éléments
sont emboîtés. Dans ce cas, la prolongation peut se faire par une projection de type
éléments finis hiérarchiques (figure 4.3). Ainsi, si l’on appelleŪ et σ̄ les champs de
déplacement et de contraintes définis sur l’échelle globale,

U1 = P Ū et σ̄ = R σ1

Il est d’autre part naturel de prendre pourR, l’opérateur transposé deP vis à vis de la
forme symétrique en énergie :

∑
E∈E

∫

ΩE
Tr[ε(PEŪ)σE]dΩ =

∫

Ω1

Tr[ε(Ū) ∑
E∈E

REσE]dΩ
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maillage de l' échelle fine

maillage de l' échelle globale

U1=PPU

U1+U2

FIG. 4.3 – Projection hiérarchique

oùPE etRE sont les restrictions deP etR à la sous-structureΩE.
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4.3 Couplage avec une décomposition en sous-structures
On impose donc à l’échelle globale de fournir un problème global sur toute la

structure, alors que le problème relatif à l’échelle fine est traité par la technique de
décomposition de la structure en sous-structures et interfaces. Dans le cas d’interfaces
parfaites, le problème à résoudre se réécrit maintenant :
trouver les couples déplacement bord-effort(WE

2 ;FE
2 ) sur la sous-structuration de

l’échelle fine, ainsi que le couple déplacement-contrainte(Ū ; σ̄) de l’échelle globale,
vérifiant :

– les équations de liaison :
– sur chaque sous-structureΩE,

le couple(UE
2 ,WE

2 ) est cinématiquement admissible au sens de la sous-structure
ΩE

– sur l’échelle globale,
le champ de déplacement effectif̄U est cinématiquement admissible (c’est à
dire queP Ū est cinématiquement admissible au sens classique)

– l’équation d’équilibre :
– sur chaque sous-structureΩE, le couple(σE

2 ,FE
2 ) doit vérifier

∀(UE?,WE?) ∈UE
ad

0
,

∫

ΩE
Tr[σE

2 ε(UE?)]dΩ =
∫

ΩE
f

d
·UE?dΩ+

∫

∂2ΩE
Fd ·UE?dS+

+
∫

∂iΩE
FE

2 ·WE?dS−
∫

ΩE
Tr[σE

1 ε(UE?)]dΩ, [4.6]

– sur l’échelle globale, la contrainte ¯σ doit vérifier

∀ Ū?C.A. à zéro,
∫

Ω1

Tr[σ̄ε(Ū?)]dΩ =
∫

Ω1

f
d
·P Ū?dΩ+

∫

∂2Ω1

Fd ·P Ū?dS+

−
∫

Ω1

Tr[σ̄2ε(Ū?)]dΩ [4.7]

le chargement pouvant se réécrire sous la forme :
∫

Ω1

f
d
·P Ū?dΩ+

∫

∂2Ω1

Fd ·P Ū?dS=
∫

Ω1

Tr[σ̄dε(Ū?)]dΩ

– les relations de comportement :
– sur chaque sous-structureΩE,

σE
2 = Kε(UE

2 )

σE
1 = Kε(PE Ū)
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– sur l’échelle globale,
σ̄ = K1ε(Ū)

σ̄2|ΩE = REKε(UE
2 )

– le comportement des interfaces :
sur chaque interfaceΓEE′

FE
2 +FE′

2 = 0 et WE
2 = WE′

2

On peut remarquer qu’il n’y a pas séparation des échelles puisque les termes faisant
intervenir les quantitésσE

1 et σ̄2 sont les termes de couplage entre les deux échelles.
Si ceux-ci sont donnés, le problème se découple sur chaque échelle.

Il reste à préciser la relation de comportement du problème global, c’est à direK1.
Pour cela, on peut imposer au problème global de donner la solution au problème de
départ dans le cas où ce dernier est représentable sur l’échelle globale (ce qui se traduit
par des termes de couplage nuls). On peut alors montrer que :

K1 = RKP

On retrouve ainsi la notion de problème équivalent au sens de Ritz. en utilisant comme
technique de réduction sur l’échelle globale la recherche deU sous la formeP Ū .
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4.4 Algorithme itératif
La résolution de ce nouveau problème est traitée par dans le même esprit que celui

de l’algorithmeLATIN mono-échelle, décrit au chapitre 2.2, page 56, en choisissant de
garder le problème à grande échelle global sur toute la structure. De plus, on souhaite
rechercher successivement une solution approchée dans chacune des deux échelles à
chaque itération :

– en supposant connus les couples(Ūn; σ̄n) et (UE
2,n;σE

2,n), on cherche les couples
(UE

2,n+1;σE
2,n+1) comme précédemment,

– les couples(UE
2,n+1;σE

2,n+1) étant connus, on recherche le couple(Ūn+1; σ̄n+1)
par un problème global à grande échelle.

Ce schéma peut être interprété dans l’approche à grand incrément de temps par le choix
des groupes d’équations :

– Ad est l’ensemble dess vérifiant les équations de liaison, l’équation d’équi-
libre, ainsi que les comportements suivants :σE

2 = KεE
2 , σ̄ = K1ε(Ū), σ̄2|ΩE =

REKε(UE
2 ).

– Γ est l’ensemble dess vérifiant le comportement des interfaces, ainsi queσE
1 =

Kε(PE Ū)
Outre les directions de recherche portant sur l’échelle fine sous-structurée, qui de-
meurent identiques à celles de la version mono-échelle, nous sommes ainsi conduits à
considérer des directions supplémentaires. S’agissant de découpler les problèmes tra-
duisant l’admissibilité sur les deux échelles mises en œuvre lors de l’étape linéaire, le
choix de la direction de recherche supplémentaire de l’étape locale a été :

ˆ̄Un+1/2−Ūn = 0 [4.8]

et celui de l’étape linéaire :

σE
1,n+1− σ̂E

1,n+1/2 = 0 [4.9]

Description des nouvelles étapes

Les nouvelles étapes s’écrivent donc de la manière suivante :
– l’étape locale consiste à trouver̂sn+1/2 deΓ connaissantsn avec les précédentes

directions de recherche.
On est donc amené à chercher d’une part(ŴE

,Ŵ
E′

; F̂
E
, F̂

E′)2,n+1/2 vérifiant le
comportement des interfaces,

F̂
E
2,n+1/2 + F̂

E′

2,n+1/2 = 0

Ŵ
E
2,n+1/2 = Ŵ

E′

2,n+1/2

ainsi que les directions de recherche

(F̂E
2,n+1/2−FE

2,n)−k+(ŴE
2,n+1/2−WE

2,n) = 0

(F̂E′

2,n+1/2−FE′
2,n)−k+(ŴE′

2,n+1/2−WE′
2,n) = 0



4.4. Algorithme itératif 129

On retrouve ainsi une résolution semblable à celle de l’algorithmeLATIN mono-
échelle décrite au chapitre 2.2, page 50.
D’autre part, il faut évaluer aussi le terme de couplage ˆσE

1,n+1/2, ce qui peut être
réalisé en vérifiant le comportement

σ̂E
1,n+1/2 = Kε(PE ˆ̄Un+1/2)

ainsi que la nouvelle direction de recherche [4.8]ˆ̄Un+1/2 = Ūn
– l’étape linéaire consiste à trouversn+1 deAd connaissant̂sn+1/2 avec les direc-

tions de recherche associées.
Dans un premier temps, il faut vérifier l’admissibilité au sens de l’échelle fine :
il faut trouver(UE,WE;σE,FE)2,n+1 satisfaisant à l’équilibre sur chaque sous-
structure [4.6], avec le comportement

σE
2,n+1 = KεE

2,n+1

et les directions de recherche :

(FE
2,n+1− F̂

E
2,n+1/2)+k−(WE

2,n+1−Ŵ
E
2,n+1/2) = 0

σE
1,n+1− σ̂E

1,n+1/2 = 0

Connaissant le terme de couplageσE
1,n+1, ce calcul est similaire à celui nécessité

par l’algorithmeLATIN mono-échelle.
Il est donc maintenant possible d’obtenir le deuxième terme de couplage

σ̄2,n+1|ΩE = REKε(UE
2,n+1)

et ainsi, dans le deuxième temps, de vérifier l’admissibilité au sens de la grande
échelle : il faut trouver(Ūn+1; σ̄n+1) satisfaisant à l’équilibre global [4.7], avec
le comportement

σ̄n+1 = K1ε(Ūn+1)

Cela conduit donc à un calcul de structure sur l’échelle globale.
Les nouvelles directions de recherche introduites, [4.8] et [4.9], sont ici triviales ;

en particulier, elles ne nécessitent pas un stockage supplémentaire des quantitésˆ̄U
et σ̂E

1 qui seront toujours confondues avec̄U et σE
1 . En pratique, l’implantation de

cet algorithme 2 échelles est réalisée conformément à la table 4.3. On pourra noter
l’utilisation d’un premier calcul sur la grande échelle afin d’initialiser la solution.

Exemple

Considérons l’exemple bidimensionnel présenté sur la figure 4.4. il s’agit d’une
structure de type poutre d’élongation

L

L′
= 4
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TAB . 4.3 – Algorithme à deux échelles

soumise à une répartition de charge parabolique, en déformations planes, et constituée
d’un matériau de module d’YoungE = 200GPaet de coefficient de Poissonν = 0,3.
La décomposition en 42 sous-structures et interfaces associées, ainsi que le maillage
choisi sont représentés sur la figure 4.5. Il s’agit ici d’un maillage régulier d’éléments
triangulaires à 6 nœuds.
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L

FdL'
N1

N2

FIG. 4.4 – Structure élancée en flexion

FIG. 4.5 – Décomposition en 32 sous-structures et interfaces

Sur une telle structure élancée travaillant en flexion, il a été montré une difficulté
de convergence de l’algorithme due aux effets à grande longueur de variation dans
la structure ([Cognardet al. 96]). Sans utiliser les deux échelles, le comportement de
la méthode « brute » est illustré dans la table 4.4 ; y sont présentés les contraintes de
Mises et déformées au cours des itérations, obtenus pour les solutions admissiblessn.
On peut remarquer ici que l’information se propage à travers la structure d’une couche
de sous-structures à chaque itération.

Couplée avec l’approche hiérarchique précédemment décrite, la solution est cher-
chée alternativement dans les deux échelles définies par les deux discrétisations choi-
sies. La partie de la solution appartenant à chacune de ces dernières est représentée
dans la table 4.5 au cours des itérations. La solution totale obtenue est, quant à elle,
représentée dans la table 4.6. Cette fois-ci, l’information se propage globalement dans
toute la structure à chaque itération, grâce à l’utilisation du problème de l’échelle glo-
bale.

Dans le cas d’utilisation de laLATIN mono-échelle, le choix du paramètre de di-
rection de recherchek a été optimisé sur des exemples semblables (rapidité de conver-
gence maximale en fonction de la forme dek par essais numériques successifs) : il a
été choisi de prendre la valeur « optimale » ([Lorong 94], [Cognardet al.96]) :

k =

E

L′
0

0
E

2L


(N1,N2)

Généralement, ce paramètre optimal est relié à une longueur caractéristique de la struc-
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0

1

15

100

300

référence

 2.70E+04
 1.72E+04
 7.36E+03
  0
-7.36E+03
-1.72E+04
-2.70E+04

1,

0,99

0,89

0,51

0,14

0

n Solution admissible(Un;σn) Erreur

TAB . 4.4 – Contrainte de Mises et déformées au cours des itérations pour la méthode
brute
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0

1

15

(amplification de 10)

n
Solution à grande échelle

(U1,n;σ1,n)
Solution à petite échelle

(U2,n;σ2,n)

TAB . 4.5 – Contrainte de Mises et déformées au cours des itérations sur les deux
échelles

ture toute entière (ou plusieurs longueurs dans cet exemple de structure élancée :L′ et
2L).

Pour la méthodeLATIN à 2 échelles, ce même paramètre a été optimisé sur cet
exemple. La figure 4.6 reporte l’évolution de l’erreur en énergie vis à vis de la solution
de référence atteinte à convergence, en fonction des itérations pour plusieurs valeurs
de longueurs caractéristiquesL0, (k = E

L0
). La valeur choisie précédemment est

L0 = 0,031L≈ 0,25 l

où l = L/8 est une longueur caractéristique des sous-structures. Cette longueur opti-
male a été sévèrement modifié par l’utilisation de deux échelles : elle était précédem-
ment liée à une dimension caractéristique de la structure, elle est maintenant liée à une
dimension caractéristique des interfaces.

Cette dimension peut être interprétée comme celle de la taille des effets à recher-
cher dans le problème : sur l’échelle fine, ces effets demeurent liés à la taille des in-
terfaces, les effets à grande longueur de variation ayant étés capturés sur la grande
échelle, ([Cognardet al.95]).
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0
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15

référence

0,45

0,19

0,025

0

n Solution admissible(Un;σn) Erreur

TAB . 4.6 – Contrainte de Mises et déformées au cours des itérations en utilisant deux
échelles
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Erreur en énergie vis à vis de la référence EF
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FIG. 4.6 – Influence de la direction de recherche — poutre en flexion, 32 sous-
structures,LATIN deux échelles
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4.5 Implantation numérique
Dans le cas de la représentation des inconnues sur les deux échelles avec projec-

tion de type éléments finis hiérarchiques, la discrétisation éléments finis du champ de
déplacement est écrite sous la forme [4.5] :

UE = UE
1 +UE

2 , UE
1 = PEŪ

avec
Ū = ∑

j
q̄ j ϕ̄ j

sur le maillageΩ1H . Dans le cas de grilles emboîtées,

ϕ̄
j
∈ Ūh ∈Uh

et donc
ϕ̄

j
= ∑

k

ϕ̄ j(xk)ϕk

oùxk est la position du nœud courant du maillageΩh etϕ
k
, la fonction de base associée.

alors
Ū = ∑

j
∑
k

q̄ j ϕ̄ j(xk)ϕk
= ∑

k
∑

j
q̄ j ϕ̄ j(xk)︸ ︷︷ ︸
q1k

ϕ
k

et donc
U1 = ∑

k

q1kϕ
k

ce qui définit au niveau discret l’opérateur de projection :

[qE
1 ] = [PE][q̄] , q1

E
k = ∑

j
q̄ j ϕ̄ j(xk)|ΩE

Pour les éléments isoparamétriques, la positionXk du nœud courant dans un élé-
ment de référence deΩ1H est nécessaire pour pouvoir évaluerϕ̄ j(xk). Elle est obtenue
à partir de la position connuexk dans l’élément réel en minimisant un écart au sens des
moindres carrés :

min
Xk

[
xk−∑

j
x j ϕ̄ j(Xk)

]2

qui est une fonction non-linéaire deXk, par une méthode de Newton. En pratique, cela
nécessite peu d’itérations par pointxk, et une seule pour des éléments à fonctions de
base linéaires (système linéaire).

L’espace complémentaire dēUh dansUh est alors (figure 4.3, page 125) :

∑
E

UE
2 h
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La nouvelle matrice de rigidité[KE
2 ]+[kE

2 ] s’obtient alors à partir de l’ancienne,[KE]+
[kE], en ôtant les degrés de liberté correspondant aux nœuds des mailles de l’échelle
globaleΩ1H . Cette opération peut bien entendu s’effectuer au niveau des matrices
élémentaires.

Une opération supplémentaire à effectuer lors de l’utilisation de 2 échelles est celle
de l’évaluation des termes de couplage (chapitre 4.3, page 126) :

∫

ΩE
Tr[σE

1 ε(UE?)]dΩ =
∫

ΩE
Tr[ε(UE?)K(PE Ū)]dΩ =

= ∑
i

qE
i

?
∫

ΩE
Tr[ε(ϕ

i
)K(PE Ū)]dΩ = [qE?

] · [KE][PE][q̄]

et
∫

Ω1

Tr[σ̄2ε(Ū?)]dΩ = ∑
E

∫

ΩE
Tr[ε(Ū?)REKε(UE

2 )]dΩ =

= ∑
E

∑
j

q̄?
j

∫

ΩE
Tr[ε(ϕ̄

j
)REKε(UE

2 )]dΩ = [q̄?] ·∑
E

[RE][KE][qE
2 ]

Utiliser la dernière expression consiste à effectuer des produits matrices de rigidités-
vecteurs, élément par élément ; utiliser l’expression précédente consiste à intégrer sur
chaque élément l’analogue d’une charge de correction.
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Dans ce chapitre, nous utilisons l’extension multi-échelles de l’approcheLATIN en
sous-structuration afin de qualifier les rôles joués par les différentes échelles exhibées
sur un problème de calcul de structures. En particulier, l’influence de ces échelles sur le
taux de convergence de l’algorithmeLATIN multi-échelles permet de conclure sur l’ex-
tensibilité numérique : à charge de calcul par processeur constante, un accroissement
simultané de la taille du problème à traiter, et du nombre de processeurs mobilisés, ne
modifie que peu le nombre d’itérations pour atteindre la convergence.

Le gain en performances par rapport à l’approche mono-échelle est ensuite illustré
sur un exemple à grand nombre de degrés de liberté. Les approches sont ensuite com-
parées à différentes variantes de la méthodeFETI sur des exemples à géométrie simple,
car contrainte ici par l’utilisation de maillages emboîtés et la volonté de tester les al-
gorithmes dans divers cas de figure, entre autres en faisant varier la taille du problème
à grande échelle.
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5.1 Influence des différentes échelles
Nous avons vu que lors d’une décomposition en sous-structures, on introduit une

longueur caractéristique des éléments de la décompositionl en plus de la longueur
caractéristique de la structureL. On notera de plus ici :

– h la taille de maille de l’échelle fine,
– H la taille de maille de l’échelle globale.
En prenant comme solution de référence la solution à convergence(U ref;σref) (ici,

la solution obtenue par résolution directe du problème éléments finis de départ), on
est à même de définir le taux de convergence de l’écart en énergie par rapport à cette
solution

e2
n =

∫
Ω Tr[(σn−σref)K−1(σn−σref)]dΩ

∫
Ω Tr[σrefK−1σref]dΩ

=
∫

Ω Tr[ε(Un−U ref)Kε(Un−U ref)]dΩ
∫

Ω Tr[ε(U ref)Kε(U ref)]dΩ

en fonction des itérations :

τ =− log
en+1

en

dont la valeur est constante en cas de convergence logarithmique, ou pour lequel on
prendra la valeur moyenne jusqu’à l’obtention d’une solution acceptable (erreuren

inférieure à 1 % par exemple).

5.1.1 Extensibilité numérique
Une propriété importante des algorithmes pouvant se prêter à une implantation sur

calculateurs parallèles à mémoire distribuée estl’extensibilité. En effet, on cherche
dans ce cas à adapter la puissance de la machine (par choix d’un certain nombre de
processeurs) à la taille du problème. Travaillant à taille de problème local par proces-
seur constant, un algorithme est dit numériquement extensible s’il n’y a pas (ou peu)
de perte de convergence lorsque l’on augmente le nombre de processeurs, et donc la
taille du problème à traiter. Clairement, l’approcheLATIN mono-échelle n’est pas ex-
tensible. Bramble a pour la première fois montré dans [Brambleet al. 86] que pour
les méthodes de décomposition de domaine, une telle extensibilité peut être atteinte en
utilisant un problème global sur toute la structure, et qu’il semble difficile de la réaliser
sans cela.

Reprenons ici l’exemple 4.4, présenté précédemment (page 131). La figure 5.1
donne le taux de convergenceτ en fonction des échelles présentes dans le problème,
à savoir la taille des sous-structuresl (donc du nombre de ces sous-structures) et le
raffinement du maillageh (donc de la taille du problème local). Dans cet exemple, la
taille de maille de l’échelle globale est fixée à la taille des sous-structures :H = l , et
conformément aux résultats précédents, le paramètre de direction de recherche

k =
E

L0
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a été choisi de façon à avoir :
L0 = 0,25 l

La direction de recherche « optimale » dépend en effet peu du raffinement du maillage
([Cognardet al.96]).

 0.20

 0.16

 0.12

 0.08

 0.04

  0

  2

  4

  8          l / h = H / h, à H fixé

 16

 32

16 (64 sous−structures)             à H / h fixé

8  (16 sous−structures)       L / l = L / H,

4  (4 sous−structures)

Taux de
convergence

FIG. 5.1 – Taux de convergence en fonction des rapports d’échellesL/l et des rapports
de taille de maillesl/h

Cet exemple montre donc deux types d’influence des échelles utilisées dans le
problème.

Tout d’abord, en utilisant l’approche multi-échelles, le taux de convergence devient
très peu dépendant du nombre de sous-structures (mis à part le cas de discrétisations
très grossières, commel/h de l’ordre de 2) ; le prix à payer demeure l’augmentation
de la taille du problème à résoudre sur l’échelle globale. Sur cet exemple, on fait en
effet varier le nombre de sous-structures en faisant varierH pour un rapportl/h =
H/h constant (c’est à dire pour une taille de problème par sous-structure constante). Il
semble donc que ce taux de convergence dépende peu del . Cet aspect va être précisé
dans le paragraphe suivant.

D’autre part, il était bien prévisible que plus le problème sur l’échelle globale est
proche du problème de référence (le problème éléments finis direct) — c’est à dire,
plus l/h est petit —, plus le taux de convergence est élevé. Sur cet exemple, on fait
en effet varier le rapportl/h = H/h à H = l fixé. Au moins jusqu’à des valeurs de
H/h de l’ordre de 32, on observe donc numériquement une dépendance du taux de
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convergence àH/h. Une étude asymptotique (quandH/h→ ∞) serait ici nécessaire
pour déterminer l’ordre de convergence.

5.1.2 Influence de la décomposition
Pour la taille de maille la plus fine (l/h = 32), les caractéristiques du problème

relatif aux sous-structures sont rappelées dans la table 5.1.

1 sous-structure (éléments triangulaires à 6 nœuds)
nb nb nb encombrementl

h nœuds ddl éléments factorisée rigidités élémentaires

32 4 225 8 450 2 048 6,2 Mo 1,3 Mo

TAB . 5.1 – Caractéristiques du problème local aux sous-structures

Le taux de convergenceτ est alors tracé en fonction du nombre de sous-structures
pour les approches mono et multi-échelles sur la figure 5.2.

Nombre de sous-structures 

Taux de convergence
1

10-1

10-2

10-3

LATIN mono-échelle
LATIN 2 échelles

4

16

64

FIG. 5.2 – Taux de convergence comparés pour les approches mono et multi-échelles
en fonction du nombre de sous-structures

Pour chacune des décompositions, les caractéristiques du problème de référence
sont données dans la table 5.2 et la table 5.3 reporte les valeurs des taux de convergence
obtenus.
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sous-structuration (total) calcul direct
nb nb encombrement nb nb nb enc.L

L′
L

l sstr. ddl fact. rig. élém. nœuds ddl élém. factorisée

4 4 4 33 800 25 Mo 5,2 Mo 16 705 33 410 8 192 33 Mo
4 8 16 135 200 99 Mo 21 Mo 66 177 132 354 32 768 255 Mo
4 16 64 540 800 398 Mo 83 Mo 263 425 526 850 131 072 2 000 Mo?

? estimé

TAB . 5.2 – Caractéristiques des problèmes traités

L

L′
L

l
nb

sstr.
τ

mono-échelle
τ

multi-échelles

4 4 4 0,02 0,028
4 8 16 0,005 0,024
4 16 64 0,002 0,023

TAB . 5.3 – Taux de convergenceτ en approches mono et multi-échelles

On vérifie donc sur cet exemple, la forte décroissance du taux de convergence de
l’approche mono-échelle, lorsque l’on augmente le nombre de sous-structures. Cela
peut être interprété de la façon suivante : lorsque l’on procède à la décomposition
en sous-structures, on rompt a priori un certain nombre de couplages (entre toutes
les sous-structures) du problème elliptique implicite de départ. Ce sont ces effets qui
doivent être recouvrés au cours des itérations. Plus la décomposition est fine (c’est à
dire plus le nombre de sous-structures est grand), plus il va être difficile d’atteindre ces
effets à grande longueur de variation.

L’utilisation simultanée de l’échelle globale permet alors de rapidement les prendre
en compte, ce qui se traduit par la faible dépendance du taux de convergence vis à vis
du nombre de sous-structures (table 5.3).

5.1.3 Influence de l’échelle de la structure
La deuxième manière de faire varier le rapport des échellesL/l est cette fois-ci

de changer la géométrie du problème mécanique de départ en modifiant l’élongation
L/L′. Le chargement est conservé identique. On change donc ce problème en même
temps que le nombre de sous-structures tout en gardant une taille de problèmes locaux
aux sous-structures constant pour vérifier l’extensibilité.

Taux de convergence et géométrie du problème décomposé sont présentés sur la
figure 5.3.

La table 5.4 donne les caractéristiques du problème élément fini direct en compa-
raison avec celles du problème décomposé, et la table 5.5 rappelle les valeurs des taux
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1

10-1

10-2

10-3

10-4

Nombre de sous-structures 

Taux de convergence

LATIN mono-échelle
LATIN 2 échelles

64

16

32

8

FIG. 5.3 – Taux de convergence comparés pour les approches mono et multi-échelles
en changeant l’échelle de référence

de convergence.

sous-structuration (total) calcul direct
nb nb encombrement nb nb nb enc.L

L′
L

l sstr. ddl fact. rig. élém. nœuds ddl élém. factorisée

1 2 8 67 600 50 Mo 10 Mo 33 153 66 306 16 384 116 Mo
2 4 16 135 200 99 Mo 21 Mo 66 049 132 098 32 768 368 Mo
4 8 32 270 400 199 Mo 42 Mo 131 841 263 682 65 536 914 Mo
8 16 64 540 800 398 Mo 83 Mo 263 425 526 850 131 072 2 000 Mo?

? estimé

TAB . 5.4 – Caractéristiques des problèmes traités, suivant l’échelle de référenceL

On vérifie bien sur ces exemples que la valeur du paramètre de direction de re-
chercheL0 n’est cette fois plus liée à une longueur caractéristique de la structureL,
comme cela avait été montré au chapitre 2.3, page 63, puisqu’il a été conservé constant
au cours de ces différents calculs, sans faire varier notablement le taux de convergence
obtenu par l’approche multi-échelles.
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L

L′
L

l
nb

sstr.
τ

mono-échelle
τ

multi-échelles

1 2 8 0,062 0,07
2 4 16 0,02 0,084
4 8 32 0,003 0,085
8 16 64 0,0005 0,08

TAB . 5.5 – Taux de convergenceτ en approches mono et multi-échelles, suivant
l’échelle de référenceL
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5.2 Performances de l’approche proposée
Pour pratiquer des prises de temps et donc évaluer les performances, il est inté-

ressant de pouvoir confiner toutes les données en mémoire centrale et ainsi éviter le
débordement programmé sur disque qui est l’une des fonctionnalités du code éléments
finis CASTEM 2000 ([Verpeaux 93]), dans la trame duquel le code prototype a été im-
planté. Le test proposé est celui décrit par la figure 5.4 pour lequel le chargement est
toujours parabolique.

X Y

Z

L

L'

L'

FIG. 5.4 – Problème tridimensionnel testé

La géométrie particulièrement simple permet de réaliser facilement des maillages
emboîtés et de régler le nombre de degrés de liberté ainsi que la largeur de bande
moyenne des problèmes éléments finis mis en jeu. De plus, les problèmes locaux par
sous-structure sont tous de tailles semblables (seuls les nombres d’interfaces connec-
tées à chaque sous-structure ne sont pas toujours identiques). Dans le cas de l’approche
LATIN mono-échelle, les charges par processeur pourront donc être assez bien équili-
brées.

La décomposition en 32 sous-structures et interfaces ainsi que le maillage corres-
pondant sont représentés sur la figure 5.5. Le problème ainsi associé à chaque sous-
structure possède donc une taille décrite par la table 5.6.

1 sous-structure
nb nb nb largeur de bande encombrement

nœuds ddl éléments moyenne factorisée rig. élém.

1 505 4 515 256 236 8,5 Mo 3,7 Mo

TAB . 5.6 – Caractéristiques du problème associé aux sous-structures
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X Y

Z

 Interfaces extérieures
 Interfaces interieures
 Sous−structures

FIG. 5.5 – Décomposition en 32 sous-structures et interfaces
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Le problème éléments finis de référence considéré est décrit par la table 5.7. On
pourra remarquer la valeur élevée de la largeur de bande moyenne du problème direct,
ce qui conduit à la nécessité d’une capacité de stockage importante pour la matrice de
rigidité. La réduction drastique de largeur de bande issue de la décomposition (table
5.6) permet de la même façon de réduire le stockage total demandé pour toutes les
rigidités des sous-structures.

LATIN

mono-échelle
LATIN

multi-échelles
calcul
direct

ddl enc. ddl encombrement total nb lb
total total total fact. rig. élém. ddl moy. enc.

144 480 273 Mo 144 723 273 Mo 118 Mo 112 563 3 500? 2 500 Mo?
? estimé

TAB . 5.7 – Caractéristiques des problèmes éléments finis à traiter

Il est cependant clair ici que le choix qui a été fait de conserver les matrices de
rigidité élémentaires en mémoire (c’est à dire de privilégier le stockage par rapport au
calcul pour l’évaluation des termes de couplages, chapitre 4.5, page 136) est ici très
pénalisant en terme de capacité de stockage demandée. Cela est dû essentiellement au
grand nombre d’éléments utilisés, qui comportent de plus un grand nombre de degrés
de libertés locaux (éléments cubiques à 20 nœuds ; une matrice élémentaire de rigidité
nécessite 14 ko de stockage). L’amélioration du code prototype consisterait donc dans
de tels cas à recalculer les termes de couplages sans utiliser les matrices de rigidité
élémentaires.

Lors de l’utilisation de la stratégie multi-échelles, le maillage de l’échelle globale
est encore ici lié à la taille des sous-structures (H = l avec les notations du chapitre 5.1
précédent, page 140). Il est représenté sur la figure 5.6, et est composé de 32 éléments
cubiques à 8 nœuds.

Le calcul a été réalisé sur la machine massivement parallèleCRAY-T3D de l’IDRIS

à Orsay. 32 processeurs ont été utilisés ; à chacun, la gestion d’une sous-structure ainsi
que ses interfaces connectées ont été confié. Le traitement du problème de l’échelle
globale (factorisation puis montées-descentes) a été de plus surchargé sur le premier
nœud de calcul.

Afin de pouvoir, comme précédemment, tracer l’évolution de l’erreur au cours des
itérations, la résolution a été poursuivie jusqu’à convergence numérique pour produire
une solution de référence. C’est cette dernière qui est utilisée pour contrôler a posteriori
la convergence, qui est fournie sur la figure 5.7.

Les prises de temps sont réalisées en temps « horloge » (pas de synchronisation
supplémentaires dues aux accès aux disques que se partagent les processeurs) et sont
reportés dans la table 5.8. Le temps total correspond ainsi au temps de restitution.

Une fois la mesure de temps précisée,l’efficacitépeut être définie ([Karonis 92],
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X Y

Z

FIG. 5.6 – Maillage de l’échelle globale

itération

Erreur en énergie vis à vis de la référence EF

   0   100   200   300   400   500   600
10E−3

10E−2

10E−1

10E0

LATIN mono−échelle

LATIN 2 échelles

FIG. 5.7 – Erreur au cours des itérations pour les méthodesLATIN mono-échelle et
LATIN 2 échelles
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[Carmona et Rice 91]) comme étant le rapport entre le temps moyenTmoy pris par
les processeurs pour les seuls traitements numériques et la durée totale de l’exécution
de l’algorithmeTN (N étant le nombre de processeurs utilisés). La décomposition de
la structure en sous-structures fait partie du « pré-processing » et n’est pas prise en
compte dans cette partie. Sur machines à mémoire distribuée, le temps moyen est la
moyenne des tempsT i

Cal pris par chaque processeur pour les seuls traitements numé-
riques. Il est en effet aisé de dissocier les zones du programme dédiées aux calculs
de celles dédiées à l’envoi ou à la réception de messages. L’efficacité sur ce type de
calculateurs s’écrit alors :

eMD =

1

N

N

∑
i=1

T i
Cal

TN

CRAY-T3D
LATIN

mono-échelle
LATIN

multi-échelles
calcul
direct

temps initialisation 30 s 33 s
temps 10 itérations 7,3 s 11,5 s

nb itérations 500 20 1
efficacitéeMD 90 % 85 %

temps total 400 s 56 s 12 h?

? estimé

TAB . 5.8 – Temps horloge correspondant à la résolution du même problème suivant
l’approche employée

Bien entendu, le problème direct ne peut être traité sur un nœud de calcul du multi-
processeurs en raison de sa taille ; l’estimation du temps de restitution est donc faite sur
la base du tempsCPU(on suppose que le problème entier reste en mémoire centrale), en
calant une suite de problèmes de taille croissante sur un processeur duCRAY-T3D par
rapport à une machine HP-9000/777 mono-processeur, puis en extrapolant sur cette
dernière jusqu’à la taille du calcul direct en question. Le nombre d’opérations estimé
pour y parvenir permet d’avoir un guide supplémentaire (figure 5.8). On peut vérifier
la légère amélioration des performances du processeurDECαEV4 du CRAY-T3D, par
rapport à celui du HP-9000/777 lorsque la taille du problème croît.

L’évolution de l’erreur au cours du temps de calcul est ainsi reportée sur la figure
5.9.

Pour cet exemple, la stratégie multi-échelles se révèle particulièrement efficace.
Ceci est dû au fait que l’on trouve à la fois un problème initial à grande largeur de
bande et une décomposition en sous-structures équilibrée.
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FIG. 5.8 – Erreur au cours du temps pour les méthodesLATIN mono-échelle etLATIN

2 échelles

temps (s) CRAY−T3D

Erreur en énergie vis à vis de la référence EF
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FIG. 5.9 – Erreur au cours du temps pour les méthodesLATIN mono-échelle etLATIN

2 échelles
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5.3 Comparaisons avec la méthode FETI

En vue de comparer l’approche présentée à d’autres techniques de sous-structura-
tion, nous reprenons l’exemple de flexion déjà décrit dans le chapitre 5.2, page 146.

Afin d’étudier l’influence de la taille du problème, nous allons considérer les deux
cas de discrétisation présentés sur la figure 5.10.

30 051 ddl

95 043 ddl

FIG. 5.10 – Différentes discrétisations pour le problème sous-structuré

La décomposition en sous-structures est la même que celle du chapitre 5.2 : le pro-
blème de départ est décomposé en 32 sous-structures et interfaces. Les caractéristiques
des problèmes locaux aux sous-structures sont décrites dans la table 5.9, alors que la
table 5.10 compare les tailles de problèmes lors d’une résolution par sous-structuration,
directe, et en assemblant explicitement le complément de Schur (voir chapitre 1.2.1,
page 22).

Les remplissages des matrices de rigidité factorisées (triangle inférieur) sont com-
parés pour les deux problèmes directs sur la figure 5.3, alors que la figure 5.3 compare,
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1 sous-structure
Maillage nb nb nb encombrement

nœuds ddl élém. fact. rig. élém.

1 425 1275 64 2,1 Mo 0,96 Mo
2 1 225 3 675 216 12,8 Mo 3,1 Mo

TAB . 5.9 – Caractéristiques des problèmes locaux aux sous-structures

sous-structuration calcul direct complément de Schur
Mail. nb ddl enc. total nb nb nb nb

total fact. rig. élém. élém. ddl enc. nœuds ddl enc.

1 40 800 68,4 Mo 31 Mo 2 048 30 051 184 Mo 2 977 8 931 68 Mo
2 117 600 410 Mo 102 Mo 18 44995 0431 252 Mo 6 625 19 875 -

TAB . 5.10 – Caractéristiques des problèmes à résoudre

elle, les tailles des problèmes à grande échelle (illustrés sur la figure 5.13 et décrits
dans la table 5.11), le problème local à une sous-structure et la matrice du complément
de Schur, dans le cas du petit problème (maillage 1). Ces mêmes données sont tracées
sur les figures 5.14 et 5.15.

problème à grande échelle
Maillage nb nb nb enc.

nœuds ddl élém. factorisée

a 81 243 32 0,064 Mo
b 425 1 275 256 0,9 Mo
c 1 225 3 675 864 5 Mo
d 8 281 24 843 6 912 112 Mo

TAB . 5.11 – Caractéristiques du problème à grande échelle

Considérons tout d’abord le problème décrit par le maillage 1.
– On notera par «SCHUR» l’algorithme de Schur primal, décrit au chapitre 1.2.1,

page 25. Il a été simulé en pratiquant en séquentiel un gradient conjugué non
préconditionné sur le problème condensé en déplacement sur les interfaces.

– Les courbes repérées par la mention «FETI » correspondent à la méthodeFETI

décrite au chapitre 1.3.2 (page 35) dans sa version non préconditionnée. Deux
préconditionnements ont été ensuite testés : le préconditionnement de Dirichlet
optimal, et le préconditionnement « lumped » (décrits au chapitre 1.4), repérés
respectivement par «FETI Dirichlet » et «FETI Lumped ». Ces trois derniers
calculs ont étés réalisés avec François-Xavier Roux sur une machinePARAGON
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FIG. 5.11 – Profils des deux problèmes directs testés (matrices
de rigidité factorisées) :
a) 30 051 degrés de liberté,
b) 95 043 degrés de liberté
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FIG. 5.12 – Profils des différents problèmes relatifs au cas de
calcul direct à 30 051 degrés de liberté :
a) b) c) différentes tailles de problèmes à grande échelle,
j) mouvements de solides rigides de la méthodeFETI,
i) problème local à une sous-structure,
ii) problème condensé de Schur
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a X Y

Z

b

c

d

FIG. 5.13 – Différentes discrétisations pour le problème à grande échelle

Echelle globale  
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1275 ddl 
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1 sous-structure 
échelle globale LATIN
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Matrices de rigidité factorisées  

FIG. 5.14 – Tailles comparées des problèmes à grande échelle
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FIG. 5.15 – Tailles comparées des problèmes issus des différentes approches
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de l’ONERA-Châtillon.
– Enfin, le repère «LATIN mono-échelle » correspond à l’utilisation de l’algo-

rithme LATIN initial, et les repères «LATIN 2 échelles », à l’utilisation des dif-
férentes discrétisations de l’échelle globale décrites dans la table 5.11. Ces trois
derniers calculs sont, quant à eux, effectués sur la machineCRAY-T3D de l’IDRIS

à Orsay. 32 processeurs ont été utilisés puisque, comme précédemment, le pro-
blème à grande échelle est traité par le premier processeur, en plus de sa propre
sous-structure.

L’erreur en énergie vis à vis de la solution à convergence est tracée sur la figure
5.16 en fonction des itérations pour les différentes approches.

Itération

Erreur en énergie vis a vis de la référence EF

   0  10  20  30  40  50  60
10E−2

10E−1
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10E1

2

2

2

4

4

4

6

6

6

LATIN mono−échelle

LATIN 2 échelles (a)

LATIN 2 échelles (b)

FETI Dirichlet

FETI Lumped

FETI

SCHUR

FIG. 5.16 – Comparaison des différentes approches sur le premier problème proposé

Le comportement « algorithmique » ainsi décrit (évolution de l’erreur en fonction
des itérations) montre ses insuffisances car il ne permet pas de pondérer les différentes
phases des algorithmes en fonction de leur coût. L’approche contraire consisterait à
comparer directement les temps de restitution (c’est à dire les temps nécessaires pour
obtenir le résultat de l’analyse) des différents algorithmes ; elle a néanmoins l’incon-
vénient, par la globalité de son analyse, de prendre en compte un nombre très grand de
paramètres (qualité d’écriture du code et celle des compilateurs utilisés, performances
des systèmes d’entrées-sorties, dépendance aux types d’opérations numériques effec-
tuées suivant le processeur, et indirections et synchronisations dûes aux types de ré-
seaux de communication, . . . ).

Nous avons opté ici pour une approche intermédiaire, qui se veut ne dégager que les
grandes tendances des algorithmes. Si on analyse les nombres d’opérations à effectuer
lors de ces différentes approches, on s’aperçoit que les phases coûteuses concernent les
factorisations des matrices de rigidité pendant l’initialisation, et les montées-descentes
des systèmes factorisés pendant les itérations, en plus des phases de synchronisation
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entre processeurs. Si l’on souhaite donc comparer les coûts sur les deux précédentes
machines parallèles qui ont servi à traiter les exemples précédents, il faut faire interve-
nir d’une part, les performances de leurs processeurs respectifs et d’autre part, celles
du réseau d’interconnection. La phase d’initialisation des différentes approches étant
purement parallèle, elle ne fait quasiment intervenir que les capacités du processeur
du nœud de calcul. Les tempsCPU peuvent donc être transformés en ce qui concerne
cette phase en temps équivalents en identifiant le coût de l’initialisationFETI et LA -
TIN mono-échelle, et en les normalisant. Au vu des synchronisations des algorithmes
(table 1.4, page 37 pour la méthodeFETI et table 2.1, page 56 pour la méthodeLATIN )
et des opérations à réaliser au cours des itérations, les coûts d’itérationFETI et LATIN

2 échelles (a) sont ensuite identifiés et normalisant avec le tempsCPU CRAY-T3D cu-
mulé comme base. De cette manière, sont qualifiés les algorithmes les uns par rapport
aux autres de façon aussi indépendante que possible de la machine cible. L’évolution
des erreurs de référence en fonction du temps équivalent est ainsi reportée sur la figure
5.17.

Temps CPU équivalent

Erreur en énergie vis a vis de la référence EF

   .00   2.00   4.00   6.00   8.00  10.00  12.00  14.00  16.00  18.00  20.00
10E−2

10E−1

10E0

10E1

2

2

2

4

4

4

6

6

6

LATIN mono−échelle

LATIN 2 échelles (a)

LATIN 2 échelles (b)

FETI Dirichlet

FETI Lumped

FETI

  1.00   1.40   1.80   2.20   2.60
10E−2

10E−1

10E0

FIG. 5.17 – Comparaison des différentes approches sur le premier problème proposé
en tempsCPU équivalent

La même démarche a été adoptée pour la deuxième discrétisation envisagée figure
5.10. Elle conduit cette fois-ci aux évolutions de l’erreur au cours des itérations de la
figure 5.18 et en fonction d’un deuxième temps équivalent sur la figure 5.19.

On peut de plus noter que pour le premier problème traité, le calcul direct a pu être
réalisé et en utilisant le calage de machines présenté au chapitre 5.2, page 151, le coût
équivalent en est de 6,5. Pour le second problème, ce coût a été estimé à 18 ; sur ce
problème de taille plus importante, il est maintenant même supérieur au coût cumulé
nécessité par l’approche mono-échelle.
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Itération

Erreur en énergie vis a vis de la référence EF
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FIG. 5.18 – Comparaison des différentes approches sur le deuxième problème proposé

Temps CPU équivalent
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FIG. 5.19 – Comparaison des différentes approches sur le deuxième problème proposé
en tempsCPU équivalent
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taux de convergence moyen
Maillage FETI LATIN 2 échelles

Identité Lumped Dirichlet a b c d

1 (H/h = 4) 0,048 0,22 0,285 0,09 0,17 - -
2 (H/h = 6) 0,044 0,14 0,2 0,07 0,17 0,25 0,33

τ1

τ2
obtenu 1,09 1,57 1,42 1,28 1 - -

τ1

τ2
prévu - 1,22 1,08 - - - -

TAB . 5.12 – Estimation de la convergence des différentes approches

On peut retrouver ici l’influence du paramètreH/hdans l’approcheLATIN 2 échelles :
le taux de convergence augmente quand la taille du problème à grande échelle croît
(voir le chapitre 5.1, page 140). En fait, ceci apparaît notamment sur la figure 5.18
pour obtenir une erreur de 1%. Ces indications ne sont donc pas vraiment les valeurs
asymptotiques pour lesquelles les tailles de maille doivent tendre vers 0. À titre in-
dicatif cependant, la table 5.12 reporte pour les deux tests précédents les valeurs des
taux de convergence moyens pour atteindre une erreur de 1% suivant les approches
employées. Pour les approchesFETI utilisant une résolution par gradient conjugué, les
conditionnements asymptotiques attendus ont étés rappelés dans le chapitre 1.4, page
38, et l’annexe C, page 184 relie le taux de convergence asymptotique au conditionne-
ment précédent.

On pourra remarquer enfin le gain apporté en initialisant les algorithmesFETI 2
échelles par la solution de départ sur la grande échelle.
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Problème avec singularité et fort gradient de taille d’élément

Dans cet exemple, on considère une fissure de longueur 2a, dans un milieu bidi-
mensionnel infini, sollicitée en mode 1, en déformation plane (figure 5.20) :

σd = σN2⊗N2

0 a- a

N2

N1

σσd

M

r
θ

FIG. 5.20 – Problème de référence

Le problème proposé en est une sous-partie, décrite sur la figure 5.21, pour laquelle
les charges extérieures sont, sur le bord, les efforts correspondants à la solution de
référence du problème de départ, qui est ici la solution asymptotique de Westergaard
(figure 5.22) :

σref =
KI√
2πr

cos
θ
2

1−sin
θ
2

sin
3θ
2

sin
θ
2

cos
3θ
2

. 1+sin
θ
2

sin
3θ
2


(N1,N2)

où KI =
√

πaσ

Le maillage correspondant est tracé sur la figure 5.23 ; il comporte 3 900 éléments
triangulaires à 6 nœuds dont la variation de taille relative est d’environ 5 000.

Pour traiter ce problème, une décomposition en 11 sous-structures et interfaces a
été réalisée. Elle est présentée sur la figure 5.24 avec le maillage de l’échelle globale
qui comporte, quant à lui, 62 éléments triangulaires à 3 nœuds, et toujours la même
variation de taille relative.
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0
a

N2

N1

 Fd = σσref n

FIG. 5.21 – Problème traité

FIG. 5.22 – Contrainte de Mises et déformée de la solution de référence

FIG. 5.23 – Maillage considéré
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FIG. 5.24 – Géométrie de la fissure ; 11 sous-structures et maillage de l’échelle globale

Itération

Erreur en énergie vis a vis de la référence milieu continu
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LATIN mono−échelle L0 adapté

LATIN 2 échelles L0 = a / 3
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FIG. 5.25 – Évolution de l’erreur au cours des itérations

Les résultats obtenus sur la figure 5.25 montrent l’évolution de l’erreur en énergie
vis à vis de la solution de référence milieu continu, en fonction des itérations. L’évo-
lution de l’indicateur d’erreurη est quant à lui tracé sur la figure 5.26.

Les directions de recherche utilisées sont les suivantes :
– pour l’approcheLATIN mono-échelle,L0 = a,
– pour l’approcheLATIN 2 échelle, deux cas ont étés envisagés. Pour le premier,

une direction de recherche uniformeL0 = a/3 est choisie, alors que dans le se-
cond cas, cette valeur est adaptée localement sur chaque interface à sa longueur
l : L0 = 0,2l .

Cet exemple illustre donc le fait qu’avec une approche multi-échelles, la direction de
recherche est un paramètre d’interface et non plus de structure.
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     Itération

  Erreur en énergie vis a vis de la référence éléments finis
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FIG. 5.26 – Évolution de l’indicateur d’erreurη au cours des itérations



Conclusion
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Dans ce travail, nous nous sommes plaçés dans le cadre des techniques de dé-
composition de domaine, en vue de réaliser des calculs de structures sur ordinateurs à
architecture parallèle.

L’algorithme de base utilisé est issu des approches à grand incrément de temps
lorsqu’elles sont couplées à une technique de sous-structuration. Ici, seul le compor-
tement élastique linéaire des sous-structures a été envisagé : il s’agit donc d’un cas de
figure dégénéré, pour lequel seule la configuration finale nous intéresse, par rapport
aux problèmes non-linéaires d’évolution pour lesquels la méthodeLATIN a été initia-
lement développée. À cause de cela, la dualité effort-déplacement est substituée à celle
qui est naturelle — entre effort et vitesse — dans les situations où le temps joue un
rôle majeur (dynamique, problèmes d’évolution, etc.).

Pour améliorer les performances de cette approche, une extension multi-échelles de
cette dernière est mise en place. Elle consiste à appréhender la solution du problème de
structure sur deux échelles distinctes. La première, l’échelle globale, est liée à une lon-
gueur caractéristique de la structure ; la deuxième, l’échelle fine, concerne les effets de
longueur de variation beaucoup plus courte. En cherchant la solution successivement
dans les deux échelles, et en conservant la résolution par éléments finis classique du
problème à grande échelle, l’information se propage parmi toutes les sous-structures à
chaque itération de l’algorithme.

L’implantation dans le cadre du code éléments finis semi-industrielCASTEM 2000
a permis de montrer la faisabilité de l’approche. La réalisation de ce code prototype
spécialisé a conduit à utiliser des calculateursMIMD à mémoire distribuée avec un
nombre de processeurs de l’ordre de 64. Comme le comportement du matériau est ici
élastique linéaire, l’objectif est donc la réalisation de calculs de structures implicites
de grande taille sur ces architectures parallèles.

Dans ce type de situations, l’approche proposée est comparée à différentes dé-
marches existantes de décomposition de domaine. L’influence de la taille des pro-
blèmes et des coûts relatifs des problèmes à grande échelle est illustrée sur des exemples
à géométrie simple.

Un aspect numérique important est la mise en œuvre d’une discrétisation traitant à
égalité d’importance déplacements et efforts aux interfaces. En particulier, l’influence
du choix de cette discrétisation sur la solution obtenue à convergence a été étudiée.

Enfin, un aspect à souligner concerne le contrôle des paramètres de la méthode,
c’est à dire la valeur de la longueur caractéristique des directions de recherche de
l’algorithme itératif. Avec une approche mono-échelle, il est montré que sa valeur
optimale est liée à la dimension de la structure ; avec l’utilisation de l’extension multi-
échelles, elle devient cette fois-ci un paramètre d’interface, lié à la sous-structuration
qui a été choisie.

Dans la réalisation qui en a été faite ici, le code prototype traite essentiellement
les cas de figure où les maillages éléments finis des deux échelles sont emboîtés, ce
qui contraint la géométrie et donne peu de souplesse à l’utilisateur. Le traitement à
partir de deux maillages indépendants serait donc un important gain en flexibilité. Une
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autre perspective à court terme est la possibilité de traitement d’interfaces non parfaites
(comme par exemple le contact unilatéral qui a été présenté) à l’intérieur de l’approche
multi-échelles.

Bien entendu, l’objectif à plus long terme est le traitement de problèmes non-
linéaires tels que ceux engendrés par un comportement plastique ou viscoplastique
du matériau, ou par une modélisation plus fine du comportement comme celle nécessi-
tée, par exemple, par l’analyse des structures composites. C’est ce type de problèmes
qui entre dans le cadre du calcul intensif de structures, et qui nécessitera, de plus, le
développement de techniques de contrôle des algorithmes et de la qualité des solutions
obtenues.
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Annexe A

Intégration bord approchée, choix des
points d’intégration

Dans le cadre d’une approche purement cinématique, le choix du type d’approxi-
mation lors de l’intégration doit rester cohérent avec la qualité de la discrétisation.
Le choix des points d’intégration peut ainsi être réalisé afin d’intégrer exactement
(sur l’élément de référence) des quantités du type produit croisé de fonctions de base
ϕ

i |∂iΩE ·ϕ j |∂iΩE
.

Une telle intégration reste classique dans le cadre éléments finis en calcul ther-
mique pour des conditions de frontière de type convection, figure A.1 et table A.1.

ΩE

Γ

M n

FIG. A.1 – Convection sur une frontière

Elle nécessite une intégration de polynômes de degrés plus élevés que, par exemple,
le cas de répartition de charge de degré de variation identique à celui du déplacement
bord. Cela conduit généralement à l’utilisation d’éléments finis avec un nombre de
points d’intégration augmenté.
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quantités flux de chaleur contrainte, effort
« statiques » −q , −q·n σ , F

quantités température déplacement, déplacement bord
« cinématiques » θ , θ|Γ U , W

« matériau » coefficient de convection direction de recherche
h k−

relation de
∫

Γ
q·nθ?dS= −

∫

Γ
(F− F̂) ·W?dS=

« comportement » =
∫

Γ
h(θ−θ0)θ?dS =

∫

Γ
(W−Ŵ) ·k−W?dS

TAB . A.1 – Analogie thermique — mécanique



Annexe B

Relation locale de comportement du
problème 1D

Pour déduire la relation de comportement locale d’une structure unidimensionnelle
droite, figure B.1,T = KgD, à partir de la relation de comportement du milieu continu
tridimensionnel,σ = Kε, il faut identifier celle-ci de la façon suivante :

∀V ∈Ug, RKε(PV ) = Kg
dV

ds

avec

V =
{

ω
u

}
m

la déformationD est notée :

D(V ) =
dV

ds
=


γ =

dω
ds

δ =
du

ds
+N1∧ω


m

N1

N3

N2

Λ

M

S

m

FIG. B.1 – Géométrie

Le déplacement
U = u+(m−M)∧ω
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permet d’atteindre la partie antiplane du tenseur des déformations :

ε11 = [δ+(m−M)∧γ] ·N1

ε12 =
1

2
[δ+(m−M)∧γ] ·N2

ε13 =
1

2
[δ+(m−M)∧γ] ·N3

La contrainte normale est ainsi :

σN1 = (λ+2µ)ε11N1 +2µε12N2 +2µε13N3

d’où l’expression deT :

T = Rσ =


F =

∫

S
σN1ds

C =
∫

S
(M−m)∧σN1ds


m

qui permet de remonter, en notations matricielles dans(N1,N2,N3), à l’expression de
Kg :

T = Kg
dV

ds

[
F
C

]
=


(λ+2µ)S 0 0 0 (λ+2µ)I2 −(λ+2µ)I3

0 µS 0 −µI2 0 0
0 0 µS µI3 0 0
0 −µI2 µI3 µI0 0 0

(λ+2µ)I2 0 0 0 (λ+2µ)J2 −(λ+2µ)J23

−(λ+2µ)I3 0 0 0 −(λ+2µ)J23 (λ+2µ)J3


[

δ
γ

]

où interviennent les caractéristiques géométriques de section :

S=
∫

S
dS, I2 =

∫

S
x3dS, I3 =

∫

S
x2dS, I0 =

∫

S
(x2

2 +x2
3)dS,

J2 =
∫

S
x2

3dS, J3 =
∫

S
x2

2dS, J23 =
∫

S
x2x3dS

Avec une géométrie un peu particulière (symétrie par rapport àN2 et N3), on a
I2 = I3 = J23 = 0 et on retrouve une forme diagonale classique :

[Kg] =


(λ+2µ)S 0 0 0 0 0

0 µS 0 0 0 0
0 0 µS 0 0 0
0 0 0 µI0 0 0
0 0 0 0 (λ+2µ)J2 0
0 0 0 0 0 (λ+2µ)J3
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Remarque

On ne retrouve pas ici la relation de comportement classique des structures poutres
au sens de la résistance des matériaux : en effet celle-ci doit s’obtenir par une hypo-
thèse mixte sur les déplacements (mouvements de solide rigide par section droite) et
sur les contraintes (antiplanes), dans le cas où n’apparaît pas de torsion. Afin d’appli-
quer ici l’approche multi-échelle à une analyse de structure à base d’éléments finis en
déplacements, toutes les prolongations ont été choisies de type cinématique ; la projec-
tion du champ de déplacement ne constitue donc pas la reconstruction d’un champ de
déplacement tridimensionnel à partir d’une analyse en modèle de résistance des maté-
riaux, ce dernier n’ayant pas été choisi ici comme le problème à grande échelle (qui se
déduit du choix des prolongations).



Annexe C

Algorithme du gradient conjugué

Notations

Désirant résoudre un système linéaire de type :

[K][q] = [ f ]

où [K] est symétrique, définie positive. L’algorithme du gradient conjugué ne nécessite
ni la factorisation de[K], ni son assemblage (bien que celui-ci puisse être parfois in-
téressant du point de vue de l’efficacité numérique). Factorisation et montée-descente
sont donc remplacées par un algorithme itératif comportant multiplication matrice-
vecteur et réalisation de produits scalaires. La table C.1 présente les notations pour cet
algorithme, les crochets[.] ayant été omis pour alléger la présentation.

Initialisation
solution de départq0

résidu d’équilibrer0 = f −Kq0

direction de recherched0 = r0

Itérations

calcul du pas optimalρn =
rn ·dn

dn ·Kdn
=

rn · rn

dn ·Kdn
itéréqn+1 = qn +ρndn

résidurn+1 = f −Kqn+1 = rn−ρnKdn

paramètre d’orthogonalisationλn =−
rn+1 ·Kdn

dn ·Kdn
=

rn+1 · rn+1

rn · rn
direction de recherchedn+1 = rn+1 +λndn

TAB . C.1 – Algorithme du gradient conjugué

Parmi les inconvénients de cette méthode, on peut rencontrer, du point de vue effi-
cacité suivant les architectures de machines utilisées, la nécessité de procéder à des



185

assemblages-désassemblages pour les produits matrice-vecteur, et du point de vue
numérique, la perte possible d’orthogonalité des directions de recherche, qui peut
conduire à envisager des réorthogonalisations plus ou moins partielles ([Roux 90]).

Préconditionnement

En vue d’améliorer la convergence, le système linéaire précédant peut être pré-
conditionné par un opérateur[K̄], [Papadrakakis et Dracopoulos 91], qui se veut être
spectralement proche de[K] et pouvant participer lui-même à un système linéaire ai-
sément soluble. La technique consiste alors à corriger le résidu[r]n à chaque itération
pour le remplacer par[r̄]n = [K̄−1][r]n (table C.2).

Initialisation
solution de départq0

résidu d’équilibrer0 = f −Kq0

direction de recherched0 = K̄−1r0

Itérations

calcul du pas optimalρn =
rn ·dn

dn ·Kdn
itéréqn+1 = qn +ρndn

résidurn+1 = f −Kqn+1

paramètre d’orthogonalisationλn =−
K̄−1rn+1 ·Kdn

dn ·Kdn
direction de recherchedn+1 = K̄−1rn+1 +λndn

TAB . C.2 – Algorithme du gradient conjugué préconditionné

Convergence

Si on connaît le conditionnementκ de l’opérateur linéaire, on peut alors estimer le
taux de convergence de l’algorithme. En effet, la décroissance de l’erreuren+1/en au
cours des itérations est bornée par(√

κ−1
√

κ+1

)2

donc, lorsque le conditionnement est grand, le taux de convergence

τ =− log
en+1

en

varie enκ−0,5



Annexe D

Technique de lagrangien augmenté

Reprenons le problème de point selle [1.6] présenté au chapitre 1.3, page 32 : pour
(UE,WE) ∈UE

ad, F ∈ F , FE +FE′ = 0 surΓEE′, rendre stationnaire :

L1(U ,W;F) = ∑
E∈E

{
1

2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ−

∫

ΩE
f

d
·UEdΩ+

−
∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS−

∫

∂iΩE
FE ·WEdS

}
En introduisant un champ supplémentaireŴ ∈W , Ŵ

E = Ŵ
E′

surΓEE′ ([Glowinski et
Le Tallec 90]), il se transforme en :

L′1(U ,W,Ŵ;F) = ∑
E∈E

{
1

2

∫

ΩE
Tr[ε(UE)Kε(UE)]dΩ−

∫

ΩE
f

d
·UEdΩ+

−
∫

∂2ΩE
Fd ·UEdS−

∫

∂iΩE
FE · (WE−Ŵ

E)dS

}
La construction du lagrangien augmenté se fait avec un paramètre k en renforçant la
contrainte :

L2(U ,W,Ŵ;F) = L′1 + ∑
E∈E

1

2

∫

∂iΩE
(WE−Ŵ

E) ·k(WE−Ŵ
E)dS

La résolution proposée dans [Glowinski et Le Tallec 90] est alors une variante de la
technique d’Uzawa, dénommée aussiALG3 ([Fortin et Glowinski 82]) :

– (Ŵ; F̂)n−1/2 étant supposé connu,
on cherche(U ,W)n en considérantL2(U ,W,Ŵn−1/2) avec la direction :

∀(dUE,dWE) ∈UE
ad,

∂L2

∂U
·dU +

∂L2

∂W
·dW = 0
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– puisFn par
FE

n =−F̂
E
n−1/2 +k(WE

n −Ŵ
E
n−1/2) surΓEE′,

ce qui correspond à l’étape linéaire de laLATIN ;
– enfin, on rafraîchit(Ŵ; F̂) en

kŴ
E
n+1/2 +kŴ

E′

n+1/2 = k(WE
n +WE′

n )−FE
n −FE′

n surΓEE′

−F̂
E
n+1/2 =−FE

n +k(WE
n −Ŵ

E
n+1/2)

surΓEE′, ce qui correspond à l’étape locale de laLATIN .
Cette démarche conduit à la mise en œuvre de la méthode proposée dans [Lions 90].


