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Résumé

Ce mémoire est consacré i ’étude de quelques problémes d’interfaces entre
fluides non miscibles. La premiére partie consiste en la description du phénoméne
d’éclatement d’une bulle a la surface d’un liquide. Un programme de résolution
des équations de Navier Stokes en présence d’une surface libre est utilisé. Il
décrit la surface grace & une chaine de marqueurs. Cette approche permet de
prendre en compte de maniére trés précise 'effet de la tension superficielle. Une
étude paramétrique est conduite qui met en évidence un régime pour lequel on
observe une singularité de courbure en temps fini. L’existence de cette singularité
est vérifiee & I’aide d’une théorie auto-similaire, fondée sur I’hypothése d’un
écoulement potentiel.

Le seconde partie traite de la résolution d’écoulements potentiels en géométrie
axisymétrique. A ces fins, une méthode d’intégrales de frontiéres est dévelop-
pée. Elle est d’abord validée & ’aide de la connaissance théorique des modes
d’oscillations d’une goutte en apesanteur. Elle est ensuite appliquée & deux
problémes distincts : 'impact d’une goutte sur une surface hydrophobe et la co-
alescence de deux gouttes en apesanteur. Ce dernier probléme présentant deux
échelles spatiales trés différentes, un raffinement inhomogéne du maillage de la
surface est opéré. En outre, une comparaison entre les simulations et certains
résultats expérimentaux est effectuée.

Abstract

This dissertation deals with some highly non linear free surface flow problems.
The first part is dedicated to the study of the bursting of a bubble at the free
surface of a liquid. To this end, a numerical method is used which solves the
Navier Stokes equations, in the presence of a free surface. This free surface is
described using a markers chain. The surface tension terms are then treated
with high precision. A parametric study on the bubble radius is undertaken and
a range of parameter region is found to correspond to a curvature singularity in
finite time. The existence of this singularity is confirmed by a self-similar theory,
based on an invicid formulation.

The second part presents the resolution of potential axisymmetric flows in
the presence of a free surface. The theory and developpment of a boundary
integral method is described in details. Firstly, the method is validated using
the theoretical knowledge of the spherical harmonics of an oscillating liquid drop.
Then it is applied to two distinct problems : the impact of a drop on a super
hydrophobic surface and the coalescence of two spherical drops. This second
case presents a singularity in finite time because it involves a high curvature
region at the time of contact. The scaling laws describing this singularity are
then discussed and a comparison between experiments and numerical results is
presented.
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Des océans aux bulles de
champagne

es océans recouvrent soixante-dix pour cent de la surface de notre planéte.

Nous n’avons pas toujours conscience de 'influence qu’ils exercent sur notre
vie quotidienne. On devine, en regardant les prévisions météorologiques, qu’ils
participent aux évolutions du climat, méme continental. De méme que les fo-
réts résorbent le dioxyde de carbone contenu dans I’atmosphére, & la surface des
océans s’opérent des échanges qui conditionnent 1’équilibre climatique global de
la terre. Le premier transfert qui vient & I’esprit est celui de la vapeur d’eau : ’eau
contenue dans ’atmosphére provient des océans. D’autres échanges, également
trés importants s’opérent 3 'interface océan-atmosphére. Certaines molécules de
gaz comme le dioxyde de carbone, certaines bactéries ou encore des particules
solides sont, soit rejetées des océans, soit au contraire absorbées. L’air de I’at-
mosphére est aussi dissout dans I’eau, via des processus complexes & 'interface.

FiG. 0.1.: Déferlement d’une vague en eau profonde.

Parmi les facteurs responsables de ces échanges, le déferlement des vagues
occupe une place importante. En effet, le déferlement est une source de turbu-
lence dans l'air et dans ’eau, il génére des courants, emprisonne des poches d’air
sous la surface, éjecte des embruns; autant de phénoménes qui participent aux
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échanges gazeux et particulaires. Des modéles physiques existent qui prennent
en compte de maniére globale ces différentes contributions aux transferts [9],
ainsi que les phénoménes thermodynamiques.

Le déferlement est un sujet d’étude classique, d’une grande richesse théorique.
On trouve, dans la littérature, de nombreux articles [31] traitant des causes et des
conséquences du déferlement plongeant, par exemple, bien connu des surfeurs.

La compréhension de tels écoulements — d’une échelle proche du métre — ne
suffit pas & rendre compte des échanges de masse qui s’opérent & des échelles
beaucoup plus petites. Par exemple, de trés petites bulles peuvent étre empri-
sonnées par des ondes capillaires & la surface, et se dissoudre dans I’eau [49]. Ces
bulles résultent notamment de 'impact de gouttes sur la surface [27] (Cf. Fig.
0.2).

Fi1G. 0.2.: Simulation numérigue de l'impact d’une goutte sur une surface li-
quide, d’aprés Oguz et Prosperetti [33]. L’impact peut provoquer l’emprisonne-
ment d’une bulle. Cette figure montre que pour une vitesse et une taille de goutte

données, la condition initiale adoptée pour le calcul influence peu la taille de la
bulle.

Le déferlement et les mouvements de la surface & notre échelle induisent
d’autres mécanismes qui participent aux transferts. Deux exemples de ces mé-
canismes nous sont trés familiers.

Dynamique des bulles : rupture en surface

Lorsqu’une vague déferlante entraine une poche d’air sous la surface, celle-ci
se fragmente en un grand nombre de petites bulles. Ces bulles sont transportées
par le courant et remontent sous ’effet bien connu de la poussée d’Archiméde.
Pendant leur remontée, les molécules hydrophobes contenues dans 1’eau trouvent
refuge sur leur surface. Ce sont ces molécules, de gaz, principalement, qui vont
étre ensuite éjectées dans ’atmosphére. Une fois a la surface, ces bulles restent
dans une position d’équilibre, tant que le film qui les sépare de ’atmosphére
n’est pas rompu. Puis, on peut observer deux phénoménes successifs :

— La rupture du film. C’est un phénoméne rapide qui libére un trés grand

nombre de gouttes !.

I parfois plusieurs milliers de gouttes d’un diamétre de ’ordre du micron
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F1G. 0.3.: Les trois phases de l’éclatement d’une bulle a la surface libre : le film
surmontant la cavité se draine progressivement. De nombreuses gouttes sont alors
éjectées dans l’atmosphére. Finalement, la cavité s’effondre en donnant naissance
a un jet vertical duquel se détachent une ou plusieurs gouttes.

— L’effondrement de la cavité et la naissance d’un jet vertical mince duquel
se détachent une ou plusieurs gouttes. C’est exactement ce que l'on peut
voir & la surface d’un verre de champagne.
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F1G. 0.4.: Diameétre de la premiére goutte de jet émise lors de l’éclatement d’une
bulle & la surface. Résultats expérimentauz extraits de Uarticle de Duncan C.
Blanchard [5].

Compte tenu de l'intérét que ces deux phénoménes présentent vis-a-vis des
échanges entre les océans et ’atmosphére, ils ont chacun fait ’objet de nom-
breuses études. La rupture du film a été observée expérimentalement [41], grace
4 des caméras rapides, mais peu de conclusions théoriques ont pu en étre tirées.
Quant aux simulations numériques, elle sont difficiles & mener étant données les
échelles spatiale et temporelle de la rupture du film (pour une bulle d’un milli-
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métre de diamétre, les gouttes émises ont un diamétre d’environ 1 pum et le temps
caractéristique de la rupture est de 100 us). En revanche, effondrement ultérieur
de la cavité et la formation du jet vertical sont des phénoménes plus lents. De
nombreuses études, autant expérimentales [46, 47, 48] que numériques [8, 7], ont
donc été menées sur le sujet. L’objectif de telles études est d’accéder a des gran-
deurs comme le nombre de gouttes émises par le jet, leur vitesse, leur volume, ou
encore 'influence de pellicules adsorbées sur la surface. La figure 0.4, présente les
résultats d’une étude expérimentale de la masse de la premiére goutte émise [5].
Ce type de données permet, connaissant la distribution de tailles de bulles, de
savoir quelle quantité de gouttes émises dans ’atmosphére pourront par la suite
s’évaporer. La plupart des études numériques effectuées sur le sujet sont basées
sur I’approximation de fluide non visqueux ou faiblement visqueux. Néanmoins,
on ne peut pas faire cette approximation pour les plus petites échelles.

La formation et la rupture du jet vertical sont des phénoménes communs
que 'on peut observer dans d’autres contextes. Par exemple, lorsqu’une goutte
tombe sur la surface d’un liquide, une cavité est formée pendant un court instant,
puis on assiste & I’émergence d’un jet vertical.

Fi1G. 0.5.: Résultat de limpact d’une goutte sur la surface d’un liquide.

La photographie 0.5 représente ce type de jet. On constate qu’une goutte
vient de se détacher. La fragmentation d’un jet en gouttes ou la coalescence
de gouttes sont omniprésents dans notre vie quotidienne. C’est un des autres
phénomeénes observables aux petites échelles du déferlement.



Formation de gouttes, rupture de jets

Bien souvent, le déferlement est accompagné de vents plus ou moins violents
qui arrachent des aérosols & la créte des vagues. De méme que les gouttes pro-
duites par I’éclatement des bulles & la surface, ces embruns peuvent ensuite s’éva-
porer et laisser dans ’atmosphére les molécules (de sel, par exemple) dont ils sont
chargés. Le mécanisme de rupture des jets a suscité de nombreuses recherches,
tant ses applications sont nombreuses. D’un point de vue industriel, les moteurs
actuels utilisent des injecteurs qui pulvérisent ’essence dans la chambre de com-
bustion, ou en amont. La qualité de cette atomisation conditionne efficacité du
moteur. Plus les gouttes formées sont petites, meilleure sera la combustion. 1l
est donc capital d’identifier les mécanismes qui provoquent cette atomisation :
est-ce la turbulence dans le liquide, la turbulence dans le gaz ou 'importante dif-
férence de vitesse des deux milieux ? Ces questions restent ouvertes. Des études,
cette fois-ci théoriques [12, 13], expérimentales [14, 40], numériques [16], ont
été menées depuis le X1X"¢ siécle pour tenter de comprendre la rupture des
jets. Si 'on simplifie & ’extréme ’écoulement, on obtient des gouttes comme
représentées sur la photographie 0.6, parfaitement symétriques par rapport & un
axe (vertical, dans le cas présent). Une goutte se détachant d’un robinet donne
naissance & plusieurs petites gouttes de diamétres différents.

- 4

a

F1G. 0.6.: Formation de gouttes lors de la rupture d’un jet. Image extraite d’un
article de Shi, Brenner et Nagel [43]. On remarque l'apparition d’ondes capil-
laires instables le long du jet.

Cette rupture est principalement due & une autre caractéristique des inter-
faces entre liquides et gaz.
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La tension superficielle

Le matin, la rosée se dépose sur les toiles d’araignées sous forme de perles
liquides de petite taille, et non pas sous forme d’un film liquide uniforme. Lorsque
’on touche 'une de ces gouttes, elle oscille puis retrouve sa forme d’équilibre trés
proche de la sphére. Cette élasticité s’appelle la tension de surface. Cette force
qu’exerce la surface sur le liquide peut étre associée & une énergie superficielle,
proportionnelle & la surface. Comme tout systéme soumis & plusieurs contraintes,
la goutte trouve son état d’équilibre pour le minimum d’énergie totale. Or, pour
une petite goutte, la tension superficielle est plus importante que la gravité,
c’est donc la surface minimale 2 qui correspond au minimum d’énergie, & savoir
la sphére.

On peut formaliser cette propriété de maniére plus mathématique : il existe
une différence de pression entre le liquide et le gaz, égale a la courbure locale
de la surface s multipliée par un coefficient o, appelé coefficient de tension
superficielle, dépendant des deux fluides en présence. La pression la plus forte
régne dans le fluide dont la surface est convexe.

[pls = ok

ou k est la courbure moyenne de la surface, c’est-a-dire la somme des deux
courbures principales :

1 n 1

Ry Ry

Cette équation est écrite pour les fluides immobiles ou non visqueux. On peut
alors vérifier la remarque précédente : si la pression est uniforme & l'intérieur
et & Pextérieur de la goutte, le saut de pression est constant sur la surface et,
par conséquent, la courbure 1’est aussi. De méme, a I’endroit ou le jet s’amincit,
avant la rupture, il existe une différence de pression entre le liquide et le gaz.
La force qui en résulte est orientée du gaz vers le liquide. La forme cylindrique
n’étant pas un minimum de la surface & volume constant, le rayon du jet décroit
inexorablement jusqu’a la rupture, de maniére & former des gouttes.

On peut montrer aisément que des contraintes volumiques, comme la force
de gravité, ne peuvent provoquer la rupture du jet qu’en un temps infini [14].
En revanche, la tension de surface provoque cette rupture en un temps fini. La
courbure au voisinage du point de rupture atteint des valeurs arbitrairement
grandes. Une quantité représentative de I’écoulement diverge en un temps fini :
c’est ce qu’on appelle une singularité en temps fini.

K

Singularités en temps fini

Dés lors que ’on tente de modéliser un phénoméne physique, on a recours 4
des équations d’évolution. Ces équations prédisent le comportement de grandeurs
représentatives de 1’écoulement comme la quantité de mouvement, la masse,

2pour un volume donné



I’énergie interne, etc... Lorsque 1'une de ces grandeurs prend des valeurs arbi-
trairement grandes en un temps fini, on parle de singularité en temps fini. Ces
singularités existent en mécanique des solides, par exemple : si ’on fait tourner
une piéce sur une surface plane, la vitesse de rotation du point de contact croit
avec le temps et son asymptote est verticale & proximité de I’instant ou la piéce
s’immobilise.

Ces caractéristiques se rencontrent parfois dans les écoulements de fluides.
L’exemple le plus simple est celui de la rupture des jets. Comme il a été re-
marqué, la courbure atteint des valeurs trés grandes, par conséquent le saut de
pression également. C’est la tension de surface qui pilote la rupture. De méme
que pour la piéce, il existe une longueur de coupure égale ici & l’échelle & la-
quelle les contraintes visqueuses sont comparables aux contraintes superficielles.
En dessous de cette échelle, la tension de surface ne domine plus et ’écoulement
est également déterminé par les contraintes visqueuses :

p est la masse volumique du liquide et v sa viscosité cinématique.
C’est d’ailleurs cette seule longueur qui conditionne le lieu et 'instant de la
rupture.

Théories auto-similaires

L’exemple de la rupture d’un jet est le probléme le plus commun et le mieux
résolu des problémes de singularités. D’autres écoulements peuvent donner nais-
sance & des singularités. Zeff et al. [55] présentent, par l'expérience, un exemple
typique de singularité géométrique en temps fini. Un récipient cylindrique est
rempli & moitié d’un liquide et soumis & des oscillations verticales. Des ondes
de Faraday stationnaires, concentriques, naissent alors & la surface [20]. Pour
certaines valeurs de "amplitude et de la fréquence des oscillations, les auteurs
observent ’émergence d’un jet vertical trés fin et trés rapide au centre du réci-
pient (Cf. Fig. 0.7). La naissance de ce jet est liée & 'existence d’une singularité
géométrique. Une analyse de ’équation de conservation de la masse montre que
si le rayon r d’un point de la surface, & proximité du centre, évolue comme une
puissance « de la distance en temps 4 la singularité, son ordonnée z doit évoluer
selon la méme puissance :

T~ (t() — t)a z (t() — t)a

ol 1y est l'instant de la singularité.
Dans ce cas, si les équations du mouvement possédent une solution auto-
similaire, le potentiel des vitesses ¢ doit également se comporter comme (to—t)? :

r z

wlrz,8) = (to - t)ﬁf((to — 1) (to — t)o‘)
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F1G. 0.7.: Jet vertical fin obtenu par mise en résonance d’ondes de Faraday axi-
symétriques [55].

Si 'on impose aux différents termes de 1’équation d’Euler d’évoluer suivant
la méme puissance, on trouve que « et § doivent nécessairement satisfaire la
relation :

B=2a—-1

Ces exposants décrivent alors une famille de solutions auto-similaires ne pre-
nant en compte ni la gravité, ni la tension de surface. Toutes ces solutions repré-
sentent des écoulements coniques loin de la singularité. Si I’on ajoute la tension
de surface, I’équilibre des différents termes de ’équation de Bernoulli sur la sur-
face n’est assuré que pour un seul jeu d’exposants : o« = 2/3 et § = 1/3 [23, 22].
Le terme générique du développement en série d’une fonction harmonique comme
le potentiel des vitesses s’écrit :

7 Py (cos )

ou r est la rayon vecteur en coordonnées sphériques, P, la fonction de Legendre
d’ordre v et 6 la colatitude. Dans les conditions précédentes, c’est-a-dire en
prenant en compte la tension de surface, le terme dominant du potentiel des
vitesses s’écrit :

o(r,z,t) = (to — t)1/3R1/2P1/2(cos 0)

ol R et O sont ici les coordonnées sphériques dans I’espace des variables auto-
similaires. Cette solution correspond & une divergence de la vitesse en (to—t)~ /3
pour des valeurs des coordonnées radiales auto-similaire fixées.



Les écoulements coniques ont aussi été présentés comme des cas particuliers
d’une famille d’écoulements hyperboliques [26]. Dans cet article, Longuet-Higgins
montre que la singularité est décrite par un potentiel de la forme :

o(r, z,t) = (to — t)/>1r2Py(cos 0)

ou r et # sont, cette fois, les coordonnées sphériques dans I’espace physique. La
tension de surface est prise en compte sous la forme d’une perturbation de la
solution conique. L’angle limite de la surface déduit de cette étude est de 109°5,
qui est en bon accord avec les observations numériques de "impact d’une goutte.
La divergence de la vitesse est alors en (ty — t)~1/3, pour des coordonnées dans
I’espace physique fixées.

D’autres solutions auto-similaires ont été trouvées pour la formation de jets
dans les bulles de cavitation [28] et conduisent & un potentiel d’une forme encore
différente :

o(r,z,t) = A(t)r1/4P1/4(cos 0)

Méthodes numériques

Le type d’écoulement que ’on cherche & résoudre est difficilement dissociable
de l'outil numérique que 'on doit utiliser. Les équations de Navier-Stokes dé-
crivent les écoulements de fluides visqueux newtoniens. Si I’on supprime les di-
mensions de ces équations en utilisant une vitesse de référence v,. et une longueur
de référence I, typiques de ’écoulement que I’on étudie, il apparait un nombre
sans dimension, le nombre de Reynolds :

La valeur de ce nombre est un des principaux critéres du choix d’une mé-
thode numérique. S’il est trés petit, 1’écoulement est dominé par la viscosité et
on a recours & des méthodes spécifiques qui permettent de négliger les termes
inertiels des équations. S’il est trés grand, c’est I'inertie du fluide qui prédomine,
d’autres méthodes sont alors utilisées. S’il prend des valeurs qui ne permettent
de faire aucune de ces deux approximations, il est alors nécessaire de résoudre les
équations de Navier-Stokes complétes. Les méthodes numériques utilisées dans
le cas ol le nombre de Reynolds est trés grand ou trés petit sont dites intégrales
car elles n’utilisent que des grandeurs définies sur I’enveloppe du domaine ot se
produit I’écoulement. N’ayant & distribuer des points de calcul que sur la fron-
tiére du domaine, on peut facilement les concentrer au niveau des échelles les
plus petites. Par exemple, une idée simple consiste & employer une distribution
de points fonction de la courbure locale de la surface. Néanmoins, résoudre les
équations de Navier-Stokes complétes permet de quantifier 'importance des ef-
fets visqueux. Ces deux types de méthodes radicalement différentes ont donc des
caractéristiques complémentaires.

Les écoulements qui nous intéressent ici sont des écoulements & surface libre.
Peu de méthodes résolvant les équations de Navier-Stokes permettent de traiter



Introduction

ce genre de probléme. Les méthodes sur maillage déformable (Cf. Fig. 0.8) pré-
sentent de nombreuses qualités. La surface libre étant confondue avec les bords de
certaines mailles, le traitement des termes surfaciques peut étre effectué avec une
grande précision. Néanmoins, ces méthodes présentent 'inconvénient de n’auto-
riser que de faibles déformations de la surface, sans quoi la redisposition des
mailles de calcul est délicate, parfois impossible.

I]
N
W 'y,
RNt
NN 2%

Fi1G. 0.8.: Maillage adaptatif utilisé par l’équipe de J. Magnaudet pour I'étude de
la dynamique des bulles.

Une autre méthode, développée récemment par Stéphane Popinet et Stéphane
Zaleski [38], propose de traiter I'interface & 1’aide d’une chaine de marqueurs
[35], tandis que les équations de Navier-Stokes sont résolues sur un maillage
cartésien régulier fixe. Les termes surfaciques sont alors bien résolus et I’on n’est
plus confronté au probléme de maillage, puisque la grille reste fixe au cours du
temps. La premiére partie de ce mémoire consiste en I’étude de I’éclatement d’une
bulle & la surface, & ’aide de cette nouvelle technique. L’existence éventuelle de
solutions auto-similaires de ce type d’écoulement et, a fortiori la présence de
singularités géométriques, sont discutées.

Lorsque I’écoulement du fluide peut étre supposé irrotationnel, la seule con-
naissance du potentiel des vitesses sur la frontiére du domaine, suffit & la résolu-
tion du probléme. De nombreuses méthodes intégrales ont ainsi été développées.
Nous nous proposons d’en présenter deux : 'une applicable aux écoulements
plans de fluides non visqueux, 'autre aux écoulements axi-symétriques. Ceci
fait ’objet de la seconde partie de ce mémoire. La méthode pour les écoule-
ments plans est alors utilisée pour résoudre les problémes du déferlement de type
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plongeant, puis une théorie permettant de prendre en compte de faibles effets
visqueux est discutée. La méthode axi-symétrique est présentée en détail, puis
appliquée, notamment, au cas de la coalescence de deux gouttes en apesanteur.
A ce sujet, lexistence d’une singularité géométrique est mise en évidence.
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Premiére partie

Interactions d’une bulle avec
une surface libre
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Introduction

orsqu’une bulle est emportée sous la surface par une vague déferlante, elle
L subit l'action conjuguée des courants et de la poussée d’Archimeéde. Suivant
sa taille et les contraintes auxquelles elle est soumise, elle peut se fragmenter
pour donner naissance & plusieurs bulles plus petites. Durant sa remontée, sa
surface se charge en molécules hydrophobes qui forment alors un film, modifiant
localement ou globalement le coefficient de tension de surface. Arrivée a la sur-
face, cette bulle se stabilise en déformant légérement la surface ; cette situation
d’équilibre instable peut durer plusieurs secondes, et ceci méme en l’absence
d’agents tensio-actifs, comme il a été remarqué expérimentalement [6]. Le film
liquide mince surmontant la cavité se draine alors progressivement sous les effets
de la tension de surface et de la gravité. Lorsque ce film devient suffisamment
fin, il se rompt, éjectant ainsi dans ’atmosphére un grand nombre de gouttes
de l'ordre du micron. Ce phénoméne d’éclatement est extrémement bref com-
paré i 'effondrement ultérieur de la cavité. En effet, le temps caractéristique
d’un phénoméne d’échelle spatiale e et essentiellement gouverné par la tension
de surface s’écrit : 7 = /pe3/a, ou p est la masse volumique du liquide, o son
coefficient de tension de surface, et e, en 'occurrence, I’épaisseur du film. Il a été
remarqué, expérimentalement, que les temps caractéristiques de la rupture du
film et de ’effondrement de la cavité étaient respectivement de ’ordre de 100 us
et 10 ms (Cf. [41]). Le rapport des échelles spatiales du film et de la cavité est
donc I/l = 107%/3 ~ 0.05. On peut donc, en premiére approximation, supposer
que la rupture du film surmontant la cavité n’a pas d’effet sur ’effondrement
de la cavité, étant données les différences d’échelles spatiales et temporelles des
deux phénoménes. C’est en ayant fait cette hypothése que I’étude qui suit a été
effectuée.

De nombreuses études expérimentales et théoriques ont été menées pour com-
prendre la formation des gouttes de film et des gouttes de jet [6, 5, 44, 45, 46,
47, 48, 41]. 1l en ressort principalement que les deux types de gouttes sont trés
différents. Les gouttes de film sont trés nombreuses (parfois plusieurs milliers),
tandis que le jet libére au maximum 5 gouttes beaucoup plus grosses. L’incidence
de I’émission de ces gouttes sur les transferts de masse est donc certainement
trés différente.

Nous nous proposons, dans cette partie, d’étudier numériquement la forma-
tion du jet. La formation de jets aux interfaces a suscité de nombreuses re-
cherches. La cause de ce phénoméne est de différentes origines. Nous en avons
retenues deux qui viennent compléter ou argumenter la présente étude :
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Introduction

— limpact d’une goutte sur une surface liquide.

L’impact d’une goutte sur la surface d’un liquide (les deux liquides étant les
mémes) crée une cavité qui s’effondre sous l'effet de la tension de surface et de la
poussée d’Archiméde. On observe alors la naissance d’un jet vertical et, éventuel-
lement, I’emprisonnement d’une bulle & la base de la cavité. Oguz et Prosperetti
[34] ont effectué une étude numérique de ce phénomene. Il apparait de nom-
breuses ressemblances avec 1’éclatement d’une bulle & la surface d’un liquide,
notamment ’entrainement d’air & la base de la cavité. Une analyse théorique a
été effectuée par Longuet-Higgins [27] sur I’évolution de la surface libre lorsque
la cavité s’effondre. Dans cette étude, il est montré qu’un angle de 109.5° cor-
respond & une singularité de courbure. La tension de surface est prise en compte
comme une perturbation de la solution conique.

— Les ondes de Faraday axi-symétriques.

Lorsqu’on remplit un récipient cylindrique de liquide et qu’on le soumet & des
oscillations verticales, des ondes de Faraday naissent & la surface du liquide. Pour
certaines valeurs de la fréquence et de 'amplitude des oscillations, on observe
la formation d’un jet vertical trés rapide au centre du récipient. Ce phénomeéne,
étudié grace a lexpérience, par Zeff et al. [55], s’apparente également a la nais-
sance du jet lors de ’éclatement d’une bulle 4 la surface d’un liquide. Les auteurs
font une analyse de ’équation de Bernoulli, donc dans le cadre d’un écoulement
potentiel, et mettent en évidence la possible existence d’une singularité de cour-
bure en temps fini & la base de la cavité. L’outil numérique est alors utilisé pour
résoudre les équations de conservation et, cette fois, un angle limite du cone égal
4 120° est mis en évidence. Cette formulation tient compte de I’effet de la tension
de surface sur ’effondrement de la cavité.

Dans ’objectif de comprendre la formation du jet lors de I’éclatement d’une
bulle & la surface, une étude compléte est effectuée dans cette partie. Le premier
chapitre traite de la forme statique de bulles accrochées & une surface libre. Le
second chapitre expose la méthode des marqueurs utilisée. Une étude exhaustive
de Veffondrement de la cavité est alors présentée dans le troisiéme chapitre.
Les formes statiques obtenues & l’issue du premier chapitre sont utilisées pour
initialiser les calculs, ainsi qu’une forme plus simple. Finalement, ’apparition de
singularités de courbure & la base de la cavité et avant la formation du jet, est
discutée.
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1. Configuration statique d’une
bulle accrochée a la surface libre

Si l’on cherche & étudier ’éclatement d’une bulle & la surface d’un liquide,
la premiére question qui se pose est celle de la condition initiale & adopter. Le
film séparant la bulle de 'atmosphére est trés mince. Dans ce chapitre, nous
négligerons son épaisseur par rapport aux dimensions de la bulle, ce qui revient
4 Dassimiler & une interface entre 1’air contenu dans la bulle et I’atmosphére.
Son coefficient de tension de surface est alors le double de celui d’une interface
air-eau.

La cavité est déformée sous l'effet de la tension de surface et de la poussée
d’Archiméde. Pour de trés petites bulles, le rayon de courbure de la surface
étant petit, la force de tension de surface est dominante par rapport & la poussée
d’Archiméde et la forme de la bulle se rapproche de la sphére. Pour des bulles
de plus grand volume, les effets de la gravité ne peuvent plus étre négligés et la
forme est alors imposée par les deux contraintes.

Dans ce chapitre, nous étudions la forme de bulles accrochées a une surface
libre, ainsi que les comportements asymptotiques observés dans les limites des
petits et grands rayons.

1.1. Théorie

La forme de particules solides ou fluides attachées & une interface a déja
été étudiée analytiquement et numériquement dans divers articles ([21, 50, 51])
et ouvrages ([39]). Néanmoins, il est intéressant d’essayer de prédire les lois
d’évolution de certaines grandeurs du probléme comme, par exemple, ’élévation
de la bulle au dessus du niveau du liquide.

Pour résoudre ce probléme, il est nécessaire de considérer trois milieux dif-
férents (Cf. Fig.1.1) : ’atmospheére (1), le gaz contenu dans la bulle (2) et le
liquide (3). Le film liquide est alors considéré comme une interface entre ’atmo-
sphére et ’air emprisonné dans la bulle. Cette hypothése revient & supposer que
I’épaisseur du film est négligeable par rapport aux dimensions du probléme et
que l'on peut ainsi négliger ’effet de la gravité sur celui-ci.

Si 'on suppose qu’il existe trois interfaces, et non pas deux comme le pro-
bléme physique le suggeére, il faut déterminer 'angle que font ces trois interfaces
par rapport a leur ligne de contact (Cf. Fig.1.1). La force exercée sur cette ligne
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1. Configuration statique d’une bulle accrochée & la surface libre

Fi1G. 1.1.: Forme statique de bulle accrochée a la surface libre. Les trois vecteurs
représentant la force de tension de surface sont en fait colinéaires. z. et h sont
deuz inconnues du probléme

de contact par le film est proportionnelle & 20, tandis que les deux autres sont
proportionnelles & o. Le bilan de ces trois forces au point de concours montre de
maniére évidente que les trois surfaces doivent y concourir tangentiellement.

1l s’agit donc d’écrire un systéme d’équations pour chaque interface et de les
résoudre de maniére & ce que les trois solutions soient cohérentes.

Systéme d’équations pour la cavité

Au point M, la géométrie du probléme étant axi-symétrique, les deux cour-
bures principales sont :
sin ¢ d(sin )

Ro =
r dr

(1.1)

R1 =

ol 7 et z sont les coordonnées cylindriques du point considéré dans un repére
centré 3 la base de la cavité. Dans ce repére, si ’on néglige la poussée d’Archiméde
dans le gaz, le bilan des contraintes normales & l'interface s’écrit alors :

ld(rsiny) AP, pgz
— — + -
r o dr o o

(1.2)

ou AP, est le saut de pression & la base de la cavité, p la masse volumique du
liquide.
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1.1. Théorie

Connaissant le rayon de courbure R, & la base de la cavité, on peut écrire
cette équation sous la forme sans dimension suivante :

1d(rsiny)

:2 BO ]..3
T dr + Doz (1.3)

le nombre de Bond B, = pgR?/o étant le seul paramétre sans dimension du
probléme. Dans cette équation, les distances ont été adimensionnées par Ry ; le
saut de pression est connu et vaut 20/ Rj.

Une seconde équation est nécessaire a la résolution de la précédente et découle
de la définition géométrique de ¢, angle entre la normale & l’interface et la
verticale :

dz
- _ 1.4
o tany (1.4)

On peut utiliser (o comme paramétre et écrire ce systéme d’équations couplées
de la maniére suivante :

dr 7 COS
I 1.
dy (24 B,z) —singp (15)
dz dr
- ¢ 1.6

ou B, est le nombre de Bond précédemment défini.

L’angle limite ¢., correspondant au point d’intersection des trois interfaces,
détermine entiérement la calotte sphérique surmontant la cavité. En effet, pour
un angle . donné, la solution (., z.) des précédentes équations permet de définir
le rayon de la calotte sphérique : R, = 7./ sin(p.).

Systéme d’équations pour le ménisque

Pour isoler la solution du probléme des solutions précédentes, il faut déter-
miner la forme du ménisque, & proximité de la bulle. La hauteur h., de liquide
loin de la bulle doit étre cohérente avec la pression imposée dans la bulle par la
calotte sphérique. On peut écrire le saut de pression AP entre I’atmosphére et
la bulle de deux maniéres différentes :

P 4
T AP =Py, + 2 (1.7)

AP:Patm"'pghoo‘FRib Rc

ol R, est la rayon de la calotte sphérique. En adimensionnant les longueurs par
rapport & R, on obtient :

Bohao — 2500(2e) (1.8)

Tec

Ne pouvant s’assurer, a priori, de la monotonie de ¢, nous ne pouvons pas
résoudre le systéme d’équations précédent pour obtenir le profil du ménisque. La
technique utilisée ici consiste & supposer que la hauteur de liquide & proximité
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1. Configuration statique d’une bulle accrochée & la surface libre

de la bulle est une fonction de la distance & I’axe - ce qui correspond 4 la réalité.
L’équation de Laplace pour le ménisque s’écrit, sous forme adimensionnée :

oK . oK
R soit " pgRy (h — hoo) (1.9)

AP = Py, — P(2)
Si la hauteur d’eau est représentée par la fonction h(r), on obtient :
h/ h//
_|_
r/ T+ R2) (14 h2)?

By (h— hoo) = (1.10)

Plutot que de résoudre directement cette équation du second degré, il est plus
simple de résoudre, comme précédemment, un systéme d’équations du premier
degré, en utilisant un changement de variable :

dh
o = I (1.11)
g (14 12" [ By (h = hoo) — S (1.12)
dr rV (1 +f?)

la condition initiale pour la fonction f étant f(r.) = —tan(p.).

Pour étre la solution du probléme global, la fonction h(r) doit vérifier la
condition & la limite :

lim A(r) = hs (1.13)

T—00

Meéthode de résolution

La méthode utilisée ici peut étre résumée ainsi :

— Pour un rayon de courbure & la base de la cavité fixé, la forme de cette
cavité est calculée, jusqu’a un angle limite ¢..

— Le systéme d’équations décrivant le ménisque est résolu. Suivant le com-
portement de la solution, c’est-a-dire si elle posséde ou non une limite finie
pour r > 1 et, le cas échéant, si cette limite est supérieure ou inférieure
A hoo ; on effectue une dichotomie sur la valeur de ¢, jusqu’a obtenir une
valeur acceptable de lim, o, h(r).

Pour les bulles de grande taille, la courbure & la base de la cavité devenant trés
petite, la résolution & l’aide de ¢ est alors imprécise. On a, dans ce cas, recours
4 la méme méthode que pour le ménisque extérieur, c’est-a-dire que 1’on utilise
un pas constant en 7 pour la base de la cavité, jusqu’a ce que la formulation avec
 puisse étre utilisée & nouveau.

1.2. Reésultats

La figure 1.2 représente les profils obtenues pour des rayons équivalents (rayon
de la sphére de méme volume) variant de 1 & 9mm, pour de l’eau. Le nombre
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1.2. Résultats

de Bond correspondant évolue entre 0.16 (r., = 1mm) et 1585 (r.q = 9mm).
Notons que pour un rayon équivalent d’1 mm, la forme de la bulle est proche de
la sphére, ce qui confirme le fait que la gravité ne joue pas un role prépondérant.

Teq = 1mm Teq = 2MM Teq = 3MM

— O —O— —CO—

Teq = 4mm Teq = OMmM Teq = 6mm

OO LD D

Teq = 7MiM Teq = 8Mm Teq = 9mm

F1G. 1.2.: Formes de bulles accrochées a la surface : le rayon équivalent r., est
le rayon de la sphére de méme volume. Les paramétres physiques utilisés sont
ceuz de l’eau.

Lois d’échelles pour les petits rayons

Lorsque le rayon de la bulle est petit, on peut prédire le comportement de la
différence de hauteur e entre la base de la bulle et le niveau de liquide. Si 'on
suppose que 1’élévation de la calotte sphérique au-dessus du niveau de liquide

21



1. Configuration statique d’une bulle accrochée & la surface libre

est négligeable devant e, alors e doit évoluer comme le diamétre de la bulle :
e~ 2R

Aucune théorie simple ne nous a permis de prédire le comportement de 1’élé-
vation de la calotte sphérique au-dessus du niveau & l'infini.

Lois d’échelles pour les grands rayons

Le comportement de h pour les bulles de grand rayon peut étre prédit ana-
lytiquement. La figure 1.3 présente le résultat de quatre calculs effectués pour
des valeurs de B, égales, respectivement, 4 1.107, 9.10'%, 8.10'* et 7.10'8.

AN

Teq = 2CM Teq = 3CM Teq =4cm Teqg = OCM

Fi1G. 1.3.: Formes statiques de bulles pour des grandes valeurs de B,

On constate que pour cette gamme de volumes, la bulle peut étre assimilée, en
premiére approximation, & une demi sphére de rayon h, & laquelle il faut ajouter
le volume de gaz sous le niveau de la surface libre. Cette hypothése permet de
relier h au rayon équivalent :

2
3 3 2
3Meq = gwh + mh%e (1.14)
ou e est la différence de hauteur entre le niveau de liquide et la base de la cavité.

Si I’on suppose B, > 1, le saut de pression & la base de la cavité est né-
gligeable, ce qui nous conduit & écrire le saut de pression entre 'intérieur de la
bulle et I’atmosphére de deux maniéres différentes :

AP = 4% = pge (1.15)

Les deux équations précédentes donnent les comportements de h et e en
fonction du rayon équivalent, pour h > 1 :

L o~ 21/37«€q (1.16)
4o
pg2 3o (1.17)
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1.3. Conclusions

Comportements de h et ¢

Les calculs ont été effectués pour une large gamme des valeurs de B,, ce
qui permet de vérifier les comportements asymptotiques attendus. La figure 1.4
présente les valeurs obtenues pour & et e en fonction du rayon équivalent, ainsi
que les lois obtenues précédemment.

i
S

=
S

AG T
2

= N >
8 S -
S 3
S, NS
S— " [\3
.
5
a 10
<

0T
=

2
Py
3

F1G. 1.4.: Formes de bulles accrochées a la surface : le rayon équivalent r., est le
rayon de la sphére de méme volume. Les comportements asymptotiques prédits

pour h et e sont bien respectés pour les petites et les grandes valeurs du rayon
équivalent.

On constate que les deux lois asymptotiques pour e sont en trés bon accord
avec les résultats numériques, ainsi que la loi obtenue pour h lorsque B, > 1.

1.3. Conclusions

Dans ce chapitre, la forme statique d’une bulle accrochée & la surface libre
a été étudiée en fonction de son volume. On constate que pour des bulles dont
le rayon équivalent dépasse un millimétre, la gravité joue un réle non négli-
geable, & savoir qu’elle éloigne notablement la forme de la cavité de la sphére.
La connaissance de la forme de ces bulles va nous étre utile : dans le chapitre
3, une comparaison de ’éclatement d’une bulle est effectuée entre des résultats
expérimentaux et numériques. La forme utilisée pour initialiser les calculs est le
résultat de 1’étude numérique qui précéde.
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1.

Configuration statique d’une bulle accrochée & la surface libre
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2. Méthode des marqueurs avec
surface libre

La méthode que nous avons utilisée pour étudier 1’éclatement d’une bulle &
la surface d’un liquide est la méthode des marqueurs. Cette méthode développée
par Stéphane Popinet et Stéphane Zaleski [38], permet de résoudre les équations
de Navier-Stokes axi-symétriques en présence d’une surface libre. Plusieurs ca-
ractéristiques de cette méthode nous incitent & l'utiliser pour résoudre ce type
de problémes :

— Les équations de Navier Stokes sont résolues, et non pas un régime limite
d’écoulement tel que les écoulements de Stokes ou les écoulements poten-
tiels. Cela nous permet d’accéder & une information comme la vorticité qui
peut traduire 'importance des effets visqueux.

— La surface étant décrite par une chaine de marqueurs, les termes surfa-
ciques — et notamment le terme de tension de surface — sont résolus avec
une grande précision. On s’attend & ce que la tension de surface ait un role
prépondérant dans le phénoméne d’effondrement d’une bulle & la surface. 11
est donc trés important de rendre compte précisément de cette importance,
ce que ne permettent pas encore, & ’heure actuelle, les autres méthodes.

Nous décrivons ici briévement la méthode des marqueurs avec surface libre.
Tous les détails de cette méthode sont expliqués dans [38, 37, 36].

2.1. Maillage et discrétisation des équations

La formulation de type volumes finis des équations de Navier Stokes incom-
pressibles en géométrie axi-symétrique s’écrit :

9 / rdrdz Jr/ r(v, —uy) dr f/ r(v, —u,) dz=0, (2.1)
ot Jo o0 o0

2/ vpr dr dz +/ ro.(v, —uy) dr —/ roe(vp —up) dz = (2.2)
ot Jo o9

o0

/ ¢rdz+/¢drdz—|—/ rSzrdr—/ Sy dz — [ Spg dr dz,
o0 Q o0 le) Q

2/ vyr dr dz —|—/ v, (v, — uy) dr —/ ro (v, —up) dz = (2.3)
ot Jo a0

o0
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2. Meéthode des marqueurs avec surface libre

- (b?" dr +/ TSzz dr _/ TSZT dz.
o0 o0 o0

ol © est un volume fermé, u la vitesse de la frontiére 052, ¢ = p/p et le
tenseur des contraintes s’exprime sous la forme :

v,
Spr = 2u o (2.4)
Spy = 21/% (2.5)
Ov,
S.. = 2v % (2.6)
ov, Ov,
Ser = Sp=v(HE+5E). (2.7)

Ces équations sont valables pour un domaine 2 dont les frontiéres sont fixes
ou mobiles. Cette formulation peut donc s’appliquer aux mailles traversées par
la surface libre, comme aux autres.

AT

F1G. 2.1.: Méthode des marqueurs avec surface libre. Les équations de Navier
Stokes sont discrétisées sur un maillage fixe régulier cartésien. La surface libre
est représentée explicitement par une chaine de marqueurs, reliés entre eux par
des fonctions splines cubiques.

Considérons une maille de calcul traversée par linterface (Cf. Fig. 2.2). Le

domaine () est constitué de la surface libre se déplacant & la vitesse du fluide
et des quatre segments fixes AB, BC, DE et EA. On peut donc écrire les
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2.1. Maillage et discrétisation des équations

G +1/2  gigtl/2
rr

VU
(pi,j+1/2 $i7j+1/2
Rt | vkt
izt St/
(pi—l/2,j‘ *? (pi+l/27j
351/2’j sz;rl/?’j
C
r

B

i ji—1/2 iji—1/2
o

i,j—1/2 1,j—1/2
pha=1/ Su /

FiG. 2.2.: Cellule de calcul traversée par Uinterface.

équations de Navier-Stokes en séparant les intégrales linéiques sur le contour
0f). Par exemple, ’équation 2.2 devient :

g/ vpr dr dz +/ Vv, dr 7/ rv? dz = (2.8)
ot Jo BCUEA ABUDE
/ or dz + d)rdz—i—/gzﬁdrdz—i—
ABUDE cD Q
/ rS,,. dr —|—/ rS,,. dr —
BCUEA cD

/ S, dz —/ Sy dz —/ Sgo dr dz.
ABUDE cD Q

Supposons que les quantités utilisées sont définies soit au centre de la cellule,
soit sur les faces. Supposons également que les quantités définies au centre sont
constantes dans toute la cellule et que celles définies sur un bord sont constantes
sur ce bord. Posons :

syl = / rdz
ABUDE

sy = / rdr
BCUEA

/dr dz
Q

i
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2. Meéthode des marqueurs avec surface libre

= /rdrdz
Q

L’équation 2.8 s’écrit alors sous forme discrétisée :

[(cvr)i’j] + (82000,) Y29 — (s 0,0,) Y29 4

at
(srvf)i’jH/Q _ (srvf)i’jfl/Q _
(sr

O~ (5,0) 0V g (ad) 4 [ grdat
nt

(5280, )12 _ (5,8, )i=1/20 4 / rS. dr +

wnt

(57-8ry) T EHE = (51.8pp) T2 / 7Sy dz — (aSg)"™,

nt

(2.9)

ou fm , désigne I'intégrale le long du morceau d’interface contenu dans (2. L’équa-

tion pour la composante suivant z est obtenue de maniére analogue :

2 [(C’Uz)i’j} + (Szvz)i+l/2,j _ (szvg)i—l/lj +

ot

(STUTUZ)iJ—Fl/Q - (Srvrvz)id—l/z =

(5:0)' /29— (5,9)7+1/20 / or dr +
int

(5:8.) 120 — (5,8,.)1"1/2 4 / rS.. dr+

int

(é>’rk5'zr)i’j+1/2 — (sTSZT)i’j_l/2 — / rS,, dz.

int

(2.10)

Les produits v2, v2, et v,v, sont calculés comme des moyennes des vitesses
radiales et longitudinales ; les quantités S,.., S, et S, sont calculées grace a des

différences finies d’ordre un.
Etant donné que :

ﬁ/?”d?‘d,z:/ ruzdr—/ ru, dr
ot Jo o0 0

la condition d’incompressibilité peut s’écrire difféeremment :

/rvzdrf/ v dr =0
o0 o0

expression qui s’écrit sous la forme discrétisée suivante :

(szvz)”l/z’j — (szvz)ifl/z’j +/ ru, dr +

int

(srvr)i’j“/2 — (srvr)i’jfl/2 — / rv,. dz = 0.

int
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2.2.  Méthode de projection

2.2. Meéthode de projection

La méthode utilisée pour résoudre les équations discrétisées est une mé-
thode de projection déja employée dans le cadre de la méthode Volume Of Fluid
(V.O.F.) [19]. Le champ de vitesses au temps n + 1 est obtenu en deux étapes :

— Un champ intermédiaire v* est calculé en utilisant une dicrétisation du
premier ordre en temps, en excluant les termes de gradient de pression.

— Le champ de pression est calculé de maniére & assurer I'incompressibilité
de I’écoulement. Cette condition nécessite la résolution d’une équation de
Poisson. La matrice associée étant mal conditionnée, la méthode utilisée
pour inverser le systéme est une méthode de relaxation multigrille.

Une fois le champ v* calculé, le champ de vitesses au temps n + 1 s’écrit,

sous forme discrétisée :

At
i
At

cind

vl = ()9 +

(50077172 = (5,0)941/2 1 (ag) |
(52071720 = (s:0) /7]

v = (1) +

L’équation de Poisson est obtenue en imposant la nullité de la divergence de la
vitesse au temps n + 1. L’intégration le long de l'interface des deux composantes
de la vitesse nécessite de pouvoir exprimer le champ de vitesse a une position
quelconque a lintérieur de la cellule. Pour ce faire, nous supposons que chaque
composante de la vitesse varie continiment d’un bord & l’autre de la cellule,
soit :

v (2)h = (2 = 2i1 o)V 2T — (2 — 24y o)Wl Y2 (2.12)
vp(r)h = (r — rj,l/g)vi’jﬂﬂ —(r— rj+1/2)v,f,7j_1/2. (2.13)

Les intégrales intervenant dans (2.11) sont alors obtenues comme :

/ rv, dr = (2.14)
int

(2%

it/ it /2
— / 7(z = 2zi—1)2) dr — - / (2 = zit1/2) dr,
int int

i, 37

/ v, dz = (2.15)
int

(2%

i t1/2 i =172
— / r(r—rj_1/2) dz — - / r(r—rjt1/2) dz.
int int

) 2%

En remplacant v par son expression en fonction de v* et en utilisant les relations
ci-dessus, la condition d’incompressibilité (2.11) devient :

(D)2 (st (o () 1 (26)

619 27 (/)20 4 (L /e T2 ) o 7 (s e)' Y2 + (51 )12 | 4
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2. Meéthode des marqueurs avec surface libre

] . .
P [(ash Je) 5172 — (asp o)) =
(Sz¢)i+1,j(8/z/c)i+1/2,j+

(5:0) 71 (s, o) 72T 4 @It (s) fe)hitE/2 (si’jJrl — %ai’j+1/2> +
91 (s! Jeyi 1/ (si}j‘l n %&j—l/?) 7

/ / A 3 .
ou s, et s, sont définis par :

1

(s’z)iil/lj = siﬂm’j + 7 (2 — ziz1/2) dr, (2.17)
int; j
. . 1
(s)bIEY/2 = ghtl/2 _ E/ o r(r —rj1/2) dz. (2.18)
Cette équation est de la forme :
agh’ + feT gt 4 (P 4 £ T =V vE (2.19)

et peut donc étre résolue en utilisant une méthode multigrille.

Extrapolation du champ de vitesses

Le calcul des différences finies sur les cellules proches de la surface libre
nécessite la connaissance du champ de vitesses sur des cellules extérieures au
domaine de calcul. Il faut donc extrapoler le champ de vitesses, tout en respectant
les conditions aux limites sur la surface, relatives aux contraintes normale et
tangentielle :

n-T-nlsg = ok
t-T-l’l|S = 0
(2.20)

ou o est le coefficient de tension de surface, x la courbure moyenne locale de la
surface, n et t la normale et la tangente & la surface, T = —pI + S le tenseur
des contraintes.

La condition & la limite des contraintes normales est vérifiée, puisque utilisée
pour le calcul des termes [ ¢r dret [ ¢r dz de expression de v*. L’extrapolation
est donc faite en accord avec la condition de contrainte tangentielle nulle. Les
détails de cette extrapolation sont expliqués dans [36, 38].

Description de la surface libre

Les marqueurs sont reliés entre eux par des fonctions splines cubiques. Ce
choix est directement lié & la précision que requiére le calcul de la courbure. En
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2.3. Tests de validation

effet, les splines cubiques étant de classe Cy, leur dérivée seconde est continue le
long de la surface. La courbure, faisant intervenir des dérivées secondes de r(s)
et z(s), est alors également continue. L’abscisse curviligne est approximée par
la fonction s, croissante le long de la surface, et définie en chaque point (r;, 2;)
par :

i—1
si=Y \/(Tj+1 —75)? + (zj41 — 2)?
=0

Les fonctions splines sont alors déterminées pour les couples de points (s;,r;) et
(84, 2i), et grace a la connaissance des dérivées premiéres de r et z en chacune
des deux extrémités de la surface (Cf. Fig. 2.3).

dr __ dz __
%_1 ds_o

dr __ dz _|
E_l ds__o

FiG. 2.3.: Dérivées suivant l’abscisse curviligne de r et de z 4 chaque extrémité
de la surface.

Les marqueurs sont advectés grace a une interpolation bilinéaire des vitesses
calculées sur la grille fixe. Pour résoudre les méme échelles uniformément sur
toute la surface, les marqueurs sont redistribués & chaque pas de temps de telle
sorte qu’il y en ait au moins un dans chaque cellule. Cette redistribution est
effectuée a ’aide des fonctions splines.

2.3. Tests de validation

Des tests de validation ont été effectués, notamment sur la formation d’un jet
dans les bulles de cavitation [38], 'instabilité de Rayleigh-Taylor et les oscilla-
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2. Meéthode des marqueurs avec surface libre

tions amorties de bulles [36]. Ces études mettent en évidence la grande robustesse
de cette technique de calcul.

L’exemple de test de validation que nous présentons trés briévement ici
consiste en 1’étude de ’ascension de bulles. Cette validation est présentée en
détail dans la thése de Stéphane Popinet [36]. Pour éviter une diminution de la
pression dans la bulle qui aurait pour conséquence une augmentation de son vo-
lume, ces tests ont été effectués avec un écoulement de liquide vers le bas, ajusté
de telle sorte que les forces de trainée agissant sur la bulle équilibrent la poussée
d’Archiméde. Cette technique permet de s’affranchir du probléme de variation
de volume de la bulle et une comparaison avec ’expérience est alors possible.
La figure 2.4 représente la vitesse obtenue en fonction du rayon équivalent d’une
bulle remontant dans du Varsol.

oMl ]
~240 - B
g 30 4
~ e e kP
o 27 o
L 0 4
Q20 & Qop © ©
]
E 15 | 5 7
E 4
10 - B
Sl 1
s L 4
Sal s ’
2 o ’
= )
=1
S et 1
3L 4
-.O
2 A Expérience (Haberman et Morton)
<« Simulation numérique
1 I I I L I
0.01 0.02 0.04 0.06 0.08 0,1 0.4

0.2
Rayon équivalent (cm)

Fi1G. 2.4.: Vitesses terminales obtenues expérimentalement et par simulation nu-
mérique pour des bulles d’air se déplagant dans du Varsol.

2.4. Conclusion

Cette méthode de calcul présente des avantages par rapport, notamment, aux
méthodes V.O.F., vis-4-vis du type de problémes que nous cherchons 3 traiter.
Grace a la correction sur le gradient de pression décrite dans [37], la résolution
des équations n’induit pas de courants parasites, contrairement aux autres mé-
thodes sur maillage fixe. L’effondrement d’une petite cavité étant un phénoméne
dominé par la tension de surface, cet avantage devient une nécessité. En outre, la
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2.4. Conclusion

résolution des équations de Navier-Stokes permet de mesurer 'importance de la
viscosité, grandeur qui peut, comme nous le verrons plus loin, avoir une influence
sur I’écoulement, méme pour un fluide faiblement visqueux comme 1’eau.
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2. Meéthode des marqueurs avec surface libre
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3. Eclatement d’une bulle a la
surface d’un liquide

Le phénoméne d’éclatement d’une bulle & la surface d’un liquide peut étre
décomposé en deux étapes bien distinctes : la rupture du film mince surmontant
la cavité, puis D'effondrement de cette cavité principalement sous 'effet de la
tension de surface. Ces deux phénomeénes font intervenir des échelles spatiales et
temporelles trés différentes. En effet, il a été remarqué, expérimentalement, que
les temps caractéristiques de la rupture du film et de ’effondrement de la cavité
étaient respectivement de l'ordre de 100 ps et 10 ms [41]. En outre, les échelles
spatiales sont également trés différentes.

Ces constats nous incitent & négliger 'influence de la rupture du film sur
le phénoméne d’effondrement de la cavité. De méme, au vu de la taille des
bulles considérées, on peut supposer infiniment bréve la phase pendant laquelle,
apreés ’éclatement du film, les pressions & l'intérieur et & I'extérieur de la cavité
s’équilibrent. Une troisiéme hypothése a été faite dans le cadre de notre étude :
nous avons supposé que l’air n’avait pas d’influence sur la formation du jet,
ce qui nous a permis d’utiliser le code marqueurs avec surface libre. Une des
motivations de cette approximation vient du fait que si’on prend ’air en compte,
au nombre de paramétres décrivant le phénoméne s’ajoutent la viscosité, la masse
volumique de ’air. Il est alors beaucoup plus difficile de prédire le comportement
du jet analytiquement. Les résultats obtenus dans cette étude doivent donc étre
associés & ces approximations, sachant qu’il est toujours possible, aprés calcul,
d’évaluer la validité de telle ou telle hypothése.

3.1. Lois d’échelles en théorie potentielle

L’évolution d’une surface libre au cours du temps, ainsi que des champs de
vitesses et de pression, dépendent de plusieurs paramétres physiques : la viscosité
cinématique du fluide v, sa densité p, son coeflicient de tension de surface o, ses
dimensions (par exemple le volume de la cavité ou le rayon équivalent R de la
bulle) et I’accélération de la pesanteur g (la surface étant au repos a l'instant
initial, aucune vitesse n’intervient). A l’aide de ces paramétres, il est possible
de construire deux et seulement deux nombres sans dimension : le nombre de
Ohnesorge et le nombre de Bond :

Oh = p*/oR (3.1)
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

Bo = pgR*/o (3.2)

A chacun de ces nombres sans dimension correspond une longueur :
R, = pv?/o, appelée longueur capillo-visqueuse est la longueur & laquelle les
contraintes superficielles et visqueuses s’équilibrent; R, = \/0/pg, la longueur
gravitato-capillaire est 1’échelle & laquelle les contraintes superficielles et dues
4 la gravité sont comparables. Pour de l’eau pure, c’est-a-dire en choisissant
p = 1000 kg.m ™3, 0 = 0.072 kg.s72, v = 1075 m2.s71 et g = 9.81 m.s~2, ces
longueurs sont respectivement 0.014 pum et 2.7 mm. On s’attend donc a ce que,
pour une large gamme d’échelles comprise entre ces deux longueurs, ni la gravité,
ni la viscosité n’aient une réelle influence sur le phénoméne.

Les vitesses et pressions sans dimension, caractéristiques de 1’écoulement
peuvent s’exprimer sous la forme de fonctions des nombres sans dimension (Cf.

[2]) :
V@ = f,(Oh, Bo) (3.3)

R
P— = f,(Oh,Bo) (3.4)
o
Si ’on suppose que les effets de la viscosité et de la gravité sont négligeables
(R, < R < Ry), une analyse dimensionelle classique montre que les vitesse et
pression caractéristiques se comportent comme :

Vo~ \/?R (3.5)

g
P ~ — .
. (36)

On peut également écrire cette dépendance en divisant le rayon de la bulle par
R, :

—1/2
pv £
v () o)
2 —1
pv R
P— ~ — .
" ( R,,) (35)

3.2. Comparaison avec ’expérience

Dans un premier temps, et dans le but de valider le code numérique pour
ce type de problémes, une comparaison avec des résultats expérimentaux a été
effectuée (Cf. fig 3.1). Les profils expérimentaux utilisés sont issus d’un article
de F. Maclntyre [30] et sont séparés de 1/6000 s.
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3.2. Comparaison avec I’expérience

FiGc. 3.1.: Profils successifs de l’éclatement d’une bulle de 2.57 ul : résultats
expérimentaur et numériques. Les profils sont séparés de ~ 1/6000 s
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

Pour le calcul, les paramétres physiques de l’eau ont été utilisés : p =
1000kgm™3, v = 107%m?2s7!, 0 = 0.072kgs~2; et la gravité a été prise en
compte. La condition initiale utilisée a été obtenue & partir de ’étude des formes
statiques de bulles.

On constate un trés bon accord entre les résultats numériques et expérimen-
taux. Aux instants initiaux, le bourrelet se rétracte, donnant naissance & une
série d’ondes capillaires qui convergent & la base de la cavité. A ces ondes capil-
laires se superpose le mouvement d’ensemble d’effondrement de la cavité. Puis
un jet vertical se développe et se fragmente en une ou plusieurs gouttes sous 1’ef-
fet de l'instabilité de Rayleigh-Plateau. Le calcul présenté ici a été interrompu
peu avant la premiére rupture pour des raisons purement numériques. En effet,
la méthode des marqueurs laissant a l’utilisateur la liberté de déconnecter des
interfaces, il s’agit de le faire en accord avec les lois physiques gouvernant la rup-
ture. Notre propos n’étant pas d’étudier le détail de cette rupture, mais plutot
la naissance du jet, nous n’avons pas jugé nécessaire de poursuivre le calcul plus
avant.

Malgré ce bon accord entre les résultats expérimentaux et numériques, deux
remarques peuvent étre faites : la quantité d’ondes capillaires est plus importante
sur les profils numériques et ’instabilité de Rayleigh-Plateau du jet apparait plus
tot sur les résultats du calcul. Le coefficient de tension de surface — difficile a
évaluer expérimentalement, ou 'imprécision sur le volume de la bulle peuvent
étre responsables de ces différences. Notons également que la présence de conta-
minants tensio-actifs sur l'interface peut modifier localement le coefficient de
tension de surface.

Le premier profil expérimental est issu d’un étude numérique — similaire &
la notre — de formes statiques de bulles. Les profils suivants ont été obtenus
grace 4 une reconstruction numérique de la surface, 4 ’aide de photographies de
lexpérience. Maclntyre précise que l'interface n’était pas explicitement visible;
une méthode minimisant la surface a donc été utilisée pour obtenir ces profils.
Cette reconstruction, si elle ne permet pas de rendre compte rigoureusement de
la forme des ondes capillaires, permet néanmoins de s’assurer de leur existence.

Champs de vorticité

Lorsqu’un fluide est peu visqueux, et si I’écoulement ne présente pas de vor-
ticité & l'instant initial, la vorticité reste confinée dans une mince couche limite
A proximité de la surface. Dans le cadre de notre étude numérique, nous nous
sommes intéressés a la vorticité dans ’écoulement. Les figures 3.2, 3.3, 3.4 et
3.5 représentent Jv/0r — Ou/Jz ou u est la vitesse radiale et v longitudinale.
Le champ de vorticité se développe au cours du phénoméne et se détache de la
surface libre & ’instant de formation du jet. Cette vorticité permet de mettre en
évidence la présence d’un jet descendant. Notons que l'intensité de cette vorti-
cité est comparable & celle présente dans le jet vertical, ce qui prouve que pour
les échelles de longueurs et les courbures considérées, la vorticité ne reste pas
confinée dans une couche limite.
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3.2. Comparaison avec I’expérience

t=1.12ms

Fi1G. 3.2.: Lignes de niveau de la vorticité dans l’écoulement. Elle sont séparée
de 0.96 571, la valeur mazimale représentée est de 4.8057', la valeur minimale
de —4.8057'. On constate qu’il existe une région, dans le jet ascendant, pour
laquelle la vorticité est supérieure a 4.80s', ainsi qu’une région, dans le jet
descendant, ou elle est inférieure 6 —4.80 s~ 1. En outre, les valeurs mazimales
rencontrées (en valeur absolue) sont du méme ordre de grandeur que 4.80 57",

i
t=124ms M

F1G. 3.3.: Idem Fig. 3.2

F1G. 3.4.: Idem Fig. 3.2
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

t = 1.56 ms

Fic. 3.5.: Idem Fig. 3.2

3.3. Etude paramétrique

Comme nous ’avons vu précédemment, I’échelle de longueur pour laquelle les
effets capillaires et gravitaires sont équilibrés, pour de ’eau pure, est de 2.7 mm.
On peut donc, a priori, supposer que la gravité est négligeable pour les bulles de
rayon petit devant cette longueur. Le seul nombre sans dimension gouvernant le
phénomeéne, dans le cadre de cette étude paramétrique, est donc le nombre de
Ohnesorge Oh = pv? /o R. Toutes les mesures ci-aprés sont présentées en fonction
de l'inverse de ce nombre, c’est-a-dire le rayon de la bulle sur la longueur capillo-
visqueuse.

De maniére & assurer la cohérence avec le fait de négliger la gravité, et pour
simplifier I’étude paramétrique, une forme initiale similaire pour toutes les bulles
a été utilisée comme condition initiale (Cf. Fig 3.6). Un maillage 5122 a été utiliseé,
suite & une étude sur la convergence du code pour ce genre de problémes.

Valeurs mesurées

L’intérét principal de cette étude est la possibilité qu’elle offre de confir-
mer ou d’infirmer les lois d’échelles prédites par la théorie potentielle. On peut
également, méme si la condition initiale est simplifiée, comparer les résultats
avec les mesures expérimentales. La vitesse et le volume de la premiére goutte
de jet émise détermine son comportement ultérieur, c’est-a-dire si elle retombe
ou s’évapore, laissant dans ’atmosphére les molécules et particules dont elle est
chargée. Une grandeur importante & extraire du résultat des calculs est la vitesse
de cette goutte ou, plus simplement, la vitesse du jet.

Si’on regarde la vitesse du point se trouvant sur l’axe de symétrie en fonction
du temps (Cf. Fig. 3.7), on remarque d’abord qu’aprés une période d’oscillations
de faible amplitude, la vitesse passe brusquement d’une valeur négative & une
valeur positive de ’ordre de 10m. s~!. La naissance du jet est donc un phéno-
méne violent — pour une bulle d’un rayon égal & R/R, = 2.8810°, soit 4mm
pour de I'eau, mais également pour de plus petites bulles — comparé aux phéno-
méne d’effondrement de la cavité. Les oscillations de la vitesse avant ’extremum
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3.3. Etude paramétrique

Fi1G. 3.6.: Conditions initiales adoptées pour l’étude paramétrique. Schématique-
ment, les mailles en trait continu correspondent aux mailles de calculs, les autres
aux mailles ot on ne résout pas les équations de Navier-Stokes. L’étude paramé-
trique a été menée pour deut épaisseurs de bourrelet différentes (trait continu —
pointillés).

correspondent aux ondes capillaires observées lors de ’effondrement.

Si 'on compare cette vitesse & la méme mesure pour une bulle de rayon
R/R, = 8640 (Fig. 3.8), on constate que la vitesse maximale obtenue est bien
plus grande que dans le cas précédent et que le train d’ondes capillaires est
nettement atténué.

Il est donc naturel de penser que la variation du nombre de Ohnesorge in-
fluence la création d’ondes capillaires par la rétraction du bourrelet. Il reste &
vérifier ou infirmer la validité des lois d’échelles prédites grace a la théorie poten-
tielle. Pour ce faire, ’étude paramétrique a été réalisée sur une trés large gamme
de nombres de Ohnesorge : 107¢ < Oh < 102. Le rayon correspondant & 1072,
pour de 'eau, est égal & 1.4 ym, valeur cent fois supérieure a la longueur capillo-
visqueuse. On s’attend donc, & premiére vue, & ce que les résultats de 1’étude
paramétrique soient cohérents avec les lois d’échelles pour toute la gamme de
nombres de Ohnesorge choisie.

Sur la figure 3.9 sont représentées la vitesse sans dimension du jet lorsqu’il
atteint la hauteur de liquide & l'infini, pour deux épaisseurs de bourrelets dif-
féerentes (Cf. Fig. 3.6), ainsi qu’une droite représentative de la loi d’échelle en
(R/R,)Y/2.

Le premier constat intéressant que ’on peut faire sur cette série de calculs
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

10

.
.01 0.015 0.02

Fic. 3.7.: Vitesse du point se trowvant sur l'aze de symétrie en fonction du
temps et pour un rayon adimensionné égal & R/R, = 2.8810°. Les premiéres
oscillations correspondent aux ondes capillaires convergeant a la base de la cavité.
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Fi1G. 3.8.: Vitesse du point se trouvant sur l'axe de symétrie en fonction du
temps et pour un rayon adimensionné égal & R/ R, = 8640. On constate qu’il y
a beaucoup moins d’ondes capillaires que pour R/R, = 2.8810°.
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3.3. Etude paramétrique
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Fi1c. 3.9.: Vitesse du jet sans dimension en fonction du rayon de la bulle initiale,
sans dimension également. Les deux régions délimitées par les lignes verticales

correspondent aux valeurs du rayon pour lesquelles une bulle peut étre emprison-
née a la base de la cavité.
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

est le fait que la loi potentielle est respectée pour les grands rayons. En effet,
pour les rayons de bulles supérieurs & 60000 fois la longueur capillo-visqueuse,
on remarque que la droite en R~'/2 est une bonne approximation des résultats.

En outre, pour les petits rayons (R < 300R,), le comportement de la vi-
tesse n’est pas en accord avec la prédiction potentielle : la pente des résultats
numériques est positive. Pour R/R, = 144, du jet obtenu ne se détache aucune
goutte (Cf. Fig. 3.10). On peut attribuer ce comportement & ’action de la vor-
ticité, méme si le rayon de la bulle est deux ordres de grandeurs au-dessus de la
longueur capillo-visqueuse. Le rayon de la bulle, en effet, n’est peut-étre pas la
longueur la plus appropriée pour caractériser I'influence de la viscosité. On peut
trés bien imaginer que la dissipation visqueuse & une échelle cent fois plus petite
que la bulle ait une influence sur la globalité du phénoméne.

N2 s

\K/ \A/\A/AA

F1G. 3.10.: Profils successifs de la surface libre pour R/R, = 144. La viscosité
joue un réle important : aucune goutte ne se détache du jet et celui-ci retombe.

Il existe une large gamme de rayons pour laquelle on observe un comporte-
ment sinon singulier, du moins particulier, de la vitesse du jet (300 < R/R, <
40000). La partie de la courbe qui ne comporte pas de résultats (576 < R/R,, <
1440) correspond & une région pour laquelle le jet trop fin ne nous a pas permis
de calculer la vitesse au niveau du liquide & 'infini (Cf. Fig 3.11).

Dans cette région, le phénoméne ne suit donc plus la loi auto-similaire prévue
par la théorie potentielle, tant au niveau de la vitesse du jet que de sa forme.

Une autre quantité qui présente un intérét est le rayon de la premiére goutte
émise lorsque le jet se casse. Des résultats expérimentaux montrent que ce rayon
est approximativement un dixiéme du rayon de la bulle initiale. Ceci confirme
’idée selon laquelle, pour les grands rayons, il n’existe pour ce probléme qu’une
seule échelle de longueur, & savoir le rayon de la bulle. De méme que pour la
vitesse, sur la figure 3.12 est représenté le rayon de la goutte émise pour deux
épaisseurs de bourrelets différentes, par rapport au rayon de la bulle.

On remarque également que le rayon de la premiére goutte émise est & peu
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3.3. Etude paramétrique
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FiG. 3.11.: Naissance du jet pour deuz rayons différents. Pour le grand rayon
(pointillés, R/R, = 144000), le jet est épais et bien résolu ; pour le petit rayon
(trait continu, R/R, = 720), le jet est extrémement fin.

prés un pourcentage constant du rayon de la bulle pour les grands rayons. On
trouve R;/R ~ 0.13, valeur en accord avec les résultats expérimentaux. Il existe
également une région pour laquelle le rayon de la goutte émise est beaucoup plus
petit que cette valeur. Cette région correspond & celle pour laquelle le compor-
tement de la vitesse est inattendu.

La vitesse du jet et le rayon de la goutte émise échappent donc aux lois
d’échelles prédites par la théorie potentielle, pour une large gamme de rayons.
Une autre grandeur suit également un comportement singulier dans cette région :
la pression maximale sur ’axe de symétrie. La figure 3.13 représente cette pres-
sion maximale, sans dimension, en fonction de R/R, . La droite en trait continu
représente la loi d’échelle en R~1.

1l existe également une différence notable entre le phénoméne observé dans
la zone singuliére de la courbe de vitesse et la partie droite de cette courbe :
la quantité d’ondes capillaires varie fortement de la droite de la courbe vers la
gauche. Pour des petits nombres de Ohnesorge (R/R, = 144000 par exemple),
un grand nombre d’ondes capillaires de différentes longueurs d’ondes converge 4
la base de la cavité, tandis que pour R/R, = 720, on n’en observe qu’une seule,
4 savoir le mouvement d’ensemble d’effondrement de la cavité (Cf. Figs. 3.14 et
3.15).
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

1
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Fi1G. 3.12.: Rapport entre le rayon de la premiére goutte émise et le rayon de la
bulle initiale, en fonction de R/R,.
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F1G. 3.13.: Pression mazimale sur l’aze de symétrie lorsque le jet atteint le niveau
d’eau a Uinfini.
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3.3. Etude paramétrique
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F1a. 3.14.: Ondes capillaires convergeant & la base de la cavité pour R/R, =
144000.
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F1G. 3.15.: Profils successifs pour R/R, = 720.
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

3.4. Théorie auto-similaire

Nous nous sommes intéressés & la région pour laquelle 1’épaisseur du jet
(trop fin) ne nous permettait pas de mener le calcul jusqu’au bout. De telles
caractéristiques de cette région, comme la naissance d’un jet trés fin, on déja
été observées expérimentalement [55] avec des ondes de Faraday axi-symétri-
ques. Dans le cadre de cette étude, un récipient cylindrique est soumis & des
oscillations verticales. Pour certaines valeurs de la fréquence et de ’amplitude des
oscillations, les auteurs observent la naissance d’un jet trés fin et trés rapide (Cf.
Fig. 0.7). Ce jet est observé au seuil d’une transition topologique de I'interface :
en-dessous de ce seuil, une bulle est capturée au centre du récipient, au-dessus
la surface reste connectée. Les auteurs mettent en évidence la présence d’une
singularité de courbure en temps fini avant la formation du jet & ’approche de
ce seuil. Il est montré que ’évolution temporelle de I'interface obéit & des lois
auto-similaires déduites de ’étude de I’équation de Bernoulli, c’est-a-dire dans
le cadre d’un écoulement potentiel.

Dans notre étude, la présence d’'un comportement anormal de la vitesse du
jet nous a incités a chercher des solutions auto-similaires de ’écoulement avant la
formation du jet. La figure 3.16 représente les profils successifs avant la formation
du jet pour R/R, = 720.

0.4

0.3 B

0.2 !
-0.1 0 0.1

F1G. 3.16.: Profils successifs de la surface libre pour R/R, = 720 & prozimité de
la zone d’apparition du jet.

Etant donnée la ressemblance des profils successifs, on peut, en effet, s’at-
tendre & ce que la surface suive une loi auto-similaire au cours du temps, &
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3.4. Théorie auto-similaire

I’approche de la formation du jet.

La théorie de l’auto-similarité [2] a été développée originellement par Baren-
blatt et largement utilisée par la suite, notamment pour I’é¢tude du pincement
de Rayleigh-Plateau [12], ou en encore pour celle de la formation de jets hyper-
boliques & une interface [26].

Dans le cadre de notre étude, nous avons tout d’abord postulé ’existence
d’une telle singularité de courbure en temps fini pour les raisons précédemment
évoquées, & savoir les difficultés de calcul rencontrées, le comportement anormal
de la vitesse du jet et la finesse de celui-ci. Partant de ce postulat, on constate
que les dimensions du probléme atteignent, & ’approche de cette singularité, des
dimensions arbitrairement petites et donc parfaitement indépendantes des condi-
tions extérieures ou initiales comme le rayon de la bulle. Cela signifie exactement
qu’il n’existe plus de nombre sans dimension caractérisant 1’écoulement, puisque
le nombre de Ohnesorge est construit a I’aide du rayon de la bulle. En d’autres
termes, & I’approche de la singularité, I’écoulement, localement en temps et en
espace, revét un caractére universel. La seule longueur du probléme est alors la
longueur capillo-visqueuse pv? /o, longueur & laquelle il faut comparer les dimen-
sions d’espace du probléme : les coordonnées radiale et longitudinale par rapport
a la position de la singularité.

20

Dz—zozh(r,t)

Fic. 3.17.: Représentation de la surface libre a lapproche de la singularité. zg
est l’élévation de la surface libre a linstant de la singularité.

Appelons ty U'instant de la singularité, et zy 'ordonnée de la singularité. Le
phénomeéne & 'approche de la singularité peut donc étre décrit en fonction de
nouvelles variables représentant la distance & cette singularité, en espace et en
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

temps : 7, z — 29 et {yp — ¢t. Etant donné que ces trois variables tendent vers
zéro & 'approche de la singularité, nous allons faire ’hypothése que les échelles
d’espace locales se comportent comme des puissances de to — ¢ :

Iy ~ (tg —t)* I, ~ (tg —t)?

Etant donnée ’absence d’échelle de longueur extérieure, nous allons supposer que
le phénomeéne, a I’approche de la singularité, est auto-similaire, c’est-a-dire qu’il
se reproduit continiment au cours du temps, a différentes échelles. La question
4 laquelle nous devrons répondre est la suivante : existe-t-il des solutions auto-
similaires du probléme ? Introduisons deux nouvelles variables auto-similaires
décrivant le nouvel espace dans lequel on cherche & résoudre le probléme :

T
C*l— n=

T lZ

zZ— 20

Dans l'espace décrit par les variables ( et 7, si I’on suppose que ’élévation de la
surface est une fonction de la distance a 'axe z — zy = h(r,t) (Cf. Fig.3.17), on
a alors :

h(r,t) = 1. f(¢)

En outre, nous allons supposer que I’écoulement reste potentiel, ce qu’il fau-
dra vérifier par la suite. Ceci revient & faire ’hypothése qu’il existe un potentiel
des vitesses ¢ tel que u = V. Postulons également que ce potentiel se comporte
comme une puissance de ty — ¢t au voisinage de la singularité :

SD(T, Z, t) ~ (tO - t)7
Dans le nouvel espace, le potentiel g = /(g — t)7 est une fonction de ¢ et
7, donc :
QD(?“, 2, t) = (tO - t)”g(g, 7])
Les valeurs des exposants «, (3 et v sont déduites de I’étude de ’équation de
Bernoulli & la surface libre :
dp 1 Or-h Oprh
87:_7( 0)* + =+ 7
¢ 2 V(1 +(0:h)%) (14 (8,h)?)

ou leffet de la gravité a été négligé et ou les dimensions ont été supprimées en
utilisant comme vitesse de référence /o /pL (L étant une longueur).

Si 'on remplace, dans cette équation, o(r,z,t) par (to — t)7g(¢,n), r par
(to — t)*C et h(r,t) par (to —t)? f(¢), on obtient :

(3.9)

%f = (to—1)7"" (=79(¢.n) + aCdcg + Bndyg)
5 (V) = =2 ((to— P (0g)” + (10— 170 (Dy9)?)
6rh _ (to — t)ﬁ72a
PO O (o~ DXE ()2
ar'rh - (tO _ t)ﬁ*?a
L+ @m0 (P22
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3.4. Théorie auto-similaire

Pour que toutes les contraintes aient la méme importance & ’approche de la
singularité, les exposants de tg — t des différents termes doivent étre égaux. Cet
équilibre des forces impose les valeurs de a, § et v :

2 2 1
o = — = — = —
3 =3 773

On peut maintenant écrire la conservation de la masse, ainsi que les condi-
tions cinématique et dynamique & la surface dans 'espace des variables auto-
similaires. On obtient :

Ag=0 (3.10)
R L3 (3.11)
C n
P P
39+ 50t 3 (VO =k = 0 =) (31)
olona:

o (99 | (99(Cm))?
(Vg)" = (T) +(—877 ) (3.13)

1) f"(€)

(3.14)

AP0 | A+ ROP

La résolution numérique de ce systéme d’équations conduirait & la détermina-
tion du profil de la surface libre et du potentiel des vitesses aux instants proches
de la singularité.

Forme asymptotique de la surface

On peut déduire de ces équations plusieurs conclusions sur la forme de I'in-
terface et sur le champ de vitesse loin de la singularité (¢ > 1). L’égalité de «
et 3 confére au profil de la surface une forme conique loin de la singularité.

Soit r; un rayon fixé non nul. Alors, pour tout (, il existe un instant ¢ tel
que :

C=ri(to—t)" %3

De plus, on a :

FQ)  h(rib)

¢ 0n
Supposons que h(ry,t) posséde une limite finie quand ¢ tend vers ¢y. Alors
f(€)/¢ en posséde une également lorsque ¢ tend vers U'infini. Appelons 0., cette
limite. Ayant choisi 7, quelconque, on a bien :

h(r,t
pour 7 quelconque lim hir,t) =0s

t—to T
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

Donc la forme de la surface loin de la singularité est un cone et I'on a :

f(C) ~oo oo €

De cette égalité de o et § on peut aussi conclure que la surface libre se
contracte de la méme maniére (proportionnellement) suivant ses coordonnées
radiale et longitudinale.

Comportement asymptotique du potentiel des vitesses

On peut également tirer des conclusions sur le comportement asymptotique
du potentiel des vitesses ¢g. Une fonction harmonique, comme g, peut s’écrire, en
coordonnées cylindriques, sous la forme d’une série dont le terme générique est :

g(R,0) = R°Ps(cos ©)

ou R est la distance du point considéré au centre du repére et © la colatitude,
dans le plan des variables auto-similaires. On peut aussi I’écrire en fonction des
variables auto-similaires :

g(¢m) = (¢*+n?)*/* Py (W)

Les dérivées premiéres de g en fonction de ¢ et 7 sont :

dg n

5 = 0C F YR — () g P
9 1 ’
a_i _ 57](C2 +n2)5/2*1P6 -+ (CQ +772)6/2 <(<2 +772)1/2 - (CQ +CZQ)3/2> P5

Sachant que 1 ~ 0..¢, les différents termes de dg/9¢ et dg/0n sont équiva-
lents & ¢°~!; et les trois premiers termes de I’équation 3.12 sont équivalents &
¢?. Or, on montre facilement que le terme de tension de surface est équivalent &
¢t

Lors de la détermination des exposants d’auto-similarité «, [ et 7, nous
avons supposé que la tension de surface était équilibrée partout. Si 'on veut
rester cohérent avec cette hypothése, on doit assurer cet équilibre avec un des
autres termes de I’équation 3.12. On doit donc vérifier 'une ou 'autre des égalités

suivantes :
20 —2=-1 6=-1

La puissance la plus grande possible pour le développement en série de g est

donc :

5=
2

Néanmoins, si I’on choisit 6 = 1/2 comme plus grande puissance du dévelop-
pement en série de g, on constate, que si la tension de surface — évoluant en
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3.5. Retour sur I’étude paramétrique

(™! — est effectivement équilibrée par le terme d’énergie cinétique, les termes
dominants restent les trois premiers termes de I’équation de Bernoulli puisqu’ils
se comportent comme ('/2. Heureusement, pour f(¢) = a(, ces trois premiers
termes s’annulent rigoureusement, car on a :

1 2 .09 2 0Og 1 2 _0Jg
Sy Wt A Wt Ay el Yot
391 35¢ 379, 39139k
1 21
= _gg + §§R1/2P1/2(COS @)
= 0

A Tinfini, le terme de tension de surface est donc bien compensé par le terme
d’énergie cinétique.

Si 'on supposait que les trois premiers termes de I’équation 3.12 sont équi-
librés avec le quatriéme (représentatif de la densité d’énergie cinétique), on ob-
tiendrait :

20 —2=19

& savoir § = 2, la solution de Longuet-Higgins dans laquelle la tension de surface
n’est prise en compte qu’s proximité de la singularité.

Dans le cadre de nos hypothéses, le potentiel des vitesses et le champ de
vitesses auto-similaires sont donc équivalents respectivement & 6'/2 et §—1/2 :

dg Og _
g~ (Y2 99 99 e
¢ I
Notons que la solution obtenue par Longuet-Higgins et Oguz [28] dans I’étude

de la formation d’un jet dans les bulles de cavitation, & savoir 6 = 1/4, ne permet
pas d’équilibrer la tension de surface.

3.5. Retour sur I’étude paramétrique

Comme nous avait montré la figure 3.16, les profils successifs, pour R/R, =
720 présentent une certaine ressemblance qui laisse penser que I’écoulement obéit
4 une loi auto-similaire. La facon la plus simple de vérifier cela est de remettre
& l’échelle ces profils par rapport aux longueurs caractéristiques précédemment
écrites, & savoir I, = [, = (to — t)?/3. Le probléme principal est que ’on ne
connait pas, a priori, 'instant de la singularité ¢q. Il a donc fallu trouver une
approximation de ce temps; puis les coordonnées des points de la surface ont
été redimensionnées par rapport a . et [,. La figure 3.18 représente, & gauche
les profils successifs de la surface libre, & 'approche de la singularité, a droite les
profils remis & ’échelle. On obtient effectivement, en premiére approximation,
un profil unique, ce qui confirme la théorie auto-similaire, et donc la présence
d’une singularité.

Il reste, pour valider cette théorie, & comparer les échelles de longueur du
probléme aux instants ot on I’étudie, & la longueur capillo-visqueuse [, = pv?/o.
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide
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F1G. 3.18.: Profils successifs pour R/R, = 720 : a gauche, profils réels, ajustés
verticalement de maniére a ce que le point sur l’aze de symétrie ait une ordonnée
nulle; & droite, profils redimensionnés par rapport a (to — t)z/ 3,

Rappelons le raisonnement qui nous a conduit & cette étude basée sur ’hy-
pothése que ’écoulement est potentiel au voisinage de la singularité. Nous avons
observé, pour une gamme de valeurs du nombre de Ohnesorge, un comportement
singulier de la vitesse du jet. Pour certaines valeurs de ce nombre, nous n’avons
pas pu poursuivre le calcul étant donnée 1’épaisseur trés faible du jet. Il s’est
avéré que la vorticité se détache du jet et que, par conséquent, il est difficile
de supposer 1’écoulement potentiel. Une théorie auto-similaire nous & permis de
mettre en évidence une singularité de courbure de la surface libre en écoulement
potentiel. Il est donc important de vérifier que les échelles de longueurs atteintes
par la structure de la cavité sont bien plus grandes que la longueur /,,. C’est, en
effet, le cas, puisque le dernier profil est d’une taille de ’ordre du micron, c’est-
4-dire de deux ordres de grandeurs supérieur & [,. La vorticité joue donc un roéle,
via le nombre de Ohnesorge, mais n’intervient pas dans le développement de la
singularité.

Angle du cone a l'instant de la singularité
Bien que les profils successifs remis & 1’échelle se superposent, il persiste une

différence notable avec les résultats de Zeff et al. : la valeur de I'angle du cone
a l'instant de la singularité. Les auteurs obtiennent numériquement un angle de
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3.6. Emprisonnement d’une bulle

120° !, tandis que ’angle que nous observons & I’approche de la singularité est
égal & 73°. En revanche, cet angle est en accord avec le résultat expérimental
de 68° de MacIntyre [30] (Cf. Fig. 3.1). D’autres observations théoriques sur la
valeur de cet angle, dans un contexte différent, ont été effectuées par Longuet-
Higgins [27]. L’auteur analyse les résultats obtenus par Oguz et Prosperetti [34]
sur 'impact d’une goutte sur une surface liquide. Un écoulement conique est
également observé pour une certaine gamme de paramétres. Longuet-Higgins
dissocie deux régimes différents : 'un lorsque l’angle du cone est inférieur &
109.5°, l'autre lorsqu’il est supérieur. Il prédit également une singularité pour
cet angle de 109.5°.

3.6. Emprisonnement d’une bulle

Les problémes rencontrés lors du calcul de la vitesse du jet (jet trop fin) ne
sont pas les seuls & étre survenus. Dans la partie droite de la courbe de vitesses,
certains calculs n’ont pas pu étre effectués. Comme le montre la figure 3.19, pour
certaines valeurs du nombre de Ohnesorge, une partie des marqueurs proches de
I’axe de symeétrie est écrasée sur ce dernier et le calcul n’a plus de réalité physique.
On peut corréler ce phénoméne & I’emprisonnement d’une bulle & la base de
la cavité. Cette singularité correspond au phénoméne inverse du pincement de
Rayleigh-Plateau, c’est-a-dire en intervertissant le fluide dynamiquement actif
et le fluide dynamiquement inactif.

Pour s’assurer qu’il s’agissait bien d’un phénoméne physique et non d’arté-
facts numériques, nous avons doublé la résolution (10242 au lieu de 5122). La
figure 3.20 représente le stade ultime de ’emprisonnement d’une bulle, pour un
rayon de bulle initiale égal & 10°R,. Il apparait donc clairement que les ondes
capillaires convergeant & la base de la cavité peuvent, dans certaines conditions
piéger une bulle. La variation du nombre de Ohnesorge, & proximité de ces ré-
gions, a pour effet de changer la phase des ondes capillaires.

Dans Darticle de Zeff et al. [55], 'apparition d’une singularité de courbure
coincide avec un changement topologique de la surface, comme I’emprisonnement,
d’une bulle. On peut donc s’interroger sur la corrélation, dans notre cas, entre ce
changement topologique et la singularité principale. Il semble, en effet, que pour
R/R, = 720, la surface libre subisse ce changement topologique (Cf. Fig.3.21).
Néanmoins, la résolution numérique ne nous permet pas de I’affirmer.

Si l'on suit ce raisonnement, ’emprisonnement d’une bulle dans une autre
région de paramétres doit coincider avec une singularité de méme type que la
singularité principale. Nous avons isolé un cas limite (R/R, = 57600) corres-
pondant au seuil décrit dans I’article de Zeff et al.. La figure 3.22 représente les
profils successifs de la surface libre, pour R/R, = 57600. Ce seuil correspond
également & une bulle emprisonnée de volume nul.

11’obtention de cet angle de 120° n’est pas claire et semble étre une hypothése plus qu’un
résultat de calcul
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0.28

0.27 1

0.26

0.25

0.24

0.23

0.22 b

0.21 4

0.2 . . . .
-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

F1G. 3.19.: Probléme d’écrasement de la chaine de marqueurs pour R/R, =
100800

Fi1G. 3.20.: Emprisonnement probable d’une bulle a la base de la cavité pour
R/R, = 10°
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3.6. Emprisonnement d’une bulle

0.7

0.65 - b

0.6 B

0.5 -
-0.1 0 0.1

Fi1c. 3.21.: Emprisonnement probable d’une bulle d la base de la cavité pour
R/R, =720

0.3

0.24

02 I I I I
-0.05 -0.03 -0.01 0.01 0.03 0.05

F1G. 3.22.: Profils successifs de la surface libre pour R/R, = 57600. Le pas
de temps n’est pas constant. Etant donnée la ressemblance des profils, on peut
penser étre en présence d’une singularité de courbure. Nous n’avons pas réussi a
déterminer les lois d’échelles représentatives de cette singularité.
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

La ressemblance des profils peut faire penser & l’existence d’une solution
auto-similaire. Si elle existe, cette singularité est fondamentalement différente
de la singularité principale : on ne retrouve pas la forme conique décrite dans
la section précédente et aucun jet n’est formé. Deux hypothéses peuvent étre
formulées quant a cette région d’emprisonnement de bulle :

— Soit la résolution numérique ne nous permet pas de résoudre un jet similaire

au jet observé pour la singularité principale,

— Soit le seuil de transition topologique ne correspond pas, dans notre cas, au

type de singularité associé & la formation du jet fin et & la cavité conique.

3.7. Etude avec des formes de bulles réalistes en
présence de gravité

L’étude du premier chapitre de cette partie nous a permis d’initialiser un
certain nombre de simulations avec des formes de bulles plus réalistes. Ayant
pris en compte l'effet de la gravité dans le calcul statique, il nous a semblé
naturel de la prendre en compte également dans le calcul des équations de Navier-
stokes. Deux nombres sans dimension interviennent alors dans la formulation du
probléme : le nombre de Ohnesorge, comme précédemment, et le nombre de
Bond.

Oh pv’/oR (3.15)
Bo = pgR*/o (3.16)

A ces deux nombres sont associées deux longueurs caractéristiques : R, =
pv?/o et Ry, = \/o/pg. Pour de I'eau, elle sont respectivement égales & 0.014 um
et 2.7 mm. Ceci laisse penser que pour des bulles nettement plus petites que
2.7 mm, la gravité ne doive intervenir ni dans le calcul de la forme statique, ni
dans la résolution des équations de Navier-Stokes. L’étude des formes statiques
a montré que c’était bien le cas : pour des bulles de rayon nettement inférieur &
1mm, la forme de la cavité est quasiment sphérique. Néanmoins, les simulations
numériques apportent des conclusions différentes. La figure 3.23 représente les
conditions initiales et les profils en fin de calcul (lorsque le jet arrive au niveau
d’eau a 'infini) pour R., = 0.07, 0.12, 0.21, 0.38, 0.67, 1.17, 1.98, 3.13 mm, ou
R4 est le rayon équivalent de la bulle.

Pour R., < 0.38mm, le phénoméne semble étre identique, ce qui tend &
prouver que ni R,, ni R, n’interviennent et donc que le phénomeéne est, comme
dans I’étude paramétrique précédente, auto-similaire. On devrait donc s’attendre
4 observer un comportement de la vitesse du jet en R~1/2. Ce n’est, en fait, pas
le cas, comme le montre la figure 3.24, pour laquelle la pente est environ de —0.8.

Ces résultats indiquent qu’on ne peut plus considérer le rayon équivalent
comme la seule longueur du probléme. La gravité intervient dans le phénomeéne,
directement (dans le calcul des équations de Navier-Stokes) ou indirectement
(dans le calcul de la forme statique). La vitesse, dans cette région de la courbe,

58



3.7. Etude avec des formes de bulles réalistes en présence de gravité

WYY

F1G. 3.23.: De gauche a droite et de haut en bas : calculs de l’éclatement de la
bulle, en prenant en compte la gravité et pour R., = 0.07, 0.12, 0.21, 0.38, 0.67,
1.17, 1.98, 3.13mm.

doit donc s’exprimer de la maniére suivante :

—1/2
) ) e

De méme que pour l'étude sans gravité, on constate que la viscosité joue
un réle important pour les résultats de la partie gauche de la courbe, puisque la
vitesse sans dimension décroit & approche de R.,/R, = 100. La partie droite de
la série de résultats présente de fortes discontinuités. L’évolution de la surface
libre pour un rayon équivalent R.,/R, = 837952 est représentée sur la figure
3.25. Cette simulation correspond au pic de vitesse obtenu dans la partie droite
de la courbe. La figure 3.26 représente 1’évolution de la surface libre avant la
formation du jet, pour une bulle de rayon équivalent R.,/R, = 837952, soit de
1.16 cm pour de l'eau.

Les profils successifs de la surface ressemblent au seuil d’emprisonnement
d’une bulle examiné lors de 1’étude sans pesanteur. Néanmoins, une différence
notable existe : on observe, dans ce cas, la naissance d’un jet trés rapide. Ce jet
est probablement & attribuer & la prise en compte de la gravité.

Singularité principale

La pente des résultats de la vitesse augmente sensiblement pour R.q,/R, =~
2000, ce qui peut laisser penser qu’il y ait également une singularité en temps
fini, du méme type que celle de I’étude paramétrique. Le pic de vitesse est plus
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

Vopv/o = f(Req/Ry)
— Y =qaXx08
10° 1
b L]
~
N
Q L]
>0t | 1
107 | 1
10° L 5 5 5 G 7
10 10 10 10 10 10
0Req/pv

F1G. 3.24.: Vitesse du jet en fonction du rayon équivalent. Les formes initiales
utilisées ict sont celles que l’on a obtenues suite a ’étude en statique. La gravité
est prise en compte.

Fic. 3.25.: Evolution de la surface libre pour un rayon équivalent de 1.16 cm
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3.7. Etude avec des formes de bulles réalistes en présence de gravité

Fi1G. 3.26.: Evolution de la surface libre pour un rayon équivalent de 1.16 cm a
Uapproche de la formation du jet.

prés de la zone pour laquelle la viscosité joue un role. Ceci corrobore le fait que
la condition initiale influe sur la position de la singularité principale.

Pour les simulations effectuées & proximité du pic de vitesse, on observe
effectivement une variation notable de ’épaisseur relative du jet (Cf. Fig. 3.27).
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

,,,,,,,,,,,, R/R, = 869
_ R/RV = 1546

Fi1G. 3.27.: Jet en fin de calcul pour différents nombres de Ohnesorge. L’épaisseur
relative du jet passe par un minimum pour R/ R, = 1546. Le maillage utilisé est
de 5122
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Conclusions

ans cette partie, différents types d’interactions entre une bulle et une sur-

face libre ont été étudiés. Dans un premier temps, la forme statique de
bulles accrochées a une surface libre a été résolue numériquement, puis des lois
d’échelles pour les petits et grands rayons ont été prédites. Ces comportements
asymptotiques ont été vérifiés par le calcul. Le deuxiéme chapitre de cette partie
a consisté en une étude détaillée de I’éclatement d’une bulle, en négligeant la
gravité, puis en la prenant en compte dans un second temps. Deux conclusions
principales peuvent étre tirées de cette étude :

— Pour une forme donnée de bulle, il existe un nombre de Ohnesorge pour
lequel on observe une singularité de courbure en temps fini & la base de la
cavité. Cette singularité est bien décrite par une théorie potentielle auto-
similaire. Les coordonnées radiale et longitudinale de la surface libre a
’approche de la singularité évoluent comme (to — t)%/3, ot to est I'instant
de la singularité. La forme asymptotique de la cavité est un cone, ce qui
est en accord avec la loi d’échelle en (ty — t)?/% des coordonnées spatiales.
Suite & cette singularité, un jet vertical trés fin et trés rapide est produit.
Une bulle est probablement emprisonnée & la base de la cavité & proximité
de cette singularité.

— Pour une large gamme de nombres de Ohnesorge, une petite quantité d’air
est emportée sous la surface. La transition topologique de la surface cor-
respondant & cet emprisonnement de bulle n’est pas associé a la méme
singularité que celle observée par Zeff et al.. Aucun jet n’est observé au
seuil et la forme asymptotique de la cavité n’est pas un cone.

De nombreuses études restent & faire sur ce sujet. L’angle du cone formé lors
de la singularité principale est encore une inconnue du probléme. L’angle que
nous avons obtenu différe notablement des résultats numériques ou théoriques de
Longuet-Higgins et Zeff. Il serait important de calculer, & I’aide d’une méthode
d’intégrales de frontiéres, la forme auto-similaire de la surface a ’approche de la
singularité. Deux méthodes semblent pouvoir donner des résultats sur ce sujet :

— Introduire dans ’équation de Bernoulli auto-similaire, un terme d’accumu-
lation artificiel pour faire converger le potentiel des vitesses et les points
de la surface vers la solution auto-similaire. Cette méthode nécessite la
connaissance préalable de la valeur de I’angle du cone a 'infini.

— Initialiser un calcul d’écoulement potentiel — avec une méthode intégrale
et un raffinement local du maillage — avec un profil et un champ de vitesse
obtenus par le code marqueurs a proximité de la singularité.
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3. Eclatement d’une bulle & la surface d’un liquide

Bien entendu, une étude approfondie du seuil d’emprisonnement de la bulle
s’avére également important. La détermination des exposants d’auto-similarité
reste une question ouverte...
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Deuxiéme partie

Ecoulements potentiels
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Introduction

ette partie est consacrée a 1’étude d’écoulements de fluides trés peu visqueux.

La notion de viscosité pour un fluide, est indissociable des échelles d’espace
et de temps sur lesquelles on souhaite regarder le phénoméne. Par exemple, l'eau,
dont la viscosité dynamique est de 1073 kg s—2, se comporte comme un fluide
non visqueux & ’échelle d’une vague déferlante, mais la viscosité peut avoir une
influence importante sur I’écoulement & proximité de parois ou d’une surface,
& de plus petites échelles. Il est donc trés important de quantifier le role de la
viscosité avant d’envisager 'utilisation de telle méthode numérique ou de telle
autre pour 1’étude d’un probléme.

Pour I’écoulement d’un fluide visqueux, I’équation de conservation du champ
de vorticité w = V A u s’écrit :

dw
i vAw
ou d/dt est la dérivée particulaire, v la viscosité cinématique.

Cette équation nous renseigne sur le fait que la vorticité ne peut pas se dé-
velopper dans I’ écoulement d’un fluide non visqueux. La vorticité est donc une
grandeur qui caractérise l'influence de la viscosité sur ’évolution d’un écoule-
ment.

Une analyse dimensionnelle de I’équation précédente permet de montrer que
la longueur caractéristique ¢ sur laquelle une particule fluide transporte de la
vorticité se comporte comme :

5 ~Vut

Si 'on connait le temps caractéristique ¢y du phénoméne & observer et si les
dimensions du probléme sont grandes devant \/vtg, alors la vorticité se déve-
loppera peu, relativement aux échelles spatialles du phénoméne. Cela signifie
également que si l'on peut supposer que I’écoulement présente peu de vorticité
4 linstant initial et que la viscosité du fluide est faible, le développement de la
vorticité pourra étre négligé durant le phénoméne.

D’autre part, le saut de vorticité & une interface peut étre relié a la géométrie
de celle-ci [3] :

Aw = 2kq

ou Aw est ici le saut de composante de la vorticité paralléle & la surface et
perpendiculaire aux lignes des courant, ¢ le module de la vitesse, et « la courbure
moyenne locale. L’existence d’un champ de vorticité prés d’une interface et son
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Introduction

développement aux instants ultérieurs sont donc également conditionnés par la
courbure locale.

Les deux arguments précédents sont a priori contradictoires puisque 1'un
permet de négliger la vorticité aux instants courts et 'autre impose de la prendre
en compte aux endroits de forte courbure. Il est donc nécessaire de faire un
choix sur la validité de ’'une ou 'autre des approximations, si I’on a affaire & des
courbures locales trés grandes.

Dans le cadre de cette étude, nous avons supposé que la viscosité du fluide
était nulle et que I’écoulement ne comportait pas de vorticité & l'instant initial.
De nombreux problémes peuvent étre étudiés en utilisant cette approximation.
Par exemple, 'impact d’une goutte d’eau sur un film liquide présente, aux ins-
tants cours, les caratéristiques précédentes [54, 53]. De méme, et ce sont les deux
phénomeénes qui nous intéresseront ici, l'impact d’une goutte sur une surface hy-
drophobe et la coalescence de deux gouttes de mercure en apesanteur vérifient
ces conditions.

Lorsqu’un écoulement est irrotationnel, le champ de vitesse peut s’écrire sous
la forme du gradient d’un champ scalaire ¢, appelé potentiel des vitesses. La
conservation de la masse impose la nullité du Laplacien de ¢ :

Ap=0

Le potentiel des vitesses est donc une fonction harmonique des variables
d’espace, ce qui implique son unicité pour des conditions aux limites données.
La seule connaissance de ce potentiel aux frontiéres du domaine suffit donc &
le déterminer partout. Les méthodes que nous utilisons ici sont des méthodes
intégrales et empruntent leur nom 3 cette propriété, puisque les seules inconnues
du probléme sont aux frontiéres.

Cette caractéristique confére aux méthodes intégrales plusieurs avantages par
rapport aux autres méthodes :

— Le nombre de dimensions du probléme est réduit de un. On a donc &
résoudre un probléme & une dimension pour un phénomeéne supposé plan
ou axi-symeétrique, un probléme & deux dimensions pour un phénoméne
tri-dimensionnel.

— Le maillage de la surface peut étre adapté facilement & la géométrie lo-
cale de la surface. Par exemple, si 'on est en présence d’une région de
forte courbure, on peut raffiner le maillage localement de maniére & ré-
soudre correctement ’écoulement dans cette zone. Sur le plan purement
numérique, il est beaucoup plus simple de raffiner localement un maillage
curviligne & une dimension qu’un maillage cartésien & deux dimensions.

En résumé, l’utilisation de telles méthodes nous permet ici de résoudre des
écoulements potentiels et nous offre la possiblité de décrire avec la précision
souhaitée, localement, les régions de la surface de forte courbure.
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4. Etude du déferlement plongeant

Le déferlement plongeant est un phénoméne bien connu de tous, et plus par-
ticuliérement des surfeurs, puisqu’il est observable sur la plupart des plages,
provoqué par des effets bathymétriques [18]. Ce type de déferlement peut éga-
lement s’observer en pleine mer; il est alors généré par (i) un mécanisme de
focalisation spatio-temporelle des vagues di a leur caractére dispersif (accumu-
lation de I’énergie de plusieurs vagues de longueurs d’onde différentes), (ii) une
instabilité non-linéaire (de type modulationnel) ou (iii) laction d’un courant
adverse. Nous présentons d’abord la méthode intégrale utilisée pour résoudre le
probléme bi-dimensionnel, puis quelques calculs effectuées avec cette méthode.
Enfin, nous discutons une méthode permettant de corriger la vitesse potentielle
pour les fluides faiblements visqueux.

4.1. Meéthode intégrale pour les écoulements
plans périodiques

Faisons plusieurs hypothéses simplificatrices :

— L’écoulement est supposé irrotationnel et le fluide incompressible.

— Le phénomeéne est plan, c’est-a-dire qu’on suppose négligeables les vitesses
suivant e, (Cf. 4.1).

— I’écoulement est périodique en espace : le potentiel des vitesses et la fonc-
tion de courant en un point du bord gauche et un point de méme cote du
bord droit sont égaux.

— L’air au-dessus de la vague n’a pas d’influence sur le mouvement de celle-
ci. On a donc affaire & une surface libre, et non pas & une interface entre
deux fluides dynamiquement actifs.

— Le fond est horizontal.

Ces hypothéses nous permettent de mettre au point une méthode d’intégrales
de frontiéres. Cette méthode a été développée par Vinje et Brevig [52] et ne
nécessite pas, contrairement i la grande majorité des méthodes intégrales, de
lissage des points de la surface ou du potentiel des vitesses.

Soient ¢ le potentiel des vitesses et ¥ la fonction de courant. p et 1) sont tels
que :

w = Vop (4.1)
w = VA (ye,) (4.2)
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4. Etude du déferlement plongeant

C
s C=CsUCsUCpUCEH

Fi1G. 4.1.: Plan de calcul du déferlement plongeant. A lintérieur du contour
fermé, le potentiel des vitesses o et la fonction de courant ¢ vérifient I’équation
de Laplace.

ou w est la vitesse d’une particule fluide et e, le vecteur unitaire perpendiculaire
au plan de calcul. Le potentiel des vitesses et la fonction de courant vérifient
I’équation de Laplace :

Ap = 0 (4.3)
Ay = 0 (4.4)

déduite de la condition de conservation de la masse :
V-w=0
Soit 3(z) le potentiel complexe défini comme :
B(z) = ¢(z,y) +ith(x, y)

ou z = x +1y.

Nous allons maintenant décomposer le contour C en deux parties :

— une partie comprenant la surface libre et le bord droit, par exemple, sur
lesquelles le potentiel ¢ est supposé connu. Appelons C, cette réunion.

— une partie C'y, comprenant le bord gauche et le fond sur lesquels la fonc-
tion de courant 1) est supposée connue (¢ est en effet connue au fond, a
une constante prés, puisque la vitesse verticale y est nulle, donc 1 y est
constante). On pose ¢ = 0 sur le fond.

@ et 1 vérifiant chacun ’équation de Laplace, le potentiel complexe est une
fonction analytique de la variable z. Le théoréme de Cauchy peut donc s’appli-
quer au contour fermé C :

B(z)

iz =0 4.5
Pl (4.5)
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4.1. Meéthode intégrale pour les écoulements plans périodiques

ol z. est un point extérieur au contour. Cette intégrale posséde une limite lorsque
le point z. tend vers un point de la surface. Cette limite est égale & (Cf. Annexe

B) :
ioe(2e) +/ Bz

dz =0 (4.6)
C—z. Z — Ze
ol 'intégrale doit étre prise au sens de la valeur principale de Cauchy. ia.0(z.)
est le résidu et a, est égal & m pour une surface lisse.

Soit 2z, un point de Cy. La partie imaginaire de ’équation 4.6 est nulle, ce

qui permet d’écrire une équation de Fredholm de seconde espéce pour ¢(zy) :

molza) + [

C—zy

S5 Tm(e? ) (= — 2y))ds + / () Re(e /(= — 2y))ds = 0

C—Zu,
(4.7)

9(s)ds, s est ’abscisse curviligne

ou I’élément différentiel dz a été remplacé par e’
le long du contour.
De méme, si z, est un point de C,, la nullité de la partie réelle de I’équation

4.6 permet d’écrire une autre équation de Fredholm de seconde espéce :

w0t [ eI (=2 st [ plo)Re(e” ) (z-2))ds =0 (49)
C—z, C—z,

Une alternative & cette formulation serait d’écrire la partie imaginaire de
I’équation 4.6 pour un point de C,, et sa partie réelle pour un point de Cy. Cette
méthode conduit & deux équations de Fredholm de premiére espéce, dont on ne
peut pas assurer 'unicité de la solution, contrairement aux équations de Fred-
holm de seconde espéce. Il est donc important de conserver cette formulation.
Les équations de Fredholm ne seront plus utilisées par la suite, mais servent 3
légitimer ’utilisation des deux équations :

Im( &dz) =0 2y € Oy (4.9)
CrET A

Re( &dz) = 0 z,eCy (4.10)
c* %

La résolution de ces équations permet de déterminer ¢ et v sur l’ensemble
du contour C, en ayant supposé que ¢ était déja connu sur une partie C, et ¥
connue sur son complémentaire. La périodicité permet de supprimer du systéme
d’équations les inconnues sur les bords du domaine.

Une fois que ¢ et 1) sont connus sur I’ensemble du contour, on peut déterminer
la vitesse complexe w = u — v grace & une propriété du potentiel complexe :

dB(z)
dz
Connaissant la vitesse des particules fluides, on peut advecter les points de
la surface gréce a la condition cinématique :
dz

dt

=w
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4. Etude du déferlement plongeant

ou w est le complexe conjugué de w ; et le potentiel des vitesses grace & I’équation
de Bernoulli sur la surface :
dp 1

—ww +

dt 2 y

g
pga2"
ou o est le coefficient de tension de surface, g ’accélération de la pesanteur, p
la masse volumique du liquide, x la courbure locale de la surface, y la cote du
point considéré et \ la longueur d’onde de la vague. La vitesse de référence /Ag
a été utilisée pour dimensionner I’équation de Bernoulli.

Le nombre de Bond pg)\?/o permet donc de "dimensionner" la vague. Deux
contraintes s’appliquent & la vague : la tension de surface et la force volumique
due & la gravité. L’importance relative de I'une par-rapport a 'autre détermine
la dynamique du déferlement.

4.2. Discrétisation des équations

La discrétisation des équations 4.9 et 4.10 permet d’obtenir le potentiel des
vitesses & la surface libre et sur le fond. Le contour, dans sa totalité, est représenté
par des segments sur chacun desquels le potentiel complexe est supposé varier
linéairement (Cf. Fig. 4.2).

1
Nf 090 1
N
) 3
Cy
N1 NQ

F1G. 4.2.: Plan de calcul du déferlement plongeant. N point de collocation sont
utilisés pour décrire le contour.

Dans lintervalle [j,j + 1], le potentiel complexe s’exprime en fonction des
valeurs (3; et $;41 aux points de collocation :

Z—Zj

Z— Zji1
Blz) = 85 +
Zj T Zj41 Zi+1 — %5

ﬁj—i-l

L’équation de Cauchy s’écrit donc, pour un point z; du contour :

N Zj+1 1 — . _ .
Z S b B + T Bit1|dz=0 2z €C
il AT ’ z

Zj T A+ Zj+1 T Zj
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4.2. Discrétisation des équations

ol 'indice N + 1 est assimilé & I'indice 1, étant donné que le contour est fermé.
Cette expression peut aussi s’écrire :

N

. oy
oA [ ey e [ s
Zj — 25 2 zZ— Zk 2 zZ— Zk

z z —Zj .
j=1 i+l JHL T A e

Les intégrales peuvent étre calculées analytiquement, ce qui conduit & :

B Zj+1 — %k
Zij (zj41 — 25) + (2 _Zj+1)h’l]<‘r7 +
j=1 Zj T Zj+1 Zj — 2k
(4.11)

N 3 . .

j+1 i1 — 2k
— | (Zj+1 — %j) + (2 — 25 ln} = 0

; Zj+1 — Zj |:( o ]) ( j) Zj — Zk

Un changement d’incide permet d’écrire I’équation précédente sous la forme :

N
D Th;B=0 (4.12)
=1

ou I'y, ; sont les coefficients d’influence.

Pourk#j,k#j—1letk#j+1,ona:

Rl — Z5—1 Z; — 2k Zlk — Zi41 Zi — 2k
I'y,; = "2 n + R ot

pour j € [1, N]
25— Zj-1 Zj—1 — 2k Zj41 — 25 Zi4+1 — Rk

ou on assimile, une fois de plus, 'indice N + 1 & I'indice 1 et 'indice 0 & I'indice

N. Etant donné que lim,_,o(zIlnz) =0, 0on a:

Zi—1 — Zij41 Zi— Zi_1
ijl,j: J Jj+ In =2 J

Zjy1 — Zj— zZj — zj
J+1 Jj—1 J J+1

, —In =~ Uipj=—— "~ —~—7
Zj4+1 — &y Zj4+1 Z5—1 Zj Z5—1 Zj—1 Zj+1

Les coeflicients devant les logarithmes ont chacun une limite lorsque z; tend vers
zj, égales respectivement & 1 et —1. La valeur de I'; ; s’obtient donc grace 4 :

. Zj— 2 Zj41 — Zk Zj41 — 2
;= lim In J It =In 2t J
’ 2K 25 Zj—1 — 2k Zj — Zk Zj—1 — Zj

Connaissant les coefficients d’influence, on peut maintenant écrire les équa-
tions 4.9 et 4.10 sur Cy, et C, respectivement :

WE

(Re(Ty,j)pj — Im(Ty )¢;) =0 2z € Cy

BN
I
-

] =

(Re(Ty ) — Im(Ty j)p;) =0 2z, € Cy

<.
I
—
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4. Etude du déferlement plongeant

Il s’agit d’un systéeme de N équations & IV inconnues. La discrétisation du
contour est effectuée de telle sorte qu’il y ait autant de points de collocations
sur les deux bords verticaux, et le méme nombre de points sur la surface libre et
sur le fond. ¢ étant connu sur le bord droit, on peut remplacer les inconnues ¢;
sur le bord gauche par ¢y, —jtn, dans le systéme d’équations précédentes. De
méme, on peut remplacer 1; sur le bord droit par ¥y, —j1n,-

Le systéme est résolu par une méthode LU classique. On peut alors advecter
les points de la surface libre grace 4 la condition cinématique et le potentiel
des vitesses grace & ’équation de Bernoulli. Le schéma utilisé est un schéma de
Runge-Kutta d’ordre quatre. Le pas de temps utilisé est constant. La longueur
d’onde choisie est de 27, ce qui correspond & un nombre d’onde k = 27 /A de 1.

4.3. Vagues déferlantes

Dans le cadre de la théorie potentielle, I’évolution spatio-temporelle des ondes
4 la surface de 'océan est régie par le systéme d’équations suivant :

Vo =0 pour —d < z < n(z,2,t) (4.13)

1 2 K ste
o+ i(Vgo) Ty - g = C en z = n(z, 2,t) (4.14)
N+ Moo +1:20- — Py =0 en z=n(z,2,1) (4.15)
p:=0 eny=—d (4.16)

Ce systéme d’équations admet pour solutions les ondes de Stokes qui sont
des ondes progressives bidimensionnelles de forme permanente et symétrique,
voyageant 3 vitesse constante. Nous nous intéresserons ici au probléme bidimen-
sionnel du déferlement d’ondes de gravité (nombre de Bond Bo = o) ou des
ondes de gravité courtes pour lesquelles les effets de tension superficielle sont
petits devant ceux dus & la gravité (nombre de Bond Bo > 1) mais suffisants
pour devenir localement non négligeables, 14 ot la courbure est importante. Ces
solutions dépendent aussi de deux autres paramétres qui correspondent respecti-
vement aux effets non-linéaires et dispersifs. La cambrure de la vague, définie par
¢ = ak (a, amplitude et k, nombre d’onde) et ;1 = kd mesurent respectivement
la non-linéarité et la dispersion de ’onde. D’une maniére générale les ondes de
Stokes sont instables aux perturbations de type Benjamin-Feir (pour plus de
détails voir l’article de revue de Dias & Kharif [11]). Cette instabilité provoque
une modulation de 'amplitude, de la fréquence et du nombre d’onde du train
d’ondes de Stokes initial, générant ainsi des groupes d’ondes au sein desquels cer-
taines crétes atteignent une forme limite pouvant conduire au déferlement. Pour
s’affranchir du probléme du calcul de stabilité d’un train d’ondes de Stokes, nous
avons choisi de forcer le déferlement en considérant comme condition initiale une
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4.3. Vagues déferlantes

onde sinusoidale, n(x,0) = acosz, d’amplitude a trés élevée, dont le potentiel des
vitesses est donné par la théorie linéaire. Il est bien connu que cette condition
initiale conduit trés rapidement & un déferlement de type plongeant.

FiG. 4.3.: Déferlement d’une vague de gravité de longueur d’onde 141 cm et de
cambrure ¢ = 0.4.

La figure 4.3 représente les étapes successives du déferlement d’une vague de
longueur d’onde 141 c¢m et de cambrure € = 0.4. On remarque que la surface
est fortement courbée & la pointe de la créte, au stade ultime du déferlement.
Pour les paramétres physiques de ’eau, le nombre de Bond pgA?/c est environ
égal &4 2.10°. La tension de surface joue donc un réle minime dans la dynamique
du déferlement de ce type de vague. En revanche, si 'on diminue la longueur
d’onde de la vague, on constate que la tension de surface a pour effet de lisser
les régions de forte courbure. Une comparaison est représentée sur la figure 4.4
entre le dernier profil du calcul précédent et le méme pour une vague de 60 cm
de longueur d’onde. Pour cette longueur d’onde, le nombre de Bond est égal &
8.10%, valeur encore trés grande. Si la prise en compte de la tension de surface
se fait ressentir pour cette vague, c’est parce que la courbure de la surface, au
voisinage de la créte, prend des valeurs comparables au nombre de Bond, ce qui
rend les contraintes surfaciques comparables — localement — 4 la force de gravité.
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4. Etude du déferlement plongeant

—— A=60cm.
---- A=141¢cm.

N\

W

Fi1c. 4.4.: Comparaison entre le déferlement d’une vague de 60 cm de longueur
d’onde et une de 141 cm

4.4. Correction pour les fluides faiblements
visqueux

Lorsqu’un fluide est peu visqueux, comme ’eau, ou lorsque ’on étudie le phé-
nomeéne aux instants courts, la couche de vorticité générée par la viscosité garde
une faible épaisseur comparée aux dimensions du probléme. Il est alors possible
de faire un développement limité des équations de Navier Stokes en fonction
de cette épaisseur pour corriger la vitesse potentielle décrite par ’équation de
Bernoulli. Nous présentons, dans cette partie, le développement mathématique
de cette méthode, décrite originellement par T.S. Lundgren.

L’épaisseur § de la couche limite qui se développe prés d’une interface se
comporte comme v/vt, ol v est la viscosité cinématique du fluide et ¢ le temps.
Dans cette section, nous ferons ’hypothése suivante :

§=0w?)

Ceci revient a étudier le phénoméne aux instants courts.

On adopte a la surface libre un repére local (M, n,s,z), en chaque point
d’étude, ot n est la normale unitaire & la surface, s la tangente dans le plan
d’étude et z le vecteur perpendiculaire & n et & s, tel que la base ainsi formée
soit directe. La formulation utilisée ici est eulérienne : & un instant fixé, on définit
le repére (M, n,s,z) en un point générique de la surface, ce qui légitime le fait
d’écrire les équations de conservation dans ce repére.
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4.4. Correction pour les fluides faiblements visqueux

On peut décomposer tout champ de vecteur — et en particulier le champ de
vitesse v — en une partie u dont le rotationnel est nul et une partie U dont la
divergence est nulle :

V=u+U (4.17)
On a alors :
u=Vop
U=VAA

ou A est le vecteur potentiel. On peut faire le méme raisonnement pour A : il
se décompose en une partie Vo' et une partie A’ dont la divergence est nulle.
La premiére partie n’ajoute pas de terme au champ de vitesses puisque son
rotationnel est nul. On choisit donc A, de divergence nulle, tel que :

A=A

Le fluide étant supposé incompressible, la divergence du vecteur vitesse est
nulle et ’on a :

Ap =0
Soit w le vecteur tourbillon défini par :
w=VAV
Ce champ de vecteurs est relié & A par la relation :
AA = —w (4.18)

Définissons la pression grace & la relation de Bernoulli :
p=—7———=52z+P (4.19)
v

ou P est la surpression due & la partie rotationnelle de I’écoulement, Iy et vy sont
une longueur et une vitesse de référence.

L’écoulement étant supposé plan, les vecteur A et w n’ont qu’une composante
non nulle : A, et w,. Dans ce cas, on :

OA,

Un = 5 (4.20)
DA,

Vs = —>- (4.21)
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4. Etude du déferlement plongeant

4.4.1. Bilan des contraintes a ’interface

A la surface libre, il existe une différence de pression entre les deux fluides
équilibrée par la tension superficielle. Le bilan des contraintes normales s’écrit
donc :

g
-T- = — 4.22
n n|S pU(Z) K ( )
ou T;; = —pdsj + (vov/lo)(Vi; + Vj,i), o est la tension de surface, p la masse

volumique,  la courbure locale moyenne de la surface, vy et Iy une vitesse et
une longueur de référence.

L’existence d’une viscosité impose la continuité des vitesses et des contraintes
tangentielles. Si ’on suppose, dans le cas présent, que l’air est dynamiquement
inactif, alors sa contribution au bilan des contraintes tangentielles doit étre prise
égale & zéro :

s-T-nlg=0 (4.23)

De cette derniére équation, on déduit que :

siVi,jnj = —nﬂ/g’jsj (424)

expression que l'on peut écrire dans le repére local :

Un,s + Un,s = —Usn — Us,n

4.4.2. Ordres de grandeur

L’écoulement du fluide posséde, dans son ensemble, une composante irrota-
tionnelle que nous avons notée u et que nous prendrons comme référence des
ordres de grandeur :

]| =0(1)

Prés de l'interface, il existe une mince couche de fluide d’épaisseur § dans
laquelle la dissipation visqueuse est non-négligeable, c’est-a-dire ot le champ de
vitesses irrotationnelles ne suffit pas pour décrire I’écoulement. On superposera
donc, dans cette couche limite, I’écoulement irrotationnel & un écoulement pure-
ment rotationnel U. En outre, on supposera que les effets visqueux disparaissent
en dehors de la couche limite.

De cette derniére remarque, on peut déduire que les dérivées, suivant la nor-
male & U'interface, de grandeurs liées & I’écoulement rotationnel sont de 'ordre
de 5! fois ces grandeurs elles-mémes; et que les dériver suivant la tangente ne
change pas leur ordre (approximation de couche limite).

Du fait que w, =V, , — V,, s = =2V, 5, et que V,, ; est du méme ordre que
V. (O(1)), on a:

w, =0(1)
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4.4. Correction pour les fluides faiblements visqueux

Or,on a :
w, = 2Vs = 2ug , + O(51U)

Donc la vitesse U, est nécessairement d’un ordre de grandeur au plus égal &
0. Postulons que Uy est effectivement d’ordre 4 :

La divergence du champ U étant nulle, on connait également I’ordre de grandeur
de U, :

U, = 0(6?)
De I’équation :
AA, = —w,
on peut déduire 'ordre de grandeur de A, :
A, = 0(6%)

4.4.3. Equation de transport de A,

L’objectif de cette étude est de corriger la vitesse potentielle normale pour
prendre en compte la couche limite visqueuse :
dx
— =V U,n
i o+ Un
Or la vitesse normale U, est égale a la dérivée tangentielle de la composante
suivant z du vecteur potentiel A. Il faut donc écrire une équation de transport
pour A,.
L’équation vectorielle de Navier-Stokes sans dimension pour un fluide new-
tonien incompressible en présence de gravité s’écrit :

ov glo v
- . =_Vp— L= — 4.2
o (v-V)v Vp 7 e, + ke Av (4.25)

ol lp et vy sont une longueur et une vitesse de référence, v est la viscosité
cinématique du fluide. Re = vgly/v est le nombre de Reynolds de I’écoulement.

Si 'on calcule le rotationnel de cette expression, on obtient une équation
de transport pour la composante suivant z du vecteur tourbillon, dans laquelle
n’apparaissent plus la pression et le terme di & la graviteé :

Ow,, ov, 1
5 TV Vws = wa oo Aws (4.26)
ol dv, /dz est nul L.
D’aprés ’équation 4.18, on a :
0A, 1
A 5 +(v-V)(AA,) = EA(AAz) (4.27)

1 Ecoulement plan
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4. Etude du déferlement plongeant

Si ’on utilise 1la décomposition de la vitesse définie précédemment, on se
rend compte que le terme (U - V)(AA,) est d’ordre au plus égal a §. La partie
potentielle du terme convectif peut, quant & elle, s’écrire :

(u-V)(AA,) = upA.pnn+ usAs snn + O(0)
an(unAz,nn) + an(usAz,sn) - un,nAz,nn + 0(6)
= (9n(an(unAz,n) + an(an(usAz,s))

—UnnAzn) = On(tnndzn) + O(6)
= Opn(undsn +usA, s) — 200, (UnnAz) + O(F)
= A((u-V)A, + 2u, A.) + O(6)

le passage & la derniére égalité utilisant la nullité de la divergence de u et le fait
que les dérivées suivant s n’introduisent que des termes d’ordre inférieur a 9.
On peut alors utiliser le fait que :

AA, = —w, =2V, o = 2u, . + O(6%)
ainsi que le fait que v doive étre de I'ordre de §? pour que cette théorie soit
valable. On obtient :
0A,
ot
Les deux dérivées suivant n augmentant chacune I’ordre de §, le terme sous
le Laplacien est d’ordre 63. Le terme (U - V) A, étant d’ordre 4%, on obtient :

dA,
dt

2Up,s

ACEE+ (U V)AL + 2004, - T = 0() (4.28)

2
= —2ug ‘;Az n,8 ° 4.2
s s Az + St s+ O(F°) (4.29)

ou la dérivée particulaire est définie comme :

d 0
E—§+(u+Unn)~V

4.4.4. Equation de transport de U,

En substituant ’expression de p donnée par 1’équation 4.19 & 1’équation de
Navier-stokes adimensionnée 4.25, on obtient une équation de transport pour
U:

ou 1
W+(U~V)U+(U~V)u+(u-V)U:—VP+EAU (4.30)
de laquelle on déduit, en calculant le produit scalaire avec n, une équation pour

la composante normale U,, de U :

du, dn P
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4.4. Correction pour les fluides faiblements visqueux

Les termes dominants de cette équation sont d’ordre ¢, donc VP doit I’étre
également. Or, 9P/0n est de l'ordre de 6! P puisque le gradient comprend une
dérivée suivant la normale. On en déduit que :

P=0(8)

4.4.5. Détermination de la surpression dans la couche
limite
Dans 1’équation de transport de U,, si I’on décide de négliger les termes
d’ordre supérieur & 62, on doit remarquer que :

0?U,

I = o)
L0~ o)

T~ o)
Unag: = 0(®)

On obtient ainsi une équation pour la dérivée normale de P :

oP __dn Oouy,

— =U—-Us— 52 4.32
on dt v s +O(%) (4.32)
Calculons maintenant la quantité :
o=
-~ 0s’
avec JOM
V=——7—
dt

ol O est un point du plan et M le point d’étude sur la surface libre.
On peut intervertir la dérivée partielle et la dérivée particulaire, ce qui donne :

7i o00OM N
a_dt 0s

ou
oOM
ds S
est la tangente & la surface.
On a donc :
ds d dn dn
a:%on:%(sn)fsazf o
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4. Etude du déferlement plongeant

Le premier terme du second membre de ’équation 4.32 peut s’écrire :

dn dn 9
u. Ué( dt>+o(5)

Soit, en utilisant le résultat précédent :

L ~Us (Z¥ -n) + 0 (6?)
dt s
_ du 2
= U5 n+0()
_ Oun 2
Us e 0 (6°)
Finalement, on obtient :
orP Ouy, 9
oo~ s 1O

Or, Us = —A. ,, donc :

oP 0 (. oun ,
%_zan@ i >+<9(5)

En intégrant cette derniére égalité, on obtient une définition de la surpression
dans la couche limite, en fonction seulement de données de la surface libre :

ou,,
_|_

p=24,2"
0s

0 (5*) (4.33)

4.4.6. Condition dynamique

La condition dynamique & la surface libre s’obtient en remplacant ’expression
de p (4.19) dans le bilan des contraintes normales :

Jdp u-u glo ou, v OV, o 3
de  nu ) Y L Wi
ot + 2 Tz 'Uo Js * volg On pv3 r+ 00

dU,,/On est de l'ordre de §2, donc on peut simplifier cette équation et faire
intervenir la dérivée particulaire de ¢ :

u- gl Oou,, 2v Oug o) 3
oz —2A4, " — — = olt)
+ 3 ds  wolp Bs  puZ K+ 0@

dy
—Uyu, — 24
dt b 2

On dispose ainsi d’une condition dynamique pour le potentiel ¢ & la sur-
face libre, faisant intervenir A, préalablement calculé grace i son équation de
transport 4.29.
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4.4.7. Récapitulatif

Nous venons de présenter une méthode permettant de corriger la vitesse
potentielle déduite de 1’équation de Bernoulli. Cette correction nécessite la ré-
solution d’une équation de transport pour la composante suivant z du vecteur
potentiel A.

La condition cinématique peut désormais s’écrire :

dx
= ; 4.34
p =Veo+Upn (4.34)

ou U, est déterminée grace a la relation :

0A,
0s

U, = (4.35)

La condition dynamique & la surface libre s’écrit :

dy u- gl Ay, 2v Qus o 3
-U- oz —2A,—— — — = O 4.
=+ (2) Os  wly 0s  pv (2)'% +007)  (4.36)

dt 2

A, est calculé en résolvant son équation de transport :

dA,
dt

2 s + O (4.37)

—2ug A, + T

On pourrait imaginer corriger également la vitesse tangentielle. Néanmoins,
cette correction ne modifie en rien I’évolution de la surface, puisqu’une surface
géométrique ne se déplace que suivant sa normale.

4.5. Conclusions

Une méthode d’intégrale de frontiéres pour les écoulements plans périodiques
de fluides non visqueux a été présentée dans ce chapitre. Une formulation "préte
4 ’emploi" permettant de corriger la vitesse potentielle de I'interface pour les
fluides faiblement visqueux a été développée. Elle n’a malheureusement pas pu
étre appliquée au cas du déferlement, des problémes dus & la périodicité étant
survenus lors de 'implémentation.

La méthode intégrale pourrait étre assez facilement appliquée aux écoule-
ments non périodiques comme, par exemple, une onde solitaire déferlant sur une
plage. La seule condition nécessaire & cette formulation est la connaissance soit
du potentiel des vitesses, soit de la fonction de courant sur chacune des por-
tions du contour. Ainsi, toute frontiére solide vérifie cette condition puisque la
fonction de courant y est constante (constante que 1’on peut choisir nulle).
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5. Méthode intégrale en trois
dimensions

5.1. Equations gouvernant 1’écoulement

Dans cette partie, nous décrivons le systéme d’équations régissant un écou-
lement potentiel en trois dimensions et les équations intégrales permettant de
déterminer la densité de dipoles et la vitesse normale & l'interface.

Equations intégrales

Si un champ de vitesse u est tel que son rotationnel est nul partout, alors il
peut s’écrire sous la forme :

u=Vop

ol ¢ est appelé potentiel des vitesses et est défini & une fonction du temps prés,
puisque qu’il n’a de sens que par son gradient, donc par ses dérivées spatiales.
La condition d’incompressibilité, ou de conservation de la masse peut alors
s’écrire :
Ap =0

ce qui signifie que ¢ est une fonction harmonique des variables d’espace. Cette
propriété permet d’utiliser le théoréme de Green et on montre, grace & celui-ci,
que pour une surface S enfermant un volume €, le potentiel en un point intérieur
M peut s’exprimer en fonction du potentiel sur la surface :

et = [ (1222 (1) s -

ol n est la normale unitaire extérieure 4 la surface et A la distance entre le point
M et le point d’intégration sur la surface.

Si ’on considére maintenant le probléme extérieur, toujours par rapport au
point M, le théoréme de Green permet d’écrire une seconde équation, similaire
a la premiére, pour le potentiel extérieur ¢’ :

, 0 (1 [ 1oy
/S*” an <x>d5 /S Non ™
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5. Méthode intégrale en trois dimensions

ol n est toujours la normale extérieure au premier milieu, c’est-a-dire la
normale intérieure au second. En outre, la condition cinématique & la frontiére
des deux fluides impose la continuité des vitesses normales :

e, _ 0¥
on' " on'®

Appelons p le saut de potentiel & linterface : u = ¢ — ¢’. L’équation 5.1

devient alors :
M)=-—L i(l)ds (5.2)
p(M) = Ar Jg Fan \X '
Cette formulation montre de maniére évidente que la valeur du potentiel
en un point intérieur peut étre obtenue grice, uniquement, & la connaissance
d’une densité de dipoles distribués sur la surface. Ceci montre également que le
potentiel, et donc la vitesse tangentielle des particules fluides, sont discontinus
a la traversée de Uinterface. En effet, la continuité de la vitesse tangentielle est
une caractéristique des écoulements visqueux et liée au développement d’une
couche de vorticité prés de I'interface. Dans le cas d’écoulement potentiels, cette
vorticité reste, via la distribution de dipoles, confinée sur ’interface.
Il s’agit maintenant d’exprimer la valeur du potentiel sur la surface en fonc-
tion de cette répartition de dipodles, en prenant la limite de l'expression 5.2
lorsque le point M tend vers un point de la surface. On obtient (Cf. Annexe C) :

o) = 5u00) - - [ - (%)ds (53

ou u(M)/2 est le résidu et l'intégrale doit étre prise au sens de la valeur
principale de Cauchy. Cette équation est une équation de Fredholm de seconde
espéce pour u. Si, & un instant ¢, on la suppose résolue, on connait donc ¢ et u en
tout point de la surface, ce qui nous permet de calculer la vitesse des particules
fluides sur 'interface.

Connaissant , on peut, dans un premier temps, calculer la vitesse tangen-
tielle des particules fluides du milieu intérieur, a I’'interface :

u; = VSQO

ou V, est 'opérateur gradient sur la surface.
Il reste, si 'on veut connaitre la vitesse totale des particules & Iinterface,
& déterminer la vitesse normale & celle-ci. Pour cela, on introduit un vecteur
potentiel A tel que :
u=VAA

Dans ce cas, on montre [29] que la vecteur A peut s’exprimer en fonction de la

densité de dipoles p :
A= 1/ nAv, (L)ds (5.4)
o 47T S H s )\ )
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ou Iintégrale doit encore étre prise au sens de la valeur principale de Cauchy.
Le vecteur A étant déterminé, on peut calculer la vitesse des particules fluides
normale & l'interface :
U, =(nAVy)- A

La détermination du champ de vitesse & 'interface nécessite donc uniquement
la connaissance du potentiel des vitesses sur I'interface.

Suppression de la singularité du noyau des intégrales

La principale difficulté des méthodes intégrales réside dans le fait que les
noyaux des intégrales précédentes sont singuliers. C’est pour cette raison qu’elles
ont été introduites au sens de leur valeur principale. Pour supprimer cette sin-
gularité, on utilise une propriété mathématique de la fonction de Green :

an

/n/\VS (l)dS:O
g A

Ces deux valeurs principales nous permettent d’écrire les équations 5.3 et 5.4
sous la forme :

/ 0 (i)dS%r S surface fermée
s

o) = u0n)+ - [ on -y (5 )as (5.5
1 1
a0n = o[- uonnav. (5 )as (56)

ou les intégrands ne présentent plus de singularités.

Il a été montré, dans divers articles, que les intégrands varient fortement a
proximité du point M. Il est donc nécessaire d’intercaler des points supplémen-
taires sur la surface, servant uniquement au calcul. Dans le cas présent, nous
avons utilisé des fonctions splines pour interpoler les valeurs de ’abscisse, de
I’ordonnée des points de la surface, et de p.

Equation de Bernoulli sur la surface

L’écoulement d’un fluide non visqueux est décrit par la condition dynamique,
c’est-a-dire ’équation de Bernoulli de laquelle on peut déduire :

— =_u"+ o gz dans Q (5.7)

ol p est la densité du fluide intérieur, p la pression intérieure par rapport a
une pression de référence, g 'accélération de la pesanteur, z I’ordonnée du point
considéré et la dérivée particulaire d’une grandeur « est définie comme :

da O«

%fE‘F(UV)Oé
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5. Méthode intégrale en trois dimensions

Il faut également vérifier la validité de ’équation de Laplace & l'interface, ou
condition d’équilibre des contraintes normales :

p], = %KJ sur S = 9Q (5.8)

ou o est le coefficient de tension de surface et x la courbure moyenne locale de
la surface.

A ce stade, nous ferons I’hypothése que le fluide extérieur est dynamiquement
inactif et qu’il assure une pression uniforme sur 'interface. C’est pour cette raison
qu’une seule équation de Bernoulli est écrite; le potentiel ¢’ extérieur n’étant
pas déterminé.

On peut réécrire I’équation de Bernoulli sur Uinterface et utiliser la seconde
équation pour supprimer la pression :

(2—(': = %u2 + %Ii —gz (5.9)
La pression atmosphérique n’apparait pas dans cette équation car le potentiel
¢ est défini & une fonction du temps prés, donc dp/dt & une constante preés.
Remarquons que la courbure intervenant dans cette équation est une courbure
algébrique, dans la mesure ou le saut de pression peut prendre des valeurs posi-
tives ou négatives. Il faut donc définir la courbure en ayant préalablement orienté
la surface.

On peut maintenant rendre I’équation 5.9 sans dimension de deux maniéres
différentes : soit en utilisant comme vitesse de référence /Rg, ou R est une
longueur caractéristique du probléme considéré, soit en utilisant y/o/pR. On
obtient respectivement :

dy 9 o

- — 1
g 5 + pgRZH z (5.10)
dy 1 pgR®

- - 11
g 5 + K s (5.11)

ot le nombre de Bond pgR? /o est le seul nombre sans dimension déterminant ce
type d’écoulement. Ces deux équations sont rigoureusement identiques puisqu’il
suffit de multiplier la premiére par le nombre de Bond pour obtenir la seconde.
Néanmoins, grace & cette écriture, on peut voir plus facilement les deux com-
portements asymptotiques de ce genre de probléme; & savoir, d’une part, si les
effets de tension de surface sont négligeables ou, d’autre part, si la gravité est
négligeable. Dans le premier cas, le terme de tension superficielle de 1’équation
5.10 disparait et 1’écoulement devient universel ; dans le second, c’est le terme
da ala gravité qui disparait de I’équation 5.11 et ’écoulement devient également
universel.

Ce raisonnement simple nous conduit & des considérations numériques. Si ’on
ne prend pas en compte la gravité, par exemple, il est important de connaitre
lordre de grandeur des rapports d’échelles de la courbure, de maniére & faire le
calcul pour obtenir des valeurs de ¢ acceptables (O(1)).
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Condition cinématique

La condition cinématique exprime le fait que la vitesse normale & 'interface
des particules fluides est égale 4 la vitesse de la surface. Soit x la position d’un
point de la surface; si u est la vitesse de la particule ayant cette position & un
instant donné et n la normale & la surface, la condition cinématique s’écrit :

d
d—)t(~n:u-n (5.12)

5.2. Cas particulier d’un écoulement & symétrie
axiale

Les équations précédemment établies sont valables pour un écoulement tridi-
mensionnel. Lorsque le probléme est axi-symétrique, il est possible de simplifier
considérablement ces équations.

Si l'on décrit I’écoulement dans un systéme de coordonnées cylindriques
(r,0,z), on peut supposer, pour certains problémes comme la coalescence de
deux gouttes en apesanteur, qu’aucune variable n’a de dépendance en 6, c’est-
a-dire que 9/96 = 0 pour toutes les grandeurs du probléme. En particulier, et
dans la suite de ce chapitre, on suppose que la vitesse dans la direction 0 est
nulle.

Soit M un point de calcul de coordonnées (R,0, Z). La distance A entre ce
point et le point P de coordonnées (7,0, z) peut s’écrire :

MR, Z,r,0,2) =\/(r + R)2 — 2rR(1 4 cos ) + (z — Z)? (5.13)

On peut décomposer les intégrales des équations 5.1 et 5.6 en séparant les
intégrations en r, 6 et z :

o) = w00+ GO0 - [ (3 )avas Gaa)
AM) = fi S(H(M)*/l)r /en/\Vs (%) df ds (5.15)

ol s est ’abscisse curviligne décrivant la surface.
On montre (Cf. Annexe C), que les deux intégrales sur 6 peuvent s’exprimer
en fonction d’intégrales elliptiques :

PO = p0) + [ (ud) = ) K, ds (5.16)
AOD) = = [ (b)) K ds (5.17)

ou K, et K4 sont des fonctions des intégrales elliptiques complétes de premier
et troisiéme type.
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5. Méthode intégrale en trois dimensions

Les vitesses tangentielle et normale s’obtiennent, en symétrie axiale, & partir,
respectivement, de ¢ et Ay :

¢

= -].
1 37’149
= - 1
tn r 0s (5.19)

Le calcul de la vitesse normale pose un probléme sur I’axe de symétrie, c’est-
a-dire pour » = 0. On constate que la limite de Ay quand r tend vers zéro doit
nécessairement étre nulle. En effet, si ’on décompose u,,, on trouve :

_om Agor
tn = Os r Os

On sait que lim,_,o dr/ds = 1, donc pour que la vitesse normale sur I'axe de
symeétrie ait une valeur finie, on doit vérifier :

lim Ag =0
r—0
Partant de ce fait, le développement limité en zéro de Ay s’écrit :

Ap(s k1) = s% + o(s?) (5.20)

Etant donné que s ~ r en zéro, on a finalement :

0Ay

(5.21)

Un raisonnement identique conduit & la méme formule pour ’autre pole.

5.3. Meéthode numérique

Le systéme d’équations & résoudre est composé de la conservation de la masse
(équation de Laplace pour ¢ écrite sous forme intégrale), de ’équation de Ber-
noulli sur la surface et de la condition cinématique :

Ap = 0 (5.22)

do 1, K

T = Zu?-o — 2

dt 2" T B (5.23)
leit( ‘n = u-n (5.24)

Si Pon définit la surface & l’aide de points (x), il apparait que la vitesse
tangentielle de ces points est arbitraire puisqu’une surface géométrique n’a pas
de vitesse tangentielle. Le choix le plus simple est de prendre la vitesse des
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5.3. Meéthode numérique

particules fluides, ce qui revient & utiliser, non plus la condition cinématique
précédente, mais :

dx

at "

La méthode intégrale utilisée ici peut étre récapitulée ainsi :

— Connaissant la position des points de 'interface et le potentiel ¢ & l'instant
initial, on peut déterminer y en chacun de ces points en résolvant 1’équation
de Fredholm 5.16
La courbure locale est calculée en tous les points de I'interface
— u permet de déterminer le vecteur potentiel A & la surface grace a l'inté-
grale 5.17 et ainsi d’obtenir la vitesse normale uy
© permet de calculer la vitesse tangentielle des particules fluides ug

— Les points de l'interface sont advectés grace & ces deux composantes de la

vitesse

— Le potentiel ¢ est advecté en temps grice a I’équation de Bernoulli
On connait ainsi ¢ et les positions des points de l'interface & I'instant suivant et
on peut itérer le processus.

Description de la surface et des champs scalaires

Le calcul des intégrales nécessite une interpolation des points de la surface et
des valeurs de ¢ et u. En outre, le calcul de la courbure moyenne locale est difficile
a effectuer sans une interpolation, puisqu’il fait intervenir la dérivée seconde des
coordonnées des points par rapport & I’abscisse curviligne. Si ’on souhaite que
la courbure soit continue le long de l’interface, il est naturel de choisir une
interpolation polynomiale du troisiéme ordre. L’utilisation de fonctions splines
cubiques a été retenue pour cette étude, puisqu’il s’agit bien d’une interpolation
du troisiéme ordre.

On représente la surface par une chaine de points (r;, z;), & chacun desquels
correspondent un potentiel ; et une densité de dipoles p,. Il s’agit, a partir de
cette distribution de points, de trouver une interpolation correcte. Etant donné
que la surface n’est pas nécessairement représentable par une fonction de la
distance & axe de symétrie (Cf. Fig. 5.1), on doit utiliser une interpolation des
valeurs de r; et z; en fonction d’un paramétre monotone le long de l'interface.
De plus, les intégrales 5.16 et 5.17 sont effectuées sur 1’abscisse curviligne. Le
choix le plus simple consiste donc & prendre pour paramétre la distance cumulée
entre les points du maillage, qui est une approximation de l’abscisse curviligne.
Appelons s ce paramétre. On a :

1—1
si=> V(i =)’ + (2o — 2)?
0

Les fonctions splines sont constituées d’un ensemble de polynémes du troi-
siéme degré, définis sur chaque segment de telle sorte qu’elles soient de classe Co
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5. Méthode intégrale en trois dimensions

e

F1G. 5.1.: Interpolation des points de la surface par des fonctions splines cubiques

aux points de jonction des polynémes. Elles sont donc dérivables deux fois en
ces points et leur dérivée seconde est continue.

On détermine ces fonctions splines cubiques pour les valeurs r;, z;, @; et u;,
pour le paramétrage s choisi précédemment. Notons que ce paramétrage n’est
pas le seul possible. Il est préférable, dans certains cas, lorsque les points sont trés
proches les uns et des autres dans une région de la surface, d’utiliser la fonction
continue &, affine par morceaux, qui vaut 7 au point 7. Les intégrales rencontrées
dans ’équations de Fredholm et pour le calcul de Ay sont alors effectuées sur
§'(€)d¢. La quantité s'(&) est facile & calculer, puisqu’on a :

ds\ > _ (dr 2 n dz\?

¢ ) \d¢ d€
Les fonctions splines de r et z étant calculées avec & comme paramétre, on
connait leur dérivée premiére par rapport a £.

Reésolution de I’équation de Fredholm

Le noyau de l'intégrale de Fredholm (5.16), méme s’il perd sa singularité
grace & la propriété mathématique utilisée précédemment, varie fortement au
voisinage du point de calcul, et notamment lorsque celui-ci se trouve au pole
(sur ’axe de symétrie). On ne peut donc pas calculer les intégrales & ’aide d’une
simple régle du trapéze ou de Simpson. La solution employée traditionnellement
consiste & intercaler des points de maillage qui serviront uniquement au calcul
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5.3. Meéthode numérique

des intégrales. En chacun de ces points, interpolés grace aux splines cubiques, est
calculée la valeur exacte du noyau. On peut ensuite utiliser la régle d’intégration
du trapéze sur chaque intervalle défini par les nouveaux points.

Pour la résolution de ’équation de Fredholm, deux possibilités s’offrent &
nous :

— Discrétiser cette équation et 1’écrire sous la forme d’un systéme matriciel

Aijpj = o

— ou bien faire converger les séries de Neumann en utilisant comme condition

initiale des valeurs de p proches de la solution.

Dans le cadre de cette étude, nous avons utilisé la seconde solution. Les va-
leurs de p au pas de temps précédent ont été utilisées comme valeurs initiales.
Soient 1 les valeurs de la densité de dipoles & I'itération n. Les valeurs & l'ité-
ration n + 1 sont obtenues grace & 1’équation 5.16 :

HHO) = o O0) = [ () < ") K ds (5.25)
S

Ces séries de Neumann convergent vers la solution, en pratique assez rapidement :

environ une dizaine d’itérations suffisent pour approcher la solution &4 106 prés.

Le critére de convergence que nous avons utilisé ici porte sur la valeur de la

norme infinie de la différence des deux vecteurs u? et pi'*!

i .

5.3.1. Pas de temps adaptatif

L’utilisation d’un pas de temps adaptatif permet de garder un contréle sur
Perreur effectuée sur la solution. En effet, supposons qu’a l'instant ¢, le pas de
temps ait une valeur 7y. A partir de cette valeur, on advecte en temps les points
de la surface et le potentiel ¢ de deux maniéres différentes : la premiére pour
7o, la seconde pour 79/2, deux fois de suite. Si ’on suppose maintenant que la
solution obtenue pour 7y/2 est la solution du probléme & 'instant ¢+ 7, on peut
définir une erreur représentant I’écart entre cette solution et la solution obtenue
pour un pas de temps de 7y. L’erreur que nous avons choisie est, une fois de
plus, la valeur de la norme infinie de la différence des deux distributions de (.
Connaissant cette erreur, on peut alors, par exemple, diviser le pas de temps par
2 si elle est supérieure & une valeur prescrite, le multiplier par 1.5 dans le cas
contraire.

Le schéma numérique utilisé ici pour I’avancement en temps de ’équation de
Bernoulli et de la condition cinématique est un schéma d’Euler classique.

5.3.2. Lissage de la surface, du potentiel et de la densité
de dipoles
1l a été remarqué dans de nombreux articles que les méthodes intégrales pré-
sentaient de fortes instabilités & I’échelle de la maille. Ce phénoméne est di, en

partie, & I'imprécision de la résolution de l'intégrale de Fredholm. Pour éviter ce
probléme, de nombreux auteurs ont recours a un lissage de la surface, supprimant
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5. Méthode intégrale en trois dimensions

ces longueurs d’ondes de l'ordre de la maille qui n’ont aucune réalité physique.
Le principe que nous avons utilisé est assez simple et basé sur la connaissance
des fonctions splines pour les points de la surface, ¢ et . Connaissant les coef-
ficients des polynomes sur chaque intervalle, on peut redistribuer les valeurs des
coordonnées des points, ainsi que ¢ et p i la moitié de chacun de ces intervalles.
On obtient alors une nouvelle répartition de ces grandeurs, répartition & partir
de laquelle on peut calculer de nouveau les fonctions splines. La deuxiéme étape
consiste & replacer les valeurs une seconde fois & la moitié de chaque nouvel in-
tervalle. On espére ainsi supprimer les instabilités dont la longueur d’onde est
comparable & la maille de calcul.

Néanmoins, cette technique de lissage pose un certain nombre de problémes.
En effet, supposons qu’a un instant ¢ donné, la valeur maximale du déplace-
ment des points de l'interface par la condition cinématique soit égale & €. On
ne connait pas, a priori le déplacement de la surface généré par le lissage. Si ce
déplacement est supérieur 3 ¢, alors & 'instant ¢, ce n’est plus le schéma d’advec-
tion qui détermine I’évolution de la surface, mais I'algorithme de lissage, ce qui
provoque un comportement non physique de la surface libre. Pour cette raison,
il est nécessaire d’employer un pas de temps suffisamment petit pour assurer la
stabilité de la méthode, mais suffisamment grand pour que le lissage ne prenne
pas le controle du mouvement.

De méme que pour les points de la surface, le potentiel des vitesses ¢ suit
cette régle : si sa variation entre deux pas de temps successifs est plus faible que
celle provoquée par le lissage, la validité du comportement ultérieur de la surface
n’est plus garanti.

Les tests qui suivent ont été effectués avec un pas de temps fixe pour éviter
ces problémes dus au lissage.

5.4. Tests de convergence de la méthode

Les méthodes intégrales possédent un certain nombre de paramétres régissant
leur précision, & savoir le nombre de points distribués sur la surface, le nombre
de points additionnels sur chaque segment pour la résolution des intégrales, le
pas de temps, la précision de résolution de I’équation de Fredholm. Nous nous
proposons dans cette partie, de faire une étude sommaire de la convergence de
notre méthode en fonction de ces paramétres. Le cas que nous utilisons posséde
une solution analytique; il s’agit de l'oscillation d’une goutte en apesanteur,
initiée par le mode 2 d’oscillations.

Prenons comme condition initiale une goutte de rayon 1 sur la surface de
laquelle est initialisé un potentiel des vitesses égal & [3] :

@(r,0) = Ar?Py(cosf) (5.26)

ou 6 est la colatitude, 7 = 1, P»(cos @) est le polyndéme de Legendre d’ordre deux
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et peut s’exprimer sous la forme :
1 2
Py(cosb) = 5(3 cos“ 6 + 1) (5.27)

Pour A suffisamment petit, on doit observer une oscillation non atténuée (de
fait, ’écoulement étant potentiel, on ne doit constater aucune dissipation) et de
pulsation [25] :

5y 8o

s (5.28)

Le temps étant adimensionné par /pr3/c, on doit donc observer une pulsa-
tion de :

Q= 2V2 = 2.8284271

Différents tests ont donc été effectués sur le nombre de points décrivant la
surface, le nombre de points de calcul sur chaque segment, le pas de temps et
I’amplitude A de l'initialisation de .

Tests sur le nombre de points décrivant la surface

Le premier paramétre numérique influencant la précision de la méthode est,
bien-stir, le nombre de points décrivant la surface. Des tests ont été effectués
pour déterminer le nombre de points & partir duquel la simulation pouvait étre
supposée réaliste. La figure 5.2 représente la masse de la goutte au cours du
temps. Cette quantité a été remise a 1’échelle de telle sorte qu’elle soit égale a
un & linstant initial.

1.02

0.98 -

0.96

0.94

0.92

0.9

F1G. 5.2.: Masse de la goutte en fonction du temps, pour 20, 40, 80 et 160 points.
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Les pas de temps utilisés sont respectivements, dans ’ordre croissant du
nombre de points : 0.001, 0.0005, 0.00025 et 0.00025. En effet, un nombre de
points plus grand nécessite un pas de temps plus faible pour que le schéma
d’advection reste stable. 5 points additionnels sur chaque segment ont été utilisés
pour le calcul des intégrales et une amplitude de 0.1 pour le potentiel des vitesses
a été choisie.

On peut considérer que 80 points suffisent pour ce type de problémes, dans
la mesure ou la masse perdue aprés quatre périodes d’oscillations n’est que de
0.2%. Les fréquences d’oscillations obtenues sont reportées sur le tableau suivant.

N w

20 | 2.79253
40 | 2.81284
80 | 2.81442
160 | 2.81678

Les valeurs de la pulsation semblent converger vers 21/2, mais il reste & étudier
Iinfluence du nombre de points de calcul pour les intégrales et de ’amplitude

Tests sur le nombre de points de calcul par segment de surface

Une étude sur l'influence du nombre de points de maillage ne suffit pas &
rendre compte de la convergence d’une méthode intégrale. En effet, comme il a
été remarqué précédemment, les noyaux des intégrales varient fortement entre
deux points de la surface et particuliérement & proximité des poles. Il est donc
nécessaire d’ajouter des points sur chaque segment pour le calcul des intégrales.
Le nombre de ces points par segment conditionne ainsi la précision avec laquelle
les intégrales sont calculées et, en conséquence, la précision de la méthode.

Pour un pas de temps de 0.00025 et 81 points, des calculs ont été effectués
pour un nombre de points par segment variant de 0 & 6. L’amplitude A est
toujours égale & 0.1.

La fréquence des oscillations change de maniére notable en fonction du nom-
bre de ces points. Le tableau 5.1 représente les valeurs de la pulsation pour
chacun de ces calculs.

N 0 1 2 3 4 ) 6
w | 2.78017 | 2.80187 | 2.81127 | 2.81442 | 2.81757 | 2.81757 | 2.81757

TAB. 5.1.: Pulsation en fonction du nombre de points de calcul par segment.

A partir de 4 points, la pulsation ne change plus, mais reste inférieure a 2+/2.

D’autres tests ont montré que le pas de temps — et donc le lissage, puisque
celui-ci est effectué & chaque pas de temps — avait une influence sur les oscilla-
tions. Pour un pas de temps inférieur ou égal & 0.0005, 81 points, 5 points de
calcul par segment, la pulsation est égale & 2.81757.

96



5.4. Tests de convergence de la méthode

Tests sur ’amplitude des oscillations

Un dernier test capital a consisté a faire varier 'amplitude imposée sur la
condition initiale du potentiel des vitesses. La figure 5.3 représente les oscillations
du point supérieur de la goutte se trouvant sur ’axe de symétrie, en fonction de
A. Le pas de temps est égal & 0.00025, le lissage s’opére a chaque pas de temps,
5 points de calculs additionnels sur chaque segment sont utilisés et 81 points
décrivent la surface.

° ; A L —— A=0.01
A=10.05
A=01
12t A=04
~A=05
- 1 i
0.8 i
0.6 L L L L I L
0 2 4 6 8 10 12

Fi1a. 5.3.: Oscillations de la goutte en fonction de A

La fréquence des oscillations augmente lorsque A diminue; cette fréquence
doit converger vers vers 2v/2, comme le prévoit I’étude aux petites perturbations.
En effet, on constate qu’une bonne approximation (& 10~2 prés) est obtenue pour
A =0.05 ou A = 0.01. Néanmoins, la monotonie de la courbe n’est vérifiée que
jusqu’a A = 0.05 (Cf. Fig. 5.4).

Discussion

Plusieurs conclusions peuvent étre tirées de cette étude de convergence. La
pulsation obtenue pour A = 0.05 approche la solution & 10~2 prés, mais la va-
leur obtenue pour A = 0.01 est moins bonne. Ce probléme doit certainement
étre attribué au lissage, dont l'influence est difficile & quantifier. Plus ’ampli-
tude des oscillations est faible, plus on court le risque de donner au lissage une
grande importance relativement au schéma d’advection. L’idée selon laquelle on
pourrait employer ce lissage moins souvent, c’est-a-dire par exemple, tous les
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29 r B
2v/2
2.8 B
3
2.7 B
26 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fic. 5.4.: Pulsation de la goutte en fonction de A

dix pas de temps, ne semble pas appropriée puisqu’en faisant cela, on introduit
des chocs dans la résolution des équations. L’objectif est de conserver un al-
gorithme le plus continu possible, dans lequel doit s’inscrire le lissage. Il serait
donc probablement intéressant d’essayer de pondérer le lissage par un coeflicient
dépendant du déplacement moyen des points du maillage. Une autre idée, plus
simple, consisterait & utiliser non plus le schéma d’Euler mais un schéma de
Runge-Kutta d’ordre quatre. L’erreur produite par un schéma de Runge-Kutta
d’ordre 4 est de Iordre de §t°, tandis que celle produite par un schéma d’Euler
est d’ordre §t2. On doit donc pouvoir utiliser, avec un schéma de Runge-Kutta,
un pas de temps plus grand sans altérer la précision et la stabilité de la méthode.
En théorie, si it g est le pas de temps utilisé pour le schéma, d’Euler, on doit pou-
voir choisir un pas de temps de 5t?5/5 pour obtenir une erreur comparable avec
le schéma de Runge-Kutta. En outre, I'utilisation d’un pas de temps plus grand
permet de donner au lissage une importance moindre par rapport au schéma
d’advection. On constate, en effet, que cette technique donne un meilleur résul-
tat pour A = 0.01, en prenant un pas de temps de 0.0025. On obtient w = 2.8239,
valeur égale a celle obtenue avec le schéma d’Euler pour A = 0.05. La précision
obtenue (1072) est & attribuer au moyen de calcul de la pulsation. Ne faisant le
calcul que sur dix oscillations de la goutte, on ne peut pas obtenir un résultat
avec une plus grande précision. La solution serait de faire un développement en
série de Fourier du signal sur une centaine de périodes; seule la précision de la
méthode interviendrait alors dans le calcul de la pulsation. Ceci n’est en pratique
pas réalisable, & cause de I’accumulation des erreurs d’arrondis.
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5.5. Impact d’une goutte sur une surface
hydrophobe

La méthode intégrale décrite précédemment peut s’appliquer & un grand
nombre de problémes, pourvu que la surface considérée soit fermée et que la
physique puisse étre décrite par une formulation potentielle. C’est le cas de
Iimpact d’une goutte (d’eau, par exemple) sur une surface hydrophobe. Les
surfaces hydrophobes sont un sujet de recherche industrielle, notamment dans
le domaine de I’automobile. La conception de pare-brises hydrophobes présente
par exemple un grand intérét. Plus généralement, de nombreuses applications
sont envisageables pour les surfaces ou textiles hydrophobes, ne s’altérant pas
au contact des liquides.

Des expériences ont été effectuées par Denis Richard et David Quéré sur dif-
férentes surfaces, dont certaines traitées spécialement pour avoir un haut pouvoir
hydrophobique [4, 42]. De tels matériaux sont fabriquées en créant de petites ru-
gosités (de 'ordre du micron) sur leur surface. On réduit ainsi I’angle de contact
entre la goutte et le solide (Cf. 5.5).

Fia. 5.5.: Schéma d’une goutte posée sur une surface hydrophobe. L’angle de
contact 0 est proche de zéro (6 < 10°).

Les simulations effectuées sur ce probléme avec la méthode intégrale ont
nécessité une définition, en termes numériques, de la surface hydrophobe. On ne
peut pas, avec ces méthodes, imposer une valeur nulle & la vitesse sur la zone
d’impact.

La maniére la plus physique de prendre en compte la surface hydrophobe est
de la matérialiser par une force qui lui est perpendiculaire et exponentiellement
décroissante lorsqu’on s’en éloigne (Cf. 5.6) :

f(z) = 10000 0% %¢, (5.29)

Pour le calcul, on a ajouté le potentiel ¢; de cette force & I’équation de
Bernoulli :

f(2) =Vys = pf = —10e 10002
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5. Méthode intégrale en trois dimensions

Le terme source ¢ est donc égal & —10 sur la surface hydrophobe et décroit
trés rapidement vers zéro lorsqu’on s’en éloigne. Par exemple, pour z = 0.01 (1%
du rayon de la goutte si on a choisi ce dernier égal & 1), le potentiel est égal a
¢r = —10e71% = —4.54e*. L’influence de cette force sur le mouvement de la
goutte est donc limité & une région trés proche de la surface hydrophobe. Cette
formulation présente néanmoins un inconvénient : I’effet ventouse de la surface
de la goutte en contact avec le plan ne peut pas étre pris en compte. La chaine
de marqueurs en contact avec le plan peut en effet se décoller de celui-ci et c’est
effectivement ce que ’on observe. Cependant, I’amplitude de ce décollement est
négligeable par rapport aux déformations de la goutte lors de 'impact.

Notons qu’avec cette technique, on évite le probléme difficile de ’angle de
contact des trois interfaces (liquide-gaz, gaz—solide, solide-liquide). Cet angle 6
est égal & zéro dans nos simulations. En outre, on autorise les particules fluides
de la zone de contact & avoir une vitesse tangentielle & celle-ci.

1Tt

Fi1G. 5.6.: Schéma de 'Impact d’une goutte sur une surface hydrophobe. La sur-
face est représentée par une force verticale dirigée vers le haut et décroissant
exponentiellement avec z.

Nombre sans dimension

Pour réaliser ces simulations, nous avons décidé de ne pas tenir compte de la
gravité. La condition dynamique résolue est donc la suivante :

— =—u"+k (5.30)
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5.5. Impact d’une goutte sur une surface hydrophobe

Aucun nombre sans dimension n’intervient dans cette équation. Le probléme en
contient pourtant un, construit & partir de la vitesse d’impact, le nombre de
Weber :

We = pRV?/o

ou p est la masse volumique du liquide, R le rayon de la goutte, o la coefficient
de tension de surface liquide—gaz et V' la vitesse d’impact. Le rayon de la goutte
utilisé pour le calcul est de 1, o/p est égal & 1, donc le nombre de Weber est égal
a V2, ou V, est la vitesse d’impact numérique.

Si on initialise les calculs avec une vitesse d’impact V,,, on peut retrouver
la vitesse d’impact physique correspondant & une masse volume, une tension de

surface et un rayon réels, par :
[o
V=Vu/—

Pour initialiser la vitesse d’impact, on débute le calcul avec un potentiel
des vitesses uniforme sur la surface de la goutte et égal & ¢; = —az, ce qui
correspond & une vitesse de :

V,=—ae,

Simulation numérique

Une simulation a été effectuée en utilisant les mémes paramétres que ceux de
I’expérience décrite par Denis Richard, & savoir la masse volumique et la tension
de surface de ’eau, une vitesse d’impact de 41 cm s™!, soit une vitesse numé-
rique sans dimension de 2.02. La figure 5.7 représente les profils expérimentaux
obtenus avec une caméra rapide. Les intervalles de temps entre les images sont
respectivements de 2.7, 1.8, 0.4, 1, 0.2, 0.2, 0.4, 0.4 et 0.9 ms. On distingue clai-
rement sur ces photos les ondes capillaires évoluant sur la surface de la goutte.
Le jet vertical semble étre issue de la convergence de ces ondes au sommet de la
goutte. Avant I'impact, la goutte n’est pas sphérique, mais plus proche du mode
2 des harmoniques sphériques. Ne connaissant pas la dynamique de la goutte
4 linstant initial, nous avons effectué le calcul avec une sphére pour condition
initiale.

La figure 5.9 représente les profils numériques successifs, séparés de 51072
en temps adimensionné. Le temps caractéristique utilisé pour supprimer les di-
mensions de ’équation de Bernoulli s’écrit :

T=+/pR3/c
A 51072 correspond donc le temps physique :
t=510"%y/pR3/0 = 0.43ms

pour une goutte d’eau de rayon 1.75 mm.
201 points ont été utilisés pour décrire la surface de la goutte, la durée du
calcul est inférieure & une heure. Les ondes capillaires sur la surface de la goutte
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5. Méthode intégrale en trois dimensions

F1G. 5.7.: Impact d’une goutte d’eau sur une surface hydrophobe (D. Richard
(2000)). La vitesse d’impact est de 41 cm s~*, le rayon de la goutte de 1.75 mm.
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5.5. Impact d’une goutte sur une surface hydrophobe
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Fic. 5.8.: Impact d’une goutte sur une surface hydrophobe. Images de synthése
réalisées & partir des profils successifs. Les intervalles de temps sont les mémes
que pour la figure 5.9.
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Fi1c. 5.9.: Impact d’une goutte sur une surface hydrophobe : profils numériques
successifs. Ces profils sont séparés de 51072 en temps adimensionné, soit 0.43 ms
pour une goutte d’eau de rayon 1.75mm.
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5.6. Conclusions

sont effectivement bien décrites et 1’on peut observer la naissance d’un jet vertical
rapide en fin de calcul (Cf. 5.10).

\/j&\/

Fic. 5.10.: Jet vertical formé par la convergence des ondes capillaires au sommet
de la goutte.

1l resterait & étudier I’éventuelle existence d’une singularité de courbure au
sommet de la goutte. Les profils expérimentaux montrent, en effet, que ce jet est
fin et trés énergétique, caractéristiques déja rencontrées dans ’étude de I’éclate-
ment de la bulle.

Si ’on diminue de maniére conséquente la vitesse d’impact, les ondes capil-
laires & la surface de la goutte ont des longueurs d’ondes beaucoup plus grandes.
La figure 5.11 représente 'impact d’une goutte pour une vitesse sans dimension
de 0.5, c’est-a-dire & peu prés le quart de celle de la simulation précédente. La
courbe restant connectée, on peut mener le calcul jusqu’au rebond de la goutte.

5.6. Conclusions

Dans ce chapitre, une méthode intégrale a été décrite, puis validée par une
étude sur le mode 2 d’oscillations d’une goutte en apesanteur. Cette formulation
s’applique aux écoulements potentiels, c’est-a-dire soit pour des fluides trés peu
visqueux, soit pour les instants courts de phénoménes interfaciaux. Son appli-
cation & Iimpact d’une goutte sur une surface hydrophobe donne de trés bons
résultats, en accord avec ’expérience.
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Fi1G. 5.11.: De haut en bas et de gauche a droite : impact lent, pour une
vitesse sans dimension de 0.5, soit 10cm s~ pour une goutte d’eau de rayon
1.75 mm.
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5.6. Conclusions

Telle qu’elle est écrite, la théorie formant la base de cette méthode ne s’ap-
plique qu’aux surfaces fermées, le liquide dynamiquement actif se trouvant & 1’in-
térieur. Il serait intéressant et utile de généraliser cette formulation aux surfaces
ouvertes. Ceci permettrait d’étudier, par exemple, le comportement d’ondes de
Faraday & la surface d’un liquide. Il est toutefois possible, moyennant des modifi-
cations, de faire ce type de calculs avec la méthode, telle qu’elle est décrite ici. On
peut ajouter & la surface libre, les bords du récipient, ainsi que le fond, et écrire
les équations intégrales pour la surface fermée, union de ces trois surfaces. Ces
modifications restent & faire et devraient permettre d’étudier plus précisément
la singularité de courbure rencontrée dans la premiére partie.
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6. Coalescence de deux gouttes en
apesanteur

La coalescence de gouttes sphériques est un phénoméne commun, puisqu’il
est responsable de la formation des gouttes de pluie dans les nuages. C’est, en
outre, un phénomeéne qui a suscité récemment un vif intérét de la part des physi-
ciens et mécaniciens des fluides. Les changements topologiques des interfaces sont
communément traités, avec I’outil numérique, sans tenir compte de la physique
locale de la rupture. La raison en est simple : les dimensions spatiales, & 1’ap-
proche de la rupture ou de la coalescence, atteignent des valeurs arbitrairement
petites 1. La plupart des méthodes numériques ne permet pas de traiter & la fois
toutes les échelles spatiales d’un probléme ou il apparait des changements to-
pologiques. Citons, pour exemple, la simulation de I’atomisation de jets & haute
pression dans les moteurs diesels. Lors de ’atomisation, un grand nombre de
gouttes est produit et & chaque goutte correspond un changement topologique
de linterface. Il serait vain de vouloir simuler de maniére globale ’atomisation
et de maniére précise, localement, chaque séparation ou coalescence de gouttes.
Les changements topologiques sont alors traités naturellement (avec la méthode
V.O.F. [24, 19]), lorsque les dimensions du jet ou du film atteignent la taille
de la maille. On peut, néanmoins, imaginer incorporer un modéle prenant en
compte la physique de la rupture. C’est pour cette raison qu’il est important de
comprendre la dynamique locale de la rupture ou de la coalescence.

De nombreux auteurs se sont intéressés & la description de ces problémes.
Des approches théoriques, numériques et expérimentales ont donné de trés in-
téressantes conclusions sur la rupture des jets liquides [12, 16, 13, 14] ou sur la
coalescence de gouttes en approximation d’écoulement de Stokes [17, 15]. A notre
connaissance, aucune étude numérique en approximation potentielle n’a été ef-
fectuée. C’est ce que nous proposons dans ce chapitre, en utilisant la méthode
intégrale décrite précédemment.

6.1. Comparaison avec ’expérience

Des expériences ont été menées en présence de gravité pour étudier la coa-
lescence de deux gouttes de mercure [32]. Les auteurs supposent, étant donné le

ldépassant la limite de 1’approximation des milieux continus
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6. Coalescence de deux gouttes en apesanteur

coefficient de tension de surface trés élevé du mercure (0.435 kg.s~2) que la gra-
vité déforme peu les gouttes de petite taille. Ces expériences ont donc été effec-
tuées sur des gouttes de 1g.. Dans ces conditions expérimentales, le phénoméne
peut étre assimilé & la coalescence de ces deux mémes gouttes en apesanteur,
c’est-a-dire qu'’il reste & symétrie axiale. Les gouttes sont posées sur une surface
4 haut pouvoir hydrophobe, ce qui rend la forme des gouttes encore plus proche
de la sphére.

La difficulté d’un tel probléme réside en premier lieu dans la condition initiale
4 adopter. En effet, avec la méthode d’intégrales de frontiéres utilisée ici, on ne
peut initialiser le calcul qu’avec deux gouttes connectées entre elles. Plus le pont
reliant les deux gouttes sera de petit rayon, plus la simulation se rapprochera
des conditions expérimentales initiales. Les méthodes d’intégrales de frontiéres
autorisent une certaine liberté sur la distribution, ou redistribution, des points
du maillage. On peut donc raffiner & souhaits le maillage aux endroits ou la
courbure est grande; c’est le cas du probléme considéré.

w=r2/k

=

Fi1G. 6.1.: Condition initiale statique pour le calcul de la coalescence de deux
gouttes

Prenons comme condition initiale statique deux sphéres tangentes, reliées
entre elles par un pont de liquide. Si 'on prend comme référence le rayon des
gouttes R, des considérations géométriques simples montrent que le rayon de
courbure de ce pont est égal & w/2 = rﬁ/QR, ou 7, est la distance du point P &
Paxe de symétrie (Cf. fig 6.1).

Les simulations présentées ensuite ont été effectuées avec une condition ini-
tiale telle que r, = 0.1R. Pour résoudre toutes les échelles du probléme, un
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6.1. Comparaison avec ’expérience

maillage non uniforme & été utilisé. L’utilisation d’une condition initiale pour
laquelle on aurait 7, < 0.1R pose des problémes numériques et la formulation
détaillée au chapitre précédent n’est plus valable. Ces problémes sont directe-
ment liés & l'interpolation des points de la surface a ’aide de fonctions splines
et seront discutés en conclusion de cette partie.

La figure 6.2 représente les profils numériques successifs superposés aux pho-
tographies de I’article de Menchaca et al.. Les images sont séparées de 3.5 ms.
On constate un trés bon accord entre les résultats expérimentaux et les profils
de la simulation numérique, ce qui prouve que la dissipation visqueuse peut étre
négligée pour ce type de probléme. La figure 6.3, quant & elle, représente des
images de synthése réalisées & partir des profils de la surface libre.

Une étude numérique effectuée par Stéphane Popinet est présentée dans ’ar-
ticle de Menchaca et al.. Les équations de Navier-Stokes sont résolues. Les au-
teurs constatent une différence notable entre les profils numériques et expéri-
mentaux aprés la convergence des ondes capillaires au sommet des gouttes. Ce
probléme apparait également dans nos simulations et provient sans doute de la
dissipation d’énergie provoquée par ces ondes capillaires. Cette dissipation est,
bien entendu, exclue de nos simulations, puisque ’on néglige les effets visqueux.
En outre, ’expérience a montré que de trés petites gouttes pouvaient se détacher
au sommet des gouttes, phénomeéne qui participe aussi a la dissipation d’énergie.

F1G. 6.2.: Fusion de deux gouttes de mercure : comparaison entre simulation
numérique et expérience.

Ces résultats qualitatifs ne rendent compte que partiellement du phénoméne
de coalescence. Il est plus important de comprendre le mécanisme de la coales-
cence aux instants courts. L’objectif de cette étude numérique est donc, plus que
de valider le code numérique, de se rapprocher le plus possible de I'instant du
contact des deux gouttes.
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6. Coalescence de deux gouttes en apesanteur

F1G. 6.3.: Fusion de deux gouttes de mercure. Images de synthése réalisées a
partir des profils numériques.

6.2. Etude aux instants courts

On peut prédire de maniére trés simple, le comportement aux instant courts
de la distance du point P & l’axe de symétrie. Si le point P, & 'instant initial,
est suffisamment proche de 'axe de symeétrie, étant donné que w/2 = 7“129 /2R et
que la courbure se décompose en une courbure plane (supposée proportionnelle 3
w) et un terme proportionnel & r,, on peut supposer (r, < rf)) que le probléme
est identique, aux instants courts, au probléme plan associé (deux cylindres
tangents).

Sit < 1, on peut supposer, comme pour ’étude de ’effondrement d’une bulle
a la surface, que les différentes grandeurs de I’écoulement se comportent comme
des puissances du temps :

o~ r~t8

Dans ces conditions, pour que le terme d’accumulation /9t de 'équation de
Bernoulli soit du méme ordre de grandeur que la terme de convection (V)?2/2,
on doit vérifier :

a—20=-1

Pour que le terme de tension de surface, se comportant comme 7, 2 soit du
méme ordre de grandeur que le terme de convection, on doit également s’assurer
que :

a+260=1

Ce systéme d’équation ne posséde qu’une solution :

112



6.2. FEtude aux instants courts

La distance du point P & ’axe de symétrie doit donc, si ’on suppose le
probléme plan, se comporter comme [17] :

rp ~ /2 (6.1)

A cette théorie simple s’oppose le méme raisonnement que pour l'effondre-
ment d’une bulle a la surface libre. Si I'on décide de ne pas négliger le terme
axi-symétrique de la tension de surface, on aboutit, aprés avoir équilibré les dif-
férents termes de ’équation de Bernoulli, aux méme lois d’échelles que pour le
probléme de la bulle, & savoir :

rp ~ t2/3 (6.2)

Le fait de supposer ou non que w reste de I’ordre de r?

» Oppose ces deux
théories. Il est donc nécessaire de confirmer, grice au calcul numérique, 'une ou

I’autre de ces hypothéses.

6.2.1. Résultats numériques pour r, = 0.1R

On peut, dans un premier temps, examiner les résultats obtenus pour r, =
0.1R, pour lesquels aucune modification majeure n’a été effectuée sur le code
numérique. La figure 6.4 représente les profils de la surface libre pour les premiers
instants de la coalescence, séparés de 0.23 ms.

0.2

2 .
0.09 0.19 0.29 0.39 0.49

Fi1G. 6.4.: Evolution de la surface libre pour v, ~ 0.1R. Les profils sont séparés
de 0.23ms.

Aprés un régime transitoire, I’évolution du rayon du pont reliant les deux
gouttes est bien approximé par la loi en t'/2 6.5.
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F1aG. 6.5.: Evolution temporelle de la coordonnée radiale du point sur l’aze de
symétrie des deux gouttes (point P sur la figure 6.1).

On dispose pourtant de moins d’une décade concernant la valeur de r,. C’est
pourquoi il est important d’effectuer des simulations pour r, < 0.1, ce qui
nécessite quelques modifications de la méthode numérique.

6.2.2. Simulations pour r, = 0.01R

Comme il a été remarqué, le probléme comprend deux échelles trés diffé-
rentes :

— le rayon R des gouttes, pris égal & 1 pour les simulations,
— le rayon de courbure du pont liquide reliant les deux gouttes, égal a rg /2R.

I1 faut donc, si I’on veut résoudre le probléme pour r, < 1, utiliser un maillage
trés fin & proximité du pont liquide, et plus grossier loin de ce pont. Le coit
numérique d’une simulation avec un maillage régulier est déja énorme pour
rp, = 0.01R. En effet, si 'on suppose avoir besoin d’au moins 10 segments de
calcul au niveau du pont pour résoudre les équations correctement, il faudrait
environ 2.10° marqueurs sur le reste de I’interface, ce qui n’est pas réalisable avec
les moyens de calculs actuels. Un maillage adapté a la géométrie du probléme

s’impose donc.

Néanmoins, il n’est pas possible de distribuer les points arbitrairement, sans
étre confronté & certains problémes liés au calcul des fonctions splines. Si, nu-
mériquement, la multiplication est trés précise, ’addition 1’est beaucoup moins.
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6.2. FEtude aux instants courts

Soient a et b tels que |b — a| < |b]. Alors, 'opération :

a
—a
b
est trés précise, tandis que

(b—a)+a

donne b avec une précision relative comparable & la précision machine, qui est
proche de 1073° en double précision. Ce manque de précision handicape 'opé-
ration de lissage de la surface lorsque les distances entre les points sont trés
différentes le long de interface. Pour lisser les points de la surface et le poten-
tiel ¢, on doit évaluer les polynémes d’ordre trois au centre de chaque segment
défini par ’abscisse curviligne :

Siy1/2 = (86 +8i41)/2

Etant donnée la trés petite taille du segment [s;, s;11] relativement 3 la valeur de
si, erreur commise sur ’abscisse curviligne du milieu se répercute de maniére
importante sur ’évaluation du polynéme en ce point. On constate effectivement
que les fonctions splines calculées de cette facon donnent des résultats trés im-
précis (Cf. Fig. 6.6).
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F1G. 6.6.: Points initiauz au niveau du pont entre les deux gouttes (trait continu,),
superposés a des points calculés a partir des fonctions splines (pointillés). L’im-
précision des splines vient du fait qu’on ne peut pas s’assurer que l’abscisse
curviligne (s; + s;+1)/2 correspond au milieu du segment [x;,X;11].

On doit donc changer la description de l'interface. Une deuxiéme version
du code de calcul a été développée : les fonctions splines sont calculées avec un
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6. Coalescence de deux gouttes en apesanteur

paramétrage différent. Le paramétre y choisi est une fonction de I’abscisse curvi-
ligne, affine par morceaux, égale a ¢ au point (z;,y;). Cette formulation nécessite
d’écrire différemment les intégrales rencontrées dans 1’équation de Fredholm et
le calcul du potentiel des vitesses A :

P00 = w00+ [ 0D - ) K, T (6.3)
Ap(M) = - / (u(M) - ) KAj—idx (6.4)

Connaissant les fonctions splines des coordonnées des points de la surface, on
peut déterminer ds/dy grace & :

ds de?  dy®

dx  \dx dx

La valeur de (x; + xi+1)/2 ne correspond pas au milieu du segment [x;,X;1+1];
en revanche, I’évaluation du polynéme en ce point est bien plus précise. Cette
propriété permet d’éviter les instabilités rencontrées avec 1’abscisse curviligne
(Cf. Fig. 6.7).
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F1G. 6.7.: Points initiaux au niveaw du pont entre les deux gouttes (trait continu),
superposés o des points calculés a partir des fonctions splines (pointillés) en
utilisant le paramétrage x.

Des calculs ont donc été effectués pour r, = 0.01R avec ce nouveau paramé-
trage. La méthode manque encore de stabilité pour ce genre de probléme, ce qui
peut étre attribué a 'imprécision sur le calcul des intégrales. La figure 6.8 repré-
sente quelques profils obtenus. L’évolution de la surface ressemble beaucoup aux
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6.2. FEtude aux instants courts

résultats numériques obtenus par Oguz et Prosperetti [33]. Leur formulation est
moins générale que la notre, puisque leur domaine de calcul est limité & la zone
occupée par le bourrelet. L’objectif de notre étude est d’étudier le développement,
du bourrelet sur plusieurs décades.

0.0001

-0.0001 .
0.0099 0.01 0.0101

F1a. 6.8.: Profils successifs de la surface libre au point de jonction des des gouttes.

Cette nouvelle formulation devrait permettre de traiter des rapports d’échel-
les bien supérieurs & 10%. Le probléme majeur rencontré lors de nos simulations
est 1ié au lissage qui, loin du point de jonction des deux gouttes, déforme trés
sensiblement la surface.

117



6. Coalescence de deux gouttes en apesanteur

118



Conclusions

ans cette seconde partie, une méthode intégrale a été décrite, qui permet de
D résoudre des écoulements potentiels en présence d’une surface libre. Telle
qu’elle est écrite, cette formulation s’applique & des surfaces fermées. Il est pos-
sible de modéliser I'impact d’une goutte sur une surface hydrophobe, moyennant
Iintroduction dans 1’équation de Bernoulli, d’une force représentant le solide. De
plus, cette méthode autorise une certaine liberté dans la maniére de distribuer les
points sur la surface. Une distribution non uniforme permet alors d’étudier, par
exemple, la coalescence de deux gouttes en apesanteur, phénoméne présentant
deux échelles spatiales trés différentes.

Des améliorations importantes peuvent étre apportées & la méthode, ouvrant
ainsi des perspectives sur deux études :

— L’adaptation de la méthode aux problémes pour lesquels la surface est
ouverte (surface plane au repos a l'infini) devrait permettre d’étudier cer-
taines singularités aux interfaces, en écoulement potentiels. Deux possibili-
tés s’offrent & nous : soit reformuler la méthode intégrale pour un liquide au
repos & l'infini, soit inclure dans les intégrales la contribution des bords et
du fond d’un récipient (cylindrique). La seconde possibilité semble plus in-
téressante puisqu’elle permet, notamment, I’étude de l'impact d’une goutte
sur une film mince.

— La généralisation du raffinement local ébauchée & la fin du chapitre pré-
cédent. En reformulant les interpolations de maniére locale, et non plus
globale comme les fonctions splines 'impliquent, on devrait pouvoir traiter
des problémes faisant intervenir des échelles spatiales radicalement diffé-
rentes.

Bien souvent, les écoulements potentiels recélent des richesses théoriques aux-
quelles les équations de Navier-Stokes ne donnent pas accés. Le fait méme qu’ils
soient entiérement déterminés par la connaissance d’une fonction sur leur enve-
loppe en est une. C’est 'une des motivations principales de ce genre d’étude.
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7. Conclusions et perspectives

e mémoire est consacré & 1’étude de plusieurs types d’écoulements de fluides
C en présence d’une surface libre et dominés par la tension de surface. Prin-
cipalement deux types de problémes sont abordés :

— L’éclatement d’une bulle & la surface d’un liquide est étudié, en prenant
en compte les effets visqueux.

— Deux méthodes d’intégrales de frontiéres sont détaillées. La premiére per-
met de résoudre les écoulements plans, périodiques en espace. Une théorie
permettant de prendre en compte les faibles effets visqueux est expliquée.
La seconde permet de traiter les problémes d’écoulements axi-symétriques.
Elle est appliquée au cas de la coalescence de deux gouttes en apesanteur.

L’existence potentielle de singularités géométriques a la surface libre unifie ces
deux études. Deux types de singularités de I’équation de Bernoulli sont présentés.
La premiére est liée a la naissance d’un jet & une interface, I'autre s’apparente
aux instants courts de la coalescence de deux gouttes.

Dans la premiére partie, il est montré que I’éclatement d’une bulle 4 la surface
peut donner lieu & une singularité de courbure. La surface, loin de la singularité
est alors conique. Ce phénoméne apparait pour certaines valeurs du nombre de
Ohnesorge, représentatif de I'importance relative des forces visqueuses et de la
tension de surface. La valeur de ce nombre détermine ou non Iexistence de la sin-
gularité. Or, nous avons montré que cette singularité pouvait étre décrite grice
4 une théorie potentielle. Si I'on cherchait & décrire ’écoulement de maniére
globale avec une seule méthode numérique, il faudrait disposer d’une méthode
permettant de résoudre les équations de Navier-Stokes & une échelle arbitraire-
ment petite. Les méthodes actuelles ne permettent pas ce genre de calcul. On
peut donc imaginer utiliser conjointement les deux méthodes axi-symétriques
décrites dans ce mémoire. Il est tout & fait réaliste de résoudre les équations de
Navier-Stokes jusqu’a la limite de validité de cette formulation (lorsque les plus
petites échelles atteignent la taille de quelques mailles), puis initialiser un calcul
potentiel avec les vitesses obtenues sur la surface.

Dans la seconde partie de ce mémoire, la coalesence de deux gouttes en ape-
santeur est étudiée aux instants courts. Cette configuration présente naturelle-
ment une singularité de courbure, puisque la pont liquide reliant les deux gouttes
posséde une courbure trés grande 4 'instant suivant le contact. Une fois de plus,
il n’est pas clair que les effets visqueux ne jouent aucun role. En effet, d’autres
études ont été menées sur le sujet [17], qui supposent que ’écoulement est décrit
par les équations de Stokes. Cette hypothése donne une importance majeure
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aux effets de la viscosité. Il serait donc judicieux de résoudre les équations de
Navier-Stokes dans une région ne comprenant que la zone de coalescence. Cette
étude est possible dans la mesure ou ’échelle des gouttes n’intervient plus. Ce
type de calcul permettrait de quantifier 'importance relative des effets visqueux
et inertiels.

Dans le cas de l'éclatement de la bulle, ’angle du céne reste un probléme
ouvert. Il s’avére donc nécessaire de faire une étude asymptotique précise des
équations gouvernant la singularité, dans le but de déterminer cet angle et le
type d’écoulement que ’on doit observer loin de la singularité. Il est possible
que cet angle soit imposé, comme le suggérent Zeff et al [55], ou bien qu’il soit
une condition & la limite des équations dans I’espace auto-similaire.

Les équations dans ’espace des variables auto-similaires restent également
& résoudre. La méthode intégrale axi-symétrique est parfaitement adaptée a ce
genre de problémes. En effet, dans ces équations, une des deux inconnues est la
fonction g, harmonique. L’écriture d’une équation intégrale doit donc permettre
de déterminer ses dérivées radiale et longitudinale. Le systéme d’équations ne
comportant pas de dérivées temporelles, il est possible d’introduire dans ces
équations une dynamique artificielle, permettant de les résoudre de la méme
maniére que le systéme d’équations de la théorie potentielle. La résolution de
telles équations conduirait & une solution stationnaire, solution universelle de la
singularité conique. Cette étude n’a — & notre connaissance — jamais été effectuée
de maniére détaillée.

Enfin, la résolution des équations auto-similaires doit également conduire &
la solution du probléme aux instants courts aprés la formation du jet. Si ’écoule-
ment est singulier avant la naissance du jet, il doit I’étre aussi aprés. La différence
entre les deux singularités semble venir de la valeur adoptée pour ’ordonnée du
point se trouvant sur ’axe de symétrie dans ’espace des variables auto-similaires.

La méthode intégrale pour les écoulements plans périodiques devrait per-
mettre de résoudre des singularités analogues. Ces singularités apparaissent no-
tamment lors de I'impact d’une vague sur un mur vertical. Des théories ont déja
été présentées sur ce sujet [10], qui présentent le phénoméne comme étant sin-
gulier, ce qui incite & chercher des solutions auto-similaires du probléme. Lors
de V'impact, un jet vertical se forme et peut s’apparenter au jet observé lors de
I’éclatement d’une bulle 4 la surface. Il ne serait pas étonnant que 1’on obtienne le
méme type de solutions auto-similaires que dans le cas axi-symétrique. De plus,
la périodicité n’est pas une hypothése nécessaire & la formulation du probléme.
On peut, par exemple, supposer que les deux bords verticaux du domaine de
calcul sont des parois, 'une fixe, 'autre se déplacant.
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A. Calcul de la courbure locale
d’une surface de révolution

Soient un systéme de coordonnées cylindriques (r, ¢, z) associé & un repére
cartésien (O,xz,y,z) et S une surface de révolution autour de 'axe Oz. Soit,
également, une abscisse curviligne décrivant cette surface dans le plan (0, z, 2).

z

M(T’,QD,Z) R2

!5

Fi1Gg. A.1.: Courbure d’une surface de révolution.

La courbure locale de la surface est égale & I’opposé de la divergence sur la
surface de la normale (extérieure dans le cas présent) :

k=-Vs-n
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A. Calcul de la courbure locale d’une surface de révolution

ou 'on définit le gradient sur la surface comme :

0 10
Vs —ta +eg;%

La tangente et la normale s’écrivent :

1 ! 1 —2
t= — n=—— (A1)
/2 + 212 2! 2 + 212 r!
On a donc & calculer le produit scalaire :

0 10
H(S) = 7@% + e@;%) : (nrer + nzez)

qui se simplifie en :

on an n
T + tZ Z) _ _’I‘
ds ds r
Le premier terme correspond & la courbure dans le plan (e,,e,) et s’exprime
finalement :

A(s) = (i (A.2)

1 o — !
— = (A.3)
Rl T/Z + Z/Q
Le second terme correspond & l'inverse du rayon de la sphére tangente au
point M et ayant son centre sur 'axe de symétrie ; il s’écrit finalement :

1 2

== A4
[ (A-4)
La courbure algébrique de la surface au point M s’écrit donc :
VA v /
H(S):rz r"z z (A.5)

+
T/2+Z/2 P /T,/2_|_Z/2

Cette formulation n’étant valable que lorsque r est non nul, il faut la modifier
pour trouver la courbure de la surface aux points d’intersection avec ’axe de
symétrie. Dans ce cas, la courbure plane ne pose pas de probléme ; en revanche,
il faut écrire un développement limité 2’(s) autour de s = 0 pour obtenir la
valeur du second terme de courbure sur I’axe de symétrie :

2 (s < 1) = 2/(0) + 52”7 (0) + o(s?) (A.6)

La surface rencontrant perpendiculairement ’axe de symétrie, z'(0) = 0 et
r’(0) = 1; on a donc :
!
lim 25

s—0 S

=2"(0) (A.7)

De plus, s ~ r en zéro, ce qui conduit, aprés simplifications, & la courbure
totale de la surface sur ’axe de symétrie :

k(0) = 22”(0) (A.8)
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On trouve la méme identité avec un signe — pour ’autre extrémité de la
courbe rencontrant ’axe de symétrie (2’ = 0,7 = —1).

Si la surface est décrite, non plus par (r(s), z(s)), mais par z = h(r), ce
qui est le cas pour ’étude des solutions auto-similaires de ’effondrement d’une
cavité, la variation infinitésimale d’abscisse curviligne s’exprime sous la forme :

ds = dr/1+ h'?

expression de laquelle on peut déduire les dérivées premiére et seconde de r en

fonction de s :
1 h'h"

r'(s) = —— r(s8) = ————
(s) V1+h? &)=~y
qui permettent de trouver les dérivées premiére et seconde de z en fonction de

S
h/ h// h/2 h/l

1o\ Mg\ — o
Y= me T T T @ raee

En remplacant ces expressions dans celle de la courbure, on obtient :

h// h/
A+ m22 Ty ie

De méme que pour la formulation générale, on peut écrire un développement
limité autour de » = 0 pour le point se situant sur I’axe de symétrie et on trouve :

(A.9)

K(r) =

1(0) = 2h"(0) (A.10)
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B. Résidu complexe

Soient une surface S enfermant un volume 2 et un point M extérieur & (2,
d’affixe 2z, (Cf. Fig. B.1). Le théoréme de Cauchy s’applique pour la fonction
holomorphe 3(z)/(z — z.), ot B3(z) est le potentiel complexe de 1’écoulement :

ﬁdz =0 (B.1)
S & — Re

FiG. B.1.: La limite de l’intégrale est calculée pour ¢ — 0.

z — 2, est égal & e’ pour z € S.. Supposons 3 constant sur S., I'intégrale
peut alors s’écrire :

z e . .
B) dz = / B(ze) icedf = i B(ze)
Se Z— Ze S, g

ol a, est égal & m pour une surface lisse. Etant donné que cette intégrale posséde
une limite quand ¢ tend vers zéro, 'intégrale sur S— S, en posséde une également
et ’on a bien :

iceB(ze) +/ ) 4. (B.2)

S—ze Z — Ze

ou l'intégrale doit étre prise au sens de la valeur principale de Cauchy.
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C. Résidu du calcul de ¢ sur la
surface

Soient une surface S enfermant un volume €2 et un point M intérieur a 2. Le
potentiel des vitesses au point M s’exprime en fonction de la densité de dipdles
w sur la surface :

1 0 (1

M)=—— — [ = )dS C1
o0 = [ i () (C1)

ou A est la distance entre le point M et un point de la surface.

Se
n
€
M
S

Fi1Gg. C.1.: La limite de l’intégrale est calculée pour ¢ — 0.

On peut décomposer l'intégrale en la somme des intégrales sur les deux sur-
faces S et S.. S est une calotte sphérique centrée en M. La valeur de ¢ en un
point de la surface est alors égale 4 :

1 . g (1 0 (1
otan) = =gt [, (3)35+ [ v (3)19)

On peut supposer p constant sur S.. Sur cette surface, A est constant, égal 4 ¢,

et sa dérivée suivant la normale est égale & :
01 1

A e
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C. Résidu du calcul de ¢ sur la surface

La limite de la premiére intégrale lorsque ¢ tend vers zéro est donc égale & :

1
lim -

e—0 S. 'ua_n ()\

)ds = tim — M20) / dS = —2m (M)
e—0 £ S.

La limite de la deuxiéme intégrale est la valeur principale, au sens de Cauchy,
de l'intégrale sur I’ensemble de la surface fermée S. Finalement, on a :

o) = g0 - - [ . iam (5)5 (C2)

130



D. Calcul des noyaux des intégrales
de Fredholm et du vecteur
potentiel

Dans cette annexe, nous dérivons de maniére explicite les noyaux des inté-
grales rencontrées lors du développement de la méthode d’intégrales de fron-
tiéres. Ces noyaux s’expriment, en géométrie axi-symétrique, sous la forme de
fonctions des intégrales elliptiques complétes de premiére et seconde espéce K (m)
et E(m) :

1 —mecos26

/2 /2
K(m) = /0 ( 40 RE E(m) :/0 (1 —mcos®0)'/2dp

Nous aurons également recours a une de leurs propriétés [34] :

Km) = 51 (0~ Km))

“om\1—-m

D.1. Equation intégrale de Fredholm

L’équation de fredholm pour le potentiel des vitesses et la densité de dipoles
s’écrit : . 5 /1
_ L _ B D.1
o0 =u0n)+ - [ = e [ 7 ($)avas o)

S

11 s’agit donc de calculer 'intégrale :

2 a 1
n= [ (5) e

ott MR, Z,r,0,2) = /(r+ R)2—2rR(1+ cosf) + (2 — Z)2. L’intégrand peut
s’exprimer de la maniére suivante :

1
-V
n ((7«2+R2—2chos9+(Z—Z)2)1/2)

On est donc amené & calculer 'intégrale :

I _/2” ny— 4+ n 9 1 v
1= 0 "or * 0z (r2+ R2 —2rRcos@ + (z — Z)2)1/2
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D. Calcul des noyaux des intégrales de Fredholm et du vecteur potentiel

expression qui s’écrit, aprés simplifications :
p ;

. __/QW ny(r — Rcos®) +n.(z — 7Z) do
YT o (PP R2—2rRcosf + (z — Z)2)3/2

En posant :
A = (r+R?*+(z-2)? (D.2)
m = 4rR/A, (D.3)
on peut encore simplifier cette intégrale :
[ n, /27r (r+ R) — 2R cos?(0/2) 20
LT e (1 —m cos2(0/2))3/2
- ne(z—2) /2” 1 40
A3/2 o (1 —m cos2(6/2))3/2

Deux types d’intégrales doivent donc étre calculées et peuvent s’exprimer en
fonction de K(m) et K’'(m). Le premier correspond a la deuxiéme intégrale de
I’équation précédente :

27 de B 2 do
/0 (1—m cos?(6/2))3/2 /o (I—-m 0052(9/2))1/2+

/2” cos?(0/2) db
m
1 —m cos2(0/2))3/2
En utilisant le changement de variable ¢ = 6/2 et en remarquant que la deuxiéme

intégrale est, & un facteur multiplicatif prés, la dérivée par rapport & m de la
premiére, on trouve :

/271’ 46 B 2/7‘( dg@ N
o (1—m cos2(/2))3/2 o (1 —m cos?p)t/2

dy
m—
om Jo (1 —m cos? p)t/2

Les parties de chaque intégrale sur [0,7/2] et sur [7/2, 7] étant identiques, on
peut finalement exprimer 'intégrale du membre de gauche en fonction de K (m)
et de K'(m) :

2m do ,
/0 0 —m co2(0/2))72 = 4(K(m) + 2mK’'(m))

En utilisant la propriété de K(m) et E(m) précisée en début de cette annexe,
on peut finalement écrire :

2 de _ 4E(m)
/0 (1 —m cos2(0/2))3/2  1—-m
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le second type d’intégrale & calculer trouve son expression dans le calcul précé-
dent :

/027r ( cos?(0/2) df = 8K'(m) = = <E(m) a K(m)>

1 —m cos?(0/2))3/2 m\1-m

Finalement, l'intégrale I; peut s’écrire de la facon suivante :

B 4E(m) 8Rn, ([ E(m)
.[1 — _m(nr(T+R) +nz(z — Z)) —+ m (m — K(m)
Posons h = (R —r)e, + (Z — z)e,. On obtient :
1 4E(m) E(m) — K(m)
I = h-n+2n, — 2~ 2
EYE (A(l mpy ;
Finalement, la fonction K, de I’équation intégrale 5.16 s’écrit :
r E(m) E(m) — K(m)
_ . p—— D.4
Ky T AL/2 (A(l—m)h nn 2r (D-4)

Dans le cadre de notre étude numérique, les intégrales elliptiques K (m) et E(m)
sont calculées grace & une approximation de la forme [1] :

K(m) = (((ak?® + bk) x k + ck) * k + dk)
—(((ek? + fk) x k + gk) * k + hk) * log(k)
E(m) = ((aexk+be)xk+ ce)xk+de

—(((eex k+ fe) x k+ ge) x k) * log(k)

ou k=1-—m et ak, bk, ..., ae, be, ... sont des constantes.

D.2. Vecteur potentiel
Le vecteur potentiel s’écrit sous forme intégrale :

A = — 2 [y = pyr /n/\Vs G) do ds (D.5)

47 s 9

Le gradient et la normale s’écrivent respectivement :

v

e, 0 + 67089 +e,0,

n = en,+e,mn,
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Leur produit vectoriel s’exprime donc sous la forme :

nAV =eg (t,0, +t.0.) — (tre, +t.e;) %
r

ou la tangente est définie comme :
tr=mn, t, =—n,
e, et ey s’expriment dans un repére cartésien comme :

e, = xcosf+ysinf
eg = —xsinf+ycosf

On cherche la composante suivant y de A (appelée Ay par abus de langage);
on n’a donc & calculer que les parties de ’intégrale suivant y, soit l'intégrale

suivante : )

g . 1
I = / (COSH(tT(?T +1,0,) —sinet—789> —do
0 r A

En exprimant les dérivées de \ suivant r, 6 et z, on obtient :

I = /2” tr(r — Rcosf)cosd +t.(z — Z) cos — = (rRsinf) sin 6
S (r2+ R2 —2rRcosf + (= — Z)2)3/?

Soit, en utilisant la définition de A, m, t et h :

I, = de

1 /2”—cosﬁh-t+Rt,«(cos€—l)
A3/2 ], (1 —mcos2(0/2))3/2

Le numérateur de l'intégrand peut s’écrire :
N = —h-t(2cos*(0/2) — 1) + Rt,(2cos?(0/2) — 2)
On peut maintenant décomposer les intégrales en une somme d’intégrales connues :

cos?(0/2)

de
1 — mcos2(0/2))3/2

27
LA3? = 72(Rt,qfh~t)/ (
0

27 do
_(h.t—QRtr)/o (1 = mcos?(6/2))3/2

Les deux intégrales s’expriment respectivement, en fonction de K(m), E(m) :

ro A ()

m\1l—m
L ABm)
1—-m
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L’intégrale I, s’écrit donc, aprés simplifications :

L1 (8E
2732\ m

(K (m) — E(m) + -t (%(Em) ~Kem) 4 2B ))

1—m

En utilisant le fait que m = 4Rr/A, on trouve lexpression du noyau K4 de
Iintégrale 5.17 :

K= —irz (g0 m) — )+ - ¢ (FE) W) )
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