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Résumé

L'étude de stabilité des ouvrages géotechniques sur sol renforcé (capacité portante des fon-
dations, stabilité des remblais et des soutéenements) par les méthodes directes du calcul a la
rupture souffre parfois d’insuffisances des que le nombre d’inclusions devient important, ce
qui peut conduire a une surestimation des capacités de résistance. Une approche alternative,
fondée sur la méthode d’homgénéisation en calcul a la rupture permet de s’affranchir des dif-
ficultés mentionnées en substituant au probléme initial, un probléme homogene équivalent
dont il est plus facile d’estimer les capacités de résistance et d’aboutir ainsi a des méthodes
de dimensionnement accessibles a I'ingénieur. Dans le présent travail, une extension a été faite
quant a l'application de la méthode d’homogénéisation aux problemes des sols renforcés par

des inclusions tridimensionnelles (colonnes).

La premiére partie du mémoire est consacrée a l'estimation de la capacité portante d’une
fondation sur sol renforcé par une tranchée a 'aide de l'approche cinématique du calcul a
la rupture, en se placant dans un cas général d'un sol et d'une tranchée pesants cohérents
et frottants. Le mécanisme de rupture utilisé a cet effet est du type de “Prandtl”, des résultats
analytiques intéressants (estimant la borne supérieure de la capacité portante) sont établis : ceux-
ci englobent en effet un bon ensemble de résultats antérieurs disponibles dans la littérature.
Une analyse critique actualisée des méthodes de calcul de la capacité portante d"un sol renforcé
par colonnes est ensuite fournie dans cette premiére partie du mémoire. On insiste alors sur le
caractére limité des approches directes du calcul a la rupture, a appréhender le caractére souvent

typiquement anisotrope des ouvrages étudiés, et en particulier ceux renforcés par colonnes.

Apres avoir rappelé brievement les concepts fondamentaux de la méthode d’homogénéisation,
on aborde dans la deuxieme partie, la détermination du critere de résistance macroscopique
d’un sol purement cohérent renforcé par colonnes constituées d'un matériau purement cohérent.
Un encadrement précis du critere de résistance macroscopique a été établi. Les résultats ainsi
obtenus sont exploités, en déformation plane, pour le calcul de la capacité portante d'une
fondation rigide sur sol renforcé homogénéisé. Le résultat qui en découle est une amélioration
sensible de la borne supérieure de la capacité portante, par rapport a celle obtenue a 1'aide
de I'approche cinématique directe du calcul a la rupture. Une autre application portant sur la
stabilité d"un remblai construit sur sol renforcé par colonnes est ensuite entammée. Pour ce type

d’ouvrage, un majorant du facteur de stabilité du remblai a été déterminé.

La troisieme partie du mémoire a été consacrée au renforcement d’un sol purement cohérent
(une argile molle par exemple) par des colonnes constituées par un matériau cohérent et frottant
(le ballast par exemple). On met en ceuvre une approche par l'intérieur (par les contraintes) de la

méthode d’homogénéisation a la détermination d’une borne inférieure du critére de résistance



macroscopique. En vue de fournir une formulation, plus facile pour un usage pratique, une
linéarisation de la frontiere de ce domaine, permettant de se placer du coté de la sécurité, a été
faite. C’est alors que la borne inférieure de la capacité portante d"une fondation a été recherchée
via un champ de contrainte a trois zones, puis avec un champ a six zones (avec un parametre
variable). Le champ a six zones a permis une amélioration sensible du résultat obtenu avec le

champ a trois zones.

En conclusion du mémoire de these, on récapitule les principaux résultats tout en insistant sur
I'apport, qu’apporte la méthode d’homogénéisation en calcul a la rupture pour appréhender

I’étude de stabilité des ouvrages en sol renforcé par colonnes.

Mots clés : sols renforcés par colonnes, critere de résistance, homogénéisation, périodique,
probléeme homogeéne associé, cellule de base, domaine de résistance macroscopique, anisotrope,

facteur de stabilité, capacité portante, linéarisation.



Abstract

When studying the stability of geotechnical projects on reinforced soils by columns (bearing
capacity of footings, stability of embankments and retaining structures) by the use of direct
approaches of the yield design theory some difficulties are encountered especially when the
number of inclusions becomes important. This leads sometimes to overestimated strength
capacities of the reinforced soil. Another alternative, based on the homogenization method in
yield design theory, permits to overcome the mentioned difficulties by solving an equivalent
homogeneous problem. By this latter, the estimation of strength capacities of the reinforced soil

becomes easier and, consequently the design methods will be more “accessible” for praticians.

The first part of the present thesis is dedicated first to the bearing capacity estimation of foun-
dations resting on reinforced soils by a trench. The direct kinematic approach of yield design
theory is carried out by considering the general scheme of cohesive frictional soil and consti-
tutive material of the trench. By exhibiting the Prandtl’s mechanism failure analytical upper
bound of bearing capacity has been obtained from which some previous results in literature are
found. Then, an updated analysis is done concerning the design methods of bearing capacity of
reinforced soil by columns. In this section, it is focused on the limitation encountered by direct
approaches of yield design theory for taking account of strength anisotropy, particularly in the

case of soils reinforced by columns.

In the second part, basical concepts of the homogenization method are briefly recalled. Then
the determination of macroscopic strength criteria has been carried out in the case of purely
cohesive native soil reinforced by columns made up of purely cohesive material. A closed
boundary is then established for the macroscopic strength criteria. From this result the bearing
capacity of rigid foundation resting on the homogenized reinforced soil, has been performed,
in plane strain analysis. As interesting result a better upper bound of bearing capacity is
obtained regarding the determination by using the direct kinematic approach. The stability of
an embankement built on reinforced soil made up of purely cohesive constituents has been also
studied. By performing the kinematic approach of yield design theory, an upper bound of the

stability factor has been determined.

In the third part, the reinforcement of purely cohesive soil (like soft clays) by columns made
up of a cohesive-frictional material (like stone, gravel) is investigated. The static approach (or
by inside) is first carried out by the use of homogenization method in yield design theory to
establish alower bound of the macroscopic strength criterion. Such a problem can be formulated
easier by making recourse to a linearized boundary of the macroscopic strength criterion hence
providing a safer estimation. Therfore lower bounds of bearing capacity of foundation resting

on homogenized reinforced soil have been established successively by performing first fields



of stress of three zones and second of six zones. The main result recorded was a sensitive
improvement of the lower bound obtained by the stress field of three zones, when the stress

field of six zones is carried out.

This work is concluded by focusing on results, and advantages with respect to direct methods,
obtained by the method of homogenization in the framework of yield design theory to examine

the stability of foundations resting on reinforced soils by columns.

Key words : reinforced soils by columns, strength criterion, homogenization, periodic, asso-
ciated homogeneous problem, unit cell, macroscopic strength domain, anisotropic, factor of

stability, bearing capacity, linearization.
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1. Introduction bibliographique

1.1. Introduction générale

La technique de renforcement par colonnes permet une amélioration des sols médiocres et peut
étre réalisée avec plusieurs procédés : a savoir les colonnes ballastées, ou pieux de sable, et le
traitement aux liants en profondeur (deep mixing) pratiquées généralement pour les argiles

molles. Cependant pour les sables laches on pratique souvent le vibrocompactage.

Le renforcement par colonnes permet d’atteindre généralement les buts suivants :

O l'augmentation de la capacité portante;

O la réduction du tassement;

O l'accélération de la consolidation ;

O I’élimination du risque de liquéfaction

C’est grace a ces avantages pratiques que le renforcement par colonnes est devenu d’usage
intense a 1’échelle internationale, outre 'aspect économique, (cofit, délais d’exécution) par

rapport a d’autres solutions telles que les fondations profondes ou autres.

Pour ce qui est du dimensionnement des fondations sur sol renforcé par colonnes, de nom-
breuses contributions ont été avancées depuis les années soiscante dix. La plupart d’entre elles

sont basées sur le modele de la colonne isolée et de la cellule élémentaire.

Aussi bien pour le calcul de la capacité portante que pour l'estimation du tassement, les mé-
thodes de dimensionnement ont été largement commentées [28, 17] il en ressortait souvent
I’absence d'un cadre théorique adéquat qui devrait conduire a des résultats exploitables pour

le praticien -

A L'ENIT la recherche sur le renforcement par colonnes a démarré en 1990 sur le theme de
la capacité portante par la mise en ceuvre des approches directes du calcul a la rupture. Les
résultats qui découlaient de cette premiére investigation [28, 34, 35] ont permis de mettre en

évidence particulierement 1'intérét du modéle “groupe de colonnes”.

Cette recherche sur le renforcement par colonnes a fait 1’objet d’une autre investigation pour

I'estimation du tassement, et a conduit a plusieurs résultats [36, 17, 38].

Néanmoins, la recherche concernant l'estimation de la capacité portante s’est poursuivie en

examinant a 1’aide des approches directes du calcul a la rupture le cas des colonnes flottantes

[30].

Malgré cela, I’étude du renforcement des sols purement cohérents par des colonnes en matériau
cohérent et frottant n’a pu étre menée avec I'approche cinématique directe du calcul a la rupture
alors que les résultats obtenus avec ’approche par l'intérieur du calcul a la rupture nécessitent

d’étre améliorés. Pour cela une autre ouverture pour le volet “capacité portante” s’est avérée

26



1.2. Problématique du renforcement des sols

nécessaire en optant pour la méthode d’homogénéisation a laquelle le recours est bien justifié
dans le cas de maillages réguliers de colonnes sous une fondation ayant relativement des

dimensions suffisamment grandes par rapport a la longueur des colonnes.

Au début de ce travail, on fait une synthese de quelques méthodes proposées, pour diverses
applications de la mécanique des sols, pour le calcul de la capacité portante des sols renforcés par
colonnes. Ensuite, on rappelle les principaux résultats de recherche menée avec les approches
directes du calcul a la rupture pour le calcul de la capacité portante dans les années 90. Dans
ce cadre, on présente en premier lieu une contribution généralisant la détermination de la
capacité portante avec le modéle de la tranchée en adoptant le critere de résistance de Coulomb
pour le sol initial et le matériau constitutif des colonnes, en tenant compte de la pesanteur.
Cette investigation, rend compte, en particulier la difficulté de mettre en ceuvre 1'approche

cinématique directe du calcul a la rupture pour les matériaux cohérents et frottants.

Cela servira d’argument majeur pour justifier le recours a la méthode d’homogénéisation (hor-

mis l'insuffisance des méthodes directes pour appréhender le caractére anisotrope des struc-

tures a étudier) qu'on développera ensuite pour analyser deux situations de renforcement par
colonnes :

0 la premiere, développée dans le chapitre 2, concerne le renforcement d’un sol purement
cohérent, par un matériau également purement cohérent. Ce développement est précédé par
un rappel sur les concepts de base de la méthode d’homogénéisation dans le cadre du calcul
a la rupture. Deux applications sont traitées a titre d’illustration.

O la deuxieéme situation est celle d’'un matériau purement cohérent renforcé par des colonnes
dont le matériau constitutif est cohérent et frottant. Le développement est présenté au cha-
pitre 4.

A titre d’illustration, on étudie la détermination de la capacité portante d'une fondation
rigide sur un massif en sol renforcé.

L’apport de la méthode d’homogénéisation est illustré a travers les comparaisons entre les

résultats obtenus par cette méthode et ceux proposés par les approches directes et par d’autres

contributions.

1.2. Problématique du renforcement des sols

Au dela de I'extréme diversité des techniques utilisées dans le renforcement des sols, qui tient
autant a leur mode d’exécution, qu’ala nature de'ouvrage a renforcer (massif de fondation, mur
de souténement,--- ), le principe de la méthode d’amélioration des sols par renforcement repose

sur l'incorporation, dans le sol initial, d’éléments de "structures" appelées inclusions, destinées
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a permettre a I'ouvrage de résister a des charges qu’il n’était pas en mesure de supporter avant
renforcement. En ce sens, ce type de technique est a distinguer d’autres méthodes visant a
I’'amélioration des propriétés intrinseques d'un sol, qu’il s’agisse de compactage, de drainage,

ou bien encore des procédés de stabilisation chimique du sol “par grandes masses”[6, 37].

D’habitude, on classe les techniques de renforcement des sols a partir de considérations relatives
au type de sollicitations que les inclusions mises en place doivent reprendre : efforts de traction
ou de compression, sollicitations de cisaillement ou de flexion. De ce point de vue, on peut citer
quatre classes distinctes :

O la terre armée;

O le renforcement par clouage;

O le renforcement par colonnes;

O le renforcement par géotextiles.

1.2.1. Le renforcement des sols par colonnes

es colonnes sont des inclusions verticales dont la section transversale est supposée circulaire.
L 1 td 1 ticales dont | tion t le est 1

La proportion volumique de renforcement (ou a longueur fixée le facteur de substitution) varie
généralement de 5% a 35% contrairement au renforcement par inclusions rigides pour lesquelles

la fraction de renforcement est bien inférieure a 5%.

La technique de renforcement des sols par colonne consiste a incorporer dans le sol a renforcer
(ou initial) un matériau qui peut étre soit un matériau granulaire tel que le ballast (colonnes et
plots ballastés), soit un sable (pieux et drains de sable). Le matériau d’apport ayant souvent un
angle de frottement élevé (supérieur a 38°) et un module de rigidité en pratique égal a dix fois
(ou méme plus) celui du sol initial. En outre la perméabilité du matériau d’apport est tres élevée
(environ de 1cm/s) lui confere un caractere drainant. Grace aux caractéristiques du matériau
d’apport une plus grande résistance est conférée au sol initial ce qui permettra de reprendre des
efforts de compression et de cisaillement élevées. En fonction de la granulométrie du sol initial,
par exemple avec le procédé de vibrocompactage, le renforcement par colonnes est envisageable

en fonction d'un critere donné tel que illustré sur la figure 1.1

zone A : Les sols de cette zone se prétent bien au vibro compactage. La courbe limite inférieure,
déterminée empiriquement, délimite les matériaux ou l'aiguille vibrante ne peut pas

atteindre la profondeur de compactage.

zone B : de méme que pour les sols de la zone A, au cours du compactage les grains en
place se déplacent vers 1'aiguille vibrante de sorte qu’il n’est pas nécessaire de procurer

un matériau d’apport a partir de la surface. Il en résulte un tassement (affaissement)
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Fic. 1.1: Fuseaux granulométriques des sols ot le vibro compactage est recommandé

admissible du massif a traiter. En fonction de I'indice de densité relative initiale et celui
exigé, le tassement du massif dti au vibro-compactage varie en général de 2% a 10% de

I'épaisseur de la couche a traiter.

zone C: Les sols en question se prétent également au vibro-compactage, cependant le temps
d’exécution augmente beaucoup par rapport a ceux de la zone B. Ceci est di au surplus
d’eau qui ne s’évacue pas rapidement du sol compacté. Le compactage est possible a
condition d’ajouter un matériau d’apport approprié (depuis la surface) car les particules

du sol en question ne se dirigent pas vers 'aiguille lors des vibrations.

zone D : sols incompatibles avec le vibro-compactage. Le renforcement par colonnes est une

alternative possible pour les améliorer.

Le renforcement par colonnes peut étre assuré par un traitement aux liants (chaux, ciment ou
chaux-ciment) des argiles molles. Dans ce cas c’est le procédé de traitement en profondeur
(deep-mixing) qui consiste a adjoindre au sol en place un pourcentage en poids (souvent qui
varie de 5% a 20%) du liant et le malaxer par une (ou plus) tariere en rotation. Avec ce procédé,
la proportion volumique du sol renforcé peut parfois dépasser les 70%. Les performances du
sol renforcé sont caractérisées par une cohésion tres élevée (20 a 40 fois celle du sol initial) et un

module de rigidité égal environ a quelques centaines de celui du sol initial,

D’une facon générale plusieurs avantages sont atteints suite a un renforcement par colonnes a

Savoir :
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l'augmentation de la capacité portante;
une réduction du tassement;

une accélération importante de la consolidation primaire du sol initial ;

I I B

une diminution importante (voire 1’élimination) du risque de liquéfaction lorsque le sol
initial est essentiellement un sable lache saturé.
Ces avantages contribuent ainsi a une meilleure stabilité des ouvrages construits sur sol renforcé

par colonnes.

I existe plusieurs types de procédés d’exécution qui ont été développés depuis les années

soixante dix parmi lesquels on cite :

O les pieux de sable compacté exécutés soit avec le procédé japonais “compozer” [20], soit avec
le procédé “Franki” des pieux classiques a tubage récupérable [37], ou encore le procédé
Ménard-solcompact;

O les plots ballastés exécutés par substitution dynamique qui correspond a une autre variante
d’usage du procédé de compactage dynamique breveté par Ménard.

O les colonnes ballastées exécutées soit a 'aide d"un tube enfoncé par battage, soit a 'aide d'un
vibreur électrique a sas (de type torpille ou hydraulique) enfoncé dans le sol par langage a
l'air ou a I'eau, ce procédé a été développé par Keller en 1936. Le matériau d’apport est mis
en place par expansion latérale dans le sol initial [1]---.

Sur la figure 1.2 on illustre pour trois procédés, apparentés, les phases d’exécution du renforce-

ment par colonnes ballastées.

1.2.2. Analyse de stabilité des ouvrages en sols renforcés par le calcul a la rupture

Selon les méthodes proposées, différents modeles ont été considérées pour le calcul de la
capacité portante ultime d’un sol renforcé par colonnes qui constitue 1’objectif essentiel du

présent travail.

La capacité portante ultime d"un sol renforcé par colonnes correspond a la contrainte (ou force)
comptée positivement en compression qui provoque la rupture du sol renforcé sous l'action
d’un poingonnement. Les premieres contributions de calcul de la capacité portante ultime d"un
sol renforcé par colonnes ont été menées par les modeles d'usage courant a savoir la colonne
isolée (ou de la tranchée) et la cellule élémentaire (ou composite). Ces deux modeles ont été
mis en ceuvre soit par la mise en ceuvre d’un mécanisme de rupture, soit par la combinaison
d’un état de contrainte et d"'un mécanisme de rupture. Une étude critique de ces méthodes est
détaillée dans [28].

Néanmoins a partir des années quatre vingt dix a été investiguée la détermination de la capacité

portante d"un sol renforcé par colonnes a 1’aide des approches directes du calcul a la rupture a
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Colonnes ballastees voie N\ Colonnes ballastées
séche systéme bottom feed R\ voie séche systéme
Refoulement du sol et mise en place du
gravier en pied de vibreur, avec utilisation

d'un sas sous pression d'air.

=

Refoulement du sol &t mise en place
du gravier en pied de vibreur avec
Langage & I'eau et mise en place du gravier en téte de vibreur, utilisation d'une “pompe 3 gravier”.

Fic. 1.2: Les différentes phases d’exécution des colonnes ballastées selon différents procédés

I'aide des modeles de la colonne isolée (la tranchée), la cellule composite et le modéle “groupe
de colonnes” [34, 33]. Les premiers résultats qui en ressortissaient, dans un cadre théorique clair,
ont permis de noter la limitation des approches antérieures qui sont plutdt spécifiques a une
situation particuliere de renforcement [19], ou parfois méme l'incohérence des résultats qui en
découlaient [42]. L'intérét des résultats établis avec les approches directes du calcul a la rupture
a été mis en évidence suite a leurs validations sur des modeles réduits en laboratoire, [29, 31].
Malgré cela tous les cas de renforcement, notamment avec le modele “groupe de colonnes”,
ou méme avec celui de la tranchée n’étaient pas généralement bouclés. Ce qui a conduit a
poursuivre les investigations a propos de la capacité portante d'un sol renforcé par colonnes
a l'aide des approches directes du calcul a la rupture. En outre, il faudra également réfléchir a
d’autres approches qui permettent d’aborder les cas de renforcement “difficiles” a traiter avec

les approches directes du calcul a la rupture.
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1.3. Un cas d’étude : capacité portante d’'une semelle filante

On étudie le probleme d"une semelle filante de largeur B, reposant sur un sol cohérent et frottant
(C2, @2,y2) renforcé par une tranchée filante de méme largeur B, constituée d'un matériau

cohérent et frottant (Cy, @1, y1).

L'objectif est d’établir une borne supérieure de la capacité portante ultime recherchée a I'aide
de l'approche cinématique du calcul a la rupture en considérant un mécanisme de Prandtl
généralisé. L'intérét de ce mécanisme a été de trouver la valeur exacte de la capacité portante
ultime pour une fondation filante reposant sur un sol homogene isotrope [22]. Il sera ici, mis en

ceuvre avec prise en compte de la pesanteur.

Le méme probleme, ici posé, a été analysé par [41] et a été résolu par application du théoréme
cinématique de I'analyse limite en ayant recours a des minimisations numériques. Ces auteurs
ont exprimé la solution comme étant une valeur exacte de la capacité portante ultime recherchée

en se basant sur le principe de superposition de Terzagui.

Le présent travail se veut étre une amélioration de la méthode de résolution du méme probleme,
mais considéré dans un cadre théorique rigoureux qu’est le calcul a la rupture. En effet, I'ex-
pression de la capacité portante est recherchée via un calcul analytique, donc sans avoir recours
a des minimisations numériques douteuses puisque les auteurs les ont faites sur les différents

termes de la capacité portante, séparément. Une étude critique détaillée a été présentée dans

[28].

Le probleme est traité en déformation plane, en tenant compte de 'action de la pesanteur. Par
application de I'approche cinématique (par les vitesses) du calcul a la rupture, on détermine
un majorant du chargement de ruine pour un ouvrage a géométrie fixée, soumis a un mode de
chargement donné, et dont la résistance de ses matériaux constitutifs est décrite par un critere

de résistance donné.

Le théoréme cinématique du calcul a la rupture se traduit par :

Wext (g) <P (g) , ¥V vcinématiquement admissible (1.1)

ot v est un champ de vitesse contintiment différentiable par morceaux, défini par zones dans
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Q=uQ;
Wext = Q.4 (v) + fQ (yv)do (1.2a)
P(o) = f n(d)dQ+ f n(;[o])d= (1.2b)
Q " z
ou:

Wyt est la puissance des forces extérieures dans le champ v.

q(g) désigne le vecteur des parametres cinématiques associés au vecteur chargement Q vertical
auquel est soumis le domaine Q. Le cas de chargements inclinés est investigué dans [15] ot
on peut trouver plusieurs sortes de mécanismes de rupture du sol sous chargements sismiques

par exemple.
y désigne 'action de la pesanteur.
L est ’ensemble des surfaces de discontinuité de vitesse [g] au sein de Q.

P(g) désigne la puissance résistante maximale déterminée a partir des capacités de résistance

des matériaux constitutifs de 'ouvrage. Les expressions des fonctions 7 (g) et ﬂ(ﬂ,‘ [Q]) sont
détaillées dans le paragraphe suivant. Les zones (1), (4) et (4) subissent un mouvement de bloc
rigide, alors que les zones (2),(2'),(3) et (3’) sont le siege d'une déformation par cisaillement. Les
surfaces (Al),(A’I),(IB),(IB’),(BC), (B'C’), (CD) et (C’'D’) représentent 'ensemble des surfaces

de discontinuité de vitesse pour le mécanisme considéré.

Alors que les surfaces (AB) et (A’B’) représentent des surfaces de transition entre les zones (2)
et (3) d'une part, et (2’) et (3") d’autre part, c’est a dire ot la discontinuité de vitesse est nulle.
Sur ces surfaces, les discontinuités de vitesses sont déterminées a partir de ’hodographe des

vitesses (figure 1.4). Les expressions du champ de vitesse ainsi construit, sont :

O trachée
1. bloc (1) :
ol = Ue, (1.3)
par rapport au repere orthonormé (g’, ])
2. zones (2)et (2') :
o® = Vi.exp(Otangr)ey; a-m/2<0<0 (1.4)
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Fic. 1.3: Mécanisme de rupture par cisaillement généralisé (Prandtl)

par rapport a un repére local en coordonnées polaires (gr,ge), le vecteur e, étant porté par le

rayon vecteur AM (respectivement A’M’);
O sol environnant :
1. zones (3) et (3’) :
2(3) = Vi.exp(Otanga)e,; 0<6<d (1.5)

2. zones (4) et (4') :
g(4) = Vz, [— CcOos (5+§02)€x +Sin(6+(P2)€y:| (16)

avec les expressions suivantes que 1’on établit a partir de I'hodographe des vitesses (figure 1.4) :

Vo= U.%;l(m); Vi=Vo.exp [(g —a)tangol]; Vo = Vi.exp(Otang,) 1.7)

Il convient de bien noter qu’aux points B et B’ sur les surfaces de séparation entre la tranchée et
le sol environnant, il existe une discontinuité de la tangente aux arcs de spirales logarithmiques

(IB) et (BC) conformément aux expressions (1.4) et (1.5) du champ v.

Le calcul de la puissance résistante maximale et de la puissance des forces extérieures est détaillé
en annexe (section B.1). A partir de (1), (2) et (3), I'application du théoreme cinématique conduit

N

a:
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3,C

2,1

Fic. 1.4: Hodographe des vitesses

Q.Z(g)s‘fgn(g)d9+£n(ﬁ;[g])d2—‘fg(z.g)dﬂ (1.8)

La meilleure approximation est obtenue aprés minimisation du second membre de (1.8) par

rapport aux parametres géométriques « et §, on obtient :

Tt Tt
= — —, 6:— —_— .
o 4+2 4+ (1.9)

Substituant (1.9) dans 'expression (1.8), et en adoptant la forme d’écriture proposée par [41],
la borne supérieure de la capacité portante ultime définie par le rapport (Q/B) s’écrit en posant
k= C] / C2 :
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* 1
(%) SCz.Nc+§.y2.B.Ny+)/2.Df.Nq (1.10)
ou:
Ne=kNq+Na; Ny = %.Nyl #Ny,;  y2Dr=g (1.11)
_ 1 T Q1 i
N1 =cote; [COS(pl tan(Z + 7).exp [(E —(pl)tan(pl] — 1] (1.12)
t
2= EOSZj (Z +E) exp [(——(pl)tan(pl][(l +sing,).exp [( +(p2)tan(pz] ] (1.13)
1 T P1
= o0 tan (4 )(1 +singy). exp[(——(p1)tan(p1] exp[( +(p2)tan(p2] (1.14)
tan(%+%)
N)/l - 2
exp|2 (m—2¢1)tang,
1+ ! p[4 ] —tan(z+ﬂ)—3tan(p1 (1.15)
cos<p1.(1 +9tan2(p1) cos(%+%) 4 2
tan(%+%)exp[% (n—2(p1)tan(p1]
Ny, =

2cos (1 +9tan? (pl)cos(% + %) .
1 P2 L2
—exp (7'( + Z(pz) tan@; (| cos + > —3tang;sin 4 >

cos¢25in(z+%) o o 4
i+ 2o

+
3 e
2cos @ sm(z +

(- 2(p1)tan(p1]exp[ (7'c+2(p2)tan(p2] (1.16)

NS

71

Ny =Ny +Ny, (1.17)

Le terme de capacité portante N; rend compte de l'effet d’encastrement de la fondation par le

biais de la contrainte verticale uniforme g.

A partir de I'expression (1.10), on peut déterminer la capacité portante d’un sol renforcé par

une tranchée, quel que soit le cas de renforcement, il suffit de constater que 1’on a par exemple :

Tt
lim No=1+= 1.18
Jim Ny > (1.18)
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o (°) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
N, 514 649 834 1098 14,83 20,72 30,14 46,12 7531 133,87 266,88
Ny 1,00 157 247 394 640 10,66 18,40 33,30 64,20 134,87 319,06
N, 1000 042 1,18 258 521 1030 20,75 43,76 99,50 252,72 753,04

Tas. 1.1: Valeurs particulieres de N1, N2 et N, pour un sol homogene

o (°) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
prTrui13-12 | o000 0,10 050 1,40 350 8,10 1810 41,10 100,00 254,00 720,00
Caquot&Krisel | 0,00 020 1,00 230 5,00 1040 21,80 4790 113,00 299,00 910,00

Tas. 1.2: Valeurs particulieres de N,, pour un sol homogene selon Biarez et Nhiem et Caquot et
Kérisel

Dans le tableau 1.1, on présente quelques valeurs des facteurs N, N et Ny, qui permettent de

déterminer la capacité portante d’'une fondation dans le cas d"un sol homogene.

Si les valeurs des facteurs N, et N; coincident parfaitement avec celles retenues par différents
auteurs, il n’en est pas ainsi pour celes de N, : les valeurs proposées par différents auteurs
pour ce coefficient sont tres différentes, car il est possible d’adopter divers schémas de rupture
sous la fondation. La plupart des géotechniciens adoptent les valeurs proposées par Caquot et
Kérisel. Le D.T.U 13 —12 a adopté I'évaluation de Biarez et Nhiem. Le tableau 1.2 reprend les
valeurs de N, proposées par le D.T.U 13 — 12 et Caquot et Kérisel .

Lorsque ¢ < 30°, les valeurs de N, proposées par Caquot et Kérisel se rapprochent plus que
celles du D.T.U 13 -12, des valeurs du tableau 1.2 ; alors que lorsque ¢ > 30°, celles de Caquot
et Kérisel s’éloignent nettement de celles proposées dans le D.T.U 13 —12.

1.3.1. Analyse de quelques cas de renforcement courants

1.3.1.1. Sol purement cohérent renforcé par un matériau cohérent et frottant

C’est le cas de renforcement par exemple, d"un sol mou (¢, = 0) par du ballast. Dans ce cas,
la capacité portante ultime de la fondation est déterminée a partir de (1.10) avec le facteur N

toujours exprimé par (1.12),le facteur N,, est exprimé par (1.15) et les facteurs ci-dessous :

1+Z

_ 2 n_
Ny = 1—sin(p1'exp [(2 (pl)tan(pl] (1.19)

N, - exp [(% —(pl)tangol]

1-sin¢; (1.20)
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_ \/§+(2— \/E)tan(%+%)

n, ¢1
4cos<p1cos(z + 7)

3
2 exp[z (n—Z(pl)tan(pl] (1.21)

Cerésultat a été établi dans ([28]) sous forme de borne supérieure ne tenant pas compte de l'effet
de la pesanteur. L'intérét pratique de ce cas est de faire ressortir la valeur minimale de 1’angle
de frottement ¢; du matériau constituant la tranchée, a partir de laquelle il y a augmentation
de la capacité portante. Pour le cas de renforcement considéré, et pour g = 0; k = 0 cette valeur

est o1 = 16° (voir tableau 1.1).

A ce propos, on rappelle que pour le cas des matériaux non pesants, la mise en ceuvre des
approches par l'intérieur et par l'extérieur du calcul a la rupture ([34]) a permis de trouver que

la valeur de ¢ est située entre 16° et 17°.

On remarque que pour ¢ = 26°, 'amélioration de la capacité portante est de 53%, alors que

pour ¢ = 38°, souvent recommandée en pratique, cette amélioration est de 164%.

1.3.1.2. Sol purement cohérent renforcé par un matériau purement cohérent

C’est par exemple le cas d"une vase renforcée par traitement a la chaux ou au ciment. La capacité

portante ultime s’exprime toujours par (1.10) avec :

T V2 V1
Ncl:N62:1+E; Nq:].} NVZT(].—%) (122)
Le cas particulier d"un sol homogene (C; = C; et y1 = )2) 's’en déduit immédiatement :
Q *
3| < Q2+m)Ca+q (1.23)

1.3.2. Comparaison avec les résultats de (Madhav et Vitkar, 1978)

En négligeant l'effet de la pesanteur, et en 1’absence d’une surcharge en surface, la capacité
portante ultime dans le cas d’un sol purement cohérent renforcé par une tranchée constituée

par un matériau purement frottant d’angle ¢ = 40°, peut s’exprimer par :

|%] < 14,968C, (1.24)

lon remarque que pour un matériau homogene, Ny, =0
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Fic. 1.5: Evolution du facteur N, en fonction de 1

Alors qu’avec les mémes données que ci-dessus, et pour un rapport des cohésions k =1 (le

matériau constitutif de la tranchée et le sol a renforcer ont la méme cohésion), on a :

[%] <20,715C, (1.25)

Dans les deux cas, les bornes supérieures fournies par (1.24) et (1.25) correspondent aux valeurs

de la capacité portante supposée exacte par Madhav et Vitkar dans ([41]).

Par cette approche, il est a rappeler que le rapport % s’identifie & une contrainte uniformément

répartie sur la tranchée, ce qui n’est vrai que dans le cas d'une fondation rigide en particulier.

Le cas particulier, oit A = B, est obtenu en prenant A = 7 — %.

On remarquera en particulier que pour ¢, = 0, le parametre A n’intervient pas dans le calcul
des facteurs de portance, et on peut vérifier que les courbes proposées par [41] peuvent étre
calculées a partir du facteur N, donné par 1'expression (1.19) et dont la variation en fonction

de I'angle ¢ est traduite sur la figure 1.5.
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1.3.3. Conclusion

Le théoreme cinématique [23] de la théorie du calcul a la rupture a été mis en ceuvre pour I'éta-
blissement d"une borne supérieure de la capacité portante ultime d"un sol cohérent et frottant
renforcé par une tranchée cohérente et frottante. Cette borne est déterminée par ’expression
(1.10) qui rappelle le principe de superposition de Terzagui. Elle a permis d’étudier tous les cas
de renforcement en incluant notamment la pesanteur dont le role est prépondérant dans le cas
des matériaux frottants. Pour un sol homogene, on vérifie que les facteurs N, et N; coincident

parfaitement avec ceux proposés par ([5]) et Meyrhof, alors que le facteur N, en est supérieur.

Le résultat proposé a été vérifié en retrouvant les valeurs des facteurs de portance correspondant
a des cas particuliers de renforcements particuliers déja étudiés, ou bien en faisant le passage
a la limite relatif au cas du sol homogeéne. Par ailleurs, une estimation des caractéristiques

mécaniques du matériau de renforcement a pu étre établie.

1.4. Analyse critique des méthodes usuelles de dimensionnement des

fondations sur sols renforcés par colonnes

L’'usage de la théorie du calcul a la rupture par les approches directes statique et cinématique a
été largement investigué par le calcul de la capacité portante d"une fondation sur sol renforcé
par colonnes, en adoptant trois modélisations : la tranchée [32], la cellule composite et le groupe

de colonnes.

L'usage d"une approche directe du calcul a la rupture consiste selon une modélisation donnée,
a distinguer entre le sol initial (a renforcer) et le matériau constitutif de(s) la colonne(s) comme
étant deux matériaux homogenes isotropes ayant des caractéristiques distinctes. Selon le modele
étudié et1’approche considérée, on établit généralement un encadrement de la capacité portante
dont la précision est variable. Cependant pour certaines modélisations, des résultats exacts ou

un encadrement trés satisfaisant ont pu étre obtenus et validés sur modéles.

Dans la majorité des contributions, I'hypothese de colonnes reposant sur un substratum a été
la plus adaptée. Néanmoins il convient de noter les résultats relatifs aux colonnes flottantes
présentés dans [28] en tenant compte de la pesanteur. Outre les expressions de la capacité
portante, ces résultats ont permis d’obtenir une limitation sur la longueur des colonnes. La
majorité de ces résultats font actuellement 1’objet d"une validation avec des données de projets

réalisés et viennent d’étre incorporés dans un projet de logiciel en cours d’élaboration.

L’avantage majeur de ces approches directes est d’étre valables dans le cas de renforcement
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1.5. Intéréts de recourir a une méthode d’homogénéisation

par colonnes réparties selon un maillage no régulier et de diametres différents. Toutefois,il
convient de signaler, par exemple, pour le cas de renforcement d’un sol purement cohérent
avec un groupe de colonnes constituées par un matériau cohérent et frottant, l'usage d’une
méthode directe du calcul a la rupture (telle que 'approche cinématique) demeure tres délicate.
En effet, les conditions de pertinence sur les champs de vitesse cinématiquement admissibles
a construire dans les deux matériaux ne peuvent étre, simultanément vérifiés par exemple soit

avec des mécanismes faisant intervenir des surfaces courbes soit avec des zones en déformation.

Outre cet handicap, le retour a la réalité montre que souvent le renforcement est réalisé avec
un groupe de colonnes, réparties selon un maillage régulier, ayant un méme diametre. Ce
constat conduit a penser déja qu'une condition de recours a la méthode d’homogénéisation,
déja investiguée dans d’autres cas de matériaux renforcés [6], est bien recommandé. Mais ce
recours permet en fait, de faciliter I’étude de cas de renforcement par colonnes difficilement
appréhendable. Dans cette vision, se justifie I'usage de la méthode d’homogénéisation dont on
présente un bref rappel dans la section suivante-, pour le calcul de la capacité portante d"une

fondation sur sol renforcé par colonnes.

1.5. Intéréts de recourir a une méthode d’homogénéisation

La théorie de 1’analyse limite (ou du calcul a la rupture) fournit un cadre adéquat pour déter-
miner, ou du moins, estimer la capacité portante des fondations sur sols renforcés par colonnes.
Des résultats intéressants ont été obtenus dans le cas du renforcement par une tranchée sous une
fondation rigide [34, 35], puis généralisés au cas d'un groupe de colonnes [29, 33]. Par ailleurs,
et dans le cas par exemple d'un sol purement cohérent renforcé par des colonnes cohérentes
et frottantes, I'implémentation des approches directes du calcul a la rupture, et plus particu-
lierement 1’approche cinématique, se heurte a des difficultés voire I'impossibilité de mise en

oceuvre.

En outre, et comme indiqué dans [6], les mécanismes de rupture induisants des surfaces de
discontinuité de vitesse dans le sol purement cohérent et les colonnes cohérentes et frottantes,

ne sont guere faciles a traiter, et ce du fait de la géométrie tridimensionnelle des colonnes.

Cette situation peut étre, en fait, surmontée en faisant recours a la méthode d’homogénéisation

telle que développée dans [6] et [13].

Cette méthode jouit de deux avantages :

O laprise compte de l’anisotropie qui permet de tenir compte des variations des caractéristiques

mécaniques par rapport a une direction privilégiée [25];
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[0 d’aborder plus facilement la mise en ceuvre d"une approche directe du calcul a la rupture

une fois le critere de résistance macroscopique du milieu homogénéisé est établi.

42



2. Sol purement cohérent renforcé par colonnes a
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2. Sol purement cohérent renforcé par des colonnes a matériau purement cohérent

2.1. Principe général

2.1.1. Notion de cellule de base :

Soit Q¢ une structure périodique fortement hétérogene. Par périodicité, nous entendons méme
période spatiale pour les caractéristiques géométriques et mécaniques. Le réel €, positif, désigné
habituellement par facteur d’échelle, caractérisera la taille du volume élémentaire €. qui, répété
un grand nombre de fois reproduira la structure périodique. Nous appellerons alors cellule de
base €, le domaine de l'espace transformé de €. par '’homothétie 1/€ centrée a I'origine de sorte

que [€] =1.

Dans la suite nous considérerons désormais une cellule de base de section carrée de coté s,
contenant une seule inclusion circulaire de rayon p de sorte que la fraction volumique occupée

par cette inclusion est tout simplement :

n= n(g)Z (2.1)

La partie occupée par l'inclusion est notée €" alors que celle occupée par le sol initial est €°.

2.1.2. Position du probleme :

Soit a étudier le domaine de stabilité d"une structure Q. périodique qu’on suppose fortement
hétérogeéne (i.e. € < 1), soumise a un chargement caractérisé par un vecteur Q des parametres de

chargement. On suppose donné en tout point y de ¢, le convexe de résistance microscopique

G¢ (y)

La théorie de calcul a la rupture [21] offre un cadre mécanique adéquat pour mener a bien une
telle analyse. Dans ce cadre o1 nous nous placerons désormais, seule la donnée en tout point

d’un critere de résistance suffit pour conclure quant a la stabilité de la structure étudiée.

La détermination du domaine de stabilité K¢ constitué des chargements potentiellement sup-
portables par la structure, souléve de grandes difficultés liées essentiellement a sa forte hétéro-

généité. Sa définition est donnée par :

KE:{QlﬂgS.A.Q, g(z)eGe(z) VyeQe} 2.2)

On montre dans [40, 7] qu'un tel domaine K€ converge lorsque € tend vers zéro, vers un domaine
de stabilité asymptotique KU :
K’ = limK°¢ (2.3)

e—0
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2.1. Principe général

La complexité de la détermination directe du domaine K° (ou de K¢ < 1) justifie I'emploi d"une
méthode d’homogénéisation qui, en substituant a Q. un milieu homogeéne équivalent, permet
de s’affranchir de la forte hétérogénéité. Nous disposons pour ce faire d'un cadre théorique
constitué par la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques en calcul a la rupture

[40, 7].

2.1.3. Structure homogéne associée :

Cette démarche associe a la structure périodique initiale . une structure homogene Q ainsi

définie :

[ ses caractéristiques géométriques sont identiques a celles de la structure initiale;

O elle est soumise au méme mode de chargement;

[ son milieu constitutif est homogene et ses capacités de résistance sont caractérisées par la
donnée dans l’espace de contraintes d'un domaine de résistance “macroscopique” noté Ghom

identique en tout point y de Q.

2.1.4. Probléme homogéne associé :

Partant de la, ’homogénéisation consiste a remplacer le probleme de détermination du domaine
K° (c’est a dire en pratique de K¢, avec € suffisamment petit) par un probléeme homogene
associé consistant a déterminer le domaine des chargements potentiellement supportables par

la structure homogene de Q précédente, définie par [11] :

Khom — {9 30SA.Q, g(y)eG™™ vye Q} (2.4)

Il apparait donc que la détermination de K"°™ nécessite la détermination préalable du domaine
de résistance macroscopique G"°™ qui caractérise les capacités de résistance du matériau ho-
mogene associé. Sa construction s’effectue au niveau de la cellule de base € en résolvant un
probleme de calcul a la rupture. Il dépendra a priori, des capacités de résistance des différents

matériaux composant €, ainsi que de leurs proportions volumiques.

2.1.5. Validité de la démarche :

Le probleme reste celui du lien entre la solution du probleme de calcul a la rupture sur la

structure homogene associée et celle du probléme initial.
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2.2. Critére de résistance macroscopique

Un résultat établi par [40], puis généralisé par [7] permet d’affirmer que les deux problemes

sont équivalents aux effets de bords pres.

2.2. Critére de résistance macroscopique

Comme indiqué auparavant, la détermination de K"°™ nécessite celle du critere de résistance

macroscopique, qui est caractérisé dans 'espace des contraintes par le domaine Go™.

Cette détermination repose sur la résolution d’un probléeme auxiliaire de calcul a la rupture

posé sur la cellule de base €.

2.2.1. Définition d’'un mode de chargement sur la cellule de base :

D’une maniere générale, la mise en évidence d'un mode de chargement est subordonnée a la
donnée conjointe de 'espace vectoriel S des champs de contrainte statiquement admissibles et

de celui noté C, des champs de vitesse cinématiquement admissibles qu’on introduit ci-apres.

2.2.1.1. I'espace S :

Un champ de contrainte g défini en tout point de la cellule de base appartient a S si et seulement

si:

O dive(€&) = o : équilibre sans tenir compte de la pesanteur;
ale)=0-¢q p P

O o.n est antipériodique.

Cette derniere condition exprime qu’en deux points quelconques situés sur deux faces opposées

de €, les vecteurs contraintes sont opposés.

2.2.1.2. I'espace C:

Un champ de vitesse v appartient a C si et seulement si :

[0 v estdéfini sur ¢;
O v est continiment différentiable par morceaux sur ¢;

0 le champ u =v—D.¢ est périodique en & sur €.

ol D est le tenseur vitesse de déformation “macroscopique” associé a v, c’est a dire :

Qzlf (n®@v+0®n) dT (2.5)
= 2Js
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2. Sol purement cohérent renforcé par des colonnes a matériau purement cohérent

soit encore :

D- [d()ac+; [ (eofe]+[c]on) ax 6)

oud (g) représente le champ des taux de déformation associé a v, X la surface de discontinuité

du champ v, et [Q] la valeur de cette discontinuité lorsqu’on franchit la surface X en suivant la

normale 7.

La périodicité du champ u signifie qu’en deux points quelconques situés sur des faces opposées
de la cellule, u prend des valeurs égales. Cette condition peut s’exprimer par le fait qu’en
tout point de la cellule, la vitesse de déformation est la somme d’une vitesse de déformation
homogene ( sa moyenne volumique D) et d'une “fluctuation” § périodique, dont la moyenne

sur € est nulle :

d(¢)=D+5(¢) veee 2.7)

avec :

I
I

(2.8)

N[ =
—_
<
=
+“t—
<
=
~—
—_—
=3
~—~
Il
(@]

2.2.1.3. Mode de chargement :

[9, 8]

Les espaces S et C définissent un mode de chargement de la cellule de base € qui dépend

linéairement de six parametres scalaires [39].

Plus précisément, les composantes dans un repere orthonormé Oxyz, du tenseur des contraintes

“macroscopiques” X = <g>, moyenne volumique sur la cellule de base de tout élément ¢ de S,

jouent le role de parametres de chargement. De méme, les composantes du tenseur vitesse de

déformation “macroscopiques” D = <d> représentent les parametres cinématiques associés par

dualité.

On dira alors que la cellule de base est soumise a un chargement macroscopique X, ou qu'une

vitesse de déformation macroscopique D lui est associée.

En vertu de la dualité mathématique entre les espaces S et C, la puissance de déformation

calculée P (g, g) sur la cellule de base, d"un champ de contrainte g € S dans un champ de vitesse
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2.2. Critére de résistance macroscopique

v € C peut étre exprimée par :

P(g’g) - fs (%:ZE) de (2.9)

ou encore :

P(g’g):f@g:@*zﬂ) dq:@‘%*ﬁ(@lﬂ) de (2.10)

oul'ona posé:

<g>: % f@ 0dC 2.11)

En vertu des équations d’équilibre et de la formule de la divergence, I'équation (2.10) peut étre

écrite sous la forme :

P(g’g) B <g> D+ fw (g'ﬂ)dz (2.12)

Soit en raison de I'antipériodicité de ¢.n et de la périodicité de u sur le bord de la cellule de

base :

<g : g> B <g> : <i> =z:D (2.13)

Cette relation généralise, aux cas des milieux périodiques, le lemme de Hill-Mandel : £ et D
représentent respectivement la contrainte et le taux de déformation macroscopiques, qui sont

les moyennes des champs microscopiques respectifs sur la cellule de base.

2.2.2. Définition statique du domaine G"°™

Si on désigne par G(é) le domaine de résistance dans l’espace des contraintes, au point £ de

la cellule de base, le domaine de résistance macroscopique G"™ est défini conformément au

raisonnement du calcul a la rupture par la donnée d"une fonction convexe F (Z) telle que :

Y eGhom — F(Z) <0 (2.14)

Soit de facon plus explicite :
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L

€S g>:
(¢)ec() vee

g

LeGhm = (2.15)

& I

=)

En raison de la convexité du domaine G (é) en tout point de la cellule de base, le domaine G"™

est convexe.

L’exploration des champs de contrainte X vérifiant la condition (2.15) conduit a des évaluations

par défaut du critere de résistance macroscopique du milieu hétérogene périodique.

2.2.3. Définition cinématique du domaine GMo™

Cette définition est obtenue par dualisation de I’approche statique par 'intérieur. Un champ de

vitesse v statiquement admissible dans le mode (avec D) est de la forme

v=D&+u(é) (2.16)

Ce champ est tel que :

P(%Q):f@gigd&érg 2.17)

Si on introduit alors la fonction 7 (d (é)) définie par :

w(a(e) =supfosale)  ele)ec (o)) 219

le théoréme cinématique du calcul a la rupture affirme quel’'on a:

Y eGM™ Vo C.AavecD fgzgd@=;:93<n(g)> 2.19)
z b Z:D

En supposant vérifiées les conditions assurant I’équivalence des approches statiques et cinéma-

tiques du domaine G"°™, nous pouvons encore écrire :
VDeR®, h“’“(ﬁ):' f{< (21)> d :5} 2.20
DeR’, n"(D)=infi(n(d))  (d(g))=D (2.20)
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2.3. Critere macroscopique en déformation plane : définition

—_

ott 7o (D) est la fonction d’appui du convexe G"™, qu’on peut écrire :

mhom (E) = sup {; :D Xe Ghom} (2.21)

YeGhom V™

La combinaison des relations (2.20) et (2.21) permet alors d’écrire une nouvelle définition du

domaine Ghom :

Ghomzm{§;§:§s<n@> \@ec;@(@>=g,gem6} (2.22)

Cette définition du convexe G"°™ apparait comme un probléme de minimisation de la fonc-

tionnelle P, @) = <n (é)> sur l'espace des champs de vitesses virtuelles v € C, en tenant compte

de la condition de moyenne <d (@> = é . Ceci reviendra en fait a écrire v sous la forme (2.16).

Larelation (2.16) traduit ainsi un probleme de minimisation sur I’espace des champs de vitesses

périodiques u sur la cellule de base.

2.3. Critére macroscopique en déformation plane : définition

On s’intéresse a la restriction du domaine de résistance macroscopique G"™ dans le plan Oxyz.

Pour ce faire, désignons par X le tenseur symétrique d’ordre deux, formé par les composantes

de X dans le plan Oxy :

Le critere de résistance macroscopique “plan” associé au critére macroscopique tridimensionnel

défini par la condition (2.14), est :

F(z) = min {F (Zape, ®¢; + Zaag, @2, )} <0 (2.24)

En d’autres termes, il existe un domaine de résistance macroscopique plan Gh°™, convexe

associé a la fonction f(z), défini par :

Ghom _ {z, A%, tel que Zype, ®eg+ Y.e, ®e, € Ghom} (2.25)
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2. Sol purement cohérent renforcé par des colonnes a matériau purement cohérent

L’équation (2.25) donne une définition du critéere macroscopique en déformation plane dans le

plan Oxy.

Dans la suite, on étudie la détermination du critere de résistance macroscopique pour le cas
des matériaux purement cohérents a 1’aide des approches par l'intérieur et par I'extérieur. Les

résultats du paragraphe 2.4 ci-dessous ont été publiés dans [3]

2.4. Encadrement du critere par les approches statique par I'intérieur et

cinématique par I'extérieur

2.4.1. Borne inférieure :

Considérons maintenant un champ de contrainte g défini sur la cellule de base de la maniere

suivante :
Z:xx ny 0
0=[Epx oy, 0 [si fe® (2.26)
0 0 X
et
Zxx Zxx 0
0=|Lw oy, 0 [sile (O (2.27)
0 0 X

Il est évident que ce champ de contrainte est en équilibre avec le champ de contrainte macro-
scopique :
; = Z‘aﬁga ®€'B + Z‘ZZEZ ®€Z (2'28)

si la condition suivante est vérifiée :

Ly = (1-n)ay, +noy, (2.29)

Il en va de soit par construction méme de ce champ de contrainte, que le vecteur de contrainte

reste continu au franchissement de 'interface sol - inclusion.

Par ailleurs est il est toujours possible faire un choix de sorte que la composante X, soit

contrainte principale intermédiaire dans les deux constituants de la cellule de base. Désignons
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2.4. Encadrement du critére par les approches statique par l'intérieur et cinématique par

I'extérieur

s . s . . o . .
alors par of(resp. 0}) et o5(resp. 07,) les contraintes principales majeure et mineure dans le sol

(resp. dans l'inclusion).

Le respect du critére de résistance dans chacun des matériaux de la cellule de base permet

d’écrire :

2
03— 05 = \/ (Zax =03, ) +422, <2C (2.30)

dans le sol, et

2
ol —al = \/ (Zex— 0, ) +412, <2kC (2.31)
dans I'inclusion, conditions qu’on peut réécrire autrement :

T —24JC2 =52, <05, < Do +2,/C2 =22 et |5, < C (2.32)

et

kC)? = X2, < 0, < Tax +24/(kC)* — 22, et |Ly | <kC (2.33)

La condition (2.29) s’écrira alors :

|Zar = Zyy| <2(1—1) {JC2 =22, +27 {J(kC)* - 22, et |Lyy| < C (2.34)

La condition (2.34) définit une une estimation par défaut du domaine de résistance macrosco-
pique GM°™ qu’on peut représenter géométriquement dans le plan des déviateurs en Introdui-

sant les variables suivantes :
— L T=Yy V2 (2.35)
qui transforment la condition (2.34) en :

S| < (1-1) V2C2 = T2 +1+/2(kC)*> = T2 et |T| < C V2 (2.36)

Le domaine correspondant est représenté dans la figure 2.3, dans le plan (S,T), ot 'on a posé
(Cy=(1-n)C+nkC.

53



2. Sol purement cohérent renforcé par des colonnes a matériau purement cohérent

T ‘/2_3.\‘;/

. renforcement
\/Ekc O —

sol renforcé

sol initial: (borne inf.) \
V2¢C _
~= 1
~ )
\ /
X
II (@ T R PR /_ =
b 3
rd
5 oo
/\%!o \0 = Pe XX =y
| \/3

Fic. 2.3: Estimation par défaut du domaine de résistance macroscopique Glom

Cette méme figure permet une construction géométrique tres simple, de la borne inférieure de

Ghom : un point m de ce domaine est obtenu a partir de la relation vectorielle

him = (1 =) himy +n himy (2.37)

ol h;my et mpsont des points alignés sur une méme droite T = cste et situés respectivement sur
l'axe vertical, et les cercles de rayons C V2 et kC V2 représentant respectivement le critere de
résistance du sol et de I'inclusion dans le plan déviateur (S, T). Le point m apparait comme le

barycentre des points 111 et m; affectés des coefficients 1 -1 et 1.

Les relations (2.35) s’écrivent :

S

r-X r—-X
==L 28 0s2a; T= 222 sin2a (2.38)

V2 V2

Y1 > X3 sont les contraintes macroscopiques principales majeure et mineure (X, = X, est la
contrainte principale intermédiaire), et a est I’angle que la direction de la contrainte principale

majeure avec l’axe Ox.

Il découle des relations (2.38) que les coordonnées polaires d"un point M (S, T) sont :
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2.4. Encadrement du critére par les approches statique par l'intérieur et cinématique par

I'extérieur

D .
p=[s?+12]" = 1\/§3et9:2a (2.39)

de sorte que la condition (2.36) relative a la borne inférieure de domaine de résistance macro-

scopique s’écrive :

Y1-X3<52C () ; Li=X3 (2.40)

ou C™ (a) est solution de I'équation implicite suivante (on retrouvera en annexe C.1 une autre

fagon d’établir cette expression) :

C™ () cos2a = (1-1) \/cz —(C~ (@) sin2a0)* + 17 \/ (kC)? - (C~ (a) sin2a)? (2.41)
pour
la| < a L arctan( ! ] (2.42)
)=z — .
R P
et c
C (a) = = autrement (2.43)
sin2«a

C~ (o) peut étre interprétée comme une cohésion anisotrope avec les valeurs particulieres sui-

vantes :
C(0)=C (g) = (1-17)C+1kC = (C) (2.44)
et
(T _
C (Z) e (2.45)

Le diagramme polaire correspondant a C~ (a) est donné par la figure 2.4

2.4.2. Borne supérieure :
Une borne supérieure du domaine de résistance macroscopique pour le sol renforcé est obtenue

par mise en ceuvre de 1’'approche cinématique du calcul a la rupture appliquée a la cellule de

base.
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2. Sol purement cohérent renforcé par des colonnes a matériau purement cohérent

(C)
C ((1) ,’; sol renforcé
C e = L X .
-~ (borne inférieure)
ra / 1\
%
A
e .|
TR ~
o \
(o ! Og \
2 ] | - X

7

sol initial

Fic. 2.4: Diagramme polaire de C™ («)

Soit U un champ de vitesse virtuelle défini sur la cellule de base C par

u(s) = E&+o(¢) (2.46)

ouv (é) est une fonction périodique de &. L'approche cinématique du calcul a la rupture stipule
que tout champ de contrainte macroscopique vérifiant un critere de résistance macroscopique

de la forme (2.14) satisfera l'inégalité suivante :

F(;) <0= VU L:D< (n(d)) (2.47)

ou:

D= %(P + fg) (2.48)
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2.4. Encadrement du critére par les approches statique par l'intérieur et cinématique par

I'extérieur

est le tenseur vitesse de déformation macroscopique associé a U, tandis que :

<”(g)> - % fc ”[i(é)]dc (2.49)

avec :

d = %(g_dﬁ + g_dﬁ) (¢) (250

et:

T [g(é)] = sup{g : é(é), (01 —03) <C (oukQC)} (2.51)

g =

Le calcul de la fonction 7@ donne :

) =0
— (2.52)
+00 autrement

n(é) _ € ukO) (Zldkl) i tr(d

ou dg, K = 1-3, sont les valeurs principales de d. (n (g)> est appelée puissance résistante

maximale développée dans le champ U.

2.4.2.1. Premiere estimation de la borne supérieure

Elle est obtenue en utilisant le champ de vitesse suivant :

U=Dg= c:l(f;’) =D (2.53)

F(E)SO = VD E:QSW(@ (2.54)
avec :
( ( d)> ~ [(© (oukO)(Tilaxh i tr(g)zo s
- +oo autrement .
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2. Sol purement cohérent renforcé par des colonnes a matériau purement cohérent

ceci étant, on réécrit la relation (2.54) :

P(;)so = VD; E:D<sup(Z:D(£); Ei-s<20) (2.56)
z D E:Dssuplz:D
Oou encore :
P(;) <0 = X, —%5 <2(C) (2.57)

Cette derniére implication signifie que la premiére estimation de la borne supérieure de la
capacité portante du sol renforcé, est obtenue a partir de celle d'un matériau isotrope, purement
cohérent, de cohésion égale a la moyenne des cohésions du sol initial et des inclusions, affectée

de fractions volumiques respectives.

2.4.2.2. Deuxiéme estimation de la borne supérieure

y [ |

N

~
m

F1G. 2.5: Mécanisme par blocs rigides utilisé pour établir une deuxieme estimation de la borne
supérieure

On considere maintenant le mécanisme de rupture par blocs rigides illustré sur la figure 2.5 et
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2.4. Encadrement du critére par les approches statique par l'intérieur et cinématique par

I'extérieur

défini comme suit :

Le cellule de base est subdivisée en deux blocs parallélépipédiques notés respectivement 1 et
2, séparés par une surface plane S,, normale a 1’axe Ox et localisée dans le sol. Le bloc N°. 2
est animé d’une vitesse uniforme ng, tandis que le bloc N°. 1 est maintenu immobile, de sorte
que le saut de vitesse a travers S, est purement tangentiel. Dans ce cas, le tenseur vitesse de

déformation macroscopique est :

%4
D= E(€x®€y+€y®€x) (2.58)

dans ce cas, la puissance résistante maximale développée dans un tel champ de vitesse se réduit

a la seule contribution de la discontinuité de vitesse le long de S :

1
<n(g)> -~ [ cvias=q (2.59)
= ICI Js,
On aura en conséquence :
P(;)so =YV, L:D=X,V(V| (2.60)
ou:
2C
F(z)so =[Sy <C & 5y - X5 < — 2.61)
= sin2a

2.4.3. Synthése des résultats
L'estimation des bornes inférieure et supérieure du critere de résistance macroscopique (2.14),

développées a partir des approches statique et cinématique du calcul a la rupture, sous I'hypo-

thése de déformation plane, peut étre résumée comme suit :

G cGhomc Gt (2.62)
avec :
G =(£ X -X3<2C (a) (2.63)

et:
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2. Sol purement cohérent renforcé par des colonnes a matériau purement cohérent

G' =L I;-X3<2Ct(w)

Les deux domaines ainsi définis sont représenté sur la figure 2.6 dans le plan (S, T).

kC 2

borne supérieure
Y1—X3<2C*(a) ™,

sol natif

\

\
1
1

. borne inférieure
Y1 —-X3<52C (a)

| (Zex—Zyy)/ V2

N

Fic. 2.6: Estimation des bornes inférieure et supérieure du critere de résistance macroscpique
du sol renforcén en déformation plane

(C)V2

Pour un facteur de substitution = 0,15 et un rapport de cohésions k = 10, 1'écart relatif
maximal entre C™ (a) et C* (@) est de 12%, produisant ainsi une bonne estimation du critere de

résistance macroscopique. Un tel écart deviend négligeable pour k > 20, cas du renforcement
par colonnes a la chaux [2]

(2.64)
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3. Quelques applications

3.1. Capacité portante d’une semelle filante reposant sur un sol

partiellement renforcé

On se propose d’appliquer les concepts développés dans le chapitre précédent, au calcul de
la capacité portante d’une semelle filante de largeur B dans le plan Oxy, reposant sur un sol
purement cohérent de cohésion C, renforcé par des colonnes cylindriques, purement cohérentes
de cohésion kC, k > 1. La partie en sol renforcé, de largeur By = AB, A > 0 est symétrique par
rapport a I’axe Oxy.

Il a été signalé que la résolution d'un tel probleme passe par celle d’'un probléeme en matériau
homogene associé tel que montré sur la figure 2.1, peut étre traité comme un probleme plan de
calcul ala rupture, dans lequel la zone en sol renforcé est remplacée par un matériau homogene,

dont les capacités de résistance ont déja été estimées par la méthode d’homogénéisation.

Sachant qu’on peut prouver l'indépendance du chargement ultime Q*, de la pesanteur [34], le
poids volumique des différents constituants de 1'ouvrage ( sol et colonnes) sera considéré nul

dans les développements a suivre.

Procédant a une simple analyse dimensionnelle, il apparait que le chargement ultime s’écrira

sous la forme :

Q" = BCN'(k, ) 3.1)

olt N* est un facteur adimensionnel dépendant des facteurs sans dimension k, A = B1/B, et By

désigne la largeur de la zone renforcée qui est supposée suffisamment profonde.

3.2. Approche cinématique par les vitesses

Notre objectif consiste en 'évaluation du facteur N*, et plus particuliérement a estimer une
borne supérieure de ce facteur par application de 'approche cinématique par l'extérieur sur le

probléme homogénéisé.

Plus précisément, il sera montré que le classique mécanisme de Prandtl qui donne la valeur
exactede N* = 7t + 2 dans le cas d’un matériau non renforcé (sera retrouvé aveck =1ou A =0),

peut étre implémenté pour le probleme actuel.

Ce mécanisme est illustré sur la figure 3.1. Le bloc triangulaire A’AI localisé sous la fondation,

est animé d'un mouvement de bloc rigide caractérisé par la vitesse —Ue ,avecU >0, tandis que
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3.2. Approche cinématique par les vitesses

B = AB i

Fic. 3.1: Mécanisme de Prandtl pour le probleme homogeéne associé

les blocs rectangulaires ADE et A’D’E’ sont sont animés d"une méme vitesse de module LI%
mais inclinée de + (11/4) par rapport a la verticale. Dans les secteurs intermédiaires A’ID et AID,

le champ de vitesse est tel que :

(3.2)

S

Ur:(),' UQZUT

ol v, et vg désignent respectivement les composantes radiales et orthoradiale de v, avec A ou
A’ pris comme origine du systéme de coordonnées.

Alors que la puissance virtuelle des efforts extérieurs s’écrit simplement :

W, = QU (3.3)

la puissance résistante maximale développée dans ce mécanisme peut étre calculée comme suit :

Wine(2) = Wit (2) + Wi (2) (3.4)

ou Wg,, (g) et Whom (g) désignent les contributions respectives du sol natif et de la zone renforcée.
La premiere contribution est calculée de la méme maniere que pour la solution classique par

un mécanisme de Prandtl pour un sol purement cohérent :
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W2, (g) = Z[IBCD n(g) dxdy + ‘fBDUDE n(g; [g])ds] (3.5)

avec :

n(d) = sup{g : c:l; ée Ghomy (3.6)

et:

n(n; [0]) = sup{(g-ﬂ)- |¢]; ZeGhom) (3.7)

ott Gh°™ est le domaine de résistance macroscopique.

En utilisant maintenant I'estimation par excés GM'°™ du domaine GM°™ défini par (2.64), la

fonction d’appui nt (d) est telle que :

nhom(g)5n+ (g) _(£:d T —T5<2C* (@) = minf—o—,2(C))] (3.8)
='= sin2a

On démontre en annexe01 que I'inégalité (3.8) peut étre réécrite sous la forme :

hom (é) <t (é) _ 240 cos2(B—Po) sisin2p >sin2Py 39)
1

- autrement

ol d; désigne la valeur principale majeure du tenseur d, § 1’angle que fait la direction de d; avec

I’axe Ox et B est défini par :

C
i = = 10
sin2fy ) (3.10)
Il en découle en particulier, que pour = +(11/4) :
phom (g) <n* (g) = 2d1(C)sin2By = 24,C (3.11)

Le méme type d’inégalité est valide pour la fonction rthom (ﬂ ; [y]) relative au saut de la vitesse

tangentielle, mais ol1 41 est a remplacer par %|[Q]| = %IZI :

Rom (1 l) < (o) = ey | P P S Sinzp = sin 2o 612
1 autrement
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3.3. Résultats et commentaires

Mettant en ceuvre le mécanisme de Prantl de la figure 3.1 avec U > 0, le théoréme cinématique

du calcul a la rupture conduit & une I'estimation d’une borne supérieure du chargement Q* :

We = QU < Wine(2) = Wiy (v) + Wi (2) (3.13)
ou:
Q"< 7 W () + Wi ) (3.14)
avec :
W = 2[ f n+(4)dxdy+ f T(hom(g;[y])ds] (3.15)
IACB — IBUIA

La derniere quantité peut étre calculée analytiquement en utilisant (3.9) et (3.12), fournissant

ainsi une estimation de la borne supérieure de Q" a travers (3.14).

3.3. Résultats et commentaires

Les valeurs particuliéres suivantes ont été obtenues pour la borne supérieure de Q*/BC = N*
comme fonction du la largeur relative A = B1/B de la zone en sol renforcé :
[0 A =0 (sol non renforcé)

N*<N" = (n+2) (3.16)

OA=1 .
N*<N* = (1+r)(1+g)+ rz—l—rarccos(;) (3.17)

our=(C)/C=(1-n)+nk, (r =1 correspond au cas du sol non renforcé).
O A=2

1
N*<N* = 1+r+2(\/72—1+rarcsin(;)) (3.18)
0 A>3
N*<N' = (n+2)r+2( — —rarccos( ) (3.19)
La derniere estimation de la borne supérieure de N* (A > 3) a déja été établie dans les références

[6, 71

Il serait alors intéressant de comparer cette borne a celle obtenue par le méme mécanisme de
Prandtl, mais ot le sol renforcé est modélisé comme un sol homogene, isotrope, purement

cohérent de cohésion (C). En notant ainsi cette borne par N* o
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N, = (n+2)r (3.20)

qui demeure toujours plus grande que N* puisque la quantité (\/H— rarccos (1/ r)) est né-
gative. Cette différence est explicable par le fait qu’en adoptant une cohésion isotrope (C) pour
le matériau renforcé tend a surestimer les capacités de résistance réelles en laissant tomber le
caractére manifestement anisotrope tel que montré sur la figure 2.6, o1 la courbe en gras qui
représente la borne supérieure est totalement a l'intérieur du domaine limité par le cercle de

rayon V2(C) correspondant au cas d’un matériau avec une cohésion isotrope égale a (C).

Plus précisément, il apparait que I’hypothése d"une cohésion isotrope pour un sol renforcé est
équivalente au calcul direct par I'approche cinématique, de la borne supérieure, en utilisant
le mécanisme de Prandtl appliqué au sol composite hétérogene, sans référence, aucune, au
concept de I'homogénéisation. En effet, en considérant une surface de discontinuité de vitesse
notée L, qui sépare la zone déformée AID de la partie fixe du sol renforcé, sa contribution a

la puissance résistante maximale (par unité de longueur le long de I’axe Oz) peut étre calculée

par:

Wit (1B) = f Clfell = + f KCl[ell A= = Cllo]l (5] + HE?) (3.21)

ol X (resp. L®) représente l'intersection de cette surface de discontinuité avec le sol initial (resp.
les colonnes). Assumant que 1’espacement s entre deux colonnes adjacentes est suffisamment

petit en comparaison avec la largeur B de la fondation, il s’en suit finalement :

W (IB) = Cl[o]| (1 - 1) |Zl+knlZ]) = ([2]IZ| (3.22)

aboutissant ainsi a la méme valeur de la puissance résistante maximale que celle obtenue avec
une cohésion isotrope. A titre d’exemple, pour k = 20 et n = 0,30, on obtient » = 0,67, et pour
A>3
* + +
N"<Np .. = 28,65 <Ny, = 34,45 (3.23)
qui prouve que l'approche cinématique par I'extérieur mise en ceuvre dans le cadre de la
méthode d’homogénéisation, permet d’améliorer de 17% la borne supérieure obtenue par 1'ap-

proche directe avec le méme mécanisme.

La figure 3.2 affiche une série de courbes donnant une estimation de la borne supérieure pour le

facteur N*, en fonction de la largeur relative A de la zone en sol renforcé et ce, pour différentes
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40 T T T i T T
N+ 1 i 1
hom 1 K =20 1 I n=0.40
! I
35 ! i 1 i
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1
1 i 1
1 1 1
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- i |
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Fic. 3.2: Estimation de la borne supérieure N; _ du facteur de capacité portante, en fonction de
la largeur relative A de la zone en sol renforcé, pour différentes valeurs de n (k = 20).

valeurs du facteur de substitution ), la cohésion des colonnes de renforcement étant vingt fois

plus grande que celle du sol initial (k = 20).

Cette figure montre, comme prédit, que la capacité portante estimée est une fonction croissante
du facteur A, avec un maximum constant pour A > 3 atteint lorsque lalargeur de la zone renforcée
dépasse celle du mécanisme de Prandtl. Il est a signaler que la tangente a ces courbes accuse
une discontinuité pour A = 1, tendant vers zéro lorsque A excede cette valeur particuliére. Ceci
peut étre expliqué par le fait que, pour ce mécanisme particulier, la contribution des éléments
de renforcement localisés juste a proximité des bords de la fondation dégénere. Ceci peut étre
interprété en constatant que, dans ces régions particulieres, le mécanisme de Prandtl mobilise

la valeur minimale de la cohésion anisotrope du sol renforcé, égale a celle du sol initial.
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3.4. Calcul d’'un majorant de la capacité portante ultime une méthode

directe

Une telle majoration s’obtient simplement en comparant la puissance des forces extérieures
obtenue avec le mécanisme de Prandtl décrit précédemment, soit QU, avec la fonctionnelle
pe (Q) calculée pour le massif renforcé. Il a été établi dans [7] qu'une telle démarche conduit aux
mémes résultats obtenus pour le cas d’'un massif isotrope, mais ot la partie en sol renforcé est

traitée comme un milieu homogeéne, de cohésion isotrope égale a (C).

La résolution d"un tel probléme se fera alors en utilisant directement le théoréme cinématique

du calcul a la rupture [24].

En étudiant le cas A <1 par exemple, un majorant du facteur N* est obtenu en posnant Sy = 71/4 :

tan 3'—"+@
N* = 4+2+(r—1) /\+290—£(1—/\)ln ton (% + 3) (3.24)
2 tan(%”)

On voit alors que lorsque A =0 (donc 0y = 0) ou lorsque r = 1, on retrouve le cas d'un sol
homogene et isotrope, non renforcé. Alors que pour le cas A = 1, correspondant au renforcement

de largeur B, on retrouve le résultat N* = (1+r)(1+ 7t/2) qui a été établi dans [28].
Pour A =1, la variation du rapport N* /r est donnée par la courbe 3.3
La figure 3.3 permet de noter que :

O pour r =1 (sol non renforcé) on retrouve bien la valeur classique :
N*=mn+2

O la majoration obtenue est strictement inférieure a celle que donne la méthode directe, ce
qui s’explique par 'anisotropie de la résistance au cisaillement du sol renforcé dont seule la
méthode d’homogénéisation en tient compte.

O le rapport N*/r décroit en fonction de r, par conséquent le majorant correspondant de
la capacité portante, est bien une fonction croissante du coefficient de renforcemen r. On
remarquera en particulier que pour A =1:

N+

Iim —=2

r—o00 t
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3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforcé

7 7y
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Fic. 3.3: Variation de N /r en fonction du facteur de renforcement r.

3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforce

On se propose dans cette section de mettre en ceuvre la méthode d’homogénéisation en calcul

a la rupture, pour étudier la stabilité d"un remb]ai.

Le remblai, soumis a son poids propre, constitué d’'un matériau pesant, de caractéristiques ¢
et Co = k,C, de pente A et de hauteur k, repose sur un sol purement cohérent, renforcé par un
maillage régulier de colonnes purement cohérentes (figure 3.4). Le renforcement par colonnes

est supposé s’étendre a I'infini des deux cotés du remblai.

Un tel probleme a fait1’objet de plusieurs contributions, aussibien pour le cas d'un sol homogene
isotrope, que pour le cas d"un sol renforcé. On citera par exemple les travaux de Terzahi relatifs
a la stabilité des pentes [26], le cas d"une pente constituée de roches jointives étudié dans [27].

L’essentiel des développements relatifs a ce type de probléme est récapitulé dans [13].
Désignant par y le poids volumique du matériau constitutif du remblai, on sait que la stabilité

d’un tel ouvrage est gouvernée par le facteur sans dimension, [23]

K== (3.25)
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X o« O
remblai Y
Y
h ¢
L A N A
sol colonnes
C kC

Fic. 3.4: Le probléme étudié

qui doit demeurer inférieur a une valeur critique, notée K*, fonction uniquement de I'angle A

ainsi que des arguments sans dimension n et k :

h
% <K' & Talus potentiellement supportable (3.26)

K* =K (1,A,k) (3.27)

3.5.1. Calcul par la méthode d’homogénéisation

L’ouvrage homogene associé au remblai sur sol renforcé est un talus de méme géomeétrie (1, A),
constitué du méme matériau homogene de poids volumique y, obéissant au méme critere de

résistance, et reposant sur un sol homogene qui obéit au critere de résistance anisotrope :

Tm— i < 2C(a) (3.28)

ol Yy > X, sont les composantes principales de 1’état de contrainte macroscopique X. Par

ailleurs, la cohésion C (a) peut s’écrire sous la forme :
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3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforcé

C(a)=Cp(n,Ak) (3.29)

ol p est un facteur sans dimension dont on explicite I'expression aprés résolution de I'équation
implicite (2.41).

Compte tenu de 'expression de (3.29), la stabilité du remblai est également conditionnée par
le facteur sans dimension yh/C. Désignons par K"™ la valeur extréme de ce facteur, on peut

écrire :

y_h *
C <K (n,A,k,p)
i) (3.30)

Talus reposant sur sol homogene associé est potentiellement stable

Pour analyser la stabilité de 'ouvrage homogeéne associé, on fait usage de la méthode cinéma-

tique. Elle s’inspire tres directement de celle utilisée dans [25].

La fonctionnelle Phom (g) calculée dans le champ de vitesse associé a un tel mécanisme s’écrit

alors pour le sol homogene associé :

phom (ﬁ) = f hom (Q, Z) ds (3.31a)
CD
avec: 7"™(n, V)= sup{~Lij.n;.Vi| Ty — L < 2C (@) (3.31b)

Pour que l'approche cinématique qui découle de l'utilisation de tels champs de vitesse ne soit
pas triviale, c’est a dire que P"o™ (g) prenne une valeur finie, il est nécessaire dans le cas du
critere (3.28), macroscopique du type purement cohérent, que la discontinuité de vitesse V soit
tangentielle dans le sol, et donc que CD soit une ligne de rupture circulaire. Dans la partie
localisée dans le remblai, cette discontinuité doit étre déviée d'un angle ftel que p << —¢@:

en adoptant = @, la ligne de discontinuité BC sera un arc de spirale logarithmique.

Dans ces conditions, l'inégalité P (Qhom, g) < phom (g) (ot1 QM°™ désigne la valeur du chargement
extréme) traduisant le théoréme cinématique, conduit & un majorant K"°™ du facteur K"™ que

’on peut écrire sous la forme :
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3. Quelques applications

(3.32)

KPom™ (1, A, k) < Kro™ (1, A, k)

remblai
Y
h 2
D
C(a)
a

sol homogeéneisé

Fic. 3.5: Probleme homogeéne associé : mécanisme de rupture par "blocs" en rotation

3.5.1.1. Calcul de la puissance des efforts extérieurs P (Qh"m, g)

Le bloc OADCB est animé d'un mouvement de rotation de vitesse angulaire @ autour du centre
Q(&, v), de sorte que la vitesse v (M) d'un point M (x, y) appartenant au bloc OABCD s’écrive :

o(M) =v(Q)+DAQM = 5[— (y—v).e, +(x—8&) .gy] (3.33)

Le poids propre du remblai étant 'unique parametre de chargement, la puissance des efforts
extérieurs P (Qhom, Q) dans le mouvement de rotation du bloc rigide OABC autour de (2 s’écrira

alors :
(3.34)

P(QhOm, Q) = f (Zg) dQ = f yo(x—£&)dQ = f yy(g.ﬂ) ds

O=0ABC Q 5=0Q)
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3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforcé

et ce en vertu du théoréme de la divergence ; n désigne la normale unitaire sortante au contour
du domaine OABC.

3.5.1.2. Calcul de la puissance résistante maximale Ph°™ (Q)

S’agissant d'un mécanisme de rupture “par blocs” en rotation, la puissance résistante maximale
se réduit a la contribution de la discontinuité de vitesse sur la surface BCD. Rappelons dans ce

cas, que la fonction d’appui est fournie par 1'expression (3.12)

Dans le remblai : La ligne (surface) de discontinuité BC est un arc de spirale logarithmique
d’équation p (0) = p1exp[(6 — 61) tan @] dans le systeme de coordonnées polaires (Q, p, 0)
ou r < pR. La fonction d’appui sera 7t (E;Z) = Cowp (D) cos ¢.

Le calcul de la puissance résistante maximale sur la ligne de discontinuité BC conduit a :

f e (ﬁ;Z) ds = %ercot(pr2 w{exp[2(62—61)tang] -1} (3.35)
CB

Dans le sol : Laligne de discontinuité DC estun arc de cercle. La fonction d’appui sera nt (g ; Z) =
loprexp [2 (62-67) tanqb] T (6 - %)

Grace aux résultats établis au deuxieéme chapitre, le calcul de la puissance résistante

maximale sur la ligne de discontinuité conduit a :

fD Cn(ﬂ;Z) ds = 2R%@ L _an(ﬁ) dp (3.36)

Le calcul del'intégrale (3.5.1) nécessite d envisager différents cas selon le signe de (11/4 — 05) :
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3. Quelques applications

O sif—~% <0,onaura:

480 +cos2By+ cos (20, +2 sifp<Z -0
P, (DC) = RXC) ) PO Po+cos(202+260) sifo 2 (3.37)
%—292+2‘80+C052ﬁ0 sifp 2 %—92

0 sif,—Z>0,0onaura:
1

c0s2fy+ cos (26, -2 Sifg<H,—Z
ﬁo ( 2 ﬁo) ﬁo 2 1 (338)

P, (DC) = R*(C)o
%—292+2ﬁ0+€082ﬁ0 SiﬁoZ@z—%

On rappellera a cet effet que :

(C)=1-nC+nkC; 7=<—g>; ﬁ():%arcsin(%)

La puissance résistante maximale totale sera alors la somme de (3.35) et (3.37) ou (3.38).

3.5.2. Puissance virtuelle des efforts extérieurs

Les efforts extérieurs se réduisent a 1’effet de la pesanteur y = ye y dans le remblai. Le calcul de
la puissance virtuelle des efforts extérieurs se fera par usage de la formule (3.34). On posera

dans la suite pour un parametre p, p=p/h :

00 sur OB :ona y =0, et l'intégrale sur OB sera alors , tout simplement nulle.
0 sur AO:onan=-sinle, - cos)\gy et n.v = —w(x—E&)cosa+w(y—v)sina. En utilisant une

intégration par parties et en remarquant que dy = —ds sinA et dx = ds cosA ; on obtiendra :

1 2 -
e a7h3( oL T ) 3.39
on 1Y (_ _) 2 4 3sinZ A ! ( )

O sur CA: onan=e, et n.v=w(x—&) avec y = h. Dans ce cas :

f Yy (g.g) ds = %y(’u\h3 [72 cos® B2 exp[2(0; — 61) tang] - (5 + cot/\)Z] (3.40)
CcA

O sur BC : il s’agit d'un arc de spirale logarithmique de foyer ), et d’équation p(0) =
rexp[(0 — 01)tang] avec 01 < 0 < 0, et de normale unitaire sortante n = cos e o singe, ;

soit n.v = —p(0) wsing.
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3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforcé

Sur la courbe BC, les relations suivantes sont vérifiées :

(0 —
dy=_SnO-9) 4 (3.41a)
sing
_cos(0-p)
d
ds=-——L - P go (3.41¢)

sing  cosq

La puissance virtuelle des efforts extérieurs se calcule par exemple, en intégrant par parties,

par rapport a p la quantité :

R
fB ny(y-ﬂ)ds=—y5 f ypdp (3.42)

En intégrant ensuite par rapport a 0, 'expression (3.42) se transforme en posant f (x) =

2 exp [3(x—61)tang](3sinx tan¢ — cosx)

1 a3 f(62)-f(61)
. = =yoh’? 2(6, — -1)——————t 3.43
chyy(g Q)ds S VWhT (s1n91 (exp[2(62—61)tangp] - 1) 1+9%rle an (3.43)
La puissance virtuelle des efforts extérieurs sera la somme de (3.39), (3.40) et (3.43).
3.5.3. Obtention d’un majorant du facteur de stabilité :
Une relation évidente, reliant /1 a R est (figure 3.5) :
. . h 1
—sin 6 +sin Oy exp [(02 — 61) tang] = Sz (3.44)
On a par ailleurs :
R=rexp[(02—-601)tang]; v=-rsin6b; (3.45)

Parmi les classes de mécanisme de rupture possibles, on étudie celui présenté sur la figure 3.5
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3. Quelques applications

ol 'on doit vérifier :

—% <0, < g (3.46a)

0<6, < g (3.46b)

01 <0 (3.46¢)

E+7cosO; >0 obtenue par xg>0 (3.46d)

E +Rcos 02 +cotA >0 obtenue par Xa—xc <0 (3.46¢€)
E—RcosBy+cotd <0 obtenue par Xa—xp =0 (3.46f)
7cos0; —RcosO, >0 obtenue par xg—xc =0 (3.46g)

La condition (3.46b) garantit en particulier I'existence du point Q2 au dessus du sol alors que la
condition (3.46¢) garantit I’existence de ce point dans le demi-plan supérieur a la médiane des

points B et C, et d"assurer par conséquent R > r. Si on convient d’écrire :

Pr(v) = CHP@O(E, 01,60,) et Qo) =Pwy®(E, 61, 6,) (3.47)

I'approche cinématique du calcul a la rupture fournit une condition nécessaire de stabilité du
remblai en écrivant que, dans le champ de vitesse virtuel précédent, la puissance des efforts

extérieurs doit étre inférieure a la puissance résistante maximale :

(y_h) _ O(£01,02) (3.48)

C) = D(041;00)

Il y a lieu de minimiser la quantité de droite de 1'inégalité (3.48) par rapport aux angles 01, 0, et
de v, en tenant compte des relations (3.44) a (3.46g) qui sont en fait les contraintes du probleme.
La détermination d’un majorant de (V—Ch) se rameéne a la résolution du probleme d’optimisation

suivant :
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3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforcé

Khom = min{%}

Qe —-2<01<%

Qo 0<6,<7%

g: =6 (3.49)
Qa: E+7rcosB1 =0

g5 E+E00592+c0ta20

6 E—Ecos@zﬂzotasO

g7 7cosO; —RcosOy >0

C’est un probléme d’optimisation avec contraintes non linéaires. L'expression complexe de la
fonction objective (le facteur de stabilité) rend non envisageable la résolution analytique de
ce probleme car elle suppose tout d’abord que nous sachions résoudre le systeme d’équations
obtenues en annulant les dérivées premiéres de la fonction objective K"°™, par rapport aux
variables de décision (61, 05, E). En outre, il est possible que la solution optimale se trouve
sur le bord du domaine admissible, sans correspondre pour autant a un point ot les dérivées
premieres de la fonction objective s’annulent. Il est plus raisonnable d’essayer de résoudre le

probléme (3.49) par voie numérique.

On peut traiter le probleme (3.49) en recherchant le minimum par une “technique de grille”
consistant a balayer systématiquememnt le domaine de variation dans R® des variables de
minimisation, et ne retenir que le plus petit des minimums. Cette méthode a été utilisée dans
[14] pour améliorer la borne supérieure du facteur de stabilité d"un talus vertical en milieu non

renforcé.

Une autre possiblité pour résoudre ce probleme est d’utiliser des algorithmes d’optimisation
globale tels que le solveur “"LGO” dont une version commerciale est disponible pour "EXCEL”,
ou encore "What's Best” qui fonctionne lui aussi sous "EXCEL". Ces deux solveurs puissants

n’ont pas permis de résoudre dans leurs versions limitées, le présent probleme.

Une autre alternative consiste a mettre en ceuvre la macro E04UCF de la bibliotheque scien-
tifique NAG Foundation Toolbox for MATLAB [18]. 11 s’agit d"une routine de minimisation avec
contraintes non linéaires d"une fonction a plusieurs variables. Il est toléré pour celles-ci d’avoir
des dérivées premiéres et secondes discontinues (le jacobien et le hessien sont calculés par
différences finies). Cette routine restitue un minimum local de la fonction objective. Moyennant
un choix judicieux du point initial qu’on doit fournir lors de 1’ initialisation, ce minimum peut
étre en fait le minimum global recherché. Un tel choix se fait a ’aide d"une opération préalable

qui consiste a calculer les valeurs de la fonction a minimiser, aux nceuds d’un quadrillage du

77
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domaine admissible des variables 64, 6, et & et n’en retenir que ceux fournissant la plus petite

valeur de la fonction a minimiser.

Il est & remarquer que la puissance résistante maximale est indépendante de la variable &. Le
dénominateur de I'expression (3.48) indique, a un facteur multiplicatif pres, que la puissance
des efforts extérieurs est maximale lorsque & = —0,5cotA. Ceci implique que le point @ est
nécessairement situé sur la demi-droite verticale passant par le milieu de OA. Il est clair que
les points de cette demi-droite appartiennent au domaine admissible des variables, puisqu’on
peut toujours imaginer et construire des mécanismes de rupture respectant les conditions sur
01 et O,.

Ceci étant, on est ramené a résoudre le probléme d’optmisation suivant qui ne fait intervenir

que deux variables :

Khom — min{%}

Q1 —-2<601<%

[ 0<6,<7% (3.50)
g3 0, <0,

Qa: exp[(62—61)tan@]cos Oy —cos 01 <0

g5 lcota—Rcos0, <0

Les résultats de minimisation sont reportés sur la figure 3.6, pour a = 45° et des angles ¢ variant

de 25° a 35°, et pour des facteurs de renforcement 1 <r < 8.

3.5.4. Comparaison avec une méthode directe

On traite, maintenant, le méme probleme du remblai mais reposant sur un sol homogene,

isotrope de cohésion (c).

Dans ce cas, les calculs de la puissance virtuelle des efforts extérieurs ne sont pas affectés, il en

est de méme pour la puissance résistante maximale dans le remblai.

La puissance résistante maximale dans le sol devient alors :

Py (DC) = R?@(C) (1 — 265) (3.51)
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3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforcé

Khom
20

| B {P=350
{P=33o I
% e=31"] |

5‘.,_-."55555555555555;;;!_
2 4 6 8

Fic. 3.6: Variation de facteur de satbilité K'™ en fonction de I’angle de frottement ¢ et du facteur
de renforcement r pour k, = 0 et & = 35°.

Pour un remblai purement frottant, la puissance résistante maximale sera multiple du facteur
de renforcement (C)/C. Il s’en suit que le facteur de stabilité du matériau renforcé, supposé

isotrope de cohésion (C), sera égal a celui d"un sol non renforcé, multiplié par (C)/C.

Pour un remblai d’angle au pied A = 45° et purement frottant, d” angle de frottement ¢ = 25°,

reposant sur un sol non renforcé, on obtiendra avec le mécanisme utilisé :

)/h hom
(E) = 5,234.

Pour un coefficient de renforcement r = 5, un majorant du facteur de stabilité par la méthode
d’homogénéisation est égal a 10,172 alors que ce majorant serait de 26,169 pour une méthode

directe considérant le sol renforcé comme homogene isotrope de cohésion égale a (C).

L’écart important qu’on peut observer entre les résultats d"un calcul direct et ceux issus de la
méthode d’homogénéisation, indique clairement que I'évaluation par exces de la hauteur “cri-
tique” du talus sur sol renforcé, obtenue par les méthodes directes (autres que celle des cercles
de glissement puisqu’elle est totalement inopérante dans le présent cas) peut étre largement
supérieure a la valeur exacte de cette hauteur. Il peut dés lors en résulter une surestimation

dangereuse des conditions réelles de stabilité de 'ouvrage.
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remblai

y
h @

(®
sol homogeéne isotrope

FiG. 3.7: Probleme traité par une méthode directe : mécanisme de rupture par "blocs" en rotation

3.5.5. Un cas particulier

Le cas particulier d"'un mécanisme de rupture passant par le pied d'un talus homogene et ne

concernant que le remblai, peut bien évidemment étre déduit a partir des calculs précédents.

Q@)

Fic. 3.8: Cas d'un mécanisme de rupture passant par le pied du talus
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3.5. Stabilité d’un remblai reposant sur un sol renforcé

La puissance virtuelle des efforts extérieurs est la somme des intégrales de contour sur OB, BC
et AO (celle de CA n’a pas lieu d’étre prise en compte). La puissance résistante maximale se
reduit a la contribution de la discontinuité de vitesse le long de BC (qui sera nulle en 1’absence

de cohésion).

Ceci étant, le raisonnement sera le méme que celui fait dans les paragraphes précédents mais
ot1 & = —cot A — Rcos 6,. En outre, I’angle 0, peut varier, dans ce cas, jusqu’a 7 avec la condition
E+7cos 01 > 0. On obtient pour A =90° et ¢ = 0° la valeur classique 3,831 établie dans [16] et

améliorée ensuite a 3,817 [14].
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4. Sol purement cohérent renforcé par colonnes cohérentes et frottantes

4.1. Introduction

Dans ce chapitre, on aborde la détermination de la capacité portante d’un sol purement cohé-
rent, a l'instar d’une argile molle, renforcé par un matériau cohérent et frottant constitutif des
colonnes, qui peut étre du sable ou du ballast (gravier, tout-venant). Ce cas de renforcement

étant trés courant en pratique.

En vue de déterminer, pour ce cas de renforcement, la capacité portante d'un sol renforcé
par un groupe de colonnes avec la méthode d’homogénéisation on suivra la méme démarche
utilisée lors de 1'étude du renforcement par des matériaux purement cohérents détaillée au
chapitre 2. En premier lieu, on aborde la détermination du critere de résistance macroscopique
en utilisant I'approche par l'intérieur du calcul a la rupture. Ensuite, on met de nouveau en
ceuvre, sur l'ouvrage renforcé homogénéisé, I’approche par l'intérieur du calcul a la rupture

pour déterminer la meilleure borne inférieure de la capacité portante recherchée.

Une comparaison des résultats ici établis avec ceux des méthodes directes, permettra de res-
sortir I’avantage de recourir a la méthode d’homogénéisation. Pour cette derniere, on termine
par expliquer les difficultés rencontrées en vue d’établir une borne supérieure du critere de ré-
sistance macroscopique et par suite, un majorant de la capacité portante du sol renforcé étudié

dans le présent chapitre.

4.2. Approche par un champ constant du critere macroscopique en

déformation plane

Soit un sol purement cohérent, de cohésion C, renforcé par un matériau de cohésion kC, et d’angle
de frottement interne ¢. Le matériau de renforcement occupe une proportion volumique 1 de

la masse du sol initial.

La cellule de base étant supposée le siege d'un champ de contrainte ¢ constant par morceaux,

tel que :

O danslesol:

Tex Zxy O
L=| Xy o) O (4.1)
0 0 X
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4.2. Approche par un champ constant du critére macroscopique en déformation plane

O dans la colonne :

Tex Zxy O
L=| Xy o), O (4.2)
0 0 X

Un champ de contrainte macroscopique X en équilibre avec ¢ (champ microscopique défini sur

la cellule de base), est choisi sous la forme :

Toe Ty O
Z=| %y Iy O 4.3)
0 0 X
avec:
Lyy = (L=n)ay, +noy, (4.4)

Il est possible de montrer que I'on peut toujours choisir le champ de contrainte ainsi défini de
fagon a ce que la contrainte L., soit la contrainte principale intermédiaire, en tout point du sol

renforcé.

On se trouve ainsi amené a 1'étude d’un probleme en déformation plane dans (Oxy). La vérifi-

cation des criteres de résistance conduit a :

O danslesol:

Yoot V4452 <2C 45
( xx—ayy) + Xy = ( . )

O dans la colonne :

2
(Zxx + o;y)singo + \/(Zxx - 0%) +4%2, < 2kCcos¢ (4.6)

En tenant compte de (4.4), qu’on substitue dans (4.5) et (4.6) on obtient :

Tue—24/(C2-12,) < 0, < T +24/(C2-12,) 4.7)

Cette expression ne sera définie que pour :

O dans le sol initial :

ITyl<C (4.8)

O dans la colonne :
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4. Sol purement cohérent renforcé par colonnes cohérentes et frottantes

kC sing )2 B (2 Ly )2 -

2
Te (1+2tan? @) - 2kCtan g - \/ (2 e . osg

. 2
ke —2zxx$) —(2 2y
cos @ cos* @ cos @

2
Oy < L (1 +2tan? qo) —2kCtang + \/(2 ) 4.9)
Le systéme (4.9) n’est défini que pour Xy < kCcot et |Ly,| < kC— X, tang, pour le demi-
espace défini par X, > 0. En comparant les conditions imposées sur ¥,,, on remarquera que
le renforcement ne sera effectif que pour des valeurs de X, < (k—1)Ccote.
Dans le cas particulier Ly, =0, le critére de résistance dans la colonne se réduit a XK, <

G;y < Z“;\f361<1,7/ avec Z:xx < kc COt(p.

Une approche par l'intérieur du domaine de résistance macroscopique G'™ sera obtenue en
combinant les relations (4.7) et (4.9) dans (4.4).

Ainsi, le probleme de capacité portante illustré sur la figure 4.1, ot le sol renforcé est considéré
comme un milieu homogénéisé peut étre traité comme un probleme en déformation dans le
plan Oxy, pour lequel on se propose de déterminer le critére de résistance macroscopique.
Notant par ¥ le tenseur de contrainte bidimensionnel, formé a partir des composantes de &

dans le plan Oxy :

2 = Zaﬁﬁa ®€ ’ Oé,ﬁ =X, y (4.10)

La condition de “résistance en déformation plane” associée au critere de résistance macrosco-

pique tridimensionnel :

Flz)<o (@.11)

est définie comme suit :

?(;) —— {(; e ®gz)} 4.12)

XX

En d’autres termes, en notant par G"°™ le domaine de résistance macroscopique, défini par :

LeGhme F(Z) <0 (4.13)
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Le domaine de résistance macroscopique dans le plan (Oxy) pourra alors étre défini par :

Ghom = {Z, 3. telque £+ X.e, ®e, € Ghom}

Q

H\HHW“HH\\H

I

LI

(a) Probleme initial (b) Probleme homogene as-
socié

(4.14)
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4.3. Détermination d’une borne inférieure du critére de résistance

macroscopique

Le critere de résistance macroscopique en déformation plane parallele au plan Oxy étant ap-
proximé par l'intérieur, par des champs de contrainte constants ; on se propose de le représenter

dans I'espace des contraintes macroscopiques qu’on désigne par :

K= = P = Wy 2 (4.15)

Une coupe de ce domaine par un plan Z = cte > 0, mettra en évidence deux branches de courbes
I~ et I'* reliées a leurs extrémités bornées, par un segment passant par les points P* et P~
(figure 4.2). Les courbes I'* et les coordonnées des points P* sont exprimées par les équations

ci-dessous :

[ 72
X_2 2 _
+ C >

I*=(1-n)

+n[x(1 +2tan’ )

. 2 2
—2kCtang + \/( 2C _ox Sm‘P) —(Zﬁ)] (4.16)

cos @ cos? ¢ cos @

et:

VA
X(P*) =kCcotep — — coty;
V2
72
Y (P*) = X(1+2ntan® p) - 2nkCtan +2(1- 1) 4/ C2— - (417)

Pour Z = V2C, les points P* et P~ seront confondus en un point M, et I'on aura * :

X(M) = (k=1)Ccote; Y(M)=—Ccotp(1—k+2ntan’); Z(M)=CV2 (4.18)

) 2 2
Ices points sont obtenus pour (ZXﬂ - zk_C) - (Z—ﬁ) =0; soit pour Z >0, puisque X < kCcot, Z =kC V2 -

cos?p  COSQp cos@

Xcotp V2 . Cette derniere équation sera celle du plan passant par les points A; B et M illustrés sur la figure 4.2
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Jz5,

Y

FiG. 4.2: Le domaine de résistance macroscopique pour k =0

Les courbes I'* qui sont des trongons d’hyperboles, admettent pour asymptotes, dans le plan
(MXY),les droites d’équations D* : Y =[1-n+nK,| XetD™: Y = [1 -n+ nKP] X. Il estpossible de
montrer que le domaine de résistance macroscopique coupe le plan Z = 0 en deux demi-droites

A* d’équations :

A* Y =[1-1+nK,] X+2(1—n)C+2nkCK,; (4.19)
A—;Y:[1—q+q1<p]x-2(1—q)C—znkc\/I<: (4.20)

qui seront respectivement coplanaires, chacune a I'une des asymptotes ci-dessus mentionnées
c’est a dire D* et D~. L'intersetion de A* avec 1’axe X = kCcot¢ seront les points B de coordon-

nées :

X (B) = kCcot@; Y (B) = [1 -+ nK,]kCcotp +2(1—1)C +2nkC /K,;; Z(B) = 0 (4.21)

et le point A d’ordonnée Y (A) = [1 -n+ nKp] kCcotp —2(1-1)C—2nkC \/K,,.

Pour le cas particulier de renforcement par un matériau constitutif des colonnes purement cohérent
(¢ =0; k=0) est retrouvé a partir des équations (4.5) a (4.9)
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4. Sol purement cohérent renforcé par colonnes cohérentes et frottantes

4.4. Un critére simplifié : linéarisation par I'intérieur

En vue de proposer une formulation simple, d"utilisation pratique et en exploitant le fait que les
droites A* et D* sont coplanaires, on construit une borne inférieure du domaine de résistance

macroscopique de fagon a ce qu'il soit limité par :

1. la surface plane limitée par les segments AB, BM et AM;
2. la partie plane située pour Z = C V2, entre les segments de droites, paralleles & A* et com-
mengant a partir du point M;

3. enfin, par les surfaces planes limitées par les droites A* et leur paralléles passant par le point
M.

Le domaine ainsi obtenu est illustré sur la figure 4.3. Cette linéarisation du critére de résistance
macroscopique correspond a une estimation par défaut de la borne inférieure des capacités
de résistance du sol renforcé, d’ot1 il en découle une estimation de la capacité portante du sol

renforcé du coté de la sécurité.

Z

i

Fic. 4.3: Le domaine de résistance macroscopique linéarisé pour k = 0 (matériau de la colonne
purement frottant)

On doit finalement compléter la construction du domaine de résistance macroscopique, en

changeant Z par —Z puisque ce domaine est symétrique par rapport au plan (XY) en vertu des

inéquations (4.9).
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4.5. Amélioration de la borne inférieure du critéere de résistance

macroscopique

Cette tentative d’amélioration des résultats obtenus au paragraphe (4.3) se basera sur le résultat

proposé dans [12].

On considere I'état de contrainte macroscopique :

X= X(§x®gx+gz®gz)+ng®gy (4.22)

et on définit une classe de champs de contraintes ¢ & un parametre s > vy > p (voir figure 4.4)
par zones dans une cellule élémentaire carrée de coté s o1 la colonne de renforcement a pour

rayonry :

0@ =X(e,®¢, +e. @ )+(X-20)¢, @, (4.23)

rn>r>p;

5@ = (X—2C1nr71)(gr®gr+gy®gy)+ (X—zcmr?l +2C)g6®g9 (4.24)

o® = (X=2CIn7) (¢, ®¢, +¢.®¢.)+ [KP(X—zcmA) —2kC | /Kp]gy®gy (4.25)

oulonaposé A=r;/p>1et K, = tan? (% + %) Le facteur de substitution 1 est tel que :

2
Tt
n= S—Z (4.26)

Le champ de contraintes ainsi défini est a symétrie de révolution par rapport a I'axe (Oy); il

vérifie par construction les criteres de résistance locaux sous la condition :

X <kCcotp+2CIlnA (4.27)
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Y

Ap
m— X Y y\ = X
......................... y 2
Lo 3 —-
~ 1
z z

Fig. 4.4: Champ de contrainte a trois zones en équilibre avec une sollicitation triaxiale de
révolution

Par ailleurs, il est statiquement admissible avec le tenseur X de la forme (4.22) pour :

1 (2 I3
Y:<oyy>:§‘£ dy‘[‘f_ oyydxdz

soit, tous calculs faits :

i 1] (4.28)

Y:X(1—n+171<p)—2nkc@—2(1—q)C—2nc[(Kp—1)1nA—

La droite définie par (4.28) est parallele a A~ d’équation (4.19), elle est décalée par rapport
a celle ¢i (dans le sens des Y négatifs) de la quantité 2nC [(Kp - 1)1n)\— %] Par le champ
de contrainte défini par (4.23) a (4.25) on améliore, dong, la borne inférieure du domaine de

résistance macroscopique proposée dans la section (4.3).

On remarque de passage, que la valeur A = 1 correspond au cas particulier ot1 le champ ¢ prend
des valeurs constantes respectivement dans le sol en place et dans la colonne. L’évaluation par

l'intérieur notée Y~ (X) de Y (X) ainsi obtenue s’écrit, pour X < kCcot¢ :

Y~ (X) = X(1-n+1K,) - 2nkC \[K, —2(1-1)C (4.29)

qui n’est autre que celle obtenue pour A~ d’équations (4.19).
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4.5. Amélioration de la borne inférieure du critere de résistance macroscopique

Posons g(p) = (Kp - 1)ln/\ - % ; cette fonction s’annule pour K, = (21n)\ -1+ /\2) /(2InA) et
lorsque A =1 on aura K, =2, c’est a dire que ¢ = 19,47°. Par ailleurs, pour toute valeur A > 1,
et parmi la classe des champs de contrainte ¢ définie par les formules (4.23), (4.24) et (4.25)
obtenue lorsque A décrit l'intervalle [1, s/ 2p],_celui qui équilibre la valeur minimale de Y, et
donc conduit a la meilleure estimation de Y (X), est associé a la valeur A = \/Iﬁ, obtenue

en annulant la dérivée de (4.28) par rapporta A :

1. A =1lorsque K, < 2. Le champ optimal est alors constant par morceaux;

2. A= /K, —1lorsque K, € [2,1 +52/4p2],'
3. A =s/2p lorsque K, > 1+5?/4p?, du fait que la fonction définie par (4.28) est croissante pour

A> JK,—1.

Les valeurs de ¢ (souvent entre 30° et 50°) et de 1 (entre 5% et 30%), utilisées dans la pra-
tique correspondent a la situation ¢ > 19,47°. En posant alors f () = 1 [(Kp - 1)ln (Kp - 1) - Kp],

I'expression (4.28) se transforme alors en? :

Y = X(1-n+nK,)—2nkC \[K, —2(1=1)C-2nC[1+ f (¢)] (4.30)

La variation de la fonction (1+ f(¢)) est représentée sur la figure 4.5 ; elle permet de conclure

que la droite définie par (4.30), notée D~ est située au dessous de la droite A~ d’équation (4.19).

La quantité "—2nC[1+ f(¢)]” représente le gain de résistance macroscopique (en compression
notamment) qui conduira a une amélioration de la capacité portante du sol renforcé. Tout en
remarquant que ce gain de résistance croit exponentiellement pour les valeurs élevées de I’angle

de frottement ¢ du matériau constitutif des colonnes.

Pour A = \/Kp —1, on aura avec X = C. [kcot(p + ln(Kp — 1)] ;
Y=C [kcot(p +1In (Kp - 1)] (1 -n+ T]Kp) —2nkC /K, —2C[1+1f (¢)]. On vient de déterminer ainsi
un nouveau point dans le plan (XY, qui appartient au domaine de résistance macroscopique.

Ce point qu’on désignera par A :

Al(C. [kcot(p + ln(Kp = l)] p

C[kcote+1n(K, —1)](1 - 5+ nK,) ~2nkC @—2(:[1 Tnf@)],0] @31

2et en utilisant A = w/Kp -1
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F1c. 4.5: Variation de la fonction de (1 + f(¢)) en fonction de ¢

permettra d’améliorer par convexité de G"°™ la borne inférieure du domaine de résistance

établie dans le paragraphe (4.3)

Enfin, pour les valeurs de X > C. [k cotp +1In (KP - 1)], il est possible de prolonger I'approche par
l'intérieur du domaine G"°™ a I'aide du champ de contrainte défini par (4.23), (4.24) et (4.25))
correspondant aux valeursde A € [ /K, —1, s/2p], [12]

Sachant que la contrainte Y définie par (4.28) est croissante en A pour A > /K, —1, on prendra
=s/2p = +[n/4n pour déterminer un nouveau point, noté N, situé sur la frontiere de Ghom :

ainsi, pour X = Cln( '1) +kCcotg, on aura :

N(kCCot(p+Cln(%),

C[kcot(p+ln(%)](l—r]+qKP) [2 n-7+n(K- 1ln( )+2kr]\/7] ) (4.32)

permettra d’améliorer la borne inférieure déja établie au paragraphe (4.3).
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FiG. 4.6: Le domaine de résistance macroscopique amélioré (par l’axisymétrie), et linéarisé

4.6. Le critére de résistance macroscopique linéarisé

Ce domaine de résistance est construit comme indiqué au paragraphe (4.4), il sera limité par
(tigure 4.6) :

1. la surface plane limitée par les segments BM, BN et NM ;
2. la surface plane limitée par les segments A1N, A{M et NM ;

3. la partie plane comprise pour Z = C V2, entre les segments de droites, paralleles a A* et

commencant a partir du point M ;
4. par le plan passant par la droite A* et le point M.

5. par le plan conteanant la droite passant par le point M et parallele a A7, et le point A;.

On doit finalement compléter la construction du domaine de résistance macroscopique, en
changeant Z par —Z puisque ce domaine est symétrique par rapport au plan Z = 0 et ce du fait
que les équations (4.16) sont paires en Z.

Ce domaine de résistance macroscopique linéarisé peut étre décrit au moyen d’un ensemble de

dix (10) contraintes linéaires de la forme :
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k=1,---,10, F*X Y,Z)=A*X+BY+C'Zz+D"=0 (4.33)

ou les différents coefficients (Ak, Bk, Ck, Dk) sont fonctions de la cohésion C du sol initial, de

I’angle de frottement ¢ du matériau de renforcement et du facteur de substitution 7.

Il est a remarquer que ce domaine ne présente aucune symétrie axiale, par conséquent c’est un

domaine typiquement anisotrope.

Dans le cas particulier o1 le matériau constitutif des constitutif des colonnes est purement

frottant (k = 0), la construction du critere de résistance macroscopique est détaillée dans [4]

4.7. Application au calcul de la capacité portante d’une fondation :

approche statique

On se propose maintenant, de mettre en application, les développements précédents a la déter-
mination d’une borne inférieure de la capacité portante d'une semelle filante, rigide reposant
sur un sol purement cohérent renforcé par un matériau cohérent et frottant. Le contact semelle
- sol sera supposé a adhérence parfaite. La résistance du massif en sol renforcé sera régie par
la borne inférieure du critere de résistance macroscopique linéarisé retenu dans le paragraphe
(4.6).

Pour ce faire, on traitera le probléeme en deux temps : en considérant un champ de contraintes

constant par morgeaux a trois zones, puis un champ a six zones.

4.7.1. Champ de contraintes a trois zones

Ce champ est illustrée sur la figure (4.7). Pour une fondation filante de largeur B, on définit un

champ de contrainte macroscopique X de la fagon suivante :

dans la zone 1

= =x{) €, e+ ngly) (gx ®e, te, ®€x) + Z(yly) e,®¢, (4.342)
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S

vy
é—

\/
A

+i+-
1
@

@—>

e S

e

Fic. 4.7: Champ de contraintes a trois zones

dans les zones symétriques 2 et 2’

= vy Sy P8y

@ =x® e ®e + Zlfy) (gx ®e, te, ®gx) +Y@0 e (4.34b)

Ce champ vérifie par construction méme, les équations d’équilibre (la pesanteur n’étant pas
prise en compte). Par ailleurs, la continuité du vecteur de contrainte et les conditions aux limites

imposent d’avoir :

dans la zone 1
1 = _ _Q
_Z =Ye Q®e¢, B gy®gy (4.35a)

dans les zones symétriques 2 et 2’

L@ =Ye ®e, (4.35b)
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C’esta dire quel’'on a:

X1=X0n=X%, Zn=Zp=0 Yn=-Q/B;, Y»=0 (4.36)

La recherche d’une borne inférieure de la capacité portante se raméne a minimiser la quantité

—Q/B ou a maximiser Q/BC (en compression) dans le domaine G"°™ :

Q ) h
max| == ; Y e Gm 4.37

(BC = (4.37)
la fonction objective ainsi que les contraintes du probleme (4.37) sont linéaires en X; Y et Z ; ceci
permettra d’utiliser avantageusement, les concepts de la programmation linéaire a la détermi-

nation d’une borne inférieure du chargement extréme Q*.

La figure (4.8) montre la variation du minorant du facteur (Q/BC)” en fonction de 1’angle de

frottement ¢ des colonnes, pour différentes valeurs du facteur de substitution n

QBC

8 T T T T T T T T T T T T T

A\

75 -
/

_ e
osl //:/u/ 1 _
6 /? =
///f/ T il — '
P S as e g an
STl eis ol
7 0 I I I O O P I T ¢

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 4o

Fic. 4.8: Evaluation de la capacité portante par un champ a trois zones

4.7.2. Champ de contraintes a six zones

On se propose maintenant de raffiner 1'étude précédente en considérant un champ de contraintes

a six zOnes, constant par morgeaux et illustré sur la figure (4.9).
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Q
B

b
%

k£ .
v Qé \ G | LW
= N —)3]'<— >\"’" —
F i b

7 \ ¥ \
@ ,/ J@\@;’@& L €Y
SO X e N
7 7\ PN A\
/ f@\
/ ’ \

‘et

A\

Fic. 4.9: Champ de contraintes a six zones

On définit un champ de contrainte macroscopique X de la fagon suivante :

dans les zones symétriques 1, 1’ et 4

@ = (Z + % cot? a) e ®e (4.38a)

dans les zones symétriques 2 et 2’

Q Q Q
(Z + 2B cot Oé) e, ®e + B cota (Ex ®€y te, ®gx) 58 e, ®gy (4.38Db)
dans la zone 3
Z(D:Ze Re _93 Re (4 38C)
_- =X T =X B =y =y .

I est évident que cette classe de champ de contrainte dépendant des deux parametres X et
a, est statiquement admissible avec le chargement Q, c’est a dire que la continuité du vecteur

contrainte au passage des surfaces séparant les différentes zones, est particulierement assurée.
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En fixant par exemple le parametre angulaire «, la recherche de la borne inférieure du facteur
de capacité portante (Q/BC) se trouve de ce fait , ramenée a la résolution d’ un probleme de

programmation linéaire avec contraintes formulé par :

(%)+ > (%)a - max{%} avec Vk (4.39)
F¥(Z+Qtana/B,0,0) <0 (4.39b)

F¥(Z+Qtan® 2/2B,-Q/2B, + V2Qtana/2B) < 0 (4.39¢)
*(z,-Q/B,0) <0 (4.394)

La meilleure borne inférieure du facteur de capacité ainsi recherchée sera alors la plus grande

parmi toutes celles correspondant aux différentes valeur de a.

(%) Zmax{% ;OSOLSTC/Z} (4.40)

Q/BC
I-O-O B T T T T T T T T T T T T T .
9.0

Lz /

L / I
8.0} /(—4*‘9?4 ;—/f

I / o /y"* //é /E]
. ﬁ%éf//i/?‘/{ ;

C L ]
%ﬁﬁ/ﬁﬁﬁJﬁiﬁ//'

b g i b |

b1 =

s o i S e el R
5.0F S n=020]]

- Aty =025 |

i e 9=0.30] ]
4‘0 1 1 1 1 - 1 1 1 1 - 1 - 1 T T T T T (P

20 22 24 26 28 30 32 34 36 3% 40 42 44 46

Fic. 4.10: Estimation de la capacité portante par un champ a six zones : cas de renforcement par
un matériau purement frottant

L'implémentation de ce probleme d’optimisation est alors facilement faite avec les logiciels
dotés de bibliotheques d’optimisation telles que la macro ""NMinimize’” de Mathematica, ou

" NLPSolve”” de Maple si on veut traiter le méme probléme mais ot1 « est inclus dans I’ensemble
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des variables de décision.

Q/BC

——4
A

. PoewbelE & f et

& G m
P A ; | OO six zones, k=0
4W_&4$ Pk i .. O six zones, k=1 ]
7.5 2 ol O I O O I

A4 trois zones, k=0
P> trois zones, k=1
v B ] T . v . :

' i ' v v i i i . H . H H : 1 (p
20 25 30 35 40 45

Fic. 4.11: Comparaison des résultats obtenus 4 1’aide des champs 4 trois zones et six zones

On vérifie que pour un matériau de Coulomb, homogene non renforcé, la recherche du char-
gement extréme vérifiant le critere de résistance et les équations d’équilibre, en tout point de la
structure, meéne a (B_Qc) >4, 828ktan(% + ;) obtenue pour = -2 V2Ceta = %”.

4.8. Synthese des résultats et conclusion

L’approche par la méthode de ’homogénéisation en calcul a la rupture a été appliquée, en
premier lieu, a I’évaluation de la charge ultime d"une fondation reposant sur un sol renforcé par
colonnes ballastées. Les résultats préliminaires découlant de I'exemple illustatif d’'une semelle
filante chargée verticalement et reposant sur un demi espace uniformément renforcé, fournissent
une premiere estimation quantitative du renforcement effetif attendu d"une telle technique. Les
résultats sont esprimés en terme de facteur adimensionnel de capacité portante, fonction de

I’angle de frottement des colonnes et de fraction du volumique du renforcement.

L'un des avantages que procure la méthode d’homogénéisation réside dans son pouvoir d’ana-

lyser tout type de probleme sans restriction particuliere quant a 'ouvrage géotechnique a
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dimensionner vis a vis de la rupture, la géométrie de la zone renforcée, ou encore le type de
chargement. Néanmoins, comme l’approche cinématique du calcul a la rupture s’est généra-
lement avérée la méthode la plus convenable pour analyser la stabilité des ouvrages géotech-
niques, une borne supérieure du domaine de résistance macroscopique du sol renforcé devra

étre établie pour pouvoir mettre en ceuvre une telle étude de stabilité.
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5.1. Conclusions et perspectives

Dans ce travail, la détermination de la capacité portante d'un sol renforcé par colonnes a été
entreprise par la méthode d’homogénéisation dans le cadre de la théorie du calcul a la rupture.
Partant d’une synthese de résultats antérieurs établis, pour le méme probleme, a I'aide des
approches directes du calcul a la rupture on justifie le recours a la méthode d’homogénéisation
dont on a rappelé brievement les fondements théoriques; a savoir le concept du probleme
auxiliaire résolu sur la cellule de base et le critere de résistance macroscopique homogénéisé.

Le sol renforcé est caractérisé par deux directions de périodicité.

Pour un premier cas relatif aux sols renforcés constitués par deux matériaux purement cohérents,
un encadrement satisfaisant du critéere de résistance macroscopique homogénéisé a été établi

mettant en évidence 1’anisotropie de la cohésion du sol renforcé homogénéisé.

Deux applications ont été abordées, la premiere concerne la capacité portante d"une fondation
rigide filante reposant sur le sol renforcé homogénéisé de largeur multiple de celle de la fonda-
tion. A 'aide de I’approche cinématique du calcul a la rupture la borne supérieure du facteur de
portance a été sensiblement améliorée par comparaison a celle obtenue avec I'approche directe

du calcul a la rupture (c’est a dire sans faire recours a la méthode d’homogénéisation).

La deuxieéme application est relative a la stabilité d"un remblai dont le matériau constitutif est
purement frottant, édifié sur le sol renforcé. Le deuxiéme cas, treés courant en pratique, est relatif
a un sol purement cohérent renforcé par un matériau cohérent et frottant. En premier lieu, une
borne inférieure du critere de résistance macroscopique homogénéisé a été établie apres résolu-
tion d’un probléme de maximisation sous contraintes. En raison de la nature asymptotique du
critere de résistance établi, une approximation par défaut (donc allant du c6té de la sécurité) a
été adoptée pour faciliter sa mise en ceuvre en vue de calculer la borne inférieure de la capacité

portante d"'une fondation rigide filante.

Avec l'approche par l'intérieur du calcul a la rupture, la construction de champs de contraintes
constants a trois zones et a six zones ont permis de proposer des abaques donnant 1’évolution du
facteur de portance en fonction du facteur de substitution, de ’angle de frottement du matériau

constitutif des colonnes et du rapport des cohésions.

Pour les deux cas de renforcement investigués, des comparaisons ont été faites entre les résultats

obtenus a l'aide de la méthode d’homogénéisation et ceux établis par d’autres méthodes.

En guise de perspective, il y a lieu de rappeler la difficulté a surmonter en vue de déterminer
une borne supérieure du critere de résistance macroscopique homogénéisé pour le cas de

renforcement d"un sol purement cohérent avec un matériau cohérent et frottant, et par suite la
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détermination d"une borne supérieure du facteur de portance (ou de stabilité) d"une fondation
rigide (d"un remblai). Tel que mentionné au départ de ce travail, 'approche cinématique directe
du calcul a la rupture n’étant pas facile a mettre en ceuvre elle demeure également posée méme
avec le recours a la méthode d’homogénéisation en raison de construire des champs de vitesse
pertinents sur la cellule de base. Il y aura, donc, lieu de réfléchir sur ce point et également
aborder la validation des résultats établis dans ce travail avec des résultats expérimentaux. Cela
permettra en particulier de les inclure dans un logiciel de dimensionnement de fondations sur

sol renforcé par colonnes.
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A. Détails de calcul pour la section 3.3

Cette annexe détaille les calculs dont les résultats figurent a la section 3.3 du chapitre 3.

A.l. Casou0<A<1

C’est le cas ot la partie renforcée se situe strictement sous la semelle, la géométrie du probleme

_x 1-A
est définie par g = -7 + arccos( 5 )

O le secteur ABD:

60—
f dQ f f ' u-zcclpde _ %BUC(E—GO) (A1)

O dans l’arc de cercle BD :

fret)ez= [ oo Souc(5-o) "

[0 dans le triangle ABC :

R N n
f n(g)dng f U—n(@——)dpd@
ABC \ 0 = 4p 4

t I
g(B By)UCIn tan?;(j)%)) (A3)

O dans I'arc IB : la valeur de puissance résistante maximale due a la discontinuité de vitesse

dépend de la comparaison de ffp a Oy ; en effeton a:

fmn(ﬂ;z)dz:fjwou%n(e—g)%de:%Bufoeon(ﬁ)dﬁ (Ada)

Cette intégrale se calcule en distinguant deux cas, selon le signe de g — 0o :

Siﬁo <6y

fm n(; V) dx = %BU(C} [50 n %sin (260 - 2/30)] (A4b)
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A.l. Casoul0<A<1

sifp > O

(g; z) dy. = %BU(C} 0o (A.4c)

—
|

O dans BIC:

2 (B B-B
= uc fo [ —]dﬁ (A.5a)

la aussi on distinguera deux cas :

sifo < Op, on aura :

f n(g)dQ —y, -, (A.5b)
BIC \=
ou l’on a posé
W, = —Bu<c> [ﬁo + Lsin(26, —2;30)] T‘f B—By)U(C)In mn—(io] (A50)
tan(% — ?)
et
V2 . n . T\ . ta“(% /52_0)
W, = T (B=By)U(C) 23111(60 -2 - Z)+25m(ﬁo + Z)_ sin2fpIn m (A.5d)

sifo > 0p, on aura :

t s
f n(g)dQ = L 3uee0- Y2 BBy U(Cn LS)@ (A5¢)
BIC \~ 2 4 tan(% - 70)
O dans AC:
f n(n;V)ds = %(B —By)UC (A.6)
AC
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A. Détails de calcul pour la section 3.3

0 dans CI: )
m(n;V)dEX = =B{U{C
| 7wz =3B
O dans DE:

1
fDEn(g,z)dz = 5BUC

A2. Casoul<A<?2

-~
>_n

La géométrie du probléme est définie par 6 = —7 + arccos(

)

&

0O dans AI: ,
;V)dX = =BU{C
fm”(ﬂ V)dx = SBU(C)

O dans AIB: on aura

V2 1 (2%
f dQ f f 9—— —pdpd@ = —f n(B)dp
AIB — 3 4p 4 Jo

sifo < Hponaura:

1 1
d)dQ = BU(C 280 — = sin (200 2
fAmn(—) 2 <>[ﬁ°+cos fo =5 in(260 ﬁ(’)]

sifo > Op on aura :

f n(g)dQ - %BU(C} [2B0— 6o + cos 28]
AIB

O dansIB:

‘L}n(ﬂ;Z)dZ:fAlcn(g)dQ

sifo < Hponaura:

1 1
;V)dx = =BU{(C 2Bg— =sin(26¢ -2
fl;gn(g _) 5 ( )[ﬁo+cos Bo 2sm( o ﬁo)]
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A2 Casoul<A<2

sifog > Op on aura:

f n(mV)ds = %BU(C) [280 — 00 +cos2Bo] (A.11c)
IB

0 dans ABC:ona

fABC _dQ fwf_n_eo 6——)dpd6— ‘/E(B—Bl)ufoe()%dﬁ

4
(A.12a)

sifo < Hponaura:

f n(g)dQ — A1+ A2 (A.12b)
ABC —

oul’'on a posé:

A1= Y2 5,50 |2sin 00~ 260~ =) 2sin o + 4)+1n[—ta;?;(_%)ﬁ§>ﬂ (A129
et
n_Po
A2 = ﬁ(Bl—B)U(C)sinZ,Boln M (A.12d)
4 tan(% %)

si o> Op on aura :

t s t s
fABCn(g)dQ:A1+¥(B1—B)U(C) sinZﬁoln[%]—ln[% (A.12¢)
0 dans BD:
f n(mV)dx = %BUCQO (A.13)
BD
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A. Détails de calcul pour la section 3.3

O dans BCD:

f dQ fBBl fﬂ U—Zdepd@

2cos0

tan(Z
~Lsuicyo,- V2 (By—B)U(C)In (8)9 (A.14)
2 4 tan(% - 7)
O dans DE : fDET‘(E}Z)dZ = %BUC
A3. Casou2<A<3
La géométrie est définie par le parametre 0y = arctan (A —2)
O dans AI: .
f n(m; V)dL = SBU(C) (A.15)
Al 2
O dans ID
“i\2 B 1 i n 1 (2
len(g,z)dz_ . U= (0) 6 = ZBUf_g_ﬂ n(@—z)de— Efo 7(B)dB (A.16a)
soit
f 7 (; V) dx = BU(C) (50 o1 COSZﬁO) (A.16b)
ID 2
O dans AID
f n(g)dg - f n(n;V)dz = BU(C) (ﬁo n 1(:05250) (A17)
AID " ID 2
O dans DB
f n(m;V)dz = L BU(C) tan 6, (A.18)
DB 2
O dans BE
f n(mV)dx = 1BLIC(l —tan 6y) (A.19)
CE 2
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A3 Casou2<A<3

Fic. A.1: Interprétation de I’angle 6

Les cas particuliers A =0, 1, 2 s’obtiennent en faisant tendre A vers ces valeurs, dans 1’expression

du facteur de capacité portante.
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B. Détails de calcul de la fonction 7t (,8)
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B. Détails de calcul de la fonction 1 (B)

B.1. Etablissement de I’'expression de 7t (f)

Définissons un champ vitesse de déformation microscopique, sur la cellule de base de la maniere

suivante :

Laissant de cotés certains développements théoriques qu’on peut consulter dans les références
[7, 10], il a été signalé au paragraphe 2.2.1 que la vitesse de déformation (sur la cellule de base)
est la somme d’une vitesse de déformation homogene ( de moyenne volumique D) et d'une
“fluctuation” ¢ périodique, dont la moyenne sur a est nulle ; ceci nous incitera de considérer le

champs vitesse de déformation suivant :

Dy Dy 0
D= @> =[Dyx Dyy 0 (B.1)
0 0 O
avec
tr (Q) =Dy +Dyy =0 (B2)

Ce champ tenseur vitesse de déformation plane dans Oxy a les valeurs principales suivantes :

D1: \,Dyzcx-i-D)ch; DZZO; D3:_\’D)2cx+D)2cy (B3)

Considérant un champ de contrainte macroscopique de la forme 2.28, la définition 2.22 se

traduira alors par :

X

llw

= (Zar = Zyy) D+ 25 Dy < <7’c @> =2(C) D%, + D2, (B4)

Le chargement macroscopique L étant tel que sa direction principale majeure fasse un angle «

avec la direction Ox, ses composantes dans la base (gx,gy) peuvent étre exprimées en fonction

des valeurs principales :
Yox = Xqcos?a+ Xgsin’a ; Yoy = (X1 —Xs)sinacosa ; Ly = Xy sin a + X3 cos’a (B.5)

Le tenseur vitesse de déformation D étant tel que sa direction principale majeure fasse un angle

p avec la direction Ox, ses composantes dans la base (gx, gy) peuvent étre exprimées en fonction

des valeurs principales :

Dyyx = D1cos2; Dy, = D1sin2f; Dyy = —D1cos2f (B.6)
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B.1. Ftablissement de I’expression de 7t (f)

Utilisant les relations B.5 et B.6 dans B.4, il sera encore possible d’écrire :
(51— Z3) Dy cos2(B—a) < <7’c (@)> = 2D, (C) (B.7)

La fonction d’appui du domaine G"*™ deviendra alors :

mhom (Q) = sup{D; (X1 — X3)cos2 (B —a)} (B.8)

Soit en posant a priori :
7(B) = sup{2C" (@) cos2(B— )} (B.9)

on écrira en définitive :
hom (Q) - Din(p) (B.10)

La détermination de la fonctionnelle 7 (B) est équivalente a la résolution du probleme d’opti-

mization sous contraintes suivant :

srhom — sup{—S \/lix +T \/Eny}
91 IT|<CV2 (B.11)
g VS2+ T2 < C*(a) V2

On se limitera au domaine S > 0; T > 0 pour la résolution de ce probléme, qui admet la forme

équivalente suivante :

f=-m" = min{S V2Dsx — T V2Dy,)
g1 T-CV2<0 (B.12)
[ VS2+T2—C*(a) V2 <0

Le probleme (B.12) est un probléme d’optimization convexe en vertu de la convexité méme du

domaine de résistance macroscopique G"°™. Formons en le Lagrangien :
2
L :f+Z/\i gi (B.13)
i=1
Une solution de (B.12) annule nécessairement VL, soit :
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B. Détails de calcul de la fonction 1 (B)

2
Vi+) Aigi = 0 (B.14-a)
i=1
A= 0 (B.14-b)
g < 0 (B.14-c)
Aigi = 0 (B.14-d)

La condition de complémentarité impose de ne pas avoir en méme temps A; =0 et g; =0. Les

equations (B.14-a) a (B.14-d) permettront d’écrire alors, tous calculs faits :

T

A = \/E(ny+Dxx§) (B.15-a)
VG2 2

Ay = —\/EDxx% (B.15-b)

Il est clair que A, ne peut s’annuler sous peine d’avoir D,y = 0; en effet, aucune limitation autre

que tr (D) = 0 n’est imposée au tenseur D. Ceci mene tout naturellement a avoir g, =0 et ce, en

vertu de la condition de complémentarité.

2 =0= VS2+T2 = V2C*(a) (B.16)

Il reste a discuter suivant les valeurs de A :

[0 A1 =0:dans ce cas on a nésessairement T/S = —D,, /D, et en vertu de la relation (B.16)

D
S = \/§C+(a)l (B.17-a)
D3, + D3,
. Dyl
T = V2C* () (B.17-b)
D3+ D%,

Ce qui permet d’écrire :
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B.1. Ftablissement de I’expression de 7t (f)

hom (g) = —f=2C* (@) D3, + D2, (B.18)
C*(a) 1D <C (B.19)

D+ D3y

0 A>0:onauraalors toujours d’apres la condition de complémentarité T— V2C = 0, ou encore :

T = V2C (B.20-a)
c \
S = V2C*(a) 1‘(c+—m>) (B.20-b)
En posant a priori :
in{ }—i— in2 B.21
n}meJr(a) —<C>—sm Bo (B.21)

et en faisant usage des relations (B.6) :

0 si tr(Q)iO

n(B) = 12C* () si sin2p < sin2fg (B.22)
2C* (a)|cos2(B—Po)| sisin2p >sin2py

avec:
C 1

© " I+k-1y’ 22

1
SinZﬁo = ; =

La fonction 7t (g ; Z) peut bien évidemment étre déduite a partir de I'expression (B.22) : il suffira
en effet de prendre D = %(ﬂ®z+ K@Q), d’exprimer L et V = [g] dans le repere (g; t) défini
ar:
T . (T . (T s
n = cos(z + ﬁ)gx - sm(z +ﬁ)gy ; b= sm(z + ﬁ)gx + cos(z +ﬁ)gy (B.24)

et en imposant a la composante normale de V d’étre nulle, on obtient :

1 1
Dy, = §|Z|C0525 ; Dy = —Dyx = ElleinZ‘B (B.25)

Il suffira alors d’appliquer les formules B.6 au calcul de D; pour avoir I'expression de 7 (g; Z).
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B. Détails de calcul de la fonction 1 (B)

La fonction 7t (B) possede les propriétés remarquables suivantes :

7 (8) = (-f) (B.262)
b —a
[ r®as= [ e (B.26b)

La fonction 7(B)/ V2 a une une interprétation géométrique simple dans le plan déviateur
(S, T \/5) :en effet, ellzapparait comme la distance al’origine de la droite de normale (cos 28, sin2p)

tangente a la courbe définie par p = V2C («).

A T2

\/§C1( %I 25

~
N\ . @
2a

Y
n

N

V2rCy

Fic. B.1: Interprétation géométrique de la fonction 7 () dans le plan déviateur
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C. FEtablissement de I'expression de la cohésion anisotrope C (a)

C.1. Etablissement d’une expression de C (a)

Afin d’établir une expression de la cohésion anisotrope C (), définissons sur la cellule de base,

un champ de contrainte tel que :

dans le sol initial

gs =2Zye, Qe + Xy (gx®gy +gy®gx) + G;ygy ®e¢, + Ye, ®e, (C.1a)
dans la colonne
gr =Xywe, Qe + Xy (gx®gy +gy®gx) + a;ygy ®e¢, +Xze,®¢, (C.1b)

Un champ de contrainte macroscopique L appartient au domaine G"°™ si et seulement si, il

vérifie :

L=(1-n)g’+nd (C.2a)
ole =06 (C.2b)
05\2 - a,(,? <2C;, i, j=sr (C.20)

I1 s’en suit que le champ de contrainte X s’écrit sous la forme :

L=2ne ®e + Ly (gx ®e, +e, ®§x) +Llyye, ®e, + 10 ®c, (C.3a)

Lyy = (1 =n)oy, +noy, (C.3b)

La contrainte X,, étant intérmédiaire.

On supposera par la suite que la direction de la contrainte principale majeure 05\2, i,j=1,2est
orientée de I'angle «; par rapport a 1’axe vertical des colonnes Oy, et que celle du tenseur L est

orientée de a par rapport au méme axe.

En utilsant la représentation de Mohr pour les contraintes, on remarquera tout d’abord que
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C.1. Etablissement d’une expression de C (a)

Fic. C.1: Représentation de Mohr

les trois cercles représentatifs de ¢°, ¢” et L passent par un méme point (continuité de T), et
la détermination de la cohésion anisotrope C (@) se ramene alors a la résolution du probleme

d’optimisation suivant :

max(Xy —Xy,) tel que (C4a)

o3 —0m—2C1 <0 (C.4b)

o~ 0 —2C2 <0 (C4o)

(Zp— X)) sin2a — (07\/1 - o,sﬂ) sin2a7 =0 (C.4d)
(Xp—Xypy)sin2a — (a]rw - orm) sin2a1 =0 (Cde)

Ce probleme peut étre reécrit sous la forme équivalente suivante :
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C. FEtablissement de I'expression de la cohésion anisotrope C (a)

min(-Xpy+X,) st (C.5a)
L EMZ I o —2C <0 (C.5b)
81 sin2a 1= '
XM—Xm .
P - < .
0 Sin2a, sin2a—-2C, <0 (C.5¢)

Par ailleurs, la verification des conditions (C.2) et en particulier, la continuité du vecteur

contrainte T permet d’écrire :

Xy — X)) sin2a = (05\4 - afn) sin2aq = (01’\4 - afn) sin2a; (C.6a)
(G;A + afn) - (G;A - afn) cos2ag = (alr\/I + arm) - (alr\/I - arm) cos2ay (C.6b)
(aﬁw + G,Sﬂ) - (05\4 - afn) cos2aq1 = (Zy + L) — (Ep — X)) cos2a (C.60)

Le probleme (C.5) étant convexe en Xy et Xy, I'écriture des conditions d’optimalité de Kuhn et

Tucker pour le résoudre conduit a :

sin2« N sin2«

Ysin2a; ~ sin2ap 1 (C72)
A1.g1 =0 (C.7b)
A2.g2=0 (C.7¢)

A0 (C.7d)
1220 (C.7¢)

A1 et Ay sont les multiplicateurs de Lagrange.

Il est clair, d’apres les capacités de résistance du sol et des colonnes, que le critere de résistance
du sol sera le premier a étre saturé si on augmente le chargement, aprés quoi, la résistance
des colonnes sera mobilisée. En d’autres termes, si g1 <0 et g2 <0, le sol résistera tout seul
au chargement sans avoir besoin d’étre renforcé. Les cas extrémes pouvant étre envisagés sont

g <0etg1=0,0ug;=0etg =0.

sigi=0et gy <0: dans ce cas on aura A, =0 et Ay =sin2a;/,/sin2a. En maximisant alors
(Zpm — Xy) tout en respectant le fait que g» <0, on aura pour toutangle «; 0<a<m/4, la

cohésion anisotrope C(a) est définie par :
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C.1. Etablissement d’une expression de C (a)

(C.8)

sigi=0et g =0: les deux critéres sont alors saturés; la relation (C.6c) fournit alors deux

équations dont la combinaison donnera :
C(a) cos2a = (1-n)Cq cos2a; +nCycos2az (C.9)

A partir de (C.6a), on aura alors :

Cycos2a = C(a)sin2« (C.10)

qui permet de reécrire 1'équation (C.9) sous la forme :

C(a)cos2a = (1-1) \/C2 —C(a)*sin®2a+1 \/(kC)2 —C(a)*sin®2a (C.11)

Cette relation fournit une définition implicite de la cohésion anisotrope C (a). On remarque tout

de suite qu’en vertu de 1'équation (C.11), on a :

C(a) = C(a) = c(g - a) (C.12)

La définition (C.11) n’est bien évidemment valable que lorsque C; —C(a) sin2a > 0.

En posant :

C1
C(ap)

(C.13)

Alors, I'angle ag a partir duquel la relation (C.11) ne sera plus valable est, d’apres (C.11) et
(C12):

1 Ci ( 1 ]
ap = zarctan| ————=| = s arctan| —— (C.14)
nyjcz-cz| 2 n V-1

oul'onaposék=Cy/Cy.
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