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Résumé

Ce document est la synthese des trois années de recherche passées au sein de ’équipe
fluide-structure de I’Unité Mixte de Recherche "CNRS-Université de Corse" 6134. 11
est destiné a apporter quelques compléments a la prédiction de la circulation marine
ou a I’étude des déplacements de polluants et concerne principalement des problémes
liés aux équations de shallow water.

La premiére partie concerne les modeéles bi-couches en eaux peu profondes qui
sont utilisés lorsque les couches d’eau ont des caractéristiques physiques suffisam-
ment différentes pour ne pas pouvoir se mélanger (au détroit de Gibraltar par ex-
emple). Dans le premier chapitre, nous proposons une approche numérique qui
repose essentiellement sur la méthode de Galerkin & ’aide d’une base spéciale et
de la méthode des caractéristiques. Le second chapitre est consacré a 1'étude de
I'existence de solutions pour un probléme de shallow water bi-couche avec des con-
ditions aux limites de Dirichlet. La difficulté provient de ces conditions qui ne
permettent pas d’employer les outils classiques. Le troisieme chapitre concerne les
modéles bi-couches a toit rigide. Cette hypothése consiste a négliger les variations de
la surface de ’eau. Au niveau de la modélisation, la condition de rigid-lid introduit
une contrainte sur 1’écoulement dont nous précisons la forme. Nous donnons en-
suite des résultats d’existence et de régularité et proposons une méthode numérique
adaptée.

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude des problémes a frontiére libre pouvant
décrire par exemple la simulation de la dérive d’une nappe de polluant ou la propa-
gation des feux de forét. On caractérise le mouvement de la frontiére a 1’aide d’un
opérateur différentiel permettant de conserver un domaine assez régulier au cours du
temps et d’utiliser ainsi les propriétés classiques des espaces de Sobolev. La résolu-
tion est basée sur un schéma lagrangien permettant de suivre chaque particule dans
son mouvement et de prendre ainsi en compte les variations de la frontiére. Nous
terminons cette étude en présentant la simulation d’une nappe de polluant évoluant

a la surface de 'eau a partir de la méthode décrite précédemment.
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Introduction

Ce document est la synthése de plusieurs années de recherche passées au sein de
I’Unité Mixte de Recherche "CNRS-Université de Corse" 6134. Cette unité a pour
objectif ’étude des Systémes Physiques de [’Environnement et se décompose en
plusieurs équipes dont celle sur les fluides et structures dirigée par Pierre Orenga.
C’est au sein de cette équipe que j’ai réalisé mon stage de DEA puis mes trois an-
nées de doctorat sur le théme de ’analyse mathématique des problémes liés a la
mécanique des fluides.

Ces travaux de thése ont été financés par la Collectivité territoriale de Corse.
L’équipe fluide-structure m’a également permis de m’impliquer dans diverses ac-
tivités scientifiques. J’ai notamment participé a 1’étude de courantologie dans le
cadre d’un contrat de prestation de service entre le CNRS et une ferme marine
(contrat n°2004 IND 123). Dans le cadre des projets GILCO, en collaboration avec
I'IFREMER (contrat de recherche Etat DRRT/CTC-DFER) et INTERREG III A
(Collaboration Corse-Sardaigne-Toscane), nous avons mis en ceuvre des codes de
simulation de transport de nappes de pétrole. Sur ce théme, j’ai également été asso-
cié a l'organisation du Workshop de Mathématiques pour I’Océanographie intitulé
"Modéles de Nappes de Pétrole", a Calacuccia (Corse) en mai 2005.

La volonté de la communauté scientifique de disposer d’un outil de simula-
tion opérationnel, permettant de fournir des prévisions océaniques avec la méme
régularité et fiabilité que la prévision météorologique, nécessite la collaboration de
chercheurs d’horizons trés différents. Les physiciens cotoient les chimistes, les bi-
ologistes, les informaticiens et les mathématiciens. Les questions de l'existence de
solution (qui permet de s’assurer que le probléme est bien posé), de la convergence
des algorithmes, du comportement des solutions asymptotiques ou encore de la con-
ception de nouvelles méthodes numériques relévent des mathématiques appliquées.

Ce travail s’inscrit dans la perspective de développer des outils applicables dans
des configurations réalistes. Il est notamment destiné a apporter quelques complé-
ments a la prédiction de la circulation marine et a I’étude des déplacements des

polluants.



Introduction

La premiére étape d'une telle étude repose sur la modélisation des phénomeénes
physiques concernés. De fagon générale, la description des systémes naturels est
trés difficile, ceci a cause de la multiplicité des paramétres et de la complexité des
phénoménes intervenants. Ainsi, on doit sélectionner un certain nombre de variables
représentatives et étudier leur comportement a l'aide de modéles mathématiques
dérivant de ces principes physiques. Cette étape de modélisation est importante car
elle est directement liée aux ambitions que nous fixons pour élaborer un outil d’aide
a la décision opérationnel.

La circulation océanique obéit a des lois de conservation des diverses variables
hydrodynamiques. Ce sont les travaux de L. Euler, en formalisant les lois de con-
servation par des équations aux dérivées partielles, qui ont permis de commencer
a comprendre le comportement dynamique des fluides. La forme quasi définitive
des équations que l'on utilise date de 1843 avec les travaux de A. de Saint-Venant,
repris par la suite par G. Stokes (les équations portent le nom de Navier-Stokes en
I'honneur également des travaux du frangais C. Navier).

On sait maintenant qu’il est utopique de chercher a résoudre directement les
équations de Navier-Stokes a ’échelle d’un océan. Le comportement chaotique des
équations et la grande diversité d’échelles mises en mouvement sont un frein a tout
espoir de simulation directe & partir de ces équations. Un grand nombre de travaux
ont été conduits en vue de simplifier les modéles, permettant d’isoler les phénoménes
caractéristiques et rendre possible la simulation numérique. Les ouvrages traitant de
ces modeéles sont nombreux et je me suis pour ma part beaucoup inspiré de ceux de
J.C.J. Nihoul [57, 58, 59, 60|, J. Pedlosky [64, 65] et A.E. Gill [32] qui font référence
en la matiére.

On peut classifier ces modéles en utilisant différents critéres de modélisation
physique. Par exemple les modeéles les plus simples sont ceux décrivant 1’équilibre
géostrophique (équilibre entre la force de Coriolis et les forces de pression). Ensuite,
on trouve des modéles intégrés suivant la verticale que 'on appelle modéles de shal-
low water. Ils sont bien adaptés au cas d’une couche d’eau de densité homogéne, soit
en mouvement sur une couche au repos (modéle a gravité réduite), soit occupant
toute la hauteur d’eau. Une autre approche est représentée par les modéles multi-
couches pour lesquels les variables sont moyennées sur I'épaisseur de chaque couche.
Enfin, il y a les modéles tri-dimensionnels plus ou moins complets mais toujours tres
coliteux au niveau de la simulation numérique.

Pour notre part, nous avons choisi d’aborder dans ce mémoire des problémes liés
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aux équations de shallow water. Plus particulierement, nous consacrons la premiére
partie a I’étude de probléemes de type bi-couches puis nous nous intéresserons a I’
analyse de quelques modéles & frontiére libre dans la seconde partie.

Ce document présente les principaux résultats obtenus en les replagant dans leur

cadre bibliographique.

La premiére partie concerne donc les modéles bi-couches en eaux peu profondes.
Ces modeles sont utilisés lorsque les couches d’eau ont des caractéristiques physiques
suffisamment différentes pour ne pas pouvoir se mélanger. On trouve une telle config-
uration par exemple au niveau du détroit de Gibraltar. Les eaux de l'océan, froides
et peu salées, plus légéres que les eaux méditerranéennes, forment un courant en-
trant en surface. Ces eaux, aprés avoir subit une transformation dans le bassin
méditerranéen (augmentation de la concentration de sels due a la forte évapora-
tion), ressortent ensuite par le fond du détroit de Gibraltar [54]. Si ce phénomeéne
est maintenant bien connu, il semble difficile & simuler numériquement. En effet,
un simple code de shallow water bi-dimensionnel ne peut traduire correctement ce
phénoméne et un code tri-dimensionnel doit posséder un niveau de raffinement im-
portant sur la verticale pour retranscrire le fort cisaillement apparaissant a I'interface
des couches. Une voie intéressante semble étre 1'utilisation d’'un modéle bi-couche.
Le modéle a partir duquel on a mené ces travaux a été étudié d'une part par F.J.
Chatelon et al. [12] qui ont montré I'existence de solutions, puis par M.L. Munoz
Ruiz et al. |11, 19, 55] en ce qui concerne la régularité et 1'unicité des solutions.
Tous ces résultats ont été obtenus avec des conditions aux limites sur u - n et rot u.
Au niveau numérique, de nombreux travaux ont été effectués par M.J. Castro et al.
en dimension 1 [5, 7] puis plus récemment en dimension 2 [6], 'approche numérique
étant essentiellement basée sur la méthode des volumes finis. Nous avons choisi
d’organiser la premiére partie de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, aprés avoir présenté les modéles de shallow water a
une puis deux couches, nous proposons une méthode numérique pour la résolution
des équations du modele de shallow water bi-couche. Pour mettre en ceuvre ce
code de simulation, nous nous sommes inspirés des travaux déja effectués au sein du
laboratoire dans le cas mono-couche. Le développement du code repose essentielle-
ment sur la méthode de Galerkin & ’aide d’une base spéciale et de la méthode des
caractéristiques.

Le second chapitre est consacré a 1’étude de I'existence de solutions pour un prob-
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léeme de shallow water bi-couche avec des conditions aux limites de Dirichlet. Ici, la
difficulté provient de ces conditions qui ne permettent pas d’employer les outils clas-
siques utilisés dans le cas de conditions sur u-n et rot u ou de conditions périodiques
ou encore dans le cas ou le domaine est R™ tout entier. Pour traiter les termes
couplant les deux couches, nous devons coupler 'estimation naturelle d’énergie avec
une estimation des épaisseurs dans L?(Q). Pour obtenir cette estimation L?, nous
introduisons l'opérateur de Stokes et utilisons quelques résultats sur les espaces de
Hardy pour traiter les termes non linéaires.

Enfin, dans le troisiéme et dernier chapitre de cette partie, on s’intéresse a une
autre classe de modeéles : les modéles bi-couches & toit rigide. L’hypothése du toit
rigide (ou surface rigide ou encore rigid-lid) consiste a négliger les variations de la sur-
face de ’eau. Dans le cas mono-couche [39, 40, 48|, 'hypothése du rigid-lid s’avére
tout a fait satisfaisante et permet d’obtenir des résultats comparables a ceux des
modeles & surface libre sous certaines conditions. Nous avons choisi ici d’introduire
cette hypothése dans le modele bi-couche. On détaille les modifications essentielles
que cette hypothése implique aussi bien au niveau formel que numérique. Au niveau
de la modélisation, la condition de rigid-lid introduit une contrainte sur 1’écoulement
dont nous précisons la forme. Nous donnons ensuite des résultats d’existence et de
régularité. Pour la résolution numérique nous proposons une base spéciale prenant
en compte cette contrainte non-locale imposée au fluide puis nous comparons les

résultats numériques avec ceux obtenus a partir du modéle a surface libre.

La deuxiéme partie est composée de deux chapitres. Dans le premier nous nous
intéressons au comportement d’un fluide défini dans un domaine dépendant du temps
;. Le modéle que nous proposons peut étre utilisé dans divers domaines tels que les
problémes d’interaction fluide-structure [26] ou la simulation de modéles de propa-
gation (comme la simulation de la dérive d’une nappe de polluant [50] ou ’analyse
de la propagation des feux de forét [2]). Pour caractériser le mouvement du fluide,
on considére un modéle de shallow water a frontiére libre, I’évolution de la frontiére
étant définie par un opérateur frontiére A (de tels opérateurs sont utilisés dans V.A.
Solonikov [70] , J.T. Beale [3]|). Cet opérateur permet de conserver un domaine as-
sez régulier au cours du temps et d’utiliser ainsi les propriétés classiques des espaces
de Sobolev. Pour résoudre le systéme d’équations bi-dimensionnelles caractérisant
I’écoulement du fluide, nous proposons un schéma lagrangien. En effet, un schéma

d’Euler n’est pas adapté pour la discrétisation d’un probléme de ce type puisque
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nous travaillons sur un domaine non cylindrique. De plus, la description lagrangi-
enne permet de suivre chaque particule dans son mouvement et de prendre ainsi en
compte les variations de la frontiére.

Notre approche consiste a utiliser un schéma linéaire ou la dérivée totale est ap-
proximée par un schéma aux différences finies régularisé. Cette méthode permet
de conserver certaines propriétés physiques. Par exemple on peut prouver qu’une
particule ne peut pas sortir du domaine d’un pas de temps a 'autre. On montre
que le schéma précédent a un sens, en particulier on montre que l'on retrouve le
probléme continu lorsque le pas de temps converge vers 0, ce qui permet de prouver
I'existence d’une solution.

Nous terminons cette étude en proposant, dans le cinquiéme chapitre, un modéle
permettant la simulation de la dérive d’une nappe de polluant a la surface de 'eau.
Pour la résolution de ce probléme, nous proposons deux méthodes numériques. La
premiére consiste a résoudre les équations de shallow water sur un domaine fixe con-
tenant le polluant. Cette approche nous permet d’utiliser la méthode de Galerkin
présentée dans le premier chapitre mais elle nécessite la construction d’'un maillage
précis, ce qui augmente les temps de calcul. Nous proposons ainsi une deuxiéme
méthode qui consiste a résoudre le probléme sur le domaine ot le polluant est réelle-
ment présent. Nous sommes ainsi amenés a utiliser un probléme & domaine variable
pour lequel on utilise la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian method)
couplée a la méthode des caractéristiques. Une présentation générale de la méthode
ALE est donnée dans [36, 37, 53|. Pour résoudre les équations discrétisées en temps,
nous proposons une méthode de type Galerkin en utilisant une base spéciale vérifiant

les conditions aux limites du fluide.
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Modéles bi-couches
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Chapitre 1

Présentation des modéles de Shallow
Water

Dans ce chapitre, nous allons rappeler comment & partir des hypothéses de conser-
vation nous pouvons établir les équations de la mécanique des fluides géophysiques.
En intégrant sur la hauteur du fluide ces équations tri-dimensionnelles, nous obtien-
drons le modéle de shallow water mono-couche. Puis nous proposerons un modéle
3D dans lequel le fluide est composé par deux couches de densités différentes. A
partir d'un méme type d’arguments, nous construirons le modele de shallow water
bi-couche qui sera étudié dans les prochains chapitres. Nous terminerons ce chapitre
en proposant une méthode numérique pour résoudre ce probléme bi-couche, celle-ci

s’appuyant essentiellement sur la méthode de Galerkin.

1.1 Un modéle de Shallow Water a une couche

1.1.1 Equations de conservation

Le domaine d’étude

Lorsqu’on étudie des problémes a I’échelle de la Terre, tels que les problémes d’océano-
graphie, on utilise de facon naturelle le systéme de coordonnées sphériques.
Cependant, dans le cas ou les dimensions du domaine sont suffisamment petites (de
I'ordre du millier de kilométres), nous pouvons ignorer la courbure de la Terre [17],
[38], et utiliser un systéme de coordonnées cartésiennes x,y, z avec l'origine en un
point My du domaine (figure 1.1.1).

Le plan x,y est tangent a la sphére au point M,, I'axe vertical z est donné par la

normale & la sphére au point M.

Nous donnons maintenant le cadre formel dans lequel nous allons travailler.

On note Q la surface du fluide au repos,  étant un ouvert borné de R, de frontiére

14
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Equateu

Sud

Figure 1.1: définition du référentiel d’étude

~. La profondeur du domaine, notée H(x,y), est une fonction réguliére strictement
positive définie sur €.

La surface du fluide est une frontiére libre. On note n(z,y,t) la fonction qui déter-
mine la surface du fluide a I'instant t.

La hauteur totale de la colonne d’eau est donc donnée par

h(z,y,t) = H(z,y) +n(z,y,t),

le fluide occupe donc un domaine variable Q3(¢) de la forme

P(t) = {(z,y,2) € R’|(z,y) € Uz € (~H(z,y),n(2,y, 1))},
la frontiere de Q3(t), notée I'3(¢), se compose de trois parties :

e ['i(t), la surface libre du domaine, donnée par

Ls(t) = {(z,y,n(z,y,1))|(z,y) € Q},
e I'/(t), le fond du domaine, donné par

Up(t) = {(z,y, —H(z,y))|(z,y) € 2},

15
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e I',(t), la frontiére latérale définie par

Fl@) = {(x7y72)‘<xay) €7,z € (_H(xay)vn(x7y7t))}'

\

M X

It

Figure 1.2: domaine d’étude au repos

z A

\ Ao

Figure 1.3: coupe verticale du domaine

Nous notons n, le vecteur normal unitaire extérieur a la frontiére. On distingue

sa composante horizontale, notée n, de sa composante verticale ng.
Dans le cas ol n est le vecteur normal & la surface, on a

-V 1
n=-—r———m) N3 = —F/7/797——,
\V(Vn)? +1 V (V) +1

de méme si n est le vecteur normal au fond du domaine

e
n_\/(VH)Qle’ \(VH)? +1
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Les variables hydrodynamiques
Nous présentons ici les variables d’état qui caractérisent 1’écoulement et qui sont
susceptibles d’influencer celui-ci [58].

Ces variables sont appelées variables hydrodynamiques :

p, la densité,

v (v, v9,v3) la vitesse du fluide,

on note u = (v, v2) la composante horizontale de la vitesse,

T, la température,

S, la salinité,
e p, la pression.

Les équations de conservation
Soit Y, une variable d’état quelconque. Son équation de conservation s’écrit sous la
forme générale suivante :

%—1; +div(vY) = Q" —¢",

ou v est la vitesse du fluide.

Les variations temporelles de Y, représentées par % sont fonctions du transport de
fluide & travers les parois du volume considéré, représenté par div (vY), du taux Q¥
de production ou destruction de Y a l'intérieur de ce volume ainsi que de la diffusion

moléculaire ¢ .

Ecrivons alors I’équation de conservation correspondant a chaque variable hydro-

dynamique donnée dans le paragraphe précédent :

e le principe de conservation de la masse affirme que la variation de la densité p
ne dépend que du fluide traversant la frontiére du volume considéré, donc on
a:

% +div(pv) =0

e Le principe de conservation de la quantité de mouvement, pv, affirme que la
variation de la quantité de mouvement d’un systéme coincide avec la résultante

des forces agissant sur lui.

17



Partiel: Chapitre 1. 1.1. Un modéle de Shallow Water a une couche

Les forces prises en compte ici sont les forces de gravité pg, la force de Coriolis

—2A Apv, le gradient de pression (—V3p) et les forces de dissipation visqueuses

div (prVv).
L’équation de conservation de la quantité de mouvement est alors donnée par
[58] :

dpvi) .. B .

= +div (pvv;) = (pg), — QA A pv), +div (prVsv;) — (Vsp),.

e Les équations de conservation de I’énergie et de la salinité sont remplacées par

une équation de poussée. Nous définissons la notion de poussée b par :

b:P—Po
Po

Y

ol pg est la valeur de la masse spécifique a I’état de référence.

L’évolution de la poussée est traduite par I’équation suivante :

ab
En + div (vb) = 1, Ab,

oll v, est un coeflicient de diffusité.

e Nous avons défini une équation d’évolution pour chaque variable hydrody-
namique sauf pour la pression p. Ainsi, pour fermer le systéme, on écrit
I'interdépendance entre la masse volumique, la température, la salinité et la

pression :
p=p(T,S,p).

1.1.2 Les hypothéses simplificatrices

L’approximation de Boussinesq

Un fluide géophysique est caractérisé par le fait que les variations de la masse volu-
mique par rapport a une valeur de référence py sont relativement faibles [58|.

Ainsi, en faisant une analyse des ordres de grandeur, on peut remarquer que 1’équation
de conservation de la masse peut étre approximée par la condition d’incompressibilité

sans avoir & imposer une masse spécifique constante, on a alors :

divv = 0.
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Nous pouvons remplacer p par py dans toutes les équations excepté devant le terme
de gravité car celui-ci représente une accélération beaucoup plus forte que les ac-
célérations typiques du fluide. En divisant 1’équation de conservation de la quantité
de mouvement par py, nous pouvons faire apparaitre le terme de poussée de la fagon
suivante :

P P — Po
—g=g+——g=g+b.
Po Po

Nous introduisons également la pression généralisée définie de la fagon suivante :

q= L +gz.
Po
L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors :
a(Uz') . .
5 +div (vv;) = (=2A A V), — (V3q), + (b), + div (vV3u;).

Notion de variables moyennes - Turbulence

Les écoulements des fluides géophysiques sont caractérisés par des mouvements
d’apparence désordonnée des différentes variables d’état autour d’une valeur moyenne.
L’objectif des modéles de circulation océanique consiste en une recherche de la cir-
culation moyenne sans nécessairement chercher a reproduire les détails de cette cir-
culation. Il faut alors modifier les équations établies dans les sections précédentes
afin de prendre en compte cette notion d’écoulement moyen.

Nous décomposons chaque variable d’état en une composante moyenne notée < y >

et une composante fluctuante autour de cette moyenne notée y’. Ainsi, on écrit :
y=<y>+y avec <y >=0

L’approximation quasi-hydrostatique
Cette hypothése est liée a I’anisotropie des grandeurs caractéristiques suivant 1’hori-
zontale et la verticale. Ainsi, pour une longueur caractéristique L et une hauteur
caractéristique H, on a toujours le rapport d’aspect § qui vérifie la relation suivante :

H
0= — 1.
L<<

Cela conduit aux simplifications suivantes : si on examine les ordres de grandeur des
différents termes apparaissant dans la composante verticale de I’équation de conser-
vation de la quantité de mouvement, on constate une prédominance des termes de
gradient vertical de pression et de poussée. On définit alors une équation d’équilibre

hydrostatique :
dq

=)
0z ’
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qui remplace la composante verticale de ’équation de conservation de quantité de

mouvement.

Enfin, nous utilisons I’hypothése généralement admise suivante :

ﬁ . ﬁ . .
On pose w. k = 2|A|sin(p). k, et on a 'approximation :

-
ANV =wk AV.

1.1.3 Les équations tri-dimensionnelles quasi-hydrostatiques

Nous proposons dans cette section le modéle tri-dimensionnel d’écoulement géo-
physique que nous allons utiliser par la suite. D’aprés les sections précédentes, si on
omet les symboles <>, les variables d’état étant toujours considérées par rapport
a leur moyenne, ce modéle est finalement donné par le systéme d’équations suivant
[45] :

% + (u.V)u + 03% + wa(u) — 8% (’/%> — phu=—Vq (1.1)
% +u.Vb+ v;»,% — % (%%) — b =0 (1.2)
divu+% =0 (1.3)

% . (1.4)

Pour que le probléme soit bien posé, nous devons adjoindre a ces équations des

conditions initiales et des conditions aux limites.

Conditions aux limites
Nous allons donner les conditions aux limites en surface et au fond du domaine.
e En surface :

Nous prenons tout d’abord la condition :

P = Da, (15)

Ppe étant la pression atmosphérique en surface, supposée constante. Considérons
également la condition aux limite : (I' - n);r = 75, ou I' - n représente la force de

viscosité, T' la projection sur le plan tangent, et 7, une fonction qui représente le
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forgage du vent qui sera détaillé dans le paragraphe suivant.
L’approximation hydrostatique nous permet de prendre n ~ (0,0,1) et d’écrire la

condition précédente sous la forme :

ou
V— = Ts. 1.6

0z ° (16)
D’autre part la surface du fluide est une frontiére libre. Elle peut librement évoluer
au cours du temps et elle est imperméable au sens ou elle n’est pas traversée par le
fluide. Par contre, des flux de salinité et de chaleur peuvent traverser cette frontiére.

On introduit alors la condition :

yb% =Ty, (1.7)
et la condition cinématique :
vg—%—ku-Vn. (1.8)
e Au fond :
On considére la condition
(I'-n)p =1y,

ou 7y représente le frottement au fond. Comme précédemment, nous simplifions

cette condition :

ou
— =Ty. 1.9
v =71 (1.9)
La condition d’imperméabilité au fond nous permet d’écrire :
0b
— =0 1.10
gre ’ (1.10)

et la condition cinématique (annulation de la vitesse normale) :

u.n+vs-n3=0. (1.11)

Conditions initiales
Prenons comme conditions initiales les valeurs de u et b & un instant choisi comme
état de référence :

u(t = 0) = uo, (1.12)

b(t = 0) = bp. (1.13)
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1.1.4 Un modéle bi-dimensionnel & une couche

Nous allons présenter dans cette section un modeéle bi-dimensionnel appelé modéle
de Shallow Water en formulation hauteur vitesse. Ce modéle est obtenu en intégrant
sur la hauteur d’eau les équations du modeéle tri-dimensionnel, en faisant I’hypothése
d’une mer homogéne, sans stratification et peu profonde, on pourra donc considérer
que b = 0.

On pose :
U

u= E/HUdZ’ (1.14)

et u =u + v’ ou v représente la variation de u par rapport a la valeur moyenne.

e Intégrons tout d’abord I’équation (1.3). On a

1 1
/ divuds + [ 234z, (1.15)
- H _H 62
donc .
/ divudz 4+ vs(n) — vs(—H) = 0, (1.16)
—H

de plus d’apres les équations (1.8) et (1.11), on a

on

o) = 9 4w, (117)
va(—H) = —u - nﬁ = —u-VH. (1.18)
3

D’autre part, en appliquant la formule de Leibnitz on a :

/" divudz = div (/_" udz> Cw(—H)-VH—u(n)- Vg (1.19)

—H H

Donc en reportant dans (1.16) et en utilisant (1.17) et (1.18), on obtient :

Oh .
N + div (uh) = 0. (1.20)

e En supposant la diffusion horizontale négligeable devant les autres termes,

I’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

ou ou 0 ou
o + (u-V)u+ Vs + wa(u) — g (ua) = —Vq. (1.21)
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Remarquons également que

Ovs .
e —div u,
ainsi 5 O(uws) 5 O(ues)
u _ Ouvs) vy O(uvy ,
Vsgo = 5 u—o> EN + udiv u,
donc
ou ‘ O(uvs) . O(uvs)
(u-V)u—l—vgg—(u-V)u—l—udlvu—i— P =div (v ® u) + P
En reportant dans (1.21), on obtient :
ou . O(uvs) 9 ( Ou\
5 +div(u®@u) + o + wa(u) R (Vaz) = —Vq. (1.22)
De plus, en utilisant la formule de Leibnitz,
T Ou o [ 0H on 0, on
dy = — —u(—H)ZE ain_ < _ a1
o at/HUdz u=H)5 —uln)g; = gy (@h) —ulm g,
done "9 on _oh 9
Yar = n2" gt !
/H 5 dz = hat +u8t u(n) 5 (1.23)

Traitons & présent 'intégration des termes non linéaires intervenant dans (1.22) :

7 7
/ div (u ®u)dz+/ duvs dz

_H _H 32

_ / " div (u ® w)dz + u()vs(n) — u(—H)vs(—H)

-H

— div ( / " e u)dz) — u(—H)(u(—H) - VH)

—H
—u(n)(u(n) - V) +u(n)vs(n) — u(=H)vs(=H), (1.24)
en reportant (1.17) et (1.18) dans cette équation, on obtient

n n n
/ div (U®U)d2+/ 8uvgdz = div (/ (u®u)dz) —i—u(n)%,

-H —g 0z -H

or u =u-+u, donc

div (/1(1&@ u)dz) = div (/L(E@U)dz) + div (/L(u' ® u')dz) ,

On considére généralement que le flux turbulent intervenant dans cette équation est

responsable d'une diffusion turbulente semblable & la diffusion moléculaire. I’analogie
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suggére alors de représenter le produit des fluctuations apparaissant dans cette équa-
tion sous la forme d’un gradient de la vitesse moyenne [57], on a ainsi
n
div (/ (v ®u’)dz) ~ —hA;Au,
—H
ou A; est appelé coefficient de viscosité turbulente. Pour prendre en compte les effets

de dissipation sous maille, on utilise un coefficient de diffusion horizontale A,, qui

s’ajoute a A;. On remplacera donc A; par un coefficient A, avec A = A; + A,,.

Traitons a présent le terme faisant intervenir le produit des vitesses moyennes.
On a .
div (/ (T ® ﬂ)dz) = div (hu ® ) = udiv (wh) + h(z - V)u,

H
d’apres (1.20),

_0h o
_Oh  h__, o
= Uy + §Vu + hrot uo().

L’intégration des termes non linéaires nous donne finalement :

n . n 8UU3 . _ _ah h _9 — 877
/Hdlv (u®u)dz+/H 5 dz = —hAAu U + 2Vu + hrot ua(w) + u(n) o

(1.25)

L’intégration du terme de Coriolis nous donne

/_L wal(u)dz = wa (/_7; udz) = wha(T). (1.26)

Intégrons le terme de diffusion verticale.

o ou ou ou
/H E (V@) dz = V@(n) — V@(—H)

d’ot, en utilisant (1.6) et (1.9) :
T 0 [ Ou
/;Hg (V&) dZ—Ts—Tf (127)

Il reste & intégrer le terme de pression. Nous avons fait I’hypothése d’une mer sans

on a

% _

52 = 0, donc ¢ ne dépend pas de z, d’ou

stratification, donc d’aprés (1.4)

QZQ(n)=—0+gn
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et
Vq=gVn,

et donc

1
/ Vqdz = ghVn. (1.28)
-H

Finalement, l'intégration de (1.22) sur la hauteur d’eau nous donne en utilisant

(1.23), (1.25), (1.26), (1.27), (1.28) :
ou _h__, o _
ha — hAAT + §Vu + hrotua(w) + wha(a) + ghVn = 75 — 74 (1.29)

La fonction 7, peut se modéliser sous la forme
T, = CsV|V],

ou V est la vitesse du vent 10 métres au dessus de la surface et C; un coefficient
positif. 7 est souvent modélisé par Cqu|u| caractérisant la condition de frottement

au fond. Comme on s’intéresse ici a la vitesse moyenne, on modélise 7; par

T¢ = Dhalul,
ou D est une constante.
Posons
==
En notant u la vitesse moyenne, on obtient finalement le systéme d’équations :
oh
— +div (uh) =0 (1.30)
ot
ou 1_ ,
En + §Vu + rot ua(u) — AAu + wa(u) + Dulu| 4+ gVn = f. (1.31)

Nous devons a présent donner les conditions aux limites et initiales. Les conditions
aux limites en surface et au fond étant prises en compte lors de l'intégration sur la
hauteur d’eau, seules les conditions sur les frontiéres latérales interviennent.

Si on consideére des frontieres latérales naturelles, c’est a dire les frontiéres représen-
tées par les cotes, on prend souvent une condition d’imperméabilité au travers de la
frontiére qui se traduit par :

u.n =0,
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pour que le probléme soit bien posé, on doit rajouter une condition. On prend

généralement une condition sur le rotationnel du vecteur vitesse :
rotu =0,

cette condition s’interpréte comme un terme de non dissipation a la frontiére. Nous

prenons comme conditions initiales :

1.2 Un modéle de Shallow Water a deux couches

Pour établir le modéle bi-couche, nous considérons a présent que le fluide est com-
posée par deux couches non miscibles de densité p; et ps, séparées par une interface
d’épaisseur nulle. L’indice 1 sera réservé a la couche inférieure de densité p; et

I'indice 2 a la couche supérieure de densité ps, avec py < py.

1.2.1 Un modéle tri-dimensionnel

L’équation z = —H (z,y) représente le fond du domaine. L’équation z = n(z,y,t)
représente l'interface et z = ny(x, y, t) I'élévation de la surface libre.

La hauteur de la premiére couche est donc donnée par :
hi(z,y,t) = H(z,y) + m(z,y,1),
et pour la seconde couche :
ha(,y,t) = ma(z,y,t) — m(z,y, t).

Les domaines occupés par la couche inférieure et la couche supérieure a I'instant

t sont respectivement :
N(t) = {(z.y,2) €R’/(w,y) € Dz € (=H(w,y). m(z,y,1))},

Qg(t) = {(ZE,y,Z) S R?’/(ZL‘,Q) S sz € (771(%%75)7772(9579775))}'

La surface libre du domaine est donnée par

Fsz<t) = {(%,y,nﬂl‘,y,t))/(l‘,y) € Q},
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P2 N2

P1 hy v

Figure 1.4: notations pour le modéle deux couches

I'interface par

Lo, (t) = {(z,y, m(z,y,1))/(z,y) € Qf,
et le fond par

Ly(t) = {(z,y, —H(z,y))/(z,y) € Q}.

Nous noterons v; la vitesse de la couche 1 de composante horizontale u; et de com-
posante verticale vy 3, de méme vg représente la vitesse de la couche 2 de composante

horizontale uy et de composante verticale vy 3.

Nous faisons ’hypothése que les équations régissant 1’évolution de chaque couche
correspondent aux équations déduites dans les sections 1.1.1 et 1.1.2. Pour la couche

inférieure on considére ainsi le systéme d’équations suivant :

Ju Ju 0 ou
8—161 + (u1.V)ug + 01’38—21 + wor(ur) — g (V18—;> = Vg (1.32)
. 0
divug + ;;3 =0 (1.33)
oq
. = 1.34
5, O (1.34)
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et pour la couche supérieure :

8u2 8u2 0 81@ .
E + (uQ-V)UQ + ’02735 + wa(ug) — E (VQE) = _qu (135)
, 0
div ug + §23 =0 (1.36)
0qs
= 1.
% 0, (1.37)

ol v, et 15 désignent les coefficients de viscosité respectifs. Les conditions aux limites
que nous prenons sont les mémes que celles considérées dans le cas d’une seule couche

(voir section 1.1.3), en surface

P2 = Pa, (138)
8u2
22 _ 1.39
v2 0z 7 ( )
0
1)273 = ﬂ + Ug.vng, (140)
ot
et au fond : 5
Uy
— = 1.41
1 Oz Tfs ( )
U1.n + V1,3.M3 = 0. (142)

A Tl'interface, on impose la continuité de la pression,
P1 = Do, (1.43)
imposons également une condition cinématique,

om

V93 = a—z + UQ.Vm, (144)
0
V1,3 = ﬂ -+ Ul.VT]l, (145)
ot
ceci étant équivalent a imposer
Vi.113 = —Va.llg, (146)

ol n; est le vecteur normal extérieur a la premiére couche, et no la normale extérieure

& la seconde couche.
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Considérons également la condition a Uinterface (I's.ng)r = 7;, ou I'y représente le
tenseur des efforts visqueux de la premiére couche, et 7; le frottement entre les deux

couches. Généralement on considére que ny =~ (0,0, —1), on obtient alors,

8u2

2 — 7 1.47
V2 0z T ( )

1.2.2 Un modéle bi-dimensionnel

Pour obtenir le modéle bi-dimensionnel, on intégre les équations de la couche in-
férieure entre —H et 1y, et les équations de la couche supérieure entre 7, et 7,. On
procéde de la méme fagon que dans le cas d’une seule couche, sauf pour les termes

de pression qui se traitent différemment :

Pour la couche du fond, en notant p; la pression a I'interface, on a :
g
¢ = —+gm,
P1
avec p; = pa + paghs (ici p, est la pression atmosphérique). On a ainsi
P2
Vq1 = —Qth + ng,
P1
et en intégrant :

m
/ Vaudz = P2 ghVhy + ghi V.
-H P1

Pour la couche supérieure on a :

Pa
G2 = — + gne,
P2

d’otu1, en remarquant que 7, = hg + 1y,
Vg = gVhy +gVm
et en intégrant on obtient

72
/ VQQCZZ = ghQth + ghQVm.
m

On aboutit alors a :

Uy h
hl% — hlAlAu_l + éVu_f + hll"Ot u_loz(u_l)

+ hywa(uy) + g%hlvm + gV =1, — 1y, (1.48)
1
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hgaa_ — hQAQAUQ + h VUQ -+ hgl"Ot UQO[(UQ)

+ howa(uz) + ghQth + ghoVim = 75, — 7. (1.49)
On modélise généralement le terme 7; par
7i = Coha|ty — | (W — un).

Pour alléger 1’écriture des équations nous ne faisons pas apparaitre ici les termes
de friction au fond et a l'interface. En divisant par h; I'équation (1.48) et par hy
I'équation (1.49), on obtient ainsi les équations de conservation de la quantité de

mouvement suivantes :

ou; 1
% + §Vu_12 + rot wya(uy) — A1 Aty + wa(ug) + gVhy + g%th = f1,  (1.50)
1
EMQ __ _
o + = Vuz + rot wpar(uz) — Ag AUz + wa(wz) + gVhy + gVhy = fo. (1.51)
oul 'on a noté :
Ji=9VH
« c,\VI|V
fo = 57|| +gVH.
ha

Nous noterons dans la suite de cette étude les vitesses moyennes simplement par u;
et us. Les équations caractérisant le modéle de shallow water bi-couche sont ainsi

données par :

0
5;1 + Vul + rot wra(u) — Ay Auy + walus) + g%th Y gV = fi,  (1.52)
1
oh
6—1 + div (uihy) =0, (1.53)
0
5;2 + Vu2 + rot ugar(ug) — AgAus + wa(uz) + gVhe + gVhy = fo, (1.54)
oh
a—; + div (ughs) = 0. (1.55)

En nous inspirant du modéle une couche, nous prenons en général les mémes

conditions aux limites sur les frontiéres latérales naturelles :
ur.n =0, (1.56)
ug.m =0, (1.57)
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rot u; = 0, (1.58)
rot ug = 0. (1.59)

Et comme conditions initiales :
u(t =0) =u1p 1.60

Nous pouvons également prendre des conditions aux limites de type Dirichlet, c¢’est

I'objet du prochain chapitre.

1.2.3 La méthode de Galerkin pour la résolution numérique

Le domaine 2 est un ouvert borné régulier de R?, simplement connexe pour sim-
plifier, de frontiére v de classe C*! ou Q un polygone convexe. Physiquement, €
correspond au domaine horizontal occupé par le fluide. On note n la normale ex-
térieure a Q sur v et © = (x1,22) un point de Q2. On note (.,.) le produit scalaire
associé a L?(2)Y. Nous nous intéressons ici a la résolution numérique du probléme
bi-couche introduit dans la section précédente. Pour ne pas alourdir notre présenta-
tion de notations inutiles, nous écrirons wu; et non plus %;, en n’oubliant pas que wu;
représente ici la vitesse moyennée sur la hauteur de la couche i. Toujours pour sim-
plifier ’écriture, on ne considérera pas dans ce qui suit les termes de frottement au

fond et entre les deux couches. Nous souhaitons ainsi résoudre le probléme suivant :

4 a 1
% + §Vu% + rotuja(uy) — AjAuy + wa(uy) + Q%Vf@ +9Vhi = fi
1
h
(E1) % + div (urhy) = 0
up.n = 0,rotu; =0
Ul(t = 0) = ul,O
. hl(t = 0) = h170
( 8u2 1 9
w + §Vu2 + rot usa(ug) — AsAug + wa(us) + gVhy + gVhy = fo
Oh .
(EQ) a—; + div (u2h2) =0

us.m = 0,rotus =0
Ug(t = 0) = Ugyo
hg(t — O) - h270.
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Partiel: Chapitre 1. 1.2. Un modéle de Shallow Water a deux couches

On définit I'espace fonctionnel V des fonctions tests :
Y = {(b € L*(Q)?, dive € L*(Q),rot ¢ € L*(Q),¢-n = 0 sur ’y} ,
muni de la norme
Jul} = ||U||i2(9)2 + | div U”i%m + [rot U“;(Q)-
V est alors algébriquement et topologiquement inclus dans 1’espace
{¢ € H'(Q)?|¢-n =0 sur ~}.

D’autre part, puisque le domaine est simplement connexe, la norme précédente est

équivalente a celle donnée par |ul? = |divul3. (ot [rot ul3 (> ¢t la forme bilinéaire
a(u,v) = (div u, divv) + (rot u, rot v)

est coercive.

Dans [11], les auteurs obtiennent une solution faible (u;, h;) du probléme précédent,
ot u; € L=(0,T; L*()?) N L*(0,T; V) et hy € L=(0,T; L' () N L*(Q), et cette so-
lution est unique si les données sont suffisamment réguliéres. Nous allons approcher
numériquement le probléme précédent a l'aide de la méthode de Galerkin, celle-ci
nécessite 'utilisation d’une base de ’espace fonctionnel V dans lequel est recherchée
la solution u;. C’est pourquoi nous rappelons dans ce paragraphe quelques résultats
obtenus par P. Orenga pour la construction numérique d'une base de ’espace fonc-
tionnel V [62].

Base de l’espace fonctionnel V

On rappelle que € est un domaine ouvert, borné de R?, simplement connexe,
de frontiére v de classe C*! ou Q un polygone convexe. On a les décompositions
orthogonales de L?*(Q2)? et de V suivantes [18, 33] :

L*(Q)? = VH'(Q) @ Rot Hy (),
_ _ 2 p _ 1
V=<cu=Vp, pe H(Q), ™ =0, @ Rot Hy(2).
n
C’est-a-dire que toute fonction de V s’écrit de maniére unique sous la forme :

u=1u,+u, = Vp+ Rotg,

32



Partiel: Chapitre 1. 1.2. Un modéle de Shallow Water a deux couches

avec p et ¢ solutions des problémes scalaires suivants :

Ap =divu dans 2
@)1 o et (1) {
— =un=0 survy

on

—Aqg =rotu dans 2
q=0 sur 1.

Les conditions de régularité sur le domaine €2 et sa frontiére proviennent des résultats

obtenus par Grisvard [34]. La fonction scalaire p peut étre choisie telle que

/pdx:()
Q

de telle sorte que |Vp[r2)2 soit une norme équivalente a |p| g1 (q), et si €2 est sim-
plement connexe (compte tenu de uy,-n = u,-n = 0), on a |divu,|2@) = [Ap[L2@)
est une norme équivalente & |u,| g1 ().

De méme, |Rot gfz2(q)2 est une norme équivalente a || g1y et |rotug|r2) =
|Ap| L2(q) est une norme équivalente & |ug| g1 (o).

De plus, si divu, € LP(Q) alors p € W?P(Q) et de méme, si rotu, € LP(2) alors
q € W?P(Q) [33].

Nous allons a présent donner un théoréme permettant de construire une base
spéciale de I'espace V), satisfaisant aux conditions d’imperméabilité.

On considere les problémes aux valeurs propres suivants :

—Au = A u dans (),
(P1)] un=0 sur v,
rotu =0 sur .

—Ap=\p dans Q,

P2

(P2) @ =0 sur 7.
on

(P3) { —Aq = puq dans €,
qg=20 sur 7.

On le théoréme suivant [62] :

Théoréme 1.1. 1. Si (A, p) est solution de (P2), alors (A, Vp) est solution de (P1).
2. 8i (1, q) est solution de (P3), alors (u, Rotq) est solution de (P1).

3. Puisque §) est simplement connexe, alors 0 n’est pas valeur propre de (P1).
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4. L’ensemble composé des Vp; et des Rot q;, ot p; est solution de (P2) et q; est
solution de (P3), est une base de L*(Q)? et de V.

De plus, 'ensemble composé des fonctions p;, solutions de (P2), constitue une
base orthogonal de L?().

Remarque 1.2. Dans le cas d’'un domaine a géométrie complexe, les fonctions p;
et g;, vérifiant les problémes scalaires précédents, sont obtenues par une méthode
d’éléments finis en utilisant des éléments de type Hermite a trois degrés de liberté
(u, uy, uy) par nceud. Cela permet ainsi d’accéder directement aux Vp; et aux Rot g;.
Cependant, dans le cas d'un domaine idéalisé (cf. paragraphe 3.4), ces fonctions sont

connues analytiquement.

Méthode de Galerkin

Notons {¢1, ..., Pm, ...} la base orthogonale de V obtenue en normant dans L?(Q)?

la base définie précédemment, c’est a dire ’ensemble des 3% et des If}’zgi.
1 3

On note V™ le sous espace de dimension finie engendré par les m premiéres
fonctions {p1, ..., pm }-
La méthode de Galerkin consiste a chercher les solutions approchées u; ,, et ug,, de
uy et ug sur V™, ot uy et up sont les solutions des problémes (E1) et (E2).

Pour cela on s’intéresse aux problémes faibles approchés (E{") et (ES") :

([ Ouq )
< 81757 ,901) — Ava(usm, 0i) — 3 (uf,,, div @;) + (ot g ma(ugm), ©i)

+ w (a(urm), pi) — 9% (hom, div ;) — g (him, div ¢;)
2
= (fla ()01) 7v90i7i = 1? sy M,

Ohim,
ot

+ div (ul,mhl,m) = 0,

U m(t =0) = u1,0,m,
hl,m(t — O) — hl,O,m'
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([ Ouam .
( azt’ 7901‘) — Asa(ugm, i) — % (u%m, div 4,01‘) + (rot ug ma(uam), vi)
+ w (a(ugm), i) — g (ham, div ;) — g (him, div ¢;)
- (f2a 901) 7v§0iai = ]-7 cey, M,

(E2 ) 3h2,m

ot

+ le (ulmhlm) = 0,

Uz (t = 0) = U2.0,m;

\ hgvm(t = O) = h2707m.

D’autre part, u ,, et us,, se décomposent sur la base de la fagon suivante :

Mg

lez 801 Zpalz vpl—i_z 1z ROtQZ

. < \ Vi o JRotg:
= xa,(t)pi(z) = as,i(t) -+ bZz

On note ¢y = \v/’;—i et wp = R\jt_ql, on remplace alors uy ,, et ua,, par ces expressions

dans les probléemes (ET") et (E5?).

En effectuant les intégrations bi-dimensionnelles et en utilisant les propriétés d’ortho-

normalité de la base, nous sommes amenés a résoudre deux systéemes d’équations

différentielles non linéaires du premier ordre :

4 a z m m
g; =—-ANay; —w Z r1,; XX (a,1, ) Z Z r101 5 XXX (a,1, j, k)
7=1 j=1 k=1
(EDl) p (h2m>d1V§0az) +g(h1 m,le(,Dm) + (fla@az)
0by = . T .
8;57 = —Apibr; —w Z x1; XX (b,1,7) — Z Z 11011, XXX (0,4, 7, k)
L j=1 j=1 k=1
ey y & o
6? —Asiag; —w Z 29 ;XX (a,1,j) — Z Z xg ;T2 XXX (a, 1, j, k)
Jj=1 7j=1 k=1
(ED2> +g(h2 male(pm) +g(h1 m;le(pai) + (.fZa(pai)
b, N -
83 —Aspiibe,; —w Z 29 ; XX (b,1,7) — Z Z Tg ;T2 XXX (b1, J, k)
j=1 j=1 k=1
\ + (f2; Pi)-

Les fonctions XX (a, 1, j), XX (b,1,7), XXX (a,1,7, k), et XXX (b,1, j, k) représentent

des intégrales de produits de fonctions de base, donc indépendantes du temps.
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Partiel: Chapitre 1. 1.2. Un modéle de Shallow Water a deux couches

Pour résoudre ces équations différentielles, nous procédons de la fagon suivante.
Nous utilisons une méthode de quadrature pour intégrer le terme de diffusion. En
effet, les deux systémes d’équations (ED1) et (ED2) sont du type

ANt et on intégre entre ¢ et t 4+ At,

On multiplie alors de part et d’autre par e
ot At représente le pas de temps. En faisant I’approximation ftt+m MU () dt =~

Fi(t + At) tt+At eMitdt on obtient finalement la relation générale :

1 _ e—A}wAt
zi(t+ At) = ey (1) + Fy(t + At) (T) .

Cette astuce de calcul s’avere particuliérement intéressante lors de I’évaluation des
plus petites composantes qui sont principalement dominées par les forces de friction

visqueuses.

Les termes (hym, div @q4i) et (hom, div p,;) doivent étre calculés a chaque itéra-

tion aprés réévaluation de la hauteur d’eau.

Pour calculer hy,, et hy,,, on utilise la méthode des caractéristiques. Cette
méthode correspond & une approche lagrangienne du probléme. En effet, le calcul
de la hauteur d’eau est réalisé en évaluant la variation de la hauteur sur une trajec-

toire. En notant D% la dérivée temporelle sur les caractéristiques, les équations de

Al

Sens de parcourt
t+ At |
|
|
o
\{\ Particule
M
t | |
- L Trajectoire

t- At

\/

y

Figure 1.5: Trajectoire d'une particule
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Partiel: Chapitre 1. 1.2. Un modéle de Shallow Water a deux couches

conservation de la masse (E{")s et (E")s peuvent s’écrire sous la forme :

Dhy

Di = —hLmdiV U1,m, (164)
Dhym :
D2t’ = —hg ;mdiv ug . (1.65)

Soit encore, si X (t) représente la coordonnée d’un point de la trajectoire a I'instant

t et At le pas de discrétisation en temps :
P (X (2),) = hy (X (t — At), t — At) exp(—At divug (X (%),1)), (1.66)

hom(X(t),t) = hom(X(t — At),t — At) exp(—At divug,(X(1),1)). (1.67)
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Chapitre 2

Un résultat d’existence pour le
modéle de SW bi-couche avec des
conditions aux limites de Dirichlet

Ce chapitre a fait ['objet d’une note aux comptes rendus de 'académie des sciences
[28].

Nous présentons dans ce chapitre un résultat d’existence pour un probléme de
shallow water bi-couche, avec conditions aux limites de Dirichlet. La principale
difficulté provient des termes couplant les deux couches. Pour les traiter, nous
devons coupler I'estimation naturelle d’énergie avec une estimation des épaisseurs
dans L?(Q). Pour obtenir cette estimation L% nous utilisons quelques résultats sur

les espaces de Hardy définis sur des bornés pour traiter les termes non linéaires.

2.1 Un résultat d’existence

Nous supposons que la surface du fluide occupe un domaine borné Q de R2, simple-
ment connexe, de frontiére I" assez réguliére. Soit @) le cylindre défini par Q x (0,7)
et ¥ =1 x(0,7). Pour ne pas alourdir notre présentation de notations inutiles, on
ne prendra pas en compte dans ce qui suit la force de Coriolis, la tension du vent sur
la surface du fluide, ainsi que les frottements au fond et a 'interface entre les deux
fluides. On note \; > 0 et u; > 0 les coefficients de diffusion, nous nous intéressons

au probléme suivant :

%?;z + (u; - V)u; — \;Vdivu; — pAu; + gVh; + ¢;Vh; =0 dans Q,

u; =0 sur 23,
(P)q on,

T + div (u;h;) =0 dans @,

Ul(t = O) = U0 et hl(t = O) = hi70 dans Q,




Partiel: Chapitre 2. 2.1. Un résultat d’existence

pourt=1,2et j = 1,2, avec j # i. Ici, g est 'accélération de la gravité et g; = %g,

g2 = g. Le couplage entre les deux couches est pris en compte par les termes de
pression ¢; Vh;.

Soit Cen la plus optimale constante de l'inégalité de Gagliardo-Niremberg suiv-
ante :

Hu”%‘l(ﬂﬁ < Conlul gz [ul 2@y

Soit C la constante issue de Dinjection de W1(9)* dans L2(€)? :

[z < Calulyr gy

En suivant le travail de M.L. Munoz Ruiz et al [11], on considére les espaces de
Orlicz L (), La(2) et L 3(€2) out A est la N-fonction (voir Adams chapitre 8 [1])
définie par

A() = expla?) — 1,

et A" est la N-fonction complémentaire & A, équivalente a la N-fonction A’ définie

Al(z) = zy/log* z.

L’espace de Orlicz L 4(£2) est un espace de Banach pour la norme | - |z,

||-||LA(Q)=inf{p>0; /QA(%%)') dxﬁl}.

Nous utiliserons par la suite les propriétés suivantes relatives aux espaces de Orlicz

1],

par

Iplea) < Elpl@y Vpe HY(Q),

Il < Kbl Yh € La(),

w%@s/lwme
Q

et une version généralisée de l'inégalité de Holder :

’/phd:z:
Q

On introduit également 'opérateur de Stokes S(II) = p, ou (s,p) est 'unique

< 2|plra@ Pl @)

solution probléme suivant [44] :

—As+Vp=Ildans 2, s=0surl, divs=0 dans , /pdx:O. (2.1)
Q
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On sait que Iopérateur linéaire S est borné de W17 () dans L™(Q) et de L7(Q)?
dans W () avec 1 < r < oo. On note ainsi C', C’ et C” les constantes positives

satisfaisant aux inégalités suivantes :
Iplr2@) < CHH”W*LQ(Q)Q’

[plwr2@) < CI 2 g2,
[plwra@) < C" | a2
Dans la suite on pose K; = 2C"kk’.

Conditions sur les données

Soient ¢ et &’ deux nombres positifs tels que :

1
et 0 <& < 1. (2.2)

On note

C? Coko Ky
Cl - 2_67 CQ - 92 )

_ C«//c«%N

9% + (ko + k1)Cy, C4=2KZ,

3

ou kg, ki, ko sont définis dans la section 2.2.

On considére également une constante positive § telle que
6% > 12C,Cs. (2.3)

Nous supposons que les coefficients de viscosité p;, A; vérifient

0 — 02 —12C,C, < 0+ +v02% —12C,C, (2.4)
2C, Hi 2C, ’ ‘
5°g?
Ainsi
5% g?

Dy, = 6p; — Cypf — 3Cs, Dy, = 0N — Dy; =09+ A

4e’
sont strictement positifs.

Enfin, on dira que les données sont petites dans le sens suivant :

Dy < 6 min < min
i=1,2

(5 1) (wsmgN T 16C40D5, — 5CGN> g

2 4 AC;
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H;D&i

ZIE%%( 1, n ,0||L1(Q)) CQHhi,O”Ll(Q)

oub;+0.=1,0¢€(0,1) et

2

o6 1

]DO = Z [(5 + Z) ||ui70||%2(9)2 + (5g + /\Z) /Q h@o 10g h@() + 4K12 —+
i=1

mes(Q)hio(ghio + gihjo) + 2K | hioll Lo / hiplog™® hi,0:| -
Q
Si les conditions (2.2)(2.6) sont satisfaites, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1. Soient u;g € L*(Q)?, hig > 0, higloghio € L*(Q), vérifiant les

conditions suitvantes :
Dy,

h; 1 < , 2.7
Irsollio) < ¢ .1)
0D ;
hi lo +hz‘ < Z—J, 2.8
/Q 0708 fo Co|hiol 1) (28)
02C%,\, +16C30,D5,; — 6C,
liol 20y < VO Cex S, cal (2.9)

4Cs
Il existe une solution {(uy,hy), (uz, ho)} pour le probléeme (P) vérifiant : u; €
L0, T; Hy()*) N L>2(0,T; L*(Q)?), hilogh; € L=(0,T; LY(Q)) et h; € L*(Q) pour
1 =1,2, ot les équations de conservation de la quantité de mouvement et de conti-
nuité sont respectivement résolues dans L3(0,T; H-X(Q)?) et L3(0,T; W 13(Q)).

Pour obtenir les estimations d’énergie, nous procédons dans un premier temps de
la méme maniére que dans le cas mono-couche [63]. On multiplie respectivement les
équations des moments par u; et us, on intégre sur €2 et on ajoute les deux équations

2

d {1 5 / ‘ )
— | =lwill72(n2 +9 [ hilogh; dx] + X ||div wg || 7200 +
S| [ahetieon +a [ v

=1

2
Caen :
(Mi - T”ui”L?(Q)Q) ||Ui||§{3(9)2} = E 9i(hy, div u;), (2.10)
i=1

ou Cgy est une constante issue des inégalités de Gagliardo-Niremberg. La principale
difficulté qui différencie ce probléme du modéle de shallow water mono-couche [63]
provient des termes (h;, divw;). Pour estimer ces termes, nous avons besoin d’avoir
une borne sur h; dans L*(Q) en fonction de bornes sur u; dans L*(0,T; Hi(Q)?) N
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L>(0,T; L*(2)?) et h;log h; dans L>(0,T; L'(£2)). Ce résultat a été obtenu par M.L.
Munoz-Ruiz et al. [11] avec les conditions aux limites suivantes : u; - n = rotu; =0
sur Y. Avec ces conditions, on peut facilement découpler I’équation des moments en
une équation rotationnelle et une équation potentielle, ce qui permet aux auteurs
d’obtenir une estimation sur h; dans L?(Q). Dans le cas de conditions aux limites
de Dirichlet, on ne peut pas découpler aussi facilement 1’équation des moments,
ce qui rend délicate 1'obtention d’une borne L? pour h;. Notons également que le
résultat que nous établissons dans ce chapitre compléte les travaux de M.L. Munoz-
Ruiz et al. dans [56], ou les auteurs obtiennent un résultat d’existence dans le cas
mono-dimensionnel.

Pour démontrer le théoréme, nous procédons en trois étapes : en utilisant cer-
taines propriétés des espaces de Hardy, on commence par donner dans le lemme 2.2
une estimation sur (u;-V)u,; dans L?(0,T; H~Y(Q)?)+ L*(0, T; W(Q)?) en fonction
de bornes sur u; dans L*(Hj (2)?)NL>(L*(Q)?). Puis, en introduisant opérateur de
Stokes et en utilisant cette estimation, nous obtenons une borne sur h; dans L?(Q)
en fonction de bornes sur u; dans L*(0,T; Hj(2)?) N L>(0,T; L*()?) et h;log h;
dans L>(0,7; L'(Q?)) (lemma 2.5). Enfin, dans la section 2.4, on utilise le lemme
2.5 pour obtenir les estimations globales d’énergie pour des données petites, ce qui

permet de passer a la limite dans les équations.

2.2 Une estimation sur le terme d’advection (u;-V)u;

Soit B, la boule de centre z € (2 et de rayon 7. Dans la suite, on note W(RR?)
I'espace des fonctions f € H!(R?) dont la dérivée au sens des distributions D f est

encore dans H'(R?), l'espace de Hardy défini par :
) = { £ € LR sup iy« ] € L)}
n=>0

ot hy(x) = n*Qh(%) > 0, appartient a Cg°(R?) et vérifie : supp h,(z) C By,
Jgz hn(x) dz =1 (voir C. Fefferman et E. Stein [22], R. Coifman et G. Weiss [16]).
Notons que W(R?) est un sous espace de I'espace de Sobolev W11(R?). Dans [9] et
[35], les auteurs introduisent des espaces de Hardy définis sur des domaines bornés.

Un de ces espaces est donné par :
H.(Q) = {f e LY(Q)/f. e H'(R?)}

ou f, est le prolongement par 0 de f dans R?. Toute fonction f de H1(Q) vérifie

fQ f dr = 0. Dans la suite, nous nous intéresserons aux propriétés de ce type
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d’espace. On réécrit les termes d’advection sous la forme :

8ul-
u; Vg = Zuzk 83:71{ + (—1)lui,jr0t u; =To; + Ty
1

avec [ # 7. On montre alors le résultat suivant :

Lemme 2.2. Tj; vérifie l'estimation :

1 To.l72 0,751y < Folwil oo o 71202 il iQ(O,T;Hé ©Q)2) (2.11)

et on peut décomposer T ; = Thy; + Tia; tel que :

|71, H%%O,T;H*%Q)) < Ko fug |‘%°°(O,T;L2(Q)2)Hr0t Ui”%%@)a (2.12)

| T2l 20wy < kallwil 220, 02 (2.13)
ou ko, ki et ko sont des constantes positives ne dépendant que des données.
Démonstration. Dans ce qui suit, on note (h;,u;), ¢ = 1,2, une solution de (P)
prolongée par (0,0) dans R% On a

aui,k
(020 i ~—

al'l

<
H-1()

2
| (i) 22 () -

N | —

1 aui 5
al' l

o) 2

En utilisant I'inégalité de Gagliardo Niremberg, on obtient ainsi (2.11). Pour estimer
T1, dans un espace de Hardy, on remarque que sur toute boule Bj, u; peut se

décomposer sous la forme :
u; = Vp, + Rot gy, oup; € Hl(B;f) et ¢, € H&(B;;). (2.14)

Remarque 2.3. Soient Bj et Bg,/ deux boules telles que By = B; N Bﬁf £ 0.
Dans chacune de ces boules, u; peut étre décomposé de fagcon unique en utilisant
(2.14). Nous n’avons pas nécessairement Rot ¢, # Rot qf;,' dans Bpn, toutefois on a :

rot u = rot Rot ¢, = rot Rot qj;’,/ dans Bn.

En utilisant la décomposition (2.14) et la remarque précédente, sur toute boule

By, il vient :
Ty, = —rot (u; jRot q,f) + Rotu; jRot gy = Ay + CF
ou Aﬁ vérifie

x _ T 2
/QAndx—OetAn—OdansR\Q.
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oce
Pour établir le résultat annoncé sur T, on pose Iy (z) = hy* Ay et Ir(x) = hy * —1.

Oy

Traitons en premier lieu le terme I;(x). On a :

1 xr — Rot ¢*(y
B =~ [ Lot ( y) wis ()R o
By

n n

1

E
<D (][ |u2]|ﬁ> (][
Bz B

avec % + é = 1. De plus, puisque fng Rotg, = 0 et Rotg) -n = 0 sur By, on

B’
z| —1\0'
(IRot g ln™") ) :

T
n

obtient, en utilisant 1'inégalité de Poincaré-Sobolev et la remarque précédente

N\ : .
(f <|Rotq:;|n-1>‘*> <D, <][ |rotRotq:§|a> — D, (f |rotui|a> ,
z B B%

5 % = % Ainsi, en posant sup][ |f| = M(f), il vient
n>0 JB

T
n
T
n

/Sup|fl(:v)| dz < 1)3/Q (M (|uz %)) (M (|rot u;|*))

n>0

Q|

et avec 'inégalité de Holder :

1
e

1
/sup |11(2)] dx < Dy ||M (Juig|”) |75 [M (Jrot w;|*)]
n>0 LB

P
B

™~

Finalement, si on choisit § < 2 et a < 2, on peut appliquer le théoréme du maximum
de Hardy-Littlewood, et on obtient :

/ sup 11 (z)] do < Dy|ugj| 20) |rot w12 (o).
n>

Ainsi en remarquant que H1(Q) € H1(2), on obtient (2.12). En utilisant la méme
méthode on peut estimer Sl>113 |I(z)| dx par ||u||12%(9)2, et en rappelant que W(IR?)
U

s'injecte dans W11 (RR?), on obtient (2.13). O

2.3 Une estimation sur h; dans LQ(Q)

On obtient dans cette section une estimation sur hy et hy dans L*(Q). Pour se faire,
on considére I'opérateur de Stokes défini dans la section 2.1 et on utilise les résul-
tats démontrés dans la section précédente. On commence par rappeler la remarque

suivante :
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Remarque 2.4. Si h;g > 0 et hig € L' (), i = 1,2, alors hy et hy vérifient les
relations suivantes
h1 > O hg > 0, (215)

Jm= [ o [ o= [ e (2.16)

En effet, les inégalités (2.15) se déduisent facilement de la relation
h; (Xz (t), t) = h; (xO, 0)67 fg div u;(X;(s),s)ds

ou X;(t) est la solution du probléme

{ i (X)),

dt
Xi (O) = Zog,
pour ¢ = 1,2. Les relations (2.16) sont obtenues par intégration sur € des équations

de continuité respectives.
Nous présentons a présent le lemme suivant :

Lemme 2.5. Si h;g > 0 et hjglogh;o € L'(Q), alors hy et hy vérifient les estima-

tions

1
\; /Q hilog by + il 22y < Coi + Z|‘ui‘|%°°(0,T;L2(Q)2)
+ (Cipf + 3C3) |us ||%2(07T;H3(Q)2) + C3||ui||%°°(O,T;L2(Q)2)||ui||%2(0,T;Hé(Q)2)

+ Calhipl 20 HuiH%2(07T;Hé(Q)2) sgp /Q hilog"™ h; + C4| hiolz2 ) Slip /Q hilog™ h;,
(2.17)
ot Co; = N [yhiploghio + mes(Q)hio(ghio + gihjo) + 4K} + i”“w”%?(m? +
2K hiol i) fo hiologt hig, @ # j.

Démonstration. On considére pour i = 1,2 : p; = S(—Au;) avec (s;, p;) la solution
du probléme suivant :

—As; + Vp; = —Au; dans 2, s; = 0 sur 012,
div s; = 0 dans (2, prZ- = 0.

Ainsi, en utilisant cette décomposition, les équations de conservation de la quantité

de mouvement se réécrivent sous la forme de la somme d'une composante rotationelle

et d'une composante potentielle :

. ou
—1Asy + V (pupr — Midivug + ghy + gi1he) = _8—; — (u1 - V)uy,
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8u2

— 1289 + V (fiops — Aodivus + gohy + gho) = —=

— (ug - V)us.

En notant que h; = h;p, il vient

. _ — ou
papr — Ardivug +g(hy —hio) +g1(he —hog) = S ( 8t1) +S (—(uy - Vug), (2.18)

: - - 0
H2P2 —)\leV U9 +g2(h1 _h1,0)+g(h2 _h2,0) =39 ( 82;2> +S( ( V)Uz) . (219)

En multipliant (2.18) par h; et (2.19) par hs et en intégrant sur @), on arrive a :

th1H%Q(Q) = mes(Q)h1o (QELO + glﬁz,o) — 0 /Q hihs + A /Q hidiv uy

/p1h1+/ ( 8'“1) h1+/QS(—(u1-V)u1)h1, (2.20)

9lhs ”%Q(Q) = mes(Q)ho (9251,0 + gﬁz,o) — 92 /Q hiha + Ao /Q hadiv us

—M/nghﬁ/Qs(—%) h2+/QS(—(u2-V)u2)h2. (2.21)

L’estimation L? sur hy et hy est obtenue en estimant les termes du membre de

et

droite de ces équations. Notons tout d’abord que fQ hyihy > 0 puisque hy, hy > 0.

On traite ensuite le troisiéme terme du membre de droite. On a

i

et en utilisant les équations de continuité et (2.16) :

) Oh; B d _ d
—(h;, divu,) = (log h;, E) = %(hZ log h; — h;, 1) = dt(hz log h;, 1). (2.22)

Il vient ainsi :

Q Q Q
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On considére & présent le quatriéme terme du membre de droite.
—Mz‘/Pz‘hz‘ = —Mz'/ S(—Au;)h;
Q Q
T
SMZ‘/ |S(=Au) L2 IRl 2 (0)
’ T
< (J,ul-/ | — Al g2 | hil 2@
OT
<Cpi | by hilizn

C?uf, 1o AT
< % ||Uz ||L2(0,T;H3(Q)2) + énhi”L?(Q)' (2'24)

Il nous faut maintenant estimer le cinquiéme terme de droite. Le domaine 2

étant indépendant du temps, on a .S (%) = 8%({/”),

_/Qs(%l;i) hi:—/thasa(:i) :_/OT%/QS(ui)hZ-—F/QS(ui)%. (2.25)

Le premier terme de (2.25) est traité en utilisant certaines propriétés des espaces de

’ /Q S(u)hi

donc

Orlicz comme suit :

< 2 S (ua) | Ly il £y

< 2k1S (wi)l @ L hil o
< 2kC"uil 22l il Ly o
S 2]€]€/CIHUZ“L2 Q)2 ”hz ||L

A(9)’

on a donc

[ st

Q
S Kl HUZHLQ(Q)Q (1 +/ hz’\/ lOgJr hl)
Q
< Ko |ug| r2aye + K w22 0)2 / \/E\/ hilog™ h;
Q
1 1 o\

Ensuite, en utilisant 'inégalité de Holder
%
( [ hitog? hi) ,
Q

/Q\/h]/hilogmig (/Qh)
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on peut écrire

‘/ uzz

et on obtient

L. +2K2+2KwMﬂumt/hJ%+m,
Q

T
d 1
_/ E/ S(ui)hi < _”“z”%oo (01:L2(@)?) T 2K7 + 2K12||hi,0||L1(Q) SuP/ h;log™ h;
0 Q .
”uz 0||L2 2 + 2K2 + 2K2”h20”L1(Q / hi,O 10g+ hi,0~ (226)
Q

Le second terme de (2.25) est traité en utilisant les équations de continuité :

/S(ui)%:/S(uZ div (u;h;) /VS u;)u
Q ot Jg

< [VS(ui) e luil a2 [hill 22 @)
avec
IVS(ui)la@e < 15(w)lwra@) < C"uwilrag)e
On a ainsi :
Oh;
S(ui) 57 < C"uilZagp il 20
/Q at (@)
" 4 € 2
< 2—8”UiHL4(Q)2 + §”hi”L2(Q)

"2 2

< %Huz

HLOO(OTLQ(Q ”UZHB (0,T;H}(2)?) Hh HL2 (2.27)

Nous devons & présent estimer le dernier terme du membre de droite de (2.20)

t (2.21). Pour se faire, on utilise les résultats obtenus dans la section 2.2 comme

/QS(—(UZ--V)ui) hi:—io/QS(T])h

T
—Aﬂnmsﬂnwmmﬁwm@

suit :

on a

T
SC/Hmmmﬂwmm
0

02
< 5 170720, 101 (22 Hh 1720)
k:002
= "9 HUzHLOOOTm(Q )HUZHL2(0TH1(Q)2)+ ”hHL2(Q)- (2.28)
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Le second terme est décomposé comme suit :

—/QS(Tth‘Z—/QS(TH)hi_/QS(Tm)h“

on a :
T
- /Q S(T)hy < / (T |y Ml 22

T
SC/ | Tl -2 hill L2@)
02

€
< oItz rm-rop + 51l
k3102
S o i) 7o (0,T;L2(0)2 )HUzHL2(0TH1(Q) HT g Hh ”L2(Q) (2.29)
fQ (Th2)h; est traité de la méme fagon que — fQ (u;)h; en utilisant les espaces de
Orlicz :
| ST < 208(Tia) L il
< 2k|S(Ta) |l hill o
< 2kC|Tha| 22 hill 2y
< Qkk/C/HTH”LQ(Q)Q H hiHL;/(Q)?
on a ainsi :

< K| Tha| 2202 (1 -I—/Q.Z/(hi))
< K| Tha| 2202 (1 + /Q hiy/log™ hi)

< Ki|Tho| r2p2 + Ki|Tha] r2 () /Q \/E\/ hilog™ h;.
On obtient alors :

T T T
—/ /S(T12)hi < K1/ T2 202 +K1/ ||T12||L2(Q)2/ m\/hi10g+ h;
o Ja 0 0 Q

T
< CQk:QKl||ui||%2(07T;Hé(Q)2) +02K1/ ”TIZHWU(Q)?/ \/E\/ hilog™ h;,
0
T
< Coka K[l 7202 +C2K1/ | T2 w1 (/ \/7\/ hilog™ h>
0

302]{32K1 CQKl T
< THUZ'H%Q(O,T;H(%(Q)Q)_'_T/O HT12HW1,1(Q)2th',oHLl(Q)/th' log™ hi,

/QS(TH)hi
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et ainsi : 3Ok K
2Ry
| $CTiah < SR il
Coko K
+ 2 22 1 || hi,O”Ll(Q) sup (/ hz 10g+ hz) ||ui||%2(O,T;Hé (Q)g) (230)
t Q

En prenant ¢ tel que g—2¢ = 1, (2.23)—(2.24), (2.26)—(2.30) entrainent (2.17). O

2.4 Estimations d’énergie

Lemme 2.6. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, {(uq, hy), (ug, ho)} vérifie lesti-

mation sutvante :

2
Dig+Dio o 1 9 n
e = ZZ1 KQ = 3 ) il g2y + (Prs = Calhiolrre) Sgp/&;hi log™ h;

— ]Dl,i sup/ hz lOgi hz + ID)QJ' ”le U; ”%Q(Q) + (D&i — (CQ H h@o”[}(g) sup / hz lOgJr hz
t Q t Q

—aﬁﬂwmﬁwm>—cmwm@mz)W%wmu>+@—5WM@@J§D“
(2.31)

— 5%”%”90@2(9 — Csfil Foo (22022 — Call il SUP/ hilog™ h; >0
L (2.32)

Démonstration. Dans un premier temps, on multiplie la premiére équation de

conservation de la quantité de mouvement par u;, la seconde par uy, et on intégre

sur € L4
= kg + Maldivan [ae + sy
1
— g(hy,divuy) — g1 (hy, divu) — 5(u?, divu,) =0, (2.33)
1d
th”u?”L?(Q + Ao div ua |72 + paluzl o)
1
— g(ho,divus) — ga(hy, divus) — 5(1@, div ug) = 0. (2.34)

Pour majorer les termes non linéaires (u?, div u;), on utilise I'inégalité de Gagliardo-

Niremberg

(uf, divwg) < Juil Zapelwil myp < Conluilr2gyz il Fy oye-
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Ensuite, on estime les termes (h;, div ;) en utilisant la relation (2.22) :
, d
—(hz, div Ul) = E(hz 10g hi> 1)

Puis, en ajoutant (2.33) et (2.34), on obtient

2

d {1 9 / . 9
— | =u; +g | h;logh; dx] + ;| div u;
E {dt 2” HL2(Q)2 o ” HL2(Q)

=1

Caon & .
# (= E o) Vo | = S alhoaive). (239
=1

La seconde étape consiste a multiplier (2.35) par d, a intégrer sur (0,t) et a
ajouter (2.17), pour ¢ = 1,2. Notons tout d’abord que le terme fQ h; log h; peut-étre

décomposé sous la forme

Q Q Q

Pour pouvoir prendre la borne supérieure dans le membre de gauche de 1’équation
(2.35), il est nécessaire d’avoir une borne inférieure sur le terme —g [ hilog™ h;.

Ceci peut-étre obtenu en utilisant 'inégalité de convexité
1
hilog hy > ——,
e

ce qui entraine

Q {zeQ;hi(z,t)<1}

—1

> —mes({z € Qi hi(x,t) <1})
—1

> —mes(2).
e

On a ainsi
_259 + )\1 + )\2

e

mes(2) <

2

o 1
> [(5 - 1) lil 2os (0. 722(0)2) + (09 + Ai = CalPiol () Slip/ghz‘ log™ h;

i=1
_ . 2
—(0g+N) sgp /Q hilog™ hi + 6| div ui| 72

0Can

+ <5Nz‘ — Cyp —3C, — il L= 0.7:22(2)2) — Calwil oo o1 22(0y2)
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— Colhiol Lo Slzp/ﬂhz‘ log* hi) ||ui||%2(0,T;Hé(Q)2) + ||hi||%2(Q):| <
2

o 1
S [(§+4) Jusol22q 2+(5g+)\)/hi,010ghi,0+4K12
Q

i=1

T
+ mes(Q)hw (ghz',O + gl-hj,o) + 2K12 H hi70|‘L1(Q) / h@o 1OgJr h@o + (5gl / |(hj, div Ul)|:|
Q 0

(2.36)

En utilisant :

T , 2 2

5gi/ |(hj,diVUz‘)| < 5,”hj”L2(Q)

0

on obtient alors
2
D1+ Do
PR o) < 3| (5 - ) Tl + (- Ml

=1

— ]Dl,i sup/ hz lOgi hz + ID)QJ' ”le U; ”%Q(Q) + (D&i — (CQ H h@o”[}(g) sup / hz lOgJr hz
t Q t Q

Con
= 65 iy — ol g ) el s

+ (]Dl,i — C4||hi,0||L1(Q)) sup/ hz 10g+ hz :| S ]D)(). (237)
t Q

Pour obtenir les estimations annoncées sur u; et h;, nous avons besoin de montrer

la positivité de

6CGN

Ds; — ”uz”LOO (0,T;L2(Q)2) — (C3||Uz||Lo<>(0TL2( CQthO”Ll(Q Sup/ hi log+ h;.

On peut obtenir ce résultat en utilisant ’hypothése de données petites [11] :
Pour se faire, supposons que uj, us soient continues de (0,7) dans L?(Q)?, et
hilog™ hy, hylog™ hy continues de (0,7T) dans L'(€2). Grace a (2.8) et (2.9), il existe

un temps t’ tel que

V32CE, + 16C30,D5,; — 6Cey
AC; ’

0D,
ha(t) log® (1) < ——134
/Q<> £ () < e

Supposons que l'un des termes du membre de gauche atteigne sa borne :

|wi ()] L20) <

in [0,).

\/(520(2;]\] + 16@301]])371 — (50@]\7
4Cs4 ’

|ur(t)] 22) =
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, 52CZ, + 16C30,D55 — 6C
3

0'D
hi(t) logt hi(t) < — =20 =1,2,
/Q ( ) og ( ) C2thOHL1 , pour ?

par exemple. La relation (2.37) implique alors :

2
(5 1> <\/520(2;N + 16C36, D31 — 5CGN>
: S DOa

2 4 AC;

ce qui est contradictoire avec la relation (2.6). En procédant de la méme fagon, on
obtient le méme type de contradiction si un autre terme, dans le membre de gauche,

atteint sa borne. Nous avons ainsi montrer la relation (2.32). U

2.5 Solutions approchées

On introduit une base de I'espace H}(Q)? notée {v1, ..., vy, ...}, dont les éléments ap-
partiennent & H*(Q)2. Soit V, I'ensemble des combinaisons linéaires des n premiéres
fonctions de la base. On considére le probléme :

Trouver
o uip € L*(0,T5V,) N L(0,T; L*(Q)), i=1,2
L hi,necl(@), i:1,2,

tels que

3u1 n

1
+ A (div ug g, div o) + p ((wgn,v)) — Q(ufn, divv)

+ (rot uy na(uy ), v) — g(hi g, dive) — gi(ha,, dive) =0, Yo € V),
=+ div (ug nhy,) = 0 dans LS(O T, Wt ’(Q))

(V) ( v) + Ao (div ug p, div o) + po((ugn, v)) — é(ugm, divv)
+ (rot ug pa(ugy), v) — ga(hyn, dive) — g(ha,,dive) =0, Yv € V,
Ohy "
o div (ugh ) = 0 dans L (0,7 Wi (Q))

uz,n(t = 0) = Ujon € 12
Rin(t = 0) = hion € CH(Q), hionloghion € L'(Q)
hion > 0 p.p. dans €.

\
ol les données et les constantes vérifient les conditions du théoréme 2.1. On choisit

hion € CL(Q) afin d’obtenir une solution h;,, € C1(Q) et les suites u; ., et h; g, sont
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définies telles que

ui,O,n — ’LLZ‘70 dans L2(Q>2,
hionloghion — higlogh;o dans L*(Q).
De la méme fagon que dans [11], on a alors

Lemme 2.7. Le probleme (V,,) a une solution {(uyn, h1y), (Uan, hon)} dans
[[L>=(0,T; L2(Q)*) N L*(0,T; V)] x CH(Q))?, qui vérifie I'estimation d’énergie (2.31).

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on utilise le théoréme du point fixe de
Schauder [72] de la méme fagon que dans [13|. On obtient des solutions approchées
qui satisfont les estimations a priori.

En fait, grace a la régularité de la base, on a : uy,, us, € H'(0,T; H*(Q)?).
Ui, U, appartiennent donc a C°([0,T); C3(Q)?) et, en utilisant [63] et la positivité
des données initiales hy g, hag, on a : hy,, ha, € CHQ) et by, hay > 0.

2.6 Passage a la limite

Pour passer a la limite dans les équations approchées, on utilise le lemme suivant
obtenue dans [11] :

Lemme 2.8. Pour chaque n € N, soit
{(ur,ns h1n)s (g, ho ) } € [[L°(0,T5 L2()?) N L*(0, T V)] x CHQ)?

la solution de (V,,) donnée dans le lemme 2.7. On a alors pour i = 1,2

Wi phipn borné dans L*(0,T; L' (Q)?), (2.38)
O p . 4 RIS
T borné dans L3(0,T; H ~(22)7), (2.39)
et on peut extraire de u,,, et h;, des suites encore notées u;, h;, telles que
Wi, — u; dans L*(0,T; Hy(Q)?) faible, (2.40)
Ui, — u; dans L(0,T; L*(2)?) faible étoile, (2.41)
hin — h; dans L*(Q) faible, (2.42)
Wi nhin — w;ih; dans L%(Q)2 faible, (2.43)
rot w; po(u;,) — rotu;a(u;) dans L%(Q)2 faible, (2.44)
Vu;, — Vui dans L%(Q)2 faible. (2.45)
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Chapitre 3

Un modéle de SW bi-couche avec
I’hypothése du toit rigide

Ce chapitre a fait l'objet d’un article paru dans le journal ‘Mathematical Models and
Methods in Apllied Sciences’ [52].

Dans ce chapitre, nous proposons un nouveau modeéle d’écoulement de fluides géo-
physiques bi-dimensionnels prenant en compte I’hypothése du toit rigide (rigid-lid),
c’est-a-dire des modeles qui négligent les variations de la surface. Cette hypothése
est souvent utilisée pour des modéles tri-dimensionnels [41, 61| et quelques travaux
ont été réalisés pour des problémes a deux dimensions |39, 40, 48|. La comparaison
des modeéles a surface libre et a toit rigide a permis de constater que les deux ap-
proches donnent généralement des résultats similaires dans le cas ou le mouvement
de la surface n’est pas trop grand [48, 49]. Notre objectif ici est de tester I'hypothése
du rigid-lid pour le modéle de shallow water bi-couche présenté dans les chapitres
précédents. Ce modeéle permet de diminuer nettement les temps de calcul, mais
de nouvelles difficultés mathématiques et numériques apparaissent. En particulier,
nous avons besoin d’estimer 1/h; dans L. Pour contourner cette difficulté, nous
remplacons h; par H; > 3 > 0 dans le terme div (u;h;) intervenant dans les équations
de continuité, ou H; est 'épaisseur de couche 7 au repos, ce qui revient a négliger
tous les termes quadratiques par rapport aux termes linéaires. Cette hypothése est
réaliste lorsque les fluctuations de h; sont petites, ce qui est généralement le cas.
Nous présentons ensuite des résultats d’existence et de régularité pour ce probléme
approché, ce qui montre la convergence de notre schéma numérique. Puis nous don-
nons quelques résultats numériques de comparaison établis sur un domaine idéalisé
entre le modeéle de shallow water a surface libre et le modéle avec 'hypothése du

toit rigide.
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3.1. Analyse mathématique et obtention du modéle de SW bi-couche a surface
Partiel: Chapitre 3. rigide

3.1 Analyse mathématique et obtention du modéle
de SW bi-couche a surface rigide

Le domaine © est un ouvert borné régulier de R?, simplement connexe pour sim-
plifier, de frontiére v de classe C'! ou Q un polygone convexe. Physiquement, €
correspond au domaine horizontal occupé par le fluide. On note n la normale ex-
térieure a Q sur v et © = (21, 22) un point de Q2. On note (.,.) le produit scalaire
associé a L2(Q)V.

On considére un systéme composé par deux couches de fluides superposées de
densités p; et ps (pa < p1). Dans ce qui suit, U'indice 1 fait référence a la couche du
fond et I'indice 2 & la couche supérieure. Soient A; et A, les coefficients de viscosité
pour chaque couche et g ’accélération de la gravité.

Pour la couche du fond et la couche supérieure, on note respectivement hq, ho
les épaisseurs et wuq, us les champs de vecteurs vitesse moyennés sur la verticale.
Avec les notations de la figure 3.1, on a hy(x,t) = Hy(z) + m(x,t) et ho(z,t) =
Ho+4ma(x,t) —m(z,t), ot Hi(z) et Ho(x) représentent les épaisseurs de la couche du
fond et de la couche supérieure au repos, et n;(z,t), n2(x,t) les élévations de chaque

couche. Soit @ le cylindre défini par 2x]0,T[ et ¥ = vx]0,T[. Sur la frontiére v, on

h,

Figure 3.1: Section verticale du domaine.

prend une condition d’imperméabilité, u; -n = 0, et une condition sur le rotationnel
de la vitesse, rotu; = 0 sur 3,7 = 1,2. Le modéle de shallow water bi-couche a

surface rigide est une approximation du modéle de shallow water bi-couche a surface
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Partiel: Chapitre 3. rigide

libre en formulation hauteur-vitesse suivant [19] :

)
382;1 + Vul + rot uga(ug) — AjAuy
+ wca(ul) +gVhy + Q%th =gVH; dans Q,
1
% + div (uhy) =0 dans @,
ur.m =0, rotu; =0 sur X,
ur(t =0) = uy dans Q,
D hl (t = 0) = h170 dans Q,
8u2
B + Vu2 + rot ugar(ug) — AgAus
+ ché(Uz) +gVhy +gVhy=f+gVH; dansQ,
Ohy
En + div (ughg) =0 dans @,
us.n =0, rotus =0 sur X,
us(t = 0) = ugy dans Q,
\ hg(t = 0) = hgy() dans Q,

On considére 'espace fonctionnel V des fonctions admissibles introduit dans la sec-
tion 1.2.3 :

V={¢eL*(0)? dive € L*(Q),rot ¢ € L*(Q),¢ - n=0sur v}.

On sait que le probléme suivant :

Trouver (uq, hy) et (ug, hy) €
[L%(0, T3 V) N L>(0, T5 L*(92)*)] x [L%(0, T3 L1(Q)) N L*(Q)]
tels que hy > 0, hy > 0, et
( <8u1 , ¢) + Aja(uy, @) — %(u%, div ¢) + (rot ura(uq), @) — g(hq, div ¢)

— 922 (hy, div §) + we (a(uy), ¢) = —g(Hy, div ), Yo € V

P1
hy
86— +div (u1hy) = 0, dans L0, T; W=2(Q)), p < 2

<8u2’¢) + Aza(ug, ¢) — %(U%a div @) + (rot ugar(ug), @)
—g(h1 + he, div @) + w. (a(ug), ) = (f, ¢) — g(Hy,dive), Vo €V

% + div (ughy) = 0, dans L' (0, T; W1P(Q)), p < 2

Ul(t = 0) =1U10 € V, Ug(t = O) = U209 € %
hl(t — O) - hl,O c LQ(Q), hz(t — 0) — h270 c L2(Q>
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admet une solution et cette solution est unique si I’on considére des données suff-

isamment réguliéres [11].

Hypothése du Rigid-lid
De fagon générale, 'onde de surface de la couche supérieure a une vitesse (de 'ordre
de v/ghs) plus grande que celle de 'onde de surface de la couche du fond (de P'ordre
de gﬂl — P2

P1
couche supérieure est plus petite que celle de 'onde de surface correspondant a la

hi). De plus, 'amplitude de l'onde de surface correspondant a la

couche inférieure (typiquement de l'ordre d’un facteur 100).
C’est pourquoi nous avons choisi, & partir de ces considérations, de faire I’hypothése
du rigid-lid dans le cadre de notre modeéle bi-couche. Cette hypothése consiste
a négliger les variations de la surface du fluide supérieur, i.e. on suppose que h =
h1+ hs est constant, mais nous ne faisons pas ’hypothése que h; et ho sont constants.
D’autre part, cette approche permet également de contourner la difficulté liée a la
condition CFL qui impose généralement 1'utilisation d'un petit pas de temps afin
d’assurer la stabilité du schéma numeérique (nous pouvons trouver dans la littérature
d’autres méthodes qui traitent de cette difficulté tels que les méthodes de différences
finies semi-implicites [§]).

De cette fagon, si on néglige I’élévation 1y dans le précédent probléme et si on
note n 'élévation 7y, les deux équations de continuité sont donnés par

% +div (urh;) =0 et — % + div (ughs) = 0, (3.1)
avec
hi =Hy+net hg=Hy—n.

Ainsi, en combinant ces deux équations, on obtient les deux équations suivantes :
div (Ulhl + Ughg) = O, (32)

)
za—’z +div (urhy — ushs) = 0. (3.3)

Par soucis de clarté, nous utiliserons dans ce qui suit les lettres en gras pour faire
référence aux fonctions de 2 dans R? x R2. Par exemple, u = (uy, uz) € R? x R?, ot
uy et ug € R2. Afin de proposer une formulation variationnelle de notre probléme, on
introduit la contrainte (3.2) dans l'espace des fonctions admissibles. Nous sommes

ainsi amenés a définir ’espace suivant
{QO = (§01, QOQ) € VQ; div (gOlhl + 802]12) = O}
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Remarquons tout d’abord que les fonctions de cet espace peuvent se mettre sous la

forme

Rotq; Vp Rotga  Vp

Y1 = - Y2 =
hy hy

ho hy
Ceci souléve deux difficultés :

e Il est clair que h; est borné dans L>°(Q) (plus précisément, —H; < 1 < H,) mais

nous n’avons pas obtenu une borne sur o ce qui peut-étre problématique
i
pour le schéma numérique.

e Les fonctions tests dépendent implicitement de la solution et nous n’avons pas
suffissamment de régularité sur 5~ pour établir un résultat d’existence d’une
solution. Z

Afin de contourner ces difficultés, nous avons choisi d’utiliser la forme linéarisée de

(3.1), ce qui revient a négliger tous les termes quadratiques par rapport aux termes

linéaires (on peut trouver une justification dans le chapitre 3 de Pedlosky [64]).

Ainsi, on utilise ’équation

Oh
ot

L div (u; H;) (3.4)

Oh;
au lieu de 8—1; + div (u;h;), 1 =1,2.
Notons également que ’hypothése supplémentaire consistant a fixer une épaisseur
constante pour la couche du fond donne une expression simplifiée des équations de

continuité pour chaque couche [41, 61] :

Notre approche (3.4) est une équation intermédiaire entre (3.5) et I’équation de
continuité du probléme P. Avec cette approche, nous sommes capable d’établir
un résultat d’existence de solution et ainsi de montrer la convergence du schéma
numérique.

Ainsi, I'espace des fonctions admissibles est donné par

V= {p=(p1,92) € V*div(p1Hi + 2Hz) =0} .

~ 1
Soit ‘H la fermeture dans L?(Q)* de V. En supposant que H; > 3 > 0 et H, 77 ©
1

W1>°(0Q), nous obtenons la formulation faible suivante (V;;)

trouver
2

u = (uy, us) € L2(0,T; V) N (L0, T; L2(2)2))7,
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ne€ L>(0,T; L*(Q)),

tels que

(%7 ¢1) + Ava(ur, ¢1) — ¢'(n, div é1) + (auz,@) + Asa(ug, o)

— 3(uf, div ¢1) + (rot uga(u), 1) — 5 (u3, div o) + (rot upr(us), ¢2)

(Vrl) + W, ((x(ul), (bl) + we (Oé(UQ), ¢2) = (f7 ¢2), Vo = (¢1, ¢2) S 9?

8_77 le (U,lHl - UQHQ) 0
(t ) =ug € H,
n(t=0)=mn € L*(Q),
_ P1= P2 . . ST
oll ¢’ = g——— représente le coefficient de gravité réduite.
P1

Interprétation des solutions de (V,))
Nous nous proposons & présent de caractériser I’espace orthogonal H* de H. Nous

donnons le lemme suivant :

Lemme 3.1.
={¢ € L*(Q)* x L*(Q)*, ¢, = H\Vp, ¢ = H:Vp, pe H'(Q)},  (3.6)

H={p¢c LQ(Q)z X LQ(Q)2§ div (p1H1 + @2Hs) =0, (Hipr + Hapo) -n =0 sur~}
(3.7)

Démonstration. e Preuve de (3.6) :

Nous introduisons tout d’abord 'espace suivant

V' ={peV? div(piHy) = div (poH,) = 0} .

= {p e LA’ x L(Q), ¢ = H\Vp1, ¥y = HyVps, pi € H'(Q)}.

En effet, si u = (H,Vp1, H2Vpy), on obtient

Vv eV (u,v)= (H Vpi,uv)+ (HyVpa,vs)

61



3.1. Analyse mathématique et obtention du modéle de SW bi-couche a surface
Partiel: Chapitre 3. rigide

= —(p1,div (v1 Hy)) — (p2,div (vaHs)) = 0.

L : i
Réciproquement, si u € V', on a

VweV, (uv)=0

Rotql) ( RotqQ)
= | uy, + | uo, =0, Yq1,q2 € D(2
( 1 , 2 i, q1, 42 (€2)

= (%,Rot qi) =0, Vg; € D(Q2).

7

Ainsi, en utilisant un résultat de De Rham, nous déduisons que [71]

U
— - i i H ! Q .

Nous pouvons a présent montrer 1’égalité

V= {¢ € L*(Q)* x L*()?, ¢1 = HiVp, 2 = HyVp, pe H'(Q)} .

Soit ¢ € VY. VE c V' don V' C V, donc ¥y = H,Vp, et 1y = HyVpy. De
plus, / 01 =0,Y = (p1,p2) € V.
Q

H ~
Pour tout ¢ € V, ¢y = —90}{ Le Vet i Hy + @yHy = 0, donc (@1, 2) € V.

2

On obtient ainsi Vi, € V,

H
/(@17 _@;[ 1) - (H1Vp1,HVpy) =0
Q 2

— / Hypy - (Vpr — Vpy) =0
Q
= H1Vp1 = HiVpy,
et comme Hy > 0 sur €2, Vp; = Vps.
Réciproquement, si u = (H;Vp, H,Vp), on peut vérifier que
Vv e ]7a (uv V) = (Hlvpv Ul) + (HQva UQ)
= (Vp, Hivy + Havy)
= (p, div (Hl’Ul —+ H2U2)) =0.

e Pour la démonstration de (3.7), on raisonne de la méme fagon que dans le
théoréme 1.4 de Temam |71].
O
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On peut ainsi interpreter les solutions du probléme faible (V,;) comme les solu-

tions du probléme suivant :

(0
% +u;Vuy — Ay Auy + wea(uy) + ¢’V = H Vp,
8u2
n + usVug — AyAug + wea(ug) = f+ HyVp,

’]Drl 2% + div (Ulhl - Ughg) = 0,

div (u1h1 —+ Ughz) = O,

uy.n =0, rotu; =0, sur -,
ug.n = 0, rot us =0, sur v,
u(t =0) = uy,

\ n(t = 0) =To-

Remarque 3.2. De la méme maniére que dans les équations de Navier-Stokes in-

compressibles, nous voyons apparaitre dans ce systéme une contrainte (la quatriéme

équation), le multiplicateur de Lagrange correspondant étant donné par I'inconnu

(HyVp, HyVp) [41, 48]

3.2 Reésultats d’existence et de régularité

Nous allons & présent proposer un résultat d’existence de solution (u,n) de (V,;) pour

des données controlées. Afin de ne pas alourdir les démonstrations de notations inu-

tiles, nous supposerons dans cette section que g’ = 1 (on obtient une démonstration

similaire pour tout ¢’). On considére By, A, o, O, K et 6 tels que
6 €]0, 1],

A2>)\>O, BQIAQ—)\,

1 in (1, inf 1
— = 1min in
(0% H1

1
01 = §||V lOg H1 ||Loo(Q)2,

1 2 1

1
Ko = 5”“1,0”%2((2)2 + 5”“2,0”%2(9

\/_1

C' la meilleure constante associée a l'inégalité de Gaghardo—Nirembergis :

L2

[ul s < Clulyulzag)
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On suppose également que

1 1,00
H, 7 € Whee (), (3.14)
fe L0, To; LX(Q)%), (3.15)
Ug € H, (316)
no € L*(Q). (3.17)

Ces données vérifient de plus les hypothéses suivantes, correspondant & des hy-

pothéses de données controlées :

2A3
(920_21 > Koy + 2C1 Tya Ky exp(2C1aTy), (3.18)
252
F > KO + QClToOéKO eXp(QClOéTo). (319)

Théoréme 3.3. Pour tout 0, \, f, Ty, no et ug satisfaisant (3.8)-(3.19), le probléme

faible (V1) a une unique solution (u,n) tels que
u e L0, Ty; V) N (L=(0, To; L*(2)%)) 7,
n € L2(0, To; L*(Q)).

La démonstration de ce théoréme se fait en trois étapes. On donne tout d’abord
les estimations a priori, puis nous construisons une suite de solutions approchées
satisfaisant ces estimations, et enfin nous présentons briévement le passage a la

limite dans les équations de continuité et de quantité de mouvement.

3.2.1 Estimations a prior:

Nous établissons dans cette partie les majorations de type énergie vérifiées par les
solutions du probléme (V};). En remplacant ¢ par u dans (V},;), on obtient 1'égalité

d’énergie suivante :
5 (@ Ba@pe + lua® Bz ) + Al + Aslualy + (Vn, w)

1
(i, divug) + 5 (u3, div us) + (f, us).

| —

Les termes %(u?, div u;) n’étant pas nécessairement bornés, on construit un espace

de stabilité. L’inégalité de Gagliardo-Niremberg permet d’écrire :
(i, div )| < Clualluil 202
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Puis en utilisant I’équation (V,;)2, on écrit :

1

\Y .
(Vn,uy) = (Hn ulHl) = — (Hidlv (ulHl)) + (nuy, Vlog Hy)
1

th H\/_l (77U17V10gH1)

L2(Q)
avec

1 1
|(ur, Vlog Hy)| < 5|V log Hul (o) I1lZ20) + 51V 10g Hilp=@[ur 7202

on obtient ainsi 'inégalité suivante :

2

C 1d| n
+ (32 - —||U2||L2(Q > Jusl3, + T, "\/Fl

1
< S By + G (ks + laliaqap ) - (3.20)

Pour obtenir les estimations annoncées, nous avons besoin de montrer la positivité

L2(9)

des termes

C

C
Ay = Sy ot By = 5wl o

Ce résultat est obtenu grace a I’hypothése de données petites :

En effet, on suppose les solutions u; et uy continues de (0,7) dans L?(Q)? (ce qui

est le cas en dimension finie), et puisque |u1o]r2@)2 < 0L ot |uz0] 22 < 72

(ces inégalités proviennent des hypotheses (3.12), (3.18) et (3.19)), il existe un temps
t’ tel que dans (0,t') :
24,
C ?
2B,
||U/2||Loo(07t/;L2(Q)2) < 7

lua ]z o,22002) <
Soit ¢y le plus petit temps tel que I'un des termes |u; | (0,40;22(0)2) atteint sa borne.
En intégrant 'équation (3.20), on a Vt <t

1 1 C
5”“1(75)”%2(9)2 + 5”“2( )||L2 2 T (Al - _||U1||L°°(0tL2(Q ) ||U1||L2 (0,6V)

¢ L net) |*
(B~ Shaimoaaan ) lalsoam + | ok

L*(Q)

t
<Kot Ci [ (I + o) (3.21)
0

On doit alors distinguer deux cas :
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24,

: 2B,
e Premier cas : |uy|re(00:02(0)2) = el et |uz] oo 0,t0;02(02)) <

ok
L’estimation (3.21) écrite au temps ¢t = ¢, donne

243 " (112 2
o2 <Kot | (Il + lnlfae)

De plus pour tout ¢t < ¢,

n(t) '
s + | | < 2ma 201 [ (Il + i)
0

et puisque

L2()

1
() H T 2 19Ol +mf( >||77()||%2<m

1 1
> a”ul(t) 17202 + a”n(t)”%?(m

L2

on en déduit que

t
lur(lz @y + 1) 320y < 20K0 +20Cy / (720 + lurlaaye)  (3:22)

ainsi, en utilisant un lemme de Gronwall, on obtient

[ur(0) 722 + 1n(8)720) < 200 exp(2C1aTy)

et ainsi 242
Yol < Ko + 2C Toa Ky exp(2CaTy),
ce qui contredit I’hypothése (3.18).
o deuxiéme cas : |ua|L=(0,0;22(0)2) = % et [ur] oo (0.00:02(0)2) < %Al

de la méme fagon, I'équation (5.5) écrite au temps ¢y, donne

232
02 < KO —+ QClToOéKO eXp(QClOéTo)
ce qui contredit (3.19) et la positivité annoncée de A; — %|u1\|L2(Q)2 et By —

Elualr2(ny2 est verifiee.

Ainsi, en intégrant 1’équation (3.20) sur (0, ¢) pour tout ¢ < T}, on obtient I’équation
(3.21) pour tout ¢ < Ty. Et en procédant de la méme fagon que pour obtenir

I'équation (3.22), on en déduit la relation

t
s (O + (0 < 2080 +20Cs | (10O + i (1))
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= [ui()12p + IN(B)[120) < 20Kg exp(2C1aTy),

la relation (3.21) est ainsi borné par
Ky + 2C Toa Ky exp(2C1aTy) for all t < Tj,.

Finalement, nous obtenons l'inégalité d’énergie suivante :

1 C
OB oz + (4 = Shslmomaen ) o

1 C
+ 5”uQ(t)”%OO(O,TO;L?(Q)Q) + (B2 - 5”“2 ||L°°(0,T0;L2(ﬂ)2)) us ”%Q(O,TO;V)

2

1 t
+5 H () < Ko + 2CTyaKy exp(2C,aTy), (3.23)
2|V H1 || oo 0,m0502(92))
C
A — §||u1||L°°(O,TO;L2(Q)2) >0, (3.24)
C
By — §HU2HL°<>(0,TO;L2(Q)2) > 0. (3.25)

3.2.2 Construction des solutions approchées

Afin de construire les solutions approchées, on introduit une base de ’espace fonc-
tionnel V que l'on note {¢1, ..., Yn, ...} et on considére ﬁl I’espace de dimension finie

engendré par les n premiéres fonctions de cette base. Nous allons chercher (u,,n,),
n

avec u, écrit sous la forme u,(z,t) = Z ag(t)pr(x), comme solution du probléme
k=1

faible suivant :

Trouver
2

u, = (ul,n>u2,n) S L2(07T0; ]771) N (LOO(O7T0u L2(Q)2)) )
M € L2(0, Tp; L*()),
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tels que

(au1 n7¢1> + Ala(ul,na ¢1) - (nna div ¢1) + (a 2n7¢2> + A2a(u2,n7 ¢2)

— S0 v 1) + (10t (), 61) — (1, v ) - e (1), )

V)4 4 (rotug (g, d) + we (), d2) = (f.62), Y6 = (61, 02) € Du,
2% —+ div (u1 nHl — U9 nHQ) = O

u,(t =0) = u,p — ug dans H,
. Nn(t = 0) = 1,0 — 1o dans L*(Q).

Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Schauder.
On rappelle que ce théoréme spécifie que si on considére un espace de Banach F,
K un sous ensemble convexe et compact de E et II une application continue de K
dans lui-meéme, alors il existe xy € Ko|zg = () [31].

Pour appliquer ce théoréme, on fixe une fonction u} dans L2(0,T0;]~/n) et on

résout le probléme suivant

2‘5’_’? tdiv (ul, Hy — u}, Hy) =0,

(H{
k?n(t = 0) = 7]n,0~

La solution k, de ce probléme (H) appartient a L (0,Tp; L*(2)) et on définit

I’application suivante :
I, : L2(0,Ty; V) — L0, Ty; L*(2))
u, — I (u)) = k.

Puis on résout le probléme suivant :

| (%M + Ara(uurn, 61) = (kn, divér) + (au”’@) ot

)] = 3 i) (10t usp(u10),60) = 5 (0 v ) + e (a(u). )

+ (rOt u2,no‘(u27n)a ¢2) + we (a(uln)v ¢2) = (fa ¢2)7 Vo = (¢1, ¢2) € ]771

[ u,(t =0) =u,y.
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On définit alors 'application I, qui associe & k, € L™(0,Ty; L*(2)) la solution
du probléeme (U), u, € L*(0, Ty; l~/n) Enfin, on considére 'application IT, o I1;. Nous
allons démontrer que cette application vérifie les conditions du théoréme du point
fixe de Schauder et ainsi qu’elle admet un point fixe.

En utilisant un lemme de Gronwall, on montre aisément que la solution k, de
(H) vérifie I'inégalité suivante :

||k7n||%oo(o,To;L2(Q)) < eXP(4TH2)||77n,0||%2(9) + eXp(4TH2)||U:L||iz(07To;f;n)- (3.26)

De plus, en procédant de la méme facon que pour les estimations a priori, on montre

que la solution u,, de (U) vérifie

B
”u””i2(0,To;1~)n) < ETOHI{:””%W(O,T(J;LQ(Q))
2 (1 T Hy By + 2 [tnol? (3.27)
Y 207522002 T LolHalL20) + JlUnolzz@) | :

ou k,, est la solution de (H).
Avec (3.26) et (3.27), on obtient alors

B ‘
”uTLHiQ({}n) < ETO eXp(4TH2> (”nTMOH%Q(Q) + ”u”HiQ(O,TO;f}n)>

3 A
+X ”f”%?(O,TO;L?(Q)Q)+§”un,0”%2(ﬂ)4 : (3.28)

Ainsi, pour un temps T suffisamment petit, il existe R tel que
II(B(0, R)) € B(0, R),

et B(0, R) est un ensemble convexe compacte pour la topologie faible de L*(0, T’; l7n)

Nous avons ainsi vérifié toutes les conditions du théoréme de Schauder (pour
montrer la continuité, on procéde de la méme facon que dans F.J. Chatelon et
al. [13]). Donc le probléme u, = II(u,) admet une solution dans L*(0,T;V,). Et
puisque u,, est une solution de (U) et 7, une solution de (H), on a u,(t =0) = u,
et n(t =0) = Mn,0-

On a donc obtenu l'existence d'une solution pour un temps petit. Cependant,
grace aux majorations a priori, ce résultat peut étre prolongé quelque soit T} vérifiant
(3.18) et (3.19).
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3.2.3 Passage a la limite

On peut vérifier aisément que (u,,7,), solution du probléme faible approché (V},),

vérifie les mémes estimations que (u,7), solution de (V},), et on obtient :
u,, borné dans L(0, Ty: V) N (L>(0, Tp; L2(Q)2))2
et
1, borné dans L>(0, Tp; L*(£2)).

On peut ainsi extraire de u,, et 7, des sous suites, encore notées u,, et 1, telles que
u, — u dans L*(0, Tp; 9) faible,

u, — uin (L>(0, Tp; LQ(Q)2))2 faible étoile,
N, — 1 dans L>(0, Ty; L*(Q2)) faible étoile.

Ce qui nous permet de passer a la limite dans notre probléme approché (le passage
a la limite dans les termes non linéaires se fait par application du théoréme d’Aubin

[63]).

3.2.4 Résultats de régularité

Lemme 3.4. Soit (u, n)une solution de (V) dans L*(0, Ty; )7)ﬂ(L°°(O, To; L2(Q)2))2><
L(0. To: L)

1. Si f € HY(0,Ty: L*(Q)%), up € VN H2(Q)* et gy € HY(Q), alors la solution

(u,n) vérifie
2

u e HY0,Ty; V) N (WE(0, Ty; L*(2)?))
n € WH(0, To; L*(52)).

m—1
2. Sife ) H"M0,To; H*(Q)?), uo € VNAH™Q)* ety e H1(Q),m > 1
k=0
alors la solution (u,n) vérifie
ue H™(0,Ty; V) N (W0, Ty; L*()?))”

n € W™>(0, Ty; L*(Q)).
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Démonstration. On dérive par rapport au temps le probléme variationnel en di-
mension finie (V,), on multiplie par aj et on somme sur 7. On obtient en intégrant

sur {2

1d . .
2 dt H un HL2 Q)4 + Al Hul nHV + A2 HUQ nHV (?7;7 div ull,n) - (ull,nuLn? div ull,n)
- (ué,nuln’ le UIZ,n) + (I‘Ot ull,na(ulﬂ’b)? ull,n) + (I‘Ot ué,na(uln)’ U,Q,n) = (f/’ u,Q,n)

On a

(1, div s ) < HﬁnHLz(Q + A, [y,

A

on dérive 7, = Hadiv ug,, et on multiplie par 7/,. En intégrant sur €, on obtient

1d

th”nn”LQ(Q < H2||77n||L2(Q ||U2 n”V’

on en déduit que

1d 1
S (I aqays + Il ) + (A0 = M) s ol + Aol o < Sl

+ (ull,nulﬂ’b’ div ull,n) + (ué,nuln’ div u/2,n) - (I‘Ot ull,na(ul,n)’ ull,n)

— (vot uy ,a(ugn), s ) + Halmp | 2@ luglv + 1 1 2@z lug 22,

on a également

1
[ nlrz@pl 2@z < <1 12 + el

Ha|np 2@ lug v < Hﬁn\lm )+ HaMus, [,
|(rot uj ,o(uin), u;,)| < ||ui,n||V||ui,n”L4(Q)2||u;,n||L4(Q)2

3/2” ro1/2

< Ol v ™Il 22 [0l 24022

il
< eful 3 + Collui ul 720y

De la méme fagon on peut estimer (u;,u;n, divu;,), et on obtient
d 72 712 / 2 12
= (I aqys + Iy ) + Fu o + Kl 1

< aul f e + (03 + aalunalisay + azluzaliss ) (Il + e )

I'intégration en temps donne ainsi
(”11;1“%2(9)4 + ”777/1”%2(Q)> < aul 1220 m022092) F I (02091 + 17, (0) 720
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t
+ [ (an+ arlunaliuy + acluaaliuee) (1 Bay + il
0

et si on choisit u,(0) € H*(Q)*|u,(0) — uy € H*(Q)*, n,(0) € H*(Q)|n.(0) —
no € H'(2), le lemme de Gronwall donne

[, 172y + [l 7200) < C.

On en déduit ainsi que

2

u), est borné dans (L>(0, To; L*(€2)%))",

et
1, borné dans L™ (0, Tp; L*(£2)),

et finalement
u/, borné dans L2(0, Ty; V).

On montre le deuxiéme résultat du lemme par récurrence. En effet, supposons ce

résultat vrai au rang (m—1), c’est-a-dire pour w7V et n,(f”‘”. On peut ainsi définir
ugfz)(O), n,(f”)(o) et raisonner comme dans la partie (1) du lemme. Nous obtenons les

mémes résultats si on est capable de majorer les termes non linéaires

(k) (m— k)) u(m))

(rot u; ,a(ug, in

le raisonnement étant le méme pour le terme Vu? . On considére alors trois cas :

e 0<k<m

m—k m
|(vot ul® (™), ul™)) < Jul o |udn ™ sy ul | i

k m—k m m
s—mwm+—w;>h44w>mmnwwv

(mk

1 k m
< Sl + elul I3 + Caluln ™ s el 12y

e k= m, ce cas est identique au cas (1) du lemme.

e k=0

(m))

(ot uina(ul), uf)| < Juinlvluim 2

< el 15 + ColuinlFlugn’ 172y

On peut ainsi appliquer le lemme de Gronwall comme dans la partie (1), et on
obtient
[l 2eya + 05 2e) + [ul™ 5 < C.
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3.3 Description de la méthode numérique

Le probléme faible (V) est résolu numériquement a ’aide de la méthode de Galerkin.
Nous devons ainsi construire une base de I’espace % qui puisse étre aisément obtenue

d’un point de vue numérique.

3.3.1 Base de ’espace fonctionnel %

Le lemme suivant nous donne une base spéciale de I’espace V. Cette base est con-
struite & partir de la base spéciale de ’espace )V définie dans la section 1.2.3, qui a

été mise en ceuvre pour résoudre le probléme de shallow water bi-couche a surface

libre.

t t —
Lemme 3.5. L’ensemble composé des (RO q,()), (O,m), et (@ Vp),

H; H, H," H,
ot p et q sont les solutions des problémes (P2) et (P3) définis dans la section 1.2.3,

forme une base de l’espace V.
Démonstration. Soit u € V. On a div (u1 Hy + ugHy) = 0, on peut ainsi écrire
u1 Hy + usHy = Rotq, q € Hy(Q).
De plus u1H; et usHy € V, donc
urH; = Vp1 + Rot ¢1 et usHy = Vps + Rot o,
d’ott V(p1 + p2) + Rot (¢1 + ¢2) = Rot g. La décomposition étant unique,
Vp1 = —Vpy := Vp.

D’autre part, en utilisant la base de V définie dans la section 1.2.3, on a

Vp =) axVpi, Rotq =) [iRotg, Rotg, =) vRotg;,
k=0 j=

=0

donc

Vp =. Vp: Rotg =, Rotg Rotg =, Rotg;
-3 T Bt ot Rotee s Rt

H;,'  H ; H, ° H, : Hy
=0 7=0
on obtient ainsi
e Vg Rot qZ > Vpk Rot q;
=S = Y S
k=0 7=0 2
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Remarque 3.6. Dans le cas d'un domaine & géométrie complexe, les fonctions p et
q, vérifiant les problémes (P2) et (P3), sont obtenues par une méthode d’éléments
finis en utilisant des éléments de type Hermite a trois degrés de liberté (u, u,, u,) par
noeuds. Cela permet ainsi d’accéder directement aux Vp et aux Rot q. Cependant,
dans le cas d'un domaine idéalisé (cf. paragraphe 3.4), ces fonctions sont connues

analytiquement.

3.3.2 Meéthode de Galerkin

Soit {¢k }ren la base de YV définie dans la section précédente. Considérons I’ensemble
V. des combinaisons linéaires des n premieres fonctions {¢1,...,on}. Nous allons

chercher u,, € V,, ot u,, = (u1,, u2,,) se décompose sous la forme

n

urn(z,t) = Y wr(D)pp(r) et ug (e, t) Zyk wi(z
k=1

Plus précisément,

Na

V Z Rot q;
wale1) = 3 as) @) + 3 b5 (@),

i=1 j=1

Ta

V N e Rot ¢;
iz (w,t) = = Y a2 (@) + Y 50— (@),
=1

j=1

avec n = n, + ny + ne. On construit la suite (u,,7,), solution du probléme (V},)
défini dans la section 3.2.2.
Cette méthode nous améne a résoudre un systéme d’équations différentielles non

linéaire du premier ordre et a coefficients constants

(21 22)(2)2(2) (3.29)

¢=Fy, (3.30)
on Rotg; Rot
otq; Ro
K1 est une matrice n, x ny, avec (Ki1)g; = ( q], qk),
H,y H,y
Vp; Rot
K15 est une matrice n, X n, avec (Kig)g; = ( P , 0 qk),
H; H;

Ky est une matrice n, x n, avec (Ka1)g;

Rotg; Vpk
H, " Hy )’
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Vpi Vpy ﬁ
H, H HY
et a € R", be R™, ¢ R" sont les vecteurs suivants

K est une matrice n, X n, avec (Kao)pi = (

[ aq T [ b1 T [ C1 T
a = a; s b= bj , C= &
L a’na . L bnb . L Cnc .

Les termes qui apparaissent dans le membre de gauche de (3.29) et (3.30) représen-

u
tent la projection de ——, et F'1, F'2, F'3 la projection des autres termes. Ce systéme
ot

est ensuite résolu a 'aide d’'une méthode de type Euler implicite.

Pour approcher 1’élévation, on cherche 7, sous la forme

T = Za dips,
i=1

ou les p; sont solutions de (P2) et constituent une base orthogonale de H(Q2). La
Tn

ot

projection de Hydiv ug, sur les p, nous donne ainsi le systéme suivant

dk = )\kak.

Dans la section 3.4.2, nous allons comparer les résultats numériques obtenus avec
ceux établis a partir du modeéle de shallow water bi-couche a surface libre. Ce dernier
est résolu a l’aide de la méthode présentée dans la section 1.2.3 en utilisant la base

spéciale de l'espace V, composée des fonctions (Vp;, Rot g;).

Remarque 3.7. Les valeurs n,, n, et n. ne sont pas choisies arbitrairement. Nous
définissons ces valeurs de telle sorte a avoir les n premiéres valeurs propres du prob-
leme (P1) (sans trous dans la base). De plus, puisque nous utilisons les méme

solutions du probléme (P3) pour les deux couches, on prend généralement n;, = n..

3.3.3 Reconstitution des champs HVp et H,Vp

Dans notre modéle, une autre inconnue p apparait, considérée comme un multiplica-
teur de Lagrange. L’espace H' défini dans la section 3.1 nous permet de reconstituer
les termes H,Vp et HyVp.

I0)
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On utilise la décomposition suivante :

p= Z ZiPi
i=1

donc .
(HiVp, HyVp) = > 2 (H\ Vi, HoVpi) |
i=1
ol les p; ont été définis précédemment. Nous projetons ensuite 1’équation de conser-
vation de la quantité de mouvement sur la base constituée par les (H;Vpy, HaVpg).

On obtient ainsi le systéme linéaire suivant
B.z =0.

Ici, les termes qui apparaissent dans le membre de gauche représentent la projection

de Zzi (H1Vp;, HoVp;) sur (H1Vpg, HoVpg), k= 1,...,n,. Ainsi B est une ma-
i=1
trice carrée d’ordre n, ayant pour coefficients By; = (H;Vp;, HiVpy) + HQQ/\kéik

(puisque (HyVp;, HoVpy) = HZ(Vpi, Vpr) = Ha(ps, —Apr) = H3\0y). Et b

représente la projection des autres termes sur (H,Vpg, HaVpy).

3.4 Simulations numériques

Nous présentons dans cette section les résultats numériques obtenus a partir du
modele de shallow water bi-couche avec I'’hypothése du rigid-lid, en utilisant les
méthodes numériques développées dans la section précédente.

Notre étude se fait ici sur un domaine carré. Dans ce cas particulier, les fonctions
propres, solutions des problémes (P2) et (P3), sont connues analytiquement. Notons
toutefois que I'étude peut se faire également sur des domaines plus complexes sans
difficultés supplémentaires [4, 30]. En effet, dans le cas plus général, les problémes
(P2) et (P3) sont résolus a l'aide du logiciel d’éléments finis Modulef développé par
PINRIA. L’utilisation d’éléments finis de type Hermite & trois degrés de liberté par
noeud (Tria 2P3D) permet alors d’accéder directement au gradient et au rotationnel
des fonctions sans avoir recours a un code de dérivation numérique.

Afin de tester la validité de 'hypothése du toit rigide, nous allons comparer ces
résultats avec ceux obtenus a partir du modeéle bi-couche & surface libre (que l'on
appellera également modeéle complet), dans le cas d'un fond constant (sect. 3.4.2)

et dans le cas d'un fond variable (sect. 3.4.2).
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3.4.1 Tests caractéristiques

Le domaine sur lequel sont effectués les tests est un domaine idéalisé dont la surface
est un carré de coté 10° m. Par un changement d’échelles spatial et temporel, on
se raméne a un carré de coté un et les fonctions propres orthonormées solutions des

problémes scalaires de Neumann et de Dirichlet (P2) et (P3) sont données par

U, = vp = iV(Cos(imﬂ) cos(imy))

VA VA
A= (i + j3)r?

t 2
_ Rotg = —Rot (sin(irz) sin(imy))

NN

p=("+ 5472 i #0, j #0.

Les densités p; et py des couches inférieures et supérieures vérifient P2 _ 0,995.
P1
L’épaisseur de la couche supérieure au repos est Hy = 100 m.

Le coefficient de gravité réduite est donné par

/:,01—/)2
P1

g g=>5.10"% ms?,

et on néglige les effets du terme de Coriolis : w. = 0. Le champ de contrainte f
imposée a la surface ("wind stress") est supposée constant et uniforme (dans la
direction de I’axe y). Puis on prend les valeurs n, = n. = 60 et n, = 72.

Le domaine est divisé en 6400 éléments triangulaires utilisés pour les intégrations
numériques et la méthode des caractéristiques. Le pas de temps maximum que nous
avons pu utiliser, afin de respecter les conditions CFL, est de 50 s pour le modéle
de shallow water bi-couche complet. Ce pas de temps doit étre comparé avec celui

du modele rigid-lid qui est de 103 s.

3.4.2 Quelques résultats de comparaison

Nous présentons dans cette section deux séries de résultats numériques. Dans un
premier temps, les tests sont exécutés dans le cas d’un fond constant, puis nous

considérerons dans la deuxiéme série une bathymétrie variable (H; = 100+10"*x z).

7
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Comparaison du modéle rigid-lid avec le modéle a surface libre avec un
fond constant

Nous supposons ici que la bathymétrie est donnée par

Le cas test considéré permet de prévoir "physiquement" la solution du probléme sta-
tionnaire. En effet, puisque la contrainte f peut s’écrire sous la forme d’un gradient

f=V0, avec 0 = ay, il est alors aisé de montrer que, pour le modéle complet, une

!/

solution du probléme stationnaire est (u =0, 12 = — +cste, ;1 = p29 + cste)
9 1

[48].

En partant des conditions initiales u(t = 0) = 0, n(t = 0) = 0 et n(t =
0) = 0, la solution du probléme va converger vers cette solution stationnaire par des
basculements avec amortissement du plan d’eau.

Pour vérifier ces considérations, nous présentons sur les figures 3.2 et 3.3 I’évolution
de la norme L? de la vitesse de la couche supérieure pour chacun des deux modéles,
puis sur les figures 3.4 et 3.5 celle de la couche inférieure. Les oscillations observées
pour les deux modéles présentent une période similaire voisine de 6.5 x 10° s. Ces
oscillations sont dues au vent qui fournit au systéme de 1’énergie cinétique et qui se

transforme en énergie potentielle par inclinaison du plan d’eau.

0.06886

0.0H
0.06
0.06
0.05
0.05
B o004 &
5 5 0.04]
53 53
2 o
E 0.03 E
Q Q 0.034
0.02 0.02]
0.01 0.01
Ot Yo e ey o : -
0 5.0<10° 0 5.0<10°
Time (seconds) Time (seconds)
Figure 3.2: norme L? de wus Figure 3.3: norme L? de wuy
(rigid-lid) (modéle complet)
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0.07
0.06
0.05
B B
o 5 0.04]
5 5
2 2
© ©
< c 003
0.02
0.01
0 5.0<10° 0 5.0<10°
Time (seconds) Time (seconds)
Figure 3.4: norme L? de wu Figure 3.5: norme L? de u,
(rigid-lid) (modéle complet)

Afin de vérifier que I’hypotheése de petites variations de la surface est valable, nous
présentons sur la figure 3.6 les variations de la surface du fluide 7, correspondant
au modeéle complet. Ces variations sont de 'ordre de quelques centimetres, ce qui
est négligeable devant la hauteur d’eau totale. Cette observation nous permet de

justifier 'application de I'hypothése du rigid-lid dans ce cas.

0.0501

0.0353
0.0206
0.00584

> 1 11 1-0.00801

-0.0237

-0.0384

-0.0532
-0.0679
0

0 1

X
Figure 3.6: élévation de la surface (72) (modéle complet)

Puis nous représentons respectivement sur les figures 3.7 et 3.8 ’élévation n; de

la couche inférieure pour le modéle rigid-lid et pour le modéle bi-couche complet.
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Figure 3.8: élévation 7;, modele
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4.9
.42
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6.45

3.4
4.1
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Chapitre 3.

Figure 3.7: élévation 7;, modele

rigid-lid
Ensuite nous représentons sur la figure 3.9 le champ reconstitué HoVp du modéle

rigid-lid, que nous comparons au champ —gVns (figure 3.10) du modeéle complet.

On observe que 'amplitude de cette élévation est environ 100 fois plus grande que
Nous remarquons la encore que la forme des champs est similaire en direction et en

celle de la surface.
amplitude (écart inférieur a 5%).

Partiel

= 0.12140E+01 m/s
—gVny (modele

VMAX

Figure 3.10:
complet)
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Comparaison du modéle rigid-lid avec le modéle a surface libre avec un
fond variable

Considérons a présent le cas ot le fond du domaine a une forme particuliére :
H, =100+ 107* x z.

En utilisant le méme argument que dans la section précédente, on voit que pour le

modéle complet on obtient la méme solution asymptotique (¢ — 00), c’est-a-dire

0
(u =0, 7y =—+cste, y; = —g@—i—cste) .
g g pi

Par contre, on peut vérifier aisément que u = 0 ne vérifie pas les équations sta-
tionnaires intervenant dans le modéle rigid-lid. En effet, dans ce cas, on aurait
g’V = H,Vp. Or ici, H;Vp ne peut pas se mettre sous la forme d’un gradient, ce
qui entraine que u = 0 n’est pas solution.

On représente respectivement sur les figures 3.11 et 3.12 I’évolution de la norme
L? de la vitesse de la couche supérieure et inférieure, pour le modéle complet.

De méme, pour le modéle rigid-lid, on donne respectivement sur les figures 3.13
et 3.14 I’évolution de la norme L? de la vitesse de la couche inférieure, ainsi qu’une
représentation de cette vitesse. On observe alors que cette vitesse se stabilise vers
une valeur constante non nulle alors que la vitesse de la couche supérieure s’annule
(figure 3.15).
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Partiel

Chapitre 3.
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0.0964 Lyrprrrerey

0.0

0.08

0.0H

0.06

0.05]

Kinetic energy

0.04
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0.0

0.0

0-

o T T  esae
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Figure 3.15: norme L? de uy (rigid-lid)

En conclusion, le modéle proposé dans ce chapitre apporte des gains de temps
importants dans la simulation des écoulements de type shallow water bi-couche.
Néanmoins, comme c’est souvent le cas dans de telles approches, I’hypothése modifie
en partie le comportement physique du modele. Ceci est déja le cas pour I'hypothése
du rigid-lid sur le modéle tri-dimensionnel, ce type d’écoulement ne pouvant étre mis
en mouvement par de simple variation de pression atmosphérique.

La vitesse résiduelle dans la couche inférieure (comparativement au modéle com-
plet) est une conséquence directe de I'hypothése du rigid-lid. C’est le résultat de
I’action du forcing artificiel di au multiplicateur de Lagrange qui ne s’écrit pas sous
la forme d’un potentiel.

Il sera par ailleurs intéressant d’obtenir des résultats sur le modéle évitant la
linéarisation de la contrainte et pour lequel nous ne pouvons pas a priori juger de

I'impossibilité d’écrire h;Vp sous la forme d’un gradient.
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Problémes a frontiére libre
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Chapitre 4

Un modéle de Shallow Water a
frontiére libre

Ce travail a fait 'objet d’un article actuellement soumis |27].

Nous nous intéressons dans ce chapitre au comportement d’un fluide défini dans
un domaine dépendant du temps. Le modele que nous proposons peut étre utilisé
dans divers domaines tels que les problémes d’interaction fluide-structure [26] ou la
simulation de modéles de propagation (comme la simulation de la dérive d’'une nappe
de polluant [50] ou I'analyse de la propagation des feux de forét [2]). Pour carac-
tériser le mouvement du fluide, on considére un modeéle de shallow water & frontiére
libre, I’évolution de la frontiére étant définie par un opérateur frontiere A (de tels
opérateurs sont utilisés dans V.A. Solonikov [70] , J.T. Beale [3]). Cet opérateur per-
met de conserver un domaine assez régulier au cours du temps et d’utiliser ainsi les
propriétés classiques des espaces de Sobolev. Pour résoudre le systéeme d’équations
bi-dimensionnelles (P,) du fluide, nous proposons un schéma lagrangien. En effet,
un schéma d’Euler n’est pas adapté pour la discrétisation d’un probléme de ce type
puisque nous travaillons sur un domaine non cylindrique. De plus, la description
lagrangienne permet de suivre chaque particule dans son mouvement et de prendre
ainsi en compte les variations de la frontiére. De nombreux papiers proposent de
résoudre les équations de Navier-Stokes sur un domaine a frontiére variable a 1'aide
de la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian method). Nous pouvons par
exemple citer J. Donéa et al. |21] qui propose une étude de cette méthode. Notons
également, sur ce sujet, notre récent travail [50] dans lequel nous nous intéressons a
la résolution d’'un probléme de shallow water & frontiére libre a 1’aide de la méthode
ALE et en considérant que I'opérateur frontiére A est nul (le cas A = 0 est notam-
ment considéré dans V.A. Solonikov [69]). Ce travail fait 'objet du dernier chapitre

dans lequel on s’intéresse plus particuliéerement a la description du comportement
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d’une nappe de polluant a la surface de la mer.

Notre étude suit une série de papiers ([23], [24], [25], [26]), traitant de modéles
définis sur un domaine dépendant du temps. Pour résoudre ce type de problémes,
ces papiers utilisent une méthode basée sur un théoréme de point fixe. L’originalité
de notre approche est de contourner 1'utilisation d’un tel point fixe qui n’est ni
naturelle ni économique d’un point de vu numeérique. En effet, la donnée de (ug, ho)
et des paramétres physiques du probléme doivent suffire pour obtenir la solution
du probléme en suivant le mouvement de la frontiére, sans qu’il ne soit besoin de
supposer 1’écoulement global connu et d’utiliser une méthode de point fixe.

Notre propos ici est de résoudre un probléme de shallow water en utilisant un
schéma linéaire simple ou la dérivée totale est approchée par un schéma de dif-
férences finies auquel on ajoute un opérateur régularisant B dépendant du pas de
la discrétisation et s’annulant quand le pas tend vers 01 [24]. Nous montrons que
le probléme continu est retrouvé lorsque le pas de temps tend vers 0, ce qui permet
de montrer 'existence d'une solution. L’une des principales difficultés de ce passage
a la limite sera de montrer que 1'on retrouve les termes d’advection. La descrip-
tion lagrangienne est particuliérement bien adaptée pour décrire le mouvement de la
frontiere. L’opérateur B donne la compacité nécessaire pour justifier tout les calculs
et passer a la limite dans les équations. De plus, cet opérateur donne un sens a la
discrétisation puisque il permet de montrer qu’'une particule ne sort pas du domaine
d’un pas de temps a 'autre. La discrétisation lagrangienne nous permet également
de contourner les difficultés liées aux termes non linéaires (advection) et nous améne

ainsi a résoudre un probléme stationnaire linéaire classique.

4.1 Position du probléme

A Dinstant ¢, le fluide occupe un domaine borné Q; de R? de frontiére 7. On note
7 la frontiére du fluide & I'instant initial. En supposant que v, est assez réguliére,
on définit la frontiére "déformée" & linstant ¢ de la fagon suivante : v, = {x =
X +d(X,t), X € 7}, ou d correspond au déplacement d(X,t) = I'(¢,0,X) — X,
ou I'(t,s,z) fait référence a I’écoulement lagrangien, i.e. la position a 'instant ¢
de la particule située a la position x au temps s. Cette déformation a un sens si
I'écoulement lagrangien correspondant X — I'(£,0, X) = X 4 d(X, ) est un difféo-
morphisme de 7y dans v, := I['(¢,0,7), donc tout ce qui suit est justifié tant que
det J(X,t) # 0 sur 7, (ou J(X,t) est matrice jacobienne associée a la transfor-

mation X — I'(£,0,X)), et I' est une injection sur y. On définit ainsi I'(0,¢, x)
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par T'(0,¢,.) = ['(t,0,.)7! et T'(¢,s,2) = T'(¢,0,T(0,s,7)). Grace a Popérateur A,
nous verrons par la suite que d est borné dans WH>°(0, T; W1°°(v,)) par une borne
dépendant linéairement des données initiales. Ainsi, si on considére des données
petites, T' vérifie les conditions précédentes et la déformation a un sens (voir P.G.
Ciarlet [15], B. Desjardins et al. [20]).

On pose @ = Uico,n)S% x {t}, ¥ = U0 X {t} et n la normale unitaire
extérieure a ) sur v;. On suppose que l’évolution du fluide est caractérisée par le

probléme de shallow water suivant :

%_F(uV)u—/LAu—i‘Vh:O dans @,
(P.) o
-+ div (hu) =0 dans Q,

ol u représente la vitesse, h la hauteur du fluide et u le coefficient de diffusion. Afin
d’établir les conditions aux limites, on introduit la description lagrangienne de la
vitesse, U : 79 x (0,T) — R? (X, T) — u(T'(t,0,X),t). Sur la frontiére v, on a :

_ (X, 1)

U(X,t) = u(X +d(X,t),1) or

(4.1)

et on définit le mouvement de la frontiére +; par une condition sur la composante

normale du tenseur des contraintes o :

o(X +d(X,t),t) - n(X +d(X,t),t)det T|(X,t) = A(QU (X, t)/0t) sur vy x (0,T),

(4.2)
ou A est un opérateur défini sur vy qui prend en compte les efforts appliqués sur le
fluide a la frontiére. On suppose que A est un opérateur de Laplace-Beltrami qui
assure que [ A(v)o = [ A2 () A2 (v) = [v]Fp,,) (Pour plus de détails sur ce
type d’opérateurs voir V.A. Solonikov [70] et R. Dautrey, J.L. Lions [18] ).

On compléte ces équations par des conditions initiales :

ho lOg ho € Ll(Qo), ho > 0, (43)
uo € H?(Q). (4.4)

Comme P.L. Lions dans [43| ou P. Orenga dans 63|, on introduit des conditions de

données petites :

1 1 1
MO = 5”“0”%2(90) + / ho 10g ho + Emes(UtG(O,T)Qt) + 5”“0”%2(70)

Qo

88



Partiell: Chapitre 4. 4.2. Résultats préliminaires

am(@) )

. W o
2(g) < 212 , 4.6
prolizioo mm( Can CGNT) o

ol « et  sont deux nombres positifs tels que a + = 1/2 et Coy est la meilleure

constante de I'inégalité de Gagliardo-Niremberg :

lulZs,) < Tulzznlular@n- (4.7)

4.2 Reésultats préliminaires

4.2.1 Estimations d’énergie

Dans cette section nous allons établir et prouver des résultats de compacité pour le

probléme (P,) sous des hypothéses de données petites.

Lemme 4.1. Sous les hypothéses (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6), et pour un temps fini
T, h, u, et d vérifient :

w € L*0,T; H' (%)) N L0, T; L*()), (4.8)
hlogh € L>=(0,T; L*(Q)), h >0, (4.9)
U € L>(0,T; H*(y)), (4.10)
d e Wh*(0,T; H*(vy)), detJ #0, (4.11)
h € L*(Q). (4.12)

Démonstration. On multiplie I’équation (P,); par u et on utilise la formule de
Leibniz. On obtient :

1d 1 1 1
——||u||%2(9t)——/ uzu-n——/ uzdivu—i——/ TR TRRY)
2 dt 2/, 2 Jo, 2/,

ou
—l—,uHDuH%Q(Qt)—i—/ th—u/ a—u:O.
Q¢ v O
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Le terme th Vhu est traité comme suit :

Vhu = Vlogh hu
Qt Qt

= —/ loghdiv(hu)+/hloghu~n
Q

Tt

oh
= logh——l—/ hloghu-n
f e+ [,

= /%(hlogh—h)—k/hloghu-n
Q¢

Yt

d d
= —/ hlogh——/ h—/hloghu~n+/hu~n—|—/hloghu~n.
dt Q dt Q Tt Tt Mt

Ainsi, en notant que I’équation de continuité donne % th h = 0, on obtient
d
Vhu=— hlogh+ [ hu-n.
Q dt Q Tt

On estime [, u’divu & l'aide de I'inégalité de Gagliardo-Niremberg :

/Q wldivu < OGNHUHLQ(Qz)”u”%ﬂ(ﬂt)'
t

Donc, en écrivant les termes de frontiére f% hu-n — u ~ %u = f% wo - n sur vy et

en utilisant les conditions aux limites (4.2), on arrive a I'inégalité suivante :

1

1d d d
L gl Do+ / hlogh+ 2 / AV2UP < Conlulzz@olulna,-
24t ) PO at fo, 24t /., (@I ()

Ensuite, on intégre sur (0,¢), t € (0,7). On écrit Can f(f ||u||L2(Qt)(||u||i2(Qt) +
HDUH%Q(Qt)) < CGNHUHLOO(O,t;Lz(Qt))HDUH%Q(OJ;LQ(QQ) + CGNTHuH?zoo(O’t;LQ(Qt)). De plus,
en notant que [, h(t)logh(t) > — meas(Use(o,7)S2%) /e, on obtient :

Can 1
(04 - TT||U||L°°(0;t;L2(Qt))) ||U||%oo(o,t;L2(ﬂt)) + ﬁ”“”%w(o;t;p(m)) + §||U||Loo(0,t;H2(70))

Can 1
(1= e st ) Wilfsoasoy + I 1oEAlimoa iy < 3l

1 1
+ / ho lOg h() + gmeaS(Ute(()’T)Qt) + 5”710”?'{2(70) = MO, (413)
Qo

avec o+ = 1/2. Nous devons vérifier a présent que a—CanT'/2|u| Lo (0;1;22(021)) > 0

et 1t — Can/2|u]L(12(02)) > 0. Pour montrer ce dernier point, on rappelle que ug
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vérifie |uof r2(qy) < min(2u/Can;20/(CanT')). En dimension fini (au moins), il ex-
iste £, > 0 tel que pour tout ¢ €]0,%,[, |u(t)] r2(0,) < min(2u/Can;20/(CanT)). En
supposant qu’il existe ¢; tel que [u(t1)] 2, = min(2p/Can;2a/(CanT)), par ex-

emple |u(t1)]z2(0,) = 21/Can, alors estimation (4.13) au temps ¢, permet d’écrire

2u 2
2 _
BlulZoe o200y = 9 (C—GN) < My,

ce qui contredit (4.5). On obtient une contradiction similaire si |u(t1)]r2(,) =
2a/(CenT)), ce qui prouve l'estimation (4.8)—(4.10).

Remarque 4.2. De la relation (4.1) et de lestimation sur U, on déduit que d €
Whoo(0,T; H*(v9)) et la frontiére est ainsi de classe C'. Donc, pour tout ¢, on peut
donner un sens a la trace d’une fonction de H'(;). Notons également que la borne

sur d permet d’assurer que det J # 0 et de donner un sens a la déformation.

Pour obtenir la borne L? sur h, on introduit I'opérateur gradient V dans Q et

4
on pose W =>"._, w; avec

Oou, Ou

wy = (a—tla 8—;70 ) Wo = (UVU1, uqua 0)7

e _8divu B orotu _8divu n orotu
3 H 8:1:1 8.1'2 ’ 81'2 8:1:1 ’

O) , wy = (0,0, div (hu)).

Avec ces notations, (P,) peut étre réécrit sous la forme VA + W = 0. On a u €
L2(0,T; HY(S), donc wy; € HY(Q) et ws € H Q). De plus, wy € L¥3(Q) C
H7YQ), puisque v € LY(Q) N L*(0,T; H'(Q;)). D’autre part hlogh € L>(0,T;
L)), donc h € L*(0,T; H-1()) et div (hu) = =2 € H(Q), ce qui permet de
déduire que wy, € H1(Q). Ainsi,

Vh=-WeH Q)

et donc h € L*(Q) si h € L} (Q). La borne sur h dans L3

loc loc

comme dans P.L. Lions [42]. O

(Q) peut étre obtenue

4.2.2 Reégularisation du probléme

On approche le probléme (P,) en régularisant I’équation de continuité avec le terme

Sh?
ou

E_'_(U.V)u—MAu—f-Vh:O dans Qt,
(PY)

oh . 2

e + div (hu) + 0h* =0 dans €,
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avec les conditions aux limites précédentes (4.2). Cette régularisation est un ar-
gument nous permettant de construire les solutions approchées et en particulier de

passer a la limite dans les équations discrétisées.

Remarque 4.3. La borne sur h dans L?(Q) obtenue dans le lemme 4.1 permet de

passer a la limite sur § dans (P?) et ainsi de retrouver les solutions de (P,).

En vu du schéma numérique et afin de préserver la positivité de h, on renormalise
I’équation de continuité comme suit : dlogh/0t + uV log h + divu + 6h = 0. Ainsi

(P?) peut étre reformulé sous la forme :

g—?jL(u-V)u—uAu—i—Vh:O dans €,
(7)) -
;tg +uVlogh +div (u) +dh =0 dans €.

Notons que cette renormalisation a un sens puisque h € L*(Q) et u € L*(0,T;
H'(€)) (R.J. Di Perna et P.L. Lions [66], P.L. Lions, Lemme 2.3 [42]).

4.3 Discrétisation lagrangienne

On résout les équations du fluide en utilisant un schéma lagrangien qui est par-
ticulierement bien adapté puisque il permet de suivre chaque particule dans son
mouvement et de prendre ainsi en compte les variations de la frontiére de fagon na-
turelle. Dans un premier temps, on propose une discrétisation en temps du domaine
et on définit les domaines approchés €2;. Ensuite, on introduit les problémes sta-
tionnaires résolus sur chaque €2;. Comme on I’a mentionné dans l'introduction, pour
passer a la limite dans les équations, on introduit dans la discrétisation un opéra-
teur A%Bu, ot 0 < a < 1, tel que D(B) = H3(§);) pour presque tout ¢ € (0,7) et

At By 270 0 au sens des distributions.

4.3.1 Discrétisation lagrangienne du domaine

Pour le mouvement de la frontiére, on considére la discrétisation suivante : pour

tout k € [1,...,m], avec At =T /m, on pose
do(X) =0 (4.14)

et
(X)) = dp_1(X) + wup_1 (X + dj_r (X)) A, (4.15)
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MW(X) = X + dy(X), (4.16)
ou uy, est défini dans la section qui suit. De la méme facon, on considére les courbes
caractéristiques définies par I'équation dz(t)/dt = wu(z(t),t) qui est discrétisée en
utilisant la relation
T
Try1 = T + Uk(.%'k)At, ke {O, ey, M — 1}, At = —.
m

Par récurrence, on construit m domaines approchés Qp = {z;, € R?/zp = 21 +

Up—1(xp—1)At, 21 € Qx_1}. On pose :

Qac = {(z,1t) € R2x]AL, T[/x(t) = ay,
t € kAt (k+ DAL, z; € Q, ke {l,...,m—1}}
0Qar = {(y.t) € R*X]JALT[/y(t) = Tw(X),
t e [kAt (k+ 1AL, X €y, ke {1l,....m—1}}
Que= {(z.t) € REX|AL T[/a(t) = x4 + (t — kAL)ug(xy),
t € kAt (k+ V)AL, z; € Q, ke {l,...,m—1}}
00a: = {(y,1) € R¥XJAL T[/y(t) = Th(X) + (t — kAL uk(Te(X)),
t € [kAt, (k+ 1AL, X € y0, k€ {1,...,m —1}}.

4.3.2 Probléme approché

On note T, = x,_; la position dans ,_; de la particule située en x, au temps
t = kAt. On approche la dérivée lagrangienne dans I’équation de conservation de la
quantité de mouvement par : (ug —ug_1)/At + At® Buy, ou t, = kAt, up, = u(zg, ty),
Up—1 = U(Tg,tp—1) = u(xp — Up_1AL tk—1), 0 < a < 1, B est un opérateur tel que
D(B) = H3(Q) et At*Buy, — 0 au sens des distributions quand At — 07. On
rajoute a 'opérateur At*Buy de bonnes conditions aux limites pour s’assurer que
At~ ka Buyuy, = Ata||uk||§{3(ﬂk).

Remarque 4.4. La condition sur la composante normale du tenseur des contraintes
est perturbée par 'approximation de la dérivée lagrangienne, cette condition devient
ainsi :

o(X +d(X,t),t) - n(X +d(X,t),t)|det T|(X, 1)
+ At*Tr(Bu)(X + d(X,t),t) = A(QU(X,t)/0t) sur v x (0,7, (4.17)
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En utilisant ces notations, on considére le probléme stationnaire suivant :

(up, — AL Auy, + At Vhy, + AT Buy, = Uy dans Q,
log hy + At div uy, + 0At hy, = log ﬁk_l dans €,
(PO)x ok (Te(X)) - np(Tr(X))| det Ti| (X) + At*Tr(Buy ) (Fe(X))
_ g (e (Tk(X) — e (T (X)) sur 0.
At
|+ des conditions aux limites pour 'opérateur At* Buy,

ou J est la matrice jacobienne associée a la transformation X — I'y(X) = X +
dr(X), permettant de passer de vy & 7%. Nous verrons dans la section suivante que
SUPg< k< [k lwioe(ne) < V2ELT, ot K, dépend linéairement des données initiales.
Donc, si on considére des données petites, on déduit que det 7, # 0 et [’y est une
injection sur 7, et cette transformation a un sens. De la méme facon, on pose J; la
matrice jacobienne associée a la transformation xy,1 = xp + At ug(xy) permettant

de passer de 2 a Qpyq :

1+ At Ougr - 5, Ottan
Jk; — P ax;ﬂ 6:70 2
Uk2 Uk2
At 14+ At
0Tk * 0Tk

Dans ce cas, nous verrons que le terme At® Buy nous permet d’établir que At Duy, est
borné dans L>°(§2;) par une borne qui dépend proportionnellement des données ini-
tiales et At(1=®/2. Donc si on choisit At assez petit, det J, > 0 et la transformation

Tpe1 = Tk + At ug(xy) a un sens.

4.4 Reésultats de compacité

Nous allons maintenant établir et montrer quelques résultats de compacité sur les
solutions stationnaires des M problémes (P?), ce qui nous permettra de passer a
la limite dans la section (4.5). Pour mettre en ceuvre ces estimations, on introduit
la suite My, (k=1,...,m), définie par récurrence par M; = Dy et My = My_1 +
(2uAt+Co AL 2 At) My 1, 00 Do = [o, ho| det Jo|+1/2 [ ug| det Jo|+1/2] A2 (ugo
FO)H%%%) et Uy est défini dans la preuve du lemme suivant. Notons que la suite
(M) m>1 (ot m = T/At) converge vers Doe'’ quand m — +oo (At — 07). Ainsi
pour tout At < «, il existe K, tel que M,, < K,.
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Lemme 4.5. Si At est choisi assez petit (At < «) et si on fait Uhypothése :

2
W
K, <2 , 4.18
(CGN) (4.18)

on obtient

k 2
I u
sup fulizoy < 25 3l =il <2 ()
=1

1<i<k

AtO‘ZAtHquHs <C, ZAtHuZHHI(m <C,

=1 =1

sup [l <2( ) ZAtnhuLQ <C'(6),

1<i<k

2
u p
sup o lietry < V2Ks < 250 Znuzor —tro Tl <2 ()
ot C, C' et C"(0) sont indépendants de At.

Démonstration. On donne les estimations pour k = 1, k = 2 et on généralise pour
tout k.

estimations pour k = 1

On multiplie I’équation de conservation de la quantité de mouvement du systéme
PJ) par uy et on intégre sur €. En prenant en compte les conditions aux limites
v) P g p P

décrites dans la section précédente (équation (4.17)), on obtient :

1 1 ~ . o
5”2“”%2(91) + §||U1 — UOH%Q(QI) + MAt”DU1”%2(QI) — At/ﬂ h1d1V U1 + Atl"‘ ||u1||§-13(91)
1

1 . 1
—|—/ [A(ulofl)—A(uooFO)]ulofl:—/ Ug:—/ U?)‘detJ0|
Y0 2 931 2 Qo

Ona:

/[A(ulofl)—A(uooFO)]ulofl:/ |A%(ulor1)|2—/ A2 (ugo o)Az (uy o Ty)

Y0 Y0 o

1 1 1 1 1 1
= §||A2 (ur 0 T1) |72y + §||A2 (ur 0Ty — g 0 To)| 72y — §||A2 (1o 0 To)|72(,y)
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Le terme —At le hidiv u; est estimé a I’aide de 1’équation de continuité :

h
—At/ hadiv uy :/ hy log = —5At/ K
oN o5 ho O

h
:/ h110g~—1+5At||h1||%2(§21)’
(951 hO

et on écrit :

h ~
/ hulog 2+ SV, > / (h = Tro) + O a2 -
951

0 Q1

De plus I'équation de continuité montre que h; = ﬁoe*mdiv (u1)=0Athr > (. Finale-

ment on en déduit I'inéquation suivante :
1 2 1 ~ 2 2
Slunlzey + lur = Golzaa,) + pAL DLz, + 1Pl zan)

1 1 1 1
+ OAL 720, + §||A2 (ur 0 T1) |20y + §||A2 (ur 0Ty — g 0 To)[Z2(,)
+ At1+a||u1||§{3(gl> < Dy. (4.19)

Puisque €; C R? on a H3(2;) — WH(Q,), donc il existe une constante K telle

que
K
Can

Cette estimation montre que ’on peut toujours choisir At assez petit tel que det J; >

l—«o
At||u1||w1,oo(91) S KAt”ul”H3(Ql) S KAtT\/ﬁ

0 et la transformation x5 = 21 + w1 At a un sens.
estimations pour k = 2

De la méme facon, on a :

1 1 - . a
5”’&2”%2(92) + 5”’&2 — U1H%2(Ql) + ,LLAtHD’LLQ H%Q(Ql) - At/ﬂ hodiv ug + AtlJr Hu2”§{3(92)
2

1 1
5l A (w2 0 To)[Fa(yy) + 5142 (uz 0 Ty =g 0 1) (s

1 I, .1
S 5 / U% ‘ det J1| + 5”142(’&1 @) Fl)H%2(’YO)' (420)
Q1

L’inégalité de Gagliardo-Niremberg conduit & :

1 1 At
5/ uf|det Jy| < §||U1||%2(91) + 7CGN||U1||L2(91>||U1||§11(Ql)
Q1
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K2
+ 7At2||ul||%2(91)||U1||§13(Ql)> (4.21)

Ox21 Ox22 Ox21 Ox22

puisque H? C Wb et detJ; = 1 + Atdivu, + At? <MM — MM). Pour

traiter le terme —At fQQ hodiv us, on écrit

h
—At / hodiv uy = / hylog = — At / h2
Qo Qo hl Q2

h
:/ hglog~—2+5At||h2||%2(Qg)’
Qs h

1
et on obtient :

h ~
/ h210gﬁ—2+6At||h2||%2(92)2/ (hy — ) + 0o,
QQ QQ

1

de plus

/ h1| det J1| S / h1 + At/ hldiV uy + KQAtQ ||h1 ||L1(Ql)||u1||%13(91), (422)
971 Q1 931

avec

At / hldiV Ui S ”hl ”L.A’(Ql) || Atdiv (751 ||LA(91) s
951

ott Lq,) est lespace de Orlicz défini par la N-fonction A(t) = exp(t?) — 1 et
L (q,) son dual défini par la N-fonction A'(t) équivalent & t+/log™(¢). Puisque
Attte|div u1\|%oo(gl) < KDy, on a si At est assez petit

A(Atdivuy) = 14 A div u |72,y + T(AP7) = 1.
Q1

Donc, puisque

1 1
1hilz e, < 1hilZian / hilog™ by | < |l + —/ hilog™ hy
! Y \Ja, 4 Ja,

1
< ] pr ) + Z||h1||%2(91)a

donc

3
At/ hidivuy < CLAE w33, 1hl F20,) + CoAE > [ 10y
Q1

+ C3ALP 7 [ 72(0)- (4.23)
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Ainsi, des relations (4.19) et (4.20)-(4.23), puis en ajoutant ,uAthH%Q(Ql), on déduit

facilement l'inégalité suivante :
1 1 ~ 1 _ Can
§HU2H%2(QQ)+§HU1—UOH%%Ql)+§HU2—U1H%2(91)+At (M - THU1HL2(91)) H’Ul”fm(gl)

+ A Dus72(,) + [h2li(@s) + AU — CsAL ) | A |72,y + 0A ho| 72 (o)

1 1 1 1 o
+5lAz (w0l —u 0T0)[72(y0) + SlAz(uzolz—u oT1) T2y + AT A 320,

1
FAE T a0, + 5”14%(“2 0 T9)| 72y < Do + 2uAt Do + Co At *AtDy = My,

) =

ou 9

, K
A= 1= AT bl Loy — ARl 1y — AT il
— AR Ay, avec i =1, .m — 1.

Puisque on a la condition (4.18), u — Can/2|ui]r2(0,) > 0. De plus pour At assez
petit 6 — C3At1 ™22 > 0, A; > 0 et le terme du membre de gauche est positif. Notons

aussi les propriétés induites par I'opérateur At®B qui nous permet de montrer que
det JQ > 0.

estimations pour tout k

De la méme fagon, on déduit la relation suivante :

k k—1
1 1 ~ Cen
§||Uk||%2(gk) + 9 Z Jui — Uz‘—1||%2(gk) + Z (M - T”Ui”m(m)) At”ui”%{l(ﬂi)
i=1 i=1

k—1
+ P Dugl32 6, + Vil o) + (6 = C3AET) Y " At|hill 720, + SAH ]} 20,

=1

1 k k—1

1 «
t3 D 1A (ui o T = wiy 0 i) [Fapy) + D A sy
i1 i1
a 1 1
+ AT g T + 5142 (ux 0 Ci)l72¢r0) < M (4.24)

De plus, comme pour k = 2, les termes A; et y1—Cean /2|u;| 2(q,) sont positifs. Ainsi,

pour tout k € {1,2,...,m}, on obtient les estimations annoncées. U
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Remarque 4.6. A partir de 'équation de continuité discrétisée du systéme (P?) et

de la précédente équation (4.24) on a :

5 [ o) |z
1 hi

Remarque 4.7. A partir de résultats classiques sur les espaces de Sobolev, on en

déduit que :

1+«

Vo € Qi Yy € 0, | At 2 u(x) — At 2 u(y)| < A5 Jug] el — yl-

D’autre part, 'inégalité (4.24) montre que At”anuk”?{g(ﬂk) est borné indépendam-
ment de k. En dimension 2, H3(Qy) — Wh>°(Qy), donc

Vo € Q, Yy € 0, |Atug(z) — Atug(y)| < AtlfTan -

Si on choisit At tel que At(1=®)/2C < 1, cette inégalité montre que le déplacement
relatif d’un point du domaine par rapport au déplacement d’un point de la frontiére
est plus petit que la distance entre ces deux points. Cette information nous permet

d’affirmer qu’il n’y a pas de point sortant du domaine d’un pas de temps a 'autre.

4.5 Passage a la limite sur At

Nous montrons ici que les solutions approchées ont la compacité nécessaire pour

passer a la limite dans le domaine discrétisé en temps et dans les équations.

4.5.1 Dans le domaine discrétisé en temps

On introduit les notations suivantes pour tout k € {0,....,m—1}, t € [kAt, (k+1)At]

~

d(X,t) = di(X), pour tout t € [kAt, (k+ 1)At| (4.25)

et

d(X,t) = dp(X) + up(X + dp (X)) (t — kKAL) pour tout t € [kAL, (k4 1)At[. (4.26)

On a:
|dillz2(r0) < Atfug © Lol r2y),
et
Il 2v0) < Ndk—1lm2(v0) + At|ur—1 © Tr_1] m2¢46)-
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Ainsi, du lemme 4.5, nous déduisons que :

2uT
sup |di|a2(y0) < V2K < CL
0<k<m N
On obtient donc : )
I M
Hd”Loo(Hz(A{O)) <V2@K,T < C—’
GN
7l 2uT 2
|dll Lo (mr2(0)) < \/ET—F At\/2K, < K + At K
CGN CGN
et N
od 2
o7 Il Lee < V2K, < ——.
| ot leer20p < — Cen

On en déduit ainsi que d est borné dans W1ee(0,T; H*()). Donc il existe d €
WEe2(0,T; H?(70)) € WH(0, T C (%)) tel que

d 222 d dans W'(0,T; H*(7)) faible étoile.

De plus, puisque Pinjection de W1>°(0,T; H*(~y)) dans C%*(0,T;C' (7)), 0 < a <
1, est compacte
d 222 d dans C%*(0,T; C(yo)) fort.

D’autre part, étant donné que | d|y1.00(0,7,w1.00(19)) < liminfa;_g H&VHWLO%QT;HQ(W)) <
(14T)v2K,, on en déduit que det J (X, t) # 0, X € v, t € [0, T], pour des données

petites. Du lemme 4.5, on a :
|d = dl[m2¢0) < At sup lur o Tr| g2y < CAL

donc
d—d 2= 0 dans L>®(0,T; C'(v)) fort,

et on a @\At ﬂ@.

4.5.2 Dans les équations discrétisées en temps

Dans cette section, on donne quelques éléments pour le passage a la limite dans

les équations discrétisées en temps. On introduit les notations suivantes, pour tout
ke{l,..m—1}, te€ kAL, (k+1)At]
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Q@) 1) — @t — At),t — At)

AE),6) = AE(E — AL, ¢ — AL) + 2. (t — kAD),
R0 = H(E(— At — A 1 MEB:D) = E@A(tt_ A= AY ).

Dans Qa¢, les solutions discrétisées en temps vérifient le probléme :

EGOR)
_ ot
(Pv)

— pAG(Z(t), 1) + A" Ba(z(t), ) + VA(Z(), 1) = 0,

(T (1), 1)

o+ h(E(), )diva(E(z). 1) + Sh(E(1), 1) =0,

avec les conditions aux limites :

G(X +d(X,t),t) - n(X +d(X, 1), t)| det T| (X, t)
+ ALTH(BU) (X + d(X,t),t) = —A(OU (X, 1)/0t) sur vo, (4.27)

ou U(X,t) = u(X + &\(X, t),t). D’autre part, les résultats de compacité obtenus
dans le lemme 4.5 nous permettent de déduire qu’il existe u € L>(0,T; L*(€)) N
L*(0,T; H()) tel que

U — u dans L>(0,T; L*(£;)) faible étoile,
U — u dans L*(0,T; H'(€)) faible.

On pose QA = QacN{(z,t); x € R?}. On obtient :

T m
[ 1806 - 2@~ 80t = 80,y = C D Al — iR, < CA

At k=1

On en déduit ainsi que @(Z(t),t) — A(T(t — At),t — At) == 0 dans L*(Q) fort. De

plus, d’apres les estimations sur uy, on montre que

|u(@(t), )| L2(an < C

et
[a(@(t), ) — AE(t — At), t — At)[Faguy < D Atlug — up_1]72(q,) < CAL
k=1
On peut alors en déduire les résultats de convergence qui suivent :

_/\At—» 2
{ u—u — 0 dans L*(Q) fort , (4.98)

o “= u dans L2(Q) faible .
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De la méme fagon, il existe h € L*(Q) tel que

At—0

h 2= b dans L*(0,T; L2(€,) faible . (4.29)
De plus la remarque 4.6 nous permet de déduire que
/ / log h(E(?).?) = At Z / log (
At Jo, a, z(t — At),t — At)

et ainsi R
log [ =— hEW), Y 2220 dans LY(Q) fort.
h(Z(t — At), t — At)

)'<<cm

Comme % est borné dans L*(Q), on en déduit, d’aprés cette convergence forte, que
R(Z(t),t) — h(Z(t — Ab),t — At) 222 0 dans LP(Q) fort, p < 2,

ce qui entraine :
At—0

h—h 2220 dans LP(Q) fort, p < 2. (4.30)

Nous allons a present montrer que 9/t == du/Ot+u-Vu au sens des distributions.

Puisque Qm 222 Q, pour tout ¢ € D(Q), il existe At tel que VAt < At, supp
¢ CC @At. En considérant un pas de temps At < At, on multiplie du/dt par
¢ € D(Q), et on obtient :

@), 1) — (3t — A, t— At
[ BEO0-TE-M MG
Qat
u(z(t),t) - u(z(t — At),t — At) |,
= ———0(@(t),1) — / B(Z(t),t) (4.31)
/@At At Qa At
Dans le dernier terme, on introduit le changement de variable suivant : t* =t — At.

On note J la matrice jacobienne associée au changement de variable et det J son

déterminant

det J = 1 + Atdiva(Z(t"), t*) + At (DU(E(), t))*

_ 06 06 0G 9G

ou (D¢)? = — .
( <> al'l al'g 6:702 8301
At est assez petit d’apres les résultats de compacité du lemme 4.5. En notant que

Ce déterminant est strictement positif et borné si

102



Partiell: Chapitre 4. 4.5. Passage a la limite sur At

f@m = fATt th L on obtient ainsi

asy = [ MW(W)

/ o / )gb(f(t* + AL, £+ At) det J
Qz* At
_ (t T u(@(t),t) | . )
_ /Qm At / /QA 0@ (e + Ad), 1+ A
T—At
/ / Odivu(z(th), t*)o(T(t* + At), t* + At)
N
T—At
—At/ / ) (Da(E(t), 1) (T(t* 4+ At), t* + At)
Qpx At

T—At T
En remarquant que fm T = fAt T fT—At -, on trouve

(4.31) = /Q G, t)cb(f(t)at) G(T(t+ AL), t + At)

At
t4 ALt + At
/A/ UL AC TRV RN
A12% voir r(;,marque (4.8)
T—At
/ / Odiva(E(t), ) E(E + AL), ¢ + A)
Qt t
T—At .
—At/ / ) (DAE(), 1) $@E(t + At),t + At).
Q¢ At

-~

229 voir remarque (4.9)

Pour simplifier, nous ne ferons pas apparaitre les termes convergeant vers 0 quand

At tend vers 01, donc (4.31) peut étre écrit sous la forme :

(4.31) = /Q 2@, n 201 - Z(f(t), t+ Al)
i 2 @), ¢+ AL) — o(T(t + Al), ¢ + Al)
+/@At u(z(t),t) v

/T At/ t) div u(Z(t), £)p(T(t + At), t + At)
Qt, At
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S [ ﬁ(fc\(t),t)(b@(t)’t—i_AAti_¢(§(t)’t)
Qat
_/ G, t)¢< Z(t) + Ata(z (),t),tA—ZAt)—Mx(t),t—i—At)
Qat
/T At/ t) diva(z(t), t)p(Z(t + At), t + At).

On passe a la limite sur At dans chaque terme V¢ € D(Q)

. (0.0 PELL 4 AD — 9(F(1).1)
R A Al

_ 0p(x(t),1)
_<u(x(t)’t)’ ot >D’(Q),D(Q)’

. S(E(t) + ALA(E(L), 1), + At) — $(F(1), t + A)
A0 Qa At

— lim Z/ MGOR, >¢z( 2(t) + AtU(E(E), 1), t + At) — ¢i(T(t), t + At)

2 2
8@ z(t ,t
= 3% (el Ouytat. ), 01
i=1 j=1 J D'(Q),D(Q)
et
T—At
lim / / £) div B3 (), )B(F(t + AL), £+ At)
At—0 At Qe

= (u(z(t), ) divu(z(t), t), o(x(), 1)) 0(Q).D(Q)-
Finalement, on obtient

T(E(L), 1) — (@t — Ab), ¢ — Ab)
A=0JQu, AL

) Op(x(t), 1)
__<u(x(t),t>7 ot >D/(Q)7D(Q)

=33 (utott oy a0, 20D
=1 = i D'(Q).D(Q)

—(u(x(t),t) divu(z(t),t), (x(t), 1)) p/(Q),p©) (4.32)

¢ (z(1),1)
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_ ou(z(t),t) (). ¢
< o D(Q),D(Q)
+ ((u(z(t), 1).Vu(z(t), 1), o((t), 1)) b0y p(o)
+(ulz(t), t)divu(z(t),t), d(x(1). 1)) pi@).0@
—(u(z(t), t)divu(z(t),t), d(z(1), 1)) p/@),0(@)
i, [ o0
_ <au(9g(;), t) + (u(a(t), ) - Vu(z(t), 1), d(x(t), t)> .(4.33)
D(Q).D(Q)

Remarque 4.8. D’apreés la définition du support de ¢, il existe At tel que

U Qae x {t}| N supp ¢ = @, for all At < At.
te[T—At,T]

Remarque 4.9. On a

T—At
aof IR0, DDA, ) (70 1)

§2Atsukp Jurl L2y x ( Atl\ukHHs(Qk)sip\laﬁl\mmk)a

k=1

d’aprés les estimations du lemme (4.5)

At /0 i /Q (), )(DAEWD), D)2 6GE (1), £)] < CAL—.

ainsi, puisque 0 < o < 1,

lim At/T - /Qw D (DAE®E), )2 6GE (1), £) = 0.

At—0

On utilise la méme méthode pour passer a la limite dans le terme

dlog h(Z(t),t) .
/@M — 2@, 1),

et on obtient

(PO | ogafey ) Vioghtee) 00600 L (as

ot D'(Q),D(Q)

Finalement, au sens des distributions, quand At tend vers 07, (75;) conduit au
probléme (P?).
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4.5.3 Passage a la limite dans les conditions aux limites

Pour obtenir les estimations de la premiére section et passer a la limite dans le
probléme régularisé (P?), nous devons montrer les conditions aux limites (4.2). Pour

se faire, on réécrit le probléme discrétisé en temps sous la forme variationnelle :

aN -~ 1 1
—“¢+/ Vive — hdivng—Ato‘/ B}(3) B} (¢)
0a O Jau, N Qar
+ <2A1/2((7), A1/2(¢>)> =0, V¢ € D(0,T; C*(R?)), (4.35)
ot D'(0,T;L%(70))

~

ou ®(X,t) = ¢(X + d(X,t),t). La relation (4.32) est encore valide si on prend
¢ € D(0,T;C°°(R?)), mais on ne peut pas appliquer a cet instant la formule de
Green et écrire la relation (4.33) pour ¢ € D(0,T;C*(R?)). Donc, en notant que
TAt—0

d 222 d dans L>(C") et U est borné dans L®(H?2(7,)), on en déduit seulement que,

a la limite,

00 2 2 00,
U— — Ul —— — divuu¢+/ Vquﬁ—/ hdiv ¢
/Q ot ;;/Q " O /Q Q Q
+ <§A1/2(U), A1/2(¢)> =0, Vo € D(0,T; C*(R?)). (4.36)
t D/(0.T5L(20))

De plus, dans la section précédente, on a montré que

% +uVu — Au+ Vh =0 dans D'(Q).

Puisque uVu € LY3(Q), donc 2 — Au + Vh € L*3(Q). Ainsi, en considérant la

ot
fonction ¢ € D(0,T;C>®()), on a :
ou
— —Au+Vh| ¢+ [ uVueg =0, (4.37)
Q \ 0t Q
Pour appliquer la formule de Green, on introduit ©; = (—g—;ﬁ + h, 0, u;) et Oy =
(0, —g—;z + h, uy). Donc, (4.37) peut réécrit sous la forme

2
Z/W@mﬁ/uvw:o,
i=1 7@ Q
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ot div représente I'opérateur divergence dans Q. On peut ainsi appliquer la formule

de Green dans () et on obtient :
96 2 2 2
/Qua + /QVUV¢+Z/EUi¢iNt - Z/Eébz‘vui - N + Z/Zsz‘hz‘Nmi
=1 =1 =1
2 2 96, 2
— wit;—— — [ divuue + / widiu - Ny =0, (4.38)
Z Z /Q ! O /Q Zzl 2

i=1 j=1

ou N = (Ng,, N.,, N;) est la normale unitaire extérieure a (). Ainsi, en notant que
u- Ny = =Ny et [N, = fOT f% Yn;, on obtient la relation (4.2) dans W~1(0, T}
H~2%()) en combinant (4.36) et (4.38).
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Chapitre 5

Simulation de la dérive d’une nappe

de polluant a ’aide d’un modéle de
SW & frontiére libre

Ce chapitre a fait l'objet d’un article en cours de publication [51].

5.1 Introduction

Nous nous proposons de donner une modélisation de la dérive de nappes de polluant
a la surface de la mer. Ce polluant peut étre bien stir du pétrole, mais aussi tout
autre fluide de densité inférieure a celle de I’eau de mer et faiblement miscible dans
celle-ci. Les phénomeénes qui vont conditionner le devenir d’un polluant dans 1’eau
sont nombreux et simultanés : étalement, évaporation, dissolution, dispersion sous
forme de gouttelettes, biodégradation, etc.

Contrairement a la plupart des modéles que nous avons rencontrés dans la lit-
térature, nous avons choisi d’opter pour un véritable modéle d’écoulement de la
nappe de polluant plutot que par un simple suivi des trajectoires de ces particules.
Il nous a paru nécessaire, pour réaliser postérieurement des études de la consistance
du modéle, de se baser directement sur des équations de conservation usuelles pour
le polluant. Cette approche se veut différente et complémentaire de celles générale-
ment utilisées, comme par exemple le modéle Mothy de Météo France dédié a la
prévision de dérive des hydrocarbures. Pour simplifier, la plupart des modéles tels
que Mothy sont basés sur le méme principe : la nappe d’hydrocarbure est entrainée
par le courant de surface & 100% de sa vitesse et poussée par le vent a environ 3% de
sa vitesse. En connaissant la position de la nappe ainsi que la force et 'orientation
du courant et du vent de surface pour les jours a venir, un calcul vectoriel simple

donne la réponse. Des utilisations du modéle Mothy en temps réel sur des cas con-
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crets ont été effectuées avec succés, comme par exemple lors de 'accident de I’Erika
dans le Golfe de Gascogne (décembre 1999).

Bien entendu, la pratique est plus compliquée. Le vent de surface en un point
précis de la mer n’est pas toujours celui des bulletins météorologiques. D’autre part,
le courant de surface est une combinaison du courant général de la zone, des courants
de marée et des courants dus au vent, avec des sources d’incertitude multiples.
Pour le calcul des courants, les logiciels de simulation, tels que Mothy, utilisent
généralement un modeéle barotrope couplé & un modéle de viscosité turbulente qui
permet de représenter le cisaillement de courant sur la verticale. La résolution
numérique étant souvent basée sur une méthode de type différences finies. Notons
que ce type de modéle suit (ou prédit) la trajectoire des particules; il est donc bien
adapté a I’étude de la dérive des containers et a déja été utilisé a cette fin.

Nous nous proposons dans cette étude de donner un modéle permettant la sim-
ulation de la dérive de la nappe en prenant en compte la phase d’étalement et en
considérant différents facteurs tels que le vent, la gravité ou encore la friction en-
tre la mer et le polluant. Pour se faire, nous introduisons un modeéle bi-couche.
On suppose pour cela que le polluant et ’eau sont deux fluides superposés et non-
miscibles. Dans cette premiére étude, le comportement de I’eau est supposé connu et
on s’intéresse essentiellement a la modélisation de la propagation du polluant. Pour
décrire le mouvement du polluant, nous proposons un modéle de shallow water. On
note h ’épaisseur de la nappe de polluant et u sa vitesse intégrée sur la hauteur. On
suppose dans un premier temps que la vitesse W et le gradient d’élévation VA’ de
I’eau sont connus. Les équations que nous considérons pour caractériser I’écoulement

du polluant sont données par :

9

8—2;+(u-V)u—MAu+th+th’+C|u—W|(u—W):f
(Py) -

i + div (uh) = 0.

Ici f représente le forcage du vent, g 'accélération de la gravité et C' un coefficient
de frottement entre les deux couches. Au systéme (P,) on ajoute les conditions
initiales : h(t = 0) = hg et u(t = 0) = up. Soit w(t) le domaine occupé par le
polluant a 'instant ¢ de frontiére v(¢). On introduit, comme indiqué sur la figure
5.1, un domaine fixe ) correspondant a la surface de 'eau de frontiére I' tel que
w(t) C K,Vt €[0,T], ou K est un compact de €.

Une premiére approche consiste a calculer I’écoulement du polluant dans le do-

maine fixe 2 de la fagon suivante : au temps ¢t = 0 on suppose que h = 0 sur v(0).
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Figure 5.1: domaine (2

Pour caractériser I’absence de polluant dans €\ w(0), on prolonge la condition h = 0
dans © \ w(0). On suppose ainsi que hy = uy = 0 dans Q \ w(0).

Cette méthode permet d’utiliser un maillage fixe et de contourner les difficultés
liées aux conditions aux limites. Par commodité, on considére les conditions u-n =
rotu = 0 sur I'. Dans ce cas on sait que le probléme admet une solution faible [14].

Mais en général, les dimensions de la nappe sont beaucoup plus petites que celles
du domaine €2 occupé par la mer, ce qui diminue la précision des calculs au niveau

du domaine occupé par le polluant.

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle approche basée sur un modéle a
frontiére libre. Nous proposons de résoudre le mouvement de la nappe uniquement

dans le domaine w(t) ot le polluant est réellement présent.
5.2 Un modéle défini sur un domaine dépendant du
temps

On rappelle que w(t) est le domaine occupé par le polluant a U'instant ¢ € [0, 7] et
Q= Utepo,r (w(t) x {t}). Pour caractériser I'écoulement de la nappe, on considére les

équations de shallow water, détaillées dans 'introduction, écrites dans le domaine
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dépendant du temps w(t) :

% + (u-V)u—pAu+ gVh+ gVh +Clu — Wl(u—W) = f dans w(t),
oh .

(Py)§ o +div(uh) =0 dans w(t),
h(t =0) = hg dans w(0),
u(t =0) = ug dans w(0),

\

ot hy s’annule sur v(0). La principale difficulté réside dans la caractérisation des
conditions aux limites. Pour les décrire on considére que la déformée de la frontiére
v(t) est définie par y(t) = {2’ = = + d(z,t), x € v(0)} (voir chapitre précédent),
ou d représente le déplacement d(x,t) = I'(t,0,x2) — x et I'(¢,s,z) correspond &
I’écoulement lagrangien, i.e. la position a l'instant ¢ de la particule localisée en x
a l'instant s. Avec ces notations, on a la condition naturelle 9d(I'(0,¢,x),t)/0t =
u(z,t) sur v(t). On compléte cette condition par une condition sur la composante
normale du tenseur des contraintes : o, (t) = h(t) — udivu(t) = A(9(d o I'(0,t,.)) -
n/0t) sur y(t) et une condition sur le rotationnel : rot u(t) = 0, ot A est un opérateur
frontiére prenant en compte les efforts exercés sur le fluide par l’environnement
extérieur sur y(¢) (voir chapitre précédent). De tels opérateurs frontiéres sont utilisés
dans V.A. Solonikov [70] et J.T. Beale [3]. Dans cette premiére approche nous
négligerons ces forces et on prendra A = 0 [69]. Dans ce cas, il est naturel de
considérer que h(t) = 0 sur (¢), ce qui entraine finalement les conditions div u(t) =
0, rotu(t) =0, h(t) = 0 sur y(t).

5.3 Formulation ALE du probléme

Pour la résolution du probléme (P,), nous proposons une méthode ALE (Arbitrary
Lagrangian Eulerian method) couplée a la méthode des caractéristiques. Une présen-
tation générale de la méthode ALE est donnée dans [36, 37, 53]. Cette méthode
permet de combiner les avantages (tout en diminuant les inconvénients) des deux
approches classiques utilisées en mécanique des milieux continus : la description
Lagrangienne et la description Eulerienne. La description Lagrangienne permet de
repérer assez facilement les surfaces libres et les interfaces entre les différents points
matériels, mais elle n’est pas adaptée lorsque de grandes distortions du maillage
interviennent (figure 5.3). La description Eulerienne, qui utilise un maillage fixe,

évite de telles distortions, mais demande une définition de l'interface précise et un

111



Partiell: Chapitre 5. 5.3. Formulation ALE du probléme

maillage détaillé (figure 5.2).

La méthode ALE consiste & calculer a chaque itération en temps, une vitesse de
domaine suivant le mouvement de la frontiére (& travers les conditions aux limites
vérifiées par celles-ci) et calculée de fagon arbitraire a l'intérieur du domaine, de
sorte & obtenir un maillage de bonne qualité. On introduit alors cette vitesse dans
les équations de shallow water et on l'utilise pour construire le maillage suivant.
Le couplage avec la méthode des caractéristiques est particulierement intéressant
puisqu’il permet de prendre en compte les termes d’advection dans les équations de

continuité et de conservation de la quantité de mouvement.

Maillage Eulerien

Figure 5.2: Maillage en eulérien.

Maillage initiale Maillage a l'instant ()

Figure 5.3: évolution du maillage en Lagrangien.
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Dans ce qui suit, nous ne prenons pas en compte les effets du vent, du gradient
d’élévation de 'eau et des termes de friction, pour éviter d’alourdir les équations de

notations inutiles a la présentation de la méthode numérique.

On commence par définir, pour tout ¢ € [0, T, la vitesse du maillage ¢'. Plusieurs
méthodes peuvent étre utilisées pour calculer cette vitesse. Pour notre probléme, c!

vérifie une équation de type Poisson :

{ Ac(z) =0 dans w(t),
A (z) = u(x,t) sur y(t).

Remarque 5.1. Pour définir les conditions aux limites, on peut également utiliser
dans certaines situations la composante normale de la vitesse. C’est notamment le

cas lorsque la composante tangentielle de la vitesse est prédominante [53].

On définit ensuite I'application

c: @ — R?
(x,t) — c(x,t) = c(x).

La correspondance entre les différents domaines €2(¢1) et €(¢2) est alors donnée par

I’application :
Cltiita) : w(ty) — wlta)
Ty 1y = C(x1, 15 t2),

ou (C(z1,t1;t),t) représente la courbe caractéristique de (x1,t;) vers (xq,t3) dans le

domaine espace-temps () :

d t
SlClr i) 1] = ['(C).1]

[C(x1,t13t1), 1] = [21, 1]

Remarque 5.2. C(xy,t;t) décrit le mouvement d’un nceud qui se trouve a la po-

sition x; & l'instant ¢;.
Pour tout temps 7, la vitesse ALE u, est alors définie par
ur(z,t) = u(C(x, 15t),t), avec x € w(1) et C(x, T;t) € w(t), (5.1)

ce qui est équivalent a :
ur (Clx,t;7);t) = u(x, t). (5.2)

De la méme fagon, on définie la hauteur ALE h, et la vitesse du maillage ¢, par :
he(2,1) = h(Cla, 1), 1), (5.3)
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cr(x,t) = c(C(x, 751),t), avec x € w(T) et C(x, T;t) € w(t), (5.4)

ce qui est équivalent a :
he(Cla ) 1) = B ), (5.5)
cr(Clz,t;7)5t) = ¢z, t). (5.6)

Avant d’établir la formulation ALE de notre probléme (P,), on donne dans le lemme

suivant un développement a l'ordre 1 des dérivées de

F: Q — w(r)x[0,T]
(z,1) = (C(z,8;7),1),

Lemme 5.3. Si on suppose que F, est suffisamment réguliére, on a pour tout x €

w(t) :

OF;
(@, t) = (—c(x, ), 1) + Ot = 7)
et
aa—i:(x, t) = (e, 0) + Ot — 1),

—
ou e;, 1 = 1,2, est le vecteur unitaire correspondant a 'aze Ox;.

Démonstration. La premiére relation est obtenue en établissant le développement

F
limité de 7 —— ——(x,t) en t :

ot
OF; OF,
T ) = /L
o 0=
En effet, la dérivée de s — (C(x, s;t),s) en t est donnée par

(st ) @t (st~ 1)
s—t s—t s—t s—1t1

(2,t) + O(t — 1) = (—c(x,t),1) + O(t — 7).

or le d-1de t — C(z, s;t) en s donne
C(z,s;t) =C(z,s;8) +c(z,s)(t —s)+o(t—s) =x+c(x,s)(t —s) + ot — s),

d'ou C(z, s;t) —x = c(x,s)(t — s) + o(t — s), et donc

OF; L o(t —s)
E(xat) _EEE( C([E,S)—f‘ s — 1t

1) = (—c(z,1),1).

T

De la méme fagon, en donnant le développement limité de ¢ — (x,t) en T, on

obtient la deuxiéme relation : '

oF; (2.1) oF;
—(z —
&ci ’ 8%

(x,7)+ Ot —7)=(6;,0)+O(t — 7).
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Pour établir la formulation ALE & l'ordre 1 du probléme (P,), on reporte les
définitions (5.2), (5.5), (5.6) dans (P,). Ainsi, en utilisant les formules des dérivées

de fonctions composées, et en appliquant le lemme 5.3, on obtient :

Lemme 5.4. Si les solutions sont suffisamment réguliéres, la formulation ALE du

probléme (P,) est donnée par :

(Py.) 85? + (ur =€)Vt — plu, + gVh, = O(t — 1), dans w(r) x [0,7],
Py,
aaf? (tr = ) Vhy + hydivu, = O(t — 1), dans w(r) x [0,T].

Démonstration. On a u(z,t) = (u, o F;)(x,t). En utilisant les formules de déri-
vation des fonctions composées :

ou OF;
G—xi(x’t) = J(C(z,t;7),t) - a—%(%t),

ou J est la matrice jacobienne associée a u. :

O(ur)e,  O(ur)e,  O(Ur)s,

al'l 6:702 6t
J pu
O(ur)wy  OUr)ey,  O(Ur)ay
8:1:1 81'2 ot
Ainsi, en appliquant le lemme 5.3 on arrive a :
ou ou,

F(o.) = G Clat:7).0) + Ot = 7).

De la méme facon,

ce qui donne
ou 8uT

a(l‘vt) éfzb

En reportant ces resultats sur les dérivées partielles dans le probléme (7P,), on
obtient les équations (P,. )1 et (P,.)a. O

(x,t;7),t) — c(x, ) Vu (C(z, t;7),t) + O(t — 7)
(Cx,t;7),t) — ¢ (C(x, t;7),t)Vu . (C(x, t;7),t) + O(t — 7).

Remarque 5.5. Par la suite, on utilisera une discrétisation en temps d’ordre 1 pour
résoudre le probléme (P, ). En effet, une discrétisation temporelle d’ordre supérieur
a 1 ne donnera pas plus de précision puisque la formulation ALE est d’ordre 1. Pour
obtenir une précision en temps d’ordre 2, il est nécessaire d’avoir un développement
supérieur de F, ce qui rend les équations ALE plus complexes. Pour plus de détails

sur des schémas d’ordre 2, nous pouvons citer [29].
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5.4 Discrétisation en temps

On note At le pas de temps, w" = w(t") de frontiére 4", et on considére la discréti-
sation en temps suivante : 0 =t < t! < ... <tM =T = mpAt, avec At = "+ —¢".
Soient U™ : w" — R? et H" : w™ — R les approximations des solutions continues
u(t), h(t) au temps t". Pour toute fonction g : Q — R2 et (n,m) € N2, 0 < n < Z,

0<m< %, on introduit les notations :

g (z) = gm(x,t") for x € W™,
9"(x) = gp(x) = g(z,t") for x € W".
Le principe de la discrétisation en temps est alors le suivant : on suppose connus le
domaine w™, la vitesse U", la hauteur H" et la vitesse du maillage C™. Le calcul
de wntt Ut HT et O™ est basé sur la méthode des caractéristiques (pour
plus de détails nous pouvons citer [68]). Pour se faire, on renormalise ’équation de
continuité (P, ), comme suit :

0
a log htn -+ (Utn — Ctn)v log htn -+ le Ugn = O, (57)

et on utilise la méthode des caractéristiques [67], pour I’équation de conservation
de la quantité de mouvement et de continuité, afin d’approcher la vitesse ALE
ugn (2, t"T1) et la hauteur ALE hg(z, ") au temps t"™' = " + At. Dans ce
qui suit, on notera U™ et H"™! les approximations de s (x, ") et b (z,t"1).
En approximant la dérivée Lagrangienne par un schéma d’Euler implicite d’ordre 1,

on obtient ainsi le schéma suivant :

(UM (z) — Atp AU (2) + AtgVH (7)) = U™(z) dans w",
log H™1(z) + Atdiv U™ (z) = log H"(z) dans w",
divU"t =0 sur 7",
rot U =0 sur 7",

L Hg“ =0 sur y",

ou U™(z) = UM(X"(x,t")) et H™(x) = H™(X"(x,t")), avec X™(z,.) : [t", t"!] —
R? représentant la courbe caractéristique solution de :

aXn n n n
X", ") = 7.
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Remarque 5.6. Dans notre étude, nous approximerons le pied de la caractéristique
par un schéma de Runge-Kutta d’ordre 1 : X" (z,t") ~ x — (U™ — C™)(x)At.
D’autre part, compte tenu des conditions aux limites vérifiées par C" (C™(x) =
U™(z) sur '), on peut supposer que le pied de la caractéristique reste dans le
domaine 2" pour un pas de temps assez petit, ce qui permet de justifier la définition

de U™(X™(x,tm)).

Nous pouvons a présent en déduire le domaine w"™*! a I'aide de I'application

Foi1(,t") : w™ — w1 Alnsi,
Foi(z,t") = (C(x, t"; "), 1) = (z + AtC™(x) + O(AF), ).
On peut donc approximer w™*! par
W' ={y,y =z + AtC™(z), x € Q"}.

+1

Il nous reste & définir les approximations U™ et H"™! sur w™™. Pour y = z +

AtC™(x) € wt UL wrtt — R?2 et H™M! : w™! — R sont approchées par :
U (y) = Up*(2)
H"(y) = Hy (@),

ouy =z + AtC"(x).

Remarque 5.7. L’équation de continuité renormalisée (5.7) introduite pour la dis-
crétisation en temps assure la positivité de H™ (voir 'équation (5.11)) pour tout n

et permet d’obtenir certaines estimations dans la section suivante.

5.5 Discrétisation en espace

5.5.1 Meéthode numérique

La discrétisation en temps décrite dans la section précédente nous ameéne a résoudre,

a chaque pas de temps t”, un probléme en variables d’espace du type :

(UM — Atp AU + AtgVH! = U™ dans w",
log H"™' + Atdiv U = log H" dans w",
(Py)
divUrtt =0 sur y",
rot U =0 sur v",
(| H"1 =0 sur ™.
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Pour résoudre le probléme (73;}), nous proposons d’utiliser la décomposition orthog-

onale de L?*(w™)? suivante :
L) = VHY(W") © Rot HY(w") & VH("), 58)

ol ‘H représente l'intersection de H' et de ’espace des fonctions harmoniques. On

peut donc décomposer U de la fagon suivante :
Urtt(z) = Vpit' + Rot ¢ + Vit (5.9)

avec pitt gt € Hl(w") et r"t € H. Puisque divU"" = rot U = HH =
0 sur 4", on en déduit facilement que Ap™™!(= divU"™) et Ag"T (= rot Urt)
s’annulent a la frontiére. Avec la décomposition (5.9), on en déduit que 1’équation de
conservation de la quantité de mouvement discrétisée en temps (P;); est équivalente

au systeme suivant :

(

\Y ( L AtpApttt 4 AtgHg“) = Pym U"  dans w",

(M™) < Rot (¢p" — AtpAg™) = Pry H ur dans w™,

| Vit = PoyU" = U" — PonU" — Prey U dans ™,

n+1

complété par les conditions aux limites H"*! = ptl = ¢"t1 = ( sur 4.

Remarque 5.8. Avec cette décomposition, on obtient directement la projection de
Ut sur VH en fonction de U™

La nature des conditions aux limites permet de remplacer les équations (M")y,

(M™)y par le probléme scalaire :
Pt — AtpApttt + AtgH™ =60 dans w",

@ — AtuAgtt =4 dans w",

ou f et ¢ proviennent des projections de Um sur VH; et Rot H} : VO = Py ur
et Rotd = Py, H} Un. Ce probléme est résolu avec la base {ey, ..., ex, ...}, ou chaque

élément e, est solution de

(H) { —Ae, = \pep,  dans w",

er =0 sur ',

n+1

pour tout k. On peut donc approcher p"™! et ¢"*! de la facon suivante :

n+1 E :Oé e;,
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Nq
n+l __ n
i=1
Cette méthode nous améne a résoudre le systéme relativement simple suivant :

Qi + At:u/\laz = _Atg(H;;H_la ei) + (07 61‘)

Bi + AtpX;3; = (4, €;),

ce qui nous donne les coefficients «o; et ;.

Remarque 5.9. Avec cette méthode, on peut approcher U™+ par

NP Nq
Ut =Y "alVe + Y BrRote; + Vit (5.10)
i=1 i=1

Grace aux propriétés des éléments ey, on peut vérifier que U vérifie les conditions

aux limites div U™ = rot U™ = 0 sur 4".

Remarque 5.10. L’'inconnu H"! est calculé a I'aide de I'équation de continuité

(P})2 de la fagon suivante :

H = Hm e MU (5.11)

5.5.2 Estimations a priori

Le probléme que nous étudions a chaque pas de temps est du type

u—alAu+ Vh=f dans w”
logh + vdivu =logg dans w”,

(@) divu=0 sur ",
rotu =0 sur y",
h=20 sur ",

ou «, (3 et v sont positifs et constants. Nous proposons ici un résultat sur les

estimations globales d’énergie :

Lemme 5.11. Si (u,h) est une solution classique du probléeme (Q), alors u est

bornée dans H'(w™)? et h est bornée dans L*(w").

Démonstration. Soit (u, h) une solution classique de (). En multipliant (Q)); par

u et en intégrant sur w”, on obtient :

w™ w™
Pour traiter le terme —( fw" h div u, on résout exactement 1’équation de continuité :

h=ge vy, (5.13)
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Remarque 5.12. Puisque g fait référence au terme H™ calculé au temps précédent,
la relation (5.13) assure la positivité de g et h & chaque pas de temps si on suppose
que ho(z) > 0.

On a
ﬁ/ hdivud:r;:ﬁ/ gdivue WY dg

=0 / gdivue "W dy + 3 gdivue "W dg,
{z€w™| divu>0}

{zew™|divu<0}
<p gdivue Y dg,
{zewm|divu>0}

La fonction o — xe™7* est bornée sur [0, 4+00) : ze~ 7 < M, donc

I} gdivue’“’di"“dx < BM gdzx.

{z€w™|divu>0} {zewm|divu>0}

En utilisant les inégalités de Holder et Young ([, uf < elulainye + [ F172(uny2)s

on obtient les inégalités suivantes :
1
(1- 5)”“”%?@71)? + CY”WW”%?(M) < 5M/ gdx + g”f”%Q(w")Q' (5.14)

On peut également obtenir une borne sur h dans L?(w"). Pour se faire, on

considére la décomposition orthogonale de L?(w™)? suivante [33, 62] :
L*(w")? = VH*(w") @ Rot Hy (w™). (5.15)

Ainsi toute fonction u € L*(w™)? peut étre développée de la fagon suivante : u =

Vp + Rotq avec p € H'(w") et ¢ € Rot Hj (w™) solutions des problémes scalaires :

Ap =divu dans w™ A, n
(G){ ot (R){ Ag=rotu dansw

dp
et =0 sur v".
on q Y

=un=0 sur~y”

(La fonction p peut étre choisie telle que [ ,p = 0).
On considére ensuite la projection L? de I’équation (Q); sur le champ des vecteurs
gradients [14] :
(u—aAu+ Vh— f)Vide =0, (5.16)

wn

oul € H'(w"). En posant u = u, + u,, avec u, = Vp et u, = Rot g, on obtient :
/ (up — aAuy, + fVh — f)Vide = 0. (5.17)
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Ici, on a pris en compte le fait que les projections de u, et Rotrot u, sur VH!(w")
sont nulles. L’équation (5.17) est vraie pour tout I € H'(w™). Ainsi, en rappelant

que divu, = Ap, on obtient :
V(p—alAp+ Bh+0) =0, (5.18)

ou VO représente la projection de f sur VH!(w™) pour le produit scalaire de L? .

On obtient ainsi

p—alAp+ [Bh+0 =¢, (5.19)

ou £ est une constante.

Remarque 5.13. Dans F.J. Chatelon et al. [10], les conditions aux limites u - n =
rot u = 0 sont utilisées pour la projection de I’équation de conservation de la quantité
de mouvement. Ces conditions permettent d’obtenir les mémes résultats que dans

le cas divu = rot u = 0 sur la frontiére.

La borne L? sur h est alors obtenue en multipliant (5.19) par h et en intégrant

sur w",

B”h”%Q(wn):/ hfdx—/ h@dm—I—a/ hApdx—/ hpdzx. (5.20)

Les termes du membre de droite étant estimés de la méme fagon que dans [10]. O

5.6 Tests numériques

5.6.1 Dans un domaine idéalisé

Nous comparons les résultats obtenus en utilisant respectivement le modéle avec un
domaine fixe (introduit dans la section 5.1) et notre approche a frontiére libre. Afin
de donner une interprétation précise de ces résultats numériques, on considére un
domaine €) pas trop grand par rapport au domaine occupé par le polluant w(t) (&
I'instant initial, la nappe occupe un disque de rayon 200 m centré dans un carré
2 de coté 1000 m). Pour résoudre le probléme (P,) dans €2, on utilise la méthode
de Galerkin avec la base spéciale introduite dans le premier chapitre et qui vérifie
u-n =rotu = 0 sur I'. Dans les résultats numériques qui suivent nous ne prenons
pas en compte les effets de la couche d’eau (C' = 0, VA’ = 0) et on considére un vent
tournant f (figure 5.6).

On donne dans les figures 5.4 et 5.5 les maillages utilisés dans les deux approches

numériques et dans la figure 5.7 la position de la nappe de polluant a I'instant initial.
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Dans les figures 5.8 et 5.9 on présente la dérive du polluant a partir du modéle a
domaine fixe et du probléme a frontiére libre aprés 1500 s. L’évolution de I’épaisseur
du polluant est similaire pour les deux méthodes et on peut observer également que

la nappe est déformée par le vent et l'effet de la gravité de la méme fagon.

IR

X
DX

O

X

0
0 1000
Figure 5.4: maillage du do- Figure 5.5: mailage de w(t)
maine fixe )
1000 1000
IR R R 0.247
I, \\\\\\\\\4 \\\\\: \\\\\\\\\\
SRR NN 0.216
ST O\
RN . 0.185
ST AR
SN \::\3 0.154
ISR NN ' 1Ho.124
TN N _
RN, N
}}}}33:3\\ N 0.0926
LTI \ \ O\
e e N I A I I N I N O 0.0618
.
R A I I N A AR
I \‘“‘w*mM«HMXWN%NHHN%NVNVVN 00309
LY v .
A A AT AT AP
“‘vwﬂﬁ oo ””””””v
0 . ‘WW\L‘L\‘L\‘%\‘LL‘LJ/‘LJ/~L~LWWWW 0 O
0 1000 0 1000

Figure 5.7: hauteur de la nappe
at=0

Figure 5.6: vent
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1000 ;
0.0932 0.0878
0.0815 0.0768
0.0699 0.0658
0.0582 0.0549
0.0466 | 0.0439
0.0349 0.0329
0.0233 0.0219
0.0116 ' 0011
o 5 ‘ 0
0 1000 0 1000
Figure 5.8: épaisseur de la Figure 5.9: épaisseur de la
nappe a t = 1500 s, modele a nappe a t = 1500 s, modele a
domaine fixe frontiére libre

5.6.2 Dans un cas réaliste

Tests caractéristiques

Nous testons ici la méthode ALE dans une situation réaliste : le barrage de Calacuc-
cia (Corse, figure 5.10). Pour simuler I’écoulement de la couche d’eau on utilise le
probléme de shallow water. Sur la frontiére, on applique une condition d’imperméabilité
W -n = 0 et une condition sur le rotationnel : rotW = 0 qui nous permettent
d’utiliser la méthode de Galerkin avec la base spéciale mentionnée dans le premier
chapitre. A partir de la vitesse moyennée sur la hauteur, on utilise un modéle 1D
pour obtenir le courant de surface (figure 5.11). On observe un écoulement vers ’est
le long des cotes et une recirculation par le centre du domaine.

L’objectif est la simulation de la dérive du polluant. On présente dans la figure
5.12 le maillage du domaine occupé par le polluant & l'instant initial ¢y = 0 et son
épaisseur dans la figure 5.13. La frontiére v(0) est représentée par un cercle de rayon
trente meétres et I’épaisseur maximale A4, (0) est environ de 25 centimétres.

On donne dans la figure 5.14 la position de ce polluant a I'instant initial #.
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Figure 5.10: Barrage de Calacuccia (longueur max ~ 1550 métres)

VMAX= 0.19790E-01 m/s

Figure 5.11: Courant de surface
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Simulations numériques

Dans les figures 5.15 et 5.16, on donne I’évolution de la nappe de polluant en fonction
du temps. On peut observer I’écoulement du polluant dia a la gravité et sa dérive
vers le nord-est en suivant le courant de surface de 1’eau. Notons que le polluant

atteint les cotes au bout d’environ ¢t = 5 heures. On présente ensuite le maillage du
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Figure 5.15: ¢t = 3 heures Figure 5.16: ¢t = 5 heures

domaine occupé par le polluant a ¢ = 3 heures (figure 5.17). On peut remarquer
la capacité de 'approche ALE & maintenir un maillage relativement régulier malgré
les distortions du domaine. L’épaisseur et la vitesse du polluant & ¢ = 3 heures
sont données dans les figures 5.18 et 5.19. Les simulations que nous présentons ici
sont arrétées lorsque la nappe de polluant atteint la cote. Dans ce cas il faut un
traitement particulier pour les particules de polluant touchant les cotes, on peut par
exemple considérer qu’elles ont une vitesse nulle ou encore que la nappe se déverse

sur la cote.
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Analyse du temps de calcul
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Figure 5.19: vitesse

Le test présenté dans la section 5.6.2 est exécuté en utilisant 25 fonctions tests pour

la partie en gradient de I’écoulement et 25 fonctions tests pour la partie rotationnelle.

Puisque ces fonctions tests sont obtenues en prenant le gradient et le rotationnel des

solutions du probléme aux valeurs propres (H), nous avons a calculer, a chaque

pas de temps, seulement 25 fonctions tests. Dans notre simulation, le nombre de

ces fonctions tests est suffisant pour calculer la solution avec une bonne précision,

méme lorsque le domaine devient relativement complexe. Les fonctions e, vérifiant

les problémes scalaires (H) sont obtenues en utilisant la méthode des sous-espaces et

une méthode des éléments finis avec des éléments de type Hermite avec trois degrés

de liberté (v,v,,v,) par nceud, ce qui permet d’obtenir une expression numérique

de Ve et Roteg. Le cotit de ce calcul représente une grande partie du temps CPU

total (environ 97%), 'autre partie étant négligeable (déformation du maillage, calcul

de C", «y, ;).

Le temps CPU de chaque partie de la simulation est donné dans le tableau 5.1
(sur un PC équipé d’un processeur Pentium 2.8 GHz et 512 Mo de RAM). Chaque

itération correspondant a 10 secondes réelles pour I’écoulement.
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Temps CPU | %

Une itération 65, 25s 100
Problémes aux valeurs propres 63, 14s 96, 76
Calcul de C™ 0,72s 1,1
Déformation du maillage 0,02s 0,03

Table 5.1: Répartition du temps de simulation
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Conclusion et Perspectives

Nous avons essayé, a travers ce document, de répondre a un certain nombre de
questions, aussi bien pour valider certaines hypothéses que pour proposer des solu-
tions pour la résolution des problémes étudiés. Bien que chacune des parties ait été
consacrée a I’étude d’un probléme spécifique, nous pouvons apercevoir une forte com-
plémentarité entre elles, notamment dans le dernier chapitre ol nous introduisons un
modele bi-couche pour décrire le comportement d'une nappe de polluant sur la mer,
la couche supérieure étant résolue a ’aide d’un probléme & frontiére libre. Un grand
nombre de questions, tant sur le point de la modélisation que de I’analyse mathéma-
tique, restent posées; ce qui permet de dégager un certain nombre de perspectives
sur lesquelles nous croyons qu’il est intéressant d’insister.

Tout d’abord, concernant la modélisation du comportement de polluants a la sur-
face de la mer, il est important d’identifier les phénoménes physiques intervenants a
la frontiére de la nappe car ils jouent un role fondamental dans le traitement de la
dynamique du probléme. Pour obtenir des résultats plus conformes a la réalité, il est
également nécessaire de prendre en compte d’autres facteurs comme 1’évaporation
ou 'apport de polluant en ajoutant par exemple un terme dans 1’équation de con-
servation de la masse.

Le schéma lagrangien que nous avons introduit dans le quatriéme chapitre nous
a paru particuliérement bien adapté a la résolution de problémes & frontiére libre.
Nous proposons d’utiliser cette méthode pour un probléme de tsunami, pour lequel
différents travaux ont déja été menés [46, 47|. La prise en compte d’'un domaine
dépendant du temps nous permettra également de traiter le cas ou l’eau recouvre
les terres.

Enfin, nous nous sommes engagés dans un partenariat avec I’équipe "feux de
foréts" de 'UMR 6134 de I'Université de Corse. Ces problémes nous intéressent
particulierement car ils font intervenir des systémes d’équations non linéaires et
définis sur des domaines dépendant du temps. Le savoir faire acquis par notre
équipe sur la résolution des problémes a frontiére libre devrait s’avérer utile dans

I’analyse numérique de ces problémes.
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