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Résumé

Ce document est la synthèse des trois années de recherche passées au sein de l’équipe

fluide-structure de l’Unité Mixte de Recherche "CNRS-Université de Corse" 6134. Il

est destiné à apporter quelques compléments à la prédiction de la circulation marine

ou à l’étude des déplacements de polluants et concerne principalement des problèmes

liés aux équations de shallow water.

La première partie concerne les modèles bi-couches en eaux peu profondes qui

sont utilisés lorsque les couches d’eau ont des caractéristiques physiques suffisam-

ment différentes pour ne pas pouvoir se mélanger (au détroit de Gibraltar par ex-

emple). Dans le premier chapitre, nous proposons une approche numérique qui

repose essentiellement sur la méthode de Galerkin à l’aide d’une base spéciale et

de la méthode des caractéristiques. Le second chapitre est consacré à l’étude de

l’existence de solutions pour un problème de shallow water bi-couche avec des con-

ditions aux limites de Dirichlet. La difficulté provient de ces conditions qui ne

permettent pas d’employer les outils classiques. Le troisième chapitre concerne les

modèles bi-couches à toit rigide. Cette hypothèse consiste à négliger les variations de

la surface de l’eau. Au niveau de la modélisation, la condition de rigid-lid introduit

une contrainte sur l’écoulement dont nous précisons la forme. Nous donnons en-

suite des résultats d’existence et de régularité et proposons une méthode numérique

adaptée.

La deuxième partie est consacrée à l’étude des problèmes à frontière libre pouvant

décrire par exemple la simulation de la dérive d’une nappe de polluant ou la propa-

gation des feux de forêt. On caractérise le mouvement de la frontière à l’aide d’un

opérateur différentiel permettant de conserver un domaine assez régulier au cours du

temps et d’utiliser ainsi les propriétés classiques des espaces de Sobolev. La résolu-

tion est basée sur un schéma lagrangien permettant de suivre chaque particule dans

son mouvement et de prendre ainsi en compte les variations de la frontière. Nous

terminons cette étude en présentant la simulation d’une nappe de polluant évoluant

à la surface de l’eau à partir de la méthode décrite précédemment.
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Introduction

Ce document est la synthèse de plusieurs années de recherche passées au sein de

l’Unité Mixte de Recherche "CNRS-Université de Corse" 6134. Cette unité a pour

objectif l’étude des Systèmes Physiques de l’Environnement et se décompose en

plusieurs équipes dont celle sur les fluides et structures dirigée par Pierre Orenga.

C’est au sein de cette équipe que j’ai réalisé mon stage de DEA puis mes trois an-

nées de doctorat sur le thème de l’analyse mathématique des problèmes liés à la

mécanique des fluides.

Ces travaux de thèse ont été financés par la Collectivité territoriale de Corse.

L’équipe fluide-structure m’a également permis de m’impliquer dans diverses ac-

tivités scientifiques. J’ai notamment participé à l’étude de courantologie dans le

cadre d’un contrat de prestation de service entre le CNRS et une ferme marine

(contrat n◦2004 IND 123). Dans le cadre des projets GILCO, en collaboration avec

l’IFREMER (contrat de recherche État DRRT/CTC-DFER) et INTERREG III A

(Collaboration Corse-Sardaigne-Toscane), nous avons mis en œuvre des codes de

simulation de transport de nappes de pétrole. Sur ce thème, j’ai également été asso-

cié à l’organisation du Workshop de Mathématiques pour l’Océanographie intitulé

"Modèles de Nappes de Pétrole", à Calacuccia (Corse) en mai 2005.

La volonté de la communauté scientifique de disposer d’un outil de simula-

tion opérationnel, permettant de fournir des prévisions océaniques avec la même

régularité et fiabilité que la prévision météorologique, nécessite la collaboration de

chercheurs d’horizons très différents. Les physiciens côtoient les chimistes, les bi-

ologistes, les informaticiens et les mathématiciens. Les questions de l’existence de

solution (qui permet de s’assurer que le problème est bien posé), de la convergence

des algorithmes, du comportement des solutions asymptotiques ou encore de la con-

ception de nouvelles méthodes numériques relèvent des mathématiques appliquées.

Ce travail s’inscrit dans la perspective de développer des outils applicables dans

des configurations réalistes. Il est notamment destiné à apporter quelques complé-

ments à la prédiction de la circulation marine et à l’étude des déplacements des

polluants.
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Introduction

La première étape d’une telle étude repose sur la modélisation des phénomènes

physiques concernés. De façon générale, la description des systèmes naturels est

très difficile, ceci à cause de la multiplicité des paramètres et de la complexité des

phénomènes intervenants. Ainsi, on doit sélectionner un certain nombre de variables

représentatives et étudier leur comportement à l’aide de modèles mathématiques

dérivant de ces principes physiques. Cette étape de modélisation est importante car

elle est directement liée aux ambitions que nous fixons pour élaborer un outil d’aide

à la décision opérationnel.

La circulation océanique obéit à des lois de conservation des diverses variables

hydrodynamiques. Ce sont les travaux de L. Euler, en formalisant les lois de con-

servation par des équations aux dérivées partielles, qui ont permis de commencer

à comprendre le comportement dynamique des fluides. La forme quasi définitive

des équations que l’on utilise date de 1843 avec les travaux de A. de Saint-Venant,

repris par la suite par G. Stokes (les équations portent le nom de Navier-Stokes en

l’honneur également des travaux du français C. Navier).

On sait maintenant qu’il est utopique de chercher à résoudre directement les

équations de Navier-Stokes à l’échelle d’un océan. Le comportement chaotique des

équations et la grande diversité d’échelles mises en mouvement sont un frein à tout

espoir de simulation directe à partir de ces équations. Un grand nombre de travaux

ont été conduits en vue de simplifier les modèles, permettant d’isoler les phénomènes

caractéristiques et rendre possible la simulation numérique. Les ouvrages traitant de

ces modèles sont nombreux et je me suis pour ma part beaucoup inspiré de ceux de

J.C.J. Nihoul [57, 58, 59, 60], J. Pedlosky [64, 65] et A.E. Gill [32] qui font référence

en la matière.

On peut classifier ces modèles en utilisant différents critères de modélisation

physique. Par exemple les modèles les plus simples sont ceux décrivant l’équilibre

géostrophique (équilibre entre la force de Coriolis et les forces de pression). Ensuite,

on trouve des modèles intégrés suivant la verticale que l’on appelle modèles de shal-

low water. Ils sont bien adaptés au cas d’une couche d’eau de densité homogène, soit

en mouvement sur une couche au repos (modèle à gravité réduite), soit occupant

toute la hauteur d’eau. Une autre approche est représentée par les modèles multi-

couches pour lesquels les variables sont moyennées sur l’épaisseur de chaque couche.

Enfin, il y a les modèles tri-dimensionnels plus ou moins complets mais toujours très

coûteux au niveau de la simulation numérique.

Pour notre part, nous avons choisi d’aborder dans ce mémoire des problèmes liés
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Introduction

aux équations de shallow water. Plus particulièrement, nous consacrons la première

partie à l’étude de problèmes de type bi-couches puis nous nous intéresserons à l’

analyse de quelques modèles à frontière libre dans la seconde partie.

Ce document présente les principaux résultats obtenus en les replaçant dans leur

cadre bibliographique.

La première partie concerne donc les modèles bi-couches en eaux peu profondes.

Ces modèles sont utilisés lorsque les couches d’eau ont des caractéristiques physiques

suffisamment différentes pour ne pas pouvoir se mélanger. On trouve une telle config-

uration par exemple au niveau du détroit de Gibraltar. Les eaux de l’océan, froides

et peu salées, plus légères que les eaux méditerranéennes, forment un courant en-

trant en surface. Ces eaux, après avoir subit une transformation dans le bassin

méditerranéen (augmentation de la concentration de sels due à la forte évapora-

tion), ressortent ensuite par le fond du détroit de Gibraltar [54]. Si ce phénomène

est maintenant bien connu, il semble difficile à simuler numériquement. En effet,

un simple code de shallow water bi-dimensionnel ne peut traduire correctement ce

phénomène et un code tri-dimensionnel doit posséder un niveau de raffinement im-

portant sur la verticale pour retranscrire le fort cisaillement apparaissant à l’interface

des couches. Une voie intéressante semble être l’utilisation d’un modèle bi-couche.

Le modèle à partir duquel on a mené ces travaux a été étudié d’une part par F.J.

Chatelon et al. [12] qui ont montré l’existence de solutions, puis par M.L. Muñoz

Ruiz et al. [11, 19, 55] en ce qui concerne la régularité et l’unicité des solutions.

Tous ces résultats ont été obtenus avec des conditions aux limites sur u · n et rotu.

Au niveau numérique, de nombreux travaux ont été effectués par M.J. Castro et al.

en dimension 1 [5, 7] puis plus récemment en dimension 2 [6], l’approche numérique

étant essentiellement basée sur la méthode des volumes finis. Nous avons choisi

d’organiser la première partie de la façon suivante :

Dans le premier chapitre, après avoir présenté les modèles de shallow water à

une puis deux couches, nous proposons une méthode numérique pour la résolution

des équations du modèle de shallow water bi-couche. Pour mettre en œuvre ce

code de simulation, nous nous sommes inspirés des travaux déjà effectués au sein du

laboratoire dans le cas mono-couche. Le développement du code repose essentielle-

ment sur la méthode de Galerkin à l’aide d’une base spéciale et de la méthode des

caractéristiques.

Le second chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions pour un prob-
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Introduction

lème de shallow water bi-couche avec des conditions aux limites de Dirichlet. Ici, la

difficulté provient de ces conditions qui ne permettent pas d’employer les outils clas-

siques utilisés dans le cas de conditions sur u ·n et rotu ou de conditions périodiques

ou encore dans le cas où le domaine est Rn tout entier. Pour traiter les termes

couplant les deux couches, nous devons coupler l’estimation naturelle d’énergie avec

une estimation des épaisseurs dans L2(Q). Pour obtenir cette estimation L2, nous

introduisons l’opérateur de Stokes et utilisons quelques résultats sur les espaces de

Hardy pour traiter les termes non linéaires.

Enfin, dans le troisième et dernier chapitre de cette partie, on s’intéresse à une

autre classe de modèles : les modèles bi-couches à toit rigide. L’hypothèse du toit

rigide (ou surface rigide ou encore rigid-lid) consiste à négliger les variations de la sur-

face de l’eau. Dans le cas mono-couche [39, 40, 48], l’hypothèse du rigid-lid s’avère

tout à fait satisfaisante et permet d’obtenir des résultats comparables à ceux des

modèles à surface libre sous certaines conditions. Nous avons choisi ici d’introduire

cette hypothèse dans le modèle bi-couche. On détaille les modifications essentielles

que cette hypothèse implique aussi bien au niveau formel que numérique. Au niveau

de la modélisation, la condition de rigid-lid introduit une contrainte sur l’écoulement

dont nous précisons la forme. Nous donnons ensuite des résultats d’existence et de

régularité. Pour la résolution numérique nous proposons une base spéciale prenant

en compte cette contrainte non-locale imposée au fluide puis nous comparons les

résultats numériques avec ceux obtenus à partir du modèle à surface libre.

La deuxième partie est composée de deux chapitres. Dans le premier nous nous

intéressons au comportement d’un fluide défini dans un domaine dépendant du temps

Ωt. Le modèle que nous proposons peut être utilisé dans divers domaines tels que les

problèmes d’interaction fluide-structure [26] ou la simulation de modèles de propa-

gation (comme la simulation de la dérive d’une nappe de polluant [50] ou l’analyse

de la propagation des feux de forêt [2]). Pour caractériser le mouvement du fluide,

on considère un modèle de shallow water à frontière libre, l’évolution de la frontière

étant définie par un opérateur frontière A (de tels opérateurs sont utilisés dans V.A.

Solonikov [70] , J.T. Beale [3]). Cet opérateur permet de conserver un domaine as-

sez régulier au cours du temps et d’utiliser ainsi les propriétés classiques des espaces

de Sobolev. Pour résoudre le système d’équations bi-dimensionnelles caractérisant

l’écoulement du fluide, nous proposons un schéma lagrangien. En effet, un schéma

d’Euler n’est pas adapté pour la discrétisation d’un problème de ce type puisque
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Introduction

nous travaillons sur un domaine non cylindrique. De plus, la description lagrangi-

enne permet de suivre chaque particule dans son mouvement et de prendre ainsi en

compte les variations de la frontière.

Notre approche consiste à utiliser un schéma linéaire où la dérivée totale est ap-

proximée par un schéma aux différences finies régularisé. Cette méthode permet

de conserver certaines propriétés physiques. Par exemple on peut prouver qu’une

particule ne peut pas sortir du domaine d’un pas de temps à l’autre. On montre

que le schéma précédent a un sens, en particulier on montre que l’on retrouve le

problème continu lorsque le pas de temps converge vers 0, ce qui permet de prouver

l’existence d’une solution.

Nous terminons cette étude en proposant, dans le cinquième chapitre, un modèle

permettant la simulation de la dérive d’une nappe de polluant à la surface de l’eau.

Pour la résolution de ce problème, nous proposons deux méthodes numériques. La

première consiste à résoudre les équations de shallow water sur un domaine fixe con-

tenant le polluant. Cette approche nous permet d’utiliser la méthode de Galerkin

présentée dans le premier chapitre mais elle nécessite la construction d’un maillage

précis, ce qui augmente les temps de calcul. Nous proposons ainsi une deuxième

méthode qui consiste à résoudre le problème sur le domaine où le polluant est réelle-

ment présent. Nous sommes ainsi amenés à utiliser un problème à domaine variable

pour lequel on utilise la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian method)

couplée à la méthode des caractéristiques. Une présentation générale de la méthode

ALE est donnée dans [36, 37, 53]. Pour résoudre les équations discrétisées en temps,

nous proposons une méthode de type Galerkin en utilisant une base spéciale vérifiant

les conditions aux limites du fluide.
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Partie I

Modèles bi-couches
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Chapitre 1

Présentation des modèles de Shallow

Water

Dans ce chapitre, nous allons rappeler comment à partir des hypothèses de conser-

vation nous pouvons établir les équations de la mécanique des fluides géophysiques.

En intégrant sur la hauteur du fluide ces équations tri-dimensionnelles, nous obtien-

drons le modèle de shallow water mono-couche. Puis nous proposerons un modèle

3D dans lequel le fluide est composé par deux couches de densités différentes. À

partir d’un même type d’arguments, nous construirons le modèle de shallow water

bi-couche qui sera étudié dans les prochains chapitres. Nous terminerons ce chapitre

en proposant une méthode numérique pour résoudre ce problème bi-couche, celle-ci

s’appuyant essentiellement sur la méthode de Galerkin.

1.1 Un modèle de Shallow Water à une couche

1.1.1 Équations de conservation

Le domaine d’étude

Lorsqu’on étudie des problèmes à l’échelle de la Terre, tels que les problèmes d’océano-

graphie, on utilise de façon naturelle le système de coordonnées sphériques.

Cependant, dans le cas où les dimensions du domaine sont suffisamment petites (de

l’ordre du millier de kilomètres), nous pouvons ignorer la courbure de la Terre [17],

[38], et utiliser un système de coordonnées cartésiennes x, y, z avec l’origine en un

point M0 du domaine (figure 1.1.1).

Le plan x, y est tangent à la sphère au point M0, l’axe vertical z est donné par la

normale à la sphère au point M0.

Nous donnons maintenant le cadre formel dans lequel nous allons travailler.

On note Ω la surface du fluide au repos, Ω étant un ouvert borné de R2, de frontière
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Equateur

Parallele M
eridien

Λ

x

z
y

i

k
j

ϕ

Nord

Sud

φ

Figure 1.1: définition du référentiel d’étude

γ. La profondeur du domaine, notée H(x, y), est une fonction régulière strictement

positive définie sur Ω.

La surface du fluide est une frontière libre. On note η(x, y, t) la fonction qui déter-

mine la surface du fluide à l’instant t.

La hauteur totale de la colonne d’eau est donc donnée par

h(x, y, t) = H(x, y) + η(x, y, t),

le fluide occupe donc un domaine variable Ω3(t) de la forme

Ω3(t) = {(x, y, z) ∈ R
3|(x, y) ∈ Ω, z ∈ (−H(x, y), η(x, y, t))},

la frontière de Ω3(t), notée Γ3(t), se compose de trois parties :

• Γs(t), la surface libre du domaine, donnée par

Γs(t) = {(x, y, η(x, y, t))|(x, y) ∈ Ω},

• Γf(t), le fond du domaine, donné par

Γf (t) = {(x, y,−H(x, y))|(x, y) ∈ Ω},
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• Γl(t), la frontière latérale définie par

Γl(t) = {(x, y, z)|(x, y) ∈ γ, z ∈ (−H(x, y), η(x, y, t))}.

z

x

y

Ω
γ

Γf

Γl

Figure 1.2: domaine d’étude au repos

z

x

H
h

η

Γf

Γl

Γs

Ω3

Figure 1.3: coupe verticale du domaine

Nous notons n, le vecteur normal unitaire extérieur à la frontière. On distingue

sa composante horizontale, notée n, de sa composante verticale n3.

Dans le cas où n est le vecteur normal à la surface, on a

n =
−∇η√

(∇η)2 + 1
, n3 =

1√
(∇η)2 + 1

,

de même si n est le vecteur normal au fond du domaine

n =
−∇H√

(∇H)2 + 1
, n3 =

−1√
(∇H)2 + 1

.
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Les variables hydrodynamiques

Nous présentons ici les variables d’état qui caractérisent l’écoulement et qui sont

susceptibles d’influencer celui-ci [58].

Ces variables sont appelées variables hydrodynamiques :

• ρ, la densité,

• v(v1, v2, v3) la vitesse du fluide,

on note u = (v1, v2) la composante horizontale de la vitesse,

• T , la température,

• S, la salinité,

• p, la pression.

Les équations de conservation

Soit Y , une variable d’état quelconque. Son équation de conservation s’écrit sous la

forme générale suivante :

∂Y

∂t
+ div (vY ) = QY − qY ,

où v est la vitesse du fluide.

Les variations temporelles de Y , représentées par ∂Y
∂t

sont fonctions du transport de

fluide à travers les parois du volume considéré, représenté par div (vY ), du taux QY

de production ou destruction de Y à l’intérieur de ce volume ainsi que de la diffusion

moléculaire qY .

Écrivons alors l’équation de conservation correspondant à chaque variable hydro-

dynamique donnée dans le paragraphe précédent :

• le principe de conservation de la masse affirme que la variation de la densité ρ

ne dépend que du fluide traversant la frontière du volume considéré, donc on

a :
∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0

• Le principe de conservation de la quantité de mouvement, ρv, affirme que la

variation de la quantité de mouvement d’un système coïncide avec la résultante

des forces agissant sur lui.
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Les forces prises en compte ici sont les forces de gravité ρg, la force de Coriolis

−2Λ∧ρv, le gradient de pression (−∇3p) et les forces de dissipation visqueuses

div (ρν∇v).

L’équation de conservation de la quantité de mouvement est alors donnée par

[58] :

∂(ρvi)

∂t
+ div (ρvvi) = (ρg)i − (2Λ ∧ ρv)i + div (ρν∇3vi) − (∇3p)i.

• Les équations de conservation de l’énergie et de la salinité sont remplacées par

une équation de poussée. Nous définissons la notion de poussée b par :

b =
ρ− ρ0

ρ0

g,

où ρ0 est la valeur de la masse spécifique à l’état de référence.

L’évolution de la poussée est traduite par l’équation suivante :

∂b

∂t
+ div (vb) = νb∆b,

où νb est un coefficient de diffusité.

• Nous avons défini une équation d’évolution pour chaque variable hydrody-

namique sauf pour la pression p. Ainsi, pour fermer le système, on écrit

l’interdépendance entre la masse volumique, la température, la salinité et la

pression :

ρ = ρ(T, S, p).

1.1.2 Les hypothèses simplificatrices

L’approximation de Boussinesq

Un fluide géophysique est caractérisé par le fait que les variations de la masse volu-

mique par rapport à une valeur de référence ρ0 sont relativement faibles [58].

Ainsi, en faisant une analyse des ordres de grandeur, on peut remarquer que l’équation

de conservation de la masse peut être approximée par la condition d’incompressibilité

sans avoir à imposer une masse spécifique constante, on a alors :

div v = 0.
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Nous pouvons remplacer ρ par ρ0 dans toutes les équations excepté devant le terme

de gravité car celui-ci représente une accélération beaucoup plus forte que les ac-

célérations typiques du fluide. En divisant l’équation de conservation de la quantité

de mouvement par ρ0, nous pouvons faire apparaître le terme de poussée de la façon

suivante :
ρ

ρ0
g = g +

ρ− ρ0

ρ0
g = g + b.

Nous introduisons également la pression généralisée définie de la façon suivante :

q =
p

ρ0
+ gz.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors :

∂(vi)

∂t
+ div (vvi) = (−2Λ ∧ v)i − (∇3q)i + (b)i + div (ν∇3vi).

Notion de variables moyennes - Turbulence

Les écoulements des fluides géophysiques sont caractérisés par des mouvements

d’apparence désordonnée des différentes variables d’état autour d’une valeur moyenne.

L’objectif des modèles de circulation océanique consiste en une recherche de la cir-

culation moyenne sans nécessairement chercher à reproduire les détails de cette cir-

culation. Il faut alors modifier les équations établies dans les sections précédentes

afin de prendre en compte cette notion d’écoulement moyen.

Nous décomposons chaque variable d’état en une composante moyenne notée < y >

et une composante fluctuante autour de cette moyenne notée y ′. Ainsi, on écrit :

y =< y > +y′ avec < y′ >= 0

L’approximation quasi-hydrostatique

Cette hypothèse est liée à l’anisotropie des grandeurs caractéristiques suivant l’hori-

zontale et la verticale. Ainsi, pour une longueur caractéristique L et une hauteur

caractéristique H, on a toujours le rapport d’aspect δ qui vérifie la relation suivante :

δ =
H

L
� 1.

Cela conduit aux simplifications suivantes : si on examine les ordres de grandeur des

différents termes apparaissant dans la composante verticale de l’équation de conser-

vation de la quantité de mouvement, on constate une prédominance des termes de

gradient vertical de pression et de poussée. On définit alors une équation d’équilibre

hydrostatique :
∂q

∂z
= b,
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qui remplace la composante verticale de l’équation de conservation de quantité de

mouvement.

Enfin, nous utilisons l’hypothèse généralement admise suivante :

On pose ω.
−→
k = 2|Λ| sin(ϕ).

−→
k , et on a l’approximation :

2Λ ∧ V = ω
−→
k ∧ V.

1.1.3 Les équations tri-dimensionnelles quasi-hydrostatiques

Nous proposons dans cette section le modèle tri-dimensionnel d’écoulement géo-

physique que nous allons utiliser par la suite. D’après les sections précédentes, si on

omet les symboles <>, les variables d’état étant toujours considérées par rapport

à leur moyenne, ce modèle est finalement donné par le système d’équations suivant

[45] :

∂u

∂t
+ (u.∇)u+ v3

∂u

∂z
+ ωα(u) − ∂

∂z

(
ν
∂u

∂z

)
− µ∆u = −∇q (1.1)

∂b

∂t
+ u.∇b+ v3

∂b

∂z
− ∂

∂z

(
νb
∂b

∂z

)
− µb∆b = 0 (1.2)

div u+
∂v3

∂z
= 0 (1.3)

∂q

∂z
= b (1.4)

Pour que le problème soit bien posé, nous devons adjoindre à ces équations des

conditions initiales et des conditions aux limites.

Conditions aux limites

Nous allons donner les conditions aux limites en surface et au fond du domaine.

• En surface :

Nous prenons tout d’abord la condition :

p = pa, (1.5)

pa étant la pression atmosphérique en surface, supposée constante. Considérons

également la condition aux limite : (Γ · n)T = τs, où Γ · n représente la force de

viscosité, T la projection sur le plan tangent, et τs une fonction qui représente le
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forçage du vent qui sera détaillé dans le paragraphe suivant.

L’approximation hydrostatique nous permet de prendre n ≈ (0, 0, 1) et d’écrire la

condition précédente sous la forme :

ν
∂u

∂z
= τs. (1.6)

D’autre part la surface du fluide est une frontière libre. Elle peut librement évoluer

au cours du temps et elle est imperméable au sens où elle n’est pas traversée par le

fluide. Par contre, des flux de salinité et de chaleur peuvent traverser cette frontière.

On introduit alors la condition :

νb
∂b

∂z
= τb, (1.7)

et la condition cinématique :

v3 =
∂η

∂t
+ u · ∇η. (1.8)

• Au fond :

On considère la condition

(Γ · n)T = τf ,

où τf représente le frottement au fond. Comme précédemment, nous simplifions

cette condition :

ν
∂u

∂z
= τf . (1.9)

La condition d’imperméabilité au fond nous permet d’écrire :

νb
∂b

∂z
= 0, (1.10)

et la condition cinématique (annulation de la vitesse normale) :

u.n+ v3 · n3 = 0. (1.11)

Conditions initiales

Prenons comme conditions initiales les valeurs de u et b à un instant choisi comme

état de référence :

u(t = 0) = u0, (1.12)

b(t = 0) = b0. (1.13)
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1.1.4 Un modèle bi-dimensionnel à une couche

Nous allons présenter dans cette section un modèle bi-dimensionnel appelé modèle

de Shallow Water en formulation hauteur vitesse. Ce modèle est obtenu en intégrant

sur la hauteur d’eau les équations du modèle tri-dimensionnel, en faisant l’hypothèse

d’une mer homogène, sans stratification et peu profonde, on pourra donc considérer

que b = 0.

On pose :

u =
1

h

∫ η

−H

udz, (1.14)

et u = u+ u′ où u′ représente la variation de u par rapport à la valeur moyenne.

• Intégrons tout d’abord l’équation (1.3). On a
∫ η

−H

div udz +

∫ η

−H

∂v3

∂z
dz = 0, (1.15)

donc ∫ η

−H

div udz + v3(η) − v3(−H) = 0, (1.16)

de plus d’après les équations (1.8) et (1.11), on a

v3(η) =
∂η

∂t
+ u · ∇η, (1.17)

v3(−H) = −u · n
n3

= −u · ∇H. (1.18)

D’autre part, en appliquant la formule de Leibnitz on a :
∫ η

−H

div udz = div

(∫ η

−H

udz

)
− u(−H) · ∇H − u(η) · ∇η. (1.19)

Donc en reportant dans (1.16) et en utilisant (1.17) et (1.18), on obtient :

∂h

∂t
+ div (uh) = 0. (1.20)

• En supposant la diffusion horizontale négligeable devant les autres termes,

l’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+ v3

∂u

∂z
+ ωα(u)− ∂

∂z

(
ν
∂u

∂z

)
= −∇q. (1.21)
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Remarquons également que
∂v3

∂z
= −div u,

ainsi

v3
∂u

∂z
=
∂(uv3)

∂z
− u

∂v3

∂z
=
∂(uv3)

∂z
+ udiv u,

donc

(u · ∇)u+ v3
∂u

∂z
= (u · ∇)u+ udiv u+

∂(uv3)

∂z
= div (u⊗ u) +

∂(uv3)

∂z
.

En reportant dans (1.21), on obtient :

∂u

∂t
+ div (u⊗ u) +

∂(uv3)

∂z
+ ωα(u) − ∂

∂z

(
ν
∂u

∂z

)
= −∇q. (1.22)

De plus, en utilisant la formule de Leibnitz,
∫ η

−H

∂u

∂t
dz =

∂

∂t

∫ η

−H

udz − u(−H)
∂H

∂t
− u(η)

∂η

∂t
=

∂

∂t
(uh) − u(η)

∂η

∂t
,

donc ∫ η

−H

∂u

∂t
dz = h

∂u

∂t
+ u

∂h

∂t
− u(η)

∂η

∂t
. (1.23)

Traitons à présent l’intégration des termes non linéaires intervenant dans (1.22) :

∫ η

−H

div (u⊗ u)dz +

∫ η

−H

∂uv3

∂z
dz

=

∫ η

−H

div (u⊗ u)dz + u(η)v3(η) − u(−H)v3(−H)

= div

(∫ η

−H

(u⊗ u)dz

)
− u(−H)(u(−H) · ∇H)

−u(η)(u(η) · ∇η) + u(η)v3(η) − u(−H)v3(−H), (1.24)

en reportant (1.17) et (1.18) dans cette équation, on obtient
∫ η

−H

div (u⊗ u)dz +

∫ η

−H

∂uv3

∂z
dz = div

(∫ η

−H

(u⊗ u)dz

)
+ u(η)

∂η

∂t
,

or u = u+ u′, donc

div

(∫ η

−H

(u⊗ u)dz

)
= div

(∫ η

−H

(u⊗ u)dz

)
+ div

(∫ η

−H

(u′ ⊗ u′)dz

)
,

On considère généralement que le flux turbulent intervenant dans cette équation est

responsable d’une diffusion turbulente semblable à la diffusion moléculaire. L’analogie
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suggère alors de représenter le produit des fluctuations apparaissant dans cette équa-

tion sous la forme d’un gradient de la vitesse moyenne [57], on a ainsi

div

(∫ η

−H

(u′ ⊗ u′)dz

)
≈ −hAt∆u,

où At est appelé coefficient de viscosité turbulente. Pour prendre en compte les effets

de dissipation sous maille, on utilise un coefficient de diffusion horizontale Am qui

s’ajoute à At. On remplacera donc At par un coefficient A, avec A = At + Am.

Traitons à présent le terme faisant intervenir le produit des vitesses moyennes.

On a

div

(∫ η

−H

(u⊗ u)dz

)
= div (hu⊗ u) = udiv (uh) + h(u · ∇)u,

d’après (1.20),

= −u∂h
∂t

+ h(u · ∇)u

= −u∂h
∂t

+
h

2
∇u2 + hrotuα(u).

L’intégration des termes non linéaires nous donne finalement :
∫ η

−H

div (u⊗ u)dz +

∫ η

−H

∂uv3

∂z
dz = −hA∆u− u

∂h

∂t
+
h

2
∇u2 + hrotuα(u) + u(η)

∂η

∂t
.

(1.25)

L’intégration du terme de Coriolis nous donne
∫ η

−H

ωα(u)dz = ωα

(∫ η

−H

udz

)
= ωhα(u). (1.26)

Intégrons le terme de diffusion verticale.

on a ∫ η

−H

∂

∂z

(
ν
∂u

∂z

)
dz = ν

∂u

∂z
(η) − ν

∂u

∂z
(−H)

d’où, en utilisant (1.6) et (1.9) :
∫ η

−H

∂

∂z

(
ν
∂u

∂z

)
dz = τs − τf (1.27)

Il reste à intégrer le terme de pression. Nous avons fait l’hypothèse d’une mer sans

stratification, donc d’après (1.4) ∂q
∂z

= 0, donc q ne dépend pas de z, d’où

q = q(η) =
pa

ρ0
+ gη
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et

∇q = g∇η,

et donc ∫ η

−H

∇qdz = gh∇η. (1.28)

Finalement, l’intégration de (1.22) sur la hauteur d’eau nous donne en utilisant

(1.23), (1.25), (1.26), (1.27), (1.28) :

h
∂u

∂t
− hA∆u+

h

2
∇u2 + hrot uα(u) + ωhα(u) + gh∇η = τs − τf (1.29)

La fonction τs peut se modéliser sous la forme

τs = CsV |V |,

où V est la vitesse du vent 10 mètres au dessus de la surface et Cs un coefficient

positif. τf est souvent modélisé par Cdu|u| caractérisant la condition de frottement

au fond. Comme on s’intéresse ici à la vitesse moyenne, on modélise τf par

τf = Dhu|u|,

où D est une constante.

Posons

f =
CsV |V |

h
.

En notant u la vitesse moyenne, on obtient finalement le système d’équations :

∂h

∂t
+ div (uh) = 0 (1.30)

∂u

∂t
+

1

2
∇u2 + rotuα(u) − A∆u+ ωα(u) +Du|u| + g∇η = f. (1.31)

Nous devons à présent donner les conditions aux limites et initiales. Les conditions

aux limites en surface et au fond étant prises en compte lors de l’intégration sur la

hauteur d’eau, seules les conditions sur les frontières latérales interviennent.

Si on considère des frontières latérales naturelles, c’est à dire les frontières représen-

tées par les côtes, on prend souvent une condition d’imperméabilité au travers de la

frontière qui se traduit par :

u.n = 0,
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pour que le problème soit bien posé, on doit rajouter une condition. On prend

généralement une condition sur le rotationnel du vecteur vitesse :

rotu = 0,

cette condition s’interprète comme un terme de non dissipation à la frontière. Nous

prenons comme conditions initiales :

u(t = 0) = u0,

h(t = 0) = h0.

1.2 Un modèle de Shallow Water à deux couches

Pour établir le modèle bi-couche, nous considérons à présent que le fluide est com-

posée par deux couches non miscibles de densité ρ1 et ρ2, séparées par une interface

d’épaisseur nulle. L’indice 1 sera réservé à la couche inférieure de densité ρ1 et

l’indice 2 à la couche supérieure de densité ρ2, avec ρ2 < ρ1.

1.2.1 Un modèle tri-dimensionnel

L’équation z = −H(x, y) représente le fond du domaine. L’équation z = η1(x, y, t)

représente l’interface et z = η2(x, y, t) l’élévation de la surface libre.

La hauteur de la première couche est donc donnée par :

h1(x, y, t) = H(x, y) + η1(x, y, t),

et pour la seconde couche :

h2(x, y, t) = η2(x, y, t) − η1(x, y, t).

Les domaines occupés par la couche inférieure et la couche supérieure à l’instant

t sont respectivement :

Ω3
1(t) = {(x, y, z) ∈ R

3/(x, y) ∈ Ω, z ∈ (−H(x, y), η1(x, y, t))},

Ω3
2(t) = {(x, y, z) ∈ R

3/(x, y) ∈ Ω, z ∈ (η1(x, y, t), η2(x, y, t))}.

La surface libre du domaine est donnée par

Γs2(t) = {(x, y, η2(x, y, t))/(x, y) ∈ Ω},
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h2η2

h1

H

η1

ρ2

ρ1

Figure 1.4: notations pour le modèle deux couches

l’interface par

Γs1(t) = {(x, y, η1(x, y, t))/(x, y) ∈ Ω},

et le fond par

Γf(t) = {(x, y,−H(x, y))/(x, y) ∈ Ω}.

Nous noterons v1 la vitesse de la couche 1 de composante horizontale u1 et de com-

posante verticale v1,3, de même v2 représente la vitesse de la couche 2 de composante

horizontale u2 et de composante verticale v2,3.

Nous faisons l’hypothèse que les équations régissant l’évolution de chaque couche

correspondent aux équations déduites dans les sections 1.1.1 et 1.1.2. Pour la couche

inférieure on considère ainsi le système d’équations suivant :

∂u1

∂t
+ (u1.∇)u1 + v1,3

∂u1

∂z
+ ωα(u1) −

∂

∂z

(
ν1
∂u1

∂z

)
= −∇q1 (1.32)

div u1 +
∂v1,3

∂z
= 0 (1.33)

∂q1
∂z

= 0, (1.34)
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et pour la couche supérieure :

∂u2

∂t
+ (u2.∇)u2 + v2,3

∂u2

∂z
+ ωα(u2) −

∂

∂z

(
ν2
∂u2

∂z

)
= −∇q2 (1.35)

div u2 +
∂v2,3

∂z
= 0 (1.36)

∂q2
∂z

= 0, (1.37)

où ν1 et ν2 désignent les coefficients de viscosité respectifs. Les conditions aux limites

que nous prenons sont les mêmes que celles considérées dans le cas d’une seule couche

(voir section 1.1.3), en surface

p2 = pa, (1.38)

ν2
∂u2

∂z
= τs2 , (1.39)

v2,3 =
∂η2

∂t
+ u2.∇η2, (1.40)

et au fond :

ν1
∂u1

∂z
= τf , (1.41)

u1.n + v1,3.n3 = 0. (1.42)

À l’interface, on impose la continuité de la pression,

p1 = p2, (1.43)

imposons également une condition cinématique,

v2,3 =
∂η1

∂t
+ u2.∇η1, (1.44)

v1,3 =
∂η1

∂t
+ u1.∇η1, (1.45)

ceci étant équivalent à imposer

v1.n1 = −v2.n2, (1.46)

où n1 est le vecteur normal extérieur à la première couche, et n2 la normale extérieure

à la seconde couche.
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Considérons également la condition à l’interface (Γ2.n2)T = τi, où Γ2 représente le

tenseur des efforts visqueux de la première couche, et τi le frottement entre les deux

couches. Généralement on considère que n2 ≈ (0, 0,−1), on obtient alors,

−ν2
∂u2

∂z
= τi. (1.47)

1.2.2 Un modèle bi-dimensionnel

Pour obtenir le modèle bi-dimensionnel, on intègre les équations de la couche in-

férieure entre −H et η1, et les équations de la couche supérieure entre η1 et η2. On

procède de la même façon que dans le cas d’une seule couche, sauf pour les termes

de pression qui se traitent différemment :

Pour la couche du fond, en notant pi la pression à l’interface, on a :

q1 =
pi

ρ1
+ gη1,

avec pi = pa + ρ2gh2 (ici pa est la pression atmosphérique). On a ainsi

∇q1 =
ρ2

ρ1
g∇h2 + g∇η1,

et en intégrant : ∫ η1

−H

∇q1dz =
ρ2

ρ1

gh1∇h2 + gh1∇η1.

Pour la couche supérieure on a :

q2 =
pa

ρ2

+ gη2,

d’où, en remarquant que η2 = h2 + η1,

∇q2 = g∇h2 + g∇η1

et en intégrant on obtient
∫ η2

η1

∇q2dz = gh2∇h2 + gh2∇η1.

On aboutit alors à :

h1
∂u1

∂t
− h1A1∆u1 +

h1

2
∇u1

2 + h1rot u1α(u1)

+ h1ωα(u1) + g
ρ2

ρ1
h1∇h2 + gh1∇η1 = τi − τf , (1.48)
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h2
∂u2

∂t
− h2A2∆u2 +

h2

2
∇u2

2 + h2rotu2α(u2)

+ h2ωα(u2) + gh2∇h2 + gh2∇η1 = τs2 − τi. (1.49)

On modélise généralement le terme τi par

τi = C0h2|u2 − u1|(u2 − u1).

Pour alléger l’écriture des équations nous ne faisons pas apparaître ici les termes

de friction au fond et à l’interface. En divisant par h1 l’équation (1.48) et par h2

l’équation (1.49), on obtient ainsi les équations de conservation de la quantité de

mouvement suivantes :

∂u1

∂t
+

1

2
∇u1

2 + rotu1α(u1) − A1∆u1 + ωα(u1) + g∇h1 + g
ρ2

ρ1
∇h2 = f1, (1.50)

∂u2

∂t
+

1

2
∇u2

2 + rot u2α(u2) − A2∆u2 + ωα(u2) + g∇h2 + g∇h1 = f2. (1.51)

où l’on a noté :

f1 = g∇H

et

f2 =
CsV |V |
h2

+ g∇H.

Nous noterons dans la suite de cette étude les vitesses moyennes simplement par u1

et u2. Les équations caractérisant le modèle de shallow water bi-couche sont ainsi

données par :

∂u1

∂t
+

1

2
∇u2

1 + rotu1α(u1) − A1∆u1 + ωα(u1) + g
ρ2

ρ1
∇h2 + g∇h1 = f1, (1.52)

∂h1

∂t
+ div (u1h1) = 0, (1.53)

∂u2

∂t
+

1

2
∇u2

2 + rotu2α(u2) − A2∆u2 + ωα(u2) + g∇h2 + g∇h1 = f2, (1.54)

∂h2

∂t
+ div (u2h2) = 0. (1.55)

En nous inspirant du modèle une couche, nous prenons en général les mêmes

conditions aux limites sur les frontières latérales naturelles :

u1.n = 0, (1.56)

u2.n = 0, (1.57)

30



PartieI: Chapitre 1. 1.2. Un modèle de Shallow Water à deux couches

rot u1 = 0, (1.58)

rot u2 = 0. (1.59)

Et comme conditions initiales :

u1(t = 0) = u1,0 (1.60)

u2(t = 0) = u2,0 (1.61)

h1(t = 0) = h1,0 (1.62)

h2(t = 0) = h2,0. (1.63)

Nous pouvons également prendre des conditions aux limites de type Dirichlet, c’est

l’objet du prochain chapitre.

1.2.3 La méthode de Galerkin pour la résolution numérique

Le domaine Ω est un ouvert borné régulier de R
2, simplement connexe pour sim-

plifier, de frontière γ de classe C1,1 ou Ω un polygone convexe. Physiquement, Ω

correspond au domaine horizontal occupé par le fluide. On note n la normale ex-

térieure à Ω sur γ et x = (x1, x2) un point de Ω. On note (., .) le produit scalaire

associé à L2(Ω)N . Nous nous intéressons ici à la résolution numérique du problème

bi-couche introduit dans la section précédente. Pour ne pas alourdir notre présenta-

tion de notations inutiles, nous écrirons ui et non plus ui, en n’oubliant pas que ui

représente ici la vitesse moyennée sur la hauteur de la couche i. Toujours pour sim-

plifier l’écriture, on ne considérera pas dans ce qui suit les termes de frottement au

fond et entre les deux couches. Nous souhaitons ainsi résoudre le problème suivant :

(E1)





∂u1

∂t
+

1

2
∇u2

1 + rotu1α(u1) − A1∆u1 + ωα(u1) + g
ρ2

ρ1

∇h2 + g∇h1 = f1

∂h1

∂t
+ div (u1h1) = 0

u1.n = 0, rotu1 = 0
u1(t = 0) = u1,0

h1(t = 0) = h1,0

(E2)





∂u2

∂t
+

1

2
∇u2

2 + rotu2α(u2) − A2∆u2 + ωα(u2) + g∇h2 + g∇h1 = f2

∂h2

∂t
+ div (u2h2) = 0

u2.n = 0, rotu2 = 0
u2(t = 0) = u2,0

h2(t = 0) = h2,0.
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On définit l’espace fonctionnel V des fonctions tests :

V =
{
φ ∈ L2(Ω)2, div φ ∈ L2(Ω), rotφ ∈ L2(Ω), φ · n = 0 sur γ

}
,

muni de la norme

||u||2V = ||u||2L2(Ω)2 + ||div u||2L2(Ω) + ||rotu||2L2(Ω).

V est alors algébriquement et topologiquement inclus dans l’espace

{φ ∈ H1(Ω)2|φ · n = 0 sur γ}.

D’autre part, puisque le domaine est simplement connexe, la norme précédente est

équivalente à celle donnée par ||u||2V = ||div u||2L2(Ω) + ||rotu||2L2(Ω), et la forme bilinéaire

a(u, v) = (div u, div v) + (rotu, rot v)

est coercive.

Dans [11], les auteurs obtiennent une solution faible (ui, hi) du problème précédent,

où ui ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)2) ∩ L2(0, T ;V) et hi ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)) ∩ L2(Q), et cette so-

lution est unique si les données sont suffisamment régulières. Nous allons approcher

numériquement le problème précédent à l’aide de la méthode de Galerkin, celle-ci

nécessite l’utilisation d’une base de l’espace fonctionnel V dans lequel est recherchée

la solution ui. C’est pourquoi nous rappelons dans ce paragraphe quelques résultats

obtenus par P. Orenga pour la construction numérique d’une base de l’espace fonc-

tionnel V [62].

Base de l’espace fonctionnel V

On rappelle que Ω est un domaine ouvert, borné de R2, simplement connexe,

de frontière γ de classe C1,1 ou Ω un polygone convexe. On a les décompositions

orthogonales de L2(Ω)2 et de V suivantes [18, 33] :

L2(Ω)2 = ∇H1(Ω) ⊕ RotH1
0 (Ω),

V =

{
u = ∇p, p ∈ H2(Ω),

∂p

∂n
= 0

}
⊕ RotH1

0 (Ω).

C’est-à-dire que toute fonction de V s’écrit de manière unique sous la forme :

u = up + uq = ∇p+ Rot q,
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avec p et q solutions des problèmes scalaires suivants :

(G)

{
∆p = div u dans Ω
∂p

∂n
= u.n = 0 sur γ

et (R)

{
−∆q = rotu dans Ω
q = 0 sur γ.

Les conditions de régularité sur le domaine Ω et sa frontière proviennent des résultats

obtenus par Grisvard [34]. La fonction scalaire p peut être choisie telle que
∫

Ω

pdx = 0

de telle sorte que ||∇p||L2(Ω)2 soit une norme équivalente à ||p||H1(Ω), et si Ω est sim-

plement connexe (compte tenu de up ·n = uq ·n = 0), on a ||div up||L2(Ω) = ||∆p||L2(Ω)

est une norme équivalente à ||up||H1(Ω).

De même, ||Rot q||L2(Ω)2 est une norme équivalente à ||q||H1(Ω) et ||rotuq||L2(Ω) =

||∆p||L2(Ω) est une norme équivalente à ||uq||H1(Ω).

De plus, si div up ∈ Lp(Ω) alors p ∈ W 2,p(Ω) et de même, si rotuq ∈ Lp(Ω) alors

q ∈ W 2,p(Ω) [33].

Nous allons à présent donner un théorème permettant de construire une base

spéciale de l’espace V, satisfaisant aux conditions d’imperméabilité.

On considère les problèmes aux valeurs propres suivants :

(P1)





−∆u = λu dans Ω,
u.n = 0 sur γ,
rotu = 0 sur γ.

(P2)

{ −∆p = λp dans Ω,
∂p

∂n
= 0 sur γ.

(P3)

{
−∆q = µq dans Ω,
q = 0 sur γ.

On le théorème suivant [62] :

Théorème 1.1. 1. Si (λ, p) est solution de (P2), alors (λ,∇p) est solution de (P1).

2. Si (µ, q) est solution de (P3), alors (µ,Rot q) est solution de (P1).

3. Puisque Ω est simplement connexe, alors 0 n’est pas valeur propre de (P1).
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4. L’ensemble composé des ∇pi et des Rot qi, où pi est solution de (P2) et qi est

solution de (P3), est une base de L2(Ω)2 et de V.

De plus, l’ensemble composé des fonctions pi, solutions de (P2), constitue une

base orthogonal de L2(Ω).

Remarque 1.2. Dans le cas d’un domaine à géométrie complexe, les fonctions pi

et qi, vérifiant les problèmes scalaires précédents, sont obtenues par une méthode

d’éléments finis en utilisant des éléments de type Hermite à trois degrés de liberté

(u, ux, uy) par nœud. Cela permet ainsi d’accéder directement aux ∇pi et aux Rot qi.

Cependant, dans le cas d’un domaine idéalisé (cf. paragraphe 3.4), ces fonctions sont

connues analytiquement.

Méthode de Galerkin

Notons {ϕ1, ..., ϕm, ...} la base orthogonale de V obtenue en normant dans L2(Ω)2

la base définie précédemment, c’est à dire l’ensemble des ∇pi√
λi

et des Rotqi√
µi

.

On note Vm le sous espace de dimension finie engendré par les m premières

fonctions {ϕ1, ..., ϕm}.
La méthode de Galerkin consiste à chercher les solutions approchées u1,m et u2,m de

u1 et u2 sur Vm, où u1 et u2 sont les solutions des problèmes (E1) et (E2).

Pour cela on s’intéresse aux problèmes faibles approchés (Em
1 ) et (Em

2 ) :

(Em
1 )





(
∂u1,m

∂t
, ϕi

)
− A1a(u1,m, ϕi) − 1

2

(
u2

1,m, divϕi

)
+ (rotu1,mα(u1,m), ϕi)

+ ω (α(u1,m), ϕi) − g
ρ2

ρ2
(h2,m, divϕi) − g (h1,m, divϕi)

= (f1, ϕi) , ∀ϕi, i = 1, ..., m,

∂h1,m

∂t
+ div (u1,mh1,m) = 0,

u1,m(t = 0) = u1,0,m,
h1,m(t = 0) = h1,0,m.
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(Em
2 )





(
∂u2,m

∂t
, ϕi

)
− A2a(u2,m, ϕi) − 1

2

(
u2

2,m, divϕi

)
+ (rotu2,mα(u2,m), ϕi)

+ ω (α(u2,m), ϕi) − g (h2,m, divϕi) − g (h1,m, divϕi)
= (f2, ϕi) , ∀ϕi, i = 1, ..., m,

∂h2,m

∂t
+ div (u2,mh2,m) = 0,

u2,m(t = 0) = u2,0,m,
h2,m(t = 0) = h2,0,m.

D’autre part, u1,m et u2,m se décomposent sur la base de la façon suivante :

u1,m =

m∑

i=1

x1,i(t)ϕi(x) =

mp∑

i=1

a1,i(t)
∇pi√
λi

+

mq∑

i=1

b1,i(t)
Rot qi√
µi

,

u2,m =
m∑

i=1

x2,i(t)ϕi(x) =

mp∑

i=1

a2,i(t)
∇pi√
λi

+

mq∑

i=1

b2,i(t)
Rot qi√
µi

.

On note ϕai = ∇pi√
λi

et ϕbi = Rot qi√
µi

, on remplace alors u1,m et u2,m par ces expressions

dans les problèmes (Em
1 ) et (Em

2 ).

En effectuant les intégrations bi-dimensionnelles et en utilisant les propriétés d’ortho-

normalité de la base, nous sommes amenés à résoudre deux systèmes d’équations

différentielles non linéaires du premier ordre :

(ED1)





∂a1,i

∂t
= −A1λia1,i − ω

m∑

j=1

x1,jXX(a, i, j) −
m∑

j=1

m∑

k=1

x1,jx1,kXXX(a, i, j, k)

+ g
ρ2

ρ1
(h2,m, divϕai) + g(h1,m, divϕai) + (f1, ϕai),

∂b1,i

∂t
= −A1µib1,i − ω

m∑

j=1

x1,jXX(b, i, j) −
m∑

j=1

m∑

k=1

x1,jx1,kXXX(b, i, j, k)

(ED2)





∂a2,i

∂t
= −A2λia2,i − ω

m∑

j=1

x2,jXX(a, i, j) −
m∑

j=1

m∑

k=1

x2,jx2,kXXX(a, i, j, k)

+ g(h2,m, divϕai) + g(h1,m, divϕai) + (f2, ϕai)

∂b2,i

∂t
= −A2µib2,i − ω

m∑

j=1

x2,jXX(b, i, j) −
m∑

j=1

m∑

k=1

x2,jx2,kXXX(b, i, j, k)

+ (f2, ϕbi).

Les fonctions XX(a, i, j), XX(b, i, j), XXX(a, i, j, k), et XXX(b, i, j, k) représentent

des intégrales de produits de fonctions de base, donc indépendantes du temps.
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Pour résoudre ces équations différentielles, nous procédons de la façon suivante.

Nous utilisons une méthode de quadrature pour intégrer le terme de diffusion. En

effet, les deux systèmes d’équations (ED1) et (ED2) sont du type

∂xi(t)

∂t
+ Aλixi(t) = Fi(t).

On multiplie alors de part et d’autre par eAλit, et on intègre entre t et t + ∆t,

où ∆t représente le pas de temps. En faisant l’approximation
∫ t+∆t

t
eAλitFi(t)dt ≈

Fi(t+ ∆t)
∫ t+∆t

t
eAλitdt, on obtient finalement la relation générale :

xi(t+ ∆t) = e−Aλi∆txi(t) + Fi(t+ ∆t)

(
1 − e−Aλi∆t

λi

)
.

Cette astuce de calcul s’avère particulièrement intéressante lors de l’évaluation des

plus petites composantes qui sont principalement dominées par les forces de friction

visqueuses.

Les termes (h1,m, divϕai) et (h2,m, divϕai) doivent être calculés à chaque itéra-

tion après réévaluation de la hauteur d’eau.

Pour calculer h1,m et h2,m, on utilise la méthode des caractéristiques. Cette

méthode correspond à une approche lagrangienne du problème. En effet, le calcul

de la hauteur d’eau est réalisé en évaluant la variation de la hauteur sur une trajec-

toire. En notant D
Dt

la dérivée temporelle sur les caractéristiques, les équations de

M

t

t

t+ ∆t

t- ∆t

x

y

Particule

Trajectoire

Sens de parcourt

Figure 1.5: Trajectoire d’une particule
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conservation de la masse (Em
1 )2 et (Em

2 )2 peuvent s’écrire sous la forme :

Dh1,m

Dt
= −h1,mdiv u1,m, (1.64)

Dh2,m

Dt
= −h2,mdiv u2,m. (1.65)

Soit encore, si X(t) représente la coordonnée d’un point de la trajectoire à l’instant

t et ∆t le pas de discrétisation en temps :

h1,m(X(t), t) = h1,m(X(t− ∆t), t− ∆t) exp(−∆t div u1,m(X(t), t)), (1.66)

h2,m(X(t), t) = h2,m(X(t− ∆t), t− ∆t) exp(−∆t div u2,m(X(t), t)). (1.67)
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Chapitre 2

Un résultat d’existence pour le

modèle de SW bi-couche avec des

conditions aux limites de Dirichlet

Ce chapitre a fait l’objet d’une note aux comptes rendus de l’académie des sciences

[28].

Nous présentons dans ce chapitre un résultat d’existence pour un problème de

shallow water bi-couche, avec conditions aux limites de Dirichlet. La principale

difficulté provient des termes couplant les deux couches. Pour les traiter, nous

devons coupler l’estimation naturelle d’énergie avec une estimation des épaisseurs

dans L2(Q). Pour obtenir cette estimation L2, nous utilisons quelques résultats sur

les espaces de Hardy définis sur des bornés pour traiter les termes non linéaires.

2.1 Un résultat d’existence

Nous supposons que la surface du fluide occupe un domaine borné Ω de R
2, simple-

ment connexe, de frontière Γ assez régulière. Soit Q le cylindre défini par Ω× (0, T )

et Σ = Γ × (0, T ). Pour ne pas alourdir notre présentation de notations inutiles, on

ne prendra pas en compte dans ce qui suit la force de Coriolis, la tension du vent sur

la surface du fluide, ainsi que les frottements au fond et à l’interface entre les deux

fluides. On note λi > 0 et µi > 0 les coefficients de diffusion, nous nous intéressons

au problème suivant :

(P )





∂ui

∂t
+ (ui · ∇)ui − λi∇div ui − µi∆ui + g∇hi + gi∇hj = 0 dans Q,

ui = 0 sur Σ,
∂hi

∂t
+ div (uihi) = 0 dans Q,

ui(t = 0) = ui,0 et hi(t = 0) = hi,0 dans Ω,
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pour i = 1, 2 et j = 1, 2, avec j 6= i. Ici, g est l’accélération de la gravité et g1 = ρ2

ρ1
g,

g2 = g. Le couplage entre les deux couches est pris en compte par les termes de

pression gi∇hj.

Soit CGN la plus optimale constante de l’inégalité de Gagliardo-Niremberg suiv-

ante :

||u||2L4(Ω)2 ≤ CGN ||u||H1
0 (Ω)2 ||u||L2(Ω)2 .

Soit C2 la constante issue de l’injection de W 1,1(Ω)
2 dans L2(Ω)2 :

||u||L2(Ω)2 ≤ C2||u||W 1,1(Ω)2 .

En suivant le travail de M.L. Munoz Ruiz et al [11], on considère les espaces de

Orlicz LA(Ω), LA′(Ω) et LÃ′(Ω) où A est la N-fonction (voir Adams chapitre 8 [1])

définie par

A(x) = exp(x2) − 1,

et A′ est la N-fonction complémentaire à A, équivalente à la N-fonction Ã′ définie

par

Ã′(x) = x

√
log+ x.

L’espace de Orlicz LA(Ω) est un espace de Banach pour la norme || · ||LA(Ω)

|| · ||LA(Ω) = inf

{
p > 0;

∫

Ω

A
( | · (x)|

p

)
dx ≤ 1

}
.

Nous utiliserons par la suite les propriétés suivantes relatives aux espaces de Orlicz

[1],

||p||LA(Ω) ≤ k||p||H1(Ω) ∀p ∈ H1(Ω),

||h||LA′(Ω) ≤ k′||h||L
Ã′ (Ω) ∀h ∈ LA′(Ω),

||h||L
Ã′(Ω) ≤

∫

Ω

Ã′(h) dx + 1,

et une version généralisée de l’inégalité de Hölder :
∣∣∣∣
∫

Ω

ph dx

∣∣∣∣ ≤ 2||p||LA(Ω)||h||LA′ (Ω).

On introduit également l’opérateur de Stokes S(Π) = p, où (s, p) est l’unique

solution problème suivant [44] :

−∆s + ∇p = Π dans Ω, s = 0 sur Γ, div s = 0 dans Ω,

∫

Ω

p dx = 0. (2.1)
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On sait que l’opérateur linéaire S est borné de W−1,r(Ω)
2 dans Lr(Ω) et de Lr(Ω)2

dans W 1,r(Ω) avec 1 < r < ∞. On note ainsi C, C ′ et C ′′ les constantes positives

satisfaisant aux inégalités suivantes :

||p||L2(Ω) ≤ C||Π||W−1,2(Ω)2 ,

||p||W 1,2(Ω) ≤ C ′||Π||L2(Ω)2,

||p||W 1,4(Ω) ≤ C ′′||Π||L4(Ω)2 .

Dans la suite on pose K1 = 2C ′kk′.

Conditions sur les données

Soient ε et ε′ deux nombres positifs tels que :

ε =
g − 1

2
et 0 < ε′ < 1. (2.2)

On note

C1 =
C2

2ε
, C2 =

C2k2K1

2
, C3 =

C ′′C2
GN

2ε
+ (k0 + k1)C1, C4 = 2K2

1 ,

où k0, k1, k2 sont définis dans la section 2.2.

On considère également une constante positive δ telle que

δ2 > 12C1C2. (2.3)

Nous supposons que les coefficients de viscosité µi, λi vérifient

(
δ −

√
δ2 − 12C1C2

2C1

)
< µi <

(
δ +

√
δ2 − 12C1C2

2C1

)
, (2.4)

δλi >
δ2g2

i

4ε′
. (2.5)

Ainsi

D3,i = δµi − C1µ
2
i − 3C2, D2,i = δλi −

δ2g2
i

4ε′
, D1,i = δg + λi

sont strictement positifs.

Enfin, on dira que les données sont petites dans le sens suivant :

D0 < θmin



min

i=1,2

(
δ

2
− 1

4

)(√
δ2C2

GN + 16C3θiD3,i − δCGN

4C3

)2

;
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min
i=1,2

(D1,i − C4||hi,0||L1(Ω))
θ′iD3,i

C2||hi,0||L1(Ω)



 , (2.6)

où θi + θ′i = 1, θ ∈ (0, 1) et

D0 =

2∑

i=1

[(
δ

2
+

1

4

)
||ui,0||2L2(Ω)2 + (δg + λi)

∫

Ω

hi,0 log hi,0 + 4K2
1 +

mes(Q)hi,0(ghi,0 + gihj,0) + 2K2
1 ||hi,0||L1(Ω)

∫

Ω

hi,0 log+ hi,0

]
.

Si les conditions (2.2)–(2.6) sont satisfaites, on a le résultat suivant :

Théorème 2.1. Soient ui,0 ∈ L2(Ω)2, hi,0 > 0, hi,0 log hi,0 ∈ L1(Ω), vérifiant les

conditions suivantes :

||hi,0||L1(Ω) <
D1,i

C4
, (2.7)

∫

Ω

hi,0 log+ hi,0 <
θ′iD3,i

C2||hi,0||L1(Ω)

, (2.8)

||ui,0||L2(Ω) <

√
δ2C2

GN + 16C3θiD3,i − δCGN

4C3
. (2.9)

Il existe une solution {(u1, h1), (u2, h2)} pour le problème (P ) vérifiant : ui ∈
L2(0, T ;H1

0(Ω)2) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)2), hi log hi ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)) et hi ∈ L2(Q) pour

i = 1, 2, où les équations de conservation de la quantité de mouvement et de conti-

nuité sont respectivement résolues dans L
4
3 (0, T ;H−1(Ω)2) et L

4
3 (0, T ;W−1, 4

3 (Ω)).

Pour obtenir les estimations d’énergie, nous procédons dans un premier temps de

la même manière que dans le cas mono-couche [63]. On multiplie respectivement les

équations des moments par u1 et u2, on intègre sur Ω et on ajoute les deux équations

2∑

i=1

[
d

dt

[
1

2
||ui||2L2(Ω)2 + g

∫

Ω

hi log hi dx

]
+ λi||div ui||2L2(Ω) +

(
µi −

CGN

2
||ui||L2(Ω)2

)
||ui||2H1

0 (Ω)2

]
=

2∑

i=1

gi(hj, div ui), (2.10)

où CGN est une constante issue des inégalités de Gagliardo-Niremberg. La principale

difficulté qui différencie ce problème du modèle de shallow water mono-couche [63]

provient des termes (hj, div ui). Pour estimer ces termes, nous avons besoin d’avoir

une borne sur hi dans L2(Q) en fonction de bornes sur ui dans L2(0, T ;H1
0(Ω)2) ∩
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L∞(0, T ;L2(Ω)2) et hi log hi dans L∞(0, T ;L1(Ω)). Ce résultat a été obtenu par M.L.

Munoz-Ruiz et al. [11] avec les conditions aux limites suivantes : ui · n = rot ui = 0

sur Σ. Avec ces conditions, on peut facilement découpler l’équation des moments en

une équation rotationnelle et une équation potentielle, ce qui permet aux auteurs

d’obtenir une estimation sur hi dans L2(Q). Dans le cas de conditions aux limites

de Dirichlet, on ne peut pas découpler aussi facilement l’équation des moments,

ce qui rend délicate l’obtention d’une borne L2 pour hi. Notons également que le

résultat que nous établissons dans ce chapitre complète les travaux de M.L. Munoz-

Ruiz et al. dans [56], où les auteurs obtiennent un résultat d’existence dans le cas

mono-dimensionnel.

Pour démontrer le théorème, nous procédons en trois étapes : en utilisant cer-

taines propriétés des espaces de Hardy, on commence par donner dans le lemme 2.2

une estimation sur (ui ·∇)ui dans L2(0, T ;H−1(Ω)2)+L1(0, T ;W 1,1(Ω)2) en fonction

de bornes sur ui dans L2(H1
0 (Ω)2)∩L∞(L2(Ω)2). Puis, en introduisant l’opérateur de

Stokes et en utilisant cette estimation, nous obtenons une borne sur hi dans L2(Q)

en fonction de bornes sur ui dans L2(0, T ;H1
0(Ω)2) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)2) et hi log hi

dans L∞(0, T ;L1(Ω)) (lemma 2.5). Enfin, dans la section 2.4, on utilise le lemme

2.5 pour obtenir les estimations globales d’énergie pour des données petites, ce qui

permet de passer à la limite dans les équations.

2.2 Une estimation sur le terme d’advection (ui·∇)ui

Soit Bx
η la boule de centre x ∈ Ω et de rayon η. Dans la suite, on note W(R2)

l’espace des fonctions f ∈ H1(R2) dont la dérivée au sens des distributions Df est

encore dans H1(R2), l’espace de Hardy défini par :

H1(R2) =

{
f ∈ L1(R2)/ sup

η≥0
|hη ∗ f | ∈ L1(R2)

}

où hη(x) = η−2h(x
η
) ≥ 0, appartient à C∞

0 (R2) et vérifie : supp hη(x) ⊂ Bx
η ,∫

R2 hη(x) dx = 1 (voir C. Fefferman et E. Stein [22], R. Coifman et G. Weiss [16]).

Notons que W(R2) est un sous espace de l’espace de Sobolev W 1,1(R2). Dans [9] et

[35], les auteurs introduisent des espaces de Hardy définis sur des domaines bornés.

Un de ces espaces est donné par :

H1
z(Ω) =

{
f ∈ L1(Ω)/fz ∈ H1(R2)

}

où fz est le prolongement par 0 de f dans R2. Toute fonction f de H1
z(Ω) vérifie∫

Ω
f dx = 0. Dans la suite, nous nous intéresserons aux propriétés de ce type
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d’espace. On réécrit les termes d’advection sous la forme :

ui∇ui,l =

2∑

k=1

ui,k
∂ui,k

∂xl
+ (−1)lui,jrotui = T0,l + T1,l

avec l 6= j. On montre alors le résultat suivant :

Lemme 2.2. T0,l vérifie l’estimation :

||T0,l||2L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ k0||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)||ui||2L2(0,T ;H1
0 (Ω)2) (2.11)

et on peut décomposer T1,l = T11,l + T12,l tel que :

||T11,l||2L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ k1||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)||rotui||2L2(Q), (2.12)

||T12,l||L1(0,T ;W 1,1(Ω)) ≤ k2||ui||2L2(0,T ;H1
0 (Ω)2), (2.13)

où k0, k1 et k2 sont des constantes positives ne dépendant que des données.

Démonstration. Dans ce qui suit, on note (hi, ui), i = 1, 2, une solution de (P )

prolongée par (0, 0) dans R2. On a
∣∣∣∣
∣∣∣∣ui,k

∂ui,k

∂xl

∣∣∣∣
∣∣∣∣
H−1(Ω)

=
1

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂u2

i,k

∂xl

∣∣∣∣
∣∣∣∣
H−1(Ω)

≤ 1

2
||(ui,k)

2||L2(Ω).

En utilisant l’inégalité de Gagliardo Niremberg, on obtient ainsi (2.11). Pour estimer

T1,l dans un espace de Hardy, on remarque que sur toute boule Bx
η , ui peut se

décomposer sous la forme :

ui = ∇px
η + Rot qx

η , où px
η ∈ H1(Bx

η ) et qx
η ∈ H1

0 (Bx
η ). (2.14)

Remarque 2.3. Soient Bx
η et Bx′

η′ deux boules telles que B∩ = Bx
η ∩ Bx′

η′ 6= ∅.
Dans chacune de ces boules, ui peut être décomposé de façon unique en utilisant

(2.14). Nous n’avons pas nécessairement Rot qx
η 6= Rot qx′

η′ dans B∩, toutefois on a :

rotu = rotRot qx
η = rotRot qx′

η′ dans B∩.

En utilisant la décomposition (2.14) et la remarque précédente, sur toute boule

Bx
η , il vient :

T1,l = −rot (ui,jRot qx
η ) + Rotui,jRot qx

η = Ax
η + Cx

η

où Ax
η vérifie ∫

Ω

Ax
η dx = 0 et Ax

η = 0 dans R
2\Ω.
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Pour établir le résultat annoncé sur T1,l, on pose I1(x) = hη ∗Ax
η et I2(x) = hη ∗

∂Cx
η

∂y
.

Traitons en premier lieu le terme I1(x). On a :

I1(x) = −
∫

Bx
η

1

η2
Roth

(
x− y

η

)
ui,j(y)

Rot qx
η (y)

η
dy

≤ D1

(∫

Bx
η

− |ui,j|β
) 1

β
(∫

Bx
η

− (|Rot qx
η |η−1)

β′

) 1
β′

,

avec 1
β

+ 1
β′ = 1. De plus, puisque

∫
Bx

η
Rot qx

η = 0 et Rot qx
η · n = 0 sur ∂Bx

η , on

obtient, en utilisant l’inégalité de Poincaré-Sobolev et la remarque précédente

(∫

Bx
η

− (|Rot qx
η |η−1)

β′

) 1
β′

≤ D2

(∫

Bx
η

− |rotRot qx
η |α
) 1

α

= D2

(∫

Bx
η

− |rotui|α
) 1

α

,

avec 1
α
− 1

2
= 1 − 1

β
= 1

β′ . Ainsi, en posant sup
η>0

∫

Bx
η

− |f | = M(f), il vient

∫
sup
η>0

|I1(x)| dx ≤ D3

∫

Ω

(
M
(
|ui,j|β

)) 1
β (M (|rotui|α))

1
α ,

et avec l’inégalité de Hölder :
∫

sup
η>0

|I1(x)| dx ≤ D3

∣∣∣∣M
(
|ui,j|β

)∣∣∣∣ 1
β

L
2
β

||M (|rotui|α)||
1
α

L
2
β

.

Finalement, si on choisit β < 2 et α < 2, on peut appliquer le théorème du maximum

de Hardy-Littlewood, et on obtient :
∫

sup
η>0

|I1(x)| dx ≤ D4||ui,j||L2(Ω)||rotui||L2(Ω).

Ainsi en remarquant que H1
z(Ω) ⊂ H−1(Ω), on obtient (2.12). En utilisant la même

méthode on peut estimer
∫

sup
η>0

|I2(x)| dx par ||u||2H1
0(Ω)2 , et en rappelant que W(R2)

s’injecte dans W 1,1(R2), on obtient (2.13).

2.3 Une estimation sur hi dans L2(Q)

On obtient dans cette section une estimation sur h1 et h2 dans L2(Q). Pour se faire,

on considère l’opérateur de Stokes défini dans la section 2.1 et on utilise les résul-

tats démontrés dans la section précédente. On commence par rappeler la remarque

suivante :
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Remarque 2.4. Si hi,0 > 0 et hi,0 ∈ L1(Ω), i = 1, 2, alors h1 et h2 vérifient les

relations suivantes

h1 > 0, h2 > 0, (2.15)
∫

Ω

h1 =

∫

Ω

h1,0,

∫

Ω

h2 =

∫

Ω

h2,0. (2.16)

En effet, les inégalités (2.15) se déduisent facilement de la relation

hi(Xi(t), t) = hi(x0, 0)e−
∫ t
0 div ui(Xi(s),s)ds,

où Xi(t) est la solution du problème

{
dXi

dt
= ui(Xi(t), t),

Xi(0) = x0,

pour i = 1, 2. Les relations (2.16) sont obtenues par intégration sur Ω des équations

de continuité respectives.

Nous présentons à présent le lemme suivant :

Lemme 2.5. Si hi,0 > 0 et hi,0 log hi,0 ∈ L1(Ω), alors h1 et h2 vérifient les estima-

tions

λi

∫

Ω

hi log hi + ||hi||2L2(Q) ≤ C0,i +
1

4
||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)

+
(
C1µ

2
i + 3C2

)
||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2) + C3||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)||ui||2L2(0,T ;H1
0 (Ω)2)

+ C2||hi,0||L2(Ω)||ui||2L2(0,T ;H1
0 (Ω)2) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi + C4||hi,0||L2(Ω) sup
t

∫

Ω

hi log+ hi,

(2.17)

où C0,i = λi

∫
Ω
hi,0 log hi,0 + mes(Q)hi,0(ghi,0 + gihj,0) + 4K2

1 + 1
4
||ui,0||2L2(Ω)2 +

2K2
1 ||hi,0||L1(Ω)

∫
Ω
hi,0 log+ hi,0, i 6= j.

Démonstration. On considère pour i = 1, 2 : pi = S(−∆ui) avec (si, pi) la solution

du problème suivant :
{

−∆si + ∇pi = −∆ui dans Ω, si = 0 sur ∂Ω,
div si = 0 dans Ω,

∫
Ω
pi = 0.

Ainsi, en utilisant cette décomposition, les équations de conservation de la quantité

de mouvement se réécrivent sous la forme de la somme d’une composante rotationelle

et d’une composante potentielle :

−µ1∆s1 + ∇ (µ1p1 − λ1div u1 + gh1 + g1h2) = −∂u1

∂t
− (u1 · ∇)u1,
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−µ2∆s2 + ∇ (µ2p2 − λ2div u2 + g2h1 + gh2) = −∂u2

∂t
− (u2 · ∇)u2.

En notant que hi = hi,0, il vient

µ1p1−λ1div u1 +g(h1−h1,0)+g1(h2−h2,0) = S

(
−∂u1

∂t

)
+S (−(u1 · ∇)u1) , (2.18)

µ2p2−λ2div u2 +g2(h1−h1,0)+g(h2−h2,0) = S

(
−∂u2

∂t

)
+S (−(u2 · ∇)u2) . (2.19)

En multipliant (2.18) par h1 et (2.19) par h2 et en intégrant sur Q, on arrive à :

g||h1||2L2(Q) = mes(Q)h1,0

(
gh1,0 + g1h2,0

)
− g1

∫

Q

h1h2 + λ1

∫

Q

h1div u1

− µ1

∫

Q

p1h1 +

∫

Q

S

(
−∂u1

∂t

)
h1 +

∫

Q

S (−(u1 · ∇)u1) h1, (2.20)

et

g||h2||2L2(Q) = mes(Q)h2,0

(
g2h1,0 + gh2,0

)
− g2

∫

Q

h1h2 + λ2

∫

Q

h2div u2

− µ2

∫

Q

p2h2 +

∫

Q

S

(
−∂u2

∂t

)
h2 +

∫

Q

S (−(u2 · ∇)u2) h2. (2.21)

L’estimation L2 sur h1 et h2 est obtenue en estimant les termes du membre de

droite de ces équations. Notons tout d’abord que
∫

Q
h1h2 > 0 puisque h1, h2 > 0.

On traite ensuite le troisième terme du membre de droite. On a

−(hi, div ui) = (∇hi, ui) =

(∇hi

hi

, uihi

)
= (∇ log hi, uihi) = −(log hi, div (uihi)),

et en utilisant les équations de continuité et (2.16) :

−(hi, div ui) =

(
log hi,

∂hi

∂t

)
=

d

dt
(hi log hi − hi, 1) =

d

dt
(hi log hi, 1). (2.22)

Il vient ainsi :

λi

∫

Q

hidiv ui = −λi

∫

Ω

hi log hi + λi

∫

Ω

hi,0 log hi,0. (2.23)
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On considère à présent le quatrième terme du membre de droite.

−µi

∫

Q

pihi = −µi

∫

Q

S(−∆ui)hi

≤ µi

∫ T

0

||S(−∆ui)||L2(Ω)||hi||L2(Ω)

≤ Cµi

∫ T

0

|| − ∆ui||H−1(Ω)2 ||hi||L2(Ω)

≤ Cµi

∫ T

0

||ui||H1
0 (Ω)2 ||hi||L2(Ω)

≤ C2µ2
i

2ε
||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2) +
ε

2
||hi||2L2(Q). (2.24)

Il nous faut maintenant estimer le cinquième terme de droite. Le domaine Ω

étant indépendant du temps, on a S
(

∂ui

∂t

)
= ∂S(u)

∂t
, donc

−
∫

Q

S

(
∂ui

∂t

)
hi = −

∫

Q

hi
∂S(ui)

∂t
= −

∫ T

0

d

dt

∫

Ω

S(ui)hi +

∫

Q

S(ui)
∂hi

∂t
. (2.25)

Le premier terme de (2.25) est traité en utilisant certaines propriétés des espaces de

Orlicz comme suit :
∣∣∣∣
∫

Ω

S(ui)hi

∣∣∣∣ ≤ 2||S(ui)||LA(Ω)
||hi||LA′(Ω)

≤ 2k||S(ui)||H1(Ω)||hi||LA′(Ω)

≤ 2kC ′||ui||L2(Ω)2 ||hi||LA′(Ω)

≤ 2kk′C ′||ui||L2(Ω)2 ||hi||L
Ã′(Ω)

,

on a donc
∣∣∣∣
∫

Ω

S(ui)hi

∣∣∣∣ ≤ K1||ui||L2(Ω)2

(
1 +

∫

Ω

Ã′(hi)

)

≤ K1||ui||L2(Ω)2

(
1 +

∫

Ω

hi

√
log+ hi

)

≤ K1||ui||L2(Ω)2 +K1||ui||L2(Ω)2

∫

Ω

√
hi

√
hi log+ hi

≤ 1

8
||ui||2L2(Ω)2 + 2K2

1 +
1

8
||ui||2L2(Ω)2 + 2K2

1

(∫

Ω

√
hi

√
hi log+ hi

)2

.

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Hölder

∫

Ω

√
hi

√
hi log+ hi ≤

(∫

Ω

hi

) 1
2
(∫

Ω

hi log+ hi

) 1
2

,
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on peut écrire
∣∣∣∣
∫

Ω

S(ui)hi

∣∣∣∣ ≤
1

4
||ui||2L2(Ω)2 + 2K2

1 + 2K2
1 ||hi,0||L1(Ω)

∫

Ω

hi log+ hi,

et on obtient

−
∫ T

0

d

dt

∫

Ω

S(ui)hi ≤
1

4
||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2) + 2K2

1 + 2K2
1 ||hi,0||L1(Ω) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi

+
1

4
||ui,0||2L2(Ω)2 + 2K2

1 + 2K2
1 ||hi,0||L1(Ω)

∫

Ω

hi,0 log+ hi,0. (2.26)

Le second terme de (2.25) est traité en utilisant les équations de continuité :
∫

Q

S(ui)
∂hi

∂t
=

∫

Q

S(ui)div (uihi) =

∫

Q

∇S(ui)uihi

≤ ||∇S(ui)||L4(Q)2 ||ui||L4(Q)2 ||hi||L2(Q)

avec

||∇S(ui)||L4(Q)2 ≤ ||S(ui)||W 1,4(Q) ≤ C ′′||ui||L4(Q)2 .

On a ainsi :
∫

Q

S(ui)
∂hi

∂t
≤ C ′′||ui||2L4(Q)2 ||hi||L2(Q)

≤ C ′′2

2ε
||ui||4L4(Q)2 +

ε

2
||hi||2L2(Q)

≤ C ′′2C2
GN

2ε
||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2) +
ε

2
||hi||2L2(Q). (2.27)

Nous devons à présent estimer le dernier terme du membre de droite de (2.20)

et (2.21). Pour se faire, on utilise les résultats obtenus dans la section 2.2 comme

suit : ∫

Q

S (−(ui · ∇)ui) hi = −
1∑

j=0

∫

Q

S(Tj)hi,

on a

−
∫

Q

S(T0)hi ≤
∫ T

0

||S(T0)||L2(Ω)||hi||L2(Ω)

≤ C

∫ T

0

||T0||H−1(Ω)2 ||hi||L2(Ω)

≤ C2

2ε
||T0||2L2(0,T ;H−1(Ω)2) +

ε

2
||hi||2L2(Q)

≤ k0C
2

2ε
||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2) +
ε

2
||hi||2L2(Q). (2.28)
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Le second terme est décomposé comme suit :

−
∫

Q

S(T1)hi = −
∫

Q

S(T11)hi −
∫

Q

S(T12)hi,

on a :

−
∫

Q

S(T11)hi ≤
∫ T

0

||S(T11)||L2(Ω)||hi||L2(Ω)

≤ C

∫ T

0

||T11||H−1(Ω)2 ||hi||L2(Ω)

≤ C2

2ε
||T11||2L2(0,T ;H−1(Ω)2) +

ε

2
||hi||2L2(Q)

≤ k1C
2

2ε
||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2) +
ε

2
||hi||2L2(Q). (2.29)

∫
Ω
S(T12)hi est traité de la même façon que −

∫
Ω
S(ui)hi en utilisant les espaces de

Orlicz :
∣∣∣∣
∫

Ω

S(T12)hi

∣∣∣∣ ≤ 2||S(T12)||LA(Ω)
||hi||LA′(Ω)

≤ 2k||S(T12)||H1(Ω)||hi||LA′(Ω)

≤ 2kC ′||T12||L2(Ω)2 ||hi||LA′(Ω)

≤ 2kk′C ′||T12||L2(Ω)2 ||hi||L
Ã′(Ω)

,

on a ainsi :
∣∣∣∣
∫

Ω

S(T12)hi

∣∣∣∣ ≤ K1||T12||L2(Ω)2

(
1 +

∫

Ω

Ã′(hi)

)

≤ K1||T12||L2(Ω)2

(
1 +

∫

Ω

hi

√
log+ hi

)

≤ K1||T12||L2(Ω)2 +K1||T12||L2(Ω)2

∫

Ω

√
hi

√
hi log+ hi.

On obtient alors :

−
∫ T

0

∫

Ω

S(T12)hi ≤ K1

∫ T

0

||T12||L2(Ω)2 +K1

∫ T

0

||T12||L2(Ω)2

∫

Ω

√
hi

√
hi log+ hi

≤ C2k2K1||ui||2L2(0,T ;H1
0 (Ω)2) + C2K1

∫ T

0

||T12||W 1,1(Ω)2

∫

Ω

√
hi

√
hi log+ hi,

≤ C2k2K1||ui||2L2(H1
0 (Ω)2) + C2K1

∫ T

0

||T12||W 1,1(Ω)2

(
1

2

(∫

Ω

√
hi

√
hi log+ hi

)2

+
1

2

)

≤ 3C2k2K1

2
||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2) +
C2K1

2

∫ T

0

||T12||W 1,1(Ω)2 ||hi,0||L1(Ω)

∫

Ω

hi log+ hi,
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et ainsi : ∫

Q

S(T12)hi ≤
3C2k2K1

2
||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2)

+
C2k2K1

2
||hi,0||L1(Ω) sup

t

(∫

Ω

hi log+ hi

)
||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2). (2.30)

En prenant ε tel que g−2ε = 1, (2.23)–(2.24), (2.26)–(2.30) entraînent (2.17).

2.4 Estimations d’énergie

Lemme 2.6. Sous les hypothèses du théorème 2.1, {(u1, h1), (u2, h2)} vérifie l’esti-

mation suivante :

−D1,1 + D1,2

e
≤

2∑

i=1

[(
δ

2
− 1

4

)
||ui||2L∞(L2(Ω)2) +(D1,i −C4||hi,0||L1(Ω)) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi

− D1,i sup
t

∫

Ω

hi log− hi + D2,i||div ui||2L2(Q) +

(
D3,i − C2||hi,0||L1(Ω) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi

− δ
CGN

2
||ui||L∞(L2(Ω)2) − C3||ui||2L∞(L2(Ω)2)

)
||ui||2L2(H1

0 (Ω)2) + (1 − ε′)||hi||2L2(Q)

]
≤ D0.

(2.31)

D3,i − δ
CGN

2
||ui||L∞(L2(Ω)2) − C3||ui||2L∞(L2(Ω)2) − C2||hi,0||L1(Ω) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi > 0

(2.32)

Démonstration. Dans un premier temps, on multiplie la première équation de

conservation de la quantité de mouvement par u1, la seconde par u2, et on intègre

sur Ω
1

2

d

dt
||u1||2L2(Ω) + λ1||div u1||2L2(Ω) + µ1||u1||2H1

0 (Ω)2

− g(h1, div u1) − g1(h2, div u1) −
1

2
(u2

1, div u1) = 0, (2.33)

1

2

d

dt
||u2||2L2(Ω) + λ2||div u2||2L2(Ω) + µ2||u2||2H1

0 (Ω)2

− g(h2, div u2) − g2(h1, div u2) −
1

2
(u2

2, div u2) = 0. (2.34)

Pour majorer les termes non linéaires (u2
i , div ui), on utilise l’inégalité de Gagliardo-

Niremberg

(u2
i , div ui) ≤ ||ui||2L4(Ω)2 ||ui||H1

0 (Ω)2 ≤ CGN ||ui||L2(Ω)2 ||ui||2H1
0 (Ω)2 .
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Ensuite, on estime les termes (hi, div ui) en utilisant la relation (2.22) :

−(hi, div ui) =
d

dt
(hi log hi, 1).

Puis, en ajoutant (2.33) et (2.34), on obtient

2∑

i=1

[
d

dt

[
1

2
||ui||2L2(Ω)2 + g

∫

Ω

hi log hi dx

]
+ λi||div ui||2L2(Ω)

+

(
µi −

CGN

2
||ui||L2(Ω)2

)
||ui||2H1

0 (Ω)2

]
=

2∑

i=1

gi(hj, div ui). (2.35)

La seconde étape consiste à multiplier (2.35) par δ, à intégrer sur (0, t) et à

ajouter (2.17), pour i = 1, 2. Notons tout d’abord que le terme
∫
Ω
hi log hi peut-être

décomposé sous la forme
∫

Ω

hi log hi =

∫

Ω

hi log+ hi −
∫

Ω

hi log− hi.

Pour pouvoir prendre la borne supérieure dans le membre de gauche de l’équation

(2.35), il est nécessaire d’avoir une borne inférieure sur le terme −g
∫
Ω
hi log− hi.

Ceci peut-être obtenu en utilisant l’inégalité de convexité

hi log hi ≥ −1

e
,

ce qui entraîne

−
∫

Ω

hi log− hi =

∫

{x∈Ω;hi(x,t)<1}
hi log hi

≥ −1

e
mes({x ∈ Ω; hi(x, t) < 1})

≥ −1

e
mes(Ω).

On a ainsi

−2δg + λ1 + λ2

e
mes(Ω) ≤

2∑

i=1

[(
δ

2
− 1

4

)
||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2) + (δg + λi − C4||hi,0||L1(Ω)) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi

− (δg + λi) sup
t

∫

Ω

hi log− hi + δλi||div ui||2L2(Q)

+

(
δµi − C1µ

2
i − 3C2 −

δCGN

2
||ui||L∞(0,T ;L2(Ω)2) − C3||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2)
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− C2||hi,0||L1(Ω) sup
t

∫

Ω

hi log+ hi

)
||ui||2L2(0,T ;H1

0 (Ω)2) + ||hi||2L2(Q)

]
≤

2∑

i=1

[(
δ

2
+

1

4

)
||ui,0||2L2(Ω)2 + (δg + λi)

∫

Ω

hi,0 log hi,0 + 4K2
1

+ mes(Q)hi,0(ghi,0 + gihj,0) + 2K2
1 ||hi,0||L1(Ω)

∫

Ω

hi,0 log+ hi,0 + δgi

∫ T

0

|(hj, div ui)|
]

(2.36)

En utilisant :

δgi

∫ T

0

|(hj, div ui)| ≤ ε′||hj||2L2(Q) +
δ2g2

i

4ε′
||div u1||2L2(Q),

on obtient alors

−D1,1 + D1,2

e
mes(Ω) ≤

2∑

i=1

[(
δ

2
− 1

4

)
||ui||2L∞(L2(Ω)2) + (1 − ε′)||hi||2L2(Q)

− D1,i sup
t

∫

Ω

hi log− hi + D2,i||div ui||2L2(Q) +

(
D3,i − C2||hi,0||L1(Ω) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi

− δ
CGN

2
||ui||L∞(L2(Ω)2) − C3||ui||2L∞(L2(Ω)2)

)
||ui||2L2(H1

0 (Ω)2)

+ (D1,i − C4||hi,0||L1(Ω)) sup
t

∫

Ω

hi log+ hi

]
≤ D0. (2.37)

Pour obtenir les estimations annoncées sur ui et hi, nous avons besoin de montrer

la positivité de

D3,i − δ
CGN

2
||ui||L∞(0,T ;L2(Ω)2) − C3||ui||2L∞(0,T ;L2(Ω)2) − C2||hi,0||L1(Ω) sup

t

∫

Ω

hi log+ hi.

On peut obtenir ce résultat en utilisant l’hypothèse de données petites [11] :

Pour se faire, supposons que u1, u2 soient continues de (0, T ) dans L2(Ω)2, et

h1 log+ h1, h2 log+ h2 continues de (0, T ) dans L1(Ω). Grâce à (2.8) et (2.9), il existe

un temps t′ tel que

||ui(t)||L2(Ω) <

√
δ2C2

GN + 16C3θiD3,i − δCGN

4C3

,

∫

Ω

hi(t) log+ hi(t) <
θ′iD3,i

C2||hi,0||L1(Ω)

, in [0, t′).

Supposons que l’un des termes du membre de gauche atteigne sa borne :

||u1(t
′)||L2(Ω) =

√
δ2C2

GN + 16C3θ1D3,1 − δCGN

4C3
,
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||u2(t
′)||L2(Ω) <

√
δ2C2

GN + 16C3θ2D3,2 − δCGN

4C3

,

∫

Ω

hi(t
′) log+ hi(t

′) <
θ′iD3,i

C2||hi,0||L1(Ω)

, pour i = 1, 2,

par exemple. La relation (2.37) implique alors :

(
δ

2
− 1

4

)(√
δ2C2

GN + 16C3θ1D3,1 − δCGN

4C3

)2

≤ D0,

ce qui est contradictoire avec la relation (2.6). En procédant de la même façon, on

obtient le même type de contradiction si un autre terme, dans le membre de gauche,

atteint sa borne. Nous avons ainsi montrer la relation (2.32).

2.5 Solutions approchées

On introduit une base de l’espace H1
0 (Ω)2 notée {v1, ..., vn, ...}, dont les éléments ap-

partiennent à H4(Ω)2. Soit Vn l’ensemble des combinaisons linéaires des n premières

fonctions de la base. On considère le problème :

Trouver

• ui,n ∈ L2(0, T ;Vn) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)2), i = 1, 2

• hi,n ∈ C1(Q), i = 1, 2,

tels que

(Vn)





(
∂u1,n

∂t
, v

)
+ λ1(div u1,n, div v) + µ1((u1,n, v)) −

1

2
(u2

1,n, div v)

+ (rot u1,nα(u1,n), v) − g(h1,n, div v) − g1(h2,n, div v) = 0, ∀v ∈ Vn

∂h1,n

∂t
+ div (u1,nh1,n) = 0 dans L

4
3 (0, T ;W−1, 4

3 (Ω))

(
∂u2,n

∂t
, v

)
+ λ2(div u2,n, div v) + µ2((u2,n, v)) −

1

2
(u2

2,n, div v)

+ (rot u2,nα(u2,n), v) − g2(h1,n, div v) − g(h2,n, div v) = 0, ∀v ∈ Vn

∂h2,n

∂t
+ div (u2,nh2,n) = 0 dans L

4
3 (0, T ;W−1, 4

3 (Ω))

ui,n(t = 0) = ui,0,n ∈ Vn

hi,n(t = 0) = hi,0,n ∈ C1
c (Ω), hi,0,n log hi,0,n ∈ L1(Ω)

hi,0,n ≥ 0 p.p. dans Ω.

où les données et les constantes vérifient les conditions du théorème 2.1. On choisit

hi,0,n ∈ C1
c (Ω) afin d’obtenir une solution hi,n ∈ C1(Q) et les suites ui,0,n et hi,0,n sont
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définies telles que

ui,0,n −→ ui,0 dans L2(Ω)2,

hi,0,n log hi,0,n −→ hi,0 log hi,0 dans L1(Ω).

De la même façon que dans [11], on a alors

Lemme 2.7. Le problème (Vn) a une solution {(u1,n, h1,n), (u2,n, h2,n)} dans

[[L∞(0, T ;L2(Ω)2)∩L2(0, T ;Vn)]×C1(Q)]2, qui vérifie l’estimation d’énergie (2.31).

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on utilise le théorème du point fixe de

Schauder [72] de la même façon que dans [13]. On obtient des solutions approchées

qui satisfont les estimations a priori.

En fait, grâce à la régularité de la base, on a : u1,n, u2,n ∈ H1(0, T ;H4(Ω)2).

u1,n, u2,n appartiennent donc à C0([0, T ]; C2(Ω)2) et, en utilisant [63] et la positivité

des données initiales h1,0, h2,0, on a : h1,n, h2,n ∈ C1(Q) et h1,n, h2,n > 0.

2.6 Passage à la limite

Pour passer à la limite dans les équations approchées, on utilise le lemme suivant

obtenue dans [11] :

Lemme 2.8. Pour chaque n ∈ N, soit

{(u1,n, h1,n), (u2,n, h2,n)} ∈ [[L∞(0, T ;L2(Ω)2) ∩ L2(0, T ;Vn)] × C1(Q)]2

la solution de (Vn) donnée dans le lemme 2.7. On a alors pour i = 1, 2

ui,nhi,n borné dans L2(0, T ;L1(Ω)2), (2.38)

∂ui,n

∂t
borné dans L

4
3 (0, T ;H−1(Ω)2), (2.39)

et on peut extraire de ui,n et hi,n des suites encore notées ui,n, hi,n telles que

ui,n −→ ui dans L2(0, T ;H1
0(Ω)2) faible, (2.40)

ui,n −→ ui dans L∞(0, T ;L2(Ω)2) faible étoile, (2.41)

hi,n −→ hi dans L2(Q) faible, (2.42)

ui,nhi,n −→ uihi dans L
4
3 (Q)2 faible, (2.43)

rotui,nα(ui,n) −→ rotuiα(ui) dans L
4
3 (Q)2 faible, (2.44)

∇u2
i,n −→ ∇u2

i dans L
4
3 (Q)2 faible. (2.45)
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Chapitre 3

Un modèle de SW bi-couche avec

l’hypothèse du toit rigide

Ce chapitre a fait l’objet d’un article paru dans le journal ‘Mathematical Models and

Methods in Apllied Sciences’ [52].

Dans ce chapitre, nous proposons un nouveau modèle d’écoulement de fluides géo-

physiques bi-dimensionnels prenant en compte l’hypothèse du toit rigide (rigid-lid),

c’est-à-dire des modèles qui négligent les variations de la surface. Cette hypothèse

est souvent utilisée pour des modèles tri-dimensionnels [41, 61] et quelques travaux

ont été réalisés pour des problèmes à deux dimensions [39, 40, 48]. La comparaison

des modèles à surface libre et à toit rigide a permis de constater que les deux ap-

proches donnent généralement des résultats similaires dans le cas où le mouvement

de la surface n’est pas trop grand [48, 49]. Notre objectif ici est de tester l’hypothèse

du rigid-lid pour le modèle de shallow water bi-couche présenté dans les chapitres

précédents. Ce modèle permet de diminuer nettement les temps de calcul, mais

de nouvelles difficultés mathématiques et numériques apparaissent. En particulier,

nous avons besoin d’estimer 1/hi dans L∞. Pour contourner cette difficulté, nous

remplaçons hi par Hi > β > 0 dans le terme div (uihi) intervenant dans les équations

de continuité, où Hi est l’épaisseur de couche i au repos, ce qui revient à négliger

tous les termes quadratiques par rapport aux termes linéaires. Cette hypothèse est

réaliste lorsque les fluctuations de hi sont petites, ce qui est généralement le cas.

Nous présentons ensuite des résultats d’existence et de régularité pour ce problème

approché, ce qui montre la convergence de notre schéma numérique. Puis nous don-

nons quelques résultats numériques de comparaison établis sur un domaine idéalisé

entre le modèle de shallow water à surface libre et le modèle avec l’hypothèse du

toit rigide.
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3.1. Analyse mathématique et obtention du modèle de SW bi-couche à surface

rigide

3.1 Analyse mathématique et obtention du modèle

de SW bi-couche à surface rigide

Le domaine Ω est un ouvert borné régulier de R2, simplement connexe pour sim-

plifier, de frontière γ de classe C1,1 ou Ω un polygone convexe. Physiquement, Ω

correspond au domaine horizontal occupé par le fluide. On note n la normale ex-

térieure à Ω sur γ et x = (x1, x2) un point de Ω. On note (., .) le produit scalaire

associé à L2(Ω)N .

On considère un système composé par deux couches de fluides superposées de

densités ρ1 et ρ2 (ρ2 < ρ1). Dans ce qui suit, l’indice 1 fait référence à la couche du

fond et l’indice 2 à la couche supérieure. Soient A1 et A2 les coefficients de viscosité

pour chaque couche et g l’accélération de la gravité.

Pour la couche du fond et la couche supérieure, on note respectivement h1, h2

les épaisseurs et u1, u2 les champs de vecteurs vitesse moyennés sur la verticale.

Avec les notations de la figure 3.1, on a h1(x, t) = H1(x) + η1(x, t) et h2(x, t) =

H2 +η2(x, t)−η1(x, t), où H1(x) et H2(x) représentent les épaisseurs de la couche du

fond et de la couche supérieure au repos, et η1(x, t), η2(x, t) les élévations de chaque

couche. Soit Q le cylindre défini par Ω×]0, T [ et Σ = γ×]0, T [. Sur la frontière γ, on

H2

h1

η2

η1

H1

h2

Figure 3.1: Section verticale du domaine.

prend une condition d’imperméabilité, ui ·n = 0, et une condition sur le rotationnel

de la vitesse, rotui = 0 sur Σ, i = 1, 2. Le modèle de shallow water bi-couche à

surface rigide est une approximation du modèle de shallow water bi-couche à surface
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libre en formulation hauteur-vitesse suivant [19] :

P





∂u1

∂t
+

1

2
∇u2

1 + rotu1α(u1) − A1∆u1

+ ωcα(u1) + g∇h1 + g
ρ2

ρ1
∇h2 = g∇H1 dans Q,

∂h1

∂t
+ div (u1h1) = 0 dans Q,

u1.n = 0, rotu1 = 0 sur Σ,
u1(t = 0) = u1,0 dans Ω,
h1(t = 0) = h1,0 dans Ω,

∂u2

∂t
+

1

2
∇u2

2 + rotu2α(u2) − A2∆u2

+ ωcα(u2) + g∇h1 + g∇h2 = f + g∇H1 dans Q,

∂h2

∂t
+ div (u2h2) = 0 dans Q,

u2.n = 0, rotu2 = 0 sur Σ,
u2(t = 0) = u2,0 dans Ω,
h2(t = 0) = h2,0 dans Ω,

On considère l’espace fonctionnel V des fonctions admissibles introduit dans la sec-

tion 1.2.3 :

V =
{
φ ∈ L2(Ω)2, div φ ∈ L2(Ω), rotφ ∈ L2(Ω), φ · n = 0 sur γ

}
.

On sait que le problème suivant :

Trouver (u1, h1) et (u2, h2) ∈
[
L2(0, T ;V) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)2)

]
×
[
L∞(0, T ;L1(Ω)) ∩ L2(Q)

]

tels que h1 > 0, h2 > 0, et

(V1)





(
∂u1

∂t
, φ

)
+ A1a(u1, φ) − 1

2
(u2

1, div φ) + (rotu1α(u1), φ) − g(h1, div φ)

− g
ρ2

ρ1
(h2, div φ) + ωc (α(u1), φ) = −g(H1, div φ), ∀φ ∈ V

∂h1

∂t
+ div (u1h1) = 0, dans L1(0, T ;W−1,p(Ω)), p < 2

(
∂u2

∂t
, φ

)
+ A2a(u2, φ) − 1

2
(u2

2, div φ) + (rotu2α(u2), φ)

− g(h1 + h2, div φ) + ωc (α(u2), φ) = (f, φ) − g(H1, div φ), ∀φ ∈ V
∂h2

∂t
+ div (u2h2) = 0, dans L1(0, T ;W−1,p(Ω)), p < 2

u1(t = 0) = u1,0 ∈ V, u2(t = 0) = u2,0 ∈ V
h1(t = 0) = h1,0 ∈ L2(Ω), h2(t = 0) = h2,0 ∈ L2(Ω)
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admet une solution et cette solution est unique si l’on considère des données suff-

isamment régulières [11].

Hypothèse du Rigid-lid

De façon générale, l’onde de surface de la couche supérieure a une vitesse (de l’ordre

de
√
gh2) plus grande que celle de l’onde de surface de la couche du fond (de l’ordre

de

√
g
ρ1 − ρ2

ρ1
h1). De plus, l’amplitude de l’onde de surface correspondant à la

couche supérieure est plus petite que celle de l’onde de surface correspondant à la

couche inférieure (typiquement de l’ordre d’un facteur 100).

C’est pourquoi nous avons choisi, à partir de ces considérations, de faire l’hypothèse

du rigid-lid dans le cadre de notre modèle bi-couche. Cette hypothèse consiste

à négliger les variations de la surface du fluide supérieur, i.e. on suppose que h =

h1+h2 est constant, mais nous ne faisons pas l’hypothèse que h1 et h2 sont constants.

D’autre part, cette approche permet également de contourner la difficulté liée à la

condition CFL qui impose généralement l’utilisation d’un petit pas de temps afin

d’assurer la stabilité du schéma numérique (nous pouvons trouver dans la littérature

d’autres méthodes qui traitent de cette difficulté tels que les méthodes de différences

finies semi-implicites [8]).

De cette façon, si on néglige l’élévation η2 dans le précédent problème et si on

note η l’élévation η1, les deux équations de continuité sont donnés par

∂η

∂t
+ div (u1h1) = 0 et − ∂η

∂t
+ div (u2h2) = 0, (3.1)

avec

h1 = H1 + η et h2 = H2 − η.

Ainsi, en combinant ces deux équations, on obtient les deux équations suivantes :

div (u1h1 + u2h2) = 0, (3.2)

2
∂η

∂t
+ div (u1h1 − u2h2) = 0. (3.3)

Par soucis de clarté, nous utiliserons dans ce qui suit les lettres en gras pour faire

référence aux fonctions de Ω dans R2 ×R2. Par exemple, u = (u1, u2) ∈ R2 ×R2, où

u1 et u2 ∈ R
2. Afin de proposer une formulation variationnelle de notre problème, on

introduit la contrainte (3.2) dans l’espace des fonctions admissibles. Nous sommes

ainsi amenés a définir l’espace suivant

{ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ V2; div (ϕ1h1 + ϕ2h2) = 0}.
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Remarquons tout d’abord que les fonctions de cet espace peuvent se mettre sous la

forme

ϕ1 =
Rot q1
h1

+
∇p
h1

, ϕ2 =
Rot q2
h2

− ∇p
h2

.

Ceci soulève deux difficultés :

• Il est clair que hi est borné dans L∞(Q) (plus précisément, −H1 < η < H2) mais

nous n’avons pas obtenu une borne sur
1

hi

, ce qui peut-être problématique

pour le schéma numérique.

• Les fonctions tests dépendent implicitement de la solution et nous n’avons pas

suffisamment de régularité sur
1

hi
pour établir un résultat d’existence d’une

solution.

Afin de contourner ces difficultés, nous avons choisi d’utiliser la forme linéarisée de

(3.1), ce qui revient à négliger tous les termes quadratiques par rapport aux termes

linéaires (on peut trouver une justification dans le chapitre 3 de Pedlosky [64]).

Ainsi, on utilise l’équation
∂hi

∂t
+ div (uiHi) (3.4)

au lieu de
∂hi

∂t
+ div (uihi), i = 1, 2.

Notons également que l’hypothèse supplémentaire consistant à fixer une épaisseur

constante pour la couche du fond donne une expression simplifiée des équations de

continuité pour chaque couche [41, 61] :

div (uiHi) = 0. (3.5)

Notre approche (3.4) est une équation intermédiaire entre (3.5) et l’équation de

continuité du problème P. Avec cette approche, nous sommes capable d’établir

un résultat d’existence de solution et ainsi de montrer la convergence du schéma

numérique.

Ainsi, l’espace des fonctions admissibles est donné par

Ṽ =
{
ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ V2; div (ϕ1H1 + ϕ2H2) = 0

}
.

Soit H la fermeture dans L2(Ω)4 de Ṽ. En supposant que H1 > β > 0 et H1,
1

H1
∈

W 1,∞(Ω), nous obtenons la formulation faible suivante (Vrl)

trouver

u = (u1, u2) ∈ L2(0, T ; Ṽ) ∩
(
L∞(0, T ;L2(Ω)2)

)2
,
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η ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

tels que

(Vrl)





(
∂u1

∂t
, φ1

)
+ A1a(u1, φ1) − g′(η, div φ1) +

(
∂u2

∂t
, φ2

)
+ A2a(u2, φ2)

− 1
2
(u2

1, div φ1) + (rot u1α(u1), φ1) − 1
2
(u2

2, div φ2) + (rotu2α(u2), φ2)

+ ωc (α(u1), φ1) + ωc (α(u2), φ2) = (f, φ2), ∀φ = (φ1, φ2) ∈ Ṽ ,

2
∂η

∂t
+ div (u1H1 − u2H2) = 0,

u(t = 0) = u0 ∈ H,
η(t = 0) = η0 ∈ L2(Ω),

où g′ = g
ρ1 − ρ2

ρ1
représente le coefficient de gravité réduite.

Interprétation des solutions de (Vrl)

Nous nous proposons à présent de caractériser l’espace orthogonal H⊥ de H. Nous

donnons le lemme suivant :

Lemme 3.1.

H⊥ =
{
φ ∈ L2(Ω)2 × L2(Ω)2, φ1 = H1∇p, φ2 = H2∇p, p ∈ H1(Ω)

}
, (3.6)

H = {ϕ ∈ L2(Ω)2 ×L2(Ω)2; div (ϕ1H1 +ϕ2H2) = 0, (H1ϕ1 +H2ϕ2) ·n = 0 sur γ}
(3.7)

Démonstration. • Preuve de (3.6) :

Nous introduisons tout d’abord l’espace suivant

V ′ =
{
ϕ ∈ V2, div (ϕ1H1) = div (ϕ2H2) = 0

}
.

On a

V ′⊥ =
{
ψ ∈ L2(Ω)2 × L2(Ω)2, ψ1 = H1∇p1, ψ2 = H2∇p2, pi ∈ H1(Ω)

}
.

En effet, si u = (H1∇p1, H2∇p2), on obtient

∀v ∈ V ′, (u,v) = (H1∇p1, v1) + (H2∇p2, v2)
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= −(p1, div (v1H1)) − (p2, div (v2H2)) = 0.

Réciproquement, si u ∈ V ′⊥, on a

∀v ∈ V ′, (u,v) = 0

=⇒
(
u1,

Rot q1
H1

)
+

(
u2,

Rot q2
H2

)
= 0, ∀q1, q2 ∈ D(Ω)

=⇒
(
ui

Hi
,Rot qi

)
= 0, ∀qi ∈ D(Ω).

Ainsi, en utilisant un résultat de De Rham, nous déduisons que [71]

ui

Hi
= ∇pi, pi ∈ H1(Ω).

Nous pouvons à présent montrer l’égalité

Ṽ⊥ =
{
φ ∈ L2(Ω)2 × L2(Ω)2, φ1 = H1∇p, φ2 = H2∇p, p ∈ H1(Ω)

}
.

Soit ψ ∈ Ṽ⊥. Ṽ⊥ ⊂ V ′⊥ d’où V ′ ⊂ Ṽ , donc ψ1 = H1∇p1 et ψ2 = H2∇p2. De

plus,
∫

Ω

ϕ · ψ = 0, ∀ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ Ṽ .

Pour tout ϕ1 ∈ V, ϕ2 = −ϕ1H1

H2
∈ V et ϕ1H1 + ϕ2H2 = 0, donc (ϕ1, ϕ2) ∈ Ṽ.

On obtient ainsi ∀ϕ1 ∈ V,
∫

Ω

(ϕ1,−
ϕ1H1

H2

) · (H1∇p1, H2∇p2) = 0

⇐⇒
∫

Ω

H1ϕ1 · (∇p1 −∇p2) = 0

=⇒ H1∇p1 = H1∇p2,

et comme H1 > 0 sur Ω,∇p1 = ∇p2.

Réciproquement, si u = (H1∇p,H2∇p), on peut vérifier que

∀v ∈ Ṽ, (u,v) = (H1∇p, v1) + (H2∇p, v2)

= (∇p,H1v1 +H2v2)

= (p, div (H1v1 +H2v2)) = 0.

• Pour la démonstration de (3.7), on raisonne de la même façon que dans le

théorème 1.4 de Temam [71].
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On peut ainsi interpreter les solutions du problème faible (Vrl) comme les solu-

tions du problème suivant :

Prl





∂u1

∂t
+ u1∇u1 − A1∆u1 + ωcα(u1) + g′∇η = H1∇p,

∂u2

∂t
+ u2∇u2 − A2∆u2 + ωcα(u2) = f +H2∇p,

2
∂η

∂t
+ div (u1h1 − u2h2) = 0,

div (u1h1 + u2h2) = 0,

u1.n = 0, rotu1 = 0, sur γ,
u2.n = 0, rotu2 = 0, sur γ,
u(t = 0) = u0,
η(t = 0) = η0.

Remarque 3.2. De la même manière que dans les équations de Navier-Stokes in-

compressibles, nous voyons apparaître dans ce système une contrainte (la quatrième

équation), le multiplicateur de Lagrange correspondant étant donné par l’inconnu

(H1∇p,H2∇p) [41, 48].

3.2 Résultats d’existence et de régularité

Nous allons à présent proposer un résultat d’existence de solution (u, η) de (Vrl) pour

des données contrôlées. Afin de ne pas alourdir les démonstrations de notations inu-

tiles, nous supposerons dans cette section que g′ = 1 (on obtient une démonstration

similaire pour tout g′). On considère B2, λ, α, C1, K0 et θ tels que

θ ∈]0, 1[, (3.8)

A2 > λ > 0, B2 = A2 − λ, (3.9)

1

α
= min

(
1, inf

(
1

H1

))
, (3.10)

C1 =
1

2
||∇ logH1||L∞(Ω)2 , (3.11)

K0 =
1

2
||u1,0||2L2(Ω)2 +

1

2
||u2,0||2L2(Ω)2 +

1

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
η0√
H1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2(Ω)

+
1

λ
||f ||2L2(0,T0;L2(Ω)2). (3.12)

C la meilleure constante associée à l’inégalité de Gagliardo-Nirembergis :

||u||2L4(Ω)2 ≤ C||u||V ||u||L2(Ω)2 . (3.13)
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On suppose également que

H1,
1

H1
∈ W 1,∞(Ω), (3.14)

f ∈ L2(0, T0;L
2(Ω)2), (3.15)

u0 ∈ H, (3.16)

η0 ∈ L2(Ω). (3.17)

Ces données vérifient de plus les hypothèses suivantes, correspondant à des hy-

pothèses de données contrôlées :

θ2 2A2
1

C2
> K0 + 2C1T0αK0 exp(2C1αT0), (3.18)

2B2
2

C2
> K0 + 2C1T0αK0 exp(2C1αT0). (3.19)

Théorème 3.3. Pour tout θ, λ, f, T0, η0 et u0 satisfaisant (3.8)–(3.19), le problème

faible (Vrl) a une unique solution (u, η) tels que

u ∈ L2(0, T0; Ṽ) ∩
(
L∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2
,

η ∈ L∞(0, T0;L
2(Ω)).

La démonstration de ce théorème se fait en trois étapes. On donne tout d’abord

les estimations a priori, puis nous construisons une suite de solutions approchées

satisfaisant ces estimations, et enfin nous présentons brièvement le passage à la

limite dans les équations de continuité et de quantité de mouvement.

3.2.1 Estimations a priori

Nous établissons dans cette partie les majorations de type énergie vérifiées par les

solutions du problème (Vrl). En remplaçant φ par u dans (Vrl), on obtient l’égalité

d’énergie suivante :

1

2

d

dt

(
||u1(t)||2L2(Ω)2 + ||u2(t)||2L2(Ω)2

)
+ A1||u1||2V + A2||u2||2V + (∇η, u1)

=
1

2

(
u2

1, div u1

)
+

1

2

(
u2

2, div u2

)
+ (f, u2).

Les termes 1
2
(u2

i , div ui) n’étant pas nécessairement bornés, on construit un espace

de stabilité. L’inégalité de Gagliardo-Niremberg permet d’écrire :

|(u2
i , div ui)| ≤ C||ui||2V ||ui||L2(Ω)2 .
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Puis en utilisant l’équation (Vrl)2, on écrit :

(∇η, u1) =

(∇η
H1

, u1H1

)
= −

(
η

H1

div (u1H1)

)
+ (ηu1,∇ logH1)

=
1

2

d

dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
η√
H1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2(Ω)

+ (ηu1,∇ logH1)

avec

|(ηu1,∇ logH1)| ≤
1

2
||∇ logH1||L∞(Ω)||η||2L2(Ω) +

1

2
||∇ logH1||L∞(Ω)||u1||2L2(Ω)2 ,

on obtient ainsi l’inégalité suivante :

1

2

d

dt

(
||u1(t)||2L2(Ω)2 + ||u2(t)||2L2(Ω)2

)
+

(
A1 −

C

2
||u1||L2(Ω)2

)
||u1||2V

+

(
B2 −

C

2
||u2||L2(Ω)2

)
||u2||2V +

1

2

d

dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
η√
H1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2(Ω)

≤ 1

λ
||f ||2L2(Ω)2 + C1

(
||η||2L2(Ω) + ||u1||2L2(Ω)2

)
. (3.20)

Pour obtenir les estimations annoncées, nous avons besoin de montrer la positivité

des termes

A1 −
C

2
||u1||L2(Ω)2 et B2 −

C

2
||u2||L2(Ω)2 .

Ce résultat est obtenu grâce à l’hypothèse de données petites :

En effet, on suppose les solutions u1 et u2 continues de (0, T0) dans L2(Ω)2 (ce qui

est le cas en dimension finie), et puisque ||u1,0||L2(Ω)2 < θ
2A1

C
et ||u2,0||L2(Ω)2 <

2B2

C
(ces inégalités proviennent des hypothèses (3.12), (3.18) et (3.19)), il existe un temps

t′ tel que dans (0, t′) :

||u1||L∞(0,t′;L2(Ω)2) <
2A1

C
,

||u2||L∞(0,t′ ;L2(Ω)2) <
2B2

C
.

Soit t0 le plus petit temps tel que l’un des termes ||ui||L∞(0,t0;L2(Ω)2) atteint sa borne.

En intégrant l’équation (3.20), on a ∀t ≤ t0

1

2
||u1(t)||2L2(Ω)2 +

1

2
||u2(t)||2L2(Ω)2 +

(
A1 −

C

2
||u1||L∞(0,t;L2(Ω)2)

)
||u1||2L2(0,t;V)

+

(
B2 −

C

2
||u2||L∞(0,t;L2(Ω)2)

)
||u2||2L2(0,t;V) +

1

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
η(t)√
H1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2(Ω)

≤ K0 + C1

∫ t

0

(
||η||2L2(Ω) + ||u1||2L2(Ω)2

)
. (3.21)

On doit alors distinguer deux cas :
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• Premier cas : ||u1||L∞(0,t0 ;L2(Ω)2) =
2A1

C
et ||u2||L∞(0,t0 ;L2(Ω2)) <

2B2

C
.

L’estimation (3.21) écrite au temps t = t0 donne

2A2
1

C2
≤ K0 + C1

∫ t0

0

(
||η||2L2(Ω) + ||u1||2L2(Ω)2

)
.

De plus pour tout t ≤ t0,

||u1(t)||2L2(Ω)2 +

∣∣∣∣
∣∣∣∣
η(t)√
H1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2(Ω)

≤ 2K0 + 2C1

∫ t

0

(
||η||2L2(Ω) + ||u1||2L2(Ω)2

)
,

et puisque

||u1(t)||2L2(Ω)2 +

∣∣∣∣
∣∣∣∣
η(t)√
H1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2(Ω)

≥ ||u1(t)||2L2(Ω)2 + inf

(
1

H1

)
||η(t)||2L2(Ω)

≥ 1

α
||u1(t)||2L2(Ω)2 +

1

α
||η(t)||2L2(Ω),

on en déduit que

||u1(t)||2L2(Ω)2 + ||η(t)||2L2(Ω) ≤ 2αK0 + 2αC1

∫ t

0

(
||η||2L2(Ω) + ||u1||2L2(Ω)2

)
, (3.22)

ainsi, en utilisant un lemme de Gronwall, on obtient

||u1(t)||2L2(Ω)2 + ||η(t)||2L2(Ω) ≤ 2αK0 exp(2C1αT0)

et ainsi
2A2

1

C2
≤ K0 + 2C1T0αK0 exp(2C1αT0),

ce qui contredit l’hypothèse (3.18).

• deuxième cas : ||u2||L∞(0,t0 ;L2(Ω)2) =
2B2

C
et ||u1||L∞(0,t0 ;L2(Ω)2) <

2A1

C
.

de la même façon, l’équation (5.5) écrite au temps t0 donne

2B2
2

C2
≤ K0 + 2C1T0αK0 exp(2C1αT0),

ce qui contredit (3.19) et la positivité annoncée de A1 − C
2
||u1||L2(Ω)2 et B2 −

C
2
||u2||L2(Ω)2 est verifiée.

Ainsi, en intégrant l’équation (3.20) sur (0, t) pour tout t ≤ T0, on obtient l’équation

(3.21) pour tout t ≤ T0. Et en procédant de la même façon que pour obtenir

l’équation (3.22), on en déduit la relation

||u1(t)||2L2(Ω)2 + ||η(t)||2L2(Ω) ≤ 2αK0 + 2αC1

∫ t

0

(
||η(t)||2L2(Ω) + ||u1(t)||2L2(Ω)2

)
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=⇒ ||u1(t)||2L2(Ω)2 + ||η(t)||2L2(Ω) ≤ 2αK0 exp(2C1αT0),

la relation (3.21) est ainsi borné par

K0 + 2C1T0αK0 exp(2C1αT0) for all t ≤ T0.

Finalement, nous obtenons l’inégalité d’énergie suivante :

1

2
||u1(t)||2L∞(0,T0;L2(Ω)2) +

(
A1 −

C

2
||u1||L∞(0,T0;L2(Ω)2)

)
||u1||2L2(0,T0;V)

+
1

2
||u2(t)||2L∞(0,T0;L2(Ω)2) +

(
B2 −

C

2
||u2||L∞(0,T0;L2(Ω)2)

)
||u2||2L2(0,T0;V)

+
1

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
η(t)√
H1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L∞(0,T0;L2(Ω))

≤ K0 + 2C1T0αK0 exp(2C1αT0), (3.23)

A1 −
C

2
||u1||L∞(0,T0;L2(Ω)2) ≥ 0, (3.24)

B2 −
C

2
||u2||L∞(0,T0;L2(Ω)2) ≥ 0. (3.25)

3.2.2 Construction des solutions approchées

Afin de construire les solutions approchées, on introduit une base de l’espace fonc-

tionnel Ṽ que l’on note {ϕ1, ..., ϕn, ...} et on considère Ṽn l’espace de dimension finie

engendré par les n premières fonctions de cette base. Nous allons chercher (un, ηn),

avec un écrit sous la forme un(x, t) =

n∑

k=1

ak(t)ϕk(x), comme solution du problème

faible suivant :

Trouver

un = (u1,n, u2,n) ∈ L2(0, T0; Ṽn) ∩
(
L∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2
,

ηn ∈ L∞(0, T0;L
2(Ω)),
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tels que

(Vn)





(
∂u1,n

∂t
, φ1

)
+ A1a(u1,n, φ1) − (ηn, div φ1) +

(
∂u2,n

∂t
, φ2

)
+ A2a(u2,n, φ2)

− 1

2
(u2

1,n, div φ1) + (rotu1,nα(u1,n), φ1) −
1

2
(u2

2,n, div φ2) + wc (α(u1,n), φ1)

+ (rotu2,nα(u2,n), φ2) + wc (α(u2,n), φ2) = (f, φ2), ∀φ = (φ1, φ2) ∈ Ṽn,

2
∂ηn

∂t
+ div (u1,nH1 − u2,nH2) = 0,

un(t = 0) = un,0 −→ u0 dans H,
ηn(t = 0) = ηn,0 −→ η0 dans L2(Ω).

Pour résoudre ce problème, nous allons utiliser le théorème du point fixe de Schauder.

On rappelle que ce théorème spécifie que si on considère un espace de Banach E,

K0 un sous ensemble convexe et compact de E et Π une application continue de K0

dans lui-même, alors il existe x0 ∈ K0|x0 = Π(x0) [31].

Pour appliquer ce théorème, on fixe une fonction u∗
n dans L2(0, T0; Ṽn) et on

résout le problème suivant

(H)





2
∂kn

∂t
+ div

(
u∗1,nH1 − u∗2,nH2

)
= 0,

kn(t = 0) = ηn,0.

La solution kn de ce problème (H) appartient à L∞(0, T0;L
2(Ω)) et on définit

l’application suivante :

Π1 : L2(0, T0; Ṽn) −→ L∞(0, T0;L
2(Ω))

u∗
n 7−→ Π1(u

∗
n) = kn.

Puis on résout le problème suivant :

(U)





(
∂u1,n

∂t
, φ1

)
+ A1a(u1,n, φ1) − (kn, div φ1) +

(
∂u2,n

∂t
, φ2

)
+ A2a(u2,n, φ2)

− 1

2
(u2

1,n, div φ1) + (rot u1,nα(u1,n), φ1) −
1

2
(u2

2,n, div φ2) + wc (α(u1,n), φ1)

+ (rotu2,nα(u2,n), φ2) + wc (α(u2,n), φ2) = (f, φ2), ∀φ = (φ1, φ2) ∈ Ṽn

un(t = 0) = un,0.
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On définit alors l’application Π2 qui associe à kn ∈ L∞(0, T0;L
2(Ω)) la solution

du problème (U), un ∈ L2(0, T0; Ṽn). Enfin, on considère l’application Π2 ◦Π1. Nous

allons démontrer que cette application vérifie les conditions du théorème du point

fixe de Schauder et ainsi qu’elle admet un point fixe.

En utilisant un lemme de Gronwall, on montre aisément que la solution kn de

(H) vérifie l’inégalité suivante :

||kn||2L∞(0,T0;L2(Ω)) ≤ exp(4TH2)||ηn,0||2L2(Ω) + exp(4TH2)||u∗
n||2L2(0,T0;Ṽn)

. (3.26)

De plus, en procédant de la même façon que pour les estimations a priori, on montre

que la solution un de (U) vérifie

||un||2L2(0,T0;Ṽn)
≤ β

ε
T0||kn||2L∞(0,T0;L2(Ω))

+ 2
β

λ

(
||f ||2L2(0,T0;L2(Ω)2) + T0||H1||2L2(Ω) +

λ

4
||un,0||2L2(Ω)4

)
, (3.27)

où kn est la solution de (H).

Avec (3.26) et (3.27), on obtient alors

||un||2L2(Ṽn)
≤ β

ε
T0 exp(4TH2)

(
||ηn,0||2L2(Ω) + ||u∗

n||2L2(0,T0;Ṽn)

)

+
β

λ

(
||f ||2L2(0,T0;L2(Ω)2) +

λ

2
||un,0||2L2(Ω)4

)
. (3.28)

Ainsi, pour un temps T suffisamment petit, il existe R tel que

Π(B(0, R)) ⊂ B(0, R),

et B(0, R) est un ensemble convexe compacte pour la topologie faible de L2(0, T ; Ṽn).

Nous avons ainsi vérifié toutes les conditions du théorème de Schauder (pour

montrer la continuité, on procède de la même façon que dans F.J. Chatelon et

al. [13]). Donc le problème un = Π(un) admet une solution dans L2(0, T ; Ṽn). Et

puisque un est une solution de (U) et ηn une solution de (H), on a un(t = 0) = un,0

et ηn(t = 0) = ηn,0.

On a donc obtenu l’existence d’une solution pour un temps petit. Cependant,

grâce aux majorations a priori, ce résultat peut être prolongé quelque soit T0 vérifiant

(3.18) et (3.19).
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3.2.3 Passage à la limite

On peut vérifier aisément que (un, ηn), solution du problème faible approché (Vn),

vérifie les mêmes estimations que (u, η), solution de (Vrl), et on obtient :

un borné dans L2(0, T0; Ṽ) ∩
(
L∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2

et

ηn borné dans L∞(0, T0;L
2(Ω)).

On peut ainsi extraire de un et ηn des sous suites, encore notées un et ηn telles que

un −→ u dans L2(0, T0; Ṽ) faible,

un −→ u in
(
L∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2

faible étoile,

ηn −→ η dans L∞(0, T0;L
2(Ω)) faible étoile.

Ce qui nous permet de passer à la limite dans notre problème approché (le passage

à la limite dans les termes non linéaires se fait par application du théorème d’Aubin

[63]).

3.2.4 Résultats de régularité

Lemme 3.4. Soit (u, η)une solution de (Vrl) dans L2(0, T0; Ṽ)∩
(
L∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2×

L∞(0, T0;L
2(Ω)).

1. Si f ∈ H1(0, T0;L
2(Ω)2), u0 ∈ Ṽ ∩ H2(Ω)4 et η0 ∈ H1(Ω), alors la solution

(u, η) vérifie

u ∈ H1(0, T0; Ṽ) ∩
(
W 1,∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2

η ∈ W 1,∞(0, T0;L
2(Ω)).

2. Si f ∈
m−1⋂

k=0

Hm−k(0, T0;H
2k(Ω)2), u0 ∈ Ṽ ∩H2m(Ω)4 et η0 ∈ H2m−1(Ω), m > 1

alors la solution (u, η) vérifie

u ∈ Hm(0, T0; Ṽ) ∩
(
Wm,∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2

η ∈ Wm,∞(0, T0;L
2(Ω)).
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Démonstration. On dérive par rapport au temps le problème variationnel en di-

mension finie (Vn), on multiplie par a′k et on somme sur i. On obtient en intégrant

sur Ω

1

2

d

dt
||u′

n||2L2(Ω)4 + A1||u′1,n||2V + A2||u′2,n||2V − (η′n, div u′1,n) − (u′1,nu1,n, div u′1,n)

− (u′2,nu2,n, div u′2,n) + (rotu′1,nα(u1,n), u
′
1,n) + (rotu′2,nα(u2,n), u

′
2,n) = (f ′, u′2,n).

On a

(η′n, div u′1,n) ≤
1

λ
||η′n||2L2(Ω) + λ||u′1,n||2V ,

on dérive η′n = H2div u2,n, et on multiplie par η′n. En intégrant sur Ω, on obtient

1

2

d

dt
||η′n||2L2(Ω) ≤ H2||η′n||L2(Ω)||u′2,n||V ,

on en déduit que

1

2

d

dt

(
||u′

n||2L2(Ω)4 + ||η′n||2L2(Ω)

)
+ (A1 − λ) ||u′1,n||2V + A2||u′2,n||2V ≤ 1

λ
||η′n||2L2(Ω)

+ (u′1,nu1,n, div u′1,n) + (u′2,nu2,n, div u′2,n) − (rotu′1,nα(u1,n), u
′
1,n)

− (rot u′2,nα(u2,n), u
′
2,n) +H2||η′n||L2(Ω)||u′2,n||V + ||f ′||L2(Ω)2 ||u′2,n||L2(Ω)2 ,

on a également

||u′2,n||L2(Ω)2 ||f ′||L2(Ω)2 ≤ 1

ε
||f ′||2L2(Ω)2 + ε||u′2,n||2V ,

H2||η′n||L2(Ω)||u′2,n||V ≤ H2

λ
||η′n||2L2(Ω) +H2λ||u′2,n||2V ,

|(rotu′i,nα(ui,n), u
′
i,n)| ≤ ||u′i,n||V ||ui,n||L4(Ω)2 ||u′i,n||L4(Ω)2

≤ C||u′i,n||3/2
V ||u′i,n||1/2

L2(Ω)2 ||ui,n||L4(Ω)2

≤ ε||u′i,n||2V + C2||u′i,n||2L2(Ω)2 .

De la même façon on peut estimer (u′i,nui,n, div u′i,n), et on obtient

d

dt

(
||u′

n||2L2(Ω)4 + ||η′n||2L2(Ω)

)
+K1||u′1,n||2V +K2||u′2,n||2V

≤ α4||f ′||2L2(Ω)2 +
(
α3 + α1||u1,n||4L4(Ω)2 + α2||u2,n||4L4(Ω)2

)(
||u′

n||2L2(Ω)4 + ||η′n||2L2(Ω)

)
,

l’intégration en temps donne ainsi
(
||u′

n||2L2(Ω)4 + ||η′n||2L2(Ω)

)
≤ α4||f ′||2L2(0,T0;L2(Ω)2) + ||u′

n(0)||2L2(Ω)4 + ||η′n(0)||2L2(Ω)
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+

∫ t

0

(
α3 + α1||u1,n||4L4(Ω)2 + α2||u2,n||4L4(Ω)2

) (
||u′

n||2L2(Ω)4 + ||η′n||2L2(Ω)

)
,

et si on choisit un(0) ∈ H2(Ω)4|un(0) −→ u0 ∈ H2(Ω)4, ηn(0) ∈ H1(Ω)|ηn(0) −→
η0 ∈ H1(Ω), le lemme de Gronwall donne

||u′
n||2L2(Ω)4 + ||η′n||2L2(Ω) ≤ C.

On en déduit ainsi que

u′
n est borné dans

(
L∞(0, T0;L

2(Ω)2)
)2
,

et

η′n borné dans L∞(0, T0;L
2(Ω)),

et finalement

u′
n borné dans L2(0, T0; Ṽ).

On montre le deuxième résultat du lemme par récurrence. En effet, supposons ce

résultat vrai au rang (m−1), c’est-à-dire pour u
(m−1)
n et η(m−1)

n . On peut ainsi définir

u
(m)
i,n (0), η

(m)
n (0) et raisonner comme dans la partie (1) du lemme. Nous obtenons les

mêmes résultats si on est capable de majorer les termes non linéaires

(rotu
(k)
i,nα(u

(m−k)
i,n ), u

(m)
i,n ),

le raisonnement étant le même pour le terme ∇u2
i,n. On considère alors trois cas :

• 0 < k < m

|(rotu
(k)
i,nα(u

(m−k)
i,n ), u

(m)
i,n )| ≤ ||u(k)

i,n ||V ||u(m−k)
i,n ||L4(Ω)2 ||u(m)

i,n ||L4(Ω)2

≤ 1

2
||u(k)

i,n ||2V +
C

2
||u(m−k)

i,n ||2L4(Ω)2 ||u
(m)
i,n ||L2(Ω)2 ||u(m)

i,n ||V

≤ 1

2
||u(k)

i,n ||2V + ε||u(m)
i,n ||2V + C3||u(m−k)

i,n ||4L4(Ω)2 ||u
(m)
i,n ||2L2(Ω)2 .

• k = m, ce cas est identique au cas (1) du lemme.

• k = 0

|(rotui,nα(u
(m)
i,n ), u

(m)
i,n )| ≤ ||ui,n||V ||u(m)

i,n ||2L4(Ω)2

≤ ε||u(m)
i,n ||2V + C3||ui,n||2V ||u(m)

i,n ||2L2(Ω)2 .

On peut ainsi appliquer le lemme de Gronwall comme dans la partie (1), et on

obtient

||u(m)
n ||2L2(Ω)4 + ||η(m)

n ||2L2(Ω) + ||u(m)
n ||2Ṽ ≤ C.

72



PartieI: Chapitre 3. 3.3. Description de la méthode numérique

3.3 Description de la méthode numérique

Le problème faible (Vrl) est résolu numériquement à l’aide de la méthode de Galerkin.

Nous devons ainsi construire une base de l’espace Ṽ qui puisse être aisément obtenue

d’un point de vue numérique.

3.3.1 Base de l’espace fonctionnel Ṽ
Le lemme suivant nous donne une base spéciale de l’espace Ṽ. Cette base est con-

struite à partir de la base spéciale de l’espace V définie dans la section 1.2.3, qui a

été mise en œuvre pour résoudre le problème de shallow water bi-couche à surface

libre.

Lemme 3.5. L’ensemble composé des

(
Rot q

H1
, 0

)
,

(
0,

Rot q

H2

)
, et

(∇p
H1

,
−∇p
H2

)
,

où p et q sont les solutions des problèmes (P2) et (P3) définis dans la section 1.2.3,

forme une base de l’espace Ṽ.

Démonstration. Soit u ∈ Ṽ. On a div (u1H1 + u2H2) = 0, on peut ainsi écrire

u1H1 + u2H2 = Rot q, q ∈ H1
0 (Ω).

De plus u1H1 et u2H2 ∈ V, donc

u1H1 = ∇p1 + Rot q1 et u2H2 = ∇p2 + Rot q2,

d’où ∇(p1 + p2) + Rot (q1 + q2) = Rot q. La décomposition étant unique,

∇p1 = −∇p2 := ∇p.

D’autre part, en utilisant la base de V définie dans la section 1.2.3, on a

∇p =
∞∑

k=0

αk∇pk, Rot q1 =
∞∑

i=0

βiRot qi, Rot q2 =
∞∑

j=0

γjRot qj,

donc

∇p
Hi

=

∞∑

k=0

αk
∇pk

Hi
,

Rot q1
H1

=

∞∑

i=0

βi
Rot qi
H1

,
Rot q2
H2

=

∞∑

j=0

γj
Rot qj
H2

,

on obtient ainsi

u1 =
∞∑

k=0

αk
∇pk

H1

+
∞∑

i=0

βi
Rot qi
H1

et u2 = −
∞∑

k=0

αk
∇pk

H2

+
∞∑

j=0

γj
Rot qj
H2

.
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Remarque 3.6. Dans le cas d’un domaine à géométrie complexe, les fonctions p et

q, vérifiant les problèmes (P2) et (P3), sont obtenues par une méthode d’éléments

finis en utilisant des éléments de type Hermite à trois degrés de liberté (u, ux, uy) par

nœuds. Cela permet ainsi d’accéder directement aux ∇p et aux Rot q. Cependant,

dans le cas d’un domaine idéalisé (cf. paragraphe 3.4), ces fonctions sont connues

analytiquement.

3.3.2 Méthode de Galerkin

Soit {ϕk}k∈N la base de Ṽ définie dans la section précédente. Considérons l’ensemble

Ṽn des combinaisons linéaires des n premières fonctions {ϕ1, ..., ϕn}. Nous allons

chercher un ∈ Ṽn où un = (u1,n, u2,n) se décompose sous la forme

u1,n(x, t) =

n∑

k=1

xk(t)ϕ
1
k(x) et u2,n(x, t) =

n∑

k=1

yk(t)ϕ
2
k(x).

Plus précisément,

u1,n(x, t) =
na∑

i=1

ai(t)
∇pi

H1

(x) +

nb∑

j=1

bj(t)
Rot qj
H1

(x),

u2,n(x, t) = −
na∑

i=1

ai(t)
∇pi

H2

(x) +
nc∑

j=1

cj(t)
Rot qj
H2

(x),

avec n = na + nb + nc. On construit la suite (un, ηn), solution du problème (Vn)

défini dans la section 3.2.2.

Cette méthode nous amène à résoudre un système d’équations différentielles non

linéaire du premier ordre et à coefficients constants
(
K11 K12

K21 K22

)(
ȧ

ḃ

)
=

(
F1

F2

)
, (3.29)

ċ = F3, (3.30)

où

K11 est une matrice nb × nb avec (K11)kj =

(
Rot qj
H1

,
Rot qk
H1

)
,

K12 est une matrice nb × na avec (K12)ki =

(∇pi

H1
,
Rot qk
H1

)
,

K21 est une matrice na × nb avec (K21)kj =

(
Rot qj
H1

,
∇pk

H1

)
,
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K22 est une matrice na × na avec (K22)ki =

(∇pi

H1

,
∇pk

H1

)
+
λk

H2
2

,

et a ∈ Rna, b ∈ Rnb, c ∈ Rnc sont les vecteurs suivants

a =




a1
...
ai
...
ana




, b =




b1
...
bj
...
bnb




, c =




c1
...
cj
...
cnc



.

Les termes qui apparaissent dans le membre de gauche de (3.29) et (3.30) représen-

tent la projection de
∂un

∂t
, et F1, F2, F3 la projection des autres termes. Ce système

est ensuite résolu à l’aide d’une méthode de type Euler implicite.

Pour approcher l’élévation, on cherche ηn sous la forme

ηn =
na∑

i=1

dipi,

où les pi sont solutions de (P2) et constituent une base orthogonale de H1(Ω). La

projection de
∂ηn

∂t
= H2div u2,n sur les pk nous donne ainsi le système suivant

ḋk = λkak.

Dans la section 3.4.2, nous allons comparer les résultats numériques obtenus avec

ceux établis à partir du modèle de shallow water bi-couche à surface libre. Ce dernier

est résolu à l’aide de la méthode présentée dans la section 1.2.3 en utilisant la base

spéciale de l’espace V, composée des fonctions (∇pi,Rot qi).

Remarque 3.7. Les valeurs na, nb et nc ne sont pas choisies arbitrairement. Nous

définissons ces valeurs de telle sorte à avoir les n premières valeurs propres du prob-

lème (P1) (sans trous dans la base). De plus, puisque nous utilisons les même

solutions du problème (P3) pour les deux couches, on prend généralement nb = nc.

3.3.3 Reconstitution des champs H1∇p et H2∇p
Dans notre modèle, une autre inconnue p apparaît, considérée comme un multiplica-

teur de Lagrange. L’espace H⊥ défini dans la section 3.1 nous permet de reconstituer

les termes H1∇p et H2∇p.
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On utilise la décomposition suivante :

p =

∞∑

i=1

zipi

donc

(H1∇p,H2∇p) =
∞∑

i=1

zi (H1∇pi, H2∇pi) ,

où les pi ont été définis précédemment. Nous projetons ensuite l’équation de conser-

vation de la quantité de mouvement sur la base constituée par les (H1∇pk, H2∇pk).

On obtient ainsi le système linéaire suivant

B.z = b.

Ici, les termes qui apparaissent dans le membre de gauche représentent la projection

de
na∑

i=1

zi (H1∇pi, H2∇pi) sur (H1∇pk, H2∇pk) , k = 1, ..., na. Ainsi B est une ma-

trice carrée d’ordre na ayant pour coefficients Bki = (H1∇pi, H1∇pk) + H2
2λkδik

(puisque (H2∇pi, H2∇pk) = H2
2 (∇pi,∇pk) = H2

2 (pi,−4pk) = H2
2λkδik). Et b

représente la projection des autres termes sur (H1∇pk, H2∇pk).

3.4 Simulations numériques

Nous présentons dans cette section les résultats numériques obtenus à partir du

modèle de shallow water bi-couche avec l’hypothèse du rigid-lid, en utilisant les

méthodes numériques développées dans la section précédente.

Notre étude se fait ici sur un domaine carré. Dans ce cas particulier, les fonctions

propres, solutions des problèmes (P2) et (P3), sont connues analytiquement. Notons

toutefois que l’étude peut se faire également sur des domaines plus complexes sans

difficultés supplémentaires [4, 30]. En effet, dans le cas plus général, les problèmes

(P2) et (P3) sont résolus à l’aide du logiciel d’éléments finis Modulef développé par

l’INRIA. L’utilisation d’éléments finis de type Hermite à trois degrés de liberté par

nœud (Tria 2P3D) permet alors d’accéder directement au gradient et au rotationnel

des fonctions sans avoir recours à un code de dérivation numérique.

Afin de tester la validité de l’hypothèse du toit rigide, nous allons comparer ces

résultats avec ceux obtenus à partir du modèle bi-couche à surface libre (que l’on

appellera également modèle complet), dans le cas d’un fond constant (sect. 3.4.2)

et dans le cas d’un fond variable (sect. 3.4.2).
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3.4.1 Tests caractéristiques

Le domaine sur lequel sont effectués les tests est un domaine idéalisé dont la surface

est un carré de côté 106 m. Par un changement d’échelles spatial et temporel, on

se ramène à un carré de côté un et les fonctions propres orthonormées solutions des

problèmes scalaires de Neumann et de Dirichlet (P2) et (P3) sont données par

Up =
∇p√
λ

=
2√
λ
∇(cos(iπx) cos(iπy))

λ = (i2 + j2)π2

Uq =
Rot q√
µ

=
2√
µ

Rot (sin(iπx) sin(iπy))

µ = (i2 + j2)π2, i 6= 0, j 6= 0.

Les densités ρ1 et ρ2 des couches inférieures et supérieures vérifient
ρ2

ρ1
= 0, 995.

L’épaisseur de la couche supérieure au repos est H2 = 100 m.

Le coefficient de gravité réduite est donné par

g′ =
ρ1 − ρ2

ρ1
g = 5.10−2 ms−2,

et on néglige les effets du terme de Coriolis : ωc = 0. Le champ de contrainte f

imposée à la surface ("wind stress") est supposée constant et uniforme (dans la

direction de l’axe y). Puis on prend les valeurs nb = nc = 60 et na = 72.

Le domaine est divisé en 6400 éléments triangulaires utilisés pour les intégrations

numériques et la méthode des caractéristiques. Le pas de temps maximum que nous

avons pu utiliser, afin de respecter les conditions CFL, est de 50 s pour le modèle

de shallow water bi-couche complet. Ce pas de temps doit être comparé avec celui

du modèle rigid-lid qui est de 103 s.

3.4.2 Quelques résultats de comparaison

Nous présentons dans cette section deux séries de résultats numériques. Dans un

premier temps, les tests sont exécutés dans le cas d’un fond constant, puis nous

considérerons dans la deuxième série une bathymétrie variable (H1 = 100+10−4×x).
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Comparaison du modèle rigid-lid avec le modèle à surface libre avec un

fond constant

Nous supposons ici que la bathymétrie est donnée par

H1 = 100 m.

Le cas test considéré permet de prévoir "physiquement" la solution du problème sta-

tionnaire. En effet, puisque la contrainte f peut s’écrire sous la forme d’un gradient

f = ∇θ, avec θ = αy, il est alors aisé de montrer que, pour le modèle complet, une

solution du problème stationnaire est

(
u = 0, η2 =

θ

g
+ cste, η1 =

−ρ2

g′ρ1
θ + cste

)

[48].

En partant des conditions initiales u(t = 0) = 0, η1(t = 0) = 0 et η2(t =

0) = 0, la solution du problème va converger vers cette solution stationnaire par des

basculements avec amortissement du plan d’eau.

Pour vérifier ces considérations, nous présentons sur les figures 3.2 et 3.3 l’évolution

de la norme L2 de la vitesse de la couche supérieure pour chacun des deux modèles,

puis sur les figures 3.4 et 3.5 celle de la couche inférieure. Les oscillations observées

pour les deux modèles présentent une période similaire voisine de 6.5 × 105 s. Ces

oscillations sont dues au vent qui fournit au système de l’énergie cinétique et qui se

transforme en énergie potentielle par inclinaison du plan d’eau.
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Figure 3.2: norme L2 de u2

(rigid-lid)
Figure 3.3: norme L2 de u2

(modèle complet)
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Figure 3.5: norme L2 de u1

(modèle complet)

Afin de vérifier que l’hypothèse de petites variations de la surface est valable, nous

présentons sur la figure 3.6 les variations de la surface du fluide η2 correspondant

au modèle complet. Ces variations sont de l’ordre de quelques centimètres, ce qui

est négligeable devant la hauteur d’eau totale. Cette observation nous permet de

justifier l’application de l’hypothèse du rigid-lid dans ce cas.
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Figure 3.6: élévation de la surface (η2) (modèle complet)

Puis nous représentons respectivement sur les figures 3.7 et 3.8 l’élévation η1 de

la couche inférieure pour le modèle rigid-lid et pour le modèle bi-couche complet.
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On observe que l’amplitude de cette élévation est environ 100 fois plus grande que

celle de la surface.
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Figure 3.7: élévation η1, modèle
rigid-lid

Figure 3.8: élévation η1, modèle
complet

Ensuite nous représentons sur la figure 3.9 le champ reconstitué H2∇p du modèle

rigid-lid, que nous comparons au champ −g∇η2 (figure 3.10) du modèle complet.

Nous remarquons là encore que la forme des champs est similaire en direction et en

amplitude (écart inférieur à 5%).
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Figure 3.9: H2∇p (rigid-lid) Figure 3.10: −g∇η2 (modèle
complet)
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Comparaison du modèle rigid-lid avec le modèle à surface libre avec un

fond variable

Considérons à présent le cas où le fond du domaine a une forme particulière :

H1 = 100 + 10−4 × x.

En utilisant le même argument que dans la section précédente, on voit que pour le

modèle complet on obtient la même solution asymptotique (t −→ ∞), c’est-à-dire
(
u = 0, η2 =

θ

g
+ cste, η1 = − ρ2

g′ρ1

θ + cste

)
.

Par contre, on peut vérifier aisément que u = 0 ne vérifie pas les équations sta-

tionnaires intervenant dans le modèle rigid-lid. En effet, dans ce cas, on aurait

g′∇η1 = H1∇p. Or ici, H1∇p ne peut pas se mettre sous la forme d’un gradient, ce

qui entraîne que u = 0 n’est pas solution.

On représente respectivement sur les figures 3.11 et 3.12 l’évolution de la norme

L2 de la vitesse de la couche supérieure et inférieure, pour le modèle complet.

De même, pour le modèle rigid-lid, on donne respectivement sur les figures 3.13

et 3.14 l’évolution de la norme L2 de la vitesse de la couche inférieure, ainsi qu’une

représentation de cette vitesse. On observe alors que cette vitesse se stabilise vers

une valeur constante non nulle alors que la vitesse de la couche supérieure s’annule

(figure 3.15).
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Figure 3.11: norme L2 de u2

(modèle complet)
Figure 3.12: norme L2 de u1

(modèle complet)
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Figure 3.15: norme L2 de u2 (rigid-lid)

En conclusion, le modèle proposé dans ce chapitre apporte des gains de temps

importants dans la simulation des écoulements de type shallow water bi-couche.

Néanmoins, comme c’est souvent le cas dans de telles approches, l’hypothèse modifie

en partie le comportement physique du modèle. Ceci est déjà le cas pour l’hypothèse

du rigid-lid sur le modèle tri-dimensionnel, ce type d’écoulement ne pouvant être mis

en mouvement par de simple variation de pression atmosphérique.

La vitesse résiduelle dans la couche inférieure (comparativement au modèle com-

plet) est une conséquence directe de l’hypothèse du rigid-lid. C’est le résultat de

l’action du forcing artificiel dû au multiplicateur de Lagrange qui ne s’écrit pas sous

la forme d’un potentiel.

Il sera par ailleurs intéressant d’obtenir des résultats sur le modèle évitant la

linéarisation de la contrainte et pour lequel nous ne pouvons pas a priori juger de

l’impossibilité d’écrire h1∇p sous la forme d’un gradient.
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Problèmes à frontière libre
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Chapitre 4

Un modèle de Shallow Water à

frontière libre

Ce travail a fait l’objet d’un article actuellement soumis [27].

Nous nous intéressons dans ce chapitre au comportement d’un fluide défini dans

un domaine dépendant du temps. Le modèle que nous proposons peut être utilisé

dans divers domaines tels que les problèmes d’interaction fluide-structure [26] ou la

simulation de modèles de propagation (comme la simulation de la dérive d’une nappe

de polluant [50] ou l’analyse de la propagation des feux de forêt [2]). Pour carac-

tériser le mouvement du fluide, on considère un modèle de shallow water à frontière

libre, l’évolution de la frontière étant définie par un opérateur frontière A (de tels

opérateurs sont utilisés dans V.A. Solonikov [70] , J.T. Beale [3]). Cet opérateur per-

met de conserver un domaine assez régulier au cours du temps et d’utiliser ainsi les

propriétés classiques des espaces de Sobolev. Pour résoudre le système d’équations

bi-dimensionnelles (Pv) du fluide, nous proposons un schéma lagrangien. En effet,

un schéma d’Euler n’est pas adapté pour la discrétisation d’un problème de ce type

puisque nous travaillons sur un domaine non cylindrique. De plus, la description

lagrangienne permet de suivre chaque particule dans son mouvement et de prendre

ainsi en compte les variations de la frontière. De nombreux papiers proposent de

résoudre les équations de Navier-Stokes sur un domaine à frontière variable à l’aide

de la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian method). Nous pouvons par

exemple citer J. Donéa et al. [21] qui propose une étude de cette méthode. Notons

également, sur ce sujet, notre récent travail [50] dans lequel nous nous intéressons à

la résolution d’un problème de shallow water à frontière libre à l’aide de la méthode

ALE et en considérant que l’opérateur frontière A est nul (le cas A = 0 est notam-

ment considéré dans V.A. Solonikov [69]). Ce travail fait l’objet du dernier chapitre

dans lequel on s’intéresse plus particulièrement à la description du comportement
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d’une nappe de polluant à la surface de la mer.

Notre étude suit une série de papiers ([23], [24], [25], [26]), traitant de modèles

définis sur un domaine dépendant du temps. Pour résoudre ce type de problèmes,

ces papiers utilisent une méthode basée sur un théorème de point fixe. L’originalité

de notre approche est de contourner l’utilisation d’un tel point fixe qui n’est ni

naturelle ni économique d’un point de vu numérique. En effet, la donnée de (u0, h0)

et des paramètres physiques du problème doivent suffire pour obtenir la solution

du problème en suivant le mouvement de la frontière, sans qu’il ne soit besoin de

supposer l’écoulement global connu et d’utiliser une méthode de point fixe.

Notre propos ici est de résoudre un problème de shallow water en utilisant un

schéma linéaire simple où la dérivée totale est approchée par un schéma de dif-

férences finies auquel on ajoute un opérateur régularisant B dépendant du pas de

la discrétisation et s’annulant quand le pas tend vers 0+ [24]. Nous montrons que

le problème continu est retrouvé lorsque le pas de temps tend vers 0, ce qui permet

de montrer l’existence d’une solution. L’une des principales difficultés de ce passage

à la limite sera de montrer que l’on retrouve les termes d’advection. La descrip-

tion lagrangienne est particulièrement bien adaptée pour décrire le mouvement de la

frontière. L’opérateur B donne la compacité nécessaire pour justifier tout les calculs

et passer à la limite dans les équations. De plus, cet opérateur donne un sens à la

discrétisation puisque il permet de montrer qu’une particule ne sort pas du domaine

d’un pas de temps à l’autre. La discrétisation lagrangienne nous permet également

de contourner les difficultés liées aux termes non linéaires (advection) et nous amène

ainsi à résoudre un problème stationnaire linéaire classique.

4.1 Position du problème

À l’instant t, le fluide occupe un domaine borné Ωt de R2 de frontière γt. On note

γ0 la frontière du fluide à l’instant initial. En supposant que γ0 est assez régulière,

on définit la frontière "déformée" à l’instant t de la façon suivante : γt := {x =

X + d(X, t), X ∈ γ0}, où d correspond au déplacement d(X, t) = Γ(t, 0, X) − X,

où Γ(t, s, x) fait référence à l’écoulement lagrangien, i.e. la position à l’instant t

de la particule située à la position x au temps s. Cette déformation a un sens si

l’écoulement lagrangien correspondant X 7→ Γ(t, 0, X) = X + d(X, t) est un difféo-

morphisme de γ0 dans γt := Γ(t, 0, γ0), donc tout ce qui suit est justifié tant que

detJ (X, t) 6= 0 sur γ0, (où J (X, t) est matrice jacobienne associée à la transfor-

mation X 7→ Γ(t, 0, X)), et Γ est une injection sur γ0. On définit ainsi Γ(0, t, x)
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par Γ(0, t, .) = Γ(t, 0, .)−1 et Γ(t, s, x) = Γ(t, 0,Γ(0, s, x)). Grâce à l’opérateur A,

nous verrons par la suite que d est borné dans W 1,∞(0, T ;W 1,∞(γ0)) par une borne

dépendant linéairement des données initiales. Ainsi, si on considère des données

petites, Γ vérifie les conditions précédentes et la déformation a un sens (voir P.G.

Ciarlet [15], B. Desjardins et al. [20]).

On pose Q = ∪t∈(0,T )Ωt × {t}, Σ = ∪t∈(0,T )γt × {t} et n la normale unitaire

extérieure à Ωt sur γt. On suppose que l’évolution du fluide est caractérisée par le

problème de shallow water suivant :

(Pv)





∂u

∂t
+ (u · ∇)u− µ∆u+ ∇h = 0 dans Q,

∂h

∂t
+ div (hu) = 0 dans Q,

où u représente la vitesse, h la hauteur du fluide et µ le coefficient de diffusion. Afin

d’établir les conditions aux limites, on introduit la description lagrangienne de la

vitesse, U : γ0 × (0, T ) → R2, (X, T ) 7→ u(Γ(t, 0, X), t). Sur la frontière γ0 on a :

U(X, t) = u(X + d(X, t), t) =
∂d(X, t)

∂t
, (4.1)

et on définit le mouvement de la frontière γt par une condition sur la composante

normale du tenseur des contraintes σ :

σ(X + d(X, t), t) · n(X + d(X, t), t)| detJ |(X, t) = A(∂U(X, t)/∂t) sur γ0 × (0, T ),

(4.2)

où A est un opérateur défini sur γ0 qui prend en compte les efforts appliqués sur le

fluide à la frontière. On suppose que A est un opérateur de Laplace-Beltrami qui

assure que
∫

γ0
A(v)v =

∫
γ0
A1/2(v)A1/2(v) = ||v||2H2(γ0) (pour plus de détails sur ce

type d’opérateurs voir V.A. Solonikov [70] et R. Dautrey, J.L. Lions [18] ).

On complète ces équations par des conditions initiales :

h0 log h0 ∈ L1(Ω0), h0 ≥ 0, (4.3)

u0 ∈ H5/2(Ω0). (4.4)

Comme P.L. Lions dans [43] ou P. Orenga dans [63], on introduit des conditions de

données petites :

M0 =
1

2
||u0||2L2(Ω0) +

∫

Ω0

h0 log h0 +
1

e
mes(∪t∈(0,T )Ωt) +

1

2
||u0||2H2(γ0)
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< βmin

((
2µ

CGN

)2

;

(
2α

TCGN

)2
)
, (4.5)

||u0||L2(Ω0) < min

(
2

µ

CGN

; 2
α

CGNT

)
, (4.6)

où α et β sont deux nombres positifs tels que α + β = 1/2 et CGN est la meilleure

constante de l’inégalité de Gagliardo-Niremberg :

||u||2L4(Ωt) ≤ ||u||L2(Ωt)||u||H1(Ωt). (4.7)

4.2 Résultats préliminaires

4.2.1 Éstimations d’énergie

Dans cette section nous allons établir et prouver des résultats de compacité pour le

problème (Pv) sous des hypothèses de données petites.

Lemme 4.1. Sous les hypothèses (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6), et pour un temps fini

T , h, u, et d vérifient :

u ∈ L2(0, T ;H1(Ωt)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ωt)), (4.8)

h log h ∈ L∞(0, T ;L1(Ωt)), h ≥ 0, (4.9)

U ∈ L∞(0, T ;H2(γ0)), (4.10)

d ∈ W 1,∞(0, T ;H2(γ0)), detJ 6= 0, (4.11)

h ∈ L2(Q). (4.12)

Démonstration. On multiplie l’équation (Pv)1 par u et on utilise la formule de

Leibniz. On obtient :

1

2

d

dt
||u||2L2(Ωt) −

1

2

∫

γt

u2u · n− 1

2

∫

Ωt

u2div u+
1

2

∫

γt

u2u · n

+ µ||Du||2L2(Ωt)
+

∫

Ωt

∇h u− µ

∫

γt

∂u

∂n
u = 0.
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Le terme
∫
Ωt

∇h u est traité comme suit :

∫

Ωt

∇h u =

∫

Ωt

∇ log h hu

= −
∫

Ωt

log h div (hu) +

∫

γt

h log h u · n

=

∫

Ωt

log h
∂h

∂t
+

∫

γt

h log h u · n

=

∫

Ωt

∂

∂t
(h log h− h) +

∫

γt

h log h u · n

=
d

dt

∫

Ωt

h log h− d

dt

∫

Ωt

h−
∫

γt

h log h u · n+

∫

γt

h u · n+

∫

γt

h log h u · n.

Ainsi, en notant que l’équation de continuité donne d
dt

∫
Ωt
h = 0, on obtient

∫

Ωt

∇h u =
d

dt

∫

Ωt

h log h+

∫

γt

h u · n.

On estime
∫
Ωt
u2div u à l’aide de l’inégalité de Gagliardo-Niremberg :

∫

Ωt

u2div u ≤ CGN ||u||L2(Ωt)||u||2H1(Ωt)
.

Donc, en écrivant les termes de frontière
∫

γt
hu · n− µ

∫
γt

∂u
∂n
u =

∫
γt
u σ · n sur γ0 et

en utilisant les conditions aux limites (4.2), on arrive à l’inégalité suivante :

1

2

d

dt
||u||2L2(Ωt)

+µ||Du||2L2(Ωt)
+
d

dt

∫

Ωt

h log h+
1

2

d

dt

∫

γ0

|A1/2U |2 ≤ CGN ||u||L2(Ωt)||u||2H1(Ωt)
.

Ensuite, on intègre sur (0, t), t ∈ (0, T ). On écrit CGN

∫ t

0
||u||L2(Ωt)(||u||2L2(Ωt)

+

||Du||2L2(Ωt)
) ≤ CGN ||u||L∞(0,t;L2(Ωt))||Du||2L2(0,t;L2(Ωt))

+ CGNT ||u||3L∞(0,t;L2(Ωt))
. De plus,

en notant que
∫
Ωt
h(t) log h(t) ≥ − meas(∪t∈(0,T )Ωt)/e, on obtient :

(
α− CGN

2
T ||u||L∞(0;t;L2(Ωt))

)
||u||2L∞(0,t;L2(Ωt))

+ β||u||2L∞(0;t;L2(Ωt))
+

1

2
||U ||L∞(0,t;H2(γ0))

+

(
µ− CGN

2
||u||L∞(0,t;L2(Ωt))

)
||u||2L2(0,t;L2(Ωt))

+ ||h log h||L∞(0,t;L1(Ωt)) ≤
1

2
||u0||2L2(Ω0)

+

∫

Ω0

h0 log h0 +
1

e
meas(∪t∈(0,T )Ωt) +

1

2
||u0||2H2(γ0) = M0, (4.13)

avec α+β = 1/2. Nous devons vérifier à présent que α−CGNT/2||u||L∞(0;t;L2(Ωt)) > 0

et µ−CGN/2||u||L∞(0,t;L2(Ωt)) > 0. Pour montrer ce dernier point, on rappelle que u0
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vérifie ||u0||L2(Ω0) < min(2µ/CGN ; 2α/(CGNT )). En dimension fini (au moins), il ex-

iste t1 > 0 tel que pour tout t ∈]0, t1[, ||u(t)||L2(Ωt) < min(2µ/CGN ; 2α/(CGNT )). En

supposant qu’il existe t1 tel que ||u(t1)||L2(Ωt) = min(2µ/CGN ; 2α/(CGNT )), par ex-

emple ||u(t1)||L2(Ωt) = 2µ/CGN , alors l’estimation (4.13) au temps t1 permet d’écrire

β||u||2L∞(0,t;L2(Ωt))
= β

(
2µ

CGN

)2

≤M0,

ce qui contredit (4.5). On obtient une contradiction similaire si ||u(t1)||L2(Ωt) =

2α/(CGNT )), ce qui prouve l’estimation (4.8)–(4.10).

Remarque 4.2. De la relation (4.1) et de l’estimation sur U , on déduit que d ∈
W 1,∞(0, T ; H2(γ0)) et la frontière est ainsi de classe C1. Donc, pour tout t, on peut

donner un sens à la trace d’une fonction de H1(Ωt). Notons également que la borne

sur d permet d’assurer que detJ 6= 0 et de donner un sens à la déformation.

Pour obtenir la borne L2 sur h, on introduit l’opérateur gradient ∇ dans Q et

on pose W =
∑4

i=1 wi avec

w1 =

(
∂u1

∂t
,
∂u2

∂t
, 0

)
, w2 = (u∇u1, u∇u2, 0),

w3 = µ

(
−∂div u

∂x1
− ∂rot u

∂x2
,−∂div u

∂x2
+
∂rot u

∂x1
, 0

)
, w4 = (0, 0, div (hu)).

Avec ces notations, (Pv) peut être réécrit sous la forme ∇h + W = 0. On a u ∈
L2(0, T ;H1(Ωt), donc w1 ∈ H−1(Q) et w3 ∈ H−1(Q). De plus, w2 ∈ L4/3(Q) ⊂
H−1(Q), puisque u ∈ L4(Q) ∩ L2(0, T ;H1(Ωt)). D’autre part h log h ∈ L∞(0, T ;

L1(Ωt)), donc h ∈ L2(0, T ;H−1(Ωt)) et div (hu) = −∂h
∂t

∈ H−1(Q), ce qui permet de

déduire que w4 ∈ H−1(Q). Ainsi,

∇h = −W ∈ H−1(Q)

et donc h ∈ L2(Q) si h ∈ L2
loc(Q). La borne sur h dans L2

loc(Q) peut être obtenue

comme dans P.L. Lions [42].

4.2.2 Régularisation du problème

On approche le problème (Pv) en régularisant l’équation de continuité avec le terme

δh2

(Pδ
v )





∂u

∂t
+ (u · ∇)u− µ∆u+ ∇h = 0 dans Ωt,

∂h

∂t
+ div (hu) + δh2 = 0 dans Ωt,
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avec les conditions aux limites précédentes (4.2). Cette régularisation est un ar-

gument nous permettant de construire les solutions approchées et en particulier de

passer à la limite dans les équations discrétisées.

Remarque 4.3. La borne sur h dans L2(Q) obtenue dans le lemme 4.1 permet de

passer à la limite sur δ dans (Pδ
v ) et ainsi de retrouver les solutions de (Pv).

En vu du schéma numérique et afin de préserver la positivité de h, on renormalise

l’équation de continuité comme suit : ∂ log h/∂t + u∇ log h+ div u+ δh = 0. Ainsi

(Pδ
v ) peut être reformulé sous la forme :

(Pδ
v )





∂u

∂t
+ (u · ∇)u− µ∆u+ ∇h = 0 dans Ωt,

∂ log h

∂t
+ u∇ log h+ div (u) + δh = 0 dans Ωt.

Notons que cette renormalisation a un sens puisque h ∈ L2(Q) et u ∈ L2(0, T ;

H1(Ωt)) (R.J. Di Perna et P.L. Lions [66], P.L. Lions, Lemme 2.3 [42]).

4.3 Discrétisation lagrangienne

On résout les équations du fluide en utilisant un schéma lagrangien qui est par-

ticulièrement bien adapté puisque il permet de suivre chaque particule dans son

mouvement et de prendre ainsi en compte les variations de la frontière de façon na-

turelle. Dans un premier temps, on propose une discrétisation en temps du domaine

et on définit les domaines approchés Ωk. Ensuite, on introduit les problèmes sta-

tionnaires résolus sur chaque Ωk. Comme on l’a mentionné dans l’introduction, pour

passer à la limite dans les équations, on introduit dans la discrétisation un opéra-

teur ∆αBu, où 0 < α < 1, tel que D(B) ≡ H3(Ωt) pour presque tout t ∈ (0, T ) et

∆tαBu
∆t→0−→ 0 au sens des distributions.

4.3.1 Discrétisation lagrangienne du domaine

Pour le mouvement de la frontière, on considère la discrétisation suivante : pour

tout k ∈ [1, ..., m], avec ∆t = T/m, on pose

d0(X) = 0 (4.14)

et

dk(X) = dk−1(X) + uk−1(X + dk−1(X))∆t, (4.15)
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Γk(X) = X + dk(X), (4.16)

où uk est défini dans la section qui suit. De la même façon, on considère les courbes

caractéristiques définies par l’équation dx(t)/dt = u(x(t), t) qui est discrétisée en

utilisant la relation

xk+1 = xk + uk(xk)∆t, k ∈ {0, ..., m− 1}, ∆t =
T

m
.

Par récurrence, on construit m domaines approchés Ωk = {xk ∈ R2/xk = xk−1 +

uk−1(xk−1)∆t, xk−1 ∈ Ωk−1}. On pose :

Q̂∆t =
{
(x, t) ∈ R

2×]∆t, T [/x(t) = xk,

t ∈ [k∆t, (k + 1)∆t[, xi ∈ Ωi, k ∈ {1, ..., m− 1}}
∂Q̂∆t = {(y, t) ∈ R

2×]∆t, T [/y(t) = Γk(X),

t ∈ [k∆t, (k + 1)∆t[, X ∈ γ0, k ∈ {1, ..., m− 1}}
Q̃∆t =

{
(x, t) ∈ R

2×]∆t, T [/x(t) = xk + (t− k∆t)uk(xk),

t ∈ [k∆t, (k + 1)∆t[, xi ∈ Ωi, k ∈ {1, ..., m− 1}}
∂Q̃∆t = {(y, t) ∈ R

2×]∆t, T [/y(t) = Γk(X) + (t− k∆t)uk(Γk(X)),

t ∈ [k∆t, (k + 1)∆t[, X ∈ γ0, k ∈ {1, ..., m− 1}}.

4.3.2 Problème approché

On note x̃k = xk−1 la position dans Ωk−1 de la particule située en xk au temps

t = k∆t. On approche la dérivée lagrangienne dans l’équation de conservation de la

quantité de mouvement par : (uk− ũk−1)/∆t+∆tαBuk, où tk = k∆t, uk = u(xk, tk),

ũk−1 = u(x̃k, tk−1) = u(xk − ũk−1∆t, tk−1), 0 < α < 1, B est un opérateur tel que

D(B) = H3(Ωk) et ∆tαBuk → 0 au sens des distributions quand ∆t → 0+. On

rajoute à l’opérateur ∆tαBuk de bonnes conditions aux limites pour s’assurer que

∆tα
∫
Ωk
Bukuk = ∆tα||uk||2H3(Ωk).

Remarque 4.4. La condition sur la composante normale du tenseur des contraintes

est perturbée par l’approximation de la dérivée lagrangienne, cette condition devient

ainsi :

σ(X + d(X, t), t) · n(X + d(X, t), t)| detJ |(X, t)

+ ∆tαTr(Bu)(X + d(X, t), t) = A(∂U(X, t)/∂t) sur γ0 × (0, T ), (4.17)
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En utilisant ces notations, on considère le problème stationnaire suivant :

(Pδ
v )k





uk − µ∆t∆uk + ∆t ∇hk + ∆t1+α Buk = ũk−1 dans Ωk,

log hk + ∆t div uk + δ∆t hk = log h̃k−1 dans Ωk,

σk(Γk(X)) · nk(Γk(X))| detJk|(X) + ∆tαTr(Buk)(Γk(X))

= A

(
uk(Γk(X)) − uk−1(Γk−1(X))

∆t

)
sur γ0,

+ des conditions aux limites pour l’opérateur ∆tαBuk,

où Jk est la matrice jacobienne associée à la transformation X 7→ Γk(X) = X +

dk(X), permettant de passer de γ0 à γk. Nous verrons dans la section suivante que

sup0≤k≤m ||dk||W 1,∞(γ0) ≤
√

2KαT , où Kα dépend linéairement des données initiales.

Donc, si on considère des données petites, on déduit que detJk 6= 0 et Γk est une

injection sur γ0, et cette transformation a un sens. De la même façon, on pose Jk la

matrice jacobienne associée à la transformation xk+1 = xk + ∆t uk(xk) permettant

de passer de Ωk à Ωk+1 :

Jk =




1 + ∆t
∂uk1

∂xk1
∆t

∂uk1

∂xk2

∆t
∂uk2

∂xk1
1 + ∆t

∂uk2

∂xk2


 .

Dans ce cas, nous verrons que le terme ∆tαBuk nous permet d’établir que ∆tDuk est

borné dans L∞(Ωk) par une borne qui dépend proportionnellement des données ini-

tiales et ∆t(1−α)/2. Donc si on choisit ∆t assez petit, det Jk > 0 et la transformation

xk+1 = xk + ∆t uk(xk) a un sens.

4.4 Résultats de compacité

Nous allons maintenant établir et montrer quelques résultats de compacité sur les

solutions stationnaires des M problèmes (P δ
v )k, ce qui nous permettra de passer à

la limite dans la section (4.5). Pour mettre en œuvre ces estimations, on introduit

la suite Mk, (k=1,...,m), définie par récurrence par M1 = D0 et Mk = Mk−1 +

(2µ∆t+C2∆t
1−2α∆t)Mk−1, oùD0 =

∫
Ω0
h0| det J0|+1/2

∫
Ω0
u2

0| detJ0|+1/2||A1/2(u0◦
Γ0)||2L2(γ0) et C2 est défini dans la preuve du lemme suivant. Notons que la suite

(Mm)m≥1 (où m = T/∆t) converge vers D0e
µT quand m → +∞ (∆t → 0+). Ainsi

pour tout ∆t < α, il existe Kα tel que Mm < Kα.
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Lemme 4.5. Si ∆t est choisi assez petit (∆t < α) et si on fait l’hypothèse :

Kα < 2

(
µ

CGN

)2

, (4.18)

on obtient

sup
1≤i≤k

||ui||L2(Ωi) ≤ 2
µ

CGN
,

k∑

i=1

||ui − ui−1||2L2(Ωi)
≤ 2

(
µ

CGN

)2

,

∆tα
k∑

i=1

∆t||ui||2H3(Ωi)
≤ C,

k∑

i=1

∆t||ui||2H1(Ωi)
≤ C

′,

sup
1≤i≤k

||hi||L1(Ωi) ≤ 2

(
µ

CGN

)2

,

k∑

i=1

∆t||hi||2L2(Ωi)
≤ C

′′(δ),

sup
1≤i≤k

||ui◦Γi||H2(γ0) ≤
√

2Kα ≤ 2
µ

CGN
,

k∑

i=1

||ui◦Γi−ui−1 ◦Γi−1||2H2(γ0) ≤ 2

(
µ

CGN

)2

,

où C, C′ et C′′(δ) sont indépendants de ∆t.

Démonstration. On donne les estimations pour k = 1, k = 2 et on généralise pour

tout k.

estimations pour k = 1

On multiplie l’équation de conservation de la quantité de mouvement du système

(Pδ
v ) par u1 et on intègre sur Ω1. En prenant en compte les conditions aux limites

décrites dans la section précédente (équation (4.17)), on obtient :

1

2
||u1||2L2(Ω1) +

1

2
||u1 − ũ0||2L2(Ω1) +µ∆t||Du1||2L2(Ω1) −∆t

∫

Ω1

h1div u1 + ∆t1+α||u1||2H3(Ω1)

+

∫

γ0

[A(u1 ◦ Γ1) − A(u0 ◦ Γ0)]u1 ◦ Γ1 =
1

2

∫

Ω1

ũ2
0 =

1

2

∫

Ω0

u2
0 | detJ0|.

On a :
∫

γ0

[A(u1 ◦ Γ1)−A(u0 ◦ Γ0)]u1 ◦ Γ1 =

∫

γ0

|A 1
2 (u1 ◦ Γ1)|2 −

∫

γ0

A
1
2 (u0 ◦ Γ0)A

1
2 (u1 ◦ Γ1)

=
1

2
||A 1

2 (u1 ◦ Γ1)||2L2(γ0) +
1

2
||A 1

2 (u1 ◦ Γ1 − u0 ◦ Γ0)||2L2(γ0) −
1

2
||A 1

2 (u0 ◦ Γ0)||2L2(γ0).
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Le terme −∆t
∫

Ω1
h1div u1 est estimé à l’aide de l’équation de continuité :

−∆t

∫

Ω1

h1div u1 =

∫

Ω1

h1 log
h1

h̃0

− δ∆t

∫

Ω1

h2
1

=

∫

Ω1

h1 log
h1

h̃0

+ δ∆t||h1||2L2(Ω1),

et on écrit :
∫

Ω1

h1 log
h1

h̃0

+ δ∆t||∇h1||2L2(Ω1) ≥
∫

Ω1

(h1 − h̃0) + δ∆t||h1||2L2(Ω1).

De plus l’équation de continuité montre que h1 = h̃0e
−∆tdiv (u1)−δ∆t h1 ≥ 0. Finale-

ment on en déduit l’inéquation suivante :

1

2
||u1||2L2(Ω1) +

1

2
||u1 − ũ0||2L2(Ω1) + µ∆t||Du1||2L2(Ω1) + ||h1||L1(Ω1)

+ δ∆t||h1||2L2(Ω1) +
1

2
||A 1

2 (u1 ◦ Γ1)||2L2(γ0) +
1

2
||A 1

2 (u1 ◦ Γ1 − u0 ◦ Γ0)||2L2(γ0)

+ ∆t1+α||u1||2H3(Ω1) ≤ D0. (4.19)

Puisque Ω1 ⊂ R2, on a H3(Ω1) ↪→ W 1,∞(Ω1), donc il existe une constante K telle

que

∆t||u1||W 1,∞(Ω1) ≤ K∆t||u1||H3(Ω1) ≤ K∆t
1−α

2

√
2

µ

CGN
.

Cette estimation montre que l’on peut toujours choisir ∆t assez petit tel que det J1 >

0 et la transformation x2 = x1 + u1∆t a un sens.

estimations pour k = 2

De la même façon, on a :

1

2
||u2||2L2(Ω2) +

1

2
||u2 − ũ1||2L2(Ω1) +µ∆t||Du2||2L2(Ω1) −∆t

∫

Ω2

h2div u2 + ∆t1+α||u2||2H3(Ω2)

+
1

2
||A 1

2 (u2 ◦ Γ2)||2L2(γ0) +
1

2
||A 1

2 (u2 ◦ Γ2 − u1 ◦ Γ1)||2L2(γ0)

≤ 1

2

∫

Ω1

u2
1 | detJ1| +

1

2
||A 1

2 (u1 ◦ Γ1)||2L2(γ0). (4.20)

L’inégalité de Gagliardo-Niremberg conduit à :

1

2

∫

Ω1

u2
1 | detJ1| ≤

1

2
||u1||2L2(Ω1) +

∆t

2
CGN ||u1||L2(Ω1)||u1||2H1(Ω1)
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+
K2

2
∆t2||u1||2L2(Ω1)||u1||2H3(Ω1), (4.21)

puisque H3 ⊂ W 1,∞ et det J1 = 1 + ∆tdiv u1 + ∆t2
(

∂u21

∂x21

∂u22

∂x22
− ∂u22

∂x21

∂u21

∂x22

)
. Pour

traiter le terme −∆t
∫

Ω2
h2div u2, on écrit

−∆t

∫

Ω2

h2div u2 =

∫

Ω2

h2 log
h2

h̃1

− δ∆t

∫

Ω2

h2
2

=

∫

Ω2

h2 log
h2

h̃1

+ δ∆t||h2||2L2(Ω2),

et on obtient :
∫

Ω2

h2 log
h2

h̃1

+ δ∆t||h2||2L2(Ω2) ≥
∫

Ω2

(h2 − h̃1) + δ∆t||h2||2L2(Ω2),

de plus
∫

Ω1

h1| det J1| ≤
∫

Ω1

h1 + ∆t

∫

Ω1

h1div u1 +K2∆t2||h1||L1(Ω1)||u1||2H3(Ω1), (4.22)

avec

∆t

∫

Ω1

h1div u1 ≤ ||h1||LA′(Ω1)
||∆tdiv u1||LA(Ω1)

,

où LA(Ω1) est l’espace de Orlicz défini par la N-fonction A(t) = exp(t2) − 1 et

LA′(Ω1) son dual défini par la N-fonction A′(t) équivalent à t
√

log+(t). Puisque

∆t1+α||div u1||2L∞(Ω1) ≤ KD0, on a si ∆t est assez petit

∫

Ω1

A(∆tdiv u1) = 1 + ∆t2||div u1||2L2(Ω1) + τ(∆t2−2α) − 1.

Donc, puisque

||h1||LA′(Ω1)
≤ ||h1||

1
2

L1(Ω1)

(∫

Ω1

h1 log+ h1

) 1
2

≤ ||h1||L1(Ω1) +
1

4

∫

Ω1

h1 log+ h1

≤ ||h1||L1(Ω1) +
1

4
||h1||2L2(Ω1),

donc

∆t

∫

Ω1

h1div u1 ≤ C1∆t
2||u1||2H3(Ω1)||h1||

3
2

L2(Ω1) + C2∆t
2−2α||h1||L1(Ω1)

+ C3∆t
2−2α||h1||2L2(Ω1). (4.23)
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Ainsi, des relations (4.19) et (4.20)-(4.23), puis en ajoutant µ∆t||u1||2L2(Ω1), on déduit

facilement l’inégalité suivante :

1

2
||u2||2L2(Ω2)+

1

2
||u1−ũ0||2L2(Ω1)+

1

2
||u2−ũ1||2L2(Ω1)+∆t

(
µ− CGN

2
||u1||L2(Ω1)

)
||u1||2H1(Ω1)

+ µ∆t||Du2||2L2(Ω2) + ||h2||L1(Ω2) + ∆t(δ − C3∆t
1−2α)||h1||2L2(Ω1) + δ∆t||h2||2L2(Ω2)

+
1

2
||A 1

2 (u1 ◦Γ1 −u0 ◦Γ0)||2L2(γ0) +
1

2
||A 1

2 (u2 ◦Γ2 −u1 ◦Γ1)||2L2(γ0) +∆t1+αA1||u1||2H3(Ω1)

+∆t1+α||u2||2H3(Ω2) +
1

2
||A 1

2 (u2 ◦ Γ2)||2L2(γ0) ≤ D0 + 2µ∆tD0 + C2∆t
1−2α∆tD0 = M2,

où

Ai = 1 − ∆t1−αC1||hi||
3
2

L2(Ωi)
− ∆t1−αK2||hi||L1(Ωi) − ∆t1−αK

2

2
||ui||2L2(Ωi)

− ∆t1−αK2||A 1
2ui||2L2(γi)

, avec i = 1, ..., m− 1.

Puisque on a la condition (4.18), µ − CGN/2||u1||L2(Ω1) > 0. De plus pour ∆t assez

petit δ−C3∆t
1−2α > 0, A1 > 0 et le terme du membre de gauche est positif. Notons

aussi les propriétés induites par l’opérateur ∆tαB qui nous permet de montrer que

det J2 > 0.

estimations pour tout k

De la même façon, on déduit la relation suivante :

1

2
||uk||2L2(Ωk) +

1

2

k∑

i=1

||ui − ũi−1||2L2(Ωk) +
k−1∑

i=1

(
µ− CGN

2
||ui||L2(Ωi)

)
∆t||ui||2H1(Ωi)

+ µ∆t||Duk||2L2(Ωk) + ||hk||L1(Ωk) + (δ − C3∆t
1−2α)

k−1∑

i=1

∆t||hi||2L2(Ωi)
+ δ∆t||hk||2L2(Ωk)

+
1

2

k∑

i=1

||A 1
2 (ui ◦ Γi − ui−1 ◦ Γi−1)||2L2(γ0) +

k−1∑

i=1

Ai∆t
1+α||ui||2H3(Ωi)

+ ∆t1+α||uk||2H3(Ωk) +
1

2
||A 1

2 (uk ◦ Γk)||2L2(γ0) ≤Mk. (4.24)

De plus, comme pour k = 2, les termes Ai et µ−CGN/2||ui||L2(Ωi) sont positifs. Ainsi,

pour tout k ∈ {1, 2, ..., m}, on obtient les estimations annoncées.
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Remarque 4.6. À partir de l’équation de continuité discrétisée du système (P δ
v ) et

de la précédente équation (4.24) on a :

m∑

i=1

∫

Ωk

∣∣∣∣log

(
hi

hi−1

)∣∣∣∣ ≤ C.

Remarque 4.7. À partir de résultats classiques sur les espaces de Sobolev, on en

déduit que :

∀x ∈ Ωk, ∀y ∈ ∂Ωk, |∆t
1+α

2 uk(x) − ∆t
1+α

2 uk(y)| ≤ ∆t
1+α

2 ||uk||W 1,∞(Ωk)|x− y|.

D’autre part, l’inégalité (4.24) montre que ∆t1+α||uk||2H3(Ωk) est borné indépendam-

ment de k. En dimension 2, H3(Ωk) ↪→ W 1,∞(Ωk), donc

∀x ∈ Ωk, ∀y ∈ ∂Ωk, |∆tuk(x) − ∆tuk(y)| ≤ ∆t
1−α

2 C|x− y|.

Si on choisit ∆t tel que ∆t(1−α)/2C ≤ 1, cette inégalité montre que le déplacement

relatif d’un point du domaine par rapport au déplacement d’un point de la frontière

est plus petit que la distance entre ces deux points. Cette information nous permet

d’affirmer qu’il n’y a pas de point sortant du domaine d’un pas de temps à l’autre.

4.5 Passage à la limite sur ∆t

Nous montrons ici que les solutions approchées ont la compacité nécessaire pour

passer à la limite dans le domaine discrétisé en temps et dans les équations.

4.5.1 Dans le domaine discrétisé en temps

On introduit les notations suivantes pour tout k ∈ {0, ..., m−1}, t ∈ [k∆t, (k+1)∆t[

d̂(X, t) = dk(X), pour tout t ∈ [k∆t, (k + 1)∆t[ (4.25)

et

d̃(X, t) = dk(X) + uk(X + dk(X))(t− k∆t) pour tout t ∈ [k∆t, (k + 1)∆t[. (4.26)

On a :

||d1||H2(γ0) ≤ ∆t||u0 ◦ Γ0||H2(γ0),

et

||dk||H2(γ0) ≤ ||dk−1||H2(γ0) + ∆t||uk−1 ◦ Γk−1||H2(γ0).
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Ainsi, du lemme 4.5, nous déduisons que :

sup
0≤k≤m

||dk||H2(γ0) ≤
√

2KαT ≤ 2µT

CGN

.

On obtient donc :

||d̂||L∞(H2(γ0)) ≤
√

2KαT ≤ 2µT

CGN

,

||d̃||L∞(H2(γ0)) ≤
√

2KαT + ∆t
√

2Kα ≤ 2µT

CGN

+ ∆t
2µ

CGN

et

||∂d̃
∂t

||L∞(H2(γ0)) ≤
√

2Kα ≤ 2µ

CGN
.

On en déduit ainsi que d̃ est borné dans W 1,∞(0, T ;H2(γ0)). Donc il existe d ∈
W 1,∞(0, T ;H2(γ0)) ⊂ W 1,∞(0, T ;C1(γ0)) tel que

d̃
∆t→0−→ d dans W 1,∞(0, T ;H2(γ0)) faible étoile.

De plus, puisque l’injection de W 1,∞(0, T ;H2(γ0)) dans C0,α(0, T ;C1(γ0)), 0 < α <

1, est compacte

d̃
∆t→0−→ d dans C0,α(0, T ;C1(γ0)) fort.

D’autre part, étant donné que ||d||W 1,∞(0,T ;W 1,∞(γ0)) ≤ lim inf∆t→0 ||d̃||W 1,∞(0,T ;H2(γ0)) ≤
(1+T )

√
2Kα, on en déduit que detJ (X, t) 6= 0, X ∈ γ0, t ∈ [0, T ], pour des données

petites. Du lemme 4.5, on a :

||d̃− d̂||H2(γ0) ≤ ∆t sup
k

||uk ◦ Γk||H2(γ0) ≤ C∆t

donc

d̃− d̂
∆t→0−→ 0 dans L∞(0, T ;C1(γ0)) fort,

et on a Q̂∆t
∆t→0−→ Q.

4.5.2 Dans les équations discrétisées en temps

Dans cette section, on donne quelques éléments pour le passage à la limite dans

les équations discrétisées en temps. On introduit les notations suivantes, pour tout

k ∈ {1, ..., m− 1}, t ∈ [k∆t, (k + 1)∆t[

x̂(t) = xk,

û(x̂(t), t) = u(xk, tk = k∆t) = uk(xk), ĥ(x̂(t), t) = h(xk, tk = k∆t) = hk(xk),
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ũ(x̂(t), t) = û(x̂(t− ∆t), t− ∆t) +
û(x̂(t), t) − û(x̂(t− ∆t), t− ∆t)

∆t
(t− k∆t),

h̃(x̂(t), t) = ĥ(x̂(t− ∆t), t− ∆t) +
ĥ(x̂(t), t) − ĥ(x̂(t− ∆t), t− ∆t)

∆t
(t− k∆t).

Dans Q̂∆t, les solutions discrétisées en temps vérifient le problème :

(P̃v)





∂ũ(x̂(t), t)

∂t
− µ∆û(x̂(t), t) + ∆tαBû(x̂(t), t) + ∇ĥ(x̂(t), t) = 0,

∂h̃(x̂(t), t)

∂t
+ ĥ(x̂(t), t)div û(x̂(t), t) + δĥ(x̂(t), t) = 0,

avec les conditions aux limites :

σ̂(X + d̂(X, t), t) · n̂(X + d̂(X, t), t)| det Ĵ |(X, t)
+ ∆tαTr(Bû)(X + d̂(X, t), t) = −A(∂Ũ (X, t)/∂t) sur γ0, (4.27)

où Ũ(X, t) = ũ(X + d̂(X, t), t). D’autre part, les résultats de compacité obtenus

dans le lemme 4.5 nous permettent de déduire qu’il existe u ∈ L∞(0, T ;L2(Ωt)) ∩
L2(0, T ;H1(Ωt)) tel que

{
û→ u dans L∞(0, T ;L2(Ωt)) faible étoile,
û→ u dans L2(0, T ;H1(Ωt)) faible.

On pose Ωt,∆t = Q̂∆t ∩ {(x, t); x ∈ R2}. On obtient :

∫ T

∆t

||û(x̂(t), t) − û(x̂(t− ∆t), t− ∆t)||2L2(Ωt,∆t)
= C

m∑

k=1

∆t||uk − uk−1||2L2(Ωk) ≤ C∆t.

On en déduit ainsi que û(x̂(t), t) − û(x̂(t − ∆t), t − ∆t)
∆t→0−→ 0 dans L2(Q) fort. De

plus, d’après les estimations sur uk, on montre que

||ũ(x̂(t), t)||L2(Q∆t) ≤ C

et

||ũ(x̂(t), t) − û(x̂(t− ∆t), t− ∆t)||2L2(Q∆t)
≤

m∑

k=1

∆t||uk − uk−1||2L2(Ωk) ≤ C∆t.

On peut alors en déduire les résultats de convergence qui suivent :
{
ũ− û

∆t→0−→ 0 dans L2(Q) fort ,
ũ

∆t→0−→ u dans L2(Q) faible .
(4.28)
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De la même façon, il existe h ∈ L2(Q) tel que

ĥ
∆t→0−→ h dans L2(0, T ;L2(Ωt) faible . (4.29)

De plus la remarque 4.6 nous permet de déduire que
(∫ T

∆t

∫

Ωt,∆t

∣∣∣∣∣log

(
ĥ(x̂(t), t)

ĥ(x̂(t− ∆t), t− ∆t)

)∣∣∣∣∣

)
= ∆t

m−1∑

i=1

∫

Ωk

∣∣∣∣log

(
hi

hi−1

)∣∣∣∣ ≤ C∆t

et ainsi

log

(
ĥ(x̂(t), t)

ĥ(x̂(t− ∆t), t− ∆t)

)
∆t→0−→ 0 dans L1(Q) fort.

Comme ĥ est borné dans L2(Q), on en déduit, d’après cette convergence forte, que

ĥ(x̂(t), t) − ĥ(x̂(t− ∆t), t− ∆t)
∆t→0−→ 0 dans Lp(Q) fort, p < 2,

ce qui entraîne :

h̃− ĥ
∆t→0−→ 0 dans Lp(Q) fort, p < 2. (4.30)

Nous allons à présent montrer que ∂ũ/∂t
∆t→0−→ ∂u/∂t+u·∇u au sens des distributions.

Puisque Q̂∆t
∆t→0−→ Q, pour tout φ ∈ D(Q), il existe ∆t tel que ∀∆t ≤ ∆t, supp

φ ⊂⊂ Q̂∆t. En considérant un pas de temps ∆t ≤ ∆t, on multiplie ∂ũ/∂t par

φ ∈ D(Q), et on obtient :

∫

Q̂∆t

û (x̂(t), t) − û (x̂(t− ∆t), t− ∆t)

∆t
φ (x̂(t), t)

=

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)

∆t
φ(x̂(t), t) −

∫

Q̂∆t

û(x̂(t− ∆t), t− ∆t)

∆t
φ(x̂(t), t) (4.31)

Dans le dernier terme, on introduit le changement de variable suivant : t∗ = t−∆t.

On note J la matrice jacobienne associée au changement de variable et det J son

déterminant

det J = 1 + ∆tdiv û(x̂(t∗), t∗) + ∆t2 (Dû(x̂(t∗), t∗))2

où (Dζ)2 =
∂ζ1
∂x1

∂ζ2
∂x2

− ∂ζ1
∂x2

∂ζ2
∂x1

. Ce déterminant est strictement positif et borné si

∆t est assez petit d’après les résultats de compacité du lemme 4.5. En notant que
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∫
Q̂∆t

=
∫ T

∆t

∫
Ωt,∆t

, on obtient ainsi

(4.31) =

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)

∆t
φ(x̂(t), t)

−
∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt∗,∆t

û(x̂(t∗), t∗)

∆t
φ(x̂(t∗ + ∆t), t∗ + ∆t) det J

=

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)

∆t
φ(x̂(t), t) −

∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt∗,∆t

û(x̂(t∗), t∗)

∆t
φ(x̂(t∗ + ∆t), t∗ + ∆t)

−
∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt∗,∆t

û(x̂(t∗), t∗)div û(x̂(t∗), t∗)φ(x̂(t∗ + ∆t), t∗ + ∆t)

−∆t

∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt∗,∆t

û(x̂(t∗), t∗) (Dû(x̂(t∗), t∗))2 φ(x̂(t∗ + ∆t), t∗ + ∆t)

En remarquant que
∫ T−∆t

∆t
· =

∫ T

∆t
· −
∫ T

T−∆t
·, on trouve

(4.31) =

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)
φ(x̂(t), t) − φ(x̂(t+ ∆t), t+ ∆t)

∆t

+

∫ T

T−∆t

∫

Ωt,∆t

û(x̂(t), t)

∆t
φ(x̂(t+ ∆t), t + ∆t)

︸ ︷︷ ︸
∆t→0−→ 0 voir remarque (4.8)

−
∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt,∆t

û(x̂(t), t)div û(x̂(t), t)φ(x̂(t+ ∆t), t+ ∆t)

−∆t

∫ T−∆t

0

∫

Ωt,∆t

û(x̂(t), t) (Dû(x̂(t), t))2 φ(x̂(t + ∆t), t+ ∆t)

︸ ︷︷ ︸
∆t→0−→ 0 voir remarque (4.9)

.

Pour simplifier, nous ne ferons pas apparaître les termes convergeant vers 0 quand

∆t tend vers 0+, donc (4.31) peut être écrit sous la forme :

(4.31) =

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)
φ(x̂(t), t) − φ(x̂(t), t+ ∆t)

∆t

+

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)
φ(x̂(t), t+ ∆t) − φ(x̂(t+ ∆t), t+ ∆t)

∆t

−
∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt,∆t

û(x̂(t), t) div u(x̂(t), t)φ(x̂(t+ ∆t), t + ∆t)
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= −
∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)
φ(x̂(t), t+ ∆t) − φ(x̂(t), t)

∆t

−
∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)
φ(x̂(t) + ∆tû(x̂(t), t), t+ ∆t) − φ(x̂(t), t+ ∆t)

∆t

−
∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt,∆t

û(x̂(t), t) div û(x̂(t), t)φ(x̂(t+ ∆t), t + ∆t).

On passe à la limite sur ∆t dans chaque terme ∀φ ∈ D(Q)

lim
∆t→0

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)
φ(x̂(t), t+ ∆t) − φ(x̂(t), t)

∆t

=

〈
u(x(t), t),

∂φ(x(t), t)

∂t

〉

D′(Q),D(Q)

,

lim
∆t→0

∫

Q̂∆t

û(x̂(t), t)
φ(x̂(t) + ∆tû(x̂(t), t), t+ ∆t) − φ(x̂(t), t + ∆t)

∆t

= lim
∆t→0

2∑

i=1

∫

Q̂∆t

ûi(x̂(t), t)
φi(x̂(t) + ∆tû(x̂(t), t), t+ ∆t) − φi(x̂(t), t+ ∆t)

∆t

=
2∑

i=1

2∑

j=1

〈
ui(x(t), t)uj(x(t), t),

∂φi(x(t), t)

∂xj

〉

D′(Q),D(Q)

et

lim
∆t→0

∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt,∆t

û(x̂(t), t) div û(x̂(t), t)φ(x̂(t+ ∆t), t+ ∆t)

= 〈u(x(t), t) div u(x(t), t), φ(x(t), t)〉D′(Q),D(Q).

Finalement, on obtient

lim
∆t→0

∫

Q̂∆t

û (x̂(t), t) − û (x̂(t− ∆t), t− ∆t)

∆t
φ (x̂(t), t)

= −
〈
u(x(t), t),

∂φ(x(t), t)

∂t

〉

D′(Q),D(Q)

−
2∑

i=1

2∑

j=1

〈
ui(x(t), t)uj(x(t), t),

∂φi(x(t), t)

∂xj

〉

D′(Q),D(Q)

−〈u(x(t), t) div u(x(t), t), φ(x(t), t)〉D′(Q),D(Q) (4.32)
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=

〈
∂u(x(t), t)

∂t
, φ(x(t), t)

〉

D′(Q),D(Q)

+ 〈(u(x(t), t).∇u(x(t), t)), φ(x(t), t)〉D′(Q),D(Q)

+〈u(x(t), t)div u(x(t), t), φ(x(t), t)〉D′(Q),D(Q)

−〈u(x(t), t)div u(x(t), t), φ(x(t), t)〉D′(Q),D(Q),

ainsi

lim
∆t→0

∫

Q̂∆t

∂ũ(x̂(t), t)

∂t
φ(x̂(t), t)

=

〈
∂u(x(t), t)

∂t
+ (u(x(t), t) · ∇)u(x(t), t), φ(x(t), t)

〉

D′(Q),D(Q)

. (4.33)

Remarque 4.8. D’après la définition du support de φ, il existe ∆̃t tel que

 ⋃

t∈[T−∆t,T ]

Ωt,∆t × {t}


 ∩ supp φ = ∅, for all ∆t ≤ ∆̃t.

Remarque 4.9. On a

∆t

∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt,∆t

|û(x̂(t), t)(Dû(x̂(t), t))2φ(x̂(t), t)|

≤ 2∆t sup
k

||uk||L2(Ωk) ×
(

m−1∑

k=1

∆t||uk||2H3(Ωk)

)
sup

k
||φ||L∞(Ωk),

d’après les estimations du lemme (4.5)

∆t

∫ T−∆t

0

∫

Ωt,∆t

|û(x̂(t), t)(Dû(x̂(t), t))2φ(x̂(t), t)| ≤ C
′∆t1−α.

ainsi, puisque 0 < α < 1,

lim
∆t→0

∆t

∫ T−∆t

∆t

∫

Ωt,∆t

û(x̂(t), t)(Dû(x̂(t), t))2φ(x̂(t), t) = 0.

On utilise la même méthode pour passer à la limite dans le terme
∫

Q̂∆t

∂ log h̃(x̂(t), t)

∂t
φ(x̂(t), t),

et on obtient〈
∂ log h(x(t), t)

∂t
+ u(x(t), t) · ∇ log h(x(t), t), φ(x(t), t)

〉

D′(Q),D(Q)

. (4.34)

Finalement, au sens des distributions, quand ∆t tend vers 0+, (P̃v) conduit au

problème (Pδ
v ).
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4.5.3 Passage à la limite dans les conditions aux limites

Pour obtenir les estimations de la première section et passer à la limite dans le

problème régularisé (Pδ
v ), nous devons montrer les conditions aux limites (4.2). Pour

se faire, on réécrit le problème discrétisé en temps sous la forme variationnelle :

∫

Q̂∆t

∂ũ

∂t
φ+

∫

Q̂∆t

∇û∇φ−
∫

Q̂∆t

ĥdiv φ+ ∆tα
∫

Q̂∆t

B
1
2 (û)B

1
2 (φ)

+

〈
∂

∂t
A1/2(Ũ), A1/2(Φ)

〉

D′(0,T ;L2(γ0))

= 0, ∀φ ∈ D(0, T ;C∞(R2)), (4.35)

où Φ(X, t) = φ(X + d̂(X, t), t). La relation (4.32) est encore valide si on prend

φ ∈ D(0, T ;C∞(R2)), mais on ne peut pas appliquer à cet instant la formule de

Green et écrire la relation (4.33) pour φ ∈ D(0, T ;C∞(R2)). Donc, en notant que

d̂
∆t→0−→ d dans L∞(C1) et Ũ est borné dans L∞(H2(γ0)), on en déduit seulement que,

à la limite,

∫

Q

u
∂φ

∂t
−

2∑

i=1

2∑

j=1

∫

Q

uiuj
∂φi

∂xj
−
∫

Q

div u uφ+

∫

Q

∇u∇φ−
∫

Q

h div φ

+

〈
∂

∂t
A1/2(U), A1/2(Φ)

〉

D′(0,T ;L2(γ0))

= 0, ∀φ ∈ D(0, T ;C∞(R2)). (4.36)

De plus, dans la section précédente, on a montré que

∂u

∂t
+ u∇u− ∆u+ ∇h = 0 dans D′(Q).

Puisque u∇u ∈ L4/3(Q), donc ∂u
∂t

− ∆u + ∇h ∈ L4/3(Q). Ainsi, en considérant la

fonction φ ∈ D(0, T ;C∞(Ωt)), on a :

∫

Q

(
∂u

∂t
− ∆u+ ∇h

)
φ+

∫

Q

u∇uφ = 0, (4.37)

Pour appliquer la formule de Green, on introduit Θ1 = (−∂u1

∂x1
+ h, 0, u1) et Θ2 =

(0,−∂u2

∂x2
+ h, u2). Donc, (4.37) peut réécrit sous la forme

2∑

i=1

∫

Q

div Θi φi +

∫

Q

u∇uφ = 0,
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où div représente l’opérateur divergence dans Q. On peut ainsi appliquer la formule

de Green dans Q et on obtient :

∫

Q

u
∂φ

∂t
+

∫

Q

∇u∇φ+
2∑

i=1

∫

Σ

uiφiNt −
2∑

i=1

∫

Σ

φi∇ui ·Nx +
2∑

i=1

∫

Σ

φihiNxi

−
2∑

i=1

2∑

j=1

∫

Q

uiuj
∂φi

∂xj

−
∫

Q

div u uφ+
2∑

i=1

∫

Σ

uiφiu ·Nx = 0, (4.38)

où N = (Nx1, Nx2 , Nt) est la normale unitaire extérieure à Q. Ainsi, en notant que

u ·Nx = −Nt et
∫
Σ
ψNxi

=
∫ T

0

∫
γt
ψni, on obtient la relation (4.2) dans W−1,∞(0, T ;

H−2(γ0)) en combinant (4.36) et (4.38).
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Chapitre 5

Simulation de la dérive d’une nappe

de polluant à l’aide d’un modèle de

SW à frontière libre

Ce chapitre a fait l’objet d’un article en cours de publication [51].

5.1 Introduction

Nous nous proposons de donner une modélisation de la dérive de nappes de polluant

à la surface de la mer. Ce polluant peut être bien sûr du pétrole, mais aussi tout

autre fluide de densité inférieure à celle de l’eau de mer et faiblement miscible dans

celle-ci. Les phénomènes qui vont conditionner le devenir d’un polluant dans l’eau

sont nombreux et simultanés : étalement, évaporation, dissolution, dispersion sous

forme de gouttelettes, biodégradation, etc.

Contrairement à la plupart des modèles que nous avons rencontrés dans la lit-

térature, nous avons choisi d’opter pour un véritable modèle d’écoulement de la

nappe de polluant plutôt que par un simple suivi des trajectoires de ces particules.

Il nous a paru nécessaire, pour réaliser postérieurement des études de la consistance

du modèle, de se baser directement sur des équations de conservation usuelles pour

le polluant. Cette approche se veut différente et complémentaire de celles générale-

ment utilisées, comme par exemple le modèle Mothy de Météo France dédié à la

prévision de dérive des hydrocarbures. Pour simplifier, la plupart des modèles tels

que Mothy sont basés sur le même principe : la nappe d’hydrocarbure est entraînée

par le courant de surface à 100% de sa vitesse et poussée par le vent à environ 3% de

sa vitesse. En connaissant la position de la nappe ainsi que la force et l’orientation

du courant et du vent de surface pour les jours à venir, un calcul vectoriel simple

donne la réponse. Des utilisations du modèle Mothy en temps réel sur des cas con-

108



PartieII: Chapitre 5. 5.1. Introduction

crets ont été effectuées avec succès, comme par exemple lors de l’accident de l’Erika

dans le Golfe de Gascogne (décembre 1999).

Bien entendu, la pratique est plus compliquée. Le vent de surface en un point

précis de la mer n’est pas toujours celui des bulletins météorologiques. D’autre part,

le courant de surface est une combinaison du courant général de la zone, des courants

de marée et des courants dus au vent, avec des sources d’incertitude multiples.

Pour le calcul des courants, les logiciels de simulation, tels que Mothy, utilisent

généralement un modèle barotrope couplé à un modèle de viscosité turbulente qui

permet de représenter le cisaillement de courant sur la verticale. La résolution

numérique étant souvent basée sur une méthode de type différences finies. Notons

que ce type de modèle suit (ou prédit) la trajectoire des particules; il est donc bien

adapté à l’étude de la dérive des containers et a déjà été utilisé à cette fin.

Nous nous proposons dans cette étude de donner un modèle permettant la sim-

ulation de la dérive de la nappe en prenant en compte la phase d’étalement et en

considérant différents facteurs tels que le vent, la gravité ou encore la friction en-

tre la mer et le polluant. Pour se faire, nous introduisons un modèle bi-couche.

On suppose pour cela que le polluant et l’eau sont deux fluides superposés et non-

miscibles. Dans cette première étude, le comportement de l’eau est supposé connu et

on s’intéresse essentiellement à la modélisation de la propagation du polluant. Pour

décrire le mouvement du polluant, nous proposons un modèle de shallow water. On

note h l’épaisseur de la nappe de polluant et u sa vitesse intégrée sur la hauteur. On

suppose dans un premier temps que la vitesse W et le gradient d’élévation ∇h′ de

l’eau sont connus. Les équations que nous considérons pour caractériser l’écoulement

du polluant sont données par :

(Pp)





∂u

∂t
+ (u · ∇)u− µ∆u+ g∇h+ g∇h′ + C|u−W |(u−W ) = f

∂h

∂t
+ div (uh) = 0.

Ici f représente le forçage du vent, g l’accélération de la gravité et C un coefficient

de frottement entre les deux couches. Au système (Pp) on ajoute les conditions

initiales : h(t = 0) = h0 et u(t = 0) = u0. Soit ω(t) le domaine occupé par le

polluant à l’instant t de frontière γ(t). On introduit, comme indiqué sur la figure

5.1, un domaine fixe Ω correspondant à la surface de l’eau de frontière Γ tel que

ω(t) ⊂ K, ∀t ∈ [0, T ], où K est un compact de Ω.

Une première approche consiste à calculer l’écoulement du polluant dans le do-

maine fixe Ω de la façon suivante : au temps t = 0 on suppose que h = 0 sur γ(0).
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                              γγγγ(t)        
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  ωωωω( 0 )  

Figure 5.1: domaine Ω

Pour caractériser l’absence de polluant dans Ω\ω(0), on prolonge la condition h = 0

dans Ω \ ω(0). On suppose ainsi que h0 = u0 = 0 dans Ω \ ω(0).

Cette méthode permet d’utiliser un maillage fixe et de contourner les difficultés

liées aux conditions aux limites. Par commodité, on considère les conditions u · n =

rotu = 0 sur Γ. Dans ce cas on sait que le problème admet une solution faible [14].

Mais en général, les dimensions de la nappe sont beaucoup plus petites que celles

du domaine Ω occupé par la mer, ce qui diminue la précision des calculs au niveau

du domaine occupé par le polluant.

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle approche basée sur un modèle à

frontière libre. Nous proposons de résoudre le mouvement de la nappe uniquement

dans le domaine ω(t) où le polluant est réellement présent.

5.2 Un modèle défini sur un domaine dépendant du

temps

On rappelle que ω(t) est le domaine occupé par le polluant à l’instant t ∈ [0, T ] et

Q̃ = ∪t∈[0,T ](ω(t)×{t}). Pour caractériser l’écoulement de la nappe, on considère les

équations de shallow water, détaillées dans l’introduction, écrites dans le domaine
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dépendant du temps ω(t) :

(Pp)





∂u

∂t
+ (u · ∇)u− µ∆u+ g∇h+ g∇h′ + C|u−W |(u−W ) = f dans ω(t),

∂h

∂t
+ div (uh) = 0 dans ω(t),

h(t = 0) = h0 dans ω(0),
u(t = 0) = u0 dans ω(0),

où h0 s’annule sur γ(0). La principale difficulté réside dans la caractérisation des

conditions aux limites. Pour les décrire on considère que la déformée de la frontière

γ(t) est définie par γ(t) = {x′ = x + d(x, t), x ∈ γ(0)} (voir chapitre précédent),

où d représente le déplacement d(x, t) = Γ(t, 0, x) − x et Γ(t, s, x) correspond à

l’écoulement lagrangien, i.e. la position à l’instant t de la particule localisée en x

à l’instant s. Avec ces notations, on a la condition naturelle ∂d(Γ(0, t, x), t)/∂t =

u(x, t) sur γ(t). On complète cette condition par une condition sur la composante

normale du tenseur des contraintes : σn(t) = h(t) − µdiv u(t) = A(∂(d ◦ Γ(0, t, .)) ·
n/∂t) sur γ(t) et une condition sur le rotationnel : rotu(t) = 0, où A est un opérateur

frontière prenant en compte les efforts exercés sur le fluide par l’environnement

extérieur sur γ(t) (voir chapitre précédent). De tels opérateurs frontières sont utilisés

dans V.A. Solonikov [70] et J.T. Beale [3]. Dans cette première approche nous

négligerons ces forces et on prendra A ≡ 0 [69]. Dans ce cas, il est naturel de

considérer que h(t) = 0 sur γ(t), ce qui entraîne finalement les conditions div u(t) =

0, rotu(t) = 0, h(t) = 0 sur γ(t).

5.3 Formulation ALE du problème

Pour la résolution du problème (Pp), nous proposons une méthode ALE (Arbitrary

Lagrangian Eulerian method) couplée à la méthode des caractéristiques. Une présen-

tation générale de la méthode ALE est donnée dans [36, 37, 53]. Cette méthode

permet de combiner les avantages (tout en diminuant les inconvénients) des deux

approches classiques utilisées en mécanique des milieux continus : la description

Lagrangienne et la description Eulerienne. La description Lagrangienne permet de

repérer assez facilement les surfaces libres et les interfaces entre les différents points

matériels, mais elle n’est pas adaptée lorsque de grandes distortions du maillage

interviennent (figure 5.3). La description Eulerienne, qui utilise un maillage fixe,

évite de telles distortions, mais demande une définition de l’interface précise et un
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maillage détaillé (figure 5.2).

La méthode ALE consiste à calculer à chaque itération en temps, une vitesse de

domaine suivant le mouvement de la frontière (à travers les conditions aux limites

vérifiées par celles-ci) et calculée de façon arbitraire à l’intérieur du domaine, de

sorte à obtenir un maillage de bonne qualité. On introduit alors cette vitesse dans

les équations de shallow water et on l’utilise pour construire le maillage suivant.

Le couplage avec la méthode des caractéristiques est particulièrement intéressant

puisqu’il permet de prendre en compte les termes d’advection dans les équations de

continuité et de conservation de la quantité de mouvement.

Figure 5.2: Maillage en eulérien.

Figure 5.3: évolution du maillage en Lagrangien.
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Dans ce qui suit, nous ne prenons pas en compte les effets du vent, du gradient

d’élévation de l’eau et des termes de friction, pour éviter d’alourdir les équations de

notations inutiles à la présentation de la méthode numérique.

On commence par définir, pour tout t ∈ [0, T ], la vitesse du maillage ct. Plusieurs

méthodes peuvent être utilisées pour calculer cette vitesse. Pour notre problème, ct

vérifie une équation de type Poisson :
{

∆ct(x) = 0 dans ω(t),
ct(x) = u(x, t) sur γ(t).

Remarque 5.1. Pour définir les conditions aux limites, on peut également utiliser

dans certaines situations la composante normale de la vitesse. C’est notamment le

cas lorsque la composante tangentielle de la vitesse est prédominante [53].

On définit ensuite l’application

c : Q̃ −→ R2

(x, t) 7−→ c(x, t) = ct(x).

La correspondance entre les différents domaines Ω(t1) et Ω(t2) est alors donnée par

l’application :
C(., t1; t2) : ω(t1) −→ ω(t2)

x1 7−→ x2 = C(x1, t1; t2),

où (C(x1, t1; t), t) représente la courbe caractéristique de (x1, t1) vers (x2, t2) dans le

domaine espace-temps Q :




d

dt
[C(x1, t1; t), t] = [ct(C), 1]

[C(x1, t1; t1), t1] = [x1, t1].

Remarque 5.2. C(x1, t1; t) décrit le mouvement d’un nœud qui se trouve à la po-

sition x1 à l’instant t1.

Pour tout temps τ , la vitesse ALE uτ est alors définie par

uτ (x, t) = u(C(x, τ ; t), t), avec x ∈ ω(τ) et C(x, τ ; t) ∈ ω(t), (5.1)

ce qui est équivalent à :

uτ (C(x, t; τ); t) = u(x, t). (5.2)

De la même façon, on définie la hauteur ALE hτ et la vitesse du maillage cτ par :

hτ (x, t) = h(C(x, τ ; t), t), (5.3)
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cτ (x, t) = c(C(x, τ ; t), t), avec x ∈ ω(τ) et C(x, τ ; t) ∈ ω(t), (5.4)

ce qui est équivalent à :

hτ (C(x, t; τ); t) = h(x, t), (5.5)

cτ (C(x, t; τ); t) = c(x, t). (5.6)

Avant d’établir la formulation ALE de notre problème (Pp), on donne dans le lemme

suivant un développement à l’ordre 1 des dérivées de

Fτ : Q̃ −→ ω(τ) × [0, T ]
(x, t) 7−→ (C(x, t; τ), t),

Lemme 5.3. Si on suppose que Fτ est suffisamment régulière, on a pour tout x ∈
ω(t) :

∂Fτ

∂t
(x, t) = (−c(x, t), 1) +O(t− τ)

et
∂Fτ

∂xi
(x, t) = (ei, 0) +O(t− τ),

où ei, i = 1, 2, est le vecteur unitaire correspondant à l’axe
−−→
Oxi.

Démonstration. La première relation est obtenue en établissant le développement

limité de τ 7−→ ∂Fτ

∂t
(x, t) en t :

∂Fτ

∂t
(x, t) =

∂Ft

∂t
(x, t) + O(t− τ) = (−c(x, t), 1) +O(t− τ).

En effet, la dérivée de s 7−→ (C(x, s; t), s) en t est donnée par

lim
s→t

(C(x, s; t), s) − C(x, t; t), t)

s− t
= lim

s→t

(C(x, s; t) − x, 1)

s− t
,

or le d-l de t 7−→ C(x, s; t) en s donne

C(x, s; t) = C(x, s; s) + c(x, s)(t− s) + o(t− s) = x+ c(x, s)(t− s) + o(t− s),

d’où C(x, s; t) − x = c(x, s)(t− s) + o(t− s), et donc

∂Ft

∂t
(x, t) = lim

s→t
(−c(x, s) +

o(t− s)

s− t
, 1) = (−c(x, t), 1).

De la même façon, en donnant le développement limité de t −→ ∂Fτ

∂xi
(x, t) en τ , on

obtient la deuxième relation :

∂Fτ

∂xi

(x, t) =
∂Fτ

∂xi

(x, τ) +O(t− τ) = (ei, 0) +O(t− τ).

114



PartieII: Chapitre 5. 5.3. Formulation ALE du problème

Pour établir la formulation ALE à l’ordre 1 du problème (Pp), on reporte les

définitions (5.2), (5.5), (5.6) dans (Pp). Ainsi, en utilisant les formules des dérivées

de fonctions composées, et en appliquant le lemme 5.3, on obtient :

Lemme 5.4. Si les solutions sont suffisamment régulières, la formulation ALE du

problème (Pp) est donnée par :

(Ppτ
)





∂uτ

∂t
+ (uτ − cτ )∇uτ − µ∆uτ + g∇hτ = O(t− τ), dans ω(τ) × [0, T ],

∂hτ

∂t
+ (uτ − cτ )∇hτ + hτdiv uτ = O(t− τ), dans ω(τ) × [0, T ].

Démonstration. On a u(x, t) = (uτ ◦ Fτ )(x, t). En utilisant les formules de déri-

vation des fonctions composées :

∂u

∂xi
(x, t) = J(C(x, t; τ), t) · ∂Fτ

∂xi
(x, t),

où J est la matrice jacobienne associée à uτ :

J =




∂(uτ )x1

∂x1

∂(uτ )x1

∂x2

∂(uτ )x1

∂t

∂(uτ )x2

∂x1

∂(uτ )x2

∂x2

∂(uτ )x2

∂t


 .

Ainsi, en appliquant le lemme 5.3 on arrive à :

∂u

∂xi
(x, t) =

∂uτ

∂xi
(C(x, t; τ), t) +O(t− τ).

De la même façon,
∂u

∂t
(x, t) = J(C(x, t; τ), t) · ∂Fτ

∂t
(x, t),

ce qui donne

∂u

∂t
(x, t) =

∂uτ

∂t
(C(x, t; τ), t) − c(x, t)∇uτ (C(x, t; τ), t) +O(t− τ)

=
∂uτ

∂t
(C(x, t; τ), t) − cτ (C(x, t; τ), t)∇uτ (C(x, t; τ), t) +O(t− τ).

En reportant ces résultats sur les dérivées partielles dans le problème (Pp), on

obtient les équations (Ppτ
)1 et (Ppτ

)2.

Remarque 5.5. Par la suite, on utilisera une discrétisation en temps d’ordre 1 pour

résoudre le problème (Ppτ
). En effet, une discrétisation temporelle d’ordre supérieur

à 1 ne donnera pas plus de précision puisque la formulation ALE est d’ordre 1. Pour

obtenir une précision en temps d’ordre 2, il est nécessaire d’avoir un développement

supérieur de Fτ , ce qui rend les équations ALE plus complexes. Pour plus de détails

sur des schémas d’ordre 2, nous pouvons citer [29].
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5.4 Discrétisation en temps

On note ∆t le pas de temps, ωn = ω(tn) de frontière γn, et on considère la discréti-

sation en temps suivante : 0 = t0 < t1 < ... < tM = T = mT ∆t, avec ∆t = tn+1− tn.

Soient Un : ωn −→ R2 et Hn : ωn −→ R les approximations des solutions continues

u(t), h(t) au temps tn. Pour toute fonction g : Q̃ −→ R2 et (n,m) ∈ N2, 0 ≤ n ≤ T
∆t

,

0 ≤ m ≤ T
∆t

, on introduit les notations :

gn
m(x) = gtm(x, tn) for x ∈ ωm,

gn(x) = gn
n(x) = g(x, tn) for x ∈ ωn.

Le principe de la discrétisation en temps est alors le suivant : on suppose connus le

domaine ωn, la vitesse Un, la hauteur Hn et la vitesse du maillage Cn. Le calcul

de ωn+1, Un+1, Hn+1 et Cn+1, est basé sur la méthode des caractéristiques (pour

plus de détails nous pouvons citer [68]). Pour se faire, on renormalise l’équation de

continuité (Ppτ
)2 comme suit :

∂

∂t
log htn + (utn − ctn)∇ log htn + div utn = 0, (5.7)

et on utilise la méthode des caractéristiques [67], pour l’équation de conservation

de la quantité de mouvement et de continuité, afin d’approcher la vitesse ALE

utn(x, tn+1) et la hauteur ALE htn(x, tn+1) au temps tn+1 = tn + ∆t. Dans ce

qui suit, on notera Un+1
n et Hn+1

n les approximations de utn(x, tn+1) et htn(x, tn+1).

En approximant la dérivée Lagrangienne par un schéma d’Euler implicite d’ordre 1,

on obtient ainsi le schéma suivant :




Un+1
n (x) − ∆tµ∆Un+1

n (x) + ∆tg∇Hn+1
n (x) = Ũn(x) dans ωn,

logHn+1
n (x) + ∆tdiv Un+1

n (x) = log H̃n(x) dans ωn,

divUn+1
n = 0 sur γn,

rotUn+1
n = 0 sur γn,

Hn+1
n = 0 sur γn,

où Ũn(x) = Un(Xn(x, tn)) et H̃n(x) = Hn(Xn(x, tn)), avec Xn(x, .) : [tn, tn+1] −→
R

2 représentant la courbe caractéristique solution de :




∂Xn

∂t
(x, t) = (Un − Cn)(Xn(x, t))

Xn(x, tn+1) = x.
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Remarque 5.6. Dans notre étude, nous approximerons le pied de la caractéristique

par un schéma de Runge-Kutta d’ordre 1 : Xn(x, tn) ' x− (Un − Cn)(x)∆t.

D’autre part, compte tenu des conditions aux limites vérifiées par Cn (Cn(x) =

Un(x) sur Γn), on peut supposer que le pied de la caractéristique reste dans le

domaine Ωn pour un pas de temps assez petit, ce qui permet de justifier la définition

de Un(Xn(x, tn)).

Nous pouvons à présent en déduire le domaine ωn+1 à l’aide de l’application

Fn+1(., t
n) : ωn −→ ωn+1. Ainsi,

Fn+1(x, t
n) = (C(x, tn; tn+1), tn) = (x+ ∆tCn(x) +O(∆t2), tn).

On peut donc approximer ωn+1 par

ωn+1 = {y, y = x + ∆tCn(x), x ∈ Ωn}.

Il nous reste à définir les approximations Un+1 et Hn+1 sur ωn+1. Pour y = x +

∆tCn(x) ∈ ωn+1, Un+1 : ωn+1 −→ R2 et Hn+1 : ωn+1 −→ R sont approchées par :

Un+1(y) = Un+1
n (x)

Hn+1(y) = Hn+1
n (x),

où y = x+ ∆tCn(x).

Remarque 5.7. L’équation de continuité renormalisée (5.7) introduite pour la dis-

crétisation en temps assure la positivité de Hn (voir l’équation (5.11)) pour tout n

et permet d’obtenir certaines estimations dans la section suivante.

5.5 Discrétisation en espace

5.5.1 Méthode numérique

La discrétisation en temps décrite dans la section précédente nous amène à résoudre,

à chaque pas de temps tn, un problème en variables d’espace du type :

(Pn
p )





Un+1
n − ∆tµ∆Un+1

n + ∆tg∇Hn+1
n = Ũn dans ωn,

logHn+1
n + ∆tdivUn+1

n = log H̃n dans ωn,

divUn+1
n = 0 sur γn,

rotUn+1
n = 0 sur γn,

Hn+1
n = 0 sur γn.
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Pour résoudre le problème (Pn
p ), nous proposons d’utiliser la décomposition orthog-

onale de L2(ωn)2 suivante :

L2(ωn)2 = ∇H1
0 (ωn) ⊕ RotH1

0 (ωn) ⊕∇H(ωn), (5.8)

où H représente l’intersection de H1 et de l’espace des fonctions harmoniques. On

peut donc décomposer Un+1
n de la façon suivante :

Un+1
n (x) = ∇pn+1

n + Rot qn+1
n + ∇rn+1

n , (5.9)

avec pn+1
n , qn+1

n ∈ H1
0 (ωn) et rn+1

n ∈ H. Puisque divUn+1
n = rotUn+1

n = Hn+1
n =

0 sur γn, on en déduit facilement que ∆pn+1
n (= divUn+1

n ) et ∆qn+1
n (= rotUn+1

n )

s’annulent à la frontière. Avec la décomposition (5.9), on en déduit que l’équation de

conservation de la quantité de mouvement discrétisée en temps (Pn
p )1 est équivalente

au système suivant :

(Mn)





∇
(
pn+1

n − ∆tµ∆pn+1
n + ∆tgHn+1

n

)
= P∇H1

0
Ũn dans ωn,

Rot
(
qn+1
n − ∆tµ∆qn+1

n

)
= PRot H1

0
Ũn dans ωn,

∇rn+1
n = P∇HŨ

n = Ũn − P∇H1
0
Ũn − PRot H1

0
Ũn dans ωn,

complété par les conditions aux limites Hn+1
n = pn+1

n = qn+1
n = 0 sur γn.

Remarque 5.8. Avec cette décomposition, on obtient directement la projection de

Un+1
n sur ∇H en fonction de Ũn.

La nature des conditions aux limites permet de remplacer les équations (Mn)1,

(Mn)2 par le problème scalaire :




pn+1
n − ∆tµ∆pn+1

n + ∆tgHn+1
n = θ dans ωn,

qn+1
n − ∆tµ∆qn+1

n = δ dans ωn,

où θ et δ proviennent des projections de Ũn sur ∇H1
0 et RotH1

0 : ∇θ = P∇H1
0
Ũn

et Rot δ = PRot H1
0
Ũn. Ce problème est résolu avec la base {e1, ..., ek, ...}, où chaque

élément ek est solution de

(H)

{
−∆ek = λkek dans ωn,
ek = 0 sur Γn,

pour tout k. On peut donc approcher pn+1
n et qn+1

n de la façon suivante :

pn+1
n =

Np∑

i=1

αn
i ei,
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qn+1
n =

Nq∑

i=1

βn
i ei.

Cette méthode nous amène à résoudre le système relativement simple suivant :




αi + ∆tµλiαi = −∆tg(Hn+1
n , ei) + (θ, ei)

βi + ∆tµλiβi = (δ, ei),

ce qui nous donne les coefficients αi et βi.

Remarque 5.9. Avec cette méthode, on peut approcher Un+1
n par

Ûn+1
n =

Np∑

i=1

αn
i ∇ei +

Nq∑

i=1

βn
i Rot ei + ∇rn+1

n . (5.10)

Grâce aux propriétés des éléments ek, on peut vérifier que Ûn+1
n vérifie les conditions

aux limites div Ûn+1
n = rot Ûn+1

n = 0 sur γn.

Remarque 5.10. L’inconnu Hn+1
n est calculé à l’aide de l’équation de continuité

(Pn
p )2 de la façon suivante :

Hn+1
n = H̃n e−∆tdiv Un+1

n . (5.11)

5.5.2 Estimations a priori

Le problème que nous étudions à chaque pas de temps est du type

(Q)





u− α∆u+ β∇h = f dans ωn

log h+ γdiv u = log g dans ωn,
div u = 0 sur γn,
rotu = 0 sur γn,
h = 0 sur γn,

où α, β et γ sont positifs et constants. Nous proposons ici un résultat sur les

estimations globales d’énergie :

Lemme 5.11. Si (u, h) est une solution classique du problème (Q), alors u est

bornée dans H1(ωn)2 et h est bornée dans L2(ωn).

Démonstration. Soit (u, h) une solution classique de (Q). En multipliant (Q)1 par

u et en intégrant sur ωn, on obtient :

||u||2L2(ωn)2 + α |||∇u|||2L2(ωn) − β

∫

ωn

h div u =

∫

ωn

f u. (5.12)

Pour traiter le terme −β
∫

ωn h div u, on résout exactement l’équation de continuité :

h = g e−γdiv u. (5.13)
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Remarque 5.12. Puisque g fait référence au terme H̃n calculé au temps précédent,

la relation (5.13) assure la positivité de g et h à chaque pas de temps si on suppose

que h0(x) ≥ 0.

On a

β

∫

ωn

h div u dx = β

∫

ωn

g div u e−γdiv u dx

= β

∫

{x∈ωn| div u≥0}
g div u e−γdiv u dx+ β

∫

{x∈ωn|div u<0}
g div u e−γdiv u dx,

≤ β

∫

{x∈ωn|div u≥0}
g div u e−γdiv u dx.

La fonction x 7−→ xe−γx est bornée sur [0,+∞) : xe−γx ≤M, donc

β

∫

{x∈ωn|div u≥0}
g div u e−γdiv u dx ≤ βM

∫

{x∈ωn|div u≥0}
g dx.

En utilisant les inégalités de Hölder et Young (
∫

ωn uf ≤ ε||u||2L2(ωn)2 + 1
ε
||f ||2L2(ωn)2),

on obtient les inégalités suivantes :

(1 − ε)||u||2L2(ωn)2 + α|||∇u|||2L2(ωn) ≤ βM

∫

ωn

gdx+
1

ε
||f ||2L2(ωn)2 . (5.14)

On peut également obtenir une borne sur h dans L2(ωn). Pour se faire, on

considère la décomposition orthogonale de L2(ωn)2 suivante [33, 62] :

L2(ωn)2 = ∇H1(ωn) ⊕ RotH1
0 (ωn). (5.15)

Ainsi toute fonction u ∈ L2(ωn)2 peut être développée de la façon suivante : u =

∇p+ Rot q avec p ∈ H1(ωn) et q ∈ RotH1
0 (ωn) solutions des problèmes scalaires :

(G)

{
∆p = div u dans ωn

∂p

∂n
= u.n = 0 sur γn et (R)

{
−∆q = rotu dans ωn

q = 0 sur γn.

(La fonction p peut être choisie telle que
∫

ωn p = 0).

On considère ensuite la projection L2 de l’équation (Q)1 sur le champ des vecteurs

gradients [14] : ∫

ωn

(u− α∆u+ β∇h− f)∇l dx = 0, (5.16)

où l ∈ H1(ωn). En posant u = up + uq, avec up = ∇p et uq = Rot q, on obtient :
∫

ωn

(up − α∆up + β∇h− f)∇l dx = 0. (5.17)
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Ici, on a pris en compte le fait que les projections de uq et Rot rot uq sur ∇H1(ωn)

sont nulles. L’équation (5.17) est vraie pour tout l ∈ H1(ωn). Ainsi, en rappelant

que div up = ∆p, on obtient :

∇(p− α∆p + βh+ Θ) = 0, (5.18)

où ∇Θ représente la projection de f sur ∇H1(ωn) pour le produit scalaire de L2 .

On obtient ainsi

p− α∆p+ βh+ Θ = ξ, (5.19)

où ξ est une constante.

Remarque 5.13. Dans F.J. Chatelon et al. [10], les conditions aux limites u · n =

rotu = 0 sont utilisées pour la projection de l’équation de conservation de la quantité

de mouvement. Ces conditions permettent d’obtenir les mêmes résultats que dans

le cas div u = rot u = 0 sur la frontière.

La borne L2 sur h est alors obtenue en multipliant (5.19) par h et en intégrant

sur ωn,

β||h||2L2(ωn) =

∫

ωn

h ξ dx−
∫

ωn

hΘ dx+ α

∫

ωn

h∆p dx−
∫

ωn

h p dx. (5.20)

Les termes du membre de droite étant estimés de la même façon que dans [10].

5.6 Tests numériques

5.6.1 Dans un domaine idéalisé

Nous comparons les résultats obtenus en utilisant respectivement le modèle avec un

domaine fixe (introduit dans la section 5.1) et notre approche à frontière libre. Afin

de donner une interprétation précise de ces résultats numériques, on considère un

domaine Ω pas trop grand par rapport au domaine occupé par le polluant ω(t) (à

l’instant initial, la nappe occupe un disque de rayon 200 m centré dans un carré

Ω de côté 1000 m). Pour résoudre le problème (Pp) dans Ω, on utilise la méthode

de Galerkin avec la base spéciale introduite dans le premier chapitre et qui vérifie

u · n = rot u = 0 sur Γ. Dans les résultats numériques qui suivent nous ne prenons

pas en compte les effets de la couche d’eau (C = 0, ∇h′ = 0) et on considère un vent

tournant f (figure 5.6).

On donne dans les figures 5.4 et 5.5 les maillages utilisés dans les deux approches

numériques et dans la figure 5.7 la position de la nappe de polluant à l’instant initial.
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Dans les figures 5.8 et 5.9 on présente la dérive du polluant à partir du modèle à

domaine fixe et du problème à frontière libre après 1500 s. L’évolution de l’épaisseur

du polluant est similaire pour les deux méthodes et on peut observer également que

la nappe est déformée par le vent et l’effet de la gravité de la même façon.
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Figure 5.4: maillage du do-
maine fixe Ω

Figure 5.5: mailage de ω(t)
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Figure 5.8: épaisseur de la
nappe à t = 1500 s, modèle à
domaine fixe

Figure 5.9: épaisseur de la
nappe à t = 1500 s, modèle à
frontière libre

5.6.2 Dans un cas réaliste

Tests caractéristiques

Nous testons ici la méthode ALE dans une situation réaliste : le barrage de Calacuc-

cia (Corse, figure 5.10). Pour simuler l’écoulement de la couche d’eau on utilise le

problème de shallow water. Sur la frontière, on applique une condition d’imperméabilité

W · n = 0 et une condition sur le rotationnel : rotW = 0 qui nous permettent

d’utiliser la méthode de Galerkin avec la base spéciale mentionnée dans le premier

chapitre. À partir de la vitesse moyennée sur la hauteur, on utilise un modèle 1D

pour obtenir le courant de surface (figure 5.11). On observe un écoulement vers l’est

le long des côtes et une recirculation par le centre du domaine.

L’objectif est la simulation de la dérive du polluant. On présente dans la figure

5.12 le maillage du domaine occupé par le polluant à l’instant initial t0 = 0 et son

épaisseur dans la figure 5.13. La frontière γ(0) est représentée par un cercle de rayon

trente mètres et l’épaisseur maximale hmax(0) est environ de 25 centimètres.

On donne dans la figure 5.14 la position de ce polluant à l’instant initial t0.
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Figure 5.10: Barrage de Calacuccia (longueur max ≈ 1550 mètres)
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Figure 5.11: Courant de surface
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Figure 5.12: maillage du
polluant(t = 0)

Figure 5.13: épaisseur du pollu-
ant (t = 0)
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Figure 5.14: position du polluant dans le lac
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Simulations numériques

Dans les figures 5.15 et 5.16, on donne l’évolution de la nappe de polluant en fonction

du temps. On peut observer l’écoulement du polluant dû à la gravité et sa dérive

vers le nord-est en suivant le courant de surface de l’eau. Notons que le polluant

atteint les côtes au bout d’environ t = 5 heures. On présente ensuite le maillage du
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Figure 5.15: t = 3 heures Figure 5.16: t = 5 heures

domaine occupé par le polluant à t = 3 heures (figure 5.17). On peut remarquer

la capacité de l’approche ALE à maintenir un maillage relativement régulier malgré

les distortions du domaine. L’épaisseur et la vitesse du polluant à t = 3 heures

sont données dans les figures 5.18 et 5.19. Les simulations que nous présentons ici

sont arrêtées lorsque la nappe de polluant atteint la côte. Dans ce cas il faut un

traitement particulier pour les particules de polluant touchant les côtes, on peut par

exemple considérer qu’elles ont une vitesse nulle ou encore que la nappe se déverse

sur la côte.
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Analyse du temps de calcul

Le test présenté dans la section 5.6.2 est exécuté en utilisant 25 fonctions tests pour

la partie en gradient de l’écoulement et 25 fonctions tests pour la partie rotationnelle.

Puisque ces fonctions tests sont obtenues en prenant le gradient et le rotationnel des

solutions du problème aux valeurs propres (H), nous avons à calculer, à chaque

pas de temps, seulement 25 fonctions tests. Dans notre simulation, le nombre de

ces fonctions tests est suffisant pour calculer la solution avec une bonne précision,

même lorsque le domaine devient relativement complexe. Les fonctions ek vérifiant

les problèmes scalaires (H) sont obtenues en utilisant la méthode des sous-espaces et

une méthode des éléments finis avec des éléments de type Hermite avec trois degrés

de liberté (v, vx, vy) par nœud, ce qui permet d’obtenir une expression numérique

de ∇ek et Rot ek. Le coût de ce calcul représente une grande partie du temps CPU

total (environ 97%), l’autre partie étant négligeable (déformation du maillage, calcul

de Cn, αi, βi).

Le temps CPU de chaque partie de la simulation est donné dans le tableau 5.1

(sur un PC équipé d’un processeur Pentium 2.8 GHz et 512 Mo de RAM). Chaque

itération correspondant à 10 secondes réelles pour l’écoulement.
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Temps CPU %
Une itération 65, 25s 100

Problèmes aux valeurs propres 63, 14s 96, 76
Calcul de Cn 0, 72s 1, 1

Déformation du maillage 0, 02s 0, 03

Table 5.1: Répartition du temps de simulation
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Conclusion et Perspectives

Nous avons essayé, à travers ce document, de répondre à un certain nombre de

questions, aussi bien pour valider certaines hypothèses que pour proposer des solu-

tions pour la résolution des problèmes étudiés. Bien que chacune des parties ait été

consacrée à l’étude d’un problème spécifique, nous pouvons apercevoir une forte com-

plémentarité entre elles, notamment dans le dernier chapitre où nous introduisons un

modèle bi-couche pour décrire le comportement d’une nappe de polluant sur la mer,

la couche supérieure étant résolue à l’aide d’un problème à frontière libre. Un grand

nombre de questions, tant sur le point de la modélisation que de l’analyse mathéma-

tique, restent posées; ce qui permet de dégager un certain nombre de perspectives

sur lesquelles nous croyons qu’il est intéressant d’insister.

Tout d’abord, concernant la modélisation du comportement de polluants à la sur-

face de la mer, il est important d’identifier les phénomènes physiques intervenants à

la frontière de la nappe car ils jouent un rôle fondamental dans le traitement de la

dynamique du problème. Pour obtenir des résultats plus conformes à la réalité, il est

également nécessaire de prendre en compte d’autres facteurs comme l’évaporation

ou l’apport de polluant en ajoutant par exemple un terme dans l’équation de con-

servation de la masse.

Le schéma lagrangien que nous avons introduit dans le quatrième chapitre nous

a paru particulièrement bien adapté à la résolution de problèmes à frontière libre.

Nous proposons d’utiliser cette méthode pour un problème de tsunami, pour lequel

différents travaux ont déjà été menés [46, 47]. La prise en compte d’un domaine

dépendant du temps nous permettra également de traiter le cas où l’eau recouvre

les terres.

Enfin, nous nous sommes engagés dans un partenariat avec l’équipe "feux de

forêts" de l’UMR 6134 de l’Université de Corse. Ces problèmes nous intéressent

particulièrement car ils font intervenir des systèmes d’équations non linéaires et

définis sur des domaines dépendant du temps. Le savoir faire acquis par notre

équipe sur la résolution des problèmes à frontière libre devrait s’avérer utile dans

l’analyse numérique de ces problèmes.
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