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Résumé : 

 
L’objectif de ce travail est la caractérisation de la diffusion acoustique par un milieu fluide contenant des 
diffuseurs élastiques aléatoirement répartis. Cette étude se compose de trois parties. La première partie 
s’intéresse à un nombre restreint de diffuseurs. Elle a permis de mettre en évidence un phénomène de couplage 
résonant entre des diffuseurs cylindriques proches se manifestant par une démultiplication des fréquences de 
résonances associées à l’onde A (onde  de Scholte-Stoneley). Ces démultiplications ont été validées 
expérimentalement. La seconde partie présente deux théories de milieu effectif : celle de Waterman et Truell et 
celle de Fikioris et Waterman. La philosophie de ces deux théories est de déterminer l’onde moyenne résultant 
d’un moyennage sur les positions des diffuseurs. C’est cette onde que l’on appelle onde cohérente. Ces théories 
aboutissent au calcul d’un nombre d’onde effectif caractérisant l’onde cohérente. La différence essentielle entre 
ces deux théories réside dans la prise en compte de la taille des diffuseurs dans celle de Fikioris et Waterman. 
Les résultats des ces deux théories sont comparés entre eux et avec ceux obtenus par une troisième théorie, celle 
de Foldy. On note l’influence des fréquences de résonance d’un diffuseur seul sur le nombre d’onde effectif. Les 
trois théories donnent des résultats similaires pour de faibles concentrations. Dans le cas de fortes concentrations, 
les résultats issus de la théorie de Fikioris et Waterman se distinguent de ceux obtenus par les deux autres 
théories. Lorsque l’on considère une couche de milieu multi-diffuseur, on peut déterminer des coefficients de 
réflexion et de transmission s’exprimant formellement comme ceux d’une plaque fluide. Une analogie entre un 
milieu multi-diffuseur et un milieu fluide visqueux est possible. L’étude expérimentale menée sur un tel système 
montre un bon accord avec la théorie en ce qui concerne l’atténuation. La dernière partie de ce document 
consiste en l’étude d’un milieu multi-diffuseur dans lequel les diffuseurs sont anisotropes. Les diffuseurs du 
milieu présenté sont constitués de deux diffuseurs cylindriques suffisamment proches pour qu’il y ait couplage 
résonant. On peut alors déterminer un nombre d’onde effectif à l’aide de la théorie de Fikioris et Waterman, ainsi 
que des coefficient de réflexion et de transmission. Ces derniers se mettent sous la même forme que ceux 
associés à un milieu fictif de type fluide pour lequel la vitesse de phase et l’atténuation varieraient en fonction de 
la direction de propagation. 
 
 
Mots-clés : diffusion acoustique, résonances, multi-diffusion, onde cohérente, anisotropie, milieu effectif.  
 
 
 
 

Abstract: 
 

This work deals with the acoustic scattering by a random distribution of cylindrical shells in a fluid. This study 
has three parts. The first one is about a limited number of shells. A resonant coupling is shown. This couple 
induces a split of the A-wave (Scholte-Stoneley wave) resonances. These splits are experimentally validated. 
The second part presents two effective media theories: Waterman and Truell’s and the Fikioris and Waterman’s 
one. They consist in the analytic averaging of the scattered field with the positions of shells. The average wave 
obtained is called the effective or coherent wave. The major difference between these theories is that Fikioris and 
Waterman take into account the size of the shells whereas, in the Waterman and Truell theory, the radius of the 
shells tends towards zero. These two theories allow the computation of an effective wave number. The influence 
of the resonances of one shell is seen on the effective phase velocity and on the effective attenuation. The results 
of these two theories are compared with the ones of a third theory: the one of Foldy.  All these theories give 
similar results for weak concentrations, but, for strong concentrations, the results of the theory of Fikioris and 
Waterman differ from the others. The study of a slab-like region with randomly placed shells leads to the 
determination of a reflection and a transmission coefficient. These are similar to the ones obtained by 
considering a fluid slab. The analogy between the inhomogeneous medium and a viscous fluid is possible. The 
experimental study of such a medium gives good results for the effective attenuation. The last part deals with 
inhomogeneous media with the shells replaced by a set of two shells close enough to produce resonant coupling. 
In this case, an effective wave number is obtained with the Fikioris and Waterman theory. The reflection and 
transmission coefficients can be expressed as the ones of a fictitious fluid-like slab for which the phase velocity 
and the attenuation would be dependent of the direction of propagation. 
 
Key-words: acoustic scattering, resonances, multiple scattering, coherent wave, anisotropy, effective media 
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Introduction 

 

La propagation d’ondes acoustiques dans un milieu homogène est un phénomène bien 

connu. Les études actuelles, sur ce type de milieu, traitent principalement les difficultés liées à 

la géométrie des objets ou aux interfaces entre deux milieux. Cependant, beaucoup de 

matériaux ne sont pas homogènes ; qu’il s’agisse de matériaux naturels, comme les tissus 

biologiques ou les os, ou de matériaux artificiels, comme les composites ou les bétons. 

L’étude de la propagation d’ondes acoustiques dans un milieu inhomogène contenant des 

diffuseurs est un problème délicat. Il se pose en effet plusieurs sortes de problèmes. Tout 

d’abord, il faut bien évidemment connaître le comportement acoustique des diffuseurs insérés 

dans le milieu. Ensuite, il faut connaître leur disposition. Enfin, il faut connaître les 

paramètres du milieu contenant ces diffuseurs. A tous ces problèmes, se rajoute la question de 

la faisabilité du passage d’une étude théorique à une étude numérique puis à une étude 

expérimentale. Nous allons étudier chacun de ces points dans ce manuscrit. Pour simplifier le 

problème, nous avons choisi de considérer des diffuseurs élastiques immergés dans un fluide. 

La caractérisation du milieu contenant les diffuseurs n’est donc plus un problème. La 

première idée devant un tel système consiste à utiliser les théories de diffusion multiple en se 

disant que même si l’on ne connaît pas la position exacte des diffuseurs, on peut toujours 

effectuer le calcul pour plusieurs dispositions et faire une moyenne, une moyenne 

expérimentale permettant ensuite de comparer les résultats. Malheureusement, nous allons 

voir que le calcul numérique associé à une telle théorie demande un temps et un espace 

mémoire prohibitifs.  Cependant, l’étude effectuée sur un petit nombre de diffuseurs par cette 

approche va mettre en évidence la possibilité de phénomènes de couplages entre des 

diffuseurs proches [1-10]. En effet, lorsque des diffuseurs tubulaires sont proches les uns des 

autres, nous verrons qu’il se produit des dédoublements de résonances dans le domaine 

fréquentiel de l’onde A (ou onde de Scholte-Stoneley). De tels couplages ont déjà été étudiés 

dans des configurations particulières notamment par S. Lethuillier [1-4]. Nous étendrons cette 

étude à d’autres dispositions de diffuseurs afin de voir quelle peut être l’importance de tels 

phénomènes dans un milieu multi-diffuseur. Nous tenterons d’expliquer l’origine de tels 

couplages résonants. Nous montrerons également une validation expérimentale des principaux 

résultats obtenus sur ce couplage [7]. Pour étudier un milieu multi-diffuseur, nous allons être 
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amenés à utiliser des théories, dites de milieu effectif, qui consistent à déterminer les 

paramètres d’un milieu homogène équivalent au milieu multi-diffuseur. On peut distinguer 

deux familles parmi ces théories. La première consiste à déterminer la fonction de Green du 

milieu multi-diffuseur et à en déduire un nombre d’onde effectif [8, 9, 11]. Plusieurs 

méthodes comme l’independant scattering approximation (ISA), la coherent potential 

approximation  (CPA), sont issues de cette approche. La deuxième famille recherche un 

nombre d’onde effectif ainsi que les champs acoustiques moyens diffusés. Dans ce cas, on 

cherche à caractériser l’onde cohérente, c’est-à-dire l’onde qui « résiste au désordre »[12, 13]. 

C’est elle que l’on trouvera si l’on effectue la moyenne de plusieurs mesures sur un milieu 

multi-diffuseur lorsque les diffuseurs ont bougé entre chaque mesure. Pour notre part, nous 

nous sommes intéressés à des théories de cette deuxième famille. Nous en présenterons deux 

très proches, celle de Waterman et Truell [23, 24] et celle de Fikioris et Waterman [25, 26]. 

Nous comparerons également nos résultats avec ceux issus de la théorie de Foldy [27- 30]. 

Ces trois théories sont basées sur un moyennage statistique des équations de diffusion 

multiple. Les différences sont liées aux approximations faites lors de la définition des 

différentes densités de probabilités. Dans tous les cas, la répartition des diffuseurs est 

considérée comme statistiquement uniforme. Nous verrons alors comment, avec la théorie de 

Fikioris et Waterman, on peut effectuer une analogie entre une plaque fluide visqueuse et un 

milieu constitué de diffuseurs immergés [31]. 

La dernière partie de ce document est consacrée à l’application de la théorie de 

Fikioris et Waterman au cas de diffuseurs anisotropes constitués, dans notre cas, de groupe de 

diffuseurs cylindriques similaires à ceux étudiés dans le premier chapitre. La plaque fluide 

visqueuse équivalente trouvée précédemment devient alors, elle aussi, anisotrope. 

Pour résumer, la structure de ce document est la suivante : étude théorique et 

expérimentale d’ensembles restreints de diffuseurs cylindriques (chapitre 1); présentation des 

théories de Waterman et Truell et de Fikioris et Waterman, et comparaison des résultats de 

ces deux théories avec ceux issus de la théorie de Foldy (chapitre 2) ; étude d’une couche de 

milieu multi-diffuseur à l’aide de la théorie de Fikioris et Waterman (chapitre 3) ; étude 

expérimentale d’un milieu multi-diffuseur (chapitre 4) ; introduction de l’anisotropie dans la 

théorie de Fikioris et Waterman (chapitre 5). Les principales conclusions seront rassemblées 

dans une conclusion générale. 
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1 Etude du caractère résonant d’un groupe de N tubes 
Dans ce chapitre, nous allons étudier le caractère résonant d’un groupe de tubes afin 

de voir les phénomènes de couplage pouvant intervenir entre plusieurs diffuseurs cylindriques 

proches. De telles interactions ont, en effet, déjà été mises en évidence par S. Lethuillier [4] 

dans le cas de tubes alignés observés en rétro-diffusion et insonés selon l’axe passant par les 

centres des tubes. Il a alors montré que les résonances de l’onde A d’un tube seul se 

démultiplient lorsque les tubes se rapprochent. La plupart des théories de milieu effectif sont 

basées sur des approximations telles que l’approximation quasi-cristalline [32] qui impose de 

négliger l’effet d’un diffuseur de référence; elles ne prennent donc pas en compte les 

couplages résonants entre diffuseurs ; aussi, nous nous proposons d’intégrer de tels couplages 

en remplaçant chaque diffuseur par un groupe de diffuseurs cylindriques. Ce chapitre est 

consacré à l’étude théorique de tels groupes. Dans un premier temps, nous rappellerons les 

ondes se propageant à la surface et dans un diffuseur cylindrique et en quoi leurs propriétés 

autorisent un couplage résonant. Nous retrouverons ensuite les résultats de S. Lethuillier [1-4] 

que nous généraliserons dans un troisième temps à des configurations et des angles 

d’incidence différents. Puis, nous nous appliquerons à définir la matrice de transition et la 

matrice de diffusion d’un groupe de diffuseurs cylindriques, éléments essentiels aux calculs 

de milieu effectif. Nous montrerons également, par des considérations sur les temps de calcul, 

l’impossibilité d’utiliser une technique similaire pour le calcul du champ diffusé par un grand 

nombre de diffuseurs. Nous terminerons ce chapitre par une validation expérimentale des 

principaux résultats. 

 

1.1 Rappel du comportement résonant d’un tube 

Avant d’étudier le comportement d’un ensemble de tubes, il est intéressant de rappeler 

les principaux résultats concernant une cible isolée. Dans la suite, ces cibles seront des tubes 

ou des cylindres infiniment longs. Nous noterons a, le rayon externe de ces cibles, et rab, le 

rapport rayon interne sur rayon externe dans le cas des tubes. La cavité des tubes est vide, la 

pression y est donc nulle. Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser à la réponse 

acoustique d’un diffuseur cylindrique insoné par une onde plane. Lorsqu’une onde incidente 

arrive sur une cible élastique, elle interagit avec cette dernière puis est diffusée dans toutes les 

directions. Le champ acoustique diffusé est caractéristique de la cible visée. Nous allons dans 

un premier temps écrire les ondes en présence et les conditions de continuité qu’elles doivent 
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satisfaire. A partir de là, nous allons pouvoir déterminer une expression de la réponse 

acoustique d’une cible cylindrique à une onde plane harmonique ainsi que son spectre de 

résonance. 

La première onde à considérer est l’onde incidente. Elle est caractérisée par le 

potentiel des déplacements suivant : 

 .i k r i t
inc e e ωφ −=  (1.1) 

avec r , le point où l’onde est exprimée, ω, la pulsation et k=ω/c0, la norme du vecteur 

d’onde, avec c0 la vitesse de propagation des ondes acoustique dans le fluide. Dans la suite, 

l’exponentielle temporelle, i te ω− , sera omise dans les expressions puisqu’elle est commune à 

toutes les ondes. En coordonnées cylindriques, (1.1) peut encore s’écrire : 

 ( ) ( )inn
inc n

n

i J kr e θ αφ
+∞

−

=−∞

= ∑  (1.2) 

avec Jn(kr), la fonction de Bessel d’ordre n et d’argument kr ( r r= ) et les angles α 

et θ étant définis sur la figure 1-1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 1-1, présentation des notations utilisées pour la diffusion par une cible 

 
Dans le solide coexistent deux ondes, une onde transversale et une onde longitudinale. 

Ces deux ondes dérivent respectivement d’un potentiel vecteur ψ  et d’un potentiel scalaire ϕs 

définis par : 

 ( ) ( )( ) in
s n n L n n Lc J k r d N k r e θϕ

+∞

−∞

= +∑  (1.3) 

et 

 ( ) ( )( ) ni
z n n T n n Te J k r f N k r e θψ

+∞

−∞

= +∑  (1.4) 
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y
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avec 

            et           L T
L T

k k
c c
ω ω

= =  (1.5) 

où cL est la vitesse de propagation des ondes longitudinales dans le tube, cT la vitesse 

de propagation des ondes transversales dans le tube et Nn(kr) la fonction de Neumann d’ordre 

n et d’argument kr. Seule la composante selon z du potentiel vecteur est considérée car les 

cibles étant infiniment longues selon z, le problème est invariant dans cette direction. De plus, 

l’onde diffusée dans le milieu fluide environnant s’écrit, afin de respecter la condition de 

décroissance à l’infini : 

 ( ) ( )( ) inn
diff n n

n

i b H kr e θ αφ
+∞

−

=−∞

= ∑ 1  (1.6) 

avec Hn
(1) la fonction de Hankel de première espèce. Afin de déterminer les 

coefficients bn,…, fn, nous allons utiliser les conditions de continuité sur les déplacements et 

les contraintes aux différentes interfaces. Les composantes radiales des déplacements et du 

tenseur des contraintes sont continues lors du passage des interfaces ainsi que les composantes 

tangentielles du tenseur des contraintes. En appliquant ces conditions, on obtient un système 

linéaire qui permet d’exprimer la pression diffusée dans le fluide. Nous allons alors 

déterminer les éléments de la matrice de transition, outil essentiel aux calculs de milieu 

effectif comme nous le verrons par la suite. Cette matrice se définit, avec les notations de 

Waterman [33], en considérant que l’onde diffusée s’écrit :  

 ( ) ( )( ) in
diff nm m n

n m
T a H kr e θ αφ

+∞ +∞
−

=−∞ =−∞

= ∑ ∑ 1 1  (1.7) 

si l’onde incidente est de la forme : 

 ( ) ( )in
inc n n

n
a J kr e θ αφ

+∞
−

=−∞

= ∑  (1.8) 

A partir de la relation (1.6), on aboutit alors aux éléments de la matrice de transition 

suivants pour un diffuseur cylindrique : 

 nm n nmT b δ=1 , (1.9) 

avec δnm, le symbole de Kronecker. Afin de présenter quelques particularités de cette 

matrice, nous allons étudier les systèmes matriciels à résoudre pour déterminer ces éléments. 

Dans le cas des tubes, ce système est donné sur la page suivante avec ρ1 la masse volumique 

du fluide et ρ2 celle du solide. 
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Lorsque les diffuseurs sont des cylindres, les coefficients fn et dn sont nuls car le champ acoustique ne peut prendre que des valeurs finies. 

Le système donnant les valeurs des coefficients est alors : 
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 (1.11) 
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Les éléments de la matrice de transition sont calculés par la méthode du déterminant 

de Cramer. On peut constater que chacun des éléments des matrices qui compose les systèmes 

(1.10) et (1.11) sont soit nuls, soit une combinaison linéaire de fonctions de Bessel au sens 

large. Exprimer ces systèmes pour l’ordre –n au lieu de l’ordre n revient donc simplement à 

multiplier chacun des termes par (-1)n. Les déterminants sont alors multipliés également par (-

1)n. Le rapport des déterminants utilisé dans la méthode de Cramer va entraîner une 

simplification de ce coefficient. On a donc la relation suivante : 

 1 1
n n nnT T− − = . (1.12) 

Nous allons maintenant chercher à exprimer la fonction de forme en champ lointain 

définie par : 

 ( ), diff

inc

prf
a p

α θ =  (1.13) 

avec pdiff la pression diffusée et pinc la pression incidente, ces deux pressions étant 

exprimées en champ lointain. Pour cela, il faut se rappeler que la pression se déduit du 

potentiel des déplacements par la relation suivante, en tenant compte de la dépendance 

temporelle choisie : 

 
2

2
2p

t
φρ ρω φ∂

= = −
∂

 (1.14) 

avec ρ, la masse volumique. En utilisant alors le développement asymptotique de la 

fonction de Hankel dans la relation (1.6), on peut déterminer l’expression de la fonction de 

forme en champ lointain, il vient : 

 ( ) ( ), in
n

n
f b e

ka
θ αα θ

π

+∞
−

=−∞

= ∑2 . (1.15) 

La fonction de forme contient la réponse fréquentielle de la cible. Toutes les 

observations que nous ferons dans ce document sont faites en rétro-diffusion, c’est-à-dire avec 

θ=α+π. On sait, en effet, que c’est la position pour laquelle toutes les résonances sont 

visibles. Pour les applications numériques, les sommes infinies seront tronquées selon un 

critère qui sera le même pour toutes les sommes infinies de ce document. Nous considérons 

qu’une somme Sn a convergé à l’ordre N, si les termes SN-1 et SN-2 sont inférieurs 10-5 % de SN. 

La figure 1-2 représente le module de la fonction de forme en fonction de la fréquence 

adimensionnelle ka, appelée fréquence réduite, pour un tube en aluminium avec les 

paramètres suivants : 

rab= 0,9 
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masse volumique ρ=2790 kg/m3 

célérité des ondes longitudinales cl=6120 m/s 

célérité des ondes transversales ct=3020 m/s 
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figure 1-2 module de la fonction de forme en champ lointain pour un tube de rapport 
rab=0,9 en fonction de la fréquence réduite ka. 

 

Sur cette figure, on peut voir que la fonction de forme présente de nombreux accidents 

liés aux fréquences de résonance du tube. En effet, lorsque le tube est excité à l’une de ses 

fréquences de résonance, l’onde circonférentielle responsable de la résonance boucle en phase 

avec elle-même. L’énergie ne sera donc pas réémise dans le fluide environnant de la même 

façon qu’aux autres fréquences. Pour mettre en valeur le contenu fréquentiel de la fonction de 

forme, nous allons utiliser une méthode dérivée du diagramme d’Argand développée par S. 

Derrible et al.[34]. Le diagramme d’Argand est la représentation de la fonction de forme dans 

le plan complexe calculée avec un pas fréquentiel constant. Lorsque l’on se rapproche d’une 

fréquence de résonance, l’écart entre deux points consécutifs augmente jusqu’à ce que l’on 

atteigne le point correspondant à la fréquence de résonance, puis cet écart diminue. Les points 

forment alors un cercle dans le plan complexe dont le rayon représente la largeur fréquentielle 

de la résonance. Afin de représenter de façon plus simple les fréquences de résonances sur 

une grande gamme fréquentielle, nous allons tracer l’écart entre deux points consécutifs en 

fonction de la fréquence. C’est cette représentation que nous appellerons par la suite spectre 

de résonance. La figure 1-3 montre le spectre de résonance associé à la fonction de forme du 

tube précédent. 
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figure 1-3 : spectre de résonance pour un tube en aluminium de rapport de rayons 

rab=0,9 en fonction de la fréquence réduite ka. 

 

Sur ce spectre, on voit différents pics dont les positions fréquentielles correspondent 

aux accidents de la fonction de forme de la figure 1-2. Les positions de ces pics donnent les 

fréquences de résonance [16-18,20-22]. On peut classer les résonances visibles sur la figure 

1-3 en deux familles d’ondes [35-37] identifiée à partir de leur évolution lorsque le rayon du 

diffuseur tend vers l’infini. Dans ce cas, le diffuseur devient assimilable à une plaque, ce qui 

permet de rattacher les deux familles d’ondes observées à des familles d’ondes connues se 

propageant dans la plaque. La première, pour des valeurs de ka comprises entre 0 et 10, est 

composée d’ondes A, encore appelées ondes de Scholte-Stoneley. Ces ondes ont la 

particularité de se propager à la surface de la cible tout en conservant la majeure partie de leur 

énergie dans le milieu fluide extérieur. C’est cette propriété qui va nous intéresser par la suite. 

En effet, ce type d’onde va pouvoir provoquer un couplage entre plusieurs cibles. 

La deuxième famille d’ondes est dans le domaine ka supérieur à 10 et est composée 

d’ondes S0. Ces ondes sont essentiellement internes, elles n’interagissent donc que très peu 

avec les ondes se propageant sur d’autres cibles, même quand les cibles sont très proches. 

Nous nous concentrerons donc, par la suite, sur le domaine fréquentiel des ondes A. Dans le 

prochain paragraphe, nous allons présenter l’apparition d’un couplage résonant entre des 

cibles élastiques lorsque celles-ci sont proches l’une de l’autre. 
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1.2 Ensemble de N tubes 

1.2.1 Principes généraux 

Nous allons maintenant nous intéresser aux interactions possibles entre plusieurs 

diffuseurs proches [6]. Pour cela, nous considérons le système de la figure 1-4. N diffuseurs 

sont positionnés à des emplacements connus. Leurs centres sont repérés, en coordonnées 

cylindriques, par les couples (dj,χj) dans le repère principal. Le point d’observation a pour 

coordonnées (r,θ) dans le repère principal et (rj, θj), dans le repère associé au diffuseur j. 

 Si on considère une onde plane incidente sur l’ensemble des tubes avec un angle α par 

rapport à l’axe Ox, elle peut s’écrire, dans le repère principal,  sous la forme : 

 
( ) ( )

i k .r
inc

inn
n

n

e

i J kr e θ α

φ
+∞

−

=−∞

=

= ∑

0

 (1.16) 

Dans le repère associé au tube j, elle s’écrit :  

 ( ) ( )cosj j jikd inj n in
inc n j

n

e i e J kr eχ α θαφ
+∞

− −

=−∞

= ∑  (1.17) 

avec les notations de la figure 1-4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 1-4 présentation des notations utilisées 

 

Pour calculer la réponse d’un groupe de tubes, il suffit d’additionner la réponse de 

chacun d’eux en tenant compte qu’ils sont insonés non seulement par l’onde incidente mais 

x

y 

O1

d1 

χ1 

P 
θ2

r
θ 

α 
Onde 

incidente O



Etude du caractère résonant d’un groupe de N tubes 

 12 

aussi par les ondes diffusées par les autres cibles du groupe. Si on note l’onde diffusée par le 

diffuseur j par la relation suivante : 

 ( )( ) jimj
j m m j

m

C H kr e θφ
+∞

=−∞

= ∑ 1 , (1.18) 

on peut écrire que l’onde incidente sur la cible j est donnée par : 

 ( ) ( ) ( ) ( )cosj j j l

N
ikd im inm im l

j m j n n l
m l n

l j

e i e J kr e C H kr eχ α θ θαϕ
+∞ +∞

− −

=−∞ = =−∞
≠

= +∑ ∑ ∑ 1

1

 (1.19) 

ou encore, 

 ( ) ( ) ( )cos ( )j i j j
N

ikd im imm im l lj
j m j n nm m j

m l n m
l j

e i e J kr e C G J kr eχ α θ θαϕ
+∞ +∞ +∞

− −

=−∞ = =−∞ =−∞
≠

= +∑ ∑ ∑ ∑
1

 (1.20) 

avec 

 ( ) ( ) ( )( ) lji n mjl
nm n m ljG e H kdθ−

−= 1 , (1.21) 

l’opérateur de Graf [38] G( jl ) permettant d’exprimer une onde diffusée par le cylindre l 

en une onde incidente sur le cylindre j. Les notations concernant cet opérateur sont données 

figure 1-5. Cette relation n’est valable que dans le cas rj<djl, condition vérifiée ici, puisque 

nous nous intéressons aux conditions de continuité exprimées en rj=a<djl. 

 

 

 

 

figure 1-5, notations utilisées pour l’application de l’opérateur de Graf 

 

On suppose alors connue la matrice de transition T j d’une cible définie par (1.9). La 

pression diffusée par la cible j peut donc s’écrire : 

 

 ( ) ( )cos ( ) ( )j j j
N

ikd imm im l lj j
j n nm mm m j

m l n
l j

e i e C G T H kr eχ α θαφ
+∞ +∞

− −

=−∞ = =−∞
≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ 1

1

. (1.22) 

Cette relation associée à la relation (1.18) nous fournit un système permettant de 

trouver les coefficients j
mC . Ce système est de taille infinie, il nous faudra donc le tronquer 

lors des applications numériques. Le critère de convergence choisi est le même que celui 

djl 
xθlj 

Ol 

Oj 
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présenté pour le calcul de la fonction de forme. L’onde diffusée par l’ensemble des tubes est 

la somme des ondes diffusées par chacun d’eux : 

 ( )( ) j
N

imj
diff m m j

j m

C H kr e θφ
+∞

= =−∞

= ∑ ∑ 1

1

 (1.23) 

 En utilisant le développement asymptotique des fonctions de Hankel pour de grands 

arguments, on peut écrire, en champ lointain par rapport à l’ensemble des N diffuseurs : 

 ( )cosj j
N i kr n ikdj in

diff n
j n

C e e e
kr

π π
χ θ θφ

π

⎛ ⎞+∞ − −⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

= =−∞

= ∑ ∑ 2 4

1

2  (1.24) 

La fonction de forme en champ lointain du système est alors définie par : 

 ( )cos( , ) j j
N in ikddiff j in

n
j ninc

rf C e e e
a ka

π
χ θ θφ

α θ
φ π

+∞ − − −

= =−∞

= = ∑ ∑ 2

1

2 , (1.25) 

la dépendance en α étant cachée dans les coefficients j
nC . Nous allons maintenant 

étudier la fonction de forme en champ lointain, et plus particulièrement la dérivée d’abscisse 

curviligne qui lui correspond, c’est-à-dire son spectre de résonance, pour des ensembles de 

tubes de géométrie simple. Nous ferons nos observations en rétro-diffusion, en supposant que, 

comme pour les diffuseurs seuls, toutes les résonances sont visibles dans cette configuration. 

1.2.2 Résultats numériques : tubes alignés 

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement de tubes proches les uns des 

autres. Nous allons voir que lorsque la distance entre les tubes est suffisamment petite, les 

résonances de chacun des tubes sont perturbées. 

La première étude de ce genre a été menée au laboratoire par S. Lethuillier[1][2]. Il a 

porté son attention sur des ensembles de tubes alignés régulièrement espacés de βa dans une 

configuration dite en « éclipse », c’est-à-dire avec une incidence le long de l’axe passant par 

le centre des tubes. Dans ces conditions, il a montré que chaque résonance de l’onde A d’un 

tube seul se démultiplie lorsque les tubes sont proches, c’est-à-dire β<3, selon une règle 

simple : pour N tubes alignés, on observe N résonances à la place d’une seule pour une cible 

isolée. Aucun phénomène similaire n’a été observé dans la plage fréquentielle correspondant 

aux ondes S0. L’explication trouvée à ce comportement est la suivante : les ondes A étant des 

ondes essentiellement externes, lorsque les tubes sont proches, les ondes A portées par chaque 

tube interfèrent. Quant au nombre de résonances observées, celui-ci est justifié par la présence 

de N-1 ondes dites locales et d’une onde dite globale. On appelle, dans ce cas, onde locale, 

une onde dont le parcours ne fait pas intervenir tous les tubes, et onde globale une onde dont 
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le parcours inclut toutes les cibles. En remplaçant certain tubes par des cylindres rigides afin 

de supprimer le couplage, S. Lethuillier a montré que les N-1 résonances locales sont les 

résonances du groupe de N-1 tubes décalées vers les basses fréquences en raison de la 

perturbation occasionnée par le Nième tube qui agit comme un masse ajoutée, et que l’onde 

globale est la résonance la plus haute fréquence. Ces constatations sur l’évolution des 

fréquences de résonance en fonction de la distance entre tubes sont essentielles. Elles 

permettent de comprendre pourquoi les modèles de milieux effectifs sont pris en défaut 

lorsque la densité de diffuseurs augmente. En effet, si la densité de diffuseurs augmente, la 

distance entre ces derniers diminue logiquement. Des phénomènes de couplage entre 

diffuseurs tels que ceux décrit par S. Lethuillier entrent alors en jeu. Or, si les théories de 

milieux effectifs prennent en compte les trajets multiples entre diffuseurs, la taille des 

diffuseurs ou leur répartition, aucune ne fait intervenir cette notion de couplage résonant. 

D’où l’idée de remplacer un diffuseur par un groupe de diffuseurs pour lequel le calcul du 

couplage résonant est effectué. La première étude a donc été de voir les conditions 

d’apparition d’un tel couplage lorsque l’on diversifie les angles d’incidence et les 

configurations géométriques des tubes.  

Le premier ensemble de tubes étudié ici est, de nouveau, constitué de tubes alignés 

régulièrement espacés. Les deux paramètres principaux de cette étude sont la distance entre 

les tubes, βa, et l’angle d’incidence de l’onde plane, α. On s’intéresse à la résonance repérée 

par une flèche sur la figure suivante, qui est un zoom du spectre de résonances d’un tube seul. 

0
0.02
0.04
0.06
0.08

0.1
0.12
0.14
0.16
0.18

0.2

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
ka  

figure 1-6, spectre de résonance pour un tube en aluminium de rapport de rayons rab=0,9 
en fonction de la fréquence réduite ka. La flèche indique la résonance à laquelle nous allons nous 

intéresser par la suite. (zoom de la figure 1-3) 
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Cette résonance, comme toutes les autres liées à l’onde A, a donné naissance, dans le 

cas des trois tubes alignés, à trois résonances, comme on peut le voir sur la figure suivante. 

angle d'incidence en degrés
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figure 1-7 évolution des fréquences de résonances en fonction de l’angle d’incidence pour 
trois tubes alignés en aluminium de rapport rab=0,9 espacés de 2,06a. La flèche indique la 

position fréquentielle de la résonance d’un tube seul qui a été démultipliée. 

 

figure 1-8, schématisation des fréquences de résonance de la figure 1-7. 
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Sur la figure 1-7, l’amplitude des spectres est codée en couleurs, bleu pour une 

amplitude nulle et rouge pour les plus fortes amplitudes. Pour plus de facilité, l’évolution des 

fréquences de résonance a été schématisée figure 1-8. Pour un angle d’incidence nul, on 

constate, comme S. Lethuillier, trois résonances uniquement. Quand l’angle d’incidence 

augmente, on voit apparaître, pour certains angles, le dédoublement d’une (ou plusieurs) de 

ces résonances. Ce phénomène, que nous appellerons dédoublement secondaire, est 

particulièrement visible dans les zones entourées ainsi que sur la figure 1-9 qui est une coupe 

de la figure 1-7 pour un angle d’incidence de 60°.  

 

4,8 4,9 5 5,1 5,2 5,3

ka
 

figure 1-9 spectre de résonance pour trois tubes de rapport de rayon rab=0,9, distants de 
2,06a à un angle d’incidence de 60°. 

 

Il est intéressant de se demander alors, quelles sont les causes de ces dédoublements 

secondaires. Une résonance est le résultat d’une onde qui parcourt un trajet fermé dont la 

longueur est multiple de sa longueur d’onde. Le dédoublement d’une résonance peut donc 

s’expliquer par la présence de deux chemins possibles pour une même onde.  L’un ou l’autre 

des trajets étant favorisé par l’angle d’incidence. Ceci peut justifier le fait que les deux 

résonances d’un dédoublement secondaire ne sont que rarement présentes simultanément pour 

un angle donné. La zone angulaire de transition entre deux résonances montre que l’une 

augmente pendant que l’autre diminue, ce qui peut s’expliquer par le fait que l’onde passe 

d’un chemin emprunté majoritairement à l’autre.  
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S. Lethuillier avait énoncé une règle sur le nombre de résonances obtenues à partir 

d’une seule résonance de type A dans le cas d’une configuration en éclipse : N tubes 

provoquent une démultiplication en N résonances. En modifiant l’angle d’incidence, on 

s’aperçoit que chacune des N résonances peut, à son tour, se dédoubler. On a donc en fait 2N 

résonances. Cette relation a été vérifiée numériquement pour des ensembles de 2 à 7 tubes. La 

validation expérimentale de ce résultat est présentée dans la dernière partie de ce chapitre. 

 

Le paramètre important pour observer ces démultiplications de résonances est la 

distance entre les tubes. La figure 1-10 montre l’évolution de ces fréquences de résonances en 

fonction de l’écartement des tubes dans le cas de trois tubes.  
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figure 1-10 évolution des fréquences de résonances en fonction de l’écart entre les tubes 
pour trois tubes alignés en aluminium de rapport rab=0,9 pour un angle d’incidence de 20°. Les 

flèches indiquent les résonances d’un tube seul. 
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Figure 1-11 schématisation des fréquences de résonance de la figure 1-10 

 

On peut voir sur cette figure que la position fréquentielle des résonances est très 

sensible à cet écartement et que l’on ne peut observer de démultiplications que pour de faibles 

distances entre tubes, c’est-à-dire pour β<3, ce qui correspond aux constatations de  

S. Lethuillier. Au-delà de cette limite, la séparation des résonances devient plus difficile. Pour 

de grandes valeurs de β, les résonances se rapprochent jusqu’à fusionner en la résonance de 

l’onde A d’un tube seul la plus proche.  

Les résonances issues d’une même résonance d’un tube seul étant très proches, nous 

avons voulu étudier ce phénomène avec des tubes de rapport de rayons rab plus grand. En 

effet, on sait que plus rab augmente et plus les résonances ont un étalement fréquentiel faible. 

La différence n’est cependant pas suffisante pour obtenir une séparation franche lors des 

dédoublements secondaires ; c’est pourquoi les résultats ne sont pas présentés ici. Cependant, 

le domaine des ondes A sur un tube plus fin s’étend jusqu’à des fréquences réduites plus 

grandes. Ceci nous a permis d’observer un autre phénomène lors de l’étude d’autres 

configurations géométriques. C’est ce que nous allons présenter dans le paragraphe suivant. 
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1.2.3 Résultats numériques : tubes non alignés 

 

Dans un milieu où les diffuseurs sont aléatoirement répartis, il est peu probable de 

trouver de grands alignements de diffuseurs. Aussi, nous allons étendre l’application de notre 

théorie à d’autres géométries. Pour cette étude, nous nous sommes limités à des géométries 

particulières telles que le triangle équilatéral ou le carré. On peut alors constater que les 

résonances liées à une onde A pour un tube seul se démultiplient dés que la distance entre les 

tubes devient suffisamment petite avec les mêmes ordres de grandeurs que dans le cas des 

tubes alignés. Nous considérons maintenant des tubes plus fins dont les paramètres sont les 

mêmes que les précédents à l’exception du rapport de rayons rab qui vaut désormais 0,93. En 

raison des symétries du triangle, la variation de l’angle d’incidence a été restreinte de 0 à 60°, 

0° correspondant à une incidence sur un des sommets du triangle comme le montre la figure 

1-12. La figure 1-13 présente l’évolution de ces fréquences de résonance en fonction de 

l’angle d’incidence dans le cas où les tubes sont aux sommets d’un triangle équilatéral de côté 

2,06a. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 1-12, repérage de l’angle d’incidence dans le cas du triangle. 

α 
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figure 1-13, évolution des fréquences de résonances en fonction de l’angle d’incidence 
pour des tubes de rapport de rayons rab=0,93 placés aux sommets d’un triangle équilatéral avec 

un écartement entre tubes de 2,06a. Les flèches indiquent les résonances d’un tube seul. 

 

 

A la différence des tubes alignés, les résonances du triangle ne présentent pas de 

dédoublement lors de la variation de l’angle d’incidence mais seulement des variations 

d’amplitude. Les flèches indiquent les positions des fréquences de résonances d’un tube seul. 

A la vue de cette seule figure, il est difficile de définir de quelle résonance d’un tube seul est 

issue telle ou telle résonance de la configuration en triangle. C’est pourquoi la figure 1-14 

présente l’évolution de ces fréquences de résonances en fonction de la taille du triangle, pour 

un angle d’incidence de 20°.  
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figure 1-14, évolution des fréquences de résonance pour un triangle équilatéral en 
fonction de la taille du triangle pour un angle d’incidence de 20° pour des tubes de rapports de 

rayons rab=0,93. Les flèches indiquent les résonances d’un tube seul. 

 

figure 1-15 Schématisation des fréquences de résonance de la figure 1-14 
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Pour faciliter l’analyse de la figure 1-14, nous avons schématisé l’évolution des 

fréquences de résonance sur la figure 1-15. Sur cette figure, on retrouve pour β=2,06 (ligne 

jaune), les résonances de la figure 1-13. Les résonances d’un diffuseur seul sont indiquées par 

des flèches. On peut voir que chaque résonance d’un diffuseur seul se divise en quatre 

nouvelles résonances lorsque la taille du triangle diminue. Pour chaque résonance d’un tube 

seul, on observe 2 résonances (I3, I4, II3, II4) qui se dirigent vers les basses fréquences, une qui 

se dirige vers les hautes fréquences (I1, II1) et une qui tend vers les hautes fréquences avant de 

revenir vers les basses fréquences (I2, II2). Mais on voit également qu’il existe une autre série 

de résonances (Sp1, Sp2) qui varient beaucoup plus rapidement que les autres. Dans la suite, 

nous appellerons ces résonances, résonances supplémentaires. Nous allons chercher à classer 

ces résonances en locales et globales en utilisant le même principe que S. Lethuillier : nous 

allons remplacer chacun des tubes par un diffuseur rigide, l’un après l’autre. L’onde A 

n’existant pas à la surface d’un diffuseur rigide, nous allons pouvoir déterminer quels 

diffuseurs sont impliqués dans telle ou telle résonance. La figure 1-18 montre les évolutions 

obtenues pour deux cas.  
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figure 1-16, évolution des fréquences de résonance pour un triangle équilatéral en 
fonction de la taille du triangle pour un angle d’incidence de 20° lorsque l’un des tubes de 
rapports de rayons rab=0,93 est remplacé par un diffuseur rigide. Les flèches indiquent les 

résonances d’un tube seul. 

20°
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figure 1-17 schématisation des résonances de la figure 1-16 
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figure 1-18, évolution des fréquences de résonance pour un triangle équilatéral en 
fonction de la taille du triangle pour un angle d’incidence de 20° lorsque l’un des tubes de 
rapports de rayons rab=0,93 est remplacé par un diffuseur rigide. Les flèches indiquent les 

résonances d’un tube seul. 
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figure 1-19 schématisation des fréquences de résonance de la figure 1-18 

 

Ce sont toujours les mêmes résonances que l’on retrouve. On peut alors en déduire que 

les résonances I2, I3, II2 et II3 sont des résonances locales liées à des ondes ne faisant 

intervenir que deux tubes. La résonance la plus haute fréquence et la plus basse fréquence de 

chaque groupe sont donc des ondes globales (I1,I4,II1,II4).  

Il reste à déterminer l’origine des résonances supplémentaires Sp1 et Sp2. La 

particularité la plus surprenante de ces résonances est que, lorsque tous les tubes du triangle 

sont remplacés par des diffuseurs rigides, il existe toujours une résonance qui évolue de façon 

similaire quand la taille du triangle augmente. 
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figure 1-20, évolution des fréquences de résonance pour un triangle de diffuseurs rigides 
en fonction de la taille du triangle. 

 

 La figure 1-20 présente les fréquences de résonance observées pour un triangle 

constitué de diffuseurs rigides en fonction de la taille du triangle. La présence des résonances 

supplémentaires dans ce cas montre qu’il ne s’agit pas de résonances liées à l’onde A puisque 

de telles ondes n’existent pas sur un diffuseur rigide. Cependant, il ne s’agit pas non plus de 

simples interférences géométriques. En effet, deux arguments viennent confirmer qu’il s’agit 

bien de résonances. Le premier est que leurs positions varient en fonction de la nature du 

diffuseur. Le second est le diagramme d’Argand de l’une d’elles présenté sur la figure 1-21. 
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figure 1-21 diagramme d’Argand de la résonance supplémentaire pour trois tubes 
rigides en triangle équilatéral de côté 2,06a. 

 

Sur cette figure, on voit très nettement le cercle formé dans le plan complexe par la 

fonction de forme ainsi que l’accélération au niveau de la résonance. La nature exacte de 

l’onde responsable d’une telle résonance n’a cependant pas pu être identifiée.  

Ces fréquences de résonance supplémentaires ne sont pas l’apanage du triangle. En 

effet, des résonances ayant un comportement similaire sont présentes lorsque les diffuseurs 

sont placés aux sommets d’un carré. Si on regarde sur la figure 1-22 l’évolution des 

fréquences de résonances de quatre tubes de rapport de rayons égal à 0,93 disposés aux 

sommets d’un carré en fonction de la taille de ce carré, on observe une démultiplication des 

résonances d’un diffuseur seul en groupes de trois nouvelles résonances ainsi que la présence 

de résonances supplémentaires ayant le même comportement que celles du triangle. De plus, 

les résonances des groupes de trois se dédoublent en fonction de l’angle d’incidence comme 

dans le cas de tubes alignés.  
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figure 1-22, évolution des fréquences de résonances pour un carré en fonction de sa taille 
pour un angle d’incidence de 20° et des tubes de rapports de rayons rab=0,93. Les flèches 

indiquent les résonances d’un tube seul. 

Le triangle n’est donc pas la seule configuration faisant apparaître les résonances dites 

supplémentaires. Il est intéressant de noter que ces résonances ne sont présentes, dans les cas 

que nous avons observés, que lorsque les tubes sont disposés de façon à former une « cavité » 

entre eux. Les résonances pourraient donc être liées à des ondes piégées dans cette cavité, ce 

qui expliquerait leur variation rapide en fonction de la taille des groupes de diffuseurs. En 

effet, une petite augmentation du côté du triangle ou du carré provoque une augmentation plus 

grande de la taille de cette cavité.  

Pour ce qui est des dédoublements secondaires, il semble qu’ils ne soient visibles que 

lorsque l’onde incidente se propage en dehors d’un des axes de symétrie du groupe de tubes. 

En effet, dans le cas de N tubes alignés, seules N résonances sont visibles en éclipse et lorsque 

l’angle d’incidence vaut 90°. Il peut donc être intéressant de faire intervenir des 

considérations sur les symétries du groupe de tubes pour essayer d’expliquer plus précisément 

l’évolution des résonances en fonction de l’angle d’incidence. On peut alors chercher à 

déterminer si la fonction de forme associée au groupe de tubes présente des propriétés liées 
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aux symétries de ce groupe. Une telle étude a été menée par Y. Decanini[39][40] lors d’une 

analyse des valeurs propres de la matrice de diffusion, matrice S, associée à un tel ensemble 

de cibles. En effet, les valeurs propres de cette matrice sont les fréquences de résonances 

complexes du système étudié. Il fait intervenir les notions de groupes de symétries qui 

permettent de classifier une représentation géométrique en fonction de ses invariances par 

symétrie axiale et/ou par rotation. Cette classification l’autorise à décomposer la fonction de 

forme en une somme de fonctions partielles liées aux représentations irréductibles du système, 

c’est-à-dire aux transformations les plus simples par lesquelles le système reste invariant. 

Nous avons donc décidé d’appliquer ces décompositions aux fonctions de forme de nos 

groupes de tubes. En effet, chaque fonction partielle est liée à une symétrie du groupe de 

tubes. On peut alors supposer que si une résonance est présente dans la dérivée d’abscisse 

curviligne de l’une des fonctions partielles, alors le chemin de l’onde associée à cette 

résonance respecte la symétrie liée à cette fonction partielle.  De plus, le nombre de fonctions 

partielles pourrait être un indice pour savoir en combien de résonances chaque résonance de 

l’onde A d’un tube seul va se démultiplier.  

Pour des systèmes qui comportent le nombre minimum de tubes pour appartenir à un 

groupe de symétrie, cela se révèle concluant sur ce dernier point. En effet, si l’on considère 

des tubes alignés, les symétries caractéristiques de cet ensemble sont : 

- une rotation d’angle π  

- deux symétries axiales d’axes perpendiculaires. 

- la transformation identité 

Dans ce cas, on a : 

 ( ) 1 2 1 2, A A B Bf f f f fα θ = + + +  (1.26) 

avec : 
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 (1.27) 

si on pose : 
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f C e e e f e
k a

π
χ θ θ θα θ

π
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= =−∞ =−∞

= =∑ ∑ ∑  (1.28) 

Il y a donc 4 fonctions partielles. Le nombre minimum de tubes alignés est N=2. Dans 

ce cas, on a vu qu’on observait en tout 2N=4 résonances, ce qui correspond au nombre de 

fonctions partielles.  De même, pour les groupes qui caractérisent les triangles équilatéraux et 

les carrés, le nombre de fonctions partielles correspond encore au nombre de résonances 

effectivement observées. Cependant, le groupe de symétrie qui caractérise deux tubes est le 

même que celui auquel appartiennent tous les groupes de tubes alignés. Le nombre de 

fonctions partielles étant lié au nombre de symétries et non au nombre d’éléments du système 

géométrique, il n’y a plus correspondance entre le nombre de ces fonctions et le nombre de 

résonances. 

La figure 1-23 représente les dérivées d’abscisse curviligne des fonctions partielles 

dans le cas de trois tubes alignés pour un angle d’incidence de 60° dans ce cas, le spectre de 

résonance des trois tubes présente deux dédoublements secondaires, soit, au total, cinq 

résonances. 

4.8 4.85 4.9 4.95 5 5.05 5.1 5.15 5.2 5.25 5.3

ka
 

figure 1-23, dérivée d’abscisse curviligne pour trois tubes alignés de la fonction de forme 
(en noir) et des quatre fonctions partielles pour un angle d’incidence de 60° avec β=2,06. 

 

Sur cette figure, on voit en particulier, qu’une même résonance peut être distribuée sur 

plusieurs fonctions partielles et donc qu’elle serait associée à une onde dont le parcours 

respecte les symétries liées à chacune de ces fonctions partielles offrant ainsi de multiples 
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possibilités de parcours. En conclusion, l’approche par les groupes de symétries ne permet 

donc pas d’expliquer facilement l’origine des résonances de systèmes composés de plusieurs 

cibles.  

Notre objectif final est d’étudier un milieu contenant un grand nombre de diffuseurs. 

Nous allons donc maintenant regarder deux systèmes composés de 24 et 28 tubes afin de voir 

l’évolution des spectres de résonance en fonction du nombre de tubes pour déterminer s’il 

existe un nombre de tubes au-delà duquel les spectres ne sont plus modifiés par l’ajout de 

tubes supplémentaires. La figure 1-24 montre les modules des fonctions de forme obtenues 

pour 24 et 28 tubes de rapport rab=0,9 répartis respectivement selon une grille de 6 par 4 et 7 

par 4, espacés de 2,1a lorsque l’onde incidente se propage parallèlement au grand côté de la 

grille. 
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figure 1-24 fonctions de forme obtenus pour un réseau de 6 par 4 tubes (en haut) et 7 par 
4 tubes (en bas) en fonction de la fréquence réduite ka. Le pas de chaque réseau est de 2,1a dans 

les deux dimensions. 
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Sur ces figures, on ne constate que peu de différences. On ne voit pas de zones de 

fortes réflexions correspondant aux bandes d’arrêt observées avec des réseaux infinis, comme 

dans les résultats présentés par C. Audoly [5], mais ces fonctions de formes sont très 

perturbées par la présence de nombreuses résonances. Afin de faire apparaître les différences, 

nous allons maintenant regarder les spectres de résonances liés aux fonctions de forme 

précédentes. Ils sont présentés figure 1-25.  

3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4
ka

3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4
ka

 

figure 1-25, spectres de résonances obtenus pour un réseau de 6 par 4 tubes (en haut) et 7 
par 4 tubes (en bas) en fonction de la fréquence réduite ka. Le pas de chaque réseau est de 2,1a 

dans les deux dimensions. La flèche indique la position de la résonance d’un tube seul. 

 

Sur cette figure, on voit que l’ajout d’une rangée supplémentaire perturbe le spectre de 

résonance en amplitude mais aussi en position. On dénombre 11 résonances sur le spectre 

concernant le système de 24 tubes et 15 sur celui lié aux 28 tubes. Ces résonances sont 
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réparties de part et d’autre de la fréquence de résonance d’un tube seul.  Le couplage résonant 

fait donc intervenir l’ensemble des 24 ou 28 diffuseurs et l’on ne peut considérer un couplage 

faisant intervenir seulement des groupes de quelques tubes. Ceci montre toute la difficulté de 

traiter un milieu avec une grande densité de diffuseurs. Cependant, ici, les diffuseurs sont 

arrangés selon une grille précise, ce qui n’est pas le cas dans les milieux multi-diffuseur que 

nous allons étudier par la suite. 

Nous allons maintenant regarder ce que donne un spectre moyen lorsque l’on fait 

varier trois diffuseurs autour d’une position donnée. Nous allons prendre comme référence 

une configuration en triangle telle qu’il se produise des démultiplications de résonances. Puis, 

nous allons faire varier aléatoirement les positions des trois tubes autour de leur position de 

référence. Après 700 configurations différentes, nous faisons la moyenne arithmétique des 

700 fonctions de forme obtenues et nous calculons le spectre de cette fonction de forme 

moyenne. La figure 1-26 montre les différentes positions des diffuseurs et la figure 1-27 le 

spectre moyen obtenu. 
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figure 1-26 positions des centres des diffuseurs les positions sont normées par a, le rayon 
externe d’un diffuseur.  
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figure 1-27, spectre moyen obtenu à partir de la moyenne de 700 fonctions de forme liées 
à des variations aléatoires des positions de trois tubes de rapport de rayon rab=0,93 en magenta 

et spectre d’un tube seul en bleu. 

 

Sur cette figure, on peut voir que seul le pic correspondant à la résonance d’un seul 

diffuseur apparaît clairement bien que l’on puisse discerner l’influence de certaines 

démultiplications. Ceci s’explique par la grande sensibilité des démultiplications en fonction 

des positions des diffuseurs. Il y a donc peu de chances que des pics liés à des 

démultiplications apparaissent au même endroit dans plusieurs spectres. Les démultiplications 

ayant lieu autour des fréquences de résonances d’un diffuseur seul, ce sont ces dernières qui 

ressortent du moyennage. Dans un milieu où les diffuseurs sont aléatoirement répartis, on ne 

devrait donc pas voir l’influence de couplages résonants après moyennage sur les différentes 

configurations possibles, sauf si l’on considère qu’il existe des agrégats de diffuseurs qui ont 

une disposition particulière comme nous le ferons dans le dernier chapitre. 

Tous les résultats trouvés jusqu'à maintenant montrent les phénomènes de couplage 

qui existent lorsque des tubes sont proches les uns des autres. Ces phénomènes dépendent 

bien entendu de la nature des cibles. Nous n’avons présenté jusqu’alors que des couplages 

entre tubes. La figure 1-28 présente le spectre de résonances obtenu pour un cylindre en acier 

inoxydable, ainsi que celui obtenu pour deux cylindres identiques à une distance de βa=2,06a 

avec les paramètres suivants : 

masse volumique ρ=7816 kg/m3 

célérité des ondes longitudinales cl=6000 m/s 

célérité des ondes transversales ct=3100 m/s. 
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figure 1-28 comparaison entre les spectres de résonances d’un cylindre en acier 
inoxydable (en magenta) et de deux cylindres identiques distants de 2,06a (en bleu). Les flèches 

indiquent les fréquences de résonances. 

Si l’on regarde le spectre de résonance d’un cylindre seul sur cette figure, on distingue 

deux pics fins repérés par des flèches et plusieurs pics plus larges. Si l’on observe les 

diagrammes d’Argand de chacun des pics de la figure 1-28, on s’aperçoit que les seuls pics 

correspondant à des résonances (c’est-à-dire ceux qui correspondent aux fréquences pour 

lesquelles la fonction de forme décrit un cercle dans le plan complexe avec des écarts 

variables entre les points) sont ceux repérés par des flèches. Lorsque l’on compare le spectre 

obtenu pour un seul cylindre et celui obtenu pour deux cylindres proches, on s’aperçoit que 

les pics correspondant aux résonances sont inchangés. Cette absence de couplage résonant 

peut s’expliquer de la même façon que l’on explique la présence d’un tel couplage dans le 

domaine des ondes A pour des tubes et pas dans celui des ondes S0. Nous avons avancé 

l’explication suivante : le couplage résonant ne fait intervenir que des ondes à caractère 

externe. Or, dans le cas des cylindres, les seules ondes donnant naissance à des résonances, 

dans la gamme de fréquence que nous étudions, sont les ondes de Rayleigh et les ondes de 

galerie à échos, ondes essentiellement internes. Il n’y a donc pas de possibilité de couplage 

résonant entre des cylindres proches. 

Dans l’étude des milieux effectifs présentée dans les chapitres suivants, nous 

utiliserons les deux types de cibles (tubes, cylindres) afin de séparer l’influence du couplage 

entre diffuseurs de celle des autres paramètres. 

Afin de valider ces résultats, deux études vont être présentées. La première, dans la 

section suivante, consiste à construire la matrice S associée à un ensemble de diffuseurs 

cylindriques et à vérifier son unitarité, garante de la conservation de l’énergie. La seconde  est 
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une validation expérimentale des démultiplications de résonance que nous présenterons dans 

la dernière partie de ce chapitre. 

1.3 Matrice S associée 

La matrice de diffusion, matrice S [14, 21], est une matrice qui contient toutes les 

caractéristiques du champ diffusé par le système étudié. Une des propriétés de cette matrice, 

liée à la conservation de l’énergie, est qu’elle est unitaire. Nous allons donc construire la 

matrice S associée au groupe de N tubes et vérifier son unitarité. Pour cela, nous allons dans 

un premier temps chercher les éléments de la matrice de transition, T, avec les notations de 

Waterman [33]. En effet, il existe une relation mathématique simple entre ces deux matrices : 

 S T= +2I . (1.29) 

De plus la connaissance de la matrice de transition est l’un des éléments nécessaires 

pour l’utilisation des théories de milieu effectif. L’intérêt de la matrice S dans la diffusion 

acoustique ainsi que le lien entre son unitarité et la conservation de l’énergie sont montrés 

dans l’annexe 1. 

Nous avons montré dans la première section de ce chapitre que si une onde plane de la 

forme : 

 ( )n in in
inc n

n

i e J kr eα θϕ
+∞

−

=−∞

= ∑  (1.30) 

est incidente sur un ensemble de N cibles cylindriques, l’onde diffusée par cet 

ensemble peut s’écrire : 

 ( )( ) j
N
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n n j

j n

C H kr e θφ
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= =−∞

= ∑ ∑ 1

1

. (1.31) 

Par changement de repère, on va chercher à exprimer cette onde sous la forme : 

 ( )m im in
nm n

n m

T i e H kr eα θφ
+∞ +∞

−

=−∞ =−∞

= ∑ ∑  (1.32) 

avec Tnm, les éléments de la matrice de transition. Pour cela, nous allons utiliser le 

théorème de Graf, qui nous donne la relation suivante : 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) jj ipin in
n j p j n p

p

H kr e J kd H kr e eθ χθ θ−
+= ∑1 1  (1.33) 

 cette relation n’est valable que pour r>dj. Dans notre cas, nous cherchons 

l’onde diffusée à l’extérieur de l’ensemble des diffuseurs, cette relation est donc bien 

respectée. 
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Nous avons donc : 
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 (1.34) 

On a alors : 
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 (1.35) 

Pour déterminer les éléments de la matrice de transition, nous allons prendre en 

compte tous les angles d’incidence possible : 
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 (1.36) 

On utilise alors l’orthogonalité des exponentielles complexes : 
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D’où : 
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Afin de faciliter le calcul numérique des éléments de la matrice de transition, nous 

allons exprimer les intégrales j j il
nl nY C e d

π
α

π

α
π

+

−

= ∫
1

2
. Pour cela nous allons utiliser la relation 

(1.22) qui est le système donnant les coefficients Cn: 
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 Puis nous allons projeter ce système sur la base des eilα afin de faire intervenir les 

intégrales j
nlY  : 
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d’où : 
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Nous allons maintenant exprimer l’intégrale présente dans (1.41) : 
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Rappelons que : 
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L’utilisation de (1.43) dans (1.42) donne : 
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La matrice de transition d’un groupe de diffuseurs est donc définie par : 
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avec les j
nlY solutions de : 
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On sait d’après l’annexe 1 que : 

 S T= +2I  (1.47) 

avec I la matrice identité, et que la conservation de l’énergie impose : 

 †SS = I , (1.48) 

avec † signifiant la matrice adjointe (transposée, conjuguée). On peut alors calculer les 

éléments de la matrice S et confirmer que pour chacun des groupes de tubes étudiés, 

l’unitarité de la matrice S est vérifiée. Ceci valide les résultats précédents. Une autre 

vérification de ces résultats sera faite dans la dernière section de ce chapitre avec la 
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comparaison théorie-expérience. Mais avant, pour en finir avec l’étude analytique et 

numérique, nous allons voir quelques considérations sur les temps et moyens de calculs 

nécessaires à la mise en œuvre de l’étude présentée jusqu’ici. 

 

1.4 Etude comparée des temps de calcul 

Un des inconvénients majeurs de cette théorie est le temps nécessaire pour calculer le 

champ diffusé par l’ensemble des tubes. En effet, au cours de ce calcul, il intervient plusieurs 

sommes infinies. Il faut donc choisir un critère de convergence pour les tronquer. Celui que 

nous avons choisi a été utilisé pour toutes les sommes infinies traitées dans ce document. 

Nous considérons qu’une somme a convergé à l’ordre M lorsque les éléments M-1 et M-2 

sont inférieurs en module à 10-5% du module de la somme calculée à l’ordre M. Nous avons 

choisi cette méthode car elle est plus précise qu’une tentative de majoration. En effet, aux 

abords des fréquences de résonances, le système est plus long à converger et nécessite parfois 

un ordre de convergence supérieur à la limite ka+20 utilisée habituellement [41]. Dans le cas 

présent, le couplage entre les tubes augmente la taille de la matrice nécessaire à la 

convergence du système (1.22) par rapport au cas de tubes éloignés traité dans les références 

[15] et [42]. La figure 1-29 montre l’évolution du temps de calcul en fonction de la distance 

entre tubes pour 6 tubes en éclipse. Les résultats présentés ici ont été obtenus sur une machine 

équipée d’un processeur Pentium IV cadencé à 2.8 GHz et de 1 024 Mo de RAM pour un 

calcul effectué en fréquence réduite de 10-3 à 10 par pas de 10-3. 
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figure 1-29 temps de calcul en fonction de l’écart entre tubes pour 6 tubes en éclipse, 
l’unité de distance est le rayon d’un diffuseur, le temps est exprimé en minutes. 

Ainsi qu’on peut le voir, plus les tubes sont proches, plus le temps nécessaire au calcul 

augmente. Ceci s’explique par le fait que plus le couplage entre les tubes est fort, plus le 

système à gérer est grand.  
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En outre, le nombre de tubes à prendre en compte est bien évidemment important 

puisque la taille du système (1.22) est proportionnelle à ce nombre. La figure 1-30 montre 

l’évolution du temps de calcul en fonction du nombre de tubes. 
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figure 1-30 temps de calcul en fonction du nombre de tubes en éclipse pour un écart 
entre tubes de 2,2a. Le temps est exprimé en minutes. 

 

On peut voir sur cette courbe que le temps de calcul est proportionnel au carré du 

nombre de tubes. Ceci nous confirme que la théorie utilisée ici ne peut être employée que 

pour un nombre limité de tubes. Pour de grands nombres, si l’on n’a pas accès à des moyens 

de calculs sophistiqués, il faut développer d’autres techniques comme les théories de milieu 

effectif ou des algorithmes récursifs tels que celui proposé par Wang [43]. Cependant, comme 

nous avons décidé de nous intéresser à des systèmes où les diffuseurs sont répartis 

aléatoirement, nous avons choisi d’aborder les théories de milieu effectif. Auparavant, nous 

allons nous intéresser à une validation expérimentale des résultats trouvés jusqu’ici. 

 

1.5 Etude expérimentale des résonances d’un groupe de N tubes 

Dans la deuxième section de ce chapitre, nous avons vu comment peut se manifester 

un couplage résonant entre des tubes proches. Nous allons ici valider expérimentalement ces 

résultats théoriques. Dans un premier temps, nous présenterons le dispositif expérimental 

utilisé, puis nous observerons les démultiplications prédites pour des tubes alignés et enfin, 

dans une troisième partie, nous retrouverons la fréquence de résonance supplémentaire 

présente lorsque la géométrie du groupe de tubes est fermée. 
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1.5.1 Dispositif expérimental 

Pour cette étude expérimentale nous utiliserons des tubes maintenus à leurs extrémités 

par des jeux de cales de façon à garantir leur parallélisme et l’écart entre eux. L’ensemble est 

placé dans une cuve remplie d’eau suffisamment grande pour éviter les réflexions parasites 

sur les parois le temps de l’acquisition.  

 

 

figure 1-31 présentation du dispositif expérimental.  

 

Les mesures sont effectuées à l’aide d’un traducteur de fréquence centrale 500 kHz. La 

gamme de fréquence utile s’étend alors de 200 kHz à 800 kHz. Le diamètre du traducteur est 

de 38 mm. Dans ces conditions, la distance de Fresnel donnant la limite entre la zone de 

champ proche et la zone de champ lointain est de 0,27 m. Dans notre cas, la distance 

traducteur-cible est de 0,75 m respectant ainsi la condition de champ lointain. L’ouverture 

angulaire maximale du traducteur étant de 20°, le tube est insoné sur une hauteur de 0,26 m. 

Comme les tubes ont une longueur de 0,5 m, les extrémités ne sont pas insonées par l’onde 

incidente. De plus, comme le rapport de la longueur des tubes sur leur rayon est supérieur à 
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100, nous pouvons les considérer comme infiniment longs. Le traducteur est positionné sur un 

bras articulé qui peut effectuer un mouvement de rotation autour d’un axe passant par le 

centre du groupe de tubes. Il fonctionne alternativement en émetteur et en récepteur afin 

d’enregistrer le signal rétro-diffusé par la cible. Un générateur d’impulsions délivre une 

impulsion de 300V d’une durée d’environ 200 ns sur le traducteur, et un signal de 

synchronisation utilisé pour déclencher l’acquisition sur un oscilloscope numérique Lecroy. 

L’oscilloscope effectue une moyenne sur 100 signaux reçus afin de limiter le bruit inhérent à 

la mesure, puis le signal moyen est transmis à un ordinateur et stocké pour un traitement 

ultérieur. L’ensemble de ce dispositif est présenté figure 1-31. Une fois les signaux acquis, 

nous calculons leurs transformées de Fourier à l’aide d’un algorithme de transformée rapide 

(FFT). Les résultats des transformées sont ensuite normés, point par point, par la FFT d’un 

signal de référence acquis par réflexion de l’impulsion sur une plaque rigide. La dérivée de 

l’abscisse curviligne de la FFT normée peut alors être comparée aux spectres théoriques.  

 

1.5.2 Tubes alignés 

 

Dans cette étude, les tubes utilisés sont des flèches en aluminium avec les paramètres 

suivants : 

rayon externe a=3,572 mm 

rapport des rayons interne/externe rab=0,9 

masse volumique ρ=2790 kg/m3 

célérité des ondes longitudinales cl=6120 m/s 

célérité des ondes transversales ct=3020 m/s 

 

Le rapport des rayons est garanti par le fabricant des flèches. Les vitesses ont été 

déterminées par comparaison entre un spectre expérimental sur un tube et des spectres 

théoriques pour plusieurs valeurs de vitesses. Les cavités internes des tubes sont remplies 

d’air. Les tubes sont immergés dans l’eau dont la masse volumique est de 1000 kg/m3 et pour 

laquelle la vitesse des ondes longitudinales est de 1470 m/s. Cette vitesse a été mesurée par 

une différence de temps de vol entre la réflexion sur une plaque à une position donnée et la 

réflexion sur cette même plaque décalée de 20 cm. 
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Comme dans la partie théorique, nous avons, dans un premier temps, repris les 

expériences de S. Lethuillier avec des tubes alignés, puis nous avons fait varier l’angle 

d’incidence. 

Après avoir retrouvé le résultat de S. Lethuillier sur la démultiplication de résonances 

pour des tubes proches dans la configuration en éclipse (chaque résonance de l’onde A se 

démultiplie en N résonances pour N tubes), nous avons cherché à établir la réalité du 

dédoublement secondaire des résonances en fonction de l’angle d’incidence (présence de 2N 

résonances en incidence oblique). La figure 1-32 montre la comparaison entre l’étude 

théorique et l’étude expérimentale dans le cas de trois tubes alignés équidistants. La distance 

entre les tubes est de 2,14a.  
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figure 1-32. comparaison théorie (à gauche)-expérience (à droite) de l’évolution des 
fréquences de résonances en fonction de l’angle d’incidence pour trois tubes en aluminium 

alignés et équidistants de 2,14 fois leur rayon. La flèche indique le dédoublement secondaire de 
la coupe présentée figure 1-33 

 

Cette figure représente l’évolution des spectres de résonance théorique et expérimental 

en fonction de l’angle d’incidence. La comparaison de ces deux spectres laisse apparaître une 

bonne concordance entre l’expérience et la théorie. On peut notamment observer, sur la 

résonance aux alentours de ka=5,05, le passage de la résonance vue en éclipse à celle issue du 

dédoublement secondaire pointé par la flèche. On peut également voir, en faisant une coupe à 

41°, la correspondance entre le dédoublement secondaire théorique et l’expérimental, comme 

le montre la figure 1-33. 
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figure 1-33 comparaison théorie (en bleu)-expérience (en rouge) des spectres de 
résonances pour un angle d’incidence de 41° pour trois tubes en aluminium alignés et 

équidistants de 2,14 fois leur rayon. 

 

Sur cette figure, on aperçoit bien le dédoublement secondaire de la troisième 

résonance. Ce dédoublement est moins marqué sur le spectre expérimental car les résonances 

expérimentales sont plus larges que les théoriques. Ceci est une constatation générale lors 

d’études expérimentales sur des cibles cylindriques. En effet, notre modèle ne tient pas 

compte de l’ouverture angulaire du traducteur qui n’émet pas dans une direction unique, mais 

dans une gamme angulaire autour de son axe. Le groupe de tubes est alors insoné par des 

ondes incidentes arrivant sous plusieurs angles à la fois notamment dans le plan parallèle à 

l’axe des tubes. La réponse enregistrée pour un angle d’émission supposé contient en fait la 

réponse à un intervalle angulaire autour de cet angle. Cependant, l’évolution des résonances 

en fonction de l’angle d’incidence est la même, entre la théorie et l’expérience, surtout en ce 

qui concerne les dédoublements secondaires. Ceci valide donc bien notre modèle théorique. 

Nous allons maintenant nous attacher à valider l’existence de la résonance supplémentaire qui 

apparaît dans le cas de groupes de tubes formant une cavité. 
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1.5.3 Triangle équilatéral 

 

Pour vérifier l’existence de la résonance dite supplémentaire, nous allons considérer 

trois tubes positionnés aux sommets d’un triangle équilatéral. Pour cette expérience, les tubes 

ont les caractéristiques suivantes : 

 

rayon externe a=4,762 mm 

rapport des rayons interne/externe rab=0,93 

masse volumique ρ=2790 kg/m3 

célérité des ondes longitudinales cl=6380 m/s 

célérité des ondes transversales ct=3190 m/s 

 

Ce changement de tube est nécessaire pour voir la résonance supplémentaire. En effet, 

celle-ci n’est présente que pour des fréquences réduites suffisamment grandes. Le tube de 

rapport de rayon interne sur externe 0,93 présente un domaine fréquentiel plus grand pour les 

ondes A que celui de rapport 0,9. Les fréquences de résonances n’étant pas affectées par 

l’angle d’incidence, si ce n’est en amplitude, nous avons choisi de ne montrer qu’un seul 

spectre. La figure 1-34 montre une comparaison entre un spectre théorique (en rouge) et un 

spectre expérimental (en bleu) dans le cas d’un triangle de côté 2,05a. La résonance 

supplémentaire est pointée par une flèche. 
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figure 1-34 comparaison théorie (en rouge)-expérience (en bleu) des spectres de 
résonances pour trois tubes en aluminium en triangle de côtés 2,05 fois leur rayon avec un angle 

d’incidence de 20°. La flèche pointe la résonance supplémentaire. 

 

En dehors de la fréquence de résonance à ka≈9,5, il y a une bonne correspondance 

entre l’expérience et la théorie, notamment en ce qui concerne la résonance supplémentaire. 

Le léger décalage concernant la résonance supplémentaire s’explique facilement par la grande 

sensibilité de cette résonance à la taille du triangle. Le décalage de la résonance autour de 9,5 

est, lui, plus difficile à expliquer. Cependant, nous avons vu lors des variations aléatoires des 

positions des tubes qu’une imprécision sur la position des tubes peut influencer sur les 

positions des résonances. Nous n’avons malheureusement pas pu déterminer une 

configuration telle que toutes les résonances théoriques et expérimentales coïncident 

exactement. 

Nous avons donc montré par une comparaison avec des résultats expérimentaux la 

validité des calculs menés dans le premier chapitre. Ceci, ajouté à la vérification de la 

conservation de l’énergie par l’unitarité de la matrice S, nous permet d’affirmer que nos 

résultats sont corrects. Par la suite, nous allons considérer la méthode de calcul comme valide 

et nous contenter de l’unitarité de la matrice S comme critère de vérification.  

 

Nous avons montré dans cette première partie de thèse l’importance du couplage entre 

deux cibles proches l’une de l’autre. Ceci est un phénomène important à garder en mémoire 
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lors de l’usage de théories de milieu effectif. Nous allons maintenant présenter certaines de 

ces théories avant d’y introduire des groupes de tubes pour prendre en compte les couplages 

entre cibles et introduire de l’anisotropie. 

 

 

1.6 Conclusion 

 

Dans ce chapitre, nous avons vu que les ondes A peuvent provoquer un couplage 

résonant entre des tubes cylindriques fins proches les uns des autres, couplage qui se 

manifeste par une démultiplication des résonances d’un tube seul. Ce couplage n’est pas 

visible avec des cylindres, pour lesquels les ondes circonférentielles donnant lieu à des 

résonances sont essentiellement internes contrairement aux ondes des tubes. Lorsque le 

groupe de diffuseurs observé a une géométrie fermée, il apparaît une résonance que nous 

avons qualifiée de supplémentaire. Ces résultats ont été validés par la vérification de 

l’unitarité de la matrice S, garante de la conservation de l’énergie et par une confrontation 

avec des résultats expérimentaux. Cependant, cette technique de calcul du champ diffusé 

demande un temps de calcul important. Il est donc difficilement envisageable d’étudier le 

champ diffusé par un milieu contenant un grand nombre de diffuseurs avec cette méthode. 

Dans la suite de ce travail, nous nous intéresserons à des milieux où le nombre de diffuseurs 

est considéré comme infini, et où les positions des diffuseurs ne sont pas connues de façon 

exacte mais seulement de manière statistique par l’intermédiaire d’une loi de répartition. Il 

faudrait donc faire le calcul pour plusieurs configurations et effectuer ensuite un moyennage 

de tous les champs obtenus. Le temps nécessaire à cette opération est prohibitif. C’est 

pourquoi des théories de milieu effectif ont été développées. Elles prennent en compte, dès la 

mise en équation des ondes en présence, la répartition des diffuseurs et ont pour but de 

déterminer les caractéristiques d’un milieu homogène équivalent au milieu multi-diffuseur. Ce 

sont de telles théories qui sont développées dans les chapitres suivants. Enfin, afin de prendre 

en compte une éventuelle anisotropie du milieu multi-diffuseur, nous remplacerons ensuite un 

diffuseur par un ensemble de diffuseurs tel que ceux présentés dans ce chapitre. Il faut 

cependant garder à l’esprit que, dans un milieu multi-diffuseur, nous allons faire une moyenne 

sur les positions des diffuseurs et que de tels couplages seront donc marginaux et négligeables 

tant que la densité de diffuseurs n’impose par une distance moyenne entre eux très petite.  
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2 Détermination d’un milieu effectif pour des diffuseurs 
aléatoirement répartis 

 

Nous avons vu dans le premier chapitre que le calcul exact du champ diffusé par un 

ensemble de diffuseurs cylindriques n’est guère réalisable dès que le nombre de diffuseurs 

dépasse quelques dizaines en raison du temps de calcul nécessaire et de la taille des systèmes 

à gérer. De plus ces méthodes imposent de connaître exactement la position des diffuseurs. 

C’est pourquoi, afin de traiter ces problèmes, des théories, dites de milieu effectif, ont été 

développées pour trouver les caractéristiques d’un milieu homogène équivalent à la zone 

occupée par les diffuseurs. Les paramètres à connaître sont alors la densité de répartition des 

diffuseurs et la matrice de transition de chaque type de diffuseur. Dans les cas que nous allons 

étudier, tous les diffuseurs sont identiques. Il n’y a donc qu’une seule matrice de transition à 

connaître. Il existe plusieurs types de théories de milieu effectif. On peut distinguer 

principalement deux familles. Dans la première, on recherche la fonction de Green du milieu 

multi-diffuseur pour déterminer ses propriétés mécaniques. Dans la seconde on cherche à 

connaître les champs moyens diffusés. Le but étant dans ce dernier cas de caractériser l’onde 

cohérente, l’onde qui « résiste au désordre », c’est-à-dire l’onde trouvée lorsque l’on va 

moyenner les ondes diffusées pour différentes positions des diffuseurs. C’est à des méthodes 

de la seconde famille que nous allons nous intéresser et notamment à celles développées par 

Waterman et Truell et par Fikioris et Waterman.  Ces théories ont la même philosophie et sont 

le développement l’une de l’autre. Elles consistent à moyenner de façon statistique le champ 

diffusé en fonction de la position des diffuseurs. Nous verrons aussi le peu de différences 

entre l’expression du nombre d’onde effectif issue de la théorie de Waterman et Truell et celle 

issue d’une troisième théorie, celle de Foldy dont nous utiliserons l’expression du nombre 

d’onde effectif sans pour autant reproduire la démarche nécessaire à son établissement. La 

théorie de Waterman et Truell va nous permettre d’établir une expression explicite du nombre 

d’onde effectif, alors que celle de Fikioris et Waterman, bien que basée sur une démarche 

similaire n’aboutit qu’à une expression implicite. Nous allons présenter la théorie de 

Waterman et Truell, puis nous montrerons le lien entre le résultat obtenu par cette théorie et 

celui obtenu par la théorie de Foldy. Enfin, nous approfondirons plus en détail celle de 

Fikioris et Waterman que nous utiliserons par la suite. Nous allons donc chercher les nombres 
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d’ondes effectifs déterminés par ces théories, puis nous en déduirons la vitesse et l’atténuation 

de l’onde effective. Une comparaison des trois théories sera faite. 

2.1 Présentation de différentes méthodes 

2.1.1 Théorie de Waterman et Truell 

Le système étudié est présenté figure 2-1. Il est constitué de N diffuseurs identiques 

répartis aléatoirement dans le demi-espace d’équation x≥0. On définit la densité des 

diffuseurs, n0, par le nombre de diffuseurs présents par unité de surface.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 2-1 représentation du milieu multi-diffuseur 

Nous allons présenter la théorie de Waterman et Truell en repartant de l’écriture 

exacte, présentée dans le chapitre précédent, de la diffusion multiple par N diffuseurs. Ainsi, 

si S est la surface du demi-espace contenant les N diffuseurs, la densité n0 est : 

 Nn
S

=0  (2.1) 

Les positions respectives des N diffuseurs contrairement au chapitre précédent, ne sont 

pas supposées connues. On suppose qu’ils sont répartis de façon uniforme sur toute la surface 

S, avec une densité de probabilité de trouver un diffuseur centré au point repéré par le vecteur 

kd définie par : 
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On introduit également la densité de probabilité ( )1 2, , , np d d d  de trouver le 

diffuseur j en jd , le diffuseur l en ld , et ainsi de suite… Ainsi que la densité de probabilité 

conditionnelle donnant la probabilité de trouver le diffuseur j en jd , le diffuseur l en ld … 

lorsque la position du diffuseur i est fixée, définie par : 

 ( )
1 2

1 2

, , ,
, , ,

, N

N i
i

p d d d
p d d d d

p d

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠=⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (2.3) 

le ’ signifiant que l’on omet l’élément d’indice i, de l’énumération. De la même façon, 

1 2, , , ,
,,

N i jp d d d d d
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

est la densité de probabilité de trouver le diffuseur i en id , le diffuseur 

l en ld … lorsque le diffuseur i est en id  et le diffuseur j en jd . 1 2, , , ,
,,

N i jp d d d d d
⎛ ⎞
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défini par : 
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La condition i jd d≠ assure que deux diffuseurs ne peuvent avoir leurs centres au même 

endroit. Cependant, cette densité de probabilité conditionnelle ne tient pas compte de la taille 

des diffuseurs permettant ainsi un chevauchement entre deux diffuseurs. La taille des 

diffuseurs sera prise en compte dans la théorie de Fikioris et Waterman. 

On repart maintenant des expressions (1.18) et (1.22) du chapitre 1, donnant le champ total 

exact diffusé par le cylindre j : 

 ( )( ) jimj
j m m j

m
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 ( )cos ( ) ( )j j j
N

ikd imm l lj
j n nm mm m j

m l n
l j

e i C G T H kr eχ θφ
+∞ +∞

=−∞ = =−∞
≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ 1 1

1

 (2.7) 
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avec T1 la matrice de transition commune à tous les diffuseurs puisque ceux-ci sont 

identiques. 

A partir de ces relations, on aboutit au système suivant : 

 . cos ( )j j
N

ik dj m l lj
m n nm mm

l n
l j

C e i D G Tχ
+∞

= =−∞
≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ 1

1

 (2.8) 

Si on fait la moyenne de ce champ sur toutes les positions possibles des diffuseurs 

autres que j, le diffuseur j étant fixé, la relation (2.8) devient : 
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A l’aide des densités de probabilités conditionnelles définies précédemment, la 

relation (2.9) peut encore s’écrire : 

( ) ( )

( )

.( ) ( ) ( )

. ( ) ( )

.

,... ''..., , ... '...

,... ''..., , ... ''...

j

j

N
ik dj n i ji

n mm i j N i j m mn Nj
i m S
i j

N
ik d n ji i

mm mn i N i j m N
i m S S
i j

ik

C e i T p d d p d d d d C G dd dd

e i T G dd p d d d d C dd dd
S

e

+∞

= =−∞
≠

+∞

= =−∞
≠

= +

= +

=

∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∫ ∫

1
1 1

1

1
1 1

1

1

( ) ( )j
N

d n ji i
mm mn m iji

i m S
i j

i T G C dd
S

+∞

= =−∞
≠

+ ∑ ∑ ∫1

1

1

 

  (2.10) 

Il apparaît ainsi la quantité ( )i
m ji

C qui représente la moyenne du coefficient ( )i
mC  pour 

toutes les configurations des diffuseurs possibles lorsque les diffuseurs i et j sont fixés. On 

introduit alors l’approximation dite quasi-cristalline de M. Lax [32] : 

 ( ) ( )j j
n nj ji

C C≅  (2.11) 

selon laquelle le champ moyen diffusé par le cylindre j, fixé, est le même qu’on fixe 

ou pas la position d’un quelconque autre diffuseur (i≠j). Il est difficile de juger, à ce niveau, 

de la validité de cette approximation. On peut seulement supposer qu’elle devrait être d’autant 

mieux vérifiée que la concentration de diffuseurs est grande. En outre, c’est une hypothèse 

fondamentale pour pouvoir poursuivre le calcul analytique plus avant. On a donc, en se 

rappelant que tous les diffuseurs sont identiques : 

 .( ) ( ) ( )ji k dj n ji i
n mm mn m ij j

m S

NC e i T G C dd
S

+∞

=−∞

−
= + ∑ ∫11  (2.12) 
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Pour résoudre cette équation, nous allons faire l’hypothèse fondamentale qui consiste à 

écrire l’onde dans le milieu multi-diffuseur sous la forme d’une onde plane se propageant 

selon l’axe des x (cf. figure 2-1) : 

 .( ) ji K dj n
n nj

C i X e= . (2.13) 

avec  

 
K

K ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦0
. (2.14) 

Cette relation définie le nombre d’onde effectif K. La relation (2.12) devient donc : 

 . . .( )j j ii K d ik d i K dn n ji m
n mm mn m i

m S

Ni X e e i T G i X e dd
S
−

= + ∑ ∫11  (2.15) 

En introduisant les expressions des coefficients ( )ji
nmG  et en posant p=m-n, on a : 

 ( )( ) ( ). . .( )j j ji ii K d ik d ip i K dp n
n p ij m ip n p n

p S

NX e e T e H kd i X e dd
S

θ −
+ +

−
= + ∑ ∫1 11  (2.16) 

Ce que l’on peut encore écrire : 

 ( )( )
. .j ji K d ik d p

n p n pp n p n
p

NX e e T i X I
S ++ +

−
= + ∑ 11  (2.17) 

avec : 

 ( ) .( )ji iip i K d
p p ij i

S

I e H kd e ddθ= ∫ 1  (2.18) 

Il nous faut donc calculer l’intégrale Ip. Celle-ci étant singulière en 0ijd = , nous allons 

la calculer en valeur principale. Pour cela, nous allons exclure du domaine d’intégration une 

surface que nous ferons ensuite tendre vers zéro. La singularité de l’intégrale n’est pas en 

contradiction avec la physique du problème. En effet, les diffuseurs étant matériels, il n’existe 

aucun cas où 0ijd =  avec i et j différents. Pour exprimer Ip, nous allons transformer cette 

intégrale de surface en une intégrale de contour. Pour cela, il faut se rappeler que 

l’exponentielle . ii K de et la fonction de Hankel sont toutes deux solutions d’une équation de 

Helmholtz. Nous avons donc les relations suivantes : 

 
( )

( )( ) ( )

. .

( ) ( )

i ii K d i K d

p ij p ij

e K e

H kd k H kd

∆ + =

∆ + =

2

1 2 1

0

0
. (2.19) 

La combinaison de ces deux équations donne : 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ). . .( ) ( ) ( )i i ii K d i K d i K d
p ij p ij p ijH kd e e H kd k K e H kd∆ − ∆ = −1 1 2 2 1 . (2.20) 
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Le report de (2.20) dans (2.18) donne : 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ). .( ) ( )

'

ji

i i

ip
i K d i K d

p p ij p ij i
S

eI H kd e e H kd dd
k K

θ
⎡ ⎤= ∆ − ∆⎣ ⎦−∫ 1 1

2 2
, (2.21) 

où S’ est la surface S moins le domaine d’exclusion. Le théorème de Green nous 

autorise alors à écrire : 

 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ). .( ) ( )

'

. .ji i iip i K d i K d
p p ij p ij

L

I e H kd n e e n H kd dl
k K

θ ⎡ ⎤= ∇ − ∇⎣ ⎦− ∫ 1 1

2 2

1 , (2.22) 

avec L’, contour fermé autour de S’ et n̂ la normale à L’. Le domaine d’exclusion 

choisi est un plan de longueur infinie selon y et dont la largeur selon x est de 2ε. L’ peut donc 

être décomposé en plusieurs parties comme le montre la figure 2-2 : une droite en x=0, un 

demi-cercle de rayon infini, et deux droites en xj-ε et xj+ε.  

 

 

figure 2-2 représentation des chemins d’intégrations pour le calcul de l’intégrale (2.22) 

 

L’intégrale sur le demi-cercle est nulle car il s’agit d’une fonction oscillante sans point 

de phase stationnaire. Il reste donc à déterminer les intégrales Ip1, Ip2, Ip3 sur les trois droites, 

xi=0 (D1), xi=xj-ε (D2), xi=xj+ε (D3). La normale considérée est dirigée vers l’extérieur du 

milieu multi-diffuseur. Pour la première et la troisième intégrale on a donc : 

 ˆ.
i

n
x
∂

∇ = −
∂

 (2.23) 

 et pour la seconde : 

 ˆ.
i

n
x
∂

∇ =
∂

 (2.24) 

 

2ε 

x 0 xj 
xj-ε xj+ε 

1̂n  
2n̂  

 

3n̂  

D1    D2            D3 
y 



Détermination d’un milieu effectif pour des diffuseurs aléatoirement répartis 

 53 

Ces trois intégrales s’écrivent donc : 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.( ) ( )

.( ) ( )

.( ) ( )

ji i

jji i

jji i

ip i K d
p p ij p ij i

iD

iK xip i K d
p p ij p ij i

iD

iK xip i K d
p p ij p ij

i

I e iKH kd e H kd dy
xk K

I e iKH kd e e H kd dy
xk K

I e iKH kd e e H kd
xk K

θ

εθ

εθ

−

+

⎡ ⎤∂
= − +⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

⎡ ∂
= − +

∂−

∫

∫

1

2

1 1
1 2 2

1 1
2 2 2

1 1
3 2 2

1

1

1
i

D

dy
⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
3

 (2.25) 

En se rappelant que le vecteur d’onde effectif est colinéaire à l’axe des x, on a : 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

jii

j jii

j jii

ipiKx
p p ij i

i D

iK x ipiKx
p p ij i

i D

iK x ipiKx
p p ij i

i D

I iK e e H kd dy
xk K

I iKe e e H kd dy
xk K

I iKe e e H kd dy
xk K

θ

ε θ

ε θ

−

+

⎡ ⎤∂
= − +⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= − +⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

∫

∫

∫

1

2

3

1
1 2 2

1
2 2 2

1
3 2 2

1

1

1

 (2.26) 

Les intégrales des relations (2.26) sont des cas particuliers de celles exprimées dans 

l’annexe 2 avec Ky=0 et α=0. On a alors : 

 

 
( ) ( ) j

p
ikx

p
iI i K k e

k k K

−

= − −
−1 2 2

2  (2.27) 

 
( ) ( ) ( )j

p
iK xik

p
iI i K k e e

k k K
εε

−
−= +

−2 2 2

2  (2.28) 

 
( ) ( ) ( )j

p
iK xik

p
iI i K k e e

k k K
εε += − +

−3 2 2

2  (2.29) 

En introduisant ces résultats dans (2.17), on a : 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. .j j

j jj

iK x ik x
n

p
p n p n p n

p iK x iK xikxp p ik p ik

X e e
iT i X

k k Kn
i K k e i K k e e i K k e eε εε ε

+ + +

− +− − −

=

−+
⎡ ⎤− − + + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
1

2 2

0

2
 

  (2.30) 
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En faisant tendre maintenant ε vers 0, et en considérant que cette relation doit être 

vérifiée quelque soit xj, on a : 

 
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )

pp p
p

p

n p n p n p n
p

in T X
k K k

iX n T X
k K k K k

+∞

=−∞

+ + +

+ =
−

⎡ ⎤−−
= +⎢ ⎥

− +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

10

1
0

2
1 0

12 1
 (2.31) 

La première équation donne : 

 pp p
p

inK k T X
k

+∞

=−∞

= − ∑ 102  (2.32) 

En injectant la première relation de (2.31) dans la deuxième, on trouve : 

 ( )
( )

p n

n pp p
p

iX n T X
k K k

−−
= +

+∑ 1
0

12
1 . (2.33) 

 

On va alors remplacer les Xp de la relation (2.33) par l’expression des Xn de cette 

même relation : 

 ( )
( )

( )
( )

p n q p

n pp qq q
p q

i iX n T n T X
k K k k K k

− −⎡ ⎤− −
= + +⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑1

0 0

1 12 2
1 1 . (2.34) 

 

ce qui peut se réécrire de la façon suivante : 

 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

q n
p n

n pp qq q
p q

q n
p n

pp qq q
p q

i iX n T n T X
k K k k K k

i in T n T X
k K k k K k

−
−

−
−

⎡ ⎤−
= + − +⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤−

= + − − + +⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

1
0 0

1
0 0

12 1 2
1 1

12 1 2
1 1 1 1

 (2.35) 

 

 On reconnaît alors l’expression (2.33), et l’on a : 

 
( ) ( ) p n

n pp n
p

iX n T X
k K k

−⎡ ⎤= + − − +⎣ ⎦+∑ 1
0

2 1
1 1 1 . (2.36) 

 

En regroupant les termes en Xn,on a : 

( ) ( ) ( ) ( )
p n

n pp pp pp
p p p

i in inX n T T T
k K k k K k k K k

−⎡ ⎤
− = + − −⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

∑ ∑ ∑1 1 10 0
0

2 1 2 1 2 1
1 1 1 (2.37) 
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ce qui nous donne, pour les Xn : 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

p n
pp pp

p p
n

pp
p

p n
pp

p

pp
p

in inT T
k K k k K k

X
i n T

k K k

in T
k K k

i n T
k K k

−

−

+ − −
+ +

=
⎡ ⎤

−⎢ ⎥+⎣ ⎦

−
+

= +
⎡ ⎤

−⎢ ⎥+⎣ ⎦

∑ ∑

∑

∑

∑

1 10 0

1
0

10

1
0

2 1 2 1
1 1

2 1
1

2 1
1

1
2 1

1

.  (2.38) 

 

En injectant (2.38) dans (2.32), on a : 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

q p
qq

q
pp

p
qq

q

q p
qq

q
pp pp

p p
qq

q

in T
k K kinK k T

k i n T
k K k

in T
k K kin ink T T

k k i n T
k K k

−

+∞

=−∞

−

+∞ +∞

=−∞ =−∞

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

+⎢ ⎥= − +⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

−
+

= − −
⎡ ⎤

−⎢ ⎥+⎣ ⎦

∑
∑

∑

∑
∑ ∑

∑

10

10

1
0

10

10 0

1
0

2 1
1

2
1

2 1
1

2 1
1

2 2

2 1
1

 (2.39) 

ce qui s’écrit aussi : 

 

( )q p
qq pp qq qq qq

q p q p q

i in i in inK K k n T k T K k n T T T
k k k k k

+∞ +∞
−

=−∞ =−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − = − + − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ ∑1 1 1 10 0 0

0 0

2 2 2 2 2
1 (2.40) 

 

ou encore : 

( )

qq qq pp
q q px

q p
pp qq pp qq

p q p q

i inK kK n K T Kk k in T K T
k k

i in inin T n T T T
k k k

+∞

=−∞

+∞ +∞
−

=−∞ =−∞

+ − = + − −

⎡ ⎤
− + − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

2 1 2 1 10
0 0

2

1 1 1 10 0
0 0

2 2
2

2 2 2
2 1

(2.41) 

En simplifiant, on trouve : 

 ( ) ( )p q
pp qq pp qq

p q p q

i in inK k in T n T T T
k k k

+∞ +∞

=−∞ =−∞

⎡ ⎤
= − + − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑

2

2 2 1 1 1 10 0
0 0

2 2 2
4 1 1  (2.42) 
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D’où l’expression explicite du nombre d’onde effectif : 

 ( ) p
qq pp

q p

i inK k n T T
k k

+∞

=−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

2 2

2 1 10
0

2 2
1  (2.43) 

Afin d’obtenir une expression adimensionnelle, nous allons introduire la notion de 

concentration, c, définie par : 

 
2

2
0

N ac n a
S
π π= =  (2.44) 

La relation (2.43) devient alors : 

 ( ) ( ) p
qq pp

q p

ic icKa ka T T
k a k aπ π

+∞

=−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

2 2
2 1 12 2

1  (2.45) 

L’avantage de cette théorie est l’obtention d’une expression explicite pour le nombre 

d’onde effectif. Il est intéressant de remarquer que le terme qq
q

T∑ 1 correspond, à un coefficient 

près, à la diffusion vers l’avant d’un diffuseur seul, de même que le terme ( )q
qq

q

T−∑ 11 à la 

rétro-diffusion d’un diffuseur seul, toujours à un coefficient près.  

Nous allons maintenant comparer cette expression du nombre d’onde effectif avec 

celle obtenue par la théorie de Foldy. Dans sa théorie, Foldy estime que la rétro-diffusion est 

négligeable devant la diffusion vers l’avant et l’application de sa théorie à des diffuseurs 

cylindriques impose de considérer les diffuseurs en champs lointain les uns par rapport aux 

autres[28]. L’application de sa théorie en coordonnées cylindriques donne la relation 

suivante[44] :  

 ( )ˆ ˆ,nK k f i i
ik

= + 02 . (2.46) 

où ( )ˆ ˆ,f i i  représente l’amplitude de diffusion en champ lointain dans la direction 

d’incidence, lorsqu’un diffuseur est insoné par une onde plane, c’est-à-dire que l’onde 

moyenne diffusée par l’un des diffuseurs peut se mettre sous la forme : 

 ( ) ( ) ( )0
ˆ,j s s sr f i G r rφ θ ∞= −  (2.47) 

où ( )ˆ, sf i θ est l’amplitude de propagation de l’onde diffusée par le diffuseur j dans la 

direction du vecteur sθ  lorsque l’onde incidente sur le diffuseur j se propage dans la direction 
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repérée par le vecteur î , et ( )0 sG r r∞ − est le propagateur en espace libre vérifiant 

( ) ( ) ( )2 2
0 s sk G r r r rδ∞∇ + − = − − . 

 

 A partir de la relation (1.6), sachant que le propagateur en espace libre en 

coordonnées cylindriques est H0
(1)(kr), et que Foldy considère la concentration des diffuseur 

comme suffisamment faible pour pouvoir considérer les diffuseurs en champs lointain les uns 

par rapport aux autres, on peut en déduire que : 

 ( )ˆ ˆ, nn
n

f i i T
+∞

=−∞

= ∑ 1  (2.48) 

d’où : 

 qq
q

iK k n T
k

= − ∑ 1
0

2  (2.49) 

Il est intéressant de voir que l’expression trouvée par Foldy ne diffère de celle trouvée 

par la théorie de Waterman et Truell que par un terme prenant en compte la rétro-diffusion. 

L’hypothèse selon laquelle les diffuseurs doivent être en champ lointain les uns par rapport 

aux autres semble donc avoir le même effet sur la détermination du nombre d’onde effectif 

que l’approximation quasi-cristalline qui, en considérant que l’on peut négliger un diffuseur 

autre que celui qui sert de référence, impose une distance entre deux diffuseurs telle que ceux-

ci ne soient pas couplés. Cependant, la théorie de Waterman et Truell ne prend pas en compte 

la taille du diffuseur, puisque la surface du domaine d’exclusion est réduite à zéro. C’est 

pourquoi, Fikioris et Waterman ont approfondi cette théorie en considérant que les diffuseurs 

ne peuvent être plus proches les uns des autres que d’une certaine distance appelée distance 

limite d’approche. C’est ce que nous allons développer dans le paragraphe suivant. 

2.1.2 Théorie de Fikioris et Waterman  

Afin de se rapprocher le plus possible d’une situation réelle, Fikioris et Waterman 

reprennent le principe de la théorie de Waterman et Truell en imposant aux diffuseurs une 

distance limite d’approche pour éviter qu’ils s’interpénètrent. Les relations (2.17) à (2.22) 

sont toujours valables, à ceci près que le parcours d’intégration L’ est modifié du fait que la 

densité de probabilité conditionnelle suivante est considérée : 

 ( )
            et 

               ou 

k j k

k j

k j k

d d b d S
Sp d d

d d b d S

⎧ − > ∈⎪= ⎨
⎪ − ≤ ∉⎩

1

0
, (2.50) 
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à la place de celle donnée par la relation (2.5). L’ est maintenant la frontière d’une 

nouvelle surface S’ définie comme la surface S moins un disque de rayon b centré sur le 

diffuseur j. Ainsi, la distance minimale entre deux centres de diffuseurs est b. Nous avons 

donc les relations suivantes : 

 ( )( )
. .j ji K d ik d p

n p n pp n p n
p

NX e e T i X I
S ++ +

−
= + ∑ 11  (2.51) 

avec 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ). .( ) ( )

'

. .ji i iip i K d i K d
p p ij p ij

L

I e H kd n e e n H kd dl
k K

θ ⎡ ⎤= ∇ − ∇⎣ ⎦− ∫ 1 1
2 2

1  (2.52) 

Pour continuer le calcul, nous allons utiliser la linéarité de l’intégrale pour décomposer 

L’ en plusieurs trajets : 

 '
bC D CL L L L

∞
= + +

0
, (2.53) 

avec 
bCL le cercle de rayon b centré en jd , DL

0
la droite d’équation x=0 et CL

∞
un arc 

de cercle de rayon infini centré en 0 pour fermer le trajet comme le montre la figure 2-3.  

figure 2-3 représentation des chemins d’intégrations pour le calcul de l’intégrale (2.52) 

Nous allons donc calculer les intégrales sur les différents parcours séparément. 

Parcours 
bCL  

Sur le cercle de rayon b, on a : 

 
.

ij

ij

n
d

dl bdθ

∂
∇ = −

∂

=
 (2.54) 

avec : 

 ij jiθ π θ= −  (2.55) 

de plus : 

 i j j id d O O= + . (2.56) 

b 2n̂  

x 0 xj 

1̂n  
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On a donc : 

 

( )

( )

( )

. cos.

.

.

.

'

j ij iji

j ij

j ij

i K d iKdi K d

ij

i K d iqq
q ij

qij

i K d iqq
q ij

q

n e e e
d

e i J Kd e
d

e i KJ Kd e
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D’où, pour l’intégrale sur le parcours 
bCL  : 
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L’intégrale sur le trajet CL
∞

est, quant à elle, nulle car il s’agit d’une intégrale 

oscillante sans point de phase stationnaire. 

Il nous reste donc à exprimer les intégrales sur le trajet DL
0
. 

Parcours DL
0
 

Sur ce trajet, on a : 

 
.

i

i

n
x

dl dy

∂
∇ = −

∂
=

 (2.59) 

donc : 

 ( ). ii K dn e iK∇ = −  (2.60) 

 

L’intégrale sur le contour DL
0
peut alors s’écrire : 



Détermination d’un milieu effectif pour des diffuseurs aléatoirement répartis 

 60 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

ji

ji

i

ip
pD p ij p ij i

iD

ip
p ij i

i Dx

I e H kd iK H kd dy
xk K

iK e H kd dy
xk K

θ

θ

=

⎡ ⎤∂
= − +⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂− ⎣ ⎦

∫

∫

0

0

00

1 1
2 2

1
2 2

1

1
. (2.61) 

D’après l’annexe 2, avec Ky=0 et α=0, on a : 
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On peut alors rassembler les relations (2.58) et (2.62) pour exprimer les intégrales 

entières par : 
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 (2.63) 

En reportant les expressions (2.63) dans (2.51), et en considérant que la relation 

obtenue est valable quelle que soit la valeur de xj, on trouve les relations suivantes : 
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Contrairement à la théorie précédente, le nombre d’onde effectif ne peut pas être 

exprimé de façon analytique, il faut résoudre l’équation caractéristique qui est : 

 ( )
bnDét I AT

k K
π⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

10
2 2

2
0  (2.66)  

avec : 

 ( ) ( ) ( ) ( )' ( ) ( ) '
nm m n m n m n m nA KJ Kb H kb kJ Kb H kb− − − −⎡ ⎤= −⎣ ⎦

1 1 . (2.67) 

et I la matrice identité. En utilisant la concentration, la relation (2.66) devient : 
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Il est donc difficile de dire, a priori, les différences entre les nombres d’onde trouvés 

par chacune des trois théories (Foldy, relation (2.46), Waterman et Truell, relation (2.43), 

Fikioris et Waterman, relation(2.66)). La comparaison ne peut être que numérique. Pour cela, 

il faut fixer une valeur à la distance limite d’approche. C’est ce que nous allons faire dans le 

paragraphe suivant. 

2.2 Valeur de la distance limite d’approche 

On peut adopter deux critères pour fixer la valeur de la distance limite d’approche b. 

Le premier est qu’il faut empêcher les diffuseurs de se chevaucher. Le second est de jouer sur 

la répartition des diffuseurs dans la couche étudiée. Le premier critère se justifie amplement 

puisque, physiquement, il exclut des situations impossibles. Pour des diffuseurs cylindriques 

de rayon externe a comme ceux que nous étudions, la distance minimale entre deux centres de 

diffuseurs est 2a. Il s’agit donc de la valeur minimale acceptable pour b. 

Pour ce qui est du second critère, il est plus discutable. En effet, si on se sert de la 

distance limite d’approche pour modifier la répartition des diffuseurs, il y a contradiction avec 

la loi de répartition uniforme des diffuseurs car l’on crée des « zones de vides ». Dans un cas 

extrême, à concentration de diffuseur donnée, la répartition n’est plus aléatoire mais 

déterministe. En effet, b est la distance minimale entre deux diffuseurs mais, si on veut 

obtenir une concentration donnée, on impose une distance maximale entre les diffuseurs. Pour 

plus de compréhension, on peut observer la figure 2-4. Sur cette figure, on voit que lorsque 

b=12a, par exemple, on ne peut plus respecter la densité de diffuseurs de 2 diffuseurs par 

unité de surface. Il existe alors une valeur intermédiaire, ici b≈11a, telle que la position du 

deuxième diffuseur dans une unité de surface est imposée. 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 2-4, illustration de la contradiction entre une grande valeur de la distance limite 
d’approche et une grande concentration de diffuseurs avec n0=2 diffuseurs/unité de surface et 

b= 2a, b=11a et b=12a. 

Unité de surface Unité de surface 

b=2a b=12a

Unité de surface 

b=11a 
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Dans les articles parus sur le sujet [45,46], tous les auteurs annoncent prendre b=2a, 

c’est-à-dire que pour eux, la distance limite d’approche sert simplement à éviter des situations 

matériellement impossibles. Afin de déterminer dans quelle mesure la valeur de b influence 

celle du nombre d’onde effectif, nous avons tracé sur la figure 2-5 l’atténuation (c'est-à-dire la 

partie imaginaire du nombre d’onde effectif K) liée aux solutions trouvées pour une valeur de 

b=2a et pour la valeur de b qui correspond approximativement à la valeur maximale de b pour 

une densité donnée, cette valeur étant déterminée par la relation suivante : 

 maxb
n π

=
0

4 , (2.69) 

ce qui revient à dire qu’une surface de 1 m2 de la couche qui contient n0 diffuseurs est 

divisée en n0 cercles de diamètre b. La figure 2-5 est calculée pour des cylindres en acier 

inoxydable immergés dans l’eau avec les paramètres suivants : 

rayon a=1 mm 

masse volumique ρ=7916 kg/m3 

célérité des ondes longitudinales cl=6000 m/s 

célérité des ondes transversales ct=3100 m/s 

densité des diffuseurs : n0=23000 cylindres/m2, c=0,07. 

Dans ce cas, bmax=5,1a. 
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figure 2-5 Evolution de la partie imaginaire du nombre d’onde effectif en fonction de la 
fréquence réduite ka dans le cas de cylindres avec une densité de 23000 cylindres/m2 (c=0,07),  et 

deux valeurs de la distance limite d’approche. b=2a en bleu foncé et bmax=5,1a en magenta. 
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Ainsi que l’on peut le voir, pour des valeurs de la distance limite d’approche élevée, la 

partie imaginaire du nombre d’onde effectif, c’est-à-dire l’atténuation de l’onde effective, est 

négative en basse fréquence, ce qui revient à dire que l’amplitude de l’onde augmente avec sa 

propagation. Un tel résultat n’est pas acceptable physiquement. Par la suite, nous allons 

limiter notre étude au cas b=2a pour des diffuseurs cylindriques car c’est la seule valeur à 

laquelle on peut apporter une justification physique. 

L’introduction de la distance limite d’approche est la principale différence entre la 

théorie de Waterman et Truell et celle de Fikioris et Waterman. Si cette distance tend vers 0, 

nous devrions donc pouvoir faire le lien entre les résultats fournis par ces deux théories. Ce 

lien est l’objet du paragraphe suivant. 

2.3 Lien entre les différentes théories 

Pour faire le lien entre la théorie de Fikioris et Waterman et celle de Waterman et 

Truell, nous allons reprendre l’équation de dispersion (2.66) et regarder son évolution lorsque 

b tend vers 0. Pour cela, nous allons utiliser les développements limités pour de petits 

arguments des fonctions de Bessel : 
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et pour les fonctions dérivées : 
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Ces développements ne sont valables que pour des ordres strictement positifs. Dans le 

cas n=0, on a les relations suivantes : 
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et 

 
( )

( )( )

'

'

J z

H z
i zπ

−

0

1
0

0

2 . (2.73) 



Détermination d’un milieu effectif pour des diffuseurs aléatoirement répartis 

 64 

A partir de ces expressions et de la relation (2.67), on peut établir les relations 

suivantes pour de faibles valeurs de b: 

 nnA
i bπ
2  (2.74) 

et 
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On peut donc réécrire une équation de dispersion pour les petites valeurs de b sous la 

forme : 

 ( )
inDét I H

k K

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠

0
2 2

4
0  (2.76) 

avec  
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On va alors utiliser la méthode des cumulants [46] pour calculer le déterminant. Cette 

méthode donne : 
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avec Qq le cumulant d’ordre q de la matrice 
( )

in H
k K

−
−

0
2 2

4 défini par : 

 Q =0 1 (2.79) 
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où Tr représente la trace de la matrice. 

Dans notre cas, on a : 
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Si on limite la somme de la relation (2.78) aux deux premiers termes, on trouve : 

 nn
n

K k in T
+∞

=−∞

= − ∑2 2 1
04 . (2.84) 

Cette relation peut encore s’écrire pour de faibles concentrations : 

 nn
n

inK k T
k

+∞

=−∞

= − ∑ 102  (2.85) 

ce qui est la relation de dispersion de Foldy. Il n’existe cependant pas de justification 

physique ou numérique au fait de négliger les cumulants d’ordre supérieur. Il est surprenant 

de ne pas retrouver la relation de dispersion de Waterman et Truell. En effet, la démarche 

effectuée est similaire à celle de Waterman et Truell, on considère une surface d’exclusion 

autour de chaque diffuseur que l’on fait tendre ensuite vers zéro. Dans la théorie de Waterman 

et Truell, cette surface ne sert qu’à exclure une singularité mathématique. Pour Fikioris et 

Waterman, elle se justifie physiquement par l’impossibilité pour deux diffuseurs de 

s’interpénétrer. Faire tendre b vers zéro revient alors à considérer que les diffuseurs ont une 

taille nulle, on peut alors considérer que les diffuseurs sont en champ lointain les uns par 

rapport aux autres, hypothèse formulée par Foldy. Cependant, le lien entre la taille des 

diffuseurs et b n’est pas imposé mathématiquement, il n’explique donc pas que l’on retrouve 

la relation de dispersion de Foldy plutôt que celle  de Waterman et Truell. Ce calcul a tout de 

même l’avantage de confirmer que les hypothèses des trois théories sont très proches. Nous 

allons maintenant nous attacher à montrer que, même s’il n’y a que peu de différences dans 

les approches de ces théories, les résultats différent notamment lorsque la concentration de 

diffuseurs augmente. 
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2.4 Résultats numériques 

 

Afin de mieux évaluer les différences entre les théories, nous allons nous intéresser à 

deux grandeurs issues du nombre d’onde effectif. La première est la vitesse de propagation 

effective définie par : 

 
'effc

K
ω

= , (2.86) 

où K’=Re(K) est la partie réelle du nombre d’onde effectif et ω, la pulsation. La 

deuxième est l’atténuation qui est tout simplement K’’, la partie imaginaire de K. Nous 

regarderons aussi le libre parcours moyen élastique défini par : 

 
''sL

K
=

1 , (2.87) 

c’est-à-dire l’inverse de l’atténuation. Cette quantité est importante pour connaître la 

distance sur laquelle l’onde effective va se propager avant d’être trop atténuée pour être 

perceptible. En effet, le libre parcours moyen élastique représente la distance parcourue par 

l’onde avant que son amplitude ait été divisée par e.  

 

2.4.1 Vitesse effective 

Le premier paramètre du milieu effectif que nous allons observer est la vitesse 

effective. La figure 2-6 montre l’évolution de cette vitesse normée par la vitesse c0=ω / k dans 

le fluide extérieur en fonction du nombre d’onde dans le fluide extérieur pour les trois théories 

et pour deux types de cibles, des cylindres et des tubes de rapport rab=0,9 dont les paramètres 

sont identiques à ceux du premier chapitre. 



Détermination d’un milieu effectif pour des diffuseurs aléatoirement répartis 

 67 

 

0.975

0.98

0.985

0.99

0.995

1

1.005

0 2 4 6 8 10
ka

ceff 

c0

1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

0 2 4 6 8 10
ka

ceff 

c0

 

figure 2-6 évolution de la vitesse de phase effective normée en fonction de la fréquence 
pour les théories de Foldy (en magenta), Waterman et Truell (en jaune) et Fikioris et Waterman 
(en bleu). En haut, les diffuseurs sont des cylindres, en bas des tubes. La densité de diffuseurs est 

de 23000 diffuseurs/m2 (c=0,07) 

 

Sur cette figure, on constate que les trois théories donnent des résultats similaires. De 

manière générale, la vitesse effective reste proche de c0, ce qui peut s’expliquer par la faible 

concentration de diffuseurs, le milieu effectif étant donc majoritairement composé du fluide 

extérieur. La différence maximale, dans ce cas, avec la vitesse c0 est de 2 à 4%, il va donc être 

difficile de la mesurer précisément expérimentalement.  

On voit que les résultats donnés par la théorie de Foldy et par celle de Waterman et 

Truell sont les plus proches. Ceci justifie le fait que l’on peut négliger la rétro-diffusion par 
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rapport à la diffusion vers l’avant, surtout dans le cas des tubes. Cependant, en basses 

fréquences, les résultats de la théorie de Foldy se rapprochent de ceux donnés par la théorie de 

Fikioris et Waterman, ce qui peut se justifier par l’étude du paragraphe précédent. En effet, b 

n’intervient que dans des produits kb ou Kb. Une étude en basse fréquence de la relation de 

dispersion de Fikioris et Waterman doit donc aboutir à un résultat similaire à celui d’une 

étude pour de faibles valeurs de b, c'est-à-dire à un passage de la théorie de Fikioris et 

Waterman à celle de Foldy.  La vitesse effective est différente de la vitesse c0 dans le milieu 

extérieur, mais tend vers c0 à plus haute fréquence. Les accidents sur chacune des courbes 

correspondent aux fréquences de résonances d’une cible seule. On peut noter que si l’onde 

effective est plus lente que l’onde incidente dans le cas de cylindres, elle est plus rapide dans 

le cas de tubes.  

Pour voir apparaître des différences plus importantes entre les théories, nous allons 

maintenant observer les vitesses effectives prévues par chacune d’elles lorsque la densité de 

diffuseurs augmente. Ceci est présenté sur la figure 2-7 dans le cas des cylindres pour une 

fréquence réduite de ka=4,4. 
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figure 2-7 évolution de la vitesse de phase effective normée en fonction de la 
concentration de cylindres pour les théories de Foldy (en magenta), Waterman et Truell (en 

jaune) et Fikioris et Waterman (en bleu) pour une fréquence réduite de 4,4. 

 

Les trois théories donnent, en effet, des résultats très voisins pour de faibles 

concentrations de diffuseurs. Ce n’est que lorsque la concentration augmente que les 

différentes hypothèses émises prennent de l’importance. Cependant, les vitesses de Foldy et 

de Waterman et Truell restent proches et permettent donc de conclure qu’il est légitime de 
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considérer la diffusion vers l’avant comme prépondérante par rapport à la diffusion vers 

l’arrière. L’apport de la théorie de Waterman et Truell par rapport à celle de Foldy est faible 

dans ce cas. Au contraire, la prise en compte de la taille des diffuseurs par la théorie de 

Fikioris et Waterman provoque une variation de la vitesse effective notablement différente 

pour de grandes densités de diffuseurs. Ceci est visible sur la figure 2-8 qui montre 

l’évolution des vitesses de phases effectives en fonction de la fréquence réduite pour une 

concentration de 0,25. 
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figure 2-8 évolution de la vitesse de phase effective normée en fonction de la fréquence 
réduite ka pour les théories de Foldy (en magenta), Waterman et Truell (en jaune) et Fikioris et 

Waterman (en bleu). La concentration de cylindres est 0,25. 

 

On voit alors qu’en basses fréquences, lorsque la longueur d’onde de l’onde incidente 

est grande devant la taille des diffuseurs (ka>2π), la taille des diffuseurs importe peu et la 

théorie de Waterman et Truell est plus proche de celle développée par Fikioris et Waterman 

que de celle de Foldy. Dès que cette longueur d’onde est de l’ordre de quelques rayons de 

diffuseurs, il y a alors une séparation nette entre la théorie de Fikioris et Waterman et les deux 

autres car elle est la seule à prendre en compte la taille des diffuseurs. 

 Le cas des tubes devient, quant à lui, plus complexe lorsque la densité de diffuseurs 

augmente. En effet, nous avons vu dans le premier chapitre que lorsque des tubes identiques 

sont proches les uns des autres, il peut se produire un couplage entre les tubes. Or, lorsque la 
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concentration de diffuseurs augmente, la distance entre les tubes diminue globalement. Parmi 

les trois théories présentées, seule la théorie de Fikioris et Waterman permet  d’envisager 

plusieurs ondes effectives. En effet, le nombre d’onde effectif étant la solution d’une équation 

homogène, rien ne s’oppose à ce que cette équation ait plusieurs solutions ; et c’est le cas 

lorsque les diffuseurs sont des tubes et que leur densité est élevée. La figure 2-9 montre les 

vitesses effectives obtenues pour les trois théories dans le cas des tubes. 
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figure 2-9 évolution de la vitesse de phase effective normée en fonction de la 
concentration en tubes pour les théories de Foldy (en magenta), Waterman et Truell (en jaune) 

et Fikioris et Waterman (en bleu clair et bleu foncé) pour une fréquence réduite de 4,4. 

 

Sur cette figure, on ne voit plus les différences entre les théories de Foldy et de 

Waterman et Truell en raison des échelles, mais on voit clairement l’importance de prendre en 

compte la taille des diffuseurs pour des milieux denses. Il existe alors deux vitesses effectives 

dont l’une (courbe en bleu clair) se confond avec celle trouvée par les deux autres théories en 

milieu dilué (cd0,15). Nous appellerons cette solution « première » solution (bleu clair) et 

l’autre, bien évidemment, « seconde » solution (bleu foncé). Ce résultat est similaire à ceux de 

Jing et al.[47][48] sur des sphères en suspension. Ils observent deux « quasimodes », l’un 

qu’ils appellent haute fréquence, et qui correspond à notre première solution, a la courbe de 

dispersion la plus proche de celle du milieu environnant. Leur autre solution, appelée «basse 

fréquence, correspond à notre seconde solution avec une vitesse inférieure à celle du milieu 

extérieur. Ce second mode est lié à un couplage résonant entre les diffuseurs. 
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Il est important de rappeler que les ondes se propageant dans le milieu multi-diffuseur 

sont de type longitudinal puisqu’il n’y a pas continuité de la phase solide. La théorie de 

Fikioris et Waterman prévoit donc deux ondes de type longitudinal, l’une à une vitesse plus 

grande que la vitesse dans le fluide, et l’autre à une vitesse inférieure. Ceci peut faire penser 

aux milieux poreux pour lesquels on considère qu’il existe deux ondes longitudinales et une 

onde transversale ; en considérant un milieu environnant solide et non plus fluide, il paraît 

alors envisageable de faire une transition entre un milieu multi-diffuseur et un milieu poreux.  

Il reste cependant à vérifier que ces ondes vont bien se propager dans le milieu et non pas être 

atténuées sur des distances telles qu’elles soient négligeables. C’est l’objet du paragraphe 

suivant dans lequel nous allons étudier les atténuations des différentes ondes effectives 

trouvées. 

 

2.4.2 Atténuation effective et libre parcours moyen élastique 

 

Dans le paragraphe précédent, nous avons exploité la partie réelle du nombre d’onde 

effectif calculé. Nous allons maintenant nous intéresser à sa partie imaginaire, qui est 

directement l’atténuation effective du milieu multi-diffuseur. La figure 2-10 présente 

l’évolution de l’atténuation effective normée par la partie réelle du nombre d’onde effectif en 

fonction de la fréquence pour une concentration de diffuseurs de 0,07. L’intérêt de cette 

représentation est de savoir si une onde est propagative ou non. En effet, le rapport partie 

imaginaire du nombre d’onde sur partie réelle est proportionnel au produit atténuation par 

longueur d’onde effective. Ainsi, si ce rapport vaut 1, l’onde verra son amplitude divisée par e 

sur une distance correspondant à une longueur d’onde. Elle ne sera donc pas considérée 

comme propagative. De manière générale, on considère qu’une onde va se propager si le 

rapport considéré est inférieur à 0,1. 
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figure 2-10 évolution de l’atténuation effective normée en fonction de la fréquence pour 
les théories de Foldy (en magenta), Waterman et Truell (en jaune) et Fikioris et Waterman (en 

bleu). En haut, les diffuseurs sont des cylindres, en bas des tubes. La densité de diffuseurs est de 
23000 diffuseurs/m2, c=0,07 
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Sur cette figure, on voit apparaître que dans tous les cas et pour toutes les théories, 

l’onde effective trouvée est propagative. On peut noter que l’atténuation la plus élevée 

correspond au cas de la théorie de Fikioris et Waterman. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’il 

s’agit de la seule théorie qui prenne en compte la taille réelle des diffuseurs, non seulement 

par l’intermédiaire de la matrice de transition mais aussi dans la loi de répartition 

conditionnelle des positions des centres des diffuseurs. En effet, si on interdit 

l’interpénétration entre deux diffuseurs, l’espace total occupé par l’ensemble des diffuseurs va 

être plus important. L’onde incidente verra donc un milieu plus dense et donc plus 

atténuateur. De même que pour les vitesses, la différence entre les théories est faible surtout 

entre celle de Foldy et celle de Waterman et Truell, et les accidents des courbes sont liés aux 

fréquences de résonances d’un diffuseur seul. 

 

Une autre représentation de l’influence de la valeur de la partie imaginaire du nombre 

d’onde effectif sur la propagation de l’onde effective est de considérer le libre parcours 

moyen élastique. Ce dernier représente, en effet, la distance parcourue par l’onde effective 

avant que son amplitude soit divisée par e. Pour le représenter, nous avons choisi de le 

normaliser par le rayon d’un diffuseur afin de déterminer le nombre maximal de diffuseurs 

rencontrés par l’onde effective avant une telle atténuation. La figure 2-11 présente l’évolution 

du libre parcours moyen élastique en fonction de la fréquence pour des situations identiques à 

celles étudiées précédemment. 
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figure 2-11 évolution du libre parcours moyen élastique en fonction de la fréquence pour 
les théories de Foldy (en magenta), Waterman et Truell (en jaune) et Fikioris et Waterman (en 
bleu). En haut, les diffuseurs sont des cylindres, en bas des tubes. La densité de cylindres est de 

23000 diffuseurs/m2 

 

Cette représentation met moins clairement en évidence les différences entre théories. 

Comme sur les courbes présentées précédemment, on peut retrouver l’influence des 

fréquences de résonance d’un diffuseur. L’information principale à extraire de ces courbes est 

que l’onde effective parcourt une distance d’au moins 14a avant de voir son amplitude divisée 
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par e, c’est-à-dire qu’elle rencontrera moins de 7 diffuseurs. Nous allons maintenant étudier 

l’évolution des atténuations des ondes effectives présentées ci-dessus en fonction de la densité 

des diffuseurs. La figure 2-12 présente cette évolution ainsi que celle du libre parcours moyen 

élastique dans le cas de cylindres. 
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figure 2-12 évolution de l’atténuation effective normée (en haut ) et du libre parcours 
moyen élastique (en bas)  en fonction de la densité de diffuseurs pour les théories de Foldy (en 

magenta), Waterman et Truell (en jaune) et Fikioris et Waterman (en bleu). La fréquence 
réduite est de 4,4. 
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Sur cette figure, nous pouvons observer que, comme pour les vitesses, les théories de 

Foldy et de Waterman et Truell donnent des résultats quasiment identiques. De même, la 

théorie de Fikioris et Waterman, si elle coïncide avec les deux autres à faible densité, donne 

des résultats différents pour des milieux denses. Cependant, toutes les théories prévoient une 

augmentation de l’atténuation avec la densité de diffuseurs. La partie surprenante de la figure 

2-12 est la décroissance de l’atténuation pour des concentrations en diffuseurs supérieures à 

0,45 pour la théorie de Fikioris et Waterman. Ceci est un phénomène déjà observé par F. 

Vander Meulen [49][50] et Tsang et Kong [45]. Il s’agit en fait d’une limitation de cette 

théorie qui peut être repoussée si l’on remplace, comme ils le font, la densité de probabilité 

conditionnelle (2.50) par une fonction continue en fonction de la distance entre les centres des 

diffuseurs. Une telle densité de probabilité est, par exemple, la fonction de Percus-

Yevick[51]. Cette fonction fournie une densité de probabilité telle qu’il est plus probable de 

trouver un diffuseur loin d’un diffuseur donné que proche. Elle interdit l’interpénétration de 

deux diffuseurs tout en étant continue. F. Vander Meulen et Tsang et Kong trouvent alors une 

solution qui se confond avec celle présentée ici pour de faibles concentrations mais qui ne 

décroît que pour des concentrations plus grandes que celles que nous constatons. On va alors 

supposer que nos résultats ne sont valides que pour des concentrations telles que les résultats 

trouvés avec la densité de probabilités que nous avons choisie et celle proposée par Percus-

Yevcik coïncident, c’est-à-dire lorsque l’atténuation est croissante. On peut noter, cependant, 

qu’il existe un domaine de densités où les résultats de cette théorie sont valides et différents 

des résultats donnés par les théories de Foldy et de Waterman et Truell.  

Contrairement aux vitesses de phase effectives, il n’y a pas de différence visible entre 

les théories de Waterman et Truell et de Foldy même en basse fréquence et pour des 

concentrations élevées comme le montre la figure 2-13. 
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figure 2-13 évolution de l’atténuation effective normée en fonction de la fréquence pour 
les théories de Foldy (en magenta), Waterman et Truell (en jaune) et Fikioris et Waterman (en 

bleu). La densité de cylindres est de 80000 diffuseurs/m2. 

 

Nous allons maintenant nous intéresser au cas des tubes afin de voir quelles sont les 

évolutions pour les deux solutions trouvées avec la théorie de Fikioris et Waterman. La figure 

2-14 représente l’atténuation et le libre parcours élastique moyen en fonction de la densité de 

diffuseurs. 
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figure 2-14 évolution de l’atténuation effective normée ( en haut) et du libre parcours 
moyen élastique (en bas) en fonction de la densité de tubes pour les théories de Foldy (en 

magenta), Waterman et Truell (en jaune) et Fikioris et Waterman (première solution en bleu 
clair, deuxième en bleu foncé). La fréquence est de 4,4. 

 

Sur cette figure, on observe un comportement similaire au cas des cylindres. Ici, il est 

intéressant de regarder le comportement de la deuxième solution de Fikioris et Waterman 

(bleu foncé). On peut en effet voir que pour des milieux dilués, cette solution est trop atténuée 

pour se propager. Elle ne se propage donc pas et l’on retrouve bien qu’un milieu très dilué a 

des caractéristiques proches de celles du milieu sans diffuseurs. Pour des densités de 
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diffuseurs plus importantes, l’atténuation de la deuxième solution devient suffisamment faible 

pour qu’elle se propage et qu’on ne puisse plus la négliger. Cependant, ceci intervient après 

que l’atténuation de la première solution se  soit mise à décroître. En se référant aux travaux 

de F. Vander Meulen et de Tsang et Kong, nous sommes alors en dehors des limites de la 

théorie de Fikioris et Waterman. Malheureusement, Vander Meulen et Tsang et Kong n’ont 

pas étudié de cas comportant deux solutions avec la fonction de Percus-Yevick comme 

densité de probabilité conditionnelle. Il est donc difficile de savoir s’il existe des conditions 

telles qu’il y ait bien deux ondes effectives qui se propagent dans le milieu étudié.  

Nous allons maintenant nous intéresser à deux grandeurs accessibles 

expérimentalement, les coefficients de réflexion et de transmission d’une couche de milieu 

multi-diffuseur. Pour cela, nous allons utiliser la théorie qui prend en compte le plus 

d’hypothèses « réalistes », c'est-à-dire celle de Fikioris et Waterman. Mais avant, nous allons 

faire une dernière comparaison entre les trois théories sur les temps de calcul nécessaire à la 

détermination du nombre d’onde effectif. 

 

2.5 Etude comparée des temps de calcul 

Un des paramètres importants dans le choix de l’une des théories présentée ici, est le 

temps nécessaire à l’obtention du nombre d’onde effectif. Dans la théorie de Fikioris et 

Waterman, le nombre d’onde est la racine d’un déterminant. La recherche est faite de façon 

numérique par un algorithme de type Newton-Raphson dans le plan complexe. Il est donc 

nécessaire de calculer plusieurs déterminants avant de trouver la valeur du nombre d’onde 

faisant converger l’algorithme. De plus cet algorithme nécessite un point de départ. Dans 

notre cas, nous choisissons de prendre la valeur du nombre d’onde de Waterman et Truell 

pour la première valeur, puis d’utiliser la valeur précédente pour les suivantes. Ceci va bien 

évidemment jouer sur le temps de calcul comme nous allons le voir.  Pour les deux autres 

théories, l’expression du nombre d’onde effectif est explicite, le calcul est donc beaucoup plus 

rapide. C’est ce que l’on retrouve sur la figure 2-15 qui montre le temps de calcul nécessaire 

pour trouver les nombres d’onde effectifs lorsque les diffuseurs sont des cylindres, avec une 

densité de 23 000 diffuseurs/m2 (c=0,07), pour des fréquences réduites variant de 10-3 à 10 par 

pas de 10-3. La machine utilisée est équipée d’un processeur Pentium IV cadencé à 2,8 GHz et 

de 256 Mo de RAM. 



Détermination d’un milieu effectif pour des diffuseurs aléatoirement répartis 

 80 

0

2

4

6

8

10

12

Foldy Waterman et Truell Fikioris et
Waterman

min

 

figure 2-15, comparaison des temps de calculs nécessaires pour obtenir le nombre d’onde 
effectif avec les différentes théories pour un milieu constitué de cylindres avec une densité de 

23 000 diffuseurs/m2 (c=0,07) et une variation de la fréquence réduite de 10-3 à 10 par pas de 10-3. 

 

On s’aperçoit alors qu’il faut 50 fois plus de temps avec la théorie de Fikioris et 

Waterman qu’avec celle de Foldy ou celle de Waterman et Truell. Il faut donc faire un choix 

en fonction de la densité de diffuseurs pour choisir la théorie la plus rapide donnant des 

résultats valables. En considérant les résultats des paragraphes précédents, on peut dire que 

pour de faibles concentrations de diffuseurs, il est plus avantageux de choisir la théorie 

de Foldy ou celle de Waterman et Truell.  En effet, nous avons vu que pour des concentrations 

inférieures à 0,08, il n’y a que peu de différences entre les trois théories présentées ici. Pour 

des milieux à plus forte densité, lorsque la longueur d’onde de l’onde incidente est grande 

devant la taille des diffuseurs, la théorie de Waterman et Truell est satisfaisante, mais lorsque 

la longueur d’onde devient de l’ordre de quelques rayons de diffuseurs, il est nécessaire 

d’utiliser la théorie de Fikioris et Waterman malgré son temps de calcul bien supérieur. 

 

 

2.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté des résultats numériques obtenus pour trois 

théories de milieu effectif proches. Celle de Foldy est la plus « rudimentaire ». Elle néglige la 

diffusion vers l’arrière au profit de celle vers l’avant et impose aux diffuseurs d’être en champ 

lointain les uns par rapport aux autres. Celle de Waterman et Truell supprime ces deux 
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hypothèses. Ces deux théories ont l’avantage de fournir une formulation explicite du nombre 

d’onde effectif. La théorie de Fikioris et Waterman, quant à elle, prend en compte la taille des 

diffuseurs. Les différences entre ces trois théories ne sont visibles que pour de grandes 

densités de diffuseurs. Dans tous les cas, les fréquences de résonance d’un diffuseur sont 

visibles sur les évolutions de la vitesse et de l’atténuation effectives en fonction de la 

fréquence. La théorie de Fikioris et Waterman est celle qui nécessite le plus de temps de 

calcul. Cependant, étant donné que c’est celle qui pose le plus d’hypothèses permettant de se 

rapprocher d’un milieu réel, nous avons choisi cette théorie pour l’étude d’une couche de 

milieu multi-diffuseur. C’est ce que nous présentons dans le chapitre suivant. 
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3 Etude d’une couche de milieu multi-diffuseur avec la 
théorie de Fikioris et Waterman 

 

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté deux théories de milieu effectif. La 

théorie de Fikioris et Waterman est la seule qui prenne en compte la taille des diffuseurs. 

C’est celle que nous avons choisi de développer. Nous allons maintenant nous attacher à 

déterminer les ondes réfléchie et transmise par une couche de diffuseurs aléatoirement 

répartis. La première étape va donc consister à reprendre la théorie de Fikioris et Waterman 

en considérant qu’il peut y avoir, dans le milieu, une onde « réfléchie » sur la deuxième 

interface de cette couche. Puis, nous exprimerons les champs présents des deux côtés de la 

couche. Ceci va nous permettre de déterminer l’expression des coefficients de réflexion et de 

transmission. Nous montrerons de plus que ces coefficients peuvent se mettre sous une forme 

analogue à ceux d’une plaque fluide immergée dans un fluide. 

 

3.1 Théorie de Fikioris et Waterman pour une couche de milieu 
multi-diffuseur 

 

Nous sommes maintenant dans la configuration présentée figure 3-1. Les diffuseurs 

sont contenus dans une surface d’extension infinie selon y mais comprise entre 0 et d selon x. 

L’onde incidente est incidente selon un angle α. Son vecteur d’onde est donc : 

 
cos
sin

x

y

k k
k

k k
α
α

=⎡ ⎤
= ⎢ ⎥=⎣ ⎦

 (3.1) 
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figure 3-1 présentation de la couche de milieu multi-diffuseur 

 

Nous allons, cette fois, supposer que l’onde se propageant dans le milieu effectif est 

constituée de deux ondes planes, l’une se propageant vers les x croissants sous un angle β, 

l’autre se propageant vers les x décroissants sous le même angle, elle s’écrit alors : 

 . .( ) j ji K d i K dj n in n in
n n nj

C i e X e i e X eβ β+ −
− + − −= +  (3.2) 

avec : 

 
cos

        
sin

x x

y y

K K K
K K

K K K
β
β

+ −
= −⎧ ⎧

= =⎨ ⎨=⎩ ⎩
. (3.3) 

La loi de Snell-Descartes impose : 

 y yk K=  (3.4) 

 c’est-à-dire : 

 sin sink Kα β= . (3.5) 

  

la relation (2.15) devient donc : 
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En introduisant les expressions des coefficients ( )ji
nmG  et en posant p=m-n, on a : 

 
( )

( )( ) ( ) ( )( )
. . .

. .( )

'

j j j

ji i i

ni K d i K d ik din in in
n n
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p S

X e e X e e e e

N T e H kd i e X e i e X e dd
S
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θ ββ

+ −

+ −

−+ + − −
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−
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2

21 1

1

1  (3.7) 

 

Ce que l’on peut encore écrire : 
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 (3.8) 

avec : 

 ( ) .( )

'

ji iip i K d
p p ij i

S

I e H kd e ddθ ±± = ∫ 1  (3.9) 

Comme pour le milieu semi-infini, on peut se ramener à une intégrale de contour. De 

la même façon, nous allons partir du fait que l’exponentielle complexe et la fonction de 

Hankel sont toutes deux solutions d’une équation de Helmholtz. Nous avons donc les 

relations suivantes : 

 
( )

( )( ) ( )

. .

( ) ( )

i ii K d i K d

p ij p ij

e K e

H kd k H kd
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2
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0

0
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La combinaison de ces deux équations donne : 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ). . .( ) ( ) ( )i i ii K d i K d i K d
p ij p ij p ijH kd e e H kd k K e H kd

± ± ±

∆ − ∆ = −1 1 2 2 1 . (3.11) 

Le report de (3.11) dans (3.9) donne : 
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Le théorème de Green nous autorise alors à écrire : 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ). .( ) ( )

'

. .ji i iip i K d i K d
p p ij p ij
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I e H kd n e e n H kd dl
k K
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avec L’ la frontière de S’. Pour continuer le calcul, nous allons utiliser la linéarité de 

l’intégrale pour décomposer L’ en plusieurs trajets : 

 '
b dC D C D CL L L L L L

−∞ +∞
= + + + +

0
, (3.14) 
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avec 
bCL le cercle de rayon b centré en jd , DL

0
et 

dDL les droites d’équations 

respectives x=0 et x=d, et CL
−∞

et CL
+∞

deux arc de cercles de rayon infini en y→–∞ et y→+∞ 

pour fermer le trajet. Nous allons donc calculer les intégrales sur les différents parcours 

séparément. 

- Parcours 
bCL  

Sur le cercle de rayon b, on a : 

 
.

ij

ij

n
d

dl bdθ

∂
∇ = −

∂

=
. (3.15) 

Sachant que : 

 i j j id d O O= + , (3.16) 

on a  : 

 

( ) ( )

( )

( )

cos..

.

.

.

'

ij ijji

j ij

j ij

iKdi K di K d

ij

i K d iqq iq
q ij

qij

i K d iqq iq
q ij

q

n e e e
d

e i J Kd e e
d

e i KJ Kd e e

θ β

θ β

θ β

±±

±

±

±

+∞
±± −

=−∞

+∞
±± −

=−∞

∂ ⎡ ⎤∇ = − ⎢ ⎥⎣ ⎦∂

⎡ ⎤∂
= − ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

= −

∑

∑

∓

. (3.17) 

L’intégrale sur le parcours 
bCL  s’écrit alors : 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.( )

.( )

.
( ) ( )

'

'

' '

j ij

ji

b
j ij

j

i K d iqq iq
p q
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pC ij
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p q
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i K d
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p q q p
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H kb e i KJ Kb e e
I e bd

k K kH kb e i J Kb e e

be i e KH kb J Kb kJ Kb H kb
k K
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π

θ

θ β

β

θ

±

±

±

+∞
±± −

=−∞±

+∞
± −

=−∞

± −

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦−

∑
∫

∑

1

2

2 2
10

1 1

2 2

1

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.
( ) ( )

.
( ) ( )

' '

' '

ji ij

j

j

ip iq
ij

i K d
pq iq

p q q p p q
q

i K d
p ip

p p p p

e e d

be i e KH kb J Kb kJ Kb H kb
k K

be i e KH kb J Kb kJ Kb H kb
k K

π
θ π θ

β

β

θ

πδ

π

±

±

+∞
− ±

=−∞

+∞
± −

=−∞

±

⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦−

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦−

∑ ∫

∑

2

0

1 1

2 2

1 1

2 2

1 2

2

∓

∓

  

  .(3.18) 
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Les intégrales sur les trajets CL
−∞

et CL
+∞

 sont, quant à elles, nulles car il s’agit 

d’intégrales oscillantes sans point de phase stationnaire. 

Nous allons maintenant exprimer les intégrales sur les trajets DL
0
et

dDL . 

- Parcours DL
0
 

Sur ce trajet, on a : 

 
.

i

i

n
x

dl dy

∂
∇ = −

∂
=

 (3.19) 

donc : 

 ( ). y ii iK yi K d
xn e iK e

±

∇ = ∓  (3.20) 

 

L’intégrale sur le contour DL
0
devient alors : 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

ji y i y i

ji y i

i

ip iK y iK y
pD p ij x p ij i

iD

ip iK y
x p ij i

i Dx

I e H kd iK e e H kd dy
xk K

iK e H kd e dy
xk K

θ

θ

=

± ⎡ ⎤∂
= +⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂− ⎣ ⎦

∫

∫

0

0

00

1 1
2 2

1
2 2

1

1

∓

∓
. (3.21) 

 

 

D’après l’Annexe 2, on a: 

 
( )

( )

( ) [ ]

x j i

i

x j

ip ik x x
pD x

i xx

p ip
ik x

x x
x

I iK e e
x kk K

i e i K k e
k K k

πα

α

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟ −± ⎝ ⎠

−

⎡ ⎤∂
= +⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

= −
−

0

0

2
2 2

2 2

1 2

2

∓

∓
 (3.22) 

De même, sur le parcours
dDL , on a : 

 
.

i

i

n
x

dl dy

∂
∇ =

∂
=

 (3.23) 

donc : 

 ( ). y ii iK yi K d
xn e iK e

±

∇ = ± . (3.24) 
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L’intégrale sur le contour
dDL peut alors s’écrire : 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

x
ji y i y i

d

x
ji y i

i d

iK d
ip iK y iK y

pD p ij x p ij i
i

iK d
ip iK y

x p ij i
i x

eI e H kd iK e e H kd dy
xk K

e iK e H kd e dy
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θ

θ

=

+∞±
±

−∞

+∞±

−∞

⎡ ⎤∂
= ± −⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ⎡ ⎤= ± −⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂− ⎣ ⎦

∫

∫

1 1
2 2

1
2 2

. (3.25) 

 

D’après l’Annexe 2, on a : 

 
( )

( ) ( )

( ) [ ] ( )

cosx
i j

d

i d

x
x j

piK d ip ik x x
pD x

x i x

iK d p
ik d xip

x x
x

eI iK e e
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e i e K k e
kk K

πα α

α

=

⎛ ⎞± − −⎜ ⎟ −± ⎝ ⎠

± +
−−

− ⎡ ⎤∂
= ± −⎢ ⎥∂− ⎣ ⎦

= ± −
−

2
2 2

1

2 2

2 1

2
 (3.26) 

 

 

On peut alors rassembler les relations (3.18), (3.22) et (3.26) pour exprimer les 

intégrales entières par : 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )' ( ) ( ) '

x j x jx x

x j

pik x ik xi K k dip ip
p x x x x

x xp
iK x ip

p p p p

i iK k e e e K k e ei k kI
k K be e KJ Kb H kb kJ Kb H kb

α α

βπ

−+ −
−

+

⎧ ⎫− + + − −⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− ⎪ ⎪⎡ ⎤− −⎣ ⎦⎩ ⎭

2 2
1 1

12  (3.27) 

 

et 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ( ) ( ) '

x j x jx x

x j

pik x ik xi k K dip ip
p x x x x

x xp
p iK x ip

p p p p

i iK k e e e K k e ei k kI
k K

be e KJ Kb H kb kJ Kb H kb

α α

βπ

+ −− −
−

−

+ − −

⎧ ⎫− + − +⎪ ⎪
= ⎨ ⎬

− ⎪ ⎪⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦⎩ ⎭

1

2 2
1 1 1

12

1

 

  (3.28) 

En reportant les expressions (3.27) et (3.28) dans (3.8), et en considérant que la 

relation obtenue est valable quelle que soit la valeur de xj, on trouve les relations suivantes : 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ( ) ( ) '
n p n p p p pp n p n

p

b NX T X KJ Kb H kb kJ Kb H kb
Sk K

π+ +
++ +

− ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦− ∑ 1 1 1
2 2

2 1  

  (3.29) 



Etude d’une couche de milieu multi-diffuseur avec la théorie de Fikioris et Waterman 

 88 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ( ) ( ) '
n p n p p p pp n p n

p

b NX T X KJ Kb H kb kJ Kb H kb
Sk K

π− −
++ +

− ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦− ∑ 1 1 1
2 2

2 1  

  (3.30) 

 

 ( )
( )

( )
( )

ip ip ip ipx x x x
pp p pp p

p px

K k K ki N T e e X T e e X
k S k K k K

β α β α− + −
⎡ ⎤+ −−

= + − +⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑1 1
2 2 2 2

2 1
0 1  (3.31) 

et 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )x x

p ip ipiK d iK dx x x x
p pp pp p

p p

K k K k
X T e e T e X e

k K k K
β α β α− + − −+ −

⎡ ⎤− +
= − −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑1 1

2 2 2 2
0 1  (3.32) 

 

 

Les relations (3.29) et (3.30) sont identiques et indépendantes de l’angle d’incidence. 

Cela justifie bien que le nombre d’onde de l’onde se propageant vers les x positifs est égal à 

celui de l’onde se propageant vers les x négatifs. L’annulation des déterminants des systèmes 

(3.29) et (3.30) fournit une équation de dispersion qui est identique à celle du chapitre 2 si 

l’on pose α=β=0. Ceci est normal en raison de l’isotropie des diffuseurs. Ces deux relations 

sont appelées lois de Lorentz-Lorenz. Les relations (3.31) et (3.32) sont appelées théorème 

d’extinction. Elles expriment les relations entre les ondes planes se propageant dans le milieu 

effectif ainsi que l’influence des frontières du milieu multi-diffuseur par l’intermédiaire de d, 

l’épaisseur de la couche.  

3.2 Coefficients de réflexion et de transmission 

 

Une des innovations de notre travail est d’exprimer analytiquement les coefficients de 

réflexion et de transmission d’une couche de milieu multi-diffuseur. Nous allons montrer 

qu’au cours de ce calcul interviennent des grandeurs permettant de déterminer l’impédance 

effective du milieu multi-diffuseur. Il est ainsi possible de remplacer la couche étudiée par 

une plaque fluide visqueuse équivalente. 

Pour déterminer les coefficients de réflexion et de transmission, il faut calculer les 

champs acoustiques présents respectivement dans la région x<0 et dans la région x>d. La 

première étape consiste donc à exprimer les coefficients nX ± . Pour cela, on dispose des 
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relations (3.29) à (3.32). Le nombre d’inconnues est infini. Nous allons choisir de le tronquer 

à 2M, M étant l’ordre nécessaire à la convergence du déterminant du système (3.29). Dans ces 

conditions, les deux premières relations sont des systèmes à M équations et M inconnues. 

Avec les deux autres relations qui sont des équations à M inconnues, nous avons 2M+2 

équations pour 2M inconnues. Le système total est donc surdéterminé. Il va falloir choisir 

deux équations à retirer. Les deux dernières relations étant des relations de couplages entre 

les nX + et les nX − , nous allons les garder et choisir de supprimer une équation dans chacun des 

systèmes. Nous avons décidé de supprimer les équations correspondant à l’ordre 0. Les 

relations (3.29) et (3.30) peuvent alors s’écrire : 

 

 nm nm mm m n
m

bn bnA T X A T Xπ πδ
κ κ κ κ

± ±
− + − +

≠

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 1 10 0
0 00 0

0

2 2 , (3.33)  

avec : 

 x xK kκ ± = ± . (3.34) 

On peut alors tout naturellement exprimer les inconnues nX + et nX − en fonction de 

X +
0 et X −

0 pour n≠0 : 

 n
n n

bn DX T X D T X
D

π η
κ κ

± ± ±
− += =1 10

00 0 00 0

2  (3.35) 

avec D le déterminant du système (3.33) sans l’ordre 0, et Dn, le déterminant du même 

système quand les coefficients de nX ± sont remplacés par le second membre selon la méthode 

de Cramer.  

 

La relation (3.31) devient alors : 

ip ip ip ip
pp p pp p

p px

i n T e e D T X T e e D T X
k

β α β αη η
κ κ

+∞ +∞
− + −

+ +
=−∞ =−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑1 1 1 1

0 00 0 00 0

2 1 1
0 1 1 1 .

  (3.36) 

On introduit les notations suivantes : 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

M M
in in

n nn n nn
n M n M
n n

M M
n nin in

n nn n nn
n M n M
n n

f D T e D T e

g D T e D T e

β α β α

β α β α

− − −

=− =−
≠ ≠

− + +

=− =−
≠ ≠

= =

= − = −

∑ ∑

∑ ∑

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

. (3.37) 
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La seconde égalité de chacune des relations de (3.37) est due au fait que l’on a, d’après 

l’annexe 3 : 

 n nD D− = . (3.38) 

La relation (3.36) s’écrit alors : 

 ( ) ( )
x

i n f T X g T X
k

η η
κ κ

+ −
− +

⎡ ⎤= + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
1 1

0 00 0 00 0

2 1 1
0 1 1 1 , (3.39) 

soit encore 

 ( ) ( )xik X Xf g
n T

η η
κ κ

+ −

− +

⎡ ⎤
= + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
0 0

1
0 00

1 1
2

. (3.40) 

De même la relation (3.32) s’écrit: 

 ( ) ( )xiK de g X f Xκ η κ η− + + −+ − + =2
0 01 1 0 . (3.41) 

Avec les relations (3.40) et (3.41), on trouve : 

 ( ) x

x

x
iK d

iK d

ikX
n T f Q e

X Qe X

κ
η

−
+

− +

=
+ −

=

0 21 2
0 00

2
0 0

1
2 1 1 , (3.42) 

avec 

 gQ
f

η κ
η κ

−

+

+
=

+
1
1

. (3.43) 

Les inconnues nX + et nX −  peuvent donc être totalement déterminées. A l’aide de la 

relation (3.2) décrivant l’onde présente dans le milieu multi-diffuseur, on peut connaître le 

champ incident sur un diffuseur. 

On va alors chercher à exprimer le champ diffusé par l’ensemble du milieu multi-

diffuseur. Pour cela, nous allons partir du principe que ce champ est constitué par la somme 

des champs diffusés par chacun des diffuseurs. On connaît le champ incident sur un diffuseur 

si sa position est fixée. A l’aide de la matrice de transition de ce diffuseur, on peut alors 

exprimer le champ qu’il diffuse. Nous allons ensuite moyenner ce champ sur toutes les 

positions où peut se trouver ce diffuseur. Puis, tous les diffuseurs étant identiques, nous allons 

multiplier ce champ moyen par le nombre de diffuseurs N pour connaître le champ diffusé par 

l’ensemble du milieu multi-diffuseur. Ceci se traduit par la relation suivante : 

 ( ) ( )( ) ( ) linl
diff l n nn n l ll

nS

N p d C T H kr e d dθϕ
+∞

=−∞

= ∑∫ 1 1 . (3.44) 
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En utilisant la relation (3.2), on a : 

 

( ) ( ). .( ) ( )l l l lin i K d in i K dn in n in
diff nn n n l l nn n n l l

n nS S

n T i e X H kr e e dd n T i e X H kr e e d dθ θβ βϕ
+ −− + − −= +∑ ∑∫ ∫1 1 1 1

0 0 . 

  (3.45) 

 

Le calcul des intégrales apparaissant dans la relation (3.45) va donner des résultats 

différents selon la position de l’observateur par rapport à la couche de milieu multi-diffuseur. 

Pour cela, nous allons à nouveau utiliser l’annexe 2. 

Nous allons, maintenant, exprimer le champ diffusé dans la région x<0 et ainsi définir 

le coefficient de réflexion R par : 

 ( ) yx ik yik x
diff x Re eϕ −< =0 . (3.46) 

On trouve ainsi :  

 ( ) ( ) ( )
i d i d

n in in
nn n nn n

n nx

in e eR T e X T e X
k

κ κ
β α β α

κ κ

+ −

− + −+ −
+ −

⎡ ⎤− − +
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑1 102 1 1

1  (3.47) 

Ce que l’on peut encore exprimer sous la forme : 

 
( )x

x

iK d

iK d

Q e
R

Q e
− −

=
−

2

22

1

1
. (3.48) 

Si l’on regarde le champ acoustique total, ϕT, présent dans la région x>d, il est 

constitué de l’onde incidente et de l’onde diffusée dans cette région par l’ensemble des 

diffuseurs. On définit alors le coefficient de transmission T par :  

 ( ) yx ik yik x
T inc diff x d Te eϕ ϕ ϕ= + > = . (3.49) 

Son expression est donc : 

 

( ) ( ) ( )

( ) x

x

x

i d i d
nin in

nn n nn n
n n

iK d
ik d

iK d

in e eT T e X T e X
k

Q e
e

Q e

κ κ
β α β α

κ κ

− +−
− − ++ −

− +

−

⎡ ⎤− − +
= + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

−
=

−

∑ ∑1 10

2

22

2 1 1
1 1

1

1

. (3.50) 

 

Les expressions des coefficients de réflexion et de transmission trouvées par cette 

théorie sont formellement semblables à celles correspondant au cas d’une plaque fluide 

immergée dans un autre fluide[52]. Par identification du facteur Q, nous allons déterminer une 
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impédance effective pour le milieu multi-diffuseur. En effet, dans le cas d’une plaque fluide, 

le facteur Q se définit de la façon suivante : 

 Q τ
τ

−
=

+
1
1

, (3.51) 

où τ est le rapport de l’impédance du fluide constituant la plaque sur celle du fluide 

extérieur. En inversant la relation (3.51), on peut exprimer τ en fonction de Q et donc en 

fonction des éléments calculés précédemment : 

 x

x

Q k g f
Q K g f

η κ η κτ
η κ η κ

+ −

+ −

− + −
= =

+ + +
1 2
1 2

. (3.52) 

 

Nous sommes donc en mesure de remplacer la couche de milieu multi-diffuseur par 

une couche fluide visqueuse caractérisée par une impédance effective. Ceci est 

particulièrement intéressant pour faciliter l’étude des interactions d’un tel milieu avec son 

environnement. En effet, on peut remplacer l’ensemble des diffuseurs par le fluide effectif 

dans tous les calculs, allégeant ainsi les temps de calculs et leur complexité. Une vérification 

de cette assertion peut être apportée. A partir de l’impédance d’un fluide, on peut aisément 

définir les coefficients de réflexion et de transmission à une interface plane infinie entre deux 

fluides 1 et 2 par les relations suivantes : 

 

Z ZR Q
Z Z

Z Q
Z Z

−
= = −

+

Τ = = −
+

2
12

2

2
12

2

2
1

. (3.53) 

 

Si on reprend les calculs de la théorie de Fikioris et Waterman en considérant que 

seule une onde se propageant vers les x positifs existe dans le milieu effectif, c’est-à-dire en 

reprenant le cas du chapitre précédent, on trouve la relation suivante : 

 ip ip
pp p

px

i n T e e X
k

β α

κ

+∞
− +

−
=−∞

= −∑ 1
0

2 1
1  (3.54)  

ce qui donne : 

 
( )

xikX
n f T

κ
η

−
+ =

+0
0 002 1

 (3.55) 
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En reprenant l’expression de R trouvée précédemment, en annulant les nX −  et en 

faisant tendre d vers l’infini, on a : 

 

( )

( )
( )

x

nR g T X
ik

g
f

Q

η
κ

η κ
η κ

+
+

−

+

= +

+
= −

+

= −

10
00 0

2 1
1

1

1
 (3.56) 

On retrouve bien l’opposé du coefficient Q, ce qui tend à confirmer que l’on peut bien 

traiter ce coefficient comme celui qui apparaît lors de l’étude d’une plaque fluide. L’emploi 

de l’impédance effective pour déterminer les coefficients à une interface plane est donc 

justifié. Le remplacement d’un milieu multi-diffuseur par un milieu fluide est l’un des intérêts 

majeurs de ce travail. Cela va nous permettre, de plus, de décomposer les coefficients de 

réflexion et de transmission en séries de Debye afin de déterminer le nombre d’allers-retours 

effectués dans la couche par l’onde effective. Nous traiterons ceci dans le paragraphe suivant. 

Il est important de noter que les résultats de ce paragraphe sont calculés en ne 

considérant qu’un seul nombre d’onde effectif. Or, nous avons vu dans le chapitre précédent 

qu’il peut y avoir deux solutions à l’équation de dispersion. Pour déterminer les champs 

diffusés dans ce cas, il faut alors chercher une solution pour l’onde dans le milieu effectif 

prenant en compte ces deux solutions sous la forme suivante : 

 

 ( ) j j j ji K d i K d i K d i K din inj n in n in n n
n n n n nj

C i e X e i e X e i e Y e i e Y eβ ββ β+ − + −−− + − − + − −= + + +1 1 2 22 2 . (3.57) 

On trouve alors quatre équations de dispersion deux à deux identiques. En effet, on 

trouve deux fois la relation (3.29) pour les nombres d’onde K1
+ et K2

+ et deux fois la relation 

(3.30) pour les nombres d’onde K1
– et K2

–. Ces nombres d’onde sont couplés entre eux et avec 

le nombre d’onde dans le fluide extérieur par les deux relations du théorème d’extinction. 

Cependant, pour calculer les amplitudes Xn
+, Xn

–, Yn
+, Yn

–, il faut, comme dans le cas où on ne 

considère qu’une seule onde, supprimer une équation de chacun des systèmes homogènes 

donnant les équations de dispersion. Il faut donc en supprimer quatre. Or le théorème 

d’extinction ne contient toujours que 2 équations. Nous avons donc un problème sous 

dimensionné. La deuxième solution n’étant pas propagative dans les limites d’application de 

la théorie de Fikioris et Waterman selon F. Vander Meulen et Tsang et Kong, nous avons 

choisi de ne pas poursuivre l’étude dans ce cas et de nous limiter à des densités de diffuseurs 

telles que l’on reste dans le domaine où l’atténuation augmente avec la densité de diffuseurs. 
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3.3 Résultats numériques 

3.3.1 Coefficients de réflexion et de transmission 

 

A l’aide des expressions présentées dans le paragraphe précédent, nous pouvons 

maintenant présenter les coefficients de réflexion et de transmission dans le cas où les 

diffuseurs sont des cylindres et dans le cas où ce sont des tubes en conservant une densité de 

23000 diffuseurs/m2 (c=0,07) et avec une épaisseur de milieu multi-diffuseur de 12 cm. Pour 

que cette dernière valeur prenne un sens, il faut noter que les diffuseurs ont un rayon de 

1 mm, il y a donc, au maximum, 60 diffuseurs dans l’épaisseur de la couche. Il s’agit, de plus 

de l’épaisseur du système que nous étudierons expérimentalement dans le chapitre suivant. 
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figure 3-2 Evolution des modules des coefficients de réflexion (en bleu) et de transmission 
(en magenta) pour des cylindres (en haut) et des tubes (en bas) en fonction de la fréquence pour 
une densité de diffuseurs de 23000 diffuseurs/m2 et une épaisseur de milieu multi-diffuseur  de 

12cm en incidence normale. 

La figure 3-2 présente l’évolution des modules de ces deux coefficients en fonction de 

la fréquence réduite pour une incidence de 0°. La première constatation à la vue de ces 

courbes est qu’il n’existe pas de relation de conservation d’énergie entre les deux coefficients 

de réflexion et de transmission. En effet, le milieu multi-diffuseur est dissipatif, l’intégralité 

de l’onde incidente ne se retrouve donc pas dans les ondes réfléchie et transmise.  
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Comme sur les courbes précédentes, on peut voir l’influence des fréquences de 

résonance de chaque diffuseur. La présence des résonances se manifeste par des variations qui 

rompent l’allure générale de la courbe. En dehors des perturbations liées aux résonances, le 

comportement de ces deux coefficients est similaire quelque soit le type de diffuseur 

considéré. Le coefficient de transmission vaut 1 en basse fréquence, avant de décroître 

fortement lorsque l’atténuation augmente comme nous l’avons vu précédemment. Le 

coefficient de réflexion, quant à lui, est toujours très faible. On peut cependant noter qu’il 

présente des oscillations en basse fréquence. La figure 3-3 présente un zoom de la figure 3-2 

dans le cas de cylindres. 
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figure 3-3 Evolution du module du coefficient de réflexion pour des cylindres en fonction 
du produit fréquence-épaisseur divisé par la vitesse effective pour une densité de diffuseurs de 

23000 diffuseurs/m2 et une épaisseur de milieu multi-diffuseur  de 12cm. 

 

Sur cette figure, les abscisses ont été changées de manière à mettre en évidence le fait 

que l’intervalle de fréquence entre deux maxima du coefficient de réflexion correspond à une 

différence de longueur d’onde de 2d dans le milieu effectif. On constate ici que les maxima 

sont espacés régulièrement d’une unité. Autrement dit, les oscillations de ce coefficient sont 

dues à l’établissement d’ondes stationnaires dans l’épaisseur du milieu multi-diffuseur. Pour 

ce qui est des tubes, la même constatation peut être faite, mais les variations brusques de la 
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vitesse de propagation effective liées aux résonances entraînent des changements rapides de 

longueur d’onde effective qui rendent la courbe correspondant à la figure 3-3 peu lisible. 

D’un point de vue expérimental, on peut utiliser les phases des coefficients de 

réflexion et de transmission pour déterminer la vitesse de phase d’un milieu inconnu. Nous 

allons donc nous intéresser aux phases de ces coefficients. La figure 3-4 montre l’évolution 

des phases des deux coefficients (réflexion et transmission), en fonction de la fréquence. Il 

faut se rappeler que l’origine des phases est sur la première « face » de la plaque de milieu 

multi-diffuseur. 
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figure 3-4 Evolution des phases des coefficients de réflexion (à gauche) et de transmission 
(à droite) pour des cylindres (en haut) et des tubes (en bas) en fonction de la fréquence pour une 
densité de diffuseurs de 23000 diffuseurs/m2 et une épaisseur de milieu multi-diffuseur  de 12cm. 

 

 

Sur ces courbes, on peut distinguer plusieurs caractéristiques. Tout d’abord, pour les 

coefficients de réflexion, on retrouve l’influence de l’établissement d’ondes stationnaires dans 

la couche avec les oscillations présentes en basses fréquences. On voit ensuite plusieurs 

accidents brusques sur toutes les courbes. Il faut alors discerner deux cas. Le premier 
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correspond simplement à des sauts de phases de –π à +π. Il ne s’agit alors que de problèmes 

de représentation. Toutes les autres variations brutales sont liées aux fréquences de résonances 

de diffuseurs. Contrairement aux autres paramètres du milieu effectif étudiés, la phase des 

coefficients de réflexion et de transmission est très sensible au changement de diffuseur. C’est 

donc sur cette grandeur qu’il sera le plus facile de déterminer les caractéristiques du milieu 

effectif, notamment la vitesse de propagation comme nous le verrons dans le chapitre suivant. 

Le problème est  que la phase de ces coefficients est difficile à obtenir de façon précise 

expérimentalement.  

Nous allons maintenant nous intéresser à l’une des caractéristiques du milieu effectif 

que l’on peut déduire de l’impédance effective et du nombre d’onde effectif : la masse 

volumique effective. Nous allons voir dans le paragraphe suivant que cette grandeur est 

complexe et varie en fonction de la fréquence. 

 

 

3.3.2 Masse volumique effective 

 

Nous avons pu exprimer le rapport d’impédance τ, et nous connaissons le nombre 

d’onde effectif. A partir de ces éléments, on peut déterminer une masse volumique effective. 

En effet, nous connaissons l’impédance acoustique du fluide extérieur. Nous pouvons donc 

déterminer celle du milieu multi-diffuseur de la façon suivante : 

 

 x
eff

x

k g fZ c c
K g f

η κ η κτρ ρ
η κ η κ

+ −

+ −

+ −
= =

+ +0 0 0 0

2
2

 (3.58) 

 

La vitesse de propagation effective est connue par l’intermédiaire du nombre d’onde 

effectif. On peut donc exprimer la masse volumique effective par la relation suivante en 

incidence normale : 

 

 x
eff

x

k g f K
K g f k

η κ η κρ ρ
η κ η κ

+ −

+ −

+ −
=

+ + 0

2
2

 (3.59) 

 

 La masse volumique effective est complexe, ce qui est caractéristique d’un milieu 

dissipatif. La figure 3-5 montre l’évolution de son module en fonction de la fréquence. 
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figure 3-5 Evolution des modules des masses volumiques effectives pour des cylindres (en 
haut) et des tubes (en bas) en fonction de la fréquence pour une densité de diffuseurs de 23000 

diffuseurs/m2. 

Comme pour tous les paramètres du milieu effectif étudiés, en haute fréquence, la 

masse volumique effective tend vers la valeur du milieu fluide extérieur et présente des 

variations brusques aux fréquences de résonances d’un diffuseur seul. Cependant, la masse 

volumique effective est supérieure à celle de l’eau dans le cas où les diffuseurs sont des 

cylindres et inférieure lorsque les diffuseurs sont des tubes. On peut noter que même si la 

masse volumique est déterminée lors du calcul des coefficients de réflexion et de 

transmission, elle est indépendante de l’épaisseur du milieu multi-diffuseur considéré et est 

donc bien une caractéristique du milieu. Ceci peut permettre, connaissant l’impédance 
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acoustique du milieu effectif, de faire varier sa géométrie en le considérant comme un fluide 

visqueux d’impédance connue. 

3.3.3 Coefficients à une interface plane, série de Debye 

Connaissant l’impédance du milieu effectif, nous allons pouvoir exprimer les 

coefficients de réflexion et de transmission à une interface plane, fluide extérieur-fluide 

effectif, et ainsi écrire les coefficients de réflexion et transmission de la plaque de milieu 

multi-diffuseur sous forme de série de Debye. Les séries de Debye pour les coefficients de 

réflexion et de transmission s’écrivent respectivement en incidence normale: 

 ( )
n

iKd iKd

n
R R T R T e R e

+∞

=

= + ∑2 2 2
12 12 21 21 21

0

 (3.60) 

 ( ) ( )ni K k d iKd

n
T T T e R e

+∞
−

=

= ∑ 2 2
12 21 21

0

 (3.61) 

avec Rij et Tij respectivement coefficients de réflexion et transmission à une interface 

plane entre le milieu i et le milieu j. Cette décomposition est issue d’une analogie avec 

l’interféromètre de Fabry-Perrot en optique et est basée sur un raisonnement en terme de 

trajets acoustiques. Il s’agit en effet d’ajouter, aux ondes transmise ou réfléchie directement, 

les contributions de toutes les ondes faisant des allers-retours dans la plaque comme le montre 

la figure 3-6 tracée pour une incidence quelconque afin de rendre les chemins plus visibles. 

 

figure 3-6 décomposition des coefficients de réflexion et de transmission en séries de 
Debye, présentation des trajets acoustiques considérés. 

En déterminant l’ordre auquel les séries de Debye convergent vers les coefficients 

globaux, nous allons pouvoir savoir le nombre d’allers-retours effectués par l’onde effective 

avant d’être trop atténuée pour apporter une contribution significative aux ondes diffusées. La 

milieu1 milieu2 milieu1

R12 T12T21ei(K-k)d 

iKdT R T e2
12 21 21  

( )i K k d iKdT T e R e− 2 2
12 21 21

 

( )i K k d iKdT T e R e− 4 4
12 21 21

 
iKd iKdT R T e R e2 2 2

12 21 21 21
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figure 3-7 représente les modules et les phases des séries de Debye pour n=0 ainsi que les 

coefficients globaux. 
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figure 3-7 comparaison entre les modules (lignes 1 et 3) et les phases (lignes 2 et 4) des 
coefficients de réflexion (lignes 1 et 2) et de transmission (lignes 3 et 4) en bleu et les premiers 

termes des séries de Debye correspondantes en magenta. 



Etude d’une couche de milieu multi-diffuseur avec la théorie de Fikioris et Waterman 

 102 

Ainsi qu’on peut le voir, il y a un parfait accord entre les coefficients globaux et les 

expressions en séries de Debye tronquées à l’ordre 0 tant au niveau du module que de la 

phase. Cela signifie donc que la partie de l’onde effective qui effectue plus d’un aller-retour 

dans le milieu multi-diffuseur ne contribue plus significativement aux ondes diffusées à 

l’extérieur de ce milieu. Ceci va nous permettre d’expliquer facilement l’évolution des 

coefficients de réflexion et de transmission en fonction de l’angle d’incidence. C’est ce que 

nous allons faire dans le paragraphe suivant. 

3.3.4 Incidence oblique 

Nous allons maintenant nous intéresser aux coefficients de réflexion et de transmission 

en incidence oblique. Nous allons voir que, comme pour une plaque fluide, on peut observer 

des variations des coefficients de réflexion et de transmission en fonction de l’angle 

d’incidence. Pour expliquer ces variations, nous allons exploiter les développements en séries 

de Debye de ces coefficients. En ce qui concerne le coefficient de transmission, nous avons vu 

qu’il peut être approximé par : 

 ( )i K k dT T T e −
12 21  (3.62) 

ou encore, si l’on considère que les coefficients locaux T12 et T21 sont de l’ordre de 1, 

par 

 ( )i K k dT e − . (3.63) 

le module de ce coefficient devient donc : 

 "K dT e− . (3.64) 

Lorsque l’on considère un angle d’incidence différent de 0, d doit être remplacé par la 

distance parcourue dans la plaque, c’est-à-dire, si l’on se réfère à la figure 3-8, par d/cosβ. 

 

 

 

 

 

 

figure 3-8 représentation du chemin parcouru par l’onde transmise dans la plaque 
effective. 

Sur la figure 3-9, nous avons représenté l’évolution du coefficient de transmission en 

fonction de la fréquence réduite et de l’angle d’incidence pour des cylindres et des tubes. La 

α 

α 

β 
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densité de diffuseurs est de 23000m-2 (c=0,07) et l’épaisseur de la plaque de 10mm. Ce 

changement d’épaisseur a été effectué afin de rendre les figures plus lisibles. En effet, plus 

l’épaisseur est petite, et moins l’onde est atténuée, ce qui permet d’obtenir des amplitudes 

pour les coefficients de transmission et de réflexion plus grandes. Sur ces surfaces, nous 

avons superposé des lignes correspondant à la relation : 

 
"

cos
K d

T e β
−

 (3.65) 

et β donné par la relation de Snell-Descartes qui s’écrit : 

 sinsin k
K

αβ =  (3.66) 

 

figure 3-9 évolution du module du coefficient de transmission lorsque les diffuseurs sont 
des cylindres (en haut) ou des tubes (en bas). La densité de diffuseurs est de 23000 m-2 (c=0,07), 

l’épaisseur de la plaque de 10mm.  Comparaison de la valeur exacte (surface) avec 
l’approximation (3.65)  (en pointillés). 
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Sur cette figure, les surfaces en couleur correspondent aux valeurs exactes des 

coefficients et les pointillés aux valeurs de l’approximation (3.65). On peut voir une bonne 

corrélation entre l’approximation et le calcul exact. Ceci confirme qu’aucun aller-retour dans 

la plaque effective n’apporte de contribution significative à l’onde transmise et valide 

l’hypothèse que les coefficients locaux de transmission vérifient 

 T T12 21 1. (3.67) 

 

 Le coefficient de transmission peut donc être approximé par la relation (3.63). En ce 

qui concerne le coefficient de réflexion, nous allons utiliser également la remarque du 

paragraphe précédent et ne prendre en compte que la réflexion directe sur la première 

« interface » et le premier aller-retour dans la plaque. Nous allons ensuite traiter la couche de 

milieu multi-diffuseur comme un interféromètre de Fabry-Perrot pour expliquer les minima et 

maxima du coefficient de réflexion. Il s’agit simplement de dire que le coefficient de réflexion 

est maximal lorsque que la différence de phases entre l’onde réfléchie sur la première 

interface et celle qui émerge de la couche après réflexion sur la seconde interface est multiple 

de 2π. Les trajets correspondant à ces ondes sont représentés figure 3-10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 3-10 représentation des trajets des deux ondes contribuant à l’onde réfléchie. 

 

 

Il y aura donc interférence constructive si : 

 12 21 21 12' arg( ) arg( ) arg( ) arg( ) 2i eK L T T R kL R nπ+ + + − − = . (3.68) 
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Ici, il faut se rappeler que : 

 2 1
12 21

1 2

Z ZR R
Z Z

−
= = −

+
. (3.69) 

on a donc : 

 21 12arg( ) arg( )R R π− = ± . (3.70) 

 

De plus, les arguments des coefficients T12 et T21 sont négligeables devant π (dans 

notre cas, ils ne dépasse pas 10-2 radians) donc, il y aura interférences constructives si : 

 
0

2 2 tan sin 2
coseff

d d n
c c

ω ω β α π π
β

− = ∓  (3.71) 

 

Les maxima des coefficients de réflexion doivent donc suivre les courbes 

correspondant à l’équation suivante : 

 ( )
0

0,5

sin sin
cos eff

n
k

cd
c

π

β α
β

=
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓
. (3.72) 

 

Sur la figure 3-11, nous avons représenté les modules des coefficients de réflexion en 

fonction de l’angle d’incidence et de la fréquence réduite. Les amplitudes sont codées en 

couleurs, bleu pour les minima et rouge pour les maxima. Sur ces images, nous avons 

superposé en jaune les solutions de l’équation (3.72) pour différentes valeurs de n. 
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figure 3-11 évolution du module du coefficient de réflexion lorsque les diffuseurs sont des 
cylindres (en haut) ou des tubes (en bas). La densité de diffuseurs est de 23000 m-2 (c=0,07), 

l’épaisseur de la plaque de 10mm.  Comparaison de la valeur exacte (couleurs) avec 
l’approximation (3.72)  (lignes jaunes). 

 

Chacune des courbes jaunes, sur cette figure, correspond bien à un maximum du 

coefficient de réflexion. La seule évolution des coefficients de réflexion en fonction de l’angle 
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d’incidence est donc liée à la distance parcourue dans le milieu multi-diffuseur, comme pour 

le coefficient de transmission. 

 

3.4 Conclusion 

 

Dans ce chapitre, nous avons établi les expressions des coefficients de réflexion et de 

transmission d’une couche de milieu multi-diffuseur. Ces coefficients peuvent se mettre 

formellement sous la même forme que ceux d’une plaque fluide immergée dans un fluide. 

Ceci nous a permis d’exprimer l’impédance acoustique du milieu multi-diffuseur permettant 

ainsi de remplacer ce milieu par un fluide équivalent. Tous les résultats présentés dans ce 

chapitre sont issus de calculs numériques. Les domaines de validité des différentes théories 

ont été déterminés en fonction des hypothèses incluses dans ces théories et de considérations 

physiques sur les résultats. Afin de s’assurer que les résultats trouvés reflètent bien une réalité 

physique, nous nous proposons maintenant de les confronter avec des résultats 

expérimentaux. C’est l’objet du chapitre suivant.  
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4 Etude expérimentale d’un milieu multi-diffuseur 
 

Jusqu’à présent, nous avons présenté les résultats issus de trois théories de milieu 

effectif. Nous avons discuté de leur validité en fonction des hypothèses émises et du caractère 

physique ou non des résultats. Nous allons maintenant chercher à valider les résultats 

théoriques trouvés en les confrontant à l’expérience. Réaliser une telle comparaison est 

délicat. Il faut en effet se rapprocher des hypothèses théoriques, notamment en ce qui 

concerne le moyennage spatial. Peu d’expériences ont été tentées par le passé en dehors de 

particules en suspension. Ici, nous allons essayer d’utiliser un système où les diffuseurs sont 

fixes et d’effectuer le moyennage spatial en déplaçant l’émetteur et le récepteur ultrasonore. 

Dans un premier temps, nous décrirons le dispositif utilisé, puis nous comparerons nos 

résultats avec ceux des chapitres précédents. 

4.1 Présentation du système étudié et du dispositif expérimental 

Nous allons maintenant confronter les résultats théoriques du chapitre précédent à 

l’expérience. Le principe de cette étude est inspiré d’une expérience menée au LOA[9,55] 

avec des diffuseurs dans l’air. D’autres études ont également été menées sur des sphères 

maintenues dans un gel [53] ou en suspension dans un liquide [47,48]. Le principal problème 

est de trouver des conditions expérimentales qui respectent le plus possible les hypothèses de 

répartition uniforme et d’effectuer un moyennage spatial équivalent à celui pratiqué en 

théorie. La cible avec laquelle nous avons effectué nos expériences est présentée figure 4-1.  

 

figure 4-1 présentation de la cible constitué de cylindres aléatoirement répartis. 
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Elle est constituée de 2000 cylindres en acier inoxydable avec les paramètres 

suivants : 

 

• rayon : 1 mm 

• vitesse longitudinale : 6000 m/s 

• vitesse transversale : 3100 m/s 

• masse volumique : 7816 kg/m3. 

 

Ces cylindres sont maintenus à chaque extrémité par une plaque percée en PVC de 

30 cm sur 30 cm. Ces deux plaques sont placées l’une au dessus de l’autre à une distance de 

30 cm, en s’assurant que les diffuseurs sont verticaux. La répartition des trous sur les plaques 

a été calculée à l’aide d’un programme Matlab afin d’obtenir une répartition aléatoire 

uniforme en tenant compte d’un espacement minimum entre les cylindres, afin que les trous 

ne se superposent pas, ainsi que d’une distance minimale avec le bord de la plaque de 5 mm. 

Afin de vérifier l’uniformité de notre répartition aléatoire, nous avons ensuite divisé une grille 

en carrés de 6 cm de côté puis nous avons déterminé la concentration de trous dans chaque 

carré. Le résultat est présenté figure 4-2. 
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figure 4-2 vérification de l’uniformité de la répartition aléatoire des cylindres. 
Concentration de trous par subdivision de la grille. 
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Sur cette figure, on peut voir que la répartition des diffuseurs est bien uniforme et vaut 

0,0704 en moyenne avec un écart-type de 0,8 %, ce qui est proche de l’un des cas présentés 

dans les chapitres 2 et 3. Deux transducteurs, l’un servant d’émetteur et l’autre de récepteur, 

sont positionnés de part et d’autre de la cible. Ces deux transducteurs ont un diamètre de 

3,8 cm et ont une fréquence centrale de 1 MHz offrant une bande passante de 0,2 MHz à 

1,2 MHz. Ils sont réglés en l’absence de la cible de façon à être face-à-face en les orientant 

pour que le signal reçu soit maximal. La distance entre les deux transducteurs est de 2,3 m, la 

cible étant placée au milieu. La distance de Fresnel est de 42 cm, nous sommes donc bien en 

champ lointain. L’ouverture angulaire du transducteur est de 21° à 0,2 MHz et de 8,7° à 0,5 

MHz. Les premiers cylindres étant à 1 m du transducteur émetteur, le faisceau incident insone 

la cible sur une hauteur de 60 cm à 0,2 MHz et de 28 cm à 0,5MHz. Compte tenu de la 

hauteur des cylindres, du fait que le rapport de leur longueur (distance entre les plaques) sur 

leur rayon est de l’ordre de 300, et de l’ouverture angulaire du transducteur, les cylindres 

peuvent être considérés comme infinis seulement pour des fréquences supérieures à 0,5 MHz. 

Pour se rapprocher des hypothèses de la théorie, il faut effectuer une mesure du champ moyen 

diffusé pour différentes configurations des positions des diffuseurs. Chaque configuration 

représente une réalisation du désordre. Les grilles fournissent une configuration des positions 

des cylindres. Cependant, toute la cible n’est pas insonée par le faisceau incident. En 

déplaçant simultanément les transducteurs parallèlement à la face insonée de la cible, la 

configuration perçue par l’onde est différente. Nous effectuons donc des mesures sur toute la 

longueur de la cible à raison d’une tous les 5 mm. A cela s’ajoute le moyennage spatial dû à la 

taille de la pastille piézo-électrique du transducteur récepteur. Pour chaque mesure, une 

impulsion est envoyée au transducteur émetteur. Cette impulsion est transformée en une onde 

ultrasonore qui se propage jusqu’au transducteur récepteur. Le signal reçu est ensuite amplifié 

et transmis à un oscilloscope numérique. Ce dernier effectue une moyenne sur 100 signaux 

afin de limiter le bruit inhérent à la mesure. Ce sont ces signaux moyennés en temps que nous 

étudions. La figure 4-3 montre le schéma de cette expérience. 
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figure 4-3 schéma de l’expérience 
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Notre but est de déterminer les paramètres d’un milieu effectif associé à la forêt de 

cylindres et notamment la vitesse et l’atténuation effectives. Nous comparerons les résultats 

expérimentaux aux résultats issus de la théorie de Fikioris et Waterman présentés dans les 

chapitres précédents. 

 

4.2 Comparaison théorie-expérience 

En raison de la forte atténuation prévue théoriquement, les grilles ne sont remplies de 

cylindres que sur une épaisseur de 12 cm. Il ne peut donc y avoir que moins de 60 cylindres 

dans l’épaisseur. Chaque acquisition nous fournit un signal temporel. Ce signal peut présenter 

une valeur moyenne non nulle ainsi que le montre la figure 4-4. 
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figure 4-4 temporel présentant une distorsion à son début, la ligne rouge est la ligne 
d’amplitude nulle. 

 

 Cette valeur moyenne est alors soustraite à l’ensemble du signal. Nous effectuons 

ensuite la moyenne de 30 signaux acquis autour du centre de la cible. Un signal temporel 

corrigé et le signal moyen sont présentés figure 4-5. 
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figure 4-5 signaux temporels expérimentaux pour une réalisation du désordre (en haut) 
et moyenne sur 30 signaux (en bas) 
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On peut remarquer que le signal associé à l’onde cohérente est de durée nettement plus 

petite que celle des signaux expérimentaux. Ceci est peut-être dû au fait que, du point de vue 

expérimental, toutes les configurations possibles n’ont pas été prises en compte. Il subsiste 

donc encore des échos associés à la composante incohérente du champ diffusé. L’ensemble de 

ces échos est qualifié de « coda ». Théoriquement, un seul écho doit subsister après 

moyennage comme le montre la figure 4-6, obtenue par transformée de Fourrier inverse du 

coefficient de transmission théorique. 
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figure 4-6 signal moyen théorique pour une épaisseur de milieu multi-diffuseur de 12 cm. 

 

Une solution serait d’augmenter le nombre de configurations spatiales afin d’effectuer 

une moyenne sur un plus grand nombre de signaux. Nous verrons cependant que, dans le cas 

de notre cible limitée en largeur, ceci pose d’autres problèmes. 

On peut retrouver l’atténuation et la vitesse de phase du milieu effectif à partir du 

coefficient de transmission. Nous allons donc chercher à déterminer un coefficient de 

transmission expérimental. Pour cela, nous effectuons la transformée de Fourrier du signal 

moyenné et nous la normalisons par la transformée d’un signal de référence, dont le module 

est montré figure 4-7, acquis dans les mêmes conditions mais sans la cible. La figure 4-8 

montre le résultat de cette opération comparé au coefficient de transmission théorique pour 

des cylindres.  
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figure 4-7 module de la transformée de Fourier du signal de référence.  
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figure 4-8 Comparaison entre les modules du coefficient de transmission théorique (en 
rouge), et expérimental (en bleu)  
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La visualisation a été restreinte à la gamme de fréquence correspondant à la bande 

passante et aux fréquences pour lesquelles les cylindres peuvent être considérés comme 

infiniment longs. Comme on peut le voir, le coefficient expérimental est très bruité. 

Cependant, on peut noter une bonne concordance entre la théorie et le coefficient 

expérimental. Ceci va nous permettre de déterminer une atténuation effective expérimentale. 

En effet, le bon accord entre le premier terme de la série de Debye et le coefficient de 

transmission global vu au chapitre précédent, nous permet d’approximer le module du 

coefficient de transmission, en considérant que les coefficients pour les interfaces planes ont 

un module de l’ordre de 1, par la relation suivante : 

 "K dT e−=  (4.1) 

 La figure 4-9 montre la comparaison entre les rapports K’’/k théorique et 

expérimental. 
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figure 4-9 Comparaison entre les atténuations théorique (en rouge), expérimentale (en 
bleu) pour 30 acquisitions 

 

La mesure de la vitesse de propagation dans l’eau  est effectuée en mesurant la 

différence de temps de vol entre la réflexion directe sur une plaque et la réflexion directe sur 
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cette même plaque reculée de 30 cm. La figure 4-9 nous permet de voir qu’il y a un bon 

accord entre les prévisions théoriques et la mesure expérimentale entre 0,5 MHz et 1,2 MHz. 

Il reste cependant des différences importantes entre les deux courbes. 

 C’est sur cette détermination de l’atténuation que l’on s’aperçoit de l’influence de la 

largeur limitée de notre cible. En effet, si l’on augmente le nombre d’acquisitions de 30 à 46, 

en prenant toujours des signaux répartis autour du centre de la cible, l’atténuation 

expérimentale s’éloigne de l’atténuation théorique comme le montre la figure 4-10. 
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figure 4-10 Comparaison entre les atténuations théorique (en rouge), expérimentale (en 
bleu) pour 46 acquisitions 

Sur cette figure, on voit que les atténuations expérimentale et théorique coïncident 

moins que lorsque l’on ne prend que 30 signaux. Ceci peut s’expliquer par le fait que lorsque 

l’on considère 30 signaux, le faisceau incident insone le milieu multi-diffuseur sans « voir » 

les extrémités. Mais, lorsque l’on considère 46 acquisitions, il ne reste que 3 cm entre le bord 

du transducteur et le bord de la cible pour la configuration associé aux deux derniers signaux. 

En tenant compte de l’ouverture du transducteur, on se rend compte que la totalité du signal 

incident ne rencontre pas le milieu multi-diffuseur et qu’une partie de l’onde entrée dans la 

forêt de cylindres peut « s’échapper » par les bords. Nous ne sommes donc plus dans les 

conditions d’un milieu infini selon un axe parallèle au front d’onde incident. La construction 
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d’une cible permettant d’augmenter le nombre d’acquisitions sans être gêné par de tels effets 

de bord est envisagée mais n’a pu être menée à bien actuellement. 

Nous allons maintenant nous attacher à trouver une vitesse de phase effective 

expérimentale. Un premier calcul sur la différence de temps de propagation entre l’émetteur et 

le récepteur avec et sans la cible nous permet de trouver un ordre de grandeur pour cette 

vitesse de phase de l’ordre de 1250m/s, ce qui est proche de la vitesse dans l’eau comme le 

prévoie la théorie. Nous allons maintenant chercher à déterminer l’évolution fréquentielle de 

la vitesse de phase. Pour cela, nous allons utiliser une méthode inspirée de celle de Sachse et 

Pao [54]. Nous allons considérer le premier terme de la série de Debye du coefficient de 

transmission en négligeant les coefficients de transmission d’interface plane qui sont de 

l’ordre de 1: 

 ( )ik L diKd
T e eφ −= , (4.2) 

avec Tij le coefficient de transmission à une interface plane entre le milieu i et le 

milieu j (1 étant ici le milieu fluide extérieur et 2 le milieu multi-diffuseur), et L la distance 

entre l’émetteur et le récepteur. Dans la partie théorique, nous avons fixé l’origine des phases 

en x=0. Expérimentalement, cette origine se trouve au niveau du transducteur émetteur. Nous 

allons donc recaler les phases expérimentales en utilisant le signal de référence acquis sans la 

cible. Ce signal s’écrit : 

 ikL
direct eφ =  (4.3) 

Avec l’origine des phases en x=0, le coefficient de transmission de la couche de milieu 

multi-diffuseur peut alors  s’écrire : 

 iKd ikdT e e−=1  (4.4) 

La phase de ce coefficient est : 

 'T K d kdϕ = − . (4.5) 

On a alors la relation suivante : 

 eff
T

kc dc
kdϕ

=
+
0 . (4.6) 

Pour utiliser ces relations, on part du principe que les phases sont continues. C'est-à-

dire, notamment, qu’il n’y a pas de saut de phase de -π à π, pour cela, on est amené à 

« dérouler » la phase du signal normé. En effectuant cette opération on obtient la figure 4-11. 
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figure 4-11 phase déroulée du coefficient de transmission moyen. 

 

Pour calculer la vitesse de phase expérimentale, il ne faut pas oublier que la référence 

des phases choisie. On va donc calculer une pente moyenne pour la phase déroulée, puis à 

partir de cette régression linéaire, on va calculer la correction à apporter à la phase pour que la 

droite moyenne passe par l’origine du plan fréquence-phase. Sur la figure 4-12, sont 

présentées la phase expérimentale recalée, sa régression linéaire et la phase déroulée 

théorique. 
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figure 4-12 phase déroulée du coefficient de transmission moyen expérimental (en bleu), 
théorique (en noir) et une régression linéaire de la phase expérimentale (en rouge). 

 

Sur cette figure, on voit en bleu la phase expérimentale recalée, en rouge la régression 

linéaire recalée et en noir, la phase déroulée du signal calculée théoriquement à partir du 

temporel de la figure 4-6. On s’aperçoit qu’il y a une grande différence de comportement 

entre les phases théorique et expérimentale. Ceci va induire des différences entre les vitesses 

de phase expérimentale et théorique. La figure 4-13 montre la comparaison entre la vitesse de 

phase trouvée dans le chapitre précédent, la vitesse effective trouvée expérimentalement et la 

vitesse de phase obtenue à partir du coefficient de transmission théorique avec la relation (4.6)

.. 
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figure 4-13 en haut, comparaison entre la vitesse de phase théorique (en rouge) et la 
vitesse de phase expérimentale (en noir). En bas, comparaison entre la vitesse de phase théorique 
(en bleu) et la vitesse de phase déduite de la phase du coefficient de transmission théorique. (en 

magenta) 
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La courbe théorique de cette figure nous permet de voir que les approximations sur les 

arguments des coefficients d’interface plane sont justifiées. Cependant, la vitesse de phase 

expérimentale est loin de concorder avec la théorie. Il convient donc d’essayer de déterminer 

l’ensemble des éléments pouvant provoquer une erreur dans la mesure de la phase 

expérimentale ou dans les traitements effectués. Pour cela, il ne faut pas oublier les 

circonstances dans lesquelles les signaux ont été acquis. Tout d’abord, les transducteurs 

émetteur et récepteur sont déplacés entre chaque acquisition. Lors des expériences présentées 

ici, ce déplacement était effectué à la main, sur des rails supposés parallèles. Il est bien 

évident que, si les directions de translations ne sont pas parfaitement colinéaires, il va se 

produire une modification de la distance entre les deux transducteurs introduisant ainsi un 

déphasage inconnu entre les différentes acquisitions. De plus, le signal que nous traitons est 

un signal moyen. Si tous les signaux moyennés n’ont pas exactement la même référence de 

phase, la phase résultante sera faussée. Les corrections effectuées visant à s’assurer d’une 

phase nulle pour une fréquence nulle peuvent également être remises en question. En effet, 

cette correction est effectuée sur le signal moyenné. Si l’on ajoute à cela que, même en ce qui 

concerne le module du coefficient de transmission, le résultat expérimental est très « bruité », 

on s’aperçoit qu’il faudrait en plus augmenter le nombre de configurations sur lequel est fait 

le moyennage. Malheureusement, la taille de la cible ne nous permet guère d’en faire plus 

actuellement. On peut supposer, cependant, que si ce nombre augmente, on va se rapprocher 

des hypothèses théoriques et qu’ainsi les résultats expérimentaux vont converger vers les 

prédictions théoriques. Ces expériences ayant été menées en fin de thèse, toutes les options 

n’ont pas pu être traitées. 

Afin de résoudre certains des problèmes de phase observés, une autre expérience est 

envisagée. Il s’agit de construire une cible permettant de bouger des ensembles de diffuseurs. 

Associé au balayage spatial, ce système permettrait d’augmenter sensiblement le nombre de 

signaux acquis. Il offrira, de plus, la possibilité de faire des acquisitions en laissant les 

transducteurs fixes permettant ainsi d’être sûr que tous les signaux ont la même référence de 

phase.  

Nous allons maintenant voir comment se comporte la théorie de Fikioris et Waterman 

lorsque les diffuseurs ne sont pas isotropes. 
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5 Etude d’un milieu multi-diffuseur anisotrope 
Afin d’étendre le champ d’application de notre étude, nous allons maintenant 

remplacer chaque diffuseur cylindrique par un groupe de tubes analogue à ceux étudiés dans 

le premier chapitre. Ces diffuseurs sont anisotropes, ce qui est la principale motivation de 

cette action afin de jauger l’influence du type de diffuseur sur les résultats obtenus. Nous 

allons dans un premier temps voir les modifications à apporter à la théorie pour prendre en 

compte l’anisotropie des diffuseurs, puis nous nous attacherons à l’analyse des résultats 

numériques. 

 

5.1 Introduction de l’anisotropie dans la théorie de Fikioris et 
Waterman 

Pour introduire de l’anisotropie dans notre modèle, nous allons simplement remplacer 

les diffuseurs cylindriques par des ensembles de N tubes suffisamment proches pour qu’il 

puisse exister entre eux une interaction résonante. On s’intéresse alors à un système semblable 

à celui de la figure 5-1 pour lequel N=2. Ce système est constitué d’une couche de milieu 

multi-diffuseur, et l’on va chercher à déterminer le nombre d’onde effectif, ainsi que les 

coefficients de réflexion et de transmission.  

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 5-1 représentation du milieu multi-diffuseur anisotrope 

 

Dans la théorie de Fikioris et Waterman, ce qui caractérise un diffuseur, c’est sa 

matrice de transition. Celle-ci a été présentée au chapitre 1, tant dans le cas où le diffuseur est 

un tube que lorsque le diffuseur est un groupe de N tubes. Dans la première situation, nous 

y 

x 0     d 
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avons vu que cette matrice de transition est diagonale, ce qui n’est pas le cas dans la seconde. 

Nous allons donc présenter les principaux changements induits par la prise en compte des 

termes non diagonaux de la matrice de transition en nous référant toujours aux relations du 

cas isotrope présentées dans les chapitres 2 et 3. La première relation où intervient cette 

différence est bien évidemment la relation donnant l’onde diffusée par un diffuseur. Ceci se 

retrouve lors de l’écriture de l’onde incidente totale insonant le diffuseur j : 
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relation équivalente à (2.10), dans laquelle la matrice de transition T1
 d’un diffuseur 

seul a été remplacée par la matrice de transition T d’un groupe de N tubes. T est définie par 

ses composantes dans la relation (1.45) du chapitre 1. La somme infinie supplémentaire qui 

apparaît est due au fait que T n’est pas une matrice diagonale, à la différence de T1. Après 

moyennage sur toutes les configurations possibles et introduction de l’approximation quasi-

cristalline, nous obtenons la relation suivante pour les amplitudes moyennes ( )j
n j

C  : 
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1 . (5.2) 

C’est ici qu’intervient la deuxième modification importante. En effet, nous allons 

décider de la forme sous laquelle nous allons chercher la solution. Or, comme les diffuseurs 

sont anisotropes, le milieu multi-diffuseur est, a priori, lui aussi anisotrope. Il n’y a donc pas 

de raison, dans le cas général, pour que l’onde se propageant vers les x croissants ait le même 

nombre d’onde que celle se propageant vers les x décroissants. C’est pourquoi nous 

introduisons des vecteurs d’onde effectifs différents dans la relation suivante : 

 

 . .( ) j ji K d i K din inj n n
n n nj

C i e X e i e X eβ β+ −− + − −= +1 2  (5.3) 
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Le premier terme de la somme dans la relation (5.3) est relatif à une onde cohérente se 

propageant vers les x croissants, le second à une onde cohérente se propageant vers les x 

décroissants. 

La relation de Snell-Descartes est toujours vérifiée, on a donc : 

 

 y y yk K K= =1 2  (5.5) 

ce qui s’écrit encore : 

 

 sin sin sink K Kα β β= =1 1 2 2  (5.6) 

L’introduction de (5.3) dans (5.2) va nous donner la relation suivante : 
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avec : 

 

 ( ) .( )

'

ji iip i K d
p p ij i

S

I e H kd e ddθ ±± = ∫ 1 . (5.8) 

L’intégrale (5.8) est similaire à celle présente dans (3.9). On peut donc réutiliser les 

expressions trouvées. Comme précédemment, les relations déterminées doivent être vérifiées 

quelle que soit la position du diffuseur j et le système est invariant selon y ; on peut donc 

poser sans perte de généralité yj=0, et égaliser les termes en fonctions des différentes 

exponentielles en xj. On trouve alors les relations suivantes : 
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et 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )x x
p piK d iK dx x x xil ill p ip l p ip
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  (5.12) 

 

Contrairement au cas isotrope, les deux équations de dispersion, obtenues en annulant 

les déterminants des systèmes (5.9) et (5.10), sont différentes et dépendent de l’angle 

d’incidence par l’intermédiaire de β1 et β2. On peut vérifier de plus que si la matrice de 

transition est diagonale, alors, les quatre relations ci-dessus sont respectivement égales aux 

relations (2.64), (3.30), (2.65) et (3.32).  

Pour suivre le même cheminement que dans le cas isotrope, nous allons maintenant 

nous intéresser aux vitesses et atténuations effectives de chacune des ondes cohérentes pour 

différents cas, puis nous continuerons notre calcul pour arriver à l’expression des coefficients 

de réflexion et de transmission de la couche de milieu multi-diffuseur. 

 

5.2 Vitesses effectives, atténuation et angle d’incidence 

 

D’un point de vue numérique, on s’intéresse à des diffuseurs constitués de deux tubes 

en aluminium de rapport rayon interne sur rayon externe 0,9. Les paramètres de ces tubes sont 

les mêmes que ceux du chapitre 1. A l’intérieur de chaque diffuseur, les tubes sont distants de 

βa=2,04a de telle sorte qu’il existe une interaction résonante non négligeable entre eux. La 

distance limite d’approche entre deux diffuseurs n’est plus b=2a mais : b=(β+2)a=4,04a.  
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figure 5-2 détermination de la distance limite d’approche dans le cas d’un diffuseur 
constitué de 2 tubes 

 

Pour caractériser l’anisotropie du milieu, nous allons nous intéresser à l’évolution des 

nombres d’onde effectifs en fonction de deux angles caractéristiques. Le premier est l’angle 

d’incidence α,  le second est l’angle entre l’axe passant par les centres des tubes formant le 

diffuseur et l’axe Oy. Ce dernier angle sera noté γ. Nous allons considérer deux orientations 

du diffuseur γ=90° et γ=45°. Pour ces deux configurations, nous allons étudier différents 

angles d’incidence : α=0°, α=45° et α=-45°. Les six situations possibles sont présentées sur la 

figure 5-3. 

 

 

figure 5-3 présentation des différentes situations étudiées 

 

Sur cette figure, les flèches de couleur représentent la direction et le sens de 

propagation des ondes qui seraient transmises et réfléchies à l’intérieur de la couche en 

l’absence de diffuseurs. Leurs directions respectives sont très proches de celles des deux 
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ondes cohérentes, correspondant respectivement aux nombres d’ondes effectifs notés K1 et K2 

dans le paragraphe précédent. Quand on étudie l’évolution de ces nombres d’onde effectifs 

avec la fréquence, on constate, en effet, que leurs valeurs restent toujours très proches de celle 

du nombre d’onde k de l’onde incidente. Dans le chapitre précédent, K1 et K2 étaient égaux, et 

indépendants de l’angle d’incidence. L’anisotropie se manifeste ici par le fait qu’ils sont 

maintenant différents l’un de l’autre et dépendent à la fois de l’angle d’incidence et de γ. Pour 

les situations représentées sur la figure 5-3, K1 et K2 sont égaux dans la première situation, 

égaux également à K1 dans la situation 4, et à K2 dans la situation 5. De même, les valeurs de 

K1 et K2 sont égales dans les situations 2, 3 et 6, et celle de K2 dans la situation 4 est égale à 

celle de K1 dans la situation 5. Ces différentes égalités sont symbolisées par un code de 

couleurs (jaune, magenta ou bleu) sur la figure 5-3. L’examen de cette figure confirme ainsi 

que les propriétés d’une onde cohérente ne dépendent, de façon logique, que de l’angle entre 

sa direction de propagation et l’axe des diffuseurs. Soit δ l’angle orienté entre la direction de 

propagation de l’onde effective et l’axe Ox, comme représenté sur la figure ci-dessous. 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure 5-4 définition de l’angle γ 

 

La valeur du nombre d’onde effectif, à fréquence donnée, dépend donc uniquement de 

celle de |γ+δ|, comme le montre le tableau récapitulatif suivant, dans lequel le même code de 

couleur que pour la figure 5-3 est utilisé, et où l’onde effective numéro 1 est celle se 

propageant vers les x croissants et l’onde effective numéro 2 celle se propageant vers les x 

décroissants. 
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situation 1 2 3 4 5 6 
Onde 

effective n° 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

δ  0 0 -45 45 45 -45 -45 45 45 -45 0 0 

|δ+γ|  0 0 45 45 45 45 0 90 90 0 45 45 

 

La figure 5-5 et la figure 5-6 représentent respectivement la vitesse effective et le libre 

parcours moyen élastique pour les différentes valeurs de |δ+γ| pour 11 500 diffuseurs/m², 

c’est-à-dire 23 000 tubes/m², soit une concentration c de tubes égale à 0,07. 
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figure 5-5 évolution de la vitesse effective normée par la vitesse dans le fluide extérieur 
pour un milieu multi-diffuseur constitué de groupes de 2 tubes distants de 2,04a en fonction de la 
fréquence réduite pour différentes valeurs de |δ+γ| : en bleu 90°, en jaune 45°, en magenta 0°.  La 

densité des diffuseurs  est de 11 500/m2 (concentration de tubes c=0,07). 
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figure 5-6 évolution du libre parcours moyen élastique pour un milieu multi-diffuseur 
constitué de groupes de 2 tubes distants de 2,04a en fonction du nombre d’onde dans le milieu 

extérieur pour différentes valeurs de |δ+γ| : en bleu 90°, en jaune 45°, en magenta 0°. La densité 
des diffuseurs est de 11 500/m2( concentration de tubes c=0,07). 

 

Sur les figures précédentes, on constate que, pour des fréquences réduites comprises 

entre 1 et 3, la vitesse effective est d’autant plus petite que la valeur de |γ+δ| est grande. A 

partir de ka de l’ordre de 5, elle ne dépend quasiment plus de |γ+δ|. La différence entre les 

trois situations est visible sur une plus grande gamme de fréquence (2<ka<6) quand on 

considère le libre parcours moyen élastique. L’atténuation effective est donc plus sensible à 

l’anisotropie que la vitesse effective. 

La figure 5-7 présente l’évolution de ces deux grandeurs pour une fréquence 

intermédiaire (ka=4,4) en fonction de |γ+δ|. 
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figure 5-7, évolution de la vitesse effective normée par la vitesse dans le milieu extérieur 
(en bleu, axe de gauche) et de le libre parcours moyen élastique (en magenta, axe de droite), en 

fonction de |γ+δ|. La fréquence réduite est de 4,4. La densité des diffuseurs est de 11 500/m2( 
concentration de tubes c=0,07). 

 

 

Quand l’angle |γ+δ| augmente, la section du diffuseur vue par l’onde cohérente 

diminue comme on peut le vérifier par l’examen conjugué de la figure 5-3 et du tableau 

précédent. Les propriétés de l’onde cohérente se rapprochent donc, logiquement, de celles de 

l’onde incidente (ceff=c0 et Ls infini) quand |γ+δ| augmente.  

On va maintenant s’intéresser à la différence entre deux milieux multi-diffuseurs de 

même concentration de tubes, l’un isotrope, l’autre anisotrope. Dans les deux cas, le nombre 

de tubes par unité de surface vaut 23 000 (c= 0,07). Pour le milieu isotrope, chaque tube 

représente un diffuseur, comme dans le chapitre 2. Pour le milieu anisotrope, chaque diffuseur 

est constitué de 2 tubes espacés de 2,04a, et nous allons considérer les trois nombres d’ondes 

effectifs correspondant à |γ+δ|=0°, |γ+δ|=45° et |γ+δ|=90°. La figure 5-8 reprend les figures 5-

4 et 5-5, avec les résultats du milieu isotrope en plus. 
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figure 5-8, comparaison entre les vitesses effectives (en haut) et les libres parcours 
moyens (en bas) pour une densité de 23 000 tubes/m2 (concentration de tubes c=0,07), lorsque les 
diffuseurs sont constitués de 2 tubes avec |γ+δ|=0° (en magenta), |γ+δ|=45° (en jaune), |γ+δ|=90° 

(en bleu)  et lorsque les diffuseurs sont des tubes seuls (en noir). 

 

On constate que les courbes correspondant au cas isotrope s’intègrent naturellement 

entre celles des cas anisotropes extrêmes |γ+δ|=0 et |γ+δ|=90°, en respectant le principe selon 

lequel plus la section « visible » du diffuseur est grande, plus les propriétés de l’onde 

cohérente diffèrent de celles de l’onde incidente. La figure suivante permet une comparaison 

entre les sections de diffuseurs visibles selon les cas. 
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|γ+δ|=0° |γ+δ|=45° 

|γ+δ|=90°  

figure 5-9 visualisation des sections des diffuseurs vues par l’onde cohérente en fonction 
de |γ+δ| 

 

 

Il est difficile, par contre, de juger, a priori, si cette section est plus grande dans le cas 

isotrope que dans le cas anisotrope γ=45° ou si c’est le contraire. Du point de vue du libre 

parcours moyen, le milieu anisotrope γ=45° est quasiment identique au milieu isotrope. Seul 

l’examen de la vitesse effective permet d’observer une différence. 

La démultiplication des résonances, quand on compare la réponse d’un tube à celle de 

deux tubes proches, est également visible sur cette figure. En effet, chaque accident sur les 

courbes en noir est encadré par deux accidents sur les courbes bleue, jaune et magenta. On 

retrouve donc les résultats du chapitre 1 concernant la configuration « tubes alignés ».  

Avant de nous intéresser à la comparaison des coefficients de réflexion et de 

transmission associés à ces deux milieux, il nous faut déterminer analytiquement ces 

coefficients dans le cas du milieu anisotrope. C’est l’objet du paragraphe suivant. 
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5.3 Coefficients de réflexion et de transmission dans le cas 
anisotrope 

Comme dans les paragraphes précédents, nous allons reprendre la démarche du 

chapitre 3 pour exprimer les coefficients de réflexion et de transmission lorsque les diffuseurs 

sont anisotropes. Comme dans le cas isotrope, nous allons maintenant chercher à exprimer les 

amplitudes nX ± . Nous avons établi deux systèmes infinis d’où l’on peut tirer les équations de 

dispersion, ainsi que les deux équations du théorème d’extinction. Ce sont les relations (5.9) à 

(5.12). Nous avons alors 2M+2 équations pour 2M inconnues si M est la taille de la matrice 

nécessaire à la convergence des deux déterminants. Il nous faut donc supprimer 2 équations. 

Comme dans le cas isotrope, nous allons supprimer les équations correspondant à l’ordre 0. Si 

on réécrit les relations (5.9) et (5.10) de la manière suivante : 
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, (5.13) 

 

alors, on a les relations suivantes pour n≠0 : 
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 (5.14) 

avec 
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2
, (5.15) 

 

où DA et DB sont les déterminants respectifs du premier et du deuxième système de 

(5.13), et
nAD et 

nBD  ces mêmes déterminants lorsque la colonne n a été remplacée par An0 ou 

Bn0, et 
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 x x

x x

K k
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. (5.16) 

 

Avec ces résultats, les relations (5.11) et (5.12) deviennent : 
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et  
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avec les notations suivantes : 
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et 
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La résolution du système formé par (5.17) et (5.18) donne : 
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et 
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avec 
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Dans ce cas, le coefficient Q2 n’est pas réellement un terme élevé au carré, mais un 

produit de deux termes liés chacun à l’une des ondes se propageant dans le milieu effectif 

sous la forme suivante : 
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On va maintenant chercher les coefficients de réflexion et de transmission. Pour cela, 

on va chercher à exprimer le champ diffusé par l’ensemble des diffuseurs de la même façon 

que dans le chapitre 3. On reprend l’expression (3.44): 

 ( )( ) ( ) jimj
diff mn n m j j

n m S

n T C H kr e ddθφ = ∑∑ ∫ 1
0 , (5.25) 

et on obtient : 

 in inn n
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0 0  (5.26) 

avec : 

 ( ). ( )j ji K d im
m j j

S

I e H kr e ddθ±
± = ∫ 1 , (5.27) 

qui est la même intégrale que dans le cas isotrope. 

Un calcul sans difficulté particulière permet d’écrire le coefficient de réflexion sous la 

forme : 
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et le coefficient de transmission comme : 
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. (5.29) 

Les expressions de ces coefficients sont globalement semblables à celles du cas 

isotrope. Nous allons nous attacher à justifier les différences. Pour cela, nous allons 

considérer un cas d’étude constitué d’une plaque de fluide anisotrope immergée dans un autre 

fluide. Par fluide anisotrope, nous entendons un fluide tel que l’onde qui se propage dans la 

plaque s’écrit sous une forme similaire à (5.3).  

 

Considérons les pressions suivantes : 
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 (5.30) 

avec pi la pression incidente sur la plaque, pR la pression réfléchie, pT la pression 

transmise, et pp la pression dans la plaque. Avec les conditions de continuité de la pression, et 

des déplacements normaux aux deux interfaces (x=0 et x=d), on trouve : 
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 (5.31) 

et 
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avec 
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où ρ1 et ρ2 sont les masses volumiques respectives du fluide extérieur et du fluide 

anisotrope. Comme la vitesse de propagation dépend de la direction de propagation, 

l’impédance acoustique aussi. Nous allons donc introduire deux impédances acoustiques : 

 1 2 1

2 2 2

x

x

Z k
Z k

ρ
ρ

=
=

. (5.34) 

 De même que dans le cas du milieu multi-diffuseur, Q2 peut s’écrire : 

 Q Q Q=2
1 2  (5.35) 

avec 
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On a alors pour le coefficient de réflexion : 
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Il est donc justifié de faire une analogie entre un milieu multi-diffuseur constitué de 

diffuseurs anisotropes répartis aléatoirement selon une loi uniforme et un fluide anisotrope. 

Comme dans le cas isotrope, il est alors possible de déterminer les impédances du milieu 

multi-diffuseur.  

 

Nous avons vu que seule la valeur de |γ+δ| est importante pour déterminer le nombre 

d’onde effectif. Pour ce qui est des coefficients de réflexion et de transmission, il est bien 

entendu nécessaire de connaître l’angle d’incidence par rapport aux « interfaces » fictives, en 

x=0 et x=d, du milieu multi-diffuseur ainsi que l’orientation du diffuseur. En effet, ces 

coefficients dépendent des deux nombres d’onde effectifs, celui de l’onde se propageant vers 

les x croissants, et celui de l’onde se propageant vers les x décroissants, mais aussi du 

parcours effectué par l’onde effective dans la plaque. La figure 5-10 confirme cette 

affirmation. 
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figure 5-10, modules des coefficients de réflexion (en haut) et de transmission (en bas) 
pour α= 0° et γ=45° (en bleu foncé), α=45° et γ=0° (en magenta) 

 

La représentation du module du coefficient de réflexion a été volontairement limitée à 

une amplitude de 0,08 pour que la figure soit lisible, les seules valeurs supérieures à 0,08 sont 

liées à des résonances des diffuseurs et restent inférieures à 1. Lors du tracé de cette figure, on 

a pu constater que dans le cas d’une inclinaison du diffuseur nulle (γ=0), on obtient les mêmes 

coefficients de réflexion et de transmission avec une incidence de 45° et de -45°. Mais ces 

coefficients sont différents lorsque l’incidence est normale (α=0) et le diffuseur incliné de 45° 

(γ=45°) alors que, dans tous les cas, l’angle |γ+δ| est de 45°.  

Ceci montre bien qu’il faut tenir compte aussi bien de l’angle d’incidence sur 

l’interface (α) que de l’angle entre l’axe des diffuseurs et l’interface (γ). En effet, du premier 

angle va dépendre l’épaisseur du milieu multi-diffuseur parcourue par  l’onde effective. Dans 

le cas où l’axe du diffuseur est parallèle à l’interface, considérer une incidence de 45° ou de  
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-45° donne le même résultat car on peut passer d’un cas à l’autre par symétrie axiale. Les 

parcours des ondes sont donc équivalents.  

On constate en outre que le module du coefficient de réflexion, dans le cas α=45°, 

γ=0, est supérieur à celui correspondant au cas α=0, γ=45°, alors que c’est l’inverse pour ce 

qui concerne les coefficients de transmission.  Pour ce qui concerne le module du coefficient 

de transmission, ceci s’explique par le fait que, comme nous l’avons vu au chapitre 3, il est 

quasiment égal à e-K’’l, où l est la distance parcourue par l’onde cohérente à l’intérieur de la 

couche. En effet, les deux situations correspondent à des nombres d’onde effectifs K 

identiques. Par contre, la distance l dans le cas de l’incidence oblique est supérieure à celle 

parcourue dans le cas de l’incidence normale.  

Nous allons maintenant comparer les coefficients de réflexion et de transmission 

obtenus dans le cas d’un milieu anisotrope avec ceux d’un milieu isotrope contenant le même 

nombre de tubes par unité de surface. Pour cela, nous reprenons les milieux considérés dans le 

paragraphe 5.2 pour la comparaison des vitesses effectives des milieux isotrope et anisotrope. 

La figure 5-11 présente les modules des coefficients de réflexion et de transmission en 

incidence normale dans le cas isotrope (en noir) et pour le milieu anisotrope quand les 

diffuseurs sont orientés, soit parallèlement à l’interface (γ=0 en magenta) soit selon un angle 

de 45° (γ=45° en jaune). 
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figure 5-11 modules des coefficients de réflexion (en haut) et de transmission (en bas) 
pour une couche de milieu multi-diffuseur constituée de 23 000 tubes/m2 (concentration de tubes 

c=0,07) lorsque les diffuseurs sont des tubes seuls (en noir), deux tubes distants de 2,04a avec 
γ=0° (en magenta) et γ=45° (en jaune). Dans tous les cas, α=0°. 

 

La comparaison des modules des coefficients de transmission confirme les 

constatations faites sur l’évolution du libre parcours moyen. En effet, comme nous l’avons vu, 

le coefficient de transmission peut s’approximer par e-K’’l. Dans les cas considérés ici, la 

distance l parcourue dans le milieu multi-diffuseur est identique. La seule différence vient 
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donc de la valeur du nombre d’onde effectif, liée à la section du diffuseur visible par l’onde 

cohérente. 

L’analyse du module du coefficient de réflexion est plus complexe. En effet, nous 

avons vu au chapitre 3 que l’approximation du coefficient de réflexion nécessite la prise en 

compte de deux termes lors de l’écriture sous forme de séries de Debye. On peut cependant 

constater l’établissement d’ondes stationnaires dans l’épaisseur du milieu multi-diffuseur en 

basse fréquence. La figure 5-12 présente un zoom des modules des coefficients de réflexion 

de la figure 5-11. 
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figure 5-12  modules des coefficients de réflexion pour une couche de milieu multi-
diffuseur constituée de 23 000 tubes/m2 (concentration de tubes c=0,07) lorsque les diffuseurs 
sont des tubes seuls (en noir), deux tubes distants de 2,04a avec γ=0° (en magenta) et γ=45° (en 

jaune). Dans tous les cas, α=0°. (zoom de la figure 5-11) 

 

Sur cette figure, on voit que la période des oscillations est la même dans tous les cas. 

Nous avons vu dans le chapitre 3 que, dans le cas isotrope, ces oscillations correspondent à 

des ondes stationnaires effectuant des allers-retours à la vitesse effective dans l’épaisseur du 

milieu multi-diffuseur. En se référant à la figure 5-8, on constate que les vitesses effectives 

des trois cas considérés sont les mêmes pour des fréquences réduites inférieures à 1. Les 

oscillations des coefficients de réflexion dans les cas anisotropes correspondent donc bien à 

des ondes stationnaires. 
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Dans ce chapitre, nous avons montré que lorsque les diffuseurs ne sont pas isotropes, 

la théorie de Fikioris et Waterman peut être facilement adaptée afin de trouver un milieu 

fluide visqueux anisotrope équivalent au milieu multi-diffuseur. On trouve alors un nombre 

d’onde effectif qui ne dépend que de |γ+δ|. L’évolution du libre parcours moyen élastique en 

fonction de  |γ+δ| peut s’expliquer par la section des diffuseurs visible par le front d’onde de 

l’onde cohérente. Les coefficients de réflexion et de transmission dépendent à la fois de 

l’angle entre l’interface et la direction d’incidence et de l’angle entre l’onde effective et le 

diffuseur. La transmission est modifiée par l’anisotropie en raison de la variation de 

l’atténuation effective. La réflexion présente des oscillations dues à l’établissement d’ondes 

stationnaires dans l’épaisseur de la couche. 
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Conclusion générale 

 

Nous nous sommes intéressés, dans ce document, à la propagation d’ondes 

acoustiques dans un milieu multi-diffuseur. Nous avons montré les principaux problèmes liés 

à ce type de milieu. Tout d’abord, il est impossible d’effectuer un calcul de diffusion multiple 

lorsque le nombre de diffuseurs dépasse quelques dizaines en raison de la taille des matrices à 

gérer qui demande un espace mémoire important et du temps de calcul nécessaire. Ensuite, 

lorsque les diffuseurs sont des tubes et que la distance moyenne entre eux devient petite par 

rapport à leur taille, il se produit des couplages entre les tubes. Ces couplages se manifestent 

par des démultiplications des résonances de l’onde A d’un tube seul. Si l’on regarde un 

groupe restreint de diffuseurs, les nouvelles résonances observées peuvent alors être attribuées 

à des ondes locales, c’est-à-dire des ondes dont le parcours n’inclut pas tous les diffuseurs du 

groupe, ou à des ondes globales, ondes dont les parcours font intervenir tous les diffuseurs du 

groupe. Une étude expérimentale menée sur des groupes de tubes alignés et aux sommets d’un 

triangle équilatéral a confirmé ce comportement, ainsi que la présence de résonances 

supplémentaires dans les cas où les diffuseurs sont positionnés selon une géométrie fermée, 

résonance dont la nature reste indéterminée.  

La seconde partie nous a permis de comparer trois théories de milieu effectif : celle de 

Foldy, celle de Waterman et Truell et celle de Fikioris et Waterman. La théorie de Foldy 

néglige la rétro-diffusion devant la diffusion vers l’avant et considère les diffuseurs comme 

ponctuels. Celle de Waterman et Truell utilise l’approximation quasi-cristalline et fait tendre 

la taille des diffuseurs vers 0. Ces deux théories sont très voisines. Elles aboutissent toutes 

deux à une expression explicite du nombre d’onde effectif et donnent des résultats similaires. 

La théorie de Fikioris et Waterman donne également des résultats proches pour de faibles 

densités de diffuseurs mais, comme elle est la seule à prendre en compte la taille réelle des 

diffuseurs, elle se différencie des deux théories précédentes dès que la longueur d’onde 

devient de l’ordre de quelques fois la taille des diffuseurs. L’expression du nombre d’onde 

effectif, dans cette théorie, est implicite. Pour de fortes densités de diffuseurs, cette théorie 

aboutit à des atténuations négatives en basses fréquences, ces résultats étant non physiques. 

Elle permet cependant de déterminer les caractéristiques (densité, vitesse de phase et 

atténuation) d’un milieu fluide visqueux homogène équivalent dans sa zone de validité. Ceci 
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est le point majeur de ce travail. Une validation expérimentale a été tentée mais n’a abouti que 

pour ce qui concerne l’atténuation effective. Des limitations dues à la taille de notre 

échantillon n’ont pas permis d’effectuer un moyennage suffisant pour se rapprocher des 

conditions théoriques. Enfin, la généralisation de la théorie de Fikioris et Waterman  à des 

diffuseurs anisotropes a été effectuée, aboutissant à la détermination des caractéristiques d’un 

fluide visqueux anisotrope équivalent. 

Ce travail doit être complété par une recherche de validation expérimentale. Dans ce 

but, il est envisagé de mettre au point une expérience dans laquelle les diffuseurs pourront être 

déplacés pour augmenter le nombre de configurations possibles afin de se rapprocher le plus 

possible de la moyenne statistique effectuée en théorie. De plus, si une répartition uniforme 

des diffuseurs est acceptable dans le cas d’un matériau artificiel, si l’on souhaite s’intéresser à 

des matériaux naturels, une répartition gaussienne des diffuseurs serait sans doute plus 

réaliste. Cependant, il parait alors peu probable d’obtenir un milieu effectif aussi simple que 

celui trouvé ici. Il pourrait donc être envisagé l’usage de méthodes utilisées dans le cas de 

phénomènes localisés comme les interphases en divisant l’espace occupé par les diffuseurs en 

une série de milieux de densités différentes. Connaissant les impédances de chacune de ces 

couches, il devient alors possible de jouer sur les épaisseurs pour se rapprocher au mieux 

d’une variation gaussienne de la densité de diffuseurs. 
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 Annexe 1, Matrice de diffusion 

 

La matrice de diffusion, ou matrice S, est un des outils important de la diffusion 

acoustique. En effet, elle renferme la plupart des propriétés de diffusion du système étudié : 

ses valeurs propres donnent les fréquences de résonance complexes de ce système. De plus, 

nous allons voir qu’il y a équivalence entre son unitarité et la conservation de l’énergie. Il 

existe plusieurs définitions de cette matrice ainsi que de la matrice de transition qui lui est 

directement liée. La matrice de transition intervient, quant à elle, de façon naturelle dans les 

calculs de champ diffusé. Suivant les conventions utilisées, elle va donc avoir une expression 

différente, et la relation qui la lie à la matrice de diffusion va donc elle aussi changer. Dans 

cette annexe, nous allons tout d’abord présenter la matrice S, ainsi que le lien entre cette 

matrice et la matrice de diffusion utilisée par Waterman. Nous montrerons ensuite que la 

conservation de l’énergie impose à la matrice S d’être unitaire. 

 

 

Annexe1.1 Présentation de la matrice S. 

Pour introduire la matrice S, nous allons suivre la présentation faite par L. Landau et E. 

Lifchitz.[19] Considérons un système insoné par une onde plane sous un angle d’incidence α. 

En champ lointain, cette onde plane s’écrit : 
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Le champ lointain diffusé par tout le système étudié s’écrit, en géométrie cylindrique : 
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Dans cette expression apparaît le développement asymptotique de la fonction de Green, 

en géométrie cylindrique, en facteur de la fonction de forme en champ lointain du système, 

f (α,θ ). 

Le champ total est la somme du champ incident et du champ diffusé. Il s’écrit donc: 
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Afin de prendre en compte tous les phénomènes de diffusion, nous allons maintenant 

considérer que le système est, insoné par un spectre angulaire d’ondes planes se propageant 

dans des directions variables, ce qui nous donne comme nouveau champ total : 
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Dans cette expression, l’amplitude F(α), des ondes planes est une fonction 2π 

périodique. Nous allons maintenant utiliser les propriétés des séries de Fourier pour simplifier 

cette expression. Posons : 
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On peut alors réécrire (A1.4) sous la forme suivante : 
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Or, 
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donc : 
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En observant les exponentielles de propagation, on peut séparer l’expression (A1.8) en 

une partie convergente et une partie divergente : 
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Posons maintenant : 
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Avec les notations de Waterman, on peut écrire en champ lointain que : 
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Par comparaison avec (A1.2), on a : 
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Avec ces notations, la composante divergente du champ total peut s’écrire : 
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On peut alors introduire l’opérateur  T̂  définit par : 
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ce qui permet d’écrire le champ divergent sous la forme : 

 [ ] ( ) ( )
4 41 1ˆ2

2 2

i kr i kr

div
e eI T F SF

kr kr

π π

φ θ θ
π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + =  , (A1.15) 

avec I, l’opérateur unité et ˆ ˆ2S I T= + , l’opérateur de diffusion. Pour caractériser la 

matrice S, nous allons effectuer une projection sur la base des eipα. Ceci nous donne : 
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La matrice associée à l’opérateur T̂ , ainsi définie, est alors identique à celle présentée 

dans le chapitre 1. 

 

 

Annexe1.2 Matrice S et conservation de l’énergie. 

 

Le champ total est constitué d’une onde convergente et d’une onde divergente. Pour qu’il 

y ait conservation de l’énergie, il faut donc que les flux d’énergie de ces deux ondes à travers 

une surface englobant le système étudié soient égaux. Nous allons maintenant nous attacher à 

montrer que c’est bien le cas. Considérons un cercle C de rayon R contenant tous les 

diffuseurs. Nous allons calculer les flux des vecteurs de Poynting des champs convergeant et 

divergeant quand R tend vers l’infini. Pour que la conservation de l’énergie soit vérifiée, il 

faut que ces deux flux soient égaux. Nous verrons que cela équivaut à dire que la matrice S est 

unitaire. Le vecteur de Poynting, j , est défini par : 

 ( )*Im
2

j puω
= . (A1.17) 

avec p, la pression et u le vecteur déplacement acoustique. 

Son flux à travers le cercle C est donné par : 
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où jr est la composante radiale de j .Calculons dans un premier temps, le flux de l’onde 

convergente. Comme on se place dans le fluide, la seule composante utile du déplacement u  

est sa composante radiale ur. 

 

 

 

On a alors: 
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donc, en posant ( ) ( )ipF e αθ θ= , il vient : 
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⎡ ⎤⎛ ⎞
−⎢ ⎥∂ ⎜ ⎟= + − − −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

−
−

=
( )

( )

( )
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4
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2
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F
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e e ik ek F F F
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π

π π π

π θ
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⎢ ⎥
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  (A1.21) 

En exprimant ces deux quantités en r=R en faisant tendre R vers l’infini, on a : 

 
2

conv convr

conv convr

u ik

p k

φ

λφ
→∞

→∞

= ⎯⎯⎯→ −

⎯⎯⎯→
 (A1.22) 

D’où l’expression du flux lié à l’onde convergente : 

 
3

2convJ ρω
= . (A1.23) 

 

Considérons maintenant le flux lié à l’onde divergente. On a : 

 ( )
4 1

2

i kr

div
e SF

kr

π

φ θ
π

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  (A1.24) 

On exprime alors de la même façon que pour l’onde convergente les composantes 

radiales des contraintes et des déplacements : 

 

 ( )
( )

( )
4 4

3/ 2
1 1 1

22 2

i kr i kr

div
div

ike eu SF SF
r kr kr

π π

δφ θ θ
δ π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = −  (A1.25) 
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  (A1.26) 

En exprimant ces deux quantités en r=R en faisant tendre R vers l’infini, on a : 

 
2

div divr

div divr

u ik

p k

φ

λφ
→∞

→∞

= ⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→
 (A1.27) 

On en déduit alors le flux de l’onde divergente : 

 
3 2

2div pq
q

J Sρω
= ∑  (A1.28) 

L’égalité des flux d’énergie des ondes convergente et divergente nous conduit à écrire : 

 
3 32

2 2pq
q

Sρω ρω
=∑  (A1.29) 

d’où : 

 
2

1pq
q

S =∑  (A1.30) 

Il y a donc équivalence entre l’unitarité de la matrice S et la conservation de l’énergie. 

Ceci permet, entre autre, de valider la partie numérique de nos calculs. 

 



Annexe 2 Calcul des intégrales nécessaires aux théories de Waterman et Truell et Fikioris et Waterman 

 152 

Annexe 2 Calcul des intégrales nécessaires aux théories de 

Waterman et Truell et Fikioris et Waterman 

L’intégrale que l’on cherche à évaluer est la suivante : 

 ( ) ( )( )ji y iip iK y
p i p ij i

D

U x e H kd e dyθ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫
0

1  (A2.1) 

Rappelons que la loi de Snell-Descartes nous donne : 

 
cos cos

;          
sin sin

x x

y y y

k k K K
k K

k k K K k
α β
α β

= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (A2.2) 

La première étape consiste à exprimer la fonction de Hankel à l’aide du contour de 

Sommerfeld, noté W dans les expressions suivantes : 

 
( ) ( ) sin( )

cos sin

ji i

ji ij i

ip ik y
p i p ij i

ipip ikd ik y
i

W

U x e H kd e dy

e e e e d dy

θ α

πγθ γ α γ
π

+∞

−∞

⎛ ⎞+∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−∞

=

=

∫

∫ ∫

1

21
 (A2.3) 

Il existe alors deux cas que nous allons traiter séparément : 

 i j

i j

x x

x x

<

>
. (A2.4) 

* xi<xj 

Géométriquement, nous sommes dans la situation suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5-13 représentation symbolique de l’évolution de θji lors du déplacement de Oi sur 
la droite d’équation x=0. 

 

x 

Oi 

dij 

θji 
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Lorsque yi varie de –∞ à +∞, θji varie donc de π
2

à π
−

2
en passant par 0. 

 

Si on pose : 

 

 jiγ γ θ= +1  (A2.5) 

 

et si l’on remarque que : 

 

 
cos

sin
ij ji j i

ij ji i

d x x

d y

θ

θ

= −

= −
, (A2.6) 

alors, Up(xi) devient : 

 

 
( )

( )

cos cos sin sin sin

cos sin sin

ij ji ij ji i

j i i i

ip ikd ikd ik y
p i i

W

ip ik x x ik y ik y
i

W

U x e e e e d dy

e e e e dy d
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πγ γ γ α

γ
π

γ
π
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⎝ ⎠

−∞

⎛ ⎞ +∞−⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

−∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

1
1 1

1
1 1

2
1

2
1

1

1
. (A2.7) 

Avec la relation suivante : 

 

 ( )sin sin

cos
i iik y ik y

ie e dy
k

γ α π δ α γ
α

+∞
−

−∞

= −∫ 1
1

2  (A2.8) 

où δ est la distribution de Dirac, on a : 

 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )
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cos

cos

j i

j i

x j i

ip ik x x
p i

W

ip ik x x

p
ik x xip

x

U x e e d
k

e e
k

i e e
k

πγ γ

πα α

α

π δ α γ γ
π α

α

⎛ ⎞−⎜ ⎟ −⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟ −⎝ ⎠

−
−

= −

=

=

∫
1

12
1 1

2

1 2

2

2

. (A2.9) 

Nous allons maintenant considérer le deuxième cas. 

*xi>xj 

 ( ) ( )( )ji y iip iK y
p i p ij iU x e H kd e dyθ

+∞

−∞

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ 1 . (A2.10) 
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Ici, θji ne va pas subir la même variation. En effet, dans ce cas, il va varier 

de π
2

à π
−

2
en passant par π. 

 

Si on pose : 

 
( )ji ij

ij

pip ipe eθ θ

γ γ θ= +

= −

1

1
 (A2.11) 

et si l’on remarque que : 

 
cos

sin
ij ij i j

ij ij i

d x x

d y

θ

θ

= −

=
, (A2.12) 

alors, Up(xi) devient : 
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( ) ( )

cos sin sin
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π
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−
=

⎛ ⎞−
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⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

1
1 1

1
1 1

2
1

2
1

1

1
. (A2.13) 

  

En utilisant (A2.8), on trouve : 
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( ) ( )
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p
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α
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−
=
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. (A2.14) 
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 Annexe 3 : Egalités entre Dn et D-n 

 

Nous allons chercher à établir ici l’égalité entre les déterminants Dn et D-n utilisés dans 

la théorie de Fikioris et Waterman. Le système auquel nous faisons référence est le suivant : 

 nm nm mm m n
m

bn bnA T X A T Xπ πδ
κ κ κ κ

± ±
− + − +

≠

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 1 10 0
0 00 0

0

2 2  (A3.1) 

avec : 

 ( ) ( ) ( ) ( )' ( ) ( ) '
nm m n m n m n m nA KJ Kb H kb kJ Kb H kb− − − −= −1 1 . (A3.2) 

 

De part les propriétés des fonctions de Bessel, on voit que : 

 

 nm n mA A− −=  (A3.3) 

et on sait de plus, d’après le chapitre 1, que : 

 1 1
nn n nT T− −=  (A3.4) 

 

La matrice dont le déterminant est D est donc de la forme : 

 

o c b d e
j m a f g
h i n i h
g f a m j
e d b c o

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥

+⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

1

1

1

1

1

. (A3.5) 

 

La matrice dont le déterminant est Dn est de la forme : 

 

o c b e
j m a g

M h i n h
g f a j
e d b

z
y
x
y
z o

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

1

1

1

1

1

 (A3.6) 

La matrice dont le déterminant est D-n est de la forme : 
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o b d e
j a f g

M h n i h
g

z

a m j
e b c o

y
x
y
z

=

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

2

1

1

1

1

 (A3.7) 

La question est alors : les déterminants de M1 et M2 sont-ils égaux ? 

 

Pour passer de M1 à M2, on effectue une symétrie de M1 par rapport à la ligne centrale 

soit M permutations si la taille de la matrice est de 2M+1 (de-M à M) : 

 

 '

e d b z o
g f a y j

M h i n x h
j m a y g
o c b z e

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

1

1

1

1

1

 (A3.8) 

 

A ce stade, le déterminant est multiplié par (-1)M. 

 

Puis on effectue une symétrie par rapport à la colonne centrale soit M permutations si 

la taille de la matrice est de 2M+1 (de-M à M) : 

 ''

o z b d e
j y a f g

M Mh x n i h
g y a m j
e z b c o

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= =+⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥
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1 2

1

1

1

1

 (A3.9) 

Le déterminant est alors multiplié à nouveau par (-1)M. Au total, il est multiplié par 

 (-1)2M, il est donc inchangé.  

D’où :   

 Dn=D-n. (A3.10)
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