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THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 27/04/2006

pour l’obtention du
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Invité : S. HÜLLERDireteurs de Thèse : F. NATAF
R. SENTIS

Laboratoire d’accueil : CEA - DAM / DCSA / SSEL



Mis en page ave la lasse thloria.



RemeriementsJe tiens, tout d'abord, à remerier mes direteurs de thèse, Rémi Sentiset Frédéri Nataf, sans qui rien n'aurait été possible. La qualité de leur en-adrement sans oublier leur gentillesse ont été pour moi soure d'une grandemotivation me permettant de m'aomplir pleinement dans le travail de ettethèse. Mais surtout, ils m'ont fait on�ane durant es trois années et ont su mefaire partager leur passion pour le alul sienti�que. Pour ela, je les remerieà nouveau.Dans un seond temps, j'adresse mes remeriements à l'ensemble des mem-bres du jury, en partiulier les rapporteurs Lu Giraud et Bonifae Nkongapour leur leture attentive permettant l'amélioration du manusrit par leursremarques avisées.En outre, pendant es années de reherhe, j'ai intégré l'équipe de dévelop-pement du ode HERA. Il n'aurait pas été pensable de m'immerger dans e odesans les onseils et la patiene de Philippe Ballereau et David Dureau. Je les enremerie grandement.J'aimerais aussi remerier Gérard Meurant pour l'intérêt qu'il a porté à montravail. Ses passages dans mon bureau ont toujours été délenheur de reherhesfruteuses.Durant ette thèse, j'ai eu le privilège de faire un grand nombre de renontresplus instrutives et enrihissantes les unes que les autres. Je pense notammentà mon anien ollègue de bureau Gwénaël Salin, sans esse à l'éoute et d'unavis toujours pertinent. J'y joins également Stéphane Del Pino et Pasal Havéqui ont guidés mes premiers pas en programmation. En�n, je remerie PhilippeHoh pour sa bonne humeur onstante et sa joie de vivre. Les repas et les pausesn'auraient pas été aussi �déjantés� sans lui.Je remerie également les aniens et nouveaux du ouloir des thésards, Ben-jamin, Paul-Edouard, les deux Julien, Constant, Céline, Lisl, Hugues, Mar-Antoine, Olivier, les sportifs du foot et de la boxe ainsi que eux que j'oublie.Pour �nir, je tiens à apporter une attention partiulière aux personnes quim'ont toujours soutenu, ma famille, ma �anée Sabrina pour son soutien auquotidien ainsi que mes amis.

i



ii



à ma famille,à Sabrina.

iii



iv



Table des matières
Introdution xi
Partie I Présentation globale et disrétisation 1

Chapitre 1Présentation générale des équations et problématique1.1 Notations générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.1.1 Des équations de Maxwell à l'équation d'Helmholtz . 41.1.2 Conditions limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.1.3 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2 Approximation optique géométrique . . . . . . . . . . . . . . 71.3 Modèle paraxial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.3.1 Déomposition de la densité . . . . . . . . . . . . . . 81.3.2 Equation paraxiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.3.3 Cas N0 onstant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.3.4 Cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.4 Couplage ave le modèle Hydrodynamique . . . . . . . . . . 111.5 Remarque préliminaire sur la taille mémoire . . . . . . . . . . 121.5.1 Zone paraxiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.5.2 Zone Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.6 Stratégie de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.6.1 Couhes absorbantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13v



Table des matières1.6.2 Solveur Rapide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.7 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15Chapitre 2Disrétisation des équations2.1 Maillages et interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.2 Modèle hydrodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.3 Modèle paraxial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4 Modèle Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.4.1 Préliminaires algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . 222.4.2 Cas test : la fontion d'Airy . . . . . . . . . . . . . . 232.5 Condition limite absorbante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.6 Disrétisation de la ondition limite lassique . . . . . . . . . 272.6.1 Résultats numériques 1D préliminaires . . . . . . . . . 272.6.2 Dérivée normale à l'ordre un . . . . . . . . . . . . . . 292.6.3 Dérivée normale à l'ordre deux . . . . . . . . . . . . . 292.7 Condition limite grand angle (G.A.) . . . . . . . . . . . . . . 302.7.1 Condition G.A. ave dérivée normale à l'ordre un . . 302.7.2 Condition G.A. ave dérivée normale à l'ordre deux . 312.8 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.9 Couplage Paraxial / Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.10 Remarque sur une ondition d'interfae pour les PML . . . . 35
Partie II Résolution des systèmes 39

Chapitre 3Algèbre linéaire3.1 Eriture matriielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.1.1 Cas sans reouvrement . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.1.2 Cas ave reouvrement . . . . . . . . . . . . . . . . . 453.2 Résolution du système linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 47vi



3.3 Résolution par méthode de Krylov . . . . . . . . . . . . . . . 493.3.1 Méthode GMRES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.3.2 Méthode BiCG et variantes . . . . . . . . . . . . . . . 513.4 Appliation au système linéaire matriiel . . . . . . . . . . . 54Chapitre 4Rédution Cylique4.1 Présentation de la Rédution Cylique . . . . . . . . . . . . . 584.2 Approhe par déomposition spetrale, la méthode standard 614.3 Approhe par tehnique de solution partielle, la méthodePSCR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634.3.1 Etapes de rédution et redistribution . . . . . . . . . 634.3.2 Constrution du seond membre . . . . . . . . . . . . 634.3.3 Redistribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 644.3.4 Séparabilité du problème . . . . . . . . . . . . . . . . 654.3.5 Tehnique de solution Partielle . . . . . . . . . . . . . 674.4 Choix de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 684.5 Performane de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69Chapitre 5Solveur spetral5.1 Calul des valeurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 735.1.1 Eriture de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . 735.1.2 Forme tridiagonale onservée . . . . . . . . . . . . . . 735.1.3 Aéleration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 745.1.4 Remarques sur l'implantation de la méthode LR . . . 755.2 Calul des veteurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 755.2.1 Prinipe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . 765.2.2 La twisted fatorisation . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.2.3 Le oe�ient γk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.2.4 Connexion ave les veteurs propres . . . . . . . . . . 785.2.5 Calul des veteurs propres et orthogonalité . . . . . . 785.2.6 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79vii



Table des matièresPartie III Parallélisme 81
Chapitre 6Parallélisation de la méthode6.1 Le superalulateur Tera-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 846.2 Le ode HERA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 856.3 Stratégie de parallélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 866.3.1 Première approhe, MPI . . . . . . . . . . . . . . . . 876.3.2 Deuxième approhe, Multithreading . . . . . . . . . . 876.3.3 Troisième approhe, Méthode mixte hybride . . . . . 896.4 Répartition des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 896.5 Analyse préliminaire du oût de stokage . . . . . . . . . . . 906.5.1 Veteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 916.5.2 Matries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 916.5.3 Bilan de la gestion mémoire . . . . . . . . . . . . . . . 916.6 Du bon usage du multithreading . . . . . . . . . . . . . . . . 926.6.1 Combinaison linéaire de veteurs . . . . . . . . . . . . 926.6.2 Produit matrie-matrie . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.6.3 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 966.7 Parallélisation de la méthode GMRES . . . . . . . . . . . . . 966.7.1 Algorithme GMRES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 986.8 Parallélisation de la Rédution Cylique . . . . . . . . . . . . 996.8.1 Calul du spetre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 996.8.2 Réurrene sur le spetre . . . . . . . . . . . . . . . . 996.8.3 Liste des tâhes de la Rédution . . . . . . . . . . . . 996.8.4 Calul dans la base des veteurs propres . . . . . . . . 1016.8.5 Réurrene sur le seond membre . . . . . . . . . . . 1026.8.6 Résolution du problème réduit et redistribution . . . . 1036.9 Performanes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1046.9.1 Approhe hybride . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1046.9.2 Salabilité, problème �xe . . . . . . . . . . . . . . . . 1056.9.3 Salabilité, problème doublé . . . . . . . . . . . . . . 106viii



Chapitre 7Résultats numériques et performanes7.1 Cas de validation ; Paraxial vs Helmholtz . . . . . . . . . . . 1097.2 Couplage Paraxial/Helmholtz, Paraxial vs Paraxial + Helm-holtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1167.3 Cas Helmholtz ave absorption . . . . . . . . . . . . . . . . . 1247.4 Condition de raord paraxial - Helmholtz . . . . . . . . . . . 1257.5 Disrétisation de la longueur d'onde . . . . . . . . . . . . . . 1287.6 Méthodes de Krylov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1297.7 Cas monospekle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1297.8 Cas multispekle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1337.8.1 Cas 4 spekles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1337.8.2 Validation du ouplage Paraxial / Helmholtz . . . . . 1387.8.3 Cas 20 spekles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1387.9 Cas physique réaliste ; dé�etion du laser . . . . . . . . . . . 140Conlusion et perspetives 145AnnexesAnnexe A Rappels de di�érenes �nies 147Annexe B Calul analytique de valeurs et veteurs propres 149B.1 Valeurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149B.2 Veteurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151Annexe C Enapsulation du multithreading en C++ 153Bibliographie 157

ix



Table des matières

x



IntrodutionLe Laser Mégajoule (LMJ) en onstrution au CEA-Cesta de Bordeauxonstitue un élément lé du programme simulation de la Diretion des Applia-tions Militaires.Le dispositif expérimental de Fusion ontr�lée par Con�nement Inertiel viseà omprimer fortement un mélange fusible de deutérium et tritium ontenudans une petite apsule appelée miro-ballon. Expérimenté depuis les années60, e shéma de fusion est devenu réaliste depuis le développement de lasers depuissane tel que le LMJ.

Fig. 1 � Lieux des prinipaux phénomènes physiques de la FCILe CEA-DAM a hoisi la voie de l'attaque indirete. Dans e shéma, lemiro-ballon est disposé au milieu d'une avité ylindrique aux parois d'or queles faiseaux lasers élairent. Sous l'impat des faiseaux lasers, les parois dela avité explosent (D) et emmettent des rayons X (A). Cei rée un plasmaqui se détend fortement et vient impater le miro-ballon dégradant ainsi sonimplosion. Pour pallier es inonvénients, la avité est remplie d'un gaz qui sertà ontenir l'expansion des parois. Il faut don fermer les trous d'entrée (C)ave un matériau transparent au rayonnement laser. Ce gaz étant très rapide-ment hau�é par les faiseaux lasers, un plasma se rée sur leurs trajetoires. Leontr�le de la propagation des faiseaux (E) lasers dans des plasmas de plusieursentimètres est très di�ile, et les phénomènes mis en jeu (auto-foalisation, �-xi



Introdutionlamentation, déviation, instabilités paramétriques, rétro-di�usion, et.) sont trèsomplexes. Le DT est ainsi porté à des onditions de température et de pres-sion telles que la ombustion thermonuléaire (B) devient signi�ative et arriveà s'auto-entretenir : 'est l'ignition. Le temps de on�nement est très bref, del'ordre d'une entaine de pioseonde, et le dégagement de l'énergie est impul-sionnel.C'est dans le adre de la propagation des faiseaux laser que s'insrit etravail. On s'intéresse ii à la simulation de la propagation de faiseaux lasersdans des plasmas. En partiulier, la modélisation du faiseau laser grâe auxéquations de Maxwell est impossible à réaliser numériquement sur des éhellesmarosopiques raisonnables en raison des éhelles aratéristiques du problème.De plus, les phénomènes de l'interation se développent sur des temps beauoupplus longs que la durée de traversée de la ible à la vitesse de la lumière.Dans la littérature, il est d'usage d'approher les équations de Maxwell parune équation de Shrödinger paraxiale [1℄, [2℄, [3℄, [4℄, [5℄, [6℄, [7℄ ou [8℄. Elle estobtenue par une méthode de déomposition paraxiale (de type optique géomé-trique). Pourtant, on sait que la méthode paraxiale n'est valide que pour unepropagation du faiseau laser dans une diretion privilégiée et à ondition quela densité életronique adimensionnée par la densité ritique ne soit pas tropgrande et ne varie pas trop. Dès que ette densité devient grande, il peut y avoirélatement et réfration à l'éhelle marosopique, e qui peut onduire à unhangement omplet de la diretion de propagation (dans la zone de la aus-tique) du faiseau laser. Cela nous pousse alors à onsidérer un ouplage spatialentre deux modèles : d'une part un modèle paraxial, valide loin de la austiqueet peu oûteux ; d'autre part, près de la austique, on utilise un modèle basé surles équations de Maxwell fréquentielles pour un hamp életrique salaire (i.e.polarisation linéaire). On appellera également e dernier modèle Helmholtz parabus de langage. Notre objetif est de mettre au point un solveur rapidepour les équations de Maxwell fréquentielles et d'opérer le ouplageave la zone paraxiale. Par ailleurs, es deux modèles sont aussi ouplés auxéquations de l'hydrodynamique par l'introdution d'une fore supplémentairedûe au gradient de l'intensité laser (bien sûr résolue dans tout le domaine).Préisons qu'on ne peut pas omparer nos résultats ave eux de la littéra-ture. En e�et, la plupart des résultats disponibles sont obtenus ave des odesbasés sur le modèle paraxial don ne pouvant traiter des faiseaux ourbes. Ilexiste toutefois des odes de résolution du modèle Helmholtz érits par des phy-siiens utilisant une transformée de Fourier dans une des diretions e qui permetdes variations de densité jusqu'à la densité ritique mais qui oblige à mettre detrès larges zones d'absorption des ondes près des frontières perpendiulaires àette diretion. Toutefois, es odes traitent généralement des faiseaux droitssur des domaines de petites tailles. Voir par exemple [9℄, [10℄ et [11℄. On peutaussi noter l'artile [12℄ mentionnant uniquement des résultats mais qui renvoiepour la desription de la méthode numérique à un paragraphe de [13℄.Cette thèse est omposée de 7 hapitres. Elle est struturée omme suit :
• Dans le premier hapitre, les di�érents modèles des phénomènes phy-siques de l'interation laser-plasma utilisés seront présentés. En partiulier, pourla modélisation du plasma, la densité életronique adimensionnée N(x, y) seraxii



obtenue à partir d'un modèle hydrodynamique type Euler simpli�é. On pourraalors e�etuer la déomposition de la densité életronique N selon ses éhellesde variation
N(x, y) = N0(x) + δN(x, y)où N0 est la densité homogénéisée dite moyenne, onstante ou variable, et δNune perturbation ou �utuation. Pour la modélisation de la propagation desondes, on s'intéressera dans un premier temps à l'obtention du modèle Maxwellfréquentiel (qui est une équation de Shrödinger) véri�é par le hamp laser ψ

[
2i
ǫ

c

∂

∂t
+ ǫ2∆ + iν + (1 −N(x, y))

]
ψ(x, y, t) = 0où ǫ est l'inverse du nombre d'onde dans le vide, c la vitesse de la lumière, ν unoe�ient d'absorption.Dans un seond temps, en notant l'enveloppe laser u véri�ant l'approxima-tion

ψ(x, y, t) ≃ u(x, y) ei
~K.~x
ǫ ,on dé�nira le modèle paraxial suivant

2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆⊥u+ iu∇ · ~K + 2i ~K · ∇u+ 2iν0u− ǫ−1 (δN) u = 0où ~K est le veteur de propagation de l'onde et ∆⊥ le Laplaien dans la diretionorthogonale à ~K.Notre but est d'e�etuer une résolution sur un domaine d'une taille réa-liste de plusieurs milliers de longueurs d'onde dans haque diretion. C'est unvéritable hallenge numérique néessitant une stratégie adaptée. Les modèles hy-drodynamique et paraxial étaient déjà implantés dans le ode HERA. Les e�ortsde résolution sont don entrés sur l'équation de Maxwell fréquentiel. Celle-i sefait de façon totalement impliite en temps ; on est alors onduit à la résolutiond'une équation de type Helmholtz. Or, on sait qu'une disrétisation préise né-essite au moins dix points par longueur d'onde entraînant la prise en ompte demaillages de l'ordre de plusieurs dizaines à entaines de millions d'inonnues. Atitre de omparaison, le maillage pour les modèles hydrodynamique et paraxialpeut être dix fois plus grossier dans haque diretion. On omptera don utili-ser un solveur rapide ave la forte ontrainte que l'équation d'Helmholtz est àoe�ient variable. Les �utuations de densité faisant perdre la séparabilité duproblème, il onviendra d'utiliser une méthode itérative. En�n, les onditionssortantes sont un aspet très important des problèmes de propagation d'ondes.La référene en la matière sont les ouhes absorbantes PML (Perfetly MathedLayer) [21℄. Leur prise en ompte aentuera enore les di�ultés ave la perteloale de propriétés algébriques néessaires à l'utilisation d'un solveur rapide detype Rédution Cylique. Tout ei nous poussera alors à utiliser une stratégiede déomposition de domaine type Shwarz assoiée à une méthode itérative deKrylov pour d'une part isoler les perturbations liées aux ouhes PML et d'autrepart traiter les �utuations de densité. La di�ulté de ette thèse est de faireohabiter toutes es méthodes performantes et réentes. xiii



Introdution
• Après avoir introduit les di�érentes équations et motivations du problème,la disrétisation de es équations sera présentée dans le seond hapitre. Leséhelles aratéristiques des grandeurs sont très di�érentes suivant les modèles.Typiquement, un pas de maillage de l'ordre de la longueur d'onde sera su�-sant pour les modèles hydrodynamique et paraxial tandis que pour le modèleHelmholtz, il faudra onsidérer une petite fration de la longueur d'onde. Ceiamènera alors à onsidérer deux maillages distints se reouvrant ; un premierdit grossier pour les grandeurs �uide et du modèle paraxial et un seond dit �npour le modèle Helmholtz. Pour l'hydrodynamique, on utilise un shéma expli-ite de type Lagrange plus transport. Pour le modèle paraxial, on utilise uneméthode à pas frationnaires proposée par R. Sentis [3℄ onsistant à onsidérerune étape d'advetion puis une étape de di�ration. Pour le modèle Helmholtz,on utilisera une disrétisation di�érenes �nies lassique. En partiulier, on verraqu'ave les ouhes PML, l'opérateur Laplaien se disrétise omme
ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

δx2
+ aj

aj+1/2(ψ
n
i,j+1 − ψni,j) − aj−1/2(ψ

n
i,j − ψni,j−1)

δy2où aj+1/2 =
aj+1+aj

2 ave aj =
i√1−Nji√1−Nj+σj

. L'impat des PML se traduit parla perte loale de la symétrie de l'opérateur. En posant δN = 0, la matrie dedisrétisation assoié au shéma s'érira alors



Bb −T
−T A −T. . . . . . . . .

−T A −T
−T Bh


où les matries Bh et Bb ontiennent les ouhes PML et ne sont pas symétri-ques. Notons nx et ny le nombre de points en x et y. Sans tenir ompte desouhes PML, on obtient une matrie arré symétrique (non hermitienne) dedimension nx × ny. La matrie T ∈ R

nx×nx est une onstante fois l'identitéet A ∈ C
nx×nx est tridiagonale. Dans le as sous-ritique (N < 1 en sortie deboîte, à droite), il est intéressant d'améliorer la qualité de la ondition lassiquesd'onde sortante (

ǫ
∂

∂n
− i

√
1 −N

)
ψ = g.On présentera tout d'abord omment es onditions s'obtiennent et ommentêtre plus préis au niveau ontinu en utilisant la théorie des onditions absor-bantes [18℄. Au niveau disret, on étudiera en partiulier une montée en ordrede la disrétisation de la dérivée normale. Une étude numérique sera e�etuéepour omparer les di�érentes approhes entreprises. Le gain de préision pos-sible est remarquable. En�n, on s'intéressera au traitement de la ondition surle bord entrant du domaine permettant le ouplage entre les modèles paraxialet Helmholtz.

• Le troisième hapitre traite de la stratégie de déomposition de domaineutilisée et des manipulations algébriques engendrées. L'idée de la déompositionde domaine est ii d'isoler les ouhes PML.xiv
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(
ǫ2∆̃ + (1 −N0) + iν

)
ψP1 = 0 dans Ωb(

ǫ2∆ + (1 −N0) + iν
)
ψG = δNψG dans Ωg(

ǫ2∆̃ + (1 −N0) + iν
)
ψP2 = 0 dans Ωhoù on a noté l'opérateur

∆̃ = µ(y)
∂

∂y
µ(y)

∂

∂y
+

∂2

∂x2ave µ(y) traduisant l'impat des ouhes PML.Pour ψP1, une ondition de raord sur Γ̃P1 doit être érite, elle est du type
µ(y)

∂ψP1

∂y
+ α ψP1 =

∂ψG
∂y

+ α ψG sur Γ̃P1où α est un oe�ient omplexe à déterminer et de même pour les autres ondi-tions sur ψG et ψP2.L'ériture matriielle d'une telle déomposition sans et ave reouvrementainsi que sa résolution par une stratégie de préonditionnement sera la mo-tivation de e hapitre. Dans une première partie, on montrera formellementl'équivalene entre la solution du problème initial et la solution du problèmedéomposé au niveau algébrique. Après un rappel sur les tehniques itérativesde Krylov, on dérira la méthode itérative assoiée à la résolution du systèmelinéaire de la déomposition de domaine. En partiulier, il sera possible d'avoirune approhe de préonditionnement partiulièrement adaptée. Ainsi, on aurala struture par blo suivante
AD =




AH 0 0
0 AI 0
0 0 AB


 et AE =




0 C1 0
C2 0 C3

0 C4 0


où AD est la matrie omposée des disrétisations de haque domaine et AEles onnetions entre sous-domaines. Notons δN la matrie diagonale assoiée àxv
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δN . On résoudra alors le système linéaire

(AD −AE + δN )X = b.Don en utilisant A−1
D omme matrie de préonditionnement, ela revient à

(I −A−1
D (AE − δN ))X = A−1

D b.Le blo AI sera inversé par un solveur rapide. La méthode de déomposition dedomaine utilisera les méthodes de Krylov dont GMRES.
• Dans le quatrième hapitre, on présentera le solveur rapide utilisé, laRédution Cylique dont une multitude de variantes existe. On peut iter parexemple la méthode très onnue FACR [34℄. Toutefois, l'utilisation de méthodesrapides type transformée de Fourier ne sera pas appliable à notre problème,exluant ainsi e type de méthode. La disrétisation de notre problème amène àonsidérer un système linéaire tridiagonal par blo d'une struture très simple.




B −T
−T A −T. . . . . . . . .

−T A −T
−T B


La Rédution Cylique onsistera à éliminer les inonnues par ombinaison li-néaire de manière réursive. On se restreindra dans ette partie à deux grandes
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Elimination Redistributionapprohes a priori adaptées ; une première dite standard basée sur une analysespetrale et une seonde appelée PSCR [22℄ basée sur une tehnique de solu-tions partielles [26℄. L'idée sera de omparer les méthodes et surtout de justi�erle hoix d'utiliser la méthode standard et non la méthode PSCR réente et trèsutilisée pour les problèmes d'Helmholtz à oe�ient onstant. En partiulier,l'avantage indéniable de la méthode standard sur la méthode PSCR sera saxvi



simpliité algorithmique et de mise en oeuvre. En e�et, la méthode s'érit sim-plement et le noeud de la méthode sera une séquene de produit d'une matriedense par un ensemble de veteur. Notons que d'un point de vue historique,la Rédution Cylique fut éprouvée sur des problèmes elliptiques simples. Unpoint ruial de ette méthode sera la apaité à aluler très préisément etrapidement le spetre omplet de la matrie A tridiagonale symétrique (nonhermitiennne).
• Basé sur des séquenes d'opérations algébriques sur les valeurs et veteurspropres, la performane du solveur rapide dépendra diretement de la préisionde la déomposition spetrale. Le inquième hapitre présente une méthodeultra rapide et performante pour obtenir les valeurs et veteurs propres d'unematrie notée A tridiagonale omplexe symétrique non-hermitienne. Autrementdit, on herhera les matries Λ et Q véri�ant

A = QΛQT .Il existe de nombreuses méthodes permettant d'obtenir les valeurs propres dontle fameux algorithme QR. Par ontre, auune de es méthodes ne tient omptedu aratère tridiagonal de la matrie. On s'intéressera à l'algorithme LR ré-emment revu par B. Parlett [14℄. D'un point de vue historique, ette méthodepréède l'algorithme QR et est basée sur le même proédé itératif de multiplia-tion de matries issues ii de déompositions LU. De plus, les mêmes tehniquesd'aélération de la méthode par déalage seront utilisées. Bien qu'appliableen théorie dans le as de matrie générale, ette méthode est sans doute la plusperformante pour le as des matries tridiagonales. En e�et, elle repose sur desdéompositions LU, très bien adaptées pour e type de matrie.
A1 = A,pour k = 1, 2, . . . :∣∣∣∣
Ak = LU
Ak+1 = UL�nPour les veteurs propres, on herhera à déterminer le noyau des appliations

A− λiI où λi ∈ C. Cela exigera don de résoudre les systèmes suivants :



a1,1 − λi a1,2

a1,2 a2,2 − λi
. . .. . . . . . an−1,n

an−1,n an,n − λi







v1
i

v2
i...
vni


 = 0.Une manière naturelle pour trouver vi est de hoisir un indie pivot k et deposer vki = 1. S.I. Dhillon [15℄ a réemment développé une méthode très perfor-mante donnant des veteurs propres diretement orthogonaux évitant ainsi lesréorthogonalisations des veteurs propres. Elle est basée sur un hoix astuieuxdu pivot pour haque veteur propre dépendant de la fatorisation partiulièrede la matrie du noyau. Une tehnique de ra�nage des valeurs propres seraégalement employée. Initialement prévue pour les as réels, on intéressera ii àxvii



Introdutionl'implémentation dans le as omplexe e qui est nouveau à notre onnaissane.La omparaison ave la méthode lassique QR dans la bibliothèque LAPACKmontrera des gains d'un fateur au minimum 40 en temps alul et une exellentepréision.
• La parallélisation de toutes es tehniques sera alors abordée dans unsixième hapitre. On intégrera un module dans le ode parallèle HERA alu-lant l'hydrodynamique et le paraxial. Notre but sera de paralléliser et d'optimi-ser nos méthodes a�n d'e�etuer un alul massivement parallèle sur un domaineréaliste ave ouplage entre les modèles paraxial, Helmholtz et hydrodynamique.Pour obtenir de bonnes performanes, l'aspet informatique sienti�que aura uneplae ruiale. En e�et, on herhera à exploiter au mieux l'arhiteture des ma-hines disponibles. La déomposition de domaine, la répartition des harges ainsique les protooles de ommuniation seront les points fondamentaux de notreétude. La distribution des données sera ditée par elle e�etuée dans le odeHERA. Le maillage grossier �uide sera ainsi distribué en bandes horizontales demanière équilibrée entre haque proesseur. On hoisira d'utiliser une approhe
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λ03000basée sur MPI pour les ommuniations internoeuds et sur le multithreadingpour gérer au mieux les données et éviter les redondanes de données. Les opé-rations oûteuses de la résolution sont les produits matries pleines Q et QT parla matrie issue du seond membre dans le solveur rapide. Le seond membresera distribué naturellement suivant le maillage. D'un point de vue stratégique,il sera primordial que haque proessus dispose de la matrie Q. Les séquenesde produit matrie-matrie n'auront alors pas besoin de synhronisation. C'estdans e ontexte que la stratégie hybride MPI-multithreading prendra toute sonimportane. Dans la mesure où l'on souhaite plut�t béné�ier de la loalité desdonnées, on se devra alors d'avoir une grande e�aité dans la parallélisationdes opérations algébriques. Une bonne gestion du ahe devient alors primor-diale mais di�ilement ontr�lable. En partiulier, le aratère très mobile desthreads sur les proesseurs du noeud ne permet souvent pas une optimisation degestion du ahe. Pour pallier es e�ets et eux des temps de gestion des threadspar le système, il faudra avoir des tâhes partiulièrment onséquentes à paral-léliser. Dès lors, le multithreading ne s'appliquera pas dans toutes les opérations,xviii



notamment elles de petites tailles. L'opération du produit matrie-matrie serasu�samment oûteuse pour que la programmation par multithreading donne detrès bons résultats. Au ours de la Rédution Cylique, les proessus éliminentau fur et à mesure les inonnues qu'ils ontiennent jusqu'à e qu'il ne reste plusqu'un seul proessus ontenant le problème réduit. On voit ii le paradoxe de laparallélisation de méthodes de rédution. Dès lors, on jouera sur deux tableauxen parallélisant à la fois les étapes de la méthode de Rédution Cylique et lesopérations e�etuées durant es étapes. La très grande taille du domaine asso-iée au fait d'utiliser une méthode itérative où l'on doit stoker les diretionsde desente seront des ontraintes très fortes à gérer simultanément. Du faitde la répartition en bande des données, augmenter le nombre de proesseursreviendra à diminuer le nombre de veteurs à multiplier par base des veteurspropres. Il est don naturel que le temps alul soit divisé par deux si on mul-tiplie par deux le nombre de proesseurs. On onstatera des très bons résultatsde salabilté pour un problème �xe bien qu'au ours de la Rédution Cylique,le nombre de proesseurs alulant diminue du fait préisement de la rédution.
• Le dernier hapitre présente les résultats obtenus ave le ode HERA(et le module Helmholtz) par des simulations parallèles de as réalistes de pro-pagation d'un faiseau laser. Le faiseau laser va se propager et réer de fortesperturbations en reusant au �l du temps le plasma. L'interation du plasmasur le faiseau va induire des phénomènes tels que la foalisation ou la �la-mentation du laser. Le omportement de la méthode itérative sera diretementlié aux �utuations de densité. On présentera tout d'abord un as de valida-tion d'une propagation sans inidene dans un plasma sous-ritique. L'idée iisera de omparer une simulation par le modèle paraxial à une simulation par lemodèle Helmholtz. On onstatera alors la ohérene et la qualité des résultatsobtenus par le modèle Helmholtz. On présentera ensuite pour le même as unesimulation ave ouplage entre les modèles paraxial et Helmholtz. Notons quee problème de ouplage entre deux modèles di�érents dans le adre générald'un ouplage ave un modèle hydrodynamique semble nouveau. Nous avonsexhibé une méthode robuste et préise pour la résolution du problème ouplé.Les simulations suivantes e�etuées permettront l'étude de la propagation defaiseaux omposés d'un à plusieurs points hauds (spekle) dans un plasma oùla densité variera jusqu'à la densité ritique. On observera alors une forte varia-tion de la diretion de propagation du faiseau en plus des autres phénomènesdu as sous-ritique. On validera le ouplage des modèles paraxial et Helmholtzen présentant une omparaison ave le modèle Helmholtz seul. Préisons queles problèmes réalistes traités sont résolus typiquement sur des maillages de 80millions et néessitent 128 proesseurs. On présente également un as d'étude dede�etion du laser de 200 millions de points résolus sur 256 et 512 proesseurs.
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1Présentation générale deséquations et problématique
Sommaire 1.1 Notations générales . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.1.1 Des équations de Maxwell à l'équation d'Helmholtz 41.1.2 Conditions limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.1.3 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2 Approximation optique géométrique . . . . . . 71.3 Modèle paraxial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.3.1 Déomposition de la densité . . . . . . . . . . . . 81.3.2 Equation paraxiale . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.3.3 Cas N0 onstant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.3.4 Cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.4 Couplage ave le modèle Hydrodynamique . . . 111.5 Remarque préliminaire sur la taille mémoire . 121.5.1 Zone paraxiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.5.2 Zone Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.6 Stratégie de résolution . . . . . . . . . . . . . . . 131.6.1 Couhes absorbantes . . . . . . . . . . . . . . . . 131.6.2 Solveur Rapide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.7 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.1 Notations généralesPour une présentation physique des phénomènes, voir [4℄. Pour une approheplus mathématique, voir [3℄ par exemple.On s'intéresse à l'interation d'un laser de forte intensité et d'un plasmahomogène à l'éhelle mésosopique (de l'ordre du miron). On pose le problèmesur un domaine D de R

2, typiquement un retangle d'une longueur et d'unelargeur de plusieurs milliers de longueurs d'onde. On note ∂D son bord. Onintroduit les notations suivantes 3



Chapitre 1. Présentation générale des équations et problématique
• qe, me, la harge et la masse des életrons ;
• λ0, la longueur d'onde du laser ;
• c, la vitesse de la lumière ;
• k0 = 2π

λ0
, le nombre d'onde du laser ;

• ω0 = k0 c, la pulsation du laser ;
• ε0, la perméabilité du milieu ;
• Ne, la densité életronique ;
• Ni, la densité ionique ;
• Z, me, le niveau de ionisation et la masse ionique ;
• Nc, la densité ritique dé�nie par ω2

0 = Ncq
2
e(ǫ0me)

−1 ;
• νei, la fréquene de ollision életron-ion.Remarque la fréquene νei est proportionnelle à la densité ionique et dépendde la température des életrons. On la onsidère généralement égale à la densitéionique multipliée par une onstante (ou une fontion qui est onstante dans ledomaine de simulation que nous onsidérons).Nous nous limitons dans ette étude au as où le laser est monohromatique,'est-à-dire à λ0 �xé.1.1.1 Des équations de Maxwell à l'équation d'HelmholtzLe faiseau laser est aratérisé par les hamps életromagnétiques que l'onnote E et B. On note également le ourant életrique J . Ces hamps peuvent êtredéomposés en un hamp életrostatique et une omposante osillante rapide.Les hamps életromagnétiques rapidement osillants satisfont les équations deMaxwell

i)
∂

∂t
E − c2rotB + ε−1

0 J = 0, ii)
∂

∂t
B + rotE = 0,

iii) divE =
qe
ε0

(Ni −Ne), iv) divB = 0.Alors, en utilisant la dérivée temporelle des deux premières équations, on obtientl'équation des ondes lassique
∂2

∂t2
E − c2∆E = −ε−1

0

∂

∂t
J . (1.1)On doit oupler ela à une équation de relation de fermeture sur le ourant J

∂

∂t
J + νeiJ =

q2e
me

NeE . (1.2)Si νei est nul, on aurait une expression simple pour le seond membre. Si il estnon nul, on doit trouver une relation de fermeture pour le terme ∂J
∂t . Pour ela,on remarque que νei << ω0 et que le hamp E est rapidement osillant pour lapulsation ω0. En utilisant (1.2), une approximation grossière de J est

J ≃ − 1

ω2
0

∂2

∂t2
J ≃ − 1

ω2
0

q2e
me

Ne
∂

∂t
E .4



1.1. Notations généralesDon,
∂

∂t
J ≃ q2e

me
Ne

(
E +

νei
ω2

0

∂

∂t
E
) (1.3)et l'equation des ondes (1.1) devient

∂2

∂t2
E − c2∆E +

q2e
ε0me

NeE +
q2e
ε0me

Ne
νei
ω2

0

∂

∂t
E = 0ou enore

∂2

∂t2
E − c2∆E + ω2

0

Ne

Nc
E + c ν0

∂

∂t
E = 0 avec ν0 = νei

Ne

cNc
. (1.4)Cette équation est habituellement appelée �équation de Klein-Gordon amortie�.On introduit maintenant l'enveloppe temporelle des quantités osillant ra-pidement. En notant c.c. le omplexe onjugué d'une quantité, on peut érire

E = iψe−iω0t + c.c. (1.5)où ψ est lentement variable en temps.En utilisant la fermeture préédente (1.3), on a
J = −

(
1 − i

νei
ω2

0

)
q2e

ω0me
Neψe

−iω0t + c.c.De l'expression (1.5), on déduit les formules de dérivation en temps suivantes :




∂

∂t
E(t, x, y) =

(
∂

∂t
− iω0

)
ψ(t, x, y)e−iω0t,

∂2

∂t2
E(t, x, y) =

(
∂2

∂t2
− ω2

0 − 2iω0
∂

∂t

)
ψ(t, x, y)e−iω0t.En insérant es développements dans (1.4), on obtient

(
1

c2
∂2

∂t2
− k2

0 − 2i
k0

c

∂

∂t

)
ψ − ∆ψ + k2

0

Ne

Nc
ψ + ν0

(
1

c

∂

∂t
− ik0

)
ψ = 0.Maintenant, omme ψ est lentement variable en temps, on peut négliger ∂2

∂t2
ψpar rapport à ∂

∂tψ. De plus, le terme 1
c
∂
∂tψ est également négligeable omparé à

ik0ψ. A partir de (1.4), on retrouve alors l'équation de Shrödinger linéaire
[
2i
k0

c

∂

∂t
+ ∆ + ik0ν0 + k2

0(1 −N)

]
ψ(x, y, t) = 0. (1.6)où on a posé N = Ne

Nc
.Remarque Si ψ est indépendante du temps, on retrouve l'équation des ondesfréquentielle (ou Helmholtz) dont l'enveloppe ψ est solution :
[
∆ + ik0ν0 + k2

0(1 −N)
]
ψ(x, y) = 0. (1.7)5



Chapitre 1. Présentation générale des équations et problématiqueRemarque Dans le as où ψ est lentement variable en temps, on doit garder ladérivée temporelle ∂ψ
∂t . D'un point de vue numérique, on est alors onduit aprèsune disrétisation impliite en temps à résoudre à haque pas de temps δt

[
∆ + 2ik0ν0 + k2

0(1 −N)
]
ψ +

2ik0

cδt
ψ =

2ik0

cδt
ψini (1.8)où ψini est la solution au pas de temps préédent. Par rapport à (1.7), un seondmembre est ajouté à l'équation.Dans toute la suite, on fera référene pour (1.8) au modèle Shrödinger-Helmh-oltz (ou par abus d'ériture Helmholtz).1.1.2 Conditions limitesPour les équations (1.6) et (1.7), en notant eb le veteur unitaire araté-risant la diretion de propagation du faiseau laser, on doit dans un premiertemps onsidérer la partie élairée du bord Γin dé�ni par

Γin = {x ∈ ∂D, tel que eb.n < 0}, n, la normale sortante.On suppose l'onde inidente ψin de la forme αineik0√1−Neb.x, sahant que αin =
αin(x) est la restrition sur Γin d'une fontion régulière. La ondition entrantesur le bord Γin est

(
n.∇ + ik0

√
1 −Neb.n

) (
ψ − ψin

)
= 0. (1.9)Dans un seond temps, si on note la frontière Γout = ∂D−{Γin} (où eb.n ≥

0), la ondition limite sur le bord Γout s'érit
(
n.∇− ik0

√
1 −N

)
ψ = 0. (1.10)Remarque Dans la suite, on onsidère aussi sur Γout des ouhes PML (per-fetly mathed layers) du type dérit dans [21℄. Ces onditions s'insrivent dansle adre des ouhes absorbantes.1.1.3 ProblématiquePréisons que les éhelles aratéristiques pour l'équation (1.4) sont de l'or-dre de ω−1

0 'est-à-dire d'environ 10−16 seondes et de quelques 10−5 entimètrespour la longueur d'onde du laser.En onsidérant les éhelles aratéristiques, on onstate que la disrétisationde l'équation des ondes (1.4) à l'éhelle mésosopique est numériquement tropontraignante pour envisager la prise en ompte de grands domaines tel que D(ou un passage en trois dimensions). Or, une disrétisation donnant des résultatspréis pour nos équations néessite au moins dix mailles par longueur d'onde.Typiquement, pour un domaine 2D réaliste de dimensions [5000λ0 × 3000λ0],le maillage onsidéré est omposé d'environ 1,5 milliards d'inonnus. Il n'est6



1.2. Approximation optique géométriquedon pas raisonnable d'envisager un tel maillage. Pour s'a�ranhir (du moinspartiellement) de es problèmes, il est ourant dans les études d'interation la-ser plasma d'utiliser une approhe paraxiale (ou type W.K.B.) où l'on supposeonnue la diretion prinipale du laser. Par ontre, on montre que ette approxi-mation n'est valide que sous des hypothèses très restritives, notamment pourdes densités ne dépassant pas 25% de la densité ritique. Notre but est de faireohabiter le modèle paraxial là où il est valide ave le modèle dé�ni par l'équa-tion (1.8) ailleurs. La situation standard est la suivante : le modèle paraxialest valide sur environ 80% du domaine. Ailleurs, la densité életronique variefortement induisant ainsi le hangement de diretion de propagation du laser.On ne résout l'équation d'Helmholtz (1.7) que dans ette zone.

Fig. 1.1 � Domaine globalRappelons que la densité ritique est la densité à partir de laquelle auuneonde életromagnétique ne peut se propager. Il est intéressant de noter que pourles équations (1.6) et (1.8) si on a Ne ≥ Nc (ou N ≥ 1), alors es équationsne traduisent plus un phénomène propagatif mais un phénomène d'absorption(l'équation des ondes devient une équation elliptique). D'un point de vue phy-sique, auune onde ne se propage. D'un point de vue numérique, on doit véri�erque si la densité est supérieure à la densité ritique, l'intensité laser devientquasiment nulle.On s'intéresse maintenant à l'obtention du modèle paraxial.1.2 Approximation optique géométriqueOn donne ii quelques résultats de l'optique géométrique a�n de bien om-prendre la méthode paraxiale qu'on va mettre en ÷uvre. On se plae maintenantdans la zone où il n'y a pas de forte variation de densité életronique.L'approximation W.K.B. onsiste à érire pour l'équation (1.7)
ψ(t, x, y) ≃ u(x, y) ei k0φ(x,y) (1.11)7



Chapitre 1. Présentation générale des équations et problématiqueet à identi�er, pour k0 tendant vers +∞, les fontions u et φ supposées êtrelentement variables par rapport à l'espae. On véri�e que :
{

∇ψ = [∇u+ ik0u∇φ] eik0φ

∆ψ =
[
∆u+ 2ik0∇φ · ∇u+ ik0u (∇ · ∇φ) − uk2

0 |∇φ|2
]
eik0φet en développant dans (1.7), on obtient alors :

∆u+ ik0 [ 2∇φ · ∇u+ u (∇ · ∇φ) + 2ν0u ] − k2
0u
[
|∇φ|2 − (1 −N)

]
= 0.Cette expression est un polyn�me en k0 à identi�er ave le polyn�me nul. Sesdi�érents oe�ients sont don néessairement nuls. On voit ainsi que la phase

φ est solution de l'eikonale |∇φ|2 = 1 − N . On impose sur Γin la diretion depropagation ∇φ (qui est alors elle du laser inident). D'autre part, en érivant
~K = ∇φ, u véri�e l'équation d'advetion

~K∇u+
u

2
∇ · ~K + ν0u = 0ave u = uin omme ondition sur le bord Γin représentant l'intensité du laser.On remarque que l'énergie |u|2 satisfait

2ν0 |u|2 + ∇ ·
(
~K |u|2

)
= 0.Par ette méthode d'optique géométrique, on modélise don les phénomènesde réfration et d'absorption mais pas la di�ration. Dans toute la littératuretraitant de l'interation laser plasma, les e�ets de di�ration étant prinipa-lement transverses au laser ([1℄, [2℄, [3℄, [4℄, [5℄, [6℄, [7℄ ou [8℄), on utilise unemodélisation de es phénomènes grâe à un laplaien transverse en supposantque la diretion de propagation du faiseau est �xée. C'est e qu'on appelle l'ap-proximation paraxiale dans laquelle on déompose la densité N en une densitémoyenne et une perturbation.1.3 Modèle paraxial1.3.1 Déomposition de la densitéOn suppose la densité du plasma N onnue. Dans notre as, on a dé�ni Nomme étant le rapport entre la densité életronique Ne et la densité de oupure

Nc du plasma. En pratique, la densité Ne est obtenue par la résolution de l'hy-drodynamique du plasma dans le domaine D. La densité de oupure, quant àelle, ne dépend que de la fréquene laser ω0. Le laser traverse une grande partiedu domaine de densité presque onstante puis entre dans la zone du plasmaoù la densité varie fortement pour approher la densité de oupure Nc. On ob-serve alors un hangement de diretion du laser due à une austique de typepli. Dans un premier temps, remarquons que ette austique est induite par lesvariations de la densité Ne traduisant les hangements de pression et densitédans le plasma sur le domaine. Il est ensuite utile de préiser que Ne est presque8



1.3. Modèle paraxialonstante "loin" à l'entrée du domaine mais peut varier à l'intérieur d'une partdu fait de �utuations dues à l'interation laser-plasma et d'autre part à l'éhellemarosopique (à ause de l'évolution du plasma à l'éhelle hydrodynamique).En utilisant es remarques, on déompose alors N en fontion de ses varia-tions par la prise en ompte d'un développement asymptotique lassique. Pourl'instant, on érit simplement :
N(x, y) = N0(x) + δN(x, y) (1.12)où N0 est la densité homogénéisée dite moyenne, onstante ou presque, et δNune perturbation ou �utuation. On fait bien sûr l'hypothèse que la densitémoyenne est inférieure à la densité de oupure : N0 < 1.Par la suite, on étudiera l'approximation paraxiale pour deux omportementsdistints de la densité moyenne : le as où N0 est onstante puis elui lentementvariable. Notons que dans e as l'approximation paraxiale fait intervenir entreautres un gradient transverse à l'onde dont la dé�nition s'avère déliate lorsquela diretion du veteur de propagation de l'onde varie.On se plae maintenant dans le as partiulier où la densité N0 est onstante.1.3.2 Equation paraxialeOn appelle ~K le veteur de propagation de l'onde dans le domaine D. L'équa-tion eikonale de l'optique géométrique se résume alors à

∣∣∣ ~K
∣∣∣
2

= 1 −N0où on a noté ~K = ∇φ ave φ =
√

1 −N0 ~αin . ~x où ~αin est le veteur unitairede propagation de l'onde laser.On a alors ~K =
√

1 −N0 ~αin.On utilise alors la déomposition (1.12) dans l'équation d'Helmholtz (1.6) eton obtient
2i
k0

c

∂ψ

∂t
+ ∆ψ + 2ik0ν0ψ + k2

0(1 −N0 − δN)ψ = 0.On dé�nit alors ǫ = k−1
0 qui est petit par rapport aux dimensions de variationde la densité életronique et par rapport à la taille des spekles (granularitéslumineuses d'une taille de l'ordre de 8 λ0). En multipliant par ǫ, on obtientalors l'équation

2i

c

∂ψ

∂t
+ ǫ∆ψ + 2iν0 ψ + ǫ−1 (1 −N0 − δN)ψ = 0. (1.13)à laquelle on assoie la ondition limite issue de (1.9) sur le bord Γin :

(ǫ
∂

∂n
+ i ~K · n)(ψ − ψin) = 0. (1.14)Reonsidérons l'approximation W.K.B. (1.11) :

ψ(t, x, y) ≃ u(x, y) ei k0φ(x,y). 9



Chapitre 1. Présentation générale des équations et problématiqueOn rappelle les formules de dérivation :




∂ψ

∂x
=

[
∂u

∂x
+ ik0u

∂φ

∂x

]
eik0φ,

∂2ψ

∂x2
=

[
∂2u

∂x2
+ 2ik0

∂φ

∂x

∂u

∂x
+ ik0u

∂2φ

∂x2
− uk2

0

(
∂φ

∂x

)2
]
eik0φ.On peut ainsi érire en tenant ompte de l'équation eikonale :

∆ψ =
[
∆u+ 2ik0

~K · ∇u+ ik0u∇ · ~K − uk2
0(1 −N0)

]
eik0φou enore

∆ψ =

[
∆u+

2i ~K

ǫ
∇u+

iu

ǫ
∇ · ~K − u

ǫ2
(1 −N0)

]
e
i
φ

ǫ .En reportant ette formule dans l'équation (1.7), on obtient :
2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆u+ iu∇ · ~K + 2i ~K · ∇u+ 2iν0u+ ǫ−1δNu = 0.1.3.3 Cas N0 onstantLe veteur ~K est onstant et tel que | ~K|2 = 1 −N0. On peut don érire :
2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆u+ 2i ~K · ∇u+ 2iν0u− ǫ−1δNu = 0. (1.15)On modélise les e�ets de di�ration par la prise en ompte d'un laplaientransverse. En e�et, le laplaien (terme de di�usion) de l'équation (1.15) est enfateur du petit paramètre ǫ. Comme dans le as d'une équation de transportdi�usion-onvetion lassique, la onvetion est don dominante dans le sensde l'éoulement. Ii, l'éoulement est la propagation du laser dans la diretion

~K. Ce qui signi�e que l'on peut négliger la di�usion dans la diretion ~K. End'autres termes, ~K · ∇u = 0. En érivant le gradient transverse :
∇⊥ = ∇−

~K( ~K · ∇)

| ~K|2et en le omplétant par le gradient lassique, on obtient l'équation suivante :
2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆⊥u+ 2i ~K · ∇u+ 2iνu0 − ǫ−1δNu = 0. (1.16)Pour la ompatibilité du modèle, on hoisit l'onde inidente de la forme

ψin = uin e
i

~K · ~x
ǫoù uin est l'intensité du laser dé�nie sur le bord.En insérant le développement (1.11) dans la ondition (1.9) et en négligeant

~K( ~K·∇)

| ~K|2 , on obtient la ondition limite pour l'équation (1.16) :
(ǫ~n · ∇⊥ + 2i ~K · n)(u− uin) = 0. (1.17)10



1.4. Couplage ave le modèle HydrodynamiqueRemarque Dans les modèles paraxiaux (1.16) et (1.18), l'onde ne se propageque dans la diretion du veteur ~K. Le ouplage ave le modèle plus général(1.13) ne se fait don que par la prise en ompte de la ondition limite (1.9)dans e dernier ave
ψin = uin ei

~K·~x
ǫoù uin est la restrition de la solution u sur le bord entrant.1.3.4 Cas généralOn s'intéresse maintenant au as où la densité moyenne N0 est lentementvariable. De même que préédemment , on peut négliger ~K( ~K·∇)

| ~K|2 devant ∇⊥ eton peut alors érire :
2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆⊥u+ iu∇ · ~K + 2i ~K · ∇u+ 2iν0u− ǫ−1δNu = 0. (1.18)On assoie à l'équation (1.18) la ondition aux limites (1.17). On rappelleque la diretion de propagation du laser est supposée onnue. Ainsi, l'appliationde la méthode d'approximation paraxiale néessite la résolution de l'équationeikonale a�n d'obtenir l'expression du veteur ~K. Si on ne faisait pas d'hy-pothèse, 'est un problème di�ile. Dans notre as, on peut faire deux typesd'hypothèses pour le omportement de la densité. Premièrement, on supposeque ~αin est parallèle à x et que N0 est seulement fontion de la variable x quiest une diretion du parallélépipède. On hoisit alors N0 omme la moyenne de

Ne dans la diretion transverse à la propagation :
N0(z) =

∫
Ne(x, x⊥)

L
dz⊥où L est la longueur du laser sur laquelle on fait l'approximation.Dès lors, l'équation (1.18) se formalise omme suit :

2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆⊥u+ iu

∂K

∂x
+ 2iK

∂u

∂x
+ 2iν0u− ǫ−1δNu = 0.C'est l'équation lassique (voir Berger (1998)).Un autre as partiulier onsiste à onsidérer seulement que N0 ne varie quesuivant une diretion, par exemple x. On montre que la solution de l'équationeikonale est : {

K1(~x) = (1 −N0(~x) − |Kin
2 |2)1/2,

K2(~x) = Kin
2 .où on a noté le veteur ~Kin = k0

√
1 −Neb. Comme ∇φ = (1−N0)~α

in sur ∂D,on a don Kin
2 = (1 −N0)~α

in
2 . C'est l'équation dite paraxiale oblique [37℄.1.4 Couplage ave le modèle HydrodynamiqueDans tout e qui suit, on suppose être dans un plasma quasi-neutre, e quise traduit par l'approximation suivante

Ne = ZNI . 11



Chapitre 1. Présentation générale des équations et problématiqueOn redé�nit ainsi la densité életronique adimensionnée
N =

Z

Ne
NI .On peut obtenir di�érents modèles en ouplant les équations (1.7), (1.6), (1.16)ou enore (1.18) ave un système Euler lassique suivant le domaine de validitédes équations. Les inonnues sont alors : le hamp laser ψ ou u, la densité N etla vitesse ionique U . Ces inonnues satisfont

∂

∂t
N + ∇(NU) = 0, (1.19)

∂

∂t
(NU) + ∇(NUU) + c2s∇N = Fp (1.20)où on a noté Fp la fore de ouplage dite pondéromotrie. On prend pour notremodèle

Fp = −Nγp∇|ψ|2où le oe�ient γp = Zq2e
4memiω2

0
est onstant et la vitesse du son cs est égalementonstante ou fontion de N .1.5 Remarque préliminaire sur la taille mémoireOn s'intéresse à une modélisation en 2D. Notre domaine d'étude réaliste estune boîte d'une longueur de 1500µm pour une hauteur de 1000µm ave un pro�lde densité omprenant un plateau où N est pratiquement onstant puis N roîtjusqu'à la valeur égale à un près du bord de sortie. On met ii en évidene lesontraintes numériques d'une résolution sur un tel domaine.1.5.1 Zone paraxialeLe domaine est restreint à un retangle d'une hauteur de 1000 µm pourune largeur de 1200 µm. Le plasma est sous-dense dans e domaine. On résoutsur e domaine l'équation Shrödinger paraxiale. On hoisit d'appliquer unepropagation oblique de l'onde en entrée du domaine ave un angle de faibleinidene. On hoisit alors un pas régulier de disrétisation h = λ0. A titreindiatif, on obtient ainsi un maillage d'environ dix millions de noeuds. Enonsidérant un odage numérique sur huit otets, le veteur solution obtenu sure maillage ouperait environ 160 Mo.1.5.2 Zone HelmholtzLe domaine onsidéré est un retangle d'une hauteur de 1000 µm pour unelargeur de 300 µm ontenant la austique. L'équation paraxiale n'est plus va-lide. En e�et, la densité du plasma varie fortement induisant des hangementsde diretion du faiseau laser. On résout alors l'équation d'Helmholtz. D'unemanière lassique, on hoisit un pas de disrétisation de 10 noeuds par longueurd'onde. On obtient don un maillage omposé d'environ 250 millions de noeuds.Cela représente un enombrement mémoire d'environ 4 Go.12



1.6. Stratégie de résolution1.6 Stratégie de résolutionNous entrons par la suite notre travail sur la résolution de l'équation d'Helmh-oltz (1.7). En e�et, les e�orts néessaires à la résolution de e problème sonténormes en omparaison de eux requis pour la partie sous-dense. On envisagedon l'utilisation d'un solveur rapide type Rédution Cylique pour la partieHelmholtz. Evidemment, la rapidité d'un tel solveur néessite de fortes pro-priétés algébriques. Ii, la propriété à obtenir est la symétrie de l'opérateur. Lesautres propriétés fondamentales sont garanties par le shéma de disrétisation.On présente ii les di�érents problèmes et la manière de s'adapter.1.6.1 Couhes absorbantesL'idée générale d'utilisation des ouhes absorbantes lassiques est d'aolerau domaine de propagation une �ne ouhe dans laquelle on génère un mé-anisme d'absorption. De manière naturelle, il est possible que e méanismerespete la physique du problème. Par exemple, on rajoute un domaine absor-bant par la prise en ompte d'un oe�ient d'absorption dans le problème étantnul dans le domaine et de pro�l exponentiel dans les ouhes d'absorption. L'idéeintroduite par Berenger [21℄ pour les ouhes PML est de générer de l'absorptionpar un phénomène non physique.Le modèle PML peut être obtenu à partir du modèle général
−∆u− ω2u = f (1.21)en faisant le hangement de variable

y → y +
1iω ∫ y

0
σ(ξ) d'où ∂

∂y
→
(
1 +

σiω)−1 ∂

∂yoù σ est une fontion d'amortissement à pro�l exponentiel traduisant l'e�et desouhes PML. Cei entraîne le hangement dans l'opérateur Laplaien
∆ →

(
1 +

σiω)−1 ∂

∂y

(
1 +

σiω)−1 ∂

∂y
+

∂2

∂x2
.Préisons que σ est nulle hors des ouhes PML. On résout don le problèmemodèle hors des ouhes PML et un problème modi�é dans les ouhes PML.Les avantages de ette méthode sont la simpliité d'implémentation et l'ab-sene de ré�exion aux interfaes. Toutefois, la perte de propriétés de l'opérateurdi�érentiel empêhe l'utilisation de solveur rapide. En e�et, en di�érenes �nies,les ouhes PML font perdre la séparabilité du problème ou sa symétrie. La dé-omposition de domaine est don une alternative pour isoler les perturbationsdues aux ouhes PML et pour utiliser en même temps un solveur rapide surla très grande partie du domaine. Notons Ω ⊂ D le domaine retangulaire danslequel l'approximation paraxiale n'est plus valide. Dans notre as, le faiseau sepropage jusqu'à la zone de austique. Dès lors, le faiseau dévie de sa trajetoireet ressort par le haut ou le bas du domaine. Un fort dép�t d'énergie se fait dansla ourbure de la trajetoire. Dans es onditions, on plae les ouhes PMLen haut et en bas du domaine. Pour on�ner les problèmes engendrés par lesouhes, une déomposition de domaine est l'outil idéal. 13



Chapitre 1. Présentation générale des équations et problématique
Ω

PML

PML

Fig. 1.2 � Domaine global1.6.2 Solveur RapideIl est ruial de remarquer que la déomposition
N(x, y) = N0(x) + δN(x, y)permet d'isoler le traitement du système linéaire assoié à la disrétisation duproblème

[
2ik0

c∆t
+ ∆ + 2ik0ν0 + k2

0(1 −N0)]ψ = f dans Ω. (1.22)Or, la matrie assoiée à e problème est séparable, 'est-à-dire que l'on peutl'érire sous la forme
A =




B I
I B I

I B
. . .. . . . . .  .La matrie B de taille (nx × nx) est à un oe�ient additif près assoiée à ladisrétisation de

∂

∂x2
+ 2ik0ν0 + k2

0(1 −N0).La résolution du système linéaire peut se faire grâe à une tehnique de rédu-tion ylique. Notons que l'on ne peut pas intégrer les ouhes PML ni le terme
δN ar ela détruirait le aratère séparable du problème. On va utiliser unetehnique de déomposition de domaine de type Shwarz (ii ave reouvrement)pour résoudre le problème global et au ours de la méthode itérative, on imbriquele traitement du δN . Shématiquement, sans tenir ompte des problèmes liésau reouvrement, en notant AH et AB les matries de disrétisation dans les14



1.7. Résuméouhes PML ; AI la matrie de disrétisation de la zone interne ; C1, C2, C3et C4 les matries de ouplage entre les ouhes PML et la zone interne ; δ lamatrie diagonale orrespondant au terme δN , on doit résoudre le système dutype suivant 


AH C1 0
C2 AI + δ C3

0 C4 AB


 .La méthode itérative hoisie sera une méthode de Krylov type GMRES. Ene�et, es méthodes sont très bien adaptés au proédé de déomposition de do-maine. On obtient notamment de bien meilleurs résultats qu'ave des méthodeslassiques type Gauss-Seidel. Ces méthodes sont fortement onditionnées parle spetre de la matrie à inverser. L'expériene montre leur e�aité ave unestratégie de préonditionnement, qui pour nous sera assoiée à




AH
AI

AB


 .1.7 RésuméPour résumer, le problème d'interation laser-plasma revient à faire ohabiterun modèle hydrodynamique ave un ou plusieurs modèles de propagation. Dansun premier temps, on reherhe la densité N et la vitesse ionique U en résolvantle système (1.19), (1.20) dé�ni par

∂

∂t
N + ∇(NU) = 0et

∂

∂t
(NU) + ∇(NUU) + c2s∇N = Fp.On déompose la densité en posant (1.12)
N(x, y) = N0(x, y) + δN(x, y).On peut ensuite oupler plusieurs modèles de propagation laser en fontion deleur domaine de validité. Dans le adre général, on utilise le modèle (1.13) basésur l'équation de Shrödinger

2i

c

∂ψ

∂t
+ ǫ∆ψ + 2iν0 ψ + ǫ−1 (1 −N0 − δN)ψ = 0.On y assoie la ondition limite entrante (1.9)
(
n.∇ + ik0

√
1 −Neb.n

) (
ψ − ψin

)
= 0.En sortie de boîte (à droite), on distingue deux as. Premièrement, si N < 1(as sous-ritique), on assoie la ondition sortante (1.10)

(
n.∇− ik0

√
1 −N

)
ψ = 0. 15



Chapitre 1. Présentation générale des équations et problématiqueDeuxièment, si N ≥ 1 (as sur-ritique), l'équation devient loalement elliptiqueet une ondition de Neuman ∂ψ
∂n = 0 est su�sante.Dans le adre d'une propagation paraxiale, on utilise l'approximation (1.11)
ψ(~x) ≃ u(~x) ei

~K·~x
ǫ .On impose la diretion de propagation suivant le veteur ~K. Dans e as, ladensité doit être onstante ou quasi-onstante. Dans le as N0 onstant, onalule l'enveloppe laser u en utilisant le modèle (1.16)

2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆⊥u+ 2i ~K · ∇u+ 2iνu0 − ǫ−1δNu = 0.Dans le as N0 quasi-onstant, on utilise le modèle paraxial (1.18)

2i

c

∂u

∂t
+ ǫ∆⊥u+ iu∇ · ~K + 2i ~K · ∇u+ 2iν0u− ǫ−1δNu = 0.On y assoie la ondition limite (1.17)

(ǫ~n · ∇⊥ + 2i ~K · n)(u− uin) = 0en entrée de boîte (à gauhe).En haut et en bas du domaine, on mettra des ouhes absorbantes PMLpour le modèle paraxial [20℄, [8℄ et le modèle Helmholtz [21℄.
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2Disrétisation des équations
Sommaire 2.1 Maillages et interpolation . . . . . . . . . . . . . 182.2 Modèle hydrodynamique . . . . . . . . . . . . . 192.3 Modèle paraxial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4 Modèle Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.4.1 Préliminaires algébriques . . . . . . . . . . . . . . 222.4.2 Cas test : la fontion d'Airy . . . . . . . . . . . . 232.5 Condition limite absorbante . . . . . . . . . . . 252.6 Disrétisation de la ondition limite lassique . 272.6.1 Résultats numériques 1D préliminaires . . . . . . 272.6.2 Dérivée normale à l'ordre un . . . . . . . . . . . . 292.6.3 Dérivée normale à l'ordre deux . . . . . . . . . . . 292.7 Condition limite grand angle (G.A.) . . . . . . 302.7.1 Condition G.A. ave dérivée normale à l'ordre un 302.7.2 Condition G.A. ave dérivée normale à l'ordre deux 312.8 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . 322.9 Couplage Paraxial / Helmholtz . . . . . . . . . . 342.10 Remarque sur une ondition d'interfae pourles PML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35On s'intéresse dans ette partie à la disrétisation des di�érents modèles depropagation et hydrodynamique. A haque pas de temps [tn, tn + δt], on doitrésoudre suessivement le système hydrodynamique (1.19), (1.20), l'équationparaxiale (1.16) ou (1.18) puis l'équation Shrödinger linéaire (ou Helmholtz)(1.13).Les éhelles aratéristiques sont très di�érentes suivant les modèles. Ceinous amènera alors à onsidérer dans une première partie une omposition demaillages de pas de disrétisation di�érents adaptés aux grandeurs. Les shémasutilisés dans le ode HERA [19℄ seront ensuite présentés. Dans une dernière par-tie, la disrétisation des onditions limites pour l'équation (1.13) sera abordée.En partiulier, nous mettrons en évidene la néessité d'une grande préisiondans es onditions a�n d'éviter la ré�exion des ondes sortantes aux bords. Uneétude de la ondition de ouplage Paraxial-Helmholtz sera également e�etuée.17



Chapitre 2. Disrétisation des équationsEn�n, nous étudierons d'un point de vue algébrique une ondition d'interfaetype Robin dans le adre d'une déomposition de domaine.2.1 Maillages et interpolationLes longueurs aratéristiques des grandeurs onsidérées sont très di�érentessuivant les modèles. Typiquement, un pas de disrétisation su�sant du domaine
D pour le modèle paraxial (1.16) ou (1.18) est de l'ordre de la longueur d'ondear on ne onsidère que l'enveloppe laser. Par ontre, pour le modèle (1.13), onmodélise la solution osillante du phénomène de propagation dans le domaine
Ω ⊂ D. Un pas de disrétisation satisfaisant est alors une petite fration lon-gueur d'onde. On onsidère ainsi deux maillages artésiens de type di�érenes�nies pour les di�érents modèles. Le premier dit grossier d'un pas d'espae ty-piquement de l'ordre de la longueur d'onde pour les modèles hydrodynamiqueet paraxial et un seond dit �n d'un pas de l'ordre du dixième de la longueurd'onde pour le modèle Shrödinger linéaire.

Laser

Maillage fluide grossier

Maillage Helmholtz finFig. 2.1 � Maillages �n et grossierLa densité et le hamp laser sont dé�nis sur le maillage grossier au entre desmailles. En partiulier, la fore pondéromotrie du système (1.19) est dé�nie auentre des mailles. Le hamp laser sur le maillage �n est dé�ni quant à lui auxn÷uds sur le maillage �n. On passe le hamp laser du maillage �n au maillagegrossier en moyennant. On passe la densité du maillage grossier au maillage �npar interpolation linéaire lassique.
Fig. 2.2 � Maillage �n Helmholtz vers maillage grossier �uide18



2.2. Modèle hydrodynamique
Fig. 2.3 � Maillage grossier �uide vers maillage �n HelmholtzD'un point de vue pratique, la densité dé�nie sur D est obtenu par le mo-dèle hydrodynamique sur le maillage grossier. Le hamp laser est obtenu par lemodèle paraxial sur le domaine D\Ω et le modèle Shrödinger-Helmholtz sur ledomaine Ω. Pour e dernier point, il faut passer la densité du maillage grossierau maillage �n. Après le alul, le hamp laser doit être passé sur le maillagegrossier �uide pour permettre le alul de la fore pondéromotrie.Par la suite, on note ∆x le pas de disrétisation dans la diretion x dumaillage grossier et δx la pas du maillage �n. Ces pas sont hoisis omme unefration de la longueur d'onde et au niveau de l'interfae, on les fait oïnider.C'est un ritère arbitraire qui rend le ode plus souple.2.2 Modèle hydrodynamiquePour le système hydrodynamique, un shéma expliite de type Euler-Lagr-ange peut par exemple être utilisé. Dans l'étape Lagrange, on peut utiliser unshéma lassique de Godunov pour évaluer les valeurs intermédiaires de la den-sité et la vitesse. La fore pondéromotrie est prise en ompte par une disré-tisation entrée standard. Après ela, une tehnique de projetion du seondordre ave limiteur de VanLeer pour la partie advetive (voir [19℄).2.3 Modèle paraxialOn s'intéresse maintenant à la résolution de l'équation paraxiale (1.18). Onhoisit y la diretion transverse et on note uni,j l'évolution de u au temps tn = nδtet aux positions xi = i∆x et yj = j∆x. On s'intéresse à une méthode de pasfrationnaires proposée par R. Sentis [3℄. S'il y avait uniquement un phénomènepropagatif, 'est-à-dire si on avait simplement à traiter l'opérateur d'advetion

(1
c
∂
∂t +K ∂

∂x + ν0), on utiliserait un shéma en temps impliite et on aurait lesvaleurs uni,j au temps tn pas à pas à partir de l'origine x = 0. Ii, on e�etueun splitting de l'équation (1.18) en fontion de la variable x. On passe de uni,j à
un+1
i,j en passant par l'intermédiaire ũni,j. 19



Chapitre 2. Disrétisation des équationsPremière étape : l'advetionOn traite dans ette étape les termes d'advetion, de modi�ation du ve-teur de propagation, ainsi que eux représentant l'absorption du faiseau par leplasma. On suppose onnaître les valeurs uni,j et on a à résoudre entre xi et xi+1l'équation d'advetion
1

c

∂u

∂t
+ ~K · ∇u+

(
1

2
∇ · ~K + ν0

)
u = 0.Notons µi+1/2 = 1

2(ν0,i + ν0,i+1) + (Ki+1 +Ki)/2∆x. On peut aluler ũni,j parun shéma lassique upwind en la variable x
1

c

uni,j − un−1
i,j

δt
+ ~Ki

ũni+1,j − uni,j
∆x

+
µi+1/2

4
(uni,j + ũni+1,j) = 0.Toutefois, l'expériene numérique montre que ette méthode entraîne une perted'énergie laser. On s'intéresse alors à une méthode indirete posée sur le moduleet l'argument de u. On pose u = |u|.Z ave Z = eiθ. On peut alors érire

Z

[
1

c

∂|u|
∂t

+ ~K · ∇|u| +
(

1

2
∇ · ~K + ν0

)
|u|
]

+ |u|
[
∂Z

∂t
+ ~K · ∇Z

]
= 0.Puis, on sinde en deux l'équation





1

c

∂|u|
∂t

+ ~K · ∇|u| +
(

1

2
∇ · ~K + ν0

)
|u| = 0,

∂Z

∂t
+ ~K · ∇Z = 0.Cei peut aussi se mettre sous la forme





1

c

∂|u|2
∂t

+ ~K · ∇|u|2 +
(
∇ · ~K + 2ν0

)
|u|2 = 0,

∂Z

∂t
+ ~K · ∇Z = 0.Pour la résolution de e système, on utilise un shéma upwind par rapport à lavariable x. On obtient alors

{
η(|uni,j |2 − |un−1

i,j |2) + (|ũni+1,j |2 − |uni,j |2) +
µi+1/2

2Ki+1/2
(|ũni+1,j |2 − |uni,j |2) = 0

η(Zni,j − Zn−1
i,j ) + (Z̃ni+1,j − Zni,j) = 0ave η = ∆x

cKδt et µi = 1
2∇ ·Ki + ν0. Finalement, on obtient

|ũni+1,j |2 =

(
|uni,j |2(1 − η −

µi+1/2∆x

2Ki
+ η|un−1

i,j |2
)(

1 +
µi+1/2∆x

2Ki

)−1et pour la partie sur l'argument
Z̃ni+1,j = (1 − η)Zn+1

i,j + ηZni,j .20



2.4. Modèle HelmholtzDeuxième étape : la di�ration (Cas de l'inidene normale)On traite ensuite le phénomène de di�ration via l'opérateur Laplaien trans-verse et le terme de réfration non-linéaire permettant la prise en ompte del'évolution de la densité. Maintenant que ũni+1,∗ est obtenue, il y deux manièresd'obtenir uni+1,∗ en résolvant
ǫ∆⊥u+ 2i ~K · ∇u+ 2iν0u− ǫ−1δNu = 0.Une première possibilité est la disrétisation de l'opérateur Laplaien trans-verse par une tehnique de Crank-Niholson

K
uni+1,j−ũni+1,j

∆x = iǫ
4

(
(∆⊥ũni+1)j + (∆⊥uni+1)j

)

− c iǫ
−1

4 (δN)i+1/2

(
ũni+1,j + uni+1,j

)
,où (∆⊥uni+1)j est ii la disrétisation de l'opérateur Laplaien transverse

unj+1 − 2unj + unj−1

∆y2
.On peut d'ailleurs utiliser des approhes type ouhes PML sur les bords trans-verses (voir [20℄).Une deuxième approhe onsiste à utiliser une formulation analytique pourtraiter le terme i

2ǫδN et une méthode spetrale pour l'opérateur Laplaien trans-verse. Plus préisément, si on note TF (ui)(ξ) la transformée de Fourier dans ladiretion transverse de la fontion ui(y) et ξ la variable de Fourier orrespon-dant, on pose simplement
û(ξ) = exp(−i ξ2ǫ

2K
∆xTF (ũni+1)

)
(ξ)et

uni+1 = exp(−iǫ−1

2K
(δN + 2iν0)i+1/2∆x

)
T −1
F (û).D'un point de vue numérique, on utilise la transformée de Fourier rapide (FFT)et inverse pour TF etT −1

F .Remarque Dans le as de l'inidene oblique, e traitement en Fourier se gé-néralise [36℄.2.4 Modèle HelmholtzOn présente maintenant le shéma numérique utilisé pour la résolution del'équation (1.13). Comme préédemment, l'évolution de ψ au temps tn = nδtet aux positions xi = iδx est notée ψni,j pour 1 ≤ i ≤ nx et yj = jδx pour
1 ≤ j ≤ ny. En utilisant le shéma lassique à inq points, l'équation (1.13) sedisrétise omme

2i
c

ψni,j
δt

+ ǫ

[
ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

δx2
+
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

δy2

]

+ 2iν0 ψ
n
i,j + ǫ−1 (1 −N0 − δN)ψni,j

= 2i
c

ψn−1
i,j

δt
.

(2.1)21



Chapitre 2. Disrétisation des équationsOn onnaît l'importane des onditions de sortie dans les problèmes de propa-gation d'ondes. En e�et, les problèmes de ré�exion d'ondes en sortie de domainepeuvent dégrader la solution sur tout le domaine. A l'heure atuelle, la référeneen la matière est la tehnique des ouhes absorbantes PML [21℄. En pratique, onplae es ouhes d'une épaisseur de quelques longueurs d'onde dans la traje-toire du faiseau laser pour borner arti�iellement le domaine. Dans les ouhesPML, l'opérateur Laplaien se disrétise omme
ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

δx2
+ aj

aj+1/2(ψ
n
i,j+1 − ψni,j) − aj−1/2(ψ

n
i,j − ψni,j−1)

δy2où aj+1/2 =
aj+1+aj

2 ave aj = iωiω+σj
.L'impat des ouhes se traduit par la perte loale de la symétrie de l'opéra-teur. Dans notre as, les variations des �utuations δN font également perdrela séparabilité du problème.Dans le as sous-ritique (N < 1 en sortie de boîte, à droite), il est intéres-sant d'améliorer la qualité de la ondition lassiques d'onde sortante (1.10)

(
ǫ
∂

∂n
− i

√
1 −N

)
ψ = 0.On montrera également l'intérêt d'améliorer la ondition entrante (1.9)

(
ǫ
∂

∂n
+ i

√
1 −Neb.n

)(
ψ − ψin

)
= 0.On présentera tout d'abord omment es onditions s'obtiennent et ommentêtre plus préis au niveau ontinu en utilisant la théorie des onditions absor-bantes [18℄. Au niveau disret, on étudiera en partiulier une montée en ordrede la disrétisation de la dérivée normale. Une étude numérique sera e�etuéepour omparer les di�érentes approhes entreprises.Remarque On parle de ondition de sortie pour les onditions limites en sortiede boîte à droite. De plus, on plae des onditions absorbantes PML en sortiede boîte en haut et en bas.2.4.1 Préliminaires algébriquesOn onsidère le maillage �n Helmholtz régulier du domaine Ω. On numéroteles points de disrétisation de manière naturelle qui onsiste à numéroter degauhe à droite et de haut en bas.En posant δN = 0, la matrie de disrétisation assoié au shéma (2.1)s'érit alors 



Bb −T
−T A −T. . . . . . . . .

−T A −T
−T Bh




(2.2)22



2.4. Modèle Helmholtz
Ω

PML

PML

Fig. 2.4 � Domaineoù les matries Bh et Bb ontiennent les ouhes PML et ne sont pas symétri-ques.Sans tenir ompte des ouhes PML, on obtient une matrie arré symétrique(non hermitienne) de dimension nx × ny. La matrie T ∈ R
nx×nx est diagonaleet A ∈ C

nx×nx est tridiagonale et s'érit
A = −ǫ2(M∆ +MCL) −M1−Noù en notant h = δx

δy

M∆ =
1

δx2




−1 − 2h2 1
1 −2(1 + h2) 1. . . . . . . . .

1 −2(1 + h2) 1
1 −1 − 2h2


et

M1−N =




1 −N1

1 −N2 . . .
1 −Nnx


 .On a notéMCL la matrie des onditions limites que l'on expliitera par la suiteainsi que la matrie T .2.4.2 Cas test : la fontion d'AiryLe as test fondamental est d'obtenir la fontion onnue d'Airy dans le asoù la densité varie linéairement jusqu'à la densité ritique. En e�et, ette fon-tion est solution du problème d'Helmholtz en une dimension omplétée par uneondition d'onde entrante. Dans e as, sur la frontière du oté où la densité Nest supérieure à 1, on peut prendre la ondition au bord ∂ψ

∂n = 0. 23



Chapitre 2. Disrétisation des équationsPour mémoire, la fontion d'Airy au arré est
Fig. 2.5 � Fontion d'Airy au arréL'onde se propage jusqu'à la austique. A partir de ette frontière, auuneonde életromagnétique ne peut se propager. L'onde se ré�éhit don et se pro-page dans le sens inverse en déphasée. Une forte énergie apparaît sur la aus-tique. Une omparaison est e�etuée ii entre un as 1D et une oupe d'un as2D. Pour ela, on résout l'équation (1.13) ave la ondition entrante (1.9) pourun laser d'une longueur d'onde λ0 = 0.351µm sur un domaine d'une dizaine delongueurs d'onde dans haque diretion ave un ritère de disrétisation de 20points par longueur d'onde.Nos résultats numériques sont les suivants

Fig. 2.6 � Coupe d'un as 2D omparée à la solution 1D

Fig. 2.7 � Cas test 2D24



2.5. Condition limite absorbante2.5 Condition limite absorbanteOn se replae dans le as où la densité N est toujours stritement inférieureà la densité ritique. Un bref rappel est fait sur la théorie des onditions absor-bantes [18℄. On se plae dans le adre théorique d'étude de la propagation d'uneonde dans un domaine qui est tronqué à partir d'une frontière vertiale Γ �xéeen x = 0. On veut alors trouver l'expression d'une ondition limite sur Γ quisoit la plus transparente possible pour l'onde traversant la frontière.

Fig. 2.8 � Limite transparenteOn onsidère l'opérateur d'Helmholtz L général dans le as stationnaire etsans absorption dé�ni par
L(u) :=

(
−ǫ2∆ − (1 −N)

)
(u) = f dans Ω. (2.3)On s'intéresse au as L(u) = f où le support de f est inlus dans le demi plan

{x < 0}.On herhe à érire l'opérateur L omme une omposition d'opérateurs pro-pageant les ondes dans des sens opposés. On érit alors
L = −

(
ǫ
∂

∂x
+ Λ

)(
ǫ
∂

∂x
− Λ

)
= −ǫ2 ∂

2

∂x2
+ Λ2e qui implique que

Λ2 = −ǫ2 ∂
2

∂y2
− (1 −N).En appliquant une transformée de Fourier en y de variable ξ, on a

TF (Λ2) = Λ̂2 = −(1 −N) + (ǫξ)2et don
Λ̂ = ±

√
−(1 −N) + (ǫξ)2 = ±i√1 −N

√

1 − (ǫξ)2

(1 −N)
.On hoisit

Λ̂ = i√1 −N

√

1 − (ǫξ)2

(1 −N)
. 25



Chapitre 2. Disrétisation des équationsPréisons que ǫ ∂∂x − Λ (resp. ǫ ∂∂x + Λ) est l'opérateur de propagation vers lagauhe (resp. droite). Ainsi, on résout
−
(
ǫ
∂

∂x
− T −1

F

(
Λ̂
))(

ǫ
∂

∂x
+ T −1

F

(
Λ̂
))

u = 0 dans {x ≥ 0}.Si on s'intéresse à la partie {x ≥ 0}, auune onde ne provient de l'in�ni. Soit
w =

(
ǫ
∂

∂x
+ T −1

F

(
Λ̂
))

uon véri�e don




(
ǫ
∂

∂x
− T −1

F

(
Λ̂
))

w = 0 dans {x ≥ 0}
w = 0 en +∞e qui donne w = 0.La ondition limite adaptée est don


ǫ ∂

∂x
+ T −1

F


i√1 −N

√

1 − (ǫξ)2

(1 −N)




u = 0 sur Γ.On l'appelle ondition limite absorbante exate.Par ontre, on remarque que Λ̂ n'est pas un polyn�me en ξ à ause dela raine arré. Ce n'est don pas le symbole d'un opérateur di�érentiel loaldans le domaine réel. On onstruit alors di�érentes approximations du terme√

1 − (ǫξ)2/(1 −N). En e�etuant un développement à l'ordre zéro, on a
√

1 − (ǫξ)2

(1 −N)
≃ 1.On trouve alors la ondition limite lassique suivante

(
ǫ
∂

∂x
+ i√1 −N

)
u = 0 sur Γ. (2.4)Ave un développement d'ordre deux, on obtient

√

1 − (ǫξ)2

(1 −N)
≃ 1 − (ǫξ)2

2(1 −N)
.On obtient alors une deuxième ondition limite plus préise en ontinu

(
ǫ
∂

∂x
+ i√1 −N − iǫ2

2
√

1 −N

∂2

∂y2

)
u = 0. sur Γ (2.5)On dispose maintenant de deux sortes de onditions limites à omparer. Préis-ons que es onditions sont adaptées aux ondes planes traversant suivant lanormale.26



2.6. Disrétisation de la ondition limite lassique2.6 Disrétisation de la ondition limite lassiqueOn s'intéresse ii et dans la suite à la disrétisation de la ondition suivante.Que ela soit pour la ondition entrante dansle as où g 6= 0 ou sortante dansle as où g = 0 (ondition (2.4))
(
ǫ
∂

∂x
+ i√1 −N

)
ψ = gsur une frontière vertiale. On se propose ii d'augmenter l'ordre de disrétisa-tion de la dérivée normale pour obtenir un gain de préision. On souhaite ainsilimiter la ré�exion des ondes aux bords, y ompris pour les ondes arrivant aveun angle d'inidene. Cei s'applique aux bords sortant mais aussi entrant.

M
ailles F

antom
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j+1

j

j−1

i−1 i i+1

Γ
Ω

^

Fig. 2.9 � BordOn indie par i+ 1 les mailles fant�mes du domaine. On rappelle l'érituredu shéma (2.1)
−ǫ2

[
ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

δx2
+
ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

δy2

]
− (1 −Ni)ψi,j = fi,j.2.6.1 Résultats numériques 1D préliminairesOn présente dans un premier temps un as 1D très simple permettant de sedonner une idée laire du gain engendré par une montée en ordre sur la dérivéenormale. Le as onsidéré est la propagation d'un faiseau d'un longueur d'onde

λ0 = 0.351µm dans un plasma sous-dense de densité onstante N = 0.1 aveondition de re�exion en x = xf .




ǫ2
∂2ψ

∂x2
+ (1 −N)ψ = 0 sur [0, xf ],

ǫ
∂ψ

∂x
+ i√1 −Nψ = g en x = 0,

∂ψ

∂x
= 0 en x = xf ,

(2.6)
27



Chapitre 2. Disrétisation des équationsoù xf = 10λ0. On a noté le seond membre g = ǫ∂ψ
in

∆x + i√1 −Nψin où ladonnée au bord ψin = ainei√1−Nx/ǫ et ain = 1.La solution attendue est un faiseau dont l'intensité (qui est le arré de lanorme de la solution) est onstante et égale à la valeur 1. On présente dansles setions suivantes les résultats obtenus pour un as ave la dérivée normaledisrétisée à l'ordre un et un as ave l'ordre deux. On e�etue une premièreomparaison à dix points par longueur d'onde puis à inquante points par lon-gueur d'onde.
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Fig. 2.10 � Ordre un, λ0/10
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Fig. 2.11 � Ordre un, λ0/50
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Fig. 2.12 � Ordre deux, λ0/10
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Fig. 2.13 � Ordre deux, λ0/50Toutes les solutions obtenues sont osillantes. Cela est dû d'une part auaratère osillant intrinsèque à l'onde et d'autre part à la ré�exion de l'ondesur le bord sortant. Plus le nombre de point par longueur d'onde est impor-tant, meilleure est l'approximation de l'osillation mais aussi la qualité de ladisrétisation de la dérivée normale.Le gain de la montée en ordre est �agrant. Ave une disrétisation de ladérivée normale à l'ordre deux et à dix points par longueur d'onde, la préisionest meilleure qu'ave une disrétisation à l'ordre un et inquante point par lon-gueur d'onde. Un résultat intéressant est la rédution signi�ative de l'intensitémaximale pour haun des di�érents as en fontion du nombre de points parlongueur d'onde et de la montée en ordre.28



2.6. Disrétisation de la ondition limite lassique

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

a
m

p
lit

u
d

e
 m

o
y
e

n
n

e

points par longueur d’onde

amplitude moyenne ordre 2
amplitude moyenne ordre 1

Fig. 2.14 � Amplitude en fontion de la disrétisation2.6.2 Dérivée normale à l'ordre unEn utilisant l'approximation à l'ordre un (A.5), on disrétise la ondition(2.4) omme suit
ǫ

[
ψi+1,j − ψi,j

δx

]
+ i√1 −Niψi,j = gi,j .On isole alors les points fant�mes du maillage

ψi+1,j = ψi,j +
δx

ǫ

[
gi,j − i√1 −Niψi,j

]a�n de les éliminer dans le shéma (2.1) posé à la frontière, e qui donne
− ǫ2

[
ψi−1,j − ψi,j

δx2
+
ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

δy2

]

− (1 −Ni)ψi,j +
iǫ
δx

√
1 −Niψi,j = fi,j +

ǫ

δx
gi,j

(2.7)pour 1 ≤ j ≤ ny.Cette ondition, lassique pour la résolution de l'équation d'Helmholtz, peutêtre utilisée en entrée et sortie du domaine. Dans e as, on a
MCL = − i

ǫδx

(√
1 −N1δ1 +

√
1 −Nnxδnx

)où on a noté δi la matrie de taille nx×nx dont le ième oe�ient de la diagonalevaut un et zéro partout ailleurs. On a également
T = − ǫ2

δy2
Ioù I est la matrie identité de taille nx × nx.2.6.3 Dérivée normale à l'ordre deuxOn utilise ii la disrétisation de la dérivée normale à l'ordre supérieur (A.8).La ondition limite (2.4) s'érit

ǫ

[
ψi+1,j − ψi,j

δx
+
δx

2

(
fi,j +

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

+
(1 −Ni)

ǫ2

)]
+ i√1 −Niψi,j = gi,j 29



Chapitre 2. Disrétisation des équationset don
ψi+1,j = ψi,j −

δx2

2

(
fi,j +

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

+
(1 −Ni)

ǫ2

)
+
δx

ǫ

[
gi,j − i√1 −Niψi,j

]
.Après insertion dans (2.1), on a

− ǫ2
[
ψi−1,j − ψi,j

δx2
+

1

2

ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

δy2

]

− (1 −Ni)

2
ψi,j +

iǫ
δx

√
(1 −Ni)ψi,j =

fi,j
2

+
ǫ

δx
gi,j .

(2.8)Remarquons que si on disrétise la ondition limite au bord sans l'insérerdans le shéma (2.1), on a alors
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
i,j

=
ψi,j − ψi−1,j

δx
− δx

2

(
fi,j +

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

+
(1 −Ni)

ǫ2

)et la ondition limite se disrétise omme
ǫ
ψi,j − ψi−1,j

δx
− ǫδx

2

[
fi,j +

ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

δy2
+

(1 −Ni)

ǫ2
ψi,j

]

+
iǫ
δx

√
1 −Niψi,j = gi,j .En multipliant par ǫ

δx , on retrouve (2.8). En e�et, la ondition limite est d'ordredeux (omme le shéma) et tient ompte de la dérivée transverse.Si on utilise ette ondition limite en entrée et en sortie, on a alors
MCL = − i

ǫδx

(√
1 −N1δ1 +

√
1 −Nnxδnx

)
+

1

δy2
(δ1 + δnx) −

1

2ǫ2
M1−Net

T =
ǫ2

δy2

(
I − δ1

2
− δnx

2

)
.2.7 Condition limite grand angle (G.A.)Au niveau ontinu, on a vu que la ondition limite (2.5) est plus préise quela ondition (2.4). En introduisant un seond membre, elle s'érit

(
ǫ2
∂2

∂y2
− 2(1 −N) + 2iǫ√1 −N

∂

∂x

)
ψ = 2i√1 −Ng. (2.9)2.7.1 Condition G.A. ave dérivée normale à l'ordre unLe prinipe est le même que pour la partie préédente. On disrétise laondition (2.9) en utilisant (A.5).

ǫ2
∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

− 2(1 −Ni)ψi,j + 2iǫ√1 −Ni
ψi+1,j − ψi,j

δx
= 2i√1 −Ngi,j30



2.7. Condition limite grand angle (G.A.)e qui permet d'érire
ψi+1,j = ψi,j +

δx

ǫ

[
gi,j − i√1 −Niψi,j

]
− iǫδx

2
√

1 −Ni

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

.On remarque que 'est équivalent à la ondition (2.4) plus un terme de orretionen la dérivée seonde de la diretion transverse. En insérant ei dans (2.1), ontrouve
− ǫ2

[
ψi−1,j − ψi,j

δx2

+

(
1 − iǫ

2δx
√

1 −Ni

)
ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

δy2

]

− (1 −Ni)ψi,j +
iǫ
δx

√
1 −Niψi,j = fi,j +

ǫ

δx
gi,j.

(2.10)Si on utilise ette ondition limite en entrée et en sortie, on a alors
MCL = − i

ǫδx

(√
1 −N1δ1 +

√
1 −Nnxδnx

)

− i
2δxδy2ǫ

(
δ1√

1 −N1
+

δnx√
1 −Nnx

)et
T = − ǫ2

δy2

(
I − iǫ

2δx
√

1 −N1
δ1 −

iǫ
2δx
√

1 −Nnx

δnx

)
.2.7.2 Condition G.A. ave dérivée normale à l'ordre deuxOn disrétise maintenant la ondition (2.9) en utilisant (A.8).

ǫ2
∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

− 2(1 −Ni)ψi,j

+ 2iǫ√1 −Ni

(
ψi+1,j − ψi,j

δx
+
δx

2

(
∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

+
(1 −Ni)

ǫ2

))
= 0e qui permet d'érire

ψi+1,j = ψi,j − δx2

2

(
∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

+
(1 −Ni)

ǫ2

)
− δx

ǫ
i√1 −Niψi,j

− iǫδx
2
√

1 −Ni

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

.On remarque que 'est enore équivalent à la ondition (2.4) à l'ordre supérieurplus un terme de orretion en la dérivée seonde de la diretion transverse. Eninsérant ei dans (2.1), on trouve
ǫ2
[
ψi−1,j − ψi,j

δx2
+

(
1

2
− iǫ

2δx
√

1 −Ni

)
ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

δy2

]

+
(1 −Ni)

2
ψi,j −

iǫ
δx

√
1 −Niψi,j = 0.

(2.11)31



Chapitre 2. Disrétisation des équationsRemarquons qu'en ne disrétisant que la ondition limite sans insérer dansle shéma (2.1), on retrouve l'expression (2.11).Si on utilise ette ondition limite en entrée et en sortie, on a alors
MCL = − i

ǫδx

(√
1 −N1δ1 +

√
1 −Nnxδnx

)

− i
2δxδy2ǫ

(
δ1√

1 −N1
+

δnx√
1 −Nnx

)
+

1

δy2
(δ1 + δnx)et

T = − ǫ2

δy2

(
I −

(
1

2
+

iǫ
2δx

√
1 −N1

)
δ1 −

(
1

2
+

iǫ
2δx
√

1 −Nnx

)
δnx

)
.2.8 Résultats numériquesUne omparaison des di�érentes disrétisations est ii présentée. On s'inté-resse à un as de propagation dans un domaine retangulaire [0, 10λ0]× [0, 20λ0]pour un laser de longueur d'onde λ0 = 0.351µm ave le ritère de disrétisationde 20 points par longueur d'onde. On se plae dans le as sous-ritique et ladensité N est hoisie onstante et égale à 10% de la densité ritique. On résoutl'équation (1.6) ave les onditions limites lassique (2.4) et grand angle (2.5).Dans un premier temps, on s'intéresse à un as où la diretion de propagationest suivant l'axe x. Dans e as, la montée en ordre sur la dérivée normale s'avèreêtre la manipulation permettant un gain �agrant de préision. En e�et, on saitque ette ondition est transparente pour les ondes se propageant suivant lanormale. On s'aperçoit également qu'il n'y a pas de di�érene notable entre laondition limite lassique et la ondition limite grand angle.

Fig. 2.15 � Condition de sortielassique ave ∂
∂n

à l'ordre 1 Fig. 2.16 � Condition de sortielassique ave ∂
∂n

à l'ordre 2
32



2.8. Résultats numériques

Fig. 2.17 � Condition de sortiegrand angle ave ∂
∂n

à l'ordre 1 Fig. 2.18 � Condition de sortiegrand angle ave ∂
∂n

à l'ordre 2Dans un seond temps, on s'intéresse à un as de propagation ave un angled'inidene de 30 degrés.

Fig. 2.19 � Condition de sortielassique ave ∂
∂n

à l'ordre 1 Fig. 2.20 � Condition de sortielassique ave ∂
∂n

à l'ordre 2

Fig. 2.21 � Condition de sortiegrand angle ave ∂
∂n

à l'ordre 1 Fig. 2.22 � Condition de sortiegrand angle ave ∂
∂n

à l'ordre 2La ondition lassique s'avère alors non su�sante et génère beauoup deré�exions au bord. La di�érene entre la ondition limite lassique et la ondition33



Chapitre 2. Disrétisation des équationsgrand angle est par ontre signi�ative. Cela est lairement dû à la préisionontinue supérieure de la ondition grand angle engendrée par le terme orretifdans la diretion y. Notons également la préision obtenue pour la onditionsortante par l'augmentation du nombre de points de disrétisation par longueurd'onde.2.9 Couplage Paraxial / HelmholtzOn onsidère la ondition entrante (1.9) sur le bord Γin

(
ǫ
∂

∂n
+ i

√
1 −N

)(
ψ − ψin

)
= 0où n est la normale sortante. Il est intéressant de noter que la ondition (1.9) estune ondition sortante du même type que (1.10), à ei près que l'onde sortanteest ψ−ψin. Dès lors, ψin devient une onde entrante. Nous venons de voir que esonditions néessitent une disrétisation partiulièrement �ne pour être préiseet ne pas engendrer de ré�exion aux bords. On note

ψin = uine
i~k · ~x
ǫoù on a noté ~k =

√
1 −N(osα, sinα)T et ~x = (x, y)T . De plus, uin est donnéepar le modèle paraxial au bord Γin. On s'intéresse à la manière de disrétiser leseond membre (ǫ ∂∂n + i

√
1 −N

)
ψin et notamment la dérivée normale de ψin.Une première idée est d'utiliser l'ériture analytique de ψin, e qui donne

(
ǫ
∂

∂n
+ i

√
1 −N

)
ψin = (1 + osα)i√1 −Nψin.Une seonde approhe onsiste à disrétiser la dérivée normale de ψin par unshéma déentré lassique au bord

(
ǫ
∂

∂n
+ i

√
1 −N

)
ψin =

[
ξ|0 + i

√
1 −N

]
ψinoù on a noté

ξ|0 =
e
i√1−N

δx

ǫ − 1

δx
.Dans le as test 1D (2.6), la solution attendue est la valeur 1. Une omparaisonsigni�ative des deux types de onditions entrantes est de aluler la valeurabsolue de la moyenne en fontion du nombre de points par longueur d'onde,'est-à-dire que l'on évalue

a =
1

xf

∫

[0,xf ]
|ψ(x)|2dx− 1.On se plae dans le as où on utilise des disrétisations d'ordre deux pour lesonditions aux bords.34



2.10. Remarque sur une ondition d'interfae pour les PML
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Fig. 2.23 � Moyenne en fontion de la disrétisationOn voit immédiatement le gain apporté par l'utilisation d'une disrétisationpour la dérivée normale de la donnée initiale. Le fait de disrétiser plut�t qued'utiliser la fontion analytique permet une ertaine ohérene non intuitivedans le shéma.2.10 Remarque sur une ondition d'interfae pour lesPMLDans le adre d'une déomposition de domaine, les onditions d'interfae deRobin sont issues de la théorie des onditions absorbantes. On onsidère unedéomposition en deux sous-domaines. L'idée d'une ondition d'interfae pourles problèmes d'onde est d'être transparente au bord par rapport à la solutiondu domaine voisin. Une telle ondition s'érit sur l'interfae
(
∂

∂n
+ α)(ψ1) = (− ∂

∂n
+ α)(ψ2)ave α le paramètre de Robin que l'on peut hoisir de di�érentes manières (parexemple à di�érents ordres omme dans les setions préédentes).On reherhe ii une ériture de la disrétisation de la ondition d'interfaeompatible ave le shéma utilisé. Or, le shéma (2.1) est d'ordre deux en pasd'espae. Il semble don naturel d'utiliser une disrétisation également d'ordredeux pour la dérivée normale dans les onditions de Robin. On a d'ailleurs vu legain de préision engendré par une telle disrétisation. On sait que les onditionsde Robin garantissent l'égalité des solutions et des �ux à l'interfae. On s'in-téresse à une disrétisation des dérivées normales des onditions aux interfaesompatible ave le shéma (2.1) notamment pour ψ1 = ψ2 sur l'interfae.On suppose dans ette partie que la ligne i représente une interfae entredeux sous-domaines. On note les solutions ψ1 et ψ2 sur les sous-domaines res-petifs. On note également n1 et n2 les normales à la frontière.Notons que pour e as partiulier,

∂

∂n1
= − ∂

∂n2
=

∂

∂x
. 35



Chapitre 2. Disrétisation des équations
j−1

n

Γ

j

j+1

i−1 i i+1

2n1

Fig. 2.24 � Shéma et interfaeOn obtient les approximations suivantes
∂u

∂n1

∣∣∣∣
i,j

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
i,j

≃ ui,j − ui−1,j

δy
+
δx

2
D(u)|i,j (2.12)

∂u

∂n2

∣∣∣∣
i,j

= −∂u
∂x

∣∣∣∣
i,j

≃ −ui+1,j − ui,j
δx

+
δx

2
D(u)|i,j (2.13)où on a posé

D(u)|i,j =
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

δy2
+ (1 −Ni)ui,j + fi,j.Dès lors, la ondition d'interfae

(
∂

∂n1
+ α)ψ1 = (− ∂

∂n2
+ α)ψ2 (2.14)s'érit

ψ1
i,j − ψ1

i−1,j

δy
+
δx

2
D(ψ1)

∣∣
i,j

+ αψ1
i,j =

ψ2
i+1,j − ψ2

i,j

δy
+
δx

2
D(ψ2)

∣∣
i,j

+ αψ2
i,j .En�n, pour ψ1

∣∣
i,j

= ψ2
∣∣
i,j

= ψ|i,j pour tout i, on a
−ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

δy2
−
ψ2
i+1,j − 2ψi,j + ψ1

i−1,j

δx2
− (1 −Ni)ψi,j = fi,j,e qui oïnide bien ave le shéma (2.1). On a don une disrétisation de laondition d'interfae qui est ompatible ave le shéma. Préisons que e n'estpas la seule. En partiulier, en disrétisant la dérivée normale aux ordres su-périeurs, on obtient aussi le shéma (2.1) plus un petit terme de orretion dûà ette montée en ordre. Par ontre, disrétiser la dérivée normale en utilisantun shéma d'ordre un n'amène pas à une bonne ompatibilité. Nous n'avonsd'ailleurs même pas l'assurane de apter la bonne solution à l'interfae.36



2.10. Remarque sur une ondition d'interfae pour les PMLPar la suite, on onsidère la déomposition du domaine Ω en trois sous-domaines se reouvrant a�n d'isoler les ouhes absorbantes PML.
Centre

Ω

PML
Ωh

Γ

ΓP1

P1

~

PML
bΩ

ΓP

~

2

ΓP 2Fig. 2.25 � Déomposition de domaine
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Deuxième partieRésolution des systèmes
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3Algèbre linéaire
Sommaire 3.1 Eriture matriielle . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.1.1 Cas sans reouvrement . . . . . . . . . . . . . . . 433.1.2 Cas ave reouvrement . . . . . . . . . . . . . . . 453.2 Résolution du système linéaire . . . . . . . . . . 473.3 Résolution par méthode de Krylov . . . . . . . 493.3.1 Méthode GMRES . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.3.2 Méthode BiCG et variantes . . . . . . . . . . . . 513.4 Appliation au système linéaire matriiel . . . . 54Par souis de performane, nous avons hoisi d'utiliser en sortie de domaineles ouhes absorbantes PML. Toutefois, la perte de propriétés intéressantes del'opérateur loalement nous onduit à utiliser une déomposition de domaine.On on�ne alors les perturbations sur les quelques lignes de maillage des ouhesPML. On rappelle que la déviation marosopique du laser entraîne le plaementde es ouhes en haut et en bas du domaine Ω ⊂ D prohe de la austique.On étudie le problème (2.3) où l'on a déoupé Ω en trois bandes horizontales
Ωb, Ωg et Ωh. Les domaines Ωb et Ωh ontiennent les ouhes PML, e qui repré-sente quelques lignes de maillage. Le domaine Ωg ontient le reste du domainequi est de très grande taille. On note ΓP1 et Γ̃P1 (resp. ΓP2 et Γ̃P2) les interfaesde la zone de reouvrement pour la ouhe PML ontenue dans Ωh (resp. Ωb).On note ψG, ψP1 et ψP2 les solutions dans haun des 3 sous-domaines ΩG, Ωbet Ωh respetifs.On impose sur les interfaes une ondition de Robin dont l'opérateur estdé�ni omme

B(ψ) = ∂ψ
∂n + αψ, α ∈ C. (3.1)41



Chapitre 3. Algèbre linéaireOn résout alors
8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

“

ǫ
2
∆̃ + (1 −N0) + iν

”

ψP1 = 0 dans Ωb,

ǫ
∂ψP1

∂n
+ i

p

1 − N0ψP1 = 0 sur Γin ∩ ∂Ωb,

∂ψP1

∂n
= 0 sur (∂Ω ∩ ∂Ωb) \ Γin,

µ(y)
∂ψP1

∂y
+ α ψP1 =

∂ψG

∂y
+ α ψG sur Γ̃P1,

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

“

ǫ
2
∆ + (1 −N0) + iν

”

ψG = δNψG dans Ωg ,

ǫ
∂ψG

∂n
+ i

p

1 − N0ψG = g sur Γin ∩ ∂Ωg ,

∂ψG

∂n
= 0 sur (∂Ω ∩ ∂Ωg) \ Γin,

∂ψG

∂y
+ α ψG = µ(y)

∂ψP1

∂y
+ α ψP1 sur ΓP1,

∂ψG

∂y
+ α ψG = µ(y)

∂ψP2

∂y
+ α ψP2 sur ΓP2,

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

“

ǫ
2
∆̃ + (1 −N0) + iν

”

ψP2 = 0 dans Ωh,

ǫ
∂ψP2

∂n
+ i

p

1 − N0ψP2 = 0 sur Γin ∩ ∂Ωh,

∂ψP2

∂n
= 0 sur (∂Ω ∩ ∂Ωh) \ Γin,

µ(y)
∂ψP2

∂y
+ α ψP2 =

∂ψG

∂y
+ α ψG sur Γ̃P2,

(3.2)
où la fontion µ(y) traduit l'impat des ouhes PML dans l'opérateur

∆̃ = µ(y)
∂

∂y
µ(y)

∂

∂y
+

∂2

∂x2
.On a noté α le paramètre de Robin de la ondition d'interfae et

g =

(
ǫ
∂

∂n
+ i
√

1 −N0

)
ψin sur Γin ∩ ∂Ωg.Remarque B. Després a montré que hoisir α omme le paramètre iω de l'équa-tion d'Helmholtz amène à de bons résultats de onvergene [38℄. Pour plus deperformanes, on peut aussi optimiser α à des ordres élevés [39℄. Par ontre, unmauvais hoix de paramètre, par exemple pour α = 0 dans le as sans reou-vrement, entraîne la divergene de la méthode de déomposition. Le hoix duparamètre de Robin s'avère don être un élément important pour la onvergenede la méthode. On rappelle que dans notre as, ω =

√
1 −N0 varie suivant lavariable x.Préisons aussi que la prise en ompte d'un reouvrement dans la déom-positon de domaine limite largement la perte qualitative engendrée par l'utilisa-tion du paramètre α non optimal. De plus, la ondition de Robin aux interfaesest une ondition de transmission. Dans notre as, on peut voir ela omme uneondition sortante pour l'onde arrivant en bord du domaine a�n d'entrer dansune ouhe PML. Intuitivement, il paraît raisonnable de hoisir α onstant égalà la valeur de iω à l'endroit de sortie du laser sur l'interfae. Si N0 est presqueonstant, on prend α = i

√
1 −Nmoy, sinon on prend α = i

√
1 −N⋆ où N⋆ estla densité près de la zone où le laser tourne.En�n, rappelons que la déomposition de domaine est un préonditionne-ment in �ne.42



3.1. Eriture matriielleCette déomposition de domaine ave reouvrement s'érit de manière géné-rale {
L(ψ1) = f1 dans Ωb,

( ∂
∂n1

+ α)(ψ1) = (− ∂
∂ng

+ α)(ψg) sur Γ̃P1,





L(ψg) = fg dans Ωg,
( ∂
∂ng

+ α)(ψg) = (− ∂
∂n1

+ α)(ψ1) sur ΓP1,

( ∂
∂ng

+ α)(ψg) = (− ∂
∂n2

+ α)(ψ2) sur ΓP2,

{
L(ψ2) = f2 dans Ωh,

( ∂
∂n2

+ α)(ψ2) = (− ∂
∂ng

+ α)(ψg) sur Γ̃P2,

(3.3)
où on a noté f• = f |Ω• .L'ériture matriielle d'une telle déomposition sans et ave reouvrementainsi que sa résolution par une stratégie de préonditionnement est la motivationde e hapitre. Dans une première partie, on montrera formellement l'équivaleneentre la solution du problème initial et la solution du problème déomposé. Aprèsun rappel sur les tehniques itératives de Krylov, on dérira la méthode itérativeassoiée à la résolution du système linéaire de la déomposition de domaine. Enpartiulier, il est possible d'avoir une approhe de préonditionnement. En�n,on présentera une appliation direte au as de propagation de faiseau aveouplage à l'hydrodynamique.Remarque On onsidèrera dans e qui suit un problème général stationnaire.L'extension au as instationnaire est très simple : il su�t de rajouter un termeau seond membre du système linéaire à résoudre.3.1 Eriture matriielleOn regarde maintenant le problème sous son aspet matriiel. En numérotantles inonnues de gauhe à droite et de bas en haut, la matrie sous-jaente à ladisrétisation du problème (3.3) en di�érenes �nies est symétrique tridiagonalepar blos. On montre ii que la ompatibilité de la ondition d'interfae a aussiun impat matriiel permettant un formalisme très naturel.3.1.1 Cas sans reouvrementOn note APi et AG les matries de disrétisation des sous-domaines respetifs
Ωp
i et ΩG. Les matries des interfaes sont notées AΓi. En�n, les matries issuesde la onnexion entre les sous-domaines et interfaes sont notées CΓi et CiΓ.Le problème général peut être alors formalisé de la manière suivante :




AP1 C1Γ 0 0 0
CΓ1 AΓ1 CΓ2 0 0
0 C2Γ AG C3Γ 0
0 0 CΓ3 AΓ2 CΓ4

0 0 0 C4Γ AP2







UP1

UΓ1

UG
UΓ2

UP2




=




FP1

FΓ1

FG
FΓ2

FP2



. (3.4)43



Chapitre 3. Algèbre linéaireLe prinipe matriiel de la déomposition de domaine repose sur le fait dedupliquer les inonnues aux interfaes. On déompose ainsi le veteur inonnu
UΓi en U1

Γi et U2
Γi pour i = 1, 2. Pour érire le système linéaire, on doit également"splitter" les matries AΓi omme la somme de deux matries notées A1

Γi et
A2

Γi. On a vu i-dessus que l'on peut érire AΓi = A1
Γi +A2

Γi et que la onditiond'interfae (2.14) peut s'érire (A1
Γ1 + α)U1 = (−A2

Γ1 + α)U2.Une forme équivalente à (3.4) s'érit don :



AP1 C1Γ 0 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 A2
Γ1 CΓ2 0 0 0

0 0 C2Γ CG C3Γ 0 0
0 0 0 CΓ3 A1

Γ2 A2
Γ2 CΓ4

0 0 0 0 0 C4Γ AP2

0 −I I 0 0 0 0
0 0 0 0 −I I 0







UP1

U1
Γ1

U2
Γ1

UG
U1

Γ2

U2
Γ2

UP2




=




FP1

FΓ1

FG
FΓ2

FP2

0
0




.

L'étape suivante onsiste à remplaer la relation de ontinuité [UΓi] = 0,
i = 1, 2 au travers des interfaes par la relation α[UΓi] = 0 pour la prise enompte de la ondition de Robin. Dès lors, on érit :




AP1 C1Γ 0 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 A2
Γ1 CΓ2 0 0 0

0 0 C2Γ AG C3Γ 0 0
0 0 0 CΓ3 A1

Γ2 A2
Γ2 CΓ4

0 0 0 0 0 C4Γ AP2

0 −α α 0 0 0 0
0 0 0 0 −α α 0







UP1

U1
Γ1

U2
Γ1

UG
U1

Γ2

U2
Γ2

UP2




=




FP1

FΓ1

FG
FΓ2

FP2

0
0




.

La dernière étape onsiste à faire des ombinaisons linéaires pour faire ap-paraître expliitement la ondition de Robin aux interfaes. On additionne ladeuxième ligne à la sixième et on soustrait la sixième ligne à la deuxième. Demême, on additionne la quatrième ligne à la septième puis on soustraie la qua-trième ligne à la septième. On réordonne ensuite pour plus de larté. On résoutalors le système linéaire A′X ′ = b′ où :
A′ =




AP1 C1Γ 0 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 + α A2
Γ1 − α CΓ2 0 0 0

CΓ1 A1
Γ1 − α A2

Γ1 + α CΓ2 0 0 0
0 0 C2Γ AG C3Γ 0 0
0 0 0 CΓ3 A1

Γ2 + α A2
Γ2 − α CΓ4

0 0 0 CΓ3 A1
Γ2 − α A2

Γ2 + α CΓ4

0 0 0 0 0 C4Γ AP2




X ′ =
(
UP1 U1

Γ1 U2
Γ1 UG U1

Γ2 U2
Γ2 UP2

)Tet
b′ =

(
FP1 FΓ1 FΓ1 FG FΓ2 FΓ2 FP2

)T44



3.1. Eriture matriielle3.1.2 Cas ave reouvrementLe prinipe de l'ériture du as ave reouvrement est globalement similaireà elui du as sans reouvrement. Par ontre, on duplique un plus grand nombred'inonnues, e qui rend la leture moins aisée. Par onséquent, on hoisit dedérire une déomposition de domaine ne traitant que deux sous-domaines.Dans le même esprit que préédemment, on appelle les sous-domaines Ωp(assoié à la matrie AP ) et Ωg. On dé�nit don le domaine de reouvrement Ωret Γ1, Γ2 les interfaes entre les di�érents domaines. Pour ne pas introduire denouvelles notations, on redé�nit maintenant Ωp et Ωg omme étant les domainesnon reouverts.La système linéaire de la disrétisation de l'opérateur L sur le domaine Ωpeut s'érire ainsi :



AP C1Γ 0 0 0
CΓ1 AΓ1 C1R 0 0
0 CR1 AR CR2 0
0 0 C2R AΓ2 C2Γ

0 0 0 CΓ2 AG







UP
UΓ1

UR
UΓ2

UG




=




FP
FΓ1

FR
FΓ2

FG



.Comme dans le as sans reouvrement, on va dupliquer les inonnues desinterfaes mais aussi du domaine de reouvrement. Pour plus de larté, on vaprésenter es répartitions en deux étapes. La première est de dupliquer les in-onnues du domaine de reouvrement. On déompose alors le veteur UR en U1

Ret U2
R et on résout alors :




AP C1Γ 0 0 0 0
CΓ1 AΓ1 C1R 0 0 0
0 CR1 AR 0 CR2 0
0 0 −I I 0 0
0 0 0 C2R AΓ2 C2Γ

0 0 0 0 CΓ2 AG







UP
UΓ1

U1
R

U2
R

UΓ2

UG




=




FP
FΓ1

FR
0
FΓ2

FG


ou enore




AP C1Γ 0 0 0 0
CΓ1 AΓ1 C1R 0 0 0
0 CR1 AR 0 CR2 0
0 0 −AR AR 0 0
0 0 0 C2R AΓ2 C2Γ

0 0 0 0 CΓ2 AG







UP
UΓ1

U1
R

U2
R

UΓ2

UG




=




FP
FΓ1

FR
0
FΓ2

FG


et don




AP C1Γ 0 0 0 0
CΓ1 AΓ1 C1R 0 0 0
0 CR1 AR 0 CR2 0
0 CR1 0 AR CR2 0
0 0 0 C2R AΓ2 C2Γ

0 0 0 0 CΓ2 AG







UP
UΓ1

U1
R

U2
R

UΓ2

UG




=




FP
FΓ1

FR
FR
FΓ2

FG



. 45



Chapitre 3. Algèbre linéaireOn duplique maintenant les inonnues aux interfaes. On déompose UΓien U1
Γi et U2

Γi pour i = 1, 2. Comme préédemment, on e�etue un splittingdes matries AΓi omme la somme de deux matries notées A1
Γi et A2

Γi où
A1

Γi = A2
Γi =

AΓi

2
. On répartit les doublons d'inonnues à eux des domaines dereouvrement et on obtient :




AP C1Γ 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 A2
Γ1 C1R 0 0 0 0

0 CR1 0 AR 0 CR2 0 0
0 0 CR1 0 AR 0 CR2 0
0 0 0 0 C2R A1

Γ2 A2
Γ2 C2Γ

0 0 0 0 0 0 CΓ2 AG
0 −I I 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 I −I 0







UP
U1

Γ1

U2
Γ1

U1
R

U2
R

U1
Γ2

U2
Γ2

UG




=




FP
FΓ1

FR
FR
FΓ2

FG
0
0




.

En onsidérant le terme α de la ondition de Robin, on a :



AP C1Γ 0 0 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 A2
Γ1 C1R 0 0 0 0

0 CR1 0 AR 0 CR2 0 0
0 0 CR1 0 AR 0 CR2 0
0 0 0 0 C2R A1

Γ2 A2
Γ2 C2Γ

0 0 0 0 0 0 CΓ2 AG
0 −α α 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 α −α 0







UP
U1

Γ1

U2
Γ1

U1
R

U2
R

U1
Γ2

U2
Γ2

UG




=




FP
FΓ1

FR
FR
FΓ2

FG
0
0




.

On additionne ensuite la deuxième ligne à la septième et la inquième à lahuitième. On obtient la matrie suivante du système linéaire :
A′ =




AP C1Γ 0 0 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 A2
Γ1 C1R 0 0 0 0

0 CR1 0 AR 0 CR2 0 0
0 0 CR1 0 AR 0 CR2 0
0 0 0 0 C2R A1

Γ2 A2
Γ2 C2Γ

0 0 0 0 0 0 CΓ2 AG
CΓ1 A1

Γ1 − α A2
Γ1 + α C1R 0 0 0 0

0 0 0 0 C2R A1
Γ2 + α A2

Γ2 − α C2Γ


ainsi que les veteurs inonnues et seond membre :

X ′ =
(
UP U1

Γ1 U2
Γ1 U1

R U2
R U1

Γ2 U2
Γ2 UG

)
,

b′ =
(
FP FΓ1 FR FR FΓ2 FG FΓ1 FΓ2

)
.D'après les quatrième et inquième olonnes de la matrie A′, on peut voirque haque paire d'inonnues aux interfaes n'est rattahée qu'à un seul domainede reouvrement. Or, omme U1

R = U2
R, on peut hoisir d'avoir une ontribution46



3.2. Résolution du système linéairedes deux interfaes à haque domaine de reouvrement. On érit don :
A′′ =




AP C1Γ 0 0 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 A2
Γ1 C1R 0 0 0 0

0 CR1 0 AR 0 CR2 0 0
0 0 CR1 0 AR 0 CR2 0
0 0 0 0 C2R A1

Γ2 A2
Γ2 C2Γ

0 0 0 0 0 0 CΓ2 AG
CΓ1 A1

Γ1 − α A2
Γ1 + α 0 C1R 0 0 0

0 0 0 C2R 0 A1
Γ2 + α A2

Γ2 − α C2Γ




.

On a de plus l'égalité U1
Γi = U2

Γi pour i = 1, 2. On ramène alors les ontri-butions des interfaes sans ondition de Robin dans haun des domaines dela déomposition de domaine. En remaniant les inonnues, on obtient �nale-ment l'expression du système linéaire A′X ′ = b′ à inverser dans le as d'uneméthode de déomposition de domaine ave reouvrement pour seulement deuxdomaines :
A′′′ =




AP C1Γ 0 0 0 0 0 0
CΓ1 AΓ1 C1R 0 0 0 0 0
0 CR1 AR CR2 0 0 0 0
0 0 C2R A1

Γ2 + α 0 0 A2
Γ2 − α C2Γ

CΓ1 A1
Γ1 − α 0 0 A2

Γ1 + α C1R 0 0
0 0 0 0 CR1 AR CR2 0
0 0 0 0 0 C2R AΓ2 C2Γ

0 0 0 0 0 0 CΓ2 AG


et

X ′′′ =
(
UP U1

Γ1 U1
R U2

Γ1 U1
Γ2 U2

R U2
Γ2 UG

)
,

b′′′ =
(
FP FΓ1 FR FΓ2 FΓ1 FR FΓ2 FG

)
.On a ensuite la possibilité d'utiliser les mêmes méthodes de résolution quepour le as sans reouvrement.3.2 Résolution du système linéaireOn peut don interpréter une déomposition de domaine omme une suitede manipulations algébriques a�n de dédoubler des inonnues aux interfaes.On impose également la ondition d'interfae de la déomposition au momentdu split de la matrie des inonnues à l'interfae ainsi qu'au moment du hoixdu paramètre α. Alors, sous réserve d'obtenir un système inversible, on a donéquivalene entre le problème initial et le problème déomposé. On s'intéressemaintenant à la manière de résoudre es systèmes linéaires engendrés. On pré-sente notamment ii une manière d'utiliser la déomposition de domaine ommepréonditionnement.Pour simpli�er les éritures, on se replae dans le adre d'une déompositionsans reouvrement. C'est exatement pareil pour le as ave reouvrement. On47



Chapitre 3. Algèbre linéairenote :
AD =




AP1 C1Γ 0 0 0 0 0
CΓ1 A1

Γ1 + α 0 0 0 0 0

0 0 A2
Γ1 + α C2Γ 0 0 0

0 0 C2Γ AG C3Γ 0 0
0 0 0 CΓ3 A1

Γ2 + α 0 0

0 0 0 0 0 A2
Γ2 + α CΓ4

0 0 0 0 0 C4Γ AP2


et

AE =




0 0 0 0 0 0 0
0 0 −A2

Γ1 + α −CΓ2 0 0 0
−CΓ1 −A1

Γ1 + α 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −A2

Γ2 + α −CΓ4

0 0 0 −CΓ3 −A1
Γ2 + α 0 0

0 0 0 0 0 0 0


On a la struture par blo suivante

AD =




AH 0 0
0 AI 0
0 0 AB


 et AE =




0 C1 0
C2 0 C3

0 C4 0


 (3.5)où AD est la matrie omposée des disrétisations de haque domaine et AE lesonnetions entre sous-domaines.On herhe alors à résoudre :

ADX
′ = AEX

′ + b′. (3.6)Un vaste hoix se présente alors pour la méthode de résolution. On peut parexemple utiliser l'algorithme de Jaobi par blos et résoudre :
AD(X ′)n+1 = AE(X ′)n + b′.Dans un adre tout aussi naturel, on peut hoisir des variantes de et algo-rithme de type Gauss-Seidel ou enore insérer de la sous-relaxation.On peut aussi hoisir de résoudre le problème équivalent :
(I −A−1

D AE)X ′ = A−1
D b′. (3.7)On remarque que sous ette forme, on résout le problème (3.6) préonditionnépar la matrie AD. Pour la résolution, on utilise généralement des méthodesitératives de Krylov. Elles sont très performantes et adaptées aux problèmespréonditionnés de e type.Pour résoudre (3.6) ou (3.7) par un proessus itératif, il est don néessairede résoudre un système linéaire orrespondant à AD à haque itération. En48



3.3. Résolution par méthode de Krylovexaminant sa struture, on onstate que AD est omposée de trois blos indé-pendants aratérisant les trois domaines de la déomposition. L'inversion de
AD à haque itération revient à inverser es trois blos indépendemment.On peut aussi hoisir d'utiliser un solveur approhé pour l'inversion de AD.En partiulier, on utilise un solveur rapide pour l'inversion du blo entral AI .Dans e as, on résout alors

(I − Ã−1
D AE)X ′ = Ã−1

D b′,où on a noté
ÃD =




AH 0 0

0 ÃI 0
0 0 AB


 .Ii, ÃI est la matrie approhée de AI .3.3 Résolution par méthode de KrylovSoient PK le projeteur orthogonal sur K et QL

K le projeteur (oblique) sur Korthogonalement à L. Illustrés sur la �gure (3.1), on rappelle que es projeteurssont dé�nis par
PKx ∈ K, x− PKx ⊥ K,
QL

Kx ∈ K, x−QL
Kx ⊥ K.

QLK x PK x K
L

x

Fig. 3.1 � Projetion orthogonale et obliqueLes méthodes de Krylov sont basées sur des proessus de projetion ortho-gonale ou oblique sur des sous-espaes dits de Krylov. Une méthode générale deprojetion pour résoudre le système linéaire n× n

Mx = best une méthode qui donne une approximation xm de la solution provenantd'un sous-espae a�ne x0 +Km de dimension m ave une ontrainte de Petrov-Galerkin
b−Mxm ⊥ Lmoù Lm est un (autre) sous-espae de dimension m. Ii, x0 est la donnée arbitraireinitiale. 49



Chapitre 3. Algèbre linéaireUne méthode de Krylov est une méthode pour laquelle Km est le sous-espaede Krylov
Km(M, r0) = span{r0,Mr0, . . . ,M

m−1r0}où r0 = b−Mx0.Il est lair que les approximations obtenues par les méthodes de Krylov sontde la forme
M−1b ≈ xm = x0 + qm−1(M)r0où qm−1 est un polyn�me de degré m− 1.La façon de hoisir les ontraintes pour la onstrution des approximationspolynomiales, 'est-à-dire le hoix de Lm, a un e�et important sur la tehniqueitérative. On présente dans la suite deux hoix pour Lm amenant à des teh-niques bien onnues.3.3.1 Méthode GMRESOn dé�nit ainsi la lasse de méthode type variation minimum du résiduen onsidérant la ontrainte Lm = MKm. La méthode du RESidu MinimumGénéralisé (GMRES [40℄) est une méthode de projetion de e type.On utilise tout d'abord la méthode d'Arnoldi pour réer une base ortho-normée de Km. On note Vm la matrie n×m onstituée des veteurs olonnes

v1, . . . , vm de la base. On sait alors qu'il existe Hm une matrie d'Hessenbergde dimension (m+ 1) ×m telle que
MVm = Vm+1Hm.On pose v1 = r0/β. Ainsi, tout veteur x dans x0 + Km peut s'érire
x = x0 + Vmyoù y est un m-veteur. On dé�nit

J(y) = ||b−Mx||2 = ||b−M(x0 + Vmy)||2Or, on a
b−Mx = b−M(x0 + Vmy)

= r0 −MVmy
= βv1 − Vm+1Hmy
= Vm+1(βe1 −Hmy).Comme les veteurs olonnes de Vm+1 sont orthonormés, alors

J(y) ≡ ||b−M(x0 + Vmy)||2 = ||βe1 −Hmy||2. (3.8)L'approximation donnée par GMRES est l'unique veteur de x0 + Km quiminimise (3.3.1). On l'obtient simplement par
xm = x0 + Vmymoù ym = argminy||βe1 −Hmy||2.50



3.3. Résolution par méthode de KrylovAlgorithme 1 Algorithme GMRESEntrée: x(0), ǫSortie: x = M−1b
r = b−Mx(0)

v(1) =
r

‖r‖2
z1 = ‖r‖2pour i = 1, 2, . . . faire
ω = Mv(i)pour k = 1, . . . , i faire
hk,i =

(
ω, v(i)

)

ω = ω − hk,iv
(k)�n pour

hi+1,i = ‖ω‖2, v(i+1) = ω/hi+1,ipour k = 1, . . . , i faire(
hk,i
hk+1,i

)
=

(
ck sk
−sk ck

)
×
(

hk,i
hk+1,i

)�n pour
α =

√
|hi,i|2 + |hi+1,i|2, si =

hi+1,i

α
, ci =

hi,i
α

zi+1 = −sizi, zi = cizi, hi,i = cihi,i + sihi+1,isi |zi+1| < ǫ alors


y1...
yi


 =




h1,1 . . . h1,i... . . . ...
0 . . . hi,i




−1


z1...
zi




x = x(0) +

i∑

k=1

ykv
(k)retourner x�n si�n pourLe minimiseur ym est d'un très faible oût à aluler puisque 'est la solutiond'un problème aux moindres arrés d'une taille (m+1)×m oùm est typiquementpetit. De plus, en utilisant les rotations de Givens, trouver ym peut se ramenerà résoudre un système linéaire triangulaire supérieur de dimension m × m. Ilest intéressant de remarquer que d'un point de vue pratique, on doit stokertoutes les diretions de desente vi alulées au ours de l'algorithme. Cei peuts'avérer rapidement très oûteux suivant la taille des problèmes à inverser et lavitesse de onvergene. C'est l'inonvénient majeure de la méthode.3.3.2 Méthode BiCG et variantesL'algorithme du Gradient Bionjugué (BICG [41℄) est une proédure deprojetion de Km(M,v1) orthogonalement à l'espae des ontraintes

Lm = Km(MT , w1) = span{w1,M
Tw1, . . . , (M

T )m−1w1} 51



Chapitre 3. Algèbre linéaireen prenant v1 = r0/||r0||2. Le veteur w1 est hoisi arbitrairement tel que
(v1, w1) 6= 0 et on le hoisit souvent égal à v1. S'il y a un système dual ATx∗ = b∗à résoudre ave AT , alors w1 est obtenu en déalant le résidu initial b∗ −ATx∗0.On utilise le proédé de biorthogonalisation de Lanzos onstruisant une pairede bases orthogonales Vm et Wm des espaes respetifs Km et Lm. Il existe alorsune matrie tridiagonale Tm véri�ant

W T
mAVm = Tmet la solution approhée est

xm = x0 + Vmym, ym = T−1
m (βe1).La matrie Tm est la projetion de A obtenue à partir de la projetion obliquede Km(M,v1) orthogonalement à Km(MT , w1). De manière similaire, T Tm estla projetion de AT obtenue à partir de la projetion oblique de Km(MT , w1)orthogonalement à Km(M,v1). Les opérateurs A et AT joue un r�le dual à ausedes opérations similaires e�etuées sur eux. En fait, deux systèmes linéaires sontrésolus impliitement, un ave A et l'autre ave AT . Les opérations sur AT sontalors essentiellement du gaspillage. D'un point de vue pratique, l'algorithme deLanzos a un avantage signi�atif sur l'algorithme d'Arnoldi ar il requière sim-plement le stokage de quelques veteurs ar il n'y a pas de réorthogonalisation.On érit la déomposition LU de Tm omme

Tm = LmUmet on dé�nit
Pm = VmU

−1
m .De même, on dé�nit

P ∗
m = WmL

−1
m .Clairement, les veteurs p∗i de P ∗

m et les veteurs pi de Pm sont A-onjuguéspuisque
(P ∗

m)TAP ∗
m = L−1

m W T
mAVmU

−1
m = L−1

m TmU
−1
m = I. (3.9)La solution est alors exprimée omme

xm = x0 + VmT
−1
m (βe1)

= x0 + VmU
−1
m L−1

m (βe1)
= x0 + PmL

−1
m (βe1).On dérive maintenant l'algorithme. Le veteur xj+1 peut être exprimé omme

xj+1 = xj + αjpj .De plus, les veteurs résidus doivent satisfaire la réurrene
rj+1 = rj − αjApj , r∗j+1 = r∗j − α∗

jA
T p∗j .Il est bien onnu que la prohaine diretion de desente pj+1 est une ombinaisonlinéaire de rj+1 et pj , et il suit que

pj+1 = rj+1 − βjpj , p∗j+1 = r∗j+1 − β∗j p
∗
j .52



3.3. Résolution par méthode de KrylovComme les résidus sont orthogonaux et d'après (3.9), on montre que
αj = α∗

j =
(rj , r

∗
j )

(Apj, p∗j )
, βj = β∗j =

(rj+1, r
∗
j+1)

(rj , r∗j )
.On e�etue l'algorithme appelée Conjugate Gradient Squared (CGS [42℄)suivantAlgorithme 2 Algorithme CGSEntrée: x0, ǫSortie: x = M−1b

r0 = b−Mx0

r∗0 = r0, p0 = r0, p∗0 = r∗0pour k = 1, 2, . . . onvergene, faire
αj =

(rj , r
∗
j )

(Apj, p∗j )
xj+1 = xj + αjpj, rj+1 = rj − αjApjsi ||rj+1|| < ǫ alorsretourner x�n si
r∗j+1 = r∗j − α∗

jA
T p∗j

βj =
(rj+1, r

∗
j+1)

(rj , r∗j )
pj+1 = rj+1 − βjpj, p∗j+1 = r∗j+1 − β∗j p

∗
j�n pourUne variante de l'algorithme CGS permet de se passer de la transposéeet d'aélérer la onvergene. L'idée prinipale est basée sur l'observation sui-vante. Dans l'algorithme BCG, le veteur résidu rj et la diretion de desente

pj peuvent être exprimés omme
rj = φj(A)r0 , pj = πj(A)r0où φ et π sont des polyn�mes de degré j. D'après l'algorithme, les diretions r∗jet p∗j sont dé�nies au travers des mêmes réurrenes et don

r∗j = φj(A
T )r∗0 , p∗j = πj(A

T )r∗0 .On note aussi que le salaire αj dans BCG est donné par
αj =

(φj(A)r0, φj(A
T )r∗0)

(Aπj(A)r0, πj(AT )r∗0)
=

(φ2
j (A)r0, r

∗
0)

(Aπ2
j (A)r0, r∗0)

,e qui indique qu'il est possible d'obtenir des réurrenes pour les veteurs
φ2
j (A)r0 et π2

j (A)r0, alors aluler αj et similairement βj ne pose pas de pro-blème. Ainsi, l'idée est de herher une séquene d'itérés dont les normes desrésidus satisfont r′j = π2
j (A)r0. Dans et algorithme, on ne fait plus de produitmatrie-veteur ave la transposée. Toutefois, omme les polyn�mes sont au53



Chapitre 3. Algèbre linéairearré, les erreurs d'arrondis ont tendane à auser plus de dommage que dansl'algorithme BCG.Ce onstat a été la motivation de reherhe d'un algorithme plus robustesur la base de CGS. Une version stabilisée, Bionjugate Gradient Stabilized(BICGStab [43℄), produit des itérés dont les veteurs résidus sont de la forme
r′j = φj(A)ψj(A)r0 dans laquelle ψj est le polyn�me du résidu assoié à l'algo-rithme BCG et φj est un nouveau polyn�me dé�ni réursivement à haque pasdont le but est de régulariser le omportement de onvergene de l'algorithmeoriginal.On e�etue l'algorithme suivantAlgorithme 3 Algorithme BICGStabEntrée: x0, ǫSortie: x = M−1b
r0 = b−Mx0

r∗0 = r0, p0 = r0pour k = 1, 2, . . . onvergene, faire
αj =

(rj , r
∗
0)

(Apj, r
∗
0)

sj = rj − αjApj

wj =
(Asj, sj)

(Asj, Asj)
xj+1 = xj + αjpj + wjsj
rj+1 = sj − wjAsjsi ||rj+1|| < ǫ alorsretourner x�n si
βj =

(rj+1, r
∗
0)

(rj , r∗0)
× αj
wj

pj+1 = rj+1 − βj(pj − wjApj)�n pour3.4 Appliation au système linéaire matriielLes �utuations δN(x, y) ne permettent pas d'utiliser un solveur rapide. Ene�et, le problème n'est alors pas séparable. Dans des méthodes omme la Rédu-tion Cylique, 'est une propriétés ruiale. Toutefois, il est possible d'intégrerles �utuations à la méthode itérative. Le nombre d'itérations de la méthodeva alors être en rapport ave la déomposition de domaine mais aussi ave lereusement de la densité par rapport à la densité moyenne N0.Dans le as général où on prend en ompte δN , la méthode de déompositionde domaine s'adapte de la façon suivante. On va s'intéresser à plusieurs méthodesde résolution, plus ou moins appliables à des tailles de géométries réelles, maistraduisant un intérêt omparatif.On veut résoudre l'équation (1.7) :
−ǫ2∆ψ − (1 −N0)ψ + iνψ = δNψ dans Ω.54



3.4. Appliation au système linéaire matriielUne idée naturelle pour la résolution d'un grand système linéaire est la reherhed'un préonditionneur performant. Il faut bien entendu que le préonditionneursoit très rapidement inversible pour être d'un ertain intérêt. Notons que dansnotre as, le problème suivant
−ǫ2∆u− (1 −N0(x))u+ iνu = 0 dans Ω (3.10)est un exellent préonditionneur du problème (1.7).On appelle A la matrie sous-jaente au problème (1.7) dont l'expressionmatriielle peut être formalisée omme (3.4).On note δ = I∗ δN où le veteur δN est dé�ni sur le maillage et où I∗ estune matrie diagonale valant 1 pour les inonnues du domaine intérieur nonreouvert et 0 sinon.Donner une solution à (1.7) revient à résoudre le problème matriiel suivant :

ADX
′ + δX ′ = AEX

′ + b′. (3.11)On peut alors résoudre le problème omplet (3.11) par une méthode de Krylov :
(I +A−1

D δ −A−1
D AE)X ′ = A−1

D b′.A haque itération, on doit inverser le système assoié à la matrie AD. Notonsque l'inversion du blo interne AG de AD peut se faire par un solveur rapide.Remarque En onsidérant le même problème (3.11), on peut aussi hoisir derésoudre :
(I + (AD + δ)−1AE)X ′ = (AD + δ)−1b′A haque itération de la méthode de Krylov, on inverse le système assoié à lamatrie AD+δ. Le plus oûteux est l'inversion du blo interne AG+δ. D'après lessetions préédentes, on onnaît un préonditionneur e�ae de ette matrie.On peut don par exemple appliquer un prinipe de méthode itérative imbriquée(ou emboîtée) en insérant une deuxième méthode de Krylov pour résoudre lessystèmes linéaires du type A−1

G (AG + δ)y = c en interne de la première. Lenombre d'itérations a priori de ette méthode devrait être le nombre d'itérationsde la déomposition de domaine ave une inversion direte de la matrie AG+ δpar le nombre d'itération de l'inversion de la matrie A−1
G (AG + δ).On utilise la méthode itérative GMRES pour résoudre le problème pré-onditionné suivant :

(
I −A−1

D (AE − δ)
)
X = A−1

D b. (3.12)L'ériture r = A−1
D v signi�e que l'on a résolu





AB rB = vB
AI rI = vI
AH rH = vHdont l'inversion du blo AI est obtenue par Rédution Cylique. Pour les blos

AB et AH , on peut utiliser une méthode direte type déomposition LU ar ilssont de très petites tailles. 55



Chapitre 3. Algèbre linéaireRemarque On pense que le méthode itérative va onverger assez rapidement.Il onvient de stoker à l'itération k, k diretions de desente, e qui sembleraisonnable vis à vis de la apaité mémoire des mahines atuelles.
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4Rédution Cylique
Sommaire 4.1 Présentation de la Rédution Cylique . . . . . 584.2 Approhe par déomposition spetrale, la méth-ode standard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.3 Approhe par tehnique de solution partielle,la méthode PSCR . . . . . . . . . . . . . . . . . 634.3.1 Etapes de rédution et redistribution . . . . . . . 634.3.2 Constrution du seond membre . . . . . . . . . . 634.3.3 Redistribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 644.3.4 Séparabilité du problème . . . . . . . . . . . . . . 654.3.5 Tehnique de solution Partielle . . . . . . . . . . . 674.4 Choix de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . 684.5 Performane de la méthode . . . . . . . . . . . . 69A haque itération de la méthode itérative pour la résolution de la déom-position de domaine, on doit résoudre un système linéaire sur haque sous-domaine. Les domaines ontenant les ouhes PML sont su�samment petitspour être traités par une méthode direte. Pour le domaine entral, du fait desa très grande taille, on opte naturellement vers un solveur rapide. On présenteii le prinipe général d'un type de méthode, appelé Rédution Cylique, pourla résolution de grands systèmes linéaires provenant de la disrétisation d'opé-rateurs di�érentiels partiuliers. Cette lasse de méthode est basée sur l'élimin-ation suessive des inonnues du système. On ne résout �nalement qu'une seuleéquation à une inonnue du système. On redistribue ensuite ette information(en sens inverse de l'élimination) aux inonnues éliminées. Ce type de méthodeest artiulée autour d'une suite d'opérations algébriques très simples. Ii, ons'intéresse à la méthode stabilisée proposée par O. Buneman [25℄.Il existe une multitude de variantes de la Rédution Cylique. On peut i-ter par exemple la méthode très onnue FACR [34℄. Toutefois, l'utilisation deméthodes rapides type transformée de Fourier n'est pas appliable à notre pro-blème, exluant ainsi e type de méthode. On se restreint dans ette partie àdeux grandes approhes a priori adaptées ; une première dite standard basée surune analyse spetrale et une seonde appelée PSCR [22℄ basée sur une tehnique57



Chapitre 4. Rédution Cyliquede solutions partielles [26℄. L'idée est de omparer les méthodes et surtout dejusti�er le hoix d'utiliser la méthode standard et non la méthode PSCR réenteet très utilisée pour les problèmes d'Helmholtz.On présentera dans un premier temps le prinipe général de la RédutionCylique. On étudiera ensuite en détails les di�érentes approhes. En partiulier,la performane et la préision de es deux méthodes dépendront de problèmesomplexes aux valeurs et veteurs propres. Suivant les approhes, un très grandnombre de produits matrie-veteur et de résolutions de problèmes tridiagonauxest à e�etuer de manière rapide. Chaque approhe a ses avantages et inonvé-nients que l'on présentera justi�ant ainsi notre hoix.Remarque Il est important de noter qu'auune version rapide de la RédutionCylique ne permet de résoudre notre problème omplet (1.13) ave les ouhesPML. La symétrie ou séparabilité sont des propriétés fortes néessaires à unerésolution rapide que l'utilisation de PML en di�érenes �nies et la variation dedensité moyenne ne permettent pas de onserver.4.1 Présentation de la Rédution CyliqueD'un point de vue historique, la Rédution Cylique fut initialement pro-posée pour la résolution de système tridiagonaux issue de la disrétisation duproblème de Poisson en di�érenes �nies puis fut étendue aux as des matriestridiagonales par blos. De fait, la méthode présentée ii est omplètement adap-tée aux problèmes disrétisés par di�érenes �nies.Pour la présentation de la méthode, notre problème modèle sera l'équationde Helmholtz (2.3) sur le domaine Ωg dé�nie par la déomposition (3.2). Ladisrétisation par di�érenes �nies du shéma (2.1) sur un maillage uniformeave nx×ny noeuds amène à onsidérer le système linéaire tridiagonal par blosuivant :



A/2 + α −T
−T A −T. . . . . . . . .

−T A −T
−T A/2 + α







u1

u2...
uny−1

uny




=




f1

f2...
fny−1

fny




(4.1)où les blos A et T sont dé�nies dans la setion préédente.En notant B = A/2 + α, on réérit alors la matrie (4.1) sous la formegénérale 


B −T
−T A −T. . . . . . . . .

−T A −T
−T B



.Pour plus de simpliité, supposons que ny = 2k − 1 ave k ∈ N

∗. Pour notreproblème, on sait que les matries A et T ommutent. De plus, la matrie A est58



4.1. Présentation de la Rédution Cyliquesymétrique. Ces deux propriétés sont primordiales pour la méthode. Toutefois,Swarztrauber [35℄ a étendu la méthode pour les matries issues d'équationsséparables générales mais la omplexité des formules rend la méthode inintéres-sante. Par la suite, il sera mis en évidene l'intérêt des e�orts e�etués pouronserver les propriétés. Dans les formules suivantes, on pose u0 = uny+1 = 0.Considérons trois lignes suessives (par blo) de (4.1). On peut don érirepour i = 2, 4, ..., ny − 1 :




−Tui−2 + Aui−1 − Tui = fi−1

− Tui−1 + Aui − Tui+1 = fi
− Tui + Aui+1 − Tui+2 = fi+1.

(4.2)On multiplie alors les première et troisième équations de (4.2) par TA−1 et onles additionne à l'équation du milieu. On se ramène don à un système réduit à
2k−1 − 1 blos d'inonnues :
−T 2A−1ui−2 +

(
A− 2T 2A−1

)
ui−T 2A−1ui+2 = fi+TA−1 (fi−1 + fi+1) (4.3)pour i = 2, 4, ..., ny − 1.Remarque Le traitement des bords est e�etué de la même manière. On mul-tiplie simplement la ligne du bord par TB−1 pour l'additionner à la ligne dumilieu.Après avoir résolu le système d'équations (4.3), on obtient les blos solutions

ui pour i = 2, 4, ..., ny − 1. Les inonnues éliminées du système peuvent êtreretrouvées en résolvant le système blo diagonal :
{
Auj = fj + Tuj−1 + Tuj+1, j = 3, ..., ny − 2
Buj = fj + Tuj−1 + Tuj+1, j = 1, ny.

(4.4)L'étape d'élimination peut être répétée k−1 fois pour n'avoir qu'un unique bloéquation u(ny+1)/2. Pour dé�nir ette proédure réursive, on note A(0) = A,
B(0) = B, T (0) = T et f (0) = f . Ainsi, après r étapes d'élimination pour
0 ≤ r ≤ k − 1, le système réduit a la dimension de 2k−r − 1 blos, et s'érit :




B(r) −T (r)

−T (r) A(r) −T (r). . . . . . . . .
−T (r) A(r) −T (r)

−T (r) B(r)







u2r

u2.2r...
u(ny−1)−2r+1

uny−2r+1




=




f
(r)
2r

f
(r)
2.2r...

f
(r)
(ny−1)−2r+1

f
(r)
ny−2r+1




.
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Chapitre 4. Rédution Cyliqueoù, pour r = 1, ..., k − 2 :
A(r) = A(r−1) − 2

(
T (r−1)

)2 (
A(r−1)

)−1 (4.5)
B(r) = A(r−1) −

(
T (r−1)

)2
[(
A(r−1)

)−1
+
(
B(r−1)

)−1
] (4.6)

T (r) =
(
T (r−1)

)2 (
A(r−1)

)−1
. (4.7)Finalement, le blo �nal de l'étape r = k − 1 s'érit

A(k−1) = A(k−2) − 2
(
T (k−2)

)2 (
B(k−2)

)−1
. (4.8)On obtient également une formulation réursive sur le seond membre et pour

r = 1, ..., k − 2 et i = 1, ..., 2k−r − 1 :
f

(r)
i.2r =





f
(r−1)
i.2r + T (r−1)

((
B(r−1)

)
−1
f

(r−1)
i.2r

−2r−1 +
(
A(r−1)

)
−1
f

(r−1)
i.2r+2r−1

)pour i = 1,

f
(r−1)
i.2r + T (r−1)

((
A(r−1)

)
−1
f

(r−1)

2k−r
−2r−1 +

(
B(r−1)

)
−1
f

(r−1)

2k−r+2r−1

)pour i = 2k−r − 1,

f
(r−1)
i.2r + T (r−1)

(
A(r−1)

)
−1
(
f

(r−1)
i.2r

−2r−1 + f
(r−1)
i.2r+2r−1

)autrement. (4.9)
De plus, on a pour r = k − 1 :

f
(k−1)

2k−1 = f
(k−1)

2k−1 + T (k−1)
(
B(k−2)

)−1 (
f

(k−1)

2k−1−2k−2 + f
(k−1)

2k−1+2k−2

)
. (4.10)Après les k − 1 étapes d'élimination, l'équation blo résultante s'érit :

A(k−1)u2k−1 = f
(k−1)

2k−1 . (4.11)Après résolution de (4.8), on obtient le blo milieu u2k−1 . Le reste des inonnuessont obtenues par la résolution du système blo diagonal des équations éliminéespour r = k − 2, ..., 0. Ce système a la dimension 2k−r − 1 blos, et s'érit :



B(r)

A(r) . . .
B(r)







u2r+1−2r

u2.2r+1−2r...
uny−2r+1


 =




g
(r)
2r+1−2r

g
(r)
2.2r+1−2r...
g
(r)
ny−2r+1




(4.12)où
g
(r)
j.2r+1−2r

= f
(r)
j.2r+1−2r

+ T (r)
(
u(j−1).2r+1 + u(j).2r+1

)
. (4.13)Dans la prohaine setion, nous allons étudier une approhe pour onstruire lesseonds membres réursivement et traiter les di�érentes étapes de rédution etredistribution.60



4.2. Approhe par déomposition spetrale, la méthode standard
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r=2r=0 r=1 r=2r=1r=0

Elimination RedistributionFig. 4.1 � Etapes de la Rédution Cylique pour 15 lignes4.2 Approhe par déomposition spetrale, la méth-ode standardPour la résolution des systèmes linéaires (4.10), (4.11) et (4.12), on peut seplaer dans l'espae de la base des veteurs propres de la matrie A, souventappelé espae de Fourier. Tout d'abord, remarquons que si les matries A(r) et
T (r) ommutent alors elles ont les mêmes veteurs propres. C'est une propriétéfondamentale de ette approhe. On note Λ(0) et Γ(0) les matries diagonalesontenant respetivement les valeurs propres des matries A et T . On a don :

A = QΛ(0)QT , T = QΓ(0)QT (4.14)où Q est la matrie orthogonale dont les olonnes sont les veteurs propres desmatries A et T .Ainsi, on obtient les formules de réurrene suivantes :
A(r) = QΛ(r)QT , T (r) = QΓ(r)QT (4.15)où, en utilisant (4.6) et (4.7), on a :

Λ(r) = Λ(r−1) − 2
(
Γ(r−1)

)2 (
Λ(r−1)

)−1 (4.16)
Γ(r) =

(
Γ(r−1)

)2 (
Λ(r−1)

)−1
. (4.17)On voit immédiatement que pour que la matrie B ait les mêmes veteurspropres que A et T , il est impératif que le paramètre α soit onstant. C'estlà enore une ontrainte pour l'utilisation de ette approhe. Dans e as,

B = Q

(
Λ(0)

2
+ α

)
QT , 61



Chapitre 4. Rédution Cyliqueet en posant Π(0) =
Λ(0)

2
+α, on obtient à partir de (4.7) la formule de réurrenesuivante

Π(r) = Λ(r−1) −
(
Γ(r−1)

)2
[(

Λ(r−1)
)−1

+
(
Π(r−1)

)−1
]
.Le alul de x =

(
T (r−1)

)2 (
A(r−1)

)−1
y dans les étapes d'élimination est donnépar :

x = Q
(
Γ(r−1)

)2 (
Λ(r−1)

)−1
QT y. (4.18)Les termes de la forme x =

(
A(r)

)−1 (
y +

(
T (r)

)
z
) dans les étapes de redistri-bution sont donnés par :

x = Q
(
Λ(r)

)−1 (
QT y +

(
Γ(r)

)
QT z

)
. (4.19)Pour résumer, on e�etue les inq étapes suivantes :

• On alule les omposantes de f dans la base des veteurs propres
f̃i = QT fi pour i = 1, . . . , ny.

• On e�etue les étapes d'élimination sur le seond membre obtenu, parexemple pour le blo i à l'étape r
f̃

(r)
i.2r = f̃

(r−1)
i.2r + Γ(r−1)

(
Λ(r−1)

)−1 (
f̃

(r−1)
i.2r−2r−1 + f̃

(r−1)
i.2r+2r−1

)
.Les matries Λ(r−1) et Γ(r−1) sont diagonales.

• On alule le blo solution réduit ũ2k−1 en résolvant le système
Λ(k−1)ũ2k−1 = f̃

(k−1)

2k−1où la matrie Λ(k−1) est diagonale.
• On redistribue réursivement les blos solutions en résolvant des systèmesdu type

Λ(r)ũj.2r+1−2r = g̃
(r)
j.2r+1−2roù

g̃
(r)
j.2r+1−2r

= f̃
(r)
j.2r+1−2r

+ Γ(r)
(
ũ(j−1).2r+1 + ũ(j).2r+1

)
.

• On alule la solution u
ui = Qũi pour i = 1, . . . , ny.Le oût global de ette approhe, mis à part le alul des veteurs et valeurspropres de A, peut être obtenu en omptant le nombre de produit matrie-veteur par Q et QT , soit 2ny multipliations.62



4.3. Approhe par tehnique de solution partielle, la méthode PSCR4.3 Approhe par tehnique de solution partielle, laméthode PSCROn présente maintenant une autre approhe réente basée sur la tehniquede solution partielle [26℄. L'idée est de onstruire les blos de solutions des di�é-rentes étapes de redistribution en revenant à haque fois au problème omplet.On introduit dans un premier temps di�érentes éritures omplémentaires à laRédution Cylique. On présente ensuite dans e adre la tehnique de solu-tion partielle basée sur la séparabilité du problème. On montrera ensuite lesavantages et limites de ette approhe.Remarque Réemment introduite par T. Rossi et J. Toivanen [22℄, la Rédu-tion Cylique ave la tehnique de solution partielle est appelée PSCR. Elle estonnue pour son grand nombre d'appliations, notamment pour les problèmesd'Helmholtz [24℄ en éléments �nis et sa parallélisation [23℄.4.3.1 Etapes de rédution et redistributionOn présente ii plusieurs résultats pratiques pour la onstrution du seondmembre ou la redistribution aux inonnues éliminées en vue de l'utilisation de latehnique dite de solution partielle. Pour les démonstrations préises, voir [22℄.Voii tout d'abord un lemme qui sera utile pour les deux prohains théo-rèmes.Lemme 4.3.1 Pour la matrie T (s), s = 1, ..., k, on a
T (s) = T (0)

(
A(0)

)−1
T (0)

(
A(1)

)−1
T (1)...

(
A(s−1)

)−1
T (s−1). (4.20)On note pour la suite

M(r) =




A −T
−T A −T. . . . . . . . .

−T A −T
−T A


le blo de A de dimension égale à 2r−1. Par souis de simpliité, on ne onsidèrepas ii les termes de bords.4.3.2 Constrution du seond membreOn s'intéresse au alul des veteurs f (r) dans (4.9). On s'appuie sur lethéorème suivant :Théorème 4.3.2 Soit m = 2r − 1. Alors,

f
(r)
i.2r = f

(r−1)
i.2r + T

(
x(1)
m + x

(2)
0

) (4.21)63



Chapitre 4. Rédution Cyliqueoù x(1)
m est le dernier blo de taille n du veteur x(1) et x(2)

0 est le premier blode taille n du veteur x(2), où les veteurs x(k), k = 1, 2 sont donnés par lessystèmes linéaires
M (r)x(k) = y(k). (4.22)Les veteurs y(k) ont la struture par blo suivante

y
(k)
j =

{
f

(r)

i.2r+1+(−1)k2r
, j = (m+ 1)/2

0, autrement.
(4.23)Preuve Il est évident que résoudre M (r)x = y, ave y nul sauf pour le blo(m+1)/2, équivaut à résoudre A(r−1)x(m+1)/2 = y(m+1)/2. On a don

x(m+1)/2 =
(
A(r−1)

)−1
y(m+1)/2. (4.24)En utilisant la formule de redistribution (4.12), pour haque étape j = r−2, ..., 0et en s'intéressant au premier blo, on a

Tx1 = T (0)x1

= T (0)
(
A(0)

)−1
T (0)

(
A(1)

)−1
T (1)...

...
(
A(r−2)

)−1
T (r−2)x(m+1)/2.

(4.25)En utilisant le lemme 4.3.1, on a
Tx1 = T (r−1)x(m+1)/2 = T (r−1)

(
A(r−1)

)−1
y(m+1)/2. (4.26)Ainsi, dans un premier temps, on résout le problème assoié M (r)x(1) = y(1).D'après le théorème 4.3.2, on obtient que

Tx(1)
m = T (r−1)

(
A(r−1)

)−1
f

(r)
i.2r+1−2roù x(1)

m est le dernier blo du veteur x(1).De plus, pour le problème ave le seond membre y(2), on a
Tx

(2)
1 = T (r−1)

(
A(r−1)

)−1
f

(r)
i.2r+1+2r

.où x(2)
1 est le premier blo du veteur x(2).On peut alors failement aluler le seond membre f (r) donné par (4.9). Ahaque étape de rédution, on a besoin de résoudre 2k−r − 1 systèmes linéairesave la matrie M (r).4.3.3 RedistributionOn s'intéresse maintenant à la redistribution aux inonnues éliminées. Onutilise le théorème suivant :64



4.3. Approhe par tehnique de solution partielle, la méthode PSCRThéorème 4.3.3 Soit m = 2r − 1. Alors, ui.2r+1−2r = x(m+1)/2, où le blomilieu x(m+1)/2 est de taille nx du veteur solution x du système M (r)x = y. Leveteur y est dé�ni omme
yj =





Tu(i−1).2r+1 , j = 1,

f
(r)
i.2r+1−2r

, j = (m+ 1)/2,

Tui.2r+1, j = m,

0, autrement,

(4.27)sauf pour r = 0 et r = k − 1. Dans le as r = k − 1, on a y1 = y2 = 0. Dans leas r = 0, l'unique blo y1 est donné par y1 = f
(0)
2.(i−1) + T (u2.(i−1) + u2.i).Preuve La linéarité du système nous permet d'érire

x(m+1)/2 = x
(1)
(m+1)/2 + x

(2)
(m+1)/2 + x

(3)
(m+1)/2,où x(k)

(m+1)/2 est le blo milieu de la solution x(k) du système M (r+1)x(k) = y(k).Les veteurs y(k) sont dé�nis omme :
y

(1)
j =

{
f

(r)
i.2r+1−2r

, j = (m+ 1)/2

0, autrement,

y
(2)
j =

{
Tu(i−1).2r+1 , j = 1

0, autrement,

y
(3)
j =

{
Tui.2r+1, j = m
0, autrement.Dans le même esprit que pour le théorème préèdent, on montre que

x
(2)
(m+1)/2 =

(
A(r)

)−1
T (r)u(i−1).2r+1 ,et que

x
(3)
(m+1)/2 =

(
A(r)

)−1
T (r)ui.2r+1.Ainsi, haque redistribution 0 ≤ r ≤ k − 1 néessite la résolution de 2k−r − 1problèmes ave la matrie M (r+1).4.3.4 Séparabilité du problèmeOn dé�nit tout d'abord le produit tensoriel de matries ⊗ permettant l'éri-ture en variables séparées : pour A ∈ C

k×k et B ∈ C
s×s,

A⊗B = {AijB}ki,j=1 ∈ C
ks×ks.On s'intéresse ii en détail à l'ériture de la matrie (4.1) issue d'une disrétisa-tion par di�érenes �nies sous la forme

Dy ⊗Ax +Ay ⊗Dx. 65



Chapitre 4. Rédution CyliqueD'après le prinipe de séparation, les matries Ax et Ay de taille respetives
nx × nx et ny × ny représentent la disrétisation du problème (4.1) dans lesdiretions respetives x et y. Les matries Dx et Dy traduisent l'impat desonditions aux bords.Remarque On peut également érire sous forme le problème disrétisé par laméthode des éléments �nis. C'est d'ailleurs un avantage onsidérable de etteapprohe.On onsidère le as général dé�ni par le problème (2.3) assoié aux onditionsde Robin. Ave une disrétisation de la dérivée normale à l'ordre deux dans lesonditions d'interfaes, on a la matrie suivante




A/2 + α −T
−T A −T. . . . . . . . .

−T A −T
−T A/2 + α


où α est onstant. On rappelle également que

A = −ǫ2(M∆ +MCL) −M1−Noù en notant h = δx
δy

M∆ =
1

δx2




−1 − 2h2 1
1 −2(1 + h2) 1. . . . . . . . .

1 −2(1 + h2) 1
1 −1 − 2h2



,

M1−N =




1 −N1

1 −N2 . . .
1 −Nn


et

MCL = − i
ǫδx

(√
1 −N1δ1 +

√
1 −Nnδn

)où on a noté δi la matrie de taille n×n dont le ième oe�ient de la diagonalevaut un et zéro partout ailleurs. On a également
T = − ǫ2

δy2
I.On peut alors érire la déomposition en notant

Ax = −ǫ2( 1

δx2
M +MCL) −M1−N66



4.3. Approhe par tehnique de solution partielle, la méthode PSCRet
Ay = − ǫ2

∆y2
M + α(δ1 + δn)où

M =




1 −1
−1 2 −1. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 1



.On pose également Dy = I − 1

2(δ1 + δn) et Dx = I. On a ainsi
Dy ⊗Ax =




Ax/2
Ax . . .

Ax
Ax/2


et

Ay ⊗Dx =
1

δy2




(1 + δy2α)Dx −Dx

−Dx 2Dx −Dx. . . . . . . . .
−Dx 2Ix −Dx

−Dx (1 + δy2α)Dx



.Par ette déomposition, on retrouve bien la matrie (4.1).Remarque La hose importante à noter pour la suite est que la matrie Dyn'est pas la matrie identité.4.3.5 Tehnique de solution PartielleOn présente ii la tehnique de solution partielle pour résoudre les systèmeslinéaires M(r) et M(r+1). Cette méthode partiulière néessite que l'opérateursoit à variables séparables. On vient de voir que le problème (4.1) se formaliseomme

(Dy ⊗Ax +Ay ⊗Dx)u = f.Dans le adre d'une disrétisation par di�érenes �nies, les matries Ax et Ayde taille respetives nx×nx et ny×ny sont tridiagonales et issues de la disrét-isation de l'opérateur dans les diretions respetives x et y. De plus, les matries
Dx et Dy sont diagonales et varient en fontion des onditions aux bords. Unavantage diret de ette approhe est le fait de pouvoir également utiliser unedisrétisation type éléments �nis.Il suit que la matrie M (r) est séparable et peut s'érire :

M (r) = J2r−1 ⊗Ax +K2r−1 ⊗Dy (4.28)67



Chapitre 4. Rédution Cyliqueoù K2r−1 (resp. I2r−1) est une sous-matrie de Ay (resp. Dy) de taille 2r − 1blos. Soit le problème généralisé aux valeurs propres suivant :
K2r−1wi = λiJ2r−1wi, i = 1, ..., 2r − 1.On note par la suite la base des veteurs propres

W = [w1, w2, ..., w2r−1] = W T ∈ C
(2r−1)×(2r−1).Dans l'étape de rédution, on a besoin de aluler

M (r)x = y (4.29)où y a seulement un blo non nul, elui du milieu y2r−1 . On ne veut que lesblos x1 et x2r−1 de la solution x. En multipliant (4.29) par la gauhe par lamatrie W T ⊗ Inx, en utilisant (4.28) et en notant x̃ = (W T ⊗ Inx)x, on obtientle système diagonal par blo :



Ax + λ1Inx
Ax + λ2Inx . . .

Ax + λ2r−1Inx







x̃1

x̃2...
x̃2r−1




=




(w1)2r−1y2r−1

(w2)2r−1y2r−1...
(w2r−1)2r−1y2r−1




(4.30)
où Inx est la matrie identité de taille nx × nx.Finalement, on pose x = (W ⊗ Inx)x̃ et, après avoir résolu le système (4.30),les blos souhaités sont obtenus par :

x1 =
∑2r−1

j=1 (wj)1x̃j et x2r−1 =
∑2r−1

j=1 (wj)2r−1x̃j . (4.31)C'est ette variante de la méthode lassique de séparation de variable que l'onappelle la tehnique de solution partielle.Le problème en M (r+1) de redistribution se résout de manière identique.4.4 Choix de la méthodeOn a présenté deux manières di�érentes de résoudre le problème (4.1) parRédution Cylique ; la méthode par déomposition spetrale dite standard etla méthode par solution partielle notée PSCR.La méthode PSCR possède un avantage ertain omparé à la méthode stan-dard ; elle n'est pas restreinte à des maillages artésiens type di�érenes �nies.On peut l'utiliser pour des méthodes type éléments �nis. Cette partiularité per-met don une appliation plus générale de la méthode. Rappelons toutefois quela méthode de Rédution Cylique est à l'origine onçue pour des problèmes is-sues de disrétisation type di�érenes �nies. En fait, la résolution par tehnique68



4.5. Performane de la méthodedes solutions partielles onsiste à onsidérer les sous-problèmes issues de (4.1)sans expliitement e�etuer les réurrenes. On utilise plut�t le aratère sépa-rable de l'opérateur pour aluler les blos solutions. Dans ette approhe, il estnéessaire de résoudre une série de problèmes aux valeurs propres généralisés.La résolution de e type de problèmes s'avère très ompliquée, surtout dans l'es-pae omplexe et aux dimensions de maillage envisagés. Dans ette approhe,la symétrie de la matrie 1D Ax est primordiale.L'approhe standard néessite quant à elle la symétrie de la matrie A for-mant le blo diagonale. Dans notre as, on utilise le fait que non seulement lamatrie globale est séparable mais aussi que la struture est simple. En e�et,les blos extra-diagonaux sont tous identiques égaux à T et les matries A et Tommutent. Les onditions limites d'ordre élevé ne sont alors pas adaptées. Enontre partie, on ne doit résoudre qu'un unique problème aux valeurs proprespour lequel une méthode ultra-rapide et performante peut être utilisée. On laprésente d'ailleurs dans le hapitre suivant. Toutefois, dans notre adre d'étudeet pour des raisons de oneption, l'utilisation des di�érenes �nies permet depallier es ontraintes.L'avantage indéniable de la méthode standard sur la méthode PSCR est sasimpliité algorithmique et de mise en oeuvre. En e�et, la méthode s'érit sim-plement et le noeud de la méthode est une séquene de produit matrie-veteurpar une matrie dense. La méthode PSCR quant à elle néessite également larésolution d'une série de systèmes tridiagonaux.Pour es raisons, on hoisit la méthode standard qui est plus adaptée à la dis-rétisation par di�érenes �nies. L'utilisation de la méthode PSCR s'envisageraplut�t pour des problèmes disrétisés en éléments �nis.Remarque Dans l'artile [24℄, les auteurs font la résolution d'un problèmed'Helmholtz ave des ouhes PML et sans déomposition de domaine par laméthode PSCR. Il est intéressant de omprendre les di�érenes ave notre as.Tout d'abord, le problème que onsidèrent les auteurs est un problème d'Helm-holtz à oe�ient onstant. Ensuite, la tehnique des éléments �nis est utilisée.Dès lors, il est possible d'avoir un problème variationnel symétrique et séparable.Dans notre as, en di�érenes �nies, la symétrie du problème ave ouhes PMLn'est tout simplement pas possible. Dans un adre éléments �nis, la variation dela densité moyenne empêhe de garantir à la fois la séparabilité et la symétrie.4.5 Performane de la méthodeLa performane de la Rédution Cylique ave déomposition spetrale estdiretement liée aux produits faisant intervenir la matrie Q (et sa transposée).D'un point de vue historique, ette méthode fut éprouvée sur des problèmeselliptiques simples. Dans un tel adre, on dispose du spetre (Λ, Q) et on e�etueles produits par transformée de Fourier rapide (FFT, [32℄). Dans notre as, 'estplus omplexe et la FFT ne s'applique pas. Dès lors, la séquene de produitmatrie-veteur doit être e�etuée de manière adaptée et performante d'un pointde vue informatique. 69



Chapitre 4. Rédution CyliqueOn rappelle que l'on a ny veteurs de taille nx à multiplier ave la matriedense omposée des veteurs propres Q puis sa transposée QT . Pour tout ei, ondoit don e�etuer exatement 2nyn
2
x multipliations et 2nynx(nx−1) additions.Préisons que l'on parle évidement d'opérations sur des nombres omplexes etque les multipliations de �ottants sont beauoup oûteuses que les additions.Il existe des algorithmes réursifs permettant de diminuer fortement e nombrede multipliations mais augmentant beauoup le nombre d'additions [33℄. Tou-tefois, la struture des algorithmes ne permet pas l'exploitation du ahe desproesseurs.On peut naïvement e�etuer la séquene de produit matrie-veteur en uti-lisant une bibliothèque sienti�que ou en odant soi-même. Toutefois, grâe àdes tehniques dites de ahe bloking des données [28℄, e�etuer ette séqueneen un seul produit matrie-matrie permet d'utiliser au mieux les apaités desmahines informatiques atuelles. On e�etue un produit d'une matrie nx×nxpar une matrie nx×ny. Il est possible (mais non aisé) de faire sa propre routineproduit matrie-matrie performante mais le développement néessite une forteonnaissane de la mahine et dépend de ette dernière. Il est alors préférabled'utiliser des bibliothèques qui s'adaptent automatiquement à la mahine, parexemple les bibliothèques LAPACK [27℄ ATLAS [30℄ ou PHIPAC [29℄ ou desroutines partiulières faites à la main omme par Goto [31℄.
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5Solveur spetral
Sommaire 5.1 Calul des valeurs propres . . . . . . . . . . . . . 735.1.1 Eriture de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . 735.1.2 Forme tridiagonale onservée . . . . . . . . . . . . 735.1.3 Aéleration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 745.1.4 Remarques sur l'implantation de la méthode LR . 755.2 Calul des veteurs propres . . . . . . . . . . . . 755.2.1 Prinipe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . 765.2.2 La twisted fatorisation . . . . . . . . . . . . . . . 775.2.3 Le oe�ient γk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.2.4 Connexion ave les veteurs propres . . . . . . . . 785.2.5 Calul des veteurs propres et orthogonalité . . . 785.2.6 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . 79La Rédution Cylique est le solveur diret utilisé lors de la résolution dusystème linéaire préonditionné (3.12). On a vu préédemment que ette mé-thode est basée sur une séquene d'opérations algébriques sur les valeurs etveteurs propres du blo diagonal de la matrie de disrétisation. La préisionde la Rédution Cylique est ainsi diretement liée à la préision de la méthodede reherhe du spetre. C'est don une étape ruiale de la résolution. Dans ehapitre, on présente un solveur aux valeurs et veteurs propres ultra-rapide etpréis adapté aux strutures tridiagonales. Ce solveur est basé sur les travauxréents de B. Parlett [14℄ et I. Dhillon [15℄. Initialement prévue pour les asréels, on s'est ii intéressé à l'implantation dans le as omplexe. On ompareraen partiulier e solveur à la méthode lassique QR.On onsidère une matrie A tridiagonale symétrique (non hermitienne dansle as omplexe) de dimension n. On souhaite trouver toutes les valeurs propres
λi ∈ C et les veteurs propres assoiés vi qui véri�ent

Avi = λivi. (5.1)Autrement dit, on herhe les matries Λ et Q véri�ant
A = QΛQ−1.71



Chapitre 5. Solveur spetralOn sait que dans le as réel, si la matrie A est symétrique alors la matrie
Q formée par la base de ses veteurs propres est orthogonale (Q−1 = QT ). Dansle as omplexe, si la matrie est hermitienne alors la matrie Q est unitaire(Q−1 = Q∗). On s'intéresse aux propriétés de notre matrie symétrique maisnon hermitienne à laquelle on assoie le produit salaire réel

(u, v)R =
∑

uivi.On suppose que toutes les valeurs propres de A sont distintes. Soient (u,v)deux veteurs propres assoiées aux valeurs propres respetives (λ,µ) :
{
Au = λu,
Av = µv.On a don

λ(u, v)R = (λu, v)R = (Au, v)R = (u,AT v)R = (u,Av)R = (u, µv)R = µ(u, v)Ret omme λ 6= µ, on déduit que (u, v)R = 0. Les veteurs propres sont donorthogonaux au sens du produit salaire réel. On peut alors érire
A = QΛQT .On voit don qu'une ontrainte importante est d'obtenir l'orthogonalité.Il existe de nombreuses méthodes permettant d'obtenir les valeurs propres.Par exemple, on peut utiliser l'algorithme lassique QR. Par ontre, auune dees méthodes ne tient ompte du aratère tridiagonal de la matrie. On s'inté-resse à une méthode initialement proposée par H. Rutishauser [17℄, l'algorithmeLR (ou QD dans sa version tridiagonale initiale). D'un point de vue historique,ette méthode préède l'algorithme QR et est basée sur le même proédé ité-ratif. De plus, les mêmes tehniques d'aélération de la méthode par déalagesont utilisables. Bien qu'appliable en théorie dans le as de matrie générale,ette méthode est sans doute la plus performante pour le as des matries tri-diagonales. En e�et, elle repose sur des déompositions LU, très bien adaptéespour e type de matrie. B. Parlett en fait une étude très laire [14℄.Classiquement, on obtient le veteur propre vi relié à la valeur propre λi parla résolution de l'équation (5.1). On doit don trouver le noyau de l'appliation

(A − λiI). On va utiliser une méthode adaptée à notre as proposée par I.Dhillon en ollaboration ave B. Parlett. Le but de ette méthode est de garantirl'orthogonalité des veteurs sans passer par des proédés d'orthogonalisationtype Gram-Shmit. Cette méthode est enore basée sur des déompositions LU.Rappelons en�n que notre motivation est de ne pas se restreindre au asréel mais de traiter le as omplexe. En e�et, si de nombreuses bibliothèquespermettent la résolution de e problème dans le as réel, auune ne traite le asomplexe non hermitien e�aement. C'est même en utilisant des routines pourles as de matries omplexes générales que les aluls sont généralement faits.Dès lors, l'implémentation d'une méthode adaptée et performante par rapportà e qui est disponible devient une réelle motivation pour notre travail.72



5.1. Calul des valeurs propres5.1 Calul des valeurs propresLa méthode LR est partiulièrement bien adaptée aux matries de typetridiagonal. On ne tire par ontre auun avantage de la struture symétrique.On hoisit alors un formalisme pour matrie générale. On érit notre matrie
A =




a1 c1

b1 a2
. . .. . . . . . cn−1

bn−1 an



.5.1.1 Eriture de l'algorithmeOn présente la version proposée par R. Rutishauser [17℄ :

A1 = A,pour k = 1, 2, . . . :
Ak = LU
Ak+1 = UL�nCet algorithme est d'ériture très prohe de l'algorithme QR et repose sur lemême prinipe de transformation : Une première réation en voyant ette pro-édure est de se demander e qu'il advient des valeurs propres et e qu'on a-omplit. Comme

Ak+1 = UL = UAkU
−1 = L−1AkL

U étant une bijetion, Ak+1 peut être vu omme un hangement de variable etdon il y a équivalene de spetre.Cette algorithme onverge vers une matrie bidiagonale. En e�et, pendantles itérations, on véri�e que les oe�ients de la diagonale inférieure de Akonvergent un à un vers zéro. Le premier à diminuer est le oe�ient (Ak)n,n−1,puis (Ak)n−1,n−2, et. De plus, lorsque un oe�ient s'annule, on assure laonvergene de la valeur propre sur la diagonale. Remarquons que et algo-rithme n'ordonne pas les valeurs propres.5.1.2 Forme tridiagonale onservéeL'intérêt de ette ériture est garder une forme tridiagonale à toutes lesétapes s'il n'y a pas besoin de pivotage numérique. En e�et, la déompositionLU garde le pro�l de la matrie initiale et si on note L la matrie inférieure
L =




1
l1 1. . . 1

ln−1 1


 , 73



Chapitre 5. Solveur spetral
U la matrie supérieure

U =




u1 c1

u2
. . .. . . . . . cn−1

un


alors le produit UL est une matrie tridiagonale et s'érit

UL =




u1 + c1l1 c1

u2l1 u2 + c2l2
. . .. . . cn−1

unln−1 un



. (5.2)Dès lors, on utilise e�aement la struture de la matrie, garantissant ainsi debonnes performanes par rapport aux autres algorithmes généraux.5.1.3 AélerationOn présente ii deux manières di�érentes d'aélérer l'algorithme ; l'utilisa-tion lassique de shift et une rédution de la taille du problème au fur et àmesure de la onvergene.Par l'utilisation de shiftDe manière similaire à l'algorithme QR, on peut aélérer la méthode enutilisant des shifts aux di�érentes étapes. On réérit l'algorithme :

A1 = A,pour k = 1, 2, . . . :
Ak − ckI = LU
Ak+1 = UL+ ckI�noù ck ∈ C est notre shift à haque étape.Le hoix du shift s'avère primordial pour l'aélération de la méthode. Unhoix lassique pour ck est
ck = (Ak)n,n.Comme le seul terme non nul de la dernière ligne de Ak est (Ak)n,n−1. Claire-ment, si (Ak)n,n−1 → 0 alors (Ak)n,n → λn. On peut montrer que (Ak)n,n−1tend vers zéro ave le fateur de onvergene
∣∣∣∣
λn − ck
λn−1 − ck

∣∣∣∣ .Le meilleur hoix possible serait diretement la valeur propre λn. Un autre hoixastuieux, notamment en omplexe, est de prendre une valeur propre du blo
2 × 2 extrait de Ak de oe�ients diagonaux d'indies n et n− 1

[
an−1 cn−1

bn−1 an

]
.74



5.2. Calul des veteurs propresOn hoisit la valeur propre la plus prohe de (Ak)n,n. Cette tehnique a étéintroduite par J. H. Wilkinson [16℄.Par la strutureLa matrie Ak onverge vers une matrie bidiagonale supérieure. Cei im-plique qu'au fur et à mesure des itérations, le dernier oe�ient de la diagonaleinférieure de la déomposition LU de Ak onverge vers zéro. Ainsi, le dernieroe�ient de la diagonale inférieure de la matrie Ak+1 = UL est égalementnul. On peut alors ne onsidérer que la matrie réduite de la ligne et la o-lonne assoiées au oe�ient aux itérations suivantes. On réduit ainsi la tailledu problème au fur et à mesure que l'on onverge vers les valeurs propres.5.1.4 Remarques sur l'implantation de la méthode LRL'idée de l'implémentation est de toujours se ramener à une ériture type LUdes matries Ak sans jamais les reonstruire expliitement. Ainsi, à l'itération
k, on herhe diretement les matries L et U de la déomposition LU de lamatrie Ak+1 à partir de la formule (5.2). D'un point de vue informatique,on peut éviter ertaines erreurs d'arrondi en limitant les additions, génératried'erreur, et introduire des multipliations.On a plusieurs hoix possibles pour le ritère d'arrêt :

• le terme Ak−1,k → 0. Ce test assure que la onvergene a lieu vers unevaleur propre sans quanti�er la préision.
• la di�érene entre Ak,k et Dk (la diagonale à l'itération préédente). Cetest permet de voir si la méthode stagne.
• On peut également ombiner les deux tests préédents.Si on véri�e le test, on a don une onvergene vers une valeur propre. Cetteonvergene loale permet de se foaliser sur la reherhe de valeurs propresdans la matrie réduite.5.2 Calul des veteurs propresOn se propose d'étudier le alul des veteurs propres vi 6= 0 de la matriesymétrique (non hermitienne) A en utilisant les valeurs propres obtenues à l'aidede l'algorithme LR présenté préédemment.On herhe don à déterminer le noyau des appliations A− λiI où λi ∈ C.Cela exige don de résoudre les systèmes suivants :




a1,1 − λi a1,2

a1,2 a2,2 − λi
. . .. . . . . . an−1,n

an−1,n an,n − λi







v1
i

v2
i...
vni


 = 0. (5.3)Rappelons que le noyau de ette appliation est un espae unidimensionnels'il n'existe pas de valeur propre double. Une manière naturelle pour trouver vi75



Chapitre 5. Solveur spetralest de hoisir un indie pivot k et de poser vki = 1. On déduit ensuite le restedes omposantes du veteur par desente et montée du système. Par ontre,ette méthode ne donne pas toujours des veteurs propres orthogonaux au sensdu produit salaire réel. Il faut don utiliser un algorithme d'orthogonalisationomme l'algorithme de Gram-Shmidt. De plus, dans ertains as, les veteursobtenus pointent dans de mauvaises diretions. La raison est qu'il est rare qu'unevaleur propre soit représentable en préision �nie.Pourtant, S.I. Dhillon a développé une méthode très performante donnantdes veteurs propres diretement orthogonaux. Elle est basée sur un hoix astu-ieux du pivot pour haque veteur propre dépendant de la fatorisation partiu-lière de la matrie du noyau. Une tehnique de ra�nage des valeurs propres estaussi employée. Une onséquene direte est la rapidité de l'algorithme (O(n2))ar on évite l'orthogonalisation de Gram-Shmidt.5.2.1 Prinipe de la méthodeLe prinipe de base est de déomposer la matrie A−λiI par les fatorisationsde Cholesky supérieure et inférieure :
A− λiI = L+D+L

T
+ = U−D−U

T
− .Lors de es fatorisations, on dé�nit plusieurs grandeurs, notamment des oe�-ients γk traduisant la qualité des veteurs propres obtenus pour lequel vki = 1.S. I. Dhillon [15℄ propose de hoisir le pivot k omme l'indie pour lequel |γk|est minimum. On obtient alors une bonne approximation du veteur propre vi.On dé�nit ainsi une fatorisation partiulière dite twisted au pivot k ouplantles deux préédentes

A− λiI = NkDkN
T
k .On utilise la twisted fatorisation pour aluler le veteur propre. En respe-tant la littérature, on appelle ette proédure GetV ec. On dé�nit égalementl'Algorithme X en obtenant tous les veteurs propres ave GetV ec.On dé�nit la fontion suivante :reldist(λi, λj) =

∣∣∣∣
λi − λj
λj

∣∣∣∣traduisant la distane relative entre 2 valeurs propres. On onsidérera que 2valeurs propres sont prohes si leur distane est inférieure à 10−3.Dans le as de valeurs propres isolées, les veteurs propres par l'AlgorithmeX sont obtenus préisément. Par ontre, dans le as de valeurs propres prohes,l'orthogonalité n'est pas assurée su�samment préisément. Dhillon a alors in-troduit la notion d'éloignement relatif et d'a�nage des valeurs propres.On appelle luster la liste des valeurs propres prohes. On herhe à éloignerrelativement es valeurs propres. On déale alors la matrie par un salaire σhoisi dans le luster.On doit ensuite a�ner les valeurs propres qui sont lustérisées et maintenantdéalées. Pour ela, on utilise un dérivé de la méthode inverse, le RayleighQuotient Iteration (RQI). Cet algorithme est utilisé pour ra�ner une petite76



5.2. Calul des veteurs propresvaleur propre λ d'une matrie A. Il repose sur la méthode de la puissane inverse.On alule alors
vk+1 = (A− λI)−1vk.On ra�ne don toutes les valeurs propres du luster et on véri�e qu'il n'y ait pasd'autres lusters dans le luster. Si une valeur n'appartient pas à un luster, alorson applique alors la proédure GetV ec. On appelle ette proédure l'AlgorithmeY. On propose plut�t une variante qui onsiste à ra�ner toutes les valeurspropres par la méthode RQI et de aluler ensuite tous les veteurs propres ave

GetV ec. On l'appelle l'Algorithme X'.5.2.2 La twisted fatorisationSoit J une matrie tridiagonale omplexe telle que l'on ait la double fato-risation
J = L+D+L

T
+ = U−D−U

T
− . (5.4)On dé�nit la twisted fatorisation au pivot k omme

J = NkDkN
T
k (5.5)où les matries Nk et Dk ont les formes suivantes

Nk =




x
x x

x x x
x x

x




et Dk =




x
x

x
x

x



.On véri�e que

Nk =




1
l+(1) 1. . . . . .

l+(k − 2) 1
l+(k − 1) 1 u−(k)

1 u−(k + 1). . . . . .. . . u−(n− 1)
1


et

Dk = diag(d+(1), . . . , d+(k − 1), γk, d
−(k + 1), . . . , d−(n)).5.2.3 Le oe�ient γkOn rappelle le théorème suivant 77



Chapitre 5. Solveur spetralThéorème 5.2.1 Soit J une matrie tridiagonale omplexe n × n admettantla double fatorisation (5.4). Considérons la twisted fatorisation au pivot kdonnée par (5.5). Alors, pour 1 ≤ k ≤ n,
γk = d+(k) + d−(k) − Jkket si J est inversible

1

γk
= e∗kJ

−1ek.Ce théorème déoule de l'ériture de la twisted fatorisation.5.2.4 Connexion ave les veteurs propresOn établit maintenant la onnexion des parties préédentes ave le problèmedes veteurs propres.Soit λ une valeur propre alulée de la matrie J . On montre ommentla double fatorisation peut être utilisée pour trouver la "bonne" equation àomettre pour la résolution de (J − λI)x = 0. Si on érit J = V ΛV ∗, on trouve
1

γk
= e∗kV

∗(Λ − λI)−1V ek

⇒ 1

γk
=

|vj(k)|2
λj − λ

+
∑

i6=j

|vi(k)|2
λi − λ

.Don, si λ est prohe d'une valeur propre isolée λj , γk re�ète la valeur de vj(k).On admet dès lors que hoisir γk minimum revient à e�etuer un bon hoixd'indie pivot k. Pour la démonstration exate, voir [15℄.5.2.5 Calul des veteurs propres et orthogonalitéOn s'intéresse maintenant au alul du veteur propre. On e�etue pour efaire une desente et une remontée de la matrie A − λI. Le théorème suivantmontre omment aluler le veteur v qui satisfait toutes les équations de (A−
λI)v = 0 sauf la k−èmeThéorème 5.2.2 Soit J = A − λI une matrie tridiagonale irrédutible quipermet la twisted fatorisation (5.5) pour un indie �xé k. Alors, le système

(A− λI)v(k) = γkeka une unique solution donnée par
v(k)(k) = 1,

v(k)(j) = −u+
j,j+1v

(k)(j + 1), j = k − 1, . . . , 1,

v(k)(i) = −l−i,i−1v
(k)(i− 1), i = k + 1, . . . , n.Preuve Comme Nkek = ek et Dkek = γk, on a

(A− λI)v(k) = γkek ⇒ NT
k v

(k) = ekLe résultat est immédiat.78



5.2. Calul des veteurs propresUn point fort de la méthode est d'obtenir des veteurs propres diretementorthogonaux. Dans les démonstrations, très tehniques, on regarde entre autresles angles formés par les veteurs. On a le théorème suivant.Théorème 5.2.3 Les veteurs propres (vk)k=1,...,n obtenus par l'algorithme Xassoiés aux valeurs propres (λk) véri�ent
|vTi vj | ≤

O(nǫ)reldist(λi, λj) pour i < joù ǫ est la préision mahine.Pour plus de détails, voir [15℄.5.2.6 Résultats numériquesOn présente ii les résultats numériques de la méthode LR ouplée à laméthode de alul des veteurs propres proposée par I. Dhillon. On e�etueraune omparaison ave l'unique routine disponible (de la bibliothèque LAPACK )pour le alul des matries omplexes non symétriques. Préisons que ette der-nière est basée sur la méthode QR et la méthode de la puissane itérée et adaptéepour les matries denses omplexes quelonques. Les temps de alul sont alorstrop long pour être aeptable. Notre motivation première fut don d'obtenir lespetre dans un temps raisonnable. Toutefois, la préision est aussi primordialepour la Rédution Cylique. On va montrer la performane impressionnante entermes de rapidité et de performane de la méthode LR au travers d'un as devalidation et d'un as réaliste.Remarque Les méthodes présentées jusqu'ii sont implémentées dans la bi-bliothèque LAPACK pour les matries tridiagonales symétriques uniquementréelles. Après étude, l'implémentation dans le as omplexe a été alors e�etuéesans de modi�ation majeure.Cas de validationNotre as test de validation sera la matrie omplexe de taille n× n

A =




1 + i −1

−1 2 + i . . .. . . . . . −1
−1 1 + i



.Il est bien onnu (voir annexes) que les valeurs propres sont

λi = 2 + i− 2os( jπ

n+ 2

)
, j = 1, . . . , n.On ompare la méthode de LAPACK à la méthode LR ave le alul desveteurs propres adapté. Les résultats obtenus sont alors résumés dans le tableausuivant 79



Chapitre 5. Solveur spetral
||Λ − Λe||∞ ||Avi − λivi||∞ ||QTQ − I ||∞ ||A − QT

ΛQ||∞ temps
n = 1000LAPACK 1.3 × 10

−13
1.4 × 10

−14
5. × 10

−12
5.8 × 10

−12
128sLR+ Dhillon 2. × 10

−14
8.3 × 10

−17
7.2 × 10

−13
9.2 × 10

−14
2s

n = 5000LR+ Dhillon 5.3 × 10
−13

2.1 × 10
−15

3.2 × 10
−11

5.8 × 10
−13

55sTab. 5.1 � Comparaison des méthodes QR et LRD'un point de vue qualitatif, les deux méthodes donnent des résultats trèssatisfaisants. On sait que la omparaison en temps ne serait pas appropriéemais il est impressionnant de onstater la rapidité et la qualité de la méthodeLR pour es tailles de matrie. En partiulier, la base des veteurs propres estorthogonale à une préision remarquable pour n = 5000.Cas réalisteOn présente maintenant des résultats pour notre matrie tridiagonale om-plexe symétrique non-hermitienne issue de la disrétisation d'une ligne de mail-lage du problème (2.3).
||Avi − λivi||∞ ||QTQ − I ||∞ ||A − QT

ΛQ||∞ temps
n = 1000LAPACK 1.4 × 10

−13
1.5 × 10

−11
1.8 × 10

−11
159sLR+ Dhillon 2.7 × 10

−15
1.8 × 10

−14
4.8 × 10

−14
3s

n = 5000LR+ Dhillon 9.9 × 10
−16

9.5 × 10
−14

5.7 × 10
−14

73sTab. 5.2 � Comparaison des méthodes QR et LR dans un as réalisteLes résultats sont enore satisfaisants pour les deux méthodes bien que laméthode LR soit bien plus préise. Il est partiulièrement intéressant de noterla préision de l'orthogonalité pour e as pratique réaliste.
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6Parallélisation de la méthode
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Chapitre 6. Parallélisation de la méthodeles deux autres. Notre but est d'utiliser et d'adapter les tehniques de pointede parallélisation et d'optimisation à nos méthodes a�n d'e�etuer un alulmassivement parallèle sur un domaine réaliste ave ouplage entre les modèlesparaxial, Helmholtz et hydrodynamique. Dans ette partie, on présente la stra-tégie de parallélisme utilisée pour les méthodes présentées jusqu'ii, de la déom-position de domaine à la Rédution Cylique pour la résolution de l'équation(1.7) sur un domaine de simulation de taille réaliste. On montrera en partiulierque pour obtenir de bonnes performanes, l'aspet informatique sienti�que aune plae ruiale. En e�et, on herhe à exploiter au mieux l'arhiteture desmahines disponibles. La déomposition de domaine, la répartition des hargesainsi que les protooles de ommuniation sont les points fondamentaux de notreétude. En partiulier, on présentera une stratégie de ommuniation dite hybridepartiulièrement adaptée à la struture du alulateur. On présentera égalementles grands axes d'optimisation de ode.6.1 Le superalulateur Tera-1Les superalulateurs peuvent être rangés en trois atégories suivantes :
• Les alulateurs à mémoire partagée (shared memory, �g.6.1) sont om-posés de proesseurs ayant un aès égal à la mémoire entrale. Ainsi, lesproesseurs peuvent dialoguer de manière simple entre eux en partageantles données et en utilisant les adresses onnues.
• Les alulateurs à mémoire distribuée (distributed memory / message pas-sing systems, �g.6.2) sont onstitués de proesseurs ayant une mémoireinterne et ommuniquant par éhanges de messages. Ces mahines sontréparties en deux lasses ; elles dont le ontr�le est synhrone (SIMD,Single Instrution Multiple Data) et elles dont le ontr�le est asynhrone(MIMD, Multiple Instrution Multiple Data).
• Les �lusters de SMP� (Symetri MultiProessors = multiproesseurs àmémoire distribuée, �g.6.3) sont des mahines distribuées en noeuds ayantleur mémoire interne. Chaque noeud est omposé de proesseurs qui separtagent la mémoire interne. Ceux sont don des mahines mixtes parrapport aux deux types préédents.L'arhiteture retenue pour les superalulateurs du projet Tera est du typeSMP. Béné�iant d'un fort soutien de l'industrie informatique, sa pérennitédevrait permettre de onserver la même arhiteture pendant toute la durée duprojet.

Fig. 6.1 � Mahine à mémoire partagée84



6.2. Le ode HERA
Fig. 6.2 � Mahine à mémoire distribuée

Fig. 6.3 � Mahine type SMPInstallée en déembre 2001 au CEA-DAM-Ile-de-Frane, et fournie par lasoiété Compaq, la mahine Tera-1 a une puissane rête totale de 5 téra�ops(mille milliards d'opérations en virgule �ottante). Sa puissane soutenue estde 1 téra�ops. Le noeud, brique de base de Tera-1, est une mini-ordinateur àquatre proesseurs Alpha EV68 à 1 gigahertz. Ils partagent une mémoire de4 gigaotets et fournissent une puissane totale de 8 giga�ops. Par sa bandepassante mémoire importante, e mini-ordinateur a de bonnes performanespour le alul sienti�que. Les 640 noeuds de base (2560 proesseurs au total)sont interonnetés par un réseau rapide onçu par la soiété Quadris et intégrépar Compaq. L'arhiteture du réseau d'interonnexion omporte deux étages.Pour de raisons de performane et de tolérane aux pannes, il y a deux réseauxindépendants identiques dans la mahine, haque noeud étant onneté aux deuxréseaux. Pour les entrées-sorties, le système de �hiers global o�re un espae destokage de 50 téraotets, ave une bande passante totale de 7,5 gigaotets parseonde.6.2 Le ode HERADéveloppé au sein du CEA/SNEC, le ode HERA [19℄ est une plateforme dealul élaborée permettant la simulation parallèle de problèmes physiques va-riés tels que la détonique, l'hydrodynamique ompressible, les instabilités mul-ti�uides ou enore la propagation des ondes en régime paraxial. 85



Chapitre 6. Parallélisation de la méthodeLe ode HERA est basée sur la méthode AMR (Adaptive Mesh Re�nement).Le oût et la préision d'une simulation est ontr�lée par le ra�nement dyna-mique du maillage au ours des itérations temporelles à partir d'un maillageinitial artésien. Une telle approhe en parallèle oasionne des problèmes déli-ats pour l'équilibrage de harges sur haque proesseur.Une approhe SPMD (Single Program Multiple Data) a été retenue. Plu-sieurs tâhes exéutent le même programme sur des proesseurs di�érents et desdonnées di�érentes. Pour le bon déroulement et la ohérene des résultats, lesdi�érentes tâhes mises en ontribution en parallèle ommuniquent par le réseaud'interonnexion inter-noeud ou, le as éhéant, par la mémoire loale à haquenoeud.En�n, le ode HERA est programmé en langage C++ [44℄. Très populairedans l'industrie informatique, le C++ s'avère aussi un outil puissant pour le al-ul sienti�que. Ce langage multiparadigme issu du C permet la programmationproédurale, la programmation orientée objet et la programmation générique.La manipulation d'objets et onepts alliés à des fontionnalités d'enapsula-tion, héritage, polymorphisme et génériité permet d'avoir une struture de odelaire, maintenable et souple. En ontre partie, l'e�ort de programmation pourl'e�aité s'en trouve arue.Remarque Dans notre as, la méthode AMR s'applique au maillage grossier�uide pour l'hydrodynamique et le paraxial. Le modèle Helmholtz est lui résolusur le maillage �n qui en général est 10 fois plus �n que le grossier. La stratégiede solveur rapide ne onvient pas ave les tehniques AMR. On a en e�et besoind'une régularité sur le maillage. Le oût de la méthode étant prinipalement dûau modèle Helmholtz et par souis de simpliité, on hoisit de ne pas utiliserl'AMR dans notre implémentation.6.3 Stratégie de parallélisationOn distingue deux modèles de programmation des mahines SMP :
• Le parallélisme de données onsiste à e�etuer des ations suessives surdes données parallèles. On s'intéresse au as où le déoupage des séquenesest e�etué au niveau du ode. Il s'agit de programmes de type SPMD.Ce type de parallélisme est guidé par la distribution des données.
• Le parallélisme de tâhe onsiste à e�etuer di�érentes tâhes par plu-sieurs proessus de manière asynhrone. Plusieurs proessus peuvent êtreexéutés sur un même proesseur. Dans e as, le parallélisme est alorsguidé par l'alloation des tâhes aux proesseurs.Le premier modèle onstitue une parallélisation naturelle. On répartit lesdonnées du problème de manière équilibrée entre les proesseurs. On préise quesans stratégie AMR, les aluls restent équilibrés au ours du temps. Le seondmodèle est diretement lié à une approhe dite par multithreading. On répartitalors les tâhes sur les proesseurs. On peut aussi oupler les deux modèles.Tous es modèles reposent sur des moyens de ommuniation entre les di�é-rentes ressoures disponibles. On s'intéresse à trois approhes possibles pour les86



6.3. Stratégie de parallélisationéhanges de messages entre les di�érentes tâhes fortement liées aux modèles deparallélisation.6.3.1 Première approhe, MPIL'approhe lassique en alul sienti�que repose sur l'utilisation de la biblio-thèque MPI (Message Passing Interfae). C'est une bibliothèque de proéduresde ommuniation et de synhronisation qui à l'heure atuelle est la référene enla matière et l'unique outil standard portable. C'est un mode de ommuniationà deux interfaes utilisant le réseau, 'est-à-dire que deux proesseurs doiventêtre atifs pour ommuniquer. Un proesseur envoie un message via le réseau etun autre le reçoit. MPI n'assure pas de ontr�le de �ux, 'est à l'utilisateur des'assurer que le proessus est prêt à reevoir. L'avantage de MPI est qu'il n'y apas de stokage intermédiaire d'où des ommuniations plus e�aes. Pondéronsei par le fait que e n'est pas garanti par tous les systèmes.
Fig. 6.4 � Approhe MPIEn général, les ommuniations par le réseau onsomment peu de ressourede type proesseur mais relativement beauoup de temps en raison des proto-oles, latenes et débits du réseau. Sur la mahine Tera, ei est géré de manièreultra-performante par le réseau Quadris dont le MPI propriétaire Compaqforme une interfae. Toutefois, ela peut être très pénalisant et néessite uneattention partiulière. Il existe deux types de ommuniation

• bloquante : les requêtes de ommuniation se terminent lorsque la ommu-niation est e�etivement aomplie ;
• non bloquante : les requêtes se terminent immédiatement et les ommu-niations s'aomplissent en tâhe de fond, néessitant alors des tests deomplétude.Ainsi, nous utiliserons quand ela est possible des ommuniations non blo-quantes, 'est-à-dire que nous reouvrerons les ommuniations par des aluls.Pour les programmes type SPMD, ela se réduit à un �ot d'instrution alulentreoupé de requêtes non bloquantes et de point de ontr�le validant la �n dees dernières.6.3.2 Deuxième approhe, MultithreadingLe multithreading autorise la programmation événementielle multi-tâhe ausein d'un noeud. 87



Chapitre 6. Parallélisation de la méthodeUn thread (ou proessus léger) est un �ux d'exéution indépendant au seind'un proessus. Tous les threads issus d'un proessus parent partagent le mêmeontexte d'exéution (en partiulier l'espae mémoire). C'est une propriété fon-damentale très utile en alul sienti�que. L'ordonnanement des threads, quiest la stratégie de répartition sur les ressoures type proesseurs, est du ressortdu système. Cette politique dite de sheduling est alors déterminante pour lesappliations utilisant le multithreading.Le alul est mené sur un n÷ud multiproesseur et n'utilise qu'un seul pro-essus. Dans le adre d'une déomposition de domaine, haque sous-domaineest alulé simultanément par un thread. Le système d'exploitation distribue lesthreads sur les di�érents proesseurs du noeud à partir du proessus parent etles ommuniations se font en mémoire partagée, tout en restant à la harge del'appliation. La bibliothèque POSIX pthread permet e type de programma-tion sur toute mahine. Les algorithmes d'ordonnanement et de migration desthreads semblent parfois inadaptés et peuvent entraîner une mauvaise utilisa-tion des proesseurs. Par exemple, réer quatre threads sur un noeud ne garantiepas d'utiliser les quatre proesseurs. La pratique montre qu'il peut falloir uti-liser un ertain nombre de threads pour obtenir une e�aité optimale. Ceiest prinipalement dû au fait que les shedulers (ordonnaneurs) sont adaptés àdes besoins type système d'exploitation ou serveur mais pas spéi�quement aualul sienti�que ; la réativité est privilégiée à la performane. Notons ertainstravaux d'exploration dans es domaines [45℄, [46℄.

Fig. 6.5 � Approhe multithreadingLe premier intérêt de ette approhe est d'obtenir des ommuniations e�-aes entre proesseurs d'un même noeud en utilisant le fait que les ommuni-ations par le réseau sont beauoup plus lentes qu'un aès à la mémoire loalede type RAM. Dans notre as, la grande performane du réseau Quadris limitegrandement et intérêt. Toutefois, l'intérêt majeur pour nous est que la mémoired'un proessus parent est aessible par les threads qu'il engendre permettantun minimum de redondane des données au sein d'un même noeud. C'est leprinipe de la parallélisation de tâhes mais aussi ette éonomie de mémoirequi nous intéressent.Remarque Par la suite, nous ferons la distintion entre le proesseur, unitéphysique de alul, et le proessus, programme en exéution allouant des res-88



6.4. Répartition des donnéessoures de type proesseur. Un proesseur peut gérer de manière onurrentesplusieurs proessus par une méthode de partage du temps. Un proessus ne peutêtre partagé par un autre proessus à moins qu'il soit multithreadé.Remarque Il existe un outil haut niveau de parallélisation basé sur le multi-threading très utilisé en alul sienti�que appelé OpenMP. Des diretives om-pilateurs #pragma sont plaées dans le ode pour dé�nir des zones parallèles.Bien qu'adapté au parallélisme de données, on préfère à OpenMP la biblio-thèque pthread adaptée au parallélisme de tâhe malgré un ode engendré plushermétique et plus portable sur monoproesseur.6.3.3 Troisième approhe, Méthode mixte hybrideLe multithreading permet une forme de ommuniation et parallélisationintranoeud ef�ae. Un manière de généraliser le multithreading onsiste à onsi-dérer une troisième approhe dite hybride, ombinaison des deux premières.Chaque proessus MPI est assoié à un unique proesseur par noeud et gèreplusieurs threads, don plusieurs sous-domaines ou tâhes à e�etuer en paral-lèle. S'il y a besoin de ommuniation au sein d'un même proessus, l'éhangede messages se fait par simple opie mémoire, sinon l'éhange se fait par requêteMPI.
Fig. 6.6 � Approhe hybride MPI /multithreading

6.4 Répartition des donnéesLa distribution des données est ditée par elle e�etuée dans le ode HERA.Le maillage grossier �uide est ainsi distribué en bandes horizontales de manièreéquilibrée entre haque proesseur. Une telle déomposition en bandes permetune parallélisation e�ae du shéma numérique utilisé pour le modèle paraxialqui est une marhe en espae. Chaque sous-domaine est onstitué d'un maillageave un reouvrement d'une maille entre sous-domaines que l'on appelle maillefant�me. Cei permet en partiulier d'appliquer les onditions aux limites dudomaine du alul et de reevoir les informations provenant des sous-domainesvoisins. 89



Chapitre 6. Parallélisation de la méthodeOn répartit globalement le maillage �n Helmholtz par bandes horizontalespour oïnider ave le maillage grossier �uide. On rappelle que le domaine Ω ⊂
D est le domaine dans lequel l'approximation paraxiale (1.18) n'est plus valide.On résout le problème (2.3) en e�etuant la déomposition de domaine (3.2).Le domaine Ω est onsidéré retangulaire. On déompose alors Ω en trois sous-domaines se reouvrant, Ωb et Ωh ontenant les ouhes PML et Ωg. Pour ledomaine Ωg, on note nx et ny les nombres de points de disrétisation respetifsd'une ligne et d'une olonne. Le reouvrement nr est de l'ordre de quelqueslignes de maillage. Les domaines Ωb et Ωh ontiennent typiquement quelquesdizaines de lignes de maillage. On note leur épaisseur npy.On suppose disposer de np proessusMPI. Le domaine Ω est subdivisé en npsous-domaines ontenant (nx× (ny + 2npy))/np points du maillage. On équilibreainsi les harges pour haque proessus (voir �g.6.7). Notons que le premier etle dernier proesseur ontiennent à la fois les ouhes PML et quelques lignesde la Rédution Cylique. Le veteur seond membre est naturellement déoupéen np moreaux respetivement liés aux lignes du maillage.
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6.5 Analyse préliminaire du oût de stokageLe domaine Ω réaliste est une boîte d'une dimension de 1000λ0 par 3000λ0.Ave le ritère de 10 points par longueur d'onde, on est amené à onsidérer unmaillage de 300 millions de points. On a nx = 10000 et ny = 30000.On présente le oût de stokage de la méthode de déomposition de domaineassoiée à une méthode de Krylov type GMRES. Pour la résolution des systèmeslinéaires, un solveur diret LU est utilisé pour les domaines Ωb et Ωh ontenantles ouhes PML et le solveur rapide Rédution Cylique pour le domaine Ωg.90



6.5. Analyse préliminaire du oût de stokage6.5.1 VeteursLa solution de notre problème est l'enveloppe omplexe du laser. D'un pointde vue informatique, on suppose qu'un nombre omplexe est odé sur 16 otets.Ainsi, on onstate que pour un veteur dé�ni sur tout le domaine, on a besoind'environ 4, 8 gigaotets (Go) de mémoire.Dans la méthode GMRES, on stoke les diretions de desente à haqueitération. On a besoin du veteur résidu r0 et de la base (vi)1≤i≤m, où m est lenombre d'itérations de la méthode. Il est maintenant évident qu'il est néessairede onverger rapidement pour ne pas sortir de l'espae mémoire disponible. Parexemple, onverger en 10 itérations oblige à stoker près de 50 Go d'informationsur tous les proesseurs.6.5.2 MatriesPour la méthode de Rédution Cylique appliquée sur le domaine Ωg, onstoke les matries diagonales de réurrene Λ(r), Γ(r) et Π(r) ainsi que la matrienormale Q omposée des veteurs propres. Pour un nombre de ligne ny de 30000,la méthode e�etue 15 étapes de rédution. On doit alors stoker 2, 4 Mo pourles matries de réurrene. La base des veteurs propres Q est une matrie densede taille nx ×nx, soit 1, 6 Go de mémoire. On doit e�etuer le produit matrie-matrie de Q (et QT ) par la matrie nx × ny issue du seond membre.Remarque On omprend bien qu'on ne peut reopier ette matrie sur haqueproesseur pour des raisons de limite d'espae mémoire. Une approhe naturelleest de la distribuer. L'intérêt du multithreading est d'avoir la matrie sur lamémoire du noeud et de faire les produits matrie-veteur par blo répartis parthread.Le stokage de la déomposition LU des matries des ouhes PML peut êtreminimiser en ordonnant la matrie suivant la plus petite largeur de bande, 'est-à-dire quelques dizaines de lignes de maillage. Utilisant la bibliothèque nativeLAPACK pour la déomposition LU, le stokage est de type band storage. Celanéessite alors environ 7 Mo de mémoire.6.5.3 Bilan de la gestion mémoireVoii le bilan mémoire des prinipales variables du problème Helmholtz quel'on peut dresser Type CoûtSeond membre 4, 8GoBaseQ 1, 6GoMatriesΛ(r),Γ(r),Π(r) 2, 4MoRésidur0 4, 8GoBase de Krylov m× 4, 8GoDéompositionLU 7MoBilan pourm = 10 59, 2Go 91



Chapitre 6. Parallélisation de la méthodeA e bilan s'ajoute également les données néessaires à l'hydrodynamique etau paraxial. Dé�nies sur le maillage grossier �uide, le stokage de es donnéesest toutefois bien moindre. Il faut également ajouter le mémoire onsommée parle système.Remarque L'opération oûteuse de la résolution est les m produits matrie-matrie de Q et QT par la matrie issue du seond membre dans le solveurrapide. Le seond membre est distribué naturellement suivant le maillage. D'unpoint de vue stratégique, on va montrer qu'il est primordial que haque proessusdispose de la matrie Q. Les séquenes de produit matrie-matrie n'auront alorspas besoin de synhronisation. C'est dans e ontexte que la stratégie hybrideMPI-multithreading prendra toute son importane.D'après tout ei, résoudre e problème réaliste néessite environ 200 pro-esseurs.6.6 Du bon usage du multithreadingOn a déjà vu les multiples intérêts de la programmation par multithrea-ding. Notre but est maintenant de quanti�er réellement eux-i et de mettre enévidene les di�ultés d'utilisation sur des arhitetures alpha EV68 .Mis à part la déomposition de domaine, notre motivation d'utilisation dumultithreading fut en premier lieu le partage possible des données a�n d'e�etuerloalement des opérations algébriques simples. En partiulier, on s'intéresse àla ombinaison linéaire de veteurs et au produit matrie-matrie. On souhaiteregarder de près les performanes de la parallélisation de es opérations sur unnoeud par multithreading.On dé�nit alors l'e�aité E d'une parallélisation sur un noeud de quatreproesseurs par
E =

ts
4tpoù ts est le temps séquentiel et tp le temps parallèle de alul. En pratique, onsouhaite obtenir E prohe de un.Remarque D'un point de vue informatique, l'utilisation du C++ permet uneenapsulation de la bibliothèque POSIX pthread rendant la programmation mul-tithreading simple et aessible (voir annexes). En partiulier, le passage d'ar-gument et de fontion aux threads en devient naturelle.6.6.1 Combinaison linéaire de veteursRegardons l'opération représentative y = αx+y ou x et y sont deux veteursde taille n. Outre le produit matrie-veteur, e type d'opération est le oeurdes di�érentes séquenes des méthodes de Krylov. D'un point de vue pratique,la parallélisation de ette opération (appelée généralement axpy) ne néessiteauune ommuniation entre les proessus (et threads). Le prinipe général estde subdiviser les di�érents veteurs en Nb blo a�n de réer une pile de tâhes à92



6.6. Du bon usage du multithreadingtransmettre à Np threads. Ainsi, haque thread e�etue une partie de l'opérationaxpy puis, lorsqu'il termine, va reherher une nouvelle tâhe dans la pile jusqu'àe qu'elle soit vide. Ce prinipe de pile pouvant ompter un nombre de tâhesupérieur au nombre de threads permet de déoupler les e�ets blo optimal dethread optimal. Cela néessite toutefois une programmation attentive quant àla gestion de la pile et l'attribution des tâhes aux threads. La reherhe de esparamètres optimaux est une étape intéressante de l'étude. Remarquons d'abordque l'opération axpy est très simple et béné�ie e�aement des optimisationsdes ompilateurs tels que par exemple le déroulement de boule. Ainsi, la tailledes veteurs devient un paramètre ruial de la parallélisation. En e�et, sur desveteurs de �petites� tailles, de l'ordre de 105 omposantes (stokage inférieurà 1 Mo en double préision), la parallélisation est désastreuse, on atteint aumieux une e�aité de 20% pour une opération de 5 ms.

Fig. 6.8 � E�aité pour n = 105On onstate même que pour des mauvais hoix de paramètre, le temps pa-rallèle peut être le double du temps séquentiel. Pour expliquer ei, il est bon serappeler que la taille du ahe des proesseurs alpha est de 8 Mo. Les veteurs deette taille tiennent alors omplètement en mémoire ahe et les opérations sontalors e�etuées très rapidement sur un unique proesseur. Ensuite, les tempsde réations et de oordination des threads ne sont pas négligeables omparésaux temps de alul. Pondérons tout ei par l'intérêt inexistant de paralléliserune opération aussi ourte. On montre ainsi que le multithreading n'est pas unproédé de parallélisation aussi générique que MPI.Pour des veteurs de taille de l'ordre de plusieurs millions de omposantes(stokage sur plusieurs dizaines de Mo en double préision), les performanesdeviennent meilleures bien que non réellement intéressantes. Cei s'explique parle fait que les temps de gestion système des threads ne sont pas enore négli-greable. Pour n = 106, l'e�aité optimale est de 30% pour une durée alul de85 ms.Ave des tailles de veteur de l'ordre de n = 107 (80 Mo en double préision),93



Chapitre 6. Parallélisation de la méthode

Fig. 6.9 � E�aité pour n = 106l'opération s'e�etue en 0,22 s et la gestion des threads devient transparente.Les tâhes étant de taille beauoup plus importante, on obtient des résultats

Fig. 6.10 � E�aité pour n = 107d'e�aité de 98% e qui est très bon. De plus, mis à part quand on utilise troppeu de threads, le nombre de blos ou threads n'importe plus vraiment pouravoir des performanes supérieures à 90%.Une dernière hose importante est qu'il est possible d'observer des e�etsahe, 'est-à-dire qu'on obtient une e�aité supérieure à un ave ii 104%. Enfait, il existe des tailles de blos pour lesquelles la gestion du ahe en hargementet utilisation devient optimale et les aluls en deviennent plus rapides. Il n'y amalheureusement pas de ritère à ela.94



6.6. Du bon usage du multithreading

Fig. 6.11 � E�aité pour n = 5 × 1076.6.2 Produit matrie-matrieD'après e qui préède, il faut des tâhes néessitant un minimum de travailpour avoir une parallélisation e�ae. L'opération du produit matrie-matrieest su�samment oûteuse pour que la programmation par multithreading donnede bons résultats.Certaines préautions sont à prendre pour le déoupage des matries. L'idéeest d'éviter que plusieurs threads aient à érire aux mêmes endroits a�n de nepas générer d'attente lors des reopies des sous-matries. Par exemple, pour leproduit Q×B, le déoupage en Nq ×Nb blos est le suivant



Q1...
QNq


×


 B1 . . . BNb


 =




Q1B1 . . . Q1BNb... . . . ...
QNqB1 . . . QNqBNb


 .Dans e as, une tâhe est un produit Qi×Bi qu'on e�etue par un appel à uneroutine de la bibliothèque BLAS. On ne onsidère dans la suite que l'exempleoù les matries Q et B sont de taille 3000 × 3000. Naturellement, on n'utiliserapas plus de threads que les Nq × Nb tâhes à e�etuer. Sur nos graphiques,en absisse, on représente le nombre de threads et en ordonnée l'e�aité duproduit. Les di�érentes ourbes indiquent le nombre de blos pour la matrie

B. On présente les résultats obtenus pour un déoupage de la matrie Q en 5blos.Les résultats obtenus sont très satisfaisants. Comme pour le as préédent,la taille des matries est enore ruiale. Pour des grandes tailles de matrie, onest au dessus de 95% d'e�aité optimale. En partiulier, nos résultats montrentque quelque soit les déoupages, on peut toujours atteindre l'e�aité optimaleave 4 threads. 95



Chapitre 6. Parallélisation de la méthode

Fig. 6.12 � E�aité suivant le déoupage de la matrie Q6.6.3 ConlusionEn raison du réseau haute performane Quadris, utiliser le multithreadingpour des gains sur les ommuniations intranoeud est di�le. Dans la mesureoù l'on souhaite plut�t béné�ier de la loalité des données, on se doit d'avoirune grande e�aité dans la parallélisation. Une bonne gestion du ahe devientalors primordiale mais di�ilement ontrolable. En partiulier, le aratère trèsmobile des threads sur les proesseurs du noeud invalide souvent les donnéesdu ahe. Pour pallier es e�ets et eux des temps de gestion ds threads parle système, il faut avoir des tâhes partiulièrment onséquentes à paralléliser.Dès lors, le multithreading ne s'appliquera pas dans toutes les opérations par lasuite, notamment elles de petites tailles.6.7 Parallélisation de la méthode GMRESOn présente maintenant notre stratégie de parallélisation de la méthodeGMRES (voir page 51). On suppose exéuter un proessus MPI par noeud etutiliser les tehniques de multithreading a�n d'utiliser toutes les ressoures dunoeud.Les veteurs b, x(0), x, r et v(i) sont distribués sur tous les proessus. Lesdonnées hi,j, zi, ci, si sont stokées de manière redondante sur tous les proes-seurs.L'algorithme GMRES est omposé d'une suite d'opérations algébriques quel'on parallélise par la méthode hybride. Par exemple, les opérations du type axpysont e�etuées loalement par multithreading. Par ontre les opérations typeproduit salaire néessite en plus une ommuniation entre tous les proessusMPI.96



6.7. Parallélisation de la méthode GMRESA haque itération de la méthode GMRES, on a besoin d'e�etuer un produitmatrie-veteur
y =

(
I −A−1

D (AE − δn)
)
xoù on rappelle que

AD =




AH 0 0
0 AI 0
0 0 AB


 et AE =




0 C1 0
C2 0 C3

0 C4 0


 .A haque itération, on a don besoin d'inverser les matries AB , AH et AI as-soiées aux domaines respetifs Ωh, Ωb et Ωg. Pour le domaine entral AI , onutilise la Rédution Cylique dont on présentera la parallélisation. La majeurepartie des ressoures sera d'ailleurs utilisée pour le traitement de e blo entral.Autrement, on utilise une déomposition LU des matries AB et AH à partir debibliothèques sienti�ques onnues. A haque itération de la méthode de Krylov,on e�etue alors une simple résolution de deux systèmes triangulaires simulta-nément à la résolution du blo entral par la Rédution Cylique. Notons que letemps de la déomposition LU est largement inférieur au temps de traitementde AI .On rappelle que les premier et dernier proesseurs ontiennent à la fois leslignes de maillage des ouhes PML et des lignes à traiter par Rédution Cy-lique. Pour la résolution parallèle du système linéaire ADỹ = x̃, on répartitalors la résolution des systèmes AI ỹI = x̃I et AB ỹB = x̃B par multithreading.Algorithme 4 Produit Matrie-veteur parallèleEntrée: x, y, AD, AE, δnSortie: y =

(
I −A−1

D (AE − δn)
)
x

x̃ = (AE − δn) xCréation des threadssi on est sur le premier proesseur alorsthread
ỹB = A−1

B x̃B {LU }�n thread�n sisi on est sur le dernier proesseur alorsthread
ỹH = A−1

H x̃H {LU }�n thread�n si�n Création des threads { Et lanement parallèle }
ỹI = A−1

I x̃I { Rédution Cylique parallèle }Attente des threads
y = x− ỹretourner y 97



Chapitre 6. Parallélisation de la méthode6.7.1 Algorithme GMRESDans l'algorithme (6.7.1) présentant les di�érentes étapes de GMRES, on aindié par
⋆ les opérations omplètement loales ;
⋆ les opérations algébriques loales (type axpy) sur des données distribuées ;
⋆ les opérations algébriques (type produit salaire) sur les données distri-buées néessitant une ommuniation ;
⋆ les produits matrie-veteur.Algorithme 5 Algorithme GMRES parallèleEntrée: x(0), ǫ, b, AD, AE , δnSortie: x =

(
I −A−1

D (AE − δn)
)
b

⋆ b̃ = A−1
D b, r̃ =

(
I −A−1

D (AE − δn)
)
x(0)

⋆ r = b̃− r̃
⋆ z1 = ‖r‖2

⋆ v(1) =
r

z1pour i = 1, 2, . . . faire
⋆ ω =

(
I −A−1

D (AE − δn)
)
v(i)pour k = 1, . . . , i faire

⋆ hk,i =
(
ω, v(i)

)

⋆ ω = ω − hk,iv
(k)�n pour

⋆ hi+1,i = ‖ω‖2

⋆ v(i+1) = ω/hi+1,ipour k = 1, . . . , i faire
⋆ t = hk,i, hk,i = ckt+ skhk+1,i, hk+1,i = −skt+ ckhk+1,i�n pour

⋆ α =
√

|hi,i|2 + |hi+1,i|2, si =
hi+1,i

α
, ci =

hi,i
α

⋆ zi+1 = −sizi, zi = cizi, hi,i = cihi,i + sihi+1,i, hi+1,i = 0si |zi+1| < ǫ alorspour k = i− 1, i− 2, . . . , 1 fairepour j = k + 1, . . . , i faire
⋆ zk = zk + hk,jzj�n pour

⋆ zk = zk/hk,k�n pour
⋆ x = x(0)pour k = 1, . . . , i faire
⋆ x = x+ ykv

(k)�n pourretourner x�n si�n pour98



6.8. Parallélisation de la Rédution Cylique6.8 Parallélisation de la Rédution CyliqueAu ours de la rédution, les proessus éliminent au fur et à mesure lesinonnues qu'ils ontiennent jusqu'à e qu'il ne reste plus qu'un seul proessusontenant le problème réduit (4.11). On voit ii le paradoxe de la parallélisationde méthodes de rédution. Dès lors, on joue sur deux tableaux en parallélisant àla fois les étapes de la méthode de Rédution Cylique et les opérations e�etuéesdurant es étapes. La très grande taille du domaine assoiée au fait d'utiliserune méthode itérative où l'on doit stoker les diretions de desente sont desontraintes très fortes à gérer simultanément.On présente dans ette setion la parallélisation de la méthode de RédutionCylique. On va notamment voir que les performanes reposent prinipalementsur la parallélisation de l'opération la plus oûteuse, le produit matrie-matrie.A la parallélisation de données, lemultithreading propose une alternative e�aeà la rédution des ommuniations et à la gestion mémoire.6.8.1 Calul du spetreLa première étape de la méthode est le alul des valeurs et veteurs propresde la matrie A issue de (4.1). C'est une étape de préparation de la RédutionCylique oûteuse.La méthode de alul des valeurs propres basée sur des déompositions LUsuessives est intrinsèquement séquentielle (voir page 73). Tous les proessusalulent les valeurs propres Λi de manière redondante. Par ontre, le aluld'un veteur propre Qi assoié à la valeur propre Λi peut être fait de façonindépendante ave l'Algorithme X' (voir page 76). On peut alors répartir lestâhes que sont le alul d'un veteur propre à plusieurs threads. On gagne aumoins un fateur deux en parallélisant par multithreading.6.8.2 Réurrene sur le spetreLa deuxième partie de la préparation de la Rédution Cylique est les ré-urrenes sur le spetre (voir page 61). Notons que ette séquene est très peuoûteuse notamment pare que les opérations sont de type axpy sur des veteursde taille nx environ égale à 10000. On a vu préédemment que le multithreadingpour haque opération n'est pas du tout adapté. D'autres manières de paral-léliser pourraient être envisagées mais les gains seraient tellement minimes queela n'a pas été implémenté.6.8.3 Liste des tâhes de la RédutionOn introduit ii une notion de liste néessaire pour le traitement du seondmembre et de la reonstrution. Pour �xer les idées, onsidérons à un as très99



Chapitre 6. Parallélisation de la méthodesimple de douze lignes réparties sur quatre proessus :
Proc 1

{

Proc 2

{

Proc 3

{

Proc 4

{

r 0 1 2 3

1 •
2 • •
3 •
4 • • •
5 •
6 • •
7 •
8 • • • •
9 •
10 • •
11 •
12 • • •A l'étape r = 1, on fait une ombinaison linéaires des lignes trois à trois et onélimine une ligne sur deux. On ontinue jusqu'à l'étape r = 3 où il ne reste plusque la ligne 8.On dé�nit alors une liste pour haque ligne indiquant pour l'étape r si la ligneest éliminée, à éliminer ou reste à l'étape suivante. L'idée d'utiliser ette liste detâhe est de ontenir toutes les informations de la Rédution Cylique, évitantainsi de onvertir les indies globaux des lignes en indies loaux et inversement.Il su�t pour haque proessus de parourir ette liste (ou la portion de liste leonernant) pour onnaître ses opérations et les données dont il a besoin pourl'étape de rédution.En notant pour 0 une ligne éliminée, 1 pour une ligne à éliminer et 2 pourune ligne onservée à l'étape suivante, on peut érire le as simple proposé ainsi :

Proc 1

{

Proc 2

{

Proc 3

{

Proc 4

{

r 0 1 2 3

1 1 0 0 0
2 2 1 0 0
3 1 0 0 0
4 2 2 1 0
5 1 0 0 0
6 2 1 0 0
7 1 0 0 0
8 2 2 2 1
9 1 0 0 0
10 2 1 0 0
11 1 0 0 0
12 2 2 1 0Dès lors, il su�t de parourir la liste dé�nie ainsi pour onnaître les opérationsà e�etuer pour le seond membre (ou la redistribution). Lorsqu'on renontreun 2, on herhe ses voisins 1. On onnaît immédiatement les indies loaux etproesseurs des blos à utiliser. Cette liste est évidemment distribuée. Par lasuite, on note lrn la liste des tâhes du proessus n à l'étape r.100



6.8. Parallélisation de la Rédution Cylique6.8.4 Calul dans la base des veteurs propresDurant la méthode, on alule les omposantes de f dans la base des veteurspropres (voir page 62)
f̃i = QT fi pour i = 1, . . . , ny,puis après élimination et redistribution, on obtient la solution u à partir de ũ
ui = Qũi pour i = 1, . . . , ny.Cei amène à onsidérer deux produits de la matrie Q de taille nx × nx par lamatrie notée B omposée des blos du seond membre et de la solution dansla base des veteurs propres, de tailles nx × ny.Rappelons que dans un as réaliste, la taille de la matrie Q dépasse lamémoire théorique de haque proesseur. On a besoin du produit et de sa trans-posée ; auune optimisation de mémoire ontiguëe n'est don possible pour lesdeux produits.

Fig. 6.13 � Programmation ave MPI

Fig. 6.14 � Programmation hybride ave MPI - multithreadingDans une optique simple MPI, une idée naturelle onsiste à répartir la ma-trie sur haque proesseur du noeud. Les blos de veteurs à multiplier ne sont101



Chapitre 6. Parallélisation de la méthodepas distribués ; il faut les envoyer sur haque proesseur. Il faut ensuite redistri-buer les blos solutions des produits à haque proesseur. Dans ette approhelassique, les ommuniations entre proesseurs e�etuées par MPI sont trèsnombreuses et pénalisantes pour les performanes.En utilisant le multithreading sur un proessus par noeud, on béné�ie d'undouble avantage sur e type de problème ; premièrement, les ommuniations ausein du noeud sont simplement remplaées par des aès à la mémoire loale etdeuxièmement, la matrie tient globalement en mémoire. On peut e�etuer lesproduits matrie-matrie par blos en répartissant les tâhes par threads.6.8.5 Réurrene sur le seond membreOn s'intéresse ensuite à la onstrution du seond membre aux di�érentesétapes de la rédution (voir page 60).Le seond membre est réparti par blos de lignes suessives sur haqueproessus assoié à haun des sous-domaines. Rappelons qu'à haque étape
r ≤ k − 1 de la rédution et pour les lignes i onernées, on veut aluler leveteur

f̃
(r)
i.2r = f̃

(r−1)
i.2r + Γ(r−1)

(
Λ(r−1)

)−1 (
f̃

(r−1)
i.2r−2r−1 + f̃

(r−1)
i.2r+2r−1

)
.Aux premières étapes de rédution, haque proesseur a plusieurs veteurs àtraiter. Il n'y a pas de proesseur inatif. Par ontre, à partir du rang r0 tel que

2r0 >
ny
np

, ertains proesseurs deviennent inatifs.Algorithme 6 Réurrene sur le seond membre sur le proesseur mEntrée: f̃ , Λ, Γ, kSortie: Réurrene sur f̃pour r = 1, . . . , k faire
c = 0pour j = 1, . . .

ny
np

fairesi lrm(j) = 2 alors
c = c+ 1
vmc = f̃

(r)
c+ + f̃

(r)
c−�n sipour p = 1, . . . , c fairesi (p = 1etm = 1)ou(p = cetm = np) alors

f̃
(r)
c = Γ(r−1)(Π(r−1))−1vmcsinon
f̃

(r)
c = Γ(r−1)(Λ(r−1))−1vmc�n si�n pour�n pour�n pourretourner f̃102



6.8. Parallélisation de la Rédution CyliquePréisons qu'on stoke f̃ (r) dans le veteur f̃ .On utilise le prinipe de liste dé�nie i-dessus. On note f̃ (r)
c+ (resp. f̃ (r)

c− ) leblo veteur seond membre le plus prohe par dessus (resp. dessous) du c-ièmeblo loal f̃ (r)
c que l'on garde dans la liste. Cette étape très ourte ne justi�epas une parallélisation par multithreading.6.8.6 Résolution du problème réduit et redistributionA e stade, on possède les valeurs propres, veteurs propres et seond membreà toutes les étapes de la rédution. On entre alors dans une phase de résolutionet redistribution des équations éliminées (voir page 60). On résout d'abord leproblème (4.11) assoié à :

A(k−1)u2k−1 = f
(k−1)

2k−1 .Autrement dit, on alule
ũ2k−1 =

(
Λ(k−1)

)−1
f̃

(k−1)

2k−1 .En�n, on s'intéresse à la redistribution des équations éliminées (voir page 60).On souhaite don résoudre le système (4.12) assoié de dimension 2k−r−1 bloss'érivant :



B(r)

A(r) . . .
B(r)







u2r+1−2r

u2.2r+1−2r...
un−2r+1


 =




g
(r)
2r+1−2r

g
(r)
2.2r+1−2r...
g
(r)
n−2r+1


où

g
(r)
j.2r+1−2r

= f
(r)
j.2r+1−2r

+ T (r)
(
u(j−1).2r+1 + u(j).2r+1

)
.On alule don pour i = 1, . . . , 2k−r − 1

ũi.2r+1−2r =
(
Λ(r)

)−1 (
f̃

(r)
i.2r+1−2r

+
(
Γ(r)

) (
ũ(i−1).2r+1 + ũi.2r+1

))
.Comme pour le seond membre f̃ (r), on stoke ũ dans le veteur f̃ . Dansle même esprit, on applique une proédure similaire de alul en utilisant leprinipe de liste. Cette étape ne justi�e également pas une parallélisation parmultithreading.
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Chapitre 6. Parallélisation de la méthodeAlgorithme 7 Problème réduit et redistribution sur le proesseur mEntrée: ũ, Λ, ΓSortie: Réurrene sur ũpour r = 1, . . . , k − 1 faire
c = 0pour j = 1, . . . ,

ny
np

fairesi lrm(j) = 1 alors
c = c+ 1
vmc = ũc− + ũc+�n si�n pourpour p = 1, . . . , c fairesi (p = 1etm = 1)ou(p = cetm = np) alors
gc = (Π(r))−1f̃ rc
sc = Γ(r)(Π(r))−1vmcsinon
gc = (Λ(r))−1f̃ rc
sc = Γ(r)(Λ(r))−1vmc�n si

ũc = sc + gc�n pour�n pourretourner ũ6.9 PerformanesDans ette setion, on présente les performanes obtenues par la paral-lélisation des méthodes en utilisant les tehniques présentées jusqu'ii dans leode HERA. On s'intéressera au modèle Helmholtz et en partiulier aux tempsde alul de la méthode de Krylov et on donnera les temps d'initialisation de laméthode LR et des déompositions LU.6.9.1 Approhe hybrideConsidérons un as test ave nx = ny = 1500 d'environ 2 millions d'inon-nues. L'idée est de omparer les performanes d'une exéution parallèle lassiqueMPI et une exeutionmultithreading pour un pas de temps donné. On e�etue larésolution sur un unique noeud de 4 proesseurs où l'on fait varier le nombre dethreads et de proessusMPI. Pour information, la déomposition LU prend uneseonde et la méthode LR alule le spetre omplet en 8 seondes en séquentielà 4 seondes ave un nombre variable de threads.La méthode itérative a onvergé en 5 itérations pour le ritère d'arrêt hoisi.Les résultats de alul sont résumés dans les tableaux suivants. En rouge, onsouligne les résultats séquentiels et les résultats de omparaison parallèle.104



6.9. PerformanesTemps alulNb proessus MPI séquentiel 1 thread 2 threads 3 threads 4 threads
1 155s 157s 82s 57s 41s

2 78s 79s 42s 44s 44s

3 56s 55s 45s 45s 50s

4 41s 41s 47s 47s 51sE�aitéNb proessus MPI séquentiel 1 thread 2 threads 3 threads 4 threads
1 1 0.99 0.94 0.9 0.94

2 0.99 0.98 0.92 0.88 0.88

3 0.92 0.94 0.86 0.86 0.77

4 0.94 0.94 0.82 0.82 0.76Tab. 6.1 � Performanes MPI vs multithreading sur un n÷ud de 4 proesseursPros 16 32 64 128Temps 492s 249s 126s 64sE�aité 1 0.987 0.976 0.96Tab. 6.2 � Performanes pour problème de taille �xeOn onstate que la programmation multithreading peut donner des résultatssimilaires à l'utilisation de MPI. Par ontre, le ouplage des deux néessite de nepas utiliser trop de threads par proessus MPI. Typiquement, on remarque uneperte de performane quand il y a plus de 4 threads sur le noeud. Par exemple,ave 4 proessus MPI utilisant 4 threads, on atteind seulement 76% d'e�aité,e qui est loin des 94% obtenu ave un seul thread ou proessus MPI.Par la suite, on utilise la parallélisation hybride onsistant à utiliser ununique proessus MPI par noeud et la programmation multithreading.6.9.2 Salabilité, problème �xeOn présente maintenant les temps alul d'un as sur un maillage d'environ40 millions d'inonnues (nx = 4000, ny = 10000) à un pas de temps donné. Laméthode itérative a onvergé en 3 itérations, la déomposition LU prend 3 se-ondes et la méthode LR alule le spetre omplet en 53 seondes en séquentielet 31 seondes ave 4 threads.
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Chapitre 6. Parallélisation de la méthodePros 1 4 16 64 256

#ddl × 106 0.4 1.5 6.3 25.4 101.6Temps LR 1s 3s 12s 48s 189sTemps GMRES 4.75s 11.6s 24s 47s 93sTab. 6.3 � Performanes pour problème de taille doubléDe part la répartition des données (6.7), e test onsiste à regarder la sa-labilité dans la diretion y. Du fait de la répartition en bande des données,augmenter le nombre de proesseurs revient à diminuer le nombre de veteursà multiplier par base des veteurs propres. Il est ainsi ohérent d'avoir le tempsalul se divisant par deux si on multiplie par deux le nombre de proesseurs.On onstate des très bons résultats de salabilté pour un problème �xe bien quela Rédution Cylique soit une méthode de parallélisation partiulière du faitpréisément de la rédution. On peut ainsi onlure qu'augmenter le nombre depoint dans la diretion y augmente linéairement le temps alul.6.9.3 Salabilité, problème doubléLe dernier as test onsiste à étudier les performanes dans le as où l'ondouble le nombre d'inonnues dans haque diretion. La setion préédentemontre la très bonne salabilité pour la diretion y. Doubler le nombre d'in-onnues dans la diretion x a pour prinipal impat de doubler le rang de labase des veteurs propres. En plus d'augmenter le temps de alul du spetre,on augmente ainsi non linéairement le temps de multipliation de la base par leseond membre. En partiulier, le produit matrie-matrie requiert 2n2
xny opé-rations. Toutefois, doubler nx n'implique pas quadripler le temps alul pourdes raisons purement informatiques (bloking).On s'intéresse ii au oût initial de diagonalisation (méthode LR) et autemps moyen d'une itération de la méthode de Krylov. Le nombre d'itérationsde la méthode n'est pasOn remarque que haque fois qu'on double le nombre de point en x, on doubleenviron le temps alul. On pourrait améliorer la mauvaise salabilité en x ene�etuant une déomposition de domaine dans ette diretion. On réduirait ainsile temps moyen d'une itération de la méthode mais on augmenterait également lenombre d'itérations. Toutefois, bien qu'envisagée, ela ne représente pas enoreune néessité.
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7Résultats numériques etperformanes
Sommaire 7.1 Cas de validation ; Paraxial vs Helmholtz . . . 1097.2 Couplage Paraxial/Helmholtz, Paraxial vs Pa-raxial + Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . 1167.3 Cas Helmholtz ave absorption . . . . . . . . . . 1247.4 Condition de raord paraxial - Helmholtz . . . 1257.5 Disrétisation de la longueur d'onde . . . . . . 1287.6 Méthodes de Krylov . . . . . . . . . . . . . . . . 1297.7 Cas monospekle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1297.8 Cas multispekle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1337.8.1 Cas 4 spekles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1337.8.2 Validation du ouplage Paraxial / Helmholtz . . . 1387.8.3 Cas 20 spekles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1387.9 Cas physique réaliste ; dé�etion du laser . . . 140Dans e hapitre, on présente les résultats numériques obtenus en utilisant laméthode dérite jusqu'ii, de la déomposition de domaine à la parallélisation.On s'intéressera à la ohérene des résultats par rapport évidement à la phy-sique mais aussi par rapport au modèle existant. On abordera aussi des aspetspurement informatique de performane.Dans un premier temps, on présentera une simulation ayant pour but la va-lidation de la méthode et du ode. On omparera nos résultats ave les résultatsvalidés a priori du ode HERA par le modèle paraxial. On simulera alors lapropagation d'un faiseau dans un plasma sous-dense par les modèles paraxialet Helmholtz. Après avoir onstaté la ohérene des résultats, on présentera éga-lement des résultats nouveaux de ouplage des modèles Paraxial et Helmholtzave le modèle hydrodynamique. Ces simulations sont e�etuées sans absorptionphysique a�n d'éprouver la robustesse de la méthode. Cei engendre égalementun ertains nombre d'itérations de la méthode de Krylov. Un as réaliste depropagation droite ave absorption sera alors présenté.107



Chapitre 7. Résultats numériques et performanesOn présentera ensuite plusieurs résultats omparatifs d'analyse de la mé-thode. La ondition de raord entre les modèles sera étudiée. On montrera éga-lement que le ritère de disrétisation de 10 points par longueur d'onde est su�-sant. En�n, on omparera les omportements des méthodes de Krylov GMRES,BICGStab et CGS.On s'intéressera ensuite à un as de propagation d'un faiseau omposé d'ununique spekle dans un plasma de densité variant jusqu'à la densité ritique.L'intérêt de e type de simulation près des austiques est de pouvoir prendreen ompte l'élatement et l'interation des faiseaux qui peuvent déplaer lesdép�ts d'énergie en omparaison des résultats obtenus par des aluls ave desméthodes type ray-traing. Le maillage �n Helmholtz onsidéré sera de plusieursdizaines de millions de points. On simulera ensuite des propagations de faiseauxplus omplexes omposés de plusieurs spekles. Des phénomènes d'interation defaiseaux seront alors visibles. Ces résultats de propagation près de la austiquesont à notre onnaissane nouveaux.En�n, un as sur un domaine réaliste sera présenté. En partiulier, unevitesse de l'hydrodynamique transverse à la propagation sera appliquée a�n demettre en évidene des déplaements de dép�ts d'énergie. On onsiderera unmaillage �n Helmholtz de 200 millions résolu sur 256 proesseurs.Remarque On ne peut omparer nos résultats ave eux de la littérature.En e�et, les seuls résultats disponibles sont obtenus ave des odes basés sur lemodèle paraxial don ne pouvant traiter des faiseaux ourbes. Il existe toutefoisdes odes de résolution du modèle Helmholtz érits par des physiiens utilisantune transformée de Fourier en y qui permettent des variations de densité jusqu'àla densité ritique. Ces odes traitent généralement des faiseaux droits a�nd'observer le phénomène de retrodi�usion Brillouin.Remarque Tous les résultats seront visualisés sur le maillage �uide grossier. Ene�et, la visualisation pose problème pour les tailles de maillage �n Helmholtz.Dans les simulations, on alule la norme de l'intensité laser |ψ|2 et la densité
Ne eletronique.
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7.1. Cas de validation ; Paraxial vs Helmholtz7.1 Cas de validation ; Paraxial vs HelmholtzOn onsidère le domaine de simulation retangulaire D = [0, Lx]× [0, Ly] oùon a noté la longueur Lx = 700λ0 et la hauteur Ly = 150λ0 ave une longueurd'onde λ0 = 0.351µm. L'onde entrante est un faiseau sans angle d'inideneomposé de trois spekles de fortes intensités. Le pas de temps δt = 0.1 psrestera toujours �xe le long des simulations a�n ii d'atteindre un temps maxi-mum de 10 ps. La densité initiale N = Ne/Nc est égale à 25% de la densitéritique. Préisons également que nous ne onsidérons pas dans e as d'absorp-tion physique, ν = 0. Ainsi, et ompte tenu de la valeur de la densité initialeélevée pour le modèle paraxial, on ompte rapidement observer des instabilitésdans la propagation du faiseau telles que la foalisation et la �lamentation deelui-i. On résout dans un premier temps, l'équation (1.18) ouplée au systèmehydrodynamique (1.19), (1.20) sur le maillage grossier �uide de pas de disré-tisation ∆x = ∆y = λ0/2, soit un maillage de 840000 mailles. En appliquantla méthode de résolution dérite dans le hapitre (2), les temps de alul pourette simulation sont de l'ordre du quart d'heure. On résout dans un seondtemps l'équation (1.6) sur le maillage Helmholtz �n ouplée au même systèmehydrodynamique résolu sur la maillage �uide grossier. On utilise les méanismesd'interpolation et de résolution dérits dans le hapitre (2) et la partie (II). Avele ritère de disrétisation de 10 points par longueur d'onde δx = δy = λ0/10,le maillage Helmholtz �n ompte alors environ 10,5 millions d'inonnues. Sur64 proesseurs (16 noeuds) et ave les tehniques de parallélisation disutéesdans le hapitre préédent, on onstate que l'itération de Krylov oupe environ15s de temps alul. Le alul du spetre omplet prend environ 160s pour lamatrie de taille 7000 × 7000. Le alul global a duré environ 7 heures.Remarque Pour des raisons de validation en ours, le multithreading n'est pasenore utilisé pour les opérations type axpy de la méthode de Krylov.On présente les résultats à di�érents pas de temps et on propose égalementune oupe suivant la longueur du domaine sur le maillage �uide grossier pouromparaison.
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes� Temps t = 1 ps

(a) Paraxial

(b) HelmholtzFig. 7.1 � Intensité laser |ψ|2 à t = 1 ps, Parxial vs Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 1 . 0 0 0 e - 1 2 s
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(b) HelmholtzFig. 7.2 � Coupe de |ψ|2 à t = 1 ps, Parxial vs Helmholtz
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7.1. Cas de validation ; Paraxial vs Helmholtz� Temps t = 5 ps

(a) Paraxial

(b) HelmholtzFig. 7.3 � Intensité laser |ψ|2 à t = 5 ps, Parxial vs Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 5 . 0 0 0 e - 1 2 s
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(b) HelmholtzFig. 7.4 � Coupe de |ψ|2 à t = 5 ps, Parxial vs Helmholtz
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes� Temps t = 10 ps

(a) Paraxial

(b) HelmholtzFig. 7.5 � Intensité laser |ψ|2 à t = 10 ps, Parxial vs Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 1 . 0 0 0 e - 1 1 s
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(b) HelmholtzFig. 7.6 � Coupe de |ψ|2 à t = 10 ps, Parxial vs Helmholtz
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7.1. Cas de validation ; Paraxial vs Helmholtz� Temps t = 1 ps

(a) Paraxial

(b) HelmholtzFig. 7.7 � Densité Ne(x, y) à t = 1 ps, Parxial vs Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 1 . 0 0 0 e - 1 2 s
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(b) HelmholtzFig. 7.8 � oupe de Ne(x, y) à t = 1 ps, Parxial vs Helmholtz
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes� Temps t = 5 ps

(a) Paraxial

(b) HelmholtzFig. 7.9 � Densité Ne(x, y) à t = 5 ps, Parxial vs Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 5 . 0 0 0 e - 1 2 s
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(b) HelmholtzFig. 7.10 � Coupe de Ne(x, y) à t = 5 ps, Parxial vs Helmholtz
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7.1. Cas de validation ; Paraxial vs Helmholtz� Temps t = 10 ps

(a) Paraxial

(b) HelmholtzFig. 7.11 � Densité Ne(x, y) à t = 10 ps, Parxial vs Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 1 . 0 0 0 e - 1 1 s
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(b) HelmholtzFig. 7.12 � Coupe de Ne(x, y) à t = 10 ps, Parxial vs Helmholtz
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanesLa simulation, pour les deux modèles, montre omment le faiseau se propagedans le domaine et autofoalise en plusieurs points hauds aux temps t = 5 ps et
t = 7 ps. On observe ensuite la di�ration de l'onde à t = 10 ps. Les résultats dela omparaison sont très satisfaisants et montrent une ertaine ohérene entreles modèles. En e�et, on remarque que le modèle paraxial, par nature, aentuelégèrement plus la propagation de l'onde, le modèle Helmholtz di�ratant plus.Cette simulation montre partiulièrement la robutesse du modèle paraxial. Onaurait pu être en droit de se demander la validité des résultats au vue de ladi�ration de l'onde.Il est également intéressant de remarquer les légères osillations de l'intensitéet de la densité aux premiers temps de résolution. Elles sont dues à la disréti-sation de la ondition limite de sortie. On les remarque surtout dans la densitéar les éhelles sont très �nes, les �utuations étant très faibles aux premierspas de temps.
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Fig. 7.13 � Evolution des itérations de Krylov en temps, HelmholtzL'évolution au ours des itérations en temps du nombre d'itérations de laméthode de Krylov est un élément intéressant. Cette évolution dépend dire-tement de la densité et des �utuations de densité. Dans notre as, la densitéommene à se reuser et les �uuations s'ampli�ent, augmentant ainsi le nombred'itérations de la méthode de Krylov.7.2 Couplage Paraxial/Helmholtz, Paraxial vs Paraxial+ HelmholtzOn e�etue maintenant la même simulation en ouplant les modèles Paraxialet Helmholtz. Préisons que oupler deux modèles ave l'hydrodynamique estnouveau. On dé�nit alors le domaine Ω = [xf , Lx] × [0, Ly] ⊂ D dans lequelon utilise le modèle Helmholtz et où on a noté xf = 300λ0. Ainsi, on résoutd'abord le modèle paraxial dans D \ Ω puis le modèle Helmholtz dans Ω. Onest alors amené à onsidérer un maillage Helmholtz grossier d'environ 6 millionsd'inonnues. On présente les résultats d'une simultation jusqu'à 15 ps sur 64proesseurs (16 noeuds). On exéute un proessus MPI par noeud. Le temps dealul d'une iteration de Krylov est de 5,8s et le alul du spetre de 54s. Lasimulation est faite en environ 5h de alul.116



7.2. Couplage Paraxial/Helmholtz, Paraxial vs Paraxial + Helmholtz� Temps t = 5 ps

(a) Paraxial

(b) Paraxial + HelmholtzFig. 7.14 � Intensité laser |ψ|2 à t = 5 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 5 . 0 0 0 e - 1 2 s
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(b) Parax + HelmhFig. 7.15 � Coupe de |ψ|2 à t = 5 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes� Temps t = 10 ps

(a) Paraxial

(b) Parax + HelmhFig. 7.16 � Intensité laser |ψ|2 à t = 10 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 1 . 0 0 0 e - 1 1 s
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(b) Parax + HelmhFig. 7.17 � Coupe de |ψ|2 à t = 10 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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7.2. Couplage Paraxial/Helmholtz, Paraxial vs Paraxial + Helmholtz� Temps t = 15 ps

(a) Paraxial

(b) Paraxial + HelmholtzFig. 7.18 � Intensité laser |ψ|2 à t = 15 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
DP _ 1 . 5 0 0 e - 1 1 s

0 4 8 1 2 1 6 2 0 2 4

x  1 0       - 3

Ab s c i s s e s

6

9

1 2

1 5

1 8

2 1

2 4

2 7

amp _ n o r m

d e s r o z i e  PARAX

(a) Paraxial DP _ 1 . 5 0 0 e - 1 1 s
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(b) Parax + HelmhFig. 7.19 � Coupe de |ψ|2 à t = 15 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes� Temps t = 15 ps ave une éhelle de valeur di�érente

(a) Paraxial

(b) Paraxial + HelmholtzFig. 7.20 � Intensité laser |ψ|2 à t = 15 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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7.2. Couplage Paraxial/Helmholtz, Paraxial vs Paraxial + Helmholtz� Temps t = 5 ps

(a) Paraxial

(b) Paraxial + HelmholtzFig. 7.21 � Densité Ne(x, y) à t = 5 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 5 . 0 0 0 e - 1 2 s
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(b) Parax + HelmhFig. 7.22 � Coupe de Ne(x, y) à t = 5 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes� Temps t = 10 ps

(a) Paraxial

(b) Paraxial + HelmholtzFig. 7.23 � Densité Ne(x, y) à t = 10 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 1 . 0 0 0 e - 1 1 s
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(b) Parax + HelmhFig. 7.24 � Coupe de Ne(x, y) à t = 10 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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7.2. Couplage Paraxial/Helmholtz, Paraxial vs Paraxial + Helmholtz� Temps t = 15 ps

(a) Paraxial

(b) Paraxial + HelmholtzFig. 7.25 � Densité Ne(x, y) à t = 15 ps, Parxial vs Paraxial + Helmholtz
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(a) Paraxial DP _ 1 . 5 0 0 e - 1 1 s
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(b) Parax + HelmhFig. 7.26 � Coupe de Ne(x, y) à t = 15 ps, Parxial vs Paraxial + HelmholtzLes résultats ave le ouplage sont là aussi très satisfaisants et ohérentsave les résultats déjà obtenus. A l'interfae, le ouplage est invisible sauf parles petites osillations engendrées par la ondition de sortie. L'évolution dunombre d'itérations de la méthode de Krylov permet de montrer que la densités'homogénéise vers t = 12 ps mais le reusement s'aentue enore après. 123



Chapitre 7. Résultats numériques et performanes
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Fig. 7.27 � Evolution des itérations de Krylov en temps, Parxial + Helmholtz7.3 Cas Helmholtz ave absorptionDans les as préédents, on onstate que le laser reuse le plasma au ours dutemps. Sans absorption, le reusement est très fort, en partiulier au début dela simulation. Ensuite, l'hydrodynamique joue, le plasma se lisse et le faiseaudi�rate. Ces e�ets expliquent le nombre d'itérations roissant de la méthodepuis sa diminution. Dans un premier temps, le fort reusement loal impliquede fortes �utuations de densité. Au fur et à mesure, les �utuations s'homo-généisent vers la densité moyenne. L'absorption physique rend le problème nu-mérique moins raide. Le nombre d'itérations de la méthode de Krylov diminuear le terme d'absorption orrespond à de la oérivité. On s'intéresse don aumême as que préédemment ave un oe�ient d'absorption ν = αN2
0 (x) où

N0 est la densité moyenne et α = 6 × 10−3.
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Fig. 7.28 � Evolution des itérations de Krylov en temps, Helmholtz absorption
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7.4. Condition de raord paraxial - Helmholtz

(a) t = 5 ps

(b) t = 10 ps

() t = 14 psFig. 7.29 � Cas Helmholtz ave absorption, Intensité laser |ψ|27.4 Condition de raord paraxial - HelmholtzLe modèle paraxial ne permet la propagation de l'onde que dans une uniquediretion. En partiulier, auune onde ne peut venir de la zone Helmholtz dansla zone paraxiale. C'est pourquoi le ouplage du modèle paraxial au modèleHelmholtz ne se fait que par la prise en ompte de la ondition (1.9) sur le bord125



Chapitre 7. Résultats numériques et performanes

(a) t = 5 ps

(b) t = 10 ps

() t = 14 psFig. 7.30 � Cas Helmholtz ave absorption, Densité Ne(x, y)entrant Γin (
n.∇ + ik0

√
1 −Neb.n

) (
ψ − ψin

)
= 0où eb est le veteur unitaire aratérisant la diretion de propagation du faiseaulaser et ψin l'onde inidente supposée de la forme αineik0√1−Neb.x.Dans un premier temps, l'ériture analytique de l'onde ψin fut utilisée dans126



7.4. Condition de raord paraxial - Helmholtz
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(b) t = 10 ps

DP _ 1 . 4 0 0 e - 1 1 s

0 4 8 1 2 1 6 2 0 2 4

x  1 0       - 3

Ab s c i s s e s

0

2

4

6

8

amp _ n o r m

d e s r o z i e  PARAX_ v i a _HELMH

() t = 14 psFig. 7.31 � Cas Helmholtz ave absorption, oupe de |ψ|2
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(a) t = 5 ps
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(b) t = 10 ps
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() t = 14 psFig. 7.32 � Cas Helmholtz ave absorption, oupe de Ne(x, y)le seond membre de la ondition limite (1.9) donnant
(
ǫ
∂

∂n
+ i

√
1 −N

)
ψin = (1 + osα)i√1 −Nψin.Cette approhe naturelle ne donne toutefois pas de résultats satisfaisants. Le astest onsidéré est une propagation d'un faiseau dans un plasma sous-dense aveun angle d'inidene. On observe lairement un saut à l'interfae des modèlesengendrant par la suite une fore pondéromotrie génante.Une seonde approhe onsiste à disrétiser la dérivée normale de ψin parun shéma déentré lassique au bord

(
ǫ
∂

∂n
+ i

√
1 −N

)
ψin =

[
ξ|0 + i

√
1 −N

]
ψinoù on a noté ξ|0 =

e
i√1−N

δx

ǫ − 1

δx
.On remarque alors que la prise en ompte d'une disrétisation pour le seondmembre de la ondition limite permet une ertaine ohérene ave le shémanumérique utilisé pour le modèle Helmholtz. On onstate que le saut à l'interfaeest très largement réduit. 127



Chapitre 7. Résultats numériques et performanes
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Fig. 7.33 � Raord des modèles par seond membre analytique
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Fig. 7.34 � Raord des modèles par seond membre disrétisé7.5 Disrétisation de la longueur d'ondeUn point ruial de la préision des solutions obtenues dans les problèmesd'ondes est le nombre de point de disrétisation par longueur d'onde. Dans notreas, il est aussi ruial de se �xer un nombre de points aeptable. Le ritèreusuel est d'utiliser au moins dix points par longueur d'onde. On véri�e ii queela est su�samment préis dans nos as.On s'intéresse à un as de propagation d'un faiseau près d'une austique.On ompare ii les solutions obtenues par 10, 20 et 30 points par longueur d'ondeau temps t = 2 ps.Les résultats montrent qu'une disrétisation de dix points par longueurd'onde est su�sammet préise.128



7.6. Méthodes de Krylov
(a) λ0/10 (b) λ0/20

() λ0/30Fig. 7.35 � Comparaison de disrétisation de , intensité laser |ψ|2, t = 2 ps7.6 Méthodes de KrylovLe domaine onsidéré est une boîte d'une longueur de 300λ0 pour une hau-teur de 600λ0. On onsidère alors un système de 18 millions d'inonnues résolusur 32 proesseurs. On onsidère un as de roisement de deux faiseaux avedes angles d'inidenes di�érents dans une zone prohe de la austique. L'idéeest de générer rapidement un ertains nombre d'iterations a�n de permettre uneomparaison pertinente des methodes iteratives de Krylov.La méthode GMRES fait réferene omme tehnique itérative pour la résolu-tion des systèmes linéaires non symétriques. Toutefois, la ontrainte liée à laforte onsommation de mémoire peut être un problème majeure dans notre as.L'utilisation d'autres méthodes omme BICGStab ou CGS (voir 51) peut alorss'envisager. Il est intéressant de omparer les omportements de es di�érentesméthodes dans notre as.Les résultats obtenus sont similaires. On onstate que les méthodes ont éga-lement un omportement prohe mais que BICGStab et GMRES sont les plusrapides. En partiulier, si un problème mémoire apparaît, on utiliserait alors laméthode BICGStab.7.7 Cas monospekleOn s'intéresse maintenant à la propagation d'un faiseau omposé d'ununique spekle (ou point haud) dans un plasma dont la densité roît de manière129



Chapitre 7. Résultats numériques et performanes

(a) GMRES (b) BICGStab

() CGSFig. 7.36 � Comparaison des méthodes de Krylov, intensité laser |ψ|2, t = 1 pslinéaire jusqu'à la densité ritique. Le faiseau a un angle d'indidene de 30�.On onsidère le domaine de simulation D de longueur Lx = 700λ0 et de hauteur
Ly = 1000λ0. On note Ω = [xf , Lx] × [0, Ly] où xf = 300λ0. Dans le domaine
D \ Ω, la densité est sous-dense, onstante égale à 10% de la densité ritiqueet on y utilise le modèle paraxial. Dans le domaine Ω, la densité roît linéai-rement jusqu'à la densité ritique et on y utilise le modèle Helmholtz ave unoe�ient d'absorption ν = αN2

0 (x) où α = 10−3. En posant ∆x = ∆y = λ0/2,le maillage �uide grossier est alors omposée de 2,8 millions de mailles. Pour lemaillage Helmholtz �n, en posant δy = δx = λ0/10, on est amené à onsidérer40 millions d'inonnues. Le temps alul d'une itération de Krylov est de 18,4ssur 128 proesseurs. La simulation dure 8 heures.130



7.7. Cas monospekle
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes

(a) t = 1 ps (b) t = 2 ps

() t = 3 ps (d) t = 4 ps

(e) t = 5 ps (f) t = 6 psFig. 7.38 � Cas monospekle, intensité laser |ψ|2, t = 1 ps à t = 6 ps

On onstate malgré l'absorption une évolution roissante du nombre d'ité-ration de la méthode de Krylov. En e�et, le reusement de la densité est fortprès de la austique.132



7.8. Cas multispekle

(a) t = 7 ps (b) t = 8 ps

() t = 9 ps (d) t = 10 psFig. 7.39 � Cas monospekle, intensité laser |ψ|2, t = 7 ps à t = 10 ps

Fig. 7.40 � Cas monospekle, Densite Ne, t = 10 ps7.8 Cas multispekle7.8.1 Cas 4 speklesOn s'intéresse maintenant à la propagation d'un faiseau omposé de quatrespekles dans le même adre que préédemment. Le but est ii de voir si omme133



Chapitre 7. Résultats numériques et performanes

(a) t = 1 ps (b) t = 5 ps

() t = 10 psFig. 7.41 � Cas monospekle, intensité laser |ψ|2, t = 1 ps, t = 5 ps, t = 10 ps
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7.8. Cas multispekledans le as paraxial, l'interation des spekles entre eux engendre des instabilitésdans la propagation du laser.

(a) t = 1 ps (b) t = 2 psFig. 7.43 � Cas 4 spekles, intensité laser |ψ|2, t = 1 ps et t = 2 ps
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes

(a) t = 3 ps (b) t = 4 ps

() t = 5 ps (d) t = 6 ps

(e) t = 7 ps (f) t = 8 psFig. 7.44 � Cas 4 spekles, intensité laser |ψ|2, t = 3 ps à t = 8 psComme pour le as monospekle, le faiseau se propage dans le plasma,hange de diretion près de la austique et ressort par le haut du domaine. Dansles premiers temps, le faiseau se omporte omme le faiseau monospekle. Ledép�t d'énergie est là où attendu. Au fur et à mesure du temps, des points haudsdus à l'autofoalisation se forment. Pour une absorption ν = 0.002, on voit quel'interation des sepkles les uns ave les autres rée de grandes perturbations136



7.8. Cas multispekle

Fig. 7.45 � Cas 4 spekles, Densité Ne, t = 8 ps

Fig. 7.46 � Cas 4 spekle, intensité laser |ψ|2, t = 8 ps
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes7.8.2 Validation du ouplage Paraxial / HelmholtzC'est pour e as qu'on a hoisi de omparer la solution obtenue ave lemodèle paraxial dans la zone loin de la austique ouplé au modèle Helmholtzave la solution obtenue qu'ave le modèle Helmholtz pour ν = 0. En e�et, e asest su�samment omplexe pour qu'un problème de ouplage puisse engendrerde grandes di�érenes. Pour le modèle Helmholtz seul, le maillage Helmholtz �nest alors omposé de 70 millions d'inonnues.

(a) Paraxial + Helmholtz (b) HelmholtzFig. 7.48 � Comparaison de |ψ|2par Parax + Helmh / Paraxial, t = 2 psLa �gure (7.48) montre l'intensité laser des deux simulations à 2 ps. Sansabsorption physique dans les modèles, les solutions ont très vite reusées ladensité et les faiseaux ont largement di�raté. On onstate que les solutions sontglobalement les mêmes. Toutefois, l'intensité laser de la solution ave seulementle modèle Helmholtz est plus forte que elle obtenue par le ouplage des modèles.Cela reste très satisfaisant au vu de la di�ulté du as.7.8.3 Cas 20 speklesOn plae maintenant dans le as d'un faiseau entrant omposé de 20 speklesave un angle d'inidene de 30�.
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7.8. Cas multispekle

(a) t = 1 ps (b) t = 2 ps

() t = 3 ps (d) t = 4 ps

(e) t = 5 psFig. 7.49 � Cas 20 spekles, intensité laser |ψ|2, t = 1 ps à t = 5 ps
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes

Fig. 7.50 � Cas 20 spekles, Densité Ne, t = 5 ps

(a) t = 4 ps (b) t = 5 psFig. 7.51 � Cas 20 spekles, intensité laser |ψ|2, t = 4 ps et t = 5 psL'intérêt de e type de simulation près des austiques est de pouvoir prendreen ompte l'élatement et l'interation des faiseaux qui peuvent déplaer lesdép�ts d'énergie en omparaison des résultats obtenus par des aluls ave desméthodes type ray-traing.On onstate qu'en début de simulation (a), la austique est lairement visibleà l'endroit de ourbure du faiseau. C'est le type de résultats obtenus par lesméthodes lassiques de ray-traing. Il est également intéressant de remarquer(b) l'interation des faiseaux arrivant vers la austique ave eux sortant dudomaine. Le dép�t d'énergie est uniforme dessus (7.52). Par ontre, dès quel'hydrodynamique ommene à interagir (), (d) et (e), de fortes perturbationsdans la trajetoire du faiseau apparaissent. A t = 5 ps, une multitude de petitspoints haud parsème les zones d'interation des faiseaux et le dép�t d'énergieest alors très di�érent de elui à t = 2 ps.7.9 Cas physique réaliste ; dé�etion du laserOn présente la propagation d'un faiseau omposé d'une vingtaine de spe-kles dans un plasma dont la densité roît de manière linéaire jusqu'à la densité140



7.9. Cas physique réaliste ; dé�etion du laser

(a) t = 4 ps (b) t = 5 psFig. 7.52 � Cas 20 spekles, Dép�t d'énergie |ψ|2N2
e , t = 2 ps et t = 5 psritique. Le faiseau a un angle d'indidene de 25�. L'intérêt de ette simulationest d'observer la dé�etion du faiseau lorsque le plasma a une vitesse tranverseimportante. En e�et, les méthodes lassiques de ray traing ne peuvent prendreen ompte la vitesse du �uide. On peut ainsi observer l'erreur de e type deméthode dans es as réalistes. On onsidère le domaine de simulation D delongueur Lx = 2000λ0 et de hauteur Ly = 2000λ0. Le domaine de simulation dumodèle Helmholtz est Ω = [xf , Lx] × [0, Ly] où xf = 1000λ0. Dans le domaine

D \ Ω où on y utilise le modèle paraxial, la densité est sous-dense, onstanteégale à 10% de la densité ritique. On y applique le modèle Helmholtz ave unoe�ient d'absorption ν = αN2
0 (x) où α = 2 × 10−5. La vitesse transverse estde l'ordre de 4×107cm.s−1. En posant ∆x = ∆y = λ0/2, le maillage �uide gros-sier est alors omposée de 16 millions de mailles. Pour le maillage Helmholtz �n,en posant δy = δx = λ0/10, on est amené à onsidérer 200 millions d'inonnues.Le temps alul d'une itération de Krylov est de 348 s sur 256 proesseurs. Lasimulation dure plusieurs dizaines heures e�etuées grâe à un méanisme deprotetion-reprise.Remarque On sait que la simulation doit aller jusqu'à des temps très longs,de l'ordre de 20 ps, pour permettre l'observation de la dé�etion du faiseauà l'ehelle marosopique. Notons qu'en début de simulation, il est simplementnéessaire que le faiseau reuse la densité. Pour gagner du temps alul, onpeut don ne aluler la solution du problème Helmholtz qu'un pas de tempssur trois jusqu'à 10 ps.
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Chapitre 7. Résultats numériques et performanes

Fig. 7.53 � Cas ave vitesse transverse, intensité laser |ψ|2, t = 22 ps

Fig. 7.54 � Cas sans vitesse transverse, intensité laser |ψ|2, t = 22 psOn onstate que dans le as ave vitesse transverse, le faiseau est légérementdévié dans le sens de déplaement du �uide. C'est le résultat attendu. Cepen-dant, le phénomène n'est pas très marqué. Il faudrait don pousser la simulation142



7.9. Cas physique réaliste ; dé�etion du laser

Fig. 7.55 � Cas ave vitesse transverse, zoom, intensité laser |ψ|2, t = 22 ps

Fig. 7.56 � Cas sans vitesse transverse, zoom, intensité laser |ψ|2, t = 22 psenore plus loin pour quanti�er l'erreur ommise sur le dép�t d'énergie par desméthodes type ray-traing. Une simulation réaliste aussi longue demande énor-mément de moyen de alul et on atteint les limites de la résolution sur 256proesseurs. Il devient alors néessaire d'utiliser 512 proesseurs pour être pluse�ae. Ces simulations sont maintenent réalisables et atuellement en oursave de telles ressoures.
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Conlusion et perspetivesOn a présenté dans ette thèse une méthode pour la résolution d'un problèmede propagation d'ondes ave ouhes absorbantes PML dans un plasma denseprésentant de fortes variations dans une diretion privilégiée. Les ontraintesnumériques étant très fortes, on a mis en évidene le besoin d'avoir une stra-tégie basée sur l'utilisation d'un solveur rapide de type Rédution Cylique.De plus, a�n d'éviter les problèmes de ré�exion aux bords, on a hoisi d'utiliserdes ouhes absorbantes PML. Une stratégie partiulière de préonditionnementpour les variations de densité a été alors employée et intégrée dans une méthodede Krylov. Tout ei représente �nalement un arsenal d'outils performants qu'ila fallu faire ohabiter ave la prise en ompte d'une déomposition de domaine.Cette méthode de résolution fut intégrée dans le ode de prodution HERA. Laparallélisation est assurée par le standard MPI et le multithreading. Les résul-tats obtenus sont nouveaux et permettent maintenant l'étude des phénomènesde perturbation et dép�t d'énergie près de la austique.Pour gagner du temps alul, une première perspetive peut être d'intégrerune déomposition de domaine plus générale permettant de diviser le domaineaussi dans les deux diretions. On réduirait ainsi le fateur de stokage mé-moire et la taille du produit matrie-matrie à e�etuer. En ontre partie, onaugmenterait le nombre d'itérations de la méthode de Krylov. Il pourrait êtreintéressant de le quanti�er. Remarquons aussi qu'ave l'arrivée des prohainesmahines dans le adre du projet Tera, l'espae mémoire n'est plus vraiment unproblème. On pourrait aussi envisager une méthode a�n d'isoler les zones oùla solution est nulle a�n de ne pas les aluler. Cei peut être intégré direte-ment dans la méthode de Krylov ou alors par une déomposition de domainegénérale. Toutefois, ette perspetive pose le problème d'équilibrage des hargesentre les proessus. Disposant d'un solveur rapide pour l'équation d'Helmholtz,il est maintenant possible d'étudier les phénomènes de retrodi�usion Brillouinnéessitant la résolution d'un ouplage ave une équation des ondes temporellesupplémentaire. Pour �nir, le passage au 3D devra également s'envisager.
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ARappels de di�érenes �niesOn onsidère l'équation d'Helmholtz
ǫ2∆u+ (1 −N)u = 0 dans Ω (A.1)On disrétise ette équation par di�érenes �nies en numérotant les inonnuesde gauhe à droite et de bas en haut sur un maillage régulier à (nx, ny) pointsdans les diretions (x, y). On indie par i les lignes du maillage et par j lesolonnes. On applique un shéma entré lassique pour disrétiser l'opérateurLaplaien. Pour u su�samment régulière, e shéma est obtenu en sommant lesdéveloppements de Taylor suivants

u(x+ δx) = u(x) + δx
∂u

∂x
+
δx2

2

∂2u

∂x2
+
δx3

6

∂3u

∂x3
+O(δx4) (A.2)et

u(x− δx) = u(x) − δx
∂u

∂x
+
δx2

2

∂2u

∂x2
− δx3

6

∂3u

∂x3
+O(δx4). (A.3)En notant u(x+ δx) = ui+1, on trouve alors

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
i

=
ui+1 − 2ui + ui−1

δx2
+O(δx2).En deux dimensions, l'équation (A.1) peut se disrétiser ainsi :

ǫ2
[
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

δx2
+
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

δy2

]
+ (1 −Ni,j)ui,j = 0 (A.4)pour 1 ≤ i ≤ nx et 1 ≤ j ≤ ny. On obtient alors une matrie tridiagonale parblos dont haque blo orrespond à la disrétisation d'une ligne du maillage.En utilisant (A.2) et (A.3), on a également les relations à l'ordre un pour ladérivée
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∣∣∣∣
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=
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δx
+O(δx) (A.5)et
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∂x
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=
ui − ui−1

δx
+O(δx). (A.6)147



Annexe A. Rappels de di�érenes �niesOn a également l'ordre deux
∂u

∂x

∣∣∣∣
i

=
ui+1 − ui−1

2δx
+O(δx2). (A.7)En utilisant (A.2), l'ordre deux peut également s'érire
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=
ui+1 − ui

δx
− δx

2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
i

+O(δx2).En insérant l'équation (A.1), on obtient
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δx
+
δx

2

(
∂2u

∂y2
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+
1 −Ni

ǫ2

)
+O(δx2). (A.8)On peut obtenir des relations similaires en utilisant le développement (A.3)
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BCalul analytique de valeurs etveteurs propresOn est intéressé ii par l'obtention analytique des valeurs et veteurs propresd'une matrie d'ordre n+ 1

T =




α 1
1 0 1. . . . . . . . .

1 0 1
1 α



,où α peut être omplexe. Pour α réel, voir par exemple [47℄. On s'intéresse iiaux as partiuliers α = 0 et α = 1.Soient λ une valeur propre de T assoiée au veteur propre v,

Tv = λv.B.1 Valeurs propresOn herhe les veteurs propres sous la forme
vj = Ae(j−1)Φ +Be−(j−1)Φ.Pour j 6= 1 et j 6= n+ 1, on a

vj−1 + vj+1 = λvj ,e qui donne failement
λ = eΦ + e−Φ.Alors, en regardant pour j = 1 et j = n+ 1, on a

α(A+B) = Ae−Φ +BeΦet
A(αenΦ − e(n+1)Φ) +B(αe−nΦ − e−(n+1)Φ) = 0.149



Annexe B. Calul analytique de valeurs et veteurs propresOn a alors un système linéaire 2 × 2 homogène
(

α− e−Φ α− eΦ

enΦ(α− eΦ) e−nΦ(α− e−Φ)

)(
A
B

)
= 0.Pour avoir une solution non triviale, le déterminant doit être nul. Ainsi,

(α− e−Φ)2e−nΦ − (α − eΦ)2enΦ = 0. (B.1)1. Si on a α = 0, on obtient immédiatement
e−(n+2)Φ = e(n+2)Φ.Alors, Φ = 0 est une solution menant à λ = 2. Autrement,

e2(n+2)Φ = 0,et Φ est imaginaire pur, Φ = iθ, e qui donnesin(2(n + 2)θ) = 0, os(2(n + 2)θ) = 1.La solution est alors
θ =

jπ

n+ 2
, j = 1, . . .Les valeurs propres de T sont alors

λj = 2os((j + 1)π

n+ 2

)
, j = 0, . . .2. Si on a α = 1 alors

(1 − e−Φ)2e−nΦ − (1 − eΦ)2enΦ = 0,e qui donne
e−(n+2)Φ(eΦ − 1)2 − enΦ(eΦ)2 = 0.Ainsi, on a eΦ = 1 ou e−(n+2)Φ) − enΦ = 0 e qui donne

e−(n+1)Φ) = e(n+1)Φ).

Φ est imaginaire pur et
θ =

jπ

n+ 1
, j = 1, . . .Les valeurs propres de T sont alors

λj = 2os( jπ

n+ 1

)
, j = 0, . . .3. Dans le as général, on peut exprimer la solution de (B.1), α, omme unefontion de Φ. Toutefois, 'est l'inverse de la fontion qui nous intéresse.On a deux solutions

α+ =
e−(n

2
+1)Φ − e(

n
2
+1)Φ

e−
n
2
Φ − e

n
2
Φ

α− =
e−(n

2
+1)Φ + e(

n
2
+1)Φ

e−
n
2
Φ + e

n
2
ΦIl est lair que quand α est omplexe alors Φ doit être omplexe et nonréel ou purement imaginaire.150



B.2. Veteurs propresB.2 Veteurs propresOn reherhe maintenant les veteurs propres. On peut hoisir A = 1 e quidonne
B =

α− e−Φ

eΦ − αAinsi, les omposantes du veteur propre sont
vj = e(j−1)Φ +

α− e−Φ

eΦ − α
e−(j−1)Φ.A un fateur près, on peut réérire omme

e(j−
1
2
)Φ +

αeΦ − 1

eΦ − α
e−j+

1
2
)Φ.1. Quand α = 0, à un fateur près, on obtient

ejΦ − e−jΦ,et Φ = iθ, ainsi les omposantes des veteurs propres sont proportionnellesà
vj = sin(jθ).2. Quand α = 1, on a

e(j−
1
2
)Φ − e−j+

1
2
)Φ.Cei donne

vj = os((2j − 1)
θ

2

)
.3. Quand α est omplexe, on a

vj = e(j−
1
2
)Φ + βe−j+

1
2
)Φ,où β est un nombre omplexe.
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CEnapsulation du multithreadingen C++Tout d'abord, rappelons que les très onnus outils de parallélisation MPI etOpenMP reposent sur le proédé de multithreading. Pour MPI de gros e�ortsde performane ont été fait par les onstruteurs. C'est ainsi devenu un stan-dard inountournable de la programmation parallèle. Toutefois, reposant sur laqualité du réseau d'interonnexion, on peut vouloir limiter son utilisation dansdes on�guration non propriétaire par le multithreading. Pour OpenMP, sa sim-pliité d'utilisation est un argument qui l'a rendu très populaire au sein de laommunauté sienti�que. Toutefois, les performanes ne sont pas toujours aurendez-vous et le oté hermétique de ette bibliothèque n'aide pas à la ompré-hension du problème.Le multithreading est un outil qu'on quali�e souvent de bas niveau. Dialo-guant diretement ave le système, la portabilité n'est pas assurée. C'est uneraison motivant parfois l'utilisation d'alternative omme par exempleOpenMP.Préisons que tous les systèmes d'exploitation ont une gestion des threads. Onutilise la bibliothèque POSIX pthread disponible sur Linux, Unix ou enoreWindows.On a montré que la programmation par multithreading demande une at-tention partiuliere quant à son utilisation. La grain des tâhes à paralléliserest important et quelques notions d'arhiteture sont parfois néessaires pouromprendre et optimiser les performanes. D'un point de vue informatique, desfontions de pthread permettent de faire des appels sytème pour la gestion desthreads, verrous et sémaphores. Typiquement, on fournit à un thread une fon-tion (�le d'exeution) qu'il exeute à sa reation. L'exeution terminée, le threadse libère. On voit bien la di�ulté d'une utilisation générique.On présente ii une manière proposée par Pasal Havé [48℄ partiulièrementélégante et pratique d'enapsuler le multithreading par le langage multipara-digme C++. Le multithreading devient alors un onept qu'on a�ete à desobjets par polymorphisme. On donne le aratère générique à e onept pourplus de souplesse. Ainsi, le multithreading devient transparent pour le develop-peur. 153



Annexe C. Enapsulation du multithreading en C++#inlude <pthread.h>//! Virtual Runnable Funtion//! Used as template independent virtual lasslass Runnable {publi://! Destrutorvirtual ~Runnable(void) { }//! Run funtionvirtual void run(void) = 0;};extern "C" {//! C funtion alled for starting a thread lassinline void * thread_funtion(void * t) {reinterpret_ast<Runnable *>(t)->run(); // Appel par virtualpthread_exit(NULL);return NULL;}}//! Thread Proxy lasstemplate<typename T>lass FontionThread : publi Runnable {private:T & f;publi:FontionThread(T * onst t) : f(*t) { }~FontionThread(void) { }inline void run(void) { f.run(); }};//! Main Thread lasslass MultiThread : publi Runnable {private:pthread_t thread;154



publi:MultiThread(void) { }virtual ~MultiThread(void) { join(); }void start() {pthread_reate(&thread,NULL,thread_funtion,new FontionThread<MultiThread>(this));}inline void join() onst {void * ret;pthread_join(thread,&ret);}};Par exemple, le ode suivant érit �Hello !� par multithreadinglass A : publi Thread {private:har* s;publi:A(har* ) { s = ; }void run(){ std::out << "Hello " << s << "!\n"; }};int main(int arg, har* argv[℄) {A a(argv[1℄);a.start();return 0;}> g++ test.pp -pthread -D__REENTRANT> ./a.out SylvainHello Sylvain!On omprend bien que par le jeu des enapsulations, surharges et héritages,on arrive simplement à réer des objets omme des opérateurs alégbriques de155



Annexe C. Enapsulation du multithreading en C++base sur des veteurs ou des matries. On peut par exemple enapsuler ertainesfontions de la bibliothèques LAPACK pour les rendent multithread.
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