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✹✳✶✳✷ ❚❡sts ❡t rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✷✳✶ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ ✦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✹✳✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ré❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✾

❆ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✶✹✸

❆✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

❆✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

❆✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺



✼

❇ ❙♥❛❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✶✹✾

❇✳✶ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
❇✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡✈❡❧s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❇✳✷✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧❡✈❡❧s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
❇✳✷✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♥❛❦❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

❇✳✸ ❈♦♥t♦✉r ❆❝t✐❢ ❙t❛t✐st✐q✉❡ P♦❧②❣♦♥❛❧ ✭❈❆❙P✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
❇✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
❇✳✸✳✷ ❈❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
❇✳✸✳✸ ❈❛s ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
❇✳✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❇✳✹ ❙♥❛❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✻✷



✽



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡ ❡♥ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ●é♦❣r❛♣❤✐❡✲
■♠❛❣❡r✐❡✲P❡r❝❡♣t✐♦♥ ✭●■P✮ ❞✉ ❈❡♥tr❡ ❞✬❊①♣❡rt✐s❡ P❛r✐s✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❉●❆ à
❆r❝✉❡✐❧ ❡t ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ▲❡✉rs
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❈▼▲❆✮ ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✳

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❨✈❡s ▼❡②❡r ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬❡♥❝❛❞r❡r ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r s♦♥ ❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡✱ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❏❡
❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ✈✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r s♦♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ♣é❞❛❣♦❣✐❡ q✉✐ r❡st❡r❛ ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ♣♦✉r ♠♦✐✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥s✉✐t❡ ❇❡rtr❛♥❞ ❈♦❧❧✐♥ q✉✐ ❛ ❝♦✲❞✐r✐❣é ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t q✉✐ ❛ s✉
♠✬✐♥❝✉❧q✉❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✓♥✉♠ér✐q✉❡✔ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❙♦♥ ♣r♦✜❧
❞❡ ♣❤②s✐❝✐❡♥ ♠✬❛ ♣♦✉ssé à ♠✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r s❡s ❝r✐✲
t✐q✉❡s ✓♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s✔ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼❡ss✐❡✉rs ❍❡♥r✐ ▼❛îtr❡ ❡t ●✐❧❧❡s ❆✉❜❡rt ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❡❧✐r❡
❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ♣♦✉r ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ ♠✬♦♥t été ❢❛✐t❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ▼♦r❡❧ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥ ❥✉r②✳
▼ê♠❡ s✐ ♥♦s r❡♥❝♦♥tr❡s ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ ♦♥t été ♣❡✉ ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱
❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❥❡ ❧✬❡♥
r❡♠❡r❝✐❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❋ré❞ér✐❝ Pr❛❞❡✐❧❧❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡
❞é♠❛rr❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ ét❛✐t
❝❤❡❢ ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ●■P✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❝❡ ❥✉r② ❡♥ t❛♥t q✉✬❡①❛♠✐♥❛t❡✉r✳

❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t
●■P ♣♦✉r ❧❡✉r ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t ❧❡✉rs ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞✐✈❡rs❡s ❡t ✈❛r✐é❡s ❡♥
❝❛♣t❡✉rs ♦♣tr♦♥✐q✉❡s✱ s②stè♠❡s ❞❡ ✈✐s✐♦♥✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ q✉✐ ♠✬♦♥t été
✉t✐❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❜♦♥ ❝♦✉r❛❣❡ ❛✉① ❛❝t✉❡❧s t❤és❛r❞s
q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❡♥tr❡✈♦✐r ❧❡ ❜♦✉t ❞✉ t✉♥♥❡❧ ✦

✾



✶✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♣r♦❣rès ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝é♥♥✐❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❞✐s♣♦✲
♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❛❝❝r✉❡ ♦♥t ❢❛✐r❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢✉❧❣✉r❛♥t✳ ❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ tr♦✉✈❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❀ ✈♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❝♦✉r❛♥ts ✭❝❡tt❡ ❧✐st❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✮ ✿

✕ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ✿ à ✓❧✬❤❡✉r❡ ❞✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✔✱ ❧❡ ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❡st
❡q✉✐♣é ❞✬❛♣♣❛r❡✐❧s ♣❤♦t♦ ♦✉ ✈✐❞é♦ ❡t s♦✉❤❛✐t❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r t♦✉t❡s ❝❡s ✐♠❛❣❡s ✭❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té✱ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡ts✱. . .✮✳ ▲❛ té❧é✈✐s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❢❛✐t
❛♣♣❡❧ ❛✉ss✐ à s♦♥ ❧♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
✈✐❞é♦✱. . .

✕ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ ✿ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣✐è❝❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❢❛st✐❞✐❡✉①✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣ré✲
s❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ♣✐è❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❝❡ t②♣❡
❞❡ tâ❝❤❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥ ❞❡str✉❝t✐❢ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❞é❢❛✉ts à ❧✬✐♥té✲
r✐❡✉r ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♦✉ ♦❜❥❡ts✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❛❞❛♣tés à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ▲✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡
❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ré✢é❝❤✐t à ✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♥♦❝t✉r♥❡ ♣♦✉r
❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✉✐t❡✱

✕ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♠é❞✐❝❛❧ ✿ s❝❛♥♥❡r✱ ❞♦♣♣❧❡r✱ ■❘▼✱ é❝❤♦❣r❛♣❤✐❡✱ . . . ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣r♦✲
❝é❞és ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❧✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞✉ ♠é❞❡✲
❝✐♥✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✱

✕ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❉é❢❡♥s❡ ❡t ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ✿ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ s♦♥t très ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬ét❛♥t ❞ér♦✉❧é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❞é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
❛②❛♥t très ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✶



✶✷

▲❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♠✐❧✐t❛✐r❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣♦st❡ q✉❡ ❥✬♦❝❝✉♣❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡
❧❛ ❉é❧é❣❛t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❆r♠❡♠❡♥t ✭❉●❆✮ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ❞é✲
♣❛rt❡♠❡♥t ●é♦❣r❛♣❤✐❡ ■♠❛❣❡r✐❡ P❡r❝❡♣t✐♦♥ ✭●■P✮✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡
❝❡ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ♠❛✐s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛s s✐ é❧♦✐❣♥é❡s ❧✬✉♥❡
❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❝❛♣t❡✉rs ♦♣tr♦♥✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs tr❛✐t❡♠❡♥ts
❛ss♦❝✐és✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ❛s♣❡❝ts tr❛✐t❡♠❡♥ts ✓❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✔ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝✐❜❧❡✱ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s. . .✮✳

❆s♣❡❝ts ❝❛♣t❡✉rs ♦♣tr♦♥✐q✉❡s ❡t tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és

❯♥ ✈✐❡✉① rê✈❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s ét❛✐t ❞✬❛❝q✉❡r✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✈♦✐r ❧❛ ♥✉✐t✳
❈❡ ❢✉t ❝❤♦s❡ ❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ✐♥t❡♥s✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡
❧✉♠✐èr❡ ❡t ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✶✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
✈✐s✉❛❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈✐s✐❜❧❡
✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ♣❛r ❧❡s êtr❡s ✈✐✈❛♥ts ♦✉ ❧❡s ♠♦✲
t❡✉rs ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✮✱ ♠❛✐s ✐♥❞✉✐s❛♥t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s
s❝è♥❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❛✉ss✐ s❡s ❞é❢❛✉ts s♣é❝✐✜q✉❡s
❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ✿

✕ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✿ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣✐①❡❧s✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♥✬♦♥t ♣❛s t♦✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ré♣♦♥s❡ ✭❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♣❤♦t♦♥s ✴ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✮✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st très ♥❡tt❡♠❡♥t
✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❡♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ▲❛
❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ t②♣❡ r❛♠♣❡✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s
❛✈❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ré♣♦♥s❡✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❛♠♣❡ ❞❡✈r❛✐t
❛✈♦✐r ❧❡s ♠ê♠❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖r ♦♥ ✈♦✐t très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❀ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐❝✐ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣✐①❡❧s ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛r✲
t✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝❡♥sé❡ êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡
✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ✓t❡①t✉r❡✔✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ❉❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♥✲
✉♥✐❢♦r♠✐tés s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❞é❢❛✉ts✳

✕ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✿ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t très
❝❤❛✉❞ ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ✈✉❡ ❡♥ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ✐♠♣❛❝t❡r ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆✐♥s✐ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❧✉s êtr❡

✶❧❡s ❜❛♥❞❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ✿ ❧❡ ♣r♦❝❤❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ✭0.8µm −

2µm✮✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✷ ✭3µm − 5µm✮ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✸ ✭8µm − 12µm✮



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✸

❋✐❣✳ ✶ ✕ ◆♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✳

✈✐s✐❜❧❡s ♠❛❧❣ré ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ③♦♥❡ ✶✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✷ ❡t ❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ③♦♥❡ ✸✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
♦❜t❡♥✉ ❣râ❝❡ à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈♦✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞♦♥♥❛♥t
❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❧✉✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ✈✐s✉❛❧✐sé❡✳ ▲❡s ❢❛♥t❛ss✐♥s ❡t ❧❡
✈é❤✐❝✉❧❡ ❜❧✐♥❞é s♦♥t très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ♣②❧ô♥❡ ❡t ❧❡s
❝â❜❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❤✉♠❛✐♥ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡rt à ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✉✐t ❞✬✉♥ ♣✐❧♦t❡
❞✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♠✐❧✐t❛✐r❡ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘✷ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✬❛✉tr❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❝♦♠♠❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t très ❜r✉✐té ✭✈♦✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
✜❣✉r❡ ✸✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s♣♦s❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❞é❜r✉✐t❛❣❡ ✈♦✐r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡
♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ❡t ré❝❧❛♠❡ ❞♦♥❝ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳

✷❙②♥t❤❡t✐❝ ❆♣❡rt✉r❡ ❘❛❞❛r ✭❘❛❞❛r à ❖✉✈❡rt✉r❡ ❙②♥t❤ét✐q✉❡✮



✶✹

❋✐❣✳ ✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡
✭✈♦✐r ❧❡ t❡①t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳

❋✐❣✳ ✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❙❆❘✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡✉rs ♦♥t ❢❛✐t ❧❡✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡✉rs ❛❝t✐❢s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✮ é❝❧❛✐r❛♥t ❧❛ s❝è♥❡ ❡t s❡ ré✢é❝❤✐ss❛♥t s✉r
❧❡s ♦❜❥❡ts ♣♦✉r êtr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❛♣té ❡t ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭✈♦✐r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✜❣✉r❡
✹✮✳ ❖✉tr❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞é✲



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✺

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞û ❛✉① t✉r❜✉❧❡♥❝❡s
❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ tr❛❥❡t ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r✳ ❈❡tt❡ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥❛♥t❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✭✈♦✐r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✮✳ ■❝✐ ❛✉ss✐ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s t✉r❜✉❧❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ❡♥ ❛t♠♦s♣❤èr❡ t✉r❜✉❧❡♥t❡ s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
à ❧✬ét✉❞❡✳ ■❧s ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ❣✉✐❞❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s t✉r❜✉❧❡♥❝❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛ss✐✈❡ ❡t
❢❛✐t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ t❤ès❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ✭❥❡ r❡♠❡r❝✐❡
▼❛❣❛❧✐❡ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✹✾❪ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢♦✉r♥✐ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻ ♣rés❡♥t❛♥t
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞é❢♦r♠é❡ ❡♥ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✮

❋✐❣✳ ✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❛❝t✐✈❡✳

❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♦♣tr♦♥✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❡ss♦r s♦♥t ❧❡s
s②stè♠❡s ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛✉① ♦✉ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡✉r ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ s❝è♥❡ ❞❛♥s N ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✼ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡✉r✳

❈❤❛q✉❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ♦❜s❡r✈é✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ s❝è♥❡ ❡♥ N ❜❛♥❞❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛té✲
r✐❛✉① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡
❜✉t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ré❡❧❧❡♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧
❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐s✲
t❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
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❋✐❣✳ ✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❛s❡r✳

s✉r ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❤✉♠❛✐♥✳

❚r❛✐t❡♠❡♥ts ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❧❧✉s✐♦♥✱ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐✲
t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ♦✉ s❡♠✐✲
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❛ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t à s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s✳ ❖r ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♥❛❧②s❡r ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✉✐ ♣❛r✈❡♥❛♥t ❡t ❝❡❝✐ ❞✬❛✉✲
t❛♥t ♣❧✉s s✐ ✐❧ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ str❡ss ✭❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜❛t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s s②tè♠❡s ❛❝t✉❡❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✱ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ♥❛t✉r❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡
à s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦♣♦s❛♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ s❝è♥❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s t❡♠♣s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❧♦♥❣s ❡t ❢❛st✐❞✐❡✉① ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥✱ ✐❧
❡st ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r
❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t ❧❛ ❉é❢❡♥s❡✱ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❉ét❡❝t✐♦♥✱ ❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✭❉❘■✮✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✿

✕ ❉ét❡❝t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❧❡✉r ✈✐s✐♦♥
❞✬✉♥❡ s❝è♥❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝✐❜❧❡s✸✳ ❙✐ q✉❡❧q✉❡s t②♣❡s

✸❖♥ ❛♣♣❡❧❡r❛ ❝✐❜❧❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❛s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥❛t✉r❡❧s ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ✿
✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ♣❡rs♦♥♥❡s✱ ♦❜❥❡ts ♠❛♥✉❢❛❝t✉rés✱. . .
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❋✐❣✳ ✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ✭❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ à
❣❛✉❝❤❡ ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ à ❞r♦✐t❡✮✳

❞✬✐♠❛❣❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛ss❡③ ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝✐❜❧❡s ✭❡♥
✐♠❛❣❡r✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛②❛♥t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❝❤❛✉❞❡s ❣é♥ér❡r❛ ❞❡s
✓♣♦✐♥ts ❝❤❛✉❞s✔ q✉✬✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❞✬❛✉tr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ss✐ ❝❛té❣♦r✐q✉❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛♠♦✉✢❛❣❡ ❢♦♥t t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡s ♣r♦❣rès✱
❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t q✉❛tr❡ ❝✐❜❧❡s q✉✐✱ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦♥t ❞ét❡❝t❛❜❧❡s ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❧✬÷✐❧✱
❞✬❛✉tr❡s ❧❡ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ✭à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✵ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝✐❜❧❡s✮✳ ■❝✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
✭❡t ❝❡ s❡r❛ très s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦✲
❜❧é♠❛t✐q✉❡✮✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ r❡❣♦r❣❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❛❜♦r❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡
♦✉ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❡st q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞✬❡♥tr❡s ❡✉① ❧❡ ❢♦♥t s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❡st ❝réé❡s ♣❛r ❧❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦✉ ét❛♥t
à ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ▼❛❧❤❡✉r❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r t❛✉① ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❝❤✉t❡r s✐ ♦♥ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡ s❝è♥❡s ré❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡s
❞❡s ❛✉tr❡s✳

✕ ❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✿ ❧❡ ❜✉t ✐❝✐ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐r❡ s✐ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❞ét❡❝té❡ ❡st ✉♥❡ ❥❡❡♣✱ ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ t②♣❡ ❜❧✐♥❞é à r♦✉❡s✱ t②♣❡ ❜❧✐♥❞é à ❝❤❡✲
♥✐❧❧❡s✱ ✉♥ ❢❛♥t❛ss✐♥✱ . . . ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✈✐sés ✐❝✐ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s
❝♦♥t♦✉rs✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ✓r❡❝♦♥♥✉❡✔ ❀ ❝❡❧❛ s♦✉s✲
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❋✐❣✳ ✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡✳

❡♥t❡♥❞ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡st ❞✐s✲
♣♦♥✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ✈♦♥t r❡t❡♥✐r ❝❡❧❧❡
❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞ét❡❝té❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✾ ❞♦♥♥❡ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ st❛t✐st✐q✉❡ ❬✹✶❪ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❡t ❞♦♥t ♥♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳

✕ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❜✉t ✜♥❛❧ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ✧♠♦❞è❧❡✧ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❛♠✐❡ ♦✉ ❡♥✲
♥❡♠✐❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ✈✐❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞éq✉❛t❡
♣♦✉r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐s❡r✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❡st s♦✉✈❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈❡❝✐ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ ❧✬♦♥
❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
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❋✐❣✳ ✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝è♥❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝✐❜❧❡s✳

❝♦♠♣❛r❡r à ❝❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡
rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

▲❡s ❜❡s♦✐♥s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❛✈❛♥t s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s s❝è♥❡s ♦✉ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ✜①❡✳ ▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❡st ❛✉ss✐ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❢♦r♠❡ ❞❡s ❝✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐❞é♦ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡
❛tt✐t✉❞❡ ♠❡♥❛ç❛♥t❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✉ t②♣❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s
✭♦✉ s♥❛❦❡✮ s❡♠❜❧❡♥t très ♣r♦♠❡tt❡✉r ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❝❛r ❝❡s
✓♦❜❥❡ts✔ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♠♦✉✈♦✐r ❡t s❡ ❞é❢♦r♠❡r ❛✉ ❣ré ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❛tt❡♥❛♥t❡s ♦✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t ❢❛✐t ♦✉
❢♦♥t ❧❡✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥ ❝✐t❡r♦♥s q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ✿ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ✭♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ❞✬✐♠♠❛tr✐❝✉❧❛t✐♦♥✱ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ♠♦ts✲❝❧és ❞❛♥s ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts é❝r✐ts. . .✮✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
✈✐s❛❣❡s ✭♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s✮✱ ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣t❛❣❡
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❋✐❣✳ ✾ ✕ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛r ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ♣❛r ❝♦♥t♦✉r
❛❝t✐❢ st❛t✐st✐q✉❡✳

❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦✉❧❡✱. . .

❯♥ ❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡st ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❯♥ r♦✲
❜♦t ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r s❡ ❞é♣❧❛❝❡r
s❛♥s r✐sq✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ✉♥ ❧✐❡✉ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❖✉tr❡ ❞❡s ❝❛♣✲
t❡✉rs ❞✉ t②♣❡ té❧é♠ètr❡ ✭à ✉❧tr❛s♦♥s ♦✉ ❧❛s❡r✮✱ ❧❡s r♦❜♦ts s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐♣és ❞❡ ❝❛♠ér❛s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ét✉❞✐é ❛✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ●■P ❡st ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞✉
❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❉●❆ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ s②stè♠❡s✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡
❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s tr❛✐tés ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠✐s
❡♥ ❥❡✉✳

❖❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❛❜♦r❞és ♣♦✉r ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❉é❢❡♥s❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❡t t♦✉❝❤❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡r✲
t❛✐♥s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦✲
❜❧é♠❛t✐q✉❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✐s❛♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ P♦✉rt❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣♦ssé❞❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✓❣é♥ér✐q✉❡✔
s❡♠❜❧❡ sé❞✉✐s❛♥t❡✱ ❝❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t sûr❡♠❡♥t êtr❡
❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣té❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s✳
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❉❡ ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡
❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬✐♠❛❣❡ f ❡♥ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ❧✬✉♥❡ ✭♥♦té❡ u✮
❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ✭♥♦té❡ v✮ ❧❡s t❡①t✉r❡s s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ f = u+v✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ét❡♥❞♦♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞♦✐t
❞♦♥❝ êtr❡ tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✮✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡s r✐❞❣❡❧❡ts✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts
❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ✭♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❧❡s ✐♠❛❣❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦✉t✐❧s
s✬❡st ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❡t ♣❧✉s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❇❡s♦✈ ❡t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♦✉t✐❧s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t r❛♣♣❡❧és ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲
❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐ ❜❛sé s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞✉
❞é❜r✉✐t❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉✲
t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ ✓q✉❛❧✐té✔ ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥tr❡
❡✉① ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✲
❜r✉✐t❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✱ ❖s❤❡r
❡t ❋❛t❡♠✐ ✭❘❖❋✮ r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❨✈❡s
▼❡②❡r ❬✺✹❪✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛✲
t✐♦♥ s♦♥t ❡①❛♠✐♥é❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❖s❤❡r✲❱❡s❡ ❜❛sé s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝♦✉♣❧é❡s
❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ❆✉❥♦❧ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❡st ❝❡❧✉✐ ré❝❡♠♠❡♥t
♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆❧✐ ❍❛❞❞❛❞ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❬✹✸❪✳ ❉❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡✲
s♦✈ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
♦❜❥❡ts ❡t t❡①t✉r❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤é✲
t✐sé ♣❛r ♥♦s s♦✐♥s ✭♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♦❜❥❡t ❡t ✉♥❡
❛✉tr❡ t❡①t✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛ss❡♠❜❧♦♥s ❛✉ ✜♥❛❧✮✳



✷✷

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✐♥✲
tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ❡♥
tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ str✉❝t✉r❡s ✭♥♦té❡ u✮✱ t❡①t✉r❡s ✭♥♦té❡ v✮ ❡t ❜r✉✐t ✭♥♦té❡ w✮ s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ f = u+v+w✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ② ❛❥♦✉t♦♥s ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ●✐❧❜♦❛ ❬✸✾❪ ♣♦✉r ❞é❜r✉✐t❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s t❡①t✉ré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❘❖❋✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥♦✉❡r s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s t❡①t✉r❡s ❡t ❛✐♥s✐ sé♣❛r❡r t❡①t✉r❡s ❡t ❜r✉✐t✳ ❊♥ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❆✉❥♦❧
❡t ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ♦♥t✱ ❡✉① ❛✉ss✐✱ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ■❧s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s♦✈ Ḃ∞

−1,∞ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❡①❛♠✐♥♦♥s ✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s
❞❡✉① ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❛♣♣♦rt
❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❞é♠❛r❝❤❡ q✉✬❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉♦♥s s✉r ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝ôté ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❝❡♥t❡s✱ très ♣❡✉
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ ❡❢✲
❢❡❝t✉❛♥t ❞❡s t❡sts s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘ ♦✉ ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ✐♠❛❣❡✉r ❛❝t✐❢
❧❛s❡r✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡
✭❞♦♥t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ♣rétr❛✐t❡✲
♠❡♥t à ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡✱ ✓❣r♦ss✐èr❡✔✱ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐✲
❣♥❡♠❡♥ts ♣❛r é✈è♥❡♠❡♥ts ǫ−s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞ét❡❝tés s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ❡♥ ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r✲
♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ ❉❡s t❡sts s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✉és s✉r ❞❡s
✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❛ér✐❡♥✱ ❧❡s rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳

❈♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞✉ r❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s t❡①t✉r❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡t
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡
q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦✉tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❛♣♣❛r❛îss❛♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✓✈✐s✐♦♥✔
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❢❛✐t ❣❡r♠❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐❞é❡s q✉❛♥t ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s ❡t ♦✉✈r❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❢✉t✉r✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✸

❋✐❣✳ ✶✵ ✕ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✽✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❡ ❜r✉✐t

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❡s
✐♠❛❣❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s✱ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✱ ✜❧✲
tr❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐q✉❡✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡✱ ✳✳✳ ❉❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❜r✉✐té❡ ❡t ♦✉❜❧✐❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ ❜r✉✐t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à ♣❛rt
❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ❞r♦✐t ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❡①tr❛✐t ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❄ ◆♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❧à✱ q✉❡❧❧❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t
❛✉r❛ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❜r✉✐t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❄

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✬❡st ♣♦rté❡ s✉r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✿
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❝❡ q✉❡ ✐❧ ❡st
♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s rés♦❧✉t✐♦♥s
✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❜r✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❀ ❛✉ss✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❜r✉✐t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥❡r♦♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡
♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ s♦♥t ❧❡s r✐❞❣❡❧❡ts✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✭✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s
♣❛r ❊✳❈❛♥❞ès ❡t ❉✳❉♦♥♦❤♦ ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✸✼✱ ✶✼✱ ✶✽❪✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ✭❞é✜♥✐❡s
♣❛r ▼✳◆✳❉♦ ❡t ▼✳❱❡tt❡r❧✐ ❬✸✸✱ ✻✹✱ ✸✺✱ ✸✵✱ ✸✷✱ ✸✶✱ ✷✾❪ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✐s❝r❡t✮✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐té✔
❝❡ q✉✐ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳
❯♥❡ ❢❛❝❡tt❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
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❞✬❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ Bs
pq✮ ◆♦✉s

✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts ♦♥t été ❞é✜♥✐s ♣❛r ❊✳❈❛♥❞ès ❡t ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✱ ♥♦tés
CT spq✱ ❡t ❧❡✉r ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

◆♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✱ ❖s❤❡r ❡t ❋❛t❡♠✐ ❬✻✼❪ ❜❛sé
s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛ été ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❨✳▼❡②❡r✳

◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ t❡♥t❛♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
❢♦♥t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ rés✐❞✉ ❞❛♥s
❧❡ ❜r✉✐t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭❛✮ ❡t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✭❜✮✳

✶✳✶ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ à ❧❛ ✜♥
❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ❬✺✷✱ ✹✹✱ ✼✼❪✳ ▲❡s ❣r❛♥❞s ❛❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❨✳▼❡②❡r✱ ❙✳▼❛❧❧❛t✱ ■✳❉❛✉❜❡❝❤✐❡s✱ ❆✳❈♦❤❡♥ ✭❝❡tt❡ ❧✐st❡
♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✶❉ ♠❛✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❝❛s ◆✲
❉ s❡ ❢❛✐t très ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡rt❛✐♥s ✏❞é❢❛✉ts✑ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ s✐♥✉s✲❝♦s✐♥✉s✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ très ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠❛✐s ♣❛s
❡♥ t❡♠♣s ✭❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✐♥✉s ❡t ❝♦s✐♥✉s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡s✮✳
Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛ ❞é❝♦♠♣♦sé s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡
s✐❣♥❛❧ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉✬à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é ✭très ❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧✮✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ✐❝✐✱ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐
s♦✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ t❡♠♣s q✉✬❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r✲
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♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❢❡♥êtr❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ré♣♦♥s❡ à ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭✉♥
♣❛✈é ét❛♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❛t♦♠❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛s ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥
s♦✉❤❛✐t❡ ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❛②❛♥t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛t♦♠❡s q✉✐ s♦✐❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❛✈❛❣❡ ❀ ♥♦✉s ❡♥ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳

✶✳✶✳✶ ❈❛s ❝♦♥t✐♥✉

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s tr❛♥s❧❛té❡s ❡t ❞✐❧❛té❡s✳ ❯♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ∈ L2(R)
❞❡✈❛♥t ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ✿

∫

R

ψ(t)dt = 0 ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ✭✶✳✶✮

‖ψ‖2 = 1 ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮

❡t ψ ❞♦✐t êtr❡ ❝❡♥tré❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ 0✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛t♦♠❡s ét❛♥t ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a✮ ❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t b✮ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡
ψ

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b

a

)
✭✶✳✸✮

❆❧♦rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ L2(R) ❛✉ t❡♠♣s b ❡t à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ a ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

WT f (a, b) = 〈f, ψa,b〉 =

∫

R

f(t)
1√
a
ψ∗
(
t− b

a

)
dt ✭✶✳✹✮

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

WT f (a, b) = f ⋆ ψ̄a(b) ♦ù ψ̄a(b) =
1√
a
ψ∗
(−t
a

)
✭✶✳✺✮

▲❡ t❤é♦rê♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ f à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✶ ❙♦✐t ψ ∈ L2(R) ✉♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ré❡❧❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

Cψ =

∫ +∞

0

|ψ̂(ξ)|2
ξ

dξ < +∞ ✭✶✳✻✮
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♦ù ψ̂ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ψ✳ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ L2(R)
✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs

f(t) =
1

Cψ

∫ +∞

0

∫

R

WT f (a, b)
1√
a
ψ

(
t− b

a

)
db
da

a2
✭✶✳✼✮

❡t ∫

R

|f(t)|2dt =
1

Cψ

∫ +∞

0

∫

R

|WT f (a, b)|db
da

a2
✭✶✳✽✮

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✺✷❪✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛rt✐❝❧❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ♠èr❡ ψ✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈✐sé❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡r❛ à ✐♠♣♦s❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ✭ré❣✉❧❛r✐té✱ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s✱✳✳✳✮✳

✶✳✶✳✷ ❈❛s ❞✐s❝r❡t

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ N é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ♥♦tés f [n]✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ψ(t) ❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt [−K/2✱
K/2] ❛❧♦rs ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✐❧❛té❡ ♣❛r 2j ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ψjn[k] =
1√
2j
ψ[2−jk − n] ✭✶✳✾✮

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞✐s❝rèt❡ s✬é❝r✐t

WT f [n, j] =
∑

m

f [m]ψ∗
jn[m] = 〈f, ψjn〉 ✭✶✳✶✵✮

❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ✈r❛✐❡ q✉❡ s✐ ψ ✈ér✐✜❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❬✺✷❪✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

f [m] =

+∞∑

j=0

∑

n

WT f [n, j]ψjn[n] ✭✶✳✶✶✮

❖♥ ✈♦✐t s✉r ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡t ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ❞❡ ❜❛♥❝s ❞❡ ✜❧tr❡s ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ψ✳

✶✳✶✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥

❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✺✷❪ ✿ s♦✐t ✉♥❡
s✉✐t❡ {Vj}j∈Z ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❢❡r♠és ❞❡ L2(R)✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s s✐① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
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∀(j, k) ∈ Z
2 , f(t) ∈ Vj ⇔ f(t− 2jk) ∈ Vj , ✭✶✳✶✷✮

∀j ∈ Z , Vj+1 ⊂ Vj , ✭✶✳✶✸✮

∀j ∈ Z , f(t) ∈ Vj ⇔ f

(
t

2

)
∈ Vj+1, ✭✶✳✶✹✮

lim
j→+∞

Vj =

+∞⋂

j=−∞
Vj = {0}, ✭✶✳✶✺✮

lim
j→−∞

Vj =

+∞⋃

j=−∞
Vj = L2(R) ✭✶✳✶✻✮

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ t❡❧❧❡ q✉❡ {θ(t−n)}n∈Z s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❘✐❡s③ ❞❡ V0✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✮ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ϕ̂(ω) =
θ̂(ω)

(∑+∞
k=−∞ |θ̂(ω + 2kπ)|2

)1/2
✭✶✳✶✼✮

❆❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ϕjn}n∈Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕjn(t) =
1√
2j
ϕ

(
t− n

2j

)
✭✶✳✶✽✮

❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ Vj ✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t Wj = Vj ⊖Vj+1✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s {ψjn}n∈Z ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭✈♦✐r ❬✹✹✱ ✺✷✱ ✼✼❪
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✮ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ Wj ✳
❉♦♥❝ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ L2(R) ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

f(t) =
∑

n

αnϕ0n(t) +

+∞∑

j=0

∑

n

βjnψjn(t) ✭✶✳✶✾✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βjn = 〈f, ψjn〉 s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡t αn = 〈f, ϕ0n〉 s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ V0✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ❛

✭✶✳✶✾✮ ⇐⇒ f ∈ V0 ⊕
∞⊕

j=0

Wj ✭✶✳✷✵✮
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✶✳✶✳✹ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈

▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ Bs
p,q s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❛❞❛♣tés ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭0 < s <

∞✱ 0 < p 6 ∞ ❡t 0 < q 6 ∞✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s Bs
p,q ♦♥t s ❞ér✐✈é❡s ❞❛♥s

Lp✱ q ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❥♦✉❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s s+ 1 ♠♦♠❡♥ts
♥✉❧s ❡t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❛✉ ♠♦✐♥s Cs+1 ❛❧♦rs ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r Bs

p,q

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∀f ∈ Bs
p,q ‖f‖Bs

p,q
=

[
∑

n

|αn|p
]1/p

+





+∞∑

j=0

2
j
“

d
2
− 1

p
+s

”

q

[
∑

n

2j
p
2 |βjn|p

]q/p


1/q

✭✶✳✷✶✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αn ❡t βjn s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡
❡①♣r✐♠és ❡♥ ✶✳✶✾✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ✶✳✷✶ ♦ù ❧✬♦♥ s♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡ j = −∞ à j = +∞ ✭❧❡
♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❛♥t✮✳ ■❧ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
❞✉❛❧ ❞❡ Ḃ1

1,1 ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ Ḃ∞
−1,∞✳

✶✳✶✳✺ P♦✉✈♦✐r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r rés✉❧t❛♥t ❡♥tr❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠é❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❧❡s M ♣❧✉s ❣r❛♥❞s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ✭♥♦✉s ❣❛r❞❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s r✐❞❣❡❧❡ts✱ ❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ❝♦♥t♦✉r❧❡ts
✈✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r
❛♣rès r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ❙♦✐t f̃waveletM ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡sM ♣❧✉s
❣r❛♥❞s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ f ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡
❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à l1 ❢❛✐❜❧❡✮ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M t❡❧❧❡
q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✐t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

‖f − f̃waveletM ‖2
L2 6 CM−1 ✭✶✳✷✷✮

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ M ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣❛r❞és ❡st
❣r❛♥❞ ❡t ♣❧✉s ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
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✶✳✷ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t

✶✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✭✷❉✮ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥❡ ❢❛✐t q✉✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ✶❉ ❡♥ ✜❧tr❛♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t
♣✉✐s ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❡ ❢❛✐t ❛❧♦rs s✉✐✈❛♥t tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t ♦❜❧✐q✉❡✮✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥❡ s❡
❧✐♠✐t❛♥t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t à ❝❡s tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬♦✉t✐❧s ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐té ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✜♥❡✳ ❊✳❈❛♥❞ès ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✺❪ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❜❡s♦✐♥s ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ✳ ▲❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s r✐❞❣❡❧❡t ψa,b,θ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s
♠❛✐s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ✮

ψa,b,θ : R
2 −→ R

2 ✭✶✳✷✸✮

ψa,b,θ =
1√
a
ψ

(
x1 cos θ + x2 sin θ − b

a

)
✭✶✳✷✹✮

❉♦♥❝ ψa,b,θ ❡st ❝♦♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s x1 cos θ+x2 sin θ = cste ❡t ❡st ✉♥❡
♦♥❞❡❧❡tt❡ ψ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ r✐❞❣❡❧❡tt❡ ❡st ✿

Kψ =

∫
∣∣∣ψ̂(ξ)

∣∣∣
2

|ξ|2
dξ <∞ ✭✶✳✷✺✮

❡t ❡❧❧❡ ❡♥tr❛î♥❡
∫
ψ(t)dt = 0✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ψ ♥♦r♠❛❧✐sé❡

⇒
∫
∣∣∣ψ̂(ξ)

∣∣∣
2

|ξ|2
dξ = 1 ✭✶✳✷✻✮

❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❊✳❈❛♥❞ès ❞é✜♥✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x1, x2)✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

Rf (a, b, θ) =

∫
ψ∗
a,b,θ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2 =< f, ψa,b,θ > ✭✶✳✷✼✮

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

f(x1, x2) =

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0
Rf (a, b, θ)ψa,b,θ(x)

da

a3
db
dθ

4π
✭✶✳✷✽✮
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❛rs❡✈❛❧ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❙✐ f ∈ L1 ∩ L2(R2) ❡t s✐ ψ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛❧♦rs

‖f‖2
2 = cψ

∫
|〈f, ψa,b,θ〉|2

da

a3
db
dθ

4π
✭✶✳✷✾✮

♦ù cψ = (4π)−1K−1
ψ

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✺❪✳

✶✳✷✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ❡t tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x1, x2)✳ P♦✉r
(θ, t) ∈ [0, 2π) × R✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ f ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Rf (θ, t) =

∫

R2

f(x1, x2)δ(x1 cos θ + x2 sin θ − t)dx1dx2 ✭✶✳✸✵✮

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ψa,b,θ ❞❛♥s ✭✶✳✷✼✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs

Rf (a, b, θ) =

∫
Rf (θ, t)

1√
a
ψ

(
t− b

a

)
dt ✭✶✳✸✶✮

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡ ✶❉ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ✭θ = cste✮ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

▲✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ✿ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
✷❉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❡♥ ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ✭❞r♦✐t❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♥✉❧❧❡s ❛✈❡❝
❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✮ ♣✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡
✶❉ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ✭♣♦✉r θ = cste✮✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉✬à ❛❥♦✉t❡r
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ✶❉ s✉✐✈❛♥t ❝❡s ♠ê♠❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ✭✈♦✐r ✜❣✳✶✳✷✮✳

✶✳✷✳✸ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r✐❞❣❡❧❡t✲ Rs
p,q

❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈✱ ❊✳❈❛♥❞ès ❬✶✺❪ ❞é✜♥✐t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❛❞❛♣tés ❛✉① r✐❞❣❡❧❡ts✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♥♦t❡ ✿ Ave

u
H(u, .)) s✐❣♥✐✜❡

q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ H(u, .) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ u s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡
✉♥✐té✮



✶✳✷✳ ▲❆ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❘■❉●❊▲❊❚ ✸✸

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺ P♦✉r s > 0 ❡t p, q > 0✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ f ∈ Rsp,q s✐ f ∈ L1 ❡t

Ave
u

‖Rf (u, .) ⋆ ϕ‖Lp <∞

❡t

{
2js2j(d−1)/2

(
Ave
u

‖Rf (u, .) ⋆ ψj‖pLp

)1/p
}

∈ lq(N) ✭✶✳✸✷✮

♦ù Rf (u, t) =
∫
u.x=t f(x)dx ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ f ✭u = (cos θ; sin θ)✮

❡t ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ψ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs

‖f‖Rs
p,q

= Ave
u

‖Rf (u, .) ⋆ ϕ‖Lp

+




∑

j>0

(
2js2j(d−1)/2

(
Aveu‖Rf (u, .) ⋆ ψj‖pLp

)1/p)q




1/q

✭✶✳✸✸✮

❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ Ṙsp,q

‖f‖Ṙs
p,q

=




∑

j∈Z

(
2js2j(d−1)/2

(
Aveu‖Rf (u, .) ⋆ ψj‖pLp

)1/p)q




1/q

✭✶✳✸✹✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ Rsp,q ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r✐❞❣❡❧❡t ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♣♦s♦♥s wj(u, b)(f) = 〈f(x), ψj(u.x−
b)〉 ♣♦✉r j > 0 ❡t v(u, b)(f) = 〈f(x), ϕ(u.x− b)〉 ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲



✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊ ❇❘❯■❚

♣♦s✐t✐♦♥ r✐❞❣❡❧❡t ✱ ❛❧♦rs

‖f‖Rs
p,q

=

(∫
|v(u, b)(f)|pdudb

)1/p

+




∑

j>0

(
2js2j(d−1)/2

(∫
|wj(u, b)(f)|pdudb

)1/p
)q


1/q

✭✶✳✸✺✮

✶✳✷✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ✲ ❊①t❡♥s✐♦♥s

❆♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✈s ❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧❡

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✭✶✳✷✼✮ ❛✉✲
t♦r✐s❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❞r♦✐t❡s tr❛✈❡rs❛♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ♥♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❣é♥❛♥t ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ♣❧✉tôt ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s
s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ❊✳❈❛♥❞ès ❡t ❉✳❉♦♥♦❤♦ ♣r♦✲
♣♦s❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✿

✕ ♦♥ ❞é❝♦✉♣❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❜❧♦❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ B = 2s

✕ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜❧♦❝s✳

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ♣②r❛♠✐❞❡ ❞❡ r✐❞❣❡❧❡t ❛✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❡t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♣❛r ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ❜❧♦❝✮✳
❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞ ❞ùs ❛✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ❜❧♦❝s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ♦ù ❧❡s ♣✐①❡❧s q✉✐ s❡ ❝❤❡✲
✈❛✉❝❤❡♥t s♦♥t ❛✛❡❝tés ❞✬✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

❇❛s❡ ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡s

❉❛♥s ❬✼✾❪✱ ❉✳❉♦♥♦❤♦ ❡t ❛❧✳ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ r✐❞❣❡❧❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

ρ̂λ(ξ) = |ξ|− 1
2

(
ψ̂j,k(|ξ|)wǫi,l(θ) + ψ̂j,k(−|ξ|)wǫi,l(θ + π)

)
/2 ✭✶✳✸✻✮

♦ù ψj,k ✭j, k ∈ Z✮ ❡st ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ▼❡②❡r s✉r R ❡t (wǫi0,l ♣♦✉r l = 0, . . . , 2i0−
1; wǫi0,l ♣♦✉r i > i0, l = 0, . . . , 2i−1) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ L2[0, 2π)

❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ w0
i0,l

❞❡ ▲❡♠❛r✐é

à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ i0 ❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ▼❡②❡r w1
i,l ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s

i > i0✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ λ = (j, k, i, l, ǫ) ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ρλ = TF−1(ρ̂λ) s♦♥t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s r✐❞❣❡❧❡t ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡s✳
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✶✳✸ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t

✶✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❬✶✻✱ ✶✼✱ ✶✽✱ ✸✼✱ ✼✵❪ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ r✐❞❣❡❧❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♠❛✐s s✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡
♥♦♥ ❞é❝✐♠é❡ ✭tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ à tr♦✉✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ s❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳✶✳✸✮

✶✳ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ✿ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡ P0, (∆s)s>0✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

f 7→ (P0f,∆1f,∆2f, . . .) ✭✶✳✸✼✮

✷✳ P❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ✿ s♦✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r wQ(x1, x2) ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rrés ❞②❛❞✐q✉❡s ✿

Qs = [k1/2
s, (k1 + 1)/2s) × [k2/2

s, (k2 + 1)/2s) ✭✶✳✸✽✮

▲❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❡st ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r

∆sf 7→ (wQ∆sf)Q∈Qs ✭✶✳✸✾✮

♦ù Qs ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞②❛❞✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳

✸✳ ❘❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝❛rré ❞②❛❞✐q✉❡

(TQf)(x1, x2) = 2sf(2sx1 − k1, 2
sx2 − k2) ✭✶✳✹✵✮

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛rré Q s✉r ✉♥ ❝❛rré [0, 1]2✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s✉r ❧❡s ❝❛rrés ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

gQ = (TQ)−1(wQ∆sf)Q Q ∈ Qs ✭✶✳✹✶✮

✹✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ✿ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝✉r✈❡❧❡t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣r❡✲
♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥ ✿

αµ =< gQ, ρλ >, µ = (Q,λ) ✭✶✳✹✷✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝✉r✈❡❧❡t s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r

γµ = ∆sρλ,Q µ = (λ ∈ Λ, Q ∈ Qs) ✭✶✳✹✸✮

▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞ér♦✉❧❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✲
✈❡rs❡ ✭tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t ✐♥✈❡rs❡✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✜❧tr❛❣❡ ❞✉❛❧ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉s✲
❜❛♥❞❡s✮✳
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❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t ✳
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✶✳✸✳✷ ❆s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s

❊✳❈❛♥❞ès ❡t ❉✳❉♦♥♦❤♦ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t✐❣❤t ❢r❛♠❡ ❞❡ L2(R

2)

f =
∑

µ

< f, γµ > γµ. ✭✶✳✹✹✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❛rs❡✈❛❧ ❡st ❛✉ss✐ ✈ér✐✜é❡

∑

µ

|< f, γµ >|2 = ‖f‖2
2 ✭✶✳✹✺✮

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♦❜é✐ss❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❡❧❧❡
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✿

largeur ≈ longueur2 ✭✶✳✹✻✮

♦ù

longueur(γµ) ≈ 2−s ✭✶✳✹✼✮

❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

❉❛♥s ❬✶✼✱ ✶✽❪✱ ❊✳❈❛♥❞ès ❡t ❉✳❉♦♥♦❤♦ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ❢r❛♠❡ ❞❡ L2(R

2)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✐❧s ❡✛❡❝t✉❡♥t ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❞❡s ❢❡♥êtr❡s r❛❞✐❛❧❡s
✭W (r)✮ ❡t ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✭V (t)✮✳ ❈❡s ❢❡♥êtr❡s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡s

∫ ∞

0
W (ar)2

da

a
= 1, ∀r > 0, ✭✶✳✹✽✮

∫ 1

−1
V (u)2du = 1 ✭✶✳✹✾✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❢❡♥êtr❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬❛♥❛❧②s❡
❝♦♥trô❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ a > 0✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
b ∈ R

2 ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ ∈ [0, 2π)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Rθ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r♦t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ θ r❛❞✐❛♥s✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

γabθ(x) = γa00 (Rθ(x− b)) ✭✶✳✺✵✮

♦ù

γ̂a00(r, ω) = W (ar)V
(
w/

√
a
)
a3/4, 0 < a < a0 ✭✶✳✺✶✮

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Γf (a, b, θ) =< γabθ, f >, a < a0 < π2, b ∈ R
2, θ ∈ [0, 2π) ✭✶✳✺✷✮
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▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥st✉✐r❡ f à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
Γf (a, b, θ) ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ P❛rs❡✈❛❧ ❡st ✈ér✐✜é❡

f(x) =

∫
Γf (a, b, θ)γabθ(x)

da

a3
dbdθ ✭✶✳✺✸✮

‖f‖2
L2 =

∫
|Γf (a, b, θ)|2

da

a3
dbdθ ✭✶✳✺✹✮

P♦✉✈♦✐r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts

❉❛♥s ❬✶✻❪✱ ❊✳❈❛♥❞ès ❡t ❉✳❉♦♥♦❤♦ ❡①♣❧♦r❡♥t ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r t❛✉① ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❖♥
♥♦t❡ f̃❝✉r✈❡❧❡t

M ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s M ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❞❡ f ❀ f s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡ très ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ré❣✉❧✐❡rs Dj ✱ 1 6 j 6 N ✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡
❡s♣è❝❡ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s Γj ❞❡s Dj ✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

‖f − f̃❝✉r✈❡❧❡t

M ‖2
L2 6 CM−2(logM)3 ✭✶✳✺✺✮

✶✳✹ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❬✼✵✱ ✼✶✱ ✼✷❪ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❀ t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s
❛✐sé❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ▼✳❉♦ ❡t
▼✳❱❡tt❡r❧✐ ❬✸✸✱ ✻✹✱ ✸✵✱ ✸✷✱ ✷✾✱ ✼✾❪ ♦♥t r❡♣❡♥sé ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐s❝r❡t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧✬❛s♣❡❝t ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s
❝♦♠❜✐♥❡♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿

✕ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P✳❏✳❇✉rt ❡t
❊✳❍✳❆❞❡❧s♦♥ ❬✶✹❪✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❛s♣❡❝t ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱

✕ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ✷❉ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❘✳❍✳❇❛♠❜❡r❣❡r ❡t ▼✳▲✳❚✳❙♠✐t❤
❬✾❪✱ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳

✶✳✹✳✶ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ✭▲P✮

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▲P ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ f ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥✲
tré❡✮✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ❞é❝r✐t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

✕ ♦♥ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ à rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ f ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s✱
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✕ ♦♥ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ c✱
✕ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ f ❡t ✉♥❡ ♣ré✲

❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ f ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❞✉❛❧ ❞❡ c✳ ▲✬✐♠❛❣❡
d ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✜❧tré❡ ♣❛r
✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡✳

▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✭✈❛❧❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✜❧tr❡s s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✮✱ ❧✬✐♠❛❣❡
r❡❝♦♥str✉✐t❡ s❡r❛ ♥♦té❡ f̃ ✳

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❡♥ ❤❛✉t✮ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❡♥ ❜❛s✮ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡
❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ✭▲P✮

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣②r❛♠✐❞❡ ✭✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❡st ❞♦♥♥é
✜❣✳✶✳✺✮✳

▲❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❧❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ❙♦✐t M ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2 × 2
❛❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

xD[n] = x[Mn] ✭✶✳✺✻✮

❡t ❧❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❛r

xU [n] =

{
x[k] s✐ n = Mk, k ∈ Z

2

0 s✐♥♦♥
✭✶✳✺✼✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛

M = diag(2, 2) ✭✶✳✺✽✮
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❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ s✉r ✸ ♥✐✈❡❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧tr❡
✏✾✲✼✑✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥
✭✈♦✐r ❬✸✸✱ ✸✺❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s✮✱ ❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡
s✉✐✈❛♥t❡

φ(t) = 2
∑

n∈Z2

g[n]φ(2t− n) ✭✶✳✺✾✮

φj,n = 2−jφ

(
t− 2jn

2j

)
j ∈ Z, n ∈ Z

2 ✭✶✳✻✵✮

❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✜❧tr❡ g ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦♥ ❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ❆ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ 2j✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {φj,n}n∈Z2 ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Vj✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {Vj}j∈Z

❢♦r♠❡ ✉♥❡ sé✲
q✉❡♥❝❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥

. . . V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 . . . ✭✶✳✻✶✮

❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡Wj ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à Vj ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ Vj−1 = Vj⊕Wj ✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦❧②♣❤❛sé ✭✈♦✐r ❬✸✺❪✮ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s

ψ(i)(t) = 2
∑

n∈Z2

fi[n]φ(2t− n) 0 6 i 6 3 ✭✶✳✻✷✮

♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢r❛♠❡❧❡t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s r❡♠❛r✲
q✉❡r q✉❡ ψ(0) ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭✈♦✐r ❬✷✾❪✮
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ψ
(i)
j,n(t) = 2−jψ(i)

(
t− 2jn

2j

)
j ∈ Z, n ∈ Z

2 ✭✶✳✻✸✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✸ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ
(i)
j,n ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✶✳✻✸ ❛❧♦rs

✕ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ 2j✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{
ψ

(i)
j,n

}

06i63,n∈Z2
❡st ✉♥❡ t✐❣❤t ❢r❛♠❡ ♣♦✉r Wj✱

✕ à t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{
ψ

(i)
j,n

}

j∈Z,06i63,n∈Z2
❡st ✉♥❡ t✐❣❤t ❢r❛♠❡

♣♦✉r L2(R2)

❡t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❢r❛♠❡ ❡st é❣❛❧❡ à 1✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✸✺❪✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛

µj−1,2n+ki
(t) = ψ

(i)
j,n(t) 0 6 i 6 3 ✭✶✳✻✹✮

♦ù

k0 = (0, 0)T ❀ k1 = (1, 0)T ❀ k2 = (0, 1)T ❀ k3 = (1, 1)T ✭✶✳✻✺✮

❉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✸ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {µj−1,n}n∈Z2 ❡st
✉♥❡ ❢r❛♠❡ ❛❥✉sté❡ ❞❡ Wj ✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉
♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❜❛♥❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ✜❣✳✶✳✻✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ P❛✈❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐✲
❞❛❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡✳
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✶✳✹✳✷ ❋✐❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧

▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ✷❉ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ▼✳❉♦ ❡t ▼✳❱❡tt❡r❧✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r
❘✳❍✳❇❛♠❜❡r❣❡r ❡t ▼✳▲✳❚✳❙♠✐t❤ ❞❛♥s ❬✾❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧
❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ♦r✐❡♥tés ✭❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❋✐❧t❡r ❇❛♥❦ ♦✉ ❉❋❇✮ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ d ✭✈♦✐r ✜❣✳✶✳✼✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ ❇❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✹ P♦✉r d ∈ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Θ ❡t ∀l <∞✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

θ
(l)
k,n(t) =

∑

m∈Z2

g
(l)
k [m− S

(l)
k n]d ✭✶✳✻✻✮

♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r S
(l)
k ✏❞é❢♦r♠❡✑ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ✜❧tr❡s q✉✐♥❝✉①

✭✈♦✐r ❬✷✾❪ ❡t ✜❣✳✶✳✽ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{
θ
(l)
k,n

}

n∈Z2
❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s

Θ
(l)
k , ∀k = {0, . . . , 2l − 1}

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s

Θ
(l)
k ⊥Θ

(l)
k′ ∀k 6= k′ ✭✶✳✻✼✮

Θ
(l)
k = Θ

(l+1)
2k ⊕ Θ

(l+1)
2k+1 ✭✶✳✻✽✮

Θ =

2l−1⊕

k=0

Θ
(l)
k ✭✶✳✻✾✮

❈❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ♣❛r ✏tr❛♥❝❤❡s ♦r✐❡♥té❡s✑
❞✉ ♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✭✈♦✐r ✜❣✳✶✳✾✮✳

✶✳✹✳✸ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t

▼✳❉♦ ❡t ▼✳❱❡tt❡r❧✐ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✜❧✲
tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡
P②r❛♠✐❞❛❧ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❋✐❧t❡r ❇❛♥❦ ✭P❉❋❇✮✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ét❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
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❋✐❣✳ ✶✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ q✉✐♥❝✉①✳

❋✐❣✳ ✶✳✾ ✕ P❛✈❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✳

✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✳✶✳✶✵✮✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Wj ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭j = é❝❤❡❧❧❡✱ k = ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ n = ❧♦❝❛✲
❧✐s❛t✐♦♥✮

ρ
(l)
j,k,n(t) =

∑

m∈Z2

g
(l)
k [m− S

(l)
k n]µj−1,m(t) ✭✶✳✼✵✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✺ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
{
ρ
(l)
j,k,n

}

n∈Z2
✱t❡❧❧❡s q✉❡ ❞é✜♥✐❡s

❡♥ ✭✶✳✼✵✮✱ ❡st ✉♥ t✐❣❤t ❢r❛♠❡ ❞❡ W
(l)
j,k ✱ ∀k = 0, . . . , 2l − 1✱ ❞♦♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✈❛✉t

1✳
▲❡s W

(l)
j,k s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① s✉✐✈❛♥t ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
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❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✻ ❖♥ ♥♦t❡

ρ
(l)
j,k(t) =

∑

m∈Z2

g
(l)
k [m]µj−1,m(t) ✭✶✳✼✶✮

❛❧♦rs ♣♦✉r l > 2

ρ
(l)
j,k,n(t) = ρ

(l)
j,k(t− 2j−1S

(l)
k n) ✭✶✳✼✷✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

ρ
(l)
j,k(t) =

∑

m∈Z2




3∑

i=0

∑

n∈Z2

g
(l)
k [2n+ ki]fi[m− 2n]




︸ ︷︷ ︸
c
(l)
k

[n]

φj−1,m(t) ✭✶✳✼✸✮

❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

∥∥∥ρ(l)
j,k,n

∥∥∥
2

L2
=

3

4
∀l > 2, j ∈ Z, 0 6 k < 2l, n ∈ Z

2 ✭✶✳✼✹✮

▼✳❉♦ ❡t ▼✳❱❡tt❡r❧✐ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✼ ∀ {lj}j6j0 ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{
φj0,n(t); ρ

(lj)
j,k,n(t)

}

j6j0, 06k62lj−1, n∈Z2
✭✶✳✼✺✮

❡st ✉♥❡ t✐❣❤t ❢r❛♠❡ ❞❡ L2(R
2)✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜♦r♥❡ 1✳
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✹✳✽ ∀ {lj}j∈Z
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡

✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{
ρ
(lj)
j,k,n(t)

}

j∈Z, 06k62lj−1, n∈Z2
✭✶✳✼✻✮

❡st ✉♥❡ t✐❣❤t ❢r❛♠❡ ❞❡ L2(R
2)✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜♦r♥❡ 1✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✹✳✾ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

L2(R
2) = Vj0 ⊕



⊕

j6j0

Wj


 ✭✶✳✼✼✮

⇔ f(t) =
∑

n

αnφj0,n(t) +
∑

j6j0

2lj−1∑

k=0

∑

n

βj,k,nρ
(lj)
j,k,n(t) ✭✶✳✼✽✮

❡t

L2(R
2) =

⊕

j∈Z

Wj ✭✶✳✼✾✮

⇔ f(t) =
∑

j∈Z

2lj−1∑

k=0

∑

n

βj,k,nρ
(lj)
j,k,n(t) ✭✶✳✽✵✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αn = 〈f |φj0,n〉 ❡t βj,k,n = 〈f |ρ(lj)
j,k,n〉 s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉r♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ r❡❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ♣♦rt✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ✜①❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳✶✳✶✶✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ✕ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❝♦♥t♦✉r❧❡t ✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉①
s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❞❡ ❊✳❈❛♥❞ès ❡t ❉✳❉♦♥♦❤♦ ✭à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès
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q✉❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s♦♥t
❝❛rré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❡t ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✮ ✦

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡
♦♥ tr♦✉✈❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❜❛ss❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ♦♥ ✈♦✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ tr♦✐s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ✜❧tré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t 8✱ 8
❡t 16 ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✳

❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✭f s❡r❛
s✉♣♣♦sé❡ très ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ré❣✉❧✐❡rs Dj ✱ 1 6 j 6 N ✱ ❛✈❡❝ ❞❡s
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s Γj ❞❡s Dj✮✱ ▼✳❉♦
❡t ▼✳❱❡tt❡r❧✐ ♠♦♥tr❡♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡t ♠♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❬✸✸❪✱ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡
❝♦♥s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s M ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✭♦♥
♥♦t❡r❛ f̃ contourletM ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡✮ ❛❧♦rs ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈❛✉t

‖f − f̃ contourletM ‖2
L2 6 C(logM)3M−2 ✭✶✳✽✶✮

❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
❝✉r✈❡❧❡ts✳

✶✳✹✳✹ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✱ q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ CT sp,q✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❡t ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts ✭d ét❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✵ ❙♦✐❡♥t s > 0 ❡t p, q > 0✱ s✐ f ∈ CT sp,q ❛❧♦rs
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‖f‖CT s
p,q

=

[
∑

n

|αj0,n|p
]1/p

+





∑

j6j0

2
j
“

d
2
− 1

p
+s

”

q




2lj−1∑

k=0

∑

n

2j
p
2 |βj,k,n|p



q/p




1/q

✭✶✳✽✷✮

♦✉

‖f‖CT s
p,q

=





∑

j∈Z

2
j
“

d
2
− 1

p
+s

”

q




2lj−1∑

k=0

∑

n

2j
p
2 |βj,k,n|p



q/p




1/q

✭✶✳✽✸✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αj0,n ❡t βj,k,n s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♥t♦✉r❧❡t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✹✳✾✳

✶✳✺ ❉é❜r✉✐t❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡

✶✳✺✳✶ ❉é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

▲❡ ❜r✉✐t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐❡♥t ❛❧tér❡r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞✉ ❜r✉✐t
s❡r♦♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉ ❜r✉✐t✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ✭❲❛✈❡❧❡t ❙♦❢t
❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✮ ❡t ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r ✭❲❛✈❡❧❡t ❍❛r❞ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡✲
❧♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶ ✭❲❛✈❡❧❡t ❙♦❢t ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✮ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉①
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡ βjn ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ δ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✭♦♥ ♥♦t❡ β̃jn ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡✉✐❧❧és✮

β̃jn =





βjn − δ s✐ βjn > δ

0 s✐ |βjn| 6 δ

βjn + δ s✐ βjn < −δ
✭✶✳✽✹✮

❉✳❉♦♥♦❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ δ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

δ = σ
√

logN ✭✶✳✽✺✮
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♦ù σ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t N ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭N ×N✮✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ WST (f ; δ) ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡✱ ❧❡
s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡✉✐❧❧és✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ κ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❥♦✉❡r s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧✳ ❖♥ ♣r❡♥❞r❛ ❛❧♦rs ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

δ = κσ
√

logN ✭✶✳✽✻✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✷ ✭❲❛✈❡❧❡t ❍❛r❞ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✮ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡ βjn ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ δ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✭♦♥ ♥♦t❡ β̃jn ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡✉✐❧❧és✮

β̃jn =

{
βjn s✐ |βjn| > δ

0 s✐♥♦♥
✭✶✳✽✼✮

❧❡ s❡✉✐❧ δ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡
❞♦✉① ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✮✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ WHT (f ; δ) ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡✱ ❧❡
s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡✉✐❧❧és✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
WST (f, δ) ♦✉ WHT (f, δ) s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛✐s s✉r ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts r✐❞❣❡❧❡ts✱ ❝✉r✈❡❧❡ts ♦✉ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ♠✐❡✉①
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ s♦♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡
♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❝♦♥t♦✉r❧❡t s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r✐❞❣❡❧❡t
ét❛♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥❢♦r♠é❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❡t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✮✳
❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs CST (f, δ) ❡t CHT (f, δ) ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❞♦✉① ❡t ❞✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✭❈♦♥t♦✉r❧❡t
❙♦❢t ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❡t ❈♦♥t♦✉r❧❡t ❍❛r❞ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✮✳

▲❡s t❡sts q✉✐ s✉✐✈❡♥t s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✉és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✶✸ ❝❡❧❧❡ ❝✐ ét❛♥t ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛❥♦✉té ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭σ = 20✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ✭s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① à ❣❛✉❝❤❡ ❡t s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r à ❞r♦✐t❡✮ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳

◗✉❛♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✱ ❡❧❧❡ ❡①♣♦s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ✭s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① à ❣❛✉❝❤❡ ❡t s❡✉✐❧❧❛❣❡
❞✉r à ❞r♦✐t❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳



✶✳✺✳ ❉➱❇❘❯■❚❆●❊ ❉✬■▼❆●❊ ✹✾

❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✕ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ✭❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ σ = 20✮
s❡r✈❛♥t ❞❡ t❡st ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✳

✶✳✺✳✷ ❉é❜r✉✐t❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡

❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ s❡ s♦♥t r❡tr♦✉✈és ❝♦♥❢r♦♥tés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥
é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉
❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡♥❛♥t ♣❡rt✉r❜❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ét✉❞✐é
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✮✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
♣r♦♣♦sèr❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

FROFλ (u) = J(u) + (2λ)−1‖f − u‖2
L2 ✭✶✳✽✽✮

♦ù f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ♠❡s✉ré❡✱ u ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ r❡st❛✉ré❡ ❡t J(u) = ‖u‖BV ✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧ BV ✭❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡
J(u) = ‖u‖BV =

∫
|∇u(x)|dx ✭J(u) r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ u✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ t❡st ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸
✭❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ét❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❜r✉✐té❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✮✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡
♣❛rt✐❡ u éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❜r✉✐t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✉♥ rés✐❞✉✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r
❥✉❣❡r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❡①tr❛✐t❡s✳
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❋✐❣✳ ✶✳✶✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ❧❡s s❡✉✐❧❧❛❣❡s ❞✉r ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮
❡t ❞♦✉① ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳

✶✳✻ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r
❧❛ ✓q✉❛❧✐té✔ ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ✓q✉❛❧✐té✔✳ P♦✉r ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❞é❜r✉✐✲
té❡ f ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡ ❡t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥✳

f = d+ b ✭✶✳✽✾✮

❱✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t b̃ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ✓r❡st❡✔ ❞❡
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❋✐❣✳ ✶✳✶✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ❧❡s s❡✉✐❧❧❛❣❡s ❞✉r ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮
❡t ❞♦✉① ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳

❧✬✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡

b̃ = Ad+ b ✭✶✳✾✵✮

❖ù A ∈ R✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s ✓rés✐❞✉✔ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té Ad✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t s❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡
❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ rés✐❞✉ s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝✐✲❛♣rès ♣❡r♠❡t ❞❡
q✉❛♥t✐✜❡r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ rés✐❞✉✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
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❋✐❣✳ ✶✳✶✻ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ ✿ à ❣❛✉❝❤❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❜r✉✐té❡ ✭λ = 20✮ ❡t à
❞r♦✐t❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ❞♦✐t s❡ rés✉♠❡r à ✉♥ ♣✐❝ ❡♥ ✭✵✱✵✮✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜r✉✐ts ❡①tr❛✐ts s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✶✹✱ ✶✳✶✺ ❡t
✶✳✶✻✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ♣✐❝ ❝❡♥tr❛❧ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t
❞û ❛✉ ❜r✉✐t✳ ▲❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ét❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ rés✐❞✉ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❜r✉✐t ✈✐❡♥t ✓♣❡rt✉r❜❡r✔ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ rés✐❞✉ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜r✉✐t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻✳✶ ❙♦✐t ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ♥♦té b(i, j) ❡t ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té ♥♦té d(i, j)✳ ◆♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✐♠❛❣❡ f = Ad + b ♦ù
A ∈ R ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés✐❞✉✳ ❆❧♦rs

‖γf − γb‖L2 ∝ A2 ✭✶✳✾✶✮

Pr❡✉✈❡✿

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✿

γf (k, l) =
∑

(i,j)∈Z2

f(i, j)f∗(i+ k, j + l) ✭✶✳✾✷✮
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❙❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ✭❝❛s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✮ ❙❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r ✭❝❛s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✮

❙❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ✭❝❛s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✮ ❙❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r ✭❝❛s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✮

❈❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡

❋✐❣✳ ✶✳✶✼ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❜r✉✐ts ❡①tr❛✐ts s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s
✶✳✶✹✱ ✶✳✶✺ ❡t ✶✳✶✻✳
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♦r ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ré❡❧s ❞♦♥❝ f(i, j) = f∗(i, j)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

γf (k, l) =
∑

(i,j)∈Z2

[Ad(i, j) + b(i, j)] [Ad(i+ k, j + l) + b(i+ k, j + l)] ✭✶✳✾✸✮

=
∑

(i,j)∈Z2

A2d(i, j)d(i+ k, j + l) +
∑

(i,j)∈Z2

b(i, j)b(i+ k, j + k)+

∑

(i,j)∈Z2

[Ad(i, j)b(i+ k, j + l) +Ad(i+ k, j + l)b(i, j)] ✭✶✳✾✹✮

= A2γd(k, l) + γb(k, l) +A (γdb(k, l) + γbd(k, l)) ✭✶✳✾✺✮

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖L2 ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ γb(k, l) = σ2δ(k, l) ✭♦ù δ(k, l) ❡st
❧❡ s②♠❜♦❧ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✮ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❊♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té A (γdb(k, l) + γbd(k, l))
❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té A2γd(k, l)✳ ❙✐ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ❜r✉✐t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

γf (k, l) − γb(k, l) ≈ A2γd(k, l) ✭✶✳✾✻✮

❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ♥♦r♠❡

‖γf − γb‖L2 ≈ A2‖γd‖L2 ✭✶✳✾✼✮

■

❆✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ♣♦✉r d(i, j) ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ b(i, j) ❞❡ ❜r✉✐t ✭σ = 20✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣♦✲
s♦♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s f = Ad+ b ♣♦✉r A ∈ {0.05; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5; 0.6; 0.7; 0.8;
0.9} ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ rés✐❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❜r✉✐t ✭✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✾ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ‖γf − γb‖L2 ❡t tr❛❝❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❛ss♦❝✐é❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ s✉✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❡♥ A ❝♦♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ rés✐❞✉ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜r✉✐t ❡t
♣❛r ❧à ♠ê♠❡ ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳

✶✳✻✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖fref − u‖L2 ✭❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s fref ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ f s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t
b✱ u ❡t v s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❜r✉✐té❡ ❞❡ f ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t ♠❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t ❝❡ q✉✐
❡st ❧♦❣✐q✉❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ✓♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✔ ❞❡ ❧❛
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A = 0.05 A = 0.3 A = 0.8

❋✐❣✳ ✶✳✶✽ ✕ ■♠❛❣❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❛✛❡❝té❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés✐❞✉ ❡t ❧❡✉rs
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s✳

A ‖γf − γb‖L2

✵✳✵✺ ✽✹✾✳✵✾✸✹✸✷

✵✳✶ ✸✸✶✷✳✵✼✶✵✷✷

✵✳✷ ✶✸✵✾✾✳✵✾✺✷✽✵

✵✳✸ ✷✾✸✻✼✳✽✵✵✹✽✸

✵✳✹ ✺✷✶✶✽✳✷✷✸✺✺✹

✵✳✺ ✽✶✸✺✵✳✸✼✶✼✷✹

✵✳✻ ✶✶✼✵✻✹✳✷✹✼✸✼✼

✵✳✼ ✶✺✾✷✺✾✳✽✺✶✺✸✶

✵✳✽ ✷✵✼✾✸✼✳✶✽✹✻✾✸

✵✳✾ ✷✻✸✵✾✻✳✷✹✼✶✹✷

❋✐❣✳ ✶✳✶✾ ✕ ▼❡s✉r❡ ❡t tr❛❝é ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖γf−γb‖L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ rés✐❞✉✳
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♠ét❤♦❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❜r✉✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐❤t♠❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ ♠ê♠❡ ❡rr❡✉r ‖f − u‖L2 ✳ ◆♦✉s q✉❛♥t✐✜♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t
♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✵ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✭♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❲❙❚ ❡st ❧❡ ❲❛✲
✈❡❧❡t ❙♦❢t ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ ❲❍❚ ❡st ❧❡ ❲❛✈❡❧❡t ❍❛r❞ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ ❈❙❚ ❡st ❧❡
❈♦♥t♦✉r❧❡t ❙♦❢t ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ ❈❍❚ ❡st ❧❡ ❈♦♥t♦✉r❧❡t ❍❛r❞ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❡t
❘❖❋ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉✐✈❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ✈✐s✉❡❧s ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ▲❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s❡✉✐❧❧❛❣❡s
❞✉rs ✭❧❡ rés✐❞✉ ② ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✮✳ ■❝✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❝❛r ♥♦✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥♦♥s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s à
êtr❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ✉♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t♦✉r❧❡ts q✉❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✐❝✐ ♣❛r ❧❡s
❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ s♦♥t s♦✉s ♦♣t✐♠❛✉①✳

‖fref − u‖L2 ‖γv − γb‖L2

❲❙❚ ✭s = 19.7✮ ✹✾✾✷ ✷✽✼

❲❍❚ ✭s = 51✮ ✹✾✾✼ ✷✺✷

❈❙❚ ✭s = 18.9✮ ✹✾✾✹ ✷✽✸

❈❍❚ ✭s = 50✮ ✹✾✾✽ ✷✼✶

❘❖❋ ✭λ = 7.3✮ ✹✾✾✹ ✸✹✹

❋✐❣✳ ✶✳✷✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t ❞❡s ❞✐✈❡rs ❛❧❣♦r✐❤t♠❡s
❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✳
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✶✳✼ ❇✐❧❛♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ ❞é❜r✉✐✲
t❛❣❡ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❡t ❞✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t♦✉r❧❡t ✳
❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♠❛✐s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠✐❡✉①
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❝♦♠♣❛rés ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ■❧ r❡ss♦rt q✉✬✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉✬✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉①✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋✱ ❧❡ ❢❛✐t
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ u ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❢♦✉r♥✐
♥✬❡st ♣❛s ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ♣♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈♦✐❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡
❜r✉✐t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s✬✐♥tér❡ss❡
à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡
❜r✉✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❨✳▼❡②❡r ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋✮ ❡t ét✉✲
❞✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱
❡♥s✉✐t❡✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ✿ ❧✬✉♥ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙✳❖s❤❡r
❡t ▲✳❱❡s❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❛❧✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆✳❍❛❞❞❛❞ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✳

✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés✳

❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✉♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❬✷✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs r❡❣r♦✉♣❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés
♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❀ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ❞é❣❛❣❡r q✉❡❧q✉❡s ❣r❛♥❞❡s
❧✐❣♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡s ✿

✕ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s✉✐✈❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
rè❣❧❡s✱

✕ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❡st ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛②❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s
❧♦❝❛❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱

✕ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ré♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♦r❣❛✲
♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✳

❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡s ♣✐st❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s
t❡①t✉r❡s ✿ ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♦❝✉r✲
r❡♥❝❡✮✱ ♠ét❤♦❞❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ✭s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡✱ ✜❧tr❛❣❡✮✱ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡s✱
❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭♣❛✈❛❣❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✱ ♠♦❞é❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ♥✬❛ t♦✉❥♦✉rs

✺✾
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♣❛s tr♦✉✈é ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈♦✐❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❨✳ ▼❡②❡r ❞❛♥s ❬✺✹❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ✈♦✐❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❞❡s t❡①t✉r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✷✳✷ ❚❡①t✉r❡s ❡t ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s✳

✷✳✷✳✶ ❆✉ ❞é♣❛rt ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✱ ❖s❤❡r ❡t ❋❛t❡♠✐✳

▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❨✳ ▼❡②❡r ❞❛♥s ❬✺✹❪ tr♦✉✈❡ s♦♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❞é♣❛rt ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✉❞✐♥✱ ❖s❤❡r ❡t ❋❛t❡♠✐ ❬✻✼❪ ❡t ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞é♥♦♠é ❘❖❋ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦✉r ♠é♠♦✐r❡✱
♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡

FROFλ (u) = J(u) + λ‖f − u‖2
L2 ✭✷✳✶✮

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❡s✉ré❡ f ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ u ✓❞é❣r❛✲
❞é❡✔✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts u ∈ BV
✭J(u) = ‖u‖BV ✮✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦ù f ❡st
✉♥❡ ✓✈r❛✐❡✔ ✐♠❛❣❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ u r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t v ét❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❡t ❞✉ ❜r✉✐t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ u ❡t v✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ s✉r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ✭❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❇❛r❜❛r❛ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥
✈é❤✐❝✉❧❡ ❜❧✐♥❞é ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥❛t✉r❡❧✮✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♦r✐❣✐♥❛❧❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s u ♦❜t❡♥✉❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✓♦s❝✐❧✲
❧❛♥ts✔ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦♥
❜r✉✐té❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ♥♦tr❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ f ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ u ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ v ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v = f − u ❞♦✐t r❡♣ré✲
s❡♥t❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
v ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳

❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v ❝♦♥t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭❧❡s ♣✐❡❞s
❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ ❧❡s ❜r❛s ❞❡ ❇❛r❜❛r❛✱ s♦♥ ✈✐s❛❣❡✱ ❧❡s ❧✐✈r❡s✱ ✳✳✳✮✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❨✈❡s ▼❡②❡r ❢❛✐t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ s✐ ❧✬♦♥
réé❝r✐t ✷✳✶ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ v✱ ❛❧♦rs
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❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ ✿ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u✳

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ ✿ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✓t❡①t✉r❡✔ v = f − u
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FROFλ (u, v) = J(u) + λ‖v‖2
L2 ♦ù f = u+ v ✭✷✳✷✮

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ❞é❝r✐t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s t❡①✲
t✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡s t❡①t✉r❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦s✲
❝✐❧❧❛♥t❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ✓t♦✐ts ❞❡ ❤❛♥❣❛r✔ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ❙P❖❚✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

gN (x) = cos(Nx1)θ(x) ✭✷✳✸✮

♦ù θ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ❤❛♥❣❛r ✭θ(x) = 1 s✐ x ∈ ❤❛♥❣❛r✱
0 s✐♥♦♥✮✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥♥❡

‖gN‖L2 ≈ 1√
2
‖θ‖L2 ✭✷✳✹✮

q✉✐ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①é❡ ♣❛r N ✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱

‖gN‖BV =
N

2π
‖θ‖L1 . ✭✷✳✺✮

❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ t❡①t✉r❡ ❡st ♦s❝✐❧❧❛♥t❡✱ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ❡st r❡❥❡té❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛❞❛♣té à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✷✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡②❡r✳

❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ❨✈❡s ▼❡②❡r ❞❛♥s ❬✺✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞✬❡s♣❛❝❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡ ❡t ♣ré❝♦♥✐s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ BV∗✱ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ BV ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❥✉s✲
t❡♠❡♥t à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ✭✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts
❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬✹✸❪✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✿
✕ BV = {f ∈ L2(R2) , ∇f = (f1, f2) ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡

t♦t❛❧❡ ✜♥✐❡}✱
✕ BV = {f ∈ L2(R2) , ∇f ∈ L1(R2)}✱
✕ G = BV∗ ❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s
v = ∂1g1 + ∂2g2 ♦ù g1 ∈ L∞(R2), g2 ∈ L∞(R2)✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✭♦♥ ♥♦t❡ g = (g1, g2)✱ ❞♦♥❝ v = ❞✐✈ g✮

‖v‖BV∗ = ‖v‖G = inf
g

∥∥∥∥
(
|g1|2 + |g2|2

) 1
2

∥∥∥∥
L∞

✭✷✳✻✮

✕ E = Ḃ∞
−1,∞✱ ❞✉❛❧ ❞❡ Ḃ1

1,1 ✭❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❞é✜♥✐s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❧❡s ✉♥s
❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ✭✈♦✐r ❬✺✹❪✮
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▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷ ❖♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

Ḃ1
1,1 ⊂ BV ⊂ L2(R2) ⊂ G ⊂ E = Ḃ∞

−1,∞ ✭✷✳✼✮

❊①❛♠✐♥♦♥s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ‖.‖G ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

v(x) = cos(ωx+ ϕ) , ω ∈ R
2 ✭✷✳✽✮

❛❧♦rs

‖v‖G =
1

|ω| ✭✷✳✾✮

P♦✉r s✬❡♥ ♣❡rs✉❛❞❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ‖v‖G ❡st ✐♥✈❛✲
r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ‖λv(λ.)‖G = ‖v‖G ♣♦✉r t♦✉t
λ > 0✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ‖ cosx1‖G < ∞✳ ❈❡❝✐ ❡st é✈✐❞❡♥t ❝❛r
cosx1 = d

dx1
sinx1✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

v(x) = cos(ωx+ ϕ)θ(x) ✭✷✳✶✵✮

♦ù ✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ θ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❛rré ✉♥✐té✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛
❡♥❝♦r❡✱ s✐ |ω| > 1✱

‖v‖G 6
C

|ω| ✭✷✳✶✶✮

♠❛✐s ✐❝✐ s✐ 0 6 |ω| 6 1✱ ♦♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ‖v‖G 6 C0 ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t ❡♥
♦❜s❡r✈❛♥t q✉❡ L2(R2) ⊂ (BV )∗✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✐s♦♣ér✐♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ❢❛✐t

‖f‖G 6
1

2
√
π
‖f‖L2 . ✭✷✳✶✷✮

❙✐ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ g + cos(ωx + ϕ)θ(x) ♦ù g ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
✓s✐♠♣❧❡✔ ❡t θ ❡st ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡r❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s q✉❡ ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ ❡♥ ❞é❝✐❞❛♥t q✉❡ cos(ωx+ ϕ)θ(x) ❡st ✉♥ ✓♦❜❥❡t✔✳

❨✳▼❡②❡r ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r L2 ♣❛r ❧❛
♥♦r♠❡ s✉r BV∗ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

F YMλ (u, v) = J(u) + λ‖v‖G ✭✷✳✶✸✮

♦ù f = u+ v✱ f ∈ G✱ u ∈ BV ✱ v ∈ G✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ G✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ✭✷✳✻✮✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❡
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❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡sté ❞❛♥s
❝❡t ét❛t q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱ ❥✉sq✉✬❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙✳❖s❤❡r ❡t ▲✳❱❡s❡ ❬✺✽✱ ✼✻❪
♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧✱ ●✳❆✉❜❡rt✱ ▲✳❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡
❬✷✱ ✸✱ ✷✵❪✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❨✳▼❡②❡r
♣r♦♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❬✺✹❪ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ G ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❞é✜♥✐s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ❈❡tt❡ ✈♦✐❡ ❛ ré❝❡♠✲
♠❡♥t été ❡①♣❧♦ré❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❆✳❍❛❞❞❛❞ ❬✹✸❪ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡
♣❛r ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❡ ❬✸❪✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✷✳✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡②❡r

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❨✳ ▼❡②❡r
❬✺✹❪✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸ ❙✐ u ∈ L2(R2) ❡t v ∈ BV (R2)✱ ❛❧♦rs
∣∣∣∣
∫
u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ 6 ‖u‖G‖v‖BV ✭✷✳✶✹✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ∈ L2(R2)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦s✐t✐❢s λ ❡t µ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r f ❡♥

f = u+ v + w ✭✷✳✶✺✮

❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ E(u, v) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

‖u‖BV + λ‖v‖2
L2 + µ‖w‖G ✭✷✳✶✻✮

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❖❋ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
µ = +∞✳ P✉✐sq✉❡ BV ⊂ L2✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t w ∈ L2✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✓♠ét❤♦❞❡ ❞✐✲
r❡❝t❡ ❞❡ ❉✳❍✐❧❜❡rt✔✳ ❊♥ ❡✛❡t BV ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❡t ❞❡ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡
uj ∈ BV ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ✈❡rs u ∈ BV ✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r L2 ❡t G✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ♥✬❡st ♣❛s
❛ss✉ré❡✱ s❛✉❢ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ② r❡✲
✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹ ❙✐ ‖f‖G 6
1
2λ ❡t ‖f‖BV 6

µ
2λ ✱ ❛❧♦rs u = w = 0 ❡t ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ f = 0 + f + 0✳

❙✐ ‖f‖G 6
1
2λ ♠❛✐s ‖f‖BV > µ

2λ ✱ tr♦✐s ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ f = u+ v + w✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
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✭✶✮ u = 0✱ ‖v‖BV = µ
2λ ✱ ‖v‖G < 1

2λ ❡t 〈v, w〉 = µ
2λ‖w‖G✱

✭✷✮ w = 0✱ ‖v‖BV 6
µ
2λ ✱ ‖v‖G = 1

2λ ❡t 〈u, v〉 = 1
2λ‖u‖BV ❡t ❡♥✜♥✱

✭✸✮ ‖v‖BV = µ
2λ ✱ ‖v‖G = 1

2λ ✱ 〈u, v〉 = 1
2λ‖u‖BV ❡t 〈v, w〉 = µ

2λ‖w‖G✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t t♦✉t tr✐♣❧❡t (u, v, w) ✈ér✐✜❛♥t s♦✐t ✭✶✮✱ s♦✐t ✭✷✮✱ s♦✐t ✭✸✮ ❡st
♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r f = u+ v + w ❡t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ❡t µ ❛ss♦❝✐é❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❝r✐t✐q✉❡r ❝❡t é♥♦♥❝é q✉✐ ❛♥♥♦♥❝❡ ❝❡ q✉✐ ✈❛ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♥♥♦♥❝❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹
r❡st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ‖f‖G < π

λµ ✳
❆❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✭✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ f = u+v+w à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ f = 0+0+f ✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝

‖u‖BV + λ‖v‖2
L2 + µ‖w‖G 6 µ‖f‖G ✭✷✳✶✼✮

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡

‖v‖L2 6

√
µ

λ
‖f‖G ✭✷✳✶✽✮

▼❛✐s ‖v‖G 6
1

2
√
π
‖v‖L2 ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ ❡♥tr❛î♥❡ ‖v‖G < 1

2λ ✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ é①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t
s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺ ❙✐ 0 < µ < 4π✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ f =
u+ v + w ✈ér✐✜❡ u = 0✳

Pr❡✉✈❡✿

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✻ ■❧ ✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ BV ✱

‖f‖L2 6
1

2
√
π
‖f‖BV ✭✷✳✶✾✮

❡t ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡

‖f‖G 6
1

2
√
π
‖f‖L2 6

1

4π
‖f‖BV ✭✷✳✷✵✮
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❈❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐s♦♣ér✐♠étr✐q✉❡✳

❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺✳ ❖♥ ❣è❧❡ v ❡t ❧✬♦♥ ❧❛✐ss❡ ✢♦tt❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t u✳ ❖♥
♣♦s❡ u + w = σ ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❞♦♥❝ σ = f − v✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ♠✐♥✐♠✐s❡r
‖u‖BV + µ‖σ − u‖G✳ ■❧ ✈✐❡♥t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ 0 < µ < 4π✱

‖u‖BV + µ‖σ − u‖G > 4π‖u‖G + µ‖σ − u‖G ✭✷✳✷✶✮

> µ‖u‖G + µ‖σ − u‖G ✭✷✳✷✷✮

> µ‖σ‖G ✭✷✳✷✸✮

❙✐ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ u ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ‖u‖G > 0 ❡t ❧✬♦♥ ❛

‖u‖BV + µ‖σ − u‖G > µ‖σ‖G ✭✷✳✷✹✮

▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡r❛ ❞♦♥t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r u = 0✳

■

❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s 0 < µ < 4π r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r

λ‖v‖2
L2 + µ‖f − v‖G ✭✷✳✷✺✮

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✭♣♦✉r E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
❛r❜✐tr❛✐r❡✮

‖u‖E + λ‖v‖2
L2 ✭✷✳✷✻✮

s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s f = u + v ❞❡ f ∈ L2(R2)✱ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝❛s s❡
♣rés❡♥t❡♥t ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ ‖.‖E∗ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✉❛❧ E∗ ❞❡ E✮

✭✶✮ s✐ ‖f‖E∗ 6
1
2λ ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r u = 0 ❡t v = f ✱

✭✷✮ s✐ ‖f‖E∗ > 1
2λ ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✉♥ v t❡❧ q✉❡ ‖v‖E∗ =

1
2λ ❡t 〈u, v〉 = 1

2λ‖u‖E✳

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼ à λ‖v‖2
L2 + µ‖f − v‖G✳ ❙✐ ‖f‖BV 6

µ
2λ ✱ ❛❧♦rs ❧❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t s✐ v = 0✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✿ s✐ 0 < µ < 4π ❛❧♦rs u = 0✳ ❙✐✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ‖f‖BV 6
µ
2λ ✱

❛❧♦rs u = v = 0✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✽ ❙♦✐❡♥t E1 ❡t E2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡
❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ E✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ E3 q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s s♦♠♠❡s

z = x+ y , x ∈ E1 , y ∈ E2 ✭✷✳✷✼✮

❡t q✉✐ ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

‖z‖E3 = inf{‖x‖E1 + ‖y‖E2} ✭✷✳✷✽✮

♦ù ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦rt❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ z✳
❆❧♦rs E3 ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❝♦♥t❡♥❛♥t E1 ❡t E2✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
E∗

3 ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s E∗
1 ❡t E∗

2 ✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s E∗

3 = E∗
1 ∩ E∗

2 ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ g ❞❛♥s E∗
3 ❡st

‖g‖E∗

3
= sup{‖g‖E∗

1
, ‖g‖E∗

2
}. ✭✷✳✷✾✮

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠✐♥✐♠✐s❡r E(u, v) = ‖u‖BV +λ‖v‖2
L2+µ‖w‖G s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

f = u + v + w✳ ❋✐①♦♥s ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t v ❡t ♦♣t✐♠✐s♦♥s s✉r u✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s
❝♦♥❞✉✐ts à ♣♦s❡r σ = u+ w ❡t

9σ9 = inf{‖u‖BV + µ‖w‖G ; σ = u+ w} ✭✷✳✸✵✮

❈❡❝✐ ét❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

inf
u,v

E(u, v) = inf
σ
{9σ 9 +λ‖f − σ‖2

L2} ✭✷✳✸✶✮

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ 9σ9+λ‖f−σ‖2
L2 ✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s

❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ 9.9 ❡st

9.9∗ = sup

{
‖.‖G ,

1

µ
‖.‖BV

}
✭✷✳✸✷✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾ ❙✐ ‖f‖G 6
1
2λ ❡t ‖f‖BV 6

µ
2λ ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ E(u, v)

❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r u = w = 0 ❡t ✈❛✉t ❞♦♥❝ λ‖f‖2
L2✳
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Pr❡✉✈❡✿

❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ‖f‖G 6
1
2λ ❡t ‖f‖BV 6

µ
2λ ✱ ♦♥ ❛

9f9∗ = sup

{
‖f‖G;

1

µ
‖f‖BV

}
6

1

2λ
. ✭✷✳✸✸✮

❈❡❧à ♥♦✉s r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ✭✶✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼✳ ❉♦♥❝ σ = 0 ❡t v = f ❝❡ q✉✐
✐♠♣♦s❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ 9.9 q✉❡ u = w = 0

■

❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹✳ P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s
s✉✐✈❛♥t ♦ù

‖f‖G 6
1

2λ
❡t ‖f‖BV >

µ

2λ
. ✭✷✳✸✹✮

✭❖❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ‖f‖G 6
1
4π‖f‖BV ✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ‖f‖G > 1

2λ ❡t
‖f‖BV 6

µ
2λ s✐ 0 < µ 6 4π✮✳

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✷✳✸✹✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ σ ♦♣t✐♠❛❧ ✈ér✐✜❡

9v9∗ =
1

2λ
❡t 〈v, σ〉 =

1

2λ
9 σ 9 . ✭✷✳✸✺✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs 9σ9 = ‖u‖BV + µ‖w‖G✱ ❝❛r u ❡t w s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés✳ ❖♥ ❛ s♦✐t

‖v‖BV =
µ

2λ
❡t ‖v‖G <

1

2λ
✭✷✳✸✻✮

s♦✐t

‖v‖BV 6
µ

2λ
❡t ‖v‖G =

1

2λ
✭✷✳✸✼✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✵ ❙✐ ✷✳✸✹ ❡t ✷✳✸✻ ♦♥t ❧✐❡✉✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
f = u+ v + w ✈ér✐✜❡ u = 0 ❡t 〈v, w〉 = µ

2λ‖w‖G

Pr❡✉✈❡✿

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡

〈v, u+ w〉 =
1

2λ
(‖u‖BV + µ‖w‖G) . ✭✷✳✸✽✮

▼❛✐s
〈v, w〉 6 ‖v‖BV ‖w‖G =

µ

2λ
‖w‖G ✭✷✳✸✾✮

t❛♥❞✐s q✉❡

〈v, u〉 6 ‖v‖G‖u‖BV <
1

2λ
‖u‖BV ✭✷✳✹✵✮

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ♦♥ ❞♦✐t t♦♠❜❡r s✉r ✷✳✸✽✳ ❈❡s ❞❡✉① ✐♥✲
é❣❛❧✐tés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés✳
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❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ u = 0 ❡t 〈v, w〉 = µ
2λ‖w‖G✳

■

P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡

‖v‖BV <
µ

2λ
❡t ‖v‖G =

1

2λ
✭✷✳✹✶✮

❡t

‖v‖BV =
µ

2λ
❡t ‖v‖G =

1

2λ
✭✷✳✹✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷✳✹✶✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧✬♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡tt❡
❢♦✐s à w = 0✳ ❆❧♦rs f = u + v ❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❞♦♥❝
✭✈♦✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❖s❤❡r✲❘✉❞✐♥✮ ‖v‖G = 1

2λ ❡t 〈u, v〉 = ‖u‖BV 1
2λ ✳

❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ‖v0‖G = 1
2λ ❡t ‖v0‖BV 6

µ
2λ ❛✈❡❝

〈u0, v0〉 = 1
2λ‖u0‖BV ✳ P♦s♦♥s f0 = u0 + v0✳

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ α ∈ BV ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w ∈ L2(R2)✱ ♦♥ ❛

‖u0 + α‖BV + λ‖v0 − α− w‖2
L2 + µ‖w‖G > ‖u0‖BV + λ‖v0‖2

L2 . ✭✷✳✹✸✮

❈❡❧❛ s✐❣✐♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f0 ❡t ♣♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ❡t ❞❡ µ✱
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u0 + v0 ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳

Pr❡✉✈❡✿

❱ér✐✜♦♥s ✷✳✹✸✳ ❖♥ ❞✐✈✐s❡ ♣❛r 2λ = ‖v0‖−1
G ❡t ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖u0 + α‖BV ‖v0‖G +
1

2
‖v0 − α− w‖2

L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

= ‖u0 + α‖BV ‖v0‖G +
1

2
‖v0‖2

L2 − 〈v0, α〉 +
1

2
‖α‖2

L2 − 〈w, v0 − α〉

+
1

2
‖w‖2

L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

> 〈u0, v0〉 + 〈α, v0〉 +
1

2
‖v0‖2

L2 − 〈α, v0〉 +
1

2
‖α‖2

L2 − 〈w, v0 − α〉

+
1

2
‖w‖2

L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

=
1

2λ
‖u0‖BV +

1

2
‖v0‖2

L2 +
1

2
‖α‖2

L2 − 〈w, v0 − α〉 +
1

2
‖w‖2

L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

=
1

2λ
‖u0‖BV +

1

2
‖v0‖2

L2 +
1

2
‖α+ w‖2

L2 − 〈w, v0〉 + ‖v0‖BV ‖w‖G

>
1

2λ
‖u0‖BV +

1

2
‖v0‖2

L2 .

■
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t α = −w ❡t 〈w, v0〉 =
‖v0‖BV ‖w‖G✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t µ = 2λ‖v0‖BV ✳ ❘❡✈❡♥♦♥s ❛❧♦rs à ✷✳✹✸ q✉✐
s✬é❝r✐t

‖u0 − w‖BV + λ‖v0‖2
L2 + µ‖w‖G > ‖u0‖BV + λ‖v0‖2

L2 ✭✷✳✹✹✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡

‖u0 − w‖BV + 2λ‖v0‖BV ‖w‖G > ‖u0‖BV ✭✷✳✹✺✮

❝✬❡st à ❞✐r❡

‖u0 − w‖BV ‖v0‖G + 〈w, v0〉 > ‖u0‖BV
1

2λ
. ✭✷✳✹✻✮

▼❛✐s

‖u0 − w‖BV ‖v0‖G > 〈u0 − w, v0〉 = 〈u0, v0〉 − 〈w, v0〉. ✭✷✳✹✼✮

❊♥✜♥

〈u0, v0〉 = ‖u0‖BV
1

2λ
. ✭✷✳✹✽✮

❙✐ ❧✬♦♥ ❛ é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❛✉ss✐

‖u0 − w‖BV ‖v0‖G = 〈u0 − w, v0〉. ✭✷✳✹✾✮

P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✵✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f = v0 +w0 ❛✈❡❝ ‖v0‖BV = µ
2λ ✱ ‖v0‖G < 1

2λ
❡t 〈v0, w0〉 = µ

2λ‖w0‖G✳
❆❧♦rs f = v0 + w0 ❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

Pr❡✉✈❡✿

P♦s♦♥s w = w0 + w̃ ❡t v = v0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✶✻ ❞❡✈✐❡♥t

‖u‖BV + λ‖v0 − u− w̃‖2
L2 + µ‖w0 + w̃‖G = J(u, w̃). ✭✷✳✺✵✮

■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs

‖w0 + w̃‖G‖v0‖BV > 〈w0 + w̃, v0〉 = 〈w0, v0〉 + 〈w̃, v0〉 ✭✷✳✺✶✮

♦r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ 〈w0, v0〉 = µ
2λ‖w0‖G✳ ❉♦♥❝

‖w0 + w̃‖G‖v0‖BV >
µ

2λ
‖w0‖G + 〈w̃, v0〉 ✭✷✳✺✷✮

❡t ❝♦♠♠❡ ‖v0‖BV = µ
2λ ✱ ♦♥ ❛

‖w0 + w̃‖G > ‖w0‖G +
2λ

µ
〈w̃, v0〉. ✭✷✳✺✸✮
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs

λ‖v0 − u− w̃‖2
L2 = λ‖v0‖2

L2 − 2λ〈w̃, v0〉 − 2λ〈u, v0〉 + λ‖u+ w̃‖2
L2

= 〈v0 − u− w̃, v0 − u− w̃〉 = 〈v0, v0〉 − 〈v0, u〉 − 〈v0, w̃〉 − 〈u, v0〉
+ 〈u, u〉 + 〈u, w̃〉 − 〈w̃, v0〉 + 〈w̃, u〉 + 〈w̃, w̃〉
= ‖v0‖2

L2 − 2〈u, v0〉 − 2〈v0, w̃〉 + 2〈u, w̃〉 + 〈u, u〉 + 〈w̃, w̃〉

♦r 2〈u, w̃〉 + 〈u, u〉 + 〈w̃, w̃〉 = ‖u+ w̃‖2
L2 ✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡

J(u, w̃) > λ‖v0‖2
L2 + µ‖w0‖G + ‖u‖BV − 2λ〈u, v0〉 + λ‖u+ w̃‖2

L2 . ✭✷✳✺✹✮

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡

|〈u, v0〉| 6 ‖u‖BV ‖v0‖G <
1

2λ
‖u‖BV ✭✷✳✺✺✮

❡t

‖u+ w‖2
L2 = ‖f − v0 − w0‖2

L2 = 0 ❝❛r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ f = v0 + w0. ✭✷✳✺✻✮

■

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ét❛❜❧✐r ✭✸✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐r❡❝t❡ s✬♦❜t✐❡♥t
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✭✶✮ ♦✉ ✭✷✮✳ ❱♦✐❝✐ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✐✲
♣r♦q✉❡✳ ❖♥ ❞♦✐t ❝❛❧❝✉❧❡r

‖u+ α‖BV + λ‖v + β‖2
L2 + µ‖w − α− β‖G ✭✷✳✺✼✮

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ u, v ❡t w ✈ér✐✜❡♥t ✭✸✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s α ∈ BV ❡t β ∈ L2 s♦♥t
❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ‖v‖BV = µ

2λ ❡t ‖v‖BV ‖w−α−β‖G > 〈v, w−α−β〉✱ ♦♥
❛

µ‖w − α− β‖G > 2λ (〈v, w〉 − 〈v, α〉 − 〈v, β〉) . ✭✷✳✺✽✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♠♠❡ ‖v‖G = 1
2λ ✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐

‖u+ α‖BV > 2λ (〈u, v〉 + 〈α, v〉) ✭✷✳✺✾✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t

λ‖v + β‖2
L2 = λ‖v‖2

L2 + 2λ〈v, β〉 + λ‖β‖2
L2 , ✭✷✳✻✵✮

〈v, w〉 =
µ

2λ
‖w‖G ❡t ✭✷✳✻✶✮

〈v, u〉 =
1

2λ
‖u‖BV ✭✷✳✻✷✮

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ✐❧ r❡st❡ ✭❧❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ét❛♥t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r β = 0✮

‖u‖BV + λ‖v‖2
L2 + µ‖w‖G. ✭✷✳✻✸✮
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❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♥tr❡
❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❡♥ ♣❡rs✉❛❞❡r✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ θ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ‖θ‖G = 1
2

❡t ❧✬♦♥ ♣♦s❡ f = 3θ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s f = θ + θ + θ ❡t
f = 2θ + θ + 0✳ ❖♥ ♣♦s❡ λ = 1 ❡t µ = 4π✳
P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ‖v‖BV = µ

2λ ✱ ‖v‖G = 1
2λ ✱ 〈u, v〉 = π = ‖u‖BV

2λ ❡t
〈v, w〉 = π = µ

2λ‖w‖G✳
P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ‖v‖BV 6

µ
2λ ✱ 〈u, v〉 = 1

2λ‖u‖BV ❡t ‖v‖G = 1
2λ ✳

❈❡s ❞❡✉① ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ r♦✉t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ✜♥❡ ✿ f(x1, x2) = 1 s✐ 0 6

x1 6 L✱ 0 6 x2 6 ǫ ♦ù L ≫ 1 ❡t 0 < ǫ ≪ 1✳ ❆❧♦rs ‖f‖G 6
ǫ
2 t❛♥❞✐s q✉❡

‖f‖BV = 2(L+ ǫ)✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹✳ P❧✉s

♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹ s✐ ǫ
2 <

√
π
λµ ❡t

µ < 4λ(L + ǫ)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ L ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t µ✳ ❆❧♦rs u = 0 ❡t
❧✬♦♥ ❛ ‖w‖BV > ‖f‖BV − ‖v‖BV > 2(L + ǫ) − µ

2λ q✉✐ ❡st ❣r❛♥❞✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ w ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈❡r q✉❡
‖w‖G 6 ‖f‖G 6

ǫ
2 ✳

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛♣♣r❡♥❞ ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ v ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧

inf
{
‖f − v‖2

L2 ; ‖v‖BV 6
µ

2λ

}
. ✭✷✳✻✹✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ µ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ‖f‖BV = 2(L+ ǫ) < µ
2λ ✳ ❆❧♦rs

❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t f = 0 + f + 0 ❡t w ❛ ❞✐s♣❛r✉✳

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ f(x1, x2) = cos(Nx1)θ(x1, x2) ♦ù θ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❛rré ✉♥✐té✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ✷✳✶✶✱ ‖f‖G 6

C
N ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ‖f‖BV ≃ N ✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹
s✐ N ❡st très ❣r❛♥❞✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✶✮ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛

C

2N
<

√
π

λµ
❡t µ 6 C ′N, ✭✷✳✻✺✮

❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ N ❡st ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t µ ❡t ❞❡✈❛♥t
√
λµ✳

✷✳✷✳✹ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❖s❤❡r✲❱❡s❡✳

❉❛♥s ❬✺✽✱ ✼✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❛♣♣♦rt❡r q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ✷✳✶✸ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡❝❤❡r❝❤❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
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▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

FOVλ,µ,p(u, g) = J(u) + λ‖f − (u+ ❞✐✈ g)‖2
L2 + µ

∥∥∥∥
√
g2
1 + g2

2

∥∥∥∥
Lp

✭✷✳✻✻✮

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝❧❛ss✐q✉❡

∀f ∈ L∞(Ω), ‖f‖L∞ = lim
p→∞

‖f‖Lp ✭✷✳✻✼✮

▲❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈✐s❡ ❛❧♦rs à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u ∈ BV ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g = (g1, g1) ∈ L∞ × L∞ t❡❧ q✉❡ v = ❞✐✈ g✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖L∞ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♥♦r♠❡
‖.‖Lp ✭❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ p → ∞ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ G✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ‖f − (u + ❞✐✈ g)‖2

L2 ♣❡r♠❡t ❞❡
s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ f = u+ v✳

●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ FOVλ,µ,p(u, g)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝♦✉♣❧é❡s s✉✐✈❛♥t





u = f − ∂xg1 − ∂yg2 + 1
λ❞✐✈

(
∇u
|∇u|

)

µ
(∥∥∥
√
g2
1 + g2

2

∥∥∥
Lp

)1−p (√
g2
1 + g2

2

)p−2
g1 = 2λ

[
∂
∂x(u− f) + ∂2

xxg1 + ∂2
xyg2

]

µ
(∥∥∥
√
g2
1 + g2

2

∥∥∥
Lp

)1−p (√
g2
1 + g2

2

)p−2
g2 = 2λ

[
∂
∂y (u− f) + ∂2

xyg1 + ∂2
yyg2

]

✭✷✳✻✽✮
▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱
❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬✼✻❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❖s❤❡r✲❱❡s❡ ✭p = 5✱ µ = 0.1 ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝❛s✱ λ = 0.1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❇❛r❜❛r❛ ❡t λ = 0.001 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜❧✐♥❞é✮✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋✱ ♦♥ ✈♦✐t
❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s t❡①✲
t✉r❡s✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣✐❡❞ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ ❧❡s ❜r❛s ❞❡ ❇❛r❜❛r❛ ♦♥t été très
♥❡tt❡♠❡♥t ✭♠❛✐s ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✮ r❡❥❡tés ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
❝♦♥❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♦s❝✐❧❧❛♥t❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs st❛❜❧❡✱ ❝❡❝✐ ét❛♥t ❞û ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❊❉P ❝♦✉♣❧é❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r Lp ✈❡rs ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r L∞ q✉❛♥❞
p→ ∞ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ ❞é♣❛rt ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝té❡ ♣❛r ❝❡✉①✲❝✐
♣✉✐sq✉✬✐❧s ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r p = 1 ❞❛♥s ❧❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❡♥ ❢❛✐✲
s❛♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥✈❡♥❛✐t très ❜✐❡♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦✉s✲♠ê♠❡
❡①♣ér✐♠❡♥té ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ♥♦t❡r ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts à ♣❛rt✐r ❞❡ p = 5
♠❛✐s s✉rt♦✉t ✉♥ ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
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❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖s❤❡r✲❱❡s❡

✷✳✷✳✺ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧

❉❛♥s ❬✶✱ ✷❪✱ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧✱ ●✳❆✉❜❡rt✱ ▲✳❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡♥t
❛✉ss✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ Ω✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

FAUλ,µ (u, v) = J(u) + J∗
(
v

µ

)
+ (2λ)−1‖f − u− v‖2

L2 ✭✷✳✻✾✮

♦ù

(u, v) ∈ BV (Ω) ×Gµ(Ω) ✭✷✳✼✵✮

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Gµ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ G ❞é✜♥✐ ♣❛r ‖v‖G 6 µ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
J∗ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ G1

J∗(v) =

{
0 s✐ v ∈ G1

+∞ s✐♥♦♥
✭✷✳✼✶✮

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❬✶✱ ✷✱ ✷✵❪ q✉❡ J∗ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧ ❞❡ J ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s BV ❡t G✳ ❘❡st❡ ❧❛
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q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ FAUλ,µ (u, v)✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❬✷✵❪✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Gµ ❡st ❛❞♦♣té❡ ✭❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s❡r❛ ♥♦té PGµ✮✳ ▲✬❛♥♥❡①❡
❆✱ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Gµ✳ ❯♥ t❤é♦✲
rè♠❡ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❡st ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆ ✭t❤é♦rè♠❡ ❆✳✸✳✶✮✳

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (û, v̂) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ FAUλ,µ (u, v) ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡

✕ ♦♥ ✜①❡ v ❡t ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ u s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

inf
u

(
J(u) + (2λ)−1‖f − u− v‖2

L2

)
✭✷✳✼✷✮

✕ ♦♥ ✜①❡ u ❡t ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ v s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

inf
v
J∗
(
v

µ

)
+ ‖f − u− v‖2

L2 ✭✷✳✼✸✮

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥trés ♣❛r ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ✭r❛♣♣❡❧és ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✮✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✷✳✼✷ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

û = f − v̂ − PGλ
(f − v̂) ✭✷✳✼✹✮

❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✷✳✼✸ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

v̂ = PGµ(f − û) ✭✷✳✼✺✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✉✐✈❛♥t

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
u0 = v0 = 0

✷✳ ■tér❛t✐♦♥s ✿

vn+1 = PGµ(f − un)

un+1 = f − vn+1 − PGλ
(f − vn+1)

✸✳ ❖♥ ❛rrêt❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐

max (|un+1 − un|, |vn+1 − vn|) 6 ǫ

♦✉ s✐ ❧✬♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣r❡s❝r✐t✳

❉❛♥s ❬✶✱ ✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❨✳ ▼❡②❡r ✭❧❡
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♣❛r❛♠ètr❡ λ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡t ❞❡ ♣❧✉s λ < µ✮✳ ❉❡ ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞❡
❆✉❥♦❧ ❬✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ❞❡ λ ❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❤♦✐s✐
❞❛♥s ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭vn+1 ❛✈❛♥t un+1✮ ❡st ❛✉ss✐ ❛❜♦r❞é❡✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ♣r✐s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ❞é♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧ ✭µ = 100
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ λ = 1 ♣♦✉r ❇❛r❜❛r❛ ❡t λ = 10 ♣♦✉r ❧❡ ❜❧✐♥❞é✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❖s❤❡r✲❱❡s❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛
q✉❡❧q✉❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❖s❤❡r✲❱❡s❡ ✿

✕ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬♦♥
r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✸✳✶✱

✕ ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✭♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱
❡①❛♠✐♥♦♥s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t
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❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f = u+ v+w ❞❡ f ∈ L2(R2) ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

‖u‖BV + λ‖v‖2
L2 ✭✷✳✼✻✮

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ‖w‖G 6 µ✳ ❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ
♠✉❧t✐♣❧✐❛✐t ‖w‖G ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ét❛✐t

‖u‖BV + λ‖v‖2
L2 + µ‖w‖G ✭✷✳✼✼✮

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r µ ❡♥ 1
µ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✉tr❡✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡
❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❖♥ ♣♦s❡r❛ ❞♦♥❝

Ẽ(u, v) = ‖u‖BV + λ‖v‖2
L2 +

1

µ
‖w‖G ✭✷✳✼✽✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡♥✈✐s❛❣é ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù

‖f‖G 6 µ. ✭✷✳✼✾✮

❆❧♦rs u = v = 0 ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❏✳❋✳❆✉❥♦❧✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛❧♦rs ✭❆✉❥♦❧✮

f = 0 + 0 + f. ✭✷✳✽✵✮

◗✉❡ ❢♦✉r♥✐r❛✐t✱ ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✼✽ ❄ ▲❡ t❡st s✬é❝r✐t
❛❧♦rs

‖f‖G 6
1

2λ
✭✷✳✽✶✮

❡t ❞❡✉① ❝❛s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣és✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱

‖f‖BV 6
1

2λµ
✭✷✳✽✷✮

❛❧♦rs u = w = 0 ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ✷✳✼✽✱ ❡st f =
0+f+0✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❛❧✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ✐❝✐ q✉✬❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺✱ s✐ µ > 1

4π ✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r ‖u‖BV +
λ‖v‖2

L2 + µ−1‖w‖G ❝♦♥❞✉✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à u = 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ‖f‖BV > 1

2λµ ✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ‖f‖G <
πµ
λ ✳ ❆❧♦rs ♦♥ t♦♠❜❡ s✉r ❧❡ ❝❛s ✭✶✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹ ❡t ❧✬♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

u = 0, ‖v‖BV =
1

2λµ
, ‖v‖L2 6

√
‖f‖G
λµ

✭✷✳✽✸✮

❡t 〈v, w〉 =
‖w‖G
2λµ

✭✷✳✽✹✮
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■❧❧✉str♦♥s ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉t❡✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ǫ ❡t ❞❡ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r L≫ 1✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ‖f‖G 6

ǫ
2 ✭f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡

❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ǫ
2 6 µ ❡t ǫ 6

1
λ ✳

❆❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❢♦✉r♥✐t f = 0 + 0 + f ✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
✷✳✼✽✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t s✬é❝r✐t f = 0 + v + w ♦ù

‖v‖L2 6

√
ǫ

2λµ ❡t ❞♦♥❝ ‖f − w‖L2 6

√
ǫ

2λµ ✳

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❧♦rsq✉❡ f(x) = cos(Nx1)θ(x) ♦ù θ(x) ❡st✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❛rré ✉♥✐té✳ ❆❧♦rs

‖f‖G 6
C

N
, N ≫ 1 ✭✷✳✽✺✮

❉❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ f = 0+0+ f ✳ ❊♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✷✳✼✽✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st f = 0 + v + w ❡t ❧✬♦♥ ❛
❡♥❝♦r❡ ✭❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ f = 0 + 0 + f✮✱

λ‖v‖2
L2 6

1

µ
‖f‖G ✭✷✳✽✻✮

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡

‖v‖L2 6

√
C

Nλµ
. ✭✷✳✽✼✮

❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥♥❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✷✳✸ ❆✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s

✷✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧ ❡t ❈❤❛♠❜♦❧❧❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ❨✳▼❡②❡r ♣r♦♣♦s❡ ❛✉ss✐
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s♦✈ E = Ḃ∞

−1,∞ q✉✐ ❡st ❧✉✐ ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡
❧✬❡s♣❛❝❡ G ✭✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷ s✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡s♣❛❝❡s✮✳ ❉♦♥❝
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ G s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s E✳
❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖G ✐♥❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦r♠❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

F YM2
λ (u, v) = J(u) + λ‖v‖E ✭✷✳✽✽✮

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs à s✬êtr❡ ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡
q✉✐ ❞❛♥s ❬✶✱ ✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✷✳✻✾✮ ♠❛✐s
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ G ♣❛r E✳
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FACλ,µ (u, v) = J(u) +B∗
(
v

µ

)
+ (2λ)−1‖f − u− v‖2

L2 ✭✷✳✽✾✮

❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Eµ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ∈ E t❡❧❧❡s q✉❡ ‖f‖E 6 µ ❛❧♦rs
B∗(f) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ E1✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ J∗(.)✳

B∗(v) =

{
0 s✐ v ∈ E1

+∞ s✐♥♦♥
✭✷✳✾✵✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Gµ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Eµ✳ ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬✷✶❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❲❛✈❡❧❡t ❙♦❢t ❚❤r❡✲
s❤♦❧❞✐♥❣ ♥♦té WST ❡t ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✮ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧ µ ✿

PEµ(f) = f −WST (f, µ) ✭✷✳✾✶✮

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
u0 = v0 = 0

✷✳ ■tér❛t✐♦♥s ✿

vn+1 = PEµ(f − un) = f − un −WST (f − un, µ)

un+1 = f − vn+1 − PGλ
(f − vn+1)

✸✳ ❖♥ ❛rrêt❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐

max (|un+1 − un|, |vn+1 − vn|) 6 ǫ

♦✉ s✐ ❧✬♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣r❡s❝r✐t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t λ = 1✱ κ = 0.3✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s✐❣♠❛ ❛ été ✜①é❡ ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭σ = 50✮✳

✷✳✸✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✳❍❛❞❞❛❞

❉❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❬✹✸❪✱ ❆✳❍❛❞❞❛❞ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s♦✈ ✿ Ḃ1

1,∞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦r♠❡s

s✉r BV ❡t Ḃ1
1,∞ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞♦♥t

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✵ ❡t ✶✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st
❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✹✸❪ ✿
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❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ EN ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❣r✐s ❡st ❛ss✉❥❡tt✐ à ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ N ✈❛❧❡✉rs ✭♥♦♥ s♣é❝✐✜é❡s✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ CN t❡❧❧❡ q✉❡

1

2
‖f‖Ḃ1

1,∞
6 ‖f‖BV 6 CN‖f‖Ḃ1

1,∞
✭✷✳✾✷✮

❖♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ CN ✳ ❖♥ s❛✐t
❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ CN 6 CN ✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
BV ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Ḃ1

1,∞✳

FHDλ (u, v) = ‖u‖Ḃ1
1,∞

+ λ‖v‖2
2 ♦ù f = u+ v ✭✷✳✾✸✮

▲✬❡s♣❛❝❡ BV ♥✬❡st ♣❛s ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♠♦✲
❞✉❧❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡✳ ❙✐ f ∈ BV ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡ cλ(f)✱ λ ∈ Λ✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à l1−❢❛✐❜❧❡ ✭✉♥❡ ❢♦✐s ré❛rr❛♥❣és ♣❛r
♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈ér✐✜❡♥t c∗m 6

C
m ✱ m > 1✮✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐

cλ ∈ l1(Λ)✱ ❛❧♦rs
∑
cλψλ ∈ BV ✳ ❊♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ BV ❡st ❝♦✐♥❝é ❡♥tr❡ l1 ❡t

l1w ✭♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ 1
n log2 n

✱ n > 2✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à l1 t❛♥❞✐s q✉❡ 1
n ❛♣♣❛rt✐❡♥t à

l1−❢❛✐❜❧❡✮✳
▲✬❡s♣❛❝❡ Ḃ1

−1,∞✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐✲

❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ Ḃ1
1,∞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ f(x) =

∑∞
j=1 j

−22j cos(2jx1), x =

(x1, x2)✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Ḃ
1
−1,∞✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t ❝❛r❛❝✲

tér✐sés ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s s❡
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖f‖Ḃ1
1,∞

= sup
j

∑

k

|cj,k| ✭✷✳✾✹✮

‖f‖Ḃ1
−1,∞

=
∑

j

sup
k

|cj,k| ✭✷✳✾✺✮
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♦ù ❧❡s cj,k s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ f ✳ ▲✬❛✉t❡✉r
♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r (û, v̂) t❡❧s q✉❡

(û, v̂) = inf
(u,v)∈(Ḃ1

1,∞×Ḃ1
−1,∞)

FHDλ (u, v) ✭✷✳✾✻✮

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
✉♥ s❡✉✐❧ ❛❞❛♣té s✉✐✈❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❡①♣♦s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ❙♦✐t f ∈ L2(R) t❡❧❧❡ q✉❡ f = u+v ✭u, v ét❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ cj,k, uj,k, vj,k ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ f, u, v r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ‖f‖Ḃ1

−1,∞
>

(2λ)−1✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s✉✐t❡ (vj)j∈Z à t❡r♠❡s ♣♦s✐t✐❢s ✈ér✐✜❛♥t∑
j vj = (2λ)−1 ❡t

vj,k = ǫj,k min(vj , |fj,k|)
uj,k = ǫj,k max(|fj,k| − vj , 0)

ǫj,k = sign(fj,k)

❉❡s ❞ét❛✐❧s ♣r❛t✐q✉❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❞❡ ❬✹✸❪✳ ❏❡ t✐❡♥s à
r❡♠❡r❝✐❡r ❆❧✐ ❍❛❞❞❛❞ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢♦✉r♥✐t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐❧❧✉str❡r s♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ✭λ = 25✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✳ ❍❛❞❞❛❞ ✭λ = 25✮✳

❈❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❜✐❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡❝❤❡r✲
❝❤é❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❖❋✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt
❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t été ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r ❆✳ ❍❛❞❞❛❞ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✸ ❙♦✐t f ∈ L2(R) ❡t u0 + v0 ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✾✻✳ ❙✐ ‖f‖Ḃ1

−1,∞
6 (2λ)−1 ❛❧♦rs u0 = 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ f =

u+v ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✾✻ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ‖v‖Ḃ1
−1,∞

=

(2λ)−1 ❡t
∫
uvdx = ‖u‖Ḃ1

1,∞
‖v‖Ḃ1

−1,∞
✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥✉❧❧❡ ✭s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s tr✐✈✐❛❧ ♦ù f = 0✮✳ ❉♦♥❝ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡
❞✬♦❜❥❡ts✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ✈❛ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❢❛✉t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❘❖❋✳

✷✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r s♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ G✱ s♦✐t ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❡q✉❡❧ ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❡st ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té✳ ❆✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ t❡st❡r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s FAUλ,µ (u, v) ❡t FACλ,µ (u, v) s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐sé❡ ♣❛r ♥♦s s♦✐♥s✳
❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❡ t❡①t✉r❡s ✭✜❣ ✷✳✼✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❆ ❞r♦✐t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ t❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡ t❡①t✉r❡s ✭❛✉
❝❡♥tr❡✮✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡t❡♥♦♥s
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ✈✐s✉❡❧s✳ ▲❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s r❡t❡♥✉s s♦♥t ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ FAUλ,µ (u, v)✱ µ = 500✱ λ = 1 ❡t ♣♦✉r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ FACλ,µ (u, v)✱ µ = 40✱ λ = 20✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
s♦♥t ❞♦♥♥és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✳

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t
❧❡✉r ré❢ér❡♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ G ❡st ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r



✷✳✺✳ ❇■▲❆◆ ✽✸

❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s FAUλ,µ (u, v) ✭♣r❡✲

♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✮ ❡t FACλ,µ (u, v) ✭❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✮✳

‖ũ− uref‖L2 ‖ṽ − vref‖L2

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ FAUλ,µ (u, v) ✻✻✽✳✹ ✻✷✹✳✹

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ FACλ,µ (u, v) ✶✸✵✾✳✶ ✶✷✹✺✳✶

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❧❡s t❡①t✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❛❜✐♠❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❜♦r❞s
❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s t❡①t✉r❡s✳

✷✳✺ ❇✐❧❛♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❡st
❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❡s♣❛❝❡s✳ ■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé
❡st ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳
❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐✲
t❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ❧❡s t❡①t✉r❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s✬✐♥tér❡ss❡
❞♦♥❝ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡✳



✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲✬❆◆❆▲❨❙❊ ❉❊ ❚❊❳❚❯❘❊



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u, v, w

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥♦♥ ❜r✉✐té❡s✳ ❖r ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ré❡❧ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t très s♦✉✈❡♥t ❜r✉✐té❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ v ❡st ♦s❝✐❧❧❛♥t❡✱ ♣❧✉s s❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ G ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❝❡ q✉✐
❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s v✳ ❖r ❧❡ ❜r✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ très ♦s❝✐❧❧❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉r❡❧ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t s❡r❛ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v ♠❛✐s
✐❧ ❛ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ✈✐s à ✈✐s ❞❡s t❡①t✉r❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u, v s✉r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡✮✳

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ u, v✳

■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❡t ❧❡s t❡①✲
t✉r❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ✓é✈♦❧✉é❡✔✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s

✽✺



✽✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ U, V,W

♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ u ∈ BV ✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
♥♦✉s ✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ●✳●✐❧❜♦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❘❖❋ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✉
❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s t❡①t✉r❡s✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐t λR ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭✐❡
λR = λR(f)(x, y) ♦ù f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ à ❞é❜r✉✐t❡r✮ ✿

➣ s✐ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♥♦♥ t❡①t✉ré❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t λR é❧❡✈é✳

➣ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ s✐ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡①t✉ré❡ ❛❧♦rs ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞✉ rés✉❧t❛t✳

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u, v, w ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♠❛✐s q✉✐ s❡r❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉
❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡
❬✸❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① WST ✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❧❡s ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s ✭♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❡✉①✮✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç❡r♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ✈✉❡s
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❡①❛♠✐♥❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u, v, w ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ●✳●✐❧❜♦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪ ✭✐❞é❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ Gµ = {v ∈ G/‖v‖G 6 µ}✮ ✿

F JGλ,µ1,µ2
(u, v, w) = J(u)+J∗

(
v

µ1

)
+J∗

(
w

µ2

)
+(2λ)−1‖f−u−ν1v−ν2w‖2

L2

✭✸✳✶✮
♦ù ν1 = ν1(f)(x, y), ν2 = ν2(f)(x, y) s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ R

2 →]0; 1[ ❣é✲
♥ér❛❧✐s❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s❡ s✐t✉❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s v ❡t w ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✉❡s
t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♠❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❧❡s ♣r❡♥❞r♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s
Gµ1 ❡t Gµ2 ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ s❡r❛ ♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ BV ✳
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❉❛♥s ❬✸❪✱ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦r♠❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ G ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ✭♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
♦s❝✐❧❧❛♥t❡✱ ♣❧✉s s❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖G ❡st ❢❛✐❜❧❡✮✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r µ2 < µ1

❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ❧❡s t❡①t✉r❡s ❡t w ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❜r✉✐t✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❙♦✐❡♥t u ∈ BV ✱ v ∈ Gµ1 ✱ w ∈ Gµ2 r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ t❡①t✉r❡ ❡t ❜r✉✐t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t (ν1(f)(x, y), ν2(f)(x, y)) ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ R

2 →]0; 1[ ✜①é❡s
❡t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s v ❡t w✳ ❆❧♦rs ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ1×Gµ2

inf F JGλ,µ1,µ2
(u, v, w) ✭✸✳✷✮

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

û = f − ν1v̂ − ν2ŵ − PGλ
(f − ν1v̂ − ν2ŵ) ✭✸✳✸✮

v̂ = PGµ1

(
f − û− ν2ŵ

ν1

)
✭✸✳✹✮

ŵ = PGµ2

(
f − û− ν1v̂

ν2

)
✭✸✳✺✮

♦ù ❧❡s PGµ s♦♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡
✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮✳

Pr❡✉✈❡✿

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ✭❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
à ❝❡❧✉✐ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❬✷✵❪✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ✐❝✐✮ ✿
♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ à ✭✸✳✷✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ✿

− 1

λ
(f − u− ν1v − ν2w) + ∂J(u) ∋ 0 ✭✸✳✻✮

⇔ u ∈ ∂J∗
(

1

λ
(f − u− ν1v − ν2w)

)
✭✸✳✼✮

♦♥ r❛❥♦✉t❡ f − u− ν1v − ν2w ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦té ♣✉✐s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r 1
λ

f − u− ν1v − ν2w + u ∈ f − u− ν1v − ν2w + ✭✸✳✽✮

∂J∗ ( 1
λ(f − u− ν1v − ν2w)

)

1

λ
(f − ν1v − ν2w) ∈ 1

λ(f − u− ν1v − ν2w) + ✭✸✳✾✮

1
λ∂J

∗ ( 1
λ(f − u− ν1v − ν2w)

)
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♣♦s♦♥s η = (f − u− ν1v − ν2w)/λ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

1

λ
(f − ν1v − ν2w) ∈ η +

1

λ
∂J∗(η). ✭✸✳✶✵✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

η = PG

(
1

λ
(f − ν1v − ν2w)

)
=

1

λ
PGλ

(f − ν1v − ν2w). ✭✸✳✶✶✮

❊♥ ré✐♥❥❡❝t❛♥t η ❡t ❡♥ ✐s♦❧❛♥t u ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✿

û = f − ν1v − ν2w − PGλ
(f − ν1v − ν2w). ✭✸✳✶✷✮

❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❛♥t v̂ ❡t
ŵ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷ ❙♦✐❡♥t f ∈ L2(R2)✱ v ∈ Gµ ❡t ν(x, y) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R
2 →

]0; 1[ ✜①é❡ ❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✱ ❛❧♦rs

v̂ = arg
v∈Gµ

inf

{
(2λ)−1‖f − νv‖2

L2 + J∗
(
v

µ

)}
✭✸✳✶✸✮

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

v̂ = PGµ

(
f

ν

)
✭✸✳✶✹✮

Pr❡✉✈❡✿

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ J∗ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ G1 ❀ ❡♥ ♣♦s❛♥t η = v
µ

❡t ❡♥ ♣r❡♥♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à η ❞❡ ✭✸✳✶✸✮✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s

−µν
λ

(f − µνη) + ∂J∗(η) ∋ 0. ✭✸✳✶✺✮

❉♦♥❝

µ2ν2η − µνf + λ∂J∗(η) ∋ 0 ✭✸✳✶✻✮

⇔ η − f

µν
+

λ

µ2ν2
∂J∗(η) ∋ 0. ✭✸✳✶✼✮

❖r ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ν ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v ✭♦♥ ❡♥t❡♥❞
♣❛r ❧à q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❛♣✐❞❡s ❞❡ v✱ ν s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ λ

µ2ν2 s❡ ❝♦♠✲

♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❢❛❝❡ à ∂J∗(η)✳
❉♦♥❝

η̂ = PG

(
f

µν

)
=

1

µ
PGµ

(
f

ν

)
. ✭✸✳✶✽✮
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

v̂ = PGµ

(
f

ν

)
✭✸✳✶✾✮

■

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ ❧❡♠♠❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✱ ♣✉✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à w
à F JGλ,µ1,µ2

(u, v, w) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ v̂ ❡t ŵ é♥♦♥❝é❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳

■

✸✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❡
s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t ✿ ν1 ❞♦✐t
êtr❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r v ❡t ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ ν2 ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ❛✜♥
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✱

✕ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞✉ ❜r✉✐t ✿ ν1 ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡
❞❡ 1 ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡t ν2 ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ♣♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❜r✉✐t✳

❙✐ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rô❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ν1 ❡t ν2 s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ν2 = 1 − ν1✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s νi✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥
❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡ ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❡t
❞✉ ❜r✉✐t s❡r❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❛s ❞❡
t❡①t✉r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s s❡r✈✐r ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✓❧♦❝❛❧✔ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡s ③♦♥❡s t❡①t✉ré❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ν
♣r✐s❡ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (i, j)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡✲
♥êtr❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L×L✱ ❝❡♥tré❡ ❡♥ (i, j) ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ f ✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❢❡♥êtr❡ ♥❡ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ♥✐ tr♦♣ ♣❡t✐t❡✱ ♥✐ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧♦❝❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ν ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ◆♦✉s r❡q✉❛♥t✐✜♦♥s
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ν ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ν ∈]0; 1[ ❛✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

❊t❛♣❡ ✶ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ u0 = v0 = w0 = 0
❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ν1 ❡t ν2 à ♣❛rt✐r ❞❡ f



✾✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ U, V,W

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ν ✭à ❣❛✉❝❤❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❜r✉✐té❡✱ à ❞r♦✐t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✮

❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ wn+1 = PGµ2

(
f−un−ν1vn

ν2

)

❊t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ vn+1 = PGµ1

(
f−un−ν2wn+1

ν1

)

❊t❛♣❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ un+1 = f−ν1vn+1−ν2wn+1−PGλ
(f−ν1vn+1−ν2wn+1)

❊t❛♣❡ ✻ ✿ ❖♥ st♦♣♣❡r❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s✉r ❧✬❡r✲
r❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ✭max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 −wn|} 6 ǫ✮ ♦✉ ♣❛r ✉♥
❝r✐tèr❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡s❝r✐t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐t ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✸✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ✭❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥✱ σ = 20✮ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣rés❡♥t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s u ❡t v✱ w ét❛♥t ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✉t✐❧✐sés s♦♥t ✿ λ = 10✱ µ1 = 1000✱ µ2 = 1✱ ❞❡✉① ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ q✉✐♥③❡ ♣✐①❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s νi✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t
❛tt❡♥❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥♦r♠❡s très
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s v ❡t w ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡s t❡①✲
t✉r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♣❡rs✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
v ❡t q✉❡ ❞❡s rés✐❞✉s ❞❡ t❡①t✉r❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t✳
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣ré❝✐❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s νi✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s νi ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❧❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és✮ ✿



✸✳✷✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❆❯❏❖▲✲❈❍❆▼❇❖▲▲❊ ✾✶

F̃ JGλ,µ1,µ2
(u, v, w) = J(u) + J∗

(
v

µ1

)
+ J∗

(
w

µ2

)
+ (2λ)−1‖f − u− v − w‖2

L2

✭✸✳✷✵✮
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s❛♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡
❜r✉✐t r❡st❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ νi ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r très ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞❡s t❡①t✉r❡s✳

✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧✲❈❤❛♠❜♦❧❧❡

❉❛♥s ❬✸❪✱ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝✲
t✉❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

FAC2
λ,µ,δ(u, v, w) = J(u)+J∗

(
v

µ

)
+B∗

(w
δ

)
+(2λ)−1‖f−u−v−w‖2

L2 ✭✸✳✷✶✮

♦ù u ∈ BV ✱v ∈ Gµ✱ w ∈ Eδ ❛✈❡❝

Eδ =
{
w ∈ Ḃ∞

−1,∞/‖w‖Ḃ∞

−1,∞
6 δ
}

✭✸✳✷✷✮

❡t B∗(w) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✷✳✾✵

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(û, v̂, ŵ) = arg
u∈BV,v∈Gµ,w∈BEδ

inf FAC2
λ,µ,δ(u, v, w) ✭✸✳✷✸✮

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

û = f − v̂ − ŵ − PGλ
(f − v̂ − ŵ) ✭✸✳✷✹✮

v̂ = PGµ(f − û− ŵ) ✭✸✳✷✺✮

ŵ = PEδ
(f − û− v̂) = f − û− v̂ −WST (f − û− v̂, 2δ) ✭✸✳✷✻✮

♦ù WST (f− û− v̂, 2δ) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡ ✭❲❛✈❡❧❡t ❙♦❢t ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✮✳

❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❛❧✳ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✸❪✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞é❝r✐t ❝✐✲❛♣rès

❊t❛♣❡ ✶ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ u0 = v0 = w0 = 0
❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ wn+1 = f − un − vn −WST (f − un − vn, 2δ)



✾✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ U, V,W

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❏● ✿ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
F JGλ,µ1,µ2

❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ vn+1 = PGµ(f − un − wn+1)
❊t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ un+1 = f − vn+1 − wn+1 − PGλ

(f − vn+1 − wn+1)
❊t❛♣❡ ✺ ✿ ❖♥ st♦♣♣❡r❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s✉r ❧✬❡r✲



✸✳✷✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❆❯❏❖▲✲❈❍❆▼❇❖▲▲❊ ✾✸

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❏● ✿ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
F̃ JGλ,µ1,µ2

✭s❛♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s νi✮

r❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ✭max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 − wn|} 6 ǫ✮ ♦✉ ♣❛r ✉♥
❝r✐tèr❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡s❝r✐t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐t ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷✳



✾✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ U, V,W

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ t❡st ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ r❛♣♣❡❧❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t s❛
✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s u ❡t v✱ ❧❛ tr♦✐✲
s✐è♠❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t
µ = 100✱ λ = 1✱ κ = 0.3✱ σ = 20✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡ ❡st ♠✐❡✉① ❞é❜r✉✐té❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥ ♣❧✉s ❣r♦s rés✐❞✉ ❞❡ t❡①t✉r❡
❡st ❛✉ss✐ ♣❡r❞✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t✳

✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s s♦♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❞❡♠❛♥❞é s✐
✉♥ ❧✐❡♥ ♣♦✉✈❛✐t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣rès
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s✉r ❧✬✐♠❛❣❡s ❣❧♦❜❛❧❡
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✉r ❞❡s ③♦♦♠s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡
❧❡ ❜r✉✐t s❡♠❜❧❡ ♠✐❡✉① ♠♦❞é❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧✲❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ✭❆❈✷✮
✭♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❈✷ r❡❥❡tt❡
✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t
✭❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r❞✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r u+ v ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❆❈✷ ♦✉ u+ ν1v ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳

▲❡ ❜r✉✐t ❡st ♠✐❡✉① ♠♦❞é❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❈✷ ❝❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❡s♦✈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❧✉s à ❧❛ ✈r❛✐❡ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t ✭❞✉ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ à
❧✬✐♥st❛r ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ G✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ rés✐❞✉ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t ✭w✮✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ q✉❡st✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ♣❡✉t✲♦♥
✓✉♥✐✜❡r✔ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Ḃ∞

−1,∞ ❄

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✸✳✹ ✓❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✔ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❏● ❡t ❆❈✷ ♣♦ssé✲
❞❛✐❡♥t ❧❡✉r ♣♦✐♥t ❢♦rt ✿

✕ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❏●✮✱
✕ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Ḃ∞

−1,∞ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ✭❆❈✷✮✳



✸✳✹✳ ✓❯◆■❋■❈❆❚■❖◆✔ ❉❊❙ ❉❊❯❳ ▼❖❉➮▲❊❙✳ ✾✺

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❈✷ ✿ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ FAC2

λ,µ,δ

■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré✉♥✐r ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
❢♦rts ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡



✾✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ U, V,W

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆✉❥♦❧ ❡t ❛❧✳ ❡t ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✉r ❞❡s ③♦♦♠s✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❈✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❏● ✭❧❡s ✐♠❛❣❡s ét❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿
u✱ v✱ w✱ ♣❛rt✐❡ r❡st❛✉ré❡✮✳

❞é❝r✐s ♣❛r ✸✳✷✼✳

F JG2
λ,µ,δ(u, v, w) = J(u) + J∗

(
v

µ

)
+B∗

(w
δ

)
+ (2λ)−1‖f − u− ν1v − ν2w‖2

L2

✭✸✳✷✼✮



✸✳✹✳ ✓❯◆■❋■❈❆❚■❖◆✔ ❉❊❙ ❉❊❯❳ ▼❖❉➮▲❊❙✳ ✾✼

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ×BEδ

inf F JG2
λ,µ,δ(u, v, w) ✭✸✳✷✽✮

◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♥♦s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ν1 ❡t ν2 ♣♦♥❞ér❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s v ❡t w ❡t ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s
❜✐❡♥ q✉❡ w ∈ BEδ

✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❙♦✐❡♥t u ∈ BV ✱ v ∈ Gµ✱ w ∈ BEδ
r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ t❡①t✉r❡ ❡t ❜r✉✐t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t (ν1(f)(x, y), ν2(f)(x, y)) ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ R

2 →]0; 1[ ✜①é❡s
❡t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s v ❡t w✳ ❆❧♦rs ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ×BEδ

inf F JG2
λ,µ,δ(u, v, w) ✭✸✳✷✾✮

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

û = f − ν1v̂ − ν2ŵ − PGλ
(f − ν1v̂ − ν2ŵ)

v̂ = PGµ

(
f − û− ν2ŵ

ν1

)

ŵ =
f − û− ν1v̂

ν2
− λ

δν2
2

WST

(
δν2

λ
(f − û− ν1v̂) ;

2δ2ν̃2
2

λ

)

♦ù PGλ
❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮ ❡t

WST (f, δ) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ f ❡t ν̃2 ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ ❞❡ ν2 ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣ ✸✳✼✮✳

Pr❡✉✈❡✿

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ❡t à v s❡ ❢❛✐t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ w✳

❙✉♣♣♦s♦♥s u ❡t v ✜①és✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r

ŵ = arg
w∈BEδ

inf
{

(2λ)−1 ‖f − u− ν1v − ν2w‖2
L2 +B∗

(w
δ

)}
✭✸✳✸✵✮

P♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t
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▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷ ❙♦✐❡♥t f ∈ L2✱ w ∈ BEδ
❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ν(x, y) ❞❡ R

2 →]0; 1[
✜①é❡ ❡t s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ très ré❣✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à w✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ŵ ❞❡

ŵ = arg
w∈BδE

inf
{

(2λ)−1‖f − νw‖2
L2 +B∗

(w
δ

)}
✭✸✳✸✶✮

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ŵ =
f

ν
− λ

δν2
WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
✭✸✳✸✷✮

✳

Pr❡✉✈❡✿

❖♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à w ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✸✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡

0 ∈ −ν
λ

(f − νw) +
1

δ
∂B∗

(w
δ

)
✭✸✳✸✸✮

⇔ w

δ
∈ ∂B

(
δν(f − νw)

λ

)
. ✭✸✳✸✹✮

P♦s♦♥s η = δν(f−νw)
λ ✳ ❆❧♦rs

0 ∈ λ

δ2ν2
η − f

δν
+ ∂B(η) ✭✸✳✸✺✮

⇔ 0 ∈ η − δfν

λ
+
δ2ν2

λ
∂B(η). ✭✸✳✸✻✮

❖r ❝❡❝✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡

arg
η∈L2

inf

{
1

2

∥∥∥∥η −
δfν

λ

∥∥∥∥
2

L2

+
δ2ν2

λ
‖η‖B1

1,1

}
. ✭✸✳✸✼✮

❉✬❛♣rès ❬✷✶❪ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ν ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à η✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

η̂ = WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
✭✸✳✸✽✮

♦ù ν̃ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ ❞❡ ν ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✮ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡✳
❊♥ ré✐♥❥❡❝t❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ η̂ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

δfν

λ
− δν2ŵ

λ
= WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
✭✸✳✸✾✮
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❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ν ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞❛❧❡ ν̃

⇒ ŵ =
f

ν
− λ

δν2
WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
✭✸✳✹✵✮

■

●râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r f ♣❛r f − u− ν1v ❡t ν ♣❛r
ν2 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ✿

ŵ =
f − u− ν1v

ν2
− λ

δν2
2

WST

(
δν2

λ
(f − u− ν1v) ;

2δ2ν̃2
2

λ

)
✭✸✳✹✶✮

■

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞é❝r✐t ❝✐✲❛♣rès

❊t❛♣❡ ✶ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ u0 = v0 = w0 = 0
❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ν1, ν2 ❡t ν̃2

❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ wn+1 = f−u−ν1v
ν2

− λ
δν2

2
WST

(
δν2
λ (f − u− ν1v),

2δ2ν̃2
2

λ

)

❊t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ vn+1 = PGµ

(
f−un−ν2wn+1

ν1

)

❊t❛♣❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ un+1 = f−ν1vn+1−ν2wn+1−PGλ
(f−ν1vn+1−ν2wn+1)

❊t❛♣❡ ✻ ✿ ❖♥ st♦♣♣❡r❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s✉r ❧✬❡r✲
r❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ✭max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 − wn|} 6 ǫ✮ ♦✉ ♣❛r ✉♥
❝r✐tèr❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡s❝r✐t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐t ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✸✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥✐✜é✳ ▲❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t µ = 1000✱ λ = 5✱ σ = 20✱ κ = 0.3 ✭♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ κ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r
❉✳❉♦♥♦❤♦✮ ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ 7 × 7 ♣✐①❡❧s✳
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❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❏●✷ ✿ ❡♥ ❤❛✉t s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u ❀ ❡♥ ❜❛s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s v ❡t w✳

❖♥ ♣❡✉t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡
s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t❡①t✉r❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Ḃ∞

−1,∞ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❡①t✉r❡s q✉✐ s♦✐❡♥t ♠✐❡✉① ❞é❜r✉✐té❡s✳

✸✳✺ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s♦✈ Ḃ∞
−1,∞ ét❛✐t ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ♠♦✲

❞é❧✐s❡r ❧❡ ❜r✉✐t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s ❝♦♥t♦✉r✲
❧❡ts ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹ ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❡t ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ✭✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡s ❡s♣❛❝❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❡t ❞✉r s✉r
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❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❆✉❥♦❧✲❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t✱

F JG3
λ,µ,δ(u, v, w) = J(u)+J∗

(
v

µ

)
+J∗

CT

(w
δ

)
+(2λ)−1‖f−u−v−w‖2

L2 ✭✸✳✹✷✮

♦ù J∗
CT (f) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s CT1 ✭♦ù

CTδ =
{
f/‖f‖CT∞

−1,∞
6 δ
}
✱ ✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡

♥♦r♠❡✮✳

J∗
CT (f) =

{
0 s✐ f ∈ CT1

+∞ s✐♥♦♥
✭✸✳✹✸✮

▲❡ tr✐♣❧❡t (û, v̂, ŵ) ♠✐♥✐♠✐s❛♥t F JG3
λ,µ,δ(u, v, w) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ❙♦✐❡♥t u ∈ BV ✱ v ∈ Gµ✱ w ∈ CTδ r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ t❡①t✉r❡ ❡t ❜r✉✐t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ×CTδ

inf F JG3
λ,µ,δ(u, v, w) ✭✸✳✹✹✮

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

û = f − v̂ − ŵ − PGλ
(f − v̂ − ŵ)

v̂ = PGµ (f − û− ŵ)

ŵ = f − û− v̂ − CST (f − û− v̂; δ)

♦ù PGλ
❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮

❡t CST (f, δ) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉r❧❡t ❞❡ f − u− v✳

Pr❡✉✈❡✿

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ û, v̂ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ŵ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r F JG3

λ,µ,δ(u, v, w) ♣❛r r❛♣♣♦rt à w✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à
tr♦✉✈❡r w s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭♦♥ ♣♦s❡ g = f − u− v✮

ŵ = arg
w∈CTδ

min
{
‖g − w‖2

L2

}
✭✸✳✹✺✮
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♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r s♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ✿ ŵ = g− ĥ t❡❧ q✉❡

ĥ = arg
h∈CT 1

1,1

min
{

2δ‖h‖CT 1
1,1

+ ‖g − h‖2
L2

}
✭✸✳✹✻✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬✷✶❪✱ ♥♦✲
t♦♥s (cj,k,n)j∈Z,06k62(lj),n∈Z2 ❡t (dj,k,n)j∈Z,06k62(lj),n∈Z2 ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐ss✉s

❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ g ❡t h✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s
❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢r❛♠❡ ❛❥✉sté❡ ❞❡ ❜♦r♥❡ é❣❛❧❡ à 1✱ ♦♥ ❛ ✭♦♥ ♥♦t❡r❛
Ω = Z × J0, 2(lj)K × Z

2✮

‖g‖2
L2

=
∑

(j,k,n)∈Ω

|cj,k,n|2 ✭✸✳✹✼✮

❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ✸✳✹✻ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡
∑

(j,k,n)∈Ω

|cj,k,n − dj,k,n|2 + 2δ
∑

(j,k,n)∈Ω

|dj,k,n| ✭✸✳✹✽✮

❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✓❝♦❡✣❝✐❡♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥t✔

|cj,k,n − dj,k,n|2 + 2δ|dj,k,n| ✭✸✳✹✾✮

❖r ❞❛♥s ❬✷✶❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞♦✉① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj,k,n) ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ é❣❛❧ à δ✳

❉♦♥❝ ĥ = CST (g, δ)✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ♣❛r ❞✉❛❧✐té q✉❡ ŵ = g−CST (g, δ)✱ s♦✐t

ŵ = f − û− v̂ − CST (f − û− v̂, δ) ✭✸✳✺✵✮

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

■

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧
❡t ❛❧✳ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡
♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✳

❊t❛♣❡ ✶ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ u0 = v0 = w0 = 0
❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ wn+1 = f − u− v − CST (f − u− v, 2δ)
❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ vn+1 = PGµ(f − un − wn+1)
❊t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ un+1 = f − vn+1 − wn+1 − PGλ

(f − vn+1 − wn+1)
❊t❛♣❡ ✺ ✿ ❖♥ st♦♣♣❡r❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s✉r ❧✬❡r✲

r❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ✭max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 −wn|} 6 ǫ✮ ♦✉ ♣❛r ✉♥
❝r✐tèr❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡s❝r✐t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐t ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts s♦♥t ❡①♣♦sés ✜❣✉r❡
✸✳✾✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r❞s ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ u ❡t ❛✐♥s✐ ❛tté♥✉❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐✲
q✉❡ r❡st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡✳
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❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❏●✸ ✿ ❡♥ ❤❛✉t s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u ❀ ❡♥ ❜❛s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s v ❡t w ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✳

✸✳✻ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❈♦♠♠❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s F JG✱ FAC2 ❡t F JG3✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❡s ♠ê♠❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ t❡①t✉r❡s q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉q✉❡❧❧❡s
♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t σ = 20
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡s ❡rr❡✉rs t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❡♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ũ ♣✉✐s ❡♥tr❡ ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ṽ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❉❡
♣❧✉s ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♣r♦♣♦sé❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✱ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s w̃ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡✉① ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧✲
t❛ts ✈✐s✉❡❧s✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧✐stés ❝✐✲❛♣rès ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿
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❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦❜❥❡ts ❡t t❡①t✉r❡s ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ t❡st à ❞r♦✐t❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳

✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ F JG ✿ λ = 10✱ µ1 = 1000✱ µ2 = 100 ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
3 × 3 ♣✐①❡❧s✱

✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ FAC2 ✿ λ = 1✱ µ = 500 ❡t δ = 9.4 ✭κ = 0.2 ❡t σ = 20✮✱
✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ F JG3 ✿ λ = 1✱ µ = 500 ❡t δ = 23.5 ✭κ = 0.5 ❡t σ = 20✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡s t❡sts✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ F JG FAC2 F JG3

‖ũ− uref‖L2 ✼✾✷✳✽ ✽✼✸✳✺ ✾✽✹✳✻

‖ṽ − vref‖L2 ✶✽✹✹✳✾ ✷✽✸✷✳✹ ✶✺✾✽✳✻

‖γw − γwref
‖L2 ✹✷✸✳✷ ✹✷✸✳✺ ✷✺✺✳✸

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ▼❡s✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ u, v, w✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ F JG ❞♦♥♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✱ ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ t❡①t✉r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ F JG3 à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡st q✉❛♥t à
❡❧❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈✳ ▲✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ F JG3 ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❜r✉✐t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r ✉♥❡
q✉❛❧✐té ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ à ❧✬✐♥st❛r ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦❜✲
❥❡ts ✐ss✉❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s F JG ❡t F JG3 s♦♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
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❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ Pr❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
F JG✱ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ FAC2 ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ F JG3✳

✸✳✼ ❇✐❧❛♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ ❜r✉✐t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t s♦✐t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r
❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡
❜r✉✐t ✭♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ r❡♠♣❧❛✲
❝❡r ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ✈✉❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
❉❡s t❡sts ❢❛✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡s t❡①t✉r❡s ❡t ❞✉ ❜r✉✐t ❡①tr❛✐t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛✲
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t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❛❞❛♣❛t✐✈❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t❡①t✉r❡s✱
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♠❛✐s ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥ rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ❞❡✉①
❛✉tr❡s ét❛♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs✱ ❝❛r ✐❧s r❡s♣❡❝t❡♥t ♠✐❡✉① ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐té ❝♦♥t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❣r♦s ❡✛♦rt ❡♥ t❡r♠❡
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▼ê♠❡ s✐ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧✬✐❞é❡ ét❛✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡s✲
t❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❛ été ❛ss❡③ ♣❡✉ ❡①♣❧♦ré✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✈✉❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢
❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ r❛❞❛r ❡t ✐♠❛❣❡✉r ❧❛s❡r✳
❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐✱
❝♦✉♣❧é❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ♦✉
s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡✳

✹✳✶ ❉é❜r✉✐t❛❣❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ s♣❡❝❦❧❡

✹✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢✉t ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐s❡
❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u, v, w✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ s♣❡❝❦❧❡
❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❞✉ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❖♥ ❧❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❞✉ t②♣❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ♦✉ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❛s❡r✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❧✬❛❞❞✐t✐✈✐té f = u+ v q✉✐ ❡st ✐♥❛❞❛♣té❡ à ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u, v ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣❛r✐t❤♠❡✳ ❆❧♦rs f = uv ❞❡✈✐❡♥t ✿

log(f) = log(u) + log(v) ✭✹✳✶✮

✶✵✼
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❙✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

f̃ = log(f) ✭✹✳✷✮

ũ = log(u) ✭✹✳✸✮

ṽ = log(v) ✭✹✳✹✮

♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❞✐t✐❢

f̃ = ũ+ ṽ ✭✹✳✺✮

❘q ✿ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ r❛❥♦✉t❡r❛ ✶ à f ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ✵✳

■❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ũ ❡t ṽ ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞❡ ũ ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞é❜r✉✐té❡ u✳

✹✳✶✳✷ ❚❡sts ❡t rés✉❧t❛ts

P♦✉r t❡st❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ s✉r ❧❛✲
q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❜r✉✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ❣❛♠♠❛ ❛ été r❛❥♦✉té✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t②♣❡
❙❆❘ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❈◆❊❙✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✢❛s❤ ❧❛s❡r✳ ❈❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
♣r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✜❣✳✹✳✶✱ ✜❣✳✹✳✷ ❡t ✜❣✳✹✳✸✳

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ■♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❜r✉✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ●❛♠♠❛✳

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❙❆❘ ❡t ✐♠❛❣❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✹ ❡t ✹✳✺✮✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✻✱ ✹✳✼ ❡t ✹✳✽ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
▲✬✐♠❛❣❡ ❧❛s❡r ❞♦♥♥❡ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ❞❡ ♥✬êtr❡ q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❜r✉✐té❡ ♠❛✐s
❧❡s ✓❛rt❡❢❛❝ts✔ r❡st❛♥ts s♦♥t ❞ûs ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡
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❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ■♠❛❣❡ ❙❆❘ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

q✉✐ ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❧❛s❡r ✭❞✬♦ù ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ t❡①t✉r❡
s✉r✐♠♣♦sé❡ à ❧✬✐♠❛❣❡✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❜r✉✐té❡s ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❋r♦st ❡t ❑✉❛♥ ✭❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✬❡st ❢❛✐t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ ❝❡s ✜❧tr❡s ét❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❙❆❘✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ② ❛✈♦✐r ❛❝❝ès
❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❊◆❱■ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✜❧tr❡s ❡♥ ✹✳✶✳✶ ❡t ✹✳✶✳✷✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❡t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❙❆❘✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❋r♦st ❡st ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❛❞❛♣t❛t✐❢ q✉✐
r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥✈♦❧✉❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ f ♣❛r ✉♥ ♠❛sq✉❡ m ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✳
▲❡ ♠❛sq✉❡ m ❡st ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

m(t) = exp (−KCf (t0)|t|) ♦ù Cf (t0) =
σf (t0)

f̄(t0)
✭✹✳✻✮

♦ù t0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ |t| ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡t t0✱ K ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ✜❧tr❡✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés σf (t0) ❡t
f̄(t0) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ f s✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑✉❛♥ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ▼▼❙❊ ✭▼✐♥✐♠✉♠
▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st✐♠é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
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❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ■♠❛❣❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❛s❡r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧✐♥❞é✳

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ■♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ■♠❛❣❡ ❙❆❘ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ■♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞é❜r✉✐té❡ ✭µ = 500✱ λ = 0.5✱ ✺✵ ✐tér❛t✐♦♥s✮✳

♣❛r

f̂ = f̄ +
σ2(f − f̄)

σ2 + (f̄2 + σ2)/L
♦ù σ2 =

Lσ2
f − f̄2

L+ 1
✭✹✳✼✮

♦ù f̄ ❡t σf r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
f ❡st✐♠és s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ❡t ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♣✐①❡❧ à tr❛✐t❡r✱
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ L ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ✭♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❜r✉✐t✮✴✭é❝❛rt✲t②♣❡ ❞✉ ❜r✉✐t✮✳ ❈❡
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❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ■♠❛❣❡ ❙❆❘ ❞é❜r✉✐té❡ ✭µ = 500✱ λ = 0.1✱ ✺✵ ✐tér❛t✐♦♥s✮✳

♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ❢♦✉r♥✐t ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♦✉ êtr❡ ❡st✐♠é ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡✳

❙✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs
q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❑✉❛♥ ❡t ❋r♦st✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡ rés✉❧t❛t
❡st à ♥✉❛♥❝❡r ❝❛r s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r❛ît ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐❡✉①
❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡s♣❡❝tés ❝❡ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ❣é♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉①
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ■♠❛❣❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❛s❡r ❜❧✐♥❞é ❞é❜r✉✐té❡ ✭µ = 100✱ λ = 1✱ ✺✵ ✐tér❛t✐♦♥s✮✳
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❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ❋✐❧tr❛❣❡ ❙❆❘ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ Pr❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ✿ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ❋r♦st ✭♠❛sq✉❡
❞❡ ✶✺ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧❛r❣❡✮✱ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ❋r♦st ✭♠❛sq✉❡ ❞❡ ✶✶ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧❛r❣❡✮✱ ❞❡✉①✐è♠❡
❧✐❣♥❡ ✿ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑✉❛♥ ✭♠❛sq✉❡ ❞❡ ✼ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧❛r❣❡✮✱ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑✉❛♥ ✭♠❛sq✉❡
❞❡ ✼ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧❛r❣❡✮✳
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✹✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t
✓❞✬✐♥t❡♥s✐✜❡r✔ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞✉ t②♣❡ ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛
tr♦✉✈é ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡st✐♥é à s♦✉❧❛❣❡r ❧❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ✐♥t❡r♣rèt❡s ✐♠❛❣❡s ❝❤❛r❣és ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs s✉r ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❛ér✐❡♥♥❡s ♦✉ s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠❛❧❣ré ❝❡rt❛✐♥❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs✱ ❝❡✉①✲❝✐ s❡ ❝❤❛r❣❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♠❛❣❡s à tr❛✐t❡r
ét❛♥t ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬♦✉t✐❧s ❞✬❛✐❞❡ s❡♠✐✲
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ré❡❧✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣r♦♣♦sé s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ✿

✕ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡①❛❝❡r❜❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❧♦♥❣✐✲
❧✐❣♥❡s✱

✕ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧❛ ●❡st❛❧t✱

✕ ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✲
t❡❝té ❡st ✓tr❛♥s❢♦r♠é✔ ❡♥ ❝♦✉r❜❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ s♥❛❦❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é✲
t❡❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ré❡❧✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✹✳✷✳✶ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ ✦

▲♦rs ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ u + v✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é
❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥
❞❡ ❝❤❡♠✐♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ r♦✉❧❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
t❡①t✉r❡ ✭❝❢✳ ✐♠❛❣❡ ❞✉ ❜❛s✮✳

❆✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡♠❜❧❡ étr❛♥❣❡ ❝❛r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡s♣r✐t ✉♥❡
r♦✉t❡ ❡st ♣❧✉tôt ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✓♦❜❥❡t✔ ✜♥ ❡t ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ r♦✉t❡ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ♣❡✉ ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ à r❡tr♦✉✈❡r
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ♣♦✉rt❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ♥♦r♠❛❧
q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦❜❥❡t ❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❈♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶ ❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ EN ❞é✜♥✐ ♣❛r

EN = [0, 1] × [0, N ] ✭✹✳✽✮

q✉❛♥❞ N ❡st ❣r❛♥❞ f ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ✉♥❡ r♦✉t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

‖f‖G ∈
[(

2 +
2

N

)−1

,
1

2

]
✭✹✳✾✮

Pr❡✉✈❡✿

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

θ(t) =





t− 1
2 s✐ 0 < t < 1

1
2 s✐ t > 1

−1
2 s✐ t 6 0

✭✹✳✶✵✮
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❛❧♦rs

f = χEN
=

∂

∂x1

(
θ(x1)χ[0,N ](x2)

)
✭✹✳✶✶✮

♦♥ ❛ ❛❧♦rs ∥∥θ(x1)χ[0,N ](x2)
∥∥
L∞

=
1

2
✭✹✳✶✷✮

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡

‖f‖G‖f‖BV >

∫
f2(x)dx = |EN | ✭✹✳✶✸✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

‖f‖G >
N

2N + 2
✭✹✳✶✹✮

❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

■

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡tt❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❛ér✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❡st ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡r❛ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞é✲
t❡❝t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s✳

✹✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳

Pr✐♥❝✐♣❡

❆✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t
êtr❡ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡
♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦❜❥❡t ❡st ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ●❡st❛❧t✳ ❉❛♥s ❧❡s
♣❛❣❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡ ❡♥ r❡♣r❡♥♥❛♥t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✷✻❪✱❬✷✼❪✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦t③ ✿ ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t✶ s❡r❛ ❞✬❛✉✲
t❛♥t ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ q✉✬✐❧ ❛✉r❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✉♥
é✈è♥❡♠❡♥t ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ très ❢❛✐❜❧❡ s❡r❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✐ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît✮✳

✶❯♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ êtr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭✓x

♣♦✐♥ts s♦♥t ❛❧✐❣♥és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l✔✮✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ■♠❛❣❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ✭❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡ BV ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✱ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡ ❡♥ ❜❛s✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t✱
♦♥ ♣ré❢èr❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❢❛✐❜❧❡s ✭✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✿ s♦✐t C ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t✱ P(C) 6

E(C)✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣t❛❣❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é✈è♥❡♠❡♥ts✮✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥t ǫ✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✭❊✈è♥❡♠❡♥t ǫ✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✮
◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ǫ✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✐ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ǫ ✭s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✮✳

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t Ei ❛②❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ p✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s k é✈è♥❡♠❡♥ts ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s
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n ♦❜s❡r✈és ❡st

B(n, k, p) =

n∑

i=k

(
l
k

)
pi(1 − p)n−i ✭✹✳✶✺✮

✭⇔ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥ô♠✐❛❧❡✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❛✉ss❡s ❆❧❛r♠❡s ✭NFA✮
✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ❛rr✐✈❛♥t ♣❛r ❤❛s❛r❞✮ ✿

NFA = NconfB(n, k, p) ✭✹✳✶✻✮

♦ù Nconf ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉✬✉♥
é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ǫ✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✐ NFA 6 ǫ✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t
❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é✜♥✐r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
❙♦✐t v ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × N à ❛♥❛❧②s❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞é✜♥✐r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t

dir(i, j) =
1

‖−→D‖
−→
D ✭✹✳✶✼✮

♦ù

−→
D =

1

2

(
−[v(i, j + 1) + v(i+ 1, j + 1)] + [v(i, j) + v(i+ 1, j)]
[v(i+ 1, j) + v(i+ 1, j + 1)] − [v(i, j) + v(i, j + 1)]

)
✭✹✳✶✽✮

♦♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts X ❡t Y ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
p = 1

n ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t 2 < n 6 16✮ s✐

Angle(dir(X), dir(Y )) 6
2π

n
✭✹✳✶✾✮

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r♣rét❡r p ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❛✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❙♦✐t A ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣♦✐♥ts x1, ..., xl✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Xi

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡

Xi =

{
1 s✐ ❧❡ ♣✐①❡❧ xi ❡st ❛❧✐❣♥é ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ A✳

0 s✐♥♦♥
✭✹✳✷✵✮

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi s♦♥t ❛❧♦rs ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

P [Xi = 1] = p ❡t P [Xi = 0] = 1 − p ✭✹✳✷✶✮
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❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts xi ❛②❛♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r

Sl = X1 +X2 + . . .+Xl ✭✹✳✷✷✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s Xi✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Sl ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐♥ô♠✐❛❧❡

P [Sl = k] =

(
l
k

)
pk(1 − p)l−k ✭✹✳✷✸✮

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❞♦♥♥é ❡st
ǫ−s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♦✉ ♥♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦t♦♥s m(l) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ♦r✐❡♥tés ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✭q✉❡
❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ×N✮✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

lmax∑

l=1

m(l) ≈ N4 ✭✹✳✷✹✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✓s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✔ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣♦s✐t✐✈❡s ♥♦té❡s w(l, ǫ,N)✱ ♣♦✉r 1 6 l 6 lmax t❡❧❧❡ q✉❡

lmax∑

l=1

w(l, ǫ,N)m(l) 6 ǫ ✭✹✳✷✺✮

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷✻✱ ✷✼❪ ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t
ǫ✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ❯♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❡st ǫ✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
N × N s✐ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s k(l) ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧✐❣♥é❡ ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ k(l) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

k(l) = min{k ∈ N,P[Sl > k] 6 w(l, ǫ,N)} ✭✹✳✷✻✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡✱
♣♦✉r 1 6 i 6 N4✱ ei ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ✓❧❡ i✲è♠❡ s❡❣♠❡♥t ❡st ǫ✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✔ ❡t χei

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ei ❛❧♦rs ♦♥ ❛

P[χei
= 1] = P[Sli > k(li)], li = ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ i✲è♠❡ s❡❣♠❡♥t ✭✹✳✷✼✮

❙♦✐t R ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡s
é✈è♥❡♠❡♥ts ei ❛♣♣❛r❛îss❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ R =
χe1 + χe2 + . . .+ χe

N4 ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞♦♥♥❡

E(R) = E(χe1) + E(χe2) + . . .+ E(χe
N4 ) =

lmax∑

l=1

m(l)P[Sl > k(l)] ✭✹✳✷✽✮
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❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ R q✉❡ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P[Sl > k(l)] ✭❝❡tt❡ ❧♦✐ ♥✬ét❛♥t ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡ à
❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ei ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✮✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✹✳✷✻ ❡t ✹✳✷✺✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

E(R) 6

lmax∑

l=1

w(l, ǫ,N)m(l) 6 ǫ ✭✹✳✷✾✮

■❧ r❡st❡ à ❞✐s❝✉t❡r ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ w(l, ǫ,N)✳ ❉❛♥s
❬✷✻✱ ✷✼❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
l ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × N ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ N3 ❞♦♥❝ m(l) ≈ N3✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡
w(l, ǫ,N) = ǫ

N3 ✳ ❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❞❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ s❡❣♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ré♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❝❡
q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ✿

∀l > 1 w(l, ǫ,N) =
ǫ

N4
✭✹✳✸✵✮

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ǫ−s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✺ ❯♥ s❡❣♠❡♥t A ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❡st ǫ−s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡
✐♠❛❣❡ N ×N s✐ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s k(l) ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧✐❣♥é❡
❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t A✱ ♦ù k(l) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

k(l) = min{k ∈ N,P[Sl > k] 6
ǫ

N4
} ✭✹✳✸✶✮

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❛✉ss❡s ❆❧❛r♠❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻ ❙♦✐t A ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l0 ❝♦♠♣♦sé ❞❡ k0 ♣♦✐♥ts
❛②❛♥t ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧✐❣♥é❡ s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ A✳ ▲❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❛✉ss❡s ❆❧❛r♠❡s
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

NFA(l0, k0) = N4
P[Sl0 > k0] = N4

l0∑

k=k0

(
l0
k

)
pk(1 − p)l0−k ✭✹✳✸✷✮

❉❛♥s ❬✷✻✱ ✷✼❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✼ ❙♦✐t A = (l0, k0) ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❛❧♦rs NFA(A) ❡st ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ǫ t❡❧ q✉❡ A s♦✐t ǫ−s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷✻✱ ✷✼❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥ ♠ê♠❡
é✈è♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞ét❡❝t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥
♠ê♠❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♦♥ ❛✉r❛ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❣♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉r
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱✳✳✳✮ ❧❛ ❝❛✉s❡ ét❛♥t ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ❞❛♥s
❧❡s ✐♠❛❣❡s ✭❞û❡ ❛✉ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✮✳ ❖r ❞❡s ét✉❞❡s ♣s②❝❤♦✈✐s✉❡❧❧❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ ❝♦rr✐❣❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉✲
s✐♦♥ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥✮ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ♦❜✲
t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ●❡st❛❧t✳ ❆❧♦rs ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t x ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé
à ❛♣♣❛rt❡♥✐r à A ❡t B s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❉♦♥❝ x ∈ A ♦✉ x ∈ B✳

❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✾ ✭❙❡❣♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧✮ ❯♥ s❡❣♠❡♥t A ❡st ❞✐t ♠❛①✐♠❛❧ s✐

✶✳ ■❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s s❡❣♠❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s

⇔ ∀B ⊂ A,NFA(B) > NFA(A) ✭✹✳✸✸✮

✷✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ s❡❣♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢

⇔ ∀B ⊃ A,NFA(B) > NFA(A) ✭✹✳✸✹✮

❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❡st ♠❛①✐♠❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✐ ✐❧ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳

▲❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ à ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ A ♦♥t ❧❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧✐❣♥é❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ A✱
✕ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ A ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧✐✲
❣♥é❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ A✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t

✶✳ ❖♥ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ L ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I s✉r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t
♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧✐❣♥é ♣ré❝é❞é ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ♥♦♥✲❛❧✐❣♥é ❡t ✜♥✐ss❛♥t ♣❛r ✉♥
♣♦✐♥t ❛❧✐❣♥é s✉✐✈✐t ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ♥♦♥ ❛❧✐❣♥é✳

✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s (I, J) ✭♦ù I, J ∈ L✮ t❡❧❧❡s q✉❡ I ⊂ J ✳ ❙✐
J ❡st ♣❧✉s ♦✉ ❛✉t❛♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ q✉❡ I ❛❧♦rs ♦♥ r❡t✐r❡ I ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳

✸✳ ❖♥ r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✶ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❧✉s ❞❡ ♣❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉① s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡✳ ❖♥
❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
t♦✉s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉① s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

▲❡s ✐♠❛❣❡s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♦♣t✐q✉❡ s✉r ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❞❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ✭ ❝©❈◆❊❙✲❉●❆✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡✲
♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①tr❛✐t ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❡✉ ❞❡ r♦✉t❡s ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
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✭300× 300✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r
❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞♦♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❧✉s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛♥✐✲
♣✉❧é❡s✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ t②♣❡
❛❣r✐❝♦❧❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ t②♣❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ❡t ✉♥❡
③♦♥❡ ❞❡ t②♣❡ ✉r❜❛✐♥❡ ✭✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❡t ✹✳✶✹✮✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥té❡s
✐❝✐ ♦♥t été r❡t♦✉❝❤é❡s ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡✉r ❝♦♥tr❛st❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡
✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✕ ■♠❛❣❡tt❡ ❞❡ t❡st

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜r✉✐té❡s ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ FAUλ,µ (u, v) ✈✉❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✺✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛ ❝♦♥s✐sté t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ à ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣❛♠♠❡s
s✉✐✈❛♥t❡s µ ∈ [0.1; 5000] ❡t λ ∈ [0.1; 100] ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t
❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s ❛✉❣♠❡♥t❛✐❡♥t✳ P♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❝❡ t❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡tt❡
❞❡ t❡st✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✶✵✽✵ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡s
✜❣✉r❡s ✹✳✶✺✱ ✹✳✶✻ ❡t ✹✳✶✼ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐s
à ✈✐s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s✐ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ µ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♦❜s❡r✈❡r ♣♦✉r µ = 0.2 ✭❞♦♥❝ µ ❢❛✐❜❧❡✮ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✓❜r✉✐t✔ ♦ù ❧❡s r♦✉t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❡st❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡ ❝❛s µ = 5000 ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✲
✈❡r ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❡t q✉❡❧q✉❡s t❡①t✉r❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✬❡①♣❧✐q✉❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ G ❀ ❡♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡✱ ♣❧✉s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ét❛✐t ✓♦s✲
❝✐❧❧❛♥t✔✱ ♣❧✉s s❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ét❛✐t ❢❛✐❜❧❡✳ ❖r r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡
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❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✕ ❩♦♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ✰ ✉r❜❛✐♥
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❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r µ = 0.2 ❡t λ = 0.1✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r µ = 5000 ❡t λ = 0.1

❋✐❣✳ ✹✳✶✼ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r µ = 5000 ❡t λ = 90
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❧✬♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦r♠❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡①tr❛✐t❡ ❝♦♥t✐❡♥✲
❞r❛ ❡♥ ré❛❧✐té ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❜r✉✐té❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✜①❡ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r é❧❡✈é❡ ❞❡ µ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s t❡①t✉r❡s
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r✳

❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❛♠❡♥✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s très ♥❡tt❡♠❡♥t
q✉❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❥♦✉❡ s✉r ❧❡ ✓❧✐ss❛❣❡✔ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ BV ✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s λ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣❛rt✐❡ BV s❡r❛ ❧✐ssé❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡
❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s ♣❛r❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s✮ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝ r❡❥❡té ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣♦✉r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✈✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❝❡s
♣❛r❝❡❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❡❧❧❡s✲❛✉ss✐ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ rés❡❛✉ r♦✉✲
t✐❡r✳ ◆♦✉s r✐sq✉♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡
❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s✳

❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳
◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s t❡①t✉r❡s ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ Pr❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ✿ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r
❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ✭❛✉❝✉♥ s❡❣♠❡♥t
❞ét❡❝té✮✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ét❛♥t tr♦♣ ❜r✉✐té❡✱ ❛✉❝✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞ét❡❝tés s✉r ❧❡s ❞❡✉①
❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s t❡①t✉r❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r λ = 0.1✱ à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r λ =
90✮✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✶✻ ✭✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t✮✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ✶✾✷ ✭❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠❡♥t
✜♥❡✮✱ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ é❣❛❧❡ à ✷
✭✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t✮ ❡t ǫ = 10−15 ✭❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❛ été r❡t❡♥✉❡ ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s
❡ss❛✐s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❛✐t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s✱ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✮✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡
à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛tt❡♥❞❛✐t✱ ❧❡s r♦✉t❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞ét❡❝té❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù λ = 90✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡❝t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦r❞s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦♥♦♥❝és
❞❡s ♣❛r❝❡❧❧❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❡st ❞♦♥❝
✈✐❛❜❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t❡st ❀ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❧❡ t❡st❡r s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❡t ✹✳✶✹✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ❧❛
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µ ❡t λ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛✉① à ✺✵✵✵ ❡t ✵✳✷✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
t❡①t✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✾ ❡t ✹✳✷✵ ✭❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❛ été r❡t♦✉❝❤é❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és s✉r
❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✷✶ ❡t ✹✳✷✷✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣ré✲
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❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✕ ❙❡❣♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣♦✉r µ = 5000✱ λ = 0.1 à ❣❛✉❝❤❡ ❡t λ = 90 à
❞r♦✐t❡✳

❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✽✱ ✶✾✷ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ é❣❛❧❡ à ✷ ❡t ǫ = 10−12 ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ❀ ✉♥❡ ♣ré✲
❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✶✷✱ ✶✾✷ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ é❣❛❧❡ à ✷ ❡t ǫ = 10−6 ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❡①tr❛✐t ❤♦r♠✐s q✉❛♥❞
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦✉r❜é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❧♦♥❣s✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ r♦✉t❡ ❛②❛♥t ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥♦♥
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts✳
❆✜♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ǫ✮ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡❝t❡ ❜✐❡♥ ❞❡s
s❡❣♠❡♥ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❜♦r❞s ❞❡ ♣❛r❝❡❧❧❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✭✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st à
❢❛✐r❡ ❡♥tr❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❢❛✉ss❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s✮✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡
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❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ❡t ✉r❜❛✐♥❡
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❋✐❣✳ ✹✳✷✶ ✕ ❙❡❣♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡
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❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✕ ❙❡❣♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ❡t ✉r❜❛✐♥❡
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❋✉s✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❣♠❡♥ts ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
q✉❡❧q✉❡s rè❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❞❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✸✳

❈❡s rè❣❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ s✉r✲❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à ❛✣♥❡r ❧❛ ❣é♦♠é✲
tr✐❡ ❞❡s r♦✉t❡s ❡①tr❛✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ s♥❛❦❡✳

✹✳✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ré❡❧❧❡

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ♣♦rt✐♦♥s ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s ❞✉ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❚♦✉✲
t❡❢♦✐s ❝❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ t♦✉t à ❢❛✐t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❛r s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✾ ❡t ✹✳✷✵✱ ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉✲
t✐❡r ♥✬❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝
❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ♥♦s s❡❣♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ❡♥ ❝♦✉r❜❡s ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡t
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ t②♣❡ s♥❛❦❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❜✉t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♦✉t✐❧
✐♥tér❛❝t✐❢ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥ s♣é❝✐❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé
s✉r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐t ❡st r❛♣♣❡❧é à
❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s ✭❞✬♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✮ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♣❛s
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✜①é✱

✕ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱
✕ r❡t♦✉❝❤❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✈✐❛ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✺ ✐❧❧✉str❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉✳ ▲❡s
✜❣✉r❡s ✹✳✷✻ ❡t ✹✳✷✼ q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
à ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ✹✳✶✸ ❡t ✹✳✶✹✳

✹✳✷✳✹ ❇✐❧❛♥

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts
❞♦♥♥❛✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs✳ ❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t ❛✜♥ ❞❡ ♣r✐✈✐✲
❧é❣✐❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❧♦♥❣✐❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧
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❙❡❣♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❘és✉❧t❛t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡✳ P♦✉r ❧❡ ❞ét❡❝✲
t❡r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡✉① ❡①tr❡♠✐tés
❞✉ s❡❣♠❡♥t ❡t ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡s ❞r♦✐t❡s✳ ▲❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❡st s✉♣✲
♣r✐♠é✳

❙❡❣♠❡♥ts ❞é❝❛❧és✳ ❘és✉❧t❛t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❖♥ ❞ét❡❝t❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❞é❝❛❧és ❞é❝r✐✈❛♥ts ❧❛ ♠ê♠❡ ❞r♦✐t❡ s♦✐t ❣râ❝❡
à ✉♥ ❜❛r②❝❡♥tr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ s♦✐t ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡✉① ❡①tr❡✲
♠✐tés ♦✉ ❛✉① ♣❡♥t❡s ❞❡s ❞r♦✐t❡s✳ ❖♥ ❢✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❡♥ ❧❡s
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❡✉r ré✉♥✐♦♥✳

❙✉❝❝❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ♣r♦❝❤❡s✳ ❘és✉❧t❛t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t✳

▲♦rsq✉❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❞é❝r✐✈❛♥ts ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞r♦✐t❡ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ❧❡s
❞ét❡❝t❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❡①tr❡♠✐tés ❡t ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡s ❞r♦✐t❡s✳ ▲❛
❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ ♠♦r❝❡❛✉ ♠❛♥q✉❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts✳

■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts✳ ❘és✉❧t❛t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é à rés♦✉❞r❡ ♠❛✐s ♥♦♥
à ❞ét❡❝t❡r ✿ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ f(x) = g(x) ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡s s❡❣♠❡♥ts s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t
à rés♦✉❞r❡✱ ❝❛r ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞é❝r✐✈❡♥t ✷ ❞r♦✐t❡s q✉✐ s♦♥t
✷ r♦✉t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ q✉✐ s❡ ❝r♦✐s❡♥t✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❡①tr❡♠✐tés✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❛s ❡st ❛ss❡③ ♣❡✉
❣éré ✭à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ✈r❛✐♠❡♥t sûr✮✱ ♦♥ ♣ré❢èr❡ ♥❡ ♣❛s ♠♦❞✐✜❡r t♦✉t
❞❡ s✉✐t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s✳ ❈❡ ❝❛s s❡r❛ ❣éré ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉ ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♥❛❦❡ q✉✐ ❢✉s✐♦♥♥❡r❛ ❧❡s ❞❡✉① s♥❛❦❡s rés✉❧t❛♥ts ❡♥ ✉♥
s❡✉❧✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✸ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts✳
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❋✐❣✳ ✹✳✷✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥
❞❡s s❡❣♠❡♥ts✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✺ ✕ ❘és❡❛✉ r♦✉t✐❡r ✜♥❛❧ ❞ét❡❝té ♣❛r ❝♦✉r❜❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳

s✉✣s❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ µ é❧❡✈é ✭❛✜♥ ❞❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s t❡①✲
t✉r❡s ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❜r✉✐t✮ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❢❛✐❜❧❡ ✭❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s
tr♦♣ ✓❧✐ss❡r✔ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❛✐♥s✐ r❡❥❡t❡r ❝❡rt❛✐♥s ❜♦r❞s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡ q✉✐
s❡r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳ ❉✉ ❝ôté ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ✷ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
à ❛✈♦✐r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐té✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✶✾✷
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥✈✐❡♥t t♦✉t à ❢❛✐t✳ ❘❡st❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ǫ✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡
❡♥tr❡ ✽ ❡t ✶✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts s✬é❝❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡t ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ǫ✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥❞✐✲
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❋✐❣✳ ✹✳✷✻ ✕ ❘♦✉t❡s ✜♥❛❧❡s ❞ét❡❝tés ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡

t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✈♦✉❧♦✐r ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s
❧♦♥❣s✳ P❧✉s ǫ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés s❡r♦♥t ❧♦♥❣s✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ à tr❛✐t❡r✱
t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s ♠♦♥tr❡♥t
q✉✬✐❧ ❡st r❛✐s♦♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r 10−15 6 ǫ 6 10−6✳

❙✐ ♥♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
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❋✐❣✳ ✹✳✷✼ ✕ ❘♦✉t❡s ✜♥❛❧❡s ❞ét❡❝tés ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ❡t ✉r❜❛✐♥❡

❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st très ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉①
ré❝❡♥ts ❞❡ ❈✳▲❛❝♦st❡ ❬✹✽❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧è✲
t❡♠❡♥t rés♦❧✉✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡q✉✐èr❡♥t
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✓♣rétr❛✐t❡♠❡♥t✔ ✈✐s❛♥t à ❡①❛❝❡r✲
❜❡r ❧❡ tr❛❝é ❞❡s r♦✉t❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✹✽❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦♥❝t✉❡❧s ♠❛rq✉és ✭❜❛sés s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ▼❛r✲
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❦♦✈✐❡♥♥❡✮ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✳ ▲✬❛s♣❡❝t
✐♥tér❡ss❛♥t ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❝❤♦s❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❡♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❜r✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✲
✈♦✐r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s rés❡❛✉① s✐♥✉❡✉①✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡
❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❬✹✽❪ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦tr❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
❛✉ss✐ ♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ✭❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①✲
t✉r❡✮✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❧✐♥é✐q✉❡s ✭❞ét❡❝t❡✉r ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡
❧❛ ●❡st❛❧t✮ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✓r❛✣♥❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✔ ♣❛r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡
❝♦♥t♦✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❛❝❝ès ❛✉① ✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐✲
sé❡s ♣❛r ❈✳▲❛❝♦st❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣✉ ♠❡♥❡r ✉♥❡ ré❡❧❧❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛ér✐❡♥♥❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r ✈✐✲
s✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❈✳▲❛❝♦st❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ r❛❞❛r✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ r❛❞❛r✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❥❡ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❥❡ s✉✐s ✐♠♣❧✐q✉é
à ❧❛ ❉●❆ ♥♦✉s ♦♥t ❢❛✐t ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐sté à
ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❨✳▼❡②❡r s✉✐✈✐s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❙✳❖s❤❡r ❡t ❛❧✳ ♣✉✐s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧
❡t ❛❧✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ s❛ ♣❛rt✐❡
✓♦❜❥❡ts✔✱ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s ✭BV ✮✱ s❛ ♣❛rt✐❡ t❡①t✉r❡s✱ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡
BV ✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s
❞✬✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ❧❡s t❡①t✉r❡s ❡t ❧❡ ❜r✉✐t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❏✳❋✳❆✉❥♦❧
❡t ❛❧✳ ♦♥t ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s✱ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♠♦❞✐✜é ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♥♦✉s ♦♥t ✐♥❝✐té à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✓❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✔✱
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❡ss♦r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ✈✐❛
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚❊❈❍◆❖❱■❙■❖◆✮✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✲
✈♦✐r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ét✉❞✐é❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡ ❜r✉✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❞❡ ❜r✉✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ✭❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❞✉ t②♣❡ r❛❞❛r ♦✉ ❛❝t✐✈❡ ❧❛s❡r✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
à q✉❡❧q✉❡s ✜❧tr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞✬❛✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❤♦t♦✲✐♥t❡r♣rêt❡s✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❡①tr❛✐r❡
❧❡s rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛ér✐❡♥♥❡s ♦✉ s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛
♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✓♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡✔ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

✶✸✾



✶✹✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ●❡st❛❧t✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❏✳▼✳▼♦r❡❧✳ P♦✉r ✜♥✐r ♥♦✉s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ❡♥
♠♦❞è❧❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❞✉ t②♣❡ ✓s♥❛❦❡✔✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très
s✐♠♣❧❡ ❡t s✉rt♦✉t très r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ s♥❛❦❡ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r
❞❡s ♠❡s✉r❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s✬♦✛r❡♥t à ❝❡s tr❛✈❛✉①✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❞✉ t②♣❡ ❛❞❞✐✲
t✐❢✱ ❤♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ r❛❞❛r ♦✉ ❛❝t✐✈❡ ❧❛s❡r ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
êtr❡ t❡♥tés ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f = (u+ v)w

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛✐t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✳ ❈❡❧✉✐ s❡r❛✐t ✓s✉♣❡r♣♦sé✔ à ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✿

f(t) = u+ v +m(t)

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡
❛❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❡t ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ❛t♠♦s♣❤é✲
r✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✓✈♦✐r✔ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞✬✐♠❛❣❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u + v
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t à ❧❛ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡ s❛♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡s t✉r❜✉❧❡♥❝❡s✳

❈❡ t②♣❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛②❛♥t r❡tr♦✉✈é ✉♥ r❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥✲
♥é❡s✱ ✐❧ r❡st❡ à ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✱ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ♣❛r
♦♥❞❡❧❡tt❡s✱. . .✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ✈❡♥❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❧✬❡s♣r✐t q✉❛♥t à
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ✿ q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❄ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡
❧❡s t❡①t✉r❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡ ❢❛✐t
❞✬❛✈♦✐r ❧❡s t❡①t✉r❡s s❡✉❧❡s ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ♣❧✉s✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡♥t❛♠és ❛✜♥
❞✬❡①♣❧♦r❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ✈♦✐❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s

✕ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✜❧tr❛❣❡ ❞❡
●❛❜♦r✱ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱. . .+ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✭♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❙❱▼✱. . .✮✮ s✉r ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①t✉r❡ ❡①tr❛✐t❡✱

✕ ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♦❜❥❡ts ❡t t❡①t✉r❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
✭✈♦✐r ❬✹❪ ♣♦✉r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧✮✱

✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❛❞❛♣té❡s
❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡①tr❛✐t❡s✳

❊♥✜♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞♦♠❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦rés ✿
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✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❞❛♣tés à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡①✲
t✉r❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s ✓st❛♥✲
❞❛r❞s✔ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♦❜❥❡ts✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été
❡①♣❧♦ré❡ ♣❛r ❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ❡t ❇✳▼❛t❡✐ ❬✼❪✮✱

✕ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s ✭❏✳❋✳❆✉❥♦❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ❬✻❪✮✱

✕ P♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥
❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ r❛❞❛r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ s❡r❛✐t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❡st ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s❡r✐♦♥s
❞❡s ✈ér✐tés t❡rr❛✐♥s ❛ss♦❝✐é❡s ✭❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥ ♣❤♦t♦✲✐♥t❡r♣rêt❡✮

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❡♥❝♦r❡s ❥❡✉♥❡s ❡t ♥✬♦♥t
♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♠♦♥tré t♦✉t ❧❡✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s
❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♦✉ ❢❡r♦♥t très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t ♣r♦✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❛ss✐♦♥♥❛♥ts tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳
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❆♥♥❡①❡ ❆

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ❬✷✵❪ ❆♥t♦♥✐♥ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳

❆✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡M×N ✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ X = R
M×N

❡t Y = X ×X✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✶ ❙♦✐t u ∈ X ❛❧♦rs ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐s❝r❡t ❞❡ u✱ ♥♦té ∇u ∈ Y =
X ×X ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

(∇u)i,j =
(
(∇u)1i,j , (∇u)2i,j

)
✭❆✳✶✮

❛✈❡❝ ∀i, j ∈ J0, . . . ,M − 1K × J0, . . . , N − 1K

(∇u)1i,j =




ui+1,j − ui,j s✐ i < M − 1

0 s✐ i = M − 1
✭❆✳✷✮

(∇u)2i,j =




ui,j+1 − ui,j s✐ j < N − 1

0 s✐ j = N − 1
✭❆✳✸✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✷ ❙♦✐t p ∈ Y (p = (p1, p2))✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐s❝rèt❡
❞✐✈ : Y → X t❡❧❧❡ q✉❡ ❞✐✈ = −∇⋆ ✭∇⋆ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ∇✮ ♣❛r ✿

(❞✐✈ p)i,j =





p1
i,j − p1

i−1,j s✐ 0 < i < M − 1

p1
i,j s✐ i = 0

−p1
i−1,j s✐ i = M − 1

+





p2
i,j − p2

i,j−1 s✐ 0 < j < N − 1

p2
i,j s✐ j = 0

−p2
i,j−1 s✐ j = N − 1

✭❆✳✹✮

✶✹✸
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❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✿ 〈−❞✐✈ p, u〉X = 〈p,∇u〉Y

❆✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿

J(u) =
∑

0<i<M−1
0<j<N−1

|(∇u)i,j | ✭❆✳✺✮

=
∑

0<i<M−1
0<j<N−1

√(
(∇u)1i,j

)2
+
(
(∇u)2i,j

)2
✭❆✳✻✮

❖r J ❡st ✉♥❡ ❢♦♥t✐♦♥ ✶✲❤♦♠♦❣è♥❡ ✭J(λu) = λJ(u)✮✱ s✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

J⋆(v) = sup
u

〈u, v〉X − J(u) ✭❆✳✼✮

❛✈❡❝
〈u, v〉X =

∑

i,j

ui,jvi,j ✭❆✳✽✮

♦ù J⋆ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é K ✿

J⋆(v) = χK(v) =

{
0 s✐ v ∈ K

+∞ s✐♥♦♥
✭❆✳✾✮

❘q ✿ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été J⋆⋆ = J ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭✈♦✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ BV ✮✱ ♦♥ ❛ ✿

K = G1 =
{
❞✐✈ ξ : ξ ∈ C1

c (Ω,R
2); |ξ(x)| 6 1,∀x ∈ Ω

}
✭❆✳✶✵✮

❛❧♦rs

J(u) = sup
ξ

{∫

Ω
u(x)❞✐✈ ξ(x)dx : ξ ∈ C1

c (Ω,R
2); |ξ(x)| 6 1,∀x ∈ Ω

}

✭❆✳✶✶✮
♦r
∫
Ω u(x)❞✐✈ ξ(x)dx = 〈u, ❞✐✈ ξ〉X ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ✿

J(u) = sup
ξ

〈u, ❞✐✈ ξ〉X ✭❆✳✶✷✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ v = ❞✐✈ ξ✱

J(u) = sup
v∈K

〈u, v〉X ✭❆✳✶✸✮

❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❆♥t♦♥✐♥
❈❤❛♠❜♦❧❧❡ à ♠♦♥tré ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿



❆✳✸✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ✶✹✺

▲❡♠♠❡ ❆✳✷✳✶ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ❛ ✿

J(u) = sup
v∈G1

〈v, u〉 ✭❆✳✶✹✮

♦ù G1 = {❞✐✈ p; p ∈ Y ; |pi,j | 6 1} ✭❆✳✶✺✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✷ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r Y ✿ s♦✐❡♥t p ∈ Y, q ∈ Y
t❡❧ q✉❡ p =

(
p1, p2

)
❡t q =

(
q1, q2

)
❛❧♦rs

〈p, q〉Y =
∑

0<i<M−1
0<j<N−1

(p1
i,jq

1
i,j + p2

i,jq
2
i,j) ✭❆✳✶✻✮

❆✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡

min
u∈X

‖u− g‖2

2λ
+ J(u) ✭❆✳✶✼✮

❛✈❡❝ g ∈ X✱ λ > 0✱ ‖.‖ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ‖u‖2 = 〈u, u〉X ✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ à ❆✳✶✼ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

2(u− g)

2λ
+ ∂J(u) ∋ 0 ✭❆✳✶✽✮

⇐⇒ u− g + λ∂J(u) ∋ 0 ✭❆✳✶✾✮

♦ù ✐❝✐ ∂J ❡st ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ J ❞é✜♥✐ ♣❛r

w ∈ ∂J(u) ⇐⇒ J(v) > J(u) + 〈w, v − u〉X ∀v ✭❆✳✷✵✮

❛❧♦rs ❆✳✶✾ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t ❝♦♠♠❡

g − u

λ
∈ ∂J(u) ✭❆✳✷✶✮

⇐⇒ ∂J⋆
(
g − u

λ

)
∋ u ✭❆✳✷✷✮

⇐⇒ u

λ
∈ 1

λ
∂J⋆

(
g − u

λ

)
✭❆✳✷✸✮

⇐⇒ g

λ
∈ g − u

λ
+

1

λ
∂J⋆

(
g − u

λ

)
✭❆✳✷✹✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡

∥∥w −
( g
λ

)∥∥2

2
+

1

λ
J⋆(w) ✭❆✳✷✺✮
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♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ à ❆✳✷✺✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

w − g

λ
+

1

λ
∂J⋆(w) ∋ 0 ✭❆✳✷✻✮

⇐⇒ w +
1

λ
∂J⋆(w) ∋ g

λ
✭❆✳✷✼✮

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❣râ❝❡ à ❆✳✷✹ q✉❡

w =
g − u

λ
✭❆✳✷✽✮

❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡ ❆✳✷✺

❖r ❝♦♠♠❡ J⋆(w) = χG1(w) ❡t s✐ w = PG1

( g
λ

)
✭❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r

G1✮ ❛❧♦rs J
⋆(w) = 0 ❡t

∥∥w − g
λ

∥∥ ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❉♦♥❝

PG1

( g
λ

)
=
g − u

λ
✭❆✳✷✾✮

u = g − λPG1

( g
λ

)
✭❆✳✸✵✮

❖♥ ♥♦t❡ PGλ

( g
λ

)
= λPG1

( g
λ

)
✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

u = g − PGλ

( g
λ

)
✭❆✳✸✶✮

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r PGλ
(g)✳ ❆✳❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡

rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❝❛❧❝✉❧❡r PGλ
(g) ⇐⇒ min

p∈Y

{
‖λ❞✐✈ (p) − g‖2; |pi,j |2 6 1 ∀i, j

}
✭❆✳✸✷✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ αi,j > 0 ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❆✳✸✷ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥
❛✐t ∀i, j ✿

− (∇ (λ❞✐✈ (p) − g))i,j + αi,jpi,j = 0 ✭❆✳✸✸✮

❛✈❡❝

αi,j > 0 ❡t |pi,j | = 1 ✭❆✳✸✹✮

αi,j = 0 ❡t |pi,j | < 1. ✭❆✳✸✺✮

❖♥ ✈♦✐t ❛❧♦rs q✉❡ s✐ αi,j = 0✱ ❛❧♦rs (∇ (λ❞✐✈ (p) − g))i,j = 0 ❀ ❞♦♥❝ ❝❡ ❝❛s
♥✬❡st ♣❛s ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❉♦♥❝ ♣❛ss♦♥s ❛✉ ❝❛s αi,j 6= 0 ✿

αi,jpi,j = (∇ (❞✐✈ (p) − g))i,j ✭❆✳✸✻✮

⇒ |αi,j ||pi,j | =
∣∣∣(∇ (❞✐✈ (p) − g))i,j

∣∣∣ ✭❆✳✸✼✮
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♦r |αi,j | = αi,j ❝❛r αi,j > 0 ❡t |pi,j | = 1 ❞♦♥❝

αi,j =
∣∣∣(∇ (❞✐✈ (p) − g))i,j

∣∣∣ ✭❆✳✸✽✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❡❝ τ > 0 ❀ p0 = 0 ❀
n > 0

pn+1
i,j = pni,j + τ

[(
∇
(
❞✐✈ (pn) − g

λ

))

i,j
−
∣∣∣∣
(
∇
(
❞✐✈ (pn) − g

λ

))

i,j

∣∣∣∣ p
n+1
i,j

]

✭❆✳✸✾✮
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡

pn+1
i,j =

pni,j + τ
(
∇
(
❞✐✈ (pn) − g

λ

))
i,j

1 + τ
∣∣∣
(
∇
(
❞✐✈ (pn) − g

λ

))
i,j

∣∣∣
✭❆✳✹✵✮

❆♥t♦♥✐♥ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✸✳✶ ❙✐ τ < 1

8
❛❧♦rs λ❞✐✈ (pn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs PGλ

(g) q✉❛♥❞
n → +∞

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥
❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① n = 20 ❡st s✉✣s❛♥t à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✉❤❛✐té❡✳
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❆♥♥❡①❡ ❇

❙♥❛❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ❞❡s ❡✛♦rts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛
♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞éq✉❛t❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é✲
❢♦r♠❛❜❧❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s
❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♥t♦✉rs ❞été❝tés✳
❆♣rès ❛✈♦✐r r❛♣♣❡❧é ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ P✳❘é❢ré❣✐❡r
❬✷✹❪✱ ❬✷✸❪✱ ❬✸✽❪✱ ❬✻✻❪✱ ❜❛sé s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ❉●❆ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t
ét❛✐t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠❡s ❞❛♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡❧❛
♥♦✉s ❛ ♦❜❧✐❣é à ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦✉s
❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥
t❡♠♣s ré❡❧✳

❇✳✶ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞è❧❡s

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♥❛❦❡ s♦♥t ▼✳❑❛ss ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪✳ ❈❡❧❧❡✲
❝✐ à ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡ C✱ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r v(s) ♦ù s r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✱ ♣❡✉t s❡ ♠♦✉✈♦✐r ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✓❢♦r❝❡✔ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉①
♥÷✉❞s q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✶✮✳

❋✐❣✳ ❇✳✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♥❛❦❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧

✶✹✾
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▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r

E(❈) =

∫ b

a

(
α(s)

∥∥∥∥
∂v

∂s
(s)

∥∥∥∥
2

L2

+ β(s)

∥∥∥∥
∂2v

∂s2
(s)

∥∥∥∥
2

L2

− ‖∇I(v(s))‖2
L2

)
ds

✭❇✳✶✮
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ α(s) ❡t β(s) s♦♥t ♣r✐s ❝♦♥st❛♥ts✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✬❊✉❧❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿

−α∂
2v

∂s2
(s) + β

∂4v

∂s4
(s) = ∇P (v(s)) ✭❇✳✷✮

♦ù

P (v(s)) = f(v(s)) =
1

2
‖∇I(v(s))‖2

L2 ✭❇✳✸✮

r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞û❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❞✐✈❡rs ❝❤♦✐① s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s
♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❡ s♥❛❦❡ ✿ ❢♦r❝❡ ❜❛❧❧♦♥ ❬✷✺❪✱ ●r❛❞✐❡♥t ❱❡❝t❡✉r ❋❧♦✇ ❬✽✵❪✱. . .✮✳

❉❛♥s ❬✶✵❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❝❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t
s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢✳
■❧ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s ♣❛r
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ❬✼✹❪✱❬✼✺❪ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♠♠és ❇✲❙♥❛❦❡s
❬✶✸❪✱❬✻✽❪✱❬✶✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡s✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

❇✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡✈❡❧s❡t

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♠❛❥❡✉rs✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✐
♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✉t❛♥t ❞❡
❝♦✉r❜❡s q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts r❡❝❤❡r❝❤és ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❤❛❝✉♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ✭♣❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✮✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❛tt❛❝❤és à r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s
❡t s❡ s♦♥t ❞✐r✐❣és ✈❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❧❡✈❡❧s❡ts✳

❇✳✷✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧❡✈❡❧s❡ts

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲
❏❛❝♦❜✐

∂φ

∂t
+ [H(φ)]x = 0 ✭❇✳✹✮

♦ù H ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ φ✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳
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❈❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ C(p) ré❣✐❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉
t②♣❡ ✿





∂C(p,t)
∂t = F (κ)N

C(p, 0) = C0(p)
✭❇✳✺✮

♦ù κ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t N ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ rés♦✉t ❝❡ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ♦♥ ❡①❝❧✉t ❧❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ s❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s
✐♥st❛❜✐❧✐tés ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❧❡✈❡❧s❡ts ✿

❙♦✐t ϕ(x, y, t) : R
2 × [O, T ) → R ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐t❡ ❧❡✈❡❧s❡t✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ✿





C(p, 0) = {(x, y)/ϕ(x, y, 0) = 0}

C(p, t) = {(x, y)/ϕ(x, y, t) = 0}
✭❇✳✻✮

❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ C(p, t) = ϕ−1(0)✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t à ✉♥ ✐♥st❛♥t
❞♦♥♥é t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥✐❡ ♣❛r (x, y, z = ϕ(x, y, t)) ❞❛♥s R

3 ❛✈❡❝
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ z = 0 ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r C(p, t) ✭❈❢✳
❋✐❣✳❇✳✷✮✳
■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♠♣❧❛❝❡r C(p, t) ♣❛r ϕ(p, t) ❞❛♥s ❇✳✺✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ é❝r✐t ✿

ϕ(C(t), t) = 0 ✭❇✳✼✮

⇒ ∂ϕ

∂C(t)

∂C(t)

∂t
+
∂ϕ

∂t
= 0 ✭❇✳✽✮

♦r ♦♥ ❛ ✿
∂C(t)

∂t
= F (κ)N ✭❇✳✾✮

❡t
∂ϕ

∂C(t)
= ∇ϕ ✭❇✳✶✵✮

❡t ❧✬♦♥ ♣♦s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿
∂ϕ

∂t
= ϕt ✭❇✳✶✶✮

♦ù N ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ϕ

⇒ N = − ∇ϕ
|∇ϕ| ✭❇✳✶✷✮
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❋✐❣✳ ❇✳✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s❡t ♣❛r ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡✳

❉♦♥❝

ϕt = −〈∇ϕ, F (κ)N〉 = −F (κ)〈∇ϕ,− ∇ϕ
|∇ϕ| 〉 ✭❇✳✶✸✮

⇒ ϕt = F (κ)|∇ϕ| ✭❇✳✶✹✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ϕ ❡t à ❡♥ ♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ z = 0✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❡♥t✐èr❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡✳ ❉✐✈❡rs
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ✭❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣✱ ◆❛r✲
r♦✇ ❇❛♥❞ . . .✮ ❀ ✈♦✐r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿❬✶✾❪✱❬✹✷❪✱❬✻✶❪✱❬✺✾❪✱❬✻✷❪✱❬✻✵❪✱❬✺✼❪✱❬✻✾❪✳

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐❧ r❡st❡ à ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐✳

❇✳✷✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♥❛❦❡s

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❇✳✶ ✭♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé✮ ✿

E(C) =

∫ 1

0

(
α(p)

∥∥∥∥
∂C

∂p
(p)

∥∥∥∥
2

L2

+ β(p)

∥∥∥∥
∂2C

∂p2
(p)

∥∥∥∥
2

L2

− ‖∇I(C(p))‖2
L2

)
dp

✭❇✳✶✺✮

❖r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
∥∥∥∂2C
∂p2

(p)
∥∥∥

2

L2
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥❡

r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧❡ ❛✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ✿
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E(C) = α

∫ 1

0

∥∥∥∥
∂C

∂p
(p)

∥∥∥∥
2

L2

dp− β

∫ 1

0
‖∇I(C(p))‖2

L2 dp ✭❇✳✶✻✮

❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(x) ♠♦♥♦✲
t♦♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿

g : [0; +∞[→ R
+ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ g(0) = 1 ❡t lim

x→+∞
g(x) = 0 ✭❇✳✶✼✮

❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t β = 1 − α✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

E(C) = α

∫ 1

0

∥∥∥∥
∂C

∂p
(p)

∥∥∥∥
2

L2

dp− (1 − α)

∫ 1

0
g(‖∇I(C(p))‖L2)

2dp ✭❇✳✶✽✮

▼✐♥✐♠✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✿

E(C) =

∫
L(C)

0
g(‖∇I(C(s))‖L2)ds ✭❇✳✶✾✮

=

∫ 1

0
g(‖∇I(C(p))‖L2)

∥∥∥∥
∂C

∂p

∥∥∥∥
L2

dp ✭❇✳✷✵✮

♦ù ❧❡ t❡r♠❡ g(‖∇I(C(p))‖L2) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡r♠❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞û à ❧✬✐♠❛❣❡✱

❧❡ t❡r♠❡
∥∥∥∂C∂p

∥∥∥
L2

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t L(C) ❡st

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ à ❇✳✷✵ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉①
❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✿

∂C

∂t
= g(‖∇I‖L2)κN − (∇g(‖∇I‖L2) · N )N ✭❇✳✷✶✮

♦ù κ = div
(

∇I
‖∇I‖

L2

)
✭❝♦✉r❜✉r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✿

g(‖∇I‖L2) =
1

1 + ‖∇Î‖q
L2

✭❇✳✷✷✮

♦ù q ∈ {1; 2} ❡t Î ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ I ✜❧tré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

F (κ) = g(‖∇I‖L2)κ− (∇g(‖∇I‖L2) · N ) ✭❇✳✷✸✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂C

∂t
= F (κ)N ✭❇✳✷✹✮
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q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❇✳✺✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧❡✈❡❧s❡ts ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ❊❉P ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❡♥
♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❡✈❡❧s❡ts✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ✿

∂ϕ

∂t
= F (κ)|∇ϕ| ✭❇✳✷✺✮

■❧ r❡st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ z = 0 à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

❇✳✸ ❈♦♥t♦✉r ❆❝t✐❢ ❙t❛t✐st✐q✉❡ P♦❧②❣♦♥❛❧ ✭❈❆❙P✮

▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ P✳❘é❢ré❣✐❡r ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡
st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s
♣❛❣❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ✭♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✮
❞❡ ♣❛r❛♣❤r❛s❡r P✳❘é❢ré❣✐❡r ❛t ❛❧✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ s♥❛❦❡ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ st❛t✐st✐q✉❡ θ à ❡st✐♠❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ χ ✭❧✬✐♠❛❣❡✮✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❀
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿ P (χ | θ)✳
▲❡ s♥❛❦❡ ✜♥❛❧ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
✭▼❱✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s r❛❥♦✉t❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r θ ✭♣r✐♦r

∏
(θ)✮✱

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✬♦❜t❡♥❛♥t ❛❧♦rs ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭▼❆P✮✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ P (χ | θ) ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ Pµ(χ | θ) ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µ ✭♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡✮
s❡r♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ▼❱ ♦✉ ▼❆P
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t χ✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❡st✐♠❡r µ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❇❛②è✲
s✐❡♥♥❡ ▼❛r❣✐♥❛❧❡ ✭❇▼✮ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❀ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ❛❧♦rs
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❛r ▼❆P ♦✉ ❇▼ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r µ✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ s♦✐t ✉♥❡ s❝è♥❡ s = {si | i ∈ [1✱N ]}
❞❡ N ♣✐①❡❧s✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✉♥❡ s❝è♥❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ✿
❧✬♦❜❥❡t à s❡❣♠❡♥t❡r ❡t ❧❡ ❢♦♥❞✳ ▲❛ s❝è♥❡ s ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r

si = aiwi + bi(1 − wi) ✭❇✳✷✻✮

♦ù w ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✱ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✿

wi =

{
1 s✐ si ∈ ♦❜❥❡t

0 s✐♥♦♥
✭❇✳✷✼✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ✿

♦❜❥❡t ✿ Ωa = {i | wi = 1} ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ Na(w) ♣✐①❡❧s

❢♦♥❞ ✿ Ωb = {i | wi = 0} ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ Nb(w) ♣✐①❡❧s
✭❇✳✷✽✮
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▲❡s ✈❡❝t❡✉rs a ❡t b s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
pµa(ai) ❡t pµb(bi)✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
❡t ❞✉ ❢♦♥❞✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦♥t ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙■❘ ✭❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❘❡❣✐♦♥✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ pµa ❡t pµb ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐♥❛✐r❡ w✳ ❖♥ ✈♦✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r w ⇒ ▼❱✳

✷✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r w ⇒ ▼❆P ♦✉ ❇▼✳

❇✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡

❙♦✐t Hw ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ à ❧✬♦❜❥❡t ❀ ❧❛
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

L[s | Hw, µa, µb] = P (χa | µa)P (χb | µb) ✭❇✳✷✾✮

♦ù

P (χu | µu) =
∏

i∈Ωu

pµu(si) ❛✈❡❝ χu = {si | i ∈ Ωu} ✭❇✳✸✵✮

❋❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ pµa ❡t pµb ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
✭✈♦✐r ❬✷✸❪✮ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡❝r✐r❡ ✿

P (χu | µu) = g(T (χu) | µu)
∏

i∈Ωu

f(si) ✭❇✳✸✶✮

⇒ L[s | Hw, µa, µb] = g(T (χa) | µa)g(T (χb) | µb)
∏

i∈Ω

f(si) ✭❇✳✸✷✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

l(s | Hw) = lnG(T (χa)) + lnG(T (χb)) +
∑

i∈Ω

ln f(si) ✭❇✳✸✸✮

❘q ✿ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé ✐❝✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r µa ❡t µb✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt
∑

i∈Ω ln f(si) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ w✱ ♦♥ ♥❡ s✬❡♥ ♦❝❝✉♣❡r❛ ♣❧✉s
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
▼❛①✐♠✐s❡r ❇✳✸✸ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ♠✐♥✐♠✐s❡r

J(s | w) = − lnG(T (χa)) − lnG(T (χb)) ✭❇✳✸✹✮

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r w ✭❡t ❞♦♥❝ T (χa) ❡t T (χb)✮ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ J(s | w)

❘q ✿ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ J ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛♣♣❡❧é é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡r♥❡ ❞✉ s♥❛❦❡✳
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❇✳✸✳✷ ❈❛s ❣❛✉ss✐❡♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ q✉❡

pµu(x) =
1√

2πσu
exp

{ −1

2σ2
u

(x−mu)
2

}
✭❇✳✸✺✮

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝

µa = (ma, σa) ✭❇✳✸✻✮

µb = (mb, σb) ✭❇✳✸✼✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

l(s,w,ma, σa,mb, σb) = −Na(w) ln(
√

2πσa) −
1

2σ2
a

∑

i∈Ωa

(si −ma)

−Nb(w) ln(
√

2πσb) −
1

2σ2
b

∑

i∈Ωb

(si −mb)
✭❇✳✸✽✮

■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r ▼❱✱
❞♦♥❝ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

∂l(s,w,ma, σa,mb, σb)

∂mu
= 0 ✭❇✳✸✾✮

∂l(s,w,ma, σa,mb, σb)

∂σu
= 0 ✭❇✳✹✵✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

m̂a =
1

Na(w)

∑

i∈Ωa

si ✭❇✳✹✶✮

m̂b =
1

Nb(w)

∑

i∈Ωb

si ✭❇✳✹✷✮

σ̂2
a =

1

Na(w)

∑

i∈Ωa

(si − m̂a)
2 ✭❇✳✹✸✮

σ̂2
b =

1

Nb(w)

∑

i∈Ωb

(si − m̂b)
2 ✭❇✳✹✹✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

l(s,w,ma, σa,mb, σb) = −N
2

ln(2π)−N
2
−Na(w) ln[σ̂2

a(w)]−Nb(w) ln[σ̂2
b (w)]

✭❇✳✹✺✮
❉♦♥❝ ♠❛①✐♠✐s❡r ❇✳✹✺ ♣❛r r❛♣♣♦rt à w r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r

J(s,w) = Na(w) ln[σ̂2
a(w)] +Nb(w) ln[σ̂2

b (w)] ✭❇✳✹✻✮
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❇✳✸✳✸ ❈❛s ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✱ q✉❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ r❡✈✐❡♥t à
♠✐♥✐♠✐s❡r

J(s,w) = Na(w)H(θ̂a) +Nb(w)H(θ̂b) +Kl ✭❇✳✹✼✮

❛✈❡❝

❧♦✐ H(x) θ̂u
●❛✉ss✐❡♥ log(x) 1

Nu(w)

∑
i∈Ωu

s2i

−
{

1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

}2

●❛♠♠❛ log(x) 1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

❘❛②❧❡✐❣❤ log(x) 1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

s2i
❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ x log(x) + (1 − x) log(1 − x) 1

Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

P♦✐ss♦♥ −x log(x) 1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

❇✳✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❛ ✉t✐❧✐sé ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❢❛✐t t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❝r✐tèr❡✱ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♣❡✉t
❞❡✈❡♥✐r ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐t ✉♥ t✐r ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t✮ ❞✉ ♥÷✉❞ à tr❛✐t❡r ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t✐r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é✳
❖♥ ❛♠é❧✐♦r❡ très ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
sûr ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

❇✳✹ ❙♥❛❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st très ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❜r✉✐✲
té❡s ♦✉ ❞é❣r❛❞é❡s ❞❡ ♣❛rt ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❉●❆✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❛♠❡♥és à tr❛✐t❡r ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♠é❞✐♦❝r❡ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ✐♥❝✐té à ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❜✉t ét❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♠❛❣❡s ❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t✐♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s q✉❡ ♦✉✈❡rt❡s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❈❆❙P✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s✮✳
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❉❛♥s ❬✹✶❪ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ s♥❛❦❡ st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✐ t✐❡♥❞r❛✐t ❝♦♠♣t❡ ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ❞✉ ❝❛s ✓❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡✔ q✉❡ ❞✉ ❝❛s ✓❝♦✉r❜❡ ♦✉✈❡rt❡✔✳

P♦s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ C(s) ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢
✕ B ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
✕ p(C|B) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢

s♦✐t s✉r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
✕ p(B|C) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r s♦✐t ♣rés❡♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ s♥❛❦❡

❆❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s ♦♥ ❛ ✿

p(C|B) =
p(B|C)p(C)

p(B)
✭❇✳✹✽✮

♦ù p(B) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ q✉❛♥t✐té q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té p(C)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❝♦♠♠❡
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ s♦✐t ❞❡ t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ✭❝✬❡st ❣râ❝❡ à
❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❥♦✉❡r s✉r ❧❡ s♥❛❦❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢✮✳
■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ q✉❛♥t✐té p(B|C)✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐①
❡st ✈❡♥✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✿ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡♥ètr❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❞♦✐t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s p(B|C) ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ ♥÷✉❞ ♣❛r ♥÷✉❞✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ✭à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣rès✮✳ ❈❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❡st ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t ✭❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✉r ❧❡ s♥❛❦❡✮ ❀ ❝❡❧❛
r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à é❝r✐r❡ ✿

p(B|C) =
∏

i∈[0...N−1]

p(Ni|I) ✭❇✳✹✾✮

♦ù p(Ni|I) s❡r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✉ ♥÷✉❞ Ni ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✳❇✳✸✮ ❝❛r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥ r❡♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✮✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✲
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❋✐❣✳ ❇✳✸ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ s♥❛❦❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ❇✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ p(Ni|I)✱ ✭❜✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥✲
❞ér❛t✐♦♥✱ ✭❝✮ p(Ni|I) ré❣✉❧❛r✐sé❡✳

t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✿

P (w) = A exp{− 1

2ϕ2
Uin(w)} ✭❇✳✺✵✮

❛✈❡❝ Uin(w) =

Nn÷uds−1∑

i=0

d2
i ✭❇✳✺✶✮

♦✉ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❥♦✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ p(Ni|I) ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ q✉❡
❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✹ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❧❡s ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♥÷✉❞✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

R(x) =
1

|x− L|r ✭❇✳✺✷✮
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♦ù x r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2L✱ x = 0
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♥÷✉❞✱ r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳
❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡ s♥❛❦❡✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L ❝♦♥✈❡✲
♥❛❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ s✬❛❝❝r♦❝❤❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞és✐ré✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥
réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❀ ♦♥ ✜♥✐t ♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L ♣❧✉s r❡str❡✐♥t❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❛②❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❇✳✺ ❡t ❇✳✻ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s
❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❢❡r♠é❡s q✉❡ ♦✉✈❡rt❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ❇✳✺ ✕ ❙♥❛❦❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❢❡r♠é ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❛✮✱ rés✉❧t❛t
✭❜✮

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ très ❜♦♥ rés✉❧t❛ts ♠❛❧❣ré s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✳ ■❧ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
❧❡ très ❣r♦s ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡r très ♣❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✬êtr❡
très r❛♣✐❞❡ ✭q✉❡❧q✉❡s ♠✐❝r♦✲s❡❝♦♥❞❡s s✉r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠❡♥é❡s✮✳ ❙♦♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s✱ ❡st q✉✬✐❧ ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✐❧
❢❛✉❞r❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡s q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts r❡❝❤❡r❝❤és✮✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ❇✳✻ ✕ ❙♥❛❦❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉✈❡rt ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❛✮✱ rés✉❧t❛t
✭❜✮
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❏✳❋✳ ❆✉❥♦❧✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s
♣❛r ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❚❤ès❡
❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ✷✵✵✹✳

❬✷❪ ❏✳❋✳ ❆✉❥♦❧✱ ●✳ ❆✉❜❡rt✱ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✱ ❛♥❞ ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✳ ❉❡❝♦♠♣♦✲
s✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❡①t✉r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❘❛♣♣♦rt
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ✷✵✵✸✳

❬✸❪ ❏✳❋✳ ❆✉❥♦❧ ❛♥❞ ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✳ ❉✉❛❧ ♥♦r♠s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♠♦❞❡❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✸✭✶✮ ✿✽✺✕✶✵✹✱ ✷✵✵✺✳

❬✹❪ ❏✳❋✳ ❆✉❥♦❧ ❛♥❞ ❚✳ ❈❤❛♥✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡①t✉r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ à ♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❱✐s✉❛❧
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✻✳

❬✺❪ ❏✳❋✳ ❆✉❥♦❧✱ ●✳ ●✐❧❜♦❛✱ ❚✳ ❈❤❛♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❖s❤❡r✳ ❙tr✉❝t✉r❡✲t❡①t✉r❡ ✐♠❛❣❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✼✭✶✮ ✿✶✶✶✕✶✸✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✻❪ ❏✳❋✳ ❆✉❥♦❧ ❛♥❞ ❙✳❍✳ ❑❛♥❣✳ ❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥✳
à ♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✻✳

❬✼❪ ❏✳❋✳ ❆✉❥♦❧ ❛♥❞ ❇✳ ▼❛t❡✐✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❝♦♠♣❛❝t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♥❝❡♣ts ❢♦r ■♠❛❣✐♥❣ ❱✐s✐♦♥ ❙②s✲
t❡♠s ✭❆❈■❱❙✮✱ ✷✵✵✹✳

❬✽❪ ❆✳ ❆✈❡r❜✉❝❤✱ ❘✳❘✳ ❈♦✐❢♠❛♥✱ ❉✳▲✳ ❉♦♥♦❤♦✱ ▼✳ ■sr❛❡❧✐✱ ❛♥❞ ❏✳❲❛❧❞é♥✳
❋❛st s❧❛♥t st❛❝❦ ✿ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞
✇✐❝❤ ✐s r❛♣✐❞❧② ❝♦♠♣✉t✐❜❧❡✱ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❡①❛❝t✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢❛✐t❤❢✉❧❧
❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✶✳

❬✾❪ ❘✳❍✳ ❇❛♠❜❡r❣❡r ❛♥❞ ▼✳▲✳❚✳ ❙♠✐t❤✳ ❆ ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✹✵✭✹✮ ✿✽✽✷✕✽✾✸✱ ✶✾✾✷✳

❬✶✵❪ ▼✳❖✳ ❇❡r❣❡r✳ ▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ✿ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ■◆P ▲♦rr❛✐♥❡✱ ■◆❘■❆ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✶❪ ❍✳ ❇r❡s✐③✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❯◆❖❉✱ ✶✾✾✻✳
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❬✶✷❪ P✳ ❇r✐❣❣❡r✱ ❘✳ ❊♥❣❡❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❯♥s❡r✳ ❇✲s♣❧✐♥❡ s♥❛❦❡s ❛♥❞ ❛ ❏❆❱❆ ✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ✿ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ t♦♦❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t♦✉r ♦✉t❧✐♥✐♥❣✳ ♣❛❣❡s ✷✼✼✕✷✽✶✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭■❈■P✮✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✸❪ P✳ ❇r✐❣❣❡r✱ ❏✳ ❍♦❡❣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❯♥s❡r✳ ❇✲s♣❧✐♥❡ s♥❛❦❡s ✿ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ t♦♦❧
❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥t♦✉r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
✾✭✾✮ ✿✶✹✽✹✕✶✹✾✻✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✹❪ P✳❏✳ ❇✉rt ❛♥❞ ❊✳❍✳ ❆❞❡❧s♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♣②r❛♠✐❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✐♠❛❣❡
❝♦❞❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✸✶✭✹✮ ✿✺✸✷✕✺✹✵✱ ✶✾✽✸✳

❬✶✺❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès✳ ❘✐❞❣❡❧❡ts ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✻❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès ❛♥❞ ❉✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ❈✉r✈❡❧❡ts ✿ ❆ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥♦♥❛✲
❞❛♣t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❡❞❣❡s✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❉❡✲
♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✼❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès ❛♥❞ ❉✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✱ ♣❛rt ■ ✿
❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t s❡t✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢
❙t❛t✐st✐❝s✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✽❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès ❛♥❞ ❉✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✱ ♣❛rt ■■ ✿
❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❛♠❡s✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱
❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✾❪ ❱✳ ❈❛s❡❧❧❡s✱ ❘✳ ❑✐♠♠❡❧✱ ❛♥❞ ●✳ ❙❛♣✐r♦✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❉❛♥s
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭■❈❈❱✮✱ ♣❛❣❡s ✻✾✹✕✻✾✾✱
✶✾✾✺✳

❬✷✵❪ ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥✱ ✷✵✭✶✲✷✮ ✿✽✾✕✾✼✱
♠❛rs ✷✵✵✹✳

❬✷✶❪ ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ❘✳❆✳ ❉❡❱♦r❡✱ ◆✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❇✳❏✳ ▲✉❝✐❡r✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡❧❡t
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ r❡♠♦✈❛❧
t❤r♦✉❣❤ ✇❛✈❡❧❡t s❤r✐♥❦❛❣❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✼ ✿✸✶✾✕
✸✸✺✱ ✶✾✾✽✳

❬✷✷❪ ❈✳❍✳ ❈❤❡♥✱ ▲✳❋✳ P❛✉✱ ❛♥❞ P✳❙✳P✳ ❲❛♥❣✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣✲
♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✭✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✮✳ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱
✶✾✾✽✳

❬✷✸❪ ❈✳ ❈❤❡s♥❛✉❞✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥t♦✉r
❛❝t✐❢ ❡t ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ r❛♣✐❞❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❊◆❙P▼✱ ❯♥✐✈❡rs✐té
❞✬❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✹❪ ❈✳ ❈❤❡s♥❛✉❞✱ P✳ ❘é❢ré❣✐❡r✱ ❛♥❞ ❱✳ ❇♦✉❧❡t✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ s♥❛❦❡✲❜❛s❡❞
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s
♦♥ P❆▼■✱ ✷✶✭✶✶✮ ✿✶✶✹✺✕✶✶✺✼✱ ✶✾✾✾✳

❬✷✺❪ ▲✳❉✳ ❈♦❤❡♥✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❡t ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t❡ P❛r✐s ❱■ ✲ ❏✉ss✐❡✉✱
✶✾✾✵✳
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❬✷✻❪ ❆✳ ❉❡s♦❧♥❡✉①✱ ▲✳ ▼♦✐s❛♥✱ ❛♥❞ ❏✳✲▼✳ ▼♦r❡❧✳ ▼❛①✐♠❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❡✈❡♥ts
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❬✺✶❪ ❉✳P✳❑✳ ▲✉♥✱ ❚✳❈✳ ❍s✉♥❣✱ ❛♥❞ ❚✳❲✳ ❙❤❡♥✳ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
r❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳ P❛rt ■■ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✽✸ ✿✾✺✼✕✾✼✶✱
✷✵✵✸✳

❬✺✷❪ ❙✳ ▼❛❧❧❛t✳ ❯♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ◆✉♠❜❡r ■❙❇◆
✷✲✼✸✵✷✲✵✼✸✸✲✸✳ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✷✵✵✵✳

❬✺✸❪ ❍✳ ▼❛îtr❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❍❡r♠❡s ✲ ▲❛✈♦✐s✐❡r✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✹❪ ❨✳ ▼❡②❡r✳ ❖s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋✐❢t❡❡♥t❤ ❉❡❛♥ ❏❛❝q✉❡❧✐♥❡s ❇✳ ▲❡✇✐s
▼❡♠♦r✐❛❧ ▲❡❝t✉r❡s✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✶✳

❬✺✺❪ ❨✳ ▼❡②❡r✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦t❡s ❞✉
sé♠✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏❛❝q✉❡s✲▲♦✉✐s ▲✐♦♥s✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✻❪ ❨✳ ▼❡②❡r ❛♥❞ ❏✳ ●✐❧❧❡s✳ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❞❡ ▲✳❱❡s❡
❡t ❙✳❖s❤❡r✳ ❏♦✉r♥é❡s t❡①t✉r❡ ✲ ●❞❘ ■❙■❙✱ ✷✵✵✸✳
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❬✺✼❪ ❙✳ ❖s❤❡r ❛♥❞ ❘✳ ❋❡❞❦✐✇✳ ▲❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝✐t
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❬✺✽❪ ❙✳ ❖s❤❡r✱ ❆✳ ❙♦❧❡✱ ❛♥❞ ▲✳ ❱❡s❡✳ ■♠❛❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡H−1 ♥♦r♠✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ▼♦❞❡✲
❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❆ ❙■❆▼ ■♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✭✸✮ ✿✸✹✾✕✸✼✵✱
✷✵✵✷✳

❬✺✾❪ ◆✳ P❛r❛❣✐♦s✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞s ✿ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②
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❬✻✵❪ ◆✳ P❛r❛❣✐♦s ❛♥❞ ❘✳ ❉❡r✐❝❤❡✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞
t❡①t✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
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❬✻✶❪ ◆✳ P❛r❛❣✐♦s ❛♥❞ ❘✳ ❉❡r✐❝❤❡✳ ❯♥✐❢②✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❉❛♥s ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❈♦♠♣✉✲
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❬✻✷❪ ◆✳ P❛r❛❣✐♦s ❛♥❞ ❘✳ ❉❡r✐❝❤❡✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ s❡ts ❢♦r
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ♦♥ P❛tt❡r♥
❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✷✭✸✮ ✿✷✻✻✕✷✽✵✱ ✷✵✵✵✳

❬✻✸❪ ◆✳ P❛r❛❣✐♦s ❛♥❞ ❘✳ ❉❡r✐❝❤❡✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ s❡ts ❢♦r
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥s tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ♦♥ P❆▼■✱
✷✷✭✸✮✱ ✷✵✵✵✳

❬✻✹❪ ❉✳❉✳❨✳ P♦ ❛♥❞ ▼✳◆✳ ❉♦✳ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ à ♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✵✻✳

❬✻✺❪ ❆✳❉✳ P♦✉❧❛r✐❦❛s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛♥❞❜♦♦❦✱ s❡❝♦♥❞
❡❞✐t✐♦♥✳ ❈❘❈ Pr❡ss✱ ■❊❊❊ Pr❡ss✱ ✶✾✾✾✳

❬✻✻❪ ❖✳ ❘✉❝❤✳ ❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣❛r ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ st❛t✐st✐q✉❡ ✲
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♦♣tr♦♥✐q✉❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❊◆❙P▼✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✼❪ ▲✳ ❘✉❞✐♥✱ ❙✳ ❖s❤❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋❛t❡♠✐✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♥♦✐s❡
r❡♠♦✈❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ P❤②s✐❝❛ ❉✱ ✻✵ ✿✷✺✾✕✷✻✽✱ ✶✾✾✷✳

❬✻✽❪ ❉✳ ❘✉❡❝❦❡rt ❛♥❞ P✳ ❇✉r❣❡r✳ ❈♦♥t♦✉r ✜tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♣❧✐♥❡
♠♦❞❡❧✳ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s ✷✵✼✕✷✶✻✳ ❇r✐t✐s❤ ▼❛❝❤✐♥❡ ❱✐s✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱
✶✾✾✺✳

❬✻✾❪ ●✳ ❙❛♣✐r♦✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✶✳

❬✼✵❪ ❏✳▲✳ ❙t❛r❝❦✱ ❊✳ ❈❛♥❞ès✱ ❛♥❞ ❉✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r
✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✶✭✻✮ ✿✻✼✵✕✻✽✹✱ ✷✵✵✷✳

❬✼✶❪ ❏✳▲✳ ❙t❛r❝❦✱ ▼✳ ❊❧❛❞✱ ❛♥❞ ❉✳▲✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ■♠❛❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ s❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ t❡①t✉r❡ ❢r♦♠ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ s♠♦♦t❤ ❝♦♥t❡♥t✳ ❙P■❊ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
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❙✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✿ ❲❛✈❡❧❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ■♠❛❣❡
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❬✼✷❪ ❏✳▲✳ ❙t❛r❝❦✱ ❋✳ ▼✉rt❛❣❤✱ ❊✳ ❈❛♥❞❡s✱ ❛♥❞ ❉✳▲✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ●r❛② ❛♥❞ ❝♦❧♦r
✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳
■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✷✭✻✮ ✿✼✵✻✕✼✶✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✼✸❪ P✳ ❚♦❢t✳ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤ès❡ ❞❡
❉♦❝t♦r❛t✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❉❡♥♠❛r❦✱ ✶✾✾✻✳

❬✼✹❪ ▼✳ ❯♥s❡r✱ ❆✳ ❆❧❞r♦✉❜✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ❊❞❡♥✳ ❇✲s♣❧✐♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✿ P❛rt
■ ✲ t❤❡♦r②✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✹✶✭✷✮ ✿✽✷✶✕✽✸✸✱ ✶✾✾✸✳

❬✼✺❪ ▼✳ ❯♥s❡r✱ ❆✳ ❆❧❞r♦✉❜✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ❊❞❡♥✳ ❇✲s♣❧✐♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✿ P❛rt
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