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1. IntrodutionLes systèmes physiques hors équilibreLes notions de physique statistique de l'équilibre ne sont presque jamais appliablespour les systèmes physiques hors équilibre.Pour étudier es derniers, on distingue plusieurs approhes. Dans des as qui restentexeptionnels, il est possible de onstruire des modèles solubles exatement. Onpeut également utiliser des méthodes perturbatives (souvent de renormalisation).L'analyse dimensionnelle est déliate à utiliser mais plus faile à mettre en ÷uvre. Lasimulation numérique ab initio, quant à elle, reste oûteuse en alul. On peut aussiobtenir des équations issues de modèles ontinus et en faire la résolution numérique.Généralement, deux approhes omplémentaires sont possibles pour obtenir un mo-dèle ontinu. On peut partir des premiers prinipes de la Physique mirosopique.C'est une méthode déliate à mettre en ÷uvre ave laquelle des approximations dif-�iles à ontr�ler sont néessaires. On peut aussi s'appuyer sur des symétries, desonepts phénoménologiques, des lois de onservation. . .La notion de symétrie revêt une grande importane. En e�et, la plupart des loisfondamentales résultent des symétries introduites dans les théories (ainsi que deprinipes fondamentaux). La notion de symétrie est reliée à elle d'invariane (unsystème est dit posséder un groupe de symétries lorsqu'il est invariant sous l'en-semble des transformations du groupe). Ainsi les lois fondamentales traduisent desinvarianes par des groupes de transformations.Struturation spatialeLa struturation spatiale est un phénomène très répandu dans la Nature. Physique,Biologie ou enore Sienes de la terre sont des disiplines où les systèmes peuventspontanément développer une auto-organisation spatiale. Des exemples parmi beau-oup d'autres sont :� les réations himiques auto-atalytiques étudiées par Turing dès 1952 où laonentration des réatifs peut présenter une struturation spatiale pour ertainesvaleurs du paramètre étudié.� la onvetion de Rayleigh-Bénard (�uide hau�é par le bas) 11



� les instabilités de front séparant deux �uides omme l'instabilité de Rayleigh-Taylor, l'instabilité de Kelvin-Helmoltz (disontinuité tangentielle lorsqu'un �uideest en mouvement relatif par rapport à un autre le long de l'interfae)� la roissane dirigée quand un solide roît au pro�t d'un liquide ou d'un gaz saturé(omme dans le as de la neige)� les rides sur le sable du désert et sur les oéans� les motifs sur les orps de ertains animaux et des oquillages� des struturations variées dans le domaine de la biologie ellulaire� ...Du point de vue de l'analyse théorique, l'évolution d'un système physique est engénéral dérit par un ensemble d'équations di�érentielles aux dérivées partielles. Lathéorie des bifurations étudie la manière dont les solutions de e système hangentde nature (en type et en multipliité) lorsqu'un paramètre du problème passe par unevaleur seuil, le point de bifuration, les symétries des équations jouant un r�le lorsde la bifuration. Ainsi, e système régit la dynamique au voisinage de la bifurationde l'état homogène vers l'état auto-organisé et on dit qu'il est universel ar sa formene dépend que des symétries sous-jaentes. Les informations attahées au systèmephysique n'apparaissent que dans les oe�ients.La struture mise à jour peut éventuellement se déstabiliser. Ce sont des instabilitésseondaires :� instabilité d'Ekhaus : 'est l'ampli�ation des modulations de la longueur d'onde.Si elle-i est trop petite ou trop grande, il apparaît une déstabilisation par réa-tion ou annihilation de ellules (à une dimension).� nouvelles instabilités loin du seuil : pour une struture ellulaire unidimension-nelle, génériquement dix instabilités seondaires. Elles sont assoiées à des brisuresde symétrie (parité, invariane par translation dans le temps, ...).� le plus souvent, l'ultime devenir d'un système dynamique sont le haos spatio-temporel et la turbulene développée.Dans les milieux dissipatifs unidimensionnels hors d'équilibre, les instabilités desstrutures stationnaires périodiques ont fait l'objet de nombreuses études expé-rimentales : éoulement de Couette-Taylor [32℄, de Rayleigh-Bénard [33, 34℄, deRayleigh-Taylor [2, 7, 10℄ (voir [3, 1℄ pour une desription théorique), solidi�ationdirigée [19, 13℄, instabilité de l'imprimeur [36, 37℄. Des méanismes génériques dedéstabilisation tels que l'apparition d'une struturation spatiale à la longueur d'ondedouble [23℄, de l'existene de strutures loalisées propagatives [19, 13, 22, 10, 7℄, destrutures loalisées osillantes (ellules anormales) [36, 37, 22℄ et de régimes d'inter-mittene spatio-temporelle [33, 20, 37, 36℄ ont été mis en évidene. A la reherhe deomportements génériques similaires mais à deux dimensions, nous avons développéune version bidimensionnelle de l'expériene de la gouttière [10, 7℄.12



Chapitre 1. IntrodutionLes motivations de la présente étudeL'expériene, proposée par Lionel Gil, dont les premières études ont démarré enmars 2001 ave mon stage de DEA, a été onçue à l'origine pour mettre en évidenedes modes de déstabilisation d'une struture stationnaire hexagonale. Ses travauxétaient dans le prolongement de eux qu'il avait réalisés à une dimension d'espae[22℄. C'est dans e adre que mon travail de thèse a démarré, aussi bien du point devue expérimental que théorique. Il s'agissait d'étudier les instabilités seondaires duréseau hexagonal de olonnes formé sous la grille, en s'appuyant sur les symétries duproblème. Cette expériene �de oin de table�, que j'ai réalisée sous la diretion dePhilippe Maïssa et Christian Mathis, nous a menés bien plus loin en nous montrantune grande rihesse de omportements.D'une ertaine façon, on peut voir ette étude expérimentale de la struturation bi-dimensionnelle d'un �lm visqueux alimenté sous gravité déstabilisante omme étantune renontre entre elle de l'instabilité de Rayleigh-Taylor à deux dimensions maissans �ux et elle à une dimension mais ave �ux, toutes deux explorées à l'ÉoleSupérieure de Physique et de Chimie Industrielles (ESPCI) à Paris.Dans la première, réalisée par Fermigier, Limat, Westfreid, Boudinet et Quilliet[45℄, l'étude porte sur la déstabilisation d'une �ne ouhe d'huile de silione en gra-vité déstabilisante, à l'origine uniformément étalée sous une plaque de verre plane ethorizontale. Cette déstabilisation est due à l'instabilité gravitationnelle de Rayleigh-Taylor qui se manifeste lorsque deux ouhes de �uides sont superposées et que laplus dense se trouve au dessus. Lorsque les deux �uides sont non misibles, la om-pétition entre l'ampli�ation gravitationnelle des ondes apillaires (déstabilisatrie)et les e�ets de tension super�ielle (stabilisateurs), fait apparaîre un ordre spatial.L'hypothèse de lubri�ation appliable en ouhe mine permet d'érire la longueurd'onde du mode le plus instable ainsi séletionné (elui roissant le plus vite).
λRT = 2π

√
2

√
γ

ρg
= 13.3mmen exellent aord ave l'expériene.Cette instabilité fait apparaître après un ertain temps di�érents motifs, prémies degouttes. Dans e as, la symétrie axiale mais surtout la symétrie hexagonale entrée,apparaissent préférentiellement pour des temps longs.Que se passe-t-il si on alimente un dispositif en �uide de manière permanente ?Plusieurs expérienes ont été réalisées ave di�érentes géométries, toutes à une di-mension d'espae.Prithard en 1986 [46℄ a montré que lorsqu'un liquide s'éoule sur un plan inliné etqu'il arrive au point le plus bas, il peut se déverser de trois manières di�érentes, sui-vant le débit d'alimentation : pour un débit roissant, des gouttes, puis des olonnes13



de liquide ave à haque fois une périodiité spatiale, et une nappe de liquide quipeut être vue omme la fusion des olonnes. Il a également dérit des régimes mixtesgouttes-olonnes et olonnes-nappes ainsi que plusieurs phénomènes dynamiques.Carlomagno [47℄ avait déjà observé ette périodiité spatiale dans le as d'un dé-versement sur un ylindre horizontal, alors que de Lua en 1995 a réalisé l'étude dudéversement d'un �uide à travers un be, retrouvant les trois régimes possibles pourl'éoulement.A l'ESPCI, Giorgiutti, Bleton, Limat et Westfreid [6, 7℄ ont étudié plus en détail lesdynamiques des régimes d'éoulement sous un ylindre horizontal à débordementfendu longitudinalement à son sommet, puis sous une oupelle horizontale et ir-ulaire à débordement, présentant des onditions aux limites périodiques. L'étudemenée a porté essentiellement sur la dynamique du régime de olonnes et a mis enévidene plusieurs omportements dynamiques au delà du régime stationnaire, telun mode osillant à doublement de période spatiale (mode �optique�), ou enore lapropagation d'une onde solitaire dans le as de la oupelle.Ces travaux, poursuivis par Mazel [4℄, ont montré un mode de dérive globale desolonnes et des états transitoires des domaines dérivants. Le diagramme de stabilitéqu'il a obtenu montre la forte séletion en longueurs d'onde dans le système. Il aretrouvé les états dynamiques observés grâe à un modèle de phonons basé sur l'iner-tie des olonnes et qui lui a permis d'expliquer la séletion des domaines dérivants.L'étude de la nappe de �uide formée sous le ylindre horizontal, qu'il a initiée, aété poursuivie par Brunet [5℄. Celui-i s'est penhé sur la stabilité dynamique desrégimes laminaires qu'il a onfrontée à di�érents modèles, et a mené une étude du ré-gime turbulent de olonnes de liquide pouvant apparaître sous la oupelle irulaire,pour les transitoires haotiques et en régime permanent. Il a onlu à un haos detype �defet mediated turbulene�, n'ayant pas identi�é de zones laminaires et tur-bulentes bien distintes, et a pu mesurer des exposants ritiques qu'il a omparés àeux obtenus dans d'autres expérienes ou simulations numériques à une dimension.Dans le as des nappes de liquide tombantes, il s'est intéressé à la question de lastabilité et au omportement dynamique du �lm, lorsque elui-i est prohe de larupture, pour les deux géométries. Sous le ylindre, des osillations pendulaires dela nappe peuvent donner lieu à des ondes progressives droite et gauhe formant unmotif en damier. Le nombre de Weber We est dé�ni omme le rapport de la tensionde surfae sur l'inertie. Le ritère de Weber, 'est à dire le fait que We soit inférieurou supérieur à 0.5, semble insu�sant pour expliquer les onditions d'élatement dela nappe épaisse trouée par un objet non mouillant, le r�le du bourrelet liquidesupérieur restant à lari�er. Sous la oupelle, la nappe annulaire qui se referme enlohe peut subir des osillations qui la déforment à bas débit. En prenant en ompte,entre autres, la di�érene de pression entre l'intérieur et l'extérieur de ette lohe,il a été possible de aluler sa forme [42℄.L'expériene originale qui a motivé mon étude s'avère être d'une grande rihesse. Elle14



Chapitre 1. Introdutionpermet d'aborder une variété de régimes d'éoulement en jouant sur les paramètresque sont la visosité, le débit d'alimentation et la géométrie. Ainsi, elle permet l'étudedu régime de goutte à goutte et de olonnes, disposées sur un réseau hexagonal,de défauts topologiques, de la transition du régime stationnaire hexagonal vers lehaos spatio-temporel pour les olonnes, de strutures géométriques simples dansle régime de nappes à deux dimensions, et de plusieurs autres omportements. Letravail expérimental que je présente ii se veut une première étude des aspets lesplus saillants, révélés au ours de es travaux.Plan du manusritLe manusrit est onstitué de quatre hapitres et d'annexes. Dans le premier, je pré-sente le dispositif expérimental, en passant en revue les �uides utilisés, le systèmede pompage, de refroidissement, le dispositif de visualisation ainsi que les di�érentesgéométries d'éoulement. La dernière setion présente les di�érents régimes d'éou-lement observés lorsqu'on fait varier le débit.Dans le deuxième hapitre, je fais l'étude de di�érents omportements, parmi lesplus remarquables. En premier lieu, l'extension de la zone d'éoulement lorsqu'onvarie le débit, puis l'in�uene des onditions aux limites et la déstabilisation de lastruture hexagonale dans le régime de olonnes. Je déris dans la quatrième setionles défauts topologiques observés dans le régime de olonnes. La inquième setiontraite du régime de nappes à deux dimensions, alors qu'on s'intéresse dans la dernièresetion à la déstabilisation d'une nappe ylindrique ave un éoulement en géométrieannulaire.Le troisième hapitre traite de l'étude théorique de la déstabilisation d'une struturehexagonale stationnaire. Cette étude nous permet de donner une règle de séletiondes veteurs propres (diretion et norme) qui interviennent lors de la déstabilisationde ette struture.Je traite, dans le dernier hapitre, de la transition du régime hexagonal stationnairede olonnes (laminaire) vers un régime de haos spatio-temporel (turbulent). Cetravail a été réalisé en ollaboration ave Aurore Naso.En annexes, viennent quelques notes sur l'instabilité de Rayleigh-Taylor et sur lesgroupes de symétries, la forme de plusieurs matries ainsi que les instrutions Mapleen rapport ave l'étude théorique, et pour �nir, les artiles ave omité de letureque j'ai érits pendant ma thèse.
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2. Le dispositif expérimental
L

es aratéristiques essentielles de l'appareillage, et plus généralement du dis-positif expérimental, sont dérites dans e hapitre. Je présente les di�érentsaspets du montage, des �uides utilisés, de la thermostatisation ainsi que lestehniques de visualisation et d'aquisition.
2.1. Le dispositifLe dispositif expérimental montré Fig. 2.1 et shématisé Fig. 2.2 est onstitué d'unegrille irulaire plane, perforée, en aier, jouant le r�le d'un �ltre poreux. Elle estplaée horizontalement dans le fond d'une hambre ylindrique en Plexiglas main-tenue en dépression stable et ontr�lée. Ainsi, il est possible d'établir une hauteurd'huile onstante au dessus de la grille. Cette hauteur peut être réglée ave préi-sion en jouant sur la dépression. A l'équilibre, la dépression ompense exatementle poids de l'huile : il n'y a pas d'éoulement. Un apport même très faible d'huilerompt alors l'équilibre et un �ux s'amore dans le but de le rétablir. Le �lm formésous la grille est alimenté en ontinu en huile de silione et se déstabilise sous l'e�etde la gravité.D'un diamètre utile de 188 mm et d'une épaisseur de 1 mm, la grille est une plaqued'aier irulaire perforée suivant un motif hexagonal. Les trous irulaires et iden-tiques espaés de 2 mm font 1 mm de diamètre (Fig. 2.3). Le pas de la grille et ladimension des trous sont beauoup plus petits que la longueur d'onde λm de l'insta-bilité de Rayleigh-Taylor (Fig. 2.5). Nous avons véri�é que l'éoulement n'est pasrésonnant ave le pas de grille. En partiulier, il n'y a pas d'alignement du réseausur la grille1.
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2.1. Le dispositif

Fig. 2.1.: Une partie du dispositif expérimental. Le débitmètre est sur la gauhe,hors hamp.
18



Chapitre 2. Le dispositif expérimental

Acquisition et traitement

Q

Chambre tampon
de pression

Huile Silicone

Caméscope

Depression constante

Film

Débitmètre

Pompe

Grille

Fig. 2.2.: Shéma du montage.
huile masse volumique tension de surfae visosité nominale visosité mesurée(g/m3) (mN/m) mesurée à 22.5�C (temp. de travail)(mm2/s) (mm2/s)47V5 0.92 19.7 4.9 4.747V20 0.95 20.6 19.7 17.4Mélange 0.955 20.7 35.0 32.047V50 0.96 20.7 49.5 43.247V100 0.965 20.9 98.0 85.0Mélange 0.965 21.0 228.7 200.047V350 0.97 21.1 340.5 305.0Tab. 2.2.: Les prinipales aratéristiques des huiles siliones utilisées.
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2.1. Le dispositif

Fig. 2.3.: La grille en aier utilisée dans l'expériene.
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Chapitre 2. Le dispositif expérimental2.2. Fluide utiliséNous avons exlusivement utilisé de l'huile silione (Polydiméthylsiloxane) mais avedi�érentes visosités, nominalement : ν= 5, 20, 35, 50, 100, 200 et 350 mm2/s. Ce�uide newtonien a la partiularité d'avoir une tension de surfae relativement basseautour de γ=20.6 dyn/m (1 dyn/m=10−3N/m). Cette huile est transparente à lalumière visible, propriété indispensable dans notre as, en raison de la tehnique devisualisation mise en ÷uvre et détaillée par la suite. Son indie optique, nettementsupérieur à 1 (autour de 1.4), est lui aussi mis à pro�t lors de la visualisation.Ce �uide a d'autres avantages. En e�et, ses propriétés physiques n'évoluent pas auours du temps, ontrairement aux huiles alimentaires, et la tension de surfae ainsique la masse volumique dépendent très peu de la visosité onsidérée (voir Tab. 2.2).2.3. Le système de pompageL'alimentation en huile est l'un des éléments essentiels du dispositif. On doit pouvoirêtre en mesure de varier le débit de façon très préise. Celui-i doit être exempt detoute variation ou �utuation dans le temps. Plusieurs solutions ont été initialementenvisagées. Les pompes à engrenages permettent un réglage très préis du débitet une exellente régularité d'alimentation. Malheureusement, les modèles que nousavons testés ont été loin d'atteindre les débits souhaités, tout partiulièrement pourles visosités les plus hautes. Les pompes péristaltiques fournissent des débits impor-tants et s'a�ranhissent très bien des hautes visosités mais il nous a été impossibled'avoir un débit d'alimentation non pulsé.En dé�nitive, une solution très satisfaisante à été trouvée ave des pompes de bassinonçues pour fontionner ave de l'eau. L'huile est amenée à la hambre par deuxpompes qui doivent fontionner en étant immergées puisque le rotor est onçu pourêtre lubri�é par le �uide. Les modèles sont de type Rena Flow 6000 S d'une apaitémaximum de 4750 l/h et une hauteur de refoulement de 3.70m (pour l'eau). Elles sontplaées dans le ba de réupération sous la grille. Leur fontionnement produit uneaugmentation importante de la température de l'huile dans le iruit d'alimentation(approximativement 15�C). Comme pour les pompes à engrenages, l'alimentationest bien régulée et les �utuations de débit sont très faibles. Ces pompes ne sontpas équipées d'un système de réglage du débit. Dans notre dispositif, elui-i estontr�lé par une vanne et il est mesuré ave un débitmètre à �otteur ShoRate GT1000 ave �otteur 10-RV-64.1Initialement, l'expériene a été réalisée ave une grille de 0.5 mm d'épaisseur, des trous de0.8 mm de diamètre espaés de 1.5 mm, là aussi suivant un motif hexagonal. Les résultatsobtenus étaient en tous points les mêmes mais les ontraintes imposées par l'éoulement dansertaines onditions (haut débit, haute visosité) ne permettaient pas de garantir sa planéité.C'est pourquoi la grille plus épaisse lui a été préférée. 21



2.4. Le refroidissementL'huile est amenée à la hambre dépressurisée par trois tuyaux de uivre qui viennentse onneter à un tube irulaire de 17 m de diamètre et 13 mm de setion, dis-posé horizontalement 8 m au dessus de la grille. Pour avoir une alimentation trèshomogène, e dernier est peré régulièrement de 42 trous de 4 mm de diamètre quidistribuent l'huile tout le long de sa fae extérieure.Une hauteur d'huile su�samment importante (de l'ordre d'une dizaine de enti-mètres), de façon à immerger le tube d'alimentation, lui même plaé ainsi assezhaut au dessus de la grille, ombinée à un apport homogène, garantit une bonneuniformité du débit à travers toute la surfae d'éoulement.2.4. Le refroidissementComme on l'a vu, le système d'alimentation induit une augmentation de la tem-pérature de l'huile. Mais la visosité est fontion de la température (elle diminued'environ 2% pour une augmentation d'1�C). Les autres aratéristiques physiquesvarient très peu ave la température, elle-i étant mesurée à l'aide d'une résistanede platine (Pt 100), exatement au niveau de la grille. Le fond du ba de réupérationest en laiton. Il ontient un iruit d'alimentation parouru par de l'eau glaée. Cesystème de refroidissement, bien qu'il ne soit pas un système de thermostatisation,permet ependant d'obtenir une température en fontionnement stabilisée autourde 30�C. Elle peut varier d'un ou deux degrés en plus ou en moins, suivant les débitset les visosités onsidérés. La visosité réelle de l'huile, qui tient ompte de ettevariation de température, a été mesurée et rapportée dans la Table 2.2.2.5. Le dispositif de visualisationL'un des grands atouts de e dispositif est de permettre une observation diretede la dynamique du �lm sous la grille. Dans le but d'avoir une visualisation debonne qualité en fontionnement, la hambre ylindrique a été onçue entièrementen PMMA. L'observation se fait par le haut. Un élairage rasant périphérique estdisposé autour de la hambre, à la naissane de l'éoulement, don légèrement sousle niveau de la grille (Fig. 2.4). La réfration par le �uide rend ompte de la variationde l'épaisseur du �lm formé sous la grille, la luminosité étant loalement assoiée àette épaisseur (Fig. 2.5-b). On observe ainsi l'évolution du �lm dans le plan de lagrille diretement à travers ses trous.Un amésope numérique de type Thomson VMD 20 est disposé à la vertiale et reliéà un ordinateur de type PC via une interfae IEEE 1394 (FireWire) pour aquisitionpuis traitement. Toutes les séquenes sont stokées au format DV PAL (720×576 à25 images/s) sur disques durs sous la forme de �hiers AVI. Elles sont arhivées etaessibles diretement pour traitement le as éhéant.22



Chapitre 2. Le dispositif expérimental
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Fig. 2.4.: Un élairage rasant périphérique permet d'observer les objets dans le plande la grille.2.6. Di�érentes géométries d'éoulementCe dispositif nous permet aisément d'adapter di�érentes géométries d'éoulement.Dans le as bidimensionnel, les expérienes ont été réalisées en jouant sur la surfaede la zone d'éoulement. Dans e as, il s'agit toujours de disques de largeurs va-riables qui nous permettent de onserver une géométrie irulaire. Une étude, tou-jours en géométrie étendue mais quasi-unidimensionnelle, a également été menée.Dans e as, la géométrie d'éoulement est annulaire, le rayon de l'anneau d'éou-lement ainsi que sa largeur pouvant être failement hangés, également grâe à desahes en aluminium plaés sur la grille.Le débit par unité de surfae Ū = Q/S, où S est la surfae de la grille, est la vitessemoyenne du �uide. Ū et la visosité ν sont les paramètres de ontr�le que nousavons utilisés. Le débit est failement hangé au ours de l'expériene au moyend'une vanne. L'opération est plus di�ile à e�etuer pour la visosité qui ne peutêtre modi�ée qu'en hangeant d'huile.2.7. Les di�érents régimes d'éoulementD'emblée, ette expériene est remarquable par la rihesse des phénomènes observéslorsque l'on parourt l'espae des paramètres visosité/débit (Fig. 2.6).Commençons par un tour d'horizon dans le as bidimensionnel ave une huile d'unevisosité de 200 mm2/s, en faisant varier Ū . Elle nous permet de passer en revue lamajorité des omportements observés, et en partiulier de retrouver les trois régimesaratéristiques d'éoulement. 23



2.7. Les di�érents régimes d'éoulement

Fig. 2.5.: Réseau parfait de olonnes liquides vu : (a) par le �té, (b) par le haut, àtravers les trous de la grille (visosité 20 mm2/s).
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Fig. 2.6.: Le diagramme des phases dans l'espae des paramètres visosité/débit.dis, H, L signi�ent respetivement désordonné, Haut et Bas
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Chapitre 2. Le dispositif expérimental

Fig. 2.7.: Réseau hexagonal entré de gouttes. λDr=13.3 mm. (visosité 200 mm2/s).2.7.1. Le régime de gouttesA débit quasiment nul (Ū ≤0.36 mm/s), l'instabilité de Rayleigh-Taylor déstabilisele �lm formé sous la grille. Un réseau hexagonal entré et stationnaire de gouttes seforme sous sa surfae (zone I dans la Fig. 2.6), hutant ave une fréquene de plus enplus élevée lorsque Ū augmente (Fig. 2.7). La longueur d'onde mesurée λDr=13.3 mmest égale à λRT qui est en exellent aord ave les préditions théoriques sans �ux(voir annexe A et les travaux à 2D de Fermigier et al. [45℄), ainsi qu'ave le travailexpérimental réalisé par Giorgiutti et al. [7℄. La fréquene de hute des gouttes, àpeu près la même pour tous les sites, est d'environ 1 Hz, ave une phase relativeentre elles, assoiée à une dynamique omplexe onduisant à un motif temporelrégulier observable sur une entaine de périodes. Les sites pavent toute la surfaed'éoulement. Ils sont stationnaires et en nombre onstant. Ainsi, omme attendu, lafréquene de hute est une fontion roissante du débit. Il est important de remarquerque le �ux est non nul bien que faible. Il onduit à une meilleure stabilité du réseaude gouttes que dans le as sans �ux étudié dans [45℄.2.7.2. Le régime de olonnesL'augmentation du débit fait apparaître un éoulement ontinu en ertains sites,'est à dire des olonnes de liquide. Dans e as, le régime mixte de olonnes et degouttes existe pour une gamme d'éoulement 0.36 ≤ Ū (mm/s) ≤ 0.65 (zone I/IIdans la Fig. 2.6). Le taux de olonnes roît ave le débit. Les gouttes sont alors25



2.7. Les di�érents régimes d'éoulement

Fig. 2.8.: Régime mixte gouttes-olonnes ; les gouttes se distinguent visuellementdes olonnes par une variation périodique de l'intensité lumineuse. (vis-osité 200 mm2/s).identi�ées par la variation périodique de leur taille et de leur luminosité. L'orga-nisation hexagonale est enore présente mais deux longueurs d'onde oexistent : lalongueur d'onde assoiée aux gouttes λDr et une autre plus petite assoiée aux o-lonnes λCo = 11.6 mm. Une moyenne temporelle sur une séquene d'images dans erégime montre ette oexistene. Les olonnes apparaissent plus lumineuses que lessites en goutte à goutte (Fig. 2.8).Seules les olonnes existent au-delà d'un ertain seuil (zone II dans la Fig. 2.6). Unmotif hexagonal entré de olonnes identiques (ave une setion uniforme) émerge(Fig. 2.5-b et 2.9). Ii, la longueur d'onde est partout égale à λCo, en aord ave

Fig. 2.9.: La zone d'éoulement dans le régime de olonnes. (visosité 100 mm2/s).26



Chapitre 2. Le dispositif expérimental

Fig. 2.10.: Colonnes en régime � turbulent � (visosité 350 mm2/s).les résultats expérimentaux obtenus à 1D [7, 10℄. L'épaisseur du �lm sous la grilleest d'environ 0.8 mm et dépend du débit d'alimentation, tout omme la taille desolonnes.Au-delà d'un débit seuil, le régime hexagonal (laminaire) devient instable (zone IIdisH dans la Fig. 2.6). Les olonnes perdent leurs positions d'équilibre et il survientun état désordonné (turbulent) aratérisé par des réations et des fusions de o-lonnes (Fig. 2.10). Dans e as, le régime est haotique en temps et la struturespatiale est perdue. C'est le haos spatio-temporel. Le passage du réseau hexago-nal parfait au régime turbulent peut également se faire en perturbant loalement etfortement le réseau (par exemple en déplaçant une olonne) à un débit plus faible.Le système, une fois établi dans le régime turbulent, ne revient jamais dans l'étathexagonal stationnaire. L'étude de la transition du régime hexagonal de olonnesvers le régime désordonné est faite au hapitre 5.2.7.3. Le régime de nappesL'étape suivante est une transition � olonnes vers nappes � qui prend plae à hautdébit, à partir de Ū =5.4 mm/s (zone II/III dans la Fig. 2.6). Dans es onditions,l'épaisseur du �lm est enore augmentée et, loalement, deux ou plusieurs olonnesvoisines � dont le diamètre a enore rû ave Ū � se onnetent et forment unenappe (un rideau) de liquide (Fig. 2.11). Vu par le dessus, ela apparaît omme un �ver � ou un � rouleau �. Le nombre relatif de rouleaux augmente ave Ū jusqu'à e27



2.7. Les di�érents régimes d'éoulement

Fig. 2.11.: Régime mixte olonnes-nappes (visosité 100 mm2/s).qu'il n'y ait plus de olonne (Ū ≥7.7 mm/s, (zone III dans la Fig. 2.6). Pour des �uxplus élevés, on observe une auto-organisation en rouleaux parallèles qui s'alignentpour former des ondes progressives (Fig. 2.13-a). Le plan de phase est onave aveune longueur d'onde λTW d'environ 2 m. Ces nappes peuvent également s'enroulerautour d'un � ÷ur � et onduire à des spirales en rotation (Fig. 2.13-b). Dans eas, le nombre de bras ainsi que la vitesse de rotation sont fontion de Ū et desonditions aux limites.On peut faire plusieurs remarques par rapport au sénario préédent :� Pour une visosité donnée, lorsque le débit devient trop faible, l'extension de lasurfae d'éoulement se réduit et est ouplée au débit Q de manière à e que Ūreste onstante. Il s'agit de la zone hahurée dans le diagramme Fig. 2.6.� Pour les visosités omprises entre 10 et 50 mm2/s, l'épaisseur du �lm et le dia-mètre des olonnes sont petits. Le régime de gouttes n'est jamais observé.� Entre 10 et 35 mm2/s, il n'y a pas de régime désordonné de olonnes entre lerégime hexagonal et le régime mixte olonnes-nappes. Pour es visosités, il existeun autre régime désordonné pour un débit relativement bas (zone II disL dansFig. 2.6).� En�n, pour les visosités inférieures à 5 mm2/s, on n'observe pas de réseau hexa-gonal de olonnes.
28



Chapitre 2. Le dispositif expérimental

Fig. 2.12.: Régime de ellules (vue latérale) (visosité 100 mm2/s).

Fig. 2.13.: Pour un débit roissant : (a) ondes progressives et (b) struture spira-lante.
29



2.7. Les di�érents régimes d'éoulement

Fig. 2.14.: Régime de ellules vue par dessus (à gauhe), vue latérale (à droite)(visosité 100 mm2/s).
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3. Études de di�érents régimes
C

e hapitre se veut une première approhe des omportements les plus mar-quants observés dans ette expériene originale, au-delà de la rapide synthèseréalisée au hapitre préédent. Les aspets abordés ont voation à être ap-profondis lors d'études en ours et à venir. Dans une première setion, nous nousintéressons à l'évolution du �lm présent sous la grille lorsque, pour un débit tropfaible, l'éoulement ne se fait pas sous toute la surfae. Cet état orrespond à la zonehahurée sur le diagramme de l'espae des phases Fig 2.6. L'in�uene des onditionsaux limites irulaires sur l'organisation hexagonale dans le régime de olonnes estabordé en setion 3.2. Nous dérivons en setion 3.3 un mode de déstabilisation dela struture hexagonale de olonnes, prévu par l'analyse théorique développée ha-pitre 4. La setion 3.4 donne un aperçu des défauts topologiques observés dans lastruture hexagonale. La setion 3.5 onerne le régime de nappes à deux dimensionsalors que la setion 3.6 aborde le as quasi unidimensionnel en géométrie annulaire.3.1. Extension de la zone d'éoulement sous lagrilleUne expériene a été menée dans le domaine des faibles débits, pour les visositésde 20, 35, 50 et 100 mm2/s. En deçà d'une ertaine valeur du débit, nous avonsobservé que l'éoulement ne se fait pas sous toute la surfae. Dans e as, le �lmne se forme que sous une portion de la grille. Lorsque l'horizontalité de la grille estparfaitement bien réglée, la zone d'éoulement est un � répoïde � assez prohe d'undisque entré au milieu de la grille (Fig. 3.1). Pour obtenir une mesure préise de lasurfae, on attend inq minutes après que le régime stationnaire soit atteint.La Fig. 3.2 (haut) montre que la surfae d'éoulement roît proportionnellement (àla préision de la mesure près) au débit pour haune des visosités onsidérées, 'està dire que la vitesse de passage de l'huile à travers la grille est onstante pour unevisosité donnée.De plus, on remarque que l'aroissement de surfae ave le débit est d'autant plusimportant que la visosité est élevée. En représentant le rapport de la surfae d'éou-lement divisée par la visosité, en fontion du débit, les quatre ensembles de pointss'alignent de manière assez remarquable (bas de la Fig 3.2). L'inverse de la pente de31



3.1. Extension de la zone d'éoulement sous la grille

Fig. 3.1.: Variation de la surfae d'éoulement en fontion du débit. De (a) à (d) :1.5, 3.7, 5.2 et 6.2 m3/s. On distingue à gauhe un petit objet posé surle plan de réeption qui n'a auun lien ave l'éoulement. (visosité 100mm2/s)
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Chapitre 3. Études de di�érents régimesla droite traée sur la �gure est homogène à une tension de surfae. Rappelons queles tensions de surfae des huiles sont sensiblement les mêmes.On étudie le retour à l'équilibre lors d'une augmentation brusque de débit ave unehuile de visosité 50 mm2/s. Trois expérienes ont été menées. Le système est ini-tialement à l'équilibre ave à haque fois des débits, don des surfaes d'éoulement,omparables.� Cas A : surfae de départ 33.5 m2, surfae d'équilibre après augmentation brusquede débit à 117 m2� Cas B : surfae de départ 28.5 m2, surfae d'équilibre après augmentation brusquede débit à 71.5 m2� Cas C : surfae de départ 30.0 m2, surfae d'équilibre après augmentation brusquede débit à 104 m2La surfae d'éoulement ne suit pas instantanément l'augmentation de débit, si bienque le débit surfaique s'aroît brusquement, puis déroît exponentiellement jusqu'àla valeur nominale. L'augmentation de débit surfaique est d'autant plus brusqueque l'éart imposé en débit est important.L'évolution du débit surfaique normalisé par elui à l'équilibre, en fontion du tempsest représentée sur la Fig. 3.3. La variation brusque de débit est imposée en t=0. Enfaisant l'hypothèse que l'éoulement à haque instant se fait sur un disque, on peutfailement aluler la vitesse du front du �lm dans les trois situations, égalementreprésentée sur la Fig. 3.3. Le front est immobile à partir du moment où Ū a trouvésa valeur limite.3.2. L'in�uene des onditions aux limites dans lerégime de olonnesNous avons herhé à étudier très t�t l'in�uene des onditions aux limites sur lastabilité et la longueur d'onde dans le réseau hexagonal de olonnes. Comme on l'avu, la longueur d'onde dans e régime est plus petite que la longueur d'onde deRayleigh-Taylor. Elle est légèrement inférieure à 12 mm.Contrairement à l'expériene de Bénard-Marangoni, la position des objets en péri-phérie est diretement in�uenée par le bord. En e�et, une olonne ne se positionnejamais à la limite du �lm mais, au plus prohe, à une dizaine de millimètres. De efait, il est possible d'obtenir un réseau hexagonal sans défaut, au sens topologique,mais déformé en périphérie. L'in�uene de la frontière se fait sur deux à trois lon-gueurs d'onde vers l'intérieur du système, la déformation étant maximale le long dubord, où les olonnes se positionnent alors sur un erle. 33
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Chapitre 3. Études de di�érents régimes
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3.2. L'in�uene des onditions aux limites dans le régime de olonnes

Fig. 3.4.: Représentation shématique de l'éoulement. En noir, les sites aveépingle. Le diamètre du disque d'éoulement est de 188 mm et le pasde 12 mm. Il y a 211 olonnes (shéma à l'éhelle).36



Chapitre 3. Études de di�érents régimesde 14 mm, on peut obtenir des olonnes sur un réseau hexagonal ave quelquesdéfauts. Le pas au entre est alors de 11.5±0.1 mm (débit 31 m3/s).2. Dans une on�guration similaire à elle montrée sur la Fig. 3.4, mais en laissantune épingle sur deux (le pas imposé est don également de 12 mm), la longueurd'onde au entre est de 11.4±0.1 mm (débit 33 m3/s). Dans e as, il y aau total 214 olonnes (2×21 olonnes ave épingle sur les deux rangées, 169olonnes libres et trois olonnes en dehors du réseau, interalées entre les 2rangées d'épingles.3. On dispose 18 épingles suivant une frontière hexagonale (une seule rangée)dont les sommets sont à 72 mm du entre. Elles sont distantes de 24 mm, equi impose une longueur d'onde de 12 mm (il y a une épingle toutes les deuxolonnes sur ette frontière).� Vers un débit de 24 m3/s, on obtient un réseau stable au entre où le pasmoyen mesuré est de 11,4±0.1 mm.� On peut obtenir un réseau hexagonal parfait suivant le repère de la grille ;
λ=11.6±0.1 mm au entre (voir Fig. 3.5).4. On dispose 18 épingles suivant une frontière hexagonale (une seule rangée)dont les sommets sont à 66 mm du entre. Elles sont distantes de 22 mm, equi impose une longueur d'onde de 11 mm (il y a une épingle toutes les deuxolonnes sur ette frontière).� En diminuant le débit graduellement de 31 à 24 m3/s, le système s'organise,devient hexagonal ave des défauts et on obtient un réseau stable au entreoù le pas moyen mesuré est de 11.4±0.1 mm� On peut obtenir un réseau hexagonal parfait (ave une olonne au entre).Le système s'adapte par une rotation de 30� par rapport au repère de lagrille. λ=11.8±0.1 mm (voir Fig. 3.5).5. On réalise un montage ave une surfae réduite. Ii la distane imposée entreépingles est toujours de 12 mm : on dispose 18 épingles suivant une frontièrehexagonale qui entoure 19 olonnes laissées libres. Partout ailleurs, on plaedes épingles sur toute la surfae suivant un réseau hexagonal ave un pas de12 mm (Fig. 3.6-a). Il n'y a pas d'osillation, même à bas débit, mais unbasulement en goutte à goutte.6. On onserve le pas de 12 mm et on dispose 30 épingles suivant une frontièrehexagonale qui entoure 61 olonnes laissées libres mais prohe du bord dusystème. Partout ailleurs, on plae des épingles sur toute la surfae suivant unréseau hexagonal ave un pas de 12 mm (Fig. 3.6-b). On observe une osillationdes olonnes les plus prohes du bord pour un débit de 13 m3/s.7. On plae des épingles sur toute la surfae suivant un réseau hexagonal ave unpas de 12 mm, sauf en deux zones laissées libres, haune à frontière hexago-nale. Les deux zones ont des tailles sensiblement di�érentes (Fig. 3.6-). Pour37



3.2. L'in�uene des onditions aux limites dans le régime de olonnes

Fig. 3.5.: A gauhe, le pas imposé est de 12 mm : les 6 épingles les plus éloignéessont à 72 mm du entre. Le réseau reste � aligné � ave les épingles et auentre λ=11.6±0.1 mm. A droite, la longueur d'onde imposée est de 11mm : les 6 épingles les plus éloignées sont à 66 mm du entre. Le réseaus'établit mais opère une rotation de 30� par rapport aux épingles pouradapter sa longueur d'onde. Au entre λ=11.8±0.1 mm. Les positionsdes épingles sont symbolisées par des pastilles blanhes (elle du entrene marque que le entre de la grille).
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Chapitre 3. Études de di�érents régimes

(a) (b)

(c)Fig. 3.6.: Représentation shématique de l'éoulement. Les sites ave épingle sont ennoir et le pas imposé est de 12 mm. (a) 19 olonnes laissées libres : le réseaune se déstabilise jamais. (b) 61 olonnes laissées libres : la frontière induitdes osillations de lignes sur les olonnes libres les plus prohes. () Leszones d'éoulement laissées libres sont de tailles sensiblement di�érentes.Au départ, les deux zones sont agitées. En diminuant le débit, la pluspetite est la première à devenir hexagonale.
39



3.3. La déstabilisation de la struture hexagonale de olonnes de liquideun débit important de 139 m3/s, on observe un régime turbulent dans leszones laissées libres. Le débit est lentement diminué. Pour 103 m3/s, le sys-tème devient hexagonal stationnaire dans la petite zone mais toujours agitédans la grande. Pour 82 m3/s, les deux zones sont hexagonales stationnaires.On peut tirer plusieurs remarques de es petites expérienes. Quel que soit le pasque l'on impose en périphérie, la longueur d'onde au entre est toujours ompriseentre 11.4 et 11.8 mm. Ainsi, elle est plus faible que les pas imposés de 12 et 14 mmmais elle est plus grande que le pas imposé de 11 mm. Il est remarquable que dansette dernière situation le réseau opère spontanément une rotation de 30� pour yparvenir. Le point 5 nous montre qu'en imposant une ontrainte spatiale trop fortedans le régime de olonnes, elui-i ne peut pas être déstabilisé : à débit roissant,il y a passage en goutte à goutte sans osillation de ligne. Cette même ontraintegéométrique permet au régime stationnaire d'apparaître plus failement à partir durégime turbulent (point 7). Le point 6 apporte la preuve de l'in�uene du bord surles osillations, quant bien même les olonnes entre le bord et elles qui osillentsont �gées par des épingles.3.3. La déstabilisation de la struture hexagonalede olonnes de liquideOn herhe à observer les modes de déstabilisation d'un réseau hexagonal de olonnesde liquide [30℄. La ondition préalable à ette observation est l'instauration de lastruture hexagonale stationnaire. On réalise ette on�guration ave des onditionsaux limites soit irulaires, soit hexagonales (à l'aide d'épingles disposées omme surla Fig. 3.4 dans e as). Dans le as irulaire, le réseau ne s'obtient pas immédia-tement le plus souvent. Il faut alors agir sur les olonnes diretement à l'aide d'unoutil pour éliminer les défauts un à un. Dans le as hexagonal, en amenant progres-sivement le débit au bon régime, un réseau parfait prend plae spontanément.Dans les deux as de �gure, nous avons systématiquement obtenu une déstabilisationdu réseau hexagonal en diminuant le débit. Génériquement, une osillation loaliséed'une olonne ou d'un petit groupe de olonnes démarre au bord et gagne les o-lonnes voisines. Lorsque le débit diminue, les osillations gagnent d'autres olonnespar les bords (en évitant la zone de plus grande stabilité au entre) et leurs am-plitudes augmentent. Pour un débit su�samment faible, il apparaît un mouvementd'ensemble sous la forme d'osillations de lignes de olonnes en opposition de phaseave une période de 1.00±0.04 s (Fig. 3.7-a). On onstate seulement trois diretionsd'osillation. Ces osillations ne sont pas liées aux onditions aux limites hexagonalesimposées par les épingles puisqu'elles apparaissent également ave les onditions auxlimites irulaires. Ce mode de déstabilisation de la struture hexagonale est le strit40



Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.7.: (a) Osillations de lignes : les �èhes indiquent le sens de déplaement(Période T=1 s) (b) Ondes de déphasage. (visosité 20 mm2/s)analogue des osillations en opposition de phase observées à 1D [7℄. C'est aussi unmode de déstabilisation générique prévu par le alul des résonnanes fortes d'unréseau hexagonal dérit dans le hapitre 4.En diminuant davantage le débit, l'amplitude des osillations de lignes roît et desondes de déphasage le long des lignes de olonnes viennent se superposer à la dyna-mique préédente (Fig. 3.7-b). Une diminution supplémentaire onduit à la destru-tion de toute la struture.Dans la situation où des défauts topologiques se trouvent piégés, les osillationspersistent mais en sont a�etées. Les défauts inhibent loalement es osillations.3.4. Les défauts topologiques3.4.1. La lassi�ation des défauts topologiques dans unmilieu ordonnéCet exposé suit la desription de Toulouse et Cléman [11℄. Pour une revue plusomplète, le leteur intéressé pourra onsulter [12℄.On aratérise la nature de l'ordre dans un milieu ordonné de dimension d par unparamètre d'ordre de dimension n. Il peut s'agir d'un salaire réel ou omplexe, d'unveteur. . . , suivant le milieu onsidéré. 41



3.4. Les défauts topologiquesLe paramètre d'ordre est dé�ni en haque point du milieu et aratérise l'état internedu milieu en e point. Sans distorsion, l'état interne est le même en tout point. Dansle as ontraire, il existe une variation de et état interne de point en point. Pour qu'ilexiste un défaut (une singularité) de dimension d
′, ette variation est naturellementnéessaire mais pas su�sante omme on va le voir.On peut représenter haque état interne par un point dans l'espae (abstrait) desétats internes. On se restreint dans et espae à la variété V des états internes dedimension n − 1, sous-espae orrespondant aux valeurs du paramètre d'ordre demême amplitude. Ainsi, pour un paramètre d'ordre de dimension n, la variété desétats internes est V = Sn−1, une sphère de dimension n − 1. Si n = 1, V = S0 estonstituée de deux points, si n = 2 V = S1 est un erle, si n = 3 V = S2 est unesphère, et. . .D'un point de vue topologique, on tente de aratériser un défaut de dimension

d′ en l'entourant dans l'espae réel par un sous espae Sr de dimension r tel que
r = d− d′ − 1. Cela dé�nit une appliation par laquelle Sr a une image S ′ ontenuedans V .Toutes les appliations possibles peuvent être lassées par lasse d'appliations équi-valentes. Ainsi, les appliations d'une même lasse peuvent être ontinûment défor-mées pour être ramenées les unes vers les autres à l'intérieur de V .L'ensemble des lasses d'équivalene assoiées à un hemin de dimension r s'appellele r-ième groupe d'homotopie de V et s'érit πr(V ).On distingue deux as :� πr(Sm) = 0 pour r < m. Dans e as, le groupe est trivial et ne ontient qu'unseul élément et il n'y a pas de défaut topologique stable. En e�et, par onstrution
V est ii un espae onnexe pour tout hemin fermé S ′ qu'il ontient. Ce dernierpeut don toujours être ontinûment ramené à un point.� πm(Sm) = Z. Dans e as, des défauts topologiquement stables peuvent exister ethaque élément de e groupe est la harge topologique du défaut onsidéré (voirexemples).La stabilité d'un défaut est don déterminée par l'éart relatif des dimensions r duhemin entourant le défaut et n du paramètre d'ordre. Ainsi, on onstate qu'undéfaut est stable si r = n− 1, 'est à dire si d = d′ + n.Don� pour n > d, il n'y a pas de défaut topologiquement stable� pour 0 < n 6 d, il y a un type de défaut stable, 'est le triangle des défauts dansle plan n, d : si n = d 'est un point, si n = d− 1 'est une ligne, si n = d − 2 ledéfaut est une paroi, et ...42



Chapitre 3. Études de di�érents régimes� pour n = 0, il n'y a pas de domaine ordonné et le ÷ur du défaut oupe toutl'espae� pour n < 0, de nouveau, il n'y a pas de défaut topologiquement stable3.4.2. L'exemple des spins planairesIl s'agit de veteurs de norme �xée et dans le plan. Ii d = 2 et n = 2 don d′ = 0et r = 1. Les seuls défauts topologiquement stables sont les points. On entoure esdéfauts par des ontours fermés de dimension r = 1. Dans e as π1(S1) = Z. VoirFig. 3.8.
(a) (b)

(c) (d)Fig. 3.8.: Les spins planaires. Dans haun des quatre as, l'espae physique est re-présenté à gauhe et la variété V dans l'espae �abstrait� des états internesà droite. (a) et (b) harge topologique (0), () harge topologique (+1),(d) harge topologique (+2).3.4.3. L'exemple d'une disloationDans le as d'une struture en rouleaux dans le plan, ave un paramètre d'ordre dedimension 2, omme π1(S1) = Z, seuls les défauts pontuels sont topologiquementstables. Ils prennent ii la forme de disloations. Ils orrespondent à la rotation d'unmultiple entier de 2π de la phase du paramètre d'ordre autour du ÷ur du défaut.43



3.4. Les défauts topologiques

Fig. 3.9.: Représentation d'une disloation dans le plan. La phase du paramètred'ordre fait un tour de 2π dans la variété V des états internes.3.4.4. Destrution du réseau hexagonal par des struturesloalisées osillantesIl est possible d'obtenir un réseau de olonnes imparfait en partant d'un débit faibleque l'on augmente brusquement. Il arrive alors qu'un ou plusieurs défauts topolo-giques de type pentagone-heptagone se retrouvent piégés (Fig. 3.10-a). Générique-ment osillants à leur réation, ils peuvent évoluer de di�érentes façons :� après quelques osillations, réarrangement des olonnes dans un réseau parfait� les osillations s'arrêtent brusquement et il persiste un défaut stationnaire de typepentagone-heptagone (Fig. 3.11)� déplaement du défaut de deux façons di�érentes : un déplaement lent par pro-essus de réation-destrution suessifs de prohe en prohe ou disparition d'undéfaut et réapparition plus loin (peut-être un ouplage global par onservation dudébit).� en�n, de façon plus intéressante, le défaut peut ontinuer à osiller. Typiquement,on observe alors, au ÷ur d'un heptagone, une olonne mobile dont la positionosille périodiquement (Fig. 3.10-b). On onstate également un mouvement faibledes olonnes alentour.La Fig. 3.12 montre qu'un défaut penta-hepta est assoié à deux disloations dansdeux des trois diretions du réseau.3.4.5. Le défaut de type otogoneUn autre type de défaut a été observé, uniquement pour de faibles visosités. Danse as, la struture est hexagonale mais il manque une olonne (Fig. 3.13). L'organi-44



Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.10.: (a) Une paire pentagone-heptagone, (b) L'osillation se aratérise parle mouvement de va et vient du entre d'un heptagone entre les deuxpositions extrêmes en gris. (visosité 20 mm2/s)

Fig. 3.11.: (a) Une vue restreinte à un défaut stationnaire de type penta-hepta. (b)Ce défaut est assoié à deux lignes de olonnes qui prennent naissaneau ÷ur du pentagone et qui forment un angle d'environ 60�entre elles(en noir). () Spetre de Fourier assoié à ette struture. (visosité 20mm2/s)
45



3.4. Les défauts topologiques

Fig. 3.12.: Reonstrutions par transformées de Fourier inverse de 3.11-. (a) estassoié aux pis 5 et 6, (b) est assoié aux pis 1 et 2 et () aux pis 3et 4.sation est loalement otogonale. La olonne au entre de l'otogone osille rapide-ment, et atteint alternativement des positions prohes de elles qu'ouperaient desolonnes dans la situation sans défaut. Les autres olonnes restent immobiles. Cettesituation est omparable à elle observée à une dimension dans une expériene dedigitation visqueuse réalisée par Mihalland et Rabaud, dans laquelle ils ont observéune paire de ellules asymétriques à l'interfae (ellules � anormales �) [37℄.
3.4.6. L'organisation des olonnes frustrées par la géométrieDans le as préédent, la surfae d'éoulement était réduite à 95 m2, mais ommedans le as des défauts penta-hepta, il ne s'agit pas d'une ondition néessaire. Cetteon�guration est observée également pour une surfae d'éoulement maximale. Al'inverse, ertaines organisations de olonnes n'existent que si le on�nement dusystème est su�samment important. La Fig. 3.14 montre quelques exemples. Dansle as (a), on observe le as sans défaut. En (b), la olonne au entre a sept voisines.C'est la on�guration de type penta-hepta déjà vue. En (), il y a de nouveau septolonnes autour du entre mais il n'y a pas de pentagone. Toutes les autres olonnesqui ne sont pas sur le bord ont toutes six voisines. Une telle on�guration n'a pasété observée ave une géométrie moins frustrée.46



Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.13.: (a) Une on�guration sans défaut, mis à part un otogone dont le entreosille, toute la struture restant par ailleurs stationnaire. (b) Diagrammespatio-temporel réalisé sur 10 seondes. Période d'osillation T=0.24 s.(Ø110 mm, visosité 20 mm2/s).3.5. Le régime de nappes à deux dimensions3.5.1. La dynamique de nappeL'observation direte d'une nappe dans le régime mixte nappes/olonnes nous ap-prend que la ourbure de elle-i est diretement reliée à son mouvement (Fig. 3.15).Plus préisément, la nappe, dont les deux extrémités restent �xes sans interventionextérieure, se redresse et �nit par s'immobiliser lorsqu'elle est retiligne. Dans tousles as de �gure similaires, la nappe arrête brusquement son évolution à e stade.En auun as la ourbure ne s'inverse et il n'y a pas d'osillation de la nappe autourde sa position d'équilibre. Pour ette étude, le débit est �xé à 180 m3/s.Une expériene simple permet de mettre en évidene le r�le de la ourbure. LaFig. 3.16 en montre les di�érentes étapes. En (a), une nappe apparaît sur le borden bas à gauhe. Cette nappe se redresse et s'immobilise dans une on�gurationretiligne en (b). On remarque une autre nappe à proximité, sur le �té droit. Lesdeux nappes se onnetent en raison de l'agitation dans le système, onduisant à uneseule nappe ave un oude presque à angle droit prohe de son milieu. La portionautour du oude, montrée la �èhe en (), se met aussit�t en mouvement, dans lesens de la onavité, 'est à dire vers le entre du système. Toute la nappe se ourbeet on onstate que sa portion gauhe se remet en mouvement sous l'e�et de etteourbure. Il ne s'agit pas seulement de la tration venant de la droite, induite parl'avanée du oude, puisque son extrêmité gauhe se déplae également.Revenons à la grande nappe observée sur la Fig. 3.15. Un traitement d'image nous47



3.5. Le régime de nappes à deux dimensions

Fig. 3.14.: (a) Une on�guration hexagonale stationnaire ave Ø80 mm. Il y a uneolonne au entre, puis 6, 12 et 18 en périphérie, (b) La on�gurationest stationnaire mais plus hexagonale. Il y a une olonne au entre, puis7, 13 et 19 ave Ø80 mm. () Une on�guration de type 1, 7, 14, 21 aveØ110 mm (visosité 20 mm2/s).
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Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.15.: Une grande nappe dans le régime mixte olonnes/nappes. Le lihé or-respond au temps 0.88 s dans l'éhelle de la Fig. 3.17. (visosité 20mm2/s, débit 180 m3/s).
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3.5. Le régime de nappes à deux dimensions

Fig. 3.16.: La nappe montrée en (a) se redresse et s'immobilise. Sa fusion ave ellede droite en (b) induit une ourbure qui la fait de nouveau avaner (en()), toujours dans le sens de la onavité (en (d)). (visosité 20 mm2/s).
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Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.17.: Évolution de la nappe montrée en Fig. 3.15. Les images sont obtenuesaprès isolement de la nappe du reste de l'éoulement (visosité 20 mm2/s,débit 180 m3/s).permet de l'isoler sur la séquene vidéo montrant son évolution. La Fig. 3.17 montreette évolution temporelle.Il semble raisonnable de supposer que la nappe se redresse pour abaisser son énergiede surfae. Dans ette vision très simpli�ée du phénomène, on peut onsidérer laloi de Laplae et supposer que l'aroissement de la pression � hydrostatique � à latraversée de la nappe (dans le plan du �lm et perpendiulairement à la nappe) estproportionnelle à la ourbure : ∆p = γC. On peut don s'attendre loalement à unevitesse de nappe fontion de la ourbure.Si on fait l'hypothèse que la nappe évolue en restant sur un ar de erle, uneonstrution géométrique simple nous permet de relier sa ourbure C à la positiondu entre de l'ar (voir Fig. 3.18-a) :
R2

1 = (α + β)2 = α2 +R2
0

C =
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α + β
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0 + β2 51



3.5. Le régime de nappes à deux dimensions
A BR0

R1

0

α

β

Y

X

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

Fig. 3.18.: La onstrution géométrique nous permettant d'obtenir la ourbure enfontion de la distane à la orde β (à gauhe). Représentation de laourbure modélisée en fontion de β (à droite).Un traitement par squelétisation est réalisé sur la séquene pour faire un suivi préisde la position de plusieurs points de la nappe. On utilise le référentiel de la Fig. 3.18-a). L'évolution de es points suivant y à x �xé est traée Fig. 3.19 où on a prisomme origine des y le point d'arrivée sur la orde. Les extrémités de la nappesont en (±70, 0) mm et quatre points ont été suivis pour x=0, 17, 34 et 51 mm.On onstate que la vitesse de es points, très préisément déterminée, est onstantesur presque tout le parours et qu'elle est la même pour tous (v=41.7 mm/s). Unralentissement intervient sur les derniers millimètres, d'autant plus rapidement quele point est prohe du bord. Or, si on suppose que la vitesse varie de façon monotoneen fontion de de la ourbure modélisée et traée sur la Fig. 3.18-b en fontion de β,elle ne devrait pas être onstante. En fait, on voit sur la Fig. 3.17, qu'au démarrage,'est à dire lorsque la ourbure est importante, la nappe ne dérit pas un ar deerle, mais qu'elle est au ontraire � érasée �. Cette aratéristique, qui a poure�et de diminuer loalement la ourbure, se trouve être un omportement génériquesystématiquement observé pour toutes les nappes dans ette situation.On peut tenter l'interprétation suivante. La nappe ne peut avaner que s'il y aassez d'huile dans le �lm � devant � elle pour l'alimenter. Cette quantité d'huile estdéterminée par le débit d'alimentation. Deux phénomènes sont don en ompétition.D'une part la ourbure rée bien le mouvement de la nappe, d'autre part, la vitessede la nappe est bornée par valeur supérieure par le débit d'alimentation du �lm.On onstate sur les Fig. 3.15 et 3.16-d qu'il n'y a pas d'éoulement en arrière de lanappe. Le �lm a été asséhé dans la zone où elle est passée.Pour onlure, signalons qu'une nappe qui s'immobilise en position retiligne dispa-raît la plupart du temps en moins d'une seonde, par rétratation des extrémités.52



Chapitre 3. Études de di�érents régimes

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  10  20  30  40  50  60  70

T
em

ps
 (

s)

Distance y (mm)

x=0 mm
x=17 mm
x=34 mm
x=51 mm
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3.5. Le régime de nappes à deux dimensionsPour que ette solution persiste au débit onsidéré, il apparaît néessaire que lanappe soit en mouvement, de manière à éouler un volume ritique d'huile.3.5.2. Les strutures géométriques simples : les ondesprogressives et les strutures spiralantes3.5.2.1. Les onditions d'apparitionUne struture d'ondes progressives ou une struture spiralante peuvent apparaîtrespontanément (en quelques seondes ou quasi instantanément) lors d'un démarragebrusque de l'alimentation, si elui-i se fait sur une plage de débit ompatible. Ellespeuvent survenir également omme nouvelle solution de l'éoulement en faisant va-rier le débit. Dans e as, ela se fait généralement à débit roissant1, à partir durégime mixte olonnes-nappes. Les nappes sont de plus en plus nombreuses (plusstables et plus longues) et les olonnes de moins en moins nombreuses. Pour un débitseuil préisément dé�ni, la struture géométrique simple est brusquement séletion-née. Pour les spirales, le type de struture ('est à dire le nombre de bras), ainsi quele sens de rotation, sont déterminés lors de son apparition. Un sens de rotation, unefois séletionné, ne hange jamais. Mais dans une situation où la struture spiralanten'est pas parfaite, le nombre de bras peut spontanément hanger, sans que l'on nemodi�e le débit d'alimentation.Dans es deux situations, le méanisme à l'origine du mouvement des nappes est lemême que elui dérit préédemment. Elles sont toujours tangentes à la frontière, equi induit une ourbure. Là aussi, les e�ets de tension de surfae semblent jouer unr�le moteur. En e�et, eux-i tendent à � redresser � la nappe pour annuler la our-bure et elle avane dans la diretion de la onavité. Puisque le bord est générateurde ourbure, le phénomène est entretenu et les nappes se trouvent naturellementmises en mouvement permanent. Ainsi, dans ette expériene, deux solutions d'untel régime entretenu ont pu être observées : un mouvement de translation et unmouvement de rotation autour d'un axe.La visosité et la surfae de la zone d'éoulement jouent un r�le important. Uneétude systématique a été menée ave les visosités de 350, 200, 100, 50 et 20 mm2/spour des disques d'éoulement de 80 et 110 mm de diamètre qui orrespondentrespetivement à des surfaes d'éoulement de 50 m2 et 95 m2. On utilisera par lasuite les notations Ø80 et Ø110.Il apparaît que es strutures simples apparaissent de manière beauoup plus nettepour Ø80 que pour Ø110. De plus, la durée de vie des strutures est d'autant plusgrande que la visosité est élevée.1A débit déroissant, 'est à dire à partir du régime de ellules, l'opération est plus déliatepuisque des ellules persistent dans l'éoulement. Ces solutions robustes bloquent la dynamiquedes nappes.54



Chapitre 3. Études de di�érents régimesAinsi, pour 350 mm2/s, les spirales et les ondes progressives apparaîssent spontané-ment à partir du débit surfaique de 0.48 m/s pour Ø80 et 0.46 m/s pour Ø110.Dans e dernier as, la struture n'est stable qu'une minute environ. Au delà, ellese détruit en même temps que des olonnes apparaissent par intermittene. Pour leplus petit diamètre, la struture séletionnée persiste dans le temps.Pour 200 mm2/s, les spirales et les ondes progressives apparaîssent spontanément àpartir d'un débit surfaique de 0.70 m/s pour Ø80 et 0.78 m/s pour Ø110. Dansle deuxième as, la struture n'est stable qu'une dizaine de seondes environ. Audelà, elle se détruit de la même façon que dans le as de l'huile de 350 mm2/s. A 200mm2/s , la struture séletionnée persiste dans le temps pour le plus petit diamètre.A 100 mm2/s, il n'est plus possible d'obtenir les ondes progressives mais les spiralesapparaîssent toujours spontanément, à partir d'un débit surfaique de 0.92 m/spour Ø80 et 0.86 m/s pour Ø110. Dans les deux as, la struture spiralante esttransitoire et fortement déformée, en partiulier en e qui onerne le ÷ur qui esttrès grand et peut être dédoublé. D'une façon générale, des nappes refermées enpetites ellules viennent perturber la dynamique.3.5.3. Les strutures spiralantesDans le as des spirales, on peut donner l'interprétation suivante. Comme on l'avu, une nappe en mouvement est aratérisée par une ourbure. Inversement, touteourbure de la nappe induit un mouvement de elle-i, toujours dans le sens de laonavité. Une nappe est toujours tangente à la périphérie. Si la ourbure de lafrontière est su�samment importante (e qui implique que le diamètre du disque nesoit pas trop grand), les nappes à proximité de elle-i se mettent immédiatementen mouvement. Les mouvements des nappes �nissent par se synhroniser ave unegéométrie axisymétrique se traduisant par une rotation � solide � de la strutureautour du entre de la grille. L'éoulement se fait alors uniquement par les brasspiraux et le ÷ur. On montre sur la Fig. 3.20 quatre strutures spiralantes, ayantde un à quatre bras, toutes obtenues au débit surfaique de 0.93 m/s pour une huilede 200 m2/s et Ø90 mm.La vitesse de rotation d'une struture est fontion du débit. La Fig. 3.21 donne lapulsation loale pour les quatre solutions, déterminée par le passage d'un bras en unpoint donné de la périphérie en fontion du débit. On observe que pour une valeurdonnée du débit, la fréquene de passage des bras est sensiblement la même. Pourles valeurs inférieures du débit surfaique (au dessous de 50 m3/s, soit un débitsurfaique de 0.79 m/s), la vitesse de rotation roît linéairement ave le débit. Pourles débits supérieurs, la pulsation esse d'être proportionnelle au débit. On observeun e�et de saturation. La pulsation atteint un maximum et déroît peu avant leseuil de rupture qui onduit au régime de ellules (autour de 65 m3/s, soit un débitsurfaique de 1.0 m/s). 55



3.5. Le régime de nappes à deux dimensions

Fig. 3.20.: Strutures spirales de 1 à 4 bras. Noter le sens de rotation di�érent(toujours dans le sens de la onavité) en (a, d) et (b,). (Ø90 mm,visosité 200 mm2/s).
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Fig. 3.21.: Pulsation loale en fontion du débit pour les strutures spiralantes (200mm2/s, Ø90 mm).3.5.4. Les ondes progressivesL'interprétation que l'on peut donner dans le as des ondes progressives est du mêmeordre que pour les strutures spiralantes.La Fig. 3.22 montre le régime de nappes en ondes progressives pour une huile d'unevisosité de 350 mm2/s, Ø110 mm et un débit de 44 m3/s. La Fig. 3.23 donne laposition du entre des nappes en fontion du temps dans la diretion de propagation.Le trait en pointillés permet de voir que la vitesse des nappes augmente dans leurmouvement, tout en restant voisine de 3 m/s. Parallèlement, on remarque que laontrainte produite par le bord ne esse d'aentuer la ourbure des nappes pendantleur trajet.3.5.5. Les strutures spiralantes ave un ahe entralComme on l'a vu, les strutures en ondes progressives et en spirales sont de plus enplus di�iles à obtenir lorsqu'on diminue la visosité. Pour les spirales, le prinipalproblème semble venir de la stabilité du ÷ur. Pour le véri�er, nous avons plaé auentre d'un disque d'éoulement de 90 mm de diamètre un ahe ylindrique d'undiamètre de 30 mm (lequel orrespond approximativement au diamètre de la zoned'éoulement entrale pour les spirales), ave une huile de 100 mm2/s (Fig. 3.24).57



3.5. Le régime de nappes à deux dimensions

Fig. 3.22.: Évolution de la position du entre des nappes. La vitesse dans la diretionde propagation augmente ave le temps. (Ø110 mm, visosité 350 mm2/s)

 0

 1

 2

 3

 0  10  20  30  40  50  60

T
em

ps
 (

s)

Distance (mm)Fig. 3.23.: Évolution de la position du entre des nappes. La vitesse dans la diretionde propagation augmente ave le temps.
58



Chapitre 3. Études de di�érents régimes
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Fig. 3.24.: La on�guration ave un ahe entral de 30 mm de diamètre au milieud'un disque d'éoulement de 90 mm (à l'éhelle, visosité 100 mm2/s).On onstate que la struture spirale est parfaitement stable et que l'on peut obtenirun nombre de bras plus important (de 1 à 7 bras, Fig. 3.25).3.5.6. Les strutures en nappes onentriques stationnairesPlusieurs autres struturations peuvent apparaître en régime de nappes. Dérivonsbrièvement l'une d'entre elles. Un passage brusque à un débit surfaique prohe de1.0 m/s pour une visosité de 20 mm2/s donne lieu à une struture stationnaire denappes onentriques. On obtient trois nappes ave une zone d'éoulement de Ø80mm et quatre pour Ø110 mm (Fig 3.26). Dans le deuxième as, la seonde nappeen partant du entre subit de petites perturbations.3.6. Déstabilisation d'une nappe ylindriquevertiale de �uide visqueuxNous présentons une expériene au ours de laquelle un �lm �uide sous gravitédéstabilisante et en géométrie annulaire forme une nappe ylindrique vertiale. Le59



3.6. Déstabilisation d'une nappe ylindrique vertiale de �uide visqueux

Fig. 3.25.: La on�guration ave un ahe entral de 30 mm de diamètre donnelieu à des strutures plus stables ainsi qu'un nombre de bras plus élevé.Remarquer la struture en faettes des nappes autour du ahe (visosité100 mm2/s).
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Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.26.: Une struture stationnaire de nappes onentriques pour (a) Ø80 mm et(b) Ø110 mm (visosité 20 mm2/s).dispositif expérimental est dérivé de elui nous ayant permis de mener l'étude bidi-mensionnelle et autorise le réglage du diamètre moyen et de la largeur de l'anneau.A haut débit, le �uide forme une nappe qui peut être ylindrique ou non suivant ladi�érene des pressions intérieure et extérieure. En jouant sur le débit et la géométrie,il est possible d'obtenir une déstabilisation de la nappe qui se traduit par une ondestationnaire ou progressive, immédiatement sous le plan de l'anneau, à l'origine dela nappe.3.6.1. IntrodutionDe nombreux travaux ont été onsarés à l'étude de la formation et de la stabilitédes nappes liquides depuis les premières investigations de Savart [38℄ et Boussinesq[39℄. Taylor s'est tout partiulièrement intéressé aux nappes annulaires (les � lohes� liquides) [40℄. Plus réemment, Bukingham et Bush [41℄ se sont attahés à étudierles nappes à struture polyèdre obtenues par la brisure d'un jet vertial de liquidevisqueux sur un impateur irulaire horizontal. Brunet et al., entre autres, ontpar ailleurs étudié la forme native d'une lohe liquide annulaire produite par ledébordement d'une oupelle irulaire [42℄.Après avoir développé une version 2D de l'expériene de la oupelle irulaire, nousutilisons sensiblement le même appareillage pour mettre en évidene le omporte-ment spatio-temporel de nappes en géométrie à dimensionnalité réduite. En e�et,seul un anneau de diamètre et de largeur réglables est utilisé et e dispositif permetd'étudier la déstabilisation, à sa naissane, d'une nappe de liquide dont l'embasepeut se déplaer librement sur une surfae à on�nement variable. Nous observonsainsi les modes transverses d'osillation d'une nappe. 61



3.6. Déstabilisation d'une nappe ylindrique vertiale de �uide visqueux
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Fig. 3.27.: Shémas (a) du montage, (b) de la zone d'éoulement.3.6.2. Le dispositif expérimentalLe montage utilisé dans ette expériene est une adaptation de elui utilisé dansles expérienes à deux dimensions (Fig. 3.27-a). La zone d'éoulement annulaire estobtenue au moyen de ahes plaés sur la grille (Fig. 3.27-b). On utilise la mêmegrille en aier que dans le as bidimensionnel dérite au début du hapitre 2.L'expériene a été réalisée ave quatre largeurs d'anneau (∆) di�érentes de 10, 12,14 et 16 mm, 'est à dire autour de la longueur d'onde de Rayleigh-Taylor λRT=13.3mm, pour un rayon moyen r=56 mm. Cette largeur d'anneau permet l'apparitiond'un omportement bidimensionnel. Nous avons utilisé des huiles silione de 50 et200 mm2/s.Un tube irulaire �uoresent est plaé autour de la hambre et le ontour de lanappe est déteté grâe à la lumière réfratée à la naissane de l'éoulement, donlégèrement sous le niveau de la grille. (Fig. 3.28-b).3.6.3. Les di�érents régimes d'éoulement en géométrieannulaireLe omportement du �lm alimenté présent sous la grille est analogue à elui observéà deux dimensions : lorsque le débit est prohe de zéro, e �lm se déstabilise sousl'e�et de la gravité et l'ation onjointe de la tension de surfae aratérisant l'in-stabilité de Rayleigh-Taylor onduit à la formation de gouttes distantes de λRT soussa surfae (Fig. 3.29-a). Pour un débit plus élevé, apparaît le régime de olonnes deliquide (Fig. 3.29-b), étudié antérieurement ave le dispositif de la oupelle iru-laire [8℄. Il est intéressant de remarquer qu'on retrouve ii les mêmes omportements62



Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.28.: Nappe ylindrique d'huile vue : (a) par le �té, (b) par le haut, à traversles trous de la grille (visosité 50 mm2/s).dynamiques au delà du régime stationnaire, tel un mode osillant à doublement depériode spatiale (mode �optique�), la propagation d'une onde solitaire, le mode dedérive globale et le régime turbulent. Gouttes et olonnes peuvent oexister sur uneertaine plage de débit. Pour un débit su�samment important, on observe une tran-sition brutale du régime de olonnes vers une nappe de liquide fermée et stationnaire.Celle-i n'est jamais ylindrique mais tend à se refermer en aval de l'éoulement (f[42℄ pour une étude détaillée des nappes de type � lohe �).3.6.4. Déstabilisation d'une nappe ylindriqueDans le but de mener une étude systématique, nous rendons la nappe ylindrique enréant une surpression ontr�lée à l'intérieur de elle-i par injetion d'air (Fig. 3.29-). Le sénario de déstabilisation suivant est observé quelles que soient les visositéset les largeurs d'anneau entre 10 et 16 mm. La possibilité que nous avons de modi�erla largeur de l'anneau est l'une des originalités de e dispositif expérimental.On applique une diminution lente du débit en partant de la situation stationnaire(Fig. 3.31-a). Celle-i s'aompagne d'un aminissement de la nappe (Fig. 3.31-b).Il existe un débit ritique Dc pour lequel la nappe ommene à osiller radialement(Fig. 3.31- et 3.30) sous la forme d'une onde stationnaire résultat de la ompétitionvisible entre une onde progressive droite et une onde progressive gauhe. L'amplitudedes osillations augmente ave l'éart au seuil. Pour un débit toujours déroissant,une deuxième transition apparaît : le système séletionne l'onde droite ou l'ondegauhe de nombre d'onde κ qui apparaît omme un motif en � rotation solide �(Fig. 3.29-d-e). Nous dé�nissons un nombre d'onde normalisé N = κ.r qui orres-pond au nombre d'onde azimuthal de la struture observée.Remarque : Lorsque ∆ est trop petit (inférieur à 10 mm), on n'observe jamais de63



3.6. Déstabilisation d'une nappe ylindrique vertiale de �uide visqueux

Fig. 3.29.: Pour un débit roissant (a) gouttes, (b) olonnes, () nappe ylindriquestationnaire, (d) nappe en rotation solide (N=3), (e) (N=4).
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Chapitre 3. Études de di�érents régimes

Fig. 3.30.: Nappe déstabilisée dans un mouvement d'osillation radiale représentéeii dans ses deux positions extrêmes (visosité 50 mm2/s).
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(b) (c)Fig. 3.31.: Vue en oupe de la nappe (a) le débit est supérieur à Dc, la nappe estépaisse et stationnaire, (b) une diminution du débit s'aompagne d'unaminissement de la nappe, () pour un débit inférieur à Dc l'embase dela nappe se déstabilise et osille.
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3.6. Déstabilisation d'une nappe ylindrique vertiale de �uide visqueux
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Fig. 3.32.: Pulsation pour un tour en fontion du débit : (a) ∆=10 mm, (b)∆=12mm, () ∆=14 mm, (d) ∆=16 mm (visosité 200 mm2/s).
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Chapitre 3. Études de di�érents régimes
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Fig. 3.33.: (a) Pulsation pour un tour en fontion du débit (visosité 200 mm2/s),(b) Pulsation pour un tour en fontion du débit surfaique (200 mm2/s),() Pulsation loale en fontion du débit surfaique (200 mm2/s), (d)omme () pour une visosité de 50 mm2/s.
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3.6. Déstabilisation d'une nappe ylindrique vertiale de �uide visqueuxdéstabilisation de la nappe mais une transition brusque vers le régime de olonnes(ou de goutte à goutte si ∆ est très faible).3.6.5. Résultats sur les nappes déstabilisées en rotationIl est possible d'obtenir diretement une nappe déstabilisée en rotation en imposantle débit qui séletionne un nombre d'onde κ. Toutes valeurs de ∆ onfondues, nousavons observé des valeurs de N omprises entre 1 et 8 pour une visosité de 50mm2/s et entre 1 et 4 pour 200 mm2/s. Lorsqu'une valeur de N est séletionnée,ette solution persiste sur une ertaine plage de débit et la pulsation pour un tour
ωt est proportionnelle au débit (Fig. 3.32). Comme on peut le voir sur es �gures,il apparaît un déalage des valeurs de N permises par le système ave la valeur de
∆. De plus, plusieurs solutions peuvent être obtenues pour une valeur du ouple(∆, D) donnée.La �gure 3.33-a rassemble les mesures pour les quatre valeurs de ∆. On donne lesrésultats en fontion du débit par unité de surfae (la vitesse moyenne de passageà travers la grille), e qui a l'e�et de rassembler les données par nombre d'ondenormalisé N , et don de onsidérer un anneau de largeur unitaire (Fig. 3.33-b). Tousles résultats se rassemblent sur une même droite en onsidérant la pulsation loale
ωl = ωt.N et le débit surfaique sur les �gures 3.33- et 3.33-d pour respetivementune visosité de 200 mm2/s ou 50 mm2/s.3.6.6. ConlusionDeux résultats ressortent de ette étude préliminaire. Pour une valeur du nombred'onde normaliséN donnée, la pulsation pour un tour ωt est proportionnelle au débitet au débit surfaique, don en première approximation à l'épaisseur de la nappe.Pour un débit surfaique donné, la pulsation loale ωl est inversement proportion-nelle à la largeur de l'anneau (∆).
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4. La déstabilisation d'unestruture hexagonalestationnaire4.1. Introdution
L

a déstabilisation d'un système dissipatif hors d'équilibre initialement homogèneonduisant à la struturation sous forme de motifs spatialement périodiquesest un phénomène très répandu dans la nature. A deux dimensions, on observeainsi la formation de rouleaux, de arrés, de patterns quasi-périodiques et d'hexa-gones (les plus fréquentes). Des exemples typiques d'expérienes montrant des motifshexagonaux à deux dimensions inluent la onvetion de Rayleigh-Bénard ave ef-fets non-Oberbek-Boussinesq [14℄, la onvetion de Marangoni [15℄, l'optique nonlinéaire [16℄ ou enore les systèmes de réation-di�usion [17℄ et leurs appliations àdes objets biologiques.Après une rapide introdution sur les bifurations dans les systèmes dynamiquesspatialement étendus, en lui assoiant les notions de rédution de la dynamique etd'arguments de symétrie, je prédis la forme de tous les veteurs d'onde (norme etorientation) de l'instabilité seondaire d'une struture hexagonale stationnaire.4.1.1. Bifurations dans les systèmes dynamiquesspatialement étendusDans le as des bifurations super-ritiques, le système devient instable vis à visde perturbations in�nitésimales. La plupart du temps l'état de base du système esthomogène et stationnaire mais l'aroissement des ontraintes fait apparaître undésordre. Dans e as, l'état bifurqué reste voisin de l'état de base, 'est pourquoil'on quali�e aussi ette transition de ontinue1. Du point de vue des systèmes dyna-miques, le désordre apparaît de manière progressive par une suession d'instabilités1Alors que dans le as où plusieurs solutions non-linéaires, et linéairement stables, sont en ompé-tition, le système bifurque de façon sous-ritique. La transition est alors quali�ée de disontinue,ou du premier ordre au sens des transitions de phase. 69



4.1. Introdutionlinéaires, bien dérites par les outils de l'analyse faiblement non-linéaire en intro-duisant la notion de forme normale, qui a par onstrution la propriété de respeterles symétries du problème initial. Au seuil de la bifuration, la dynamique est ainsiréduite à des équations d'amplitude des modes propres ritiques. Dans le voisinagede la bifuration, es amplitudes sont supposées varier lentement dans l'espae et letemps et jouent le r�le de paramètre d'ordre de la bifuration de manière naturelle.Le point de départ est souvent une situation stationnaire en temps et uniforme enespae. Un veteur d'onde ritique kc et une pulsation ritique ωc peuvent émergerau seuil de l'instabilité primaire. Il est alors possible de distinguer quatre situations :� kc 6= 0 et ωc 6= 0. Il s'agit dans e as d'ondes dissipatives que l'on renontre parexemple lors de la onvetion dans un mélange.� kc = 0 et ωc 6= 0. C'est le as de l'instabilité osillante homogène observée dans laréation himique bien onnue de Belouzov-Zhabotinsky [26, 27℄.� kc = 0 et ωc = 0. Il s'agit du as le plus simple. L'instabilité est stationnaire ethomogène.� kc 6= 0 et ωc = 0. C'est le as peut-être le plus ouramment renontré. Unestruture spatiale stationnaire émerge. A une dimension, on l'appelle instabilitéellulaire. Il peut s'agir de rouleaux, de arrés ou enore d'hexagones à deuxdimensions.Très souvent, on est onfronté à la dernière situation. La première bifuration faitapparaître une struture spatiale périodique, orrespondant à la brisure de l'inva-riane par translation d'espae. Il n'existe que trois types de strutures bifurquéespouvant paver une surfae plane de façon régulière : les rouleaux, les arrés et leshexagones.4.1.2. Rédution de la dynamique et arguments de symétrieLa dynamique d'un système marosopique hors équilibre est a priori régie par uneéquation d'évolution en temps des variables du système. Il s'agit généralement d'uneéquation di�érentielle aux dérivées partielles de la forme
∂U

∂t
= Fµ(U,R) = LU +N(U) (4.1)dont les omposantes réelles du veteur U représentent des grandeurs physiques(vitesse, pression, onentration himique, ...), L est un opérateur linéaire et N(U)une forntion non linéaire, R représente les variables du système et µ l'ensemble desparamètres de ontr�le.La perte de stabilité est assoiée au passage de la partie réelle d'une valeur proprede l'opérateur L de négatif à positif. Au voisinage de la bifuration, lorsque la partie70



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnaireréelle de ette valeur propre est nulle, pour un temps d'évolution su�samment long,toute la dynamique se réduit à la dynamique e�etive sur une variété invarianteloalement attratante appelée variété entrale. Ainsi, on ne prend en ompte quela dynamique assoiée à la projetion de la solution sur les veteurs propres assoiésà ette valeur propre (les variables marginales).Cette équation régissant le omportement des variables marginales au seuil de labifuration peut être réduite à une forme minimale. C'est la forme normale ara-térisant l'évolution du système pour une bifuration donnée. Dans ette desriptionheuristique, elle est obtenue par des arguments de symétrie, les termes non réson-nants, 'est à dire non aratéristiques de la bifuration onsidérée, étant éliminéspar des relations d'équivariane. Ainsi la dynamique peut être dérite de manièresimple par des équations d'amplitude, de forme générique, dérivant l'évolution desamplitudes (qui jouent le r�le de paramètres d'ordre au sens de Landau) des modesmarginaux au seuil de l'instabilité :
∂Ai

∂t
= Gi(A1, A2, . . .)L'étude des instabilités de (4.1) peut être menée aussi par une approhe phéno-ménologique2 en ne s'intéressant qu'aux symétries du problème dont ertaines sontbrisées lorsque l'un des paramètres de ontr�le λ de µ passe une valeur ritique λc.Faisons l'hypothèse que soit onnue la bifuration qui intervient, 'est à dire elle sé-letionnée par le système sous l'ation d'une ontrainte extérieure. Cela nous amèneà onsidérer ertaines lasses de symétries, e qui du point de vue mathématiquesigni�e onsidérer des systèmes d'équations di�érentielles invariants sous l'ationd'un groupe de transformations.Le onept fondamental de brisure spontanée de symétrie3 a susité un très grandintérêt dans le développement de la théorie des bifurations. Il joue un r�le onsidé-rable dans de nombreux domaines de la Physique omme en physique des partiules,en physique du solide, en physique des transitions de phase, en hydrodynamique...Appelons U =

∑
iAiUi + t.n.l. une solution bifurquée partiulière stable de (4.1) où2Il existe d'autres approhes omplémentaires non abordées dans ette thèse, lorsque l'on peutdérire expliitement les bifurations d'un système physique au moyen d'équations maroso-piques. Il est possible d'e�etuer des hangements de variables non linéaires prohes de l'identitépour séparer les variables lentes des variables rapides et dé�nir ainsi la variété entrale (dontl'existene est prouvée par le théorème de la variété entrale). On proède de nouveau à deshangements de variables non linéaires des équations d'amplitude pour obtenir la forme nor-male. Il est également possible de dériver l'expression de la forme normale et de la variétéentrale par un développement perturbatif des équations (méthode de Poinaré-Lindstedt).Une ondition de solvabilité est néessaire dans tous les as.3Par opposition, on parle de brisure expliite de symétrie quand les lois de onservation sontexpliitement violées à ause du ouplage à l'environnement (le terme de ouplage ne respetantpas ertaines symétries). 71



4.2. L'exemple du as unidimensionnelles Ai sont des amplitudes, les Ui sont les modes propres marginaux et t.n.l. repré-sente les termes non linéaires. Les symétries de la solution sont elles qui préserventette solution. Dans le as de ette brisure, la solution U a moins de symétries queles équations auxquelles elle se rapporte. Ces symétries forment un sous-groupe dessymétries du système, que l'on appelle le groupe d'isotropie de la solution. Ainsi,lors de son évolution, un système passe d'un état ave une ertaine symétrie à unétat moins symétrique.De manière générale, on s'intéresse à des systèmes physiques que l'on modélise pardes variables (T : température, −→B : hamp magnétique, p : pression. . .), sahant que,des groupes de transformations, seules sont onnues les ations sur es variables.Ainsi, un même groupe peut agir de façon di�érente d'une grandeur à une autre.On est en dé�nitive peu intéressé par l'ation du groupe sur le système lui-même,mais plut�t par la façon dont se transforment es grandeurs sous ette ation. Cestransformations induites sur les grandeurs physiques sont appelées les représenta-tions du groupe. On assoie une représentation à haque grandeur physique. Ontrouvera quelques notes sur les groupes et leurs représentations en Annexe B.Nous nous intéressons ii aux instabilités de strutures hexagonales et qui demandentpour leur desription l'introdution d'un nouveau paramètre d'ordre et d'une nou-velle équation d'amplitude, di�érents de eux dérivés pour la desription de la pre-mière bifuration. Nous ne nous intéressons don pas aux ompétitions entre di�é-rents motifs ou enore aux instabilités de la phase.Il est important de remarquer que notre démarhe n'est pas de dériver un systèmed'équations d'amplitude invariant par les symétries du problème en partant de laonnaissane a posteriori (expérimentale) du veteur d'onde seletionné à la bifur-ation, e qui a déjà été fait à l'aide de la théorie des bifurations équivariantes,mais bien de prédire quels seront les veteurs d'onde qui seront a priori mis en jeuxdans la déstabilisation du pattern hexagonal. Dans e but, nous utilisons le langagedes symétries mais nous ne herherons pas à aluler les espaes propres ritiqueset leurs dimensions, assoiés aux bifurations seondaires.4.2. L'exemple du as unidimensionnelQuand un système unidimensionnel stationnaire et spatialement périodique (de pé-riode λ) se déstabilise en mettant en jeu une nouvelle longueur d'onde (du mêmeordre de grandeur que λ), il fait le plus souvent apparaître une struturation spa-tiale à la longueur d'onde double. C'est le as en onvetion de Rayleigh-Bénard [33℄,dans des expérienes de Couette-Taylor [32℄ et de Rayleigh-Taylor [7℄, en solidi�-ation dirigée [19, 13℄ ou dans la simulation numérique de l'équation de KuramotoSivashinsky [20℄.72



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnairePar des arguments de type résonnane forte, Lionel Gil a montré [22℄ que 'estl'invariane par parité qui fore e doublement de période spatial. Nous rappelonsii omment e doublement de période est foré par la symétrie de parité.Considérons le système d'équations aux dérivées partielles
∂U

∂t
= Fµ(U, ∂x), (4.2)où U = U(x, t) est une olletion de fontions réelles et µ un ensemble de para-mètres de ontr�le. (4.2) est supposé invariant par translations d'espae et de tempsainsi que par parité (P). On suppose qu'il existe également une solution station-naire périodique U0(x) = U0(x+ λ), invariante par parité (PU0 = U0). En érivant

U(x, t) = U0(x) + W(x, t), on obtient après linéarisation
∂W
∂t

= DF |U0
W, (4.3)oùDF est la di�érentielle de F au voisinage de U0. Les modes propres de l'instabilitéde U0 sont alors les omportements ritiques solutions de (4.3). On pose ensuite

W = eiΩtψ(x) + cc où Ω est réel (éventuellement nul) et ψ satisfait à [23℄
iΩψ(x) = DF |U0

ψ(x) (4.4)D'après le théorème de Bloh-Floquet, les solutions de ette EDO linéaire à oe�-ients périodiques s'érivent
ψ(x) = AeFxH(x) (4.5)où H a la struture périodique de la solution de base et où l'exposant de Floquet Fest imaginaire pur (F = iq) pour empêher la divergene des modes propres instablesen x = ±∞. En tenant ompte de la parité, si W est solution de (4.3) alors PWl'est aussi, et la solution U s'exprime

U(x, t) = U0(x) + ℜe(Aei(Ωt−qx)H(x) +Bei(Ωt+qx)(PH)(x) +H.O.T.), (4.6)où A et B sont des nombres omplexes petits devant U0 au seuil de la bifurationseondaire. On utilise l'invariane par translation dans le temps (t, A, B → t +
δt, AeiΩδt, BeiΩδt) et la transformation de parité (x, A, B → −x, B, A) pourdéduire la forme des équations d'amplitude 73



4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonale
∂A

∂t
= z1A+z2B+(z3 |A|2 +z4 |B|2)A+(z5 |A|2 +z6 |B|2)B+z7A

2B+z8B
2A+ · · ·

∂B

∂t
= z1B+z2A+(z3 |B|2 +z4 |A|2)B+(z5 |B|2 +z6 |A|2)A+z7B

2A+z8A
2B+ · · ·(4.7)Il onvient ii de faire une remarque importante. Si la solution U0 était invariantepar translation ontinue d'espae (e qui n'est bien sûr pas le as), l'invariane

(x, A, B → x + δx, Ae−iqδx, Beiqδx) forerait l'annulation des oe�ients z2, z5,
z6, z7 et z8. Ces oe�ients sont don lairement reliés à la desription de la réson-nane forte d'une struture ellulaire puisqu'ils n'existent qu'à ause de la périodiitéspatiale de U0 [22℄. De plus, les amplitudes A et B étant petites au seuil de la bi-furation, les termes linéaires z2B et z2A sont assoiés à la résonnane la plus forte.Dans e as, l'invariane par translation disrète impose q = (m/2)(2π/λ) (m en-tier). Maintenant que le nombre seletionné a été identi�é, on peut poursuivre leraisonnement et utiliser la théorie des groupes (ii assez triviale) pour déterminer lanature des modes instables. Dans le as q = π/λ, orrespondant au doublement depériode spatiale, 4.7 se réérit

∂t

(
A
B

)
=

(
z1 z2
z2 z1

)(
A
B

)
+ · · · (4.8)Les modes ritiques sont alors soit symétriques (A = B, renvoie à la valeur propre

z1 +z2), soit antisymétriques (A = −B, renvoie à la valeur propre z1−z2) [23℄. Nousutilisons par la suite la même approhe pour aratériser les veteurs d'onde mis enjeu dans la déstabilisation d'un pattern hexagonal 2D.4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de ladéstabilisation d'une struture hexagonaleEn utilisant des arguments analogues au as unidimensionel, on s'intéresse ii à laséletion des veteurs d'onde (diretion et norme) qui interviennent lors de la déstabi-lisation d'un motif stationnaire hexagonal. Nous onsidérons une struture d'hexa-gones entrés. En e�et, ontrairement au problème de la onvetion de Bénard-Marangoni, nous n'introduisons pas de di�érene entre le entre de l'hexagone et sessix voisins. Nous avons traité le sujet dans l'artile [30℄ également onsultable dansl'annexe E.74



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnairePlusieurs des modes prédits ont été observés numériquement et expérimentalement.Ils sont disutés dans la setion 4.4. En partiulier, l'un des modes prédits a étéobservé dans l'expériene dérite dans ette thèse au hapitre 3.4.3.1. Le positionnement du problèmeOn suit exatement la même démarhe que dans le as unidimensionnel, la di�érenevenant des symétries du problème, plus nombreuses. On onsidère un système bidi-mensionnel, dont la dynamique est régie par une olletion d'équations aux dérivéespartielles
∂U

∂t
= Fµ(U, ∂x, ∂y), (4.9)où U = U(x, y, t) est un ensemble de fontions représentant des grandeurs physiques(vitesse, pression, ...), et où la dynamique Fµ dépend a priori des dérivées spatialesdes omposantes de U .On suppose aussi que le système (4.9) est invariant par translations ontinues d'es-pae (opérateur T−→v suivant −→v ) et de temps (opérateur Tt ), par ré�exion miroirpar rapport à un plan vertial (opérateur parité P~v par rapport à ~v, i.e. P−→v (−→r ) =

2
−→r .−→v
−→v 2

−→v −−→r ) et par rotation ontinue d'espae d'angle θ (opérateur Rθ). Appelons
H le groupe des transformations laissant invariant le système.Si U (x, y, t) est solution de (4.9), alors (T−→v U) (x, y, t), (TtU) (x, y, t), (RθU) (x, y, t)et (P−→v U) (x, y, t) le sont aussi.On fait ensuite l'hypothèse, en tenant ompte du réseau hexagonal, qu'il existe un ré-gime de paramètres pour lequel (4.9) possède une solution stationnaire U0(x, y, t) =
U0(x, y), invariante par translation T~ai

U0(~r) = U0(~r + ~ai) = U0(~r) ave
~ai = λ (cos(i2π/3), sin(i2π/3)) , i = 0, 1, 2 ,invariante par parité (P~ai

U0 = U0) et par les rotations d'angle 2π/6 (R2π/6U0 = U0),'est à dire invariante par l'ation du groupe G = C6υ ×Z
2. G est un sous-groupe de

H que l'on appelle le groupe d'isotropie de la solution U0.� C6υ ontient les douze éléments de symétrie de l'hexagone :
C6v = {gi, i ∈ [1, 12]} = {E, C1

6 = R2π/6, C2
6 = R2

2π/6, C3
6 = R3

2π/6, C4
6 =

R4
2π/6, C5

6 = R5
2π/6, σv = P ~a0

, σvC
1
6 = R2π/6P ~a0

, σvC2
6 = R2

2π/6P ~a0
, σvC3

6 = R3
2π/6P ~a0

,

σvC4
6 = R4

2π/6P ~a0
, σvC5

6 = R5
2π/6P ~a0

}où Ci
6 est la rotation d'angle 2iπ

6
et σv la ré�exion miroir par rapport au planvertial (0, x, z).
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4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonale� Z
2 est le groupe des translations disrètes générées par ~a0 et ~a1 où

−→a0 = λ

(
1
0

)
, −→a1 = λ




−1

2√
3

2


Les modes de Fourier −→ki de la solution de base satisfont les onditions :

−→ai .
−→
kj = 2πδij, i, j = 0, 1onduisant à

−→
ki = k0




cos
(
(2i+ 1)

π

6

)

sin
(
(2i+ 1)

π

6

)


 , et k0 =

4π

λ
√

3Il est important de remarquer que les modes de Fourier −→
ki mis en jeu dans ladesription de U0 ne sont jamais parallèles aux veteurs translation −→aj et n'ont pasune norme de 2π/ ‖−→aj‖. Les ~ai et les veteurs d'onde assoiés ~ki sont représentésFig. 4.1.

Soit





U0 (x, y, t) = U0 (x, y)

U0 (−→r ) = (gU0) (−→r ) , pour tout élément de GPour étudier les bifurations seondaires, 'est à dire omment ette solution sta-tionnaire hexagonale entrée se déstabilise, on quitte la zone de stabilité en faisantpasser un paramètre µ au delà d'une valeur ritique µc. On peut alors proéder àune analyse de stabilité linéaire de (4.9) ave
U (x, y, t) = U0 (x, y) + W (x, y, t)où W(x, y, t) est une perturbation in�nitésimale.

Fµ (U, ∂x, ∂y) = Fµ (U0, ∂x, ∂y) + DF |U0
W + · · ·Alors76



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnaire

Fig. 4.1.: (a) Shéma d'un pattern hexagonal. Les ~ai orrespondent aux translationsd'espae laissant le pattern inhangé ; (b) Shéma des veteurs d'onde misen jeu dans la desription de (a).
∂U

∂t
=
∂U0

∂t
+
∂W
∂t

= Fµ (U0, ∂x, ∂y) + DF |U0
W + · · ·et en se restreignant aux termes linéaires en W

∂W
∂t

= DF |U0
W (4.10)Si W est solution de (4.10), alors gW l'est également pour tout g ∈ C6v.En e�et, si U (x, y, t) est solution de (4.9), alors du fait des symétries du problème,

gU = gU0 + gW est aussi solution de (4.9) que l'on réérit
∂ (gU0)

∂t
+
∂ (gW)

∂t
= Fµ (gU0, ∂x, ∂y) + DF |gU0

(gW) .Or
∂ (gU0)

∂t
= Fµ (gU0, ∂x, ∂y)don

∂ (gW)

∂t
= DF |U0

(gW) . 77



4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonale4.3.2. L'analyse de Bloh-FloquetLes fontions bi-périodiques sur le réseau R sont de la forme ei
−→
k −→r où −→

k appartientau réseau dual de R :
R∗ =

{
n1

−→
k1 + n2

−→
k2 / n1, n2 ∈ Z

}Puisque la solution U0 (x, y) est périodique, il est judiieux de la déomposer dansl'espae de Fourier
U0 (−→r ) =

∑

n1,n2

Un1,n2
ei(n1

−→
k1+n2

−→
k2).−→r

DF |U0
étant un opérateur linéaire et bi-périodique, on peut le développer en sériede Fourier :

DF |U0
=
∑

n1,n2

ei(n1

−→
k1+n2

−→
k2).−→r Ln1,n2

(∂x, ∂y) (4.11)ave Ln1,n2
(∂x, ∂y) opérateur di�érentiel.En substituant (4.11) dans (4.10) on obtient la dynamique de Ŵ par une transforméede Fourier :
∂W (x, y, t)

∂t
=
∑

n1,n2

ei(n1

−→
k1+n2

−→
k2).−→r Ln1,n2

(∂x, ∂y)W (x, y, t)

∂Ŵ
(−→
k , t
)

∂t
=

∫ (∑

n1,n2

ei(n1

−→
k1+n2

−→
k2).−→r Ln1,n2

(∂x, ∂y)W (x, y, t)

)
ei

−→
k .−→r d−→r

=
∑

n1,n2

∫ (
ei(n1

−→
k1+n2

−→
k2+

−→
k ).−→r Ln1,n2

(∂x, ∂y)W (x, y, t) d−→r
)

∂Ŵ
(−→
k , t
)

∂t
=
∑

n1,n2

Ln1,n2

(
n1

−→
k1 + n2

−→
k2 +

−→
k
)
Ŵ
(
n1

−→
k1 + n2

−→
k2 +

−→
k , t
) (4.12)Si on onsidère un sous-ensemble

H−→
K

=
{
Ŵ
(−→
K +

[
n1

−→
k1 + n2

−→
k2

]
, t
)
, (n1, n2) ∈ Z

2
}
,on remarque qu'il est globalement invariant par la dynamique (4.12) et que les sous-espaes H−→

K
ne s'intersetent pas. En réalité, ils forment une partition de l'ensembledes solutions. C'est pourquoi, lors de l'analyse de la dynamique (4.12), on peut serestreindre à haun des sous-ensembles H−→

K
.78



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnaireOn peut représenter ela shématiquement, sahant qu'en réalité −→
K varie ontinû-ment et que les blos sont de dimension in�nie :

∂

∂t
Ŵ




−→
K1

−→
K2

−→
K3... , t




=




[· · · ] 0 0 0

0 [· · · ] 0 0

0 0 [· · · ] 0

0 0 0
. . .



Ŵ




−→
K1

−→
K2

−→
K3... , t




Ainsi, à partir de maintenant, on se restreindra à un sous-ensemble H−→
K
donné.On atteint le seuil de la bifuration (omportement ritique) lorsqu'en faisant va-rier un paramètre, la valeur propre qui a la plus grande partie réelle traverse l'axeimaginaire :

Ω−→
kc

= iω, où −→
kc représente le veteur −→K ritique.Puisque les autres valeurs propres sont de parties réelles négatives, les modes amortisorrespondants disparaissent après un temps su�samment long et la dynamique àgrand temps s'érit :

W−→

kc

(x, y, t) = AeiΩt
∑

n1,n2

Ŵ
(−→
kc + n1

−→
k1 + n2

−→
k2 , t

)
ei(

−→
kc+[n1

−→
k1+n2

−→
k2]).−→r + C.C.

= AeiΩtei
−→
kc

−→r χ (−→r ) + C.C.ave χ (−→r ) une fontion ave la même struture hexagonale que U0 (−→r ) et A unoe�ient omplexe de proportionnalité. L'exposant de Floquet ~F = i~kc est pourles mêmes raisons qu'à 1D purement imaginaire.Comme on l'a vu, l'équation (4.10) est invariante par l'ation du groupe de symétriede l'hexagone C6v. Puisque W−→
kc

(−→r , t) ainsi dé�ni est un mode propre ritique solu-tion de (4.10), il en va de même pour (gW−→

kc

)
(−→r , t) où g est l'un des 12 élémentsdu groupe de symétrie C6v.On peut érire la forme générale de la solution au seuil de la bifuration seondaire :79



4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonale
A

A

A

AA

A

A

A

A

7

6

5

11

9
2

8

A
10

A
4

A1

12

3

(a)Fig. 4.2.: (a) Les amplitudes Ai des modes propres ritiques. (b) Les veteurs d'ondemis en jeu dans la desription des modes propres seondaires.
W (−→r , t) = eiΩt

[
(AEe

i
−→
kc

−→r χ (−→r ) + AC1

6
ei(C1

6

−→
kc)−→r (C1

6χ) (−→r ) + AC2

6
ei(C2

6

−→
kc)−→r (C2

6χ) (−→r )

+ AC3

6
ei(C3

6

−→
kc)−→r C3

6χ (−→r ) + AC4

6
ei(C4

6

−→
kc)−→r (C4

6χ) (−→r ) + AC5

6
ei(C5

6

−→
kc)−→r (C5

6χ) (−→r )

+ Aσv
ei(σv

−→
kc)−→r (σvχ) (−→r ) + AC1

6
σv
ei(C1

6
σv

−→
kc)−→r (C1

6σvχ) (−→r )

+ AC2

6
σv
ei(C2

6
σv

−→
kc)−→r (C2

6σvχ) (−→r ) + AC3

6
σv
ei(C3

6
σv

−→
kc)−→r (C3

6σvχ) (−→r )

+ AC4

6
σv
ei(C4

6
σv

−→
kc)−→r (C4

6σvχ) (−→r ) AC5

6
σv
ei(C5

6
σv

−→
kc)−→r (C5

6σvχ) (−→r )
]

+ C.C.Que l'on peut réérire de manière plus ompate
W(~r, t) = ℜe

{
eiΩt

12∑

i=1

Aie
igi(~κ).~rgi(χ)(~r)

} (4.13)en notant (voir Fig. 4.2)
{
i = E,C1

6 , C
2
6 , C

3
6 , C

4
6 , C

5
6 , σv, C

1
6σv, C

2
6σv, C

3
6σv, C

4
6σv, C

5
6σv

} (4.14)et où −→
kc = κ

(
cos (θ)
sin (θ)

).80



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnaire4.3.3. La séletion des veteurs d'onde −→
kcLes douze amplitudes omplexes (4.14) rendent ompte des propriétés de parité etde rotation des modes propres ritiques et jouent le r�le de paramètre d'ordre de labifuration seondaire. Mais on n'a enore auune information sur les poids relatifsde es di�érents oe�ients. Par exemple,� dans le as isotrope, on peut s'attendre à trouver un veteur propre de la forme

(A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10, A11, A12) = α (1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1)� dans le as symétrique par rapport à σv

(A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10, A11, A12) = (α1, α2, α3, α4, α5, α6,
α1, α2, α3, α4, α5, α6)� dans le as antisymétrique

(A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10, A11, A12) = (α1, α2, α3, α4, α5, α6,
−α1,−α2,−α3,−α4,−α5,−α6)Pour aratériser les instabilités génériques seondaires d'un motif hexagonal bidi-mensionnel, nous supposons que les amplitudes omplexes Ai varient lentement dansle temps prohe du seuil. On reherhe l'équation d'évolution temporelle omme undéveloppement de Taylor en Ai et Āi.

∂Ai

∂t
= αijAj + βikAk + T.N.L. (4.15)Dans le as de la bifuration de Hopf4 (Ω 6= 0), l'invariane par translation dans letemps (t → t + δt) fore (4.15) à être invariant par la transformation de la phase

Ai → Aie
iΩδt en imposant βij = 0 et onduit à

∂Ai

∂t
= αijAj + T.N.L. (4.16)AppelonsMH la matrie des (αi,j). Dans la suite de et exposé, nous nous limiteronsuniquement à e as. 81



4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonale
C6υ E C∈ 2C3 2C6 3U2 3U ′

2

A1 1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 −1 1 −1
B2 1 −1 1 −1 −1 1
E1 2 −2 −1 1 0 0
E2 2 2 −1 −1 0 0Tab. 4.2.: Table des aratères du groupe C6υ4.3.3.1. L'invariane de (4.10) par les éléments du groupe C6υOn hoisit une représentation matriielle R12 du groupe C6υ des symétries de lasolution sur l'espae des opérateurs linéaires de (A1, . . . , A12) vers (A1, . . . , A12).Ainsi, on peut dé�nir les représentations du groupe C6ν :

E 7→ R12(E) : {A1, . . . , A12} → {A1, . . . , A12}
C1

6 7→ R12(C1
6) : {A1, . . . , A12} → {A6, A1, A2, A3, A4, A5, A12, A7, A8, A9, A10, A11}

σv 7→ R12(σv) : {A1, . . . , A12} → {A7, A12, A11, A10, A9, A8, A1, A6, A1, A4, A3, A2}On dé�nit de même les représentations des neuf autres éléments du groupe.
R12 est une représentation de C6υ dans GL12, don de dimension douze. Or, la théo-rie des groupes indique (voir la table 4.2 et l'Annexe B) que C6υ possède quatrereprésentations irrédutibles de dimension un et deux représentations irrédutiblesde dimension deux, deux à deux non équivalentes. R12 n'est don pas une représen-tation irrédutible.Par onstrution MH est C6υ-équivariante ar (4.10) est invariante par les élémentsde symétrie de C6υ. Les matries R12(C6v) qui onstituent ette représentation om-mutent ave MH . Puisque C1

6 et σv sont générateurs du groupe C6υ, il faut et il su�tque R12(C1
6) et R12(σv) ommutent ave MH (voir les formes matrielles de R12(C1

6)et R12(σv) en Annexe C).Soit
[
MH ,R12(C1

6)
]

= 0, [MH ,R12(σv)] = 0 (4.17)où [MH ,R12(C1
6)] est le ommutateur de MH et de R12(C1

6).4Nous traitons par la suite uniquement le as de Hopf (Ω 6= 0), le as stationnaire (Ω = 0)onduisant exatement aux mêmes résultats.82



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnaireLes équations (4.17) réduisent les 144 éléments omplexes de MH à seulement 12di�érents notés (m1, m2, . . . , m12) :

MH =




m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12

m6 m1 m2 m3 m4 m5 m12 m7 m8 m9 m10 m11

m5 m6 m1 m2 m3 m4 m11 m12 m7 m8 m9 m10

m4 m5 m6 m1 m2 m3 m10 m11 m12 m7 m8 m9

m3 m4 m5 m6 m1 m2 m9 m10 m11 m12 m7 m8

m2 m3 m4 m5 m6 m1 m8 m9 m10 m11 m12 m7

m7 m12 m11 m10 m9 m8 m1 m6 m5 m4 m3 m2

m8 m7 m12 m11 m10 m9 m2 m1 m6 m5 m4 m3

m9 m8 m7 m12 m11 m10 m3 m2 m1 m6 m5 m4

m10 m9 m8 m7 m12 m11 m4 m3 m2 m1 m6 m5

m11 m10 m9 m8 m7 m12 m5 m4 m3 m2 m1 m6

m12 m11 m10 m9 m8 m7 m6 m5 m4 m3 m2 m1




Cette matrie possède quatre valeurs propres doubles et quatre valeurs propressimples auxquelles sont assoiées six formes de veteurs propres di�érentes
V1 = (α, β,− (α + β) , α, β,− (α+ β) , γ, δ,− (γ + δ) , γ, δ,− (γ + δ))

V2 = (α, β, β − α,−α,−β,− (β − α) , γ, δ,− (γ − δ) ,−γ,−δ, γ − δ)

V3 = (α, α, α, α, α, α, α, α, α, α, α, α)

V4 = (α, α, α, α, α, α,−α,−α,−α,−α,−α,−α)

V5 = (α,−α, α,−α, α,−α,−α, α,−α, α,−α, α)

V6 = (α,−α, α,−α, α,−α, α,−α, α,−α, α,−α) 83



4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonale





Une valeur propre double λ1 est assoiée à deux veteurs propres du type V1Une valeur propre double λ2 est assoiée à deux veteurs propres du type V1Une valeur propre double λ3 est assoiée à deux veteurs propres du type V2Une valeur propre double λ4 est assoiée à deux veteurs propres du type V2Une valeur propre simple λ5 est assoiée à un veteur propre du type V3Une valeur propre simple λ6 est assoiée à un veteur propre du type V4Une valeur propre simple λ7 est assoiée à un veteur propre du type V5Une valeur propre simple λ8 est assoiée à un veteur propre du type V6On véri�e que es résultats sont ompatibles ave les relations d'orthogonalité de lathéorie des groupes (Cf Annexe B).
∑

i n
2
i = 22 + 22 + 12 + 12 + 12 + 12 = g

= 12

∑
i aini = (2 ∗ 2) + (2 ∗ 2) + (1 ∗ 1) + (1 ∗ 1) + (1 ∗ 1) + (1 ∗ 1) = g

= 12où ni est la dimension de la représentation irrédutible i, ai sa multipliité et gl'ordre du groupe.4.3.3.2. L'invariane de (4.10) par les translations d'espae Z
2.Si on prend en ompte l'invariane de (4.10) par les translations d'espae Z

2, MHdoit ommuter ave les deux matries de translation R12(T ~a0
) et R12(T ~a1

) représen-tant respetivement les translations de veteurs −→a0 et −→a1 .
[MH , R12(T ~a0

)] = 0, [MH , R12(T ~a1
)] = 0 (4.18)On fait le alul des deux matries translation en utilisant le fait que la translationd'espae −→r → −→r +−→a0 impose Ai → Aie

i
−→
kci

−→a0 et la translation d'espae −→r → −→r +−→a1impose Ai → Aie
i
−→
kci

−→a1 où on rappelle
i = E, C1

6 , C2
6 , C3

6 , C4
6 , C5

6 , σv, C1
6σv, C2

6σv, C3
6σv, C4

6σv, C5
6σvLes éléments de matrie des ommutateurs (4.18) s'érivent sous la forme mi ×

(coefficient) où les termes (coefficient) sont fontion de κ et θ. Tous es elémentsde matrie doivent être nuls. Deux possibilités se présentent alors pour annulerun élément. Soit (coefficient) est nul, soit mi est nul. Certains des (coefficient)peuvent s'annuler pour des valeurs de κ et θ déterminées.Considérons le as des éléments de matrie ayant m2 en fateur. Si, pour (κ, θ)donné, tous les (coefficient) en fateur de m2 sont nuls, alors auune onditionn'est imposée pour m2 : il est a priori non nul.84



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnaireAu ontraire, si pour (κ, θ) donné, au moins un (coefficient) en fateur de m2 estnon nul, alors m2 doit néessairement être nul puisqu'il faut annuler l'élément dematrie orrespondant.Cette desription est également vraie pour toutes les autres situations i 6= 1.En dé�nitive, il faut identi�er tous les ouples (κ, θ) pour lesquels on n'a pas l'obli-gation d'annuler un, voire plusieurs mi, sahant qu'il faut annuler tous les élémentsde matrie des deux ommutateurs séparément.En utilisant les notations
C = e

i
κ

2
λ cos (θ)

S = e
i
κ

2
λ
√

3 sin (θ)on obtient les onditions d'annulation suivantes :
m2 = 0 ou (C, S) ∈ S2 = {(1, 1) , (−1,−1)} ,
m3 = 0 ou (C, S) ∈ S3 =

{
(1, 1) , (−1,−1) ,

(
e±2iπ/3, 1

)
,
(
e±2iπ/6,−1

)}
,

m4 = 0 ou (C, S) ∈ S4 = {(1,±1) , (−1,±1) , (i,±i) , (−i,±i)} ,
m5 = 0 ou (C, S) ∈ S3,

m6 = 0 ou (C, S) ∈ S2,

m7 = 0 ou (C, S) ∈ S5 = {S = ±1} ,
m8 = 0 ou (C, S) ∈ S6 = {C = S} ,
m9 = 0 ou (C, S) ∈ S7 =

{
S = C3

}
,

m10 = 0 ou (C, S) ∈ S8 = {C = ±1} ,
m11 = 0 ou (C, S) ∈ S9 =

{
SC3 = 1

}
,

m12 = 0 ou (C, S) ∈ S10 = {SC = 1} .On onstate qu'il n'y a pas de ondition sur m1. De plus, si tous les oe�ients
(m2, . . . , m12) étaient nuls, alors (4.10) serait invariant par rapport à toute transla-tion ontinue d'espae. Bien que e soit possible, par exemple si DF |U0

ne dépendaitpas expliitement de U0, e n'est pas une situation générique. Don génériquementau moins un des mi,i≥2 est non nul. On remarque également que les ensembles Sine sont pas disjoints. Plusieurs mi peuvent être simultanément non nuls pour unmême ouple (C, S). Par exemple dans le as (C, S) ∈ S2, auun des mi n'est foréde s'annuler.Tous les as de �gure onstituant les règles de séletion des veteurs d'onde del'instabilité seondaire sont résumés dans la Table 4.3 où ∆θ est l'angle entre ~k0 et85



4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonaleCas κx/ 2π
λ

κy/ 2π

λ
√

3
κ2/k2

0
κmin/k0 △θ Pas forément nulI 2m 2n 3m2 + n2 1 0 tousII 2m + 1 2n + 1 3(m + 1/2)2 + (n + 1/2)2 1 0III 2m + 2/3 2n 3(m + 1/3)2 + n2 1/

√
3 π/6 m1, m3,IV 2m − 2/3 2n 3(m − 1/3)2 + n2 1/

√
3 π/6 m5, m7,V 2m + 1/3 2n + 1 3(m + 1/6)2 + (n + 1/2)2 1/

√
3 π/6 m9, m11VI 2m − 1/3 2n + 1 3(m − 1/6)2 + (n + 1/2)2 1/

√
3 π/6VII 2m 2n + 1 3m2 + (n + 1/2)2 1/2 0 m1, m4, m7, m10VIII 2m + 1 2n 3(m + 1/2)2 + n2

√
3/2 π/6IX 2m + 1/2 2n + 1/2 3(m + 1/4)2 + (n + 1/4)2 1/2 0 m1, m4, m8, m11X 2m − 1/2 2n − 1/2 3(m − 1/4)2 + (n − 1/4)2 1/2 0XI 2m + 1/2 2n − 1/2 3(m + 1/4)2 + (n − 1/4)2 1/2 0 m1, m4, m9, m12XII 2m − 1/2 2n + 1/2 3(m − 1/4)2 + (n + 1/4)2 1/2 0Cas Contrainte Pas forément nulXIII κy = 2π

λ
√

3
(2n) m1,m7XIV κy = 2π

λ
√

3
(2n+1)XV κy − κx

√

3
= k0m m1,m8XVI κy − κx

√
3 = k0m m1, m9XVII κx = 2π

λ
(2m) m1,m10XVIII κx = 2π

λ
(2m+1)XIX κy +

√
3κx = k0m m1,m11XX κy + κx

√

3
= k0m m1, m12Tab. 4.3.: Les règles de séletion des veteurs d'onde.

−→
kc (voir Fig. 4.2).Passons en revue quelques situations.1 (C, S) = (1, 1) ⇒ ∃(m,n) ∈ Z

2,






kc,x = κ cos (θ) =
2π

λ
2m

kc,y = κ sin (θ) =
2π

λ
√

3
2nDans e as, il n'y a auune ondition sur les oe�ients m1, . . . , m12 qui ne sontdon pas forés de s'annuler.

κ2
m,n = k2

0 (3m2 + n2). La forme des veteurs propres et valeurs propres est elledonnée plus haut. Pour la séletion des veteurs d'onde, on peut noter que l'ensemble
F =

{
~kc,(m,n), (m,n) ∈ Z

2
}n'est pas C6ν -invariant. A1 est assoié au spetre F , A2au spetre g2 (F) et Ai au spetre gi (F). Le spetre de la perturbation ritique W86



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnairemet en jeu 12⋃

i=1

gi (F). Les plus petits veteurs d'onde orrespondent aux ~ki du motifhexagonal de base κmin = k0 et ∆θ = 0.2 (C, S) = (−1, 1) ⇒ ∃(m,n) ∈ Z
2,





kc,x = κ cos (θ) =
2π

λ
(2m+ 1)

kc,y = κ sin (θ) =
2π

λ
√

3
2nles oe�ients m1, m4, m7 et m10 ne sont don pas forés de s'annuler et MH seréérit

MH =




m1 0 0 m4 0 0 m7 0 0 m10 0 0

0 m1 0 0 m4 0 0 m7 0 0 m10 0

0 0 m1 0 0 m4 0 0 m7 0 0 m10

m4 0 0 m1 0 0 m10 0 0 m7 0 0

0 m4 0 0 m1 0 0 m10 0 0 m7 0

0 0 m4 0 0 m1 0 0 m10 0 0 m7

m7 0 0 m10 0 0 m1 0 0 m4 0 0

0 m7 0 0 m10 0 0 m1 0 0 m4 0

0 0 m7 0 0 m10 0 0 m1 0 0 m4

m10 0 0 m7 0 0 m4 0 0 m1 0 0

0 m10 0 0 m7 0 0 m4 0 0 m1 0

0 0 m10 0 0 m7 0 0 m4 0 0 m1


Dans e as, on obtient les 4 valeurs propres triples et veteurs propres assoiés :

m1 +m7 +m4 +m10 :






(1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0)
(0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0)
(0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1)

m1 +m7 −m4 −m10 :





(−1, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0, 0, 1, 0, 0)
(0, 0, 1, 0, 0,−1, 0, 0, 1, 0, 0,−1)
(0,−1, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0, 0, 1, 0)

m1 −m7 −m4 +m10 :





(0, 0,−1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0,−1)
(1, 0, 0,−1, 0, 0,−1, 0, 0, 1, 0, 0)
(0,−1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0) 87



4.3. Séletion des veteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une struturehexagonale
m1 −m7 +m4 −m10 :






(0, 0,−1, 0, 0,−1, 0, 0, 1, 0, 0, 1)
(0, 1, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0, 0,−1, 0)
(1, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0, 0,−1, 0, 0)Par exemple, dans le as où la valeur propre mise en jeu dans l'instabilité seondaireest m1 +m7 +m4 +m10, les trois veteurs propres indépendants sont invariants parparité et s'éhangent par rotation de 2π

6
. Le spetre de Fourier de es modes propresn'est pas invariant par R2π/6, pas plus que la réunion des trois spetres. Le spetrede Fourier de la perturbation W dépend de la ompétition non-linéaire entre estrois modes propres symétriques. Si es trois modes propres oexistent ave la mêmeamplitude, le spetre total est invariant par R2π/6, mais e n'est pas vrai dans le asontraire. Les plus petits veteurs mis en jeu dans la desription de la perturbation

W sont aratérisés par κmin = k0

√
3

2
et ∆θ =

π

6
.3 S = 1 ⇒ ∃n ∈ Z, kc,y = κ sin (θ) =

2π

λ
√

3
2nles oe�ients m1 et m7 ne sont don pas forés de s'annuler et MH se réérit

MH =




m1 0 0 0 0 0 m7 0 0 0 0 0

0 m1 0 0 0 0 0 m7 0 0 0 0

0 0 m1 0 0 0 0 0 m7 0 0 0

0 0 0 m1 0 0 0 0 0 m7 0 0

0 0 0 0 m1 0 0 0 0 0 m7 0

0 0 0 0 0 m1 0 0 0 0 0 m7

m7 0 0 0 0 0 m1 0 0 0 0 0

0 m7 0 0 0 0 0 m1 0 0 0 0

0 0 m7 0 0 0 0 0 m1 0 0 0

0 0 0 m7 0 0 0 0 0 m1 0 0

0 0 0 0 m7 0 0 0 0 0 m1 0

0 0 0 0 0 m7 0 0 0 0 0 m1


Dans e as, on obtient les 2 valeurs propres sextuples et veteurs propres assoiés :

m1 +m7 :





(1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)
(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)
(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1)
(0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)
(0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)88



Chapitre 4. La déstabilisation d'une struture hexagonale stationnaire

Fig. 4.3.: Spetre de Fourier de la perturbation W pour le as théorique 3. Leserles orrespondent aux veteurs d'onde mis en jeu dans la desriptiondu motif hexagonal de base.
m1 −m7 :






(1, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0)
(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0)
(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0,−1)
(0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0)
(0, 1, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 0)Il n'y a pas de séletion sur la omposante x de ~kc, mais ela n'impose pas que(4.10) soit invariant par rapport aux translations ontinues le long de l'axe des x. Lesveteurs propres assoiés à l'une des deux valeurs propres s'éhangent par rotationde 2π

6
. Les veteurs propres assoiés à la valeur propre m1 +m7 sont invariants par

P ~a0
, alors que eux assoiés à m1 −m7 s'éhangent dans leurs opposés. La Fig. 4.3montre les veteurs d'onde mis en jeu dans la desription de la perturbation quandil n'y a pas de ompétition entre les modes propres ritiques.Pour �nir, on donne un exemple pour le as 2. Dans la situation m1 + m7 + m4 +

m10 = 0 (l'une des situations génériques d'apparition de l'instabilité), le mode propreritique W (−→r , t) s'érit :
W (−→r , t) = eiΩt (R1χ1 (−→r ) +R2χ2 (−→r ) +R3χ3 (−→r ))ave 89



4.4. Comparaison ave des observations
χ1 = ei

−→
kc

−→r χ (−→r ) + ei(C3

6

−→
kc)−→r C3

6χ (−→r ) + ei(σv

−→
kc)−→r (σvχ) (−→r ) + ei(C3

6
σv

−→
kc)−→r (C3

6σvχ) (−→r )

χ2 = ei(C1

6

−→
kc)−→r C1

6χ (−→r )+ei(C4

6

−→
kc)−→r C4

6χ (−→r )+ei(C1

6
σv

−→
kc)−→r (C1

6σvχ) (−→r )+ei(C4

6
σv

−→
kc)−→r (C4

6σvχ) (−→r )

χ3 = ei(C2

6

−→
kc)−→r C2

6χ (−→r )+ei(C5

6

−→
kc)−→r C5

6χ (−→r )+ei(C2

6
σv

−→
kc)−→r (C2

6σvχ) (−→r )+ei(C5

6
σv

−→
kc)−→r (C5

6σvχ) (−→r )et R1, R2 et R3 des oe�ients omplexes de proportionalité.4.4. Comparaison ave des observationsA notre onnaissane, quatre observations d'instabilité seondaire d'une struturestationnaire hexagonale ont été faites.� Une simulation numérique de l'équation de Kuramoto-Sivashinski amortie à 2D[24℄. Cette équation
∂h

∂t
= µ−

(
1 + ~∇2

)2

h+ ~∇h2est mise en jeu dans de nombreux problèmes de physique et de himie et peutêtre onsidérée omme un paradigme des systèmes dissipatifs. Elle possède unesolution homogène et stationnaire h = 0 qui devient instable et laisse plae à unestruture hexagonale lorsque µ devient positif. Pour une valeur plus grande dee paramètre, il apparaît une instabilité seondaire. L'étude numérique a montrél'émergene de nouveaux veteurs κ = k0/
√

3 et (∆θ = π/6) en aord ave nospréditions théoriques (as III-VI). En dépit du ratio en √
3, ette instabilité aété appelée triplement de période de Hopf en raison du triplement observé dansertaines diretions.� Une expériene d'optique [25℄. Une vapeur de sodium est irradiée par un laser àolorant ave un miroir simple. En augmentant l'intensité du laser, une premièrebifuration à partir de l'état homogène fait apparaître une struture hexagonale,puis, en faisant roître l'intensité, une deuxième instabilité hexagonale surgit,aratérisée par un nombre d'onde plus grand (κ/k0 = 1.120±0.06 et une rotation

∆θ = π/6 par rapport au motif de base. Il a été rapporté que la suppressiondes harmoniques par une tehnique de �ltre optique onduit à la disparition del'instabilité seondaire. Il y a plusieurs andidats théoriques, omme par exemplele as III ave m = −1, n = 0 et κ/k0 = 2/
√

3 ≈ 1.115 ave le bon omportementde �ltre optique (voir Fig. 4.4-a). Si on onsidère les ensembles qui ontiennent lesveteurs d'onde mis en jeu respetivement dans l'instabilité primaire et l'instabilitéseondaire, on remarque que leur intersetion est non nulle. En fait, les veteursd'onde ommuns, responsables du transfert d'énergie du premier au seond motif,sont plus grands que 2k0. On peut don s'attendre à une disparition de l'instabilitéseondaire si un �ltre optique arrête les veteurs d'onde plus grands que 2k0.
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(b)Fig. 4.4.: Les veteurs d'onde mis en jeu dans la desription des modes propres se-ondaires. (a) Cas III ave (m,n)=(-1,0), ∆θ = π/6 et κmin/k0 = 2/
√

3 ≈
1.155. (b) Cas VII ave (m,n)=(0,0), ∆θ = 0 et κmin/k0 = 1/2.� Une simulation numérique en solidi�ation dirigée [28℄. En variant les paramètresde ontr�le, on passe d'un front plan de solidi�ation à une struture hexagonale,puis à une déstabilisation de ette struture où trois sous-réseaux hexagonauxéquivalents émergent ave κ/k0 = 1/

√
3. Les ellules osillent en phase ave uneroissane exponentielle de l'amplitude (as III-VI).� En�n, dans l'expériene d'hydrodynamique dérite dans ette thèse et dans [29℄.Un �lm visqueux sous gravité déstabilisante et ontinûment alimenté rée unréseau hexagonal de olonnes de liquide. En diminuant le débit à partir de lasolution stationnaire, on observe des osillations de ligne en opposition de phasedans les trois diretions du réseau (Fig. 4.5 et 4.4-b). Dans e as, κ/k0 = 1/2 et

∆θ = 0 (as VII ave m = 0 et n = 0).
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Fig. 4.5.: (a) Vue de dessus à travers le milieu poreux, l'embase des olonnes ap-paraissant en lair. Osillations de lignes : les �èhes indiquent le sens dedéplaement dans une diretion du réseau (période d'osillation T=1 s,visosité ν = 20 mm2/s). (b) Les ~ai orrespondent aux translations lais-sant le motif inhangé. λ′ est la longueur d'onde de l'instabilité seondaire.
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5. Le régime turbulent
N

ous abordons dans e hapitre un autre aspet de l'éoulement. Il s'agit del'étude à deux dimensions d'espae de la transition, dans le régime de olonnes,d'un état de base dit � laminaire � vers un état omplètement désordonné dit� turbulent �.5.1. IntrodutionLa transition vers la turbulene dans les systèmes dissipatifs hors équilibre est unphénomène étudié depuis plusieurs déennies, en partiulier dans les éoulementshydrodynamiques. Il est usuel de lasser es systèmes suivant plusieurs ritères lés,omme la dépendane de l'évolution spatio-temporelle à l'espae ou, dans le as dessystèmes spatialement étendus, le type de transition vers la turbulene.5.1.1. Systèmes on�nés ou étendus : haos temporel ouspatio-temporel ?On parle de système on�né ou de petit système lorsqu'il possède un petit nombrede degrés de liberté. Dans les systèmes hydrodynamiques, on y parvient par unon�nement géométrique qui a pour e�et de grandement simpli�er la dynamiquequi se trouve ainsi régie par un tout petit nombre de modes. On s'intéresse alors àl'évolution temporelle de es modes puisque les e�ets spatiaux n'entrent pas en jeu.On dérit l'apparition du désordre en terme de haos temporel, relativement bienompris à l'heure atuelle, grâe aux travaux théoriques pionniers, réalisés entreautres par A. Andronov et E. Hopf.Plus réemment, D. Ruelle et F. Takens en 1971 [51℄, ave la notion d'attrateurétrange, ont montré que le haos temporel peut arriver lorsqu'un régime bipériodiqueave deux fréquenes inommensurées apparaît dans le système (quasipériodiité).Au delà d'une ertaine valeur du paramètre, le régime devient haotique dans letemps.En 1978, M.J. Feigenbaum [48℄ et C. Tresser, P. Coullet [49℄ ont dérit le sénariode la asade subharmonique par lequel l'évolution temporelle du système devienthaotique par la suession de seulement quelques doublements de période. 93



5.1. IntrodutionEn 1980, Y. Pomeau et P. Manneville [50℄, par le sénario de transition par intermit-tene, ont dérit les sursauts brusques et imprévisibles venant perturber un systèmeosillant. La fréquene de es sursauts roît ave l'éart au seuil du paramètre deontr�le jusqu'au haos.Le as d'un système étendu ou grand système (possèdant un grand nombre de degrésde liberté), bien que rendant mieux ompte de la réalité des phénomènes naturels,est bien plus di�ile à étudier tant au niveau expérimental que théorique. En e�et,le gel spatial qui imposait auparavant la ohérene spatio-temporelle disparaît et lesomportements observés sont bien plus rihes. Puisque l'espae rentre en ompte,la géométrie joue un r�le ruial (il faut au moins intégrer la notion de onditionsaux limites) et l'évolution ne peut se dérire qu'au moyen d'équations aux dérivéespartielles qui n'ont en général pas de solutions analytiques. La démarhe onsistebien souvent à généraliser les résultats obtenus dans des as partiuliers ('est à direave des géométries étendues partiulières). Les tehniques d'analyse di�èrent selonque la transition, qui à terme mène au haos spatio-temporel, est super-ritique ousous-ritique.5.1.2. Transition super-ritique ou sous-ritique vers laturbulene ?Yves Pomeau, a proposé en 1986 [52℄ de distinguer deux types de transitions à laturbulene dans les systèmes spatialement étendus, en suivant une analogie ave lathéorie des bifurations.Dans le as des transitions super-ritiques (ou du deuxième ordre au sens des sys-tèmes thermodynamiques), l'état de base du système devient instable vis à vis deperturbations in�nitésimales. Le désordre augmente de façon progressive et onduità la turbulene. Cette transition à la turbulene est maintenant assez bien om-prise omme étant une asade de bifurations ontinues (ou super-ritiques au senslarge) qui sont autant de brisures de symétrie spontanées du problème. Les équa-tions d'amplitude des modes bifurqués peuvent être suessivement obtenues par desdéveloppements perturbatifs de l'éart au seuil. Le haos spatio-temporel peut êtredérit à terme par des équations d'enveloppe omme l'équation de Ginzburg-Landauomplexe qui peut montrer des régimes de turbulene de phase et de défauts [53℄.En e qui onerne les transitions sous-ritiques (ou du premier ordre au sens destransitions de phase), l'état de base est linéairement stable. On onstate une tran-sition abrupte, souvent loalisée dans l'espae, entre un état régulier (laminaire) etun état très désordonné (turbulent) puisque le système ne peut être instable quevis à vis de perturbations d'amplitude �nie. La dynamique est ainsi aratérisée parla oexistene d'états très di�érents séparés par des fronts en mouvement mettanten évidene la métastabilité aratéristique de e type de transition. Dans e as94



Chapitre 5. Le régime turbulentde �gure, il n'existe pas de petit paramètre, e qui empêhe de travailler à par-tir de l'équation de base, plusieurs solutions non-linéaires étant en ompétition. Ladémarhe suivie est alors toute autre. Le onept de base est la déomposition del'espae en ellules dynamiquement ouplées à leurs voisines. Cette transition estobservée par exemple dans l'éoulement de Couette plan [63℄.5.1.3. L'intermittene spatio-temporelleOn dit qu'une transition dans un système hors équilibre se fait par intermittenesspatio-temporelles (IST), lorsque de manière générale les états laminaire et turbulentoexistent pour une même valeur du paramètre de ontr�le, séparés par un front enmouvement. Il apparaît don naturel de se plaer dans le ontexte de la transitionsous-ritique à la turbulene. En e�et, on peut tenir le raisonnement suivant :Puisqu'on se plae dans le adre sous-ritique, l'état laminaire est linéairementstable, 'est à dire stable par raport à des perturbations d'amplitude �nie. Donloalement, un état laminaire le reste puisqu'il n'a pas de �utuation intrinsèquepar dé�nition. A l'inverse, l'état loalement turbulent peut évoluer vers l'état la-minaire puisqu'il est aratérisé, par dé�nition, par des �utuations intrinsèques.Cette asymétrie rend ompte de la métastabilité aratéristique des transitions depremier ordre. Un état loalement laminaire ne peut devenir turbulent que de deuxfaçons : soit par une perturbation extérieure d'amplitude �nie, soit par un proessusde ontamination par la frontière ave une région turbulente.Un parallèle peut être fait ave le modèle d'automate ellulaire probabiliste de laperolation dirigée [55℄, dont la aratéristique prinipale est d'être justement unproessus de ontamination. Cette onjeture, faite par Pomeau [52℄, fait le lienentre systèmes hydrodynamiques et proessus stohastiques de ontamination et estonnue pour montrer une transition de phase ontinue. Néanmoins, des études surl'intermittene spatio-temporelle menées par Chaté et Manneville ave des réseauxd'itération ouplés, à la �n des années 80 [56℄, ont montré que l'on ne peut pastoujours se ramener à la lasse d'universalité de la perolation dirigée.Dans la mesure où les zones laminaires et turbulentes peuvent être lairement dis-tinguées, il est pertinent de aratériser ette transition à la turbulene à l'aide deplusieurs grandeurs pouvant jouer le r�le de paramètre d'ordre de la transition. Il estainsi possible de aluler l'évolution de la fration turbulente, dé�nie omme étantle quotient de la surfae (ou longueur) turbulente totale par la surfae du système.Cette fration turbulente �utue autour d'une valeur moyenne bien déterminée quiest fontion de l'éart au seuil. Il est également possible de mesurer l'évolution del'inverse de la taille aratéristique en fontion du paramètre de ontr�le ou enorela distribution en taille des domaines laminaires. 95



5.1. Introdution5.1.4. Quelques expérienes � typiques � de la transition à laturbulene par ISTLes exemples d'IST parmi les plus onnus, pour l'essentiel à une dimension d'espae,se trouvent dans les expérienes de Rayleigh-Bénard, de l'instabilité de l'imprimeur,de l'instabilité de Faraday ou enore de la fontaine irulaire.� Dans l'expériene de l'instabilité de l'imprimeur, Rabaud, Mihalland et Couder[36℄ se sont intéressés à la déstabilisation du ménisque d'un �uide entre deux y-lindres. Ils ont observé un motif stable ainsi que des ondes et un régime haotiqueave de l'intermittene spatio-temporelle (oexistene de domaines ellulaires sta-tionnaires et de domaines haotiques ave réations et destrutions de ellules)lorsque les deux ylindres sont en o-rotation. Une mesure de la fration hao-tique Fc en fontion de la vitesse de rotation du ylindre extérieur indique unetransition ontinue de l'état ordonné vers l'état haotique.� Tu�llaro, Ramshankar et Gollub [57℄ se sont intéressés à la déstabilisation à deuxdimensions d'espae d'un motif arré dû aux ondes apillaires, apparaissant dansune ouhe de �uide soumise à des osillations vertiales. Ils ont observé l'appa-rition progressive de défauts intermittents au delà d'un seuil bien dé�ni de l'am-plitude des osillations. Ciliberto, Douady et Fauve [58℄ ont observé des lignes dedéfauts dans une expériene similaire. En montrant que le spetre de Fourier desvariations d'aélération devient ontinu en augmentant le forçage, ils ont bienmis en évidene l'apparition du haos spatio-temporel.� Sans rentrer dans les détails que l'on pourra retrouver par exemple dans [33℄ dansle as d'une ellule annulaire, l'expériene de Rayleigh-Bénard est une expérienede thermoonvetion. Un �uide est maintenu entre deux plaques horizontales etondutries de haleur. Ces deux plaques sont à des températures ontr�lées, laplus haude se trouvant au dessous, de manière à e que le gradient de tempéra-ture induit soit dirigé dans le sens opposé à la gravité. Le paramètre de ontr�lepertinent est la di�érene de température △T entre les deux plaques. Que sepasse-t-il si l'on fait roître △T depuis 0 ? Dans un premier temps, la ondutiondomine (le �uide reste immobile). Lorsque △T passe une valeur ritique, une bi-furation superritique se produit et la poussée d'Arhimède fait apparaître de laonvetion de manière ontinue. Le plus souvent, le �uide ainsi mis en mouvementse struture en rouleaux d'axe horizontal. Ces rouleaux ont alternativement dessens de rotation opposés. Plusieurs régimes sont suessivement observés au-delàdu régime stationnaire pour des valeurs seuil de △T lorsqu'on le fait roître :� osillations des rouleaux, périodiques et en opposition de phase� apparition progressive de défauts de struture (des disloations) à partir d'unseuil bien dé�ni. Le passage se fait graduellement de l'état laminaire à l'étattotalement turbulent en variant le paramètre de ontr�le de l'expériene (la96



Chapitre 5. Le régime turbulenttaille des zones de défauts roît ontinûment ave △T jusqu'à envahir toutle système). Ce sont les intermittenes spatio-temporelles (Fig. 5.1-a). Cettetransition par IST est un omportement ritique apparaîssant à un seuil biendé�ni. Elle est ontinue et possède les aratéristiques des hangements de phasedu deuxième ordre. L'inverse de la longueur aratéristique, tout omme lafration turbulente moyenne, ont un omportement en loi de puissane à partirde e seuil.� au-delà, haos spatio-temporel lorsque tout le système est turbulent.� Une étude du haos spatio-temporel dans le motif de olonnes d'huile de silionetombant sous un surplomb irulaire (Fig. 5.1- et d) a été menée par Brunetet Limat [59℄. Ils ont établi l'existene d'un débit d'alimentation ritique au delàduquel le régime haotique est permanent mais ils n'ont pas pu mettre dé�nitive-ment en évidene le régime d'intermittenes spatio-temporelles, probablement àause de la taille réduite du système.Dans d'autres expérienes d'hydrodynamique, l'éoulement de base peut être in-stable vis à vis de perturbations d'amplitude �nie. L'état bifurqué, très turbulent,apparaît alors brutalement et de manière loalisée, souvent sans struturation spa-tiale préalable, omme il a été observé dans plusieurs expérienes menées sur leséoulements de isaillement.� Dans le as de l'instabilité de Taylor-Couette, un �uide est isaillé entre deux y-lindres oaxiaux. Dans la situation ontra-rotative, la turbulene peut apparaître,de manière sous-ritique, sous la forme d'une spirale turbulente qui fait suite à desrouleaux organisés en spirale [60℄. Une étude des bursts turbulents préurseurs dela spirale, réalisée par Colovas et Anderek [61℄ montre les aratéristiques d'unetransition à la turbulene par IST de manière ontinue.� L'expériene de Taylor-Dean est une version modi�ée de l'expériene préédente,pour laquelle l'entrefer n'est que partiellement rempli et d'axe de rotation horizon-tal. Degen, Mutabazi et Anderek [62℄ ont montré l'existene d'un régime d'ISTave oexistene de l'état laminaire et de zones turbulentes. Là aussi, la transitions'est révélée être super-ritique.� L'expériene de Couette plan a été étudiée par Daviaud, Hegseth et Bergé [63℄.L'éoulement de Couette plan est l'éoulement isaillé le plus simple ave un étatlaminaire linéairement stable pour tout Reynolds. Ce isaillement est réé par uneourroie sans �n se déplaçant dans deux diretions opposées et parallèles. Bottin[64℄ a montré que le régime d'IST, fait de spots turbulents sur un fond laminaireapparaît de manière disontinue (Fig. 5.1-b), indiquant une transition globalementsous-ritique vers la turbulene. 97



5.1. Introdution

(d)Fig. 5.1.: (a) Diagramme spatio-temporel dans l'expériene de Rayleigh-Bénard engéométrie annulaire sur 1000 seondes. On observe le proessus de onta-mination des domaines turbulents sur les domaines laminaires (par Da-viaud et al.). (b) Spot turbulent dans l'expériene de Couette plan parDaviaud et al. () L'expériene de la fontaine irulaire ave un diagrammespatio-temporel dans le régime désordonné en (d). Les zones d'in�uenedes défauts (les réations et fusions de olonnes) sont indiquées par undisque noir alors que les lignes montrent que es défauts peuvent être àl'origine de la dérive de domaines (par Brunet et al.).98



Chapitre 5. Le régime turbulent
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Fig. 5.2.: Le régime de olonnes.5.1.5. L'étude de la transition dans le régime de olonnes àdeux dimensionsLorsque le système est dans le régime de olonnes (voir Fig. 5.2), il est possibled'obtenir un état stable que nous quali�ons de laminaire, aratérisé par un nombreonstant de olonnes disposées suivant un réseau hexagonal entré. Dans e as, lastruture peut être stationnaire, subir des osillations globales, ontenir des défautsloalisés assoiés ou non à des osillations (voir hapitre 3).Nous nous intéressons dans e hapitre à la transition vers un autre état nettementdi�érent dit turbulent, aratérisé par un nombre de olonnes �utuant au oursdu temps. La ohérene spatiale est perdue et on observe des mouvements de o-lonnes erratiques et de grande amplitude. Deux proessus dynamiques sont alorsobservés. Lorsque deux olonnes se rapprohent, elles �nissent par s'attirer et ellesse ombinent pour ne former qu'une seule olonne identique aux préédentes. C'estune fusion, le système perdant une olonne. Une olonne identique aux autres peutapparaître dans une zone de densité temporairement faible. C'est une réation, lesystème gagnant une olonne. Ces deux proessus opèrent simultanément de ma-nière permanente, le nombre de olonnes �utuant au ours du temps mais restantnéanmoins onstant en moyenne pour un débit donné. Dans le premier as, les ef-fets de tension de surfae dominent et onduisent à la fusion des embases. Dans ledeuxième as, la gravité domine et onduit loalement à la déstabilisation du �lmpour former une olonne (voir Fig. 5.3).On va herher à analyser la dynamique spatio-temporelle résultant de la om-plexité de la struture spatiale et de l'évolution temporelle haotique (le haosspatio-temporel).Le régime laminaire de olonnes existe sur une large plage de visosités, pour presquetoutes les visosités que nous avons utilisées dans notre expériene (de 20 à 350mm2/s). La Fig. 5.4 montre néanmoins un hangement de omportement remar-quable autour d'une visosité ritique ηc ≈35 mm2/s. Pour une visosité donnée99



5.1. Introdution

Fig. 5.3.: Shématiquement, les proessus de réation et de fusion de olonnes dansle régime turbulent.
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Chapitre 5. Le régime turbulentsupérieure à ηc et pour un débit roissant, on observe en premier lieu l'état lami-naire puis l'état turbulent, que l'on quali�e de haut (haut débit, haute visosité).Pour une visosité donnée inférieure à ηc, l'ordre est inversé. Il apparaît d'abordl'état turbulent dit bas (bas débit, basse visosité), puis, au delà d'un débit seuil,l'état laminaire.On peut don s'attendre à des di�érenes lors de la transition laminaire/turbulent.C'est pourquoi l'étude qui suit a été réalisée ave des huiles de visosités 20 et 50mm2/s. Le travail a également été mené à 100 mm2/s mais les résultats, qualitati-vement les mêmes qu'à 50 mm2/s, ne sont pas présentés ii.5.2. Les onditions d'étudeLa surfae d'éoulement a été �xée à 200 m2 pour toutes les mesures (disque d'éou-lement de diamètre 160 mm). La visualisation se fait toujours à la vertiale et parle dessus, e qui permet d'obtenir une visualisation direte de bonne qualité. Lalumière, dispensée par un tube irulaire �uoresent disposé autour de la grille, àla hauteur de l'embase des olonnes, est guidée par es dernières. On met ainsi àpro�t la propriété de réfration de l'huile puisqu'elle permet de repérer la positiondes olonnes à travers les trous de la grille, les embases de elles-i apparaissantomme des anneaux lumineux sur un fond sombre (voir Fig. 5.5).5.2.1. La visualisationNéanmoins, ette tehnique, par ailleurs très performante lorsqu'il s'agit d'étudier lestransitions entre régimes, de mesurer des périodes ou des longueurs d'onde, sembletrouver ses limites. En e�et, pour faire une étude quantitative statistique du régimedésordonné, nous avons besoin de repérer les objets par leurs oordonnées, de pouvoirdire ave préision lorsqu'il y a mouvement, fusion ou réation. Cela implique uneproédure de détetion, détaillée en 5.2.2. Or, pour qu'ils soient tous détetés, lesobjets doivent être très bien ontrastés, homogènes en taille et en luminosité.Les problèmes de détetion automatiques renontrés sont de deux types. Tout d'abord,les objets se font de l'ombre. Leurs mouvements relatifs peuvent onduire à de forteset brèves variations de luminosité dans ertains as, allant jusqu'à l'absene momen-tanée de leur détetion. De plus, il existe beauoup de surfaes ré�éhissantes : lesparois en Plexiglas du ba de réupération inévitablement reouvertes d'un �lmd'huile, l'épais �lm formé sur le plan de réeption, dont la surfae se déforme enpermanene, en�n, plus prohe de l'élairage, le �lm induit par l'éoulement sousla grille. Toutes es ré�exions réent à des degrés divers des tahes lumineuses lo-alisées et brusques pouvant être détetées à tort parmi les objets. J'ai réalisé desaméliorations spéi�ques à ette étude, ave la fabriation de ahes sur mesure (voir101



5.2. Les onditions d'étude

Fig. 5.5.: Une image typique extraite d'une séquene ν=20 mm2/s pour un débit de78.9 m3/s mettant bien en évidene les problèmes renontrés lors de ladétetion. On distingue les embases des olonnes à travers les trous de lagrille. Dans le meilleur des as, elles sont vues omme des anneaux lumi-neux sur un fond sombre. L'évolution dynamique n'apparaît pas mais ondistingue des zones laminaires aratérisées par une organisation hexago-nale et des zones agitées (� trous � dans l'éoulement, fusion sur la droite. . . ).
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Chapitre 5. Le régime turbulent
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^Fig. 5.6.: Vue en oupe du dispositif en régime désordonné.Fig. 5.6). Elles ont permis de grandement réduire les mauvaises détetions tout enaméliorant le ontraste de l'image.5.2.2. Le traitement d'image et la détetionL'essentiel du travail, lors de l'étude de e régime, a onsisté à mettre au point un sys-tème de traitement d'image ad ho e�ae, puis à développer plusieurs programmesen langage C pour exploiter les informations reueillies. Les tehniques d'aquisitionet de traitement sont très brièvement dérites ii. Le système est à deux dimensionsd'espae, don l'aquisition est rendue plus di�ile que dans le as unidimensionnel(en partiulier, elle demande plus de ressoures informatiques). Il en va de mêmepour le traitement de l'information spatio-temporelle assoiée puisqu'il est ardu deproduire un diagramme spatio-temporel lisible.Les aquisitions des �lms ont été faites au format DV Pal (720 X 576 à 25 images parseonde) diretement sur le disque dur d'un ordinateur de type PC. La durée typiquede l'enregistrement d'une séquene, pour une visosité et un débit donnés est de 32minutes. Le �lm réé est déomposé en une séquene de 48000 images. Après uneorretion du rapport d'aspet et une onversion en 256 niveaux de gris, es imagessont regroupées � en grappes � dans des paquets ou � Staks �. Elles subissentune suession de traitements automatisés et paramétrables sous le logiiel ImageJave un plugin que j'ai développé en Java à et e�et, omprenant entre autres desréglages de luminosité et de ontraste et surtout des �ltrages de Fourier à haute etbasse fréquenes spatiales (voir Fig. 5.7). Ces �ltrages sont réalisés deux fois sur desplages de fréquenes di�érentes, dans un premier temps pour gommer les trous de lagrille (rappelons que les objets sont vus à travers les trous) et autres imperfetions, etdans un seond temps pour ontraster les objets tout en les uniformisant en taille et103



5.2. Les onditions d'étude

Fig. 5.7.: Les paramètres par défaut du traitement automatisé peuvent être modi-�és avant lanement. � Données pour stak � permet de séletionner lesimages à traiter, � Données pour le ROI � permet de séletionner la régiond'intéret pour haque image, � Valeurs Windows/Level avant haque FFT� modi�e les paramètres de ontraste et de luminosité pour améliorer letraitement de Fourier, � Valeurs du �ltrage pour haque FFT � détermineles seuils en fréquene haut et bas pour haun des �ltrages, � Valeurs deseuillage � est fourni pour binariser judiieusement la séquene d'imagestraitées. En�n, on détermine la taille minimum des objets à déteter ave� Taille min. pour la détetion de partiules �.
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Chapitre 5. Le régime turbulentluminosité. Pour �nir, les images sont binarisées grâe à un seuillage judiieusementhoisi, les objets apparaissant alors en noir sur un fond blan. La �gure 5.8 montreles di�érentes étapes du traitement d'image.Un programme de détetion d'objets est lané, enregistrant dans un �hier de don-nées, image par image, les oordonnées de tous les objets détetés. Ainsi, environ 7millions d'objets sont détetés pour une séquene donnée, les erreurs de détetionsont au plus de quelques pour mille, l'erreur de loin la plus fréquente étant l'anti-ipation d'un 25e de seonde de la fusion inévitable d'objets très prohes. Une foislanée, la proédure de traitement omplète pour un ouple (visosité, débit) donné,s'e�etue en une quinzaine d'heures sur un PC de 3 GHz et 1,5 Go de mémoire RAMadenée à 400 MHz. J'ai monté quatre mahines de e type au sein de l'équipe pourfournir tous les résultats à suivre.5.3. La transition du régime laminaire au régimeturbulentLa transition du régime laminaire au régime turbulent se fait di�éremment suivantque la visosité de l'huile est supérieure ou inférieure à νc. Dans ette setion, jedéris qualitativement l'évolution du système pour la visosité de 50 mm2/s enpremier lieu puis 20 mm2/s. Je ne donne pas les résultats pour 100 mm2/s puisqu'ilssont qualitativement similaires à eux obtenus pour 50 mm2/s.5.3.1. L'huile de visosité 50 mm2/s5.3.1.1. Une transition du premier ordreIl existe un régime laminaire stable apparaissant spontanément en quelques seondeslorsque le débit est judiieusement hoisi. Le diagramme des phases est représentéshématiquement sur la Fig. 5.11-a. Ce régime est aratérisé par une organisationhexagonale des olonnes ave ou sans défaut et ave ou sans osillation. Dans e as,il n'y a pas de réation, ni de fusion. Un débit ritique qh
c est mis en évidene. Pourun débit d'alimentation q < qh

c , le système est stable en regard de perturbationsloalisées d'amplitude �nie. Après un intervalle de temps △t pendant lequel le sys-tème se réarrange par plusieurs réations-fusions (transitoires haotiques) notés C-Fpar la suite, elui-i retrouve son état laminaire. Ce phénomène est à rapproher dela disparition d'un spot turbulent volontairement produit au milieu de l'éoulementde Couette plan par ailleurs laminaire [65℄. Lorque q se rapprohe de qh
c par valeurinférieure, △t augmente et diverge en qh

c . Au delà de qh
c , la solution � laminaire �reste linéairement stable mais le désordre induit par une perturbation d'amplitude�nie su�sante persiste, le système ne retrouvant alors jamais l'état laminaire. On a105



5.3. La transition du régime laminaire au régime turbulent

Fig. 5.8.: Les di�érentes étapes du traitement : (a) Une image en niveaux de gris etau rapport d'aspet orrigé. (b) Seule la région d'intérêt est onservée puisinversée en vue de la détetion future. () Les opérations de �ltrage, de loinles plus oûteuses en temps mahine permettent de lairement identi�erles objets. (d) En�n la détetion proprement dite est lanée après seuillage.(e) Le résultat de la détetion superposé à l'image de départ.106



Chapitre 5. Le régime turbulentlairement a�aire à une situation où l'état laminaire est absorbant, aratérisé parune métastabilité loale.5.3.1.2. L'intermittene spatio-temporelleLorsque q & qh
c , et que le système a été perturbé par une ation extérieure (parexemple en forçant la oalesene de plusieurs olonnes sous la grille ave l'aided'une tige), des zones turbulentes entretenues et bien dé�nies oexistent ave deszones laminaires.La transition entre e régime intermittent dans lequel le désordre a été � allumé � etle régime turbulent se fait progressivement en augmentant le débit, par apparitionde zones turbulentes au détriment de l'état struturé. Le système est alors sensibleaux �utuations. En moyenne, la taille de es zones roît ave l'éart au seuil endébit, jusqu'à envahir tout le système pour un débit qh

t . On est dans le adre desIST dé�nies plus haut.Ainsi, on remarque rapidement une di�érene fondamentale entre ette expérieneet elles de Rayleigh-Bénard et de l'instabilité de l'imprimeur : dans es expérienes,l'apparition du désordre se fait de manière ontinue ave une première déstabilisationsous la forme d'osillations du motif. Dans ette expériene, elle est assoiée à unebifuration sous-ritique où il faut perturber le système pour obtenir e désordre.En e sens, l'expériene est à rapproher de elle de Couette plan bien que l'état debase soit struturé spatialement et non homogène. Le seuil en débit qh
c dérit plushaut est préisément dé�ni. Partant de ette situation � faiblement turbulente �, latransition au haos spatio-temporel se fait par IST, une transition ontinue à seuilritique du type � transition de phase du deuxième ordre � (voir Fig. 5.9).5.3.1.3. Deux branhes d'intermittenes spatio-temporellesEn fait, la situation est plus omplexe. Lorsque le débit est �xé dans un intervalleallant de qh

c à une valeur qh
b > qh

c , le système présente une bistabilité entre deuxétats, haun aratérisé par un désordre moyen.Pour l'un de es états, la fration turbulente moyenne (Ft) roît ave l'éart auseuil, situation générique de la transition à la turbulene par IST. Pour l'autre, Ftest toujours plus faible et ne dépend pas de l'éart au seuil, à la préision de lamesure près. Une analyse plus �ne montre que l'agitation dans le deuxième état estliée aux onditions aux limites. Le ÷ur du système reste essentiellement laminaireet des C-F surviennent uniquement en périphérie où il y a on�it entre l'organisa-tion hexagonale et la ondition aux limites irulaire (voir Fig. 5.10). On peut direque ette ontrainte géométrique frustre le système et entretient l'agitation au bord,empêhant du même oup le retour à l'état laminaire. Le désordre ne provient pas107



5.3. La transition du régime laminaire au régime turbulent

Fig. 5.9.: Pour un même débit prohe du seuil les zones laminaires à trois instantsdi�érents. Ce résultat est obtenu en réalisant une moyenne sur 3 seondes(75 images). Cette durée, déterminée empiriquement, est le meilleur om-promis en regard des temps aratéristiques d'évolution de la taille deszones. Les objets restés immobiles sont les plus lumineux. Les autres sont�ous et d'autant moins lumineux qu'ils ont bougé pendant et intervallede temps. Un seuillage permet de faire ressortir uniquement les zoneslaminaires.
108



Chapitre 5. Le régime turbulent

Fig. 5.10.: Une rémanene de deux seondes a été produite par traitement d'image.Il s'agit du omportement typique dans la zone de bistabilité, lorsque lesystème est dans la phase � quasi laminaire �, 'est à dire agité seulementsur les bords. Les réarrangements se font prinipalement en périphérie.De temps à autres on observe quelques inursions vers le oeur du sys-tème (visosité 50 mm2/s, débit 37.4 m3/s).
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5.3. La transition du régime laminaire au régime turbulent
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Fig. 5.11.: Diagrammes des phases shématiques pour (a) l'huile à 50 mm2/s et (b)l'huile à 20 mm2/s.de l'éoulement puisqu'ii 'est la ontrainte du bord qui semble être à l'origine duaratère ontaminant. On peut néanmoins parler d'intermittene spatio-temporelleunidimensionnelle pour et état, partant du onstat que les états laminaire et tur-bulent oexistent essentiellement en périphérie.Prohe du seuil, les deux états sont indisernables. Des inursions viennent des bordsmais rentrent profondément dans le système. En s'éartant du seuil, le système passeen moyenne de plus en plus de temps dans le premier état, et le deuxième état n'estplus observé au delà du débit qh
b . Cette bistabilité, aratéristique des transitions dupremier ordre au sens des systèmes thermodynamiques, semble don n'apparaîtrequ'à ause des e�ets de taille �nie du dispositif et peut s'interpréter omme del'intermittene entre deux états d'intermittenes spatio-temporelles.5.3.2. L'huile de visosité 20 mm2/s5.3.2.1. Une transition du deuxième ordreComme dans le as préédent, il existe un intervalle de débit permettant d'obtenirun réseau hexagonal de olonnes d'huile. Lorsque l'on fait roître le débit, il existeune valeur seuil au-delà de laquelle le système basule progressivement en régimede nappes. Des zones où des olonnes se onnetent en nappes de tailles variablesoexistent ave le réseau hexagonal. Pour un débit roissant, les nappes envahissentle système de manière progressive. Les olonnes restent dans le régime laminaire alorsque dans les régions oupées par les nappes, elles-i évoluent ave une dynamiquetrès rihe, un peu à la manière de vers. Le front séparant un domaine de nappes etun domaine laminaire de olonnes est en mouvement. On observe un omportementde type � ontamination � (voir Fig. 5.12). Il est à noter qu'en tout état de ause,110



Chapitre 5. Le régime turbulent

Fig. 5.12.: Instantané dans le régime mixte olonnes/nappes pour l'huile à 20mm2/s, débit 180 cm3/s. Les olonnes, dans le régime laminaire, o-existent ave des nappes. Le front séparant es deux états est en mou-vement. On assiste à un proessus qui semble là aussi être ontaminant.il n'y a jamais de régime turbulent de olonnes à débit roissant1.En fait, e régime désordonné existe, mais il est obtenu en faisant déroître le débità partir de la situation laminaire. On retrouve dans e as le sénario typique destransitions du deuxième ordre :� En-deçà d'une valeur seuil ql
l bien dé�nie du paramètre de ontr�le, des osillationsde lignes en opposition de phase, dont l'étude théorique a été menée Chapitre 4,apparaîssent progressivement dans toute la struture et dans les trois diretionsdu réseau. Cette fois, le méanisme est identique à elui dérit plus haut, pourl'expériene de Rayleigh-Bénard.� Lorsque l'amplitude de es osillations devient trop grande, des réations/fusionsse produisent à partir d'un autre débit seuil ql

c < ql
l d'abord transitoirement,puis de manière permanente. Le système entre dans le domaine des IST. La taillemoyenne des zones turbulentes roît de la même manière que dans le as dérit pré-édemment en 5.3.1.2, mais ette fois-i pour un débit déroissant, à la di�érenenotable, qu'à la préision de la mesure faite, auun omportement hystérétiquen'a été observé.1Il est prévu d'étudier ette transition du régime de olonne vers le régime de nappes qui sembleavoir les aratéristiques d'une transition via IST. 111



5.4. Résultats quantitatifs� En�n, pour un autre débit seuil ql
t, les intermittenes laissent plae à un régimetotalement turbulent.Le diagramme des phases est représenté shématiquement sur la Fig. 5.11-b.5.3.2.2. Deux branhes d'intermittenes spatio-temporellesLe omportement du système est similaire à elui de la situation dérite ave unehuile de 50 mm2/s. Ce qui se passait à débit roissant se passe maintenant à débitdéroissant. On retrouve la bistabilité pour un débit ompris entre ql

c et ql
b < ql

c,et les mêmes arguments géométriques permettent d'expliquer la présene de l'étatfaiblement agité. Il faut néanmoins tenir ompte, prohe du seuil, des osillations quisemblent jouer un r�le dans le proessus de ontamination ainsi que pour le nombremaximum d'objets permis.5.4. Résultats quantitatifsOn ne peut pas obtenir failement un diagramme spatio-temporel pour un systèmeà deux dimensions. Je n'ai pour l'instant pas trouvé de tehnique de traitement àla fois performante et reprodutible pour distinguer les zones laminaires des zonesturbulentes bien que elles-i se disernent lairement à l'÷il lors d'une observationdirete. Il n'est don pas possible d'avoir aès quantitativement à la fration turbu-lente Ft (dé�nie au début du hapitre), ainsi qu'aux autres grandeurs qui néessitentla mesure de la taille des zones. Néanmoins, nous avons imaginé plusieurs traeurssuseptibles d'apporter des informations pertinentes. Chaun d'eux nous élaire par-tiellement sur l'état du système et sur son évolution, mais, omme nous allons le voir,les renseignements qu'ils apportent sont ohérents et onordants. Ces traeurs sontle nombre d'objets N présents dans le système, le nombre de plus prohes voisinspour haun des objets ainsi que les taux de réations-fusions d'objets.5.4.1. Le premier traeur : le nombre d'objets NLe pavage hexagonal de la surfae d'éoulement est la façon d'y mettre le plusgrand nombre d'objets. Tenant ompte de la distane entre objets séletionnée parle système, autour de 11.6 mm dans la situation laminaire, e nombre est prohede 170. Quand le système est agité, on observe aisément que la distane entre lesentres de deux olonnes voisines est bornée (entre 9 et 22 mm omme on le verrapar la suite). En deçà, les deux olonnes fusionnent, au-delà une autre olonneapparaît. On onstate que, quelle que soit la visosité, lorsque le système est dansl'état laminaire (l'organisation des olonnes est don hexagonale), leur nombre est112



Chapitre 5. Le régime turbulentmaximum2. Inversement, tout éart à ette organisation, dans notre as lorsqu'ily a des C-F, se traduit immédiatement par une baisse de e nombre. Poursuivantl'étude, lorsque l'éart au seuil augmente, le désordre augmente et on onstate quele nombre de olonnes diminue. On peut don dire que le nombre d'objets est bienrelié au désordre de façon intrinsèque : dans le as de l'huile à 20 mm2/s, le nombremoyen d'objets diminue alors que le débit diminue, dans le as de l'huile à 50 mm2/s,le nombre moyen d'objets diminue alors que le débit augmente !5.4.1.1. A 50 mm2/sLa Fig. 5.13 montre pour di�érents débits, qui vont en déroissant, la distributiondu nombre d'objets N, dans le as de l'huile de visosité 50 mm2/s, pour laquellele désordre va roissant ave le débit. Pour haun des débits, la distribution estobtenue en omptant le nombre d'objets, image par image, pour les 48000 images.Loin du seuil, la distribution est de type gaussien ave un éart-type faible. Appelonsle pi de ette distribution pi 1h. Le nombre moyen d'objets est faible mais roîten diminuant le débit. A partir du débit d'alimentation qh
b ≈50 m3/s, on entredans le régime de bistabilité et la distribution devient bimodale. Le nouveau pi dedistribution, qu'on appelle pi 2h, orrespond à l'état métastable faiblement agité(Fig. 5.10). Plus le débit se rapprohe de la valeur ritique qh
c , plus le système passede temps dans et état (le pi 2h prend de l'importane). Le nombre moyen d'objetsdans le pi 1h ontinue d'augmenter ainsi que l'éart-type. Prohe du débit ritique

qh
c , le pi 1h se superpose au pi 2h et ils �nissent par se onfondre.5.4.1.2. A 20 mm2/sDans le as de l'huile de visosité 20 mm2/s, une évolution similaire est observée(Fig. 5.14). Loin du seuil, don à débit faible pour ette visosité, le nombre moyend'objets est faible. Il roît ave le débit (pi 1l). Le régime de bistabilité apparaîtave le pi 2l, lorsque ql

b ≈74 m3/s. Néanmoins, les deux pis ne se onfondent pasomme à 50 mm2/s. Ils restent distints très près du seuil. La valeur moyenne dela distribution du pi 1l esse d'augmenter pour rester un peu au dessus de 150.La bistabilité se trouve aratérisée au seuil par un éart onstant entre les valeursmoyennes des deux pis pour la distribution du nombre d'objets ave un nombreunique de 158 pour le pi 2l orrespondant à la situation � alme �.Puisque dans e as du pi 2l le nombre total d'objets est unique (Fig. 5.14-f),il s'agit d'une situation stable pour laquelle il n'y a plus de C-F. Quel peut bienêtre le méanisme à l'origine du désordre faisant � sauter � le système sur l'autre2Il faut aussi tenir ompte des défauts topologiques pouvant se trouver piègés dans la struturehexagonale. Dans e as, bien que l'état soit laminaire, il y a quelques objets en moins parrapport à la situation idéale. 113



5.4. Résultats quantitatifs

100 110 120 130 140 150 160 170 180
Nombre de colonnes

0.00

0.05

0.10

F
ra

ct
io

n 
d’

ev
en

em
en

ts

(a)

100 110 120 130 140 150 160 170 180
Nombre de colonnes

0.00

0.05

0.10

F
ra

ct
io

n 
d’

ev
en

em
en

ts

(b)

100 110 120 130 140 150 160 170 180
Nombre de colonnes

0.00

0.05

0.10

F
ra

ct
io

n 
d’

ev
en

em
en

ts

(c)

100 120 140 160 180
Nombre de colonnes

0.00

0.05

0.10
F

ra
ct

io
n 

d’
ev

en
em

en
ts

(d)

100 120 140 160 180
Nombre de colonnes

0.00

0.05

0.10

F
ra

ct
io

n 
d’

ev
en

em
en

ts

(e)

100 110 120 130 140 150 160 170 180
Nombre de colonnes

0.00

0.05

0.10

F
ra

ct
io

n 
d’

ev
en

em
en

ts

(f)

Fig. 5.13.: Distribution du nombre de olonnes pour des débits déroissants et pourla visosité de 50 mm2/s. Loin du seuil [ (a) 74.1 m3/s, (b) 64.3 m3/s,() 53.3 m3/s℄, la distribution est de type gaussien et le nombre moyend'objets est faible mais roît en diminuant le débit. A partir du débit
qh
b ≈50 m3/s, la distribution devient bimodale [(d) 45.5 m3/s, (e) 37.4m3/s℄. Près du seuil, les deux pis se onfondent [(f) 32.4 m3/s℄.114



Chapitre 5. Le régime turbulent
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Fig. 5.14.: Distribution du nombre de olonnes pour des débits roissants à 20mm2/s. Comme dans le as à 50 mm2/s, loin du seuil, la distributionest de type gaussien et le nombre moyen d'objets est faible. Mais ii, ilroît en augmentant le débit [ (a) 63.4 m3/s, (b) 67.1 m3/s, () 71.4m3/s℄. A partir du débit ql
b ≈ 74 m3/s, la distribution devient bimo-dale[(d) 75.6 m3/s, (e) 78.9 m3/s ℄. Près du seuil, les deux pis restentdistints [(f) 80.6 m3/s℄. 115



5.4. Résultats quantitatifsbranhe (pi 1l) ? Comme on l'a vu, prohe du seuil, le système est aratérisépar un mouvement d'objets sous la forme d'osillations de lignes en opposition dephase dans les trois diretions du réseau hexagonal. Dans la situation � alme �,les osillations délenhent des C-F qui s'étendent brusquement vers le entre dusystème, ertainement ampli�ées par la ontrainte des onditions aux limites quenous avons invoquée pour expliquer le régime de bistabilité dans le as 50 mm2/s.Cet argument permet d'expliquer pourquoi le système se �ge au seuil dans uneon�guration n'ayant pas le nombre d'objets maximum permis : les osillations degrande amplitude bloquent l'apparition de nouvelles olonnes.Un passage rapide du débit de zéro à une valeur non nulle, et onstante onduisantà l'état laminaire stationnaire sans osillation, donne bien un nombre de olonnesprohe de 170.5.4.1.3. L'évolution temporelle du nombre d'objetsL'évolution de N en fontion du temps met en évidene la bistabilité par ailleurslairement observée à l'÷il sur plusieurs heures. La Fig. 5.15-a montre une frationde ette évolution temporelle pour un débit de 37.4 m3/s dans le as de l'huile à50 mm2/s. Le système � saute � spontanément d'une situation relativement agitée(nombre moyen d'objet 145) à une situation moins agitée (nombre moyen d'objets165), puis y retourne après quelques dizaines de seondes.5.4.1.4. La onstrution d'un paramètre d'ordre à partir du nombre d'objetsOn a vu que le nombre d'objets est maximum dans la situation laminaire (appelons
Nlam le nombre maximum). Ce nombre diminue lorsque l'on éloigne le système duseuil q. On onstruit le paramètre d'ordre < 1 − N/Nlam > où la moyenne estalulée sur le nombre d'objets. Ce paramètre est nul dans la situation laminaire etroît ave le désordre. La Fig. 5.16 représente l'évolution de e paramètre d'ordre à20 et 50 mm2/s, en fontion respetivement des paramètres réduits ǫl et ǫh. ǫh = q−qh

c

qh
cave qh

c = 31 ± 1cm3/s et ǫl = − q−ql
c

ql
c

ave ql
c = 81 ± 2cm3/s. Dans le régime debistabilité où il y a deux modes, la moyenne est alulée pour haun des modesde la distribution du nombre d'objets (il y a deux points). Pour la mesure la plusprohe du seuil, la moyenne est faite sur l'ensemble de la distribution puisque lesdeux modes sont onfondus : il n'y a plus qu'un point. Dans le as 50 mm2/s, labranhe du haut suit une loi de puissane en ǫh d'exposant β=0.22±0.05, alors queles deux branhes restent bien distintes dans le as 20 mm2/s.116



Chapitre 5. Le régime turbulent
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Fig. 5.15.: Évolution de N et de la fration d'hexa en fontion du temps pour l'huileà 50 mm2/s au débit de 37.4 m3/s. Lorsque le système entre dans laphase � alme �, le nombre d'objets passe d'une moyenne de 145 à unemoyenne de 165. La fration d'hexa augmente pour presque atteindrel'unité. Comme on peut le remarquer, es deux évolutions sont très bienorrélées en temps.
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5.4. Résultats quantitatifs
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Chapitre 5. Le régime turbulent5.4.2. Le deuxième traeur : les plus prohes voisins (ppv)Les objets sont détetés image par image. Une fois onnues, leurs positions per-mettent, à partir de la onstrution de Voronoï, de déterminer pour haun quelssont ses plus prohes voisins (Fig. 5.17). A partir de là, on a aès à plusieurs infor-mations intéressantes :5.4.2.1. Le nombre de plus prohes voisins nppv et la � fration d'hexa � fL'idée de mesurer le nombre de plus prohes voisins (nppv) pour s'intéresser plus pré-isément aux objets en ayant six, part du même onstat que pour le nombre d'objets.Lorsque le système est dans le régime laminaire, nppv=6 pour presque tous les ob-jets3. Lorsque des C-F surviennent, on peut raisonnablement penser que loalementle nombre de plus prohes voisins va pouvoir être di�érent puisque la struture spa-tiale est perdue. Ainsi, il oexiste, dans le régime d'IST, des zones laminaires pourlesquelles nppv=6 pour presque tous les objets et des zones turbulentes pour les-quelles il y a a priori un nombre di�érent de ppv. Dé�nissons la � fration d'hexa �f omme étant, pour une image donnée, le rapport du nombre d'objets pour lesquelsnppv=6 sur le nombre total d'objets. On représente la distribution de f pour di�é-rents débits dans le régime d'IST sur la Fig. 5.18 pour l'huile à 50 mm2/s et sur laFig. 5.19 pour elle à 20 mm2/s. Ce traeur montre les mêmes omportements quepour l'évolution de N.Dans le as 50 mm2/s, il est remarquable de voir la onordane des résultats obte-nus, venant on�rmer le lien étroit qu'il existe, dans l'expériene, entre hexagonalitéet nombre d'objets, deux mesures di�érentes du désordre.Dans le as 20 mm2/s, les similitudes sont moins marquées, ertainement pour lesraisons évoquées plus haut. Il est vrai que pour l'évolution du nombre d'objets,la bistabilité apparaît moins nettement à 20 qu'à 50 mm2/s. Dans le as de ladistribution de la fration d'hexa, elle semble passer inaperçue. On distingue à peineles deux pis aux débits de 78.9 et 80.6 m3. Dans e dernier as, le plus prohe duseuil, on peut se demander pourquoi la disontinuité, lairement exprimée ave letraeur préédent, ne se manifeste pas. Comme on l'a vu, près du seuil, les osillationsde lignes sont importantes. Elles ont pour e�et de réduire la fration d'hexa, toutpartiulièrement dans les phases � almes �, presque entièrement laminaires. Ainsi,il n'y a pratiquement jamais de fration égale à 1, ontrairement au as de l'huile50 mm2/s.3En réalité, les hoses ne sont pas aussi simples. En e�et, la topologie joue un r�le dans eproblème. Il peut très bien exister des défauts topologiques (par exemple des paires penta-hepta)au ÷ur d'une zone laminaire. Les olonnes peuvent être également animées de mouvementspériodiques dans une telle zone. Dans les deux as, le nombre de ppv peut hanger, alors qu'iln'y a pas de réation-fusion. Une étude plus préise des images traitées montre que es e�etspeuvent être négligés en première approximation, justi�ant ainsi notre démarhe. 119



5.4. Résultats quantitatifs

Fig. 5.17.: Les objets sont détetés sur haque image (à gauhe). Une fois onnues,leurs positions permettent de aluler pour haun le nombre de plusprohes voisins à partir de la onstrution de Voronoï (à droite).On montre sur la Fig. 5.20 la moyenne de la fration d'hexa en fontion du débit
< 1 − f >, pour les deux visosités de 20 et 50 mm2/s. L'évolution semble là aussisuivre une loi de puissane mais les exposants sont très di�érents.
5.4.2.2. La distane entre plus prohes voisinsNous avons identi�é les plus prohes voisins de haun des objets au sens de laonstrution de Voronoï. Quelle est la distribution de leurs distanes ?Lorsque le réseau est hexagonal, les objets sont tous à la même distane les uns desautres. Cette distane unique est de 11.6± 0.1 mm don légèrement plus petite queelle apparaissant dans l'instabilité de Rayleigh-Taylor sans �ux (13.2 mm). Lorsquele système est dans le régime des IST, le maximum de la distribution reste à 11.6mm bien que le nombre moyen d'objets soit plus petit. C'est d'une ertaine façon latrae du réseau hexagonal préexistant. La distribution s'étale ave l'augmentationde l'éart au seuil, prinipalement vers les valeurs supérieures (Fig. 5.21-a et b).L'éart-type de la distribution en fontion du débit, σd, que l'on peut raisonnable-ment assoier au désordre global, semble suivre une loi de puissane, pour les deuxvisosités étudiées (Fig. 5.21- et d).120



Chapitre 5. Le régime turbulent
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Fig. 5.18.: Distribution de la fration d'hexa pour l'huile à 50 mm2/s. Ces histo-grammes sont donnés pour les mêmes débits que pour la distribution deN. Les deux traeurs signent des omportements similaires.
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Fig. 5.19.: Distribution de la fration d'hexa pour l'huile à 20 mm2/s. Ces histo-grammes sont donnés pour les mêmes débits que pour la distribution deN. Ii, e traeur a grossièrement le même omportement que pour lenombre d'objets N.
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Chapitre 5. Le régime turbulent
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Fig. 5.21.: Distribution des distanes entre ppv pour une huile de 50 mm2/s pourles débits de (a) 32.4 m3/s (prohe du seuil) et (b) 53.3 m3/s (loin duseuil). Le maximum de la distribution est toujours prohe de 11.6 mm(distane entre objets dans l'organisation hexagonale, indiqué par le traitdisontinu), mais elle s'étale loin du seuil. L'éart-type de la distributionen fontion du débit σd, semble suivre une loi de puissane pour les deuxvisosités () 50 mm2/s et (d) 20 mm2/s. L'exposant est 0.14±0.05 à 50mm2/s et 0.10 ±0.05 à 20 mm2/s.
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Chapitre 5. Le régime turbulentEnsuite, on peut aluler la distribution de ppv (sur les 48000 simulations) à partirde la onstrution de Voronoï. Cette distribution est très prohe de elle observéepour les mesures faites loin du seuil. Là aussi, la fration d'hexa est prohe de 0,5omme le montre le dernier graphe de la �gure 5.22 alors que le tirage est aléatoire.La distane minimale imposée entre objets reproduit les e�ets de tension de surfaealors que le nombre d'objets N donné à haque image par l'expériene traduit enpartie la onservation du débit d'alimentation. Dans la situation totalement tur-bulente, l'argument expliquant la distribution du nombre de ppv semble don êtretopologique puisque les objets sont distribués aléatoirement dans la simulation.5.4.3. Le troisième traeur : les réations-fusions (C-F)d'objetsUne autre façon de aratériser le système est d'étudier les C-F d'objets. En ef-fet, N reste onstant dans une zone laminaire. Il n'y a don ni réation, ni fusion.A l'inverse, dans une zone turbulente, le mouvement erratique des objets onduitinévitablement à de tels évènements. Le taux de C-F est don lairement relié audésordre dans le système.5.4.3.1. La détetion des réations et des fusionsPour mener à bien la détetion, nous omparons les positions des objets sur l'image
i ave les positions des objets sur l'image préédente i − 1 (∆t = 1/25 s) et nousdéterminons si un objet est nouveau (s'il vient juste d'être réé) ou s'il résulte de lafusion de deux objets. Nous alulons la distane entre un objet et eux de l'imagepréédente. Notons d1 < d2 < d3 . . . es distanes.Deux as de �gure se présentent :� Si d1 > vmax∆t, on suppose que l'objet vient juste d'être réé.� Si d2 < dmin, alors on suppose que l'objet résulte de la fusion de deux autres.Les valeurs de vmax et dmin ont été déterminées à partir de tests préliminaires.5.4.3.2. Taux de réations Γ+ et de fusions Γ− en fontion du nombred'objets nDé�nissons Ci et Fi omme étant respetivement les nombres de réations et defusions apparus sur l'image i+ 1 par rapport à l'image i. Le taux de réation Γ+(n)(ou de fusion Γ−(n)) est dé�ni ii omme étant le nombre d'objets réés (ou détruits)entre une image et sa préédente (don pendant ∆t = 1/25e s) en moyenne. 125



5.4. Résultats quantitatifs
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Fig. 5.22.: Distribution de la fration de ppv pour di�érents débits pour une huilede 50 mm2/s. La fration d'hexa domine à tout débit bien que dimi-nuant ave l'éart au seuil. Elle se stabilise au plus haut débit mesuré,un peu au delà de 50% (non montré). La fration d'objets nppv=5 est tou-jours plus importante que elle nppv=7. Puis viennent nppv=8 et nppv=4.Cet ordre est indépendant du débit. Ci-dessous, une simulation numé-rique dans laquelle les objets sont distribués aléatoirement, moyennantertaines onditions détaillées dans le texte, donne qualitativement lemême résultat.
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Chapitre 5. Le régime turbulent
Γ+(n) = < Ci∈α(n) >
Γ−(n) = < Fi∈α(n) >où α(n) ontient les numéros des images possédant n objets et où la moyenne estfaite sur les images de et ensemble. On montre sur la �gure 5.23-a et b l'évolutionde es taux en fontion du nombre d'objets.Loin du seuil, la distribution de n est unimodale. L'évolution des taux de réationset de fusions en fontion du nombre d'objets présents met lairement en évidene unéquilibre stable : l'intersetion des ourbes pour Γ+ et Γ− orrespond préisémentau maximum de la distribution de n sur la Fig. 5.23-a. Plus il y a d'objets, moinsil y a de plae pour en réer de nouveaux. Le taux de réation déroît linéairementquand n augmente (Γ+(n) ∝ N − bn). Le taux de fusion roît ave une dépendaneloalement linéaire en n suivant Γ−(n) ∝ an (plus il y a d'objets, plus il y a defusions), sauf pour les grandes valeurs de n (on hange de régime, dans e as, ler�le des ontraintes aux limites devient plus important).Prohe du seuil, dans le régime bistable (distribution bimodale du nombre de o-lonnes et de la fration d'hexa), les ourbes s'intersetent trois fois. Ii, il y a deuxéquilibres stables pour les deux maxima de la distribution et un instable pour leminimum de la distribution.5.4.3.3. Un modèle statistique pour l'état désordonnéComme on le voit, loin du seuil, on peut modéliser l'évolution des taux de réationet fusion (en négligeant les e�ets à grand n pour les fusions) par

{
Γ−(n) = an
Γ+(n) = N − bn

,où N , a et b sont des onstantes et Γ+ et Γ− sont respetivement les nombresde réations et de fusions de olonnes par unité de temps. On suit ii la mêmeapprohe que Gil, Lega et Meunier pour la desription des propriétés statistiquespour la turbulene de défauts dans une équation généralisée de Ginzburg-Landau[66℄.Nous pouvons érire l'équation maîtresse pour la probabilité p(n, t) d'avoir n objetsà l'instant t :
p(n, t+ dt) = p(n, t)

− [Γ+(n) + Γ−(n)] p(n, t)dt
+Γ−(n+ 1)p(n+ 1, t)dt
+Γ+(n− 1)p(n− 1, t)dt 127



5.4. Résultats quantitatifs
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Fig. 5.23.: Évolution des taux de réations et de fusions moyens en fontion dunombre d'objets présents dans le système pour une visosité de 50mm2/s. (a) et () 83.2 m3/s, (b) et (d) 37.4 m3/s (près du seuil).Chaque point orrespond à la moyenne du taux faite sur l'ensemble desimages de la séquene ontenant le nombre d'objets onsidéré.
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Chapitre 5. Le régime turbulentDans le régime asymptotique, 'est à dire quand p(n, t) = p(n, t+dt), ette équationpeut se réérire plus simplement :
Γ+(n)pn = Γ−(n + 1)pn+1Ainsi, en substituant les valeurs de Γ+(n) et Γ−(n) :
(N − bn)pn = a(n+ 1)pn+1Notons N0 = N/b et α = a/b et introduisons G(z) =

∑
znpn, la fontion généra-trie :

N0

∑
znpn −

∑
nznpn = α

∑
(n + 1)znpn+1

N0G(z) − z
∑
G′(z) = α

∑
nzn−1pn

= αG′(z)

N0G(z) = (z + α)G′(z)

G′(z)
G(z)

= N0

z+α

lnG(z) = N0 ln(z + α)

G(z) = G0(z + α)N0

G(1) = 1 ⇐⇒ G0(1 + α)N0 = 1 ⇐⇒ G0 = (1 + α)−N0D'où G(z) =
(

z+α
1+α

)N0On reonnaît une bin�miale dont on sait que G(z) = [zp + (1 − p)]N0.Cela nous permet de aluler la moyenne et l'éart-type de la distribution en serappelant les propriétés de la fontion génératrie :
n = G′(1) = pN0 pour une bin�miale
n(n− 1) = G′′(1) = p2N0(N0 − 1) pour une bin�miale
n2 = p2N0(N0 − 1) + pN0

n2 − n2 = p2N0(N0 − 1) + pN0 − p2N2
0

= pN0 − p2N0

= n(1 − p)
= n(1 − n

N0
) 129



5.4. Résultats quantitatifs
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Fig. 5.24.: La distribution du nombre d'objets au débit de 83.2 m3/s est bien dé-rite par une bin�miale. Les paramètres obtenus à partir de la Fig. 5.23-asont : N=12.88, b=0.089, a=0.0115.Rappels sur les propriétés de la fontion génératrie G(z) =
∑
znpn





G(1) = 1
G′(z) =

∑
nzn−1pn

G′′(z) =
∑
n(n− 1)zn−2pn

, don G′(1) = n et G′′(1) = n(n− 1)En onlusion, loin du seuil, la distribution du nombre d'objets peut être assez biendérite par une bin�miale, que l'on a représentée sur la Fig. 5.24, superposée à ladistribution du nombre obtenue loin du seuil pour un débit de 83.2 m3/s.5.4.3.4. La fration moyenne de C-FLes nombres de réations et fusions peuvent être assoiés à une mesure du désordrepuisqu'elles apparaissent seulement dans les régions désordonnées. Comme on l'a vu,e système spatialement étendu peut être vu omme disret puisqu'il est aratérisépar un nombre d'objets bien déterminé à haque instant. Néanmoins, la surfaed'éoulement, 'est à dire la surfae du �lm sous la grille, reste onstante. Celanous donne la possibilité d'assoier une notion d'espae aux C-F en attribuant unesurfae moyenne à haun des objets. Il reste à faire une distintion entre d'une partles objets qui viennent d'être réés ou détruits, et d'autre part eux pour lesquelsauun événement ne s'est produit.Ainsi, une façon de mesurer l'évolution du désordre dans le système onsiste à suivrel'évolution d'une fration moyenne des C-F en fontion de l'éart au seuil, normalisée130



Chapitre 5. Le régime turbulent
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Fig. 5.25.: Évolution de la fration moyenne totale de défauts FC−A en fontion del'éart au seuil ǫh pour une huile de visosité 50 mm2/s. La ligne enpointillés représente une variation selon une loi de puissane d'exposant
β=0.56±0.05.par le nombre d'objets présents. Appelons FC−F,i = (Ci + Fi)/ni la fration totaledes C-F sur l'image i où ni est le nombre d'objets dans l'image. On obtient, pourun débit donné, la fration moyenne totale de défauts par

FC−F =
47999∑

i=1

FC−F,i

47999On représente FC−F en fontion de l'éart au seuil pour l'huile à 50 mm2/s sur laFig. 5.25. L'évolution de ette fration suit lairement une loi de puissane d'expo-sant β=0.56±0.05.On peut se risquer à faire une hypothèse qui semble raisonnable : en première ap-proximation, prohe du seuil, le taux moyen de réations et de fusions umulées,ramené au nombre total d'objets présents, est proportionnel à Ft. On dé�nit ainsila fration turbulente en termes de réations/fusions d'objets. Naturellement, loindu seuil ette hypothèse esse d'être valable puisque Ft ne peut dépasser 1 alors que
FC−F ontinue d'augmenter.Comme dérit en 5.1.3, Pomeau a proposé [52℄ en 1986 que le méanisme d'ISTpouvait être analogue à la perolation dirigée, un modèle stohastique de proessusde ontamination qui prédit que Ft évolue omme une fontion de l'éart au seuil
ε selon une loi de puissane εβ. Dans l'hypothèse i-dessus, la branhe du hautde la Fig. 5.25 re�ète qualitativement le omportement de la fration moyenne de131



5.5. Conlusiondomaines désordonnés Ft dans le régime d'IST et l'exposant mesuré est en bonaord ave β=0.58 obtenu à partir d'un modèle de perolation dirigée (2+1)D [67℄.Le tableau suivant rassemble les exposants mesurés pour les deux visosités.exposant 20 mm2/s 50 mm2/s
< 1 −N/Nlam > pas d'exposant 0.22±0.05

< 1 − f > 0.37±0.05 0.10±0.05
σd 0.14±0.05 0.10±0.05

FC−A pas d'exposant 0.56±0.05Tab. 5.1.: Un exposant faible est plut�t le signe d'une transition du premier ordre.On peut être étonné par la valeur relativement plus élevée de l'exposant
β, à rapproher de elle de la perolation dirigée (0.58).5.5. ConlusionDans le adre de ette étude sur la transition vers le régime désordonné, l'e�ort atout partiulièrement porté sur les proédés de détetion et surtout de traitementd'image. Il a fallu mettre au point des tehniques spéi�ques à la fois pour traiterdes quantités de données brutes importantes (plus de 500 Giga otets, 1 200 000images) et surmonter les problèmes de détetion liés à la nature de l'observation.Aurore Naso a réalisé les programmes en langage C nous ayant permis d'obtenir tousles résultats présentés (nombre d'objets, nombre de ppv, détetion des réations etdes fusions . . . ).Nous utilisons essentiellement deux paramètres de ontr�le dans ette expériene :le débit d'alimentation et la visosité. Suivant la visosité utilisée, l'apparition dudésordre semble sous-ritique (pour ν '35 mm2/s) ou super-ritique (pour ν /35mm2/s). Dans le premier as, il s'impose après une perturbation d'amplitude �nie,en faisant roître le débit à partir du régime laminaire. Dans le seond as, il fautau ontraire faire déroître le débit pour le voir apparaître spontanément.On met bien en évidene l'augmentation progressive et ontinue du désordre avel'éart au seuil quelles que soient les visosités onsidérées puisqu'à la fois le nombremoyen d'objets diminue, la fration moyenne d'hexa diminue et le taux moyen deC-F augmente en suivant un omportement de type � loi de puissane �. Danstous les as, on distingue lairement des zones laminaires et des zones turbulentesaratéristiques d'une transition ritique par IST vers le régime turbulent.Les distributions du nombre d'objets et de la fration d'hexa, par ailleurs bien or-relés, montrent quantitativement l'existene d'un régime bistable prohe du seuil.132



Chapitre 5. Le régime turbulentCe régime est lairement observé diretement sur les enregistrements vidéo. Le sys-tème � saute � d'un état pour lequel l'� agitation � moyenne est reliée à l'éart auseuil à un état métastable très peu désordonné pour lequel l'agitation, uniquementen périphérie, semble n'exister qu'à ause d'e�ets liés à la taille �nie du système.Les évolutions en fontion du temps du nombre d'objet et de la fration d'hexa,également très bien orrélés, on�rment e omportement.Il apparaît toutefois une di�érene de omportement prohe du seuil pour les deuxvisosités onsidérées, sans doute reliée à la nature de la transition dérite en 5.3.Prohe du seuil, la bistabilité semble disparaître de manière ontinue dans le asde l'huile de 50 mm2/s alors que des osillations de lignes sont responsables d'unedisontinuité à 20 mm2/s. Pour ette visosité, les osillations sont responsablesde l'apparition ontinue du désordre. Elles peuvent expliquer l'éart observé pourles exposants, l'instabilité intrinsèque qu'elles apportent favorisant la roissane dudésordre.Une étude plus détaillée de tous es aspets, observés dans l'expériene lors dela transition vers la turbulene, reste à mener. Une série de mesures, dans le butde mieux dérire l'évolution de ette transition en fontion de la visosité est àl'étude. Un intérêt tout partiulier sera porté aux visosités � ritiques � prohesde νc ≈35 mm2/s. Il est également prévu d'étudier le omportement du systèmeave di�érentes surfaes d'éoulement (voire di�érentes géométries), entre autrespour mieux aratériser le régime de bistabilité, lairement assoié aux onditionsaux limites. Une tehnique de traitement automatique permettant d'aéder à lafration turbulente est à l'étude.
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5.5. Conlusion
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6. Conlusion et perspetivesLe dispositif expérimental mis en ÷uvre pendant mon travail de thèse, bien quede oneption simple, a permis de mettre en évidene une grande rihesse de om-portements. Cette première étude de la déstabilisation d'un �lm bidimensionnelontinûment alimenté a voation à être poursuivie, les perspetives d'études étantmultiples.Je donne ii les prinipales diretions qu'il me paraît utile de suivre :� Compléter l'étude de la déstabilisation des nappes dans la géométrie annulaire,ave d'autres rayons et d'autres visosités. Cette étude systématique doit nouspermettre de lari�er le r�le des di�érents paramètres, et, à terme, de détailler leméanisme de déstabilisation. Signalons que de nombreuses appliations existentet se renontrent dans di�érents domaines tehniques : de l'endution (oating)dans le as de la fabriation de pelliules photographiques jusqu'aux éoulementsrenontrés dans l'industrie sidérurgique.� Tenter de mettre en évidene d'autres modes de déstabilisation de la struturehexagonale stationnaire de olonnes de liquide, en partiulier le mode de triple-ment de période spatiale. Nous soupçonnons que e mode, prévu par la théorie, nesoit pas aessible en raison de la taille limitée du dispositif. De e fait, l'éventualitéd'une augmentation de la taille est en ours d'investigation, plusieurs problèmesd'ordre tehnique devant être surmontés.� Nous avons vu au hapitre 5 que la transition à la turbulene peut être super-ritique ou sous-ritique selon la visosité utilisée. Il serait très intéressant d'ob-server la transition pour les visosités prohes de la visosité ritique marquant ehangemant de omportement (autour de 35 mm2/s). Une étude préliminaire réa-lisée à 35 mm2/s semble montrer des aspets nouveaux, à la renontre des deuxtypes de transitions. Nous avons observé que les onditions aux limites jouentun r�le, en partiulier prohe du seuil, dans le régime de bistabilité. Il seraitutile, là aussi, d'aroître la taille du dispositif expérimental a�n de préiser ler�le des onditions aux limites, et à terme, de tenter d'en quanti�er l'in�uene.En�n, la mesure de la fration turbulente dans le régime des intermittenes spatio-temporelles doit permettre de mieux aratériser l'état désordonné et de faire uneomparaison ave d'autres systèmes présentant le même type de omportementturbulent. Dans e but, il reste à dé�nir un ritère pertinent pour distinguer leszones turbulentes. 135



� A la di�érene des �uides newtoniens, dont font partie les huiles siliones utiliséesdans les études présentées dans e mémoire, le tenseur des ontraintes dans lesvisoélastiques n'est pas instantanément proportionnel à elui des déformations.Puisque dans e as la réponse visqueuse du système dépend de la vitesse de varia-tion des ontraintes, on s'attend à une modi�ation importante de la dynamiquede l'éoulement, et don à une façon originale de modi�er les strutures, danstoutes les situations que nous avons dérites préédemment.� Signalons, pour lore es perspetives, plusieurs situations partiellement explorées.Nous herhons des omportements phyllotaxiques dans le régime de gouttes, engéométrie annulaire et à deux dimensions, en analysant la phase relative qu'ilexiste lors de la hûte des gouttes. Nous étudions l'in�uene d'un forçage temporelde type Faraday sous la forme de variations périodiques de la dépression dansla hambre au dessus de la grille, entre autres, sur la déstabilisation du réseauhexagonal de olonnes. En géométrie retangulaire, mais quasi-unidimensionnelle,nous étudions l'évolution du front séparant des olonnes et une nappe (Fig. 6.1).
Fig. 6.1.: Régime mixte olonnes/nappe en géométrie retangulaire quasi-unidimensionnelle.
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Annexes





A. L'instabilité de Rayleigh-TaylorPour plus de détails, le leteur intéressé pourra se rapporter à [69℄, sur laquellerepose en partie ette annexe.L'instabilité de Rayleigh-Taylor est une instabilité de �uide fondamentale, lorsqu'un�uide plus dense se trouve au-dessus d'un autre moins dense dans un hamp gra-vitationnel onstant. Il existe de nombreuses appliations, de l'oéanographie à lafusion de on�nement inertielle [1℄.A.1. Rappel de quelques dé�nitions enhydrodynamiquevisosité : mesure le � frottement � entre éléments liquides en éoulement, vu d'unpoint de vue marosopique.� dynamique (η) : rapport des ontraintes internes aux gradients de vitesse (exprimel'intensité des ontraintes mises en jeu lorsqu'on isaille le �uide), s'exprime en
ML−1T−1. Système SI : poiseuille (Po), système CGS : poise (P)� inématique (ν) : di�usion de la quantité de mouvement du �uide (a la dimensiond'un oe�ient de di�usion), s'exprime en L2T−1. Système SI : m2s−1, systèmeCGS : cm2s−1.� η

ν
= ρ (masse volumique du �uide)inertie : traduit la résistane d'un orps de masse m à être mis en mouvement :
−→
F = m−→a = m

∂2−→v
∂t2

. Pour un �uide en éoulement, elle s'érit par unité demasse : D−→v
Dt

=
∂−→v
∂t

+
(−→v·−→∇

)−→v .apillarité : désigne l'ensemble des phénomènes induits par la tension de surfaequi mesure l'énergie néessaire pour augmenter la surfae libre d'un liquide(par unité de surfae) et s'exprime en MT−2 (énergie par unité de surfae ouenore fore par unité de longueur). 141



A.2. L'équation de Navier-StokesA.2. L'équation de Navier-StokesLa dynamique des liquides est régie par l'équation de Navier-Stokes (NS) assortiede la ondition d'inompressibilité




ρ

(
∂−→v
∂t

+
(−→v·−→∇

)−→v
)

=
−→
f

−→∇ · −→v = 0où −→
f représente les fores exerées par unité de volume.Plusieurs di�ultés surgissent alors :1. ll s'agit d'une équation vetorielle2. ette équation est non linéaire à ause du terme inertiel3. 'est une équation du deuxième ordre qui exige deux intégrations suessivesà ause du terme visqueux −→

f visc. = η△−→v .A.3. L'instabilité à proprement parler : aspeténergétiqueLors d'une expériene typique, on met sous gravité déstabilisante un �lm visqueuxinompressible (huile silione) uniformément réparti sur un plan.Des gouttes, dont l'e�et est de minimiser l'énergie potentielle, apparaissent. Celles-i ne peuvent pas être trop petites à ause du oût en énergie de surfae qui endéoulerait.
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Air

x

z
LiquideL'éhelle spatiale aratéristique est don �xée par la ompétition entre l'e�et de lagravitation et elui de la tension de surfae :
△E =

∫
dx

[
(ρ2 − ρ1) g

h2

2
+ γ

(√
1 + h′2 − 1

)]Le premier terme orrespond à l'énergie potentielle gravitationnelle (ρ1 masse vo-lumique de l'huile, ρ2 elle de l'air) et le deuxième au oût en énergie de surfae(tout éart par rapport au plan onduit à une augmentation de surfae). Le terme142



Chapitre A. L'instabilité de Rayleigh-Taylord'énergie gravitationnelle fait baisser l'énergie alors que le terme d'énergie de surfael'augmente.Si la déformation est faible, on peut érire √
1 + h′2 − 1 ≈ h

′2

2
. On suppose quela déformation est sinusoïdale : δh (x) = A cos (kx). En injetant ette forme dansl'équation de départ, on obtient en intégrant sur une longueur d'onde :

△E =
λA2

4

[
(ρ2 − ρ1) g + γk2

]On dé�nit alors la longueur apillaire k−1
c

k−1
c =

(
γ

(ρ1 − ρ2) g

)1/2Pour q < qc, △E < 0. Ainsi, les longueurs d'onde plus importantes que λc = 2πk−1
csont instables.A.4. Aspet dynamiqueA.4.1. Le as des �lms liquides mines : l'approximation delubri�ationOn peut fréquemment appliquer l'approximation de lubri�ation en hydrodyna-mique interfaiale, en partiulier pour la dynamique des �lms liquides visqueux etmines omme 'est le as ii. L'idée est de faire une analyse à longue éhelle unique-ment. Ainsi, on utilise les di�érenes d'éhelles de longueur (la taille transverse estsouvent petite devant les autres longueurs) pour séparer les variables et simpli�erl'analyse. La rédution asymptotique réduit NS à une équation salaire non-linéaireaux dérivées partielles.Puisqu'il y a un éoulement, on prend en ompte l'aspet dynamique pour étudierl'évolution de la struture. Cette analyse nous permettra d'obtenir la relation dedispersion. En�n, l'obtention du taux de roissane nous onduira à la longueurd'onde e�etivement seletionnée par le système.Dans notre as, le �lm se limite au dessus par un plan horizontal (en z = 0) et audessous par un gaz passif (en z = h(x, t)).Au niveau de l'interfae liquide-gaz, deux fores en volume (gradients de pression)sont responsables du �ux de matière :� elle dûe à la masse du �uide −ρg∂xh : le gradient de pression hydrostatique 143



A.4. Aspet dynamique� elle dûe à la ourbure de l'interfae γ∂x

(
∂2

xh
) : le gradient de pression de Laplaeoù on approxime la ourbure moyenne de l'interfae par ∂2

xh.A.4.2. Le point de départ : l'équation de Navier-StokesL'éoulement est régi par l'équation de Navier-Stokes (2D) ave l'hypothèse d'in-ompressibilité :





ρ (∂tu+ u∂xu+ w∂zu) = −∂xp+ η△u
ρ (∂tw + u∂xw + w∂zw) = −∂zp+ η△w

∂xu+ ∂zw = 0
(A.1)où u et w sont les omposantes de la vitesse suivant x et z, et p ontient les termesde pression des fores agissant sur le �lm.On assoie les onditions aux limites :en z = 0 :

u = 0 , w = 0en z = h(x, t) :
w = dth = ∂th+ u∂xh

T.−→n = −κγ−→n +
∂γ

∂s

−→
toù T est le tenseur des ontraintes du liquide, −→n et −→

t sont les veteurs unitairesnormal et tangentiel à l'interfae (voir Fig. A.1) et κ est la ourbure moyenne del'interfae. On suppose qu'il n'y a pas de forçage externe de l'interfae et que latension de surfae γ est onstante.A.4.3. Les variables adimensionnéesOn introduit les éhelles pour les �lms �ns. λ est l'éhelle de longueur suivant x et
h0 (l'épaisseur moyenne du �lm) elle suivant z telles que ε =

2π

λ
h0 ≪ 1.On obtient ainsi les variables adimensionnées du problème :

U =
u

U0
, W =

w

εU0
, T =

εU0

h0
t, H =

h

h0
, P =

εh0

ηU0
p, Σ =

ε

ηU0
γ.On peut érire le système d'équations (A.1) adimensionné :144



Chapitre A. L'instabilité de Rayleigh-Taylor
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Fig. A.1.: Le �lm évolue de la position 1 à la position 2. La omposante de la vitessesuivant z est w = dth = ∂th + u∂xh.
εRe (∂TU + U∂XU +W∂ZU) = −∂XP + ∂2

ZU + ε2∂2
XU

εRe (∂TU + U∂XU +W∂ZU) = −∂XP + ∂2
ZU + ε2∂2

XU

∂XU + ∂ZW = 0 (A.2)et les onditions aux limites assoiées :en Z = 0 : Bibliography H. Hinrihsen, "Nonequilibrium Critial Phenomena andPhase Transitions into Absorbing States", Adv. Phys. 49, 815-958 (2000).
U = 0 , W = 0 (A.3)en Z = H :

W = dTH = ∂TH + U∂XH (A.4)
(∂ZU + ε2∂XW )

(
1 − ε2 (∂XH)2)− 4ε2 (∂XH) (∂XU) = ∂XΣ

[
1 + ε2 (∂XH)2

]1/2

−P+
2ε2

1 + ε2 (∂XH)2
[
∂XU

(
ε2 (∂XH)2 − 1

)
− ∂XH (∂ZUε

2∂XW )
]

=
C−1ε3∂2

XH[
1 + ε2 (∂XH)2

]3/2où Re =
U0h0

ν
est le nombre de Reynolds et C =

U0η

γ
le nombre apillaire.On obtient la ondition inématique (équation de onservation de la masse) en in-tégrant l'équation (A.2) et en utilisant (A.3) et (A.4) :

∂TH + ∂X

(∫ H

0

UdZ

)
= 0 145



A.4. Aspet dynamique
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Fig. A.2.: Par unité de temps, la variation de �ux entre x et x+dx, qui est don unvolume, s'identi�e au produit de dx par la variation d'épaisseur par unitéde temps. La onservation du �ux prend ainsi la forme ∂Q
∂x

= −∂h
∂t

.où ∫ H

0

UdZ s'identi�e au �ux de matière (voir Fig. A.2).Finalement, en faisant un développement perturbatif de U , W et P en puissanesdu petit paramètre ε et en faisant tendre ε vers 0 (l'hypothèse de lubri�ation), onobtient le système :
∂2

ZU = ∂XP , ∂ZP = 0 , ∂TH + ∂X

(∫ H

0

UdZ

)
= 0ave les onditions aux limitesen Z = 0 :

U = 0en Z = H :
∂ZU = ∂XΣ, P = −ε3C−1∂2

XHOn obtient pour la vitesse du �uide à l'interfae U(H = Z) = ∂XP
(

1
2
Z2 −HZ

). Ensubstituant ette expression dans l'équation de onservation de la masse, on obtientl'équation d'évolution pour l'interfae :
∂TH − ∂X

[
1

3
H3∂XP

]
= 0à une dimension.146



Chapitre A. L'instabilité de Rayleigh-TaylorA.4.4. Évolution de l'interfae dans les variables d'origineOn peut réérire ette expression dans les variables dimensionnées d'origine :
∂th− ∂x

[
1

3
h3∂xp

]
= 0Ii p = −ρgh − γ∂2

xh où le premier terme du seond membre orrespond à pres-sion hydrostatique et le deuxième à la pression de Laplae. L'équation d'évolutiondevient :
∂th = −1

3
∂x

[
ρgh3∂xh + γh3∂3

xh
] (A.5)On herhe les petites perturbations periodiques en x d'un �lm d'épaisseur uniforme

h0 sous la forme h(x, t) = h0 + h′. On linéarise (A.5) et on obtient l'équation destabilité linéaire pour h′, dont on peut herher des solutions sous la forme h′ =
h′0 exp(ikx+ st) puisque les oe�ients de l'équation ne dépendent pas de x et de t.L'équation aratéristique s'érit

s =
h3

0k
2

3η

[
ρg − γk2

]

=
h3

0k
2γ

3η
[k2

c − k2]
(A.6)où k−1

c =

√
γ

ρg
est la longueur apillaire.A.4.5. Détermination de la longueur d'onde λ∗ séletionnéepar l'instabilité.Il déoule de l'équation (A.6) un taux de roissane τ (k) non monotone :

τ (k) =
3η

k2γh3
0

1

(k2
c − k2)qui trouve pour minimum k∗ =

kc√
2
et onduit à la longueur d'onde e�etivementséletionnée par le système :
λ∗ =

2π
√

2

kc
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A.4. Aspet dynamique
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B. Quelques notes sur les groupeset leurs représentationsCette annexe est basée sur le ours de Leeh et Newman [68℄. L'intérêt général de lathéorie des groupes en physique est qu'elle simpli�e les aluls. Cette simpli�ationprovient du fait que les symétries du système sont prises en ompte dès le début.L'ensemble des opérations de symétrie rend ompte des propriétés d'un système.Les opérations de symétrie (qui peuvent être la translation, la rotation, la ré�exion,l'inversion...) laissent inhangé le système en forme ou apparene et sont étroitementliées aux éléments de symétrie (qui peuvent être un plan, un entre, un axe ...) arles unes ne peuvent se dé�nir que par rapport aux autres. Les propriétés de symétried'un système physique peuvent être résumées en spéi�ant son groupe de symétrie.B.1. Les opérateurs de symétrieOn onsidère des opérateurs de symétrie A et B et ζ l'ensemble des opérateurs desymétrie.� A.B ∈ ζ, B.A ∈ ζ (A.B 6= B.A a priori) =⇒ on dit que ζ est fermé par lamultipliation� E ∈ ζ (E ≡ Identité)� A ∈ ζ ⇒ A−1 ∈ ζUn tel ensemble d'opérateurs de symétrie est appelé groupe de symétrie.B.1.1. Groupe de symétrieOn peut dé�nir une table de multipliation omme l'ensemble des produits multiplesde ertains des opérateurs du groupe, es derniers sont dits générateurs du groupe(ils ne sont pas uniques).Si on a simplement une table de multipliation (sans autre information), les élémentsde la table sont dits éléments d'un groupe abstrait. 149



B.2. Représentation des groupesB.1.2. Les postulats de groupe� A,B ∈ ζ ⇒ A.B ∈ ζ (produit fermé)� ∃E ∈ ζ tel que E.A = A.E = A ∀A ∈ ζ (élément neutre)� ∀A ∈ ζ ∃A−1 ∈ ζ tel que A.A−1 = A−1 = E (inverse)� ∀A,B,C ∈ ζ (A.B).C = A.(B.C) (assoiativité)B.1.3. Quelques dé�nitions� ordre d'un groupe : C'est le nombre d'opérateurs que le groupe ontient.� sous-groupe : Sous-ensemble d'un groupe qui est lui-même un groupe.� opérateur onjugué : A et B dans ζ sont dits onjugués si ∃S ∈ ζ tel que
S.A = B.S.� lasse dans ζ : Ensemble de tous les opérateurs onjugués à un opérateur dans
ζ . Tout groupe peut être déomposé en un ensemble de lasses.� groupes Abéliens : Tous les opérateurs du groupe ommutent. Alors haqueopérateur est une lasse en soi.� o-ensemble : Soit ϑ ⊂ ζ, B ∈ ζ mais B /∈ ϑ alors

B.ϑ est un o-ensemble gauhe
ϑ.B est un o-ensemble droitévidenes : B.ϑ et ϑ n'ont auun opérateur ommun. De plus B.ϑ et

C.ϑ sont soit identiques soit n'ont auun opérateur ommun (pareil àdroite).� indexe : (voir référene [68℄)� sous-groupes invariants : ϑ ⊂ ζ est formé de lasses omplètes de ζ, 'est àdire que si A ∈ ϑ B = S−1.A.S ∈ ϑ ∀S ∈ ζ� isomorphisme-homomorphisme : Deux groupes sont dits isomorphes s'ils ontla même table de multipliation (orrespondane 1-1 entre éléments). Une or-respondane (1-plusieurs) est possible. Les groupes dans e as sont dits homo-morphes.� les groupes pontuels : Ils laissent au moins un point (de l'espae) �xe partoutes les opérations. Dans une struture répétée, les groupes pontuels peuventdérire les points de symétrie possibles. On peut onsidérer les groupes pontuelsristallographiques (32 groupes au total dont le groupe C6υ).B.2. Représentation des groupesJusqu'à présent, les propriétés algébriques des éléments étaient représentées par latable de multipliation, 'est à dire par les relations entre éléments du groupe.150



Chapitre B. Quelques notes sur les groupes et leurs représentationsA partir de maintenant, on va étudier les représentations (au sens mathématique) dees éléments. Une représentation spéi�era les propriétés algébriques d'un élémentde manière intrinsèque.B.2.1. Représentation matriielleOn peut toujours trouver un ensemble de matries ayant la même table de multipli-ation qu'un groupe donné. Une représentation R est un tel ensemble de matries(R(A1), R(A2), ... : autant de matries que d'éléments dans le groupe). Il y a unein�nité de telles représentations haune onstruite à partir des représentations ir-rédutibles, elles-mêmes en nombre �ni. Il faudra se ramener à es représentationsirrédutibles.Dans la pratique, on part des équations d'un système physique pour dé�nir unereprésentation matriielle de son groupe de symétrie puis on se ramène aux repré-sentations irrédutibles. C'est ette dernière proédure qui permettra de simpli�erles solutions des équations dynamiques.Si pour un veteur v donné on obtient Av = M(A)v ∀A ∈ ζ alors v est une baseet M est une représentation du groupe telle que l'ensemble des M(A) forme lareprésentation matriielle assoiée.Remarque : La base peut être de taille variable.Il faut hoisir une base sur laquelle agissent les matries de la représentation orres-pondante. De façon générale, les éléments de la base (les omposantes de v) d'unereprésentation ne font pas que simplement permuter par les opérations du groupemais s'expriment sous la forme de ombinaisons linéaires.Néanmoins, l'utilisation des permutations permet de onstruire un type onnu de re-présentations dont les matries (de permutation) permutent simplement les élémentsde la base. Lorsqu'en plus les éléments de la base sont les opérateurs du groupe, onparle de représentation régulière.Si pour un groupe donné, une représentation R est diagonale par blos et que haqueblo i est une représentation orrete Ri du groupe, on dit qu'une telle représentationest rédutible et que R se déompose dans les représentations Ri. Ainsi la base peutêtre déomposée en "sous-bases" orrespondantes.B.2.2. Représentations équivalentesConsidérons les opérateurs X ∈ ζ . Alors si la base s′génère les R′(X) et s′ = Qs ,deux représentations R(X) et R′(X) sont dites équivalentes si R(X) = P−1R′(X)Poù P−1 = Q̃. 151



B.2. Représentation des groupesRemarque : Si s est formé des objets qui ommutent par R alors Q doit être unematrie de permutation.Toute représentation équivalente à une représentation rédutible est dite rédutible.Si e n'est pas possible, elle est dite irrédutible.Un groupe possède un nombre limité de représentationsirrédutibles non équivalentes.On tâhera de déomposer une représentation quelonque R d'un groupe ζ en unensemble de représentations irrédutibles (matries diagonales par blos).Appliqué à l'élément A :
R(A) =




R(1)(A) 0 0 0
0 R(2)(A) 0 0
0 0 R(3)(A) 0

0 0 0
. . . B.2.3. Caratères de groupeLes aratères de groupe permettent de lasser les représentations irrédutibles d'ungroupe et de faire une rédution de prinipe, 'est à dire déterminer quelles repré-sentations irrédutibles sont ontenues dans une représentation donnée.Soient χ(A) = TrR(A), les aratères du groupe ζ et de matrie de représentation

R(A) pour tout A ∈ ζ .Puisque
R(A) =

∑
µ

⊕mµR
(µ)(A) ∀A ∈ ζalors

χ(A) =
∑
µ

mµχ
(µ)(A)ave la multipliité mµ dé�nie omme le nombre de représentations irrédutibles

R(µ) équivalentes.On peut montrer qu'il existe ertaines relations importantes et utiles pour les a-ratères des représentations irrédutibles d'un groupe �ni ζ :(0) En tout premier lieu un théorème fondamental sur les élémentsdes matries qui onstituent les représentations irrédutiblesd'un groupe :
∑

A∈ζ

R(µ)⋆
mn (A)R

(ν)
m′n′(A) =

g√
lµlν

δµνδmm′δnn′
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Chapitre B. Quelques notes sur les groupes et leurs représentationsou lµ est la dimension de la représentation irrédutible µ et gl'ordre du groupe ζ.(1) Si des opérateurs du groupe sont dans la même lasse, alorspour une représentation donnée, les aratères orrespondantssont les mêmes (puisque des matries onjuguées ont les mêmestraes).(2) Relation d'orthogonalité :
∑

A∈ζ

χ(µ)(A)χ(ν)⋆(A) = g δµνLorsque µ 6= ν les représentations sont non équivalentes.(3) Le nombre de représentations irrédutibles non équivalentes estle même que le nombre de lasses du groupe.(4) ∑
µ

l2µ = g en posant de nouveau lµ la dimension de la représen-tation irrédutible µ.On dé�nit une table de aratères ("arrée" par (3)) des représentations irrédutiblesd'un groupe ave en olonnes les k lasses du groupe et en lignes les k représentationsirrédutibles.Les tables de aratères seront utiles pour réduire des représentations arbitraires.On utilise les notations suivantes pour étiqueter les représentations irrédutibles :représentation 1D A ou B suivant que le aratère orrespondant à larotation prinipale Cn est +1 ou −1 respetivementreprésentation 2D E (pas le même que l'identité !)représentation 3D TSoit la table de aratères du groupe C6υ :
C6υ E C2 2C3 2C6 3U2 3U ′

2

A1 1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 −1 1 −1
B2 1 −1 1 −1 −1 1
E1 2 −2 −1 1 0 0
E2 2 2 −1 −1 0 0On peut savoir si une représentation donnée est rédutible, même si la table de153



B.2. Représentation des groupesaratères n'est pas onnue ar
∑

A∈ζ

χ(A)χ⋆(A) = g
∑

µ

m2
µ2000En e�et, si ∑

µ

m2
µ = 1, la représentation ne ontient qu'une seule représentationirrédutible et χ(A) est le aratère assoié.Remarque : Dans le as de la représentation régulière χ(E) = g et χ(A 6= E) = 0don mµ = χ(µ)(E) et g =

∑
µ

(χ(µ)(E))2 par les relations préédentes.alors l'équation
∑

A∈ζ

χ(A)χ(µ)⋆(A) = mµgdérivée de la relation (2) permet d'obtenir les multipliités mν desreprésentations irrédutibles onnaissant la table de aratères. On peutdon e�etuer la rédution d'une représentation quelonque d'un groupe�ni.
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C. La forme des matries rotation,parité et translations

R12(C1
6) =




0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




R12(σv) =




0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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R12(T ~a0
) =




C2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
C

S
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1

C S
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
1

C2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
S

C
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 C S 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 C2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 C S 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
S

C
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

C2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

C S
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C

S




R12(T ~a1
) =




S

C
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 C S 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 C2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
C

S
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

C S
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

C2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

C S
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
C

S
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 C2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 C S 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S

C
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

C2
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D. Les instrutions Maple 8Dé�nition des matries R12(C1
6) (C61) et R12(σv) (CSV)CSV :=array(1..12,1..12) :C61 :=array(1..12,1..12) :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do CSV[i,j℄ :=0 :C61[i,j℄ :=0 :od :od :CSV[1,7℄ :=1 :CSV[2,12℄ :=1 :CSV[3,11℄ :=1 :CSV[4,10℄ :=1 :CSV[5,9℄ :=1 :CSV[6,8℄ :=1 :CSV[7,1℄ :=1 :CSV[8,6℄ :=1 :

CSV[9,5℄ :=1 :CSV[10,4℄ :=1 :CSV[11,3℄ :=1 :CSV[12,2℄ :=1 :C61[1,6℄ :=1 :C61[2,1℄ :=1 :C61[3,2℄ :=1 :C61[4,3℄ :=1 :C61[5,4℄ :=1 :C61[6,5℄ :=1 :C61[7,12℄ :=1 :C61[8,7℄ :=1 :C61[9,8℄ :=1 :C61[10,9℄ :=1 :C61[11,10℄ :=1 :C61[12,11℄ :=1 :Création de la matrie MH (M), alul de [MH ,R12(C1
6)
] et [MH ,R12(σv)] ([M,C61℄et [M,CSV℄) et simpli�ation de MM :=array(1..12,1..12) ;k :=1 :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do M[i,j℄ :=m||k :k :=k+1 :od :od :elim :=seq(m||i, i=13..144) ;MC61 :=linalg[multiply℄(M,C61) :

C61M :=linalg[multiply℄(C61,M) :om1 :=linalg[matadd℄(MC61,C61M,1,-1) :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do sol :=solve(om1[i,j℄,{elim}) :assign(sol) :od :od :for i from 1 to 12do 157



for j from 1 to 12do om1[i,j℄ :=simplify(om1[i,j℄) :M[i,j℄ :=simplify(M[i,j℄) :od :od :MCSV :=linalg[multiply℄(M,CSV) :CSVM :=linalg[multiply℄(CSV,M) :om2 :=linalg[matadd℄(MCSV,CSVM,1,-1) :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do sol :=solve(om2[i,j℄,{elim}) :assign(sol) :od :od :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do om2[i,j℄ :=simplify(om2[i,j℄) :

M[i,j℄ :=simplify(M[i,j℄) :od :od :m92 :=M1 :m91 :=M2 :m96 :=M3 :m95 :=M4 :m94 :=M5 :m93 :=M6 :m99 :=M7 :m98 :=M8 :m97 :=M9 :m89 :=M10 :m88 :=M11 :m87 :=M12 :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do M[i,j℄ :=simplify(M[i,j℄) :od :od :Calul des 6 types de veteurs propres de la matrie M obtenue au paragraphepréédentDigits :=20 ;readlib(randomize) ;Seed :=randomize() ;gene :=rand(-1000..1000)/1000.0 :MM :=array(1..12,1..12) :for i from 1 to 12do M.i :=gene()+I*gene() ;od :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do MM[i,j℄ :=simplify(M[i,j℄) :od :od :vtp :=linalg[eigenvets℄(MM) :

######################################Détermination de la forme des veteurs propres :type1 :=pro(N)loal alpha,beta,delta,zeta,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H6,H7 :alpha := vtp[N℄[3℄[1℄[1℄ :beta := vtp[N℄[3℄[1℄[2℄ :H0 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[3℄-(beta-alpha)) :H1 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[4℄+alpha) :H2 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[5℄+beta) :H3 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[6℄+(beta-alpha)) :delta := vtp[N℄[3℄[1℄[7℄ :zeta := vtp[N℄[3℄[1℄[8℄ :H4 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[9℄-(zeta-delta)) :H5 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[10℄+delta) :H6 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[11℄+zeta) :H7 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[12℄+(zeta-delta)) :H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 ;end :######################################type2 :=pro(N)158



Chapitre D. Les instrutions Maple 8loal alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H6,H7,H8,H9,H10 :alpha := vtp[N℄[3℄[1℄[1℄ :H0 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[2℄ -alpha) :H1 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[3℄ -alpha) :H2 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[4℄ -alpha) :H3 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[5℄ -alpha) :H4 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[6℄ -alpha) :H5 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[7℄ -alpha) :H6 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[8℄ -alpha) :H7 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[9℄ -alpha) :H8 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[10℄-alpha) :H9 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[11℄-alpha) :H10 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[12℄-alpha) :H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7+H8+H9+H10 ;end :######################################type3 :=pro(N)loal alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H6,H7,H8,H9,H10 :alpha := vtp[N℄[3℄[1℄[1℄ :H0 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[2℄ +alpha) :H1 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[3℄ -alpha) :H2 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[4℄ +alpha) :H3 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[5℄ -alpha) :H4 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[6℄ +alpha) :H5 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[7℄ +alpha) :H6 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[8℄ -alpha) :H7 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[9℄ +alpha) :H8 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[10℄-alpha) :H9 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[11℄+alpha) :H10 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[12℄-alpha) :H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7+H8+H9+H10 ;end :######################################type4 :=pro(N)loal alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H6,H7,H8,H9,H10 :alpha := vtp[N℄[3℄[1℄[1℄ :H0 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[2℄ +alpha) :H1 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[3℄ -alpha) :H2 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[4℄ +alpha) :H3 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[5℄ -alpha) :H4 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[6℄ +alpha) :H5 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[7℄ -alpha) :H6 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[8℄ +alpha) :H7 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[9℄ -alpha) :H8 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[10℄+alpha) :H9 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[11℄-alpha) :

H10 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[12℄+alpha) :H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7+H8+H9+H10 ;end :######################################type5 :=pro(N)loal alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H6,H7,H8,H9,H10 :alpha := vtp[N℄[3℄[1℄[1℄ :H0 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[2℄ -alpha) :H1 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[3℄ -alpha) :H2 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[4℄ -alpha) :H3 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[5℄ -alpha) :H4 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[6℄ -alpha) :H5 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[7℄ +alpha) :H6 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[8℄ +alpha) :H7 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[9℄ +alpha) :H8 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[10℄+alpha) :H9 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[11℄+alpha) :H10 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[12℄+alpha) :H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7+H8+H9+H10 ;end :######################################type6 :=pro(N)loal alpha,beta,delta,zeta,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H6,H7 :alpha := vtp[N℄[3℄[1℄[1℄ :beta := vtp[N℄[3℄[1℄[2℄ :H0 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[3℄+(beta+alpha)) :H1 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[4℄-alpha) :H2 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[5℄-beta) :H3 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[6℄+(beta+alpha)) :delta := vtp[N℄[3℄[1℄[7℄ :zeta := vtp[N℄[3℄[1℄[8℄ :H4 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[9℄+(zeta+delta)) :H5 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[10℄-delta) :H6 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[11℄-zeta) :H7 :=abs(vtp[N℄[3℄[1℄[12℄+(zeta+delta)) :H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 ;end :######################################for i from 1 to 6dofor j from 1 to 12do type||i(j) ;od ;od ; 159



De�nition des deux matries translation T1 et T2K1 :=array(1..2) :R :=array(1..2) :Rot :=array(1..2,1..2) :Sigma :=array(1..2,1..2) :Trans_12 :=array(1..12,1..12) :K1[1℄ :=Kappa*os(theta) ;K1[2℄ :=Kappa*sin(theta) ;R[1℄ :=dx ;R[2℄ :=dy ;Rot[1,1℄ :=os(Pi/3) :Rot[1,2℄ :=-sin(Pi/3) :Rot[2,1℄ :=sin(Pi/3) :Rot[2,2℄ :=os(Pi/3) :Sigma[1,1℄ :=1 :Sigma[1,2℄ :=0 :Sigma[2,1℄ :=0 :Sigma[2,2℄ :=-1 :print(Rot) ;print(Sigma) ;K2 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K1)) ;K3 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K2)) ;K4 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K3)) ;K5 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K4)) ;K6 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K5)) ;K7 :=simplify(linalg[multiply℄(Sigma,K1)) ;K8 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K7)) ;K9 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K8)) ;K10 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K9)) ;K11 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K10)) ;K12 :=simplify(linalg[multiply℄(Rot,K11)) ;for i from 1 to 12dofor j from 1 to 12doTrans_12[i,j℄ :=0 ;od :Trans_12[i,i℄ :=exp(I*simplify(linalg[multiply℄(K||i,R))) ;od :print(Trans_12) ;########################################160



Chapitre D. Les instrutions Maple 8T1 :=array(1..12,1..12) :T2 :=array(1..12,1..12) :for i from 1 to 12dofor j from 1 to 12doT1[i,j℄ :=expand(simplify(subs(dx=1,dy=0 ,Trans_12[i,j℄))) :T2[i,j℄ :=expand(simplify(subs(dx=-1/2 ,dy=sqrt(3)/2,Trans_12[i,j℄))) :od :od :sol :=ln(C)*2/(I*Kappa) ;ssol :=ln(S)*2/(I*Kappa*sqrt(3)) ;for i from 1 to 12dofor j from 1 to 12doT1[i,j℄ :=simplify(subs(os(theta)=sol,sin(theta)=ssol,T1[i,j℄)) :T2[i,j℄ :=simplify(subs(os(theta)=sol,sin(theta)=ssol,T2[i,j℄)) :od :od :Calul des ommutateurs om3=[M,T1℄ et om4=[M,T2℄MT1 :=linalg[multiply℄(M,T1) :T1M :=linalg[multiply℄(T1,M) :om3 :=linalg[matadd℄(MT1,T1M,1,-1) :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do om3[i,j℄ :=fator(om3[i,j℄) :od :od :
MT2 :=linalg[multiply℄(M,T2) :T2M :=linalg[multiply℄(T2,M) :om4 :=linalg[matadd℄(MT2,T2M,1,-1) :for i from 1 to 12do for j from 1 to 12do om4[i,j℄ :=fator(om4[i,j℄) :od :od :Pour haque élément de matrie des ommutateurs om3 et om4, regarde enfontion de κ et θ (−→kc = κ

(
cos (θ)
sin (θ)

)) les onditions d'annulation desoe�ients devant M2,...,M12 (sahant que M2,...,M12 ne dépendent pas de κ et θ)for i from 2 to 12doL||i :=NULL : od :for i from 1 to 12do 161



for j from 1 to 12dofor k from 2 to 12doifom3[i,j℄<>0 and divide(om3[i,j℄,M||k,'ok')then L||k :=L||k,fator(numer(ok)) ;fi ;ifom4[i,j℄<>0 and divide(om4[i,j℄,M||k,'ok')then L||k :=L||k,fator(numer(ok)) ;fi ;od ;od ;od ;#########################################Donne les onditions sur (C,S) pour annuler leséléments de matrie ontenant Mifor i from 2 to 12doE||i :=solve({L||i},{C,S}) ;od ;#########################################Les onditions obtenues, on les teste une parune et on voit pour haun des Mi si tous lesoeffiients s'annulent. Par exemple (C,S)=(1,1)(orrespond au as I) :for i from 2 to 12dosimplify(subs(C=1,S=1,{L||i})) ;od ;on obtient :

{0}
{0}
{0}
{0}
{0}
{0}
{0}
{0}
{0}
{0}
{0}#########################################Dans le as (1,-1) (orrespond au as XIII) :for i from 2 to 12dosimplify(subs(C=1,S=-1,{L||i})) ;od ;on obtient :

{−2, 0, 2}
{−2, 0, 2}

{0}
{−2, 0, 2}
{−2, 0, 2}

{0}
{−2, 0, 2}
{−2, 2}
{0}

{−2, 2}
{−2, 0, 2}#########################################
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E. Artiles1. Le premier artile �Strutures of a Continuously Fed Two-Dimensional VisousFilm under a Destabilizing Gravitational Fore�, publié dans Physial ReviewLetters, dérit l'expériene et donne une revue des prinipaux phénomènesobservés à deux dimensions d'espae, résumés dans un diagramme des phases(débit surfaique, visosité).2. Le deuxième artile �Wave vetors seletion at the threshold of a generi in-stability of a hexagonal stationary pattern�, publié dans Physia D, traite dela séletion du veteur d'onde prohe du seuil, lors de la bifuration d'unestruture hexagonale stationnaire. Tous les modes de déstabilisation possiblessont prédits. Une omparaison est faite ave plusieurs expérienes.3. Le troisième artile �Transition to Spatiotemporal Chaos in a two-dimensionalHydrodynami System�, publié dans Physial Review Letters, dérit la transi-tion au haos spatio-temporel dans la version bidimensionnelle de l'expériene,à partir du régime de olonnes stationnaire et hexagonal (laminaire) pour unehuile de visosité 50 mm2/s.
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Chapitre E. Artiles
Structures of a Continuously Fed Two-Dimensional Viscous Film

under a Destabilizing Gravitational Force

C. Pirat,* C. Mathis, P. Maı̈ssa, and L. Gil

Institut du Non Linéaire de Nice (U.M.R. C.N.R.S 6618), Université de Nice Sophia Antipolis,

1361 Route des Lucioles, F-06560 Valbonne, France
(Received 27 June 2003; published 12 March 2004)

We study the gravity induced instability of a liquid film formed below a plane grid which is used as a
porous media in an original hydrodynamic experiment. The film is continuously supplied with a
controlled flow rate. We give through a phase diagram the full spectrum of the different flow regimes
and we investigate the dynamics of the observed structures. True secondary instabilities of a 2D
periodic pattern are described. The control parameters are the flow rate and the viscosity.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.92.104501 PACS numbers: 47.20.Ma, 47.20.Dr, 47.20.Lz, 47.54.+r

Numerous experimental studies have been concerned
with the spatiotemporal dynamics of 1D periodic struc-
tures appearing in far from equilibrium dissipative media
such as Couette-Taylor [1], Rayleigh-Bénard [2,3], and
Rayleigh-Taylor [4–6] flows, directional solidification
[7,8], viscous fingering in the ‘‘printer’s instability’’
[9,10], and hydrothermal waves [11]. Spatial period
doubling emergence [12], spreading localized structures
[4–8,13], oscillating localized structures (anomalous
cells) [9,10,13], and spatiotemporal intermittency re-
gimes [2,3,9,10,14] appear as generic mechanisms of 1D
destabilization. For 2D periodic patterns, most of the
literature is mainly directed toward competition be-
tween rolls, squares, rhombic and hexagons [15], toward
stability against phase modulations [16], or toward
defect-mediated turbulence [17]. However, these insta-
bilities involve the same order parameters and the
same amplitude equations as those derived for the de-
scription of the emergence of the primary periodic
pattern. As far as we know, only two experimental
works have been reported on true secondary instabili-
ties, that is secondary instabilities which require the
introduction of new order parameters and new ampli-
tude equations: a nonlinear optical pattern forming
system in sodium vapor [18] and an electrohydro-
dynamic convection experiment in nematic liquid crystal
[19,20]. These reported observations, however, do not
cover all the possible behaviors predicted by numerical
simulations [21,22] or analytical works [23]. In this
Letter, we report on specific 2D behaviors observed in
the gravity induced destabilization of a low surface ten-
sion and viscous liquid film which is supplied at a con-
stant rate Q.We observe that beyond competition between
gravity and surface tension, flow rate plays a signifi-
cant role giving rise to a wide variety of spatiotemporal
behaviors.

This Letter is closely related to those performed in
ESPCI in Paris by L. Limat et al. [4–6] who studied the
secondary instabilities of structures in a 1D experiment
and also to those of Fermigier et al. on two-dimensional

patterns in Rayleigh-Taylor stationary instability of a thin
layer [24].

The experimental setup is shown in Figs. 1 and 2. It
consists of a circular and plane steel grid which is used as
a porous media and fixed horizontally at the bottom of a
cylindrical tank. This tank is filled from above. We keep
a constant depression in the tank in order to maintain a
fixed and sufficient height of fluid above the grid (about
10 cm). In this way any fluid income, set with a valve and
measured with a flowmeter, ensures a uniform and lami-
nar flow through the whole grid at a constant and well
controlled rate (null when the valve is closed) which feeds
the thin layer underneath the grid (see Fig. 1). The geo-
metrical characteristics of the grid (homogeneous over all
the grid surface) are as follows: radius 188 mm; thickness
1 mm with circular holes of 1 mm in diameter arranged
on a 2 mm regular hexagonal lattice. The liquid is silicone
oil with a density of � � 0:97 g=cm3 and a surface ten-
sion of � � 21 dyn cm�1. The capillary length lc �
������������

�=�g
p

� 1:5 mm. Nominal viscosities used were � �
5; 20; 35; 50; 100; 200, and 350 cS. The whole tank is
transparent thus facilitating clear viewing. Observations
from above through the grid appear to be the most ap-
propriate way to investigate the dynamic behavior of the

Capture and processing

Q

Expansion
tank

Silicone oil

Camcorder

Constant depression

Film

Flowmeter

Pump

Grid

FIG. 1. Schematic representation of the experimental setup,
with an enlargement of the grid and the film underneath.
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film. Peripheral lighting (a circular fluorescent tube),
located slightly under the level of the grid plane at the
flow source, displays through intensity of refracted light
the local variation of the film curvature. Patterns are
recorded from above with a digital camcorder (resolution
of 720� 576 pixels) connected to a computer for video
capture and processing. The grid pitch and size of the
holes are much smaller than the Rayleigh-Taylor insta-
bility wavelength 
RT � 2�

���

2
p

:lc; which is here about
13:2 mm. Regular observed structures are not resonant
with the grid pitch and, in any case, an alignment with
the grid lattice is not favored. We used some other grids
with slightly different geometrical characteristics and
always obtained the same patterns.

The flow rate per surface unit, �UU � Q=S (S being the
surface of the grid), is the mean fluid velocity. Viscosity �
and �UU are the control parameters used in this experiment.
An alternative choice is the set of dimensionless numbers
Fr and K � Fr=Re with Fr � �UU=

��������

g:lc
p

, Re � �UU:lc=�
therefore K � �=

��������

g:l3c
p

. Figure 3 shows our observations
based on a viscosity (respectively K) vs mean velocity
(respectively Fr) plane. Gravitational time is compared to
inertial one through the Froude number Fr and viscous
one through K. We distinguish several regimes corre-
sponding to various flows and associated patterns (see
Figs. 4–6). For a given viscosity, typically three main

regimes are noted with increasing flow rate: drops, col-
umns of liquid and liquid curtains, as well as mixed
intermediate ones. We focus our attention on a 200 cS
viscosity oil (K � 1). Increasing inertia effects, we can
identify the following scenario:

For a very low flow ( �UU � 0:36 mm=s, Fr � 3� 10�3),
we observe a Rayleigh-Taylor type instability [area I,
Fig. 4(a)]. The destabilization of the film below the grid
leads to a centered hexagonal lattice of fixed dripping
sites [Fig. 4(b)] with a wavelength 
Dr � 13:3 mm equal
to 
RT which is in good agreement with two-dimensional
theoretical predictions at Q � 0 [24] and, as expected,
with the one-dimensional experimental work [4]. The
drip frequency is almost the same for each site (about
1 Hz) but there is a relative phase between them, associ-
ated with complex dynamics involving regular temporal
patterns observable for about 100 periods. This frequency
is an increasing function of the flow rate. A similar
hexagonal pattern has been observed in [24] at Q � 0.
It is worth noticing that, in our experiment, the low, but
nonzero flow rate, gives greater stability to the dripping
lattice.

An increasing flow rate induces a continuous flow in
some sites, giving rise to ‘‘liquid columns.’’ This mixed
regime (drops and columns) exists for a range of flows
[0:36 � �UU �mm=s� � 0:65, 3� 10�3 � Fr� 5:4� 10�3,
areas I/II, Fig. 4(c)] with a column ratio growing with
increasing Fr. Drops are easily identified through the
periodic variation of their size and brightness so that in
Fig. 4(d) (arithmetic average of the video frames) col-
umns appear brighter than dripping sites. The hexagonal
organization (with wavelength 
Dr) is still present but
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FIG. 3. Phase diagram in a viscosity/flow rate per surface unit
and K=Fr planes. The film does not occupy the whole grid area
in the hatched zone. Temperature effects have been taken into
account.

FIG. 4. Some typical low flow rate regimes for a 200 cS
viscosity oil : instantaneous views and time averages over 20 s,
respectively, for drops [(a),(b)] and drops 	 columns [(c),(d)].

FIG. 2. Regular hexagonal lattice of liquid columns seen:
(a) sideways, (b) from above through the grid holes (too small
to be distinguished), columns appear as white objects (viscos-
ity 35 cS).
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Chapitre E. Artiles

another one (with a smaller wavelength) appears where
columns (the brightest sites) have appeared.

Beyond a given threshold, only columns exist (area II).
A homogeneous (columns with uniform sections) and a
stationary centered hexagonal pattern emerges [Fig. 2(b)].
In this regime, the wavelength 
Co � 11:9 mm, which is
about 10% shorter than 
Dr. This is in agreement with
previous one-dimensional experimental results [4,5]. The
film width is about 0:8 mm and is flow rate dependent.

As flow rate increases, the size of every column grows
until they lose their equilibrium positions. Two dynamic
processes are then observed, according to the local in-
stantaneous density of the columns: either two of them
approach, meet, combine, and become a single column
identical to the two preceding ones (a ‘‘destruction,’’ the
system loses a column), or a new column, identical to
others, appears where the density is temporarily too weak
(a ‘‘creation,’’ the system gains a column). Both processes
operate continuously such that the number of columns
(which is a function of the imposed flow) is kept dynami-
cally constant over a long observation period. This is the
regime we label disordered mode [0:68 � �UU �mm=s� �
5:4, 5:6� 10�3 � Fr � 4:5� 10�2, area II disH and
Figs. 5(a) and 5(b)].

The next step is a ‘‘column to sheets’’ transition
[Fig. 6(a)] which takes place with high flows ( �UU �
5:4 mm=s). Under these conditions the thickness of the
liquid film is raised and, locally, two or several neighbor-
ing columns—whose diameter has also increased with
�UU— connect and form a sheet (a curtain) of liquid. Seen

from above, this appears as a ‘‘worm’’ or a ‘‘roll.’’ The
relative number of ‘‘rolls’’ increases with �UU until no more
columns exist ( �UU
 7:7 mm=s; Fr
 6:3� 10�2, area III).

For larger rates, we observe a parallel self-organization
of rolls which align to form traveling waves [TW,
Fig. 6(b)] whose phase plane is concave with a wavelength

TW about 2:0 cm� 
RT. They can also be wound around
a ‘‘core’’ and lead to rotating spirals [Fig. 6(c)]. Their
number of arms and their velocity are a function of �UU and
the boundary conditions. As expected, the direction of
propagation of TW as well as the initial position of the
core and direction of rotation of spirals is randomly
chosen by the system.

An additional increase in flow rate induces a larger roll
density so that the sheets locally become closed surfaces.

FIG. 6. Area II/III and Area III of the diagram (curtains,
Fig. 3). Successively with increasing flow rate we get (a) col-
umns 	 curtains, (b) traveling waves, (c) spirals (viscosity
200 cS), and (d) cells (viscosity 50 cS).

FIG. 5. Disordered regimes (areas IIdisH and IIdisL, Fig. 3): in-
stantaneous views and time average over 20 s, respectively, for
a viscosity of 200 cS [(a),(b)] and 20 cS [(c),(d)].

FIG. 7. (a) Two localized penta-hepta defects are in the
white circular zone. A zoom shows (b) in the heart of a
heptagon a column is oscillating between two extreme positions
and (c) a fixed defect (viscosity 20 cS).

P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
12 MARCH 2004VOLUME 92, NUMBER 10

104501-3 104501-3167



This produces a lattice of cells [Fig. 6(d)], the flow taking
place at the periphery of each cell (membrane). The lattice
is hexagonal, with a wavelength 
Ce quite equal to 
TW.

Several points can be made from this scenario: (i) For a
given K, when the flow rate Q becomes too low, the
surface extension of the flow under the grid is reduced
and coupled to Q in such a way that average velocity
remains constant: the experimental setup is inappropriate
to reach this region of control parameters (the hatched
zone in Fig. 3). (ii) For � between 10 and 50 cS, the film
thickness and the diameter of the columns are small. No
drop regime is observed and there is no disordered domain
between the columnar hexagonal lattice area and the
mixed column-sheet one. (iii) On the other hand, another
disordered regime of columns is observed at a relatively
low flow rate for these viscosities [area II disL and
Fig. 5(c)]. Because of the weak �UU the columns cannot
cover all the surface of the grid with a centered hexagonal
lattice at the characteristic wavelength of the system. In
some parts, the surface distribution of columns is very
irregular and they move permanently from higher den-
sity places toward lower ones. However, in this regime,
the hexagonal lattice fills a larger surface [Fig. 5(d)].
(iv) Moreover, for a viscosity � 5 cS, the columnar hex-
agonal lattice development is no more observed.

In addition, it is possible to obtain an imperfect hex-
agonal lattice through a quick jump in the flow rate.
Sometimes topological defects (penta-hepta) are
trapped [Fig. 7(a)]. Generically oscillating just after their
birth [Fig. 7(b)], they can evolve in various ways
�disappearance, freezing [Fig. 7(c)], diffusion, etc.�.

We observe that starting with a stationary hexagonal
lattice of columns and lowering the flow rate just below
threshold give rise to oscillating column lines. Each line
behaves as a solid object and oscillates in counterphase
with neighboring lines. The frequency is about 1 Hz
(Fig. 8). The oscillations appear along the three directions
of the hexagonal lattice. This kind of behavior has been
theoretically predicted [23] and observed here, as far as
we know, for the first time.

We have qualitatively described the behavior of the
system according to the flow rate and the viscosity of
the fluid. The move from one regime to another occurs as a
series of transitions. In addition, we have touched briefly

on the observation of defects and line oscillations. The ex-
perimental study of some generic destabilization modes
of a hexagonal column lattice, characterization of oscil-
lations, and comparison with theory [23] will be deferred
to a forthcoming publication. The dynamics of defects
possibly present in the lattice will be described as well.
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Résumé : Cette thèse présente l'étude de la déstabilisation d'un �lm d'huile desilione sous un plan horizontal poreux ontinûment alimenté.On observe, en fontion du débit d'alimentation et de la visosité, une grande rihessede omportements spatio-temporels à travers trois régimes de référene, onstitués degouttes, de olonnes ou de nappes : réseaux hexagonaux entrés, défauts topologiquesosillant ou pas, nappes spiralantes. . .L'étude théorique de la déstabilisation d'une struture hexagonale menée dans ettethèse permet de prédire tous les veteurs d'onde possibles de l'instabilité seondaire,en partiulier le mode de doublement de période observé dans l'expériene.L'étude de la transition au haos spatio-temporel par intermittenes, à partir durégime hexagonal et stationnaire de olonnes, est également menée. Selon la visositéutilisée, la transition est du premier ou du deuxième ordre au sens des systèmesthermodynamiques.Mots lés : Physique non linéaire, Hydrodynamique, Instabilités interfaiales, Mor-phogénèse, Strutures, Défauts, Désordre, Transitions de phases, Bifurations, Chaosspatio-temporelStrutures of a ontinuously fed two-dimensional visous �lm under adestabilizing gravitational foreAbstrat : This thesis presents the study of the destabilization of a silione oil �lmunder a porous horizontal plane ontinuously fed.By varying the �ow rate and the visosity, we observe a wide variety of spatio-temporal behaviors through three basi regimes built around drops, olumns andurtains : entered hexagonal latties, topologial defets osillating or not, spiralstrutures. . .Moreover, the threoretial study of the destabilization of a hexagonal stationarypattern performed here predits all the possible wave vetors of the seondary in-stability, and in partiular the period doubling mode observed in the experiment.The study of the transition towards spatiotemporal haos via intermitteny startingfrom a stationary and hexagonal regime of olumns has been performed. Dependingon visosity, the transition is of �rst or seond order in the framework of thermody-namial systems.Key words : Nonlinear physis, Hydrodynamis, Interfae instabilities, Patternformation, Strutures, Defets, Disorder, Phase transitions, Bifurations, Spatio-temporal haosDisipline : Sienes physiquesUniversité de Nie-Sophia AntipolisInstitut Non Linéaire de Nie � UMR 6618 CNRS1361, route des Luioles 06560 Valbonne, Frane


