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â➂Û➸Ü❑Ú➂×rÜ◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❘ú❘ì⑩Ûê×✵éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×☞ì⑩Û❉✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✙ì⑦Ù♣ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú✑Û➸Ú✵ì⑩Û☎Ý✈í ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ì⑩Û✔â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û
✷✟éêÛê×✡éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂× ó ✂✡Ü◆Û✙â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❺ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✙á❡×➂×➂Ø④é➸ë▲ñêÛ❉✷✔Ù⑩Ü↔ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛïà➣Û➸Ü❑Ú✵×✘Ù⑩â✩Ù⑩Ü◆Û★✹✻á❡×➂Û
ì⑩Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✁✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✡Ûê×✘Ú✢ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷ñêÛ✙ð⑩Ù⑩ë▲×✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ✵ðPØ❡Ù⑩â✢Ý♦á✔éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Û✵ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✩ì⑩Û✵Ý♦á☎×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✙ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✙á➥ë➭Ü◆×✘ë❘à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂ñ ó

✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú✻ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×rì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×rÚ➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✡×➂Ø❡Ü❑Ú✡ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñêÛê× ó ☎♥á➣ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❺ø❷ÿ▼✝
õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ Ûê×✘Ú✟ð⑩Ý➭Ù◆×✫ð✻á➥â✘Ú✘ë▲é➸Ù⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❹éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñêÛ ó✹ç Ûê×✟à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✱ì⑩Û❋✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❘✷⑨éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ
â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û✙ë➭Ü◆×✘ð⑩ë➭â➂ñê×✢ì⑩Û✙éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✵Ú➂Ûêé✌☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û☞×➂Ø❡Ü④Ú✢ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂ñê× ó ✗✷Ü❊éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â á➥Ü❑Ú✢Ý▲Û✵Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù✛✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û

ë➭ë➭ë



ì⑩Û✁✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☞éêØ❡à✔à➣Û✩Ù⑩Ü◆Û✩à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✡Û➸Ú✾Ý➭Ûê×✹á➥Ù⑩Ú➂â➂Ûê×✬Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î✟éêØ❡à✔à➣Û✡ì⑩Ûê×✬Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✹ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×✹×✘Ù⑩ð❷ñ❇✝
â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×★✷✫ì⑩Û➸Ù⑦î❘úPÜ◆Ø❡Ù◆×rÙ⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Ø❡Ü◆×✵Ù⑩Ü◆Û☎ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❘✷✟Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✔ì⑩Ûê×rèåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✵×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Ûê×✸❊✈ý❙✜ ç ◆
ðPØ❡Ù⑩â✾Ý▲Û✢Ü◆Ø✦✳④á➥Ù▲✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✡Û➸Ú✾Ý♦á✙ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü■ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧➏ð❷Ø❡Ù⑩â✾Ý▲Ûê×✬Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î✫ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×✹×✘Ù✴✝
ðPñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✞✷✵ì⑩Û➸Ù⑦î✱á✦✱◆Ü✫ì⑩Û✩éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭â➂Û✩Ý▲Û✢à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✩â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú✾ì⑩Û▼✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✑á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲ñ✵ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó ✂✩Ü✯Ü◆Ø❡Ù⑩è❅Û➸Ýrá➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û➝á➥ð◆ð❷Û➸Ý▲ñ❊ÿ✡õ✁☎❛ý❯❊❻ÿ✩Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭Ü✕✾❶õ✩Ûêé➸Ù⑩â➂×✘ë➭è④Û✛☎✌Û❽á❡×✘Ú✱ý✑✵④Ù✻á➥â➂Ûê×❇◆
Ûê×✘Ú✹ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ ó ✧✾Û➸Ú❍á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✙Ûê×➂×➂ÛïÜ❑Ú✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú✞✹✻á❡×➂ñr×✘Ù⑩â✾Ý♦á☞Ú➂Ûêé✌☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û✵õ✁☎❛ý✟á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆ñêÛ✵ì❘í Ù⑩Ü◆Û
à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✑á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñêÛ✙Ûê×✘Ú✘ë➭à➣Û✵Ý▲Ûê×❍ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✡ì⑩ÛrÚ➂Û➸Ý▲×✢à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó

✗✷Ü✴✱◆Ü✌ú④ì⑩Û✢Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✬à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì◆Û➸×✹ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱â➂Ø❆✹⑩Ù◆×✘Ú➂Û✩ì⑦ë➭Ú➂Ûê×❱✷✙Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â✻✹PØ❡â✘Ü◆ñêÛ✡×➂Ø❡Ü④Ú✬ð⑩â➂ñ❇✝
×➂Û➸Ü❑Ú➂ñêÛê× ó ✗✷Ý➭Ý▲Ûê×✟×➂Ø❡Ü❑Ú➣Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×➣ð❷Ø❡Ù⑩â✟Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë♦Ø❡Ü ì⑩Û■à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✟Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×✟ë➭×➂×✘Ù✻×➣ì⑩Ûê×❂■▼✔✼�☎ú
Ú✘â á❽èåá➥ë➭Ý✼✵④Ù⑩ë✡è❑ë▲×➂Û✮✷⑨ñ➸Ú➂Û➸Ü◆ì⑦â➂Û♣á➥Ù é❽á❡×✱ì⑩Ûê×■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✫Ü◆Ø❡Ü Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×✱ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü◆×❹ì⑩Ûê×✫â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×
Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù◆×✹â➂ñêéêÛ➸à✔à➣Û➸Ü❑Ú❍ð❷Ø❡Ù⑩â❍ì⑩Ûê×❍×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✾Ý❢ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×❍ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü◆× ó ø✷á➥â✘à✔ëPÝ▲Ûê×✹Ú➂Ûêé✌☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê×❍ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü✴✝
Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲✷✱Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❃✹PØ❡â✘Ü◆ñêÛ✔ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñêÛê×❽ú❘Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û➣ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð⑩ë✶✵④Ù◆Û➣Ûê×✘Ú✵ð⑩Ý➭Ù◆×✵ð✻á➥â✘Ú✘ë▲é➸Ù⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Û➸à✟Û➸Ü❑Ú
éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñêÛ ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✫á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û✟Ü◆Ø❡Ù◆×✙ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú✑ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à➣Û➸â☞Ý▲Ûê×✙ë➭Ü❑Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý➭Ý▲Ûê×✑ì❘í ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ì⑩Û✫ì⑩Ûê×☞éêØ✿✝
Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×☞ì⑩Û❂✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â☞ì⑦Ù⑨ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú☎×✘Ù⑩â✵Ý▲Ûê×☞ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×❃✹✻á❡×➂Ûê×☞Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✑ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñêÛê× ó
✧✾Ûê×✩à❂✽➸à➣Ûê×✩à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×rì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲ØåÜ↔×➂Ø❡Ü❑Ú✩Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×rá➥Ù◆×➂×✘ë❛á✦✱◆Ü↔ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻Û➸ârÝ▲Ûê×✢ë➭Ü❑Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý➭Ý▲Ûê×
ì❘í ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ì◆Û✟ì⑩Ûê×✙ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×☞ì⑦Ù♣à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✫ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó ☎✌Ûê×✙à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×☞ð⑩â➂Ø✿✝
ðPØå×➂ñêÛê×✹ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú➂Û➸Ü❑Ú✢ì⑩Û✡â➂ñ❽á➥Ý➭ë▲×➂Û➸â❍Ù⑩Ü◆Û✡ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Ú á➥Ü❑Ú➂Ûrâ➂ñêì⑦Ù✻éïÚ➂ë➭Ø❡Ü❊ì⑩ÛréêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñrÜ④Ù⑩à➣ñ➸â✘ë✶✵④Ù◆Û✵Û➸Ú✹Ù⑩Ü
✾④á➥ë➭Ü❊Û➸Ü❹Ú➂Û➸à✔ð◆×✢ì◆Û✵é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý♥éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â á✿✹⑩Ý▲Ûê× ó
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✟❱☛◆Û■ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü Ø➥ùrÚ✣☛◆Û■Ü◆Ø❡Ü✴✝✈Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥â✫ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë▲é❹×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➣×☎ù❻â➂Ø❡à á❺×➂ÛïÚ✟Ø➥ùrë➭Ü⑩ð⑩Ù⑩Ú❇✺➥Ø❡Ù⑩Ú✘ð⑩Ù⑩Ú
ì◆á➥Ú árë▲×❁Ø➥ù♥á✩ù❻Ù⑩Ü◆ì◆á➥à➣Û➸Ü❑Ú á➥Ý✻ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Ú á➥Ü◆éêÛ❍ù❇Ø❡â❁Ú✣☛◆Û❍ð⑩â á❡é➸Ú✘ë▲é❽á➥Ý❷á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✾×✘ë➭Ü◆éêÛ✩árÝ▲Ø❡Ú❁Ø➥ù❘ð✕☛❙✳⑦×✘ë▲é❽á➥Ý
×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➣×✩ð❷Øå×➂×➂Ûê×➂×✩Ü◆Ø❡Ü➝Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥âré✌☛✻á➥â á❡é➸Ú➂Û➸â✘ë▲×✘Ú✘ë▲éê× ó ✟❱☛◆Û✑×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û✑Ø➥ù✬Ú✣☛◆Û❃✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣à➣Ø④ì⑩Û➸Ý✷é❽á➥Ü❫✹❷Û
Ù◆×➂Ûêì✯Ú➂Ø⑨â➂Û➸ð⑩â➂Ûê×➂Û➸Ü④Ú■á✮✾❅Û➸Ü◆Û➸â á➥Ýré➸Ý♦á❡×➂×✫Ø➥ù✙Ü◆Ø❡Ü✽Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥â✱×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➣× ó✬ô Ø❅❴✹Û➸è❅Û➸â❽ú❁Ú✌☛◆Û❹Ù◆×➂Û❊Ø➥ù☞×✘Ù◆é✌☛ á
â➂Û➸ð⑩â➂Ûê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✂ë▲×✔Ø➥ù❻Ú➂Û➸Ü➏Ý➭ë➭à✔ë❢Ú Û➸ì❲✹PÛêé❽á➥Ù◆×➂Û✱Ø➥ù✡Ú✣☛◆Û❑☛④Ù✕✾❅Û✱Ü④Ù⑩à❁✹❷Û➸â➣Ø➥ù✩ð✻á➥â á➥à➣Û➸Ú➂Û➸â➂×✔â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û✫Ú➂Ø
×✘Ù◆é☞☛❊á☎×✘Ú✘â➂Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û ó

✟❛Ø❹Ø è❅Û➸â➂éêØ❡à➣Û➣Ú✣☛⑩ë▲×✙ë➭Ü◆éêØ❡Ü④è④Û➸Ü⑩ë▲Û➸Ü◆éêÛåú♥×➂Û➸è④Û➸â á➥Ý✬×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✑á➥â➂Û✔ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂Ûêì♣ë➭Ü♣Ú✣☛⑩ë▲×✙Ú✣☛◆Ûê×✘ë▲× ó ✟❱☛◆Û
✱◆â➂×✘Ú❍Ù◆×➂Ûê×✢Ûïî⑦ð✻á➥Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✢Ø➥ù❀Ú✣☛◆Û✙ì⑦ë✲❄❘Û➸â➂Û➸Ü④Ú▼✎❅Û➸â✘Ü✻ÛïÝ▲×✩Ø❡Ü❹Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý✢✹✻á❡×➂Ûê×✹ù❧Ù◆Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó ✟❱☛◆Û✙×➂ÛêéêØ❡Ü◆ì
ë▲×✙✹✻á❡×➂Ûêì✟Ø❡Ü➣Ú✣☛◆Û✢Ù◆×➂Û✢Ø➥ù❘Ú➂Ûêé☞☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê×✾é❽á➥Ý➭Ý➭ë➭Ü✕✾✑Ø❡Ü✟â➂Ûêì⑦Ù◆éêÛêì✑✝✝Ø❡â➂ì⑩Û➸â✹ì⑩ÛêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✾Ø➥ù❘Ú✌☛◆Û❍Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â➂×
á❡×➂×➂Ø❑é➸ë♦á➥Ú➂Ûêì■Ú➂Ø☎Ú✣☛◆Û✼✎❅Û➸â✘Ü◆Û➸Ý▲×✩Ø➥ù✷Ø❡â➂ì⑩Û➸â✩×✘Ù⑩ð❷Û➸â✘ë▲Ø❡â✩Ø❡â✩Û❵✵④Ù✻á➥Ý❘Ú➂Ø✔Ú✣☛⑩â➂ÛêÛ ó

✜✾á➥â✘ë▲Ø❡Ù◆×❋✹✻á❡×➂Ûê×➝Ø➥ù✔ù❻Ù⑩Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❲❊❛☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú✄✒✵á➥Ù◆Ú✣❍✂á➥Ü◆ì✬�rÛ➸Ü◆Û➸â á➥Ý➭ë❚❍❽Ûêì❜✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý❏■❍á❡×➂Ûê×
❊●■▼✔✼�❃◆✣◆✾á➥â➂Û▼✱◆â➂×✘Ú✹×✘Ú✘Ù◆ì⑦ë▲Ûêì✟Ú✣☛◆Û➸Ü✫Ú➂Ø☞Ù◆×➂Û✩Ú✣☛◆Û➸à➆ù❇Ø❡â✬Ú✣☛◆Û✩à➣Ø❑ì⑩Û➸Ý➭Ý➭ë➭Ü✕✾☎Ú✣☛◆Û✩Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥â❍×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➣×✬Ú✣☛◆Û➸Ü✟ù❇Ø❡â
Ú✣☛◆Û☞â➂Û➸ð⑩â➂Ûê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❺Ø➥ù❁Ú✣☛◆Û★✎④Û➸â✘Ü◆Û➸Ý▲×✡Ø➥ù❁Ú✣☛◆Û★✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣à➣Ø④ì⑩Û➸Ý▲× ó ✟❱☛◆Û☞ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý▲Û➸à✓Ø➥ù❁ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
ë➭Ü◆é➸Ý➭Ù◆ì⑩Ûê×✬×➂Û➸è④Û➸â á➥Ý⑩ð✻á➥â✘Ú➂×✩Þåì⑩Û➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲ØåÜ✫Ø➥ùPÚ✣☛◆Û❍ð❷Ø❡Ý▲Ûê×✬Ø➥ùPÚ✣☛◆Û✢Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý✍✹✻á❡×➂Ûê×❀ù❻Ù⑩Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❽úåÚ✣☛◆Û
Ø❡â➂ì⑩Û➸â✑Ø➥ù❍Ú✣☛◆Û❏✎❅Û➸â✘Ü✻ÛïÝ✾ì⑩Û➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩à➣Û➸Ü❑Ú➂×❽ú✌Ú✣☛◆Û❂✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✑éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✑Ø➥ù❍Ú✣☛◆Û➣ì⑩Û➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩à➣Û➸Ü❑Ú☎á➥Ü◆ì♣Ú✣☛◆Û
â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û❍Ù⑩Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü④Ú✆✳✔Ú➂ØrÚ✣☛◆Ûê×➂Û✢éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂× ó ÿ★×✘Ú á➥Ú➂Û✹â➂Û➸ð⑩â Û➸×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱á❡×➂×➂Ø❑é➸ë♦á➥Ú➂Ûêì✔Ú➂Ø☞árì⑩Û➸è④Û➸Ý➭Ø❡ð✕✝
à➣Û➸Ü❑Ú✷Ø❡Ü➣á✄�rÛ➸Ü◆Û➸â á➥Ý➭ë❚❍❽Ûêì✸✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý✘■❍á❡×✘ë▲×❛ë▲×❀ì⑩Û➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ðPÛêì✔á➥Ü◆ì✑Ú✣☛◆Û➸Ü☎Ù◆×➂Ûêì☞ù❇Ø❡â❛Ú✣☛◆Û✹éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü
Ø➥ù❀Ú✣☛◆Û✙Ø❡Ù⑩Ú✘ð⑩Ù⑩Ú✢ð⑩â➂Ûêì⑦ë▲é➸Ú➂Ø❡â✡Ø➥ù❀Ú✣☛◆Û✙×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➍Ú➂Ø❏✹❷Û✵à➣Ø④ì⑩Û➸Ý➭Ý▲Ûêì ó

✟❱☛◆Û➸Ü✌úP×➂Û➸è❅Û➸â á➥Ý❛Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë♦á➥Ý❀ì⑩ÛêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙á➥â➂Û✑×✘Ú✘Ù◆ì⑦ë▲Ûêì ó ✟❱☛◆Û✑øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ ì⑩ÛêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü
ë▲×✔×✘ðPÛêé➸ë♦á➥Ý➭Ý❚✳➏éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩Û➸â➂Ûêì ó õ✩Ûêì⑦Ù◆éêÛêì✂éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú✆✳❘✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➝à➣Ø❑ì⑩Û➸Ý▲×✔ë➭Ü◆×✘ð⑩ë➭â➂Ûêì❶ù❻â➂Ø❡àtÚ✣☛⑩ë▲×☎Ú➂Ûêé☞☛✴✝
Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û✱á➥â➂Û➣ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂Ûêì ó✢❝ ☛⑩ë➭Ý▲Û✟éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩Û➸â✘ë➭Ü✕✾➝Ú✌☛◆Û✸✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë▲é✸✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❀✎④Û➸â✘Ü◆Û➸Ý✹á❡×☎á■à✟á➥Ú✘â✘ë❢î➏á➥Ü◆ì
Ú✣☛◆Û✔Ø❡Ú✣☛◆Û➸â✼✎④Û➸â✘Ü◆Û➸Ý▲×✙á❡×rÚ➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â➂×✙Ø➥ù✹Ø❡â➂ì⑩Û➸â➂×✵×✘Ù⑩ðPÛ➸â✘ë▲Ø❡â✵Ú➂Ø✱Ú❞❴✹Ø⑩úP❴✾Û☎Ù◆×➂Û✔á✱×✘ë❢Ü✘✾åÙ⑩Ý♦á➥â✵èåá➥Ý➭Ù◆Û☎ì⑩ÛêéêØ❡à❉✝
ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ù❇Ø❡â✵Ú✣☛◆Û❏✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë▲é❏✎④Û➸â✘Ü◆Û➸Ý✬á➥Ü◆ì↔Ú✣☛✻Û✔ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧◗ì⑩ÛêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ù❇Ø❡â✵Ú✣☛◆Û❉✎④Û➸â✘Ü◆Û➸Ý▲×✙Ø➥ù
Ø❡â➂ì⑩Û➸â➂×✢×✘Ù⑩ð❷Û➸â✘ë▲Ø❡â❍Ú➂Ø✑Ú✆❴✾Ø☎ë➭Ü■Ø❡â➂ì⑩Û➸â❍Ú➂Ø☎éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✩á☞Ü◆Û✏❴ à➣Ø❑ì⑩Û➸Ý✌é❽á➥Ý➭Ý▲Ûêì❊ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧❡✹✻á❡×➂Ûêì

è



✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✵à➣Ø④ì⑩Û➸Ý ó ÿ★Ü◆Û✏❴★á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➍é❽á➥Ý➭Ý▲Ûêì✟ÿ✡õ✁☎❛ý❀❊❻ÿ✩Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭Ü✕✾☎õ✩Ûêé➸Ù⑩â➂×✘ë➭è❅Û✁☎✌Û❽á❡×✘Ú✹ý✑✵④Ù✻á➥â➂Ûê×❇◆❀ë▲×
ð⑩â➂Ûê×➂Û➸Ü❑Ú➂Ûêì ó ✟✞☛⑩ë▲×❁á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➯Ûê×➂×➂Û➸Ü❑Ú✘ë♦á➥Ý❢Ý❚✳❁✹✻á❡×➂Ûêì✔Ø❡Ü✔Ú✣☛◆Û✾Ú➂Ûêé☞☛⑩Ü⑩ë▲é❽á➥Ý✻õ✁☎❛ý✑á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲Ûêì✔ë➭Ü➣á➥Ü✟á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú➂Û
à✟á➥Ü⑩Ü◆Û➸â✡Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú➂Ûê×✢Ú✣☛◆Ûrð✻á➥â á➥à➣Û➸Ú➂Û➸â➂×✡Ø➥ù✷×✘Ù◆é✌☛✛✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎à➣Ø❑ì⑩Û➸Ý▲× ó

✚❛ë➭Ü✻á➥Ý➭Ý❚✳❅ú♥Ü◆Û✏❴➆à➣ÛïÚ✌☛◆Ø④ì⑩×☎Ø➥ù✢â➂Ø❆✹⑩Ù◆×✘Ú✑ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✯é❽á➥Ý❢Ý▲Ûêì❘✹❷Ø❡Ù⑩Ü◆ì⑩Ûêì➏Û➸â✘â➂Ø❡â✑Ú➂Ûêé✌☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê×✔á➥â➂Û
ð⑩â➂Ûê×➂Û➸Ü❑Ú➂Ûêì ó ✟❱☛◆Û✏✳❹á➥â➂Û✙Ù◆×➂Ûêì■ù❇Ø❡â✢Ú✣☛◆Û✙ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❺Ø➥ù✷Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥â✩à➣Ø❑ì⑩Û➸Ý▲×✁✹✻á❡×➂Ûêì❹Ø❡Ü↔á➥Ü➝Ûïî⑦ð✻á➥Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
Ø❡Ü♣á❀�❃✔✖■rú✻Ú✣☛⑩ë▲×✄❴✾Ø❡â✣✎↔á➥ë➭à➣×✡Ú➂Ø✫Ù◆×➂Û☞Ú✣☛◆Û✑â➂Ûê×✘Ù⑩Ý➭Ú➂×✩ù❇Ø❡Ù⑩Ü◆ì➝Ý♦á➥Ú➂Û➸Ý❚✳❹ù❇Ø❡â✡Ù⑩Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü❺Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥â✵×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➣×
ë➭Ü■Ú✣☛◆Û✵é❽á❡×➂Û✵Ø➥ù❛Ú✣☛◆ÛrÙ⑩Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü❹Ü◆Ø❡Ü■Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥â✢×✣✳⑦×✘Ú Ûïà➣× ó ✔✩Ü◆Û✵Ø➥ù❀Ú✣☛◆ÛrÚ➂Ûêé✌☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê×✢Ø➥ù❀ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♥ú
Ú✣☛◆Û✔ðPØ❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð⑩ë▲é✟á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❅á❡é✌☛⑨ë▲×✙Ûê×✘ð❷Ûêé➸ë♦á➥Ý➭Ý❚✳❺éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩Û➸â➂Ûêì ó ✟❱☛⑩ë▲×☞á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❅á❡é☞☛❶á➥Ý➭Ý▲Ø✦❴✢×✙Ú➂Ø■Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú➂Û✔Ú✣☛◆Û
Ù⑩Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü❑Ú✆✳✱ë➭Ü④Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý▲×✩Ø➥ù❀Ú✣☛◆Û✼✚◆Ø❡Ù⑩â➂ë➭Û➸â✩éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✡Ø➥ù❛Ú✌☛◆Û✵Ûïî⑦ð✻á➥Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü❊Ø❡Ü■Ú✣☛◆Û✵ì⑦ë✲❄❘Û➸â➂Û➸Ü❑Ú✄�❃✔✖■✹×
×✘Ú✘Ù◆ì⑩ë➭Ûêì ó ✟❱☛◆Û❁ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð⑩ë▲é✾á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❅á❡é☞☛✑ë▲×❛á➥Ý▲×➂Ø❍Ù◆×➂Ûêì✙ë➭Ü☞Ø❡â➂ì⑩Û➸â♥Ú➂Ø✢ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë❢ù●✳rÚ✣☛◆Û❁Ù⑩Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü④Ú✆✳✙ë➭Ü④Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý▲×
Ø➥ù❘Ú✣☛◆Û✢ð✻á➥â á➥à➣Û➸Ú➂Û➸â➂×✹Ø➥ù❘Ú✣☛◆Û✡ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧❘✹✻á❡×➂Ûêì❏✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✵à➣Ø④ì⑩Û➸Ý ó ✟❱☛◆Û✢ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂Ûêì➣à➣Û➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩×
á➥Ý➭Ý▲Ø✦❴✢×✵Ú➂Ø■á❡é☞☛⑩ë▲Û➸è❅Û➣á➥Ü❺ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Ú á➥Ü❑Ú✙Ü④Ù⑩à➣Û➸â✘ë▲é➣éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú❞✳➝â➂Ûêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❶á➥Ü◆ì♣á✫éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩Û➸â á✿✹⑩Ý▲Û❏✾④á➥ë➭Ü
ë➭Ü❹Ú✘ë➭à➣Û✙é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ó

è❑ë



❢ ❣✐❤❦❥❃❤✸❣♠❧✘♥✴♥♣♦

♦✄qsrtq✢✉❂✈❫✇①❣②♦▼✇③❤✸❣♠❧❙✇★④

è❑ë➭ë



è❑ë➭ë➭ë



⑤ ⑥⑧⑦ ⑥⑧⑨❡⑩❷❶❏⑥⑧⑦ ⑥⑧❸③❹❉❺

þ í á❡ì⑦â➂Ûê×➂×➂Û✵à➣Ûê×✩×✘ë❢Ü✻é✏✤➸â➂Ûê×✢â➂Û➸à➣Û➸â➂é➸ë▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✄✷✱Þ
❻✮❼❱❽✁❾❇❿✌➀❆❿✣➁❂➂✕➃★➄➆➅✣➇✙➈❯➉✕➊❆➋✑❿❃➌❵➀❀➍☞➊❆➎✕➌✏➏❳➀✿➎✍➏❞➐❏➁❆➑➒➌❞➉✴➊❆➎✘➑❳➓❇➑→➔ ➑●➏❞❾☞➣✻➔✌↔ ➐❇➎➆➍☞➀↕➁❆❿✌➐❇➙✸➐❇➎✍➏➛➌❵➍✏➑❳➐❇➎✍➏●➑ ➜✻➝✏➋✘➐❏➁↕➊❆➎✍➏➛➑→➔

➙❘↔ ➀★➞✏➀❆➑●➏✄➓✌❾❇➎P❾●➜✻➍✏➑❳➐❇❿❀➐✏➏✙➉✴➊❆➋✑❿❂➔✶➐☞➌❏➎➆➊❆➙✸➓❇❿☞➐❇➋❙➌❅➐☞➌❑➁❆➑➒➌❵➍✏➋❙➌☞➌❇➑❛➊❆➎✕➌❑➐❇➎✘❿❇➑❛➍❇➟❙➑➒➌☞➌❵➀❆➎✍➏❞➐☞➌✸➝✏➋✘➐✖➠✕↔ ➀❆➑❈➉✍➋
➀❆➡✿➊❆➑→❿❁➀❆➡✿➊❆➑→❿❁➀❆➡❆➐✣➍❁➔ ➋✑➑✻➀❆➋❫➍☞➊❆➋✑❿☞➌❁➁❙➐❃➙❂➀✸➏→➟✕➢☞➌❅➐❅❼

❻✮❼✑➤❃➀✿➌☞➌❵➀❆➎✘➑➆❻❀➇✻➥✘➥✕➃❃➦❉➧➩➨❡➉✕➊❆➋✑❿➛➌❵➊❆➎❀➐❇➎➆➍☞➀↕➁❆❿✌➐❇➙✸➐❇➎✍➏➩➌❵➍✏➑❳➐❇➎✍➏●➑ ➜✻➝✏➋✘➐☞➣➩➌❅➐☞➌✖➐❇➎➆➍✌➊❆➋✑❿✣➀❅➫❙➐✏➙✸➐❇➎✍➏→➌✄➐✏➏P➌❅➐☞➌
❿☞➐❇➙❂➀❆❿✣➝✏➋✘➐☞➌❉➝✏➋✑➑✙➙➭↔ ➊❆➎✍➏❱❾✏➏❞❾✻➞✏➊❆❿✏➏✓➉✍❿✌❾✣➍❵➑❛➐✏➋❙➌❵➐❇➌❵❼✠➯✴➐★➔ ➋✑➑➲➌❇➋✑➑➒➌❉❾❛➫↕➀❆➔✶➐❇➙✸➐❇➎✍➏➛❿✌➐✌➍✌➊❆➎✘➎➆➀❆➑➒➌☞➌❵➀❆➎✍➏➩➉✕➊❆➋✑❿
➙❘↔ ➀❆➡✿➊❆➑→❿✄❿☞➐❞➉✍❿✌❾☞➌❅➐❇➎✍➏❞❾❁➀❆➋✦➉✍❿✌➢☞➌★➁❙➐☞➌★➀❆➋✴➏❳➊❆❿❇➑●➏❞❾☞➌★➀↕➁❆➙❉➑→➎✘➑➒➌❇➏●❿✌➀♣➏●➑→➡❆➐☞➌❃➁↕➐✼➔✌↔❚➧✢➎✘➑→➡❆➐❇❿☞➌❇➑●➏❞❾❃➁❆➋▲➥✍➋✕➁❑➐❇➎
➳✘➋✑➎✘➑➒➌❇➑❳➐➛➉✘➐❇➎➆➁↕➀❆➎✍➏✙➙❂➊❆➎❋➌❅❾●➠✏➊❆➋✑❿❉➐❇➎✛➂P❿✌➀❆➎➆➍☞➐❅❼

❻✮❼✁➤★➐❇❿❇➡❆❾❋➈▼➅➸➵❦➁✢↔ ➀❆➡✿➊❆➑→❿✮➀↕➍✌➍❇➐❞➉➆➏❞❾➺➁❙➐❑➉✍❿✌❾☞➌❇➑❛➁❙➐❇❿❫➔✶➐❏➠☞➋✑❿❇➻❡➁❙➐❫➙❂➀❡➏→➟✕➢☞➌❅➐☞➣❂➀❆➑→➎✕➌❇➑❁➝❵➋✘➐❫❻✮❼✼➯✑➊✿➌❅❾
❻❀➃✁➈✼➳➩➅✣➼✄➽❛➃★❽❉➧➩➅✣➾✢➃✁➈➚➐✏➏✙❻✮❼✓❻✮➐☞➪❅➪✦➑➲➶✼➥✢➦❉➧➩➈▼➅❃➁✢↔ ➀❆➡✿➊❆➑→❿❁➀↕➍✌➍☞➐❞➉➆➏❞❾❏➁✢↔ ➹✏➏●❿✌➐❃❿✌➀❇➉↕➉✴➊❆❿✏➏❞➐❇➋✑❿☞➌❉➁❙➐
➍❇➐★➏●❿✌➀❆➡✿➀❆➑→➔❈➐✏➏✓➉✴➊❆➋✑❿❃➔✶➐❇➋✑❿☞➌❃❿☞➐❇➙❂➀❆❿✣➝✏➋✘➐☞➌❉➍☞➊❆➎✕➌✏➏●❿❇➋✕➍❵➏●➑→➡❆➐☞➌❅❼

➳✍➊❆➋❙➌✁➔✶➐☞➌✖➙✸➐❇➙✸➓❇❿✌➐☞➌✼➁❆➋★➉✍❿✣➊✣➠❵➐✏➏✢➃✖➥✠➳➩➈▼➇➘➐✏➏➆➉✍➔ ➋❙➌✙➉✕➀❆❿✏➏●➑❛➍✏➋✑➔ ➑❳➢❇❿✌➐❇➙✸➐❇➎✍➏➲❻➴➊✿➟✴➀❆➙✸➐✣➁★➷✼➦❉➧➩➾❱➦❉➧➩➅✣➈▼➨✄➣
➃✁➎➆➁❆❿☞❾✠➨✖➇➴➃✁➾❈❻❀➇✙➅✣➨▼➃✖➣✕➇✻➌✏➏❞➐❇➡✿➀↕➬✁➂➲➇✙➈▼➼✁➃✁➼✁➨✖➇✻➥✘➣✕➃▼➔❚➀❆➑→➎❁➶✄➅✣➷➛➃✁➼❏❽✄➦❉➧✓➣✕➾➲➋✕➁❆➮✠➑❚➫▼➈❃➦★➳✑➃
➐❵➏❑➄➩➑❛➍❇➐❇➎✍➏❞➐❏➱P➃✁➈✁➱✙➦➛➥✢➦✃➉✴➊❆➋✑❿❂➔✶➐❇➋✑❿▲➀❆➑❛➁↕➐✼➉✍❿☞❾✣➍✏➑❳➐❇➋❙➌❅➐✛➐✏➏✠➉✕➊❆➋✑❿❂➔❚➀➴➓✌➊❆➎✘➎P➐❑➀❆➙✸➓❇➑❛➀❆➎➆➍☞➐❑➝✏➋✙↔ ➑→➔ ➌
➌❵➊❆➎✍➏➩➉✕➀❆❿❇➡❆➐❇➎✘➋❫❐✸➑→➎✕➌✏➏❳➀❆➋✑❿✌➐❇❿❁➀❆➋❀➌❅➐❇➑→➎✮➁❆➋✸➫❆❿✌➊❆➋✦➉✕➐❅❼

➧✢➎➴➫❆❿✣➀❆➎➆➁▲❻✮➐❇❿✌➍✏➑✁➀❆➋♣❒❫➍✌➊❆➔→➔✶➢❛➫❆➋✘➐❇➌❑➀❆➑→➎✕➌❇➑✞➝✏➋✙↔ ❐❋➏❳➊❆➋✴➏✞➔✶➐✄➉✕➐❇❿☞➌❵➊❆➎✘➎P➐❇➔✻➁❆➋✮➔❚➀❙➓✣➊❆❿✣➀♣➏❳➊❆➑→❿☞➐❁➅❇❮❆➥❡➝✏➋✘➐▼➠✕↔ ➀❆➑
➐✏➋➴➔✶➐✖➉✍➔❚➀❆➑➒➌❇➑→❿❏➁❙➐❂➍☞❰♣➏❳➊❆➻❙➐❇❿❂➀❆➋➺➍☞➊❆➋✑❿☞➌❂➁❙➐❂➍☞➐❇➌❂➝✏➋✕➀♣➏●❿✌➐✸➀❆➎✘➎P❾☞➐☞➌❅❼➲❻✮➐❇❿✌➍✏➑▼➀❆➋❙➌☞➌❇➑✞➀❆➋♣❒❫➍✌➊❆➔→➔✶➢❛➫❆➋✘➐❇➌
➁❙➐❃➔✌↔ ➋✑➎✘➑●➏❞❾❁➁❙➐❃❿✌➐✣➍❇➟✕➐❇❿✌➍❇➟✕➐❃➃✼➳✓➥✕➅✼➁❙➐✼❻➴➊❆➎➆➀✿➌✏➏●➑→❿❅❼

❻✮➐☞➌✸❿✌➐❇➙✸➐❇❿✌➍✏➑❳➐❇➙✸➐❇➎✍➏→➌❑➡✿➊❆➎✍➏❃➐❇➎✦➜✠➎Ï❐❫➙❂➀❉➞✏➀❆➙❉➑→➔→➔✶➐❀➐✏➏✄➏❳➊❆➋❙➌✸➙✸➐❇➌▲➀❆➙❉➑➒➌✼➉✴➊❆➋✑❿❑➔✶➐✸➌❵➊❆➋✴➏●➑❳➐❇➎❡➙❂➊❆❿✣➀❆➔
➝❵➋✙↔ ➑→➔ ➌❃➙➭↔ ➊❆➎✍➏✙➏❞❾❇➙❂➊❆➑❚➫❆➎P❾❅❼

ë❢î



î



Ð ❩❭ÑÓÒ➲Ô ÕÖÔ✬✫ ✯ ❩Ø×➭Ù➲Ú❷❬➭Ô✬✫

➱✫➚④❰✦Û❈Ü♣➚ Ð❻Ð❻Ð
Ó✓Û❈Ü➭Ü♣➶⑩➪✦Ý Þ
ß❏à❙á➺à❙â❅ã❙ä✆à❙á➺à❙å➲æ✣ç Ð➒è
é ➶✕ê➲ë❧✃❊➹❛✃④❰✸Ü♣➶⑦❒ Ð→ì④➪➥✃④❰ è♥Ð
í Ð❧❰ê❒❽✃➝➹❛✃④❰❏î➲ï➆Û♥➪➥✃④❰ è➩Þ
í Ð❧❰ê❒❽✃➝➹❛✃④❰✔❒❽➶✕ê➲ë❧✃④➶✘Û✓è è➩è
➴✸ê❛➪➥➚↕Þ♥Ð❧➶⑦❒ Ð→ð❷Ï♥❰ è➩è♥Ð❻Ð
ñ ➬êÏ❷❒❽➪✿ð❘➹➲Û✢òå❒ Ð→ð❷Ï★➾✱➚❑Ï♥➚④➪➥➶✘ë❧✃ ñ

ß ó ß❲ø✷â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❋✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý▲Û ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß
ß ó ã ç ñ➸à✟á➥â➂é✌☛◆Û☞Û➸Ú✢Ø❆✹✕óüÛêé➸Ú✘ë❢ù❇×✢×➂é➸ë▲Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✍✵④Ù◆Ûê× ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ô
ß ó ûõ✧✾Ø❡Ü④Ú✘â✘ë❚✹⑩Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ö

÷ ➱✫✃❙ø❛➪➥➚④❰❽✃❑Ï❷❒❽➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹❛✃④❰➣❰❵Ý✌❰ê❒❅ì✑Ü♣✃④❰❂ù➺ë❞ú➭➶◆Ð❧➹❛✃❊➹❛✃❫ë❧➶✮û✟Ô✫➾ ü
ã ó ß❲ö✝Ü④Ú✘â➂Ø❑ì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ý
ã ó ã ý❙✳❑Ü④Ú✣☛✘✤ê×➂Û✙ì⑩Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩ÛrÝ♦á❏■▼✔✼� ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽û

ã ó ã ó ßþ■❍á❡×➂Û✵ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×▼✚❀ö✎õ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ö
ã ó ã ó ãÿ■❍á❡×➂Û✵ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß✁�
ã ó ã ó ûÿ■❍á❡×➂Û✵ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û❃✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß✁�

ã ó û õ✩ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Û✖✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✩ì⑩Û✵Ý♦á❉■❍á❡×➂Û★✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û❉�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ý
ã ó û ó ß õ✩ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û✵Ý♦á❉■❍á❡×➂Û✵ì⑩Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ý

î⑦ë



ã ó û ó ã õ✩ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û✵Ý♦á❉■❍á❡×➂Û✙ì⑩Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ãåä
ã ó û ó û õ✩ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û✵Ý♦á❉■❍á❡×➂Û❁✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û❉�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ãåä

ã ó ô ç ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×✢ð➆❖❡Ý▲Ûê×✩ì⑩ÛrÝ♦á❏■✞✔✼� ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ãåä
ã ó ô◆ó ß ✧✻☛◆Ø❡ë❢î❹ì⑦Ù■ðP❖❡Ý▲Û✙ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ã⑦ß
ã ó ô◆ó ã ✧✻☛◆Ø❡ë❢î❹ì⑩Ûê×❍ðP❖❡Ý▲Ûê×✢éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ã ô
ã ó ô◆ó û ✧✻☛◆Ø❡ë❢î❹ì⑩Ûê×❍ðP❖❡Ý▲Ûê×✢ì⑩Û✵Ý♦á❉■▼✔✼� ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ãåæ
ã ó ô◆ó ô ✧✾Ø❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ☞ì⑩Ûê×✩á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✡ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×❍ð➆❖❡Ý▲Ûê×✩ì⑩ÛrÝ♦á❏■▼✔✼� ó ã ý
ã ó ô◆ó æ õ✩ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✢ì⑩Û✙×✘ë➭à☞Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ûåã

ã ó æ ö✝Ü④Ú➂â➂Ø④ì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×✢×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✢ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó û✄✂
ã ó æ ó ß �rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë➭Ú➂ñê× ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó û ý
ã ó æ ó ã ç ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✡ì⑩Ûê×❍Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î■ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❂✷☎Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Ûê×▼■▼✔✼� ó✵ó✙ó✙ó✵ó♠ô ä

ã ó ö õ✩Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì◆á➥Ü◆×❍Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✙ì❘í ñ➸Ú á➥Ú ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó♠ô û
ã ó ö⑦ó ß ò Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞×➂Ø❡Ù◆×✹ù❇Ø❡â✘à➣Û✵ì❘í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì❘í ñ➸Ú á➥Ú ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó♠ô û
ã ó ö⑦ó ã ò Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞×➂Ø❡Ù◆×✹ù❇Ø❡â✘à➣Û✙ì❘í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì❘í ñ➸Ú á➥Ú ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó♠ô♣ô
ã ó ö⑦ó û ò Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ì⑩ÛrÝ♦á❏■✞✔✼�❜✷✑ðP❖❡Ý▲Ûê×❍â➂ñêÛ➸Ý▲×✩×➂Ø❡Ù◆×✹ù❇Ø❡â✘à➣Û✵ì❘í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì❘í ñ➸Ú á➥Ú ó✵ó♠ô �
ã ó ö⑦ó ô ò Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ì⑩Û✵Ý♦á❏■▼✔✼� ✷☎ð➆❖❡Ý▲Ûê×✢â➂ñêÛ➸Ý▲×✩Û➸Ú✩éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✩×➂Ø❡Ù◆×✹ù❇Ø❡â✘à➣Û✙ì❘í ñ❵✵④Ù✻á✦✝

Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì❘í ñ➸Ú á➥Ú ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó æåä
ã ó � ✧✹á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý♥ì⑩Û✵ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó æåä

ã ó � ó ß ò Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙Û➸Ú❍ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó æåä
ã ó � ó ã ø✷â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â★✷ i✝✈ð✻á❡×✵ì⑩Û☞Ý♦á✫×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✑ì❘í Ù⑩Ü↔à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❁✹✻á❡×➂ñ☎×✘Ù⑩â✡Ù⑩Ü◆Û☎ì⑩ñêéêØ❡à❉✝

ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó æ⑦ß
☎ é ✃❙ò✄✆❛Ï❛Ð✞✝✓Û✌✃❑❰✔➹❛✃❊➹❛➚❙ò↕ð➆Ü➺ø✙ð✻❰ Ð♦❒ Ð→ð❷Ï♥❰☎❒❽✃❑Ï♥❰❅ð✻➪❡Ð❧✃✑ë●ë❧✃④❰ ✟✠✟

û ó ß❲ö✝Ü④Ú➂â➂Ø④ì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó æåæ
û ó ã ☎✌Ûê×❍à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì⑩Û✵ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó æ ö

û ó ã ó ßþ☎✌Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó æ✡�
û ó ã ó ãÿ☎✌Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✹ã ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ö û
û ó ã ó ûÿ☎✌Ûê×✢à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✁✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ö æ
û ó ã ó ô ☎✌Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞ø❷ÿ✡õ✩ÿ✙✟✞✂✼✧➛✒✙ã ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ö �

û ó û ☎✌Ûê×✩á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✡ÿ✖☎❛ý☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✖✕✘✗✚✙✛✑✔✜✞✗✣✢✥✤✦✓✧✙✩★✪✑✬✫✠✭✯✮✚✙✩✕✘✓✖★✱✰ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó �❡ä
û ó û ó ßþ☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à✟Û☞ÿ✖☎❛ý↕✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó �❑ß

û ó ô õ✩Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×❍à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂× ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó � ö
î⑦ë➭ë



û ó ô◆ó ßþ☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✑ÿ✖☎❛ý↕✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó � ö
û ó ô◆ó ã õ✩ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✢ì⑩Û✙×✘ë➭à☞Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó � ö

✲ ➬➸➹❛✃❑Ï❷❒ Ð➒î➲ò❅➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹❛✃④❰✱Ó➆Ý✌❰ê❒❅ì✑Ü♣✃❑❰✔➹❛✃❹➷❃ð➆ë♦❒❽✃④➪➥➪➥➶ ✳ ☎
ô◆ó ß❲ö✝Ü④Ú✘â➂Ø❑ì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ✂åû
ô◆ó ã ☎✌Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✑ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ✂ ô

ô◆ó ã ó ßþ☎♥á✔ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❺ý❙✜ ç ❊✈ý④ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý♦á➥â▼✜✾á➥Ý➭Ù◆Û ç ÛêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➆◆ ó✵ó✙ó✵ó✙ó ✂ ô
ô◆ó ã ó ãÿ☎♥á✔ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧Ï✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ✂åæ
ô◆ó ã ó ûÿ☎✌Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ✂åæ

ô◆ó û ö✎ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×❍à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×rý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý❢Ú Ûïâ➂â á ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ✂ ý
ô◆ó û ó ß ø✷â➂Û➸à✔ë✶✤➸â➂Û☞ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Û✙ì⑩Û✵Ý♦á☎×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✙ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ✂ ý
ô◆ó û ó ã kème ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Û☞ì⑩ÛrÝ♦á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✵ì⑦Ù❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý➭Û ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ý ä
ô◆ó û ó ûÿ☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✑ÿ✡õ✁☎❛ý ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ý ä
ô◆ó û ó ô ö✎ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✂ì⑩Ûê×☞à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×➣ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❊ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✱û❫✷

Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Û✵Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ÿ✡õ✁☎❛ý ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ý û
ô◆ó ô õ✩ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✢ì⑩Û✵×✘ë➭à✑Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ý �

ô◆ó ô◆ó ß ø✷â➂Û➸à✔ë▲Û➸â✡×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵×✘ë➭à☞Ù⑩Ý▲ñ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ý �
ô◆ó ô◆ó ã ý❑ÛêéêØ❡Ü◆ì❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ä⑦ß

ô◆ó æõ✧✾Ø❡Ü◆é➸Ý➭Ù◆×✘ë▲Ø❡Ü ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽äåû
✟ ➬➸➹❛✃❑Ï❷❒ Ð➒î➲ò❅➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➪✿ð✍ê➲Û♥❰ê❒❽✃❹➹❛✃④❰➣❰❵Ý✌❰ê❒❅ì✑Ü♣✃④❰ ñ✵✴ ✟

æ ó ß❲ö✝Ü④Ú✘â➂Ø❑ì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽äåæ
æ ó ã ò ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✩ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➴✷✔Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â▼✹❷Ø❡â✘Ü◆ñêÛ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ä ö

æ ó ã ó ß ÿ✩ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û❃✂✖■❱■❱✗❷❊●✂✩Ü✕✎❑Ü◆Ø❅❴❍Ü❋■✾Ù⑩Ú✁■✾Ø❡Ù◆Ü◆ì⑩Ûêì✛✗✷â✘â➂Ø❡â❇◆ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ä ö
æ ó ã ó ãÿ☎❁í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û✙ðPØ❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð⑩ë✶✵④Ù◆Û ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ä✄✂
æ ó ã ó ûÿ☎❁í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û☞Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ú➂Ø❡ð⑩ë✶✵④Ù◆Û ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ßåß✶✂
æ ó ã ó ô ☎❁í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û✙ðPØ❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð⑩ë✶✵④Ù◆Û★✷☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✙Ý➭ë➭à✔ë➭Ú➂ñêÛ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ãåû

æ ó û ö✎ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊â➂Ø❆✹⑩Ù◆×✘Ú➂Û✙ì⑩Ûê×✢×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×✖✷✑Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Ûê×▼■▼✔✼� ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ã✄✂
æ ó ô õ✩ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✢ì⑩Û✵×✘ë➭à✑Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ûåä

æ ó ô◆ó ß ø✷â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩ÛrÝ✈í Ø❡Ù⑩Ú✘ë➭Ý➲�✄■❱✟ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ûåä
æ ó ô◆ó ã ✧✬â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Ûê×✩ì❘í ñ➸èåá➥Ý➭Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ûåä
æ ó ô◆ó û ò Ø❑ì⑩ñ➸Ý❢ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Û➸Ú❍ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì❘í Ù⑩Ü❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣ÛrÝ➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽û⑦ß
æ ó ô◆ó ô ÿ✩Ü✻á➥Ý❚✳⑦×➂Û✵ì⑩Ûê×❍â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂× ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽û ý

î⑦ë➭ë➭ë



æ ó æ ö✎ì⑩Û➸Ü④Ú➂ë ✱❷éêá➥Ú➂ë➭Ø❡Ü❊â➂Ø❆✹⑩Ù◆×✘Ú➂Û✙ì⑩Ûê×✩×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û➸×✢ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß ô ß
æ ó æ ó ß ý❙✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û➣ß ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß ô ã
æ ó æ ó ã ý❙✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☞ã ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß ô♣ô
æ ó æ ó û ý❙✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☞û ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß ô❙ý

æ ó ö ö✎ì⑩Û➸Ü④Ú➂ë ✱❷éêá➥Ú➂ë➭Ø❡Ü❊â➂Ø❆✹⑩Ù◆×✘Ú➂Û✙ì⑩Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽æ⑦ß
æ ó ö⑦ó ß ✧✻☛◆Ø❡ë❢î❹ì⑩ÛrÝ♦á❉✹❷Ø❡â✘Ü◆Û✙ì❘í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽æåû
æ ó ö⑦ó ã õ✩ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✢ì⑩Û✙×✘ë➭à☞Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽æ ô

æ ó � ✧✾Ø❡Ü◆é➸Ý➭Ù◆×✘ë▲Ø❡Ü◆× ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽æ ö
✷✹✸ ð❷Ï✢ò❙ë●Û♥❰ Ð→ð❷Ï♥❰☎✃❅❒✻✺✡✃④➪➥❰❅ø❁✃❙òå❒ Ð➒Þ❷✃④❰ ñ✵✷➩ñ
➴✫Ï❛Ï♥✃↕è✌✃④❰ ñ✵✷✣✼
➴ ➱✫✃❙ø❛➪➥➚④❰❽✃❑Ï❷❒❽➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹✻ú➭➚❅❒❽➶⑦❒✟➹✻ú✶Û❛ÏÏÜ➺ð❘➹❈ì✑ë❧✃❹➹❛✃✾✽■➶✘Û✌❒✶✿ ñ✵✷✣✼
û❀✺✡➶⑩❰❽❰❽➶✕ï✻✃➝➹✻ú✶Û❛Ï♥✃❊➘❂❁ é ❁✠ù➺Û❛Ï♥✃❊➚✛✝✓Û✌➶⑩❒❽Ð●ð✻Ï✽➹✻ú➭➚④❒ê➶⑩❒ ñ✯✼❃☎
✸ ➱✫✃❙ø❛➪➥➚④❰❽✃❑Ï❷❒❽➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹✻ú➭➚❅❒❽➶⑦❒✟➹✻ú✶Û❛Ï✯❰❵Ý✌❰ê❒❅ì✑Ü♣✃❋ù➺ë❞ú➭➶◆Ð❧➹❛✃❊➹❛✃④❰❂û✟Ô✫➾ ñ✯✼ ✟

✧ ó ß❐õ✩ñêÛ➸ÝP✝✬õ✩ñêÛ➸Ý ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✁�❡æ
✧ ó ã✧õ✩ñêÛ➸ÝP✝❱✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Û ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✁� ö
✧ ó ûÖ✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Û✄✝✾õ✩ñêÛïÝ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✁�✄�
✧ ó ô ✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Û✄✝✞✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Û ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✁�✧✂

Ö Ö■✃✑Û✓è♥Ð→ì✑Ü♣✃❊➪➥✃❙ø❛➪ ➚❑❰❽✃❑Ï❷❒❽➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹➲ÛÏÜ➺ð❘➹❈ì✑ë❧✃❄✺✹➴✟➱✱➴✫➘❷➴ ✸❉÷ ñ ✳ ✴
➮ é ➪✿ð❷Ð❧❰❆❅❞ð✻➪❆Ü♣✃④❰☎➹❛✃❫ë❞ú➭➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃❊➴ í Ó❈❇✪✺✹➴✟➱✱➴✫➘❷➴ ✸ ñ ✳ ☎

✗ ó ß ç ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❶Þ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✶✂åû
✗ ó ã ÿ✖☎❛ý↕✝✝ø❷ÿrõ✢ÿ✄✚❑ÿ✖✧Òß ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✶✂åû
✗ ó û ÿ✖☎❛ý↕✝✝ø❷ÿrõ✢ÿ✄✚❑ÿ✖✧ ã ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✶✂åæ
✗ ó ô ÿ✖☎❛ý↕✝✝ø❷ÿrõ✢ÿ✄✚❑ÿ✖✧ û ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß✶✂✡�

î⑦ë➭è



Ð ❩❭ÑÓÒ➲Ô ÕÖÔ✬✫ ❉❋❊ ✭Ö❬➭Ô✬✫

ß ó ß❍●❏■▲❑✄▼❖◆✘P✄◗✡■▲❘❙P❃❚ ❯❱P✄❘✪❲✁❳▲❯ ❨✩▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬❘❖❬✄❭✩◆✪■▲❯ ❪❫❘✪❲✖❳❴❩✶❵ ❘ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó û
ã ó ß❜❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❡❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝❢P✄❘❣❵❱❩❫❤✐❩✁❝❞❘❙P✄❘✘❝❦❥❧❑✁❲✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✛❝❢P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ý
ã ó ã♣❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❡❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝❢P✄❘❣❵❱❩❫❤✐❩✁❝❞❘❙P✄❘✘❝❦❥❧❑✁❲✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✛❝❢P✄❘❙q❙❩✶◗✄❳▲r ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ãåä
ã ó û♣❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❡❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝❢P✄❘❣❵❱❩❫❤❢s❣t ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ã⑦ß
ã ó ô✈✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄◗✬❭✩✇✁❵ ❘❙❑✁❭✄❳▲❯ ❪①❩✶❵✯P✄❘②♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■❞❘ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ã ô
ã ó æ ✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘

bopt
❘❖❳
copt

❪❫❯ ❲✡❯ ❪❫❯❱❝▲❩✶❲✖❳❢❵✞❚ ❘✪■▲■▲❘✪◗✡■✦③✖◗✛❩✁P✄■❴❩✱❳▲❯❱③✖◗✡❘ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ã ö
ã ó ö♣✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘✘❝❢P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝✦P✄◗✬❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❙❭✛❩✶■✐❵❱❩❫❭✡■▲❘✪❪❫❯ ⑤✪■▲❘❡❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✡P✄❘ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ã✡�
ã ó � ✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘✘❝❢P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝✦P✄◗✬❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘②❩✘⑦✁❘✘▼❡❵❱❩❫P✄❘✪◗✄❬✄❯ ⑤✪❪❫❘❙❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘ ó✵ó✙ó✵ó✙ó ã✄✂
ã ó ✂ ✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘✘❝❢P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝✦P✄◗✬❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘②P✡❩✶❲✛❝✐❵ ❘❙▼✪❩✁❝✐♦✁◆✪❲✡◆✪■❴❩✶❵ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ã ý
ã ó ý õ✩ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Û✖✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✩ì⑩Û✵Ý♦á❉■▼✔✼� ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ûåä
ã ó ß❽ä⑨⑧✚■❴❩✶❯ ❘✘❝❙P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝②P✄◗❄❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘⑩❝❞❯ ❪❶◗✡❵ ◆⑩❘❖❳❶❵ ❘✘❝❙❭✩✇✁❵ ❘✘❝②P✄❘⑩❵❱❩❷❤❢s❣t❸❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝❙❭✛❩✶■②❵ ❘✘❝

❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝❣❹❙❘❖❳❻❺ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó û ô
ã ó ßåß❽❼❾❑✧❘❖❿⑩▼❖❯ ❘✪❲✖❳❴❝✦P✄❘②➀✡❑✁◗✡■▲❯ ❘✪■ {gi}i=0,··· ,5

❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝✦❩✔⑦✁❘✪▼❡❵❱❩❂❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✡P✄❘❫❹❙❘❖❳✦❵❱❩❫❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘❶❺ ó ûåæ
ã ó ß❽ã⑨➁✐➂❡➃❆➄➅❘✪❲✖❳▲■▲❘✦❵❱❩❙❝❞❑✁■❞❳▲❯ ❘✦P✄◗①❝❞④✄❝✍❳❴⑤❖❪❫❘❙❹✦❘❖❳❾▼❖❘✪❵ ❵ ❘✘❝❏P✄❘✘❝✚❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘✘❝❏❛✦➆✍➀➈➇✒➄❣➉❙➊✶➋✖➌♠➍✶♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘

➇✒➄❣➉❶❹✘➋✖➌❾❘❖❳❻❤❢s❣t❸➇✒➄❣➉❣➊✁➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó û ö
ã ó ß❽û➎❛✦◆✪❭✩❑✁❲✛❝❞❘❣❯ ❪❫❭✡◗✡❵❱❝❞❯ ❑✁❲✡❲✡❘✪❵ ❵ ❘②P✄◗❷❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘②❺ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó û✡�
ã ó ß ô ➁✐➂❡➃❆➄➎❘✪❲✖❳▲■▲❘❶❵❱❩➏❝❞❑✁■❞❳▲❯❱❘❶P✄◗➐❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘①❺①❘❖❳❙▼❖❘✪❵ ❵ ❘✘❝❡P✄❘✘❝❡❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘✘❝❡❛✦➆✍➀❽➇✒➄❣➉❣➊✶➋✖➌♠➍❃q❙❩✶◗✄❳▲r

➇✒➄❣➉❶❹✘➋✖➌❾❘❖❳❻❤❢s❣t❸➇✒➄❣➉❙➑✶➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó û✄✂
ã ó ß❽æ➎❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❡❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝❢P✄❘❣❵❱❩❫❤❢s❣t ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó♠ô �
û ó ß❜❛✦❘✪❭✡■▲◆✘❝❞❘✪❲✁❳❴❩✱❳▲❯ ❑✁❲✏♦✁■❴❩✶❭✡⑥✡❯❱③✖◗✡❘❣P❃❚ ◗✡❲✏❳▲❘✪❲✛❝❞❘✪◗✡■❻P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❣➒ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó æ ö
û ó ã➓➇✒❩✖➌ ✉ ◆❖❨✛❲✡❯ ❳▲❯ ❑✁❲❆P❃❚ ◗✡❲✡❘❙❵ ❯ ♦✁❲✡❘✁➍✡P❃❚ ◗✡❲✡❘②▼❖❑✁❵ ❑✁❲✡❲✡❘❣❘❖❳❢P❃❚ ◗✡❲✬❳▲◗✡➔✩❘✁→✠➇❧➔✩➌

nème
3

▼❖❑✁◗✛▼▲⑥✡❘❣❥❧■▲❑✁❲✁❳❴❩✶❵ ❘ æ ö
û ó û♣❛✦❘✪❭✡■▲◆✘❝❞❘✪❲✁❳❴❩✱❳▲❯ ❑✁❲➏❳▲❘✪❲✛❝❞❑✁■▲❯ ❘✪❵ ❵ ❘❙P✄◗✬❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❡❳▲■▲❯ ❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘❣●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó æ✡�
û ó ô ❼❾❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✏P✄❘✘❝✦❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘✘❝

Hn1..
➍
H.n2.

❘❖❳
H..n3

ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó æ✄✂
û ó æ✈❼❾❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✏P✄❘✘❝✦❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘✘❝

HN1

➇✒❩✖➌♠➍
HN2

➇❧➔✩➌❦❘❖❳
HN3

➇✒▼✘➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ö ä
î⑦è



û ó ö♣↔ ④✧❭✩❘❙P✄❘❣❳▲❘✪❲✛❝❞❘✪◗✡■❴❝✐❪❫❑✄P✄◆✪❵ ❯❱❝❞◆✘❝✦↕❂❵✞❚ ❩✶❯❱P✄❘②P✄❘❣●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼✐❺ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ö û
û ó �❀❛✦❘✪❭✡■▲◆✘❝❞❘✪❲✁❳❴❩✱❳❴❯ ❑✁❲➏♦✁■❴❩✶❭✡⑥✡❯❱③✖◗✡❘❙P✄◗✏❪❫❑✡P✄⑤✪❵ ❘❣●❃➣❻❛❢➣ ↔✦➙ ❼❦q②❺ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ö ✂
û ó ✂♣♥✠❩❂❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘

HN1×5N2

❯❱❝▲❝❞◗✡❘❙P✄◗✬❲✡❑✔④✖❩✶◗✬P✄❘❙⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❶❯ ❲✡❯ ❳▲❯❱❩✶❵ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó �✄�
û ó ý

EQMNNoyau
❘✪❲✖❳▲■▲❘①❵ ❘⑩❲✡❑✔④✖❩✶◗✥P✄❘①⑧❏❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩✏❲✡❑✁❲✄➛➜❝❞◆✪❭✛❩✶■❴❩✱➔✡❵ ❘❫❯ ❲✡❯ ❳▲❯❱❩✶❵❾❘❖❳②❵ ❘⑩❲✡❑✱④✁❩✶◗➝■▲❘❖➛

▼❖❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✡❯ ❳✦❘✪❲✬◗✄❳▲❯ ❵ ❯❱❝▲❩✶❲✁❳❢●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó �✧✂
û ó ß❽ä

EQMNNoyau
❘✪❲✁❳▲■▲❘❆❵ ❘❆❲✡❑✱④✁❩✶◗☞P✄❘❆⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩➐❑✁■▲❯ ♦✁❯ ❲✛❩✶❵❢❘❖❳➏❵ ❘❆❲✡❑✔④✖❩✶◗➅■▲❘✘▼❖❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✡❯ ❳⑩❘✪❲

◗✄❳▲❯ ❵ ❯❱❝▲❩✶❲✖❳❢❵ ❘❙P✄◆✪⑦✁❘✪❵ ❑✁❭✡❭✩❘✪❪❫❘✪❲✖❳❢❝❞◗✡■❢P✄❘✘❝✦➔✛❩✁❝❞❘✘❝✐P✄❘❣❥❧❑✁❲✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✛❝✦P✄❘②♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó � ý
û ó ßåß➞♥✠❩❂❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘

HN1×5N2

❯❱❝▲❝❞◗✡❘❙P✄◗✬❲✡❑✔④✖❩✶◗✬P✄❘❙⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❶❯ ❲✡❯ ❳▲❯❱❩✶❵ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ✂åä
û ó ß❽ã

EQMNNoyau
❘✪❲✖❳▲■▲❘❦❵ ❘❦❲✡❑✱④✖❩✶◗❶P✄❘❦⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❢❝❞◆✪❭✛❩✶■❴❩✶➔✡❵ ❘❾❯ ❲✡❯ ❳▲❯❱❩✶❵✄❘❖❳✣❵ ❘❦❲✡❑✱④✖❩✶◗②■▲❘✘▼❖❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✡❯ ❳

❘✪❲✬◗✄❳▲❯ ❵ ❯❱❝▲❩✶❲✁❳❢●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ✂⑦ß
ô◆ó ß➠➟✖❳▲■▲◗✛▼♠❳▲◗✡■▲❘❣❭✛❩✶■❴❩✶❵ ❵ ⑤✪❵ ❘❖➛➜▼✪❩✁❝▲▼❖❩✁P✄❘❣P✄◗✬❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘②➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩①P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘

K
ó✵ó ✂✡�

ô◆ó ã♣❛✦◆✘❩✶❵ ❯❱❝▲❩✱❳▲❯ ❑✁❲❣P❃❚ ◗✡❲✡❘❾❝✍❳▲■▲◗✛▼♠❳▲◗✡■▲❘✚❭✛❩✶■❴❩✶❵ ❵ ⑤✪❵ ❘❖➛➜▼✪❩✶❝▲▼✪❩✶P✄❘✚P✄◗❙❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❾➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛✞⑧❏❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩
P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❣➒ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ✂✄✂

ô◆ó û♣➃❷❯❱❝❞❘❫↕❶➢➜❑✁◗✡■❣P✄❘✘❝❣▼❖❑✁❪❫❭✩❑✖❝▲❩✶❲✖❳❴❝❡P✄◗✻❪❫❑✡P✄⑤❖❵❱❘❫➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩✏P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘
K
↕

❵✞❚ ❩✶❯❱P✄❘❙P✄❘❙❵✞❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❻❛❢♥❈➟ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ý ß
ô◆ó ô ➃❷❯❱❝❞❘➏↕⑩➢➜❑✁◗✄■❫P✄❘✘❝❶▼❖❑✁❪❫❭✩❑✖❝▲❩✶❲✖❳❴❝②P✄◗❄❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘✬➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳❴❘❖■▲■❴❩✻P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘⑩➒✻↕

❵✞❚ ❩✶❯❱P✄❘❙P✄❘❙❵✞❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❻❛❢♥❈➟ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ý �
ô◆ó æ♣♥✯❘✘❝❡❲✡❑✱④✁❩✶◗✄❬❆❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘✁➍✵③✖◗✛❩✁P✄■❴❩✱❳▲❯❱③✖◗✡❘❂❘♠❳❙❵❱❩➏❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘❂❵❱❩✱❳▲◆✪■❴❩✶❵ ❘

H..1
P✄◗➐❲✡❑✱④✖❩✶◗✻▼❖◗✡➔✡❯❱③✖◗✡❘

P✄◗✬❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙P✄❘❙⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❂P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❙➒ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ý ✂
ô◆ó ö ➁✐➂❡➃❆➄

sortie
❭✩❑✁◗✡■✐❳▲■▲❑✁❯❱❝✦❛❻➟✄❤✐❝✦P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳❴❝ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ý♣ý

ô◆ó �❀♥✯❘✘❝✦▼❖❑✁❪❫❭✩❑✖❝▲❩✶❲✖❳▲❘✘❝❦❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✦P✄❘✘❝✦❲✡❑✱④✁❩✶◗✄❬➏❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘❣❘❖❳❢③✖◗✛❩✁P✄■❴❩✱❳▲❯❱③✖◗✡❘ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽äåä
ô◆ó ✂♣♥✯❘✘❝✦▼❖❑✁❪❫❭✩❑✖❝▲❩✶❲✖❳▲❘✘❝❦❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✦P✄◗✬❪❫❑✡P✄⑤✪❵ ❘❣●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽äåä
ô◆ó ý ➣❢❭✡❭✡❵ ❯❱▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲⑩P✄◗⑩❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❡➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩②P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❢➒❙❭✵❑✁◗✡■❏❵✞❚ ❯❱P✄❘✪❲✖❳▲❯ ❨✩▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲

P❃❚ ◗✡❲❷▼✪❩✶❲✛❩✶❵✯❝▲❩✱❳▲❘✪❵ ❵ ❯ ❳❴❩✶❯ ■▲❘❡❲✡❑✁❲✬❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽ä⑦ß
ô◆ó ß❽ä➎♥✠❩❫▼✪❩✶■❴❩✁▼♠❳▲◆✪■▲❯❱❝✍❳▲❯❱③✖◗✡❘❡❘✪❲✁❳▲■▲◆✪❘❖➛➜❝❞❑✁■❞❳▲❯ ❘❣P✄◗❷P✄❯❱❝❞❭✩❑✖❝❞❯ ❳▲❯ ❥✣❲✡❑✁❲➏➛➡❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽äåã
ô◆ó ßåß➞♥✯❘✘❝✐■▲◆✪❭✩❑✁❲✛❝❞❘✘❝✐❯ ❪❫❭✡◗✡❵❱❝❞❯ ❑✁❲✡❲✡❘✪❵ ❵ ❘✘❝✦P✄❘✘❝❦❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝

HB
❘❖❳
HC

ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽äåû
ô◆ó ß❽ã⑨➁✐➂❡➃❆➄

sortie
❭✩❑✁◗✡■✐❳▲■▲❑✁❯❱❝✦❛❻➟✄❤✐❝✦P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳❴❝ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽ä ô

æ ó ß ☎✌Ûê×✢ì⑩Û➸Ù⑦î❀☛❙✳❑ðPÛ➸â✘ð⑩Ý♦á➥Ü◆× Hk1

Û➸Ú Hk2

ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽ä✡�
æ ó ã ÿ❍é❵✵④Ù⑩ë▲×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì❘í Ù⑩Ü◆Û✵Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Û✵à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Û✔Þ➆✧✹á❡×✢Ø✧➥ βj(i) < 0 ; i = 1, . . . , nk−1

ó ßåß ô
æ ó û ÿ❍é❵✵④Ù⑩ë▲×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì❘í Ù⑩Ü◆Û✵Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Û✵à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Û✔Þ➆✧✹á❡×✢Ø✧➥ βj(i) > 0 ; i = 1, . . . , nk−1

ó ßåß ô
æ ó ô ÿ❍é❵✵④Ù⑩ë▲×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì❘í Ù⑩Ü◆ÛrÜ◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Ûrà➣Ûê×✘Ù⑩â➂Û✔Þ✘✧✹á❡×❍Ø✧➥■Ý▲Ûê× βj(i)

×➂Ø❡Ü④Ú✢ì⑩Ûr×✘ë❚✾åÜ◆Ûê×✢ì⑦ë✲❄❘ñ❇✝
â➂Û➸Ü④Ú ×❏➦ i = 1, . . . , nk−1

ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ßåß❽æ
î⑦è❑ë



æ ó æ ☎✌ÛrðPØ❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð❷Û Pk
ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ßåß ö

æ ó ö ò ë▲×➂Û❃✷✖óüØ❡Ù⑩â✢ì⑩Û✵Ý✈í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ú➂Ø❡ð❷Û ϑk−1
ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ßåß ý

æ ó � ç ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑦Ù❹ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ðPÛ✵ë➭Ü④Ú➂Û➸â➂×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❶Þ ϑk−1 ∩H+
kj

= ∅ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß❽ã⑦ß
æ ó ✂ ç ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑦Ù❹ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ðPÛ✵ë➭Ü④Ú➂Û➸â➂×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❶Þ ϑk−1 ∩H+

kj
= ϑk−1

ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ã⑦ß
æ ó ý ç ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑦Ù❹ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ðPÛ✵ë➭Ü④Ú➂Û➸â➂×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❶Þ ϑk−1 ∩H+

kj
= Pk 6= ϑk−1

ó✵ó✙ó ß❽ãåã
æ ó ß❽äÏ☎❁í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ú➂Ø❡ð❷Û❃✱◆Ü✻á➥Ý ϑk

ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ãåû
æ ó ßåß ò ë▲×➂Û❃✷✖óüØ❡Ù⑩â✢ì⑦Ù❹ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ðPÛ★✷☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✙Ý➭ë➭à✔ë➭Ú➂ñêÛ✙×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü❋■✾â➂Ø❡à✟á➥Ü❊Û➸Ú✡ý❙☛✻ÛïÜ✻× á ó✙ó ß❽ã ô
æ ó ß❽ã ò ë▲×➂Û❃✷✖óüØ❡Ù⑩â✢ì⑦Ù❹ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ðPÛ★✷☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✙Ý➭ë➭à✔ë➭Ú➂ñêÛ✙×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü❋☎♥á✿☛✻á➥Ü⑩ë▲Û➸â✡Û➸Ú ❝ á➥Ý➭Ú➂Û➸â ó ß❽ãåæ
æ ó ß❽û✽ÿ✩Ù✕✾åà➣Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ì⑦Ù✯è④Ø❡Ý➭Ù⑩à➣Û❊ì⑦Ù✽ðPØ❡Ý✲✳❑Ú Ø❡ð❷Û➴✷❺éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ❊Ý➭ë➭à✔ë➭Ú➂ñêÛ❊Ý▲Ø❡â➂×✟ì⑩Û❊× á

à✔ë▲×➂Û❃✷✄ó✎Ø❡Ù◆â❍ð✻á➥â✢Ý♦á✑à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì◆Û✙ì⑩Û❃■✾â➂Ø❡à✟á➥Ü❊Û➸Ú✡ý❙☛◆Û➸Ü◆× á ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ã ö
æ ó ß ô ö✝Ü◆éêØ❡Ü④è④Û➸Ü⑩ë▲Û➸Ü④Ú✡ì⑩ÛrÝ♦á☎à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û☞ì⑩Û✼☎♥á✿☛✻á➥Ü⑩ë▲Û➸â✡Û➸Ú ❝ á➥Ý➭Ú➂Û➸â ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ã ö
æ ó ß❽æ ò ë▲×➂Û❃✷✖óüØ❡Ù⑩â✢ì⑦Ù❹ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ðPÛ★✷☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✙Ý➭ë➭à✔ë➭Ú➂ñêÛ✸❊ Nf = 4 ◆ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß❽ã ý
æ ó ß ö ❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✏▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘❡❘❖❳✦⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✐▼❖❑✄❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝

❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝✦P✄◗✬❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘①➇
RSB = 10dB ➌❣➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙P✄❘②♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó ß❽û ô

æ ó ß✁�➧❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✏▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘❡❘❖❳✦⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✐▼❖❑✄❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝
❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝❦P✄◗➏❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘❡↕❶▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆❻❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘❫➇

Nf = 12 ❘❖❳ RSB = 10dB ➌❻➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘
P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽û ô

æ ó ß✶✂⑨⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘❙P✄◗✬●✣❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘⑩➇
RSB = 10dB ➌❣➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘②P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó ß❽û ô

æ ó ß ý ⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘❶P✄◗❷❭✵❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘②↕⑩▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆②❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘➏➇
Nf = 12 ❘❖❳ RSB = 10dB ➌❙➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘

P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽û ô
æ ó ãåä➨❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✏▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘❡❘❖❳✦⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✐▼❖❑✄❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝

❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝❦P✄◗➏❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘❡↕❶▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆❻❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘❫➇
Nf = 10 ❘❖❳ RSB = 10dB ➌❻➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘

P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ûåæ
æ ó ã⑦ß❽❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✏▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘❡❘❖❳✦⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✐▼❖❑✄❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝

❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝✦P✄❘❙❵✞❚ ❑✁■❞❳▲⑥✡❑✶❳▲❑✁❭✩❘❫➇
RSB = 10dB ➌❣➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙P✄❘②♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó ß❽ûåæ

æ ó ãåã⑨⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘❶P✄◗❷❭✵❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘②↕⑩▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆②❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘➏➇
Nf = 10 ❘❖❳ RSB = 10dB ➌❙➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘

P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽ûåæ
æ ó ãåû⑨⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘❙P✄❘❙❵✞❚ ❑✁■❞❳▲⑥✡❑✶❳▲❑✁❭✵❘❫➇

RSB = 10dB ➌❣➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘❙P✄❘②♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✘➌ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó ß❽ûåæ
æ ó ã ô ❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✏▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘❡❘❖❳✦⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✐▼❖❑✄❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝

❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝✦P✄◗✬❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘①➇
RSB = 10dB ➌❣➇❧❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó ß❽û✡�

î⑦è❑ë➭ë



æ ó ãåæ➨❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✬▼❖❘✪❲✁❳▲■▲❘❣❘❖❳✦⑦✱❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✦▼❖❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝
❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝❦P✄◗➏❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘❡↕❶▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆❡❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘❫➇

Nf = 12 ❘❖❳ RSB = 10dB ➌❢➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘
❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽û✡�

æ ó ã ö ⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘②P✄◗✬●❈❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✵❘①➇
RSB = 10dB ➌❣➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘❣❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß❽û✡�

æ ó ã✡�❽⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘❶P✄◗❆❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘❶↕①▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆②❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘✏➇
Nf = 12 ❘❖❳ RSB = 10dB ➌❙➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘

❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽û✡�
æ ó ã✄✂➨❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✬▼❖❘✪❲✁❳▲■▲❘❣❘❖❳✦⑦✱❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✦▼❖❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝

❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝❦P✄◗➏❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘❡↕❶▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆❡❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘❫➇
Nf = 10 ❘❖❳ RSB = 10dB ➌❢➇✒➃❷❑✡P✄⑤✪❵ ❘

❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽û✄✂
æ ó ã ý ❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✬▼❖❘✪❲✁❳▲■▲❘❣❘❖❳✦⑦✱❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✦▼❖❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝

❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝✦P✄❘❙❵✞❚ ❑✁■❞❳▲⑥✡❑✶❳▲❑✁❭✩❘①➇
RSB = 10dB ➌❣➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß❽û✄✂

æ ó ûåä⑨➩❏⑦✁❑✁❵ ◗✄❳▲❯ ❑✁❲✬P✄◗✏⑦✁❑✁❵ ◗✡❪❫❘❣P✄◗✏●✣❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘❙↕❫▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆❡❵ ❯ ❪❫❯ ❳▲◆✪❘⑩➇
RSB = 10dB ❘❖❳

Nf =

10 ➌❣➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽û✄✂
æ ó û⑦ß➫➩❏⑦✁❑✁❵ ◗✄❳▲❯ ❑✁❲✬P✄◗✬⑦✁❑✁❵ ◗✡❪❫❘❙P✄❘❙❵✞❚ ❑✁■❞❳▲⑥✡❑✶❳▲❑✁❭✩❘❫➇

RSB = 10dB ➌❣➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó ß❽û✄✂
æ ó ûåã➨❼❦❩✁❝✦P✄❘✘❝✦❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘✘❝✦P✄❘❙⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❂P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❣➒ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß ô ã
æ ó ûåû➨❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✬▼❖❘✪❲✁❳▲■▲❘❣❘❖❳✦⑦✱❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✦▼❖❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝

❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝✦P✄◗✬❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✵❘①➇
RSB = 10dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô û

æ ó û ô ❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❦P✄◗✬▼❖❘✪❲✁❳▲■▲❘❣❘❖❳✦⑦✱❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝❾❪①❩✱❬✄❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝❦❘❖❳✦❪❫❯ ❲✡❯ ❪①❩✶❵ ❘✘❝✐P✄❘✘❝✦▼❖❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝❾P✄❘✘❝
❝❞❑✁❪❫❪❫❘❖❳❴❝✦P✄◗✬❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✵❘①➇

RSB = 3dB ➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô û
æ ó ûåæ⑨●✚❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝✠P✄◗❂❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❦▼❖❑✁❪❫❭✛❩✶■▲◆✘❝✠↕❢❵ ❘✪◗✡■❴❝✠❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✠❭✛❩✶■✣P✄❘✪◗✄❬②❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝✣P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘❖❲✖❳▲❘✘❝

➇
RSB = 10dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô û

æ ó û ö ●✚❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝✠P✄◗❂❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❦▼❖❑✁❪❫❭✛❩✶■▲◆✘❝✠↕❢❵ ❘✪◗✡■❴❝✠❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✠❭✛❩✶■✣P✄❘✪◗✄❬②❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝✣P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘❖❲✖❳▲❘✘❝
➇
RSB = 3dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô û

æ ó û✡�➎➟✧❑✁■❞❳▲❯ ❘❻P✄◗➏❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❻❝❞❯ ❪❶◗✡❵ ◆❻❘❖❳❦▼❖❘✪❵ ❵ ❘✘❝❦P✄❘✘❝❾P✄❘✪◗✄❬①❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘✘❝❏❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝❾❭✛❩✶■❾P✄❘✪◗✄❬①❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝
P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝❙➇

RSB = 10dB ➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô �
æ ó û✄✂➧➟✧❑✁■❞❳▲❯ ❘❻P✄◗➏❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❻❝❞❯ ❪❶◗✡❵ ◆❻❘❖❳❦▼❖❘✪❵ ❵ ❘✘❝❦P✄❘✘❝❾P✄❘✪◗✄❬①❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘✘❝❏❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝❾❭✛❩✶■❾P✄❘✪◗✄❬①❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝

P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝❙➇
RSB = 3dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô �

æ ó û ý
EQMNSortie

➇
RSB = 10dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô �

æ ó ô ä
EQMNSortie

➇
RSB = 3dB ➌ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô �

æ ó ô ß❽❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝✵P✄◗②▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘❏P✄◗❙❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘✚❘❖❳✯➔✵❑✁■▲❲✡❘✘❝❃P✄❘✘❝❃❯ ❲✖❳▲❘✪■▲⑦✱❩✶❵ ❵ ❘✘❝✯P❃❚ ❯ ❲✛▼❖❘✪■❞❳▲❯ ❳▲◗✛P✄❘❻➇
RSB =

10dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ô ✂
î⑦è❑ë➭ë➭ë



æ ó ô ã➨❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝✵P✄◗②▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘❏P✄◗❣❭✵❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✩❘✚❘❖❳✯➔✵❑✁■▲❲✡❘✪❝✯P✄❘✘❝❃❯ ❲✖❳▲❘✪■▲⑦✱❩✶❵ ❵ ❘✘❝❃P❃❚ ❯ ❲✛▼❖❘✪■❞❳▲❯ ❳▲◗✛P✄❘❻➇
RSB =

3dB ➌ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó ß ô ✂
æ ó ô û⑨●✣❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝❈P✄◗❶❝❞④✡❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❦▼❖❑✁❪❫❭✛❩✶■▲◆✘❝✠↕❢❵ ❘✪◗✡■❴❝✠❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✠❭✛❩✶■✣P✄❘✪◗✄❬②❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝❈P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝

➇
RSB = 10dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó ß ô ✂

æ ó ô♣ô ●✣❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝❈P✄◗❶❝❞④✡❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❦▼❖❑✁❪❫❭✛❩✶■▲◆✘❝✠↕❢❵ ❘✪◗✡■❴❝✠❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✠❭✛❩✶■✣P✄❘✪◗✄❬②❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝❈P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝
➇
RSB = 3dB ➌ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó ß ô ✂

æ ó ô æ➧➟✧④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❙➒ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ô❙ý
æ ó ô❙ö ♥✯❘❙➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘②❤❢s❣t❻➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽æåä
æ ó ô �⑨➃❷❯❱❝❞❘❙↕❡➢➜❑✁◗✡■❢P✄❘✘❝✦❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✵❘✘❝

P1
➍
P2

❘❖❳
P3

ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽æåã
ÿ ó ß✓õ✩ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Û✖✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✩ì⑩Û✵Ý♦á❉■❍á❡×➂Û✵ì⑩Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û❃✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ö ✂
✧ ó ß

ξn
■▲◆✪❘✪❵❃❘❖❳

ξn+1
■▲◆✪❘✪❵ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß✁�❡æ

✧ ó ã
ξn

■▲◆✪❘✪❵✞➍
ξn+1

❘❖❳
ξn+2

▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❘✘❝ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß✁� ö
✧ ó û

ξn
▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❘❣❘❖❳

ξn+1
■▲◆✪❘✪❵ ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß✁�✧✂

✧ ó ô
ξn

▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❘❣❘❖❳
ξn+1

▼❖❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❘ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß✁�✧✂

î⑦ë❢î



➭ Ù✠✫❋×➺Ô ÕÖÔ✬✫ ×➭❩❭ÑÓÒ➲Ô ❩ ✭➲➯

ã ó ß❍●✣✇✁❵ ❘✘❝✦P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❽❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝✐❭✛❩✶■✦❵ ❘✘❝✦❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝❣❹❣❘❖❳❡❺ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ûåû
ã ó ã

EQ(L) ❑✁➔✄❳▲❘✪❲✧◗✡❘❙❩✔⑦✁❘✘▼❡❵ ❘✘❝✦P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✦❤❢s❣t ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ûåû
ã ó û ↔ ❘✪❪❫❭✛❝❢P✧❘②▼✪❩✶❵❱▼❖◗✡❵✯P❃❚ ◗✡❲✬❭✵✇✁❵ ❘❙P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó û ô
û ó ß➳❼❾❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆✁➍ ↔ ❛❢❼➨❘❖❳

EQMNNoyau
❘✪❲➈❥❧❑✁❲✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲➅P✄◗➅❲✡❑✁❪②➔✡■▲❘

P
P✄❘✏❥✒❩✁▼♠❳▲❘✪◗✡■❴❝①P✄◗

❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙●❃➣❻❛❢➣❻➀✧➣❻❼ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó �✧✂
ô◆ó ß❜♥❏❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❻❛❢♥❈➟➐➇➡❼❦❩✁❝✐♦✁◆✪❲✡◆✪■❴❩✶❵➵➌ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ý ã
ô◆ó ã♣♥❏❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❻❛❢♥❈➟➐➇➡❼❦❩✁❝✐❭✛❩✶■❞❳▲❯❱▼❖◗✡❵ ❯ ❘✪■♠➌ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ý♣ö
ô◆ó û❀➁✐➂❡➃❆➄

sortie
❑✁➔✄❳▲❘✪❲✧◗✡❘⑩❩✔⑦✁❘✘▼❂❵ ❘①❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘➏➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❷P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘①➒✬❭✩❑✁◗✡■

P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳❴❝✦❛❻➟✄❤✐❝✦❘❖❳❻P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✁❳▲❘✘❝❢❝❞◆✘③✖◗✡❘✪❲✛▼❖❘✘❝✦P❃❚ ❘✪❲✁❳▲■▲◆✪❘ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ý♣ý
ô◆ó ô ➁✐➂❡➃❆➄

sortie
❑✁➔✄❳▲❘✪❲✧◗✡❘⑩❩✔⑦✁❘✘▼❂❵ ❘①❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘➏➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❷P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘①➒✬❭✩❑✁◗✡■

P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✐⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝✐P✄❘
R
❘❖❳
P

ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽äåû
æ ó ß❍⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘①P✄❘✘❝❣■▲◆✪♦✁❯ ❑✁❲✛❝❻❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✪➍❃❯ ❲✁❳▲❘✪■▲⑦✶❩✶❵ ❵ ❘✘❝❣P❃❚ ❯ ❲✛▼❖❘✪■❞❳▲❯ ❳▲◗✛P✄❘❷➇ ∆gi

➌♠➍✵❳❴❩✶◗✄❬➐P❃❚ ❩✁▼♠❳▲◗✛❩✶❵ ❯❱❝▲❩✱➛
❳▲❯ ❑✁❲➸➇ ↔ ➣❡➌❂❘❖❳①❳▲❘✪❪❫❭✛❝⑩P✄❘❷▼❖❑✁❲✧⑦✶❘✪■▲♦✁❘✪❲✛▼❖❘➝➇ ↔ ▼❖❑✧➌❶❭✩❑✁◗✡■⑩P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳❴❝①❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘✘❝ ➙ ❤✐❤❦➁
➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘②P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽ûåû

æ ó ã✈❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝➏P✄❘✘❝✬▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘✘❝✬P✄❘✘❝✏■▲◆✪♦✁❯ ❑✁❲✛❝⑩❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✬❩✔⑦✁❘✪▼✻❵ ❘✘❝✬P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✬❩✶❭✡❭✡■▲❑✄▼❴⑥✡❘✘❝
➙ ❤✐❤❦➁❽➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘②P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘✔➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽ûåû

æ ó û❀⑧✚❑✁❵ ◗✡❪❫❘①P✄❘✘❝❣■▲◆✪♦✁❯ ❑✁❲✛❝❻❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✪➍❃❯ ❲✁❳▲❘✪■▲⑦✶❩✶❵ ❵ ❘✘❝❣P❃❚ ❯ ❲✛▼❖❘✪■❞❳▲❯ ❳▲◗✛P✄❘❷➇ ∆gi
➌♠➍✵❳❴❩✶◗✄❬➐P❃❚ ❩✁▼♠❳▲◗✛❩✶❵ ❯❱❝▲❩✱➛

❳▲❯ ❑✁❲➸➇ ↔ ➣❡➌❂❘❖❳①❳▲❘✪❪❫❭✛❝⑩P✄❘❷▼❖❑✁❲✧⑦✶❘✪■▲♦✁❘✪❲✛▼❖❘➝➇ ↔ ▼❖❑✧➌❶❭✩❑✁◗✡■⑩P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳❴❝①❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘✘❝ ➙ ❤✐❤❦➁
➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽û ö

æ ó ô ❼❾❑✧❑✁■❴P✄❑✁❲✡❲✡◆✪❘✘❝➏P✄❘✘❝✬▼❖❘✪❲✖❳▲■▲❘✘❝✬P✄❘✘❝✏■▲◆✪♦✁❯ ❑✁❲✛❝⑩❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✪❘✘❝✬❩✔⑦✁❘✪▼✻❵ ❘✘❝✬P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✬❩✶❭✡❭✡■▲❑✄▼❴⑥✡❘✘❝
➙ ❤✐❤❦➁❽➇✒➃❷❑✄P✄⑤✪❵ ❘❙❯❱❝▲❝❞◗✬P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❙➌ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß❽û ö

æ ó æ❀●✚❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝✐P✄◗❷❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❣❘❖❳❻P✄◗✬❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❣❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝✦❭✛❩✶■✦P✄❘✪◗✄❬✏❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß ô♣ô
æ ó ö

EQMNsortie
❘❖❳
EQMNcoef

❭✩❑✁◗✡■❫❵ ❘✘❝①P✄❘✪◗✄❬❄❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✡P✄❘✘❝❫P❃❚ ❯❱P✄❘✪❲✖❳▲❯ ❨✩▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲✾❘❖❳①❭✩❑✁◗✡■
P✄❘✪◗✄❬➏⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝✐P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✦P✄◗❷❛❻➟✄❤ ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó ß ô♣ô

î❑î



æ ó �✹❼❾❑✧❘❖❿⑩▼❖❯ ❘✪❲✖❳❴❝✦P✄◗✬❲✡❑✔④✖❩✶◗✬P✄❘❣⑧❏❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❂③✖◗✛❩✁P✄■❴❩✱❳▲❯❱③✖◗✡❘❻❳▲■▲❯❱❩✶❲✡♦✁◗✡❵❱❩✶❯ ■▲❘
Htri

2

ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ô♣ô
æ ó ✂❀●✣❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝✦P✄◗✬❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❙❘❖❳✦❭✛❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝❦❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝✦❭✛❩✶■✦P✄❘✪◗✄❬✏❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝ ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ô❙ö
æ ó ý ➆➜❲✁❳▲❘✪■▲⑦✶❩✶❵ ❵ ❘✘❝✐P❃❚ ❯ ❲✛▼❖❘✪■❞❳▲❯ ❳▲◗✛P✄❘②P✄❘✘❝✦❭✛❩✶■❴❩✶❪❫⑤❖❳▲■▲❘✘❝❾❘✘❝✍❳▲❯❱❪❫◆✪❝✦❭✩❑✁◗✡■❢P✄❘✪◗✄❬✬❛❻➟✄❤✐❝✦P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳❴❝ ó✙ó ß ô❙ö
æ ó ß❽ä

EQMNsortie
❘❖❳
EQMNcoef

❭✩❑✁◗✡■❫❵ ❘✘❝①P✄❘✪◗✄❬❄❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✡P✄❘✘❝❫P❃❚ ❯❱P✄❘✪❲✖❳▲❯ ❨✩▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲✾❘♠❳①❭✵❑✁◗✡■
P✄❘✪◗✄❬✏P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✦⑦✱❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝✐P✄◗❷❛❻➟✄❤ ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß ô �

æ ó ßåß❽❼❾❑✧❘❖❿⑩▼❖❯ ❘✪❲✖❳❴❝✦P✄❘②➀✡❑✁◗✡■▲❯ ❘✪■✦P✄◗✬❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘②❤❢s❣t❻➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩②❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝✐❭✛❩✶■❢P✄❘✪◗✄❬✏❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝ ó ß❽æåä
æ ó ß❽ã⑨➆➜❲✁❳▲❘✪■▲⑦✶❩✶❵ ❵ ❘✘❝❢P❃❚ ❯ ❲✛▼❖❘✪■❞❳▲❯ ❳▲◗✛P✄❘❂P✄❘✘❝❻▼❖❑✧❘❖❿⑩▼❖❯ ❘✪❲✁❳❴❝❻P✄❘❂➀✡❑✁◗✡■▲❯ ❘✪■❻P✄❘②❵❱❩⑩❤❢s❣t⑨❭✵❑✁◗✡■❻P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝

➔✩❑✁■▲❲✡❘✘❝✦P✄❘❣❵✞❚ ❘✪■▲■▲❘✪◗✡■ ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽æ⑦ß
æ ó ß❽û⑨➆➜❲✁❳▲❘✪■▲⑦✶❩✶❵ ❵ ❘✘❝❾P❃❚ ❯ ❲✛▼❖❘✪■❞❳▲❯ ❳▲◗✛P✄❘❣P✄❘✘❝❦▼❖❑✧❘❖❿⑩▼❖❯ ❘✪❲✖❳❴❝❦P✄◗⑩❲✡❑✱④✖❩✶◗①❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘

h1
❘❖❳✦P✄❘✘❝❾❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘✘❝

A
➍

B
➍
C
➍
D
❘❖❳
E
❘❖❳❢⑦✶❑✁❵ ◗✡❪❫❘❙P✄❘✘❝✦❭✩❑✁❵ ④✖❳▲❑✁❭✵❘✪❝ P1

➍ P2
❘❖❳ P3

ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽æåæ
æ ó ß ô ❼❾❑✧❘❖❿⑩▼❖❯ ❘✪❲✖❳❴❝❣P✄◗✻❲✡❑✱④✖❩✶◗❆❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘

h1
❘❖❳②P✄❘✘❝❡❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘✘❝

A
➍
B
➍
C
➍
D
❘❖❳
E
↕➏❵✞❚ ❩✶❯❱P✄❘❫P✄❘

❵✞❚ ❩✶❭✡❭✡■▲❑✄▼❴⑥✡❘❡❭✩❑✁❵ ④✖❳❴❑✁❭✄❯➵③✖◗✡❘❡❘❖❳
EQMNsortie

ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó✙ó✵ó✙ó✵ó✙ó ß❽æ ö

î❑î⑦ë



➺ Ñ✰❬➭✪❸➻ Ù✠❩Ø×➭Ù✐➼➾➽✰✫

ÿ✖☎❛ý ÿ✩Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✡á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñê×
➚ ➃✁➔✲➏❞➐❇❿❇➎➆➀♣➏●➑→➎✑➫❉➾❈➐✣➀✿➌✏➏✠➥P➝✏➋✕➀❆❿☞➐☞➌ ➚ ➀❆➔ ➫↕➊❆❿❇➑●➏→➟❙➙❂➪✪➪

ÿ✡õ✁☎❛ý ÿ✩Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë❢ù❇×✩á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñê×
➚ ➃✁➔✲➏❞➐❇❿❇➎➆➀♣➏●➑→➎✑➫❉➈✁➐✣➍✏➋✑❿☞➌❇➑→➡❆➐✼➾✢➐✌➀✿➌✏➏✠➥P➝✏➋✕➀❆❿☞➐☞➌ ➚ ➀❆➔ ➫↕➊❆❿❇➑●➏→➟❙➙❂➪✪➪

■▼✔✼� ■❍á❡×➂Û★✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û❏�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ
✧✾ÿ✖✡ ç ✗➛✧✞✔ ò ø ➶ ➃✁➼❃➊❆➎✘➑❛➍☞➀❆➔✍➨✄➇ ➶ ➦➛❻✥➹❱➊✿➌❇➑●➏●➑❛➊❆➎
✧➛☎ ✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ★☎❘ë➭à✔ë➭Ú➂ñêÛ
ì✕■ ç ñêé➸ë❚✹PÛ➸Ý
✗✙■ ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â✖■✹Ø❡â✘Ü◆ñêÛ
✗✙■✹ÿ ÿ✩Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❁✷❉✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â✁✹❷Ø❡â✘Ü◆ñêÛ☞á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñ
✗❡➘ ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â①➘✩Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û
✗❡➘ ò ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â①➘✩Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ò Ø❅✳④Û➸Ü⑩Ü◆Û
✗❡➘ ò ✡ ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â①➘✩Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ò Ø❅✳④Û➸Ü⑩Ü◆Û✼✡✡Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ
✗✠✜ ç ç ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Û➸Ü■èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✢ð⑩â➂Ø❡ð⑩â➂Ûê×

❊ ➇➛➑❚➫❙➐❇➎✃➄✕➀❆➔ ➋✘➐✼➨❁➐✣➍☞➊✿➙✄➉✴➊✿➌❇➑●➏●➑❛➊❆➎ ◆
ë ó ë ó ì ç ë▲×✘Ú✘â✘ë❚✹⑩Ù◆ñ✙ì⑩Û✵à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✵ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✙Û➸Ú❍ë➭Ü◆ì⑩ñ➸ðPÛ➸Ü◆ì◆á➥Ü④Ú Û

❊ ➅☞➎➆➁❙➐❞➉✘➐❇➎➆➁↕➀❆➎✍➏➛➀❆➎➆➁❉➅✏➁❙➐❇➎✍➏●➑❛➍☞➀❆➔➒➔ ➻❏➨✼➑➒➌✏➏●❿❇➑❳➓❇➋✴➏❞➐✣➁ ◆
☎ ò ý ÿ✩Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢à➣Ø❅✳④Û➸Ü◆×★❊ ➾❈➐✣➀✿➌✏➏✠❻✮➐✌➀❆➎❋➥P➝✏➋✕➀❆❿☞➐☞➌ ◆
øPÿ ò ò Ø❑ì⑦Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❫✷➣á➥à✔ð⑩Ý➭ë➭Ú✘Ù◆ì⑩Û✵ð◆Ù⑩Ý▲×➂ñ➸Û

❊ ➹➛➋✑➔ ➌❅➐✼➃▼➙✖➉✍➔ ➑●➏●➋✕➁❙➐✼❻➴➊✦➁❆➋✑➔❚➀♣➏●➑●➊❆➎ ◆
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ ➹P➃✁➈▼➀❆➔➒➔✶➐❇➔P➂✕➃ ➶ ➏❳➊❆❿ ➚ ➀❆➎➆➀❆➔ ➻✿➌❇➑➒➌❞➪
õ✩ö✆✚ õ✩ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✵ö✝à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û★✚❛ë➭Ü⑩ë▲Û

î❑î⑦ë➭ë



❊ ➾➲➑➒➌✏➏❞➐★➁✢↔ ➀❙➓❇❿✌❾❇➡❅➑❛➀♣➏●➑❛➊❆➎✕➌✼➌❇➋✑➑●➏❞➐ ◆
õ✁☎❛ý ÿ✩Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë❢ù❇×

❊ ➈✁➐✣➍✏➋✑❿☞➌❇➑→➡❆➐✼➾❈➐✣➀✿➌✏➏✠➥P➝✏➋✕➀❆❿☞➐☞➌ ➚ ➀❆➔ ➫↕➊❆❿❇➑●➏→➟❙➙❂➪ ◆
õrý✑■ õ✡á➥ð⑩ðPØ❡â✘Úrý④ë❚✾åÜ✻á➥Ý♥×✘Ù⑩â▼■✾â✘Ù⑩ë➭Ú
ý❙✜ ç ç ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Û➸Ü■èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✩×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Ûê×

❊ ➥✍➑→➎✑➫❆➋✑➔❚➀❆❿❫➄✕➀❆➔ ➋✘➐✄➨❁➐✌➍✌➊❆➙✖➉✕➊✿➌❇➑●➏●➑❛➊❆➎ ◆
✜✄■❱✚➲✔ ò Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ❁✷✑Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì❘í Ù⑩Ü◆Û❃■❍á❡×➂Û✵ì⑩Û❃✚◆Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✄✔✩â✘Ú✌☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×
✟❛ÿ ✟❀á➥Ù⑦î■ì❘í ÿ✢é➸Ú✘Ù✻á➥Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩ÛrÝ✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û
✟✁✧ ✟❛Û➸à✔ð◆×✩ì⑩Û★✧✾Ø❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ☞ì⑩ÛrÝ✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û

î❑î⑦ë➭ë➭ë



î❑î⑦ë➭è



➴➬➷➱➮❽✃➱❐✩❒➏❮✬❰ Ï

Ð✥➽ ×➺❬➫➼ Õ✰✭ÒÑ ×➭Ù✐➼➾➽ Ó ✪Ô➽Ö✪❷❬❘❩ Ò➲Ô

Õ②Ö✪Õ ×➸Ø✣Ù ➁✠Ú✷❿❶Û❈Ü❣Û❷➀❖Ý✢❿ßÞ Ù ❿ Ù✐Ø Ü②à❖Ú

ö✎ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻Û➸â❍Ù⑩Ü■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✡â➂Û➸è❑ë▲Û➸Ü④Ú✁✷☞Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û➸â✹Ù⑩Ü✱à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûrà✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✙é❽á➥ð✻á✿✹⑩Ý▲Û✵ì⑩Ûrì⑩ñêé➸â✘ë➭â➂Û
×➂Ûê×❀é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×❀Ú➂Û➸à✔ðPØ❡â➂Û➸Ý➭Ý▲Ûê×❁Ø❡Ù➆✺➥Û➸Ú❛ù❻â➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü④Ú✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê× ó ✧✾Û✬à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✾ðPÛ➸Ù⑩Ú✠✽➸Ú✘â➂Û✾Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✹Ø❡Ù☎Ü◆Ø❡Ü
Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û ó✌ç Û➸ð⑩Ù⑩ë▲×rÝ▲Ø❡Ü✕✾åÚ➂Û➸à✔ð◆×❽úPÝ✈í ☛✑✳❑ð❷Ø❡Ú✣☛✘✤ê×➂Û✔ì⑩Û✑Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥â✘ë➭Ú➂ñ✟á✫ñ➸Ú➂ñ✑ð⑩â✘ë➭è❑ë➭Ý▲ñ✏✾åë▲ñêÛ✔Û➸Ü♣×✘Ù⑩ð⑩ð❷Øå× á➥Ü❑Ú✼✵④Ù◆Û
Ý♦á✵ð✻á➥â✘Ú✘ë▲Û✢Ü◆Ø❡Ü✟Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✡ì⑦Ù✫×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûåú↕✵④Ù✻á➥Ü◆ì✟Û➸Ý➭Ý▲Û✩Ûïî⑦ë▲×✘Ú➂Ûåú④Ûê×✘Ú❁Ü◆ñ✏✾åÝ➭ë❚✾❅Û❽á✿✹⑩Ý▲Û ó ✧✾Ûêé➸ë❷Ûïî⑦ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆Û✢Ý▲Û✹ù✈á➥ë➭Ú
✵④Ù◆Û➣Ý▲Ûê×☞à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✑Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×☎Ø❡Ü④Ú❁✹❷Û❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð✂ñ➸Ú➂ñ✟ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñê×☎Û➸Ú❁✵④Ù✌í Ù⑩Ü◆Û➣Ý➭ë➭Ú✘Ú➂ñ➸â á➥Ú✘Ù⑩â➂Û✱éêØ❡à✔ð⑩Ý✶✤➸Ú➂Û✫×✘Ù⑩â
Ý▲Û☎×✘Ù♣óüÛ➸Ú✵Ûê×✘Úrì⑩ñê×➂Ø❡â✘à✟á➥ë▲×✙ì⑦ë▲×✘ð❷Ø❡Ü⑩ë❚✹⑩Ý▲Û✥á ö ä✁â✝ú✐á æ⑦ß✘â ó❘ç Û➸ð⑩Ù⑩ë▲×✼✵④Ù◆Û➸Ý✶✵④Ù◆Ûê×rì⑦ë❚❍ á➥ë➭Ü◆Ûê×✙ì❘í á➥Ü⑩Ü◆ñêÛê×✙Û➸Ú✄✾åâ✪ã❡éêÛ
á➥Ù➝ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✵ì⑩Û✙Ü◆Ø❡Ù⑩è❅Û❽á➥Ù⑦î❊é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý♦á➥Ú➂Û➸Ù⑩â➂×rÚ✘â✌✤ê×✩ð⑩Ù⑩ë▲×➂× á➥Ü④Ú➂×❽ú◆Ý▲Ûê×✡×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Ûê×✩Ü◆Ø❡Ü❊Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×
Ø❡Ü❑Ú✙ñ➸Ú➂ñ➣ì⑩Û☎ð⑩Ý➭Ù◆×✙Û➸Ü❺ð⑩Ý➭Ù◆×✵Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✙ð❷Ø❡Ù⑩â✙à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸â✙Ý▲Ûê×✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✵ð✕☛❙✳⑦×✘ë✶✵④Ù◆Ûê× ó �✡â✪ã❡éêÛ✸✷✱éêÛïÚ➂Ú➂Û
éêØ❡Ü⑩Ü✻á➥ë▲×➂× á➥Ü◆éêÛ❊é➸â➂Ø❡ë▲×➂× á➥Ü❑Ú➂Û❹ì⑩Û■ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×➣Ü◆Ø❡Ù⑩è❅Û❽á➥Ù⑦î✂Ú✆✳❑ð❷Ûê×✟ì⑩Û■à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✟à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✟Ü◆Ø❡Ü
Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×❽ú✻Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨á➣éêØ❡Ü⑩Ü④Ù↔ì⑩Ù⑩â á➥Ü④Ú✡Ý♦á✟ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✑ì⑩ñêéêÛ➸Ü⑩Ü⑩ë▲Û✑Ù⑩Ü❹ù❇Ø❡â✘ÚrÛ➸Ü✕✾❅Ø❡Ù◆Û➸à➣Û➸Ü④Ú✵ì◆á➥Ü◆×
ì⑩Ûê×✢ì⑩Ø❡à✟á➥ë➭Ü◆Ûê×rá➥Ù◆×➂×✘ë❘èåá➥â✘ë▲ñê×▼✵④Ù◆ÛrÝ♦á✑ð✘☛❙✳⑦×✘ë✶✵④Ù◆Ûåú⑦Ý▲Ûê×✢×✘Ú á➥Ú✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✩Ø❡Ù■Ý♦á☎à➣ñêì⑩Ûêé➸ë❢Ü✻Û ó

☎❁í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲ØåÜ❊á✙ðPØ❡Ù⑩â➛✹⑩Ù◆Ú✹ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à➣Û➸â✹Ý▲Ûê×✾ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✢ì❘í Ù⑩Ü✱à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✡à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✼✵④Ù⑩ë
â➂Û➸ð⑩â➂Ø❑ì⑦Ù⑩ë➭Ú✬Ý▲Û❍éêØ❡à✔ðPØ❡â✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✾Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✩ì❘í Ù⑩Ü✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❍ì⑩Ø❡Ü◆Ü◆ñ ó ✧✾Û❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✢à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û
ì⑩ñêé➸â✘ë➭Ú✬Ý▲Û❍×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✁✷rÝ❇í á➥ë▲ì⑩Û✩ì❘í Ù⑩Ü◆Û✢Ûïî⑦ð⑩â➂Ûê×➂×✘ë▲Ø❡Ü➣à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✩â➂Û➸Ý➭ë▲á➥Ü❑Ú✬Ý▲Ûê×❁ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×❁èåá➥â✘ë♦á✿✹⑩Ý▲Ûê×
ì⑦Ù♣×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó ø✷Ý❢Ù✻×✘ë➭Û➸Ù⑩â ×✙é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✵ðPÛ➸Ù⑩è❅Û➸Ü❑Ú❃✽➸Ú✘â➂Û➣á➥Ú✘Ú✘â✘ë❚✹⑩Ù◆ñêÛê×❁✷✫Ù⑩Ü❺à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✔à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á✦✝
Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✢Þêö✝Ý④Ûê×✘Ú✌ì⑦ë➭Ú❈✷✾Ú➂Û➸à✔ð◆×♥éêØ❡Ü❑Ú✘ë➭Ü④Ù✑Ø❡Ù❁✷✾Ú➂Û➸à✔ð◆×♥ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú❽ú❽ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü⑩ë▲×✘Ú➂Û✬Ø❡Ù☞×✘Ú➂Ø④é☞☛✻á❡×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆ÛåúêÝ➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û
Ø❡Ù➝Ü◆Ø❡Ü❊Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û ó ✧✾Ûê×✩à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×r×➂Ø❡Ü❑Ú✁✹PÛ❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð➝Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñê×rì◆á➥Ü◆×✩Ý▲Û☞ì⑩Ø❡à✟á➥ë➭Ü◆Û☎ì⑩Û✙Ý♦á➣ð✕☛❙✳⑦×✘ë✶✵④Ù◆Û☞Û➸Ú
ì⑩Û✵Ý✈í ë➭Ü✕✾❅ñ➸Ü⑩ë▲Û➸â✘ë▲Û ó

☎♥á↔ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý▲ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û❹ì⑩Û■Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★ì❘í Ù⑩Ü✯à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û■à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û❹ð❷Û➸Ù⑩Ú✸✽➸Ú✘â➂Û■ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û
ß



ã ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❸ì✡í✥è▲î❷é❦ê⑩ï❡ð➝ñ❙ä❙é❦è✱ï❡îóò❣ô❢î❂ô❢ê❶æ❂õ❏ë

éêØ❡à✔à➣Û♣×✘Ù⑩ë➭Ú ó❙ö Ú á➥Ü❑Ú❊ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñ❺Ù⑩Ü◆Û❺×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ❺ì❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûåú✢Ü◆Ø❡Ù◆×❹é☞☛◆Û➸â➂é✌☛◆Ø❡Ü◆×❫✷❶à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸â
Ý▲Û↔×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❲❊❧â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ↔ð✻á➥â✫Ù⑩Ü◆Û❫✹❷Ø❡ë➭Ú➂Û➝Ü◆Ø❡ë➭â➂Û✦◆❑✷♣Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û↔ì❘í Ù⑩Ü à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û↔à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✮✵④Ù⑩ë
×➂Ø❡ë➭Ú✩â➂Û➸ð⑩â ñ➸×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë❢ù✾ì⑩Û✙Ý♦á➣â➂ñ❽á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ✑ì◆á➥Ü◆×✩Ù⑩Ü➝éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü↔ì⑩Ø❡à✟á➥ë➭Ü◆Û ó ✧✾Û✙à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎Ûê×✘Ú✩×➂Û➸Ü◆×➂ñ☞ì⑩ñêé➸â✘ë➭â➂Û☞Ý▲Û
éêØ❡à✔ðPØ❡â✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✩Ú➂Û➸à✔ðPØ❡â➂Û➸Ý♥Ø❡Ù■ù❻â➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü④Ú✘ë▲Û➸Ý♥ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó

✡✡Ø❡Ù◆×❁ð❷Ø❡Ù⑩è④Ø❡Ü◆×✬à✟á➥ë➭Ü④Ú➂Û➸Ü✻á➥Ü❑Ú✾ðPØå×➂Û➸â❁Ý▲Û✢ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û✡ì⑩Û✢Ý✈í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱×➂Ø❡Ù◆×❁Ý♦árù❇Ø❡â✘à➣Û✩×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✙Þ
Ú✘â➂Ø❡Ù◆è❅Û➸â❁Ù⑩Ü✔è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â✬ì⑩Û✹ð✻á➥âïá➥à❂✤ïÚ➂â➂Ûê× θ̂ úå×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü✟ì❘í Ù⑩Ü➣ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û✢ì❘í Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✔ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✫ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü⑩ë▲×✘Ú➂Û
á æ ý â✾Þ

θ̂ = arg min{J(θ); θ ∈ S} ❊üß ó ß✦◆
J(θ) ñ➸Ú á➥Ü❑Ú✷Ù⑩Ü◆Û✾ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➣ì⑩Û✹éêØ✧÷⑩Ú❁ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û❍×✘Ù⑩â S ⊂ R

d ó❡ç Û✾Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û➸Ù⑦î✔é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Ûê×❁×➂Ø❡Ü❑Ú❀ð❷Øå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Ûê× ó
ò á➥ë▲×❽ú➥ð✻á➥â✘à✔ë◆ÛïÙ⑩î❘ú Ý▲Û✹é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û❍ì⑦Ù☎à✔ë➭Ü⑩ë➭à☞Ù⑩à➯ì⑩Û✾Ý✈í Ûïâ➂â➂Û➸Ù⑩â✠✵④Ù✻á❡ì⑩â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✾à➣Ø✦✳❅Û➸Ü⑩Ü◆Û❍Ûê×✘Ú❛Ý▲Û✾ð⑩Ý➭Ù◆×✷éêØ❡Ù✴✝
â á➥à✔à➣Û➸Ü❑Ú☞Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñ ó ✧✾Û➣é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û➣×✘ë❚✾åÜ⑩ë✲✱✻Û❂✵④Ù◆Û✔Ü◆Ø❡Ù◆×✙×➂Ø❡Ù✕☛✻á➥ë➭Ú➂Ø❡Ü◆×✙Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û➸â✵Ý▲Û✔à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✟Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý✬ì⑩Û
Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Ûrà✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û❃✵④Ù◆Û✡Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â▼✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✵×➂Ø❡ë➭Ú✹à✔ë➭Ü⑩ë➭à✟á➥Ý▲Û ó ø✷â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Ø❡Ü◆×✩éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü◆×✢á➥â✣✾åÙ⑩à➣Û➸Ü❑Ú➂×✢Û➸Ü
ù✈á❽è❅Û➸Ù⑩â✵ì⑩Û✑éêÛ☎é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û ó ✧✾Ø❡à✔à➣Û✑ë➭Ý✷×❽í á✿✾åë➭Úrì❘í Ù⑩Ü◆Û❉✵④Ù✻á➥Ü❑Ú✘ë➭Ú➂ñ❉✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûåú❷ë➭Ý❀ð❷Øå×➂×✌✤êì⑩Û☞Ù⑩Ü✻Û☞ë➭Ü❑Ú➂Û➸â➸✝
ð⑩â➂ñ➸Ú á➥Ú➂ë➭Ø❡Ü✱ð✕☛✑✳⑦×✘ë✶✵④Ù◆Û✢Û➸Ú✾â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û✡Ý✈í ñ➸Ü◆Û➸â✣✾åë▲Ûrì⑩Û✢Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â ó⑦ç í Ù⑩Ü✟ðPØ❡ë➭Ü④Ú✹ì⑩Û✩è❑Ù◆Û✢à✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûåú
ë➭Ý✌ðPÛ➸Ù⑩Ú✁✽➸Ú✘â➂Û✵ë➭Ü❑Ú➂Û➸â✘ð⑩â➂ñ➸Ú➂ñ☞éêØ❡à✔à➣Û✵Ù◆Ü❹é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û☞ì⑩Û✙ì⑦ë▲×✘Ú á➥Ü◆éêÛ❆á æ ö â ó✻ç á➥Ü◆×❍Ý▲Û✙é❽á❡×✩Ø✧➥■Ý▲Û✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✙Ûê×✘Ú
×✘Ù⑩ð⑩ðPØå×➂ñ✑Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û☎Ý▲Û☎é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý❁ì⑩Û✑Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❃✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✑ðPÛ➸Ù⑩Ú✵×➂Û☞ù✈á➥ë➭â➂Û✑Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û➸à➣Û➸Ü④Ú❁✷✟ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✵ì⑩Û
Ý♦á✔éêØ❡Ü⑩Ü✻á➥ë▲×➂× á➥Ü◆éêÛ✙ì⑩Ûê×❍ð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñê×✩ì⑦Ù❹×➂ÛêéêØ❡Ü◆ì❹Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙ì⑩Ûê×✢×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ù⑦î ó⑩ò á➥Ý❚☛◆Û➸Ù⑩â➂Û➸Ù◆×➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❽ú✻éêÛrÜ✌í Ûê×✘Ú
ð✻á❡×❁Ý▲Û❍é❽á❡×❁ð❷Ø❡Ù⑩â❁Ù⑩Ü✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✹Ü◆Ø❡Ü➣Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûåú↕✵④Ù◆ë⑩Ü◆ñêéêÛê×➂×✘ë➭Ú➂Û❍Ý♦áréêØ❡Ü⑩Ü✻á➥ë▲×➂× á➥Ü◆éêÛ✩ì⑩Ûê×✷ð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñê×✬×✘Ú á✦✝
Ú✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✢ì⑩Ûê×✢×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ù⑦î❹ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×✩×✘Ù⑩ð❷ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂× ó ✧✾Ûrð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û☞ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û✵ðPÛ➸Ù⑩Ú
✽➸Ú✘â➂Û✵â➂ñê×➂Ø❡Ý➭Ù❫✷✑Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì❘í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❽×✩ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ó

ç Û➸Ù⑦î■é❽á➥Ú➂ñ✏✾❅Ø❡â✘ë▲Ûê×✩ì❘í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✡ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û☞×➂Ø❡Ü④Ú✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✙Þ
ø ☎✌Ûê×✩á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✢Ü◆Ø❡Ü✴✝✈â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë❢ù❇×❍è❑ë▲×➸✝✆✷✦✝✈è❑ë▲×❍ì⑩Û✡Ú➂Û➸à✔ð◆×▼✵④Ù⑩ë✌ì⑩ñêéêØ❡Ù⑩Ý▲ÛïÜ❑Ú✩ì⑩ÛrÝ✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✙ì⑦Ù
à✟á î⑦ë➭à✑Ù⑩à➈ì⑩Û✡è❑â á➥ë▲×➂Û➸à❁✹⑩Ý♦á➥Ü◆éêÛ✵Ø❡Ù■ì⑩Û✡Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✙ì◆Û➸×✹à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✢é❽á➥â✘â➂ñê×❍Ü◆Ø❡Ü✴✝✈â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë❢ù❇× ó
✧✾Û✡ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë▲Û➸â✹Ûê×✘Ú✻✹✻á❡×➂ñ✩×✘Ù⑩â✬Ý♦á✵à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Û✢Ý✈í ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â❶➘✩Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ò Ø✦✳❅Û➸Ü⑩Ü◆Û❉❊●✗❡➘ ò ◆
Ø❡Ù❺×✘Ù⑩â✵×➂Ø❡Ü↔ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü❑Ú✵ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü⑩ë▲×✘Ú➂Û❂✷✫× á❽è❅Ø❡ë➭ârÝ▲Û☎é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û☎ì⑩Ûê× ò Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×★✧✹á➥â✘â➂ñê×❂❊ ò ✧✞◆
á ô û✁â ó

ø ☎✌Ûê×✬á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×❁â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë❢ù❇×✷è❑ë▲×➸✝✆✷✦✝✈è❑ë▲×✷ì⑦Ù✔Ú➂Û➸à✔ð◆× ó ✧✾Û❍×➂Ø❡Ü④Ú❁ì⑩Ûê×✬á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✬Û➸Ü☎Ý➭ë❚✾åÜ◆Û❍Ú✘â á➥ë✲✝
Ú á➥Ü❑Ú✾ì⑦ë➭â➂Ûêé➸Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✾Ý▲Ûê×✬à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Ûê×✾ì❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û ó ö✝Ý➭×✾×➂Ø❡Ü④Ú✹á➥ð⑩ðPÛ➸Ý➭ñê×❍á❡ì◆á➥ð⑩Ú á➥Ú✘ë❢ù❇×✬ð◆Ù⑩ë▲×✌✵④Ù✌í ë❢Ý▲×
ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú➂Û➸Ü④Ú✡Ý✈í á✿ó✎Ù◆×✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü④Ú✡ì⑦Ù❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✑á➥Ù⑦î❹ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛê× ó ø❀á➥â✘à✔ë❛éêÛê×✢à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×❽ú✻Ø❡Ü❊Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è❅Û
Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ì⑩Ûê×✢à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢â➂ñêéïÙ◆â➂×✘ë❢ù❻×❽ú⑩Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û★☎ ò ý❷ú ó➭ó➭ó

✗✷Ü❡✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý✈ú✷Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★Ûïî⑦ðPñïâ➂ë❢à➣Û➸Ü❑Ú á➥Ý▲Û❹ì❘í Ù⑩Ü✽×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✱éêØ❡Ü◆×✘ë▲×✘Ú➂Û✛✷➝é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë➭â➣ì❘í á✿✹❷Ø❡â➂ì



ì✡í❱ì✡í✥ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îúò❣ô❢î❂ô❢ê❶æ❂õ❏ë û

Ù⑩Ü♣à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û➣ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û✟×✘Ù⑩ð⑩ðPØå×➂ñ✟á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û➸â☞Ý▲Û➣éêØ❡à✔ðPØ❡â✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú☎ì⑦Ù⑨×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❂✷✱ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻Û➸â ó
ç á➥Ü◆×✔Ù⑩Ü✻Û■ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û❹ñ➸Ú á➥ðPÛåú❁ì⑩Ûê×✔à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×✟ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★×➂Ø❡Ü④Ú➣Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✔ðPØ❡Ù⑩â✟Ûê×✘Ú✘ë➭à➣Û➸â✔Ý▲Ûê×
ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✩ì⑦Ù■à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û ó ÿ✩ë➭Ü◆×✘ë✈ú❑Ù⑩Ü◆Û✵×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û✙Ûïî⑦ð❷ñ➸â✘ë➭à➣Û➸Ü❑Ú á➥Ý▲Û✙Ûê×✘Ú❍é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë▲Û✵Û➸Ú❍Ý▲Ûê×✹ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×
éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì◆á➥Ü④Ú➂×✵×➂Ø❡Ü❑Ú✡Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñê× ó ☎✌Û☞à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û▲❊❧ð✻á➥âüù✈á➥ë➭Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✵éêØ❡Ü⑩Ü❑Ù➆◆✢Ûê×✘Ú✵á➥Ý▲Ø❡â➂×✩Ú➂Ûê×✘Ú➂ñ☞ðPØ❡Ù⑩â✡è❅Ø❡ë➭â
×❽í ë➭Ý❘â➂Û➸ð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú▼✹⑩ë▲Û➸Ü■Ý♦á☎×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✵ì⑦Ù❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó ý④ë❘Ý➭Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲ÛrÜ✌í á➥â✘â✘ë➭è④Ûrð✻á❡×▼✷☎×✘Ù⑩ë➭è❑â➂Û✡Ý▲Ûê×❍èåá➥â✘ë♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×
ì⑦Ù✱×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❡ú❅Ù⑩Ü◆Ûrá➥Ù⑩Ú✘â➂Û✢ù✈á➥à✔ë➭Ý➭Ý➭Û✡ì⑩Û✢à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✾ð⑩Ý➭Ù◆×✾éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✾Ûê×✘Ú✬Ú➂Ûê×✘Ú➂ñêÛåú④Ý▲Ûê×❁ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â Û➸×❍×➂Ø❡Ü④Ú
Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñê×✩Û➸Ú❍Ý▲Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✙Ûê×✘Ú✢èåá➥Ý➭ë➭ì◆ñ❷á æ ý â✝ú❏á ö ä✁â ó ☎♥á☎ð⑩â➂Ø④éêñêì⑦Ù⑩â➂Û☞Ûê×✘Ú❍ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñêÛ✙ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á★✱✘✾åÙ⑩â➂Û➣ß ó ß ó

Début

Collecte des données

Choix des méthodes

d'estimation de paramètres

Choix de la structure du modèle

mathématique

Validation du modèle

Fin

Information a priori

Modèle

validé?

oui

non

û ❦❧❸❣ü ß ó ß ø ●❏■▲❑✄▼❖◆✘P✄◗✡■▲❘❙P❃❚ ❯❱P✄❘✪❲✁❳▲❯ ❨✩▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬❘❖❬✄❭✩◆✪■▲❯ ❪❫❘✪❲✖❳❴❩✶❵ ❘
☎❁í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲ØåÜ✽ì⑩Ûê×✔×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×☎ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê×☎Ü✻Ø❡Ü➏Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×✸✷❊ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â➣ì❘í Ù⑩Ü✯Û➸Ü◆×➂Û➸à★✹⑩Ý▲Û■ì⑩Û

ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛê×❀Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✾Ûê×✘Ú❛ì❘í Ù⑩Ü◆Û❁ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Úïá➥Ü◆éêÛ❁ù❇Ø❡Ü◆ì◆á➥à➣Û➸Ü④Ú á➥Ý▲Û✾ð❷Ø❡Ù⑩â♥Ý▲Ûê×❀á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❛ð⑩â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×
ð⑩Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û✻✹❷Û❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð✔ì⑩Û✬×✣✳⑦×✘Ú☞✤ïà➣Ûê×♥ð✕☛✑✳⑦×✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✌ðPØå×➂×✌✤êì⑩Û➸Ü④Ú❀ì⑩Ûê×❛é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×❀Ü◆Ø❡Ü✑Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë❢â Û➸× ó ☎♥á
×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û☞ì⑦Ù❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û☞ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔ðPÛ➸Ù⑩Ú✁✽➸Ú✘â➂Û✙Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñ➸Û✙ðPØ❡Ù⑩â✢â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➸â✩Ù⑩Ü◆Û✙é➸Ý♦á❡×➂×➂Û✼✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý▲Û
ì⑩Û■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×☎Ü◆Ø❡Ü✯Ý❢ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê× ó ✧✾Û➸ðPÛ➸Ü◆ì◆á➥Ü④Ú❽ú❁Ý✈í Ù◆× á✿✾❅Û✱ð⑩â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û❹ì❘í Ù⑩Ü◆Û✱Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Û✱â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✽Ûê×✘Ú
Ý➭ë➭à✔ë➭Ú➂ñ✙×➂Ø❡Ù⑩è❅Û➸Ü❑Ú▼✷☎é❽á➥Ù◆×➂Û✵ì⑦Ù▲✾åâ á➥Ü◆ì■Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✙ì⑩Ûrð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✩á❡×➂×➂Ø❑é➸ë▲ñê×▼✷✑Ù⑩Ü◆ÛrÚ➂Û➸Ý➭Ý▲Û✵×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Ûåú✘✷
× á❽è❅Ø❡ë➭â❍Ý▲Ûê×✩éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑩Ûê×❍Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î ó



ô ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❸ì✡í✥è▲î❷é❦ê⑩ï❡ð➝ñ❙ä❙é❦è✱ï❡îóò❣ô❢î❂ô❢ê❶æ❂õ❏ë

Õ②Ö▲ý þÿÙ✁� Ü Ø✄✂✄☎ Ú Ú❦Û❸Ý✝✆✟✞✵Ú ✂ Û❷➀✡✠ê➁◗➁ ✂ ➀❖Ú✷❿❂Û❷➀☞☛✍✌✏✎✏Ú✷➁

✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û❺Ú✣☛✘✤ê×➂Û⑨á➏ðPØ❡Ù⑩â❊Ø❆✹✕óüÛêé➸Ú✘ë❢ù➣ì❘í ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲Û➸â➝ì⑩Û❺Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Ûê×❹à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×❊ì⑩Û❺à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡ÜÒÛ➸Ú
ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➣ì⑩Û✬×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✌Ü◆Ø❡Ü✑Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê× ó ☎♥á✢é➸Ý♦á❡×➂×➂Û✬ì⑩Ûê×♥à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×❀ì⑩Û❁Ú✆✳❑ð❷Û✙✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✢Ûê×✘Ú♥ð⑩Ý➭Ù◆×
ð✻á➥â✘Ú➂ë➭é➸Ù⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Û➸à✟Û➸Ü❑Ú☞éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñêÛ ó ☎✌Û➸Ù⑩â✙Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ð❷Ø❡Ù⑩â✙Ý✈í á➥Ü✻á➥Ý❚✳⑦×➂Û✔ì⑩Ûê×✵×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×rÜ✻Ø❡Ü❺Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×
á➣ñ➸Ú➂ñåú◆ðPØ❡Ù⑩â✩Ý♦á✔ð⑩â➂Û➸à✔ë✶✤➸â➂Û✙ù❇Ø❡ë▲×❽ú◆Û❇❄❘Ûêé➸Ú✘Ù◆ñêÛ✙ð✻á➥â✖✡ ó✘❝ ë▲Û➸Ü◆Û➸â✏á �❡ä✁â❀ì◆á➥Ü◆×✩Ý▲Û✼✹⑩Ù◆Ú✩ì◆Û✙é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂Û➸â✡Ý♦á
â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û☎ì❘í Ù⑩Ü❺×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☞Ü◆Ø❡Ü➝Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û ó ø✷Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✙á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×✡Ú➂â áêèåá➥Ù⑦î➝ì◆á➥Ü◆×✵éêÛ➸Ú✵á î⑩Û☎ì⑩Û☞â➂Ûêé☞☛◆Û➸â➂é✌☛◆Û
❊●■✾ë➭Ý➭Ý➭ë➭Ü✕✾❅×✥á û✁â❍Û➸Ú✔ý❑é☞☛◆Û➸Ú✣❍❽Û➸Ü á æ✡�✶â●◆✙Ø❡Ü❑Ú☎×✘Ù⑩ë➭è❑ë ó ☎❁í ñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û✱ì⑩Ûê×☎×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×☞Ü◆Ø❡Ü❶Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×✔ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú➂×❉✷
Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û☞ì⑩Ûê×✢×➂ñ➸â✘ë▲Ûê×✢ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣á☎éêØ❡à✔à➣Û➸Ü◆éêñ✑á❽è❅ÛêérÝ▲Û✵Ú✘â á❽èåá➥ë❢Ý♥ì⑩Û✙ÿ✩Ý➭ð❷Û➸â✩Û➸Ü♣ß ý♣ö æ✥á➭ß✘â ó

✧✾Ûê×❁à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×➛✵④Ù⑩ë✻×➂Ø❡Ü④Ú❁Ü◆Ø❡Ü✟Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×❁è❑ë▲×➸✝✆✷✦✝✈è❑ë▲×✬ì⑦Ù✟×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý✻ì❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛåú❅ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➸Ü④Ú✬Ý✈í á❽èåá➥Ü④Ú á✿✾❅Û
ì❘í ✽➸Ú✘â➂Û❊Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×✟è❑ë▲×➸✝✆✷✦✝✈è❑ë▲×✟ì⑩Û■Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✟ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó ✟❛Ø❡Ù⑩Ú➂Ûïù❇Ø❡ë▲×❽ú❁ë➭Ý▲×✟×➂Ø❡Ü④Ú✫é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñê×✟ð✻á➥â✟Ù⑩Ü◆Û
éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ❁✹PÛ❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð➝ð⑩Ý➭Ù◆×✖✾åâ á➥Ü◆ì⑩Û❁✵④Ù◆Û☞Ý▲Ûê×✩à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✡Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×❽úPÛ➸Ü❊â á➥ë▲×➂Ø❡Ü↔ì⑦Ù➝Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û☎ñ➸Ý▲Û➸è❅ñ
ì⑩Ûê×✹éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✞✵④Ù⑩ë❷é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂Û➸Ü❑Ú✹Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✹ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×✾Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❘ú❑éêÛ✖✵④Ù⑩ë✻â➂Û➸Ü◆ì✫ì⑦ë✲◗✟é➸ë➭Ý▲Û✡Ý▲Û➸Ù⑩â✾ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú➂ë ✝
✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú❑Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✬ð✻á➥â✘Ú✘ë▲é➸Ù⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Û➸à➣ÛêÜ④Ú❍ì◆á➥Ü◆×✬Ý▲Û✩é❽á❡ì⑦â➂Û✡ì❘í á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹Û➸Ü✟Ú Ûïà✔ð✻×✬â➂ñêÛ➸Ý✻Ü◆ñêéêÛê×➂×✘ë➭Ú á➥Ü❑Ú✬Ù⑩Ü
á✿ó✎Ù◆×✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✙Û➸Ü↔Ý➭ë❚✾åÜ◆Û✔ì⑩Û☎éêÛê×rð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó ✗✷Ü❺è❑Ù◆Û☎ì⑩Û✑â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û☎Ý♦á✱éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ☎ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û
ì⑩Ûê×✢à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á⑦ú◆ì⑩Û➸Ù⑦î❊á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Ûê×✩×➂Ø❡Ü❑Ú✢Û➸Ü❑è❑ë➭× á✿✾❅ñêÛê×☞Þ
ø ☎❁í Ù⑩Ü◆Û✡éêØ❡Ü◆×✘ë▲×✘Ú➂Û✁✷✵Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸â✾ì⑩Ûê×✬ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×✹Û➸Ü✫×➂ñ➸â✘ë▲Û✢ì⑩Ûê×✾ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×✬Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î➣×✘Ù⑩â✾ì⑩Ûê×
✹✻á❡×➂Ûê×➣ì⑩Û✫ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×➣Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê× ó ☎✌Ûê×✔â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✟×✘ë➭à✔ð⑩Ý➭ë✲✱✻ñêÛê×✟ì⑩Ûê×☎à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×➣ì⑩Û
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣á➥ë➭Ü◆×✘ë✌ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷ñê×✩×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆ñêÛê×✩ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á✔×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûrð✻á➥â▼✜✄■❱✚❈✔ ó

ø ☎❁í á➥Ù⑩Ú✘â➂Û✟ù✈á➥ë➭Ú☎á➥ð⑩ðPÛ➸Ý✞✷❹ì⑩Ûê×✑ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✔ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✟â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú☎ì⑩Ûê×✑Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×☞â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë❢ù❇×✔á➥Ù⑦î
Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❹ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙×✘Ù⑩ðPñïâ➂ë➭Û➸Ù⑩â✡Ø❡Ù❹ñ✏✾④á➥Ý❈✷✑Ú➂â➂Ø❡ë▲× ó

ç á➥Ü◆×✙Ý▲Û✟ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✫é✌☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Ûåú❛ì⑦ë➭è④Ûïâ ×➂Û➸×★✹✻á❡×➂Ûê×☞ì⑩Û✔ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×▲❊●☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú➲✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✫Û➸Ú❁■❍á❡×➂Ûê×
✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü❷á➥Ý➭Û❽×▼�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✄❊●■▼✔✼�❃◆✣◆✷×➂Ø❡Ü❑Ú❁Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✾ì❘í á✿✹PØ❡â➂ì✫ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñêÛê×✾Û➸Ü✟è❑Ù◆Û✢ì⑩Û✢Ý▲Û➸Ù⑩â✬Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
ðPØ❡Ù⑩â➣Ý♦á↔à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★ì⑩Ûê×✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✔Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê× ó ✂✩Ü◆Û■â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✱á❡×➂×➂Ø④é➸ë▲ñêÛ❋✷↔Ù⑩Ü
ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✡×✘Ù⑩â❍Ù◆Ü◆Û✄✹✻á❡×➂Û✙ì⑩Û✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✁✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✡Ûê×✘Ú✢ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPñêÛ✵ð⑩Ù⑩ë▲×
Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ✙ðPØ❡Ù⑩â✩Ý♦á✔éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì⑩Û✙ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✡ì⑩Û✙Ý♦á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û☞ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☞á➥ë➭Ü◆×✘ë♥à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂ñ ó ✧✾Ûê×
✹✻á❡×➂Ûê×❍ì⑩Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍×➂Ø❡Ü❑Ú❍Û➸Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Û✡Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✹ðPØ❡Ù⑩â✹Ý♦á✑â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Ûê×✾Ü✻Ø❅✳❑á➥Ù⑦î✫ì❘í Ù⑩Ü■à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó ☎✌Ûrð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û✙ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë♦Ø❡Ü❊éêØ❡à✔ðPØ❡â✘Ú➂Û✵ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×❍è❅Ø❡Ý▲Û➸Ú➂×✵Þ⑩ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×
ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â Û➸×ré❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×rì⑩Ûê×✁✹✻á❡×➂Ûê×✩ì⑩Û✵ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✡Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×❏❊❧ðP❖❡Ý▲Û✙â➂ñêÛ➸Ý♥Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û✙ðPØ❡Ù⑩â
Ý▲Ûê×✼✹❷á❡×➂Û➸×✙ì⑩Û☎ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☞ì⑩Û❏☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú♥ì⑩Û➸Ù⑦î↔ðP❖❡Ý▲Ûê×✙éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×☞éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×✙ð❷Ø❡Ù⑩â✙Ý▲Ûê×✼✹✻á❡×➂Ûê×✙ì⑩Û
ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁ì⑩Û❱✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✢Û➸Ú❀ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✷ð➆❖❡Ý▲Ûê×❀â➂ñêÛ➸Ý▲×❁Û➸Ú✷éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✷éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×✷ð❷Ø❡Ù⑩â✷Ý▲Ûê×✠■❍á❡×➂Ûê×✙✔✩â✘Ú✣☛◆Ø✿✝
✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×▼�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛê×❇◆ïú❑ì⑩Û✩Ý❇í Ø❡â➂ì⑩â➂Û✡ì⑩Ûê×✾ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×❍ì⑩Ûê×✾ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×✾Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î✫á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲ñ✡Ø❡â➂ì⑦â➂Û



ì✡í ✑❃í✥ð❫ô✁✒✾æ❂ê➏ä❦å❂ë⑨ë❂é❸ï✔✓✖✕✧ë❂ä❙é❦è✘✗❢ù➈ù✚ä❦è▲ë❢î❷é❦è✘✗✐è✚✙✏ñ❦ë❡ù æ

ì⑩Û✙Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù◆â➂Ûåú❷ì⑩Ûê×✡éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×rì⑩Û☞éêÛê×✡ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✵á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲ñê×✡éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✵ì⑩Û★✚◆Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸ârÛ➸Ú
ì⑩Û❍Ý✈í ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ì⑩Û✩â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è❅Û✖✷réêÛê×✬éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✾Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñê× ó ✂✩Ü◆Û❍ñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û✩éêØ❡à✔ð✻á➥â á➥Ú✘ë➭è❅Û✡ì⑩Ûê×❁ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×
✹✻á❡×➂Ûê×✷Ûê×✘Ú✷Û❇❄❘Ûêé➸Ú✘Ù◆ñêÛ✢á✦✱◆Ü➣ì⑩Û✹× á❽è❅Ø❡ë➭â✠✵④Ù◆Û➸Ý▲×❀Ú✆✳❑ð❷Ûê×✷ì⑩Û❱✹✻á❡×➂Ûê×❀Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸â❀ðPØ❡Ù⑩â✷Ý♦á✩â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✟ì❘í Ù⑩Ü
×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñ ó

ç á➥Ü◆×☞Ý▲Û➣Ú✘â➂Ø❡ë▲×✘ë✶✤➸à➣Û✟é☞☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Ûåú❛Ø❡Ü⑨×❽í ë➭Ü❑Ú➂ñ➸â➂Ûê×➂×➂Û✫á➥Ù⑦î♣ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✑Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê×▲❊❻øPÿ✡õ✩ÿ▼✝
✚⑦ÿ✖✧✡ú❽øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✹ã⑦ú✦✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ☞ßåú✦✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡ã⑦ú✦✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡û⑦ú➥ø❷ÿ✡õ✩ÿ✙✟✞✂✼✧➛✒★◆ ó ✂✩Ü◆Û❁ñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û✾éêØ❡à❉✝
ð✻á➥â á➥Ú✘ë➭è④Ûrì⑩Û✡éêÛê×❍ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✹Ú➂Ûêé☞☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê×❍ì⑩Û✡ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❹Ûê×✘Ú✹Û❇❄❘Ûêé➸Ú✘Ù◆ñêÛ✵á✦✱✻Ü✱ì⑩Ûrì⑩ñ✏✾④á✿✾❅Û➸â✹Ý▲Ûê×
á❽èåá➥Ü④Ú á✿✾❅Ûê×✩Û➸Ú❍Ý▲Ûê×✢ë➭Ü◆éêØ❡Ü④è④ñ➸Ü⑩ë▲Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑩Û✵é☞☛✻á❡é➸Ù⑩Ü◆Û✙ì❘í Û➸Ý➭Ý▲Û ó

ç á➥Ü◆×❀Ý▲Û➛✵④Ù✻á➥Ú✘â✘ë✶✤➸à➣Û❍é✌☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂ÛåúåØ❡Ü☎ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂Û✹ì❘í á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×❀Ú✆✳❑ð❷Ûê×✷ì⑩Û✬à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✷ì⑩Û➛✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✄✷✡éêØ❡à❉✝
ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✑â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û ó ✗✷Ü❺éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â á➥Ü❑ÚrÝ▲Û✑Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù➴✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û☎éêØ❡à✔à➣Û✑Ù⑩Ü◆Û✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ☎Û➸ÚrÝ▲Ûê×✵á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×
Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î➝éêØ❡à✔à➣Û✑ì⑩Ûê×✩Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×rì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×r×✘Ù⑩ðPñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✄✷✟ì⑩Û➸Ù⑦î❘ú✻Ü◆Ø❡Ù◆×✩Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Ø❡Ü◆×✡Ù⑩Ü◆Û✑ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë✲✝
Ú✘ë▲Ø❡Ü❏✷❍Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✬ì⑩Ûê×♥èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×❛×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Ûê×✞❊✈ý❙✜ ç ◆Pð❷Ø❡Ù⑩â❛Ý▲Û❁Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù❁✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✾Û➸Ú♥Ý♦á✢ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü
Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✑á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲ñêÛ☞ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✯ðPØ❡Ù⑩â✢Ý▲Ûê×❍Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î■ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×✩×✘Ù⑩ðPñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✖✷☎ì⑩Û➸Ù⑦î ó

☎✌Û✑Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û❽á➥Ù↔à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ✔Û➸×✘Ú✙á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲ñ✟ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó ✂✩Ü➝Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý❁á➥Ý❚✾❅Ø✿✝
â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✩á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲ñ✢ÿ✡õ✁☎❛ý▲❊❻ÿ✩Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭Ü✕✾☞õ✩Ûêé➸Ù⑩â➂×✘ë➭è④Û❱☎✌Û❽á❡×✘Ú✹ý✑✵④Ù✻á➥â➂Ûê×✬á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à❑◆✷Ûê×✘Ú✷ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ❍ðPØ❡Ù⑩â
Ý✈í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✑ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û✾ì⑩Û❁éêÛ✷Ú✆✳❑ð❷Û❁ì⑩Û❁à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê× ó ✧✾Û➸Ú❀á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✾Ûê×✘Ú♥Ûê×➂×➂Û➸Ü④Ú✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✢✹✻á❡×➂ñ
×✘Ù⑩â✵Ý♦á✫Ú➂Ûêé☞☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û➣õ✁☎❛ý↔á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆ñêÛ➣ì❘í Ù⑩Ü◆Û☎à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✟á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻ñ➸Û ó ✂✩Ü♣é❽á➥Ü✻á➥Ý❁× á➥Ú➂Û➸Ý➭Ý➭ë➭Ú á➥ë➭â➂Û➣×✘ë➭à✔ð⑩Ý➭ë✲✱✻ñ
Ûê×✘Ú☎à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂ñ✱Û➸Ü✂Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✔Ý▲Ûê×☎à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✔Ü◆Ø❡Ü✂Ý➭ë❢Ü✻ñêá➥ë➭â➂Ûê×✔ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñê×☎ð⑩Ù⑩ë▲×☎ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻ñ✛✷❊Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û■ì⑦Ù
Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý❛á➥Ý✲✾❅Ø❡â➂ë❢Ú✌☛⑩à➣Û✙ÿ✡õ✁☎❛ý ó

✗✷Ü✴✱◆Ü♣ì◆á➥Ü◆×rÝ▲Û✑é➸ë➭Ü✘✵④Ù⑩ë✶✤➸à➣Û✔é✌☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â Û❡ú❘ì⑩Ûê×rà➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✙ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú➂ë▲Ø❡Ü❺â➂Ø❆✹⑩Ù◆×✘Ú Û☎ì⑦ë➭Ú➂Ûê×✼✷✫Û➸â➸✝
â➂Û➸Ù⑩â➲✹PØ❡â✘Ü◆ñêÛ✹×➂Ø❡Ü❑Ú❛ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñêÛê× ó ✗✷Ý➭Ý➭Ûê×✷×➂Ø❡Ü❑Ú❀ì❘í á✿✹PØ❡â➂ì✑Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×❀ð❷Ø❡Ù◆â❀Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✟ì⑩Ûê×❛à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×
✜✄■❱✚➲✔✑ú❘Ú➂â áêèåá➥ë➭Ý➛✵④Ù⑩ë✬è❑ë▲×➂Û✸✷❹ñ➸Ú➂Û➸Ü◆ì⑦â➂Û✱á➥Ù❶é❽á❡×✑ì⑩Ûê×☞×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×☞Ü◆Ø❡Ü⑨Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×☞ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü◆×☎ì⑩Ûê×☞â➂ñ❇✝
×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✹Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù◆×✾â➂ñêéêÛ➸à✔à➣Û➸Ü❑Ú✹ðPØ❡Ù⑩â✹ì⑩Ûê×✹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✬Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×✹ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü◆× ó ø❀á➥â✘à✔ë❘éêÛê×✾Ú➂Ûêé☞☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê×
ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✫Ø❡Ü✟éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì✕✤➸â➂Û✙Þ❡Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û❍ðPØ❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð⑩ë✶✵④Ù◆Û✢é➸Ý♦á❡×➂×✘ë✶✵④Ù◆Ûåú❡Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û✩Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ú➂Ø❡ð⑩ë✶✵④Ù◆Û
Û➸Ú❁Ý▲Ûê×✬á➥ð◆ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Ûê×❁ðPØ❡Ý❚✳❑Ú➂Ø❡ð⑩ë✶✵④Ù◆Ûê×➛✷✵éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë❢Ú ñ❍Ý➭ë➭à✔ë➭Ú➂ñêÛ ó ✧✾Ûê×❁à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✬Ü◆Ø❡Ù◆×❁ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú➂Û➸Ü❑Ú✾ì❘í Ûê×➸✝
Ú✘ë➭à➣Û➸â✵Ý▲Ûê×✵ë➭Ü④Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý➭Ý▲Ûê×✙ì❘í ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ì⑩Û✟ì⑩Ûê×✵éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×☞ì⑩Û❏✚◆Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â☞ì⑦Ù❺ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú☞×✘Ù⑩ârÝ▲Ûê×
ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✄✹✻á❡×➂Ûê×rØ❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✙ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñêÛê× ó ✧✾Û➸Ú✙á î⑩Û✑ì◆Û☞â➂Ûêé☞☛◆Û➸â➂é✌☛◆Û➣á➣ù❇á➥ë➭ÚrÝ✈í Ø❆✹✕óüÛ➸Ú✵ì❘í Ù⑩Ü↔ð⑩â➂Ø❆óüÛ➸Ú
ì⑩Û✹éêØ❑Ø❡ð❷ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü▲✧➛✡✡õrý✕✺ ç �rõrý✑✟➏Û➸Ü④Ú✘â➂Û✹Ý▲Û✾Ý♦á✿✹PØ❡â á➥Ú➂Ø❡ë➭â➂Û❍öüû❅ý☞Û➸Ú❀Ý✈í ö éêØ❡Ý▲Û✞✡rá➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û❍ì❘í ö✝Ü✕✾❅ñ➸Ü⑩ë▲Û➸Ù⑩â➂×
ì⑩Û ò Ø❡Ü✻á❡×✘Ú✘ë➭â✼❊●✗✙✡✡ö ò ◆ïú❅ð⑩â➂Ø❆óüÛ➸Ú❍á➥Ù✘✵④Ù◆Û➸Ý✑ó➸í á➥ë✻ð✻á➥â➂Ú✘ë▲éïë➭ðPñ ó ✧✾Ûê×✬à❂✽➸à➣Ûê×✾à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×✹ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
×➂Ø❡Ü❑Ú♥Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✷á➥Ù◆×➂×✘ë⑦á✦✱◆Ü☎ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻Û➸â❀Ý▲Ûê×♥ë➭Ü❑Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý➭Ý▲Ûê×❀ì❘í ë➭Ü◆éêÛ➸â✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ì⑩Û✹ì⑩Ûê×♥ð❷á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×❀ì⑦Ù✑à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó



ö ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❸ì✡í✥è▲î❷é❦ê⑩ï❡ð➝ñ❙ä❙é❦è✱ï❡îóò❣ô❢î❂ô❢ê❶æ❂õ❏ë

Õ②Ö✜✛ ✢ Ý✢❿❶Û Ø ➀☞✆✣✎⑩Û❷➀❖Ý✢❿✑➁
☎✌Ûê×❍ð⑩â✘ë➭Ü◆é➸ë➭ð✻á➥Ý▲Ûê×✡éêØ❡Ü④Ú✘â✘ë❚✹⑩Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✡ì⑩Û✙éêÛïÚ➂Ú➂Û✵Ú✣☛✘✤ê×➂Û✵×➂Ø❡Ü❑Ú✙Þ
ø ç ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✢ì⑩Û✩Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✾à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×❍ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Ûê×✾ðP❖❡Ý▲Ûê×✹ì❘í Ù⑩Ü◆Û✖✹✻á❡×➂Ûrì⑩Û✢ù❇Ø❡Ü◆é❇✝
Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý▲Ûê×❉❊●☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú✍✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞Û➸Ú✁■▼✔✼�❃◆ ó

ø õ✩Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Ûê×❍à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❂✷✑Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Ûê×✁■▼✔✼� ó
ø õ✩Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ì❘í ñ➸Ú á➥Ú☞á❡×➂×➂Ø❑é➸ë▲ñêÛ❏✷✟Ù◆Ü❺ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú✑×✘Ù⑩ârÙ⑩Ü◆Û❁✹✻á❡×➂Û✔ì⑩Û☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü♣Ø❡â➸✝
Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û❃✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ❑❊●☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú✍✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞Û➸Ú▼■▼✔✼�❃◆ ó

ø ✧✾Ø❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û✵ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â✡ì⑩ÛrÝ♦á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✵ì⑩Û✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❃✷✑Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Ûê×▼■▼✔✼� ó
ø ✂✩Ü⑩ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Û➸Ú✢ñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û✙éêØ❡à✔ð✻á➥â á➥Ú✘ë➭è④Û☞ì⑩Ûê×❍à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✡ì⑩Û✵ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û ó
ø ç ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú♣ì❘í Ù⑩ÜÒÜ◆Ø❡Ù⑩è④Û❽á➥Ù❙à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û➏ì⑩Û❘✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➘✷✽éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ❶â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û✯ý✑✜ ç ✝
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó

ø ö✎ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✯ì⑩Û✟à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✔ì⑩Û❑✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➴✷➝éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✫â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û✛✷❹Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û■ì❘í Ù⑩Ü❶Ü✻Ø❡Ù⑩è❅Û➸Ý
á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ÿ✡õ✁☎❛ý ó

ø ✂✩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Ûê×✹à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì◆Û➸×✢ì✌í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲ØåÜ❫✷✑Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â✞✹❷Ø❡â✘Ü◆ñêÛ✵ì◆á➥Ü◆×✹Ý▲Û✵é❽á❡×✹Ü◆Ø❡Ü✱Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û ó
ø ö✎ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✽á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñêÛ✛✷➝Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❉✹PØ❡â✘Ü◆ñêÛ■ì◆á➥Ü◆×✑Ý▲Û✱é❽á❡×✔ì⑦Ù➏à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❊ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó

✧✾Ûê×✢éêØ❡Ü④Ú✘â✘ë❚✹⑩Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü✻×✩Ø❡Ü❑Ú✢ì◆Ø❡Ü⑩Ü◆ñ✵Ý➭ë▲Û➸Ù❊á➥Ù⑦î■ð⑩Ù✕✹⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Ûê×✙Þ
ø ➴✟➪ ❒ Ð→ò❙ë❧✃④❰➣❰❅ð➆Û❈Ü⑨Ð❧❰❏ù❺➹❛✃④❰➣➪➥✃↕Þ✢Û♥✃④❰✟Ð❻Ï❷❒❽✃④➪❡Ï♥➶⑦❒ Ð→ð❷Ï♥➶✘ë❧✃④❰

ß ó ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á⑦ú✓� ó ✚❷áêè❑ë▲Û➸â✵á➥Ü◆ì ô✑ó✻ò Ûê×➂× á❡Ø❡Ù◆ì❘ú✥✤➸ø❛Ø❡Ý▲Û☎Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ù❇Ø❡âréêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë➭Ü✕✾
✾❅Û➸Ü◆Û➸â á➥Ý➭ë❚❍❽Ûêì➝Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý❈✹✻á❡×➂Ûê×❍ë➭Ü❹Ú✣☛◆Û☞éêØ❡Ü④Ú➂Ûïî⑦Ú✡Ø➥ù✷×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➈ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✦✤åú✻×✘Ù✕✹✴✝
à✔ë➭Ú✘Ú➂Ûêì➣Ú➂Ø ➥✍➻✿➌✏➏❞➐❇➙❁➌☞➣P➃✁➎➆➀❆➔ ➻✿➌❇➑➒➌☞➣P❻➴➊✦➁❙➐❇➔ ➑→➎✑➫❉➀❆➎➆➁✼➥✍➑→➙❉➋✑➔❚➀♣➏●➑❛➊❆➎ ➚ ➥✕➃✖❻✛➥✡➪✄➥↕➉✕➐✌➍✏➑❛➀❆➔✴➅✌➌☞➌❇➋✘➐
ãåäåä ô◆ó

ã ó ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á✡á➥Ü◆ì❉� ó ✚❷áêè❑ë▲Û➸â❽ú✧✤✏✟❱☛⑩ë➭â➂ì✑✝✝Ø❡â➂ì⑩Û➸â➲✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✩×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à➣×♥ë➭ì◆ÛïÜ❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü☎Ù◆×✘ë➭Ü✕✾
á⑨ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❅á❡é✌☛✦✤❡ú✾×✘Ù✕✹⑩à✔ë➭Ú✘Ú➂Ûêì✯Ú➂Ø ➅✣➇✙➇✙➇s➳✕❿✌➀❆➎✕➌❵➀↕➍❵➏●➑❛➊❆➎✕➌✛➊❆➎Ï➥✍➑❚➫❆➎➆➀❆➔
➹➛❿✌➊❅➍☞➐❇➌✌➌❇➑→➎✑➫ ú❷ãåäåä ô◆ó

ø ✸ ð➆Ü➭Ü➴Û❛Ï❛Ð→ò❅➶⑦❒ Ð→ð❷Ï♥❰❏ø❛➶⑩➪❆Û♥✃④❰✔➹❛➶◆Ï♥❰➣➹❛✃④❰✔➶✕òå❒❽✃④❰✫➹❛✃✛ò↕ð❷Ï❾❅✝➚④➪➥✃❑Ï✢ò❅✃④❰✟Ð❻Ï❷❒❽✃④➪❡Ï♥➶⑦❒ Ð→ð❷Ï♥➶✘ë❧✃④❰
ß ó ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á⑦ú✕� ó ✚❷áêè❑ë▲Û➸â✹á➥Ü◆ì ô✑ó❅ò Ûê×➂× á❡Ø❡Ù◆ì❘ú★✤❽ý❙✳⑦×✘Ú➂Û➸à➯ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱Ù◆×✘ë➭Ü✕✾❏�rÛ➸Ü◆Û❇✝
â á➥Ý➭ë❚❍❽Ûêì❫✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý❈■❍á❡×➂Ûê×✩✤❡ú ➅☞➎✥➹➛❿✣➊✦➍✦❼➩➅✣➇✙➇✙➇ ➶ ➊❆➎✦➞❵➐❇❿☞➐❇➎➆➍☞➐❁➊❆➎✛➥✍➑❚➫❆➎➆➀❆➔ ➣✠➥✍➻✿➌✏➏❞➐❇➙❁➌☞➣
➨❁➐✌➍✏➑➒➌❇➑❛➊❆➎❋➀❆➎➆➁❁➑→➎✦➞✏➊❆❿❇➙❂➀♣➏●➑❛➊❆➎❀➏→➟✕➐✣➊❆❿❇➻ ➚ ➥✘➥✕➨❣➪ ú❑ý❑Ø❡Ù◆×➂×➂Ûåú✑✟✌Ù⑩Ü⑩ë▲×✘ë♦á⑦ú⑦ã ö ✝✎ã✄✂ ò á➥â➂é✌☛✌ú⑦ãåäåäåû ó



ì✡í ✪✩í➫ä❙ï❡î❷é❦ê❶è✘✓✬ñ❙é❦è✱ï❡î①ù �

ã ó ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á⑦ú④ÿ ó ✒rë❚✹✻á➥Ü✕✾❅Ø❡Ù■á➥Ü◆ì▲� ó ✚❷áêè❑ë▲Û➸â❽ú★✤✏✟❱☛⑩ë➭â➂ì✑✝✝Ø❡â➂ì⑩Û➸â➛✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✼✎❅Û➸â✘Ü◆Û➸Ý▲×✾éêØ❡à❉✝
ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú✆✳☞â➂Ûêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✔Ù◆×✘ë➭Ü✕✾✵øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✫✤❡ú ➅☞➎❷➹➛❿✌➊❅➍❱➅✣➇✙➇✙➇❘➅☞➎✍➏❞➐❇❿❇➎➆➀♣➏●➑❛➊❆➎➆➀❆➔✑➥✍➻❆➙✖➉✴➊✿➌❇➑→➋✑➙
➊❆➎ ➶ ➊❆➎✍➏●❿✣➊❆➔ ➣ ➶ ➊❆➙❉➙❉➋✑➎✘➑❛➍✌➀♣➏●➑❛➊❆➎✕➌✼➀❆➎➆➁❉➥✍➑❚➫❆➎➆➀❆➔✠➹➛❿✣➊❅➍❇➐☞➌☞➌❇➑→➎✑➫ ➚ ➅✌➥ ➶❙➶ ➥❃➹❾➪ ú ô á➥à✔à✟á➥à➣Û➸Ú❽ú
✟♥Ù⑩Ü⑩ë▲×✘ë♦á⑦ú⑩ð⑩ð ó ✂åæ✡�❅✝▲✂ ö ä⑦ú ò á➥â➂é✌☛✌ú✻ãåäåä ô◆ó

û ó ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á✔á➥Ü✻ì❋� ó ✚✻á❽è❑ë▲Û➸â❽ú✬✤➸ö✎ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Ø➥ù❀øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎é➸Ù✕✹⑩ë▲é✵à➣Ø✿✝
ì⑩Û➸Ý▲×✩Ù◆×✘ë➭Ü✕✾✱á➥Ü↔á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭Ü✕✾✱â➂Ûêé➸Ù⑩â➂×✘ë➭è❅Û☞Ý▲Û❽á❡×✘Ú✡×✌✵④Ù✻á➥â➂Ûê×✡á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à✭✤❡ú ➅☞➎➈➹➛❿✌➊❅➍✦❼✢➇❁➧➩➈✖➽
➃✖➥✕➅♠➹❡➇➛➋✑❿✌➊❇➉✕➐✌➀❆➎❀➥✍➑❚➫❆➎➆➀❆➔✯➹➛❿✣➊❅➍❇➐☞➌☞➌❇➑→➎✑➫ ➶ ➊❆➎✦➞❵➐❇❿☞➐❇➎➆➍☞➐ ➚ ➇❁➧✓➥✕➅♠➹ ➶ ➦❦➪ ú↕✜✡ë▲Û➸Ü⑩Ü✻á⑦ú❑ÿ✩Ù◆×✘Ú✘â✘ë♦á⑦ú
ð⑩ð ó ß ý äåû✦✝ ß ý ä ö úPý❑Û➸ð⑩Ú➂Û➸à★✹PÛ➸â❽ú❷ãåäåä ô◆ó

ô◆ó � ó ✚✻á❽è❑ë▲Û➸â❽ú♥ÿ ó ✒rë❚✹✻á➥Ü✕✾❅Ø❡Ù✯á➥Ü◆ì❶ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á⑦ú✝✤✏✡✡Ø❡Ü⑩Ý➭ë➭Ü◆Û❽á➥â☎×✣✳⑦×✘Ú➂Û➸à✖à➣Ø❑ì⑩Û➸Ý➭Ý➭ë➭Ü✕✾➴✹✑✳
à➣Û❽á➥Ü◆×✡Ø➥ù✙✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣à➣Ø④ì⑩Û➸Ý▲× ó ÿ✩ð⑩ð⑩â➂Ø❅á❡é✌☛◆Ûê×✩ù❇Ø❡â✩Ú✣☛◆Û✙ð✻á➥â á➥à➣Û➸Ú➂Û➸âréêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú✆✳■â➂Ûêì⑦Ù◆é❇✝
Ú✘ë▲Ø❡Ü✦✤❡ú ➅☞➎✘➡❅➑●➏❞➐✣➁❏➉✴➀❇➉✕➐❇❿❂➑→➎✮➥✍➻❆➙✄➉✴➊✿➌❇➑→➋✑➙ ➳➆➐✌➍❇➟❙➎✘➑❛➝✏➋✘➐☞➌❁➃✁➡✿➀❆➎➆➍❇❾✌➐☞➌▲➐✏➏✞➥➆➏●❿✣➀♣➏❞❾❳➫❆➑❳➐☞➌❁➅☞➎✘➎➆➊❆➽
➡✿➀❆➎✍➏❞➐☞➌➴➐❇➎ ❻➴➊✦➁❙❾❇➔ ➑➒➌❵➀❆➏●➑❛➊❆➎⑧➐✏➏ ➶ ➊❆➙❉➙❂➀❆➎➆➁❙➐☞➌❑➈✞➊❙➓❇➋❙➌✏➏❞➐☞➌➴➁❙➐☞➌❏➉✍❿✌➊❅➍❇➐☞➌☞➌❇➋❙➌▲➅☞➎➆➁❆➋❙➌✏➏●❿❇➑❳➐❇➔ ➌ ú
ò á➥â✘Ú✘ë❚✾åÙ◆Ûê×❽ú✘✚◆â á➥Ü◆éêÛåú❷ý❑Û➸ð⑩Ú➂Û➸à★✹PÛ➸â❽ú❷ãåäåä ô◆ó

ø ✸ ð➆Ü➭Ü➴Û❛Ï❛Ð→ò❅➶⑦❒ Ð→ð❷Ï♥❰✔❰❅ð➆Û✢Ü⑨Ð❻❰❽✃④❰❏ù❺➹❛✃④❰❏ò↕ð❷Ï❾❅✝➚④➪➥✃❑Ï✢ò❅✃④❰✟Ð❻ÏP❒ê✃❑➪➥Ï♥➶⑦❒ Ð→ð❷Ï♥➶✘ë❧✃❑❰
ß ó ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á✟á➥Ü✻ì❫� ó ✚✻á❽è❑ë▲Û➸â❽ú✮✤➸ö✎ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü↔Ø➥ù✹ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ✹✻á❡×➂Ûêì✛✟❱☛⑩ë➭â➂ì✑✝
Ø❡â➂ì⑩Û➸â★✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á■à➣Ø④ì⑩Û➸Ý▲×☞Ù◆×✘ë➭Ü✕✾➝á➥Ü⑨ÿ✡õ✁☎❛ý↔á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à✭✤❡ú ➃▼➍☞➍☞➐❞➉➆➏❞➐✌➁❉➞✏➊❆❿✄➉✍➋✘➓❇➔ ➑❛➍☞➀♣➏●➑❛➊❆➎
➀♣➏➲➅✣➂✕➃ ➶✰✯ ➊❆❿❇➔❚➁ ➶ ➊❆➎✑➫❆❿✌➐☞➌☞➌ ú◆ø✷â á✿✾åÙ◆Ûåú➆✧✻❍❽Ûêé☞☛❊õ✩Û➸ð⑩Ù✕✹⑩Ý➭ë▲éåú þ Ù⑩Ý❚✳④ú◆ãåäåäåæ



✂ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❸ì✡í✥è▲î❷é❦ê⑩ï❡ð➝ñ❙ä❙é❦è✱ï❡îóò❣ô❢î❂ô❢ê❶æ❂õ❏ë



➴➬➷➱➮❽✃➱❐✩❒➏❮✬❰✲✱

✩ Ô✴✳✰❬➭✪✬✫➴ÔÔ➽ ×➭❩Ø×➭Ù✐➼➾➽ ÕÖÔ✬✫ ✫❋❪ ✫❋×➺Ú✬✯ Ô✬✫✶✵ Ò✸✷✴❩ Ù✠ÕÖÔ

ÕÖÔ Ò✠❩ ✹ ❩ ✫➴Ô ✺ ❬✮×✼✻ ➼ ❊ ➼➾➽✰❩ Ò➲Ô Ó ✪Ô➽Ö✪❷❬❘❩ Ò✠Ù✠✫➴✪❷Ô

ý①Ö✪Õ ✽ ❿❶Û Ø Ý✫✾✍✎ ✂ Û❷➀❖Ý✢❿
☎♥á✫â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ì❘í Ù⑩Ü❺×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☎×✘Ù⑩ârÙ⑩Ü◆Û❁✹✻á❡×➂Û☎ì⑩Û☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✵ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✑Ý▲Û

✾åâ á➥Ü◆ì➝á❽èåá➥Ü④Ú á✿✾❅Û☞ì⑩Û☞×❽í Ûïî⑦ð⑩â✘ë➭à➣Û➸â✩ì⑩Û✵ù✈á❀✿êØ❡Ü❹Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û☞ð✻á➥â✢â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Úrá➥Ù⑦î❹éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✡ì⑩Û★✚◆Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â❽ú
Ù⑩Ü◆Û✹ù❇Ø❡ë▲×❁Ý➭Ûê×❁ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✾ì⑩Û❍Ý♦á✄✹✻á❡×➂Û★❊❧ð➆❖❡Ý▲Ûê×❇◆✢✱⑩î⑩ñê×❏➦❅éêÛêé➸ë✻éêØ❡Ü⑦ù❛✤➸â➂Û✁✷✵éêÛ❍à➣Ø❑ì⑩Û✢ì⑩Û❍â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Úïá➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Ûê×❍ð⑩â Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñê×✢ë➭Ü④Ú➂ñ➸â➂Ûê×➂× á➥Ü❑Ú➂Ûê×✢ð❷Ø❡Ù⑩â✢Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×✩×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê× ó

ÿ♥èåá➥Ü❑Ú❁ì❘í Û➸Ü④Ú á➥à➣Û➸â✬Ù⑩Ü◆Û✢ì⑩ñ➸à✟á➥â➂é✌☛◆Û✩ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲ØåÜ✌ú❅ë➭Ý◆Ûê×✘Ú✷Ú➂Ø❡Ù⑩Ú➂Ûïù❇Ø❡ë▲×✷ë➭à✔ðPØ❡â✘Ú á➥Ü④Ú✾ì❘í Û❇❄❘Ûêé➸Ú✘Ù◆Û➸â
Ù⑩Ü◆Ûrñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û✖✵④Ù◆Û✩Ü◆Ø❡Ù◆×❱✵④Ù✻á➥Ý➭ë✲✱✻Ø❡Ü◆×✹ì⑩Û✣✤ïà✟á➥Ú✣☛◆ñ➸à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û❁✤✡×✘Ù⑩â✾Ý♦á✙â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü■Û➸Ú✾Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❽î⑦ë➭à✟á✦✝
Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×▼✷☎Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Ûê×✞✹✻á❡×➂Ûê×✢ì⑩Û✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê× ó

☎✌Ûê×❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✫Ú✘â á➥ë➭Ú➂ñê×❹ì◆á➥Ü◆×■éêÛ↔é☞☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Û❺×➂Ø❡Ü❑Ú✱ë➭Ü④èåá➥â✘ë♦á➥Ü❑Ú➂×❹ì◆á➥Ü◆×✱Ý▲Û➝Ú➂Û➸à✔ð◆×❽ú❍é❽á➥Ù◆× á➥Ù⑦î Û➸Ú
á❡×✣✳❑à✔ð⑩Ú➂Ø❡Ú✘ë✶✵④Ù◆Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❁×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Ûê× ó ö✝Ý▲×❀×➂Ø❡Ü④Ú❀ì◆ñ➸é➸â✘ë➭Ú➂×❀ð✻á➥â❀Ù⑩Ü◆Û✹ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➣á➥Ù⑦î✑ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü◆éêÛê×❽ú➥Ù⑩Ü◆Û✾â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û
ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û☞ì⑦ë▲×➂é➸â✌✤➸Ú➂Û✙Ø❡Ù❹Ù⑩Ü◆Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩ÛrÚ✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú ó

☎✌Ûê×✙ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☞ì⑩Û➸Ý➭Ú á❹ì⑩Û ç ë➭â á❡éåú♥ì⑩Û❂☎❛á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✫á➥ë➭Ü◆×✘ë➛✵④Ù◆Û✔Ý▲Ûê×rù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☞ë▲×➂×✘Ù◆Ûê×☞ì⑩Û✔Ý♦á▲✹✻á❡×➂Û
Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✸✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ➣ù❇Ø❡â✘à➣Û➸Ü❑Ú☞Ù⑩Ü◆Û❏✹✻á❡×➂Û✟Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✫éêØ❡à✔ð⑩Ý✶✤➸Ú➂Û✫ì◆á➥Ü◆× l2[0,∞[ ❊●✗❁×✘ð✻á❡éêÛ
ì⑩Ûê×✱ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❹ì⑩Û❺é❽á➥â✘â➂ñ❺×➂Ø❡à✔à✟á✿✹⑩Ý▲Û✦◆ ó✢ç Û↔à❂✽➸à➣Û↔Ý▲Û➸Ù⑩â■Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Ø❡â✘à➣ñêÛ♣Û➸Ü z ù❇Ø❡â✘à➣Û↔Ù⑩Ü◆Û➴✹✻á❡×➂Û
Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✑éêØ❡à✔ð⑩Ý✶✤➸Ú➂Û✙ì◆á➥Ü◆×✢Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✙ì⑩Û ô á➥â➂ì✴✳ H2(Dc) ❊●✗❁×✘ð✻á❡éêÛ✙ì⑩Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×
á➥Ü✻á➥Ý❚✳❑Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✙×✘Ù⑩ârÝ▲Û☎éêÛ➸â➂é➸Ý▲Û☎Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ C Û➸Ú✙éêØ❡Ü④Ú✘ë➭Ü❑Ù◆Ûê×★✷✟Ý✈í Ûïî⑦Ú➂ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â✙ì⑦Ù♣ì⑦ë▲×✌✵④Ù◆Û✑Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ D Û➸Ú✵×✘Ù⑩ârÝ▲Û
éêÛ➸â➂é➸Ý▲Û❍Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ C ú Dc ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆Û✹Ý▲Û✢éêØ❡à✔ð⑩Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú✾ì⑦Ù✟ì⑦ë▲×✌✵④Ù◆Û✹Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ✢ì◆á➥Ü◆× H2 ◆ ó ✧✾Ûê×❀ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❀ù❇Û➸â➂Ø❡Ü❑Ú
ì⑩Ø❡Ü◆é✵Ý✈í Ø❆✹✕óüÛ➸Ú✩ì⑩Û✵éêÛ➸Ú✘Ú➂Û☞ñïÚ➂Ù◆ì⑩Û ó

ý



ß❽ä ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

õ✡á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲Ø❡Ü◆×❍Ý♦á☞Ü◆Ø❡Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì✌í Ø❡â➂Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ❃✵④Ù⑩ë❘è❑ë➭Û➸Ü❑Ú✢ì❘í ✽ïÚ➂â➂Û✵ñ➸è❅Ø✑✵④Ù◆ñêÛ✡ðPØ❡Ù⑩â✢éêÛê×❍é❽á➥Ú➂ñ✏✾❅Ø❡â✘ë▲Ûê×✢ì⑩Û
ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó

Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ñ❂❉ ✂✩Ü◆Û➣×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✟ì⑩Û☎ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× {bn(k)} ú k ∈ N
ú❘ù❻Ø❡â➂à➣Û✔Ù⑩Ü⑨Û➸Ü◆×➂Û➸à❁✹⑩Ý▲Û✟ì⑩Û

ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✢ì◆á➥Ü◆×✾Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ l2[0,∞[ ú❑×✘ëPÛ➸Ú✹×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❍×✘ë❷Ý▲Û➸Ù⑩â✹ð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú✢×➂é❽á➥Ý♦á➥ë❢â Û✡Ûê×✘Ú
Ú➂Û➸Ý✢✵④Ù◆Û✔Þ

〈bn(k), bm(k)〉 =
∞∑

k=0

bn(k)b∗m(k) = Cnmδnm ; ∀n,m ∈ N, Cnm ∈ R
❊❇ã ó ß✦◆

b∗m(k) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û☎Ý▲Û✔éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñ✔ì⑩Û bm(k) Û➸Ú δnm
â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û☎Ý▲Û✔×✣✳❑à★✹PØ❡Ý▲Û☎ì⑩Û❏✒râ➂Ø❡Ü◆Ûêé☞✎❅Û➸â★✵④Ù⑩ë

èåá➥Ù⑩Ú 1 ×✘ë n = m Û➸Ú✞❍❽ñ➸â➂Ø✟á➥Ù⑩Ú✘â➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú ó
Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ÷❊❉ ✂✩Ü◆Û✬×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✾ì⑩Û✷ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× {Bn(ejω)} ú ω ∈]−π, π[ úêù❇Ø❡â✘à➣Û❁Ù⑩Ü☎Û➸Ü◆×➂Û➸à★✹⑩Ý▲Û

ì⑩Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×❍ì◆á➥Ü◆×✾Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛrì⑩Û ô á➥â➂ì✴✳ H2(C) ú❑×✘ë❷Û➸Ú✹×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❍×✘ë✻Ý▲Û➸Ù⑩â✹ð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú
×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙Ûê×✘Ú✢Ú➂Û➸Ý✓✵④Ù◆Û✔Þ

〈
Bn(ejω)), Bm(ejω)

〉
=

1

2π

∫ π

−π
Bn(ejω)B∗

m(e−jω)dω = Cnmδnm

;∀n,m ∈ N, Cnm ∈ R
❊❇ã ó ã↕◆

Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ☎❋❉ ✂✩Ü◆Û✔×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✔ì⑩Û✑ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× {Bn(z)} ú z ∈ C
ú❷ù❇Ø❡â✘à➣Û☎Ù⑩Ü♣Û➸Ü◆×➂Û➸à★✹⑩Ý▲Û➣ì⑩Û

ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✵Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✙ì◆á➥Ü◆×✡Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ☎ì⑩Û ô á➥â➂ì✴✳ H2(Dc) ú❷×✘ë❀Û➸Úr×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✵×✘ë❛Ý▲Û➸Ù⑩ârð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú
×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙Ûê×✘Ú✢Ú➂Û➸Ý✓✵④Ù◆Û✔Þ

〈Bn(z), Bm(z)〉 =
1

2πj

∮

C
Bn(z)B∗

m(z−1)
dz

z
= Cnmδnm

;∀n,m ∈ N, Cnm ∈ R
❊❇ã ó û↕◆

➱✫✃✑Ü♣➶⑩➪✖✝✓Û♥✃ ❉ õ✡á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲Ø❡Ü◆×❈✵④Ù✻Û✷ðPØ❡Ù⑩â♥Ù⑩Ü✑ð❷Ø❡Ý❚✳❑Ü✘❖❡à➣Û B(z) =
∑N

i=0 aiz
i ÛïÜ z ú ×➂Ø❡Ü✑éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñ

Ûê×✘Ú✢Ù⑩Ü■ðPØ❡Ý❚✳❑Ü✘❖❡à➣Û✙Û➸Ü z−1 ✵④Ù⑩ë✌×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú B∗(z) =
∑N

i=0 a
∗
i z

−i ó
☎♥á❃✹✻á❡×➂Û✡Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✵éêØ❡à✔ð⑩Ý✶✤➸Ú➂ÛrÝ♦á✙ð⑩Ý➭Ù◆×✾Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛrÛ➸Ü■á➥Ù⑩Ú➂Ø❡à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✵Ûê×✘Ú✾ë➭Ü◆éêØ❡Ü❑Ú➂Ûê×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú

Ý♦á➴✹✻á❡×➂Û■ì◆Û➸×✔ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✟ì⑩Û➸Ý➭Ú á❺ì⑩Û ç ë➭â á❡é ó ☎♥á↔Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Ø❡â✘à➣ñêÛ❊Û➸Ü z ì⑩Û❹é➸Ûê×✟ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë✶✤➸â➂Ûê×✟Û➸Ü✕✾❅Û➸Ü◆ì⑦â➂Û
Ý▲Ûê×❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✁✷✑õ✩ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Ûrö✝à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û❃✚❛ë➭Ü⑩ë▲Û❂❊❻õ✩ö✆✚✙◆ ó ✧✾Ûê×➛✱✻Ý❢Ú➂â➂Ûê×✹ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➸Ü④Ú✢Ý✈í á❽èåá➥Ü④Ú á✿✾❅Û✙ì❘í Ù⑩Ü◆Û
ë➭à✔ð⑩Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❹×✘ë➭à✔ð⑩Ý▲Û ó ✂✩Ü◆Û✡á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❽î⑦ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Û✢Ú➂Ø❡Ù⑩Ú➂Û✢ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Û✢Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú✹ì❘í Ù⑩Ü✱×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û
×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Û❊ð❷Û➸Ù⑩Ú▲✽➸Ú✘â➂Û❹â➂ñ❽á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ➴✷❺Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û➝ì❘í Ù⑩Ü✽à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û➝õ✩ö✆✚ ó ✧✾Û➸ð❷Û➸Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú❽ú✬Ý▲Ø❡â➂×✌✵④Ù✌í ë➭Ý▲×✟à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸Ü④Ú
ì⑩Ûê×☎×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×❁✷❹Ý▲Ø❡Ü✕✾åÙ◆Û✟â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✟ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Ûåú❛Ý▲Û✟Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✱ì⑩Û➣ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×☎Ü◆ñêéêÛê×➂× á➥ë➭â➂Ûê×❉✷



✑❃í❱ì✡í✥è▲î❷é❦ê➏ï❡ð➝ñ❙ä❙é❦è✱ï❡î ßåß

Ý♦á❊à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✯ì⑦Ù✂×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✱ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü④Ú➣ñ➸Ý▲Û➸è❅ñ ó❛ç í Ø✧➥✂Ý✈í ë➭Ü④Ú➂ñ➸â✌✽➸Ú➣ì⑩Û✫Ú➂â➂Ø❡Ù⑩è❅Û➸â✔ì⑩Ûê×☎à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×❏✵④Ù⑩ë
✾❅ñ➸â✌✤➸â➂Û➸Ü❑Ú✩ì⑩Ûê×✡á➥ð⑩ð⑩â➂Øêî⑦ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ð⑩â➂ñêé➸ë▲×➂Ûê×✩á❽è❅Ûêé✵à➣Ø❡ë➭Ü◆×✢ì⑩Û✵ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó

ø❀Ø❡Ù⑩â✑â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û➣Ý♦á■Ý▲Ø❡Ü✕✾åÙ◆Û➸Ù⑩â✔ì⑩Ûê×✼✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×☎õ✩ö✆✚✹úPÝ✈í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✂ì⑩Ûê×✼✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×☎ì⑩Û✸☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✫Û➸Ú✑ì⑩Û
✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❊Û➸×✘Ú➣Û➸Ü④è❑ë▲× á✿✾❅ñêÛ ó ☎✌Ûê×❉✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×➣ì⑩Û▲☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û {Lk}k=1,...

×➂Ø❡Ü❑Ú✔é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñê×➣ð✻á➥â☎Ù◆Ü➏ðP❖❡Ý▲Û
Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûåú✾×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Û❊Û➸Ú✟â➂ñêÛ➸Ý ó ö✝Ý▲×✟×➂Ø❡Ü④Ú✱á❡ì◆á➥ð⑩Ú➂ñê×❀✷↔Ý♦á❺à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ì⑩Ûê×✫×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×❑✷♣ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Û
ì⑩Ø❡à✔ë➭Ü✻á➥Ü❑Ú➂Û✩ì⑦Ù✔ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â✾Ø❡â➂ì⑦â➂Û★❊❳�✡Ù⑩Ü⑩Ü✻á➥â➂×➂×➂Ø❡Ü✟Û➸Ú ❝ á✿☛⑩Ý❚✹PÛ➸â✣✾✻á ãåæ✁â✝ú↕✚⑩Ù✟Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü❑Ú❶á ã ô â✝ú✑✔✩Ý➭ë➭è❅Û➸ë➭â á
Û✙ý④ë➭Ý➭èåá➐á➭ß ý â✌Û➸Ú ò á❡×✘Ü✻á❡ì⑦ë✲✝üý❙☛⑩ë➭â á✿❍êë✌Û➸Ú✁�✖☛✻á❡×➂Û➸à✔ë❢á ô ✂✁â→◆ ó ☎✌Ûê×➛✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×❍ì⑩Û✄✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ {Ψ(1)

k ,Ψ
(2)
k }k=1,...

ú
✵④Ù✻á➥Ü❑Ú✼✷✟Û➸Ù⑦î❘ú❷×➂Ø❡Ü❑Úré❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñê×rð✻á➥â✡Ù⑩Ü◆Û✑ð✻á➥ë➭â➂Û✑ì◆Û☞ð➆❖❡Ý▲Ûê×✵éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Û î⑩Ûê×✵éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê× óPç Û✑éêÛ✙ù✈á➥ë➭Ú❽ú
ë➭Ý▲×✔×➂Ø❡Ü❑Ú✑ù❇Ø❡â✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✔ë➭Ü◆ì⑦ë✶✵④Ù◆ñê×✔ð❷Ø❡Ù⑩â✔Ý♦á➝â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✽ì⑩Û■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×➣á❵✳❑á➥Ü④Ú✔Ù⑩Ü◆Û■ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Û
ì⑩Ø❡à✔ë➭Ü✻á➥Ü❑Ú➂Û✙ì⑦Ù❹×➂ÛêéêØ❡Ü◆ì■Ø❡â➂ì⑦â➂Û❂❊ ❝ á✿☛⑩Ý❚✹PÛ➸â✣✾❄á ö �✶â✝ú➆✔✩Ý➭ë➭è❅Û➸ë➭â á☎Û☞ý④ë➭Ý➭èåá➐á ãåä✁â♥Û➸Ú ❝ á✿☛⑩Ý❚✹❷Û➸â✣✾✟Û➸Ú ò❍● ✎❑ë➭Ý ●
á ö ✂✁â●◆ ó

■✾ë▲Û➸Ü❡✵④Ù◆Û➣Ý♦á❊éêØ❡à✔ð⑩Ý▲ñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û■ì⑩Û✟Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✱Û➸Ü✕✾❅Û➸Ü◆ì⑦â➂ñ✫ð✻á➥â✑Ý▲Ûê×☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☎ì⑩Û❑☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û■Ø❡Ù➏ì⑩Û
✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍■ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú➂Û■ì⑩Û✫â➂Û➸ð⑩â ñ➸×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➸â✔Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✔×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û▲☎❘ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û■ö✝Ü❑èåá➥â✘ë♦á➥Ü④Ú✔ì◆á➥Ü◆×☎Ý▲Û▲✟❛Û➸à✔ð◆×✛❊●☎✌ö✆✟✁◆
×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Ûrð✻á➥â✢Ù⑩Ü◆Û✵×➂ñ➸â✘ë▲Ûrë➭Ü✴✱◆Ü⑩ë▲Û✙ì⑩Û✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢Û➸Ú▼✵④Ù◆Û✡Ý♦á☎éêØ❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ☞ì⑩Û✵é✌☛✻á❆✵④Ù◆Û✵×➂ñ➸â✘ë▲ÛrðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú➂Û
× á✱Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û▲✷✱Ù⑩Ü❶Ø❡â➂ì⑦â➂Û❏✱◆Ü⑩ë✈ú❘Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✟ì⑩Û➣Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û✫ì⑩Ø❡ë➭Ú★✽➸Ú✘â➂Û✟ñ➸Ý▲Û➸è④ñ✔ð❷Ø❡Ù◆â✑á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û➸â✔á➥Ù
à✔ë▲Û➸Ù⑦î✱Ý▲ÛréêØ❡à✔ðPØ❡â✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✩ì⑩Ûr×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✹â➂ñêÛ➸Ý▲×✹ðPØå×➂×➂ñêì◆á➥Ü④Ú❍ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✢ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê×❍ñ➸Ý▲Ø❡ë❚✾åÜ◆ñêÛê×❍Ý▲Ûê×
Ù⑩Ü◆Ûê×✩ì⑩Ûê×✩á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê× ó

☎❁í ë▲ì⑩ñêÛ✟ì⑩Û❏☎❘ë➭Ü◆ì⑩×✣✎④Ø❆✾➫á ô ã✁â✾Ûê×✘Ú✙ì❘í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸â✙ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✙â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î❺ì⑩Û❉✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×☞Û➸Ü❺ð✻á➥â á➥Ý➭Ý✶✤➸Ý▲Ûê×❽ú❛á✦✱◆Ü
✵④Ù◆Û☞é✌☛✻á❡é➸Ù⑩Ü➝ð⑩Ù⑩ë▲×➂×➂Û☞á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û➸â✵á➥Ù❊à✔ë▲Û➸Ù⑦î❹Ý▲Û☞éêØ❡à✔ð❷Ø❡â✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Úrâ➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ü④Ú✡ì✌í Ù◆Ü◆Û☞ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Û☞Û➸Ú
✵④Ù✌í ë➭Ý❛ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú➂Û✔á➥ë➭Ü◆×✘ë❛Ý♦á✔Ú➂â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û☎ì⑩Û✙Ý♦á✟×➂ñ➸â✘ë▲Û☎á❡×➂×➂Ø④é➸ë▲ñêÛ❉✷➣é☞☛✻á❆✵④Ù◆Û☞â➂ñê×➂Û❽á➥Ù✮✷✔Ù⑩Ü↔Ø❡â➂ì⑦â➂Û❊✤ïðPÛ➸Ù
ñ➸Ý▲Û➸è④ñ■✤ ó ÿ✩ë➭Ü◆×✘ë❀×❽í ë➭Ý❛×❽í á✿✾åë➭Ú✵ì⑩Û☞à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸ârÝ▲Û✑éêØ❡à✔ð❷Ø❡â✘Ú➂Û➸à➣ÛêÜ④Ú✙ì✵÷✮✷➣Ù⑩Ü◆Û✑ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Û✔á➥à➣Ø❡â✘Ú✘ë▲Û☎Ø❡Ù
Øå×➂é➸ë➭Ý➭Ý♦á➥Ü❑Ú➂Û ó ☎✌Û❍â➂ñê×➂Û❽á➥Ù✫ì⑩Û❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✾ì⑩Û▼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✡Ø❡Ù✟ì⑩Û▼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✩ðPÛïÙ◆Ú❁â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú➛✽➸Ú✘â➂Û✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñ ó
☎♥á✱éêØ❡Ü⑩Ü✻á➥ë▲×➂× á➥Ü◆éêÛ➣á✫ð⑩â✘ë▲Ø❡â✘ë❁ì⑦Ù❺×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☎Ûê×✘Ú✙á➥Ý▲Ø❡â➂×✵Ú✘â✌✤ê×rÙ⑩Ú✘ë➭Ý▲Û☎ð❷Ø❡Ù⑩â✄✱⑩î⑩Û➸â✵Ý▲Ûê×rð➆❖❡Ý▲Ûê×✙ì⑩Û☎é☞☛✻á❆✵④Ù◆Û
â➂ñê×➂Û❽á➥Ù ó ☎❘ë➭Ü◆ì⑩×✣✎④Ø❆✾rð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂Û✹ì❘í ñêé➸â✘ë➭â➂Û✹Ú➂Ø❡Ù⑩Ú➂Û✬ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✔ì⑩Û✾Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú❁á➥ð⑩ð✻á➥â✘Ú➂Û➸Ü✻á➥Ü❑Ú✻✷ H2(Dc) ×➂Ø❡Ù◆×
Ý♦á✑ù❇Ø❡â✘à➣Û✔Þ

G(z) =
nL∑

l=1

NL
l∑

k=0

gL
l,kLl,k(z, ξl) +

nΨ∑

l=1

NΨ
l∑

k=0

gΨ1
l,k Ψ

(1)
l,k (z, pl) + gΨ2

l,k Ψ
(2)
l,k (z, p∗l )

❊❇ã ó ô ◆
Ø✧➥⑨Þ
• Ll,k

Ûê×✘Ú✾Ý♦á kème ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Û✡Ý♦á lème ✹✻á❡×➂Ûrì⑩Û✖☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✵ì⑩Û✩ðP❖❡Ý▲Û ξl Û➸Ú gL
l,k
Ý▲ÛréêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú

ì◆Û✼✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✩éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú❽ú
• Ψ

(1)
l,k

Û➸Ú Ψ
(2)
l,k

Ý▲á kème ð✻á➥ë➭â➂Û✢ì⑩Û✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✬ì⑩Û❍Ý♦á lème ✹✻á❡×➂Û❍ì⑩Û▼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✡ì⑩Û✹ðP❖❡Ý▲Ûê×✬éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×
éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ✻ñ➸× pl

Û➸Ú p∗l Û➸Ú gΨ1
l,k

Û➸Ú gΨ2
l,k

Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✢éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑩Û✼✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✩éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü◆ì✻á➥Ü④Ú➂× ó



ß❽ã ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

• nL + nΨ Ûê×✘ÚrÝ▲Û☎Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û☎Ú➂Ø❡Ú á➥Ý❁ì⑩Û☎â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î↔ì⑩Û❏☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û➣Û➸Ú✵ì⑩Û❏✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✔Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñê×❽ú NL
l
Û➸Ú

2NΨ
l
Ý▲Û✵Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û☞ì⑩Û✖✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✩ì◆á➥Ü◆×✢é☞☛✻á❆✵④Ù◆Û✵â➂ñê×➂Û❽á➥Ù ó

✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✬é➸Ø❡Ü✕✱✘✾åÙ⑩â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✔á✹Ý✈í áêèåá➥Ü❑Ú á✿✾❅Û❁ð⑩â✘ë➭Ü◆é➸ë➭ð✻á➥Ý⑦ì⑩Ûê×➩✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×♥ì⑩Û✻☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✾Û➸Ú♥ì⑩Û✙✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❅ú✿✷✢× áêè④Ø❡ë➭â
Ù⑩Ü◆Ûrâ➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❹Ý➭ë❢Ü✻ñêá➥ë➭â➂Ûrð✻á➥â✹â á➥ð◆ð❷Ø❡â✘Ú✩á➥Ù⑦î✫éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×❽ú⑦Ù◆Ü◆Û✩ù❇Ø❡ë➭×✞✵④Ù◆Û✩Ú➂Ø❡Ù◆×✹Ý▲Ûê×✾ðP❖❡Ý▲Ûê×❍×➂Ø❡Ü④Ú
✱⑩î⑩ñê× ó ✧✾Û➸ðPÛïÜ✻ì◆á➥Ü④Ú✫×➂Ø❡Ü➏ë➭Ü◆éêØ❡Ü❑è❅ñ➸Ü⑩ë▲Û➸Ü❑Ú➣à✟á✿óüÛ➸Ù⑩â✟Ûê×✘Ú❏✵④Ù◆Û✱Ý✈í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ❊Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✫ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✟ì⑩Ûê×
ì⑩Û➸Ù⑦î✽â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î★ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂×✫Ü✌í Ûê×✘Ú✟ð❷á❡×✱á❡×➂×✘Ù⑩â➂ñêÛ ó ✔✩Ü★ð❷Û➸Ù⑩Ú❹á➥Ý▲Ø❡â➂×✫×❽í á➥Ú✘Ú➂Û➸Ü◆ì⑦â Û➴✷⑨ì⑩Ûê×✟ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Ûê×
Ü❑Ù⑩à➣ñ➸â✘ë✶✵④Ù◆Ûê×❽ú✻Ý▲Ø❡â➂×rì⑦Ù➝é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý✷ì⑩Ûê×✡ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂×✡éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✵ì⑩Û❁✚◆Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â gL

l,k
ú gΨ1

l,k
Û➸Ú gΨ2

l,k
ú✍✵④Ù✻á➥Ü◆ì

Ý▲Ûê×✷ðP❖❡Ý▲Ûê×❁ì⑩Û✢ì⑩Û➸Ù⑦î☎â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î✔ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂×❁×➂Ø❡Ü❑Ú✷ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Ûê×❁Ý✈í Ù◆Ü➣ì⑩Û✹Ý✈í á➥Ù⑩Ú✘â➂Û ó④ç Û✹ð⑩Ý➭Ù◆×❽ú❡Ý✈í ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Û❁❊❇ã ó ô ◆ïú
ë➭Ü❑Ú✘â➂Ø④ì⑩Ù⑩ë➭Ú✾ì⑩Û❍Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û➸Ù⑦î➣ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×❱✷✵× á❽è❅Ø❡ë➭â❽úåÝ▲Ûê×❁Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Ûê× nL Û➸Ú nΨ úåÝ▲Ûê×❁ð➆❖❡Ý▲Ûê×✬Û➸Ú❁Ý▲Ûê×✬Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×
ì⑩Û✡Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û NL

l
Û➸Ú NΨ

l
ì⑩Û✡é☞☛✻á❆✵④Ù◆Û✩â➂ñê×➂Û❽á➥Ù■á➥ë➭Ü◆×✘ëP✵④Ù◆Û✩Ý▲Û✩Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✡Ú➂Ø❡Ú á➥Ý (nLNL

l + 2nΨNΨ
l

)

ì⑩Ûê×✩éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑩Û❃✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â ó ÿ✩Ý▲Ø❡â➂×❽ú⑦ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✁✵④Ù✻Û➸×✘Ú➂ë➭Ø❡Ü✻×❍ë➭Ü❑Ú➂Û➸â✘è❑ë▲Û➸Ü⑩Ü◆Û➸Ü④ÚréêØ❡Ü◆éêÛ➸â✘Ü✻á➥Ü④Ú✡Ý▲Û✙é✌☛◆Ø❡ë❢î
ì⑩Û✵Ú➂Ø❡Ù◆×✢éêÛê×❍ð❷á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×☞Þ

ø ✧✾Ø❡à❁✹⑩ë▲Û➸Ü❊ì⑩Û✵â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î■ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë➭×➂Û➸â✄❏
ø ➘✩Ù◆Û➸Ý♥Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙ì⑩Û✵Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û☞Û➸Ú▼✵④Ù◆Û➸Ý✌ð➆❖❡Ý▲Û✙é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë➭â✢ðPØ❡Ù⑩â✩é✌☛✻á❆✵④Ù◆Û✵â➂ñê×➂Û❽á➥Ù❈❏
ø ý④ë❑Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➲✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✾Ü✌í Ûê×✘Ú♥ð✻á❡×❀×✘Ù✴◗✟× á➥à✔à➣Û➸Ü④Ú❀ð❷Û➸Ú✘ë➭Ú➂Ûåú❆✵④Ù◆Û➸Ý➭Ý▲Û✬×✘Ú✘â á➥Ú ñ❇✾åë▲Û❍á❡ì⑩Ø❡ð⑩Ú➂Û➸â❛ðPØ❡Ù⑩â
Ý♦á☎â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û ó
ø ÿ✻óüØ❡Ù⑩Ú➂Û➸â❍Ù⑩Ü❹Ü◆Ø❡Ù⑩è❅Û❽á➥Ù❹â➂ñê×➂Û❽á➥Ù➝á❽è❅Ûêé✙ì⑩ÛrÜ◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✢ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê× ó
ø ✔✩ð⑩Ú✘ë➭à✔ë▲×➂Û➸â✢Ý▲Û✵ð⑩Ý♦á❡éêÛ➸à➣Û➸Ü④Ú✡ì⑩Ûê×❍ðP❖❡Ý▲Ûê× ó
ø ÿ✻óüØ❡Ù⑩Ú➂Û➸â✢ì⑩Ûê×✞✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢×✘Ù⑩ð⑩ð⑩Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú á➥ë➭â➂Ûê×✡ì◆á➥Ü◆×❍Ý▲Ûê×❍â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î❹Ûïî⑦ë➭×✘Úïá➥Ü④Ú➂× ó ☎✌Ûê×✌✵④Ù◆Û➸Ý▲×★❏

✟♥Ø❡Ù⑩Ú➂Ûïù❇Ø❡ë▲×☞ë➭Ý✬Ûê×✘Ú☞×♠÷⑩â★✵④Ù✌í ë➭Ý✷ù✈á➥Ù⑩Ú✙â➂Ûêé❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲Û➸â☞Ú➂Ø❡Ù✻×✙Ý▲Ûê×✙éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×❏✷■é✌☛✻á❆✵④Ù◆Û➣à➣Ø④ì⑦ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑦Ù➣Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✢ì⑩Û❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×❽úåð⑩Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û✹Ý♦árð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñ✩ì❘í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë➭Ú ñ✩ì⑩Ûê×❀ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✬éêØ❡Ü◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù✻á➥Ü❑Ú❁Ú➂Ø❡Ù◆×
Ý▲Ûê×✢â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î✱Ü✌í Ûê×✘Ú❍ð✻á❡×✢ð⑩â➂ñê×➂Û➸â✘è❅ñêÛ ó

ø❛Ø❡Ù⑩â✡á❡×➂×✘Ù⑩â➂Û➸â❍Ý✈í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ✙Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✢Û➸Ü■ë➭Ü❑Ú✘â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë▲× á➥Ü❑Ú✢ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✢ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê×✢ì◆á➥Ü◆×❍Ý▲Ûrà➣Ø✿✝
ì✕✤➸Ý▲Ûåú➩✡✩ë➭Ü⑩Ü✻Û➸×➂×✵Û➸Ú❁�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü❽á æåû✁â✝úPð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂Û➸Ü❑Ú✙ì❘í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸â✵Ý♦á▲■❍á❡×➂Û❂✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û▲�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ
❊●■▼✔✼�❃◆✄✵④Ù✌í ë➭Ý▲×✵×✣✳❑Ü❑Ú✣☛◆ñ➸Ú✘ë▲×➂Û➸Ü④Ú❁✷✫ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✙ì⑩Û➣é✌☛◆Ø❡ë❢î♣á➥â✣✹⑩ë➭Ú✘â á➥ë➭â➂Ûê×☞ì⑩Û☎ðP❖❡Ý▲Ûê× ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û❏✹✻á❡×➂Û✔Ûê×✘Ú✙ñ✏✾④á➥Ý▲Û❇✝
à➣Û➸Ü❑Ú✡éêØ❡Ü⑩Ü❑Ù◆Û☞×➂Ø❡Ù◆×✢Ý▲Û✙Ü◆Ø❡à ì⑩Û❃✹✻á❡×➂Û✙ì⑩Ûê×▼✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✡ì⑩Û❃✒✙á➥Ù⑩Ú✌❍★✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛåú➆✵④Ù◆Û✵Ý➭Ù⑩ë❀á➣ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñ☞ì⑩Û➸Ü
■✾â✘ë➭Ü✕✎④Û➸â❡á➭ß❽æ✁â ó ÿ✂×➂Ø❡Ü☞Ø❡â✘ë❚✾åë➭Ü◆Ûåú➥Ø❡Ü☞Ú✘â➂Ø❡Ù◆è❅Û❁Ý▲Ûê×♥Ú✘â áêèåá➥Ù⑦î☞ì⑩Û✻■✾â➂Ø❑Ø❡à➣Û❶á ✂✁â ó ✧✾Û➸ðPÛ➸Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú❽ú➥Û➸Ý➭Ý▲Û✾á✢ñ➸Ú➂ñ✬ì⑩ñ❇✝
Ý♦á➥ë▲×➂×➂ñêÛ✢á➥Ù✔ð⑩â➂Ø✿✱◆Ú✬ì⑩Ûê×✠✹✻á❡×➂Ûê×✷ì⑩Û✞☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✩Û➸Ú❁ì⑩Û✞✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✖✷✡ì⑩Û➸Ù⑦î☎ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó④ô Û➸Ù✕✹❷Û➸â✣✾❅Û➸â❶á ûåä✁â✻Û➸Ú
✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×✾Û➸Ú❱�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü➈á æåû✁âPØ❡Ü❑Ú✬Ý▲Û✢à➣ñ➸â✘ë➭Ú➂Û✩ì❘í á❽è❅Ø❡ë➭â✹á➥Ú✘Ú✘ë➭â➂ñ✩Ý✈í á➥Ú✘Ú➂Û➸Ü④Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ì⑩Û✢Ý♦á✙éêØ❡à✔à☞Ù◆Ü✻á➥Ù⑩Ú➂ñrá➥Ù✴✝
Ú➂Ø❡à✟á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✡×✘Ù⑩â✾×➂Ø❡Ü➣Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë➭Ú➂ñ✩ðPØ❡Ù⑩â✬Ý♦á✵à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ì⑩Û✩×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✾á❅✳④á➥Ü❑Ú✬ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✾ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê× ó
ö✝Ý▲×❍Ý✈í Ø❡Ü④Ú✩×✣✳❑Ü❑Ú✣☛◆ñ➸Ú✘ë▲×➂ñêÛ✙ÛïÜ❀✱⑩î◆á➥Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×❍ðP❖❡Ý▲Ûê×✢ì⑩Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩Û✵Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú ó

ç á➥Ü◆×✔éêÛ✱é✌☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Ûåú✷Ü◆Ø❡Ù◆×✔éêØ❡à✔à➣Û➸Ü◆éêÛ➸â➂Ø❡Ü◆×➣Ü◆Ø❡Ú✘â➂Û✱ñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û✱ð✻á➥â☎ð◆â➂ñê×➂ÛïÜ❑Ú➂Û➸â✔Ý▲Ûê×☎à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×➣ì⑩Û



✑❃í ✑❃í➈ù✬❃✦î❷é❦å❈❄❡ù✩ë➎ð❫ë❡ù❊✗❣ï❡î❷ä❙é❦è✱ï❡î①ù➐ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ß❽û

éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ì⑩Û❹Ý♦á➺■✹á❡×➂Û➴✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✮�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ ó ✡✡Ø❡Ù◆×✟Ûïî◆á➥à✔ë➭Ü◆Û➸â➂Ø❡Ü◆×✟ð✻á➥â✟Ý♦á♣×✘Ù⑩ë➭Ú➂Û■Ý▲Ûê×
ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×❍×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Ûê×✢ì❘í ë➭à✔ð⑩Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú á➥Ú➂ë▲Ø❡Ü❊ì⑩ÛréêÛê×➛✹❷á❡×➂Û➸× ó ✗✷Ü✴✱◆Ü✌ú⑦Ü◆Ø❡Ù◆×✹Ú✘â á➥ë➭Ú➂Ø❡Ü◆×❍Ý▲Ûré✌☛◆Ø❡ë❢î✱ì⑩Û✡Ý♦á
■▼✔✼�➨Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý▲Û ó

ý①Ö▲ý ❑✏▲ ❿❶Û ☎✍▼ ➁✠Ú◆✾✏Ú✷➁✰✠✱Ý✢❿ ✂ Û❷➀❖Ý✢❿✑➁✰✾✏Ú à❖Ü❖✆✬Ü✢➁✠Ú Ý Ø Û ☎ Ý②Þ②Ý✢❿✏Ü②à❖Ú Þ Ù ❿ Ù✐Ø Ü✔P
à➂➀➂➁ Ù Ú

✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×✢Û➸Ú✄�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü á æåû✁â❛Ø❡Ü❑Ú❍à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂ñ❃✵④Ù◆Û✵Ý➭Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×✢ð✻á➥â☞Þ
B0(z) =

√
1 − |ξ0|2

z − ξ0

❊❇ã ó æ↕◆

Bn(z) =

√
1 − |ξn|2

z − ξn

n−1∏

k=0

(
1 − ξ∗kz

z − ξk

)
;n = 1, 2, . . . ❊❇ã ó ö ◆

á❽è❅Ûêé ξk ; k = 0, 1, . . . , Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✙ðP❖❡Ý▲Ûê×✙é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×☞â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë❢ù❇×❽ú❘è④ñïâ➂ë ✱❷ÛïÜ❑Ú✙Ý✈í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á❡Ý➭ë➭Ú➂ñ
ì❘í Ù⑩Ü◆Û➝ð✻á➥â✘Ú✱Û➸Ú✫Ý♦á⑨éêØ❡à✔ð⑩Ý▲ñ➸Ú✘Ù◆ì⑩Û❺ì⑩Û❊Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ❫✵④Ù♥í Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✱Û➸Ü✕✾❅Û➸Ü◆ì⑦â➂Û➸Ü❑Ú❹ì❘í á➥Ù⑩Ú✘â➂Û❊ð✻á➥â✘Ú ó ✗✷Ý➭Ý▲Ûê×✫ðPÛ➸â➸✝
à➣Û➸Ú✘Ú➂Û➸Ü❑Ú❍ì⑩Ø❡Ü◆é✵ì❘í ñêé➸â✘ë➭â➂Û✡Ú➂Ø❡Ù⑩Ú➂Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Û✩Ú➂â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú❍á➥ð⑩ð✻á➥â✘Ú➂Û➸Ü✻á➥Ü❑Ú✁✷ H2(Dc) ×➂Ø❡Ù◆×✾Ý♦á✵ù❇Ø❡â✘à➣Û☎Þ

G(z) =

∞∑

n=0

gnBn(z) ❊❇ã ó �♣◆
☎♥á☎ð⑩â➂Ø❑éêñêì⑦Ù⑩â➂Û☞ì❘í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲ØåÜ❫✵④Ù✌í ë➭Ý▲×❍Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸Ü④Ú✩Ûê×✘Ú✩ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý➭Ý▲ñêÛ✙é➸ë❛á➥ð⑩â✌✤ê× ó
✗✷Ü❶×✘Ù⑩ð⑩ðPØå× á➥Ü④Ú❁✵④Ù◆Û✔Ý▲Û✔ðP❖❡Ý▲Û✟ì⑩Ø❡à✔ë➭Ü✻á➥Ü④Ú☎ì⑩Û✔Ý♦á✫ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❶ì⑩Û➣Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú☞Ø❡â✘ë❚✾åë➭Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û G(z) Ûê×✘Ú✷❊ð⑩â➂Øêî⑦ë➭à✔ë➭Ú➂ñ■ì⑩Û ξ0 áêè④Ûêé |ξ0| < 1 ú♥ë➭Ý▲×❁✱⑩î⑩Û➸Ü④Ú➣á➥Ý▲Ø❡â➂×✑Ý▲Û✫ðP❖❡Ý▲Û✱ì⑩Û B0

✷ ξ0 Û➸Ú☎ë➭Ü④Ú✘â➂Ø❑ì⑦Ù⑩ë▲×➂Û➸Ü④Ú✔Ý♦áéêØ❡Ü◆×✘Ú á➥Ü❑Ú➂Û✙ì⑩Û✵Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü A Þ
B0(z) = A

z

z − ξ0

❊❇ã ó ✂↕◆
☎✌Û✙é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý♥ì⑩Û A ×➂Û✡ù✈á➥ë➭Ú✩á➥Ý▲Ø❡â➂×✡á➥ë➭Ü◆×✘ë❁Þ

‖B0‖2 = 1 ⇔ 1

2πj

∮

C
B0(z)B

∗
0(z−1)

dz

z
= 1 ❊❇ã ó ý ◆

Ø✧➥ C â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✵Ý▲Û✵éêÛ➸â➂é➸Ý▲Û✙Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ ó

⇔ A =

√
1 − |ξ0|2 ❊❇ã ó ß❽ä↕◆

ÿ➯ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú❽ú❘Û➸Ü♣×✘Ù⑩ð⑩ðPØå× á➥Ü④Ú❃✵④Ù◆Û☎Ý♦á✟ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ì⑩Û☎Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú G(z) ð❷Øå×➂×✌✤êì⑩Û☎Ù⑩Ü♣×➂ÛêéêØ❡Ü◆ì↔ðP❖❡Ý▲Û✵④Ù⑩ë❘×➂Û✡Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è❅Û✼✷☞ð⑩â➂Ø❽î⑦ë➭à✔ë➭Ú➂ñ✵ì⑩Û ξ1 ú⑩á➥Ý▲Ø❡â➂×✹Ý♦á✑ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Û✡Ý♦á★✹✻á❡×➂Ûr×➂Û➸â á✑ì⑩Û✡Ý♦á✙ù❇Ø❡â✘à➣Û☎Þ
B1(z) = A′ (1 − ξ∗0z)

(z − ξ0)(z − ξ1)
❊❇ã ó ßåß✦◆



ß ô ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

ÿ▼✱◆Ü↔ì⑩Û☞à✔ë▲Û➸Ù⑦î❺á➥ð⑩ð⑩â➂ñ✏☛◆Û➸Ü◆ì⑩Û➸â✵Ý▲Û✑é☞☛◆Ø❡ë❢î➝ì⑩Û B1
ì◆á➥Ü◆×❂❊❇ã ó ßåß✦◆ïúPØ❡Ü➝Ü◆Ø❡Ú➂Û❉✵④Ù◆Û B0(z)

ð❷Øå×➂×✌✤êì⑩Û
Ù⑩Ü✫ðP❖❡Ý▲Û✡Û➸Ü ξ0 ì◆á➥Ü◆×✾Ý▲Û✡ì⑦ë▲×✌✵④Ù◆Û✢Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ D = {z ∈ C; |z| < 1} ó ø❀Ø❡Ù⑩â❍á❡×➂×✘Ù⑩â➂Û➸â✾Ý✈í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ✵ì⑩Û
B0

ÛïÚ B1
ú❅ë➭Ý❷Ûê×✘Ú❁Ü◆ñêéêÛê×➂× á➥ë➭â➂Û✡ì❘í ë➭Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û✩Ù⑩Ü✸❍❽ñ➸â➂Ø✑ì◆á➥Ü◆× B∗

1(z) á➥Ù✟ðPØ❡ë➭Ü④Ú ξ0 ð❷Ø❡Ù⑩â❱✵④Ù◆Û✢Ý♦árù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü
B0(z)B

∗
1(z−1) ×➂Ø❡ë➭Ú✙á➥Ü✻á➥Ý❚✳❑Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✔×✘Ù⑩ârÝ▲Û✔éêÛ➸â➂é➸Ý▲Û☎Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ C úPéêÛ❏✵④Ù⑩ë❁á❡×➂×✘Ù⑩â➂Û✑Ý♦á✫Ü④Ù⑩Ý➭Ý➭ë➭Ú➂ñ✔ì⑦Ù❺ð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú

×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙ì⑩Û B0
Û➸Ú B1

ó

〈B0, B1〉 =

√
1 − |ξ0|2

2πj

∮

C

A′(z − ξ0)

(z − ξ0)(1 − ξ∗0z)(1 − ξ∗1z)
dz = 0 ❊❇ã ó ß❽ã↕◆

Ø✧➥ A′ Ûê×✘Ú✢é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë♥ì⑩Û✡ù✈á❀✿êØ❡Ü❋✵④Ù◆Û B1
×➂Ø❡ë➭Ú❍Ü◆Ø❡â✘à➣ñ➣Þ

‖B1‖2 = 1 ⇔ A′2

2πj

∮

C

(z − ξ0)(1 − ξ∗0z)dz

(z − ξ0)(z − ξ1)(1 − ξ∗0z)(1 − ξ∗1z)
= 1 ❊❇ã ó ß❽û↕◆

⇔ A′ =

√
1 − |ξ1|2 ❊❇ã ó ß ô ◆

✡✡Ø❡Ú➂Ø❡Ü◆×➛✵④Ù◆Û✩Ý▲Ø❡â➂×✾ì⑦Ù✱é✌☛◆Ø❡ë❢î✫ì⑩Û B1
ú④Ý▲Û✩ð➆❖❡Ý▲Û ξ1 ð❷Û➸Ù⑩Ú❱✽➸Ú✘â➂Û✩ð⑩â✘ë▲×✾Ü✌í ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Ú➂Û✵Ø✧➥✫ì◆á➥Ü◆×✾Ý▲Û✡éêÛ➸â➂é➸Ý▲ÛÙ⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ ó ✗✷Ü❶éêØ❡Ü❑Ú✘ë➭Ü④Ù✻á➥Ü❑Ú✔éêÛ➣â á➥ë▲×➂Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✔á❽è❅Ûêé✫ì⑩Ûê×☞ð➆❖❡Ý▲Ûê×★✱⑩î⑩ñê×☎á➥â✣✹⑩ë➭Ú✘â á➥ë➭â➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❽ú❛Ý▲Ûê×☎á➥Ù⑩Ú➂Û➸Ù⑩â➂×

á➥â✘â✘ë➭è④Û➸Ü❑Ú✁✷☎Ý♦á☞ù❇Ø❡â✘à✑Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✛✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý▲Û❑❊❇ã ó ö ◆ ó
➱✫✃✑Ü♣➶⑩➪✖✝✓Û♥✃ ❉ ý④ë❘Ý✈í Ø❡Ü❹×➂Ûrâ➂Ûê×✘Ú✘â➂Û➸ë➭Ü④Ú✡á➥Ù❹é✌☛✻Ø❡ë î❹ì❘í Ù⑩Ü■ðP❖❡Ý▲Ûrâ➂ñêÛ➸Ý✌Û➸Ú❍Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û ξn = ξ ∈] − 1, 1[ ú✵④Ù◆Û➸Ý✓✵④Ù✻Ûr×➂Ø❡ë➭Ú n ú⑩Ø❡Ü■â➂Û➸Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û✵Ý▲á❉✹✻á❡×➂Ûrð✻á➥â✘Ú✘ë▲é➸Ù⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Û☞ì⑩Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó✻ç Ûrà❂✽➸à➣Û✙×✘ë

éêÛ✵ð➆❖❡Ý▲Û ξ Ûê×✘Ú✢Ü④Ù⑩Ý✈ú⑩Ý♦á❁✹✻á❡×➂Û✙ì⑩Ûê×❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✩õ✩ö✆✚❶Ûê×✘Ú✞✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â➂ñêÛ ó
✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✡ð⑩â➂Ø④éêñêì⑦Ù⑩â➂Û✵ì❘í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â➂à✟á➥Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊Ûê×✘Ú❍á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á✿✹⑩Ý▲Ûrà❂✽➸à➣Û✵×✘ë❷Ý✈í Ø❡Ü■×➂Ø❡Ù✕☛✻á➥ë➭Ú➂Û✁✱⑩î⑩Û➸â❍ì⑩Ûê×

ðP❖❡Ý▲Ûê×✡éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê× ó ø✷Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û✙Ý♦á✔â➂ñ➸ð❷Ø❡Ü◆×➂Û☞Ú➂Û➸à✔ð❷Ø❡â➂Û➸Ý➭Ý▲Û☎ì⑩Û✙Ú➂Ø❡Ù⑩Ú➂Û✙ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û✙Ú✘âïá➥Ü◆×üù❇Ûïâ➂Ú✡ì⑩Ø❡ë➭Úrá➥ð✴✝
ð✻á➥â✘Ú ÛïÜ◆ë❢â❫✷⑨Ý✈í Û➸Ü◆×➂Û➸à❁✹⑩Ý▲Û❺ì⑩Ûê×✱Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Ûê×✱â➂ñêÛ➸Ý▲×❽ú✞✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×■Û➸Ú❋�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂Û➸Ü❑Ú❹ì⑩Û➝à➣Ø❑ì⑦ë✲✝
✱✻Û➸â➣Ý▲ñ✏✾↕✤➸â➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✟Ý♦á➝ð⑩â➂Ø❑éêñêì⑦Ù⑩â➂Û❊ì⑩Û■×➂ñ➸Ý▲Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✽ì⑩Ûê×➣ð➆❖❡Ý▲Ûê×✟ì⑩Û✫ù✈á❀✿êØ❡Ü ✷↔é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë➭â❽ú✷ð✻á➥â✔ð✻á➥ë➭â➂Ûåú✬ì⑩Ûê×
ðP❖❡Ý▲Ûê×✔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×➣éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê× ó❀ç Û✱ð⑩Ý➭Ù◆×❽ú❛ë➭Ý▲×✔×✘Ù✕✾♣✾↕✤➸â➂Û➸Ü④Ú➣ì⑩Û✱×✘Ù✕✹◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆Û➸â✔Ý♦á❊ð✻á➥ë➭â➂Û■ì⑩Û✟ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×
(Bn, Bn+1)

ú✕✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â➂ñêÛ❁✷☎ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✡ì⑩Û✙Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇ã ó ö ◆✹ð✻á➥â✢Ý♦á✔ð✻á➥ë➭â➂Û (B′
n, B

′′

n) ë▲×➂×✘Ù◆Û✙ì❘í Ù⑩Ü◆Û☞éêØ❡à❉✝✹⑩ë➭Ü✻á➥ë▲×➂Ø❡Ü Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û↔ì⑩Ûê×✟ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✱Ø❡â✘ë❚✾åë➭Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Ûê×■éêØ❡à✔à➣Û➝Ý▲Û❊à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û➝Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❜❊❇ã ó ß❽æ↕◆ïú✹éêÛ❫✵④Ù⑩ë
✾④á➥â á➥Ü❑Ú✘ë➭Ú✹Ý✈í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ✵ì⑩Û B′

n
á➥ë➭Ü◆×✘ëP✵④Ù◆Û✩éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✡ì⑩Û B′′

n
áêè④Ûêé✢Ý▲Ûê×❍á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×✬ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹ì⑩Û✩Ý♦á✼✹✻á❡×➂Û ó



 B
′

n

B
′′

n



 =



 c0 c1

c′0 c′1







 Bn

Bn+1



 c0, c1, c
′
0 et c′1 ∈ C

❊✈ã ó ß❽æ↕◆
ö✝Ý❷Ûê×✘Ú✹ë➭Ü④Ú➂ñ➸â➂Ûê×➂× á➥Ü❑Ú❍ì⑩Û✡×➂Ø❡Ù⑩Ý➭ë❚✾åÜ◆Û➸â✞✵④Ù◆Û✩Ý▲Ûê×✾ù❻Ø❡Ü✻éïÚ➂ë➭Ø❡Ü✻× B′

n
Û➸Ú B′′

n
Û➸Ü✕✾❅Û➸Ü◆ì⑦â➂Û➸Ü❑Ú❍Ù⑩Ü✱×➂Ø❡Ù◆×✹Ûê×✘ð✻á❡éêÛ

ì◆á➥Ü◆×☞Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✔ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý✹ì⑩Û➣ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü❶ë➭Ü✴✱◆Ü⑩ë▲Û ó ✧✾Û✟×➂Ø❡Ù◆×☞Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✟Ûê×✘Ú☞Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý❍á➥Ù❶×➂Ø❡Ù◆×



✑❃í ✑❃í➈ù✬❃✦î❷é❦å❈❄❡ù✩ë➎ð❫ë❡ù❊✗❣ï❡î❷ä❙é❦è✱ï❡î①ù➐ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ß❽æ

Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✩Û➸Ü✕✾❅Û➸Ü◆ì⑦â➂ñ✢ð✻á➥â B0, B1, . . . , Bn−1
ó ☎✌Ûê×✾éêØ❡Ü◆ì⑦ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×➛✵④Ù◆Û❍ðPØå×➂Û➸Ü④Ú➛✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×✬Û➸Ú❱�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü

éêØ❡Ü◆éêÛ➸â✘Ü✻á➥Ü❑Ú☎Ý▲Û✫é☞☛◆Ø❡ë❢î❶ì⑩Ûê×☎éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×❽ú❀×➂Ø❡Ü④Ú✔á➥Ý▲Ø❡â➂×✑ð⑩Ý➭Ù◆×☎×✘ë➭à✔ð⑩Ý▲Ûê×❏✷❊éêØ❡à✔ð⑩â➂Û➸Ü◆ì⑦â➂Û ó
☎✌Ûê×☞ì⑩Û➸Ù⑦î↔ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× B′

n
Û➸Ú B′′

n
ì⑩Ø❡ë➭è④ÛïÜ❑Ú★✽➸Ú✘â➂Û➣Ø❡â✘Ú✣☛✻Ø❡Ü◆Ø❡â✘à➣ñêÛê× ó ø❛Ø❡Ù⑩â✑éêÛ➸Ý♦á⑦ú❘ë➭Ý✷ù✈á➥Ù⑩Ú✙è❅ñ➸â✘ë✲✱✻Û➸â✙Ý▲Ûê×

Ú✘â➂Ø❡ë▲×✩éêØ❡Ü◆ì⑦ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Ûê×✙Þ
ø ☎♥á☎Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ☞ì⑩Û B′

n
✵④Ù⑩ë❘ë➭à✔ðPØå×➂Û |c0|2 + |c1|2 = 1

ø ☎♥á☎Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ☞ì⑩Û B′′

n
✵④Ù⑩ë❘ë➭à✔ð❷Øå×➂Û |c′0|2 + |c′1|2 = 1

ø ☎❁í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲ë➭Ú➂ñ☞ì⑩Û B′
n
Û➸Ú B′′

n
✵④Ù⑩ë❘ë➭à✔ð❷Øå×➂Û✵Ý♦á✔éêØ❡Ü◆ì⑦ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü c0c′∗0 + c1c

′∗
1 = 0

ÿ▼✱◆Ü❹ì⑩ÛrðPØ❡Ù⑩è❅Ø❡ë➭â❍â➂Û➸Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û➸â❍Ý▲Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü Bn
Û➸Ú Bn+1

✷✑ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✩ì⑩Û B′

n
Û➸Ú B′′

n
ú⑩Ø❡Ü■â á✿óüØ❡Ù⑩Ú➂Û

Ý♦á✔éêØ❡Ü◆ì⑦ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì✌í ë➭Ü❑è④Û➸â➂×✘ë❚✹⑩ë➭Ý❢ë➭Ú➂ñ☞×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✔Þ c0c′1 − c1c
′
0 6= 0

ó
ø✷Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û✱×✘Ù⑩â✑Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✑ð⑩Ý♦á➥Ü➏è④Ûêé➸Ú➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý✈ú❛ë➭Ý✹Ûïî⑦ë▲×✘Ú➂Û✟Ù⑩Ü◆Û✟ë➭Ü✴✱◆Ü⑩ë➭Ú➂ñ✱ì⑩Û✫ð✻á➥ë➭â➂Ûê×☎ì⑩Û✫è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×☎Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø✿✝

Ü◆Ø❡â✘à➣ñê×❽ú❀Ø❡Ü➏Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú➣á➥Ý▲Ø❡â➂×✑Ù⑩Ü◆Û✟ë➭Ü✴✱◆Ü⑩ë➭Ú➂ñ✱ì⑩Û✟×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú➂ë➭Ø❡Ü✻× ó ø❛Ø❡Ù⑩â✔ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â☎Ý✈í Û➸Ü◆×➂Û➸à❁✹⑩Ý▲Û✱ì⑩Û✟éêÛê×
×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❽ú⑩Ý▲Ûê×✩á➥Ù⑩Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✢ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂Û➸Ü④Ú✢Ý▲Û✙é✌☛✻á➥Ü✕✾❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✡ì⑩Û✵ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✩×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú✙Þ

c0 =
β + ξ∗nµ

1 − ξ∗2n

; c1 =
ξ∗nβ + µ

1 − ξ∗2n

; c′0 =
β′ + ξ∗nµ

′

1 − ξ∗2n

et c′1 =
ξ∗nβ

′ + µ′

1 − ξ∗2n

❊❇ã ó ß ö ◆
éêÛ❃✵④Ù⑩ë✌ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û➣Þ

B′
n(z) =

√
1 − |ξn|2

1 − |ξn−1|2
{

(1 − ξ∗n−1z)(βz + µ)

z2 − (ξn + ξ∗n)z + |ξn|2
}
Bn−1(z)

❊❇ã ó ß✁�♣◆

B
′′

n(z) =

√
1 − |ξn|2

1 − |ξn−1|2
{

(1 − ξ∗n−1z)(β
′z + µ′)

z2 − (ξn + ξ∗n)z + |ξn|2
}
Bn−1(z)

❊❇ã ó ß✶✂↕◆
✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×✫Û➸Ú✛�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü✯à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û➸Ü④Ú❀✵④Ù◆Û❹Ý▲Ûê×✟ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× β ú µ ú β′ Û➸Ú µ′ ✵④Ù⑩ë✡×❽í ñêé➸â✘ë➭è❅Û➸Ü❑Ú

Û➸Ü❶ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✯ì⑩Û c0 ú c1 ú c′0 Û➸Ú c′1 Û➸Ú❏✵④Ù⑩ë✹â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú➂Û➸Ü❑Ú✔Ý▲Ûê×☎Ú✘â➂Ø❡ë▲×✔éêØ❡Ü◆ì⑦ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✔ì✌í Ø❡â➂Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ
ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü❑Ú➂Ûê×❽ú✻ì⑩Ø❡ë➭è❅Û➸Ü❑Ú✢× á➥Ú✘ë▲×üù✈á➥ë➭â➂Û✵Ý▲Ûê×❍Ú✘â➂Ø❡ë▲×✢ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú Û➸×☞Þ

(i) xTMx =
∣∣1 − ξ2n

∣∣2

(ii) yTMy =
∣∣1 − ξ2n

∣∣2
❊❇ã ó ß ý ◆

Ø✧➥
x = (β, µ)T

y = (β′, µ′)T
et M =



 1 + |ξn|2 2Re (ξn)

2Re (ξn) 1 + |ξn|2





(iii) xTMy = 0 ❊❇ã ó ãåä↕◆
☎♥á➝â➂ñê×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü✂ì⑩Û✱éêÛ✱×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✱ì❘í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☎Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û✫Ú✘â Ø❡ë➭×✔ì⑩Û✏✾åâ➂ñê×✔ì◆Û✟Ý➭ë❚✹PÛ➸â✘Ú➂ñ ó ö✝Ý✹Û➸Ü➏â➂Ûê×✘Ú➂Û

ì⑩Ø❡Ü◆é☎Ù⑩Ü ó❘ç í Ø✧➥❺Ý✈í Ûïî⑦ë▲×✘Ú➂Û➸Ü◆éêÛ✔ì⑩Û✑ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✙×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× x Û➸Ú y á➥Ù⑦î❺ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❂❊❇ã ó ß ý ◆rÛ➸Ú❂❊❇ã ó ãåä↕◆ ó✂✩Ü❹é☞☛◆Ø❡ë❢î✱ðPØå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Û✵×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü ò á➥Ý➭Ú✘ë❢á ô♣ô â❛Ûê×✘Ú✙Þ



ß ö ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

x = (β, µ)T =

√
(1 + ξ∗n)(1 + ξn)

2



 1

−1



 ❊❇ã ó ã⑦ß✦◆
Û➸Ú

y =
(
β′, µ′

)T
=

√
(1 − ξ∗n)(1 − ξn)

2



 1

1



 ❊❇ã ó ãåã↕◆
✗✷Ü✫â➂Û➸à✔ð⑩Ý♦á❀✿❽á➥Ü❑Ú β ú µ ú β′ Û➸Ú µ′ ì◆á➥Ü◆×✾Ý▲Ûê×✾ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✄❊❇ã ó ß✁�♣◆❁Û➸Ú✼❊❇ã ó ß✶✂↕◆ïú ò á➥Ý➭Ú✘ë✻â➂Û➸Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û✢Ý▲Ûê×✾ì⑩Û➸Ù⑦îè④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× B′

n
Û➸Ú B′′

n
Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù◆×☞ð✻á➥â✑éêØ❡à❁✹⑩ë➭Ü✻á➥ë▲×➂Ø❡Ü❶Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✫ì⑩Ûê×☞è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× Bn

Û➸Ú Bn+1
ë▲×➂×✘Ù◆×❁✷

Ý▲Û➸Ù⑩â✾Ú➂Ø❡Ù⑩â✹ì⑩Û✢Ý♦á✙×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û❉❊❇ã ó ö ◆ ó ☎✌Ûê×✾ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✄❊❇ã ó ãåû↕◆❁Û➸Ú✄❊❇ã ó ã ô ◆✷â➂Û➸óüØ❡ë❚✾åÜ◆Û➸Ü❑Ú✾Ý♦á✙ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Ûê×
ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û❃✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü❫✔✩Ý➭ë➭è④Û➸ë➭â á✔Û☞ý④ë➭Ý➭èåá✥á ãåä✁â ó

B′

n(z) =

√
(1 + ξ∗n)(1 + ξn)(1 − |ξn|

2
)

2

z − 1

z2 − (ξn + ξ∗n)z + |ξn|
2

n−1∏

k=0

(
1 − ξ∗kz

z − ξk

) ➇✞❺✄→ ❺✶➒✖➌

B
′′

n(z) =

√
(1 − ξ∗n)(1 − ξn)(1 − |ξn|

2
)

2

z + 1

z2 − (ξn + ξ∗n)z + |ξn|
2

n−1∏

k=0

(
1 − ξ∗kz

z − ξk

) ➇✞❺✄→ ❺✚◗✧➌

• ➱✫➚④❰✦Û❈Ü♣➚↔➹❛✃➭ë❧➶❲Ü♣➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃➺Û✌❒ Ð●ë❻Ð❧❰❽➚④✃✮ø✙ð➆Û♥➪❹Ð❻Ï✢ò❙ë●Û♥➪➥✃↔➹❛✃④❰▲ø✁❘➆ë❧✃④❰▲ò↕ð➆Ü➺ø➲ë❧✃↕è✌✃④❰✱➹❛➶◆Ï♥❰
ë❧✃④❰❆❅❞ð❷Ï✢òå❒ Ð→ð❷Ï♥❰➣Ð❧❰❽❰✦Û♥✃④❰➣➹❛✃❫ë❧➶✮û✟Ô✫➾

✟♥Ø❡Ù◆×✟Ý▲Ûê×✟ð➆❖❡Ý▲Ûê×✟â➂ñêÛ➸Ý▲×✫ì⑩Ûê×➣ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✟ë▲×➂×✘Ù◆Ûê×✫ì⑩Û❹Ý♦á➺■▼✔✼� ❊❇ã ó ö ◆✔×➂Ø❡Ü❑Ú❏✱◆î⑩ñ➸×✫× á➥Ü◆×✫á➥Ù◆é➸Ù⑩Ü✻Û
éêØ❡Ü❑Ú✘â á➥ë➭Ü❑Ú➂Û ó ø❀á➥âréêØ❡Ü④Ú✘â➂Û✑×✘ë✌Ý✈í Ø❡Ü➝×➂Ø❡Ù✕☛❷á➥ë❢Ú Û✙ë➭Ü④Ú➂â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭â➂Û☞Ù⑩Ü❊ðP❖❡Ý▲Û☞éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Û ξn ì◆á➥Ü◆×✩Ý♦á☎ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü
Bn

úPá➥Ý▲Ø❡â➂×✡ë➭Ý✌ù✈á➥Ù⑩Ú✵á➥Ù◆×➂×✘ë♥ë➭Ü④Ú✘â Ø④ì⑦Ù⑩ë➭â➂Û☎×➂Ø❡Ü➝éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñ☎ì◆á➥Ü◆×✩Ý♦á✔ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü Bn+1
ú❈❊❧ë ó Û ó ξn+1 = ξ∗n

◆ ó
✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú④ë➭Ý◆ù✈á➥Ù⑩Ú✾×✘Ù✕✹◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆Û➸â✬Ý♦á✵ð✻á➥ë➭â➂Û✩ì⑩Û❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× (Bn, Bn+1)

ë▲×➂×✘Ù◆Û✢ì⑩Û❁❊❇ã ó ö ◆❀ð✻á➥â✬Ý♦á✵Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸Ý➭Ý▲Û
ð✻á➥ë➭â➂Û✙ì◆Û✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× (B′

n, B
′′

n) ì⑩Û✙ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁❊❇ã ó ãåû↕◆✹Û➸Ú❁❊❇ã ó ã ô ◆ ó

G(z) =
n−1∑

i=0

giBi(z) + g′nB
′
n(z) + g

′′

nB
′′

n(z) + . . . ❊❇ã ó ãåæ↕◆
☎♥á❏■▼✔✼�➯á➥ë➭Ü◆×✘ë♥éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭Ú➂Û✑×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü❋✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×✩Û➸Ú✼�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü❹Ûê×✘Ú✩Ý♦á❉✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì⑩Û❃✹✻á❡×➂Ûê×

Ø❡â✘Ú✣☛✻Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û➸×✁✹⑩ë▲Û➸Ü❊éêØ❡Ü⑩Ü❑Ù◆Ûê×✩éêØ❡à✔à➣Û✙éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûê×✩ì⑩Ûê×❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢õ✩ö✆✚✹ú⑩ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞Û➸Ú✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó
❙✥❚❯❙✥❚✜❱ ❲❊❳❩❨❭❬❫❪✁❬✼❴❛❵❝❜❡❞■❬❢❨❤❣✏✐✩❥

✗✷Ü■ð⑩â➂Û➸Ü✻á➥Ü❑Ú ξn = 0 ì◆á➥Ü◆×❍Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇ã ó ö ◆ïú◆Ø❡Ü❊á■Þ
Bn(z) = z−(n+1) ❊❇ã ó ã ö ◆

éêÛêé➸ë♥éêØ❡Ü◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆Û✵Ý♦á❉✹✻á❡×➂Û✵ì⑩Ûê×❱✱✻Ý❢Ú➂â➂Ûê×▼✚❀ö✎õ ó



✑❃í ✑❃í➈ù✬❃✦î❷é❦å❈❄❡ù✩ë➎ð❫ë❡ù❊✗❣ï❡î❷ä❙é❦è✱ï❡î①ù➐ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ß✁�

❙✥❚❯❙✥❚❯❙ ❲❊❳❩❨❭❬❦❪✁❬❧❴❛❵❝❜❡❞■❬❢❨❤❪✁❬❦♠✖❳✄♥✦♦✁❬♣❞■❞■❬
✗✷Ü❹ð⑩â➂Û➸Ü✻á➥Ü❑Ú ξn = ξ ➦ ∀n = 1, . . . , N ì◆á➥Ü◆×❍Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇ã ó ö ◆ïú◆Ø❡Ü❊á■Þ

Bn(z) =

√
1 − ξ2

z − ξ

(
1 − ξz

z − ξ

)n ❊❇ã ó ã✡�♣◆
✧✾Ûêé➸ë✾éêØ❡Ü◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆Û✟Ý♦á❀✹✻á❡×➂Û➣ì⑩Û❏✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✑ì⑩Û✸☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✫é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñêÛ✟ð✻á➥â☞Ù⑩Ü⑨ð➆❖❡Ý▲Û➣â➂ñêÛ➸Ý✬Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û ξ ∈
] − 1, 1[

ó

❙✥❚❯❙✥❚❯q ❲❊❳❩❨❭❬❦❪✁❬❧❴❛❵❝❜❡❞■❬❢❨❤❪✁❬❦r✼❳❩♦s❜❡t
✔✩Ü➝Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è❅Û☞ì◆á➥Ü◆×✩Ý♦á✔Ý➭ë➭Ú✘Ú➂ñ➸â á➥Ú✘Ù⑩â➂Û☎ì⑩Û➸Ù⑦î❊ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×rì⑩Ûê×✢ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✡ì⑩Û★✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❏✷✔ì◆ÛïÙ⑩î❹ð✻á➥â á✦✝

à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó ✗✷Ý➭Ý▲Ûê×r×➂Ø❡Ü④Ú✡Ú➂Ø❡Ù⑩Ú➂Ûê×✩Ý▲Ûê×rì⑩Û➸Ù⑦î❹ë▲×➂×✘Ù◆Ûê×✡ì⑩Û✙Ý♦á✔ù❇Ø❡â✘à➣Û❃✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý▲Û✑ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂ñêÛ✑ð✻á➥â✖■✾â➂Ø❑Ø❡à➣Û➐á ✂✁â
Û➸Ú✩×➂Ø❡Ü④Ú✩ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý➭Û➸Ü❑Ú➂Ûê× ó
✺✙➪➥✃✑Ü⑨Ð→ì④➪➥✃❊➹❛➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï

✗✷Ý➭Ý▲Û☎Ûê×✘ÚréêØ❡Ù⑩â á➥à✔à➣Û➸Ü④Ú✵Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ☞ð❷á➥â❃✔✩Ý➭ë➭è❅Û➸ë➭â á✫Û✔ý④ë➭Ý➭èåá➈á ãåä✁â✷Û➸Ú✡ð✻á➥â✵ì⑩Û➸Ü➴■✾â✘ë➭Ü✕✎❅Û➸â✵Û➸Ú✵á➥Ý❣á➭ß ö â ó
✗✷Ý➭Ý▲Û✑éêØ❡Ü◆×✘ë▲×✘Ú➂Û❉✷➣Ûïî⑦ð⑩Ý➭ë▲é➸ë➭Ú➂Û➸ârì⑦ë➭â➂Ûêé➸Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑ÚrÝ▲Ûê×▼✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✡ì⑩Û❁✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❏✷✔ð✻á➥â✘Ú✘ë➭ârì⑦Ù➝ð➆❖❡Ý▲Û✑éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Û✑ì⑩Û
✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ξ Û➸Ú✩ì⑩Û✙×✘Ø❡Ü❊éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñ ξ∗ óõ✩Û➸ð⑩â➂Û➸Ü◆Ø❡Ü◆×✫Ý▲Û➝é❽á❡×✱ì⑩Û❊Ý♦á⑨é➸Ø❡Ü✻×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ì❘í Ù⑩Ü◆Û❫■▼✔✼�s✷♣ð➆❖❡Ý▲Ûê×✱éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê× ó ✧✾Ø❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂Ø❡Ü◆×
Ý✈í ë➭Ü❑Ú✘â➂Ø④ì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì❘í Ù⑩Ü❹ð➆❖❡Ý▲Û✙éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Û ξ ó ☎✌Ûê×✩ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁❊❇ã ó ãåû↕◆✹Û➸Ú★❊❇ã ó ã ô ◆❍ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ü④Ú✑Þ

B′

n(z) =

√
(1 + ξ∗)(1 + ξ)(1 − |ξ|

2
)

2

z − 1

z2 − (ξ + ξ∗)z + |ξ|
2

n−1∏

k=0

(
1 − ξ∗kz

z − ξk

) ➇✞❺✄→ ❺✈✉✖➌

B
′′

n(z) =

√
(1 − ξ∗)(1 − ξ)(1 − |ξ|

2
)

2

z + 1

z2 − (ξ + ξ∗)z + |ξ|
2

n−1∏

k=0

(
1 − ξ∗kz

z − ξk

) ➇✞❺✄→ ❺✈✇✖➌

✔✩Ü★â➂Û✏✾åâ➂Ø❡Ù⑩ðPÛ❊Ý▲Ûê×✫Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×✱ì⑩Ûê×✟ð⑩â➂Ø❑ì⑦Ù⑩ë➭Ú➂×✫ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü④Ú➂×■ì⑩Û➸Ù⑦î✽ð✻á➥â✫ì⑩Û➸Ù⑦î ó ✗✷Ü × á❡é☞☛✻á➥Ü④Ú▲✵④Ù◆Û
×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü■Ý♦á☞ð⑩â➂Ø❡ð◆â✘ë▲ñïÚ ñ✵ì⑩Ûê×❍â➂ñê×➂Û❽á➥Ù⑦î✱ì⑩Û✖✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û✄✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞×✘ë ξk = ξ á➥Ý▲Ø❡â➂× ξk+1 = ξ∗ Û➸Ú❍Û➸Ü■ð❷Øå× á➥Ü❑Ú
Ψ2p(z, ξ) = B′

n(z) ú n = 0, 1, 2, . . . Ý▲Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û★✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✑ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×✩ð❷á➥ë❢â ×✩Û➸Ú Ψ2p+1(z, ξ) =

B
′′

n(z) ú n = 0, 1, 2, . . . Ý▲Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×✢ë➭à✔ð✻á➥ë➭â➂×❽ú◆Ø❡Ü➝á✱Þ

Ψ2p(z, ξ) = K1
z − 1

z2 − (ξ + ξ∗)z + |ξ|2
(

(1 − ξ∗z)(1 − ξz)

z2 − (ξ + ξ∗)z + |ξ|2
)p ❊❇ã ó ûåä↕◆

Ψ2p+1(z, ξ) = K2
z + 1

z2 − (ξ + ξ∗)z + |ξ|2
(

(1 − ξ∗z)(1 − ξz)

z2 − (ξ + ξ∗)z + |ξ|2
)p ❊❇ã ó û⑦ß✦◆



ß✶✂ ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

á❽è❅Ûêé
K1 =

√
(1 + ξ∗)(1 + ξ)(1 − |ξ|2)

2
❊❇ã ó ûåã↕◆

Û➸Ú
K2 =

√
(1 − ξ∗)(1 − ξ)(1 − |ξ|2)

2
❊❇ã ó ûåû↕◆

Ö■✃✑Û✓è♥Ð→ì✑Ü♣✃❊➹❛➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï
✗✷Ý➭Ý▲Û✑Ûê×✘Ú✡Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ✑ð✻á➥â ❝ á✿☛⑩Ý❚✹PÛ➸â✣✾ á ö �✶â✷Û➸Ú✡ð✻á➥â✼☎❘ë➭Ü◆ì⑩×✣✎❅Ø❆✾ á ô ã✁â ó ✗✷Ý➭Ý▲Û☎Ûïî⑦ð⑩â✘ë➭à➣Û✑Ý▲Û✑ì⑩ñ➸Ü◆Ø❡à✔ë➭Ü✻á✦✝

Ú➂Û➸Ù⑩â✑á➥ë➭Ü◆×✘ë✙✵④Ù✌í Ù⑩Ü◆Û☎ð✻á➥â✘Ú✘ë▲Û➣ì⑦Ù❺Ü④Ù⑩à➣ñ➸â á➥Ú➂Û➸Ù⑩â✑ì⑩Û✔éêÛê×✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☞éêØ❡à✔à➣Û☎Ù⑩Ü◆Û✔à☞Ù⑩Ý➭Ú✘ë➭ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❶ì⑩Û
ðPØ❡Ý❚✳❑Ü✘❖❡à➣Ûê×❍ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✵ã⑦ú⑦ì⑩Ø❡Ü④Ú✹Ý▲Ûê×✾â á❡é➸ë➭Ü◆Ûê×❽ú❑ë➭à✔ðPØå×➂ñêÛê×✹ð✻á➥â✾Ý▲Ûré✌☛◆Ø❡ë❢î✱ì⑩Ûê×✾ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× b Û➸Ú c ú❑×➂Ø❡Ü④Ú
éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✩éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñêÛê× ó ✗✷Ý➭Ý▲Û☞×➂Û✡ð◆â➂ñê×➂ÛïÜ❑Ú➂Û☞á➥ë➭Ü◆×✘ë✬Þ

Ψ2p(z, b, c) =

√
1 − c2(z − b)

z2 + b(c− 1)z − c

[−cz2 + b(c− 1)z + 1

z2 + b(c− 1)z − c

]p ❊❇ã ó û ô ◆

Ψ2p+1(z, b, c) =

√
(1 − c2)(1 − b2)

z2 + b(c− 1)z − c

[−cz2 + b(c− 1)z + 1

z2 + b(c− 1)z − c

]p ❊❇ã ó ûåæ↕◆
á❽è❅Ûêé p = n

2 = 1, 2, . . . , ➦ −1 < b < 1 Û➸Ú −1 < c < 1
ó

✧✾Ûê×❛ì⑩Û➸Ù⑦î✑ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë✶✤➸â➂Ûê×❀éêØ❡Ü❑Ú✘â á➥ë➭Ü④Ú➂Ûê×❁á❡×➂×✘Ù⑩â➂Û➸Ü❑Ú♥Ý♦á✩×✘Ú á✿✹⑩ë➭Ý➭ë➭Ú➂ñ✹á❡×✣✳❑à✔ð⑩Ú➂Ø❡Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✹ì⑩Ûê×✓✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×❀ì⑩Û➛✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍
ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú➂× ó
① ✝✓Û❛Ð➒Þ◆➶✘ë❧✃❑Ï✢ò❅✃❊✃❑Ï❷❒❽➪➥✃❫ë❧✃④❰➣➹❛✃✑Û✓è✂➹❛➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï♥❰

ø❛Ø❡Ù⑩â➲✵④Ù◆Û❁Ý♦á❍ð✻á➥ë➭â➂Û✬ì⑩Û✷ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× (Ψ2p(z, ξ),Ψ2p+1(z, ξ))
ú❽ë▲×➂×✘Ù◆Û❁ì⑩Û❁Ý♦á❍ð⑩â➂Û➸à✔ë✶✤➸â➂Û✹ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú

Û➸Ü✕✾❅Û➸Ü◆ì⑦â➂Û✾Ý▲Û✷à❂✽➸à➣Û✾Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✻✵④Ù◆Û❁Ý♦á❍ð✻á➥ë➭â➂Û✬ì⑩Û✷ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× (Ψ2p(z, b, c),Ψ2p+1(z, b, c))
ú❽ë▲×➂×✘Ù◆Û❁ì⑩Û❁Ý♦á

ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✵ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú⑦ë➭ÝPÛê×✘Ú✹ñ➸è❑ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✞✵④Ù◆Û✩Ý✈í Û➸à✔ð⑩Ý♦á❡éêÛ➸à➣Û➸Ü❑Ú✩ì⑦Ù✫ðP❖❡Ý▲Û ξ ì⑩Û✖✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✙×➂Ø❡ë➭Ú✾ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✶✵④Ù◆Û
ðPØ❡Ù⑩â✵Ý▲Ûê×✵ì⑩Û➸Ù⑦î↔ð✻á➥ë➭â➂Ûê×✙ì⑩Û✑ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó ✧✾Ûêé➸ë❁Ûê×✘Ú✵ñ➸è❑ë▲ì⑩Û➸à✔à➣Û➸Ü❑Ú✙èåá➥Ý♦á✿✹⑩Ý▲Û☎ð❷Ø❡Ù⑩â✙×➂Ø❡Ü♣éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñ ξ∗ ó✗✷Ü❊éêØ❡Ü◆×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛåú✻Ø❡Ü❹ì⑩ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú✢Ý▲Ûê×✢â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Ûê×✢Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✵Ý▲Û➸Ù⑩â➂×❍ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â Û➸×✩â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë❢ù❇×☞Þ

b =
ξ + ξ∗

1 + ξξ∗
❊❇ã ó û ö ◆

c = −ξξ∗ ❊❇ã ó û✡�♣◆
ø❛Ø❡Ù⑩â✘Ú á➥Ü❑Ú❽ú❘ÛïÜ↔â➂Û➸à✔ð⑩Ý♦á❀✿❽á➥Ü④Ú✵Ý▲Ûê×✡èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂× b Û➸Ú c ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✵ì◆á➥Ü◆×rÝ▲Ûê×rñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❏❊❇ã ó û ô ◆✩Û➸Ú❊❇ã ó ûåæ↕◆ïú♥Ø❡Ü❺Ü◆Û✔â➂Û➸Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û✔ð✻á❡×✵Ý▲Ûê×rù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☞ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×✙ð✻á➥â❑❊❇ã ó ûåä↕◆rÛ➸Ú✸❊❇ã ó û⑦ß✦◆ ó ✔✩Ü♣éêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩Ú✑ì⑩Ø❡Ü◆é

✵④Ù◆Û❹Ý▲Û➸×➣ù❻Ø❡Ü✻éïÚ➂ë➭Ø❡Ü✻×✟ì⑩Û❋✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❊ë▲×➂×✘Ù◆Ûê×➣ì⑩Û■Ý♦á❺ð⑩â➂Û➸à✔ë✶✤➸â➂Û❊Û➸Ú✫ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û❊ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✽Ü◆Û❊×➂Ø❡Ü④Ú✟ð✻á❡×
éêØ❡Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×❽ú✓✹⑩ë▲Û➸Ü➭✵④Ù✌í Û➸Ý➭Ý▲Ûê×☞Û➸Ü✕✾❅Û➸Ü◆ì⑦â➂Û➸Ü④Ú☞Ý▲Û✔à❂✽➸à➣Û➣Ûê×✘ð✻á❡éêÛ ó✌ò á➥Ý➭Ú✘ë❶á ô♣ô â✹á✱ì⑩Ø❡Ü◆é➣é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲ñ✔Ý✈í á➥Ü✕✾åÝ▲Û



✑❃í ✪✩í✥ê❶ô❡ù✩ë❢æ❆ñ➞ð❫ë②✗✐è▲õ✚é❦ê❶ë❡ù➝ð❫ë➎õ❏æ✴✓❣æ①ù✩ë ï❡ê❶é❦å❷ï①ò⑩ï❡î❂æ❂õ❏ëÔò❣ô❢î❂ô❢ê❶æ❂õ❏è♠ù✩ô❢ë ß ý

Θ Û➸Ü④Ú✘â➂ÛrÝ▲Ûê×✾ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹ð✻á➥ë➭â➂Ûê× ó⑩ç Ù✫ù✈á➥ë➭Ú❍ì⑩Û✡Ý✈í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë▲Ú➂ñåú Θ ì⑩Ø❡ë➭Ú✢ñ✏✾④á➥Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú✩ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭â❍Ý✈í á➥Ü✕✾åÝ▲Û
Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✑Ý▲Ûê×✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×rë➭à✔ð✻á➥ë➭â➂Ûê× ó ö✝Ý❁á➣à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂ñ❉✵④Ù◆Û✑ðPØ❡Ù⑩ârð✻á❡×➂×➂Û➸ârì◆Û☞Ý♦á✟ð⑩â➂Û➸à✔ë✶✤➸â➂Û✔ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ì⑩Ûê×
ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✔ì⑩Û▲✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❋✷❊Ý♦á➝ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Ûåú❀ë➭Ý❍×✘Ù✴◗➣Ú✔ì❘í Û❇❄❘Ûêé➸Ú✘Ù◆Û➸â✔Ù⑩Ü◆Û✫â➂Ø❡Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✯ì❘í Ù⑩Ü✯á➥Ü✘✾åÝ➭Û Θ ✵④Ù⑩ë
ì⑩ñ➸ðPÛ➸Ü◆ì❹ì⑩Û✵Ý✈í Û➸à✔ð⑩Ý♦á❡éêÛ➸à➣Û➸Ü❑Ú✡ì⑩Ûê×❍ð➆❖❡Ý▲Ûê×✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✌❍ ó

ý①Ö✜✛ ③ Ù ➁✠Ú✦Ü✖✎④✾✏Ú⑤☛✬à❴Û Ø Ú✷➁⑥✾✏Ú à❖Ü⑧⑦➎Ü✢➁✠Ú ➇ Ø Û ☎ Ý②Þ②Ý✢❿✏Ü②à❖Ú⑩⑨ Ù ❿ Ù✐Ø Ü②à➂➀➂➁ Ù Ú
❙✥❚❯q✥❚✜❱ ❥❍❶❢❨❭❬♣❳❩♦✰❪✁❬✼❴❛❵❝❜■❞❡❬❢❨❤❪✁❬❫❵❷❳❸❲❆❳❩❨❭❬❦❪✁❬❢❨❤❹❻❺✦❼❾❽❿❜■➀❷❺✦❼❾❨❤❪✁❬❫♠✖❳✄♥✦♦✁❬♣❞■❞■❬

☎✌Ûê×✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✵ì⑩Û❉☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☎ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñêÛê×rð✻á➥ârÝ✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡ÜÏ❊❇ã ó ã✡�♣◆ïú❷ðPØå×➂×✌✤êì⑩Û➸Ü④Ú✵ì⑩Ûê×rÚ✘â á➥Ü◆×üù❇Ø❡â➸✝
à➣ñêÛê×✩Û➸Ü❀❍✙ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú á➥Ü❑Ú✡ì❘í ñ➸Ú á✿✹⑩Ý➭ë➭â✢Ý♦á☎â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✵â➂ñêé➸Ù⑩â✘â➂Û➸Ü◆éêÛ☞×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ

L0(z, ξ) =

√
1 − ξ2

z − ξ
❊❇ã ó û✄✂↕◆

Ln(z, ξ) =
1 − ξz

z − ξ
Ln−1(z, ξ)

❊❇ã ó û ý ◆
☎✌Ûê×❁✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê× Ln(z, ξ) ú n = 0, 1, 2, . . . ×➂Ø❡Ü④Ú✔éêØ❡à✔à☞Ù⑩Ü◆ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú✟á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲ñê×❁✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✔ì⑩Û❑☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û

ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú➂× ó ö✝Ý⑦Ûê×✘Ú❛ù✈á❡é➸ë➭Ý▲Û✹ì⑩Û✹éêØ❡Ü◆×✘Ú á➥Ú➂Û➸â✠✵④Ù✌í ë➭Ý▲×✷×➂Ø❡Ü④Ú✷×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Ûê×✷×✘ë❑Ý▲Û✾ð➆❖❡Ý▲Û ξ úåá➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲ñ✹ð➆❖❡Ý▲Û❍ì⑩Û➛☎❛á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú
Ûê×✘Ú➣é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë✢ì◆á➥Ü◆× ] − 1, 1[

ó ý❷í ë➭Ý✢Ûê×✘Ú☎Ü❑Ù⑩Ý✈ú✷Ø❡Ü✂â➂Û➸Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û✱Ý▲Ûê×❁✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✟õ✢ö✆✚ ó ✗✷Ü✯éêØ❡Ü◆×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛåú✷Ý▲Ûê×
✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×❍ì⑩Û✄☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✵ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú➂×✹×➂Ø❡Ü❑Ú✹éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñê×✢éêØ❡à✔à➣Û✡Ù⑩Ü◆ÛrÛïî⑦Ú➂Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Ûê×✻✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×❍õ✩ö✆✚ ó ö✝Ý▲×✾Ø❡Ü❑Ú
Ý✈í á❽èåá➥Ü④Ú á✿✾❅Û☞ì⑩ÛrðPØ❡Ù⑩è❅Ø❡ë➭â✁✽➸Ú✘â➂Û✵ë➭à✔ð⑩Ý♦á➥Ü④Ú ñ➸×✡Û➸Ü■â➂ñê×➂Û❽á➥Ù❊éêØ❡à✔à➣Û✵Ý▲Û✵à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û✙Ý♦á★✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ß ó

ξ

ξ

−

−

z

z1

g ➁g ➂ g ➃
)(➄ zx)(➅ zx )(zx ➆

+ ++
)(ˆ zy

u(z)

ξ

ξ

−

−

z

➇
1

ξ

ξ

−

−

z

z1

û ❦❧❸❣ü ã ó ß ø ❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❡❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝❢P✄❘❣❵❱❩❫❤✐❩✁❝❞❘❙P✄❘✘❝❦❥❧❑✁❲✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✛❝❢P✄❘❙♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘



ãåä ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

❙✥❚❯q✥❚❯❙ ❥❍❶❢❨❭❬♣❳❩♦✰❪✁❬❧❴❛❵❝❜❡❞■❬❢❨❆❪✁❬❫❵❷❳②❲❊❳❩❨❭❬❫❪✁❬❢❨❆❹❻❺✦❼❾❽✧❜■➀❷❺✦❼❾❨❆❪✁❬❫r✼❳❩♦s❜❡t
☎✌Ûê×❈✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✷ì⑩Û❱✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✢ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú➂×✷ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×❁ì◆á➥Ü◆×▼❊❇ã ó û ô ◆❛Û➸Ú▼❊❇ã ó ûåæ↕◆♥Û➸Ú✷Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñê×❀ð✻á➥â ❝ á✿☛⑩Ý❚✹❷Û➸â✣✾❆á ö �✶â

ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú➂Û➸Ü④Ú✩ì⑩Û✵éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭â➂ÛrÙ⑩Ü◆Ûrâ➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊Û➸Ü✱â ñ➸×➂Û❽á➥Ù❊á➥Ü✻á➥Ý▲Ø❆✾åÙ◆Û★✷☞Ý♦á☞â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Ûê×
✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✩ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞é➸Ø❡à✔à➣Û✙Ý▲Ûrà➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û✵Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ã ó

u(z)
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g
0
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g
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)(➌ zx )(➌➍ zx ➎ +)(➏ zx)(➉ zx )(➐ zx ➑)(➒ zx

+ +++++
)(ˆ zy

û ❦❧❸❣ü ã ó ã ø ❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❣❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝✦P✄❘❙❵❱❩❫❤✐❩✁❝❞❘❣P✄❘✘❝✐❥❧❑✁❲✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✛❝✦P✄❘②q❙❩✶◗✄❳▲r

❙✥❚❯q✥❚❯q ❥❍❶❢❨❭❬♣❳❩♦✰❪✁❬❧❴❛❵❝❜❡❞■❬❢❨❆❪✁❬❫❵❷❳②❲❊❳❩❨❭❬②➓❤❞❡❜■➔✁❺✬♥✬❺✦❼✁❳❩❵❷❬❸→➣❶❢❼✁❶♣❞■❳❩❵✜➀✜❨❭❶♣❬
ÿ ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✱ì⑩Ûê×✫ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×➴❊❇ã ó æ↕◆➣Û➸Ú➴❊❇ã ó ö ◆ïú✾Ø❡Ü✽ðPÛïÙ◆Ú➣ù❇Ø❡â✘à✑Ù⑩Ý▲Û➸â✟Ý♦á❺â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ì⑩Û❹â➂ñêé➸Ù⑩â✘â➂Û➸Ü◆éêÛ

×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✵Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✵Ý▲Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩ÛrÝ♦á❉✹✻á❡×➂Û✄✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ✟Þ
B0(z) =

√
1 − |ξ0|2

z − ξ0

❊❇ã ó ô ä↕◆

Bn(z) =

√
1 − |ξn|2

√
1 − |ξn−1|2

(
1 − ξ∗n−1z

z − ξn

)
Bn−1(z)

❊✈ã ó ô ß✦◆
✔✩Ü✫â➂Û➸Ú✘â Ø❡Ù⑩è❅Ûrì◆á➥Ü◆×✹Ý✈í á➥â✘Ú✘ë▲é➸Ý▲Û✵ì⑩Û✖✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×❍Û➸Ú▼�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü➅á æåû✁â✝ú❑Ý▲Ûr×➂é☞☛◆ñ➸à✟á★✹⑩Ý▲Ø④érì⑩Û✡Ý♦á❃✱✘✾åÙ⑩â➂Û

ã ó û⑦ú✓✵④Ù⑩ë❁à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û✸✵④Ù◆Û☎Ý▲Ûê×✼✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×☞ì⑩Û☎Ý♦á❀■▼✔✼�➍×➂Ø❡Ü❑Ú☞éêØ❡Ü◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ñê×☞ì⑩Û☎ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×❃✹⑩Ý▲Ø❑éê×✙ð✻á❡×➂×➂Û❇✝❳✹✻á❡×
á❅✳④á➥Ü❑Ú✩ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×❍ù❻â➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛê×✢ì⑩Û✙éêØ❡Ù⑩ð⑩Ù⑩â➂Ûåú◆â➂Û➸Ý➭ë▲ñ➸×✩Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✙Û➸Ù⑦î✱ð✻á➥â✩ì⑩Ûê×✞✹⑩Ý▲Ø④éê×✢ð✻á❡×➂×➂Û❇✝✈Ú➂Ø❡Ù⑩Ú ó
ý①Ö❷↔ þÿÙ Û❈Ú Ø❩� ➀➂❿✏Ü❣Û❷➀❖Ý✢❿↕✾✏Ú✷➁➛➙➝➜②à❖Ú✷➁➞✾✏Ú à❖Ü⑧⑦ ➇➟⑨

✗✷Ü➣Ú✣☛◆ñêØ❡â✘ë▲ÛåúåÚ➂Ø❡Ù⑩Ú✾×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❍×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Û❍ð❷Û➸Ù⑩Ú✻✽➸Ú✘â➂Û✢Ûïî◆á❡é➸Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✬â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ✢ð✻á➥â❁Ù⑩Ü◆Û✢×➂ñ➸â✘ë▲Û❍ë➭Ü✴✱◆Ü⑩ë▲Û
ì⑩Û✱ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✟ì⑩Û■Ý♦á✮■▼✔✄� ó ✗✷Ü✯ð⑩â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûåú✬Ø❡Ü✂Ü◆Û■ðPÛ➸Ù⑩Ú➣Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸â✸✵④Ù◆Û■ì⑩Ûê×✟×➂ñ➸â✘ë▲Ûê×➣ì⑩Û■Ý♦á➴■▼✔✼�
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➤
➥➤1

ξ

ξ

−

−

z ➦
➥➦1

ξ

ξ

−

−

z ➧
➧➧1

ξ

ξ

−

−

z ➨
➨

z ξ

ξ

−

− ➩1

➫
➭➫1

ξ

ξ

−

−

z

z ➯➭
➯

1

ξ

ξ

−

−

z

z ➯➭ ➯
1

−

−

−

− ➨
➨

z

z

ξ

ξ

g ➲ g ➳g ➵ g ➸
)(➺ zx)(➻ zx )(➼ zx )(zx ➽

+ +++
)(ˆ zy

u(z)

û ❦❧❸❣ü ã ó û ø ❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❡❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝❢P✄❘❣❵❱❩①❤❢s❣t
Ú✘â➂Ø❡Ü✘✵④Ù◆ñêÛê× ó ø❀Ø❡Ù⑩â☎Ù⑩Ü➏×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✫ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñåú❛Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➣ì⑩Û✟Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û■Ûê×✘Ú☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✂ì⑦Ù❶Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✱ì⑩Û
✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✫ì⑩Û❹Ý♦á➭■▼✔✄�✓Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñê×✫Û➸Ú✫ì⑩Û❹Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✟ðP❖❡Ý▲Ûê×✫éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü✻ì◆á➥Ü④Ú➂× ó ø❀Ø❡Ù⑩â✫Ù⑩Ü✽Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✛✱⑩î⑩ñ❊ì⑩Û
✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×❽ú④ë➭ÝPÛïî⑦ë▲×✘Ú➂Û✢Ù⑩Ü✱Û➸Ü◆×➂Û➸à★✹⑩Ý▲Û✡ì⑩Û✩ðP❖❡Ý➭Ûê×✹ì⑩Û✩Ý♦á❃■▼✔✼�⑧✵④Ù⑩ë✻à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û✩Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❍ì⑩Û✩Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û ó ☎✌Û
ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û☞Ûê×✘Ú✢ì⑩Ø❡Ü◆é✙ì⑩Û✵Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è❅Û➸â✩éêÛ➸Ú✩Û➸Ü◆×➂Û➸à★✹⑩Ý▲Û✙ì⑩Û✵ð➆❖❡Ý▲Ûê× ó

✡✡Ø❡Ù◆×✙éêØ❡à✔à➣Û➸Ü◆éêÛ➸â➂Ø❡Ü◆×✙ð✻á➥â✵Ú✘â á➥ë➭Ú➂Û➸â✙Ý▲Û☎é❽á❡×✙ì⑦Ù❺ð➆❖❡Ý▲Û➣Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý❁ì⑩Û❏☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú❘ð⑩Ù⑩ë▲×✙éêÛ➸Ý➭Ù⑩ë❁ì⑩Ûê×
ì⑩Û➸Ù⑦î■ð➆❖❡Ý▲Ûê×✩éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✙ðPØ❡Ù⑩â✢Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â✢ð✻á➥â✢Ý▲Û✵é❽á❡×▼✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý♥ì⑩Û✵Ý♦á❉■▼✔✼� ó
❙✥❚➚➾✁❚✜❱ ➪❊➔✁❺✦➀❝➶⑥❪❾♦➟➹✝➘✮❵❷❬❧❪✁❬❫♠✖❳✄♥✦♦✁❬♣❞■❞■❬

✔✩Ü■â á➥ð⑩ð❷Û➸Ý➭Ý▲Û❃✵④Ù◆Û✡Ý▲Ûê×✾ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑦ë▲×➂é➸â✌✤➸Ú➂Ûê×✢ì⑩Û✄☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✙ì◆á➥Ü◆×✹Ý▲Û✵ì⑩Ø❡à✟á➥ë➭Ü◆Û Z ×➂Ø❡Ü④Ú✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×
ð✻á➥â☞Þ

Ln(z, ξ) =

√
1 − ξ2

z − ξ

(
1 − ξz

z − ξ

)n ❊❇ã ó ô ã↕◆
✟❛Ø❡Ù⑩Ú➂Û✑ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❺ì⑩Û✑Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú H(z) ì❘í Ù⑩Ü❺×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✑Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✔ñêé✌☛✻á➥Ü❑Ú✘ë➭Ý➭Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆ñ✔ð❷Û➸Ù⑩Ú❃✽➸Ú✘â➂Û☎Ûïî✑✝

ð⑩â✘ë➭à➣ñêÛ❁✷✑Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞Û➸Ü z éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

H(z) =
+∞∑

n=0

gnLn(z, ξ) ❊❇ã ó ô û↕◆
Ø✧➥☎Ý▲Ûê× gn

ú (n = 0, 1, 2, . . .) ×➂Ø❡Ü④Ú❁á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲ñê×❀Ý▲Ûê×✷éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×❁ì◆Û❱✚◆Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â❁Û➸Ú ξ (|ξ| < 1) Ûê×✘Ú❁á➥ð⑩ðPÛïÝ▲ñ
Ý▲Û☎ðP❖❡Ý▲Û✔ì⑩Û❏☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó ý❑Ø❡ë➭Ú ln(k, ξ) Ý♦á✫Ú✘â á➥Ü✻×üù❻Ø❡â➂à➣ñ➸Û➣Û➸Ü✮❍✔ë➭Ü❑è❅Û➸â➂×➂Û✔ì⑩Û Ln(z, ξ) ú ➑❳❼→➐❅❼ Ý▲Û✔×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý



ãåã ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

Ú➂Û➸à✔ðPØ❡â➂Û➸Ý✷Ø❡â✘ë❚✾åë➭Ü✻á➥Ý❁á❡×➂×➂Ø④é➸ë▲ñ❉✷ Ln(z, ξ)
ó❷ç Ø❡Ü◆é✑×✘ë h(k) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û☞Ý♦á➣â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û☞ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û

ì❘í Ù⑩Ü❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Ûåú✻á➥Ý▲Ø❡â➂×✩Û➸Ý➭Ý▲Û✵×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ
h(k) =

+∞∑

n=0

gnln(k, ξ) ❊❇ã ó ô♣ô ◆
➴❑ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃❊➹❛✃❊➘✢Û✯✃❅❒✟Ö✛Û❈Ü➺ð❷Ï❷❒❡➴ ñ ü✍ü ☎❸➷✶÷❃✲♣➬ ❇✙ÑÒ➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃ ñ

ç á➥Ü◆×❍éêÛ➸Ú✢á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûåú⑩Ý▲Û✡ðP❖❡Ý▲Û✵Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý✌ì⑩Û✄☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✙Ûê×✘Ú❍é✌☛✻Ø❡ë➭×✘ë✌Û➸Ü✱à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú❍Ý▲Û✵éïâ➂ë❢Ú☞✤ïâ Û
×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú✙Þ

J =
+∞∑

n=0

ng2
n

❊❇ã ó ô æ↕◆
✧✾Û✔é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û➣é➸â➂Ø❡ë➭Ú☞ì❘í Ù⑩Ü◆Û✔à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✸✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û➣Û➸Ü❺ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ì⑩Ûê×✙éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×☞ì◆Û❏✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â❽ú

éêÛ❃✵④Ù⑩ë♥á❡éêéêñ➸Ý✶✤➸â➂Û✙Ý♦á☎éêØ❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ☞ì⑩ÛrÝ♦á✔×➂ñ➸â✘ë▲Û✵ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó
ç ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×➂×➂Ø❡Ü◆×✙Þ

‖h‖2 =
∞∑

k=0

h2(k) =
∞∑

n=1

g2
n

❊❇ã ó ô❙ö ◆
M1 =

1

‖h‖2

∞∑

k=0

kh2(k) ❊❇ã ó ô �♣◆
M2 =

1

‖h‖2

∞∑

k=0

k [h(k) − h(k − 1)]2 ❊❇ã ó ô ✂↕◆
M1

ú M2
Û➸Ú ‖h‖ ì⑩ñ➸ð❷Û➸Ü◆ì⑩Û➸Ü❑Ú✡×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú✩ì⑩Ù❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú✖✷✑à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸â ó☎✌Ûê×✩á➥Ù⑩Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✩Ø❡Ü④Ú✢à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂ñ❃✵④Ù◆Û✔Þ

J =
∞∑

n=0

ng2
n =

ξM2 + (1 − ξ)2M1 + ξ − ξ2

1 − ξ2
‖h‖2 ❊❇ã ó ô❙ý ◆

☎✌ÛrðP❖❡Ý▲Û✙Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý♥ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ξ Ûê×✘Ú✢é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë✌Ú➂Û➸Ý✢✵④Ù◆ÛrÝ▲Û✵é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û☞ì⑩ÛrðPÛ➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛ➣Þ

J ′ =

+∞∑
n=0

ng2
n

‖h‖2 =
ξM2 + (1 − ξ)2M1 + ξ − ξ2

1 − ξ2
❊❇ã ó æåä↕◆

×➂Ø❡ë➭Ú✢à✔ë➭Ü⑩ë➭à✟á➥Ý ó
➱✫✃✑Ü♣➶⑩➪✖✝✓Û♥✃ ❉ ✔✩Ü■Ü◆Ø❡Ú➂Û❃✵④Ù◆Û✵Ý▲Ûê×✢é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Ûê×✩ì⑩ÛrðPÛ➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛ J Û➸Ú J ′ ×➂Ø❡Ü④Ú✩ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü④Ú➂× ó
✔✩Ü■Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û✔Þ

ξopt =
2M1 − 1 −M2

2M1 − 1 +
√

4M1M2 −M2
2 − 2M2

❊❇ã ó æ⑦ß✦◆
Û➸Ú

Jmin =
1 +

√
4M1M2 −M2

2 − 2M2

2
❊❇ã ó æåã↕◆
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➴❑ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃❹➹❛✃ é ➶◆Ï✢ï➆Û✓Ý✂✃❅❒✟➶✘ë✜➴ ñ ü✍ü❈✟ ➷➵✷➆÷✧➬ ❇✙ÑÒ➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃ ÷
✧✾Û➸Ú✵á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☎Ûê×✘Ú✡Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñ☞ð❷Ø❡Ù⑩ârì⑩Ûê×r×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✢Ü◆Ø❡Ü↔×✘Ú✘â✘ë▲é➸Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✵é❽á➥Ù◆× á➥Ù⑦î ó✻ç á➥Ü◆×réêÛ☞é❽á❡×

Ý▲Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✙×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×✢ð✻á➥â☞Þ
Ln(z, ξ) =

√
1 − ξ2z

z − ξ

(
1 − ξz

z − ξ

)n ❊❇ã ó æåû↕◆
☎✌Ûê×✡á➥Ù⑩Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✢ð⑩â➂Û➸Ü⑩Ü◆Û➸Ü④Ú✡éêØ❡à✔à➣Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✙éêØ✧÷⑩Ú✖✷✑à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û➸â☞Þ

JN =

+∞∑
n=0

ng2
n

N ‖h‖2
❊❇ã ó æ ô ◆

JN
â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✩Ù⑩Ü◆Û✁✹PØ❡â✘Ü◆Û✡×✘Ù⑩ð❷ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Ûrì⑩Û✢Ý♦á✵ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ì⑩Û✡éêØ✧÷⑩Ú J ′ Ù⑩Ú➂ë❢Ý➭ë▲×➂ñêÛ✡ð✻á➥â➛✚◆Ù✫Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü④Ú

á ã ô â ó
✗✷Ü❊ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×➂× á➥Ü❑Ú☞Þ

M3 =
1

‖h‖2

∞∑

k=0

k [h(k)h(k − 1)] ❊❇ã ó æåæ↕◆
ë➭Ý▲×✢ì⑩ñ➸à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û➸Ü④Ú✖✵④Ù◆Û➣Þ

JN =
(1 +M1)ξ

2 − 2M3ξ +M1

N(1 − ξ2)
❊❇ã ó æ ö ◆

‖h‖2 Û➸Ú M1
Ø❡Ü❑Ú✾ñ➸Ú➂ñ✩ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×✾ì◆á➥Ü◆×✄❊❇ã ó ô❙ö ◆❁Û➸Ú✖❊✈ã ó ô �♣◆❁Û➸Ú N Ûê×✘Ú✬Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✡ì⑩Û❍Ú➂â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û✡ì⑦Ù✟â➂ñê×➂Û❽á➥Ù

ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó
✗✷Ü❹ðPØå× á➥Ü④Ú☞Þ

ρ=̂
2M1 + 1

2M3

❊❇ã ó æ✡�♣◆
Ý▲Ûê×✔á➥Ù⑩Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✑à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û➸Ü❑Ú❏✵④Ù◆Û➣Ý▲Û✟ð➆❖❡Ý▲Û✫Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý✢á➥Ù➏×➂Û➸Ü◆×✑ì⑦Ù❶é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û✮❊❇ã ó æ ô ◆ïú❛Ûê×✘Ú✑Ù⑩Ü◆Û✟â á❡é➸ë➭Ü◆Û✫ì⑩Û
Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ξ2 − 2ρξ + 1 = 0

ó⑩ç í Ø✧➥⑨Þ

ξopt =





ρ−

√
ρ2 − 1 , si ρ ≥ 1

ρ+
√
ρ2 − 1 , si ρ ≤ −1

❊❇ã ó æ✄✂↕◆
➱✫✃✑Ü♣➶⑩➪✖✝✓Û♥✃ ❉ ☎♥á✫ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ì⑩Û➣éêØ✧÷⑩Ú✙à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂ñêÛ✫á➥Ù◆×➂×✘ë✠✹⑩ë▲Û➸Ü⑨ì◆á➥Ü◆×✙Ý♦á✱à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û✟ì⑩Û❂✚◆Ù♣Û➸Ú

ç Ù⑩à➣Ø❡Ü❑Ú✻✵④Ù◆Û❍ì◆á➥Ü◆×✬éêÛïÝ➭Ý▲Û✢ì⑩Û▼✟❛á➥Ü✕✾åÙ✘✳☎Û➸Ú✾á➥Ý◆Ûê×✘Ú✷Ù⑩Ü◆Û✞✹PØ❡â✘Ü◆Û✢×✘Ù⑩ð❷ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Û✢ì⑩Û❍Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â✻✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û
ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó
ÑÒ➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃➝✃↕è✓ø❁➚④➪❡Ð●Ü♣✃❑Ï❷❒❽➶✘ë❧✃❋ø✙ð➆Û♥➪✟➹❛➚❅❒❽✃④➪❆Ü⑨Ð❻Ï♥✃④➪❑ë❧✃❋ø✁❘➆ë❧✃❹➹❛✃ í ➶✕ï➆Û♥✃④➪➥➪➥✃✥❇☞ÑÒ➚❅❒✁✆✢ðP➹❛✃ ☎

✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✹à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û❍éêØ❡Ü◆×✘ë▲×✘Ú➂Û▼✷✡ì⑦ë▲×➂é➸â➂ñ➸Ú✘ë▲×➂Û➸â✷Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✹ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û ]−1, 1[ á❡×➂×➂Ø❑é➸ë▲ñ❍á➥Ù☎ðP❖❡Ý▲Û❍ì⑩Û☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☎Û➸Ü P èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✩ðPØå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Ûê× pj (j = 1, . . . , P )
ó ☎✌Û☞ð➆❖❡Ý▲Û✑Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý ξ Ûê×✘Ú✡é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë❀éêØ❡à✔à➣Û



ã ô ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

Ý♦á➣è❡á➥Ý▲Û➸Ù⑩â pj
✵④Ù⑩ë♥à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë➭×➂Û☞Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â✄✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û (EQ) ÛïÜ❑Ú✘â➂Û☞Ý♦á➣×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û☞ì⑦Ù➝×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☞Û➸Ú✡éêÛ➸Ý➭Ý▲Û

ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✘✤ïÝ▲Û☞ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó ☎✌Û✙é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û EQ Ûê×✘Ú✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë♥éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

EQ(pj) =
1

L

L∑

k=1

(y(k) − ŷj(k, pj))
2 ❊❇ã ó æ ý ◆

Ø✧➥ y(k) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ÛrÝ♦á☞×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûrì⑦Ù✱×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûåú ŷj(k, pj)
Ý▲á✑×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûrì⑦Ù✫à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûrì⑩Û✄☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✙á❵✳❑á➥Ü④Ú

pj
ð❷Ø❡Ù⑩â✢ðP❖❡Ý▲Û✙Û➸Ú L Ý▲ÛrÜ✻Ø❡à★✹⑩â➂Û✙ì⑩Û✵à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Ûê×❍Ù⑩Ú➂ë❢Ý➭ë▲×➂ñêÛê× ó ✔✩Ü➝á✔á➥Ý▲Ø❡â➂×☞Þ

ξopt = Arg min
pj

(EQ(pj)) ; j = 1, . . . , P ❊❇ã ó ö ä↕◆
ý④Ù⑩â❍Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ô ú⑩Ý▲Û✵×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñ✙Ûê×✘Ú✩ì⑦Ù■ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â✡Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙ì⑩ÛrðP❖❡Ý▲Û✵ñ✏✾④á➥Ý❈✷ 0.8

ó

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

Pole de Laguerre (pj)

E
rr

e
u
r 

q
u
a
d
ra

ti
q
u
e

EQ(pj)

û ❦❧❸❣ü ã ó ô ø ✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄◗✬❭✩✇✁❵ ❘❙❑✁❭✄❳▲❯ ❪①❩✶❵✯P✄❘②♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘

❙✥❚➚➾✁❚❯❙ ➪❊➔✁❺✦➀❝➶✴❪✁❬❢❨❤➹✝➘✦❵❷❬❢❨❤❽✧❺✦❼★➮❭♦✁♥✦♦✁❶❢❨✭❪✁❬❫r✼❳❩♦s❜❡t
ø❛Ø❡Ù⑩ârÝ♦á✫ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ì⑩Ûê×✡ð➆❖❡Ý▲Ûê×✵Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ù⑦î↔ì⑩Û❉✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❅úPØ❡Ü↔Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û✑Ý♦á✟ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✔ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✲✝

Ú✘ë▲Ø❡Ü➭✵④Ù⑩ë❁Ûïî⑦ð⑩â➂ë❢à➣Û➣Ý▲Û➸×✵ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ì⑩Û❂✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❑✷✫ð✻á➥â➂Ú✘ë➭â☞ì⑩Ûê×✵ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× b Û➸Ú c ✵④Ù⑩ë❁ì⑩ñ➸ð❷Û➸Ü◆ì⑩Û➸Ü❑Ú
Ûïî⑩é➸Ý➭Ù◆×✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✩ì⑩Ûê×✢ð➆❖❡Ý▲Ûê×✩éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✩éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×✢ì⑩Û❃✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó

✔✩Ü♣ì⑦ë▲×➂é➸â➂ñ➸Ú✘ë▲×➂Û☎Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ➣ì⑩Ûê×rð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â Û➸× (] − 1, 1[)2 á❡×➂×➂Ø❑é➸ë▲ñ❂✷✫Ý♦á✫ð✻á➥ë➭â➂Û✔ì◆Û➸×✵ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×
(pj , qm) ú j,m = 1 . . . , P ✵④Ù⑩ë❛é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂Û➸Ü④Ú✵×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü❊Ý♦á✟ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✑ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì⑩Ûê×✢ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×rì⑩Û



✑❃í ➠✵í✥ð❫ô❂é❦ë❢ê➡✒✾è▲î❂æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù➝ç❈➢❡õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ãåæ

✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❅ú⑩Ý♦á☎ð✻á➥ë➭â➂Û✙ì⑩ÛrðP❖❡Ý▲Ûê×✩éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Û î⑩Ûê×✩éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê× ξl Û➸Ú ξ∗l éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù◆ë❢Ú☞Þ
pj =

ξl + ξ∗l
1 + ξlξ

∗
l

❊❇ã ó ö ß✦◆
qm = −ξlξ∗l ❊❇ã ó ö ã↕◆

á❽è❅Ûêé j,m = 1, . . . , P Û➸Ú l = 1, . . . , P 2

☎✌Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ
Ψ2p(z, pj , qm) =

√
1 − q2m(z − pj)

z2 + pj(qm − 1)z − qm

[
−qmz

2 + pj(qm − 1)z + 1

z2 + pj(qm − 1)z − qm

]p−1 ➇✞❺✄→ ➱✁➒✖➌
Ψ2p+1(z, pj , qm) =

√
(1 − p2

j )(1 − q2m)

z2 + pj(qm − 1)z − qm

[
−qmz

2 + pj(qm − 1)z + 1

z2 + pj(qm − 1)z − qm

]p−1 ➇✞❺✄→ ➱✈◗✧➌
☎✌Ûê×✙ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×☎Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ù⑦î bopt

Û➸Ú copt
×➂Ø❡Ü④Ú✑é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë▲×✑éêØ❡à✔à➣Û➣Ý▲Ûê×✙èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✑ì⑩Û pj

Û➸Ú qm ✵④Ù⑩ë
à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û➸Ü❑Ú✾Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➛✵④Ù✻á❡ì⑩â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û (EQ) Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✢Ý♦á✙×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✩ì⑦Ù✫×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✢Û➸Ú✾éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✩ì⑩Ûê×✬à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✹ì⑩Û✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñê×✩ð✻á➥â❍Ý▲Ûê×❍ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× pj

Û➸Ú qm éêØ❡à✔à➣Û✵ë➭Ý♥Ûê×✘Ú❍ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñ✙ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó æ ó
EQ(pj , qm) =

1

L

L∑

k=1

(y(k) − ŷj,m(k, pj , qm))2 ❊❇ã ó ö æ↕◆
Ø✧➥ y(k) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û✫Ý♦á➝×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✫ì⑦Ù➏×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûåú ŷj,m(k, pj , qm) Ý♦á❊×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✫ì⑦Ù➏à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✱ì⑩Û❑✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍
ðPØ❡Ù⑩â✢Ý▲Ûê×❍ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× pj

Û➸Ú qm Û➸Ú L Ý▲ÛrÜ◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✙ì⑩Û✵à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Ûê×❍Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê× ó ✔✩Ü➝á✔á➥Ý▲Ø❡â➂×✙Þ

(bopt, copt) = Arg min
(pj ,qm)

(EQ(pj , qm)) ; j,m = 1, . . . , P ❊❇ã ó ö♣ö ◆
ý④Ù⑩â➣Ý♦á❋✱✘✾åÙ⑩â➂Û❹ã ó æ⑦ú✷Ý▲Û■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✱ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñ❹Ûê×✘Ú➣ì⑦Ù✯×➂ÛêéêØ❡Ü◆ì✂Ø❡â➂ì⑦â➂Û❹ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë❍ð✻á➥â✔Ý♦á❊ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✽ì⑩Û

Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú H(z) ×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ
H(z) =

0.7

z2 − 0.5z + 0.2
❊❇ã ó ö �♣◆

❙✥❚➚➾✁❚❯q ➪❊➔✁❺✦➀❝➶⑥❪✁❬❢❨❤➹✖➘✦❵❷❬❢❨❤❪✁❬❦❵❷❳②❲✭➓❍→
✧✾Ø❡Ü❑Ú✘â á➥ë➭â➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú➝á➥Ù⑦î ✹✻á❡×➂Ûê×✱ì⑩Û➴☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û♣Û➸Ú■ì⑩Û➴✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❅ú❍Û➸Ü Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú■Ý▲Ûê×▲■▼✔✼�r×❽ú✹Ø❡Ü➄á

ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✾ðP❖❡Ý▲Ûê×✞✷✙Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✔ë▲×➂Û➸â ó⑦ç Û➸Ü▲■✾â✘ë➭Ü✕✎❅Û➸â✹Û➸Ú❍á➥Ý✐á➭ß❽æ✁â❘Ø❡Ü④Ú✹ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷ñ✡Ù⑩Ü◆Û✩à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û✩â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë➭è④Û
ðPØ❡Ù⑩â❀ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â❛Ý▲Ûê×♥ðP❖❡Ý▲Ûê×❛ì❘í Ù⑩Ü◆Û➛■▼✔✼� ó➥ò á➥Ý➭Ú✘ë❑Û➸Ú❀á➥Ý✣á ô æ✁â⑦Ø❡Ü❑Ú♥Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñ✬Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✹ì⑦Ù★✾åâïá❡ì⑦ë▲ÛïÜ❑Ú
Û➸Ú✩Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✑ì⑩Û❉�✵á➥Ù◆×➂×➸✝❞✡✡Û✏❴❍Ú➂Ø❡Ü❊ð❷Ø❡Ù⑩â✩à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û➸â✩Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â✄✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û☞ì⑩Û✙Ý♦á✔×➂Ø❡â➂Ú✘ë▲Û ó ✧✾Ûê×
á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✼✾④á➥â á➥Ü④Ú✘ë▲×➂×➂Û➸Ü❑Ú✵×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑ÚrÝ♦á✟éêØ❡Ü❑è④Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ✑è④Û➸â➂×rì⑩Ûê×✡à✔ë➭Ü⑩ë➭à✟á✟Ý▲Ø❑é❽á➥Ù⑦î➝Û➸Ú✵×✘ë❛Ý▲Û☞ð✻á❡×
ì❘í á❡ì◆á➥ð⑩Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❶ì⑩Û✑Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û➣ì⑦Ù✮✾åâ á❡ì⑦ë▲Û➸Ü❑Ú✙Ûê×✘Úrà✟á➥Ý❁é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë✈ú✌á➥Ý▲Ø❡â➂×✵Ý♦á✫éêØ❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ➣Ûê×✘ÚrÝ▲Û➸Ü❑Ú➂Û
Øå×➂é➸ë➭Ý➭Ý♦á➥Ü❑Ú➂Û✙Ø❡Ù❹Ü◆Ø❡Ü❀✾④á➥â á➥Ü❑Ú✘ë▲Û ó
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❪❫❯ ❲✡❯ ❪❫❯❱❝▲❩✶❲✁❳❢❵✞❚ ❘✪■▲■▲❘✪◗✡■✦③✖◗✛❩✁P✄■❴❩✱❳▲❯❱③✖◗✡❘
ç á➥Ü◆×✵éêÛ❉✵④Ù⑩ë✷×✘Ù⑩ë➭Ú❽ú❘Ø❡Ü↔ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✔ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✵à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×✵ð❷Ø❡Ù⑩â✙ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â☞ì❘í Ù⑩Ü◆Û☎à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û

ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë➭è④Û✵Ý▲Ûê×❍ðP❖❡Ý▲Ûê×✢ì❘í Ù⑩Ü◆Û❃■▼✔✼� ó
û✟Ô✫➾sù➺øs❘➆ë❧✃④❰➣➪➥➚④✃✑ë❧❰✬❇✙ÑÒ➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃④❰ ñ ✃❅❒ ÷

õ✡á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲Ø❡Ü◆×✙✵④Ù◆Û✾Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✩ì⑩Û❱✚◆Ù✔Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü④Ú②á ã ô â◆ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú❁ì⑩Û✹Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û➸â❁á➥Ü❷á➥Ý✲✳❑Ú➂ë❚✵④Ù✻Ûïà➣Û➸Ü❑Ú
Ý▲Û➝ðP❖❡Ý▲Û↔Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý✙ì⑩Û❫☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û♣Û➸Ü★à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú■Ù⑩Ü◆Û❊ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ì⑩Û↔éêØ✧÷⑩Ú❀✵④Ù⑩ë✵Ûê×✘Ú✫Ù⑩Ü◆Û❫✹PØ❡â✘Ü◆Û
×✘Ù⑩ðPñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Û✬ì⑩Û❀Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❈✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ó ý④ëåÝ▲Û❁×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✷Ûê×✘Ú♥ì⑦Ù✙ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â♥Ø❡â➂ì⑦â➂Ûåú❽Ý▲Û❀ðP❖❡Ý▲Û❁ì⑩Û✙☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û
éêØ❀✃❇Ü◆é➸ë▲ì⑩Û✑áêè④ÛêérÝ▲ÛrðP❖❡Ý▲Û✵ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó ý❑ë❘Ý▲Û✵×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵Ûê×✘Ú✢ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙×✘Ù⑩ð❷ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â✖✷✑Ù⑩Ü♥ú◆á➥Ý▲Ø❡â➂×❍Ý▲ÛrðP❖❡Ý▲Û
ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✑á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û✙Ý♦á☎ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Û✙ì⑩Ø❡à✔ë➭Ü✻á➥Ü❑Ú➂Û✙ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó

☎✌Ûê×✢ì⑩Û➸Ù⑦î✱à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✢ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂ñêÛê×✢ð❷Ø❡Ù⑩â✩ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â✢Ý▲Ûê×❍ð➆❖❡Ý▲Ûê×✢ì❘í Ù⑩Ü◆Û❃■▼✔✼�❙×➂Ø❡Ü❑Ú✹ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë➭è④Ûê× ó
ÿÒé☞☛✻á❆✵④Ù◆Û✙ñ➸Ú á➥ð❷Û (i = 1, . . . , N) ú⑦Ý♦á✑ð⑩â➂Ø❑éêñêì⑦Ù⑩â➂Û☞é➸Ø❡à✔ðPØ❡â✘Ú➂Û☞ì⑩Û➸Ù⑦î■×➂Ø❡Ù◆×✢ñ➸Ú á➥ðPÛê×✙Þ
ß ó✢ç ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â■Ý♦á⑨ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Û❺ì⑩Ø❡à✔ë➭Ü✻á➥Ü④Ú➂Û ξi,opt

ì⑦Ù ×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ýrâ➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý✵ì⑩Û↔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û νi−1(k)Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü④Ù❫✷☎Ý✈í ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü (i− 1)
ó
ν0
ñ➸Ú á➥Ü❑Ú☞Þ

ø ☎♥á☎â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✵ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û☞ì⑦Ù❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❃✷☎à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸â❽ú◆ð❷Ø❡Ù⑩â✢Ý♦á✑ð◆â➂Û➸à✔ë❚✤➸â➂Û✙à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û ó
ø ☎♥á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✙ì⑦Ù❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣ÛrðPØ❡Ù⑩â✢Ù⑩Ü◆Û✙ÛïÜ❑Ú✘â➂ñêÛ❃✵④Ù◆Û➸Ý▲éêØ❡Ü✘✵④Ù◆Ûåú⑩ðPØ❡Ù⑩â✢Ý♦á☎ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✙à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û ó

ã ó ✚❛ë➭Ý➭Ú✘â➂Û➸â✌Ý▲Û✷×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❅â➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý④ì⑩Û✷×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û νi−1(k)
áêè④Ûêé❀Ý▲Û➲✱◆Ý➭Ú✘â➂Û❁×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú Fi(q

−1) = 1 − ξi,optq
−1 ú

✵④Ù⑩ë✌ì⑩ñ➸Ý➭ë➭è❑â➂Û✵Ý▲Û✵×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý✌â➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý νi(k)
ó

✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✔ð⑩â➂Ø④éêñêì⑦Ù⑩â➂Û✟Ûê×✘Ú✙â➂ñ➸ð❷ñ➸Ú➂ñêÛ❃ó✎Ù◆×✌✵④Ù✌í ✷✱éêÛ❂✵④Ù◆Û☎Ý▲Û➣×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❁â➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý✬ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü⑩Ü◆Û➣Ü◆ñ✏✾åÝ➭ë❚✾❅Ûêá✿✹◆Ý➭Û ó



✑❃í ➠✵í✥ð❫ô❂é❦ë❢ê➡✒✾è▲î❂æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù➝ç❈➢❡õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ã✡�

✂✩Ü◆Û✙ù❇Ø❡ë▲×✡Ý▲Û➸×✡ðP❖❡Ý▲Ûê×rì⑩Û☞Ý♦á✸■▼✔✼�➯ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆ñê×❽ú❷Ý▲Ûê×réêØ❑Û❇◗✟éïë▲Û➸Ü❑Ú➂×✵ì⑩Û❁✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✵ì⑦Ù↔ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú
ì⑦Ù❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵×✘Ù⑩â❍éêÛ➸Ú✘Ú➂Û❃■▼✔✼�❙×➂Ø❡Ü④Ú✢Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñê×✢Û➸Ü❊á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù✻á➥Ü❑Ú✢Ý♦á✑à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û✙ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê× ó

☎✌Ûê×✟ì⑩Û➸Ù⑦î✂à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×✫ì⑦ë✲❄➩✤➸â➂Û➸Ü④Ú✟Ý✈í Ù⑩Ü◆Û❊ì⑩Û■Ý✈í á➥Ù⑩Ú✘â➂Û❹ð✻á➥â➣Ý▲Û■à➣Ø✦✳❅Û➸Ü✽ì⑩Û❊ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â✟Ý▲Û■ðP❖❡Ý▲Û
ì⑩Ø❡à✔ë➭Ü✻á➥Ü❑Ú☞Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñ✸✷✱é✌☛✻á❆✵④Ù◆Û➣ñïÚïá➥ð❷Û ó✌ç á➥Ü◆×✵Ý♦á✫à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û❊ßåúPÝ▲Û☎ð➆❖❡Ý▲Û➣Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý✬Ûê×✘Ú✙ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆ñ✸✷
Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✑ì⑩Û✙Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☎ì⑩Û★✚◆Ù➝Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü❑Ú ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✙à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û✑Ûê×✘Ú✩ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñêÛ✑ì◆á➥Ü◆×✩Ý♦á❉✱✘✾åÙ⑩â➂Û☎ã ó ö⑦ó
ç á➥Ü◆×❀Ý▲á✩à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û❍ã⑦ú➥Ý▲Û✬ðP❖❡Ý▲Û✹Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý⑩Ûê×✘Ú❀ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆ñ▼✷✩Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✹ì❘í Ù⑩Ü◆Û✾ð⑩â➂Ø❑éêñêì⑦Ù⑩â➂Û❍Û î⑦ðPñ➸â✘ë➭à➣Û➸Ü④Úïá➥Ý➭Û
ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý➭Ý▲ñêÛ☞ì◆á➥Ü◆×✢éêÛ❃✵④Ù⑩ë✌×✘Ù⑩ë➭Ú ó

❐❻❒❁❮❰❭❒❷Ï❁ÐÒÑÒÓ

Ô Õ✡Ö×Øξ Ù ÚÜÛÝÞξ

ßàá✄âν

H ãäã1
−− qå æ❻çξ èéê1

−− që ì✘íξ
y(k)

❐✘❒❁❮❰❀❒❝Ï❿Ð❯Ñ❝Ó

îÝî1
−

−− qÙ Ú✡Ûïξ

ð ñÜòóõôö
−ξ

❐✘❒❁❮❰❭❒❝Ï❿Ð❯Ñ❷Ó

u(k)

û ❦❧❸❣ü ã ó ö ø ✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘✘❝❢P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝✦P✄◗❷❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❣❭✛❩✶■✦❵❱❩❂❭✡■▲❘✪❪❫❯ ⑤✪■▲❘❣❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘
ç á➥Ü◆×✢Ý♦á✑à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û☞ã⑦ú
ø ç í á✿✹❷Ø❡â➂ì✌ú⑩Ø❡Ü■ë➭Ü⑩ë➭Ú✘ë♦á➥Ý➭ë▲×➂Û★✷ N Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙ì⑦Ù■à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✙Û➸Ü■Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✢Ý▲Ûê×✹ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✡á☞ð⑩â✘ë▲Ø❡â✘ë
×✘Ù⑩â❍Ý▲Û✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵×✘ë➭à☞Ù⑩Ý▲ñ ó

ø ✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú❑Ø❡Ü✫ì⑦ë▲×➂é➸â➂ñ➸Ú✘ë▲×➂Û✢Ý✈í ë➭Ü❑Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý➭Ý▲Û ]−1, 1[ á❡×➂×➂Ø④é➸ë▲ñ✡á➥Ù✟ðP❖❡Ý▲Û✩ì⑩Û✁☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✡Û➸Ü P èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×
ð❷Øå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Ûê× pj (j = 1, . . . , P )

ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✙Ø❡ðPñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊Ûê×✘Ú❍ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñêÛ☞ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á★✱✘✾åÙ◆â➂Û☞ã ó ô◆ó
ø ÿ❪Ý♦á ième ñ➸Ú á➥ðPÛ✔ì⑩Û☎Ý♦á✫à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û➣ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú♥Ø❡Ü❺ì◆ñ➸é➸â➂ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂Û✟ì⑩Û✱ß☎Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û➣ì⑦Ù❺à➣Ø✿✝
ì✕✤➸Ý▲Û❊ì⑩Û❋☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó ☎✌Û❹ðP❖❡Ý▲Û❊Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý ξi,opt

Ûê×✘Ú✟é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë✩éêØ❡à✔à➣Û❊Ý♦á❺èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â pj
✵④Ù⑩ë✩à✔ë✲✝

Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û■Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❑✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û EQ(pj)
Û➸Ü❑Ú✘â➂Û■Ý▲Û❹×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý✢â➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý νi−1(k)

Û➸Ú➣Ý♦á❺×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û
ν̂i−1(k, pj) =

∑L
τ=1 Fi−1(τ, pj)ν̂i−2(k − τ) ì⑩Ûê× P à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×☎ì⑩Û✸☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✫ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂×

ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û N − i+ 1 ú⑩é☞☛✻á❡é➸Ù⑩Ü❊é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñ✙ð✻á➥â✢×➂Ø❡Ü❹ð➆❖❡Ý▲Û ξi = pj (j = 1, . . . , P )
ó

ÿ✩ë➭Ü◆×✘ë✈ú⑩Ø❡Ü➝á✱Þ
ξi,opt = Arg min

pj

(EQ(pj)) ; j = 1, . . . , P ❊❇ã ó ö ✂↕◆
Ø✧➥ EQ(pj)

Ûê×✘Ú✙Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❁✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✟á❡×➂×➂Ø❑é➸ë▲ñêÛ✟á➥Ù♣à➣Ø❑ì✕✤➸Ý➭Û✟ì⑩Û❂☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â Û✟é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñ➣ð✻á➥â✙Ý▲Û
ðP❖❡Ý▲Û ξi = pj

ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✵à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û✙Ûê×✘Ú✢ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñêÛ✙ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó � ó



ã✄✂ ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

÷✬ø ù✜ú ûýü✈þ

ÿ �✂✁✄☎ξ ✆ ✝✟✞✠✡ξ

)(☛ kν
H

☞✌☞1
−− q✍ ✎✑✏ξ

✒✓✔1
−− q✕ ✖✘✗ξ

y(k)

÷❩ø ù✜ú ûýü✩þ

✙✠✙1
−

−− q✆ ✝✟✞✚ξ

✛ ✜✂✢✣✥✤✦
−ξ

÷❩ø ù✘ú û ü❭þ

u(k)

û ❦❧❸❣ü ã ó � ø ✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘✘❝✦P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝✦P✄◗❷❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘②❩✘⑦✁❘✘▼❡❵❱❩❫P✄❘✪◗✄❬✄❯ ⑤✪❪❫❘❣❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✡P✄❘
û✟Ô✫➾sù➺øs❘➆ë❧✃④❰➣➪➥➚④✃✑ë❧❰➣✃❅❒❂ò↕ð➆Ü➺ø➲ë❧✃↕è✌✃④❰✬❇✙ÑÒ➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃ ☎

✔✩Ü☞ð❷Û➸Ù⑩Ú❛ñ➸Ú➂Û➸Ü◆ì⑦â➂Û✾éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✬à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û✬ðPØ❡Ù⑩â❛ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â❀ì⑩Ûê×♥ðP❖❡Ý▲Û➸×❛éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×❛ð❷Ø❡Ù⑩â❛Ý♦á▼■✞✔✼�✯Û➸Ü
Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✢Ý♦á✔ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✙ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✑ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ✵ð✻á➥â✢Ý▲Ûê×✩ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁❊❇ã ó û ô ◆
Û➸Ú✸❊❇ã ó ûåæ↕◆ ó ÿ➆é✌☛✻á❆✵④Ù◆Û✔ñ➸Ú á➥ðPÛ✔ì◆Û☎Ý❇í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❅ú✌Ø❡Ü♣ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û✟ì❘í á✿✹❷Ø❡â➂ì❺Ý▲Û☎ðP❖❡Ý▲Û✔Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý ξi,optÛ➸Ü✟Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✬Ý♦árà➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û✡ã ó ✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú④Ø❡Ü✫ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û✢Ý▲Ûê×✬ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Û bi,opt

Û➸Ú bi,opt
â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë❢ù❇×✹á➥Ù⑦î

ðP❖❡Ý▲Ûê×✢éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✢éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×✩Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ù⑦î❹ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó ✔✩Ü■ð⑩â➂Ø④é❵✤êì⑩Û✙éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ✍✔✩Ü❹ì⑦ë▲×➂é➸â➂ñ➸Ú✘ë▲×➂Û
Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ✱ì⑩Ûê×☞ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× (] − 1, 1[)2 á❡×➂×➂Ø④é➸ë▲ñ▲✷❹Ý♦á■ð✻á➥ë➭â➂Û✱ì⑩Ûê×☞ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× (pj , qm) ú j,m =

1 . . . , P ✵④Ù⑩ëPé❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂Û➸Ü④Ú❍Ý♦á✙ð✻á➥ë➭â➂Û✡ì⑩Û✩ðP❖❡Ý▲Ûê×✹éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×✹ì⑩Û✖✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ξ Û➸Ú ξ∗ éêØ❡à✔à➣Û✡Ý▲Û✩à➣Ø❡Ü④Ú✘â Û
Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó æ ó

ÿ➄Ý♦á ième ñ➸Ú á➥ðPÛåú⑩Ý▲Û✙×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❘â➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý♥ì⑩Û✙×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û νi−1(k)
Ûê×✘Ú❱✱◆Ý➭Ú✘â➂ñ✵ð✻á➥â✙Þ

ø Ù⑩Ü❀✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✙ì⑦Ù■ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â✡Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñ✵ð✻á➥â☞Þ
Fi(ξi,opt, q

−1) = 1 − ξi,optq
−1

ì◆á➥Ü◆×✢Ý▲Û✵é❽á❡×✢ì❘í Ù⑩Ü❹ðP❖❡Ý▲Û✵â➂ñêÛïÝ ð➆Û
ø Ù⑩Ü❀✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✙ì⑦Ù❹×➂ÛêéêØ❡Ü◆ì❹Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñ✵ð✻á➥â☞Þ

Hi(bi,opt, ci,opt, q
−1) = 1 + bi,opt(ci,opt − 1)q−1 − ci,optq

−2

ì◆á➥Ü◆×✾Ý▲Û✩é❽á❡×✹ì⑩Û✢ðP❖❡Ý▲Ûê×✹éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✹éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×❽ú❑Ø✧➥ bi,opt
Û➸Ú ci,opt

×➂Ø❡Ü❑Ú✾ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×✾ð✻á➥â✾Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á✦✝
Ú✘ë▲Ø❡Ü❘❊❇ã ó ö♣ý ◆ ó

ø❛Ø❡Ù⑩ârØ❆✹⑩Ú➂Û➸Ü⑩ë➭â✩Ý▲Û☞×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý♥â➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý νi(k)
ú⑩Ý▲Û✼✱◆Ý➭Ú✘â➂Û☞×➂ñ➸Ý▲Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆ñ✑Ûê×✘Ú✡éêÛïÝ➭Ù⑩ë➲✵④Ù⑩ë♥ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û☞Ý♦á☎ð⑩Ý➭Ù◆×

ðPÛ➸Ú✘ë➭Ú➂Û✙Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â✁✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ó
ÿ➄Ý♦á (i+ 1)ème ñ➸Ú á➥ð❷Û➣Þ



✑❃í ➠✵í✥ð❫ô❂é❦ë❢ê➡✒✾è▲î❂æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù➝ç❈➢❡õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ã ý

ø ç í á✿✹❷Ø❡â➂ì✌ú✻Ø❡Ü❊ì⑩ñêé➸â➂ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂Û✑ì⑩Û➣ß✙Ø❡Ù➝ì⑩Û☞ã☎Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û☞ì⑦Ù❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❑❊üß✙×✘ë✌Ý▲Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✙Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñ✙ì◆á➥Ü◆×
Ý♦á ième ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Ûê×✘Ú✢ì⑦Ù■ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â✡Ø❡â➂ì⑦â➂Û✙Û➸Ú✩ã✔×❽í ë➭Ý✌Ûê×✘Ú✢ì⑦Ù❊×➂Ûêé➸Ø❡Ü✻ì■Ø❡â➂ì⑦â➂Û✦◆ ó

ø ✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú➥Ø❡Ü✑ð⑩â➂Ø④é❵✤êì⑩Û✹éêØ❡à✔à➣Û✬ðPØ❡Ù⑩â♥Ý♦á✢à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û❍ã❍Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ✬ðPØ❡Ù⑩â❛Ý▲Ûê×❈■▼✔✼�r×➲✷❍ðP❖❡Ý➭Ûê×❛â➂ñêÛ➸Ý▲×❽ú
ð❷Ø❡Ù◆â✡ì⑩ñêé➸ë▲ì⑩Û➸â✵ì⑩Û☞é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë➭â✡Ù⑩Ü❊ðP❖❡Ý▲Û✙â➂ñêÛ➸Ý ξ(i+1),opt

Ø❡Ù➝ì⑩Û➸Ù⑦î❊ð➆❖❡Ý▲Ûê×réêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×réêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×
é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñê×rð✻á➥ârÝ▲Û☎éêØ❡Ù⑩ð⑩Ý▲Û (b(i+1),opt, c(i+1),opt)

ð❷Ø❡Ù⑩â✵ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭â✵Ý▲Û☞Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û❽á➥Ù↔à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✔ì⑩Û
Ý✈í ñ➸Ú á➥ð❷Û (i + 1)

ó ☎✌Ûê×☎ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× b(i+1),opt
Û➸Ú c(i+1),opt

×➂Ø❡Ü❑Ú✔é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë▲×✔éêØ❡à✔à➣Û✫Ý▲Ûê×✑èåá✦✝
Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✢ì⑩Û pj

Û➸Ú qm ✵④Ù⑩ë❘à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û➸Ü④Ú✩Ý✈í ✗✷â✘â ÛïÙ◆â❫➘✩Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û EQ(pj , qm) Û➸Ü④Ú✘â➂Û✵Ý▲Û✵×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý
â➂ñê×✘ë▲ì⑦Ù◆Û➸Ý νi(k)

Û➸Ú❛Ý♦á✩×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û ν̂i(k, pj , qm) =
∑L

τ=1Hi(τ, pj , qm)ν̂i−1(k − τ) ì⑩Ûê× P 2 à➣Ø✿✝
ì✕✤➸Ý▲Ûê×✡ì⑩Û★✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☎é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñê×✡é☞☛✻á❡é➸Ù⑩Ü➝ð✻á➥â (bi+1, ci+1) = (pj , qm), (j,m = 1, . . . , P )

ó
✔✩Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✑Þ

(bi+1,opt, ci+1,opt) = Arg min
(pj ,qm)

(EQ(pj , qm)) ; j,m = 1, . . . , P ❊❇ã ó ö♣ý ◆
✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✵à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û✙Ûê×✘Ú❍ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñêÛ✙ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á★✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ✂ ó

✧✘★✪✩✬✫✮✭ ✯ ✯ ✭
),,(

),(

✰✱✰✱✰✰
✰✱✰✰

−

−

qcbH

ou

qF

✲ ✳✵✴✲ ✳✵✴
✲ ✳✵✴ξ

),,(

),(

✰✱✶✱✶✶
✰✱✶✶

−

−

qcbH

ou

qF

✲ ✳✵✴✲ ✳✵✴
✲ ✳✵✴ξ

),,(

),(

✷✸✷✸✷✷
✷✸✷✷

−
−−−

−
−−

qcbH

ou

qF

✹ ✺✵✻✼✹ ✺✽✻✼✼
✹ ✺✵✻✼✼ ξ

✾❀✿ ❁✬❂ ❃❅❄❇❆ ✾❀✿ ❁✬❂ ❃❅❄❇❆

H

❈ ❉✵❊❋●ξ

❍■★ ✫✮❏ ❑

Min(EQ)

✲ ✳✵✴✱✶ξ ),( ▲▼▲▼ ◆ ❖✪P◆ ❖ P cb),( ▲◗▲◗ ◆ ❖❘P◆ ❖✪P cb

✧✑★✪✩❘✫❙✭ ✯ ✯ ✭
✾❚✿ ❁✬❂ ❃❅❄❇❆ ✾❚✿ ❁❘❂ ❃❅❄❇❆

❍❯★ ✫✮❏ ❑

Min(EQ)

y(k) )(❱ kνu(k)

û ❦❧❸❣ü ã ó ✂ ø ✉ ◆❖❳▲❘✪■▲❪❫❯ ❲✛❩✱❳▲❯ ❑✁❲❷P✄❘✘❝✦P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝✦P✄◗❷❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❙P✡❩✶❲✛❝✐❵ ❘②▼✪❩✁❝✐♦✁◆✪❲✡◆✪■❴❩✶❵

❙✥❚➚➾✁❚➚➾ ➪➝❺✦❼❳❲✬❬♣❞■♥✬❬❢❼❾❽✧❬✼❪✁❬❢❨❊❳❩❵❷♥✬❺✬❞❁➀❝❜■➔❩❨②❬❢❨ ❪❭❬➚❬❢❨✩❜■➀❪❨❂❳★❜■➀❷❺✦❼❋❪✁❬❢❨➝➹✝➘✦❵❷❬❢❨❊❪✁❬ ❵❷❳❫❲✭➓❍→
☎✌Ûê×✢à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✢ð⑩â ñ➸×➂Û➸Ü❑Ú➂ñêÛê×✩ì◆á➥Ü◆×❍Ý▲Û✵ð✻á➥â á✿✾åâ á➥ð✕☛◆Û✙ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü④Ú✡×➂Ø❡Ü④Ú✢ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë➭è❅Ûê× ó ✡✡Ø❡Ù◆×✩á➥ð⑩ð❷Ø❡â➸✝

Ú➂Ø❡Ü◆×✢ë▲é➸ë❘Ý♦á☎ð⑩â➂Û➸Ù⑩è❅Û✙ì⑩ÛrÝ▲Û➸Ù⑩â✩éêØ❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ❑❊❻ÿ ó ✒✄☛◆Ø❡Ù✻á✿ó✘á✔Û➸Ú✡á➥Ý❢á û ô â●◆ ó
☎♥á➣×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û☞ì❘í Ù⑩Ü❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ë▲×➂×✘Ù❊ì❘í Ù⑩Ü◆Û★■▼✔✼�➨é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñêÛ☞ð✻á➥â i ð➆❖❡Ý▲Ûê×✡éêØ❡à✔à➣Û✙Ý▲Û✵à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û✙Ý♦á✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ý ×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

Ŷ = XiGi
❊❇ã ó �❡ä↕◆



ûåä ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

Ø✧➥

Xi =





x0(1) · · · xi−1(1) xi(1)óóó óóó óóó
x0(L) · · · xi−1(L) xi(L)




=
[
Xi−1 xi

]
; ❊❇ã ó �❑ß✦◆

Ŷ =





ŷ(1)óóó
ŷ(L)




et Gi =





g0óóó
gi




❊❇ã ó �❡ã↕◆

☎✌Ûê× {xl}l=0,...,i
â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û➸Ü❑Ú♥Ý▲Ûê×♥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûê×♥ì⑩Ûê×❘ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❛ì⑩Û✷Ý♦á▼■✞✔✼�☎ú {gl}l=0,...,i

Ý▲Ûê×♥éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×
ì⑩Û❃✚◆Ø❡Ù◆â✘ë▲Ûïâ✡ì⑦Ù❹ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✡Û➸Ú L Ý▲Û✵Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û☞ì⑩Ûê×✢×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûê×❍à➣Ûê×✘Ù⑩â➂ñêÛê× ó

g ❫g ❴ g ❵

+ ++

)(ˆ zy

u(z)
B
0
(z) B

1
(z) B

i
(z)

x ❛ (z)x ❜ (z)x ❝ (z)

û ❦❧❸❣ü ã ó ý ø õ✩ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û✵Ý♦á❉■▼✔✼�
☎❁í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â✼✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û☎Û➸Ü❑Ú✘â➂Û☞Ý♦á✫×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✑ì⑦Ù↔×✣✳⑦×✘Ú☞✤ïà➣Û✑Û➸Ú✵éêÛïÝ➭Ý▲Û☎ì⑦Ù↔à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✑ë▲×➂×✘Ù↔ì⑩Û☞Ý♦á✸■▼✔✼�

é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñêÛ✙ð✻á➥â i ðP❖❡Ý▲Ûê×✢×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ
E2

min,i = (Y − Ŷ )T (Y − Ŷ ) ❊✈ã ó �❡û↕◆
= (Y −XiGi,opt)

T (Y −XiGi,opt)
❊❇ã ó � ô ◆

☎♥á✔×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û Y = XGopt
á➥Ù❹×➂Û➸Ü◆×✢ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✩×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú☞Þ

Gopt =
(
X TX

)−1 X TY ❊❇ã ó �❡æ↕◆
☎❁í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇ã ó � ô ◆✹ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü❑Ú✡á➥Ý▲Ø❡â➂×✙Þ

E2
min,i =

(
Y −Xi(X T

i Xi)
−1X T

i Y
)T (

Y −Xi(X T
i Xi)

−1X T
i Y
) ❊❇ã ó � ö ◆

= Y TY − 2Y TXi(X T
i Xi)

−1X T
i Y

+ Y TXi (X T
i Xi)

−1X T
i Xi︸ ︷︷ ︸

Ii

(X T
i Xi)

−1X T
i Y

❊❇ã ó �✄�♣◆
= Y TY − Y TXi(X T

i Xi)
−1X T

i Y
❊❇ã ó �✧✂↕◆



✑❃í ➠✵í✥ð❫ô❂é❦ë❢ê➡✒✾è▲î❂æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù➝ç❈➢❡õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò û⑦ß

ø❀Ø❡Ù⑩â✑è④ñ➸â✘ë✲✱✻Û➸â☞Ý♦á❊éêØ❡Ü④è④Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ✫ì⑩Û✟Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✱ì⑩Û✟×➂ñ➸Ý▲Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✂ì⑩Ûê×☞ð➆❖❡Ý▲Ûê×☎ì⑩Û➣Ý♦á❋■▼✔✼�☎ú♥Ø❡Ü
é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲Û✟Þ

E2
min,i −E2

min,i+1 = Y T
(
Xi+1(X T

i+1Xi+1)
−1X T

i+1 −Xi(X T
i Xi)

−1X T
i

)
Y ❊❇ã ó � ý ◆

✗✷Ü❊ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×➂× á➥Ü❑Ú
Ξi+1 =

(
X T

i+1Xi+1

)−1 ❊❇ã ó ✂åä↕◆
Û➸Ú✢Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ☞ì⑩Ûrð⑩â➂Ø❆óüÛêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü P⊥

i

P⊥
i = I −XiΞiX T

i
❊❇ã ó ✂⑦ß✦◆

Û➸Ú✩Û➸Ü■Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✢Ý♦á☞ù❇Ø❡â✘à✑Ù⑩Ý▲Û✙ì❘í ë➭Ü④è④Û➸â➂×✘ë▲Ø❡Ü❊ì❘í Ù⑩Ü◆Û✵à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✵ð✻á➥â✘Ú✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ➐á ã⑦ß✘â✝ú⑩Ø❡Ü❹ðPÛ➸Ù⑩Ú✢ñêé➸â✘ë➭â➂Û

Ξi+1 =




Ξi +

ΞiX
T
i xi+1x

T
i+1XiΞi

xT
i+1P⊥

i xi+1

ΞiX
T
i xi+1

xT
i+1P⊥

i xi+1

xT
i+1XiΞi

xT
i+1P⊥

i xi+1

1
xT

i+1P⊥
i xi+1



 ❊❇ã ó ✂åã↕◆
Û➸Ú

Xi+1(X T
i+1Xi+1)

−1X T
i+1 = Xi+1



 Ξi 0

0 0



X T
i+1

+ Xi+1





ΞiX
T
i xi+1x

T
i+1XiΞi

xT
i+1P⊥

i xi+1

ΞiX
T
i xi+1

xT
i+1P⊥

i xi+1

xT
i+1XiΞi

xT
i+1P⊥

i xi+1

1
xT

i+1P⊥
i xi+1



X T
i+1

❊❇ã ó ✂åû↕◆

= Xi(X T
i Xi)

−1X T
i

+ Xi+1





ΞiX
T
i xi+1x

T
i+1XiΞi

xT
i+1P⊥

i xi+1

ΞiX
T
i xi+1

xT
i+1P⊥

i xi+1

xT
i+1XiΞi

xT
i+1P⊥

i xi+1

1
xT

i+1P⊥
i xi+1



X T
i+1

❊❇ã ó ✂ ô ◆

☎❁í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇ã ó � ý ◆✹ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü❑Ú✡á➥Ý▲Ø❡â➂×✙Þ
E2

min,i −E2
min,i+1 =

1

xT
i+1P

⊥

i xi+1
Y T



Xi+1



 ΞiX
T
i xi+1

1















 ΞiX
T
i xi+1

1




T

X T
i+1



Y

➇✞❺✄→ ✉✖➊✁➌
≥ 0 ➇✞❺✄→ ✉✩➱✖➌



ûåã ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

ç Ø❡Ü◆é❁Ý✈í ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â❻➘✩Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✬ðPØ❡Ù⑩â❛Ù⑩Ü☞à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✬ë▲×➂×✘Ù☞ì⑩Û✬Ý♦á▼■▼✔✼�✯ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û i+1 Ûê×✘Ú♥ë➭Ü⑦ù❇ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Û✷✫é➸Û➸Ý➭Ý▲Û☎ì❘í Ù⑩Ü↔à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û i Û➸Úrì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë❀ð✻á➥â✡Ý▲Ûê× i ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â➂×rð➆❖❡Ý▲Ûê×✵ì⑦Ù➝ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸ârà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û ó ✔✩Ü
ðPÛ➸Ù⑩Ú✵á➥Ý▲Ø❡â➂×✡éêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û❁✵④Ù✻Û✙Ý▲Ûê×✩à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✡ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë➭è④Ûê×✡ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❺ì⑩Ûê×✩ðP❖❡Ý▲Ûê×✡ì⑩Û✙Ý♦á✸■▼✔✼�❪×➂Ø❡Ü④Ú
éêØ❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü❑Ú➂Ûê× ó
❙✥❚➚➾✁❚❙❞ ❥❍❶❢❨❀♦❾❵❝❜❡❳★❜■❨❆❪✁❬❫❨❀➀❪❨❸♦❾❵❷❳★❜■➀❝❺✦❼❾❨
• ➮✁è✌✃✑Ü➺ø➲ë❧✃ ñ

• ➨❁❾✏➏❞➐❇❿❇➙❉➑→➎➆➀♣➏●➑❛➊❆➎✮➁❙➐☞➌✞➉✴❰❆➔✶➐☞➌❁➁❙➐❃➔❚➀❏➷✼➦✼❽
ç á➥Ü◆×✩éêÛ✵ð✻á➥â á✿✾åâ á➥ð✕☛◆Ûåú❷Ø❡Ü❹èåá✔éêØ❡à✔ð✻á➥â➂Û➸â✩Ý▲Ûê×✩ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✢à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×✡ì⑩Û✙ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü✻á➥Ú✘ë▲ØåÜ↔ì⑩Ûê×

ðP❖❡Ý▲Ûê×❍â➂ñêÛ➸Ý▲×✩ì❘í Ù⑩Ü◆Û❃■▼✔✼� ó ☎✌Û✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûr×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñ✙Ûê×✘Ú✢ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û☞û ó ö✝Ý✌Ûê×✘Ú✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✌ð✻á➥â✢× á☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û
Ú✘â á➥Ü✻×üù❻Û➸â✘Ú G(z)

ó

G1(z) = 0.0017
z−1(1 + 0.673z−1)

(1 − 0.368z−1)(1 − 0.819z−1)(1 − 0.995z−1)
❊❇ã ó ✂✡�♣◆

ø❛Ø❡Ù⑩â❀ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â❀Ý▲Ûê×✌ðP❖❡Ý▲Ûê×❽ú❽Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✹ì⑩Û➛✚⑩Ù✑Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü❑Ú❛Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û❁Ý♦á❍â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û❁ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü✴✝
Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û✙ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó ✟❀á➥Ü◆ì⑦ë▲×▼✵④Ù◆Û✵Ý♦á✑à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û☞ã☎Ûïî⑦ðPñ➸â✘ë➭à➣Û➸Ü④Ú á➥Ý▲Û☞Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ÛrÙ⑩Ü❊×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý✢✵④Ù◆Û➸Ý▲é➸Ø❡Ü✍✵④Ù◆Û ó

☎✌Û✙×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❛ì❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ☞Ûê×✘Ú✩Ù⑩Ü◆Û☞×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✙ì⑩Û❃✹⑩â✘Ù⑩ë➭Ú✁✹⑩Ý♦á➥Ü◆é❃✾④á➥Ù◆×➂×✘ë▲Û➸Ü➝ì⑩Û✙à➣Ø❅✳④Û➸Ü⑩Ü◆Û✙Ü❑Ù⑩Ý➭Ý▲Û☞Û➸Ú✩ì⑩Û
èåá➥â✘ë♦á➥Ü◆éêÛ✙Ý❇í Ù⑩Ü◆ë❢Ú ñ ó ☎✌Û✙õ✡á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Úrý④ë❚✾åÜ✻á➥Ý♥×✘Ù⑩â▼■✾â✘Ù⑩ë➭Ú❁❊❻õrý✑■▼◆✾Ûê×✘Ú✞✱⑩î⑩ñ❃✷✔ãåä❡ì✕■ ó

☎❁í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✵ì⑩ÛrÚ✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û✙ì⑦Ù❹ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú✡Û➸Ü■×➂ñ➸â✘ë▲Û✵ì⑩Û✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍ë▲×➂×✘Ù◆Ûê×✹ì⑩ÛrÝ♦á❉■▼✔✼�ÒØ❡ð✴✝
Ú✘ë➭à✔ë▲×➂ñêÛ✢Ûê×✘Ú➲✱⑩î⑩ñ▼✷✄✡❢❡ ö⑦ó ☎✌Ûê×✷â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✬ì⑩Û❍×✘ë➭à☞Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✬×➂Ø❡Ü❑Ú❁Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü④Ù◆×✬Û➸Ü✔Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú❁Ý▲árà➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û
ì⑩Û ò Ø❡Ü④Ú➂Û❏✧✹á➥â✘Ý▲Ø✱áêè④Ûêé✑æåä➣×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛê×✡ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✡ì◆Û❃✹⑩â✘Ù⑩ë➭Ú✵á❡ì⑩ì⑦ë➭Ú✘ë❢ù ó ☎✌Û☞ð✻á❡×✡ì⑩Û☞ì⑦ë▲×➂é➸â➂ñ➸Ú✘ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Û✵Ý♦á☎ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✙à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û☞Ûê×✘Ú✢ì⑩Û 10−3 ó

☎✌Ûê×➣ð❷Û➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛê×✫ì⑩Ûê×➣à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×➝ß❹Û➸Ú✫ã❺ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ×➂Ø❡Ü❑Ú✟éêØ❡à✔ð✻á➥â➂ñêÛê×✫Û➸Ü✯Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×
ì⑩Û❹ð➆❖❡Ý▲Ûê×➣ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻ñê× ó✬ç á➥Ü◆×✔Ý▲Û■Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù ã ó ßåú✬Ø❡Ü✽ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û■ðPØ❡Ù⑩â➣Ý▲Û❹×✣✳⑦×✘Ú☞✤ïà➣Û❹×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñåú✷Ý▲Ûê×➣è❑â á➥ë▲Ûê×
ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê×✫ì⑦Ù✽×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❊á➥ë➭Ü◆×✘ë✖✵④Ù◆Û■Ý▲Ûê×➣ð➆❖❡Ý▲Ûê×✟ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻ñê×✟ð✻á➥â✟Ý▲Ûê×✟ì⑩Û➸Ù⑦î✂à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×✫ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×
ì◆á➥Ü◆×✑Ý▲Û➣ð✻á➥â á✿✾åâ á➥ð✕☛◆Û✫ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü④Ú ó ☎✌Ûê×☞ðP❖❡Ý▲Ûê×☞ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻ñê×☎×➂Ø❡Ü❑Ú✑ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñê×✔áêè④Ûêé➣Ý▲Û➸Ù⑩â✑ñêé❽á➥â✘Ú➸✝✈Ú✆✳❑ð❷Û σ
éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú ó ö✝Ý▲×❍×➂Ø❡Ü❑Ú❍â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñê×✩ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ß❽ä ó

✗✷Ü✔á➥Ü✻á➥Ý❚✳⑦× á➥Ü❑Ú❛Ý▲Ûê×❛â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✷ì⑦Ù✑Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù➣ã ó ß✹Û➸Ú❀ì⑩Û✾Ý♦á✞✱✘✾åÙ⑩â➂Û❍ã ó ß❽ä⑦ú❡Ø❡Ü✑ð❷Û➸Ù⑩Ú✷éêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û✞✵④Ù◆Û✬Ý▲Ûê×
ì⑩Û➸Ù⑦î❹à➣ñ➸Ú✣☛✻Ø④ì⑩Ûê×rÛê×✘Ú✘ë➭à➣Û➸Ü④Úrì⑩Ûê×✩èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Ûê×✡ì⑩Ûê×✩è❑â á➥ë▲Ûê×✡ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê×✡ì⑦Ù➝×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û☞×✘ë➭à☞Ù⑩Ý▲ñ
á❽è❅Ûêé✙ì⑩Ûê×✢ñêé❽á➥â✘Ú➸✝✈Ú✆✳❑ð❷Ûê×✢â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✩ð❷Û➸Ú✘ë➭Ú➂× ó

☎♥á✱ð❷Û➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛ✟ì⑩Ûê×✙à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Ûê×✑ì❘í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë♦Ø❡Ü❶Ûê×✘Ú✑á➥Ù◆×➂×✘ë❁ñ➸èåá➥Ý➭Ù◆ñêÛ➣Û➸Ü♣Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×☞ì❘í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â



✑❃í ➠✵í✥ð❫ô❂é❦ë❢ê➡✒✾è▲î❂æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù➝ç❈➢❡õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ûåû

➷✵➪➥➶◆Ð❧❰❂ø✁❘➆ë❧✃④❰ ÑÒ➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃ ñ ÑÒ➚❅❒✁✆✢ð❘➹❛✃ ÷
✺ ñ ä ó ý♣ý æ ä ó ý ãåã ä ó ý♣ý ã
σ ❊❻ø✢ß✦◆ 9.9762 10−4 4.0406 10−3✺ ÷ ä ó ✂⑦ß ý ä ó ✂ ô♣ô ä ó � ô❙ö
σ ❊❻ø✬ã↕◆ 3.038 10−2 1.1294 10−2✺ ☎ ä ó û ö ✂ ä ó ûåä✄✂ ä ó ô ß ö
σ ❊❻ø✬û↕◆ 3.0432 10−2 1.3235 10−1✺ ✲ ä ä ó ß ý ä ä ó ã⑦ß✁�
σ ❊❻ø ô ◆ 3.0041 10−2 8.2503 10−2✺ ✟ ä ä ó ßåß✁� ä ó ßåß❽ã
σ ❊❻ø✬æ↕◆ 3.0122 10−2 8.7366 10−2✺ ✷ ä ä ó ä✡�❡æ ä ó äåæåã
σ ❊❻ø ö ◆ 3.7851 10−2 8.3033 10−2

❣ ③❛❣❦ü ã ó ß ø ●✣✇✁❵ ❘✘❝✦P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t❽❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝✐❭✛❩✶■✦❵ ❘✘❝✦❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘✘❝❣❹❣❘❖❳❡❺
✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✙é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲ñêÛ☞éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

EQ(L) =
1

50

50∑

l=1

(
1

L

L∑

k=1

(yl(k) − ŷl(k))
2

) ❊❇ã ó ✂✄✂↕◆
Ø✧➥ yl(k)

â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û✢Ý♦ár×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❍ì⑦Ù✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û▼✷✡Ý♦á lème ×✘ë➭à✑Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✟ì⑩Û ò Ø❡Ü④Ú➂Û✖✧✹á➥â✘Ý▲Ø⑩ú ŷl(k)
Ûê×✘Ú✷Ý♦á

×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✑éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú➂Û☎ì⑦Ù❊à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û★✹✻á❡×➂ñ☞×✘Ù⑩â✩Ù⑩Ü↔ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú✵×✘Ù⑩â✩Ù⑩Ü◆Û❁■▼✔✼�❪Û➸Ú L â➂Û➸ð⑩â➂ñ❇✝
×➂Û➸Ü❑Ú➂ÛrÝ▲Û✡Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✙ì⑩Ûê×❍×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûê×❍à➣Ûê×✘Ù⑩â➂ñêÛê×❍Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✹ðPØ❡Ù⑩â❍Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ó✻ç á➥Ü◆×✹Ý▲ÛrÚ á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù➝ã ó ã⑦ú
Ø❡Ü✟ì⑩Ø❡Ü⑩Ü✻Û❍Ý▲Ûê×✬Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➂×➛✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✬Û➸Ü❑Ú✘â➂Û❍Ý♦á✵×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✩ì⑦Ù✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❍Û➸Ú✬Ý▲Ûê×❁ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✬×➂Ø❡â✘Ú➂ë➭Ûê×✬ì⑩Ûê×
à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✑ì⑩Û❂■▼✔✼�r×☞é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×➂ñê×☞ð✻á➥â☞Ý▲Ûê×☞ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×☞ðP❖❡Ý▲Ûê×✙ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻ñê× ó ✧✾Ûê×✙èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×☞ì❘í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➂×
✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✵×➂Ø❡Ü④Ú✡â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✵ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Ûê×✵éêÛ❁✵④Ù⑩ë❛ð❷Û➸Ù⑩Ú✵×❽í Ûïî⑦ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆Û➸â✡ð✻á➥â✡Ý▲Û☎×✘Ù⑩â➂ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û❇✝
à➣Û➸Ü❑Ú✩ì⑩Ûê×❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê× ó

EQ(L)➷✵➪➥➶◆Ð❧❰❂ø✁❘➆ë❧✃④❰
7.630 10−5✺❈❘➆ë❧✃④❰➣✃④❰ê❒ Ð●Ü♣➚④❰❂ø❛➶⑩➪▲ë❧➶➺Ü♣➚❅❒✁✆✢ðP➹❛✃ ñ
1.640 10−4✺❈❘➆ë❧✃④❰➣✃④❰ê❒ Ð●Ü♣➚④❰❂ø❛➶⑩➪▲ë❧➶➺Ü♣➚❅❒✁✆✢ðP➹❛✃ ÷
1.693 10−4

❣ ③❛❣❦ü ã ó ã ø EQ(L) ❑✁➔✄❳▲❘✪❲✧◗✡❘❙❩✔⑦✁❘✘▼❡❵ ❘✘❝✦P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✦❤❢s❣t

ç á➥Ü◆×rÝ♦á❂✱✘✾åÙ⑩â➂Û✔ã ó ßåßåú❘×➂Ø❡Ü④Úrâ➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñê×✵Ý▲Ûê×réêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✙ì⑩Û❉✚◆Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✙Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñê× {gi}i=0,··· ,5
ó

ö✝Ý▲×✢ì⑩ñêé➸â➂Ø❡ë▲×➂×➂Û➸Ü④Ú✩Û➸Ü❹èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â✡á✿✹◆×➂Ø❡Ý➭Ù◆Û❱ó✎Ù◆×✌✵④Ù♥í ✷☎éêÛ❃✵④Ù✌í ë➭Ý✌ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü⑩Ü◆Û➸Ü❑Ú✢â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✩Ü◆ñ✏✾åÝ➭ë❚✾❅Û❽á✿✹⑩Ý▲Ûê× ó
ç á➥Ü◆×✷Ý▲Û❍Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù✫ã ó û⑦úåØ❡Ü➣ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û❍Ý▲Û✹Ú➂Û➸à✔ð◆×✬ì⑩Û❍é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý✻ì❘í Ù⑩Ü➣ð➆❖❡Ý▲Û✢ì⑩Û✹Ý♦á✼■▼✔✼�★ð✻á➥â✷Ý▲Ûê×❁ì⑩Û➸Ù⑦î

à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Ûê×✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê× ó



û ô ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò
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GOB poles of the system 

True poles
Method 1
Method 2

û ❦❧❸❣ü ã ó ß❽ä ø ⑧✚■❴❩✶❯ ❘✘❝⑩P✄④✧❲✛❩✶❪❫❯❱③✖◗✡❘✘❝⑩P✄◗ ❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘❆❝❞❯ ❪❶◗✡❵ ◆❆❘❖❳⑩❵ ❘✘❝①❭✵✇✁❵ ❘✘❝⑩P✄❘❷❵❱❩✥❤❢s❣tÿ❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝①❭✛❩✶■⑩❵ ❘✘❝❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✡P✄❘✘❝❣❹❣❘❖❳❡❺

é ✃✑Ü➺ø❛❰✔➹❛✃❋ò❅➶✘ë→ò❙Û❈ë✾✃❑Ï✽❰❽✃❙ò↕ð❷Ï♥➹❛✃④❰➴❑ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃❹➹❛✃➝➘✓Û✽✃❅❒➣Ö❋Û✢Ü➺ð❷ÏP❒
6.19 10−3➴❑ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃✛ø❛➶⑩➪✟➹❀Ð❧❰❅ò❅➪➥➚❅❒ Ð❧❰❽➶⑦❒ Ð→ð❷Ï ✂ ó ãåã

❣ ③❛❣❦ü ã ó û ø ↔ ❘✪❪❫❭✛❝❢P✄❘②▼✪❩✶❵❱▼❖◗✡❵✯P❃❚ ◗✡❲✬❭✩✇✁❵ ❘❙P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t

➱✫✃✑Ü♣➶⑩➪✖✝✓Û♥✃④❰
ø ☎♥á✡à➣ñ➸Ú✣☛✻Ø④ì⑩Û✙ß❱✹✻á❡×➂ñêÛ❍×✘Ù⑩â❁ì⑩Ûê×❛ù❇Ø❡â✘à✑Ù⑩Ý▲Ûê×✬á➥Ü✻á➥Ý❚✳❑Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×❽úåì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û✢ì⑩Ûê×❀â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×❁× á➥Ú✘ë▲×üù✈á➥ë▲× á➥Ü❑Ú➂×
ðPØ❡Ù⑩â➣ì⑩Ûê×✔×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×❏✷➝ì✴✳❑Ü❷á➥à✔ë❚✵④Ù✻Û➸×✔â á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆ñêÛê× ó ✧✾Û➸ð❷Û➸Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú❽ú✷ð⑩Ý➭Ù◆×☎Ý▲Ûê×✔ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê×
ì⑦Ù❺×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✑×➂Ø❡Ü④Ú✵ñ➸Ý➭Ø❡ë❚✾åÜ◆ñêÛê×✵Ý▲Ûê×✡Ù⑩Ü◆Ûê×rì⑩Ûê×✵á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×✵Ø❡Ù➝Ý▲Ø❡â➂×✌✵④Ù◆Û✑Ý▲Û✑×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✑ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü❑Ú✡ð⑩Ý➭Ù◆×
Øå×➂é➸ë➭Ý➭Ý♦á➥Ü❑Ú❽ú⑦à➣Ø❡ë➭Ü◆×❍Ý▲Ûê×❍â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✢ì⑩ÛrÝ✈í ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú➂ë ✱❷éêá➥Ú➂ë▲Ø❡Ü➝×➂Ø❡Ü④Ú✞✹❷Ø❡Ü◆×✢Û➸Ú❍Ý♦á✑à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û☞ã✑ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü❑Ú
ð⑩Ý➭Ù◆×✡á❡ì◆á➥ð⑩Ú➂ñêÛ✙Û➸Ú✢ð⑩Ý➭Ù◆×❍ð⑩â➂ñêé➸ë▲×➂Û✵ð❷Ø❡Ù⑩â✢Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×✢ð➆❖❡Ý▲Ûê× ó

ø ☎♥á✡à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û✙ß✹Ûê×✘Ú❀ð⑩Ý➭Ù◆×❀â á➥ð⑩ë▲ì⑩Û✞✵④Ù◆Û✾Ý♦á✩à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û✢ã✡éêØ❡à✔à➣Û✹Ý▲Û✾à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û✹Ý▲Û✾Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù✟ã ó û ó ☎✌Û
Ú➂Û➸à✔ð◆×❍ì⑩Û✡é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩ÝPð❷Ø❡Ù⑩â❍ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â❍Ù⑩Ü✱×➂Û➸Ù⑩Ý❷ðP❖❡Ý▲Û✡ì⑩Û✡Ý♦á★■▼✔✼�◗Û➸Ü✫Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✹Ý✈í á➥Ý✲✾❅Ø❡â➂ë❢Ú✌☛⑩à➣Û
ì⑩Û✄✚◆Ù✱Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü❑Ú❍Ûê×✘Ú✹Ü◆Û➸Ú✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü④Ú❍ð⑩Ý➭Ù◆×❍éêØ❡Ù⑩â✘Ú✞✵④Ù◆Û✡Ý▲Û✡Ú➂Û➸à✔ð◆×❍ì⑩Ûré❽á➥Ý▲é➸Ù⑩ÝPÜ◆ñêéêÛê×➂× á➥ë➭â➂Û✡ðPØ❡Ù⑩â
ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â✩Ý▲Û✡à❂✽➸à➣Û✵ð➆❖❡Ý▲Û✵Û➸Ü■Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú❍Ù⑩Ü❊á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✵ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë❢ù▼❊❛✷ P ð✻á❡×❇◆❁Ü◆ñêéêÛê×➂×✘ë➭Ú á➥Ü❑Ú
✷✵é☞☛✻á❆✵④Ù◆Û✢ð✻á❡×❁Ù⑩Ü◆Û❍à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✫ì⑩Û✁☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✩ì⑦Ù✫×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó ❊ P â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û✡á➥Ù◆×➂×✘ë◆Ý▲Û✢ð✻á❡×
ì⑩Û✔ì⑦ë▲×➂é➸â➂ñ➸Ú✘ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ì⑩Û☎Ý✈í ë➭Ü❑Ú➂Û➸â✘èåá➥Ý➭Ý▲Û✔ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û ] − 1, 1[ ◆ ó ✧✾Û➸ðPÛ➸Ü◆ì◆á➥Ü④Ú☞Ý♦á✫à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û❹ß
Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û✵Ý♦á✑â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✵ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û☞ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✼✵④Ù⑩ë❘Ü✌í Ûê×✘Ú❍ð✻á❡×❍Ú➂Ø❡Ù♣óüØ❡Ù⑩â ×✩á❡éêéêÛê×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Û ó



✑❃í ➠✵í✥ð❫ô❂é❦ë❢ê➡✒✾è▲î❂æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù➝ç❈➢❡õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò ûåæ
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Coefficients de Fourier par la méthode 1
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Coefficients de Fourier par la méthode 2

û ❦❧❸❣ü ã ó ßåß ø ❼❾❑✧❘❖❿⑩▼❖❯ ❘✪❲✖❳❴❝✦P✄❘②➀✡❑✁◗✡■▲❯ ❘✪■ {gi}i=0,··· ,5
❘✘❝✍❳▲❯ ❪❫◆✘❝✦❩✔⑦✁❘✘▼❻❵❱❩❫❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘①❹❣❘❖❳❢❵❱❩❂❪❫◆❖❳▲⑥✡❑✄P✄❘❶❺

• ➃➛➉↕➉✴➊❆❿✏➏❱➁❙➐☞➌✄➷✼➦✼❽
ç á➥Ü◆×☞éêÛ➸Ú✘Ú➂Û➣ð✻á➥â✘Ú✘ë▲Ûåú♥Ø❡Ü⑨èåá✱à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û➸â☞Ý✈í á➥ð⑩ðPØ❡â✘Ú✑ì⑩Ûê×★■▼✔✼� ✷■ð➆❖❡Ý▲Ûê×✙â➂ñêÛ➸Ý▲×✑ì⑦Ù♣ðPØ❡ë➭Ü④Ú✑ì⑩Û✔è❑Ù◆Û

â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û✵Ý♦á☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✵Ü❑Ù⑩à➣ñ➸â✘ë✶✵④Ù◆Û ó ø❀Ø❡Ù⑩â✩éêÛ➸Ý♦á⑦ú⑩Ü◆Ø❡Ù◆×✢éêØ❡à✔ð✻á➥â➂Ø❡Ü✻×✢Ý♦á✑â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑦Ù
×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❂✷✫Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û➣ì⑩Û✔Ý♦á▲■▼✔✼� á❽è❅Ûêé➣× á✟â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲✷✫Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û➣ì⑩Û☎Ý♦á▲✹✻á❡×➂Û✔ì⑩Û✑ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☞ì⑩Û
☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞Û➸Ú✩ì⑩ÛrÝ♦á❉✹✻á❡×➂Û✵ì⑩Û✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×▼✚❀ö✎õ ó

☎✌Û❶é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û❶ì⑩Û♣ðPÛ➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛ⑨Ù⑩Ú➂ë❢Ý➭ë▲×➂ñ❶Ûê×✘Ú❊Ý✈í ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â➫➘✢Ù❷á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ò Ø✦✳❅Û➸Ü⑩Ü◆Û❘✡✡Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ
EQMN Û➸Ü④Ú✘â➂Û✵Ý♦á☎×➂Ø❡â➂Ú✘ë▲Û✵ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵Û➸Ú✢éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✙ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✙Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë➭×➂ñ ó ✗✷Ý➭Ý▲Û✙×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

EQMN(L) =
1

L

L∑
k=1

(y(k) − ŷ(k))2

L∑
k=1

(y(k))2

❊❇ã ó ✂ ý ◆

Ø✧➥ y(k) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ÛrÝ♦á✑×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✡ì⑦Ù■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûåú ŷ(k) éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûrì⑦Ù✱à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✵Û➸Ú L â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ÛrÝ▲Û✩Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û
ì⑩Ûê×✢×➂Ø❡â✘Ú➂ë➭Ûê×✢à➣Ûê×✘Ù⑩â➂ñêÛê×❍Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛê×✢ð❷Ø❡Ù⑩â✢Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ó

☎♥á❃✱✘✾åÙ⑩â➂Û✵ã ó ß❽ã✙â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✡Ý✈í ñ➸è❅Ø❡Ý➭Ù⑩Ú➂ë➭Ø❡Ü❹ì⑩Ûê×✹Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➂×❱✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✹à➣Ø❅✳④Û➸Ü⑩Ü◆Ûê×✾Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛê×
Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✡Ý♦á✑×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûrì⑦Ù✱×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✡Û➸Ú❍éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûê×❍ì⑩Ûê×✾à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×❍õ✩ö✆✚✹ú✑☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✵Û➸Ú✞■▼✔✼�❷✷☞ð➆❖❡Ý▲Ûê×✹â➂ñêÛ➸Ý▲× ó ☎✌Û
ðP❖❡Ý▲Û✑ì⑩Û★☎♥á✿✾åÙ✻Ûïâ➂â➂Û✑Ûê×✘Úrñ✏✾④á➥Ý✷á➥Ù❊ðP❖❡Ý▲Û✑Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý ξopt = 0.982 ú✻é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲ñ❉✷➣Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✑ì⑩Û☞Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û
ì⑩Û❑✚⑩Ù❶Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü④Ú➝á ã ô â ó ☎✌Ûê×✑ð➆❖❡Ý▲Ûê×☎ì⑩Û➣Ý♦á✛■▼✔✼� ×➂Ø❡Ü④Ú☞â➂ñêÛ➸Ý▲×☎Û➸Ú✑Ø❡Ü❑Ú✑ñ➸Ú➂ñ✫ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆ñê×❏✷■Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û
ì⑩Û✑Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❏✵④Ù✌í Ø❡Ü❺á✟à✔ë▲×✵á➥Ù➝ðPØ❡ë➭Ü④Ú❷á ûåû✁â✠✹✻á❡×➂ñ✑×✘Ù⑩â✡Ý▲Û★✱◆Ý➭Ú✘â á✿✾❅Û❀❊ P0 = 0.992 ú P1 = 0.811 ú



û ö ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò
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EQMN entre la sortie du système et celles des modèles FIR, Laguerre et BOG

Nombre d’itérations

E
Q

M
N

EQMN entre sortie réelle et FIR
EQMN entre sortie réelle et Laguerre
EQMN entre sortie réelle et BOG

Nfir=50 

Nlaguerre=10 

Nbog=5 

û ❦❧❸❣ü ã ó ß❽ã ø ➁✐➂❡➃❆➄➎❘✪❲✁❳▲■▲❘❶❵❱❩➏❝❞❑✁■❞❳▲❯ ❘❶P✄◗➐❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘⑩❹❶❘❖❳❣▼❖❘✪❵ ❵ ❘✘❝❡P✄❘✘❝❻❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘✘❝❡❛✦➆✍➀➸➇✒➄❣➉❣➊✶➋✖➌♠➍✵♥✠❩✶♦✁◗✡❘✪■▲■▲❘➇✒➄❣➉❂❹✘➋✖➌❏❘❖❳❻❤❢s❣t❸➇✒➄❣➉❙➊✁➌

P2 = 0.470 ú P3 = 0.244 Û➸Ú P4 = 0.131 ◆ ó ☎✌Û✟×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý✾ì❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✫Ûê×✘Ú✙Ù⑩Ü◆Û✟×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✟ì⑩Û❂✹⑩â✘Ù⑩ë➭Ú✹⑩Ý♦á➥Ü◆é★✾④á➥Ù◆×➂×✘ë▲Û➸Ü↔ì⑩Û✙à➣Ø✦✳❅Û➸Ü⑩Ü◆Û☞Ü❑Ù⑩Ý➭Ý▲Û✑Û➸Ú✡ì⑩Û✙èåá➥â✘ë♦á➥Ü◆éêÛ☞Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ ó ☎✌Û✙â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Úr×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❀×✘Ù⑩â✁✹⑩â✘Ù⑩ë➭ÚrÛê×✘Ú
✱⑩î⑩ñ★✷ RSB = 30dB

ó
☎❁í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✽ì❘í Ù⑩Ü✂à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û■Ø❡ð⑩Ú➂ë❢à✟á➥Ý▼✹✻á❡×➂ñ■×✘Ù⑩â✔Ý▲Ûê×❏■▼✔✼�✓áêè④Ûêé✱Ù⑩Ü✂Ø❡â ì⑦â➂Û■ì⑩Û✱Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û

NBOG = 5 ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û✷Ù⑩Ü◆Û✷èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â♥ì⑩Û❀Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❈✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✷à➣Ø❅✳④Û➸Ü⑩Ü◆Û✷Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ✁❊ EQMNBOG =

2.25 10−5 ◆✙Ü◆Û➸Ú✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü④Ú✔ë➭Ü⑦ù❇ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Û❀✷➝éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✱ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ✫ð✻á➥â✑Ý▲Ûê×☎à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×❉✹✻á❡×➂ñê×☎×✘Ù⑩â✑Ý▲Ûê×❁✹✻á❡×➂Ûê×☎ì⑩Û
ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ì⑩Û❉☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✟á❽è❅Ûêé✑Ù⑩Ü♣Ø❡â➂ì⑦â➂Û✔ì⑩Û✑Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û NLaguerre = 10 ❊ EQMNLaguerre =

2.18 10−3 ◆❍Ø❡Ù❊Ý▲Ûê×✩à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×rõ✩ö✆✚✂á❽è❅Ûêé✙Ù⑩Ü➝Ø❡â➂ì⑦â➂Û✑ì⑩Û✙Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û NFIR = 50 ❊ EQMNFIR =

6.38 10−1 ◆ ó
⇒ ☎❁í Ù⑩Ú➂ë❢Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì⑩Ûê×✖■✞✔✼�➨ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú✡Ù⑩Ü◆Û✵à➣Û➸ë➭Ý➭Ý▲Û➸Ù⑩â➂Û☞â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì⑩Û✙éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ☞ì⑦Ù❊à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û

á➥ë➭Ü◆×✘ë➩✵④Ù✌í Ù⑩Ü◆Û✩à➣Û➸ë➭Ý➭Ý▲Û➸Ù⑩â➂Ûrà➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý❢ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Ûê×✹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✾ð✻á➥â✾â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Ú✢á➥Ù⑦î✟à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×❱✹✻á❡×➂ñê×✹×✘Ù⑩â✾Ý▲Ûê×
✹✻á❡×➂Ûê×✩ì⑩Û✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞Û➸Ú✩×✘Ù⑩â✘Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✢ð✻á➥â❍â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Ú✡á➥Ù⑦î✱à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩õ✩ö✆✚ ó

• ➮✁è✌✃✑Ü➺ø➲ë❧✃ ÷
ç á➥Ü◆×❛éêÛ✾ð✻á➥â á✿✾åâ á➥ð✕☛◆Ûåú➥Ý▲Û✾×✣✳⑦×✘Ú☞✤ïà➣Û✾×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñ✾ì⑩Ø❡Ü④Ú❀Ý♦á✢â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✬ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û❍Ûê×✘Ú❛â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñêÛ

ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á★✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ß❽û⑦ú◆Ûê×✘Ú✩ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û☞æ ó ö✝Ý✌Ûê×✘Ú✢ì◆ñ☞✱✻Ü⑩ë✌ð✻á➥â✢× á☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✵Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú G2(z)
ó

G2(z) =
b1(z)b2(z)

(z − 0.5) [a(z)]2
❊❇ã ó ý ä↕◆



✑❃í ➠✵í✥ð❫ô❂é❦ë❢ê➡✒✾è▲î❂æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù➝ç❈➢❡õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò û✡�

á❽è❅Ûêé
a(z) = z2 − 2r cos(ϕ)z + r2 ❊❇ã ó ý ß✦◆
b1(z) = z2 − 2r cos(ϕ+ ∆ϕ)z + r2 ❊❇ã ó ý ã↕◆
b2(z) = z2 − 2r cos(ϕ− ∆ϕ)z + r2 ❊❇ã ó ý û↕◆

ϕ = 1.3π/4 ❊❇ã ó ý✿ô ◆
∆ϕ = 0.2π/4 ❊❇ã ó ý æ↕◆
r = 0.9 ❊❇ã ó ý♣ö ◆
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Réponse impulsionnelle du système 2

Temps

û ❦❧❸❣ü ã ó ß❽û ø ❛✦◆✪❭✩❑✁❲✛❝❞❘❣❯ ❪❫❭✡◗✡❵❱❝❞❯ ❑✁❲✡❲✡❘✪❵ ❵ ❘②P✄◗❷❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘②❺
➃➛➉↕➉✕➊❆❿✏➏➛➁❙➐☞➌✄➷✼➦✼❽
ø❀Ø❡Ù⑩âréêÛ✑×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û★✵④Ù⑩ë❀á➣ì⑩Ûê×rì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Ûê×ré➸Ø❡à✔ð◆Ý➭Ûïî⑩Ûê×❽úPØ❡Ü❊èåá➣éêØ❡à✔ð✻á➥â➂Û➸â✵× á✔à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü

Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú❛Ý▲Ûê×➲■▼✔✼� ✷✢ð➆❖❡Ý▲Ûê×❀éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×❀Û➸Ú❛â➂ñêÛ➸Ý▲×✷á❽è❅Ûêé✾éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûê×❛Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú❛Ý▲Ûê×❈✹✻á❡×➂Ûê×❛ì⑩Û✙✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×➲✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍
Û➸Ú✩õ✩ö✆✚ ó

☎✌Ûê×❛ð➆❖❡Ý▲Ûê×❀éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×❀éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ◆ñê×❀ì⑩Û➛✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✹×➂Ø❡Ü④Ú❀é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲ñê×✠✷❍Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✹ì⑩Û❁Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✞✵④Ù✌í Ø❡Ü☎á
à✔ë▲×✾á➥Ù✟ð❷Ø❡ë➭Ü❑Ú❶á ûåû✁â➆✹✻á❡×➂ñ✢×✘Ù⑩â❁Ý♦árà✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ì⑩Û❍Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➛✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✩Û➸Ü❑Ú✘â➂Û❍Ý♦á✙×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✢ì⑦Ù✟×✣✳⑦×➸✝
Ú✌✤➸à➣Û✩Û➸Ú✬éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✢ì⑦Ù➣à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✢ì◆Û▼✒✵á➥Ù◆Ú✣❍ ó ☎✌Ûê×❁ðP❖❡Ý▲Ûê×✬ì⑩Û▼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✢Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④ñê×✬×➂Ø❡Ü④Ú ξ, ξ∗ = 0.48 ± j 0.61

ó
☎✌Ûê×✾ðP❖❡Ý▲Ûê×✹Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ù⑦î✱ì⑩Û✩Ý♦á❁■▼✔✼�◗×➂Ø❡Ü④Ú✾â➂ñêÛ➸Ý▲×✹Û➸Ú❍éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×✹Û➸Ú❍Ø❡Ü④Ú✹ñ➸Ú➂ñrì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆ñê×▼✷✙Ý✈í á➥ë▲ì⑩Ûrì⑩Û
Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☎û☎ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý➭Ý▲ñ✵ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸à✔à➣Û➸Ü❑Ú ó



û✄✂ ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

☎♥á✼✱✘✾åÙ⑩â➂Û✵ã ó ß ô â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û✡Ý✈í ñ➸è④Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Ûê×✹Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➂×❱✵④Ù❷á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✾à➣Ø✦✳❅Û➸Ü⑩Ü◆Ûê×✹Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛê×
Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✫Ý♦á❊×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✫ì⑦Ù✂×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✫Û➸Ú☎éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûê×☎ì⑩Ûê×✑à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✔õ✩ö✆✚✹ú✢✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍■Û➸Ú❉■▼✔✼� ✷❹ðP❖❡Ý▲Ûê×✑â➂ñêÛ➸Ý▲×☎Û➸Ú
éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê× ó
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EQMN entre la sortie réelle du système et celles des modèles FIR, Kautz et BOG
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û ❦❧❸❣ü ã ó ß ô ø ➁✐➂❡➃❆➄ ❘✪❲✖❳▲■▲❘✏❵❱❩➐❝❞❑✁■❞❳▲❯ ❘✏P✄◗➅❝❞④✄❝✍❳▲⑤✪❪❫❘✬❺❆❘❖❳⑩▼♠❘✪❵ ❵❱❘✪❝❫P✄❘✘❝❂❪❫❑✡P✄⑤❖❵❱❘✪❝❫❛✦➆✍➀❸➇✒➄❣➉❣➊✶➋✖➌♠➍✣q❙❩✶◗✄❳▲r➇✒➄❣➉❂❹✘➋✖➌❏❘❖❳❻❤❢s❣t❸➇✒➄❣➉②➑✶➌

☎❁í á➥Ü✻á➥Ý❚✳⑦×➂Û✡ì⑩Û✩Ý▲á✼✱✘✾åÙ⑩â➂Ûrã ó ß ô Ü◆Ø❡Ù◆×✾ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú✹ì⑩Û✡éêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û✡Ù⑩Ü◆Û❍ù❇Ø❡ë▲×✾ì⑩Û✩ð⑩Ý➭Ù◆×❱✵④Ù◆Û✢Ý✈í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Ûê×✛■▼✔✼�❐ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú❹Ù⑩Ü◆Û↔à➣Û➸ë➭Ý➭Ý▲Û➸Ù⑩â➂Û❺â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡ÜÒì⑩Û↔Ý♦á➏éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ♣ì⑦Ù à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û⑨á➥ë➭Ü◆×✘ë❃✵④Ù✌í Ù⑩Ü◆Û
à➣Û➸ë➭Ý➭Ý▲Û➸Ù⑩â➂Û❹à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★ì⑩Ûê×➣×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✔ð✻á➥â➣â á➥ð⑩ð❷Ø❡â➂Ú✫á➥Ù⑦î➏à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×❂✹✻á❡×➂ñê×➣×✘Ù⑩â➣Ý▲Ûê×❏✹✻á❡×➂Ûê×➣ì⑩Û
ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û❃✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞Û➸Ú✢×✘Ù⑩â✘Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✢ð✻á➥â✢â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Ú✡á➥Ù⑦î✱à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩õ✩ö✆✚ ó

ý①Ö✘❤ ✽ ❿❶Û Ø Ý✫✾✍✎ ✂ Û❷➀❖Ý✢❿ ✾✏Ú✷➁➄➁ ▲ ➁❃Û ▼✁� Ú✷➁❋✾✏Ú❥✐➸Ý②à❴Û❈Ú Ø❈Ø Ü

☎✌Û■à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❊ì⑩Û❀✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❺Ûê×✘Ú➣Ù⑩Ü✽à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❹Ü◆Ø❡Ü✴✝✈Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û❊ð✻á➥â✟â á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú▲✷↔Ý✈í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ❊ì⑦Ù✽×✣✳⑦×➸✝
Ú✌✤➸à➣Û❁✵④Ù⑩ë♥ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✙Ý✈í á❽èåá➥Ü④Ú á✿✾❅Û✑ì❘í ✽➸Ú✘â➂Û☞Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û☞ð✻á➥â✡â á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú❃✷➣×➂Ûê×✢ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó ✧✾Ûêé➸ë❛ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú
Ý✈í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➏ì⑩Û✔ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✙â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✑Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü④Ù◆×☞ð❷Ø❡Ù⑩â☞Ý✈í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â➂ë❚✵④Ù✻Û✟ì⑩Û✔à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×
Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×❃❊●■✾ë➭Ý➭Ý➭ë➭Ü✕✾❅×❫á û✁â✝ú⑩ý❑é✌☛◆Û➸Ú✣❍❽Û➸Ü á æ✡�✶â●◆ ó ✧✾Û➸ðPÛ➸Ü◆ì◆á➥Ü④Ú❍Ý♦á✵â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Ûrì⑦Ù✫à➣Ø✿✝
ì✕✤➸Ý▲Û✵ì⑩Û✖✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☞Ü◆ñêéêÛê×➂×✘ë➭Ú➂ÛrÙ⑩Ü✱Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✵ì⑩Ûrð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✢ñ➸Ý▲Û➸è❅ñê×❽ú⑦éêÛ✄✵④Ù⑩ëPÝ➭ë➭à✔ë➭Ú➂ÛrÝ✈í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Û
éêÛ✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞ì◆á➥Ü◆×✢ì⑩Ûê×✩á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ð⑩â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê× ó

ç á➥Ü◆×➣éêÛ➸Ú✘Ú➂Û■×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú✷Ü◆Ø❡Ù◆×✔ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Ø❡Ü◆×➣Ý▲Û✱à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❊ì⑩Û▲✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❺é➸Ý♦á❡×➂×✘ë✶✵④Ù◆Û✱ðPØ❡Ù⑩â➣ñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲Û➸â
Û➸Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Û✙Ù⑩Ü❊à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞ð✻á➥â✘Ú✘ë▲é➸Ù⑩Ý➭ë▲Û➸ârì⑩Û✼✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣ì⑦ë➭Ú✄✷✔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ☞â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û ó ✧✾Û☞ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë▲Û➸â✡Ûê×✘Ú▼✹✻á❡×➂ñ



✑❃í ❦✩í✥è▲î❷é❦ê➏ï❡ð➝ñ❙ä❙é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë♠❧❣ï❡õ✚é❦ë❢ê❶ê❶æ û ý

×✘Ù⑩â✙Ý▲Û✔ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✑ì⑩Ûê×☞ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×✙Ü✻Ø❅✳❑á➥Ù⑦î❺ì⑩Û❏✜✬Ø❡Ý❢Ú Ûïâ➂â á■×✘Ù⑩â✙ì⑩Ûê×❃✹✻á❡×➂Ûê×✙ì⑩Û☎ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☞Ø❡â➸✝
Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý▲Ûê× ó
❙✥❚❙❞✥❚✜❱ →➣❶❢❼✁❶♣❞■❳❩❵✜➀❝❜❡❶❢❨

☎✌Û☎à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✔ì⑩Û❉✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✱Ûê×✘Ú✡Ù◆Ü↔à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎ðPØ❡Ý❚✳❑Ü✘❖❡à✔ë♦á➥Ý✈úPÜ◆Ø❡Ü↔â ñ➸é➸Ù⑩â ×✘ë ù❍ì⑩Ø❡Ü④Ú✵Ý♦á✟â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣Û➸Ü✴✝
Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❁✷✑Ú➂Û➸à✔ð◆×✩ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú✩Ûê×✘Ú✢ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ✵ð✻á➥â☞Þ

y(k) = h0 +
∞∑

i=1

Hi [u(k)]
❊❇ã ó ý �♣◆

Ø✧➥ u(k) ÛïÚ y(k) ×➂Ø❡Ü④Ú❁â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✬Ý✈í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✩Û➸Ú✬Ý♦á✵×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✩ì⑦Ù✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✢Û➸Ú Hi [u(k)]
Ý▲Û❍Ú➂Û➸â✘à➣Û

☛◆Ø❡à➣Ø❆✾↕✤➸Ü◆Û☞ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û i ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✌ð✻á➥â☞Þ
Hi [u(k)] =

+∞∑

m1=−∞

+∞∑

m2=−∞

· · ·
+∞∑

mi=−∞

hi(m1, . . . ,mi)
i∏

p=1

u (k −mp)
❊❇ã ó ý ✂↕◆

☎✌Û✵Ú➂Û➸â✘à➣Û hi(m1, · · · ,mi)
Ûê×✘Ú❍Ý▲ÛrÜ✻Ø❅✳❑á➥Ù❹ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û i ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó■✹Ø✦✳⑦ì➝Û➸Ú❃✧✻☛❑Ù✻á✾á ô â✷Ø❡Ü❑Ú✡à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂ñ❉✵④Ù◆Û☞Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✵×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✙Ü◆Ø❡Ü✴✝✈Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûåú❘é❽á➥Ù◆× á➥Ý✈ú❷ë➭Ü❑èåá➥â✘ë♦á➥Ü④Ú✵ì◆á➥Ü◆×

Ý▲Û✱Ú➂Û➸à✔ð◆×➣Û➸Ú✔ì⑩Û✱à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û▲✱◆Ü⑩ë▲Û✱ðPÛ➸Ù⑩Ú❂✽➸Ú✘â➂Û✱â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ■ð✻á➥â✔Ù⑩Ü✯ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú✫Û➸Ü✂×➂ñ➸â✘ë▲Û■ì⑩Û
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó ☎✌Û✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵é❽á➥Ù◆× á➥Ý✌ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û P Û➸Ú✢ì⑩Û✵à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û M ×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✙Þ

y(k) = h0 +
P∑

i=1

M−1∑

m1=0

· · ·
M−1∑

mi=0

hi(m1, . . . ,mi)
i∏

p=1

u(k −mp)
❊❇ã ó ý♣ý ◆

✧✾Û✩à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûrì⑩Û➸èåá➥Ü④Ú✾â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û➸â✹Ù⑩Ü✫×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✢ð✕☛❙✳⑦×✘ë✶✵④Ù◆Ûåú④ë➭Ý❷ì⑩Ø❡ë➭Ú✾ì⑩Ø❡Ü◆é✩è④ñ➸â✘ë✲✱✻Û➸â✬Ý♦á☞éêØ❡Ü◆ì⑦ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Û✙é❽á➥Ù◆× á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ✙×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ

hi(m1, · · · ,mi) = 0 si ∃ mj ; j = 1, . . . , i tel que mj < 0 ❊❇ã ó ß❽äåä↕◆
ö✝Ý◆Ûê×✘Ú❁ì⑦ë➭Ú❁×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Û✩á➥Ù➣×➂Û➸Ü◆×❁Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛ✞✹PØ❡â✘Ü◆ñêÛ❱✝♥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✞✹❷Ø❡â✘Ü◆ñêÛ★❊●■✹Ø❡Ù⑩Ü◆ì⑩Ûêì➣ö✝Ü◆ð⑩Ù⑩Ú✙■✹Ø❡Ù⑩Ü◆ì⑩Ûêì❑✔✩Ù⑩Ú✘ð⑩Ù⑩Ú✩Þ
■✹ö✆■▼✔✼◆✾×✘ë✌Û➸Ú✩×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú✡×✘ë✌×➂Ûê×✹Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❹×➂Ø❡Ü④Ú✡á✿✹◆×➂Ø❡Ý➭Ù⑩à➣Û➸Ü④Ú✡×➂Ø❡à✔à✟á✿✹⑩Ý▲Ûê× ó ö✝Ý❘è❑ë▲Û➸Ü④Ú✩ì⑩Ø❡Ü◆é➣Þ

M−1∑

m1=0

M−1∑

m2=0

· · ·
M−1∑

mi=0

|hi(m1,m2, . . . ,mi)| <∞; ∀i = 1, . . . , P ❊❇ã ó ß❽ä⑦ß✦◆
☎✌Ûê×✹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×❍ì⑩Û✖✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎×➂Ø❡Ü④Ú✹Ú✘â✌✤ê×✾Ù⑩Ú✘ë➭Ý▲Ûê×❍ì◆á➥Ü◆×✹Ý♦á☞â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Ûê×✹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×➛✾åâ✪ã❡éêÛ✼✷

Ý▲Û➸Ù⑩â✩×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û✵Ü◆Ø❡Ü✴✝✈Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û☞Û➸Ú✢Ý▲Û➸Ù⑩â❍ð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñ☞ì⑩ÛrÝ➭ë➭Ü◆ñ❽á➥â✘ë➭Ú➂ñ✙ð✻á➥â✢â á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú✡á➥Ù⑦î■éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑦Ù
Ü◆Ø✦✳④á➥Ù ó ✧✾Û➸ðPÛ➸Ü◆ì◆á➥Ü④Ú❽ú✍✵④Ù✻á➥Ü◆ì✱Ù⑩Ü■à➣Ø④ì✘✤ïÝ▲Û✙ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎ì✌í Ø❡â ì⑦â➂Û✵ñ➸Ý▲Û➸è④ñ✵Ûê×✘Ú✹Ü✻ñ➸éêÛê×➂× á➥ë➭â➂Û✵ð❷Ø❡Ù⑩â✢Ù⑩Ü◆Û



ô ä ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú⑩à❂✽➸à➣Û✙áêè④Ûêé✩à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û✙éêØ❡Ù⑩â✘Ú➂Ûåú❑Ý▲Û✡Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✵ì⑩ÛréêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✩ì⑦Ù✱Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù✱â➂Ûê×✘Ú➂Ûrñ➸Ý▲Û➸è❅ñ ó
✂✩Ü❀✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✙ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔ì⑩Ûrà➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û M Û➸Ú✩ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û P á✑Ù⑩Ü❹Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û☞ì⑩Ûrð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✡ñ✏✾④á➥Ý❈✷✱Þ

P∑

i=1

M i ❊❇ã ó ß❽äåã↕◆
✟♥Ø❡Ù⑩Ú➂Ûïù❇Ø❡ë▲×❽úPØ❡Ü➝ðPÛ➸Ù⑩ÚréêØ❡Ü◆×✘Ú á➥Ú➂Û➸â✼✵④Ù◆Û✑éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü◆×rð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✙ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×rÙ⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸Ü④ÚrÝ▲Ûê×✡à❂✽➸à➣Ûê×

ð⑩â➂Ø❑ì⑦Ù⑩ë➭Ú➂×✩ì⑩Ûê×✩Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛê× u(k) ó ✔✩Ü❹ðPÛ➸Ù⑩Ú✩ì⑩Ø❡Ü◆é✵ð✻á➥â✩éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü↔×➂Ûrâ á➥à➣Û➸Ü◆Û➸â✄✷☎Ù⑩Ü❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✙Ü◆Ø❡Ü
â➂Ûêì⑩Ø❡Ü◆ì✻á➥Ü④Ú✫Û➸Ü✂â➂Û✏✾åâ➂Ø❡Ù⑩ð❷á➥Ü④Ú✟Ý▲Ûê×✔Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×➣ð⑩â➂Ø④ì⑩Ù⑩ë➭Ú➂×➣ë▲ì⑩Û➸Ü④Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê× ó ✔✩Ü✽Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✱á➥Ý▲Ø❡â➂×✔Ù⑩Ü◆Û✱ù❇Ø❡â✘à➣Û
Ú✘â✘ë♦á➥Ü✕✾åÙ◆Ý▲á➥ë➭â➂Û ó ☎♥á✱â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ì⑦Ù❺Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û➣ì⑩Û☎ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×☞Ûê×✘Ú✵Ú✘â✌✤ê×✙×✘ë❚✾åÜ⑩ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë➭è❅Û✔ð⑩Ù⑩ë▲×✌✵④Ù✌í ë➭Ý✬Ûê×✘Ú
â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú✄✷✱Þ

P∑

i=1

(M − 1 + i)!

(M − 1)!i!
❊❇ã ó ß❽äåû↕◆

ÿ✩ë➭Ü◆×✘ë✈ú⑩Ù⑩Ü▲✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✙ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎Ú✘â✘ë♦á➥Ü✕✾åÙ⑩Ý♦á➥ë➭â➂Û✑á✔×➂Ûê×✹Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×▼☛◆Ø❡à➣Ø❆✾↕✤➸Ü◆Ûê×✡ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñê×❍ð❷á➥â✙Þ
Hi [u(k)] =

M−1∑

m1=0

M−1∑

m2=m1

· · ·
M−1∑

mi=mi−1

htri
i (m1,m2, . . . ,mi)

i∏

p=1

u(k −mp)
❊❇ã ó ß❽ä ô ◆

ç í á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×❹×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❊×➂Ø❡Ü④Ú■ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñêÛê×❹ì◆á➥Ü◆×❹Ý♦á❶Ý➭ë➭Ú✘Ú➂ñ➸â á➥Ú✘Ù⑩â➂Û♣ð❷Ø❡Ù⑩â❹â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û❺Ý♦á➏éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ
ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â➂ë❚✵④Ù✻Û✙ì⑩Ûê×✢à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó ø✷á➥â✘à✔ë♥Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✩Ø❡Ü❹é➸ë➭Ú➂Û➣Þ

ø ☎✌Û✵â➂ñ❽á➥â✘â á➥Ü✕✾❅Û➸à➣Û➸Ü❑Úrì⑩Ûê×✢éêØ❑Û☞◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✡ì⑦Ù❹Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù❊ì◆á➥Ü◆×✢ì⑩Ûê×✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✁✵④Ù⑩ë✌×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì◆ñ➸éêØ❡à✔ðPØ✿✝
×➂ñêÛê×✾Û➸Ü✱á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù✻á➥Ü④Ú✾Ù⑩Ü◆Û✡ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü■Û➸Ü✟èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✾×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Ûê×✄❊✈ý✑✜ ç ◆➲✵④Ù◆ë✻ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û✩Ù⑩Ü◆Û
â➂ñ❽á➥Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ð✻á➥â á➥Ý➭Ý✶✤➸Ý▲Û❇✝✝é❽á❡×➂é❽á❡ì⑩Û❑✷✱éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✔â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û✔ì⑦Ù➴✱◆Ý➭Ú✘â Û✔ì⑩Û❉✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➺❊❻ø❀á➥Ü⑩ë▲é☞✎❅Û➸â
Û➸Ú ò á➥Ú✣☛◆Û✏❴✢×⑩á æåæ✁â●◆ ó

ø ☎✌Û✵ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸à➣Û➸Ü④Ú✩ì⑦Ù■Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù■×✘Ù⑩â✹Ù⑩Ü◆Û✄✹✻á❡×➂ÛrØ❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý▲Û✙éêØ❡à✔à➣ÛrÝ▲Ûê×❱✹✻á❡×➂Ûê×❍ì⑩Û✩ù❇Ø❡Ü◆é❇✝
Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍ì⑩Û✖☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û❂❊❳✧✹á➥à✔ðPÛ➸Ý➭Ý▲Ø✔Û➸Ú❍á➥Ý✦á➭ßåß✘â✝ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü④Ú❍Û➸Ú✞✚⑩Ù á➭ß✶✂✁â●◆✬Ø❡Ù✫Ý▲Ûê×❱■❍á❡×➂Ûê×▼✔✩â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø✿✝
Ü✻á➥Ý▲Ûê×✄�rñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛê×❁❊●■▼✔✼�❃◆✄❊●✚❷áêè❑ë▲Û➸â✩Û➸Ú✩á➥Ý❻á ãåã✁â✝ú✘✒rë❚✹✻á➥Ü✕✾❅Ø❡Ù➝Û➸Ú✩á➥Ý❢á û ö â●◆ ó

❙✥❚❙❞✥❚❯❙ ♥➣❶♦❲✦❬❢❵❷❺✬➹❾➹✝❬♣❨❂❬❢❼✦❜✭❪✁❬❢❨✭❼✁❺♣q✦❳❩♦s➶✰❪✁❬sr ❺✦❵❝❜❡❬♣❞■❞■❳✉t❂❵✟❬➚❳❩➀✜❪✁❬❧❪✁❬❢❨✭❲✭➓❍→
ÿ▼✱◆Ü❊ì⑩Û✵â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û✙Ý♦á➣éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✙ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û✑ì❘í Ù⑩Ü❊à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞ì◆Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á⑦ú◆Ù⑩Ü✻Û☞á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û

ë➭Ü❑Ú➂ñ➸â➂Ûê×➂× á➥Ü❑Ú➂Û✟á✱ñ➸Ú➂ñ☎ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñêÛ✔ð✻á➥â ❝ ë▲Û➸Ü◆Û➸â❆á �❡ä✁â ó ✗✷Ý➭Ý▲Û➣éêØ❡Ü◆×✘ë▲×✘Ú➂Û❂✷■ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPÛ➸â✙Ý▲Ûê×✵Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❺ì⑩Û
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☞Û➸Ü✱Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú❍ì⑩Ûê×✻✹✻á❡×➂Ûê×✹ì⑩Û✢ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❡Ü◆Ø❡â✘à✟á➥Ý▲Û❽×❍éêØ❡à✔à➣ÛréêÛ➸Ý➭Ý▲Ûê×✹ì⑩Û✖☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂ÛrØ❡Ù
ì⑩Û❂✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍❫❊●■✾â➂Ø④Ø❡à➣Û❄á ✂✁â✝ú ❝ á✿☛⑩Ý❚✹PÛ➸â✣✾➫á ö♣ö â✝ú ❝ á✿☛⑩Ý❚✹❷Û➸â✣✾➫á ö �✶â✝ú ❝ á✿☛⑩Ý❚✹PÛ➸â✣✾❊Û➸Ú ò❍● ✎❑ë➭Ý ● á ö ✂✁â●◆rØ❡Ù♣Û➸Ü
Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✩ì⑩Ûê×▼■▼✔✼�r×★❊ ô Û➸Ù✕✹PÛ➸â✣✾❅Û➸â✩Û➸Ú✡á➥Ý❢á ûåä✁â✝ú✘✡✩ë➭Ü⑩Ü◆Ûê×➂×✢Û➸Ú✄�✡Ù◆×✘Ú á ù❇×➂×➂Ø❡Ü á æåû✁â●◆ ó

☎✌Ûê×➛✹✻á❡×➂Ûê×✾ì⑩Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹ì⑩Û✖☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✵Ø❡Ü④Ú✹Ý♦á✙ð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñrì⑩Û✡ì⑩ñ➸ðPÛ➸Ü◆ì⑦â➂ÛrÛïî⑩é➸Ý➭Ù◆×✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú❍ì❘í Ù⑩Ü
×➂Û➸Ù⑩Ý⑦ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûåú❡Ý▲Û✬ðP❖❡Ý▲Û✹ì⑩Û➛☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó �✡â✪ã❡éêÛ✞✷✩éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✹ð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñåú➥Ý▲Ûê×❀à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✷ì⑩Û❱☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û❍Ø❡Ü④Ú



✑❃í ❦✩í✥è▲î❷é❦ê➏ï❡ð➝ñ❙ä❙é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë♠❧❣ï❡õ✚é❦ë❢ê❶ê❶æ ô ß

ñ➸Ú➂ñ➛✹❷Û❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð✔Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñê×❀ì◆á➥Ü✻×❛Ý▲Û✾éêØ❡Ü❑Ú➂Ûïî⑦Ú➂Û✹ì⑩Û✬Ý✈í ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➣ì◆Û➸×✷×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×❛Û➸Ú✷ì⑩Û✬Ý♦á✡éêØ❡à✔à✟á➥Ü◆ì⑩Û
❊ ò á➥â✘à✟á➥â➂Û➸Ý➭ë▲×❄á ô �✶â✝ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü④Ú✔Û➸Ú❏✚⑩Ù á➭ß✶✂✁â✝ú✙✧✾Øå×✘Ú á✦✝➸✔✩Ý➭ë➭è❅Û➸ë➭â á↔Û➸Ú➣á➥Ý❫á➭ß ô â●◆ ó ☎♥á➝×➂ñ➸Ý▲Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✯ì⑦Ù❶ðP❖❡Ý▲Û
Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý✾ì⑩Û❂☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✫á✱ñ➸Ú➂ñ➣ì❘í á✿✹PØ❡â➂ì❺ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñêÛ✔ð✻á➥â❉✧✬Ý▲Ø❅❴✹Ûê×✻á➭ß❽û✁â✾ì◆á➥Ü◆×✙Ý▲Û✔é❽á❡×☞ì⑩Ûê×✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×
Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×✞✷✵Ú➂Û➸à✔ð◆×✹éêØ❡Ü④Ú✘ë➭Ü❑Ù ó ✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú✑✚⑩Ù✫Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü④Ú❫á ã ô â❘Ø❡Ü④Ú✾Ú✘â á➥ë➭Ú➂ñ✢Ý▲Û✩ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û✡ì◆á➥Ü◆×✬Ý▲Û✩é❽á❡×
ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú ó✻ç á➥Ü◆×✩Ý▲Û✙éêØ❡Ü❑Ú➂Ûïî⑦Ú➂Û☞ì⑩Ûê×✩×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×✢Ü◆Ø❡Ü❊Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Ûê×❽úP✧✹á➥à✔ðPÛ➸Ý➭Ý▲Ø✫Û➸Ú✡á➥Ý❡á➭ß❽ä✁â❀Ø❡Ü④Ú✁✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñ
Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û✵ì⑩Û✖✚⑩Ù✱Û➸Ú ç Ù⑩à➣Ø❡Ü❑Ú✾ðPØ❡Ù⑩â✾Ý▲Ûê×✾à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×❍ì⑩Û✁✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❁✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê× ó ö✝Ý▲×✾Ø❡Ü❑Ú✾ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñ
Ý✈í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✔ì⑩Û✾ì⑩Û➸Ù⑦î❃✹✻á❡×➂Ûê×❛ì⑩Û➛☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✾ë➭Ü◆ì⑩ñ➸ð❷Û➸Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú➂Ûê×❀ðPØ❡Ù⑩â❛Ý♦á❍â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✔ì⑩Ûê×♥Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❘ú
Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û➣Û➸Ú❃✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ó ö✝Ý▲×✵Ø❡Ü④Ú☞Û➸Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Û❉✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñ✔Ý▲Û➸Ù⑩â✵â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú✻á ý â✹á➥Ù♣é❽á❡×✵ì⑩Ûê×✙×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×
ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û★✵④Ù◆Û➸Ý▲éêØ❡Ü✘✵④Ù◆Û ó

• ✸ ➶⑩❰✸ë❻Ð❻Ï♥➚④➶◆Ð❧➪➥✃➈✝✓Û♥➶⑩➹❛➪➥➶⑦❒ Ð✞✝✓Û♥✃✇✈✘➘✓Û✽✃❅❒✟Ö✛Û❈Ü➺ð❷Ï❷❒ ➷✶÷❃✲♣➬✘①
✧✾Ø❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂Ø❡Ü◆×❹Ý▲Û➝à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❺ì⑩Û➴✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➏ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú❹ì⑦Ù➄×➂Ûêé➸Ø❡Ü✻ì Ø❡â➂ì⑦â➂Û❺ì⑩Ø❡Ü❑Ú■Ý♦á❶×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❺Ûê×✘Ú✱Ý♦á

×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✔Þ

y(n) =

∞∑

n1=0

h1(n1)u(n− n1) +

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

h2(n1, n2)u(n− n1)u(n− n2)
❊❇ã ó ß❽äåæ↕◆

ý④Ù⑩ð⑩ðPØå×➂Ø❡Ü◆×❏✵④Ù◆Û✫Ý▲Û✟à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û■×➂Ø❡ë➭Ú☎×✘Ú á✿✹⑩Ý▲Ûåú❀éêÛ▲✵④Ù⑩ë✹ë➭à✔ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆Û▲✵④Ù◆Û✱×➂Ûê×✑Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î➏×➂Ø❡ë▲Û➸Ü④Ú✔×➂Ø❡à❉✝
à✟á✿✹⑩Ý▲Ûê×❁×✘Ù⑩â [0; +∞[

ó ✧✾Û✾à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✹ð❷Û➸Ù⑩Ú✙✽➸Ú✘â➂Û❍ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPñ❍×✘Ù⑩â✷ì⑩Û➸Ù⑦î❉■▼✔✼�r×✷ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê× ó ✧✻☛✻á❡é➸Ù⑩Ü◆Û
ðPØ❡Ù⑩â✢Ù⑩Ü■Ü◆Ø✦✳④á➥Ù❊ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú✡ì❘í Ø✧➥♣Þ

h1(n1) =
∞∑

k1=0

gk1 lk1(n1)
❊❇ã ó ß❽ä ö ◆

h2(n1, n2) =

∞∑

k1=0

∞∑

k2=0

αk1,k2φk1(n1)φk2(n2)
❊❇ã ó ß❽ä✡�♣◆

á❽è❅Ûêé✵Ý▲Ûê×✢éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✩ì⑩Û❃✚◆Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✩ì◆Ø❡Ü⑩Ü◆ñê×❍ð✻á➥â☞Þ
gk1 =

∞∑

n1=0

h1(n1)lk1(n1)
❊❇ã ó ß❽ä✄✂↕◆

αk1,k2 =
∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

h2(n1, n2)φk1(n1)φk2(n2)
❊❇ã ó ß❽ä ý ◆

✗✷Ü❹Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✢Ý▲Ûê×✢ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁❊❇ã ó ß❽ä ö ◆✹Û➸Ú★❊❇ã ó ß❽ä✡�♣◆ïú◆Ý▲Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✸❊❇ã ó ß❽äåæ↕◆❍ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û➣Þ
y(n) =

∞∑

k1=0

gk1 lk1(n)

︸ ︷︷ ︸
y1(n)

+
∞∑

k1=0

∞∑

k2=1

αk1,k2φk1(n)φk2(n)

︸ ︷︷ ︸
y2(n)

❊❇ã ó ßåß❽ä↕◆



ô ã ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

• y1(n) Ûê×✘Ú✔Ý♦á➝ð✻á➥â✘Ú✘ë▲Û■Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û❊ì⑩Û✱Ý♦á↔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❹ì⑦Ù✯×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û■ì⑩Û❀✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❺Û➸Ú y2(n) Ý♦á➝ð✻á➥â➂Ú✘ë▲Û✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ó
• li Û➸Ú φj

×➂Ø❡Ü❑Ú✙â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✑Ý♦á❹×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✟ì⑦Ù➺✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✫ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û i ì⑩Û➣Ý♦á■ð⑩â➂Û➸à✔ë✶✤➸â➂Û❑■▼✔✼�➈Û➸Ú☞Ý♦á
×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✵ì⑦Ù❀✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✙ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û j ì⑩Û✵Ý♦á☎ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û❃■▼✔✼� ó ✗✷Ý➭Ý▲Ûê×✢×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛê×✢ð✻á➥â☞Þ

li(n) =
∞∑

τ=0

li(τ)u(n− τ) ❊❇ã ó ßåßåß✦◆
φj(n) =

∞∑

τ=0

φj(τ)u(n− τ) ❊❇ã ó ßåß❽ã↕◆

• ✸ ➶⑩❰✸ï✻➚❑Ï♥➚④➪➥➶✘ë
✧✾Ø❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂Ø❡Ü◆×✫Ý▲Û❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û➝ì⑩Û❋✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á⑨ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û P ÛïÚ✱ì⑩Û❊à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û M ì⑩Ø❡Ü❑Ú✫Ý♦á❺â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü

Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û☞Ûê×✘Ú❍Ý♦á☎×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✔Þ
y(n) =

P∑

p=1

M−1∑

n1=0

M−1∑

n2=0

· · ·
M−1∑

np=0

hp(n1, . . . , np)

p∏

j=1

u(n− nj)
❊❇ã ó ßåß❽û↕◆

ÿ▼✱◆Ü■ì⑩Û✩â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û✡Ý♦á☞éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñrð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Ûrì⑩ÛréêÛ✩à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûåú⑦Ü◆Ø❡Ù◆×✹ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPØ❡Ü◆×❍é✌☛✻á❡é➸Ù⑩Ü❹ì⑩Ûê×
Ü◆Ø✦✳❑á➥Ù⑦î■×✘Ù⑩â❍Ù⑩Ü◆Û❃■▼✔✼� ó

hp(n1, . . . , np) =
K−1∑

k1=0

K−1∑

k2=0

· · ·
K−1∑

kp=0

gk1,...,kp
bk1(n1) · · · bkp

(np)
❊❇ã ó ßåß ô ◆

Ø✧➥ K Û➸×✘Ú✟Ý✈í Ø❡â ì⑦â➂Û❊ì⑩Û■Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û➝ì⑦Ù✽ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✱ì⑦Ù✯à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❊×✘Ù⑩â➣Ý♦á➺■▼✔✼�✓Û➸Ú bk Ù⑩Ü◆Û
ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì◆ÛrÝ♦á❏■✞✔✼�➨ì⑩Ø❡Ü④Ú✢Ý♦á☎Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Ø❡â✘à➣ñêÛ✙Û➸Ü z ×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

Bk(z) =

√
1 − |ξk|2
z − ξk

k−1∏

i=0

1 − ξ∗i z

z − ξi

❊❇ã ó ßåß❽æ↕◆
ç í á➥ð⑩â✌✤ê×✢Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇ã ó ßåß ô ◆ïú⑩Ý▲Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✵â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ü❑Ú✩ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü④Ú☞Þ

y(n) =
P∑

p=1

K−1∑

k1=0

· · ·
K−1∑

kp=0

gk1,...,kp

p∏

j=1

xkj
(n) ❊❇ã ó ßåß ö ◆

Ø✧➥❹Ý▲Ûê× xk
×➂Ø❡Ü④Ú✢Ý▲Ûê×✢Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛê×✞✱◆Ý➭Ú✘â➂ñêÛê×✢Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✁✵④Ù◆Û✔Þ

xk(n) =
M−1∑

i=0

bk(i)u(n− i) ❊❇ã ó ßåß✁�♣◆
☎♥á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✙ì⑦Ù■à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✵ðPÛ➸Ù⑩Ú✩×❽í ñêé➸â✘ë➭â➂Û✙×➂Ø❡Ù◆×❍Ý▲á✑ù❇Ø❡â✘à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ

y(n) = GTX (n) ❊❇ã ó ßåß✶✂↕◆



✑❃í✪②✡í✥ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❶æ❂î①ù➐õ❈❇ ë❡ù✩ç❈æ✏ä❦ë➧ð❤❇ ô❂é❃æ❂é ô û

á❽è❅Ûêé
G = [g0 · · · gK−1 g0,0 g0,1 · · · gK−1,K−1 · · · · · · ]T ③✮④■⑤ ⑥⑦⑥❇⑧❯⑨

X (n) = [x0(n) · · · xK−1(n)
︸ ︷︷ ︸

termes linaires

x0(n)2 x0(n)x1(n) · · · xK−1(n)2
︸ ︷︷ ︸

termes quadratiques

· · · · · · · · ·︸ ︷︷ ︸
termes d′ordres > 2

]T ③✮④■⑤ ⑥✟④✂⑩❯⑨

g0, . . . , gK−1, g0,0, . . . , gK−1,K−1, . . .
×➂Ø❡Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×✢éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✩ì⑩Û✼✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â✢ë▲×➂×✘Ù◆×❍ì⑦Ù❹ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û❇✝

à➣Û➸Ü❑Ú✩×✘Ù⑩â❍Ý♦á❉■▼✔✼� ó

ý①Ö❪❶ ③ Ú✥➙ Ø✣Ù ➁✠Ú✷❿❶Û❈Ü❣Û❷➀❖Ý✢❿↕✾✏Ü✢❿✑➁ à❸❷✍Ú✷➁♣➙✬Ü ✂ Ú ✾❹❷ Ù Û❈Ü❣Û
❙✥❚❙❺✥❚✜❱ ❻ ❺s❪❽❼❢❵❷❬❦❪✁❬❫♠✖❳✄♥✦♦✁❬♣❞■❞■❬❫❨❭❺✦♦❾❨❤❹❻❺✬❞❾❨❂❬❦❪❭❬➚❶♣❿✥♦✁❳★❜■➀❷❺✦❼✰❪❭❬➚❶ ❜❡❳★❜

☎♥á❺à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ì⑩Ûê×✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×➣Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë❢â Û➸×✱×✘Ù⑩â➣Ý♦á➴✹✻á❡×➂Û❊ì⑩Ûê×❏✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✫ì⑩Û✛☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û↔á❡ì⑦à➣Û➸Ú
Ù⑩Ü◆Û❊â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ì◆á➥Ü◆×✟Ý✈í Ûê×✘ð✻á❡éêÛ➝ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✫Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ❹ù❻â➂ñ❵✵④Ù◆Û➸à✔à➣Û➸Ü④Ú✱ì◆á➥Ü◆×✟Ý♦á⑨éêØ❡à✔à✟á➥Ü◆ì⑩Û➝ì⑩Ûê×
×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê× ó

☎♥á❺â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ì❘í ñ➸Ú á➥Ú❽ú✻✵④Ù◆Û■Ý✈í Ø❡Ü✽â➂Û➸Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è④Û■ù❻â➂ñ❵✵④Ù◆Û➸à✔à➣Û➸Ü④Ú✱ì◆á➥Ü◆×➣Ý♦á❺Ý➭ë➭Ú✘Ú➂ñ➸â á➥Ú✘Ù⑩â➂Ûåú✾éêØ❡â➸✝
â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì❫✷☎Ù⑩Ü❊â➂ñê×➂Û❽á➥Ù➝ì⑩Û✼✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✡ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✑×✘Ú✘â✘ë▲é➸Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Úré❽á➥Ù◆× á➥Ý ó ✂✩Ü❹â➂Û➸Ú á➥â➂ì❹ð⑩Ù⑩â✩ðPÛ➸Ù⑩Ú✖✽➸Ú✘â➂Û
â á✿óüØ❡Ù⑩Ú➂ñ✾Û➸Ü✔á➥à➣Ø❡Ü④Ú❀ì⑩Ù☞â➂ñê×➂Û❽á➥Ù☎ì⑩Û❁Ý♦á✞✱✘✾åÙ⑩â➂Û✹ã ó ß ó ✧✾Ûêé➸ë❑Ü✌í á➥Ý➭Ú✌✤➸â➂Û✬ð✻á❡×❛Ý▲á✢ð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñ✹ì❘í Ø❡â✘Ú✣☛◆Ø❆✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ
ì⑩Ûê×❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó ✔✩Ü■ð❷Û➸Ù⑩Ú✩ñ➸Ú á✿✹⑩Ý➭ë➭â✩Û➸Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂ÛrÝ▲Ûê×✢ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✩ì⑦ë▲×➂é➸â✌✤➸Ú➂Ûê×✢×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Ûê×❽ú
Û➸Ü❹ð⑩â➂Û➸Ü✻á➥Ü④Ú✩Ý▲Ûê×✢×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûê×✢ì⑩Ûê×❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✩éêØ❡à✔à➣Û✵èåá➥â✘ë♦á✿✹⑩Ý▲Ûê×✩ì❘í ñ➸Ú á➥Ú ó






x0(k + 1) = ξx0(k) +
√

1 − ξ2u(k)

x1(k + 1) + ξx0(k + 1) = x0(k) + ξx1(k)

x2(k + 1) + ξx1(k + 1) = x1(k) + ξx2(k)óóó
xn(k + 1) + ξxn−1(k + 1) = xn−1(k) + ξxn(k)

❊❇ã ó ß❽ã⑦ß✦◆

ÿ✂ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â❀ì⑩Û✬Ý♦á✞✱✘✾åÙ⑩â➂Û❍ã ó ßåú ë➭Ý⑦Ûê×✘Ú✌ù✈á❡é➸ë➭Ý▲Û✾ì⑩Û✬è④Ø❡ë➭â➲✵④Ù◆Û❁Ý♦á✩×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✾ì⑦Ù✑â➂ñê×➂Û❽á➥Ù❉✾åÝ▲Ø❆✹✻á➥Ý ŷ ú➥×❽í Ûïî⑦ð⑩â✘ë➭à➣Û
Û➸Ü✟ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ì⑩Ûê×✾ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✹×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûê×✾ì⑩Ûê×✙✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê× xi

à☞Ù⑩Ý➭Ú✘ë➭ð⑩Ý➭ë▲ñêÛê×✹ð✻á➥â✬Ý▲Ûê×✾éêØ❑Û❇◗✟éïë▲Û➸Ü❑Ú➂×❍ì⑩Û✁✚◆Ø❡Ù◆â✘ë▲Ûïâ
â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë❢ù❇×✙Þ

ŷ(k) = g0x0(k) + g1x1(k) + · · · + gnxn(k) ❊❇ã ó ß❽ãåã↕◆
ÿ✩ð⑩â✌✤ê×❁✵④Ù◆Û➸Ý✶✵④Ù◆Ûê×✙à✟á➥Ü⑩ë➭ð⑩Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☎×✘Ù⑩â✙Ý▲Û✟×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❋❊❇ã ó ß❽ã⑦ß✦◆ïú♥Ø❡Ü⑨à➣Ø❡Ü④Ú➂â➂Û✸✵④Ù◆Û✔Ý✈í ñ➸Ú á➥Ú✑ñ➸è④Ø❡Ý➭Ù◆Û

×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü❹Ý♦á✑â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❶Þ




X(k + 1) = AX(k) +Bu(k)

ŷ(k) = CX(k)

❊❇ã ó ß❽ãåû↕◆



ô♣ô ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

Ø✧➥✔Ý▲Û✹è④Û➸é➸Ú➂Û➸Ù⑩â✬ì❘í ñ➸Ú á➥Ú X(k) úåì⑩Û❍ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü n+1 úåéêØ❡Ü④Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú✷Ý✈í Û➸Ü◆×➂Û➸à❁✹⑩Ý▲Û✢ì⑩Ûê×✷×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûê×❁ì⑦Ù❉✱◆Ý➭Ú✘â➂Û❍ì⑩Û☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â Û ó ☎✌Ûê×✬ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×✬ì⑩Û❍Ý♦á✡à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✩é❽á➥â✘â➂ñêÛ A úåì⑩Û✢ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (n+1, n+1) ú❅Û➸Ú❁ì⑦Ù➣è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â
B ì⑩Û✩ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü n+1 ú❅ì⑩ñ➸ðPÛ➸Ü◆ì⑩Û➸Ü④Ú✾Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✹ì⑦Ù➣ðP❖❡Ý▲Û✩ì⑩Û✁☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ξ ó ☎✌Ûê×✾ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✾ì⑩Û C
×➂Ø❡Ü❑Ú✾Ý▲Ûê×❍éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×❍ì⑩Û✄✚✻Ø❡Ù⑩â✘ë▲Û➸â❍ì⑩Û✡Ý♦á☞ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Û✡Ý♦á✵ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Û✩Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú❍Ø❡â✘ë❚✾åë➭Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û
×✘Ù⑩â✢Ý♦á❁✹✻á❡×➂Û✵ì⑩Ûê×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó

A =





ξ 0 0 · · · 0

1 − ξ2 ξ 0 · · · 0

−ξ(1 − ξ2) 1 − ξ2 ξ 0óóó óóó óóó ó ó ó óóó
(−ξ)n−1(1 − ξ2) (−ξ)n−2(1 − ξ2) · · · ξ





;

X(k) =





x0(k)

x1(k)

x2(k)óóó
xn(k)





; B =
√

1 − ξ2





1

−ξ
(−ξ)2óóó
(−ξ)n





Û➸Ú
C =

[
g0 g1 g2 · · · gn

] ❊❇ã ó ß❽ã ô ◆
❙✥❚❙❺✥❚❯❙ ❻ ❺s❪❽❼❢❵❷❬❦❪✁❬❫r✼❳❩♦s❜❡t❧❨❭❺✦♦❾❨❤❹❻❺✬❞❾❨❂❬❦❪❭❬➚❶♣❿✥♦✁❳★❜■➀❷❺✦❼✰❪❭❬➚❶ ❜❡❳★❜

ý❑Ø❡ë➭Ú❍Ý▲Û✵è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â✩ì❘í ñ➸Ú á➥Ú☞Þ

XX(k + 1) =





XX0(k + 1)

XX1(k + 1)óóó
XX2p(k + 1)

XX2p+1(k + 1)





❊❇ã ó ß❽ãåæ↕◆

➱✫✃✑Ü♣➶⑩➪✖✝✓Û♥✃ ❉ ☎✌Ûê×♥Ú➂Û➸â✘à➣Ûê× XXi(k+1) ì⑩Û✬éêÛ✬è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â❀ì❘í ë➭Ü◆ì⑦ë▲éêÛê× i ð✻á➥ë➭â➂×❛×➂Ø❡Ü❑Ú❛ì⑩Û✾ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
ã✩Û➸Ú❛éêÛ➸Ù⑦î☞ì❘í ë➭Ü◆ì⑦ë▲éêÛê× i ë➭à✔ð✻á➥ë➭â➂×❛ì◆Û✬ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü✱ß ó➥ç Ø❡Ü◆é❁Ý▲Û✬è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â❀ì❘í ñ➸Ú á➥Ú XX Ûê×✘Ú❛ì⑩Û✬ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
3(p+ 1)

ó
(n = 2(p+ 1)) Ûê×✘Ú❍Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✵ì⑩ÛrÚ✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û☞ì⑦Ù■â➂ñê×➂Û❽á➥Ù❹ì⑩Ûê×➛✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ì⑩Û✼✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✙ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñ

ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á★✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞ã ó ã↕◆ ó



✑❃í✪②✡í✥ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❶æ❂î①ù➐õ❈❇ ë❡ù✩ç❈æ✏ä❦ë➧ð❤❇ ô❂é❃æ❂é ô æ

☎❁í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✩×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ




XX(k) = AXX(k − 1) +Bu(k − 1)

ŷ(k) = CXX(k)

❊❇ã ó ß❽ã ö ◆
ÿ✽ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✾ì⑩Û✹Ý♦á✖✱✘✾åÙ⑩â➂Û✩ã ó ã⑦ú❅Û➸Ü➣ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð✻á➥Ü④Ú✬Ý▲Ûê×❀ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✬ì⑩Û❍Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú❁Û➸Ü z Ý➭ë♦á➥Ü❑Ú❁Ý▲Ûê×❁ì⑦ë✲❄❘ñ❇✝

â➂Û➸Ü❑Ú➂× xi(z) ; i = 0, . . . , 2p+1 ú❅Ø❡Ü✫ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û✩Ý▲Ûê×✬ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✬ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✾ð✻á➥â✘Ú✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê×➛✵④Ù⑩ë◆Ý➭ë▲Û➸Ü④Ú✾Û➸Ü❑Ú✘â➂Û
Û➸Ù⑦î✫Ý▲Ûê×✾è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× xi

ó ✟❛Ø❡Ù⑩Ú➂Ûê×✹Ý▲Ûê×✹ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✢×➂Ø❡Ü④Ú❍ì⑩Ûê×✬ù❇Ø❡â✘à➣Ûê×❍éêØ❡à✔ð✻á✿✾åÜ◆Ûê×✢Ø❆✹◆×➂Û➸â✘èåá✿✹⑩Ý▲Ûê× ó
☎♥á✔ì⑩ñ➸à➣Ø❡Ü◆×✘Ú✘â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Ûê×✘Ú✢ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý➭Ý▲ñêÛ☞ì◆á➥Ü◆×❍Ý✈í á➥Ü⑩Ü◆Ûïî⑩Û✙ÿ ó

➮❂✝✓Û♥➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹✻ú➭➚❅❒❽➶⑦❒✟➪➥✃✑ë❧➶⑦❒ Ð➒Þ❷✃➝➶✘Û
(2p+ 1)ème ê➲ë→ðPò

XX2p(k + 1) =



 0 c

1 −b(c− 1)



XX2p(k)

+ (−c)0(1 − c2)



 0 1

0 −b



XX2p−2(k)

+ · · · · · ·

+ (−c)p−2(1 − c2)



 0 1

0 −b



XX0(k)

x2p(k) = (−c)0
[

0 1
]
XX2p(k)

+ (−c)1
[

0 1
]
XX2p−2(k)

+ · · · · · ·

+ (−c)p−1
[

0 1
]
XX0(k)

➮❂✝✓Û♥➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹✻ú➭➚❅❒❽➶⑦❒✟➪➥✃✑ë❧➶⑦❒ Ð➒Þ❷✃➝➶✘Û
(2p+ 2)ème ê➲ë→ðPò

XX2p+1(k + 1) = b.XX2p+1(k) +

+ (−c)0
√

1 − b2
[

0 1
]
XX2p(k)

+ · · · · · ·

+ (−c)p−1
√

1 − b2
[

0 1
]
XX0(k)

x2p+1(k) = XX2p+1(k)



ô❙ö ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

✸ ð❷Ï✢ò❙ë●Û♥❰ Ð→ð❷Ï
☎✌Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ì⑩Û❃✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍☞×➂Ø❡Ù◆×✹ù❇Ø❡â✘à➣Û✵ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✡×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✢ì⑩Ø❡Ü◆é➣Þ





XX(k) = AXX(k − 1) +Bu(k − 1)

ŷ(k) = CXX(k)

❊❇ã ó ß❽ã✡�♣◆
Ø✧➥✔Ý♦á✡à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A Û➸Ú✷Ý▲Ûê×❀è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× B Û➸Ú C ×➂Ø❡Ü❑Ú✷ì⑩Û❍ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✷â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Ûê× (3(p+1), 2(p+1)) ú
3(p+ 1) Û➸Ú 2(p+ 1)

ó

A =





D 02×1 02×2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 02×2 02×1

uT b 01×2 0 · · · · · · · · · 01×2 0

(−c)0E 02×1 D 02×1 02×2 · · · · · · ➀➀➀ ➀➀➀
(−c)1uT 0 (−c)0uT b 01×2 0 · · · ➀➀➀ ➀➀➀
(−c)1E 02×1 (−c)0E 02×1 D 02×1 · · · ➀ ➀ ➀ ➀➀➀ ➀➀➀
(−c)2uT 0 (−c)1uT 0 (−c)0uT b · · · 0 ➀➀➀ ➀➀➀➀➀➀ ➀➀➀ ➀➀➀ ➀➀➀ ➀➀➀ ➀➀➀ ➀➀➀ ➀➀➀ ➀➀➀ ➀ ➀ ➀ 02×1

(−c)p−1E 02×1 (−c)p−2E 02×1 · · · · · · · · · (−c)0E 02×1 D 0

(−c)puT 0 (−c)p−1uT 0 (−c)p−2uT 0 · · · (−c)1uT 0 (−c)0uT b





;

B =
√

1 − c2





−b
1

0óóó
0





et C =
[
g0 g1 · · · g2p+1

]
F

á❽è❅Ûêé
D =



 0 c

1 −b(c− 1)



 ; E = (1 − c2)



 0 1

0 −b



 ;

uT =
√

1 − b2
[

0 1
]

; vT =
[

0 1
]

;

Û➸Ú

F =





(−c)0vT 0

01×2 1 01×2

(−c)1vT 0 (−c)0vT 0

01×2 0 01×2 1 01×2⑤⑤⑤ ⑤⑤⑤ ⑤⑤⑤ ⑤⑤⑤ ⑤⑤⑤
(−c)pvT 0 (−c)p−2vT 0 · · · · · · (−c)1vT 0 (−c)0vT 0

01×2 0 01×2 0 01×2 · · · · · · 0 01×2 1





;



✑❃í✪②✡í✥ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❶æ❂î①ù➐õ❈❇ ë❡ù✩ç❈æ✏ä❦ë➧ð❤❇ ô❂é❃æ❂é ô �

☎✌Û✟é✌☛◆Ø❡ë❢î⑨ì⑩Ûê×✙ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× b Û➸Ú c éêØ❡Ü◆ì⑦ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û✟Ý▲Û✔Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✟ì⑩Û➣éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂× gi
á❅✳④á➥Ü❑Ú✙Ù⑩Ü◆Û

èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â❍×✘ë❚✾åÜ⑩ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë➭è④Ûrì◆á➥Ü◆×✹Ý➭Ûrì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✢Û➸Ü■×➂ñ➸â✘ë▲Û✡×✘Ù⑩â❍ì⑩Ûê×➛✹✻á❡×➂Ûê×✹ì⑩Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍ì⑩Û✖✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍ ó
ÿ▼✱◆Ü✂ì⑩Û✫â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û✱Ý♦á➝éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ➺❊❧ë ó Û ó Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û n ◆☞ì⑦Ù➏à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûåú✷éêÛê×✑ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×➣ì⑩Ø❡ë➭è④Û➸Ü④Ú❂✽➸Ú✘â➂Û
é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë▲×♥Ú➂Û➸Ý▲×❈✵④Ù◆Û✬Ý❇í Ù⑩Ü☎ì⑩Ûê×❛ð➆❖❡Ý▲Ûê×❀éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×❛éêØ❡Ü♣ó✎Ù✕✾åÙ✻ñ➸×❀ì⑩Û➛✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✹×➂Ø❡ë➭Ú♥ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û✹ì⑩Û❁Ý♦á✩ì✴✳❑Ü✻á➥à✔ë✶✵④Ù◆Û
ì⑩Ø❡à✔ë➭Ü✻á➥Ü❑Ú➂Û☞ì⑦Ù❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó

✂✩Ü◆Û❍ù❇Ø❡ë▲×✬Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û n Û➸Ú✬Ý▲Ûê×✬ð➆❖❡Ý▲Ûê× ξ Û➸Ú ξ∗ ì⑦Ù✟à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûrì⑩Û✁✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍✁✱⑩î⑩ñê×❽ú❅ë➭Ý✻â➂Ûê×✘Ú➂Û✖✷☞ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â
Ý▲Ûê×✵éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂× gi

ó ✧✾Ûê×réêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✙×➂Ø❡Ü❑ÚrØ❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù◆×❃✷✟Ú✘â áêè④Û➸â➂×✡Ù⑩Ü✻Û☎ñ➸Ú á➥ð❷Û☎ì❘í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ð✻á➥â á✦✝
à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û ó ☎✌Ûê×☞ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✑ì❘í ñ➸Ú á➥Ú▲❊❇ã ó ß❽ã✡�♣◆✵×➂Ø❡Ü❑Ú✑á➥Ý▲Ø❡â➂×☞×✘ë➭à☞Ù⑩Ý▲ñêÛê×☎áêè④Ûêé✔Ù⑩Ü◆Û➣×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✟ì❘í Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛ
{u(k)} ✵④Ù◆Û➸Ý▲éêØ❡Ü✘✵④Ù◆Ûåú④ð⑩Ù⑩ë▲×✬Ý▲Û✢è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â C ì⑩Û✁✒✙á➥Ù⑩Ú✣❍rÛê×✘Ú✬Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñ✡Û➸Ü✱á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù✻á➥Ü④Ú✾Ý♦á✵à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø❑ì⑩Û✡ì⑩Ûê×
à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê× ó

❙✥❚❙❺✥❚❯q ❻ ❺s❪❽❼❢❵❷❬❦❪✁❬❫❵❷❳②❲✭➓❍→➁t②➹✝➘✦❵❷❬❢❨❆❞■❶♣❬❢❵✜❨❤❨❭❺✦♦❾❨❤❹❻❺✬❞❾❨❂❬❦❪❭❬➚❶♣❿✥♦✁❳★❜■➀❷❺✦❼➟❪❭❬➚❶ ❜❡❳★❜
☎✌Û✢×➂é☞☛◆ñ➸à✟á✄✹⑩Ý▲Ø④é✢éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì◆á➥Ü❑Ú✹á➥Ù✔â➂ñê×➂Û❽á➥Ù✟ì⑩Û❍Ý♦á✼■▼✔✼�★Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñ✢ì◆á➥Ü◆×✬éêÛ✞✵④Ù⑩ë✻×✘Ù⑩ë➭Ú❁Ûê×✘Ú❁ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë

ì◆á➥Ü◆×✩Ý♦á❉✱✘✾åÙ⑩â➂Û✑ã ó ß❽æ ó ö✝Ý♥Ûê×✘Ú✡ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü④Ú✵á➥Ù❊×➂é☞☛◆ñ➸à✟á➣ì⑩ñ➸ó✣✷➣ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë❀ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á❉✱✘✾åÙ⑩â➂Û☎ã ó û ó ö✝Ý♥×➂Û➸â✘è❑ë➭â á
ðPØ❡Ù⑩â✩×✣✳❑Ü④Ú✣☛◆ñ➸Ú✘ë▲×➂Û➸â✢Ý▲Ûê×✢ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✩ì⑩Ûê×❱✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✢ë▲×➂×✘Ù◆×❍ì⑩Û✵Ý♦á❉■▼✔✼� ó

➂
➃➂1

ξ

ξ

−

−

z

z ➄➅➆➇➆
➇➄
1

1

1

ξ

ξ

ξ

ξ

−

−

−

−

z

z ➈➈➈
➈

z

z

ξ

ξ

ξ

ξ

−

−

−

−
−

−

➉➋➊
➃➊
➃
1

1

1

g ➌g ➍ g ➎
)(➏ zx)(➐ zx )(zx ➑

+ ++
)(ˆ zy

u(z)

û ❦❧❸❣ü ã ó ß❽æ ø ❛✦◆✘❝❞❘✘❩✶◗✬P✄❘❣❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝✦P✄❘❙❵❱❩❫❤❢s❣t

✔✩Ü♣×➂Û✑ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂Û✔ì⑩Û❁✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â➂Û➸â✙Ý▲Ûê×✵ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✙ì⑩Ûê×✄✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✵×✘Ú✘â✘ë▲é➸Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✙é❽á➥Ù◆× á➥Ù⑩î➝ë▲×➂×✘Ù◆×
ì⑩Û✟Ý♦á❋■✞✔✼� ó ÿ➍ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â☎ì⑩Û✟Ý♦á❹â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➏ì⑩Û✟â➂ñêé➸Ù⑩â✘â➂Û➸Ü◆éêÛ✮❊❇ã ó ô ß✦◆✙Û➸Ú☎ì⑩Û➣Ý♦á❀✱✘✾åÙ⑩â➂Û✱ã ó ß❽æ⑦ú❛Ø❡Ü❶ðPÛ➸Ù⑩Ú
ñêé➸â✘ë➭â➂Û➣Þ



ô ✂ ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò






x0(k) =

√
1−|ξ0|

2

q−ξ0
u(k)

x1(k) = A1
1−ξ∗0q
q−ξ1

x0(k)óóó
xn(k) = An

1−ξ∗n−1q

q−ξn
xn−1(k) , n ≥ 1

❊❇ã ó ß❽ã✄✂↕◆

Ø✧➥ An =

√
1−|ξn|

2√
1−|ξn−1|

2

⇒






x0(k + 1) = ξ0x0(k) +
√

1 − |ξ0|2u(k)
x1(k + 1) +A1ξ

∗
0x0(k + 1) = A1x0(k) + ξ1x1(k)óóó

xn(k + 1) +Anξ
∗
n−1xn−1(k + 1) = Anxn−1(k) + ξnxn(k) , n ≥ 1

❊❇ã ó ß❽ã ý ◆

☎♥á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✼✾åÝ▲Ø❆✹✻á➥Ý▲Û✙×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú☞Þ

ŷ(k) = g0x0(k) + g1x1(k) + g2x2(k) + . . .+ gnxn(k) ❊❇ã ó ß❽ûåä↕◆
ç ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×➂×➂Ø❡Ü◆×✢Ý▲Û✵é☞☛✻á➥Ü✕✾❅Û➸à➣Û➸Ü④Ú✡ì⑩Û✵èåá➥â✘ë♦á✿✹⑩Ý▲Ûê×☞Þ






xx0(k) = x0(k)

xx1(k) = x1(k) +A1ξ
∗
0x0(k)

xx2(k) = x2(k) +A2ξ
∗
1x1(k)óóó

xxn(k) = xn(k) +Anξ
∗
n−1xn−1(k)

❊❇ã ó ß❽û⑦ß✦◆

ì⑩Ø❡Ü❑Ú✢Ý▲Û✵é☞☛✻á➥Ü✕✾❅Û➸à➣Û➸Ü④Ú✩â➂ñêé➸ë➭ð⑩â➂Ø✑✵④Ù◆Û✙Ûê×✘Ú☞Þ





x0(k) = xx0(k)

x1(k) = xx1(k) −A1ξ
∗
0xx0(k)

x2(k) = xx2(k) −A2ξ
∗
1xx1(k) +A2A1ξ

∗
0ξ

∗
1xx0(k)óóó

xn(k) = xxn(k) −Anξ
∗
n−1xxn−1(k) +AnAn−1ξ

∗
n−1ξ

∗
n−2xxn−2(k)

+ · · · + (−1)n
n∏

k=1

Akξ
∗
k−1xx0(k)

❊❇ã ó ß❽ûåã↕◆



✑❃í✪②✡í✥ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❶æ❂î①ù➐õ❈❇ ë❡ù✩ç❈æ✏ä❦ë➧ð❤❇ ô❂é❃æ❂é ô❙ý

✗✷Ü❹â➂Û➸à✔ð⑩Ý♦á❀✿❽á➥Ü❑Ú❉❊❇ã ó ß❽û⑦ß✦◆✹Û➸Ú★❊❇ã ó ß❽ûåã↕◆❍ì◆á➥Ü◆×★❊❇ã ó ß❽ã ý ◆ïú✻Ø❡Ü❹Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú☞Þ





xx0(k + 1) = ξ0xx0(k) +
√

1 − |ξ0|2u(k)
xx1(k + 1) = ξ1xx1(k) +A1(1 − ξ∗0ξ1)xx0(k)óóó
xxn(k + 1) = ξnxxn(k)

+An(1 − ξ∗n−1ξn)xxn−1(k)

−AnAn−1ξ
∗
n−2(1 − ξ∗n−1ξn)xxn−2(k)

+ · · ·

+(−1)n−1An

n−2∏
k=0

Ak+1ξ
∗
k(1 − ξ∗n−1ξn)xx0(k)

❊❇ã ó ß❽ûåû↕◆

Û➸Ú✩Û➸Ü■â➂Û➸à✔ð⑩Ý♦á❀✿❽á➥Ü❑Ú❉❊❇ã ó ß❽û⑦ß✦◆✹ì◆á➥Ü◆×❁❊❇ã ó ß❽ûåä↕◆ïú◆Ø❡Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✑Þ
ŷ(k) = gnxxn(k)

+ (gn−1 − gnAnξ
∗
n−1)xxn−1

+ · · ·

+



g0 +
n∑

k=1

(−1)kgk

k∏

j=1

Ajξ
∗
j−1



xx0(k)
❊❇ã ó ß❽û ô ◆

ç í Ø✧➥❹Ý♦á✑â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✩ì⑦Ù❹â➂ñê×➂Û❽á➥Ù❊ì⑩ÛrÝ♦á❉■▼✔✼� Þ




XX(k + 1) = AXX(k) +Bu(k)

ŷ(k) = C XX(k)

❊❇ã ó ß❽ûåæ↕◆
á❽è❅Ûêé➣Þ

XX(k) =





xx0(k)

xx1(k)

xx2(k)óóó
xxn(k)





;A =





ξ0 0 0 0 0

A1(1 − ξ∗0ξ1) ξ1 0 0 0

−A2A1ξ
∗
0(1 − ξ∗1ξ2) ξ2 0 0óóó óóó óóó ó ó ó óóó
α0 α1 α2 · · · ξn





B =





√
1 − |ξ0|2

0

0óóó
0





et C = [c0 , c1 , c2 , . . . , cn] .



æåä ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

Ø✧➥

αi = (−1)n+1−iAn

n−2∏

k=i

Ak+1ξ
∗
k(1 − ξ∗n−1ξn) ❊❇ã ó ß❽û ö ◆

ci = gi +
n∑

j=i+1

(−1)jgj

j∏

k=i+1

Akξ
∗
k−1

❊❇ã ó ß❽û✡�♣◆
Û➸Ú

Ak =

√
1 − |ξk|2

√
1 − |ξk−1|2

, k = 1, . . . , n ❊❇ã ó ß❽û✄✂↕◆

❙✥❚❙❺✥❚➚➾ ❻ ❺s❪❽❼❢❵❷❬❆❪✁❬❆❵❷❳ ❲✭➓❍→➒t✭➹✝➘✦❵❷❬❢❨✸❞■❶♣❬❢❵✜❨✫❬ ❜✣❽✧❺❳❨❂➹✔❵❷❬ ➶s❬❢❨✸❨❭❺✦♦❾❨✸❹❻❺✬❞❾❨❂❬❆❪❭❬➚❶♣❿✥♦✁❳♣➓
❜■➀❷❺✦❼✴❪❭❬➚❶ ❜❡❳★❜

☎♥á☞Ü✻á➥Ú✘Ù⑩â➂Ûrì◆Û➸×✹ðP❖❡Ý▲Ûê×❃❊❧â➂ñêÛ➸Ý▲×❍Ø❡Ù■é➸Ø❡à✔ð◆Ý➭Ûïî⑩Ûê×❇◆✾ì❘í Ù⑩Ü◆Û✼■✞✔✼�❙á➥ë➭Ü◆×✘ë➩✵④Ù◆Û✡Ý▲Û➸Ù⑩â❍Ø❡â➂ì⑦â➂Ûrì◆Û✡×✘Ù◆éêéêÛê×➸✝
×✘ë▲Ø❡Ü➝×➂Ø❡Ü❑Ú✩ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Ú á➥Ü❑Ú➂×✡Ý▲Ø❡â➂×✡ì⑩Û✙Ý♦á➣éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì⑩Û✙Ý♦á❂■▼✔✼� ó ✧✡í Ûê×✘Ú✩ð❷Ø❡Ù⑩âréêÛ➸Ý♦á❂✵④Ù◆Û✙Ý▲Û✙à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
ì❘í ñ➸Ú á➥Ú❍ì⑩Û✩Ý♦á★■▼✔✼�◗ì⑩ñ➸ðPÛ➸Ü◆ì✫ì⑩Ûê×✬ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✾ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸à✔à➣Û➸Ü❑Ú✢é➸ë➭Ú➂ñê× ó ☎✌Ûê×✹ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×❍é❽á❡×✾ì⑩Û✡×✘Ù◆éêéêÛê×➸✝
×✘ë▲Ø❡Ü❺ì⑩Ûê×✡ð➆❖❡Ý▲Ûê×rì◆Û☞Ü✻á➥Ú✘Ù⑩â➂Ûê×✵ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×❂❊❻õ✩ñêÛ➸Ý▲×rØ❡Ù↔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑩Ûê×❇◆✩×➂Ø❡Ü④Ú✵ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý❢Ý▲ñê×✵ì◆á➥Ü◆×rÝ✈í á➥Ü⑩Ü◆Ûïî⑩Û
✧ ó

ç á➥Ü◆×✩éêÛ★✵④Ù⑩ë♥×✘Ù⑩ë➭Ú❽ú✻Ø❡Ü❊ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✙Ý▲Û☞é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý❛ì⑩Û✙ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×réêØ❡à✔à➣Û☞Ý✈í Ù⑩Ü◆Û☞ì⑩Ûê×✩ë➭Ý❢Ý➭Ù◆×✘Ú➂â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×
ì⑩Û✵Ý✈í Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë➭Ú➂ñ✙ì⑩Ûê×✢à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✩é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲ñê×✢ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸à✔à➣Û➸Ü❑Ú ó

ý①Ö✑➔ ✢ Ü②à ✂ ✎✏à❤✾✏Ú⑤➙ Ø✣Ù ✾✑➀ ✂ Û❈Ús✎ Ø ➁
❙✥❚✵→✮❚✜❱ ❻ ❺s❪❽❼❢❵❷❬❧❬ ❜✭➹❾❞■❶❢❪❾➀✜❽❿❜❡❬❢♦✁❞

✡✡Ø❡Ù◆×❁ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Ø❡Ü◆×✬Ý▲Û✢à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✩ì◆Û❍Ú✆✳❑ð❷Û✩õ✩ñïðPØ❡Ü◆×➂Û✢ö✝à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û✖✚❛ë➭Ü⑩ë▲Û❁❊❻õ✩ö✆✚✙◆❀Û➸Ú❁à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Ø❡Ü◆×
ð✻á➥â❍Ý♦á✑×✘Ù⑩ë➭Ú➂ÛréêØ❡à✔à➣Û➸Ü④Ú✢Ý♦á☞ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü y(k+ i/k) ✷ i ð✻á❡×❍ì⑩Û✡Ý♦á✑×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûrð❷Û➸Ù⑩Ú▼✽➸Ú✘â➂Ûrì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×➂ñêÛ
Û➸Ü❊ì⑩Û➸Ù⑦î✱ð✻á➥â✘Ú➂ë➭Ûê×☞Þ

y(k + i/k) = yl(k + i/k) + yf (k + i/k) ❊❇ã ó ß❽û ý ◆
☎✌Û✡ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â❍Ú➂Û➸â✘à➣Û✵éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì✛✷☞Ý♦á☞â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✡Ý➭ë❚✹⑩â➂Û✵ì⑦Ù■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûåú⑦éåí Ûê×✘Ú▼✷✑ì⑦ë➭â➂ÛrÝ♦á☞èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â❍ì⑩Û

Ý♦á❊×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û▲✷■Ý✈í ë➭Ü◆×✘Ú á➥Ü❑Ú (k + i) ð⑩â➂ñêì⑦ë➭Ú➂Û❀✷■Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✱ì⑩Ûê×✑×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûê×✑à➣Û➸×✘Ù◆â➂ñêÛ➸×✖ó✎Ù◆×✌✵④Ù✌í ✷■Ý✈í ë➭Ü◆×✘Ú á➥Ü❑Ú kT ú
Ú á➥Ü◆ì⑩ë➭×❱✵④Ù◆Û✩Ý▲Û✩ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✡Ú➂Û➸â✘à➣Û✡éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü◆ì❀✷✵Ý♦á✙â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✢ù❇Ø❡â➂éêñêÛåú❑éåí Ûê×✘Ú✞✷☞ì⑦ë➭â➂Û✩Ý▲á☞éêØ❡à✔ðPØå× á➥Ü④Ú➂Û
ì⑩Û✵Ý♦á✑ð⑩â ñ➸ì⑩ë➭é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ü❑Ú✩ì⑩Û✵Ý✈í á❡é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×✢éêØ❡à✔à✟á➥Ü◆ì⑩Ûê×✢ù❻Ù⑩Ú✘Ù⑩â➂Ûê× ó



✑❃í❙➣✁í➫ä❦æ❂õ❡ä❂ñ❦õ➫ð❫ë➎ç❢ê❶ô❢ð❫è✱ä❙é❦ë⑩ñ❦ê❫ù æ⑦ß

❙✥❚✵→✮❚❯❙ ↔ ❞■❶❢❪❾➀✜❽❿❜❡❬❢♦✁❞↕t
i
➓ý➹❾❳❩❨➝❪✁❬❍❵❷❳ ❨❭❺✬❞❡❜■➀❷❬ ❪❭❬ ♦❾❼➙❨❂❺s❪❽❼❢❵❷❬➜➛❾❳❩❨❭❶➣❨❀♦✁❞❊♦❾❼✁❬❍❪✁❶❢❽✧❺➝❨✉➓

➹✝❺✦❨❀➀❝❜■➀❷❺✦❼⑥❺✬❞❡❜■➔✁❺✬♥✬❺✦❼✁❳❩❵❷❬
ç á➥Ü◆×✾éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✩ð✻á➥â✘Ú✘ë▲Ûåú❅Ü◆Ø❡Ù◆×✹á➥Ý➭Ý▲Ø❡Ü◆×✹ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â✾Ý▲Û✢ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â✞✷ i ð✻á❡×✾ì⑩Û✢Ý♦á✙×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Ûåú④éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭Ú

×✘Ù⑩â❍Ù⑩Ü✱à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✵ë▲×➂×✘Ù■ì⑩Û✡Ý♦á❉■▼✔✼�Òà✔ë▲×❍×➂Ø❡Ù◆×✹Ý♦á☞ù❇Ø❡â✘à➣Ûrë➭Ü◆é➸â➂ñ➸à➣Û➸Ü④Ú á➥Ý▲Û ó ☎✌Û✵é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý✌ì⑩Ûrð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×
✹✻á❡×➂ñ✙×✘Ù⑩â✢ì⑩Ûê×❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✡ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✑á☎ñ➸Ú➂ñ✙ì⑩ñ➸è❅Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ðPñ✵ð✻á➥â✄✔✩Ý➭ë➭è❅Û➸ë➭â á➣ÛïÚ✡á➥Ý❢á æ ô â ó

✗✷Ü➄×✘Ù⑩ð⑩ð❷Øå× á➥Ü❑Ú✱Ý✈í Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â❊ì⑩Û➝à➣Ø④ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➄Ü◆ñ✏✾åÝ➭ë❚✾❅Û❽á✿✹⑩Ý▲Û♣Û➸Ú❹á➥ð⑩â✌✤ê×✱à☞Ù⑩Ý➭Ú✘ë➭ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë♦Ø❡Ü➄ð✻á➥â✱Ý▲Û
ðPØ❡Ý❚✳❑Ü✘❖❡à➣Û ∆(q) = 1 − q−1 úPÝ✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✙ì⑦Ù↔à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û☎ë▲×➂×✘Ù❺ì⑩Û✑Ý♦á▲■✞✔✼�➍×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✵×➂Ø❡Ù◆×rÝ♦á
ù❇Ø❡â✘à➣Û✵ë➭Ü◆é➸â➂ñ➸à➣Û➸Ü④Ú á➥Ý▲Û✑×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ

δXX(k) = AδXX(k − 1) +Bδu(k − 1) ❊❇ã ó ß ô ä↕◆
ŷ(k) = ŷ(k − 1) + CδXX(k) ❊❇ã ó ß ô ß✦◆

Ø✧➥❹Ý▲Ûê×❍ë➭Ü◆é➸â➂ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑦Ù❹×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý♥ì⑩Û✙éêØ❡à✔à✟á➥Ü◆ì⑩Û☞Û➸Ú✢ì⑦Ù❹è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â✩ì❘í ñ➸Ú á➥Ú✩×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×✢ð✻á➥â☞Þ
δu(k) = u(k) − u(k − 1) ; δXX(k) = XX(k) −XX(k − 1) ❊❇ã ó ß ô ã↕◆

☎♥á✵ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❀✷ i ð✻á❡×✬ì⑩Û❍Ý♦á✙×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✩×➂Û✢ì⑩ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú✾ì⑩Û❍Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ì⑩Û❍à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Û❁❊❇ã ó ß ô ß✦◆❁éêØ❡à✔à➣Û✩×✘Ù⑩ë➭Ú✩Þ
ŷ(k + i/k) = ŷ(k + i− 1/k) + CδXX(k + i) ; i ≥ 1 ❊❇ã ó ß ô û↕◆

Ø✧➥ y(k+i/k) ×✘ë❚✾åÜ⑩ë✲✱✻Û❱✵④Ù◆Û✾Ý♦á✩ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✸✷✩Ý✈í ë➭Ü◆×✘Ú á➥Ü❑Ú (k+i)T Ûê×✘Ú✷é❽á➥Ý▲éïÙ◆Ý➭ñêÛ✁✷✢ð❷á➥â✘Ú✘ë➭â✷ì⑩Û✾à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Ûê×
ì⑩Û✵Ý♦á☎×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✙Û❇❄❘Ûêé➸Ú✘Ù◆ñêÛê×✙ó✎Ù◆×✌✵④Ù✌í ✷✑Ý✈í ë❢Ü✻×✘Ú á➥Ü④Ú kT óç í á➥ð⑩â✌✤ê×✢Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❘❊❇ã ó ß ô ä↕◆ïú✻Ø❡Ü➝á✱Þ

δXX(k + i) = AiδXX(k) +
i∑

j=1

Ai−jBδu(k + j − 1) ❊❇ã ó ß ô♣ô ◆
☎♥á✔×✘Ù✕✹◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✸❊❇ã ó ß ô♣ô ◆✹ì◆á➥Ü◆×❁❊❇ã ó ß ô û↕◆✹ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û➣Þ

ŷ(k + i/k) = ŷ(k + i− 1/k) + CAiδXX(k) + C
i∑

j=1

Ai−jBδu(k + j − 1) ❊❇ã ó ß ô æ↕◆
Ø❡Ù❊Û➸Ü◆éêØ❡â➂Û

ŷ(k + i/k) = ŷ(k + i− 2/k) + C
[
Ai +Ai−1

]
δXX(k)

+ C




i∑

j=1

Ai−j +
i−1∑

j=1

Ai−1−j



Bδu(k + j − 1) ❊❇ã ó ß ô❙ö ◆



æåã ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò

ø✷á➥â✩×✘Ù✕✹◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü❊×✘Ù◆éêéêÛê×➂×✘ë➭è④Û✵Û➸Ú✢Û➸Ü❹Ú➂Û➸Ü✻á➥Ü④Ú✩éêØ❡à✔ð⑩Ú➂Û★✵④Ù◆Û ŷ(k/k) = ŷ(k) ú⑩Ø❡Ü❹Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú☞Þ
ŷ(k + i/k) = ŷ(k) + C

[
Ai +Ai−1 + . . .+A

]
δXX(k)

+ C




i∑

j=1

Ai−j +
i−1∑

j=1

Ai−1−j + · · · +
1∑

j=1

A1−j



Bδu(k + j − 1)

❊❇ã ó ß ô �♣◆
Ø❡Ù❊Û➸Ü◆éêØ❡â➂Ûåú✻á➥ð⑩â✌✤ê×✢Ù⑩Ü◆Û✵â➂ñêØ❡â✣✾④á➥Ü⑩ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×✢×➂Ø❡à✔à➣Ûê×

ŷ(k + i/k) = ŷ(k) + C
i∑

j=1

AjδXX(k) + C
i∑

j=1

(
i−j∑

l=0

Al

)
Bδu(k + j − 1) ❊❇ã ó ß ô ✂↕◆

ç ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×➂× á➥Ü❑Ú
Ki =

i∑

j=0

Aj ; pour i ≥ 0 et Ki = 0 pour i < 0 ❊❇ã ó ß ô❙ý ◆
Ü◆Ø❡Ù◆×✩Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü◆Ø❡Ü◆×

ŷ(k + i/k) = ŷ(k) + C [Ki − I] δXX(k) + C
i∑

j=1

Ki−jBδu(k + j − 1) ❊❇ã ó ß❽æåä↕◆
ø✷á➥â✩×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú⑩Ý▲á☎ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➴✷ i✝✈ð❷á❡×✢ì⑩ÛrÝ♦á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✵×➂Û✵ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×➂Û✙×➂Ø❡Ù◆×❍Ý♦á✑ù❇Ø❡â✘à➣Û❂❊❇ã ó ß❽û ý ◆✢áêè④Ûêé✔Þ

yl(k + i/k) = ŷ(k) + C [Ki − I] δXX(k) ❊❇ã ó ß❽æ⑦ß✦◆
yf (k + i/k) = C

i∑

j=1

Ki−jBδu(k + j − 1) ❊❇ã ó ß❽æåã↕◆
☎✌Û✹è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â Y (k) ì◆Û➸×✷ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❽úå×✘Ù⑩â✷Ý✈í ☛◆Ø❡â✘ë❚❍❽Ø❡Ü➣ì⑩Û✹ð⑩â➂ñêì⑦ë▲é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü [k+1, k+Np]

ú❡×➂Û✹ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×➂Û
á➥Ý▲Ø❡â➂×✩Û➸Ü

Y (k) = Yf (k) + Yl(k) = MδU(k) + Yl(k)
❊❇ã ó ß❽æåû↕◆

Ø✧➥✌ú❡Ý▲Û✹è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â Yl(k)
ð❷Û➸Ù⑩Ú✙✽➸Ú✘â➂Û❍é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲ñ✢Û➸Ü☎Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✷Ý✈í Ûïî⑦ð⑩â➂Ûê×➂×✘ë▲Ø❡Ü❋❊❇ã ó ß❽æ⑦ß✦◆♥ðPØ❡Ù⑩â i = 1, . . . , Np

ú
δU(k) Ûê×✘Ú❍Ý▲Û✵è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â✩ì⑩Ûê×❍ë➭Ü◆é➸â➂ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✩ì⑩Û✙éêØ❡à✔à✟á➥Ü◆ì⑩Ûåú✻ì⑩Û✵ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü Np

δU(k) =
[
δu(k) δu(k − 1) · · · δu(k +Np − 1)

]T ❊❇ã ó ß❽æ ô ◆
Û➸Ú M Ûê×✘Ú❍Ý♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✙ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (Np, Np)

ú⑩ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ✵ð✻á➥â☞Þ

M =





m0 0 . . . 0

m1 m0 . . . 0óóó óóó ó ó ó óóó
mNp mNp−1 . . . m0





❊❇ã ó ß❽æåæ↕◆



✑❃í❙➣✁í➫ä❦æ❂õ❡ä❂ñ❦õ➫ð❫ë➎ç❢ê❶ô❢ð❫è✱ä❙é❦ë⑩ñ❦ê❫ù æåû

Ø✧➥
mi = CKi−1B

❊❇ã ó ß❽æ ö ◆
✗✷Ü❹Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✢Ý♦á☎ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇ã ó ß ô❙ý ◆✹ì⑩Û Ki

Û➸Ú✩Û➸Ü■Ü◆Ø❡Ú á➥Ü❑Ú✁✵④Ù◆Û hj = CAj−1B ú◆Ø❡Ü❊á

mi =
i−1∑

j=0

CAjB =
i∑

j=1

hj
❊❇ã ó ß❽æ✡�♣◆

☎✌Ûê×✢ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂× {hj}j=1,...,i
â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➸Ü④Ú✢Ý▲Ûê×✢éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑩ÛrÝ♦á✑â➂ñ➸ð❷Ø❡Ü◆×➂Û✵ë➭Ü◆ì⑦ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✙ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û

ì⑩Û✵Ý♦á❉■▼✔✼� ó



æ ô ä❦å❂æ❫ç✦è✱é✐ê②ë❂✑❃í➝ê❶ë❢ç❢ê❶ô❡ù✩ë❢î❷é✯æ❶é❦è✱ï❡îÔð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù❆❅ õ❈❇ æ❂è▲ð❫ë⑨ð❫ë➎õ❏æ✴✓⑩ï①ò



➴➬➷➱➮❽✃➱❐✩❒➏❮✬❰➟➞

Ð ÔÔÑ❫✻Ò➽✰Ù➡➠ ✭ÖÔ✬✫ ÕÖÔ ÕÖ✪ÔÑ ➼ ✯ ✳ ➼ ✫✮Ù✢×➭Ù✐➼➾➽✰✫

×➺ÔÔ➽✰✫➅➼ ❬❘Ù➲Ô✬Ò✠Ò➲Ô✬✫

✛⑩Ö✪Õ ✽ ❿❶Û Ø Ý✫✾✍✎ ✂ Û❷➀❖Ý✢❿
☎✌Ûê×✾Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×➛✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ÛïÜ❑Ú✹Ý▲Ûê×✬Ü◆Ø❡Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹ì⑩Û✩è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â✹Û➸Ú✹ì⑩Û✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ ó ✔✩Ü✱ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✾Ù⑩Ü✫Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

H
éêØ❡à✔à➣Û✵Ù⑩Ü❊Û➸Ü◆×➂Û➸à★✹⑩Ý▲Û☞ì⑩Ø❡Ü④Ú✢Ý▲Ûê×✢ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✢ð❷Û➸Ù⑩è④Û➸Ü④Ú✩×❽í ñêé➸â✘ë➭â➂Û✙ì⑩Û✵Ý♦á✑à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û☞×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ

H(n1, n2, . . . , nN )






n1 = 1, . . . , N1

n2 = 1, . . . , N2óóó
nN = 1, . . . , NN

❊❇û ó ß✦◆

ý❑Û➸Ù⑩Ý▲×✢Ý▲Ûê×❍Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✁✷✔ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×✢â➂ñêÛ➸Ý▲×✩×➂Û➸â➂Ø❡Ü④Ú✩éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñê×✩ì◆á➥Ü◆×✢éêÛ✙é✌☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Û ó
✂✩Ü➝Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✼✷✔Ù⑩Ü↔×➂Û➸Ù⑩Ý❛ë➭Ü◆ì⑦ë▲éêÛ n1 = 1, . . . , N1

Ûê×✘Ú✡Ù⑩Ü❊è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â❽úPá❽è❅Ûêé✑ì⑩Û➸Ù⑦î❊ë➭Ü◆ì⑦ë▲éêÛê× n1
Û➸Ú

n2
ú✻éåí Ûê×✘Ú✩Ù⑩Ü◆Û✙à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ ó ✂✩Ü❊Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩ârá❽è❅Ûêé✙Ú✘â➂Ø❡ë▲×✩ë➭Ü◆ì⑦ë▲éêÛê×✡Ø❡Ù➝ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û☞Ú✘â➂Ø❡ë▲×✩ð❷Û➸Ù⑩Ú✖✾❅ñêØ❡à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û❇✝

à➣Û➸Ü❑Ú✼✽➸Ú✘â➂Û✔á➥â✘â á➥Ü✕✾❅ñ✔ì◆á➥Ü◆×rÙ⑩Ü↔ð✻á➥â á➥Ý➭Ý▲ñ➸Ý▲ñ➸ð⑩ë➭ðP✤êì⑩Û❋❊→✜❁Ø❡ë➭â✖✱✘✾åÙ⑩â➂Û➣û ó ß✦◆ ó ✧✾Ø❡à✔à➣Û☎ð❷Ø❡Ù⑩â✵Ý➭Ûê×rÚ➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û❊ß❋❊❧Ý▲Ûê×✙è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×❇◆rÛ➸Ú☞Ý▲Û➸×✙Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✑ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✫ã➺❊❧Ý▲Ûê×✙à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×❇◆ïú✌Ý▲Ûê×✙Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×➝✤ïÝ➭ë❚✾åÜ◆Ûê×✩✤➣Û➸Ú
✤➸éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Ûê×✩✤✑×➂Ø❡Ü❑Ú✵á➥Ù◆×➂×✘ë❛Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñê×✡ð❷Ø❡Ù⑩ârÝ▲Ûê×✡Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×rì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✔û ó ☎✌Ûê×✵ñ➸Ý➭ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✵ì⑩Û☞Ý♦á➣Ú✘â➂Ø❡ë▲×✘ë✶✤➸à➣Û
ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü ×❽í á➥ð⑩ð❷Û➸Ý➭Ý▲Û➸â➂Ø❡Ü❑Ú➣✤ïÚ✘Ù✕✹❷Ûê×✩✤➭❊❧è④Ø❡ë➭â❏✱✘✾åÙ⑩â Û➝û ó ã↕◆ ó ö✝Ý✩Ûê×✘Ú➣ðPØå×➂×✘ë✲✹◆Ý➭Û❊ì⑩Û❊ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭â✫ì⑩Ûê×✫×➂Ø❡Ù◆×➸✝
à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×★✷✟ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✙ì⑩Û☎Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✵ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✟û óPç á➥Ü◆×rÝ♦á❂✱✘✾åÙ⑩â➂Û➣û ó ã ó ✹✌úPÝ♦á✱×➂Ø❡Ù◆×➸✝✈à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✔Û➸Ü➴✾åâ✘ë▲×✙á
ñ➸Ú➂ñ✱Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù◆Û■Û➸Ü❘✱⑩î◆á➥Ü④Ú☎Ý▲Û✫Ú✘â➂Ø❡ë▲×✘ë✶✤➸à➣Û✫ë➭Ü◆ì⑦ë▲éêÛ■ì⑦Ù➏Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â ó ✧✾Ûê×☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✔×➂Ø❡Ü❑Ú❉✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú
á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲ñêÛê×☎éêØ❡Ù◆é✌☛◆Ûê×☎Ø❡Ù⑨Ú✘â á➥Ü◆é☞☛◆Ûê×✑ì⑦Ù❶Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â ó♥ç á➥Ü◆×☞Ý▲Û✟é❽á❡×✑ì⑩Û✟Ý▲á❹à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✸✾åâ✘ë▲×➂Û✟ì⑩Û➣Ý♦á▲✱✘✾åÙ◆â➂Û

æåæ



æ ö ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

 

 
n1=1,…,N1 

n3=1,…,N3 

n2=1,…,N2 

û ❦❧❸❣ü û ó ß ø ❛✦❘✪❭✡■▲◆✘❝❞❘✪❲✁❳❴❩✱❳▲❯ ❑✁❲✏♦✁■❴❩✶❭✡⑥✡❯❱③✖◗✡❘❣P❃❚ ◗✡❲✏❳❴❘❖❲✛❝❞❘✪◗✡■❻P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❣➒
û ó ã ó ✹✌ú✬ë➭Ý✡×❽í á✿✾åë➭Ú✫ì❘í Ù⑩Ü◆Û❊éêØ❡Ù◆é☞☛◆Û■ù❻â➂Ø❡Ü❑Ú á➥Ý▲Û ó ☎✌Ûê×✫ì⑩Û➸Ù⑦î★á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×✫é❽á➥Ú➂ñ✏✾❅Ø❡â✘ë▲Ûê×✱ì⑩Û❹éêØ❡Ù◆é☞☛◆Ûê×✫×❽í á➥ð⑩ðPÛ➸Ý✲✝
Ý▲Û➸â➂Ø❡Ü❑Ú✑Ý▲Ûê×✑éêØ❡Ù◆é✌☛◆Ûê×❁☛◆Ø❡â✘ë❚❍❽Ø❡Ü④Ú á➥Ý▲Ûê×✔Û➸Ú☞Ý▲Ûê×✑éêØ❡Ù◆é✌☛◆Ûê×✑è❅Û➸â✘Ú✘ë▲é❽á➥Ý▲Ûê×❀❊●✒râ➂Ø④Ø❡Ü◆Û➸Ü✑✹❷Û➸â✣✾❽á û✡�✶â✝ú ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü
Û➸Ú❏☎❘Ù⑩Ü◆ì✴✳➧á ã✄✂✁â●◆ ó ÿ✩Ü✻á➥Ý▲Ø❆✾åë✶✵④Ù◆Û➸à➣Û➸Ü④Ú✟á➥Ù⑦î❶à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×❽ú❀é☞☛✻á❆✵④Ù◆Û✱ì⑦ë➭â➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✯ì⑦Ù➏Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✔ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û■û
×❽í á➥ð⑩ðPÛ➸Ý➭Ý▲Û ✤ïà➣Ø❑ì⑩Û■✤✵Û➸Ú✢Ý▲ÛrÜ◆Ø❡à★✹◆â➂Û✙ì❘í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×✡ì⑩Û✵é☞☛✻á❆✵④Ù◆Û✵à➣Ø④ì⑩Û✙×❽í á➥ð⑩ðPÛ➸Ý➭Ý▲Û ✤➸ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü✦✤ ó

c
o
lo

n
n
e

Ligne

Tube

1

n
3

N
3

-a- -b-

û ❦❧❸❣ü û ó ã ø ➇✒❩✖➌ ✉ ◆❖❨✛❲✡❯ ❳▲❯ ❑✁❲❷P❃❚ ◗✡❲✡❘❙❵ ❯ ♦✁❲✡❘✁➍✡P❃❚ ◗✡❲✡❘②▼❖❑✁❵ ❑✁❲✡❲✡❘❣❘❖❳❻P❃❚ ◗✡❲✏❳▲◗✡➔✩❘✁→✠➇❧➔✩➌ nème
3

▼❖❑✁◗✛▼❴⑥✡❘❡❥❧■▲❑✁❲✖❳❴❩✶❵ ❘
ç á➥Ü◆×✢éêÛ✵é✌☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Ûåú✍☎✌Ûê×✢×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Ûê×✩×➂Ø❡Ü④Ú✢ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆ñê×✢ð✻á➥â✢ì⑩Ûê×✢é❽á➥â á❡é➸Ú✌✤➸â➂Ûê×✢à✔ë➭Ü❑Ù◆×➂é➸Ù⑩Ý▲Ûê×❁❊ h ◆ ó ☎✌Ûê×

è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×❹×➂Ø❡Ü④Ú■ð⑩â✘ë▲×■×➂Ø❡Ù◆×✫ù❇Ø❡â✘à➣Û❺ì⑩Û↔éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Ûê×❹ð✻á➥â❹ì⑩ñïù❇á➥Ù◆Ú■Û➸Ú❹×➂Ø❡Ü❑Ú■ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆ñê×❊á➥ë➭Ü◆×✘ë✼✵④Ù◆Û↔Ý▲Ûê×
à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✵ð✻á➥â✙ì⑩Ûê×ré❽á➥â á❡é➸Ú✌✤➸â➂Ûê×✙à✟á✿ó✎Ù◆×➂é➸Ù⑩Ý▲Û➸×✸❊ H ◆ ó ☎✌Ûê×rÚ➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✵ì⑩Û☎ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✙×✘Ù⑩ðPñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Ûê×❃✷
ì⑩Û➸Ù⑦î❹×➂Ø❡Ü④Ú✩ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆ñê×❍ð✻á➥â✩ì⑩Ûê×❍Ý▲Û➸Ú✘Ú✘â➂Ûê×✖✷☎é❽á➥â á❡é➸Ú✌✤➸â➂Û☞×✘ðPñêé➸ë▲á➥Ý➛❊

H
◆ ó

✛⑩Ö▲ý ➢ Ú✷➁ � Ý✫✾ ▼ à❖Ú✷➁❋✾✏Ú ✾ Ùs✂ Ý � ➙✻Ý✢➁✻➀❴Û❷➀❖Ý✢❿➲Û❈Ú✷❿✑➁✠Ý Ø ➀❖Ú✦à❖à❖Ú
ç á➥Ü◆×✾éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✡×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú⑦Ø❡Ü✱×❽í ë❢Ü❑Ú➂ñ➸â➂Ûê×➂×➂Û✄✷✵Ý✈í ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Ûrì◆Û➸×✾Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✹ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûr×✘Ù⑩ð❷ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â▼✷☞ã☞×➂Ø❡Ù◆×

ù❇Ø❡â✘à➣Û✫ì⑩Û✟ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×✑à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✑ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú✘Ú á➥Ü④Ú☎Ý♦á■â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➏ì⑩Û✟Ý▲Û➸Ù⑩â✑éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ ó ✧✾Ûê×☞à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×



✪✩í ✑❃í✥õ❏ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎ð❫ô❂ä❙ï✔✒✾ç❂ï❙ù✩è✱é❦è✱ï❡î é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë æ✡�

éêØ❡Ü◆×➂Û➸â✘è④Û➸Ü④Ú✢Ý✈í ë➭Ü❑Ú➂ñ✏✾åâ á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ☞ì⑩ÛrÝ✈í ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝éêØ❡Ü❑Ú➂Û➸Ü④Ù◆Û☞ì◆á➥Ü◆×❍Ý▲Ûê×✢Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×❍ë➭Ü⑩ë➭Ú✘ë♦á➥Ù⑦î ó
ø✷Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×❀à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×❀ì⑩Û✾ì⑩ÛêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✔Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✾×➂Ø❡Ü❑Ú❀ì⑩ñêé➸â✘ë➭Ú➂×❀ì◆á➥Ü◆×❛éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✾×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ó ø❀á➥â✘à✔ë

éêÛê×❍à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×❽ú⑩Ý▲Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧★Û➸Ú❍Ý▲Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û★✟✌Ù◆é☞✎❅Û➸â û✔×➂Ø❡Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×❍ð⑩Ý➭Ù◆×❍Ù◆Ú✘ë➭Ý❢ë▲×➂ñê× ó
q✥❚❯❙✥❚✜❱ ♠✖❬➤❨❂❺✁❪❽❼❢❵❷❬s↔➦➥❍❥➧➥❍❣➝➥❍➪

✧✾Û✑à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✑Ú✘â✘ë➭Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✔á✟ñ➸Ú➂ñ✑ð⑩â➂Ø❡ð❷Øå×➂ñ✑ð✻á➥â ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü➸á ã ö â❁Û➸Ú✡ð✻á➥â❃✧✹á➥â➂Ø❡Ý➭Ý✷Û➸Ú❃✧✻☛✻á➥Ü✕✾ á➭ß❽ã✁â
✵④Ù⑩ë⑩Ý✈í Ø❡Ü❑Ú✾á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲ñ❍â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✬øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➘❊❻ø❷ÿ✡õ✩ÿ✩Ý➭Ý▲Û➸Ý✘✚⑦ÿ✖✧✬Ú➂Ø❡â❇◆❀Û➸Ú➛✧✾ÿ✖✡ ç ✗➛✧✞✔ ò ø ❊❳✧✾ÿ▼✝
✡✡Ø❡Ü⑩ë▲é❽á➥Ý ç ✗➛✧✞✔ ò ø❀Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➆◆ ó

☎✌Û❍à➣Ø❑ì✕✤➸Ý➭Û✩ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧⑨ì❘í Ù⑩Ü➣Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✡ûrÛê×✘Ú❁ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✈ú❅éêØ❡à✔à➣Û❍Ý▲Û✹à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û❍Ý♦á✁✱✘✾åÙ⑩â➂Û

û ó û⑦ú❑ð✻á➥â✹Ú✘â➂Ø❡ë▲×✹à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ➸× A ú B ú C Û➸Ú✾Ù⑩Ü✱Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
I
é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Ûrì⑩Û✡ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P ×P ×P ) ì⑩Ø❡Ü❑Ú

Ú➂Ø❡Ù◆×✷Ý▲Ûê×❁ñ➸Ý▲ñ➸à➣ÛïÜ❑Ú➂×✬×➂Ø❡Ü④Ú✷Ü❑Ù⑩Ý▲×✷× á➥Ù⑦ù❷Ý♦ár×✘Ù⑩ðPÛ➸â➸✝✝ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✩ì⑩Ø❡Ü④Ú❁Ý➭Ûê×❁ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×❁×➂Ø❡Ü❑Ú✷ñ✏✾④á➥Ù⑦î❂✷✡Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ
❊
Ippp = 1 ; p = 1, . . . , P ◆ ó

 

= 

P 

P 

P 

P 

N3 
P 

P 

N2 

BT 

CT 

A 

N3 

N2 

 

N1 N1 

  
 

  

û ❦❧❸❣ü û ó û ø ❛✦❘✪❭✡■▲◆✘❝❞❘✪❲✁❳❴❩✱❳❴❯ ❑✁❲⑩❳▲❘✪❲✛❝❞❑✁■▲❯ ❘✪❵ ❵ ❘❙P✄◗✬❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❡❳▲■▲❯ ❵ ❯❱❲✄◆✘❩✶❯ ■▲❘❣●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼
☎♥á☎â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙ì⑩Û✵éêÛ✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✢éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

hn1n2n3 =
P∑

p=1

an1pbn2pcn3p ;

n1 = 1, . . . , N1

n2 = 1, . . . , N2

n3 = 1, . . . , N3

❊❇û ó ã↕◆

Ø✧➥ hn1n2n3

Ûê×✘Ú❛Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú (n1, n2, n3)
ì⑦Ù✑Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

H
ú an1p

Ûê×✘Ú❛Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (n1, p)
ì⑩Û✾Ý♦á✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ

A ì⑩Û↔ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1 × P ) ú bn2p
Ûê×✘Ú✱Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú (n2, p)

ì⑩Û➝Ý♦á⑨à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ B ì⑩Û↔ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
(N2 × P ) ú cn3p

Ûê×✘Ú❍Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (n3, p)
ì⑩Û✵Ý♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N3 × P ) Û➸Ú P Ûê×✘Ú✢Ý▲Û

Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✙ì⑩Ûrù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✢ì⑩Û✙éêÛrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û ó P ×➂Û➸â á✔ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✌ð✻á➥â❍Ý♦á✔×✘Ù⑩ë➭Ú➂Û ó
ç á➥Ü◆×✾Ý▲Û✩é❽á❡×✻✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý✈ú❑Ý♦á✵â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü■×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✡ì⑦Ù✟à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✡øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✂ì❘í Ù⑩Ü✫Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

X



æ✄✂ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

ì❘í Ø❡â➂ì⑦â Û N ×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

xi1i2...iN =
P∑

p=1

(
N∏

n=1

ainp,n

) ❊❇û ó û↕◆
Ø✧➥ ainp,n

ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆Û✵Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (in, p)
ì⑩Û✵Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ An

ó

ç á➥Ü◆×❊Ý♦á✯Ý➭ë➭Ú✘Ú➂ñ➸â á➥Ú✘Ù⑩â➂ÛåúrÝ♦á✽ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❪ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✛á✯ñ➸Ú➂ñ❶ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñêÛ➏×➂Ø❡Ù◆×❊ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×
ù❇Ø❡â✘à➣Ûê× ó❁ç á➥Ü◆×➣éêÛ❀✵④Ù⑩ë✢×✘Ù⑩ë➭Ú❽ú✷Ø❡Ü✯ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý➭Ý▲Û■Ú✘â➂Ø❡ë▲×➣â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✫ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✟ì⑦Ù✂à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❹ø❷ÿ▼✝
õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ó
✺✙➪➥✃✑Ü⑨Ð→ì❑➪ ✃❊➪➥✃❙ø❛➪➥➚④❰❽✃❑Ï❷❒❽➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹➲ÛÏÜ➺ð❘➹❈ì✑ë❧✃➈✺✾➴✟➱✱➴✫➘P➴ ✸

Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ❉ ✔✩Ü❊ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✢Ý▲Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✡×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Ûê×✙Þ
• Hn1.. (n1 = 1, . . . , N1)

×➂Ø❡Ü④Ú✩ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü N2 ×N3
Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✁✵④Ù◆Û

Hn1..(n2, n3) = H(n1, n2, n3)
ó

• H.n2. (n2 = 1, . . . , N2)
×➂Ø❡Ü④Ú✩ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü N3 ×N1

Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✁✵④Ù◆Û
H.n2.(n3, n1) = H(n1, n2, n3)

ó
• H..n3 (n3 = 1, . . . , N3)

×➂Ø❡Ü④Ú✩ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü N1 ×N2
Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✁✵④Ù◆Û

H..n3(n1, n2) = H(n1, n2, n3)
ó

☎♥á☎éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× Hn1..
ú H.n2.

Û➸Ú H..n3

Ûê×✘Ú✩ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý➭Ý▲ñêÛ✙ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á★✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞û ó ô◆ó

H
n1. .  

(n
1
=1,...,N

1
) H

. n2 .  
(n

2
=1,...,N

2
) H

. . n3  
(n

3
=1,...,N

3
)

û ❦❧❸❣ü û ó ô ø ❼❾❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘✘❝✐❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘✘❝ Hn1..
➍
H.n2.

❘❖❳
H..n3



✪✩í ✑❃í✥õ❏ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎ð❫ô❂ä❙ï✔✒✾ç❂ï❙ù✩è✱é❦è✱ï❡î é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë æ ý

ÿ➯ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â☞ì⑩Û✔Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ❊❇û ó ã↕◆ïú✌Ø❡Ü♣ð❷Û➸Ù⑩Ú☞ñêé➸â✘ë➭â➂Û✔Ý▲Ûê×✙à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ➸× Hn1..
ú H.n2.

Û➸Ú H..n3

ì⑩Û☎Ý♦á
à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û☞×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ

Hn1.. = BDA
n1
CT ❊❇û ó ô ◆

H.n2. = CDB
n2
AT ❊❇û ó æ↕◆

H..n3 = ADC
n3
BT ❊❇û ó ö ◆

á❽è❅Ûêé
DA

n1
= diag (An1.)

❊❇û ó �♣◆
DB

n2
= diag (Bn2.)

❊❇û ó ✂↕◆
DC

n3
= diag (Cn3.)

❊❇û ó ý ◆
(An1.)

ú (Bn2.)
ú◆Û➸Ú (Cn3.)

ì◆ñ➸×✘ë❚✾åÜ◆Û➸Ü❑Ú✡â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✡Ý♦á nème
1

ú⑩Ý♦á nème
2

Û➸Ú✩Ý♦á nème
3

Ý➭ë❚✾åÜ◆Û☞ì⑩Ûê×
à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B Û➸Ú C ó diag (Cn3.) = DC

n3

ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆Û✬Ý♦á✩à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✹é❽á➥â✘â➂ñêÛ✹ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✹ì⑩Û✾ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
(P × P ) ì⑩Ø❡Ü④Ú✢Ý▲Ûê×✢ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✩ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ù⑦î❹×➂Ø❡Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×✢ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✩ì⑦Ù❹è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â (Cn3.)

ó
Ö■✃✑Û✓è♥Ð→ì✑Ü♣✃❊➪➥✃❙ø❛➪➥➚④❰❽✃❑Ï❷❒❽➶⑦❒ Ð→ð❷Ï✽➹➲ÛÏÜ➺ð❘➹❈ì✑ë❧✃➈✺✾➴✟➱✱➴✫➘❷➴ ✸

Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ❉ ✂✩Ü◆Û✔ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✔â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✟ì⑦Ù❺à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û➣ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧➄Ú✘â✘ë➭Ý➭ë✲✝
Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û➣Ûê×✘Ú✙ì⑩ñ❇✱◆Ü◆ë➭Û➣ð✻á➥â✵Ý▲Ûê×✵à✟á➥Ú➂â✘ë▲é➸Ûê× HN1

ú HN2

ÛïÚ HN3

ì⑩Û➣ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✙â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Ûê× (N1 ×
N2N3)

ú (N2 ×N1N3)
Û➸Ú (N3 ×N1N2)

â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñêÛê×✩ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞û ó æ ó
HN1 =

[
H..1 H..2 · · · H..N3

] ❊❇û ó ß❽ä↕◆
HN2 =

[
H1.. H2.. · · · HN1..

] ❊❇û ó ßåß✦◆
HN3 =

[
H.1. H.2. · · · H.N2.

] ❊❇û ó ß❽ã↕◆
☎♥á✩éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü☎ì❘í Ù⑩Ü◆Û✬â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✾ì◆Û❁Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×❛ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û N ×➂Û✷ù✈á➥ë➭Ú❛×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú

Ý♦á❍à❂✽➸à➣Û❁Ú➂Ûêé☞☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û✻✵④Ù◆Û✷ðPØ❡Ù⑩â♥Ý✈í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✾û ó ø✷á➥â❛Ûïî⑩Û➸à✔ð⑩Ý▲Ûåú❽Ý✈í Ù⑩Ü◆Û✬ì⑩Ûê×✌â Ûïð◆â➂ñê×➂ÛïÜ❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❛à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê×
ì❘í Ù⑩Ü❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

X
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û N Ûê×✘Ú❍Ù⑩Ü◆Û✵à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ XN1

ì⑩Û✵ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1 ×N2 . . . NN )
ó

ø❀Ø❡Ù⑩â➣à✔ë▲Û➸Ù⑦î✯éêØ❡à✔ð⑩â➂Û➸Ü◆ì⑦â➂Û❊Ý♦á❺éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü★ì⑩Û✱Ý♦á↔à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ XN1

â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û❋✷↔Ù⑩Ü✯Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û♣×✘Ù⑩ðPñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â❫✷✂û⑦ú❍Ø❡Ü◗éêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭Ú❹Ý♦á❶à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ XN1

â ÛïÝ♦á➥Ú✘ë➭è④Û➭✷❶Ù⑩Ü Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â❊ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û ô
éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

XN1 =





(N1×N2)
︷ ︸︸ ︷
(X...1)..1 · · · (X...1)..N3︸ ︷︷ ︸

N3 fois

| · · · | (X...N4
)..1 · · · (X...N4

)..N3

︸ ︷︷ ︸
N4 fois





❊❇û ó ß❽û↕◆



ö ä ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

X...n4

â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û➣Ù⑩Ü❺Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✑ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✟û■Û➸Ú✙ì⑩Û➣ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1 × N2 × N3)
Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù⑨Û➸Ü

✱⑩î◆á➥Ü❑Ú✢Ý♦á❉✵④Ù✻á➥Ú✘â✘ë✶✤➸à➣Û✙éêØ❑Ø❡â➂ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ n4
ì⑦Ù❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

X
ó

(X...n4)..n3

â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➝Ù⑩Ü◆Û➝à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ↔ì◆Û➝ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1 × N2)
Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù◆Û↔Û➸Ü ✱⑩î◆á➥Ü❑Ú✫Ý♦á

Ú✘â➂Ø❡ë▲×✘ë✶✤➸à➣Û☞éêØ④Ø❡â➂ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ n3
ì⑦Ù❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â X...n4

ó

 n3=1 

n1=1,...,N1 

a. 

n2=1,...,N2 

n3=1,...,N3 n2=1,...,N2 n2=1,...,N2 n2=1,...,N2 

n1=1,...,N1 

n3=N3 

b. 

n2=1,...,N2 

n3=1,...,N3 

n2=1,...,N2 

n3=1,...,N3 n3=1,...,N3 n3=1,...,N3 

n1=1 n1=N1 

c. 

n1=1,...,N1 n1=1,...,N1 n1=1,...,N1 

n2=1,...,N2 

n3=1,...,N3 

n3=1,...,N3 

n2=1 n2=N2 

û ❦❧❸❣ü û ó æ ø ❼❾❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲✬P✄❘✘❝✐❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘✘❝ HN1

➇✒❩✖➌♠➍
HN2

➇❧➔✩➌❦❘❖❳
HN3

➇✒▼✘➌
Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ❉ ☎✌Û✩ð⑩â➂Ø❑ì⑦Ù⑩ë➭Ú✹ì⑩Û✖✒râ➂Ø❡Ü◆Ûêé☞✎❅Û➸â❍ì⑩Û✩ì◆ÛïÙ⑩î➣à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× X ➚ ➁❙➐✼➁❆➑→➙✸➐❇➎✕➌❇➑❛➊❆➎ ➚ ➅ × ➯✱➪✪➪ Û➸Ú

Y Û➸×✘Ú✩ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✌ð✻á➥â✙Þ

X ⊗ Y =





x11Y · · · x1JYóóó óóó
xI1Y · · · xIJY




❊❇û ó ß ô ◆

Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ❉ ☎✌Û✟ð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú☎ì⑩Û❑✒✄☛✻á➥Ú✘â✘ë✲✝✝õ✡á❡Ø➝ì⑩Û✟ì⑩Û➸Ù⑦î♣à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× X Û➸Ú Y á❅✳❑á➥Ü④Ú☞Ý▲Û✟à❂✽➸à➣Û
Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✙ì⑩Û✙éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Ûê× N ó

X| ⊗ |Y =
[
X.1 ⊗ Y.1 X.2 ⊗ Y.2 · · · X.N ⊗ Y.N

] ❊❇û ó ß❽æ↕◆



✪✩í ✑❃í✥õ❏ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎ð❫ô❂ä❙ï✔✒✾ç❂ï❙ù✩è✱é❦è✱ï❡î é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë ö ß

(X.n) Û➸Ú (Y.n) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û➸Ü❑Ú✢Ý▲Ûê× nèmes éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Ûê×✢â➂Ûê×✘ðPÛ➸é➸Ú✘ë➭è④Ûê×✩ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× X Û➸Ú Y ó
✺✙➱✱Ô❷✺☎Ô✫Ó❘➬ é ➬ Ô↕➨ ❉ ✗✷Ü➣Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú❁Ý▲Û❍ð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú✾ì⑩Û▼✒✖☛❷á➥Ú✘â✘ë✲✝✝õ✡á❡Ø (|⊗|) ú❅Ø❡Ü➣ñêé➸â✘ë➭Ú❁Ý♦árà✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ

HN1

éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ
HN1 = A(C| ⊗ |B)T ❊❇û ó ß ö ◆

Ö ① Ñ❪Ô↕➨➝Ó é ➱✱➴ é ➬ Ô↕➨ ❉

A(C| ⊗ |B)T = A
[
C.1 ⊗B.1 · · · C.P ⊗B.P

]T ❊❇û ó ß✁�♣◆

= A





(C.1 ⊗B.1)
Tóóó

(C.P ⊗B.P )T




❊❇û ó ß✶✂↕◆

= A





c11B
T
.1 · · · cN31B

T
.1óóó óóó

c1PB
T
.P · · · cN3PB

T
.P




❊❇û ó ß ý ◆

= A
[
DC

1 B
T · · · DC

N3
BT

] ❊❇û ó ãåä↕◆
=

[
ADC

1 B
T · · · ADC

N3
BT

] ❊❇û ó ã⑦ß✦◆
ç í á➥ð⑩â✌✤ê×❁❊❇û ó ö ◆✹Û➸Ú★❊❇û ó ß❽ä↕◆ïú✻Ø❡Ü❹Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú☞Þ

A(C| ⊗ |B)T =
[
H..1 · · · H..N3

] ❊❇û ó ãåã↕◆
= HN1 �

❊❇û ó ãåû↕◆
ç Û✵Ý♦á✑à❂✽➸à➣Û✵à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Ûåú✻Ø❡Ü■ðPÛ➸Ù⑩Ú✩ñêé➸â✘ë➭â➂Û HN2

Û➸Ú HN3

éêØ❡à✔à➣Û✟Þ
HN2 = B(A| ⊗ |C)T ❊❇û ó ã ô ◆

Û➸Ú
HN3 = C(B| ⊗ |A)T ❊❇û ó ãåæ↕◆

➨❀ð➆Ü❫ê❛➪➥✃❹➹❛✃➈❅✝➶✕òå❒❽✃✑Û♥➪➥❰➣➹➲ÛÏÜ➺ð❘➹❈ì✑ë❧✃➈✺✾➴✟➱✱➴✫➘P➴ ✸
☎✌Û❊Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û P ì⑩ñ➸ó✣✷♣ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ëré➸Ø❡à✔à➣Û➝ñ➸Ú á➥Ü❑Ú✟Ý▲Û❹Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û❊ì⑩Û■ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✫ì⑦Ù✽à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û➝øPÿ✡õ✩ÿ▼✝

✚⑦ÿ✖✧✡ú⑦â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✙Ý▲Ûrâ á➥Ü✕✾✫ì⑦Ù❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H
ó ✒râ✘Ù◆×✣✎åá➥Ý❻á û✄✂✁â❀á☎à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂ñ★✵④Ù◆Û P × á➥Ú✘ë▲×üù✈á➥ë➭Ú❍Ý✈í ë➭Ü◆ñ✏✾④á➥Ý➭ë➭Ú➂ñ

×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✔Þ
P = rang(H) ≥ max

{
rank(HN1), rank(HN2), rank(HN3)

} ❊❇û ó ã ö ◆



ö ã ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

Ø✧➥❹Ý▲Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× HN1

ú HN2

Û➸Ú HN3

Ø❡Ü❑Ú✢ñ➸Ú➂ñ✙ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×✩ì◆á➥Ü◆×★❊❇û ó ß❽ä✦✝✎û ó ß❽ã↕◆
Õ❹Ï❛Ð→ò④Ð♦❒❽➚

☎❁í Ù⑩Ü✑ì⑩Ûê×❀á❽èåá➥Ü④Ú á✿✾❅Ûê×❀ì⑦Ù☞à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✹ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧↔Ûê×✘Ú❛×➂Ø❡Ü✙Ù⑩Ü◆ë➭é➸ë➭Ú➂ñ ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û❁Ù⑩Ü⑩ë▲é➸ë➭Ú➂ñ✾×➂Û❁Ú✘â á❡ì⑦Ù⑩ë➭Ú❛ð✻á➥â
Ý♦á✩ðPÛ➸â✘Ú➂Û✹ì❘í ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁ì❘í Ù⑩Ü◆Û✾â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➣øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ R1(H) ì❘í Ù⑩Ü☎Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â H

ú❽ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Ûê×✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B Û➸Ú C ✷☎Ù⑩Ü◆Û✙á➥Ù⑩Ú✘â➂Û✙â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü R2(H) ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Ûê×✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A′ ú B′

Û➸Ú C ′ ×✘ë♥Ý♦á✔Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü T Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Û❁✵④Ù◆Û A′ = T (A) ú B′ = T (B) Û➸Ú C ′ = T (C) ú✻Ûê×✘Ú✡á➥Ù⑩Ú➂â➂Û✵④Ù✌í Ù⑩Ü◆Û✾à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✹ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û✹Ø❡Ù✑Ù⑩Ü◆Û✬ð❷Û➸â✘à✑Ù⑩Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✔Ü◆Ø❡Ü✴✝✝×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Û ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✾Ù⑩Ü⑩ë▲é➸ë➭Ú➂ñ✹á✩ñ➸Ú➂ñ✬ð⑩â➂Ø❡Ù⑩è④ñêÛ
ð✻á➥â ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü➫á ã✡�✶â ó

é ✆♥➚❙ð✻➪✿ì✑Ü♣✃
ý❑Ø❡ë▲Û➸Ü④Ú H..1

Û➸Ú H..2
ú◆ì⑩Û➸Ù⑦î✱à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩éêØ❡à✔ðPØå× á➥Ü④Ú➂Ûê×✩ì⑩Ù■Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

H
ó

H..1 = ADC
1 B

T ❊❇û ó ã✡�♣◆
H..2 = ADC

2 B
T ❊❇û ó ã✄✂↕◆

Ø✧➥ A Û➸Ú B ×➂Ø❡Ü❑Ú✟ì⑩Û➸Ù⑦î➏à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✫ì⑩Û■â á➥Ü✕✾♣ð⑩Ý▲Û➸ë➭Ü★ì⑩Û❹ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×➣â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Ûê× (N1 × P ) Û➸Ú
(N2×P ) Û➸Ú DC

1
Û➸Ú DC

2
×➂Ø❡Ü❑Ú✬ì⑩Û➸Ù⑦î✔à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✾ì⑩ë▲á✿✾❅Ø❡Ü❷á➥Ý➭Ûê×✹ì⑩Û✢ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆× (P ×P ) Ú ÛïÝ➭Ý▲Ûê×➛✵④Ù◆Û✙Þ

DC
i = diag(Ci.) ; i = 1, . . . , N3

❊❇û ó ã ý ◆
ý❷í ë➭ÝrÛïî⑦ë▲×✘Ú➂Û❊Ù⑩Ü◆Û❺á➥Ù⑩Ú✘â➂Û➝â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ðPØå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Û➝ì⑩Ûê×✫à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× H..1

Û➸Ú H..2
✵④Ù⑩ër×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú

éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

H..1 = ÃD̃C
1 B̃

T ❊❇û ó ûåä↕◆
H..2 = ÃD̃C

2 B̃
T ❊❇û ó û⑦ß✦◆

á❽è❅Ûêé

Ã = ATA
❊❇û ó ûåã↕◆

B̃ = BTB
❊❇û ó ûåû↕◆

á➥Ý▲Ø❡â➂×❽ú TA
Û➸Ú TB

×➂Ø❡Ü④Ú❁ì⑩Ûê×❀à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×❁ì⑩ë▲á✿✾❅Ø❡Ü❷á➥Ý➭Ûê×✬Û➸Ú❇✺➥Ø❡Ù➣ì◆Û✾ðPÛ➸â✘à☞Ù⑩Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✟Ü◆Ø❡Ü✴✝✝×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Ûê×✾á❵✳❑á➥Ü④Ú
Ù⑩Ü❊×➂Û➸Ù⑩Ý✌ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú✢Ü◆Ø❡Ü❹Ü❑Ù⑩Ý✌×✘Ù⑩â✢é☞☛✻á❡é➸Ù⑩Ü◆Û✙ì⑩Û✵Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✢éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Ûê× ó

�



✪✩í ✑❃í✥õ❏ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎ð❫ô❂ä❙ï✔✒✾ç❂ï❙ù✩è✱é❦è✱ï❡î é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë ö û

q✥❚❯❙✥❚❯❙ ♠✖❬➤❨❂❺✁❪❽❼❢❵❷❬s↔➦➥❍❥➧➥❍❣➝➥❍➪❆❙
ç á➥Ü◆×☎éêÛ➸â✘Ú á➥ë➭Ü◆×☎é❽á❡×❽ú♥Ý▲Ûê×☞à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✑â➂ñêÛ➸Ý▲×✑Ü◆Û✫×➂Ø❡Ü④Ú✑ð✻á❡×☎éêØ❡Ü⑦ù❇Ø❡â✘à➣Ûê×✔á➥Ù❶à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✱ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧

éêØ❡à✔à➣Û✙ð✻á➥â✩Ûïî⑩Û➸à✔ð⑩Ý▲Û✙ð❷Ø❡Ù⑩â✡ì⑩Ûê×❍ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Ûê×✩â➂Û➸Ü◆éêØ❡Ü❑Ú✘â➂ñê×✩Û➸Ü➝é✌☛⑩ë➭à✔ë▲Û☞Ø❡Ù❊Û➸Ü❹ð◆×✣✳⑦é✌☛◆Ø❡Ý▲Ø❆✾åë▲Û★✵④Ù✻á➥Ü◆ì
ì⑩Ûê×☞ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛê×☞à✟á➥Ü✘✵④Ù◆Û➸Ü❑Ú✑×✘Ù⑩â✙Ù⑩Ü⑨ð✻á➥Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú▲❊❧à❂✽➸à➣Û✟Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✟ì⑩Û➣à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Ûê×☞×✘Ù⑩â N2

Û➸Ú N3
ú❘à✟á➥ë▲×

ì⑩Ûê×✾à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Ûê×❱✵④Ù⑩ë✻èåá➥â✘ë▲Û➸Ü❑Ú✹ì❘í Ù⑩Ü✫ð✻á➥Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú▼✷✵Ù⑩Ü■á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûr×✘Ù⑩â N1
◆ïú❑éêØ❡à✔à➣Û✩Ý▲Û✩à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û✩Ý♦á✼✱✘✾åÙ⑩â➂Û✵û ó ö⑦ó

ç á➥Ü◆×☞éêÛ✟é❽á❡×☞ì⑩Û❏✱✘✾åÙ⑩â➂Ûê×❽ú♥á➥Ù⑨Ý➭ë▲Û➸Ù❶ì⑩Û☎ù❇Ø❡â➂éêÛ➸â☞Ý✈í ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➏ì◆á➥Ü◆×✙Ù⑩Ü⑨à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✟øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✡ú❘Ý▲Û
ð⑩â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û☞Ûê×✘Ú❍â➂ñê×➂Ø❡Ý➭Ù❊Û➸Ü■Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✢Ý▲Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✹ã ó

 n➩  

H ➫ ➫ ➭❯➯  (n ➯ =1,…,N ➯ ) 

n ➲  

û ❦❧❸❣ü û ó ö ø ↔ ④✧❭✩❘❙P✄❘❣❳▲❘✪❲✛❝❞❘✪◗✡■❴❝✐❪❫❑✄P✄◆✪❵ ❯❱❝❞◆✘❝✦↕❂❵✞❚ ❩✶❯❱P✄❘②P✄❘❣●✯➣❻❛❢➣❻➀✧➣❻❼✐❺
✧✾Ø❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂Ø❡Ü◆×✩Ý▲Ûrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧★éïÝ♦á❡×➂×✘ë✶✵④Ù◆Û✙×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú☞Þ

H..n3 = ADC
n3
BT ❊❇û ó û ô ◆

☎✌Û✫à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✱ì⑩Û✫Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✃❊❇û ó û ô ◆✙Ü✌í Ûê×✘Ú✑ð✻á❡×✑èåá➥Ý♦á✿✹⑩Ý▲Û✫ì◆á➥Ü◆×☎éêÛ✱é❽á❡×✑ð⑩Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û✟Ý▲Ûê×☞à✟á➥Ú✘â➂ë➭éêÛê×
{H..n3}n3=1,...,N3

Ü◆Û✹×➂Ø❡Ü④Ú❀ð✻á❡×❀ì⑩Û✾à❂✽➸à➣Ûê×✷ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×▼❊ N1
èåá➥â✘ë▲Û✾ì❘í Ù⑩Ü◆Û✾à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ▼✷✢Ù⑩Ü◆Û❍á➥Ù⑩Ú✘â➂Û✦◆ ó

✔✩Ü❹Ý▲Ûê×❍à➣Ø④ì✘✤ïÝ➭ë▲×➂Û✑á➥Ý▲Ø❡â➂×✢Û➸Ü❹Ý▲Ûê×✢ñêé➸â✘ë➭èåá➥Ü④Ú✩×➂Ø❡Ù◆×❍Ý♦á✑ù❇Ø❡â✘à➣Û✵×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✔Þ
H..n3 = An3D

C
n3
BT = Pn3AD

C
n3
BT ; n3 = 1, . . . , N3

❊❇û ó ûåæ↕◆
☎♥árì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü◆éêÛ✢á❽è④Ûêé✾Ý▲Û✾à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❍øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧⑨Ûê×✘Ú✠✵④Ù◆Û✾ðPØ❡Ù⑩â✷Ý▲Û✾à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✢ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✹ã✡é✌☛✻á❡é➸Ù⑩Ü◆Û

ì⑩Ûê×✌à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× (H..n3)
á✹× á✹ð⑩â➂Ø❡ð⑩â➂Û✷à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ❁é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Û (An3)

ì⑩Û❁ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1(n3)×P )
ó

☎♥á⑨à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A ñ➸Ú á➥Ü④Ú■ì⑩Û↔ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P × P ) ú✬Ý♦á⑨à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ Pn3

Ûê×✘Ú■é❽á➥â✘â➂ñêÛ↔ì⑩Û➝ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
(N1(n3)×N1(n3))

ÛïÚ❍Ý▲Ûê×✾à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× B Û➸Ú DC
n3

×➂Ø❡Ü❑Ú❍ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×❍ì⑩Û✡Ý♦á☞à❂✽➸à➣Ûrà✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✼✵④Ù◆Ûrì◆á➥Ü◆×
Ý▲Û✵à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✙øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ó



ö✿ô ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

ç Û❺Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡ÜØ❊❇û ó ûåæ↕◆ïú✡Ø❡Ü◗ðPÛ➸Ù⑩Ú➝ì⑩ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û⑨Ù⑩Ü◆Û⑨â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➨×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û⑨ì⑦Ù◗Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H

éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

h(n1(n3), n2, n3) =
P∑

p=1

an1(n3)pbn2pcn3p ;
n2 = 1, . . . , N2

n3 = 1, . . . , N3

❊❇û ó û ö ◆
ø❛Ø❡Ù⑩â✾Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü⑩ë➭â✾Ù⑩Ü◆Û✢â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✫à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✡ì⑦Ù✟à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✡ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✹ã⑦úåë➭Ý✻Ûê×✘Ú✬ð⑩Ý➭Ù◆×✷ù✈á❡é➸ë➭Ý▲Û

ì⑩Û✱à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý❢ë▲×➂Û➸â➣Ý▲Ûê×☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× Y..n3 = HT
..n3

H..n3

✵④Ù⑩ë✹ù❇Ø❡â✘à➣Û➸Ü④Ú✔Ý▲Û✱Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
Y
Û➸Ú❂✵④Ù⑩ë❍×➂Ø❡Ü❑Ú✔ì⑩Û

à❂✽➸à➣Û■ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü✂ñ✏✾④á➥Ý▲Û✛✷ (N2 × N2)
éêØ❡Ü❑Ú✘â á➥ë➭â➂Û➸à➣Û➸Ü④Ú✫á➥Ù⑦î⑨à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× {H..n3}n3=1,...,N3

✵④Ù⑩ë
Ø❡Ü❑Ú✙ì⑩Ûê×✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê× ó ☎❁í ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Û✟ì⑩Û☎éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✔Ü◆Ø❡Ù⑩è❅Û➸Ý➭Ý▲Û☎ù❇Ø❡â✘à➣Û✔ì⑦Ù❺à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✔Ü◆ñêéêÛê×➂×✘ë➭Ú➂Û
Ý♦á✑ù❇Ø❡â✘à☞Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û✵Ý♦á☎éêØ❡Ü❑Ú✘â á➥ë➭Ü④Ú➂Û☞×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û❂❊❇û ó û✡�♣◆✾ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñêÛ✵ð✻á➥â ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü ó

Φ = AT
n3
An3 ; n3 = 1, . . . , N3

❊❇û ó û✡�♣◆
Ø✧➥ Φ Ûê×✘Ú❍Ù⑩Ü◆Û✵à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✙ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P × P )

ó
☎♥á↔â➂Û➸ð⑩â ñ➸×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û➝ì⑦Ù✽à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❊Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✫Ý▲Ûê×➣à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× Y..n3

ì⑩Û❹ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
(N2 ×N2)

×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✡á➥Ý▲Ø❡â➂×✙Þ

Y..n3 = HT
..n3

H..n3

❊❇û ó û✄✂↕◆
= (An3D

C
n3
BT )T (An3D

C
n3
BT ) ❊❇û ó û ý ◆

= BDC
n3
AT

n3
An3D

C
n3
BT ❊❇û ó ô ä↕◆

= BDC
n3

ΦDC
n3
BT ❊❇û ó ô ß✦◆

✂✩Ü◆Û✡â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✵ì⑦Ù✱à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✵ø❷ÿrõ✢ÿ✄✚❑ÿ✖✧✹ã✑ì⑦Ù✱Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
Y
ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✢✷✑ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✢ì⑩Ûê×

à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× Y..n3

×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

yn2n′
2n3

=
P∑

p

P ′∑

p′

bn2pcn3pφpp′cn3p′bn′
2p′

❊❇û ó ô ã↕◆
ø❛Ø❡Ù⑩â✢Ù⑩Ü◆Û✙á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûrâ➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✙ì⑦Ù■à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✙ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✹ã⑦ú⑦Ø❡Ü❹ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú❍Ý♦á✑à✟á✦✝

Ú✘â✘ë▲éêÛ YN2

ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N2 ×N2N3)
Û➸Ú✢Ý♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ YN2

ì⑩Û✵ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N3 ×N2N2)
✵④Ù⑩ë

éêØ❡Ü❑Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✩Ý♦á✑à❂✽➸à➣Û✙ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❋✵④Ù◆Û YN2

ì⑦ë▲×✘Ú✘â✘ë❚✹⑩Ù◆ñêÛ☞ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸à✔à➣Û➸Ü④Ú ó

YN2 =
[
Y..1 Y..2 · · · Y..N3

]

N2×N2N3

❊❇û ó ô û↕◆
=

[
HT

..1H..1 HT
..2H..2 · · · HT

..N3
H..N3

] ❊❇û ó ô♣ô ◆



✪✩í ✑❃í✥õ❏ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎ð❫ô❂ä❙ï✔✒✾ç❂ï❙ù✩è✱é❦è✱ï❡î é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë ö æ

Û➸Ú

YN2 =





(vecY..1)
T

(vecY..2)
Tóóó

(vecY..N3)
T





N3×N2N2

❊❇û ó ô æ↕◆

✂✩Ü◆Û✙ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✵â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Úïá➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý❢Ý▲Û✑ì⑦Ù■à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✹ã☎×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩á➥Ý▲Ø❡â➂×☞Þ
YN2 = (CT | ⊗ |CT )T diag(vecΦ)(B ⊗B)T ❊❇û ó ô❙ö ◆

Ö■➚✑Ü➺ð❷Ï♥❰ê❒❽➪➥➶⑦❒ Ð→ð❷Ï ❉ ✜✬Ø❡ë➭â✩á➥Ü⑩Ü◆Ûïî⑩Û ç☎ó
Õ❹Ï❛Ð→ò④Ð♦❒❽➚

☎✌Û✫à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✱ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✹ã❊Ûê×✘Ú✑Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û✫×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✔ì◆á➥Ü◆×✔é➸Û➸â✘Úïá➥ë❢Ü✻×☎é❽á❡× ó ý❑Ø❡Ü❶Ù⑩Ü⑩ë▲é➸ë➭Ú➂ñ❹á❊ñ➸Ú➂ñ
✹PÛ❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð➝à➣Ø❡ë➭Ü◆×rñ➸Ú✘Ù◆ì⑦ë▲ñêÛ❁✵④Ù◆Û☞éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✑ì⑦Ù❊à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✑ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ó◆ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü➝Û➸Ú✖☎❘Ù◆Ü◆ì✴✳❹Û➸Ü➏ß ý♣ý♣ö
á ã ý âPá➥ë➭Ü◆×✘ë✍✵④Ù◆Û✹Ú➂Û➸Ü✸■✹Û➸â✣✾❅Û✢Û➸Ú✙✒rë▲Û➸â➂×✬Û➸Ü❹ß ý♣ý♣ö á ã✁â❷ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ü❑Ú✻✵④Ù◆Û➸Ý✶✵④Ù◆Ûê×❁é❽á❡×✷ð✻á➥â✘Ú➂ë➭é➸Ù⑩Ý➭ë▲Û➸â➂×✾ì⑩Û❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✹ã✡Ø✧➥✔Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë▲é➸ë➭Ú➂ñ✢Ûê×✘Ú✬á❡×➂×✘Ù⑩â➂ñêÛ ó ø✷á➥â❁Ûïî⑩Û➸à✔ð⑩Ý▲ÛåúåÚ➂Û➸Ü❂■✹Û➸â✣✾❅Û❍Û➸Ú✙✒rë▲Û➸â➂×✷à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û➸Ü❑Ú✻✵④Ù◆Û✹ì◆á➥Ü◆×
Ý▲Û✙é❽á❡×✩ì❘í Ù⑩Ü❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✡ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (I × I × 3) ú⑩Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë▲é➸ë➭Ú➂ñ☞Ûê×✘Ú✡á❡×➂×✘Ù⑩â➂ñêÛ✙×✘ë❘Ý♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C ì⑩Û✙Ý♦á
ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➝Ûê×✘Ú❍Ü◆Ø❡Ü❹Ü◆ñ✏✾④á➥Ú✘ë➭è❅Û✙Û➸Ú✩×✘ë❘Ý▲Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A Û➸Ú B ×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì⑩Û✵â á➥Ü✕✾➣ð⑩Ý▲Û➸ë➭Ü ó
q✥❚❯❙✥❚❯q ♠✖❬❢❨➜❨❂❺s❪❽❼❢❵❷❬❢❨➵➳➺➸❧➪❊rs➻✣❥

ç á➥Ü◆×❍Ý▲Ûê×✩á➥Ü⑩Ü◆ñêÛê×✩×➂Ø❡ë î◆á➥Ü❑Ú➂Ûåú✕☎ ó ✟✌Ù◆é☞✎❅Û➸â➏á ö û✁â❛á✑à✔ë▲×✩á➥Ù■ðPØ❡ë➭Ü④Ú✩ì⑩Ûê×❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✁✵④Ù⑩ë✌×❽í á➥ð⑩ðPÛïÝ➭Ý▲Û➸Ü❑Ú
✟♥Ù◆é✌✎④Û➸â❽ßåú❈✟♥Ù◆é☞✎❅Û➸â ã➝Û➸Ú❉✟✌Ù◆é☞✎❅Û➸â û ó ☎✌Ûê×☎ì⑩Û➸Ù⑦î❶ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë▲Û➸â➂×✔×➂Ø❡Ü④Ú☎ì⑩Ûê×☎é❽á❡×✑ð✻á➥â✘Ú✘ë▲é➸Ù⑩Ý➭ë▲Û➸â➂×✔ì⑦Ù❶ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â ó
ø✷Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×☎á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×☎ì◆á➥Ü◆×✙ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✑ì⑩Ø❡à✟á➥ë➭Ü◆Ûê×✑éêØ❡à✔à➣Û➣Ý♦á■é☞☛⑩â➂Ø❡à✟á➥Ú➂Ø❆✾åâ á➥ð✕☛◆ë▲Û➴❊ ç Û❂☎❘ë❚✾åÜ✑✳
Û➸Ú✡á➥Ý❻á ô ß✘â●◆❍Û➸Ú✢Ý♦á☎ð◆×✣✳⑦é✌☛◆Ø❡Ý▲Ø❆✾åë▲Û❑❊→✜✾á➥Ü❊ì⑩Û➸â✁✒rÝ▲Ø④Ø❡Ú✡Û➸Ú✁✒râ➂Ø❑Ø❡Ü◆Û➸Ü❙✹PÛ➸â✣✾➅á❢ß✁�✶â●◆ïú◆Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✩éêÛê×✢à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×
Ø❡Ü❑Ú✢ñ➸Ú➂ñ✙ñ➸Ú á✿✹⑩Ý➭ë▲Ûê×✡á❽è❅Ûêé✵×✘Ù◆éêé❵✤ê× ó

✂✩Ü◆Û❍â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✱×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✢ì⑦Ù✔à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û▼✟✞✂✼✧❱✒✄✗❁õ✡û✵ì⑦Ù➣Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H
ì⑩Û✢ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1×

N2 ×N3)
Ûê×✘Ú✙Þ

hn1n2n3 =

P1∑

p1=1

P2∑

p2=1

P3∑

p3=1

gp1p2p3an1p1bn2p2cn3p3 ;

n1 = 1, . . . , N1

n2 = 1, . . . , N2

n3 = 1, . . . , N3

❊❇û ó ô �♣◆

Ø✧➥ gp1p2p3

Ûê×✘Ú❍Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (p1, p2, p3)
ì⑦Ù❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✢Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù

G
ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P1 × P2 × P3)

ó



ö♣ö ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

ç á➥Ü◆×✵Ý▲Û✔é❽á❡×✼✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý✾ì⑩Ûê×✵Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×☞ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û N ú❘Ø❡Ü♣Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û☎Ù⑩Ü◆Û✟á➥Ù⑩Ú✘â➂Û✔Ü◆Ø❡Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❶ì⑩Ûê×✵à✟á✦✝
Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩ë➭à✔ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆ñêÛê×✡ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á✔ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü ó ✔✩Ü❹Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸â á✔Ý▲Ûê×✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A1, A2, . . . , AN

ó ✂✩Ü◆Û
â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❃✟✞✂❃✧➛✒✼✗✷õ✡û✔ì⑦Ù❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

X
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û N Ûê×✘Ú✙Þ

xi1i2...iN =

P1∑

p1=1

P2∑

p2=1

· · ·
PN∑

pN=1

gp1...pN

(
N∏

n=1

ainpn,n

) ❊❇û ó ô ✂↕◆
Ø✧➥ (ainpn,n) ì⑩ñê×✘ë❚✾åÜ◆Û✵Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (in, pn) ì⑩Û✵Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ An

ó
➱✫✃✑Ü♣➶⑩➪✖✝✓Û♥✃ ❉ ✧✾Ø❡à✔à➣Û❍Ø❡Ü☎ð❷Û➸Ù⑩Ú❀Ý▲Û✾è④Ø❡ë➭â✷ì◆á➥Ü◆×❛Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❋❊❇û ó ô �♣◆♥ð❷Ø❡Ù⑩â✷Ý▲Ûê×❛Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✷ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û

3 Û➸Ú■ì◆á➥Ü◆×✱Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➚❊❇û ó ô ✂↕◆✟ð❷Ø❡Ù⑩â✱Ý▲Ûê×✱Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×■ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û N ú✾Ý▲Û➝à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✮✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡û❶Ûê×✘Ú
Ù⑩Ü◆Û❃✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✽ð⑩Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û✙éêÛ✙ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë▲Û➸â✡Ûê×✘Ú✢Ù⑩Ü❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û★✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡û
ð✻á➥â✘Ú➂ë➭é➸Ù⑩Ý➭ë▲Û➸âráêè④Ûêé✡Ù⑩Ü■Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â❍Ü◆Ø✦✳④á➥Ù

G
ì⑩Û✵ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü P × P × P Û➸Ú✢ì⑩Ø❡Ü❑Ú❍Ú➂Ø❡Ù◆×✹Ý▲Ûê×✢ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×

×➂Ø❡Ü❑Ú❍Ü❑Ù⑩Ý▲×✢× á➥Ù⑦ù✷éêÛ➸Ù⑦î■ì⑩Û✵Ý♦á☎×✘Ù⑩ðPÛ➸â➸✝✝ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Û❑❊ gnnn ; n = 1, . . . , N ◆❱✵④Ù⑩ë✌×➂Ø❡Ü④Ú✩ñ✏✾④á➥Ù⑦î✛✷ 1
ó
�

✗✷Ü⑨Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✑Ý▲Û➣ð⑩â➂Ø❑ì⑦Ù⑩ë➭Ú✑ì⑩Û✸✒râ➂Ø❡Ü✻Û➸é☞✎④Ûïâ ú♥Ù⑩Ü◆Û➣â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➏à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✫ì⑦Ù⑨Ú ÛïÜ✻×➂ÛïÙ◆â
H

ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë❛ì◆á➥Ü◆×★❊❇û ó ô �♣◆✹×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩×➂Ø❡Ù◆×❍Ý♦á☞ù❇Ø❡â✘à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ
HN1 = AGP1(C ⊗B)T ❊❇û ó ô❙ý ◆

Ø✧➥ GP1

Ûê×✘Ú✷Ù⑩Ü◆Û✾à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✢ì⑩Û✹ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P1×P2P3)
ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û✁✷✩ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â❁ì⑦Ù✔Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù

G
éêØ❡à✔à➣Û

Ø❡Ü❑Ú❀ñ➸Ú➂ñ✹ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×❛Ý▲Ûê×❛à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× HN1

ú HN2

Û➸Ú HN3

✷✢ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✷ì⑦Ù✑Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H
ì◆á➥Ü◆×❛Ý♦á✞✱✘✾åÙ⑩â➂Û❍û ó æ ó A ú

B Û➸Ú C ×➂Ø❡Ü❑Ú✬Ú✘â➂Ø❡ë▲×✬à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✹ì⑩Û✩ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✾â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Ûê× (N1 ×P1)
ú (N2 ×P2)

Û➸Ú (N3 ×P3)
ó

ç ÛrÝ♦á✑à❂✽➸à➣Û✙à✟á➥Ü⑩ë✶✤ïâ Û✙Ø❡Ü❹ð❷Ø❡Ù⑩â✘â á✔ñêé➸â✘ë➭â➂Û HN2

Û➸Ú HN3

éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ
HN2 = BGP2(A⊗ C)T ❊❇û ó æåä↕◆
HN3 = CGP3(B ⊗A)T ❊❇û ó æ⑦ß✦◆

ç á➥Ü◆×✩Ý▲Û☞é❽á❡×✁✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý✈ú❷Ù⑩Ü◆Û✙â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü↔à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û☎ì⑦Ù❊à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û☞ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ☞ð✻á➥â
Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊❇û ó ô ✂↕◆✹×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

XN1 = A1GP1(AN ⊗ · · · ⊗A3 ⊗A2)
T ❊❇û ó æåã↕◆

Ø✧➥ (XN1)
ú✷ì⑩ñ➸ó✣✷❺ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✩ì◆á➥Ü◆×➣Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❷❊❇û ó ß❽û↕◆ïú✬Ûê×✘Ú✔Ù⑩Ü◆Û✱ù❇Ø❡â✘à➣Û■à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲ÛïÝ➭Ý▲Û➝ì⑩Û■ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü

(N1×N2N3 . . . NN ) ì⑦Ù☞Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â X
ó ☎✌Ûê×✌à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A1

ú . . . úAN
×➂Ø❡Ü④Ú❛ì⑩Û❁ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×♥â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Ûê×

(N1 × P1)
ú (N2 × P2)

ú . . . ú (NN × PN )
ó

GP1

ì◆á➥Ü✻×❍Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❘❊❇û ó æåã↕◆✹Ûê×✘Ú❍Ù⑩Ü◆Ûrà✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ☞ì⑩Û✵ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P1 × P2P3 . . . PN ) ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û✷☎ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✩ì⑦Ù❹Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù
G
éêØ❡à✔à➣Û☞á✔ñ➸Ú➂ñ✵ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û✙Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ XN1

✷✑ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â✩ì⑦Ù❹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
X
ó



✪✩í ✑❃í✥õ❏ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎ð❫ô❂ä❙ï✔✒✾ç❂ï❙ù✩è✱é❦è✱ï❡î é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë ö �

✔✩Ü ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆Û❊Ý▲Ûê×✫â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×■×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Ûê×✱Û➸Ú✟à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê×■ì⑩Ûê×✟à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×▲✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡ã⑨Û➸Ú
✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ☞ß✵ðPØ❡Ù⑩â✢Ý▲ÛrÚ➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

H
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û☞û☎Û➸Ú✩ì⑩Û✵ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1 ×N2 ×N3)

ó
ø ò Ø④ì✘✤ïÝ▲Û❃✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡ã

hn1n2n3 =

P1∑

p1=1

P2∑

p2=1

gp1p2n3an1p1bn2p2

❊❇û ó æåû↕◆
HN1 = AGP1(IN3 ⊗BT ) ❊❇û ó æ ô ◆

ø ò Ø④ì✘✤ïÝ▲Û❃✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ☞ß
hn1n2n3 =

P1∑

p1=1

gp1n2n3an1p1

❊❇û ó æåæ↕◆
HN1 = AGP1(IN3 ⊗ IN2)

❊❇û ó æ ö ◆
Õ❹Ï❛Ð→ò④Ð♦❒❽➚

✧✾Ø❡Ü❑Ú✘â á➥ë➭â➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú☎á➥Ù♣à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✟ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✡úPÝ▲Ûê×✵à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×★✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ➯Ü◆Û➣×➂Ø❡Ü❑Ú✵ð✻á❡×✙Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê× ó
✧✾Ûêé➸ë❅ðPÛ➸Ù⑩Ú✢✽➸Ú✘â➂Û❀ù✈á❡é➸ë➭Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú♥à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂ñ✬Û➸Ü✵â➂Û➸à✔ð⑩Ý♦á❀✿❽á➥Ü❑Ú♥ð✻á➥â♥Ûïî⑩Û➸à✔ð⑩Ý▲Û✷Ý♦á✹â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý➭Û
❊❇û ó ô❙ý ◆✱ì⑦Ù à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û➺✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡û❶ð✻á➥â■Ù⑩Ü◆Û♣á➥Ù⑩Ú✘â➂Û↔â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◗ì◆á➥Ü◆×■Ý♦á❆✵④Ù◆Û➸Ý➭Ý▲Û↔Ý♦á❶à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ
A ì⑩Û✔Ý♦á❹ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➏×✘Ù✕✹⑩ë➭Ú☞Ù⑩Ü◆Û➣â➂Ø❡Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü (S)

➚
S

➐☞➌✏➏✁➋✑➎P➐✸➙❂➀♣➏●❿❇➑❛➍☞➐✸➎➆➊❆➎✘➽❳➌❇➑→➎✑➫❆➋✑➔ ➑❳➢❇❿✌➐❞➪❡ó ✗✷Ü
á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù✻á➥Ü❑Ú✑Ý♦á✱â➂Ø❡Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❶ë➭Ü❑è❅Û➸â➂×➂Û (S−1) ✷■Ý♦á■à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✟Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù GP1

ì⑩Û➣Ý♦á❹ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú❀Ø❡Ü
Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú

HN1 = (AS)(S−1GP1)(C ⊗B)T ❊❇û ó æ✡�♣◆
= AGP1(C ⊗B)T ❊❇û ó æ✄✂↕◆

ç Ø❡Ü◆éåú❀ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×☎â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✔à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê×➣ì⑦Ù➏à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û▲✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡û↔×➂Ø❡Ü④Ú☎ð❷Øå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Ûê× ó
ç Û✵à❂✽➸à➣Ûåú⑩Ý▲Ûê×❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✁✟✞✂✼✧❱✒✄✗❁õ☞ß✙Û➸Ú✁✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡ã☎Ü◆Û✵×➂Ø❡Ü❑Ú❍ð✻á❡×❍Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Ûê× ó
q✥❚❯❙✥❚➚➾ ♠✖❬➤❨❂❺✁❪❽❼❢❵❷❬s↔➦➥❍❥➧➥➼➳➺➸❧➪❊r❦❙

☎✌Û✩à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✡ø❷ÿ✡õ✩ÿ✙✟✞✂✼✧➛✒✙ã☞á☞ñ➸Ú➂ñ✢ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñ✩ð✻á➥â ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü✱Û➸Ú❱☎❘Ù⑩Ü◆ì✴✳➈á ã✄✂✁âPì◆á➥Ü◆×✾Ý♦á✵Ý➭ë➭Ú✘Ú➂ñ➸â á✦✝
Ú✘Ù⑩â➂Û❍ð◆×✣✳⑦é☞☛◆Ø❡à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û ó ✧✾Û❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✩éêØ❡Ü④è❑ë▲Û➸Ü❑Ú✬ì◆á➥Ü◆×❁Ý▲Ûê×✬á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✾Ø✧➥➣ë➭Ý✘✳✔á✵ì⑩Ûê×✷ë➭Ü❑Ú➂Û➸â á❡é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×
Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✵Ý▲Ûê×✢ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×❍ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✩ì⑩ÛrÝ♦á✔ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û ó

☎♥á❀✱✘✾åÙ⑩â➂Û✱û ó �■Ûê×✘Ú☞Ù⑩Ü◆Û✟â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➏Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✱ì⑦Ù⑨à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✱ø❷ÿ✡õ✩ÿ✙✟✞✂✼✧➛✒✙ã ó ✂✩Ü◆Û➣â➂Û❇✝
ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü↔à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✔ì⑦Ù➝à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☎øPÿ✡õ✩ÿ✠✟✞✂✼✧➛✒✙ã✟ì❘í Ù⑩Ü↔Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

H
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✔û➣Ûê×✘Úrì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û

éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ
H..n3 = ADCA

n3
GDCB

n3
BT ❊❇û ó æ ý ◆



ö ✂ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

éêÛ✼✵④Ù⑩ë✌éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì❋✷☎Ù⑩Ü◆Ûrâ➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙ì⑩ÛrÝ♦á✑ù❇Ø❡â✘à➣Û➣Þ

hn1n2n3 =

P1∑

p1

P2∑

p2

an1p1c
A
n3p1

gp1p2c
B
n3p2

bn2p2

❊❇û ó ö ä↕◆

ø A ÛïÚ B ×➂Ø❡Ü④Ú✩ì⑩Û➸Ù⑦î✱à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✢â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Ûê× (N1 × P1)
Û➸Ú (N2 × P2)

ó ☎✌Û
Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✵ì⑩Û✵éêØ❡Ý➭Ø❡Ü◆Ü◆Ûê×✢ì⑩Ûê×❍ì⑩Û➸Ù⑦î✫à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✢Ûê×✘Ú❍ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú✢éêÛ✄✵④Ù⑩ëPÜ◆Ø❡Ù◆×❍â á➥ð⑩ð❷Û➸Ý➭Ý▲Û✵Ý✈í Ù⑩Ü◆Û✵ì⑩Ûê×
é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê×✡ì⑦Ù■à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û❃✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ ó

ø DCA

n3

Û➸Ú DCB

n3

×➂Ø❡Ü④Ú✡ì◆ÛïÙ⑩î❹à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×rì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×rì⑩Û✑ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✡â➂Ûê×✘ðPÛ➸é➸Ú✘ë➭è④Ûê× (P1 × P1)Û➸Ú (P2 × P2)
ó

ø G Ûê×✘Ú❍Ù⑩Ü◆Û✵à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✙ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P1 × P2)
ú✻á➥ð⑩ð❷Û➸Ý▲ñêÛ✙à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✵Ü◆Ø✦✳④á➥Ù❊ì⑦Ù■à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û ó

ç Û➸Ù⑦î➝à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× CA Û➸Ú CB ú❘ì⑩Û☎ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×✵â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Ûê× (N3 × P1)
ÛïÚ (N3 × P2)

úP×➂Ø❡Ü④Ú
ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×✬Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✻✵④Ù◆Û❍Ý▲Û➸Ù⑩â➂× nièmes

3
Ý➭ë❚✾åÜ◆Ûê×✷ù❇Ø❡â✘à➣Û➸Ü④Ú✬â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✬Ý▲Ûê×✬ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✾ì⑩Ûê×❁à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×

DCA

n3

Û➸Ú DCB

n3

ó

 

A B 

 

CA 

CB 

= 

= 

û ❦❧❸❣ü û ó � ø ❛✦❘✪❭✡■▲◆✘❝❞❘✪❲✁❳❴❩✱❳▲❯❱❑✁❲➏♦✁■❴❩✶❭✡⑥✡❯❱③✖◗✡❘❣P✄◗✬❪❫❑✡P✄⑤✪❵ ❘❣●❃➣❻❛❢➣ ↔✦➙ ❼❦q②❺
✺✙➱✫Ô❷✺☎Ô✫Ó❘➬ é ➬ Ô↕➨ ❉
✗✷Ü❹ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×➂× á➥Ü❑Ú✢Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ HN1

éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

HN1 =
[
H..1 H..2 · · · H..N3

]

N1×N2N3

❊❇û ó ö ß✦◆
Û➸Ú✹Û➸Ü✱Ý♦á✙â➂ñ❽á➥â✘â á➥Ü✕✾❅Û❽á➥Ü④Ú✢ì◆á➥Ü◆×✾Ù⑩Ü◆Û✩à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ HN1

éêØ❡à✔à➣ÛrØ❡Ü✫Ý✈í á✵ù✈á➥ë➭Ú✾ð❷Ø❡Ù⑩â YN1

ì◆á➥Ü◆×✾Ý▲Û✩à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û



✪✩í ✑❃í✥õ❏ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù✥ð❫ë➎ð❫ô❂ä❙ï✔✒✾ç❂ï❙ù✩è✱é❦è✱ï❡î é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë ö♣ý

øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✹ã⑦ú

HN1 =





(vecH..1)
T

(vecH..2)
Tóóó

(vecH..N3)
T





N3×N1N2

❊❇û ó ö ã↕◆

ë➭Ý✩Ûê×✘Ú➣ðPØå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Û❹ì⑩Û❹ì◆Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸â✟Ù⑩Ü◆Û❹ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û❹â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë➭Û➸Ý➭Ý▲Û↔á➥Ù✽à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❊øPÿ✡õ✩ÿ▼✝
✟✞✂✼✧➛✒✙ã✔Û➸Ü❹Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✢Ý▲Û✵ð⑩â➂Ø④ì⑦Ù⑩ë➭Ú✩à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý♥ì⑩Û❃✒✄☛✻á➥Ú✘â✘ë✲✝✝õ✡á❡Ø➣éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

HN1 = ((CB)T | ⊗ |(CA)T )diag(vec (G))(B ⊗A)T ❊❇û ó ö û↕◆
Ö ① Ñ❪Ô↕➨➝Ó é ➱✱➴ é ➬ Ô↕➨ ❉
✗✷Ü❹Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✢Ý♦á✑ð⑩â➂Û➸à✔ë✶✤➸â➂Û✵â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✙ì⑦Ù■à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✵øPÿ✡õ✩ÿ✠✟✞✂❃✧➛✒✙ã▲❊❇û ó æ ý ◆ïú

Ø❡Ü❹ð❷Û➸Ù⑩Ú✩ñêé➸â✘ë➭â➂Û➣Þ
(vec(H..n3))

T =
(
vec(ADCA

n3
GDCB

n3
BT )

)T ❊❇û ó ö✿ô ◆
ç í á➥ð⑩â✌✤ê×✢Ý▲Û✵Ú✣☛◆ñêØ❡â✌✤➸à➣Û➣ß✙ì⑩ÛrÝ✈í á➥Ü⑩Ü◆Ûïî⑩Û ç Ø❡Ü❹ð❷Û➸Ù⑩Ú✩ñêé➸â✘ë➭â➂Û➣Þ

(vec(H..n3))
T =

(
(B ⊗A) vec(DCA

n3
GDCB

n3
))
)T ❊❇û ó ö æ↕◆

=
(
(B ⊗A)(DCB

n3
⊗DCA

n3
) vec(G)

)T ❊❇û ó ö♣ö ◆
= (vec(G))T (DCB

n3
⊗DCA

n3
)(B ⊗A)T ❊❇û ó ö �♣◆

=
(
DCB

n3
⊗DCA

n3
)vec(G)

)T
(B ⊗A)T ❊❇û ó ö ✂↕◆

= (CB
n3. ⊗ CA

n3.)
➹❀Ð❧➶✕ï

(vec(G))(B ⊗A)T ❊❇û ó ö♣ý ◆
✗✷Ü➝á❡×➂×➂Û➸à❁✹⑩Ý♦á➥Ü④Ú✢Ý▲Ûê×❍Ý➭ë❚✾åÜ◆Ûê×✩ì⑩Û✵Ý▲á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ HN1

Ø❡Ü❹Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è❅Û➣Þ

HN1 =





(vecH..1)
T

(vecH..2)
Tóóó

(vecH..N3)
T





❊❇û ó �❡ä↕◆

=





(CB
1. ⊗ CA

1.)
➹❀Ð❧➶✕ï

(vec(G))(B ⊗A)T

(CB
2. ⊗ CA

2.)
➹❀Ð❧➶✕ï

(vec(G))(B ⊗A)Tóóó
(CB

N3. ⊗ CA
N3.)

➹❀Ð❧➶✕ï
(vec(G))(B ⊗A)T





❊❇û ó �❑ß✦◆

= ((CB)T | ⊗ |(CA)T )T diag(vec (G))(B ⊗A)T
�

❊❇û ó �❡ã↕◆



�❡ä ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

Õ❹Ï❛Ð→ò④Ð♦❒❽➚
ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü■Û➸Ú✞☎❘Ù⑩Ü◆ì✴✳✾á ã ý â✌Ø❡Ü❑Ú✹Ú✘â á❽èåá➥ë➭Ý➭Ý▲ñr×✘Ù⑩â✹Ý▲Ûê×✾ð⑩â➂Ø❡ð⑩â✘ë▲ñ➸Ú➂ñê×✢ì❘í Ù⑩Ü⑩ë▲é➸ë➭Ú➂ñ✵ì⑦Ù✱à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲ÛrøPÿ✡õ✩ÿ▼✝

✟✞✂✼✧❱✒✵ã ó ö✝Ý▲×rØ❡Ü④ÚrÚ✘â á➥ë➭Ú➂ñ✔×➂Û➸Ù⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú✵Ý▲Û☎é❽á❡×rØ✧➥ P1 = P2
ì◆á➥Ü◆×rÝ▲Û❵✵④Ù◆Û➸Ý❀Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë▲é➸ë➭Ú➂ñ✔Ûê×✘Ú✵á❡×➂×✘Ù⑩â➂ñêÛ☎×✘ë

Ú➂Ø❡Ù⑩Ú Û➸×✢Ý▲Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩ì⑩Û✵Ý♦á☎ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü A ú B ú CA ú CB Û➸Ú G ×➂Ø❡Ü❑Ú✢ì⑩Û✵â á➥Ü✕✾➣ð⑩Ý▲Û➸ë➭Ü ó
✛⑩Ö✜✛ ➢ Ú✷➁ Ü②à❖Þ②Ý Ø ➀❴Û ☎✣� Ú✷➁➄❾ ➢✭❑➾➽ ➥➣❵❝❜❡❬♣❞❁❼✁❳★❜■➀❷❼✁♥❂♠✖❬♣❳❩❨✩❜➪➚➡❿✥♦✁❳✄❞■❬❢❨➋➶

ç á➥Ü◆×✬éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✩×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú④Ø❡Ü✟ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✹ì❘í á✿✹❷Ø❡â➂ì✟Ý▲Ûê×✷ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✬ì⑩Û✩éêØ✧÷⑩Ú❱✷rà✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û➸â✾ð❷Ø❡Ù⑩â✾é✌☛✻á❡é➸Ù⑩Ü
ì⑩Ûê×✡à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✡ð◆â➂ñê×➂ÛïÜ❑Ú➂ñê×rì◆á➥Ü◆×✩Ý♦á✟×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü❑Ú➂Û ó ✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú❷Ø❡Ü➝ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û☞Ý▲Ûê×rá➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×
ÿ✖☎❛ý✱ì⑩Û✙é❽á➥Ý▲éïÙ◆Ý♥ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✩ì⑩Û✵Ý♦á☎ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë❢Ú➂ë➭Ø❡Ü↔ì⑩Ûê×❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✢ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñê× ó

☎✌Û✡ð⑩â✘ë➭Ü◆é➸ë➭ð❷Û✵ì⑩ÛréêÛ➸Ú✢á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✙Ûê×✘Ú❍á➥Ü◆é➸ë▲Û➸Ü➭❊✮➹✹á➥Ú➂Ûê×❽ú❷ß ý ûåû↕◆✾Û➸Ú❍éêØ❡Ü◆×✘ë▲×✘Ú➂Û✼✷✑Ûê×✘Ú✘ë➭à➣Ûïâ❍Ù⑩Ü◆Û✡ð✻á➥â
Ù⑩Ü◆Û✟Ý▲Ûê×✑éêØ❡à✔ð❷Øå× á➥Ü❑Ú➂Ûê×☎ì❘í Ù⑩Ü⑨à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✫Ø❡Ù❶ì❘í Ù⑩Ü◆Û✟â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✌ú❀ì◆á➥Ü◆×☞Ý▲Û✟×➂Û➸Ü◆×✑ì⑩Ûê×☞à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×
é❽á➥â✘â➂ñê×✵Û➸Úrì❘í Ù⑩Ü◆Û✑à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✔á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñêÛåú❘Û➸Ü↔×✘Ù⑩ð⑩ðPØå× á➥Ü④ÚrÝ▲Ûê×✵á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×réêØ❡à✔ðPØå× á➥Ü④Ú➂Ûê×✖✱⑩î⑩Ûê× ó ✧✾Û➸Ú✙á➥Ý❚✾❅Ø✿✝
â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✡Ûê×✘Ú✬Ü◆ñ❽á➥Ü⑩à➣Ø❡ë➭Ü◆×✹×➂Ø❡Ù◆×➸✝✝Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý ó ☎❁í Ûê×✘Ú✘ë➭à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Ûê×❁ð❷á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✾Ûê×✘Ú✬ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë➭è④Û✙ó✎Ù◆×✌✵④Ù✌í ✷rÝ♦á
× á➥Ú✘ë▲×üù✈á❡é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì❘í Ù⑩Ü❊é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û✙ì❘í á➥â✘â✌✽➸Ú ó

Ö■➚↕î✷Ï❛Ð♦❒ Ð→ð❷Ï ❉ ý❑Ø❡ë➭Ú H Ù⑩Ü◆Û❺â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◗à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û⑨ì❘í Ù⑩Ü➄Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â❊ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û⑨û Þ
H
ó

✧✾Ø❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂Ø❡Ü✻×❍Ý▲Ûrà➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✼✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý♥×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú▼✵④Ù⑩ë✌ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú H Û➸Ü✱ù❻Ø❡Ü✻éïÚ➂ë➭Ø❡Ü❊ì⑩ÛrÚ✘â➂Ø❡ë▲×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B
Û➸Ú C Þ

H = f(A,B,C) ❊❇û ó �❡û↕◆
☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☞ÿ✖☎❛ý✱Ûê×✘Ú✩á➥Ý▲Ø❡â➂×❍Ý▲Û✙×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú☞Þ
ß ó ö✝Ü⑩ë➭Ú✘ë♦á➥Ý➭ë▲×➂Û➸â✢Ý▲Û➸×✢ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× A ú B Û➸Ú C
ã ó A Ûê×✘Ú❍Ý♦á✔×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✔Þ

min
A

‖H − f(A,B,C)‖2
F

û ó B Ûê×✘Ú❍Ý♦á✔×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û➣Þ
min

B
‖H − f(A,B,C)‖2

F

ô◆ó
C Ûê×✘Ú❍Ý♦á✔×➂Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✔Þ

min
C

‖H − f(A,B,C)‖2
F

æ ó õ✩Û➸Ú➂Ø❡Ù⑩â✁✷☎Ý✈í ñ➸Ú á➥ð❷Û 2 ó✎Ù◆×✌✵④Ù✌í ✷☎× á➥Ú✘ë▲×üù✈á❡é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩Ù❹é➸â✘ë➭Ú✌✤➸â➂Û✙ì❘í á➥â✘â✌✽➸Ú ó



✪✩í ✪✩í✥õ❏ë❡ù➝æ❂õ❣ò⑩ï❡ê②è✱é✐å❈✒✾ë❡ù➐æ❂õ❦ù✇➘❙➴➬➷➡➮✃➱❭❐❮❒❮➴❰➮❩Ï✟❒❹ÐÑ➷❽➱Ò➴➼Ó➡➮ÔÓÖÕØ×❽➴➬❐❮➱ÙÓ♦Ú �❑ß

‖.‖F
â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✵Ý♦á☎Ü◆Ø❡â✘à➣Û✙ì⑩Û✼✚◆â➂Ø❆✹❷Û➸Ü⑩ë➭Ù◆× ó

ç á➥Ü◆×❛éêÛ✙✵④Ù⑩ë④×✘Ù⑩ë➭Ú❽ú Ø❡Ü✙èåá✢á❡ì◆á➥ð⑩Ú➂Û➸â❛Ý❇í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✹ÿ✖☎❛ý✼✷✢é✌☛✻á❡é➸Ù⑩Ü✑ì⑩Ûê×♥à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×❛ì⑩ñ➸ó✣✷✹ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñê×
ì◆á➥Ü◆×✢Ý♦á☎×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü④Ú Û ó

q✥❚❯q✥❚✜❱ ♠Û❬➚❳❩❵❷♥✬❺✬❞❁➀❝❜■➔❩❨❂❬s➥➣♠➦➚❳➓❯↔➦➥❍❥➧➥➣❣❳➥❍➪
ø❀Ø❡Ù⑩â✾Ý♦á✙ì⑩ñêé➸Ø❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩Û✢Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×✾ì⑩Û✩ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü■û⑦ú❅ð⑩Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×✹á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✾Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✬Ý▲Û

à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û☎øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ ð⑩â➂ñêé❵✤êì⑩Û➸Ü④Ú✙Û➸Úr×➂Û★✹✻á❡× á➥Ü❑Ú✵×✘Ù⑩ârì⑩Ûê×✡ð⑩â➂Ø❑éêñêì⑦Ù⑩â➂Ûê×rë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë➭è④Ûê×rð❷Ø❡Ù⑩ârà➣Û➸Ú✘Ú✘â➂Û❏✷
óüØ❡Ù⑩â✬Ý▲Ûê×✬à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B Û➸Ú C ×➂Ø❡Ü④Ú✾ñ➸Ú á✿✹⑩Ý➭ë▲× ó ö✝Ý▲×❁à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û➸Ü❑Ú✹ì⑩Ûê×❁ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✾ì⑩Û✩éêØ✧÷⑩Ú✹ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×
à✟á➥ë▲×✢ë▲×➂×✘Ù◆Ûê×❍ì❘í Ù⑩Ü◆Û✵à❂✽➸à➣Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û✵éêØ✧÷⑩Ú▼✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ η ó

η =

N1∑

n1=1

N2∑

n2=1

N3∑

n3=1



hn1n2n3 −
P∑

p=1

an1pbn2pcn3p




2 ❊❇û ó � ô ◆

Ø✧➥ hn1n2n3

Ûê×✘Ú❛Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú (n1, n2, n3)
ì⑦Ù✑Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â

H
ú an1p

Ûê×✘Ú❛Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (n1, p)
ì⑩Û✾Ý♦á✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ

A ì⑩Û↔ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N1 × P ) ú bn2p
Ûê×✘Ú✱Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú (n2, p)

ì⑩Û➝Ý♦á⑨à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ B ì⑩Û↔ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü
(N2 × P ) ú cn3p

Ûê×✘Ú❍Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (n3, p)
ì⑩Û✵Ý♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (N3 × P ) Û➸Ú P Ûê×✘Ú✢Ý▲Û

Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✙ì⑩Ûrù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✢ì⑩Û✙éêÛrà➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û ó
ç á➥Ü◆×✡éêÛ★✵④Ù⑩ë❛×✘Ù⑩ë➭Ú❽ú◆Ú✘â➂Ø❡ë▲×✢ù❇Ø❡â✘à➣Ûê×✡ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✡ì⑩Û☞Ý✈í á➥Ý✲✾❅Ø❡â➂ë❢Ú✌☛⑩à➣Û✑ÿ✖☎❛ý↕✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ ×➂Ø❡Ü❑Ú✩ð⑩â➂ñ❇✝

×➂Û➸Ü❑Ú➂ñê× ó ☎✌Û➸Ù⑩â➂×✔ì◆ñïà➣Ø❡Ü✻×✘Ú✘â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×➣×➂Ø❡Ü④Ú✔ì⑩ñ➸Ú á➥ë➭Ý➭Ý▲ñêÛê×✔ì◆á➥Ü◆×☎Ý✈í á➥Ü⑩Ü◆Ûïî⑩Û▲✗ ó✷ç ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×➂×➂Ø❡Ü◆×☎ì❘í á✿✹PØ❡â➂ì❶Ý▲Ûê×
Ú✘â➂Ø❡ë▲×❍ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩Û✙éêØ✧÷⑩Ú ηN1

1
ú ηN2

1
Û➸Ú ηN3

1
×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Ûê×✙Þ

ηN1
1 =

N1∑

n1=1

∥∥Hn1.. −BDA
n1
CT
∥∥2

F
❊❇û ó �❡æ↕◆

ηN2
1 =

N2∑

n2=1

∥∥H.n2. − CDB
n2
AT
∥∥2

F
❊❇û ó � ö ◆

ηN3
1 =

N3∑

n3=1

∥∥H..n3 −ADC
n3
BT
∥∥2

F
❊❇û ó �✄�♣◆

➴❑ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ñ
☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à✟Û✫ß✵à➣Û➸Ú✄✷✼óüØ❡Ù⑩â✢Ý▲Ûê×✢Ý➭ë❚✾åÜ◆Ûê×✡ì⑩Ûê×✢à✟á➥Ú➂â✘ë▲é➸Ûê× A ú B Û➸Ú C Û➸Ü❊à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü④Ú✵á➥Ù➝×➂Û➸Ü◆×

ì⑩Ûê×✔à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×➣é❽á➥â✘â➂ñê×➣Ý✈í Ù⑩Ü◆Û■ì⑩Ûê×☎ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×➣ì⑩Û■éêØ✧÷⑩Ú ηN1
1
ú ηN2

1
Û➸Ú ηN3

1
â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú ó ✔✩Ü

Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú☞Þ



�❡ã ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

DA
n1

= (BTB)−1BT (Hn1..)C(CTC)−1 n1 = 1, . . . , N1
❊❇û ó �✧✂↕◆

DB
n2

= (CTC)−1CT (H.n2.)A(ATA)−1 n2 = 1, . . . , N2
❊❇û ó � ý ◆

DC
n3

= (ATA)−1AT (H..n3)B(BTB)−1 n3 = 1, . . . , N3
❊❇û ó ✂åä↕◆

á❽è❅Ûêé
DA

n1
= diag(An1.)

❊❇û ó ✂⑦ß✦◆
DB

n2
= diag(Bn2.)

❊❇û ó ✂åã↕◆
DC

n3
= diag(Cn3.)

❊❇û ó ✂åû↕◆
➴❑ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ÷

✧✾Û➸Ú❹á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûåú✹à✔ë▲×■á➥Ù ðPØ❡ë➭Ü④Ú✱ð✻á➥â❀■✾â➂Ø➏Û➸Ú❊ý④ë▲ì⑦ë➭â➂Ø❡ð❷Ø❡Ù⑩Ý▲Øå×☞á ö â✝ú✾Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➝Ý✈í Ûïî⑦ð⑩â➂Ûê×➂×✘ë▲Ø❡Ü ì⑩Û
Ý✈í ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑦Ù✱Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â▼✷☞Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✵ì⑩Û✡Ý♦á✙ù✈á➥à✔ë➭Ý➭Ý▲Ûrì⑩Ûê×✹à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× {H..n3}n3=1...N3

ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûrì◆á➥Ü◆×
Ý♦á✼✱✘✾åÙ⑩â➂Û✵û ó ô◆ó ö✝Ý❷à➣Û➸Ú✞✷▼óüØ❡Ù⑩â✾Ý▲Ûê×✬à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B Û➸Ú✾Ý▲Ûê×✬Ý➭ë❚✾åÜ◆Ûê×❍ì⑩Û✩Ý♦á✙à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C Û➸Ü✫à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü④Ú
á➥Ù❊×➂Û➸Ü◆×✢ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢Ý♦á✑à❂✽➸à➣Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û✵éêØ✧÷⑩Ú ηN3

1

ó ✔✩Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú☞Þ
A =

(
N3∑

n3=1

H..n3BD
C
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
BTBDC

n3

)−1 ❊❇û ó ✂ ô ◆

B =

(
N3∑

n3=1

HT
..n3

ADC
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
ATADC

n3

)−1 ❊❇û ó ✂åæ↕◆
Û➸Ú

DC
n3

= (ATA)−1AT (H..n3)B(BTB)−1 ; n3 = 1, · · · , N3
❊❇û ó ✂ ö ◆

➴❑ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ☎
✧✾Û➸Ú➣á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❹á❊ñ➸Ú➂ñ✫à✔ë▲×➣á➥Ù➏ð❷Ø❡ë➭Ü❑Ú☎ð✻á➥â ô á➥â➂×✣☛⑩à✟á➥Ü á ã ö â✢Û➸Ú✸✧✹á➥â➂Ø❡Ý➭Ý❍Û➸Ú✸✧✻☛✻á➥Ü✕✾⑨á➭ß❽ã✁â ó ö✝Ý

Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û✱Ý♦á➝ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✫â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✂à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û❹ì⑦Ù➏à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û■øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➨ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñ✱ì◆á➥Ü◆×☎Ý♦á
×➂Ûêé➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü④Ú➂Û✑á➥ë➭Ü◆×✘ë✓✵④Ù◆ÛrÝ▲Ûrð⑩â➂Ø④ì⑩Ù⑩ë➭Ú✩ì⑩Û✼✒✄☛✻á➥Ú✘â✘ë✲✝✝õ✡á❡Ø (| ⊗ |) ó ö✝ÝPà➣Û➸Ú✖✷✖óüØ❡Ù⑩â❍Ý▲Ûê×✹à✟á➥Ú✘â➂ë➭éêÛê×
A ú B Û➸Ú C Û➸Ü↔à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú✵â➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú☞á➥Ù❺×➂Û➸Ü◆×✵ì⑩Ûê×rà➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✙é❽á➥â✘â➂ñê×✵Ý▲Ûê×✡ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✵ì⑩Û
éêØ✧÷⑩Ú ηN1

2
ú ηN2

2
Û➸Ú ηN3

2
×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Ûê×☞Þ

ηN1
2 =

∥∥HN1 −A(C| ⊗ |B)T
∥∥2

F
❊❇û ó ✂✡�♣◆

ηN2
2 =

∥∥HN2 −B(A| ⊗ |C)T
∥∥2

F
❊❇û ó ✂✄✂↕◆

ηN3
2 =

∥∥HN3 − C(B| ⊗ |A)T
∥∥2

F
❊❇û ó ✂ ý ◆



✪✩í ✪✩í✥õ❏ë❡ù➝æ❂õ❣ò⑩ï❡ê②è✱é✐å❈✒✾ë❡ù➐æ❂õ❦ù✇➘❙➴➬➷➡➮✃➱❭❐❮❒❮➴❰➮❩Ï✟❒❹ÐÑ➷❽➱Ò➴➼Ó➡➮ÔÓÖÕØ×❽➴➬❐❮➱ÙÓ♦Ú �❡û

✔✩Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✑Þ
ΨN1 = (C| ⊗ |B) =⇒ A = HN1ΨN1(Ψ

T
N1

ΨN1)
−1 ❊❇û ó ý ä↕◆

ΨN2 = (A| ⊗ |C) =⇒ B = HN2ΨN2(Ψ
T
N2

ΨN2)
−1 ❊❇û ó ý ß✦◆

ΨN3 = (B| ⊗ |A) =⇒ C = HN3ΨN3(Ψ
T
N3

ΨN3)
−1 ❊❇û ó ý ã↕◆

í Ð❧✃❑Ï♥❰➣✃❑Ï❷❒❽➪➥✃➴ë❧✃④❰✔❒ê➪✿ð❷Ð❧❰➣➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃④❰
• í Ð❧✃❑Ï♥❰➣✃❑Ï❷❒❽➪➥✃➴ë❞ú➭➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ñ ✃❅❒✸ë❞ú➭➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ÷

☎✌Ûê×☞á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✟ß☎Û➸Ú☞ã✱ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸Ü④Ú☞Ý♦á✟à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C ì⑩Û☎Ý♦á✟à❂✽➸à➣Û✔à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Ûåú❘éåí Ûê×✘Ú★✷✱ì⑦ë➭â➂Û
Û➸Ü✱à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü④Ú✩á➥Ù■×➂Û➸Ü◆×✹ì⑩Ûê×✾à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×❍é❽á➥â✘â➂ñê×✹Ý♦á☞à❂✽➸à➣Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü■ì⑩ÛréêØ✧÷⑩Ú ηN3

1
ð✻á➥â✹â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Ú▼✷

DC
n3

✵④Ù⑩ë✌éêØ❡Ü❑Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✩Ý✈í ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩ÛrÝ♦á nème
3

Ý➭ë❚✾åÜ◆Û✙ì⑩ÛrÝ♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C ó✧✾Ø❡Ü❑Ú✘â á➥ë➭â➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✛✷♣Ý♦á♣à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C ú❁Ý♦á♣à✔ë▲×➂Û➴✷❀óüØ❡Ù⑩â✱ì⑩Ûê×✟à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A Û➸Ú B ì⑦ë✲❄➩✤➸â➂Û➝Û➸Ü④Ú✘â➂Û
Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✟ß✵Û➸Ú❍Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛◆à➣Û☞ã ó⑩ç á➥Ü◆×❍Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û➣ßåú⑦Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A Ûê×✘Ú❍ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆ñêÛ✵Ý➭ë❚✾åÜ◆Û
ð✻á➥â❍Ý➭ë❚✾åÜ◆Û✵Û➸Ü✱à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú❍Ý♦á☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❹ì⑩ÛréêØ✧÷⑩Ú ηN1

1
ð✻á➥â❍â á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú✖✷✑é✌☛❷á❡éïÙ◆Ü◆Û✵ì⑩Ûê×✹Ý➭ë❚✾åÜ◆Ûê×✢ì⑩Û A ó

ø✷á➥â☞éêØ❡Ü❑Ú✘â➂Û✟ì◆á➥Ü◆×✙Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✫ã⑦ú✌Û➸Ý➭Ý▲Û✟Ûê×✘Ú✙ì◆ñïÚ Ûïâ➂à✔ë❢Ü✻ñ➸Û✫Û➸Ü♣à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú☞Ý♦á✫ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❶ì⑩Û➣éêØ✧÷⑩Ú
ηN3
1

ð✻á➥â❍â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Ú✖✷☎Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A ó
⇒ ✂✩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✙ì⑩Ûê×rù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ì⑩Û✔éêØ✧÷⑩Ú✙ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✙ð❷Ø❡Ù⑩â✵à➣Û➸Ú✘Ú➂â➂Û❂✷❁óüØ❡Ù⑩ârÝ▲Ûê×✵à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A Û➸Ú

B ú❷Ý▲Ûê×☞á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✟ß✔Û➸Ú☞ã✱×➂Ø❡Ü④Ú✙ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×✙à❂✽➸à➣Û✔×❽í ë➭Ý▲×rà➣Û➸Ú✘Ú➂Û➸Ü❑Ú❁✷❁óüØ❡Ù⑩ârÝ♦á✫à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C ì⑩Û☎Ý♦á
à❂✽➸à➣Û✵à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û ó

• í Ð❧✃❑Ï♥❰➣✃❑Ï❷❒❽➪➥✃➴ë❞ú➭➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ñ ✃❅❒✸ë❞ú➭➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ☎
ç á➥Ü◆×✷éêÛ✞✵④Ù⑩ë⑦×✘Ù⑩ë➭Ú❽úåØ❡Ü☎à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û✹Ý✈í ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü◆éêÛ❍Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✹Ý▲Ûê×✷ì⑩Û➸Ù⑦î☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ηN3

1
Û➸Ú ηN1

2

ó ☎❁í ñ❵✵④Ù⑩ë✲✝
èåá➥Ý▲Û➸Ü◆éêÛ✙Û➸Ü❑Ú✘â➂Û ηN1

1
Û➸Ú ηN2

2
Û➸Ú✢Û➸Ü❑Ú✘â➂Û ηN2

1
Û➸Ú ηN3

2
×➂Û✵ì⑩ñ➸à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û☞ì⑩Û✵Ý♦á✑à❂✽➸à➣Û✵à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û ó

ηN1
2 =

∥∥HN1 −A(C| ⊗ |B)T
∥∥2

F
❊❇û ó ý û↕◆

=

N3∑

n3=1

∥∥H..n3 −ADC
n3
BT
∥∥2

F
❊❇û ó ý✿ô ◆

= ηN3
1

❊❇û ó ý æ↕◆
⇒ ☎✌Ûê×✬á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✩ß✹Û➸Ú✬û✩à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲×➂Û➸Ü❑Ú❁ì⑩Ø❡Ü◆é✢á➥Ù➣×➂Û➸Ü◆×✷ì⑩Ûê×❀à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✬é❽á➥â✘â➂ñê×❽úåì⑩Ûê×❛ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×

ì⑩Û✢éêØ✧÷⑩Ú✾ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü④Ú➂Ûê× ó ☎♥á✵à✔ë▲×➂Û✁✷➛óüØ❡Ù⑩â✬ì⑩Ûê×❁à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B Û➸Ú C ì⑦Ù➣à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✩ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧⑨â➂Ûê×✘Ú➂Û
Ü◆ñ❽á➥Ü⑩à➣Ø❡ë➭Ü◆×✡ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Û✙ð❷Ø❡Ù⑩â✢Ý▲Ûê×✢ì⑩Û➸Ù⑦î❹á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê× ó

ø✷â➂Û➸Ü◆Ø❡Ü◆×❍ð✻á➥â✢Ûïî⑩Û➸à✔ð⑩Ý▲Ûåú⑦Ý♦á☞à✔ë▲×➂Û✼✷✁óüØ❡Ù⑩â❍ì⑩ÛrÝ♦á☞à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A ó ✗✷Ý➭Ý▲Û✵Ûê×✘Ú❍Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✔ë▲×➂ñêÛ✵ì◆á➥Ü◆×✹Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø✿✝
â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✙ßåúåÛ➸Ü✔à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú❁Ý♦á✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➣ì⑩Û❍éêØ✧÷⑩Ú ηN1

1
Û➸Ú❁ì◆á➥Ü◆×✷Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✩û⑦úåÛ➸Ü➣à✔ë❢Ü◆ë❢à✔ë▲× á➥Ü❑Ú❁Ý♦á



� ô ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✫ì⑩Û❍éêØ✧÷⑩Ú ηN1
2

✵④Ù⑩ë✻Ûê×✘Ú❁ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Û✢ì⑩Û ηN1
1

ð⑩Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û▼✵④Ù✌í Ø❡Ü✫á✡à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂ñ✁✵④Ù◆Û❍éêÛ➸Ú✘Ú➂Û✢ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë✶✤➸â➂Û
Ûê×✘Ú✩ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü④Ú➂Û❁✷ ηN2

2

ó ø✷á➥â➂Û➸ë➭Ý♥ð❷Ø❡Ù⑩â✩Ý♦á☎à✔ë➭×➂Û★✷✄óüØ❡Ù⑩â✩ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× B Û➸Ú C ✵④Ù⑩ë✌Ûê×✘Ú✩ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Û
ì◆á➥Ü◆×✢Ý▲Ûê×✩á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✑ß✵Û➸Ú✩û ó

✧✾Ûêé➸ë✹Ü◆Ø❡Ù◆×➣á➥à❂✤➸Ü◆Û✛✷➝éêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û❀✵④Ù◆Û✫Ý▲Ûê×➣á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×❹ß✱Û➸Ú✟û➝×➂Ø❡Ü④Ú✔ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂×☎à❂✽➸à➣Û■×❽í ë➭Ý▲×
Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➸Ü❑Ú✩ì⑩Ûê×✹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✙é➸Ø✧÷◆Ú✢ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü❑Ú➂Ûê× ó

• í Ð❧✃❑Ï♥❰➣✃❑ÏP❒❽➪➥✃❫ë❞ú➭➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ÷ ✃❅❒✸ë❞ú➭➶✘ë→ï✍ð✻➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃ ☎
☎♥á☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✙éêØ✧÷⑩Ú✩ì◆á➥Ü◆×❍Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☎ã☎Ûê×✘Ú✙Þ

ηN3
1 =

N3∑

n3=1

∥∥H..n3 −ADC
n3
BT
∥∥2

F
❊❇û ó ý♣ö ◆

✗✷Ü❹à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú ηN3
1

á➥Ù❹×➂Û➸Ü◆×✢ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢ð✻á➥â✢â á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú✄✷ A Ø❡Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✑Þ
A =

(
N3∑

n3=1

H..n3BD
C
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
BTBDC

n3

)−1 ❊❇û ó ý �♣◆
ç á➥Ü◆×✢Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✑û⑦ú⑦Ý♦á✑ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✵éêØ✧÷⑩Ú✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ✵ðPØ❡Ù⑩â✩ì⑩ñ➸Ú➂Û➸â✘à✔ë➭Ü◆Û➸â A Ûê×✘Ú✙Þ

ηN1
2 =

∥∥HN1 −A(C| ⊗ |B)T
∥∥2

F
❊❇û ó ý ✂↕◆

✗✷Ü❹à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú ηN1
2

á➥Ù❹×➂Û➸Ü◆×✢ì⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢ð✻á➥â✢â á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú✄✷ A Ø❡Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✑Þ
A = HN1ΨN1(Ψ

T
N1

ΨN1)
−1 avec ΨN1 = (C| ⊗ |B) ❊❇û ó ý♣ý ◆

✺✙➱✫Ô❷✺☎Ô✫Ó❘➬ é ➬ Ô↕➨ ❉ ➮❂✝✓Û❛Ð➒Þ⑩➶✘ë❧✃❑Ï✢ò❅✃❊✃❑Ï❷❒❽➪➥✃➴ë❧✃④❰✔➚✩✝➩Û♥➶⑦❒ Ð→ð❷Ï♥❰➜✈ ☎ ❁✶ü ✼♣① ✃④❒➜✈ ☎ ❁✶ü✍ü ①
ç á➥Ü◆×✩éêÛ❃✵④Ù⑩ë❛×✘Ù⑩ë➭Ú❽ú◆Ø❡Ü❊à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û❁✵④Ù◆Û✵Ý▲Ûê×❍ù❇Ø❡â✘à✑Ù⑩Ý▲Ûê×❁❊❇û ó ý �♣◆✢Û➸Ú❁❊❇û ó ý♣ý ◆❍ì⑩Ø❡Ü⑩Ü✻á➥Ü❑Ú✩Ý♦á✔à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A

×➂Ø❡Ü❑Ú❍ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✶✵④Ù◆Ûê× ó
Ö ① Ñ❪Ô↕➨➝Ó é ➱✱➴ é ➬ Ô↕➨ ❉
ò Ø❡Ü④Ú✘â➂Ø❡Ü◆×✁✵④Ù◆Û✔Þ
(

N3∑

n3=1

H..n3BD
C
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
BTBDC

n3

)−1

= HN1ΨN1(Ψ
T
N1

ΨN1)
−1 ❊❇û ó ß❽äåä↕◆

ì❘í á➥ð⑩â✌✤ê×✢Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊●✗ ó ö ä↕◆ïú◆Ø❡Ü➝á✱Þ
HN1ΨN1 =

N3∑

n3=1

H..n3BD
C
n3

❊❇û ó ß❽ä⑦ß✦◆
ö✝Ý✌×✘Ù✴◗➣Ú✩ì⑩Ø❡Ü◆é✙ì⑩Ûrà➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û➸â✁✵④Ù◆Û➣Þ

N3∑

n3=1

DC
n3
BTBDC

n3
= ΨT

N1
ΨN1

❊❇û ó ß❽äåã↕◆



✪✩í ✪✩í✥õ❏ë❡ù➝æ❂õ❣ò⑩ï❡ê②è✱é✐å❈✒✾ë❡ù➐æ❂õ❦ù✇➘❙➴➬➷➡➮✃➱❭❐❮❒❮➴❰➮❩Ï✟❒❹ÐÑ➷❽➱Ò➴➼Ó➡➮ÔÓÖÕØ×❽➴➬❐❮➱ÙÓ♦Ú �❡æ

õ✡á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲Ø❡Ü◆×➛✵④Ù◆Û DC
n3

Ûê×✘Ú✬Ù⑩Ü◆Û✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✡é❽á➥â✘â➂ñêÛ✩ì⑩Ø❡Ü❑Ú✬Ý▲Ûê×✬ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú✹ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ù⑦î✟×➂Ø❡Ü❑Ú✬Ý▲Û➸×✾ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×
ì⑩Û✵Ý♦á nème

3
Ý➭ë❚✾åÜ◆Û✙ì⑩ÛrÝ♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ C Û➸Ú❍ðPØå×➂Ø❡Ü◆× Θ = BTB

ó Ø❡Ü❊á✔á➥Ý▲Ø❡â➂×☞Þ
N3∑

n3=1

D
C
n3
B

T
BD

C
n3

=

N3∑

n3=1

D
C
n3

ΘDC
n3

③✬ÜÝ⑤ ⑥❇⑩⑦Ü❯⑨

=





(∑N3

n3=1 c
2
n31

)
θ11 · · ·

(∑N3

n3=1 cn31cn3P

)
θ1P⑤⑤⑤ ⑤⑤⑤

(∑N3

n3=1 cn3P cn31

)
θP1 · · ·

(∑N3

n3=1 c
2
n3P

)
θPP




③✬ÜÝ⑤ ⑥❇⑩✂Þ■⑨

= Θ ◦





∑N3

n3=1 c
2
n31 · · ·

∑N3

n3=1 cn31cn3P⑤⑤⑤ ⑤⑤⑤
∑N3

n3=1 cn3P cn31 · · ·
∑N3

n3=1 c
2
n3P




③✬ÜÝ⑤ ⑥❇⑩❯ß⑦⑨

= (BT
B) ◦ (CT

C) ③✬ÜÝ⑤ ⑥❇⑩⑦à❯⑨

✔✩â✩ì❘í á➥ð⑩â✌✤ê×✢Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❘❊●✗ ó ö♣ö ◆ïú✻Ø❡Ü❊á☎Ú✘â➂Ø❡Ù⑩è❅ñ❃✵④Ù◆Û✔Þ (BTB) ◦ (CTC) = ΨT
N1

ΨN1

ì❘í Ø✧➥⑨Þ

N3∑

n3=1

DC
n3
BTBDC

n3
= ΨT

N1
ΨN1 �

❊❇û ó ß❽ä✡�♣◆

⇒ ☎♥á☎à✔ë▲×➂Û★✷✖óüØ❡Ù⑩â✩ì⑩Û✵Ý♦á✑à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A Ûê×✘Ú✢ì⑩Ø❡Ü◆é✙ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü❑Ú➂Û✵ðPØ❡Ù⑩â✢Ý▲Ûê×✡á➥Ý✲✾❅Ø❡â➂ë❢Ú✌☛⑩à➣Ûê×✡ã✔Û➸Ú✡û ó
✧✾Û❃✵④Ù⑩ë❘Ü✌í Ûê×✘Ú✢ð✻á❡×❍Ý▲Û✵é❽á❡×❍ðPØ❡Ù⑩â✢Ý♦á✑à✔ë▲×➂Û★✷✖óüØ❡Ù⑩â✢ì⑩Ûê×❍à✟á➥Ú➂â✘ë▲é➸Ûê× B Û➸Ú C ó

✸ ð❷Ï✢ò❙ë●Û♥❰ Ð→ð❷Ï♥❰ ❉
☎✌Ûê×❀Ú✘â➂Ø❡ë▲×❁á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×✷Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú❀Ý♦á✩Ú➂Ûêé✌☛⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û❍ì⑩Ûê×❀à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×✷é❽á➥â✘â➂ñê×❁á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñê×✁❊❻ÿ✩Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭Ü✕✾

☎✌Û❽á❡×✘Ú✡ý✑✵④Ù✻á➥â➂Û ➴ í Ó ◆✾×➂Ø❡Ü④Ú❍ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂× ó ✡✡ñ❽á➥Ü⑩à➣Ø❡ë➭Ü◆×❍Ý▲Û➸Ù⑩â➂×❍éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñê×✢ì⑩Ûré❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý✌×➂Ø❡Ü④Ú❍ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá✦✝
Ý▲Û➸Ü❑Ú➂Ûê×rè❑Ù✮✵④Ù◆Û☎ì◆á➥Ü◆×✵éêÛê×rÚ✘â➂Ø❡ë▲×✙á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×❽ú❘Ý▲Ûê×rà✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×★✷✟ë➭Ü④è④Û➸â➂×➂Û➸â✙á➥Ù❺éêØ❡Ù⑩â➂×✙ì⑩Û✑Ý♦á✟à✔ë▲×➂Û❏✷
óüØ❡Ù⑩â✩×➂Ø❡Ü④Ú❍Ú➂Ø❡Ù⑩Ú Û➸×✩ì⑩Û✙ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (P × P )

ó
ø✷Ý➭Ù◆×✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×❀á➥Ù◆Ú✘â➂Ûê×❛á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Ûê×❀ÿ✖☎❛ý✙á❡ì◆á➥ð⑩Ú➂ñê×❀á➥Ù⑦î✙ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×❛ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✻×♥Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê×

øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✹ã⑦ú❆✟✞✂✼✧➛✒✼✗❁õ✡ûrÛ➸Ú❁øPÿ✡õ✩ÿ✠✟✞✂✼✧➛✒✙ãrØ❡Ü④Ú❁ñ➸Ú➂ñ✹à✔ë▲×❁á➥Ù✔ð❷Ø❡ë➭Ü❑Ú❁ì◆á➥Ü◆×✷Ý♦á✩Ý➭ë➭Ú✘Ú➂ñ➸â á➥Ú✘Ù⑩â➂Û ó ✟♥Ø❡Ù◆×
Ûê×✘Ú✘ë➭à➣Û➸Ü❑Ú✙ì◆á➥Ü◆×✵Ý▲Û✔×➂Û➸Ü◆×✵ì⑩Ûê×rà➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×☞é❽á➥â✘â➂ñê×☞á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñê×✵Ý▲Ûê×✵ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú➂×✙ì⑩Û✔éêÛê×✵ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×
Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Ûê× ó



� ö ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

✛⑩Ö❷↔ ③ Ú✥➙ Ø✣Ù ➁✠Ú✷❿❶Û❈Ü❣Û❷➀❖Ý✢❿⑩✾✏Ú✷➁ � Ý✫✾ ▼ à❖Ú✷➁➣✾✏Úá✐➸Ý②à❴Û❈Ú Ø❈Ø Ü Ø✣Ù ✾✍✎✑➀❴Û❷➁➪â à❸❷➜Ü✢➀✡✾✏Ú
✾✏Ú à❸❷✍Ü②à❖Þ②Ý Ø ➀❴Û ☎✣� Ú➍❾ ➢✭❑ P × ❾ ③ ❾äã✡❾ ✢

ç á➥Ü◆×✫éêÛ❊ð✻á➥â á✿✾åâ á➥ð✕☛◆Û❺Ø❡Ü★à➣Û➸Ú✱Û➸Ü★èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â✫Ý✈í Û❇◗✟é❽á❡é➸ë➭Ú➂ñ↔ì⑩Û❊Ý♦á♣à➣Ø❑ì⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ø❷ÿrõ✢ÿ✄✚❑ÿ✖✧✙✝
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎ð❷Ø❡Ù⑩â✢â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û✙Ý♦á☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ☞ì⑩Ûê×❍à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×✩ì◆Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó

☎♥á✔ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü↔ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✽Ûê×✘Ú✢Ù⑩Ü⑩ë✶✵④Ù◆Û❆á æ✁â❛Û➸Ú✡á➥ð⑩ð⑩Ý➭ë▲é❽á✿✹⑩Ý▲Û❁✷✑Ü✌í ë➭à✔ðPØ❡â✘Ú➂Û★✵④Ù◆Û➸Ý✌Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â ó
ý❑Ø❡ë➭Ú

H
Ù⑩Ü➣Ü◆Ø✦✳④á➥Ù✫ì⑩Û✞✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✙é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û ó ö✝Ý◆ð❷Û➸Ù⑩Ú➛✽➸Ú✘â➂Û✢éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñ✩éêØ❡à✔à➣Û✢Ù⑩Ü➣Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✬ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✡û

Û➸Ú❍ì⑩Ûrì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (M ×M ×M) áêè④Ûêé✩Ù⑩Ü◆ÛréêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✵Û➸Ü✫Ú➂Û➸â✘à➣Û✵ì⑩Û✩Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Ûrì⑩ÛréêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×
Cstandard = M3 ó

☎✌Û➝à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❺ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➏á⑨Ù⑩Ü◆Û↔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ Cparafac = 3MP ❊❧à✟á➥Ú✘â➂ë➭éêÛê× A ú
B Û➸Ú C ì⑩Û❹ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü M × P é✌☛✻á❡é➸Ù⑩Ü◆Û✦◆ ó✾ç í Ø✧➥✌ú❁Ý▲Û✛✟❛á➥Ù⑦î✽ì⑩Û❹õ✩ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü★ì⑩Û➴✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ
❊●✟❍õ✁✧✞◆☎Û➸Ü✂Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✟øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➯ð✻á➥â➣â á➥ð⑩ð❷Ø❡â➂Ú✫á➥Ù✯à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❊×✘Ú á➥Ü◆ì◆á➥â➂ì✯ì⑩Û❀✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❺é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û
TRC = 3MP

M3 = 3P
M2

ó ➘✩Ù✻á➥Ü◆ì P ≪ M ú✾Ø❡Ü Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú✱Ù⑩Ü◆Û➝ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Ú á➥Ü❑Ú➂Û↔â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü ì⑩Û↔éêØ❡à❉✝
ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ ó

ÿ➏ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â❀ì⑦Ù❁✟❍õ✁✧✡ú Ø❡Ü✑ð❷Û➸Ù⑩Ú❀éêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û❱✵④Ù◆Û❁Ý♦á✢â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✔ì⑩Û✬éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✹Ûê×✘Ú♥ð❷Øå×➂×✘ë❚✹⑩Ý▲Û➛✵④Ù✻á➥Ü◆ì
P < M2

3

ó

q✥❚➚➾✁❚✜❱ ♠Û❬➚❳❩❵❷♥✬❺✬❞❁➀❝❜■➔❩❨❂❬s➥➣♠➦➚❳➓❯↔➦➥❍❥➧➥➣❣➝➥ ➪
✧✾Û➸Ú➣á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û■Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û✱Ý♦á❊â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✯à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û❹ì⑦Ù➏à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û■ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧❪ì⑩Ø❡Ü◆Ü◆ñêÛ

ð✻á➥â✡Ý▲Ûê×✡ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❏❊❇û ó ô ◆ïú➲❊❇û ó æ↕◆✢Û➸Ú❏❊❇û ó ö ◆✢Û➸Ú✖✹✻á❡×➂ñ☞×✘Ù⑩â✩Ù⑩Ü◆Û☞ð⑩â➂Ø❑éêñêì⑦Ù⑩â➂Û☎á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻ñ➸Û ó ö✝Ý♥à➣Û➸Ú✼✷✼óüØ❡Ù⑩â
Ý▲Ûê×❁à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B Û➸Ú C Û➸Ü➣à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü④Ú✾Ý➭Ûê×✷ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✾ì⑩Û✢éêØ✧÷⑩Ú ηN1

ú ηN2

Û➸Ú ηN3

ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×✬ì◆á➥Ü◆×
❊❇û ó �❡æ↕◆ïú❈❊❇û ó � ö ◆✹Û➸Ú★❊❇û ó �✄�♣◆ ó

✗✷Ü➣á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ü❑Ú✷Ý♦á✡à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➣ì⑩Ûê×❀Ú✘â➂Ø❡ë▲×❀ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✷ì⑩Û❍éêØ✧÷⑩Ú ηN1

ú ηN2

Û➸Ú ηN3

ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü④Ú➂Ûê×❽ú
Ø❡Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú✩Ý▲Ûê×✢ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁❊❇û ó �✧✂↕◆ïú✢❊❇û ó � ý ◆✹Û➸Ú★❊❇û ó ✂åä↕◆✢á✦✱◆Ü❹ì⑩Û✵à➣Û➸Ú✘Ú✘â➂Û★✷✖óüØ❡Ù⑩â✢Ý▲Ûê×❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A ú B
Û➸Ú C ó

q✥❚➚➾✁❚❯❙ ❥❍❶❢❨❀♦❾❵❝❜❡❳★❜■❨❆❪✁❬❫❨❀➀❪❨❸♦❾❵❷❳★❜■➀❝❺✦❼❾❨
☎✌ÛrÜ◆Ø✦✳④á➥Ù❊ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û✙×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñ✵Ûê×✘Ú✢ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë❛éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

hn1n2n3 =






0.2(n2 + n3) exp (−0.07n1n2n3) si n1 6= 1, n2 6= 1oun3 6= 1

0 sinon

❊❇û ó ß❽ä✄✂↕◆
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Ø✧➥ n1, n2, n3 = 1, . . . ,M ➦ M = 20
ó

☎♥á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ HN1×5N2 =
[
H..1 · · · H..5

] Ûê×✘Ú❍â➂Û➸ð⑩â ñ➸×➂Û➸Ü❑Ú➂ñêÛ☞ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á★✱✍✾åÙ⑩â➂Û☞û ó ✂ ó
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û ❦❧❸❣ü û ó ✂ ø ♥✠❩❂❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘ HN1×5N2

❯❱❝▲❝❞◗✡❘❙P✄◗✬❲✡❑✔④✖❩✶◗✬P✄❘❙⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❶❯ ❲✡❯ ❳▲❯❱❩✶❵

☎❁í ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â❷➘✩Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ò Ø❅✳④Û➸Ü⑩Ü◆Û❏✡✡Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛ❋❊ EQMNNoyau
◆✡Û➸Ü④Ú✘â Û☎Ý▲Û☎Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑨ì⑩Û❉✜❁Ø❡Ý✲✝

Ú➂Û➸â✘â á☎ë➭Ü⑩ë➭Ú✘ë♦á➥Ý
H
Û➸Ú✢Ý▲ÛrÜ◆Ø✦✳④á➥Ù❹â➂ÛêéêØ❡Ü◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù◆ñ✙Ûê×✘Ú✩éêá➥Ý▲é➸Ù⑩Ý▲ñêÛ☞éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

EQMNNoyau =

∑M
n1=1

∑M
n2=1

∑M
n3=1

(
hn1n2n3 −

∑P
p=1 an1pbn2pcn3p

)2

∑M
n1

∑M
n2

∑M
n3
h2

n1n2n3

❊❇û ó ß❽ä ý ◆

✧✾Ø❡à✔à➣Û■Ø❡Ü❶ð❷Û➸Ù⑩Ú☎Ý▲Û✟è④Ø❡ë➭â☎ì◆á➥Ü◆×✑Ý▲Û✟Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù✽û ó ßåú❈☎♥á❊à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø④ì⑩Û■ÿ✖☎❛ý↕✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧➨ð❷Û➸â✘à➣Û➸Ú
ì⑩Û✱â➂ÛêéêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭â➂Û✱Ý▲Û✫Ü◆Ø✦✳④á➥Ù✯ì⑩Û❑✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➝ë➭Ü⑩ë➭Ú✘ë♦á➥Ý✩áêè④Ûêé✫Ù⑩Ü◆Û EQMNNoyau

× á➥Ú✘ë▲×üù✈á➥ë▲× á➥Ü④Ú➂Û ó ✗✷Ý❢Ý▲Û
ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú✟á➥Ù◆×➂×✘ë❍ì⑩Û✫â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭â➂Û■ì⑩Û✱à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û■×✘ë❚✾åÜ⑩ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë➭è④Û✱Ý♦á➝éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ❹ì⑦Ù➏à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û❹Ø❡â✘ë❚✾åë➭Ü◆Û➸Ý✢ì⑩Û
Cstandard = M3 = 8000 ✷ Cparafac = 3MP = 60P

ó

☎♥á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞û ó ý â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û EQMNNoyau
Û➸Ü■ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑦Ù■Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✙ì❘í ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✡ì⑩ÛrÝ✈í á➥Ý❚✾❅Ø✿✝

â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✑ÿ✖☎❛ý↕✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ ó ✔✩Ü❊ð❷Û➸Ù⑩ÚréêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û❁✵④Ù◆Û✵ðPØ❡Ù⑩â✩Ù⑩Ü❊Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✑ì⑩Û✵ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✡ì⑦Ù❊à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ P ✱⑩î⑩ñåú⑩Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✑ÿ✖☎❛ý↕✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ éêØ❡Ü④è④Û➸â✣✾❅Û✙â á➥ð⑩ë▲ì⑩Û➸à➣Û➸Ü④ÚrÛ➸Ü❊ì⑩Û➸Ù⑦î❊Ø❡Ù❹Ú✘â➂Ø❡ë▲×
ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó ✗✷Ü⑨á➥Ù✕✾åà➣Û➸Ü❑Ú á➥Ü④Ú☞ì◆áêèåá➥Ü❑Ú á✿✾❅Û☎Ý▲Û✑Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✔ì⑩Û☞ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× P úPØ❡Ü❺ð❷Û➸Ù⑩Úrù✈á➥ë➭â➂Û☎ì⑩ñêé➸â➂Ø✿✥▲Ú✘â➂Û
EQMNNoyau

ì❘í Ù⑩Ü◆Û✵à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Û✙×✘ë❚✾åÜ⑩ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë➭è④Û ó



�✧✂ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

✺ ✸
parafac

é ➱ ✸ ➮Ûå✔Ñä➨
Noyauñ ö ä ä ó äåä✡�❡æ ã ó ß❽ã 10−2÷ ß❽ãåä ä ó ä⑦ß❽æ û ó �❡û 10−4☎ ß✶✂åä ä ó äåãåãåæ ô◆ó �❑ß 10−6✲ ã ô ä ä ó äåû ô◆ó ä⑦ß 10−8✟ ûåäåä ä ó äåû✡�❡æ ã ó û ý

10−10✷ û ö ä ä ó ä ô æ ý⑦ó � ö
10−13

❣ ③❛❣❦ü û ó ß ø ❼❾❑✁❪❫❭✡❵ ❘❖❬✄❯ ❳▲◆✁➍ ↔ ❛❢❼❄❘❖❳ EQMNNoyau
❘✪❲❫❥❧❑✁❲✛▼♠❳▲❯ ❑✁❲⑩P✄◗①❲✡❑✁❪❶➔✡■▲❘

P
P✄❘✦❥✒❩✁▼♠❳▲❘✪◗✡■❴❝❏P✄◗⑩❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘●✯➣❻❛❢➣❻➀✧➣❻❼
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û ❦❧❸❣ü û ó ý ø EQMNNoyau
❘✪❲✖❳▲■▲❘❦❵ ❘✐❲✡❑✔④✖❩✶◗❂P✄❘❦⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❢❲✡❑✁❲✄➛➜❝❞◆✪❭✛❩✶■❴❩✶➔✡❵ ❘❾❯ ❲✡❯ ❳▲❯❱❩✶❵✧❘❖❳✚❵ ❘✐❲✡❑✔④✖❩✶◗❶■▲❘✘▼❖❑✁❲✛❝✍❳▲■▲◗✡❯ ❳❘✪❲✬◗✄❳▲❯ ❵ ❯❱❝▲❩✶❲✖❳❢●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼
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✧✾Ø❡à✔ð✻á➥â➂Ø❡Ü◆×✑à✟á➥ë➭Ü❑Ú➂Û➸Ü✻á➥Ü④Ú☎Ý♦á■â➂ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➏ì⑩Û✟éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✫Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü④Ù◆Û✫Û➸Ü⑨Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✑Ý▲Û➣à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧↔á❽è❅Ûêé❁éêÛ➸Ý➭Ý▲Û❁Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü❑Ù◆Û✬Û➸Ü✙Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë➭× á➥Ü❑Ú♥Ý➭Û❁ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❛ì⑦Ù✙Ü◆Ø✦✳④á➥Ù☞ì⑩Û✠✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❍×✘Ù⑩â✌Ù⑩Ü◆Û
✹✻á❡×➂Û✙ì⑩Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó ☎✌Û✵ðP❖❡Ý▲Û✙Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý❛ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞Ûê×✘Ú✩ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñ✵ð✻á➥â✢Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û
ì⑩Û✁✧✹á➥à✔ðPÛ➸Ý➭Ý▲Ø✙Û➸Ú✬á➥Ý❏á➭ßåß✘â✝ú ξopt = 0.665

ó ☎♥á✁✱✘✾åÙ⑩â➂Û✢û ó ß❽ärð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û EQMNNoyau
Û➸Ü❑Ú✘â➂Û✹Ý▲Û✹Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù

ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎ë➭Ü⑩ë➭Ú✘ë♦á➥Ý♥Û➸Ú✢éêÛ➸Ý➭Ù⑩ë✌â➂ÛêéêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭Ú✖✷✑Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✙ì⑩Ûê×✞✹✻á❡×➂Ûê×❍ì⑩Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú◆ðPØ❡Ù⑩â
ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂×✢Ø❡â ì⑦â➂Ûê×✢ì⑩Û✵Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û ó
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û ❦❧❸❣ü û ó ß❽ä ø EQMNNoyau
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ç Ûê×✬â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✾ì◆Û✢Ý♦á✄✱✘✾åÙ⑩â➂Ûrû ó ß❽ä⑦ú❑Ø❡Ü✟ð❷Û➸Ù⑩Ú✾Ü◆Ø❡Ú➂Û➸â❱✵④Ù✌í Û➸Ü✟Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✾Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û✁✹✻á❡×➂ñêÛ✡×✘Ù⑩â❁Ý▲Ûê×
✹✻á❡×➂Ûê×✙ì⑩Û✑ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ì⑩Û❏☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Ûåú EQMNNoyau

éêØ❡Ü④è④Û➸â✣✾❅Û❂✷✫ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â☞ì❘í Ù⑩Ü♣Ø❡â➂ì⑦â➂Û✔ì⑩Û☎Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á✦✝
Ú✘Ù⑩â➂Û K = 9 â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë❢ù❱✷ EQMNNoyau = 3.27 10−5 ú✻éêÛ★✵④Ù⑩ë♥Ûê×✘Ú✡ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲Û➸Ü④Ú✼✷✔Ù⑩Ü◆Û☞éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ
CLaguerre = K(K+1)(K+2)

6 = 165 éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂× ó ø❛Ø❡Ù⑩ârØ❆✹⑩Ú➂Û➸Ü⑩ë➭ârì⑩Ûê×✩èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✡ì⑩Û EQMNNoyauð⑩Ý➭Ù◆×☞ðPÛ➸Ú✘ë➭Ú➂Ûê×✑Û➸Ú❉✷■ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â☎ì⑩Ûê×☞â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×✑ì⑦Ù⑨Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù✂û ó ßåú♥Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û✫øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧❙Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➣Ù⑩Ü
Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✱ì⑩Û➣ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× P = 3 ú❛éêÛ▲✵④Ù⑩ë✹ñ❵✵④Ù⑩ë➭èåá➥Ý▲ÛïÜ❑Ú❂✷❹Ù⑩Ü◆Û✱é➸Ø❡à✔ð◆Ý➭Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ Cparafac = 180 ð✻á➥â á✦✝
à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó ✧✾Ûêé➸ë♥à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û★✵④Ù◆Û✵ðPØ❡Ù⑩â✡éêÛ✵Ü◆Ø✦✳④á➥Ù❊Ü◆Ø❡Ü➝×➂ñ➸ð✻á➥â á✿✹⑩Ý▲Ûåú◆Ý▲Ûê×✢ðPÛ➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛê×✡ì⑩Ûê×✡á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Ûê×
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧★Û➸Ú✢éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✼✹✻á❡×➂ñêÛ✙×✘Ù⑩â❍Ý▲Ûê×✞✹✻á❡×➂Ûê×✢ì⑩Ûrù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✢ì⑩Û❃☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û☞×➂Ø❡Ü④Ú✢ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Ûê× ó

ç á➥Ü◆×✷Ù⑩Ü➣ì⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û✢Ûïî⑩Û➸à✔ð⑩Ý▲Ûåú❅Ø❡Ü✟ár×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñ✹Ù⑩Ü➣×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❍ì⑩Û❱✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✵ì⑩Û✹à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û M = 20❊❻ì⑩Ø❡Ü◆érì⑩ÛréêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñrñ✏✾④á➥Ý▲Û❃✷☞éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûrì⑦Ù✫Ü◆Ø✦✳④á➥Ù✱ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü❑Ú❇◆ïú✘✷✙Ü◆Ø✦✳④á➥Ù■×➂ñ➸ð✻á➥â á✿✹⑩Ý▲Ûrì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë❘éêØ❡à✔à➣Û



✂åä ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù

×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ
hn1n2n3 = g(n1)g(n2)g(n3)

❊❇û ó ßåß❽ä↕◆
Ø✧➥ g(.) Ûê×✘Ú❍Ý♦á✑â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✵ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý➭Û☞ì⑦Ù❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✵ì⑦Ù❹×➂ÛêéêØ❡Ü◆ì❹Ø❡â➂ì⑦â➂Û✵ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✌ð✻á➥â✩× á☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Û✵Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú G(z)

ó
G(z) =

z + 0.5

(z − 0.75)(z − 0.2)
❊❇û ó ßåßåß✦◆

☎♥á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ HN1×5N2 =
[
H..1 · · · H..5

] Ûê×✘Ú❍â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñêÛ☞ì◆á➥Ü◆×❍Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û☞û ó ßåß ó
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û ❦❧❸❣ü û ó ßåß ø ♥✠❩❂❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘ HN1×5N2
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☎♥á❂✱✍✾åÙ⑩â➂Û➣û ó ß❽ã✫â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û EQMNNoyau

Û➸Ü↔ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ì⑦Ù❺Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û➣ì❘í ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ì⑩Û☎Ý✈í á➥Ý✲✝
✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û➣ÿ✖☎❛ý↕✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ ó ✔✩Ü❺â➂Û➸à✟á➥â✌✵④Ù◆Û❏✵④Ù◆Û❉✵④Ù◆Û➸Ý✶✵④Ù◆Û☎×➂Ø❡ë➭ÚrÝ▲Û☎Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✔ì⑩Û✑ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× P ì⑦Ù
à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û↔ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✡ú❁Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❺ÿ✖☎❛ý↕✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➈éêØ❡Ü④è④Û➸â✣✾❅Û✮✷♣ð❷Û➸Ù ð⑩â➂ñê×✫è❅Û➸â➂×✫Ý♦á♣à❂✽➸à➣Û
èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â EQMNNoyau = 1.93 10−31 ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û➣â➂ÛêéêØ❡Ü◆×✘Ú✘ë➭Ú✘Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü❶â➂Û➸à✟á➥â✌✵④Ù✻á✿✹⑩Ý▲Û✫ì⑦Ù♣Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑨ë➭Ü⑩ë➭Ú✘ë♦á➥Ý
Û➸Ü Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú■Ý▲á❶ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➄øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➈×❽í Ûïî⑦ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆Û❊ð✻á➥â✱Ý♦á⑨×➂ñ➸ð✻á➥âïá✿✹⑩ë➭Ý❢ë➭Ú➂ñ❺ì⑦Ù Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù ì⑩Û
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó ✗✷Ü➝ù✈á➥ë➭Ú❽ú❷Ý▲Ûê×réêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Ûê×✵ì⑩Û✑Ý♦á➣à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ HN1×N2N3

úPéêØ❡à✔à➣Û☎éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûê×✵ì⑩Û HN2×N1N3

Û➸Ú
HN3×N1N2

ú◆×➂Ø❡Ü❑Ú✢Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û➸à➣Û➸Ü④Úrì⑩ñ➸ðPÛ➸Ü◆ì◆á➥Ü④Ú➂Ûê×❽ú❷ì⑩Ø❡Ü◆é✙Ý▲Û✵â á➥Ü✕✾✫ì⑦Ù❹Ü◆Ø✦✳④á➥Ù❊Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✩Ûê×✘Ú✩ñ✏✾④á➥Ý➲✷■ßåú
×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü■Ý♦á☎ì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑦Ù■â á➥Ü✕✾➣ì⑩ÛrÚ➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✢ì⑩Û✼✒râ✘Ù◆×✣✎åá➥Ý❢á û✄✂✁â ó ✧✾Ûêé➸ë❘ë➭à✔ð⑩Ý➭ë✶✵④Ù◆Û❃✵④Ù✌í Ø❡Ü■ð❷Û➸Ù⑩Ú✩é✌☛◆Ø❡ë▲×✘ë➭â
Ý▲Û✵Ü◆Ø❡à★✹⑩â Û✙ì⑩Û✡ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â✩ì⑦Ù❹à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û☞ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ P = 1

ó
✗✷Ü❙Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú❺Ý▲Û➏ì⑩ñ➸è④Û➸Ý▲Ø❡ð⑩ð❷Û➸à➣Û➸Ü❑Ú⑨×✘Ù⑩â❺ì⑩Ûê×➴✹✻á❡×➂Ûê×❺ì⑩Û❶ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×♣ì⑩Û❲☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û✽áêè④Ûêé❶Ù⑩Ü

ðP❖❡Ý▲Û⑨Ø❡ð⑩Ú✘ë➭à✟á➥Ý✑ì⑩Û➭☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ξopt = 0.765 ú✢Ø❡Ü❙á➥Ú✘Ú➂Û➸ë➭Ü④Ú➝Ù⑩Ü◆Û EQMNNoyau = 4.27 10−6
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û ❦❧❸❣ü û ó ß❽ã ø EQMNNoyau
❘✪❲✖❳▲■▲❘②❵ ❘❶❲✡❑✔④✖❩✶◗❆P✄❘❶⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩①❝❞◆✪❭✛❩✶■❴❩✶➔✡❵ ❘❙❯ ❲✡❯ ❳▲❯❱❩✶❵❈❘❖❳❡❵ ❘②❲✡❑✱④✖❩✶◗❷■▲❘✘▼❖❑✁❲✡❝✍❳❴■▲◗✄❯ ❳❘✪❲✬◗✄❳▲❯ ❵ ❯❱❝▲❩✶❲✖❳✦●✯➣❻❛❢➣❻➀✧➣❻❼

ðPØ❡Ù⑩â❹Ù⑩Ü➄Ø❡â ì⑦â➂Û♣ì⑩Û↔Ú✘â➂Ø❡Ü◆é❽á➥Ú✘Ù⑩â➂Û K = 16 ú❍éêÛ➺✵④Ù⑩ë✙éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü◆ì❷✷➏Ù⑩Ü✃✟❀á➥Ù⑦î ì⑩Û♣õ✩ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü
ì⑩Û▲✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ TRC = 0.204

ó ✟❛á➥Ü◆ì⑩ë➭×❉✵④Ù◆Û➣Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✫ÿ✖☎❛ý↕✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➨éêØ❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û✟è❅Û➸â➂×
EQMNNoyau = 1.93 10−31 áêè④Ûêé✑Ù⑩Ü❺Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✔ì⑩Û✑ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â✙ì⑩Û✔ø❷ÿrõ✢ÿ✄✚❑ÿ✖✧◗ñ✏✾④á➥Ý✻✷ P = 1 éêÛ✵④Ù⑩ë❷éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì▲✷ TRC = 7.5 10−3 ó ✗✷Ü✫â á➥ë▲×➂Ø❡Ü✱ì⑩Û✢Ý♦á✙×➂ñ➸ð✻á➥â á✿✹⑩ë➭Ý➭ë➭Ú➂ñrì⑦Ù✟Ü◆Ø✦✳④á➥Ù✱ì⑦Ù✫×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✩ì⑩Û
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔×✘ë➭à☞Ù⑩Ý▲ñåú⑩Ý▲Ûê×❍ð❷Û➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛê×✡ì⑩ÛrÝ✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û☞ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✽×➂Ø❡Ü❑Ú❍Ü◆Û➸Ú✘Ú➂Û➸à➣Û➸Ü④Ú✡×✘Ù⑩ð❷ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Ûê×
✷☎éêÛ➸Ý➭Ý▲Ûê×✢ì⑩ÛrÝ✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û✼✹✻á❡×➂ñêÛ✵×✘Ù⑩â❍Ý▲Ûê×❱✹✻á❡×➂Ûê×✢ì⑩Û✩ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✼☎♥á✿✾åÙ◆Û➸â✘â➂Û ó◆ç í Ø✧➥■Ý✈í ë➭Ü④Ú ñïâ☞✽ïÚ✩ì✌í Ù◆Ú✘ë✲✝
Ý➭ë▲×➂Û➸â✵Ý♦á✫ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➄ð❷Ø❡Ù⑩â✙ì⑩Ûê×✵Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î↔×➂ñ➸ð✻á➥â á✿✹⑩Ý▲Ûê×✵ð⑩Ù⑩ë▲×✌✵④Ù◆Û☎Ý▲Û➸Ù⑩â✵â á➥Ü✕✾❹×➂Û➸Ý▲Ø❡Ü
✒râ✘Ù◆×✣✎åá➥Ý❻á û✄✂✁â♥Ûê×✘Ú✩ñ✏✾④á➥Ý✢✷☎Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ ó



✂åã ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➛✪✩í➫é❦ë❂ä❦å❂î❂è✚✙✏ñ❦ë❡ù➝ð❫ë➎ð❫ô❶ä②ï❾✒➅ç❶ï❙ù✩è✱é✐è✱ï❻î⑩ù☞é❦ë❢î①ù✚ï❡ê❶è▲ë❢õ❏õ❏ë❡ù



➴➬➷➱➮❽✃➱❐✩❒➏❮✬❰çæ

è ➼ ÕÖ✪✬Ò✠Ù✠✫✮❩Ø×➭Ù✐➼➾➽ Ô✃× Ð❀ÕÖÔÔ➽ ×➭Ù❦❉ Ñ✃❩Ø×➭Ù✐➼➾➽ ÕÖÔ✬✫

✫❋❪ ✫❋×➺Ú✬✯ Ô✬✫ ÕÖÔ é ➼ Ò✢×➺Ô❷❬➭❬❘❩ ✵ Ò✸✷✴❩ Ù✠ÕÖÔ ÕÖÔ

Ò✸✷✴❩ ✳ ✳✰❬➫➼➲Ñ❫✻ÖÔ ×➺Ô ➽✰✫✾➼ ❬❘Ù➲Ô Ò✠Ò➲Ô

↔➏Ö✪Õ ✽ ❿❶Û Ø Ý✫✾✍✎ ✂ Û❷➀❖Ý✢❿
☎♥á✡â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✸✗✷Ü④Ú✘â➂ñêÛ✦✺åý❑Ø❡â✘Ú✘ë♦Û✢ì❘í Ù⑩Ü➣×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û✹ì⑩Û➛✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â árì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K ì⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú❽ú❡ë➭Ü④èåá➥â✘ë♦á➥Ü❑Ú❁ì◆á➥Ü◆×

Ý▲Û✵Ú➂Û➸à✔ð◆×✢Ûê×✘Ú✢ì◆Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ✵ð✻á➥â☞Þ

y(n) =
K∑

k=1

Mk∑

n1=1

· · ·
Mk∑

nk=1

hm(n1, . . . , nk)
k∏

j=1

u(n− nj)
❊ ô◆ó ß✦◆

Ø✧➥ {hm(n1, . . . , nk)} â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û✷Ý▲Ûê×✌éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×❛ì⑦Ù✙Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù☞ì⑩Û➲✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❍ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û k ó ✧✾Û❁ì⑩Û➸â✘Ü⑩ë▲Û➸âðPÛ➸Ù⑩Ú▼✽➸Ú✘â➂Û✙é➸Ø❡Ü✻×✘ë➭ì◆ñïâ ñ✵éêØ❡à✔à➣Û✵Ù⑩Ü■Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â✩ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û k Û➸Ú✢ì⑩Û✵ì⑩ë❢à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü M × . . .×M︸ ︷︷ ︸
k fois

ì⑩Ûrâ á➥Ü✕✾
Pk
ó {Mk}K

k=1
×➂Ø❡Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×❍à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Ûê×✩ì◆Û➸×✢Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î■ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó

✔✩Ü❊ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂Û☞ì⑩Ûê×✢à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Ûê×✡ì⑩Û✼✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✸✷➣éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✙â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û ó ✗✷Ü➝éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â á➥Ü❑Ú✩Ý▲Û✙Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù
✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✱éêØ❡à✔à➣Û✱Ù⑩Ü◆Û✟à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ■Û➸Ú✑Ý▲Ûê×✔á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×☎Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❶ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Ûê×✔×✘Ù⑩ðPñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂×❂✷➝ã❊éêØ❡à✔à➣Û
ì⑩Ûê×✟Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â➂×❽ú❁Ü◆Ø❡Ù◆×✟Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Ø❡Ü◆×✟Ù⑩Ü◆Û➝ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü Û➸Ü✽èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✫×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Ûê×➴❊✈ý❙✜ ç ◆☎ðPØ❡Ù⑩â✟Ý▲Û
Ü◆Ø✦✳④á➥Ù➭✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✟Û➸Ú✵Ý♦á■ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨Ú➂Û➸Ü◆×➂Ø❡â✘ë▲Û➸Ý➭Ý▲Û✟ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧Òì⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û➣ì◆á➥Ü◆×✙Ý▲Û➣é✌☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Û
ð⑩â➂ñêéêñêì⑩Û➸Ü❑Ú✩ð❷Ø❡Ù⑩â✢Ý▲Ûê×✩á➥Ù⑩Ú✘â➂Ûê×✢Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î ó

✂✩Ü✽Ü◆Ø❡Ù⑩è❅Û❽á➥Ù★à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û➝Ûê×✘Ú✟ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñ❶Þ✾ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✻✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❺â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë❢ù✑á➥Ù⑦î✽×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×
ì⑩Û❃✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣Ü◆Ø❡Ü❋☛◆Ø❡à➣Ø❆✾↕✤➸Ü◆Ûê× ó ☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û☎ÿ✡õ✁☎❛ý➺❊❻ÿ✩Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭Ü✕✾✱õ✩Ûêé➸Ù⑩â➂×✘ë➭è④Û★☎✌Û❽á❡×✘Ú✵ý✑✵④Ù✻á➥â➂Ûê×

✂åû



✂ ô ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à❑◆❍Ûê×✘Ú✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñrðPØ❡Ù⑩â✩Ûê×✘Ú✘ë➭à➣Û➸â✢Ý▲Ûê×❍ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×✩ì⑩Û✵Ú➂Û➸Ý▲×❍à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û➸×✡ì⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó
↔➏Ö▲ý ➢ Ú � Ý✫✾ ▼ à❖Ú ❑ ✐ þ P × ❾ ③ ❾äã✡❾ ✢ P➋✐➸Ý②à❴Û❈Ú Ø❈Ø Ü
➾✁❚❯❙✥❚✜❱ ♠✖❳❂❪✁❶❢❽✧❺❳❨❂➹✝❺✦❨❀➀❝❜■➀❷❺✦❼♠➚➝rs♥ ➽ ➚s➀✜❼✁♥✦♦❾❵❷❳✄❞Ør ❳❩❵✜♦✁❬✇♥➣❬❢❽ ❺❳❨❂➹✝❺✦❨❀➀❝❜■➀❝❺✦❼ê➶

☎♥á✔ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ý❙✜ ç Ûê×✘Ú✢Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ☞ì◆á➥Ü◆×✢Ý▲Û✙ì⑩Ø❡à✟á➥ë➭Ü◆Û✑ì⑦Ù❹Ú✘â á➥ë➭Ú➂Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✡ì⑦Ù➝×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý♥ì⑩Û➸ð⑩Ù⑩ë▲×
Ý▲Ûê×☞á➥Ü⑩Ü◆ñêÛê×✟ß ý �❡ä ó ✗✷Ý➭Ý▲Û➣Ûê×✘Ú✙ì⑩ñêé➸â✘ë➭Ú➂Û➣éêØ❡à✔à➣Û✔Ý♦á✫â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➭✾❅ñ➸Ü◆ñ➸â á➥Ý▲Û✔Ý♦á✫ð⑩Ý➭Ù◆×✵ë➭Ü⑦ù❇Ø❡â✘à✟á➥Ú✘ë➭è④Û
ì❘í Ù⑩Ü◆Û➣à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ ó ✗✷Ü❺ù✈á➥ë➭Ú❽ú✌ÛïÝ➭Ý▲Û➣Ûê×✘Ú✵Ý➭ë▲ñêÛ✸✷▲✹❷Û❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð❶ì⑩Û☎ð◆â➂Ø❆✹⑩Ý✶✤➸à➣Û➸×✙ù❇Ø❡Ü◆ì◆á➥à➣Û➸Ü④Úïá➥Ù⑦î♣ì❘í á➥Ý❚✾↕✤✏✹⑩â➂Û
Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û☞Û➸Ú✢Ûê×✘Ú✢×➂Ø❡Ù⑩è④Û➸Ü❑Ú❍Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂ñêÛ✙ì◆á➥Ü◆×❍Ý✈í á➥Ü✻á➥Ý❚✳⑦×➂Û✙Û➸Ú❍Ý▲Û✙é❽á➥Ý▲é➸Ù⑩Ý✌à✟á➥Ú✘â✘ë▲é➸ë▲Û➸Ý ó

☎♥á✫ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë❢Ú➂ë➭Ø❡Ü➏ý❙✜ ç ì❘í Ù⑩Ü◆Û☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ X ì⑩Û☎ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (m × n) ì⑩Û✑â á➥Ü✕✾ R Ûê×✘ÚrÙ⑩Ü◆Û
ù✈á❡é➸Ú➂Ø❡â✘ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩ÛrÝ♦á✑ù❇Ø❡â✘à➣Û✔Þ

X = UΛV T ❊ ô◆ó ã↕◆
Ø✧➥ U Û➸Ú V ×➂Ø❡Ü❑Ú■ì⑩Ûê×✱à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×■Ù⑩Ü⑩ë➭Ú á➥ë➭â➂Ûê×❹ì⑩Û↔ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü◆×■â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Ûê× (m × m) Û➸Ú (n ×
n) ì⑩Ø❡Ü④Ú✵Ý▲Ûê×✵éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Ûê×✙â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û➸Ü❑Ú✙â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✙Ý▲Ûê×rè④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✙×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë▲Û➸â➂×✙ì⑩Û❁✾④á➥Ù◆é☞☛◆Ûåú❘Ý▲Ûê×
è④Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✾×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë▲Û➸â➂×✾ì⑩Û✩ì⑦â➂Ø❡ë➭Ú➂Û✡ì⑩Û✢Ý♦á✵à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ X Û➸Ú Λ Ûê×✘Ú✬Ù⑩Ü◆Û✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✡ì⑩Û✩ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (m×n)

á❅✳④á➥Ü❑Ú R Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛê×✙ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✙ðPØå×✘ë➭Ú✘ë➭è❅Ûê× {λr} Û➸Ú min(m,n) − R Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛê×✙ì⑦ë♦á✿✾❅Ø❡Ü✻á➥Ý▲Ûê×✙Ü❑Ù⑩Ý➭Ý▲Ûê×❽ú
Ø✧➥ {λr/λr ≥ λr+1}r=1,...,min(m,n)

×➂Ø❡Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×✢èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✢×✘ë➭Ü✕✾åÙ⑩Ý➭ë✶✤➸â➂Ûê×✩ì⑩Û X ó ✔✩Ü❹ð❷Û➸Ù⑩Ú✡á➥Ù◆×➂×✘ë♥ñêé➸â✘ë➭â➂Û
Ý♦á✔ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ý❙✜ ç ì⑩ÛrÝ♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ X éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

X =
R∑

r=1

λrU.rV
T
.r

❊ ô◆ó û↕◆
Ø✧➥ U.r

Û➸Ú V.r
×➂Ø❡Ü❑Ú❍â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✩Ý♦á rème éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û☞ì⑩Û U Û➸Ú✩ì⑩Û V ó✔✩Ü■ðPÛ➸Ù⑩Ú✡á➥Ù◆×➂×✘ë✌ñêé➸â✘ë➭â➂Û X éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

X =
R∑

r=1

A.rB
T
.r

❊ ô◆ó ô ◆
Ø✧➥

A.r = λrU.r
❊ ô◆ó æ↕◆

B.r = V.r
❊ ô◆ó ö ◆

á❽è❅Ûêé✵Ý▲Ûê×✢éêØ❡Ü④Ú✘â á➥ë➭Ü❑Ú➂Ûê×✡×✘Ù⑩ë➭è❡á➥Ü❑Ú➂Ûê×✙Þ
ATA = Λ2

R
❊ ô◆ó �♣◆

BTB = IR
❊ ô◆ó ✂↕◆



➠✵í ✑❃í✥õ❏ë②✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë ù❳❧✐ð❢ë➡ç✣æ❂ê❶æ❈✗✵æ➏äÖë⑦❧❣ï❡õ✚é❦ë❢ê❶ê❶æ ✂åæ

Ø✧➥ ΛR = diag (λ1, . . . , λR) Û➸Ú IR Ý♦á☎à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ✵ë▲ì⑩Û➸Ü❑Ú✘ë➭Ú➂ñ✙ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û R ó
☎♥á☎â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➝×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✙ì⑩ÛrÝ✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊ ô◆ó ô ◆✹×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✙Þ

X(n1, n2) =
R∑

r=1

an1rbn2r
❊ ô◆ó ý ◆

Ø✧➥ an1r
â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û❁Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú (n1, r)

ì⑩Û❁Ý♦á❍à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ A ú bn2r
Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (n2, r)

ì⑩Û❁Ý♦á✹à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ B ó

➾✁❚❯❙✥❚❯❙ ♠✖❳❂❪✁❶❢❽✧❺❳❨❂➹✝❺✦❨❀➀❝❜■➀❷❺✦❼ì↔➦➥❍❥➧➥➣❣➝➥ ➪ ♥✬❶❢❼✁❶♣❞■❳❩❵✜➀✜❨❭❶♣❬

õ✡á➥ð⑩ðPÛ➸Ý▲Ø❡Ü◆×✞✵④Ù◆Ûrì❘í á➥ð⑩â✌✤ê×❃❊✈ý④ë▲ì⑦ë➭â➂Ø❡ðPØ❡Ù⑩Ý▲Øå×✢Û➸Ú❍õ ó ■✾â➂Ø➝á æ✄✂✁â●◆ïú⑦Ú➂Ø❡Ù⑩Ú✹Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H
ì❘í Ø❡â➂ì⑦â Û k Û➸Ú❍ì⑩Û

ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (M ×M × · · · ×M) ðPÛ➸Ù⑩Ú✡×❽í ñêé➸â✘ë➭â➂Û❉✷☎Ý✈í á➥ë▲ì⑩Û✑ì⑩Û k à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× {X(i)
}

i=1,...,k
ú✻×➂Ø❡Ù◆×

Ý♦á❹ù❇Ø❡â✘à➣Û■ì❘í Ù⑩Ü➏à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û■ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧➨à✑Ù⑩Ý➭Ú✘ë➭Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û ó ☎♥á❊â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü✽×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✱ì⑦Ù✂à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧★Ûê×✘Ú❍Ý♦á☎×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✔Þ

hk(n1, n2, . . . , nk) =

Pk∑

pk=1

x(1,k)
n1pk

x(2,k)
n2pk

· · ·x(k,k)
nkpk

;

n1 = 1, . . . ,M

n2 = 1, . . . ,Móóó
nk = 1, . . . ,M

❊ ô◆ó ß❽ä↕◆

Ø✧➥ hk(n1, n2, . . . , nk)
Ûê×✘Ú❛Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú (n1, n2, . . . , nk)

ì⑦Ù☎Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H
ú x(i,k)

nipk

ú Ý✈í ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü❑Ú (ni, pk)ì⑩ÛrÝ♦á☞à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ X(i,k) Û➸Ú Pk
Ûê×✘Ú✹Ý▲Û✡Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✵ì⑩Û✡ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×❍ì⑩Û✡Ý♦á☎ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❊øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✽ì⑦Ù

Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â
H
ó

➾✁❚❯❙✥❚❯q ♠✖❬➤❨❂❺✁❪❽❼❢❵❷❬✉➚➝rs♥í➓❯↔➦➥❍❥➧➥❍❣➝➥❍➪↕➓⑦r ❺✦❵❝❜❡❬♣❞■❞❡❳

✗✷Ü✯Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✔Ý♦á↔â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û➭❊ ô◆ó ý ◆☎ì⑩Û✱Ý♦á❺ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü ý❙✜ ç Û➸Ú➣éêÛ➸Ý➭Ý▲Û❹ì⑦Ù
à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✬❊ ô◆ó ß❽ä↕◆ïú⑩Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❘❊ ô◆ó ß✦◆✹ì⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü❑Ú☞Þ



✂ ö ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

ŷ(n) =

M1∑

n1=1

h1(n1)u(n− n1) +

M2∑

n1=1

M2∑

n2=1

(
P2∑

p2=1

x
(1,2)
n1p2

x
(2,2)
n2p2

)
u(n− n1)u(n− n2)

+

M3∑

n1=1

M3∑

n2=1

M3∑

n3=1

(
P3∑

p3=1

x
(1,3)
n1p3

x
(2,3)
n2p3

x
(3,3)
n3p3

)
u(n− n1)u(n− n2)u(n− n3)

+ · · ·

+

MK∑

n1=1

MK∑

n2=1

· · ·

MK∑

nK=1




PK∑

pK=1

x
(1,K)
n1pK

x
(2,K)
n2pK

· · ·x(K,K)
nKpK




M∏

i=1

u(n− ni)
③❘Þ❸⑤ ⑥⑦⑥✟⑨

=

M1∑

n1=1

h1(n1)u(n− n1)

+

P2∑

p2=1

(
M2∑

n1=1

x
(1,2)
n1p2

u(n− n1)

)(
M2∑

n2=1

x
(2,2)
n2p2

u(n− n2)

)

+

P3∑

p3=1

(
M3∑

n1=1

x
(1,3)
n1p3

u(n− n1)

)(
M3∑

n2=1

x
(2,3)
n2p3

u(n− n2)

)(
M3∑

n3=1

x
(3,3)
n3p3

u(n− n3)

)

+ · · ·

+

PK∑

pK=1

(
MK∑

n1=1

x
(1,K)
n1pK

u(n− n1)

)
· · ·




MK∑

nK=1

x
(K,K)
nKpK

u(n− nK)



 ③❘Þ❸⑤ ⑥✟④⑦⑨

ç á➥Ü◆×✙éêÛ❂✵④Ù⑩ë❁×✘Ù⑩ë➭Ú❽ú✌Ø❡Ü❺Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û➣ì⑩Ûê×✙à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Ûê×☞ì⑩Û❏✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘âïá■ì⑩Ø❡Ü④Ú✙Ý▲Ûê×✙Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î❺Ø❡Ü❑Ú✵Ú➂Ø❡Ù✻×✵Ù⑩Ü◆Û
à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û☞ñ✏✾④á➥Ý▲Û★✷ M ó

☎♥á❺â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü★Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❲❊ ô◆ó ß❽ã↕◆☎ðPÛ➸Ù⑩Ú❑✽➸Ú✘â➂Û❹ë➭à✔ð⑩Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú ñ➸Û↔Û➸Ü✽Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✫Ù⑩Ü◆Û❊×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û
ð✻á➥â á➥Ý➭Ý✶✤➸Ý▲Û❇✝✝é❽á❡×➂é❽áåì⑩Ûåú éêØ❡à✔à➣Û✷Ý▲Û✷à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û❁Ý♦á✻✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó ßåú❽Ø✧➥ U(n) =

[
u(n− 1) · · · u(n−M)

]T ú
h1
Ûê×✘Ú❁Ý▲Û❍è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â✾éêØ❡Ü④Ú➂Û➸Ü✻á➥Ü❑Ú✬Ý▲Ûê×✬éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×✾ì⑦Ù➣Ü◆Ø✦✳④á➥Ù➣Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✩ì⑩Û✞✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó X(1,2)

.i
Û➸Ú X(2,2)

.jâ➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➸Ü❑Úrâ➂Ûê×✘ðPÛêé➸Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑ÚrÝ♦á ième éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û☎ì⑩Û☞Ý♦á✟à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ X(1,2) Û➸Ú✡Ý♦á j ème éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û☎ì⑩Û
Ý♦á✟à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ X(2,2) Û➸Ú✡Ý▲Ûê×✖✹PØ❡ë➭Ú➂Ûê×✵ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û p2

éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü◆ì⑩Û➸Ü❑Ú☞á➥Ù⑦î➝Ø❡ðPñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✵ì⑩Û☎éêØ❡Ü❑è❅Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü
UT (n)X

(1,2)
.p2

Û➸Ú UT (n)X
(2,2)
.p2

ó ø❀Ø❡Ù⑩â➣Ý▲Û■Ü◆Ø✦✳④á➥Ù✽ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K ú❀Ý▲Ûê×❂✹❷Ø❡ë➭Ú➂Ûê×✟ì❘í Ø❡â➂ì⑩â➂Û pK
éêØ❡â✘â➂Ûê×➸✝

ðPØ❡Ü◆ì⑩Û➸Ü❑Ú✡á➥Ù⑦î■Ø❡ðPñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩ì⑩Û✙éêØ❡Ü④è④Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü UT (n)X
(1,K)
.pK

ú UT (n)X
(2,K)
.pK

Û➸Ú UT (n)X
(K,K)
.pK

ó
☎✌Û✹Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù➣ì⑩Û➛✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â árì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K ðPÛ➸Ù⑩Ú✙✽➸Ú✘â➂Û❍éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñ❍éêØ❡à✔à➣Û❍Ù⑩Ü✔Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â❁ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K úåì⑩Û

ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü (M ×M × · · · ×M︸ ︷︷ ︸
K fois

) úPá❽è❅Ûêé✑Ù⑩Ü◆Û☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ☎Ü❑Ù⑩à➣ñ➸â✘ë✶✵④Ù◆Û CK = MK Û➸Ü↔Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×
ì⑩Û➣Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✟ì⑩Û➣×➂Ûê×✙éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂× ó ø❀á➥â✑éêØ❡Ü◆×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü④Ú❽ú✌Ý♦á■éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✟ì❘í Ù⑩Ü⑨à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✟ì⑩Û❏✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á
×✘Ú á➥Ü◆ì✻á➥â➂ì❹ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K Ûê×✘Ú C(K)

Standard =
∑K

i=1M
i ó

☎♥á✟éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✔ì⑦Ù➝à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û☎øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧❯☛◆Ø❡à➣Ø❆✾↕✤➸Ü◆Û☎ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û k Ûê×✘Ú C(k)
parafac = kMPk

Û➸Ú
éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✹ì⑦Ù✑à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✢ý❙✜ ç ✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✹Ûê×✘Ú CSV D = 2MP2

ó➥ç Ø❡Ü◆éåú Ý▲Û✬à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✢ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝
✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K á☎Ù⑩Ü◆Û✵éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ CSV D−PARAFAC = M(1 +

∑K
i=2 iPi)

ó
✗✷Ü☎Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✷Ý♦á✡ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✱ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✡ú Ý▲Û❱✟❛á➥Ù⑦î☎ì⑩Û✹õ✩ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✔ì⑩Û▼✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ



➠✵í ✑❃í✥õ❏ë②✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë ù❳❧✐ð❢ë➡ç✣æ❂ê❶æ❈✗✵æ➏äÖë⑦❧❣ï❡õ✚é❦ë❢ê❶ê❶æ ✂✡�

Σ

U(n) )n(ŷ

h
 1

Σ

Σ

)n(ŷ1

)n(ŷ 2

(n)ŷK

)2,1(
1.X

)2,2(
1.X

)2,1(
P2.X

)2,2(
P2.X

)K,1(
1.X

)K,2(
1.X

)K,K(
1.X

)K,1(
PK.X

)K,2(
PK.X

)K,K(
PK.X

û ❦❧❸❣ü ô◆ó ß ø ➟✖❳▲■▲◗✛▼♠❳▲◗✡■▲❘❣❭✛❩✶■❴❩✶❵ ❵ ⑤✪❵ ❘❖➛➜▼✪❩✁❝❞▼✪❩✁P✄❘❣P✧◗✬❪❫❑✡P✄⑤✪❵ ❘②➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❫P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘ K
❊●✟❍õ✁✧✞◆❍ð✻á➥ârâ á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú☞á➥Ù➝à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û☎ì⑩Û❁✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✫ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K ×✘Ú á➥Ü◆ì◆á➥â➂ì↔Ûê×✘Ú TRC =

1+
∑K

i=1 iPi∑K
i=1 M i−1

ó
ç í Ø✧➥✌ú✦✵④Ù✻á➥Ü◆ì Pi ≪M ú❽Ý♦á✢éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✾ì⑦Ù☞à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✾ì⑩Û✙✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✢Ûê×✘Ú♥éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â á✿✹⑩Ý▲Û➸à➣ÛêÜ④Ú❀â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û ó
✸ ➶⑩❰❂ø❛➶⑩➪ ❒ Ð→ò❙Û❈ë❻Ð❧✃④➪ ❉ í ✃❊Ñ❷ð❘➹❈ì✑ë❧✃♣ÓP➷✱Ö➐❇✪✺✾➴✟➱✱➴✫➘P➴ ✸ ❇➂➷✼ð➆ë♦❒❽✃④➪➥➪➥➶❺➹✻ú❚ð✻➪➥➹❛➪➥✃ ☎

✗✷Ü↔×➂Û✼✹✻á❡× á➥Ü❑Ú✡×✘Ù⑩â✩Ý✈í ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Û✑ì⑩Û✙Ý♦á➣×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û☞ì⑦Ù❊à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û☎ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❋❊ ô◆ó ß❽ã↕◆ïú
Ý♦á✔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✵ì❘í Ù⑩Ü❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✑ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✑û☎×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú☞Þ

ŷ(n) =
M∑

n1=1

h1(n1)u(n− n1)

+
R∑

r=1

(
M∑

n1=1

an1r u(n− n1)

)(
M∑

n2=1

bn2ru(n− n2)

)

+
P∑

p=1

(
M∑

n1=1

cn1p u(n− n1)

)(
M∑

n2=1

dn2pu(n− n2)

)(
M∑

n3=1

en3pu(n− n3)

) ③❘Þ❸⑤ ⑥❇Ü❯⑨
Ø✧➥ h1

Ûê×✘Ú✱Ý▲Û↔Ü◆Ø✦✳④á➥Ù➄Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û♣ì⑩Û➴✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á⑦ú❍Ý▲Ûê×■à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A Û➸Ú B ×➂Ø❡Ü④Ú■Ý▲Ûê×❹ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×❊ì⑩Û
Ý♦á⑨ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡ÜÒý❙✜ ç ì⑦Ù★Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù ✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û↔Û➸Ú C ú D Û➸Ú E ×➂Ø❡Ü❑Ú✟Ý▲Ûê×✱ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×✱ì⑩Û❊Ý♦á
ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✽ì⑦Ù❹Ü◆Ø✦✳④á➥Ù❊é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û ó

☎♥á❺â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❲❊ ô◆ó ß❽û↕◆☎ðPÛ➸Ù⑩Ú❑✽➸Ú✘â➂Û❹ë➭à✔ð⑩Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂ñêÛ↔Û➸Ü✽Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✟Ù⑩Ü◆Û❊×✘Ú✘â✘Ù◆é➸Ú✘Ù⑩â➂Û



✂✄✂ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

C
. 1

D
. 1

E
. 1

C
. P

D
. P

E
. P

Σ

U(n)

)n(ŷ

A
. 1

B
. 1

A
. R

B
. R

h
 1

Σ

Σ

îïðñ ò ó

îïðñ ò ô

õö÷ø ù ú

û ❦❧❸❣ü ô◆ó ã ø ❛✦◆✘❩✶❵ ❯❱❝▲❩✱❳▲❯ ❑✁❲❆P❃❚ ◗✡❲✡❘❫❝✍❳▲■▲◗✛▼♠❳▲◗✡■▲❘②❭✛❩✶■❴❩✶❵ ❵ ⑤✪❵ ❘❖➛➜▼✪❩✁❝▲▼✪❩✶P✄❘②P✄◗✻❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❫➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❻❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❙➒

ð✻á➥â á➥Ý➭Ý✶✤➸Ý▲Û❇✝✝é❽á❡×➂é❽áåì⑩Ûåú éêØ❡à✔à➣Û✷Ý▲Û✷à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û❁Ý♦á✻✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó ã⑦ú❽Ø✧➥ U(n) =
[
u(n− 1) · · · u(n−M)

]T ú
h1

Ûê×✘Ú❛Ý▲Û✾è❅Ûêé➸Ú➂Û➸Ù⑩â✷éêØ❡Ü❑Ú➂Û➸Ü✻á➥Ü❑Ú✷Ý▲Û➸×✷éêØ④Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü❑Ú➂×❁ì⑦Ù☎Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù☎Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë❢â Û✹ì⑩Û➛✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ó A.i
Û➸Ú B.j

â➂Û➸ð⑩â➂ñ❇✝
×➂Û➸Ü❑Ú➂Û➸Ü❑Ú✷â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✬Ý♦á ième éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û✢ì⑩Û A Û➸Ú✷Ý♦á j ème éêØ❡Ý▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û✢ì⑩Û B Û➸Ú✷Ý▲Ûê×✠✹❷Ø❡ë➭Ú➂Ûê×❁ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û
r éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü◆ì⑩Û➸Ü❑Ú✵á➥Ù⑦î❊Ø❡ðPñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×rì⑩Û☞éêØ❡Ü❑è❅Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× UT (n)A.r

Û➸Ú UT (n)B.r
ó ø❛Ø❡Ù⑩â✡Ý▲Û✙Ü◆Ø✦✳④á➥Ù

é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Ûåú❀Ý▲Ûê×❁✹❷Ø❡ë➭Ú➂Ûê×✔ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û p éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ðPØ❡Ü◆ì⑩Û➸Ü④Ú✟á➥Ù⑦î➏Ø❡ð❷ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×➣ì⑩Û✫éêØ❡Ü❑è❅Ø❡Ý➭Ù⑩Ú✘ë▲Ø❡Ü UT (n)C.p
ú

UT (n)D.p
Û➸Ú UT (n)E.p

ó
☎✌Û✟Ü◆Ø✦✳④á➥Ù✂é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û✫ð❷Û➸Ù⑩Ú❏✽➸Ú✘â➂Û✱éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â➂ñ✱éêØ❡à✔à➣Û✫Ù⑩Ü➏Ú➂Û➸Ü◆×➂Û➸Ù⑩â☎ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û❹û⑦ú❛ì⑩Û✫ì⑦ë➭à➣Û➸Ü◆×✘ë▲Ø❡Ü

(M ×M ×M) ú❷á❽è❅Ûêé☞Ù⑩Ü◆Û☞éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✑Ü❑Ù⑩à➣ñ➸â✘ë✶✵④Ù◆Û C3 = M3 Û➸Ü❊Ú➂Û➸â✘à➣Ûê×rì⑩Û☞Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û☎ì⑩Û☞×➂Ûê×
éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂× ó ø✷á➥â✩éêØ❡Ü◆×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü❑Ú❽ú◆Ý♦á✔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✑ì❘í Ù⑩Ü❹à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û☞ì⑩Û❃✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á➣×✘Ú á➥Ü◆ì◆á➥â➂ì❊ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û✑û
Ûê×✘Ú CStandard = M +M2 +M3 ó

☎♥á✢éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✹ì⑦Ù✑à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✹ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧❺éïÙ✘✹⑩ë✶✵④Ù◆Û✾Ûê×✘Ú Cparafac = 3MP Û➸Ú❀éêÛ➸Ý➭Ý▲Û✾ì⑦Ù✑à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
ý❙✜ ç ✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✾Ûê×✘Ú CSV D = 2MR

ó ç Ø❡Ü◆éåú✦☎✌Û❁à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✹ý✑✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✢ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û
û➣á✑Ù⑩Ü◆Û✙éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ CSV D−PARAFAC = M(1 + 2R+ 3P )

ó
☎✌Û❀✟❛á➥Ù⑦î✂ì⑩Û■õ✩ñêì⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✯ì⑩Û❋✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ➭❊●✟❍õ▼✧▼◆✙ð✻á➥â✔â á➥ð⑩ðPØ❡â✘Ú✟á➥Ù✂à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û■ì⑩Û▲✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á

ì❘í Ø❡â➂ì⑦â Û✑û➣×✘Ú á➥Ü◆ì◆á➥â➂ì❊Ûê×✘Ú TRC = 1+2R+3P
1+M+M2

ó ➘✩Ù✻á➥Ü◆ì P ≪ M Û➸Ú R ≪ M ú◆Ý♦á✔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✑ì⑦Ù



➠✵í ✪✩í✥è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù➈ù❳❧✐ð❢ë➡ç❈æ❫ê②æ✏✗✩æ✏äÖë⑦❧❣ï❡õ✚é❦ë❢ê❶ê❶æ ✂ ý

à➣Ø❑ì✕✤➸Ý▲Û✙ì⑩Û✼✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✔Ûê×✘Ú✢éêØ❡Ü◆×✘ë▲ì⑩ñ➸â á✿✹⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú✩â➂ñêì⑦Ù⑩ë➭Ú➂Û ó

↔➏Ö✜✛ ✽ ✾✏Ú✷❿❶Û❷➀☞☛ ✂ Ü❣Û❷➀❖Ý✢❿ ✾✏Ú✷➁ � Ý✫✾ ▼ à❖Ú✷➁ ❑ ✐ þ P × ❾ ③ ❾äãr❾ ✢ P➋✐➸Ý②à❴Û❈Ú Ø❈Ø Ü➒â
à❸❷✍Ü✢➀✡✾✏Ú ✾✏Ú à❸❷✍Ü②à❖Þ②Ý Ø ➀❴Û ☎✣� Ú➍❾ ③û➢✭❑

✗✷Ü✽Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✟Ý♦á↔â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û➭❊ ô◆ó ý ◆✔ì⑩Û■Ý♦á❺ì⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➄ý❙✜ ç Û➸Ú✟éêÛ➸Ý➭Ý▲Û❊ì⑩Û
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧❶ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ❍ì✻á➥Ü◆×✁❊ ô◆ó ß❽ä↕◆ïú❅Ø❡Ü➣Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú K ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Ûê×✬ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✬ì⑩Û✹Ý♦ár×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❍ì⑦Ù➣à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û
ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á☎ì✌í Ø❡â ì⑦â➂Û K ó ✔✩Ü❹ì⑩ñ❇✱◆Ü◆ë❢Ú✩ð❷Ø❡Ù⑩â k = 2, . . . ,K Þ

φ
(i,k)
pk

(n) =

(
M∑

n1=1

x
(1,k)
n1pk

u(n− n1)

)
· · ·

×




M∑

ni−1=1

x
(i−1,k)
ni−1pk

u(n− ni−1)








M∑

ni+1=1

x
(i+1,k)
ni+1pk

u(n− ni+1)





× · · ·




M∑

nK=1

x
(k,k)
nkpk

u(n− nk)



 ③❘Þ❸⑤ ⑥✑Þ■⑨
Û➸Ú

Φ(i,k)(n) =
[
φ

(i,k)
1 (n), φ

(i,k)
2 (n), · · · , φ

(i,k)
Pk

(n)
]T ❊ ô◆ó ß❽æ↕◆

➾✁❚❯q✥❚✜❱ ↔ ❞■❬♣❨➛➀❅❼♣❞❡❬✼❶❢❽✧❞❁➀❝❜■♦✁❞■❬❧❪✁❬❫❵❷❳❸❨❀❺✬❞❡❜■➀❷❬❧❪❾♦ä❨❂❺✁❪❽❼❢❵❷❬
☎❁í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊ ô◆ó ß❽ã↕◆✹×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú☞Þ
ŷ(n) =

M∑

n1=1

[
h1(n1) +

P2∑

p2=1

x(1,2)
n1p2

φ(1,2)
p2

(n) + · · · +

PK∑

pK=1

x(1,K)
n1pK

φ(1,K)
pK

(n)

]
u(n− n1)

➇➚◗✛→ ❹ ➱✖➌

=





h1

vec(X(1,2))→→→
vec(X(1,K))





T

︸ ︷︷ ︸
ΘT

1









1

Φ(1,2)(n)→→→
Φ(1,K)(n)




⊗ U(n)





︸ ︷︷ ︸
P1(n)

➇➚◗✛→ ❹✱➑✶➌

= ΘT
1 P1(n) ➇➚◗✛→ ❹ ✉✖➌



ý ä ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

➾✁❚❯q✥❚❯❙
k

ème ❶❢❽✧❞❁➀❝❜■♦✁❞■❬❧❪✁❬❫❵❷❳②❨❭❺✬❞❡❜■➀❷❬❧❪❾♦♠❨❂❺s❪❽❼❢❵❷❬
☎❁í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❘❊ ô◆ó ß❽ã↕◆✹×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✡á➥Ù◆×➂×✘ë❁Þ

ŷ(n) =

k−1∑

i=1

ŷi(n)

+
M∑

nk=1




Pk∑

pk=1

x
(k,k)
nkpk

φ
(k,2)
p2

(n) + · · · +

PK∑

pK=1

x
(k,K)
nkpK

φ
(k,K)
pK

(n)



 u(n− nk) ③❘Þ❸⑤ ⑥❇⑧❯⑨

=

k−1∑

i=1

ŷi(n) +





vec(X(k,k))⑤⑤⑤
vec(X(k,K))





T

︸ ︷︷ ︸
ΘT

k









Φ(k,k)(n)⑤⑤⑤
Φ(k,K)(n)




⊗ U(n)





︸ ︷︷ ︸
Pk(n)

③❘Þ❸⑤ ④✂⑩❯⑨

=

k−1∑

i=1

ŷi(n) + ΘT
k Pk(n) ③❘Þ❸⑤ ④■⑥✟⑨

Ø✧➥
ŷ1(n) =

M∑

n1=1

h1(n1)u(n− n1)
❊ ô◆ó ãåã↕◆

Û➸Ú
ŷi(n) =

Pi∑

pi=1

φ(1,i)
pi

(n) · · ·φ(i,i)
pi

(n) ; pour i ≥ 2 ❊ ô◆ó ãåû↕◆

➾✁❚❯q✥❚❯q ♠Û❬➚❳❩❵❷♥✬❺✬❞❁➀❝❜■➔❩❨❂❬s➥❍❥➣♠➦➚
☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✑ÿ✡õ✁☎❛ý✫Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û✙Ý▲Ûê× K ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Ûê×✡ì⑩Û✵Ý♦á➣×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✙ì⑦Ù❊à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✔ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝

✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á↔â➂ñ✏✾åë▲Ûê×✔ð✻á➥â➣Ý✈í ñ✏✵④Ù❷á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❷❊ ô◆ó ã⑦ß✦◆ïú✁❊ k = 1, . . . ,K ◆ ó ö✝Ý❍à➣Û➸Ú✸✷❑óüØ❡Ù⑩â✔Ý▲Û■Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù✂Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û
h1
ú◆Ý▲Ûê×✢à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× X(1,2) Û➸Ú X(2,2) ì⑩Û✙Ý♦á➣ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü⑨ý❙✜ ç ì⑦Ù❊Ü◆Ø✦✳④á➥Ù❫✵④Ù✻á❡ì⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✑Û➸Ú✩Ý▲Ûê×

à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× X(i,j) ú i ≤ j = 1, . . . ,K ì⑩Ûê×✬ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✬ì⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✻×✾ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧❶ì⑩Ûê×❁Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù⑦î❘ú
Û➸Ü❊à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Úrì◆á➥Ü◆×✩Ý▲Û✙×➂Û➸Ü◆×✡ì⑩Ûê×✢à➣Ø❡ë➭Ü◆ì⑦â➂Ûê×ré❽á➥â✘â➂ñê×✩â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë❢ù❇×✡á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñê×✡Ý♦á☎ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü➝ì⑩Û☞éêØ✧÷⑩Ú η
×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü❑Ú➂Û✔Þ

η(N) =
N∑

n=1

(y(n) − ŷ(n))2 ❊ ô◆ó ã ô ◆
Ø✧➥ y(n) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û☎Ý♦á✫×➂Ø❡â➂Ú✘ë▲Û☎ì⑦Ù❺×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❏✷✟à➣Ø④ì◆ñïÝ➭ë▲×➂Û➸â☞Û➸Ú ŷ(n) Ý♦á✫×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û☎ì⑦Ù❺à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û✟ý❙✜ ç ✝
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✵ì❘í Ø❡â➂ì⑦â➂Û K ì⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ❍ð✻á➥â✷Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü➴❊ ô◆ó ß❽ã↕◆❀Û➸Ú N Ý▲Û❍Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✩ì⑩Û✹à➣Ûê×✘Ù⑩â➂Ûê× ó

✗✷Ü➏â Ûïà✔ð◆Ý▲á❀✿❽á➥Ü❑Ú➣Ý♦á↔×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✱ì⑦Ù✂à➣Ø④ì✕✤➸Ý▲Û ŷ(n) ð✻á➥â✔Ý▲Ûê×✔ì⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×➣ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Ûê×❫❊ ô◆ó ã⑦ß✦◆ïú▼❊ k =

1, . . . ,K ◆ïú⑩Ý♦á☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❊ì⑩Û✙éêØ✧÷⑩Ú η(N) ð❷Û➸Ù⑩Ú✩×❽í ñêé➸â✘ë➭â➂Û✙éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ



➠✵í ✪✩í✥è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù➈ù❳❧✐ð❢ë➡ç❈æ❫ê②æ✏✗✩æ✏äÖë⑦❧❣ï❡õ✚é❦ë❢ê❶ê❶æ ý ß

Système non linéaire +

Bruit
u(n)

)(ny

+

-

Représentation du
noyau quadratique

Représentation du
noyau linéaire

)(ˆ ny

1ère étape

2ème étape

Kème étape

Représentation du
noyau cubique

)K,1()3,1()2,1(
1 XXXh L

)K,2()3,2()2,2( XXX ü

)K,K(X

M

Représentation du
noyau d'ordre K

û ❦❧❸❣ü ô◆ó û ø ➃❷❯❱❝❞❘❻↕✦➢➜❑✁◗✡■✐P✧❘✘❝❦▼❖❑✁❪❫❭✩❑✖❝▲❩✶❲✖❳❴❝❏P✄◗⑩❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❣➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❶P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘ K ↕❙❵✞❚ ❩✶❯❱P✄❘P✄❘❙❵✞❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❻❛❢♥❈➟

η1(N) =
N∑

n=1

(
y(n) − ΘT

1 P1(n)
)2 ❊ ô◆ó ãåæ↕◆

η2(N) =

N∑

n=1

(
y(n) − ŷ1(n) − ΘT

2 P2(n)
)2 ❊ ô◆ó ã ö ◆

óóó ❊ ô◆ó ã✡�♣◆
ηK(N) =

N∑

n=1

(
y(n) −

K−1∑

i=1

yi(n) − ΘT
KPK(n)

)2 ❊ ô◆ó ã✄✂↕◆

✗✷Ü✱à✔ë❢Ü◆ë❢à✔ë▲× á➥Ü❑Ú✢á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×❁ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✹ì⑩Û✡éêØ✧÷⑩Ú ηk(N) â➂Ûê×✘ð❷Ûêé➸Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú❍ð✻á➥â✾â á➥ð✴✝
ðPØ❡â✘Ú❃✷ Θk

ú✠❊ k = 1, . . . ,K ◆ïúPØ❡Ü↔à➣Û➸Ú❃✷★óüØ❡Ù⑩ârÝ▲Ûê×rà✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✙Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñêÛê× X(i,j) ú i, j = 1, . . . ,K ú
á➥ë➭Ü◆×✘ë➛✵④Ù◆Û➣Ý▲Û➣Ü◆Ø✦✳④á➥Ù❶Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û h1

ó ☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✱ÿ✡õ✁☎❛ý❺Ûê×✘Ú☞ë➭Ý❢Ý➭Ù◆×✘Ú➂â➂ñ➣ð✻á➥â☞Ý♦á❀✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó û❊Û➸Ú✑×➂Ûê×
ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩×➂Ø❡Ü❑Ú❍ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñêÛê×✩ì◆á➥Ü◆×✢Ý▲ÛrÚ á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù ô◆ó ß ó



ý ã ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

⑥⑦⑤êý✑þ ÿ ✁ ÿ ✂☎✄✪ÿ✝✆✞✂ ✁ ÿ✠✟➋þ
• Θ̂i(0) ✡ ∀i = 1, . . . ,K

• Qi(0) = I
M(1+

∑
i
k=2

Pk) ∀i = 1, . . . ,K④■⑤☞☛ ÿ✠✆✞✌✎✍✑✏✒✟✔✓✖✕✘✗✙✌✚✆✜✛✢✟✔✣✥✤✦✟✧✆✞✂❀þ ✁ ✆✑✗★✓✩✣✪✟✖✗✙✫✚✄ ✌✭✬✔✮✰✯✲✱✴✳✶✵✸✷✲✵✸✹✔✵✸✺✻✱✮✻✟✧✄ ✁ ✌✼✕✽✕✽✂✾✗❀✿ ✟☎✕❁✗✙✕✽✌
K

• U(n) =
[
u(n− 1) · · · u(n−M)

]T

•






φ
(1,2)
p2

(n) · · ·φ
(1,K)
pK

(n)
Construire Φ(1,2)(n) · · ·Φ(1,K)(n)

P1(n) =
[

1 ΦT
(1,2)(n) · · · ΦT

(1,K)(n)
]T

⊗ U(n)

ε1(n) = y(n) − P T
1 (n) Θ̂1(n− 1)

K1(n) = Q1(n−1)P1(n)

1+P T
1

(n)Q1(n−1)P1(n)

Q1(n) = [I −K1(n)PT
1 (n)]Q1(n− 1)

Θ̂1(n) = Θ̂1(n− 1) +K1(n)ε1(n)

Θ̂1(n) =
[
ĥT

1 (n)
(
vec X̂(1,2)(n)

)T

· · ·
(
vec X̂(1,K)(n)

)T
]T

•






⑤⑤⑤⑤⑤⑤

•






Calculer ŷi(n) ∀i = 1, . . . , k − 1

Calculer φ
(k,2)
p2

(n) · · ·φ
(k,K)
pK

(n)
Construire Φ(k,2)(n) · · ·Φ(k,K)(n)

Pk(n) =
[

1 ΦT
(k,k)(n) · · · ΦT

(k,K)(n)
]T

⊗ U(n)

εk(n) = y(n) −
∑k−1

i=1 ŷi(n) − PT
k (n) Θ̂k(n− 1)

Kk(n) = Qk(n−1)Pk(n)

1+P T
k

(n)Qk(n−1)Pk(n)

Qk(n) = [I −Kk(n)PT
k (n)]Qk(n− 1)

Θ̂k(n) = Θ̂k(n− 1) +Kk(n)εk(n)

Θ̂k(n) =
[ (

vec X̂(k,k)(n)
)T

· · ·
(
vec X̂(k,K)(n)

)T
]T

ÜÝ⑤☞✷❂✌✚✛✢✟➋þ✙✆ ✁ ✕✢✓✙✛ ✁ ÿ ✟❾þ❃✗✙✌✚✆Òþ✖✟✚❄☎✂✧✓✖❅❆✗★✓❃✣✪✟✙✗✙✫✚✄ ✌❇✗✙✌❈✮❉✟✧✄ ✁ ✌✼✕✽✕✽✂
• ❊●❋■❍✼❏❁❑✰▲ ▼ ❊●◆■❏❁▼ ❖✴P ĥ1

⑤
• ❊●❋■❍✼❏❁❑❘◗✔❙ ❋❁❖❚◗✼❖✴P k ❯

hk(n1, n2, . . . , nk) =

Pk∑

pk=1

x
(1,k)
n1pk

x
(2,k)
n2pk

· · ·x(k,k)
nkpk

;

n1 = 1, . . . ,M
n2 = 1, . . . ,M⑤⑤⑤
nk = 1, . . . ,M

Þ❸⑤☞✷❂✌ ✁ ✟✔✓✖✕✲✍✾✄❱✿ ❲ ✁ ✂☎✤★✌✪❳✲✏■✓✙✆■❨✙✓✦✿ ✍✥✛✢✟➋þ☎❩✧✌✼✕✽❬☎✌ þ✙✛✢✌❇✗✙✌✪✄❱✿ ✂☎✄ ❬☎✟☎✕✂ÿ ✁✽❭ ✣✪✌
❣❫❪❵❴ ü ô◆ó ß ø ♥❏❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❻❛❢♥❈➟➐➇➡❼❦❩✁❝✐♦✁◆✪❲✡◆✪■❴❩✶❵➵➌
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➾✁❚❯q✥❚➚➾ ✐❭❪✁❬❢❼✦❜■➀❝❴❛❽✧❳★❜■➀❷❺✦❼ ❪✁❬❢❨➤❨❂❺s❪❽❼❢❵❷❬❢❨✉➚➝rs♥í➓❯↔ ➥❍❥➧➥➣❣➝➥❍➪↕➓⑦r ❺✦❵❝❜❡❬♣❞■❞❡❳✴❪❭❬➚❺✬❞❁❪✁❞■❬✴q
t②❵✟❬➚❳❩➀✜❪✁❬❦❪✁❬❫❵✟❬➚❳❩❵❷♥✬❺✬❞❁➀❝❜❡➔❩❨❂❬s➥❍❥➣♠➦➚

✗✷Ü↔Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑ÚrÝ♦á✟â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü♣×➂é❽á➥Ý♦á➥ë➭â➂Û✾❛⑩Û✑Ý♦á❜❛⑩ÛêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü❶ý❙✜ ç ❛◆á➥Ü✻×❏❊ ô◆ó ý ◆✩Û➸Ú✵éêÛ➸Ý➭Ý▲Û
❛⑩Û➣øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✑❛⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ❆❛◆á➥Ü◆×❑❊❇û ó ã↕◆ïú♥Ø❡Ü⑨Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü④Ú☞Ú✘â➂Ø❡ë▲×☞ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Ûê×✥❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✥❛⑩Û✔Ý♦á■×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❝❛⑦Ù
à➣Ø✙❛✕✤➸Ý▲Û✑ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✾❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û✑û ó ✔✩Ü❞❛⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë➭Ú❽ú

ψA
r (n) =

M∑

n2=1

bn2ru(n− n2)
❊ ô◆ó ã ý ◆

ψB
r (n) =

M∑

n1=1

an1ru(n− n1)
❊ ô◆ó ûåä↕◆

φC
p (n) =

M∑

n2=1

dn2pu(n− n2)
M∑

n3=1

en3pu(n− n3)
❊ ô◆ó û⑦ß✦◆

φD
p (n) =

M∑

n1=1

cn1pu(n− n1)
M∑

n3=1

en3pu(n− n3)
❊ ô◆ó ûåã↕◆

φE
p (n) =

M∑

n1=1

cn1pu(n− n1)
M∑

n2=1

dn2pu(n− n2)
❊ ô◆ó ûåû↕◆

✺✙➪➥✃✑Ü⑨Ð→ì④➪➥✃❊➚❙ò❅➪❡Ð♦❒✦Û♥➪➥✃❹➹❛✃❫ë❧➶❺❰❅ð✻➪ ❒ Ð❧✃❊➹➲ÛÏÜ➺ð❘➹❈ì✑ë❧✃
☎❁í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊ ô◆ó ß❽û↕◆✹×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú☞Þ

ŷ(n) =

M∑

n1=1

[
h1(n1) +

R∑

r=1

an1rψ
A
r (n) +

P∑

p=1

cn1pφ
C
p (n)

]
× u(n− n1)

➇➚◗✛→ ➒✈◗✧➌

=





h1

vec(A)

vec(C)





T

︸ ︷︷ ︸
ΘT

1









1

ΨA(n)

ΦC(n)




⊗ U(n)





︸ ︷︷ ︸
P1(n)

➇➚◗✛→ ➒✖➊✁➌

= ΘT
1 P1(n) ➇➚◗✛→ ➒✩➱✖➌

Ø✧➥
ΨA(n) =

[
ψA

1 (n) ψA
2 (n) · · · ψA

R(n)
]T ❊ ô◆ó û✡�♣◆

ΦC(n) =
[
φC

1 (n) φC
2 (n) · · · φC

P (n)
]T ❊ ô◆ó û✄✂↕◆

Ö■✃✑Û✓è♥Ð→ì✑Ü♣✃❊➚❙ò❅➪❡Ð♦❒✦Û♥➪➥✃❊➹❛✃❋ë❧➶❺❰❅ð✻➪ ❒ Ð❧✃❊➹➲ÛÏÜ➺ð❘➹❈ì✑ë❧✃
☎❁í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❲❊ ô◆ó ß❽û↕◆✹×❽í ñêé➸â✘ë➭Ú✡á➥Ù◆×➂×✘ë❁Þ



ý✿ô ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

ŷ(n) = yL(n) +

M∑

n2=1

[
R∑

r=1

bn2rψ
B
r (n) +

P∑

p=1

dn2pφ
D
p (n)

]
u(n− n2)

➇ ◗✛→ ➒✩✇✖➌

= yL(n) +



 vec(B)

vec(D)




T

︸ ︷︷ ︸
ΘT

2







 ΨB(n)

ΦD(n)



 ⊗ U(n)





︸ ︷︷ ︸
P2(n)

➇➚◗✛→ ◗✖➋✖➌

= yL(n) + ΘT
2 P2(n) ➇➚◗✛→ ◗✛❹✔➌

Ø✧➥

yL(n) =
M∑

n1=1

h1(n1)u(n− n1)
❊ ô◆ó ô ã↕◆

ΨB(n) =
[
ψB

1 (n) ψB
2 (n) · · · ψB

R (n)
]T ❊ ô◆ó ô û↕◆

ΦD(n) =
[
φD

1 (n) φD
2 (n) · · · φD

P (n)
]T ❊ ô◆ó ô♣ô ◆

é ➪✿ð❷Ð❧❰ Ð→ì✑Ü♣✃❹➚❙ò❅➪❡Ð♦❒✦Û♥➪➥✃❊➹❛✃❫ë❧➶❺❰❅ð✻➪ ❒ Ð❧✃❊➹➲ÛÏÜ➺ðP➹❈ì✑ë❧✃
☎♥á✑Ú✘â➂Ø❡ë▲×✘ë✶✤➸à➣Û☞ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Û❇❛⑩Û✵Ý✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❘❊ ô◆ó ß❽û↕◆✹Ûê×✘Ú✙Þ

ŷ(n) = yL(n) + yQ(n) +
M∑

n3=1




P∑

p=1

en3pφ
E
p (n)



u(n− n3)
❊ ô◆ó ô æ↕◆

= yL(n) + yQ(n) + [vec(E)]T︸ ︷︷ ︸
ΘT

3

(ΦE(n) ⊗ U(n))︸ ︷︷ ︸
P3(n)

❊ ô◆ó ô❙ö ◆
= yL(n) + yQ(n) + ΘT

3 P3(n) ❊ ô◆ó ô �♣◆
Ø✧➥

yQ(n) =
R∑

r=1

ψA
r (n)ψB

r (n) ❊ ô◆ó ô ✂↕◆
ΦE(n) =

[
φE

1 (n) φE
2 (n) · · · φE

P (n)
]T ❊ ô◆ó ô❙ý ◆

í ú➭➶✍ë❢❡✍ð◆➪❡Ð♦❒✁✆❈Ü♣✃➝➴✟➱ í Ó
☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❍ÿ✡õ✁☎❛ýrÙ⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲×➂Û✾Ý▲Ûê×♥Ú✘â➂Ø❡ë▲×❀ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Ûê×✻❛⑩Û✬Ý♦á✩×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❣❛⑦Ù✑à➣Ø✙❛✕✤➸Ý▲Û✢ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝

✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✸❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û✹û✲❛⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Ûê×❛ð✻á➥â♥Ý▲Ûê×❛ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❱❊ ô◆ó ûåæ↕◆ïú✴❊ ô◆ó ô ä↕◆✌Û➸Ú✞❊ ô◆ó ô❙ö ◆ ó ö✝Ý❅à➣Û➸Ú✠✷✠óüØ❡Ù⑩â♥Ý▲Û❁Ü◆Ø✦✳④á➥Ù
Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û h1

ú◆Ý▲Ûê×✩à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× A Û➸Ú B ❛⑩Û✙Ý♦á❝❛⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü♣ý❙✜ ç ❛⑦Ù❊Ü◆Ø✦✳④á➥Ù➴✵④Ù✻á☎❛⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û☞Û➸Ú✡Ý▲Ûê×



➠✵í ✪✩í✥è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❊✒❽ï❡ð✏❄❢õ❏ë❡ù➈ù❳❧✐ð❢ë➡ç❈æ❫ê②æ✏✗✩æ✏äÖë⑦❧❣ï❡õ✚é❦ë❢ê❶ê❶æ ý æ

à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê× C ú D Û➸Ú E ❛⑩Û☞Ý♦á❝❛⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë❢Ú➂ë➭Ø❡Ü♣ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧❤❛⑦Ù❊Ü✻Ø❅✳❑á➥Ù➝é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Ûåú❷Û➸Ü❊à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü❑Ú
❛◆á➥Ü◆×✢Ý▲Û✵×➂Û➸Ü◆×✲❛⑩Ûê×❍à➣Ø❡ë➭Ü✦❛⑦â➂Ûê×✩é❽á➥â✘â➂ñê×✢â➂ñêé➸Ù⑩â➂×✘ë❢ù❇×✩á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü◆ñê×✢Ý♦á✑ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❞❛⑩Û✵éêØ✧÷⑩Ú η ×✘Ù⑩ë➭èåá➥Ü④Ú➂Û➣Þ

η(N) =
N∑

n=1

(y(n) − ŷ(n))2 ❊ ô◆ó æåä↕◆
Ø✧➥ y(n) â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂Û☎Ý♦á✫×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✐❛⑦Ù❺×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❏✷✟à➣Ø✖❛⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸â✙Û➸Ú ŷ(n) Ý♦á✱×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û✾❛⑦Ù↔à➣Ø✙❛✕✤➸Ý▲Û✟ý❙✜ ç ✝
øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✾❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û✑û✾❛⑩Ø❡Ü⑩Ü◆ñêÛ✵ð✻á➥â❁❊ ô◆ó ß❽û↕◆ ó

✗✷Ü✯â➂Û➸à✔ð⑩Ý♦á❀✿❽á➥Ü❑Ú✟Ý▲á❺×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û❥❛⑦Ù✯à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û ŷ(n) ð✻á➥â✟×➂Ûê×☎Ú✘â➂Ø❡ë▲×❆❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✟ñêé➸â✘ë➭Ú✘Ù⑩â➂Ûê×❫❊ ô◆ó ûåæ↕◆ïú
❊ ô◆ó ô ä↕◆➣Û➸Ú➴❊ ô◆ó ô❙ö ◆ïú❁Ý♦á↔ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❦❛⑩Û❊éêØ✧÷⑩Ú η(N) ð❷Û➸Ù⑩Ú✱×❽í ñ➸é➸â✘ë➭â➂Û❧❛⑩Û❹Ú✘â➂Ø❡ë▲×➣à✟á➥Ü⑩ë✶✤➸â➂Ûê×❃❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×
éêØ❡à✔à➣Û☞×✘Ù⑩ë➭Ú✙Þ

η1(N) =
N∑

n=1

(
y(n) − ΘT

1 P1(n)
)2 ❊ ô◆ó æ⑦ß✦◆

η2(N) =

N∑

n=1

(
y(n) − yL(n) − ΘT

2 P2(n)
)2 ❊ ô◆ó æåã↕◆

η3(N) =
N∑

n=1

(
y(n) − yL(n) − yQ(n) − ΘT

3 P3(n)
)2 ❊ ô◆ó æåû↕◆

✗✷Ü✱à✔ë➭Ü⑩ë➭à✔ë▲× á➥Ü④Ú✩á➥Ý➭Ú➂Û➸â✘Ü✻á➥Ú✘ë➭è❅Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❍Ý▲Ûê×✬ù❻Ø❡Ü✻éïÚ➂ë➭Ø❡Ü✻×☞❛⑩Û✡éêØ✧÷⑩Ú η1(N) ú η2(N) Û➸Ú η3(N) â➂Ûê×✘ðPÛêé❇✝
Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✵ð✻á➥ârâ á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú★✷ Θ1

ú Θ2
Û➸Ú Θ3

ú❷Ø❡Ü↔à➣Û➸Ú❃✷★óüØ❡Ù⑩ârÝ▲Û✑Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù↔Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û h1
á➥ë➭Ü◆×✘ë✠✵④Ù◆Û☞Ý▲Ûê×

à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛê×✾Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñêÛê× A ú B ú C ú D Û➸Ú E ñ➸Ý▲ñ➸à➣Û➸Ü④Ú➂×❣❛⑩Ûê×❫❛⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍ý❙✜ ç Û➸Ú✬ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧♠❛⑩Ûê×
Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î▲✵④Ù✻á☎❛⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆ÛrÛ➸Ú✹é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û ó ☎❁í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à✟Û✵ÿ✡õ✁☎❛ý➣Ûê×✘Ú✾ë➭Ý➭Ý➭Ù◆×✘Ú✘â➂ñ❘❛◆á➥Ü◆×✾Ý♦á❃✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó ô Û➸Ú❍×➂Ûê×
ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✩×➂Ø❡Ü❑Ú❍ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñêÛê×✸❛◆á➥Ü◆×✢Ý▲ÛrÚ á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù ô◆ó ã ó



ý♣ö ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

⑥⑦⑤êý✑þ ÿ ✁ ÿ ✂☎✄✪ÿ✝✆✞✂ ✁ ÿ✠✟➋þ
• Θ̂1(0) ✡ Θ̂2(0) P✒♥ Θ̂3(0)

• Q1(0) = IM(P+R+1), Q2(0) = IM(P+R) etQ3(0) = IMP

④■⑤☞☛ ÿ✠✆✞✌❃✍✐✏✒✟✔✓✖✕❝✗✙✌✚✆✪✛✢✟✔✣✥✤✦✟✧✆✞✂❀þ ✁ ✆✾✗★✓♦✣✪✟✙✗✙✫✚✄ ✌♣✬✔✮✰✯✲✱✴✳✶✵✸✷✲✵✸✹✔✵✸✺✻✱✮✻✟✧✄ ✁ ✌✼✕✽✕✽✂✾✗❀✿ ✟☎✕❁✗✙✕✽✌✥q

• U(n) =
[
u(n− 1) · · · u(n−M)

]T

•






Calculer ψA
r (n) et φC

p (n)
Construire ΨA(n) et ΦC(n)

P1(n) =
[

1 ΨT
A(n) ΦT

C(n)
]T

⊗ U(n)

ε1(n) = y(n) − P T
1 (n) Θ̂1(n− 1)

K1(n) = Q1(n−1)P1(n)

1+P T
1

(n)Q1(n−1)P1(n)

Q1(n) = [I −K1(n)PT
1 (n)]Q1(n− 1)

Θ̂1(n) = Θ̂1(n− 1) +K1(n)ε1(n)

Θ̂1(n) =
[
ĥT

1 (n) (vec Â(n))T (vec Ĉ(n))T
]T

•






Calculer yL(n) , ψB
r (n) et φD

p (n)
Construire ΨB(n) et ΦD(n)

P2(n) =
[

ΨT
B(n) ΦT

D(n)
]T

⊗ U(n)

ε2(n) = y(n) − yL(n) − PT
2 (n) Θ̂2(n− 1)

K2(n) = Q2(n−1)P2(n)

1+P T
2

(n)Q2(n−1)P2(n)

Q2(n) = [I −K2(n)PT
2 (n)]Q2(n− 1)

Θ̂2(n) = Θ̂2(n− 1) +K2(n)ε2(n)

Θ̂2(n) =
[

(vec B̂(n))T (vec D̂(n))T
]T

•






Calculer yQ(n) et φE
p (n)

Construire ΦE(n)
P3(n) = ΦE(n) ⊗ U(n)

ε3(n) = y(n) − yL(n) − yQ(n) − PT
3 (n) Θ̂3(n− 1)

K3(n) = Q3(n−1)P3(n)

1+P T
3

(n)Q3(n−1)P3(n)

Q3(n) = [I −K3(n)PT
3 (n)]Q3(n− 1)

Θ̂3(n) = Θ̂3(n− 1) +K3(n)ε3(n)

Θ̂3(n) = vec(Ê(n))

ÜÝ⑤☞✷❂✌✚✛✢✟➋þ✙✆ ✁ ✕✢✓✙✛ ✁ ÿ ✟❾þ❃✗✙✌✚✆Òþ✖✟✚❄☎✂✧✓✖❅❆✗★✓❃✣✪✟✙✗✙✫✚✄ ✌❇✗✙✌❈✮❉✟✔✄ ✁ ✌✚✕✽✕✽✂
• ❊●❋■❍✼❏❁❑✰▲ ▼ ❊●◆■❏❁▼ ❖✴P ĥ1

⑤
• ❊●❋■❍✼❏❁❑❘rs❑☎❏✢◗✼❖❚❏✽♥✴▼ rs❑●P Ĥ2 ❯

ĥ2(n1, n2) =

R∑

r=1

ân1r b̂n2r ;
n1 = 1, . . . ,M
n2 = 1, . . . ,M

• ❊●❋■❍✼❏❁❑✰t✞❑●✉●▼ rs❑●P Ĥ3 ❯

ĥ3(n1, n2, n3) =

P∑

p=1

ĉn1pd̂n2pên3p ;
n1 = 1, . . . ,M
n2 = 1, . . . ,M
n3 = 1, . . . ,M

Þ❸⑤☞✷❂✌ ✁ ✟✔✓✖✕✲✍✾✄❱✿ ❲ ✁ ✂☎✤★✌✪❳✲✏■✓✙✆■❨✙✓✦✿ ✍✥✛✢✟➋þ☎❩✧✌✼✕✽❬☎✌ þ✙✛✢✌❇✗✙✌✪✄❱✿ ✂☎✄ ❬☎✟☎✕✂ÿ ✁✽❭ ✣✪✌
❣❫❪❵❴ ü ô◆ó ã ø ♥❏❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❡❛✦♥❈➟➐➇➜❼❦❩✁❝✐❭✛❩✶■❞❳▲❯❱▼❖◗✡❵ ❯ ❘✪■♠➌



➠✵í ➠✵í✥ê❶ô❡ù❦ñ❦õ❏é❃æ❂é✦ù➝ð❫ë➧ù✩è✘✒➧ñ❦õ❏æ❂é❦è✱ï❡î①ù ý �

Système non linéaire

h
1
   -   A   -   C

              B   -   D

                        E

+

Bruit
u(n)

)(ny

+

-

Représentation du
noyau quadratique

Représentation du
noyau linéaire

)(ˆ ny

1ère étape

2ème étape

3ème étape

Représentation du
noyau cubique

û☞✈❢✇ ü ô◆ó ô ø ➃❷❯❱❝❞❘❙↕❻➢➜❑✁◗✡■❢P✄❘✘❝✦▼❖❑✁❪❫❭✩❑✖❝▲❩✶❲✖❳❴❝❦P✄◗✬❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘②➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼❏➛➡⑧❏❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❫P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❣➒❂↕❂❵✞❚ ❩✶❯❱P✄❘P✄❘❙❵✞❚ ❩✶❵ ♦✁❑✁■▲❯ ❳▲⑥✡❪❫❘❣➣❻❛❢♥❈➟
↔➏Ö❷↔ ③ Ù✻① ✎✏à❴Û❈Ü❣Û ① ✾✏Ú ①❀②Ü� ✎✏à❖Ü❣Û ② Ý✲③ ①

ç Û➸Ù⑦î❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×❍×➂Ø❡Ü❑Ú✢×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñê×✙Þ
➾✁❚➚➾✁❚✜❱ ↔ ❞■❬♣❨➛➀❷❬♣❞✭❨❸q✁❨✩❜❀❼♣❨❂❬❦❨❀➀❪❨❸♦❾❵❷❶

✧✡í Ûê×✘Ú❍Ù⑩Ü❹×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❘❛⑩Û✄✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✾❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û☞û✥❛⑦ë▲×➂é➸â➂Û➸Ú❽ú⑩ë➭Ü④èåá➥â✘ë♦á➥Ü❑Ú✲❛◆á➥Ü◆×❍Ý▲ÛrÚ➂Û➸à✔ð◆× ó ý❑Ûê×✹Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î
×➂Ø❡Ü❑Ú✲❛⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×✩éêØ❡à✔à➣Û✙×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

hj(n1, . . . , nj) =

j∏

i=1

gj,i(ni) j = 1, 2, 3 ❊ ô◆ó æ ô ◆
Ø✧➥ gj,i(.)

Ûê×✘Ú☞Ý♦á■â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✟ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û❃❛⑦Ù➏×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û❆❛⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✾ð✻á➥â☎× á✱ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü④❛⑩Û✟Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú
Gj,i(z)

ó

G1,1(z) =
z − 0.4

(z + 0.8)(z − 0.5)
; G2,1(z) =

z − 0.3

(z + 0.7)(z − 0.4)
;

G2,2(z) =
z − 0.8

(z + 0.6)(z − 0.3)
; G3,1(z) =

z − 0.1

(z + 0.7)(z − 0.5)
; ❊ ô◆ó æåæ↕◆

G3,2(z) =
z − 0.4

(z + 0.8)(z − 0.3)
et G3,3(z) =

z − 0.3

(z + 0.3)(z − 0.5)✧✻☛✻á❆✵④Ù◆Û✟ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑤❛⑩Û✟Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú☎Ûê×✘Ú☎×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñêÛ■áêè④Ûêé✟Ù⑩Ü◆Û✟â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û✟ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û✱Ú✘â➂Ø❡Ü✘✵④Ù◆ñêÛ❀✷
Ý✈í Ø❡â✽❛⑦â➂Û☎æ⑦ú❷éêÛ★✵④Ù⑩ë♥è④Û➸Ù⑩Ú✰❛⑦ë➭â➂Û❁✵④Ù◆Û✙Ý♦á✔à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û ò ❛⑦Ù➝à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û✥❛⑩Û★✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✟Ûê×✘Ú✡é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë▲Û☞ñ✏✾④á➥Ý▲Û❉✷
æ ó



ý ✂ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

☎✌Û✙Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù❊Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û h1
ú◆Ý▲Û✙Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù❫✵④Ù✻á☎❛⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û H2

Û➸Ú✩Ý♦á✔à✟á➥Ú✘â✘ë▲éêÛ☞Ý♦á➥Ú➂ñ➸â á➥Ý▲Û H..1
❛⑦Ù❊Ü◆Ø✦✳④á➥Ù

é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û H3
×➂Ø❡Ü④Ú❍â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñê×✸❛◆á➥Ü◆×❍Ý♦á❁✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó æ ó
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h
1
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1
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Noyau linéaire de Volterra
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n
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Noyau quadratique de Volterra

n
1

H
2
(n

1
,n

2
)
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1
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1

n
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Matrice latérale H
..1

 du noyau cubique de Volterra

n
1

H
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1
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,1

)

û☞✈❢✇ ü ô◆ó æ ø ♥✯❘✘❝❡❲✡❑✱④✖❩✶◗✄❬❆❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘✁➍❃③✖◗✛❩✁P✄■❴❩✱❳▲❯❱③✖◗✡❘❶❘❖❳②❵❱❩➏❪①❩✱❳▲■▲❯❱▼❖❘❂❵❱❩✱❳▲◆✪■❴❩✶❵ ❘ H..1
P✄◗➐❲✡❑✱④✁❩✶◗➐▼❖◗✡➔✡❯❱③✖◗✡❘①P✄◗❪❫❑✡P✄⑤✪❵ ❘❙P✄❘❙⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❂P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❣➒

✧✾Ø❡à✔à➣Û☎Ý▲Ûê×✡Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î H2
Û➸Ú H3

×➂Ø❡Ü④Ú✵×➂ñ➸ð✻á➥â á✿✹⑩Ý▲Ûê×❽ú⑥❛⑩Ø❡Ü◆é rang(H2) = rang(H3) = 1
ó ø✷á➥â

éêØ❡Ü◆×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü❑Ú❽ú⑩Ý▲Û✵Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û❇❛⑩Ûrù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✸❛⑦Ù❹à➣Ø✙❛✕✤➸Ý▲Û✙øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧★Ûê×✘Ú✞✱⑩î⑩ñ❃✷ P = 1 Û➸Ú✢Ý▲Û✵Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û
❛⑩Û■ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â❆❛⑩Û❹Ý♦á⑦❛⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü➄ý❙✜ ç Ûê×✘Ú R = 1 ❛◆á➥Ü◆×➣Ú➂Ø❡Ù⑩Ú➂Ûê×✟Ý▲Ûê×✟×✘ë➭à☞Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✟ð❷Ø❡Ù⑩â✫éêÛ
ð⑩â➂Û➸à✔ë▲Û➸â❊×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û ó ☎♥á➏éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ❺Ü❑Ù⑩à➣ñ➸â✘ë✶✵④Ù◆Û⑧❛⑦Ù à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û❶ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý❢Ú Ûïâ➂â á➏Ûê×✘Ú
CSV D−PARAFAC = M(1 + 2P + 3R) = 30 ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê×❽ú✻éêÛ❃✵④Ù⑩ë♥éêØ❡â✘â➂Ûê×✘ð❷Ø❡Ü✦❛❫✷☎Ù⑩Ü❹Ú á➥Ù⑦î♣❛⑩Û
â➂ñs❛⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❧❛⑩Û✙éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ TRC = 0.194

ó
☎♥á❶ðPÛ➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛ♦❛⑩Û↔Ý♦á➏à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø✖❛⑩Û♦❛❘í ë⑨❛⑩Û➸Ü④Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲ØåÜ◗ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñêÛ♣Ûê×✘Ú❹ñ➸èåá➥Ý➭Ù◆ñêÛ♣Û➸Ü Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú

Ý✈í ✗✷â✘â➂Û➸Ù⑩â ➘✩Ù✻á☎❛⑦â á➥Ú✘ë✶✵④Ù◆Û ò Ø❅✳④Û➸Ü⑩Ü◆Û✮✡✡Ø❡â✘à✟á➥Ý➭ë▲×➂ñêÛÏ❊●✗❡➘ ò ✡
sortie

◆✫Û➸Ü④Ú✘â➂Û❺Ý♦á➏×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û⑦❛⑦Ù➄×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û
×✘ë➭à✑Ù⑩Ý▲ñ y(n) Û➸Ú✙éêÛ➸Ý➭Ý▲Û❆❛⑦Ù♣à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û✱ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿrõ✢ÿ✄✚❑ÿ✖✧✙✝❳✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á ̂̂y(n) â➂ÛêéêØ❡Ü◆×✘Ú✘â✘Ù⑩ë➭Ú❉✷✱Ý✈í á➥ë⑨❛⑩Û❝❛⑩Ûê×
ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â Û➸×➣Ø❆✹⑩Ú ÛïÜ❑Ù◆×❂✷❊Ý♦á➝éêØ❡Ü❑è❅Û➸â✣✾❅Û➸Ü◆éêÛ❥❛⑩Û✫Ý✈í á➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û❹ÿ✡õ✁☎❛ý ó ✗✷Ý➭Ý▲Û■Ûê×✘Ú✔é❽á➥Ý➭é➸Ù⑩Ý▲ñêÛ■éêØ❡à✔à➣Û
×✘Ù⑩ë➭Ú☞Þ

EQMNsortie(N) =

∑N
n=1

(
y(n) − ̂̂y(n)

)2

∑N
n=1 y

2(n)

❊ ô◆ó æ ö ◆
☎♥á❋✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó ö à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û■Ý▲Ûê×✔èåá➥â✘ë♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❆❛⑩Û EQMNsortie

Û➸Ü✂ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑩❛⑦Ù✂Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û♣❛❘í ë➭Ú➂ñ❇✝
â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙ðPØ❡Ù⑩â✙Ú✘â➂Ø❡ë▲×☞õrý✑■✹×❇❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂× ó ☎✌Û➣×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❫❛❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ➣Ûê×✘Ú✙Ù⑩Ü◆Û➣×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ❝❛⑩Û❉✹◆â✘Ù⑩ë➭Ú❃✹⑩Ý♦á➥Ü◆é



➠✵í ➠✵í✥ê❶ô❡ù❦ñ❦õ❏é❃æ❂é✦ù➝ð❫ë➧ù✩è✘✒➧ñ❦õ❏æ❂é❦è✱ï❡î①ù ý♣ý

RSB = 60dB RSB = 20dB RSB = 5dBû➐❁❚û➐❁❧➾ æ ó û ý♣ý 10−3 � ó æ⑦ßåß 10−3 ã ó ä⑦ß❽æ 10−2✲ ✺✹➴✟Ñ ã ó ý æåû 10−2 û ó �❡äåæ 10−2 ý⑦ó ß ö ß 10−2✷ ✺✹➴✟Ñ ß ó ✂ ô ã 10−2 ã ó ✂ ý � 10−2 æ ó �❡ãåû 10−2

❣❫❪❵❴ ü ô◆ó û ø ➁✐➂❡➃❆➄
sortie

❑✁➔✄❳▲❘✪❲✧◗✡❘②❩✔⑦✁❘✘▼❣❵ ❘②❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❂➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼❏➛➡⑧❏❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩①P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘②➒①❭✩❑✁◗✡■❻P✄❯ ❥➵➛❥❧◆✪■▲❘✪❲✖❳❴❝✦❛❻➟✄❤✐❝✦❘❖❳❻P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✁❳▲❘✘❝❢❝❞◆✘③✖◗✡❘✪❲✛▼❖❘✘❝✦P❃❚ ❘✪❲✁❳▲■▲◆✪❘

✾④á➥Ù◆×➂×✘ë▲Û➸Ü❶❛⑩Û☞Ý▲Ø❡Ü✕✾åÙ◆Û➸Ù⑩â N = 5000 ú❀❛⑩Û☞à➣Ø✦✳❅Û➸Ü⑩Ü◆Û✑Ü④Ù⑩Ý➭Ý▲Û✑Û➸Ú❘❛⑩Û☞èåá➥â✘ë♦á➥Ü◆éêÛ☞Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ ó ☎✌Ûê×✩â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×
❛⑩Ûê×✹×✘ë➭à✑Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍×➂Ø❡Ü❑Ú✹Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü④Ù◆×❍Û➸Ü✱Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü④Ú✹Ý♦á☞à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø✖❛⑩Û❈❛⑩Û ò Ø❡Ü❑Ú➂Û✼✧✹á➥â✘Ý▲Ø✔á❽è④Û➸é✵ãåä☞×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛê×
❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×✸❛⑩Û✄✹⑩â✘Ù⑩ë➭Ú➂×▼✾④á➥Ù◆×➂×✘ë▲Û➸Ü◆×✩á☎❛★❛⑦ë➭Ú✘ë❢ù❇× ó
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û☞✈❢✇ ü ô◆ó ö ø ➁✐➂❣➃❷➄
sortie

❭✵❑✁◗✡■✐❳▲■▲❑✁❯❱❝✐❛❻➟✄❤✐❝❢P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✁❳❴❝

☎✌Ûê×❑✱✘✾åÙ⑩â➂Ûê× ô◆ó �❺à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û➸Ü❑Ú✱Ý▲Ûê×✫èåá➥â✘ë♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❃❛⑩Ûê×✱éêØ❑Û❇◗✟é➸ë➭Û➸Ü❑Ú➂×■Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñê×❥❛⑦Ù★Ü◆Ø❅✳❑á➥Ù★Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û
h1

Û➸Ú✰❛⑩Ûê×✡éêØ❡à✔ð❷Øå× á➥Ü❑Ú➂Ûê×❘❛⑩Û✙Ý♦á✫ý❙✜ ç A Û➸Ú B ú✻Û➸Ü❹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❶❛⑦Ù❊Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û✥❛❘í ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×rð❷Ø❡Ù⑩â✡Ù⑩Ü
RSB = 20dB

ó ø❛Ø❡Ù⑩â❀Ý▲Û✬à❂✽➸à➣Û RSB ú Ý▲Ûê×✢✱✘✾åÙ⑩â➂Ûê× ô◆ó ✂✢à➣Ø❡Ü④Ú✘â ÛïÜ❑Ú❀Ý▲Ûê×❛èåá➥â✘ë♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✻❛⑩Ûê×❛éêØ❑Û❇◗✟é➸ë▲Û➸Ü④Ú➂×
Ûê×✘Ú✘ë➭à➣ñê×❃❛⑩Ûê×✫éêØ❡à✔ð❷Øå× á➥Ü❑Ú➂Ûê×❃❛⑦Ù★à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û↔ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧ C ú D Û➸Ú E ú✬Û➸Ü✽ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❤❛⑦Ù★Ü◆Ø❡à★✹⑩â➂Û
❛❘í ë➭Ú➂ñ➸â á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó

☎✌Û✾Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù ô◆ó û✡éêØ❡Ü④Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú❀Ý▲Ûê×❛èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✻❛⑩Û➛✗❡➘ ò ✡
sortie

ðPØ❡Ù⑩â✻❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×❀èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×❉❛⑩Û RSB Û➸Ú
❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü❑Ú➂Ûê×❁×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛê×❷❛❘í Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛê×✩Þ❡Ù⑩Ü❂■✾â✘Ù⑩ë➭Ú✙■✾Ý♦á➥Ü◆é✁�✵á➥Ù◆×➂×✘ë▲Û➸Ü❋❊●■ ó ■ ó �❃◆ïú❡Ù⑩Ü◆Û❍×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ ô ✝✝ø❷ÿ ò
Û➸Ú✡Ù⑩Ü◆Û✑×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ ö ✝✝ø❷ÿ ò❶ó ✔✩Ü➝Ü◆Ø❡Ú➂Û✔á➥ð⑩â✌✤ê×✡Ý▲Ûêé➸Ú✘Ù⑩â➂Û✾❛⑦Ù➝Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù✮✵④Ù◆Û✙Ý▲Û✑é☞☛◆Ø❡ë❢î❧❛⑩Û☞Ý♦á✟×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ
❛❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✵Ü✌í ë➭Ü❹❸◆Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✙ð✻á❡×▼✹❷Û❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð❊Ý♦á✑ðPÛ➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛ❇❛◆ÛrÝ✈í ë⑨❛⑩Û➸Ü④Ú➂ë ✱❷éêá➥Ú➂ë▲Ø❡Ü❧❛⑦Ù❹à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û ó
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➠✵í ➠✵í✥ê❶ô❡ù❦ñ❦õ❏é❃æ❂é✦ù➝ð❫ë➧ù✩è✘✒➧ñ❦õ❏æ❂é❦è✱ï❡î①ù ß❽ä⑦ß

➾✁❚➚➾✁❚❯❙ ➚✥❬❢❽✧❺✦❼❾❪✰❨❸q✁❨✩❜❀❼♣❨❂❬❦❨❀➀❪❨❸♦❾❵❷❶
☎✌Û❶❛⑩Û➸Ù⑦î⑦ë✶✤➸à➣Û↔×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Û➝×✘ë➭à☞Ù⑩Ý▲ñ↔Ûê×✘Ú✫Ù⑩Ü★à➣Ø✙❛✕✤➸Ý▲Û↔×✘ë➭à✔ð⑩Ý➭ë✲✱✻ñ❶❛❘í Ù⑩Ü é❽á➥Ü✻á➥Ý✵× á➥Ú➂Û➸Ý➭Ý➭ë➭Ú á➥ë➭â➂Û↔Ü◆Ø❡Ü✴✝

Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û❫❊●☎✌ÛêÛ➣Û➸Ú ò á➥Ú✣☛◆Û✏❴✢×✻á ô ä✁â●◆✩â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñ❝❛◆á➥Ü◆×✙Ý♦á✸✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó ý⑦ó ☎✌Û✔é❽á➥Ü✻á➥Ý✠✱◆Ý➭Ú✘â➂Û❝❛❘í á✿✹PØ❡â✽❛❺Ý▲Û
×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❂❛❘í Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛ u(k) áêè④Ûêé✟Ù⑩Ü➭✱◆Ý➭Ú✘â➂Û✫Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✫ð✻á❡×➂×➂Û❇✝❳✹✻á❡×✐❛⑩Ø❡Ü④Ú☎Ý♦á■ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑤❛⑩Û✫Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘Ú☎Ûê×✘Ú
HB(z)

ó ✗✷Ü◆×✘Ù⑩ë➭Ú➂Ûåú❅Ý▲Û✢×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý✻Ûê×✘Ú✠✱◆Ý➭Ú✘â➂ñ✢ð✻á➥â❁Ù⑩Ü❆❛⑦ë▲×✘ðPØå×✘ë➭Ú✘ë❢ù❘Ü◆Ø❡Ü✴✝✈Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✩× á➥Ü◆×❁à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û✸❛⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë✻ð✻á➥â
× á✟é❽á➥â á❡é➸Ú➂ñ➸â✘ë▲×✘Ú✘ë✶✵④Ù◆Û✔Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✦✺➥×➂Ø❡â✘Ú✘ë▲Û A(r) ❛⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲Û✾❛◆á➥Ü◆×rÝ✈í ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü ❊ ô◆ó æ✡�♣◆✩Û➸Úrâ➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂ñêÛ✐❛◆á➥Ü◆×
Ý♦á❑✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó ß❽ä ó ✗✷Ü✴✱◆Ü⑨Ý▲Û➣×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❁ð✻á❡×➂×➂Û❝❛◆á➥Ü◆×✙Ù⑩Ü➏á➥Ù⑩Ú✘â➂Û❉✱◆Ý➭Ú✘â➂Û➣ð✻á❡×➂×➂Û❇✝❳✹✻á❡×✪❛⑩Ø❡Ü❑Ú✙Ý♦á✫ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü♠❛⑩Û
Ú✘â á➥Ü◆×üù❇Û➸â✘ÚrÛê×✘Ú HC(z)

ó
HB(z) Û➸Ú HC(z) ×➂Ø❡Ü❑Ú✰❛⑩Û➸Ù⑦î❀✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê×✡ð✻á❡×➂×➂Û❇✝❳✹✻á❡×✰❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û ô ❛⑩ñ❇✱◆Ü⑩ë▲×❘❛◆á➥Ü◆×

Ý▲Ûê×✢ñ❵✵④Ù✻á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❁❊ ô◆ó æ✄✂↕◆✹Û➸Ú❁❊ ô◆ó æ ý ◆ ó
A(r) = 0.542r3 − 2.13r2 + 2.55r + 0.05 ❊ ô◆ó æ✡�♣◆

HB(z) =
(0.078 + 0.1559z−1 + 0.078z−2)(0.0619 + 0.1238z−1 + 0.0619z−2)

(1 − 1.3209z−1 + 0.6327z−2)(1 − 1.0486z−1 + 0.2961z−2)
③❘Þ❸⑤ ß❁❺❯⑨

HC(z) =
(0.4638 − 0.4942z−1 + 0.4638z−2)(0.183 + 0.1024z−1 + 0.183z−2)

(1 − 1.2556z−1 + 0.6891z−2)(1 − 0.7204z−1 + 0.1888z−2)
③❘Þ❸⑤ ß✂⑧❯⑨
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û☞✈❢✇ ü ô◆ó ý ø ➣❢❭✡❭✡❵ ❯❱▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲❂P✄◗❂❪❫❑✡P✧⑤✪❵ ❘❢➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼❏➛➡⑧✚❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩❣P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘❦➒❡❭✩❑✁◗✡■✣❵✞❚ ❯❱P✄❘✪❲✁❳▲❯ ❨✩▼✪❩✱❳▲❯ ❑✁❲❫P❃❚ ◗✡❲▼✪❩✶❲✛❩✶❵✯❝▲❩✱❳▲❘✪❵ ❵ ❯ ❳❴❩✶❯ ■▲❘❡❲✡❑✁❲✬❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘

☎♥á✫â➂ñ➸ðPØ❡Ü◆×➂Û☎ë➭à✔ð⑩Ù⑩Ý▲×✘ë▲Ø❡Ü⑩Ü◆Û➸Ý➭Ý▲Û❝❛⑩Ûê×✖✱◆Ý➭Ú✘â➂Ûê× HB
Û➸Ú HC

❛⑩Û➸è❑ë▲Û➸Ü❑Ú✵ë➭Ü⑦ù❇ñ➸â✘ë▲Û➸Ù⑩â➂Û❂✷ 10−2 á➥ð⑩â✌✤ê×✙ãåä
ðPØ❡ë➭Ü④Ú➂×✱éêØ❡à✔à➣Û➝Ý▲Û❹à➣Ø❡Ü❑Ú✘â➂Û❊Ý♦á✮✱✘✾åÙ⑩â➂Û ô◆ó ßåß ó ø❀Ø❡Ù⑩â✱éêÛ➸Ý♦á⑦ú✾Ø❡Ü★à➣Ø✖❛✘✤ïÝ➭ë▲×➂Û➝Ý▲Û❊é❽á➥Ü✻á➥Ýrð✻á➥â✫Ù⑩Ü★×✣✳⑦×➸✝
Ú✌✤➸à➣Û❃❛⑩Û ❝ ë▲Û➸Ü◆Û➸â➸✝ ô á➥à✔à➣Û➸â➂×✘Ú➂Û➸ë➭Ü✯é➸Ù✕✹⑩ë✶✵④Ù◆Û✫éåí Ûê×✘Ú❏✷❞❛⑦ë➭â➂Û✫Ù⑩Ü➭✱◆Ý➭Ú✘â➂Û❃❛⑩Û✸✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❧❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û■û❊×✣✳❙✝
à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û✟Û➸Ú✥❛⑩Û✔à➣ñ➸à➣Ø❡ë➭â➂Û M = 39

ó ☎♥á❹éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ➣ð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û❜❛⑩Û➣éêÛ➣à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û✟Ûê×✘Ú☞ñ✏✾④á➥Ý▲Û
✷ CStandard = 11479 ð✻á➥â á➥à❂✤➸Ú✘â➂Ûê× ó ✗✷Ü✫Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✬Ù⑩Ü✫à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û✙ý❙✜ ç ✝✝ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧✙✝❳✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á✑áêè④Ûêé
M = 39 ú P = 1 ú R = 1 Û➸Ú❂❛⑩Ø❡Ü❑Ú✹Ý♦á☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñrð✻á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û✙Ûê×✘Ú CSV D−PARAFAC = 234 ú



ß❽äåã ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë❂➠✵í➝è▲ð❫ë❢î❷é✐è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù✥ð❫ë✥❧❡ï❡õ❏é❦ë❢ê❶ê❶æ

Ø❡Ü❊Ø❆✹⑩Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú✢Ù⑩Ü◆Û✵ë➭à✔ð❷Ø❡â✘Ú á➥Ü❑Ú➂Û✙â➂ñs❛⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❞❛◆ÛrÝ♦á☎éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✙Ü④Ù◆à➣ñïâ➂ë❚✵④Ù✻Û➣Þ
TRC =

CSV D−PARAFAC

CStandard
= 2.04 10−3
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û☞✈❢✇ ü ô◆ó ß❽ä ø ♥✠❩❫▼✪❩✶■❴❩✁▼♠❳▲◆✪■▲❯❱❝✍❳▲❯❱③✖◗✡❘❡❘✪❲✁❳▲■▲◆✪❘❖➛➜❝❞❑✁■❞❳▲❯ ❘❣P✄◗❷P✄❯❱❝❞❭✵❑✖❝❞❯ ❳▲❯ ❥❈❲✡❑✁❲✏➛➡❵ ❯ ❲✡◆✘❩✶❯ ■▲❘
☎♥á❉✱✘✾åÙ◆â➂Û ô◆ó ß❽ã➣à➣Ø❡Ü④Ú✘â➂Û✑Ý▲Ûê×✩èåá➥â✘ë♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❘❛⑩Û★✗❡➘ ò ✡

sortie
Û➸Ü❹ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑦❛⑦Ù❊Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û✥❛❘í ë➭Ú➂ñ➸â á✦✝

Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❍ð❷Ø❡Ù⑩â❍Ú✘â➂Ø❡ë▲×❍õrý✑■✹×❂❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂×✩áêè④Ûêé P = 1 ú R = 1 Û➸Ú M = 39
ó ☎❁í Û➸Ü④Ú✘â➂ñêÛ❇❛⑦Ù■×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣ÛrÛê×✘Ú

Ù⑩Ü◆Û☎×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✾❛⑩Û★✹⑩â✘Ù⑩ë➭Ú✄✹⑩Ý♦á➥Ü◆é❁✾④á➥Ù◆×➂×✘ë▲Û➸Ü❶❛⑩Û✑Ý▲Ø❡Ü✕✾åÙ◆Û➸Ù⑩â N = 10000 ú✶❛⑩Û☞à➣Ø✦✳❅Û➸Ü⑩Ü◆Û✑Ü❑Ù⑩Ý➭Ý➭Û☎Û➸Ú❈❛⑩Û
èåá➥â✘ë♦á➥Ü◆éêÛ☎Ý✈í Ù⑩Ü⑩ë➭Ú➂ñ ó ☎♥Û➸×râ➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×❈❛⑩Ûê×✵×✘ë➭à☞Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✙×➂Ø❡Ü④Ú✵Ø❆✹⑩Ú➂Û➸Ü④Ù◆×✵Û➸Ü↔Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑ÚrÝ♦á✟à➣ñ➸Ú✣☛◆Ø✖❛⑩Û✐❛⑩Û
ò Ø❡Ü❑Ú➂Û❁✧✹á➥â✘Ý▲Ø✟áêè④Ûêé✙ãåä✔×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛê×✲❛⑦ë✲❄❘ñ➸â➂Û➸Ü④Ú➂Ûê×✸❛⑩Û✼✹⑩â✘Ù⑩ë➭Ú➂×▼✾④á➥Ù◆×➂×✘ë▲Û➸Ü◆×✩á☎❛★❛⑦ë➭Ú✘ë❢ù❇× ó

☎✌Û✬Ú á✿✹⑩Ý▲Û❽á➥Ù ô◆ó ô éêØ❡Ü④Ú✘ë▲Û➸Ü❑Ú❀Ý▲Ûê×♥èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×❉❛⑩Û EQMNsortie
Û➸Ü☞ù❇Ø❡Ü◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü✾❛⑦Ù✑Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û❣❛⑩Û❁ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×

P ❛⑩Û❀Ý♦á❂❛⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü✑øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧➝Û➸Ú❽❛⑦Ù✵Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Û❷❛⑩Û❀ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂× R ❛⑩Û✷Ý♦á✢ý❙✜ ç ð❷Ø❡Ù⑩â✌Ù⑩Ü✙â á➥ð⑩ð❷Ø❡â✘Ú
×✘ë❚✾åÜ✻á➥Ý❘×✘Ù⑩â➛✹⑩â✘Ù⑩ë➭Ú RSB = 20 dB

ó ☎✌Ûê×✾èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×☞❛⑩Û EQMNsortie
❛⑩ñêé➸â➂Ø❡ë▲Û➸Ü④Ú❍Ý▲ñ✏✾↕✤➸â➂Û➸à➣Û➸Ü④Ú▼✵④Ù✻á➥Ü✦❛

Ø❡Ü↔á➥Ù✕✾åà➣Û➸Ü❑Ú➂Û☞Ý▲Ûê×✢èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✸❛⑩Û R Û➸Ú P ú✦❛❘í Ø✧➥❊Ý✈í ë➭Ü❑Ú➂ñ➸â✌✽➸Ú✰❛⑩Û☞é☞☛◆Ø❡ë▲×✘ë➭â✰❛⑩Ûê×✢ð❷Û➸Ú✘ë➭Ú➂Ûê×✩èåá➥Ý▲Û➸Ù⑩â➂×✩ð❷Ø❡Ù⑩â P
Û➸Ú R á✦✱◆Ü❞❛⑩Ûrâ➂ñs❛⑦Ù⑩ë➭â➂Û✵Ý♦á✔éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✵Ü❑Ù⑩à➣ñ➸â✘ë✶✵④Ù◆Û❇❛⑦Ù❹à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Û ó

ÿ✛ð✻á➥â✘Ú✘ë➭â❞❛⑩Û↔éêÛê×■â➂ñê×✘Ù⑩Ý➭Ú á➥Ú➂×♣❛⑩Û❺×✘ë➭à✑Ù⑩Ý♦á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❽ú❍Ø❡Ü ðPÛ➸Ù⑩Ú❹éêØ❡Ü◆é➸Ý➭Ù⑩â➂Û➺✵④Ù◆Û↔Ý✈í á➥ð⑩ð⑩â➂Ø④é☞☛◆Û⑧❛⑩Û↔Ý♦á
❛⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü■ý❙✜ ç ✝✝øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧⑨ðPÛ➸â✘à➣Û➸Ú❫❛⑩Û❍à➣Ø✖❛⑩ñ➸Ý➭ë▲×➂Û➸â❣❛⑩Ûê×❁×✣✳⑦×✘Ú✌✤➸à➣Ûê×❷❛⑩Û✞✜✬Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❈❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û✩û
á❽è❅Ûêé❈❛⑩Ûê×✞✟❛á➥Ù⑦î❥❛⑩Ûrõ✩ñs❛⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü❞❛⑩Û❃✧✾Ø❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✸❊●✟❍õ▼✧✞◆✬ë➭Ü④Ú➂ñ➸â➂Ûê×➂× á➥Ü❑Ú➂× ó ✧✾Û➸Ú✘Ú➂Û✙á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û✵Ü◆Ø❡Ù◆×✢á
ðPÛ➸â✘à✔ë▲×☞❛⑩Û✩â➂Û➸ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü④Ú➂Û➸â✹Ù⑩Ü✱é❽á➥Ü✻á➥ÝP× á➥Ú➂Û➸Ý➭Ý➭ë➭Ú á➥ë➭â➂Û✡Ü◆Ø❡Ü✫Ý➭ë➭Ü◆ñ❽á➥ë➭â➂Û✵áêè④Ûêé✸❛⑩Ûê×✹Û➸â✘â➂Û➸Ù⑩â➂×☞❛⑩Û✢à➣Ø✙❛⑩ñ➸Ý➭ë▲× á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü
â➂Û➸Ý♦á➥Ú✘ë➭è④Û➸à➣Û➸Ü④Ú✵ð❷Û➸Ú✘ë➭Ú➂Ûê×✡ðPØ❡Ù⑩â✡Ù⑩Ü◆Û☞â➂ñs❛⑦Ù◆é➸Ú✘ë▲Ø❡Ü⑦❛⑩Û✑éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✑Ú✘â✌✤ê×✩ë➭à✔ðPØ❡â✘Ú á➥Ü❑Ú➂Û ó ☎✌Û✑é☞☛◆Ø❡ë❢î❞❛◆Û✙Ý♦á
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û☞✈❢✇ ü ô◆ó ßåß ø ♥✯❘✘❝✦■▲◆✪❭✩❑✁❲✛❝❞❘✘❝❦❯ ❪❫❭✡◗✡❵❱❝❞❯ ❑✁❲✡❲✡❘✪❵ ❵ ❘✘❝✦P✄❘✘❝✐❨✛❵ ❳▲■▲❘✘❝
HB

❘❖❳
HC

✷✰❾❈❿ ✷✰❾✰❳ ✷✰❾✰q ✷✰❾✲➀ ✷✰❾✰➁ ✷✰❾✰➂
✳❫❾❈❿ Þ❸⑤ à⑦Ü⑦⑧ 10−2 ÜÝ⑤ Þ⑦Þ➃❺ 10−2 ④■⑤ Ü✂Þs➄ 10−2 ④■⑤ ⑥❇⑩❯④ 10−2 ⑥⑦⑤ ⑧➃➄✟Þ 10−2 ⑥⑦⑤ ❺✂Þ■④ 10−2✳❫❾✰❳ Þ❸⑤ à⑦Ü✢❺ 10−2 ÜÝ⑤ ④✂⑩❯④ 10−2 ⑥⑦⑤ ⑧✂Þs➄ 10−2 ⑥⑦⑤ ❺➃➄■⑥ 10−2 ⑥⑦⑤ ➄✢➄✂⑧ 10−2 ⑥⑦⑤ à✢❺Ý⑥ 10−2✳❫❾✰q Þ❸⑤ Ü⑦ÜÝ⑥ 10−2 ÜÝ⑤ ⑥❇⑧⑦⑧ 10−2 ⑥⑦⑤ ❺⑦⑧⑦Ü 10−2 ⑥⑦⑤ ❺✂Þ❯Ü 10−2 ⑥⑦⑤ ➄■⑥❇⑧ 10−2 ⑥⑦⑤ à⑦Ü✢❺ 10−2✳❫❾✲➀ Þ❸⑤ ④✂⑧✂Þ 10−2 ÜÝ⑤ ⑥✟④✟Þ 10−2 ⑥⑦⑤ ❺⑦à❯ß 10−2 ⑥⑦⑤ ➄✂⑧✢❺ 10−2 ⑥⑦⑤ à✢❺Ý⑥ 10−2 ⑥⑦⑤ ß✂⑧⑦⑩ 10−2✳❫❾✰➁ Þ❸⑤ ④✟Þ❯Ü 10−2 ÜÝ⑤ ⑩➃➄✂⑧ 10−2 ⑥⑦⑤ ❺⑦⑩❯④ 10−2 ⑥⑦⑤ ➄✢➄■⑥ 10−2 ⑥⑦⑤ à❯ß✂Ü 10−2 ⑥⑦⑤ ß✟Þ■ß 10−2✳❫❾✰➂ Þ❸⑤ ④⑦④❁❺ 10−2 ÜÝ⑤ ⑩✂Þ■ß 10−2 ⑥⑦⑤ ➄⑦ß✟Þ 10−2 ⑥⑦⑤ ➄⑦④⑦④ 10−2 ⑥⑦⑤ à⑦⑩❯ß 10−2 ⑥⑦⑤ ß■⑥⑦⑥ 10−2

❣❫❪❵❴ ü ô◆ó ô ø ➁✐➂❡➃❆➄
sortie

❑✁➔✄❳▲❘✪❲✧◗✡❘②❩✔⑦✁❘✘▼❣❵ ❘②❪❫❑✄P✄⑤✪❵ ❘❂➟✧⑧ ✉ ➛➡●❃➣❻❛❢➣❻➀✄➣❢❼❏➛➡⑧❏❑✁❵ ❳▲❘✪■▲■❴❩①P❃❚ ❑✁■❴P✄■▲❘②➒①❭✩❑✁◗✡■❻P✄❯ ❥➵➛❥❧◆✪■▲❘✪❲✖❳▲❘✘❝✐⑦✶❩✶❵ ❘✪◗✡■❴❝✐P✄❘
R
❘❖❳
P

×➂ñ❵✵④Ù◆Û➸Ü◆éêÛ❣❛❘í Û➸Ü❑Ú✘â➂ñêÛ✬Ü✌í ë➭Ü❹❸◆Ù◆Û➸Ü◆éêÛ✾ð✻á❡×❈✹❷Û❽á➥Ù◆éêØ❡Ù⑩ð☎Ý♦á✢ð❷Û➸âüù❇Ø❡â✘à✟á➥Ü◆éêÛ☞❛⑩Û✬Ý✈í ë✝❛◆ÛïÜ❑Ú✘ë✲✱✻é❽á➥Ú✘ë▲Ø❡Ü❝❛⑦Ù✑à➣Ø✖❛✕✤➸Ý▲Ûåú
❛⑩Û✵à❂✽➸à➣Û❃✵④Ù◆Û✵Ý▲Û✵é☞☛◆Ø❡ë❢î♣❛⑩Ûê×❍Ü◆Ø❡à❁✹⑩â➂Ûê× P Û➸Ú R ❛⑩Ûê×✹ù✈á❡é➸Ú➂Û➸Ù⑩â➂×✸❛⑩Ûê×✲❛⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×✡ø❷ÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✖✧
Û➸Úrý❙✜ ç☎ó
↔➏Ö✘❤ ✢ Ý✲③ ✂ à✡✎ ①❀② Ý✲③

ç á➥Ü◆×✹éêÛ✡é☞☛✻á➥ð⑩ë➭Ú✘â➂Ûåú⑦Ø❡Ü■á✙ð⑩â➂ñê×➂Û➸Ü❑Ú➂ñ✡Ù⑩Ü◆Û✩Ü◆Ø❡Ù⑩è④ÛïÝ➭Ý▲Û✵á➥ð⑩ð⑩â➂Ø❑é✌☛◆Û✡ðPØ❡Ù⑩â✾â Ûïð◆â➂ñê×➂ÛïÜ❑Ú➂Û➸â❍Û➸Ú✾ë⑨❛⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻Û➸â
❛⑩Ûê×❘à➣Ø✙❛✕✤➸Ý▲Ûê×❽❛⑩Û✠✜❁Ø❡Ý➭Ú➂Û➸â✘â á❂❛❘í Ø❡â✽❛⑦â➂Û K Û➸Ü✵Ù⑩Ú✘ë➭Ý➭ë▲× á➥Ü❑Ú✌Ý▲Ûê×➅❛⑩ñêéêØ❡à✔ðPØå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆×❀ý❙✜ ç Û➸Ú✌øPÿ✡õ✩ÿ✖✚⑦ÿ✁✧ ó ✧✾Û
✵④Ù⑩ëPÜ◆Ø❡Ù◆×❍á☞ð❷Û➸â✘à✔ë▲×❂❛⑩Û✡â➂ñs❛⑦Ù⑩ë➭â➂Û✵éêØ❡Ü◆×✘ë⑨❛⑩ñ➸â á✿✹⑩Ý▲Û➸à➣Û➸Ü❑Ú❍Ý♦á✑éêØ❡à✔ð⑩Ý▲Ûïî⑦ë➭Ú➂ñ✡ð❷á➥â á➥à➣ñ➸Ú✘â✘ë✶✵④Ù◆Û❈❛⑩Ûê×✾Ü◆Ø✦✳④á➥Ù⑦î❘ú
×✘ðPñêé➸ë♦á➥Ý▲Û➸à➣Û➸Ü④Ú❱✵④Ù✻á➥Ü✦❛➣ë➭Ý▲×✬×➂Ø❡Ü❑Ú✾×➂ñ➸ð✻á➥â á✿✹⑩Ý▲Ûê× ó ✂✩Ü➣Ü◆Ø❡Ù⑩è④Û➸ÝPá➥Ý❚✾❅Ø❡â✘ë➭Ú✣☛⑩à➣Û✡ÿ✡õ✁☎❛ý✔á✙ñ➸Ú➂ñ❍ð⑩â➂Ø❡ðPØå×➂ñ✢ðPØ❡Ù⑩â
ë⑨❛⑩Û➸Ü❑Ú✘ë✲✱✻Û➸â✸❛⑩Û✵Ú➂Û➸Ý➭Ý▲Ûê×✸❛⑩ñêéêØ❡à✔ð❷Øå×✘ë➭Ú✘ë▲Ø❡Ü◆× ó
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û☞✈❢✇ ü ô◆ó ß❽ã ø ➁✐➂❡➃❆➄
sortie

❭✵❑✁◗✡■❦❳▲■▲❑✁❯❱❝✦❛❻➟✄❤✐❝❢P✄❯ ➤✵◆✪■▲❘✪❲✁❳❴❝



➴➬➷➱➮❽✃➱❐✩❒➏❮✬❰➇➆

Ð❀ÕÖÔÔ➽ ×➭Ù❦❉ Ñ✃❩Ø×➭Ù✐➼➾➽ ❬➫➼ ÑÓ✭✰✫❋×➺Ô ÕÖÔ✬✫ ✫❋❪ ✫❋×➺Ú✬✯ Ô✬✫

❤①Ö✪Õ ✽ ③❶Û Ø Ý✫✾✍✎ ✂ Û ② Ý✲③
➈➅➉s➊✸➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉s➊ ❛⑥➐ ➑⑨❛ ➉➃➒✙➓ ➑✲✱❀➎ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ✷ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌▼✹→➍☎➌ ➒✦➣s➉❘➒✦➉✰↔ ➍ ➒✙➓ ð ➋☎➊ ❛⑥➐ ➏✑✳❑ð✶➍ ➓ ➏✦↕ ➊✽➉s➊✲➊■➓❁➋●➓ ➑ ➊■➓ ➑✶✵ ➔✦➉s➊

➊■➔ ➌✸➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌✼✷❝➙✴➐ ➉ î★➎ ➉ ð ➓ ➑⑨➍ ➒ ✵ ➔✦➉ ➎ ➉ ➙✝➙ ➉✢➛ ➎➃➑ ➊ ➍☎➑ ➓ ✹→➍☎➌ ➒✦➣s➉✥➉➃➓ ❛ ➉ ✹→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ➎s➍ ➒★➒✖➔✦➉s➊✼➜✶➈ ➐ ➑⑨❛ ➉➃➒✙➓ ➑✲✱❀➎ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒
➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉ ✷⑧❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➌ ➔★➒✦➉ ➌ ➣ ✾✧➑⑨➍ ➒ ❛ ➋●➒✦➊ ➙✴➐ ➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ❛ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊♣➋ ð⑩ð ➉ ➙ ➣s➉ ❛✦➍☎➝ ➋ ➑ ➒❀➉ ❊➞➍ ➔
➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉✚➠ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒ ➎ ➉ ➎s➍☎➝✔ð ➋●➓ ➑✝➟★➙ ➉♣➋s➡✖➉ ➎❝➙ ➉s➊ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✼➢ ➙ ➋♣➊■➓ ➌ ➔ ➎ ➓■➔ ➌ ➉ ❛ ➔ ➝❝➍✖❛★↕➃➙ ➉❃➉➃➓ ➙ ➉s➊
➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➜❵➈ ➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉❜➉ î ➋ ➎ ➓✥➉s➊■➓❇➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤✖↕s❛❹➌ ➉ ➎s➍ ➒✖➡✖➉ î ➉❞➥ ➍ ➔⑧➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❆➊ ➐ ➑✝➙ ➉s➊■➓
➟→➍☎➌ ➒✦➣✚➠✢➜❉➈❽➋ ➝✐➑ ➊✽➉❃➦ ó✞➍ ➔ ➌✥❛ ➉ ➎ ➉➃➓✐➉✢➒❀➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉❥➋♣➣➃➓✽➣❃➉✢➧⑥➉ ➎ ➓■➔✦➣s➉ ð ➋ ➌ ➥→❝♠➋ ➙ ➓✽➉ ➌ ➉➃➓✾➈❽➋ ➏ ➋●➒ ➑ ➉ ➌❄á ö♣ý â✛➦
➨ ➍ ➉➃➓✰➩ ➍☎➌ ➓ ➍ ➒ á ➫✧➭✁â ➠✢➜❀➯✻➒ ➌ ➋ ➑ ➊ ➍ ➒ ❛ ➉✪➊❁➋ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣✧➢ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉✪➉ î ➋ ➎ ➓✰➉s➊■➓✰➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➣ ð ➋ ➌✸❛ ➉s➊
➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒✦➊ ❛ ➉❈↔ ➍☎➌■➝ ➉s➊ ð★➙ ➔✦➊✰➊ ➑✝➝✔ð★➙ ➉s➊✸➓✽➉ ➙✝➙ ➉s➊✰➳✖➔✦➉ ➙✴➐ ➉ ➙✝➙✝➑➭ð ➊ ➍❀✃✴❛ ➉❥➥➞➵ ➍ ➲✔➉ ➙ ➉➃➓✰➸✸➔❀➋●➒★➲ á ➭✧➺✁â ➠✢➢ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉
➥➞➨❧➉s➊✽➊❁➋ ➍ ➔ ❛ ➉➃➓✾➵❀➋✼➡ ➑ ➉ ➌➐á ➫✧➻✁â ➠✢➢ ➙ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➙✝➙⑨↕➃➙⑨➍ ➓ ➍❡ð ➉⑦➥❢➼ ➑⑨➎➃➑ ➒ ➍ ➉➃➓✐➽→➋ ð⑩ð ➋ á ö ➫✁â ➠ ➍ ➔ ❛ ➉s➊ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉s➊✾➦
➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➙✝➑✠➝✐➑ ➓✽➣s➉❧➥➞➾ ➌✽➍☎➝ ➋●➒♦➉➃➓✥➚ ➏ ➉➃➒✦➊❁➋ á �✶â ➢⑥➈❽➋ ➏ ➋●➒ ➑ ➉ ➌ ➉➃➓❈➪♠➋ ➙ ➓❁➉ ➌✻á ➺ ý â ➢⑥➼❷➉ ➌ ➉s➊❇➉➃➓✪➋ ➙❶á ö✿ô â ➉➃➓
➨❶➋ ➌ ➋ ➍ ➔ ➑ ➉➃➓✸➨❧➉s➊✽➊❁➋ ➍ ➔ ❛ á ô❙ö â ➠✢➜
➶❈➋●➒✦➊ ➎ ➉ ➎❁➏ ➋ ð★➑ ➓ ➌ ➉ ➍ ➒ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➉✪➳✖➔✦➉ ➙ ➳✖➔✦➉s➊✲➔★➒✦➉s➊ ❛ ➉s➊ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✖❛ ➉➃➊ ❛⑥➐ ➑⑨❛ ➉➃➒✖➓ ➑✠➹❀➎ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊❈➦✐➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌

➟→➍☎➌ ➒✦➣s➉❃➥➘➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉✧➢→➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉✾➉➃➓❘➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉✾➦ ➎s➍☎➝ ➛
ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉✚➠✢➜✔➯✻➒✦➊■➔ ➑ ➓✽➉✧➢ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➋ ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉❂➊ ➑✝➝ ➔ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊❷➉➃➓ ð→➍ ➔ ➌ ↔✴➋ ➑✝➌ ➉ ➙ ➉ ➙✝➑ ➉➃➒❆➋s➡✖➉ ➎❣➙ ➉ ❛ ➉➃➔ î❹➑⑨↕➃➝ ➉
➎❁➏ ➋ ð★➑ ➓ ➌ ➉✧➢ ➍ ➒ ➝❝➍✖❛ ➣ ➙✝➑ ➊✽➉ ❛ ➉s➊✲➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉s➊ ➙✝➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉s➊❘➦ ➙✴➐ ➋ ➑⑨❛ ➉ ❛ ➉ ➝❝➍✙❛★↕➃➙ ➉s➊ ❛ ➉❇➈❽➋●➲✧➔✦➉ ➌■➌ ➉✧➢ ❛ ➉❇➴❇➋●➔★➓■➷
➉➃➓ ❛ ➉s➊ ➝❝➍✖❛★↕➃➙ ➉s➊ ➑ ➊✽➊■➔✦➊ ❛ ➉ ➙ ➋❃➾✲➬❈➮✭➳✖➔ ➐ ➍ ➒ ➑⑨❛ ➉➃➒✙➓ ➑✠➹ ➉ ð ➋ ➌❇➙ ➋❥➊■➔ ➑ ➓✽➉❝➉➃➒⑧➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊❁➋●➒✖➓ ➙ ➉s➊✪➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉s➊
➦❃➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌❈➟→➍☎➌ ➒✦➣s➉✧➜❽➬✸➒⑦➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊✽➉✐➉➃➒ ➹ ➒ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➋ ❛ ➉ ➌ ➒ ➑⑨↕➃➌ ➉ ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉ ❛ ➉s➊❇➊ ➑✝➝ ➔ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ➎ ➉s➊ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✖❛ ➉s➊
❛⑥➐ ➑⑨❛ ➉➃➒✙➓ ➑✠➹❀➎ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ➎ ➋☎➊✪➒ ➍ ➒❹➛ ➙✝➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉❃➋ ➹ ➒ ❛⑥➐ ➉s➊■➓ ➑✝➝ ➉ ➌✪➙✴➐ ➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ❛⑥➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔ ❛ ➉ ❛ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋✚➛
➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ❛ ➉ ➝❝➍✖❛★↕➃➙ ➉s➊ ❛ ➉❈➼ ➍☎➙ ➓✽➉ ➌■➌ ➋❝➦ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➌ ➣ ❛ ➔ ➑ ➓✽➉✧➜

➱ ➻✧➫



➱ ➻ ö ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➙❦✩í➝è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ê➏ï✔✓✬ñ✦ù✚é❦ë⑨ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù

❤①Ö▲ý ✃ Ù Û ☎ Ý✫✾✏Ú ① ✾❹❷ ② ✾✏Ú✻③❂Û ② ☛ ✂ Ü❣Û ② Ý✲③ â➾Ú Ø❈Ø Ús✎ Ø ✆➐Ý Ø ③ Ù Ú
❞✥❚❯❙✥❚✜❱ ➥❍➹❾➹❾❞■❺s❽❁➔✁❬➤➸ ❲❆❲❹➻ ➽ ➸ ❼❷❐s❼✁❺❀❒ ❼➟❲❆♦s❜ ❲❊❺✦♦❾❼❾❪✁❬❢❪ä➻✣❞■❞■❺✬❞ ➶
➬✸➒ ➎s➍ ➒✦➊ ➑⑨❛★↕➃➌ ➉ ➙✴➐ ➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒❶➋●➔ î❥❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒ ➎ ➉s➊✸➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓✽➉✐❮

y(k) = −
na∑

i=1

aiy(k − i) +

nb∑

i=0

biu(k − d− i) + e(k)
➥ ➫ ➜ ➱ ➠

➍✧➥ y(k) ➉➃➓ u(k) ➊ ➍ ➒✖➓ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ➙ ➋❆➊ ➍☎➌ ➓ ➑ ➉✥➉➃➓ ➙✴➐ ➉➃➒✙➓ ➌ ➣s➉ ❛ ➔❶➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉✾➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✖➓ k ➢ e(k)
➉s➊■➓ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌☞❛ ➉ ➝❝➍✙❛ ➣ ➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒❃➊■➔ ð⑩ð→➍ ➊✽➣s➉✸❰➃➓ ➌ ➉ ➟✶➍☎➌ ➒✦➣s➉✧➜ ai ; i = 1, . . . , na

➉➃➓
bj ; j = 0, . . . , nb

➊ ➍ ➒✙➓ ➙ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ❛ ➔ ð★➌✽➍✖➎ ➉s➊✽➊■➔✦➊✲➉➃➓ d ➙ ➉ ➌ ➉➃➓❁➋ ➌✽❛ ➜
➈ ➐ ➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒♠➥ ➫ ➜ ➱ ➠ ð ➉➃➔★➓✸❰➃➓ ➌ ➉ ➌ ➣s➣ ➎➃➌■➑ ➓✽➉✪➊ ➍ ➔✦➊ ➙ ➋✪↔ ➍☎➌■➝ ➉❇➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✖➓✽➉❝❮

y(k) = φT
k θ + e(k)

➥ ➫ ➜ ➭ ➠

➍✧➥ φk
➉s➊■➓ ➙ ➉❈➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✸❛ ➉ ➌ ➣➃➲ ➌ ➉s➊✽➊ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑♥ð ➋ ➌ ❮

φk =
[
−y(k − 1) · · · −y(k − na) u(k − d) · · · u(k − d− nb)

]T ➥ ➫ ➜ ➺ ➠

➉➃➓
θ
➉s➊■➓ ➙ ➉❈➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✸❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊✸➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓❇❮

θ =
[
a1 · · · ana b0 · · · bnb

]T ➥ ➫ ➜ ô✙➠
➈ ➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ e(k) ➉s➊■➓ ➟✶➍☎➌ ➒✦➣s➉ ➎s➍☎➝✐➝ ➉✪➊■➔ ➑ ➓❇❮

emin
k ≤ e(k) ≤ emax

k

➥ ➫ ➜ ➫ ➠

➍✧➥ emin
k

➉➃➓
emax
k

➊ ➍ ➒✖➓ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✖➉ ➝ ➉➃➒✖➓ ➙ ➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ➑ ➒❹↔➘➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉❈➉➃➓☞➊■➔ ð ➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ e(k) ➜
Ï ð ➋ ➌ ➓ ➑✝➌✰❛ ➉s➊✲➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✥➥ ➫ ➜ ➭ ➠❣➉➃➓✥➥ ➫ ➜ ➫ ➠✢➢ ➍ ➒ ð ➉➃➔★➓✸➣ ➎➃➌■➑✝➌ ➉❝❮

y(k) − emax
k ≤ φT

k θ ≤ y(k) − emin
k

➥ ➫ ➜ ö✔➠
Ð ➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ð ➉➃➔★➡✖➉➃➒✖➓✪❰➃➓ ➌ ➉ ➌ ➉➃➒ ❛ ➔❀➉➃➊✪➊ ➤✙➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉s➊❇➉➃➒♦➉✢➧⑥➉ ➎ ➓✽➔❀➋●➒✖➓ ➙ ➉ ➎❁➏ ➋●➒★➲✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ❛ ➉✐➡✧➋ ➌■➑ ➋ ➟★➙ ➉
➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓❇❮

y(k) = y(s)(k) +
emax
k + emin

k

2

➥ ➫ ➜ � ➠
➈ ➐ ➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒④➥ ➫ ➜ ö✔➠ ❛ ➉➃➡ ➑ ➉➃➒✙➓✪❮

y(s)(k) − δk ≤ φT
k θ ≤ y(s)(k) + δk

➥ ➫ ➜ ✂ ➠



❦✩í ✑❃í❆✒✾ô❂é❦å❷ï❡ð❫ë❡ù✥ð❤❇ è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î✴❅ ë❢ê❶ê❶ë⑩ñ❦ê➞✓⑩ï❡ê❶î❂ô❢ë ➱ ➻✡�

➍ ➔❞➉➃➒ ➎s➍☎➌ ➉❝❮
∣∣∣y(s)(k) − φT

k θ
∣∣∣ ≤ δk

➥ ➫ ➜ ý✔➠
➋✼➡✔➉ ➎

δk =
emax
k − emin

k

2

➥ ➫ ➜ ➱ ➻ ➠

Ð ➉➃➓■➓✽➉ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓✸➦ ➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✖➓ ❛ ➉➃➔ î❜➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ Hk1

➉➃➓
Hk2

➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➲ ➍ ➒❀➋●➔ î ➋●➔
➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ φk

➙✝➑✝➝✐➑ ➓❁➋●➒✖➓ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊✼➜ Ð ➉s➊ ❛ ➉➃➔ î❝➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ➌ ➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➋
➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ➱ ➢✦➊ ➍ ➒✙➓ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➊ ð ➋ ➌ ❮

Hk1 =
{
θ / φT

k θ = y(k) − emin
k

}
=
{
θ / φT

k θ = y(s)(k) + δk

} ➥ ➫ ➜ ➱✧➱ ➠

Hk2 =
{
θ / φT

k θ = y(k) − emax
k

}
=
{
θ / φT

k θ = y(s)(k) − δk

} ➥ ➫ ➜ ➱ ➭ ➠

k
φ

Ñθ

Òθ

ÓÔH ÕÖH
0

d ×

û☞✈❢✇ ü ➫ ➜ ➱ ø ➈➅➉s➊ ❛ ➉➃➔ î❥➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ Hk1

➉➃➓
Hk2

➈❽➋ ❛❹➑ ➊■➓❁➋●➒ ➎ ➉❇➉➃➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➉s➊ ❛ ➉➃➔ î❃➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ Hk1

➉➃➓
Hk2

➉s➊■➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ð ➋ ➌ ❮

dk =
2δk
‖φk‖

➥ ➫ ➜ ➱ ➺ ➠

➍✧➥ ‖φk‖
➉s➊■➓ ➙ ➋✥➒ ➍☎➌■➝ ➉❇➉➃➔ ➎➃➙✝➑⑨❛❹➑ ➉➃➒★➒✦➉ ❛ ➔❥➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ φk

➜

Ð ➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj
(j = 1, 2)

➢✼➉➃➒★➲✔➉➃➒ ❛❹➌ ➉✻➔★➒ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉❉↔➘➉ ➌■➝ ➣✻➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔ H−
kj

; (j = 1, 2)



➱ ➻✄✂ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➙❦✩í➝è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ê➏ï✔✓✬ñ✦ù✚é❦ë⑨ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù

➉➃➓✲➔★➒ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉❈↔➘➉ ➌■➝ ➣ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ H+
kj

; (j = 1, 2)
➓✽➉ ➙ ➊✲➳✖➔✦➉✐❮

H+
k1

=
{
θ / φT

k θ ≤ y(k) − emin
k

}
=
{
θ / φT

k θ ≤ y(s)(k) + δk

} ➥ ➫ ➜ ➱ ô✙➠
H−

k1
=

{
θ / φT

k θ ≥ y(k) − emin
k

}
=
{
θ / φT

k θ ≥ y(s)(k) + δk

} ➥ ➫ ➜ ➱ ➫ ➠

H+
k2

=
{
θ / φT

k θ ≥ y(k) − emax
k

}
=
{
θ / φT

k θ ≥ y(s)(k) − δk

} ➥ ➫ ➜ ➱ ö✔➠
H−

k2
=

{
θ / φT

k θ ≤ y(k) − emax
k

}
=
{
θ / φT

k θ ≤ y(s)(k) − δk

} ➥ ➫ ➜ ➱ � ➠

➈➅➉❈➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✸❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ θ ➊❁➋●➓ ➑ ➊✞↔✴➋ ➑ ➊❁➋●➒✙➓ ➙ ➉s➊ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉s➊✥➥ ➫ ➜ ö✔➠✲➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒✖➓❘➋●➔ ❛★➍☎➝ ➋ ➑ ➒✦➉
❛ ➣ ➹ ➒ ➑✷ð ➋ ➌✰➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊❘↔➘➉ ➌■➝ ➣s➊ H+

k1

➉➃➓
H+

k2

➉➃➒★➲✔➉➃➒ ❛❹➌ ➣s➊ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✖➉ ➝ ➉➃➒✙➓
ð ➋ ➌✲➙ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ Hk1

➉✢➓
Hk2

➜❀➚ ➍☎➑ ➓✪❮

H+
k = H+

k1
∩H+

k2

➥ ➫ ➜ ➱ ✂ ➠

➈ ➐ ➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉♦Ø✰➾☞➾☞➯ ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉ ❛★➍ ➒ ➎ ➦ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➌ ➦ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔❀➉ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓ k ➢ ➙ ➉ ð★➙ ➔✦➊ ð ➉➃➓ ➑ ➓
➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉ ❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊❣➚

k ∈ R
n ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓❁➋●➒✖➓❫➋✼➡✔➉ ➎❣➙ ➉s➊ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✼➢ ➙ ➋ ➎s➍ ➒★➒❀➋ ➑ ➊✽➊❁➋●➒ ➎ ➉✲➋ ð★➌■➑⑨➍☎➌■➑✦❛ ➔

➝❝➍✙❛★↕➃➙ ➉✥➉➃➓ ➙ ➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➜✶➈ ➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✖➔Ù➥➘➋ ð⑩ð ➉ ➙ ➣✾➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒ ➎ ➉✚➠
❛★➍☎➑ ➓✸➊❁➋●➓ ➑ ➊✞↔✴➋ ➑✝➌ ➉ ➙ ➉➃➊ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉s➊✰➋☎➊✽➊ ➍✙➎➃➑ ➣s➉s➊✸➦✥➓ ➍ ➔★➓✽➉s➊ ➙ ➉s➊ ➍☎➟ ➊✽➉ ➌ ➡✧➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✼➜

Sk =
k⋂

t=1

H+
t1
∩H+

t2

➥ ➫ ➜ ➱ ý✔➠
➍✧➥ k ➉s➊■➓ ➙ ➉❈➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛⑥➐ ➍☎➟ ➊✽➉ ➌ ➡✧➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✼➜✶➬✸➒ ➍☎➟ ➓ ➑ ➉➃➒✖➓❘➋ ➙⑨➍☎➌ ➊❇❮

Sk =
{
θ / y(t) − emax

t ≤ φT
t θ ≤ y(t) − emin

t ; t = 1, . . . , k
} ➥ ➫ ➜ ➭✧➻ ➠

Sk
ð ➉➃➔★➓✸❰➃➓ ➌ ➉❇➡ ➑⑨❛ ➉❇➊ ➑⑥➙ ➉s➊ ➟✶➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➊ ➍ ➒✙➓ ➝ ➋ ➙❽➎✽➏✦➍☎➑ ➊ ➑ ➉s➊✼➢ ➙ ➋✐➊■➓ ➌ ➔ ➎ ➓■➔ ➌ ➉ ❛ ➔ ➝❝➍✙❛★↕➃➙ ➉✪➉s➊■➓

➝ ➋ ➙✶❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➉ ➍ ➔ ➙ ➉ ❛★➍☎➝ ➋ ➑ ➒✦➉ ➑ ➒ ➑ ➓ ➑ ➋ ➙ ➉s➊■➓ ➝ ➋ ➙❀➎❁➏✦➍☎➑ ➊ ➑ ➜✔➶❈➋●➒✦➊ ➙ ➉ ➎ ➋☎➊ ➎s➍ ➒✙➓ ➌ ➋ ➑✝➌ ➉ Sk
➉s➊■➓❷➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉

➊ ➐ ➑✝➙ ➉s➊■➓ ➟→➍☎➌ ➒✦➣✧➜❹➶❈➋●➒✦➊ ➙ ➋✪➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒❥➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓✽➉✸➔★➒✦➉ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✖❛ ➉ ➌ ➣ ➎ ➔ ➌ ➊ ➑ ➡✔➉ ❛ ➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙⑥❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❘➉s➊■➓
ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➣s➉✧➜

❞✥❚❯❙✥❚❯❙ ♠Û❬➚❳✄➹❾➹❾❞■❺s❽❁➔✁❬❫➹✝❺✦❵✽q✥❜❡❺✬➹✔➀❪❿✥♦✁❬
Ú❥Û î✻Ü❵Ý❱Þ✚Ý→ð✶Ü❽ß

• ➚ ➍☎➑ ➓❵à④➔★➒✥➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ n ➉➃➓ P ➔★➒✦➉ ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉ ❛ ➉ X ➜ P ➉s➊■➓❽➔★➒ ð→➍☎➙✝➤✔↕s❛❹➌ ➉ ➎s➍ ➒✙➡✔➉ î ➉
❛ ➉ X ➊ ➐ ➑✝➙ ➉s➊■➓ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛⑥➐ ➔★➒❞➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ➹ ➒ ➑ N ❛ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊✲↔➘➉ ➌■➝ ➣s➊✼➜✦➈➅➉ ð→➍☎➙✝➤✔↕s❛❹➌ ➉✪➉s➊■➓
➔★➒ ð→➍☎➙✠➤ ➓ ➍❡ð ➉❇➊ ➐ ➑✝➙ ➉s➊■➓ ➎s➍☎➝✔ð ➋ ➎ ➓✰➉➃➓ ❛⑥➐ ➑ ➒✙➓✽➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➒ ➍ ➒♣➡ ➑⑨❛ ➉✧➜



❦✩í ✑❃í❆✒✾ô❂é❦å❷ï❡ð❫ë❡ù✥ð❤❇ è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î✴❅ ë❢ê❶ê❶ë⑩ñ❦ê➞✓⑩ï❡ê❶î❂ô❢ë ➱ ➻ ý

• ➬✸➒❦➋ ð⑩ð ➉ ➙✝➙ ➉❥↔✴➋ ➎ ➉ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ m ❛⑥➐ ➔★➒ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ P ➢ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ (n − m)

➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ➑ ➒ ❛ ➣ ð ➉➃➒ ❛ ➋●➒✖➓✽➊✾➥ n ➣➃➓❁➋●➒✙➓ ➙ ➋ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ P ➠✢➜
➶❘➉ ➎ ➉➃➓■➓✽➉ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ➍ ➒ ð ➉➃➔★➓ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑✝➌ ❮
➛❣Ø✸➒✦➉❇➋ ➌ ❰➃➓✽➉ ➎s➍☎➝✐➝ ➉❇➣➃➓❁➋●➒✙➓✲➔★➒✦➉❘↔✴➋ ➎ ➉ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ 1

➜
➛❷Ø✸➒❥➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ➎s➍☎➝✐➝ ➉❈➣➃➓❁➋●➒✙➓☞➔★➒✦➉✰↔✴➋ ➎ ➉ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ 0

➜❹➯✻➓ ❛★➍ ➒ ➎ ➔★➒❥➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✲➉s➊■➓ ➙✴➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➛
➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ n ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊✼➜
➶ ➐ ➋ ð★➌✽↕ ➊ ➙ ➋ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒⑦➥ ➫ ➜ ➱ ý✔➠

Sk
➉s➊■➓ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ 2k ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉➃➊ ð ➋ ➎ ➉s➊❫↔➘➉ ➌■➝ ➣s➊ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔➘➊❫➳✖➔ ➑

↔ ➍☎➌■➝ ➉➃➒✙➓ ❛★➍ ➒ ➎ ➔★➒ ð→➍☎➙✝➤✔↕s❛❹➌ ➉ ➎s➍ ➒✙➡✔➉ î ➉✧➜
➈❽➋ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒ ➎ ➉ ❛ ➉➃➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓❁➋●➒✖➓✽➊✸➋✼➡✔➉ ➎❘➙ ➉s➊

➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊ ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉ ❛★➍ ➒ ➎ ➦ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑✝➌❵➙ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✖➔ ð ➋ ➌❵➙✴➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➎ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊✼➜
➈➅➉s➊ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉s➊✥➥ ➫ ➜ ö✔➠ ð ➉➃➔★➡✔➉➃➒✙➓✸➊ ➐ ➣ ➎➃➌■➑✝➌ ➉❇➊ ➍ ➔✦➊ ➙ ➋✪↔ ➍☎➌■➝ ➉❝❮

φT
k θ ≥ y(k) − emax

k

➥ ➫ ➜ ➭ ➱ ➠

−φT
k θ ≥ −y(k) + emin

k

➥ ➫ ➜ ➭✧➭ ➠

➍ ➔❞➊ ➍ ➔✦➊☞↔ ➍☎➌■➝ ➉ ➝ ➋●➓ ➌■➑⑨➎➃➑ ➉ ➙✝➙ ➉❆❮


 φT
k

−φT
k



 θ ≥



 y(k) − emax
k

−y(k) + emin
k



 ➥ ➫ ➜ ➭✧➺ ➠

á ➍ ➔ ➌ N ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊ ➎ ➉➃➓■➓✽➉ ➑ ➒✦➣➃➲✖➋ ➙✝➑ ➓✽➣ ❛ ➉➃➡ ➑ ➉➃➒✙➓✪❮

Aθ ≥ c
➥ ➫ ➜ ➭ ô✙➠

➍✧➥ A ➉s➊■➓❂➔★➒✦➉ ➝ ➋●➓ ➌■➑⑨➎ ➉ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ (2N × n) ❛★➍ ➒✖➓ ➙ ➋ ième ➙✝➑ ➲✧➒✦➉❇➉s➊■➓ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➉ ð ➋ ➌ ❮

Ai. = (−1)i+1 φT
E((i+1)/2)

➥ ➫ ➜ ➭✧➫ ➠

➍✧➥⑤➙✴➐ ➍❡ð ➣ ➌ ➋●➓✽➉➃➔ ➌
E(.) ❛ ➣s➊ ➑ ➲✧➒✦➉ ➙ ➋ ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉❥➉➃➒✙➓ ➑⑨↕➃➌ ➉❥➉➃➓ c ∈ R

2N ➉s➊■➓✐➔★➒④➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌❝❛★➍ ➒✖➓ ➙ ➋ ième

➎s➍☎➝✔ð→➍ ➊❁➋●➒✖➓✽➉✪➉s➊■➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ð ➋ ➌ ❮

ci =






y((i+ 1)/2) − emax
(i+1)/2 si i est impair

−y(E((i+ 1)/2)) + emin
E((i+1)/2) si i est pair

➥ ➫ ➜ ➭ ö✔➠

➚✖➔ ð⑩ð→➍ ➊ ➍ ➒✦➊✐➳✖➔✦➉ ð✶➍ ➔ ➌❝➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉ θ(i) ➢ ➑✝➙☞➤ ➋ ➑ ➓✾➔★➒✦➉ ➟→➍☎➌ ➒✦➉ ➑ ➒❹↔➘➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉ θmin(i)
➢

➓✽➉ ➙✝➙ ➉❇➳✖➔✦➉ ➦
θ(i) ≥ θmin(i) ∀ i = 1, . . . , n

➥ ➫ ➜ ➭✡� ➠



➱✧➱ ➻ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➙❦✩í➝è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ê➏ï✔✓✬ñ✦ù✚é❦ë⑨ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù

➬✸➒ ð→➍ ➊✽➉
x(i) = θ(i) − θmin(i) ∀ i = 1, . . . , n

➥ ➫ ➜ ➭✄✂ ➠
❛★➍ ➒ ➎

x(i) ≥ 0
➥ ➫ ➜ ➭ ý✔➠

➶ ➐ ➋ ð★➌✽↕ ➊✥➥ ➫ ➜ ➭ ô✙➠☞➉➃➓✥➥ ➫ ➜ ➭✄✂ ➠✢➢ ➍ ➒❧➋❃❮
Ax+Aθmin ≥ c

➥ ➫ ➜ ➺✧➻ ➠

➍✧➥ x ➉➃➓ θmin
➊ ➍ ➒✙➓ ❛ ➉➃➔ î ➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ ➊ ❛ ➉ ➎s➍☎➝✔ð→➍ ➊❁➋●➒✖➓✽➉s➊ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉s➊ x(i) ➉➃➓ θmin(i) ; i = 1, . . . , n

➜
➚ ➑❽➍ ➒ ð→➍ ➊✽➉ b = c−Aθmin

➢ ➍ ➒ ➍☎➟ ➓ ➑ ➉➃➒✙➓✪❮

Ax ≥ b avec x(i) ≥ 0
➥ ➫ ➜ ➺ ➱ ➠

➈➅➉ ð★➌✽➍☎➟★➙⑨↕➃➝ ➉ ➌ ➉➃➡ ➑ ➉➃➒✖➓ ❛★➍ ➒ ➎ ➦ ➌ ➣s➊ ➍ ➔ ❛★➌ ➉✻➔★➒❇➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ❛⑥➐ ➑ ➒✦➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ➙✠➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉s➊❵➊ ➍ ➔✦➊ ➙ ➋ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉
➳✖➔✦➉❈➓ ➍ ➔★➓✽➉s➊ ➙ ➉s➊ ➎s➍☎➝✔ð→➍ ➊❁➋●➒✙➓✽➉s➊ ❛ ➔❥➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ x ➊ ➍☎➑ ➉➃➒✖➓ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ➡✖➉s➊ ➍ ➔♣➒✖➔ ➙✝➙ ➉s➊✼➜
➈❽➋ ➌ ➣s➊ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒ ❛⑥➐ ➔★➒♣➓✽➉ ➙ ➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ð ➉➃➔★➓✸➊✽➉✰↔✴➋ ➑✝➌ ➉❈➊✽➉ ➙⑨➍ ➒ ❛ ➉➃➔ î ➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉s➊ ❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒✙➓✽➉s➊✪❮
ø Ï ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉☞➋ ➙ ➲✔➣ ➟★➌■➑ ➳✖➔✦➉❫➳✖➔ ➑④ð ➉ ➌■➝ ➉➃➓ ➙ ➋ ➌ ➣s➊ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔✥➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ❛⑥➐ ➑ ➒✦➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ❛ ➉ ➝ ➋●➒ ➑⑨↕➃➌ ➉
➋●➒❀➋ ➙⑨➍ ➲✧➔✦➉❈➋ ➎ ➉ ➙✝➙ ➉ ❛⑥➐ ➔★➒❥➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ❛⑥➐ ➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✼➜ Ð ➉➃➓■➓✽➉❘➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉✰➒✦➣ ➎ ➉s➊✽➊ ➑ ➓✽➉ ➙ ➉✸➓ ➌ ➋ ➑ ➓✽➉ ➝ ➉➃➒✙➓
❛ ➉❥➓ ➍ ➔★➓✽➉s➊ ➙ ➉s➊ ➑ ➒✦➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊❜➉✢➒ ➝ ❰ ➝ ➉❥➓✽➉ ➝✔ð ➊ ➎ ➉❥➳✖➔ ➑ ➒✦➉ ð ➉ ➌■➝ ➉➃➓ ð ➋☎➊✐➔★➒✦➉ ➌ ➣s➊ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒
➌ ➣ ➎ ➔ ➌ ➊ ➑ ➡✖➉❈➉➃➓✲➔★➒❥➓ ➌ ➋ ➑ ➓❁➉ ➝ ➉➃➒✙➓✰➉➃➒❥➓✽➉ ➝✔ð ➊ ➌ ➣s➉ ➙ ➜

ø Ï ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉⑦➲✔➣ ➍☎➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉♦➳✖➔ ➑❇➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉♦➦④➣➃➓■➔ ❛❹➑ ➉ ➌❞➙ ➉⑦➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ❛⑥➐ ➑ ➒✦➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ➎s➍☎➝✐➝ ➉
➣➃➓❁➋●➒✙➓✥➔★➒❀➉❝↔ ➍☎➌■➝ ➉❆➲✔➣ ➍☎➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉ ➎ ➋ ➌ ➋ ➎ ➓✽➣ ➌■➑ ➊✽➣s➉ ð ➋ ➌ ➊❁➋❥↔ ➌✽➍ ➒✙➓ ➑⑨↕➃➌ ➉✧➜❵➈➅➉ ð✶➍☎➙✝➤✖↕s❛❹➌ ➉❃➊ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒
➊ ➐ ➑✝➙ ➉ î❹➑ ➊■➓✽➉✸➉s➊■➓ ➎ ➋ ➌ ➋ ➎ ➓✽➣ ➌■➑ ➊✽➣ ð ➋ ➌ ➔★➒✦➉ ➌ ➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ð ➋ ➌ ➋ ➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➣s➉❈➦ ð ➋ ➌ ➓ ➑✝➌
❛ ➉❘➊✽➉s➊☞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ➍ ➔ ❛ ➉❘➊✽➉s➊❂➋ ➌ ❰➃➓✽➉s➊✼➜ Ð ➐ ➉s➊■➓ ➎ ➉➃➓■➓✽➉❇➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉❈➳✖➔ ➑ ➡✧➋✪❰➃➓ ➌ ➉ ➎s➍ ➒✦➊ ➑⑨❛ ➣ ➌ ➣s➉ ❛ ➋●➒✦➊
➙ ➋✐➊■➔ ➑ ➓✽➉✧➜

➬✸➒ ➎s➍ ➒✦➊ ➑⑨❛★↕➃➌ ➉ ➙ ➉❇➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ❛⑥➐ ➑ ➒✦➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✪❮
n∑

j=1

aijx(j) ≥ b(i) i = 1, . . . , 2N
➥ ➫ ➜ ➺✧➭ ➠

➚ ➑ b ➉s➊■➓ ❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒✙➓ ❛ ➔❧➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ ➒✙➔ ➙✻➎ ➉✥➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓❘➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➜→â ➙ ➉ î❹➑ ➊■➓❁➉ ❛ ➉➃➔ î❞➝ ➣✢➛
➓ ➏✦➍✙❛ ➉s➊ ð✶➍ ➔ ➌❥➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➌❥❛⑥➐ ➔★➒✦➉ ➝ ➋●➒ ➑⑨↕➃➌ ➉ ➌ ➣ ➎ ➔ ➌ ➊ ➑ ➡✖➉❞➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❶➉ î ➋ ➎ ➓❃➉➃➒ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒❀➋●➒✖➓♣➊✽➉s➊
➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✼➜❫➈❽➋ ❛ ➣ ➝ ➋ ➌✽➎❁➏ ➉❞➉s➊■➓ ➙ ➋ ➝ ❰ ➝ ➉ ð→➍ ➔ ➌❝➙ ➉s➊ ❛ ➉➃➔ î⑤➝ ➣➃➓ ➏✦➍✙❛ ➉s➊❧❮❣➬✲➒ ð ➋ ➌ ➓ ❛⑥➐ ➔★➒✦➉❥↔ ➍☎➌■➝ ➉
➑ ➒ ➑ ➓ ➑ ➋ ➙ ➉♠➥ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉✚➠✢➜❫Ø✸➒✦➉❃➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➎s➍ ➒✙➓ ➌ ➋ ➑ ➒✖➓✽➉♣➲✔➣➃➒ ↕➃➌ ➉♣➔★➒ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒⑩➳✖➔ ➑✲❛❹➑ ➡ ➑ ➊✽➉ ➙✴➐ ➉s➊ ð ➋ ➎ ➉
➉➃➒ ❛ ➉➃➔ î❞❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊✼➜✶➈ ➐ ➔★➒ ❛ ➉s➊ ❛ ➉➃➔ î❞❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊❘➉s➊■➓✸➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔❣➉➃➓ ➙✴➐ ➋●➔★➓ ➌ ➉✥➉s➊■➓ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔■➜❀➈❽➋
➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉✾↔ ➍☎➌■➝ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➉❆➉s➊■➓❇➣➃➲✖➋ ➙ ➉❜➦ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙ ➋❜↔ ➍☎➌■➝ ➉ ➑ ➒ ➑ ➓ ➑ ➋ ➙ ➉❆➋✼➡✔➉ ➎



❦✩í ✑❃í❆✒✾ô❂é❦å❷ï❡ð❫ë❡ù✥ð❤❇ è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î✴❅ ë❢ê❶ê❶ë⑩ñ❦ê➞✓⑩ï❡ê❶î❂ô❢ë ➱✧➱✧➱

➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉❜↔➘➉ ➌■➝ ➣ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔❘➉➃➒★➲✔➉➃➒ ❛❹➌ ➣ ð ➋ ➌✐➙ ➋❞➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉✧➜❷➈➅➉s➊✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✐➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊
❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓❈➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔☞➊ ➍ ➒✙➓ ➌ ➉ ó ➉➃➓✽➣s➊✼➢ ➎ ➉➃➔ î ➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉✥↔➘➉ ➌■➝ ➣
ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔⑥➊ ➍ ➒✖➓ ➑ ➒✙➓✽➣➃➲ ➌ ➋ ➙ ➉ ➝ ➉➃➒✖➓ ➝ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉➃➒✖➔✦➊❫➉➃➓ ❛⑥➐ ➋●➔★➓ ➌ ➉s➊❷➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❷➊ ➍ ➒✙➓❉↔ ➍☎➌■➝ ➣s➊❷➦ ð ➋ ➌ ➓ ➑✠➌
❛ ➉ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙✴➐ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒⑦➋☎➊✽➊ ➍✖➎➃➑ ➣✥➦ ➙ ➋✐➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉ ➎s➍ ➒✙➓ ➌ ➋ ➑ ➒✖➓✽➉✾➋✼➡✔➉ ➎❇➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ð★➌ ➣ ➎ ➣✢➛
❛ ➉➃➒✙➓✼➜ Ð ➉s➊✰➒ ➍ ➔★➡✔➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❘➊ ➍ ➒✙➓ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✖➔✦➊ ➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➎s➍☎➝✥➟★➑ ➒❀➋ ➑ ➊ ➍ ➒✦➊ ➎s➍ ➒✖➡✖➉ î ➉s➊ ❛ ➉✥➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊
➋ ❛❆ó ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊ ❛ ➉ ➎ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❇➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ❛ ➉ ð ➋ ➌ ➓✸➉➃➓ ❛⑥➐ ➋●➔★➓ ➌ ➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒➅➜
Ú❥Û Þ✼ã✖ä❆Ü♦Ý➞Ü❽å❹Þ✚Ý→ð✶Ü⑩æ➲Û ø✙ð➆ë➒Ý⑥Þ❅ð✍ø✻ã❞ã↕è➅å✕ò✧Þ
Ð ➉➃➓■➓✽➉❤➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉ ð ➉ ➌■➝ ➉➃➓ ❛ ➉ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➌ ➓ ➍ ➔✦➊ ➙ ➉➃➊♠➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛⑥➐ ➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➜✐➚ ➍☎➑ ➉➃➒✖➓

{Si
k−1}i=1,...,nk−1

➙ ➉s➊✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1
➢ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✖➔❧➋ ð★➌✽↕ ➊ k − 1 ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✼➜

➈❽➋❂➒ ➍ ➔✦➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➎s➍ ➒✙➓ ➌ ➋ ➑ ➒✖➓✽➉ ➑ ➒✙➓ ➌✽➍✖❛ ➔ ➑ ➓❁➉ ð ➋ ➌❽➙ ➋☞➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉ y(k) ➲✔➣➃➒ ↕➃➌ ➉ ❛ ➉➃➔ î❈➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊
Hk1

➉➃➓
Hk2

❛★➍ ➒★➒✦➣s➊ ð ➋ ➌✾➙ ➉s➊ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊♣➥ ➫ ➜ ➱✧➱ ➠✪➉➃➓❥➥ ➫ ➜ ➱ ➭ ➠✢➢ ❛❹➑ ➡ ➑ ➊❁➋●➒✙➓ ➙✴➐ ➉s➊ ð ➋ ➎ ➉❃➉➃➒ ❛ ➉➃➔ î♠❛ ➉ ➝✐➑ ➛
➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ H+

kj

➉➃➓
H−

kj
(j = 1, 2) ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➊ ð ➋ ➌❂➙ ➉s➊✸➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✪➥ ➫ ➜ ➱ ô✙➠✴➛✢➥ ➫ ➜ ➱ � ➠➃➜

➬✸➒ ➎➃➙ ➋☎➊✽➊✽➉ ➙ ➉s➊✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1
➉➃➒❥➓ ➌✽➍☎➑ ➊ ➎➃➙ ➋☎➊✽➊✽➉s➊✲➊✽➉ ➙⑨➍ ➒ ➙ ➉➃➔ ➌ ➊ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ð ➋ ➌ ❮

S+ =
{
Si

k−1 ∈ Pk−1 / S
i
k−1 ∈ H+

kj
\Hkj

, i = 1, . . . , nk−1

} ➥ ➫ ➜ ➺✧➺ ➠

S− =
{
Si

k−1 ∈ Pk−1 / S
i
k−1 ∈ H−

kj
\Hkj

, i = 1, . . . , nk−1

} ➥ ➫ ➜ ➺ ô✙➠
S0 =

{
Si

k−1 ∈ Pk−1 / S
i
k−1 ∈ Hkj

, i = 1, . . . , nk−1

} ➥ ➫ ➜ ➺✧➫ ➠

➍✧➥ (H+
kj
\Hkj

)
➉➃➓

(H−
kj
\Hkj

) ❛ ➣s➊ ➑ ➲✧➒✦➉➃➒✙➓ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✖➉ ➝ ➉➃➒✖➓ ➙ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓✽➊ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔
➉➃➓✾➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔❘➉➃➒★➲✔➉➃➒ ❛❹➌ ➣s➊ ð ➋ ➌✾➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj

➜❵➶❘➉ ➎ ➉❆↔✴➋ ➑ ➓✼➢ S+
➉s➊■➓ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊

➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✖➉ ➌ ➓ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔■➢ S− ➉s➊■➓ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✐➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊
➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓❆➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔✪➉➃➓ S0

➉s➊■➓ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊❆➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❜➳✖➔ ➑ ➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✙➓❥➦
➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒➅➜
➈➅➉❘➒ ➍ ➔★➡✔➉✼➋●➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk

➉s➊■➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣ ð ➋ ➌☞➙✴➐ ➑ ➒✖➓❁➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1
➉➃➓ ❛ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛

➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊❂↔➘➉ ➌■➝ ➣s➊ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔➘➊ H+
kj

(j = 1, 2)
➜

Pk = Pk−1

2⋂

j=1

H+
kj

➥ ➫ ➜ ➺ ö✔➠
➉➃➓ ➙ ➉s➊✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✲➊ ➍ ➒✙➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣s➊ ð ➋ ➌ ❮

S = S+ ∪ S0 ∪X
➥ ➫ ➜ ➺✡� ➠

➍✧➥ X ❛ ➣s➊ ➑ ➲✧➒✦➉ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊❃➒ ➍ ➔★➡✔➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❜↔ ➍☎➌■➝ ➣s➊✼➜ Ð ➉s➊❃➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❥➊ ➍ ➒✙➓ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➊
ð ➋ ➌✸➎s➍☎➝✥➟★➑ ➒❀➋ ➑ ➊ ➍ ➒ ➎s➍ ➒✖➡✖➉ î ➉ ❛ ➉❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1

➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✖➓❈➋●➔ î❥❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊



➱✧➱ ➭ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➙❦✩í➝è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ê➏ï✔✓✬ñ✦ù✚é❦ë⑨ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù

ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔✻➉➃➓✲➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔■➜✦➈ ➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉❇à ð ➉➃➔★➓✸➊ ➐ ➣ ➎➃➌■➑✝➌ ➉ ➎s➍☎➝✐➝ ➉❝❮

X =





Sl,i

k / Sl,i
k = λSl

k + (1 − λ)Si
k ;






Sl
k ∈ H+

kj
;

Si
k ∈ H−

kj
et

0 ≤ λ ≤ 1











➥ ➫ ➜ ➺✄✂ ➠

ç ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊✪➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔✲➊ ➍ ➒✖➓ ➎s➍☎➝✥➟★➑ ➒✦➣s➊✾➋s➡✖➉ ➎ ➓ ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊✪➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔
❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉❆➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔■➜ Ð ➉ ➎➃➑❫➑✝➝✔ð★➙✝➑ ➳✖➔✦➉❝➒✦➣ ➎ ➉s➊✽➊❁➋ ➑✝➌ ➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ➙ ➋❃↔ ➍☎➌■➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉❆➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ð ➋ ➌ ➋☎➊ ➑ ➓✽➉s➊
➳✖➔ ➑ ➒✦➉ ➎s➍ ➒✙➓ ➌■➑✝➟ ➔✦➉➃➒✖➓ ð ➋☎➊✰➦ ➙ ➋✪↔ ➍☎➌■➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔❥➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➜
Ø✸➒✪➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ➎s➍ ➒✦➊■➓ ➑ ➓■➔✦➉❫➉✢➧⑥➉ ➎ ➓ ➑ ➡✖➉ ➝ ➉➃➒✖➓❵➔★➒✪➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk

➊ ➐ ➑✝➙ ➉s➊■➓ ➙ ➋ ➎➃➍☎➝✥➟★➑ ➒❀➋ ➑ ➊ ➍ ➒
➎s➍ ➒✙➡✔➉ î ➉ ❛ ➉ ❛ ➉✢➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ Sl

k

➉➃➓
Si

k

➋ ❛❆ó ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊✲➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✖➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ❛ ➋●➒✦➊ H+
kj

➉➃➓
H−

kj

➜
á ➍ ➔ ➌ ➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➒✦➉ ➌✪➎ ➉s➊❈➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ð ➋ ➌ ➋☎➊ ➑ ➓✽➉s➊❇➉➃➓❇➋ ➹ ➒ ❛⑥➐ ➣➃➡ ➑ ➓✽➉ ➌❇❛⑥➐ ➋ ➙⑨➍ ➔ ➌✽❛❹➑✝➌❇➙ ➉s➊ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➊✼➢ ➑✝➙ ➊✽➉ ➌ ➋ ➑ ➓

ð★➙ ➔✦➊ ➑ ➒✙➓✽➣ ➌ ➉s➊✽➊❁➋●➒✖➓ ❛⑥➐ ➣➃➡ ➑ ➓✽➉ ➌✐❛ ➉ ➙ ➉s➊✥➲✔➣➃➒✦➣ ➌ ➉ ➌ ➜✻á ➍ ➔ ➌✐➎ ➉ ➙ ➋ ➑✝➙ ➉s➊■➓✾➒✦➣ ➎ ➉s➊✽➊❁➋ ➑✝➌ ➉ ❛ ➉❜➡✖➣ ➌■➑✠➹ ➉ ➌ ➊ ➑☞❛ ➉➃➔ î
➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ Sl

k

➉➃➓
Si

k
❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✸➊ ➍ ➒✙➓❣➋ ❛❆ó ➋ ➎ ➉➃➒✖➓✽➊ ➎✧➐ ➉s➊■➓☞➦ ❛❹➑✝➌ ➉✸➊ ➍ ➒✖➓ ➌ ➉ ➙✝➑ ➣s➊ ð ➋ ➌ ➔★➒✦➉✸➋ ➌ ❰➃➓✽➉✰➋✼➡✧➋●➒✖➓

❛ ➉ ➙ ➉s➊ ➎s➍☎➝✥➟★➑ ➒✦➉ ➌ ➜

è❜é❢❡❀ê❀ä☎Ý❱Þ✚ë❵ì⑧ã❞ä Û✖í✖î ä●ß✚Ý❢ï
Ð ➉➃➓✸➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉✥➋✐➣➃➓✽➣❈➣➃➒ ➍ ➒ ➎ ➣ ð ➋ ➌ ➨ ➍ ➉➃➓✸➩ ➍☎➌ ➓ ➍ ➒ á ➫✧➭✁â ➜
• ð❁ñ✦ò➞ó➞ò➘ô☎õ ò❱ösô✧ó➞ò➘÷☎ñ ❮
➚ ➑ ➋●➔ ➎ ➔★➒✦➉ ➎s➍ ➒★➒❀➋ ➑ ➊✽➊❁➋●➒ ➎ ➉❝➋ ð★➌■➑⑨➍☎➌■➑ ➊■➔ ➌❘➙ ➉ ❛★➍☎➝ ➋ ➑ ➒✦➉ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒ ➎ ➉ ❛ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊✪➉s➊■➓

❛❹➑ ➊ ð→➍ ➒ ➑✝➟★➙ ➉✧➢ ➍ ➒ ➎❁➏✦➍☎➑ ➊ ➑ ➓ ➎s➍☎➝✐➝ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒ ➑ ➓ ➑ ➋ ➙ ➔★➒ ➍☎➌ ➓ ➏❀➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➣✪➦ ➙✴➐ ➍☎➌■➑ ➲ ➑ ➒✦➉✪➋ ➤ ➋●➒✙➓❂➔★➒✦➉
❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ø➋☎➊✽➊✽➉➃➷ ➑✝➝✔ð✶➍☎➌ ➓❁➋●➒✙➓✽➉❧➉➃➓ 2n ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❃➋ ➤ ➋●➒✖➓ ➎✽➏ ➋ ➎ ➔★➒ n ➎s➍☎➝✔ð→➍ ➊❁➋●➒✖➓✽➉s➊❥➦ ±100 ➍ ➔

±1000
➜

• ù✸ú✽û➃ü✙ò❱ö✢ò➞ó➞ò➘÷☎ñ⑦ý❽þ ü✙ñ→ÿ❇ñ✶÷☎ü✁�☎ÿ✢õ❱õ❱ÿ✄✂❆ÿ❁ö✢ü✁☎✽ÿ ❮
➚✖➔ ð⑩ð✶➍ ➊❁➋●➒✙➓❈➳✖➔ ➐ ➍ ➒ ❛❹➑ ➊ ð✶➍ ➊✽➉ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1

❛ ➣ ➹ ➒ ➑❀ð ➋ ➌✰➙ ➉s➊ k − 1 ð★➌ ➉ ➝✐➑⑨↕➃➌ ➉s➊ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✼➜
Pk−1

➉s➊■➓ ➎ ➋ ➌ ➋ ➎ ➓✽➣ ➌■➑ ➊✽➣ ð ➋ ➌ ➊✽➉s➊✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✲➉➃➓ ➙ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➔ ➑❽❛ ➉ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔❀➉❈➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✼➜
➚ ➍☎➑ ➉➃➒✖➓ nk−1

➙ ➉✰➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛ ➉❘➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❂➉➃➓ Vk−1
➙ ➋ ➝ ➋●➓ ➌■➑⑨➎ ➉ ❛★➍ ➒✖➓ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➎s➍☎➙⑨➍ ➒★➒✦➉ ➎s➍ ➒✙➓ ➑ ➉➃➒✖➓

➙ ➉s➊ ➎s➍✖➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊ ❛⑥➐ ➔★➒❞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ❛ ➉ Pk−1
➜

Vk−1 =
[
S1

k−1, . . . , S
nk−1

k−1

] ➥ ➫ ➜ ➺✝✆ ➠
➈ ➐ ➋ ➎ ➳✖➔ ➑ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛⑥➐ ➔★➒✦➉ kème ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉❶➉➃➒★➲✔➉➃➒ ❛❹➌ ➉ ❛ ➉➃➔ î❦➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ Hk1

➉➃➓
Hk2

➜ Ð ➏ ➋☎➳✖➔✦➉
➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð✦➙ ➋●➒ Hkj

(j = 1, 2) ❛❹➑ ➡ ➑ ➊✽➉ ➙✴➐ ➉s➊ ð ➋ ➎ ➉✐➉➃➒ ❛ ➉➃➔ î❶❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ H+
kj

➉➃➓
H−

kj ✞ (j = 1, 2)
➜

➈➅➉✪➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk
➉s➊■➓ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔❶➉➃➒♣↔✴➋ ➑ ➊❁➋●➒✙➓ ➙✴➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1

➋✼➡✖➉ ➎❇➙ ➉s➊
❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊✲↔➘➉ ➌■➝ ➣s➊ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔➞➊ H+

kj
(j = 1, 2)

➜



❦✩í ✑❃í❆✒✾ô❂é❦å❷ï❡ð❫ë❡ù✥ð❤❇ è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î✴❅ ë❢ê❶ê❶ë⑩ñ❦ê➞✓⑩ï❡ê❶î❂ô❢ë ➱✧➱ ➺

â ➙ ➉s➊■➓ ❛★➍ ➒ ➎❆➑ ➒ ❛❹➑ ➊ ð ➉➃➒✦➊❁➋ ➟★➙ ➉ ❛ ➉ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➌✥➙ ➋ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ ❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒✖➓✽➊✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð→➍ ➛
➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1

ð ➋ ➌❈➌ ➋ ð⑩ð→➍☎➌ ➓✥➦ ➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj
(j = 1, 2)

➋☎➊✽➊ ➍✖➎➃➑ ➣s➊❇➦ ➙ ➋❜➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉✐➉➃➓
➙✴➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉✥➉➃➊■➓ ➌ ➣ ð ➣➃➓✽➣ ❛ ➉➃➔ î ↔ ➍☎➑ ➊✼➢❹➔★➒✦➉ ð→➍ ➔ ➌✸➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒❧➉✢➒✦➲✔➉✢➒ ❛❹➌ ➣ ð ➋ ➌✲➙ ➋ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉✧➜
á ➍ ➔ ➌☞❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➌❂➙ ➋ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉✰➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ❛ ➉ Pk−1

ð ➋ ➌❣➌ ➋ ð⑩ð✶➍☎➌ ➓✲➋●➔ î❆➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊
Hk1

➉➃➓
Hk2

➢ ➍ ➒ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ➙ ➉s➊❂➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ ➊ β1
➉➃➓
β2
➓✽➉ ➙ ➊✲➳✖➔✦➉✐❮

β1(i) = y(k) − emin
k − φT

k S
i
k−1

➥ ➫ ➜ ✟ ➻ ➠
β2(i) = −y(k) + emax

k + φT
k S

i
k−1

➥ ➫ ➜ ✟ ➱ ➠

Si
k−1

➣➃➓❁➋●➒✖➓ ➙ ➉ ième ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ❛ ➉ Pk−1
➜❹➈➅➉❘➊ ➑ ➲✧➒✦➉ ❛ ➉ βj(i)

❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➙ ➋ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔❥➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓
Si

k−1 ; (i = 1, . . . , nk−1)
ð ➋ ➌❘➌ ➋ ð⑩ð✶➍☎➌ ➓❇➦ ➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð✦➙ ➋●➒ Hkj

(j = 1, 2)
➜✶ç ➌✽➍☎➑ ➊ ➎ ➋☎➊ ❛ ➉ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊

ð ➉➃➔★➡✔➉➃➒✙➓✸➊✽➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉ ➌ ❮
ø ➚ ➑ βj(i)

➉s➊■➓✻➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔❽➋ ➙⑨➍☎➌ ➊ ➙ ➉✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Si
k−1

➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒✙➓☞➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✖➉ ➌ ➓❷➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔
H−

kj
\Hkj

➜
ø ➚ ➑ βj(i)

➉s➊■➓ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔✻➋ ➙⑨➍☎➌ ➊ ➙ ➉❈➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Si
k−1

➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒✙➓✰➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔
H+

kj
\Hkj

➜
ø ➚ ➑ βj(i)

➉s➊■➓✲➒✖➔ ➙ ➋ ➙⑨➍☎➌ ➊ ➙ ➉❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Si
k−1

➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒✖➓❘➦ ➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj

➜

å✡✠☞☛➅Ý
βj(i) < 0 ; i = 1, . . . ,nk−1

ç ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1
➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✙➓❆➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓✾➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔

H−
kj
\Hkj

➉➃➓ ➙ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➌ ➣s➊■➔ ➙ ➓❁➋●➒✖➓♣➉s➊■➓❃➒✖➔ ➙❈➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➙ ➉ ➝❝➍ ➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉⑤➥ ➫ ➜ ➭ ➠✢➜❂➯✻➒ø➉✢➧⑥➉➃➓
➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❆➋✼➡✔➉ ➎✾➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉✾↔➘➉ ➌■➝ ➣ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ H+

kj

➉s➊■➓❈➡ ➑⑨❛ ➉✧➜ Ð ➉ ➎ ➋☎➊ ð ➉➃➔★➓
➋✼➡ ➍☎➑✝➌✲➙✝➑ ➉➃➔ ➙✝➍☎➌ ➊✽➳✖➔✦➉ ➙ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒ ➑ ➓ ➑ ➋ ➙ P0

➍ ➔ ➙ ➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➊ ➍ ➒✖➓ ➝ ➋ ➙❽➎❁➏✦➍☎➑ ➊ ➑ ➉s➊✼➜

✌✍✠☞☛➅Ý
βj(i) > 0 ; i = 1, . . . ,nk−1

ç ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊❝➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1
➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✖➓❥➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔

H+
kj
\Hkj

➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➙ ➉ ➝❝➍ ➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉❜➥ ➫ ➜ ➺ ➠❂➉➃➓ ➙ ➋✾➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉❈➒✦➉ ➝❝➍✖❛❹➑✠➹ ➉ ð ➋☎➊ ➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➛
➓ ➍❡ð ➉✧➢✦➉ ➙✝➙ ➉❈➉s➊■➓ ❛★➍ ➒ ➎❈➌ ➉ ❛★➍ ➒ ❛ ➋●➒✖➓✽➉ ❛⑥➐ ➍✏✎ Pk = Pk−1

➜

í ✠☞☛➅Ý❣é❢ã✖ß
βj(i)

ß✼ê✶Ü✶Þ❝æ❵ã♣ß✚Ý❢❡✶Ü❽ã✖ß❝æ❉Ý✒✑ Û ä●ã✙Ü✶Þ✼ß✔✓
i = 1, . . . ,nk−1Ð ➐ ➉s➊■➓ ➙ ➉ ➎ ➋☎➊ ➙ ➉ ð★➙ ➔✦➊❈➲✔➣➃➒✦➣ ➌ ➋ ➙ ➜➅â ➙ ➉s➊■➓❇➊ ➎❁➏ ➣ ➝ ➋●➓ ➑ ➊✽➣ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉❞➥ ➫ ➜ ✟✙➠✢➜➅➈➅➉s➊❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉

Pk−1
➊ ➍ ➒✙➓ ➌ ➣ ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➊ ❛ ➉ ð ➋ ➌ ➓☞➉➃➓ ❛⑥➐ ➋●➔★➓ ➌ ➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj

➉➃➓ ➙ ➉✲➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk
➊✽➉ ➌ ➋

❛ ➣ ➹ ➒ ➑✌ð ➋ ➌ ❮



➱✧➱ ✟ ä❦å❂æ❂ç❢è✱é❦ê❶ë➙❦✩í➝è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❂é❦è✱ï❡î ê➏ï✔✓✬ñ✦ù✚é❦ë⑨ð❫ë❡ù❄ù✬❃❻ù✚é✮❄✁✒✾ë❡ù

✕ ✕
−
✖S ✗

✕
−
✖S

✘ ✕
−
✖S

✙ ✕
−
✖S

✚✏✛
−
✜S ✢ ✛

−
✜S

✣ ✕
−
✖S ✤ ✛

−
✜S

+✥✦H

✥✧H

−✥✧H

û☞✈❢✇ ü ➫ ➜ ➭ ø Ï ➎ ➳✖➔ ➑ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛⑥➐ ➔★➒✦➉❇➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉❝❮ Ð ➋☎➊ ➍✏✎ βj(i) < 0 ; i = 1, . . . , nk−1

★ ★
−
✩S ✪

★
−
✩S

✫ ★
−
✩S

✬ ★
−
✩S

✭ ★
−
✩S ✮ ★

−
✩S

✯ ★
−
✩S ✰ ★

−
✩S

+✱✲H

✱✳H

−✱✳H

û☞✈❢✇ ü ➫ ➜ ➺ ø Ï ➎ ➳✖➔ ➑ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛⑥➐ ➔★➒✦➉❇➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉❝❮ Ð ➋☎➊ ➍✏✎ βj(i) > 0 ; i = 1, . . . , nk−1



❦✩í ✑❃í❆✒✾ô❂é❦å❷ï❡ð❫ë❡ù✥ð❤❇ è▲ð❫ë❢î❷é❦è✘✗✐è✱ä❦æ❶é❦è✱ï❡î✴❅ ë❢ê❶ê❶ë⑩ñ❦ê➞✓⑩ï❡ê❶î❂ô❢ë ➱✧➱ ➫

ø ➈➅➉s➊✸➊ ➍☎➝✐➝ ➉✢➓❁➊ ❛ ➉ Pk−1
➳✖➔ ➑ ➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✙➓❘➦ H+

kjø ➈➅➉s➊❇➒ ➍ ➔★➡✔➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❈↔ ➍☎➌■➝ ➣s➊ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➊ ð ➋ ➌✪➎s➍☎➝✪➟★➑ ➒❀➋ ➑ ➊ ➍ ➒✦➊ ➎s➍ ➒✙➡✔➉ î ➉s➊ ❛ ➉s➊✪➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊
❛ ➉ Pk−1

➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓❘➦ H+
kj

➉➃➓ ➎ ➉➃➔ î ➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓❘➦ H−
kj

➜
➈➅➉s➊✸➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✸➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓❘➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❣➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔✦➡✔➉ ➌ ➓✲➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔❷➊ ➍ ➒✖➓✲➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➒✦➣s➊✼➜

✴✵✶✷S

✸✹✺✻S ✼✹✽✻S

✾✵✿✷S
✺ ✺
−
✻S ✽ ✺

−
✻S

✶❁❀
−
✷S

✿❂❀
−
✷S

✴ ❀
−
✷S ✾✝❀

−
✷S

❃ ❀
−
✷S ❄ ❀

−
✷S

+❅❆H

❅❇H

−❅❇H

û☞✈❢✇ ü ➫ ➜ ✟ ø Ï ➎ ➳✖➔ ➑ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛⑥➐ ➔★➒✦➉✲➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉➃➊■➔ ➌ ➉❇❮ Ð ➋☎➊ ➍✏✎✐➙ ➉s➊ βj(i)
➊ ➍ ➒✖➓ ❛ ➉✲➊ ➑ ➲✧➒✦➉s➊ ❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒✖➓❁➊ ✞

i = 1, . . . , nk−1

• ❈✻ô☎õ✝ú➃ü✙õ❵ý✖ÿ❁ö❇ñ✶÷☎ü✁�☎ÿ■ô☎ü✝❉❆ös÷✏✂❊✂❆ÿ➃ó❢ö✍❋➃÷✏☎●✂■❍✢ö ❮

➚ ➍☎➑ ➉➃➒✙➓ Sl
k−1

➉➃➓
Si

k−1
❛ ➉➃➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✪➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓✥➦ H+

kj

➉➃➓✪➦
H−

kj

➉➃➓
➊ ➍☎➑ ➓ Sl,i

k
➙ ➉❈➒ ➍ ➔★➡✔➉✼➋●➔❞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓❂↔ ➍☎➌■➝ ➣✧➜ Sl,i

k

➊ ➐ ➣ ➎➃➌■➑ ➓✸➋ ➙⑨➍☎➌ ➊✪❮

Sl,i
k = λSl

k−1 + (1 − λ)Si
k−1 ; 0 ≤ λ ≤ 1

➥ ➫ ➜ ✟ ➭ ➠
á✻➔ ➑ ➊✽➳✖➔✦➉ Sl,i

k

➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒✖➓❘➦ ➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð✦➙ ➋●➒ Hkj

➉➃➓ ❛⑥➐ ➋ ð★➌✽↕ ➊ ➙✴➐ ➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒♠➥ ➫ ➜ ➭✧➺ ➠✢➢ ➍ ➒❧➋❃❮
φT

k S
l,i
k = dkj

➥ ➫ ➜ ✟ ➺ ➠
➋✼➡✔➉ ➎

dkj
=





y(k) − emin

k si j = 1

y(k) − emax
k si j = 2

➥ ➫ ➜ ✟✝✟✙➠
Ï ð ➋ ➌ ➓ ➑✝➌✸❛ ➉❆➥ ➫ ➜ ✟ ➭ ➠☞➉➃➓✥➥ ➫ ➜ ✟ ➺ ➠✢➢ ➍ ➒ ➍☎➟ ➓ ➑ ➉✢➒✙➓✪❮

λ =
dkj

− φT
k S

i
k−1

φT
k [Sl

k−1 − Si
k−1]

avec 0 ≤ λ ≤ 1
➥ ➫ ➜ ✟ ➫ ➠



➱✧➱❑❏ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱ ❦✁❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡ ❃ ❡❣❙ ❄✍❥ ❱❛❡

Ï ➡✔➉ ➎❈➙ ➉s➊ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✾➥ ➫ ➜ ✟ ➭ ➠✢➢❵➥ ➫ ➜ ✟✝✟✙➠❂➉➃➓✾➥ ➫ ➜ ✟ ➫ ➠✢➢ ➍ ➒ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉✪➓ ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊✲➒ ➍ ➔★➡✖➉s➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊
↔ ➍☎➌■➝ ➣s➊❫➳✖➔ ➑ ➢✖➋s➡✖➉ ➎☞➙ ➉s➊❫➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ Pk−1

➊ ➑ ➓✽➔✦➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉➃➊ ð ➋ ➎ ➉ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ H+
kj

; (j = 1, 2)
➢

↔ ➍☎➌■➝ ➉➃➒✙➓ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk
➌ ➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➣ ❛ ➋●➒❀➊ ➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉❆➥ ➫ ➜ ➫ ➠➃➜

❦❧S

♠❧S

♥♦S

♣❧S

q❧S r♦S

s❧S t❧S

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ➫②① ➈➅➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk

• ③✶ÿ❁ö➃ó❣ý❽þ ô✔ý⑤④➃ô✔ú✢ÿ✢ñ✶ú❁ÿ ❮

Ú❥Û⑦⑥ Ü❵Ý❱Þ✚Ý❢ê✶Ü⑨⑧ ➶❘➉➃➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ Sl ➉➃➓ Si ➊ ➍ ➒✙➓❫➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊❷➊ ➑ ➉➃➓❷➊✽➉➃➔ ➙ ➉ ➝ ➉➃➒✙➓❫➊ ➐ ➑✝➙ ➊❉↔ ➍☎➌■➝ ➉➃➒✖➓❷➔★➒✦➉
➋ ➌ ❰➃➓✽➉✧➢ ❛ ➉ ð★➙ ➔✦➊❂➋●➔ ➎ ➔★➒♣➋●➔★➓ ➌ ➉❘➊ ➍☎➝✐➝ ➉✢➓ Sr ; (r 6= l et r 6= i)

➒✦➉ ❛★➍☎➑ ➓❂➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒ ➑✝➌ ➦ ➎ ➉➃➓■➓✽➉❈➋ ➌ ❰➃➓✽➉✧➜

â ➙ ↔✴➋●➔★➓❘➒ ➍ ➓✽➉ ➌ ➳✖➔✦➉✪➓ ➍ ➔✦➓❈➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓❈➉s➊■➓ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ n ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊❈➉➃➓❘➓ ➍ ➔★➓✽➉❝➋ ➌ ❰➃➓✽➉✐➉s➊■➓
➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ (n − 1) ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛★➍ ➒ ➎ ➓ ➍ ➔★➓✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓❝➉s➊■➓ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ n ➋ ➌ ❰➃➓✽➉s➊✼➜
➚ ➍☎➑ ➉➃➒✙➓ Sl

k−1

➉➃➓
Si

k−1
❛ ➉➃➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❇➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✖➓ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓❇➋●➔ î❧❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ H+

kj➉➃➓
H−

kj

➜✦➬✸➒ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓ al,i
k−1

➎s➍☎➝✐➝ ➉❈➣➃➓❁➋●➒✙➓ ➙✴➐ ➋ ➌ ❰➃➓✽➉❈➳✖➔ ➑❶⑩✞➍☎➑ ➒✙➓ ➎ ➉s➊ ❛ ➉➃➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✼➜✦➬✸➒ ð ➉➃➔★➓✸➋ ➙⑨➍☎➌ ➊
➣ ➎➃➌■➑✝➌ ➉❆❮

al,i
k−1

⋂
Hkj

= Sl,i
k

➥ ➫ ➜ ✟ ❏ ➠
➚ ➑✻➙ ➉s➊❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ Sl

k−1

➉➃➓
Si

k−1

➊ ➍ ➒✙➓✪➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊✥➋ ➙⑨➍☎➌ ➊ ➙ ➉s➊❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ Sl,i
k

➉➃➓
Sl

k−1
➙ ➉❝➊ ➍ ➒✖➓

➋●➔✦➊✽➊ ➑ ➜ Ð ➍☎➝✐➝ ➉ Sl,i
k

➉s➊■➓ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ n ➋ ➌ ❰➃➓✽➉s➊✲➉➃➓ ➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉❇➋ ➌ ❰➃➓✽➉ ⑩✞➍☎➑ ➒✖➓ ❛ ➉➃➔ î ➊ ➍☎➝ ➛
➝ ➉➃➓✽➊✼➢❀➋ ➙⑨➍☎➌ ➊ ➙ ➉❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Sl,i

k

➋ ❛❹➝ ➉➃➓ n ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✰➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊✼➜
➈➅➉✲➊✽➉➃➔ ➙ ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓❣➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓❂➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓ H+

kj
\Hkj

➉➃➓☞➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓☞➋●➔❆➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓
Sl,i

k

➉s➊■➓ ➙ ➉✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Sl
k−1

➜⑥á❉➋ ➌✪➎s➍ ➒✦➊✽➣s➳✖➔✦➉➃➒✙➓ n − 1
➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ð ➋ ➌■➝✐➑❷➙ ➉s➊❈➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊

↔ ➍☎➌■➝ ➣s➊❷➊ ➍ ➒✙➓❫➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✖➓✽➊❣➋●➔❝➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Sl,i
k

➜✖➚ ➍☎➑ ➓ Sh
k

➔★➒✐➓✽➉ ➙ ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✼➢✔➋ ➙⑨➍☎➌ ➊ Sh
k

➉➃➓
Sl,i

k
➍ ➒✖➓ (n−1)

➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð✦➙ ➋●➒❀➊✲➉➃➒ ➎s➍☎➝✐➝ ➔★➒ ð ➔ ➑ ➊✽➳✖➔ ➐ ➑✝➙ ➊☞↔ ➍☎➌■➝ ➉➃➒✙➓✲➔★➒✦➉✪➋ ➌ ❰➃➓✽➉✧➜



❦✁❳ ❷❸❳❹❥❻❺ ❙◆▼❪❵❛❨❬❱❛❡❹❨✐❼ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖❲❙◆❘❚❵❛❭❾❽❾❱✍❯❲❯❲❱❿❞◆❯➀❝❿❵❛❯❲❭ ❺ ❱ ➱✧➱➂➁

Ï ➑ ➒✦➊ ➑✬ð→➍ ➔ ➌✥➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉❆➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✼➢ ➑✝➙ ↔✴➋●➔★➓ ➎❁➏ ➉ ➌✽➎✽➏ ➉ ➌✾➙ ➋ ➙✝➑ ➊■➓✽➉ ❛ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➔ ➑ ➜✻➚ ➑❣➍ ➒
➒ ➍ ➓✽➉ Hl

➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊ ➑ ➒ ❛❹➑⑨➎ ➉s➊ ❛ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➔ ➑✻❛ ➔❶➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Sl ➉➃➓ Hi
➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉

❛⑥➐ ➑ ➒ ❛❹➑⑨➎ ➉s➊ ❛ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➔ ➑✦❛ ➔✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Si ➋ ➙⑨➍☎➌ ➊ ➙ ➉s➊❉➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ Sl ➉➃➓ Si ➊ ➍ ➒✖➓✻➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊
➊ ➑ ❮

Card (Hl ∩Hi) = n− 1
➥ ➫ ➜ ✟ ➁ ➠

â ➙★➌ ➉s➊■➓✽➉ ➝ ➋ ➑ ➒✖➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓❣➦ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➌❷➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊❫➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊❫➦ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉❂➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✼➜
á ➍ ➔ ➌❣➙ ➉s➊❣➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ∈ S+ ➢ ➙ ➋ ➙✝➑ ➊■➓✽➉ ❛ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➔ ➑ ➉s➊■➓ ➝ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉➃➒✖➔✦➉✧➜ Ð ➉ ð ➉➃➒ ❛ ➋●➒✖➓ ð→➍ ➔ ➌
➙ ➉s➊❷➒ ➍ ➔★➡✔➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✻↔ ➍☎➌■➝ ➣s➊ Sl,i

k

➢ ➙ ➋ ➙✝➑ ➊■➓✽➉ ❛ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð ➔ ➑✶❛ ➉ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓❫➉s➊■➓
❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ð ➋ ➌❂➙ ➉s➊ (n− 1) ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ➎s➍☎➝✐➝ ➔★➒✦➊✰➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ Sl ➉➃➓ Si ➦ ➙ ➋☎➳✖➔✦➉ ➙✝➙ ➉ ➍ ➒❞➋ ⑩✞➍ ➔★➓✽➉
➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj

➜

➃ Ü í ê✶Ü✡➄ Û Ü❵Ý❢ã✙Ü→Þ✼ß✐æ❵ã❧é➆➅✝å❸➇◆➇❵ä●ê í ë❽ã✐➇✻ê✶é✒➈⑥Þ✼ê➉➇❉Ý➋➊ î ã♣ã✔Þ❆ß✼ê✶é î Þ✚Ý❢ê✶Ü❽ß❪➇❵ä●ê➉➇❷ê❀ß Û ã✖ß
➈❽➋ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✙❛ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➣s➉ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➋❈➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ð★➌ ➣ ➎ ➣ ❛ ➉➃➒✙➓✽➉ ð ➉ ➌■➝ ➉➃➓ ❛ ➉ ➎ ➋ ➌ ➋ ➎ ➓✽➣ ➌■➑ ➊✽➉ ➌

➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✰➉ î ➋ ➎ ➓ ð ➋ ➌ ➊✽➉s➊❣➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✼➜✖➈ ➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉ ➌ ➣ ➎ ➔ ➌ ➊ ➑ ↔ ð ➉ ➌■➝ ➉➃➓ ❛ ➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➌☞➙ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉
➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓ k ➦ ð ➋ ➌ ➓ ➑✝➌✥❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔④➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓ k − 1

➉➃➓ ❛ ➉ ➙ ➋ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➉❜➦
➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓ k ➜
➈❽➋❇➓❁➋ ➑✝➙✝➙ ➉ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✰➉s➊■➓ ❛ ➣ ➎➃➌✽➍☎➑ ➊✽➊❁➋●➒✙➓✽➉✧➢ ➝ ➋ ➑ ➊ ➙ ➋ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ❛ ➉s➊ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➊☞➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓✽➉❘➋✼➡✔➉ ➎

➙ ➋ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔⑦➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌❇❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊❇➉➃➓ ➙ ➉✥➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✼➜ Ï ➑ ➒✦➊ ➑❉➙✴➐ ➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉
➎ ➉➃➓✲➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉❈➉s➊■➓ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉❈➦ ❛ ➉s➊❂➋ ð⑩ð★➙✝➑⑨➎ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ➍✏✎❃➙✴➐ ➍☎➌❁❛❹➌ ➉ ❛ ➔❃➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉✸➒ ➐ ➉s➊■➓ ð ➋☎➊❣➲ ➌ ➋●➒ ❛ ➉➃➓ ➙ ➉
➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✲➉s➊■➓ ➌ ➣ ❛ ➔ ➑ ➓✼➜
Ø✸➒✦➉☞➊ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒ ð→➍ ➔ ➌❉➌ ➉ ➝ ➣ ❛❹➑ ➉ ➌ ➦ ➎ ➉ ð★➌✽➍☎➟★➙⑨↕➃➝ ➉ ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉❂➦❘➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉ ➌❷➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❂➉ î ➋ ➎ ➓ ð ➋ ➌

➔★➒✦➉❘↔ ➍☎➌■➝ ➉❈➲✔➣ ➍☎➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉ ð★➙ ➔✦➊✸➊ ➑✝➝✔ð★➙ ➉❈➉➃➓ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➉ ð ➋ ➌ ➔★➒❥➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ➎s➍ ➒✦➊■➓✢➋●➒✖➓✼➜
á ➙ ➔✦➊ ➑ ➉➃➔ ➌ ➊ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✖❛ ➉s➊ ➍ ➒✖➓✻➣➃➓✽➣ ð★➌✽➍❡ð→➍ ➊✽➣s➉s➊✲➥➘➋ ð⑩ð★➌✽➍êî❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ð ➋ ➌ ➔★➒ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉✧➢

➔★➒ ð ➋ ➌ ➋ ➙✝➙⑨↕➃➙⑨➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➍ ➔❜➔★➒❃➉ ➙✝➙✝➑➭ð ➊ ➍❀✃✴❛ ➉✚➠✢➜ Ð ➉s➊❫↔ ➍☎➌■➝ ➉s➊❣➊ ➑✝➝✔ð★➙ ➉s➊ ð ➉➃➔★➡✔➉➃➒✙➓ ➎s➍ ➒✙➓✽➉➃➒ ➑✝➌☞➙ ➋❈↔ ➍☎➌■➝ ➉✰➉ î ➋ ➎ ➓✽➉
➥ ➟→➍☎➌ ➒ ➑ ➓■➔ ❛ ➉❫➉ î ➓✽➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉ ➍ ➔✾➬✸➔★➓✽➉ ➌ ➾ ➍ ➔★➒ ❛❹➑ ➒★➲✙➠⑥➉➃➓ ❛ ➋●➒✦➊ ➎ ➉ ➎ ➋☎➊ ➍ ➒ ➎✽➏ ➉ ➌✽➎❁➏ ➉ ➙ ➉ ð★➙ ➔✦➊ ð ➉➃➓ ➑ ➓ ❛★➍☎➝ ➋ ➑ ➒✦➉
➎s➍ ➒✙➓✽➉➃➒❀➋●➒✖➓ ➙ ➋✪↔ ➍☎➌■➝ ➉❈➉ î ➋ ➎ ➓✽➉ ð→➍ ➔ ➌❂➌ ➣ ❛ ➔ ➑✝➌ ➉ ➙ ➋ ➝ ➋ ➌ ➲✔➉ ❛⑥➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➜✦➶❘➉ ➝ ❰ ➝ ➉ ➎ ➉s➊❣↔ ➍☎➌■➝ ➉s➊✲➊ ➑✝➝✔ð★➙ ➉s➊
ð ➉➃➔★➡✔➉➃➒✙➓❂❰➃➓ ➌ ➉ ➎s➍ ➒✙➓✽➉➃➒✖➔✦➉s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❘➉ î ➋ ➎ ➓☞➉➃➓ ➍ ➒ ð★➌✽➍✖➎s↕s❛ ➉❈➦✪➔★➒✦➉ ➟→➍☎➌ ➒ ➑ ➓■➔ ❛ ➉ ➑ ➒✙➓✽➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉
➥➞â❚➒★➒✦➉ ➌ ➾ ➍ ➔★➒ ❛❹➑ ➒★➲✙➠❣➉➃➓ ❛ ➋●➒✦➊ ➎ ➉ ➎ ➋☎➊ ➍ ➒ ➎✽➏ ➉ ➌✽➎❁➏ ➉ ➙ ➉ ❛★➍☎➝ ➋ ➑ ➒✦➉ ➝ ➋ î❹➑✝➝ ➋ ➙⑥➎s➍ ➒✙➓✽➉➃➒✖➔ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➋❇↔ ➍☎➌■➝ ➉
➉ î ➋ ➎ ➓✽➉✧➢ ➝ ➋ ➑ ➊ ➎ ➉➃➓■➓✽➉ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✙❛ ➉ ➎s➍☎➝✔ð→➍☎➌ ➓✽➉ ➙ ➉ ➌■➑ ➊✽➳✖➔✦➉❘➳✖➔✦➉ ➙ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ➌ ➣s➉ ➙ ➊✲➊ ➍☎➑ ➉➃➒✖➓✲➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊❂➉➃➒
❛ ➉ ➏✦➍☎➌ ➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉➃➊ ð ➋ ➎ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉✪➋ ➑ ➒✦➊ ➑❽❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➣✧➜



➱✧➱❑➌ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱ ❦✁❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

❞❴➐➋➑❴➐➋➒ ➓Û❬→➔✄➹❾➹✔➣⑦↔❢↕❁➙✍➛➜↔➎➣✝➝⑦➙✍↔❣➝✝↔➎➞❛➟❪❿❴➠✍➛
Ð ➉➃➓■➓✽➉✸➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉✰➋❘➣➃➓✽➣ ð★➌✽➍❡ð✶➍ ➊✽➣s➉ ð ➋ ➌ ➸✾➜✧➨❧➉s➊✽➊❁➋ ➍ ➔ ❛ ➉➃➓❫➵❀➋✼➡ ➑ ➉ ➌➢➡ ➫✧➻➂➤ ➜✔➯ ➙✝➙ ➉ ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉✸➦❈➋ ð◆ð★➌✽➍ ➛

➎❁➏ ➉ ➌❂➙ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❈➉ î ➋ ➎ ➓ ð ➋ ➌ ➔★➒ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ❛★➍ ➒✙➓ ➙ ➉s➊❣↔✴➋ ➎ ➉s➊ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒♦➥❢➒❹➛ ➱ ➠❣➊ ➍ ➒✙➓✲➋ ➙✝➑ ➲✧➒✦➣s➉s➊
➋✼➡✔➉ ➎❈➙ ➉s➊✸➋ î ➉s➊ ❛ ➉ ➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊✼➜

Ú❥Û⑦⑥ Ü❵Ý❱Þ✚Ý❢ê✶Ü❽ß

• Ø✸➒ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉❆➉s➊■➓❇➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ❛★➍ ➒✙➓❇➓ ➍ ➔★➓✽➉s➊ ➙ ➉s➊✪➋ ➌ ❰➃➓✽➉s➊✪➊ ➍ ➒✖➓ ð ➋ ➌ ➋ ➙✝➙⑨↕➃➙ ➉s➊✾➋●➔ î ➋ î ➉s➊ ❛ ➉
➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊✼➜

• ➚ ➍☎➑ ➓✲➔★➒ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ n ➎ ➉➃➒✖➓ ➌ ➣✪➋●➔✦➓ ➍ ➔ ➌✸❛⑥➐ ➔★➒ ð✶➍☎➑ ➒✙➓ C ❛ ➉ ➙✴➐ ➉➃➊ ð ➋ ➎ ➉ ð ➋ ➌ ➋✚➛
➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉✧➜➅➚ ➍☎➑ ➉➃➒✙➓ c ➉➃➓ l ➙ ➉s➊✸➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ ➊❘➳✖➔ ➑❉➎s➍ ➒✖➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✙➓ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ➙ ➉s➊ ➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊ ❛ ➔
➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉ C ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉✰➉➃➓ ➙ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛ ➙⑨➍ ➒★➲✧➔✦➉➃➔ ➌ ➊ ❛ ➉s➊☞➋ ➌ ❰➃➓✽➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➙✝➙⑨↕➃➙ ➉s➊❂➋●➔ î ➋ î ➉s➊ ❛ ➉ ➎s➍✖➍☎➌✽❛★➍ ➒❹➛
➒✦➣s➉s➊✼➜

• á ➍ ➔ ➌ ➓ ➍ ➔★➓ ð→➍☎➑ ➒✖➓ x ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉✧➢ ➙ ➋ j ème ➎s➍☎➝✔ð✶➍ ➊❁➋●➒✙➓✽➉ ❛ ➉ x ➊❁➋●➓ ➑ ➊✞↔✴➋ ➑ ➓ ➙ ➋ ❛★➍ ➔ ➟★➙ ➉
➑ ➒✦➣➃➲✖➋ ➙✝➑ ➓✽➣✪➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓✽➉✐❮

∀x ∈ ϑ ; c(j) − l(j) ≤ x(j) ≤ c(j) + l(j)
➥ ➫ ➜ ✟ ➌ ➠

➍✏✎ c(j) ❛ ➣s➊ ➑ ➲✧➒✦➉ ➙ ➋ j ème ➎s➍✖➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ❛ ➔ ➎ ➉➃➒✖➓ ➌ ➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉❥➉➃➓ l(j) ❛ ➣s➊ ➑ ➲✧➒✦➉ ➙ ➋ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛
➙⑨➍ ➒★➲✧➔✦➉➃➔ ➌✰❛ ➉ ➙✴➐ ➋ ➌ ❰➃➓✽➉ ð ➋ ➌ ➋ ➙✝➙⑨↕➃➙ ➉✥➋●➔ j ème ➋ î ➉ ❛ ➉ ➎s➍✖➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉✧➜
➚ ➍☎➑ ➓❫➔★➒✦➉✲↔✴➋ ➎ ➉ fi

❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ p ≤ n
➢ ➎ ➉➃➓■➓✽➉❂↔✴➋ ➎ ➉✸➉s➊■➓ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ n−p ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊

➙✝➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ➑ ➒ ❛ ➣ ð ➉➃➒ ❛ ➋●➒✙➓✽➊✼➜ Ð ➍☎➝✐➝ ➉❘➓ ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊ ð→➍☎➑ ➒✙➓✽➊ ❛⑥➐ ➔★➒ ➝ ❰ ➝ ➉ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ ➍ ➒✙➓☞➔★➒✦➉ ➎s➍✙➍☎➌ ➛
❛★➍ ➒★➒❀➣➃➉ ➹⑩î ➣s➉❘➦ c(j)− l(j) ➍ ➔❥➦ c(j) + l(j)

➢ ➙ ➉s➊ p ➋●➔★➓ ➌ ➉s➊ ➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊ ð★➌ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✖➓ ➙ ➉➃➔ ➌ ➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌
❛ ➋●➒✦➊ ➙✴➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➡✧➋ ➙✝➙ ➉ ]c(j) − l(j); c(j) + l(j)[

➜

è❜é❢❡❀ê❀ä☎Ý❱Þ✚ë❵ì⑧ã❞ä Û✖í✖î ä●ß✚Ý❢ï

• ð❁ñ✦ò➞ó➞ò➘ô☎õ ò❱ösô✧ó➞ò➘÷☎ñ ❮
á ➍ ➔ ➌ ➊ ➐ ➋☎➊✽➊■➔ ➌ ➉ ➌ ➳✖➔✦➉ ➙ ➉❘➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✲❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ➌ ➣s➉ ➙ ➊❂➊ ➍☎➑ ➓ ➑ ➒ ➎➃➙ ➔✦➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒ ➑ ➓ ➑ ➋ ➙

ϑ0
➢ ➍ ➒ ➎✽➏✦➍☎➑ ➊ ➑ ➓ ➎ ➉ ❛ ➉ ➌ ➒ ➑ ➉ ➌ ➋☎➊✽➊✽➉➃➷ ➙ ➋ ➌ ➲✔➉❜➊ ➑ ➋●➔ ➎ ➔★➒✦➉ ➑ ➒❹↔ ➍☎➌■➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒Ù➋ ð★➌■➑⑨➍☎➌■➑ ➉s➊■➓ ❛❹➑ ➊ ð→➍ ➒ ➑✝➟★➙ ➉❃➊■➔ ➌

➙ ➉✐➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉✧➜ ϑ0
➊✽➉ ➌ ➋❜➔★➒ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➣❝➋●➔★➓ ➍ ➔ ➌✪❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌■➑ ➲ ➑ ➒✦➉❝➉➃➓ ❛ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛ ➙⑨➍ ➒★➲✧➔✦➉➃➔ ➌✪❛⑥➐ ➋ î ➉

➣ ➙ ➉➃➡✖➣s➉ ∆
➜✔➈➅➉s➊

2n ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ ϑ0
➒✖➔ ➝ ➣ ➌✽➍ ➓✽➣s➊ ❛ ➉ 0

➦
2n−1

➉➃➓☞➋ ➤ ➋●➒✖➓ ð✶➍ ➔ ➌☞➎s➍✖➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊ ±∆
➊ ➍ ➒✙➓ ➌ ➉➃➲ ➌✽➍ ➔ ð ➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➋ ➝ ➋●➓ ➌■➑⑨➎ ➉ V0

❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ð ➋ ➌ ❮

V0 =
[
S0

0 · · · S2n−1
0

] ➥ ➫ ➜ ✟ ✆ ➠



❦✁❳ ❷❸❳❹❥❻❺ ❙◆▼❪❵❛❨❬❱❛❡❹❨✐❼ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖❲❙◆❘❚❵❛❭❾❽❾❱✍❯❲❯❲❱❿❞◆❯➀❝❿❵❛❯❲❭ ❺ ❱ ➱✧➱ ✆

➍✏✎ Si
k
❛ ➣s➊ ➑ ➲✧➒✦➉ ➙ ➉❈➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✸➎s➍ ➒✙➓✽➉➃➒❀➋●➒✖➓ ➙ ➉s➊ ➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊ ❛ ➔ ième ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✰➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✖➓ k ➜

• ð❁ñ❀ó➥☎■÷✚ý☎ü★úsó➞ò➘÷☎ñ⑦ý❽þ ü✙ñ→ÿ❇ñ✶÷☎ü✁�☎ÿ✢õ❱õ⑨ÿ✄✂❆ÿ❁ö✢ü✁☎❁ÿ ❮
➚✖➔ ð⑩ð→➍ ➊❁➋●➒✙➓❂➳✖➔ ➐ ➦ ➙✴➐ ➑ ➒❀➊■➓❁➋●➒✖➓ (k− 1)

➢ ➍ ➒ ❛❹➑ ➊ ð✶➍ ➊✽➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1
❛ ➣ ➹ ➒ ➑Pð ➋ ➌ ➊✽➉s➊☞➊ ➍☎➝ ➛

➝ ➉➃➓✽➊ Si
k−1

➢
(i = 0, . . . , 2n − 1)

➜★➈❽➋ ➝ ➋●➓ ➌■➑⑨➎ ➉ Vk−1
❛ ➉s➊✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✸➉s➊■➓ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➉ ð ➋ ➌ ❮

Vk−1 =
[
S0

k−1 . . . S
2n−1
k−1

]
avec dim(Vk−1) = (n, 2n)

➥ ➫ ➜ ➫✧➻ ➠

Ð ➏ ➋☎➳✖➔✦➉❆➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉❆➉➃➒★➲✔➉➃➒ ❛★➌ ➉ ❛ ➉➃➔ î ➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉s➊ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➋ ➑ ➒✙➓✽➉s➊ ➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➙ ➉ ➝❝➍ ➒✖➓ ➌ ➉ ➙ ➋
➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ➥ ➫ ➜ ➱ ✆ ➠✢➢ ➎✽➏ ➋ ➎ ➔★➒✦➉❞➣➃➓❁➋●➒✙➓❜➋☎➊✽➊ ➍✙➎➃➑ ➣s➉❞➦❧➔★➒ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj

➢
(j = 1, 2)

➉➃➓❜➋●➔ îÙ❛ ➉ ➝✐➑ ➛
➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ H+

kj

➉➃➓
H−

kj

➢
(j = 1, 2)

➜★➈➅➉s➊ ❛ ➉➃➔ î❃➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊✸➊ ➍ ➒✙➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣s➊ ð ➋ ➌ ❮

φT
k θ = dkj

➥ ➫ ➜ ➫ ➱ ➠

➍✏✎ φk
➢
θ
➉➃➓
dkj

➊ ➍ ➒✖➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣s➊ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ð ➋ ➌ ➥ ➫ ➜ ➺ ➠✢➢❽➥ ➫ ➜ ✟✙➠☞➉➃➓✥➥ ➫ ➜ ✟✝✟✙➠✢➜

➈ ➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉ ❛⑥➐ ➋ ➎ ➓■➔❀➋ ➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ➎s➍ ➒✙➓ ➑ ➉➃➒✖➓ ❛ ➉➃➔ î ➣➃➓❁➋ ð ➉s➊❇❮
① Ð ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙→❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1

➋✼➡✔➉ ➎✸➙ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔➘➊
H+

kj

➜
① Ð ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙❽❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk

➦ ð ➋ ➌ ➓ ➑✝➌✸❛ ➉ ➎ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➜
Ð ➏ ➋☎➳✖➔✦➉✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉❝➉s➊■➓ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➦ ð ➋ ➌ ➓ ➑✝➌❇❛ ➉s➊❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❈➉ î ➓ ➌ ❰ ➝ ➉s➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➢
➎✧➐ ➉s➊■➓❂➦ ❛❹➑✝➌ ➉ ➙ ➉s➊☞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛★➍ ➒✖➓ ➙✴➐ ➔★➒✦➉❘➋●➔ ➝❝➍☎➑ ➒✦➊ ❛ ➉s➊ ➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊ ð★➌ ➉➃➒ ❛ ➊❁➋❈➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌❣➝ ➋ î❹➑✝➝ ➋ ➙ ➉
➍ ➔ ➝✐➑ ➒ ➑✝➝ ➋ ➙ ➉ ð ➋ ➌❂➌ ➋ ð⑩ð→➍☎➌ ➓✰➦ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊✸➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➜

+➦H

➧➨H➩➫H

Orthotope

Orthotope

➭
−
➦ϑ

➯ϑ

Polytope

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ❏ ① ➨ ➑ ➊✽➉❇➦ ⑩✞➍ ➔ ➌✲❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1



➱ ➭✧➻ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱ ❦✁❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

• ➲②❍➃ó❚ÿ●☎●✂✾ò❢ñ✶ô✧ó➞ò➘÷☎ñ⑦ý☎ü❪➳❹÷☎õ ➵✧ó✴÷●➳✦ÿ❇ò❢ñ❀ó❚ÿ●☎❁ö✼ÿ■úsó➞ò➘÷☎ñ ❮

á ➍ ➔ ➌ ➓ ➌✽➍ ➔★➡✖➉ ➌❘➙✴➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1
➢⑥➋s➡✖➉ ➎✪➙ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔➘➊ H+

kj

➢
➑✝➙ ↔✴➋●➔★➓☞➣➃➓■➔ ❛❹➑ ➉ ➌☞➙ ➋ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉✰➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Si

k−1
ð ➋ ➌❣➌ ➋ ð⑩ð→➍☎➌ ➓❂➦ ➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj

➜
Ð ➉➃➓■➓✽➉ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒❥➉s➊■➓ ➑ ➒ ❛❹➑ ➳✖➔✦➣s➉ ð ➋ ➌☞➙ ➉s➊ ➎s➍☎➝✔ð✶➍ ➊❁➋●➒✙➓✽➉s➊ γk(i)

❛ ➔❜➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ γk
❛ ➣ ➹ ➒ ➑⑥➎s➍☎➝✐➝ ➉❘➊■➔ ➑ ➓❘❮

γk = φT
k Vk−1 ; k = 0, . . . , 2n − 1

➥ ➫ ➜ ➫✧➭ ➠

➯✻➒ø➓✽➉➃➒❀➋●➒✖➓ ➎s➍☎➝✔ð ➓✽➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓ ➑✝➍ ➒✎➥ ➫ ➜ ✟✝✟✙➠✢➢ ➍ ➒ø➣➃➓■➔ ❛❹➑ ➉ ➙ ➋ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ 2n ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉
➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1

ð ➋ ➌❂➌ ➋ ð◆ð✶➍☎➌ ➓✽➊✰➋●➔ î❃➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ Hk1

➉➃➓
Hk2

➢

• á ➍ ➔ ➌✲➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hk1

① ➚ ➑ γk(i) < dk1 ⇒ Si
k−1 ∈ H+

k1
\Hk1① ➚ ➑ γk(i) > dk1 ⇒ Sj

k−1 ∈ H−
k1
\Hk1① ➚ ➑ γk(i) = dk1 ⇒ Sj

k−1 ∈ Hk1

• á ➍ ➔ ➌✲➙✴➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hk2

① ➚ ➑ γk(i) < dk2 ⇒ Si
k−1 ∈ H−

k2
\Hk2① ➚ ➑ γk(i) > dk2 ⇒ Si

k−1 ∈ H+
k2
\Hk2① ➚ ➑ γk(i) = dk2 ⇒ Si

k−1 ∈ Hk2

⇛
â ➙ ↔✴➋●➔★➓ ❛★➍ ➒ ➎ ➓❁➉➃➊■➓❁➉ ➌❇➙ ➋ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ 2n ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ð ➋ ➌❈➌ ➋ ð◆ð✶➍☎➌ ➓✥➦ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒

Hkj ✞ j = 1, 2
➜★ç ➌✽➍☎➑ ➊ ➎ ➋☎➊✲➊ ➍ ➒✙➓ ð✶➍ ➊✽➊ ➑✝➟★➙ ➉s➊✪❮

➸ ä●ã✙ì♦Ý❢ã✖ä í å★ß❪⑧ ç ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊❫➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1
➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉✢➒✦➒✦➉➃➒✖➓❂➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉

➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓ H−
kj
\Hkj

(j = 1, 2) ➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➙ ➉ ➝❝➍ ➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ➁ ➜★➈➅➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➌ ➣s➊■➔ ➙ ➓❁➋●➒✖➓
➉s➊■➓❂➡ ➑⑨❛ ➉✧➜❹â ➙ ↔✴➋●➔★➓ ❛★➍ ➒ ➎ ➋ ➌■➌ ❰➃➓✽➉ ➌✲➙✴➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉✧➜ Ð ➉ ➎ ➋☎➊ ð ➉➃➔★➓✸➋ ➌■➌■➑ ➡✖➉ ➌ ➊■➔ ➑ ➓✽➉❈➦✥➔★➒ ➝ ➋●➔★➡✧➋ ➑ ➊ ➎✽➏✦➍☎➑❢î
❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒ ➑ ➓ ➑ ➋ ➙❵➍ ➔ ❛ ➉s➊ ➟✶➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➜

Ú ã î➎➺ Ý➋➻✙ì⑧ã í å★ß➜⑧ ç ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉♣➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✖➓❜➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉
ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ H+

kj
(j = 1, 2) ➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➙ ➉ ➝❝➍ ➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ➌ ➜❷➈ ➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒❦➉➃➒✙➓ ➌ ➉ ϑk−1

➉➃➓ ➙ ➉
❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ H+

kj

➉s➊■➓ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1
➙ ➔ ➑❵➝ ❰ ➝ ➉✧➜→➈❽➋❝➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉✪➒✦➉ ➝❝➍✖❛❹➑✠➹ ➉

ð ➋☎➊ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ❛ ➉ ❛ ➣ ð ➋ ➌ ➓✼➢✦➉ ➙✝➙ ➉❇➉s➊■➓ ❛★➍ ➒ ➎❈➌ ➉ ❛★➍ ➒ ❛ ➋●➒✙➓✽➉✧➜



❦✁❳ ❷❸❳❹❥❻❺ ❙◆▼❪❵❛❨❬❱❛❡❹❨✐❼ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖❲❙◆❘❚❵❛❭❾❽❾❱✍❯❲❯❲❱❿❞◆❯➀❝❿❵❛❯❲❭ ❺ ❱ ➱ ➭ ➱

        Orthotope ➼−
➽ϑ

+➾➚H
−➾➚H

➪➶H

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ➁ ① ➶❘➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉
➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒♦❮ ϑk−1 ∩H+

kj
= ∅

        Orthotope ➹−
➘ϑ

+➴➷H
−➴➷H

➬➮H

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ➌ ① ➶❘➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉
➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒♦❮ ϑk−1 ∩H+

kj
= ϑk−1

➱ ä●ê✶Ý❢ß✚Ý➋➻✙ì⑧ã í å★ß❤⑧ Ð ➉ ➌ ➓❁➋ ➑ ➒✦➊✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉❞➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✖➓❃➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉
ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ H+

kj

➉➃➓ ❛⑥➐ ➋●➔★➓ ➌ ➉s➊✪➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉➃➒★➒✦➉➃➒✙➓✥➋●➔ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉✐➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔ H−
kj

➎s➍☎➝✐➝ ➉ ➙ ➉ ➝❝➍ ➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➋
➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ✆ ➜

➬✸➒ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓✪❮
① Vsp

❮❵➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌❝❛ ➉ ➙⑨➍ ➒★➲✧➔✦➉➃➔ ➌ N sp
k−1

➳✖➔ ➑❂➎s➍ ➒✖➓ ➑ ➉➃➒✙➓ ➙ ➉s➊✾➒✖➔ ➝ ➣ ➌✽➍ ➊ ❛ ➉s➊✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉✢➓❁➊ ❛ ➉ ϑk−1

➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓ ð→➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ H+
kj

➜
① Vsn

❮❽➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✐❛ ➉ ➙⑨➍ ➒★➲✧➔✦➉➃➔ ➌ N sn
k−1

➳✖➔ ➑☞➎s➍ ➒✙➓ ➑ ➉➃➒✖➓ ➙ ➉s➊✥➒✖➔ ➝ ➣ ➌✽➍ ➊ ❛ ➉s➊✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ ϑk−1

➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉ ➍ ➔★➡✔➉ ➌ ➓✲➒✦➣➃➲✖➋●➓ ➑ ↔ H−
kj

➜
➶ ➍ ➒ ➎❇➍ ➒❧➋❃❮

N sp
k−1 +N sn

k−1 = 2n ➥ ➫ ➜ ➫✧➺ ➠

➚ ➍☎➑ ➓ ➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒❧➉➃➒✙➓ ➌ ➉ ϑk−1
➉➃➓
H+

kj

❛ ➣ ➹ ➒ ➑✌ð ➋ ➌ ➊✽➉s➊❂➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✸➳✖➔ ➑ ➊ ➍ ➒✙➓❇❮
① ➈➅➉s➊✸➊ ➍☎➝✐➝ ➉✢➓❁➊ ❛ ➉ ϑk−1

➋ ð⑩ð ➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓❘➦ H+
kj

➜
① ➈➅➉s➊❘➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✖➔✦➊ ð ➋ ➌❘➙✴➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙✴➐ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj ✞ (j = 1, 2)
➋✼➡✔➉ ➎ ➒ ➐ ➑✝➝✔ð✶➍☎➌ ➓✽➉✸➳✖➔ ➐ ➉ ➙✝➙ ➉✸➋ ➌ ❰➃➓✽➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk−1

➳✖➔ ➑⑦⑩✞➍☎➑ ➒✖➓ ❛ ➉➃➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❫➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊
Sl

k−1

➉➃➓
Si

k−1

➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ➌ ➉s➊ ð ➉ ➎ ➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ❛ ➋●➒✦➊ H+
kj

➉➃➓
H−

kj

➜
➚ ➍☎➑ ➉➃➒✙➓ Sl,i

k
➙ ➉s➊✐➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➊✼➜❷â ➙ ➊❝➊ ➍ ➒✖➓ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➣s➊ ➎s➍☎➝✐➝ ➉❥➔★➒✦➉ ➎s➍☎➝✥➟★➑ ➒❀➋ ➑ ➊ ➍ ➒

➎s➍ ➒✙➡✔➉ î ➉ ❛ ➉s➊ ❛ ➉➃➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✰➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✖➓❁➊ Sl
k−1

➉➃➓
Si

k−1

➢★➊ ➍☎➑ ➓✪❮

Sl,i
k = λSl

k−1 + (1 − λ)Si
k−1 ; 0 ≤ λ ≤ 1

➥ ➫ ➜ ➫ ✟✙➠

λ
➉s➊■➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ð ➋ ➌✲➙✴➐ ➣➃➳✖➔✶➋●➓ ➑⑨➍ ➒♠➥ ➫ ➜ ✟ ➫ ➠✢➜



➱ ➭✧➭ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱ ❦✁❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

            Orthotope ✃−
❐ϑ

+❒❮H
−❒❮H

❰ÏH

Polytope

Ð Ð
−
ÑS

Ò Ð
−
ÑS Ó Ð−ÑS

Ô Ð
−
ÑS

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ✆②① ➶❘➣✢➓❁➉ ➌✽➝✐➑ ➒✶➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒♠❮
ϑk−1 ∩H+

kj
= Pk 6= ϑk−1

Ï ➡✧➋●➒✖➓ ❛⑥➐ ➋ ð⑩ð★➙✝➑ ➳✖➔✦➉ ➌✻➙ ➋ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒♣➥ ➫ ➜ ➫ ✟✙➠✢➢ ➑✝➙ ↔✴➋●➔★➓ ❛ ➣➃➓✽➉ ➎ ➓✽➉ ➌ ➓ ➍ ➔★➓✽➉s➊ ➙ ➉s➊✻➋ ➌ ❰➃➓✽➉s➊ ❛ ➉ ϑk−1
➎s➍ ➔ ð ➣s➉s➊

ð ➋ ➌✾➙✴➐ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj ✞ (j = 1, 2)
➢ ð ➔ ➑ ➊ ❛ ➣ ❛ ➔ ➑✝➌ ➉❃➓ ➍ ➔★➓✽➉s➊ ➙ ➉s➊ ð ➋ ➑✝➌ ➉s➊ ❛ ➉❃➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✐➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒✙➓✽➊

(Sl
k−1, S

i
k−1)

➊ ➑ ➓■➔✦➣s➊ ❛ ➉ ð ➋ ➌ ➓✲➉➃➓ ❛⑥➐ ➋●➔★➓ ➌ ➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ Hkj ✞ j = 1, 2 ð→➍ ➔ ➌ ➣➃➡ ➑ ➓✽➉ ➌❂➙ ➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙
❛ ➉❞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ð ➋ ➌ ➋☎➊ ➑ ➓✽➉s➊✼➜❫Ø✸➒✦➉❃↔ ➍☎➑ ➊❆➳✖➔✦➉ ➙✴➐ ➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒ ➎ ➉ ❛ ➉ ❛ ➉➃➔ î ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❃➋⑧➣➃➓✽➣ ❛ ➣➃➓✽➉ ➎ ➓✽➣s➉✧➢ ➍ ➒
➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➙ ➉❘➒ ➍ ➔★➡✖➉✼➋●➔❞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓❂↔ ➍☎➌■➝ ➣✧➜

• ➲②❍➃ó❚ÿ●☎●✂✾ò❢ñ✶ô✧ó➞ò➘÷☎ñ⑦ý✖ÿ❇õ✽þ ÷✏☎➃ó➋Õ❹÷✧ó✴÷●➳★ÿ ❮

➬✸➒④➉✢➧⑥➉ ➎ ➓■➔✦➉❃➔★➒♠➓✽➉s➊■➓ ❛⑥➐ ➋ ❛✏⑩ ➋ ➎ ➉➃➒ ➎ ➉ ð✶➍ ➔ ➌ ➓ ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1
➋ ➹ ➒ ❛ ➉

❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➌ ➓ ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊✐➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✠➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk
➜✻Ø✸➒✦➉❆↔ ➍☎➑ ➊✐➳✖➔✦➉❃➓ ➍ ➔✦➊ ➎ ➉s➊ ❛ ➉ ➌ ➒ ➑ ➉ ➌ ➊ ➍ ➒✖➓❝➣➃➓✽➣

❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➣s➊✼➢ ➙ ➉s➊ 2n ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉♣➊ ➍ ➒✖➓ ❛ ➣ ❛ ➔ ➑ ➓✽➊❝➉➃➒ ð★➌ ➉➃➒❀➋●➒✙➓ ➙ ➉s➊✾➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌ ➊ ➝ ➋ î❹➑ ➛
➝ ➋ ➙ ➉s➊✲➉➃➓ ➝✐➑ ➒ ➑✝➝ ➋ ➙ ➉s➊ ð✶➍ ➔ ➌✲➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑ ➡✔➉ ➝ ➉➃➒✙➓✰➦ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊❂➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔
ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➢❀➊ ➍☎➑ ➓❇❮

ϑk =
{
θ / θmin

k (i) ≤ θk(i) ≤ θmax
k (i) ; i = 1, . . . , n

} ➥ ➫ ➜ ➫✧➫ ➠

➍✏✎
• θmin

k (i)
➉s➊■➓ ➙ ➋✾➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌❂➝✐➑ ➒ ➑✝➝ ➋ ➙ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ième ➎s➍☎➝✔ð✶➍ ➊❁➋●➒✙➓✽➉ ❛ ➔♣➡✖➉ ➎ ➓❁➉✢➔ ➌ θ ➢ ➎✧➐ ➉s➊■➓✸➦ ❛❹➑✝➌ ➉✐❮

θmin
k (i) = min

j=1,...,nk

Sj
k(i) ; i = 1, . . . , n

➥ ➫ ➜ ➫ ❏ ➠



❦✁❳ ❷❸❳❹❥❻❺ ❙◆▼❪❵❛❨❬❱❛❡❹❨✐❼ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖❲❙◆❘❚❵❛❭❾❽❾❱✍❯❲❯❲❱❿❞◆❯➀❝❿❵❛❯❲❭ ❺ ❱ ➱ ➭✧➺

• θmax
k (i)

➉s➊■➓ ➙ ➋✾➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌✲➝ ➋ î❹➑✝➝ ➋ ➙ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ième ➎s➍☎➝✔ð✶➍ ➊❁➋●➒✙➓✽➉ ❛ ➔♣➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌ θ ➢ ➎✧➐ ➉s➊■➓✸➦ ❛❹➑✝➌ ➉❝❮

θmax
k (i) = max

j=1,...,nk

Sj
k(i) ; i = 1, . . . , n

➥ ➫ ➜ ➫ ➁ ➠

• Sj
k(i)

➌ ➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉ ➙ ➋ ième ➎s➍✙➍☎➌✽❛★➍ ➒★➒✦➣s➉ ❛ ➔❞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Sj
k

➉➃➓
nk
➢ ➙ ➉❈➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛ ➉❇➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➔

ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✥➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✖➓ k ➜

â ➙ ➉s➊■➓✸➦✾➒ ➍ ➓✽➉ ➌ ➳✖➔✦➉ ➙ ➉s➊❂➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌ ➊ θmin
k (i)

➉➃➓
θmax
k (i) ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➉s➊ ❛ ➉ ➝ ➋●➒ ➑⑨↕➃➌ ➉ ➌ ➣ ➎ ➔ ➌ ➊ ➑ ➡✔➉❘↔ ➍ ➔ ➌ ➛

➒ ➑ ➊✽➊✽➉➃➒✙➓ ➙ ➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉s➊ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➡✧➋ ➙✝➙ ➉s➊ ❛⑥➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔ ❛ ➉ ❛ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊✸➉s➊■➓ ➑✝➝ ➣s➊✼➜

Polytope

Orthotope

Ö×ØÖ ÙÙ
SS =

ÚÛS

ÜÛS

ÝÞSßàáâS

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ➱ ➻②① ➈ ➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➹ ➒❀➋ ➙ ϑk

➈➅➉ ➎ ➉➃➒✖➓ ➌ ➉ Ck
❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ϑk

➳✖➔ ➑❀ð ➉➃➔★➓❇❰➃➓ ➌ ➉✐➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊✽➣ ➎s➍☎➝✐➝ ➉❝➉s➊■➓ ➑✝➝ ➋●➓✽➉➃➔ ➌✪❛ ➔⑦➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌
❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ➌ ➣s➉ ➙ ➊ θ ➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓ k ➉➃➓ ➙ ➋ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛ ➙✝➍ ➒✦➲✧➔✦➉➃➔ ➌ Lk

➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑ ➡✖➉❈➋●➔ kème ➋ î ➉ ❛ ➉ ➎s➍✖➍☎➌ ➛
❛★➍ ➒★➒✦➣s➉s➊❂➳✖➔ ➑ ➉ î⑦ð★➌■➑✝➝ ➉ ➙ ➋❇➓❁➋ ➑✝➙✝➙ ➉✰➲✔➣ ➍☎➝ ➣➃➓ ➌■➑ ➳✖➔✦➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉❈➦ ➙✴➐ ➑ ➓✽➣ ➌ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ k ➊ ➍ ➒✖➓ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➣s➊
ð ➋ ➌✲➙ ➉s➊ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✸➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓✽➉s➊❇❮

Ck(i) =
θmax
k (i) + θmin

k (i)

2
; i = 1, . . . , n

➥ ➫ ➜ ➫ ➌ ➠

Lk(i) =
θmax
k (i) − θmin

k (i)

2
; i = 1, . . . , n

➥ ➫ ➜ ➫✝✆ ➠
➈ ➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➹ ➒❀➋ ➙ ➉s➊■➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣ ð ➋ ➌✲➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ➱ ➻ ➜

❞❴➐➋➑❴➐→ã ➓Û❬→➔ä➞✔➞✔➣⑦↔❢↕❁➙✍➛å➞➢↔çæéè❴➝✝↔➎➞❛➟❪❿❴➠✍➛stê↕❶↔❳❨ê➞❛æë➛❸ì✍➟é➝✏í⑨æ➆➟❪❨ê➟➥➝✝íî➛
➃ Ü✶Þ✼ä●ê⑥æ î❽í Þ✚Ý❢ê✶Ü
➶❈➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊❘➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ð★➌ ➣ ➎ ➣ ❛ ➉➃➒✖➓✽➉s➊ ➍ ➒⑦➋ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➣ ➙ ➉s➊❈➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉s➊ ➌ ➣ ➎ ➔ ➌ ➊ ➑ ↔➘➊✰➳✖➔ ➑❽➝ ➉➃➓■➓❁➉✢➒✙➓❇➦

⑩✞➍ ➔ ➌✲➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✪➉ î ➋ ➎ ➓ ➍ ➔ ➟★➑ ➉➃➒ ➙✴➐ ➔★➒✦➉ ❛ ➉❇➊✽➉s➊✰➋ ð⑩ð★➌✽➍êî❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ❛ ➉❘↔ ➍☎➌■➝ ➉ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉✧➜ Ð ➉s➊
➋ ð⑩ð★➌✽➍❽î❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊☞➳✖➔ ➑ ➊ ➍ ➒✖➓ ➎s➍ ➒îï➃➔✦➉s➊ ð✶➍ ➔ ➌❣➎s➍ ➒✙➓ ➍ ➔ ➌ ➒✦➉ ➌❣➙ ➉s➊ ð★➌✽➍☎➟★➙⑨↕➃➝ ➉s➊ ð→➍ ➊✽➣s➊ ð ➋ ➌❫➙ ➋ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣



➱ ➭ ✟ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱ ❦✁❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

➒✙➔ ➝ ➣ ➌■➑ ➳✖➔✦➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ➝✐➑ ➊✽➉✥➦ ⑩✞➍ ➔ ➌✰❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✥➉ î ➋ ➎ ➓ ð ➉➃➔★➡✔➉➃➒✙➓ ➝ ➉➃➓■➓ ➌ ➉✾➦ ⑩✞➍ ➔ ➌✩ð★➙ ➔✦➊ ➌ ➋ ð★➑⑨❛ ➉ ➝ ➉➃➒✙➓
❛ ➉s➊ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒✦➊ ❛ ➉✰↔ ➍☎➌■➝ ➉s➊✲➊ ➑✝➝✔ð★➙ ➉s➊ ➝ ➋ ➑ ➊ ð★➙ ➔✦➊ ➙ ➋ ➌ ➲✔➉s➊✼➜★➈ ➐ ➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔❥➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒
➌ ➣s➊■➔ ➙ ➓✽➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➋ ➎s➎ ➔ ➝ ➔ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌❜❛⑥➐ ➋ ð⑩ð★➌✽➍❽î❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒⑩➓ ➍ ➔★➓❜➋●➔ ➙⑨➍ ➒★➲ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍❡ð ➣ ➌ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉
➝✐➑ ➊✽➉✐➦ ⑩✞➍ ➔ ➌❈❛ ➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒➅➜ Ð ➉➃➓■➓✽➉✾➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌rð★➌✽➍ ➡ ➑ ➉➃➒✖➓ ❛ ➉ ➙ ➋ ➟→➍☎➌ ➒ ➑ ➓■➔ ❛ ➉✐➉ î ➓✽➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉
➉ î ➋ ➎ ➓✼➜
➶❈➋●➒✦➊ ➎ ➉❫➳✖➔ ➑ ➊■➔ ➑ ➓❣➢ ➍ ➒ ð★➌✽➍✙➎s↕s❛ ➉☞➦☞➔✦➒✦➉❣➋ ð⑩ð★➌✽➍êî❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❫➉ î ➋ ➎ ➓ ð ➋ ➌ ➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉

❛★➍ ➒✙➓ ➙ ➋ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣❆➉s➊■➓ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉✧➜ Ð ➉➃➓■➓✽➉ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉❝➦ ➹⑩î ➉ ➌❈➙ ➉✐➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛ ➉✥↔✴➋ ➎ ➉s➊ ❛ ➉
➙✴➐ ➋ ð⑩ð★➌✽➍❽î❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❜➉ î ➋ ➎ ➓✥➊❁➋●➒✦➊ ➎s➍ ➒✙➓ ➌ ➋ ➑ ➒ ❛❹➌ ➉ ➙ ➋❃↔ ➍☎➌■➝ ➉❆➉➃➓ ➙✴➐ ➍☎➌■➑ ➉➃➒✙➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➎ ➉➃➓■➓✽➉
➋ ð⑩ð★➌❁➍êî❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒➅➜
➈➅➉❇➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛ ➉❘↔✴➋ ➎ ➉s➊✰➣➃➓❁➋●➒✖➓ ➹⑩î ➣✧➢ ➙ ➋ ➝✐➑ ➊✽➉✪➦ ⑩✞➍ ➔ ➌✸❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✪➉ î ➋ ➎ ➓✰➊ ➐ ➉✢➧⑥➉ ➎ ➓■➔✦➉❇➒ ➍☎➌■➝ ➋ ➙ ➉✢➛
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❛⑥➐ ➋ ➟→➍☎➌✽❛♦➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➌ ➔★➒ ➍☎➌ ➓ ➏❀➍ ➓ ➍❡ð ➉❃➋●➔★➓ ➍ ➔ ➌✥❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ❛★➍ ➒✙➓ ➙ ➉✐➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛ ➉✐↔✴➋ ➎ ➉s➊✥➋ ❛ ➣ ð ➋☎➊✽➊✽➣
➙ ➉❃➊✽➉➃➔ ➑✝➙ Nf

➜ Ð ➉➃➓ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉ ➎s➍ ➒✦➊■➓ ➑ ➓■➔✦➉❜➔★➒✦➉ ð★➌ ➉ ➝✐➑⑨↕➃➌ ➉ ➟✶➍☎➌ ➒ ➑ ➓■➔ ❛ ➉❥➉ î ➓✽➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉ ❛★➍ ➒✖➓ ➍ ➒④➡✔➉➃➔★➓
❛❹➑✝➝✐➑ ➒✙➔✦➉ ➌❈➙ ➋❆➓❁➋ ➑✝➙✝➙ ➉✐➉➃➒ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒❀➋●➒✙➓ ➙ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð✦➙ ➋●➒❀➊❈➳✖➔ ➑❉➙ ➉ ➎s➍ ➔ ð ➉➃➒✖➓✪➋●➔ ➝✐➑ ➉➃➔ î ➋ ➹ ➒ ❛⑥➐ ➉➃➒⑦➓ ➑ ➛
➌ ➉ ➌❘➙ ➉ ð★➙ ➔✦➊ ð ➉➃➓ ➑ ➓ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➜→➈❽➋ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔❶➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛ ➉✪↔✴➋ ➎ ➉s➊❘➉s➊■➓❇➋ ➎s➎s➍☎➝✔ð ➋●➲✧➒✦➣s➉ ð ➋ ➌ ➔★➒✦➉
➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙ ➋❆➓❁➋ ➑✝➙✝➙ ➉ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ❛ ➔✦➉❝➦ ➙ ➋ ð ➋ ➌ ➓ ➑ ➉✾➒ ➍ ➒⑧➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➒✦➣s➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉✧➜➅➈❽➋
➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ➱ ➺✪➑✠➙✝➙ ➔✦➊■➓ ➌ ➉ ➎ ➉✢➓ ➑ ➒ ➎s➍ ➒✙➡✔➣➃➒ ➑ ➉➃➒✙➓✼➜ Ð ➉➃➓■➓✽➉✰➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➊ ➐ ➋ ➎s➎ ➔ ➝ ➔ ➙ ➉❈➦ ➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉✲↔ ➍☎➑ ➊❫➳✖➔ ➐ ➍ ➒ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉



➱ ➭ ❏ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➝❝➍✖❛★➑ ➹ ➣☎➢ ➎ ➉❇➳✖➔ ➑❘ð ➉➃➔★➓ ➝ ➉➃➒✦➉ ➌ ➦✾➔★➒✦➉ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ❛❹➑✝➝ ➉➃➒✦➊ ➑⑨➍ ➒ ð★➙ ➔✦➊ ➙ ➋ ➌ ➲✔➉✧➜

Polytope P
k-1 Polytope P

k

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ➱ ➺②① Ï ➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔♣➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✪➦ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉ ➙⑨➍☎➌ ➊ ❛ ➉❇➊❁➋ ➝✐➑ ➊✽➉
➦ ⑩✞➍ ➔ ➌❍ð ➋ ➌✲➙ ➋ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✙❛ ➉ ❛ ➉❇➾ ➌✽➍☎➝ ➋●➒❞➉➃➓❘➚ ➏ ➉➃➒✦➊❁➋
➶❈➋●➒✦➊ ➙✴➐ ➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉ ❛ ➉✐➈❽➋ ➏ ➋●➒ ➑ ➉ ➌ ➉➃➓❈➪♦➋ ➙ ➓✽➉ ➌ ➡ ➺✝✆➂➤ ➢ ➎ ➉ ð★➌✽➍☎➟★➙⑨↕➃➝ ➉✐➒ ➐ ➉s➊■➓ ð ➋☎➊ ➌ ➉➃➒ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➣ ð ➔ ➑ ➊✞➛

➳✖➔ ➐ ➍ ➒❤➒✦➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ð ➋☎➊❃➔★➒✦➉⑦➋ ð⑩ð★➌✽➍êî❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ➉ î ➓✽➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➉ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ø➓✽➉ ➙ ➳✖➔✦➉
➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉✧➢ ➝ ➋ ➑ ➊ ➍ ➒❤➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➒✦➉ ➙ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊ ð★➙ ➔✦➊❃➣ ➙⑨➍☎➑ ➲✧➒✦➣s➊ ❛ ➔ ➎ ➉➃➒✖➓ ➌ ➉❧➓ ➍ ➔★➓❥➉➃➒❦➲✖➋ ➌ ➛
❛ ➋●➒✙➓ ➙ ➉s➊✪➋●➔★➓ ➌ ➉s➊ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊❈↔ ➍☎➌■➝ ➋●➒✙➓ ➙ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❜➦ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉✧➜ Ð ➉➃➓■➓✽➉ ð★➌✽➍✙➎ ➣ ❛ ➔ ➌ ➉
ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➉ ➙ ➉ ➌■➑ ➊✽➳✖➔✦➉ ❛⑥➐ ➋s➡ ➍☎➑✝➌✐➍✖➎s➎ ➋☎➊ ➑⑨➍ ➒★➒✦➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➒✖➓❝➔★➒✦➉❆➲ ➌ ➋●➒ ❛ ➉❥➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✖➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉ ➙ ➋❞➓❁➋ ➑✝➙✝➙ ➉ ❛ ➔
ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➝❝➍✖❛❹➑✠➹ ➣✧➜❷➶❘➉ ð★➙ ➔✦➊ ➍ ➒ ð ➉➃➔★➓ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒ ➑✝➌ ➔★➒✦➉ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒Ù➒ ➍ ➒ ➟→➍☎➌ ➒✦➣s➉ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉ ➎ ➋☎➊ ➍✏✎⑤➙ ➉s➊
➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð✦➙ ➋●➒❀➊ ➎✽➏❀➍☎➑ ➊ ➑ ➊☞➒✦➉✸↔ ➍☎➌■➝ ➉➃➒✙➓ ð ➋☎➊☞➔★➒ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ ➝ ➋ ➑ ➊☞➔★➒ ð✶➍☎➙✝➤✖↕s❛❹➌ ➉✧➜★➈❽➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ➱ ✟ ➑✝➙✝➙ ➔✦➊■➓ ➌ ➉
➎ ➉➃➓■➓✽➉❇➊ ➑ ➓■➔❀➋●➓ ➑✝➍ ➒❽➜

Face à éliminer

Polyèdre

modifié
+c

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ➱ ✟ ① â❚➒ ➎s➍ ➒✖➡✖➉➃➒ ➑ ➉➃➒✖➓ ❛ ➉ ➙ ➋ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍✖❛ ➉ ❛ ➉❈➈❽➋ ➏ ➋●➒ ➑ ➉ ➌ ➉➃➓✲➪♦➋ ➙ ➓✽➉ ➌
á ➍ ➔ ➌❆➙✴➐ ➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉ ❛ ➉❥➼❫➉ ➌ ➉s➊❆➉➃➓❜➋ ➙②➡ ❏ ✟ ➤ ➢✻➔★➒ ➟✶➍ ➒ ➎✽➏✦➍☎➑❢î⑩❛ ➉ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉ ❛ ➉ ❛❹➑✝➌ ➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ D



☎ ❳ ❷❸❳❹❥❻❺ ❙◆▼❪❵❛❨❬❱❛❡❹❨✐❼ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖❲❙◆❘❚❵❛❭❾❽❾❱✍❯❲❯❲❱❿❞◆❯➀❝❿❵❛❯❲❭ ❺ ❱ ➱ ➭ ➁

ð ➉ ➌■➝ ➉➃➓ ❛⑥➐ ➣➃➡ ➑ ➓✽➉ ➌❇➎ ➉ ð★➌✽➍☎➟★➙⑨↕➃➝ ➉✧➜ Ð ➉ ð ➉➃➒ ❛ ➋●➒✙➓✼➢ ð ➔ ➑ ➊✽➳✖➔✦➉ ➙ ➉✥➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ➝ ➋ î❹➑✝➝ ➋ ➙✻❛ ➉❇↔✴➋ ➎ ➉s➊ ❛ ➣ ð ➉➃➒ ❛
➉s➊✽➊✽➉➃➒✙➓ ➑ ➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉➃➒✖➓ ❛ ➔♣➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛ ➉ ❛❹➑✝➌ ➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ð ➉ ➌■➝✐➑ ➊✽➉s➊✲↔ ➍☎➌■➝ ➔ ➙ ➣ ð ➋ ➌✲➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✥➟★➙ ➉ D ➢ ➙✴➐ ➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒❹➛
➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ➎ ➋ ➌✽❛❹➑ ➒❀➋ ➙✦❛ ➉ D ➉➃➒✙➓ ➌ ➋✞✝⑨➒✦➉ ➙✴➐ ➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✖➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔✾➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛ ➉❫↔✴➋ ➎ ➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➋ ð◆ð★➌✽➍êî❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒➅➢
➎ ➉✾➳✖➔ ➑❉➝ ➔ ➙ ➓ ➑➭ð★➙✝➑ ➉ ➙ ➉✥➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛ ➉ ➝✐➑ ➊✽➉s➊❇➦ ⑩✞➍ ➔ ➌❈❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✐➉ î ➋ ➎ ➓❈➊❁➋●➒✦➊✰➓ ➍ ➔★➓✽➉✢↔ ➍☎➑ ➊ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➉ ➌ ➊❁➋
➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣✧➜❹➶❘➉ ð★➙ ➔✦➊ ➙ ➋ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊❣➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➒✦➣ ➎ ➉s➊✽➊ ➑ ➓✽➉ ➙ ➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙
❛ ➉s➊✲➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉s➊ ❛ ➉❈➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✼➢ ➎ ➉❈➳✖➔ ➑ ➒✦➣ ➎ ➉s➊✽➊ ➑ ➓✽➉ ➙ ➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙➅❛ ➉ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1

➋✼➡✔➉ ➎❘➎✽➏ ➋ ➎ ➔★➒ ❛ ➉s➊ ❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔➘➊❂➉➃➒★➲✔➉➃➒ ❛❹➌ ➣s➊ ð ➋ ➌☞➙ ➋✪➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉✧➢ ➎ ➉❘➳✖➔ ➑ ➋ ➙⑨➍ ➔ ➌✽❛❹➑ ➓
➣➃➒ ➍☎➌■➝ ➣ ➝ ➉➃➒✙➓ ➙ ➉s➊ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➊✼➜
Ø✸➒✦➉✾➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉❝➋ ð⑩ð✦➌✽➍✖➎❁➏ ➉ ❛ ➣➃➡✔➉ ➙⑨➍❡ð⑩ð ➣s➉ ð ➋ ➌ ➨❶➋ ➌ ➋ ➍ ➔ ➑ ➉➃➓❇➨❧➉s➊✽➊❁➋ ➍ ➔ ❛➜➡ ✟ ❏ ➤ ➡ ➑ ➊✽➉❝➦ ð ➋ ➙✝➙✝➑ ➉ ➌❈➙ ➉s➊

➑ ➒ ➎s➍ ➒✙➡✔➣➃➒ ➑ ➉➃➒✙➓✽➊ ❛ ➉s➊✲➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉s➊ ð★➌ ➣ ➎ ➣ ❛ ➉➃➒✙➓✽➉s➊✸➉➃➓✸➦✾➉➃➒❥➲✖➋ ➌✽❛ ➉ ➌✲➙ ➉s➊✲➋✼➡✧➋●➒✖➓❁➋●➲✔➉s➊✼➜✦➯ ➙✝➙ ➉❈➊ ➐ ➑ ➒✦➊ ð★➑✝➌ ➉ ❛ ➉s➊
➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉s➊ ð★➌ ➣ ➎ ➣ ❛ ➉➃➒✙➓✽➉s➊✰➉➃➓✸➉➃➒ ð ➋ ➌ ➓ ➑⑨➎ ➔ ➙✝➑ ➉ ➌✰➎ ➉ ➙✝➙ ➉ ❛ ➉❇➈❽➋ ➏ ➋●➒ ➑ ➉ ➌ ➉➃➓✲➪♦➋ ➙ ➓✽➉ ➌ ➉➃➓ ➎ ➉ ➙✝➙ ➉ ❛ ➉❈➼❷➉ ➌ ➉s➊✸➉➃➓
➋ ➙ ➜✦➈ ➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉ ð★➌✽➍❡ð→➍ ➊✽➣❇➊■➔ ➑ ➓ ➙ ➉s➊✲➣➃➓❁➋ ð ➉s➊✸➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✖➓✽➉s➊❇❮

① Ð ➍☎➝✐➝ ➉ ð→➍ ➔ ➌✸➙ ➉s➊✰➋●➔★➓ ➌ ➉s➊✰➋ ð⑩ð★➌❁➍✖➎✽➏ ➉➃➊✼➢ ➍ ➒ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➙ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✪➉ î ➋ ➎ ➓ ⑩ ➔✦➊✽➳✖➔ ➐ ➦ ➎ ➉✪➳✖➔✦➉ ➙ ➉
➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛ ➉✰↔✴➋ ➎ ➉s➊✸➋●➓■➓✽➉ ➑ ➲✧➒✦➉❇➔★➒❞➊✽➉➃➔ ➑✝➙ Nf

➜
① Ø✸➒✦➉❣↔ ➍☎➑ ➊❷➳✖➔✦➉ ➙ ➉☞➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛ ➉☞↔✴➋ ➎ ➉s➊ ❛ ➣ ð ➋☎➊✽➊✽➉ Nf

➍ ➒ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➙ ➉s➊❷➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✼➢ ➙ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊
➉➃➓ ➙ ➉ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✐➉ î ➋ ➎ ➓ Pk

➌ ➣s➊■➔ ➙ ➓❁➋●➒✙➓ ❛ ➉ ➙✴➐ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉ Pk−1
➦

➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓✐➋●➒✖➓❁➣ ➌✽➑ ➉➃➔ ➌ k − 1
➉➃➓ ❛ ➉s➊ ❛ ➉➃➔ î♦❛ ➉ ➝✐➑ ➛❚➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ ð✶➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔➘➊ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑ ↔➘➊✾➦ ➙ ➋♣➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉

➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉✧➜
① ➬✸➒ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉❈➉➃➓ ➍ ➒❥➊■➓ ➍✙➎✠✟ ➉ ð ➋ ➌❂➍☎➌✽❛❹➌ ➉ ➎➃➌✽➍☎➑ ➊✽➊❁➋●➒✖➓ ➙ ➉s➊ ❛❹➑ ➊■➓❁➋●➒ ➎ ➉s➊ dHj

➉➃➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➉ ➎ ➉✢➒✙➓ ➌ ➉ C ❛ ➉

Pk
➉➃➓ ➎✽➏ ➋ ➎ ➔★➒ ❛ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ Hj

➎ ➋ ➌ ➋ ➎ ➓✽➣ ➌■➑ ➊❁➋●➒✙➓ Pk
➜

• ➈ ➐ ➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛⑥➐ ➔★➒ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒ ð ➉✢➔✦➓✲❰➃➓ ➌ ➉❇➣ ➎➃➌■➑ ➓✽➉❇➊ ➍ ➔✦➊ ➙ ➋✥↔ ➍☎➌■➝ ➉✐❮

Hj =
{
x/aT

j X = bj
}

avec aj , X ∈ R
n ➥ ➫ ➜ ❏ ➻ ➠

• ➈➅➉s➊ ➎s➍☎➝✔ð→➍ ➊❁➋●➒✙➓✽➉s➊ ❛ ➉ C ➊ ➍ ➒✖➓ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➣s➉s➊ ➎s➍☎➝✐➝ ➉❇➊■➔ ➑ ➓✪❮

C(i) =
1

2

[
minSj(i) + maxSj(i)

] ➥ ➫ ➜ ❏❹➱ ➠

➍✏✎ Sj ➉s➊■➓ ➙ ➉ j ème ➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ ❛ ➉ Pk
➉➃➓
Sj(i) ➙ ➋ ième ➎s➍☎➝✔ð→➍ ➊❁➋●➒✖➓✽➉ ❛ ➉ Sj ➜

• ➈❽➋ ❛❹➑ ➊■➓❁➋●➒ ➎ ➉ dHj
➉➃➒✖➓ ➌ ➉ ➙ ➉❝➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓ Sj ➉➃➓ ➙ ➉ ➎ ➉➃➒✖➓ ➌ ➉ C ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❆➉s➊■➓ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➣s➉

➎s➍☎➝✐➝ ➉❇➊■➔ ➑ ➓✪❮

dHj =

∣∣∣aT
j C − bj

∣∣∣
‖aj‖

➥ ➫ ➜ ❏ ➭ ➠



➱ ➭ ➌ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

① ➬✸➒ ð★➌ ➉➃➒ ❛❞➙ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊✸➔★➒ ð ➋ ➌ ➔★➒❧➉➃➒ ➎s➍☎➝✐➝ ➉➃➒îï✼➋●➒✙➓ ð ➋ ➌✰➙ ➉ ð✦➙ ➔❀➊ ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉ ❛ ➔ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉
C
➜❀➚ ➍☎➑ ➓ Hp

➎ ➉➃➓ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒➅➜✦â ➙ ➉s➊■➓ ❛★➍ ➒★➒✦➣ ð ➋ ➌ ❮

Hp =
{
X/aT

p X = bp
} ➥ ➫ ➜ ❏ ➺ ➠

① ➬✸➒ ➎s➍ ➒✦➊■➓ ➌ ➔ ➑ ➓ ➙ ➋ ➟ ➋●➒ ❛ ➉❜↔ ➍☎➌■➝ ➣s➉ ð ➋ ➌ Hp
➉➃➓ ➙✴➐ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒Ù➳✖➔ ➑☞➙ ➔ ➑ ➉s➊■➓ ð ➋ ➌ ➋ ➙✝➙⑨↕➃➙ ➉ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑

ð ➋ ➌ ❮
Hm =

{
X/aT

p X = bm
} ➥ ➫ ➜ ❏ ✟✙➠

➋✼➡✔➉ ➎

bm = max
{
aT

p s / s ∈ S
} ➥ ➫ ➜ ❏ ➫ ➠

S
➣➃➓❁➋●➒✙➓ ➙✴➐ ➉➃➒✦➊✽➉ ➝✪➟★➙ ➉ ❛ ➉s➊✲➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒➅➜

① ➬✸➒ ➌ ➉ ➎s➍☎➝✐➝ ➉➃➒ ➎ ➉❘➋✼➡✔➉ ➎✲➙ ➉s➊❣➋●➔★➓ ➌ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊❷↔ ➍☎➌■➝ ➋●➒✖➓ ➙ ➉ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✸➉➃➓ ➎ ➉ ➎➃➑ ➉➃➒ ð★➌ ➉➃➒❀➋●➒✖➓
➊ ➍☎➑ ➒♦➳✖➔✦➉ ➙ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ð★➌■➑ ➊✪➊ ➍☎➑ ➉➃➒✖➓ ➙✝➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉ ➝ ➉➃➒✖➓ ➑ ➒ ❛ ➣ ð ➉➃➒ ❛ ➋●➒✖➓✽➊✼➜ Ï ➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉✾↔ ➍☎➑ ➊ ➍ ➒
➎s➍ ➒✦➊■➓ ➌ ➔ ➑ ➓❈➔★➒✦➉✥➒ ➍ ➔★➡✔➉ ➙✝➙ ➉ ➟ ➋●➒ ❛ ➉✐➉➃➓ ➍ ➒ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➙✴➐ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ ➟ ➋●➒ ❛ ➉s➊ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➉s➊
⑩ ➔✦➊✽➳✖➔ ➐ ➦✐➋●➓■➓✽➉ ➑ ➒ ❛❹➌ ➉ ➙ ➉❈➊✽➉➃➔ ➑✝➙ Nf

➜
Ð ➉➃➓■➓✽➉ ð★➌✽➍✖➎ ➣ ❛ ➔ ➌ ➉❜➉s➊■➓ ➑✝➙✝➙ ➔✦➊■➓ ➌ ➣s➉ ð ➋ ➌❇➙ ➋ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉ ➫ ➜ ➱ ➫♣➍✏✎⑧➙ ➉❝➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ❛⑥➐ ➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➑ ➒❹➛

➓✽➉ ➌ ➊✽➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒⑧➉s➊■➓❈➣➃➲✖➋ ➙ ➦ ➫ ➉➃➓ ➙ ➉✥➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉✐➊✽➉➃➔ ➑✝➙✻❛ ➉✪↔✴➋ ➎ ➉s➊ ❛ ➔ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❝➦ Ð ➜ ➈❷➜⑥➉s➊■➓ Nf = 4
➜→➈➅➉s➊

➏✙➤❑ð ➉ ➌✘ð✦➙ ➋●➒❀➊ H2
➉➃➓
H3

➊ ➍ ➒✖➓ ➙ ➉s➊ ➏✖➤❑ð ➉ ➌✘ð★➙ ➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊ ð★➙ ➔✦➊ ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉s➊ ❛ ➔ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉ C ➜❵➬✸➒ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➙ ➋
➟ ➋●➒ ❛ ➉❂↔ ➍☎➌■➝ ➣s➉ ð ➋ ➌ H2p

➉➃➓
H2m

➉➃➓ ➎ ➉ ➙✝➙ ➉❂↔ ➍☎➌■➝ ➣s➉ ð ➋ ➌ H3p
➉➃➓
H3m

➜✔➈➅➉s➊ ❛ ➉➃➔ î❝➟ ➋●➒ ❛ ➉s➊❷↔ ➍☎➌■➝ ➉➃➒✙➓
➙✴➐ ➋ ð⑩ð★➌✽➍❽î❹➑✝➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒❶➦ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉✧➜

✡☞☛✍✌ ✎✑✏✓✒ ③✕✔ ②✗✖✙✘✛✚ ✔ ②✠✜ ③✣✢ ✜✥✤✙✦✥① ✔ ✒✧✏✓✒✻①✑①✩★❈① ✔✫✪✭✬ ✒✻①✮✏✓✯✰✖ ③ ②✽①✲✱✴✳✞✵✶✚✲②✠✏✓✒✷✏✓✒✻①
✸✆✹✻✺

➩ ➑ ➒★➒✦➉s➊✽➊☞➉➃➓✸➮✰➔✦➊■➓✢➋✚↔➞➊✽➊ ➍ ➒ ➡ ➫✧➺➂➤➅➍ ➒✙➓ ➝❝➍ ➒✙➓ ➌ ➣❈➳✖➔✦➉ ➙ ➉ ❛ ➣➃➡✔➉ ➙⑨➍❡ð⑩ð ➉ ➝ ➉➃➒✖➓ ❛⑥➐ ➔★➒✦➉✰↔ ➍ ➒ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒❞➋ ➟ ➊ ➍☎➙ ➔❹➛
➝ ➉➃➒✙➓✸➊ ➍☎➝✐➝ ➋ ➟★➙ ➉ G(z)

➦ ➙✴➐ ➋ ➑⑨❛ ➉ ❛⑥➐ ➔★➒✦➉❇➾✲➬❈➮✘➊ ➐ ➣ ➎➃➌■➑ ➓✲➊ ➍ ➔✦➊ ➙ ➋✥↔ ➍☎➌■➝ ➉❈➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓✽➉✐❮

G(z) =
∞∑

n=1

gnBn(z)
➥ ➫ ➜ ❏✝❏ ➠

➋✼➡✔➉ ➎

Bn(z) =

√
1 − |ξn|2
z − ξn

n−1∏

k=1

1 − ξ∗k−1z

z − ξk
; n = 1, . . .

➥ ➫ ➜ ❏⑦➁ ➠
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Intersection Approximation

Polytope à 4 faces

✉☞✈❢✇✇✈ ➫ ➜ ➱ ➫②① ➨ ➑ ➊✽➉❈➦ ⑩✞➍ ➔ ➌✲❛ ➔ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✪➦ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉❆➥ Nf = 4
➠
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➯ ➙✝➙ ➉❇➊ ➐ ➣ ➎➃➌■➑ ➓ ❛★➍ ➒ ➎ ➊ ➍ ➔✦➊ ➙ ➋✪↔ ➍☎➌■➝ ➉❝❮

y(k) =
N∑

i=1

gixi(k) + e(k)
➥ ➫ ➜ ❏✝➌ ➠

N
➣➃➓❁➋●➒✙➓ ➙✴➐ ➍☎➌✽❛❹➌ ➉ ❛ ➉✰➓ ➌✽➍ ➒ ➎ ➋●➓■➔ ➌ ➉ ❛ ➔ ➝❝➍✙❛★↕➃➙ ➉✧➢ {gi}k=i,...,N

➊ ➍ ➒✙➓ ➙ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✖➓✽➊ ❛ ➉✰➵ ➍ ➔ ➌■➑ ➉ ➌❂❛ ➔
❛ ➣➃➡✖➉ ➙⑨➍❡ð⑩ð ➉ ➝ ➉➃➒✙➓❘➊■➔ ➌❂➙ ➋❝➾✲➬❈➮✾➢ xi(k) =

∑i
l=1 bl(k)u(k − l)

➊ ➍ ➒✖➓ ➙ ➉s➊✸➊ ➍☎➌ ➓ ➑ ➉s➊ ❛ ➉s➊ ➹✦➙ ➓ ➌ ➉s➊ ❛ ➉ ➙ ➋
➾✲➬❈➮ ➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✖➓ k ➉➃➓ e(k) ➉s➊■➓ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌✸❛ ➉ ➝❝➍✖❛ ➣ ➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒➅➜
➬✸➒ ❛ ➣ ➹ ➒ ➑ ➓ φk

➙ ➉❈➡✔➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✸❛ ➉ ➌ ➣✢➲ ➌ ➉➃➊✽➊ ➑⑨➍ ➒❞➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓❇❮

φk =
[
x1(k) x2(k) · · · xN (k)

]T ➥ ➫ ➜ ❏ ✆ ➠
➉➃➓
θ ➙ ➉❘➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✸❛ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎✢➑ ➉➃➒✙➓✽➊ ❛ ➉❈➵ ➍ ➔ ➌■➑ ➉ ➌ ➦✾➉s➊■➓ ➑✝➝ ➉ ➌ ➜

θ =
[
g1 g2 · · · gN

]T ➥ ➫ ➜ ➁ ➻ ➠
➈ ➐ ➣s➳✖➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒④➥ ➫ ➜ ❏✝➌ ➠☞➊ ➐ ➣ ➎➃➌■➑ ➓✰➋ ➙⑨➍☎➌ ➊✲➊ ➍ ➔✦➊ ➙ ➋✥↔ ➍☎➌■➝ ➉❈➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓✽➉✐❮

y(k) = φT
k θ + e(k)

➥ ➫ ➜ ➁✙➱ ➠
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➳✖➔ ➑ ↔✴➋ ➎➃➑✝➙✝➑ ➓✽➉➃➒✖➓ ➙✴➐ ➣➃➡✧➋ ➙ ➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ ð ➉ ➌ ↔ ➍☎➌■➝ ➋●➒ ➎ ➉s➊ ❛ ➉s➊ ❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒✖➓✽➊❥➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉s➊❥➉➃➓ ➙✴➐ ➉ î ➓ ➌ ➋ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒
❛⑥➐ ➑ ➒❹↔ ➍☎➌■➝ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊❧➊■➔ ➌❥➙ ➉s➊ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒✦➊ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➉s➊✼➜✰➬✸➒✜➒ ➍ ➓✽➉ ð★➙ ➔✦➊ ð ➋ ➌ ➓ ➑⑨➎ ➔ ➙✝➑⑨↕➃➌ ➉ ➝ ➉s➒✖➓ ➙ ➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙✪❛ ➔
➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒ø➉➃➓ ➙ ➋ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉❧➊ ➍ ➒ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉✧➢ ➙✴➐ ➉ î ➓ ➌ ➋ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊❆↔✴➋ ➎ ➉s➊❜➉➃➓ ❛ ➉s➊
➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ❛⑥➐ ➔★➒ ð→➍☎➙✝➤✔↕s❛❹➌ ➉✧➢❣➉➃➓ ➟★➑ ➉➃➒ ❛⑥➐ ➋●➔★➓ ➌ ➉s➊ ➍❡ð ➣ ➌ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊❥➊■➔ ➌❆➙ ➉s➊ ❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒✙➓✽➉s➊ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒✦➊❜➳✖➔ ➐ ➍ ➒
ð ➉➃➔★➓ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➉ ➌ ➜

❇❴➐→ã✍➐➋➑ P ➣❁➟é➝❘◗î➣⑦➛❄❊❙❍❚■→í✄❯ä➔❣æ➆➠✍➔✡➝⑦➟ë↔●❋
➈ ➐ ➣➃➡✧➋ ➙ ➔❀➋●➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ ð ➉ ➌ ↔ ➍☎➌■➝ ➋●➒ ➎ ➉s➊ ➎s➍ ➒✦➊ ➑ ➊■➓✽➉❇➦ ❛ ➣➃➓✽➉ ➌■➝✐➑ ➒✦➉ ➌✸➙ ➉s➊ ➎➃➌■➑ ➓ ↕➃➌ ➉s➊✸➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✖➓✽➊❇❮



☎ ❳ ❱❶❳ ❯ ❺ ❡◆❞✛✽➎❙❸❖P❙❢❡ ❨❬❱ê❡✁❘ ❥ ❞✛✽➎❖P❙◆❘❚❵❛❭ ❡ ➱ ➺ ➱

① ➈➅➉ ➎ ➉➃➒✖➓ ➌ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒ ➹ ➒❀➋ ➙ ➉❞➳✖➔ ➑✢ð ➉➃➔★➓❜❰➃➓ ➌ ➉ ➎s➍ ➒✦➊ ➑⑨❛ ➣ ➌ ➣ ➎s➍☎➝✐➝ ➉❞➔★➒⑩➉s➊■➓ ➑✝➝ ➋●➓✽➉➃➔ ➌❃❛ ➔
➡✖➉ ➎ ➓✽➉➃➔ ➌✸❛ ➉ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ➌ ➣➃➉ ➙ ➊✼➢

①⑩➙ ➋❥➓❁➋ ➑✝➙✝➙ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒ ➹ ➒❀➋ ➙ ➉ ➎ ➋ ➌ ➋ ➎ ➓✽➣ ➌■➑ ➊✽➣s➉ ð ➋ ➌✪➙ ➉❝➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉ ❛ ➉ ➎ ➉➃➓■➓✽➉ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒④➉➃➓ ð ➋ ➌✪➙ ➉s➊
➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➡✧➋ ➙✠➙ ➉s➊ ❛➅➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔ ❛ ➉ ❛ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊✰➉s➊■➓ ➑✝➝ ➣s➊✼➢

①⑩➙ ➉❈➓❁➋●➔ î❥❛⑥➐ ➋ ➎ ➓■➔❀➋ ➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒⑤➥➞ç Ï ➠✢➢✦➉ î⑦ð★➌■➑✝➝ ➣❇➉➃➒ %
➢★➳✖➔ ➑➅➌ ➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉ ➙ ➉ ➌ ➋ ð⑩ð✶➍☎➌ ➓ ❛ ➔♣➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉

❛ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✲➳✖➔ ➑ ➋ ➎ ➓■➔❀➋ ➙✝➑ ➊✽➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒➅➢ ð ➋ ➌✲➙ ➉❘➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉❈➓ ➍ ➓❁➋ ➙❽❛ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊❂➓ ➌ ➋ ➑ ➓✽➣s➉s➊✼➢
①⑩➙ ➉❥➓✽➉ ➝✔ð ➊ ❛ ➉ ➎s➍ ➒✙➡✔➉ ➌ ➲✔➉➃➒ ➎ ➉④➥➞ç Ð ➍ ➠✐➉ î⑦ð★➌■➑✝➝ ➣❞➉➃➒⑩➊✽➉ ➎s➍ ➒ ❛ ➉s➊❶➥➞➊✢➠✢➢ ➎s➍☎➌■➌ ➉s➊ ð✶➍ ➒ ❛ ➋●➔Ù➓✽➉ ➝✔ð ➊
➒✦➣ ➎ ➉s➊✽➊❁➋ ➑✝➌ ➉ ð✶➍ ➔ ➌ ➳✖➔✦➉ ➙ ➉❜➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉➃➡ ➑ ➉➃➒★➒✦➉ ➑ ➒❹↔➘➣ ➌■➑ ➉➃➔ ➌ ➦♣➔★➒⑤➊✽➉➃➔ ➑✝➙ ➢ ➹⑩î ➣❃➦
Vseuil = 10−2 ❛ ➋●➒✦➊❂➒ ➍ ➓ ➌ ➉ ➎ ➋☎➊✼➜

➈➅➉s➊ ➟✶➍☎➌ ➒✦➉s➊ ❛ ➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊✽➣s➉s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊✸➊ ➑✝➝ ➔ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✸➊■➔ ➑ ➡✧➋●➒✙➓✽➉s➊✲➊ ➍ ➒✖➓ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➣s➉s➊✰➊■➔ ➌❂➙ ➋ ➟ ➋☎➊✽➉
❛ ➔ ➟★➌ ➔ ➑ ➓✰➋ ❛★❛❹➑ ➓ ➑ ↔ e(k) ➓✽➉ ➙✝➙ ➉s➊✲➳✖➔✦➉ δk = 110% e(k)

➜
➈➅➉s➊ ➎➃➌■➑ ➓ ↕➃➌ ➉s➊ ❛ ➉ ð ➉ ➌ ↔ ➍☎➌■➝ ➋●➒ ➎ ➉ ð★➌ ➣ ➎ ➣ ❛ ➉➃➒✖➓✽➊❣➊ ➍ ➒✙➓ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➣s➊ ❛ ➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊❷➓❁➋ ➟★➙ ➉✼➋●➔ î❜➫ ➜ ➱ ➉➃➓ ➫ ➜ ➺ ➜✔➶❈➋●➒✦➊
➙ ➉s➊❂➓❁➋ ➟★➙ ➉✼➋●➔ î❞➫ ➜ ➭ ➉➃➓ ➫ ➜ ✟✦➢ ➍ ➒ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉ ➙ ➉ ➎ ➉➃➒✖➓ ➌ ➉ ❛ ➉ ➙ ➋ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊ ð ➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊✰➉s➊■➓ ➑✝➝ ➣s➊✼➜

❇❴➐→ã✍➐➋➒ ❲ ↔❳❍✍í➉æ➆➟✍❊ ➔✡➝⑦➟ë↔●❋❜➛❸➝❻➟✍❍✍➛❄❋ç➝⑦➟❩❨✇↕❶➔✡➝⑦➟é↔●❋✲❍❚■✒➠❬❋❭❊➂è✭❊➂➝❘◗❄❪ê➛åæ➆➟✍❋✍íî➔❣➟ë➣⑦➛
➈➅➉s➊✐➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉s➊ ❛⑥➐ ➑⑨❛ ➉➃➒✙➓ ➑✠➹❀➎ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒⑩➦❞➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌✾➑ ➒ ➎s➍ ➒★➒✙➔✦➉ ➝ ➋ ➑ ➊ ➟✶➍☎➌ ➒✦➣s➉❃➊ ➍ ➒✙➓✐➋ ð⑩ð★➙✝➑ ➳✖➔✦➣s➉s➊✐➋●➔ î

➝❝➍✙❛★↕➃➙ ➉s➊ ❛ ➉s➊✾➾✲➬❈➮ ➌ ➉ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓❁➋●➒✙➓ ➙ ➉❜➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉ ❛❹➑ ➊ ➎➃➌ ➉➃➓ ❛⑥➐ ➍☎➌✽❛❹➌ ➉ ➺❞❛ ➣ ➹ ➒ ➑✹ð ➋ ➌ ➊❁➋❃↔ ➍ ➒ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉
➓ ➌ ➋●➒✦➊✞↔➘➉ ➌ ➓ G(z)

➜

G(z) =
b(z)

(z − 0.7) a(z)

➥ ➫ ➜ ➁ ➭ ➠
➋✼➡✔➉ ➎

a(z) = z2 − 2r cos(ϕ)z + r2 ➥ ➫ ➜ ➁ ➺ ➠
b(z) = z2 − 2r cos(ϕ+ ∆ϕ)z + r2 ➥ ➫ ➜ ➁ ✟✙➠
ϕ = 1.3π/4

➥ ➫ ➜ ➁ ➫ ➠
r = 0.9

➥ ➫ ➜ ➁✏❏ ➠
∆ϕ = 0.2π/4

➥ ➫ ➜ ➁✝➁ ➠
➈➅➉s➊ ð✫❫☎➙ ➉s➊ ❛ ➉ a(z) ➊ ➍ ➒✙➓ 0.392 ± j0.639
➈➅➉❘➊ ➑ ➲✧➒❀➋ ➙→❛⑥➐ ➉➃➒✖➓ ➌ ➣s➉❘➉s➊■➓❣➔★➒✦➉✰➊✽➣s➳✖➔✦➉➃➒ ➎ ➉ ❛ ➉ ➟✦➌ ➔ ➑ ➓ ➟★➙ ➋●➒ ➎ ➲✖➋●➔✦➊✽➊ ➑ ➉➃➒ ❛ ➉ ➙⑨➍ ➒★➲✧➔✦➉➃➔ ➌ L = 100

➢ ❛ ➉
➝❝➍✚➤ ➉➃➒★➒✦➉❈➒✙➔ ➙✝➙ ➉❇➉➃➓✸➋✼➡✔➉ ➎ ➔★➒✦➉❘➡✧➋ ➌■➑ ➋●➒ ➎ ➉✪➣➃➲✖➋ ➙ ➉✪➦ ➙✴➐ ➔★➒ ➑ ➓✽➣✧➜
➈ ➐ ➍☎➌✽❛❹➌ ➉ ❛ ➉♣➓ ➌✽➍ ➒ ➎ ➋●➓■➔ ➌ ➉ ❛ ➉s➊ ❛ ➣➃➡✔➉ ➙⑨➍❡ð⑩ð ➉ ➝ ➉➃➒✖➓✽➊❃➊■➔ ➌❝➙ ➉s➊ ➟ ➋☎➊✽➉s➊ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➒ ➍☎➌■➝ ➋ ➙ ➉s➊⑦➥➞➈❽➋●➲✧➔✦➉ ➌■➌ ➉

➉➃➓✥➾✲➬❈➮❇➠❘➉s➊■➓✥➩☞❴❲✟✦➜➅➶❈➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊❇➓❁➋ ➟★➙ ➉✼➋●➔ î ➳✖➔ ➑ ➊■➔ ➑ ➡✖➉➃➒✙➓✼➢ ➍ ➒ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉ ➙ ➉s➊✪➓ ➌✽➍☎➑ ➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✖➓✽➊ ❛ ➉



➱ ➺✧➭ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

➵ ➍ ➔ ➌■➑ ➉ ➌✰➙ ➉s➊ ð★➙ ➔✦➊ ➑✝➝✔ð→➍☎➌ ➓❁➋●➒✖➓✽➊✐➥ gi
➠✲➋ ➑ ➒✦➊ ➑ ➳✖➔✦➉ ➙ ➉➃➔ ➌ ➊ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➡✧➋ ➙✝➙ ➉s➊ ❛⑥➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔ ❛ ➉❥➥ ∆gi

➠✢➢ ➙ ➉s➊✰➳✖➔❀➋✚➛
➓ ➌■➑⑨↕➃➝ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✙➓✽➊✻➣➃➓❁➋●➒✖➓❉➒ ➍ ➒✾➊ ➑ ➲✧➒ ➑✠➹❀➎ ➋●➓ ➑ ↔➘➊❉➉➃➓❵➒ ➐ ➋ ➤ ➋●➒✖➓ ð ➋☎➊ ❛⑥➐ ➑ ➒ ❸ ➔✦➉➃➒ ➎ ➉❂➊■➔ ➌❽➙✴➐ ➣➃➓■➔ ❛ ➉ ➎s➍☎➝✔ð ➋ ➌ ➋✚➛
➓ ➑ ➡✖➉✧➜★➶❈➋●➒✦➊ ➎ ➉s➊ ➝ ❰ ➝ ➉s➊❂➓❁➋ ➟★➙ ➉✼➋●➔ î❥➍ ➒ ð★➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➉❈➈ ➐ ➯ ➌■➌ ➉➃➔ ➌❑❵ ➔❀➋ ❛❹➌ ➋●➓ ➑ ➳✖➔✦➉❇➨ ➍✚➤ ➉➃➒★➒✦➉❈➩ ➍☎➌■➝ ➋ ➙✝➑ ➊✽➣s➉
EQMNsortie

➉➃➒✙➓ ➌ ➉ ➙ ➋❆➊ ➍☎➌ ➓ ➑ ➉ ❛ ➔❶➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉✪➉➃➓ ➎ ➉ ➙✝➙ ➉ ❛ ➔ ➝❝➍✖❛✦↕✢➙ ➉ ➑ ➊✽➊■➔ ❛ ➉ ➙ ➋ ➟ ➋☎➊✽➉ ❛ ➉✥➈❽➋●➲✧➔✦➉ ➌■➌ ➉
➍ ➔ ❛ ➉ ➙ ➋✐➾✲➬❈➮✾➜
➈➅➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✙➓✽➊ ❛ ➉❘➵ ➍ ➔ ➌■➑ ➉ ➌✲❛ ➉s➊ ❛ ➣➃➡✔➉ ➙⑨➍❡ð⑩ð ➉ ➝ ➉➃➒✖➓❁➊✲➊■➔ ➌❂❛ ➉s➊ ➟ ➋☎➊✽➉s➊ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➒ ➍☎➌■➝ ➋ ➙ ➉s➊✸➊ ➍ ➒✖➓ ➙ ➉s➊

➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉s➊ ❛ ➉s➊❝➉s➊ ð ➋ ➎ ➉s➊ ❛⑥➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔ ❛ ➉♠➥ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➢ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉❞➉➃➓ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉❞➦ Ð ➜ ➈❷➜ ➠✾➉s➊■➓ ➑✝➝ ➣s➊❆➦
➙✴➐ ➋ ➑⑨❛ ➉ ❛ ➉s➊ ❛❹➑ ➧⑥➣ ➌ ➉➃➒✖➓✽➉s➊✰➋ ð⑩ð★➌✽➍✙➎✽➏ ➉s➊❘➦✾➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌✲➟→➍☎➌ ➒✦➣s➉✧➜
➶❈➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➱❑❏ ➢ ➫ ➜ ➱➂➁ ➢ ➫ ➜ ➭✧➻ ➢ ➫ ➜ ➭ ➱ ➢ ➫ ➜ ➭ ✟✦➢ ➫ ➜ ➭✧➫ ➢ ➫ ➜ ➭ ➌ ➉➃➓ ➫ ➜ ➭✝✆ ➢ ➍ ➒⑦➓ ➌ ➋ ➎ ➉ ➙✴➐ ➣➃➡ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒

❛ ➉s➊❈➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌ ➊ ➝ ➋ î❹➑✝➝ ➋ ➙ ➉➃➊✼➢ ❛ ➉s➊❘➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌ ➊ ➝✐➑ ➒ ➑✝➝ ➋ ➙ ➉s➊✪➉➃➓ ❛ ➉➃➊❈➡✧➋ ➙ ➉➃➔ ➌ ➊ ➝❝➍✼➤ ➉➃➒★➒✦➉s➊ ❛ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✖➓✽➊
❛ ➉✰➵ ➍ ➔ ➌■➑ ➉ ➌ ➉s➊■➓ ➑✝➝ ➣s➊ ❛ ➔ ❛ ➣➃➡✔➉ ➙⑨➍❡ð⑩ð ➉ ➝ ➉➃➒✖➓✲➊■➔ ➌❫➙ ➉s➊ ➟ ➋☎➊✽➉s➊ ❛ ➉❂↔ ➍ ➒ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊ ❛ ➉✰➈❽➋●➲✧➔✦➉ ➌■➌ ➉❘➉➃➓ ➙ ➉s➊❣➾✲➬❈➮
➦ ➙✴➐ ➋ ➑⑨❛ ➉ ❛ ➉ ➙✴➐ ➋ ð⑩ð★➌✽➍✖➎❁➏ ➉ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉✧➢ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉❃➉➃➓ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð★➑ ➳✖➔✦➉❃➦ ➎s➍☎➝✔ð★➙ ➉ î❹➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉✧➜
➶❈➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➱❑➌ ➢ ➫ ➜ ➱ ✆ ➢ ➫ ➜ ➭✧➭ ➢ ➫ ➜ ➭✧➺ ➢ ➫ ➜ ➭ ❏ ➢ ➫ ➜ ➭ ➁ ➢ ➫ ➜ ➺✧➻ ➉➃➓ ➫ ➜ ➺ ➱ ➉s➊■➓✲➓ ➌ ➋ ➎ ➣s➉ ➙✴➐ ➣➃➡ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➉s➊
➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉s➊ ❛ ➉s➊ ➌ ➣✢➲ ➑⑨➍ ➒✦➊ ❛⑥➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔ ❛ ➉✪➉s➊■➓ ➑✝➝ ➣s➉s➊✪➥ ð✶➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✧➢ ð→➍☎➙✝➤ ➓ ➍❡ð ➉✪➦ Ð ➜ ➈❷➜★➉➃➓ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍❡ð ➉✚➠☞➉➃➒
↔ ➍ ➒ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒ ❛ ➔❥➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ❛⑥➐ ➑ ➓✽➣ ➌ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✼➜



☎ ❳ ❱❶❳ ❯ ❺ ❡◆❞✛✽➎❙❸❖P❙❢❡ ❨❬❱ê❡✁❘ ❥ ❞✛✽➎❖P❙◆❘❚❵❛❭ ❡ ➱ ➺✧➺

• ➃ æ❵ã✙Ü✶Þ✚Ý ⑥❉í å❹Þ✚Ý❢ê✶Ü✑ä●ê➉✌ î ßsÞ✼ã♠æ❵ã✖ß❞ß❚➈➅ßsÞ❑➻✙ì⑧ã✖ß❶é➞Ý➞Ü Û å✦Ý❢ä●ã✖ß❧ì⑧ê⑥æ Û é➞Ý❢ß Û ß❜❛⑩é➆➅✝å✦Ý❢æ❵ã④æ❵ã✖ßý✌❵å★ß✼ã✖ß
æ❵ã❞ï❚ê✶Ü í Þ✚Ý❢ê✶Ü❽ß✐æ❵ã❞❝❷å★❡ î ã✖ä●ä●ã✾❡■ì⑧ê⑥æ◆➻✙é❢ã❞æ❵ã❞❝❷å★❡ î ã✖ä●ä●ã❧Ý➞Ü í ã✖ä✚Þ✼å✦Ý➞Ü❳❢

➈➅➉ ð❣❫☎➙ ➉ ➍❡ð ➓ ➑✝➝ ➋ ➙❽❛ ➉❇➈❽➋●➲✧➔✦➉ ➌■➌ ➉✧➢ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➣✪➉➃➒❥➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊❁➋●➒✙➓ ➙✴➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉ ❛ ➉❇➵★➔❞➉➃➓✲➵✦➔ ➝❝➍ ➒✙➓ ➡ ➭ ✟ ➤
➉s➊■➓

ξ = 0.703
➜

❤❄✐❦❥✓❧♥♠♣♦rqs❥
t❄✉❁✉❦✈①✇❦②✶③✠④ ⑤⑥✇✠⑦ ⑧❁⑨⑩④⑩❶✞❷✠❸✗⑦ ❹ ❷♣❺①④✍✈①❻✍❸✗⑦ ⑦ ④✍❼ q❾❽ ❿ ❷✠②✶④✍✈➀❺ ❿ ❺❩⑧ q ④ ➁ t❣➂➄➃●➅ ➁✄➆ ✇❁➂➇❼➈➅

∆g1 ∆g2 ∆g3➉ ✇✠⑦ ➊✠❺①✇✠✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➌♣➍ ➎➈➌♣➏❄➏➀➐
−9 ➏❩➍ ➑❩➎❩➎⑩➏➀➐

−2 ➏❩➍ ➑➈➌✶➎❣➏➀➐
−2 ➏❩➍ ➌✶➑❩➒❣➏➀➐

−2 ➌✶➑ ➐♣➍ ➓❩➓♣➏➉ ✇✠⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔
(Nf = 12)

➒✍➍ ➎➈➌❩➓⑩➏➀➐
−7 ➌♣➍ ➙❩➛✶➑⑩➏➀➐

−2 ➌♣➍ ➐✶➒❩➎❣➏➀➐
−2 ➜ ➍ ➒➈➌✶➒❣➏➀➐ −2 ➑➈➙ ➏❩➍ ➏①➎❩➒➉ ✇✠⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔

(Nf = 10)
➎✍➍ ➏①➎❩➎❣➏➀➐

−7 ➑✍➍ ➓❩➌♣➏✫➏➀➐
−2 ➜ ➍ ➛❩➓✶➑❣➏➀➐ −2 ➑✍➍ ➌❩➙♣➏❄➏➀➐

−2 ➓❩➙ ➏❩➍ ➑❩➒➈➛➝✑✈➀❺❩③✠✇r❺①✇✠✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➎✍➍ ➐❩➙ ➜ ➏➀➐ −3 ➌♣➍ ➐✶➑✍➏✫➏➀➐
−1 ➒✍➍ ➎❩➒➈➛⑩➏➀➐

−1 ➒✍➍ ➌ ➜ ➛⑩➏➀➐ −1 ➏➀➐❩➐ ➑✍➍ ➎ ➜ ➌❤❄✐❦❥✓❧➟➞rqs❥➉ ✇✠⑦ ➊✠❺①✇✠✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➒✍➍ ➌ ➜❩➜ ➏➀➐ −6 ➑✍➍ ➜❩➜ ➏✫➏➀➐ −2 ➓♣➍ ➜ ➑➈➙⑩➏➀➐ −2 ➑✍➍ ➛♣➏ ➜ ➏➀➐ −2 ➜ ➒ ➏❩➍ ➐❩➛✶➒➉ ✇✠⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔
(Nf = 12) ➜ ➍ ➑✍➏➀➙⑩➏➀➐ −5 ➏❩➍ ➑❩➎❩➒⑩➏➀➐

−2 ➏❩➍ ➐❩➛❩➌⑩➏➀➐
−2 ➏❩➍ ➜ ➛❩➙⑩➏➀➐ −2 ➓❩➐ ➏❩➍ ➌ ➜ ➒➉ ✇✠⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔

(Nf = 10) ➜ ➍ ➏➀➓✶➎❣➏➀➐ −4 ➌♣➍ ➑➈➛✶➑⑩➏➀➐
−1 ➒✍➍ ➒❩➑➈➌⑩➏➀➐

−1 ➒✍➍ ➒❩➑✍➏❄➏➀➐
−1 ➛❩➐ ➏❩➍ ➓✶➒➈➛➝✑✈➀❺❩③✠✇r❺①✇✠✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➒✍➍ ➒❩➎❩➎❣➏➀➐

−2 ➜ ➍ ➎✍➏①➑⑩➏➀➐ −1 ➌♣➍ ➛❩➛❩➓⑩➏➀➐
−1 ➌♣➍ ➙❩➛❩➐⑩➏➀➐

−1 ➛❩➓ ➠
➡❬➢✛➤◆✈ ➫ ➜ ➱ ①❙➥⑩➦✞➧ ➨⑥➩❑➫☞➭❘➫❁➯➳➲♣➵❦➸✞➺ ➦✞➻➼➯✭➫❁➯✶➽♣➺ ➩❑➵❦➫❁➯❦➾✑➺ ➻↕➽♣➫❦➲♣➚➣➪❾➧ ➧ ➫❁➯➶➭✄➹ ➺ ➻➼➘✠➫❦➲✍➽♣➺ ➽♣➨➼➭❘➫✙➴ ∆gi ➷ ➾✑➽r➪❾➨❘➬➮➭✄➹ ➪✞➘✗➽♣➨➼➪❾➧ ➺➇➯♣➪➣➽♣➺ ➦✞➻➴➀➱✫✃ ➷ ➫✠➽❳➽♣➫❦➩❑❐➼➯❳➭❘➫❚➘✠➦✞➻❒➚❾➫❦➲♣➸✞➫❦➻➼➘✠➫❑➴➀➱✫➘✠➦ ➷ ❐❮➦✞➨⑥➲✭➭❘➺ ❰✑➵❦➲♣➫❦➻↕➽r➯❳➪❾➧ ➸✞➦✞➲♣➺ ➽♣Ï⑥➩❑➫❁➯✰Ð❬Ñ✰Ñ✛ÒÓ➴➀ÔÕ➦⑥➭❘Ö❦➧ ➫✥➭❘➫❚×❄➪❾➸✞➨⑥➫❦➲♣➲♣➫ ➷

Ø✭Ù❘Ù❘Ú♣Û❒Ü✗Ý↕Þ ß Þsà➣árÚ♣Þ✥â❒Þ❚ã ä✕Ú♣å❦æ↕ç Û↕à➟è➀é❬ê❒ë▼ìîí❁ï❾â❘ë✰ð
EQMNsortieĝ1 ĝ2 ĝ3ñ Û↕ç à❒â❘Ú♣Þ❁ò✛Ü✗ä❾ÚrÚ♣å❁ò ó❁ô õ✗ö✠÷✭ø✍ù

−1 õ❁ô ø✍ó✗ù❬ø✍ù
−1 ö❁ô ö✗ù✗ú❬ø✍ù

−2 û ô ü✠ù✗ú❬ø✍ù −3ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ ó❁ô õ û ú❬ø✍ù −1 õ❁ô ø♣÷✄✂❬ø✍ù
−1 ö❁ô ÷rö☎✂❬ø✍ù

−2 ö❁ô ÷rõ✠÷✭ø✍ù
−3ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 12)

ó❁ô õ û ü➳ø✍ù −1 õ❁ô ù✗órü➳ø✍ù
−1 ÷❦ô ü☛✂✗ö❬ø✍ù

−2 ÷❦ô û órü➳ø✍ù −3ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 10)
ó❁ô ü û ó❬ø✍ù −1 õ❁ô ó✠÷ró❬ø✍ù

−1 ö❁ô û õ û ø✍ù −2 ✂❁ô üsø✍ó❬ø✍ù
−3☞❳Ú✍á✗Ý↕Û➣á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ ó❁ô õ✠÷rù❬ø✍ù

−1 õ❁ô ü✠ù❁ø✰ø✍ù
−1 üsô ✂✗ö✗ó❬ø✍ù

−2 ø✗ô õ✗ú❁ø✰ø✍ù
−2

ß Þsà➣árÚ♣Þ✥â❒Þ✕ã ä✕Ú♣å❦æ↕ç Û↕àÕè➀é❬ê❒ë▼ì✍✌❾â❘ë✰ð
EQMNsortieĝ1 ĝ2 ĝ3ñ Û↕ç à❒â❘Ú♣Þ❁ò✛Ü✗ä❾ÚrÚ♣å❁ò ó❁ô ó✗õ❁ø✰ø✍ù

−1 ø✗ô úrüsø✰ø✍ù
−1 ú❁ô û ú✗õ❬ø✍ù −2 ø✗ô ó û ó❬ø✍ù −2ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ ó❁ô õ✠÷rú❬ø✍ù

−1 ø✗ô ÷rörü➳ø✍ù
−1 ÷❦ô ✂✗õ☎✂❬ø✍ù

−2 ø✗ô ü✠ú✗ó❬ø✍ù
−2ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 12)

ó❁ô ø✍õ û ø✍ù −1 ø✗ô ✂✗õ❁ø✰ø✍ù
−1 ö❁ô örü✠ú❬ø✍ù

−2 ø✗ô û õ✗ö❬ø✍ù −2ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 10)
ó❁ô õ û õ❬ø✍ù −1 ø✗ô ö✗ú✠÷✭ø✍ù

−1 û ô ü✠ú✗õ❬ø✍ù −2 õ❁ô ø✍ó✠÷✭ø✍ù
−2☞❳Ú✍á✗Ý↕Û➣á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ ó❁ô ó û ÷✭ø✍ù −1 ø✗ô ö✗ö✗õ❬ø✍ù

−1 û ô ü❦÷❦ø✰ø✍ù −2 õ❁ô ö✗ú✗ö❬ø✍ù
−2
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Nf = 12➫✠➽
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Nf = 10➫✠➽
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ξ1 = 0.599

(ξ2, ξ
∗
2) = 0.394 ± j 0.771
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∆g1 ∆g2 ∆g3➉ ✇✠⑦ ➊✠❺①✇❦✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➎✍➍ ➌❩➓✶➑❣➏➀➐
−10 ➑✍➍ ➙✶➎❩➑❣➏➀➐

−3 ➏❩➍ ➛❩➌❩➓⑩➏➀➐
−2 ➏❩➍ ➙❩➐❩➛⑩➏➀➐

−2 ➌❩➛ ➐♣➍ ➓❩➐➉ ✇❦⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔
(Nf = 12)

➙♣➍ ➏➀➓❩➓⑩➏➀➐
−8 ➒✍➍ ➑➈➛♣➏❄➏➀➐

−2 ➑✍➍ ➙ ➜ ➑❣➏➀➐ −2 ➏❩➍ ➛♣➏➀➛⑩➏➀➐
−2 ➙❩➓ ➐♣➍ ➓❩➙➉ ✇❦⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔

(Nf = 10)
➙♣➍ ➌❩➌✶➒❣➏➀➐

−7 ➓♣➍ ➐❩➌❩➛⑩➏➀➐
−2 ➏❩➍ ➒➈➌❩➌⑩➏➀➐

−1 ➑✍➍ ➎➈➓❩➌⑩➏➀➐
−2 ➛❩➌ ➐♣➍ ➓✶➑➝✑✈➀❺❩③✠✇r❺①✇✠✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➛♣➍ ➜ ➛ ➜ ➏➀➐ −1 ➛♣➍ ➒➈➌♣➏❄➏➀➐

−1 ➏❩➍ ➏➀➙❩➙⑩➏➀➐
−0 ➓♣➍ ➑❩➒➈➓⑩➏➀➐

−1 ➛❩➛ ➠❤❄✐❦❥✓❧Õ➞rqs❥➉ ✇✠⑦ ➊✠❺①✇❦✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➎✍➍ ➒❩➎❩➒❣➏➀➐
−6 ➙♣➍ ➒➈➐❩➙⑩➏➀➐

−2 ➏❩➍ ➌✶➒➈➌⑩➏➀➐
−1 ➛♣➍ ➛❩➌❩➛⑩➏➀➐

−2 ➜ ➓ ➏❩➍ ➒➈➌➉ ✇❦⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔
(Nf = 12)

➓♣➍ ➙✶➒➈➙⑩➏➀➐
−5 ➏❩➍ ➓✶➒❩➑❣➏➀➐

−1 ➏❩➍ ➎❩➒➈➐⑩➏➀➐
−1 ➎✍➍ ➙❩➙❩➙⑩➏➀➐

−1 ➜ ➛ ➏❩➍ ➎➈➛➉ ✇❦⑦ ➊✗➔➣→ ➆ ➔ ↔↕➔
(Nf = 10)

➏❩➍ ➜ ➙❩➌⑩➏➀➐ −4 ➎✍➍ ➐❩➓✶➑❣➏➀➐
−1 ➓♣➍ ➛♣➏➀➌⑩➏➀➐

−2 ➎✍➍ ➓✶➒❩➑❣➏➀➐
−1 ➛✶➒ ➏❩➍ ➓✶➑➝✑✈➀❺❩③✠✇r❺①✇✠✉ ❿ ➋ ⑧✠④ ➌♣➍ ➎➈➙✶➎❣➏➀➐

−0 ➏❩➍ ➌✶➑ ➜ ➏➀➐ −0 ➏❩➍ ➜❩➜ ➙⑩➏➀➐ −0 ➏❩➍ ➒ ➜ ➓⑩➏➀➐ −0 ➛❩➓ ➠
➡➳➢✛➤◆✈ ➫ ➜ ➺■①❙➥ ➦✞➧ ➨⑥➩❑➫❑➭❘➫❁➯➳➲♣➵❦➸✞➺ ➦✞➻➼➯❬➫❦➯✶➽r➺ ➩❑➵❦➫❦➯❦➾✄➺ ➻✞➽♣➫❦➲♣➚❾➪❾➧ ➧ ➫❁➯➳➭✄➹ ➺ ➻➼➘✠➫❦➲✍➽♣➺ ➽♣➨➼➭❘➫Õ➴ ∆gi ➷ ➾✑➽r➪❾➨❘➬➮➭✄➹ ➪✞➘✗➽♣➨➼➪❾➧ ➺➇➯♣➪➣➽♣➺ ➦✞➻➴➀➱❣✃ ➷ ➫✠➽✫➽♣➫❦➩❑❐➼➯❣➭❘➫✰➘✠➦✞➻❒➚✞➫❦➲♣➸✞➫❦➻➼➘✠➫❬➴➀➱✫➘✠➦ ➷ ❐✑➦✞➨⑥➲❣➭❘➺ ❰✑➵❦➲♣➫❦➻✞➽✗➯❣➪❾➧ ➸✞➦✞➲✍➺ ➽rÏ❘➩❑➫❁➯✫Ð❬Ñ✰Ñ✛Ò❞➴➀ÔÕ➦❘➭❘Ö❦➧ ➫✛➺➇➯♣➯✍➨ ➭❒➫✛➧➇➪➳Ñ✟✵✒✶ ➷

Ø✭Ù❘Ù❘Ú♣Û❒Ü✗Ý↕Þ ß Þsà➣árÚ♣Þ✥â❒Þ❚ã ä Ú♣å❦æ↕ç Û↕àÕè➀é❬ê❒ë▼ì í❁ï❾â❘ë✰ð
EQMNsortieĝ1 ĝ2 ĝ3ñ Û↕ç à❒â❘Ú♣Þ❁ò✛Ü✗ä❾ÚrÚ♣å❁ò õ❁ô ÷ró✠÷✭ø✍ù

−1 üsô ó✠÷ û ø✍ù −1 ÷❦ô ù✠÷ û ø✍ù −3 û ô õ☛✂✗ó❬ø✍ù −3ý Û↕ã þ❾árÛ✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ õ❁ô ú✗õ☎✂❬ø✍ù
−1 üsô ü✠ùrü➳ø✍ù

−1 ø✗ô ú✠÷❦ø✰ø✍ù
−3 üsô ó✠ó✗ö❬ø✍ù

−3ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 12)
õ❁ô úrü✠ö❬ø✍ù

−1 üsô ø û ú❬ø✍ù −1 õ❁ô örü✠ú❬ø✍ù
−2 ø✗ô û ✂✗ú❬ø✍ù −2ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 10)

õ❁ô örü✠õ❬ø✍ù
−1 üsô ü✗ü✠ú❬ø✍ù

−1 õ❁ô ö✗ö✗ù❬ø✍ù
−3 ø✗ô ✂✠ó✗ó❬ø✍ù

−2☞❳Ú✍á✗Ý↕Û➣á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ õ❁ô ÷♣ü❦÷✭ø✍ù
−1 üsô ó✠÷♣ü➳ø✍ù

−1 üsô ú✠÷✗÷✭ø✍ù
−2 üsô ÷❁ø✍ó❬ø✍ù

−2

ß ÞsàsárÚ♣Þ✥â❒Þ✕ã ä✕Ú♣å❦æ↕ç Û↕àÕè➀é❬ê❒ë ì✷✌❾â❘ë✰ð
EQMNsortieĝ1 ĝ2 ĝ3ñ Û↕ç à❒â❘Ú♣Þ❁ò✛Ü✗ä❾ÚrÚ♣å❁ò õ❁ô ö✠÷♣ü➳ø✍ù

−1 û ô ù❁ø û ø✍ù −1 ✂❁ô ÷rö✗ú❬ø✍ù
−3 ø✗ô ✂✠ö✠÷✭ø✍ù

−2ý Û↕ã þ❾árÛ✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ õ❁ô ✂❁ø✍ö❬ø✍ù
−1 üsô ✂✗órü➳ø✍ù

−1 õ❁ô ù☎✂✠÷✭ø✍ù
−2 ø✗ô ✂sø✸✂❬ø✍ù

−2ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 12)
õ❁ô ÷rù✗ö❬ø✍ù

−1 üsô û õrü➳ø✍ù −1 ø✗ô õ❁ø✍ó❬ø✍ù
−2 õ❁ô ø✠ø û ø✍ù −2ý Û↕ã þ✞á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ✝✆ ß✟✞ ✠✡✞ (Nf = 10)

ó❁ô ù✠÷rö❬ø✍ù
−1 ó❁ô ✂✗ú✗ú❬ø✍ù

−1 û ô ö✠÷❦ø✰ø✍ù −2 û ô ó✠õ❁ø✰ø✍ù −2☞❳Ú✍á✗Ý↕Û➣á♣Û✞Ù⑥ç ÿ✁�↕Þ ó❁ô ✂✠÷❦ø✰ø✍ù
−1 ó❁ô ø✍örü➳ø✍ù

−1 ö❁ô ö✠÷rú❬ø✍ù
−2 ø✗ô ú✠ú✗ó❬ø✍ù

−1
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RSB = 10dB ➷ ➴➄➩❑➦❘➭❘Ö❦➧ ➫✰➺➇➯♣➯✍➨ ➭❘➫➧➇➪❑Ñ✹✵✒✶ ➷
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Nf = 12➫✠➽

RSB = 10dB ➷ ➴➀ÔÕ➦⑥➭❘Ö❦➧ ➫➶➺➇➯♣➯✍➨✙➭❘➫✥➧➇➪❑Ñ✟✵✒✶ ➷
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Nf = 12 ➫✠➽ RSB = 10dB ➷ ➴➀ÔÕ➦⑥➭❘Ö❦➧ ➫✕➺➇➯♣➯✍➨➭❘➫✥➧➇➪❑Ñ✟✵✒✶ ➷
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➈➅➉❈➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉❅✱★➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊ ➌ ➉✙✱ ➍ ➒❄✱✦➋●➒✙➓✽➉s➊✰➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓✽➉ ➎ ➉❇➳✖➔ ➑⑥➌ ➣✙✱❹➔ ➑ ➓ ➙ ➉❈➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉❃✱ ➐ ➋ ➎ ➓■➔❀➋ ➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒➅➜
➈➅➉✾➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉✤✱★➉✪↔✴➋ ➎ ➉s➊❈➉➃➓✺✱★➉✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❇➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓✽➉❝➋✼➡✔➉ ➎✾➎❁➏ ➋☎➳✖➔✦➉✥➒ ➍ ➔★➡✖➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉✾➒ ➍ ➒ ➌ ➉✢➛

✱ ➍ ➒❄✱✦➋●➒✙➓✽➉✧➢ ➎ ➉❈➳✖➔ ➑ ➉➃➒★➲✔➉➃➒❄✱ ➌ ➉❈➔★➒❋✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭→➉❅✱★➉✺✭ ➙ ➔✦➊✲➉➃➒❋✭ ➙ ➔✦➊ ➎s➍☎➝ ✭ ➙ ➉❀✯★➉✧➜ Ð ➉ ➎➃➑ ➒ ➍ ➔✦➊❂✭→➉ ➌■➝ ➉➃➓✜✱★➉
✱★➣✙✱❹➔ ➑✝➌ ➉❃➳✖➔✦➉ ➎ ➉➃➓■➓✽➉ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍ ✱★➉❜➒ ➐ ➉s➊■➓✳✭❀➋☎➊✳✭ ➌ ➋●➓ ➑ ➳✖➔✦➉✬✱✦➋●➒✦➊✲✱★➉s➊✳✭ ➌✽➍✖➎ ➣✙✱❹➔ ➌ ➉s➊✐➉➃➒♠➓✽➉ ➝ ✭✦➊ ➌ ➣s➉ ➙ ✭❀➋ ➌
➉❀✯★➉ ➝ ✭ ➙ ➉✧➜



➱ ✟ ➻ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

• è■➇◆➇❵ä●ê í ë❽ã❞ê❀ä✚Þ✚ë❽ê✦Þ✼ê➉➇❵Ý➥➊ î ã
➈ ➐ ➋✴✭❁✭ ➌✽➍✖➎❁➏ ➉ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍ ✭ ➑ ➳✖➔✦➉✟✭ ➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➉ ➙✴➐ ➋s➡✧➋●➒✙➓❁➋●➲✔➉✟✱ ➐ ❰➃➓ ➌ ➉❫➊ ➑✝➝ ✭ ➙ ➉❷➉➃➓→↔ ➍ ➔ ➌ ➒ ➑ ➓➅➔★➒✦➉ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒✾➋ ➤ ➋●➒✖➓

➔★➒⑧➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉✼✱★➉✼✱ ➑✝➌ ➉ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✪➉➃➓❅✱★➉✥↔✴➋ ➎ ➉s➊ ➹ ✯★➉s➊✼➜⑥➈➅➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➭ ➱ ➉➃➓ ➫ ➜ ➭✝✆ ✱ ➍ ➒★➒✦➉➃➒✙➓ ➙✴➐ ➣➃➡ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒
✱★➉s➊ ➎s➍✙➍☎➌ ✱ ➍ ➒★➒✦➣s➉s➊✜✱❹➔ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉❅✱★➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍ ✭→➉❇➳✖➔ ➑⑥➌ ➉❇✭ ➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➉➃➒✖➓ ➑⑨➎➃➑⑥➙ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✙➓✽➊✜✱★➉❈➵ ➍ ➔ ➌■➑ ➉ ➌
✱❹➔✕✱★➣➃➡✖➉ ➙⑨➍ ✭❁✭✶➉ ➝ ➉➃➒✙➓❥➦ ➙✴➐ ➋ ➑ ✱★➉✧✱★➉ ➙ ➋ ➟ ➋☎➊✽➉❋✱★➉❥↔ ➍ ➒ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✏✱✦➉♣➈❽➋●➲✧➔✦➉ ➌■➌ ➉❧➉➃➓✬✱★➉ ➙ ➋⑧➾✲➬❈➮✾➢❫➋ ➑ ➒✦➊ ➑
➳✖➔✦➉ ➎ ➉ ➙✝➙ ➉s➊✥✱★➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊✥✱★➉s➊ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➡✧➋ ➙✝➙ ➉s➊✜✱ ➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔❄✱★➉❃✱★➉ ➎ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✖➓✽➊✼➜❀➈➅➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➭✧➺ ➉➃➓
➫ ➜ ➺ ➱ ➝❝➍ ➒✖➓ ➌ ➉➃➒✙➓ ➙✴➐ ➣➃➡ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒●✱❹➔⑧➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉✼✱★➉ ➎ ➉s➊ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍ ✭→➉s➊✼➜❉➬✸➒⑧➒ ➍ ➓✽➉❆➋s➡✖➉ ➎❝➎ ➉➃➓■➓✽➉❆➋✴✭❁✭ ➌✽➍✖➎❁➏ ➉✧➢
➙ ➋ ➙ ➉➃➒✖➓✽➉➃➔ ➌ ✱★➉ ➙ ➋ ➎s➍ ➒✙➡✔➉ ➌ ➲✔➉➃➒ ➎ ➉✧➜❽➯✻➒♦➉✢➧⑥➉➃➓✼➢ ➍ ➒♦➊ ➐ ➋✴✭❁✭ ➌✽➍✖➎❁➏ ➉✼✱★➉s➊✺✭❀➋ ➌ ➋ ➝❝↕ ➓ ➌ ➉s➊ ➌ ➣s➉ ➙ ➊✺✭❀➋ ➌ ✭❀➋ ➙✝➑ ➉ ➌ ➊✼➜
Ð ➉ ➎➃➑ ➉s➊■➓✤✱✰❍Ù➋●➔⑤➲ ➌ ➋●➒❄✱④➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉❋✱★➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊ ➌ ➉✙✱ ➍ ➒❄✱✦➋●➒✙➓✽➉s➊✼➢ ➎ ➉❥➳✖➔ ➑ ➉➃➒✖➓ ➌ ➋✞✝⑨➒✦➉ ➙ ➉❆↔✴➋ ➑✝➟★➙ ➉❜➓❁➋●➔✰✯
✱ ➐ ➋ ➎ ➓■➔❀➋ ➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒❽➜✖➈❽➋ ➌ ➉✙✱ ➍ ➒❄✱✦➋●➒ ➎ ➉✜✱★➉s➊ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊❫➉s➊■➓✟✱❹➔✦➉✲➉s➊✽➊✽➉➃➒✖➓ ➑ ➉ ➙✝➙ ➉ ➝ ➉➃➒✙➓☞➋●➔❝➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉ ➌ ➣✙✱❹➔ ➑ ➓✹✱★➉
➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✪➋✴✭❁✭❀➋ ➌ ➓✽➉➃➒❀➋●➒✙➓✥➋●➔✩✱★➉ ➝✐➑ ➉s➊☎✭❀➋ ➎ ➉✲✭ ➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔■➜⑥➯ ➙✝➙ ➉❆➋ ➙✝➑ ➉➃➔⑧➊ ➑❉➎ ➉✾➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉✼✱★➉✾➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊❇➉s➊■➓
➋●➔ ➝❝➍☎➑ ➒✦➊❂➣➃➲✖➋ ➙ ➦ 2n−1 + 1 ➡ ✟ ✆➂➤ ➢ ➎ ➉❘➳✖➔ ➑ ➉s➊■➓❫↔ ➌ ➣s➳✖➔✦➉➃➒✙➓✼➢ ➎s➍ ➒✙➓ ➌ ➋ ➑✝➌ ➉ ➝ ➉➃➒✖➓✰➋●➔ ➎ ➋☎➊❂✱❹➔✾✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭✶➉ ➍✏✎
✭ ➍ ➔ ➌ ➋✼➡ ➍☎➑✝➌ ➔★➒✦➉ ➌ ➉✙✱ ➍ ➒❄✱✦➋●➒ ➎ ➉✰➓ ➍ ➔✦➊ ➙ ➉s➊❣➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊✒✱❹➔✬✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭→➉✗✱ ➍☎➑ ➡✖➉➃➒✖➓☞➊✽➉✰➊ ➑ ➓■➔✦➉ ➌ ✱✦➋●➒❀➊ ➙ ➉✗✱★➉ ➝✐➑
➉s➊☎✭❀➋ ➎ ➉✺✭ ➍ ➊ ➑ ➓ ➑ ↔ ➎ ➉❈➳✖➔ ➑ ➉s➊■➓ ➟ ➉✼➋●➔ ➎s➍ ➔❁✭ ➝❝➍☎➑ ➒✦➊✥✭ ➌✽➍☎➟ ➋ ➟★➙ ➉✧➜
á✻➔ ➑ ➊✽➳✖➔✦➉ ➙✴➐ ➍☎➌ ➓ ➏✦➍ ➓ ➍ ✭✶➉✸➋✁✱ ➝ ➉➃➓✻➔★➒✾➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉❂✱★➉☞➊ ➍☎➝✐➝ ➉➃➓✽➊ ➹ ✯★➉☞➊❁➋ ➎s➍☎➝ ✭ ➙ ➉❀✯ ➑ ➓✽➣ ➌ ➉s➊■➓✽➉ ➎s➍ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓✽➉

➦ ➎✽➏ ➋☎➳✖➔✦➉ ➑ ➓✽➣ ➌ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒■✱★➉ ➙✴➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉✧➜✸➶ ➍ ➒ ➎❶➙ ➉❧➓✽➉ ➝ ✭✦➊❋✱★➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ✱ ➐ ➔★➒✦➉ ➝✐➑ ➊✽➉⑧➦ ⑩✞➍ ➔ ➌ ➒ ➍ ➒
➌ ➉✙✱ ➍ ➒❄✱❀➋●➒✖➓✽➉⑦➉s➊■➓✼➢ ➎s➍ ➒✙➓ ➌ ➋ ➑✝➌ ➉ ➝ ➉➃➒✙➓♣➦ ➙✴➐ ➋✴✭❁✭ ➌✽➍✙➎✽➏ ➉❏✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭ ➑ ➳✖➔✦➉✧➢✝✭ ➌ ➋●➓ ➑ ➳✖➔✦➉ ➝ ➉➃➒✙➓ ➎s➍ ➒✦➊■➓❁➋●➒✙➓✼➜❣➈➅➉s➊
➍☎➌ ➓ ➏❀➍ ➓ ➍ ✭✶➉s➊ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✖➔❀➊✗✭ ➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉➃➒✙➓✺✱★➉s➊✰➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉s➊❘➉➃➓✣✱★➉s➊ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➡✧➋ ➙✝➙ ➉s➊✺✱ ➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔❄✱★➉❝➋☎➊✽➊✽➉➃➷ ➙ ➋ ➌ ➲✔➉s➊
➎s➍☎➝ ✭❀➋ ➌ ➣s➊❘➋●➔✿✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭✶➉✧➜

• è■➇◆➇❵ä●ê í ë❽ãý➇❷ê❀é➋➈→Þ✼ê➉➇❉Ý➋➊ î ã❖❛ í ê✶ì ➇❉é❢ã ➺ Ý❱Þ Û é➞Ý➞ì♦Ý❱Þ Û ã
➈➅➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➱➂➁ ➉➃➓ ➫ ➜ ➭✧➫❇➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑ ➡✖➉s➊☞➋●➔✰✯✼✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭✶➉s➊❂➦ ➎s➍☎➝ ✭ ➙ ➉❀✯ ➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉❘➋✼➡✔➉ ➎ ➔✦➒❆➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉

✱★➉❧↔✴➋ ➎ ➉s➊♣➊✽➉➃➔ ➑✝➙ Nf = 12
➋ ➑ ➒✦➊ ➑ ➳✖➔✦➉ ➙ ➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➭✧➻ ➉➃➓ ➫ ➜ ➭ ➌ ➌ ➉ ➙ ➋●➓ ➑ ➡✖➉s➊❞➋●➔✰✯✕✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭✶➉s➊❞➦

➎s➍☎➝ ✭ ➙ ➉❀✯ ➑ ➓✽➣ ➙✝➑✝➝✐➑ ➓✽➣s➉❃➋✼➡✖➉ ➎ ➔★➒♠➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉✾✱★➉❝↔✴➋ ➎ ➉s➊✾➊✽➉➃➔ ➑✝➙ Nf = 10
✭ ➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉➃➒✙➓ ➙✴➐ ➣➃➡ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒✍✱★➉s➊

➎s➍✙➍☎➌ ✱ ➍ ➒★➒✦➣s➉s➊✒✱❹➔ ➎ ➉➃➒✙➓ ➌ ➉✗✱❹➔✏✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭→➉✰➦ Ð ➜ ➈❷➜✙➳✖➔ ➑❀➌ ➉❇✭ ➌ ➣s➊✽➉➃➒✖➓✽➉➃➒✙➓ ➑⑨➎➃➑❀➙ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✙➓✽➊✒✱★➉✸➵ ➍ ➔ ➌■➑ ➉ ➌
✱❹➔✧✱★➣➃➡✔➉ ➙⑨➍ ✭❁✭→➉ ➝ ➉➃➒✖➓❘➦ ➙✴➐ ➋ ➑ ✱★➉❅✱★➉ ➙ ➋ ➟ ➋☎➊✽➉❅✱★➉✰↔ ➍ ➒ ➎ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✜✱★➉❈➈❽➋●➲✧➔✦➉ ➌■➌ ➉✪➉➃➓✥✱★➉ ➙ ➋✐➾✲➬❈➮✾➢✦➋ ➑ ➒✦➊ ➑ ➳✖➔✦➉
➎ ➉ ➙✝➙ ➉s➊❂✱★➉s➊ ➟✶➍☎➌ ➒✦➉s➊❂✱★➉s➊ ➑ ➒✖➓✽➉ ➌ ➡✧➋ ➙✝➙ ➉s➊❂✱ ➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔❄✱★➉✺✱★➉ ➎ ➉s➊ ➎s➍ ➉❁❀ ➎➃➑ ➉➃➒✙➓✽➊✼➜❹➈➅➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➱ ✆ ➉➃➓ ➫ ➜ ➭ ➁
➋ ➑ ➒✦➊ ➑ ➳✖➔✦➉ ➙ ➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➭✧➭ ➉➃➓ ➫ ➜ ➺✧➻❈➝❝➍ ➒✙➓ ➌ ➉➃➒✖➓ ➙✴➐ ➣➃➡ ➍☎➙ ➔★➓ ➑⑨➍ ➒✬✱❹➔❝➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉✥✱❹➔✏✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭→➉ ➝✐➑ ➊❣➦ ⑩✞➍ ➔ ➌ ➜
➈ ➐ ➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✖➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒❑✱❹➔④➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉ ➝ ➋❈✯ ➑✝➝ ➔ ➝ ✱★➉❆↔✴➋ ➎ ➉s➊ ➑✝➝ ✭ ➙✝➑ ➳✖➔✦➉❃➔★➒✦➉❥➋ ➝ ➣ ➙✝➑⑨➍☎➌ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✕✱★➉ ➎ ➉ ➌ ➛

➓❁➋ ➑ ➒✦➉s➊✺✭✶➉ ➌ ↔ ➍☎➌■➝ ➋●➒ ➎ ➉s➊✼➢ ➎✧➐ ➉s➊■➓❇➦✬✱ ➑✝➌ ➉✧➢ ➍ ➒ ➍☎➟ ➓ ➑ ➉➃➒✖➓❅✱★➉s➊❘➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉s➊ ➹ ➒✶➋●➔✰✯❆✭ ➙ ➔✦➊✣✭✶➉➃➓ ➑ ➓✽➊✼➢▲✱★➉s➊ ➑ ➒✙➓✽➉ ➌ ➛
➡✧➋ ➙✝➙ ➉s➊✣✱ ➐ ➑ ➒ ➎ ➉ ➌ ➓ ➑ ➓■➔❄✱★➉✳✭ ➙ ➔✦➊✰➣➃➓ ➌✽➍☎➑ ➓✽➊✼➢❀➔★➒❧➓❁➋●➔✰✯✧✱ ➐ ➋ ➎ ➓■➔❀➋ ➙✝➑ ➊❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒✩✭ ➙ ➔✦➊✲↔✴➋ ➑✝➟★➙ ➉✥➉➃➓✸➔★➒✦➉ ➎s➍ ➒✙➡✔➉ ➌ ➲✔➉➃➒ ➎ ➉



☎ ❳ ☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡❹❨❬❱◆▼✇❵➳✽❣❙❴❱❢❯❲❯❲❖ ➱ ✟ ➱

✭ ➙ ➔✦➊ ➌ ➋✴✭ ➑ ✱★➉✧➜ Ð ➐ ➉s➊■➓❇➔★➒ ➌ ➣s➊■➔ ➙ ➓❁➋●➓❅✭ ➌ ➣➃➡ ➑ ➊ ➑✝➟★➙ ➉✲✭★➔ ➑ ➊✽➳✖➔✦➉✤✭ ➙ ➔✦➊ ➍ ➒♦➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓✽➉ ➙ ➉✾➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉❝➊✽➉➃➔ ➑✝➙ ✱★➉
↔✴➋ ➎ ➉s➊✳✱❹➔●✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭→➉❃➦ Ð ➜ ➈❷➜✝➢❊✭ ➙ ➔✦➊ ➍ ➒④➊ ➐ ➋✴✭❁✭ ➌✽➍✖➎❁➏ ➉✬✱★➔❖✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭✶➉❜➉❀✯✦➋ ➎ ➓✼➜❵➯✻➒ ➎s➍ ➒✖➓ ➌ ➉✏✭❀➋ ➌ ➓ ➑ ➉✧➢ ➙ ➉
➓✽➉ ➝ ✭✦➊❉✱★➉ ➎ ➋ ➙⑨➎ ➔ ➙ ➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✖➓✽➉✲➋s➡✖➉ ➎❫➙ ➉❫➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉✒✱★➉❷↔✴➋ ➎ ➉s➊✼➜●➾ ➑ ➉➃➒✾➉➃➒✙➓✽➉➃➒❄✱❹➔➅➢ ➙ ➉s➊ ➌ ➣s➊■➔ ➙ ➓❁➋●➓✽➊❉✱★➣❇✭✶➉➃➒❄✱★➉➃➒✙➓
↔ ➍☎➌ ➓✽➉ ➝ ➉➃➒✙➓✜✱❹➔ ➎✽➏✦➍☎➑ ✯❋✱★➉ Nf

➜
➈➅➉s➊✜✭ ➑⑨➎ ➊ ➍☎➟ ➊✽➉ ➌ ➡✖➣s➊✜✱✦➋●➒✦➊ ➙ ➉s➊ ➹ ➲✧➔ ➌ ➉s➊ ➫ ➜ ➱ ✆ ➢ ➫ ➜ ➭✧➭ ➢ ➫ ➜ ➭ ➁ ➉➃➓ ➫ ➜ ➺✧➻✐➌ ➉❇✭ ➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➉➃➒✖➓✰➔★➒✦➉✥➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒❹➛

➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒P✱❹➔❤➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉✩✱❹➔◗✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭→➉⑦➦ Ð ➜ ➈❷➜❂➋●➔ ➎s➍ ➔ ➌ ➊✿✱❹➔❘✱★➣ ➌✽➍ ➔ ➙ ➉ ➝ ➉➃➒✙➓❋✱★➉ ➙✴➐ ➋ ➙ ➲ ➍☎➌■➑ ➓ ➏★➝ ➉✧➜ Ð ➉
✭ ➏ ➣➃➒ ➍☎➝❝↕ ➒✦➉♣➒✦➉❥➊✽➉✬✭ ➌✽➍ ✱❹➔ ➑ ➓✤✭❀➋☎➊❝➉➃➒⑤➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊❁➋●➒✖➓ ➙ ➉s➊✲✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭✶➉s➊ ➎➃➙ ➋☎➊✽➊ ➑ ➳✖➔✦➉s➊ ➍ ➔ ➙ ➉s➊ ➍☎➌ ➓ ➏❀➍ ➓ ➍ ✭✶➉s➊✼➜
Ð ➐ ➉s➊■➓❣➔★➒ ➑ ➒ ➎s➍ ➒✙➡✔➣➃➒ ➑ ➉➃➒✙➓✒✱★➉ ➎ ➉➃➓■➓✽➉ ➝ ➣➃➓ ➏✦➍ ✱★➉ ➡ ✟ ❏ ➤ ➜✙➨❶➋ ➑ ➊ ➍ ➒ ➌ ➉ ➝ ➋ ➌ ➳✖➔✦➉✰➳✖➔ ➐ ➦❅✭❀➋ ➌ ➓ ➑✝➌ ✱ ➐ ➔✦➒ ➎ ➉ ➌ ➓❁➋ ➑ ➒
➒ ➍☎➝✥➟★➌ ➉❅✱★➉ ➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✼➢ ➙ ➉❈➡ ➍☎➙ ➔ ➝ ➉❅✱❹➔❋✭ ➍☎➙✝➤ ➓ ➍ ✭→➉✪➦ Ð ➜ ➈❷➜✦➊✽➉❈➊■➓❁➋ ➟★➑✝➙✝➑ ➊✽➉✺✭ ➍ ➔ ➌✸➎s➍ ➒✙➡✔➉ ➌ ➲✔➉ ➌ ➜
➈❽➋✿✱ ➑✝➝✐➑ ➒✙➔★➓ ➑⑨➍ ➒●✱❹➔❚❙❘➚✙➾✭➥➞➉➃➓❃✱ ➍ ➒ ➎✐➙✴➐ ➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✖➓❁➋●➓ ➑❱➍ ➒●✱★➉s➊ ➟→➍☎➌ ➒✦➉s➊❃✱★➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➠✢➢ ➎s➍ ➒❄✱❹➔ ➑ ➓✥➦

➔★➒✦➉✪➋●➔★➲ ➝ ➉➃➒✙➓❁➋●➓ ➑⑨➍ ➒❆✱★➉ ➙ ➋✥➓❁➋ ➑✝➙✝➙ ➉❅✱★➉s➊ ➌ ➣➃➲ ➑⑨➍ ➒✦➊ ➍☎➟ ➓✽➉➃➒✙➔✦➉s➊✸➉➃➓✥✱★➉s➊❂➓✽➉ ➝ ✭✦➊✜✱★➉ ➎s➍ ➒✖➡✖➉ ➌ ➲✔➉➃➒ ➎ ➉✧➜

✡☞☛♣✡ ✎✑✏✓✒❉❯ ✔❲❱ ✖✙✘✛✚ ✔❲❱ ✜✥❯ ✢ ✜✥✤✙✦✳❳ ✔ ✒ ✏✓✒❉❳P❳✩★✺❳ ✔✫✪✭✬ ✒❉❳✆✏✓✒❩❨ ✜❚✳ ✔ ✒ ✢✫✢ ✚

➈➅➉s➊❞➋✴✭❁✭ ➌✽➍✖➎❁➏ ➉s➊❋✱ ➐ ➑ ✱★➉➃➒✙➓ ➑✠➹❀➎ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✑➦♠➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌❥➑ ➒ ➎s➍ ➒★➒✙➔✦➉ ➝ ➋ ➑ ➊ ➟✶➍☎➌ ➒✦➣s➉✩✭✶➉➃➔★➡✖➉➃➒✖➓❞➋●➔✦➊✽➊ ➑ ❰➃➓ ➌ ➉
➔★➓ ➑✝➙✝➑ ➊✽➣s➉s➊♣➋ ➹ ➒❘✱ ➐ ➑ ✱★➉➃➒✖➓ ➑✠➹ ➉ ➌ ✱★➉s➊❃➊ ➤ ➊■➓ ↕✢➝ ➉s➊❜➒ ➍ ➒ ➙✝➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉s➊✼➢❂➦ ➎s➍ ➒❄✱ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒ ➟★➑ ➉✢➒ø➊☎❍ ➌ ✱ ➐ ➣ ➎➃➌■➑✝➌ ➉ ➙ ➋
➊ ➍☎➌ ➓ ➑ ➉✥✱★➉ ➎ ➉s➊ ➝❝➍ ✱ ↕➃➙ ➉s➊❣➊ ➍ ➔✦➊❉↔ ➍☎➌■➝ ➉❂✱★➉ ➌ ➣➃➲ ➌ ➉s➊✽➊ ➑⑨➍ ➒ ➙✝➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉✧➜✖➶❈➋●➒✦➊ ➎ ➉➃➓■➓✽➉❂✭❀➋ ➌ ➓ ➑ ➉ ➍ ➒✐➡✧➋ ➑ ✱★➉➃➒✙➓ ➑✠➹ ➉ ➌
✱★➉s➊ ➝❝➍ ✱ ↕➃➙ ➉s➊❅✱★➉✥➼ ➍☎➙ ➓✽➉ ➌■➌ ➋ ➎➃➙ ➋☎➊✽➊ ➑ ➳✖➔✦➉s➊✼➢▲✱★➉s➊ ➝❝➍ ✱ ↕➃➙ ➉➃➊❅✱★➉✾➼ ➍☎➙ ➓✽➉ ➌■➌ ➋ ➌ ➉❇✭ ➌ ➣s➊✽➉➃➒✙➓✽➣s➊❇➦ ➙✴➐ ➋ ➑ ✱★➉✤✱ ➐ ➔✦➒✦➉
➾✲➬❈➮ ➋ ➑ ➒✦➊ ➑ ➳✖➔✦➉✺✱★➉s➊ ➝❝➍ ✱ ↕➃➙ ➉s➊❘➚✖➼❘➶✸➛❚á Ï ❙ Ï ➵ Ï Ð ➛✴➼ ➍☎➙ ➓✽➉ ➌■➌ ➋ ➎ ➔ ➟★➑ ➳✖➔✦➉s➊✼➜
➈➅➉s➊ ➎s➍ ➒❄✱ ➑ ➓ ➑⑨➍ ➒✦➊✮✱★➉ ➎ ➉s➊❽➊ ➑✝➝ ➔ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊❽➊ ➍ ➒✙➓ ➙ ➉s➊ ➝ ❰ ➝ ➉➃➊❽➳✖➔❀➉❬✭ ➍ ➔ ➌➅➙ ➉s➊❽➊ ➑✝➝ ➔ ➙ ➋●➓ ➑⑨➍ ➒✦➊❭✭ ➌ ➣ ➎ ➣✙✱★➉➃➒✙➓✽➉s➊

✱✦➋●➒✦➊ ➙ ➉ ➎ ➋☎➊ ➙✝➑ ➒✦➣✼➋ ➑✝➌ ➉✧➜✦➈❽➋ ➟✶➍☎➌ ➒✦➉✺✱★➉ ➙✴➐ ➉ ➌■➌ ➉➃➔ ➌ ➉s➊■➓ ➎❁➏✦➍☎➑ ➊ ➑ ➉❈➣➃➲✖➋ ➙ ➉❇➦ ∆ = 120% max{e(k)} ➜ e(k)
➣➃➓❁➋●➒✙➓ ➙ ➉ ➟★➌ ➔ ➑ ➓✐➋✁✱❁✱ ➑ ➓ ➑ ↔❘➋●➔④➊ ➑ ➲✧➒❀➋ ➙ ✱★➉❆➊ ➍☎➌ ➓ ➑ ➉✬✱❹➔④➊ ➤ ➊■➓ ↕➃➝ ➉❜➦ ➙✴➐ ➑ ➒✦➊■➓❁➋●➒✖➓ k ➉➃➓ N ➙ ➉❆➒ ➍☎➝✪➟★➌ ➉✾✱★➉
➝ ➉s➊■➔ ➌ ➉s➊✼➜
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h1(1) = 1 ; h1(2) = −0.45 ; h1(3) = 0.2775 ❶ ➫ ❞ ➁✏➌⑨❷

Noyau linéaire

( ) ( ) ❸❹
)()( kuku βα +

+
y(k)u(k)

✉✒✑✔✓✇✈ ➫ ❞ ➺✧➭✄①✿✎✛➪✞➯❳➭❘➫❁➯❳➯✸✘❘➯✶➽♣Ö❦➩❑➫❁➯❳➭❘➫✥➥⑩➦✞➧ ➽♣➫❦➲♣➲r➪ ➭✄➹ ➦✞➲r➭❘➲♣➫✒❺

❻❜Û ß î é❱Þ✼å❹Þ✼ß❆æ❵ã❞ß✚Ý➞ì î é❢å❹Þ✚Ý❢ê✶Ü❽ß

❢❭❣✙❧ ➹ ➲③♣❁❤☛❣✙❧❂❼ ❞ ➺✧➺ ❣❇♠❂❼ ❞ ➺ ✟✲✐✼✈✁s⑥♠☎❤☛❣❇s④♠❂q❴① r❀⑧④✈✁q♦♣❁♠☎❥❦✈✁s✿✱❁❣✙❧✒t✙✈⑥✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧❂✱✰♣✿t✙❣❇s④♠☎❤☛❣✣✱✰♣✾✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣
✉✴❥♦s❄❧☎❥❉➳④♣❄❣✳t✙❣❇q♦q❦❣✳✱❁❣✙❧✗⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✗✐✏✉❈✯✰❥♦✐✏✉✴q❦❣✙❧✣❣❇♠✣✱❁❣✙❧✗⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✜✐✤❥♦s❁❥♦✐✏✉✴q❦❣✙❧✣✭▲✈✁♣❁❤✣t✇❽✡✉✁❾④♣❄❣❃✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣
✱✰♣❋✐✼✈④✱❄♥❀q❦❣❃❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✺✭❲✈✁♣❁❤

RSB = 10dB
❣❇♠
RSB = 3dB ❞

❿❉s❋✉✴s✡✉✴q♦⑩✰❧✇✉✴s④♠✒q❦❣✙❧ ➹❄➀ ♣❁❤✇❣❇❧✜❼ ❞ ➁ ❼✲❣❇♠❂❼ ❞ ➁ ❏ ⑦✰✈✁s✾s❄✈✁♠☛❣✣❾④♣❭① ❣❇s✾♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠✒q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✣✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣
✈✁♣✾q✚✉❅✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✣✱❁❣✙❧✝✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧❂t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧❂✈✁s✾❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣✣✱❁❣✙❧✒t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧❂✱✰♣✾✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✣❾④♣❁❥②✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣❇s⑥♠
⑤❁❥❦❣❇s❋q❦❣✙❧❂✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤✇❣❇❧✜❤☛r✙❣❇q❦❧✥✱✰♣✧❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣ ❞

➬✜s✩✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛❣✼✱❄✉✴s❄❧✺q❦❣✲♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣●❼ ❞ ❼✬q❦❣✙❧❅t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧❃✱✰♣✩✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✼❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✺✭✡✉✴❤❅q✚✉✬✐✼r❇♠☎❽❄✈④✱❁❣
✱❁❣✙❧✏✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✬t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧✏❣❇♠✏✭✡✉✴❤✼q❴① ✉✴✭❁✭❁❤✇✈④t☛❽✡❣❋✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣ ❞ ➬✜s❑❤☛❣❇✐✏✉✴❤☛❾④♣❄❣✧❾④♣❄❣✿q❦❣✙❧✏t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧
❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✜❧☛✈✁s④♠✥❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧⑨❣❇✐✼❣❇s⑥♠✥✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✙❧✜✱❁❣✙❧❂⑧⑥❤✇✉✴❥❦❧✥t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✗✱✰♣❋❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣ ❞ ❢❊✉✲✭▲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣❅✱❁❣
t✙❣❇♠☎♠☛❣❅❣✙❧☎♠☎❥♦✐✏✉✴♠☎❥❦✈✁s❆❣✙❧☎♠✥r❇⑧③✉✴q♦♣❄r✙❣❃➄✳q❴① ✉✴❥❦✱❁❣❅✱❁❣✺q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤

EQMNcoef
✱❄✉✴s❄❧❂q❦❣✺♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣❆❼ ❞ ❏ ❞



☎ ❳ ☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡❹❨❬❱◆▼✇❵➳✽❣❙❴❱❢❯❲❯❲❖ ➱ ✟ ➁

0 20 40 60 80 100
0

0.5

1

1.5

2
h(1)

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1
h(2)

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1
h(3)

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1

α

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1

β

✉✒✑✔✓✇✈✥❼ ❞ ➁③➁ ①✕✎●➦❒➦✞➲r➭❘➦✞➻⑥➻⑥➵❦➫❁➯ ➭❘➨ ➘✠➫❦➻✞➽♣➲♣➫➮➫✠➽✓➚➣➪❾➧ ➫❦➨⑥➲r➯➩☞➪➣➬❘➺ ➩☞➪❾➧ ➫❁➯✄➫✠➽❄➩❑➺ ➻⑥➺ ➩☞➪❾➧ ➫❁➯❄➭❘➫❁➯✩➘✠➦❘➦✞➲r➭❘➦✞➻⑥➻⑥➵✠➫❁➯✄➭❘➫❁➯❄➯✍➦✞➩✗✖➩❑➫✠➽r➯✭➭❘➨✙❐❮➦✞➧ ✘↕➽♣➦✞❐✑➫❑➴
RSB = 10dB ➷

0 20 40 60 80 100
0

0.5

1

1.5

2
h(1)

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1
h(2)

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1
h(3)

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1

α

0 20 40 60 80 100
−1

−0.5

0

0.5

1

β

✉✒✑✔✓✇✈✥❼ ❞ ➁ ✟ ①✕✎●➦❒➦✞➲r➭❘➦✞➻⑥➻⑥➵❦➫❁➯ ➭❘➨ ➘✠➫❦➻✞➽♣➲♣➫➮➫✠➽✓➚➣➪❾➧ ➫❦➨⑥➲r➯➩☞➪➣➬❘➺ ➩☞➪❾➧ ➫❁➯✄➫✠➽❄➩❑➺ ➻⑥➺ ➩☞➪❾➧ ➫❁➯❄➭❘➫❁➯✩➘✠➦❘➦✞➲r➭❘➦✞➻⑥➻⑥➵❦➫❁➯✑➭❘➫❁➯❄➯✍➦✞➩✗✖➩❑➫✠➽r➯✭➭❘➨✙❐❮➦✞➧ ✘↕➽♣➦✞❐✑➫☞➴
RSB = 3dB ➷

1 2 3 4 5
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Les paramètres du système original et ceux estimés du modèle

Paramètres du modèle
Paramètres estimés par Approche à E.B.
Paramètres estimés par les moindres carrés
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1.4
Les paramètres du système original et ceux estimés du modèle

Paramètres du modèle
Paramètres estimés par Approche à E.B.
Paramètres estimés par les moindres carrés
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h(3) α β
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❣❇♠✣✱❁❣❃q❴①

EQMNcoef
✭▲✈✁♣❁❤✣✱❁❣❇♣✰✯

✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧✳✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥ ➹ t❵✉✴♠☎❥❦✈③s✷❣❇♠❃✭▲✈✁♣❁❤✳✱❁❣❇♣✰✯❚⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✳✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❣✙❧✳✱✰♣●❙❘➚✙➾ ❞ ➬✜s●❤☛❣❇✐✏✉✴❤☛❾④♣❄❣✏❾④♣❄❣
✭▲✈✁♣❁❤✾✱❁❣✙❧

RSB
➂❴✉✴❥♦⑤❁q❦❣✙❧

(RSB = 3dB)
⑦✝✈✁s◗✉✴❤☎❤☎❥♦⑧④❣❆➄✩❤☛❣✙t✙✈✁s❄❧☎♠☎❥♦♠☎♣❄❣❇❤✾q✚✉❚❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣❆✱✰♣✕❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣

s❄✈✁s✰➇❴q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✣❧☎❥♦✐✳♣❁q❦r ❞ ➬✜s✾✈✁⑤❁♠☎❥❦❣❇s④♠❂✉✴❥♦s❄❧☎❥❲✱❁❣✙❧✹⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✝✱②① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✇❧✝❧☎♣❁❤✹q❦❣✙❧✹✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✒✱✰♣✬✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣
❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣❇✐✼❣❇s④♠✗➂❴✉✴❥♦⑤❁q❦❣✙❧ ❞ ➬✜s❏t✙✈✁s❄t❇q♦♣❁♠✺❾④♣❭① ♣❁s❄❣❃⑤▲✈✁s❁s❄❣❃❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥ ➹ t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s✩❣✙❧☎♠✺✉✁t✙t✙✈✁✐✤✭❁q♦❥❦❣✲❣❇s❆♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s④♠
q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣❅✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣❃✉✴❥♦s❄❧☎❥❭❾④♣❄❣✺q✚✉✳✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣❅✱❁❣✙❧❂✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✜t❵✉✴❤☎❤✇r❇❧ ❞
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h(1) = 1 h(2) = −0.45 h(3) = 0.2775 α = 0.5 β = 0.3➈✲➉❄➊➌➋➎➍③➏④➐❲➊
ĥ(1) ĥ(2) ĥ(3) α̂ β̂➑❘➒❭➓❅➒ ➔❈→ ➣❈↔❈↔ ✖ ➣⑨→ ↕③➙✙➛ ➣⑨→ ➜❵↔✴➜ ➣⑨→ ➝ ❺ ↔ ➣⑨→ ➜❵↔⑨➔➞✝➟⑥➠❦➡❁➢❀➟④➤▲➥✚➦❁➧❲➨ ➣⑨→ ↔❈➛✁➙ ✖ ➣⑨→ ❺ ↔❈➛ ➣⑨→ ➜❵➛✴➝ ➣⑨→ ➝❈➝❈➜ ➣⑨→ ➜❵↔❵↕➈✲➉❄➊➌➋➫➩④➐❲➊
ĥ(1) ĥ(2) ĥ(3) α̂ β̂➑❘➒❭➓❅➒ ➔❈→ ➜❈➜ ❺ ✖ ➣⑨→ ➝❵➣❈↔ ➣⑨→ ❺ ➔❈➔ ➣⑨→ ➝❵➭✁➙ ➣⑨→ ➜❵➭❈➣➞✝➟⑥➠❦➡❁➢❀➟④➤▲➥✚➦❁➧❲➨ ➣⑨→ ↔✴➜❈➝ ✖ ➣⑨→ ❺❈❺ ➣ ➣⑨→ ➜✙↕✴↔ ➣⑨→ ➛⑨➔❀➛ ➣⑨→ ➜❵➭❈➛

➡❬➢✛➤◆✈❲❼ ❞ ❼ ①✼✢⑩➪❾➲r➪❾➩❑Ö✠➽♣➲♣➫❁➯✰➭❘➨Õ➯✸✘❘➯✶➽♣Ö❦➩❑➫➶➫✠➽❬➭❘➨✙➩❑➦❘➭❘Ö❦➧ ➫➶➫❁➯✶➽♣➺ ➩❑➵❁➯❳❐➼➪❾➲✭➭❒➫❦➨❘➬✓➩❑➵✠➽♣Ï⑥➦❘➭❘➫❁➯

➈✲➉❄➊➌➋➎➍③➏④➐❲➊
EQMNsortie EQMNcoef➑❘➒♦➓❅➒

4.10 10−3 4.67 10−3➞✝➟⑥➠❦➡❁➢❀➟④➤▲➥✚➦❁➧❲➨
4.94 10−3 6.22 10−3➈✲➉❄➊➌➋➫➩④➐❲➊

EQMNsortie EQMNcoef➑❘➒♦➓❅➒
2.45 10−2 4.84 10−2➞✝➟⑥➠❦➡❁➢❀➟④➤▲➥✚➦❁➧❲➨
2.07 10−2 2.11 10−2

➡➳➢✛➤◆✈❲❼ ❞ ❏ ① EQMNsortie
➫✠➽
EQMNcoef
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M = 3 ❞ ❢❭❣❅s❄✈❈⑩④✉✴♣❆❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❃✱✰♣❆❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣
❧☎❥♦✐✳♣❁q❦r✿✭▲❣❇♣❁♠✼♠☛✈✁♣ ⑩ ✈✁♣❄❤☛❧❆❰❇♠☎❤☛❣✿❤✇✉✴✐✼❣❇s❄r❆➄❏♣❁s❑s❄✈❵⑩⑥✉✴♣➸♠☎❤☎❥✚✉✴s ➀ ♣❁q✚✉✴❥♦❤☛❣❆✱❁r❀➺❄s❁❥✗✱❄✉✴s❄❧✼q❦❣✿♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣◗❼ ❞ ➁
❧☎♣❁❥♦⑧③✉✴s⑥♠ ❮

n1 = 1 n1 = 2 n1 = 3

n2 = 1 ➻ ➇➽➼ ❞ ❼ ➼ ❞ ✟ ➻ ❼
n2 = 2

➼ ➼ ❞ ➾ ✟ ➁ ❼ ➇➽➼ ❞ ➾ ➼③➼ ❏ ➁
n2 = 3

➼ ➼ ➼ ❞♦➻ ❼ ➁③➁③➾
➡➳➢✛➤◆✈✡❼ ❞ ➁ ①✾✎●➦❘➫☛➚ ➘✠➺ ➫❦➻✞➽r➯✭➭❘➨✙➻❘➦✙✘↕➪❾➨✙➭❘➫➶➥⑩➦✞➧ ➽♣➫❦➲♣➲r➪✗➪❒➨⑥➪✞➭❘➲r➪➣➽♣➺♦➪↕➨⑥➫❬➽♣➲♣➺➇➪❾➻⑥➸✞➨⑥➧➇➪❾➺ ➲♣➫ Htri

2



☎ ❳ ☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡❹❨❬❱◆▼✇❵➳✽❣❙❴❱❢❯❲❯❲❖ ➻ ✟④❼

❢❊✉✤❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣❅✱❁❣✺t✙❣❅❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✺✱❁❣✣➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✤❧☎❥♦✐❃♣❁q❦r❅❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠✜t✙✈✁✐✤✐✼❣❅❧☎♣❁❥♦♠❇❮

y(n) =
3∑

n1=1

3∑

n2=n1

Htri
2 (n1, n2)u(n− n1)u(n− n2) ❶ ❼ ❞ ➁ ✆ ❷

Ï ➺❄s✧❾④♣❄❣✺q✚✉✤❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣❃✱✰♣✿➺❄q♦♠☎❤☛❣❅✱❁❣❅➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✼❧❵① r✙t❇❤☎❥♦⑧⑨❣❅❧☛✈✁♣❄❧❂➂➃✈✁❤☎✐✼❣❅✱❁❣✺❤☛r ➀ ❤☛❣✙❧☛❧☎❥❦✈✁s✧q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣③⑦✡✈✁s
✉✴❤☎❤✇✉✴s ➀ ❣❃q❦❣✙❧✜r❇q❦r❇✐✼❣❇s④♠☛❧✗✱✰♣✧s❄✈❈⑩④✉✴♣❆❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❃✱❄✉✴s❄❧✥♣❁s✧⑧⑨❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤ Φ2

❣❇♠✗✈✁s✧✱❁r❀➺❄s❄❥➆♠✗q❦❣✺⑧④❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤
U(n)

❧☎♣❄❥➆⑧③✉✴s⑥♠❇❮

U(n) =





u2(n− 1)

u(n− 1)u(n− 2)

u(n− 1)u(n− 3)

u2(n− 2)

u(n− 2)u(n− 3)

u2(n− 3)





et Φ2 =





Htri
2 (1, 1)

Htri
2 (1, 2)

Htri
2 (1, 3)

Htri
2 (2, 2)

Htri
2 (2, 3)

Htri
2 (3, 3)





❶ ❼ ❞ ➌ ➼ ❷

❢✟① r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❏❼ ❞ ➁ ✆ ❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠✗✉✴q❦✈✁❤☛❧❇❮

y(n) = ΦT
2 U(n) ❶ ❼ ❞ ➌ ➻ ❷

➶✺✉✴s❄❧✝q❦❣✙❧✒❧☎❥♦✐❃♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧❂❾④♣❁❥❲❧☎♣❁❥♦⑧④❣❇s④♠❵⑦⑥✈✁s✾❧❵① ❥♦s⑥♠☛r❇❤☛❣✙❧☛❧☛❣✣✉✴♣✰✯✏❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❣✙❧❂✉✴❥♦s❄❧☎❥▲❾④♣❭① ✉✴♣✰✯✏❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧
✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✳✱❁❣✙❧✥t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✜✱✰♣❋s❄✈❈⑩④✉✴♣✧❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣

Htri
2

❻❜Û ß î é❱Þ✼å❹Þ✼ß❆æ❵ã♣ß●Ý➞ì î é❢å❹Þ✚Ý❢ê✶Ü❽ß

➶✺✉✴s❄❧✺q❦❣✳♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣●❼ ❞ ➌ ⑦②✈✁s❏✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣✲q❦❣✙❧✣✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧❃✱✰♣❏s❄✈❈⑩④✉✴♣❚✱❁❣✲➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✾❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣
✈✁❤☎❥ ➀ ❥♦s✡✉✴q❴⑦❈q❦❣❇♣❁❤☛❧✮❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❣✙❧✮➄❂q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✹✱❁❣✟q✚✉✒✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✝✱❁❣✙❧❊➹❆✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧ Ð ✉✴❤☎❤☛r✙❧ ❶ ➹ ❞ Ð ❞ ❷ ❣❇♠❭q❦❣✙❧❊t✙✈⑥✈✁❤☛✱❁✈✁s✰➇
s❄r✙❣✙❧✹✱✰♣✬t✙❣❀s⑥♠☎❤☛❣✜✱✰♣✼✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✜t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤☛r✙❧✝t✙✈✁✐✤✐✼❣✥q❦❣✙❧✟❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❣✙❧✝✱❁❣✙❧✟✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✝✈✁❤☎❥ ➀ ❥♦s✡✉✴♣✰✯✼✭✡✉✴❤
q✚✉✼✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✲✱❁❣✳q❴① ❿❉❤☎❤☛❣❇♣❁❤✺➘✒✈✁❤☎s❄r✙❣ ❶ ❿ ❞ ➘ ❞ ❷ ❞ ❢❊✉✏⑤❲✈✁❤☎s❄❣✲✱❁❣❃q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✺❣✙❧☎♠ ∆ = 120% max{e(k)} ⑦
e(k)

r❇♠✇✉✴s⑥♠✥q❦❣✣⑤❁❤☎♣❄❥➆♠✗✉✁✱❁✱✰❥♦♠☎❥➆➂✹➄✲q❴① ❥♦s❄❧☎♠❀✉✴s④♠
k ❞

❢❭❣✙❧✗❥♦s④♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✣✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✤✱❁❣✙❧✜✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✣❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✣✱❄✉✴s❄❧✜q❦❣❃♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣✩❼ ❞ ✆ ✱❁❣❇⑧⑥❥❦❣❇s❁s❄❣❇s④♠
✭❁q♦♣❄❧✹✭❲❣❇♠☎❥♦♠☛❧✒❾④♣✡✉✴s❄✱✼q❦❣

RSB
✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s⑥♠☛❣ ❞ Ð ❣✙t❇❥❲❧❵① ❣❀✯✰✭❁q♦❥❦❾④♣❄❣✥✭✡✉✴❤✹q❦❣❂➂❴✉✴❥♦♠✝❾④♣❄❣❂q❦❣ RSB ❣✙❧☎♠❉➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s

✱❁❣❃q✚✉✤⑤▲✈✁❤☎s❄❣✳✱❁❣❃q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤
∆ ❞ Ð ❣❇♠☎♠✇❣✳✱❁❣❇❤☎s❁❥❦♥❇❤☛❣❅➺❁✯❁❣❃q✚✉✼✱✰❥❦❧☎♠✇✉✴s❄t✙❣✳❣❇s⑥♠☎❤☛❣❃q❦❣✙❧✜❽⑥⑩⑥✭❲❣❇❤☎✭❁q✚✉✴s❄❧ Hkj

j =

1, 2 ❞ Ð ❣✗❾④♣❁❥▲❣❀✯✰✭❁q♦❥❦❾④♣❄❣✣❾④♣❄❣✜q❦❣✙❧✝✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✙❧❂✱❁❣❇⑧⑥❥❦❣❇s❁s❄❣❇s⑥♠✒✭❁q♦♣❄❧✝✭▲❣❇♠☎❥♦♠☛❧❂❾④♣✡✉✴s❄✱✏q❦❣ RSB ✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s④♠☛❣ ❞
❢❭❣✣♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣✧❼ ❞♦➻ ➼✳✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛❣✣q❦❣✙❧✒⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧❂✱❁❣✗q❴①EQMNsortie

❣❇♠❂✱❁❣✣q❴①
EQMNcoef

✭❲✈✁♣❁❤✥✱❁❣❇♣✰✯
✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧✜✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❆❣❇♠✥✭❲✈✁♣❁❤✜✱❁❣❇♣✰✯❋✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s④♠☛❣✙❧✥⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✜✱✰♣❋❙✣➴⑥➘ ❞



➻ ✟ ❏ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

H2(1,1) H2(1,2) H2(1,3) H2(2,2) H2(2,3) H2(3,3)
= 1 = −0.5 = 0.415 = 0.2475 = −0.20063 = 0.15332➷✗➬④➮❘➱❐✃❵❒✁❮✰➮

Ĥ2(1,1) Ĥ2(1,2) Ĥ2(1,3) Ĥ2(2,2) Ĥ2(2,3) Ĥ2(3,3)❰❖Ï➆Ð❂Ï Ñ❀Ò Ó❀Ô❀Ó Õ✔Ó❵Ò Ö❇×❀Ø Ó❵Ò Ö✙Ù✙Ñ Ó❵Ò Ù☛Ö❀Ö Õ✔Ó❵Ò Ù☛Ö✙Ù Ó❵Ò Ñ☎Ô❀ØÚ❭Û⑨Ü Ý④Þ✄Û③ß✰à➆á⑥â④ã Ó❵Ò ×❀Ó❇ä Õ✔Ó❵Ò å✇Ó❵Ñ Ó❵Ò Ö✙Ù✇Ô Ó❵Ò Ù✇Ø❇Ù Õ✔Ó❵Ò Ñ☎×❀Ô Ó❵Ò Ñ☎Ø❀×➷✗➬④➮❘➱■æ
Ĥ2(1,1) Ĥ2(1,2) Ĥ2(1,3) Ĥ2(2,2) Ĥ2(2,3) Ĥ2(3,3)❰❖Ï➆Ð❂Ï Ñ❀Ò Ó❀Ø❀ç Õ✔Ó❵Ò Ö❇×❇Ù Ó❵Ò Ö✙Ù❀ä Ó❵Ò Ù☛Ö❈Ñ Õ✔Ó❵Ò Ù✇×❇Ù Ó❵Ò Ñ❀Ñ☛åÚ❭Û⑨Ü Ý④Þ✄Û③ß✰à➆á⑥â④ã Ó❵Ò ä✇×❇Ù Õ✔Ó❵Ò å✇Ó❵Ñ Ó❵Ò Ö❇Ô❀Ô Ó❵Ò Ù❀ä✇× Õ✔Ó❵Ò Ñ☎ç✇Ö Ó❵Ò Ñ☎×❵Ñ

➡❬➢✛➤◆✈❲❼ ❞ ➌ ①✼✢⑩➪❾➲r➪❾➩❑Ö✠➽♣➲♣➫❁➯✰➭❘➨Õ➯✸✘❘➯✶➽♣Ö❦➩❑➫➶➫✠➽✭❐➼➪❾➲r➪❾➩❑Ö✠➽♣➲♣➫❁➯●➫❁➯✶➽♣➺ ➩❑➵❁➯❳❐➼➪❾➲✭➭❘➫❦➨❘➬❆➩❑➵✠➽♣Ï⑥➦❘➭❘➫❁➯
➷✗➬④➮

∆Ĥ2(1,1) ∆Ĥ2(1,2) ∆Ĥ2(1,3) ∆Ĥ2(2,2) ∆Ĥ2(2,3) ∆Ĥ2(3,3)✃❵❒✲❮✰➮ Ñ❀Ò ç❀Ø
10−1 Ö❈Ò Ö❇Ô

10−1 Ô❵Ò Ñ✄Ö
10−1 Ñ❀Ò ç❀Ô

10−1 Ô❵Ò Ö❇Ó
10−1 Ù✙Ò å✙Ñ

10−1æ✳❮✰➮ Ö❈Ò Ñ☎Ø
10−1 ×❵Ò ×❀Ô

10−1 ä✙Ò Ó❀Ô
10−1 Ö❈Ò Ñ❀Ñ

10−1 ä✙Ò Ø❇Ù
10−1 å✙Ò Ø❇Ù

10−1

➡➳➢✛➤◆✈❲❼ ❞ ✆②①✏è❩➻✞➽♣➫❦➲♣➚❾➪❾➧ ➧ ➫❁➯✰➭✄➹ ➺ ➻➼➘✠➫❦➲✍➽♣➺ ➽♣➨➼➭❘➫❚➭❘➫❁➯❳❐➼➪❾➲r➪❾➩❑Ö✗➽r➲♣➫❦➯✛➫❁➯✶➽♣➺ ➩❑➵❁➯❳❐❮➦✞➨⑥➲✭➭❘➫❦➨❘➬✳➲✹➳❘Ñ✰➯✭➭❘➺ ❰✑➵❦➲♣➫❦➻↕➽r➯
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EQMNsortie EQMNcoef➑❘➒♦➓❅➒

1.76 10−3 1.91 10−3➞✹➟⑥➠❦➡❁➢❀➟④➤▲➥✚➦❄➧❲➨
3.79 10−3 5.97 10−3➈✲➉❄➊❩➋➫➩④➐❲➊

EQMNsortie EQMNcoef➑❘➒♦➓❅➒
8.83 10−3 9.55 10−3➞✹➟⑥➠❦➡❁➢❀➟④➤▲➥✚➦❄➧❲➨
1.90 10−2 2.99 10−2
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RSB = 3dB ➷
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❇❴➐①❇❴➐➋➒ ❡◆è✭❊➂➝❘◗❄❪ê➛➜➒

Ð ❣✥❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✥❣✙❧☎♠✟✱❁r❀➺❄s❁❥❲✱❄✉✴s❄❧✟q✚✉✗➺ ➀ ♣❁❤☛❣✜❼ ❞ ✟④❼✣✭✡✉✴❤✟♣❁s✤➺❄q♦♠☎❤☛❣✜✈③❧☛t❇❥♦q♦q✚✉✴s④♠✝✱✰♣✏❧☛❣✙t✙✈✁s❄✱✼✈✁❤☛✱✰❤☛❣✥✱❁r❀➺❄s❁❥
✭✡✉✴❤✜❧✇✉❃➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✺♠☎❤✇✉✴s❄❧✄➂➃❣❇❤☎♠

H(z)
❮

H(z) =
z + 1

(z + 0.74)(z + 0.62)
❶ ❼ ❞ ➌ ➾ ❷

❧☎♣❁❥♦⑧⑥❥⑨✱②① ♣❁s❄❣❉s❄✈✁s❅q♦❥♦s❄r❵✉✴❤☎❥♦♠☛r✟❧☎♠❀✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❉✱❁r❀➺❄s❁❥❦❣❉✭✡✉✴❤❭♣❁s✺✭▲✈✁q♦⑩⑥s ❫ ✐✼❣✟✱❁❣✟✱❁❣ ➀ ❤☛r ➁ ❮ P (u) = 0.99u− 0.35u3 ❞

)62.0)(74.0(
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+
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)(nu )(ny
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á❬✈✁♣❁❤❊✐✼✈④✱❁r❇q♦❥❦❧☛❣❇❤❬t✙❣✟❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✟✈✁s❅♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣✟♣❁s✺➺❄q♦♠☎❤☛❣✹✱❁❣✟➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❂q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣❀➇✸t❇♣❁⑤❁❥❦❾④♣✡❣✝✱❁❣❉✐✼r❇✐✼✈✁❥♦❤☛❣
M = 2

⑦❁r ➀ ✉✴q❦❣❃✉✴♣❄❧☛❧☎❥❊✉✴♣❋s❄✈✁✐❃⑤❁❤☛❣❃✱❁❣✺✱✰⑩⑥s✡✉✴✐✤❥❦❾④♣❄❣✙❧✜✱✰♣❋❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✺❧☎❥♦✐✳♣❁q❦r ❞
Ï ➺❄s✬✱❁❣✥❤☛r✙✱✰♣❁❥♦❤☛❣✥q✚✉❅t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✜✱✰♣✏✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✜✱❁❣✥➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❅♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r③⑦④✈✁s✼❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣✗❧☛✈✁s✼s❄✈❵⑩⑥✉✴♣

➄✼q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✲✱②① ♣❁s❄❣✲➘❂✉✁❧☛❣✤ë✜❤☎♠☎❽❄✈ ➀ ✈✁s✡✉✴q❦❣✬ì✣r❇s❄r❇❤✇✉✴q♦❥♦❧☛r✙❣ ❞ ❢✟① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣✲✱❁❣✳♠☎❤☛✈✁s❄t❵✉✴♠☎♣❁❤☛❣✲✱✰♣✩✱❁r❇⑧⑨❣❇q❦✈✁✭❁✭▲❣❇✐✼❣❇s④♠
✱✰♣●✐✼✈④✱❄♥❀q❦❣✾❧☎♣❁❤❃q✚✉✧➘✥ë✺ìí❣✙❧☎♠

N = 2
❣❇♠❃q❦❣✙❧✳✭ ❫ q❦❣✙❧✲✱❁❣✏q✚✉✿⑤✡✉✁❧☛❣✬❧☛✈✁s④♠✲❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✲➄❋q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✬✱②① ♣❁s❄❣

✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✣❣❀✯✰❽✡✉✴♣❄❧☎♠☎❥♦⑧⑨❣✜✐✤❥❦❧☛❣✣✉✴♣✬✭❲✈✁❥♦s⑥♠✝✭✡✉✴❤ ❶ Ï ❞⑥î ❥♦⑤✡✉✴s ➀ ✈✁♣✿❣❇♠✒✉✴q ➡ ➁ ❏ ➤ ❷ ❞ ë✜s✬♠☎❤☛✈✁♣❁⑧⑨❣ ξ1 = −0.731
❣❇♠
ξ2 = −0.609 ❞ ❢❊❣✼✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✬❥♦❧☛❧☎♣●✱❁❣✼q✚✉❋➘✥ë✺ìí✉✴✭❁✭▲❣❇q❦r✬✱❁✈✁❤☛r❇s✡✉✙⑧③✉✴s⑥♠✲➘✥ë✺ì✜➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❋q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣

t❇♣❁⑤❁❥❦❾④♣❄❣③⑦❄❣✙❧☎♠❂✭❄❤☛r✙❧☛❣❀s⑥♠☛r❅✱❄✉✴s❄❧✥q❦✉✳➺ ➀ ♣❁❤☛❣❃❼ ❞ ✟ ❏ ❞
❢✟① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✏✉✴♠☎❥❦✈✁s✬✱❁❣✙❧❉t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✹✱❁❣✒ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✟✱✰♣✼✱❁r❇⑧⑨❣❇q❦✈✁✭❁✭▲❣❇✐✼❣❇s④♠✹❧☎♣❁❤❉q✚✉✗➘✥ë✺ì◗❣✙❧☎♠❬❤☛r❵✉✴q♦❥❦❧☛r✙❣❂❣❇s

♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠✝✱❁❣❇♣✰✯✼✐✼r❇♠☎❽❄✈④✱❁❣✙❧❘❮③q✚✉✺✐✼r❇♠☎❽❄✈④✱❁❣✗✱❁❣✙❧✟✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤✇❣❇❧✒t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧✝❣❇♠✟q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✜✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✜✱❁❣✙❧
✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧✜✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❏➄✤❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✥⑤❲✈✁❤☎s❄r✙❣ ❞ ❢❭❣✙❧✥❧☎❥♦✐✳♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧✜✱❁❣✺t✙❣❅❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✺t✙✈✁✐✤✭❲✈✁❤☎♠☛❣❇s⑥♠✥❮

① q✚✉✲✱❄r❀♠✇❣❀❤☛✐✤❥➆s❲✉✴♠☎❥❦✈✁s❆✱❁❣✙❧❂❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✜✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣❃✱❁❣✙❧✥t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✗✱❁❣✺ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤❵⑦
① q✚✉❅t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤✇✉✴❥❦❧☛✈✁s✾✱❁❣✙❧✝t✙✈④✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧❂✱✰♣✬t✙❣❇s④♠☎❤☛❣✗✱✰♣✏✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣✜❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✣✉✙⑧④❣✙t❂q❦❣✙❧✝t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧
✱❁❣❅ï❄✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✜❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✗➄✳q❴① ✉✴❥❦✱❁❣❅✱❁❣✺q✚✉✳✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣❅✱❁❣✙❧❂✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✗t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧ ❞

① q❴① r❇♠☎♣❄✱❁❣✲✱❁❣❃q❴① ❥♦s✰ð❄♣❄❣❇s❄t✙❣✤✱✰♣❏t✇❽❄✈✁❥➆✯❆✱❁❣❃q✚✉✼⑤▲✈✁❤☎s❄❣✲✱②① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✺❧☎♣❁❤✗q❦❣✙❧✗✭❲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣✙❧✺✱❁❣✳q❴① ✉✴✭✰➇
✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✺✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣ ❞
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Réseau de la BOG
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✉✒✑✔✓✇✈✡❼ ❞ ✟ ❏ ①➮×✩➫❚ÔÕ➦❘➭❘Ö❦➧ ➫✥Ñ✟✵✒✶✹✖➈➥ ➦✞➧ ➽♣➫❦➲♣➲r➪
❻❜Û ß î é❱Þ✼å❹Þ✼ß❆æ❵ã❞ß✚Ý➞ì î é❢å❹Þ✚Ý❢ê✶Ü❽ß

❢❭❣✹♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣✼❼ ❞♦➻③➻ ⑦✴✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣✝q♦❣✙❧✮⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧❉✱❁❣✙❧❬t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠✇❧❉✱❁❣✝ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤❉✱✰♣✲✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇✐✼❣❇s⑥♠✟❧☎♣❁❤
q✚✉❋➘✥ë✺ì➫✱✰♣❚✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣③⑦❊❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧❅✭✡✉✴❤✳✱❁❣❇♣✰✯✩✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧✳✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s④♠☛❣✙❧ ❶ ❢❊✉✿✐✼r❇♠☎❽❄✈④✱❁❣✬✱❁❣✼➹❆✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧
Ð ✉✴❤☎❤✇r❇❧ ❶ ➹ ❞ Ð ❞ ❷ ❣❇♠✳q✚✉❋✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✬✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✿➄❆❿❬❤☛❤☛❣❇♣❁❤✤➘✒✈✁❤☎s❄r✙❣ ❶ ❿ ❞ ➘ ❞ ❷☎❷ ❞ ➶✺✉✴s❄❧✳q✚✉❋✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦♥❇❤☛❣
q♦❥ ➀ s❄❣❃✱❁❣❃t✙❣✺♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣●⑦✡✈✁s❋✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛❣❅q❦❣✙❧✜t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✣✱❁❣❅ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✗❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✜✱❄✉✴s❄❧✜✱❁❣✙❧✜t✙✈✁s❄✱✰❥♦♠☎❥❦✈✁s❄❧
❥❦✱❁r❵✉✴q❦❣✙❧ ❶ ❧✇✉✴s❄❧❂⑤❁❤☎♣❁❥♦♠ ❷ ✭✡✉✴❤✥q✚✉✲✐✼r❇♠☎❽❄✈④✱❁❣❃✱❁❣✙❧❂✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✜t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧ ❞

➑❘➒♦➓❅➒ ➯☎ü❇ê⑥➲♣➨⑥➺ ➽ ➣⑨→ ➙✙➣✁➙ ➣⑨→ ➭❈➭❈➛ ✖ ➣⑨→ ➔❇➜✴➙ ✖ ➣⑨→ ➜❈➝③➔ ✖ ➣⑨→ ➔❀➛❈➣ ✖ ➣⑨→ ➜❵➣❈➣
➈✲➉❄➊➌➋➎➍③➏④➐❲➊

ĝ1 ĝ2 ĝ3 ĝ4 ĝ5 ĝ6➑❘➒♦➓❅➒ ➣⑨→ ➙❵➜❈➝ ➣⑨→ ➭❈↔❈➛ ✖ ➣⑨→ ➔ ❺ ➜ ✖ ➣⑨→ ➜❈➝ ❺ ✖ ➣⑨→ ➔❀➛✴➜ ✖ ➣⑨→ ➔❀↔❈↔ý✜➒ ➊❃➒ ➣⑨→ ➛✁➙❇↕ ➣⑨→ ➭✴➝✙↕ ✖ ➣⑨→ ➔❇➜ ❺ ✖ ➣⑨→ ➜✙↕✴➭ ✖ ➣⑨→ ➔❇➝❈➜ ✖ ➣⑨→ ➜❵➣✴➝➈✲➉❄➊➌➋➫➩④➐❲➊
ĝ1 ĝ2 ĝ3 ĝ4 ĝ5 ĝ6➑❘➒♦➓❅➒ ➣⑨→ ➙❵➜ ❺ ➣⑨→ ↔✴➜❵➭ ✖ ➣⑨→ ➔❇➜✙↕ ✖ ➣⑨→ ➜✴➙ ❺ ✖ ➣⑨→ ➔❇➝✴➙ ✖ ➣⑨→ ➔❀↔❈↔ý✜➒ ➊❃➒ ➣⑨→ ➛⑨➔❇➜ ➣⑨→ ➭ ❺ ↕ ✖ ➣⑨→ ➔❀➣✴➝ ✖ ➣⑨→ ➜❵➛⑨➔ ✖ ➣⑨→ ➔ ❺ ➝ ✖ ➣⑨→ ➜③➔ ❺

➡➳➢✛➤◆✈✡❼ ❞♦➻③➻ ①✿✎●➦❒➫☛➚ ➘✠➺ ➫❦➻↕➽r➯❳➭❘➫❂þ➼➦✞➨⑥➲♣➺ ➫❦➲❳➭❘➨✙➩❑➦❘➭❘Ö❦➧ ➫✥Ñ✹✵✒✶✹✖➈➥⑩➦✞➧ ➽♣➫❦➲♣➲r➪❚➫❁➯✶➽♣➺ ➩❑➵❁➯✰❐➼➪❾➲✭➭❘➫❦➨❘➬✓➩❑➵✠➽♣Ï⑥➦❘➭❘➫❁➯
á✮✈✁♣❁❤✬r❇♠☎♣❄✱✰❥❦❣❇❤✼q❴① ❥♦s✰ð❄♣❄❣❇s❄t✙❣✧✱❁❣✿q✚✉❏⑤❲✈✁❤☎s❄❣✧✱❁❣✿q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✏❧☎♣❁❤✼q✚✉❆✭▲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣✧✱❁❣✿q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣

✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣③⑦▲✈✁s❆♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣❃♣❁s❄❣❃✐❝❰❇✐✼❣✲❧☛r✙❾④♣❄❣❇s❄t✙❣✳✱②① ❣❇s⑥♠☎❤☛r✙❣✳⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✣⑤❁q✚✉✴s❄t ➀ ✉✴♣❄❧☛❧☎❥❦❣❇s❏❣❇♠✗♣❁s❄❣✳✐❝❰❇✐✼❣
❧☛r✙❾④♣❄❣❇s❄t✙❣✺✱❁❣✗⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✥✉✁✱❁✱✰❥♦♠☎❥➆➂ ❞ ❢❊✉❃⑤▲✈✁❤☎s❄❣✣✱❁❣✗q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤❂✭❄❤☛❣❇s❄✱✬q❦❣✙❧✒⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧ ∆

⑦
2∆
⑦
3∆

❣❇♠
4∆

✭❲✈✁♣❁❤
♣❁s

RSB = 10dB
⑦ ❶ ∆ = 120% {e(k)} ⑦ e(k) r❇♠✇✉✴s⑥♠✥q❦❣✣⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✗✉✁✱❁✱✰❥♦♠☎❥➆➂ ❷ ❞



☎ ❳➆ÿ⑦❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱ ❥ ❵❛❨❬➏✭✽➎❱ ❡❊▼❴❨✁�➥◗✡❖P❯❲❖P❫❶❖②▲✂�❀▼❛❵➳✽➎❙◆❱✍❯❲❯❲❖ ➻ ❼ ➻
➶✺✉✴s❄❧❂t✙❣✗❾④♣❁❥▲❧☎♣❁❥♦♠❂✈✁s✾r❇♠☎♣❄✱✰❥❦❣✗q❴① ❥♦s✰ð❄♣❄❣❇s❄t✙❣✺✱❁❣✗q✚✉❅⑤▲✈✁❤☎s❄❣✣✱❁❣✗q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✒✭▲✈✁♣❁❤✒♣❁s

RSB = 10dB ❞
➶✺✉✴s❄❧✟q❦❣❂♠❀✉✴⑤❁q❦❣✙✉✴♣✿❼ ❞♦➻❵➾ ⑦④✈✁s✼✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛❣✥✭▲✈✁♣❁❤✹✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❣✙❧✹⑤❲✈✁❤☎s❄❣✙❧✝✱❁❣❂q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤❵⑦⑨q❦❣✙❧✟❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✝✱②① ❥♦s✰➇
t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣❃✱❁❣✙❧✥t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❀s⑥♠☛❧✗✱❁❣✺ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✜✱✰♣❋✱❄r❀⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇✐✼❣❇s⑥♠✗❧☎♣❁❤❂q✚✉✤➘✥ë✺ì❐✱✰♣✧❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✺❧☎❥♦✐❃♣❁q❦r ❞

∆g1 ∆g2 ∆g3 ∆g4 ∆g5 ∆g6Ñ✛➦✞➲♣➻⑥➫➶➭❘➫✥➧①➹ ➫❦➲♣➲♣➫❦➨⑥➲ = ∆
➣⑨→ ➙ ❺❈❺ ➣⑨→ ➭❈➭❈➛ ➣⑨→ ➔❇➝③➔ ➣⑨→ ➜③➔✙➙ ➣⑨→ ➔❈➔❀➛ ➣⑨→ ➣❈↔ ❺Ñ✛➦✞➲♣➻⑥➫➶➭❘➫✥➧①➹ ➫❦➲♣➲♣➫❦➨⑥➲ = 2∆
➜③→ ➜❈➜❵➭ ➜③→ ➝✴➙ ❺ ➣⑨→ ❺ ↕✴↔ ➣⑨→ ➝③➔❀➭ ➣⑨→ ➜ ❺ ↕ ➣⑨→ ➔❀↔❈➭

Ñ✛➦✞➲♣➻⑥➫➶➭❘➫✥➧①➹ ➫❦➲♣➲♣➫❦➨⑥➲ = 3∆
❺ → ➔❀↔⑨➔ ➜③→ ↔❈➭✴➜ ➣⑨→ ➙❇↕④➔ ➔❈→ ➜③➔❇➜ ➣⑨→ ➙✁➔❈➔ ➣⑨→ ➝❵➭⑨➔

Ñ✛➦✞➲♣➻⑥➫➶➭❘➫✥➧①➹ ➫❦➲♣➲♣➫❦➨⑥➲ = 4∆
❺ → ➙✙↔✴➜ ❺ → ➝ ❺ ➔ ➔❈→ ❺ ↕✁➜ ➔❈→ ↔⑨➔❀➭ ➣⑨→ ↔❈➭⑨➔ ➣⑨→ ➭✴➝✙↕

➡❬➢✛➤◆✈✟❼ ❞♦➻❵➾ ①❏è❩➻↕➽♣➫❦➲♣➚➣➪❾➧ ➧➇➫❦➯✕➭✄➹ ➺ ➻➼➘✠➫❦➲✍➽♣➺ ➽♣➨➼➭❘➫✓➭❘➫❁➯✕➘✠➦❘➫☛➚ ➘✠➺ ➫❦➻✞➽r➯✕➭❘➫✳þ⑥➦✞➨⑥➲♣➺ ➫❦➲ ➭❘➫ ➧➇➪➮Ñ✟✵✒✶✮❐❮➦✞➨⑥➲ ➭❘➺ ❰✑➵❦➲♣➫❦➻✞➽♣➫❁➯ê✑➦✞➲♣➻⑥➫❦➯❳➭❘➫✥➧①➹ ➫❦➲♣➲♣➫❦➨⑥➲
✄ t✇❽✡✉✁❾④♣❄❣❂s❄✈✁♣❁⑧④❣❇q♦q❦❣✥✐✼❣✙❧☎♣❁❤☛❣③⑦⑨❣❇s✾✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s④♠✇✉✴s⑥♠✝q✚✉✣⑤▲✈✁❤☎s❄❣✥✱❄❣❂q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤❵⑦⑨q✚✉❅✱✰❥♦❤☛❣✙t❇♠☎❥❦✈✁s✬✱❁❣✙❧✹✱❁❣❇♣✰✯

❽⑥⑩⑥✭❲❣❇❤☎✭❁q✚✉✴s❄❧
Hk1

❣❇♠
Hk2

❤☛❣✙❧☎♠☛❣✳❥♦s❄t✇❽✡✉✴s ➀ r✙❣✲✭❁♣❁❥❦❧☛❾④♣❄❣✲q✚✉✬❧☛r✙❾④♣❄❣❇s❄t✙❣✤✱②① ❣❇s④♠☎❤☛r✙❣✼❣❇❧☎♠✺q✚✉✏✐✆☎❇✐✼❣ ❞ á❉✉✴❤
t✙✈✁s⑥♠☎❤☛❣✏q✚✉✧✱❁❥♦❧☎♠❀✉✴s❄t✙❣✬❣❇s⑥♠☎❤☛❣✬t✙❣✙❧✲✱❁❣❇♣✰✯●✱❁❣❇❤☎s❁❥❦❣❇❤☛❧✤✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s⑥♠☛❣ ❞✞✝ ❣✬❾④♣❁❥✒❣❇s ➀ ❣❇s❄✱✰❤☛❣✬q❴① r❇q✚✉✴❤ ➀ ❥❦❧☛❧☛❣❇✐✼❣❇s⑥♠
✱❁❣❃q✚✉✼⑤✡✉✴s❄✱❁❣✲❣❇s⑥♠☎❤☛❣❃q❦❣✙❧✣✱❁❣❇♣✰✯✧❽④⑩⑥✭▲❣❇❤☎✭❁q✚✉✴s❄❧ ❞ ➶✲① ✈ ✎ ♣❁s❆⑧⑨✈✁q♦♣❁✐✼❣✳❥♦✐✤✭❲✈✁❤☎♠✇✉✴s⑥♠✺✱✰♣❆✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✲❣❇♠✗♣❁s❄❣
✉✁t❇♠☎♣✡✉✴q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✾✐✼✈✁❥♦s❄❧✹➂ ❤☛r✙❾④♣❄❣❇s⑥♠☛❣✗✱❁❣✜t✙❣❇q♦♣❁❥➆➇✸t❇❥ ❞✟✝ ❣✙t❇❥❲❥♦✐✤✭❁q♦❥❦❾④♣❄❣✣✱❁❣✙❧✹❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✒✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✣✱❁❣✙❧
✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✲✭❁q♦♣❄❧ ➀ ❤✇✉✴s❄✱❁❧ ❞ ➶✲① ✈ ✎ ⑦✮✈✁s●✭❲❣❇♣❁♠✲t✙✈✁s❄t❇q♦♣❁❤☛❣✾❾④♣❭① ♣❁s❄❣✾✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s⑥♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✍✱❁❣✏q✚✉✿⑤▲✈✁❤☎s❄❣✬✱❁❣
q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✜❥♦s❄✱✰♣❁❥♦♠✥♣❁s❄❣✺⑤✡✉✴❥❦❧☛❧☛❣✺✱❁❣✣q✚✉✲✭❲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣❃✱❁❣✺q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☛❥➆♠☛❽❁✐✼❣❅✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣ ❞

✡☞☛✡✠ ✎✑✏✓✒❉❯ ✔❲❱ ✖✙✘✛✚ ✔❲❱ ✜✥❯ ✢ ✜✥✤✙✦✳❳ ✔ ✒ ✏✓✒ ✬ ✜☞✏ ✪ ✳✠✒☞☛✣❨✍✌✏✎✒✑✔✓✻❃✏✓✖✕✗✓✏✘✙✎⑨❨ ✜❚✳ ✔ ✒ ✢✫✢ ✚
❙✗✉✴✭❁✭▲❣❇q❦✈✁s❄❧❏❾④♣❄❣❚q✚✉❑❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣●✱②① ♣❁s ✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣➸➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❑✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ ❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠t✙✈✁✐✤✐✼❣❃❧☎♣❁❥♦♠✜✛

ŷ(n) =

M∑

n1=1

h1(n1)u(n− n1) +

M∑

n1=1

M∑

n2=1

(
R∑

r=1

an1rbn2r

)
u(n− n1)u(n− n2)

+
M∑

n1=1

M∑

n2=1

M∑

n3=1

(
P∑

p=1

cn1pdn2pen3p

)
u(n− n1)u(n− n2)u(n− n3) ✢ å✙Ò ç❀Ô✤✣

=

M∑

n1=1

h1(n1)u(n− n1)

+

R∑

r=1

(
M∑

n1=1

an1r u(n− n1)

)(
M∑

n2=1

bn2ru(n− n2)

)

+
P∑

p=1

(
M∑

n1=1

cn1p u(n− n1)

)(
M∑

n2=1

dn2pu(n− n2)

)(
M∑

n3=1

en3pu(n− n3)

) ✢ å✙Ò ç✇Ö✥✣



➻ ❼ ➾ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

❣❇♠✜❾④♣❄❣✺t✙❣❇♠☎♠☛❣❅❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✺✭❲❣❇♣❁♠✜❧❵① r✙t❇❤☎❥♦❤☛❣❅✱❁❣ ➁ ✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✙❧✜✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❣✙❧✜t✙✈✁✐✤✐✼❣❅❧☎♣❁❥♦♠✜✛
ŷ(n) = ΘT

1 P1(n) ❶ ❼ ❞ ➌ ❼ ❷
= ΘT

2 P2(n) ❶ ❼ ❞ ➌✝❏⑨❷
= ΘT

3 P3(n) ❶ ❼ ❞ ➌⑦➁③❷
❢❭❣✙❧✲⑧④❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤☛❧

Θ1
⑦
Θ2

❣❇♠
Θ3

t✙✈✁s④♠☎❥❦❣❇s❁s❄❣❇s⑥♠✤q❦❣✙❧✲t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧✇✉✴s⑥♠☛❣✙❧✤✱✰♣✷✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✧➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇
➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✤✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁✰❞✧✦ q❦❧✥❧☛✈✁s④♠✥✱❁r❀➺❄s❁❥❦❧✗✉✴❥♦s❄❧☎❥❭❾④♣❄❣✣q❦❣✙❧❂⑧④❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤☛❧ P1(n)

⑦
P2(n)

❣❇♠
P3(n)

✱❄✉✴s❄❧✥q♦❣✙❧
r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧ ❶ ✟ ❞ ➁ ❼ ❷ ⑦ ❶ ✟ ❞ ✟④➼ ❷ ❣❇♠ ❶ ✟ ❞ ✟ ❏⑨❷ ✱✰♣✧t☛❽✡✉✴✭❄❥➆♠☛❤☛❣✺✭❁❤☛r✙t✙r✙✱❁❣❇s⑥♠ ❞

❢✟① ❥♦s❄r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❏❼ ❞ ✆ ✱❁❣❇⑧⑥❥❦❣❇s⑥♠✗✉✴q❦✈✁❤☛❧✜✛
y(s)(n) − δn ≤ θT

1 P1(n) ≤ y(s)(n) + δn ❶ ❼ ❞ ➌✝➌⑨❷
y(s)(n) − ŷL(n) − δn ≤ θT

2 P2(n) ≤ y(s)(n) − ŷL(n) + δn ❶ ❼ ❞ ➌ ✆ ❷
y(s)(n) − ŷL(n) − ŷQ(n) − δn ≤ θT

3 P3(n) ≤ y(s)(n) − ŷL(n) − ŷQ(n) + δn ❶ ❼ ❞ ✆ ➼ ❷
✈ ✎ ŷL(n)

❣❇♠
ŷQ(n)

✱❁r❀➺❄s❁❥❦❣✙❧✳✱❄✉✴s❄❧❅q❦❣✙❧❃r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧ ❶ ✟ ❞ ✟ ➾ ❷ ❣❇♠ ❶ ✟ ❞ ✟ ➌⑨❷ ⑦❊❧☛✈✁s⑥♠❅❤☛❣✙❧☎✭❲❣✙t❇♠☎❥♦⑧④❣❇✐✼❣❇s④♠✳q✚✉
❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✺q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣❅❣❇♠✥q✚✉✲❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣❅❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❅✱✰♣❋✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✲➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✤✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁✰❞

❿❉s✏❧☛❣✒⑤✡✉✁❧✇✉✴s④♠✹❧☎♣❁❤✟q♦❣✙❧ ➁ ❥♦s❄r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧✹✭❁❤☛r✙t✙r✙✱❁❣❇s④♠☛❣✙❧✝❣❇♠✹❣❇s✤♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠✟q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✥✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣
➄❅❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✹⑤▲✈✁❤☎s❄r✙❣③⑦④✈✁s✬✱❁r❀➺❄s❁❥♦♠✹q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣✜✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✗➄✺❿❉❤☎❤☛❣❇♣❁❤✒➘✒✈✁❤☎s❄r✙❣ ✄ q♦♠☛❣❇❤☎s❄r ❶ ❿✟➘ ✄ ❷ ❾④♣❁❥
✉✁✱✰✐✼❣❇♠✗➄✲t✇❽✡✉✁t❇♣❁s❄❣❅✱❁❣✺❧☛❣✙❧❂❥♦♠☛r❇❤✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧✥♠☎❤☛✈✁❥❦❧✥r❇♠✇✉✴✭❲❣✙❧ ❞ ✄ t✇❽✡✉✁❾④♣❄❣✺r❇♠✇✉✴✭▲❣③⑦❄✈✁s✿✐✼❣❇♠✜➄ ⑩ ✈✁♣❄❤✥❣❇♠✥✱②① ♣❁s❄❣
✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✳✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣✺q❦❣✙❧✥✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣✙❧ P1

⑦ P2
❣❇♠ P3

t✙✈✁✐✤✐✼❣❅q❦❣✣✐✼✈✁s⑥♠☎❤☛❣❇s④♠✜q❦❣✙❧✒➺ ➀ ♣❁❤☛❣✙❧✗❼ ❞ ✟ ➁ ❞

)1(ˆ
1

θ

)2(ˆ
1

θ

)1(ˆ
3

θ

)2(ˆ
3

θ )2(ˆ
3

θ∆

)1(ˆ
2

θ

)2(ˆ
2

θ

✉✒✑✔✓✇✈✡❼ ❞ ✟ ➁ ①➮ÔÕ➺➇➯✍➫✥✛✩★❩➦✞➨⑥➲✭➭❘➫❁➯✰❐✑➦✞➧ ✘↕➽♣➦✞❐❮➫❁➯
P1
➾
P2

➫✠➽
P3

✄ q✚✉✬t✙✈✁s⑥⑧⑨❣❇❤ ➀ ❣❇s❄t✙❣✤✱❁❣✳q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣✼❿✟➘ ✄ ✈✁s❏♠☎❤☛✈✁♣❁⑧④❣✳q❦❣✙❧✺❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❣✙❧❅✉✴❥♦s❄❧☎❥❉❾④♣❄❣✳q❦❣✙❧✣❣✙❧☎✭✡✉✁t✙❣✙❧
✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❄❣✒✱❁❣✙❧❬❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❣✙❧❬✱❁❣✙❧❬t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧✇✉✴s⑥♠☛❣✙❧❬✱✰♣✳✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✥➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✜✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣
➁ ⑦✡t③① ❣✙❧☎♠✗➄✤✱✰❥♦❤☛❣❅q❦❣✺s❄✈❵⑩⑥✉✴♣ h1

⑦❁q❦❣✙❧✥✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧
A
❣❇♠
B
✱❁❣❅q✚✉✏➴④➵✣➶◆✱✰♣❋s❄✈❈⑩④✉✴♣✧❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❃❣❇♠✜q❦❣✙❧

✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧
C
⑦
D
❣❇♠
E
✱❁❣✺q✚✉✲✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✪✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ✱✰♣❋s❄✈❵⑩⑥✉✴♣❋t❇♣❁⑤❄❥♦❾④♣✡❣ ❞



☎ ❳➆ÿ⑦❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱ ❥ ❵❛❨❬➏✭✽➎❱ ❡❊▼❴❨✁�➥◗✡❖P❯❲❖P❫❶❖②▲✂�❀▼❛❵➳✽➎❙◆❱✍❯❲❯❲❖ ➻ ❼ ➁
❇❴➐✬✫❴➐✍❈ P ➙✍↔ç➟éì✮❍✍➛➜æë➔☞✭❂↔➎➣➼❋✍➛Ó❍❚■→➛î➣⑦➣⑦➛➉➠✍➣

ë✜s✍❤☛❣❇✐✏✉✴❤☛❾④♣❄❣✾✱❄✉✴s✡❧✲q♦❣✙❧✲❥♦s❄r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧ ❶ ❼ ❞ ➌✝➌⑨❷ ⑦ ❶ ❼ ❞ ➌ ✆ ❷ ❣❇♠ ❶ ❼ ❞ ✆ ➼ ❷ ❾④♣❄❣✏q❦❣✙❧✤❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✙❧✲♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✙❧
✭▲✈✁♣❁❤✜q✚✉✼✐✤❥❦❧☛❣✳➄ ⑩ ✈✁♣❁❤✗✱❁❣✙❧✜✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✙❧ P1

⑦ P2
❣❀♠ P3

❤☛❣✙❧☎✭❲❣✙t❇♠☎❥♦⑧④❣❀✐✼❣❇s⑥♠✣s❄❣❃❧☛✈✁s⑥♠✜✭✡✉✁❧✜q❦❣✙❧✜✐✆☎❇✐✼❣✙❧ ❞
❢❭❣✙❧✬❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✙❧✼q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣

ŷL(n)
❣❇♠✬❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣

ŷQ(n)
✱✰♣❑✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣❏➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉

✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ ❤✇✉ ⑩ ✈✁♣❁♠☛❣❇s④♠❅t✇❽✡✉✁t❇♣❁s❄❣✲♣❁s❄❣✲❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤❅✱❁❣✲✐✼✈④✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❖❧☎♣❁✭❁✭❁q❦r❇✐✼❣❇s⑥♠✇✉✴❥♦❤☛❣ ❞ ✚✮✈✁♣❁❤✺✭❁❤☛❣❇s❄✱✰❤☛❣
❣❇s❆t✙✈✁✐✤✭❁♠☛❣✳t✙❣❇♠☎♠☛❣✳❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✣✱❁❣❅✐✼✈④✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✩❧☎♣❁✭❁✭❁q❦r❇✐✼❣❇s④♠✇✉✴❥♦❤☛❣③⑦▲✈✁s✧❤✇✉ ⑩ ✈✁♣❁♠☛❣✲➄✤q✚✉✤⑤❲✈✁❤☎s❄❣✳✱②① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤
✭❁❤☎❥♦s❄t❇❥♦✭✡✉✴q❦❣

δn
♣❁s❄❣✣❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣

δL
n

❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣❅➄❃q✚✉✳❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣
ŷL(n)

❣❇♠✒♣❁s❄❣✣❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣
δQ
n
❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣

➄✤q✚✉✼❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣
ŷQ(n) ❞✮✝ ① ❣✙❧☎♠✣➄✼✱✰❥♦❤☛❣③⑦✡❾④♣❭① ➄✲q✚✉ nème ✐✼❣✙❧☎♣❁❤☛❣③⑦❄✭▲✈✁♣❁❤✜✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣✲➄ ⑩ ✈✁♣❁❤ θ2 ❥♦q❭➂❴✉✴♣❁♠✜♠☛❣❇s❁❥♦❤t✙✈✁✐✤✭❁♠☛❣❅✱❁❣✣q✚✉✳⑤▲✈✁❤☎s❄❣✺✱②① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤

δn + δL
n

❣❇♠❂✭❲✈✁♣❁❤✥✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣❅➄ ⑩ ✈✁♣❁❤ θ3 ❥♦q▲➂❴✉✴♣❁♠❂♠☛❣❇s❁❥♦❤✥t✙✈✁✐✤✭❁♠☛❣❅✱❁❣✣q✚✉⑤▲✈✁❤☎s❄❣❅✱②① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤
δn + δL

n + δQ
n ❞ë✜s✕❤✇✉✴✭❁✭▲❣❇q♦q❦❣❆❾④♣❄❣

ŷL(n)
❣✙❧☎♠✏q✚✉❚❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✧q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣❏✱✰♣❑✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✩➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉

✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ t❵✉✴q❦t❇♣❁q❦r✙❣✣❣❇s✬✭❁❤☛❣❇s✡✉✴s⑥♠✒t✙✈✁✐✤✐✼❣✗s❄✈❵⑩⑥✉✴♣✬q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣ ĥ1(n)
q❦❣✙❧

M
✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦♥❇❤☛❣✙❧✒t✙✈⑥✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧

✱✰♣❃⑧④❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤
θ1(n)

❾④♣❁❥⑨❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣❇s④♠✮q❦❣✙❧✮t❇✈⑥✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧❬✱✰♣✳t✙❣❇s④♠☎❤☛❣✝✱✰♣❃✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣ P1
➄❂q❴① ❥♦s❄❧☎♠✇✉✴s⑥♠

n ❞
➴⑥✈✁❥♦♠

ŷ
S1

i

L (n)
q✚✉✿❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✤q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✏✱✰♣❚✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✾➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q➆♠✇❣❀❤☛❤✇✉✿✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ t❵✉✴q❦t❇♣✰➇

q❦r✙❣✼❣❇s❖✭❁❤☛❣❇s✡✉✴s④♠✳t✙✈✁✐✤✐✼❣✼s❄✈❈⑩④✉✴♣❚q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✏q❦❣✙❧
M

✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦♥❇❤☛❣✙❧✳t✙✈⑥✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✳✱✰♣❖❧☛✈✁✐✤✐✼❣❇♠
S1

i

✱✰♣
✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ P1

➄✲q❴① ❥♦s❄❧☎♠❀✉✴s④♠
n ❞✚❬✈✁♣❁❤❅q✚✉✬✐✤❥❦❧☛❣✼➄ ⑩ ✈✁♣❁❤❅✱✰♣✩✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ P2

⑦❲q✚✉✬⑤▲✈✁❤☎s❄❣✼✱❁❣✲q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✳➄✏q❴① ❥♦s❄❧☎♠✇✉✴s⑥♠
n
❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠❃✉✴q❦✈✁❤☛❧

δn + δL
n

✉✙⑧④❣✙t✯✛
δL
n = max

i

∣∣∣ŷL(n) − ŷ
S1

i

L (n)
∣∣∣ ❶ ❼ ❞ ✆ ➻ ❷

ë✜s❋✭❁❤☛✈⑥t❇♥✙✱❁❣❃✱❁❣✣q✚✉✲✐✆☎❇✐✼❣✺✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣❅✭❲✈✁♣❁❤✥q✚✉✳✐✤❥❦❧☛❣❃➄ ⑩ ✈✁♣❁❤✜✱✰♣✿✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ P3 ❞ ➴⑥✈✁❥❦❣❇s⑥♠

• ŷQ(n)
q✚✉✥❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✹❾④♣❲✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣✹✱✰♣✳✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣❂➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✥✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ t❵✉✴q❦t❇♣❁q❦r✙❣

❣❇s❋✭❁❤☛❣❇s✡✉✴s⑥♠✜t✙✈✁✐✤✐✼❣❃t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠✇❧✜✱❁❣✺q✚✉✳✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
Â
✱❁❣✺q✚✉✲✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✩➴④➵✣➶ q❦❣✙❧

MR
t✙✈⑥✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✳t✙✈✁✐✤✭❁❤☎❥❦❧☛❣✙❧✳❣❇s④♠☎❤☛❣✼q❦❣✙❧❃t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧✇✉✴s⑥♠☛❣✙❧

M + 1
❣❇♠
M(1 + R)

✱✰♣❖t✙❣❇s⑥♠☎❤☛❣✼✱❁♣
✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ P1

➄✿q❴① ❥♦s❄❧☎♠✇✉✴s⑥♠
n
❣❇♠✲❣❇s❖✭❁❤☛❣❇s✡✉✴s⑥♠✲t✙✈✁✐✤✐✼❣✾t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✤✱❁❣✼q✚✉❋✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣

B̂
q❦❣✙❧

MR
✭❄❤☛❣❇✐✤❥♦♥❇❤☛❣✙❧✗t✙✈④✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✗✱✰♣✧t✙❣❇s④♠☎❤☛❣❅✱✰♣❋✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣ P2

➄✳q❴① ❥♦s❄❧☎♠✇✉✴s⑥♠
n ❞

• ŷ
S1

i ,S2
j

Q (n)
q✚✉❚❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✧❾④♣✡✉✁✱❁❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣✧✱✰♣❑✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✩➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❚✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁

t❵✉✴q❦t❇♣❁q❦r✙❣❅❣❇s✿✭❄❤☛❣❇s✡✉✴s④♠✜t✙✈✁✐✤✐✼❣❅t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✜✱❁❣✣q✚✉✳✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
Â
✱❁❣✣q✚✉✲✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s❏➴④➵✣➶

q❦❣✙❧
MR

t✙✈④✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✾t✙✈✁✐✤✭❁❤☎❥❦❧☛❣✙❧✬❣❇s⑥♠☎❤☛❣❋q❦❣✙❧✏t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧✇✉✴s④♠☛❣✙❧
M + 1

❣❇♠
M(1 + R)

✱❁♣
❧☛✈✁✐✤✐✼❣❇♠

S1
i

✱✰♣✕✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ P1
➄❚q❴① ❥♦s❄❧☎♠✇✉✴s④♠

n
❣❇♠✾❣❇s✕✭❁❤☛❣❇s✡✉✴s⑥♠✿t✙✈✁✐✤✐✼❣❏t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✿✱❁❣

q✚✉✩✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
B̂
q❦❣✙❧

MR
✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦♥❇❤☛❣✙❧✬t✙✈④✈✁❤☛✱❄✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✬✱✰♣❑❧☛✈✁✐✤✐✼❣❇♠

S2
j

✱✰♣❑✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣ P2
➄

q❴① ❥♦s❄❧☎♠✇✉✴s⑥♠
n ❞



➻ ❼ ✟ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

❢❊✉✲⑤▲✈✁❤☎s❄❣❅✱❁❣✣q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✣➄✳q❴① ❥♦s❄❧☎♠✇✉✴s⑥♠
n
❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠✗✉✴q❦✈✁❤☛❧

δn + δL
n + δQ

n
✉✙⑧④❣✙t✯✛

δQ
n = max

i,j

∣∣∣∣ŷQ(n) − ŷ
S1

i ,S2
j

Q (n)

∣∣∣∣ ❶ ❼ ❞ ✆ ➾ ❷

❇❴➐✬✫❴➐➋➑ ✰÷í❄❊✏➠✔æé➝✝➔✡➝⑥❊❙❍✍➛Ó❊✏➟✍❪❤➠✔æë➔✡➝⑦➟é↔●❋❬❊
❢❭❣✲❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✲❧☎❥♦✐✳♣❁q❦r✤❣✙❧☎♠✣♣❁s❚❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✲✱❁❣✳➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✾✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ ⑦▲s❄✈✁s❏❽❄✈✁✐✼✈ ➀ ♥❇s❄❣③⑦❭✱✰❥❦❧☛t❇❤☛❣❇♠❅❣❇♠

❥♦s⑥⑧③✉✴❤☎❥✚✉✴s④♠❂✱❄✉✴s❄❧✝q❦❣✜♠✇❣❀✐✤✭✡❧ ❞✱✦ q❲❣✙❧☎♠✒t❵✉✴❤✇✉✁t❇♠☛r❇❤☎❥❦❧☛r✗✭✡✉✴❤❂❧☛❣✙❧✹♠☎❤☛✈✁❥❦❧✝s❄✈❈⑩④✉✴♣✰✯ H1
⑦
H2

❣❇♠
H3

❤☛❣✙❧☎✭❲❣✙t❇♠☎❥♦⑧④❣❀➇
✐✼❣❇s⑥♠✥q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣③⑦✡❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❅❣❇♠✥t❇♣❁⑤❁❥❦❾④♣❄❣ ❞

H1 =



 1

−0, 7



 ; H2 =



 1 −1.1

−0, 6 0.66



 ;

H3(1, ., .) =



 1 −0.1

−0, 9 0.09



 et H3(2, ., .) =



 −0.3 0.03

0.27 −0.027



 ❶ ❼ ❞ ✆ ➁ ❷

❢❭❣❖❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣❖r❇♠✇✉✴s④♠❏✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ ⑦✜q❦❣❚✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✍➴④➵✺➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✕➄✍❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡❣❇❤✩❣✙❧☎♠
✱②① ✈✁❤☛✱✰❤✇❣ ➁ ❣❇♠✤✱❁❣✬✐✼r❇✐✼✈✁❥♦❤☛❣ M = 2

✉✴♣❄❧☛❧☎❥ ❞ ❢❭❣✬s✡✈✁✐❃⑤❁❤☛❣✿✱❁❣✬✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✏➄✧❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤✼❣✙❧☎♠✤✉✴q❦✈✁❤☛❧
✱❁❣

M(1 + 2 + 3) = 12 ❞
❢❭❣✺❧☎❥ ➀ s✡✉✴q❭✱②① ❣❇s④♠☎❤☛r✙❣❅❣✙❧☎♠❂♣❁s❄❣✺❧☛r✙❾④♣❄❣❇s❄t✙❣✺✱❁❣✣⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✥⑤❁q✚✉✴s❄t ➀ ✉✴♣❄❧☛❧☎❥❦❣❇s❋✱❁❣✣q❦✈✁s ➀ ♣❄❣❇♣❁❤ L = 100

✱❁❣
✐✼✈❈⑩⑨❣❇s❁s✡❣✗s④♣❁q♦q❦❣✣❣❇♠❂✱❁❣✗⑧③✉✴❤☎❥✚✉✴s❄t✙❣✗♣❁s❁❥♦♠☛r ❞ ë✜s✾♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣✗q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✣✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✺✉❈➺❄s✿✱②① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤❂q❦❣✙❧
❣✙❧☎✭✡✉✁t✙❣✙❧✜✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣❃✱❁❣✙❧✥t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧✇✉✴s④♠☛❣✙❧✗✱✰♣✿✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✳➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✲✱②① ✈✁❤☛✱❁❤☛❣ ➁✰❞✄ q✚✉

nème ❥♦♠☛r❇❤✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✺q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣✲✛
① ❢❊✉✳✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦♥❇❤☛❣✺r❇♠✇✉✴✭❲❣✺✱❁❣✗q❴① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈③s✧✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣✺t✙✈✁s❄❧☎❥❦❧☎♠☛❣✺➄❃✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣❅➄ ⑩ ✈✁♣❁❤✒q❦❣✗✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣
P1

✱❁❣❅✱✰❥♦✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s✧r ➀ ✉✴q❦❣❃➄ ❏ ❞ ❢❊✉✲⑤❲✈✁❤☎s❄❣❅✱❁❣✺q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✜❣✙❧☎♠✥r ➀ ✉✴q❦❣❃➄✳✛
∆1 = 120% max

n=1,...,N
{en} ❶ ❼ ❞ ✆ ✟ ❷

✈ ✎ e(n)
❣✙❧☎♠❂q❦❣✺⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✗✉✁✱❁✱✰❥♦♠☎❥➆➂✟➄✲q✚✉✲❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣❅✱✰♣❋❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✺❧☎❥♦✐❃♣❁q❦r❃➄✳q✚✉

nème ❥♦♠☛r❇❤✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✧❣❇♠ N
q❦❣✺s❄✈✁✐❃⑤❁❤☛❣❃✱❁❣✣✐✼❣✙❧☎♣❁❤☛❣✙❧ ❞

① ❢❊✉✏✱❁❣❇♣✰✯✰❥❦♥❇✐✼❣✳r❇♠✇✉✴✭▲❣✳t✙✈✁s❄❧☎❥❦❧☎♠☛❣✲➄✤✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣✤➄ ⑩ ✈✁♣❁❤✜q❦❣❃✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ P2
✱❁❣✳✱✰❥♦✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s❏r ➀ ✉✴q❦❣✲➄

✟ ❞ ❢❊✉✳⑤▲✈✁❤☎s❄❣❅✱❁❣✺q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✜❣✙❧☎♠✥r ➀ ✉✴q❦❣❃➄✳✛
∆2 = ∆1 + max

n=1,...,N

{
δL
n

} ❶ ❼ ❞ ✆ ❼ ❷
✈ ✎ δL

n

❣✙❧☎♠❂q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✜✱❁❣✺✐✼✈④✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✧❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣❃➄✳q✚✉✤❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣
ŷL(n)

✱❁r❀➺❄s❁❥❦❣❃✱❄✉✴s❄❧ ❶ ❼ ❞ ✆ ➻ ❷ ❞



☎ ❳➆ÿ⑦❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱ ❥ ❵❛❨❬➏✭✽➎❱ ❡❊▼❴❨✁�➥◗✡❖P❯❲❖P❫❶❖②▲✂�❀▼❛❵➳✽➎❙◆❱✍❯❲❯❲❖ ➻ ❼③❼

① ❢❊✉✏♠☎❤☛✈✁❥❦❧☎❥❦♥❇✐✼❣✲r❇♠✇✉✴✭❲❣✤t❇✈✁s✡❧☎❥♦❧☎♠✇❣✲➄✼✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣✼➄ ⑩ ✈✁♣❁❤✗q❦❣✳✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣ P3
✱❁❣✲✱✰❥♦✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s✩r ➀ ✉✴q❦❣✤➄

➾✰❞ ❢✮✉✳⑤▲✈✁❤☎s❄❣❅✱❁❣✣q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✗❣✙❧☎♠✥r ➀ ✉✴q❦❣❃➄✔✛
∆3 = ∆2 + max

n=1,...,N

{
δQ
n

} ❶ ❼ ❞ ✆ ❏⑨❷
✈ ✎ δQ

n
❣✙❧☎♠❂q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✗✱❁❣✣✐✼✈⑥✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✧❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧⑨❣❃➄✳q✚✉✤❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣

ŷQ(n)
✱❁r❀➺❄s❁❥❦❣❅✱❄✉✴s❄❧ ❶ ❼ ❞ ✆ ➾ ❷ ❞

➶✺✉✴s❄❧✿q❦❣❏♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣ ❼ ❞♦➻❵➁ ✈✁s❘✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣❏q❦❣✙❧✿❥♦s④♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✧✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣❖✱❁❣✙❧❋t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✧✱✰♣
s❄✈❈⑩④✉✴♣✿q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣

h1
⑦✰✱❁❣✙❧✥t❇✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✜✱❁❣✙❧❂✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧

A
⑦
B
❤☛❣❇q❦✉✴♠☛❥➆⑧④❣✙❧✜✉✴♣✿s❄✈❵⑩⑥✉✴♣✿❾④♣✡✉✁✱✰❤❀✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣✺✱✰♣

✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✏❣❇♠❅✱❄❣✤t✙❣❇♣✰✯❚✱❁❣✙❧❅✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧
C
⑦
D
❣❇♠
E
❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧⑨❣✙❧✳✉✴♣❚s❄✈❈⑩⑥✉✴♣❖t❇♣❁⑤❁❥❦❾④♣❄❣✼❣❇♠❅q❦❣✙❧✺⑧④✈✁q♦♣❁✐✼❣✙❧

✱❁❣✙❧❂✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✙❧ P1
⑦ P2

❣❇♠ P3
✭▲✈✁♣❁❤✜✱❁❣❇♣✰✯✿❙✣➴⑥➘◗✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧ ❞

❻ ☛②★✵✴✷✶✹✸✟✺✮★ ❻ ☛②★✲✴✔✻✟✺✮★
∆h1(1) ➻③❞ ❏ ❼ 10−2 ➁ ❞ ❏✝❏ 10−1

∆h1(2)
❼ ❞ ➌ ✟ 10−2 ➁✰❞ ✟ ➾ 10−1

∆A(1)
❼ ❞ ➁ ✆ 10−2 ✆ ❞ ➌ ➁ 10−2

∆A(2)
➁ ❞ ➾ ✆ 10−2 ➾✰❞ ➌ ➁ 10−1

∆B(1) ➾✰❞ ❼ ✟ 10−2 ➁ ❞ ➁ ❏ 10−2

∆B(2) ➁✰❞ ✟ ➁ 10−1 ❏ ❞ ❏ ➁ 10−1

∆C(1) ➾✰❞ ➁ ✆ 10−2 ➌ ❞ ❼ ➁ 10−2

∆C(2)
❏ ❞ ❼ ➌ 10−2 ✆ ❞ ➾✰➻ 10−1

∆D(1) ➾✰❞ ➾③➁ 10−1 ✟ ❞ ✟④❼ 10−1

∆D(2)
❏ ❞ ❼ ✟ 10−2 ➁✰❞ ➌ ✆ 10−1

∆E(1) ➁✰❞ ✟ ✆ 10−2 ➌ ❞ ❼ ➻ 10−2

∆E(2) ➾✰❞ ➁ ➾ 10−2 ✟ ❞ ❼ ➻ 10−1

Volume(P1)
➁ ❞ ➌ ➁ 10−8 ➁✰❞ ➼ ❏ 10−6

Volume(P2)
➌ ❞ ➁ ✟ 10−5 ➻③❞ ✆ ➌ 10−4

Volume(P3)
❏ ❞ ➁ ➾ 10−3 ➌ ❞ ➁ ➁ 10−2

➡❬➢✛➤◆✈❊❼ ❞♦➻❵➁ ①✿è❩➻↕➽♣➫❦➲♣➚❾➪❾➧ ➧ ➫❁➯➳➭✄➹ ➺ ➻➼➘✠➫❦➲✍➽♣➺ ➽♣➨➼➭❘➫❑➭❘➫❁➯➶➘✠➦❘➫☛➚ ➘✠➺ ➫❦➻✞➽r➯➶➭❘➨♥➻⑥➦❇✘↕➪❾➨➟➧ ➺ ➻⑥➵❁➪❾➺ ➲♣➫ h1
➫✠➽❚➭❘➫❁➯➳➩☞➪➣➽♣➲♣➺➇➘✠➫❁➯

A
➾

B
➾
C
➾
D
➫✠➽
E
➫✠➽✭➚✞➦✞➧ ➨⑥➩❑➫✥➭❘➫❁➯✰❐✑➦✞➧ ✘↕➽♣➦✞❐❮➫❁➯ P1

➾ P2
➫✠➽ P3

➶✺✉✴s❄❧✺q❦❣✳♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣❖❼ ❞♦➻❵➁ ⑦②✈✁s✩❤☛❣❇✐✏✉✴❤☛❾④♣❄❣✤❾④♣❄❣✳q❦❣✙❧✣❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧❅✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✼✱❁❣✙❧✣✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧
✱✰♣❋✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✳✉✴❥♦s❄❧☎❥❊❾④♣❄❣✣q❦❣✙❧❂⑧④✈✁q♦♣❁✐✼❣✙❧✥✱❁❣✙❧✥✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣✙❧ P1

⑦ P2
❣❇♠ P3

✱❁❣❇⑧⑥❥❦❣❇s❁s❄❣❇s⑥♠✜✭❁q♦♣❄❧ ➀ ❤✇✉✴s❄✱❁❧✜❣❇s
✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s⑥♠✇✉✴s④♠✟q♦❣✝⑤❁❤☎♣❁❥♦♠ ❞✼✝ ❣✙t❇❥❁❣✙❧☎♠❬✱❁❍✤➄✜q✚✉✥❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s✼✱❁❣✹✭❁❤☛✈✁✭▲✈✁❤☎♠☎❥❦✈✁s❁s✡✉✴q♦❥♦♠✇r❂❣❇s④♠☎❤☛❣✒q❦❣✹⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✟✉✁✱❁✱✰❥♦♠☎❥➆➂▲❣❇♠
q✚✉❂⑤❲✈✁❤☎s❄❣✹✱❁❣❉q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤ ❞ ➶✣✈✁s❄t③⑦❵✭❁q♦♣❄❧❭q❦❣❉⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✮❣✙❧☎♠❭❥♦✐✤✭❲✈✁❤☎♠✇✉✴s⑥♠❵⑦❈✭❁q♦♣❄❧❭q✚✉✒⑤▲✈✁❤☎s❄❣✹✱❁❣❉q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✮❣✙❧☎♠ ➀ ❤✇✉✴s❄✱❁❣
❣❇♠✲✱❁✈✁s❄t✼✐✼✈✁❥♦s❄❧✳⑤❲✈✁s❄s❄❣✬❣✙❧☎♠❃q✚✉✿✭❁❤☛r✙t❇❥❦❧☎❥❦✈✁s✷❧☎♣❁❤❃q❦❣✙❧❃✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✤✱✰♣❖✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣❋➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇
➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❞ ❢❭❣✙❧✒✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧❂✱✰♣✾✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✺❧☛✈✁s④♠❂❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✒❣❇s✾♠✇✉✴s④♠❂❾④♣❄❣✗q❦❣✙❧✒t✙✈④✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✥✱✰♣✿t✙❣❇s④♠☎❤☛❣
✱✰♣✏✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ ❞✱✦ q❦❧✹❧☛✈✁s④♠✹✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛r✙❧✝✱❄✉✴s❄❧✹q❦❣✥♠✇✉✴⑤❁q❦❣❵✉✴♣✿❼ ❞♦➻ ✟✲✉✙⑧④❣✙t✥q❴① ❿❉❤☎❤☛❣❇♣❁❤ ❵ ♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣✗➹❆✈❈⑩⑨❣❇s❁s❄❣



➻ ❼ ❏ ▲◆▼P❖P◗✍❘❚❙◆❯❲❱✆☎ ❳ ❘❩❨❬❱✍❭❪❙◆❘❩❫❴❘❚▲◆❖P❙◆❘❚❵❛❭❜❯✄❵❛❝❊❞❢❡❣❙◆❱❤❨❬❱❛❡✐❡➎➍✔❡❣❙◆➏ ❥ ❱❛❡

❻ ☛②★✽✴✾✶✹✸✟✺✮★ ❻ ☛②★✲✴✔✻✟✺✮★
ĥ1(1) ➁✰❞ ➌ ➁ ➼ ➁✰❞ ❼ ➁ ❏
ĥ1(2) ➁✰❞ ➾ ❏ ➾ ➾✰❞ ✟④❼ ➾
Â(1)

➇ ➾✰❞ ❏✝➌⑦➁ ➇ ➾✰❞ ✟④❼ ➾
Â(2)

➼ ❞ ➁③➾ ✟ ➼ ❞ ✟ ➾③➁
B̂(1) ➾✰❞ ❏ ✆ ➻ ➾✰❞ ➾ ➼ ➾
B̂(2)

➇ ➻③❞ ➾ ✆ ❼ ➇ ➻③❞ ❏ ❼ ✆
Ĉ(1)

❼ ❞ ➌ ➁ ✆ ❼ ❞ ❏ ➁③➁
Ĉ(2) ➾✰❞ ❏ ➼ ➾ ➻③❞ ❼ ➁ ➻
D̂(1)

➇ ➻③❞ ➌ ➻ ✆ ➇ ➻③❞ ✆ ➁ ➻
D̂(2) ➻③❞ ➁ ➁③➾ ➼ ❞ ➁ ➼ ➻
Ê(1)

➇➽➼ ❞ ➾ ➌ ✆ ➇➽➼ ❞ ➾ ✟ ➌
Ê(2)

➼ ❞ ✟ ✆ ➁ ➼ ❞ ✟ ✆ ❼
EQMNsortie ➻③❞ ➁ ➾ 10−1 ➁ ❞ ➾ ➌ 10−1

➡➳➢✛➤◆✈❉❼ ❞♦➻ ✟ ①❖✎●➦❒➫☛➚ ➘✠➺ ➫❦➻↕➽r➯✕➭❘➨❖➻⑥➦✙✘✞➪❾➨❙➧ ➺ ➻⑥➵❁➪❾➺ ➲♣➫ h1
➫✠➽❑➭❘➫❁➯❚➩☞➪➣➽♣➲♣➺➇➘✠➫❁➯

A
➾
B
➾
C
➾
D
➫✠➽
E
✛Õ➧①➹ ➪❾➺➇➭❘➫❆➭❘➫➧①➹ ➪❾❐⑥❐⑥➲♣➦⑥➘♣Ï⑥➫➶❐❮➦✞➧ ✘↕➽♣➦✞❐⑥➺➆➪↕➨⑥➫➶➫✠➽

EQMNsortie

✿✗✈✁❤☎✐✏✉✴q♦❥❦❧☛r✙❣
EQMNsortie

❣❇s⑥♠☎❤☛❣❋q✚✉❚❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣❆✱✰♣✕❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣❋❧☎❥♦✐✳♣❁q❦r✧❣❇♠✬t✙❣❇q♦q❦❣❆✱✰♣❑✐✼✈④✱❄♥❀q❦❣✩➴⑥➵✣➶✜➇
✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❅✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ ✱❁✈✁s⑥♠✹q❦❣❇❧✝t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧✇✉✴s⑥♠☛❣✙❧✝❧☛✈✁s⑥♠✹❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❣✙❧✒➄✺q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✜✱❁❣✥q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣
✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✺✭▲✈✁♣❁❤✜✱❁❣❇♣✰✯

RSB
✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧ ❞

✡☞☛❁❀ ✘î✜✥❯✓✘✛✳✠✦✳❳ ❱ ✜✥❯✳❳

➶✺✉✴s❄❧✣t✙❣✲t☛❽✡✉✴✭❁❥♦♠☎❤☛❣✼✉✏r❇♠☛r✤✉✁t✙t✙✈✁✐✤✭❁q♦❥❦❣✲q❴① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❖✱❁❣❃✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✣q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧❃✉✴❥➆s✡❧☎❥❬❾④♣❄❣✲✱❁❣✙❧
✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✒s❄✈✁s✰➇❴q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧❂❣❇s✬♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠❂✱❁❣✙❧✹♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✒✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❋✱❁❣✙❧✝❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✒✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤✄➇
♠☎❥♦♠☎♣❄✱❄❣❅✱❁❣✙❧❂✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✗✉✴✭❁✭▲❣❇q❦r✙❣✙❧✥♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✥✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s✩➄✲❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✥⑤▲✈✁❤☎s❄r✙❣ ❞✚❉q♦♣❄❧☎❥❦❣❇♣❁❤☛❧✲♠☛❣✙t☛❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✼➄✧❿ ❞ ➘ ❞ ✈✁s⑥♠✲r❇♠☛r✬✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛r✙❣✙❧✳✛❊q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✾✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✾t❇q✚✉✁❧☛❧☎❥❦❾④♣❄❣③⑦
q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣❃✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁♠☛✈✁✭❄❥♦❾④♣✡❣✁⑦✡❣❇♠✥✭❁q♦♣❄❧☎❥❦❣❇♣❁❤☛❧✗✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✙❧✥✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✗➄✤t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✺q♦❥♦✐✤❥♦♠☛r✙❣ ❞

❢❭❣✙❧✒t✙✈✁s❄t❇q♦♣❄❧☎❥❦✈✁s❄❧✒♠☎❥♦❤☛r✙❣✙❧❂✱❁❣✜q✚✉✳t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤✇✉✴❥❦❧☛✈✁s✿✱❁❣✙❧❂✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s④♠☛❣✙❧✥✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✙❧✥➄✳❿ ❞ ➘✕❣❇♠❂❾④♣❁❥▲❧☛✈✁s④♠
⑧③✉✴q✚✉✴⑤❁q❦❣✙❧✹✭❲✈✁♣❁❤✹q❦❣✙❧✟✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✹q♦❥♦s❄r❵✉✴❥➆❤✇❣❇❧❂✉✴♣❄❧☛❧☎❥❄⑤❁❥❦❣❀s✬❾④♣❄❣❂✭▲✈✁♣❁❤✹q❦❣✙❧✟✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧✹s❄✈✁s✰➇❴q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧✒❧☛✈✁s④♠✹q❦❣✙❧
❧☎♣❁❥♦⑧③✉✴s⑥♠☛❣✙❧✜✛

① q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✩✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✩✱❁✈✁s❁s❄❣❆♠☛✈✁♣ ⑩ ✈✁♣❁❤✇❧✾q❦❣❇❧✾✐✼❣❇❥♦q♦q❦❣❇♣❁❤☛❧✿❤☛r✙❧☎♣❁q♦♠✇✉✴♠☛❧✿✱✰♣◗✭❲✈✁❥♦s⑥♠❋✱❁❣❆⑧⑥♣❄❣
✱❁❣❋q✚✉✩♠✇✉✴❥♦q♦q❦❣✧✱❁❣✙❧✏✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣✙❧✬✈✁⑤❁♠☛❣❇s④♣❄❧ ❶ ⑧④✈✁q♦♣❁✐✼❣❋✐✤❥♦s❁❥♦✐✏✉✴q✣❣❇♠✏❥♦s④♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✬✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❄❣
✐✤❥♦s❁❥♦✐✏✉✴♣✰✯ ❷ ❞✹✝ ❣❇♠☎♠☛❣✜✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣❂✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣✜✉✴♣❄❧☛❧☎❥❁q❴① ✉✙⑧③✉✴s⑥♠✇✉ ➀ ❣✥✱❁❣❂t✙✈✁s⑥⑧⑨❣❇❤ ➀ ❣❇❤✟❤✇✉✴✭❁❥❦✱❁❣❇✐✼❣❇s⑥♠ ❞ ❢❭❣
s❄✈✁✐✳⑤❁❤☛❣✹✱❁❣❬➂❴✉✁t✙❣✙❧❊❣❇♠❊✱❁❣✹❧☛✈✁✐✤✐✼❣❇♠☛❧❊✱✰♣❅✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✝✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s⑥♠☛❣✝✉❵⑧⑨❣✙t✹t☛❽✡✉✁❾④♣❄❣✟s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❇q♦q❦❣✟✐✼❣✙❧☎♣❁❤☛❣



☎ ❳✬❂➂❳ ▲❂❵❛❭❪▲✛✽➢❞❢❡✁❘❚❵❛❭ ❡ ➻ ❼ ➁

s❄✈✁s✏❤☛❣✙✱❁✈✁s❄✱❄✉✴s④♠☛❣③⑦⑥t✙❣✜❾④♣❁❥✡❣❇s ➀ ❣❇s❄✱✰❤☛❣✜♣❁s✼✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✜✱❁❣✥✭❁q♦♣❄❧✹❣❇s✏✭❁q♦♣❄❧✹t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯❁❣ ❞✹✝ ❣✙t❇❥✡s❄✈✁♣❄❧
✭❲❣❇❤☎✐✼❣❇♠❅✱❁❣✳✱❁r✙✱✰♣❁❥♦❤☛❣✲❾④♣❄❣✲t✙❣❇♠☎♠☛❣❃✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✳s❭① ❣✙❧☎♠✣✭✡✉✁❧✗✭❁❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣✲✱❄✉✴s❄❧✣✱❁❣✙❧✗✭❁❤☛✈⑥t✙r✙✱✰♣❁❤☛❣✙❧✺❣❇s
♠☛❣❇✐✤✭❄❧✥❤☛r✙❣❇q②✭✡✉✴❤✜❣❀✯❁❣❇✐✤✭❁q❦❣ ❞

① q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✧✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✿✭❄❤☛r✙❧☛❣❀s⑥♠☛❣✿q❴① ✉✙⑧③✉✴s⑥♠✇✉ ➀ ❣❋✱②① ☎❇♠☎❤☛❣❋❧☎❥♦✐✤✭❁q❦❣❋❣❇♠✲➂➃✈✁♣❁❤☎s❁❥♦♠✼♣❁s❄❣✾❤☛r ➀ ❥❦✈✁s
✉❵⑩④✉✴s⑥♠✜♣❁s❆s❄✈✁✐✳⑤❁❤☛❣✲✱❁❣✳✱✰❥♦❤☛❣✙t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✣❣❇♠✣✱❁❣❅➂❴✉✁t✙❣✙❧✥➺❁✯❁❣✙❧ ❞ ë✜s❆s❄✈✁♠☛❣✲✉✙⑧④❣✙t✳t✙❣❇♠☎♠☛❣✲✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣③⑦❲q✚✉
q❦❣❇s④♠✇❣❀♣❄❤✤✱❁❣✏q✚✉❆t✙✈✁s④⑧④❣❇❤ ➀ ❣❇s❄t✙❣✾❣❇♠✲♣❁s●s❄✈✁✐✳⑤❁❤☛❣✬❥♦✐✤✭❲✈✁❤☎♠✇✉✴s⑥♠✼✱❁❣✏✐✼❣✙❧☎♣❁❤☛❣✙❧✲❤☛❣✙✱❁✈✁s❄✱❄✉✴s④♠☛❣✙❧ ❞ ❢❊✉
❧☎❥♦✐✤✭❁q♦❥❦t❇❥♦♠☛r✤✱❁❣✤t✙❣❇♠☎♠☛❣✼✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✤❣✙❧☎♠✺✱✰♣❄❣✤❣✙❧☛❧☛❣❇s⑥♠☎❥❦❣❇q♦q❦❣❇✐✼❣❇s④♠✳✉✴♣❏s❄✈✁✐✳⑤❁❤☛❣✲❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠❅❣❇♠✣➺❁✯❁❣✲✱❁❣
❧☛✈✁✐✤✐✼❣❇♠☛❧✹✱❁❣✥q❴① ✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁♠☛✈✁✭❲❣✗❾④♣❁❥✡❣❇s ➀ ❣❇s❄✱✰❤☛❣✥♣❁s❄❣✜t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✜t✙✈✁s❄❧☎♠✇✉✴s⑥♠☛❣✗➄✺t☛❽✡✉✁❾④♣❄❣✥❥♦♠☛r❇❤✇✉✴♠☎❥❦✈✁s
✱❁❣❏q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣❖✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣ ❞ ➶✣✈✁s❄t❏q❦❣❏♠☛❣❇✐✤✭❄❧❋✱❁❣✩t❵✉✴q❦t❇♣❁q❃✱②① ♣❁s❄❣✩✐✤❥❦❧☛❣❚➄ ⑩ ✈✁♣❁❤✿s❄✈✁s
❤☛❣✙✱❁✈✁s❄✱❄✉✴s⑥♠☛❣✼❣✙❧☎♠❵⑦②t✙✈✁s④♠☎❤✇✉✴❥♦❤☛❣❇✐✼❣❇s⑥♠✲➄✏q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✼✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣③⑦②✭❁❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❇✐✼❣❇s⑥♠❃t✙✈✁s❄❧☎♠✇✉✴s④♠ ❞
❢❭❣✙❧✾✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁♠☛✈✁✭▲❣✙❧✿✈✁⑤❁♠☛❣❇s⑥♣❄❧✬✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣❇s④♠✿✱❁❣✙❧✬⑧④✈✁q♦♣❁✐✼❣✙❧✾❣❇♠✾✱❁❣✙❧✬❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣❇❧✿✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣
✉✁❧☛❧☛❣✤❃✺q✚✉✴❤ ➀ ❣✙❧✜t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤☛r✙❧✗✉✴♣✿✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣ ❞

① q❦❣✙❧✏✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✙❧✼✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✬➄❏t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✿q♦❥♦✐✤❥♦♠☛r✙❣❋❧☛✈✁s⑥♠✤♣❁s➸t✙✈✁✐✤✭❁❤☛✈✁✐✤❥❦❧✏❣❇s⑥♠☎❤☛❣✿q❴① ✉✴✭✰➇
✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✼✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✏t❇q✚✉✁❧☛❧☎❥❦❾④♣❄❣✼❣❇♠❅q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✬✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣ ❞ ❢❭❣✙❧❅⑧④✈✁q♦♣❁✐✼❣✙❧❃✱❁❣✙❧✜❃❵✈✁s❄❣✙❧
✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✲❧☛✈✁s⑥♠✜✐✼✈✁❥♦s❄❧✗❥♦✐✤✭▲✈✁❤☎♠✇✉✴s④♠☛❧✺❾④♣❄❣❃t✙❣❇♣✰✯❆✱❁❣✙❧✗✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁♠☛✈✁✭❲❣✙❧ ❞ ❢❊✉✏t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r❃s⑥♣✰➇
✐✼r❇❤☎❥❦❾④♣❄❣❋❣✙❧☎♠✤✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✧❾④♣❄❣✿t✙❣❇q♦q❦❣❋✱❁❣✿q➃① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣✧✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣❋t❇q✚✉✁❧☛❧☎❥❦❾④♣❄❣✿✭❁♣❁❥❦❧☛❾④♣❄❣✾q❦❣
✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣❃➄ ✝✗❞ ❢●✉✁✱✰✐✼❣❇♠✥♣❁s✿s❄✈✁✐✳⑤❁❤☛❣✣➺❁✯❁❣✺✱❄❣✺❧☛✈✁✐✤✐✼❣❇♠☛❧✜❣❇♠✥✱❁❣✣➂❴✉✁t✙❣✙❧ ❞

❢❭❣✙❧✲❧☎❥♦✐❃♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧❃➂❴✉✴❥♦♠☛❣✙❧✳✱❄✉✴s❄❧✳t✙❣✬t☛❽✡✉✴✭❁❥♦♠☎❤☛❣③⑦❬t✙✈✁s❄t✙❣❇❤☎s❄❣❇s④♠✤❣❇s❖✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦❣❇❤✲q♦❥❦❣❇♣❖q❴① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s
✱❁❣✲✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✺q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧❃✱❁❣✤❢❊✉ ➀ ♣❄❣❇❤☎❤☛❣✼❣❇♠❅✱❁❣✙❧✣✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✺❥❦❧☛❧☎♣❄❧✺✱❁❣✲q✚✉✾➘✥ë✺ì ❞ ❢✟① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✁♠☎❥❦✈✁s❖⑤✡✉❈➇
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❢❭❣✙❧✺✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧❅s❄✈✁s❚q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧❃❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✺❤☛❣❇✭❁❤☛✈⑥✱✰♣❁❥❦❧☛❣❇s④♠❃⑤❁❥❦❣❇s❚q✚✉✾❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✤✱✰♣❖❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣ ❞❅✝ ❣✙t❇❥✹❣✙❧☎♠
t✙✈✁s✰➺❄❤☎✐✼r❃✭✡✉✴❤✥q❦❣❅t❇❤☎❥♦♠☛♥❇❤☛❣❅✱❁❣✺✭▲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣

EQMNsortie
❾④♣❁❥❊t✙✈✁s④⑧④❣❇❤ ➀ ❣✺⑧④❣❇❤☛❧✥✱❁❣✙❧✥⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✥❤☛❣❇q✚✉❈➇

♠☎❥♦⑧④❣❇✐✼❣❇s④♠✺✭❲❣❇♠☎❥♦♠☛❣✙❧ ❞ ❢❭❣✙❧✣✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✺✱❁❣✲t✙❣✙❧✗✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧✺❧☛✈✁s⑥♠✗✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✙❧✺✱❁❣✙❧✣⑧⑥❤✇✉✴❥❦❧✣t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✺✱✰♣
❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✣❧☎❥♦✐❃♣❁q❦r✣✱❄✉✴s❄❧✒q❦❣✣t❵✉✁❧✒✱✰♣✾✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦❣❇❤✥❣❀♠❂✱❁❣❇♣✰✯✰❥❦♥❇✐✼❣✺❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧✒✱❁❣✜➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❷ ❞ ➶✲① ✉✴♣❁♠☎❤☛❣✣✭✡✉✴❤☎♠
✱❄✉✴s❄❧✗q❦❣❅♠☎❤☛✈✁❥❦❧☎❥❦♥❇✐✼❣✳❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣③⑦❄q❦❣✙❧✗t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✺✱❁❣❃ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✣❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✣➄✤q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✳✱❁❣❃q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✳✭❲✈✴➇
q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✣❧☛✈✁s⑥♠✝✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✙❧❂✱❁❣✗t✙❣❇♣✰✯✾❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✝✭✡✉✴❤✒q❦❣✙❧✝✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧❂t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧❂❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✙❧✒❧✇✉✴s❄❧✝q✚✉❃✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s❄t✙❣
✱❁❣✺⑤❁❤☎♣❁❥♦♠ ❞

❢✟① ❥♦s✰ð❄♣❄❣❇s❄t✙❣✗✱❁❣✥q✚✉✺⑤❲✈✁❤☎s❄❣✗✱❁❣✥q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✝❧☎♣❄❤✟q✚✉✺✭❲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣✗✱❁❣✥q❴① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❋✉❅r❀♠✇r❂♠☛❤✇✉✴❥♦♠☛r✙❣
✱❄✉✴s❄❧✿q❦❣❏t❵✉✁❧✿✱✰♣P❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣ ➁ ✱❁❣❆➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❞ ❿❉sP✉✴♣ ➀ ✐✼❣❀s⑥♠✇✉✴s⑥♠❋q✚✉❖⑤❲✈✁❤☎s❄❣✩✱❁❣❏q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤❋✱❁❣ ∆

➄
4∆
⑦
(∆ = 120% max{e(k)}) ⑦⑨✈✁s✏✉✴♣ ➀ ✐✼❣❇s⑥♠☛❣❂q✚✉✺✱✰❥❦❧☎♠✇✉✴s❄t✙❣✥❣❇s④♠☎❤☛❣❂q❦❣✙❧✟❽④⑩⑥✭▲❣❇❤☎✭❁q✚✉✴s❄❧ Hk1

❣❇♠
Hk2

➄
t✇❽✡✉✁❾④♣❄❣✹s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❇q♦q❦❣✹✐✼❣✙❧☎♣❁❤☛❣ ❞ ➶✲① ✈ ✎ q❦❣✹⑧⑨✈✁q♦♣❁✐✼❣✝✱✰♣❃✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✟➺❄s✡✉✴q✰❣✙❧☎♠❊✭❁q♦♣❄❧ ➀ ❤✇✉✴s❄✱✳❣❇♠❊q❦❣✙❧❊❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧
✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❄❣❃✱✰♣❋✱❁✈✁✐✏✉✴❥♦s❄❣❅❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡r❃❧☛✈✁s⑥♠✥✱❁❣✣✭❁q♦♣❄❧✜❣❇s✿✭❁q♦♣❄❧✥q✚✉✴❤ ➀ ❣✙❧ ❞❆✜s❏✉✴♣❁♠☎❤☛❣✳t❇❤☎❥♦♠☛♥❇❤☛❣✳✱❁❣❃✭❲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣✲❣✙❧☎♠✜♣❁♠☛❥➆q♦❥❦❧☛r❃✭▲✈✁♣❁❤✗q❦❣❅✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦❣❇❤✺❣❇♠✗✱❁❣❇♣✰✯✰❥❦♥❇✐✼❣✲❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧❇✛
q❴①
EQMNcoef

❣❇s④♠☎❤☛❣✝q❦❣✙❧✮✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧❉✱✰♣✤❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✹❧☎❥♦✐✳♣❁q❦r ❶❈✝ ✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✟✱✰♣✳s❄✈❈⑩④✉✴♣✤✱❁❣✹➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❷
❣❇♠❂q❦❣✙❧✥t✙✈④✈✁❤☛✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✗✱✰♣❋t✙❣❇s④♠☎❤☛❣❅✱✰♣✿⑧⑨✈✁q♦♣❁✐✼❣✺✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼r❇♠☎❤☎❥❦❾④♣❄❣❅✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣❅❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡r ❞✮✝ ❣❅t❀❤☛❥➆♠✇♥❀❤✇❣
s❄✈✁♣❄❧✹✭❲❣❇❤☎✐✼❣❇♠✒✱❁❣✥t✙✈✁s❄t❇q♦♣❁❤☛❣✗❾④♣❭① ✈✁s✏❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣✥q❦❣✙❧✹t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✒✱✰♣✼s❄✈❈⑩④✉✴♣✬✱❁❣❂➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❅✈✁❤☎❥ ➀ ❥♦s✡✉✴q▲✉❵⑧⑨❣✙t
✱❁❣✙❧✏⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✬✱②① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤☛❧✏❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣❇✐✼❣❇s④♠✬➂❴✉✴❥♦⑤❁q❦❣✙❧✏❣❇♠✬✱❄✉✴s❄❧✬✱❁❣✙❧✬t✙✈✁s❄✱✰❥♦♠☎❥❦✈✁s❄❧✬✱❁❣✧❧☎❥♦✐✳♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❘✉✁❧☛❧☛❣✤❃
⑤❁❤☎♣❄❥➆♠✇r❇❣✙❧

(RSB = 3dB) ❞❆✜s❄❣✤s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❇q♦q❦❣✼✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✏✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s✷✱❁❣✙❧❃❥♦s④♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✳✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✾✉✿r❇♠☛r✼✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛r✙❣
✱❄✉✴s❄❧✼t✙❣✿t✇❽✡✉✴✭❁❥♦♠☎❤☛❣③⑦✟t③① ❣✙❧☎♠✲q❴① ♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✕✱❁❣✾q➃① ✉✴✭❁✭❄❤☛✈④t✇❽❄❣✿✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣❋✱②① ♣❁s❄❣✾✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✧✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣



☎ ❳✬❂➂❳ ▲❂❵❛❭❪▲✛✽➢❞❢❡✁❘❚❵❛❭ ❡ ➻ ❼ ✆

✉❈➺❄s✿✱❁❣✜✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣✺➄ ⑩ ✈✁♣❁❤✝q❦❣✙❧✝t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧✇✉✴s④♠☛❣✙❧❂✱✰♣✬✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣❅➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✳✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁✰❞✱✦ q
✉✤r❇♠☛r✣♠☛❣❇s⑥♣✧t✙✈✁✐✤✭❁♠☛❣❅✱❁❣ ➁ ⑤❲✈✁❤☎s❄❣✙❧✜✱❁❣✺q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✜✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❣✙❧❉✛

① q✚✉✳✭❄❤☛❣❇✐✤❥♦♥❇❤☛❣❃❣✙❧☎♠❂❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣❃✉✴♣✿⑤❁❤☎♣❁❥♦♠✗✉✁✱❁✱✰❥♦♠☎❥➆➂ e(t) ❞
① q✚✉❅✱❁❣❇♣✰✯✰❥❦♥❇✐✼❣✜❣✙❧☎♠✟❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣✗➄✣q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✒✱❁❣❂✐✼✈⑥✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✾✱❁❣❂q✚✉✺✭✡✉✴❤☎♠☎❥❦❣✥q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✗✱✰♣✬❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣
① ❣❇♠✥q✚✉✤♠☎❤☛✈✁❥❦❧☎❥❦♥❀✐✼❣✳❣✙❧☎♠❂❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧④❣✳➄✲q❴① ❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✗✱❁❣✺✐✼✈⑥✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❆✱❁❣❅q✚✉✲✭✡✉✴❤☎♠☎❥❦❣❃❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❃✱✰♣
❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣ ❞

✝ ❣❇♠☎♠☛❣❉✐✼r❇♠☎❽✡✈④✱❁❣✟s❄✈✁♣❄❧❊✉✒✭❲❣❇❤☎✐✤❥❦❧❊✱②① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡❣❇❤❊q❦❣✙❧❭❥♦s④♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧❊✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✹✱❁❣✙❧❊r❇q❦r❇✐✼❣❇s④♠☛❧❊✱❁❣✙❧
✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s❄❧✝➴④➵✣➶❑❣❇♠❊✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ✱②① ♣❁s✲✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✒s❄✈✁s✰➇❴q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣ ❞ ❢❊✉✜❤☛r✙❧☛✈✁q♦♣❁♠☎❥❦✈✁s✼✱✰♣✲✭❁❤☛✈✁⑤❁q❦♥❇✐✼❣
➄✤q❴① ✉✴❥❦✱❁❣❃✱❁❣✙❧✗➘✥ë✺ì➌✉✴♣❁❤✇✉✴❥♦♠✗s❄r✙t✙❣✙❧☛❧☎❥♦♠☛r❅q❴① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☛❥❦✈✁s❏✱②① ♣❁s❆✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣❅♣❁s❁❥❦❾④♣❄❣❃✱❄✉✴s❄❧✜♣❁s❆❣✙❧☎✭✡✉✁t✙❣
✱❁❣❋✱❁❥➆✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s

M + M(M+1)
2 + M(M+1)(M+2)

6

⑦✟t✙❣❋❾④♣❁❥✗✉✴♣❁❤✇✉✴❥♦♠✬r❇♠☛r❋♠☎❤☛♥✙❧✼q❦✈✁♣❁❤☛✱✕➄✩t❵✉✴♣❄❧☛❣❋✱✰♣
➀ ❤✇✉✴s❄✱✼s❄✈✁✐✳⑤❁❤☛❣✜✱❁❣✥✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✒➄✺❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤ ❞ ✄ ⑧④❣✙t❂q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈④t✇❽❄❣✣➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❅❣❇♠✹❣❇s
t✇❽❄✈✁❥❦❧☎❥❦❧☛❧✇✉✴s④♠

R = 1
❣❇♠
P = 1

⑦❁✈✁s❋✉✳❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡r❅❣❇♠❂✱②① ♣❁s❄❣✺✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣❅✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣✺♠☎❤☛✈✁❥❦❧✒✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✙❧ P1
⑦

P2
❣❇♠ P3

✱❄✉✴s❄❧❉♠☎❤☛✈✁❥❦❧✹❣✙❧☎✭✡✉✁t✙❣✙❧✟✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧✹✱❁❣❂✱❁❥➆✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s❄❧✹❤☛❣✙❧☎✭❲❣✙t❇♠☎❥♦⑧④❣✙❧
3M

⑦
2M

❣❇♠
M ❞✒✝ ❣✥❾④♣❁❥✡✉

t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤✇✉✴⑤❁q❦❣❇✐✼❣❇s⑥♠✣❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠✜q✚✉✼t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r❃s④♣❁✐✼r❇❤☎❥❦❾④♣❄❣✳❣❇♠✜q❦❣✺♠☛❣❇✐✤✭❄❧✗✱❁❣❃t❵✉✴q❦t❇♣❁q✮✱❄❣✺q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣
✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s ❞
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❙❯❚❲❱❨❳❬❩❊❭❨❪❴❫✂❚❲❱❨❪ ❵❬❛ ❜❝❵✏❞❡❪❣❢❤❵✖❳✐❛❥❫❅❦✵❵✖❪

✝ ❣❇♠☎♠☛❣✩♠☎❽❄♥✙❧☛❣❚✉●r❇♠☛r❚t✙✈✁s❄❧✇✉✁t❇❤☛r✙❣❚➄●q❴① r❇♠☎♣❄✱❁❣❚✱❁❣❏s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❇q♦q❦❣✙❧✿✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧❋✱❁❣❏✐✼✈⑥✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s■❣❇♠
✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s✩✱❁❣❃❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧✥s❄✈✁s✧q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧✗❣❇♠✜✭❁q♦♣❄❧✥✭✡✉✴❤☎♠☎❥❦t❇♣❁q♦❥❦♥❇❤☛❣❇✐✏❣❇s⑥♠✣✱❁❣✙❧✜✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧✗✱❁❣❅♠➽⑩⑥✭❲❣
➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❞ ❵ ♣❄✈✁❥✒❾④♣❭① ❥♦q❦❧✤✉✴❥❦❣❇s⑥♠✳q❴① ✉❵⑧③✉✴s④♠✇✉ ➀ ❣✾✱②① ☎❇♠☎❤☛❣✬q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧✲⑧⑥❥❦❧✄➇➽➄❈➇❴⑧⑥❥❦❧✳✱❁❣✬q❦❣❇♣❁❤☛❧✳✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧❵⑦✮q❦❣
✐✏✉ ⑩ ❣❇♣❁❤✜❥♦s❄t✙✈✁s⑥⑧⑨r❇s❁❥❦❣❇s⑥♠✗✱❄❣❅t✙❣✙❧✥✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✜❤☛❣✙❧☎♠☛❣✺q❦❣❇♣❁❤✗t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r❃✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼r❇♠☎❤☎❥❦❾④♣❄❣❃⑤❲❣❵✉✴♣❄t✙✈✁♣❁✭❆✭❁q♦♣❄❧
➀ ❤✇✉✴s❄✱❁❣✩❾④♣❄❣❆t✙❣❇q♦q❦❣✩✱❁❣✙❧✬✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✾q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧❵⑦❂t✙❣❏❾④♣❁❥✗❤☛❣❇s❄✱◗✱✰❥➇❀✏t❇❥♦q❦❣❏q❦❣❇♣❁❤✾❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s ❞ ✚✮✈✁♣❁❤
✭✡✉✴q♦q♦❥❦❣❇❤✿➄❚t✙❣❇♠✏❥♦s❄t✙✈✁s⑥⑧⑨r❇s❁❥❦❣❇s⑥♠✾✈✁s✕❧❵① ❣✙❧☎♠✏❥♦s④♠☛r❇❤☛❣✙❧☛❧☛r❆➄❚✱❁❣❋s❄✈✁♣❁⑧④❣❵✉✴♣✰✯➸✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣❇❧✾✱❁❣❋➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❚✱✰❥♦♠☛❧
➄●t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r❏❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠☛❣ ❞ ➶✣❣❆s❄✈✁♣❁⑧④❣❇q♦q❦❣✙❧✾♠☛❣✙t☛❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧❋✱②① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥✚✈✁s■✈✁s④♠✿r❇♠☛r❏❣❀✯✰✭❁q❦✈✁❤☛r✙❣✙❧✧✉❈➺❄s
✱②① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤✥q❦❣✙❧✥✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✜✱❁❣❅t✙❣✙❧❂✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧✜✱❁❣✺➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✤✱❁❣❅t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✺❤☛r✙✱✰♣❄❥➆♠✇❣ ❞

ü✏❧♠✺♦♥✱♣rq✬s✉t✹✈✇q✬❧✮①

❢❊✉✬✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦♥❇❤☛❣✏✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✼t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤☛r✙❣✤✭❲✈✁♣❁❤✺q✚✉✬✐✼✈⑥✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s●✉✬t✙✈✁s❄❧☎❥❦❧☎♠☛r✼➄✏♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣❇❤❅✱❁❣✙❧❅✱❁r❀➇
⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇✐✼❣❇s⑥♠☛❧✾❣❇s✕❧☛r❇❤☎❥❦❣✧✱❁❣✙❧✬✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s④♠☛❧✬s❄✈❵⑩⑥✉✴♣✰✯❑❧☎♣❁❤✬✱❁❣✙❧✼⑤❲✉✁❧☛❣❇❧✬✱❁❣✿➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✾✈✁❤☎♠☎❽❄✈ ➀ ✈✁s✡✉✴q❦❣✙❧
❶ ❢❊✉ ➀ ♣❄❣❇❤☎❤☛❣③⑦ î ✉✴♣❁♠②❃✼❣❇♠❅➘❂✉✁❧☛❣✙❧❃ë✜❤☎♠☎❽❄✈ ➀ ✈✁s✡✉✴q❦❣✙❧✲ì✺r❀s✡r❀❤❀✉✴q➆❥❦❧☛r✙❣✙❧ ❶ ➘✥ë✺ì ❷☎❷ ❞❅✝ ❣✙❧✺⑤✡✉✁❧☛❣✙❧✺✱❁❣✳➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧
✈✁s⑥♠❅♠☛✈✁♣❁♠❃✱②① ✉✴⑤▲✈✁❤☛✱❖r❇♠☛r✼r❇♠☎♣❄✱✰❥❦r✙❣✙❧✳❣❇s❚⑧⑥♣❄❣✤✱❁❣✤q❦❣❇♣❁❤❃♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❖✭❲✈✁♣❁❤❃q✚✉✾✐✼✈④✱❁r❇q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✷✱❁❣✙❧❅❧☎⑩✰❧✄➇
♠☛♥❇✐✼❣✙❧❃q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧ ❞ ❿❉q♦q❦❣✙❧✳✈✁s④♠✳r❇♠☛r✏❣❇s❄❧☎♣❁❥♦♠☛❣✼♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✙❧❅✭▲✈✁♣❁❤❃q✚✉✾❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✷✱❁❣✙❧❅s❄✈❈⑩④✉✴♣✰✯❖✱②① ♣❁s
✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣❅✱❁❣✺➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❞

❢❊✉✧✱❁r❇♠☛❣❇❤☎✐✤❥♦s✡✉✴♠☎❥❦✈③s✍✱❁❣✙❧❃✭ ❫ q❦❣✙❧✲t❵✉✴❤✇✉✁t❇♠☛r❇❤☎❥❦❧☎♠☎❥❦❾④♣❄❣✙❧✲✱❁❣✙❧❃⑤❲✉✁❧☛❣❇❧✲✱❁❣✤➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✲✈✁❤☎♠☎❽❄✈ ➀ ✈✁s✡✉✴q❦❣✙❧✼✉
r❇♠☛r✼r❇♠☎♣❄✱✰❥❦r✙❣✏✱❄✉✴s❄❧❅q✚✉✾q♦❥♦♠☎♠☛r❇❤✇✉✴♠☎♣❁❤☛❣ ➡ ➾ ✟ ➤ ⑦ ➡ ❏ ➾ ➤ ⑦ ➡ ❏ ➻ ➤ ❞ ➶✣❣✤s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❇q♦q❦❣✙❧❅✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧❃❥♦♠☛r❇❤✇✉✴♠☎❥♦⑧⑨❣✙❧❅⑤✡✉✁❧☛r✙❣✙❧
❧☎♣❁❤✥q✚✉✤✱✰❥❦❧☛t❇❤☛r❇♠☎❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❏✱❁❣✺q❴① ❣✙❧☎✭✡✉✁t✙❣❃✱❁❣✙❧✥✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧ ❶ ✭ ❫ q❦❣✙❧✜✱❁❣✙❧✥⑤✡✉✁❧☛❣✙❧✜✱❁❣✣➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✗✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁s❄✈✁❤✄➇
✐✏✉✴q❦❣✙❧ ❷ ❣❇♠❃❧☎♣❁❤❅♣❁s❚✭❁❤☛✈⑥t✙❣✙❧☛❧☎♣❄❧❃✱❁❣✲➺❄q♦♠☎❤✇✉ ➀ ❣✏✈✁s④♠✳r❇♠☛r✼✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲r✙❣✙❧✳✱❄✉✴s❄❧❅q❦❣✼✱❁❣❇♣✰✯✰❥❦♥❇✐✼❣✏t✇❽✡✉✴✭❁❥♦♠☎❤☛❣ ❞
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✝ ❣✙❧✼✐✼r❇♠☎❽❄✈④✱❁❣✙❧ ➡ ➁③➁ ➤ ⑦ ➡ ➁ ✟ ➤ ❧☛✈✁s④♠✏t✙✈✁s④⑧④❣❇❤ ➀ ❣❇s④♠☛❣✙❧✬❣❇♠✤✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣❇s④♠✼q❴① ✉❵⑧③✉✴s④♠✇✉ ➀ ❣✧✱❁❣✾s❄❣✿✭✡✉✁❧✤♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣❇❤
q❦❣✙❧❅❤☛r❇✭▲✈✁s❄❧☛❣✙❧❅❥♦✐✤✭❁♣❁q❦❧☎❥❦✈✁s❁s❄❣❇q♦q❦❣✙❧✳✱❁❣✙❧❃❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧❅r❇♠☎♣❄✱✰❥❦r✙❧❃t✙✈✁✐✤✐✼❣✼q❦❣✙❧✺✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧❃✭❁❤☛r✙t✙r✙✱❁❣❇✐✤✐✼❣❇s⑥♠
t❇❥♦♠☛r✙❣✙❧ ❞ ❢❊✉✲✱❁r❇♠☛❣❇❤☎✐✤❥♦s✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❆✱❁❣✺q❴① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣✺✱❁❣✙❧✥✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇✐✼❣❇s⑥♠☛❧✜✱❁❣✙❧✥✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧❂s❄✈❵⑩⑥✉✴♣✰✯②⑦❁✱❁❣✙❧✥t✙✈④❣❀➂✔➇
➺✡t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧❅✱❁❣✤t✙❣✙❧✺✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇✐✼❣❇s⑥♠☛❧✳✉✴✭❁✭❲❣❇q❦r✙❧❅t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧❃✱❁❣✤ï❄✈✁♣❄❤☎❥❦❣❀❤❃✱✰♣❚✱❁r❇⑧⑨❣❇q❦✈✁✭❁✭▲❣❇✐✼❣❇s④♠✳❣❀♠❅✱❁❣
q❴① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣❃❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥♦⑧⑨❣❃➄✤t✙❣✙❧✥t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✗✉✤r❇♠☛r❅✉✴♣❄❧☛❧☎❥②♠☎❤✇✉✴❥♦♠☛r✙❣ ❞❆✜s❄❣✲➂➃✈✁❥❦❧✺q❦❣✙❧❅✭ ❫ q❦❣✙❧❃✈✁✭❁♠☎❥♦✐✏✉✴♣✰✯❖✱❁❣✙❧❅⑤✡✉✁❧☛❣✙❧❃✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁s❄✈✁❤☎✐✏✉✴q❦❣✙❧✲t☛❽❄✈✁❥❦❧☎❥❦❧❵⑦❭t✙❣✙❧❃✱❁❣❇❤☎s❁❥❦♥❇❤☛❣✙❧✳✈✁s⑥♠❃r❇♠☛r
t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤☛r✙❣✙❧✟❣❇s④♠☎❤✇❣✇➇✸❣❇q♦q❦❣✙❧✟❣❇s✲♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s④♠❉✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧❉t❇❤☎❥♦♠☛♥❇❤☛❣✙❧❉✱❁❣✹✭▲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣✥✉❈➺❄s✤✱❁❣✝✱❁r✙✱✰♣❁❥♦❤☛❣❂❾④♣❄❣❇q❦❧
♠➽⑩⑥✭❲❣✙❧❂✱❁❣✣⑤✡✉✁❧☛❣✙❧✝♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣❇❤❂✭❲✈✁♣❁❤❂q✚✉❃❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✧✱②① ♣❁s✿❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✣✱❁✈✁s❁s❄r ❞ ❢❊✉❃⑤❲✉✁❧☛❣✣✱❁❣✣❢❊✉ ➀ ♣❄❣❇❤☎❤☛❣
✭✡✉✴❤❋❣❀✯❁❣❇✐✤✭❁q❦❣❏❣✙❧☎♠✾✭❁q♦♣❄❧❋✉✁✱❄✉✴✭❁♠☛r✙❣❚✉✴♣✰✯◗❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧✿➄●✱✰⑩⑥s✡✉✴✐✤❥❦❾④♣❄❣✩✱❁✈✁✐✤❥♦s✡✉✴s④♠☛❣✩❤☛r✙❣❇q♦q❦❣③⑦❂t✙❣❇q♦q❦❣❏✱❁❣
î ✉✴♣❁♠②❃✼✉✴♣✰✯❆❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧✣➄✏✱✰⑩⑥s✡✉✴✐✤❥❦❾④♣❄❣✳✱❁✈✁✐✤❥♦s✡✉✴s⑥♠☛❣✲t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯❁❣✲❣❇♠✣❣❇s✰➺❄s❆q❦❣✙❧✣➘✥ë✺ì❩❧☛✈✁s④♠✗♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✙❧
✱❄✉✴s❄❧✹q❦❣✜t❵✉✁❧ ➀ r❇s❄r❇❤✇✉✴q✡✭❁♣❁❥❦❧☛❾④♣❭① ❣❇q♦q❦❣✙❧✝❧☛✈✁s⑥♠✹t❵✉✴❤✇✉✁t❇♠☛r❇❤☎❥❦❧☛r✙❣✙❧✝✭✡✉✴❤✹✭❁q♦♣❄❧☎❥❦❣❇♣❁❤☛❧✟✭ ❫ q❦❣✙❧✹❤☛r✙❣❇q♦❧✝❣❇♠✝t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯❁❣✙❧ ❞
❢✟① ♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❆✱❁❣✙❧✥➘✥ë✺ì❐✱❄✉✴s❄❧❂q❦❣❅t✙✉✁❧❂s❄✈✁s❋q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣❃✉✳✭▲❣❇❤☎✐✤❥❦❧✥✱❁❣✣❤☛r✙✱✰♣❁❥♦❤☛❣❅t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤✇✉✴⑤❄q♦❣❇✐✼❣✙s④♠✜q✚✉
t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r❅s④♣❄✐✼r❀❤☛❥♦❾④♣✡❣❅✱❁❣✙❧❂✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣❇❧✗✱❁❣✣➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✤t❇q✚✉✁❧☛❧☎❥❦❾④♣❄❣✙❧ ❞❆✜s❄❣✒❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✬✱②① r❇♠✇✉✴♠✝✉✁❧☛❧☛✈④t❇❥❦r✙❣✜➄✣♣❁s✼✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇✐✼❣❇s⑥♠✝❧☎♣❁❤❉♣❁s❄❣❂⑤✡✉✁❧☛❣✥✱❁❣✝➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✹✈✁❤✄➇
♠☎❽❄✈ ➀ ✈✁s❲✉✴q♦❣✙❧ ➀ r❇s❄r❇❤✇✉✴q♦❥❦❧☛r✙❣✙❧✟✉✜r❇♠☛r✝✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲r✙❣✒✭❁♣❁❥❦❧✮♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✝✭❲✈✁♣❁❤❬q✚✉✜t✙✈✁s❄❧☎♠☎❤☎♣❄t❇♠☎❥❦✈✁s✼✱❁❣✹✭❁❤☛r✙✱✰❥❦t❇♠☛❣❇♣❁❤☛❧
✱❁❣✺q✚✉✲❧☛✈✁❤☎♠☛❥♦❣❅✱✰♣✧❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣❅✉✴❥♦s❄❧☎❥②✐✼✈⑥✱❁r❇q♦❥❦❧☛r ❞

➶✺✉✴s❄❧✳♣❁s✍✱❁❣❇♣✰✯✰❥❦♥❇✐✼❣✾♠☛❣❇✐✤✭❄❧❵⑦❬✈✁s✍❧❵① ❣✙❧☎♠✲❥♦s④♠☛r❇❤☛❣✙❧☛❧☛r✿✉✴♣❁✯●✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s❄❧✤♠☛❣❇s❄❧☛✈✁❤☎❥❦❣❇q♦q❦❣✙❧ ❶ ✚ ✄ ➇
❙ ✄ ï ✄ ✝ ⑦✧✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝✒➾ ⑦✧③④❆ ✝✝î ❿✟❙ ➻ ⑦⑤③④❆ ✝✝î ❿✟❙ ➾ ⑦⑤③④❆ ✝✝î ❿✟❙ ➁ ⑦✟✚ ✄ ❙ ✄ ③④❆ ✝✝î ❷ ❞ ❢✟① r❇♠☎♣❄✱❁❣❃✱❁❣
t✇❽✡✉✁t❇♣❁s❄❣✜✱❁❣✜t❇❣✙❧✟♠✇❣❇t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✒✉✺r❇♠☛r✥✱❁r❇♠✇✉✴❥♦q♦q❦r✙❣ ❞ ❢❭❣✙❧✹✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❣✙❧✹r✙t❇❤☎❥♦♠☎♣❁❤☛❣✙❧✝❣❇♠✟❤✇❣❀✭❄❤☛r✙❧☛❣❀s⑥♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧✒✱❁❣✙❧
✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s❄❧ ❶ ❧☛t✙✉✴q✚✉✴❥♦❤☛❣✙❧❵⑦④✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t❇❥❦❣❇q♦q❦❣✙❧❂✈✁♣✏♠☛❣❇s❄❧☛✈✁❤☎❥❦❣❇q♦q❦❣✙❧ ❷ ✈✁s④♠✒r❇♠☛r✜✱❁r❇♠✇✉✴❥♦q♦q❦r✙❣✙❧✒❣❇♠✝♣❁s❁❥➆➺✡r✙❣✙❧ ❞ ❆✜s❄❣
r❇♠☎♣❄✱❁❣✜t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤✇✉✴♠☎❥♦⑧④❣✜❣❇s④♠☎❤☛❣✜t✙❣✙❧❉♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✹✱❁❣✥✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✾✉✺r❇♠☛r✥❣❀➅②❣✙t❇♠☎♣❄r✙❣✗✉❈➺❄s✏✱❁❣✥✱❁r ➀ ✉ ➀ ❣❇❤
q❦❣✙❧✤✉✙⑧③✉✴s⑥♠✇✉ ➀ ❣✙❧✳❣❇♠✳q❦❣✙❧❃❥♦s❄t✙✈✁s⑥⑧⑨r❇s❁❥❦❣❇s⑥♠☛❧✲✱❁❣✬t☛❽✡✉✁t❇♣❁s❄❣✾✱②① ❣❇q♦q❦❣ ❞ ✄ ➺❄s●✱②① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤✲q❦❣✙❧❃✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✲✱❁❣
t✙❣✙❧✳✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✡❧❵⑦❊♣❁s✷✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣ ✄ q♦♠☛❣❇❤☎s✡✉✴♠☎❥♦s ➀ ❢❭❣❵✉✁❧☎♠✤➴⑥❾④♣✡✉✴❤✇❣❇❧ ❶ ✄ ❢✮➴ ❷ ✉✿r❇♠☛r✏✱❁r❀➺❄s❁❥ ❞❊✝ ❣❇♠
✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣✥s❄✈✁♣❄❧❉✭❲❣❇❤☎✐✼❣❇♠✹✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡❣❇❤✟q❦❣✙❧✟t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧✇✉✴s⑥♠☛❣✙❧✟✱❄❣❇❧✟✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧❉✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧ ❶ ✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ⑦③④❆ ✝✒î ❿✟❙❃⑦ ❞♦❞♦❞ ❷ ✱❄✉✴s❄❧❂q❦❣❅❧☛❣❇s❄❧✥✱❁❣✙❧❂✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✜t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧✜❣❇♠✥✱②① ♣❁s❄❣✺✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✳✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣ ❞

➶✺✉✴s❄❧❉q✚✉✣❧☎♣❁❥♦♠☛❣③⑦③✈✁s✏❧❵① ❣✙❧☎♠❉❥♦s④♠☛r❇❤☛❣✙❧☛❧☛r✜➄✗q✚✉✣✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s⑥✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ✱❄✉✴s❄❧❉q❦❣❂⑤❁♣❁♠✟✱❁❣✒✐✼❣❇♠☎♠☎❤✇❣
✉✴♣❘✭❲✈✁❥♦s⑥♠✾♣❁s◗s❄✈✁♣❄⑧⑨❣❵✉✴♣❘✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✩✱❁❣❆➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✷➄●t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r❏❤☛r✙✱✰♣❄❥➆♠✇❣ ❞⑦✝ ❣❆s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❵✉✴♣❘✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣
✉✴✭❁✭▲❣❇q❦rP✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✏t❇♣❁⑤❁❥❦❾④♣❄❣✲✉✏r❇♠☛r✳✱❁r❀➺❄s❁❥ ➡ ➁ ❼ ➤ ❣❇s❏✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧✇✉✴s⑥♠✣q❦❣❃s❄✈❵⑩⑥✉✴♣❏t❇♣❁⑤❁❥❦❾④♣❄❣
❣❇s✼♠☎❤☛✈✁❥❦❧✟✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧✝➄✗q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✜✱❁❣✒q✚✉✺✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✏♠☛❣❇s❄❧☛✈✁❤☎❥❦❣❇q♦q❦❣⑧✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝✗❞ ❢✟① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✏❣ ✄ ❢✮➴⑨➇✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ s❄✈✁♣❄❧✮✉❂❣❇s❄❧☎♣❁❥♦♠☛❣❉✭▲❣❇❤☎✐✤❥❦❧❊✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡❣❇❤❊q❦❣✙❧❊r❀q❦r❇✐✼❣❇s⑥♠☛❧✮✱❁❣✟t❇❣❇♠☎♠✇❣✟✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s ❞⑨✦ q④✉❂r❇♠☛r
✐✼✈✁s⑥♠☎❤☛r ❶ ❣❇s✲♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠✟t✙✈✁✐✤✐✼❣✥t❇❤☎❥♦♠☛♥❇❤☛❣❂✱❁❣✒✭▲❣❀❤☎➂ ✈✁❤☛✐✏✉✴s❄t✙❣✒q❦❣④③❬✉✴♣✰✯✲✱❁❣❂❙✜r✙✱✰♣❄t❇♠☎❥❦✈✁s✼✱❁❣ ✝ ✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r
❶ ③❂❙ ✝ ❷☎❷ ⑦❲❣❇s❆t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤✇✉✴s⑥♠✗q✚✉✼❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✩✱②① ♣❁s❏❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣❃✱❁❣❃➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✬➄✤q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✳✱②① ♣❁s❄❣✳➘✥ë✺ì
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❣❇♠✝❧✇✉✺❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠❀✉✴♠☎❥❦✈✁s✿➄✺q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✗✱❁❣✥q✚✉❅✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✔✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ⑦④❾④♣❄❣✜t✙❣❇♠☎♠☛❣✜✱❁❣❇❤☎s❁❥❦♥❇❤☛❣✗❣✙❧☎♠✹✭❁q♦♣❄❧
✭❁❤☛r✙t❇❥❦❧☛❣❅❣❇♠✥❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠✥✭❁q♦♣❄❧❂q✚✉✤t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣✇✯✰❥♦♠☛r❅s⑥♣❁✐✼r❇❤☎❥❦❾④♣❄❣❅✱❁❣✺✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣ ➡ ➁ ❼ ➤ ❞❆✜s✳✉✴♣❁♠☎❤☛❣❉s✡✈✁♣❁⑧⑨❣❵✉✴♣❅✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✹✱❁❣❉➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✜➄❂t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✟❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠☛❣✟❾④♣❁❥ ➀ r❇s❄r❇❤✇✉✴q♦❥❦❧☛❣⑩✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇
➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✿✉✬r❇♠☛r✤✱❁r❀➺❄s❁❥✟✱❄✉✴s❄❧✣q❦❣✤❾④♣✡✉✴♠☎❤☎❥❦♥❇✐✼❣✤t✇❽✡✉✴✭❁❥♦♠☎❤☛❣ ❞ ❿❉s❚t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤✇✉✴s⑥♠✺q❦❣✲s❄✈❵⑩⑥✉✴♣✩❾④♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣
t✙✈✁✐✤✐✼❣✒♣❁s✡❣✝✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣❂❣❇♠❉q❦❣✙❧✟✉✴♣❁♠☎❤☛❣✙❧❬s❄✈❈⑩⑥✉✴♣✰✯✲t✙✈✁✐✤✐✼❣❂✱❁❣✙❧❬♠☛❣❇s❄❧☛❣❇♣❁❤☛❧✟✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣✙❧❉❧☎♣❁✭▲r❇❤☎❥❦❣❇♣❁❤☛❧✹➄✗✱❁❣❇♣✰✯②⑦
s❄✈✁♣❄❧❅✉✙⑧④✈✁s❄❧✗♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r❃♣❁s❄❣✲✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s❚❣❇s❆⑧③✉✴q❦❣❇♣❁❤☛❧✣❧☎❥♦s ➀ ♣❁q♦❥❦♥❇❤☛❣✙❧ ❶ ➴④➵✣➶ ❷ ✭❲✈✁♣❁❤✣q❦❣✳s❄✈❵⑩⑥✉✴♣❏❾④♣✡✉❈➇
✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣✗❣❇♠✹q✚✉❃✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✾♠☛❣❇s❄❧☛✈✁❤☎❥❦❣❇q♦q❦❣⑦✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ✭❲✈✁♣❁❤✝q❦❣✙❧✹s❄✈❈⑩④✉✴♣✰✯✏✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣✙❧✒❧☎♣❁✭▲r❇❤☎❥❦❣❇♣❁❤☛❧
➄✲✱❁❣❇♣✰✯✿✉❈➺❄s❋✱❁❣✺t✙✈✁s❄❧☎♠☎❤☎♣❁❥♦❤☛❣✣q❦❣✣✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✺❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠✥✱❁❣✣➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❞ ❢❭❣✣s❄✈✁♣❁⑧④❣❵✉✴♣✿✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✺✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛r✺❣✙❧☎♠
✉✴✭❁✭▲❣❇q❦r✳➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ➡ ➁✰➻ ➤ ❞

➃ ✺♦❶✱①❷✈✉q ⑥♦❸ t✹✈✇q✬❧✮①
❆✜s❄❣✾➂➃✈✁❥❦❧✤q❦❣✙❧✏✱❁❣❇♣✰✯✍s❄✈✁♣❁⑧④❣❵✉✴♣✰✯✍✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧✬✱❁❣✿➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❖➄✩t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r❋❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠☛❣ ❶ ➵✣➘✒ï✮ë ❣❇♠

➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❷ ✐✤❥❦❧✜✉✴♣✿✭▲✈✁❥♦s④♠❵⑦✡✈✁s❋❧❵① ❣✙❧☎♠❂❥♦s⑥♠☛r❇❤☛❣✙❧☛❧☛r❅➄✲q❦❣❇♣❁❤❂❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s ❞✚❬✈✁♣❁❤✟q❦❣✙❧❉✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧✟➵✣➘✒ï✮ë✳⑦✁q❦❣❇♣❁❤☛❧✹❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✙❧✟❧❵① ❣❀✯✰✭❁❤☎❥♦✐✼❣❇s④♠✹❧☛✈✁♣❄❧❬➂➃✈✁❤☎✐✼❣❂✱❁❣✒❤☛r ➀ ❤☛❣✙❧☛❧☎❥❦✈✁s❄❧❉q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧
❣❇s✤➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✬✱❁❣✙❧✹t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✝✱❁❣✥ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✒➄✺❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤ ❞ ✚❬✈✁♣❁❤✹❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡❣❇❤✒t✙❣✙❧❉✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧❵⑦④✈✁s✬✉✣♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r
q✚✉✬♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✤✱❁❣✙❧✺✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧❃t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧❅t❇q✚✉✁❧☛❧☎❥❦❾④♣❄❣ ❞❹✝ ❣❇q♦q❦❣❀➇✸t❇❥✟s❄✈✁♣❄❧❃✉✬✭❲❣❇❤☎✐✤❥❦❧❃✱②① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤✺q❦❣✙❧❅t✙✈④❣❁❀✤➇
t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✥✱❁❣✺ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✥✱❁❣✙❧✥✱❁r❇⑧⑨❣❇q❦✈✁✭❁✭▲❣❇✐✼❣❇s④♠✇❧✜✱❁❣✙❧❂s❄✈❵⑩⑥✉✴♣✰✯✿✱❁❣✣➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✤❧☎♣❁❤✒q❦❣✙❧❂⑤✡✉✁❧☛❣✙❧✥✱❁❣✗➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧
r❇♠☎♣❄✱✰❥❦r✙❣✙❧ ❶ ❢❊✉ ➀ ♣❄❣❇❤☎❤☛❣③⑦ î ✉✴♣❁♠②❃✜❣❇♠✹➘✥ë✺ì ❷ ❞ ❢❭✈✁❤☛❧✹✱❁❣✒q✚✉✗✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✬✱❁❣❂q✚✉✜➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✏✱❁❣❂t✙✈✁❍❁♠✹✱❄✉✴s❄❧
q❦❣✺❧☛❣❇s❄❧✥✱❁❣✙❧✒✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✜t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧❵⑦❁✈✁s✿s❭① ✉✲✭✡✉✁❧❂✱❁❣✣✭❁❤✇✈✁⑤❁q❦♥❀✐✼❣✙❧✜✱❁❣✣✐✤❥♦s❁❥♦✐✏✉✲q❦✈⑥t❵✉✴♣✰✯✾✭❁♣❁❥❦❧☛❾④♣❄❣✺t✙❣❇q♦q❦❣❀➇✸t❇❥
❣✙❧☎♠✲t✙✈✁s⑥⑧⑨❣❀✯❁❣ ❞ ❢❭❣✙❧✲t✙✈④❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s⑥♠☛❧✤✱❁❣✾ï❄✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✤✱❁❣✙❧✲✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧✳✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✤✈✁s④♠✤r❇♠☛r✬t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤☛r✙❧✼✉✴❥♦s❄❧☎❥
❾④♣❄❣✣q❦❣✙❧✜❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤☛❧

EQMNsortie
❣❇s④♠☎❤☛❣✺q✚✉✤❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✺✱❁♣❋❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✺❣❇♠✜t✙❣❇q➆q❦❣✙❧✜✱❁❣✙❧❂✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧✥➵✣➘✒ï✮ë ❞✚❬✈✁♣❁❤✒q❦❣✗✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣❅➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✳✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ N ⑦④q✚✉✳❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✣❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠❂✱❁❣ N ✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✙❧

✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❣✙❧✗❧☛✈✁♣❄❧❂➂➃✈✁❤☎✐✼❣❅✱❁❣❅❤☛r ➀ ❤☛❣✙❧☛❧☎❥❦✈✁s❄❧✜q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧ ❞ ❢❭❣✙❧ N ⑧⑨❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤☛❧✗✱❁❣❅✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✣➄✼❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤
❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣❇s④♠✮q❦❣✙❧❊r❇q❦r❇✐✼❣❇s④♠✇❧✮✱❁❣❉q✚✉✥✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭❲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s✼➴④➵✣➶✍❣❇♠✮✱❁❣✙❧❊✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s④♠☛❣✙❧✮✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥♦♠☎❥❦✈✁s❄❧✂✚ ✄ ➇
❙ ✄ ï ✄ ✝ ✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣✙❧ 3, . . . , N ❞ ✚✮✈✁♣❁❤✥❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤✥t✙❣✙❧❂t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧✇✉✴s④♠☛❣✙❧❵⑦❁♣❁s✾s❄✈✁♣❁⑧④❣❇q❊✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣❃✉✴✭❁✭❲❣❇q❦r✄ ❙✜❢✮➴ ❶ ✄ q♦♠☛❣❇❤☎s✡✉✴♠☎❥♦s ➀ ❙✜❣✙t❀♣❄❤☛❧☎❥♦⑧⑨❣✼❢❭❣❵✉✁❧☎♠✤➴⑥❾④♣✡✉✴❤☛❣✙❧✲✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐ ❷ ✉❋r❇♠☛r✼✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛r ➡ ➁③➾ ➤ ❞❊✝ ❣❇♠✲✉✴q ➀ ✈✴➇
❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣❃❣✙❧☎♠✜❣✙❧☛❧☛❣❇s⑥♠☎❥❦❣❇q➆q❦❣❇✐✼❣❇s⑥♠✜⑤✡✉✁❧☛r❃❧☎♣❁❤❂q✚✉✤♠☛❣✙t☛❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣❃❙✜❢✮➴✿✉✴✭❁✭❁q♦❥❦❾④♣❄r✙❣❃✱②① ♣❁s❄❣❅✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✳✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣
✉❈➺❄s✿✱②① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤✒q❦❣✙❧✝✭✡✉✴❤❀✉✴✐✼♥❀♠☛❤☛❣✙❧❂✱❁❣✗♠☛❣❇q❦❧✝✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣✙❧❂✱❁❣✗➵✹✈✁q➆♠✇❣❀❤☛❤✇✉ ❞ ❆✜s✾t❵✉✴s✡✉✴q②❧✇✉✴♠☛❣❇q♦q♦❥♦♠✇✉✴❥♦❤☛❣✣❧☎❥♦✐✤✭❁q♦❥➆➺✡r
✉✩r❇♠☛r✿✐✼✈④✱❁r❇q♦❥❦❧☛r✧❣❇s✍♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠✼q❦❣✿s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❵✉✴♣❑✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣❋s❄✈✁s➸q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣❆➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉
✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁ ⑦✰✭❁♣❁❥❦❧❂❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡r❃➄✲q❴① ✉✴❥❦✱❁❣❅✱✰♣✿s✡✈✁♣❁⑧⑨❣❇q✮✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣ ✄ ❙✜❢✮➴ ❞

❿❉s✰➺❄s❭⑦❊✱❄✉✴s❄❧❅q❦❣✼t❇❥♦s❄❾④♣❁❥❦♥❇✐✼❣✏t☛❽✡✉✴✭❁❥♦♠☎❤☛❣③⑦❊✱❁❣✤s❄✈✁♣❁⑧④❣❇q♦q❦❣✙❧❅♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧❃✱②① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☛❥❦✈✁s●❤☛✈✁⑤❁♣❄❧☎♠☛❣
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✉✴✭❁✭▲❣❇q❦r✙❣✙❧❊♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✮✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s✼➄❂❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✮⑤❲✈✁❤☎s❄r✙❣✝✈✁s④♠✮r❇♠☛r✟✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛r✙❣✙❧ ❞❺✝ ❣✙❧❊✐✼r❀♠☛❽❄✈④✱❁❣✙❧❬✈✁s④♠
r❇♠☛r✝t✙✈✁✐✤✭✡✉✴❤☛r✙❣✙❧❬❣❇s⑥♠☎❤☛❣✹❣❇q♦q❦❣✙❧ ❶❈✝ ✈✁✐✤✭❄q♦❣❀✯✰❥♦♠☛r✒✱❁❣✹t❵✉✴q❦t❇♣❁q❴⑦❈♠☛❣❇✐✤✭❄❧❬✱②① ❣❀✯❁r✙t❇♣❁♠☎❥❦✈✁s❭⑦❈♠✇✉✴♣✰✯❃✱②① ✉✁t❇♠☎♣✡✉✴q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❊⑦
✭❁❤☛r✙t❇❥❦❧☎❥❦✈✁s❭⑦ ❞♦❞♦❞ ❷ ⑦❲✉❈➺❄s✧✱❁❣❅✱❁r ➀ ✉ ➀ ❣❇❤✥q❦❣✙❧✜✉❵⑧③✉✴s④♠✇✉ ➀ ❣✙❧✜❣❇♠✥q❦❣✙❧❂❥♦s❄t✙✈✁s④⑧④r❇s❁❥❦❣❇s④♠☛❧✗✱❁❣✺t✇❽✡✉✁t❇♣❁s❄❣❅✱②① ❣❇q♦q❦❣✙❧ ❞

✝ ❣✙❧✗✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧✺✈✁s⑥♠✺r❇♠☛r✲❣❇s❄❧☎♣❁❥♦♠☛❣✳♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✙❧✣q❦✈✁❤☛❧✣✱❁❣✙❧✺❧☎❥♦✐❃♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧❃✉❈➺❄s✩✱②① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡❣❇❤❅q❦❣✙❧✗✐✼✈✴➇
✱❁♥❇q❦❣✙❧❉✱❁❣✝➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✣➄✗t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✒❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠☛❣ ❶ ➵✣➘✒ï❬ë❑❣❇♠✟➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉ ❷ ✱❁r❀➺❄s❁❥❦❧❉✱❄✉✴s❄❧
q❦❣✙❧✥t☛❽✡✉✴✭❁❥♦♠☎❤☛❣✙❧❂✭❁❤☛r✙t✙r✙✱❁❣❇s⑥♠☛❧❵⑦❁♠☎❤✇✉✙⑧③✉✴❥♦q❭❾④♣❁❥▲⑧⑥❥❦❧☛❣✺➄✲r❇♠☛❣❇s❄✱✰❤☛❣❅✉✴♣❋t❵✉✁❧❂✱❁❣✙❧❂❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧✒s❄✈✁s✿q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧❂❥♦s✰➇
t✙❣❇❤☎♠✇✉✴❥♦s❄❧✜✱❄❣❇❧✥❤☛r✙❧☎♣❁q♦♠✇✉✴♠☛❧✥✈✁⑤❁♠☛❣❇s⑥♣❄❧✥❤☛r✙t✙❣❇✐✤✐✼❣❇s④♠✜✭▲✈✁♣❁❤✜✱❁❣✙❧✥❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧❂q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧✥❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠✇✉✴❥♦s❄❧ ❞

➶✲① ✉✴⑤❲✈✁❤☛✱②⑦⑨✱❄✉✴s❄❧❬q❦❣❂t❵✉✁❧✟✱❁❣✙❧❬✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✙❧❉➵✣➘✒ï✮ë✳⑦③t✙❣✙❧❬✐✼r❇♠☎❽❄✈⑥✱❁❣✙❧❉s❄✈✁♣❄❧✟✈✁s⑥♠❉✭❲❣❇❤☎✐✤❥❦❧✟✱②① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤✟q❦❣✙❧
❥♦s⑥♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧❂✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❄❣✺✱❁❣✙❧❂t✙✈⑥❣❁❀✏t❇❥❦❣❇s④♠☛❧✥✱❁❣✣ï✡✈✁♣❁❤☎❥❦❣❇❤✥✱✰♣✿✱❁r❇⑧⑨❣❇q❦✈✁✭❁✭▲❣❇✐✼❣❇s④♠✜❧☎♣❁❤✒q❦❣✙❧✒✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❣✙❧
⑤✡✉✁❧☛❣✙❧✝✈✁❤☎♠☎❽❄✈ ➀ ✈✁s✡✉✴q❦❣✙❧✒r❇♠☎♣❄✱✰❥❦r✙❣✙❧ ❞ ❿❉s❄❧☎♣❁❥♦♠☛❣③⑦⑥t✙❣✙❧✟✐✆☎❇✐✼❣✙❧✹✐✼r❇♠☎❽❄✈④✱❄❣❇❧✒✱②① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☛❥❦✈✁s✿➄❅❣❇❤☎❤☛❣❇♣❁❤✹⑤▲✈✁❤✄➇
s❄r✙❣✗✈✁s④♠✒r❇♠☛r✥♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✙❧❂✉❈➺❄s✬✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡❣❇❤✒q❦❣✙❧✹❥♦s④♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✒✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣✣✱❁❣✙❧✝r❇q❦r❇✐✼❣❇s⑥♠☛❧✒✱✰♣✏✐✼✈④✱❁♥❇q❦❣
➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✏✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➁✰❞ ❢✟① ♣❁♠☛❥➆q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❚✱❁❣❃q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✲✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✲✱②① ♣❁s❄❣✳✐✏✉❈➇
s❁❥❦♥❇❤☛❣❅✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣❅✉❅✭▲❣❇❤☎✐✤❥❦❧❂✱②① ✈✁⑤❁♠☛❣❇s❁❥♦❤✥✱❁❣✙❧✒❤☛r✙❧☎♣❁q♦♠✇✉✴♠☛❧❂✱②① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈③s❋❧✇✉✴♠☎❥❦❧✄➂❴✉✴❥❦❧✇✉✴s⑥♠☛❧ ❞ ❢❭❣✙❧❂t❇❤☎❥♦♠☛♥❇❤☛❣✙❧
✱❁❣✥✭❲❣❇❤✄➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴s❄t✙❣✥✭❁❤☎❥❦❧✹❣❇s✏t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✾❧☛✈✁s④♠✟q❦❣❂⑧④✈✁q♦♣❁✐✼❣✒➺❄s✡✉✴q❲✱✰♣✼✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭▲❣③⑦③q✚✉✣q✚✉✴❤ ➀ ❣❇♣❁❤✝✱❁❣✙❧✟❥♦s✰➇
♠☛❣❇❤☎⑧③✉✴q♦q❦❣✙❧✥✱②① ❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠☎❥♦♠☎♣❄✱❁❣❃❣❇♠✒q❴① ❿❉❤☎❤☛❣❇♣❁❤ ❵ ♣✡✉✁✱✰❤✇✉✴♠☎❥❦❾④♣❄❣❅➹❆✈❵⑩④❣❇s❁s❄❣✁✿✗✈✁❤☎✐✏✉✴q♦❥❦❧☛r✙❣ EQMNsortie

❣❇s⑥♠☎❤☛❣
q✚✉✤❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣❅✱✰♣❋❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✺❧☎❥♦✐✳♣❁q❦r✺❣❇♠✜t✙❣❇q♦q❦❣❅✱✰♣✿✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✳➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✲✱②① ✈✁❤☛✱✰❤✇❣ ➁✰❞

❢❊✉✏❤☛r✙❧☛✈✁q♦♣❁♠☎❥❦✈✁s✩✱✰♣❏✭❁❤☛✈✁⑤❁q❦♥❇✐✼❣✼➄✼q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✤✱❁❣✙❧✣➘✥ë✺ì ✉✴♣❁❤✇✉✴❥♦♠✣s❄r✙t✙❣✙❧☛❧☎❥♦♠☛r✳q❴① ♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❚✱❁❣✙❧✗♠☛❣✙t✇❽✰➇
s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✾✱②① ❥❦✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈③sP➄❚❿ ❞ ➘ ❞ t❇q✚✉✁❧☛❧☎❥❦❾④♣❄❣✙❧❵⑦✹✱❁✈✁s❄t✧q❴① ❣✙❧☎♠☎❥♦✐✏✉✴♠☎❥❦✈✁s❘✱②① ♣❁s✕✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✧♣❁s❁❥❦❾④♣❄❣③⑦✝t✙❣
❾④♣❁❥❬✉✴♣❁❤✇✉✴❥♦♠✣r❇♠☛r❃♠☎❤☛♥✙❧✜q❦✈✁♣❁❤☛✱❆➄✼t❵✉✴♣❄❧☛❣✳✱✰♣ ➀ ❤✇✉✴s❄✱✧s❄✈✁✐❃⑤❁❤☛❣✳✱❁❣❃✭✡✉✴❤✇✉✴✐✼♥❇♠☎❤☛❣✙❧✺➄✼❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼❣❇❤ ❞ ✄ ⑧⑨❣✙t❅q❴① ✉✴✭✰➇
✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✾➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✿❣❇♠❃❣❇s❚♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠❅q❴① ✉✴✭❁✭❁❤☛✈⑥t☛❽❄❣✏✭❲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❁❥❦❾④♣❄❣✬✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣③⑦❊✈✁s●✉
❣✙❧☎♠☎❥♦✐✼r✣❧☎♣❄t✙t✙❣✙❧☛❧☎❥♦⑧⑨❣❇✐✼❣❇s⑥♠✝♠☎❤☛✈✁❥❦❧✝✭▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✁✭❲❣✙❧ P1

⑦ P2
❣❇♠ P3

✱❄✉✴s❄❧✝♠☎❤☛✈✁❥❦❧✒❣✙❧☎✭✡✉✁t✙❣✙❧✒✱✰❥➆➅②r❇❤☛❣❇s⑥♠☛❧ ❞✧✝ ❣✣❾④♣❁❥
✉✺t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤✇✉✴⑤❁q❦❣❇✐✼❣❇s⑥♠✹❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠✟q✚✉✣t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r✥s④♣❁✐✼r❇❤☎❥❦❾④♣❄❣✥❣❇♠✟q❦❣✒♠☛❣❇✐✤✭❄❧✹✱❁❣❂t❵✉✴q❦t❇♣❁q✡✱❁❣❂q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☛❥➆♠☛❽❁✐✼❣
✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❆❤☛✈✁⑤❁♣❄❧☎♠☛❣ ❞

➸ ❶✒❻⑨s❑➇✞❶ ❸ ✈✇q✒➄✮❶✒s
➶✺✉✴s❄❧✝q✚✉✳t✙✈✁s④♠☎❥♦s⑥♣❁❥♦♠☛r✺✱❁❣✗s❄✈③❧✝❤☛❣✙t✇❽❄❣❇❤☛t☛❽❄❣✙❧✥❧☎♣❁❤✒q❦❣✙❧✝➵✣➘✒ï❬ëP❣❇♠✥✉✴✭❁❤☛♥✙❧✒q❦❣✗t❵✉✴q❦t❇♣❁q❭✱❁❣✗q✚✉❃❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s✰➇

♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s❚✱②① r❇♠✇✉✴♠❅✉✁❧☛❧☛✈⑥t❇❥❦r✙❣✤➄✼♣❁s✩✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇✐✼❣❇s⑥♠❅❧☎♣❁❤✣♣❁s❄❣✲➘✥ë✣ì ❣❇♠✺t✙❣❇q♦♣❁❥❉✱❁❣✙❧✣✭❁❤☛r✙✱✰❥❦t❇♠☛❣❇♣❁❤☛❧❅✱❁❣❃q✚✉
❧☛✈✁❤☎♠☎❥❦❣✳✱②① ♣❁s❏❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣❃✱❁✈✁s❁s❄r③⑦❲✈✁s❆❣❇s⑥⑧⑥❥❦❧✇✉ ➀ ❣❃✱❁❣❃✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲❣❇❤✺✱❁❣❅s❄✈✁♣❁⑧④❣❇q♦q❦❣✙❧✜♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✗✱❁❣✳t✙✈✁✐✲➇
✐✏✉✴s❄✱❁❣✣✭❁❤☛r✙✱✰❥❦t❇♠☎❥♦⑧⑨❣✗❤☛✈✁⑤❄♣❄❧☎♠☛❣③⑦④♠☎❤❀✉✙⑧③✉✴❥♦q②❾④♣❁❥❲⑧⑥❥❦❧☛❣❇❤✇✉✳➄❃r❇♠☛❣❇s❄✱✰❤☛❣❅✉✴♣✾t❵✉✁❧✒✱❁❣✙❧✒❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧✝s❄✈✁s✾q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧
❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠✇✉✴❥♦s❄❧✗✱❁❣✙❧❂❤☛r✙❧☎♣❁q♦♠✇✉✴♠☛❧✜✈✁⑤❁♠☛❣❇s④♣❄❧✥✭▲✈✁♣❁❤✜✱❁❣✙❧✥❧☎⑩✰❧☎♠☛♥❇✐✼❣✙❧✒q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧✥❥♦s❄t✙❣❇❤☎♠✇✉✴❥♦s❄❧ ➡ ➻ ✟ ➤ ❞

❿❉s❄❧☎♣❁❥♦♠☛❣③⑦❁q❦❣✙❧❂♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✜✱❁❣✺✱❁r✙t✙✈✁✐✤✭▲✈③❧☎❥➆♠☛❥♦✈✁s✡❧✥♠☛❣❇s❄❧☛✈✁❤☎❥❦❣❇q♦q❦❣✙❧✜r❇♠☎♣❄✱✰❥❦r✙❣✙❧✗❧☛❣❇❤☛✈✁s④♠✥♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✙❧❂✭▲✈✁♣❁❤
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q❴① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s✍✉❵⑧⑨❣❇♣ ➀ q❦❣✏✱❁❣✼t❵✉✴s✡✉✴♣✰✯❚✱❁❣✏t✙✈✁✐✤✐❃♣❁s❁❥❦t❵✉✴♠☎❥❦✈③s●✐✼✈✁⑤❁❥♦q♦❣✼q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧✳❣❇♠❃✱❁❣✏t❵✉✴s✡✉✴♣✰✯❚✱❁❣
t✙✈✁✐✤✐✳♣❁s❁❥❦t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❖s❄✈✁s✩q♦❥♦s❄r❵✉✴❥♦❤☛❣✙❧❃✱❁❣✲♠➽⑩⑥✭❲❣P❼✕❥❦❣❇s❄❣❇❤ ❞❅✝ ❣✙❧✺♠☎❤✇✉❵⑧③✉✴♣✰✯✩✈✁s④♠❅✱❁r ⑩ ➄✾t✙✈✁✐✤✐✼❣❇s❄t✙r✏❣❇♠✣➂➃✈✁s④♠
q❴① ✈✁⑤ ⑩ ❣❇♠✜✱❁❣✺❤☛❣✙t☛❽❄❣❇❤☛t✇❽❄❣❃✉✴♣✧❧☛❣❇❥♦s❋✱❁❣✺q❴① r✙❾④♣❁❥♦✭❲❣ ❞

❿❉s✰➺❄s❭⑦✴q✚✉❂✭▲✈③❧☛❧☎❥♦⑤❁❥♦q♦❥➆♠✇r✹✱❁❣✹✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣✒✉✴♣✳✭❲✈✁❥♦s⑥♠✮✱❁❣✹s❄✈✁♣❁⑧⑨❣❇q♦q❦❣✙❧✮♠☛❣✙t☛❽❄s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✮✱❁❣✝t✙✈✁✐✤✐✏✉✴s❄✱❁❣✝❤☛✈✁⑤❁♣❄❧☎♠☛❣
❣✙❧☎♠✳❣❇s⑥⑧⑥❥♦❧✇✉ ➀ ❣❵✉✴⑤❁q❦❣ ❞✞✝ ❣✙❧❅♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✳✭❲✈✁♣❁❤☎❤☛✈✁s⑥♠✳♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣❇❤❃q❦❣✼✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣✬✱❁❣✼➵✟✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤❀✉✧➄❋t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯✰❥♦♠☛r
❤☛r✙✱✰♣❁❥♦♠☛❣✤➴④➵✣➶✜➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➇❴➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✤✐✤❥❦❧✣✉✴♣✧✭❲✈✁❥♦s⑥♠✣✉✴❥♦s❄❧☎❥✮❾④♣❄❣❅q❦❣✙❧✥♠☛❣✙t✇❽❁s❁❥❦❾④♣❄❣✙❧✗✱②① ❥❦✱❁❣❇s⑥♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s
➄✤❿❉❤☎❤☛❣❇♣❁❤✜➘✒✈✁❤☎s❄r✙❣ ✄ q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣✙❧ ❶ ❿✟➘ ✄ ❷ ❞
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❽❿❾❉❾ ❖✳➀✖❖ ❽

➁ ❵✏❢❨❞❥➂✖❪❣❵✖❱✽❛❥➃✯❛❥❫✂❚❲❱ ➄❨➃➅❱❨❪ ❩✜➆✱❵✖❪❣❢➇➃➅❳➈❵ ➄➉➆✱➂❬❛❥➃✯❛

➄➉➆✹❭❨❱ ❪➋➊✷❪➋❛➍➌✖➎ ❵ ➏ ❩✜➆✹➃➅❫❊➄➐❵ ➄➐❵✖❪ ➑➇➃➅❪❣❵✖❪ ➄➐❵

➒ ➃➅❭✷❛➍➓

ë✜s❋♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣✺✱❄✉✴s❄❧✥t✙❣❇♠✜✉✴s❁s❄❣❀✯❁❣✺q✚✉✲✱❁r❀➺❄s❁❥♦♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✙❧✒➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✜✱❁❣ î ✉✴♣❁♠②❃❃✱❁❣✗❼❖✉✴❽❁q♦⑤▲❣❇❤ ➀ý➡ ❏⑦➁ ➤ ❣❇♠
✱❁❣✬❢②❥♦s❄✱❁❧ ✟ ✈ ➀å➡ ➔ ➾ ➤ ❞ ❢❭❣✏❤☛r✙❧☛❣❵✉✴♣✷✱❁❣✤➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✲✱❁❣ î ✉✴♣❁♠②❃✾t✙✈✁❤☎❤☛❣✙❧☎✭❲✈✁s❄✱❄✉✴s⑥♠✤❣✙❧☎♠❃❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛r✬✱❄✉✴s❄❧
q✚✉✬➺ ➀ ♣❁❤☛❣ ✄ ❞♦➻③❞ ❿❉q♦q❦❣✼❣❀✯✰✭❁❤☎❥♦✐✼❣✤q❦❣✼✱❁r❇s❄✈✁✐✤❥♦s✡✉✴♠☛❣❇♣❁❤✤✉✴❥♦s❄❧☎❥✹❾④♣❭① ♣❁s❄❣✤✭✡✉✴❤☎♠☎❥❦❣✼✱✰♣❚s④♣❁✐✼r❇❤✇✉✴♠☛❣❇♣❁❤✲✱❁❣✤t✙❣✙❧
➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✥t✙✈✁✐✤✐✼❣✣♣❁s❄❣✗✐✳♣❁q♦♠☎❥♦✭❁q♦❥❦t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✣✭❲✈✁q♦⑩⑥s ❫ ✐✼❣✙❧✥✱②① ✈✁❤☛✱✰❤☛❣ ➾ ⑦✰✱❁✈✁s⑥♠❂q❦❣✙❧✒❤✇✉✁t❇❥♦s❄❣✙❧❵⑦⑥❥♦✐✤✭▲✈③❧☛r✙❣✙❧
✭✡✉✴❤✝q❦❣✜t✇❽❄✈✁❥➆✯✏✱❁❣✙❧✹✭✡✉✴❤❀✉✴✐✼♥❀♠☛❤☛❣✙❧

b
❣❇♠
c
⑦④❧☛✈✁s⑥♠✝t✙✈✁✐✤✭❁q❦❣❀✯❁❣✙❧✒❣❇♠✝t✙✈✁s ⑩ ♣ ➀ ♣❄r✙❣✙❧ ❞ ❿❉q♦q❦❣✗❧☛❣✥✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠☛❣✣✉✴❥♦s❄❧☎❥♦✛

Ψ2p(z, b, c) =

√
1 − c2(z − b)

z2 + b(c− 1)z − c

[−cz2 + b(c− 1)z + 1

z2 + b(c− 1)z − c

]p

Ψ2p+1(z, b, c) =

√
(1 − c2)(1 − b2)

z2 + b(c− 1)z − c

[−cz2 + b(c− 1)z + 1

z2 + b(c− 1)z − c

]p

✉❵⑧⑨❣✙t
p = 1, 2, . . . , → −1 < b < 1

❣❀♠ −1 < c < 1 ❞
➴⑥✈✁❥♦♠✥q❦❣✺⑧⑨❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤✜✱②① r❇♠✇✉✴♠❇✛

XX(k + 1) =





XX0(k + 1)

XX1(k + 1)
❞❞❞

XX2p(k + 1)

XX2p+1(k + 1)
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➻ ❏✝➌ ❖P❭P❭P❱❊➣❬❱ ❖ ❳ ❯❲❱✍◗✍❯ ❺ ❡✁❱✍❭❪❙❸❖P❙◆❘❚❵❛❭ ❨✐❼ ❺ ❙❸❖P❙å❨✐❼ ❞◆❭ ❥ ❵✔❨❬➏✭✽➎❱ê❨❬❱↕↔ ❖❪❞❂❙❊➙

u(z)

czcbz

bzc

−−+

−−

)1(

)(1➛ ➛
czcbz

zcbcz

−−+

−−−−

)1(

1)1(➜ ➜
czcbz

zcbcz

−−+

−−−−

)1(

1)1(➝ ➝

bz

b

−

− ➞1

bz

b

−

− ➞1

bz

b

−

− ➞1

g
0

g
1

g
2

g
3

g
2p

g
2p+1

)(➟ zx )(➟➠ zx ➡ +)(➢ zx)(➜ zx )(➤ zx ➥)(➦ zx

+ +++++
)(ˆ zy

✉✒✑✔✓✇✈ ✄ ❞♦➻ ① ❙✜r✙❧☛❣❵✉✴♣❋✱❁❣✣➺❄q♦♠☎❤☛❣✙❧✥✱❁❣✺q✚✉✲➘❂✉✁❧☛❣✺✱❁❣✙❧❂➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✥✱❁❣ î ✉✴♣❁♠②❃
❻ ❶✱➧➍t✧❻ ➊❹➨❅❶ ⑧ ❢❭❣✙❧✜r❇q❦r❇✐✼❣❇s④♠☛❧✗✱❁❣❅t✙❣✣⑧④❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤✜✱②① ❥♦s❄✱✰❥❦t✙❣✙❧✥✭✡✉✴❥♦❤☛❧✜❧☛✈✁s⑥♠✥✱❁❣❅✱✰❥♦✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s

2 × 1
❣❇♠

t✙❣❇♣✰✯❋✱②① ❥♦s❄✱✰❥❦t✙❣✙❧✥❥♦✐✤✭✡✉✴❥♦❤☛❧✜✱❁❣❅✱✰❥♦✐✼❣❀s✡❧☎❥♦✈✁s
1 × 1 ❞

❢✟① r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s✧✱②① r❇♠✇✉✴♠✜❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠✜t✙✈✁✐✤✐✼❣❅❧☎♣❄❥➆♠❇✛




XX(k + 1) = AXX(k) +Bu(k)

ŷ(k) = CXX(k)

✄ ✭✡✉✴❤☛♠☎❥♦❤✜✱❁❣✣q✚✉✳➺ ➀ ♣❁❤☛❣ ✄ ❞♦➻ ⑦❁✈✁s❋✭❲❣❇♣❁♠✜✱❁r❇♠☛❣❇❤☎✐✤❥♦s❄❣❇❤✜q❦❣✙❧❂❤☛❣❇q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧✜❧☎♣❁❥♦⑧③✉✴s⑥♠☛❣✙❧✜✛

➻✇➩➭➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻⑨❶✱♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶➋t✟➨ ➇♦❻⑨❶✱➧❥q✬❶✒❻■✌✂♣✬❧ ❸
x0(z)

u(z)
=

√
1 − c2(z − b)

z2 + b(c− 1)z − c

⇒






XX0(k + 1) =



 0 c

1 −b(c− 1)



XX0(k) +
√

1 − c2



 −b
1



u(k)

x0(k) =
[

0 1
]
XX0(k)

❢❭❣✹✭✡✉✁❧☛❧✇✉ ➀ ❣✹✭❁❤☛r✙t✙r✙✱❁❣❇s④♠❉✱②① ♣❁s❄❣✹➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✲✱❁❣✹♠☎❤✇✉✴s❄❧✄➂➃❣❇❤☎♠❉➄✥♣❁s❄❣✝r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s✲✱②① r❇♠✇✉✴♠❉❣✙❧☎♠✮✱❁r❇✐✼✈✁s⑥♠☎❤☛r✙❣
✱❄✉✴s❄❧✥q❴① ✉✴s❁s❄❣❀✯❁❣❅➘ ❞

➾✼➩➭➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻⑨❶✱♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶➋t✟➨↕✺♦❶✱➨ ➺ q➋➻✱➧➍❶ý✌✂♣✬❧ ❸
x1(z)

x0(z)
=

√
1 − b2

z − b



➻ ❏➳➲

XX1(k + 1) = bXX1(k) +
√

1 − b2x0(k)

⇒





XX1(k + 1) = bXX1(k) +

√
1 − b2

[
0 1

]
XX0(k)

x1(k) = XX1(k)

➁✼➩P➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻✇❶✹♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶➋t✟➨☞✈✉❻⑨❧✮q✬s✇q➋➻✱➧➍❶ý✌✂♣✬❧ ❸

x2(z)

x0(z)
=

−cz2 + b(c− 1)z + 1

z2 + b(c− 1)z − c

XX2(k + 1) =



 0 c

1 −b(c− 1)



XX2(k) + (1 − c2)



 1

−b



x0(k)

=



 0 c

1 −b(c− 1)



XX2(k)

+ (1 − c2)



 1

−b




[

0 1
]
XX0(k)

❣❇♠
x2(k) =

[
0 1

]
XX2(k) − cx0(k)

⇒






XX2(k + 1) =



 0 c

1 −b(c− 1)



XX2(k) + (1 − c2)



 0 1

0 −b



XX0(k)

x2(k) =
[

0 1
]
XX2(k) − c

[
0 1

]
XX0(k)

➔ ➩P➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻✇❶✹♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶➋t✟➨ ➊❹➨❅t✹✈✉❻❺q➋➻✱➧➍❶ý✌✂♣✬❧ ❸

x3(z)

x2(z)
=

√
1 − b2

z − b

XX3(k + 1) = b.XX3(k) +
√

1 − b2x2(k)



➻ ➁ ➼ ❖P❭P❭P❱❊➣❬❱ ❖ ❳ ❯❲❱✍◗✍❯ ❺ ❡✁❱✍❭❪❙❸❖P❙◆❘❚❵❛❭ ❨✐❼ ❺ ❙❸❖P❙å❨✐❼ ❞◆❭ ❥ ❵✔❨❬➏✭✽➎❱ê❨❬❱↕↔ ❖❪❞❂❙❊➙

⇒






XX3(k + 1) = b.XX3(k) + (−c)0
√

1 − b2
[

0 1
]
XX2(k)

+ − c
√

1 − b2
[

0 1
]
XX0(k)

x3(k) = XX3(k)

❼ ➩➭➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻⑨❶✱♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶➋t✟➨ ❸ qr①ç➊❹➨♦q➋➻✱➧➍❶✐✌✂♣✬❧ ❸

XX4(k + 1) =



 0 c

1 −b(c− 1)



XX4(k) + (1 − c2)



 1

−b



x2(k)

=



 0 c

1 −b(c− 1)



XX4(k)

+ (1 − c2)



 0 1

0 −b



XX2(k)

+ (−c)1(1 − c2)



 0 1

0 −b



XX0(k)

x4(k) =
[

0 1
]
XX4(k) − cx2(k)

= (−c)0
[

0 1
]
XX4(k)

+ (−c)1
[

0 1
]
XX2(k)

+ (−c)2
[

0 1
]
XX0(k)

❏ ➩➭➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻⑨❶✱♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶➋t✟➨↕s✇q ➺ q➋➻✱➧➍❶ý✌✂♣✬❧ ❸

XX5(k + 1) = b.XX5(k) +
√

1 − b2x4(k)

= b.XX5(k)

+ (−c)0
√

1 − b2
[

0 1
]
XX4(k)

+ (−c)1
√

1 − b2
[

0 1
]
XX2(k)

+ (−c)2
√

1 − b2
[

0 1
]
XX0(k)

x5(k) = XX5(k)



➻ ➁ ➻

✱②① ✈❺➵❭⑦❄✱❄✉✴s❄❧✥q❦❣✺t❵✉✁❧ ➀ r❇s❄r❇❤✇✉✴q✩✛

➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻⑨❶✱♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶✪t✟➨
(2p+ 1)ème ✌✂♣✬❧ ❸

XX2p(k + 1) =



 0 c

1 −b(c− 1)



XX2p(k)

+ (1 − c2)



 1

−b



x2p−2(k)

=



 0 c

1 −b(c− 1)



XX2p(k)

+ (−c)0(1 − c2)



 0 1

0 −b



XX2p−2(k)

+ · · · · · ·

+ (−c)p−2(1 − c2)



 0 1

0 −b



XX0(k)

x2p(k) = (−c)0
[

0 1
]
XX2p(k)

+ (−c)1
[

0 1
]
XX2p−2(k)

+ · · · · · ·

+ (−c)p−1
[

0 1
]
XX0(k)

➫ ➊❹➨❅t✹✈✇q✬❧✮①↕✺✔➅➯♥✼✈✉t✹✈✲❻⑨❶✱♣✬t✹✈✇q✒➄✮❶✪t✟➨
(2p+ 2)ème ✌✂♣✬❧ ❸

XX2p+1(k + 1) = b.XX2p+1(k) +

+ (−c)0
√

1 − b2
[

0 1
]
XX2p(k)

+ · · · · · ·

+ (−c)p−1
√

1 − b2
[

0 1
]
XX0(k)

x2p+1(k) = XX2p+1(k)



➻ ➁ ➾ ❖P❭P❭P❱❊➣❬❱ ❖ ❳ ❯❲❱✍◗✍❯ ❺ ❡✁❱✍❭❪❙❸❖P❙◆❘❚❵❛❭ ❨✐❼ ❺ ❙❸❖P❙å❨✐❼ ❞◆❭ ❥ ❵✔❨❬➏✭✽➎❱ê❨❬❱↕↔ ❖❪❞❂❙❊➙

➸❇❧✮① ❸ ♣r➨❅s✇q✬❧✮①
❢❭❣✣✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣❅✱❁❣ î ✉✴♣❁♠②❃❃❧☛✈✁♣❄❧✒➂➃✈✁❤☎✐✼❣✺✱②① r❇♠✇✉✴♠✗❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠✥✱❁✈✁s❄t✆✛





XX(k) = AXX(k − 1) +Bu(k − 1)

ŷ(k) = CXX(k)
❶ ✄ ❞♦➻ ❷

✈❺➵✤q✚✉✗✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
A
❣❇♠❉q❦❣✙❧❉⑧⑨❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤☛❧

B
❣❇♠
C
❧☛✈✁s⑥♠✟✱❁❣❂✱✰❥♦✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s❄❧❉❤☛❣✙❧☎✭▲❣✙t❇♠☎❥♦⑧⑨❣✙❧

(3(p+1), 2(p+

1))
⑦
3(p+ 1)

❣❇♠
2(p+ 1) ❞

A =





D 02×1 02×2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 02×2 02×1

uT b 01×2 0 · · · · · · · · · 01×2 0

(−c)0E 02×1 D 02×1 02×2 · · · · · ·

ôôô ôôô
(−c)1uT 0 (−c)0uT b 01×2 0 · · ·

ôôô ôôô
(−c)1E 02×1 (−c)0E 02×1 D 02×1 · · ·

ô ô ô ôôô ôôô
(−c)2uT 0 (−c)1uT 0 (−c)0uT b · · · 0

ôôô ôôôôôô ôôô ôôô ôôô ôôô ôôô ôôô ôôô ôôô ô ô ô
02×1

(−c)p−1E 02×1 (−c)p−2E 02×1 · · · · · · · · · (−c)0E 02×1 D 0

(−c)puT 0 (−c)p−1uT 0 (−c)p−1uT 0 · · · (−c)1uT 0 (−c)0uT b





;

B =
√

1 − c2





−b
1

0
❞❞❞
0





et C =
[
g0 g1 · · · g2p+1

]
F

✉❵⑧⑨❣✙t
D =



 0 c

1 −b(c− 1)



 ; E = (1 − c2)



 0 1

0 −b



 ;

uT =
√

1 − b2
[

0 1
]

; vT =
[

0 1
]

;
❣❇♠

F =





(−c)0vT 0

01×2 1 01×2

(−c)1vT 0 (−c)0vT 0

01×2 0 01×2 1 01×2ÒÒÒ ÒÒÒ ÒÒÒ ÒÒÒ ÒÒÒ
(−c)pvT 0 (−c)p−2vT 0 · · · · · · (−c)1vT 0 (−c)0vT 0

01×2 0 01×2 0 01×2 · · · · · · 0 01×2 1





;



❽❿❾❉❾ ❖✳➀✖❖➻➺

❜➼➃➅❪❴❪❴➃➾➽➅❵ ➄➉➆✹❭❨❱➐❵ ➚⑧❚❲❱❨❳✐❛❥❫✂❚❲❱ ➄➐❵ ❛➍❞❡➃➅❱❨❪❣➚⑧❵✏❞❴❛

➏ ❭❨❱➐❵ ➂✍➪➶❭❨➃✯❛❥❫✂❚❲❱ ➄➉➆✱➂❬❛❥➃✯❛

✝ ✈✁s❄❧☎❥❦✱❁r❇❤☛✈✁s❄❧✜q✚✉❃➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✺♠☎❤✇✉✴s❄❧✄➂➃❣❇❤☎♠✥✱✰❥❦❧☛t❇❤☛♥❇♠☛❣✆✛
Y (z)

U(z)
=

n∑
i=0

biz
−i

n∑
i=0

aiz−i

=
B(z)

A(z)
; a0 = 1

➶✺✉✴s❄❧✜t✙❣✺❾④♣❁❥❭❧☎♣❁❥♦♠❵⑦❄✈✁s❋✱❁r❇♠✇✉✴❥♦q♦q❦❣❅q❦❣✺t❵✉✁❧✥✱❁❣✺q✚✉❃➂➃✈✁❤☎✐✼❣❅t✙✈✁✐✤✭✡✉ ➀ s❄❣❃✈✁⑤❄❧☛❣❇❤☎⑧③✉✴⑤❁q❦❣ ❞

Y (z) =
n∑

i=1

z−i [biU(z) − aiY (z)] + b0U(z)

✈✁♣✧✱❁❣✗➂❴✉✏ï✙✈✁s✧✱❁r❇⑧④❣❇q❦✈✁✭❁✭❲r✙❣✲✛
Y (z) = z−1

{
[b1U(z) − a1Y (z)] + z−1 {[b2U(z) − a2Y (z)] + · · ·

+ z−1
{
[bn−1U(z) − an−1Y (z)] + z−1 {[bnU(z) − anY (z)]}

}
· · ·
}}

+b0U(z)

❢❭❣✺⑧④❣✙t❇♠☛❣❇♣❁❤✜✱②① r❇♠✇✉✴♠✜❣✙❧☎♠✜✉✴q❦✈✁❤☛❧✥✱❁r❀➺❄s❁❥✮➄✲q❴① ✉✴❥❦✱❁❣❅✱❁❣✙❧✥r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s❄❧✜❧☎♣❁❥♦⑧③✉✴s④♠☛❣✙❧❇✛





X1(z) = z−1 [bnU(z) − anY (z)]

X2(z) = z−1 {[bn−1U(z) − an−1Y (z)] +X1(z)}❞❞❞
Xn−1(z) = z−1 {[b2U(z) − a2Y (z)] +Xn−2(z)}
Xn(z) = z−1 {[b1U(z) − a1Y (z)] +Xn−1(z)}

➻ ➁ ➁



➻ ➁ ➔ ❖P❭❬❭P❱❊➣❬❱❤❝ ❳ ◗✡❖ ❡î❡✁❖❆✿✇❱ ❨✐❼ ❞◆❭P❱❤❫ ❳ ❙ ❳ ❽ ❞◆❭P❱ ❺⑦➹ ❞◆❖❲❙◆❘❚❵❛❭ ❨✐❼ ❺ ❙❸❖P❙
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x(k + 1) = (M − aC)x(k) + (B − ab0)u(k)

y(k) = Cx(k) + b0u(k)
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xxn+1(k + 1) =



 0 ξn+1

1 ξn+1 − 1



xxn+1(k)

+

√
1−|ξn+1|

2

K
′′

n



 |ξn|2 + ξn+1

−2Re(ξn) + ξn+1 − 1



xn(k)
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0 1
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√
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xn+3(z) =

K
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n+3

K
′′

n+1

(1 − ξn+1z)(1 − ξ∗n+1z)

(z − ξn+3)(z − ξ∗n+3)
xn+1(z) ❶❈✝✗❞♦➻❵➾ ❷
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n+3

K
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n+1

|ξn+1|2 − 2Re(ξn+1) z
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K
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K
′

n+1
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′
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′
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|ξn+1|2 − 2Re(ξn+1) z
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YN2 = (CT | ⊗ |CT )T diag(vecΦ)(B ⊗B)T ❶ ➶ ❞♦➻ ❷
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(UXV ).k = UXV.k = U
m∑

i=1

X.ivik ❶ ➶ ❞ ➁ ❷

=
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v1kU v2kU · · · vmkU
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︸ ︷︷ ︸
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❶ ➶ ❞ ➔ ❷
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v1k v2k · · · vmk

]

︸ ︷︷ ︸
(V.k)T

⊗U) vec(X) ❶ ➶ ❞ ❼ ❷
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(UXV ).2❞❞❞
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❶ ➶ ❞ Ý⑨❷
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T ⊗ U
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T ⊗ U
❞❞❞

(V.N )T ⊗ U




vec(X) ❶ ➶ ❞ ✝ ❷
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vec(HT

..n3
H..n3)

)T ❶ ➶ ❞ ➲⑨❷
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vec(BDC
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BT )
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(vec(Y..n3))
T =

(
(B ⊗B) vec(DC

n3
ΦDC

n3
))
)T ❶ ➶ ❞♦➻③➻ ❷

=
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(B ⊗B)(DC

n3
⊗DC

n3
) vec(Φ)

)T ❶ ➶ ❞♦➻❵➾ ❷
= (vec(Φ))T (DC

n3
⊗DC
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)(B ⊗B)T ❶ ➶ ❞♦➻❵➁ ❷

=
(
DC

n3
⊗DC

n3
)vec(Φ)

)T
(B ⊗B)T ❶ ➶ ❞♦➻ ➔ ❷

= (Cn3. ⊗ Cn3.)
✺✂q✬t❁✦

(vec(Φ))(B ⊗B)T ❶ ➶ ❞♦➻ ❼ ❷

✈❺➵
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3
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T
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T

❞❞❞
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T




❶ ➶ ❞♦➻ Ý⑨❷
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✺✂q✬t❁✦
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❧☛t❵✉✴q✚✉✴❥♦❤☛❣❋❪❨rts ✉✇✈②①④③⑥⑤♦⑦❱⑧⑨①⑩r❅①❷❶❸⑦✟③⑥⑤❺❹❻⑧⑨①❼r❱⑦✡✈❇❽❼⑧⑨①❼⑧⑨⑦●❽ ❝ ✭✡✉✴❤✥❤✇✉✴✭❁✭❲✈✁❤☎♠✣➄✲♣❁s❄❣✺✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣ X ❾④♣❄❣❇q❦t✙✈✁s❄❾④♣❄❣③⑦
✉✴q❦✈✁❤☛❧❇✛

∂

∂X

(
tr(QTXRT )

)
=

∂

∂X

(
tr(RXTQ)

)
= QR ❶ ❿ ❞♦➻ ❷

❣❇♠
∂

∂X

(
tr(QXRXTS)

)
= QTSTXRT + SQXR ❶ ❿ ❞ ➾ ❷

❢❤❣ ð ✓❿❾➋☛ä✎✒✑✔✓❿➀✏✓✖✕✗✓✏✘➼➱
ë✜s✏❤✇✉✴✭❁✭❲❣❇q♦q❦❣✗❾④♣❄❣✥✱❄✉✴s❄❧✟q✚✉✣✭❁❤☛❣❇✐✤❥❦♥❇❤☛❣✜❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✾✱✰♣✼✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣ä✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ⑦③q❦❣✙❧❉✐✏✉✴♠☎❤☛❥♦t✙❣✙❧

(Hn1..)
⑦
(H.n2.)

❣❇♠
(H..n3)

❧❵① r✙t❇❤☎❥♦⑧④❣❇s④♠❇✛
Hn1.. = BDA

n1
CT ❶ ❿ ❞ ➁ ❷

H.n2. = CDB
n2
AT ❶ ❿ ❞ ➔ ❷

H..n3 = ADC
n3
BT ❶ ❿ ❞ ❼ ❷

➻❳✠③➁
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✉❵⑧⑨❣✙t

DA
n1

= diag (An1.) ❶ ❿ ❞ Ý⑨❷
DB

n2
= diag (Bn2.) ❶ ❿ ❞ ✝ ❷

DC
n3

= diag (Cn3.) ❶ ❿ ❞ ✠ ❷
❢✟① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣ ✄ ❢✮➴⑨➇✡✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ➻ ✐✼❣❇♠✲➄⑩➅✄✈✁♣❁❤❅q❦❣✙❧✺✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧ A ⑦ B ❣❇♠

C
❣❇s❖✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧✇✉✴s④♠

✱②① ♣❁s❄❣❅✐✏✉✴s❁❥❦♥❀❤✇❣❃✉✴q♦♠☛❣❇❤☎s❄r✙❣❅q❦❣❇❧❂➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✥✱❁❣❅t✙✈✁❍❁♠
ηN1
1

⑦
ηN2
1

❣❇♠
ηN3
1

❧☎♣❁❥♦⑧③✉✴s⑥♠☛❣✙❧ ❞

ηN1
1 =

N1∑

n1=1

∥∥Hn1.. −BDA
n1
CT
∥∥2

F
❶ ❿ ❞ ➲⑨❷

ηN2
1 =

N2∑

n2=1

∥∥H.n2. − CDB
n2
AT
∥∥2

F
❶ ❿ ❞♦➻ ➼ ❷

ηN3
1 =

N3∑

n3=1

∥∥H..n3 −ADC
n3
BT
∥∥2

F
❶ ❿ ❞♦➻③➻ ❷

ë✜s✬✱❁r❇♠✇✉✴❥♦q♦q❦❣❇❤✇✉❃q✚✉❅✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✿✱❁❣
ηN3
1

✉❈➺❄s✾✱❁❣✥✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣✺➄➆➅✄✈✁♣❁❤✝q❦✉❅✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
C ❞ ❢❊✉❅✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥➆➇

❧✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✙❧✥✱❁❣❇♣✰✯✧✉✴♣❁♠☎❤☛❣✙❧✒➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✜❧☛❣✗➂➃❣❇❤✇✉✲✱❄❣✣q✚✉✲✐✆☎❀✐✼❣❅✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣ ❞
ë✜s❋r✙t❇❤☎❥♦♠✜✱②① ✉✴⑤▲✈✁❤☛✱✿q✚✉✳➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✺t✙✈✁❍❁♠

ηN3
1

❣❇s✿➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣
DC

n3

✉❵⑧⑨❣✙t
A
❣❇♠
B
➺❁✯❁r✙❧ ❞

ηN3
1 =

N3∑

n3=1

∥∥H..n3 −ADC
n3
BT
∥∥2

F
❶ ❿ ❞♦➻❵➾ ❷

=

N3∑

n3=1

tr
(
(H..n3 −ADC

n3
BT )T (H..n3 −ADC

n3
BT )

) ❶ ❿ ❞♦➻❵➁ ❷

=

N3∑

n3=1

tr
(
HT

..n3
H..n3

)
− 2

N3∑

n3=1

tr
(
HT

..n3
ADC

n3
BT
)

+

N3∑

n3=1

tr
(
BDC

n3
ATADC

n3
BT
) ❶ ❿ ❞♦➻ ➔ ❷

ë✜s✧t❵✉✴q❦t❇♣❁q❦❣✺q❦❣ ➀ ❤✇✉✁✱✰❥❦❣❇s④♠✗✱❁❣ ηN3
1

✭✡✉✴❤❂❤❀✉✴✭❁✭❲✈✁❤☎♠✗➄
DC

n3
❞

∇DC
n3

(
ηN3
1

)
= −2

N3∑

n3=1

∂

∂DC
n3

tr
(
HT

..n3
ADC

n3
BT
)

+

N3∑

n3=1

∂

∂DC
n3

tr
(
BDC

n3
ATADC

n3
BT
) ❶ ❿ ❞♦➻ ❼ ❷

= −2BTHT
..n3

A+ 2BTBDC
n3
ATA ❶ ❿ ❞♦➻ Ý⑨❷

= −2
(
BTHT

..n3
A−BTBDC

n3
ATA

) ❶ ❿ ❞♦➻✞✝ ❷
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❢✟① ✉✴s❁s⑥♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❆✱❁❣ ∇DC
n3

(
ηN3
1

) ✱❁✈✁s❁s❄❣✆✛

DC
n3

= (ATA)−1AT (H..n3)B(BTB)−1 ; n3 = 1, · · · , N3 ❶ ❿ ❞♦➻❳✠ ❷
❢❊✉✲✱✰❥✚✉ ➀ ✈✁s✡✉✴q❦❣❅✱❁❣ DC

n3

s❭① ❣✙❧☎♠✜✉✴♣❁♠☎❤☛❣✺❾④♣❄❣
(Cn3.)

❾④♣❁❥❭❣✙❧☎♠✒q✚✉
nème

3

q♦❥ ➀ s❄❣✺✱❁❣✗q✚✉✳✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣ C ❞ ➶✣❣✗q✚✉
✐✆☎❇✐✼❣✲✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✤✈✁s❏✐✼❣❇♠❅➄❷➅✄✈✁♣❁❤✣q❦❣✙❧✣✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧

A
❣❇♠
B
❣❇s❏✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧✇✉✴s④♠✺q❦❣✙❧✗➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✺✱❁❣✲t✙✈✁❍❁♠

ηN1
1

❣❇♠
ηN2
1 ❞

❻ ♥✒s✇➨♦➧➍♥➊➉
❢✟① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✏❣ ➻ ✐✼❣❇♠✺➄❷➅✄✈✁♣❁❤✜q❦❣✙❧✜q♦❥ ➀ s❄❣✙❧✣✱❁❣✙❧✜✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧ A ⑦ B ❣❇♠

C
❣❇s❆✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧✇✉✴s④♠✣❤☛❣✙❧☎✭▲❣✙t❀➇

♠☎❥♦⑧④❣❇✐✼❣❇s④♠✗✉✴♣✧❧☛❣❇s❄❧✥✱❁❣✙❧❂✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✜t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧✥q❴① ♣❁s❄❣❅✱❁❣✙❧✒➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✜✱❁❣✺t✙✈✁❍❁♠
ηN1
1

⑦
ηN2
1

❣❇♠
ηN3
1 ❞

DA
n1

= (BTB)−1BT (Hn1..)C(CTC)−1 n1 = 1, . . . , N1 ❶ ❿ ❞♦➻ ➲⑨❷
DB

n2
= (CTC)−1CT (H.n2.)A(ATA)−1 n2 = 1, . . . , N2 ❶ ❿ ❞ ➾ ➼ ❷

DC
n3

= (ATA)−1AT (H..n3)B(BTB)−1 n3 = 1, . . . , N3 ❶ ❿ ❞ ➾✰➻ ❷
✉❵⑧⑨❣✙t

DA
n1

= diag(An1.) ❶ ❿ ❞ ➾③➾ ❷
DB

n2
= diag(Bn2.) ❶ ❿ ❞ ➾③➁ ❷

DC
n3

= diag(Cn3.) ❶ ❿ ❞ ➾ ➔ ❷

❢❤❣➌➋ ✓❿❾➋☛ä✎✒✑✔✓❿➀✏✓✖✕✗✓✏✘❿ð
✝ ❣❇♠❋✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣③⑦❂✐✤❥❦❧✿✉✴♣◗✭▲✈✁❥➆s⑥♠✾✭✡✉✴❤✿➘✝❤☛✈✷❣❇♠✧➴④❥❦✱✰❥♦❤☛✈✁✭❲✈✁♣❁q❦✈③❧➊➍ Ý✞➎ ⑦✝♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣❆q❴① ❣❀✯✰✭❁❤☛❣✙❧☛❧☎❥❦✈✁s❘✱❁❣

q❴① ❥♦s✰➂➃✈✁❤☎✐✏✉✴♠☎❥❦✈✁s❋✱✰♣✾♠☛❣❇s❄❧☛❣❇♣❁❤✥➄❅q❴① ✉✴❥❦✱❁❣✺✱❁❣✜q✚✉❅➂❴✉✴✐✤❥♦q♦q❦❣✣✱❁❣✙❧✝✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧ {H..n3}n3=1...N3

✱❁✈✁s❁s❄r✙❣✙❧✒✭✡✉✴❤
q❴① r✙❾④♣✡✉✴♠☎❥❦✈✁s ❶➃➁✰❞ Ý⑨❷ ✛

H..n3 = ADC
n3
BT ❶ ❿ ❞ ➾ ❼ ❷

ë✜s❏♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛❣❃q✚✉✼➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✩✱❁❣✳t✙✈✁❍❁♠
ηN3
1

✱❁r♠➅☎➄✼♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧☛r✙❣✲✱❄✉✴s❄❧✗q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣ ➻③❞ ë✜s❆✐✼❣❇♠❅➄❷➅✄✈✁♣❁❤
q❦❣✙❧✝✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧

A
⑦
B
❣❇♠
C
❣❇s✾✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧✇✉✴s④♠✥t✙❣❇♠☎♠☛❣✗✐✆☎❇✐✼❣✜➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❭⑦⑥❤☛❣✙❧☎✭❲❣✙t❇♠☎❥♦⑧④❣❇✐✼❣❇s④♠❂✭✡✉✴❤✝❤✇✉✴✭❄✭❲✈✁❤☎♠

➄
A
⑦
B
❣❇♠
DC

n3
❞
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➴⑥✈✁❥♦♠
Zn3 = BDC

n3
= (DC

n3
BT )T . ❶ ❿ ❞ ➾ Ý⑨❷

❢❊✉✳➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣❅t✙✈✁❍❁♠
ηN3
1

❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠✗✉✴q❦✈✁❤☛❧✜✛
ηN3
1 =

N3∑

n3=1

∥∥H..n3 −ADC
n3
BT
∥∥2

F
❶ ❿ ❞ ➾❱✝ ❷

=

N3∑

n3=1

∥∥H..n3 −AZT
n3

∥∥2

F
❶ ❿ ❞ ➾✟✠ ❷

=

N3∑

n3=1

tr
(
(H..n3 −AZT

n3
)T (H..n3 −AZT

n3
)
) ❶ ❿ ❞ ➾ ➲⑨❷

❶ ❿ ❞ ➁ ➼ ❷
➴⑥✈✁❥♦♠ ∇AT

(
ηN3
1

) q❦❣ ➀ ❤✇✉✁✱✰❥❦❣❇s⑥♠✜✱❁❣ ηN3
1

✭✡✉✴❤✥❤✇✉✴✭❁✭❲✈✁❤☎♠✣➄
AT ❞

∇AT

(
ηN3
1

)
= −2

N3∑

n3=1

∂

∂AT
tr
(
Zn3A

TH..n3

) ❶ ❿ ❞ ➁✰➻ ❷

+

N3∑

n3=1

∂

∂AT
tr
(
Zn3A

TAZT
n3

) ❶ ❿ ❞ ➁③➾ ❷

= −2

N3∑

n3=1

ZT
n3
HT

..n3
+ 2

N3∑

n3=1

ZT
n3
Zn3A

T ❶ ❿ ❞ ➁③➁ ❷

= −2

(
N3∑

n3=1

ZT
n3
HT

..n3
−

N3∑

n3=1

ZT
n3
Zn3A

T

)

❶ ❿ ❞ ➁ ➔ ❷
❢✟① ✉✴s❁s⑥♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❏✱❁❣ ∇AT

(
ηN3
1

) ✱❁✈✁s❁s❄❣✺q✚✉✳✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
A
❧☎♣❁❥♦⑧③✉✴s④♠☛❣✆✛

A =

(
N3∑

n3=1

H..n3BD
C
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
BTBDC

n3

)−1

❶ ❿ ❞ ➁ ❼ ❷

✱❁❣✺q✚✉✳✐✆☎❇✐✼❣❅✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣❅❣❇s❆✉✴s❁s④♣❁q✚✉✴s⑥♠✥q❦❣ ➀ ❤✇✉✁✱✰❥❦❣❇s④♠ ∇B

(
ηN3
1

) ✉❵⑧⑨❣✙t
A
❣❇♠
C
➺❁✯❁r✙❧❵⑦❁✈✁s✿♠☛❤☛✈✁♣❁⑧⑨❣✆✛

B =

(
N3∑

n3=1

HT
..n3

ADC
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
ATADC

n3

)−1

❶ ❿ ❞ ➁ Ý⑨❷
✚❬✈✁♣❁❤✺q❦❣✤t❵✉✴q❦t❇♣❁q✹✱❁❣

C
⑦②✈✁s✩❤☛❣❇✭❁❤☛❣❇s❄✱❏q✚✉✬✐✆☎❇✐✼❣✼✱❁r❇✐✼✈✁s❄❧☎♠☎❤✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✩➂❴✉✴❥♦♠☛❣✤✱❄✉✴s❄❧✣q❴① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣ ➻③❞ ❿❉s

✉✴s❁s⑥♣❁q✚✉✴s⑥♠ ∇DC
n3

(
ηN3
1

) ✈✁s✧✈✁⑤❁♠☎❥❦❣❇s④♠❇✛
DC

n3
= (ATA)−1AT (H..n3)B(BTB)−1 ; n3 = 1, · · · , N3 ❶ ❿ ❞ ➁❱✝ ❷
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❻ ♥✒s✇➨♦➧➍♥➊➉
❢✟① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✏❣ ➾ ✐✼❣❇♠✺➄❷➅✄✈✁♣❁❤✗q❦❣✙❧✗✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧ A ⑦ B ❣❇♠✗q❦❣✙❧✗q♦❥ ➀ s❄❣✙❧✣✱❁❣❃q✚✉✏✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣ C ❣❇s❆✐✤❥♦s❁❥➆➇

✐✤❥❦❧✇✉✴s⑥♠✗✉✴♣❋❧☛❣❇s❄❧✥✱❁❣✙❧❂✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✜t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧✥q✚✉✳✐✆☎❇✐✼❣✺➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣✺t✙✈✁❍❁♠
ηN3
1 ❞

A =

(
N3∑

n3=1

H..n3BD
C
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
BTBDC

n3

)−1

❶ ❿ ❞ ➁✟✠ ❷

B =

(
N3∑

n3=1

HT
..n3

ADC
n3

)(
N3∑

n3=1

DC
n3
ATADC

n3

)−1

❶ ❿ ❞ ➁ ➲⑨❷
❣❇♠

DC
n3

= (ATA)−1AT (H..n3)B(BTB)−1 ; n3 = 1, · · · , N3 ❶ ❿ ❞ ➔ ➼ ❷

❢❤❣➑➐ ✓❿❾➋☛ä✎✒✑✔✓❿➀✏✓✖✕✗✓✏✘ ➋

✝ ❣❇♠❃✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❣✼✉✬r❇♠☛r✳✐✤❥❦❧✺✉✴♣❏✭▲✈✁❥♦s④♠✺✭✡✉✴❤➓➒✣✉✴❤☛❧☎❽❁✐✏✉✴s➔➍ ➾ Ý✞➎ ❣❇♠✣✭✡✉✴❤ ✝ ✉✴❤✇✈✁q➆q✟❣❇♠ ✝ ❽✡✉✴s ➀ ➍ ➻❵➾ ➎ ❞
ë✜s✤❤☛❣❇✭❁❤☛❣❇s❄✱✤q✚✉✗✱❁r❀➺❄s❁❥♦♠☎❥❦✈✁s✏✱❁❣✙❧❉✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧

HN1

⑦
HN2

❣❇♠
HN3

✱❁❣✒✱❁❥➆✐✼❣❇s❄❧☎❥❦✈✁s❄❧✟❤☛❣✙❧☎✭❲❣✙t❇♠☎❥♦⑧④❣✙❧
(N1×

N2N3)
⑦
(N2 ×N1N3)

❣❇♠
(N3 ×N1N2) ❞

HN1 =
[
H..1 H..2 · · · H..N3

] ❶ ❿ ❞ ➔ ➻ ❷
HN2 =

[
H1.. H2.. · · · HN1..

] ❶ ❿ ❞ ➔ ➾ ❷
HN3 =

[
H.1. H.2. · · · H.N2.

] ❶ ❿ ❞ ➔ ➁ ❷
➴⑥❣❇q❦✈✁s✬q✚✉❅✱❁❣❇♣✰✯✰❥❦♥❇✐✼❣✥❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s⑥♠✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✬✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t❇❥❦❣❇q♦q❦❣✗✱✰♣✏✐✼✈⑥✱❁♥❇q❦❣⑦✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝ ❣❇♠✝❣❇s✏♣❁♠☎❥♦q♦❥❦❧✇✉✴s⑥♠✹q❦❣

✭❁❤☛✈⑥✱✰♣❁❥♦♠✜✱❁❣ î ❽✡✉✴♠☎❤☎❥➆➇✸❙✗✉✁✈ (| ⊗ |) ⑦✰q❦❣✙❧❂✐✏✉✴♠☛❤☎❥❦t❇❣✙❧ HN1

⑦
HN2

❣❇♠
HN3

❧❵① r✙t❇❤☎❥♦⑧⑨❣❇s⑥♠✜t✙✈✁✐✤✐✼❣❅❧☎♣❁❥♦♠✜✛

HN1 = A(C| ⊗ |B)T ❶ ❿ ❞ ➔➳➔ ❷
HN2 = B(A| ⊗ |C)T ❶ ❿ ❞ ➔ ❼ ❷
HN3 = C(B| ⊗ |A)T ❶ ❿ ❞ ➔ Ý⑨❷
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➶✣r❀➺❄s❁❥❦❧☛❧☛✈✁s❄❧❂✐✏✉✴❥♦s④♠☛❣❇s✡✉✴s⑥♠✜q❦❣✙❧✒➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✜✱❁❣✺t✙✈✁❍❁♠
ηN1
2

⑦
ηN2
2

❣❇♠
ηN3
2

➄✳✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧☛❣❇❤❇✛
ηN1
2 =

∥∥HN1 −A(C| ⊗ |B)T
∥∥2

F
❶ ❿ ❞ ➔ ✝ ❷

ηN2
2 =

∥∥HN2 −B(A| ⊗ |C)T
∥∥2

F
❶ ❿ ❞ ➔ ✠ ❷

ηN3
2 =

∥∥HN3 − C(B| ⊗ |A)T
∥∥2

F
❶ ❿ ❞ ➔ ➲⑨❷

❧☛✈✁❥♦♠
ΨN1 = (C| ⊗ |B)

⑦❁q✚✉❃➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s✧✱❁❣❅t✙✈✁❍❁♠
ηN1
2

❧❵① r✙t❇❤☎❥♦♠❇✛
ηN1
2 =

∥∥HN1 −AΨT
N1

∥∥2

F
❶ ❿ ❞ ❼③➼ ❷

= tr
(
(HN1 −AΨT

N1
)T (HN1 −AΨT

N1
)
) ❶ ❿ ❞ ❼ ➻ ❷

❶ ❿ ❞ ❼ ➾ ❷
➴⑥✈✁❥♦♠ ∇AT

(
ηN1
2

) q❦❣ ➀ ❤✇✉✁✱✰❥❦❣❇s⑥♠✜✱❁❣ ηN1
2

✭✡✉✴❤✥❤✇✉✴✭❁✭❲✈✁❤☎♠✣➄
AT ❞

∇AT

(
ηN1
2

)
= −2

(
ΨT

N1
HT

N1
− ΨT

N1
ΨN1A

T
) ❶ ❿ ❞ ❼ ➁ ❷

❢✟① ✉✴s❁s⑥♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❏✱❁❣ ∇AT

(
ηN1
2

) ✱❁✈✁s❁s❄❣✺q✚✉✳✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
A
❧☎♣❁❥♦⑧③✉✴s④♠☛❣✆✛

A = HN1ΨN1(Ψ
T
N1

ΨN1)
−1 ❶ ❿ ❞ ❼ ➔ ❷

➶✣❣✣q✚✉❃✐✆☎❇✐✼❣✺✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣✺❣❇s✿✭❲✈③❧✇✉✴s⑥♠
ΨN2 = (A| ⊗ |C)

❣❇♠
ΨN3 = (B| ⊗ |A)

❣❇♠✥❣❇s✧✉✴s❁s④♣❁q✚✉✴s⑥♠❂q❦❣✙❧
➀ ❤✇✉✁✱✰❥❦❣❇s⑥♠☛❧ ∇BT

(
ηN2
2

) ❣❇♠ ∇CT

(
ηN3
2

) ✈✁s❋♠☎❤☛✈✁♣❁⑧⑨❣✆✛
B = HN2ΨN2(Ψ

T
N2

ΨN2)
−1 ❶ ❿ ❞ ❼③❼ ❷

C = HN3ΨN3(Ψ
T
N3

ΨN3)
−1 ❶ ❿ ❞ ❼ Ý⑨❷

❻ ❶✱➧➍t✧❻●→❹➨❅❶➣➉
✄ ➺❄s❆✱②① r❇⑧⑥❥♦♠☛❣❇❤✗q✚✉✤✐✏✉✴s❁❥♦✭❁♣❁q✚✉✴♠☎❥❦✈✁s❚✱✰♣✧✭❁❤☛✈⑥✱✰♣❁❥♦♠✣✱❁❣ î ❽✡✉✴♠☎❤☛❥ ➇✸❙✗✉✁✈↔➍ ➾ Ý✞➎ ⑦✏➍ ➻❵➾ ➎ ⑦❲✈✁s❆✭❲❣❇♣❁♠✣t❵✉✴q❦t❇♣❁q❦❣❇❤

✉✴♣❁♠☎❤✇❣❀✐✼❣❇s⑥♠✜q❦❣✙❧❂✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣✙❧
(HN1ΨN1)

❣❇♠
(ΨT

N1
ΨN1)

✭❲✈✁♣❁❤✥✐✼❣❇♠☎♠☎❤☛❣✳➄✓➅✄✈✁♣❁❤❂q✚✉✲✐✏✉✴♠☎❤☎❥❦t✙❣
A ❞↕ ♥✱➧➍❧✮①❅s✥✈✉❻⑨t✹✈✇q✬❧✮①➙➉

HN1ΨN1 = HN1(C| ⊗ |B) ❶ ❿ ❞ ❼ ✝ ❷
=

[
H..1 · · · H..N3

] [
C.1 ⊗B.1 · · · C.P ⊗B.P

] ❶ ❿ ❞ ❼ ✠ ❷

=
[
H..1 · · · H..N3

]





c11B.1 · · · c1PB.P❞❞❞ ❞❞❞
cN31B.1 · · · cN3PB.P




❶ ❿ ❞ ❼ ➲⑨❷
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✱❁✈✁s❄t

HN1ΨN1 = H..1BD
C
1 +H..2BD

C
2 + · · · +H..N3BD

C
N3

❶ ❿ ❞ Ý ➼ ❷
❣❇♠

ΨT
N1

ΨN1
= (C| ⊗ |B)T (C| ⊗ |B) ✢➜➛ Ò Ø❵Ñ❄✣
=





(C.1)
T ⊗ (B.1)

TÒÒÒ
(C.P )T ⊗ (B.P )T





(
C.1 ⊗B.1 · · · C.P ⊗B.P

) ✢➜➛ Ò Ø❇Ù ✣

=





(C.1)
TC.1 ⊗ (B.1)

TB.1 · · · (C.1)
TC.P ⊗ (B.1)

TB.PÒÒÒ
· · ·

ÒÒÒ
(C.P )TC.1 ⊗ (B.P )TB.1 · · · (C.P )TC.P ⊗ (B.P )TB.P




✢➜➛ Ò Ø❀Ô✤✣

=





((C.1)
TC.1)((B.1)

TB.1) · · · ((C.1)
TC.P )((B.1)

TB.P )ÒÒÒ
· · ·

ÒÒÒ
((C.P )TC.1)((B.P )TB.1) · · · ((C.P )TC.P )((B.P )TB.P )




✢➜➛ Ò Ø✇Ö✥✣

= (CT
C) ◦ (BT

B) ✢➜➛ Ò Ø❇å ✣
= (BT

B) ◦ (CT
C) ✢➜➛ Ò Ø❀Ø✤✣

✈❺➵❋q❴① ✈✁✭❲r❇❤✇✉✴♠☛❣❇♣❁❤ ◦ ❤☛❣❇✭❁❤☛r✙❧☛❣❇s④♠☛❣❅q❦❣✣✭❁❤☛✈⑥✱✰♣❁❥♦♠✜✱❁❣❷➒✣✉✁✱❄✉✴✐✏✉✴❤☛✱ ❞
➶✣❣✺q✚✉✳✐✆☎❇✐✼❣✺✐✏✉✴s❁❥❦♥❇❤☛❣❃✈✁s✿✭▲❣❇♣❁♠✜t❵✉✴q❦t❇♣❁q❦❣❇❤

HN2ΨN2

⑦
ΨT

N2
ΨN2

⑦
HN3ΨN3

❣❇♠
ΨT

N3
ΨN3

❧✇✉✴s❄❧
✭✡✉✁❧☛❧☛❣❇❤❂✭✡✉✴❤✥q❦❣✺✭❁❤☛✈④✱✰♣❁❥♦♠✗✱❁❣ î ❽✡✉✴♠☎❤☎❥➆➇✸❙✗✉✁✈ ❞

❻ ♥✒s✇➨♦➧➍♥➊➉
❢✟① ✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✏❣ ➁ ✐✼❣❇♠✗➄✓➅✄✈✁♣❁❤❂q❦❣✙❧❂✐✏✉✴♠☛❤☎❥❦t❇❣✙❧ A ⑦ B ❣❇♠

C
❣❇s❋✐✤❥♦s❁❥♦✐✤❥❦❧✇✉✴s④♠✜❤☛❣✙❧☎✭❲❣✙t❇♠☎❥♦⑧④❣❇✐✼❣❇s④♠✣✉✴♣

❧☛❣❇s❄❧✥✱❁❣✙❧❂✐✼✈✁❥♦s❄✱✰❤☛❣✙❧✜t❵✉✴❤☎❤☛r✙❧✥q❦❣✙❧✒➂➃✈✁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧✜✱❁❣❅t❇✈✁❍❄♠
ηN1
2

⑦
ηN2
2

❣❇♠
ηN3
2 ❞

ΨN1 = (C| ⊗ |B) =⇒ A = HN1ΨN1(Ψ
T
N1

ΨN1)
−1 ❶ ❿ ❞ Ý ✝ ❷

ΨN2 = (A| ⊗ |C) =⇒ B = HN2ΨN2(Ψ
T
N2

ΨN2)
−1 ❶ ❿ ❞ Ý ✠ ❷

ΨN3 = (B| ⊗ |A) =⇒ C = HN3ΨN3(Ψ
T
N3

ΨN3)
−1 ❶ ❿ ❞ Ý➳➲⑨❷



➻ ➲ ➼ Þ⑦ß⑦ß⑦à❊➣✗à☞àäâ❥ç♦ã✜ê✩é æ ❬Ûê✩ãäí✪à æ ë✗à❤➁✓☛ Þ✓➁➃➂✜ê✩ãäé✥ç✏➄⑦í✪à↕Þ✓➁ æ �rå✮Þ⑦ãäÞ✓❬✹Þ➭á



➷ ❫✂➑➇❩❊❫✂❚➅➽➅❞❡➃➾❢➝❵❨❫✂❵

➍ ➻ ➎ ✄ ❞ ✄ q♦✭❲❣❇❤ ❞✍➞ ✄ t✙✈✁s❄❧☎❥❦✱❁❣❇❤✇✉✴♠☎❥❦✈✁s✼✈✴➂❲♠☎❽❄❣✝✱❁❥♦❧☛t❇❤☛❣❇♠☛❣✒➵✣✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✗❧☛❣❇❤☎❥❦❣✙❧ ➞✁❞■➟➡➠➢➠➢➠❲➤ ⑤➡⑦✡✈❇❽ ❫✇➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧➨ ➧✡✈❘③⑥⑤♦➧✡➩➆⑦ ➻ ➼ ❶➃➁ ❷ ✛ ➁③➾③➾✇Ü⑥➁③➾❱✝ ⑦ ➻ ➲➳Ý ❼ ❞
➍ ➾ ➎❼➫ ❞ ➹ ❞ ï ❞ ③❊❣❇s✏➘✒❣❇❤ ➀ ❣✜✉✴s❄✱❸➒ ❞ ✄ ❞ ❢ ❞⑨î ❥❦❣❇❤☛❧ ❞❪➞ ➴⑥✈✁✐✼❣❂♣❁s❁❥❦❾④♣❄❣❇s❄❣✙❧☛❧✟❤☛❣✙❧☎♣❁q♦♠☛❧❬➂➃✈✁❤✞✚ ✄ ❙ ✄ ï ✄ ✝❂➾❇➞✁❞➭➯❽❺➲❱⑧❺➳➦➧✡❶➵①➸③⑥⑤❺❹➻➺✡⑦③⑦ Ý ➻ ✛ ➻❵➾③➁✇Ü✡➻❵➁③➾ ⑦ ➻ ➲➳➲➳Ý ❞
➍ ➁ ➎ ➴ ❞ ✄ ❞ ➘✝❥♦q♦q♦❥♦s ➀ ❧ ❞➓➞✤✦ ✱❁❣❇s④♠☎❥➆➺✡t❵✉✴♠☎❥❦✈✁s❏✈✴➂❉s❄✈✁s❁q♦❥♦s❄❣❵✉✴❤✣❧☎⑩✰❧☎♠☛❣❇✐✼❧✒➇✒✉✤❧☎♣❁❤☎⑧④❣❇⑩ ➞✁❞➼➟➡➠➢➠ ➭➃⑤➡➧❳⑧❺①♦①♦r✡❹➽✈✇➾●❽④➚

➭➆⑦✡⑤➸③➶➪❅⑦ ➻❵➾❱✝✰❶ Ý⑨❷ ✛ ➾❱✝✁➾✇Ü⑥➾✟✠ ❼✰⑦ ➻ ➲ ✠ ➼ ❞
➍ ➔ ➎ ➴ ❞ ➘✒✈❵⑩✰✱✼✉✴s❄✱✼❢ ❞ ë ❞✱✝ ❽⑥♣✡✉ ❞❪➞ ï✡✉✁✱✰❥♦s ➀ ✐✼❣❇✐✼✈✁❤☎⑩✼✉✴s❄✱✤♠☎❽❄❣✒✭❁❤✇✈✁⑤❁q❦❣❀✐ ✈✴➂❭✉✴✭❁✭❁❤☛✈✙✯✰❥♦✐✏✉✴♠☎❥♦s ➀ s❄✈✁s❁q♦❥➆➇

s❄❣❵✉✴❤✮✈✁✭❲❣❇❤✇✉✴♠☛✈✁❤☛❧t➹❂❥♦♠☎❽❅➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❂❧☛❣❇❤☎❥❦❣✙❧ ➞✁❞❅➟➡➠➢➠➢➠➙➤ ⑤ ❫ ➨ ❹➽⑤➡⑧➸✉✇❹⑥③➽❽➼⑦✡✈➘r➷➴❘➲●❽➸③➌①❺❶❼❽❇⑦ ➁③➾❅❶✄➻③➻ ❷ ✛ ➻③➻ ❼③➼ Ü
➻③➻✞✝⑥➻ ⑦ ➻ ➲ ✠ ❼ ❞

➍ ❼ ➎❼➬ ❞ ➘✝❤☛✈ ❞❸➮➑➱ ✉✇➩✃③⑥❹➽➚➌❐➯⑦✡➲ ➥ ✈➘⑦✡➩ ➲●❽❺❹➻❽❩❹➽✈✒③➽➳❇①✆❒✍➧✞➧❳r ➟ ✈➘r✡✉❅❽➸③⑥⑤❺➲❰❮ ➱ ➧✞r❅①❺➩ ❽⑨Ï ➥ ➩ ➾❱➧✡⑤❺❹⑥③➽➳❅❶❼❽❷⑦✡✈❇❽ ➥➃Ð❱Ð ➩ ❹➽➚⑧⑨⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇❽ ➮➽❞ ✚❉❽❄➶❐♠☎❽❄❣✙❧☎❥❦❧❵⑦✧❆✜s❁❥♦⑧④❣❇❤☛❧☎❥♦♠✸⑩✾✈✴➂ ✄ ✐✼❧☎♠☛❣❇❤♦Ñ❄✉✴✐➫➇➯➒✗✈✁q♦q✚✉✴s■Ñ②⑦ ➻ ➲➳➲ ✠✰❞
➍ Ý✞➎❼➬ ❞ ➘✝❤☛✈✏✉✴s■Ñ➴✿ ❞ ➶ ❞ ➴④❥➜Ñ✰❥♦❤☛✈✡Ò❲✈✁♣❁q❦✈③❧ ❞➓➞ ❢❭❣❵✉✁❧☎♠✜❧☛❾④♣✡✉✴❤☛❣✙❧✗✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐✼❧✜♣❁s■Ñ❁❣❇❤✥♣❄s❁❥♦✐✼✈❅Ñ❄✉✴q♦❥♦♠➽⑩✧✉✴s■Ñ

s❄✈✁s✰➇❴s❄❣ ➀ ✉✴♠☎❥♦⑧⑥❥♦♠➽⑩✿t✙✈✁s❄❧☎♠☎❤❀✉✴❥➆s⑥♠☛❧ ➞✁❞➷Ó ➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩✏➧➡Ô ➨ ➳❇①❺❶❸➧✡❶➵①➸③⑥⑤❺❹❻⑧❺❽❇⑦ ➻❵➾✿❶ ➔ ❷ ✛ ➾③➾③➁✇Ü⑥➾ ➔ ✝ ⑦ ➻ ➲➳➲ ✠✰❞
➍ ✝ ➎ ➵ ❞ ➘✝❤☛✈✁✐✏✉✴sP✉✴s■Ñ✕➹ ❞ ➫ ❞ ➴⑥❽❄❣❇s❄❧✇✉ ❞Õ➞ ✄ t✙✈✁✐ÖÒ✡✉✁t❇♠❋✉✴q ➀ ✈✁❤☎❥♦♠☎❽❁✐ ➂➃✈✁❤✬♠☎❽❄❣✧❥♦s④♠☛❣❇❤☛❧☛❣✙t❇♠☎❥❦✈✁s■✉✴s■Ñ

✉●Ò❇Ò❁❤☛✈❳×✰❥♦✐✏✉✴♠☎❥❦✈✁s✍✈✴➂⑧✿✥➇➌Ñ✰❥♦✐✼❣❇s⑥♠☎❥❦✈✁s✡✉✴q➃Ò▲✈✁q♦⑩⑥♠☛✈✡Ò❲❣✙❧ ➞✁❞↔➱ ⑦✟③➽➳❇①❺❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧❺❽Ø⑦✡✈➘r ➨ ➧✡❶ Ð ✉➦③➌①❺⑤⑨❽➵❹➽✈Ù➴❘❹➽➚
❶⑩✉✇➩Ú⑦✟③⑥❹❻➧✡✈✡⑦ ➁③➾ ✛ ➔ Ý➳➲ Ü ➔ ✠ ➼✰⑦ ➻ ➲➳➲ ➼ ❞

➍ ✠ ➎ ✚ ❞ ❼ ❞ ➘✝❤☛✈④✈✁✐✼❣ ❞➵➞ ➶✗❥❦❧☛t❇❤☛❣❇♠☛❣✲✈✁❤☎♠☎❽❄✈✁s❄✈✁❤☎✐✏✉✴q✟❧☛❣✙❾④♣❄❣❇s❄t✙❣✙❧ ➞✁❞ÖÓ ➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩➢➧➡Ô❼③➽➳❇①Ö⑦●❽⑨❽Û➧✞⑧➸❹❻⑦✟③⑥❹❻➧✡✈➵Ô➸➧✡⑤⑧⑨➧✡❶ Ð ✉➦③⑥❹➽✈✇➾➵❶❸⑦❱⑧❺➳❅❹➽✈②①❺⑤❺➲③⑦ ➻❵➾❋❶➃➾ ❷ ✛ ➻ ❼ ➻ Ü✡➻ Ý ✠ ⑦ ➻ ➲➳Ý ❼ ❞
➍ ➲✞➎❼➬ ❞ ➫ ❞ ì ❞ ➘ ❞✱✝ ✉✴✐ÖÒ▲❣❇q♦q❦✈❁⑦✼❼ ❞ ✄ ✐✏✉✴❤✇✉✴q❴⑦⑥✉✴s■Ñ✬ì ❞ ï❲✉✙⑧⑥❥❦❣❇❤ ❞➶➞ ë✆Ò❁♠☎❥♦✐✏✉✴q❲❣❺×➦Ò✡✉✴s✡❧☎❥♦✈✁s✡❧✹✈✴➂ÜÑ✰❥❦❧☛t❇❤☛❣❇♠☛❣❀➇

♠☎❥♦✐✼❣✺➵✣✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✲✐✼✈✇Ñ❁❣❇q❦❧✥♣❄❧☎❥♦s ➀ ❢❊✉ ➀ ♣❄❣❇❤☎❤☛❣✺➂ ♣❁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧ ➞✁❞➃➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧♦⑦③⑦ ➔ ➼✳✛ ✠✰➻ ❼ Ü✇✠③➾③➾ ⑦ ➾ ➼③➼ ➔ ❞
➍ ➻ ➼ ➎❼➬ ❞ ➫ ❞ ì ❞ ➘ ❞✧✝ ✉✴✐ÖÒ▲❣❇q♦q❦✈❁⑦✹❼ ❞✧✝✗❞ ✄ ✐✏✉✴❤✇✉✴q❴⑦❁✉✴s■Ñ❋ì ❞ ï❲✉✙⑧⑥❥❦❣❇❤ ❞➼➞ ë✆Ò❁♠☎❥♦✐✏✉✴q❭❢❊✉ ➀ ♣❄❣❇❤☎❤☛❣✺❧☛❣❇❤☎❥❦❣✙❧✒❣❺×⑥➇Ò✡✉✴s❄❧☎❥❦✈✁s✿✈✴➂✏Ñ✰❥❦❧☛t❇❤☛❣❇♠☛❣✜➵✹✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉❃✐✼✈❅Ñ❁❣❇q❦❧ ➞✁❞❅✦ s ➠ ➨➆➨ s Ý➦Þ❱Þ❱ß✞Ï ➠ ✉✇⑤♦➧ Ð ①♦⑦✡✈ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩ ➨ ➧✡✈✞ÔÛ①❺⑤♦①❺✈➘⑧❺①❇⑦

Ò✡✉ ➀ ❣✙❧ ➾❱✝✁➾✇Ü⑥➾❱✝✟✝ ⑦▲➴⑥❣➸Ò❁♠☛❣❇✐❃⑤▲❣❇❤ ➾ ➼③➼ ➻③❞
➻ ➲ ➻



➻ ➲ ➾ ï é ï ➁❹é✥ê➓➂ÛãäÞ⑦å➢➄⑦éîà

➍ ➻③➻ ➎⑩➬ ❞ ➫ ❞ ì ❞ ➘ ❞Û✝ ✉✴✐ÖÒ▲❣❇q♦q❦✈❁⑦✥ì ❞ ï✡✉❵⑧⑥❥❦❣❇❤❵⑦✝✉✴s■Ñ↕❼ ❞④✝✗❞ ✄ ✐✏✉✴❤✇✉✴q ❞à➞ ë✆Ò❁♠☎❥♦✐✏✉✴q✺❣❺×➦Ò✡✉✴s❄❧☎❥❦✈✁s❄❧✾✈✴➂Ñ✰❥❦❧☛t❀❤✇❣❀♠✇❣✇➇❴♠☛❥➆✐✼❣✳➵✣✈✁q♦♠☛❣❇❤☎❤✇✉✼✐✼✈✇Ñ❁❣❇q❦❧✗♣❄❧☎❥♦s ➀ ❢❊✉ ➀ ♣❄❣❇❤☎❤☛❣❃➂ ♣❁s❄t❇♠☎❥❦✈✁s❄❧ ➞✁❞ä✦ s ➟ ❒ ➥ ➨ ➴❘➲✡❶ ÐÜá ➴➃âÜ➴ ➟ ➪❩Ïã➆➧✟③❻③➌①❺⑤➡r❱⑦✡❶❼Ï ➤ ➳❇①✓ä④①➸③➽➳❇①❺⑤❺➩Ú⑦✡✈➘r●❽❇⑦❇Ò❘å ➀❱æÛç ➻ ❼ ➻ Ü✡➻ Ý ✠ ⑦ ➾ ➼③➼ ➁➦è
➍ ➻❵➾ ➎⑩➫ è ➶ è✟✝ å●é➡é♦ê✡ëÚë✍å●ì■Ñ ➫ è ➫ è✧✝ ❽❘å●ì ➀ è➃➞ ✄ ì❘å●ëÚí ç➡î➜ç ê✴➂ î ì■Ñ îÚï✇î Ñ➦ð❘å●ëÜÑ î ➅ æ é æ ì■ñ æÛç➃î ì❰ò❼ð❇ëÚó î Ñ î ò æ ì ç➡î ê✴➇ì❘å●ë ç ñ❳å●ë î ì ➀Öï✇î åÖå●ì➴✿✥➇➑➹➆åÛí ➀❱æ ì æ é⑨å●ë î ❃✞å●ó î ê✡ìôê✴➂❉❿➢ñ♦õ✟å●é➡ó✄➇❻ö➓ê✡ð❇ì ➀ Ñ æ ñÛê✡òÖÒ➘ê ç➡î ó î ê✡ì ➞✡è ➭➯❽❺➲❱⑧❺➳➦➧✡➚❶➵①➸③⑥⑤❺❹➻➺✡⑦✟÷ ➁✟ø ✛ ➾✟✠③➁✇Ü⑥➁✰➻ ➲ ÷ ➻ ➲ ✝ ➼ è
➍ ➻❵➁ ➎ ì è ➫ è❷✝ ë➜ê❳➹ æÛç è➓➞✉✝➯ù ê î ñ æ ê✴➂➶ó ù æ ó î ò æ ➇ ç ñ❳å●ë î ì ➀ ➂➑å✡ñ➸ó♦ê✡é✥➂❻ê✡é➷ë î ì æ å●é ç í ç ó æ òúå●Ò❇Ò❇é⑨êÛ× î ò➵å●ó î ê✡ì ç

ð ç➡î ì ➀ ê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë②ûtå ➀ ð æ é➡é æ ➂➽ð■ì■ñ➸ó î ê✡ì ç ➞✡è✍➟➡➠➢➠➢➠❿➤ ⑤♦⑦✡✈❇❽ á❇➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷ ➻ ➼è✛ ➔ ✠❱✝✉Ü➔ ✠ ➲ ÷ ➻ ➲➳Ý ø➦è
➍ ➻ ➔ ➎ ì è♦✝ ê ç ó⑨å❈➇✄ë✆ë îÚï❱æ➸î é⑨å➦÷❅❼ è ✄ ò➵å●é⑨å●ë➑÷❬ì è ï➘å ï✇î➜æ é❳÷✏å●ì■Ñ✷ì è ➶✓ð❇ò❸ê✡ì❅ó è➊➞✉✝ ê✡ì ç ó➡é⑨å î ì æ Ñ✽é♦ê✡ü❇ð ç óÒ❇é æ Ñ î ñ➸ó îÚï❱æ ñÛê✡ì✇ó➡é♦ê✡ëÚë æ é❅➂❻ê✡é➓ð❇ì■ñ æ é➡ó⑨å î ì✽Ò❇é♦ê❅ñ æÛç♦ç♦æÛç ò❸ê✇Ñ æ ë æ Ñ➣ü✇í↔ê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë ç♦æ é î➜æÛç ➂⑥ð❇ì■ñ❀➇ó î ê✡ì ç ➞✡è➯➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧♦⑦✟÷ ➁ Ý☞ý ➔✇þ ✛ ø Ý✟ÿ Ü✇ø❱✝✁➾ ÷ ➾ ➼③➼③➼ è
➍ ➻❳ø ➎ ✄ è❷✝✓è Ñ æ ì❏➘➃é î ì❇õ æ é è❼➞ ë✆Ò❇ó î ò➵å●ë î ó➌íôñÛê✡ì■Ñ î ó î ê✡ì ç✁� ê✡é➓å ç Ò æ ñ î ➺❘ñ❼ñ➸ë➻å ç♦ç ê � ó➡é➡ð❇ì■ñ❳å●ó æ Ñ î å●ð❇ó②❃

ç♦æ é îÚæÛç ➞✡è➼➟➡➠➢➠➢➠Õ➤ ⑤ á ➨ ❹➽⑤➡⑧➸✉✇❹⑥③➽❽④⑦✡✈➘r❸➴❘➲●❽➸③➌①❺❶❼❽➓➚ ➟➡➟✆➥ ✈➘⑦✡➩Ú➧⑨➾Ø⑦✡✈➘r⑩➪➓❹Ú➾✡❹⑥③➑⑦✡➩Ü➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩➘➭➃⑤♦➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷Ý✟ÿ ý ✠ þ ✛ ø ➲ ✝✉Ü✇ø ➲➳➲ ÷ ➻ ➲➳➲➳Ý è
➍ ➻ Ý✞➎ ✄ è✹✝✓è Ñ æ ì✿➘➃é î ì❇õ æ é❳÷✰ï è ✚ è ✄ è ➘ æ ì■Ñ æ é ç ÷❇å●ì■Ñ⑥③ è ë è æ ➴ î ë ï å è➃➞ ë✆Ò❇ó î ò➵å●ë î ó➌íØñÛê✡ì■Ñ î ó î ê✡ì ç✂� ê✡éó➡é➡ð❇ì■ñ❳å●ó æ Ñ î å●ð❇ó②❃ ç♦æ é î➜æÛç ➞✡è❸➟➡➠➢➠➢➠ú➤ ⑤ á ➨ ❹➽⑤♦⑧➸✉✇❹⑥③➽❽❸⑦✡✈➘rØ➴❘➲●❽➸③➌①❺❶❼❽⑩➚ ➟♦➟➓➥ ✈➘⑦✡➩Ú➧♦➾ô⑦✡✈➘rØ➪➓❹Ú➾✡❹⑥③➑⑦✡➩➴❘❹✃➾✟✈➘⑦●➩②➭➃⑤➡➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷ ÿ ➔ ý ➾ þ ✛ ➻③➻✞✝✉Ü✡➻❵➾③➾ ÷ ➻ ➲➳➲➳Ý è
➍ ➻✞✝ ➎ ❼ è ✄ è ➵➯å●ìØÑ æ é î ë➜ê✇ê✡ó➆å●ì■Ñ✔✚ è ➹ è④î é♦ê✇ê✡ì æ ì❅ü æ é☎✄ è➼➞✝✆ ×➦ó æ é➡ì❘å●ë✍å●ì❘å●ëÚí ç➡î➜ç ➹ î ó ù ó ù é æÛæ✟✞ ò❸ê✇Ñ æÒ❇é î ì■ñ î Ò❘å●ëtñÛê✡òÖÒ②ê✡ì æ ì❅ó✆ò❸ê✇Ñ æ ë ç ➞✡è ➭➯❽❺➲❱⑧❺➳➦➧✡❶➵①➸③⑥⑤❺❹➻➺✡⑦✟÷ ø ➼✳✛ ➔ ✝ ➲ Ü ➔ ➲ ✠ ÷ ➻ ➲ ✠✟ø➦è
➍ ➻❳✠ ➎ ì è ✄ è ➶✓ð❇ò❸ê✡ì✇ó❼å●ì■Ñ↔ö è ï❇ð è ✿✓ê✡ì❇ë î ì æ å●é❼å✡Ñ■å●Ò❇ó îÚï❅æ ñÛê✡ì❅ó➡é♦ê✡ë ï✇î åØûtå✠✄✟ð æ é➡é æ➵æ ×➦Ò❘å●ì ç➡î ê✡ì✽ê �

➵❩ê✡ëÚó æ é➡é⑨å↔õ æ é➡ì æ ë ç ➞✡è❚➟ ✈❘③ á✆Ó➦á➆➥ r❱⑦ Ð ③⑥❹☛✡✡① ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✆⑦✡✈➘r↔➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩➃➭➃⑤♦➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➻✈✇➾❱÷ ✝ ✛ ÿ➳Ý ✝✉Ü ÿ ✠③➾ ÷
➻ ➲➳➲✟ÿ è

➍ ➻ ➲✞➎ ③ è ë è æ ➴ î ë ï å è❲➞ ë✆ì➏ó ù æ Ñ æ ó æ é➡ò î ì❘å●ó î ê✟ì ê � ó ù æ ê✡Ò❇ó î ò➵å●ë✆Ò➘ê✡ë æ Ò②ê ç➡î ó î ê✡ì❤ê � ûtå✠✄✟ð æ é➡é æ
➺■ëÚó æ é ç ➞✡è➯➟➡➠➢➠➢➠Õ➤ ⑤ á ➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩➘➭➃⑤➡➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷ ➔ ÿ ý❈➲ þ ✛ ➾ ➼ ✝ ➲ Ü⑥➾ ➼ ✠❱✝ ÷ ➻ ➲➳➲ ø➦è

➍ ➾ ➼ ➎ ③ è ë è æ ➴ î ë ï å èú➞ ë✆Ò❇ó î ò➵å●ë î ó❨í➙ñÛê✡ì■Ñ î ó î ê✡ì ç☞� ê✡éØó➡é➡ð❇ì■ñ❳å●ó æ Ñ î å●ð❇ó②❃➣ì æ ó❨➹➃ê✡é➡õ ç ➹ î ó ù ó❨➹➃ê
Ò æ é î ê❅Ñ î ñ❳å●ëÚëÚí➙é æ Ò æ å●ó î ì✌✄❤ñÛê✡òÖÒ❇ë æ × ñÛê✡ì✟➅❨ð✌✄❅å●ó æ Ò②ê✡ë æÛç ➞✡è ➟➡➠➢➠➢➠ ➤ ⑤ á✓➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧✽⑧⑨➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷➔ ➼ ý ➾ þ ✛ ÿ ➔ ➾✇Ü ÿ ➔ Ý ÷ ➻ ➲➳➲ ø➦è

➍ ➾✰➻ ➎ ì è ï➘å ï✇î➜æ é è■➠ ❽➸③⑥❹➽❶❸⑦✟③⑥❹❻➧✡✈ Ð ⑦✡⑤➡⑦✡❶✎✍➸③⑥⑤❺❹✑✏➸✉■①✆r❅①➼❶❸➧✞r✓✒❺➩➜①⑨❽✆①❺✈❘③⑥⑤✔✍⑨①❺➚➑❽Û➧✡⑤➸③⑥❹➑①⑨Ï ➨ ➳➦⑦ Ð ❹⑥③⑥⑤⑨①✖✕✓r❅①➃➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡✉✘✗⑦●➩✙✍➡⑦✟③➑➧✡❹➽⑤♦①⑨❽⑨Ï②❶❸➧❳r✓✍❺➩ ❹➻❽Û⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇ÏÜ①⑨❽➸③⑥❹➽❶❸⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇Ï②r✓✍➸③➌①♦⑧Û③⑥❹❻➧✡✈❇Ï ➨ ➧✞➧✡⑤➡r✡❹➽✈➘⑦✟③⑥❹❻➧✡✈ ➱➣á✛✚ ✉✟➾✡➩ ❹➑①❺➩ ❶Ö❹ è ➒ æ é➡ò æÛç ÷
➾ ➼③➼ ➔ è



ï é ï ➁❹é✥ê➓➂ÛãäÞ⑦å➢➄⑦éîà ➻ ➲✟ÿ

➍ ➾③➾ ➎ ì è ï❘å ï✇î➜æ é❳÷ ✄ è✙î î ü❘å●ì✌✄❱ê✡ð✍÷●å●ì■Ñ ➬ è ➫ è ì è ➘ è⑨✝ å●òÖÒ æ ëÚë➜ê è❘➞ ✿✓ê✡ì❇ë î ì æ å●é ç í ç ó æ ò ç ò❸ê✇Ñ æ ëÚë î ì✌✄✆ü✇íò æ å●ì ç ê � ì æ ì æ é⑨å●ë î ❃ æ Ñ❋ë✆é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë②➘➆å ç➡î➜ç✜� ð❇ì■ñ➸ó î ê✡ì ç ➞✡è❹✦ ì☞➴■➴❇➪ôs Þ✣✢✡Ï ➟➡➠➢➠➢➠ ➨ ➧✡✈✞ÔÛ①❺⑤♦①❺✈➘⑧❺①
➧✡✈✒➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩ ❽⑨Ï❪➴❘➲●❽➸③➌①❺❶❼❽⑨Ï✏➪❼①♦⑧➸❹➻❽❺❹❻➧✡✈➣⑦✡✈➘rÖ❹➽✈✞Ô➸➧✡⑤❺❶❸⑦✟③⑥❹❻➧✡✈ô③➌①➡⑧❺➳❅✈➘➧✡➩Ú➧⑨➾✡➲✥✤ ➟ ✈✦✡❳❹⑥③➌①➡r Ð ⑦ Ð ①❺⑤★✧✞Ï➶➴②➧✡✉❅❽⑨❽❳①⑨Ï
➤ ✉✇✈■❹➻❽❺❹❻⑦✟÷✦✩✘✪✘✪ ÿ è

➍ ✩ ÿ✞➎ ✆➷è✬✫ ê✣✄ æ ë➑÷❅ö è✭✫➼è ➒✆ð❘å●ì✌✄■÷ ➫ è û æÛæ ÷✦✮ è ö➯ð✍÷➦å●ì■Ñ ✝✓è✦✯ å●é♦ñ î å è➼➞✱✰ ìØó ù æ✆ï å●ëÚð æ ê �tî ì � ê✡é➡ò➵å●ó î ê✡ì
î ì ç í ç ó æ ò î Ñ æ ì✇ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì❡✛✇ü②ê✡ð❇ì■Ñ æ Ñ ì■ê î➜ç♦æ ñ❳å ç♦æ ➞✡è➢➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧♦⑦✟÷✵✴ ✠ ý ✩ þ ✛ ✩✘✩ ➲ Ü ✩ ÿ ✠ ÷✶✴ ➲ ✠ ✩ è

➍ ✩ ➔ ➎ ö è✷✫ ð❰å●ì■Ñ ✯⑩è✘✸❼è✷✹ ð❇ò❸ê✡ì❅ó è❪➞✝✸ ì➵ê✡Ò❇ó î ò❼ð❇ò ó î ò æ➷ç ñ❳å●ë æ✺� ê✡é➯Ñ î➜ç ñ➸é æ ó æ ûtå✠✄✟ð æ é➡é æ ì æ ó❨➹➃ê✡é➡õ ➞✡è
➟➡➠➢➠➢➠Õ➤ ⑤➡⑦✡✈❇❽ á ➧●✈ ➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤♦➧●➩Ú÷ ÿ ✠ ý Ý þ ✛ ➲✟ÿ ➔ Ü ➲✟ÿ ✠ ÷✻✴ ➲➳➲✟ÿ è

➍ ✩ ø ➎✽✼ è✾✯ ð❇ì❇ì❘å●é ç♦ç ê✡ì❑å●ì■Ñ❀✿ è ❼Ùå ù ëÚü æ é☎✄ è ➞ ✼ ê✡ò æ å ç í✇òÖÒ❇ó♦ê✡ó î ñ➣é æÛç ð❇ëÚó ç î ì➙é æ ñ➸ð❇é ç➡î✃ï❅æ➣î Ñ æ ì ✞
ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì ð ç➡î ì✌✄Ùûtå✠✄✟ð æ é➡é æ ò❸ê❅Ñ æ ë ç ➞✡è❑➟ ✈❘③ á✓Ó ➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩✓➧➡Ô ➥ r❱⑦ Ð ③⑥❹☛✡✡① ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✆⑦✡✈➘r➊➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩➭➃⑤♦➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷ ø ✛ ÿ ✴ ÿ Ü ÿ✟ÿ✟ÿ ÷✶✴ ➲➳➲ ✴ è

➍ ✩ Ý✞➎❼➬ è❁✸❼è ➒❩å●é ç ù ò➵å●ì è➘➞✝✫ ê✡ð❇ì■Ñ■å●ó î ê✡ìÖê � ó ù æ ✚ ✸ ➬ ✸✾✫✬✸✁❂ Ò❇é♦ê❅ñ æ Ñ➦ð❇é æ ✛❁❃ôê❅Ñ æ ë ç å●ì■Ñ④ñÛê✡ì■Ñ î ó î ê✡ì ç
� ê✡é❪å●ì æ ×➦Ò❇ë➻å●ì❘å●ó♦ê✡é➡í❷ò④ð❇ëÚó î ò❸ê✇Ñ■å●ë � å✡ñ➸ó♦ê✡é❪å●ì❘å●ëÚí ç➡î➜ç ➞✡è✜❄ ➨✻❅ ➥ ❐➯➧✡⑤⑨➺✞❹➽✈✇➾ Ð ⑦ Ð ①❺⑤⑨❽➃❹➽✈ Ð ➳➦➧✡✈②①➸③⑥❹❻⑧❺❽➸÷
✴ Ý ✛✵✴ Ü✇✠ ➔ ÷✻✴ ➲ ✝ ✪ è

➍ ✩ ✝ ➎❼➬ è✓✸❼è ➒❩å●é ç ù ò➵å●ì è➢➞✝✹ æ ó æ é➡ò î ì❘å●ó î ê✟ì å●ì■Ñ➵Ò❇é♦ê❅ê � ê � ò î ì î ò④ð❇òàð❇ì î❇❆ ð æ ì æ➸ç♦ç ñÛê✡ì■Ñ î ó î ê✡ì ç✜� ê✡é
✚ ✸ ➬ ✸✾✫✬✸✁❂❩➞✡è❈❄ ➨✻❅ ➥ ❐➯➧✡⑤⑨➺✞❹➽✈✇➾ Ð ⑦ Ð ①❺⑤⑨❽❷❹➽✈ Ð ➳➦➧✡✈②①➸③⑥❹❻⑧❺❽➸÷✦✩✘✩✳✛✵✴✘✴✘✴ Ü ✴✘✴ ✝ ÷✶✴ ➲ ✝ ✩ è

➍ ✩ ✠ ➎❼➬ è✬✸❼è ➒❩å●é ç ù ò➵å●ì✒å●ì■Ñ☞❃ è✭✆➷è ûÜð❇ì■Ñ➦í è➆➞ ✚ ✸ ➬ ✸✾✫✬✸✾❂ ✛✹✚➯å●é⑨å●ëÚë æ ë � å✡ñ➸ó♦ê✡é➷å●ì❘å●ëÚí ç➡î➜ç ➞✡è ➨ ➧✡❶ ÐÜá➴➘③➑⑦✟③ á ⑦✡✈➘r⑩➪④⑦✟③➑⑦ ➥ ✈➘⑦✡➩ á ÷✵✴ ✠ ✛ ÿ➳➲ Ü➦✝ ✩➦÷✻✴ ➲➳➲ ➔ è
➍ ✩ ➲✞➎❼➬ è❉✸❼è ➒❩å●é ç ù ò➵å●ìÕå●ì■Ñ❊❃ è❉✆➷è ûÜð❇ì■Ñ➦í è✿➞ ❆✆ì î❋❆ ð æ ì æÛç♦ç Ò❇é♦ê❅ê �●� ê✡éÙå � å●ò î ëÚí❥ê � ò❸ê ✞

Ñ æ ë ç❑ç ù å●é î ì✌✄ �❻æ å●ó➡ð❇é æÛç ê � ③④❆ ❂✂❍■✆ ➬❑❏ ç ó ù é æÛæ✟✞ ò❸ê❅Ñ æ▲� å✡ñ➸ó♦ê✡é❲å●ì❘å●ëÚí ç➡î➜ç å●ì■Ñ✽✚ ✸ ➬ ✸ ✞
✫✬✸✾❂④➩✘❂✂✸ ✿ ✹✖✆✂❂✺✰ ❃✪✚ ➞✡è ➭➢❽❺➲❱⑧➸➳✇➧✡❶➵①Û③⑥⑤❺❹➻➺✡⑦✟÷ Ý ✴è✛✻✴ ÿ✟ÿ Ü ✴ ø ➔ ÷✻✴ ➲➳➲➳Ý è

➍ ÿ ✪ ➎ ✚ è ✼ è✺❂✓è ➒ æ ð❇ü æ é☎✄ æ é❳÷Û✚ è ❃ è ➫ è✜▼ å●ì Ñ æ ì ➒✓ê � ÷➃å●ì■Ñ ✰❼è ➒ è ✿➼ê ç ✄✟é⑨å è ➞✝✸ ✄ æ ì æ é⑨å●ë î ❃ æ Ñê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë②ü❘å ç➡î➜ç◆� ê✡é➯ë î ì æ å●é➃Ñ➦í✇ì❘å●ò î ñ❳å●ë ç í ç ó æ ò ç ➞✡è✍➟➡➠➢➠➢➠ ➤ ⑤♦⑦✡✈❇❽ á❇➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤♦➧✡➩✃÷➔ ✪ ý❻ÿ þ ✛ ➔ ø ✴ Ü ➔ Ý ø ÷✻✴ ➲➳➲ ø➦è
➍ ÿ ✴ ➎ ✸❼è◆❍❩ù ê✡ð❘å●➅➡å➊å●ì■Ñ ✯⑩è◆✫ å ï✇î➜æ é è➙➞ ③ ù î é♦Ñ ✞ ê✡é♦Ñ æ é ▼ ê✡ëÚó æ é➡é⑨å ç í ç ó æ ò î Ñ æ ì❅ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì❤ð ç➡î ì✌✄✽å

✚ ✸ ➬ ✸✾✫✬✸✁❂ å●Ò❇Ò❇é♦ê❱å✡ñ ù✏➞✡è ❽❺✉✦❖❺❶⑩❹⑥③❻③➌①♦r❰③➑➧ ➟➡➠➢➠➢➠Õ➤ ⑤ á ➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩➘➭➃⑤♦➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷P✩✘✪✘✪ ➔ è
➍ ÿ ✩ ➎ ✸❼è✶❍❩ù ê✡ð❘å●➅➡å✒å●ì■Ñ ✯⑩è✶✫ å ï✇î➜æ é è➊➞✤✦ Ñ æ ì❅ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì➔ê � ✼ ▼✖✹ ✞ ✚ ✸ ➬ ✸✾✫✬✸✁❂ ü➘å ç♦æ Ñ➊ó ù î é♦Ñ ✞ ê✡é♦Ñ æ é

▼ ê✡ëÚó æ é➡é⑨åÙò❸ê✇Ñ æ ë ç ð ç➡î ì✌✄➏å●ì ✸ ➬ û ✼ å●ë❇✄❱ê✡é î ó ù ò ➞✡è ➥ ⑧⑨⑧⑨① Ð ③➌①♦r☞Ô➸➧✡⑤ Ð ✉✦❖❺➩ ❹❻⑧♦⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❿⑦✟③ ➟ ❒ ➥ ➨
◗⑩➧✡⑤❺➩Úr❸➴❘➲✡❶ Ð ➧●❽❺❹➽✉✇❶❼Ï❪➭➃⑤➡⑦❳➾✡✉■①⑨Ï ➨✻❘ ①➡⑧❺➳❰ã➷① Ð ✉✦❖❺➩ ❹❻⑧Û÷ ➫ ð❇ëÚí●✩✘✪✘✪ ø➦è



✴ ➲ ➔ ï é ï ➁❹é✥ê➓➂ÛãäÞ⑦å➢➄⑦éîà

➍ ÿ✟ÿ✞➎ ✸❼è✓❍❩ù ê✡ð❘å●➅➡å➦÷ ✯⑩è✭✫ å ï✇î➜æ é❳÷➦å●ì■Ñ❰➒ è ❃ æÛç♦ç å✡ê✡ð■Ñ è➯➞ ✼ í ç ó æ ò î Ñ æ ì❅ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì ð ç➡î ì✌✄❙✄ æ ì æ é⑨å●ë î ❃ æ Ñ
ê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë➆ü❘å ç♦æÛç ➞✡è❴✦ ì ➴■➴❇➪ôs Þ✣✢●Ï ➟➡➠➢➠➢➠ ➨ ➧✡✈✞ÔÛ①❺⑤♦①❺✈➘⑧❺① ➧✡✈➔➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩ Ï✆➴❘➲●❽➸③➌①❺❶❼❽⑨Ï➷➪❼①♦⑧➸❹➻❽❺❹❻➧✡✈
⑦●✈➘r➵❹➽✈✞Ô➸➧✡⑤❺❶❸⑦✟③⑥❹❻➧✡✈✒③➽➳❇①♦➧✡⑤❺➲●Ï➶➴②➧✡✉❅❽⑨❽❳①⑨Ï ➤ ✉✇✈■❹➻❽❺❹❻⑦✟÷✬❃↔å●é ç ✩✘✪✘✪ ÿ è

➍ ÿ ➔ ➎ ✸❼è✻❍❩ù ê✡ð❘å●➅➡å➦÷ ✯⑩è✶✫ å ï✇î➜æ é❳÷❪å●ì■Ñ✽➒ è ❃ æÛç♦ç å✡ê✡ð■Ñ è➊➞ ✚➢ê✡ë æ❰æÛç ó î ò➵å●ó î ê✡ì � ê✡é❼ñÛê✡ì ç ó➡é➡ð■ñ➸ó î ì✌✄✥✄ æ✟✞ì æ é⑨å●ë î ❃ æ Ñôê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë❪ü❘å ç♦æÛç➷î ì☞ó ù æ ñÛê✡ì✇ó æ ×➦ó✓ê �➢ç í ç ó æ ò î Ñ æ ì❅ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì ➞✡è ❽❺✉✦❖❺❶⑩❹⑥③❻③➌①♦rØ③➑➧➴❘➲●❽➸③➌①❺❶❼❽⑨Ï ➥ ✈➘⑦✡➩ ➲●❽❺❹➻❽⑨Ï ➱ ➧❳r❅①❺➩ ❹➽✈✇➾Ø⑦✡✈➘rÖ➴❘❹➽❶⑩✉✇➩Ú⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❙❚➸➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩ Ï➶➴ ➥✓➱ ➴ô➴ Ð ①♦⑧➸❹❻⑦✡➩ ➟ ❽⑨❽❺✉■①➸÷✦✩✘✪✘✪ ➔ è
➍ ÿ ø ➎ ✸❼è❁❍❩ù ê✡ð❘å✡➅♠å➦÷ ✸❼è✠❍ î ü❘å●ì✌✄❱ê✡ð✍÷✟å●ì■Ñ ✯⑩è✠✫ å ï✇î➜æ é èÜ➞ ③ ù î é♦Ñ ✞ ê✡é♦Ñ æ é ▼ ê✡ëÚó æ é➡é⑨å✆õ æ é➡ì æ ë ç ñÛê✡òÖÒ❇ë æ × î ó❨íé æ Ñ➦ð■ñ➸ó î ê✡ì➏ð ç➡î ì✌✄➍✚ ✸ ➬ ✸✾✫✬✸✁❂❩➞✡è✙✦ ì ➟ ➴ ➨➆➨ ➴❇➭❸s Þ✝❯ ➟➡➠➢➠➢➠à➟ ✈❘③➌①❺⑤❺✈➘⑦✟③⑥❹❻➧✡✈➘⑦✡➩➯➴❘➲✡❶ Ð ➧●❽❺❹➻✉✇❶ ➧✡✈

➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩ Ï ➨ ➧✡❶⑩❶⑩✉✇✈■❹❻⑧♦⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇❽✆⑦✡✈➘r❷➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩✇➭➃⑤♦➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾●Ï✵❱❷⑦✡❶⑩❶❸⑦✡❶➵①➸③➽Ï ➤ ✉✇✈■❹➻❽❺❹❻⑦✟÷✡Ò❘å✠✄ æÛç ✠✟ø❱✝✉Ü
✠ Ý ✪➦÷✌❃↔å●é ç ù ✩✘✪✘✪ ➔ è

➍ ÿ➳Ý✞➎ ✸❼è✘❍ î ü❘å●ì✌✄❱ê✡ð✍÷ ✯⑩è✷✫ å ï✇î➜æ é❳÷❅å●ì■Ñ❲❃ è ❃ è ➒❩å ç♦ç å●ì î è❪➞✝✸ ✄✟é♦ê❳➹ î ì✌✄⑩å●Ò■Ò❇é♦ê❱å✡ñ ù � ê✡é ç♦æ ë æ ñ➸ó î ì✌✄❑✄ æ✟✞ì æ é⑨å●ë î ❃ æ Ñ❰ê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë②ü❘å ç➡î➜ç◆� ð❇ì■ñ➸ó î ê✡ì ç➯î ì❸ó ù æ ñÛê✡ì✇ó æ ×➦ó➃ê �✍ç í ç ó æ ò❥ò❸ê❅Ñ æ ë î ì✌✄ ➞✡è❹✦ ìØ➭➃⑤♦➧❳⑧ á
➟➡➠➢➠➶➠ ➚ ➠❙❄ ã ➥ ➴ ➟ ➭❳◗⑩➧✡⑤⑨➺❳❽⑨➳➦➧ Ð ➧✡✈➊ä❷➧✡✈■➩ ❹➽✈②①➡⑦✡⑤⑩➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩➯⑦✡✈➘r ➟ ❶❸⑦❳➾❅①⑩➭➃⑤➡➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾●Ï➼ä✓➴ ➟ ➭❸s Þ✣✢✡Ï
✚ ⑤♦⑦❱r❱➧●Ï ➟ ③➑⑦✡➩ ➲✟÷✦✩✘✪✘✪ ÿ è

➍ ÿ ✝ ➎ ✚ è ❃ è✛❍ é♦ê✇ê✡ì æ ì❅ü æ é☎✄ è➏➮Û➤ ➳❅⑤♦①⑨①❺➚➌❶❸➧❳r❅① Ð ⑤❺❹➽✈➘⑧➸❹ Ð ⑦●➩➢⑧⑨➧●❶ Ð ➧✡✈②①❺✈❘③✆⑦✡✈➘⑦✡➩ ➲●❽❺❹➻❽❼➚ ➤ ➳❇①➡➧✡⑤❺➲✒⑦✡✈➘r☞⑦ Ð ➚
Ð ➩✃❹⑥⑧⑨⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇❽ ➮ ÷ ï ê✡ëÚð❇ò æ ✴ ✠➦è✜✹ ✼ ❼ ✰ ✚➶é æÛç♦ç ÷✌❃ ✞ ③ ç♦æ é î➜æÛç ÷✵✴ ➲ ✠ ÿ è

➍ ÿ ✠ ➎⑩➫ è ✿ è✱❍ é➡ð ç õ✟å●ë è❇➞ ③ ù é æÛæ✟✞ ➹➆åÛí④å●é➡é⑨åÛí ç ✛ ➬ å●ì❇õ➓å●ì■Ñ➓ð❇ì î❋❆ ð æ ì æÛç♦ç ê � ó➡é î ë î ì æ å●étÑ æ ñÛê✡òÖÒ②ê ç➡î ó î ê✡ì ç ÷➹ î ó ù å●Ò❇Ò❇ë î ñ❳å●ó î ê✡ì✽ó♦ê✒å●é î ó ù ò æ ó î ñ➵ñÛê✡òÖÒ❇ë æ × î ó➌í✽å●ì■Ñ ç ó⑨å●ó î➜ç ó î ñ ç ➞✡è ❅ ❹➽✈②①➡⑦✡⑤➵⑦✡➩ ➾❅①✱❖❺⑤➡⑦➣⑦✡✈➘r☞❹⑥③➽❽⑦ Ð❱Ð ➩ ❹❻⑧⑨⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇❽➸÷✵✴ ✠ ✛ ➲ ø✇Ü ✴ ÿ ✠ ÷✻✴ ➲ ✝✟✝✇è
➍ ÿ➳➲✞➎ ➒ è ✚ è ûtå ù å●ì î➜æ é➶å●ì■Ñ ✆➷è ❼Ùå●ëÚó æ é è û î ò î ó æ Ñ ✞ ñÛê✡òÖÒ❇ë æ × î ó➌í❷Ò②ê✡ëÚí ù æ Ñ➦é î ñ➯ó➡é⑨å✡ñ♦õ î ì✌✄ è➦➟ ✈❘③ á❇Ó ➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩➧♠Ô ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷✵✴ ø ✛✻✴ ➔ ✴ ✝✉Ü ✴ ➔ ✩ Ý ÷✶✴ ➲➳➲➳Ý è
➍ ➔ ✪ ➎⑩➫ è û æÛæ å●ì■Ñ ▼⑩è ➫ è ❃↔å●ó ù æ ➹ ç è ➞✝✸ � å ç ó❩é æ ñ➸ð❇é ç➡îÚï❅æ ë æ å ç ó ç✔❆ ð❘å●é æÛç å✡Ñ■å●Ò❇ó îÚï❅æÖç♦æ ñÛê✡ì■Ñ ✞ ê✡é♦Ñ æ é

▼ ê✡ëÚó æ é➡é⑨å ✲ ëÚó æ é➊å●ì■Ñ î ó ç Ò æ é � ê✡é➡ò➵å●ì■ñ æ å●ì❘å●ëÚí ç➡îÚç ➞✡è ➟➡➠➢➠➢➠ ➤ ⑤➡⑦✡✈❇❽ á ➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩❩➭➃⑤♦➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷➔ ✴ ý❻ÿ þ ✛✵✴✱✪ ✠❱✝✉Ü ✴✘✴✱✪✘✩➦÷✶✴ ➲➳➲✟ÿ è
➍ ➔ ✴ ➎ ❂✓è û è✾✹ æ û î ✄✟ì✇í❲å●ì■Ñ❿å●ë è ➞ ③ ù é æÛæ✟✞ ò❸ê❅Ñ æ❨� å✡ñ➸ó♦ê✡é➣å●ì❘å●ëÚí ç➡î➜ç ê � Ñ■å●ó⑨å ê✡ì❲é æ ó æ ì❅ó î ê✡ì î ì

ì■ê✡é➡ò➵å●ë ✞ Ò ù å ç♦æ ù î ✄ ù Ò æ é � ê✡é➡ò➵å●ì■ñ æ ë î❋❆ ð î Ñ ñ ù é♦ê✡ò➵å●ó♦ê✣✄✟é⑨å●Ò ù í ➞✡è Ó ➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩❩➧➡Ô ➨ ➳❅⑤♦➧✡❶❸⑦✟③➑➧✡➚➾✡⑤➡⑦ Ð ➳❅➲✟÷ ÿ ✪✬✴✆✛ ÿ ✴✘✴✟÷✻✴ ➲ ✠ ➔ è
➍ ➔ ✩ ➎ ✚ è û î ì■Ñ ç õ❱ê✣✄ è➷➮➑➱ ①➸③➽➳➦➧✞r●❽⑨Ï✍⑦✡➩ ➾❱➧✡⑤❺❹⑥③➽➳❅❶❼❽➆⑦✡✈➘r➓③➑➧❳➧✡➩ ❽②Ô➸➧✡⑤➯❽❺➲●❽➸③➌①❺❶❿❹⑥r❅①❺✈❘③⑥❹ ❩➯⑧⑨⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❬❖♦⑦●❽❳①➡r④➧✡✈ Ð ⑤❺❹❻➧✡⑤➺✞✈➘➧✡❐➼➩➜①♦r❳➾❅① ➮❨è❪❭➶ù✦✹ ó ù æÛç➡î➜ç ÷❇û î ì❇õ✷❫✡Ò î ì✌✄❬❴✆ì îÚï❱æ é ç➡î ó❨í❅÷ ✼ ➹ æ Ñ æ ì✍÷✻✴ ➲➳➲➳Ý è
➍ ➔ ÿ✞➎ û è û❇➅❨ð❇ì✌✄ èØ➮ ➴❘➲●❽➸③➌①❺❶ ❹❻r❅①❺✈❘③⑥❹ ❩➯⑧⑨⑦✟③⑥❹❻➧✡✈➣❮ ➤ ➳❇①♦➧✡⑤❺➲✆Ô➸➧✡⑤➓✉❅❽❳①❺⑤ ➮❨è✜❭ é æ ì✇ó î ñ æ✟✞ ➒❩å●ëÚë➑÷✶✴ ➲ ✠❱✝✇è



ï é ï ➁❹é✥ê➓➂ÛãäÞ⑦å➢➄⑦éîà ✴ ➲ ø
➍ ➔➳➔ ➎❼➬ è ❃↔å●ëÚó î è❼➮ ã❷① Ð ⑤❵✍⑨❽❳①❺✈❘③➑⑦✟③⑥❹❻➧✡✈✒r❅①✆❽❺➲●❽➸③★✒❺❶➵①⑨❽➓r✡❹➻❽Û⑧➸⑤♦①➸③➽❽✆❽❺✉✇⑤✓➩Ú⑦❲❖♦⑦●❽❳①➓r❅①⑨❽❛❩➶➩✃③⑥⑤♦①⑨❽❩➧✡⑤➸③➽➳➦➧⑨➾❱➧✡✈➘⑦✡✉✘✗❰❮

➥➃Ð❱Ð ➩ ❹❻⑧⑨⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❝❜➊➩Ú⑦➊❶❸➧❳r✓✍❺➩ ❹➻❽Û⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❚r❅①⑨❽Ø❽❺➲●❽➸③★✒❺❶➵①⑨❽ ❶⑩✉✇➩✃③⑥❹➽➚★✡●⑦✡⑤❺❹❻⑦✓❖❺➩➜①⑨❽ ➮❨è❞❭➶ù✦✹ ó ù æÛç➡î➜ç ÷◆❡❣❢ ❭ û➢÷
❢❩å●ì■ñ➸í❅÷ ✫ é⑨å●ì■ñ æ ÷✻✴ ➲➳➲➳➲ è

➍ ➔ ø ➎❼➬ è ❃↔å●ëÚó î ÷ ✹⑩è ❃↔å ❆ ð î ì✍÷➆å●ì■Ñ ➫ è ➬ å✠✄❱ê✡ó è ➞✱✰ Ò❇ó î ò➵å●ë î ó❨í❚ñÛê✡ì■Ñ î ó î ê✡ì ç❬� ê✡éØó ù æ ó➡é➡ð❇ì■ñ❳å●ó æ Ñì æ ó❨➹➃ê✡é➡õ↔ê � ó ù æ ✄ æ ì æ é⑨å●ë î❇❤❳æ Ñ➊Ñ î➜ç ñ➸é æ ó æ ê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë➢ü❘å ç➡î➜ç ù å ï✇î ì✌✄Øé æ å●ë❪Ò②ê✡ë æÛç ➞✡è ❡➌ì 37th

➟➡➠➢➠➢➠ ➨ ➧✡✈✞Ô á ➧✡✈➊➪❼①➡⑧➸❹➻❽❺❹❻➧✡✈➔⑦✡✈➘r ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤♦➧✡➩ Ï ➤ ⑦✡❶ Ð ⑦●Ï➃❒➢➩Ú➧✡⑤❺❹❻r❅①✐✤ ❄ ➴ ➥ ✧✡÷②Ò❘å✠✄ æÛç ✩✬✴ ✠ ➲ Ü ✩✬✴ ➲ ➔ ÷
✴ ➲➳➲ ✠➦è

➍ ➔ Ý✞➎✽✼ è ❃↔å●é⑨å✡ê✡ð î å●ì■Ñ❸➒ è ❃ æÛç♦ç å✡ê✡ð■Ñ è✏➞ û î ò î ó æ Ñ❸ñÛê✡òÖÒ❇ë æ × î ó❨í⑩ü➘ê✡ð❇ì■Ñ î ì✌✄ æ é➡é♦ê✡é➃å●ë✳✄❱ê✡é î ó ù ò ç✁❥ Ñ æ✟✞
ç➡î ✄✟ì å●ì■Ñ❰ñÛê✡òÖÒ❘å●é⑨å●ó î✃ï❅æ❩ç ó➡ð■Ñ➦í ➞✡è ❡➌ì 1st ➟ ❒ ➥ ➨P❦ ➟➡➠➢➠➢➠ ➴❘➲✡❶ Ð ➧●❽❺❹➽✉✇❶♠❧➼✈ ➴❘➲●❽➸③➌①❺❶à➴➘③⑥⑤❺✉❇⑧Û③⑥✉✇⑤♦①
⑦✡✈➘r ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩ Ï✏➭➃⑤♦⑦❳➾✡✉■①⑨Ï ➨ ⑧ ❘ ①♦⑧❺➳❰ã➷① Ð ✉✦❖❺➩ ❹❻⑧Û÷♥✩✘✪✘✪✬✴ è

➍ ➔ ✝ ➎ ▼⑩è ✮ è ❃↔å●é➡ò➵å●é æ ë î➜ç èÙ➞ ❡❨Ñ æ ì❅ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì➔ê � ì■ê✡ì❇ë î ì æ å●é⑩ü î ê✡ë➜ê✣✄ î ñ❳å●ë ç í ç ó æ ò ç ð ç➡î ì✌✄↔ûtå✠✄✟ð æ é➡é æ
æ ×➦Ò❘å●ì ç➡î ê✡ì ç ê � õ æ é➡ì æ ë ç ➞✡è➃➥ ✈➘⑦✡➩ ❽④➧➡Ô✁♦➆❹❻➧✡❶➵①➡r✡❹❻⑧⑨⑦✡➩ ➠ ✈✇➾✡❹➽✈②①♦①❺⑤❺❹➽✈✇➾✟÷P✩✬✴ ❥ ø❱✝ ÿ Ü✇ø✟✠ ➲ ÷✻✴ ➲➳➲✟ÿ è

➍ ➔ ✠ ➎ ❃ è✘✸❼è ❃➣å ç ì❘å✡Ñ î✳✞ ✼ ù î é⑨å ❤Ûî å●ì■Ñ❲❃ è✓✯✓ù å ç♦æ ò î è❪➞✝✸ Ñ■å●Ò❇ó îÚï❱æ ûtå✠✄✟ð æ é➡é æ ì æ ó❨➹➃ê✡é➡õ⑩é æ å●ë î❇❤ å●ó î ê✡ì ➞✡è➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩➘➭➃⑤♦➧❳⑧❺①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷ ✠ ✪ ý ✴✱✪ þ✖❥ ✩✬✴ Ý➳➲ Ü ✩✬✴ ✠ Ý ÷♥✩✘✪✘✪✘✪ è
➍ ➔ ➲✞➎ ➒ è ❃ æÛç♦ç å✡ê✡ð■Ñ è❼➮❻➟ r❅①❺✈❘③⑥❹ ❩➯⑧♦⑦✟③⑥❹❻➧✡✈ô①➸③➢⑧♦➧✡❶⑩❶❸⑦✡✈➘r❅①✓⑤♦➧✓❖❺✉❅❽➸③➌①⑨❽❷❮ ➠ ③⑥✉❇r❅①❷①➸③➢⑧⑨➧✡❶ Ð ⑦✡⑤➡⑦✡❹➻❽Û➧✡✈ôrts ⑦✡➩ ➾❱➧✡➚⑤❺❹⑥③➽➳❅❶➵①⑨❽ ➮❨è✁❭➶ù✦✹ ó ù æÛç➡î➜ç ÷ ✆ ñÛê✡ë æ ❢✓ê✡é➡ò➵å●ë æ ✼ ð❇Ò✛♣➸é î➜æ ð❇é æ Ñ æ ë ❏ ✆ ì ç♦æ➸î ✄✟ì æ ò æ ì❅ó✜③ æ ñ ù ì î❋❆ ð æ Ñ æ③tð❇ì î➜ç ÷✻✴ ➲➳➲✟ÿ è
➍ ø ✪ ➎ ➒ è ❃ æÛç♦ç å✡ê✡ð■Ñ✽å●ì❘Ñ ✯⑩è✻✫ å ï✇î➜æ é è➊➞ ➬ æ ñ➸ð❇é ç➡îÚï❅æ Ñ æ ó æ é➡ò î ì❘å●ó î ê✡ì➔ê � Ò❘å●é⑨å●ò æ ó æ é❼ð❇ì■ñ æ é➡ó⑨å î ì✇ó➌í

î ì✇ó æ é ï å●ë ç❪� ê✡é➯ë î ì æ å●é➼ò❸ê❅Ñ æ ë ç ➹ î ó ù ð❇ì❇õ✇ì■ê✞➹➆ì❰ü❇ð❇ó➃ü②ê✡ð❇ì■Ñ æ Ñ æ é➡é♦ê✡é ç ➞✡è ❡➌ì 10th ➟ ❒ ➥ ➨ ➴❘➲✡❶⑩➚
Ð ➧●❽❺❹➽✉✇❶ú➧✡✈✒➴❘➲●❽➸③➌①❺❶ ➟ r❅①❺✈❘③⑥❹ ❩➯⑧♦⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇Ï ➨ ➧ Ð ①❺✈❇➳➦⑦❳➾❅①❺✈❇Ï➶➪❼①❺✈■❶❸⑦✡⑤⑨➺●÷❇Ò❘å✠✄ æÛç ÿ➳Ý ø✇Ü ÿ ✝ ✪➦÷✶✴ ➲➳➲ ➔ è

➍ ø ✴ ➎ ✫➼è ❃ î ñ ù å●ð■Ñ è➙➱ ✍➸③➽➳➦➧❳r❅①⑨❽ô⑦❱r❱⑦ Ð ③➑⑦✟③⑥❹☛✡✡①⑨❽ Ð ➧✡✉✇⑤ ➩➜① ❽❺❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩ Ï④➧✡✉➦③⑥❹➽➩ ❽ ❶❸⑦✟③➽➳✌✍❺❶❸⑦✟③⑥❹✑✏➸✉■①⑨❽↔①➸③④❶⑩❹➻❽❳①①❺✈➈➧●①❺✉✭✡❳⑤♦①❰r❅①⑨❽❸⑦✡➩ ➾❱➧✡⑤❺❹⑥③➽➳❅❶➵①⑨❽ è ③✍é⑨å î ó✔♣ÖÑ æÛç ì■ê✡ð ï❅æ ëÚë æÛç ó æ ñ ù ì■ê✡ë➜ê✣✄ î➜æÛç ÷ ç ♣➸é î➜æ ③té⑨å î ó æ ò æ ì❅ó④Ñ➦ð
ç➡î ✄✟ì❘å●ë➑÷■➒ æ é➡ò æÛç ÷ ❭ å●é î➜ç ÷✻✴ ➲➳➲ ✩ è

➍ ø ✩ ➎✽✼ è ➒ è ❃ôê④å●ì■Ñ ➫ è✓❭✏è ❢✓ê✡é➡ó♦ê✡ì è➢➞✝✫ å ç ó➃å●ì■Ñ❸é♦ê✡ü❇ð ç ó➼å●ë❇✄❱ê✡é î ó ù òàó♦ê❷ñÛê✡òÖÒ❇ð❇ó æ✓æ ×■å✡ñ➸ó➢Ò②ê✡ëÚí✇ó♦ê✡Ò æ
Ò❘å●é⑨å●ò æ ó æ é➯ü➘ê✡ð❇ì■Ñ ç ➞✡è ❡➌ì ➱ ⑦✟③➽➳❇①❺❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧❺❽✓⑦✡✈➘r ➨ ➧✡❶ Ð ✉➦③➌①❺⑤⑨❽➆❹➽✈❸➴❘❹➽❶⑩✉✇➩Ú⑦✟③⑥❹❻➧✡✈❇Ï➘ä❷➧✡⑤➸③➽➳❙❱❷➧●➩➽➩Ú⑦✡✈➘r✟÷
ï ê✡ëÚð❇ò æ ÿ ✩➦÷➦Ò❘å✠✄ æÛç❬➔ ✠ ✴ Ü ➔ ➲✟ÿ ÷✶✴ ➲➳➲ ✪ è

➍ ø ÿ✞➎ ✿ è ❢ î ì❇ì æÛç♦ç å●ì■Ñ ✫➼è✛✯ ð ç ó⑨å �❻ç♦ç ê✡ì è➓➞✝✸ ð❇ì î✳� í î ì✌✄❰ñÛê✡ì ç ó➡é➡ð■ñ➸ó î ê✡ì↔ê � ê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë❪ü❘å ç♦æÛç✺� ê✡é
ç í ç ó æ ò î Ñ æ ì✇ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì ➞✡è➼➟➡➠➢➠➢➠Õ➤ ⑤➡⑦✡✈❇❽ áÜ➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷ ➔ ✪ ý❻ÿ þ✾❥✧➔ ø ✴ Ü ➔ Ý ø ÷✻✴ ➲➳➲ ✝✇è

➍ ø ➔ ➎ ✯⑩è ➒ è◆❂✓è✜✰ ë îÚï❅æ➸î é⑨å➦÷♦❼ è✜❂✓è❛✸ ò➵å●é⑨å●ë➑÷ ✯⑩è❛✫ å ï✇î➜æ é❳÷➶å●ì■Ñ ✯⑩èq✸❼è❛✹ ð❇ò❸ê✡ì❅ó è ➞✱❂ ê✡ì ç ó➡é⑨å î ì æ Ñé♦ê✡ü❇ð ç ó➆Ò❇é æ Ñ î ñ➸ó îÚï❅æ ñÛê✡ì✇ó➡é♦ê✡ëÚë æ é � ê✡é➆ð❇ì■ñ æ é➡ó⑨å î ì☞Ò❇é♦ê❅ñ æÛç♦ç♦æÛç ò❸ê✇Ñ æ ë æ Ñ ü❅í❰ê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë ç♦æ é î➜æÛç
� ð❇ì■ñ➸ó î ê✡ì ç ➞✡è➃➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧♦⑦✟÷ ÿ➳Ý☞ý ➔✇þ✾❥ ø Ý✟ÿ Ü✇ø❱✝ ➔ ÷♥✩✘✪✘✪✘✪ è



✴ ➲➳Ý ï é ï ➁❹é✥ê➓➂ÛãäÞ⑦å➢➄⑦éîà

➍ ø✟ø ➎ ③ è ❃ è✬❭ å●ì î ñ⑨õ æ é✆å●ì■Ñ ▼⑩è ➫ è ❃↔å●ó ù æ ➹ ç è➆➞✝❭ å●é⑨å●ëÚë æ ë ✞ ñ❳å ç ñ❳å✡Ñ æ é æ å●ë î❇❤ å●ó î ê✡ì ç å●ì■Ñ☞å●Ò❇Ò❇é♦êÛ× î ò➵å ✞ó î ê✡ì ç ê � ó➡é➡ð❇ì■ñ❳å●ó æ Ñ ▼ ê✡ëÚó æ é➡é⑨å ç í ç ó æ ò ç ➞✡è❱➟➡➠➢➠➢➠➙➤ ⑤ á ➧✡✈❼➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩✡➭➃⑤➡➧✞⑧⑨①⑨❽⑨❽❺❹➽✈✇➾✟÷ ➔ Ý❷ý ✴✱✪ þ❛❥ ✩ ✠ ✩ ➲ Ü
✩ ✠ ÿ ✩➦÷✻✴ ➲➳➲ ✠➦è

➍ ø Ý✞➎ ✿ èr❭ î ñ î ì❅ü②ê✡ì■ê è ➮ ➴❘❹Ú➾✡✈➘⑦✡✉✘✗➏⑦✡➩❋✍➡⑦✟③➑➧✡❹➽⑤⑨①⑨❽⑨Ï ➤ ➧✡❶➵①✥✢✡Ï❉♦✆⑦●❽❳①⑨❽➣r✡✉❚③⑥⑤➡⑦✡❹⑥③➌①❺❶➵①❺✈❘③④❽➸③➑⑦✟③⑥❹➻❽➸③⑥❹✑✏➸✉■①➣r✡✉
❽⑨❹Ú➾✡✈➘⑦✡➩✏⑦✣✡✡①➡⑧ Ð ⑤➡➧✓❖❺➩❋✒❺❶➵①⑨❽④⑤✔✍⑨❽Û➧✡➩ ✉❅❽ ➮❨è❪✹ ❴✾❢ ✰✾✹ ÷ ❭ å●é î➜ç ÷✻✴ ➲➳➲ ø➦è

➍ ø❱✝ ➎ ❃ è ✼ ñ ù æ ó ❤❳æ ì è❼➤ ➳❇①✥st➧●➩Ú③➌①❺⑤❺⑤➡⑦Ø⑦✡✈➘r❨◗Ø❹➑①❺✈②①❺⑤❷③➽➳❇①♦➧✡⑤❺❹➑①⑨❽❼➧➡Ô✓✈➘➧✡✈■➩ ❹➽✈②①♦⑦✡⑤❩❽❺➲●❽➸③➌①❺❶❼❽ è ❢ æ ➹❚ö➃ê✡é➡õ ❥
❼ î ë æ í❅÷✵✴ ➲ ✠ ✪ è

➍ ø✟✠ ➎ ❢ èP✹⑩è ✼ î Ñ î é♦ê✡Ò②ê✡ð❇ë➜ê ç å●ì■Ñ ➬ è ✿➃é♦ê è⑩➞✱✰ ì↔ó ù æ ð❇ì î❋❆ ð æ ì æÛç♦ç ê � ò④ð■ë✃ó î ë î ì æ å●é❷Ñ æ ñÛê✡òÖÒ②ê ç➡î ó î ê✡ìê � ❢ ✞ ➹➼å❳í å●é➡é⑨åÛí ç ➞✡è➷Ó ➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩✏➧➡Ô ➨ ➳❇①❺❶❸➧✡❶➵①➸③⑥⑤❺❹❻⑧❺❽➸÷✵✴ ➔✐❥ ✩✘✩ ➲ Ü ✩ ÿ➳➲ ÷♥✩✘✪✘✪✘✪ è
➍ ø ➲✞➎⑩➫ è ✼ ➅♠ê✡ü æ é☎✄■÷✓t è ✮ ù å●ì✦✄■÷✡û è û❇➅❨ð❇ì✌✄■÷ ✸❼è ✿ æ ì ï❱æ ì î➜ç ó æ ÷✣✿ è✣✹ æ ëÚí❱ê✡ì✍÷ ❭❪è ö è✘✯ ë➜ê✡é æ ì❇ì æ ñ✟÷✟➒ è ➒➯➅➡å●ë ✞ò➵å●é ç♦ç ê✡ì✍÷✟å●ì■Ñ ✸❼è ➫ ð■Ñ î ó ç õ✇í è✍➞ ❢✓ê✡ì❇ë î ì æ å●é➶ü❇ë➻å✡ñ⑨õ ✞ ü➘ê❳×❼ò❸ê✇Ñ æ ë î ì✌✄ î ì ç í ç ó æ ò î Ñ æ ì❅ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì ❥

✸ ð❇ì î ✲➘æ Ñ✒ê ï❅æ é ï✇î➜æ ➹ ➞✡è➃➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧⑨⑦✟÷ ÿ ✴ ý ✴✱✩ þ✖❥ ✴ Ý➳➲ ✴ Ü ✴ ✝ ✩ ➔ ÷✶✴ ➲➳➲ ø➦è
➍ Ý ✪ ➎ ③ è ✼ ê❅Ñ æ é ç ó♦ê✡é➡ò✻å●ì■Ñ ❭❪è ✼ ó♦ê î ñ❳å è ➴❘➲●❽➸③➌①❺❶ ➟ r❅①❺✈❘③⑥❹ ❩➯⑧♦⑦✟③⑥❹❻➧✡✈ è✎❭ é æ ì❅ó î ñ æ✟✞ ➒❩å●ëÚër❡➌ì✇ó æ é➡ì❘å●ó î ê✡ì❘å●ë➑÷

✴ ➲ ✠ ➲ è
➍ Ý ✴ ➎ ❢ è ③❪å●ì✌✄✟ð❇í❱÷ ➬ è ❃ôê✡é ï å●ì✍÷ ❭❪è✣▼ î ëÚü✛♣✟÷❱å●ì■Ñ❸û è✓❂✓è✭❂ å●ë ï❱æ✝❤ è✏➞✝❭ æ é➡ó î ì æ ì✇ó➃ñ ù ê î ñ æ ê � Ò❘å●é⑨å●ò æ ó æ é ç

� ê✡é➃Ñ î➜ç ñ➸é æ ó æ ❍ å●ð❇ó ❤ å●Ò❇Ò❇é♦ê❳× î ò➵å●ó î ê✡ì ➞✡è✏➟➡➠➢➠➢➠ ➤ ⑤ á■➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷ ➔ ✝ ý ø þ✺❥ ✝✡✠ ÿ Ü➦✝✡✠❱✝ ÷
✩✘✪✘✪✘✩ è

➍ Ý ✩ ➎ ❢ è ③✏å●ì✌✄✟ð■í❱÷ ❭❪è◆▼ î ëÚü♥♣✟÷➃å●ì■Ñ➏û è✂❂✓è✂❂ å●ë ï❱æ✝❤ è❲➞✱✰ Ò❇ó î ò❼ð❇ò ñ ù ê î ñ æ ê �✾� é æÛæ Ò❘å●é⑨å●ò æ ó æ é î ìê✡é➡ó ù ê✡ì■ê✡é➡ò➵å●ë➶å●Ò❇Ò❇é♦êÛ× î ò➵å●ó î ê✡ì ç ➞✡è✆➟➡➠➢➠➢➠Õ➤ ⑤ áÜ➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷ ➔ ✪ ý ✴✱✪ þ■❥ ✴ ✠ ✴✘✴ Ü ✴ ✠ ✴ ÿ ÷
✴ ➲➳➲ ø➦è

➍ Ý✟ÿ✞➎ û è ➬ è ③✍ð■ñ⑨õ æ é è➷➞ ✼ ê✡ò æ ò➵å●ó ù æ ò➵å●ó î ñ❳å✡ëtì■ê✡ó æÛç ê✡ì ó ù é æÛæ✟✞ ò❸ê✇Ñ æ■� å✡ñ➸ó♦ê✡é✆å●ì❘å●ëÚí ç➡î➜ç ➞✡è ➭➯❽❺➲❱⑧❺➳➦➧✡➚❶➵①➸③⑥⑤❺❹➻➺✡⑦✟÷ ÿ ✴ ý❻ÿ þ✾❥ ✩ ✝ ➲ Ü ÿ ✴✘✴✟÷✻✴ ➲➳Ý➳Ý è
➍ Ý ➔ ➎❲✼ è ❃ è✦▼ æ é æÛç ÷➘➒ è ❃ æÛç♦ç å✡ê✡ð■ÑÜ÷②å●ì■Ñ ➫ è♥❭❪è ❢✓ê✡é➡ó♦ê✡ì èÖ➞ û î ò î ó æ Ñ ✞ ñÛê✡ò❸Ò❇ë æ × î ó❨í✒ò❸ê❅Ñ æ ë❪ð❇ì � å●ë ç➡î✳✞

� í î ì✌✄❰å✡Ñ■å●Ò❇ó îÚï❱æ ó➡é⑨å✡ñ⑨õ î ì✌✄➵ñÛê✡ì❅ó➡é♦ê✡ë ➞✡è➼➟ ✈❘③ átÓ ➧✡✉✇⑤❺✈➘⑦✡➩✏➧➡Ô ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤♦➧✡➩✃÷✛✴ ø ❥ ✴ ➔ ✴ ✝✉Ü ✴ ➔ ✩ Ý ÷✶✴ ➲➳➲➳➲ è
➍ Ý ø ➎ ✸❼è✓▼ î ñ î ì■ê❸å●ì■Ñ ✯⑩è ✮②å●Ò❇Ò❘å è➷➞ ✼ æ✉❆ ð æ ì■ñ î å●ë✏å●Ò❇Ò❇é♦ê❳× î ò➵å●ó î ê✡ì✒ê �✶�❻æ å ç➡î ü❇ë æ Ò❘å●é⑨å●ò æ ó æ é ç♦æ ó ç✂� ê✡é

î Ñ æ ì✇ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì☞➹ î ó ù ç♦æ ó➼ò æ ò④ü æ é ç ù î Ò ð❇ì■ñ æ é➡ó⑨å î ì❇ëÚí ➞✡è➯➟➡➠➢➠➢➠à➤ ⑤➡⑦✡✈❇❽ á➘➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷➔ ✴ ý Ý þ✖❥ ✝✟✝ ➔ Ü➦✝✡✠ ➔ ÷✶✴ ➲➳➲➳Ý è
➍ Ý➳Ý✞➎ ✿ è ❼✽å ù ëÚü æ é☎✄ è➶➞ ✼ í ç ó æ ò î Ñ æ ì✇ó î✳✲ ñ❳å●ó î ê✡ì❰ð ç➡î ì✌✄❼ûtå✠✄✟ð æ é➡é æ ò❸ê✇Ñ æ ë ç ➞✡è✍➟➡➠➢➠➢➠ ➤ ⑤ á❇➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧➨ ➧✡✈❘③⑥⑤➡➧✡➩✃÷ ÿ➳Ý ❥ ø✟ø ✴ Ü✇ø Ý ✩➦÷✻✴ ➲➳➲ ✴ è
➍ Ý ✝ ➎ ✿ è ❼Ùå ù ëÚü æ é☎✄ è ➞ ûtå✠✄✟ð æ é➡é æ å●ì■Ñ ❍ å●ð❇ó ❤ ò❸ê❅Ñ æ ë ç ➞✡è ❡➌ì ➟ ❒ ➥ ➨ ➴➃âÜ➴ ➟ ➪Õ❽❺➲✡❶ Ð ➧●❽❺❹➽✉✇❶❼Ï✓ß✣✈✷✈✱❯✇Ï➨ ➧ Ð ①❺✈❇➳➦⑦❳➾❅①❺✈❘÷ ï ê✡ëÚð❇ò æ ÿ ÷❇Ò❘å✠✄ æÛç ✴ Ü ✴✱✩➦÷✻✴ ➲➳➲ ➔ è



ï é ï ➁❹é✥ê➓➂ÛãäÞ⑦å➢➄⑦éîà ✴ ➲ ✝
➍ Ý ✠ ➎ ✿ è ❼✽å ù ëÚü æ é☎✄Ùå●ì■Ñ ❭❪è ❃①✇●õ î ë✙✇ è❑➞✱✰ ì å●Ò❇Ò❇é♦êÛ× î ò➵å●ó î ê✡ì❚ê �➓ç ó⑨å●ü❇ë æ ë î ì æ å●é ç í ç ó æ ò ç ð ç➡î ì✌✄

ûtå✠✄✟ð æ é➡é æ å●ì■Ñ ❍ å●ð❇ó ❤■� ð❇ì■ñ➸ó î ê✡ì ç ➞✡è➃➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧♦⑦✟÷ ÿ ✩ ý ø þ✾❥ Ý➳➲✟ÿ Ü➦✝ ✪ ✠ ÷✻✴ ➲➳➲➳Ý è
➍ Ý➳➲✞➎ ✆➷è ❼✽å●ëÚó æ é❸å●ì■Ñ➔➒ èq❭ î➜æ ó ✞ ûtå ù å●ì î➜æ é è❚➞✝✆ ×■å✡ñ➸ó⑩é æ ñ➸ð❇é ç➡îÚï❅æ Ò➘ê✡ëÚí ù æ Ñ➦é⑨å●ë➷Ñ æÛç ñ➸é î Ò❇ó î ê✡ì➏ê � ó ù æ

�❻æ å ç➡î ü❇ë æ Ò❘å●é⑨å●ò æ ó æ é ç♦æ ó � ê✡é❷ü②ê✡ð❇ì■Ñ æ Ñ ✞➌æ é➡é♦ê✡é⑩ò❸ê❅Ñ æ ë ç ➞✡è✒➟➡➠➢➠➢➠❡➤ ⑤ á➶➥ ✉➦③➑➧✡❶❸⑦✟③⑥❹❻⑧ ➨ ➧✡✈❘③⑥⑤♦➧✡➩✃÷ÿ ➔ ý ✠ þ✾❥ ➲ ✴✘✴ Ü ➲ ✴ ➔ ÷✻✴ ➲ ✠ ➲ è
➍ ✝ ✪ ➎ ❢ è ❼ î➜æ ì æ é èØ➮ ä❷➧✡✈■➩ ❹➽✈②①♦⑦✡⑤ Ð ⑤➡➧✓❖❺➩➜①❺❶❼❽❷❹➽✈ô⑤♦⑦✡✈➘r✟➧✡❶ú③➽➳❇①➡➧✡⑤❺➲ ➮❨è ❢ æ ➹❚ö➃ê✡é➡õ ❥ ❼ î ë æ í❱÷✵✴ ➲ ø✟✠➦è


