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Résumé

L’omniprésence des systémes informatiques dans les applications technologiques mo-
dernes rend capitale la question de leur fiabilité. Dans cette perspective, la correction des
logiciels mis en ceuvre est indispensable. Nous nous sommes intéressé dans cette theése a
la logique équationnelle en tant que support de la vérification des programmes écrits dans
un langage impératif. Notre approche vise le double objectif d’automatiser la vérification
des propriétés de programmes tout en proposant un formalisme pour raisonner sur les
programmes adapté aux acteurs du développement des logiciels.

Précisément, les travaux de cette thése portent sur la traduction automatique des
programmes impératifs vers la logique équationnelle afin d’en vérifier la correction. Nous
avons été amené a considérer deux classes de programmes impératifs.

Dans la premiére classe de programmes, la seule instruction avec effet de bord du
langage de programmation est I'affectation. Nous présentons un algorithme de traduction
d’un programme de cette classe en un ensemble d’équations. Cet algorithme est donné sous
la forme d'un systéme de réécriture définissant la sémantique du langage. Nous montrons
la convergence de notre systéme de réécriture a 'aide d’'un démonstrateur de théorémes.

Pour définir la seconde classe de programmes, nous ajoutons au langage impératif une
forme d’appel par référence ainsi qu'un type des listes mutables. Ces deux mécanismes
introduisent la possibilité de manipuler des alias dans les programmes. Nous énoncgons des
restrictions sur la création et I'utilisation des alias moyennant lesquelles nous proposons
un algorithme pour la traduction en équations des programmes de la nouvelle classe. La
définition équationnelle ainsi obtenue ne s’appuie pas sur une modélisation explicite de la
mémoire.

Les équations produites par la traduction d’un programme avec notre méthode peuvent
alors étre utilisées dans des systémes de preuve afin de vérifier des propriétés du pro-
gramme, elles-mémes exprimées sous forme d’équations. Nous validons notre approche en
implantant une version de la traduction pour chaque classe de programmes et en prou-
vant des propriétés de programmes non triviales a 'aide des équations produites par notre
méthode.

Mots-clés: Méthodes formelles ; Vérification de programmes ; Logique équationnelle ; Sé-
mantique algébrique ; Systémes de réécriture.
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Abstract

Omnipresence of computer systems in modern technological applications makes the
question of their reliability essential. In this perspective, correctness of the involved soft-
ware cannot be neglected. In this thesis, we investigate equational logic as a foundation
for the verification of programs written in an imperative language. Our approach aims
at automating the verification of program properties while offering a formalism suited to
software developers for reasoning about programs.

Precisely, our work addresses the automatic translation of imperative programs into
equational logic in order to verify their correctness. We studied two classes of imperative
programs.

In the first class of programs, assignment is the sole programming language statement
with side effect. We developed an algorithm to translate the programs in this class into a
set of equations. This algorithm is expressed as a rewriting system defining the language’s
semantics. We showed, with the assistance of a theorem prover, the convergence of our
rewriting system.

The second class of programs is defined by adding to the programming language a call-
by-reference parameter passing mode and a type of mutable lists. These two mechanisms
introduce the ability of handling aliases in programs. We define restrictions on the creation
and use of aliases which allow us to propose an algorithm for the translation into equations
of the programs in the new class. The equational definition we obtain does not involve an
explicit model of the program’s memory.

The equations produced by the translation of a program with our method can then
be used in proof systems in order to verify properties of the program. The properties are
also expressed as equations. We validate our approach by implementing the translation
algorithms for each class of programs and by proving interesting program properties from
the equations produced by our method.

Keywords: Formal methods; Program verification ; Equational logic; Algebraic seman-
tics ; Rewriting system.
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Préambule

Il a longtemps été fait référence a I’écriture de programmes pour ordinateur comme a
un art, connotant ainsi que les programmes échapperaient en quelque sorte au raisonne-
ment. Une des séries d’ouvrages informatiques parmi les plus célébres ne s’intitule-t-elle
pas The Art of Computer Programming |Knuth, 1968]?

Lors de I'allocution qu’il prononca en recevant le prix Turing [Knuth, 1974], D. E.
Knuth s’est longuement expliqué sur le choix de ce titre et sur I'apparent paradoxe qui
consiste a conférer a la programmation des ordinateurs le statut d’art tout en pronant une
approche rigoureuse. Sans entrer dans les détails d’une esthétique des programmes telle
que la concoit D. E. Knuth, nous pouvons toutefois constater qu’entre la deuxiéme partie
des années 1930, quand les mathématiciens pionniers de 'informatique donnérent une dé-
finition rigoureuse de ses fondements, et les premiers travaux établissant un cadre mathé-
matique pour la preuve des programmes par R. W. Floyd (1967) et C. A. R. Hoare (1969)
puis par E. W. Dijkstra (1976), il y eut une période durant laquelle le concept de cor-
rection' de programme n’avait tout simplement pas d’expression formelle. Dans les faits,
la programmation apparaissait alors comme une habile manipulation de symboles dont le
résultat était correct « par intuition ».

Depuis, malgré les progrés théoriques évidents dans la formalisation des programmes
et de leur correction, la situation n’a que peu évolué en pratique et cette citation de D. E.
Knuth, pourtant de 1974, conserve obstinément son actualité [Knuth, 1974] :

« The point is that when we write programs today, we know that we could
in principle construct formal proofs of their correctness if we really wanted to,
now that we understand how such proofs are formulated. »

De nos jours, en dépit de l'existence de méthodes formelles, la validation des pro-
grammes par des jeux de tests constitue toujours la méthode prédominante. Afin de s’as-
surer de la correction de son programme, le développeur fournit en entrée du programme
un ensemble de données sélectionnées pour étre a la fois représentatives des cas d’usage
normal et limite du programme. Le programme est alors tenu pour correct si les réponses
qu’il produit pour ces entrées sont celles attendues. La validation d’un programme par
des tests souléve les difficiles problémes du choix des données pour les tests et de leur gé-
nération automatique. Mais surtout, elle fait face a une impossibilité théorique que E. W.
Dijkstra (1972) énongait ainsi :

LCorrection : qualité de ce qui est correct, juste (définition du dictionnaire Le Robert); conformité
a un modéle, a un ensemble de principes ou de régles (définition du dictionnaire Trésor de la Langue
Francaise : http://atilf.atilf.fr).
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« Program testing can be a very effective way to show the presence of bugs,
but is hopelessly inadequate for showing their absence. »

Effectivement, le domaine d’un programme, c’est-a-dire I'ensemble des valeurs valides en
entrée du programme, est le plus souvent infini ou tellement grand qu’il est intraitable en
pratique. Par conséquent, un jeu de tests, aussi bien concu qu’il soit, ne constitue jamais
une preuve de la correction d’'un programme.

Pourtant, les exemples en faveur d’une vérification plus formelle de la correction des
programmes abondent. Ce sont d'une part les échecs retentissants dus a des programmes
informatiques défectueux : I'explosion en plein vol de la fusée Ariane 5 pour une conversion
de types erronée |Jézéquel et Meyer, 1997, algorithme de division erroné du processeur
Pentium [Pratt, 1995], le systéme de réservation de la SNCF désorganisé par un programme
mal dimensionné [Campagnolle, 2004], etc. Ces exemples, et malheureusement quantité
d’autres parfois tragiques, sont réguliérement relatés dans la presse et recensés par des
listes de diffusion spécialisées |[RISKS, 2005.

D’autre part, plusieurs projets de grande envergure ont été de considérables succes,
aussi bien au niveau de la qualité des logiciels que des coiits de développement, grace
notamment a la prise en considération de la correction formelle des logiciels mis en ceuvre.
Citons par exemple la réussite du systéme de controle de la vitesse des trains de la ligne A
du RER parisien, grace a la spécification formelle de I’ensemble du systéme et a la preuve
mathématique de la correction des portions critiques du systéme |Guiho et Hennebert,
1990] ; la découverte, par une technique formelle de vérification de modéle, d’une erreur
dans un systéme de controle actif des structures qui, au lieu de protéger les batiments lors
de tremblements de terre, les aurait rendus plus sensibles aux vibrations |Elseaidy et al.,
1997| ; la vérification d’un algorithme de calcul de la racine carrée pour un processeur AMD,
mécanisée a I'aide d’un systéme de preuve formel [Russinoff, 1999] ; d’autres exemples sont
rapportés dans [Clarke et Wing, 1996].

Dans notre société, les systémes informatiques envahissent tous les champs de la
vie quotidienne : transport, habitat, communication, santé, etc. Comme le montrent les
exemples précédents, des fonctions critiques sont aujourd’hui confiées a des logiciels dont
la défaillance entrainerait des pertes humaines ou des cotits matériels et financiers énormes.
Ce constat plaide donc pour un accroissement significatif de la fiabilité des logiciels. Un
critére indispensable a la réussite de cet objectif est la vérification de la correction des
programmes. La correction d’un programme n’est pas une notion universelle et aisément
définie. Elle est usuellement employée de fagon restrictive pour signifier 1’absence d’er-
reur syntaxique. Cette derniére n’est pourtant que préalable a la correction, dans son
sens plein, qui dépend de la signification du programme, ce qu’il est supposé faire : sa
spécification. Un programme est correct s’il satisfait sa spécification.

Les méthodes formelles permettent d’établir une preuve mathématique qu'un pro-
gramme est correct vis-a-vis de sa spécification pour toutes les entrées valides du pro-
gramme. Elles comportent généralement un langage de spécification, un langage de des-
cription du programme et une méthode pour vérifier que la description satisfait la spécifi-
cation. Lorsque I’ensemble de ces éléments est formalisé, le processus de vérification peut
étre automatisé, partiellement ou totalement selon la méthode et la classe de programmes



a laquelle elle s’applique. La spécification formelle compléte d'un systéme informatique
est rarement réalisable : la description initiale d’un probléme réel est par nature infor-
melle, comment s’assurer dans ces conditions de la justesse de la spécification formelle ?
Pour autant, cet argument ne doit pas nous faire renoncer a notre légitime ambition de
fiabilité. Le processus de spécification formelle d'un probléme réel est vertueux dans le
sens ot il améliore la compréhension du probléme et est le seul a admettre par la suite un
traitement rigoureux.

Les méthodes formelles ont aujourd’hui atteint un degré de maturité qui les rend éco-
nomiquement viables et, partant, attractives pour les industriels. Elles restent cependant
encore d'un abord ardu et requiérent un investissement important pour le commun des
programmeurs qui les considére comme une ingrate perte de temps. De ce fait, leur mise
en ceuvre est souvent confiée a des spécialistes.

Contributions de cette thése

Dans cette thése, nous proposons une méthode pour aider a raisonner sur les pro-
grammes impératifs et faciliter la preuve de propriétés de programmes. Notre contribu-
tion principale est la conception et le développement d’un systéme, appelé SOSSubg,
permettant d’exprimer la sémantique des programmes dans la logique équationnelle.

L’idée centrale de cette thése consiste a traduire automatiquement le code source d’un
programme impératif en un ensemble d’équations. Dans cette perspective, la vérification
qu'un programme P satisfait une propriété générique m comporte trois étapes :

1. la formulation de la propriété m dans la logique du premier ordre;

2. la traduction automatique par notre systéme du programme P en un ensemble
d’équations Ep, qui expriment la sémantique algébrique de P;

3. la preuve, généralement par I’application d'un principe de récurrence, que la pro-
priété m est une conséquence des équations de Ep.

Un des traits saillants de notre approche est la richesse du langage de programmation
source (e.g., structures de controle, données structurées, allocation dynamique, effets de
bord, etc.) qui contraste avec la simplicité du langage équationnel cible. La logique équa-
tionnelle constitue une base mathématique traditionnellement enseignée qui pourrait ainsi
prétendre a étre le langage commun entre tous les acteurs d'un développement logiciel.
En outre, la syntaxe concise et la sémantique claire de la logique équationnelle recélent
des principes de raisonnement puissants. A notre connaissance, cette thése semble étre
la premiére a traiter des effets de bord dans la logique équationnelle sans expliciter un
modeéle de la mémoire.

Une deuxiéme caractéristique de notre méthode est son degré d’automatisation : une
large classe de programmes est automatiquement traduisible en équations par notre sys-
teme. De plus, le choix de la logique équationnelle a pour avantage de présenter la séman-
tique des programmes sous une forme commode pour l'automatisation des traitements
postérieurs. En effet, de nombreux outils et algorithmes facilitent le raisonnement dans la
logique équationnelle.
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Notre systéeme, SOSSubg, se décline en deux versions :

S0OSSubk Dans cette premiére version du systéme, la sémantique du langage impératif
source, le langage Sube, est formalisée par les régles d’un systéme de réécriture dont
nous avons prouvé la propriété de convergence. Cette propriété assure que le pro-
cessus de réécriture des programmes termine et que son résultat est unique. Ainsi,
la propriété de convergence garantit que notre systéme définit pour tout programme
Sube une, et une seule, sémantique algébrique du programme. En outre, la démons-
tration de cette propriété a été menée automatiquement avec un démonstrateur de
théorémes.

SOSSubg® Dans cette seconde version du systéme, nous munissons le langage Sub¢ de
constructions qui permettent de créer des alias et d’effectuer des effets de bord. Le
caractére indécidable du traitement automatique de la plupart des problémes ayant
trait aux alias nous a conduits a définir une classe de programmes pour laquelle
notre approche reste automatique. L.’appartenance d’un programme a cette classe
se décide, hors de notre systéme, en vérifiant que le programme satisfait un ensemble
de prérequis.

Plan de la thése

Le manuscrit débute par un chapitre qui offre une vue d’ensemble de la thése. Nous y
exposons la problématique et nos motivations a travers des exemples, ainsi que les travaux
qui constituent notre contribution.

La premiére partie est consacrée, d’une part, a I'’examen des directions de recherche ex-
plorées dans le domaine de la vérification de programme, et d’autre part, a la présentation
des concepts et des notions qui seront utiles a la lecture du manuscrit. Nous présentons
notamment la logique équationnelle et les systémes de réécriture.

La deuxiéme partie traite de notre méthode proprement dite. Le premier chapitre
aborde la version SOSSubZ de notre systéme. Nous introduisons le langage Sube et les
principes de notre approche, puis nous revenons en détail sur la sémantique du langage
et son traitement dans le systéme. Nous concluons le chapitre en prouvant la convergence
du systéme de réécriture au cceur de SOSSubX. Le deuxiéme chapitre de cette partie
traite de la version SOSSubg™ de notre systéme. Cette version du systéme est construite
sur Sub&™ une extension de Sube qui procure de nouvelles possibilités d’effet de bord.
Nous commencons le chapitre par une discussion des conséquences sur le systéme de
ces nouveaux effets de bord. Nous décrivons ensuite la syntaxe et la sémantique des
constructions nouvelles, ainsi que les répercussions sur les autres éléments du systéme et

sur I'approche elle-méme.

La troisiéme partie rapporte une série d’expérimentations qui ont été menées avec les
deux versions de notre systéme. Nous y développons notamment les exemples qui ont servi
a exposer les motivations de notre approche lors du tout premier chapitre.

Dans la conclusion, nous faisons une synthése des travaux accomplis ainsi que leur
critique. Enfin, nous discutons briévement des perspectives de recherche que cette thése
suscite.
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[’objet de ce chapitre est d’introduire concrétement, par des exemples simples mais
non triviaux, les motivations et les contributions des travaux dont ce mémoire rend
compte. Le détail des solutions mises en ceuvre se trouve dans la Partie II.

Nous abordons dans la Section 1.1 la problématique de la preuve de propriétés de
programmes par deux cas pratiques. La Section 1.2 présente le systéme SOSSube qui
entreprend de répondre, pour une classe réduite de programmes, aux questions ainsi sou-
levées. Nous mettons alors en évidence dans la Section 1.3 I'apport du systéme SOSSub¢
sur les deux exemples introductifs de ce chapitre.

1.1 La problématique : exemples motivants

Si, a des degrés trés divers, les acteurs du monde du logiciel s’accordent majoritaire-
ment a reconnaitre I'intérét de spécifier et de vérifier les programmes qu’ils développent,
la question de la méthode reste ouverte. Nous illustrons le probléme de la vérification de
propriétés des programmes sur deux exemples :

le premier est tiré du domaine de 'arithmétique et s’implante simplement dans tout
langage impératif;

— le second provient du domaine des tris en informatique, fécond en algorithmes, et
utilise des constructions plus avancées des langages impératifs.

A travers ces exemples, notre intention est de donner 'intuition de notre approche en
faisant percevoir quels sont les avantages de raisonner formellement sur les programmes
aussi naturellement que nous avons 1’habitude de le faire en mathématiques.

1.1.1 Plus Grand Commun Diviseur

Considérons 'exemple du calcul du Plus Grand Commun Diviseur (pged). Le pged de
deux entiers naturels non tous deux nuls est défini comme le plus grand entier qui divise
les deux nombres. Un entier d divise un entier n si le reste de la division entiére de n par
d est nul.

La Figure 1.1 contient une proposition de programme pour calculer le pged de deux
nombres. Ce fragment de programme est écrit dans un langage de programmation impé-
ratif, C en I'occurrence. Il comporte une unique fonction pgcd qui prend en paramétre
deux entiers, @ et b, et renvoie la valeur de pged(a,b).
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int pged(int a, int b)

{
int r;
whi | e(b = 0)
{
r = b;
b =a % b;
a=r;
}
return a;
}

Fig. 1.1 Un calcul du Plus Grand Commun Diviseur en C: pgcd . Le symbole % est
Uopérateur modulo du C : a% est le reste de la division entiére de @ par b (i.e., amodb).

Quelle garantie avons-nous que ce texte, une fois exécuté sur un ordinateur, calcule
effectivement pged(a,b)? Quand bien méme nous connaitrions 1'algorithme d’Euclide?
dont ce programme est une variante, nous pourrions néanmoins nous poser la question de
la validité du programme : ne serait-ce que pour des valeurs négatives ou nulles de a ou
b.

D’autre part, un mathématicien saura dire qu’'une propriété fondamentale du pged est
la suivante? :

Propriété 1.1. Pour a et b entiers naturels et a > b, pged(a,b) = pged(a — b,b).

Cependant, comment prouver que le programme pgcd vérifie cette propriété ?

Deux approches s’offrent a nous :

Pour nous convaincre, nous pouvons effectuer des tests et vérifier que pour certaines
valeurs de a et b le résultat obtenu est bien celui attendu. Cette solution, bien
qu’étant la plus usitée, n’est pas satisfaisante. En effet, cette facon de procéder
montre ’adéquation du programme proposé avec le calcul souhaité pour les seules
valeurs de a et b qui auront été essayées, mais aucunement pour toutes les autres
valeurs. Or, l'espace des valeurs possibles, les entiers, est infini : cette méthode
s’avére impraticable pour démontrer la correction du programme.

Une autre démarche consiste a raisonner sur le texte du programme lui-méme avec
une rigueur équivalente a celle des mathématiques. Pour atteindre cet objectif, il faut
donner un sens formel aux programmes, c¢’est-a-dire, une signification symbolique et
non ambigué avec laquelle des démonstrations pourront étre construites.

L’idée que nous préconisons dans cette thése est de traduire les programmes dans
la logique équationnelle. Plus précisément, nous proposons de traduire le programme

2(et algorithme consiste & soustraire itérativement le plus petit nombre au plus grand jusqu’a ce qu’ils
soient égaux, cette derniére valeur est le pged.
3L’algorithme d’Euclide repose d’ailleurs sur cette propriété.
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typedef struct CELL %LIST;
struct CELL {

i nt element;

LIST next;

7

Fi1G. 1.2 Une implantation des listes simplement chainées en C

pgcd en un ensemble d’équations. Nous disposons alors de tout « I'arsenal des mathéma-
tiques » pour prouver des propriétés exprimées par des assertions logiques telles que la
Propriété 1.1. De plus, cette tache peut étre accomplie manuellement ou a I’aide d’outils
logiciels de preuve.

[’étape essentielle dans la réalisation de ce projet réside dans la traduction du texte du
programme vers sa formulation mathématique. L’ambition du systéme SOSSubg, présenté
dans la Section 1.2, est d’effectuer automatiquement cette traduction. La traduction du
programme pgcd et la preuve de la Propriété 1.1 sont discutées dans la Section 1.3.1.
Mais avant cela, considérons un deuxiéme exemple de programme plus complexe.

1.1.2 Tri par fusion

Les pointeurs occupent une place importante en langage C. Ils permettent, entre autres,
de passer par adresse des paramétres a un sous-programme ou de définir des types de
données récursifs. [.’exemple le plus simple et le plus représentatif des types de données
récursifs est peut-étre la liste simplement chainée. Celle-ci consiste en une séquence de
maillons qui portent chacun une information? et un lien vers le maillon suivant. Une
implantation de cette structure de données en C est fournie par le type LIST de la
Figure 1.2.

Employés a bon escient, les pointeurs conduisent a des programmes compacts et effi-
caces aussi bien en temps qu’en espace mémoire. Le programme de tri fusion MergeSort
de la Figure 1.3, extrait du livre Foundations of Computer Science [Aho et Ullman, 1994,
Section 2.8 (page 84)], en est une remarquable illustration. Une analyse informelle de
ce programme révele qu’il est composé de trois sous-programmes manipulant des listes
d’entiers :

Le sous-programme MergeSort trie la liste lisSt  passée en paramétre et renvoie
le résultat du tri. L’algorithme est le suivant :

Si list  est vide ou ne contient qu'un seul maillon, alors elle est déja triée et
elle est renvoyée.

Dans le cas contraire, la moitié des éléments sont retirés de list et placés
dans la liste SecondList  (appel du sous-programme split | ce qui implique
potentiellement un effet de bord sur le paramétre de MergeSort ). Les deux
listes sont alors récursivement triées avant d’étre fusionnées en une seule par
merge . Cette derniére liste est renvoyée.

*Nous dirons aussi élément ; et par abus de langage, nous pourrons employer élément pour maillon.
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LIST merge(LIST listl, LIST list2);
LIST split(LIST list);
LIST MergeSort(LIST list);

LIST MergeSort(LIST list)

{
LIST SecondList;

i f (list == NULL) return NULL;
else if (list —>next == NULL) return Iist
el se {
SecondList = split(list);
ret urn merge(MergeSort(list), MergeSort(SecondList));
}
}

LIST merge(LIST listl, LIST list2)
{
i f (listl == NULL) return list2;
el se if (list2 == NULL) return listl;

else if (listlt —>element <= list2 —>element) {
listl —>next = merge(listl —>next, list2);
return listl;
}
el se {
list2 —>next = merge(listl, list2 —>next);
return list2;
}
}
LIST split(LIST list)
{

LIST pSecondCell;

i f (list == NULL) return NULL;
else if (list —>next == NULL) return NULL;

el se {
pSecondCell = list —>next;
list —>next = pSecondCell —>next;
pSecondCell —>next = split(pSecondCell —>next);
return pSecondCell;
}

}

FIG. 1.3 - Le programme de tri MergeSort en C[Aho

et Ullman, 1994]
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Dans les deux cas, la liste renvoyée est constituée exactement des maillons de list
réordonnés.

— Le role du sous-programme Split  est de retirer un élément sur deux de la liste qui
lui est passée en paramétre (elle a donc un effet de bord) et de les regrouper dans
une seconde liste qui est renvoyée.

Exemple 1.2. Supposons que la liste list  contienne les éléments 1, 2, 3, 4 et 5
dans cet ordre. ’appel du sous-programme split  retourne une liste contenant les
éléments 2 et 4 dans cet ordre. Dans le méme temps, list  a été modifiée et ne
contient plus que les éléments 1, 3 et 5 dans cet ordre. ¢

Le sous-programme merge prend deux listes triées et arrange leurs éléments en une
liste triée, qui est renvoyée. Les deux listes passées en parameétre sont modifiées au
cours du traitement, ce qui est un effet de bord du sous-programme.

Selon le méme schéma que pour le programme du calcul du pged, la preuve de la cor-
rection du programme MergeSort nécessite en premier lieu d’établir sa spécification. La
vérification d’un programme de tri de listes requiert la démonstration de deux propriétés :

il faut bien évidemment que la liste résultat soit triée, c’est-a-dire que les éléments
qui la composent soient ordonnés;

— mais il faut aussi s’assurer que la liste résultat comporte les mémes éléments que la
liste initiale et en méme nombre.

Ceci s’énonce dans le cas du MergeSort par les deux propriétés suivantes, les fonctions
sorted et permutation étant définies par ailleurs (cf. Sections 6.3 et 7.1) :

Propriété 1.3. Pour toute liste | d’entiers, sorted(MergeSort(l)) = vrai.
Propriété 1.4. Pour toute liste | d’entiers, permutation(l, MergeSort(l)) = vrai.

Le caractére informel de ’analyse esquissée précédemment ne permet de décider sur
la validité d’aucune propriété. Nous rencontrons la méme difficulté a raisonner sur les
programmes qu’avec l'exemple du calcul du pged de la section précédente. De surcroit,
la sémantique des constructions du langage de programmation auxquelles nous nous in-
téressons est plus complexe. Nous tirerions donc encore davantage profit de la possibilité
de raisonner formellement sur les programmes et de déléguer a la machine autant que
possible de cette tache hautement sujette a erreur.

La section qui suit présente le systéme SOSSube qui nous permettra de traduire le
programme du tri par fusion en équations et de prouver sa correction dans la Section 1.3.2.



10 Apercu global de la thése

1.2 Notre contribution : le systéme SOSSub,

Nous avons introduit dans la section précédente la problématique de la vérification de
propriétés des programmes. Le systeme SOSSube, qui est 'objet des travaux présentés
dans ce mémoire, répond au besoin de raisonner sur les programmes impératifs de fagon
formelle en se fondant sur la logique équationnelle (cf. Section 3.1 pour une définition).
Dans cette logique, la description formelle des programmes et des spécifications des pro-
grammes est formulée par des équations conditionnelles. La vérification d’un programme
consiste alors & démontrer, au moyen des régles d’inférence de la logique, que les équations
des spécifications du programme se déduisent des équations du programme.

Le systeme SOSSub¢ s’intégre dans un atelier ol les programmes sont développés dans
un langage impératif, le langage Sube, avant d’étre automatiquement traduits en équations
pour que leur correction soit formellement prouvée a I’aide de systémes de preuve.

Les trois sections qui suivent donnent un aper¢u du systéme SOSSube, qui sera plei-
nement détaillé dans les prochains chapitres. Nous exposons tout d’abord les principes
du systéme, puis nous présentons la version du systéme sur les constructions de base du
langage Subg¢, enfin, nous abordons la version du systéme étendu a des constructions plus
complexes.

1.2.1 Principes

La nécessité de pouvoir raisonner sur les programmes conduit a attribuer un sens for-
mel aux différentes constructions du langage de programmation (e.g., while | if | etc.).
Ceci est le role d'une sémantique, qui est un « codage symbolique » dans un systéme
mathématique formel des calculs possibles dans le langage. Le systéme formel est habi-
tuellement une logique dans laquelle il sera possible de construire des démonstrations et
de prouver des formules.

Le principe de notre approche est de produire automatiquement la séman-
tique équationnelle d’un programme a partir de son code source : ¢’est-a-dire,
produire un ensemble d’équations qui constituent les axiomes de la théorie
equationnelle du programme.

A cette fin, nous décrivons la sémantique du langage impératif de program-
mation par les modifications que les différentes constructions du langage
entrainent sur un ensemble d’équations caractéristiques de [’état d’un pro-
gramme. L’évaluation symbolique d’un programme selon cette sémantique gé-
nere [’axiomatisation du programme. L’évaluation des programmes est « sym-
bolique » au sens que les données en entrée des programmes sont manipulées
comme des symboles dont la valeur n’est pas connue. Le résultat de [’éva-
luation d’un programme est par conséquent un ensemble d’équations dont les
variables sont les entrées du programme.

Ces équations pourront alors étre utilisées pour prouver des propriétés de
programmes.
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Traditionnellement, les sémantiques dénotationnelles rendent apparent un modéle de
la mémoire (méme lorsque ce modéle est abstrait comme dans le cas des sémantiques algé-
briques) et sont plus appropriées pour raisonner sur les langages que sur les programmes.
De méme, les sémantiques opérationnelles échouent a fournir un cadre bien adapté a la
preuve de propriétés de programmes et servent plutot dans le domaine de 1’équivalence des
programmes. En revanche, les sémantiques axiomatiques ont été concues pour la preuve
de propriétés de programmes mais donnent en général une sémantique des itérations peu
naturelle.

Notre approche se distingue des travaux similaires par :

son aptitude a étre automatisée grace au choix de la logique équationnelle pour
exprimer la sémantique des programmes;

I’absence de modeéle de la mémoire;
la distinction claire entre la sémantique du langage et celle des programmes;

les caractéristiques du langage impératif traité (boucles, mémoire dynamique, effets
de bord, etc.).

Le systéme SOSSube met en ceuvre notre approche en réalisant I'aziomatisation des
programmes écrits en Sube : c’est-a-dire, la traduction automatique des programmes vers
un ensemble d’équations qui définit leur sémantique. Plus précisément, ’axiomatisation
comporte trois étapes articulées autour de I’évaluation symbolique des programmes :

1. traduction des programmes en termes;
2. évaluation symbolique des termes ;

3. formulation des équations.

Traduction des programmes en termes

A chaque construction du langage Subc (e.g., instruction, opérateur) correspond un
symbole de fonction de la signature X, (¢f. Section 4.2). L’ensemble des symboles de
fonction de la signature contient aussi les symboles des variables, les symboles des littéraux
et les symboles des fonctions qui peuvent étre utilisés en Subg.

Exemple 1.5. L’affectation du langage Sub¢ est associée au symbole de fonction de la
signature X,; C Assign. ¢

L’analyse lexico-syntaxique du code source d’un programme Sube produit I'arbre de
syntazre abstraite du programme :

les nceuds de cet arbre sont essentiellement les symboles des instructions et des
opérateurs du langage Sub¢, ainsi que des fonctions définies dans le programme
analysé ;
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les feuilles de cet arbre sont les noms des variables du programme analysé et les
littéraux (les nombres entiers).

Ainsi, 'arbre de syntaxe abstraite du programme constitue la représentation arborescente
d'un terme de la signature ;.

Exemple 1.6. Dans un programme Sub¢, au cours de la premiére étape de I'axiomatisa-
tion, une affectation X = e produit ’arbre de syntaxe abstraite suivant :

C Assign

/\

X €

Cet arbre correspond au terme C Assign(x, e) ou x et e sont des symboles de constante
et C_Assign un symbole de fonction de la signature X,;. ¢

Note 1.7. Par commodité d’écriture, dans les termes des programmes, une liste ne sera
pas représentée a 1’aide de ses deux constructeurs (liste vide et ajout en téte d’un élément)
sous la forme d’un terme. Nous adopterons une notation ou les listes sont délimitées par
des accolades et leurs éléments séparés par un point. Ainsi, {} dénote la liste vide et, par
exemple, {e; - eo} dénote une liste & deux éléments.

Cette étape est détaillée dans le Chapitre 4, et plus particulierement dans la Sec-
tion 4.2.2.

Evaluation symbolique des termes

La sémantique des constructions du langage Sube est exprimée par des modifications
dans un ensemble d’équations qui constitue I’environnement d’un programme.

Les termes obtenus de la premiére étape sont évalués conformément a la sémantique
du langage. L’évaluation est symbolique : nous représentons des entrées arbitraires des
programmes par des symboles. Cette opération fait donc évoluer un environnement initial
vers un environnement final qui décrit la sémantique du programme, c’est-a-dire, toutes
les exécutions possibles du programme.

Cette étape est réalisée de deux maniéres différentes selon la version du systéme
SOSSube :

S0OSSubk s’applique a une classe de programmes ot les possibilités d’effet de bord sont
limitées. La sémantique du langage Sube est exprimée formellement par un sys-
téme de réécriture. (¢f. Chapitre 4, et plus particuliérement Section 4.2). Cette
formalisation nous permet de prouver certaines propriétés de l'axiomatisation (cf.
Section 4.4).

SOSSubg®™ traite une classe de programmes plus vaste définie par Subg™, une extension

du langage Sube. Afin de réaliser la traduction en équations des nouvelles construc-
tions, nous proposons des algorithmes qui ne mettent plus en ceuvre de systéme de
réécriture (¢f. Chapitre 5). Les propriétés prouvées pour SOSSubZ ne sont donc pas

ext

directement transposables a SOSSubg”.
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Exemple 1.8. Dans un environnement, nous représentons I’'équation x = v par une paire
C Pair(x, v). Un ensemble d’équations est alors une liste de paires. Ainsi, les valeurs des
variables d’un programme forment une liste de paires associant le nom d’une variable a
sa valeur.

Supposons par exemple qu’une variable X d’un programme ait pour valeur v dans
I'environnement courant du programme (i.e., 'environnement résultant de ’évaluation
des instructions précédentes du programme), alors la liste de paires dans I'environnement
aura la forme suivante :

{...-C Pair(x,v)-... }

La sémantique d’'une affectation C Assign(x, e) est de remplacer dans l'environne-
ment courant la paire concernant la variable x par la paire C Pair(x, €’), ou e’ est
I'expression e partiellement évaluée dans I'environnement courant. L’évaluation de cette
affectation produira donc le changement d’environnement suivant :

{...-C Pair(x,€’)-...} ¢

C Assign(z, e)
5

{...-C Pair(x,v)-...}

Formulation des équations

Dans un environnement final, la valeur des variables est une expression algébrique
définie sur les symboles des entrées du programme. Eventuellement, pour une variable
donnée plusieurs valeurs sont définies et associées a des conditions. Ces conditions sont
formulées par des relations sur les entrées du programme, elles proviennent des conditions
des structures de controle rencontrées lors de I’évaluation du programme et qu’il n’a pas
été possible de résoudre puisque I’évaluation est symbolique.

Parmi toutes les variables, seules les valeurs de certaines nous intéressent : la troisiéme
étape de 'axiomatisation consiste alors a rechercher les valeurs pertinentes contenues dans
un environnement et a les présenter sous forme équationnelle pour une utilisation dans
un systéme de preuve (cf. Sections 4.2.4 et 5.4).

Exemple 1.9. Pour illustrer cette troisiéme étape, trés simplement, si nous sommes
intéressés par la valeur d’une variable X, nous recherchons dans I'environnement final la
paire CPair(x, v) et nous écrivons 'équation z = v. ¢

Exemple 1.10 (somme des n premiers entiers). Nous exemplifions ici les trois étapes
de 'axiomatisation avec SOSSubZ de la fonction somme(n) qui calcule la somme des
n premiers entiers naturels. Cette fonction est définie par le programme Sube de la Fi-
gure 1.4. Le programme consiste principalement en une boucle ot la variable n décroit
jusqu’a zéro, pendant que la variable sum sert d’accumulateur des valeurs successives de
n.

Pour ce premier exemple, nous allons simplifier la notation et masquer certains dé-
tails de la méthode. L’exemple complet est traité dans la Section 4.3.3 (Exemple 4.10 en
Page 76).

1. Lors de la premiére étape, les constructions du langage Sube sont traduites en
termes. Par exemple, pour l'instruction while , nous construisons un terme as-
sociant la condition de la boucle a la liste d’instructions formant le corps de la
boucle :
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i nt somme(i nt n) {
int sum = O;

}

while (n = 0) {

}

sum = sum + n;
n=n — 1;

return sum;

Fi1G. 1.4  Un calcul de la somme des n premiers entiers en Sube
C While(n # 0, {C Assign(sum, (sum + n)) - C_Assign(n, (n — 1))})

Pour l'instruction return sum . nous construisons un terme qui associe le nom
de la fonction a l'expression de retour de la fonction, comme s’il s’agissait d’une
affectation :

C Assign(somme, sum)

Au final, 'analyse lexico-syntaxique du code Sube de la fonction sommeproduit le
terme Tsomme suivant :

{C Assign(sum, 0) -
C While(n # 0, {C Assign(sum, (sum + n)) - C_Assign(n, (n — 1))}) -
C Assign(somme, sum)}

Dans notre contexte, I'environnement initial d’une fonction est une liste de paires
qui associent :

les paramétres formels aux parameétres effectifs de la fonction ;

les variables locales & une valeur par défaut (zéro pour le type entier) s’il n’y a
pas eu d’initialisation explicite.

Soit n.s le parameétre effectif associé a n, I’environnement initial de sommeest la
liste de deux paires :

{C Pair(sum, 0) - C Pair(n, n.g)}

. Le terme Tsomme est ensuite évalué symboliquement dans I’environnement initial

selon les régles de la sémantique du langage Sube. L’évaluation d’une liste de termes
est I’évaluation de la queue de la liste dans I'environnement produit par 1’évaluation
de la téte de la liste.
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Dans cet exemple, la téte de la liste est un terme qui correspond a une affectation
(nous en avons vu la sémantique dans I’'Exemple 1.8). L’évaluation de ce terme laisse
I’environnement initial inchangé.

Ensuite, I’évaluation du terme de racine C  While ajoute dans I’environnement 1’é1é-
ment suivant (cf. Section 4.3.3) :

C While Closure(n # 0, {C Pair(n, n—1) - C Pair(sum, sum+n)})

Lors de I'étape suivante, la boucle donnera lieu a la définition d’une nouvelle fonc-
tion. La valeur des variables est mise a jour pour tenir compte de cette nouvelle
fonction, dénotée par un terme C Loop. Par exemple pour la variable n :

C Pair(n, C_Loop(n, {C Pair(n, n.) - C_Pair(sum, 0)}))

Pour finir, la sémantique de 'instruction return  est d’ajouter dans I’environnement
une paire associant le nom de la fonction a sa valeur de retour une fois mise a jour
dans I'environnement courant. Ainsi, I’environnement final est le suivant :

{C While Closure(n # 0, {C Pair(n, n—1) - C Pair(sum, sum+n)}) -
C Pair(n, C_Loop(n, {C Pair(n, n.s) - C Pair(sum, 0)})) -
C Pair(sum, C Loop(sum, {C Pair(n, n.g) - C Pair(sum, 0)})) -
C Pair(somme, C Loop(sum, {C Pair(n, n.s) - C_Pair(sum, 0)}))}

3. L’environnement contient trois paires, cependant, lors de la troisiéme étape, nous
ne nous intéressons qu’a celle qui porte la valeur de retour de la fonction somme
Cette valeur est un terme de racine C Loop qui correspond a un appel a une
fonction somme! définie récursivement par deux équations a partir du terme de
racine C While Closure :

n # 0 = somme (n, sum) = somme'(n — 1, sum + n) (1.11)
n =0 = somme' (n, sum) = sum (1.12)
somme(n) = somme'(n, 0) (1.13)

Ces équations expriment la sémantique du programme sommedans la logique équa-
tionnelle. Elles pourront servir & montrer des propriétés du programme. ¢

Nous avons développé en Java deux versions de SOSSube qui difféerent par la classe
de programmes concernée et la méthode employée pour I’évaluation symbolique :

- SOSSub?, pour le langage Sube avec une modélisation fonctionnelle des listes ;
SOSSubg™, pour le langage Subg™ intégrant des listes mutables et des effets de bord.

Nous présentons dans les deux sections suivantes les particularités de chacune des versions
du systéme.
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FiG. 1.5  L’atelier de preuve avec SOSSub¥

|

1.2.2 SOSSubk

Le langage de programmation impératif Sube se présente comme un sous-ensemble du
langage C avec deux types primitifs de données : les entiers et les listes. Les données se
manipulent & I'aide d’opérateurs prédéfinis pour chaque type et de fonctions définies par
I'utilisateur. L’affectation et les structures de controle typiques des langages impératifs
sont présentes.

Dans la version SOSSubZ du systéme SOSSube, le mode de passage des paramétres
est par valeur uniquement. De plus, le type liste ne suit pas la définition habituelle dans
les langages impératifs de cette structure de données : une liste, bien qu’elle soit une
séquence d’éléments, est manipulée dans le langage comme une unique valeur.

Comme énoncé dans la section précédente, le principe du systéme SOSSub¢ est de
« traduire » automatiquement le code source Sube vers un ensemble d’équations exprimant
la sémantique du programme. Cette traduction, appelée azriomatisation, s’intégre dans
un atelier pour prouver interactivement des propriétés de programmes. La description
synoptique de notre atelier pour la version SOSSubX est montrée Figure 1.5.

Les concepteurs d’une application écrivent les spécifications du programme comme un
ensemble de propriétés désirées : les équations des propriétés du programme. Elles sont
exprimées dans une logique cohérente avec la logique équationnelle, e.g., la logique du pre-
mier ordre. Les développeurs produisent le code Sube du programme selon les indications
des concepteurs. Ces deux étapes sont essentiellement I’'ceuvre d’acteurs humains. Ensuite,
le systéme SOSSub¥ traduit le code source en un ensemble d’équations. Ces équations
constituent les axiomes d’une théorie pour la logique équationnelle : les aziomes de la
théorie du programme. Enfin, lors de la derniére étape, les équations des propriétés de-
viennent des conjectures. La vérification de la correction du programme consiste alors
a démontrer, dans la logique de la spécification, que ces conjectures appartiennent a la
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théorie équationnelle du programme. Si la démonstration est possible, alors il aura été
prouveé que le programme respecte ses spécifications.

Puisque les axiomes du programme sont exprimés dans la logique équationnelle, la
preuve peut étre faite au moyen d’un des nombreux systémes de preuve & méme de ma-
nipuler la logique équationnelle : automatiquement avec les démonstrateurs de théorémes
capables d’induction mathématique comme RRL |Kapur et Zhang, 1988| ou Spike [Bou-
houla et al., 1992, ou interactivement en utilisant des assistants de preuve® comme PVS
|Owre et al., 1992] ou Coq [Barras et al., 1997| (cf. Section 2.4 pour des détails sur les
systémes de preuve).

L’axiomatisation est 'opération qui prend en entrée un programme Sub¢ et produit en
sortie un ensemble d’équations exprimant la sémantique du programme. Dans SOSSub?,
nous utilisons un systéme de réécriture comme le moyen formel de définir la sémantique
du langage Sube. Cette définition posseéde 1’avantage supplémentaire d’étre exécutable :
la réécriture permet d’effectuer I’évaluation symbolique des programmes (cf. Section 3.2).
Le systéme de réécriture que nous avons défini, nommé SOSx, figure en Annexe A et est
décrit avec SOSSubZ dans la Section 4.

1.2.3 SOSSubg™

Dans SOSSubZ, le langage Sube ne capture pas certains des mécanismes propres
au paradigme impératif, parmi les plus efficaces, tels que ceux qui sont & I'ceuvre dans
le programme MergeSort de la Section 1.1.2. En effet, les trois sous-programmes de
MergeSort ne copient, ni ne créent, aucun maillon de liste (bien que 'algorithme ne
soit pas constant en espace du fait de la pile des appels récursifs), elles se contentent de
réarranger les liens entre les éléments de la liste a trier. Cette facon de procéder n’est
pas réalisable avec SOSSub¥, elle est pourtant typique des langages impératifs et repose
sur la notion d’effet de bord. Les objets manipulés par les programmes impératifs sont
mutables : leur état peut changer au cours de I’exécution du programme.

L’approche proposée avec le systéme SOSSube reste valide. Il convient cependant
d’enrichir le langage Sube de nouvelles constructions semblables a celles qui sont employées
dans le programme MergeSort et de leur donner une sémantique dans le cadre de la
logique équationnelle.

Essentiellement, nous étendons le langage Sube en ajoutant les listes mutables et un
mode de passage des paramétres par référence :

— Le type des listes est désormais semblable a la structure de liste simplement chainée
des langages impératifs et s’inspire de 'implantation en C de la Figure 1.2, & 'ex-
ception que le type de I’élément peut étre n’importe quel type de données Sube, et
en particulier une liste. Nous ajoutons deux nouvelles constructions, L- >element
et L- >next qui permettent de modifier, respectivement, le contenu et le suivant du
maillon pointé par L.

SCette distinction sur le degré d’automatisation entre démonstrateur de théorémes et assistant de
preuve peut paraitre assez artificielle car les démonstrateurs de théorémes sont souvent partiellement
interactifs et les assistants de preuve partiellement automatisés.
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Nous enrichissons aussi le langage Sube de sous-programmes avec une forme d’appel
par référence. Ce mode de passage des paramétres est dénoté par une perluéte
(caractére &) devant le nom du paramétre dans le prototype du sous-programme. Il
autorise un sous-programme a modifier la valeur d'un paramétre.

Gréace a ces ajouts, le langage Subg™ recouvre maintenant une plus large classe de

programmes. Ainsi, nous pouvons écrire en Subg" le programme du tri fusion de la Fi-
gure 1.3 : le résultat, en Figure 1.6, s’obtient par un simple changement de syntaxe. Mais
surtout, les algorithmes peuvent étre exprimeés aussi naturellement en Subg™ que dans
un langage impératif usuel comme le C cependant que nous maintenons un controle sur
I'utilisation des pointeurs. Par exemple, nous ne fournissons toujours pas de type pointeur

générique, ni n’autorisons 'arithmétique de pointeur.

Néanmoins, méme cet usage restreint des pointeurs souléve le probléeme difficile des
alias. L’intérét que nous portons aux alias provient de la nécessité de propager les effets
de bord a tous les noms alias d’'un méme objet, e.g., si listel et liste2  sont des alias,
lorsque la valeur de listel  est modifiée, il faut aussi que liste2  refléte la nouvelle
valeur. Un prérequis a cet objectif est de déceler tous les alias. Malheureusement, ce
probléme est indécidable pour un langage tel que Subg™ (cf. Section 5.1.1).

Pour nous, cela implique trés concrétement I'impossibilité d’automatiser la traduction
des programmes Subg” en équations dans le cas général. Nonobstant, nous énongons un
ensemble de restrictions sur 'emploi des constructions problématiques qui nous permet
de proposer un algorithme pour I'axiomatisation (cf. Chapitre 5, et plus particuliérement
Section 5.2.2 pour les restrictions). Cet algorithme ne repose plus sur la réécriture et se
base sur un schéma de nommage, ou dénomination systématique, des zones de mémoire
accessibles au programme qui donne lieu a une représentation « naturelle » des listes et
des opérations sur les listes.

Le processus de preuve décrit par la Figure 1.5 doit étre remanié pour inclure une étape
supplémentaire qui consiste en la démonstration, non automatisée, que le programme res-
pecte les régles de création et d’emploi des alias. Ce n’est qu’a cette condition que 1’axio-

matisation par SOSSubg™ est valide. Le nouveau processus est illustré par la Figure 1.7.

1.3 S0OSSub¢ versus les exemples motivants

Nous revenons dans cette section sur les deux exemples introductifs de la Section 1.1.
Nous montrons comment le systéme SOSSube donne une réponse aux questions que nous
avions alors laissées en suspens.

1.3.1 Sur ’exemple du Plus Grand Commun Diviseur

Nous avons présenté dans la Section 1.1.1, en Figure 1.1, le programme pgcd supposé
calculer le pged de deux entiers naturels. Nous avons discuté de la difficulté de raisonner
sur le code source et de vérifier que le programme satisfait les propriétés du pged.
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list split( [Iist L)
list merge(list La, |ist Lb);

list mergeSort( list L)
{

| i st secondList, La, Lb;

i f(L == NULL) return NULL;
el se if(next(L) == NULL) return L;
el se {
secondList = split(L);
La = mergeSort(L);
Lb = mergeSort(secondList);
return merge(La, Lb);
}
}

list merge(list La, |ist Lb)
{
i f(La == NULL) return Lb;
el se if(Lb == NULL) return La;
el se if(elenent(La) <= el enent(Lb)) {
La- >next = merge( next (La), Lb);

return La;
}
el se {
Lb- >next = merge(La, next(Lb));
return Lb;
}
}
list split( list L)
{

i st pSecondCell;

i f(L == NULL) return NULL;
el se if(next(L) == NULL) return NULL;
el se {
pSecondCell = next (L);
L- >next = next (pSecondCell);
pSecondCell ->next = split( next (pSecondCell));
return pSecondCell;

}
}

FiG. 1.6  Le programme de tri MergeSort
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F1G. 1.7 — L’atelier de preuve avec SOSSubg™. L atelier remanié inclut une étape manuelle
de preuve que les critéres de création et d’emploi des alias dans le programme source sont
respectés.

Grace au systéme SOSSube, nous pouvons traduire automatiquement le code source
d’un programme Sub¢ en équations conditionnelles, avec lesquelles nous savons raisonner.
Le programme pgcd n’utilisant aucune des constructions spécifiques de SOSSubg™, les
deux versions du systéme SOSSube peuvent étre employées. La Figure 1.8 contient les
équations obtenues pour le programme pgcd. Celles-ci constituent ce que nous avons
appelé les axiomes de la théorie équationnelle du programme. Elles vont nous permettre
de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 1.17. Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b, étant donné la
définition équationnelle de la fonction pged en Figure 1.8, pged(a, b) = pged(a — b, b).

Démonstration. La démonstration est triviale et s’appuie sur une propriété de mod :
b#0=a modb=a—0b modbd

La Section 6.1 discute de cette preuve avec un assistant de preuve. ]

Puisque les équations de la Figure 1.8 expriment la sémantique du programme pgcd ,
nous déduisons du Théoréme 1.17 que ce programme vérifie la Propriété 1.1 du pged.
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b # 0= pged,(a,b,r) = pged, (b, amodb, b) (1.14)
pged(a, b) = pged,(a,b,0) (1.16)

FiG. 1.8 Equations de pgcd

Cependant, ceci ne suffit pas a prouver que le programme pgcd calcule effectivement
le pged de deux nombres. La propriété que nous venons de montrer ne constitue pas a elle
seule une spécification complete du pged. Dans le cas d'une application logicielle réelle, la
description de I'application est souvent informelle et la formalisation d’'une spécification
compléte du probléme peut s’avérer difficile. Dans le cas présent, les propriétés désirées
ont déja une définition équationnelle et peuvent sans difficulté étre exprimées dans un
systéme de preuve. Pour le programme de calcul du pged, nous pourrions encore vouloir
vérifier les deux propriétés suivantes :

Propriété 1.18. Pour a et b entiers naturels, pged(a,b) = pged(b, a).
Propriété 1.19. Pour a entier naturel, pged(a,a) = a.

Démonstration. La démonstration de ces propriétés avec un systéme de preuve ne pose
pas de difficulté (c¢f. Section 6.1). O

Outre leur intérét pour la preuve de programme, les équations obtenues avec SOSSube
pour le programme pgcd définissent un programme équationnel exécutable. En effet, les
équations peuvent étre orientées, de gauche a droite, en régles de réécriture. La norma-
lisation d’un terme a l'aide de ce systéeme fournit une sémantique opérationnelle pour
I’évaluation du programme pgcd . En particulier, le nombre de réécritures de pged, nous
renseigne sur la complexité de la boucle dans le programme source.

Exemple 1.20. Voici, a partir des équations de la Figure 1.8 orientées en régles, la
séquence de réécriture qui méne a ’évaluation de pged(24, 9)

1.15

-’73 ¢

pged(24,9) (1-16)
pged, (24,9, 0) 1LY
pged, (9,6,9) L
pged, (6,3, 6) (5
pged. (3,0,3) 15
(3,0,3) 19

pged, (3,0,3
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1.3.2 Sur ’'exemple du tri par fusion

Nous avons discuté dans la Section 1.1.2 d'un programme de tri par fusion employant
des constructions avancées des langages impératifs. Dans cette section, nous montrons
que le systéme SOSSube, dans sa version SOSSubg™, nous permet de raisonner aussi sur

ce type de programmes avec listes mutables et sous-programmes a effet de bord.

Nous donnons, Figure 1.9, les équations automatiquement générées par le systéme
SOSSubg™ a partir du programme de tri fusion en Sube de la Figure 1.6. Des fonctions
intermédiaires, split;, merge;, et merge;,, ont été définies par le systéme. Elles pro-
viennent du traitement des paramétres passés par référence. Ce traitement est détaillé en
Section 5.3.

Note 1.21. Dans les équations, nous employons la notation [; pour une liste et e; pour un
élément d’une liste. Une liste vide est dénotée par NULL. Nous représentons le chainage
des éléments en les séparant par un point, e.g., une liste avec au moins deux éléments :
€1 €9 l3.

La preuve que ce programme respecte les Propriétés 1.3 et 1.4, autrement dit ses
spécifications, est faite a 'aide d’un assistant de preuve dans le Chapitre 7.1. Cependant,
comme discuté précédemment et illustré par la Figure 1.7, I'axiomatisation par le systéme
SOSSubg™, en présence de constructions du langage Sube pouvant créer des alias, n’est
correcte que si certaines restrictions dans l'usage de ces constructions sont respectées. La
démonstration que le programme MergeSort observe les restrictions sur la création et
I’emploi des alias est faite dans la Section 7.1.1.
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mergeSort(NULL) = NULL
mergeSort(e;, - NULL) = e, - NULL
mergeSort(e;, - ey, I3, ) = merge(mergeSort(split, (e1, -es, -l3,)),

mergeSort(split(ey, - es, - 13,)))
(a) sous-programme mergeSort

merge(NULL, L) = L

e1,, < ei,, = merge(ey,, la, €1y, o) = ey, -merge(ly,, ,e1,, - la,,)

=€l merge(elm ) l2La7 l2Lb)

)

merge(ey, Iy, ,NULL) = e1, -y,
»)

)

€1, = €1y, = merge(elm 'Z2La> Clry” l2Lb

merge; ,(NULL, L) = NULL

)
)
)
)

merge;,(e1, - la, , NULL e, o,
Clp, - merge(l%a’ €l l2Lb)

mergeLa(elLa ’ Z2La7 Z2Lb)

€lra < €1, = mergeLa(elLa 'Z2La> Clry° l2Lb

€1, = €l = mergeLa(elLa 'Z2La7 €l lQLb

L
NULL

merge;, (NULL, L

merge;,(€y, - la, , NULL)
€lra < €1, = mergeLb(elLa 'Z2La> €l l2Lb) - mergeLb(l2La> €l l2Lb)

€1, = €1, = mergeLb(elLa lay,.€1p, lQLb) = €1, 'merge(elm oy, Z2Lb)
(b) sous-programme merge

split(NULL) = NULL
split(e;, - NULL) = NULL
split(elL T lgL) = €2, ° Spht(lgL)

split; (NULL) = NULL
split; (e1, - NULL) = e, - NULL

split; (e1, -es, <13, ) = ey, -split; (I3, )
(c) sous-programme split

FiG. 1.9 - Equations du programme MergeSort
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Chapitre 2

Approches de la vérification de
programme

La vérification de programme et, plus génériquement, les méthodes formelles consti-
tuent un vaste domaine scientifique toujours activement défriché qui se révele fertile en
techniques et outils. La grande variété des formalismes et des méthodes, parfois spécifiques
a un besoin, rend vaine et fastidieuse toute prétention a ’exhaustivité. Dans le cadre de
ce mémoire, nous nous limiterons a la présentation des principales catégories de méthodes
formelles en insistant sur les approches qui possédent des correspondances avec la notre
quant a leur finalité ou leurs caractéristiques.

2.1 Tour d’horizon des méthodes formelles

Une définition, passablement générale, des méthodes formelles englobe ’ensemble des
langages, techniques et outils fondés sur les mathématiques et dont les objectifs sont la
spécification et la vérification des systémes. Selon J. M. Wing (1990), circonscrites au
développement des systémes informatiques, les méthodes formelles fournissent un cadre
mathématique pour décrire des propriétés des systémes et systématiquement spécifier,
développer et vérifier les systémes.

Au moment de la conception, les méthodes formelles sont & méme de révéler les am-
biguités, incomplétudes et incohérences d'un systéme informatique. Ensuite, elles per-
mettront de montrer la correction d’'une implémentation ou I’équivalence de différentes
implémentations. Les méthodes formelles souffrent cependant d’une limitation théorique
intrinséque : elles permettent de vérifier un systéme mais pas de le valider. Nous avons
précédemment évoqué cette limitation a propos de I'impossibilité de « formellement for-
maliser » la description intuitive et informelle d'un systéme informatique qui constitue
habituellement le point de départ de la conception du systéme. Une autre instance de
ce probléme traduit I'impossible rencontre du monde concret et du modéle abstrait. Les
méthodes formelles peuvent montrer qu’une spécification est satisfaite par une implémen-
tation sur une machine abstraite plus ou moins idéalisée. Or, le niveau d’abstraction ne
peut étre infiniment diminué (e.g., du processeur aux transistors qui le composent, des
transistors aux lois de I’électronique qui les régissent, etc.) jusqu’au point o la machine

27
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abstraite serait 1’exacte et entiére description d’une réalité physique. En 1'état actuel de
nos connaissances, il faut déterminer un niveau d’abstraction adéquat et admettre a priori
que le systéme physique concret satisfait les prérequis postulés, souvent implicitement, par
la méthode formelle considérée.

Dans la suite de cette section, nous distinguons les approches selon qu’elles s’appliquent
aux spécifications d'un programme (synthése de programme) ou au programme lui-méme
(approches par modéles et approches déductives).

2.2 Synthése de programme

Les méthodes présentées dans cette section traitent le probléme de la vérification de
programme en le supprimant par le simple constat qu’un programme correct n’a pas besoin
d’étre vérifie! Il s’agit en effet pour ces méthodes d’éviter de vérifier les programmes en
certifiant de préférence le « processus d’écriture » des programmes.

L’approche par synthése de programme présente toutefois 'inconvénient que le code
généré est rarement aussi efficace que celui écrit par un programmeur humain. En effet,
un langage de spécification peut aider a décrire quoi faire mais n’est pas d’une expressi-
vité suffisante pour indiquer comment le faire. En outre, ces techniques ne s’appliquent
évidemment pas a la vérification ou a la maintenance des programmes existants.

2.2.1 Génération de code

Lors de la génération de code, les programmes sont dérivés de leur spécification abs-
traite par une succession de transformations manuelles ou automatiques, appelée raffine-
ment. Le raffinement précise la spécification initiale jusqu’a un niveau de détail d’implé-
mentation suffisant pour que le code source d’un programme puisse automatiquement étre
généré. Le langage de spécification est un langage formel de haut niveau (e.g., Z |Spivey,
1992] basé sur la théorie des ensembles, Metaslang [Juellig et al., 1996] basé sur la théorie
des catégories) dont la sémantique est suffisamment bien définie pour produire automa-
tiquement du code source dans différents langages de programmation (e.g., en Lisp pour
Metaslang, en Ada pour la notation 7).

Chaque étape du raffinement engendre des obligations de preuve a la charge de I'utilisa-
teur. Le gain espéré de ces méthodes est que la preuve des obligations issues du raffinement
est plus simple que la preuve du systéme achevé complet.

Les systémes de génération de code différent principalement par leur langage de spé-
cification. Ce dernier est généralement optimisé pour un usage particulier. La méthode
B [Abrial, 1996] et les machines a états abstraits (auparavant appelées evolving alge-
bra) [Gurevich, 1985; 1991], VDM [Jones, 1990] et la notation Z, SPECWARE [Juellig
et al., 1996] et Metaslang sont des exemples de tels systémes; citons aussi le systéme
ELAN |Borovansky et al., 1996| capable de générer du code C a partir de régles de réécri-
ture et le langage OPAL |Didrich et al., 1994] qui méle aspects fonctionnels et algébriques
et qui est compilé vers le langage C.
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Citons encore les systémes formels pour la génération d’environnement de program-
mation, tels Centaur |Borras et al., 1988| et ASF|SDF |van den Brand et al., 2001], qui
permettent de produire des outils logiciels pour la programmation (e.g., un éditeur, un
interpréte, un compilateur, un débogueur) a partir d’une description du langage de pro-
grammation.

2.2.2 Programmes corrects par construction

Dans ce type d’approche, la spécification est le programme. Parce que le langage de
spécification dispose d’une sémantique opérationnelle, une spécification est directement
exécutable. Nous trouvons dans cette catégorie les langages de programmation logiques
au cceur desquels se trouve la notion de clause de Horn tels que Prolog [Colmerauer
et Roussel, 1993] et les langages de programmation purement fonctionnels basés sur le
A-calcul tels que Haskell [Hudak et Fasel, 1992|.

Une autre catégorie de systémes se fonde sur des logiques constructives (e.g., le calcul
des constructions inductives de Coq |[Bertot et Casteran, 2004; Coquand et Huet, 1988]).
Une propriété remarquable de ces logiques est qu'une démonstration de théoréme posséde
une interprétation « calculatoire », c¢’est-a-dire qu’un programme qui réalise I’énoncé du
théoréme peut étre extrait de la preuve (cf., par exemple, [Paulin-Mohring, 1989]). Ainsi,
sous le controle d'un tel systéme, établir la preuve qu’une spécification peut étre satisfaite
revient a construire le programme qui réalise la spécification.

2.3 Vérification de modéle

Dans 'approche par vérification de modéle (model checking en anglais), le systéme a
analyser est décrit par un modele sous forme de systéme de transitions (e.g., un automate).
La spécification du systéeme est un ensemble de formules exprimées dans une logique
temporelle [Pnueli, 1981; Manna et Pnueli, 1992], c’est-a-dire une logique qui intégre une
notion de temps. Le principe est alors de vérifier si le modéle satisfait une propriété en
parcourant la totalité des états du modéle (I’espace des états). Lorsque 'espace des états
est fini, et pour certaines logiques temporelles, la vérification de modéle est décidable et
les algorithmes sont rapides, méme pour un grand nombre d’états. De plus, lorsqu'une
propriété n’est pas vérifiée, un contre-exemple est produit, ce qui est précieux lors de
la mise au point d’un systéme. D’autant plus que ’application la plus typique de cette
approche vise les systémes réactifs concurrents (e.g., les protocoles de communication)
pour lesquels les erreurs sont souvent non reproductibles.

Bien adaptée aux systémes dont la tache essentielle est le contréle, la vérification
de modeéle est inappropriée lorsque les données manipulées par le systéme a analyser
supposent un espace d’états infini (e.g., les listes). Outre cette limitation inhérente aux
systémes a états finis, sauf a considérer des classes de propriétés encore plus restrictives
que celles des logiques temporelles (e.g., les propriétés de sireté), 'approche doit faire face
au probléme de I’explosion de l'espace des états qui, malgré les efforts pour la contenir
(e.g., les diagrammes de décision binaire (Binary Decision Diagram) |Bryant, 1986]), rend
I’exploration automatique des modéles impraticable lorsque leur taille grandit.
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Enfin, citons par exemple les outils SMv [McMillan, 1993| ou XEVE |Bouali, 1998| qui
ont adopté cette approche.

2.4 Vérification par démonstration

La derniére catégorie d’approches regroupe les méthodes qui fournissent un cadre
formel a la démonstration de propriétés de programmes. Ces méthodes se distinguent des
précédentes par :

— le fait qu’elles sont destinées a I'analyse des programmes au niveau du code source;

leur capacité de traiter, par des techniques d’induction, des données dont le domaine
de valeur est infini.

[’ambition de ces méthodes est ainsi de pouvoir raisonner formellement et, au moins
partiellement, de facon automatique sur un programme. Le programme et sa spécification
sont exprimés dans un systéme logique formel. Les mécanismes déductifs et inductifs
du systéme logique sont aussi formalisés et servent a élaborer la démonstration que le
programme est correct relativement a sa spécification.

Les méthodes de vérification par démonstration se divisent en deux grandes familles
que nous présentons aprés un préambule sur les systemes de preuve logiciels.

2.4.1 Systémes de preuve logiciels

Les systémes de preuve logiciels sont des systémes logiques (i.e., composés d'un langage
formel, d’un ensemble d’axiomes et de régles d’inférence), dans lesquels la construction
de démonstrations est assistée par ordinateur.

Chaque systéeme de preuve offre un compromis entre expressivité de la logique et
automatisation des démonstrations.

Démonstrateurs de théorémes

La priorité des démonstrateurs de théorémes (theorem prover en anglais) est 'auto-
matisation de la démonstration. Toutefois, pour atteindre ce but, le systéme doit souvent
étre paramétré par un expert en fonction du probléme a résoudre. De plus, la trace du
déroulement de la preuve est peu compréhensible pour un simple utilisateur. Le langage
de ces systémes est couramment la logique du premier ordre ou un de ses sous-ensembles
décidable. Certains systémes sont capables d’induction implicite. Des exemples de tels sys-
témes sont RRL |[Kapur et Zhang, 1988|, SPIKE |Bouhoula et al., 1992| ou Otter [McCune,
1994

Assistants de preuve

Cette fois, I'accent est mis sur l'expressivité du langage utilisé pour les preuves. Les
assistants de preuve emploient la plupart du temps une logique d’ordre supérieur dans
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laquelle le probléme de construire une démonstration pour une propriété est indécidable
dans le cas général. La vocation initiale de ces systémes est de vérifier la validité d'une
preuve construite par ailleurs. L’automatisation des taches ingrates et répétitives tend
a rendre ces systémes plus conviviaux et facilite I’élaboration interactive d’une démons-
tration. Citons par exemple les systémes Coq [Barras et al., 1997| dont la logique est
constructive et HOL |[Gordon, 1987| ou Pvs |Owre et al., 1992| basés sur une logique
classique d’ordre supérieur.

Ateliers logiques

Plus génériques que les outils précédents qu’ils peuvent spécifier et implanter, les
ateliers logiques se veulent aussi plus flexibles en permettant a 'utilisateur de combiner les
paradigmes de déduction, de définir son propre systéme logique et d’ajouter de nouvelles
procédures de démonstration. Isabelle [Paulson, 1994] et ELAN sont des exemples d’ateliers
logiques.

2.4.2 Annotation de programme

Cette premiére famille de méthodes par démonstration trouve ses origines dans les
logiques de type Floyd-Hoare [Floyd, 1967; Hoare, 1969]. Ces logiques sont des systémes
axiomatiques dont les régles d’inférence permettent d’établir que, étant données une pré-
condition P et une post-condition () d'un programme, I’évaluation du programme conduit
a @ lorsque P est vraie. La pré-condition et la post-condition sont des énoncés logiques
portant sur les variables du programme analysé.

Dans ces méthodes, la spécification d’un programme est composée d'un ensemble
d’énoncés logiques disséminés dans le code source du programme. Le programme ainsi
annoté est traduit dans le formalisme d'un systéme de preuve afin de vérifier que le pro-
gramme satisfait les annotations.

J.-C. Filliatre (1999) propose une méthode autour de Coq en définissant son propre
langage de programmation et d’annotation ; le langage Java est 'objet d’un effort impor-
tant avec le développement de langages d’annotation comme JML |Leavens et al., 1999]
et des outils de vérification associés tels que Krakatoa |Marché et al., 2004 s’interfacant
avec Coq, LOOP tool |Jacobs et al., 1998| s’interfacant avec PVS et Isabelle.

Un inconvénient de cette approche est I'introduction d’un langage d’annotation, spé-
cifique a la méthode ou au langage de programmation, qui demande un investissement
d’apprentissage pour étre maitrisé a la fois par les concepteurs et les développeurs d’une
application.

2.4.3 Génération de spécification

La génération de spécification s’attache a extraire automatiquement la « spécifica-
tion » d’un programme a partir de son code source. Cette spécification extraite est plus
précisément la traduction du programme vers un langage formel avec lequel il est pos-
sible de raisonner. La vérification de la correction du programme consiste alors a montrer
que la spécification extraite correspond a la spécification initiale du concepteur. Cette
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vérification est conduite avec 'aide d’un systéme de preuve. Au cceur de ces méthodes
réside I'attribution d’'une sémantique aux programmes. Le choix de la sémantique et les
techniques pour 'exprimer a partir du code source distinguent les méthodes.

Définition de sémantique

Une premiére facon d’aborder le probléme est de définir la sémantique « standard » du
langage de programmation dans un formalisme approprié a la démonstration de propriétés
de programmes. C’est I'approche retenue dans cette thése et dans les travaux de J. A.
Bergstra et al. (1997) décrits plus en détail dans la Section 2.5.

Traduction préservant la sémantique

Une seconde approche de la génération de spécification est d’exprimer la signification
d’un programme en se référant & une sémantique différente de la sémantique « standard »
du langage de programmation concerné. Ceci s’avére particuliérement utile pour la preuve
de correction des compilateurs ot langage source et langage cible ont des sémantiques dif-
férentes. Il convient alors de montrer que la traduction est correcte en « décodant » la
sémantique du langage source dans I'autre (cf. [Morris, 1973]). Mais cette technique per-
met aussi de remplacer la sémantique « standard » par une autre plus appropriée a la
preuve de programmes, auquel cas il faut aussi assurer la correction de la traduction.
C’est la démarche choisie par exemple par J.-C. Filliatre (1999) qui prouve la correction
de sa traduction d'un langage impératif vers le calcul des constructions inductives. Ci-
tons encore les travaux de M. Ward (1993) qui traduit (sans preuve de correction) des
programmes impératifs vers le langage WsL [Ward, 1989 dans lequel un ensemble prédé-
fini de transformations préservant la sémantique permettent de prouver la correction du
programme.

2.5 Preuve de propriétés de programmes impératifs

Nous abordons dans cette section les travaux concernant plus spécifiquement la preuve
de propriétés de programmes impératifs. L’analyse statique formelle des programmes dé-
bute nécessairement par l'attribution d’'un sens rigoureux aux programmes vig une sé-
mantique du langage de programmation utilisé. La sémantique d’un langage définit la
sémantique de tous les programmes du langage. La sémantique d’un programme définit
tous les comportements possibles de ce programme. La preuve d’'un programme consiste
a démontrer qu’une sémantique du programme satisfait une spécification donnée.

La sémantique est ainsi le support sur lequel seront batis les raisonnements sur les pro-
grammes. Ceci confére aux sémantiques une importance primordiale et explique I'abon-
dance des formalismes qui différent selon le style de leur définition et les propriétés que les
sémantiques rendent observables. Nous introduisons succinctement trois grandes classes
de sémantique (opérationnelle, axiomatique et dénotationnelle) ainsi que certaines des
méthodes de preuve de propriétés de programmes impératifs qu’elles ont inspirées. Nous
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présentons ensuite des travaux qui s’appuient sur des sémantiques dont le classement dans
I'une des trois classes n’est pas possible.

2.5.1 Sémantique opérationnelle

Une sémantique opérationnelle définit la signification d'un langage de programmation
en spécifiant le comportement des programmes pendant 'exécution. Autrement dit, elle
décrit la fagcon d’exécuter un programme. Cette description fait généralement intervenir
une notion d’état et des transitions entre états qui sont attachées aux opérations d’une
certaine machine abstraite. Ce type de sémantique constitue par conséquent une spécifi-
cation de comment un calcul doit étre réalisé et correspond typiquement au point de vue
du programmeur.

Les sémantiques opérationnelles servent notamment a la définition de compilateurs
et interprétes pour les langages mais aussi a 1’étude des équivalences de programmes.
Cependant, le caractére trés concret des sémantiques opérationnelles a pour contrepartie
de les rendre verbeuses et difficilement modifiables ou extensibles.

Traduction vers un programme fonctionnel

J.-C. Filliatre (1999) donne une définition opérationnelle de la sémantique « standard »
de son langage de programmation impératif. Celle-ci sert de référence pour la correction
de la traduction des programmes impératifs vers des programmes fonctionnels dans le
calcul des constructions inductives de Coq.

Traduction vers un programme logique

J. C. Peralta et al. (1998) implantent la sémantique opérationnelle d'un langage im-
pératif sous la forme d’un programme logique. Ce dernier constitue un interpréte pour
les programmes impératifs. Un évaluateur partiel, convenablement paramétré, est appli-
qué a l'interpréte avec un programme impératif en entrée. Le résultat est un nouveau
programme logique qui est une vue déclarative du programme impératif en entrée. [’ana-
lyse du programme impératif peut alors étre menée avec l'aide des outils d’analyse et de
transformation des programmes logiques.

2.5.2 Sémantique axiomatique

Avec une sémantique axiomatique, un systéme logique sert de cadre a la description
des langages de programmation. Les constructions d’un langage y sont définies par des
axiomes.

Une sémantique axiomatique relie des propositions logiques a propos de I'état d’un
programme et constitue ainsi une logique des propriétés de programmes. Elle est par
conséquent naturellement appropriée pour raisonner a propos de la correction de pro-
grammes individuels.



34 Chapitre 2. Approches de la vérification de programme

Logique de Floyd-Hoare

L’emploi le plus représentatif de I’approche axiomatique pour la preuve de propriétés
de programmes est fourni par les logiques du type Floyd-Hoare |Floyd, 1967; Hoare, 1969].
Il s’agit d'une approche dans laquelle des assertions, et en particulier des invariants,
sont associés a des points particuliers d'un programme. Le programme est correct s’il
est démontré, au moyen des axiomes de la logique, que les instructions du programme
satisfont les assertions et les invariants.

Premiére méthode historiquement a apporter une réponse théorique satisfaisante au
probléme de la correction des programmes, la logique de Floyd-Hoare est peu utilisée en
pratique car le processus de preuve s’avére long et fastidieux. De plus, ni la terminaison
des programmes, ni leur équivalence ne peuvent étre exprimées dans cette logique. Notons
toutefois que la transformation des annotations de programme en conditions de vérifica-
tion |Igarashi et al., 1975] a ouvert la voie & une automatisation partielle du processus
de preuve (e.g., un générateur de conditions de vérification certifié dans HOL [Homeier et
Martin, 1994]).

Traduction vers un prédicat logique

Le calcul de la plus faible pré-condition |Dijkstra, 1976| consiste a trouver la condition
initiale nécessaire et suffisante pour que I’exécution d’une suite d’instructions rende vraie
une certaine assertion appelée post-condition. Autour d’une sémantique axiomatique, H.
Gibbons (1998) propose un calcul de la plus faible pré-condition d’un programme impératif
qui conduit a une représentation déclarative du programme par un prédicat logique. La
méthode est entiérement manuelle et ne permet pas de prendre en compte les appels
récursifs de fonctions.

2.5.3 Sémantique dénotationnelle

La sémantique dénotationnelle a été développée par D. Scott et C. Strachey (1971).
Le principe est de représenter la signification d’un programme par une entité d’une struc-
ture mathématique appelée la dénotation du programme. La sémantique d’'un langage
est donnée par un ensemble de fonctions sémantiques qui associent les constructions du
langage de programmation a leurs dénotations. Les dénotations sont souvent elles-mémes
des fonctions.

La sémantique dénotationnelle s’intéresse uniquement a la relation entre les entrées et
les sorties d'un programme, elle a donc tendance a masquer les étapes de calcul intermé-
diaires. Par conséquent, ce type de sémantique est plus utilisé pour étudier les langages
de programmation que les programmes eux-meémes.

La sémantique dénotationnelle fait intervenir explicitement un modéle de la mémoire
des ordinateurs. De plus, certains concepts de programmation familiers dans les langages
impératifs (e.g., les exceptions, la notion de séquence) nécessitent I'introduction d’entités
particuliéres (e.g., les monades pour les effets de bord [Moggi, 1991; Jacobs et Poll, 2003))
qui compliquent la compréhension intuitive de ces concepts.
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Traduction vers un programme fonctionnel

La thése de B. Moura (1997) explore une méthode pour la traduction des programmes
impératifs en des programmes fonctionnels qui s’appuie sur une sémantique dénotation-
nelle du langage impératif. Afin d’améliorer la précision de la traduction, Moura introduit
plusieurs modéles pour la mémoire de plus en plus complexes. La représentation fonction-
nelle du programme impératif obtenue est mieux adaptée aux traitements ultérieurs tels
que I'analyse ou I’évaluation partielle.

2.5.4 Sémantique algébrique

L’idée de base des sémantiques algébriques est de spécifier une classe de machines
abstraites et de définir par des axiomes l'effet des programmes sur ces machines. Plus
concrétement, il s’agit de répertorier les différents types d’objets et d’opérations sur les
objets, puis de décrire leurs propriétés par des axiomes dans une logique.

Cette méme approche est fréquemment employée pour définir des types de données
abstraits : la description du type de donnée ne se référe a aucune implantation particuliére
mais spécifie les propriétés logiques des opérations sur les données de ce type.

Alors que la sémantique dénotationnelle s’appuie sur un modéle particulier de la mé-
moire, une sémantique algébrique peut définir une classe de modéles pour la mémoire.

Nous nous sommes intéressé plus particuliérement aux sémantiques algébriques fon-
dées sur la logique équationnelle. Ce type de sémantique emprunte des traits a chacune des
trois grandes classes de sémantique précédentes. L’aspect dénotationnel des sémantiques
algébriques est dit au fait que des entités mathématiques, les algébres, servent de mo-
déles aux spécifications algébriques. Ensuite, les équations des spécifications algébriques
donnent un aspect axiomatique a ces sémantiques. Enfin, I'aspect opérationnel provient
de ce que les équations des spécifications algébriques peuvent souvent étre orientées en
régles de réécriture permettant ainsi une exécution symbolique des programmes.

PIM

J. A. Bergstra et al. (1997) ont congu une logique équationnelle, appelée Pim, dont le
but est de servir d’atelier pour I'analyse et la transformation des programmes impératifs.
PIM se veut une représentation intermédiaire des programmes avec laquelle il est possible
de raisonner formellement. PIM;, le noyau algébrique de PIM, permet de modéliser diffé-
rentes classes de mémoires et est utilisé pour donner une sémantique a une classe restreinte
de programmes impératifs écrits en pC et dépourvus de boucles et de fonctions. Pour des
programmes plus réalistes, les constructions d’ordre supérieur de PIM sont nécessaires.

OBJ

OBJ est une famille de langages pour la programmation et la spécification algébrique.
0BJ3, membre de cette famille, est le support de la méthode de vérification de programmes
impératifs développée par J. A. Goguen et G. Malcolm (1996). Dans cette approche,
la mémoire est définie comme un type de donnée abstrait associant les variables des
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programmes a des valeurs entiéres. En partant de cette caractérisation de la mémoire, les
auteurs formulent la sémantique de I'affectation dans leur langage de programmation. La
sémantique des autres constructions de leur langage découle alors de celle de 'affectation.

La sémantique du langage de programmation forme ainsi une théorie dans la logique
équationnelle qui permet de construire et de prouver des assertions logiques a propos du
comportement d’un programme donné. Les spécifications des programmes sont exprimées
par des pré-conditions, des post-conditions et des invariants sur le modéle de la logique
de Floyd-Hoare. En plus d’étre un langage de spécification, OBJ3 incorpore certains algo-
rithmes pour la démonstration de théorémes (e.g., la réécriture) et les régles d’inférence
de la logique du premier ordre qui permettent d’assister I'utilisateur lors de la preuve de
correction des programmes.

PESCA

PESCA |Denzler et Schweizer, 1996| est un projet qui vise a extraire des spécifications
algébriques a partir de programmes impératifs. Le langage de programmation considéré,
Oberonr, est particuliérement restrictif puisqu’il ne comporte ni boucle (uniquement une
forme de boucle « pour »), ni sous-programme récursif, ni effet de bord. La sémantique
du langage est définie de maniére algébrique. Elle intervient lors de la traduction des
programmes vers le langage de spécification algébrique LSL |Guttag et Horning, 1993|. Les
spécifications LSL sont utilisées dans le démonstrateur de théorémes Larch Prover |Garland
et al., 1993| pour prouver des propriétés du programme initial.

2.5.5 SOSSube

Nous proposons avec SOSSube une approche équationnelle de la définition de la sé-
mantique des programmes impératifs. Dans la classification établie précédemment, nous
nous situons parmi les méthodes de génération de spécification par définition de séman-
tique. Le langage de programmation impératif Sube, un sous-ensemble du langage C, sert
de support a notre méthode. La sémantique du langage est définie de telle sorte qu’elle
permette I'exécution symbolique d'un programme. Le résultat de ’exécution symbolique
est une définition équationnelle de la sémantique du programme. La spécification du pro-
gramme est exprimée dans la logique équationnelle, ou bien dans la logique du premier
ordre, comme un ensemble de propriétés que doit vérifier le programme. Nous pouvons
alors confronter la définition équationnelle du programme a sa spécification dans un sys-
téme de preuve.

Notre méthode partage certaines idées fondamentales avec les approches algébriques
citées plus haut. Nous pensons, comme J. A. Goguen et G. Malcolm (1996), J. Field et
al. (1998), que la logique équationnelle constitue un cadre adéquat pour la sémantique
et la vérification des programmes. La logique équationnelle présente en effet plusieurs
avantages, parmi lesquels :

La capacité a étre automatisée. [l existe de nombreux outils logiciels intégrant la
logique équationnelle qui implantent des algorithmes efficaces pour la réécriture,
I'unification, la complétion, etc.
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La simplicité de son formalisme. La logique équationnelle peut de ce fait prétendre
a devenir la base commune aux différents acteurs d’un développement logiciel et
faciliter ainsi la pénétration des méthodes formelles dans le monde industriel.

Sur le fond, notre approche se distingue des autres approches algébriques en n’ayant
pas recours a un modéle de la mémoire pour décrire la sémantique des programmes. Cette
particularité conduit a une expression plus simple de la sémantique des programmes.

De plus, dans notre approche, la sémantique des programmes apparait explicitement
comme une théorie équationnelle distincte de la sémantique du langage. Ce n’est pas le
cas dans |Goguen et Malcolm, 1996], oi1 la sémantique des programmes n’est pas formulée
explicitement : elle est implicitement donnée par la sémantique du langage au moment de
la preuve d’une propriété d'un programme.

Dans PIM, la représentation équationnelle des programmes est une représentation in-
termédiaire destinée a étre transformée et analysée dans I'outil lui-méme. Les traits im-
pératifs du langage sont traduits par des opérations spécifiques définies dans une théorie
propre a l'outil. Dans notre approche, nous avons évité d’introduire des opérations spé-
cifiques. Cette préoccupation permet de proposer une axiomatisation des programmes
concise et intuitive qui peut étre utilisée telle quelle dans la majorité des systémes de
preuve manipulant la logique équationnelle.

Un autre élément de comparaison est ’expressivité du langage de programmation et
notamment les traits impératifs dont il dispose. Si dans la version SOSSub¥ le langage
Sub¢ est assez limité, il n’en reste pas moins plus puissant que I’Oberon de PESCA ou le
pC de PIM,; qui ne comporte ni boucle ni fonction. La version SOSSubg™ ajoute la prise
en compte d’opérations destructives sur les listes qui ne sont pas abordées dans [Goguen

et Malcolm, 1996].
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Chapitre 3

Notions préliminaires

Nous donnons dans cette section les définitions des principales notions utiles a la
compréhension de ce mémoire. Nous supposons connus les rudiments d’un langage de
programmation impératif et de la logique du premier ordre (cf. [Loeckx et Sieber, 1987;
David et al., 2001] pour une introduction). Nous commencons par présenter la logique
équationnelle et les équations conditionnelles avec lesquelles nous voulons exprimer la
sémantique des programmes Sube. Ces définitions servent ensuite de fondement aux sys-
témes de réécriture qui interviennent dans I’axiomatisation des programmes.

Nous invitons le lecteur familier avec les notions présentées dans cette section a sauter
les passages qui lui sont connus ou a s’y référer au fil de sa lecture. Pour I'essentiel des
définitions, cette section reprend la présentation et les notations de |Baader et Nipkow,
1998|. D’autres sources, auxquelles nous renvoyons le lecteur pour plus de détails, ont aussi
été utiles |Goguen et Malcolm, 1996; Plaisted, 1993; Dershowitz et al., 1988|. Lorsque nous
introduisons une notion, nous pourrons étre amenés pour éviter une ambiguité a signaler
entre parenthéses et en italique le terme anglais équivalent.

3.1 Logique équationnelle

La logique équationnelle est un sous-ensemble de la logique du premier ordre. Elle offre
une sémantique claire et simple, qui repose sur la substitution de termes égaux, ainsi que
des algorithmes efficaces avec lesquels ont été développés de nombreux outils logiciels. Ces
qualités reconnues® font de la logique équationnelle un cadre remarquable pour I'analyse
et la vérification des programmes.

La logique équationnelle dispose d’une interprétation « naturelle » dans 1’algébre abs-
traite (universal algebra). 1l sera cependant suffisant pour nous d’en rappeler les principes
de base d'un point de vue syntaxique; nous supposons connu l’aspect sémantique de
ces principes. Nous définirons ainsi précisément ce qu’est une équation puis la logique
équationnelle.

6Se référer, par exemple, a Particle Equations as a Uniform Framework for Partial Evaluation and
Abstract Interpretation |Field et al., 1998].
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Le seul prédicat de la logique équationnelle, dans son acceptation la plus étroite, est
I’égalité. Cependant, l'interprétation des programmes que nous proposons, avec en parti-
culier I'interprétation des instructions conditionnelles et itératives, Sections 4.3.2 et 4.3.3,
mais aussi les spécifications des programmes requiérent plus d’expressivité et se décrivent
naturellement par des équations conditionnelles. Par conséquent, nous considérons une
extension de la logique équationnelle dans laquelle nous pouvons exprimer des équations
conditionnelles.

3.1.1 Langage

Les équations sont formées d’expressions appelées termes qui combinent opérations,
constantes et variables. L’ensemble des opérations (ou fonctions) et des constantes a partir
desquelles former les termes constitue une signature.

Définition 3.1 (signature). Une signature X est une paire (S,F) telle que S est un
ensemble dénombrable de types et F un ensemble dénombrable de symboles de fonction.
De plus, tout f € F est associé a une paire (w, s), le type de f, ot w est une séquence de
types pris dans S, appelée 'arité de f, et s € S est le type résultat de f. Les symboles
de fonction dont 'arité est la séquence vide sont aussi appelés des symboles de constante.

Note 3.2. Par convention, nous noterons f : s1,...,8, — s la paire (w, s) associée au
symbole de fonction f, ou la séquence w = (s1,...,8,).

Les types correspondent aux différentes catégories d’objets considérés, qui peuvent
étre des booléens, des entiers, des listes, etc. Ils permettent de restreindre la définition des
opérations a certains types, par exemple, 'addition pourra étre définie entre deux entiers
et pas entre deux listes.

Les termes sont construits a partir d’une signature et sont typés, par conséquent toute
combinaison d’opérations et de variables ne produit pas un terme bien formé. Intuitive-
ment, les variables et les constantes sont des termes, ainsi que 1’application d’un symbole
de fonction a des termes de types appropriés.

Définition 3.3 (terme). Soient ¥ = (S, F) une signature et VV un ensemble dénombrable
d’éléments appelés variables tels que F NV = (). L’ensemble 7,(X, V) de tous les termes
de type s € S engendré par V est récursivement défini par :

- VCTL(EV);

pour tout n > 0 et tout f:sy,...,5, > s€ F,avec set s, € Spouri=1,...,n,
sit; €T, (X%, V) pour i =1,...,n,alors f(ty, - ,t,) € To(%, V).

Note 3.4.

1. Nous noterons 7 (3,V) = .5 Z:(3, V).

2. Un terme ne comportant pas de variables est appelé un terme clos.
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La structure d’un terme peut étre représentée par un arbre dont les noeuds sont des
symboles de fonction et les feuilles sont des variables ou des symboles de constante. Une
numeérotation des nceuds de I'arbre identifie uniquement chaque occurrence (position) dans
un terme.

Définition 3.5 (occurrence et sous-terme). Soit un terme ¢t € 7 (%, V).

1. L’ensemble des occurrences du terme t, noté Occ(t), est 1’ensemble des mots sur
I’alphabet IN* récursivement défini par :

si t € V alors Occ(t) := {e}, ou € est le mot vide;
sit= f(ty,...,t,) alors Occ(t) := {e} U, {io | 0 € Occ(t;)}.

2. Soit 0 € Occ(t), le sous-terme de t a l'occurrence o, noté t|,, est récursivement défini
par :

— tle:=1t;
- f(tl, e atn)|ip = tz|p
Note 3.6. Soient t,u € 7(X,V) et o € Occ(u).

1. L’occurrence € correspond a la racine de ’arbre d’un terme et est appelée occurrence
racine. L.e symbole a cette occurrence est appelé symbole racine du terme.

2. Nous noterons ult], le terme obtenu en remplacant le sous-terme de u a l'occurrence
o par t.

Nous pouvons maintenant donner les définitions d’équation et d’équation condition-
nelle.

Définition 3.7 (équation). Soient ¥ = (S, F) une signature et V un ensemble dénom-
brable de variables tels que F et V sont disjoints. Une équation est une paire de termes
(t,u) € T4(3,V) x T4(X,V), avec s € S, notée t = u.

Intuitivement, une équation conditionnelle est une équation qui n’est vraie que si une
certaine condition est vraie.

Définition 3.8 (équation conditionnelle). Soient > = (S, F) une signature et V un
ensemble dénombrable de variables tels que F et V sont disjoints. Une équation condi-
tionnelle est le triplet de termes c,t et u, noté ¢ = t = u, tels que c est de type booléen
et t,u € T,(X,V), avec s € S. Elle signifie que pour toute substitution o, si o(c) = vrai
alors o(t) = o(u).

Nous donnons encore la définition d’une substitution qui met en évidence le role des
variables.

Définition 3.9 (substitution). Soient ¥ = (S, F) une signature et V un ensemble
dénombrable de variables tels que F et V sont disjoints. Une substitution est une fonction
o:V —T(X,V) telle que o(x) = x sauf pour un ensemble fini de variables noté Dom(o).
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Note 3.10. Une substitution o est étendue en un endomorphisme & de 7 (3, V) par les
régles :

—sixz eV, alors 6(x) =o(x);

—sit= f(t1,...,tn), alors 6(t) = f(o(t1),...,0(tn)).

Pour simplifier la notation, nous écrirons ¢ pour désigner indifféremment ¢ ou son exten-
sion ¢.

Définition 3.11 (instance). Soient ¢ et uw € 7(X,V). t est une instance de u si et
seulement si il existe une substitution o telle que o(u) = t.

Définition 3.12 (unificateur). Soient ¢ et u € T (X, V). t et u sont dits unifiables s'il
existe une substitution o, appelée unificateur de t et u, telle que o(t) = o(u).

De plus, o s’appelle un unificateur le plus général de t et u, si pour tout unificateur 6
de t et u il existe une substitution ¢ telle que § = d o 0.

3.1.2 Reégles d’inférence

Les équations peuvent étre utilisées pour transformer des termes en d’autres termes
équivalents en remplacant une instance du membre gauche par l'instance correspondante
du membre droit et vice versa. Cette substitution de termes égaux est le mécanisme clé de
la logique équationnelle, et non pas le modus ponens comme en logique du premier ordre.
Ce mécanisme déductif constitue un systéme de preuve au niveau syntaxique par lequel
les nouvelles équations générées sont, des théorémes.

Les axiomes et régles d’inférence de la logique équationnelle conditionnelle sont pré-
sentés Figure 3.1 [Klop, 1992].

Les régles, ou séquents, séparent par un trait horizontal les hypothéses, au-dessus,
de la conclusion : si les hypothéses peuvent étre dérivées par 'application des régles
d’inférence, alors la conclusion peut aussi étre dérivée. L’ensemble des équations qu’il
est possible de déduire depuis un ensemble d’équations E par fermeture par les régles
d’inférence constitue une théorie dont les équations de E sont les aziomes.

Définition 3.13 (théorie). Soit 7 (3, V) 'ensemble des termes engendré par ’ensemble
de variables V sur la signature . La théorie, dans la logique équationnelle, induite par
I’ensemble d’équations E, appelées aziomes, est la relation =g définie comme suit :

=p:={(t,u) e TE,V)xT(S, V)| EFt=u}.

3.1.3 Liens avec la logique du premier ordre

Dans les chapitres suivants, nous utiliserons le langage de la logique équationnelle pour
donner une sémantique aux programmes impératifs. Cependant, il sera parfois nécessaire,
ou simplement plus commode, de raisonner dans une logique plus générale telle que la
logique du premier ordre. Nous le ferons notamment lorsque nous utiliserons le systéme
de preuve PVS qui est basé sur une logique classique d’ordre supérieur (cf. Partie III).
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t=u,t'=u =>t=u
t=1t
t=v,u=v==>t=u
by =y, -ty =up = f(t1, .. tn) = flug,. .., uy)
pour tout f d’arité n

F=t=uEt=u=t=u
EF=t=u

EF=t=u

o(E)=o(t) =o(u)
pour toute substitution o

Avec E={t1 =uy,...,t, =u,}(n >0), 0(E) ={o(t1) = o(w1),...,0(t,) = o(u,)},
F={ti=uy,....t,, =ul, }(m>0).

FiGg. 3.1 Axiomes et régles d’inférence de la logique équationnelle conditionnelle

Nous donnons ici un rapide apercu de la logique du premier ordre que nous mettons en
paralléle avec la logique équationnelle.

La logique équationnelle admet pour seul prédicat 1'égalité. La logique du premier
ordre étend la logique équationnelle en permettant la déclaration d’un ensemble dénom-
brable de symboles de prédicats qui dénotent des relations. Les équations de la logique
équationnelle sont implicitement universellement quantifiées. La logique du premier ordre
utilise explicitement les quantificateurs universel (V) et existentiel (3). De plus, la logique
du premier ordre introduit aussi les connecteurs logiques de conjonction (A), disjonction
(V), négation (—) et implication (=).

Les regles d’'inférence de la logique équationnelle peuvent étre transformées en un
schéma d’axiomes ayant la forme d'implications sur lesquelles la régle modus ponens de
la logique du premier ordre pourra étre appliquée. Un résultat d’importance est que les
régles de la logique équationnelle sont consistantes (non contradictoires) dans la logique
du premier ordre.

3.2 Systémes de réécriture

Le mécanisme déductif de la logique équationnelle présenté Section 3.1.2 fournit une
méthode pour dériver les conséquences logiques d’un ensemble d’équations, c¢’est-a-dire,
pour montrer que deux termes sont égaux dans la théorie définie par I'ensemble d’équa-
tions. Cependant, cette méthode n’est pas efficace. L’idée a 'origine des systémes de ré-
écriture est de pallier cet inconvénient en restreignant les régles d’inférence de la logique
équationnelle.
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3.2.1 Réécriture

Le principe de la réécriture est d’orienter les équations ¢ = u en des régles t — u de
facon a ce que la substitution des termes égaux ne soit plus symétrique mais se fasse dans
une direction privilégiée : des instances de ¢ peuvent étre remplacées par les instances
correspondantes de v mais pas l'inverse.

Définition 3.14 (régle et systéme de réécriture). Une régle de réécriture est un
couple de termes (I,7) € T,(X,V) x T,(X,V), noté | — r, tel que [ ne soit pas une
variable et que toute variable de r figure également dans [. Un systeme de réécriture est
un ensemble de régles de réécriture.

Définition 3.15 (relation de réduction). Soit R un systéme de réécriture. La relation
de réduction (ou de réécriture) —x est la plus petite relation sur 7 (%, V) qui contient R
et qui est

— monotone : pour tout n > 0, si f(ty, ..., t;, Lt ... t,) € T(X,V),
I =g rimplique f(ty, ... t;, Ltivy, .. tn) = f(t1, .oty rotivy, .o ty)

— stable par substitution : pour toute substitution o, [ —x r implique o(l) —x o(r).

Ainsi, t se réécrit en u selon R, noté t —g u, si t|, = o(l) et u = t[o(r)],, pour une
occurrence o du terme ¢, une substitution o et une régle [ — r € R. Autrement dit, la
régle de réécriture [ — r est appliquée a un terme t en remplagant un sous-terme de ¢ qui
est une instance de [ (e.g., (1)) par I'instance correspondante de r (e.g., o(r)).

* , . o, . . .
Note 3.16. Nous noterons —x la fermeture réflexive et transitive de la relation binaire

—)R_
Le processus de réécriture est I'application répétée des régles d’un systéme de réécriture

L’usage typique est de réécrire un terme jusqu’a ce qu’aucune régle ne puisse plus étre
appliquée : nous dirons alors que le terme est en forme normale ou encore qu’il a été
normalisé.

Définition 3.17 (forme normale). Soit R un systéme de réécriture. Un terme ¢ est en
forme normale pour R si et seulement si il n’existe aucun terme wu tel que t —x u. Un
terme u est une forme normale de t pour R si et seulement si t —x u et u est en forme
normale.

L’implantation du processus de réécriture d’'un terme nécessite un algorithme d’appa-
riement (matching) ainsi qu'une stratégie de normalisation pour le choix des régles a
appliquer et des termes sur lesquels appliquer les régles.

Un exemple de stratégie de normalisation est de parcourir le terme a réécrire en pro-
fondeur d’abord en essayant d’appliquer les régles du systéme de réécriture, l'une apreés
I’autre, a chaque sous-terme.
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Le probléme de I'appariement de deux termes ¢ et u consiste a trouver une substitution
o telle que o(t) = u. L’appariement peut étre considéré comme un cas particulier, plus
simple, de Uunification syntazique dans lequel I'un des deux termes a unifier (u dans
notre exemple) est clos : les éventuelles variables de ce terme sont traitées comme des
constantes. Ce probléme est décidable et il existe des algorithmes performants pour le
résoudre. Le role de 1'algorithme d’appariement dans le processus de réécriture est de
trouver une substitution, si elle existe, qui permette d’appliquer une régle de réécriture a
un terme donné.

3.2.2 Terminaison

Nous nous intéressons maintenant a quelques propriétés des systémes de réécriture
en relation avec la forme normale des termes. En particulier, nous voudrions dans la
suite que le processus de réécriture termine, quels que soient le terme en entrée et I'ordre
d’application des réegles, de sorte que tout terme ait au moins une forme normale.

Définition 3.18 (terminaison). Un systéme de réécriture R termine (ou est terminant)
s’il n’existe pas de séquence de réécriture infinie ty —x t; —g - - -

Le probléme de la terminaison d'un systéme de réécriture est indécidable en général.
En pratique, la terminaison d’un systéme de réécriture se montre en exhibant un ordre
de réduction sur I’ensemble des termes. Parmi les nombreux ordres de réduction qui ont
été définis, nous présentons 1’ ordre lexicographique des chemins (lexicographic path order).
La premiére mention de cet ordre apparait dans [Kamin et Levy, 1980, mais son origine
remonte aux travaux de N. Dershowitz sur les ordres de simplification et 1'ordre récursif
des chemins (cf. Particle récapitulant ces travaux |[Dershowitz, 1982]).

Définition 3.19 (ordre de réduction). Une relation d’ordre stricte > sur 7 (3, V) est
appelée un ordre de réécriture si et seulement si elle est

— monotone : pour tout n > 0, si f(ty, ..., t;, Lt ... t,) € T(X,V),

[>r 1mp11que f(tl,...,ti,l,ti+1,...,tn) > f(tl,...,ti,T’,ti+1,...,tn) ;

stable par substitution : pour toute substitution o, [ > r implique o(l) > o(r).

Un ordre de réduction est un ordre de réécriture bien fondé (i.e., il n’existe pas de suite
infinie de termes ty > t; > ---).

Le théoréme suivant lie ordres de réduction et terminaison des systémes de réécriture :

Théoréme 3.20. Un systeme de réécriture R termine si et seulement si il existe un ordre
de réduction > qui satisfait | > r pour toute régle | — r € R.

Les ordres de simplification forment une classe particuliérement utile d’ordres de ré-
duction. Notamment, un ordre lexicographique des chemins est un ordre de simplification.
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Définition 3.21 (ordre de simplification). Une relation d’ordre stricte > sur 7 (3,V)
est appelée un ordre de simplification si et seulement si c’est un ordre de réécriture qui
posséde la propriété de sous-terme (subterm property) :

pour tout terme ¢t € 7 (X, V) et toute occurrence o € Occ(t) — {e}, t > t|,.

Théoréme 3.22. Tout ordre de simplification sur T (X3,V) est un ordre de réduction.

Définition 3.23 (ordre lexicographique des chemins). Soient X = (F,S) une si-
gnature et > une relation d’ordre stricte sur F. L’ordre lezicographique des chemins >,
sur 7(3,V) induit par > est défini comme suit : ¢ >, u si et seulement si

1. w est une variable qui figure aussi dans t et ¢ # u, ou

2. t=f(t1,...,twm), u=g(uy, ..., u,) et

(a) il existe 4, 1 < i < m, tel que t; >, u, ou
(b) f > gett >, u; pour tout j, 1 < j <n, ou

() f=get
t >1po uj pour tout 7, 1 < j < mn, et
il existe 7, 1 <@ <m, tel que t; = uy,... 61 = ui—1 et t; >0 u;.

Note 3.24. Nous employons la notation t >;,, u avec le sens usuel de ¢ >, uVt = u.

Théoréme 3.25. Soit ¥ = (F,S) une signature. Pour toute relation d’ordre stricte >
sur F, Uordre lezicographique des chemins induit >, est un ordre de simplification sur

(V).

3.2.3 Convergence

La propriété de convergence d’un systéme de réécriture nécessite I'introduction de celle
de confluence. Cette derniére garantit qu'un terme n’a qu'une seule forme normale.

Définition 3.26 (confluence). Soit R un systéme de réécriture. Pour deux termes ¢ et
u, nous écrivons t | u pour dénoter qu’ils sont joignables, i.e., il existe un terme v tel
que t =g v et u —g v. Le systéme de rééeriture R est confluent si et seulement si pour
tout terme t tel que ¢ —’;R u et t —tR v, NOUS avons u | g v.

Le probléme de la confluence d’un systéme de réécriture est indécidable dans le cas
général, mais s’avére décidable lorsque le systéme est terminant.

Définition 3.27 (paire critique). Soient l; — 71 et [y — ry deux régles, d’un systéme de
réécriture R, dont les variables ont éventuellement été renommeées de fagon a ce qu’aucune
variable ne soit commune aux deux régles. Soit une occurrence o € Occ(ly) telle que [,
ne soit pas une variable. Soit 6 un unificateur le plus général de [i|, et lo. La paire
(0(r1),0(11)[0(r2)]o) est une paire critigue de R pour les deux régles.
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Théoréme 3.28. Un systeme de réécriture terminant R est confluent si et seulement si
t |r u pour toutes ses paires critiques (t,u).

La conjonction des propriétés de terminaison et de confluence pour un systéme de
réécriture assure que tout terme posséde par ce systéme de réécriture une et une seule
forme normale.

Définition 3.29 (convergence). Un systéme de réécriture est convergent si et seulement
si il est confluent et termine.

3.2.4 Systémes de réécriture conditionnelle

L’expressivité des systémes de réécriture peut étre augmentée en considérant des équa-
tions conditionnelles a la place de ’ensemble d’équations conventionnel. Cette extension,
appelée réécriture conditionnelle (conditional term rewriting), oblige a réviser les critéres
de terminaison et de confluence. En effet, les résultats établis pour le cas inconditionnel
ne sont pas directement applicables a cette extension.

Définition 3.30 (régle et systéme de réécriture conditionnelles). Une régle condi-
tionnelle est le triplet de termes ¢, [ et r, noté ¢ = | — r, avec [, € T,(X, V) et ¢ de la
forme t{ = u; A--- At, = u, pour n > 0. Un systéme de réécriture conditionnelle est un
ensemble de régles de réécriture.

Une régle conditionnelle est utilisée pour réécrire un terme en remplacant une ins-
tance du membre gauche [ par l'instance correspondante du membre droit r pourvu que
I'instance correspondante de la condition c soit satisfaite.

Note 3.31.

1. Nous simplifierons parfois I’écriture des conditions P = vrai en P, et P = faux en
=P, pour un prédicat P et les symboles de constante de type booléen vrai et faux.

2. Plusieurs sémantiques peuvent étre attribuées aux systémes de réécriture condition-
nelle selon I'interprétation du symbole = dans les conditions. Par exemple, t = u
peut étre interprété comme t | u et les conditions sont alors vérifiées avec le systéme
de réécriture lui-méme. Mais il peut aussi s’agir de 1’égalité au sens courant et les
régles du systéme de réécriture sont utilisées dans les deux directions pour vérifier
la condition.

La question de la terminaison des systéme de réécriture conditionnelle est compliquée
par I’évaluation récursive des conditions a chaque étape de réécriture. Le concept de
systéme décroissant (decreasing) capture l'idée de la terminaison de ’évaluation récursive
des termes.

Définition 3.32 (systéme décroissant). Un systéme de réécriture conditionnelle est
décroissant s’il existe un ordre bien fondé > contenant la relation de réécriture — et tel
que :
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I'ordre > posséde la propriété de sous-terme (¢ > wu si u est un sous-terme de ¢ qui
n’est pas t);

pour chaque régle ¢ty = uy A ---At, = u, = | — r avec n > 0 et pour toute
substitution o, o(l) > o(ty),...,0(l) > o(uy,).

Théoréme 3.33. Un systeme de réécriture décroissant est terminant.

La notion de paire critique est étendue a celle de paire critique conditionnelle sur
laquelle repose, similairement au cas inconditionnel, les critéres de confluence des systémes
de réécriture conditionnelle.

Définition 3.34 (paire critique conditionnelle). Soient ¢; = [ — ry et co = Iy — 79
deux régles, d'un systéme de réécriture conditionnelle R, dont les variables ont éventuel-
lement été renommeées de facon a ce qu’aucune variable ne soit commune aux deux régles.
Soit une occurrence o € Occ(ly) telle que Iy, ne soit pas une variable. Soit 6 un unificateur
le plus général de [4], et l5. L’équation conditionnelle 8(c; Acy) = 0(r1) = 0(11)[0(r2)], est
une paire critique conditionnelle de R pour les deux régles.

Théoréme 3.35. Un systéme décroissant R est confluent (et donc, convergent) si pour
toutes ses paires critiques ¢ = t = u et pour toute substitution o telle que la condition
o(c) est satisfaite, nous avons o(t) |g o(u).

Note 3.36. Dans le cas des systémes décroissants, I'interprétation du symbole = dans
les conditions comme le prédicat d’égalité ou comme la relation | ne fait pas de différence
relativement a la confluence (et donc, a la convergence) : la confluence du systéme de
réécriture selon 'une des formulations entraine la confluence du systéme selon I'autre.
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Chapitre 4

SOSSubX

L’objectif du systéme SOSSub¢ est de réaliser automatiquement 1’ axiomatisation, dans
la logique équationnelle, de programmes impératifs. Nous désignons par axiomatisation la
définition équationnelle de fonctions de transfert des données en entrée vers les données
en sortie d’un programme.

Le systéme SOSSube se décline en deux versions : SOSSub¥ et SOSSubg. Chaque ver-
sion se distingue par le langage de programmation qu’elle traite et par la méthode qu’elle
met en ceuvre pour définir et effectuer 'axiomatisation des programmes sources. Bien
que le systéme SOSSubg™ accepte le langage le plus riche des deux versions, le systéme
SOSSubéz présente un intérét propre, de par son approche originale basée sur un systéme
de réécriture et sa compléte automatisation de 'axiomatisation. En effet, en contrepartie
de l'expressivité offerte dans le langage de programmation de SOSSubg™, I’axiomatisation
automatique des programmes est conditionnée par la vérification en dehors du systéme

de certains prérequis sur les programmes.

Le systéme SOSSubg™ est décrit dans le Chapitre 5. L’objet du présent chapitre est
d’exposer le fonctionnement du systéme SOSSubZX. Nous entamons la présentation, Sec-
tion 4.1, par la définition du langage de programmation impératif Sube, qui sert de support
a notre méthode. Nous poursuivons par la méthode d’axiomatisation en Section 4.2. Nous
montrons que axiomatisation dans SOSSubZ s’articule autour d’un systéme de réécriture
qui formalise la sémantique du langage Sube. Nous détaillons ensuite, Section 4.3, cette
sémantique et nous commentons les régles de réécriture qui la définissent. La description
de la démonstration automatique de la propriété de convergence du systéme de réécriture
en Section 4.4 conclut ce chapitre sur SOSSubX.

4.1 Langage Sub¢

Les langages informatiques sont souvent classés selon le paradigme qui sous-tend leur
interprétation par le programmeur : fonctionnel, logique ou impératif pour les plus clas-
siques. Il serait d’ailleurs plus exact de préciser que les langages de programmation sont
souvent multiparadigmes : orienté-objet et fonctionnel, ou orienté-aspect, orienté-objet et
impératif, etc.

o1
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Les langages impératifs manipulent un état du programme, constitué notamment des
valeurs des variables du programme. Ils expriment un calcul par une séquence de modi-
fications de I'état du programme. Ces langages, de loin les plus utilisés en pratique, ne
disposent pas d’'un modéle mathématique aussi clairement défini que le A-calcul pour les
langages fonctionnels ou la logique des prédicats pour les langages logiques. De ce fait,
I’analyse des programmes écrits dans un langage impératif est plus difficile a formaliser.

Une conséquence directe de cette difficulté est que les méthodes de vérification de pro-
grammes impératifs ne considérent qu’un nombre restreint de constructions parmi celles
offertes par les langages réels. D’ailleurs, pour la programmation des applications critiques,
le langage choisi est souvent trés contraignant (voir par exemple les sous-ensembles de lan-
gage Cet Ada utilisés dans I'industrie : MiISRA-C [MISRA, 1998| ou SPARK |Barnes, 2003]).
Le langage Sub¢ que nous avons défini pour notre méthode n’échappe pas a cette regle :
il se limite & un petit ensemble de constructions, dont la sémantique est bien comprise,
mais qui est tout de méme suffisamment riche pour étre aussi puissant qu’une machine
de Turing... en plus convivial !

Le langage Sub¢ est un langage impératif typé, inspiré du C dont il conserve globale-
ment la syntaxe. Les principales caractéristiques du langage sont les suivantes :

— laffectation (=) ;

— la notion de sous-programme : récursivité, appel par valeur, variables locales et
valeur de retour (instruction r et urn);

— des structures de controle : la séquence (symbole infixe ), les instructions i f
el seetwhile;

— deux types de données prédéfinis : les entiers (i nt) et les listes (I st );
— les opérateurs usuels du C:

— arithmétiques;
— logiques (ET (&&), ouU (]|), NON (!);
relationnels (égal (==), différent (=), ...);

des opérateurs sur les listes :

— el ement (L) retourne le premier élément de la liste L (la téte de la liste) ;
next (L) retourne la liste L sans son premier élément (la queue de la liste) ;

— add(elt, L) retourne une nouvelle liste dont la téte est I’élément elt et la
queue est la liste L ;

NULL représente une liste vide.

Les structures de controle peuvent étre emboitées sans restriction. Une seule instruc-
tion return est autorisée par fonction : elle se trouve impérativement a la fin du corps
de la fonction.
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Cependant, afin de bien maitriser la sémantique du langage et de la garder aussi
simple que possible, plusieurs attributs courants dans les langages impératifs ne sont pas
disponibles en Sube :

pas d’instruction de saut du type goto ;
pas de variable globale;
— pas de type défini par le programmeur ;

— pas de pointeur directement accessible au programmeur (méme si l'implantation
du type prédéfini list peut recourir a des pointeurs, ceux-ci sont masqués au
programmeur) ;

pas de conversion de type.

Dans la famille des langages impératifs, les instructions de saut, du type goto , sont un
héritage des premiéres générations. Leur utilisation inconsidérée a été assez vite décriée et
le titre d'un article de E. W. Dijkstra, Go To Statement Considered Harmful” |Dijkstra,
1968], a souvent été pris au pied de la lettre par les thuriféraires de la programmation struc-
turée. Néanmoins, les instructions de saut n’ont pas complétement disparu des langages de
programmation modernes et existent sous des formes spécialisées dont la sémantique est
mieux controlée (e.g., la gestion des exceptions). Puisque théoriquement les autres struc-
tures de controle permettent de se passer d’instruction goto |Béhm et Jacopini, 1966;
Ashcroft et Manna, 1972], et puisque dans le cas général cette derniére rend plus difficile
la compréhension des programmes, nous ne I'avons pas incluse dans le langage Sube.

Les variables globales ont aussi été 'objet d’une accusation similaire® par W. Wulf et
M. Shaw (1973) et ne sont pas autorisées dans notre langage.

L’absence de type défini par le programmeur présente plusieurs inconvénients, e.g.,
mauvaise lisibilité et faible réutilisabilité des programmes. Cependant, ceci ne limite pas
en théorie I'expressivité de Subg, car un codage judicieux des autres types a partir des
types prédéfinis (entiers et listes) est toujours possible (c¢f. les Sections 6.4.1 et 6.4.2 o
des arbres et des graphes sont codés en Sube).

Enfin, le cas des pointeurs et des autres mécanismes susceptibles d’entrainer des effets
de bord est discuté dans le cadre du systéme SOSSubg” (¢f. Chapitre 5).

La grammaire EBNF du langage Sub¢ est donnée dans la Figure 4.1, pour les construc-
tions du langage, et dans la Figure 4.2, pour les expressions du langage. Un programme
est donc une collection de fonctions, ou de procédures, puisque le type de retour void est
admis, méme si dans ce dernier cas aucune équation ne sera produite. Notre méthode doit
pouvoir s’appliquer a des programmes incomplets, e.g., des bibliothéques de fonctions,
aussi, aucune fonction particuliére ne dénote le point d’entrée dans le programme. La dé-
finition précise de chacune des constructions du langage est donnée de fagon incrémentale
dans la suite de ce chapitre.

"Pour l'anecdote, ce titre fameux n’est d’ailleurs pas l'original de E. W. Dijkstra, qui avait plus
modérément intitulé son article A case against the goto statement, mais aurait été donné par le journal
ou a paru l'article (dont I'éditeur était alors Niklaus Wirth) selon les notes de E. W. Dijkstra (2001).

8 Au moins dans le titre de I'article cité : Global variable considered harmful.



54

Chapitre 4. SOSSubZ:2

program ::= function®
function ::— returnType ident °(’ ('void’ | argumentList)? )’ ( ’;’ | functionBody)
argumentList ::= argumentDeclaration (’,” argumentDeclaration)*
argumentDeclaration ::— varType ident
functionBody ::= ’{’ variableDeclaration® statementList returnStatement? ’;” 7}’
variableDeclaration ::= varType variablelnitialisation (’,” variablelnitialisation)*
variablelnitialisation ::— ident (’=" expression)?
statementList ::= statement™
statement :: assignStatement ’;

| whileStatement °’

| branchStatement *’
| ’{” statementList

assignStatement :: ident ’= expression

returnStatement 1 ‘return’ expression

whileStatement ::= ‘while’ ’C condition ’)’ statement
branchStatement ::— ’if’ ’(’ condition )’ statement (‘else’ statement)?

returnType ::= “void’ | varType

varType := ‘int’ | list’

Fi1G. 4.1 — Grammaire EBNF des constructions de Subg
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condition ::— andExpression (’| |” andExpression)*
andExpression ::= equalExpression (‘&&’ equalExpression)*
equalExpression ::= relExpression ((’=="| ’/=’) relExpression)*
relExpression ::— expression (relOperator expression)*
expression ::= mulExpression ((*+’ | ’—’) mulExpression)*
mulExpression ::— unExpression ((*” | ’/’) unExpression)*
unkExpression ::— unOperator? factor

factor ::= ’( expression )’ | definedName | integer | ’'NULL’

definedName ::— ident (°(’ effectiveArgumentList? °)’)?
| ’add’ ’(’ expression ’,” definedName )’
| ’element’ °(’ definedName *)’
| ’next’ ’(’ definedName )’

effectiveArgumentList ::— expression (’,” expression)*
unOperator == " | =" |+

relOperator 1= <’ | '<=" | > | >=’

integer ::— un entier
ident ::= un identificateur

F1G. 4.2 Grammaire EBNF des expressions de Sub¢
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Les expressions forment deux ensembles : celui des expressions conditionnelles (appelé
condition dans la grammaire) et celui des expressions de listes et des expressions arith-
métiques (appelé expression dans la grammaire), qui est un sous-ensemble du premier.

4.2 Axiomatisation

Dans notre approche, nous travaillons sur le code source écrit par des programmeurs
dans le langage Sube. Le code des programmes ne comporte pas d’annotations spécifiques
a notre approche. Le systéme SOSSube exprime la sémantique d’un programme P par un
ensemble d’équations conditionnelles Ep qui sont la définition de fonctions de transfert f*
des données en entrée D, de P vers ses données en sortie D,. Chaque fonction de transfert
f4. correspond a une donnée en sortie d; de P.

La définition de fés est telle que le résultat, pour dg, de I'exécution de P sur les données
en entrée D, est le méme, a une traduction ¢ des symboles prés, que le résultat obtenu
de la déduction équationnelle (i.e., la forme normale) dans £, a partir de f (¢(D.)).

Les équations Ep forment les axiomes d’une théorie de P dans la logique équationnelle.
De ce fait, nous bénéficions, a la fois d’une sémantique dénotationnelle du programme,
grace au modeéle des algébres abstraites de la logique équationnelle, et d’une sémantique
opérationnelle pour le programme, puisque la théorie de la réécriture fournit une définition
opératoire de I’évaluation du programme.

Le r6le de SOSSub¥ est de réaliser automatiquement 'axiomatisation qui traite le
probléme suivant :

Axiomatisation

Entrée : Un programme Sube P.
Sortie : Les axiomes d'une théorie équationnelle du programme < " ., Ep >.

Avec ), et Ep, respectivement, la signature et la sémantique de P en logique
équationnelle.

Le cceur de SOSSubZ est le systéme de réécriture SOSx : les régles de SOS définissent
la sémantique du langage Sube. Le choix d’un systéme de réécriture pour la spécification
de la sémantique d’'un langage offre deux avantages :

— la sémantique claire de la réécriture permet de formaliser la spécification et aide
ainsi a la compréhension et a la vérification de celle-ci;

la spécification est exécutable puisque la réécriture jouit d’une interprétation opéra-
tionnelle.

Nous montrerons, de plus, que le systéme de réécriture SOSx posséde la propriété de
convergence, qui le rend apte a évaluer les programmes Sub¢ (¢f. Section 4.4). La signature
Y05 et les régles du systéme de réécriture SOSx se trouvent en Annexe A. Nous détaillons
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et explicitons les régles du systéme dans la Section 4.3. La signature est introduite au fil
de la description de I'axiomatisation dans les Sections 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3.

La sémantique du langage Sub¢ est exprimée par les modifications des constructions du
langage sur un ensemble d’équations caractéristiques d’un programme : 1’environnement
du programme (cf. Section 4.2.1). L’axiomatisation du code source des programmes Sub,
est fondée sur le concept d’environnement. Elle comprend trois étapes :

1. chaque sous-programme est tout d’abord traduit en un terme bien formé de Y, :
ce terme constitue une entrée convenable pour la réécriture par SOSx (cf. Sec-
tion 4.2.2) ;

2. ensuite, le terme obtenu a la premiére étape est normalisé par réécriture avec SOSx :
sa forme normale est I'environnement final du sous-programme (cf. Section 4.2.3) ;

3. enfin, nous extrayons de I’environnement final les informations nécessaires a la for-
mulation des équations du sous-programme (cf. Section 4.2.4).

Au final, I’évaluation d’un programme selon les régles de la sémantique du langage pro-
duit un ensemble d’équations qui, interprété dans la logique équationnelle, constitue la
sémantique du programme.

Avant d’approfondir le contenu de chacune de ces étapes, nous introduisons le concept
d’environnement de sous-programme pour SOSSub¥.

4.2.1 Environnements

L’environnement d’un sous-programme est, en substance, un état du sous-programme
au cours d’une évaluation symbolique des instructions qui le composent. L’évaluation est
symbolique parce que faite sur des entrées du sous-programme non définies (i.e., dont la
valeur n’est pas connue), et donc encore manipulées sous forme de symboles, comme des
abstractions des entrées réelles. C’est-a-dire, par exemple, que la valeur des variables d’un
sous-programme Sube s’exprime par une fonction des entrées du sous-programme, et non
par une valeur constante.

L’environnement d’un sous-programme contient la valeur (symbolique) de toutes les
variables et tous les paramétres du sous-programme pour chaque chemin d’ezécution dans
celui-ci. Il peut contenir, en plus, ce que nous appelons une fermeture de boucle (while
closure) et qui correspond a un nouveau sous-programme qui posséde son propre environ-
nement.

Un chemin d’exécution dans un sous-programme est défini comme la suite des ins-
tructions exécutées pour des valeurs d’entrée données. Les instructions de controle de flot
(instructions conditionnelles et itératives) déterminent les différents chemins possibles.
Nous verrons par la suite que, dans notre méthode, les boucles sont traitées comme des
appels de sous-programme. De ce fait, les instructions de branchement conditionnelles sont
les seules a scinder le sous-programme en chemins. Pour nous, ceci a deux conséquences
favorables :
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5 Lypes

;;env = les environnements

;;env_elt = les éléments d’environnement
;;cond = les conditions

;;exp = les expressions (exp D var)

;;var = les variables

;;var _list = les listes de variables

;;id = les identificateurs (id D var)

;;nat = les entiers naturels

;;Constructeurs des environnements
C Env : env_elt X env — env
C Empty Env:— env

C Choice : env X env — env

C Branch : cond x env — env

;;Constructeurs des éléments d’environnement
C Pair : id X exp — env_elt
C While Closure : nat x cond x env x var list — env_elt

;;Constructeurs des listes de variables
C L Var  : var x var list — var list
C Empty L Var:— var list

;;Constructeur des fonctions de boucle
C Loop : nat X var X env — exp

F1G. 4.3 — Signature des environnements de SOSSubéa dans >,

— Le nombre des chemins possibles est fini : un environnement pourra donc facilement
tous les contenir.

— Nous pouvons associer a chaque chemin une condition simple qui caractérise les
contraintes que les données d’entrée doivent respecter pour que ce chemin soit exé-
cuté. Cette condition sera formée de la conjonction (ET logique) de toutes les condi-
tions des instructions de branchement rencontrées sur le chemin considéré.

Nous définissons maintenant formellement le concept d’environnement de SOSSubZ :
un environnement est représenté par un terme de X,,,. Nous exhibons en Figure 4.3 les
symboles de >, qui sont les constructeurs des termes du type des environnements.

Définition 4.1 (environnement). Un environnement est un terme bien formé de type
env sur la signature définie par la Figure 4.3.

Dans l'environnement d’un sous-programme, un chemin d’exécution est représenté
par un terme C Branch qui réunit la condition du chemin et son environnement spéci-
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env ::= choice | env_elt list
env_elt list :="C_Env’’Cenv elt }’env elt list )’ | 'C_Empty Env’
env_elt ::— while closure | pair

choice ::= ’C_Choice’ °(’ branch ’’” branch )’

branch ::— choice | ‘C_Branch’’( cond >’ env )’
while closure ::= ’C_While_Closure’ ’(’ nat ’,” cond ’,” env ’,” var_list ’)’
pair ::= ’C_Pair’ ’C var ’,” exp °)’

var_list ::— "C_L_Var’’C var ’)’ var_list °)’ | 'C_Empty_L_Var’

loop ::= ’C_Loop’ °’(’ nat ’,” var ’,” env °)’
exp = une expression Sube dans laquelle le terme loop
apparait comme une alternative supplémentaire de factor
cond ::— une condition pour g
var ::= une variable
nat ::= un entier naturel

Fic. 4.4 Grammaire EBNF des environnements de SOSSubZX

fique. Les différents chemins du sous-programme sont regroupés par les termes C Choice.
L’environnement spécifique a un chemin peut contenir une liste de paires (C Pair), qui
représente I'état des variables dans ce chemin, et des termes C While Closure, qui sont
les fermetures des boucles rencontrées sur ce chemin.

Pour faciliter la compréhension de ce que sont les environnements, nous en proposons
une autre description sous la forme d'une grammaire EBNF en Figure 4.4. Cette grammaire
définit les environnements lorsqu’ils sont en forme normale.

4.2.2 Les programmes sont des termes

Un programme, afin de pouvoir étre réécrit par le systéme SOSx%, doit étre un terme
de la signature du systéme, a savoir .. Nous avons prévu dans 3, des symboles de
fonctions et des types pour chaque construction du langage Sube. Nous les récapitulons
dans la Figure 4.5.

Les fonctions et constructeurs usuels des expressions ne sont pas cités dans cette
figure, car nous ne leur donnons pas de sémantique particuliére dans SOS%. En effet, nous
déléguons cette tache aux systémes de preuve qui seront utilisés, in fine, pour démontrer
la correction du programme et dans lesquels ces symboles sont généralement prédéfinis
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5 Types
;;8tmt = les instructions
;;5tmt list = les listes d’instructions

;;Constructeurs des listes d’instructions
C L Stmt : stmt list x stmt — stmt list
C Empty L Stmt:— stmt list

;;Constructeurs des instructions

C If : cond x stmt list x stmt list — stmt
C Assign :id x exp — stmt

C While : nat x cond x stmt list — stmt

;;Constructeur des paramétres effectifs
C EA :var — exp

;;Constructeurs des conditions
C And : cond x cond — cond
C Not : cond — cond

F1G. 4.5 — Signature des constructions du langage Sube dans ¥,

(¢f. Chapitres 6 et 7). Les constructeurs CAnd et C Not ne sont pas confondus avec
le & et le I de Subg, afin de permettre une définition éventuellement différente, et leur
sémantique ne fait pas non plus partie de SOSx. Les autres symboles servent a représenter
les constructions du langage Sub¢ par des termes.

L’objectif de cette premiére étape de ’axiomatisation est le suivant :

Traduction en terme

Entrée : Un programme Sube P composé de sous-programmes f;.
Sortie : Des termes T};i sur la signature Xg,;.

[’analyse syntaxique du code source des programmes Sube produit un terme différent
pour chaque sous-programme. Le terme est construit avec les symboles de la signature
Ys0s €n sélectionnant celui qui correspond a la construction du langage Sube analysée.
Les correspondances entre constructions Sube et symboles de Y, sont définies dans la
Figure 4.6. La représentation des listes pour les termes de cette figure, et dans la suite
de ce chapitre, est celle de la Note 1.7 (Page 12) : les éléments de la liste sont entre
des accolades et séparés par des points . Les constructeurs réellement employés par le
systéme se déduisent du type des éléments, e.g., C _Env et C_Empty Env pour les
listes de paires des environnements. Nous aurons 'occasion d’illustrer le fonctionnement
des régles de correspondance syntaxique dans la section suivante, lorsque nous détaillerons
le comportement de SOSSub¥ pour chaque construction du langage Sube (c¢f. Section 4.3
et Exemple 4.7).
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stmts +—— stmt list type , € {int,list}

type o fct_name (type pi, ..., type , p.) {stmts} +—
GE(stmt_list, {C Pair(p;,, C EA(p,)) -...- C_Pair(p,, C EA(p,))})

stmt —— stmt’ stmts —— stmt list
— Seq)

stmt; stmts  —— {stmt’ - stmt list}

nom fct = nom du sous-programme

: (Ret)
return exp — C Assign(nom fct, exp)

(Assg)
X =y — C Assign(x, y)

stmts | —— stmt list, stmts , —— stmt list,

. - . (Cond1)
if (c) stmts ; else stmts ,— C If(c, stmt list,, stmt list,)

stmts +—— stmt list
if (c) stmts +— C If(c, stmt list, {})

(Cond?2)

stmts +—— stmt list num = un numéro de boucle inutilisé

whi | e (cond) stmts +—— C While(num, cond, stmt list)

(Iter)

type e{int,list}

: (VarDecl1)
type var = val +—— C Assign(var, val)

. (VarDecl2)
int var — C Assign(var, 0)

(VarDecl3)

l'i st var — C Assign(var, NULL)

(Fet)

FiG. 4.6 Regles de correspondance syntaxique
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4.2.3 Les termes sont réécrits en des environnements

Le terme TIJ; obtenu de I'étape précédente pour le sous-programme f associe la sé-

quence d’instructions de f & un environnement initial, dans lequel vont étre évaluées les
instructions. L’évaluation consiste a appliquer les régles de SOS% au terme T};.

La deuxiéme étape de I’axiomatisation est donc la suivante :

Entrée : Un terme T}; Sur s
Sortie : Un terme normalisé, env,s, appelé environnement final de f et tel que
P

Normalisation

T}; lSOSR enps .

Les régles du systéme de réécriture SOSyi définissent plusieurs opérations dont le

role est de donner une sémantique aux constructions du langage Sube. Ces opérations
interprétent les constructions du langage comme des fonctions des environnements vers
les environnements. La signature de ces opérations est présentée dans la Figure 4.7.

La définition précise des opérations GE, Comp et GL est donnée par les régles, res-

pectivement, (1-2), (3-10) et (11-12) de SOS% en Annexe A. Leur sens est expliqué dans
la Section 4.3. La plupart des autres opérations décrivent des actions élémentaires sur les
environnements. Ainsi :

Update Env, définie par les régles (13 16), met a jour la valeur d’une variable
dans la liste de paires d'un environnement donné; si la paire correspondant a la
variable mise a jour n’existe pas, elle est ajoutée a la liste. Dans le méme temps,
Iexpression qui constitue la valeur de la variable est aussi mise a jour pour refléter la
valeur courante des variables dans I’environnement, ¢.e., les variables que 1’expression
contient sont remplacées par leur valeur dans I’environnement.

Update Cond, définie par les régles (17 19), met a jour une condition pour refléter
dans la condition la valeur courante des variables dans un environnement donné.

GLOV, définie par les régles (26-28), construit la liste des variables présentes dans
la liste de paires d’un environnement donné.

Merge Env et Insert Pair, définies par les régles (35-36) et (37-40), ajoutent les
paires d'un premier environnement a celles du second. Si une variable donnée a
déja une paire dans le second environnement, cette paire est remplacée par celle
du premier environnement. Cette opération permet donc de mettre a jour la valeur
d’un ensemble de variables (ou d’une seule pour Insert Pair), sans que l'expression
qui leur est associée soit, elle aussi, mise a jour (a la différence de Update Env).

Merge L Varet Insert Var, définies par les régles (41 42) et (43 45), permettent
de réaliser la fusion de deux listes de variables sans doublons.

Les opérations GIE et GLOMYV sont liées a la sémantique des boucles et sont présen-
tées avec celle-ci dans la Section 4.3.3. Quant aux opérations C Subst.(v, e1, e3) et
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;;Génération de ’environnement d’une liste d’instructions
GE : stmt list x env — env

;;Opération d’évaluation d’une instruction dans un environnement
Comp : stmt x env — env

;;Génération des appels aux fonctions de boucle
GL : nat x var list x env — env

;;Insertion et mise a jour d’une paire dans un environnement
Update Env :env elt x env — env

;;Mise a jour d’une condition dans I’environnement courant
Update Cond : cond x env — cond

;;Génération de ’environnement initial d’une fonction de boucle
GIE : env — env

;;Génération de la liste des variables d’un environnement
GLOV : env — var list

;;Génération de la liste des variables modifiées d’un environnement
GLOMYV : env — var list

;;Fusion de deux environnements
Merge Env : env X env — env

;;Insertion sans mise a jour d’une paire dans un environnement
Insert Pair : env_elt x env — env

;;Fusion de deux listes de variables
Merge L Var :var list x var list — var list

;;Insertion d'une variable dans une liste de variables
Insert Var : var x var list — var list

;;Opérations de substitution
C Subst, : var x cond x exp — cond
C Subst, : var X exp X exp — exp

FiG. 4.7 Signature des opérations sur les environnements dans >,
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C Subst.(v, €1, e3), elles permettent de remplacer v par ey dans, respectivement, la
condition ou l'expression e;. Nous les utiliserons pour remplacer une variable par sa va-
leur dans une condition ou une expression. Ces opérations de substitution ne sont pas
définies dans le systéme de réécriture SOSx et sont effectuées une fois la rééceriture ter-
minée.

4.2.4 Les environnements sont des équations

Dans SOSSubk, un environnement est la représentation d’un ensemble d’équations
caractéristiques d’un programme. Le systéme de réécriture SOSx définit la sémantique
du langage Sube par des modifications dans un tel environnement. Lors de la seconde
étape, en réécrivant par SOSx le terme T]’; d’un sous-programme Sube f, nous avons
obtenu l'environnement final NV . Ce dernier est donc I'expression de la sémantique
du sous-programme f. Pour donner la définition équationnelle de la sémantique de f,
la derniére étape consiste a formuler les équations contenues dans I'environnement final.

Ainsi, le role de la troisiéme étape de ’axiomatisation est le suivant :

Formulation des équations

Entrée : Un environnement final enys .
P

Sortie : Un ensemble d’équations conditionnelles Ep qui définissent la
sémantique du programme P.

Les environnements finaux contiennent trois éléments qui nous serviront a formuler
les équations d’un sous-programme f :

— Les listes de paires variable-valeur décrivent I’état des variables du sous-programme
a la fin de son évaluation symbolique. Parmi toutes les paires, seule celle contenant la
valeur de retour du sous-programme produira une équation. Cette paire particuliére
se reconnait a ce que sa variable porte le nom du sous-programme (c¢f. Section 4.3.1).

Un terme de racine C Branch représente un chemin d’exécution dans le sous-
programme. Il associe une condition, celle que les données en entrée doivent remplir
pour que le chemin considéré soit exécuté, et une liste de paires variable-valeur, qui
rend compte de la valeur des variables aprés 'exécution des instructions du chemin
considéré. L’équation formée a partir de la paire contenant la valeur de retour de f
comportera donc en plus une condition.

Les termes de racine C While Closure représentent des fermetures de boucle. Ils
se trouvent dans la liste des paires d'une branche donnée. Ces termes sont a l’origine
d’un ensemble d’équations conditionnelles qui définissent une famille de fonctions ré-
cursives pour la boucle considérée : une fonction pour chaque variable modifiée dans
le corps de la boucle. Ce comportement est défini précisément dans la Section 4.3.3.

Définition 4.2 (éléments générateurs d’équations). Soient f un sous-programme
Sube et Py, ... P, ses paramétres formels. Nous définissons les éléments générateurs d’équa-
tions de 'environnement final de f et leurs équations associées comme suit :
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i nt identité( int x) {
return x;

}

Fi1G. 4.8 La fonction identité en Sub,.

C Env La liste de paires, construite avec les constructeurs C Env et C Empty Env,

{ty -...- C Pair(fval) - ... t,}
produit I'équation
f(P,...,P,) =val . (4.3)
C Branch Le terme
C Branch(Cond, {t, - ... - C_Pair(f, val)- ... - t,,})
produit I'équation
Cond = f(P,...,P,) = val . (4.4)

C While Closure Un terme C While Closure produit I'ensemble des équations
conditionnelles défini par I'Equation (4.9) de la Définition 4.8 (Page 76).

La formulation des équations d’un sous-programme consiste alors a parcourir I’environ-
nement final de ce sous-programme et a former les équations correspondant aux éléments
générateurs rencontrés. La présence des termes C Env et C Choice a la racine du terme
de I'environnement distingue, respectivement, un sous-programme ne comportant qu’'un
chemin d’exécution, donc inconditionnel, d’un sous-programme avec plusieurs chemins
d’exécution.

Définition 4.5 (équations des sous-programmes et boucles Sub¢). Soient f un
sous-programme Sube et envy l'environnement final de f. Les équations formulées pour
le sous-programme f sont les suivantes :

1. Chaque occurrence d'un terme de racine C_While Closure dans envy produit un
ensemble d’équations conditionnelles défini par 'Equation (4.9) (Page 76).

2. Si le symbole a la racine de envy est le constructeur C_Env, une équation est
formulée sur le modéle de I'Equation (4.3).

3. Sinon, le symbole a la racine de env; est le constructeur C Choice et une équation
sur le modéle de I’Equation (4.4) est formulée pour chaque occurrence d’un terme
de racine C_Branch dans enuvy.

Exemple 4.6 (identité). Nous prenons I'exemple minimal de la fonction identité  de
la Figure 4.8 pour détailler les trois étapes de 'axiomatisation.
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1. Lors de la premiére étape, la fonction identité est transformée en un terme sur

la signature X,,,. La fonction identité ne contient que I'instruction return X
Pour cette instruction, nous construisons un terme qui associe le nom de la fonc-
tion avec I'expression de retour de la fonction (régle de correspondance syntaxique
(Ret)) : C_Assign(identité, x).

L’environnement initial d'un sous-programme est une liste de paires qui associent
paramétres formels et paramétres effectifs du sous-programme (régle (Fct)). Tou-
tefois, les paramétres effectifs d’un sous-programme n’étant pas toujours connus,
le sous-programme est « symboliquement évalué » : en 'occurrence, nous représen-
tons par le terme C EA(x) le paramétre effectif du paramétre formel x. La fonc-
tion identité ne prend qu’'un parameétre ; nous représentons la liste ne contenant
qu’une seule paire par la notation : {C Pair(x, C EA(x))}.

Enfin, la fonction GE regroupe la séquence d’instructions du corps de la fonction et
I’environnement initial de la fonction :

GE({C Assign(identité, x)}, {C Pair(x, C EA(x))})

. Le terme précédent est prét a étre normalisé par le systéme de réécriture SOSx (cf.

Annexe A). Les Régles (1) et (2) réécrivent la fonction GE pour évaluer la premiére,
et seule, instruction de la séquence d’instructions, nous obtenons :

Comp(C Assign(identité, x), {C Pair(x, C EA(x))})

puis les Reégles (4), (14) et (15) expriment la sémantique de Iinstruction return
comme l'insertion et la mise a jour de la valeur de retour de la fonction dans I’en-
vironnement courant. [.’application des régles aboutit a I’environnement suivant :

{C Pair(x, C_EA(x)) -
C Pair(identité, C Subst.(x, C EA(x), C EA(x)))}

Nous obtenons, aprés substitution?, 'environnement final :

{C Pair(x, C EA(x))- C Pair(identité, C EA(x))}

. Ainsi, I’environnement final contient deux paires. La premiére dénote la valeur de

X a la fin de I'exécution de la fonction. La seconde contient le nom de la fonction
analysée et dénote, par conséquent, la valeur de retour de celle-ci. Ces deux valeurs
sont égales au parameétre effectif, c’est-a-dire, a la valeur de X au moment de ’appel.
A la troisiéme étape de I’axiomatisation, nous ne nous intéressons qu’a la valeur de
retour de la fonction. Cet environnement, complété de I'information sur le prototype
de la fonction identité | n’engendrera donc qu’'une seule équation :

identité(x) = x

Cette équation exprime la sémantique de la fonction identité en logique équationnelle.

¢

9Les substitutions n’affectent pas les termes de racine C_EA (cf. Section 4.3.1).



4.3. Sémantique du langage Sube 67

4.3 Sémantique du langage Subg

Nous avons présenté dans la section précédente les trois étapes de 'axiomatisation.
Nous développons dans cette section la sémantique des constructions du langage Sube
telle qu’elle est définie par le systéme de réécriture SOSr de I’Annexe A. Le processus
de réécriture intervient lors de la deuxiéme étape; il réalise I'évaluation symbolique d'un
sous-programme, le résultat de laquelle est ’environnement final du sous-programme.

Nous commencons par les constructions dont la sémantique est la plus simple : les
constructions de base de la Section 4.3.1. Nous abordons ensuite successivement l'ins-
truction conditionnelle, Section 4.3.2, et I'instruction itérative, Section 4.3.3. Nous serons
amenés a faire fréquemment référence aux régles de réécriture : chaque fois les numéros
cités renvoient aux régles correspondantes de I’Annexe A (Page 163).

4.3.1 Constructions de base

Le langage Sub¢ est composé du jeu de constructions élémentaires de tout langage de
programmation impératif. Notamment, il acquiert son appartenance a ce paradigme des
langages de programmation par son instruction d’affectation. Cette derniére est en effet
I'instruction par excellence du changement d’état, qui fonde la programmation impéra-
tive. Pour cette raison, l'instruction d’affectation débute logiquement la présentation des
constructions de base de Sube. Nous énoncons ensuite la sémantique des types et expres-
sions du langage, puis, de la séquence d’instructions, avant de clore cette section par la
notion de sous-programme.

Affectation

Lorsqu'une instruction d’affectation X = y est rencontrée dans un programme, elle est
traduite en un terme C Assign(x, y) selon la régle de correspondance syntaxique (Assg)
de la Figure 4.6 (Page 61). La sémantique de I'affectation est donnée par les régles de
réécriture (3) et (4) que nous rappelons ici :

(3) Comp(C Assign(v_var, v_exp), C Empty Env)—
C Env(C Pair(v _var, v_exp), C Empty Env)

(4) Comp(C Assign(v var, v_exp), C Env(v pair, v _env)) —
Update Env(C Pair(v_var, v._exp), C_Env(v_ pair, v_env))
Le symbole Comp dénote la fonction chargée d’évaluer une instruction dans un en-
vironnement courant. Deux possibilités sont prises en compte pour I’évaluation d’une
affectation :

— régle (3), 'environnement courant est vide (C_Empty Env) : une paire formée de
la variable et de sa valeur est ajoutée dans I'environnement ;

— régle (4), environnement courant n’est pas vide, il contient une liste de paires :
I'appel de la fonction Update Env (cf. Section 4.2.3) met a jour, d’'une part, 1'ex-
pression affectée (y en I'occurrence), et d’autre part, I'environnement lui-méme en
modifiant la paire qui contient la valeur de x.
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La sémantique de I'affectation est donc de modifier la liste de paires d'un environne-
ment, de facon a ce que la paire correspondant a la variable affectée refléte la nouvelle
valeur de la variable dans I’environnement courant.

Types et expressions

Les deux types de données dont disposent Sub¢ sont les entiers et les listes. Les va-
riables d’'un programme sont typées statiquement et déclarées en début de programme.
La sémantique d’une déclaration de variable est identique & celle d’une affectation :
régles (VarDecll), (VarDecl2) et (VarDecl3) de la Figure 4.6.

Si la variable n’est pas explicitement initialisée, nous lui donnons une valeur par dé-
faut : 0 pour les entiers, régle (VarDecl2), et NULL pour les listes, régle (VarDecl3).

Expressions Les expressions, et par ce terme nous incluons ici aussi les conditions, ne
sont pas interprétées par SOSSubX. Nous nous contentons d’y mettre & jour la valeur des
variables lorsque nécessaire. Nous laissons le soin de la définition des opérations interve-
nant dans les expressions au systéme de preuve qui sera utilisé par la suite. Il est bien
entendu que les opérations dans les expressions n’ont, pas d’effet de bord.

Listes Lelangage Sube est muni d'un type pour les listes. Il peut s’agir de listes d’entiers,
mais aussi de listes de listes.

Dans Subg, le type list  désigne une représentation fonctionnelle des listes, i.e., un
type récursif défini a 'aide de deux constructeurs (la liste vide et I'ajout en téte d’'un élé-
ment). La conséquence de cette représentation est que les listes sont vues par Iaffectation
comme des valeurs atomiques : si La et Lb sont des listes, La = Lb a pour effet, selon la
sémantique de 'affectation, de dupliquer la valeur de Lb dans I’environnement courant,
afin de former la valeur de la paire de La dans ce méme environnement.

Il en va de méme des expressions de liste que des autres expressions Sube : elles ne
sont pas interprétées par SOSSubX. Les opérations sur les listes, i.e., element et next ,
ne sont pas définies dans SOS%. Ainsi, une expression de liste comme

next(add(1, NULL))

n’est pas évaluée comme la liste NULL et reste sous sa forme initiale.

Séquence d’instructions

En Sube, un point-virgule sépare deux instructions dans une séquence d’instructions.
La régle (Seq) de la Figure 4.6 fait correspondre a une séquence d’instructions une liste
d’instructions sous la forme d’un terme de X>,,,.

La sémantique de la séquence d’instructions est donnée par la fonction GE définie par
les régles (1) et (2) du systéme de réécriture SOSx :

(1) GE(C L Stmt(v 1 stmt, v stmt), v_env) —
Comp(v_stmt, GE(v_1 stmt, v_env))

(2) GE(C Empty L Stmt, v_env) —v env
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Ainsi, la signification d’une séquence d’instructions est d’évaluer (fonction Comp) la
derniére instruction de la séquence dans I’environnement qui résulte de I’évaluation, dans
I’environnement courant, des instructions précédentes de la séquence. Lorsque la liste
d’instruction est vide, I’environnement courant n’est pas modifié.

Sous-programme

En Subg, les sous-programmes peuvent avoir une valeur de retour ou pas. Cependant,
lorsqu’ils n’en ont pas, SOSSubX ne générera aucune équation pour eux (cf. Section 4.2.4).
En effet, les sous-programmes n’ont pas d’effets de bord (e.g., aucune instruction d’en-
trée/sortie), donc, s’ils n’ont pas non plus de valeur de retour, ils n’ont aucune donnée en
sortie.

La régle (Fct) de la Figure 4.6 spécifie le terme de Y,,, construit pour un sous-
programme. Ce terme définit la sémantique d’un sous-programme comme ’environnement
obtenu de I’évaluation de la séquence d’instructions qui forme le corps du sous-programme
dans un environnement initial. [L’environnement initial est composé d’'une liste de paires
établie en fonction des parameétres du sous-programme.

Paramétres Le mode de passage des paramétres est par valeur. Ceci implique que les
listes, comme lors d'une affectation, sont dupliquées lorsqu’elles sont passées en parameétre
A un sous-programme,

Lorsque I'environnement initial d’un sous-programme est constitué, chacun de ses pa-
ramétres ajoute une paire dans ’environnement. Chaque paire associe un parameétre p
avec un terme C EA(p). Ce terme dénote la valeur du paramétre effectif correspondant
a p qui aura été passé au moment de ’appel du sous-programme. Nous avons recours a ce
terme car ’évaluation des sous-programmes se fait hors de tout contexte d’appel. C’est
en ce sens que l'évaluation est symbolique : nous ne manipulons pas la valeur réelle des
parameétres effectifs.

L’ajout de ces paires dans I’environnement traduit le fait que les paramétres formels
sont considérés comme des variables locales initialisées a la valeur de leur parameétre
effectif. Si la valeur d’'un parameétre formel peut changer au cours de I'évaluation du
sous-programme, par contre, la valeur d’un parameétre effectif est considérée comme une
constante par le sous-programme. Pour cette raison, les substitutions, qui font suite aux
mises a jour de ’environnement, ne s’appliquent pas aux variables qui apparaissent dans
des termes de racine C_EA.

Lors de la formulation des équations, une fois que toutes les substitutions ont été ac-
complies, les termes C EA(p) ne sont plus nécessaires et sont remplacés par des variables
de la logique. En effet, dans la logique équationnelle, seule la référence a la valeur du para-
métre effectif sera nécessaire pour définir les fonctions de transfert d’un sous-programme

Sllbc.

Return La valeur de retour d’un sous-programme est désignée par ’expression atta-
chée a l'instruction return . Cette instruction ne doit apparaitre qu'une fois par sous-
programme et elle ne peut étre que la toute derniére instruction du sous-programme. Ces
contraintes ne sont pas réellement une limitation puisque nous pouvons toujours mettre
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sous cette forme, en préservant la sémantique, un sous-programme comportant plusieurs
instructions return

Lorsqu’elle est rencontrée dans un sous-programme, l'instruction return est traduite
en un terme de racine C Assign (cf. régle (Ret) de la Figure 4.6) qui est la fonction de
Ys0s correspondant aux affectations. Ainsi, la sémantique de 'instruction return  est la
méme qu’une affectation de I’expression de retour a une variable un peu spéciale qui est
le nom du sous-programme'?. Nous avons vu en Section 4.2.4 que la paire qui résulte de
cette pseudo-affectation sert a formuler les équations du sous-programme.

4.3.2 Instruction conditionnelle

Les instructions conditionnelles du langage Sube sont de la forme if ... else . Elles
divisent un chemin d’exécution dans un sous-programme en deux nouveaux chemins,
méme lorsque la partie else de I'instruction est omise. Le premier chemin est composé des
instructions exécutées lorsque la condition du if est vraie, alors que le second comporte
les instructions exécutées lorsque la condition est fausse.

Un terme de racine C If est associé a une instruction if (cf. les régles de corres-
pondance syntaxique (Condl) et (Cond2) en Page 61). Ce terme regroupe la condition
du if | la séquence d’instructions de la partie « alors » et celle de la partie « sinon ». La
définition de la fonction C If correspond aux régles (5) et (6) de SOS%. Nous rappelons
ici ces regles :

(5) Comp(C If(v cond, v 1 stmtl, v 1 stmt2), C Empty Env) —
C Choice(C Branch(v cond, GE(v_1 stmtl, C Empty Env)),
C Branch(C Not(v _cond), GE(v 1 stmt2, C Empty Env)))

(6) Comp(C If(v _cond, v 1 stmtl, v 1 stmt2), C Env(v pair, v_env)) —
C Choice(C Branch(Update Cond(v cond, C Env(v pair, v_env)),
GE(v 1 stmtl, C Env(v pair, v_env))),
C Branch(C Not(Update Cond(v cond,
C Env(v_pair, v_env))),
GE(v_ 1 stmt2, C Env(v pair, v_env))))

La sémantique d’une instruction conditionnelle est donc de construire un terme de
racine C_ Choice qui représente une alternative entre deux chemins d’un sous-programme.
Chacun des chemins d’un sous-programme est quant a lui symbolisé par un terme de racine
C Branch contenant la condition et I'environnement courant associés a ce chemin. La
condition du chemin correspondant a la partie else d’une instruction if est simplement
la négation, C Not, de la condition du if

Lorsque 'environnement dans lequel est évaluée 'instruction conditionnelle n’est pas
vide, la condition de l'instruction est mise a jour par la fonction Update Cond (cf.
Section 4.2.3).

D’autre part, les régles de réécriture (9) et (10) signifient que les instructions qui
suivent un if dans une séquence d’instructions sont exécutées dans les deux chemins d’une

10Cette facon de faire n’est pas sans rappeler ce qui existe dans le langage PASCAL.
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int comparer( int x, int y) {
i nt ret

1
2
3
4 if(x >vy) ret = -1,
5 else if(x ==vy) ret = 0;
6 else ret = 1;

7

8

9

return ret;

F1G. 4.9 — Sous-programme comparer

alternative C Choice. Enfin, les régles (20) et (21) permettent de réaliser la conjonction
des conditions qui portent sur un méme chemin d’exécution. Cette situation découle de la
présence de plusieurs instructions conditionnelles sur un méme chemin d’exécution. Les
conditions sont regroupées dans un terme de racine C And.

Exemple 4.7 (comparaison d’entiers). Nous illustrons la sémantique des instructions
conditionnelles avec l'exemple du sous-programme de la Figure 4.9. Lors de l'analyse
syntaxique du sous-programme, le terme qui lui correspond est construit par ’application
des régles suivantes (le symbole [J dénote un sous-terme qui est le résultat de la suite de
I'analyse du sous-programme) :

int comparer( int x, int y{ et GE(,
{C Pair(x, C EA(x)) -
C_Pair(y, C_EA(y))})
. (VarDecl2) .
int ret; — t, = C_Assign(ret, 0)
i f (X > y) (?ﬂl) ty = C_If(X>y, |:|2, |:|3)
ret = —1; Wssg) 00}, _ 1 Assign(ret, —1)}
. (Condl) et (Seq)
el se i f(X == y) — Ly = {C_If(X::y, Ly, |:|5)}
ret = 0; Wssg) 0(5) 1 _ 1C Assign(ret, 0)}
el se ret = 1; Wssg) 1) 1C Assign(ret, 1)}
return ret; (7 ts = C Assign(comparer, ret)
Se
} e Oh={ti-ta-t3}

Finalement, le terme obtenu pour le sous-programme a la fin de la premiére étape de
I’axiomatisation est :

GE({C Assign(ret, 0) -
C If(x>y,{C Assign(ret, —1)},

{C If(x==y, {C Assign(ret, 0)}, {C Assign(ret, 1)})}) -
C Assign(comparer, ret)}, {C Pair(x, C EA(x))- C Pair(y, C EA(y))})

Lors de la seconde étape de I’axiomatisation, ce terme est normalisé par SOS%. Nous
ne détaillons que quelques-unes des régles appliquées dans la séquence de réécriture. Aprés
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plusieurs applications des régles pour la fonction GE et I'application de la régle (4) pour
le terme C Assign(ret, 0), nous obtenons le terme suivant :

Comp(C Assign(comparer, ret),
Comp(C If(x>y,{C Assign(ret, —1)},
{C If(x==y, {C Assign(ret, 0)}, {C Assign(ret, 1)})}),
{C Pair(x, C_EA(x))- C Pair(y, C_EA(y))- C Pair(ret, 0)}))

Correspondant & I'instruction conditionnelle de la ligne 4, la régle (6) introduit une alter-
native C_Choice composée de deux chemins d’exécution C Branch :

Comp(C Assign(comparer, ret),
C Choice(C Branch(Update Cond(x>y, env),
GE({C Assign(ret, —1)}, env)),
C Branch(C Not(Update Cond(x>y, env)),
GE({C If(x==y,{C Assign(ret, 0)},
{C Assign(ret, 1)})}, env))))

avec env = {C Pair(x, C EA(x)) - C Pair(y, C EA(y))- C Pair(ret, 0)}.
La mise a jour des conditions et I'évaluation de I'affectation de la ligne 4 par les régles
correspondantes de SOSx donne le terme :

Comp(C Assign(comparer, ret),
C Choice(C Branch(C EA(x)>C EA(y), env’),
C Branch(C Not(C EA(x)>C EA(y)),
GE({C If(x==y,{C Assign(ret, 0)},
{C Assign(ret, 1)})}, env))))

avec env’ = {C Pair(x, C EA(x))- C Pair(y, C EA(y))- C Pair(ret, —1)}

De nouveau, mais cette fois pour I'instruction conditionnelle de la ligne 5, la régle (6)
introduit une alternative. Aprés mise a jour des conditions et évaluation de affectations,
nous obtenons :

Comp(C Assign(comparer, ret),
C Choice(C Branch(C EA(x)>C EA(y), env’),
C Branch(C Not(C EA(x)>C EA(y)),
C Choice(C Branch(C EA(x)==C EA(y), env”),
C Branch(C Not(C EA(x)==C EA(y)),
env’”)))))

avec
env’ = {C Pair(x, C EA(x))- C Pair(y, C_EA(y))- C Pair(ret, 0)}
et
env’”’ = {C Pair(x, C EA(x))- C Pair(y, C EA(y)) - C Pair(ret, 1)}.

Les régles (20) et (21) s’appliquent alors a la deuxiéme occurrence de la fonction
C Branch afin de réaliser la conjonction des conditions d’'un méme chemin d’exécution.
Le terme qui en résulte est le suivant :
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Comp(C Assign(comparer, ret),
C Choice(C Branch(C EA(x)>C EA(y), env’),
C Choice(C Branch(C And(C Not(C EA(x)>C EA(y)),
C_EA(x)==C_EA(y)),
env’’),
C Branch(C And(C Not(C EA(x)>C EA(y)),
C_Not(C_EA(x)==C_EA(y))),
env'™)))

Enfin, les régles (9) et 10 propagent la derniére instruction du sous-programme dans
tous les chemins d’exécution. Ce qui conduit, aprés évaluation de cette derniére instruction
a I'environnement final :

C Choice(C Branch(C EA(x)>C EA(y), envy),
C Choice(C Branch(C And(C Not(C EA(x)>C EA(y)),
C EA(x)==C EA(y)),
nv,),
C Branch((;_And(C_ Not(C EA(x)>C EA(y)),
C Not(C EA(x)==C EA(y))),
envs))))

avec

env; = {C Pair(x, C EA(x)) - C Pair(y, C EA(y)) -
C Pair(ret, —1) - C Pair(comparer, —1)}

envy, = {C Pair(x, C EA(x)) - C Pair(y, C EA(y)) -
C Pair(ret, 0) - C_Pair(comparer, 0)}

envy = {C Pair(x, C_EA(x))- C Pair(y, C_EA(y)) -
C Pair(ret, 1) - C_Pair(comparer, 1)}.

Pour conclure, lors de la derniére étape de 'axiomatisation, chaque terme de racine
C Branch produit une équation conditionnelle (cf. Section 4.2.4). La valeur de retour de
la fonction définie par 'axiomatisation est lue dans la paire pour laquelle le nom de la
variable est le nom du sous-programme. Les équations produites sont les suivantes :

x >y = comparer(z,y) = —1
—(x > y) Az =y = comparer(z,y) =0
—(z > y) A =(x = y) = comparer(z,y) = 1 ¢

4.3.3 Instruction itérative

Intuitivement, I'idée qui sous-tend la sémantique de I'instruction itérative while est
de remplacer l'itération par la récursivité. De fait, le principe d’itération n’existe pas en
tant que tel dans la logique équationnelle. En revanche, la récursivité est un principe
naturel dans cette logique. Par conséquent, nous traitons les boucles comme des fonctions
récursives terminales. Cependant, si nous considérons les boucles comme des fonctions,
nous devons nous poser la question des données en entrée et en sortie de ces fonctions de
boucle.



74 Chapitre 4. SOSSubk

Principes

Dans la logique équationnelle, une fonction n’a qu'une valeur de retour. Or, dans
une boucle, les valeurs de plusieurs variables peuvent étre modifiées. Aprés 'exécution
d’une boucle, une seule fonction de boucle ne suffit donc pas pour rendre compte de tous
les changements dans l'état des variables d’un sous-programme. Pour surmonter cette
difficulté, nous avons recours a une famille de fonctions de boucle. A chaque variable
modifiée dans la boucle est attaché un membre de la famille qui renvoie la valeur de cette
variable spécifiquement. Chaque fonction de boucle de la famille se comporte comme la
projection de 1’état des variables a la fin des itérations d’une boucle pour la variable qui
lui est attachée.

Le cas des données en entrée des fonctions de boucle est considérablement plus simple.
Potentiellement, une boucle peut accéder a la valeur de n’importe quelle variable du
sous-programme auquel elle appartient. L’ensemble des variables d’un sous-programme
comprend les variables déclarées localement dans le sous-programme, mais aussi ses pa-
rameétres. Pour les données en entrée des fonctions de boucle, le choix le plus simple est
de prendre acte de cette possibilité d’acces a toutes les variables et de faire correspondre
a chaque variable d’un sous-programme un paramétre de la fonction de boucle. Ainsi, la
lecture de la valeur d’une variable d’un sous-programme dans le corps de la boucle devient
la lecture de la valeur du parameétre correspondant dans la fonction de boucle.

Avec ces définitions, une instruction itérative dans un sous-programme est remplacée
par des appels aux fonctions de boucle. Chaque variable modifiée dans la boucle prend
pour nouvelle valeur le résultat de la fonction de boucle qui lui correspond.

Formalisation de la sémantique dans SOSx

Lorsqu'une instruction itérative est rencontrée dans un sous-programme, un terme de
racine C_ While est formé (régle de correspondance syntaxique (Iter) de la Figure 4.6
Page 61). Dans SOSx, les régles qui définissent la sémantique des instructions itératives
sont les régles (7) et (8). Nous détaillons uniquement la régle (8), autre régle étant un cas
particulier de celle-ci pour un environnement courant vide. Nous rappelons ici la régle :

(8)Comp(C While(v_num, v_cond, v_1 stmt), C Env(v pair, v 1 pair)) —
C Env(C While Closure(v_num, v _cond,
GE(v 1 stmt, GIE(C Env(v pair, v_1 pair))),
GLOV(C Env(v_pair, v.1 pair))),
Merge Env(GL(v_ num,
GLOMV(GE(v_1_stmt,
GIE(C Env(v pair, v 1 pair)))),
C Env(v_pair, v 1 pair)),
C Env(v_pair, v_1 pair)))

Dans cette regle, v num fait référence a un numéro qui identifie uniquement la boucle
dans le programme dont elle fait partie.
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Les modifications sur un environnement courant (C Env(v pair, v 1 pair) dans la
régle) qui résultent de 1’évaluation d’une boucle B dans un sous-programme f sont de
deux ordres :

1. Laliste d’instructions v 1 stmt, qui correspond au corps de la boucle B, est évaluée
dans un nouvel environnement. Cet environnement est produit par la fonction GIE,
il consiste en la liste des paires C Pair(v, C EA(v)), pour toute variable v présente
dans I'environnement courant de f. Nous obtenons ainsi I’équivalent de 'environ-
nement initial d’un sous-programme qui prendrait en paramétre toutes les variables
de f. Le résultat de la fonction GE pour la liste v_1 stmt est donc identique a
I’environnement final envg d’un sous-programme qui a pour corps la séquence d’ins-
tructions de la boucle B et pour parameétres toutes les variables qui apparaissent
dans le sous-programme f .

Une fermeture de boucle (symbole C  While Closure) contenant envg est ajoutée
dans I’environnement courant de f . Elle comporte aussi la liste de toutes les variables
def (produite par la fonction GLOV). Ces informations nous serviront a la troisiéme
étape de 'axiomatisation pour formuler les équations définissant les fonctions de
boucle de B (voir la section suivante).

2. Le role de la fonction GL est de générer une liste de paires qui associent chaque
variable modifiée dans le corps de la boucle B avec un appel a sa fonction de boucle
spécifique. Ces paires remplacent 'ancienne valeur des variables considérées dans
I'environnement courant (fonction Merge env). Les appels aux fonctions de boucle
sont représentés par une fonction C Loop.

Pour trouver la liste des variables modifiées par B, la fonction GLOMYV évalue le
corps de B dans un nouvel environnement initial et compare la valeur des variables
dans I'environnement final obtenu avec leur valeur dans ’environnement initial.

Nous retrouvons donc dans cette régle la sémantique des instructions itératives que
nous avons décrite dans la section précédente : une boucle est remplacée par des appels a
des fonctions de boucle. Ces appels deviennent la nouvelle valeur, dans I’environnement
courant, des variables modifiées par la boucle.

Fermeture de boucle

Lors de la derniére étape de I'axiomatisation, différents éléments de I'environnement
final d’un sous-programme sont utilisés pour formuler les équations qui définissent la
sémantique algébrique de ce sous-programme. La Définition 4.2 (Page 64) énumeére ces
éléments générateurs d’équations. Parmi eux, nous trouvons les fermetures de boucle
(C While Closure).

Une fermeture de boucle génére une famille de fonctions de boucle : une fonction par
variable modifiée dans la boucle correspondante. Une fonction de boucle spécifique a une
variable v est définie par deux équations :

Une premiére équation est un appel récursif a la fonction de boucle, avec pour
nouvelle valeur des paramétres celle qui résulte de ’évaluation du corps de la boucle
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pour ces parameétres. Elle traduit la sémantique de la répétition d’une séquence
d’instructions lorsque la condition de boucle est vraie.

— La seconde équation correspond a l'arrét de la récurrence, lorsque la condition de
boucle est fausse. La valeur renvoyée par la fonction de boucle est alors celle du
parameétre correspondant a la variable v.

Nous pouvons maintenant définir plus formellement les équations formulées pour une
fermeture de boucle.

Définition 4.8 (équations des fermetures de boucle). Soit la fermeture d'une boucle
B en forme normale suivante :

C While Closure(num, cond, {C Pair(vy, e;)- ... - C Pair(v,, e,)}, {vi ... v,})

avec num un numéro qui identifie uniquement la fermeture dans le programme et cond la
condition associée a la fermeture.
Les équations formulées pour cette fermeture de boucle sont les suivantes :

cond = loop, (v, ..., v,) = loop, (e, ..., €n)
U m ; (4.9)
, —(cond) = loopi™™ (v, ..., Vy) = v;
Ze‘/Tnod ’
avec Vioq 'ensemble des variables v € {vy,...,v,} tel que v est une variable modifiée par

la boucle B.

Exemple 4.10 (somme des n premiers entiers). Dans la Section 1.2.1, Exemple 1.10
(Page 13), nous avons illustré le déroulement de I'axiomatisation avec le programme de
calcul de la somme des n premiers entiers. Nous ne disposions pas encore de toutes les
notions nécessaires pour expliquer précisément la formulation des équations. Nous nous
proposons dans ce nouvel exemple de détailler ce que nous avions alors tu.

Nous repartons de I'environnement final du programme :

{C While Closure(1, n # 0, {C Pair(n, n—1) - C_Pair(sum, sum+n)}) -
C Pair(n, C Loop(1, n, {C Pair(n, C EA(n)) - C Pair(sum, 0)})) -
C Pair(sum, C Loop(1, sum, {C Pair(n, C EA(n)) - C Pair(sum, 0)})) -
C Pair(somme, C Loop(1, sum, {C Pair(n, C EA(n)) - C Pair(sum, 0)}))}

Selon la Définition 4.5, les éléments générateurs d’équations de cet environnement sont
la fermeture de boucle et la liste de paires qui la suit.

1. Le terme de la fermeture de boucle est :
C While Closure(1, n # 0, {C Pair(n, n—1) - C Pair(sum, sum+n)})

Le programme ne comporte qu'une seule boucle : la fermeture a donc recu le nu-
méro 1. L’environnement {C Pair(n, n—1) - C Pair(sum, sum+n)}, contenu par
la fermeture, nous permet de déduire que les deux variables du programme, n et sum,
ont été modifiées par la boucle. En effet, aucune des deux variables n’a conservé sa
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valeur initiale, qui pour une variable v serait représentée par une paire C Pair(v, v).
Deux fonctions de boucle seront donc générées : loopil, pour la variable n, et loopium,
pour la variable sum.

Les équations générées pour les deux fonctions de boucle sont les suivantes (Défini-
tion 4.8) :
n # 0 = loop).(n, sum) = loop),(n — 1, sum +n)
=(n # 0) = loopl (n, sum) =n
n # 0 = loopl,,.(n, sum) = loop.,,.(n — 1, sum -+ n)
=(n # 0) = loop’,, (n, sum) = sum
L’équation récursive est la méme pour les deux fonctions de boucle, seule la valeur
renvoyée sur le cas d’arrét change : chaque fonction de boucle renvoie la valeur de
la variable qui lui est attachée.
2. Dans le sous-programme sommecontenant la boucle, celle-ci a été remplacée par

des appels aux fonctions de boucle : les termes de racine C Loop. La valeur des
parameétres effectifs de ces appels est la valeur des variables dans I'environnement
courant du sous-programme au moment de 'instruction itérative. Lors de la formula-
tion des équations, un terme C Loop(num, v_i, {(vi, €1) - ... - (Vp, €,}) devient

I'appel de fonction loop, ™ (e1, ..., €n).

Le sous-programme Sommene comporte qu'un seul chemin d’exécution (une fois
la boucle remplacée par des appels de fonction), son environnement final est donc
seulement composé d’une liste de paires. Dans ce cas, I’équation générée est :

somme(n) = loop.,, (n,0)

Par la suite, les équations de la fonction loopil ne sont pas conservées parce que
cette fonction ne fait pas partie du graphe d’appel de la fonction somme. ¢

4.4 Convergence du systéme de réécriture SOSx

Dans la Section 3.2.3, nous avons défini la convergence d’un systéme de réécriture

comme la conjonction des propriétés de terminaison et de confluence. La convergence du
systeme de réécriture SOSr est la preuve que le processus de réécriture dans SOSSub¥
termine et produit une forme normale unique pour chaque terme de programme. Elle ga-
rantit que, pour tout programme Sube, SOSSubX fournit toujours une unique formulation
équationnelle de la sémantique du programme.

Nous détaillons dans cette section la preuve de convergence de SOS%, qui a été ef-

fectuée a l'aide de I'atelier de réécriture et démonstrateur de théorémes RRL |Kapur et
Zhang, 1988.
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4.4.1 Terminaison

La terminaison de SOSxr nous certifie que tout terme de >,, posséde au moins une
forme normale dans SOSx. Dans le cas de la réécriture conditionnelle, le Théoréme 3.33
(Page 48) affirme qu’il suffit que le systéme soit décroissant pour qu’il termine. Pour
montrer que notre systéme est décroissant, nous devons exhiber un ordre de simplification
qui contienne la relation de réécriture 8085 ©t tel que la partie gauche des régles
conditionnelles de SOSxr soit supérieure, au sens de cet ordre, & tous les termes qui
apparaissent dans la condition de la régle.

A cette fin, nous définissons un ordre lezicographique des chemins qui, par le Théo-
réme 3.25, est un ordre de simplification. Nous donnons dans la Figure 4.10 I'ordre de
précédence > sur les symboles de X, qui induit notre ordre lexicographique des chemins
>0 (¢f. Définition 3.23).

L’atelier RRL dispose d’un algorithme (commande makerule) pour orienter automa-
tiquement un ensemble d’équations en régles. L’orientation des régles respecte l'ordre
lexicographique des chemins que 'utilisateur fournit a I’atelier. Nous avons utilisé cet al-
gorithme, avec >y, sur les régles de SOS% transformées en équations, i.e., en remplacant
la relation de réécriture par I'égalité. Le résultat produit par 'algorithme de RRL, sans
aucune intervention de notre part, est le systéme de regles de SOS%. Ceci assure que >,
contient la relation de réécriture —80Sxr"

Il nous reste alors & montrer que pour les régles conditionnelles du systéme (i.e., les
régles (14), (31), (39) et (44)) la partie gauche de la régle est supérieure aux termes
apparaissant dans la condition. L.a démonstration peut étre faite dans RRL en présentant
chaque couple de termes dont nous voulons vérifier I'appartenance a >, comme une
équation. Nous controlons alors que 'orientation proposée par RRL est celle que nous
souhaitons.

4.4.2 Confluence

Nous venons de démontrer que SOS% est terminant. Pour sa convergence, il nous reste
a montrer qu’il est confluent. La confluence d'un systéme de réécriture certifie que la forme
normale d’un terme pour ce systéme est unique, si elle existe. Grace au Théoréme 3.35
(Page 48), la confluence d’un systéme de réécriture conditionnelle décroissant est assurée
dés lors que toutes ses paires critiques sont joignables.

L’atelier RRL comporte un algorithme de complétion d’un systéme de réécriture (com-
mande kb), dit de Knuth-Bendix [Knuth et Bendix, 1970], dont il suffira pour nous de
savoir qu’il génére une nouvelle régle chaque fois qu’'une paire critique du systéme n’est
pas joignable. L’algorithme de complétion appliqué a SOSr ne génére aucune nouvelle
régle, prouvant ainsi la confluence de SOS%.
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GE et Comp sont équivalents.

Pour GE le chemin lexicographique est de gauche a droite.

Pour CAnd le chemin lexicographique est de gauche a droite.

Pour Update Env le chemin lexicographique est de droite a gauche.
Pour Update Cond le chemin lexicographique est de droite a gauche.
Pour C Branch le chemin lexicographique est de droite a gauche.

Comp > Update Env Comp > Update_Cond
Comp > C_Branch Comp > C_Not

Comp > GLOV Comp > Merge Env
Comp > GL Comp > GLOMV
Comp > GIE

Update Cond > C_Subst

Update Env > C Pair Update Env > C Subst
Update Env > C Env

C Branch > C_Choice C Branch > C And
GIE > C Env GIE > C Pair
GIE > C EA

GLOV > C L Var

GLOMV > C EA GLOMYV > Merge L Var
Merge L Var > Insert Var Insert Var > C L Var
GL > C Env GL > C_Pair

GL > C Loop

Merge Env > Insert Pair Insert Pair > C_Env

Insert Pair > C_While Closure Insert Pair > C_Pair

F1G. 4.10 — Ordre partiel sur les symboles de fonction de X,
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Chapitre 5

SOSSubg™

Dans SOSSubg, la sémantique d’un programme est une théorie de la logique équation-
nelle dont une axiomatisation est obtenue automatiquement par ’analyse statique du code
source du programme. Cette approche originale s’applique a une classe de programmes
qui n’emploient que les constructions basiques des langages impératifs, parmi lesquels :

le séquencement (ou la composition) des instructions ;
— les instructions d’affectation, conditionnelles et itératives;
— la notion de sous-programme et d’appel par valeur;

des types de données entier et liste.

Les effets de bord sont une caractéristique constitutive des langages impératifs. Le plus
fondamental est sans nul doute ’affectation. Néanmoins, nous avons vu a la Section 1.1.2,
avec I'exemple du programme de tri par fusion, que d’autres effets de bord sont usuellement
disponibles dans les langages impératifs afin d’en accroitre 'expressivité et de permettre
I’écriture d’algorithmes plus efficaces. Nous proposons avec SOSSubg™ d’étendre le langage
Sube dans le but de prendre en compte certains effets de bord absents de SOSSubk, a

savoir les listes mutables et I'appel par référence.

Nous débutons le chapitre par une présentation des principes a I'ceuvre dans SOSSubg™
accompagnée d’une bréve comparaison avec les approches existantes. Les sections sui-
vantes exposent la syntaxe et la sémantique du langage Subg™, qui n’est autre que le
langage Sube augmenté des listes mutables, Section 5.2, et de 'appel par référence, Sec-
tion 5.3. Enfin, la derniére section, Section 5.4, décrit I’étape de formulation des équations

a partir de la sémantique des sous-programmes Subg™.

5.1 Raisonner sur les effets de bord

Une expression avec effet de bord est une expression qui modifie 'état global d'un
programme. Certaines de ces expressions ne sont d’ailleurs souvent évaluées que pour
leur effet de bord et non pour leur valeur. C’est typiquement le cas de I'affectation dont

81
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la valeur, celle de son membre droit en langage C, n’est utilisée que dans certains sché-
mas de programmation spécifiques (e.g., I'initialisation de plusieurs variables a la méme
valeur : i = j = 0 ). Ordinairement, les langages impératifs offrent, au-dela de 'affec-
tation, d’autres mécanismes produisant des effets de bord. Il s’agit notamment des opéra-
teurs d’incrément et de décrément (e.g., en C: les opérateurs ++ et ——), des instructions
d’entrées-sorties, du passage de paramétre par référence, etc.

En langage C, de nombreux effets de bord sont réalisés par 'intermédiaire de pointeurs.
Un pointeur est une variable contenant I'adresse d’une autre variable. L’emploi raisonné
des pointeurs conduit généralement a une diminution substantielle de la complexité des
algorithmes, en espace mémoire et en temps d’exécution, notamment en évitant d’inutiles
et cotiteuses recopies de valeurs. En revanche, les pointeurs rendent plus ardue ’analyse
statique des programmes (ce point est détaillé dans la Section 5.1.1 qui suit).

Les pointeurs permettent ainsi de construire le type de données récursif des listes
simplement chainées. Un des avantages de cette implantation des listes réside dans la
possibilité de modifier la liste sur place, sans recopie, par réarrangement des liens ou
modification de I'information d’un maillon ; nous parlerons de liste mutable par opposition
a un modéle fonctionnel des listes (cf. Section 5.2).

En langage C, les pointeurs sont aussi utilisés pour réaliser I'équivalent d’un appel
par référence. Celui-ci est obtenu par la combinaison d'un appel par valeur, seul mode
de passage des paramétres en C et d’un pointeur qui contient I'adresse de la variable
passée par référence. L’appel par référence permet a un sous-programme de modifier les
parametres effectifs qui lui sont passés.

Exemple 5.1 (passage par adresse en langage C). Dans le programme C suivant :

voi d swap(int xa, int xb) {
int tmp = xa;
xa = *b;
xb = tmp;

}

i nt main( voi d) {
int i=0,j=1,
swap( &, &));

}

I’appel de swap dans la fonction main se fait en passant les adresses des variablesi et | ,
grace a 'opérateur d’adresse & Dans la fonction swap, ces adresses sont manipulées par
I'intermédiaire des pointeurs a et b. Chaque modification de *a et xb est en réalité une
modification de i et ], respectivement. Si bien que dans la fonction main, aprés 'appel
de swap, les valeurs de i et j ont été échangées : i vaut 1 et ] vaut O. ¢

Ce sont ces deux derniers mécanismes, liste mutable et appel par référence, que nous
avons décidé d’ajouter au langage Sube pour obtenir le langage Subg™. Ils nous permettent
de bénéficier dans le langage de I'efficacité et de la concision d’écriture des pointeurs, tout
en conservant un controle sur leur emploi : pas de pointeurs pour le type entier, pas
d’arithmétique des pointeurs, pas de pointeur de pointeur, etc.
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Cette section comporte une premiére partie sur les obstacles qui s’opposent a ’analyse
statique des programmes avec pointeurs et effets de bord. Nous donnons ensuite une vue
d’ensemble des travaux qui entreprennent d’apporter une réponse, méme partielle, a ce
probléme. Enfin, nous esquissons les principes de la méthode implantée dans SOSSubg™
et qui sera détaillée dans les Sections 5.2 et 5.3.

5.1.1 Pointeurs, effets de bord et intraitables alias

Efficaces, les pointeurs sont aussi réputés pour leur propension a induire des pro-
grammes erronés et illisibles. En effet, leur emploi requiert de vérifier précautionneuse-
ment I’absence de fuite de mémoire (memory leak), ’absence de pointeurs sur des adresses
invalides (dangling pointer), 'absence de déréférencement invalide de pointeurs, I’absence
de dépassement de capacité de la mémoire accessible au programme (heap overflow) ; cela,
bien entendu, en plus des propriétés spécifiques a chaque programme.

De surcroit, raisonner sur des programmes manipulant des pointeurs, ou des structures
de données utilisant des pointeurs, est notoirement difficile. Les raisons en sont les possi-
bilités d’allocation dynamique de mémoire, la mise a jour « destructive » des structures
et, de facon prépondérante, les alias, c’est-a-dire, la capacité d’un objet d’étre connu sous
plusieurs noms différents parce que plusieurs références pointent sur lui''. Par exemple,
du fait des alias, 'habitude de considérer comme distincts des objets de noms différents
n’est plus valide, et une propriété portant sur une variable v; peut n’étre plus vraie aprés
une opération sur une variable v,.

Nous prendrons pour définition des alias celle de W. Landi (1992) :

Définition 5.2 (alias). Un alias est créé au cours de 'exécution d’un programme lorsque
deux noms ou plus dans le programme (e.g., des variables) désignent la méme zone de
mémoire.

Nous verrons par la suite qu’en Sube, 'ajout des listes mutables et de I'appel par
référence fournira deux maniéres de créer des alias :

— soit explicitement, par I'intermédiaire des variables de type list  qui seront des
pointeurs, e.g., aprés laffectation listel = liste2 , les variables listel et
liste2  sont des alias;

soit implicitement,
quand la méme variable de type liste est passée plusieurs fois en paramétre

d’un sous-programme, e.g., aprés 'appel f(listel, listel) , les deux pa-
rameétres formels du sous-programme f sont des alias;

""Dans une tentative humoristique de dédouaner les pointeurs de difficultés qui lui semblent de pré-
férence imputables a la faculté humaine de donner plusieurs noms & une méme chose, B. Meyer (2003)
raconte combien la lecture d’Anna Karenine de Tolstol a pu dérouter plus d’un amateur de littérature
russe, lorsqu’il s’agit de se souvenir en page 467 que « Darya Alexandrovna » n’est autre que la « comtesse
Oblonsky » de la page 5, aussi appelée « Dounia » page 35 et simplement « Dolly » partout ailleurs.
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a travers 'appel par référence : quand la méme variable est passée plusieurs
fois selon ce mode lors d'un appel de sous-programme, tous les paramétres
formels correspondants sont alias dans le corps du sous-programme appelé (cf.
Section 5.3 et I’'Exemple 5.36 Page 116).

Lorsque nous raisonnons sur un programme, alias et effets de bord sont étroitement
liés par la nécessité de « propager » a tous les alias d’'un méme objet le résultat de chaque
effet de bord sur cet objet.

Exemple 5.3. Prenons I'exemple du fragment de programme C suivant :

int i = 0;
int x = &i
i =1
suite( *));
Aprés les initialisations, la variable | est un pointeur sur Uentier i ; donc, *j vaut O.

L’affectation de 1 &1 change I’état de la variablei , et donc de *j . Lorsque nous raisonnons
sur le programme, Iaffectation de la nouvelle valeur a i doit aussi étre « propagée » a x|
qui vaut donc maintenant 1 dans I'appel suite(  xj) . ¢

Un prérequis a cet objectif est de déceler tous les alias d’un objet en tout point d’un
programme. Malheureusement, ce probléme est indécidable pour les langages, tels Sub&™,
qui disposent de I'affectation, d’instructions conditionnelles et itératives et de mémoire
dynamique.

Plus précisément, I'analyse d’alias dans un programme consiste généralement a déter-
miner s’il existe une exécution du programme telle que deux noms x et y sont des alias
d’un méme objet en un point particulier du programme'2. Le probléme de déterminer
quels sont les chemins exécutables d'un programme étant lui-méme indécidable, il est tra-
ditionnel en analyse statique d’ignorer les conditions des instructions de controle de flot
et donc de considérer que tout chemin dans un programme est exécutable. Malgré cela,
W. Landi (1992) a montré que I'analyse d’alias ainsi définie, pour un programme, méme
réduit a un seul sous-programme non récursif, écrit dans un langage disposant d’allocation
de mémoire dynamique, de structures de données récursives et des instructions condition-
nelles et itératives, est indécidable'®. Plus tard, V. T. Chakaravarthy (2003) a étendu ce
résultat aux langages comportant uniquement des variables scalaires, i.e., dépourvus de

structures et de tableaux'?.

Par conséquent, en pratique, les analyses d’alias automatiques se bornent a approxi-
mer les ensembles réels d’alias. Les méthodes existantes cherchent un compromis entre
efficacité et précision. De méme que la complexité des analyses varie de linéaire a dou-
blement exponentielle, leur précision dépend de nombreux facteurs qui peuvent aider a

12Une variante de analyse d’alias est de déterminer si deux noms z et y sont alias en un point particulier
du programme pour toutes les exécutions de celui-ci. Ce probléme est connu pour étre plus difficile.

13La démonstration repose sur une réduction du probléme de ’analyse d’alias au « probléme de I'arrét ».

M1 auteur réduit le probléme de ’analyse d’alias a celui, indécidable, de savoir si un polynome a
plusieurs variables avec coefficients entiers posséde des racines entiéres (ce probléme est aussi connu
comme le dixiéme probléme de Hilbert).
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classer la profusion de méthodes hétéroclites a la terminologie confuse. A titre d’exemple
(voir [Hind, 2001 pour un panorama plus complet), les méthodes d’analyse d’alias peuvent
tenir compte des instructions de controle de flot (e.g., [Choi et al., 1993]), ou ne pas en
tenir compte, puis se partager entre celles qui traitent I'affectation comme étant bidirec-
tionnelle (e.g., [Steensgaard, 1996]) et celles pour qui l'affectation est unidirectionnelle
(e.g., |Andersen, 1994]), etc.

Souvent utilisée a des fins d’optimisation des programmes par les compilateurs, I’ana-
lyse d’alias, pour étre valide, doit étre conservative (safe) du point de vue de la compila-
tion, c’est-a-dire qu’elle ne doit pas conduire a des optimisations erronées. Trés souvent,
ce critére se traduit concrétement par une approximation qui surestime l’ensemble réel
des alias. Cependant, dans notre cas, nous ne pouvons pas nous contenter d’une approxi-
mation : la connaissance exacte des alias dans un programme nous est nécessaire pour
déterminer précisément quelles sont les variables affectées par un effet de bord. Nous at-
tendons d’une analyse d’alias qu’elle nous indique si, pour une exécution donnée, deux
noms dans un programme sont alias en un point particulier du programme. En effet, il
serait tout aussi incorrect d’ignorer un effet de bord sur une variable v parce que nous
ignorons que v est un alias de I'objet dont I'état a changé, que de modifier la valeur de v
parce que nous croyons a tort que cette variable est liée a I’objet modifié. Dans les deux
cas, par sous-estimation ou surestimation de l’ensemble réel des alias, la traduction en
équations des programmes pourrait étre erronée.

5.1.2 Approches existantes : raisonner malgré tout

Face au constat dressé dans la section précédente, il n’est pas étonnant que les pro-
grammes manipulant des pointeurs défient 'analyse statique depuis des décennies. La
formalisation du raisonnement sur les pointeurs est toujours I'objet d’actives recherches.

Une facon de restreindre quelque peu le probléme, tout en gardant un intérét pra-
tique manifeste, est de concentrer les efforts sur les structures de données avec pointeurs.
Néanmoins, méme dans ce cadre limité, les structures de données récursives représentent
un nombre potentiellement infini d’objets. Par conséquent, 'automatisation des analyses
réclame une approximation finie du nombre de ces objets. Deux voies sont principalement
explorées dans ce sens, chacune apportant son contingent de situations d’échec :

— Les structures de données peuvent étre limitées 4 une profondeur arbitrairement
fixée (k-limiting). Cependant, lorsqu’un élément de la structure au-dela de la limite
devient un alias, tous les éléments suivants le deviennent aussi et il s’en suit une
analyse erronée du programme.

— Plusieurs objets, éventuellement une infinité d’objets, peuvent étre fusionnés en un
seul. Cette technique conduit a des structures de données dont la précision de la
représentation est morcelée. Elle a ainsi tendance a introduire de faux cycles et ne
permet pas, par exemple, de distinguer entre une liste linéaire et une liste cyclique.

D’autres approches ont renoncé a I’automatisation pour proposer des méthodes exactes
souvent, plus expressives dans les propriétés de programmes qu’elles permettent de formu-
ler. Outre I'automatisation et la précision, les approches de la vérification de programmes
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manipulant des pointeurs différent par leurs domaines d’application et leur capacité d’ex-
tension.

Logique des listes chainées

Cette logique (Linked Lists Logic [Ranise et Zarba, 2005] ou LLL) est confinée au rai-
sonnement sur les programmes manipulant des listes chainées. Elle permet d’exprimer des
propriétés sur la structure des listes (e.g., existence d’'un cycle, accessibilité des cellules)
ainsi que sur les données contenues dans les listes. La modularité de LLL lui permet d’étre
étendue par d’autres logiques.

LLL manipule des « configurations de mémoire » (i.e., des fonctions associant des
adresses a des cellules de la mémoire) qui apparaissent explicitement dans les formules de
la logique. Les auteurs montrent que le probléme de la satisfaisabilité d’une formule de la
logique est décidable. L’algorithme de décision suggéré est NP-complet.

Cette logique peut étre utilisée pour annoter dans le style de la logique de Floyd-
Hoare, notamment avec des invariants de boucle, des programmes écrits dans un langage
impératif simplifié afin d’en montrer la correction partielle.

Logique des assertions sur pointeurs

A. Moller et M. I. Schwartzbach (2001) utilisent la notation formelle PAL (Pointer
Assertion Logic) pour annoter un programme impératif. Le programme et ses annota-
tions sont transformés en un automate. La correction du programme est ensuite vérifiée
automatiquement avec 'outil PALE (Pointer Assertion Logic Engine). Si la vérification
échoue, un contre-exemple est exhibé. Toutefois, ’algorithme de décision n’est pas « élé-
mentairement récursif », i.e., aucune puissance d’exponentielles de hauteur finie ne peut
en borner la complexité. En conséquence, certains programmes ne peuvent pas étre vérifiés
en un temps raisonnable.

Le domaine d’application recouvre une intéressante classe de structures de données in-
cluant, entre autres, les listes doublement chainées et différentes sortes d’arbres. Des pro-
priétés sur les données contenues dans les structures (e.g., la liste est-elle triée 7) peuvent
aussi étre formulées, au prix de modifications peu naturelles dans les structures de données.
Pour pallier les difficultés qu'introduisent les boucles et la récursivité, la méthode requiert
la spécification d’invariants détaillés. Ceci rend la méthode inappropriée pour de grands
programmes et la réserve pour la vérification de types de données dont I'implantation est
critique.

Analyse des formes

Les questions auxquelles l'analyse des formes (shape analysis) cherche a répondre
concernent principalement le comportement structurel des structures de données (e.g.,
I'arbre en entrée du programme est-il encore un arbre en sortie 7) et plus généralement les
propriétés qui nécessitent de savoir quels éléments d’une structure sont accessibles depuis
un élément donné. Subsidiairement, ce type d’analyse peut vérifier certaines propriétés
sur les alias et le partage d’éléments entre structure de données allouées dynamiquement.
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L’algorithme présenté dans [Sagiv et al., 1998| associe a chaque état d’un programme
un graphe des configurations de la mémoire. Pour que I’analyse termine, le nombre de
nceuds du graphe doit étre fini. En présence de boucles, ’analyse ne réclame pas d’invariant
mais effectue une approximation : les cellules de la mémoire qui ne sont pas pointées par
des variables sont fusionnées en un méme noeud. Cette approximation peut conduire a de
faux rejets.

Dans [Sagiv et al., 2002|, les auteurs présentent une analyse des formes paramétrable
selon la structure de données observée ou le niveau de précision désiré. En principe, la
classe de structures de données analysable est trés riche, e.g., plus riche que celle de
la logique des assertions sur pointeurs. Cependant, chaque nouvelle structure de données
exige la définition, et la preuve de correction, d’'un ensemble d’actions élémentaires propres
a la méthode. Le raisonnement sur les données des structures est astreint au méme type
de contraintes. [.’analyse est fondée sur la représentation de la mémoire par des structures
dans une logique a trois états. L’avantage de disposer d’une logique a trois états est de
clairement distinguer le vrai et le faux de I'indéterminé.

Logique des effets

Cette branche des recherches pour raisonner sur les programmes impératifs avec effets
remonte aux premiers travaux de Ian A. Mason sur les données mutables en Lisp. La
logique des effets (Variable Typed Logic of Effects ou VTLoE) axiomatise une relation
d’équivalence opérationnelle pour des programmes fonctionnels avec des traits impéra-
tifs [Honsell et al., 1995; Mason, 1997|. Cette logique, concue pour montrer la divergence
d’un programme ou bien son équivalence avec un autre, permet aussi d’exprimer une riche
variété de propriétés. La logique est compléte dans sa variante du premier ordre.

La logique, encore en phase de développement, ne cesse d’évoluer et plusieurs pro-
blémes restent ouverts. Parmi ceux-ci, les auteurs posent celui d’inclure des quantifica-
teurs permettant de raisonner de facon moins globale sur la mémoire pour ne désigner
que les cellules « locales » au contexte courant.

Raisonnement local

Une partie des difficultés rencontrées par les précédentes méthodes vient de I'obligation
de raisonner sur la totalité de la mémoire. Le raisonnement local (appelé aussi separation
logic [O’Hearn et al., 2001; Reynolds, 2002|) est une extension de la logique de Floyd-
Hoare pour raisonner sur les pointeurs. Dans cette derniére, la régle de D'affectation,
notamment, n’est plus valide en présence d’alias. Le principal apport de la logique de
séparation est I'introduction d’une « conjonction de séparation » qui découpe une formule
en plusieurs sous-formules vraies pour des parties disjointes d'une structure de données.
Cette solution permet de raisonner « localement » sur des segments indépendants de la
mémoire et permet ainsi des preuves souvent succinctes.

La logique de séparation peut représenter tout type de structure de données, I'arith-
métique des pointeurs, la libération explicite de mémoire et le partage des variables dans
un cadre concurrent. L’expressivité de la logique est néanmoins jugulée par son auto-
matisation. Pour l'instant, seuls des sous-ensembles de la logique, e.g., soit spécifiques
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aux listes chainées |Berdine et al., 2004, soit restreints & des programmes sans boucles
pour une classe réduite d’assertions |Berdine et al., 2005|, se sont avérés décidables. Par
'intermédiaire d’une traduction vers la logique du premier ordre [Calcagno et al., 2005,
le sous-ensemble spécifique aux listes chainées peut tirer profit des démonstrateurs de
théorémes existants.

Logique d’ordre supérieur

Une famille de travaux, dont un descendant est exposé dans [Mehta et Nipkow, 2003,
recourent a une logique d’ordre supérieur pour modéliser la mémoire comme un ensemble
de fonctions des adresses vers les valeurs. Cette approche n’est pas limitée a des structures
de données particuliéres et peut s’appliquer a toutes les propriétés d’un programme, i.e.,
pas uniquement aux propriétés liées aux pointeurs. Le programme a vérifier est annoté
dans cette logique et un générateur de conditions de vérification produit un ensemble
« d’obligations de preuve » a destination d’un systéme de preuve générique (e.g., HOL). Le
degré d’automatisation de ces preuves est tres variable et la question de la satisfaisabilité
des formules de la logique est peu abordée.

5.1.3 Relever le défi dans SOSSubg*

Avec le langage Subg™, nous avons introduit la possibilité de former des alias dans

les programmes. De ce fait, nous sommes confrontés au probléme de I'indécidabilité de
I’analyse statique des relations d’alias. Pourtant, nous souhaitons définir une axiomatisa-
tion ezacte de la sémantique des programmes Subg” dans la logique équationnelle. Cette
contrainte élimine d’emblée les analyses d’alias fondées sur des approximations : leur
niveau de précision limiterait par trop la classe de programmes acceptée ou les proprié-
tés qu’il serait possible de montrer. Les autres approches dont nous avons connaissance
contournent le probléme de I'indécidabilité d'une analyse statique des alias et de 1'es-
pace non borné de recherche en le déplacant dans la logique constitutive de la méthode,
elle-méme indécidable. Principalement, deux situations se rencontrent :

— Dans les logiques de type Floyd-Hoare, I'obligation de fournir des invariants permet
de raisonner sur les programmes avec boucle et récursivité comme si les programmes
n’en comportaient pas'®. En effet, dans le cas d’une boucle, par exemple, il suffit de
prouver que l'invariant de boucle est vrai aprés une exécution du corps de la boucle
en supposant qu'’il est vrai juste avant la boucle. Une boucle est ainsi ramenée a un
fragment de programme sans itération.

— Les autres logiques, e.g., la logique de séparation, la logique des effets, les logiques
d’ordre supérieur, sont des logiques non standard comportant des régles d’inférence
et des axiomes ad hoc pour raisonner sur les pointeurs et la mémoire.

Pour SOSSubg™, nous avons dii écarter les solutions mises en ceuvre dans les autres
méthodes car elles ne correspondent pas aux objectifs que nous nous sommes fixés :

15Ceci & condition de ne considérer que la correction partielle d'un programme. La terminaison du
programme doit étre montrée en sus.
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La logique cible de l’axiomatisation des programmes demeure la logique équation-
nelle. Sans revenir sur les raisons initiales du choix de la logique équationnelle,
exposées en Section 2.5.5, nous soulignons que cette logique ne circonscrit pas les
propriétés de programmes qu’il est possible d’exprimer a la question des structures
de données, comme peuvent le faire des logiques plus spécialisées, e.g., la logique
des listes chainées. Cependant, a la différence des logiques spécifiques, la logique
équationnelle ne posséde pas, en propre, les nouveaux mécanismes que nous in-
troduisons dans le langage Subg™. Par exemple, auparavant, la notion d’appel par
valeur trouvait un équivalent naturel dans la logique équationnelle en I'application
d’un symbole de fonction. L’équivalence ne sera pas aussi directe avec I'appel par
référence et les effets de bord sur les listes : nous devrons les simuler en combinant
les mécanismes existants, plus fondamentaux, de la logique équationnelle.

Les programmes ne sont pas annotés. l.’annotation d'un programme, en raison de
la recherche des invariants, est une tache souvent aussi difficile que la preuve de la
correction du programme elle-méme. Dans notre approche, nous travaillons directe-
ment sur le code source afin d’automatiser la traduction en équations du programme.
De plus, ceci permet de mieux distinguer 'activité de programmation de celle de la
preuve.

— La mémoire n’est pas modélisée dans la logique. La majorité des approches est assor-
tie d'un modeéle de la mémoire des programmes qui sert de support au raisonnement
sur les pointeurs. Dés lors, la mémoire apparait explicitement dans les formules et
les régles d’inférence de la logique. Bien qu'une modélisation de la mémoire soit en-
visageable en logique équationnelle, comme 'attestent, par exemple, J. A. Goguen
et G. Malcolm (1996) qui édifient leur méthode pour la preuve de programme sur
une abstraction de la mémoire (appelée store et qui associe des entiers a des ex-
pressions de leur langage de programmation), ce procédé complique la théorie dans
laquelle les preuves de programme sont conduites. La nécessité de quantifier sur la
mémoire obscurcit ’énoncé des équations du programme et de ses propriétés. En
outre, les schémas d’induction sur les listes ne sont plus aussi intuitifs que lorsqu’ils
se déduisent de la définition usuelle du type de données récursif pour les listes.

— Les programmes ne sont pas complets. La plupart du temps, SOSSubg™ sera appliqué

a des collections de sous-programmes plutot qu’a un programme complet, i.e., un
programme avec un sous-programme principal servant de point d’entrée dans le
programme (e.g., la fonction main en langage C). En conséquence, au cours de
I’analyse statique, nous ne connaissons pas tous les contextes d’appel des sous-
programmes. Le programme de tri par fusion de la Figure 1.6 (Page 19) est un
exemple de programme incomplet, pour lequel nous ne savons pas dans quel contexte
sera appelé le sous-programme mergeSort

Parmi les contraintes que nous venons d’énumérer, nous renoncons a modéliser la
mémoire explicitement dans I'axiomatisation de la théorie des programmes. Pourtant, avec
les listes et I'opérateur de création de maillon add, le langage Sub&™ dispose d’allocation

dynamique de mémoire. Or, comme 'affirment S. Horwitz et al. (1989), 'analyse statique
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d’un programme avec allocation dynamique de mémoire réclame la notion de cellule de
la mémoire. En effet, les variables du programme ne suffisent plus a nommer tous les
emplacements de la mémoire accessibles au programme. Pour résoudre ce probléme, nous
adoptons un schéma de nommage pour les cellules de la mémoire dynamiquement allouées.
Cette technique nous permet de nommer tous les objets accessibles & un programme et
de leur associer des variables de la logique pour les désigner dans les équations produites
par I'axiomatisation du programme (cf. Section 5.2.1). Ainsi, nous serons capables de
faire apparaitre les maillons des listes au fur et & mesure que le programme y accéde (cf.
Section 5.2.2).

Le choix d’exprimer, sans modéle de la mémoire, les sous-programmes Subg” comme
des fonctions de transfert, des données en entrée vers les données en sortie, implique que
nous ne modéliserons pas non plus dans la logique cible les mécanismes de création et
de modification des alias. Par conséquent, c’est pendant l'axiomatisation que 1’analyse
des alias sera conduite. Afin qu’elle soit automatique, nous serons amenés a poser des
prérequis sur I'existence et la formation des alias dans les programmes Subg™ (1’Annexe B
offre une synthése des prérequis présentés au fil du texte).

D’autre part, nous souhaitons aussi traiter les programmes incomplets. Ceci nous
interdit de mener une analyse interprocédurale'® significative puisque, dans ces conditions,
le contexte d’appel d’un sous-programme peut ne pas étre connu. Nous avons donc décidé
dans SOSSube d’analyser chaque sous-programme indépendamment des autres. Ce point
de vue était valide dans SOSSubX étant donné que le langage Sube ne comportait que
des fonctions avec appel par valeur. Ainsi, les fonctions étaient insensibles au contexte
de I'appel, i.e., le résultat était entierement déterminé par les valeurs des paramétres au
moment de I'appel de la fonction. En raison des possibilités d’alias, la situation est changée
avec SOSSubg™ : les alias dans le contexte d’appel peuvent influer sur le comportement
d’un sous-programme relativement a des entrées de mémes valeurs'” (¢f. Exemple 5.4).
Or, en 'absence du contexte d’appel, les combinaisons d’alias sont trop nombreuses (voire
non bornées dans le cas des listes) pour étre systématiquement prises en compte lors de
I’analyse d'un sous-programme. Pour contourner cette impossibilité et mener une analyse
intraprocédurale exacte, nous imposerons des restrictions sur les alias qui portent sur les
paramétres des sous-programmes Subg” avant un appel (¢f. Sections 5.2.2 et 5.3.2). Nous
verrons aussi, Section 5.2.2, que le méme type de prérequis sera nécessaire, en présence
de boucles, sur les variables d'un sous-programme.

Exemple 5.4 (influence des alias du contexte d’appel). Soit le sous-programme C
suivant :

i nt modifierTete(LIST La, LIST Lb) {
La- >el enent = 1;
Lb- >el enent = 2;
return La->el enent;

}

16Type d’analyse qui recoupe les informations collectées sur I’ensemble des sous-programmes exami-
nés ; par opposition aux analyses intraprocédurales qui examinent chaque sous-programme séparément en
abstrayant les contextes d’appel, ce qui implique généralement une perte de précision.

"La valeur d’une liste se comprend ici comme la séquence des valeurs des éléments qui la composent.
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La[+={ 0]/ La [ +—

Lb Lb w
(a) (b)

Fi1G. 5.1 Influence du contexte d’appel

Le type LIST est défini comme a la Figure 1.2 de la Page 7. Les deux premiéres instruc-
tions du sous-programme modifierTete affectent 1, respectivement 2, au contenu du
premier élément de La, respectivement Lb. Considérons les deux contextes d’appel de la
Figure 5.1, avec une représentation « boites et fléches » des pointeurs.

Dans les deux contextes, la valeur des listes est : La = 0 - NULL et Lb = 0 - NULL.
Avec le contexte (a), aprés 'appel modifierTete(La, Lb) , les nouvelles valeurs sont :
La =1-NULL et Lb = 2 - NULL. La valeur renvoyée par le sous-programme est donc 1.

Par contre, avec le contexte (b), aprés le méme appel modifierTete(La, Lb) ,
les nouvelles valeurs sont : La = 2 - NULL et Lb = 2 - NULL. La fonction renvoie donc la
valeur 2.

La différence de comportement du sous-programme sur des entrées de « méme valeur »
s’explique par l'existence d’un alias entre La et Lb dans le contexte (b). Sans cette infor-
mation, la valeur de retour du sous-programme ne peut étre déterminée. C’est précisément
cette information qui manque lorsque le programme a analyser est incomplet. ¢

Cette présentation de SOSSubg™ ne serait pas compléte sans mentionner ’abandon de
la réécriture dans le systéme SOSSubg™. La définition du systéme n’est plus donnée sous
la forme d’'un systéme de réécriture. Le plus grand nombre et la plus grande complexité
des structures de données et algorithmes nécessaires a 'expression de SOSSubg™ auraient
rendu le systéme de réécriture peu compréhensible et peu pratique a manipuler; sans
méme mentionner les performances d’exécution médiocres que nous aurions obtenues en
implantant SOSSubg™ sous cette forme.

Suite a I’abandon de la réécriture, les étapes de transformation des programmes Sub¢
en terme et de réécriture des termes sont fusionnées dans la nouvelle implantation de
SOSSubg™. L’étape de génération des équations a partir des environnements des sous-

programmes subsiste.

5.2 Listes mutables

Dans SOSSubf, le type liste se comporte similairement aux listes des langages de
programmation fonctionnels. Bien que les listes soient des séquences d’éléments, elles
constituent un type « atomique » : i.e., 'ensemble de la séquence est une unique valeur.
Par exemple, le langage ne permet pas de modifier la valeur d’'un élément particulier sans
construire une nouvelle liste, ou encore, I'affectation d'une liste a une autre implique la
recopie de tous les éléments de la liste affectée, il en va de méme lorsqu’une liste est passée
en parameétre d’une fonction.
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Les objets mutables d’un programme sont les objets qui peuvent changer d’état au
cours du programme. Nous avons souligné les bénéfices qu’apporte I'introduction d’un type
de liste mutable dans un langage de programmation (cf. Section 5.1) et nous avons illustré
par 'exemple du tri par fusion 'emploi de ce type de données (cf. Section 1.1.2). Mise
a part leur indéniable efficacité, ce type d’objets mutables est communément disponible
dans les langages impératifs et présente a ce titre un intérét pour notre méthode.

Nous présentons dans cette section les ajouts faits au langage Sube afin d’inclure les
listes mutables. Nous commencons par les aspects syntaxiques a la Section 5.2.1. Nous
poursuivons avec la sémantique des nouvelles constructions du langage en Section 5.2.2
ol nous détaillons aussi les prérequis qu’elles imposent. Enfin, la Section 5.4 décrit la

ext

derniére étape de 'axiomatisation des programmes écrits en Subg” : la formulation des
équations.

5.2.1 Représentation des listes mutables

Nous introduisons avec SOSSubg™ les listes mutables. II s’agit d’une structure de

données récursive avec pointeur suivant le modeéle du type LIST (en langage C) de la
Figure 1.2 (Page 7). Ainsi, une liste est un pointeur, nous dirons aussi une référence, sur
un maillon de liste. Un maillon est composé d’un champ element et d’'un champ next .
Le champ element accepte indifféeremment un objet de type liste ou de type entier. Le
champ next est une liste. Un maillon n’est pas en soi un type du langage : seuls ses
champs element et next sont accessibles par I'intermédiaire d’une référence sur un
maillon, 7.e., un objet de type liste.

Le langage Subg®

ert

Le langage Subg™ est une extension du langage Sube dans laquelle le type list  est
modifié afin de correspondre aux listes mutables des langages impératifs et dans laquelle
nous disposons d’'un passage des paramétres par référence (cet ajout au langage Sube est
traité séparément dans la Section 5.3). Excepté ces extensions, le langage est inchangeé.

Nous retrouvons les trois opérations spécifiques aux listes du langage Sube, mais avec
une sémantique différente (nous supposons que L est une liste) :

Comme attendu, element(L)  renvoie la valeur du champ element du maillon
référencé par L, c’est-a-dire la téte de la liste L. Notons que dans le cas ou la téte
est elle-méme une liste, c¢’est une référence qui est renvoyée.

Sur le méme principe, next(L)  renvoie la valeur du champ next du maillon réfé-
rencé par L, c’est-a-dire la queue de la liste L. Cette fois encore, la valeur renvoyée
est une référence sur une liste.

— Enfin, add(elt, L) permet d’allouer dynamiquement un nouveau maillon et ren-
voie une référence sur celui-ci. Les champs element et next du nouveau maillon
sont initialisés, respectivement, a elt et L.

Nous poursuivons l'inventaire avec les deux nouveaux opérateurs de mutation sur les
listes :
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L’opérateur - >element est appliqué a un objet de type liste en membre gauche
d’une affectation. Il permet d’affecter une nouvelle valeur au champ element du
maillon référencé par la liste a laquelle il s’applique. Par exemple, pour modifier la
valeur de I’élément en téte de la liste L, nous écrirons : L- >element = valeur
Autre exemple, L- >element - >element permet d’accéder a I’élément en téte de
la liste L- >element qui est elle-méme le premier élément de la liste L (L est donc
une liste de listes).

— De méme, 'opérateur - >next permet d’affecter une nouvelle valeur au champ next
du maillon référencé par la liste a laquelle il s’applique. Par exemple, pour modifier
la liste en queue de L, nous écrirons : L- >next = valeur

Bien str, les deux opérateurs peuvent étre combinés pour modifier le champ souhaité d’un
maillon quelconque d’une liste, e.g., L- >next - >element permet de changer la valeur
du deuxiéme élément de la liste L.

Enfin, nous complétons par 'affectation entre listes qui est maintenant I'affectation
d’une référence a un pointeur : il n’y a donc plus de recopie de la liste affectée comme
¢’était le cas dans SOSSub¥. Le membre gauche d’une affectation entre listes est toujours
une variable du programme ; éventuellement, une combinaison des opérateurs de mutation
a pu étre appliquée a la variable. Ainsi, une affectation telle que f() = L , ou f est une
fonction renvoyant une liste, n’est pas correcte.

Note 5.5. D’une maniére générale, nous imposons que les listes renvoyées par des sous-
programmes soient toujours affectées avant d’étre utilisées. Notamment, nous n’acceptons
pas que la valeur de retour d’'un sous-programme, lorsqu’elle est de type liste, soit di-
rectement passée en paramétre d’un autre sous-programme, comme dans g(f()) , avec
g un sous-programme ou un opérateur du langage prenant une liste en paramétre. Ce
comportement n’est pas restrictif puisqu’il est toujours possible d’employer une variable
locale comme intermédiaire : e.g., L = f(); g(L)

Schéma de nommage

Avec 'introduction des pointeurs pour les listes mutables et en présence d’allocation
dynamique (avec I'opérateur add ), toutes les valeurs accessibles a4 un programme ne sont
plus désignées uniquement par les variables du programme. Afin de raisonner sur les
cellules mémoires créées dynamiquement et d’étre en mesure de les comparer pour détecter
les alias potentiels, nous donnons un nom a ces objets anonymes. Le role du schéma de
nommage est double :

— nommer de maniére unique les éléments des listes manipulés par un sous-programme
(voir ’'Exemple 5.6 cas 1) ;

— nommer de maniére unique toutes les références accessibles a un sous-programme
(voir ’Exemple 5.6 cas 2).

Exemple 5.6 (nommer les anonymes). Soit le sous-programme anonymes suivant :
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1 list anonymes( |ist L) {

2 |ist La;

3 int i

4

5 i = el enent(L);

6 L = add(1, add(2, NULL));
7 La = next (L);

8 L = NULL;

9

10 }

Le sous-programme anonymes illustre deux situations dans lesquelles apparaissent des
objets anonymes.

1. En ligne 5 du sous-programme, la variable i prend la valeur de I’élément en téte de la
liste L. Or, cette liste étant passée en paramétre de anonymes , nous ne connaissons
donc pas la valeur affectée. Pour poursuivre 'analyse, nous ne pouvons pas conserver
I'information i = element(L) telle quelle. En effet, cette assertion serait déja
fausse a la ligne suivante puisque la valeur de L est modifiée. Notre solution consiste
a donner un nom, unique et invariable, aux éléments des listes passées en paramétre.
Dans cet exemple, nous aurions nommé e;, 'élément considéré, et ce, du début a
la fin du sous-programme. L’analyse se poursuit alors avec ¢ = e;,. Le nom e;, est
construit a partir du nom de la liste (ici, L) et du rang de 'élément dans la liste
(ici, il s’agit du premier élément de la liste L).

2. En ligne 6 du sous-programme, deux nouveaux maillons sont créés. Ces objets n’ont
pas de nom propre et doivent, pour I'instant, étre manipulés par I'intermédiaire de
la variable L. Lorsqu’a la ligne suivante, La pointe sur la queue de L, entre autres,
nous pouvons envisager de :

donner pour valeur a La celle du maillon pointé (e.g., La = (2,NULL)), mais
nous perdons alors la relation qui existe entre L et La ;

— garder l'information sous la forme d’une expression de pointeur telle qu’elle
apparait dans le sous-programme (La = next(L)) : il faudra alors la mettre
a jour si L est modifiée (en effet, a la ligne 8 par exemple, I'expression ne
serait plus correcte) et manipuler des expressions de pointeur de plus en plus
complexes dans la suite de I’analyse.

Notre solution est de faire apparaitre explicitement au cours de l’analyse les ré-
férences sur les maillons ainsi créés. Dans cet exemple, nous aurions nommé les
références sur les maillons : ref; = (2, NULL) et refy = (1,ref;). Cela permet d’as-
socier & La un nom plutdt qu'une expression de pointeur (i.e., La = ref;) et de
garder la relation d’alias qui lie next(L) et La (en effet, L = refy = (1,refy) et
donc next(L) = ref; = La). ¢

Plusieurs schémas de nommage des objets anonymes ont déja été proposés, provenant
notamment des travaux sur I'analyse des alias ou 'analyse des formes [Larus et Hilfinger,
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1988; Choi et al., 1993]. Chaque fois, le schéma est étroitement lié a I’analyse a laquelle
il sert de support. L’objectif est souvent de pouvoir modéliser n’importe quel type de
structure de données dynamiquement allouée. De ce fait, leurs schémas de nommage sont
congus pour accompagner la représentation statique de toutes les configurations mémoire
produites par un programme donné. Comme dans le cas de I'analyse d’alias, se pose le
probléme des structures de données potentiellement non bornées, ce qui complique la
sémantique des schémas de nommage.

Pour ce qui nous concerne, deux particularités de notre méthode contribuent favora-
blement a I’élaboration d’'un schéma de nommage simple :

— Dans Subg™, la seule structure de données allouée dynamiquement est le type des
listes mutables. Le schéma de nommage sera donc restreint a la représentation de
ce type. Néanmoins, les listes sont suffisamment expressives, a défaut d’étre les
plus appropriées, pour coder toutes les autres structures de données (e.g, arbres,
graphes).

— L’impossibilité de borner la taille des structures de données manipulées par les
programmes provient des mécanismes d’itération et de récursivité des langages de
programmation. Or, nous disposons des mémes mécanismes (l'itération étant vue
comme une forme particuliére de récursivité) dans la logique équationnelle. Alors que
les autres méthodes cherchent a représenter les structures de données en extension,
i.€., en énumérant tous leurs éléments, la récursivité nous libére de cette obligation.

Nous donnons maintenant la définition de notre schéma de nommage pour les éléments
des listes et les références allouées dynamiquement.

Eléments nommeés de liste

Définition 5.7 (rang). Soient [ une liste non vide dans laquelle tous les éléments sont
identifiés de maniére unique et e un élément de la liste [. Le rang de e dans la liste [ est
rang(e, [, 1), ou rang est récursivement défini comme suit :

rang(e,e-l,r) =1r;

si e; est un élément de type entier tel que e et e; ne soient pas les mémes éléments,
alors rang(e, e; - [,r) = rang(e, [, r + 1) ;

— si e; est une liste telle que e soit différent de e; et e ne soit pas un élément de ey,
alors rang(e, ey - [, 7) = rang(e, [,r + 1) ;

si e; est une liste telle que e soit différent de e; et e soit un élément de eq, alors
rang(e,eq - [, ) = r : rang(e, ey, 1).

De la définition, il découle que le rang d’un élément est unique. Pour identifier les
éléments d’une liste L, nous leur donnons un nom qui dépend de leur rang dans L.

Définition 5.8 (éléments nommeés d’une liste). Soit L une liste. Nous nommons e,
I’élément de rang r dans la liste L. Nous nommons [,, la sous-liste de L dont le premier
élément a pour rang r. Nous appelons e,, et [,, des éléments nommés de liste et Elt,opn
I’ensemble de tous les éléments nommés d’un sous-programme.
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FI1G. 5.2 — Eléments nommés

Ce schéma de nommage permet de représenter toutes les listes acycliques en énumérant
tous les éléments nommeés de la liste selon I'ordre lexicographique de leur rang.

Définition 5.9 (liste nommeée). Une liste nommée est récursivement définie a partir
de la notion d’élément nommé comme suit :

liste nommeée ::= NULL | élément nommé | élément nommeé - liste nommeée

Exemple 5.10 (éléments et listes nommés). Nous donnons en Figure 5.2 deux
exemples de listes, L et L', représentées dans le format boites et fléches. Boites et fléches
sont étiquetées par les éléments nommés qui leur correspondent.

Dans (a), la valeur de la liste L sous une forme fonctionnelle est : L = ey, - €3, - NULL.
Il s’agit donc d’une liste comportant deux éléments, e;, et ey, , qui sont soit des entiers,
soit des listes. L’élément nommé I3, correspondrait ici a la liste vide du dernier maillon
de L.

Dans (b), la valeur de la liste L’ sous une forme fonctionnelle est :

/
L' = (e11,, “(e1:21,, - €1:2:0,, - NULL) - l1:3,,) - €a,, - NULL

Par commodité, nous avons mis entre parenthéses les sous-listes. Le nom des éléments
serait cependant suffisant pour déduire cette information. L’élément nommé ;.3 , repreé-
sente une sous-liste de L', éventuellement vide. Les deux éléments de L' qui sont aussi des
listes sont :

e1,, = li1,, = e, -(€1:2.1,, - €1:2:2,, - NULL) - [1.3,,
et

€12, = l1:2.1,, = €1:21,, " €1.2:2,, - NULL.

¢

Références nommeées de maillon de liste Un maillon de liste est un couple compor-
tant un élément de liste et une référence sur le maillon suivant. Chaque fois qu’un nouveau
maillon sera accessible au programme, notamment suite a une allocation dynamique par
lopérateur add, nous lui associerons une référence nommeée.

Définition 5.11 (référence nommée et maillon de liste). Une référence nommée est
un nom construit sur le modéle de ref,,, avec n € IN*. Références de liste et maillons sont
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définis comme suit :

référence de liste ::= NULL | référence nommeée
maillon ::= référence de liste - référence de liste

entier - référence de liste

NULL

élément nommeé

Exemple 5.12 (références nommeées et maillons). La représentation d’une liste par
un chainage de maillons fournit un modéle de la mémoire dynamique manipulée par les
programmes. Dans ce modéle, la mémoire est un ensemble de cellules identifiées par leur
adresse. Les maillons des listes sont les cellules de la mémoire. Chaque maillon est identifié
par une référence nommeée. LLa mémoire dynamique d’un programme sera donc pour nous
un ensemble de couples référence-maillon.

Nous considérons a nouveau les deux listes de la Figure 5.2 et nous donnons leur
représentation sous forme de références nommeées de maillon :

(a) {(refy,refs-refs), (refy, €1, ), (refs, refy - NULL), (vefy, es, )} avec L = ref; ;

(b) {(refy,refy - refs), (vefy, refy - vefs), (vefs, refs - NULL), (vefy, €q.1,, ), (vefs, refr - refg),
relg, €2, ), (rely, refg - refyg ), (retg, t1.3,, ), (retg, €1.2.1,, ), (retip, rerq; - NULL),
fe, e, f7, refq - ref fs, l1:3, f . f f
(refqq, 61;2;2L,)} avec L' = ref; .

Les ensembles de couples ci-dessus représentent des mémoires contenant les listes L et L,
respectivement. Les références nommeées sont ici notées ref; jusqu’a refy;. ¢

Nous disposons ainsi, avec les listes nommeées et les références nommeées de maillon
de liste, de deux représentations des listes. La premiére, dite des listes nommeées, sera
utile pour manipuler la valeur d’une liste sous forme fonctionnelle (¢f. Exemple 5.10). La
seconde, dite des références nommeées, permet de modéliser les listes telles que les pro-
grammes les manipulent dans la mémoire : un ensemble d’adresses, ¢.¢, les références nom-
meées, associées a des cellules de la mémoire, i.e., les maillons de liste (¢f. Exemple 5.12).
Une opération de reconstitution de la valeur d’'une liste nous permet de passer de la
représentation par références nommeées a la représentation par listes nommeées (cf. Défini-
tion 5.20 Page 100).

5.2.2 Sémantique de Subg™ : listes mutables

Dans SOSSubk, la sémantique de Sube est définie par les modifications qu’entrainent
les constructions du langage dans un environnement. Ce dernier est une représentation,
compacte et appropriée a la réécriture, d’'un ensemble d’équations. Pour Subg™, nous
enrichissons la notion d’environnement afin de donner un sens aux nouvelles constructions.
En effet, celles-ci nécessitent de pouvoir représenter et manipuler la notion de référence sur
un maillon de liste. La sémantique des constructions communes & Subc et Subg” ne change

pas et se transpose aisément dans les environnements étendus. Nous ne nous attarderons
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donc que sur les constructions particuliéres & Subg”. Nous traitons dans cette section des

listes mutables. Les appels par référence sont étudiés dans la Section 5.3.

Nous commencons par donner la définition des environnements qui serviront a exprimer
la sémantique du langage Subg™. Nous définissons aussi les opérations fondamentales
sur ces environnements étendus. Dans la Section 5.2.2, nous donnons la sémantique des
constructions ayant trait aux listes mutables dans des programmes dépourvus de boucles et
de récursivité. Nous verrons alors quels aménagements sont nécessaires pour réintroduire

ces mécanismes.

Environnements étendus

Les environnements étendus que nous définissons pour Subg” ajoutent principalement,

trois ensembles a celui des paires variable-valeur qui était déja disponible dans les envi-
ronnements de SOSSubX.

Définition 5.13 (environnement étendu). Nous notons :
V, I'ensemble des paramétres formels d’un sous-programme ;
Viee 'ensemble des variables locales d'un sous-programme ;

V¢ I'ensemble des variables fraiches (i.e., non déja utilisées) introduites pour servir
de constantes ;

~ Vyet 'ensemble des références nommeées utilisées.

Un environnement étendu d’un sous-programme est le sextuplet < &, M, D, F, V¢, Vyer >
tel que :

— & C {(var,val) | var € Vo, UV, et val € ZU Vyer}
— M C {(ref,m) | ref € V, oy et m est un maillon}
D C {(var,l) | var € V, UVy et [ est une liste nommeée}
F c {(var,val) | var € Vy}
Nous désignons par Env®* I'ensemble de tous les environnements étendus.

Note 5.14. Pour alléger la notation, nous pourrons omettre de citer V; et V,r. Nous
écrirons alors un environnement étendu sous la forme du quadruplet < £, M, D, F >.

L’ensemble &£ est donc I'équivalent de la liste des valeurs des variables d'un sous-
programme qui existait dans les environnements de SOSSub%. C’est I'état des variables
du sous-programme,

L’ensemble M est celui des maillons de liste manipulés par un sous-programme. Il
contiendra non seulement les maillons alloués dynamiquement, mais aussi les maillons des
listes passées en paramétre auxquels accéde le sous-programme. Dans M, les listes sont
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représentées sous la forme de références nommeées de maillon. Cet ensemble permet de
suivre I’évolution de la mémoire dynamique d’un sous-programme'.

L’ensemble D permettra de représenter les listes construites hors du sous-programme
et dont la structure est donc inconnue. Cet ensemble tient a jour la valeur des listes
telles qu’elles sont appréhendées par le sous-programme : n’apparaissent que les éléments
auxquels le sous-programme a accédé par une opération de lecture ou d’écriture dans la
liste. Dans D, les listes sont représentées par des listes nommeées.

Enfin, F' est I'’ensemble qui conserve les valeurs des variables fraiches introduites au
cours de I'axiomatisation pour servir de constantes. Elles seront nécessaires pour identifier
une liste obtenue suite & un appel de sous-programme (cf. Définition 5.31 Page 110).

L’interprétation sémantique du corps d’un sous-programme se déroule dans un enwvi-
ronnement étendu initial qui résulte de I'analyse du prototype du sous-programme.

Définition 5.15 (environnement étendu initial).
Soit {vy,...,v,} = {v | v eV, Atype(v) =list }. L’environnement étendu initial d’un
sous-programme est le sextuplet < &, M, D, F, V¢, V,er > tel que :

— &= {(uret) [i=1---n} U{(0,0°) | v €V, Atype(v) = int }
M = {(ref;, 1y, ) |i=1---n}

- D= {(oh,) =1 n}
F=0

<

=1
~ Vyep = {ref; |i=1---n}

Note 5.16. Nous utilisons la notation v® pour représenter la valeur effective de v. Elle
est Péquivalent des termes C_EA que nous utilisions dans SOSSubk.

Opérations fondamentales Nous présentons maintenant les opérations fondamentales
sur les ensembles qui composent les environnements étendus. Elles nous serviront dans
I'expression de la sémantique des constructions de Subg”. Nous commencons par définir
une relation d’appartenance dans les ensembles de couple qui ne porte que sur le premier
élément du couple (la clé).

Définition 5.17 (relation d’appartenance de clé). Soit £ un ensemble quelconque
de couples Ey X Ey, avec E; et Ey des ensembles quelconques. Soit e € 7, nous définissons
la relation d’appartenance de clé, o<, comme :

e  E si et seulement si 3lv € E; tel que (e,v) € E

Nous notons  la négation de cette relation.

18 ’ensemble M fournit donc un modéle pour la mémoire. Ceci n’est pas en contradiction avec notre
objectif qui est de ne pas user d'un modeéle de la mémoire dans ’axiomatisation des programmes, mais
ne nous interdit pas de le faire pendant le processus d’axiomatisation.
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Nous définissons ensuite les opérations qui permettent d’obtenir la valeur associée a
une variable (ou une référence) dans chacun des ensembles d’un environnement étendu,
¢’est-a-dire que, connaissant le premier élément d’un couple, nous obtenons le second.

Définition 5.18 (opérations de lecture de valeur). Soit var € V,,. U V,, nous défi-
nissons l'opération de lecture de valeur, Valg, telle que :

Valg(< £, M, D, F >, var) = val si et seulement si var < & et (var, val) € €

Nous définissons similairement Val, Valp et Valg. Pour Valy, et Valg, nous demandons
en outre que Valy(env, NULL) = NULL et Vn € Z, Valg(env,n) = n et Valy(env,n) = n,

pour tout env € Env®™.

Nous aurons aussi besoin de mettre a jour le contenu des ensembles constitutifs d'un
environnement étendu : soit en ajoutant un nouveau couple, soit en modifiant la valeur
d’une variable (ou d’une référence) d’un couple déja présent.

Définition 5.19 (opération de mise a jour). Soit £ un ensemble quelconque de
couples tel que var ¢ E. L’opération associative a gauche de mise a jour, @, est définie
comme suit :

E & (var, val) := E'U {(var, val) } ;
- (EU{(var,v)}) & (var, val) := E U {(var, val)}.

Nous étendons la définition a la mise & jour de plusieurs couples v; :
Ed{v,...,on} =E®v&...0v,

Enfin, nous définissons une opération qui permet de reconstituer la valeur d’une liste
a partir d’une référence sur le maillon en téte de la liste. Il suffit de reproduire le chainage
des éléments des maillons présents dans M (I’ensemble des maillons ) en suivant les liens
de référence en référence.

Définition 5.20 (opération de reconstitution d’une valeur de liste).
Soient env = < &, M, D, F,Vf,Vyep > et r € V,.p. Nous définissons 1'opération de recons-
titution de la valeur d’une liste, recons, comme suit :

(NULL si Valy(env,r) = NULL
si Valy(env,r) = e et

( ) e est un élément nommé
recons(enuv,r) 1= ) »
_ si Valy(env,r) =i-ref et
i - recons(env, ref) . .

1 est un entier

| recons(env, g) - recons(env,d) si Valy(env,r) =g-d
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Exemple 5.21. Pour exemplifier 'utilisation de l'opération recons, nous procédons a
la reconstitution de la valeur de la liste L’ de I'Exemple 5.12(b). Nous supposons pour
cet exemple que 'environnement qui contient la représentation sous forme de références
nommeées de L' est le suivant :

env =<{(L',refy)},
{(refy, refy - vefy), (refy, refy - vefs), (vefs, refs - NULL), (refy, €11, ), (vefs, refy - refy),
(refg, ea,,), (vef7, vefg - refyg), (vefs, l1:3,, ), (vefg, €1:2.1,, ), (vefig, refy; - NULL),
(refyy, €1:2:2;, e
0,0,0,{refy, ... refy;} >

L’appel de I'opération se déroule donc comme suit :

recons(enwv, ref;) = recons(env, refs) - recons(enw, refs)

= recons(enw, refy) - recons(env, ref;) -
recons( enw, refg) - recons(env, NULL)

= ey.1,, - recons(enw, ref7) - recons(env, refg) - ez, - NULL
= eq.1,, - recons(env, refy) - recons(env, ref1g) - l1.3,, - €2, - NULL

= e1.1,, - €1:2:1,, - recons(enw, refyy ) - recons(enwv, NULL) - [1.3 , -
ez, - NULL

= €1.1,, " €1:2:1,, " €1:2:2,, " NULL-ly:3,, - €3, - NULL

Nous retrouvons bien, au parenthésage pres, la liste nommeée de I'Exemple 5.10(b). ¢

Décomposition des listes Nous introduisons ici deux opérations sur les éléments nom-
més de liste et les listes nommeées. Le role de ces opérations est de nommer les éléments
d’une liste, selon le schéma de nommage de la Section 5.2.1, au fur et a mesure du par-
cours de cette liste par un sous-programme. L’idée est donc de ne rendre visible que les
éléments de la liste réellement accédés par le sous-programme, autrement dit, d’affiner
et de limiter, en fonction des besoins de 'analyse, la connaissance que celle-ci posséde
de la liste. Cette idée d’approximations de plus en plus fines des structures de données
paramétrées par les besoins de I’analyse se retrouve dans d’autres travaux, e.g., elle prend
le nom de « matérialisation » dans [Sagiv et al., 1998].

Définition 5.22 (opérations de décomposition). Soit L une liste. L’opération de
décomposition d’un élément nommeé, e, de L est définie comme suit :
Cri1y lr:2 si €= ¢
decomp(e) := P v
er, lyy1, sie=1,,
avec r + 1 étant défini comme 'ajout de un a 'entier le plus a droite du rang r.
Soient Ln une liste nommeée et e un élément nommeé. Nous définissons la décomposition

dans une liste nommée comme suit :

NULL si Ln = NULL
d (e, In) decomp(e) siln=e
ecomp,, (e, Ln) :=
P, decomp(e) - siln=e-l

e -decomp,,(e,l) si Ln=ej-let e#e;
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/
YO i [Tew ]
|€L£:2:1|-|»|€L€l:2:2l/l

Fi1G. 5.3 — Exemple de décomposition dans une liste nommeée

Exemple 5.23 (décompositions). Nous illustrons la décomposition d’éléments nommés
d’une liste L’ par deux exemples :

decomp(esg,,) = €2.1,, - la2,,

decomp(ly:3,,) = €13, - li.4,,

La décomposition dans une liste nommeée est simplement le remplacement d’un élément
nommé de la liste par sa décomposition. Par exemple, avec la liste de la Figure 5.2(b) :

decompy,(l1:3,,,€1:1,, - €1:2:1,,  €1:2:2,, - NULL - ly.3,, - €3, - NULL) =

€1:1,, " €1:2:1,, " €1:2:2,, " NULL- €13, *l14,, - €2, - NULL

Ce qui donne la nouvelle représentation de la Figure 5.3. ¢

Opérations auxiliaires Les opérations que nous décrivons sous ce nom sont des opé-
rations qui s’expriment a partir des opérations plus primitives définies précédemment. En
plus d’aérer I'écriture des régles sémantiques a venir, les opérations auxiliaires classent les
transformations de I’environnement en opérations signifiantes.

Les opérations relatives a ’allocation de maillon interviennent lors d’une allocation
dynamique explicite (allouer) ou implicite (allouer,y et allouer,.;). Une allocation expli-
cite correspond a 'emploi de 'opérateur add de Subg™, alors qu’une allocation implicite
intervient lorsque le parcours d’une liste fait apparaitre de nouveaux éléments de la liste
par décomposition. Le propre de ces opérations est d’ajouter de nouveaux maillons dans
I’ensemble des maillons M.

Lorsque I'allocation intervient dans le cadre de la décomposition d’une liste existante,
elle fait apparaitre une nouvelle paire d’éléments nommés. Il faut alors aussi mettre a
jour la liste nommeée correspondante conservée dans D. La différence entre allouer,; et
allouer,,.,; tient uniquement en ce que la premiére renvoie la référence sur la téte de la

paire et la seconde sur la queue de la paire.

Définition 5.24 (opérations d’allocation de maillon).

Soient env =< &, M, D, F, V;, Vyy >€ Env™, v € ZUV, ;U {NULL} et ref € V,s. Soient
ref’ et ref” des références nommeées fraiches (i.e., telles que ref’, ref” ¢ Vet UV UV UV,).
Nous définissons les opérations d’allocation suivantes :

allouer(env, v, ref) := (< &, M & (vef’, v -ref), D, F, Vi, Vyer U {ref’} > ref’)
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Soit Valy(env,ref) = el,, € Elt,om, avec el € {e,1}. Soit decomp(el,,) = g - d.

allouer o (env, ref) := (<€, M & (ref’, g) @ (vef”, d) & (vef, ref’ - ref”),
Do (Lv decompln(elLru Val’D(envv L)))v
F\ Vi, Vyep U {ref’ ref”} > ref’)

allouer,, ., (env, ref) := (<€, M @ (ref’, g) & (vef”, d) & (vef, ref’ - ref”),
D @ (L, decompy,(el,, , Valp(env, L))),
Fy Vi Vyep U {ref’ ref”} > ref”)

Nous sommes a présent préts pour définir les opérations qui permettent de parcourir
une liste. L’opération element,, accéde a la téte d’'une liste. Si la liste est suffisamment
décomposée, il suffit de renvoyer 1’élément correspondant, sinon il faut la décomposer pour
faire apparaitre I’élément recherché. L’opération next,,, se comporte de la méme fagcon mais
pour la queue d’une liste.

Définition 5.25 (opération de lecture de I’élément d’un maillon).
Soient env =< &, M, D, F, Vi, Vyoy >€ Env™ et r € V.

(env,v) si Valy(env,r) = v-ref
element,, (env, ) := .

allouery(env,r) si Valy(env,r) € Ellyom
Définition 5.26 (opération de lecture du suivant d’un maillon).
Soient env =< &, M, D, F,V}, Vies >€ Env™ et r € V.

(env, ref) si Valy(env,r) = v-ref

next,,(env, r) = {

allouer oy (env, ) si Valy(env,r) € Elt o,

Sous-programmes sans boucles ni récursivité

Nous débutons la description de la sémantique des constructions nouvelles de Subg™

en nous placant dans le contexte d’un sous-programme non récursif et ne comportant pas
de boucle. Cette simplification permet de dévoiler progressivement les prérequis a 1’axio-
matisation par SOSSubg™. Le récapitulatif de tous les prérequis est donné en Annexe B.
Les mécanismes ici omis réintégrent le langage dés la section suivante.

Prérequis En 'absence de boucles et de récursivité, I'analyse des alias dans un sous-
programme Sub&™ sans paramétres est décidable : nous pouvons savoir en tout point du
sous-programme quels objets du sous-programme ont des alias. En effet, le nombre de tels
objets et les opérations sur ceux-ci sont finis. Cependant, si le sous-programme prend des
parameétres de type liste, nous ne connaissons pas les relations d’alias préexistantes entre
ces structures de données puisque, dans le cas général, nous ignorons le contexte d’appel
précis du sous-programme. Les deux raisons de cette méconnaissance sont, d'une part,
I’analyse d’un programme incomplet, i.e., le sous-programme fait partie d’'une bibliothéque

et est vouée a étre appelée dans différents programmes, et d’autre part, 'indécidabilité
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de l'analyse d’alias, qui interdit de déterminer précisément le contexte d’appel lorsque
I’appelante dispose, elle, de boucles et de récursivité.

Nous avons montré sur 'Exemple 5.4 que le comportement d’un sous-programme vis-a-
vis des valeurs de ses entrées peut varier selon les relations d’alias qui lient les paramétres
du sous-programme. Nous avons aussi discuté dans la Section 5.1.3 de la difficulté en
pratique d’énumérer toutes ces relations. Par conséquent, nous imposons en prérequis de
'axiomatisation que les listes passées en paramétre des sous-programmes Subg” soient
exemptes de toute relation d’alias sur une quelconque de leurs sous-listes, a I'exception
éventuellement de la liste entiére, et que la méme liste ne soit pas passée a deux parametres
différents. Dans le cas contraire, les alias ne doivent pas étre utilisés de facon ambigué dans
le sous-programme appelé. Nous entendons par usage ambigu, ’application d’un effet de
bord par I'intermédiaire d’un alias, y compris I’affectation, suivie de la lecture de la valeur
d’un autre alias du méme objet (ceci comprend I'application d’un opérateur de mutation).
En particulier, ce prérequis implique qu’une liste passée en parameétre est acyclique.

Un autre prérequis porte sur la création d’alias dans le corps des sous-programmes. En
effet, notre approche considére les sous-programmes comme des fonctions de transfert des
valeurs en entrée vers les valeurs en sortie. Ces valeurs n’expriment pas les relations d’alias
qui pouvaient lier les variables associées a ces valeurs. Cette information étant perdue,
le comportement de la fonction équationnelle ne traduit pas correctement celui du sous-
programme dans tous les contextes d’appel de celle-ci. Pour empécher ce phénoméne, nous
devons imposer que les sous-programmes ne créent pas des alias qui existent encore une
fois que le sous-programme termine. Dans le cas contraire, il faut montrer que les appels
au sous-programme n’utilisent pas de facon ambigué les alias créés par celle-ci.

Nous verrons cependant dans la Section 5.2.2 que notre méthode n’est pas seule en
cause dans cette restriction : elle nous aurait été imposée de toute facon par I'indécidabilité
des relations d’alias en présence de boucles et de récursivité.

Sémantique Afin de faciliter la lecture, nous introduisons une notation commode pour
interprétation sémantique des nouvelles constructions du langage Subg”. Nous adopte-

rons conjointement une présentation sous forme de séquents.

Définition 5.27 (interprétation sémantique). Soient C I’ensemble des constructions

du langage Sub&™ et V = Z U V,; Pensemble des valeurs possibles pour les variables d’un

sous-programme. La sémantique des constructions du langage Subg™ est exprimée comme
une fonction : Env® x C — Env® x V, notée envlc] > (ent/,v), avec env, ent/ € Env®,

ccCetveV.

L’interprétation sémantique des constructions du langage spécifiques a SOSSubg™ est

donnée par la Figure 5.4. Les constructions du langage qui n’apparaissent pas dans ces
figures se comportent comme dans SOSSubZ en faisant correspondre la liste des valeurs
des variables des environnements de SOSSubZ a I'ensemble &€ des environnements éten-
dus < &, M, D, F >. 1l nous suffira de rappeler que nous associons a chaque chemin
d’exécution d'un sous-programme une condition et un environnement. La condition d'un
chemin d’exécution est la conjonction des conditions des instructions de branchement. En
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env[lL] > (K E, M, D, F, Vi, Viep >,1) 17 € Vyey
envnext(L) | > next,,(< & M, D, F, V¢ Ve >, 1)

(next)

env[lL] > (< E, M, D, F, Vi, Viep >,17) 1 € Vyey
envjelement(L) | > element,,(< &, M, D, F,Vf, Vs >, 1)

(element)

env[V] > (ent/,v")  ent/[LI(< E, M, D, F,V§, Vies >,17) T € Vigg (acld)
a
envjadd(v,L) ] allouer(< &, M, D, F, Vi, Vys >, 0", 1)

(—mnext)
env[L- >next | > env[next(L) |

(—element)
env[lL- >element | > env[element(L) |

(a) opérations spécifiques aux listes

env[X|>(ent, v)
Ve V,UV,UZU {NULL} Valg) env/[y]>(en’’,v')  Op un opérateur

env[V] > (env, Valg(env,v))

" ! (op_exp)
envX op y | (end’,v op v')

envjval | > (< &, M, D, F >v") var € V,. UV, Atype(var ) =int
envjvar = val |> (<&@ (var ,Valy(< &, M, D, F > ")), M,D, F >

(= int)

envjval | > (< E, M, D, F >v") var €V, UV, Atype(var ) = list

— list
envlvar = val > (<&@ (var ,v'),M,D,F > (=_tist)

re me/\
envval | > (end,v") end|var | > (< &, M, D, F, V¢, Vi >, 1) var & Vi, UV,

envjvar = val > (< E,M® (r,0), D, F, Vi, Vi >,0")
(b) affectation
env =< E, M, D, F\ Vi, Vs> 1 & Vies
envflist L > (<&@ (L,r), MU (r,NULL), D, F, Vi, Ve U {1} >,7)

(— ref)

(decl list)

env[p,] > (envy, p1) ... env,_1[P,] > (env,, pn)

env[f(p 1,...,P,)] > appel(env,, T, <pi,...,pp >)

(appel)

(c) constructions de base pour les listes

F1G. 5.4  Sémantique des constructions spécifiques & Subg™
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I’absence de boucles, les chemins d’exécution dans un sous-programme sont en nombre
fini.

Les régles de la Figure 5.4(a) concernent les opérateurs de liste. Les régles (next) et
(element), lorsqu’elles ne se réduisent pas simplement a renvoyer le champ correspondant
d’un maillon, sont des appels aux opérations d’allocation et de décomposition de maillons.
Ces derniéres ont la responsabilité de reconstituer dans I'environnement le chainage des
éléments d’une liste auxquels le programme essaye d’accéder. Les éléments nommés qui
sont créés a cet effet respectent le schéma de nommage défini dans la Section 5.2.1.

L’opération d’allocation dynamique de la régle (add) se traduit directement par 1’al-
location d’un nouveau maillon dans I’environnement.

La représentation choisie pour les listes dans ’environnement permet d’exprimer trés
naturellement les effets de bord dans les régles (—next) et (—element) comme la recherche
de la référence & modifier. La modification elle-méme se fait par la régle (= ref) décrite
ci-aprés, car la syntaxe de Subg™ impose que ces opérateurs soient en membre gauche
d’une affectation.

Les régles de la Figure 5.4(b) définissent le comportement de I'affectation. Le cas ou le
membre gauche de I'affectation est une variable de type liste (— list) ne présente pas de
nouveauté, si ce n’est que v’, résultat de I’évaluation du membre droit, sera une référence.

La régle (= int) est plus intéressante du fait de son appel a 'opération Val,. Celui-
ci s’explique par le traitement des listes de listes. Lorsque, par exemple, les opérateurs
element et next parcourent une liste et la décomposent pour faire apparaitre de nou-
veaux maillons avec allouer,y et allouer,,q,, les maillons créés sont du type ref, - ref,, plutot
que entier - refy, car nous ne pouvons pas savoir si la téte du maillon est un entier ou une
liste. Or, s’il s’agit d’une liste, I'utilisation d’une référence est obligatoire pour correcte-
ment représenter d’éventuelles relations d’alias et simplifier la sémantique des opérateurs
d’effet de bord sur les listes. De plus, s’il s’agit d’un entier, nous pouvons simplement
gérer ce niveau d’indirection en faisant un appel a Valy, au moment d'une affectation.

Enfin, la régle (— _ref) est celle qui réalise les effets de bord sur les listes. En effet,
Iapplication des opérateurs - >element et - >next fournit la référence du maillon a
modifier en membre gauche d’'une affectation. Cette régle se charge de la modification du
maillon correspondant.

Exemple 5.28 (régles sémantiques). Nous illustrons le fonctionnement des régles de
cette section sur I'exemple du sous-programme suivant :

1 void f( list L, int i) {
2 L = add(1,L);

3 L- >next - >el enent = 2;
4 i = el enment(next(L));
5

6 }

L’environnement initial de ce sous-programme est :

env =< {(L,refy), (i,i%)}, {(vefy,l1,) }, {(L,11,)}, 0,0, {ref;} >
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La régle (— list) commande d’abord l'évaluation de I'opération add(1, L) . Celle-ci
se traduit par les régles (add) et (Valg) en l'appel de allouer(env, 1,refy) qui ajoute un
nouveau maillon et produit la paire :

(< {(L,refy), (i,i%)}, {(vefy, 11, ), (vefy, 1-vefy)}, {(L,11,)}, 0,0, {ref;, refy} >, refy)

La fin de la régle (= list) peut alors étre effectuée, nous obtenons :
env =< {(L,refs), (i,i°)}, {(refy, 11, ), (vefy, 1 -refy)}, {(L,11,)}, 0,0, {ref;, refy} >

L’instruction de la ligne 3 correspond a la régle (= ref). L’évaluation débute par
la régle (Valg) puisque le membre droit de Paffectation est prioritaire. Pour le membre
gauche, c’est d’abord la régle (—element), puis (—next). Ceci revient a évaluer :

element(next(L))

La régle (next) s’applique alors en premier et produit I'appel next,,(env, refy). La liste
étant suffisamment décomposée, I’'environnement n’est pas modifié et la régle (element)
produit 'appel element,, (env, ref;). Cette fois, la valeur associée a ref; ne fait pas appa-
raitre la téte du maillon et cela entraine 'appel allouer.,(env, ref;). Par cette opération,
deux nouveaux maillons sont créés et la liste L est décomposée en deux éléments nommés :

(< {(L,refy), (4,1},
{(refl, I'efg . ref4), (I‘efg, 1. refl), (I‘ef3, €1L), (ref4, ZQL)},
{(L,e1, -lz,)}, 0,0, {ref;, refy, refs, refs} >, refs)

Cette paire permet de terminer la régle (— ref) et nous obtenons le nouvel environnement
ol la valeur de refz change :

env =< {(L,refy), (1,1},
{(vefy,refs - refy), (vefy, 1 -refy), (vefs, 2), (vefy, ls, )},
{(L,e1, -lz,)}, 0,0, {refy, refy, refs, refs} >

Enfin, I'instruction de la ligne 4 correspond a la régle (— int). Nous nous retrouvons
de nouveau a devoir évaluer element(next(L)) , mais cette fois, la liste L est suffisam-
ment décomposée dans I'environnement courant pour ne pas avoir a créer de nouveaux
éléments nommés. L’évaluation du membre droit de 'affectation produit donc la paire :
(env,ref3). La régle (= ref) termine correctement en « déréférencant » refs par 'opé-
ration Valy(env, refs). Notons que si le membre droit s’était évalué en un entier, Valy,
aurait renvoyé cet entier, par définition de l'opération Val,,. L’environnement a la ligne 5
voit la valeur de ¢ changer et est finalement :

< A{(L,refy), (i,2)},
{(vefy,refs - refy), (refy, 1 -refy), (vefs, 2), (vefy, ls, )},
{(L,ey, -1s,)},0,0, {refy, refy, ref3, refs} > ¢
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Nous terminons la présentation des régles sémantiques avec celles de la Figure 5.4(c).
Elles concernent des constructions déja présentes dans Sube mais dont la sémantique a
évolué dans SOSSubg™. 1l s’agit d’abord de la régle (decl list) qui va modifier I’environ-
nement initial d'un sous-programme en lui ajoutant un nouveau maillon de valeur NULL
pour chaque déclaration de variable de type liste.

Beaucoup plus intéressante est la régle (appel) pour les appels de sous-programme.
Dans SOSSubZ, un sous-programme qui a une valeur de retour entraine la définition d’une
fonction de la logique équationnelle, avec le cas particulier des boucles qui produisent des
familles de fonctions récursives. Dans SOSSubg™, les sous-programmes peuvent avoir des
effets de bord : il est permis de modifier, a ’aide des opérateurs de mutation, les maillons
d’une liste passée en paramétre (comme dans les Exemples 5.29 et 5.30). Par conséquent,
dans SOSSubg™, la génération d’une seule fonction équationnelle n’est plus suffisante pour
rendre compte de I'ensemble des valeurs que modifie un sous-programme s’il a des effets

de bord sur diverses listes passées en paramétre.

Exemple 5.29 (Sous-programme avec effet de bord). Soient les sous-programmes
Subg™ suivants :

void f() {
list L;

L = add(l, NULL);
a(L);
}

void g(list Lg) {
Lg- >el enent = 2;
Lg = NULL;

}

Dans le sous-programme f , juste avant 'appel g(L) , nous avons L = 1-NULL. Le sous-
programme g utilise un opérateur de mutation pour modifier la valeur de la téte de la liste
passée en parameétre. Ainsi, dans f, aprés 'appel g(L) , la liste L vaut 2-NULL car par
I'intermédiaire de Lg, le sous-programme g a accés aux maillons de L. Notons cependant
que l'affectation Lg = NULL n’a pas d’incidence sur L car le passage du paramétre est
par valeur. ¢

Le principe de la solution est le méme que pour les boucles dans SOSSub¥ : pro-
duire une famille de fonctions pour tous les objets susceptibles d’étre modifiés. Ainsi sur
I'Exemple 5.29, nous définirions une fonction gr,(t-¢) = 2-¢. Dans f | nous saurions alors
qu’aprés I'appel g(L) , L vaut g,,(L).

Cependant, la génération d’une seule fonction par paramétre de type liste n’est pas
suffisante lorsque la modification porte sur la structure méme de la liste, avec 'opération
de mutation —next (c¢f. Exemple 5.30). La généralisation de ce procédé conduirait a déno-
ter par une fonction équationnelle distincte la nouvelle valeur de chaque maillon des listes
passées en parameétre d'un sous-programme. Ceci s’apparente a modéliser complétement
la mémoire, ce que nous souhaitons éviter.
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Heureusement, le prérequis qu’aucun alias ne porte sur une liste passée en parameétre,
hormis éventuellement sur la téte de la liste, nous dispense de cette généralisation. En
effet, si la structure de la liste change de telle facon que certains de ses maillons ne sont
plus accessibles a partir de la téte de la liste, alors ces mémes maillons ne sont plus
accessibles au programme dans son entier puisque le prérequis impose qu’aucun alias ne
désigne ces maillons. De ce fait, nous pouvons omettre de rendre compte de leur nouvelle
valeur. Cette omission est valide attendu que la classe des propriétés de programmes que
vise notre méthode ne concerne pas l'usage de la mémoire. La situation serait différente
si nous nous intéressions, par exemple, a la mémoire consommée par le programme.

Exemple 5.30 (sous-programme modifiant la structure d’une liste). Prenons
I’exemple des sous-programmes suivants :

void f() {
|ist La, Lb;

La = add(1, add(2, NULL));
Lb = next (La);
g(La);

}

void g(list Lg) {
Lg- >next - >el ement = 3;
Lg- >next = add(4, NULL);
}

Dans le sous-programme f , avant 'appel g(La) , La = 1-2-NULL et Lb est un alias pour
la queue de La (Lb = 2-NULL).

Suite a 'appel g(La) , dans g, la premiére instruction donne a La la valeur 1-3 - NULL;
Lb reste un alias pour la queue de La, sa valeur est donc 3 - NULL.

A la ligne suivante, par l'intermédiaire de Lg, la structure de la liste La change.
L’instruction a deux implications : la valeur de La est maintenant 1 -4 - NULL, mais surtout
Lb n’est plus un alias pour la queue de La car Lb continue de pointer sur le méme maillon
de valeur 3-NULL qui ne fait plus partie du chainage de La.

En langage C, du fait des alias, I'appel g(La) produit deux listes distinctes a partir
d’une seule passée en paramétre. Pour traduire cet état de fait, nous serions amenés a
associer deux fonctions équationnelles & g, chacune rapportant la valeur d’une des deux
listes produites. Toutefois, 'impossibilité de toujours connaitre les relations d’alias rend
la généralisation de cette approche inapplicable. ¢

Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter 'opération appel d’appel de sous-
programme de la régle (appel). Le traitement des sous-programmes par SOSSubg” consiste
a générer la définition équationnelle d’une fonction par paramétre de type liste (en plus de
la fonction pour la valeur de retour, si le sous-programme en a une). Ces fonctions rendent
compte des effets de bord effectués sur les listes passées en paramétre du sous-programme
et serviront & mettre a jour la valeur de la référence idoine dans I'appelante.

Il est nécessaire de différencier les appels de sous-programme selon que la valeur de

retour du sous-programme est de type entier ou de type liste. En effet, dans ce dernier cas,
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le traitement doit étre le méme que pour les parameétres de type liste : affectation de la
valeur renvoyée par la fonction équationnelle correspondante a une variable fraiche, cette
derniére permet 'introduction d’un élément nommé qui servira a représenter d’éventuelles
décompositions ultérieures sur cette liste.

Définition 5.31 (opérations d’appel de sous-programme). Soient f le nom d’un
sous-programme et < pq,...,p, > la séquence des valeurs des paramétres effectifs d'un
appel du sous-programme f. Soient env =< &, M, D, F,V;, V,p >€ Env™ {P,,..., P}
I'ensemble des paramétres formels de f de type liste et p;,, pour i = 1...m, tel que p;,
soit la valeur dans I’environnement env du paramétre effectif correspondant au parameétre
formel P;. Enfin, soit < pi,...,p), > laséquence < py,...,p, > ot les pj, ont été remplacés
par recons(env, pj, ).

(appelim(em), fi<pi,...,pn>) sile type de retour

de f estint ou

appel(env, f,<p1,...,pp >) = void

appel,,,(env, f, < p1,...,p, >) sile type de retour
de f est list

appel;,,(env, f, < p1,...,pn >) =
(< g,./\/l ©® {(pji,llvi) | 1= 1m},
DU{(Uz}llvi) | 1= lm},
FU{(vi, fo(< Pyl >)) [i=1...m},
ViU{v | i=1...m}, V>,

fP0(< p/1’7p;’l, >)>

appel,,,(env, f, < p1,...,p, >) =
(<& Ma{(pj,h,)]i=0...m},
DU{(vi,l1,,) [i=0...m},
FU{(v, fp(<pl,....0,,>)) |i=0...m}
VeU{v | i =0...m}, Vs U {pj, } >,

pjo)

Avec v, v1, .. ., v, et p;, des variables fraiches. De plus, fp, dénote la fonction équationnelle
générée pour le parameétre de type liste P; et fp, dénote la fonction équationnelle générée
pour la valeur de retour du sous-programme ou bien la fonction nulle si le type de retour
est void .

Exemple 5.32 (appel de sous-programme). Nous illustrons le fonctionnement de la

régle (appel) par Pexemple des sous-programmes Subg™ suivants :
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list g(list Lg) { ...}

void f( list L) {
list La;

La = g(L);
L = next (L);

9 }
Le systéme SOSSubg" va produire pour le sous-programme g les définitions de deux
fonctions équationnelles : g pour la valeur de retour et g, pour les effets de bord sur la
liste passée en paramétre.

L’environnement initial du sous-programme f | aprés application de la régle (decl list)
pour la déclaration de La, est :

env =< {(L,refy), (La,refy)}, {(ref1,l1,), (refo, NULL) }, {(L,11,)}, 0, 0, {ref;, refy} >

Lors de I'affectation de la ligne 6, la régle (— _list) entraine I’évaluation par la régle (appel)
de g(L) . Cette derniére se réduit en appel,,(env, g, < ref; >), o ref; est donc la valeur
effective du parameétre formel Lg. Cette opération produit la paire suivante :

(<{(L,refy), (La,refy)},
{(refy, 1y, ), (refy, NULL), (vefs, I, )},
{(La llL)’ (UOa l1u0)> ('U1> llvl)}7

{(U07g(< llL >))7 (U179L9(< llL >))}7
{vo, v1}, {refy, refy, refs} > refs)

Nous voyons que dans cette paire, suite a I'appel de g, la valeur de la variable L n’a pas
changé, c’est toujours la méme référence ref;, mais le maillon associé a cette référence,
lui, a été modifié pour refléter un possible effet de bord di au sous-programme g.

La régle (= list) termine de mettre a jour la valeur de La et donne I’environnement :

env =<{(L,refy), (La,refs)},
{(refl, llvl )7 (ref2, NULL)7 (I‘efg, ll'uo )}7
{(Lv llL)’ (UOv llvo)v (Ulv llvl)}v

{(U07g(< llL >)>7 (U179L9(< llL >))}7
{vo, v1}, {refy, refy, refs} >

Nous ne détaillons pas complétement la derniére instruction de f & la ligne 7. Notre
intention est uniquement de faire remarquer que I'ajout des listes nommeées dans l’en-
vironnement, en 'occurrence [y, et [;, , conjointement a celui des constantes vy et vy,
permet de décomposer, si besoin est, les listes modifiées par un appel de sous-programme.
Dans notre exemple, next(La)  produirait dans I’ensemble correspondant & D une paire
(vo, e1,, * l2,,), alors que par ailleurs nous conservons le fait que vy = g(< Iy, >) dans
I’ensemble correspondant a F'. ¢
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Sous-programmes avec boucles et récursivité

Les principales opérations de la méthode ont été décrites dans les sections précédentes.
Nous considérons dans cette section le cas particulier des boucles qui exige d’examiner les
conséquences des mécanismes d’itération et de récursivité sur 'analyse des alias.

Prérequis Des résultats trés forts d’indécidabilité sont connus sur les analyses d’alias
en présence de boucles et de structures de données dynamiques : méme dans un langage
qui ne disposerait pas de sous-programmes, I’analyse est indécidable (cf. Section 5.1.1).
Concrétement, cela se traduit pour nous par la perte des relations sur les alias au cours
d’une boucle ou dans un appel a un sous-programme récursif.

En conséquence, pour que I'analyse des alias que nous effectuons pendant I’axioma-
tisation reste correcte aprés une boucle ou un appel a un sous-programme récursif, nous
imposons en prérequis de I'axiomatisation que les boucles ne créent aucune relation d’alias
entre les listes du sous-programme telle que la relation continue a exister a la fin du corps
de la boucle. Dans le cas contraire, les alias ne doivent pas étre utilisés de facon ambigué
dans le corps de la boucle et dans le reste du sous-programme contenant la boucle.

De méme, nous imposons que les sous-programmes ne créent aucune relation d’alias
entre les listes du sous-programme telle que la relation continue a exister a la fin du corps
du sous-programme'?. Dans le cas contraire, les alias ne doivent pas étre utilisés de facon
ambigué aprés un appel du sous-programme.

Le comportement d’une boucle, comme celui d’un sous-programme (cf. I’Exemple 5.4),
est soumis a 'influence des relations d’alias qui existent au moment ot débute la boucle.
Par conséquent, pour des raisons similaires a celles que nous avons développées dans le
cadre des sous-programmes sans boucles ni récursivité, nous imposons en prérequis de
I’axiomatisation qu’aucune relation d’alias ne porte sur les listes modifiées par une boucle
avant la boucle. Dans le cas contraire, les alias ne doivent pas étre utilisés de facon ambigué
dans la boucle et la suite du sous-programme.

Sémantique La seule construction non encore explicitée qu’ajoute la réintroduction
des mécanismes d’itération et de récursivité est celle que permet l'instruction while
L’interprétation sémantique de cette instruction dans SOSSubg™ est la méme que dans
SOSSub%, a savoir quune boucle donne lieu a la définition d’une famille de fonctions
récursives loop,, une pour chaque variable v affectée dans le corps de la boucle. Ces
fonctions prennent en parameétre toutes les variables locales, ainsi que les paramétres, du
sous-programme contenant la boucle. Dans ce sous-programme, la valeur de la variable v
devient un appel a la fonction loop,.

Dans SOSSubg™, toutefois, cette famille de fonctions est complétée par une seconde
famille de fonctions récursives loop,, une pour chaque variable v du sous-programme
de type liste. Chaque fonction loop, renvoie la valeur de la liste référencée par v et
rend ainsi compte des mutations subies par cette liste. De plus, la valeur de v n’est pas

19Ce prérequis a déja été posé, lorsque nous avons exclu les boucles, avec d’autres justifications inhé-
rentes a notre approche. Ces justifications s’appliquent aussi aux boucles que nous traitons comme des
fonctions récursives terminales.



5.2. Listes mutables 113

Vv € Vi UV, modifiée dans corps , la fonction loop, a été générée
Vo e{u|u e Ve UV, Atype(u) =list  }, la fonction loop; a été générée

(boucle)

envlwhile(cond) corps ] > appely,,, (env)

FiG. 5.5 Sémantique de I'instruction d’itération

directement I’appel a la fonction loop, correspondante. Nous introduisons une constante
pour mémoriser cette valeur ainsi qu’une nouvelle liste nommée pour la représenter dans
la suite du programme : ceci, comme a chaque fois avec les listes, afin de permettre
d’éventuelles décompositions de la liste dans la suite du sous-programme.

La génération des deux familles de fonctions loop est décrite dans la Section 5.4.3 avec
les autres éléments de la traduction en équations. L’interprétation sémantique de l'ins-
truction while est donnée dans la Figure 5.5. L’opération sur les environnements qui lui
est associée se comporte essentiellement comme les opérations d’appel de sous-programme
de la Définition 5.31. En effet, les boucles sont traduites comme des fonctions récursives
et remplacées par des appels a ces fonctions. La particularité des boucles est, comme dans
SOSSubZ, qu’elles peuvent modifier la valeur des variables du sous-programme (variables
locales et paramétres). Ceci se traduit par la mise a jour des couples dans I’ensemble &.

Définition 5.33 (opération d’appel de fonction de boucle). Soit une boucle B
dans un sous-programme f . Soit env =< &, M, D, F, Vi, V,y >€ Env®™. Soient V.,
I'ensemble des variables locales et paramétres de f, et V50 C Viroe. 'ensemble des va-
riables affectées dans le corps de B. Pour toute variable var € V,,,,4, loop,,, est la fonction
générée pour la boucle et la variable var considérées.

Soit Vi = {war,...,var,} = {var | var € Ve A type(var) = list  }. Pour i =
1...m, loop,,,. est la fonction générée pour la boucle considérée et la liste référencée par
la variable var;.

Enfin, a chaque variable var € V., nous associons une valeur p; telle que p; =
recons(env, Valg (env, var)), si var € Vig, et p; = Valg(env, var), sinon.

La définition de 'opération d’appel pour fonctions de boucle, appel,,,,, est la suivante :

appel,,, (env) := (<€ &{(var,100p 4, (< p1, .., pn >)) | var € Vipoa \ Vit }
@{(variv refi—i—m) ‘ 1= 1 e m},

Ma{(Valg(env, var;), 11, ) | i=1...m}
U{(refi, 11, ) |t =m+1...2m},
DU{(vi,l1, ) [i=1...2m},
FU{(v;,loopy,, (< p1,....,pn >)) [ i=1...m}
U{(Ui+muloopvari(< Ply--oyPn>)) i =1...m},
VeU{v | i=1...2m}, Vs U {ref 41, . .. refo,} >,0)

avec g, . .., Uam, Tef, 11, ..., refs, des variables fraiches et n le cardinal de V.

Exemple 5.34. Nous illustrons le fonctionnement de la régle (boucle) sur l’exemple
d’un sous-programme f qui change la valeur de tous les éléments d’une liste passée en
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parameétre. La liste en paramétre de f aura effectivement changé dans le sous-programme
appelant.

void f( list L) {

whi | e(L '= NULL) {
L- >el enment = O;
L = next (L);
}
}

L’environnement initial de ce sous-programme est :

env =< {(L,ref1)}, {(vef1,01,)},{(L,11,)}, 0,0, {ref;} >

L’analyse de la boucle aura généré par ailleurs les définitions des fonctions suivantes :
loop,, et loop} . La fonction loop; donne la valeur de L, ¢’est-a-dire, une référence sur un
maillon, aprés la boucle. Quant a la fonction loop}, elle indique le nouveau chainage des
maillons que la boucle a créé a partir du maillon que référencait L avant la boucle. La
régle (boucle) se réduit a appel,,,,(env) et produit 'environnement suivant :

<{(L7 ref?)}v {(reflv llu1>7 (ref?v llv2)}7 {(L7 llL)7 (Ulv llvl)v (U27 llu2>}v
{(Ula IOOPZ(ZIL))v (U27 loopL(llL))}7 {Ulv U2}7 {reflv ref?} >

Le second élément du couple renvoyé par appel,,,,, 0 en 'occurrence, est sans importance
car il n’est jamais utilisé. ¢

O Ot il W N =

EN{

5.3 Appel par référence

L’ appel par référence est un mode de passage des parameétres dans lequel 1’adresse des
parameétres effectifs, au lieu de leur valeur, est passée & un sous-programme. Ce mode de
passage autorise ainsi un sous-programme a avoir un effet de bord sur les paramétres ef-
fectifs du sous-programme appelant, auxquels il accéde par 'intermédiaire de leur adresse.

Pour certains langages, e.g., FORTRAN, 'appel par référence est le seul mode de passage
disponible ; pour d’autres, e.g., Pascal, C++, c’est un des modes disponibles généralement
dénoté par des constructions syntaxiques particuliéres; enfin, pour la derniére catégorie
de langages, e.g., C, ce mode de passage n’existe pas en soi, mais peut parfois étre simulé
par le truchement d’autres mécanismes (notamment les pointeurs).

5.3.1 Représentation de I’appel par référence

Dans Subg, le mode de passage par défaut est par valeur. Nous souhaitons que Subg™
dispose de 'appel par référence. Pourtant, pour étre exact, nous disposons déja avec les
listes mutables d’une forme d’appel par référence. Effectivement, la valeur des variables
de type liste est une référence : par son intermédiaire, un sous-programme a la possibilité
de modifier la structure de données visible par I'appelant. Néanmoins, la référence elle-
méme ne peut étre modifiée, pour pointer sur une autre liste, que dans le sous-programme
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void swap(int &, int &) {
i nt tmp;

—

m a,

| e)

a b;
b = tmp;
}

F1G. 5.6 — Sous-programme swap

appelé. La modification n’a pas d’incidence dans ’appelant, car dans les faits, Sube n’offre
qu'une combinaison de passage par valeur et de pointeur similaire a celle qui existe en
langage C.

Nous ajoutons avec Subg™ un mode de passage par référence des paramétres de type

entier ou liste, dénoté par une perluéte (symbole &) placée avant le nom du paramétre
concerné dans le prototype d’un sous-programme. Bien que ce symbole soit le méme que
I'opérateur d’adresse du langage C, leurs roles ne doivent pas étre confondus : il n’existe
pas d’opérateur d’adresse en Subg™. De plus, nous interdisons syntaxiquement que soit
passée par référence la valeur de retour d’un sous-programme ou des opérateurs el ement ,
next , ou add uniquement, de sorte que les paramétres effectifs passés par référence seront

toujours des variables.

Exemple 5.35 (permutation de valeur). Nous présentons en Figure 5.6 1'exemple
classique d’un sous-programme swap qui permute la valeur de ses deux parameétres. Ce

sous-programme est écrit en Subg™. Soit un sous-programme p qui appelle swap :

int p() {
int x = 1;
int y =2
swap(x, Y);
}
Aprés appel swap(x, y) , les valeurs de X et y ont été modifiées dans p : X vaut 2 et
y vaut 1. ¢

5.3.2 Sémantique de Subg™ : appel par référence

La sémantique du mode de passage des paramétres par référence dans Subg™ s’exprime

& deux niveaux :

— au niveau des sous-programmes disposant de paramétres passés par référence ;

au niveau de ’appel d'un tel sous-programme.

Avant de détailler chacun des niveaux, nous discutons de l'influence de ce mécanisme
sur les relations d’alias et par conséquent sur les prérequis de 'axiomatisation.
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Prérequis

L’introduction du mode de passage par référence offre une possibilité supplémentaire
de créer des alias en Subg™. En effet, si la méme référence est passée a plusieurs paramétres,
les paramétres formels correspondants deviennent des alias du méme objet dans le sous-
programme appelé. Comme I"'Exemple 5.36 le met en lumiére, la situation est semblable
a celle rencontrée lorsque nous passons des parameétres de type liste qui sont alias d'un
méme objet : le comportement du sous-programme en est affecté. Néanmoins, cette fois,
les alias portent sur les références elles-mémes, ce qui ne limite plus aux opérations de

mutation sur maillon les instructions sensibles aux alias.

Exemple 5.36 (alias et paramétres par référence). Nous exemplifions la création
d’alias par le passage de paramétres par référence avec les sous-programmes suivants :
1 int p(int &, int &) {
a=0;
return b;

}

voi d p2(void)
int i, j, X V;

CO ~1 O Ut = W N

9 x=1vy =2
10 i = px y)

11

12 x =1Ly =2

13 ] = plx x);

14}
Le sous-programme p met son premier parameétre a 0 et renvoie la valeur de son second.
A la ligne 10, I'appel p(X, y)  produit bien le comportement attendu dans p2 : X vaut
0 et i vaut 2 (la valeur de y au moment de Iappel).

En revanche, a la ligne 13, 'appel p(X, X)  entraine que a et b sont alias dans p.

Ainsi, I'instruction @ = 0 a pour effet de positionner b & 0 aussi. En conclusion, | regoit
la valeur 0 au lieu de la valeur 1 attendue. ¢

Nous avons abordé les contraintes imposées dans SOSSubg™ par le passage en para-
meétre de références a I'occasion des listes mutables (¢f. Section 5.2.2). Une des raisons alors
avancées était que les listes, en tant que structures de données allouées dynamiquement
et en présence de récursivité, empéchent I'analyse exacte des relations d’alias.

En revanche, en Subg™, la notion de référence sur les entiers n’existe pas. Cette ca-
ractéristique a I’avantage de rendre décidable le probléme de déterminer statiquement les
alias créés par le passage par référence de parameétres de type entier. Une telle analyse
nécessite tout de méme de connaitre les appels des sous-programmes prenant des para-
métres par référence. Or, en ce qui concerne SOSSubg™, I'analyse doit pouvoir se faire
sans aucun contexte d’appel.

Nous imposons donc comme prérequis de ’axiomatisation que les paramétres formels
d’un sous-programme ne soient pas alias 'un de l'autre, méme lorsqu’ils sont de type
entier.
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Sémantique

Le passage de paramétres par référence est vu comme la possibilité pour un sous-
programme f de modifier la valeur des paramétres effectifs de son sous-programme ap-
pelant Proc . Nous traduisons cela dans D'appelant en affectant au parameétre effectif
la valeur, a la fin de f, du paramétre formel de f correspondant. Dans ce but, le sous-
programme appelé est représenté dans la logique équationnelle par une famille de fonctions
renvoyant chacune la valeur de 1'un des parameétres passé par référence. Ce procédé est
semblable a celui que nous employons pour les boucles et les sous-programmes prenant
des listes en paramétre.

Sous-programme appelé Sous I’hypothése que les paramétres formels ne sont pas des
alias les uns des autres, ’axiomatisation d’un sous-programme prenant, des parameétres
par référence se déroule de la méme fagon que pour les autres sous-programmes, jusqu’au
moment de la formulation en équations de I'environnement final. Lors de cette étape, une
fonction équationnelle supplémentaire est générée pour chaque parameétre passé par réfé-
rence. La valeur renvoyée par ces fonctions est celle des paramétres correspondants dans
I’environnement final de 'appelé. Ces fonctions rendent ainsi compte des modifications
survenues sur les valeurs des paramétres effectifs.

Sous-programme appelant Dans Proc , 'appel de f entraine, en plus de la séman-
tique d’'un appel de sous-programme comme décrite par la Définition 5.31 (Page 110), une
série de modifications de la valeur des parameétres effectifs passés par référence a f . Les
paramétres effectifs sont toujours des variables de Proc (variables locales et paramétres).

Soient P un paramétre formel de f passé par référence et f, la fonction équationnelle
générée pour dénoter la valeur de ce parameétre aprés l'exécution de f. Soit p le para-
métre effectif de Proc correspondant au paramétre P de f. L’effet de bord de f dans
I’environnement de Proc pour p est la mise a jour de p a la valeur de retour de fp.

Dans le cas d'un paramétre P de type liste passé par référence, deux mises a jour
seront donc opérées :

1. celle effectuée pour tout paramétre de type liste (cf. Définition 5.31) qui rend compte
des modifications sur la liste qui était pointée par son parameétre effectif p avant
I’appel ;

2. celle spécifique aux parameétres passés par référence.

Nous reformulons 'opération d’appel de sous-programme précédente (Page 110) pour
prendre en compte les effets de bord dus au passage par référence de paramétres. La nou-
velle régle d’interprétation sémantique se trouve en Figure 5.7. Un exemple d’utilisation
de cette opération est donné dans la section suivante (cf. Exemple 5.44).

Définition 5.37 (opérations d’appel de sous-programme avec passage par ré-
férence). Soient env =< &, M, D, F,Vy, V,oy >€ Env™, f le nom d’un sous-programme
tel que, sans perte de généralité, < Pp,..., P, > soit la séquence des paramétres formels
de f, avec :
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env[p,] > (envy,p1) ... env,_1[p,] > (env,, p,)
env[f(p 1,...,P,)] > appel(env,,f,<pi,....0n >, <P1,.-.,Pn >)

(appel ref)

Fi1G. 5.7 Sémantique des appels de sous-programme avec passage par référence

- < Py,..., P, > les paramétres de type entier non passés par référence,
< Ppi1,..., P, > les parameétres de type entier passés par référence,
< P,i1,..., P, > les paramétres de type liste non passés par référence et,
< P,i1,..., P, > les paramétres de type liste passés par référence.

Pour ¢ =1...q, soient p; le paramétre effectif correspondant a P; et p; la valeur de ce
paramétre dans l’environnement env. Soit < pf,. .. ,p; > la séquence < py,...,p; > ol
les p; ont été remplacés par recons(env, p;) pour i =n+1...q (i.e., pour les paramétres
de type liste).

Enfin, soient :

s bouri=m+1...n,04+1...¢q, lafonction générée pour le parameétre passé par
référence P ;

fp;s pour i =n +1...q, la fonction générée pour le parametre de type liste P;.

~ [y, la fonction générée pour la valeur de retour du sous-programme f ou bien la
fonction nulle si le type de retour est void .

Les opérations d’appel de sous-programme avec passage par référence sont définies
comme suit :

appel(env, f, < pi,...,pg >, < P1,-..,Py >) i=
appel;,(env, f,<pi,...,pg >, <P1,...,P, >) sile type de retour
de f est int ou void
appely,(env, f, < p1,...,pg >, <P1,...,P, >) sile type de retour
de f est list
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appely, (env, f, < p1, ..., pg >, < P1,..., Py >) =
(< E@{(pi,refyri) |i=0+1...q}

S{(Ps, fr (<P py =) [i=m+1...n},

(Me {(pi, 1h,,) |i:n—l—l...q})U{(refqﬂ,llvq“) li=o0+1...q},

DU{(vi.lh,,) [i=n+1...q} U{(vg4s, 01, ,,) [i=0+1...q},

FU{(on fr(< Bho oty >)) li=n b 1.0}
U{(vgris f (< PRy by >)) [i=0+1...q},

Veu{v |i=n+1...q¢} U{v|i=0+1...q},

Vieg U frefysi | i = 0+ 1...q} >,

fP0(< p,1>"'ap:1 >))

appely,(env, f, < pi,...,pg >, < P1,..., Py >) =
(< E@{(pirefgs) |i=0+1...q}
S{(pa f5(< Phr o, >)) [i=m+ 1. n),
(M {(pi 1) [i=nr1...q})
U{(refgsis b, , ) [i=0+1...q}
U{(refo, l1,,)},
H{(vgsi ) [T=0+1...q}
U{('U()alluo)}a
FO{(ui fr(< o 0 >)) [i=n+1...}
O (vgris [5(< Bty >N im0 1.}
U{(an.fPo(< plla tet >p:1 >))}>
Veiu{v li=n+1...qtU{vggi|i=0+1...q}U{ve},
ViegU{ref 1 | i=0+1...q} U{refo} >,
refo)

Avec vg,v;, pourt=n—+1...q,q+ o0+ 1...2q et refy des variables fraiches.

Exemple 5.38 (appel du sous-programme swap). Nous illustrons le fonctionnement
de cette opération sur I’exemple de I'appel du sous-programme swap (Figure 5.6) dans le
sous-programme P de 'Exemple 5.35 que nous rappelons ici :

int p() {
int x = 1;
int y=2;
swap(x, Y);
\ :

Le sous-programme p comporte deux variables locales de type entier, son environnement
initial est donc le suivant :

<{(x,1),(y,2)},0,0,0 >
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[’axiomatisation du sous-programme swap produit la définition d'une fonction pour
chaque paramétre passé par référence, a savoir : swap, et swap;. Chaque fonction renvoie
la valeur a la fin de I’évaluation de swap du paramétre qui lui est associé. Dans le cas de
swap, nous aurons (cf. Section 5.4) :

swap; (a,b) = b

swapy (a,b) = a

Lors de ’évaluation de 'appel de swap dans p, la régle (appel ref) de la Figure 5.7 est
appliquée. Puisque le type de retour de swap est void , I’environnement de p est modifié
par 'opération appel,,,. Les variables X et y, étant passées par référence, sont modifiées
par I'appel de swap : leur nouvelle valeur est celle renvoyée par la fonction produite pour
le parametre formel de swap correspondant a la variable, a savoir : swap] pour X et swap;,
pour Y. L’environnement obtenu est donc le suivant :

< A{(,swap;(1,2)), (y,swapy(1,2))},0,0,0 > ¢

Exemple 5.39 (appel avec un parameétre de type liste passé par référence).
Nous donnons encore un exemple d’emploi des opérations d’appel de sous-programme
avec passage par référence dans lequel nous envisageons le passage d’'un paramétre de
type liste. Soit le programme suivant, :

voi d ajouterTete( list &L, int tete) {
L = add(tete, L);

}

i st creerListe( int i) {
list La;

ajouterTete(La, i);
return La;

}

Le sous-programme creerListe comporte un paramétre de type entier et une variable
locale de type liste, son environnement initial est donc le suivant :

< {(1,1°), (La,refy)}, {(ref;, NULL) }, 0,0, 0, {ref; } >

Nous verrons en Section 5.4 que le sous-programme ajouterTete donne lieu a la dé-
finition équationnelle de deux fonctions, une premiére pour le paramétre de type liste et
une seconde parce que ce paramétre est passé par référence :

ajouterTete; (L, tete) = L
ajouterTete] (L, tete) = tete- L

L’appel de ajouterTete  dans creerListe entraine 'exécution de 'opération appel
qui modifie 'environnement du dernier sous-programme de deux fagons :

inty
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1. Comme c’était déja le cas avant d’introduire I'appel par référence (cf. Définition 5.31
Page 110), I'appel d’un sous-programme avec un paramétre de type liste modifie
I’environnement pour rendre compte des effets de bord qui ont pu affecter la liste
passée en paramétre. Dans notre exemple, 'environnement de creerListe devient
donc :

<{(i> ie)> (L(I, refl)}a {(refla llvl)}’ {(Ula llvl)}’

{(v1, ajouterTete, (NULL, %))}, {v1 }, {ref; } >

2. La nouveauté avec le passage par référence est que la valeur du parameétre effectif est
modifiée par 'appel d’un sous-programme. Puisque dans notre exemple le parameétre
effectif est une variable de type liste, en l'occurrence La, nous introduisons une
constante (vg) pour la nouvelle valeur de La et nous lui associons une liste nommée
(l1,,) qui nous servira a représenter la structure de la liste que référence dorénavant
La. L’environnement de creerListe aprés 'appel de ajouterTete est donc
finalement :

<{(i7 ie)v (LCL, ref?)}v {(reflv llul )7 (ref?v llv2)}7 {(Ulv llvl )7 (U27 llv2)}7
{(v1, ajouterTete, (NULL, i°)), (v, ajouterTete] (NULL, i)}, {vy, va}, {refy, refa} >

¢

5.4 Formulation en équations

[’objectif de 'axiomatisation est de donner une définition équationnelle de chaque
sous-programme d’un programme sous la forme d’une fonction de transfert des valeurs
en entrée du sous-programme vers les valeurs en sortie du sous-programme. Les valeurs
auxquelles nous nous intéressons comprennent les listes, en tant que séquence d’entiers ou
de listes, et les entiers.

Avec SOSSubg™, la validité de I'axiomatisation est conditionnée par des prérequis sur
I'existence et la formation des alias dans les programmes Subg™ (les prérequis sont ré-
capitulés dans I’Annexe B). Malheureusement, des résultats d’indécidabilité et la nature
méme du probléme que prétend résoudre notre systéme (analyse statique de programmes
incomplets) s’opposent a I'automatisation de la vérification des prérequis. Par conséquent,
la démonstration qu’un programme Subg™ satisfait les prérequis est majoritairement ac-
complie a la main, éventuellement interactivement dans un systéme de preuve, selon une

approche différente de la notre.

Cette section décrit la derniére étape de I'axiomatisation. Cette étape consiste a formu-
ler les équations correspondant aux sous-programmes Subg® a partir des environnements
étendus de celles-ci. Les environnements sont le produit de I’évaluation symbolique des
sous-programmes par la fonction d’interprétation sémantique définie dans les Sections 5.2
et 5.3.

Nous donnons tout d’abord les principes de la formulation des équations dans la Sec-
tion 5.4.1. Nous détaillons ensuite, Section 5.4.2; la définition des fonctions associées aux
sous-programmes, et, Section 5.4.3, la définition de celles associées aux boucles.
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5.4.1 Principes

La formulation des équations logiques a partir des environnements étendus se fait se-
lon les mémes principes dans SOSSubg™ que dans SOSSub%k. Chaque sous-programme est
découpé en chemins d’exécution. Chaque chemin d’exécution est associé a une condition
Cond,. Cette condition est la conjonction des conditions des instructions de branchement
du chemin d’exécution, i.e., les instructions if | évaluées dans I’environnement correspon-
dant au point du sous-programme auquel elles apparaissent. [’évaluation des conditions
peut d’ailleurs avoir un effet de bord sur I'environnement puisque les opérateurs element
et next sont autorisés dans les conditions, ainsi que les appels de sous-programme.

Les boucles étant remplacées par des appels de fonction, le nombre des chemins d’exé-
cution dans un sous-programme est fini. Les instructions d'un chemin d’exécution sont
évaluées par la fonction d’interprétation sémantique dans I’environnement initial du sous-
programme. Cette évaluation produit un environnement étendu final env,, pour le chemin
d’exécution. De plus, les listes nommeées de la condition Cond,., sont mises a jour au fur
et a mesure des décompositions dans ’évaluation du chemin.

Dans SOSSub¥, chaque couple (Cond,, env,,) donne lieu & la définition d'une équation
logique qui lie la condition du chemin d’exécution et la valeur de retour du sous-programme
Sube lue dans Penvironnement. Dans SOSSubg™, pour chaque chemin d’exécution, une
famille d’équations est générée sur le modeéle des familles d’équations pour les boucles
dans SOSSubZ (cf. Section 5.4.2). Les boucles dans SOSSubg™ sont traitées de la méme
maniére que dans SOSSub¥, a la différence qu’une famille d’équations supplémentaire est

générée pour les variables de type liste du sous-programme (cf. Section 5.4.3).

5.4.2 Equations pour les sous-programmes

Un sous-programme Subg™ entraine la définition de plusieurs fonctions équationnelles.

Le nombre de ces fonctions dépend du type et du mode de passage des paramétres du
sous-programme ainsi que de 'existence ou non d’une valeur de retour. Chaque chemin
d’exécution dans le sous-programme produit exactement une équation conditionnelle pour
chacune des fonctions équationnelles en cours de définition.

La formulation des équations conditionnelles d’un sous-programme f pour un chemin
d’exécution (Cond,,, env,.) se fait en deux temps : d’abord la construction de la condition
commune a toutes les équations, puis la génération de I'équation compléte pour chaque
fonction équationnelle.

Construction de la condition

Nous donnons dans cette section la définition des conditions formées pour les équations
produites par SOSSubg™.

Définition 5.40 (condition des équations de SOSSubg®). Soit un chemin d’exé-
cution (Cond,, env,.) d'un sous-programme, avec env.,, =< £, M, D, F >. La condition,
Cond,, de toutes les équations formulées pour ce chemin est :

Cond, := Cond,, /\ [ = Valp(l) /\ ¢ = Valp(c)

lxD cx F
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La premiére série de contraintes ajoutée a Cond,, indique quelle a été la décomposition
de la variable de type liste [ dans le sous-programme pour ce chemin d’exécution. Ainsi,
les fonctions équationnelles produites ne pourront pas étre appliquées a des listes qui
ne comporteraient pas au moins autant d’éléments que ceux qui seront accédés dans les
chemins concernés du sous-programme.

Exemple 5.41. Soit le sous-programme suivant :

void f( list &L) {
L = next (L);
}

Ce sous-programme ne comporte qu'un chemin d’exécution dans lequel la liste L est
décomposée en ey, -ly,. La condition des équations générées pour f comporteront donc
la contrainte : L = ey, - l5,. Ainsi, un appel f(NULL) ne serait pas défini. ¢

La seconde série de contraintes ajoutée & Cond,. indique la valeur des constantes qui
ont été définies pour représenter la valeur des listes aprés une boucle ou un appel de
sous-programme.

Exemple 5.42. Soit le sous-programme suivant :

void f( list &) {
L = g0;
L next (L);

}

Dans ce sous-programme, 'appel g() introduit une constante ¢ = g(). Nous introduisons
aussi la liste nommeée correspondant a ¢ : ¢ = [;,. Dans I'environnement, la liste L prend
la valeur de [;,. Lors de l'instruction suivante, [, est décomposée en ¢ = e;, -l5.. Nous
trouverons donc dans la condition des équations générées pour f la contrainte :

c=g()Nc=ey, s,
La signification de cette contrainte est que I'appel de la fonction équationnelle g renvoie
une liste qui comporte au moins deux éléments. ¢

Formulation des équations complétes

Chaque sous-programme Subg” f peut engendrer la définition de trois types de fonc-
tions équationnelles :

la fonction f qui correspond a la valeur de retour de f , si elle existe;

— les fonctions f,, pour tout paramétre p de f de type liste, qui correspondent aux
effets de bord survenus sur les tétes des listes référencées par les paramétres p au
moment de I'appel de f ;

— les fonctions f;, pour tout paramétre p de f passé par référence, qui correspondent
aux valeurs des parameétres p a la fin de f ;
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Définition 5.43 (équations des sous-programmes Subg*®). Soient un chemin d’exé-
cution d’un sous-programme f | (Cond,, env.), avec env,, =< €, M, D, F >, et Cond,
la condition construite pour les équations de ce chemin selon la Définition 5.40. Soit
< Pi,..., P, > laséquence des paramétres formels du sous-programme.

Les équations formulées pour ce chemin du sous-programme f sont les suivantes :

Cond, = f(Py,...,P,) = ret, avec ret la valeur de I'expression de retour de f dans
enve, si f a une valeur de retour;

Cond, = fp,(P1,..., P,) = recons(envg, refp, ), pour 1 < i < n tel que type(P;) =
list | avec refp la référence nommée associé & P; dans I'environnement initial de

f;

- Cond, = fp(Py, ..., P,) = recons(enve,, Valg(enve, F;)), pour 1 <i <n tel que P
soit passé par référence.

Exemple 5.44 (split). Nous développons dans cet exemple I'axiomatisation du sous-
programme Split  du programme de tri MergeSort de la Figure 1.6 (Page 19). La
satisfaction des prérequis de I’axiomatisation pour le programme MergeSort est discutée
dans la Section 7.1. Pour faciliter la lecture de I'exemple, nous en redonnons le code source :

list split( list L)

{
list pSC;

1

2

3

4

5 i f(L == NULL) return NULL;

6 el se if(next(L) == NULL) return NULL,;
7

8

el se {
pSC = next (L);
9 L- >next = next (pSC);
10 pSG >next = split( next (pSC));
11 return pScC;
12 )
13 }

L’environnement initial du sous-programme, aprés 'application de la régle (decl list)
pour la déclaration de pSC, est :

envin; =<{(L,refy), (pSC, refy)}, {(refy,11,), (vefy, NULL) },
{(Lv llL)}? (2)7 (2)7 {refl, ref2} >

La déclaration du sous-programme split  annonce une valeur de retour de type liste
et un paramétre de type liste. Son axiomatisation générera donc deux fonctions équa-
tionnelles, respectivement : split et split;. Le sous-programme comporte trois chemins
d’exécution :

1. Le premier correspond a la ligne 5 et a pour condition associée [;, = NULL. L’en-
vironnement final de ce chemin est le méme que I'environnement initial. La valeur
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de l'expression de retour est NULL et pour la liste initialement référencée par L :
recons(envi,;, ref;) = [y, . La formulation des deux équations de ce chemin est donc :
L =NULLAL =1;, = split(L) = NULL
L =NULLAL =1y, = split; (L) =1y,

2. Le deuxiéme chemin d’exécution correspond a la ligne 5 du programme. Du fait de
Iopérateur next dans la condition du if , 'environnement inital est devenu :
envg =<{(L,refy), (pSC, refy)},
{(vefy, refs - refy), (vefz, NULL), (vefs, €1,), (refy, lo,) },
{(l,e1, -12,)}, 0,0, {ref, refy, refs, ref,} >
Sa condition associée est e, -ly, # NULL Aly, = NULL. La valeur de ’expression de
retour est NULL et pour la liste initialement référencée par L : recons(envy, ref;) =
e1,, - lz, . La formulation des deux équations de ce chemin est donc :
e1, -la, # NULLAly, = NULLAL = ey, -ly, = split(L) = NULL

€1, 'ZQL §£ NULL /\ZQL = NULLAL = €1, - ZQL = SpthL(L) = e, - ZQL

3. Enfin, le troisiéme chemin contient les instructions qui vont de la ligne 8 a la ligne 11.
Apres la ligne 9, I'environnement initial est devenu :
<{(L,refy), (pSC,refy)},
{(refy,refs - refg), (vefy, NULL), (refs, ey, ), (refy, refs - vefs), (vefs, eq, ), (vefs, I3, )},
{(l,e1, -ea, -13,)},0,0, {refy, ... refe} >

L’environnement final, suite a 'appel récursif de split , est :
envg =<{(L,refy), (pSC,refy)}, {(refy, refs - refs), (refsy, NULL),
(vefs, e1,), (vefy, vefs - refy), (vefs, ez, ), (vefe, lv,, ), (vefs, l1, )},
{(ler, e, - 13,), (vi,h,, ), (v2, 00,,) }
{(v1, splity (I3, ), (ve, split(ls, ) }, {v1, va}, {refy, ... ref7} >

La condition associée a cet environnement est ey, -es, -l3, 7# NULLAey, -l3, #
NULL. La valeur de I'expression de retour est recons(enuvy,refy) = ey, -1y, et pour
la liste initialement référencée par L : recons(enuvy,ref;) = ey, -1y, - La formulation
des deux équations de ce chemin est donc :

e, - €, -l3, # NULL ey, -l3, # NULL A
L=ey, e -l3, Ny = llul A Vg = l1v2/\
vy = splity (I3,) A vy = split(ls,) = split(L) = eq, -1y,
e, - €a, -l3, # NULL ey, -l3, # NULLA
L=ey, e l3, Ny = llul N Vg = l1v2/\
vy = splity(I3,) N vy = split(ls,) = split, (L) = ey, -1,

Les équations finales de split  en Figure 1.9 (Page 23) s’obtiennent simplement en sub-
stituant aux noms des variables leur valeur dans la condition et en supprimant les égalités
trivialement vraies. Ceci peut étre fait automatiquement. ¢
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5.4.3 Equations pour les boucles

Dans SOSSubg™, une boucle est interprétée comme un sous-programme récursif termi-
nal. Les variables modifiées dans le corps de la boucle sont passées par référence. Un nom
de sous-programme unique dans tout le programme est associé a chaque boucle. Le corps
d’un sous-programme associé¢ a une boucle donnée est constitué du corps de la boucle
suivi d'un appel récursif au sous-programme. Les équations générées pour une boucle sont
ainsi celles générées pour le sous-programme récursif associé a la boucle, comme décrit
dans la section précédente.

Définition 5.45 (équations des boucles Subg™). Soit une boucle B de condition
Condp et de corps corps  dans un sous-programme f . Soient V)., 'ensemble des variables
locales et paramétres de f , et V00 C Viypoe, I'ensemble des variables affectées dans corps .
Soient {P1, ..., P} = Vinod, {Pms1, -+ Pu} = Viroe \ Vinoa €t t; le type Subg™ de P; pour
1=1...n.

Soit loop un nom de sous-programme non utilisé dans le programme. Les équations pro-
duites pour la boucle B sont celles obtenues par la Définition 5.43 pour le sous-programme
Subg™ suivant :

voi d lOOp( t1 &Py, ..., t,, &P, tim41 Pm+1, R Pn) {
i f (Condg) {
corps;
loop( P1, ..., PBp);
}
}

Exemple 5.46. Nous exemplifions la définition des équations formulées pour les boucles
par le sous-programme suivant :

void f( list L) {
list La;
int i

whi | e(L '= NULL) {
L- >el enment = O;
L = next (L);
=1+ 1

}

Les variables modifiées dans le corps de la boucle sont L et i; elles seront donc passées
par référence dans le sous-programme loop associé a la boucle. Voici ce sous-programme :

void loop(list &, int &, Ilist La) {
i f(L != NULL) {
L->el enent = O;
L = next (L);
i =i+ 1;
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loop(L, i, La);
}
}

Compte tenu de la Définition 5.43 des équations produites pour les sous-programmes
Subg™, la famille des fonctions générées pour la boucle comprend : loop}, loop;, loop;
et loop;,. Le sous-programme loop ne comporte que deux chemins d’exécution dont les
conditions sont L # NULL et —(L # NULL), respectivement. Les fonctions de cette famille
seront donc définies par deux équations, une pour chaque chemin d’exécution.

Pour les variables modifiées dans le corps de la boucle, nous obtiendrons les équations
suivantes :

L # NULLAL = ey, -ly, = loop} (L, i, La) = loop} (ls,,i+ 1, La)
—(L # NULL) = loop} (L,i, La) = L

L # NULLAL = ey, -1y, = loop;(L,i, La) = loop; (la, ,i + 1, La)
—(L # NULL) = loop; (L, 7, La) =i

Enfin, pour les variables de type liste du sous-programme f, nous obtiendrons les
équations suivantes, qui rendent compte des effets de bord de la boucle sur les maillons
des listes :

L # NULLAL = ey, -ly, = loop,(L,i,La) = 0-loop;(lz,,i+ 1, La)
—(L # NuLL) = loop, (L, i, La) = L

L # NULLAL = ey, -ly, = loop,,(L,i, La) = loop,,(l2,,i+ 1, La)
—(L # NULL) = loop,,(L,i, La) = La
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Chapitre 6

Preuve de propriétés de programmes et
SOSSub¥

Dans ce chapitre, nous rapportons une série d’expérimentations menées avec notre
systéme SOSSubX. Nous avons écrit en Sube plusieurs algorithmes typiques du domaine de
la vérification de programme et de la démonstration automatique. Nous avons alors utilisé
SOSSubk pour produire leur sémantique algébrique. Ceci permet d’évaluer la qualité des
équations produites, qui sont proches de ce que nous aurions pu obtenir manuellement.

Pour certains des programmes, nous présentons de surcroit la preuve de plusieurs
de leurs propriétés. Les démonstrations des propriétés sont effectuées dans des systémes
de preuve, PVS et RRL, a partir de la sémantique algébrique des programmes générée
par SOSSubZ. Ceci permet d’évaluer plus globalement notre approche et de montrer
Ieffectivité de la preuve de propriétés de programmes avec la sémantique des programmes
que produit notre systéme.

6.1 Plus grand commun diviseur

Nous touchons finalement au but que nous nous étions fixé dans les premiéres pages
de ce manuscrit, Section 1.1.1, ol nous avions introduit le programme du calcul du pged
comme l'incarnation de la problématique de la preuve de programme. Nous montrons ici
comment notre approche propose une réponse aux questions alors soulevées.

Nous rappelons par commodité le programme Sube du pged en Figure 6.1(a) et les
équations produites par SOSSubX en Figure 6.1(b). Les preuves des propriétés que nous
avions énoncées pour le programme pgcd ont été conduites dans le systéme de preuve
PVS. Nous donnons en Figure 6.1(c) la théorie PVS contenant I'axiomatisation SOSSubX
du programme pgcd (les trois axiomes de la théorie). L’Annexe C.1 comporte le détail
des démonstrations conduites dans PVS pour référence.

Les théorémes thi, th2 et th3 constituent la spécification du programme pgced . La dé-
monstration que ces théorémes sont des conséquences logiques des axiomes du programme
assure la correction du programme. Les preuves des différents théorémes et lemmes se font
en raisonnant par cas sur la valeur du deuxiéme argument de la fonction pged, de fagon a

131
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int pged(int a, int b)

{
int r;
whil e(b != 0)
{
r = b;
b =a % b;
a=r;
}
return a;
}

(a) programme pgcd

b # 0 = loop,(a,b,r) = loop,(b,amod b, b)
loop,(a,0,7) =a
pged(a, b) = loop,(a, b, 0)

(b) axiomatisation par SOSSubX de pgcd

pgcd: THEORY
BEGIN
a, b, r: VAR nat

pged: [nat, nat — natl

loop: [nat, nat, nat — nat]

pgedl: AXIOM b # 0 = loop_ala, b, r) = loop_a(b, rem(b) (a), b)
pgcd2: AXIOM b = 0 = loop_a(a, b, 1) = a

pgcd3: AXIOM pgced(a, b) = loop_ala, b, 0)

lemmal: LEMMA b # 0 = rem(b) (a) = rem(b) (a — b)
th1: THEOREM a > b = pgcd(a, b) = pged(a—0, b)

lemma2: LEMMA loop_a(a, b, r) = loop_ala, b, 0)
th2: THEOREM pgcd(a, b) = pged (b, a)

th3: THEOREM pgcd(a, a) = a

END pgcd
(c) théorie Pvs du programme pgcd

F1G. 6.1 — Du programme pgcd aux preuves de ses propriétés
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list inverser( list L) {
list W = NULL;
while (L !'= NULL) {
W =add(el ement (L), W);
L = next (L);
}

return W,

}

(a) le programme inverser

L = NuLL = loopy, (L, W) =W
L # NULL = loopy, (L, W) = loopyy, (next(L), add(element (L), W))
inverser(L) = loopy, (L, NULL)

(b) axiomatisation par SOSSubX de inverser

FIG. 6.2 — Axiomatisation du programme inverser

pouvoir réécrire les termes de ’égalité a prouver avec I'un ou 'autre des axiomes pged1
et pged2. Deux lemmes ont été introduits pour faciliter la démonstration, dont un qui
porte sur la fonction rem. Cette fonction est 1’équivalent dans Pvs de I'opérateur modulo
du langage Sube (rem(b)(a) =a % b).

La fonction rem est une des nombreuses fonctions définies dans le prélude du systéme
pvs. Ce prélude, composé aussi de définitions de types, de prédicats et de théorémes
usuels, fonde le socle commun a toutes les théories développées ensuite par 1'utilisateur.
La plupart des systémes de preuve proposent de telles bibliothéques logiques standard.
C’est pourquoi nous avons omis de spécifier, dans SOSSube méme, les opérateurs des
expressions et conditions du langage Sube. Notons, toutefois, que si nous désirions figer
la sémantique de ces opérateurs et la rendre indépendante de fluctuations éventuelles
d’un systéme de preuve a 'autre, nous pourrions trés simplement fournir notre propre
bibliothéque de définitions en « prélude » des axiomes produits par SOSSube.

6.2 Inversion des éléments dans une liste

Nous illustrons maintenant notre approche avec un exemple de programme manipulant
une liste. La Figure 6.2(a) contient un programme Sub¢ supposé renvoyer une liste dont
les éléments sont dans 1’ordre inverse des éléments de la liste passée en paramétre. Une
des propriétés que doit posséder un tel programme est la suivante :

inverser (inverser(L)) = L

Afin de démontrer cette propriété pour le programme inverser , nous l'axiomatisons
avec SOSSubZ. Nous obtenons les équations de la Figure 6.2(b). Cette fois, nous utilisons
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le démonstrateur de théorémes RRL (version 4.1). Ce systéme est capable de réaliser
automatiquement des preuves par récurrence, en revanche, il n’offre pas de bibliothéque
de théories prédéfinies. Nous devons donc définir nous-mémes le type liste, les opérations
sur les listes et la fonction de concaténation de listes, append, qui nous sera utile au cours
de la démonstration. Ces définitions ont la forme suivante dans RRL :

[C_Null : list]
[C_Cons : univ, list -> list]

[Cdr : list -> list]

Cdr(C_Cons(v_e, v_L)) := v_L
[Car : 1list -> univ]
Car(C_Cons(v_e, v_L)) := v_e

[Append : list, list -> listl]

Append(C_Null, v_L) := v_L

Append(v_L, C_Null) := v_L

Append(C_Cons(v_La, v_Lb), v_Lc) := C_Cons(v_La, Append(v_Lb, v_Lc))
Append (Append(v_La, v_Lb), v_Lc) == Append(v_La, Append(v_Lb, v_Lc))

Ensuite, nous ajoutons les équations de SOSSub¥ pour le programme inverser |
en Figure 6.2(b), et nous essayons d’orienter toutes les équations en régles de facon a ce
qu’elles servent de procédure de décision pour la théorie qu’elles définissent. Nous avons
vu en Section 4.4.1 comment réaliser cette étape dans RRL et nous obtenons le systéme
de réécriture suivant :

[1] CDR(C_CONS(V_E, V_L)) ---> V_L [DEF, 1]

[2] CAR(C_CONS(V_E, V_L)) ---> V_E [DEF, 2]

[3] APPEND(C_NULL, V_Y) ---> V_Y [DEF, 3]

[4] APPEND(V_X, C_NULL) ---> V_X [DEF, 4]

[5] APPEND(C_CONS(V_X, V_Y), V_Z) --->
C_CONS(V_X, APPEND(V_Y, V_Z)) [DEF, 5]

[6] LOOPW(C_NULL, V_W) ---> V_W [DEF, 6]

[7] LOOPW(C_CONS(V_E, V_L), V_W) ---—>
LOOPW(V_L, C_CONS(V_E, V_W)) [DEF, 7]

[8] REVERSE(V_L) ---> LOOPW(V_L, C_NULL) [DEF, 8]

[9] APPEND(APPEND(V_LA, V_LB), V_LC) --->
APPEND(V_LA, APPEND(V_LB, V_LC)) [USER, 9]

Les opérations Car et Cdr ne sont que partiellement définies mais le cas absent, lorsque
la liste est vide, correspond & un cas d’erreur. Aussi, il n’a pas lieu d’intervenir dans la
preuve. D’ailleurs, si le cas était rencontré, la preuve ne pourrait pas aboutir et nous
aurions une bonne indication de l'origine de ’erreur dans le programme.

Nous choisissons ensuite de mener la démonstration par une méthode de récurrence
explicite (cover set method). Cette méthode n’exige pas que le systéme de réécriture
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soit, convergent ou que les définitions soient complétes. Pour mener a bien la preuve
automatique de notre propriété, nous recourons a deux lemmes. Le premier rend apparent
le role d’accumulateur de la variable Wdans la boucle du programme :

prove
Loopw(v_La, C_Cons(v_e, v_Lb)) ==

Append (Loopw(v_La, C_Null), C_Cons(v_e, v_Lb))
restart
hypothesis

hypothesis
continue

[USER, 10] is an inductive theorem in the current system.

Les démonstrations dans RRL sont considérablement automatisées, cependant, pour ce
lemme, le systéme échoue a appliquer ’hypothése de récurrence et nous devons inter-
venir a deux occasions pour commander au systéme de réécrire les termes de la preuve
en cours avec l'hypothése de récurrence. La cause de ce comportement semble étre une
généralisation insuffisante de I’hypotheése de récurrence par le systéme.

Le second lemme établit la distributivité de Loopw sur Append. Cette fois, nous n’in-
tervenons pas dans la preuve :

prove
Loopw (Append(v_La, v_Lb), C_Null) ==
Append (Loopw(v_Lb, C_Null), Loopw(v_La, C_Null))

[USER, 11] is an inductive theorem in the current system.

Pour terminer, nous prouvons sans autre intervention la propriété désirée du pro-
gramme inverser

prove
inverser(inverser(v_L)) == v_L

[USER, 12] is an inductive theorem in the current system.

L’axiomatisation du programme inverser  produite par SOSSubX a ainsi permis de
montrer une propriété générique du programme nécessitant une preuve par récurrence.
La démonstration, guidée par deux lemmes, ne réclame que trés peu d’interventions de la
part de 'utilisateur.

6.3 Tri par insertion

Nous continuons a explorer la preuve de propriétés de programmes avec SOSSubZ sur
un exemple plus complexe. La Figure 6.3(a) présente la version Sube d’un programme de
tri par insertion. Ce programme comporte deux fonctions :
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La fonction ins prend en entrée un entier € et une liste triée L. La fonction renvoie
la liste L augmentée de e triée.

— La fonction ISort  prend en entrée une liste L et renvoie une version triée de L. Elle
procéde en insérant a sa place, par un appel a la fonction Ins | le premier élément
de L dans la queue récursivement triée de la liste L.

L’axiomatisation de ces fonctions par SOSSubZ génére les équations des Figures 6.3(b)

et 6.3(c).

Nous souhaitons prouver que la fonction 1Sort  permet effectivement de trier une liste
d’entiers. Cela nécessite de montrer deux propriétés du programme :

1. la liste renvoyée par le programme ISort est une permutation de la liste passée en
paramétre, i.e., les deux listes contiennent exactement les mémes éléments, éven-
tuellement dans un ordre différent ;

2. la liste renvoyée par le programme 1S0ort n’est pas n’importe quelle permutation :
elle est ordonnée.

Nous utilisons de nouveau le systéme de preuve PVS, qui prédéfinit avantageusement
un type des listes paramétrique et un prédicat member pour 'appartenance a une liste.
Nous déclarons donc un type des listes d’entiers et nous utilisons les équations générées par
notre systéme pour définir la théorie du programme de tri par insertion, comme illustré
par la Figure 6.4. L’Annexe C.2 comporte le détail des démonstrations conduites dans
PVS pour référence.

6.3.1 Propriété de permutation

Nous nous attachons d’abord a prouver que isort(L) est une permutation de la liste
L. Pour cela, nous définissons la notion de permutation : nous dirons qu’'une liste L’ est
une permutation de L, si, aprés avoir retiré de L’ tous les éléments de L, L’ est vide. Nous
ajoutons donc les deux fonctions de la Figure 6.5 a la théorie du tri par insertion.

Nous introduisons aussi deux lemmes qui portent sur la fonction ins. Le premier,
ins member, garantit qu’apres 'insertion par la fonction ins d’un élément dans une liste,
cet élément appartient effectivement a la liste. L.e second lemme nous dit que l'insertion
d'un élément dans une liste avec ins, suivie du retrait de I’élément laisse la liste inchangée.

Les étapes importantes de la preuve de ces lemmes sont ’emploi de la récurrence
structurelle sur les listes et un raisonnement par cas afin de pouvoir appliquer les axiomes
ins le ou ins gt de la fonction ins. Le théoréme isort_ perm peut alors étre démontré
par récurrence sur [.

6.3.2 Propriété de liste triée

Il nous reste maintenant & prouver que la liste isort(L) est triée, c’est-a-dire, que
ses éléments sont ordonnés. Nous définissons cette notion par le prédicat sorted de la
Figure 6.6. Nous donnons aussi quatre propriétés de sorted sous la forme des lemmes
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list ISort ( list L) {
|ist ret = NULL;
if (L == NULL)

ret = NULL;
el se
ret = ins( el ement (L), I1Sort(

return ret;

}

list ins (int e, list L) {
list ret = NULL;
if (L == NULL)
ret = add(e, NULL);
else if (e <= el enent(lL))
ret = add(e, L);

el se {

ret = ins(e, next (L));

ret = add(el ement (L), ret);
}
return ret;

}

next (L)));

(a) le programme de tri par insertion

L = NuLL = ISort(L) = NULL
L # NULL = ISort(L) = ins(element (L), ISort(next(L)))

(b) axiomatisation par SOSSub% de 1Sort

L = NULL = ins(e, L) = add(e, NULL)
L # NULL Ae < element(L) = ins(e, L) = add(e, L)
L # NULL Ae > element (L) = ins(e, L) = add(element (L), ins(e, next(L)))

(¢) axiomatisation par SOSSubX de ins

F1G. 6.3 — Axiomatisation du programme de tri par insertion
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insertion, sort: THEORY
BEGIN

lists: TYPE = list [nat]

T, y: VAR nat
[, 11, ly: VAR lists

ms: [nat, lists — lists]

ins_empty: AXIOM ins(x, null) = cons(x, null)

ins_le: AXIOM z < y = ns(x, cons(y, 1)) = cons(x, cons(y, 1))
ins_gt: AXIOM -~ (x < y) = ins(x, cons(y, D) = cons(y, ins(x, 1))

1sort: [lists — lists]
isort_empty: AXIOM isort(null) = null

isort_rec: AXIOM isort(cons(x, 1)) = ins(x, isort(l))

END insertion  sort

F1G. 6.4 — Théorie PVS du programme de tri par insertion

del: [nat, lists — lists]

del_empty: AXIOM del(x, null) = null

del_eq: AXIOM z = y = del(x, cons(y, D) =1

del_diff: AXIOM z # y = del(x, cons(y, 1)) = cons(y, del(x, 1))

perm: Llists, lists — bool]

perm_emptyl: AXIOM perm(null, cons(xz, [)) = FALSE

perm_empty2: AXIOM perm(null, null) = TRUE

perm_not: AXIOM — (member(x, l3)) = perm(cons(x, [1), l3) = FALSE
perm_rec: AXIOM

member (x, ly) = perm(cons(x, 1), ) = perm(ly, del(x, l3))
ins member: LEMMA ins(x, 1) = ls = member(x, l3)
del_ins: LEMMA del(x, ins(x, 1)) =1

isort  perm: THEOREM perm (I, isort(l))

FiG. 6.5 Propriété de permutation de ISort
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sorted: [lists — bool]
sorted_empty: AXIOM sorted (null) = TRUE
sorted_one: AXIOM sorted (cons(x, null)) = TRUE
sorted_le: AXIOM
x < y = sorted(cons(x, cons(y, 1))) = sorted(cons(y, 1))
sorted_gt: AXIOM - (x < y) = sorted (cons(x, cons(y, [))) = FALSE

lemma_ sortedl : LEMMA sorted (cons(x, 1)) = sorted (1)
lemma_ sorted?: LEMMA
sorted Ccons(x, cons(y, D)) = x < y A sorted(cons(y, 1))
lemma sorted3: LEMMA sorted (cons(x, cons(y, 1))) = sorted(cons(x, 1))
lemma_ sorted4 : LEMMA sorted (cons(x, 1)) N member(y, 1) = x < y

ins_not_empty: LEMMA 3 (y: nat, ly: lists): ins(x, ;) = cons(y, [3)
ins member2: LEMMA z # y A ins(x, ;) = cons(y, ls) = member(y, )

lemma ins: LEMMA sorted(l) = sorted (ins(x, [))

isort_sorted: THEOREM sorted (isort (1))

FiG. 6.6  Propriété de liste triée de 1Sort

lemma sortedl a lemma sorted. Bien que ces propriétés se déduisent des axiomes de
sorted, nous aurions pu nous contenter de les ajouter a la définition du prédicat. Par
exemple, le quatriéme lemme énonce seulement que le premier élément d’une liste triée
dans 'ordre croissant de ses éléments est aussi le plus petit des éléments de la liste.

Viennent ensuite trois nouveaux lemmes précisant des propriétés de la fonction ins.
Parmi eux, lemma_ins est le plus important : il affirme que l'insertion par la fonction
ins d’un élément dans une liste ordonnée produit une liste ordonnée. Le théoréme final,
wsort  sorted, découle directement de ce dernier lemme.

6.4 Autres exemples

Nous présentons dans cette section deux exemples supplémentaires de programmes
Sube axiomatisés par SOSSub¥. Les exemples choisis sont des algorithmes classiques
mettant en ceuvre des types de données structurées, a savoir les arbres et les graphes,
plus complexes que ceux vus jusqu’a présent. Nous utilisons les listes du langage Sub¢
pour coder ces nouveaux types de données. Afin de rendre les équations plus lisibles,
les conditions des équations ont été partiellement évaluées et les composantes triviales
éliminées.

6.4.1 Arbres binaires de recherche

La Figure 6.7(a) contient un programme Sube qui indique si un élément € donné
appartient a un arbre binaire de recherche tree donné. La fonction bS retourne 1 si
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I’élément e se trouve dans 'arbre tree et 0 sinon. Nous modélisons les noeuds d’un arbre
binaire par une liste a trois éléments :

1. un entier pour la valeur du nceud ;
2. un neeud pour le fils gauche;
3. un autre nceud pour le fils droit.

Un accesseur est défini pour chacun de ces éléments (fonctions root , Ic et rc , res-
pectivement). Les équations produites par I'axiomatisation du programme sont dans la
Figure 6.7(b).

6.4.2 Parcours en profondeur d’abord

Enfin, nous terminons ce chapitre avec ’exemple du parcours en profondeur d’abord
d’un graphe. Le programme Sube implantant cet algorithme est dans les Figures 6.8(a)
et 6.9(a) (Pages 142 et 143). Les sommets du graphe sont simplement représentés par des
entiers. Le graphe lui-méme est défini par les listes d’adjacence de ses sommets. Toutes
les listes d’adjacence sont regroupées dans une liste de listes telle que le v'®™¢ élément de
cette liste correspond a la liste de tous les sommets connectés au sommet v.

La fonction member fait cette fois partie du programme et non pas de sa spécification
comme dans ’exemple précédent du tri par insertion. La fonction renvoie 1 si un élément
e donné est dans une liste L donnée, et 0 sinon. Le role de la fonction adj est de renvoyer
la liste d’adjacence d’un sommet V donné dans la liste des listes d’adjacence adjlist

Le point d’entrée du programme de parcours en profondeur d’abord est la fonction
dfs . Cette fonction est appelée avec la liste de tous les sommets, une liste des sommets
visités initialement vide et la liste des listes d’adjacence du graphe. Cette fonction lance
un parcours en profondeur d’abord pour tous les sommets non déja visités de la liste des
sommets. Le parcours est effectué par des appels mutuellement récursifs a la fonction
depth qui s’assure que tous les adjacents d’'un sommet donné seront visités. La valeur
de retour de ces deux fonctions est artificiellement introduite pour que le systéme génére
effectivement leur sémantique, car les sous-programmes sans valeur de retour ne produisent
pas d’équations dans SOSSub¥.

Les équations produites pour le programme de parcours en profondeur d’abord sont
données dans les Figures 6.8(b) et 6.9(b).
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int root ( list tree) { return el enent (tree); }
list Ic ( list tree) { return el enent ( next (tree)); }

list rc (list tree) { return el enent ( next ( next (tree))); }

int bs (int e Ilist tree) {
i nt ret;
i f (tree == NULL)
ret = 0;
el se if (e == root(tree))
ret = 1,

el se if (e < root(tree))
ret = bs(e, Ic(tree));

el se
ret = bs(e, rc(tree));
return ret;

(a) le programme de recherche dichotomique

root(t) = element(t)
le(t) = element (next(t))
rc(t) = element (next(next(t)))

bs(e, NULL)

bs(e,e - L)
e <r = bs(e,r-L)=bs(elc(r-L))
e>r = bs(e,r- L) e,rc(r- L))

0
1

(b) axiomatisation par SOSSubX de bs

Fic. 6.7 Axiomatisation du programme de recherche dichotomique
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int depth ( |Iist vertices, |'i st adjacents, i st marked,
I'ist adjlist) {
i nt ret, v,
i f (adjacents == NULL)
ret = dfs( next (vertices), marked, adjlist);
el se {
v = el enent (adjacents);
i f (member(v, marked) == 1)
ret = depth(vertices, next (adjacents),
marked, adjlist);
el se
ret = dfs( add(v, vertices), marked, adjlist);
}
return ret;
}
int dfs ( |ist vertices, list marked, |ist adjlist) {
i nt ret, v,
i f (vertices == NULL) ret = 1;
el se {

v = el enent (vertices);
ret = depth(vertices, adj(v, adjlist),
add(v, marked), adijlist);
}

return ret;

}

(a) les fonctions Sube depth et dfs

depth(v - L,NULL, M, A) = dfs(L, M, A)
member (v, M) = 1 = depth(L,v - L', M, A) = depth(L, L', M, A)
member (v, M) = 0 = depth(L,v- L', M, A) = dfs(v- L', M, A)

dfs(NuLL, M, A) =1
dfs(v - L, M, A) = depth(v - L,adj(v, A),v - M, A)

(b) axiomatisation par SOSSubX de depth et dfs

Fi1G. 6.8 Axiomatisation du programme de parcours en profondeur d’abord (partie 1)
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int member (int e, list L) {
i nt ret;
if (L == NULL)
ret = 0;
else if (e == el enent(L))
ret = 1,
el se
ret = member(e, next (L));
return ret;
}
list adj ( int v, list adjlist) {
l'ist ret
if (v == 1)
ret = el enent (adjlist);
el se
ret = adj(v. -1, next (adjlist));
return ret;
}

(a) les fonctions Sube member et adj

member(e, NULL) = 0
member(e,e- L) =1
e # ¢ = member(e, ¢ - L) = member(e, L)

adj(1,1/ - L) = I/
adj(n +1,L" - L) = adj(n, L)

b) axiomatisation par SOSSub% de member et adj
c J

F1G. 6.9 — Axiomatisation du programme de parcours en profondeur d’abord (partie 2)
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Chapitre 7

Preuve de propriétés de programmes et
SOSSubg™

Ce chapitre fait pendant au précédent en proposant 'exemple du tri par fusion pour
illustrer les aspects spécifiques du systéme SOSSubg™. Nous présentons aussi une version
«en place » de 'algorithme d’inversion de ’ordre des éléments dans une liste. Nous verrons
a cette occasion, par comparaison avec le résultat obtenu pour la version avec duplication
du chapitre précédent, que 'axiomatisation par SOSSube parvient a capturer le principe
commun des deux versions de I’algorithme.

Avec SOSSubg™, axiomatisation des programmes est assujettie a la satisfaction par les
programmes de prérequis. Il s’agit notamment de montrer avec les exemples développés ici
que la classe de programmes définie par les prérequis est suffisamment riche pour contenir
des instances intéressant la vérification de programme.

7.1 Tri par fusion

Nous reprenons I'exemple du programme de tri par fusion qui avait motivé, en Sec-
tion 1.1.2, les extensions au systéme SOSSub% que comporte le systéme SOSSubg™. Le
code source du programme est celui de la Figure 1.6 (Page 19). Les équations de 'axio-

ert

matisation de ce programme par SOSSubg™ sont données par la figure 1.9 (Page 23).

Notre ambition est de démontrer pour le programme MergeSort les mémes propriétés
que pour le tri par fusion :

— la liste renvoyée par le sous-programme mergeSort est une permutation de la liste
qu’il prend en paramétre : perm(l, mergesort(l)) = TRUE;

— la liste renvoyée par le sous-programme mergeSort est une liste triée par ordre
croissant des éléments : sorted(mergesort(l)) = TRUE.

Toutefois, avant de vérifier ces propriétés, nous devons nous assurer que l'axiomatisa-
tion du programme par SOSSubg* est valide. Nous commencerons donc par montrer que
¢

les prérequis de 'axiomatisation ne sont pas violés par le programme mergeSort

145
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De méme que dans le chapitre précédent, nous ne développons pas la preuve de chaque
lemme ou théoréme démontré avec le systéme de preuve pvs (le détail est tout de méme
fourni pour référence en Annexe C.3). Ils sont en effet au nombre de quarante et un. Nous
essayons plutot d’esquisser le schéma des démonstrations des propriétés du programme.
A cette fin, nous ne présenterons que les lemmes les plus importants.

7.1.1 Vérification des prérequis

Nous faisons dans cette section la démonstration que le programme MergeSort satis-
fait les prérequis de Paxiomatisation par SOSSubg™. Nous citons les prérequis en suivant
leur numérotation dans I’Annexe B.

Le programme ne comporte pas d’instructions d’itération, nous n’avons donc a nous
préoccuper que des prérequis n° 1, 2, et 3. La preuve de ces prérequis nécessite que nous

introduisions les deux lemmes suivants :

Lemme 7.1. Soit L une liste d’entiers acyclique. Soient L, la liste renvoyée par un appel
split(L) et L,, la liste L aprés le méme appel. L, et L,, sont deux listes distinctes.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la longueur de la liste L. L’hypotheése
de récurrence est que pour toute liste L’ dont la longueur est inférieure a celle de L, L/ et
L’ ne partagent aucun maillon. Nous continuons par analyse de cas pour la liste L. Par
définition du type des listes :

— Soit L = NULL. Alors, la valeur renvoyée par split(L) est NULL et le lemme est
trivialement vrai.

Soit L = e; - [, avec e; un entier et [, une liste. A nouveau, par analyse de cas pour

l2:

— Soit L = ey - NULL. Alors, la valeur renvoyée par split(L) est NULL et le
lemme est trivialement vrai.

— Soit L = ej-e9-l3, avec es un entier et [3 une liste. Cette situation correspond au
dernier else du sous-programme split . Juste avant 'appel récursif a split |
nous avons : pSecondCell = ey - I3 et L = ey - l3. L’appel est donc : split( [3) .
Aprés I'appel et I'affectation qui s’ensuit, nous avons : pSecondCell = es - I3,
et L = ey -[3 . La longueur de la liste [3 est strictement inférieure a celle de
L par construction, donc I'hypothése de récurrence s’applique et nous avons
que l3, et l3 ne partagent aucun maillon. Par conséquent, pSecondCell et L
sont aussi deux listes distinctes. La liste renvoyée par split  est pSecondCell,
donc, quand split  termine, L, = pSecondCell et L,, = L sont deux listes
distinctes. O

Lemme 7.2. Dans le cadre du programme Mer geSort , le sous-programme Mer ge est
toujours appelé avec des listes distinctes en paramétre.

Démonstration. Dans le cadre de la preuve de propriété du sous-programme mergeSort
les appels de merge sont tous connus. Nous pouvons donc vérifier que le lemme est vrai
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pour chacun de ces appels. Il y a trois contextes d’appel, dont deux sont des appels
récursifs. Pour les appels récursifs, nous supposons que les paramétres formels sont des
listes distinctes et nous montrons alors que les appels suivants se font avec des listes
distinctes. Nous montrons ensuite que le seul appel non récursif de merge est fait avec
des listes distinctes.

— Dans le cas des appels récursifs de merge, nous avons posé comme hypothése que
La et Lb étaient distinctes. Par conséquent, au moment des appels récursifs, nous
avons next(La) distincte de Lb, dans un cas, et La distincte de next(Lb) , dans
I’autre cas.

Le seul appel non récursif de merge est dans le sous-programme mergeSort

Par le Lemme 7.1, secondList et L sont distinctes aprés I'appel de split  dans

mergeSort , par suite, La et Lb sont distinctes au moment de I’appel de merge.
O

Nous montrons maintenant la validité de ’axiomatisation du programme MergeSort

Théoréme 7.3. Le programme Mer geSor t satisfait les prérequis de l’aziomatisation par
SOSSubg™.

Démonstration. Nous montrons les trois premiers prérequis :

1. Seul le sous-programme merge est susceptible de violer le prérequis n° 1. En effet,
les autres sous-programmes ne prennent qu’un seul paramétre. Le Lemme 7.2 nous
assure cependant que ce ne sera jamais le cas, puisque les deux parameétres sont
toujours des listes distinctes.

2. Nous détaillons le prérequis n° 2 pour chaque sous-programme :

mergeSort Par le Lemme 7.1, les appels récursifs de mergeSort se font tous deux
sur des listes sans alias.

merge Par le Lemme 7.2, le cas des appels récursifs est traité. En revanche, lors de
I’appel de merge dans mergeSort , si La et Lb sont distinctes, L et La, d'une
part, et, secondList et Lb, d’autre part, peuvent partager des maillons.
Cependant, il n’y a pas d’usage ambigu de ces alias car mergeSort termine
immeédiatement aprés I'appel de merge.

split L’appel de split  dans mergeSort vérifie le prérequis trivialement. En re-
vanche, lors de I'appel récursif de split , next(pSecondCell) est un alias
de next(L) . Cependant, cet alias porte sur la téte de la liste passée en para-
métre de split et satisfait donc le prérequis n° 2.

3. Nous détaillons le prérequis n° 3 pour chaque sous-programme :

mergeSort La liste renvoyée par le sous-programme mergeSort peut étre en
relation d’alias avec la liste passée en parameétre : il suffit de considérer le cas
ou next(L) == NULL . Cependant, il n’y a dans le programme MergeSort
aucune utilisation ambigué de ces alias car il n’y a aucun appel de mergeSort
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merge De méme, des relations d’alias existent entre les parameétres et la liste
renvoyée dans le sous-programme merge. Cependant, il n'y a aucune utili-
sation ambigué de ces alias aprés les appels de merge dans le programme
MergeSort

split Le Lemme 7.1 correspond exactement a ce prérequis pour split . ]

Puisque la validité de 'axiomatisation est vérifiée, nous pouvons maintenant faire la
preuve de la correction du programme MergeSort

7.1.2 Propriété de permutation

Nous commengons par présenter en Figure 7.1, la théorie PVS pour le programme
MergeSort . Nous ne définissons pas de nouveau le prédicat de permutation perm qui
est le méme qu’a la Figure 6.5 du chapitre précédent.

L’idée centrale qui va permettre de prouver la correction du programme MergeSort
est que le sous-programme split  réalise une partition de la liste passée en paramétre. A
cette fin, nous donnons la définition de la partition d’une liste, dans la Figure 7.2, sous la
forme d’un prédicat part(li,ls, 1) qui est vrai si et seulement si les listes [; et [y forment
une partition de la liste /.

La liste passée en paramétre du sous-programme Split  est modifiée par effet de bord
de I'appel de split . Nous prouvons que cette liste ainsi modifiée forme avec la liste ren-
voyée par Split  une partition de la liste initialement passée en paramétre (split_ lemma).
La preuve de ce lemme est faite par récurrence sur la longueur de la liste [, puis par cas
sur le type des listes.

Nous montrons ensuite, avec merge lemma, que 'opération de fusion réalisée par le
sous-programme merge s’apparente a une concaténation de listes particuliére. La preuve
de ce lemme est faite par récurrence sur la somme des longueurs des listes [; et [, puis
par cas sur la relation d’ordre qui existe entre les premiers éléments des deux listes.

Nous introduisons alors deux lemmes qui relient les notions de permutation et de
partition : ce sont les lemmes perm_part append et perm_part. Ils nous permettent,
avec split lemma et merge lemma, de démontrer la propriété de permutation du sous-
programme mergeSort : mergesort perm. La preuve de ce théoréme est faite par récur-
rence sur la longueur de la liste /.

7.1.3 Propriété de liste triée

Le prédicat sorted pour les listes triées a été défini a la Figure 6.6. La démons-
tration du théoréme mergesort sorted, en Figure 7.3 découle principalement du lemme
merge_ sorted. Fn effet, c’est dans le sous-programme merge que s’opére concrétement le
tri par comparaison des éléments. La démonstration de cette propriété de merge se fait
de nouveau par récurrence sur la somme des longueurs de listes [ et [s.
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merge_ sort: THEORY
BEGIN
IMPORTING [ist

lists: TYPE = list[nat]

T, y: VAR nat
l, ll, ZQ, lg, l42 VAR lists

split: [lists — lists]

split_empty: AXIOM split (null) = null

split_un: AXIOM split (cons(x, null)) = null

split_rec: AXiOM split (cons(x, cons(y, 1)) = cons(y, split(1))

splitl . [lists — lists]

splitl_empty: AXIOM splitl (null) = null

splitl_un: AX1OM splitl (cons(x, null)) = cons(x, null)
splitl_rec: AXIOM splitl (cons(x, cons(y, 1))) = cons(x, splitl (1))

merge: [lists, lists — lists]

merge_emptyl: AXIOM merge(null, 1) =1
merge_empty2: AXIOM — null?(l) = merge(l, null) =1
merge_inf: AXIOM

r <y =

merge (cons(x, 11), cons(y, 1)) = cons(x, merge(ly, cons(y, l3)))
merge_sup: AXIOM

r >y =

merge (Ccons(x, 11), cons(y, 1)) = cons(y, merge(cons(x, 1), l3))

mergesort: L[lists — lists]
mergesort_empty: AXIOM mergesort (null) = null
mergesort_un: AXIOM mergesort (cons(x, null)) = cons(x, null)
mergesort_rec: AXIOM
-l = null =
mergesort (cons (x, 1)) =
merge (mergesort (splitl Ccons (x, 1))), mergesort (split (cons(z, 1))))

END merge_ sort

F1G. 7.1 — Théorie PvS du programme de tri par fusion
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part: [lists, lists, lists — bool]
part_empty: AXIOM part(null, null, null) = TRUE
part_falsel: AXIOM part(cons(x, l1), lo, null) = FALSE
part_false2: AXIOM part(ly, cons(x, l3), null) = FALSE
part_false3: AXIOM

= (member(xz, 1)) N — (member(x, l5)) =

part(ly, ly, cons(x, [)) = FALSE
part_recl: AXIOM

member (x, 1) = part(ly, ly, cons(x, 1)) = part(del(x, 1), ly, 1)
part_rec2: AXIOM

member (x, ly) = part(ly, ly, cons(x, 1)) = part(ly, del(x, 1), D

split lemma: LEMMA part Csplitl (1), split (1), 1)
merge_lemma: LEMMA perm (merge(ly, l3), append(ly, 13))
perm_ part append: LEMMA part(ly, lo, 1) = perm(l, append(ly, [3))

perm_ part: LEMMA
perm(ly, 1) A perm(s, 1) A part(ly, l3, 1) = part(y, ly, 1)

mergesort perm: THEOREM perm ([, mergesort(l))

Fi1G. 7.2 Propriété de permutation de mergeSort

merge_ sorted: LEMMA sorted (I1) A sorted (ly) = sorted (merge(ly, l3))

mergesort _sorted: THEOREM sorted (mergesort (1))

FiG. 7.3  Propriété de liste triée de mergeSort
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voi d inverserlter( list &) {
i st pre, ptr;

whi | e(L '= NULL) {

ptr = L;
L = next (L);
ptr ->next = pre;
pre = ptr;
ptr = NULL;
}
L = pre;

}

(a) sous-programme inverserlter

inverserltery (L) = loop,,,(L, NULL, NULL)
loop,,.(e - L, ptr, pre) = loop,, (L, NULL, e - pre)

loop,,.(NULL, ptr, pre) = pre

inverserltery (L) = loop, (L, NULL, NULL)
loop, (e L, ptr, pre) = e - pre
loop (NULL, ptr, pre) = NULL

(b) axiomatisation par SOSSubg* de inverserlter

F1G. 7.4 — Axiomatisation de I'inversion en place d’une liste

7.2 Inversion en place des éléments dans une liste

Nous présentons dans cette section un second exemple d’axiomatisation avec le sys-
teme SOSSubg™ pour un sous-programme d’inversion de l'ordre des éléments dans une
liste. Contrairement a I’exemple développé dans la Section 6.2, le sous-programme de la
Figure 7.4(a) inverse l'ordre des éléments d’une liste « en place », i.e., sans dupliquer
aucun maillon de la liste et avec une quantité finie de mémoire supplémentaire (en 1'oc-
currence, deux variables locales). En effet, le sous-programme inverserlter procéde
uniquement par réarrangement des liens entre les maillons, et ce, sans récursivité.

7.2.1 Vérification des prérequis

Pour que Paxiomatisation par SOSSubg™ du sous-programme inverserlter soit
valide, nous devons montrer que le sous-programme satisfait les prérequis de I’Annexe B.
Nous prenons pour hypothése que la liste passée en paramétre du sous-programme est
une liste d’entiers acyclique. La vérification des prérequis est beaucoup plus simple que
pour le programme MergeSort
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Nous montrons tout d’abord un lemme qui nous permettra d’affirmer que I’instruction
d’itération de inverserlter ne crée pas d’alias.

Lemme 7.4. Si aucune relation d’alias n’existe avant le corps de la boucle du sous-
programme | nver serlter, alors aucune relation d’alias n’exriste aprés une erécution
du corps de cette boucle.

Démonstration. Par hypotheése, il n’y a initialement aucune relation d’alias. Dans le corps
de la boucle, aprés les deux premiéres affectations, L et ptr - >next sont devenus des
alias. Cependant, I'affectation qui suit (ptr - >next = pre ) supprime cette relation et
en crée une nouvelle entre ptr - >next et pre . Cette relation est & nouveau supprimée
par l'affectation pre = ptr . A ce point de la boucle, la seule relation d’alias qui existe
lie donc pre et ptr . Enfin, la derniere instruction de la boucle supprime toute relation
d’alias entre les listes du sous-programme en affectant la liste vide a ptr . O
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Théoréme 7.5. L’aziomatisation du sous-programme i nverserlter par SOSSubg
est valide.

Démonstration. Nous montrons que inverserlter vérifie les cinq prérequis de I’An-
nexe B :

1. Le prérequis n° 1 est trivialement vrai puisque le sous-programme inverserlter
ne prend qu’un seul parameétre.

2. Le prérequis n° 2 est trivialement vrai puisque le programme a axiomatiser ne com-
porte aucun appel de inverserlter

3. De nouveau, le prérequis n°3 est trivialement vrai puisque inverserlter ne
prend qu’un seul paramétre.

4. Avant l'instruction d’itération, aucune relation d’alias ne lie les variables de type liste
du sous-programme : en effet, pre et ptr sont initialisées a NULL Le prérequis n° 4
est donc trivialement vrai.

5. Nous avons vu pour le prérequis précédent qu’aucune relation d’alias n’existe avant
I'instruction d’itération. Par le Lemme 7.4, nous déduisons donc que le prérequis
n° 5 est veérifié. O

7.2.2 Equations

Les équations de I'axiomatisation du sous-programme inverserlter sont données
dans la Figure 7.4(b). Deux fonctions sont définies : inverserlter (L) et inverserltery (L).

La fonction inverserltery (L) renvoie la valeur de la liste qui était référencée par L
avant 'appel de inverserlter . Les maillons de cette liste sont modifiés par un effet
de bord de I'appel du sous-programme inverserlter

La fonction inverserlter} (L), quant a elle, renvoie la valeur de la liste qui est référen-
cée par L aprés 'appel de inverserlter . En effet, s’agissant d'un paramétre passé par
référence, le paramétre effectif est modifié. Nous trouvons pour cette valeur des équations
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tres semblables a celles de la version avec duplication de maillons du programme d’in-
version des éléments d’une liste (¢f. Figure 6.2(b)). La propriété démontrée pour cette
précédente version dans la Section 6.2 pourrait donc I'étre tout aussi facilement pour la
version en place.

Enfin, les fonctions loop,,, et loop,, font partie de la famille de fonctions définies par
I’axiomatisation pour l'instruction d’itération. Ne figurent ici que les fonctions nécessaires
a la définition équationnelle de inverserlter

La comparaison des équations obtenues pour les versions avec duplication des maillons
et en place met en relief I’abstraction des algorithmes que réalise I'axiomatisation par
SOSSube. Ainsi, les principes de 'algorithme sont clairement exposés : une itération
avec une variable jouant le role d’accumulateur dans lequel se construit le résultat. En
revanche, les détails de I'implantation sont masqués. Par exemple, il ne serait pas possible
de montrer a 'aide des équations produites par ’axiomatisation que l'inversion de la liste
se fait effectivement en place et qu’il n’y a donc pas de duplication de maillons.
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Conclusion

Le domaine de la vérification des programmes informatiques est le théatre de I'affron-
tement de deux paradigmes : validation par jeux de tests et méthodes formelles y sont
réguliérement opposées. Confrontés a cette alternative, les programmeurs, dans leur im-
posante majorité, optent pour les tests. Force est de constater qu’en dépit d’un récent
essor, ’emploi des méthodes formelles dans le monde industriel est toujours confiné a des
usages spécifiques et rares. Cette situation est principalement due au coiit de I'intégra-
tion des méthodes formelles dans le métier d'une entreprise : méthodologie inadaptée aux
contraintes du développement logiciel tel que pratiqué dans l'industrie, mise en ceuvre
difficile nécessitant une expertise, etc.

Pourtant, ’alternative est artificielle : les deux paradigmes ne se recouvrent pas. Les
tests ont la prérogative de la walidation fonctionnelle d’'un systéme logiciel, notamment
en s’appuyant sur un ensemble de cas d’utilisations typiques. En revanche, le privilége de
garantir la correction d’un programme revient aux méthodes formelles. Dans I'idéal, I'un
compléte 'autre. La réalisation de cet objectif commande que les méthodes formelles se
rapprochent de leurs utilisateurs potentiels.

La thése défendue dans ce manuscrit est que la logique équationnelle est un support
adéquat pour la vérification de la correction de programmes impératifs. La logique équa-
tionnelle, avec la clarté de sa sémantique et la simplicité de sa syntaxe, avec les nombreux
algorithmes qui automatisent les raisonnements possibles dans cette logique, avec la quan-
tité d’outils qui I'intégrent déja, peut prétendre a vaincre les réticences des programmeurs
et & surmonter les obstacles au déploiement d’une méthode formelle dans I'industrie. En-
core faut-il que cette méthode fondée sur la logique équationnelle ne remette pas en cause
des cycles de développement bien établis. Nous proposons, a cet effet, une approche de la
vérification des programmes qui ne requiert aucune mise en ceuvre particuliére au cours
du développement des programmes et qui s’applique directement au code source des pro-
grammes sans aucune annotation. Notre approche peut donc étre utilisée dans le cadre
de la maintenance d’applications existantes. De plus, nous nous sommes intéressé aux
langages de programmation impératifs car, bien que notoirement plus difficiles & analyser
statiquement, ils sont les plus répandus en pratique.

Dans notre approche, la preuve qu’un programme est correct au regard de ses spécifica-
tions se déroule en trois temps. Tout d’abord, la spécification du programme est formalisée
par des propriétés dans une logique cohérente avec la logique équationnelle, e.g., la logique
du premier ordre. Ensuite, 'analyse automatique du code source du programme extrait
la sémantique algébrique du programme, c¢’est-a-dire, un ensemble d’équations condition-
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nelles qui définissent une théorie du programme dans la logique équationnelle. Dans un
dernier temps, un des multiples systémes de preuve disponibles pour la logique équation-
nelle est utilisé pour démontrer que les propriétés de la spécification sont des théorémes
dans la théorie du programme.

Synthése des travaux accomplis

Notre contribution dans cette thése a consisté a concevoir et développer un systéme,
nommé SOSSube, pour 'analyse automatique du code source de programmes impératifs,
dans le but de formuler la sémantique des programmes dans la logique équationnelle.
Cette analyse est appelée 'axiomatisation des programmes.

Nous avons défini un langage impératif pour servir de support a notre approche. Ce
langage comporte tous les principaux attributs du paradigme impératif, e.g., affectation,
séquence, itération, conditionnelle, sous-programme.

Nous avons défini la sémantique du langage en décrivant I'interprétation des construc-
tions de ce langage par des modifications dans un ensemble d’équations caractéristiques
des programmes. La formulation automatique des équations de la sémantique des pro-
grammes repose essentiellement sur I’évaluation symbolique des programmes conformé-
ment & la sémantique du langage.

Nous avons développé deux versions du systéme SOSSube qui différent par la classe
des programmes a laquelle chaque version s’applique et par la méthode employée pour
I’évaluation symbolique.

— SOSSub¥ est une version du systéme dans laquelle le langage impératif, nommé
Sube, ne comporte pas d’autre effet de bord que l'affectation. En outre, le type
liste de Sube correspond a un modeéle fonctionnel des listes. La pierre angulaire de
SOSSubk est un systéme de réécriture dont la fonction est double : il formalise la
sémantique du langage et opére I’évaluation symbolique des programmes.

Nous avons prouvé que le systéme de réécriture est terminant et confluent. Ces
propriétés garantissent la terminaison de notre analyse des programmes ainsi que
I'unicité de son résultat. De plus, la démonstration de ces propriétés a été menée
automatiquement a l'aide d’'un démonstrateur de théorémes.

SOSSubg™ considére une extension du langage Sube, nommée Subg™, dans laquelle

les listes sont mutables et le mode de passage des paramétres est par valeur ou par
référence. L’introduction de ces concepts dans le langage oblige a considérer une
plus grande variété d’effets de bord que dans SOSSub¥.

La méthode proposée pour 'axiomatisation ne repose plus sur un systéme de ré-
écriture. Il nous a en effet semblé que les avantages du formalisme de la réécriture
n’étaient plus aussi évidents dans SOSSubg” que dans SOSSubk, principalement

du fait de la sémantique plus complexe du langage.

Le traitement des listes se fait par des approximations de plus en plus fines de leur
structure, selon les besoins de l'analyse, en suivant un schéma de nommage des
éléments de la liste.
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Bien que le langage dispose d’allocation dynamique de mémoire et d’un type des
références sur des éléments de la mémoire, nous avons défini un ensemble de prérequis
qui permettent I'axiomatisation automatique des programmes, sans avoir recours a
un modéle de la mémoire dans la théorie du programme. Cette thése est, a notre
connaissance, la premiére a traiter la sémantique des programmes comportant des
données structurées mutables dans la logique équationnelle, sans lui adjoindre un
modele de la mémoire.

Ces caractéristiques conférent & notre analyse une qualité de « raisonnement lo-
cal » sur les structures de données qui explique la tournure naturelle des équations
formulées par notre systéme.

Enfin, nous avons réalisé un ensemble d’expérimentations sur machine, avec chacune
des deux versions du systéme, pour valider fonctionnellement notre approche de la véri-
fication des programmes. En effet, nous avons illustré, sur un ensemble de programmes
non triviaux, les trois temps de la vérification suggérés par notre approche : nous prou-
vons, a 'aide de systémes de preuve largement diffusés, des propriétés génériques de ces
programmes. La preuve est réalisée a partir de 'axiomatisation de ces programmes par
notre systéme.

Toutefois, I'approche que nous proposons connait plusieurs limitations :

— En premier lieu, les propriétés de programmes qui peuvent étre montrées avec notre
approche concernent uniquement les relations qui existent entre les données en entrée
et en sortie des programmes. Par exemple, il n’est pas possible de montrer des
propriétés concernant I'utilisation de la mémoire en particulier, ou la consommation
des ressources en général (si ce n’est une approximation du temps d’exécution).
Effectivement, la sémantique que nous donnons a un programme est un ensemble
de fonctions de transfert des données en entrée vers les données en sortie. Ceci
masque en partie les détails des calculs qui conduisent des entrées aux sorties d’un
programme.

— L’automatisation de l'axiomatisation avec SOSSubg™ est conditionnée par la véri-

fication que les programmes respectent des prérequis sur la création et I'utilisation
des alias. Trois facteurs contribuent a cette restriction sur la classe des programmes
que nous pouvons traiter :

1. Notre méthode permet de traiter des programmes incomplets, de facon a cer-
tifier, par exemple, des bibliothéques de sous-programmes. De ce fait, nous
sommes dans l'ignorance des relations d’alias qui préexistent a 'appel d'un
sous-programine.

2. Quand bien méme nous disposerions de programmes complets, des résultats
d’indécidabilité de I'analyse statique des alias interdisent de connaitre précisé-
ment toutes les relations d’alias qui existent dans un programme.

3. Les programmes sont interprétés par des fonctions de transfert des valeurs en
entrée et en sortie des programmes, sans modéle de la mémoire. Par conséquent,
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un effet de bord sur un objet du programme doit étre propagé a tous ses alias
pour modifier leur valeur. Ce qui impliquerait de connaitre tous les alias de
I'objet.

En plus de restreindre la classe des programmes qui peut étre axiomatisée par notre
méthode, les prérequis ne peuvent pas toujours étre vérifiés automatiquement dans
le cas général, du fait de I'indécidabilité de I'analyse des alias. Ceci ne rend pas notre
méthode caduque. En effet, sous la forme de ces prérequis ou sous une autre forme,
toute méthode de vérification de programme en présence d’alias est confrontée au
probléme de démontrer des propriétés sur les alias du programme. Nous pensons que
les prérequis énoncés correspondent a des pratiques de programmation raisonnables
et que leur vérification est aisée dans la plupart des cas. Nous pensons en outre que
les avantages de pouvoir raisonner ensuite dans la logique équationnelle surpassent
les inconvénients qui résultent de devoir faire la preuve des prérequis par un autre
moyen.

Perspectives

Les travaux décrits dans ce manuscrit ont montré qu’'une riche classe de programmes
impératifs pouvaient étre axiomatisée dans la logique équationnelle, afin de vérifier des
propriétés pertinentes de ces programmes. Nous avons montré que l’axiomatisation des
programmes est automatique, moyennant la preuve, éventuellement manuelle, que les pro-
grammes respectent certains prérequis. Toutefois, plusieurs prolongements de ces travaux
peuvent étre envisageés.

L’analyse des alias effectuée au cours de I'axiomatisation est le principal frein & son
automatisation compléte. Elle est aussi la direction de recherche la plus riche en pistes a
explorer. Par exemple, I’analyse que nous effectuons est intraprocédurale car la vision que
nous avons des programmes est plutot celle d’'une bibliothéque de sous-programmes. Ce-
pendant, dans certains cas ot les contextes d’appel d’un sous-programme sont connus, une
analyse interprocédurale peut suffire pour vérifier automatiquement les prérequis. D’une
maniére générale, les prérequis peuvent étre affinés afin d’éviter de devoir les vérifier pour
un ensemble de cas d’usages des alias compatibles avec I'axiomatisation et identifiables
statiquement.

Une autre direction de recherche consiste a intégrer les restrictions sur la formation des
alias au niveau du langage lui-méme. Il convient pour cela de limiter volontairement les
possibilités de formation des alias dans le langage de programmation, e.g., en agissant sur
les constructions disponibles ou le typage des expressions, afin que I'analyse d’alias reste
décidable. La difficulté de ce projet est évidemment de trouver le juste équilibre entre
automatisation et expressivité. Nous pourrons a cette fin nous inspirer des travaux sur les
langages de programmation concurrente, pour lesquels les problémes d’alias incontrolés
sur les ressources d’un programme sont encore plus aigus.

Dans la direction opposée, nous pouvons étudier comment étendre notre approche
a un langage plus riche. Notamment, il serait intéressant de proposer d’autres types de
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données structurées, e.q., les tableaux, d’inclure les listes cycliques ou encore de considérer
la libération explicite de la mémoire.

Enfin, il serait intéressant d’accroitre la portée de notre travail en montrant 1’équi-
valence de la sémantique de notre langage avec celle du langage C, pour la partie en
commun. En effet, le langage C est un standard de fait auprés des programmeurs et nous
nous en sommes inspiré pour concevoir le langage Sube. Notre approche serait ainsi plus
proche des préoccupations des programmeurs.



160 Conclusion




Annexes

161



162 Annezes




Annexe A

Reégles du systéme de réécriture SOSp

Cette annexe contient toutes les régles du systéme de réécriture SOS5. La signification
de ces régles a été discutée dans le cadre de la sémantique du langage Sube en Section 4.3.

Note A.1.

1. Les opérateurs des expressions du langage Sube (e.g., add, +, etc.) n’apparaissent
pas dans ces régles car ils ne sont pas interprétés par notre systéme au cours de
I’axiomatisation des programmes. De plus, ces opérateurs sont en général prédéfinis

dans les systémes de preuve.

La syntaxe choisie pour la présentation des régles est celle du systéme RRL. Compte
tenu des contraintes de cette syntaxe et dans le but d’une notation homogéne, nous
avons préfixé le nom des variables dans les régles par v et le nom des constructeurs
par C . Tous les autres symboles représentent des fonctions si leur premiére lettre
est une majuscule, ou des types sinon. Le type des symboles est donné a titre indicatif
car il n’est pas pris en compte par le processus de réécriture. Dans les faits, SOS%

n’est pas typé.

5555 types

29
29
29
.

29
29
.

29
29
29
.

29

.
29

29

stmt : les instructions

;; stmt_ list : les listes d’instructions
; var : les variables
: var list : les listes de variables

;; id : les identificateurs

; exp : les expressions

; cond : les expressions conditionnelles

; nat : les entiers naturels

: env : les environnements

; env__elt : les éléments d’environnement

Constructeurs des listes d’instructions

[ C L Stmt:stmt list, stmt —stmt list |
[ C Empty L Stmt :stmt list |
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;; Constructeurs des instructions

[ C If: cond, stmt list, stmt list —stmt |
[ C Assign :id, exp —stmt |

[ C While : nat, cond, stmt list —stmt |

;; Constructeurs des environnements
[ C Env:env elt, env—env |

[ C Empty Env:env |

[ C Choice : env, env —env |

[ C Branch : cond, env —env |

;; Constructeurs des éléments d’environnement
[ C Pair:id, exp —env elt ]
[ C While Closure : nat, cond, env, var list —env elt |

;; Constructeurs des listes de variables
[ C L Var: var, var list —var list |
[ C Empty L Var:var list ]

; Constructeurs des conditions
C And : cond, cond —cond |
C Not : cond —cond |

—— e
-

;; Constructeurs des expressions
C EA : var —exp |

C Loop : nat, var, env —exp |

C Subst : var, cond, exp —cond |

— — — e

;; une expression est une expression conditionnelle
[ exp < cond |

;; une variable est une expression
[ var < exp ]

;; une variable est un identificateur
[ var < id ]

;; Opération d’évaluation d’une liste d’instructions dans un environnement
[ GE : stmt list, env —env |

(1) GE(C L Stmt(v 1 stmt, v stmt), v_env) —
Comp(v_stmt, GE(v_1 stmt, v_env))

(2) GE(C Empty L Stmt, v_env) —v env
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;; Opération d’évaluation d’une instruction dans un environnement
[ Comp : stmt, env —env |

(3) Comp(C Assign(v_var, v_exp), C Empty Env)—
C Env(C Pair(v_var, v_exp), C Empty Env)

(4) Comp(C Assign(v var, v exp), C Env(v pair, v _env)) —
Update Env(C Pair(v_var, v_exp), C Env(v pair, v_env))

(5) Comp(C If(v cond, v 1 stmtl, v 1 stmt2), C Empty Env) —
C Choice(C Branch(v cond, GE(v 1 stmtl, C Empty Env)),
C Branch(C Not(v cond), GE(v_1 stmt2, C Empty Env)))

(6) Comp(C If(v cond, v 1 stmtl, v 1 stmt2), C Env(v pair, v_env)) —
C Choice(C Branch(Update Cond(v cond, C Env(v_pair, v_env)),
GE(v_1 stmtl, C Env(v pair, v_env))),
C Branch(C Not(Update Cond(v cond, C Env(v pair, v _env))),
GE(v 1 stmt2, C Env(v_ pair, v_env))))

(7) Comp(C While(v num, v cond, v 1 stmt), C Empty Env)—
C Env(C While Closure(v_num, v cond, GE(v 1 stmt, C Empty Env),
C Empty L Var),
GL(v_num, GLOMV(GE(v_1 stmt, C Empty Env)),
C Empty Env))

(8) Comp(C While(v _num, v_cond, v_1 stmt), C Env(v pair, v 1 pair)) —
C Env(C While Closure(v num, v _cond,
GE(v_1 stmt, GIE(C Env(v_ pair, v.1 pair))),
GLOV(C Env(v_pair, v.1 pair))),
Merge Env(GL(v_num,
GLOMV(GE(v 1 stmt,
GIE(C Env(v pair, v 1 pair)))),
C Env(v_pair, v_1 pair)),
C Env(v_pair, v_1 pair)))

(9) Comp(stmt, C Choice(v expl, v _exp2)) —
C Choice(Comp(stmt, v_expl), Comp(stmt, v _exp2))

(10) Comp(stmt, C Branch(v_cond, v_env)) —
C Branch(v_cond, Comp(stmt, v_env))
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;; Génération des appels aux fonctions de boucle
[ GL : nat, var list, env —env |

(11) GL(v_num, C L Var(v var,v 1 var), v_env) —
C Env(C Pair(v_var, C Loop(v_num, v_var, v_env)),
GL(v_num, v 1 var, v_env))

(12) GL(v_num, C_Empty L Var, v_env) —C Empty Env

;; Insertion et mise a jour d’une paire dans un environnement
[ Update Env :env elt, env —env |

(13) Update Env(C Pair(v_var, v_expl),
C Env(C Pair(v_var, v_exp2), v_env)) —
Update Env(C Pair(v_var, C Subst(v_var, v_expl, v_exp2)), v_env)

(14) Update Env(C Pair(v_varl, v _expl),
C Env(C Pair(v_var2, v_exp2), v_env)) —
C Env(C Pair(v_var2, v_exp2),
Update Env(C Pair(v_varl,
C Subst(v_var2, v_expl, v_exp2)), v_env))
if not equal(v_varl, v_var2)

(15) Update Env(C Pair(v_var, v_exp), C Empty Env) —
C Env(C Pair(v_var, v_exp), C Empty Env)

(16) Update Env(C Pair(v_var, v_expl),
C Env(C While Closure(v_num, v _cond,
v_envc, v 1 var), v _env)) —
C Env(C While Closure(v_num, v_cond, v_envc, v_1 var),
Update Env(C Pair(v_var, v_expl), v_env))

;; Mise a jour d’une condition dans un environnement
[ Update Cond : cond, env —cond |

(17) Update Cond(v cond, C Env(C Pair(v_var, v_exp), v_env)) —
Update Cond(C Subst(v_var, v_cond, v_exp), v_env)

(18) Update Cond(v cond, C Empty Env) —v cond
(19) Update Cond(v cond,

C Env(C While Closure(v _num, v condc, v_envc, v_1 var), v_env)) —
Update Cond(v cond, v_env)
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(20) C Branch(v_cond, C_Choice(v_envl, v_env2)) —
C Choice(C Branch(v_cond, v_envl), C Branch(v cond, v_env2))

(21) C Branch(v_ condl, C Branch(v cond2, v_env)) —
C Branch(C And(v condl, v cond2), v_env)

(22) C And(C And(v_ condl, v cond2), v cond3) —
C And(v condl, C And(v cond2, v cond3))
;; Génération de ’environnement initial d’une fonction de boucle
[ GIE : env —env |
(23) GIE(C Empty Env) —C Empty Env

(24) GIE(C Env(C Pair(v_var, v_exp), v._env)) —
C Env(C Pair(v_var, C EA(v var)), GIE(v env))

(25) GIE(C Env(C While Closure(v_num, v_cond, v_envc, v_1 var), v _env)) —

GIE(v_env)
;; Génération de la liste des variables d’un environnement
[ GLOV : env —var list |
(26) GLOV(C Empty Env) —C Empty L Var

(27) GLOV(C Env(C Pair(v_var, v_exp), v_env)) —
C L Var(v var, GLOV(v_ env))

(28) GLOV(C Env(C While Closure(v_num, v _cond,

v_envc, v 1 var), v_env)) —
GLOV(v_env)

;; Génération de la liste des variables modifiées d’un environnement

[ GLOMV : env —var list |
(29) GLOMV(C Empty Env) —C Empty L Var
(30) GLOMV(C Env(C Pair(v_var, C_EA(v _var)), v.env)) -GLOMV(v_ env)
(31) GLOMV(C Env(C Pair(v var, v exp), v env)) —

C L Var(v var, GLOMV(v_ env))
if not equal(C_EA(v_var), v._exp)
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(32) GLOMV(C Env(C While Closure(v num, v cond,
v_envc, v 1 var), v_env)) —
GLOMV(v_env)

(33) GLOMV(C Branch(v_ cond, v_env)) —GLOMV(v_env)

(34) GLOMV(C Choice(v envl, v _env2)) —
Merge L Var(GLOMV(v envl), GLOMV(v env2))

;; Fusion de deux environnements
[ Merge Env :env, env —env |

(35) Merge Env(C Env(v_pair, v._1 pair), v_env) —
Insert Pair(v_pair, Merge Env(v 1 pair, v_env))

(36) Merge Env(C Empty Env, v_env) —v_ env

;; Insertion sans mise a jour d’une paire dans un environnement
[ Insert Pair: env elt, env —env |

(37) Insert Pair(C Pair(v_var, v._exp),
C Env(C While Closure(v_num, v _cond,
v_envc, v 1 var), v_env)) —
C Env(C While Closure(v_num, v_cond, v_envc, v_1 var),
Insert Pair(C Pair(v_var, v_exp), v_env))

(38) Insert Pair(C Pair(v_var, v_expl),
C Env(C Pair(v_var, v_exp2), v_env)) —
C Env(C Pair(v_var, v_expl), v_env)

(39) Insert Pair(C Pair(v_varl, v_expl),
C Env(C Pair(v_var2, v_exp2), v_env)) —
C Env(C Pair(v_var2, v_exp2),
Insert Pair(C Pair(v_varl, v_expl), v_env))
if not equal(v_varl, v_var2)

(40) Insert Pair(C Pair(v_var, v_exp), C Empty Env) —
C Env(C Pair(v_var, v_exp), C Empty Env)

;; Fusion de deux listes de variables
[ Merge L Var :var list, var list —var list |

(41) Merge L Var(C L Var(v var,v 1 varl), v 1 var2) —
Insert Var(v_var, Merge L Var(v 1 varl, v 1 var2))
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(42) Merge L Var(C Empty L Var,v 1 var) —v 1 var

;; Insertion d’une variable dans une liste de variables
[ Insert Var : var, var list —var list |

(43) Insert Var(v var, C L Var(v var,v 1 var)) -C L Var(v var, v 1 var)
(44) Insert Var(v varl, C L Var(v var2, v 1 var)) —
C L Var(v var2, Insert Var(v varl, v.1 var))

if not equal(v_varl, v_var2)

(45) Insert Var(v var, C Empty L Var) —C L Var(v var, C Empty L Var)
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Annexe B

Prérequis de SOSSubgwt

Nous récapitulons dans cette annexe, les cinq prérequis que doivent vérifier les sous-
programmes écrits dans le langage Subg™ afin de garantir la validité de leur axiomatisation
par SOSSubg™.

L’origine de ces prérequis réside, d’une part, dans le fait que notre méthode ne restitue
aucune information sur les objets manipulés par les programmes autre que leur valeur,
et d’autre part, dans le fait que le langage Subg"™ est suffisamment expressif pour que la
valeur de ces objets dépende de relations d’alias dont nous ne pouvons décider I'existence
statiquement. Il est donc entendu que ces prérequis ne peuvent étre vérifiés automatique-
ment dans le cas général, cependant, des méthodes d’analyse d’alias automatiques peuvent

y parvenir dans des cas particuliers.

L’objectif de ces prérequis est de garantir que chaque fois que dans notre méthode
nous réduisons le contenu informatif d’'un objet du programme (i.e., essentiellement les
listes pour nous) a sa valeur, cette perte d’information n’entraine pas d’imprécisions pour
la suite de I'analyse. Le lieu de ces approximations est la fonction de transfert, des valeurs
en entrée vers les valeurs en sortie, a laquelle nous assimilons les sous-programmes et les
instructions d’itérations (boucles) du langage impératif source. Les prérequis nous assurent
donc que, en entrée et en sortie des sous-programmes et des instructions d’itérations, les
données du programme sont réductibles a leur valeur ou alors que la perte d’information
qui en découle n’a pas d’incidence sur la suite de I'analyse.

Les cinq prérequis sur les programmes Sub&™ énoncés au cours du Chapitre 5 sont les

suivants :

1. L’appel d'un sous-programme ne crée pas de relations d’alias entre ses paramétres
formels.

2. Aucune relation d’alias ne porte sur les listes passées en paramétre d'un sous-
programme, a l’exception éventuellement d’un alias sur la téte de la liste. Dans
le cas contraire, les alias qui sont alors définis ne doivent pas étre utilisés de facon
ambigué dans le sous-programme appelé et dans la suite du programme.

3. Aucune relation d’alias ne lie les paramétres d’un sous-programme entre eux, ou les
parameétres et la valeur de retour, lorsque le sous-programme termine. Dans le cas
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contraire, il faut montrer qu’aprés un appel au sous-programme les alias ne sont pas
utilisés de facon ambigué.

4. Aucune relation d’alias ne porte sur les listes modifiées par une instruction d’itéra-
tion avant cette instruction. Dans le cas contraire, les alias ne doivent pas étre utilisés
de fagcon ambigué dans I'instruction d’itération et dans la suite du sous-programme
contenant l'instruction.

5. Les boucles ne créent aucune relation d’alias entre les listes du sous-programme qui
les contient, telle que la relation continue a exister a la fin du corps de la boucle.
Dans le cas contraire, les alias ne doivent pas étre utilisés de facon ambigué dans le
corps de la boucle et dans le reste du sous-programme qui la contient.

Nous entendons par usage ambigu, 'application d'un effet de bord par I'intermédiaire d’un
alias, y compris 'affectation, suivie de la lecture de la valeur d’un autre alias du méme
objet (ceci comprend l'application d’un opérateur de mutation).



Annexe C

Détails des preuves machine

Nous donnons dans cette annexe les preuves des lemmes et des théorémes des Cha-
pitres 6 et 7, lorsque ces preuves ont été conduites dans le systéme PVS. Le détail des
preuves consiste en la trace des interactions avec le systéme. La syntaxe est celle du
systéme PVS dans sa version 3.1 pour Linux. Enfin, nous ne fournissons pas les démons-

trations des contraintes sur les types des variables que le systéme a lui-méme générées et
vérifiées.

C.1 Plus grand commun diviseur

lemmal

(Illl
(skolem!)
(case "b!1l = 0")
(("1" (replace -1) (simplify) (propax))
(2"
(use same_remainder)
(("1" (simplify) (rewrite divides_reflexive) (simplify) (propax))
(||2||
(typepred "b!1")
(expand ">=")
(expand "<=")
(prop)
(("1" (rewrite >)) ("2" (rewrite -1 2))))))))

thl

(Illl

(skolem!)

(flatten)

(case "b!1 = 0")

(("1" (replace -1) (simplify) (propax))
(||2||
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcdl)
(rewrite pgcdl 2 ("b" "b!1"))
(rewrite lemmal))))

173



174 Annexe C. Détails des preuves machine

lemma?2

(llll

(induct b)

(("1" (skolem!) (rewrite pgcd2) (rewrite pgcd2))
(v2
(skolem!)
(prop)
(skolem!)
(rewrite pgcdl)
(rewrite pgecdl 1 ("a" "a!1")))))

th2

(llll
(skolem!)
(case "b!1=0")
((Illll
(replace -1)
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcd2)
(case "a!1=0")
(("1" (replace -1) (rewrite pgcd3) (rewrite pgcd2))
2"
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcdl)
(rewrite rem_zero)
(rewrite pgcd2))))
(r2n
(case "al!l = 0")
(e
(replace -1)
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcdl)
(rewrite rem_zero)
(rewrite pgcd2)
(rewrite pgcd2))
(“2“
(case "a!l < b!1")
((“1“
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgedl)
(rewrite rem_mod?2)
(rewrite pgcd3)
(rewrite lemma2))
2"
(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcd3)
(case "a!l = b!1")
(("1" (replace -1) (propax))
(Il2ll
(case "a!l > b!1")
(e
(rewrite pgedl 5 ("a" "b!1"))
(rewrite rem_mod?2)
(rewrite lemma2 5 ("r" "a!1")))

("2" (grind))))331)))))

th3

(llll
(skolem!)
(case "al!1=0")
(("1" (replace -1) (rewrite pgcd3) (rewrite pgcd2))
(Il2ll
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(rewrite pgcd3)
(rewrite pgcdl)
(rewrite rem_self)
(rewrite pgcd2))))

C.2 Tri par insertion

ins member

(Illl
(induct "11")
(&%
(skolem 1 ("12" "x"))
(rewrite "ins_empty")
(flatten)
(replace -1 (1) rl)
(grind))
(||2||
(skolem 1 ("y" "11"))
(flatten)
(skolem 1 ("12" "x"))
(flatten)
(case "x <= y")
(("1" (rewrite "ins_le") (replace -3 (1) rl) (grind))
(||2||
(rewrite "ins_gt")
(inst -1 "ins(x, 11)" "x")
(replace -2 (2) rl)
(grind))))))
del ins
(Illl

(induct "1")
(("1" (skolem 1 ("x")) (rewrite "ins_empty") (rewrite "del_eq"))

(2

(skolem 1 ("y" "12"))

(flatten)

(skolem 1 ("x"))

(case "x <= y")

(("1" (rewrite "ins_le") (rewrite "del_eq"))

("2" (rewrite "ins_gt") (rewrite "del_diff") (grind))))))

isort perm

(Illl
(induct "1")
(("1" (rewrite "isort_empty") (rewrite "perm_empty2"))
(v2n
(skolem 1 ("y" "12"))
(flatten)
(rewrite "isort_rec")
(rewrite "perm_rec")
(("1" (rewrite "del_ins")) ("2" (use "ins_member"))))))

lemma sortedl

(Illl

(induct "1")

(("1" (grind) (rewrite "sorted_empty"))
(I12Il
(skolem!)
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(grind)

(use "excluded_middle" ("A" "x!1 <= consl_var!1l"))

(split -1)

(("1" (rewrite "sorted_le")) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))

lemma sorted2

(llll

(induct "1")

(G
(skolem 1 ("X" nyn))
(flatten)
(use "excluded_middle" ("A" "x <= y"))
(split -1)
(("1" (rewrite "sorted_le") (assert)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))
(2"
(skolem!)
(flatten)
(skolem!)
(flatten)
(use "excluded_middle" ("A" "x!1 <= y!1"))
(split -1)
(("1" (rewrite "sorted_le") (prop)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))

lemma sorted3

(llll
(induct "1")
(("1" (skolem!) (rewrite "sorted_one"))
(n2n
(skolem!)
(flatten)
(skolem!)
(flatten)
(case "x!1 <= consl_var!1l")
(&
(rewrite "sorted_le" 1)
(use "lemma_sortedil")
(assert)
(use "lemma_sortedi")
(assert))
(n2n
(use "lemma_sorted2")
(prop)
(use "lemma_sorted2")

(assert))))))

lemma sorted4

(III|
(induct "1")
(("1" (grind))
(man
(skolem!)
(flatten)
(skolem!)
(flatten)
(use "excluded_middle" ("A" "y!1 = consi_var!i"))
(split -1)
(("1" (use "lemma_sorted2") (assert))
(n2n
(rewrite "member")
(split -3)
(("1" (propax))
("2" (use "lemma_sorted3") (assert) (inst? -3) (assert))))))))
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ins not empty

(Illl

(skolem 1 (_ "x"))

(induct "11")

(("1" (rewrite "ins_empty") (instantiate 1 ("x" "null")) (propax))

(I12Il

(skolem 1 ("z" "13"))
(flatten)

(case "x <= z")

((Illll

(rewrite "ins_le")

(instantiate 1 ("x" "comns(z, 13)"))
(propax))
(r2n

(rewrite "ins_gt")

(skolem -1 ("n" "1"))

(replace -1)

(instantiate 2 ("z" "cons(n, 1)"))

(propax))))))

ins member?2

(Il n
(skolem 1 (_ "12" "x" "y"))
(induct "11")
(("1" (flatten) (rewrite "ins_empty") (decompose-equality))
(r2n
(skolem 1 ("z" "13"))
(flatten)
(case "x <= z")
(("1" (rewrite "ins_le") (decompose-equality))
("2" (rewrite "ins_gt") (decompose-equality) (grind))))))

lemma ins

(Illl
(auto-rewrite ("ins_empty"
"ins_le"
"ins_gt"
"sorted_empty"
"sorted_one"
"sorted_le"
"sorted_gt"))
(induct "1")
(("1" (grind))
(man
(skolem 1 ("y" "12"))
(flatten)
(skolem 1 "x")
(flatten)
(case "x <= y")
(("1" (grind))
(2"
(assert)
(inst -1 "x")
(use "lemma_sortedi")

(assert)
(case "exists (z: nat, 13: lists): ins(x, 12) = cons(z, 13)")
((“1“

(skolem -1 ("z" "13"))
(replace -1)
(case "z=x")
(("1" (grind))
(2"
(use "ins_member2")
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append_lemma: LEMMA cons(x, append(ly, l3)) = append (cons(x, 1), l3)
member _append: LEMMA member (z, ) = member(z, append(ly, l3))

FiG. C.1 — Lemmes de append

(assert)
(use "lemma_sorted4" ("x" "y" "y" "z" "1" "12"))
(assert)
(rewrite "sorted_le"))))
("2" (use "ins_not_empty"))))))))

isort sorted

(ll n

(auto-rewrite ("ins_empty"
"ins_le"
n ins_gt "
"sorted_empty"
"sorted_one"
"sorted_le"
"sorted_gt"
"isort_empty"
"isort_rec"))

(induct "1")

(("1" (grind))

("2" (skolem 1 ("x" "1")) (grind) (rewrite "lemma_ins"))))

C.3 Tri par fusion

Nous partageons cette annexe en groupant les lemmes selon la fonction a laquelle ils
se rapportent. Nous donnons aussi le contenu des lemmes qui ne sont pas déja présentés
dans la Section 7.1. Les prédicats del, perm et sorted ont la méme définition que pour le
tri par insertion de la Section 6.3. Les fonctions append, member et length sont prédéfinies
dans le fichier de prélude du systéme Pvs.

C.3.1 append

Les preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.1.

append lemma

(v (grind))

member append

(III|

(induct 11)

(("1" (grind))
(r2n
(skosimp)
(skosimp)
(case "x!l1=consl_var!i")
(("1" (expand append) (grind)) ("2" (expand member -2) (grind))))))
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del_lemma: LEMMA del(x, del(y, 1)) = del(y, del(x, 1))
del_length: LEMMA length(del(xz, 1)) < length(l)
del_member: LEMMA member(x, 1) N x # y = member(x, del(y, 1)
del member2: LEMMA member(x, del(y, 1)) = member(z, [)
del append: LEMMA
member (x, 1) = del(x, append(ly, l5)) = append(del(x, 1), )

Fia. C.2 — Lemmes de del

C.3.2 del

Les preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.2.

del lemma

(Illl
(induct 1)
(&%
(skosimp)
(rewrite del_empty)
(rewrite del_empty)
(rewrite del_empty))
(r2n
(skosimp)
(skosimp)
(case "y!1 = consl_var!l")
((Illll
(case "x!1 = y!'1")
(("1" (replace -1) (propax))
2"

(replace
(rewrite
(rewrite
(rewrite
(m2n
(case "x!1
[
(replace
(rewrite
(rewrite
(rewrite
(m2n
(rewrite
(rewrite
(rewrite
(rewrite

-1)
del_eq)
del_diff)
del_eq))))

= consl_var!i")

-1)
del_diff)
del_eq)
del_eq))

del_diff)
del_diff)
del_diff)
del_diff)

(grind)))N)))

del length

(Illl
(induct 1)

(("1" (skosimp) (rewrite del_empty) (grind))

(I|2ll

(skosimp)
(skosimp)
(case "x!1 =

consl_var!i")

(("1" (replace -1) (rewrite del_eq) (grind))
("2" (rewrite del_diff) (grind))))))
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del member

(llll
(induct 1)
(("1" (skosimp) (grind))
(r2n
(skosimp)
(skosimp)
(case "x!1 = consl_var!i")
(("1" (replace -1) (rewrite del_diff) (grind))
(“2“
(expand member -2)
(prop)
(case "y!1 = consi_var!i")
(("1" (replace -1) (rewrite del_eq))
("2" (rewrite del_diff) (grind))))))))

del member2

(llll
(induct 1)
(("1" (skosimp) (rewrite del_empty))
(2"
(skosimp)
(skosimp)
(case "y!l1=consi_var!i")
(&%
(replace -1)
(rewrite del_eq)
(case "x!1 = consl_var!i")
(("1" (grind)) ("2" (grind))))
(2"
(rewrite del_diff)
(case "x!1 = consl_var!i")
(("1" (grind)) ("2" (expand member -2) (grind))))))))

del append

(llll
(induct 11)
(("1" (grind))
(r2n

(skosimp)

(skosimp)

(case "x!1=consi_var!i")

((Illll
(replace -1)
(rewrite del_eq)
(expand append 1 1)
(rewrite del_eq))

(||2||
(rewrite del_diff)
(expand append 2 2)
(expand append 2 1)
(rewrite del_diff)
(apply-extensionality 2)
(inst? -1)
(grind))))))

C.3.3 perm

Les preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.3.
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perm_reflezive: LEMMA perm(l, [) = TRUE
perm_null: LEMMA perm (null, 1) = | = null
perm__lemmal : LEMMA perm(ly, l3) = perm(cons(x, 1), cons(x, [3))
perm_lemma3: LEMMA member (xz, [1) N perm(ly, l3) = member(x, l3)
perm_del: LEMMA perm (ly, l3) = perm(del(x, 1), del(x, 13))
perm_ transitivity : LEMMA perm(l, 1) A perm(ly, l3) = perm(l, l3)
perm__del2: LEMMA

member (x, 1) = perm(del(x, 1), 1) = perm(ly, cons(x, l3))
perm_commut: LEMMA perm (ly, l) = perm(ly, 1)
perm_ commutativity : LEMMA perm (ly, 1) = perm(ly, 1)
perm_ lemma2: LEMMA member (xz, 1) = perm(cons(x, del(x, 1)), 1)
perm__append: LEMMA perm(l, l{) = perm Cappend (L, l3), append(ly, l3))
perm__appendl : LEMMA

perm Cappend Ccons (x, 1), l), append(ly, cons(x, [3)))
perm_append2: LEMMA perm Cappend (ly, 1), append(ly, 1))

Fic. C.3 Lemmes de perm

perm reflexive

(Illl
(induct 1)
(("1" (rewrite perm_empty2))
(non
(skosimp)
(rewrite perm_rec)
(("1" (rewrite del_eq)) ("2" (grind))))))

perm_null

(Il n

(induct 1)

(skosimp)

(prop)

(("1" (replace -1) (rewrite perm_emptyl)) ("2" (rewrite perm_empty1l))))

perm_lemmal

(Illl

(skolem!)

(flatten)

(rewrite perm_rec)

(("1" (rewrite del_eq)) ("2" (grind))))

perm lemma3

(Illl
(induct 11)
(("1" (skosimp) (use perm_null) (grind))
(man
(skosimp)
(induct 12)
(("1" (skosimp) (rewrite perm_not -2) (grind))
(mon
(skosimp)
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(skosimp)
(case "x!1 = consl_var!l")
(("1" (replace -1 -4 :dir rl) (rewrite perm_not -4))
(2"
(expand member -2)
(prop)
(copy -3)
(hide -1)
(rewrite perm_rec -3)
(G
(inst -4 "del(consl_var!l, cons(consl_var!2, cons2_var!2))"
“X! 1“)
(prop)
(case "consl_var!l = consl_var!2")
(("1" (replace -1) (rewrite del_eq) (expand member) (grind))
(Il2ll
(rewrite del_diff)
(case "x!1 = consl_var!2")
(("1" (replace -1) (expand member) (propax))
(2"
(expand member)
(split)
(("1" (propax))
("2" (flatten) (use del_member2) (grind))))))))
("2" (rewrite perm_mot -3))))))))))

perm _del

(llll
(measure-induct+ "length(l1l) + length(12)" ("11" "12"))
(skosimp)
(case "null?(x!'1) OR cons?(x!1)")
((Illll
(split)
((Illll
(case "x!1 = null")
e

(replace -1)
(use perm_null ("1" "x!2"))
(prop)
(replace -1)
(rewrite del_empty))
("2" (grind))))

(“2“
(case "(exists (x:nat),(l:lists):x!l1=cons(x,1))")
((ll1ll

(skosimp)

(replace -1)
(case "null?(x!2) OR cons?(x!2)")
e
(split)
((Illll
(case "x!2 = null")
(("1" (replace -1) (rewrite perm_not -6) (grind))
("2" (grind))))

(Il2ll
(case "(exists (x:mat),(l:lists):x!2=cons(x,1))")
((Illll

(skosimp)

(replace -1)
(hide -1 -2 -3 -4)
(case "x!3 = x!'4")
((“1“
(replace -1)
(rewrite del_eq)
(case "x!4 = x!5")

(("1"
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(replace -1)
(rewrite del_eq)
(use perm_lemmal)
(grind))
(Il2ll
(rewrite del_diff)
(rewrite perm_rec -3)
(("1" (rewrite del_diff -3))
("2" (rewrite perm_not -3))))))
(non
(case "x!3 = x!5")
((Illll
(replace -1)
(rewrite del_eq 2 ("y" "x!5"))
(rewrite del_diff)
(rewrite perm_rec 2)
((Illll
(rewrite perm_rec -3)
((“1“
(rewrite del_diff -3)
(inst -2 "1'1" "cons(x!5, del(x'4, 1!2))" "x!5")
(prop)
(("1" (rewrite del_eq -1))
("2" (grind) (use del_length) (grind))))
("2" (rewrite perm_not -3))))
("2" (rewrite perm_not -3) (grind))))
(non
(rewrite del_diff)
(rewrite del_diff)

(copy -2)
(hide -1)
(rewrite perm_rec -2)
(G
(rewrite perm_rec 3)
((“1“
(case "x!4 = x!5")
((“1“

(replace -1)
(rewrite del_eq)
(rewrite del_eq)
(inst -2 "1!1" "1t2m vx!13")
(grind))
(r2n
(rewrite del_diff)
(rewrite del_diff)
(inst -1 "1!'1" "cons(x!5, del(x'4, 1!2))" "x!3")
(grind)
(("1" (rewrite del_diff) (rewrite del_lemma))
("2" (use del_length) (grind))))))
(2"
(rewrite perm_rec -2 :dir rl)
e
(rewrite perm_not -2)
(expand member)
(split)
(("1" (prop))
("2" (flatten) (use del_member) (grind))))
("2" (reveal -1) (rewrite perm_not -1))))))
("2" (rewrite perm_not -2))))))))
(||2||
(inst 1 "car(x!2)" "cdr(x!2)")
((II1II
(apply-extensionality)
(("1" (typepred "x!2") (grind))
("2" (typepred "x!2") (grind))))
("2" (typepred "x!2") (grind))
("3" (typepred "x!2") (grind))))))))
("2" (grind))))
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(2"
(inst 1 "car(x!1)" "cdr(x!1)")
(N
(apply-extensionality)
(("1" (typepred x!1) (grind)) ("2" (typepred x!1) (grind))))
("2" (typepred x!1) (grind)) ("3" (typepred x!1) (grind))))))))
("2" (grind))))

perm transitivity

(ll n
(induct 1)
(("1" (skosimp) (use perm_null) (prop) (replace -1) (propax))
(2"
(skosimp)
(induct 11)
(("1" (skosimp) (use perm_null) (prop) (replace -1) (propax))
(2
(skosimp)
(induct 12)
(("1" (flatten) (rewrite perm_not -2) (grind))
(||2||
(skosimp)
(case "member(consil_var'!l, cons(consl_var!2, cons2_var!2))")
(G
(hide -2)
(use perm_lemma3
("x"
"consl_var!1l"
nyqn
"cons(consl_var!2, cons2_var!2)"
nygn
"cons(consl_var!3, cons2_var!3)"))
(prop)
(rewrite perm_rec 1)
(rewrite perm_rec -3)
(use perm_del
("X"
"consl_var!1"
n 11 n
"cons(consl_var!2, cons2_var!2)"
n 12“
"cons(consl_var!3, cons2_var!3)"))
(prop)
(inst -7 "del(consl_var'!'l, cons(consl_var!2, cons2_var!2))"
"del(consl_var!l, cons(consl_var!3, cons2_var!3))")
(grind))
("2" (rewrite perm_not -2))))))))))
perm del2
(ll n

(induct 11)
(("1" (grind))
(||2||
(skosimp)
(skosimp)
(case "x!1=consi_var!i")
(G
(replace -1)
(rewrite del_eq)
(rewrite perm_rec)
(("1" (rewrite del_eq)) ("2" (expand member 1) (propax))))
(“2“
(expand member -2)
(split)
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(("1" (propax))

(n2n
(inst -2 "del(consi_var'il, 12!'1)" "x!1")
(prop)
(rewrite del_diff 2)
(iff)
(split)
(&
(flatten)
(lemma perm_del)
(inst -1 "cons(consl_var!l, del(x!'1l, cons2_var!1))" "12!'1"
"consl_var!1l")
(prop)
((Illll

(rewrite perm_rec 1)
(("1" (rewrite del_diff 1))
("2" (rewrite perm_not -4) (expand member 1) (propax))))
("2" (copy -2) (rewrite perm_rec -3) (rewrite perm_not -1))))
(Il2ll
(flatten)
(copy -1)
(hide -1)
(rewrite perm_rec -1)
(G
(prop)
(G
(rewrite perm_rec 1)
(reveal -1)
(rewrite perm_not -1)
(expand member -1)
(propax))
("2" (rewrite del_diff -1))))
("2" (rewrite perm_not -1))))))))))))

perm commut

(Illl
(induct 11)
(G
(induct 12)
(("1" (grind))
(n2n
(skosimp)
(rewrite perm_not 1)
(("1" (rewrite perm_emptyl)) ("2" (grind))))))
(2"
(skosimp)
(skosimp)
(copy -2)
(hide -1)
(rewrite perm_rec -2)
((Illll
(inst? -1)
(prop)
(lemma perm_del2)
(inst -1 "12!1" "cons2_var!1" "consl_var!il")
(grind)
(reveal -3)
(rewrite perm_not -1))
("2" (rewrite perm_not -2))))))

perm commutativity

(Illl
(induct 11)
((Illll
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(induct 12)
(skosimp)
(rewrite perm_emptyl)
(rewrite perm_not)
(grind))
(2"
(skosimp)
(skosimp)
(iff)
(split)
(G
(flatten)
(lemma perm_commut)
(inst -1 "cons(consl_var!l, cons2_var!i)" "12!1")
(grind))
(||2||
(flatten)
(lemma perm_commut)
(inst -1 "12!1" "cons(consl_var!l, cons2_var!i)")

(grind))))))

perm lemma2

(llll

(induct 1)

(("1" (grind))
(||2||
(skosimp)
(skosimp)
(case "x!1 = consl_var!i")
(("1" (replace -1) (rewrite del_eq) (rewrite perm_reflexive))

(2
(expand member -2)
(prop)
(inst? -2)
(prop)

(rewrite del_diff)
(use perm_lemmal ("x" "consl_var!i"))
(replace -1 -2)
(case "perm(cons(consl_var!l, cons(x!1l, del(x!l, cons2_var!l))),
cons(x!1l, cons(consi_var!l, del(x!1, cons2_var!1))))")
((“1“
(rewrite perm_commutativity -1)
(use perm_transitivity

(lllll
"cons(x!1l, cons(consi_var!l, del(x!1l, cons2_var!1)))"
llllll
"cons(consl_var!l, cons(x!'1l, del(x!1, cons2_var!1)))"
l|12ll
"cons(consl_var!l, cons2_var!1)"))

(prop))

(l|2l|
(rewrite perm_rec 1)
((“1“

(rewrite del_diff 1)
(rewrite del_eq 1)
(rewrite perm_reflexive 1))

("2" (grind))))))H)N)))

perm append

(llll
(induct 1)
((lllll
(induct 11)
(("1" (skosimp) (expand append) (rewrite perm_reflexive 1))
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("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite perm_emptyl -2))))
(Il2ll
(skosimp)
(skosimp)
(expand append 1 1)
(copy -2)
(hide -1)
(rewrite perm_rec)
((Illll
(rewrite perm_rec)
e
(inst -1 "del(consi_var!'i, 11!1)" "12!1")
(prop)
(lemma del_append)
(inst -1 "11!'1" "12!'1" "consl_var!1")
(prop)
(("1" (replace -1 1) (propax))
("2" (reveal -3) (rewrite perm_not -1))))
(||2||
(reveal -1)
(rewrite perm_not -1)
(lemma member_append)
(inst -1 "11!1" "12!'1" "consl_var!1l")
(grind))))
("2" (rewrite perm_mot -2))))))

perm_appendl

(Illl
(induct 11)
(("1" (grind) (rewrite perm_reflexive))
(Il2ll
(skosimp)
(skosimp)
(inst -1 "12!1"™ " x!1")
(lemma perm_lemmal)
(inst -1 "append(cons(x!l, cons2_var!l), 12!1)"

"append(cons2_var!1l, cons(x!'l, 12!1))" "consi_var!i")
(replace -1 -2)
(hide -1)

(rewrite append_lemma -1)

(rewrite append_lemma -1)

(case "perm(cons(consl_var!l, cons(x!l, cons2_var!l)),
cons(x!1, cons(consl_var!l, cons2_var!1)))")

(G

(lemma perm_append)

(inst -1 "cons(consl_var!l, cons(x!1, cons2_var!1))"
"cons(x'1l, cons(consl_var!l, comns2_var!1))" "12!1")

(prop)

(rewrite perm_commutativity -1)

(lemma perm_transitivity)

(inst -1 "append(cons(x!1l, cons(consi_var!l, cons2_var!1l)), 12!1)"
"append(cons(consl_var!l, cons(x!l, cons2_var!l)), 12!1)"
"append(cons(consi_var!l, cons2_var!l), cons(x!1l, 12!1))")

(prop))

(2
(rewrite perm_rec 1)
[
(case "x!1=consl_var!i")
(("1" (replace -1) (propax))
(2"
(rewrite del_diff)
(rewrite del_eq)
(rewrite perm_reflexive))))

("2" (grind))))))))
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part_member: LEMMA member (z, l3) N part(ly, lo, l3) = member(z, l3)
part_lemmal: LEMMA

member (x, l3) = (part(ly, lo, [3) = part(ly, del(x, l3), del(z, I3)))
perm_ part nulll : LEMMA part(null, 1y, l3) = perm(ly, )
perm_ part null2: LEMMA part(ly, null, l3) = perm(ly, )
part null: LEMMA part(ly, lo, null) = 11 = null N\ Iy = null
perm_part _append: LEMMA part(ly, lo, 1) = perm(l, append(ly, [3))
perm__ part: LEMMA

perm(ly, 1) A perm(s, 1) A part(ly, l3, 1) = part(ly, ly, 1)

Fic. C.4 Lemmes de part

perm append2

(llll

(induct 11)

((Illll
(skosimp)
(grind)
(rewrite append_null)
(rewrite perm_reflexive))
(Il2ll
(skosimp)
(skosimp)
(expand append 1 1)
(inst -1 "12!'1")
(lemma perm_commut)
(inst -1 "append(cons2_var!1l, 12!1)" "append(12!1, cons2_var!1)")
(prop)
(use perm_lemmal ("x" "consl_var!i"))
(replace -1 -2)
(hide -1 -3)
(rewrite append_lemma -1)
(rewrite perm_commutativity -1)
(lemma perm_appendl)
(inst -1 "12!1" "cons2_var!1" "consl_var!i")
(lemma perm_transitivity)
(inst -1 "cons(consl_var!l, append(cons2_var!l, 12!1))"

"append(cons(consi_var!l, 12!1), cons2_var!i)"
"append(12!1, cons(consl_var!l, cons2_var!1))")

(prop))))

C.3.4 part

Les preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.4.

part member

(llll

(induct 13)

e
(induct 12)
(("1" (skosimp)) ("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_false2))))
(n2"
(skosimp)
(skosimp)
(case "x!1=consi_var!i")

(("1" (grind))



C.3. Tri par fusion

189

(2
(case "member(consi_var'!'il, 11!1) OR member(consl_var!'i,
((II1II
(split)
((Illll
(rewrite part_recl)
(inst -2 "del(consil_var!i, 11!1)"™ "12!1" "x!1")
(prop)
(grind))
(2"
(rewrite part_rec2)
(inst -2 "11!'1" "del(consl_var!i, 12!1)" "x!1")
(grind)
(rewrite del_member))))
("2" (flatten) (rewrite part_false3))))))))

part lemmal

(Illl
(induct 13)
(&%
(induct 12)
(("1" (skosimp) (grind))
("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_false2))))
(2"
(skosimp)
(skosimp)
(case "x!1=consi_var!i")
(("1" (rewrite del_eq) (replace -1) (rewrite part_rec2))

(m2n
(rewrite del_diff)
(copy -3)
(hide -1)
(case "member(consi_var!1l, 12!1) OR member(consl_var!'il,
[
(split)
(&

(rewrite part_rec2)
(rewrite part_rec2)

((Illll
(rewrite del_lemma)
(inst? -2)
(split)

(("1" (propax)) ("2" (propax)) ("3" (rewrite del_member))))

("2" (rewrite del_member))))

(r2n

(rewrite part_recl)

(rewrite part_recl)

(inst? -2)

(split)

(("1" (propax)) ("2" (propax)) ("3" (propax))))))
("2" (rewrite part_false3 -3))))))))

perm_part nulll

(Illl
(induct 12)
(&%
(induct 11)
(("1" (rewrite part_empty) (rewrite perm_empty2))

("2" (skosimp) (rewrite part_false2) (rewrite perm_not) (grind))))

(Il2ll

(skosimp)

(skosimp)

(case "member(consl_var!'1l, 11!'1)")

(("1"

12t11)")

111"
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(rewrite part_rec2)

(inst? -2)

(replace -2)

(rewrite perm_del2))
(“2“

(rewrite part_false3)

(("1" (rewrite perm_commutativity) (rewrite perm_not))

("2" (grind))))))))

perm part null2

(llll
(induct 12)
(G
(induct 11)
(("1" (rewrite part_empty) (rewrite perm_empty2))
("2" (skosimp) (rewrite part_falsel) (rewrite perm_not) (grind))))
(man
(skosimp)
(skosimp)
(case "member(consi_var!1l, 11!'1)")
((Illll
(rewrite part_recl)
(rewrite perm_commutativity)
(rewrite perm_rec)
(inst? -2)
(rewrite perm_commutativity))
(||2||
(rewrite part_false3)
(("1" (rewrite perm_commutativity) (rewrite perm_not))
("2" (grind))))))))
part null
(llll
(skosimp)
(split)
((I|1I|
(case "null?(11!'1) OR comns?(11!1)")
(G
(split)
(("1" (grind))
(||2||

(case "1l1'1=cons(car(11'1), cdr(11!1))")
(("1" (replace -1) (rewrite part_falsel))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
(||2||
(case "null?(12!1) OR cons?(12!1)")
(("1"
(split)
(("1" (grind))
(2
(case "12!'1=cons(car(12!1), cdr(12!1))")
(("1" (replace -1) (rewrite part_false2))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))))

perm_part append

(nn

(measure-induct+ "length(1)" ("1"))
(skosimp)

(case "null?(x!1) OR cons?(x!1)")
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(G
(split)
((Illll
(case "x!1 = null")
((“1“
(replace -1)
(use part_null)
(prop)
(replace -1)
(replace -2)
(grind)
(rewrite perm_reflexive))
("2" (grind))))
(“2“
(case "(exists (x:nat),(l:1lists):x!l1=cons(x,1))")
((“1“
(skosimp)
(replace -1)
(hide -1 -2)
(case "member(x!'2, 11!1)")
((Illll
(rewrite part_recl -3)
(inst -2 "1!1" "del(x!2, 11!1)" "12!1")
(prop)
((Illll
(use perm_lemmal ("x" "x!2"))
(replace -1 -2)
(use perm_lemma2)
(prop)
(use perm_append
(rn
"cons(x!2, del(x!2, 11!1))"
nyqn
n1grg
Il12||
"1211"))
(prop)
(rewrite append_lemma -3)
(use perm_transitivity
(rn
"cons(x!2, 1!1)"
Il11||
"append(cons(x!2, del(x!2, 11!1)), 12!1)"
Il12||
"append(11!1, 12!1)"))
(prop))
("2" (grind))))
(||2||
(case "member(x!'2, 12!1)")
(G
(rewrite part_rec2 -3)
(inst -2 "1!'1" "11!'1" "del(x!2, 12!'1)")
(prop)
(G
(use perm_append2)
(use perm_transitivity
(lllll
||1!1||
nyqn
"append(11!'1, del(x!2, 12!'1))"
nygn
"append(del(x!2, 12!1), 11!1)"))
(prop)
(use perm_lemmal
("X"
"x!an
llllll
"l
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nygn
"append(del(x!2, 12!1), 11!1)"))
(replace -1 -2)
(rewrite append_lemma -2)
(hide -1 -3 -5 -6)
(use perm_lemma2)
(prop)
e
(use perm_append
(G
"cons(x!2, del(x!2, 12!'1))"
llllll
"i2t1n
||12Il
"11r1m))
(prop)
(use perm_transitivity
(lllll
"cons(x!'2, 1!'1)"
nyqn
"append(cons(x!2, del(x!2, 12!1)), 11!1)"
nygn
"append(12!'1, 11!'1)"))
(prop)
(use perm_append2)
(use perm_transitivity

("1

"cons(x!'2, 1!'1)"

nyqn

"append(12!'1, 11!1)"

nyon

"append(11'!1, 12!'1)"))
(prop))

("2" (reveal -4) (propax))))
("2" (grind))))
("2" (rewrite part_false3))))))
("2" (inst 1 "car(x!1)" "cdr(x!1)") (apply-extensionality))))))
("2" (grind))))

perm _part

(llll
(induct 1)
((Illll
(induct 11)
(G
(induct 13)
(S
(induct 12)
e
(induct 14)
(("1" (grind)) ("2" (skosimp) (rewrite perm_emptyl))))
("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite perm_emptyl))))
("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_false2))))
("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_falsel))))
(||2||
(skosimp)
(induct 11)
e
(induct 13)
((“1“
(skosimp)
(rewrite part_false3)
(("1" (grind)) ("2" (grind))))
(“2“
(skosimp)
(skosimp)
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(case "member(consi_var!il, 14!'1)")
((Illll
(use perm_part_nulll ("11" "cons(consl_var!2, cons2_var!2)"))
(replace -1 -6)
(rewrite perm_commutativity -6)
(use perm_transitivity
("1"
"cons(consl_var!l, cons2_var!1)"
Il11||
"cons(consl_var!2, cons2_var!2)"
nygn
||14!1||))
(prop)
(case "12!1 = null")
(G
(replace -1)
(lemma perm_part_nulll)
(inst -1 "14!1" "cons(consl_var!l, cons2_var!i)")
(rewrite perm_commutativity -3)
(grind))
("2" (use perm_null ("1" "12!'1")) (prop))))
(nan
(rewrite perm_part_nulll -4)
(rewrite perm_commutativity -4)
(use perm_transitivity
(G
"cons(consl_var!l, cons2_var!1)"
Il11||
"cons(consl_var!2, cons2_var!2)"
Il12||
"1411"))
(prop)
(use perm_not
("x" "consl_var!i"™ "12" "14!1" "11" "cons2_var!i"))
(grind))))))
(2"
(skosimp)
(skosimp)
(hide -1)
(case "member(consi_var!l, cons(consi_var!2, cons2_var!2))")
((II1II
(rewrite part_recl -4)
(lemma perm_del)

(inst -1 "cons(consl_var!2, cons2_var!2)" "12!1" "consl_var!'i")
(prop)

(lemma perm_lemma3)

(inst -1 "cons(consl_var!2, cons2_var!2)" "12!1" "consl_var!1l")
(prop)

(rewrite part_recl 1)
(inst -7 "del(consl_var!l, cons(consl_var!2, cons2_var!2))"
"del(consl_var!l, 12!1)" "13!1" "14!1")
(prop))
(l|2l|
(case "member(consi_var!'i, 13!'1)")
((Illll
(rewrite part_rec2 -4)
(lemma perm_del)
(inst -1 "13!1" "14!1" "consl_var!1l")
(prop)
(lemma perm_lemma3)
(inst -1 "13!1" "14!1" "consl_var!1")

(prop)

(rewrite part_rec2 2)

(inst -7 "cons(consl_var!2, cons2_var!2)" "12!1"
"del(consl_var!l, 13!1)" "del(consl_var!il, 14!'1)")
(prop))

("2" (rewrite part_false3 -3))))))))))
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split_lemma: LEMMA part (splitl (1), split (1), 1)

split_lengthl : LEMMA length(l) < 1 = length(split(1)) = 0
split_length: LEMMA length(l) > 1 = length (split (1)) < length (1)
splitl_lengthl : LEMMA length(l) < 1 = length(splitl(1)) = length (1)
splitl_length: LEMMA length(l) > 1 = length(splitl(1)) < length(l)

Fic. C.5 — Lemmes de split

C.3.5 split

Les preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.5.

split lemma

(llll
(measure-induct+ "length(1)" ("1"))
(case "null?(x!1) OR cons?(x!1)")
(&%
(split)
(&%
(case "x!1 = null")
e
(replace -1 1)
(rewrite splitl_empty)
(rewrite split_empty)
(rewrite part_empty))
("2" (assert))))
(“2“
(case "(exists (c:nat), (l:lists) : x!1 = cons(c, 1))")
((“1“
(skosimp)
(replace -1 1)
(case "null?(1!'1) OR cons?(1!'1)")
e
(split)
(&%
(case "1!1 = null")
(&%
(replace -1 1)
(rewrite splitl_un)
(rewrite split_un)
(rewrite part_recl)
(("1" (rewrite del_eq) (rewrite part_empty))
("2" (grind))))
("2" (grind))))
(Il2ll
(case "(exists (c:mat),(l:1lists) : 1!1 = coms(c,1))")
(&%
(skosimp)
(replace -1)
(rewrite splitl_rec)
(rewrite split_rec)
(rewrite part_recl)
e
(rewrite del_eq)
(rewrite part_rec2)
(("1" (rewrite del_eq) (inst? -5) (grind))
("2" (grind))))
("2" (grind))))
(“2“
(inst 1 "car(1l!'1)" "cdr(1!'1)")
(apply-extensionality 1))))))
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("2" (assert) (grind))))
("2" (inst 1 "car(x!1)" "cdr(x!1)") (apply-extensionality 1))))))
("2" (grind))))

split lengthl

(Illl
(induct 1)
(("1" (flatten) (rewrite split_empty) (grind))
(||2||
(skosimp)
(case "null?(cons2_var!1l) OR cons?(cons2_var!1)")
((Illll
(split)
((“1“
(case "cons2_var!1=null")
(("1" (replace -1) (rewrite split_un) (grind)) ("2" (grind))))
(non
(case "cons2_var!l=cons(car(cons2_var!1l), cdr(cons2_var!1))")
(("1" (replace -1) (grind)) ("2" (apply-extensionality 1))
("3" (propax))))))
("2" (grind))))))

split _length

(Illl
(measure-induct+ "length(1)" ("1"))
(case "null?(x!1) OR cons?(x!1)")

((Illll
(split)
(("1" (case "x!1=null") (("1" (replace -1) (grind)) ("2" (grind))))
(l|2l|
(case "x!1=cons(car(x!'1), cdr(x!1))")
((“1“

(replace -1)
(name "lc" "cdr(x!'1)")
(replace -1)
(case "null?(lc) OR cons?(lc)")
((Illll
(split)
((Illll
(case "lc=null")
(("1" (replace -1) (grind)) ("2" (grind))))
(Il2ll
(case "lc=cons(car(lc), cdr(lc))")
((“1“
(replace -1)
(rewrite split_rec)
(inst? -6)
((“1“
(prop)
(("1" (grind))
(Il2ll
(case "length(cdr(lc)) <= 1")
((Illll
(lemma split_lengthl)
(inst -1 "cdr(lc)")
(("1" (grind)) ("2" (grind))))
("2" (grind))))
("3" (grind))))
("2" (typepred 1lc) (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
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splitl lengthl

(llll
(induct 1)
(("1" (flatten) (rewrite splitl_empty))
(||2||
(skosimp)
(case "null?(cons2_var!l) OR cons?(cons2_var!1)")
((Illll
(split)
((ll1ll
(case "cons2_var!1=null")
(("1" (replace -1) (rewrite splitl_un)) ("2" (grind))))
(o
(case "cons2_var!l=cons(car(cons2_var!1l), cdr(cons2_var!1))")
(("1" (replace -1) (grind)) ("2" (apply-extensionality 1))
("3" (propax))))))
("2" (grind))))))

splitl length

(llll
(measure-induct+ "length(1)" ("1"))
(case "null?(x!1) OR cons?(x!1)")
(&
(split)
(&
(case "x!1=null")
(("1" (replace -1) (rewrite splitl_empty) (grind)) ("2" (grind))))
(2
(case "x!1=cons(car(x!1), cdr(x!1))")
[
(replace -1)
(name "lc" "cdr(x!1)")
(replace -1)
(case "null?(lc) OR cons?(lc)")

e

(split)

(&%
(case "lc=null")
(("1" (replace -1) (rewrite splitl_un) (grind))

("2" (grind))))

(Il2ll
(case "lc=cons(car(lc),cdr(lc))")
((Illll

(replace -1)
(rewrite splitl_rec)
(inst? -6)
((“1“
(prop)
(("1" (grind))
(ll2ll
(case "length(cdr(lc)) <= 1")
((lllll
(lemma splitl_lengthl)
(inst -1 "cdr(lc)")
(("1" (grind)) ("2" (grind))))
("2" (grind))))
("3" (grind))))
("2" (typepred 1lc) (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
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merge_lemma: LEMMA perm (merge(ly, l3), append(ly, l3))
lemma_ sortedl : LEMMA sorted (cons(x, 1)) = sorted (1)
lemma_ sorted?2: LEMMA
sorted Ccons(x, cons(y, D)) = x < y A sorted(cons(y, 1))
lemma  sorted3: LEMMA sorted (cons(x, cons(y, 1))) = sorted(cons(x, 1))
lemma_ sorteds : LEMMA sorted (cons(xz, 1)) N member(y, ) = x < y
merge_member: LEMMA
merge(ly, l3) = cons(x, l3) = member(x, 11) V member(x, ly)
merge_ sorted: LEMMA sorted (Iy) N sorted(ly) = sorted (merge(ly, l3))

Fig. C.6 Lemmes de merge et sorted

C.3.6 merge

Les preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.6.

merge lemma

(Illl
(measure-induct+ "length(l1l) + length(12)" ("11" "12"))
(case "null?(x!1) OR cons?(x!1)")
((Illll
(split)
((Illll
(case "x!1 = null")
((“1“
(replace -1 1)
(rewrite merge_emptyl)
(expand append)
(rewrite perm_reflexive))
("2" (grind))))
(2"
(case "(exists (c:nat),(l:1lists):x!l1=cons(c,1))")
(G
(skosimp)
(replace -1 1)
(case "null?(x!2) OR cons?(x!2)")
(("1"
(split)
((Illll
(case "x!2 = null")
((“1“
(replace -1 1)
(rewrite merge_empty2)
(rewrite append_null)
(rewrite perm_reflexive))
("2" (grind))))
(nan
(case "(exists (c:nat),(l:lists):x!2=cons(c,1))")
(G
(skosimp)
(replace -1 1)
(case "c!1l <= c!2")
((“1“
(rewrite merge_inf)
(expand append 1)
(use perm_lemmal)
(replace -1 1 :dir rl)
(inst -7 "1!1" "cons(c!2, 1!2)")
(grind))
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(2"

(hide -1 -2 -3 -4 1)

(inst -1 "cons(c!1l, 1!1)" "112")
(split)

((Illll

(use perm_append?2)

(lemma perm_transitivity)

(inst -1 "merge(cons(c!1l, 1!'1), 1!2)"
"append(cons(c!1l, 1!1), 1!2)"
"append(1!2, cons(c!l, 1!1))")

(prop)

(use perm_lemmal

("x"

IIC!2Il

nyqm

"merge(cons(c!l, 1!1), 1!2)"
nygn

"append(1!2, cons(c!l, 1!1))"))

(replace -1 -2)

(case "cons(c!2, append(1!2, cons(c!l, 1!'1))) = append(cons(c!2, 1!2), cons(c!l, 1!1))")

((Illll

(replace -1 -3)

(lemma perm_append2)

(inst -1 "comns(c!2, 1!2)" "cons(c!1, 1!'1)")
(use perm_transitivity

(Illll

"cons(c!2, merge(cons(c!l, 1!'1), 1!2))"
Il11l|

"append(cons(c!2, 1!2), cons(c!l, 1!1))"
Il12l|

"append(cons(c!1l, 1!1), cons(c!2, 1!2))"))
(prop)
(reveal 1)
(rewrite merge_sup))
("2" (expand append 1 2) (propax))))
("2" (reveal -2 -4) (grind))))))
(||2||
(inst 1 "car(x!2)" "cdr(x!2)")
((II1II
(grind)
(apply-extensionality 1)
(typepred "x!2")
(grind))
("2" (typepred "x!2") (grind))
("3" (typepred "x!2") (grind))))))))
("2" (grind))))
2"
(inst 1 "car(x!1)" "ecdr(x!'1)")
e
(apply-extensionality 1)
(("1" (typepred "x!1") (grind))
("2" (typepred "x!'1") (grind))))
("2" (typepred "x!1") (grind))
("3" (typepred "x!1") (grind))))))))
("2" (grind))))

lemma _sortedl

(llll

(induct "1")

(("1" (grind) (rewrite "sorted_empty"))
(r2n
(skolem!)
(grind)
(use "excluded_middle" ("A" "x!1 <= consl_var!1l"))
(split -1)
(("1" (rewrite "sorted_le")) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))
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lemma sorted2

(Illl
(induct "1")
((Illll
(skolem 1 ("x" "y"))
(flatten)
(use "excluded_middle" ("A" "x <= y"))
(split -1)
(("1" (rewrite "sorted_le") (assert)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))
(2"
(skolem!)
(flatten)
(skolem!)
(flatten)
(use "excluded_middle" ("A" "x!1 <= y!1"))
(split -1)
(("1" (rewrite "sorted_le") (prop)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))

lemma sorted3

(Illl
(induct "1")
(("1" (skolem!) (rewrite "sorted_one"))
(man
(skolem!)
(flatten)
(skolem!)
(flatten)
(case "x!1 <= consl_var!l")
((Illll
(rewrite "sorted_le" 1)
(use "lemma_sortedi")
(assert)
(use "lemma_sortedi")
(assert))
(m2n
(use "lemma_sorted2")
(prop)
(use "lemma_sorted2")

(assert))))))

lemma sorted4

(Illl
(induct "1")
(("1" (grind))
(man
(skolem!)
(flatten)
(skolem!)
(flatten)
(use "excluded_middle" ("A" "y!1 = consi_var!i"))
(split -1)
(("1" (use "lemma_sorted2") (assert))
(l|2l|
(rewrite "member")
(split -3)
(("1" (propax))
("2" (use "lemma_sorted3") (assert) (inst? -3) (assert))))))))

merge member

(Illl
(induct 11)
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(("1" (skosimp) (rewrite merge_emptyl) (replace -1) (grind))
(||2||
(skosimp)
(induct 12)
(("1" (skosimp) (rewrite merge_empty2) (replace -1) (grind))
2"
(skosimp)
(skosimp)
(case "consl_var!l <= consl_var!2")
e
(rewrite merge_inf)
(case "consl_var!l=x!1")
(("1" (replace -1) (grind)) ("2" (decompose-equality -3))))
(“2“
(rewrite merge_sup)
(decompose-equality -2)
(replace -1)
(grind))))N))

merge sorted

(llll
(measure-induct+ "length(l1l) + length(12)" ("11" "12"))
(case "null?(x!1) or cons?(x!1)")
(G
(split)
(G
(case "x!1=null")
(("1" (replace -1) (rewrite merge_emptyl)) ("2" (grind))))
(2"
(case "x!1=cons(car(x!1), cdr(x!1))")
[
(replace -1)
(case "null?(x!2) or cons?(x!2)")
((“1“
(split)
(G
(case "x!2=null")
(("1" (replace -1) (rewrite merge_empty2)) ("2" (grind))))
(Il2ll
(case "x!2=cons(car(x!2), cdr(x!2))")
((Illll
(replace -1)
(name "c1" "car(x!1)")
(replace -1)
(name "c2" "car(x!2)")
(replace -1)
(case "cl <= c2 OR c1 > c2")
((“1“
(split)
((Illll
(rewrite merge_inf)
(G
(hide -2 -3 -4 -5 -6 -7)
(inst -2 "edr(x!1)" "cons(c2, cdr(x!2))")
((“1“
(prop)
((“1“
(name "1m"
"merge(cdr(x!1), cons(c2, cdr(x!2)))")
((Illll
(replace -1)
(case "null?(1m) OR cons?(1lm)")
(G
(split)
[

(case "lm=null")
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(G
(replace -1)
(rewrite sorted_one)
(reveal -2 -3 -4 -5 -6 -7)
(replace -2 :dir rl)
(typepred "x!'1")
(grind))
("2" (grind))))
(“2“
(case "lm=cons(car(lm), cdr(lm))")
(G
(replace -1)
(use merge_member)
((Illll
(prop)
((“1“
(lemma lemma_sorted4)
(inst -1 "cdr(x!1)" "ci1" "car(lm)")
((“1“
(prop)
(rewrite sorted_le 1)
(reveal -4 -5 -6 -7 -8 -9)
(replace -2 :dir rl)
(hide 2)
(typepred "x!'1")
(grind))
("2" (grind))
(Il3ll
(reveal -4 -5 -6 -7 -8)
(replace -2 :dir rl)
(hide 2)
(typepred "x!'1")
(grind))
("an
(reveal -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!'1")
(grind))
("s"
(reveal -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!'1")
(grind))))
(“2“
(lemma lemma_sorted4)
(reveal -4 -5 -6 -7 -8 -9)
(case "car(lm)=c2")
((“1“
(replace -1)
(rewrite sorted_le)
(replace -2 :dir rl)
(typepred "x!'1")
(grind))
(nan
(expand member -8)
(prop)
(inst
-8
"ecdr(x!2)"
||c2ll
"car(1lm)")
((Illll
(prop)
(rewrite sorted_le)
(replace -3 :dir rl)
(typepred "x!'1")

(grind))
("2" (grind))
(Il3ll

(reveal -4)
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(replace -1 :dir rl)
(typepred "x!2")
(grind))
("an
(reveal -4)
(typepred "x!2")
(grind))
(5"
(typepred "x!2")
(grind))))))))
(r2n
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(grind))
(||3||
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!2")
(grind))
(||4||
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!1")
(grind))
(5"
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!1")
(grind))))
("2" (apply-extensionality 1))
("3" (propax))))))
("2" (grind))))
(r2n
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!'1")
(grind))))
(r2n
(use lemma_sortedl)
(("1" (prop))
(r2n
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(replace -2 :dir rl)
(typepred "x!'1")
(grind))
(||3||
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!'1")
(grind))
("an
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!'1")
(grind))))
("3" (grind))))
2"
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!2")
(grind))
(3"
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!'1")
(grind))
(||4||
(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)
(typepred "x!'1")
(grind))))
("2" (replace -2 :dir rl) (typepred "x!2") (grind))
("3" (replace -3 :dir rl) (typepred "x!1") (grind))
("4" (typepred "x!2") (grind))
("5" (typepred "x!1") (grind))))
(r2n
(rewrite merge_sup)

((ram
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(inst? -8)
((“1“
(prop)
[
(name "1m"
"merge(cons(cl, cdr(x!1)), cdr(x!2))")
((Illll
(replace -1)
(case "null?(1lm) OR cons?(1lm)")

(G
(split)
((“1“
(case "lm=null")
((Illll
(replace -1)
(rewrite sorted_one)
(replace -6 :dir rl)
(typepred "x!2")
(grind))
("2" (grind))))
(“2“
(case "lm=cons(car(lm), cdr(lm))")
((Illll

(replace -1)
(use merge_member)
e
(split)
((“1“
(case "car(lm)=ci")
((“1“
(replace -1)
(lemma sorted_le)
(inst -1 "cdr(lm)" "c2" "ci")

((Illll
(prop)
((Illll
(replace -1 -7 :dir rl)
(propax))
("2" (grind))))
(I12Il

(replace -9 :dir rl)
(typepred "x!'1")
(grind))
(Il3ll
(replace -8 :dir rl)
(typepred "x!2")
(grind))
("4" (grind))))
(r2n
(expand member -1)
(split)
(("1" (propax))
(||2||
(lemma lemma_sorted4)
(inst
-1
"edr(x!1)"
Ilclll
"car(1lm)")
((Illll
(prop)
(lemma sorted_le)
(inst
-1
"cdr (1m)"
Heon
"car(lm)")

((ram
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(prop)
((“1“
(replace -1 :dir rl)
(propax))
("2" (hide 3) (grind))))
2"

(replace -8 :dir rl)
(typepred "x!2")
(grind))
("3" (grind))))
("2" (grind))
(Il3ll
(replace -8 :dir rl)
(typepred "x!'1")
(grind))
("4" (typepred "x!1") (grind))
(5"
(typepred "x!1")
(grind))))N))
2"
(lemma lemma_sorted4)
(inst -1 "ecdr(x!2)" "c2" "car(lm)")
((“1“
(prop)
(rewrite sorted_le)
(replace -8 :dir rl)
(typepred "x!2")

(grind))
("2" (grind))
(“3“

(replace -7 :dir rl)
(typepred "x!2")
(grind))
("4" (typepred "x!2") (grind))
("5" (typepred "x!2") (grind))))
("3" (propax))))
("2" (grind))
("3" (typepred "x!2") (grind))
("4" (typepred "x!2") (grind))
("5" (typepred "x!'1") (grind))))
("2" (apply-extensionality 1))
("3" (propax))))))
("2" (grind))))
("2" (typepred "x!2") (grind))))
(2"
(lemma lemma_sortedl)
(inst -1 "ecdr(x!2)" "c2")
(("1" (prop))
(2"
(replace -2 :dir rl)
(typepred "x!2")
(grind))
("3" (typepred "x!2") (grind))
("4" (typepred "x!2") (grind))))
("3" (grind))))
("2" (typepred "x!'2") (grind))
("3" (typepred "x!2") (grind))
("4" (typepred "x!1") (grind))
("5" (typepred "x!'1") (grind))
(IIGII
(replace -3 :dir rl)
(typepred "x!'1")
(grind))))
("2" (replace -2 :dir rl) (typepred "x!2") (grind))
("3" (replace -3 :dir rl) (typepred "x!1") (grind))
("4" (typepred "x!'2") (grind))
("5" (typepred "x!1") (grind))))))
("2" (grind)) ("3" (flatten) (typepred "x!2") (grind))
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mergesort__perm: LEMMA perm (L, mergesort(l))
mergesort_sorted: LEMMA sorted (mergesort (1))

Fia. C.7 — Propriétés de mergesort

("4" (typepred "x!1") (grind))
("5" (typepred "x!2") (grind))
("6" (typepred "x!1") (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))

C.3.7 mergesort

Les preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.7.

mergesort perm

(Illl
(measure-induct+ "length(1)" ("1"))
(case "null?(x!1) OR cons?(x!1)")
(("1"
(split)
(e
(case "x!1 = null")
e
(replace -1)
(rewrite mergesort_empty)
(rewrite perm_reflexive))
("2" (grind))))
(2"
(case "(exists (x:nat),(l:1lists):x!l1=cons(x,1))")
e
(skosimp)
(replace -1)
(hide -1)
(hide -1)
(case "null?(1!'1) OR cons?(1!'1)")
((Illll
(split)
((Illll
(case "1!1 = null")
((“1“
(replace -1)
(rewrite mergesort_un)
(rewrite perm_reflexive))
("2" (grind))))
(11211
(rewrite mergesort_rec)
(use merge_lemma)
(copy -3)
(inst -1 "splitl(cons(x!'2, 1!1))")
(prop)
e
(inst -4 "split(cons(x!2, 1!1))")
(prop)
((“1“
(use split_lemma ("1" "cons(x!2, 1!1)"))
(use perm_part
("13"
"split(cons(x!2, 1!1))"
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n1gn
"mergesort(split(cons(x!2, 1!1)))"
llllll
"splitl(cons(x!2, 1!1))"
||12|l
"mergesort (splitl(cons(x!2, 1!1)))"
lllll
"cons(x!2, 1!'1)"))
(prop)
(use perm_part_append
("1
"mergesort(splitl(cons(x!2, 1!1)))"
nygn
"mergesort(split(cons(x!2, 1!1)))"
nyn
"cons(x!2, 1!'1)"))
(prop)
(rewrite perm_commutativity -6)
(use perm_transitivity
(m
"cons(x!'!'2, 1!'1)"
nyqn

"append (mergesort (splitl(cons(x!2, 1!1))), mergesort(split(cons(x!2, 1!1))))"

nygn

"merge (mergesort(splitl(cons(x!2, 1!'1))), mergesort(split(cons(x!2, 1!1))))"))

(prop))
("2" (rewrite split_length) (grind))))
("2" (rewrite splitl_length) (grind))))))
("2" (grind))))
("2" (inst 1 "car(x!1)" "cdr(x!'1)") (apply-extensionality))))))
("2" (grind))))

mergesort sorted

(llll
(measure-induct+ "length(1)" ("1"))
(case "null?(x!1) OR cons?(x!1)")
((Illll
(split)
((Illll
(case "x!1=null")
((“1“
(replace -1)
(rewrite mergesort_empty)
(rewrite sorted_empty))
("2" (grind))))
(“2“
(case "x!l1=cons(car(x!1), cdr(x!1))")
((“1“
(replace -1)
(name "lc" "cdr(x!1)")
(replace -1)
(case "null?(lc) OR cons?(lc)")
((“1“
(split)
((Illll
(case "lc=null")
((Illll
(replace -1)
(rewrite mergesort_un)
(rewrite sorted_one))
("2" (grind))))
(Il2ll
(case "lc=cons(car(lc), cdr(lc))")
((Illll
(replace -1)
(rewrite mergesort_rec)
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(copy -6)
(inst? -1)
((“1“
(use splitl_length)
(prop)
(&%
(inst -8
"split(cons(car(x!1), cons(car(lc), cdr(lc))))")
((Illll
(lemma split_length)
(inst -1 "x!'1")
(prop)
e
(use merge_sorted)
(("1" (prop)) ("2" (typepred 1lc) (grind))
("3" (grind))))
("2" (grind)) ("3" (grind)) ("4" (grind))))
("2" (grind)) ("3" (grind))))
("2" (grind)) ("3" (grind)) ("4" (grind))))
("2" (grind)) ("3" (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))
("2" (grind))))
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