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Résumé

Cette thése a pour objectif ’étude de la propriété de platitude sur des modéles
bond graphs. La motivation principale est de contribuer a la résolution des problémes
liés a l'identification des sorties plates et au calcul de la paramétrisation différentielle
a ’aide de 'utilisation des propriétés et des avantages offerts par une représentation
graphique telle que le bond graph. Cette problématique est abordée dans les deux
cas de modeéles bond graphs linéaires et non linéaires et des outils adéquats ont été
Proposés.

Pour atteindre ces objectifs, de nouveaux concepts et outils ont été introduits.
En particulier, grace a I'introduction de la notion de modéle bond graph variationnel
(BGV) a l'aide de I'utilisation de 'opérateur de kdhler, il est devenu possible de
calculer les sorties plates d'un modéle bond graph non linéaire par intégration des
bases du module associé au modéle bond graph variationnel.

Par ailleurs, en définissant la notion d’anneau bond graph non commutatif, une
nouvelle régle de gain connue sous le nom de "régle de Riegle" est introduite en bond
graph. En montrant alors qu’un modéle BGV est un cas particulier d’anneau bond
graph non commutatif, ’'obtention graphique de la paramétrisation différentielle en
utilisant la régle de Riegle et la notion de bicausalité est rendue possible.

Enfin, pour aller plus loin dans I'introduction de I'outil d’algébre et de modules
différentiels aux bond graphs, le cas des modéles bond graphs non linéaires régis par
des équations différentielles polynomiales a été abordé. Dans ce contexte et grace a
la notion de causalité, il est possible de faire une analyse du systéme directement a
partir de son modéle BG, choix des variables d’entrée, les dynamiques correspondant
a ce choix, calcul des degrés de transcendance etc. Il est également montré que la

régle de Riegle reste applicable a cette classe de modéles bond graphs.
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Introduction générale

Parmi les objectifs de I'automatique, 'un concerne la recherche des moyens de
commande pour des systémes physiques qui sont souvent de différentes natures, élec-
triques, mécaniques, hydrauliques, thermiques, etc. La modélisation du systéme est
alors la premiére étape de I’élaboration d’une loi de commande. Le modéle qui permet
de décrire la réalité physique est généralement obtenu sur la base d’une description
idéalisée du systeéme et seuls les phénoménes dominants sont souvent pris en compte.

Dans bien des cas, les automaticiens utilisent des modéles mathématiques, qui
malgré leur flexibilité perdent rapidement la signification physique du systéme et
ne permettent pas généralement de faire un retour sur le modéle pour affiner la
modélisation ou améliorer la conception du systéme pour simplifier sa commande.

Par ailleurs, la nature multi-disciplinaire des systémes ne permet pas facilement la
communication entre les experts des différents domaines. D’ailleurs les automaticiens
se spécialisent de plus en plus dans un seul domaine particulier. Il y a 14 une nécessité
prononcée d'un langage de modélisation répondant a ces besoins pour optimiser cette
étape importante de modélisation.

Un des outils répondant & ces critéres peut étre le Bond Graph ou Graphe a
Liens. En effet, ce langage est basé principalement sur la notion de transfert de puis-
sance entre les différentes parties ou composants du systéme et sur la transforma-
tion de ’énergie dans ces composants (dissipation, stockage, conversion du domaine
énergétique). Ces différents phénomeénes qui sont analogues dans tous les domaines
physiques sont codés graphiquement. Le caractére unifié du bond graph constitue
un langage de communication universel entre les experts des différentes disciplines.
Grace a cette décomposition et la représentation graphique, il est facile de décom-
poser le systéme en parties ou sous-systémes et de faire un retour sur n’importe quel
sous-systéme pour améliorer sa conception ou tenir compte d’un phénomeéne phy-
sique négligé ou non pris en compte. Le modéle bond graph peut étre alors considéré

comme un modéle intermédiaire entre le systéme physique et le modéle mathématique



2 Liste des tableaux

qui lui est associé.

Revenons maintenant au probléme de commande. Malgré les nombreux résultats,
il reste encore des systémes pour lesquels on sait pas encore comment concevoir
une loi de commande capable de répondre & des objectifs de commande de plus en
plus gourmands. On ne se contente plus de faire fonctionner le systéme autour d’un
seul point de fonctionnement. On désire le faire fonctionner dans milieux hostiles
et perturbés. On tient de plus en plus compte des incertitudes du modéle, etc. Ces
objectifs sont bien légitimes car de nos jours, il est nécessaire que le systéme soit

simultanément rapide, précis et robuste.

Les résultats abondants de la commande linéaire ne permettent plus de répondre
a ces exigences. Néanmoins, grace aux récents développements de la théorie de la
commande non linéaire, un certain nombre de solutions existent : en particulier, la
synthése de commandes a base des fonctions de Lyapunov, la commande par modes
glissants et la commande par platitude, etc. Bien que ces méthodes soient suffisam-
ment performantes, elles ne sont pas encore adoptées par la communauté industrielle
a cause entre autres de la difficulté de mise en oeuvre et surtout I’argument principal

des industriels "l'usage" , i.e., facilité de maintenance ou de réglage.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a 1’étude de la propriété de pla-
titude sur des modéles bond graphs. Cette propriété étudiée depuis peu par les au-
tomaticiens est initialement introduite par M. Fliess, Ph. Martin, J. Lévine et P.
Rouchon, Fliess et al. (1995). La technique consiste a trouver une sortie d’un sys-
téme appelée "sortie plate", qui résume toutes ses dynamiques et permet ainsi de
faire la synthése de la loi de commande d’une maniére relativement simple. Cepen-
dant, cette technique de commande se heurte au probléme d’identification de ces
sorties plates, qui est un probléme difficile en non linéaire et peu de chercheurs se
lancent dans cette problématique. Dans bien des cas, les sorties plates ont souvent
une signification physique et énergique comme en témoignent plusieurs publications,
R. M. Murray and Sluis (1995); Martin et al. (1997).

Bien que la méthodologie bond graph est reconnue comme étant une démarche
efficace pour la modélisation de systémes physiques comme en témoignent les diffé-
rentes publications, il n’en est pas de méme pour la commande. En effet, dans le cas
des modéles bond graphs linéaires, un certains nombre de résultats existent, citons

notamment les résultats relatifs a ’analyse des propriétés structurelles comme la com-

1 Usability
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mandabilité et I’observabilité, Sueur and Dauphin-Tanguy (1989) et Dauphin-Tanguy et al.
(1999), le découplage, Bertrand et al. (2001) et enfin le rejet de perturbation, Arib et al.
(1999). En revanche dans le cas non linéaire, il existe peu de résultats, on peut citer

a titre d’exemple, 'analyse directe sur le modéle bond graph de la stabilité interne,
Junco (1993), la synthése directe de certaines lois de commande non linéaires a par-

tir du modéle bond graph, Junco (2001a), I’étude de la commandabilité de certaines
classes de systémes non linéaires, Rimaux (1995), inversion de modéles bond graphs
Gawthrop (1995) et Fotsu-Ngwompu et al. (1996), synthése de lois de commande par
inversion de modéles bond graphs, Grandanegra et al. (2005).

Concernant I’étude de la propriété de platitude sur des modéles BGs, un premier
travail réalisé par Pedraza and Delgado (1999) a permis de dégager un algorithme
qui teste si une variable d’état est une sortie plate. Dans Richard et al. (2002), la
bicausalité est utilisée pour vérifier la platitude d’'un modéle bond graph a condition
que les sorties plates sont déja identifiées. Le probléme de calcul des sorties plates a
partir d’'un modeéle bond graph est abordé que dans la cas linéaire, Maligorne et al.
(2001).

Alors la question suivante se pose : ’outil bond graph est-il inadapté ?, la réponse
est non. Effectivement, le probléme est similaire & celui qu’a connu la commande
non linéaire et qui réside dans le fait que la théorie du linéaire n’est pas directement
exposable en cas non linéaire, il a fallu alors trouver d’autres théories capables de
prendre en compte les non linéarités comme par exemple, la théorie de Lyapunov, la
géométrie différentielle et I'algeébre différentielle, etc.

L’objectif de ce travail est double. Dans un premier lieu, proposer des méthodes
simples applicables directement sur des modéles bond graphs permettant le calcul des
sorties plates ainsi que I’expression des variables d’état et de commande en fonction
de ces sorties plates et de leurs dérivées. Le deuxieme est de proposer des outils appli-
cables sur des modéles bond graphs non linéaires basés sur des outils mathématiques
plus généraux comme la théorie d’algebre et des modules différentiels.

Ce mémoire est scindé en cing chapitres :

— Dans le premier chapitre, nous avons rappelé dans un premier lieu un certain
nombre de notions d’algébre nécessaires pour la suite des développements pré-
sentés dans ce mémoire. Dans un second lieu, nous avons rappelé la notion de
platitude différentielle, ces propriétés ainsi qu’un résumé des différents résul-
tats disponibles dans la littérature traitant de cette problématique. Enfin, nous

avons proposé notre démarche retenue pour étudier la propriété de platitude
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sur des modeéles bond graphs.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons d’abord rappelé un certain nombre de
notions bond graphs puis proposé de nouveaux outils bond graphs en termes de
la théorie de modules et d’algébre différentiels valables pour des modéles bond
graphs non linéaires. Ces outils permettent de tenir compte de la propriété de
non commutativité qui est essentielle contrairement au cas linéaire stationnaire.
Dans la premiére partie du troisiéme chapitre, nous avons proposé une mé-
thode d’identification des sorties plates pour des modéles bond graphs linéaires
stationnaires. Dans la deuxiéme partie nous avons abordé le probléme de pa-
ramétrisation différentielle, et proposé deux méthodes graphiques permettant
de retrouver les expressions des différentes variables d’état et de commande en
fonction des sorties plates et de leurs dérivées. L’objectif principal de ce cha-
pitre est de montrer les limites des méthodes bond graphs classiques. Il nous a
permis par ailleurs de dégager des pistes pour étudier le cas des modéles bond
graphs non linéaires.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons abordé les modeéles bond graphs non
linéaires. Grace a l'utilisation de la notion de modéle variationnel, nous avons
proposé une méthode de calcul des sorties plates d’'un modéle bond graph non
linéaire par intégration des bases du module associé au modéle bond graph
variationnel. Nous avons également traité le probléme de la paramétrisation
différentielle en utilisant dans un premier temps une régle graphique dite de
Riegle. Puis, pour résoudre le méme probléme, nous avons utilisé une méthode
de décomposition en sous-modéles élémentaires analogue & la commande en
cascade pour réaliser la synthése de la loi de commande.

Dans le dernier chapitre, nous nous sommes intéressés aux modéles bond graphs
régis par des équations différentielles polyndomiales. Nous avons montré grace
a la notion de causalité qu’il possible de retrouver un certain nombre d’in-
dices structurels comme les degrés de transcendance différentiels. Nous avons
exploité ces résultats pour tester les conditions de surveillabilité de systémes
non linéaires pour une instrumentation donnée (sorties données). Enfin, nous

avons étendu la régle de Riegle a cette classe de modéles bond graphs.



Chapitre 1
Rappels théoriques

«L’homme connait une quantité prodigieuse de choses qu’il ignore qu’il saity

Paul Valéry

Dans ce premier chapitre, nous présentons dans un premier lieu ’outil mathéma-
tique d’algébre et de modules différentiels sur lequel se base les différents développe-
ments présentés dans ce mémoire. Ce choix est motivé par le fait que la théorie algé-
brique est beaucoup plus adéquate a I’analyse et a la commande des systémes a partir
de leur modéle bond graph. Dans ce contexte, nous présentons un bref rappel sur les
structures algébriques de base, a savoir, les notions de groupe, d’anneau, de corps et
d’extensions de corps. Pour de plus amples détails, les références : Bourbaki (1959,
1961); Cohn (1985); Lam (2001), sont fortement recommandées. Puis ces mémes no-
tions sont développées plus en détail dans le cas différentiel, Kolchin (1973); Ritt
(1950).

Dans un second lieu, nous nous intéresserons a la notion de platitude différentielle
qui constitue 'objet principal de notre travail. Nous allons rappeler la définition de la
platitude, ces propriétés, ainsi qu’un résumé des différents résultats disponibles dans
la littérature traitant de cette problématique. Enfin, nous proposons la démarche

retenue pour étudier cette notion (platitude) sur les modeéles bond graphs.

1.1  Outil mathématique

L’algébre différentielle est une discipline de mathématique ayant pour vocation

la généralisation des méthodes d’algébre abstraite (algébre commutative) a 1’étude

5
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des systémes d’équations différentielles non linéaires polyndmiales. Elle est principale-
ment basée sur les travaux de Ritt, Ritt (1950) et Kolchin, Kolchin (1973). Introduite
en automatique en France en 1985 par Michel Fliess a propos du probléme d’inver-
sion entrées-sorties des systémes non linéaires, Fliess (1986), elle s’est vite révélée
trés féconde sur de nombreux aspects de l’automatiquﬁ. En particulier pour I'étude
des propriétés structurelles telles que : I'observabilité, le découplage, la linéarisation,
le rejet de perturbation, etc. C’est dans ce cadre qu’a pu étre dégagée plus récem-
ment la notion de systéme " différentiellement plat" trés utile en pratique et qui fait

I’objet de notre travail de thése.

1.1.1 Théorie des corps ordinaires
Anneaux et corps

Un groupe est un ensemble muni d’une opération (loi de composition interne )
vérifiant les axiomes suivant : associativité, existence d’élément neutre et d’élément
symétrique. Un groupe est dit Abélien ou commutatif si sa loi de composition est

commutative.

Un anneau est un groupe Abélien muni d’une seconde loi (externe) , associative et
distributive par rapport a la loi du groupe. L’anneau est dit unitaire si sa deuxiéme loi
admet un élément neutre. Cet élément est dit unité. Si de plus, elle est commutative,
il est qualifié d’anneau commutatif. Si un produit nul nécessite I'un des facteurs nul

(i.e., égal a I’élément neutre pour I'addition) ’anneau est dit intégre .

Par ailleurs, un idéal d’anneau est un sous-groupe d’un anneau, stable pour le
produit (seconde loi). Un exemple élémentaire est donné par les sous-groupes additifs

de Z de la forme nZ (ensemble des multiples de I'entier relatif n).

A titre d’exemple, on peut citer I'anneau des polynomes R[s] en I'indéterminée s
et a coefficients dans R, défini comme étant I’ensemble des sommes formelles de la

forme :

n

Vp(s) € Rls|, p(s) = Zaisi, ou a; €R

=0

'La science de la commande des machines
2Souvent notée +
3Souvent appelée multiplication ”.”
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Dans I'ensemble R[s], 'addition est définie par :

n n max(m,n)
(Z aisi> + (Z bisi> = Z (a; + b;)s’
=0 1=0

=0

et la multiplication par :

k=0 =0

A noter que R[s] constitue un anneau commutatif.

Un anneau dans lequel tout élément non nul admet un élément symétrique pour
la multiplication (souvent appelé inverse) est un corps. En particulier, un corps est
un anneau intégre. Si la multiplication (seconde loi) est commutative, le corps est

dit commutatif.

Extension de corps

Une extension de corps est la donnée de deux corps F et F' tels que £ C F.
Une extension est notée F//E; le corps E est un sous-corps de F'; le corps F' est un
sur-corps de E.

Propriétés :

— Un élément a € F est dit algébrique sur FE, s’il satisfait une équation algébrique
a coefficients dans E. Par exemple /2 est racine de 22 — 2 = 0, il est alors
algébrique sur Q. L’extension F/E est dite algébrique, si et seulement si, tout
élément de F' est algébrique sur E.

— Un élément a € F' est dit transcendant sur F, s’il n’est pas algébrique sur F.
C’est a dire, il n’existe pas de polynome p(x) # 0 sur E tel que p(a) = 0.
L’extension F'/E est qualifiée de transcendante, si et seulement si, il existe au
moins un élément de F' qui est transcendant sur E. Par exemple, I’extension
R/Q est transcendante, puisque e et 7 sont transcendants sur Q.

— Soit ¢ = (;)ier, (I un ensemble quelconque d’indices) une famille quelconque
d’éléments de F'. On désigne par E(() le plus petit sous corps de F' contenant
E et la famille . La famille ¢ est alors un systéme de générateurs de E(() sur
E. Dans ce cas, il existe v € N et une famille ¢ = ({3, ...,(,) de F telle que
F = E(¢). On dit qu’une extension F'/E est de type fini ou finiment engendrée,
si F' posséde un systéme fini de générateurs par rapport & E. Une telle famille

est dite F-algébriquement dépendante, si et seulement si, il existe un polynome
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p(z1,...,x,) # 0 & coefficients dans F, tel que p((,...,¢,) = 0. Une famille qui
n’est pas E-algébriquement dépendante est dite indépendante. Il est possible
de définir des familles F-algébriquement indépendantes qui sont maximales par
rapport a l'inclusion, de telles familles ou ensembles sont appelés des bases de
transcendance de F//E. Deux bases de telle nature ont le méme cardinal, i.e.,
le méme nombre d’éléments, appelé degré de transcendance de F/E et noté
d° tr F/FE.

1.1.2 Théorie des corps différentiels
Anneaux et corps différentiels

Un corps différentiel ordinaire £ est un corps commutatif muni d’une dérivation
simple 4 & ok — k (ie., contenant une seule dérivation, dans le cas contraire, il est

dit partiel), vérifiant les régles usuelles (1.1)), pour tout a,b € k :

(

—Ek‘
d(a+b) da
g (1)

d((lb_da
| % = b+a ek

Un sous-corps différentiel C' de k dont les éléments sont des constantes, i.e.,

Ve e C, ¢ =0, est un corps de constantes.

Exemple 1. R(t) est le corps des fonctions rationnelles a variable t. Ce corps est un
corps différentiel respectant la derwatwn . Le sous-corps R des réels est un exemple

trivial de corps différentiel de constantes.

De la méme facon, un anneau différentiel est un anneau muni de la dérivation
%. Un exemple de tels anneaux est I’anneau des opérateurs différentiels linéaires a
coefficients dans k& noté k[i] Les éléments de cet anneau sont des polynomes en

llndetermlnee % de la forme (1.2), avec a; € k.

n %

Qi (1.2)

o
Cet anneau est en général non commutatif sauf dans le cas ou k est un corps de

constantes. La multiplication dans k[£] est définie par la regle (1.3).

4Dite de Leibniz
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d a
aa—aa+a Va € k (1.3)

En effet, la relation (1.3) est commutative, si et seulement si, k£ est un corps des

constantes (a = 0).

Extension de corps différentiels

Une extension de corps différentiels est la donnée de deux corps différentiels L et
K tels que :

— K est un sous-corps de L.

— La dérivation dans K est la restriction dans K de la dérivation de L.

e.g., R(e™®") /R est une extension de corps différentiels. En effet, R C R{e™*).
Propriétés :

— un élément ¢ de L est dit différentiellement algébrique sur K, s’il satisfait une
équation différentielle P(C, ¢, ¢*) = 0, ou P est un polynome a coefficients
dans K. L’extension L/K est dite différentiellement algébrique, si et seulement
si, tout élément de L est différentiellement algébrique sur K.

— Un élément a € L est dit différentiellement transcendant sur K, s’il n’est pas
différentiellement algébrique sur K. C’est a dire qu’il n’existe pas d’équation
différentielle algébrique qui peut étre satisfaite par a. L’extension L/K est
qualifiée de différentiellement transcendante, si et seulement si, il existe au
moins un élément de L qui est différentiellement transcendant sur K.

o appartenant a R{e~) est différentiellement algébrique

e.g., 'élément a = e~
sur R car il est solution de P(z) = & + ax = 0 (« est une constante).

— Soit ¢ = ((;)ier, une famille quelconque d’éléments de L. On désigne par K (()
le corps différentiel engendré par K et la famille (, i.e., le plus petit sous-
corps différentiel de L contenant K et la famille (. La famille { est alors un
systéme de générateurs de K(C) sur K. Dans ce cas, il existe v € N et une
famille ¢ = ((1,...,¢y) de L telle que L = K({). On dit qu'une extension
L/K est de type fini ou finement engendrée, si L posséde un systéme fini
de générateurs par rapport & K. Une telle famille est dite différentiellement
algébriquement dépendante, si et seulement si, il existe un polynome diffé-
rentiel P(xl,...,xv,jcl,...,x’v,xga),...,xq(,a)) # 0 a coefficients dans K, tel que
P(¢h,...,¢y) = 0. Une famille qui n’est pas différentiellement algébriquement

dépendante sur K est dite différentiellement indépendante . Il est possible de
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définir des familles K-différentiellement algébriquement indépendantes qui sont
maximales par rapport a I'inclusion. De telles familles sont appelées des bases
de transcendance différentielles de I'extension différentielle L /K. Deux bases
de telle nature ont le méme cardinal, i.e., le méme nombre d’éléments, appelé
degré de transcendance différentiel de L/K, noté d° tr diff L/K.

Proposition 1. Fliess et al. (1995)
— L’extension L/K est qualifiée de différentiellement algébrique, si et seulement
si, d° tr diff L/K = 0.

— Le degré de transcendance (non différentiel) de ’extension L/K est fini.

Matrices a coefficients dans un anneau

Définition 1.

Matrice entiére Une matrice entiere U est une matrice dont ses éléments appar-

tiennent a un anneau A.

Matrice unimodulaire Une matrice entiére U est dite unimodulaire si son inverse

est ausst une matrice entiére.

Si on prend A = R[s], et on substitue I'indéterminée s par I'opérateur %, alors
le produit a gauche (resp. a droite) par une une matrice unimodulaire correspond a
un changement de variable différentiellement inversible dans I’espace d’arrivée (resp.

sur les inconnues de I’équation différentielle).

Théoréme 1. Une matrice entiére carrée est unimodulaire si et seulement si sont

déterminant est tnversible dans [’anneau.

Dans le cas ot 'anneau A est non commutatif, la notion de déterminant n’a pas
plus de sens a cause de la non commutativité, Mehta (1989). Dans ce cas, on peut
utiliser la notion de "déterminant de Dieudonné", Dieudonné (1943), ou une notion
beaucoup plus ancienne appelée "désignant", Heyting (1927).

Néanmoins, les différentes formes matricielles, e.g., forme diagonale (Smith),
forme triangulaire (Hermite) restent valables. Ces différentes formes sont obtenues a
I’aide d’opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes rappelées ci-dessous :

— ajouter a une ligne (respectivement, a une colonne) un multiple d’une autre

ligne (resp. d’une autre colonne),
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— multiplier une ligne (resp. une colonne) par un élément inversible dans I’anneau,

— échanger deux lignes (deux colonnes).

1.1.3 Modules différentiels

Soit k£ un corps différentiel ordinaire muni de la dérivation %. Un module diffé-

rentiel sur k (ou k-module différentiel) M est un k[%£]-module gauche.

Dans un tel module, on a les propriétés suivantes :

i) Vw e M, Vr € k[4] Twe M
ii) Ywi,we € M, V7 € k:[%] m(wy + we) = Twy + TW!
iii) Yw € M,Vmy, 7o € k[%] (71 + mMo)w = mw + MW

Le k[4]-module M est qualifié¢ de gauche car les coefficients dans k de I'indéter-
d

minée 7 et ses puissances n’apparaissent qu’a gauche de n’importe quelle relation
polyndmiale.

Quoique 'anneau k’[%] est en général non commutatif, il reste un anneau princi-
pal. Par conséquent, les k[%]—modules gauches de type fini possédent des propriétés
analogues a celles des modules de type fini sur des anneaux principaux commutatifs,
Lam (2001).

Soit £ = (&;)ier une famille d’éléments d’'un k-module différentiel M. Le k-module
différentiel noté [¢] engendré par la famille £ est le plus petit sous-module différentiel
sur k de M contenant £. Si M = [¢], la famille £ est appelée systéme de générateurs du
module M. Un module différentiel M est alors dit de type fini ou finiment engendré
s’il admet un systéme fini de générateurs.

Il existe des familles linéairement différentiellement indépendantes sur k, maxi-
males par rapport a l'inclusion. Ses familles ont le méme cardinal appelé rang du
module M, noté rgM.

Un k[4]-module @ finiment engendré est dit libr, si et seulement si, il admet
une base, i.e., il existe un ensemble fini z = (21, ..., z,,,) d’éléments de ® tels que :

— tout élément w de P est k[%]— linéairement dépendant de z, i.e., w est combi-

naison linéaire de z et ses dérivées a coefficients dans k.
— les composantes de z sont k[%]—linéairement indépendantes, i.e., les compo-

santes de z ainsi que leurs dérivées sont k-linéairement indépendantes.

5Valable pour un module défini sur un anneau principal, Cohn (1985)
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Le rang d’un module libre est égal & m = card(z)

Un module différentiel 7" est dit de torsion si pour tout v € 7' il existe a € k’[%},
a # 0 tel que av = 0. Le rang d’un module de torsion est nul. Un module différentiel
ne contenant pas de sous-module de torsion est dit libre.
Propriétés :

— Un k[4]-module M finiment engendré peut s’écrire :
M=T&?d (1.4)

ou ® = M/T est le sous-module libre et T est le sous-module de torsion. Le
rang de M est par définition égal au rang de ®. Ainsi, M est de rang zéro, si et
seulement si, il est de torsion. Si par contre T' = 0, alors M est dit de torsion
libre.
— Pour un k[%]—module M finiment engendré, les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :
— M est de torsion,
— la dimension de M considéré comme un k-espace vectoriel est finie.
— Tout sous-module d’un k[%]—module finiment engendré est finiment engendré.
— Tout module quotient d'un k[£]-module finiment engendré est aussi finiment
engendré.
— Pour un k[%]—module M finiment engendré, les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :
— M est torsion libre,
— M est libre.
Ces notions sont trés importantes et permettent de reformuler les notions clas-
siques de commandabilité et d’espace commandable et non commandable, d’obser-
vabilité, etc., a 'aide de la théorie des modules différentiels qui est beaucoup plus

générale.

Remarque 1.

— L’opérateur de dérivation % est différent de l’opérateur de Laplace.

1.1.4 Définition algébrique des systémes

L’intérét fondamental du formalisme d’algébre et des modules différentiels réside

dans ce nouveau point de vue de la notion de systéme dynamique qui permet d’utiliser
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tous les outils et algorithmes de ce formalisme pour I'analyse et la commande, Fliess
(1989, 1994, 1998); Bourlés and Fliess (1984); Bourlés and Marinescu (1999).

Systéme non linéaire

Un systéme non linéaire est une extension de corps différentiels L/K finiment
engendrée, Fliess (1990a, 1989). Le corps K est appelé corps de base associé au sys-
téme, il contient les coefficients de n’importe quel systéme d’équations correspondant
au systéme L/K. Le corps L est appelé corps du systéme; il contient toutes les va-
riables et toutes les expressions algébriques qui peuvent étre construites a partir des

variables du systéme.

Entrée : Une entrée du systéme L/K est un ensemble fini u = (uq,...,u,,) de L,
tel que l'extension L/K (u) est différentiellement algébrique. Cela signifie que le sys-
téme est influencé par 'entrée, puisque que tout élément de L satisfait une équation
différentielle algébrique qui dépend (éventuellement) de 1'entrée.

Une entrée est dite indépendante si, elle est un ensemble différentiellement algé-

briquement indépendant sur K. Dans ce cas :
d° tr diff L/K = d° tr diff K(u)/K = card u=m

Puisque d° tr diff L/K (u) = 0 par définition de la notion d’entrée; u est donc

une base de transcendance différentielle de L/K.

Dynamiques : Une dynamique est un systéme L/K dont on a distingué, en géné-
ral pour des raisons liées au fonctionnement du systéme lui-méme, une entrée u

particuliére. On note une dynamique sous la forme L/K (u).

Sortie : Une sortie d'un systéme L/K ou d’'une dynamique L/K (u) est un ensemble
fini y = (y1,...,yp) de L. Contrairement a la notion d’entrée, la notion de sortie est
plus générale puisque toute famille finie de L peut étre considérée comme sortie. En
pratique ce sont les raisons liées au fonctionnement du systéme ou au probléme de

commande qui déterminent le choix de la sortie.

Etat et réalisation : Comme l'extension L/K est finiment engendrée et comme tout
choix d’entrée u de L/K, l'extension L/K (u) est différentiellement algébrique, 1'ex-

tension différentielle L/K (u) posséde un degré de transcendance (non différentiel)
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fini. Cela conduit a la définition de la notion d’état : un état de la dynamique L/K (u)
est une base de transcendance x = (z1, ..., x,) de extension L/K(u).

La dimension d’un état correspondant a ’entrée u est n = d° tr L/ K (u). Puisque
on pouvait considérer plusieurs choix de l’entrée, la dimension de I'état peut étre
différente. L’entier d° tr diff L/K représente le nombre de fonctions du temps qu’il
faut choisir pour "déterminer" un systéme d’équations différentielles sous-déterminé.
Pour une entrée u, U'entier d° tr L/ K (u) correspond au nombre de conditions initiales
nécessaires pour intégrer le systéme d’équations différentielles lorsque la fonction
t — u(t) est connue ou imposée.

Puisque x est une base de transcendance de l'extension L/K(u), tout élément
w de L est algébrique sur K(ui, ..., Uy )(x1,...,x,) et satisfait donc une équation

algébrique a coefficients dans K (uy, ..., uy,) (21, ..., x,), de la forme :

Pw, x1, ooy Ty Uty ooy Uy, ugl), u) =0 (1.5)

En particulier les composantes de la dérivée de x et de y vérifient :

Fy(&;, &, u,t, ..., u®)) =0 i=1,....n
{ ( ) (1.6

H;(y;, z, u, u, enu®y =0 j=1,...p

ou les F; et les H; sont des polynomes a coefficients dans K.

L’équation (1.6) joue le role d'une représentation par variables d’état généralisée.

Exemple 2. Fliess et al. (1995) Soit k =R, L/K est l’extension de corps différen-
tiels engendrée par les quatre inconnues x1,xs,x3, x4 reliées par les deuxr équations

différentielles suivantes :

. pa 0
e (1.7
To + (.Tl + I3I4)LL’4 =0

On a d° tr diff L/K = 2 : il est égal au nombre d’inconnues moins le nombre

d’équations.
En posant uy = w3 et uy = &4, Uextension L/K est différentiellement algébrique

ayant pour représentation :

$'1 = _'U/llLQ
Ty = — (21 + U174) 24 (1.8)

:'c4:u2
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La dimension de la cette dynamique est 3 et (xq1,x9,x4) est ['état généralisé. Cette

dimension sera €gale a 5 si on pose uy = I3 et ug = 4. En effet, en posant i, = x5

on obtient : )
T1 = —ujly
Z‘EQ = —(.’E1 + u1x4)x4
jﬁ'g = Ty (19)
j34 = U3
1'5 = Uy

\

Remarque 2. Ce qui précéde n’est pas limité aux équations différentielles polyno-
miales. En effet, la plupart des équations non polynomiales usuelles (cos, sin, erp,
log,...) satisfont des équations différentielles polynomiales comme le montre [’exemple

sutvant :

Exemple 3. Soit la dynamique du pendule simple décrite par l’équation différen-
tielle :

i+ w?sin(z) = 0

qui n’est pas a priori une équation différentielle polynomiale. Il est noté que y =

sin(x) est une solution de l’équation différentielle polynomiale suivante :

P22+ P = i
Un procédure d’élimination directe montre que x satisfait I’équation différentielle
polynémiale :

(2?2 + (i) = w'i?

1.1.5 Systéme linéaire

Les corps différentiels sont beaucoup plus généraux pour les systémes linéaires ol
les modules différentiels sont beaucoup plus appropriés. Un systéme linéaire est par
définition un k[%4]-module gauche finiment engendré A, Fliess (1990b). Une dyna-
mique linéaire avec une entrée u = (uy, ..., U, ) est un systéme linéaire A qui contient
u, tel que le module quotient A/[u] est de torsion, Fliess (1990b). L’entrée u est
considérée indépendante, i.e., le sous-module [u] est libre et de rang m. Le rang de
A est alors égal a m.

Il existe alors une suite exacte, voir par exemple Lang (1993) définie par :

0—N—® — A—0



16 Rappels théoriques

ou, le module libre N qui est quelques fois appelé le module de relations doit étre

vu comme étant un ensemble d’équations définissant A.

Exemple 4. Soit le systéeme d’équations linéaires suivant :

o
> ajw; =0 (1.10)
j=1
0t a;; € k[%], i = 1,..,v. Les inconnues sont wy,...,w,. Soient ® le sous-module
libre engendré par fi,..., f, et N C @ le sous-module engendré par 25:1 a;jfj. Le
module A correspondant o (1.10) est alors A = ®/N.

1.1.6 Systéme linéaire tangent ou variationnel

A une extension de corps différentiels L/K finiment engendrée est associée une
application dp i : L — Qp/k appelée différentielle de Kdhler ou 7,k est un L[%]—

module gauche finiment engendré, telle que :

Vael dyx (%) = %(dL/Ka)
Vabe L dpg(a+bd)=dyxa+dykb
dp/k(ab) =bdyka+ady kb

Vee K dpgec=0

Les éléments de K se comportent comme des constantes par rapport a dp, k.

Le modéle tangent ou variationnel associé au systéme L/K est le L[%£]-module
gauche /. Aux dynamiques L/K (u) sont associées les dynamiques variationnelles
QK avec les entrées variationnelles dp xu = (dr/gu1, ..., A K Um)-

L’opérateur de Kdihler permet entre autres de ramener plusieurs propriétés de

I'extension L/K au cadre de la théorie des modules de €y k-

Proposition 2. Johnson (1969) Soit L/ K une extension différentielle finiment en-
gendrée. Les éléments (21, 22, .., 25) de L forment une famille K-algébriquement in-

dépendante (respectivement, différentiellement K-algébriquement indépendante), si et

seulement si, les éléments (dL/Kzl, dr/k 22, - dL/Kzs) forment une famille L-linéairement

indépendante (respectivement, différentiellement L-linéairement dépendante) de Q.

Plusieurs propriétés structurelles découlent de ces notions, notamment les pro-
priétés de platitude, d’inversion, d’observabilité, de découplage et linéarisation, etc.

Une présentation plus détaillée est donnée dans Richard (1990), ch. 6.
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1.2 Platitude différentielle - Systémes plats

Le concept de systéme (différentiellement) plat a vu le jour au début des années
90, Fliess et al. (1992), Martin (1992). Il se référe a existence de sorties plates ou
linéarisantes qui résument les dynamiques du systéme non linéaire, i.e., toutes les
variables du systémes peuvent étre exprimées en fonction des sorties plates et d'un
nombre fini de leurs dérivées sans avoir a intégrer aucune équation différentielle.
Elle est étroitement liée a 'aptitude a linéariser un systéme non linéaire par un choix
judicieux d’un bouclage dynamique endogéne. Elle permet d’avoir une bijection entre
les trajectoires de l'espace de la sortie plate et les trajectoires de l'espace d’état,
les trajectoires peuvent ainsi étre planifiées dans I'espace de la sortie plate et puis
projetées dans I’espace d’état avec une relation algébrique. Dans la pratique, plusieurs
classes de systémes : mécaniques, chimiques et électriques sont plats et les sorties
plates ont souvent une interprétation physique et énergétique. Cet aspect conjugué
avec le caractére énergétique de la méthodologie bond graph constitue la motivation

principale de ce sujet de thése.

1.2.1 Exemple introductif

Soit le véhicule non holonome de la figure 1.1 emprunté de la référence, Lévine
(2004a). On note (z,y) les coordonnées du point milieu de l'essieu arriére, et [ la
distance entre le point milieu de I'essieu avant et arriére. 8 est I’angle entre ’axe du
véhicule et 'axe Ox, ¢ 'angle de braquage des roues et u la vitesse de déplacement
longitudinal. Les conditions de roulement sans glissement permettent d’aboutir au
modéle cinématique (1.11).

Fi1aG. 1.1 — Véhicule non holonome en mouvement plan
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T=u
y = usin(6) (1.11)
0

Le choix de variables y; = x et y» = y permet d’obtenir la paramétrisation diffé-

rentielle (1.12) apres un certain nombre d’opérations de dérivation et de substitution.

p
r =1
Y=1Y2

0 = arctan(2)
v (1.12)

=9+

i
Y= arctcm[w]
\ Ui+u3

Les variables y; = x et yo = y sont dites des sorties plates (ou des sorties linéari-

santes).

1.2.2 Définition de la platitude

Sans perte de généralité, on considére un systéme non linéaire régi par la repré-

sentation par variables d’état (1.13).

avec:x € R™,u € R™,z € RP, et f est un champ de vecteur analytique de dimension
appropriée et h est une fonction analytique.
Le systéme (1.13) est dit différentiellement plat ou simplement plat, s’il existe

une famille d’éléments y = (y1, .., Ym) donnée par :
y = Mz, u,0,u®, ..., u) (1.14)
telle que les vecteurs x, u et z peuvent s’écrire sous la forme :

=y, v,y?,...,y")
¢(y7 y7 y(2)7 "'7y(k;+1)> (1.15)
w(y’ y? y(2)7 "'7y(k))

u

z

Ainsi, si 'on impose une trajectoire de référence arbitraire a une telle sortie y,

on peut déduire de (1.15) les trajectoires correspondantes de toutes les variables du
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systéme x et u, sans avoir & intégrer les équations différentielles du systéme. C’est
cette derniére propriété qui permet d’apporter une solution particuliérement simple
au probléme de la planification de trajectoires, Fliess et al. (1995), Rouchon et al.
(1998).

Remarque 3. Les sorties plates ne sont pas toujours définies pour toutes valeurs de
[’état. Un systéme peut étre plat que sur un ouvert. Réciproquement, l’expression de

l’état en fonction des sorties plates et de leurs dérivées peut n’étre que locale.

1.2.3 Propriétés de la platitude

— La définition ci-dessus n’est pas restreinte aux représentations par variables

d’état explicites, mais a toute représentation par variables d’état de la forme :
Oz, i, .., 2™ u,a, .., u™) =0

— Mutatis mutandis pour les systémes a événements discrets en remplagant la
dérivation par une avance.

— $-platitude : quand y dépends de u, 1, .., u(®.

— Le nombre de sorties plates est égal au nombre d’entrées, (les entrées sont
considérées indépendantes).

— Les sorties plates ne sont pas uniques. En effet, toute fonction £ = ¥(y) est
aussi une sortie plate, avec 1) inversible.

— Commande en boucle ouverte : pour une trajectoire donnée (désirée) y*(¢), il
correspond une loi de commande u(t) = ¢(y*(t), v*(t), ..., y* ¥+ (¢)). La trajec-
toire y*(t) doit étre au mois (k + 1) fois dérivable.

— Dérivée de la commande : on suppose que y = \(x, u, %), en posant v = @ et en
augmentant x par u, i.e., X = [z!, u]’ conduit & ®(X, X, v) = 0 et y = A\(X, ).

— Commande en boucle fermée : en posant u = ¢(y,g),...,y(k),v), avec v la
nouvelle entrée de commande, conduit a un systéme découplé de la forme
Y+ — .

— Stabilisation : on pose v = y** ) 4 ¥k k(@ — y@D) avec K(s) = sk +
Yk kis' Hurwitz.

— Implémentation : en pratique, un observateur est nécessaire en boucle fermée.

— Commande linéaire par platitude :
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Observateur

F1G. 1.2 — Schéma de commande en boucle fermée d’un systéme plat

— la premiére étape est la génération d’une trajectoire en boucle ouverte :
y*(t) = (a(t), u (1), 2" (1)) ;
— la linéarisation du modéle autour de cette trajectoire conduit a :
di = A(t)ox + B(t)du
dy = C(t)ox + D(t)du

avec dx =x* —x, 0u=u"—uet oz =2" — z;

— ¢élaboration d'une commande de la forme u(t) = ¥(z*(t), 2*(t), ..., 2"k (¢)) -
oul(t);
— enfin, pour la stabilisation, on pose : du(t) = K(p,t)dy(t).

1.2.4 Commandabilité et platitude

Dans le cadre analytique de la géométrie différentielle, on utilise souvent la notion
d’accessibilité forte, d’'une dynamique de la forme & = f(x,u). En revanche, dans le
cadre algébrique, cette notion regoit une définition beaucoup plus générale qui ne
fait aucune distinction entre les variables : un systéme L/K est dit commandable
ou fortement accessible, si et seulement si, le systéme tangent (variationnel) est
commandable, i.e., le module Q /k est libre, Fliess et al. (1995).

Par ailleurs, la commandabilité est étroitement liée a la notion de platitude.
En effet, dans Fliess et al. (1995), il est montré qu’un systéme plat est toujours
commandable, par contre I'inverse est faux.

Dans le cas linéaire, un systéme linéaire A est dit commandable, si et seulement
si, le module A est libre, Fliess (1990b). Toute base z de A peut étre considérée
comme une sortie fictive, appelée sortie plate.

Pour un modéle linéaire de la forme (1.16) dite de Kalman :

& = Ax + Bu (1.16)
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ou A€ K™ et Be K™™ ilsuit de Fliess (1990b) que (1.16)) est commandable, i.e.
rg[B (A—s)B, ....,(A—5)""'B] = n, si et seulement si, le module correspondant A est
libre. Le sous-module de torsion 7" correspond alors au sous-espace non commandable
de Kalman.

Il existe alors un changement de coordonnées et un bouclage par retour d’état
statique qui permet de transformer le systéme (1.16) a la fameuse forme canonique

de Brunowvsky, i.e.,

257 = Uy
2y = Up,

ou les v;,7 = 1,...,m sont les variables de commande et les v;,7 = 1,...,m sont les
indices de commandabilité ou de Kronecker.
L’ensemble z = (z1, ..., z,,,) est le vecteur de sorties plates. Il est alors possible

d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2. Fliess et al. (1995) Un systéme linéaire est plat, si et seulement si, il

est commandable.

1.2.5 Quelques résultats connus sur la platitude

Plusieurs formalismes ont été introduits pour étudier la propriété de platitude.
On retrouve les approches basées sur la théorie d’algebre différentielle, Fliess et al.
(1995), E. Fossas and Palau (1998), E. Aranda-Bricaire and Pomet (1995) et Jakubczyk
(1993). Les approches basées sur la théorie de la géométrie différentielle de dimen-
sion finie, Charlet et al. (1991), Shadwick (1990) et Sluis (1993). Enfin, les approches
basées sur la théorie de la géométrie différentielle de dimension infinie des jets |,
Fliess et al. (1999),

van Nieuwstadt et al. (1998), Pomet (1993), da Silva and Filho (2001). Ces résultats

sont rappelés ci-dessous.

Méthodes algébriques

Un systéme non linéaire L/ K est dit différentiellement plat, s’il existe une famille
y = (y1, ..., Ym) d’éléments K-algébriquement indépendants d’un corps différentiel

L, extension algébrique de L, telle que I'extension L/(y) soit (non différentiellement
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algébrique), Richard (1990) et Fliess et al. (1995) pour plus de détail. Malheureuse-
ment, il n’existe pas d’algorithme basé sur cette définition permettant de calculer les
sorties plates.

Une autre maniére de procéder consiste a exploiter la notion de modéle tangent
ou variationnel. Cette méthode est présentée dans E. Fossas and Palau (1998). Elle
permet de calculer :

— La sortie plate d’un systéme non linéaire mono-entrée.

e sorties plate d’un systéme multi-entrée a condition que les m — 1

— La m¢
sorties plates sont déja connues.

Soit un systéme non linéaire de la forme :
T = f(x,u) (1.17)

ou z € R" et u € R. On suppose que (1.17) est commandable. Le systéme tangent
qui lui est associé est : 9 3

dx fd + == f
" Oz 8u

Alors, la base du module correspondant noté €2 contient un seul élément w.

(1.18)

En exploitant la propriété de I'équivalence entre la linéarisation par bouclage

statique et dynamique Charlet et al. (1991), une condition de platitude est obtenue.

Proposition 3. E. Fossas and Palau (1998) Le systéme (1.17) est linéarisable par
bouclage statique, si et seulement si, le module Q caractérisant (1.18) est engendré

par une seule 1-forme qui est intégrable.

w € €1, donc :

d
dt)du

Par ailleurs, il a été prouvé dans la méme référence que p(%) = 0. En utilisant

w = Cdz + p(

alors la condition de linéarisation exacte par bouclage statique (degré relatif égal a
n), le vecteur C vérifie le systéme d’équations algébriques suivant :

oOF d \"oF
O(%—£1> %_0, Vk=0,..,n—2 (1.19)

Apreés intégration, on obtient la sortie plate telle que dy = w. Le vecteur C joue le
role de facteur intégrant.

On suppose maintenant que u € R? et que la premiére sortie plate est connue
(y1 par exemple). Pour obtenir la deuxiéme sortie plate, on effectue un quotient de

modules. Soit le module :
= Q/{dy,) (1.20)
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On se réduit alors a un systéme mono-entrée pour lequel il est possible d’appliquer

I’algorithme précédent pour obtenir la deuxiéme base w,. Par conséquent, les bases

de €2 sont :
{ wy = dy (1.21)

Wy = Wy —|—p(%)dy1

p(%) est choisie de telle sorte que wy soit intégrable.

Cette procédure peut étre généralisée facilement au cas de m — 1 entrées.

Exemple 5. Soit le systeme non linéaire définie par les équations :

jfl = Uy
Zj?g = U2
I"g = U1U2

Le systeme tangent qui lui est associé est le K[%]—module Q définit par les générateurs

{dxy,dxsy, dxg, duy, dus} et les relations :

d.ﬁtl = du1
d./tQ = dU2

d[tg, = UQdUl + uldu2

On peut remarquer que dx, est l'un des générateurs du module libre. On considére

alors le module quotient )y = %. La représentation par variables d’état de ) est :

Ty = Us
ii?g = Uldﬁg
La base de €y est donnée par wy = uidis — dTs, d’ou :
d
wy = uydug — drs + p(—=)dry

dt

ot p(L) € K[L]. Pour que wy soit K-intégrable, il suffit de choisir p(L) = oL

Dans ce cas :

Wo = d:rl
Wo = UldIQ — dl’g + ZEQdUl

Y1 =T
Yo = U1T2 — T3

et les sorties plates sont :
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Méthodes basées sur la théorie de la géomeétrie différentielle

Plusieurs contributions a I’étude de la problématique de la platitude ont été ap-
portées en utilisant ce formalisme. Nous ne présentons ici qu’'un résumé des différents
résultats obtenus.

— Systémes non linéaires affines par rapport aux entrées :

— 1 entrée : équivalence entre la linéarisation statique et dynamique, Charlet et al.
(1989, 1991) ;

— (n—1) entrées + commandabilité au 1°" ordre : toujours plat, Charlet et al.
(1989) ;

— 2 entrées et 4 états, Pomet (1997).

— Systémes sans dérive :

— 2 entrées : rang du drapeau de 'algébre de Lie, Martin and Rouchon (1994) ;
— (n—2) entrées : toujours plat si commandable, Martin and Rouchon (1995).
— Non affine par rapport aux entrées : (n — 1) entrées, Martin (1993).

— Condition nécessaire : variété réglée, Sluis (1993), Fliess et al. (1995).

Résultats récents

Les résultats les plus récents traitant de la problématique d’identification des
sorties plates ont été présentés dans Lévine and Nguyen (2003) pour le cas linéaire.
L’approche présentée consiste en 1’élimination des entrées puis la caractérisation de
toutes les transformations exprimant les variables du systéme linéaire en termes de
la sortie plate et de ses dérivées. Ces transformations sont appelées matrices de
définition et considérées comme étant les noyaux de matrices polynomiales. Une
version simplifiée de cette méthode est présenté ci-dessous :

Soit le systéme linéaire commandable décrit par :

A(s)r = Bu
d

dt’
Elimination des entrées : 3C € My« (n—m), avec rg C'=n —m, tel que CTB =0.

avec s = £ dim x = n, dim u = m et rg[A(s), B] = n pour tout s € C.

Si y est le vecteur de sorties plates, alors :

d’ou la caractérisation :
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posons P(s) = Uy(s)Py(s), avec Us(s) solution de CTA(s)Us(s) = 0, et Py(s) une
matrice unimodulaire arbitraire. Par conséquent :

P(s) = Uy(s)Py(s) et x = Usy(s)Py(s)y
Exemple 6. Lévine and Nguyen (2005) Soit le dispositif table-base représenté, figure
et dont la représentation par variables d’état est donnée par l’équation (1.22), avec
u=F.

F M
§ k ’:?:‘
s | [ x
Y E—w —T

F1G. 1.3 — Dispositif table-base

{ M =u (1.22)

MBiB = —Uu — k.l’B —Tr.xrB
S0t :
M s? 0 T 1
) = u
0 Mgs®+rs+k Tp -1

Ona:CT=[1 1] et CTA(s) = [Ms®* Mps*+rs+k|
On cherche Us(s) = [u1(s) pa(s)]? solution de :

Ms?u1(s) + (Mps® +1s + k)pa(s) =0

d’ol : iy (s) = %82 +rs+1let pa(s) = —%52
soit :
MB 2 M

’
= | — —_— 1 :——2
x (k8+/€8+ )y B 5

Une extension au cas non linéaire a été présentée dans Lévine (2004b). Dans cette
contribution, une caractérisation de systémes différentiellement plats non linéaires
donnés par une représentation par variables d’état implicite, ou les variables d’entrée
sont éliminées, a été présentée. Les isomorphismes de Lie-Bdicklund associés & un
systéme plat appelés trivialisations sont localement caractérisés en termes de matrices

polynomiales. Une condition nécessaire et suffisante consiste dans la fermeture de
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I'idéal différentiel des formes différentielles engendrées par les différentielles de toutes
les trivialisations possibles.

Soit le systéme non linéaire :
F(z,2) =0 (1.23)

Le linéarisé tangent en un point quelconque (x,%) d’une courbe intégrale est
donné par :
Foi(s)de = (=—s+ =—)dr =0 (1.24)
T x

ou dx est la différentielle de Kdhler associée & . On suppose que rang F, ;(s) = n—m
pour tout s € C et pour tout (x,#) dans un ouvert dense. La matrice F} ;(s) est une
matrice polynomiale de s a coefficients dépendant du temps, donc sur un corps non
commutatif : s.(ts) = s + ts* alors que (ts).s = ts*
On a alors : do = P(s)dy i.e., F, ;(s)P(s) = 0.
La forme de Smith de F, ;(s) est définie par :
V(8)Fe(s)U(s) = (A(s) | 0)
On posant P(s) = U(s)P(s) = (U(s) | Ua(s))(Py(s) | Pa(s))T), on obtient :
Fyua(s)(Ur(s) Pi(s) + Us(s) Pa(s)) = A(s)Pi(s) = 0
Ce qui implique Py(s) = 0, par conséquent :
P(s) = myU(s)Py(s)
avec Ty est tel que mU(s) = Us(s). Alors :
dr = U (s) Py(s)dy
la matrice Py(s) joue le role d’un facteur intégrant.

Exemple 7. Considérons le véhicule non holonome de la figure 1.1,

T = ucosf
y = usind (1.25)
g = Ttange

Apres élimination des entrées u et ¢ on trouve :
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xsinf — ycosh = 0

Le linéarisé tangent est :

dx
( sinf s —cos s xcosf — ysinf ) dy | =0
de
et sa forme de Smith :
0 0 1
0 1 0
cosb sinb
Zcosd—ysind Ecosf—ysind §
d’ou le systeme de Pfaff :
dx 0 0 1 y
a | =10 | 0 ( dyl
cosf sinb Y2
de 1 Ecosf—ysind Ecosf—ysind

qui est trivialement intégrable :

U1
rT=1Ys, y=1y ,0=arctang (—)
Y2

Conclusion

Aprés cette synthése sur les systémes plats, on peut conclure que le probléme
lié principalement & l'identification des sorties plates est un probléme difficile et ne
semble pas étre résolu complétement. Il est alors intéressant et utile d’étudier cette
problématique sur des modéles bond graphs.

Deux raisons principales motivent cette démarche, la premiére réside dans le fait
que les sorties plates ont souvent une signification physique et énergétique comme
nous ’avons déja mentionné précédemment qui s’accorde bien avec la méthodologie
bond graph qui est basée sur la notion de puissance et d’énergie. La deuxiéme raison
est d’apporter un certain sens physique a la théorie algébrique qui semble & premiére
vue abstraite aux ingénieurs automaticiens.

La démarche retenue pour atteindre cet objectif est 1'utilisation de la théorie
d’algébre et de modules différentiels. Ce choix s’explique par le fait que beaucoup de

résultats théoriques d’analyse de modéles bond graphs disponibles dans la littérature
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sont basés principalement sur la théorie algébrique qui se préte bien aux bond graphs.
Notre premier objectif est désormais de proposer ou d’adapter des méthodes d’analyse
de la platitude et de calcul de la paramétrisation différentielle directement sur des
modeles bond graphs. Pour résoudre ce probléme, nous avons introduit la notion

d’anneau bond graph non commutatif qui fera I’'objet du chapitre suivant.



Chapitre 2

Les anneaux bond graphs non

commutatifs

«Douter de tout ou tout croire, ce sont deuz solutions également commodes qui,

l"une et autre, nous dispensent de réfléchiry

Henri Poincaré
L’outil bond graph (BG) fondé par Paynter, Paynter (1961) et formalisé par Karnopp
et Rosenberg, Karnopp and Rosenberg (1975) et Breedveld, Breedveld (1984) est
un langage graphique de modélisation des systémes dynamiques. Un rappel sur les
propriétés de base de la méthodologie BG est proposé en annexe A.1.

Malgré la littérature abondante utilisant ce formalisme pour la modélisation de
systémes continus, peu de travaux s’intéressent a son utilisation pour 'analyse et la
commande.

Dans le cas linéaire, un certain nombre de résultats existent, citons notamment les
résultats relatifs a 'analyse des propriétés structurelles comme la commandabilité et
I'observabilité, Sueur and Dauphin-Tanguy (1989) et Dauphin-Tanguy et al. (1999),
le découplage, Bertrand et al. (2001) et enfin le rejet de perturbation, Arib et al.
(1999). En revanche dans le cas non linéaire, il existe peu de résultats, on peut citer
a titre d’exemple, 'analyse directe sur le modéle BG de la stabilité interne, Junco
(1993), la syntheése directe des lois de commande a partir du modéle BG, Junco
(2001a).

Pour pouvoir intégrer de nouvelles techniques de commande non linéaires avancée
comme la platitude, la linéarisation exacte, la passivité, etc. sur des modéles BGs, il

est nécessaire de définir de nouveaux outils et régles graphiques permettant de tenir

29
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compte de la complexité mathématique rencontrée dans ce types de modéles.

2.1 Quelques rappels sur la théorie BG classique

La structure causale du BG offre des caractéristiques intéressantes dues a ’ana-
lyse causale. Parmi ces caractéristiques on peut citer les notions de chemins causaux
et de boucles causales, trés utiles pour le calcul des fonctions de transfert, le cal-
cul du polynéme caractéristique, Dauphin-Tanguy (2000), le placement de poles,
Rahmani et al. (1994b) et enfin le calcul des matrices de commandabilité et d’ob-
servabilité, Rahmani et al. (1992). La deuxiéme caractéristique importante est la
notion de causalité dérivée et de dualisation des sources et des détecteurs. Cette no-
tion permet entre autres d’effectuer les tests de commandabilité et d’observabilité,
Sueur and Dauphin-Tanguy (1989). Enfin, la notion de bicausalité, Gawthrop (1995)
permet de retrouver les modéles inverses qui sont exploités pour le calcul des lois de

commande ou l'identification des paramétres du systéme.

2.1.1 Chemin causal

Définition 2. Un chemin causal est une alternance de liens et d’éléments de base
appelés noeuds, telle que :

— tous les noeuds de la séquence ont une causalité complete et correcte,

— deuzx liens du chemin causal ont en un méme noeud des orientations causales

opposées (sauf lorsque le chemin causal rencontre un élément GY).

Un chemin causal est dit simple s’il est parcouru en suivant toujours la méme
variable. Il est dit mizte s’il faut changer de variable lors du parcours. C’est le cas
en présence d’un élément GY (gyrateur). Il est qualifié d’indirect lorsque il passe par

des éléments I,C' et R.

Le gain d’'un chemin causal T; se définit comme étant la fonction liant la variable
d’entrée de I’élément formant 'extrémité du chemin a la variable de sortie de 1’élé-
ment correspondant a l’origine du chemin. Dans le cas linéaire stationnaire, il a pour

expression :

T, = (~1)o ) TTmo)* TT ) [ o (2.1)

i J
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avec :

— ng et ny : nombre de changements d’orientations aux jonctions 0 (respective-
ment 1) quand on suit la variable flux (respectivement effort),

— m; : module de 'élément T'F; (transformateur) traversé avec k; = +1 ou —1
selon la causalité appliquée,

— r; : module de I’élément GY; (gyrateur) traversé avec [; = +1 ou —1 selon la
causalité appliquée,

— e : transmittances des éléments R, [ et C' traversés.

Définition 3.

a. Dans un BG ne comportant que des éléments en causalité intégrale, la longueur [
d’un chemin causal allant d’un élément de l’ensemble {Se,Sf, R,C, 1} vers un élé-
ment de l’ensemble {De, Df, R,C, I} est égale au nombre d’éléments I et C' traversés
+1 si le point d’arrivée est un élément I ou C.

b. Dans un BG en causalité intégrale préférentielle comportant des éléments I et C
en causalité intégrale et dérivée, la longueur généralisée |, d’un chemin causal est
définie par :

l, =nombre(I et C' en causalité intégrale)-nombre(I et C en causalité dérivée)+1 si

le point d’arrivée est un élément I ou C en causalité intégrale.

2.1.2 Boucle causale

Définition 4. Une boucle causale est un chemin causal fermé entre deux éléments
de ’ensemble (R, C, I) partant de la sortie d’un port et revenant a l’entrée de celui-ci

sans parcourir le méme lien dans la méme direction plus d’une fois.

Dans le cas linéaire stationnaire, le gain d'une boucle causale a pour expression :
By = (=)t T [(ma)™ [ [ [ ] 92 (2.2)

% 7 e
Les différents entiers ng, ni, k;, ; et gains m;, r;, g. sont définis comme précédem-

ment.

Définition 5. L’ordre n d’un modele BG est égal au nombre d’éléments I et C' en

causalité intégrale quand la causalité intégrale préférentielle est assignée au modele

BaG.

Ce dernier représente le nombre d’états ou de conditions initiales nécessaires pour

intégrer le systéme d’équations différentielles décrivant les dynamiques du systéme.
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Exemple 8. Soit le BG de la figure |2.1. Le chemin causal w — y est indirect et

mixte. Son gain a pour erpression :

11k
LsJs LJs2

T = (—1)rotm

avec ng = ny = 0. Sa longueur est égale a 2 car pour le parcourir, on doit traverser
deur éléments dynamiques en causalité intégrale.

Le gain de la boucle causale formée par les deux éléments dynamiques I : L et
1 :J a pour expression :
11 k2

B=(=1)0tmp2 —_ — — _
(=1) LsJs LJs?

avec ng =0 et n; = 1. Elle est aussi de longueur 2.

I:L [:J

L.

SEu l1} GY | 1| Df:y

Fi1a. 2.1 — Exemple d’'un chemin causal et d'une boucle causale

2.1.3 Représentations par variables d’état issues d’un modéle
BG

Un modéle BG est composé d’éléments de base, associés a des ports, I, C' (sto-
ckage d’énergie), R (dissipation d’énergie), MSe, MSf,Se,Sf (sources). Des élé-
ments 0,1 (jonctions), MTF,TF (transformateurs) et MGY,GY (gyrateurs) com-
posent la structure de jonction, qui échange I’énergie entre les différentes parties du
systéme dynamique et qui doit assurer la conservation d’énergie. La représentation
vectorielle d’'un modéle BG est illustrée, figure 2.2 et est représentée par ’équation
de jonction (2.3)). Le vecteur de sortie n’est pas pris en compte a priori dans cette

représentation vectorielle.

Zi
T S11 Sz Sis Su .

Tq
Zd = Sa1 S22 Sz Su D (2'3)
Din Ss1 S Ssz S



2.1 Quelques rappels sur la théorie BG classique 33

Sources
MSe, MS f

Se, S f
u
xX; D
Stockage |z St}ructu're = Dissipatio
i de jonction
I’C d 0,1, TF,GY Dot R
o—2d | MTF MGY

F1G. 2.2 — Représentation vectorielle d’'un modéle BG

Le vecteur d’état x; est composé des variables d’énergie p sur des éléments (7
) et g sur des éléments (C) en causalité intégrale, x4 est le vecteur des variables
associées aux éléments (I et C) en causalité dérivée, z; et z4 sont leurs vecteurs
d’état complémentaires (f sur I et e sur C) respectivement. D, et D,,, regroupent
les efforts et les flux respectivement entrants et sortants des éléments de dissipation
R.

S;; sont des matrices de dimensions appropriées dont les éléments sont dérivés
des jonctions 0 et 1 et des gains des transformateurs et des gyrateurs.

Les matrices Si; et Ss3 sont des matrices anti-symétriques, d’out les relations

simplificatrices regroupées dans ’équation (2.4).

Sn=—55 (2.4)
S33 = —S33

La dualité entre l'effort et le flux de la représentation BG permet d’avoir les

relations simplificatrices décrites par I’équation (2.5).

S = =51, (2.5)
Sg1 = =513

Des lois élémentaires sont associées aux éléments BGs (R, I et C'), appelées lois

constitutives, exprimées par I’équation (2.6a) dans le cas non linéaire,

Dout = ¢L(Dzn)

Zd = <Z5Fd (CCd)
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et par I’équation (2.6b)) dans le cas linéaire.

Dout = LDm
Zd = Fde‘d

Hypothéses simplificatrices

— Deux éléments I et C' en causalité dérivée ne sont pas causalement liés (il
n’existe pas de chemin causal entre eux), i.e., Sy» = 0. Autrement, il suffit
d’inverser la causalité le long du chemin causal pour leur conférer une causalité
intégrale.

— Un élément R linéaire ne peut pas étre relié a un élément dynamique I ou C' en
causalité dérivée, i.e., So3 = 0. En effet, il suffit d’inverser la causalité le long du
chemin causal pour attribuer une causalité intégrale a cet élément dynamique,
Karnopp and Rosenberg (1975). La dualité effort flux de I’approche BG permet

de considérer Sz, = 0.

Représentation par variables d’état explicites - Cas non linéaire

Lorsque des modéles BGs sans élément en causalité dérivée sont considérés, les
matrices Si4 et Soy deviennent nulles et ’équation (2.3) se réduit a la forme (2.7).

t; = S112; + S13Dous + S
{x 112 + 091300yt + S14U (2.7)

Dy, = Ss12; + S33D s + Sz4u
En remplagant par les expressions des lois constitutives des éléments, I’équation
(2.7) s’écrit :
&; = S11¢r(2;) + S130L(Din) + Siau (2.82)
Din, = S310p(2;) + Ss301(Din) + Ssau (2.8b)
Si D;, peut étre obtenu de I'équation (2.8b) en fonction de z; et u, alors dans ce

cas une représentation d’état explicite est possible. i.e.,
Diy = ép(xi,u) (2.9)

En remplagant dans I’équation (2.8a), on obtient la représentation par variable

d’état (2.10).
T, = S11¢F(ZL‘Z) + 513¢L[¢D($i7u)] + S1au <210)

L’équation (2.10) représente bien un modéle non linéaire explicite de la forme
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Remarque 4. Si le champs de dissipation est linéaire alors l’équation (2.9) s’écrit :

Dy = (I — Ss3L) ™" [Ss10p (;) + Ssyu]

et ’équation (2.10) devient :

@y =[S + Si3L(I — Ss3L) 'Sl (w:) + [S1a + Stz L(I — S33L) ' Ssalu (2.11)

L’équation (2.11) représente un modéle non linéaire explicite affine en entrée de

la forme :

& = f(zi) + G(x)u

Dans le cas ou les éléments dynamiques sont linéaires, i.e., le champs de vecteur

oF,(x;) est linéaire, on obtient un modéle affine en entrée et en état, i.e., de la forme :
t; = A(z;)x; + B(z)u

Cette forme est particulierement intéressante pour la détermination du rang struc-
turel de la matrice A(x;) en utilisant le concept de causalité dérivée, proposé dans la

référence Fossard and Normand-Cyrot (1993), ch. 2.

Représentation par variables d’état implicites - Cas non linéaire

Si D;, ne peut pas étre obtenu a partir de I’équation (2.8b) en fonction de x;
et u, une représentation par variables d’état implicite ou généralisée peut alors étre
déduite. En notant 6 = D,,, I’équation s’écrit :

{ & = F(x:,0,u) (2.12)

0= g(.Z'Z,G,U)

Les systémes décrits par 1'équation (2.12) sont appelés systémes non linéaires
descripteurs ou généralisés.

Le méme cas de figure se présente quand des éléments en causalité dérivée sub-
sistent aprés I'application de la procédure d’affectation de causalité intégrale préfé-
rentielle. La structure de jonction est alors caractérisée par 1’équation (2.3). Si on
envisage que les éléments en causalité dérivée ne sont pas liés aux sources (S33 = 0)
et en tenant compte des hypothéses simplificatrices, alors ’équation se réduit

a:
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Ty = Snz;i + S12%a + S13Dout + S14u
za = S21%; (2.13)
Diy = S312; + S33Dous + Szau

Sans perte de généralité, on peut supposer que So; est une matrice a coefficients

constants. De la 3°™¢ relation de I’équation il vient :
T4 = b, (2a)

En dérivant cette derniére relation par rapport au temps, on obtient :

_ 8¢}; (24) Sy 0¢r,(z;)

e Byl (2.14)

Tq

Si la matrice Sy n’est pas a coefficients constants, elle ne fait qu’introduire
d’autres termes dépendant de ; dans I’équation (2.14). Dans le cas ou le vecteur
D;,, peut étre obtenu en fonction de x; et u, équation (2.9) et en remplacant par les

lois constitutives des éléments, une équation d’état implicite découle de I’équation

(2.13).

¢, (2a) g, 20m @)

=51 024 ox;

t; = Sudp(z;) + Si30L[op(xs,uw)] + Siau  (2.15)

Le systéme modélisé par ’équation (2.15) est en général implicite et prend la

forme :
W) = ¢r(xi,u)

En évoquant le théoréme des fonctions implicites, ce dernier peut étre localement
transformé en un modeéle explicite de la forme (2.16) si la matrice W (x;) est réguliére

dans un sous domaine de ’espace d’état.

Représentation par variables d’état explicites - Cas linéaire

Dans le cas des modéles BGs linéaires sans élément en causalité dérivée et a coef-
ficients constants, les champs de stockage et de dissipation sont décrits par I’équation
(2.6b). La version développée de I’équation (2.3) se simplifie a :

jji = Sllzi + Sl3Dout + Sl4u (217&)
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Dy, = S312; + S33 Dot + Szaut (2.17b)

L’ensemble des équations (2.6b), (2.17a) et (2.17b) peuvent étre réduites a une

représentation par variable d’état. Ceci nécessite que les vecteurs D, D,,; et z;

doivent étre éliminés. On obtient alors :
Lt'l' = [SH + 513L<[ — SggL)ilsgl]EiCi =+ [514 + 813L<I — SggL)*lSM]u (218)

L’équation (2.18) est sous la forme classique ©; = Ax; + Bu dite de Kalman.
Dans le cas ou le modéle contient des éléments en causalité dérivée avec I'hypo-
thése Soq = 0 (pas d’éléments en causalité dérivée liés directement aux sources), la

version développée de I'équation (2.3) devient :

&; = Snuzi+ Si2fa + S13Dout + S14u (2.192)
Za = Snz (2.19b)
Di, = Sz1z;i + S33Dout + S3au (2.19¢)

De I'équation (2.6b) et (2.19), il suit :

iq = —F; 'Sl F; (2.20)

L’ensemble des équations (2.20), (2.19) et (2.19) peut étre réduit a une repré-

sentation par variable d’état. Ceci nécessite que les vecteurs D;,, D, et z soient

éliminés, pour donner :

iy = [ + S1oF; 'S F 7Sy + SisL(I — S33L) 1S5 ] Fyx;

1 (2.21)
+[Sl4 + SlgL([ — 833[/)_ 534]16

Ce modéle est aussi sous la forme standard #; = Az; + Bu.

Représentation par variables d’état implicites - Cas linéaire

Dans le cas ou D;, ne peut pas étre obtenu a partir de I’équation (2.17b) en
fonction de z; et u, une représentation par variables d’état implicite ou généralisée
peut alors étre déduite. En posant X = [z}, D! ]* et a partir des équations (2.17a) et

(2.17b) on obtient :
EX; = AX + Bu (2.22)

Les systémes décrits par 1’équation (2.22) sont aussi appelés systémes linéaires

descripteurs ou généralisés.
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Dans le cas ol la matrice So4 n’est plus nulle, en tenant compte des hypothéses

simplificatrices, la version développée de I’équation (2.3) est :

t; = Suzi+ Sie®a + S13Dowt + S1au (2.23a)
Z2d = Sglzi + 524’& (223b)
Din, = 5312 + S33Doyr + Szau (2.23c)

De I'équation (2.6b) et (2.23b), il suit :

jjd = —FJISEESQ + FC;1524'L'L (224)

L’ensemble des équations (2.24), (2.23a) et (2.23c) peut étre réduit a une repré-
sentation par variable d’état. Ceci nécessite que les vecteurs D;,, D, et z soient

éliminés, pour donner :

iy = [I + S1aF; 'St )7 S + Si3L(I — S33L) 1851 Fyx;
+[S14 + S13L(I — S33L) 1 S34]u + S1oFy HSoqts
(2.25)
Cette derniére représentation fait apparaitre les dérivées de I'entrée dans la re-
présentation d’état. Ce cas de figure peut aussi survenir dans le cas non linéaire.
Il est a noté que dans tous les cas présentés, les composants BGs peuvent étre
variants dans le temps. Dans ce cas, on obtient alors des modéles & paramétres a

temps variant ou non stationnaires.

Exemple 9. On se propose de calculer la représentation par variable d’état d’un
moteur a courant continu a excitation série (MCCESérie) a partir de la représenta-
tion vectorielle de son BG associé. Ce type de moteur sera présenté en détail dans
le chapitre 4.

Le moteur considéré est constitué d’un circuit inducteur en série avec le circuit
d’induit, figure 2.3, permettant de générer un couple électromagnétique entrainant
une charge. En suivant la procédure classique de modélisation des systémes électro-
mécaniques, Karnopp and Rosenberq (1975), on aboutit au modéle BG de la figure
2.4.

La loi de conversion électromagnétique du moteur supposée sans perte est :

Tm = kLgloly, €=kLgi.w (2.26)
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I1:J
R :R, 1:L, BN
2 % 6
KL,
MSe :u—— 1 ———=MGY —— 1
Tia Tw
8 7
0 R:b

/z
/ [:L,

Fi1G. 2.4 — Modéle BG du MCCESérie

Les différents vecteurs sont :

f2 €2
PLa €3 f3
. f? €7
Ty = DPJ y Li = €6 y R = fG 5 Dzn = s Dout -
f9 €9
PLe €11 f11
f12 €12
(2.27)
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Les lois constitutives des éléments sont :

€s R, 0 0 O fa
f3 LLQ 0 0 PLa
) er 0 b 0 O fz
Jo | =1 0 5 0 ps | =
1 €9 0 0 Rd 0 fg
Jin 0 0 PLe
-~ ¢ - €12 0O 0 O Re f12
F; S ~- g
L
(2.28)
La matrice de jonction englobant les différentes matrices S;; s’écrit :
ey ] 0 —kLi. 0 ¢ -1 0 -1 0 * 1 f3
es kLcie 0 o : 0 -1 0 0 =: 0 fo
en 0 0 0o ¢ 0 0 1 -1 : 0 Ju
= €2
2 1 0 0 m 0 0 0 0
€7
f7 0 1 0o i 0 f 0 0 0 .
9
Jo 1 0 -1 0 0 A+ 0 0|,
4 12
| Sz 0 0 1 0 0 0 & 0 el
(2.29)

On vérifie bien que les relations simplificatrices et sont satisfaites.
Maintenant, grace a la relation (2.11), on obtient la représentation par variable d’état

du MCCESérie qui est non linéaire affine en entrée.

PL, —(RaL—J;Rd)pLa — props + o, 1
pr | = 1PLPL, — 5Ps +10|u
Pr. Ty, — Fatledy, 0

Bien entendu, cette représentation peut étre directement obtenue par une ap-

proche graphique, Karnopp et al. (2000).

2.1.4 Commandabilité

Un théoréme trés général a été proposé dans Sueur and Dauphin-Tanguy (1989).
Il utilise la notion de dualisation des sources mentionnée précédemment, qui consiste
a transformer une source d’effort (respectivement de flux) en une source de flux
(respectivement d’effort). Démontré a partir de la structure de jonction du modéle

BG@G, ce théoréme peut s’interpréter graphiquement de la fagon suivante :
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Théoréme 3. Un systéme linéaire modélisé par BG est structurellement comman-

dable, si et seulement si :

1. Tous les éléments dynamiques (I ou C) en causalité intégrale sont causalement

atteints par une source de commande.

2. Rang-bg (A|B) = n.

Le rang BG de (A|B) = n —t, avec t le nombre d’éléments dynamiques gardant

leur causalité intégrale quand les assertions (1) et (2) suivantes sont appliquées :
1. La causalité dérivée est affectée au modéle BG.

2. La dualisation du nombre maximal de sources d’entrée est effectuée afin d’éli-
miner les causalités intégrales restantes et ce sans créer de conflits de causalité

ou des boucles de causalité non solvables.

2.1.5 Calcul de la matrice de commandabilité

A partir d'un modéle BG linéaire stationnaire, on peut calculer chaque com-
posante i des vecteurs colonnes A*~1B; de la matrice de commandabilité P, pour
k=1,..,netj=1,..,m alaide de la formule (2.30), Rahmani et al. (1994b).

(A*7'By)i =Y Grluja) ot i=1,..n, j=1..m 1<k<n (2.30)
heH

avec

1. Gi(uj, x;) représente la partie constante (sans 'opérateur s) du gain du chemin
causal de longueur £ liant la source de commande u; a I’élément dynamique en

causalité intégrale z;.

2. H est la liste de tous les chemins causaux de longueur k liant la source de

commande u; a un élément dynamique ;.

Exemple 10. Considérons le hacheur dévolteur (Buck) alimentant une charge, re-
présenté figure|2.5.

Le modéle BG moyen du hacheur est reproduit, figure 2.6, soit avec une approche
indirecte, Allard et al. (1997) ou par une approche plus directe, Garcia-Gomez et al.
(1997) .

1l y an =3 éléments dynamiques en causalité intégrale. Le vecteur d’état s’écrit

T = (anpLza QC)t'
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E C __|w HR L

Fi1G. 2.5 — Hacheur dévolteur avec charge

1L, C.C
l T
u 1
= — MTF —i 1! 0 = I:L;
il_1 Ve
Y
RR

Fi1G. 2.6 — Modéle BG moyen du hacheur dévolteur avec charge

a. Test de commandab:ilité :

Etape 1 : les trois éléments sont atteignables par la source d’effort Se.

Etape 2 : la mise en causalité dérivée du BG 2.6 laisse I’élément I : Ly en causalité
intégrale, donc rang-bg(A) = 3 — 1 = 2. La dualisation de la source permet

de mettre ’élément I : Ly en causalité dérivée, figurel2.7. Le modéle est donc

commandable par la source d’effort Se.

1Ly C.C
J\ N
~ u
Se: E} MTF } 1t o} I:Ly
il_1 Ve
z
RR

F1Gc. 2.7 — Modéle BG en causalité dérivée avec dualisation de la source
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b. Calcul de la matrice de commandabilité :

Vecteur b : les composantes du vecteur b sont calculées sur le modéle BG de la figure
2.6 en évaluant les gains des chemins causaur de longueur 1 liant la source de
commande Se auz éléments dynamiques I : L1, I : Ly et C': C' respectivement.

Il suit :

Vecteur Ab : d’une maniére analogue, les composantes du vecteur Ab sont calculées
en €valuant les gains des chemins causauzr de longueur 2 liant la source de

commande Se auz éléments dynamiques I : Ly, I : Ly et C': C' respectivement.

On obtient :

0

Ab=1| 0

I

Vecteur Ab : pour le vecteur A?b on trouve :

yore

2y u
RILLC

Finalement, on aboutit a la matrice de commandabilité ci-dessous, qui est bien de

rang plein.
u 0 &
P=10 0 £z
0 I, ®me

2.2 Modéles BGs variationnels (BGVs)

Pour étudier la propriété de platitude sur des modéles BGs non linéaires, nous
allons introduire la notion de modéle BG variationnel. Pour le construire, considé-
rons pour simplifier un modeéle BG sans élément en causalité dérivée ayant comme

représentation par variable d’état, I’équation (2.31).
= f(z,u) (2.31)

ou = (21, ..., Tn)" y u = (Ug, ..., Up,)" avec m < n.
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L’association au modéle BG décrit par I’équation (2.31) d’un modéle (tangent)
variationnel en utilisant les différentielles de Kdhler, cf. chapitre 1, conduit a un

modéle linéaire décrit par la représentation par variables d’état (2.32).
sdx = A(z,u)dzx + B(x,u)du (2.32)

ou A(z,u) = g—j: , B(xz,u) = % et dz, du sont les différentielles de Kdhler de x
et u et représentent les nouveaux vecteurs d’état et de commande respectivement.
Le systéme (2.32) est bien linéaire puisque les coefficients des matrices A, B se

comportent comme des constantes.

Proposition 4. Grice a la linéarité de l'opérateur de Kahler, le modéle BGV se
construit par simple connection des sous-modéles variationnels (des images) des com-

pOsSants.

Remarque 5. Puisque les jonctions 0 et 1 sont régies par des équations linéaires,

elles ne subissent aucune modification.

Preuve 1. La preuve de la proposition 4 découle de la représentation vectorielle d’un
modéle BG. Elle est similaire au cas des modéles BGs linéarisés autour d’un point

de fonctionnement, Rimauz (1995).

Remarque 6. Si x représente une variable d’énergie associée a un élément dyna-

mique en causalité intégrale, sx est alors une variable d’effort (élément I) ou de flux

(élément C').

Construction des modéles BGVs

Pour construire les sous-modéles variationnels des différents composant BGs, il
suffit d’appliquer I'opérateur de kdhler aux différentes lois constitutives de ses compo-
sants et interpréter graphiquement le résultats. Les sous-modéles BGVs des différents
composants sont proposés dans ce qui suit :

Elément C en causalité intégrale

ec = V([ fedt) = e(qe)
—= ¢ de, = Goedg, = Goe(f df.dt)

c

(2.33)

L’élément C' résultant est linéaire non stationnaire de fonction caractéristique :
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L’inversion de cette relation mathématique donne :

e

R R R

q.

dfe = (

Remarquons le terme (%C)—l qui apparait et qui peut étre considéré comme
étant un élément R en causalité conductance. L’ajout de cet élément R corres-
pond a l'interprétation graphique de la régle de multiplication dans ’anneau

non commutatif C*[s].

Elément C en causalité dérivée

z O et oyt (2.34)
— ¢ df. = [(%=)s + (%)) de,
dfe = [(32) s + (92) ] de

Elément I en causalité intégrale

= ([ erdt) = ¢r(pr)

‘ 2.35
= dfr = §2dpr = G2 [ deydt (239

L’élément I résultant est linéaire non stationnaire de fonction caractéristique :

81/11 _1

d
8]71 ) “

dfr = (5
L’inversion de cette relation mathématique donne :

Oy
Opr

Yy

00ry14p, (G s+ (g

dej—s(a
1

)~Hdfr
Pour cet élément, le terme (g—;fl’)*l qui apparait peut étre considéré comme
étant un élément R en causalité résistance.

Elément I en causalité dérivée

er = % 71(f1)
6121 %I I
., der = 4.(%E)df - 036)
—5 ! der = [(%F > + (G df
der = [(22) s+ (25) 1]y,

Opr
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FElément R en causalité résistance

., €ER = ¢R8(wJ;R) (2.37)

If%R der = (F52)dfr
I
Elément R en causalité conductance
—1
= e

. Ir ’¢gw(f” (2.38)

% R dfr = (ﬁ)deR

fr
Gyrateur modulé MGY a flux rentrant

Un exemple de gyrateur modulé est représenté figure 2.8, ot r = ¢(x,u) est
une fonction non linéaire dépendant de I'état et de 'entrée dans le cas plus

général. La dénomination flux ou effort rentrant est relative au sens du flux de

puissance.
r
5 MGY —

Fi1G. 2.8 — Gyrateur modulé a flux rentrant

Ses équations caractéristiques sont décrites par 1’équation (2.39).
€1 = TfQ €y = Tfl (239)
Leurs différentielles sont exprimées par I’équation (2.40).

{dq:bw+n%

(2.40)
d€2 = f1d7“ + Tdfl

Ces équations suggerent de construire le modéle BGV en augmentant le gyra-

teur initial par une source d’effort modulée de chaque coté, figure (2.9).

r

. dei | i | dea |

I dfl Tl GY =1 1 dfg =1
MSe : — fodr MSe : fidr

Fi1G. 2.9 — Modéle BGV d’un gyrateur a flux rentrant

Les coefficients modulant les sources f; et fs sont calculés a partir du modéle

non linéaire initial.
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Gyrateur modulé MGY a effort rentrant
Considérons le gyrateur modulé représenté figure

,
— AMOY

FiG. 2.10 — Gyrateur modulé a effort rentrant

Ses équations caractéristiques sont :

1 1
fi=—es f2=-el (2.41)
r r
Leurs différentielles sont exprimées par I’équation (2.42).
df; = tdey, — Zdr
i = yder =33 (2.42)
dfg = %d@l - %d?"

Ces équations suggérent de construire le modéle BGV en augmentant le gyra-

teur initial d’une source de flux modulée de chaque coté, figure 2.11|

r
dey I I 13 1 1 dez
MSf :%dr MSf :—%dr

F1G. 2.11 — Modeéle BGV d’un gyrateur a flux entrant

Les valeurs des efforts e; et e modulant les sources de flux sont également

calculés a partir du modéle non linéaire initial.

Transformateur modulé MTF & fluxz rentrant
Considérons le transformateur modulé de la figure 2.12, ot m = p(z,u) est
une fonction non linéaire dépendant de I'état et de ’entrée dans le cas plus
général.
m

o MIF

L el €2
I

Fi1G. 2.12 — Transformateur modulé a flux rentrant
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Ses équations caractéristiques sont représentées par I’équation (2.43).
€1 = Mmes fg = mf1 (243)

Leurs différentielles sont :

{ de; = eadm + mdes (2.44)

dfs = fidm + mdf,
Ces équations suggérent de construire le modéle BGV en augmentant le trans-
formateur initial d’une source d’effort modulée d’un coté et d’une source de

flux modulée de 'autre, figure 2.13

d m d
[ m 1t TF | 0t S
MSe : —esdm MSf . fidm

Fi1g. 2.13 — Modéle BGV d’un transformateur a flux rentrant

Transformateur modulé MTF a effort rentrant

Soit le transformateur modulé représenté figure(2.14).

m
—5 MTF —

F1G. 2.14 — Transformateur modulé & effort rentrant

Ses équations caractéristiques s’écrivent :

1 1
€2 = —€1 flz_fQ
m m

Leurs différentielles ont pour expression, I’équation (2.45).

des = %del — <“hkdm
dfy = Ldfy — Ldm

T m

(2.45)

Ces équations suggerent de construire le modéle BGV en augmentant le gyra-

teur initial par une source de flux modulée de chaque coté, figure (2.15).
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d d
€1 ] ] ] ] €2 ]
MSf L2 dm MSe :—<Ldm
m m

F1G. 2.15 — Modéle BGV d’un transformateur a flux entrant

Un modéle BGV peut étre aussi construit pour les sources d’effort et de flux
modulées. Considérons une source d’effort M Se : I'(n) modulée par une variable
n par exemple. Dans ce cas, 'effort fourni par la source s’écrit : e = I'(n), d’on
de = g—gdn. De la méme maniére, on peut construire un modeéle BGV d’une
source de flux modulée.

La mise en oeuvre pratique de la construction d’un modéle BGV est relativement
simple. En effet, comme la construction des sous-modéles BGVs des composants
linéaires est immeédiate, il suffit donc de s’occuper des composants non linéaires.
Dans le section 2.3.4, nous allons montrer comment construire le modéle BGV du
moteur & courant continu a excitation série, voir aussi Achir et al. (2003) pour la
construction du modéle BGV du moteur synchrone saillant & aimant permanent.

Comme nous allons le voir, il est aussi possible d’appliquer une régle de gain
sur ce type de modeles grace notamment a l'introduction de la notion d’anneau
BG non commutatif. Par ailleurs, ’ajout des éléments R discuté ci-dessus et qui
représente l'effet de la régle de multiplication dans I’anneau non commutatif C*[s]

permet d’appliquer directement cette régle de gain sur les modéles BGVs.

2.3 Les anneaux bond graphs non commutatifs

L’objectif de cette section est de proposer de nouveaux outils BG permettant de
tenir compte de I’aspect non commutatif qui survient dans le cas des modéles BG va-
riationnels présentés ci-dessus, ainsi que des modéles BGs non linéaires polynomiaux
étudiés au ch. 5.

Pour atteindre cet objectif, nous allons exploiter un certain nombre de résultats
de la théorie des graphes a coefficients non constants.

Nous allons d’abord définir la notion d’anneau bond graph non commutatif qui
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va nous permettre de caractériser les BGVs puis proposer une nouvelle régle de gain
connue sous le nom de la Reégle de Riegle pour ce type de BGV.

Cette régle de gain a été utilisée avec succés aux digraphes dans, Achir et al.
(2004) puis aux BGs dans Achir and Sueur (2005b).

2.3.1 Anneaux et graphes

L’algebre est un outil important pour la résolution des problémes pratiques de
mathématiques. Elle permet en particulier d’évider les répétions, les preuves ou les
définitions interminables ou seulement des changements subtiles se sont produits
dans le probléme a résoudre. Les graphes peuvent jouer le méme role visuel dans

7

la théorie combinatoire des anneaux. En effet, les opérations élémentaires ” +” ou

N

correspondent dans le sens de la théorie des systémes a des réductions séries ou

paralléles respectivement, figure 2.16.

A
S T Gt 2 -
B
B
0—1»4—0—>—0 <~ e B=Ao

F1aG. 2.16 — Réductions série et paralléle correspondant a ’addition et la multiplica-

tion

Une autre propriété connue est observée par la simple réduction par bouclage,
figure 2.17. Celle-ci entraine I'obtention d’une inverse de la forme (1 — A)~! qui cor-

respond au quasi-inverse en algébre.

A
° Bi Q — e (1_~A)71Bo

Fi1G. 2.17 — Réduction par bouclage correspondant au quasi-inverse

Une autre identité est la distribution a gauche : A(B + C') = AB 4+ AC' qui peut
avoir l'interprétation graphique 2.18.
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F1G. 2.18 — Interprétation graphique de la distribution a gauche

Nous avons aussi, I'identité : A(1 — BA)™! = (1 — AB)™!'A ayant pour interpré-
tation graphique 2.19.

=

F1G. 2.19 — Equivalence graphique de Iidentité A(1 — BA)™! = (1 — AB)'A

Ces opérations élémentaires sont trés utiles dans la théorie des graphes. Ces no-

tions font 'objet du paragraphe suivant.

2.3.2 Graphes a coefficient dans un anneau - régle de Riegle

Un anneau graphe G sur un anneau R est un R-module M représenté par un
ensemble d’équations linéaires de la forme , olt les a;;, a;o sont dans R et n;, n;
et 1o sont dans M, Pliam (1989).

N = Z a;;M; + aipNo (2.46)

j=1

Etant donné un noeud source 7, et un noeud puits 7, il est possible sous certaines
conditions d’obtenir une relation de la forme (2.47), connue sous nom de la formule
de gain.

N = 1o (2.47)

A partir des travaux de Mason, Mason (1956) sur les graphes scalaires, i.e., R =
R, une formule de gain a été développée pour les graphes sur anneaux ou corps

commutatifs. Si 'anneau R est non commutatif, cette régle n’est plus valide. Une
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régle plus générale connue sous le nom de la régle de Riegle est alors utilisée. Ces

deux régles sont rappelées ci-dessous.

1. Reégle de Mason Chen (1976)

Pour un anneau graphe sur un corps ou un anneau commutatif, I’expression du
gain est donnée par (2.48).

1
T=% > AT (2.48)

keH

H est 'ensemble des chemins entre les noeuds ug et u,, A est défini par :

A=1-Y L+ LL;j— ..,

ol la somme est prise sur des cycles disjoints. Ay est défini comme A pour le
sous-graphe ne touchant pas le k¢ chemin. T}, est le produit des gains des

arcs le long du k°™¢ chemin, et les L, sont les gains des cycles.

Cette régle a été déja adaptée aux BGs dans Borne et al. (1992). Soient u et y

les variables choisies respectivement comme entrée et comme sortie. La relation

entrée-sortie s’exprime, en notant s 'opérateur de dérivation %,

y(t) _ 35 Ti(s)Di(s) (2.49)

avec .
D(s)=1-> B;—Y BiB;—Y BiB;B;— ..

— >, B; : somme des gains des boucles causales entre deux éléments R, C ou
I.
— >, BiBj, Y. B;B;By, : sommes des produits 2 a 2, 3 a 3, etc., des gains de

boucles causales disjointes.

— T;(s) : gain de la i®° chaine d’action.

~ D;(s) : se calcule comme D(s) quand on enléve du BG la i chaine d’action.

. Reégle de Riegle

Cette régle est originellement introduite dans le cadre des graphes dont les
coefficients sont des matrices a coefficients constants, Riegle and Lin (1972)
puis étendue au cas des graphes a coefficients appartenant a un anneau ou un

corps non commutatif, Pliam (1989).
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Pour un anneau graphe sur un anneau ou un corps non commutatif, I’expression

du gain est :

T=> P (2.50)

keH

ou :

— Py est le gain (le produit) du k™ chemin entre les noeuds wuq et u,, et est
donné par (2.51), ou le produit est pris dans l'ordre des n arcs le long du
k™ chemin.

— AF est le i®m¢ opérateur (gain) de I'arc i le long du k™ chemin.

— S¥ est le gain propre du noeud suivant immédiatement Parc A,(;k) avec les

arcs restant le long du k"¢ chemin supprimés.

1

Po=]J(a-spH)Af (2.51)

i=n

Exemple 11. Considérons le digraphe de la figure

Fi1G. 2.20 — Exemple de digraphe a poids appartenant & un anneau non commutatif

Appliquons d’abord la régle Mason en supposant que les différents opérateurs des
arcs appartient a un corps commutatif, il suit :

Dy
Y=™D

u

1l existe 3 boucles de gains respectifs By = b, By = e et Bz = cd avec B et By

sont disjointes.
Avec Ty = feca, Dy=1et D=1—e—b—cd—be, on a alors :

B fea "
l—e—b—cd—1be

Y

Appliquons maintenant la régle de Riegle (les différents opérateurs appartiennent

a un anneau non commutatif). Les deux gains propres des noeuds 1 et 2 sont :
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S =(1—e—cSytd)~ et Sy = (1 —b)~L. Pour obtenir la relation de transfert entre
u et y, partons du noeud puits y vers le noeud source u et appliquons la formule|2.51,
il suit :
y=fl1—e—c(l1=0b)""d " c(1—-b)"au
Supposons maintenant que toutes les inverses existent et que les opérateurs ap-

partient a un anneau commutatif, aprés simplification on obtient :

B fea "
l—e—b—cd—1be

On peut alors conclure que la régle de Riegle est une généralisation de la régle de

Y

Mason au cas non commutatif.

2.3.3 Les anneaux bond graphs non commutatifs

Définition 6. : Un anneau BG sur un anneau ou un corps non commutatif k est un

k-module Q décrit par un ensemble d’équations linéaires de la forme (2.52).
j=1 k=1

Les a; j, b sont dans k et z;, x; et u; sont dans 2. Ces derniéres représentent
les variables associées aux éléments dynamiques en causalité intégrale et les efforts
et les flux associés aux sources.

Pour pouvoir appliquer la régle de Riegle précédente sur des modéles BG, nous
allons définir les notions de gain d’un chemin causal et de gain propre d’un élément

dynamique pour un anneau BG sur un anneau non commutatif.

Définition 7. Dans un anneau BG défini sur un anneau ou un corps non commutatif,
le gain d’un chemin causal reliant la variable d’arrivée x; et la variable de départ x;
a pour erpression :
zy = (=)ot T Tlma)™, ()", g (2.53)
1,7,€
Les différents entiers ng,ni, ki, l; et gains m;,r;, g. sont définis comme précé-
demment pour le cas classique, cf. équation (2.1). Ce qui change ici c’est 'ordre du

produit qui tient compte de ['ordre dans lequel les éléments sont traversés.

Définition 8. Le gain propre d’un élément dynamique en causalité intégrale d’un
anneau BG défini sur un anneau ou un corps non commutatif est égal a la somme

des gains des boucles causales qui le traversent.
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Il est & noté que le calcul des gains des boucles causales doit également tenir

compte de 'ordre dans lequel les éléments sont traversés.

2.3.4 Application de la régle de Riegle aux modéles BGVs

Un modéle BGV peut étre considéré comme étant un anneau BG non commutatif.

En effet, 'équation (2.32) peut étre réécrite sous la forme :
sdr = [A(x,u)s " sdr + B(z,u)du (2.54)

L’équation (2.54) représente bien un anneau BG sur 'anneau non commutatif
C>®[s7!]. 11 est alors possible d’effectuer le calcul des relations de transfert et de
paramétrisation différentielle d’'un modéle BG a partir de son modéle BGV associée
en appliquant les résultats présentés ci-dessous. Cette démarche est illustrée dans

I’exemple suivant :

Exemple 12. On se propose de calculer les relations de transfert entrées-sorties
du moteur & courant continu a excitation séparée (MCCESéparée) représenté, figure
2.21. Nous allons d’abord construire le modéle BGV a partir du son modéle BG
non linéaire puis appliquer la régle de Riegle pour calculer les relations de transfert,
premierement sur le digraphe associée au modele BGV puis directement sur le modéle
BGV.
Modéle BG du MCCESéparée
Le circuit équivalent du MCCESéparée est représenté figure!2.21.

F1G. 2.21 — Schéma électromécanique équivalent du MCCESéparée

L’application de la procédure standard de modélisation par BG des systéemes
électriques et mécaniques, Karnopp and Rosenberg (1975) conduit au modéle

BG représenté figure 2.22. Ce modéle est non linéaire a cause de la présence
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du gyrateur modulé qui modélise le phénomeéne de conversion d’énergie €lectro-

magnétique considéré sans perte.

I: La I1:J
- -
k‘Lleie
MSe : v, =1} MGY- {1
iq w
R: R, R:b
I:L,

Fi1G. 2.22 — Modéle BG du MCCESéparée

Modéle BGV du MCCESéparée
La seule non linéarité apparait sur le gain de gyrateur modulé. Pour construire
le modeéle BGV, il suffit alors de remplacer ce gyrateur par son équivalent va-
riationnel proposé précédemment ainsi que toutes les variables du modéle par
leur équivalent variationnel. e.q., la vitesse w devient dw, le courant i, devient

di, etc. On aboutit alors au modéle BGV global du MCCESéparée représenté
figure[2.23.

Les variables de ce modele BGV peuvent étre décomposées en variables d’en-
trée du = (dve,dv,)" = (duy, dus)t, variables d’état dv = (dpr,,dpr,,dps)t =
(dxy,dze, dxs)t et variables de sortie dy = (dpy,,dpy)' = (dy1, dys)*.

Application au digraphe variationnel du MCCESéparée
Etant donné que la formule de gain de Riegle a été initialement introduite
dans le cadre des graphes, il est alors naturel de commencer a 'appliquer sur
le digraphe associé au MCCESéparée. Ce digraphe peut étre construit de deux
facons équivalentes, a partir du modele BGV ou a l'aide des équations d’état

dérivées de ce dernier modéle BGV.
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K S

A‘](dla /\l‘ ngidyg
MSe : —kL.wdi, MSe : kL.i,di.
I:L,
~
MSe : dv, A1 Dfi:dy
di,
R: R,

F1G. 2.23 — Modéle BGV du MCCESéparée

Pour pouvoir appliquer directement la régle de Riegle, on va choisir comme
variables associées aur noeuds, la dérivée par rapport au temps des variables

d’énergie qui correspondent a effort ou au flux aux éléments dynamiques, fi-

qure |2.24.

du; = dv, @

dy,

duy = dv, ®

dys

F1G. 2.24 — Digraphe associé au modele BGV du MCCESéparée
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A partir de ce digraphe, on peut voir clairement que les gains (opérateurs) des
arcs appartiennent a un anneau non commutatif R = C*®[s™1]. Par conséquent,
la régle de Mason ne peut pas étre utilisée.

Les relations de transfert entrées-sorties peuvent étre écrites sous la forme ma-

dyy _
dy>

En utilisant la regle de Riegle et en notant S;, © = 1,2,3, les gains propres

tricielle suivante :
Ty Tio
Ty Tao

s ] (2.55)

dUQ

des noeuds 1,..3, les éléments T;;, i,j = 1,2 sont calculés comme suit (en
effectuant le parcours de la sortie vers lentrée) :
— Ti1; chemin du; — dxy — dy,
R
dy; = s 1 — S tduy = 5711+ —6371]’1du1
Le
— Ty est égal a 0, parce qu’il n’existe pas de chemin liant dus a dy.
— Ty ; deux chemins du; — di, — diy — diz — dys et duy — di; — dig —
dyz
dyg =5 []_ — 53] (—xls )[1 — SQ] (——ZE3S )[1 - Sl]_ldul
+s []_ — 83]71(1%1'2871)[1 — Sl]*ldul
- TQQ; chemin dUQ — d.TQ — dﬂ?g — dy2

dyg = 571[1 — Sg]l(LELEjSl)[l — SQ]ildU/Q

a

Les différents gains propres des noeuds sont :

Sl = ]228_1
Sy = Igz
S3 = —%8*1 + Lias*l[l + %5*1]*1(—§x18*1)

Pour paramétrer les entrées en fonction des sorties et de leurs dérivées, on peut

inverser ces relations a laide de la formule (2.56).

AT
Ty I

it 0

B B B (2.56)
T T Ty Ty

Aprés un certain nombre d’opérations de calcul, on obtient :

Tt =(1+ fes7)s = (s + )
T5' = [1+ Ras—l]( 15 1) s + ] n 51_1
T Ty = =S + L+ B~
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Par conséquent :

{ duy = (s + %)dyl
dug = (14 F=57 ) (Fas™ ) (s + §)dy, — £=wodip] + Exidys + Eagdy
(2.57)

Cet ensemble de formes différentielles de premier ordre (systéme de Pfaff)
seront intégrées pour obtenir la paramétrisation recherchée. Cette étape sera
présentée en détail dans le chapitre 4.
Remarque 7. Cette paramétrisation n’est pas toujours possible. Cela survient
quand opération d’inversion, relation (2.56) n’est pas possible. Par contre si le
systeme est plat, l'inversion et I’intégration sont toujours possibles. De plus l'in-
version peut étre effectuer graphiquement sur le modéle BG a l'aide du concept
de bicausalité, cf. ch. 4.

Application au modéle BGV du MCCESéparée
Pour pouvoir appliquer la formule de gain de Riegle directement sur des modéles
BGVs, nous proposons une équivalence entre le gain propre d’un noeud et celui
d’un élément BG.
Définition 9. Le gain propre d’un élément dynamique BG est égal a la somme

des gains de toutes les boucles causales qui le traversent.

I:1L, I:L, I:J
T T T
i q
e i e kL, ea =611
l— e aWiey —— ——— 14
( di, fi dia fi 2 dw __
MY

R:R, R:R, R:b

a b

F1Gc. 2.25 — Sous BGs associé au le modéle BGV

Considérons le sous BG de la figure 2.25-a. En écrivant l’équation de jonction,
on obtient la relation (2.58).

ﬁ:fﬁﬂ%ﬂ]%l (2.58)
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Maintenant, considérons l’élément I : J de la figure |2.25-b. Son gain propre
peut étre calculé en additionnant les gains des deux boucles causales I : J
R:betl:J— MGY : kL., I: L,. Le calcul du gain de la premiére boucle
est direct puisque tous les opérateurs sont constants, il est égal a —%3_1. Pour
le gain de la deuziéme boucle, on part de n’importe quelle variable (source ou

puits), par exemple ey et €}, et on calcule le gain entre ces deux variables.

ey = kLcicf1 = kLie.7=s'[1 + f2s7 ey = kLeic. s (1 + F257) k Leic fo

= l{;Lez'e.Lias_l[l + f—a“s_l]_lk[/eieﬁs_leg
Par conséquent, le gain propre de [’élément I : J est égal a :

b k R, k.
—78_1 + L—aLeies_l(l + L—as_l)_leezes_l

Maintenant, il est possible de poursuivre les mémes calculs développés préceé-
demment sur le BG de la figure |2.253. Considérons le gain Ty correspondant
au chemin causal MSe :dv, — I : L, — MGY : kL., — I :J — dys.

En appliquant la formule de gain de Riegle, il suit :

Jdw =511 =0)""[1+ 267" — ELies ' (1 4+ fos™ ) e Lpjes™] !

J
.kLeie.is*1[1 + f—Zs*l]*l.l.dva

En remplacant L.i, par x1 on obtient :

b k R k k R
I e I L L A VRS G [ D | Ll 171
Toy = s [1—|—Js La:vls [1+ Las 17( F018 )] (Laazls )[1+Las ]

Le résultat obtenu est identique au précédent, et des calculs analogues peuvent étre
conduits pour obtenir la paramétrisation recherchée. 1l est par contre plus avantageuz
de travailler sur le modéle BG pour deux raisons : la premiere est que le modéle BGV
est simple a obtenir et la deuxiéme est la possibilité de garder la signification physique

des variables.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit dans un premier lieu la notion d’anneau
BG sur un anneau ou un corps non commutatif ainsi que les modéles BGs variation-
nels (qui seront utilisés dans le 4°™¢ chapitre pour déterminer les sorties plates des
modéles BGs non linéaires). Ensuite nous avons montré que les modéles variationnels

sont bien un cas particulier d’anneaux BGs non commutatifs.
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Dans un second lieu, nous avons introduit une nouvelle régle de gain valable
pour les anneaux BGs non commutatifs et qui peut étre considérée comme étant
une extension de la régle de Mason dans le cas commutatif. Cette regle va nous
permettre de résoudre le probléme de paramétrisation différentielle des modéles BGs
différentiellement plats, cf. ch. 4.

Enfin, cette contribution est introduite dans le cadre de la théorie d’algébre et
de modules différentiels. Elle peut permettre de développer d’autres méthodes gra-

phiques d’analyse et de commande sur des modéles BGs non linéaires.






Chapitre 3

Platitude des modéles bond graphs

linéaires

«La chose la plus importante est de ne pas s’arréter de s’interroger. La curiosité

a sa propre raison d’existers.

Albert Einstein

Bien que la commande linéaire classique posséde une panoplie de méthodes lui
permettant de résoudre la quasi-totalité des problémes de commande linéaire posés, la
commande par platitude peut apporter une contribution et des avantages significatifs
grace en particulier & sa capacité a résoudre les problémes liés a la planification de

trajectoire et au dimensionnement des actionneurs d’une maniére trés satisfaisante.

Par ailleurs, le probléme d’identification de sorties plates ou de la paramétrisation
différentielle dans le cas linéaire ne pose pas de problémes particuliers & part la néces-
sité d’avoir recourt a un calculateur pour traiter des modeéles de grande dimension.
Néanmoins, I'utilisation des méthodes graphiques et plus particuliérement la métho-
dologie bond graph (BG) peut apporter plusieurs avantages. A titre d’exemple, le
calcul des sorties plates et de la paramétrisation différentielle se fait directement sur
le modéle BG sans avoir recours au équations d’état du systéme, une réduction consi-
dérable des calculs et enfin un cadre de travail plus proche de la physique du systéme.
Dans ce qui suit, nous allons aborder les problémes d’identification des sorties plates
et de la paramétrisation différentielle pour les différents cas de modéles BGs linéaires

présentés dans le chapitre 2.

63
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3.1 Exemple introductif

Pour introduire la notion de platitude et son mode d’emploi, on considére un
simple moteur a courant continu a aimant permanent (MCC) dont le schéma élec-
tromécanique est représenté, figure [3.1. Par soucis de simplicité, le phénoméne de
conversion d’énergie électromagnétique est supposé sans perte. Dans ce cas, la conver-

sion d’énergie est régie par 1’équation (3.1).
7 L R
+

J
. )

_H_@

w Com

F1G. 3.1 — Schéma électromécanique du MCC a aimant permanent

em = kw
3.1
ot o)

Les variables w, e,, et C,,, représentent respectivement, la vitesse angulaire du
moteur, la force électromotrice induite et le couple électromécanique .

En suivant la procédure standard de modélisation des systémes physiques par
BG, Karnopp and Rosenberg (1975) et sous ’hypothése simplificatrice ci-dessus, on
aboutit au modéle BG du MCC a aimant permanent représenté, figure (3.2.

1:L 1:J
T T
koo
MSe :v, A1 —"—=GY —= 1
R:R R :b

F1G. 3.2 — Modéle BG du MCC & aimant permanent
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Ce modéle n’est rien d’autre qu’une représentation graphique ordonnée des phé-
nomeénes de transformation d’énergie, i.e., stockage dans les éléments [ : L et [ : J,
dissipation dans les éléments R : R, R : b et finalement conversion bidirectionnelle
du domaine énergétique modélisé par le gyrateur GY : k. Au cours du temps, la
puissance fournie par la source d’effort M Se : v, parcourt ces différents éléments et
se transforme en énergie qui subit leurs actions allouées.

Par commodité on peut choisir comme variables d’état, non pas les variables
d’énergie associées aux éléments dynamiques en causalité intégrale mais leurs va-
riables complémentaires, i.e., x = (i,w)’ = (r1,z2)" et comme variable de commande
U = V.

Une représentation par variables d’état est obtenue par simple application de la
procédure d’écriture des équations d’état a partir du modéle BG, Karnopp and Rosenberg
(1975). Ceci est effectué en utilisant les équations aux jonctions 1 et les lois consti-

tutives des différents éléments. On parvient alors a la représentation par variables

d’état (3.2).

k b

4 R k
Ty =—7x1— [T+ T} (32)
l"g = 71‘1 — 71’2

Un choix naturel de sortie plate peut étre la vitesse mécanique de rotation du
moteur; i.e., y = T9. Aprés un certain nombre de dérivations successives, on parvient
a une paramétrisation de toutes les variables du modéle a I’aide de la sortie plate et
de ses dérivées, équations (3.3a) et (3.3b).

T =
To =

2
=t (st (B+5)]v

_ J | R by Rb k2
=% y+(f+7)y+(ﬁ+ﬁ>y

(s+ 3y =5+ (3.33)

L

(3.3b)

L’équation (3.3a) permet de choisir une trajectoire de vitesse du moteur satis-
faisant une limitation du courant 7. Quant a I’équation (3.3b), elle permet d’ajouter
une contrainte supplémentaire a cette trajectoire de vitesse pour que la tension d’ali-
mentation ne dépasse pas une certaine limite. Ce probléme est connu sur le nom
de planification de trajectoire. Cette méme équation, i.e., (3.3b) permet de dimen-
sionner ’alimentation du moteur et de réaliser la commande en boucle fermée pour

assurer le suivi de trajectoire.
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Suivi de trajectoire en utilisant la platitude

A partir des conditions initiales et finales de la vitesse angulaire du moteur y(t;) =
y(ti) =0, y(ty) = yr et y(ty) = 0, on va construire une trajectoire de référence pour

la vitesse angulaire (la sortie plate) par interpolation polynémiale par exemple :

On en déduit alors les trajectoires du courant et de la tension de référence (en
boucle ouverte) que le moteur est effectivement capable de reproduire en 1’absence

de perturbations et d’erreurs de modéle.

xy = 2"+ 5y7)
&= (" + 597)
* L) . x 2 %
w= i (B )+ (B 5)v]

et ainsi vérifier les contraintes sur la tension et le courant, i.e.,
* * + K
|u*| < Upaz, |77 < Lnaa et |27] <9

En posant alors v = 4 dans la I’équation (3.3b), le systéme se voit transformé
en chaine de deux intégrateurs pour lesquels on peut prescrire un régulateur de la

forme :

v="U" +kp(y"—y)+kp(y"—vy)

Les coefficients kp et kp sont choisis de maniére a satisfaire les performances
désirées du systéme bouclé.

Cette procédure est étendue avec succés au cas des modeéles BGs non linéaires,
en particulier celui des machines électriques a courant continu dans Junco (2001b)
et Junco et al. (2002).

Dans ce qui précede, et bien que 'exemple soit linéaire, aucune hypothése de
linéarité n’est supposée. La platitude est une propriété trés générale, comme nous
avons déja pu le voir au premier chapitre. En revanche, le probléme d’identification
des sorties plates et de paramétrisation différentielle est beaucoup plus difficile dans

le cas non linéaire.
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3.2 Meéthode d’identification des sorties plates

Dans le cas ou on en dispose d’un modéle d’état du systéme (c’est aussi le cas des
modéles BGs), il est plus judicieux d’utiliser une approche état pour 'identification
des sorties plates.

Dans ce cas, la résolution de cette problématique se raméne souvent a 1'utilisation
de la forme canonique commandable pour lesquelles les sorties plates sont triviales,
cf. ch. 1, § 1.3.

Cependant, c’est plutot la forme canonique de commandabilité qui est accessible
graphiquement sur un modéle BG, Rahmani et al. (1992).

Dans ce qui suit, nous allons proposer une méthode d’identification des sorties
plates directement a partir d’'un modéle BG linéaire basée sur 'utilisation de cette

forme canonique et ce dans les deux cas suivants :

3.2.1 Cas mono-entrée

On considére le schéma bloc de la forme canonique de commandabilité, figure

dont sa représentation par variable d’état est décrite par I’équation (3.4).

i»@—»Ji@—»Ji ————— «»@—»J En:y:

Ch) =] an-1

A T J

F1G. 3.3 — Schéma bloc de la forme canonique de commandabilité

P

é:l - _a()gn +u
€2 =& — arby

(3.4)

én - fn—l - an—lfn

\

La représentation d’état (3.4) peut s’écrire sous une forme plus compacte :

£ = A¢ + Bu (3.5)
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avec :
00 —Q 1
10 —ag
A=10 1 —as |[,B=1]0
0 0 0 .. —ap_q 0

Proposition 5. La sortie plate de la représentation par variable d’état (3.4) est
proportionnelle a la derniére variable d’état &,, i.e : y = N, VA € R

Preuve 2. En effet, on a :

(
o1 = %(3 + an-1)y
. (3.6)
& o= 3" anas" T+ L aas +aly
| u = 3"+ ana8"T Fan 08" P 4t ars + agly

3.2.2 Cas multi-entrées

La généralisation de la forme canonique présentée précédemment au cas multi-
entrées (m > 1) repose sur l'utilisation de 'algorithme de Luenberger. Dans ce cas,
une formulation du doublet (A, B) peut étre représentée par les équations (3.7/3.8)
dont la matrice A est partionnée de telle sorte que ses sous blocs diagonnaux soient

sous une forme compagne et la matrice B est une généralisation du cas mono-entrée.

u »| Sous systtme 1 —— &

Uy ———m Soussysttme2 | —— = &

Um » Soussysttmem ——p g

F1G. 3.4 — Schéma bloc de la forme canonique de commandabilité multi-entrées

Les sous-systémes 1 & m ont le méme schéma bloc que dans le cas mono-entrée

et de dimensions vy, vs, ..., 1, respectivement.
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0 X X X

1 X X X

0 x X X

1 x X X

X 0 X X

_ X 1 X X
A= (3.7)

X 0 x X

X 1 X X

X X 0 X

X X 1 X

X X 0 X

X X 1 X

o _
1
B= (3.8)
1

Proposition 6. Le vecteur sorties plates de la représentation par variable d’état de

la figure 3.4 est y = ( ,}1, 32, AL
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3.3 Identification des sorties plates d’un modéle BG

Dans ce qui suit, nous allons appliquer la méthode proposée ci-dessus a l'identi-
fication des sorties plates des différents types de modéles BG présentés au chapitre
2.

3.3.1 Modéles BGs sans élément en causalité dérivée

La représentation par variables d’état issue de ce type de modéles BGs est de la

forme décrite par I’équation , cf. ch. 2.

(3.9)

& =Ar+ Bu=Ax+ )", bu;
z=Cx

avec x € R",u € R™, 2z € RP représentent respectivement, les vecteurs des variables
d’état, des variables d’entrée et des variables de sortie.

A, B, C sont des matrices a coefficients constants et de dimensions appropriées.

Cas mono-entrée

Pour ce ramener a la forme canonique décrite précédemment, on considére le
changement de base suivant :

x = P¢ (3.10)

P est une matrice inversible. En utilisant la régle de multiplication dans R[s], il suit :
i = sP¢ = (Ps+ P)¢ = AP¢ + bu
Comme P est a coefficients constants appartenant & R, alors :
¢ = PTAPE + P bu (3.11)

Par identification, on a A = P"*AP et b= P~ 'b.
Il reste alors a calculer la matrice de changement de coordonnées P correspon-
dante. Soit :

P:[pl P2 P3 .- Pn

Isuit: P'h=be Pb=b<p, =b
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p2 = Ab
et PP'AP= A< PA= AP &
Pn = Anilb

Par conséquent :

P=bAb.. A"y

Remarque 8. La matrice P doit étre de rang plein, ce qui correspond a la comman-
dabilité de (3.9) ou la liberté du module S représenté par l’équation (3.12).

[A—s]z+bu=0 (3.12)
On peut alors énoncer le théoréme suivant :
Théoréme 4. Un modeéle BG linéaire est plat, si et seulement si, il est commandable.

Grace a la proposition 5| pour retrouver la sortie plate du modéle initial, il suffit

de calculer la derniére ligne de la matrice P~ & une constante prés. i.e.,
y=Xp=(0,...,0,\)¢ =(0,...,0,\)P'x = Cx

Théoréme 5. Le vecteur ligne C' vérifie les deux conditions suivantes :

CA='b=0 pour [=0,1,..,n—1
CAh £ 0

Comme la sortie plate est proportionnelle a la derniére variable d’état &,, il n’est
pas nécessaire que la deuxiéme condition, i.e., CA" b # 0 soit égale a 1.
Les composantes des vecteurs colonnes A"='b, (I =0, ...,n) peuvent étre obtenues

graphiquement a partir du modéle BG en utilisant la formule suivante :
{A7} =) Gi(u,z;)  i=1,..n et 0<I<n (3.13)
H

avec :
— Gi(u,x;) est la partie constante du gain du chemin causal de longueur [ entre

la source de commande u et I’élément dynamique x;.
— H est 'ensemble de tous les chemins causaux de longueur [ liant la source de

commande u a un élément dynamique x;.
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Test graphique de platitude

Une formulation graphique du théoréme 4, i.e., de commandabilité d’un modéle
BG, ‘Sueur and Dauphin—Tanguy‘ 41989‘) est :

— Tous les éléments dynamiques sont atteignables par la source d’entrée.

— Tous les éléments dynamiques admettent une causalité dérivée (la dualisation

de la source est autorisée pour éliminer d’éventuels conflits de causalité).

Exemple 13. Considérons le groupe Ward Leonard (GWL), figure (3.5, composé

d’une génératrice jouant le role d’un amplificateur de tension pour le moteur a cou-

rant continu a aimant permanent supposé linéaire. La génératrice est commandée par

un champ magnétique et alimentée par une machine primaire (moteur asynchrone)
L . . \ . )

supposée ici a vitesse constante égale a wy. Dans le cas ot wy n’est pas constante, le

modeéle devient non linéaire.

Les lois de conversion électromagnétique de la génératrice et du moteur sont :

{ g = kgwydg 7 { em = kmwm (3.14)

¢g - keie Tm = kmlm

Génératrice  Moteur

-
1 .
ig Ly R, o R Ly i,
e Y Y YN — L 1 Y'Y YN
- B
1
T
[ m
+> D + I S’T
€g Reg Leg : : emC%
- 1
Wy o T
leg 1|
[
‘ ‘ oo
1
[
[
u -l L

F1G. 3.5 — Schéma électromécanique du groupe Ward Leonard

Le modéle BG correspondant au GWL de la figure 3.5 est alors :
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l:LgtLm 1:JIm
N N~
kgkeie Km
Scwg%eg GY [ 1} GY m {1
im:ig__ (*)rn__
l:Lg
~
R:Rg+Rm R:bm
MSeug———+ ;
ie T
R:Rg

F1G. 3.6 — Modéle BG du groupe Ward Leonard

Pour cet exemple, on peut choisir indifféremment les variables d’énergie ou leurs
variables complémentaires comme variables d’état. Dans ce dernier cas, on a v =
(ieyim,wm)" et la variable de commande est u,.

La sortie plate a pour expression :

Y= C’1Z.e + C2Zm + OBWm
Les coefficients C;,1 =1, ..., 3 vérifient :
Chemins causaux de longueur un :

ClGl (ug, ie> + CQGl (Ug, Zm) + CgGl (ug,wm) =0

Les gains G1(ug, i) et G1(ug,wn,) sont nuls car il n’existe pas de chemin causal
liant la variable de commande u, associée a la source d’effort Mse : u, aux
variables d’état i,, et wy,, associées aux éléments dynamiques I : Ly + Ly, et

I : J,, respectivement, par conséquent C7 = 0.

Chemins causaux de longueur deux :
CQGQ(Ug, Zm) + CgGQ(Ug, wm) =0

Il n’existe pas de chemin causal de longueur 2 entre la source de commande u,

et I’ élément dynamique I : J,, donc Ga(ug, wy,) = 0 par conséquent Cy = 0.
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Chemins causaux de longueur trois :

Gg(ug, wm) 7é 0

Comme G3(uy,wn,) = % # 0 4l suffit de choisir C3 = 1.

La sortie plate est alors :

y=uw

Dans le cas de 'exemple précédent, la sortie plate est prévisible car il existe un

chemin causal de longueur 3 passant par tous les éléments dynamiques.

Proposition 7. Une variable BG représentée par un élément De ou Df est une
sortie plate d’un systéme linéaire (SISO), si seulement si, la longueur du plus court
chemin causal entre cette variable et la source d’entrée de commande est égal a ’ordre

du modéle n.

Preuve 3. En effet, dans ce cas, la matrice de changement de base P est triangu-
laire inférieure (les variables d’état sont choisies dans l'ordre du parcours du chemin

causal). Par conséquent, sauf le dernier coefficient C,, est non nul. D ot le résultat.R

Cas de modéles multi-entrées

On peut démontrer d’une maniére similaire au cas mono-entrée que la matrice de
passage nécessaire pour obtenir cette forme dite premiére forme de commandabilité
est la matrice de commandabilité multi-entrées obtenue a 1’aide de 1’algorithme de
Luenberger.

A la fin de ’exécution de cet algorithme on obtient :
P=\|b .. A" % by ... A2y ... b, .. Avnlp

ou vy, g, ..., Uy, sont les indices de commandabilité.

D’aprés la proposition (6), les composantes du vecteur de sorties plates s’écrivent :
n

yi = Cyzi j=1,...,m (3.15)
i=1

Les coefficients Cj; sont donnés par le théoreme suivant :
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Théoréme 6.

Le vecteur C; défini par y; = C;x satisfait le systéme d’équations suivant :

C;,AZ'B=0, 1=0,1,...,v;—1
CA% b, # 0 (3.16)
CiAT b =0 I =vj,vp, vj<uvy, j#k

qui est une extension du cas mono-entrée.

Les composantes des vecteurs colonnes Al_lbj, (I =0,...,v;) sont obtenues gra-

phiquement & partir du modéle BG en utilisant la formule suivante :
{A7} =) Gi(uy, ) j=1,..m, i=1,.,n (3.17)
H

avec :
— Gi(uj, ;) est la partie constante du gain du chemin causal de longueur [ entre

la source de commande u; et ’élément dynamique x;.
— H est 'ensemble de tous les chemins causaux de longueur [ liant la source de

commande u; a un élément dynamique ;.

Test de platitude

Une formulation BG du théoréme [4 dans le cas multi-entrées est la suivante :
— Tous les éléments dynamiques sont atteignables par les sources d’entrée.
— Tous les éléments dynamiques admettent une causalité dérivée (la dualisation

des source est autorisée pour éliminer d’éventuels conflits de causalité).

Proposition 8. Un ensemble de variables BGs représentées par des détecteurs De
ou D f constituent un vecteur de sorties plates si la somme des longueurs des chemins

causaux disjoints les plus courts entre les entrées et les sorties plates est égale a n.

Exemple 14. On se propose d’appliquer cette méthode a l’identification des sorties
plates d’un moteur pas & pas (MPP) emprunté de la référence Bodson and Chiasson
(1998) autour d’un point de fonctionnement. Le schéma électromécanique du moteur
est représenté figure Il correspond auz équations de tension (3.18) et de la dy-
namique mécanique du rotor donnée par l’équation (3.19). Ce modéle représente le

MPP vu depuis un repére fize (d,q) lié au stator.

dt

vy = Rig+ L% —n wLi
T e T (3.18)
vy = Rig + L7} + nywlig + npwky,
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Jw = npkyi; — bw — 11 (3.19)

F1G. 3.7 — Schéma électromécanique du MPP dans le repére (d, q)

Son modéle BG est représenté figure|3.8 suit directement du Schéma électromécanique

de la figure!3.7.

Modéle BG linéarisé du MPP

Le modéle BG linéarisé du MPP autour d’un point de fonctionnement x, =
(Tdos Tqo, Wo)" €8t obtenu directement a partir du modele BG initial par simple connezion
des modéles linéarisés des composants non linéaires du modéle BG 3.8 initial, voir
Karnopp and Rosenberg (1975); Rimauz (1995). La non linéarité se présente ici sous
la forme d’un gyrateur modulé a flux rentrant. Son modéle linéarisé est composé d’un
gyrateur de gain constant égal a la valeur du gain au point de fonctionnement aug-
menté de deux sources d’effort modulées|3.9. Par exemple ey = e, + Aey, ot e, est
la valeur de Ueffort ey au point de fonctionnement et Aey représente ses variations
autour du ce méme point de fonctionnement. Ce qui conduit au modéle BG linéarisé
global du MPP représenté figure|3.10.
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g~
NpLW:MGY- 1
1 Npkm
MSe:uq | 1h GY 1
'L RR Rb

F1G. 3.8 — Modéle BG du MPP dans le repére (d, q)

Pour alléger les notations, les variables du modéle initial sont réutilisées sur le

modéle linéarisé. Elles sont décomposées en variables d’état x = (ig4,14, w)

mande u = (vg, vy)".

t et de com-

. mp)
1t A MGY P 1
m(3)
1 Aey 1 17 | Aez |
1511 GY Al —5 1

MSe -2 f, A3

MSe 22 £,

FiG. 3.9 — Gyrateur a flux rentrant et son modele linéarisé
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Fi1c. 3.10 — Modéle BG linéarisé du MPP

Test de platitude

Le théoréme!7 ci-dessous donne une condition nécessaire et suffisante de comman-
dabilité graphique simple qui étend les conditions du théoréme |/ au cas de modéles
BGs contenant des sources modulées. Nous nous limitons au cas de sources modulées

par les variables d’état.

Théoréme 7. ‘Rimauﬁ (bQQA) Un modéle BG linéaire sans élément en causalité
dérivée contenant des sources modulées par des variables d’état est commandable, si
et seulement si, les conditions suivantes sont vérifiées :
— Tous les éléments dynamiques sont atteignables par au moins une source d’en-
trée.
— Tous les éléments dynamiques admettent une causalité dérivée lors de 'affecta-
tion de la causalité dérivée préférentielle (en dualisant les sources de commande
si nécessaire). La dualisation des sources modulées est autorisée seulement dans

le cas ou elles sont liées par un chemin causal a une source de commande.

En vertu du théorémel7, le modéle BG de la figure |3.10 est commandable donc
plat. En effet, les trois éléments dynamiques sont atteignables par les sources d’entrée
et ils admettent tous la causalité dérivée a travers les éléments R (sans méme avoir

recours G la dualisation des sources).
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Sorties plates du MPP

Une expression particuliére de ’équation (3.15) est :

Yy = Cnid -+ Cuiq -+ C’13w
Yo = CQlid + Ozgiq + Ozgw

Les indices de commandabilité peuvent étre calculés directement sur le modéle BG,
Sueur and Dauphin-Tanguy (1995) et Rahmani (1993). Une paire d’indices de com-
mandabilité est vy = 1 et vy = 2. Les différents coefficients Cy;,4,j = 1, ..., 3 vérifient
les conditions du théorémel6.

Premiére sortie plate

C11G1(ua, ia) + C12G1(ua, ig) + C13G1(ug,w) # 0
CllGl(uq, id) + OlgGl(uq, iq) + OlgGl (uq,w) =0
CHGQ(Uq, Zd) + Clng(uq, Zq) + OlgGQ(uq,W) =0

Gi(ug,iq) = G1(ug,w) = 0 car il n'eziste aucun chemin causal liant la source de
commande uq auz variables d’état i, et w. Par conséquent Cyy peut étre choisi
égal a 1, car Gi(ug,iq) = Lid £ 0.
Pour des raisons analogues, G1(uy,iq4) = G1(ug, w) = 0. Ce qui donne Ci5 = 0.
Finalement, Ga(uy,iq) = Go(ug, i) = 0, d’ot Ci3 = 0. La premiére sortie plate
est alors :

Y1 =14

Deuxiéme sortie plate

Co1G1(ua, ia) + Co2G1(ua, ig) + Co3Gr(ug,w) # 0

ConGi(ug, iq) + CoaGi(ug, ig) + CosGr(ug, w) =0

Co1Go(ug, iq) + CoaGa(uy,ig) + Ca3Ga(ug, w) =0
Les différents gains sont déja calculés, il en résulte que Co1 = 0 car G1(ug,iq) #
0. En suivant le méme raisonnement, on obtient Coo = 0. Enfin, Csg peut étre
choisi égal a 1.

Par conséquent, la deuziéme sortie plates est :
Yo =w

Ce résultat est prévisible d’aprés la proposition |8 car le modeéle BG de la figure|3.10
contient deux chemins causauz disjoints dont la somme de leurs longueurs est égale

a 8 (nombre d’éléments dynamiques en causalité intégrale).
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3.3.2 Modéles BGs avec éléments en causalité dérivée

Ce cas de figure apparait lors de I'application de la procédure d’affectation de cau-
salité intégrale préférentielle au modéle BG qui astreint certains éléments a recevoir
une causalité dérivée. En supposant qu’il n’existe pas d’élément en causalité dérivée
lié directement aux sources de commande, la représentation par variable d’état prend

la forme généralisée décrite par I’équation (3.20), cf. ch. 2.
Wi = Az + Bu (3.20)

Il est bien connu, que dans le cas ot les variables d’état x ne sont associées qu’aux
éléments dynamiques en causalité intégrale, la matrice W est toujours inversible. Par

conséquent, ’équation prend la forme classique :
& = Ax + Bu (3.21)
avec : A=W'Aet B=W"'B
Il est alors possible d’appliquer les algorithmes présentés précédemment. Les com-

posantes des vecteurs colonnes A"™'b;, (I =0, ...,v;) sont obtenues graphiquement a
partir du modéle BG en utilisant la formule (3.22).

_ Gi(duj, dz;)A;
1—1 o l ) i 7,
(A1 ], = XHJ N (3.22)

avec :

— r; : le nombre de fois qu’on passe par I’élément 7,

- A=1->.B+ Zm B,Bj — Z”k B,B;By + ...,

— >, Bi : somme des parties constantes des gains de boucles de longueur 0 prisent
lal,

- Z” B;B; : somme des parties constantes des gains de boucles disjointes de
longueur 0 prisent 2 a 2,

- Z”k B;B; By, : somme des parties constantes des gains de boucles disjointes
de longueur 0 prisent 3 a 3,

— Gi(duy,dz;) : la partie constante du gain du chemin causal généralisé de lon-
gueur [ liant la variable d’entrée du; a la variable d’état dx;,

— A;; : se calcule comme A quand on a enlevé le i®™° chemin causal,

— H est ’ensemble de tous les chemins causaux de longueur généralisée [ liant la

source de commande u; a I’élément dynamique ;.
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Exemple 15. Considérons le systéme pendule inversé (PI) représenté figure|3.11,
composé d’un chariot de masse M supportant une barre rigide de longueur 21 et de
masse m possédant un moment d’inertie J par rapport a son centre de masse égal a
mTlQ. Le chariot se déplace en translation sans frottement sur un rail dans la direction

horizontale sous l’action d’une force variable F.

Modéle BG du PI Le modéle BG du PI est présenté figure satisfaisant les
équations aux vitesses (3.23).

(3.23)

X =D +1sinf = X =V + lwcost
Y =lcost) = Y = —lwsind

Fi1a. 3.11 — Pendule inversé sur un chariot

Modéle BG linéarisé du PI Il est bien connu que sans l’approximation des petits
angles, le systeme PI n’est pas plat. Le modéle BG linéarisé du PI autour de
Uéquilibre instable (0 = w = 0) est obtenu comme dans le cas de l'exemple pré-
cédent. Par contre, les non linéarités se présentent ici sous forme de transfor-
mateurs modulés a flux rentrants dont leurs modéles linéarisés sont construits
comme indiqué a la figure|3.13.

Par conséquent, le modele BG linéarisé du PI autour de [’équilibre instable est
construit comme représenté, figure|3.14. Pour alléger les notations, nous gar-
dons les mémes variables pour le modéle linéarisé représentant ici les variations

autour du point d’équilibre.
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Fi1G. 3.12 — Modéle BG du P/
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F1G. 3.13 — Modéle BG linéarisé d’un transformateur modulé

Remarque 9. Dans le cas des systémes mécaniques, il est souvent nécessaire de
prendre en compte dans le vecteur d’état non seulement les variables associées
aux €léments dynamiques en causalité intégrale mais aussi l'intégrale de ces

variables qui représentent les déplacements ou les angles.

Test de platitude Le modéle BG résultant est commandable, donc plat. En effet,
les conditions du théoréme |7 sont satisfaites. Les deux éléments dynamiques
I:Jetl: M etles deux intégrateurs sont atteignables par l’entrée. Il est
également possible d’imposer une causalité dérivée auz I’éléments dynamiques
I:Jetl: M en dualisant la source modulée et la source de commande respec-

tivement.
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F1G. 3.14 — Modéle BG linéarisé du PI autour de I’équilibre instable

Sortie plate du modéle BG du PI
Les variables d’état sont (D,V,0,w) et de commande u = F.

L’expression de la sortie plate est :
Yy = C1D + CQV + 039 + C4w

Les coefficients C;,i = 1,...,4 vérifient les conditions du théoréme /.

La premiére contrainte s’écrit :
ClGl(U, D) + CQGl(U, V) + C3G1(u, 0) + C4G1(u,w) =0

Les différents gains sont calculés comme suit :

Gi1(u, D) = G1(u,0) = 0 car il n’existe aucun chemin causal de longueur 1 liant

la source de commande u auz variables d’état D et 6.

Gi(u, V)= L& avece A=1+2 4 1L etAl—l—l—le

Gl(uaw) - _Ml(l]%

La deuziéme contrainte s’écrit :
ClGQ(U, D) + CQGQ(U, V) + CgGQ(U, 0) + C4G2(’LL, w) =0

Les différents gains sont calculés comme suit :

Go(u, V) = Gy(u,w) = 0 car il nexiste aucun chemin causal de longueur 2

liant la source de commande v aux variables d’état 'V et w.
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Ga(u,D) = L8 avee A =1+ 2 + 2L et Ay =1+ 2L

GQ(U,@) = —Mﬁ‘l]%

La troisiéme contrainte s’écrit :
CIGg(U, D) + CQGg(u, V) + CgGg(U, 9) + C4G3(u,w) = O

Gs(u, D) = G3(u,0) = 0 car il existe aucun chemin causal de longueur 3 liant

la source de commande v auzr variables d’état D et 0.

G, V) = kg

— M2J2A?
m313g 1 m?l%g 1
Gs(u,w) = —TE#az — G50 a2

La quatriéme contrainte s’écrit :
01G4(U, D) + 02G4(U, V) + 03G4(U, 9) + C4G4(u, w) 7& 0

G4(u, D) = G4(u,0) = 0 car il n’existe aucun chemin causal de longueur 4 liant

la source de commande v auzr variables d’état D et 0.

G4(U, D) _ m33g 1

M2J2 A?
m313g 1 m?l%g 1
Ga(u,w) = —FpfEaz — Grp ar

La résolution de ces équations donne Cy = Cy = 0 et Cy(J +mi*) — Csml = 0.

Si on choisie C7 =1 alors C5 = Jt:ZlQ, la sortie plate est alors :
J +ml?
y=D+ ———0
ml
Si on considére que la barre du pendule est homogéne alors J = mTlQ et la sortie
plate se réduit a :
4

qui représente le centre d’oscillation du pendule.

3.3.3 Modéles BGs avec éléments en causalité dérivée liés a

I’entrée

La présence d’éléments dynamiques en causalité dérivée liés directement aux en-
trées fait apparaitre des dérivées de l'entrée dans la représentation d’état, cf. ch.
2.i.e.,

i = Ar + 3% B;s'u (3.24)
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Dans ce cas, il est toujours possible de considérer des changements de coordonnées

généralisés succéssifs de la forme (3.28), Fliess (1990b),
=1z Bys* tu (3.25)

qui conduisent a la représentation par variable d’état dite classique ou Kalmanienne

(3.26).
i = Az + Bu (3.26)

ot A=Aet B=3Y" AB,.

Par ailleurs, s’il existe d’autres éléments en causalité dérivée qui ne sont pas liés
aux entrées, la représentation par variables d’état prend la forme (3.27), avec W
réguliére.

Wi = Az + 3¢ B;s'u (3.27)

Dans ce cas, les changements de coordonnées généralisés nécessaires pour obtenir

la forme classique ont pour expression :
F=x—W1B.s*u (3.28)

conduisant a la représentation par variable d’état (3.26). Cependant :
A=A ot B=> (W'AW'B
i=0

Il est alors possible d’utiliser les algorithmes précédents pour calculer les sorties
plates en termes des nouvelles coordonnées puis de retourner vers les coordonnées
initiales par des changements de coordonnées inverses successifs.

Cette procédure peut s’appliquer directement sur les modéles BGs car les com-
posantes des différents vecteurs (W 1AW 1B; i = 0,...,a peuvent étre calculées
a l'aide de la formule (3.22) en considérant cette fois-ci des chemins causaux de

longueurs 7 4 1.

Exemple 16. Considérons le pendule inverse (PI) sans le chariot dont le modéle
BG est représenté figure|3.15. Une différence remarquable par rapport au modéle BG
précédent est que la source de commande MS'f : D est directement liée o ’élément
dynamique (I :m) en causalité dérivée. Les variables d’état sont © = (0,w)" et la

commande est u = D.
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F1G. 3.15 — Modéle BG linéarisé du PI sans le chariot
Dans les nouvelles coordonnées (forme de Kalman), la sortie plate s’écrit :
Y= C16 + Co
Les coefficients C et Cy vérifient :

ClG_l(D, 6)) + CQG_1<D,U)> =0
ClG()(D, 9) + OQGO(D,CU) 7& 0

G_1(D,0) = 0 car il n’existe pas de chemin causal de longueur généralisée égale a -1,
par conséquent Cy = 0. Comme Go(D,0) # 0, il suffit alors de choisir C; =1 pour
obtenir y = 6.

Le changement de coordonnées généralisé est : & = x— (W 1By +(W AW 1B )u—
WL Byt. Les différents vecteurs W—2By, W™1By et (W1A)W 1B, sont calculés en
utilisant la formule (3.22). I suit :

[ i ] = [ Ja+7) | D — . D (3.29)
@ w 0 e

- i 3ml - - s 4l
On obtient alors y = 0 = 0 + == D, qui est proportionnelle ¢ y = D + 30.

3.4 Paramétrisation différentielle

Dans cette section, nous allons aborder le probléme de la paramétrisation des
variables du systéme en particulier les variables d’état et d’entrée en fonction des

sorties plates et de leurs dérivées. Nous allons proposer deux méthodes pour obtenir
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cette paramétrisation directement sur le modéle BG. La premiére est basée sur le cal-
cul de déterminants de matrices particuliéres sur le modeéle BG direct et la deuxiéme
en utilisant la reégle de Mason sur le modele BG inverse.

Nous considérons des modéles BGs plats dont la représentation par variables
d’état est de la forme (3.30), o W est une matrice réguliére.

(3.30)

Wz = Az + Bu
y=Cx

avec x € R",u € R™,y € R™ représentent respectivement, les vecteurs des variables
d’état, des variables d’entrée et des variables de sorties plates.
W, A, B, C sont des matrices a coefficients constants et de dimensions appropriées.

D’une maniére plus compacte, ’équation (3.30) s’écrit :

x]:[O] (3.31)
u y

Comme le systéme est plat, det(P(s)) est constant (indépendant de s) et la solu-
tion de (3.31) prend la forme :

Ws—-A —B
C 0

g

P(s)

(3.32)

ou ®(s) € R™™[s] et U(s) € R™™[s] sont des matrices ayant pour coefficients
des polynomes appartenant & R[s|. Dans ce qui suit, nous allons montrer comment
calculer les différents termes des matrices ®(s) et U(s) directement a partir du modéle
BG.

3.4.1 Meéthode indirecte

Le systéme de Cramer (3.31) a pour solution :

T 1
[u]:mC’om

avec det(P(s)) # 0.

A partir des calculs des matrices cofacteurs, les coefficients ®;;(s) et W;;(s) des

Ws—A —B
C 0

0 ] (3.33)

matrices ®(s) et W(s) sont obtenues graphiquement a ’aide des propositions sui-

vantes :
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Proposition 9. Le polynome ®;;(s),i,j =1,...,m de la matrice (s) est égal au dé-

¢ entrée et la

terminant de la matrice systéme du modéle obtenu en supprimant la i™
jéme sortie plate, divisé par une constante (—1)"DK | ot K est égal au déterminant

de la matrice systéme .

Proposition 10. Le polynome V;;(s),i,j = 1, ...,m de la matrice V(s) est égal au dé-
terminant de la matrice systeme du modéle obtenu en remplacant la j¥™ sortie plate
;eme

par la sortie associée a la 1 variable d’état, divisé par une constante (—1)(i+j)K,

ou K est égal au déterminant de la matrice systéme .

La preuve de ces deux proposions est reportée a 'annexe B.

Pour calculer le déterminant de la matrice systéme sur un modeéle BG, nous allons

utiliser la formule (3.34), Rahmani (1993).

d t
det S(s) =Y (-1)"@ (H é’k(ui,yi)PAr(s)> (3.34)
g=1 k=1 q

oui,je{l, ..t}

G (ui, ;) est la partie constante du gain du k™ (k = 1,...,t) chemin causal entrée-
sortie appartenant & ’ensemble des ¢ chemins causaux entrées-sorties disjoints. d
est le nombre de choix de ¢ chemins causaux (E/S) disjoints. P4 (s) représente le
polynéme caractéristique, Rahmani et al. (1994a) du modéle BG réduit, obtenu en
supprimant les ¢ chemins causaux (E/S) disjoints associés au ¢°™¢, (¢ = 1,...,d)
choix. o(q) est le nombre de permutations élémentaires. Par définition, o(¢) = 0, s'il

existe un unique choix de ¢t chemins causaux (E/S) disjoints.

Exemple 17. On se propose d’appliquer les résultats ci-dessus a la paramétrisation
différentielle du MPP considéré précédemment. Les deux sorties plates déja identifiées
sont représentées par deur détecteurs de flux, figure!3.16.

Pour commencer, nous allons d’abord calculer le déterminant K de la matrice

systéme :

Calcul du déterminant de P(s) :

1l existe un seul choix de chemins causauz entrées-sorties disjoints, a savoir :

MSe:ug—1:L— Df:iq4
MSe:u,—1:L—GY :npky, = 1:J—=Df :w
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F1G. 3.16 — Modéle BG du MPP avec placement de détecteurs sur les sorties plates

D’apres la formule (3.34), il suffit donc de calculer le produit des gains des che-
mins causaux entrées-sorties disjoints, le polynome caractéristique du BG réduit vaut
1. Le déterminant de la matrice systéme est alors :

11 1 Nk,

Paramétrisation états-sorties :

Les relations polynomiales entre les variables d’états et les sorties plates peuvent

s’écrire sous la forme compacte suivante :

1q 1 0

. U1
Zq - \1’21<S) \1122(5) [ ]
w 0 1 v2

Les coefficients Wy (s) et Woo(s) sont obtenus graphiquement a l’aide de la proposition
— Calcul de Wy (s) :
D’apres la proposition |10, y1 = iy et yo = w. Avec ce choix de sorties, il ne
subsiste aucune paire de chemins causaux entrées-sorties disjoints. Par consé-
quent, Wo; = 0.
— Calcul de Was(s) :

Dans ce cas y, = 1q et Yy = i4. Le déterminant de la matrice systéme corres-
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pondant a ce choix de sorties est calculé comme suit :

Nous avons un seul choix de chemins causaux entrées-sorties disjoints :

MSe :ug—1:L— Df:dy
MSe:u;,—1:L— Df:dy,

de gains respectifs % En supprimant cette paire de chemins causauzx, on obtient
le modéle BG réduit représenté, figurel3.17 dont le polynéme caractéristique est

égal a (s+ 5.

Rb {1
w

Fi1a. 3.17 — Modéle BG réduit

Le déterminant de la matrice systeme correspondant a ce choix de sorties est

alors égal a #(S + %) . En diwvisant par K on obtient :

T (54 )

\P22(8> =

Npkm,
Finalement :

tqg = Y1

W = 1Y

. g b _J b
lg = Wk (s+ F)y2 = P—— (U2 + Fy2)
Paramétrisation entrées-sorties :

Les relations polyndmiales entre les variables d’entrée et les sorties plates peuvent

s’écrire sous la forme :

)L o] )
Uq N Dyi(s) Paa(s) Y2
Les différents coefficients ®11(s), P12(s), P21 (s) et Poa(s) sont calculés graphiquement
a laide de la proposition 9.
— Calcul de ®q4(s) -
En supprimant la premiéere entrée M Se : ug et la premiere sortie plate D f : ig4,
il subsiste un seul chemin causal entrée-sortie défini par :
MSe :u, — 1 :L — GY :npyk,, — 1 :J — Df :dw. Son gain est égal a
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npkm
JL

représenté, figure|3.18 dont le polynéme caractéristique est égal a (s + %)

. Le modéle BG réduit résultant de la suppression de ce chemin causal est

'L 11 RR

Fi1G. 3.18 — Modéle BG réduit

Le coefficient recherché est alors égal a ®11(s) = L(s + &)
- Caleul de $19(s) -
En supprimant la premiére entrée M Se : ug et la deuziéme sortie plate Df : w,

il subsiste deur chemins causaux entrée-sortie définis par :

MSe:u;, —1:L—GY :nplw, —1:L— Df :dig
MSe:uy—1:L—GY :npky, = 1:J— Se:n,Ligw —1:L— Df:dig

Le gain du premier chemin causal est égal a "”LLQW". Le modéle BG réduit résul-
tant de la suppression de ce chemin causal est identique a celui représenté en
figure dont le polynome caractéristique est égal o (s + %)

2 .
Le gain du deuzieme chemin causal est égal a n”@% En supprimant ce deuziéme

chemin, il ne reste plus de BG réduit. On obtient alors :

JLw, b .
k (5 + j) - anZQO

@12(3) = -

— Calcul de @9 (s) :
En supprimant la deuziéme entrée M Se : u, et la premiére sortie plate Df : igq,
il subsiste un seul chemin causal entrée-sortie défini par :
MSe:uqg—1:L—GY :n,Lw, —1:L—GY :nyky,, = 1:J—Df :w.
Son gain est égal a —%, d’ot $y;(s) = nyLw,

— Calcul de $ys(s) -
En supprimant la deuziéme entrée MSe : ugy et la deuziéme sortie plate Df : w,
il subsiste un seul chemin causal entrée-sortie défini par :
MSe :uqg — I : L — Df :14 dont le gain est égal a % Le modéle BG réduit
résultant de la suppression de ce chemin causal est représenté figure|3.19 et a
pour polynome caractéristique :

R b, Rb mkn  npkmia

2 — —_— —
SHE St t T 7
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LL 13
\ : B
Ser-nplig,w \
91} GY —H1lw
RR Rb

Fi1a. 3.19 — Modéle BG réduit

d’ot :
JL R b Rb  n2k? n2kniq
o _ 2  (Lv b Lo phm plmtdo
2(s) = {5 LAYy ) 7
Finalement :
ug =L [Z/fl — oo My — (fee 4 ”piqo)?ﬁ}

. . n2k372n n2kmi n2kmwo

g = T2 G+ (B4 B+ (S 4 Mg 4 hatiay, 4 Tt |

3.4.2 Meéthode directe

La notion de bicausalité introduite par Gawthrop (1995) permet en particulier de
retrouver le modéle BG inverse d’un systéme. Dans ce contexte, l'inverse d’un systéme
dynamique peut étre considéré comme étant un nouveau systéme, pour lequel, étant
donné la sortie du systéme initial comme entrée, il reproduira exactement I’entrée du
systéme initial comme sortie. Pour ce faire, de nouveaux composants BGs, a savoir
les composants "source détecteur" notés SS sont introduits, cf. annexe A.1.

Grace a la notion de bicausalité, la paramétrisation différentielle peur étre alors
obtenue graphiquement et directement a partir du modéle BG inverse. Dans ce cas,
cette paramétrisation s’obtient par simple application de la régle de Mason, cf. ch.2
sur le modéle BG inverse. Cette idée est inspirée de la référence Marquis-Favre et al.
(2001), ou la bicausalité est utilisée pour calculer les matrices de transfert et de trans-
mission d’'un modéle BG mono-entrée. Dans cette section, nous allons étendre cette
méthode au cas multi entrée ou 'inversion bicausale s’effectue le long des chemins
causaux entrées-sorties disjoints les plus courts. Une propriété intéressante propre
aux modeles BGs plats, est que le modéle BG inverse ne contient aucun élément

en causalité intégrale, Richard et al. (2002). Par conséquent, lors de I’application de
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la régle de Mason, nous n’allons pas recontrer des boucles causales, ce qui simplifie

considérablement les calculs.

Procédure de construction du modéle BG inverse

Cette procédure est tirée de la référence Fotsu-Ngwompu et al. (1996). Nous n’
avons gardé que les 3 premieéres étapes. Les étapes 4 et 5 proposées dans la méme
référence ne se présentent pas dans le cas des systémes plats.

— sur le modéle BG causal, déterminer I'ensemble des chemins causaux entrées-

sorties plates disjoints les plus courts,

— sur le modéle BG acausal, remplacer les sources (associées aux commandes) et

les détecteurs (associées aux sorties plates) par des éléments S5,

— propager la bicausalité le long des ces chemins causaux entrées sorties plates

disjoints les plus courts sans créer de conflits de causalité.

Remarque 10.
S’il existe plusieurs choir de chemins causaux entrées sorties-plates disjoints, la pro-

cédure peut s’appliquer indifféeremment sur [’'un de ces ensembles.

Exemple 18. On se propose d’appliquer cette méthode a la paramétrisation diffé-
rentielle du MPP considéré précédemment, figure!3.16.

Construction du modéle BG inverse

On suit étape par étape la procédure précédente :
1l existe un seul choix de chemins causauz entrées-sorties plates disjoints les plus

courts, a savoir :

MSe:ug—1:L— Df :ig4
MSe:uqg—1:L—GY :nykp, =1:J—=Df:w

En remplacant les deuzr sources d’entrée et les deux détecteurs par des éléments
SS et en inversant le modéle BG de la figure!3.16le long de ces deux chemins causauz
disjoints, le modéle BG inverse de la figure|3.20.

Remarque 11. Puisque tous les éléments dynamiques ont une causalité dérivée,
l’application de la régle de Mason se réduit au calcul de la somme des gains des

chemins causaur sorties-entrées et sorties-états.
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\/

i Q
SernpLigow
NpLWy: GY .
Se:-nplLigow
o= npkm

uq 1 Iﬁ\ GY——= 1 V—— f
/ \ / \ w
F1G. 3.20 — Modéle BG inverse du MPP par rapport aux sorties plates

Paramétrisation états-sorties

Les relations polynéomiales entre les variables d’états et les sorties plates sont :

1q 1 0

. n
’Lq - \1121(8) \1122(8> [ ]
w 0 1 b2

Uy (s) = 0 car il n'existe aucun chemin causal liant la sortie plate y, a la variable
d’état iy, il reste alors a calculer le gain Vas(s) qui est égal a la somme des gains
des chemins causauz liant la deuziéme sortie plate yo a la variable d’état i,. Il existe

deuzx chemins causauxr donnés par :

SS:iw—1:J—=GY :npk,, — i,
SS:w— R:b— GY :npk, — i,

Par conséquent : i, = (anL/,C npim)w = Wy(s) = ankm(S + %)

Paramétrisation entrées sorties plates

[ Uq ] _ [ (511(8) <I>12(8) ] [ hn ]
Ugq CI321(3) @22(3) Y2

Les différents coefficients ®11(s), P12(s), Pa1(s) et Pag(s) sont calculés graphiquement

Nous avons :

a aide de la regle de Mason.
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Calcul de ®4(s) :
Nous avons deux chemins causaux liant la sortie plate SS : iq a la variable
d’entrée SS : ug :
SS:ig—1:L—55:u,
SS:ig—I1:R—S55:uy
La somme de leurs gains est uq = (Ls + R)ig = ®11(s) = L(s + %)
Calcul de Pq4(s) :

1l existe trois chemins causaux liant la sortie plate SS : w a l'entrée SS : ug :

SS:w—1:J—GY :nyk,, = GY :nyLw, — S5 : uq4
SS:w—=R:b—GY :nyky,, = GY :n,Lw, — SS : ug
SS:w— Se:nyLlig, — S5 :ug
Il suit - ug = |—(Js + b)(np;km)anwo —nyLig, | w= P1a(s) = —%(s +25) -
nyLig,
Calcul de ®y(s) :
Nous avons un seul chemin causal liant la sortie plate SS : i1q a la variable
d’entrée SS :uy :
SS tig— GY :n,Lw, — S5 :uy,

Dont le gain est : uy = nyLwyiq = Poy1(s) = ny,Lw,

Calcul de ®95(s) 1 Dans ce cas, il existe six chemins causauz liant la sortie plate
SS:w a lentrée SS : ug :

(

SS:w— GY :npk,, — 5SS :y,

SS:w— Se:—n,Lig, — SS :u,
SS:w—=1:J—=GY inyk,, = 1:L—SS:u,
SS:w—1:J—GY :nyk, = 1:R— 85 :u,
SS:w—R:b—GY :npky, = 1:L— 5SS :u,
SS:w—R:b—GY :nyky, =1 : R— SS:u

\

La somme de leurs différents gain est :

Uy = [(Js +b)( )(Ls + R) + nyk,, + anido} w

NpRm

JL

npknm,

= Po(s) = {s2+(—+—)s+—+

R b Rb  npkh  npknia,
L J”7JL " JL J
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Nous avons abouti au méme résultat que précédemment. Cependant, la deuzxiéme
méthode semble étre plus immédiate. De plus, il est possible de I’étendre aux cas de

modéles BG non commutatifs, cf. ch. 4 et aux modéles BG non linéaires polynémiaux

cf. ch.5.

Conclusion

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons proposé une méthode graphique
d’identification des sorties plates pour sur des modéles BGs linéaires. Cette méthode
est basée principalement sur l'utilisation de la forme canonique. L’application de
cette méthode est relativement simple sur des modéles BG de dimension résonable
et ne nécessite pas d’écrire les équations d’état du systéme comparée aux méthodes
analytiques qui en plus nécessitent 'utilisation d’un logiciel de calcul formel comme
Maple, Mathematica ou Matlab.

Dans la deuxiéme partie, nous avons abordé le probléme de la paramétrisation dif-
férentielle, et proposé deux méthodes graphiques permettant de retrouver les expres-
sions des différentes variables d’état et de commande en fonction des sorties plates et
de leurs dérivées. Ces deux méthodes graphiques simple d’application montrent bien
I’avantage d’utiliser une approche BG comparée a la méthode analytique présentée
au chapitre 1.

Par ailleurs, ce chapitre nous a permis de dégager des pistes pour étudier le cas
des modéles BGs non linéaires. C’est au cours de ce travail que nous avons remarqué
I’intérét de la notion de non commutativité. Ceci nous a orienté vers I'utilisation de la
théorie d’algébre et de modules différentiels pour en tenir compte de la notion de non
commutativité qui apparait dans le cas des modéles variationnels et non linéaires.
Dans les chapitres suivants, nous allons étendre ces résultats a certaines classes de

systémes non linéaires.



Chapitre 4

Platitude des modéles BGs non

linéaires

«Ne me dites pas que ce probléme est difficile. S’il n’était pas difficile, ce ne

serait pas un problémes. Ferdinand Foch

Introduction

L’identification des sorties plates d’un systéme non linéaire reste encore un pro-
bléme ouvert. Il n’existe pas a I’heure actuelle une solution définitive et générale
a ce probléme. Un moyen efficace permettant d’apporter une solution satisfaisante
consiste en l'utilisation de la notion de modéle tangent (variationnel), Lévine (2004b)
généralement défini en utilisant la théorie de la géométrie différentielle et des jets in-
finis. Cette définition est difficilement exploitable sur des modéles BGs car plusieurs
notions comme les distributions involutives, crochets de Lie, etc., ne sont pas acces-
sibles graphiquement sur ce type de modéles.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous allons alors proposer une méthode
similaire basée sur la théorie d’algébre et de modules différentiels. Cette méthode se
préte bien aux modéles BGs grace a 'aspect algébrique. Dans un second lieu, nous
nous intéresserons au probléme de la paramétrisation différentielle. Pour atteindre
cette objectif, nous allons utiliser la notion d’anneau BG présentée au chapitre 2 et la
notion de bicausalité. Enfin, nous allons montrer comment intégrer nos techniques de
platitude dans une autre méthode de synthése de lois de commande par BG, proposée

par Junco et al. (2003). Cette derniére, semblable a la commande en cascade, est

97
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basée sur la décomposition en sous-systémes élémentaires.

4.1 Identification des sorties plates d’un modéle BG

non linéaire

Dans cette section, nous allons proposer une procédure de calcul des sorties plates
d’un systéme non linéaire a partir de son BGV associé, Achir et al. (2003). Cette

procédure comporte trois étapes :
1. Construction du modéle BGV du systéme.
2. Calcul des bases (1-formes différentielles) du module associé au modéle BGV.
3. Intégration de I’ensemble des 1-formes différentielles.

Nous nous limiterons a des modéles BGs sans élément en causalité dérivée, i.e.,

dont la représentation par variables d’état est de la forme (4.1), cf. chapitre 2, § 3.

= f(z,u) (4.1)

ou r € R",u € R™ représentent respectivement, les vecteurs des variables d’état
associées aux éléments dynamiques en causalité intégrale et les variables d’entrée
associées aux sources de commande. f est un champs de vecteur analytique de di-
mension appropriée.

Le module noté Q,/x ou simplement (2 associé au systéme grace aux diffé-

rentielles de Kahler, cf. ch. 2, est décrit par I’équation (4.2), oli s = %.

sdr = A(z,u)dz + B(z,u)du (4.2)

ou A(z,u) = % , B(z,u) = % et dx, du sont les différentielles de Kdhler de z et de

u et représentent les nouveaux vecteurs d’état et de commande respectivement.

Remarque 12. Si le module Qp/x (modéle BGV) résultant est libre (de rang m),
i.e., il admet m bases indépendantes, alors le modéle BG non linéaire initial est
fortement accessible, Fliess et al. (1995). Si de plus, ces bases sont intégrables, il est

alors plat.
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4.1.1 Cas mono-entrée

Considérons le changement de coordonnées (4.3).
d¢ = P *(n)de ou dx = P(n)d¢ (4.3)

ou n = [z u']".
En appliquant le changement de coordonnées au modele (4.2), on aboutit a
la représentation par variables d’état (4.4).

sd¢ = A(n)dé + B(n)du (4.4)

Avec : A(n) = P~ (n)[A(n) — s]P(n) et B(n) = P~ (n)B(n)
La représentation par variable d’état (4.4) devient une forme canonique si les

matrices A(n) et B(n) sont choisies comme suit :

O 0 0 . =«
1 *
A= 0 * ,B:
0O 0 O * 0

Il reste alors a calculer la matrice de changement de coordonnées P(n) adéquate.
Soit :

P@m)=| p(n) p(n) ps(n) - pn(n)]

Il suit : P(n)B(n) = B(n) = p1(n) = B(n)

et P(n)A(n) = [A(n) — s|P(n

~—

p2(n) = [A(n) — s]B(n)

pa(n) = [A(n) — s|" ' B(n)

Par conséquent :

P(n) = [B(n), (A(n) — s)B(n), ..., (A(n) — s)" ' B(n)]

Remarque 13. La matrice de passage P(n) doit étre de rang plein, ce qui équivalent

a la liberté du module k.
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La base du module associé a (4.4) est alors proportionnelle a la derniére variable
dé,, i.e., w=d§, = (0,...,*)d¢E.

En revenant aux coordonnées initiales, la base w est combinaison linéaire des
variables dx;,i = 1,..,n, i.e.,

=1

Par ailleurs, w = C(n)dz = C(n)P(n)d¢, d’on C(n)P(n) = (0, ..., *). Par consé-
quent, C'(n) satisfait ’ensemble d’équations algébriques (4.6).

{ CIAG) = 5|~ B(n) =0

C(n)[A(n) — 5" B(n) # 0

Les composantes du vecteur colonne [A(n) — s]'"'B(n) peuvent étre déterminées

pour [ =1,..n—1 (4.6)

graphiquement a partir du modéle BGV a I'aide de la formule suivante :

{[A(n) = s]' B} = ) Gi(du, dx,) (4.7)

ou Gy(du,dz;) = H,lg:n(ék — ~vs) représente le gain du chemin causal de longueur [
liant la variable d’entrée du a la variable d’état dux;.
— Gy est la partie constante du gain du chemin causal élémentaire liant 1’élément
k a l’élément k — 1 le long du chemin causal considéré.
— v =1 si ’élément i est parcouru plus d’'une fois et v = 0 dans le cas contraire.
— H est I'ensemble de tous les chemins causaux de longueur [ liant la variable
d’entrée du a la variable d’état dz,.
Si la forme différentielle (4.5) obtenue est intégrable, le systéme non linéaire
d’origine (4.1) est alors plat.
Rappelons qu'une forme différentielle de premier ordre est intégrable si et seule-
ment si, 'équation (4.8) est satisfaite pour tout ¢ # j, Cartan (1977).
dC;i(x)  9C)(x)
0z 0x;

(4.8)

Proposition 11. Une variable BG représentée par un élément De ou Df est une
sortie plate d’un modeéle BG a une seule source d’entrée, si seulement si, la longueur
du plus court chemin causal entre cette variable et la source d’entrée est égale a l’ordre

du modéle.
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Preuve 4. Dans ce cas de figure, le module associé au modele BGV, i.e., {1k est
toujours libre. En effet la matrice P(n) est de rang plein car elle est triangulaire
supérieure si les variables d’état sont ordonnées suivant leur succession le long du
chemin causal trouwvé. Tous les coefficients C;(n) sont alors égauz & zéro pour i =
1...,n—2 et la condition d’integrabilité devient triviale parce que la base de €, k est

réduite a une seule variable.l

Exemple 19. On se propose d’appliquer l’algorithme présenté ci-dessus pour calcu-
ler la sortie plate du moteur a courant continu a excitation série vu au chapitre 2.
Dans un tel moteur, le circuit d’induit est connecté en série avec le circuit induc-
teur. En paralléle avec la résistance dinduit R., il y a un circuit by-pass contenant
une résistance Ry commandé par un interrupteur. L’ouverture et la fermeture de cet
interrupteur permet d’inclure ou d’exclure cette résistance du circuit. La résistance
Ry permet d’affaiblir le champs d’induit, qui est utilisé pour augmenter la vitesse du

moteur a faibles charges.

Modéle BG du MCCESérie
Le schéma électromécanique du MCCESérie est représenté, figure 4.1. Son mo-
dele BG correspondant est rappelé, figure 4.2, cf. chapitre 2.

_ R, g,

F1G. 4.1 — Schéma électromécanique du MCCESérie

Les variables décrivant ce modéle BG peuvent étre décomposées en variables

d’état x = (e, iq,w)" et de commande u.
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/z
7K

Fi1G. 4.2 — Modéle BG du MCCESérie

Modéle BGV du MCCESérie La seule non linéarité du modéle apparait sur le

gain du gyrateur modulé dont le sous-modeéle BGV est construit comme indiqué
a la figure|4.3, cf. chapitre 2.

kL.i.
1 €4 ~ €5 |
11 = MGY I 1
. kL.i, .
1 €4 1 N | €5 |
1t 7 Tu GY /.T dfs/.l
Se :(—wkL.di, Se i,k L.di,

FiG. 4.3 — Modéle BGV du gyrateur modulé
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Le modele BGV global est alors obtenu par simple connection des sous-modéles
BGVs de tous les composants, figure4.4.

I1:J
R :R, 1:L, BN
& % 6
L.
MSe :du——A 1 —— GY —>—A1+—— R b
> “dza dwR
8 14
MSe —ka i,

0 —2 _ R:R; MSe ikLcdi.
10

v

1

9 diex

R R, I1:L,
FiG. 4.4 — Modéle BGV global du MCCESérie

Les variables correspondant au modeéle BGV sont dx = (di., di,, dw)" et du.

Calcul de la sortie plate du MCCESérie
Une expression de l’équation (4.5) est :

w = Cldie + Czdia + Ogdw

Les inconnues C;, 1 =1, ..., 3 vérifient les contraintes algébriques de I’équation

(4.6) dont les différents coefficients sont calculés a l'aide de la formule (4.7).

Chemins causaux de longueur un :
ClGl (du, die) + CQGl (du, dia) + CgGl(du, dw) =0

1l existe un seul chemin causal de longueur 1 liant ’élément dynamique

I: L, ala source de commande M Se : du, par conséquent Cy = 0.
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Remarque 14. Dans le cas ou linterrupteur est ouvert Ry = 0o, la sortie plate se
réduit @ y = Jw qui est un résultat tout a fait logique car il subsiste un seul chemin

causal liant la source de commande a la sortie plate passant par tous les éléments

Chemins causaux de longueur deux :

Cng(du, die) + CgGQ(du, dia) + C3G2(du, du)) =0

1l existe deux chemins causauz de longueur 2 liant les deuz éléments dy-

namiques I : L, et I : J a la source de commande M se :

respectifs Go(du, di,.) = sze et Go(du, dw) = ﬁfJ
Ry kL..
ClL—e + 03726 =0
Si on choisit C3 = J alors C = —%z’e.

Enfin, on obtient la 1-forme différentielle :

kL?
dy = Jdw — R—;iedz’e

2

, - .y O(Feic)

qui est trivialement intégrable car % = —Zi—
e w

La sortie plate du MCCESérie est alors : y = Jw — kng’g qui est une

grandeur p généralisée.

dynamiques en causalité intégrale.

Dans Junco et al. (2005) nous avons intégré ce résultat a la synthése d’une loi
de commande en cascade grace a la platitude et la décomposition du modéle BG du

systeme en sous modeéles. Cette méthode de décomposition est également détaillée

dans la section

le.

Il en résulte :

= 0.

2Ry

du, de gains
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4.1.2 Cas multi-entrées

Similairement au cas linéaire multi-entrées, les bases du module €k, i.e., du
modéle BGV sont proportionnelles aux derniéres variables (d&yy,, ..., d&m,,,) de la
forme canonique, ou vj,j = 1,...,m représentent les indices de Kronecker ordonnés
dans un ordre croissant.

Dans le systéme de coordonnées originelles, ces bases ont pour expressions :
n
wj == ZCL](’I])dxl ] == 17 ey (49)
i=1

D’une maniére analogue au cas mono-entrée, les vecteurs lignes C;(n) satisfont

I'ensemble de contraintes (relations) algébriques (4.10).

C;(m[A(n) — s 'B(n)=0 pour I=1,.,v; — 1

Ci(m[Am) = s]"~"bj(n) # 0

C;(mM[A(n) — s tbi(n) =0 pour tout [ =wv;,.,vp v;<vy j#k
(4.10)

Les composantes des vecteurs colonnes [A(n) —s|'~b;(n) peuvent étre déterminées

—

graphiquement a partir du modéle BGV a 'aide de la formule suivante :
{[A(n) = s/ bi()}i = > Gilduy, day) (4.11)
H

ou Gy(duy,dz;) = [, (Gr — 7vs) représente le gain du chemin causal de longueur
[ liant la variable d’entrée du; a la variable d’état dx;. Gr(t), v et H sont définis

comme précédemment, cf. relation )

Intégration

L’integrabilité de I'ensemble des 1-formes différentielles, (4.9), i.e., {wy,...,wy}

signifie, qu’il existe un ensemble de coordonnées locales dy; tel que :

{wy, ...,wn} = {dyr, ..., dyn}

C’est, cet ensemble de coordonnées locales qui devient aprés intégration le vecteur
de sorties plates du systéme non linéaire originel (4.1).
Le théoréme suivant fournit la condition d’integrabilité d’un ensemble de 1-formes

différentielles.
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Théoréme 8. Cartan (1977)
Un ensemble de formes différentielles (wy, ..., wy,), de classe C* et rang(wy, ..., wy,) =

m (w; sont indépendantes) est intégrable ou fermé si et seulement si :
dwo; Nt N ... ANw,, =0 1<i1<m (4.12)

L’équation (4.12) est connue sous le nom de "condition de Frobenius", ou A repré-
sente le produit extérieur. A titre d’exemple, étant donné deux 1-formes différentielles
wy = Yy Pi(@)dz; et wy =377 Q;(x)dx;, le produit extérieur de w; et wy a pour
expression :

w1 ANwy = Z (BQ] — PJQZ)dﬂjz N dl’j (413)

1<i<j<n

Par ailleurs, la différentielle extérieure d de w; par exemple est :

0P, 0P,
dwy = Z( P2, axj)dxi A dz; (4.14)
1<J

Si la condition (4.12) est satisfaite, alors il existe une matrice unimodulaire U (x)

telle que :
w1
d U(x) : =0
Wm

La matrice unimodulaire U(x) joue le role de facteur intégrant.

Exemple 20. Le systéme considéré emprunté & Bodson and Chiasson (1998) consiste
en un moteur synchrone saillant & aimant permanent (MSSAP).
Modéle BG du MSSAP
Le schéma électromécanique équivalent de la figure .5 correspond auz équations
de tension (4.15) et a la dynamique mécanique du rotor, équation (4.16). Ce

modéle représente le MSSAP vu & partir du repére d-q (aprés la transformation

de Park).
vg = Rig + Ld% — NpwLyig (4.15)
vg = Rig + qude + npwLglq + npwkny,
Jw = np[km + (Ld - Lq>id]iq —bw — TL (416)

Le modéle BG du MSSAP, figure 4.6 découle du schéma électromécanique équi-
valent de la figure 4.5. Les gyrateurs modulés évaluent les forces électromagneé-

tiques dues a la vitesse angulaire du rotor et le moment électromagnétique de
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torsion engendré par les courants iq et i, respectivement.

F1G. 4.5 — Schéma électromécanique du MSSAP dans le repére (d, q)

Fi1G. 4.6 — Modéle BG du MSSAP
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Modéle BGV du MSSAP

Les non linéarités apparaissent sur les gains des gyrateurs modulés. Les sous-

modeles BGVs sont construits comme indiqué au chapitre 2 conduisent au mo-

dele VBG de la figure 4.7,

I ZLd
N

di /\
MSe :dvg— 1 .
__\ ~n,, MSe n, Lqiqdiq
Olj/ 925‘7 I :J

MSe :n, Lywdi,

R:R
I:L,
TMSe :—andwdié N

/

T
/\_K\
. )(\4“‘\ "R
/ (L MSe :—n, Lqiqdi,
MSe :dv, —— 1 e
diq“\_/

R:R

Fi1G. 4.7 — Modéle BGV du MSSAP

Les variables associées au modéle BGV sont décomposées en variables d’état
dx = (dig, dig, dw)" et de commande du = (dvg, dvg)".

Sorties plates du MSSAP
Les bases du module associé au modéle BGV prennent la forme (4.9), et vé-
rifient les conditions de ’équation (4.10). Il existe deur chemins causaux :
MSe:dvy—1:Ly—1:J—dw et MSe:dvg— I:Ls— dig, de longueurs
respectives vy = 2 et vy = 1. Les différents coefficients de ’équation (4.10) sont

calculés comme suit :

Premiére base

A partir de Uéquation (4.9), la premiére base s’écrit :

wy, = Clldiq + Clgdid + Olgdw
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En outre, elle vérifie les conditions de [’équation (4.10).

Chemins causauzr de longueur un :

C’HGl(dvq, dlq) + OlgGl (dvq, dld> + 013G1 (dvq, dw) =0
CllGl (d’l)d, qu) + 012G1 (dvd, dld) + ClgGl(dUd, dw) =0

Puisqu’ il n’existe aucun chemin causal de longueur 1 liant la source d’en-
trée MSe : dv, aux éléments dynamiques I : dw et I : diq, alors les gains
G1(dvg, dig) et Gi(dvg, dw) sont égauz a zéro. Ce qui implique Cpy = 0.
Pour des raisons analogues, G(dvg,di,) et Gi(dvg,dw) sont nuls. Par
conséquent Cr9 = 0.

Chemins causaur de longueur deux :
CHGQ(CZUQ, dlq) + OlgGg(d’l}q, dld) + ClgGg(qu, dw) 7é 0

Puisque Cyy et Cho sont égauz a zéro, le seul gain nécessaire est Go(dv,, dw).
1l est égal a la somme des gains des deux chemins causauz de longueur
2 liant la source d’entrée MSe : dv, a l’élément dynamique I : dw. En
utilisant la formule (4.7), Ga(dv,, dw) = %np(km+Ldid)Liq — %]anqidLiq =
[k + (Lg — Lq)id]Liq # 0. Si Cy3 est choisie égal 4 1, la premiére base
est alors :

w1 = dw

Deuxiéme base

La deuzieme base s’écrit :
Wo = Cgldiq + ngdid + ngdw

Les conditions de [’équation s’écrivent :

Chemins causauzr de longueur un :

OglGl(dUd, dlq) -+ CQQGl (d’l)d7 dZd) + 023G1 (dvd, dw) 7& 0
CglGl (d’Uq, qu) + 022G1 (d?]q, dld) + ngGl (dvq, dw) =0

Gi(dvg, diy) = Gi(dvg, dw) = 0, parce qu’il n’existe aucun chemin causal
de longueur 1 liant la source d’entrée MSe : dvg aux l'éléments dyna-

miques I : dig et I : dw respectivement.



110

Platitude des modéles BGs non linéaires

G1(dvg, dig) = Lid, car il existe un chemin causal de longueur 1 liant la
source d’entrée M Se : dvy a l’élément dynamique I : Ly de gain Lid. Par
conséquent Cag # 0 .

Concernant la deuziéme condition, les différents gains sont Gy(dv,, dig) =
G1(dvg, dw) = 0 et Gy(dvy, di,) = qu Par conséquent Cy; = 0.

Chemins causauz de longueur deuz :

CQIGQ(CZ’UQ, dlq) + ngGg(d’Uq, d’Ld) + 023G2(d1)q, d(,U) =0

Le premier gain nécessaire est Ga(dvy, dig) = Ldanquq = ;npw. Le

deugieme gain a été déja calculé ; Gy(dvg, dw) = Snp(ky + (Lg — Lq)id]qu.

Par conséquent Cayg et Coz peuvent étre choisis comme suit : Coy = %[km—i-
q

(Lg — Ly)iq], Co3 = —J Lyw. Ainsi, la deuziéme base est :
Lq -
Wy = L—[km + (Lq — Ly)ig)diq — J Lywdw
q
Intégration

La condition d’integrabilité (4.12) s’écrit :

dwl/\wl/\wgzo
dw2/\wl/\WQ:0

L’équation (4.14) permet de conclure que dwy = 0 et dwy = 0, ce qui im-
plique que le systeme ci-dessus est trivialement satisfait. Par conséquent,
lensemble des 1-formes différentielles (wy,ws) est intégrable. 1l reste alors

a trowver une matrice unimodulaire U(x) telle que :

dU(m)(wl):O

Une solution est obtenue pour :

1 0
Ulx) = ( JL2w Ly )
Ld[k‘m-i-(Ld—Lq)]id Ld[k‘m-i-(Ld—Lq)}id

Finalement, les sorties plates du MSSAP sont :

{ n=e (4.17)

Yo =14
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Remarque 15.
Il existe un deuziéme choix de chemins causaux disjoints MSe : dvy — I : Ly — dig
et MSe :dvg — I : Lg — I : J — dw, de longueurs respectives v = 1 et vy = 2 qui

peut conduire @ une autre matrice de passage et & une autre paire de sorties plates

(ig, w).

4.1.3 Cas ou m-1 sorties plates sont connues

Dans cette section, nous allons présenter une version BG de la méthode di a
E. Fossas and Palau (1998) rappelée dans le premier chapitre qui consiste a retrou-
eme

ver la m sortie plate d’un systéme connaissant les m — 1 autres sorties plates,

Achir and Sueur (2005a). Cette méthode est composée de 4 étapes :
1. Construction de modéle BGV du systéme a partir de son modéle BG non
linéaire.
2. Choix des m — 1 bases triviales (1-formes différentielles) du module © associés
au modeéle BGV et effectuer un quotient de module.
3. Calcul de la base du module quotient €2, résultant.
4. Intégration de I’ensemble des 1-formes différentielles.

Nous allons considérer des modéles BGs a m sources d’entrée, on suppose que
m — 1 sorties plates (yi, ..., Ym—1) ont été déja identifiées.
Pour pouvoir identifier la derniére sortie plate, nous allons utiliser construire le

module quotient €2, défini par :

Q
Q=
<Y1y ooy Ym—1 >

Le modéle BGV correspondant au module €2,, posséde une seule source d’entrée
et il peut étre obtenu graphiquement & partir du ce modéle BGV en imposant les
variables ¥, ..., ym_1 et leurs dérivées égales a zéro.

Il est alors possible d’appliquer la procédure proposée au § 4.1.1 pour identifier
la m®™¢ base, @p,.

Les bases de €2 sont alors :
(

w1 = dy1

wo =d
2 (4.18)

Wm = Wy + Zzi_ll pZ(S)dyz

\
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Les polynomes p;(s), i = 1,...,m — 1 sont choisis de telle sorte que le systéme
(4.18) soit intégrable, cf. théoréme
Les avantages de notre approche BG sont :
— elle permet de construire facilement le modéle BGV du systéme,
— elle aide au choix des bases triviales du module BGV et la construction du
module quotient,

— elle simplifie ’algorithme de calcul de la base du module quotient résultant.

Exemple 21. On considére le convertisseur de tension triphasé a commande MLI
(modulation par largeur d’impulsion) de la figure|4.8 emprunté de‘ Tzann—ShiﬂJ k2003).

Ces derniers sont largement utilisés dans plusieurs applications industrielles. Ceci

est di a leurs hautes performances et caractéristiques intéressantes telles que leur
capacité a délivrer des courants sinusoidaux avec un facteur de puissance unitaire,
simplicité dans le circuit de commande et la capacité d’échange de puissance bidi-
rectionnelle. Par conséquent, ils remplacent de plus en plus les ponts de diodes et
thyristors conventionnels dont le facteur de puissance augmente d’une maniére in-

versement proportionnelle a ’angle d’amorgage.

Modéle BG du convertisseur de tension triphasé (CTT)
Le circuit de puissance du convertisseur de tension considéré est représenté,
figure|4.8. C représente la capacité du filtre de la partie continue, R et L repré-
sentent respectivement la résistance et l'inductance de ['tnducteur. Les tensions
et les courants d’entrée sont représentés par les notations ey et i, k = a,b, c
respectivement. On suppose qu’une charge résistive Ry, est branchée aux bornes
de la sortie. Les fonctions des interrupteurs bipolaires p,, py et p. définies par

l’équation représentent les actions des siz interrupteurs.

B 1 S, fermé (4.19)
b= —1 Si fermé .

On suppose que les interrupteurs sont idéauz, i.e., leurs résistances de conduc-
tion sont négligeables.

En considérant [’hypothese ci-dessus, chaque paire d’interrupteurs peut étre
modélisée par un transformateur de gain %pk, k = a,b,c. Le modele BG de
la cellule de commutation est représenté, figure |4.9. En effet, il est facile de
s’apercevoir a partir du circuit de la figure 4.8 que i, =), %pkik, k=a,b,c.
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e[

T o o

Boosting inductor Switching cell Filter ~ Load

Fi1G. 4.8 — Circuit de puissance du convertisseur de tension ac-dc triphasé

F1G. 4.9 — Modéle BG de la cellule de commutation

Le modele BG global du convertisseur est obtenu par simple connezion des
sous-modeéles BG correspondant auz sous-systémes de la figure 4.8, incluant
Uinducteur, la cellule de commutation, le filtre dc et la charge. Le modele BG
résultant est représenté, figure

Le modéle BG de la figure |4.10 est un modéle hybride et a temps variant sous
leffet de ’alimentation triphasée. Nous allons alors utiliser la notion de modéle
moyen et la transformation de Park pour obtenir un modéle continu et a temps

muvariant.

Le modeéle moyen garde la méme structure que le modéle initial de la figure 4.10
dans lequel les variables d’état sont remplacées par leurs valeurs moyennes et
les fonctions discrétes des interrupteurs py, k = a,b, c sont remplacées par les

onctions des rapports cycliques a valeurs dans ['intervalle |—1, 1|, Tzann-Shin
Y

(2004).
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Mo=e, =1 MTF ! Oy

F1G. 4.10 — Modéle BG du CTT - modéle moyen

Pour éviter [introduction de notations suplimentaires, les mémes notations

sont utilisées pour les variables moyennes. Par conséquent, le modéle BG de la
figure |4.10 représente aussi le modéle BG moyen du CTT dans le référenciel

a-b-c.

Modéle BG moyen du CTT dans le référenciel d-q

Sous une alimentation triphasée équilibrée donnée par 'équation (4.20), le mo-

déle BG dans le référenciel d-q est obtenu par application de la transformation

de Park sur le modeéle BG de la figure /.10.

e, = B, ,coswt
ep = Epcos(wt — &)

e. = Eycos(wt — 4)

La matrice de transformation est donnée par :

wff

T==
3

2 | coswt cos(wt— %) cos(wt—
wt — t

]

= Tps

calg’

) sin(w

o

sinwt  sin(
Les variables transformées sont définies comme suit :

[ .
€q

avec €, = (eq €p €.)'yis = (iq 1 1c)" et Ds = (pa Db De)'-

_ 14 - Uq
=Te,, =T,

q Uq

(4.20)
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L’application de la transformation de Park auz équations de tension satisfaites
par les jonctions 1 du modéle BG de la figure 4.10 donne :

[ .
€q

d - 1
=Te, =T(L— + R)is + T=v.p;

dt 2
En utilisant la régle de dérivation de Leibnitz, il suit :
d - d 0 1 _
TL—is=L|— — T 4.21
' [dt v [ 1 0 bs (4.21)

Par conséquent, les équations de tension dans le repére d-q ont pour expression :

ud ] ~ Lw [ _i? ] (4.22)

L’équation de courant satisfaite par la jonction 0 est :

En,
0

= (Lo + B

Z‘d Ve
Y
g

d C (& 1 — t
v Ve _ — D'l (4.23)

c
it "R, 2

Puisque p,"T"T'i, = 2p,'i,, Uéquation peut étre réécrite comme suit :

dv v 3, -
© 4 oS = 2R,
a "R, At

C

En notant C' = %C et R = %RL, l’expression finale de l’équation de courant
est : y

v v 1

S+ — = —(uglq + ugiy) (4.24)
dt Ry, 2 o

Le modele BG du convertisseur de tension triphasé dans le référenciel d-q re-

présenté a la figure 4.11 découle des équations (4.22) et (4.24).

C/

Les variables du modeéle BG sont décomposées en vecteur de commande u =
(ug, uq)t = (ur,u2)’ et vecteur d’état x = (iq,iq,v:)" = (21, T2, x3)"
Identification des sorties plates du CTT

La procédure d’identification des sorties plates est effectuée en 4 étapes : construc-
tion du modéle BGV, obtention d’une base triviale du module associé au modéle
BGV, application d’un quotient de modules pour se ramener au cas mono-
entrée, identification de la base du module quotient résultant, puis pour termi-
ner, détermination des sorties plates du modéle BG non linéaire originel par

intégration.
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Mz J
3.>- /\
30 /0 X3
N\ L
/ 3w RR_
l—1 7’\
X2
RR

F1G. 4.11 — Modéle BG du convertisseur de tension triphasé dans le référenciel d-q

1. Construction du modéle BGV :
Le modéle BGV est obtenu a ’aide des différentielles de Kdhler a partir
du modéle non linéaire de la figure|4.11. Grdce a la linéarité de l'opérateur
de Kihler, le modéle BGV est construit par simple connection des sous-
modeles BGVs des composants. Les sous-modéles BGVs des composants
linéaires sont obtenus d’une maniére triviale, la seule difficulté réside ici
dans les transformateurs modulés dont leurs équivalents variationnels ont

€t€ proposés au chapitre 2.

Ces transformations conduisent au modéle BGV du convertisseur triphasé

présenté figure 4.12.

Les variables correspondantes sont du = (duy, dus)' et do = (dxy, dzs, dxs)".

Y RR

M%:»%ngWﬁ(
dx| N c.c’

fk/\ {/ MS‘:% Xqduyg
EZG dX3 0 \/
«© / MSt:Ladu

) b / 2w RR
M&Z-EX;;dUzﬁ{ 1 A
\»

RR

F1G. 4.12 — Modéle BGV dans le repére d-q
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2. Modeéele BGV quotient
Le modeéle BGV de la figure 4.12 est caractérisé par le module ) et un
choix naturel comme premiere base est la variation infinitésimale de la

tension dv, aux bornes de la capacité C', i.e.,
dy, = dxs (4.25)

Pour obtenir la deuziéme base on effectue un quotient de modules défini
par :

Oy =Q/ < dy, > (4.26)

Le modeéle BGV associé au module quotient est obtenu en imposant drs =
dis = 0. Ceci signifie que le flux et Ueffort dans ’élément C : C' et
R : R} sont égaux & zéro. En les supprimant, la jonction 0 fournit la

relation algébrique (4.27) liant duy a dus.
1 1 1 1
§u1d3:1 + §u2dx2 + ixldul + §$2dU2 =0 (4.27)

En résolvant cette équation par rapport a dus et en remplacant dus dans
le modéle BGV de la figure|/.12, on construit le modéle BGV de la figure
4.13

MSe:- 2xadth ———— 1 }ﬁdi RR
Tha%,

da, 3
a

[ ’ /‘L
MSf:;luzdf(z "

F1G. 4.13 — Modéle BGV résultant du quotient

3. Identification des sorties plates
Le modele BG'V de la figure 4.13 posséde une seule entrée. Il est alors pos-

sible d’appliquer la procédure proposée au § 4.2.1 pour identifier la seconde
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base ayant pour expression :
dys = Chdzy + Codzs
Par ailleurs, elle vérifie la condition :
C1G1(duy, dzy) + CoGy(diuy, dTy) =0

_ _ _ _ x3 _ _ _ 1 mas . .
avec Gy (duy, dT,) = — 32 et G1(duy, dZs) = —5; £ es gains des chemins
causauz de longueur 1, liant la source d’entrée du, aux variables d’état
dz, et dTo respectivement. St Cy = x1 alors Cy = x9. Par conséquent, la

deuzieme base du module )., est donnée par l’équation (4.28).
d?jQ = xlda_cl + l’zd[f'g (428)

Les bases de ) sont alors :

dyr = dzs (4.29)
dys = x1dTy + x2dTo + p(s)dy;

4. Intégration :
Il est clair que integrabilité de I’équation (4.29) implique que p(s) = 0.

Les sorties plates du modéle originel sont alors :

{ gr= (4.30)

Y2 = %(ﬁ + x3)

Ces sorties plates ont bien une signification physique, la premiére est la tension
auz bornes de la capacité C' et la deuxieme représente ’énergie électromagnétique

normalisée emmagasinée dans le circuit inducteur.

Dans cet exemple nous avons voulu montrer toutes les étapes de calcul des sorties
plates d'un systéme physique par I’approche BG proposée. Outre la facilité d’obten-
tion des différents modéles BG, BGV et quotient, cette méthode aide au choix des
sorties plates triviales qui apparaissent plus clairement sur le modéle BG. Enfin,
cette méthode ne nécessite pas l'utilisation d’un logiciel de calcul formel qui souvent
ne déposent pas de bibliothéque nécessaires pour effectuer ce type de calculs. Dans
Achir et al. (2005b) nous avons utilisé cette méthode pour retrouver les sorties plates
du moteur asynchrone commandé par les courants statoriques. Ces derniéres sont ex-
ploitées pour élaborer une commande par platitude assurant un suivi de trajectoire

de vitesse en maintenant constante 'amplitude du flux rotorique.
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4.2 Paramétrisation différentielle

Aprés avoir identifié les sorties plates, la deuxiéme étape consiste & retrouver les
expressions algébriques des différentes variables du systéme (états, entrées) en fonc-
tion des sorties plates et de leurs dérivées. A part la méthode présentée au chapitre
1, § 3.1 présentée dans la référence Lévine (2004b), il n’existe pas dans la littérature
de méthode systématique pour résoudre ce probléme. Souvent, la démarche suivie
consiste & dériver les sorties plates un certains nombre de fois et combiner les ex-
pressions obtenues afin d’aboutir a la paramétrisation recherchée. Nous allons ici
proposer une méthode systématique pour résoudre ce probléme directement sur le
modéle BGV.

Nous considérons des modéles BGs décrit par la représentation par variables
d’état (4.31).

{ &= f(z,u) (4.31)

y = h(z,u)
avec:x € R",u € R™ety € R™. f est un champs de vecteur analytique de dimension
appropriée et h est une fonction analytique.
Le modéle tangent € associé au systéme (4.31) est décrit par ’équation (4.32).

sdx = A(n)dx + B(n)du (4.32)
Souvent, les bases de ce module €2 ont pour expression :

dy = C(n)dzx + D(n)du (4.33)

D’une maniére plus compacte, les équations (4.32) et (4.33) s’écrivent :
1—A(n)s™ —B(n)
C(n) D(n)

sdx 0
[ du ] - [ dy ] .
P(s—1)

Comme le systéme (4.31) est plat, la solution de (4.34) est de la forme :

J

(4.35)

sdr = V(s)dy
du = ®(s)dy

ou ®(s) et W(s) sont des matrices de dimensions appropriées a coefficients dans C*[s].
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11 suffit alors d’intégrer le systéme de 1-formes différentielles (4.35) pour obtenir
la paramétrisation différentielle du systéme non linéaire originel.

Dans ce qui suit, nous allons proposer deux méthodes de résolution du systéme
d’équations (4.34) directement sur le modéle BG. La premiére utilise le modéle BGV

direct et la deuxiéme le modéle BGV inverse.

4.2.1 Meéthode indirecte

La résolution du systéme d’équations algébriques (4.34) peut étre calculée a par-
tir du modeéle BGV du systéme a ’aide de la régle de Riegle présentée au chapitre
2. Cette méthode est qualifiée d’indirecte car il faut appliquer la régle sur le modéle
BGV direct pour calculer les différents coefficients de la matrice P(s™!) puis inver-
ser cette derniére par calcul formel pour aboutir aux relations (4.35) recherchées,
Achir et al. (2004).

Dans I'exemple qui suit, nous allons montrer d’'une maniére détaillée comment

appliquer cette méthode sur un modeéle BGV.

Exemple 22. Soit le circuit équivalent du MCCESéparée représenté, figure 4.14.

1-1 )= 0Py

F1G. 4.14 — Schéma électromécanique équivalent du MCCESéparée

Le modeéle BG du MCCESéparée est rappelé, figure [4.15. Ce modéle est non li-

néaire a cause de la présence du gyrateur modulé.
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I:La I:J
< :
kL.
MSe : v, A1} MG¥———2
la w
R:R, R:b
I:L,

F1G. 4.15 — Modéle BG du MCCESéparée

La figure 4.16 représente son modele BGV dont la construction est détaillée dans

le chapitre 2.
I:J R:b
GY-

a

R:R, I:L
MSe : dus \1/

A1 | Df :dy,
MSe : —%xgdxl MSe : L%a:gdxl
I:L,
N
MSe : duy AL Df :dy
R: R,
F1G. 4.16 — Modéle BGV du MCCESéparée
On distingue les variables d’entrée du = (dve,dv,)' = (duy,dus)t, les variables

d’état dv = (dpy,,dpr,,dps)t = (dxy, dze, dxs)t et enfin les variables de sortie dy =
(die, dw)" = (dy, dy2)".
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Les relations entrées-sorties peuvent étre écrites dans une forme plus compacte,

équation (4.56).
dys _
dys

En utilisant la régle de Riegle et on notant par S;, 1 = 1,..,3, les gains propres
des éléments I : L., I : L, et I : J, les différents coefficients T;;, i,j = 1,2 sont
calculés comme suit :

— Ty ; chemin Mse :duy, — I : L. — Df :dy

R 1 I Re 4,4 I Re 4,4
dyl—Les [1-51] dul—Les [1+L€s ] du1:>T11—Les [1+L€s ]

Tll T12

Tor T dugy

duy ] (4.36)

— Tyo est égal a 0, car il n’existe pas de chemin causal liant dus a dy;.

— T5 ; deux chemins :
du1—>I:Le—>MSe:—%xgdeHI:LaHGY:k:leI:J—>Df:dy2 et
du; — MSe: —Liaatgdxl —1:J— Df:dys

dy2 - %S_l[]_ - 53]_1“{‘%1%&8_1)[1 - SQ]_l(—kl’ngIS_l)[l - Sl]_ldul
—f—%Sil[l — 83]71“{31'21%871)[1 — Sl]*ldul
— The; chemindus — I : Ly, - GY :kxy —1:J— Df : dy,
1

1
dy, = 33_1[1 - 53]_1(k$1L—aS_1)[1 — So] " dus

Pour paramétrer les entrées en fonction des sorties et de leurs dérivées, on peut
inverser ces relations a l'aide de la formule (4.57).

-1

T, O
Ty T

T 0

(4.37)
—T5' T Ty, Ty

Les différents gains propres des éléments dynamiques sont :

S1 = —]2—2871
SQ = —}L%—ZS_I
Sy=—bs14 (L%:L’ls_l)[l + 12_28—1]—1(_%%5—1)

Apres un certain nombre d’opérations de calcul, on obtient :

Tt = (14 s )s = (s + )
Tt =1+ Fes™(£ars™) s + 5] + By

T231T21T11 = —%%3 + [1 + 15—28_1]([%I18_1)_1(%$2)
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par conséquent :

du; = (s + f—:)dyl
duy = (1 + f—:s‘l)[(faxls_l)_l(s + L)dy, — (%%18_1)_1(1%332)dy1] (4.38)
+§J:1dy2 + %xgdyl
L’application de cette méthode sur le modéle BGV est moins immédiate par
rapport aux digraphes mais la difficulté principale réside dans 1’étape d’inversion
i.e., équation (4.37). Dans ce qui suit, nous allons proposer un solution alternative a

ce probléme.

4.2.2 Meéthode directe

Dans cette section, nous allons étendre le concept de bicausalité, Gawthrop (1995)
aux modéles BGV (anneaux BGs non commutatifs). On peut alors appliquer la régle
de Riegle directement sur le modele BGV inverse pour obtenir la paramétrisation
recherchée sans avoir recours a l'inversion formelle, Achir and Sueur (2005b).

Lors de l'inversion, les éléments dynamiques en causalité intégrale recoivent en
général une causalité dérivée contrairement aux autres composants TF et GY qui
quand a eux recoivent la bicausalité. Il est alors nécessaire de développer un sous-
modéle BGV inverse pour chaque composant.

Pour commencer, considérons un ¢lément [ non linéaire dont la loi constitutive
est décrite par 1’équation (4.39).

f=v(p) =v(se) (4.39)
frler I

En multipliant des deux cotés par 'opérateur de Kdhler, on obtient :

df = g—qﬁdp = (g—;’f) s de (4.40)

L’application de la causalité dérivée revient a inverser la relation (4.40). En utilisant

la régle de multiplication, il suit :

o= (26) e (%) s an

On obtient alors un élément I augmenté d'un élément R en causalité résistance,

figure [4.17.
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Fi1G. 4.17 — Sous-modéle BGV inverse d’un élément 1

Considérons a présent le gyrateur variationnel de la figure 4.18.

d b() d

€1 = €9

| GY |
- dfy dfy

F1G. 4.18 — Sous-modéle BGV d’un gyrateur

Ses relations constitutives s’écrivent :

dey = k(x)dfy
d€2 = k(l’)dfl

Supposons qu’aprés 'application de la bicausalité, on obtient le cas de figure [4.19.
k(z)

d€1 il d€2
i Y

F1G. 4.19 — Sous-modéle BGV inverse d'un gyrateur

Les nouvelles relations constitutives ont pour expressions :

d€1 = k’([l))dfg
df, = ﬁdez

La seule condition pour effectuer cette opération réside dans I’existance d’une inverse
du gain k(z). Ce qui est toujours possible si k(x) appartient & un corps.
Une procédure analogue peut étre conduite pour construire les différents sous-

modéles BGVs inverses des autres éléments C', R et T'F.
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Exemple 23. En inversant le modéle BGV de la figure |4.16 le long des chemins

causaur entrées-sorties les plus courts, on obtient alors le modéle BGV inverse re-

présenté, figure 4.20.

R:R, Ly  I:J R:b
NS o S
SS :duy B o GYL o 1t 2SS dys
Se : —%xgd:cl Se : Liaxgdxl
I:L.
SS :du; 1l 2 S5S dyy
R: R,

F1G. 4.20 — Modéle BGV inverse du MCCESéparée

Remarque 16. Les éléments dynamiques ont tous re¢us une causalité dérivée car
Uinversion est effectuée par rapport auz sorties plates, voir aussi Richard et al. (2002).
Par conséquent, le modéle BGV inverse ne contient pas de boucles causales ce qui

simplifie considérablement application de la régle de Riegle.

Paramétrisation états-sorties plates
Pour l’élément dynamique I : J, il suit : des = Jdw = Jdys,.
D’une maniére similaire, pour l’élément I : L. on obtient : dxy = L.di, =
Ledys.
Pour ’élément dynamique I : Ly, on doit d’abord identifier tous les chemins
causauz liant les sorties plates a la variable dxo, pour pouvoir appliquer la regle

de Riegle. Il existe trois chemins causaux explicités ci-dessous :
SS:dyy — R:b— GY 1 kxy —1: L,
SS:dyy—1:J—-GY kxy—1:1L,
SS:dy2—>Se:LﬁamgdxlﬁGY:kxlesza
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Par conséquent : dwy = Lo(kz1)™[sJ + bldys — La(k;xl)_lLﬁandyl

L. b L.
4 kL—ayldl'Q = J(S + j)dyg — kL—aQ?Qdyl

Lintégration de ce systéeme de trois 1-formes différentielles donne :

T = Ley1
Ty = kﬁi; (52 + S12)
x3 = Jyo

Paramétrisation entrées-sorties plates

Entrée 1 : Nous avons deur chemins causauz,

Sf:.:di.—I:L.— De:du;
Sf:di. - R: R, — De:duy

ot : duy = sLedic + Redie = (s + 5)dy,
Entrée 2 :

i) Dans ce cas, nous avons trois chemins causauz liant Sf : di. a De : dus,

SS :di, — Se: —kL.wdi, — De : dus
SS:di., — Se: kL.,di. — GY : kx; — R: R, — De : dusy
SS:di, — Se: kL. i,diec — GY : kxy — 1: L, — De: dus

1l suit :

duy = kLowdi, + (sLg + Ry)(kx1)  (—=kLeiy)di,

k R, kxi;. _
= dUQ = jygdyl — (S -+ —>( ! )dyl

A (

i1) Cing chemins causauzx liant Sf : dw a De : duy :

]{71'2
Lq

(

Sfi:w—R:b—GY :kxy —1:L,— De:duy
Sf:w—R:b—GY :kxy — R: R, — De : dus
{ Sfiw—1:J—GY :kxy — R: R, — De: dus

Sfw—1:J—GY :kxy—1:L,— De:dus
\ Sf:w— GY :kxry — De: dus

La somme de leurs différents gain est :

dug = (sLg)(kz1) tbdw + R (ki) todw + Ry (kxy) ™t (sJ)dw
+(sLg)(kx1) L (sJ)dw + (kzy)dw
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R,. kxi _ b kx
<=>d’u2 = (S+L—a)( Lal) 1(s+j)dy2+71dy2
Finalement :
R, kxi. _ b kx kx k
dug = (s + L_a)( Lal) (s + j)dyz - Lf dy1] + 716@2 + jy2d?/1

En résumé, nous avons :

duy = (5 + )y,
duy = s+ $a)(52) (s + $)dy + 531y

a

Apres intégration on obtient :

up =y + %yl
. . 2
uy = Lo (o + (B — 2 (yy + Lyn) + L y01)

4.2.3 Décomposition en sous-systémes

Cette méthode a été originellement introduite dans Junco (2001a) pour la syn-
thése de la commande en cascade de modéles BGs non linéaires mono-entrée, mono
sortie. Elle fut ensuite modifiée pour effectuer directement la commande backstep-
ping sur les modéles BGs dans Junco et al. (2002), avant d’étre liée a la platitude
dans Junco et al. (2003). Elle consiste a :

— décomposer le modéle BG en sous-modéles élémentaires,

— pour chaque sous-modéle établir une loi (bloc) de commande correspondant a

un objectif de commande local,

— construire le schéma de commande global par simple concaténation de tous les

blocs de commande élémentaires,

— étudier la stabilité du systéme global bouclé.

Le premier avantage de cette méthode réside dans le principe de décomposition
du modéle BG du systéme qui peut étre effectuée selon la nature physique, i.e., méca-
nique, électrique, hydraulique. Le second réside dans le calcul de la loi de commande
relative & chaque sous-systéme qui se fait d’une maniére élémentaire par inversion et
bouclage et qui permet de satisfaire un objectif local de poursuite de trajectoire.

La difficulté principale de cette méthode réside dans I’étude de stabilité. En effet,
I’'utilisation des fonctions de Lyapunov par le méme auteur se heurte souvent au
probléme connu du choix de ces derniéres. Nous avons alors proposé le critére de
stabilité de Borne-Gentina, Gentina and Borne (1972) qui est beaucoup plus adéquat

a la forme particuliére de la dynamique de 'erreur du systéme en boucle fermée.
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Dans I’exemple suivant, nous allons appliquer cette méthode a la commande d’un

moteur synchrone saillant & aimant permanent, Achir et al. (2003).

Exemple 24. Soit le modéle BG du MSSAP, figure

Fi1G. 4.21 — Modéle BG du MSSAP

Le modéle BG de la figure |4.21 suggeére clairement la décomposition de la machine
en un systéme mécanique et deur sous-systemes électriques, qui interagissent a tra-
vers les gyrateurs modulés. Les cing sous-systémes sont explicitement représenté a la
figure 4.22.

En suivant une procédure similaire a celle présentée dans Junco et al. (2003), les
trois sous modéles sont considérés indépendants et un compensateur est con¢u pour
chaque sous-systeme pour assurer l’objectif de commande locale puis, les sous blocs
résultants sont reliés au moyen des équations des sous-systemes qui représentent les

différents couplages pour construire le schéma de commande complet représenté, fi-

gure 4.23.
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I1:L, I:J
N N
2 6
MSe :v,4 = 1| E4d j:gn 1 ~——Se =TT
iqT ’ TV
3 8
R:R R :b
(a) (b)
I:L,
X |
11 10np(LdZd T km)g
F———— MGY —+
E
MSe w,—2— 1 =
Ya —npLgly
4 5
13 —— MGY ——
R:R
(c) (d)
F1G. 4.22 — Les différents sous-modéles BG du MSSAP
L
Signal d'action |
e T T - —
v L
| — Tenr > Y3 ks vi >
1Bloc1 4 Bioc2 ¥ Bloc3 MSSAP
. vi
Y2 >k, >
4 Bloc 4
Y1 Y2 V1| ¥, Y1[Y3
S
Yo
Signaux de réaction \A 3

Systéme de commande

-1

F1G. 4.23 — Schéma de commande

Systéme
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Sous-systéme mécanique

La sortie plate du sous systéme mécanique, figure [4.22-b est y; = w parce qu’il
existe un chemin causal de longueur 1 reliant l'entrée virtuelle SS : TF a la sortie
SS : w en passant par tous les éléments dynamiques en causalité intégrale, voir
remarque 1. Par conséquent, la paramétrisation (4.42) est calculée a partir du modéle
BG inverse de la figure 4.24) en utilisant le concept de bicausalité Gawthrop )(199&).

QS Tem 1 ;iz SS

Se :—717,

FiG. 4.24 — Modele BG inverse du sous-systéme mécanique

Tem = Jy, + by, + 71, (4.42)

Pour assurer un suivi de trajectoire de vitesse yi, un réqulateur est cong¢u pour
assurer une erreur de poursuite ey = y; — y1 asymptotiquement stable pour les deux
cas de figure suivants :

— Dans le cas ot la perturbation est estimée 7r,, la lois de commande du premier

bloc de la figure 4.23 est :

Tem" = Jy; + Jkyyy + (b — Jki)ys + 71, (4.43)

dont la dynamique de ’erreur de poursuite é; + kie; = 0 est asymptotiquement
stable pour ki > 0 et converge vers 0. Nous avons supposé que 71, — 71, = 0.

— Dans le cas ot la perturbation est inconnue (non mesurée) mais constante, une
action intégrale peut étre ajoutée. La nouvelle loi de commande du premier bloc
de la figure|4.23, a pour erpression :

* 3k * J *
Tem” = Jy1 + Jk:ly1 + (b - Jkl)yl + T /(y1 - yl)dt (444)
qui conduit a la dynamique de Uerreur de poursuite d’une trajectoire de vitesse

suivante :

. . 1
e + k161 + iel =0
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Les constantes ki et T; sont choisies positives afin que lerreur ei(t) converge

asymptotiquement vers zéro.

Sous-systéme électrique 1

D’apres la proposition (11), la sortie plate du sous-systéme électrique 1, figure
4.22-a est yo = iq. La paramétrisation différentielle (4.45) est calculée & partir du
modéle BG inverse de la figure |4.25.

R:R 1:Ly
. Vd . e=0
ss 1 =S
Eq

F1G. 4.25 — Modéle BG inverse BG du sous-systéme électrique 1

vg = Lqy2 + Rys + Ey (4.45)

Pour assurer un suivi de trajectoire pour y3, la dynamique de l'erreur ea = y5—1o,
€., ég + koeg = 0 doit étre asymptotiquement stable. Ceci est obtenu pour kg > 0.

La loi de commande appropriée pour le sous-systéeme électrique 1 est :

vy = Lqys + kaLaqys + (R — kaLa)ys + Eq (4.46)

Sous-systéme électrique 2

D’une maniére analogue au cas précédent, la sortie plate du second sous-systéme
électrique, figure c est ys =14 et la loi de commande correspondante est donnée
par la relation (4.47), avec ks > 0.

vy = Ly + ksLgys + (R — ksLg)ys + B, (4.47)
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Couplages
A partir des sous-modéles BGs de la figure 4.22-d, il suit :
Eq= ey = —nyLgiqw = —n,L,ysy
E, = e10 = np(Latq + km)w = np(Laye + kn)y1

Pour alimenter le deuxiéme bloc de la figure ys doit étre exprimée en fonction
de Tem. A partir du modéle BG de la figure on a :

Tem = Temg+Temy, = —n,Lyigia+n,(Laia+km)iqg = np[(La— L) y2+km)ys (4.48)
Comme la relation (4.48) est statique, alors :

Tem*
5= 4.49
U T Loy + Rl 9

Analyse de stabilité

Pour vérifier la stabilité du systéme global bouclé , on doit calculer les erreurs au
niveau de chaque bloc apres bouclage.
Dans le cas ou la perturbation est estimée, la dynamique de l’erreur peut étre

écrite sous la forme matricielle suivante :

1 —ki 0 xi(est) €1
ég - 0 —k'g 0 €9 (450)
é3 0 0 —kg €3

ot x1(e2,t) = "2[(La — Lg)(y5 — €2) + ki) est calculé a partir des équations (4.43) et
4.48).

L’équation (4.50) est de la forme é = A(e,t)e, avec e = (eq,eq,€3)". Elle admet
un seul point d’équilibre e = 0 puisque A(e,t) est de rang plein. Comme tous les
coefficients non constants sont isolés dans la derniére colonne, alors on peut utiliser
le critére de Borne-Gentina, Gentina and Borne (1972) pour conclure sur la stabilité
de la dynamique de 'erreur. Une condition de stabilité est obtenue quand tous les
déterminants mineurs de la matrice A*(e,t) définie par aj; = |a;;| sii # j et aj; = aj

st 1= j sont de signes alternés. Le premier mineur étant négatif.
—k1 0 |xa(e2t)|
A*(t) = 0 —k 0
0 0 —ks
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—k 0
Ay = det[—ki] = —k; < 0, Ay = det !

] = k1ky > 0 and Ag = det(A*) =
—R2
—kikoks < O pour tout ki, ko, k3 > 0. Par conséquent, ’erreur est globalement asymp-
totiquement stable.

Dans le cas ou la perturbation est inconnu mais constante, on peut poser €| =

é1+ key, kK> 0; la dynamique de l'erreur peut étre réécrite sous la forme :

él —(kl — k)) (kl — k))k,— TLZ 0 Xz(eg, t) é1

: 1 —K 0 0

L (s
éQ 0 0 —kfg 0 €92

é3 0 0 0 —k3 €3

ot x2(eg,t) = "B[(Lg — Lg)[(k2 + k3)ea + (5 — ksys)] + km] qui est calculé cette
fois a partir des équations (4.44) et (4.48). La dynamique de lerreur é = A(e,t)e

avec e = (€1, e1,ez,e3)" admet aussi un seul point d’équilibre e = 0 et le critére de

Borne-Gentina peut encore étre utilisé.

(k=) (ki =KF =71 0 |xa(ex )]

1 —K 0 0
A(t) =
0 0 —F 0
0 0 0 —ks3
Al = —(k’l —k)) <0 st k<k
DNy = (ky = k)K= (ki = KK = 7[> 0 st T, > gl et sgomoe <L < gosor

Ag = —kQAQ <0
A4 = kgkgAQ > O

L’erreur est alors globalement asymptotiquement stable pour'T; € ]k%, %[ U ]+%, 00l.
1 1

Synthése des trajectoires de référence

La trajectoire de vitesse de référence w*(t) satisfaisant w*(ty) = wo et w*(ty) =
wy rad/s peut étre construite en utilisant une méthode d’interpolation polyndmiale
(interpolation de Bezier par exemple).

Quand a la trajectoire du courant i5(t), elle peut étre choisie telle que le couple
Tem(t) est mazimal a vitesse constante et satisfaisant les contraintes sur les courants
et les tensions, Verl and Bodson (1998). On peut par exemple considérer la contrainte
sur les courants :

max

ig+iy < I
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En utilisant alors la technique standard du multiplicateur de Lagrange, on aboutit a

une fonction quadratique pour le courant i); donnée par :

ko ,
p _Imax =0

2‘*2
KR

Pour un I,,., donnée, on peut obtenir la trajectoire i}, du courant i,.

Résultats de simulation

Les performances du schéma de commande proposé, figure sont testés par
des simulations. Les paramétres du MSSAP utilisé sont : R = 2Q0, Ly = 0.04244 H,
L, = 0.07957 H, n, = 2, J = 0.03Kgm?, b = 0.001 Nm/rad/s et k,, = 0.311. Les
parameétres du controleur sont choisis égales a ki = 2 x 150, ky = 300 et ks = 150.

Les trajectoires de références sont :

yi(t) = 100 t*(3 — 2t)
ys(t) = —2.84 t3(3 — 2t)

Le premier test concerne la poursuite de trajectoire sans couple de charge. Les
résultats de simulation sont représentés, figures |4.26 et [4.27. Ils montrent que le
controleur proposé assure de tres bonnes performances de poursuite de trajectoire ; la

vitesse et les courants statoriques suivent bien leurs trajectoires respectives.

Dans le second test, une perturbation inconnue mais constante est appliquée au

moteur a l’instant t = 0.3 s. Les résultats de simulation sont rapportés sur les figures

4.28,4.29 et |4.30. Dans ce cas, le paramétre T; est réglé de telle sorte a satisfaire la
condition de stabilité calculée précédemment et assurer ainsi une erreur de poursuite
de trajectoire nulle. Pour T; > 1/150?, le couple de charge inconnu est complétement
rejeté. Des simulation réalisées pour des valeurs de T; inférieure a cette valeur ont

conduit a des oscillations de grande amplitude pour le courant 1.

Dans le dernier test, un couple de charge connu (mesuré) est appliqué au moteur.

Les résultats de simulation donnés par les figures |{.31, 4.32 et 4.33 sont trés satis-

faisants.
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w, w* speeds rad/s

id, id* currents A
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F1G. 4.26 — Résultats de simulation sans couple de charge
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F1G. 4.27 — Résultats de simulation sans couple de charge
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F1G. 4.28 — Résultats de simulation avec un couple de charge inconnu
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F1G. 4.29 — Résultats de simulation avec un couple de charge inconnu
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F1G. 4.30 — Résultats de simulation avec un couple de charge inconnu
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F1G. 4.31 — Résultats de simulation avec un couple de charge connu
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F1G. 4.32 — Résultats de simulation avec un couple de charge connu
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F1G. 4.33 — Résultats de simulation avec un couple de charge connu
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probléme d’identification des sorties plates
et de la paramétrisation différentielle sur des modéles BGs non linéaires. L’utilisation
du modeéle variationnel semble efficace mais nécessite I'intégration de formes diffé-
rentielles. Concernant la tache de I'identification des sorties plates, cette technique
semble incontournable contrairement au probléme de la paramétrisation différentielle
qui quant & lui peut étre résolu en utilisant la méthode de décomposition ou en utili-
sant la régle de Riegle directement sur le modéle BG non linéaire, ce qui sera montré

dans le chapitre suivant.






Chapitre 5

Une approche algébrique pour les

BGs non linéaires

«Un grand architecte semble étre mathématicien.»

James Jeans
Les propriétés structurelles fournissent des informations précieuses sur le systéme a
commander et décident du choix de la stratégie de commande a adopter.

Durant les récentes derniéres années, les avancées de la théorie de la commande
non linéaire ont donné lieu a 'approche algébrique basée sur la théorie d’algebre
différentielle. Cette derniére est originellement introduite dans Fliess (1986) pour
résoudre le probléme d’inversion entrées-sorties. Elle est utilisée avec succés dans
d’autres problémes de I'automatique, Cruz-Victoria et al. (2004) pour la surveillance
des systémes non linéaires.

Comme nous ’avons vu dans la premiére partie du ch. 1, cette approche apporte
plusieurs concepts nouveaux permettant une analyse directe des propriétés structu-
relles du systéme. En particulier, des nouvelles définitions des notions de systéme, de
dynamiques, du choix des entrées et des sorties et de nouvelles notions importantes
comme le degré de transcendance (non différentiel) différentiel, Fliess et al. (1995);
Richard (1990).

Conjuguée a la méthodologie BG, I’'approche algébrique peut offrir un cadre pri-
vilégié d’analyse des principales propriétés structurelles d’un systéme a partir de son
modéle BG.

Notre premier objectif de ce chapitre se situe dans cette optique, i.e., proposer

des outils graphiques pratiques permettant de mettre en évidence toutes ces notions

141
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sur les modéles BGs non linéaires polynomiaux et montrer comment exploiter ces
résultats pour résoudre d’autres problémes d’automatique comme la surveillance des
processus par exemple.

Enfin nous avons montré qu’il est possible d’appliquer la régle de Riegle sur ce

type de modéle pour le calcul de la paramétrisation différentielle.

5.1 Interprétation algébrique des modéles BGs

Dans un premier lieu, nous allons introduire d’'une maniére intuitive autour d’un
exemple simple un certain nombre de notions de la théorie algébrique en automatique,

cf. ch. 1 avant de proposer des définitions générales.

5.1.1 Exemple introductif
BGs et extension de corps différentiels

Considérons le modéle BG acausal du MCCESéparée représenté, figurel5.1, EI-Osta et al.
(2005).

l:La 1:J
v 2{ kLeie 6{
MSe/MSt 1a 1 —2 MGY——2 1
ia w
3 7
RRa R:b
I:Le
9
MSe/MSF €

F1G. 5.1 — Modéle BG acausal du MCCESéparée

Les trois jonctions 1 caractérisées par 1'égalité des flux et la conservation de la

puissance fournissent le systéme d’équations (5.1).

61—62—63—64:0
es —eg—er =0 (5.1)

68—69—61020
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Pour oublier le sens physique des variables, nous allons les noter comme suit
W1 = Ve, W 1= Uq, W3 1= T¢, Wy := 1, €& W5 =: W.
Aprés avoir éliminé les variables dépendantes grace aux lois constitutives des

éléments, le systéme d’équations (5.1) peut étre réécrit sous la forme :

Wo — Law4 — Raw4 — k’Lew;g’LUg) =0
kLew3w4 — J'lU5 — bU)5 =0 (52)

wy — Lew?; - Rew?, =0

L’équation constitue I'une des relations différentielles reliant les générateurs
Wy, Wy, ..., ws de 'extension de corps différentiels K (wq, woq, w3, wy, ws)/K avec K =
R car L., Ly, J, Re, Ry.,0 € R.

En conclusion, un modéle BG acausal peut étre considéré comme étant une re-

présentation graphique d’une extension de corps différentiels.

Degré de transcendance différentiel

L’équation (5.2) consiste en un systéme sous-déterminé de trois équations différen-
tielles indépendantes a cinq variables. Le nombre nécessaire de variables a imposer
(& spécifier) pour pouvoir le transformer en un systéme d’équations différentielles
déterminé est égal a 2. Ces variables sont souvent choisies comme entrées et leur
nombre est appelé degré de transcendance différentiel. Le méme résultat peut étre
obtenu graphiquement & partir du modéle BG de la figure 5.1, En effet, ce modéle
BG contient cing variables mais en revanche, seulement trois équations différentielles
peuvent étre obtenues puisque ce modéle BG ne posséde que trois jonctions qui

permettent d’écrire trois équations différentielles. Par conséquent :

d® tr diff R{wy, wy, w3, wy, ws) /R = 2

Dynamiques - choix d’entrée

Plusieurs variables peuvent étre choisies comme entrées. Un premier choix peut
étre par exemple, u; := v, et us := v,. Ce choix correspond au fonctionnement en
moteur commandé par tension. Avec ce choix d’entrée on obtient le modéle BG de

la figure
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kLeie
MSe ug =— 1+— MGY {

=]
Hﬁ}:

by
£
Py
o

R Re

F1G. 5.2 — Modéle BG des dynamiques du MCCESéparée, entrées en effort

En notant z1 = i., 2 = i, et x3 = w, le modéle BG de la figure [5.2] représente

Pextension différentielle :
R<u17 U, X1, T2, x3>/R<U1, u2>

En effet, dans ce cas les équations issues du modéle BG sont :

L Re

T = Leul — L—exl

A | R, L

Ty = p-U2 — L_:I2 - kL_ZII'TQ (53)
I'3 = k’%[[’ll‘g — %Qfg

Par ailleurs :
d® tr diff R{uy, ug, 11, 79, 23) /R{uy, up) = 0

car I'équation (5.3) consiste en un systéme de trois équations différentielles indé-
pendantes a trois inconnues 1, x> et x3. Alors, les variables u; et us sont bien des
entrées, cf. ch. 1.

Pour résoudre (intégrer) le systéme (5.3), trois conditions initiales sont néces-
saires. Cet entier correspond au nombre d’éléments dynamiques en causalité inté-

grale. Il est appelé dimension de la dynamique et est égal a :
n = d° tr R{uy, ug, 1, 79, v3) /R{uy, up) = 3

Un autre choix d’entrée est u; := i, et uy =: i,. Ce choix correspond en fonction-

nement en moteur avec commande en courant. Avec ce choix, on obtient le modéle
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| kLeie
MStig | 1] MGY.

Hﬁ}:

X
&
py)
<3

MSfig b 1 -

RRe
F1G. 5.3 — Modéle BG des dynamiques du MCCESéparée, entrées en flux
BG de la figure 5.3!

En tenant compte de ce qui précede, le modéle BG, figure peut étre simplifié

comme montré, figure

1:J
N
kLeu,
MS:uy | MGY =1
W=X3
Rb
Uz

F1G. 5.4 — Modéle BG simplifié du MCCESéparée commandé par courant

Nous avons trois variables uq, us et 3. Cependant, on peut écrire une seule équation
différentielle & une inconnue 3 puisque il subsiste un seul élément dynamique en
causalité intégrale. Par conséquent d° tr diff R{uy, uy, x3)/R{uy, us) = 0.

En effet, I’équation de la dynamique du moteur est :

: L. b
T3 = k7U1U2 — jl’g (54)

La dimension de cette dynamique est :

n =d" tr R{u, ug, 23) /R{uy, up) = 1

qui est égal exactement au nombre d’éléments dynamiques en causalité intégrale.
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Regardons maintenant ce qui se passe au niveau des sorties. Dans le cas de la

figure 5.2, un choix de sorties est y; = i, et y, = w. Les équations de la sortie sont :

Y1 = T1
Yo = T3

Dans le cas de la figure 5.3, un choix de sorties peut étre y; := v, et yo = v,. Avec

ce choix, nous obtenons comme équations de la sortie :

y1 = Lty + Rewy
Y2 = Loty + Ryug — kLo w3

A noter que dans ce cas, les équations de sortie dépendent des dérivées de l'entrée
qui peuvent d’ailleurs apparaitre dans I’équation d’état. On parle alors de représen-

tation par variables d’état généralisée, cf. ch. 1.

5.1.2 Geénéralisation
Degré de transcendance différentiel

D’un point de vue BG, le degré de transcendance différentiel de I’extension diffé-
rentielle L/K (modéle BG acausal) est égal au nombre de variables d’entrée plus le
nombre de variables associées aux éléments dynamiques (une seule variable pour tous
les éléments qui partagent la méme jonction) moins le nombre de jonctions contenant
au moins un élément dynamique.

On suppose que le modéle BG est complétement simplifié (il n’y a plus de jonction
redondante). Souvent, cet entier est égal au nombre de sources de commande.

Pour une dynamique L/K(u) (modéle BG causal), cet entier est égal a zéro dés
qu’il est possible d’affecter la causalité intégrale préférentielle au modéle BG.

Cet entier représente le nombre nécessaire de variables a connaitre (& spécifier)
afin de transformer un systéme d’équations différentielles sous-déterminé en un sys-

téme déterminé.

Degré de transcendance non différentiel

Le degré de transcendance non différentiel (algébrique) d’une extension différen-
tielle L/ K (u) est égal au nombre d’éléments dynamiques en causalité intégrale. Cet
entier représente le nombre de conditions initiales nécessaires afin d’intégrer un sys-

téme d’équations différentielles déterminé.
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5.2 Application a la surveillance de modéles BG non
linéaires
5.2.1 Rappels

Dans ce qui suit, nous allons rappeler quelques résultats concernant les conditions
de surveillabilité, Diop and Martinez-Guerra (2001) d’une classe de systémes non

linéaires de la forme :

{ &= F(x,u) (5.5)

y=H(z,u)
oux = (21,..,2,)" € R représente le vecteur d’état et @ = (u, )" = (U1, .., Up—p, f1, -
. [u)! représente le vecteur d’entrées connues u, et le vecteurs de fautes f, y =
(Y1, .-, yp)" € RP représente le vecteur de sorties, F' et H sont des fonctions poly-

nomiales connues.

Remarque 17. Le vecteur de fautes f peut étre considéré comme une entrée incon-

nue et le probleme est de détecter et d’isoler chaque composante du vecteur de fautes

f.

Définition 10. Cruz-Victoria et al. (2004) Le systéme non linéaire (5.5) est dit
surveillable s’il est possible d’estimer le vecteur de fautes f a partir des vecteurs u
et y et de leurs dérivés, i.e., il est surveillable si f est algébriquement observable par

rapport a u et y.

Le vecteur f est dit algébriquement observable si chacune de ces composantes f;
est algébrique sur le corps différentiel K (u,y), i.e., chaque composante f; satisfait
une équation différentielle polynomiale a coefficients dans K (u, y).

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de surveillabilité

pour la classe de systémes non linéaires considérée.

Théoréme 9. Cruz-Victoria et al. (2004) Le systéme (5.5) est dit surveillable si et
seulement si :
d? tr diff K (u,y)/K{u) = p (5.6)

ot 1 est le nombre de composantes du vecteur de fautes f.

La preuve de ce théoréme découle du lemme suivant et est proposée dans Cruz-Victoria et al.
(2004).
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Lemme 1. Kolchin (1973) Soient K, L et M trois corps différentiels, avec K C
L C M alors :

d® tr diff (M/K) =d° tr diff (M/L) + d° tr diff (L/K)

Comme nous allons le remarquer, la méthodologie BG permet de distinguer d’une
maniére naturelle les actionneurs, les composants et les capteurs. Ceci est di au fait
que les modéles BGs sont composés d’éléments élémentaires. Dans ce qui suit, nous

ne considérerons que des fautes d’actionneurs.

5.2.2 Interprétation de la condition de surveillabilité sur BG

A partir d’'un modéle BG, on peut calculer les degrés de transcendance différen-
tiels pour des extensions différentielles de la forme K (x,u)/K ou des dynamiques
K(z,u)/K{(u). Cependant, pour le probléme de surveillance, les degrés de transcen-
dance sont calculés & partir du systéme entrée-sortie K (u,y)/K(u); i.e., les variables
d’états = sont éliminées. Pour surmonter cette difficulté, nous allons proposer une
autre facon de calculer ces degrés de transcendance grace au lemme/1. Nous pourrons
alors appliquer les conditions du théoréme 9 pour tester la surveillabilité des action-
neurs directement sur le modéle BG sans avoir a parcourir les différents chemins

causaux comme proposé dans Ould-Bouamama et al. (2001).
Proposition 12. Puisque K(u) C K(u) et a partir du lemmel1, il suit :

dY tr diff K(u,y)/K(u) =d° tr diff K{(u,z,y)/K (u)

(5.7)
—d° tr diff K{u,z,y)/K(u,y)

Ainsi, les degrés de transcendance différentiels du coté droit de I’équation i.e.,
d° tr diff K{u,z,y)/K(u) et d° tr diff K(u,x,y)/K{u,y) sont accessibles sur le
modeéle BG.

Souvent, I’équation de sortie n’est pas une équation différentielle comme dans le

cas de la classe de systémes considérée . Par conséquent :
d® tr diff K(a,z,y)/K(u) = d° tr diff K{(a,z)/K (u)

Exemple 25. Considérons le simple systéme hydraulique de la figure!5.5, composé
d’un réservoir d’eau avec une section d’une conduite connectée a son fond et par
laquelle l’eau peut couler. Le réservoir est alimenté en eau via une pompe hydraulique.

1l est supposé que [’écoulement dans la conduite est laminaire.
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M

Pa

FiG. 5.5 — Systéme hydraulique - un réservoir

C.C RR
& f, €| f3
el |
MS | % 2 wpa
fy f3 f3
Yy
De: g

F1G. 5.6 — Modéle BG du systéme hydraulique

Son modele BG causal est représenté, figure 5.6l

On pose alors x = ey, U= (f1,e3)" avec u=e3 i.e., p=1 et y = ey, il suit :

d® tr diff R(u, z,y)/R{u) =1

En effet, le modéle BG de la figure 5.6 comporte deux variables inconnues eq et

f1 mais décrit par une seule équation différentielle fournie par la jonction 0.

Concernant le deuzieme terme, i.e., d° tr diff R(u, z,y)/R{u,y), on doit d’abord

imposer la variable mesurée par le détecteur en utilisant la bicausalité. On obtient

alors le résultat de la figurel5.7, ou SS représente le composant BG source-détecteur,

‘GawthroA k1995), anneze A. Il suit :

d® tr diff R(, z,y)/R{u,y) =0

car, il ne reste plus d’élément dynamique en causalité intégrale et par conséquent, on

ne peut écrire aucune équation différentielle.

Grace a la proposition |12, il en découle :

d? tr diff R(u,y)/R{u) =1
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C.C RR
& |f, | f3
e
Sy = 0 ! —{1| % Se-Pa
f; s f3
\
S

FiG. 5.7 — Modéle BG bicausal du systéme hydraulique

Finalement, l'actionneur du systéme hydraulique (la pompe) est surveillable avec

Vinstrumentation disponible (capteur de pression).

5.2.3 Cas de systémes non linéaires non polynémiaux

Il est toujours possible de transformer un systéme d’équations différentielles non
linéaires a priori non polyndmiales en un systéme d’équations différentielles non
linéaires polynomiales. Il suffit de trouver une équation différentielle polynomiale
dont la solution est la fonction non linéaire non polyndémiale & éliminer.

Pour les fonctions trigonométriques, on peut effectuer des changements de co-
ordonnées, transformation de Park par exemple, Richard (1990) (cas des machines
électriques a courants alternatifs sinusoidaux). On peut encore trouver des équations
différentielles dont les fonctions sinus ou cosinus sont des solutions, Fliess (1990a)
(cas du pendule simple).

Nous allons montrer dans ce qui suit qu’il est également possible de procéder de
la méme facon pour la fonction racine carrée rencontrée surtout dans les modéles de
systemes hydrauliques. Pour obtenir un modéle BG régit par des équations différen-
tielles polynomiales, nous allons augmenter le modéle BG initial d’un sous-modéle
BG qui représente I’équation différentielle dont la solution est la fonction racine

carrée.

Exemple 26. Le systéme considéré dans cet exemple est composé de deux réservoirs
d’eau en cascade comme indiqué schématiquement, figure 5.8. Le premier réservoir
Cy est alimenté en eau via une pompe commandée MSf, (le systéme hydraulique
précédent). Le deuziéme réservoir Cy est alimenté en eau via une deuziéme pompe
commandée MS f et une sortie (une conduite) Ry, située au fond du premier réser-

voir C1. Le deuxieme réservoir Cy fournit de l’eau a ’environnement via une valve
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Ry. Le régime hydraulique (I’écoulement) dans cette derniére, i.e., Ry est considéré
turbulent. Le modéle BG correspondant a ce systeme est proposé, figure

Ce modéle ne reléve pas a priori du cadre de ’algebre différentielle, puisque ces
équations contiennent la fonction racine carrée due a l’écoulement considéré turbulent
dans la valve R,. Pour éviter cette situation, on procéde comme suit : supposons pour

simplifier que e3 > —es, la loi constitutive de [’élément Ry est alors :

fo = Ra(es + e5) = kv/es + es

En dérivant cette équation par rapport au temps, on obtient :
2fsfs — k*és =0 (5.8)

ot é5 = 0, (par soucis de simplicité, la pression atmosphérique est supposée constante).
Par conséquent, \/es + e5 est solution de [’équation différentielle polynémiale (5.8)
qui est représentée graphiquement dans le modéle BG, figure

VA M,
—‘ I
Ry Rp
Pa

F1G. 5.8 — Systéme hydraulique & deux réservoirs

En effet, en posant e; = 1.f6 et é3 = é—‘;, léquation (5.8) peut étre immédiatement
tirée a partir du modele BG de la figure!5.10 par simple lecture d’équations d’état a

partir de modéles BGs,

Karnopp and Rosenberg k1975). I et C représentent ['inertie
de la masse du fluide et la capacité hydraulique respectivement.

Le modéle BG de la figure!5.10 est maintenant décrit par un ensemble d’équations
différentielles polynomiales. Pour oublier le sens des wvariables, on note wy := fi,
Wy 1= f5, w3 1= e5, wy = €1, w5 := e3 et wg := f¢. Il constitue une des réalisations

possibles de lextension différentielle R(wy, wq, w3, wy, ws, ws)/R. Comme ce modéle
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F1G. 5.10 — Modéle BG polyndémial acausal

BG peut étre décrit par trois équations différentielles a six variables, alors :
d® tr diff R(wy, ws, ws, wy, ws, w) /R =3

Trois variables d’entrée sont donc nécessaires pour rendre ce systeme d’équations
différentielles déterministe. Un choiz naturel est uy := wy, us = we et uz = ws.

Soient alors uy, uy les fautes qui peuvent affecter les actionneurs (MSf,, MSfs),
le probleme est de vérifier la condition de surveillabilité de ces actionneurs en exploi-
tant linformation fournie par 'instrumentation existante. Les deux capteurs dispo-
nibles (sorties) sont : y; = ey et ys = ey. Avec ce choiz d’entrées et de sorties, on
obtient le modéle BG causal de la figure|5.11.

D’apres le probléeme de surveillance posé, les variables du modéele BG sont dé-
composées comme suit : x = (e1,es, fo)', u = (f1, f5,e5)" avec u = es, i.e., p = 2

(nombre de fautes) et y = (e, e3)'. Cette situation correspond au modéle BG causal
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FiG. 5.11 — Modele BG polynomial causal
de la figure|5.11. 11 suit :
d® tr diff R(@, z,y)/R{u) = 2
En effet, nous avons trois variables associées auz éléments dynamiques Cy,Cy et
I : 1 en causalité intégrale et deuzr variables associées aux sources MS fi et MS f3

reliées par trois équations différentielles matérialisées par les jonctions O et 1.
Concernant le deuzieme terme, i.e.,

d° tr diff R(a, z,y)/R{u,y)

il faut imposer les variables mesurées par les détecteurs en utilisant le concept de
bicausalité comme illustré, figure 1l suit :

d? tr diff R(u,z,y)/R{u,y) =0

En effet, il subsiste un seul élément dynamique I : 1 en causalité intégrale qui

permet d’écrire une seule équation différentielle a une inconnue fg. Une conséquence
de la proposition |12, est :

d® tr diff R{u,y)/R{u) =2

Finalement, les deux actionneurs du systéme hydraulique (les deux pompes) sont

surveillables avec Uinstrumentation disponible (les deuz capteurs de pression).
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CG, I1
fs K2
f - — f
5t g % &|fs
GG 1 M —2 = MTF =1
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1 -k f3 § f fg
&lf; & f &|fs
\ J
Se RR $f3 S-Pa

FiG. 5.12 — Modele BG polynomial bicausal

5.3 Extension de la régle de Riegle aux BGs non
linéaires

Un systéme non linéaire est une extension de corps différentiels L/K finiment
engendrée, cf. ch. 1 §1.5.1. Supposons que les équations de la dynamique du systéme
L/K(u) prennent la forme explicite (5.9).

Ty = Zai,ﬂj ™ Zbi,kuka i=1..n (5.9)
j=1 k=1

avec a; ;,b;; € K, x;, xj, u, appartiennent a un corps différentiel L et représentent les
différentes variables d’état et d’entrée associées aux éléments dynamiques en causalité

intégrale et aux sources d’entrée, respectivement.
Pour un couple de variables entrée-sortie (u,y) donné, 'expression du gain est :
y=Tu=> Gyu (5.10)

keH

ot G}, est le gain du k™ chemin causal reliant la variable d’entrée u a la variable de
sortie y donné par 'équation (5.11), o le produit est pris dans l'ordre de parcours
des éléments du k°™¢ chemin causal. A¥ est le gain du chemin causal élémentaire
liant I’élément i & I’élément i — 1 le long du "¢ chemin causal, et S¥ est le gain
propre de I’élément suivant immédiatement A avec les liens restant le long du k¢™¢
chemin causal sont supprimés. H représente I’ensemble de tous les chemins causaux

entrée-sortie
1

Ge=Ay ] @—sH)tal (5.11)

i=n—1
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L’utilité de cette régle réside dans la mise en oeuvre du calcul des relations de
transfert ou de la paramétrisation différentielle des variables d’entrée et d’état en
fonction des sorties plates. La premier tache est réalisée a partir du modéle BG di-
rect et la deuxiéme a partir du modéle BG inverse (obtenu par bicausalité), Gawthrop
(1995). Cette régle constitue une extension au cas des modéles BG non linéaires poly-
nomiaux de la régle de Riegle que nous avons introduit dans le cas des modéles BGs
linéaires non stationnaires, Achir et al. (2005a) ou des modéles BGs variationnels,
Achir and Sueur (2005b). Il est cependant possible d’obtenir cette paramétrisation
différentielle a partir du modéle BG inverse, Junco (2001b) et Junco et al. (2002) en
exploitant les équations aux jonctions ainsi que les lois constitutives des éléments et

des opérations de substitutions si nécessaire.

5.3.1 Application au MCCESéparée

Considérons encore une fois le modéle BG acausal du MCCESéparée représenté,

figure

l:La 1:J
. 6
v 2 kLeie [
MSe/MS 1"" 1—12 MGY 1
ia w
3 7
R:Ra R:b
I:Le

MSeMSt — Y& 1 -
8 i
10

R:Re
Fi1G. 5.13 — Modéle BG acausal du MCCESéparée

Les différents coefficients du modéle L,, L., Ry, R., k,b, J sont des réels i.e., K =
R et les non linéarités sont telles que les équations différentielles qui en résultent sont
polynomiales.

Les variables de ce modéle engendrent le corps différentiel L = R (v, ve, iq, te, w).

Ce modéle BG contient cing variables et peut étre décrit par trois équations

différentielles. Par conséquent :
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d® tr diff R(vg, Ve, iq, e, w) /R = 2

Deux entrées sont donc nécessaires. On distingue les deux choix suivants :

Commande en tension

La commande en tension de cette machine correspond au choix d’entrée u =
(Ua, Ue). Avec ce choix, les dynamiques R(v,, Ve, iq, te, w) /R{u,, ue) sont obtenues en

affectant la causalité comme indiqué, figure [5.14.

kLeie
MSeiua —f 1+ MGY —
la w

|

=]
e )
(&

X
&
py)
o

F1G. 5.14 — Modéle BG du MCCESéparée commandé par tension

Nous avons n = d° tr R{u,, te, iq,ic,w) /R{u,, u,) = 3 car ce modéle BG contient
trois éléments dynamiques en causalité intégrale, i.e., nous avons trois variables d’état
(ias fe, w).

Notons que d° tr diff R(ug, Ue, iq, ie, w) /R(uq, ue) = 0 car le modéle BG accepte
une causalité correcte (pas de conflits de causalité).

Pour calculer la paramétrisation différentielle, nous allons inverser le modéle BG
de la figure[5.14 par rapport aux sorties plates y; = w et y, = i,. Cette inversion est
effectuée le long des chemins causaux entrées-sorties disjoints les plus courts. A la
fin de cette étape, on obtient le modéle BG de la figure [5.15.

Posons alors o1 = i, o = 1., T3 = w, U] = Uy et Uy = Ue.
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1:J
kL. I
e Mgz‘ L =0
=1 L —1 —1 l
X Xa Y1
RRa Rb
I:Le
u 1
2 B e:Oﬂ s
Xo Y2
R:Re

F1G. 5.15 — Modéle BG inverse du MCCESéparée commandé par tension

Paramétrisation états-sorties plates

Nous avons immédiatement : 3 = y; et o = yo.

Concernant la variable x1, nous devons identifier les différents chemins causaux

liant la variable x; aux sorties plates. Il existe deux chemins causaux a savoir :

Sf:y1—R:b— MGY : kL.ys — Df : 21
Sfiyy—1:J— MGY :kL.ys — Df : xy

Par conséquent : 1 = (kLeyo) (£ + b)y;.

d’ou :

Enfin :

T

- kLeyQ

. b
(01 + =)

J

Ty = ﬁ(yl + %%)

To = Y2

T3 =11

Paramétrisation entrées-sorties plates

Entée 1 : cinq chemins causaux liant Sf : y; a De : uy

.

cy1 — MGY : kL.ys — De :uy
cyp —1:J — MGY :
cyp — 1 :J — MGY :
cyp — R:b— MGY :
cyp — R:b— MGY :

kL.ys — R: R, — De:
kL.ys — L : L, — De:
kLc.ys — R: R, — De:
kLeys — L : L, — De:

Uy
Uy
Uy

Uy
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La somme de leurs gains respectifs donne :

d d
o= [ Ra) )

d
+(5 L+ Ro)(kLoyz) b+ (kLeyg)]

En utilisant la régle de multiplication : %a = a% + a,Va € C*, il suit :

L Ki _b2 &> < d E) + (kLey2>2:| Y1

T kLo |[\dt oy Lo \at " T
L,J . R, )\ /. b )
— e 2 - kL,
Lo, {yl + (La yz) (y1 + Jyl) + (kLeyo) yl]

Entrée 2 : deux chemins causaux, a savoir :

Sf:ys—1:L.— De:uy
Sf:yo— R: R, — De : us

d R,
=(—L =L, 1+ ==
Us (dt e+Re) Y2 e (y2+ LeyQ)

Finalement :

Uy = k%‘yjz [3)1 + (f—j - %) (0 + Zun) + (kLey2)2y1]
uy = L. <92 + f—:y2>

Commande en courant

La commande en courant correspond au choix d’entrée u = (4,4, %.). Avec ce choix,
les dynamiques R(ig, ie,w)/R{iy, i.) sont représentées par le BG de la figure [5.16!
Nous avons d° tr diff R(ig, i, w)/R (i, i) = 0. Car, le modéle BG, figure[5.16 admet
une causalité intégrale préférentielle correcte. Donc, le couple (i,,7.) est bien une
entrée.

Les dynamiques vérifient n = d° tr R{ig, ie,w) /R (i, i) = 1 car il existe un seul

élément en causalité intégrale I : J.

Le modéle BG, figure 5.16 peut étre simplifié comme illustré, figure Les

sorties plates sont y; = w et ys = us.
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| kLeie
MStig | 1] MGY.

Hﬁ}:

X
&
py)
<3

MSfig b 1 -

RRe

F1G. 5.16 — Modéle BG du MCCESéparée commandé par courant

1:J
N
kLeu,
MS:uy | MGY =1
G=X3
Rb
uz

F1G. 5.17 — Modéle BG simplifié du MCCESéparée commandé par courant

En inversant ce modéle par rapport aux sorties plates, on obtient le modéle BG

de la figure 5.18, avec r3 = w.

R:b

F1G. 5.18 — Modéle BG inverse du MCCESéparée commandé par courant
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La paramétrisation états-sorties plates est immédiate. Pour la paramétrisation
entrées-sorties, il suffit de calculer celle de u; car us = y».

Il existe deux chemins causaux, & savoir :

Sf:yy—=R:b— MGY : kL.ys — Df : uy
Sfiyy—1:J— MGY :kL.ys — Df :uq

d'out : uy = (kLeyo) (LT + by, i.e.,

J (5 + b )
U] = —
1 kLoys n Jyl
Finalement :
T3 = U1
uy = ﬁ(yl +5y1)
Uy = Y2

Remarque 18. FEn pratique, puisqu’il n’est pas possible de commander le moteur
directement en courant, ce deuzxiéme choix suggere plutot de considérer le systeme
(MCCESéparée) comme une cascade de deux sous-systémes couplés : I’'un mécanique
et l’autre €électrique. Dans ce cas, on retrouve la méthode de décomposition présentée
au ch. 4.

Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons montré qu’il est possible de faire une ’ana-
lyse des principales propriétés structurelles d’un systéme non linéaire directement
a partir de son modéle BG associé. Cette analyse est basée sur I'exploitation des
résultats obtenus grace a la théorie algébrique en 'automatique. L’'intérét de cette
démarche est de mettre a disposition de l'ingénieur automaticien un outil simple,
puissant et moins abstrait pour I’analyse et la synthése de lois de commande directe-
ment du modéle BG dont la construction est souvent aisée. En effet, notre démarche
ne nécessite pas de connaissances approfondies de la théorie algébrique et réduit

considérablement la complexité du probléme a résoudre.



Conclusion et perspectives

Dans ce thése nous avons apporté une contribution a I’étude de la propriété de
platitude sur des modéles bond graphs non linéaires. Avant de dresser le bilan acquis
le long de ce travail et les perspectives, résumons d’abord notre apport.

Dans le cas des modéles bond graphs linéaires, nous avons voulu étre plus général
en prenant en compte plusieurs cas de modéles bond graphs. A savoir, les modéles
bond graphs contenant des éléments en causalité dérivée liés éventuellement & une
source d’entrée, i.e., faisant apparaitre généralement les dérivées de I'entrée dans la
représentation d’état. Nous avons proposé pour chaque cas un algorithme d’identifi-
cation des sorties plates qui ne suppose pas a priori la connaissance de ces derniéres,
contrairement a certains travaux de la littérature. Ces algorithmes simples sont appli-
cables directement sur le modéle bond graph et ne nécessitent pas ’écriture a priori
des équations d’état du systéme.

Par ailleurs, nous avons proposé deux méthodes d’obtention de la paramétrisation
différentielle qui constitue la deuxiéme étape nécessaire pour mettre en oeuvre une
commande par platitude. Cette paramétrisation est obtenue par simple application
de régles graphiques de calcul de déterminants sur des modéles bond graphs et de
I'utilisation de la régle de Mason.

Grace a la théorie d’algebre et des modules différentiels, nous avons introduit
la notion de modéle bond graph variationnel qui nous a permis d’étendre les algo-
rithmes précédents au cas non linéaire. Les sorties plates du systéme originel sont
alors obtenues par intégration des bases du module associé au modéle bond graph
variationnel.

Cependant, ces modeéles ne se comportent plus comme des modéles bond graphs
linéaires. Pour tenir compte de cette particularité, nous avons introduit la notion
d’anneau bond graph non commutatif et montré que le modéle bond graph varia-
tionnel est bien un cas particulier d’anneau bond graph non commutatif. Il semble

alors évident qu’'un modeéle bond graph linéaire stationnaire est un anneau bond



162 Une approche algébrique pour les BGs non linéaires

graph commutatif. Ce nouveau formalisme est trés intéressant car il s’accorde par-
faitement avec la théorie des modules différentiels.

Nous avons muni ces modéles (anneaux bond graphs non commutatifs) d’une régle
de gain appelé régle de Riegle et qui nous a permis de prendre en compte I'aspect
non commutatif et ainsi d’étendre les méthodes de paramétrisation différentielle déja
proposées au cas de modéles bond graphs variationnels.

Pour palier au probléme d’intégration des formes différentielles surtout dans le
cas de la paramétrisation différentielle, nous nous sommes intéressés aux modéles
bond graphs non linéaires régis par des équations différentielles polynomiales. Ce qui
nous a permis d’étendre la reégle de Riegle & cette classe de modeéles bond graphs.

Grace a la notion de causalité, nous avons proposé des procédures graphiques de
calcul des degrés de transcendance différentiels, le choix des entrées et des dynamiques
que nous avons exploité pour tester les conditions de surveillabilité des systémes non
linéaires.

Ce travail de longue haleine a nécessité entre autre la maitrise d’outils mathéma-
tiques nouveaux mais aussi I’aptitude a adapter ces outils aux modéles bond graphs.
Le premier théme est bien couvert dans la littérature, il n’en est point du deuxiéme.
Ce travail peut alors ouvrir de nouvelles perspectives et encourager la communauté
bond graph a s’approprier ces nouveaux outils. Malgré les critiques connus vis a
vis du bond graph, nous espérons par ailleurs que cette modeste contribution peut
convaincre des capacités du bond graph a appréhender les nouveaux outils d’auto-
matique avancée et apporter une contribution non négligeable.

En perspectives, un certain nombre de problémes restent a résoudre, classés

comme suit :

Modéles BG linéaires
— Simplifier davantage I’algorithme d’identification des sorties plates dans le cas
multi-entrées, en particulier I’étape de calcul des indices de commandabilité,

— Eventuellement chercher de nouveaux algorithmes.

Modéles BG variationnels
— tenir compte des causalités dérivées,

— tester graphiquement la liberté du module associé au modéle BGV,

Modéles BG non linéaires
— appliquer certains algorithmes d’algébre différentielle sur les modéle BG po-

lynomiaux comme la recherche des bases de Grobner par exemple,
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— utilisation de la régle de Riegle pour le calcul des relations de redondances
analytiques (ARRs).
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Annexe A

Méthodologie Bond Graph

L’outil bond graph (BG) fondé par Paynter, Paynter (1961) et formalisé par Kar-
nopp et Rosenberg, Karnopp and Rosenberg (1975) et Breedveld, Breedveld (1984)
est un langage graphique de modélisation de systémes physiques dynamiques. Le
modéle BG peut étre considéré comme un modéle intermédiaire entre le systéme
physique et le modéle mathématique qui lui est associé. La méthodologie BG pos-
sede deux particularités importantes, la premiére est son caractére unifié a tous les
domaines de la physique et la deuxiéme est son approche structurée et modulaire de
modélisation des systémes pluridisciplinaires.

La méthodologie BG est basée sur les principes suivants :

— lareprésentation des transferts énergétiques entre composants ou sous-systémes

a l'aide de liens de puissance portant des variables complémentaires, effort et
flux, dont le produit représente la puissance instantanée échangée,

— une organisation en éléments passifs, éléments actifs et éléments de jonction,

conservateurs de puissance formant la structure du modéle,

— l’encapsulation dans les composants des lois mathématiques représentatives de

leurs comportements internes et externes,

— la visualisation graphique des interactions entre composants a 'aide de traits

de causalité.

Pour en savoir plus, nous recommandons aux chers lecteurs les excellents ouvrages
de Dauphin-Tanguy (2000), Borne et al. (1992), Paynter (1961), Karnopp and Rosenberg
(1975), Karnopp et al. (2000), Mukherjee and Karmakar (2000) et Thoma (1975)
parmi d’autres.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler un certain nombre de principes et d’outils de

base de la méthodologie BG. A commencer par la symbologie graphique représentant
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le transfert de puissance entre les différentes parties du systéme puis la définition des
différentes variables de puissance et d’énergie mises en jeu. Ensuite, nous développe-
rons les différents composants ainsi que les procédures de construction de modéles

BGs. Enfin, nous présentons les notions de causalité et de bicausalité.

A.1 Représentation des transferts de puissance

Dans un systéme fermé composé de deux sous-systémes ), et Y 5 par exemple,

il y a non seulement conservation d’énergie, mais aussi continuité de puissance. Le
I A M N s s .

flux d’énergie entre les sous-systémes ) , et ) 5 est représenté par un lien (bond)

de puissance, une demie fleche comme représenté, figure A.6.

ZA ? zB

Fi1G. A.1 — Représentation BG du transfert de puissance

La puissance instantanée échangée P entre ), et > se calcule par le produit

effort-flux. Le sens de la demie fléche correspond au produit P > 0.

A.2 Variables mises en jeu

D’un point de vue global, indépendamment du domaine physique considéré, les
variables e et f sont considérées comme étant les variables définissant la puissance,
ie., P=ef.

Comme ’énergie est I'intégrale de la puissance par rapport au temps, on distingue

alors deux variables d’énergie :

p(t) = [y e(r)dr + p(0)

t (A.1)
q(t) = [, f(r)dr + q(0)

p(t) est le moment généralisé et ¢(t) est le déplacement généralisé.
Le tableau |A.2 indique la signification physique et I'unité de ces différentes va-

riables dans certains domaines physiques.
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Domaine Variables de puissance Variables de d’énergie
physique Effort e SI | Flux f SI | Moment SI Déplacement] SI

p=[edt q=[fdt
Mécanique | Force F’ N | Vitesse V = | Moment p Ns | Elonga- z | m
translation tion
Mécanique | Couple 7 Nm | Vitesse w %d Moment H | Nms | Angle 0 rad
rotation angulaire angulaire
Electrique | Tension u V| Courant 4 A | Flux ® | Wb | Charge ¢ C
magné-
tique
Hydraulique| Pression P % Débit Q st Impulsion % Volume V m3
volumique P,

TAB. A.1 — Classification des différentes variables BGs

A.3 Eléments BGs

On peut classer les différents éléments BGs en trois catégories distinctes :

— les éléments passifs : R,C et I ;

— les éléments actifs : les sources Se et Sf ;
— les éléments de jonction : 0,1, TF et GY.

A.3.1 Les éléments passifs

Elément R

L’élément R est utilisé pour modéliser tout phénomeéne physique dissipant de
I'énergie (amortisseurs, résistances électriques, différents frottements, restric-
tions hydrauliques, etc.). Sa loi constitutive est une relation algébrique entre

les variables effort et flux.

(A.2)

Si sa valeur dépend d’un un signal exogéne, il devient un R modulé, e.g., ser-

vovalve.

Elément C

L’élément de stockage C' emmagasine de ’énergie. La variable d’énergie qui lui

est associée est notée ¢, elle résulte généralement des processus d’accumulation
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E

1

é

(ou d’intégration). L’élément, C' est utilisé pour modéliser tout phénomeéne phy-
sique liant I'effort au déplacement, e.g., ressorts, condensateurs, réservoirs de
liquide, tout phénoméne d’é¢lasticité ou de compressibilité. La loi constitutive

de cet élément est :

Pe(e,q) =0 (A.3)

La représentation générale d’'un élément C' est :

ment /

L’élément I est aussi un élément de stockage d’énergie. Il est utilisé pour modé-
liser tout phénomeéne physique liant le flux au moment, e.g., les inerties (masses
en translation ou en rotation), les inductances électriques, etc. La loi constitu-

tive de cet élément est :

®;(p, f) =0 (A.4)

La représentation générale d’un élément [ est :

A.3.2 Les éléments actifs : les sources

Les sources représentent 'interaction du systéme avec son environnement, (e.g.,

forces de gravité, vitesses, sources de tension ou de courant, etc.). Ces éléments sont

qualifiés d’actifs car ils fournissent de ’énergie au systéme. Selon le type de variable

imposée, on distingue les sources d’effort (Se) ou de flux (Sf).

Se——— Sf—

L’orientation de la demie fléche est fixée et elle est toujours sortante de la source.

Dans chacun des cas, une des variables (effort ou flux) est supposée connue, et

indépendante de la variable complémentaire induite qui dépend de la réaction du

systéme.

Quand une partie du systéme devrait étre excitée, habituellement par un si-

gnal connu, on modélise ce phénoméne par une source d’effort ou de flux modulée

(MSe, MSY).
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A.3.3 Les éléments de jonction

Ces éléments, notés 0, 1, T'F, GY servent a coupler les éléments R, C et I et com-
posent la structure de jonction du modéle correspondant a ’architecture du systéme

étudié. Ils sont conservatifs de puissance.

Jonction 0
La jonction 0 sert & associer les éléments soumis au méme effort, e.g., connection

paralléle dans un circuit électrique. Les lois qui la caractérisent sont :

Fic. A.2 — Jonction 0

el=€e=..=¢=..=e,=¢€
1 . 2 % n (A5)
ijl +f;=0
i.e., égalité des efforts et somme pondérée des flux nulle. La pondération sur
les flux est +1 ou —1 selon que la demie fléche est rentrante ou sortante de la
jonction.
Jonction 1

La jonction 1 sert a associer les éléments soumis au méme flux, e.g., connection

série dans un circuit électrique. Elle est caractérisée par les lois :

Fic. A.3 - Jonction 1

{ﬁ:ﬁ:m:ﬁzm:hzf (A6)

> -1 Ee; =0

i.e., égalité des flux et somme pondérée des efforts nulle. La pondération sur
les efforts est +1 ou —1 selon que la demie fléche est rentrante ou sortante de

la jonction.
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Transformateurs TF

Cet élément passif posséde deux ports, figure [A.4, ou m représente le module

du transformateur. Ses lois caractéristiques sont :

€
TF
fl f2

Fic. A.4 — Transformateur

Jo=mfi

e.g., transformateurs électriques, bras de levier, systémes d’engrenages, etc.

(o "

Si m n’est pas constant, le transformateur est modulé par un signal, il est noté
MTF.
Gyrateurs GY

Cet élément passif posséde également deux ports, figure |A.5, ol r représente

le module du gyrateur. Ces lois génériques sont :

et GY
fl f2

Fi1c. A.5 — Gyrateur

{ er1 ="1fo (A.8)

€2 = Tfl

On peut rencontrer ce phénoméne physique dans les moteurs électriques, les

composants électroniques a effet Hall, les pompes hydrauliques et les turbines.

Si r n’est pas constant, le gyrateur est modulé par un signal, il est noté MGY .

A.4 Procédure générale de construction de modéles

BGs

Le modéle BG est construit sur la base du systéme physique idéalisé résultant des

hypothéses simplifications (phénoménes pris en compte, etc.). Il existe une procédure
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systématique de construction d’un modéle BG. Cette procédure consiste essentielle-
ment en la représentation de la structure du modéle (appelé structure de jonction),
I'incorporation des composants du systéme, la représentation du flux de puissance

avec des liens "bonds" et probablement des simplifications.

Systémes mécaniques :

— fixer un axe de référence pour les vitesses,

— associer une jonction 1 pour toute vitesse absolue (masse, inertie) ou relative
différente et lui attacher les éléments correspondants,

— exprimer les relations entre vitesses. Placer une jonction 0 par relation entre
les jonctions 1 associées aux vitesses intervenant dans la relation,

— relier les jonctions par des liens, en respectant le sens de transfert de puis-
sance,

— supprimer les jonctions 1 associées a une vitesse nulle, ainsi que tous les liens

qui y sont attachés et simplifier si ¢’est possible.

Systémes électriques :

— fixer un sens de circulation de courant qui sera pris comme sens de transfert
de puissance,

— associer une jonction 0 pour chaque noeud de tension différent,

— placer une jonction 1 entre deux jonctions 0 et y attacher les éléments soumis
a la différence de potentiel (éléments ayant le méme flux),

— relier toutes les jonctions entre elles en respectant le sens du transfert de
puissance,

— choisir un noeud de référence et supprimer les jonctions qui y sont associées

et les liens qui y sont attachés. Simplifier si c¢’est possible.

Systémes hydrauliques :
La procédure est la méme que dans le cas électrique, les jonctions 0 sont asso-
ciées aux noeuds de pressions différentes. Le modéle BG complet est simplifié
en choisissant un noeud de pression particulier (correspondant en général a la

pression atmosphérique).

A.5 Causalité

Cette notion est trés importante, elle permet de définir la structure de calcul avec

mise en évidence des relations de cause a effet au sein d’un systéme, ce qui est un
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avantage essentiel du bond graph par rapport aux autres représentations graphiques
telles que les digraphes et les graphes de fluence.

Lorsque deux systémes sous-systémes »  , et >, sont couplés, tel que ) , trans-
met de la puissance a ) 5, nous avons deux situations possibles :

— >4 applique & > 5 un effort e, qui réagit en renvoyant a >, un flux f;

— >4 envoie & Y, un flux f, qui répond par un effort e.

e — -
ZA‘\_f/\ B ZA \f/_\ B
ou

S s T =25

F1G. A.6 — Deux situations de causalité

Cette information est codée par un trait causal placé perpendiculairement au lien. Il
indique par convention le sens dans lequel I'effort est connu (le flux est alors connu
dans le sens opposé). La position de ce trait causal est indépendante du sens de la
demie fléche qui représente le sens du transfert de puissance. Les régles de causalité

des différents éléments sont résumées dans les tableaux A.2,

Elément Causalite | Configuration| Loi caractéristique

e
Source d’effort Obligatoire * fﬁ* e est imposé par Se

e
Source de flux Obligatoire i f% f est imposé par Sf

. e
Elément I Intégrale ﬁ{f | f1=21([ esdt)
e € d [g—1
Dérivée = L oer=4[07(f1)]
. e
Elément C Intégrale P C ec = Pc ([ fedt)

e
Dérivée f =C fc= % [‘561(60)]

TAB. A.2 — Régles d’affectation de la causalité aux éléments BGs
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Elément Causalité Configuration Loi caractéristique
. e
Elément R Conductance P R fr =% (er)
e
non linéaire Résistance f =R er = Pr(fr)
Un seul trait f & 8
Jonetion 0 < dol 2 fi €1 =65, €3 =20 ....n =6
onction prés de la n o,
A A & 0 En { fi:izj'zlifj7z7é]
jonction 0 f1 fn
Un seul trait f & e'f_
. . 2 ! flzfi7 f2:fia"'afn:fi
Jonction 1 loin de la e e LY 4 oy
1 (1] e; = o Eej, i
jonction 1 fy 1 fn =t ’
Flux e m € e1 = me
Transfor- L TF f ' ?
rentrant fy f2 fa=mfi
m
Effort e X _ 1
mateur TF 1 = TF % =] 2= mh
rentrant fy f2 fi=L1f
Flu e [ € e rf
X .. P—
Gyrateur TG 2 GY o ! ’
rentrant fy 2 ex =1f2
I
Effort € & € fi=1tes
—{ GY| "
rentrant fy f2 f2=1es

TAB. A.3 — Reégles d’affectation de la causalité aux éléments BGs - suite

Procédure d’affectation de la causalité

Une fois que le modéle BG complet est obtenu, on peut alors appliquer la pro-

cédure suivante connue sous le nom de SCAP (Sequential Causality Assignement

Procedure).

1. Affecter une causalité obligatoire aux sources et aux éléments R non linéaires

et répercuter sur I’environnement en respectant les restrictions de causalité des

jonctions.

2. Affecter une causalité intégrale préférentielle aux éléments I et C' et répercuter

sur ’environnement en respectant également les restrictions sur les jonctions.

3. Compléter la causalité sur les éléments R linéaires en respectant les restrictions

sur les jonctions.
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4. En cas de conflit de causalité, rechercher I’élément I ou C' en cause et lui affecter

une causalité dérivée puis repartir a ’étape 3.

5. Affecter la causalité au détecteurs, s’il y a lieu.

A.6 Bicausalité

La notion de bicausalité, Gawthrop (1995) est particuliérement intéressante pour
la construction de modéles BGs inverses ou 'identification des parameétres d’un sys-
téme. Avec la causalité conventionnelle (traditionnelle), il existe seulement deux pos-
sibilités d’affectation de la causalité. Ces deux situations sont représenté figure [A.7-
(a,b) et traduites par les équations (A.9-a,b). La bicausalité permet d’étendre le
concept de causalité pour ajouter les deux possibilités restantes, figure [A.7L(c,d).

Ces deux nouvelles situations sont traduites par les équations (A.9-c,d).

e & | e e
Aty i 28 2 Al fi = 28
(a (c)
| & & e e
ZA| fl f2 ZB ZAl f1 f22/| ZB
(b) (d)

Fi1Gg. A.7 — Possibilités d’affectation de la causalité

€ 1= €1 €1 ‘= €2 €y 1= €1 €1 ‘= €2

(a) (b) () (d) (A.9)
Ji:=Ja 2= 2= Ji: =/

Les différentes possibilités d’affectation de la bicausalité des différents composants

BGs sont résumées dans le tableau suivant :
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Bicausalité Relations Bicausalité Relations
d’affectation d’affectation
u‘ €1 = €2 €
fl f2 f o j H‘f R»U fR =
1= J2 _
(I)Rl(eR)
[u €y 1= €1 e u
f1 f f R~ ER = (DR(fR)
2 for=hf
4
e e y
yﬁR R:=% : fl MTF | ]?22 - u=4%
1
{
e e v
e [=4% L IMTF u=a
f1 2
}
’ﬁ‘e C q ! x e
f Cw=7z A MTF u=¢
1 2
{
m
& - ) ey 1= mey e u
| 1 _ f
= TF = I MTF | u=
f fa fi=2Lf fy b f2
m 4
e - € €o 1= iel e u
I TF m 1 \ —e
{ { MGY U
fy f2 fai=mfi o b h
o ! l
| 1 Gyl & e1:=1fo ! ol .
= MGY U= Z-
f1 7 f f1:= %62 ! f1 fo i f2
6 r !
1 | A ) fg = =e € o
GY | MGY! u= L
[ f]_ [ fz €9 = ’]"fl fl 7 f2 71 €1
€ f2 €9 €1 EI
& ~ & fi
e3 1= e I MGY]| u=-<t
€ ) €3 f1 fy -2
[ f f3:=fi—fe
fy 3
& f, foi=fi
e q e fz:=fi
f]_ [ f3 €3 = €1 — €2

TAB. A.4 — Régles d’affectation de la bicausalité aux différents composants BGs
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Sources et détecteurs

Dans le contexte de la bicausalité, la particularité de ces éléments a conduit a
I'introduction de I’élément SS (Sourse-Sensor),Gawthrop (1995) qui constitue une
généralisation des notions de sources et de détecteurs conventionnels. Le tableau
indique les différentes configurations possibles d’affectation de la causalité a I’élément

SS.

Causalité Nature de 1’éléments S'S

S = Source d’éffort, détécteur de flux

RS = Source de flux, détécteur d’éffort

S =1 Détécteur d’éffort, détécteur de flux

S = Source d’éffort, source de flux

TAB. A.5 — Affectation de la causalité & 1’élément S.S

A.7 Construction du modéle BG inverse

L’idée d’utiliser la notion de bicausalité pour I'inversion de modéles BGs est moti-
vée par les possibilités calculatrices offertes par la bicausalité. En effet, la bicausalité
permet d’imposer les deux variables de puissance aux ports de ’éléments S.S. Cette

idée est illustrée, figures A.8 et [A.9|

gi=u €=
Se:u'fﬁ| @ #l De:y
i 0~

Fic. A.8 — Modéle BG a mot d’un systéme

Le systéme a comme entrée u = e; et comme sortie y = ¢,. La variable f; conjuguée
a la commande u = e; est alors imposée par le systéme. Si on souhaite maintenant
imposer la variable de sortie y = e,, la variable conjuguée f, doit aussi étre imposée.
De plus, elle doit étre nulle pour ne pas fournir de la puissance au systéme qui au
départ ne fournissait pas de puissance a l’environnement. En propageant alors la
bicausalité, on va remonter a la variable de commande u = ¢; tout en laissant libre

I’évolution de sa variable conjuguée f; qui reste donc une sortie pour le systéme,
figure A9\
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g=u €=
e o s
i 0~

Fic. A.9 — Modéle BG inverse d'un systéme

Procédure de construction du modéle BG inverse

Cette procédure d’inversion est di a Fotsu-Ngwompu et al. (1996).

— a partir du modéle BG en causalité intégrale, déterminer un ensemble de che-
mins causaux entrées-sorties disjoints les plus courts,

— sur le modéle BG acausal, remplacer les sources (associées aux commandes) et
les détecteurs (associées aux sorties) par des éléments S5,

— propager la bicausalité le long de cet ensemble de chemins causaux entrées-
sorties disjoints les plus courts sans créer de conflits de causalité,

— imposer une causalité intégrale aux éléments dynamiques restants sans causalité
et propager la causalité le plus loin possible,

— affecter une causalité arbitraire aux éléments R restants sans causalité et pro-

pager la causalité le plus loin possible.

Remarque 19.

— Dans le cas ou il n’existe aucun ensemble de chemins causaux entrées-sorties
disjoints, le modeéle n’est donc pas inversible.

— 81 par contre, il existe plusieurs choiz de chemins causauzx entrées-sorties dis-
joints, la procédure peut s’appliquer indifféremment sur l'un de ces ensembles.

— Par ailleurs, si des conflits de causalité surviennent au cours de 'application

de la procédure, alors, le modéle est aussi non inversible.






Annexe B

Calcul de u(t), x(t) en fonction de y(t)

par la méthode indirecte

B.1 Calcul u(t) en fonction de y(t)

L’expression du vecteur de commandes u(t) en fonction des sorties plates y(t)
s’écrit u(t) = ®(s)y(t). La relation de transfert entre y(t) et u(t) est y(t) = T'(s)u(t)
et la matrice systéme du modéle (C, A, B) est notée P(s). Par définition, la re-
lation de transfert entre u(t) et y(t) s'écrit y(t) = T(s)u(t) = N(s)D'(s)u(t),
avec D(s) =diag[det(sI — A)]. Le vecteur de commande u(t) s’exprime ainsi comme
u(t) = D(s)N~1(s)y(t). Il suffit alors de calculer N~1(s).

Le modéle (C, A, B) est plat, i.e., det(P(s)) est indépendant de s. En tenant
compte de la relation det(P(s)) = det(s] — A) det(7'(s)) et en notant det(P(s)) = K,
la relation (B.1) est déduite.

det(N(s)) = K[det(sI — A)]"™* (B.1)

L’inverse de la matrice N(s) est exprimée par la relation (B.2).

1

N7 = @)

(ComN(s))* (B.2)

Soit Nj;(s) la matrice obtenue en enlevant la j*™¢ ligne de N(s) et la i colonne
de N(s). Elle correspond au modéle pour lequel la i¥™¢ variable de commande et la
4™ variable de sortie sont enlevées du modéle initial. La matrice systéme associée
a ce modéle est notée Pj;(s). L'expression de ®;;(s) est donc obtenue & partir du

déterminant de la matrice N;;(s) selon expression (B.3).

191
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)) det(sI — A) (B.3)

Le déterminant de la matrice N;(s) s'obtient & partir du déterminant de la
matrice systéme Fﬂ(s). Il vient ainsi ’expression (B.4) qui se réduit en ’expression

(B.5).

) det(Pi(s)) [det(s] — A"
det(P(s)) [det(s] — A)]m_l-d t(sI — A) (B.4)

®ij(s) = (1)

Le coefficient ®;;(s) est donc le rapport, affecté d’un signe, entre le déterminant
-eme

des matrices systémes du modéle initial et le modéle pour lequel la :“™¢ variable de

commande et la j4™¢ variable de sortie sont enlevées, expression (B.5).

) det(ﬁji (S))

D(s) = (-1t det(P(s))

(B.5)

Cette expression s’obtient aussi directement par le calcul de I'inverse de la matrice
systéme, qui permet d’obtenir une démonstration plus simple. La démarche proposée
s’applique au calcul de chacune des expressions.

Fin de la démonstrationll

B.2 Calcul du vecteur z(t) en fonction des sorties

plates y(t)

L’expression des variables d’état z(t) en fonction des sorties plates y(t) s’écrit
x(t) = V(s)y(t). Comme par définition les relations de transfert s’écrivent z(t) =
N*(s)D7Y(s)u(t) et y(t) = N(s)D71(s)u(t), le vecteur de commande u(t) s’exprime
comme u(t) = D(s)N7(s)y(t) soit z(t) = N*(s)N~1(s)y(t).

Les variables d’état s’écrivent donc selon I'expression en tenant compte de
(B.1)

1

(1) = VW0 = ey =Y om0 (B

. t
Soit N7 7*(s) la matrice ( Ni(s) ... NE_i(s) Ni(s) Nf(s) --- Ni(s) ) ;
c’est a dire la matrice N(s) pour laquelle la i®"¢ ligne est remplacée par la i®"¢ ligne

de la matrice N*(s), notée N (s). L’indice r indique que la matrice N(s) est décrite
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par les lignes. Chaque coefficient ¥, ;(s) de la matrice U(s) satisfait la relation (B.7).

=~
3

1

Wij(s) = K[det(sI — A)Jm—1 e~ Niw()[Com(N(s))]k, (B.7)
k=m

B K[det(sll— A)|mt SIS .

B K[det(sll— A)mt AtV () B9

— MK_A) det(D~Y(s) N7~ (s)) (B.10)
1 i

— ?jet(sz — A)det(T77(s)). (B.11)

= % det(P’7'(s)) (B.12)

ot T77%(s) est la matrice de transfert entre les sorties (Y, ..., Yj—1, Yi, Yjt1s - Ym) €t
les entrées (uy, ..., Uy, ). P7(s) est donc bien la matrice systéme du modéle obtenu
reme

en remplacant la j™¢ sortie plate dans le modéle (C, A, B) par la i®™¢ variable d’état.

Fin de la démonstrationl
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