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e ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/dB 5 =<)-:J3�= ,0/ 6 ,C= 7 ,-*N)-:Ø, :�: ,0=@1�)-:<; n g	E�Ö)-:<) : , 687 , \ ,0B23�=Ø,�a 9 *43a, 5 )R90:<)Ö, : = 7 12*�*�,�1 5{6 ,0/R3 9 =<}�*�~�BÛ,0/ R[s]
,-*&= 7 :Ø* 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+-, s,�) M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ R

a 6 +�OÒ*�:�9 9 B2BÛ,�+�)V12*�)C= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/C/ 9 B2BÛ,0/G; 93: BÛ,0=J=Ø,0/ 6 ,X=@1
; 93: BÛ,�.

∀p(s) ∈ R[s], p(s) =
n∑

i=0

ais
i, où ai ∈ R

� d X�IHv�T JMLpv�J�YSJ�UuX�v�POÓ�Ó'X}LpYSJ�YSJ;I%Ó'XOvHÄFT LFJ;I� l POQFÎOJMLON&LFP}NHGMJ +� l POQFÎOJMLON X}DFD2JMU GMJWÓ�QFU NHT DFU TuvMXÔNHT POL ”.”
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�S12*�/d= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, R[s]
a�= 7 1 6�6 :<)-: 9 *�,0/K) 6 +�OÒ*�:Ø,C3�1 : .

(
n∑

i=0

ais
i

)

+

(
n∑

i=0

bis
i

)

=

max(m,n)
∑

i=0

(ai + bi)s
i

,�)^=J1?B 5 =<)-:J3�=<:<9�1�)-: 9 *&3�1 : .
(

n∑

i=0

ais
i

)(
n∑

i=0

bis
i

)

=
m+n∑

k=0

(
k∑

i=0

aibk−i

)

si

� * 9 )Ö, : W 5 , R[s]
9 9 *�/K)-:<) 5 , 5 *r12*�*�,�1 5 9 9 B2B 5 )V1�)-:u;�E��*h12*�*�,�1 5#6 1p*�/d=Ø,0W 5 ,0=Z) 9�5 )�+0=Ø+�BÛ,-*N)�* 9 *e* 5 =F1 6 BÛ,�) 5 *#+0=Ø+0BÛ,-*�)d/K}8BÛ+�) : :JW 5 ,C3 9�5�:

=@12B 5 =<)-:J3�=<:<9�1�)-: 9 * e / 9�5 H5,-*�)C1�3�3a,0=Ø+A:Ø*NH3, : /;,Ug�,0/K) 5 *]9 93: 3�/0E8��*�3�1 : )-:J9 5 =J:Ø, : a 5 *�9 93: 3�/�,0/K)
5 *ü12*�*�,�1 5 :Ø*�)-. D3: ,�EW�8:>=@1�B 5 =u)V:<3�=<:<9�1�)-: 9 * e /;,09 9 * 6 ,&= 9 :@g�,0/K)?9 9 B2B 5 )V1�)-:uH5,�a�=Ø,[9 92: 3�//,0/K)
6 :<)R9 9 B2B 5 )V1�)-:u;�E
� · °U¬8¯�© ô ½�¯�µF¬�®�½� À ©

��*�,e, \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,�9 93: 3�/�,0/K)[=@1 6�9 *�*�+-, 6 , 6 , 58\ 9 93: 3�/ E ,�)
F
)Ö,0=J/XW 5 , E ⊆ F

E
��*�,", \ )Ö,-*�/*: 9 *�,0/K)�* 9 )Ö+-, F/E ��=Ø,q9 93: 3�/ E ,0/K) 5 *r/ 9�5 /���9 93: 3�/ 6 , F ��=Ø,C9 93: 3�/ F ,0/K) 5 *
/ 5�: ��9 93: 3�/ 6 , E EO|o:�"��o	x�U`��U"�Û.

� ��*�+0=Ø+0BÛ,-*�)
a ∈ F

,0/K) 6 :<)�1�= D + 6�: :JW 5 ,|/ 5�: E a�/ 7 :J=8/-1�)-:J/K;�1�:<) 5 *�,�+0W 5 1�)-: 9 *?1�= D + 6�: :JW 5 ,
M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ E E�_�1 : , \ ,0B23�=Ø, √

2
,0/K) : 1�90: *�, 6 , x2 − 2 = 0

at:J=�,0/K)X1�= 93: /
1�= D + 6�: :JW 5 ,q/ 5�: Q

EÒ� 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * F/E ,0/K) 6 :<)Ö,C1�= D + 6�: :JW 5 ,�ab/*:%,�)d/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)^/*:sab) 9�5 )+0=Ø+�BÛ,-*N) 6 , F ,0/K)G1�= D + 6�: :JW 5 ,q/ 5�: E E
� ��*c+0=Ø+0BÛ,-*�)

a ∈ F
,0/K) 6 :<)^) : 12*�/*9-,-* 6 12*�)q/ 5�: E a�/ 7 :J=&* 7 ,0/K)q3�1�/q1�= D + 6�: :JW 5 ,I/ 5�: E E� 7 ,0/K) M�6 : : ,�a�:J=^* 7 , \ :J/K)Ö,I3�1�/ 6 ,C3 9 =<}�*�~�BÛ, p(x) 6= 0

/ 5�: E )Ö,0=�W 5 , p(a) = 0
E

� 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * F/E ,0/K)GW 5 1�=J:<OÒ+-, 6 ,C) : 12*�/*9-,-* 6 12*�)Ö,�a�/*:&,�)^/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)^/*:sa�:J=8, \ :J/K)Ö,A1 5
B 9 : *�/ 5 *�+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 , F W 5 :
,0/K)C) : 12*�/*9-,-* 6 12*N)I/ 5�: E EF_t1 : , \ ,0B23�=Ø,�a�= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 *
R/Q

,0/K)d) : 12*�/*9-,-* 6 12*N)Ö,�a�3 5 :J/*W 5 , e ,�) π / 9 *�)d) : 12*�/*9-,-* 6 12*�)-/G/ 5�: Q
E

� � 9 :<) ζ = (ζi)i∈I
a e
I 5 *c,-*�/;,0B 6 =Ø,+W 5 ,0=J9 9 *�W 5 , 687 :Ø* 6 :<9-,0/Vg 5 *�,A;�1�B2:<=J= ,CW 5 ,0=J9 9 *�W 5 ,687 +0=Ø+�BÛ,-*N)-/ 6 , F Eg��* 6 +0/*: D *�,C3�1 : E(ζ)

=Ø,q3�= 5 /R3a,�)-:<)R/ 9�5 /d9 93: 3�/ 6 , F 9 9 *�)Ö,-*�12*N)
E
,�)d=@1I;�1�B2:J=<= ,

ζ
EÒ�F1A;�1�B2:J=<= ,

ζ
,0/K)G1�= 92: / 5 *�/K}8/K)-.0BÛ, 6 , D +-*�+ : 1�)Ö, 5�: / 6 , E(ζ)

/ 5�:
E
E �S12*�/+9-,[9�1�/0a�:J=
, \ :</*)Ö, υ ∈ N

,�) 5 *�,2;�1�B2:J=<= , ζ = (ζ1, ..., ζυ)
6 , F )Ö,0=J=Ø,2W 5 ,

F = E(ζ)
E5��* 6 :<)�W 587 5 *�,�, \ )Ö,-*�/*: 9 * F/E ,0/K) 6 ,L)�}83a,LOÒ*�: 9�5 OÒ*�:JBÛ,O*N)W,-* D ,-* 6�: +-,�a

/*:
F
3 9 /*/*. 6 , 5 *�/K}8/K)-.0BÛ,qOÒ*�: 6 , D +-*�+ : 1�)Ö, 5�: /d3�1 :�: 1�3�3 93: ) M E EÒ��*�,S)Ô,�=J=Ø,G;�1�B2:J=<= ,,0/K) 6 :<)Ö,$�G��1�= D + 6�: :JW 5 ,0BÛ,-*�) 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,�aN/*:�,�)P/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)P/*:sa�:J=µ, \ :J/K)Ö, 5 *X3 9 =<}�*�~�BÛ,
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p(x1, ..., xυ) 6= 0 M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*N)-/ 6 12*�/ E a�)Ö,0=�W 5 , p(ζ1, ..., ζυ) = 0
Eg��*�,q;�1�B2:J=<= ,qW 5 :* 7 ,0/K)A3�1�/��G��1�= D + 6�: :<W 5 ,0BÛ,-*N) 6 +03a,-* 6 12*�)Ö, ,0/K) 6 :<)Ö,X:Ø* 6 +03g,-* 6 12*N)Ö,�E&��=�,0/K)I3 9 /*/*: 6 =Ø,

6 , 6 +�OÒ*�: :W6 ,0/t;�1�B2:J=<=Ø,�/o�G��1�= D + 6�: :JW 5 ,0BÛ,-*�)�:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,0/QW 5 :�/ 9 *�)QB[1 \ :JB[1�= ,0/t3�1 :
: 1�3�3 93: ) M = 7 :Ø*�90= 5 /*: 9 *Za 6 ,C)Ö,0=J= ,0/R;�1�B2:J=<=Ø,�/ 9�5 ,-*�/;,0B 6 =Ø,0/d/ 9 *N)G1�3�3g,0=Ø+0/ 6 ,0/ 6 1�/;,0/ 6 ,
) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 , F/E E8��, 58\�6 1�/;,0/ 6 ,A)Ö,0=J=Ø, *�1�) 5�: , 9 *�)q=Ø,IB � BÛ,A9�1 :;6 :Ø*�1�=sa�:sE ,�E<a=Ø,4B � BÛ,{* 9 B 6�: , 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/0a�1�3�3a,0=Ø+ 6 , D3: + 6 ,4) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 , F/E ,�)Ã* 9 )Ö+
do tr F/E

E

mon�mon�� �qp9r�sAt��.uwv9u�xzy{sAt2|Jxbv�����r�t7u�}��µ�.u%�.x
î ¯�¯F¬ ² ª · ¬�°[®�½� À ©2µ ô�� ¨N�¬8¯�° ô ¬ ´ ©

��*]9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= 93:;6 :Ø*�1�: : , k ,0/K) 5 *]9 93: 3�/G9 9 B2B 5 )V1�)-:<;tB 5 *�: 687 5 *�, 6 + : :<H�1�)-: 9 */*:JB23�=Ø, d
dt

: k → k
e :sE ,�E<aZ9 9 *�)Ö,-*�12*�) 5 *�,X/;, 5 =Ø, 6 + : :<H�1�)-: 9 *Za 6 12*�/C=Ø,+9�1�/C9 9 *�) : 1�: : ,�aZ:J=W,�/*)

6 :<)R3�1 : )-:Ø,0=¸g	a8H3+ : :<O�12*N)d=Ø,0/ : . D =Ø,�/ 5 / 5 ,0=J=Ø,0/ (
Ä E Ä

)
a�3 9�5�: ) 9�5 ) a, b ∈ k

.






da
dt

∈ k

d(a+b)
dt

= da
dt

+ db
dt

∈ k

d(ab)
dt

= da
dt
b+ adb

dt
∈ k

e Ä E Ä g

��*Ö/ 9�5 /���9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= C 6 , k 6�9 *�)h=Ø,0/e+0=Ø+0BÛ,-*�)-/r/ 9 *�) 6 ,0/r9 9 *�/K)V12*N)Ö,0/0a^:sE ,�E<a
∀c ∈ C

a
ċ = 0

a�,0/K) 5 *�9 93: 3�/ 6 ,C9 9 *�/K)V12*�)Ö,0/0E
� · ¬8« Àt´ ¬�¾M�

R(t)
n"�`��mJnJ�"��o��M� � n"�f�)�I�{�`��x��I�2�RoGP���x��I�M�{n�m¸mJn"�9���IP�o�x?P;�0mJn

t �¡  nJ�"��o��M�Sn"�`�fR<��"��o��M� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�mbo-n"����n"�`��P��M�Fm£P � U�o	x��IP���x��I� d
dt
�M¤ nT�¥�IR;� � �"��o��M� R

� n"�Ro:UVn�m �Sn"�`��R<�rnG¦8n`§9��mJn
��o	x��Ux?P�m � n��"��o��M� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m � n¨�"�I�2�`��P��M��n"� ���,4=@1rB � BÛ,2;�1�© 9 *Za 5 *ü12*�*�,�1 5�6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=�,0/K) 5 *�1p*�*�,�1 5 B 5 *�: 6 ,4=@1 6 + : :<H�1�)-: 9 *
d
dt

E&��*ç, \ ,0B23�=Ø, 6 ,?)Ö,0=J/C12*�*�,�1 58\ ,0/K)I= 7 12*�*�,�1 5�6 ,0/ 9 3a+ : 1�)Ö, 5�: / 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/S=J:Ø*�+�1�: : ,0/ M
9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ k * 9 )Ö+ k[ d

dt
]
E
�%,0/Û+0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 ,r9-,�)41p*�*�,�1 5 / 9 *N) 6 ,0/23 9 =<}�*�~�BÛ,0/�,-*

= 7 :Ø* 6 +�)Ö, : B2: *�+-, d
dt
6 ,C=@1A; 93: BÛ, (

Ä Eu0
)
a�1�H3,09

ai ∈ k
E

n∑

i=0

ai
di

dti
e Ä Eu0�g

��,�)S12*�*�,�1 5 ,0/K)�,-* D +-*�+ : 1�=%* 9 *h9 9 BXB 5 )V1�)-:u;�/-1 5 ; 6 12*�/d=Ø,C9�1�/ 9�� k ,0/K) 5 *r9 93: 3�/ 6 ,9 9 *�/K)V12*�)Ö,0/0Ea�F1?B 5 =<)-:J3�=<:<9�1�)-: 9 * 6 12*�/ k[ d
dt

]
,0/K) 6 +�OÒ*�:Ø,C3�1 : =@1 : . D =Ø,Jª (

Ä E É
)
E

« Z T NHJ
YSJ d JMT RFLFT ¬
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d

dt
a = a

d

dt
+ ȧ ∀a ∈ k

e Ä E É�g
��*�,�T^,�)�a�=@1 : ,0=@1�)-: 9 * e Ä E É�g�,0/K)G9 9 B2B 5 )V1�)-:uH5,�a�/*:%,�)G/;, 5 =Ø,0B�,-*N)^/*:sa k ,0/K) 5 *h9 93: 3�/ 6 ,0/9 9 *�/K)V12*�)Ö,0/ e ȧ = 0

g	E

� · °U¬8¯�© ô ½�¯�µF¬�®�½� À ©Xµ ô�� ¨N�¬8¯�° ô ¬ ´ ©
��*�,�, \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,S9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/�,0/K)R=@1 6�9 *�*�+-, 6 , 6 , 58\ 9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J/ L ,�)

K
)Ö,0=J/dW 5 ,�.
� K

,0/K) 5 *r/ 9�5 /���9 93: 3�/ 6 , L E
� �F1 6 + : :<H�1�)-: 9 * 6 12*�/ K ,0/K)G=@1 : ,0/K) : :J9�)-: 9 * 6 1p*�/ K 6 ,C=@1 6 + : :<H�1�)-: 9 * 6 , L E,�E D E<a R〈e−αt〉/R ,0/K) 5 *�, , \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,C9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/0EÒ��*#,�T^,�)�a R ⊂ R〈e−αt〉 EO|o:�"��o	x�U`��U"��
� 5 *e+0=Ø+0BÛ,-*�) ζ 6 , L ,0/K) 6 :<) 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0B�,-*N)R1�= D + 6�: :JW 5 ,S/ 5�: K a�/ 7 :J=Z/-1�)-:J/K;�1�:<) 5 *�,+0W 5 1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= , P (ζ, ζ̇, ..., ζα) = 0

a 9�� P ,�/*) 5 *�3 9 =<}�*�~�BÛ, M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/
6 12*�/ K E5� 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K ,0/K) 6 :<)Ö, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0BÛ,-*�)P1�= D + 6�: :JW 5 ,�a�/-:�,�)>/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)
/*:sab) 9�5 )�+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 , L ,0/K) 6 :uT^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)d1�= D + 6�: :JW 5 ,q/ 5�: K E

� ��*c+0=Ø+0BÛ,-*�)
a ∈ L

,0/K) 6 :<) 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0B�,-*N)^) : 12*�/*9-,-* 6 12*�)q/ 5�: K a{/ 7 :J= * 7 ,0/K)q3�1�/6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)I1�= D + 6�: :JW 5 ,?/ 5�: K E � 7 ,0/K) M�6 : : ,XW 587 :J=�* 7 , \ :J/K)Ö,23�1�/ 687 +0W 5 1�)-: 9 *6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,�1�= D + 6�: :JW 5 ,�W 5 :q3g, 5 ) � ) : ,j/-1�)-:J/K;�1�:<)Ö,]3�1 : a E'� 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K
,0/K)

W 5 1�=J:uOÒ+-, 6 , 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)[) : 12*�/*9-,-* 6 12*N)Ö,�aR/*:�,�)�/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)�/*:sa|:J=�, \ :J/K)Ö,j1 5
B 9 : *�/ 5 *#+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 , L W 5 :%,0/K) 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)L) : 12*�/*9-,-* 6 12*�)G/ 5�: K E,�E D E<aN= 7 +0=Ø+0BÛ,-*�) a = e−αt

1�3�3�1 : )Ö,-*�12*�) M R〈e−αt〉 ,0/K) 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)|1�= D + 6�: :JW 5 ,/ 5�: R
9�1 : :J=^,0/K)G/ 9 = 5 )-: 9 * 6 , P (x) = ẋ+ αx = 0

e
α
,0/K) 5 *�,C9 9 *�/K)V12*N)Ö,Ug	E

� � 9 :<) ζ = (ζi)i∈I
a 5 *�,S;�1�B2:J=<= ,GW 5 ,0=J9 9 *�W 5 , 687 +0=Ø+0BÛ,-*N)-/ 6 , L Eg��* 6 +0/*: D *�,q3�1 : K〈ζ〉=Ø,h9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=�,-* D ,-* 6�: +�3�1 : K ,�)&=@1p;�1�B2:J=<= ,

ζ
a|:sE ,�E<a|=Ø,h3�= 5 /43a,�)-:<)4/ 9�5 /��

9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= 6 , L 9 9 *�)Ö,-*�12*N) K ,�)+=@1&;�1�B2:J=<= ,
ζ
E �F1�;�1�B2:J=<=Ø,

ζ
,0/K)?1�= 93: / 5 *

/K}8/K)-.0BÛ, 6 , D +O*�+ : 1�)Ö, 5�: / 6 , K〈ζ〉 / 5�: K EW�S12*�/?9-,&9�1�/0at:J=�, \ :J/K)Ö, υ ∈ N
,�) 5 *�,

;�1�B2:<=J= ,
ζ = (ζ1, ..., ζυ)

6 , L )Ö,0=J=Ø,�W 5 , L = K〈ζ〉 E���* 6 :<)�W 587 5 *�,�, \ )Ö,-*�/*: 9 *
L/K

,0/K) 6 ,j)�}83g,pOÒ*�: 9�5 OÒ*�,0BÛ,-*�)�,-* D ,-* 6�: +-,�a^/*: L 3 9 /*/*. 6 , 5 * /K}8/K)V.�BÛ,pOÒ*�:6 , D +-*�+ : 1�)Ö, 5�: /X3�1 :Ã: 1�3�3 93: ) M K E���*�,4)Ö,0=J=Ø,[;�1�B2:J=<= , ,0/K) 6 :<)Ö, 6 :<T^+ : ,O*N)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)1�= D + 6�: :JW 5 ,0BÛ,-*N) 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,�ad/*:�,�)r/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)�/*:saL:J=�, \ :</*)Ö, 5 * 3 9 =<}�*�~�BÛ, 6 :<T^+	�
: ,-*�)-:Ø,0= P (x1, ..., xυ, ẋ1, ..., ẋυ, x

(α)
1 , ..., x

(α)
υ ) 6= 0 M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ K aQ)Ö,0=RW 5 ,

P (ζ1, ..., ζυ) = 0
EW��*�,4;�1�B2:J=<=Ø,2W 5 :�* 7 ,0/K)X3�1�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)+1�= D + 6�: :JW 5 ,0BÛ,-*�)

6 +03g,-* 6 12*�)Ô,?/ 5�: K ,0/K) 6 :<)Ö, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0B�,-*N)G:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,4E^��=r,0/K)q3 9 /*/*: 6 =Ø, 6 ,
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6 +�OÒ*�: :r6 ,0/t;�1�B2:J=<= ,0/A¯4� 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)t1�= D + 6�: :JW 5 ,0BÛ,-*N)�:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,0/�W 5 :b/ 9 *�)
B[1 \ :JB[1�= ,0/R3�1 :�: 1�3�3 93: ) M = 7 : *�90= 5 /*: 9 *ZE���,C)Ö,0=J=Ø,0/L;�1�B2:J=<= ,0/R/ 9 *�)G1�3�3a,0=Ø+-,0/ 6 ,�/ 6 1�/;,0/
6 ,[) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 :<T^+ : ,O*N)-:Ø,0=J= ,0/ 6 ,[= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø, L/K Er��, 58\�6 1�/;,0/6 ,I)Ö,0=J=Ø,"*�1�) 5�: , 9 *�)G=Ø,IB � BÛ,C9�1 :;6 :Ø*�1�=sa�:sE ,�E<a�=Ø,CB � BÛ, * 9 B 6�: , 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/0a{1�3�3a,0=Ø+
6 , D3: + 6 ,q) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= 6 , L/K a�* 9 )Ö+ do tr diff L/K

E

à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯Ö¾M�±°Qmåxsn"�"�+n`�TP�m �T².³;´;´;µ"¶
· ¤¹¸ nG¦'��n`�2��x��I� L/K n"�`� � R7P�måx º�UVn � n � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn`§[n`�M��P�m y0U��0o	x � R�n"»A��xLn`�o�Un`R8mJn`§[n`�M�
��xL»

do tr diff L/K = 0 �
· ¤ n � nzy�o:U � n¹��oGP��2�¥�Vn`� � P��{�Vn ² �{�I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m ¶ � nCm ¸ nG¦'��n`�2��x��I� L/K n"�`�¼ºA��x �

ï ² °U ô ®�¬8©¨½Y®�½Z¬;¾ü® ô ¬8¯�°�©Xµ ² ¯�©2ª�¯ ² ¯�¯F¬ ² ª
¿&¨�¹�¯ ô ° ô ½�¯Ö¾M�
ï ² °U ô ®�¬r¬8¯�° ô`¶ �¬�À��{n�§jP���o	x��Vn[n`�M��x�Á�o-n

U
n"�`�QR<�{n�§jP���o	x��Vn � �I�M���Un"�jU�mLU`§[n`�M���ÂP��;�7P�o �

��xsn`�M��n`�M�T�ÃR<�ÄP��M�{n:P�R A �
ï ² °U ô ®�¬hª�¯ ô «Y½�µ�ª ´`² ô �¬ÅÀ��{n$§jP���o	x��VnGn`�M��x�Á�oVn

U
n"�`� � x���n-R<��x�§Ã� � R8m£P�x¸o-nT��x¼�¥�I�[x��M��n�o:�Un

n"���TP�R;�"��xAR<�{n�§jP���o	x��Vn+n`�M��x�Á�o-n �
�8: 9 *�3 : ,O* 6 A = R[s]

a^,�) 9 *j/ 5�6 /K)-:<) 5 ,?= 7 :Ø* 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+-, s 3�1 : = 7 9 3g+ : 1�)Ö, 5�: d
dt

a�1�= 93: /
=Ø,q3 :;9�6�5 :<) MXD 1 5 9	,�, e : ,0/*3ZE M�6�:;9 :<)Ö,Ug|3�1 :d5 *�, 5 *�,IB[1�) : :J9-, 5 *�:JB 9t6�5 =@1�: : ,q9 93:;: ,0/*3 9 * 6]M
5 *[9	,�12* D ,0BÛ,-*�) 6 ,^H�1 : :@1 6 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)>:Ø*NH3, : /*: 6 =Ø, 6 1p*�/L= 7 ,0/*3�1�9-, 687 1 :;: :<H3+-, e : ,0/*3ZE
/ 5�: =Ø,0/R:Ø*�9 9 *�* 5 ,0/ 6 ,C= 7 +0W 5 1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,Ug	E
± ÁF¨N½� ¶ «Y¬Ò¾M��À��{nj§jP���o	x��Vn4n`�M��x�Á�o-nh�:P�o	o:UVn4n"�`�$R<��x�§Ã� � R8m£P�x¸o-n¨��xGn`�Q�Un`R8mJn`§[n`�M�T��x��¥�I�M�
� U`��n�o�§?x��¼P��M�Ln"�`�>x��M��n�o:��x?�0mJn � P��2�Cm ¸ P��M�{n:P�R �

�S12*�/R=Ø,S9�1�/ 9�� = 7 12*�*�,�1 5 A ,0/K)�* 9 *�9 9 B2B 5 )V1�)-:<;�a8=J1�* 9 )-: 9 * 6 , 6 +�)Ö, : B2: *�12*N)'* 7 1+3�1�/
3�= 5 / 6 ,?/;,-*�/ M 9�1 5 /;, 6 ,?=@1 * 9 *j9 9 B2B 5 )V1�)-:<H8:u)Ö+�aZ�#,0,�)	1 e ÄUÎ È Î g�E8�S12*�/q9-,X9�1�/0a 9 *�3a, 5 )
5 )-:J=J:</;, : =@1�* 9 )-: 9 * 6 ,4v 6 +�)Ö, : B2:Ø*�12*�) 6 , �G:Ø, 5�6�9 *�*�+�v�aa�G:Ø, 5�6�9 *�*�+ e ÄUÎ Ê�É�g	a 9�5r5 *�, * 9 )-: 9 *
6 ,�1 5 9 9�5 3h3�= 5 /d12*�90:Ø,-*�*�,I1�3�3a,0=Ø+-,[v 6 +0/*: D *�1p*N)�v�aÒ��,�}N)-:Ø* D e ÄUÎ 0 Ì g	E��+�12*�B 9 :Ø*�/0aS=Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)Ö,0/�; 93: BÛ,0/jB[1�) : :J90: ,0=<=Ø,0/0a�,�E D E<aS; 93: BÛ, 6 :@1 D39 *�1�=Ø, e �8B2:<)-,�g	a
; 93: BÛ,d) : :@12* D�5 =@1�: : , e ��, : B2:<)Ö,Ug : ,0/K)Ö,-*�)RH�1�=@1 6 =Ø,0/0E���,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)Ô,�/|; 93: BÛ,0/|/ 9 *�) 9�6 )Ö,-* 5 ,0/ M
= 7 1�: 6 , 687 9 3g+ : 1�)-: 9 *�/�+0=Ø+0BÛ,O*N)V1�: : ,0/R/ 5�: =Ø,0/R=J: D *�,0/ 9�5 =Ø,0/R9 9 = 9 *�*�,0/ : 1�3�3a,0=Ø+-,0/d90:u� 6 ,0/*/ 9�5 /".

� 1 7M9�5 )Ö, :+M]5 *�,4=J: D *�, e : ,0/*3g,09�)-:<H5,0BÛ,-*�)�a Mh5 *�,&9 9 = 9 *�*�,Ug 5 *üB 5 =<)-:<3�=Ø, 687 5 *�,&1 5 ) : ,=J: D *�, e : ,�/-3ZE 687 5 *�,I1 5 ) : ,C9 9 = 9 *�*�,Ug	a
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� B 5 =<)-:<3�=J: , :Z5 *�,>=J: D *�, e : ,0/*3ZE 5 *�,>9 9 = 9 *�*�,UgZ3�1 :F5 * +0=Ø+0BÛ,-*�)�:Ø*NH3, : /*: 6 =Ø, 6 12*�/�= 7 12*�*�,�1 5 a
� +09V,�12* D , :�6 , 58\ =J: D *�,0/ e 6 , 58\ 9 9 = 9 *�*�,0/Vg	E

mon�mon?Æ £ÇsQv9È��.u�xÉv�����r�t7u�}��µ�.u%�.x
� 9 :<) k 5 *�9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= 93:;6 :Ø*�1�: : ,AB 5 *�: 6 ,+=@1 6 + : :<H�1�)-: 9 * d

dt

E8��*�B 9�6�5 =Ø, 6 :<T^+	�
: ,-*�)-:Ø,0=Z/ 5�: k e 9�5 iN��B 9�6�5 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=¸g M ,0/K) 5 * k[ d

dt
]
��B 9�6�5 =Ø, D 1 5 9V,�,�E

�S12*�/ 5 *�)Ö,0=�B 9�6�5 =Ø,�a 9 *h1?=Ø,0/R3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+0/d/ 5 :<H�12*�)Ö,0/".
ô�Ê ∀w ∈M

a ∀π ∈ k[ d
dt

] π.w ∈MôKô�Ê ∀w1, w2 ∈M,∀π ∈ k[ d
dt

] π(w1 + w2) = πw1 + πw2ôKôKô�Ê ∀w ∈M,∀π1, π2 ∈ k[ d
dt

] (π1 + π2)w = π1w + π2w�%,
k[ d
dt

]
��B 9t6�5 =Ø, M ,�/*)GW 5 1�=J:<OÒ+ 6 , D 1 5 9	,�,I9�1 : =Ø,0/^9 9 ,�Ý290:Ø,-*N)-/ 6 12*�/ k 6 ,I= 7 :Ø* 6 +�)Ö, : �B2:Ø*�+-, d

dt

,�)+/;,0/A3 5 :J/*/-12*�9-,0/�* 7 1�3�3�1 : 1�:J/*/;,-*�)+W 587 MrD 1 5 9	,�, 6 , * 7 :JB23 93: )Ö,XW 5 ,0=J=Ø, : ,0=@1�)-: 9 *
3 9 =<}�*�~�B2:@1�= ,�E
Ï 5�9 :JW 5 ,q= 7 12*�*�,�1 5 k[ d

dt
]
,0/K)�,-* D +-*�+ : 1�=%* 9 *�9 9 B2B 5 )V1�)-:<;�a8:J= : ,0/K)Ö, 5 *h12*�*�,�1 5 3 : :Ø*�90:u�

3�1�=sE�_�1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,-*N)�a�=Ø,0/ k[ d
dt

]
��B 9�6�5 =Ø,0/ D 1 5 9V,�,0/ 6 ,C)�}83a,COÒ*�:F3 9 /*/*. 6 ,-*�) 6 ,0/^3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+0/

12*�1�= 9�D�5 ,0/ M 9-,0=J=Ø,0/ 6 ,0/|B 9�6�5 =Ø,0/ 6 ,^)�}83a,^OÒ*�:�/ 5�:�6 ,0/L12*�*�,�1 58\ 3 : :Ø*�90:J3�1 58\ 9 9 B2B 5 )V1�)-:u;`/0a�F1�B e 02131 Ä g	E
� 9 :<) ξ = (ξi)i∈I

5 *�,L;�1�B2:J=<= , 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 687 5 * k ��B 9�6�5 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0= M E5�%, k ��B 9�6�5 =Ø,6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=Ò* 9 )Ö+ [ξ]
,-* D ,-* 6�: +G3�1 : =@1S;�1�B2:J=<= , ξ ,0/K)|=Ø,R3�= 5 /P3a,�)-:<)>/ 9�5 /���B 9t6�5 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=/ 5�: k 6 , M 9 9 *�)Ö,-*�12*�) ξ Ep�8: M = [ξ]

aU=@1L;�1�B2:J=<= ,
ξ
,0/K)�1�3�3g,0=Ø+-,>/K}8/K)-.0BÛ, 6 , D +-*�+ : 1�)Ö, 5�: / 6�5

B 9t6�5 =Ø, M E���*�B 9�6�5 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= M ,0/K)^1�= 93: / 6 :<) 6 ,S)�}83g,qOÒ*�: 9�5 OÒ*�:JBÛ,-*N)�,-* D ,-* 6�: +
/ 7 :J=�1 6 BÛ,�) 5 *r/K}8/K)-.0BÛ,COÒ*�: 6 , D +-*�+ : 1�)Ö, 5�: /0E��=�, \ :J/K)Ö, 6 ,0/C;�1�B2:J=<=Ø,0/q=J:Ø*�+�1�: : ,0BÛ,-*�) 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)C:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,0/I/ 5�: k aFB21 \ :u�B[1�=Ø,0/I3�1 :�: 1�3�3 93: ) M = 7 :Ø*�90= 5 /*: 9 *ZEr��,0/+;�1�B2:J=J= ,0/ 9 *�)?=Ø,[B � BÛ,[9�1 :;6 :Ø*�1�=|1�3�3a,0=Ø+hoGP��8y 6�5
B 9t6�5 =Ø, M a�* 9 )Ö+ :*D M E��*

k[ d
dt

]
��B 9t6�5 =Ø, Φ

OÒ*�:JBÛ,-*N)�,-* D ,-* 6�: +Û,0/K) 6 :<)q=J: 6�: ,)Ë�aZ/*:�,�)I/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)I/*:saZ:J=Q1 6 BÛ,�)
5 *�, 6 1�/;,�a�:sE ,�E<a�:J=8, \ :J/K)Ö, 5 *#,-*�/;,0B 6 =Ø,qOÒ*�: z = (z1, ..., zm) 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 , Φ

)Ö,0=J/RW 5 ,Û.
� ) 9�5 )�+0=Ø+0BÛ,-*�) w 6 , Φ

,0/K)
k[ d
dt

]
�|=J:Ø*�+�1�: : ,0B�,-*N) 6 +03a,-* 6 12*�) 6 , z a�:sE ,�E<a w ,0/K)G9 9 B 6 :u�*�1�:J/ 9 *�=J: *�+�1�: : , 6 , z ,�)^/;,0/ 6 + : :<H3+-,0/ M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ k E

� =Ø,0/29 9 B23 9 /-12*�)Ö,0/ 6 , z / 9 *�) k[ d
dt

]
��=J:Ø*�+�1�: : ,0BÛ,-*�)2:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,0/0aL:sE ,�E<aP=Ø,0/[9 9 B23 9 �

/-12*�)Ö,0/ 6 , z 1�:Ø*�/*:ZW 5 ,C=Ø, 5�: / 6 + : :<H3+-,0/^/ 9 *�) k ��=J:Ø*�+�1�: : ,0BÛ,-*�)R:Ø* 6 +03a,-* 6 1p*N)Ö,0/0EÌ j X}UuX}RFU JWD3POQFE8QFL�Ó�PFYSQFU J�YSG.ÍpLFT�IKQFE%QFL�X}LFLFJ;X}Q�DFEHT Lpv�T DpX}UØÅ \ POÄFL¨ÎFÏGÐ`Ñ)Ò�Ó
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�%, : 12* DÛ687 5 *rB 9t6�5 =Ø,q=J: 6�: ,�,0/K)�+ D 1�= M m = card(z)��*rB 9�6�5 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)V: ,0= T ,0/K) 6 :<) 6 ,q) 93: /*: 9 *�/*:�3 9�5�: ) 9�5 ) ν ∈ T

:J=8, \ :J/K)Ö, a ∈ k[ d
dt

]
a

a 6= 0
)Ö,0=�W 5 , aν = 0

Eµ�%, : 12* D/687 5 *&B 9t6�5 =Ø, 6 ,^) 93: /*: 9 * ,0/K)�* 5 =sEµ��*[B 9�6�5 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=*�,C9 9 *�)Ö,-*�12*�)^3�1�/ 6 ,C/ 9�5 /���B 9�6�5 =Ø, 6 ,q) 93: /*: 9 *�,0/K) 6 :<)R=J: 6�: ,�EO|o:�"��o	x�U`��U"��
� ��*

k[ d
dt

]
��B 9�6�5 =Ø, M OÒ*�:JBÛ,-*�)�,-* D ,-* 6�: +I3g, 5 )G/ 7 +09 : : : ,�.

M = T ⊕ Φ
e Ä E ÊNg

9�� Φ = M/T
,0/K)I=Ø,X/ 9�5 /���B 9t6�5 =Ø,?=J: 6�: ,Ã,�) T ,0/K)I=Ø,X/ 9�5 /���B 9t6�5 =Ø, 6 ,X) 93: /*: 9 *ZE%�%,

: 12* D 6 , M ,0/K)|3�1 :
6 +�OÒ*�:<)-: 9 *�+ D 1�=�1 5Û: 12* D 6 , Φ
Et)G:Ø*�/*:sa

M
,0/K) 6 , : 12* D �-+ :;9 aN/*:g,�)

/;, 5 =Ø,0BÛ,-*N)G/*:sa�:J=&,0/K) 6 ,I) 93: /*: 9 *ZE^�8:�3�1 : 9 9 *�) : , T = 0
a{1�= 93: / M ,0/K) 6 :<) 6 ,I) 93: /*: 9 *

=J: 6�: ,�E
� _ 9�5�:R5 * k[ d

dt
]
��B 9�6�5 =Ø, M OÒ*�:<BÛ,-*N)',-* D ,-* 6�: +�a�=Ø,0/ 6 , 58\ 3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+0/R/ 5 :<H�12*�)Ö,0/d/ 9 *�)+0W 5 :<H�1�=Ø,-*�)Ö,0/ .

� M
,0/K) 6 ,q) 93: /*: 9 *Za

� =@1 6 :JBÛ,-*�/*: 9 * 6 , M 9 9 *�/*: 6 + : +C9 9 B2BÛ, 5 * k ��,0/*3�1�9-,CH3,09�) 93: :Ø,0=%,0/K)dOÒ*�:Ø,�E
�  9�5 )^/ 9�5 /���B 9�6�5 =Ø, 687 5 * k[ d

dt
]
��B 9t6�5 =Ø,GOÒ*�:JBÛ,-*�)�,-* D ,-* 6�: + ,0/K)dOÒ*�:JBÛ,-*�)�,-* D ,-* 6�: +�E

�  9�5 )CB 9�6�5 =Ø,+W 5�9 )-:Ø,-*�) 687 5 * k[ d
dt

]
��B 9�6�5 = ,AOÒ*�:JBÛ,-*�)�,-* D ,-* 6�: +�,0/K)I1 5 /*/*:�OÒ*�:JBÛ,-*�),-* D ,-* 6�: +�E

� _ 9�5�:R5 * k[ d
dt

]
��B 9�6�5 =Ø, M OÒ*�:<BÛ,-*N)',-* D ,-* 6�: +�a�=Ø,0/ 6 , 58\ 3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+0/R/ 5 :<H�12*�)Ö,0/d/ 9 *�)+0W 5 :<H�1�=Ø,-*�)Ö,0/ .

� M
,0/K)^) 93: /*: 9 *&=J: 6�: ,�a

� M
,0/K)G=J: 6�: ,�E��,0/ * 9 )-: 9 *�/C/ 9 *�)I) : .0/I:JB23 93: )V12*N)Ö,0/�,�)I3a, : BÛ,�)*)Ö,-*�) 6 , : ,�; 93: B 5 =Ø, : =Ø,0/"* 9 )-: 9 *�/q90=@1�/��

/*:JW 5 ,0/ 6 ,X9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+/,�) 687 ,0/*3�1�9-,29 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø,�,�)"* 9 *p9 9 B2B212* 6 1 6 =Ø,�a 687 9�6 /;, : �
H�1 6 :J=J:<)Ö+�a8,�)-9�E<a M = 7 1�: 6 , 6 ,[=@14)-,�+ 93: :Ø, 6 ,0/AB 9t6�5 =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/CW 5 :
,0/K) 6 ,�1 5 9 9�5 3�3�= 5 /
D +-*�+ : 1�=Ø,�E
§4¬8« ²  Â ªF¬�¾M�

· ¤¹¸ �"�ÔU�oGP���n`R8o � n � U�o	x��IP���x��I� d
dt

n"�`� � x ¢9U�o-n`�M� � nIm ¸ �"�MU�oGP���n`R8o � n ¤ P���m£P0�Vn �
mon�monFÕ �Ör�×J}����µ�.so}Ø~
�.Ùor�Ú9t��.ÛTÈ9uÜv9u�xÉx0ÝQx;�2Þ�ßàu�x

� 7 :Ø*�)Ö+ :*� )L; 9 * 6 1�BÛ,-*N)V1�= 6�5 ; 93: B[1�=J:</*BÛ, 687 1�= D . 6�: ,�,�) 6 ,0/LB 9�6�5 =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/ : +0/*: 6 ,
6 12*�/F9-,
* 9�5 H3,�1 5 3 9 :Ø*�) 6 ,QH 5 , 6 ,P=@1�* 9 )-: 9 * 6 ,P/K}8/K)-.0BÛ, 6 }�*�1�B2:JW 5 ,QW 5 :N3a, : BÛ,�) 687 5 )-:J=J:J/;, :
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) 9�5 /|=Ø,0/ 9�5 )-:J=J/
,�)R1�= D393: :u)-,�BÛ,0/ 6 ,G9-,^; 93: B[1�=J:</*BÛ,d3 9�5�: = 7 12*�1�=<}8/;,�,�)|=@1I9 9 B2B[12* 6 ,�a8�t=J: ,0/*/e ÄUÎ È Î a ÄUÎ�Î Êba ÄUÎ�Î È�g�� f 9�5�: =<.0/^12* 6 �t=J:Ø,0/*/ e ÄUÎ È�Ê�g�� f 9�5�: =J.0/d12* 6 �h1 : :Ø*�,0/*9 5 e ÄUÎ�Î�Î g	E
á{â ©�° ¶ «Y¬]¯F½�¯ ´ ô ¯F¨ ² ô �¬

��*�/K}8/K)-.0BÛ,#* 9 *�=J:Ø*�+�1�: : ,{,0/K) 5 *�,�, \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,�9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/ L/K OÒ*�:JBÛ,-*�)
,-* D ,-* 6�: +-,�a��t=J:Ø,0/*/ e ÄUÎ�Î 1�18a ÄUÎ È Î g	EÒ�%,q9 93: 3�/ K ,0/K)^1�3�3a,0=Ø+q9 93: 3�/ 6 , 6 1�/;,I1�/*/ 9 90:Ø+C1 5 /K}8/��
)-.0BÛ,�a�:J=89 9 *�)-:Ø,-*N)Q=Ø,0/�9 9 ,�Ý290:Ø,-*N)-/ 6 ,'* 7 :JB23 93: )Ö,|W 5 ,0=�/K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/Q9 93:;: ,0/*3 9 * 6 12*N)
1 5 /K}8/K)-.0BÛ, L/K Ea�%,I9 93: 3�/ L ,0/K)q1�3�3g,0=Ø+I9 93: 3�/ 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,¡�{:J=�9 9 *�)-:Ø,-*�)^) 9�5 )Ö,0/G=Ø,0/dH�1��
: :@1 6 =Ø,0/�,�)R) 9�5 )Ö,0/L=Ø,0/�, \ 3 : ,0/*/*: 9 *�/d1�= D + 6�: :JW 5 ,0/LW 5 :Z3g, 5 H5,-*�) � ) : ,q9 9 *�/K) :*5 :<)Ö,0/ M 3�1 : )-: :�6 ,0/
H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,�E
���M��o:UVnã���*�,#,-*�) : +-, 6�5 /K}8/K)-.0BÛ, L/K ,0/K) 5 *�,-*�/;,0B 6 = ,�OÒ*�: u = (u1, ..., um) 6 , L a)Ö,0={W 5 ,q= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K〈u〉 ,0/K) 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0B�,-*N)L1�= D + 6�: :JW 5 ,�E���,0=@1+/*: D *�:<OÒ,GW 5 ,q=Ø,S/K}8/��)-.0BÛ,�,0/K)R:Ø* ø�5 ,-*�9-+q3�1 : = 7 ,-*�) : +O,�ab3 5 :J/*W 5 ,qW 5 ,G) 9�5 )'+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 , L /-1�)-:J/K;�1�:<) 5 *�,�+0W 5 1�)-: 9 *6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,q1�= D + 6�: :JW 5 ,qW 5 : 6 +03a,-* 6 e +�H3,-*N) 5 ,0=<=Ø,0BÛ,-*N)	g 6 ,C= 7 ,-*N) : +-,�E��*�, ,-*�) : +-,/,0/K) 6 :<)Ö,q:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,I/*:saÒ,0=J=Ø,�,0/K) 5 *�,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0B�,-*�)^1�= D +	�
6�: :JW 5 ,0BÛ,-*�)d:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)G/ 5�: K EÒ�S12*�/^9-,C9�1�/".

do tr diff L/K = do tr diff K〈u〉/K = card u = m

_ 5 :J/*W 5 , do tr diff L/K〈u〉 = 0
3�1 :"6 +�OÒ*�:<)-: 9 * 6 ,2=@1�* 9 )-: 9 * 687 ,-*�) : +-,¡� u ,0/K) 6�9 *�9

5 *�, 6 1�/;, 6 ,q) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= , 6 , L/K E
ä¹VI�¼P�§?x � R�n"�h���*�, 6 }�*�1�B2:JW 5 ,{,0/K) 5 *�/K}8/K)-.0BÛ, L/K 6�9 *N) 9 *�1 6 :J/K)-:Ø* D�5 +�ar,-* D +-*�+	�
: 1�=S3 9�5�:e6 ,0/ : 1�:J/ 9 *�/&=J:Ø+-,0/&1 5 ; 9 *�9�)-: 9 *�*�,0BÛ,-*N) 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,j= 5 :u��B � BÛ,�a 5 *�,ç,-*�) : +-, u3�1 : )-:J9 5 =J:<. : ,�Eg��*e* 9 )Ö, 5 *�, 6 }�*�1�B2:JW 5 ,q/ 9�5 /^=@1A; 93: BÛ, L/K〈u〉 E

å ��o���xsn¹%��*�,S/ 93: )-:Ø, 687 5 *&/K}8/K)-.0BÛ, L/K 9�5�687 5 *�, 6 }�*�1�B2:JW 5 , L/K〈u〉 ,0/K) 5 *�,-*�/;,0B 6 =Ø,OÒ*�:
y = (y1, ..., yp)

6 , L E8� 9 *�) : 1�: : ,0BÛ,-*�) M =J1 * 9 )V: 9 * 687 ,-*�) : +-,�a{=@1Û* 9 )-: 9 * 6 ,A/ 93: )-:Ø,/,0/K)3�= 5 / D +-*�+ : 1�=Ø,S3 5 :J/*W 5 ,q) 9�5 )Ö,G;�1�B2:J=<= ,^OÒ*�:Ø, 6 , L 3a, 5 ) � ) : ,q9 9 *�/*: 6 + : +-,C9 9 B2B�,S/ 93: )-:Ø,�E���*3 : 1�)-:JW 5 ,+9-,?/ 9 *N)C=Ø,0/ : 1�:J/ 9 *�/S=J:Ø+-,0/q1 5 ; 9 *�9�)-: 9 *�*�,0B�,-*N) 6�5 /K}8/K)-.0BÛ, 9�5 1 5 3 :Ö9�6 =J.0BÛ, 6 ,
9 9 B2B[12* 6 ,SW 5 : 6 +�)Ö, : B2:Ø*�,-*�)d=Ø,q9V, 9 : \e6 ,C=@1+/ 93: )-:Ø,�E
æ ��P��dn`�|o:U:P�måxL��P���x��I�çW� 9 B2BÛ,q= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K ,0/K)^OÒ*�:JBÛ,-*�)�,-* D ,-* 6�: +-,/,�)^9 9 B2BÛ,q) 9�5 )
9V, 9 : \e687 ,-*N) : +-, u 6 , L/K a�= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K〈u〉 ,0/K) 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,�BÛ,-*�)^1�= D + 6�: :JW 5 ,�a�= 7 , \ �)Ö,-*�/*: 9 * 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= , L/K〈u〉 3 9 /*/*. 6 , 5 * 6 , D3: + 6 ,4) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9O, e * 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=¸g
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OÒ*�:sE2��,0=@1G9 9 * 6�5 :<) M =@1 6 +�OÒ*�:<)-: 9 * 6 ,L=@1�* 9 )-: 9 * 687 +�)V1�)�. 5 *Ã+�)V1�) 6 ,L=@1 6 }�*�1�B2:JW 5 , L/K〈u〉,0/K) 5 *�, 6 1�/;, 6 ,q) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, x = (x1, ..., xn)

6 ,C= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K〈u〉 E�F1 6 :JBÛ,-*�/*: 9 * 687 5 *Û+�)V1�)P9 93:;: ,0/*3 9 * 6 12*�) M = 7 ,-*N) : +-, u ,0/K) n = do tr L/K〈u〉 E�_ 5 :J/*W 5 ,9 *�3 9�5 H�1�:<)X9 9 *�/*: 6 + : , : 3�= 5 /*:Ø, 5�: /X9V, 9 : \�6 ,�= 7 ,-*�) : +-,�aQ=@1 6 :JBÛ,-*�/*: 9 * 6 ,�= 7 +�)V1�)?3a, 5 ) � ) : ,
6 :<T^+ : ,-*�)Ö,�E^� 7 ,-*�)-:Ø, : do tr diff L/K : ,03 : +0/;,-*�)Ö,?=Ø, * 9 B 6�: , 6 ,I; 9 *�9�)-: 9 *�/ 6�5 )Ö,0B23�/GW 587 :J=
;�1 5 )P9V, 9 :J/*: : 3 9�5�: v 6 +�)Ö, : B2:Ø*�, : v 5 *X/K}8/K)V.�BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0/Q/ 9�5 /�� 6 +�)Ö, : B2: *�+�E
_ 9�5�:�5 *�,�,-*N) : +-, u a�= 7 ,-*�)-:Ø, : do tr L/K〈u〉 9 93:;: ,0/*3 9 * 6 1 5 * 9 B 6�: , 6 ,|9 9 * 6 :<)-: 9 *�/F:Ø*�:<)-:@1�= ,0/*�+09-,0/*/-1�: : ,0/�3 9�5�: :Ø*�)Ö+ D3: , : =Ø,]/K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0/4= 93: /*W 5 ,]=@1Y; 9 *�9�)-: 9 *
t→ u(t)

,�/*)^9 9 *�* 5 , 9�5 :JB23 9 /;+-,�E
_ 5 :J/*W 5 , x ,0/K) 5 *�, 6 1�/;, 6 ,4) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 ,&= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K〈u〉 a�) 9�5 )�+0=Ø+0BÛ,O*N)

w 6 , L ,0/K)h1�= D + 6�: :JW 5 ,]/ 5�: K〈u1, ..., um〉(x1, ..., xn)
,	)r/-1�)-:J/K;�1�:<) 6�9 *�9 5 *�,ç+0W 5 1�)-: 9 *

1�= D + 6�: :JW 5 , M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ K〈u1, ..., um〉(x1, ..., xn)
a 6 ,C=@1A; 93: BÛ,Ã.

P (w, x1, ..., xn, u1, ..., um, u
(l)
1 , ..., u

(l)
m ) = 0

e Ä Eu4�g
��*r3�1 : )-:J9 5 =J:Ø, : =Ø,0/d9 9 B23 9 /-12*N)Ö,0/ 6 ,C=@1 6 + : :<H3+-, 6 , x ,�) 6 , y H3+ : :<OÒ,-*N) .

{

Fi(ẋi, ẋ, u, u̇, ...., u
(αi)) = 0 i = 1, ..., n

Hi(yj, x, u, u̇, ...., u
(β)) = 0 j = 1, ..., p

e Ä E Æ�g

9�� =Ø,0/ Fi ,�)^=Ø,0/ Hi
/ 9 *�) 6 ,0/^3 9 =<}�*�~�BÛ,0/ M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*N)-/ 6 12*�/ K E� 7 +0W 5 1�)-: 9 * e Ä E Æ�g 7M9�5 ,d=Ø, : ~�=Ø, 687 5 *�, : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *[3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�) D +-*�+ : 1�=J:J/;+-,�E

� · ¬8« Àt´ ¬ Ñ �-°Pmåxsn"�"�+n`�TP�m ��².³;´;´;µ"¶ å ��x�� k = R
»
L/K

n"�`�>m ¸ nG¦'��n`�2��x��I� � n¨�"��o��M� � x ¢9U�oVn`� ���xsn�m ��n`�8yNn`� � o:UVn*�7P�o2mJn"� � R7P���o-n4x��{�"�I�M�MR�n"�
x1, x2, x3, x4

o-n�måx�UVn"�¹�7P�o2mJn"� � n`R�¦èU � R7P���x��I�2�
� x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"�9�`R8x��IP��M��n"��

{

ẋ1 + ẍ3ẋ4 = 0

ẋ2 + (x1 + ẍ3x4)x4 = 0

e Ä E Ì g

é �±P
do tr diff L/K = 2

Ix¸mIn"�`�hUzy;P�m¹P�Rê�{�I§j�0o-n � ¸ x��{�"�I�M�MR�n"�q§Ã��x��2�jmJnç�{�I§j�0o-n� ¸ U � R7P���x��I�2� ����h�M�¥��P��M�
u1 = x3

n`�
u2 = ẋ4

»Lm ¸ nG¦'��n`�2��x��I� L/K n"�`� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn`§[n`�M�TP�m y0U��0o	x � R�n
P�V'P��M���M�IR8oqo-n���o"U"�Un`�M��P���x��I�q







ẋ1 = −ü1u2

ẋ2 = −(x1 + ü1x4)x4

ẋ4 = u2

e Ä E È�g
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¤ P � x�§[n`�2��x��I� � ndm£P¨�Vn`�?��n � VI�¼P�§Xx � R�nSn"�`��ëXn`� (x1, x2, x4)
n"�`�Fm ¸ U`��P��{y0U`�{U�oGP�måxL�¥U �f  n`�?��n� x�§[n`�2��x��I�ì�Un�oGPìUzy;P�mJn¨� µ ��x��I�Ã�M�¥�Un u1 = ẍ3

n`�
u2 = ẋ4 � ���Yn?¢Gn`��»Rn`�Ã�M�¥��P��M� u̇1 = x5�I�Ä�'�)��xsn`�M�T







ẋ1 = −u1u2

ẋ2 = −(x1 + u1x4)x4

ẋ3 = x5

ẋ4 = u2

ẋ5 = u1

e Ä E Î g

§4¬8« ²  Â ªF¬ Ñ �   n � R8x¡��o"U"�"Á � nj� ¸ n"�`�A�7Pl�[måx�§?x���U]P�R�¦èU � R7P���x��I�2� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"�J�Ô��mEVI�{í �§?x?P�mJn"� � ���$n?¢Gn`��»^m£Pj��mER¥�7P�o�� � n"�hU � R7P���x��I�2�j�{�I�î�M��mEVI�{íI§?x?P�mJn"�ÂR;�`R�n�m¸mJn"� ² �"�¥�"»Q��x��2»qnG¦`�M»mL�-yl» ����� ¶ ��P���xL�?�)�I�M� � n"�$U � R7P���x��I�2� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"���M��mEVI�{íI§?x?P�mJn"�$�"�I§�§[nLmJnQ§Ã�I�M��o-nLm ¸ nG¦8n`§9��mJn�`R8x��IP��M��
� · ¬8« Àt´ ¬ ß � å ��x��Cm£P � VI�¼P�§?x � R�n � Rq��n`� � R8mJn]��x�§9��mJn � U���o	x���n¨�7P�o&m ¸ U � R7P���x��I� � x ¢9U�o-n`� ���xsn�m¸mJn�

ẍ+ w2sin(x) = 0

� R8x$� ¸ n"�`���7Pl�ã1h3 : : 93: :JR<�{n�U � R7P���x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn¹�Ô��mEVI�{íI§?x?P�mJn �Aï mLn"�`�*�{�I��U � R�n y =

sin(x)
n"�`��R<�{n*�¥��mER<��x��I� � nIm ¸ U � R7P���x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn��Ô��mEVI�{íI§?x?P�mJn9�`R8x��IP��M��n�

ẋ2y2 + ẏ2 = ẋ2

À��j��o:�¥�"U � R8o-n � ¸ U�måx�§?x��¼P���x��I� � x¸oVn"�`��n*§Ã�I�M��o-n � R�n x ��P���xL�?�`P�x��Qm ¸ U � R7P���x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn�M��mEVI�{íI§?x?P�mJn�
(x(3))2 + (ẋẍ)2 = w4ẋ2

mon�mon�ð  TÝQx;�2Þ�ßàu����.}9r�~
��t7u
�%,0/P9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/Q/ 9 *�) 6 ,�1 5 9 9�5 3[3�= 5 / D +-*�+ : 1 58\ 3 9�5�: =Ø,0/Q/K}8/K)-.0BÛ,0/|=J:Ø*�+�1�: : ,0/ 9��

=Ø,0/dB 9�6�5 = ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/d/ 9 *�) 6 ,�1 5 9 9�5 3h3�= 5 /G1�3�3 :;9 3 : :Ø+�/�Eg��*r/K}8/K)-.0BÛ,A=J:Ø*�+�1�: : ,�,0/K)G3�1 :
6 +�OÒ*�:<)-: 9 * 5 * k[ d

dt
]
��B 9�6�5 =Ø, D 1 5 9	,�,[OÒ*�:JBÛ,-*N)�,-* D ,-* 6�: + Λ

a��t=J:Ø,0/*/ e ÄUÎ�Î 1 6 g	EW��*�, 6 }�*�1��
B2:JW 5 ,d=J:Ø*�+�1�: : ,^1�H3,09 5 *�,�,-*N) : +-, u = (u1, ..., um)

,0/K) 5 *[/K}8/K)V.�BÛ,S=J:Ø*�+�1�: : , Λ
W 5 :�9 9 *�)-:Ø,-*N)

u
aP)Ö,0=dW 5 ,]=Ø,rB 9t6�5 =Ø,rW 5�9 )-:Ø,O*N) Λ/[u]

,0/K) 6 ,r) 93: /*: 9 *Za>�t=J:Ø,0/*/ e ÄUÎ�Î 1 6 g	E�� 7 ,-*N) : +-, u ,0/K)
9 9 *�/*: 6 + : +-,?:Ø* 6 +03g,-* 6 12*N)Ö,�a{:sE ,�E<a{=Ø,A/ 9�5 /���B 9�6�5 =Ø, [u]

,0/K)q=J: 6�: ,/,�) 6 , : 12* D m E8�%, : 12* D�6 ,
Λ
,0/K)G1�= 93: /'+ D 1�= M m E��=%, \ :J/K)Ö,I1�= 93: / 5 *�,C/ 5 :<)Ö,�, \ 1�9�)Ö,�a�H 9 : : 3�1 : , \ ,0B23�=Ø, �F12* D e ÄUÎ�Î É�g 6 +�OÒ*�:Ø,q3�1 : .

0−→N−→Φ −→ Λ−→0
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9�� aN=Ø,dB 9t6�5 =Ø,d=J: 6�: , N W 5 :a,0/K)|W 5 ,0=JW 5 ,0/>; 9 :J/>1�3�3a,0=Ø+ImJn9§Ã� � R8mJn � nGo-n�m£P���x��I�2� 6�9 :<) � ) : ,H 5 9 9 B2BÛ,�+�)V12*N) 5 *#,-*�/;,0B 6 =Ø, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 +�OÒ*�:J/*/-12*�)
Λ
E

� · ¬8« Àt´ ¬ ç � å ��x��>mJn*�`V¥�`��Á`§[n � ¸ U � R7P���x��I�2�Cmåx��{U:P�x¸o-n"�J�`R8x��IP��M��
µ
∑

j=1

aijwj = 0
e Ä E Ä 1�g

�Iñ
aij ∈ k[ d

dt
]
»
i = 1, .., ν �T¤ n"�&x��{�"�I�M�MR�n"�j�¥�I�M� w1, ..., wµ � å ��xsn`�7� Φ

mJnÃ�¥�IR;� � §Ã� � R8mJn
måx?�0o-n�n`�8yNn`� � o:U¹�7P�o

f1, ..., fµ
n`�
N ⊆ Φ

mJnj�¥�IR;� � §Ã� � R8mJn�n`�8yNn`� � o:U¹�7P�o ∑µ
j=1 aijfj ��¤ n§Ã� � R8mJn

Λ
�"��o	o-n"���M��� � P��M��� ².³0��³0ò:¶ n"�`�TP�mL��o:� Λ = Φ/N �

mon�mon?ó  TÝQx;�2Þ�ßàu����.}9r�~
��t7uô�2~o}9Ùou�}��bsoÈ�õö~At��.~¡�µ�.so}9}9u%�
À 5 *�,�, \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,X9 92: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J/ L/K OÒ*�:JBÛ,-*�)",-* D ,-* 6�: +-,�,0/K)A1�/*/ 9 90:Ø+-, 5 *�,

1�3�3�=J:J9�1�)V: 9 * dL/K : L 7→ ΩL/K

1�3�3a,0=Ø+-, 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=<=Ø, 6 ,�¯+k�l8mJn�o 9�� ΩL/K

,0/K) 5 * L[ d
dt

]
�

B 9t6�5 =Ø, D 1 5 9V,�,qOÒ*�:JBÛ,-*�)�,-* D ,-* 6�: +�a�)Ö,0=J=Ø,SW 5 ,Û.
∀ a ∈ L dL/K

(
da
dt

)
= d

dt
(dL/Ka)

∀ a, b ∈ L dL/K(a+ b) = dL/Ka+ dL/Kb

dL/K(a b) = b dL/Ka+ a dL/Kb

∀ c ∈ K dL/Kc = 0

�%,0/�+0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 , K /;,I9 9 B23 93: )Ö,-*N)d9 9 B2BÛ, 6 ,0/^9 9 *�/K)V12*�)Ö,0/^3�1 :': 1�3�3 93: ) M dL/K E�%,2B 9t6 .0=Ø,?)V12* D ,-*�) 9�5 H�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=Q1�/*/ 9 90:Ø+[1 5 /K}8/K)-.0BÛ, L/K ,0/K)A=Ø,
L[ d

dt
]
��B 9�6�5 =Ø,

D 1 5 9V,�, ΩL/K

E2) 58\Ã6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/ L/K〈u〉 / 9 *N)P1�/*/ 9 90:Ø+-,0/P= ,0/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/tH�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=J= ,0/
ΩL/K

1UH3,09C=Ø,0/�,-*�) : +-,0/dH�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=J= ,0/ dL/Ku = (dL/Ku1, ..., dL/Kum)
E

� 7 9 3a+ : 1�)Ö, 5�:Ã6 ,ã¯+k�l8mJn�oh3a, : BÛ,�)Ã,-*N) : ,�1 5 ) : ,0/ 6 , : 1�BÛ,-*�, : 3�= 5 /*:Ø, 5�: /?3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+0/ 6 ,
= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L/K 1 5 9�1 6�: , 6 ,C=@1+)-,�+ 93: :Ø, 6 ,0/dB 9�6�5 =Ø,0/ 6 , ΩL/K

E
à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯ Ñ �-÷M�Ul<�2�¥�I� ².³;´0ø'´"¶ å ��x�� L/K R<�{n+nG¦'��n`�2��x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJnAºA��x�§[n`�M�Ln`� �
yNn`� � o:UVn �¡¤ n"�]U�mLU`§[n`�M��� (z1, z2, .., zs)

� n
L
�)��o�§[n`�M�-R<�{n-�`P�§?x¸m¸mJn

K
� P�m y0U��0o	x � R�n`§[n`�M�Rx�� �

� U���n`� � P��M��n ² o-n"����n"�`��x���n`§[n`�M��» � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn`§[n`�M�M¯ � P�m y0U��0o	x � R�n`§[n`�M�{x�� � U���n`� � P��M��n ¶ »M��xZn`��Un`R8mJn`§[n`�M�7��xL»�mJn"�QU�mLU`§[n`�M���
(dL/Kz1, dL/Kz2, .., dL/Kzs)

�)��o�§[n`�M�¼R<�{nÔ�`P�§Xx¸m@mJn
L
� måx��{U:P�x¸o-n`§[n`�M�

x�� � U���n`� � P��M��n ² o-n"����n"�`��x���n`§[n`�M��» � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn`§[n`�M� L � måx��{U:P�x¸o-n`§[n`�M� � U���n`� � P��M��n ¶ � n ΩL/K �
_Q= 5 /*:Ø, 5�: /A3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+0/+/K) :*5 9�) 5�: ,0=J=Ø,0/ 6 +09 9�5 =Ø,-*�) 6 ,49-,0/�* 9 )-: 9 *�/0a * 9 )V1�B2BÛ,-*�)A=Ø,0/A3 :;9 �

3 : :Ø+�)Ö+0/ 6 ,I3�=@1�)-:<) 5�6 ,�a 687 :Ø*NH3, : /*: 9 *Za 687 9�6 /;, : H�1 6 :J=J:<)Ö+�a 6 , 6 +09 9�5 3�=@1 D , ,�)G=J:Ø*�+�1 : :J/-1�)-: 9 *Za�,�)-9�E��*�,C3 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *r3�= 5 / 6 +�)V1�:J=J=Ø+-,�,0/K) 6�9 *�*�+-, 6 12*�/�	d:J9V,�1 :;6 e ÄUÎ�Î 1�g	a�9V,ZE�ÆbE
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W�X:ú ûw_)c*\�^`\fZìühkýüì^�þçg�ÿ¡k��¨\�^�kQ_)_)k������	��\�
Qa k���ì_)c*\��
�%,C9 9 *�9-,03b) 6 ,C/K}8/K)-.0BÛ, e 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)	g>3�=@1�)^1+H 5 =Ø, 7M9�5�: 1 5e6 + 6�5 ) 6 ,0/^12*�*�+-,0/

Î 1baZ�t=J:Ø,0/*/',�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 0�g	aF�h1 : )-:Ø* e ÄUÎ�Î 0�g	E8��=�/;, : +�;`. : , M = 7 , \ :J/K)Ö,-*�9-, 6 ,?/ 93: )-:Ø,0/q3�=@1�)Ö,0/ 9�5
=J:Ø*�+�1 : :</-12*�)Ô,�/+W 5 : : +0/ 5 BÛ,-*�)X=Ø,0/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/ 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,e* 9 *ü=J:Ø*�+�1�: : ,�a�:sE ,�E<a�) 9�5 )Ö,0/?=Ø,0/
H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,0/C3g, 5 H3,-*N) � ) : ,�, \ 3 : :JBÛ+-,0/�,-*�; 9 *�9�)-: 9 * 6 ,0/q/ 93: )-:Ø,0/S3�=@1�)Ö,0/�,�) 687 5 ** 9 B 6�: ,hOÒ*�: 6 ,�=Ø, 5�: / 6 + : :<H3+-,0/&/-12*�/�1UH 9 : :4M :Ø*�)Ö+ D3: , : 1 5 9 5 *�,�+0W 5 1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,�E�Q=J=Ø,�,0/K)�+�) :;9 :<)Ö,0BÛ,-*�)Q=J:Ø+-, M = 7 1�3b)-:<) 5�6 , M =J:Ø*�+�1 : :J/;, :�5 *X/K}8/K)-.0BÛ,�* 9 *X=J:Ø*�+�1�: : ,L3�1 :Q5 *29V, 9 : \
7K5�6 :J90:Ø, 58\/687 5 * 6a9�5 90=@1 D , 6 }�*�1�B2:JW 5 ,�,-* 6�9�D .-*�,�E5�Q=J=Ø,>3a, : BÛ,�) 687 1�H 9 : :t5 *�, 6 : 7 ,09�)-: 9 *�,-*�) : ,
=Ø,0/?) : 1 7 ,09�) 9 : : ,0/ 6 ,h= 7 ,0/*3�1�9-, 6 ,h=@1�/ 93: )-:Ø,r3�=@1�)Ö,e,�)[=Ø,0/X) : 1 7 ,09�) 9 : : ,0/ 6 ,r= 7 ,0/*3�1�9-, 687 +�)V1�)�a
=Ø,0/q) : 1 7 ,09�) 9 : : ,0/C3a, 5 H3,-*�)?1�:Ø*�/*: � ) : ,23�=@12*�:<OÒ+-,0/ 6 12*�/I= 7 ,0/*3�1�9-, 6 ,2=@1�/ 93: )-:Ø,X3�=@1�)Ö,�,�)A3 5 :J/
3 :;9�7 ,�)Ö+-,0/ 6 12*�/F= 7 ,0/*3�1�9-, 687 +�)V1�)�1UH3,09 5 *�, : ,�=@1�)-: 9 *C1�= D + 6�: :JW 5 ,�ES�S12*�/F=@1L3 : 1�)-:JW 5 ,�aU3�= 5 /*:Ø, 5�: /
90=@1�/*/;,0/ 6 ,4/K}8/K)-.0BÛ,0/e.tB�+09�12*�:JW 5 ,0/0a�9V,�:JB2:JW 5 ,0/�,�)Ã+0=Ø,09�) : :JW 5 ,0/+/ 9 *�)X3�=@1�)-//,�)?=Ø,0/+/ 93: )-:Ø,0/
3�=@1�)Ö,0/ 9 *N)S/ 9�5 H3,-*N) 5 *�,+:Ø*N)Ö, : 3 : +�)V1�)-: 9 *h3�,�}8/*:JW 5 ,Ã,�)�+-*�, :*D +�)-:JW 5 ,�E&��,�)I1�/*3g,09�)C9 9 * 7K5�D�5 +
1�H3,09S=Ø,G9�1 : 1�9�)-. : ,�+-*�, :*D +�)-:JW 5 , 6 ,S=@1IBÛ+�)-, 9t6�9 = 9�D :Ø, 6a9 * 64D3: 1�3�,49 9 *�/K)-:<) 5 ,S=@1IB 9 )-:<H�1�)-: 9 *
3 : :Ø*�90:J3�1�= , 6 ,C9-,I/ 5�7 ,�) 6 ,q)-,�.0/;,�E

mon��Qn�m �	�-u�ß |��.u �.}��<t7sQv9È9yÔ�µ���
� 9 :<)q=Ø,+H3+0,�:J9 5 =Ø,Ã* 9 *p, 9 = 9 * 9 BÛ, 6 ,X=@1[O D�5�: , Ä E Ä ,0B23 :*5 *�)Ö+ 6 ,X=J1 : +�;n+ : ,-*�9O,�a �%+�H8:Ø*�,e 02131�Ê�1�g	E
��*�* 9 )Ö, (x, y)

=Ø,0/?9 9t93:;6�9 *�*�+-,0/ 6�5 3 9 :Ø*�)?B2:J=<: , 5¾6 ,&= 7 ,0/*/*:Ø, 5 1 :;: :J. : ,�ar,�) l =@16 :J/K)V12*�9-,�,-*�) : ,C=Ø,S3 9 :Ø*�)dB2:J=<: , 5�6 ,q= 7 ,0/*/*:Ø, 5 1UH�12*�)�,�)^1 :;: :J. : ,�E θ ,0/K)^= 7 12* D =Ø,�,-*�) : ,C= 7 1 \ , 6�5H3+0,�:J9 5 =Ø,",�)d= 7 1 \ , Ox a ϕ = 7 12* D =Ø, 6 , 6�: 1�W 5 1 D , 6 ,0/ :;9�5 ,0/�,�) u =@1+H8:<)Ö,0/*/;, 6 , 6 +03�=@1�9-,0BÛ,-*�)= 9 * D :<) 5�6 : *�1�=�E%�%,0/A9 9 * 6 :<)-: 9 *�/ 6 , :;9�5 =Ø,0BÛ,-*�)I/-12*�/ D =J:J/*/;,0BÛ,-*�)I3a, : BÛ,	)-)Ö,-*�) 687 1 6a9�5 )-: : 1 5
B 9t6 .0=Ø,q90:Ø*�+0B[1�)-:JW 5 , e Ä E Ä�Ä g	E

x

y
l

u θ

ϕ

o

������� Ä E Ä � ��+0,�:J9 5 =Ø,�* 9 *r, 9 = 9 * 9 BÛ,�,-*rB 9�5 H3,0BÛ,-*�)^3�=@12*
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ẋ = ucos(θ)

ẏ = usin(θ)

θ̇ = u
l
tan(ϕ)

e Ä E Ä�Ä g

�%,C9V, 9 : \�6 ,qH�1 : :@1 6 =Ø,0/ y1 = x
,�)
y2 = y

3a, : BÛ,�) 687 9�6 )Ö,-*�: : =@1?3�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * 6 :<T^+	�
: ,-*�)-:Ø,0=J=Ø, e Ä E Ä 0�g�1�3 : .0/ 5 *?9-, : )V1�:Ø*�* 9 B 6�: , 687 9 3a+ : 1�)-: 9 *�/ 6 , 6 + : :<H�1�)-: 9 *�,�) 6 ,L/ 5�6 /K)-:<) 5 )-: 9 *ZE







x = y1

y = y2

θ = arctan( ẏ1
ẏ2

)

u =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2

ϕ = arctan[ l(ẏ1ÿ2−ÿ1ẏ2)√
ẏ2
1
+ẏ2

2

3 ]

e Ä E Ä 0�g

�%,0/CH�1 : :@1 6 =Ø,0/ y1 = x
,�)
y2 = y

/ 9 *�) 6 :<)Ö,0/ 6 ,0/I/ 93: )-:Ø,0/I3�=@1�)Ö,0/ e 9�5 6 ,0/A/ 93: )-:Ø,0/C=J:Ø*�+�1 : :u�
/-12*�)Ö,0/Vg	E
mon��Qn�� �Ör�×J}����µ�.so}Øv9u��.~à|��.~¡�µ���2È9v9u

�b12*�/G3a, : )Ö, 6 , D +-*�+ : 1�=J:u)Ô+�a 9 *h9 9 *�/*: 6 . : , 5 *]/K}8/K)-.0BÛ,�* 9 *h=J:Ø*�+�1�: : , : + D :�3�1 : =@1 : ,03 : +	�
/;,-*�)V1�)-: 9 *�3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�) e Ä E Ä É�g	E

{

ẋ = f(x, u)

z = h(x, u)

e Ä E Ä É�g

1�H3,09".
x ∈ Rn, u ∈ Rm, z ∈ Rp a3,�) f ,0/K) 5 *X9V,�1�B23 6 ,LH3,09�)Ö, 5�: 12*�1�=<}N)-:JW 5 , 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 *1�3�3 :;9 3 : :Ø+-,�,�) h ,0/K) 5 *�,C; 9 *�9�)-: 9 *�12*�1�=<}N)-:JW 5 ,�E�%,4/K}8/K)-.0BÛ, e Ä E Ä É�g",0/K) 6 :<) 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0BÛ,-*�)A3�=@1�) 9�5 /*:JB23�=Ø,0BÛ,-*�)A3�=@1�)�a�/ 7 :J=�, \ :J/K)Ö,

5 *�,q;�1�B2:J=<= , 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ y = (y1, .., ym) 6�9 *�*�+-,I3�1 : .
y = λ(x, u, u̇, u(2), ..., u(l))

e Ä E Ä ÊNg
)Ö,0=J=Ø,SW 5 ,C=Ø,0/RH3,09�)Ö, 5�: / x a u ,�) z 3g, 5 H5,-*�)G/ 7 +09 : : : ,C/ 9�5 /^=@1A; 93: BÛ,Ã.







x = ϕ(y, ẏ, y(2), ..., y(k))

u = φ(y, ẏ, y(2), ..., y(k+1))

z = ψ(y, ẏ, y(2), ..., y(k))

e Ä E Ä 4�g

)G:Ø*�/*:saZ/*:P= 7 9 *p:JB23 9 /;, 5 *�,X) : 1 7 ,09�) 9 : : , 6 , : +�;n+ : ,-*�9-,41 :*6 :<) : 1�: : , M�5 *�,X)Ö,0=J=Ø,X/ 93: )-:Ø, y a9 *�3a, 5 ) 6 + 6�5 : : , 6 , e Ä E Ä 4�gL=Ø,0/R) : 1 7 ,09�) 9 : : ,0/d9 93:;: ,0/*3 9 * 6 12*N)Ö,0/ 6 ,C) 9�5 )Ö,0/d=Ø,0/RH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6�5
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/K}8/K)-.0BÛ,
x
,�)
u
a�/-12*�/A1�H 9 : :CM :Ø*�)Ö+ D3: , : =Ø,0/"+0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0/ 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,�Er� 7 ,0/K)

9-,�)*)Ö, 6 , : *�:J. : ,I3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+CW 5 :�3g, : BÛ,�) 687 1�3�3 93: )Ö, :^5 *�,A/ 9 = 5 )V: 9 *�3�1 : )V:<9 5 =J:J. : ,0BÛ,-*�)d/*:JB23�=Ø,
1 5 3 :;9�6 =J.0BÛ, 6 ,4=@1h3�=@12*�:<O�9�1�)-: 9 * 6 ,[) : 1 7 ,09�) 9 : : ,0/0at�t=J:Ø,0/*/',�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 4�g	aW	 9�5 9V, 9 *#,�)G1�=sEe ÄUÎ�Î È�g	E
§4¬8« ²  Â ªF¬ ß � ¤ n"�-�¥��o���xsn"�A��m£P���n"�9�{n-�¥�I�M�Ô�7Pl�$���IR��)�IR8o:� � U?ºA��xsn"�A�M�IR8o$���IR<��n"�9�IP�mJn`R8o:� � nm ¸ U`��P�� � À��î�`V¥�`��Á`§[nQ��n`R<���`��o-nQ��m£P�� � R�n¹�`R8o¹R<� �IR<��n�o�� � w-U"��x ��o:� � R�n`§[n`�M��»Pm ¸ nG¦`��o-n"�"��x��I� � nm ¸ U`��P��Rn`�¨�)�I�{�`��x��I� � n"�J�¥��o`��xsn"�T��m£P���n"�+n`� � nImJn`R8o:� � U�o	x���UVn"����n`R<��� ¸ �`��o-n � R�nImL�¥�:P�mJn �
mon��Qn?Æ �ît7sA|9t��.r{�2r�xbv9u��.~à|��.~¡�µ���2È9v9u
� �F1 6 +�OÒ*�:<)-: 9 *�90:u� 6 ,0/*/ 5 / * 7 ,0/K)[3�1�/ : ,0/K) : ,0:Ø*�)Ö,h1 58\�: ,03 : +0/;,-*N)V1�)-: 9 *�/23�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/
687 +�)V1�)�, \ 3�=J:J90:<)Ö,0/0abB[1�:J/ M ) 9�5 )Ö, : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *�3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�) 6 ,q=@1A; 93: BÛ,�.

Φ(x, ẋ, .., x(n), u, u̇, .., u(m)) = 0

� � 5 )V1�)-:J/+B 5 )V12* 6 :J/+3 9�5�: =Ø,0/+/K}8/K)-.0BÛ,0/ M +�H3+-*�,0BÛ,-*N)-/ 6 :J/*9 : ,�)-/�,-* : ,0B23�=@1�©�12*�)?=@1
6 + : :<H�1�)-: 9 *&3�1 :d5 *�,I1�H�12*�9-,�E

� δ
��3�=@1�)-:<) 5�6 ,�.�W 5 12* 6 y 6 +03g,-* 6 / 6 , u, u̇, .., u(δ) E

� �%,c* 9 B 6�: , 6 ,�/ 93: )-:Ø,0/43�=@1�)Ö,0/{,0/K)e+ D 1�=S1 5 * 9 B 6�: , 687 ,-*�) : +-,0/0a e =Ø,0/{,-*�) : +-,0/�/ 9 *�)
9 9 *�/*: 6 + : +O,0/G:Ø* 6 +�3a,-* 6 12*�)Ö,0/Vg	E

� �%,0/A/ 92: )-:Ø,�/+3�=@1�)Ö,0//*�,[/ 9 *N)+3�1�/ 5 *�:JW 5 ,0/0EW��*�,�T^,�)�aF) 9�5 )Ô,2; 9 *�9�)-: 9 * ξ = ψ(y)
,�/*)

1 5 /*/*: 5 *�,C/ 93: )-:Ø,q3�=@1�)Ö,�a�1UH3,09 ψ :Ø*�H3, : /*: 6 =Ø,�E
� � 9 BXB[12* 6 ,�,-* 6a9�5 90=Ø, 9�5 H3, : )Ö,�.{3 9�5�:S5 *�,+) : 1 7 ,09�) 9 : : , 6�9 *�*�+-, e 6 +0/*: : +-,Ug y∗(t) a{:J=9 93:;: ,0/*3 9 * 6&5 *�,G= 9 : 6 ,G9 9 B2B[12* 6 , u(t) = φ(y∗(t), ẏ∗(t), ..., y∗(k+1)(t))

Eµ�F1C) : 1 7 ,09	�
) 9 : : , y∗(t) 6�9 :<) � ) : ,I1 5 B 9 :J/ (k + 1)

; 9 :J/ 6 + : :<H�1 6 =Ø,�E
� ��+ : :<H3+-, 6 ,^=@1C9 9 B2B[12* 6 ,". 9 *[/ 5 3�3 9 /;,GW 5 , y = λ(x, u, u̇)

at,-*[3 9 /-12*�) v = u̇
,�)�,-*

1 5�D B�,-*N)V12*�) x 3�1 : u a�:sE ,�E<a X = [xt, ut]t
9 9 * 6�5 :<) M Φ(X, Ẋ, v) = 0

,�)
y = λ(X, v)

E
� � 9 BXB[12* 6 ,¾,-* 6a9�5 90=Ø,Y;n, : BÛ+-,$.�,-*�3 9 /-12*�) u = φ(y, ẏ, ..., y(k), v)

aS1UH3,09
v
=@1

* 9�5 H3,0=J=Ø,�,-*�) : +-, 6 ,�9 9 B2B[12* 6 ,�ad9 9 * 6�5 :<) M�5 *÷/K}8/K)-.0BÛ, 6 +09 9�5 3�=Ø+ 6 ,Y=@1�; 93: BÛ,
y(k+1) = v

E
� �N)V1 6 :J=J:</-1�)-: 9 *�. 9 *Y3 9 /;, v = y∗(k+1) + Σk

i=0ki(y
∗(i) − y(i))

at1�H3,09
K(s) = sk+1 +

Σk
i=0kis

i � 5�: �d:<)-��E
� ��B23�=Ø+0B�,-*N)V1�)-: 9 *�.Ò,O*h3 : 1�)-:JW 5 ,�a 5 * 9�6 /;, : H�1�)Ö, 5�: ,0/K)�*�+09O,0/*/V1�: : ,",-* 6a9�5 90=Ø,S;n, : BÛ+-,�E
� � 9 BXB[12* 6 ,q=J:Ø*�+�1�: : ,S3�1 : 3�=@1�)-:<) 5�6 ,�.
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φ(.) z

x

uv
Σ

Observateur

������� Ä Eu0 � �89	,�+0B[1 6 ,C9 9 B2B[12* 6 ,�,-* 6a9�5 90=Ø,S;n, : BÛ+-, 687 5 *r/K}8/K)-.0BÛ,I3�=@1�)
� =@1ü3 : ,0B2:J. : ,�+�)V1�3a,ç,0/K)h=@1 D +-*�+ : 1�)-: 9 * 687 5 *�,j) : 1 7 ,09�) 9 : : ,�,-* 6a9�5 9�=Ø, 9�5 H5, : )Ö,�.
y∗(t) → (x∗(t), u∗(t), z∗(t))

�
� =@1+=J:Ø*�+�1 : :J/-1�)-: 9 * 6�5 B 9�6 .0=Ø,C1 5 ) 9�5�:'6 ,C9-,�)*)Ö,q) : 1 7 ,09�) 9 : : ,S9 9 * 6�5 :<) M .

{

δẋ = A(t)δx+B(t)δu

δy = C(t)δx+D(t)δu

1�H5,09
δx = x∗ − x

a
δu = u∗ − u

,�)
δz = z∗ − z

�

� +0=@1 6a93: 1�)-: 9 * 687 5 *�,P9 9 B2B[12* 6 , 6 ,P=@1>; 93: BÛ, u(t) = ψ(z∗(t), ż∗(t), ..., z∗(k+1)(t))−
δu(t)

�
� ,-*bOÒ*Za�3 9�5�: =@1+/K)V1 6 :J=J:J/-1�)-: 9 *Za 9 *�3 9 /;,�. δu(t) = K(p, t)δy(t)

E

mon��QnFÕ �Äs�ß ßà~o}9v9~AÚ��������2rÜu{�É|��.~¡�µ���2È9v9u
�S12*�/�=Ø,|9�1 6�: ,R12*�1�=<}N)-:JW 5 , 6 ,L=@1 D + 9 BÛ+�) : :Ø, 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,�a 9 * 5 )-:J=J:J/;,>/ 9�5 H3,-*N)Q=@1�* 9 )-: 9 *

687 1�909-,0/*/*: 6 :J=J:<)Ö+G; 93: )Ô,�a 687 5 *�, 6 }�*�1�B2:JW 5 , 6 ,C=@1+; 93: BÛ, ẋ = f(x, u)
Eg��* : ,�H�12*�9V,�,�a 6 12*�/^=Ø,

9�1 6�: ,�1�= D + 6�: :JW 5 ,�a�9-,�)*)Ö,e* 9 )-: 9 * : ,)© 9 :<) 5 *�, 6 +�OÒ*�:<)-: 9 * 6 ,�1 5 9 9�5 3�3�= 5 / D +O*�+ : 1�=Ø,&W 5 :�*�,
;�1�:<)+1 5 9 5 *�, 6 :J/K)-:Ø*�9�)-: 9 * ,-*�) : ,4=Ø,0/IH�1 : :@1 6 =Ø,0/Û. 5 *�/K}8/K)-.0BÛ, L/K ,0/K) 6 :<)A9 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø,
9�5 ; 93: )Ö,0BÛ,-*N)h1�909-,0/*/*: 6 =Ø,�ad/*: ,�)h/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)h/*:sad= ,p/K}8/K)-.0BÛ,p)V12* D ,-*�) e H�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=¸g ,0/K)
9 9 B2B[1p* 6 1 6 =Ø,�ab:sE ,�E<a�=Ø,qB 9t6�5 =Ø, ΩL/K

,0/K)^=J: 6�: ,�a��t=J: ,0/*/',�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 4�g	E
_t1 : 1�:J=J= , 5�: /0aL=@1�9 9 B2B[1p* 6 1 6 :J=J:u)Ö+c,0/K)c+�) :;9 :<)Ö,0BÛ,-*�)�=J:Ø+-, M =@1�* 9 )-: 9 * 6 ,p3�=@1�)-:<) 5�6 ,�E��*�,�T^,�)�a 6 12*�/r�t=J:Ø,0/*/',�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 4�g	aR:J=�,0/K)rB 9 *N) : +�W 587 5 *Ö/K}8/K)-.0BÛ,j3�=@1�)e,0/K)r) 9�5�7M9�5�: /

9 9 B2B[1p* 6 1 6 =Ø,�ab3�1 : 9 9 *�) : ,C= 7 :Ø*�H5, : /;,�,0/K)d;�1 58\ E�S12*�/^=Ø,C9�1�/^=J:Ø*�+�1�: : ,�a 5 *h/K}8/K)-.0BÛ,I=J:Ø*�+�1�: : , Λ
,0/K) 6 :<)^9 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø,�a�/*:%,�)G/;, 5 =Ø,0BÛ,-*�)

/*:saP=Ø,�B 9�6�5 =Ø, Λ
,0/K)4=J: 6�: ,�a>�t=J: ,0/*/ e ÄUÎ�Î 1 6 g	E� 9�5 )Ö, 6 1�/;, z 6 , Λ

3a, 5 ) � ) : ,r9 9 *�/*: 6 + : +-,
9 9 B2BÛ, 5 *�,C/ 93: )-:Ø,SO�9�)-:<H5,�a�1�3�3g,0=Ø+-,C/ 93: )-:Ø,q3�=@1�)Ö,�E
_ 9�5�:d5 *rB 9�6 .�=Ø,q=J:Ø*�+�1�: : , 6 ,C=@1+; 93: BÛ, e Ä E Ä Æ�g 6 :<)Ö, 6 ,¨¯¨P�mE§jP��¾.

ẋ = Ax+Bu
e Ä E Ä Æ�g
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9�� A ∈ Kn×n ,�) B ∈ Kn×m a�:J=8/ 5 :<) 6 ,d�t=J:Ø,0/*/ e ÄUÎ�Î 1 6 g�W 5 , e Ä E Ä Æ�gr,0/K)P9 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø,�a�:sE ,�E
:*D [B (A−s)B, ...., (A−s)n−1B] = n

aU/*:t,�)�/;, 5 =Ø,0BÛ,-*N)�/*:saU=Ø,QB 9�6�5 =Ø,Q9 93:;: ,0/*3 9 * 6 1p*N) Λ ,0/K)
=J: 6�: ,�EF�%,|/ 9�5 /���B 9t6�5 =Ø, 6 ,>) 93: /*: 9 * T 9 93:;: ,0/*3 9 * 6 1�= 93: /t1 5 / 9�5 /���,0/*3�1�9-,'* 9 *A9 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø,6 ,¨¯¨P�mE§jP���E��=�, \ :J/K)Ö,&1�= 93: / 5 *�9	,�12* D ,0B�,-*N) 6 ,49 9t93:;6�9 *�*�+-,0/Ã,�) 5 * 6a9�5 90=@1 D ,[3�1 : : ,�) 9�5�:/687 +�)V1�)
/K)V1�)-:JW 5 ,AW 5 :t3g, : BÛ,�) 6 ,A) : 12*�/K; 93: BÛ, : =Ø,I/K}8/K)-.0BÛ, e Ä E Ä Æ�g M =@1X;�1�BÛ, 5 /;,I; 93: BÛ,I9�12* 9 *�:JW 5 ,
6 ,��do�R<�{�I�)�Vi���a�:sE ,�E<a







zν11 = v1

zν22 = v2

:

zνm
m = vm9�� =Ø,0/ vi, i = 1, ...,m

/ 9 *�)A=Ø,0/qH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6 ,29 9 B2B[12* 6 ,Ã,�)A=Ø,0/ νi, i = 1, ...,m
/ 9 *N)I=Ø,0/

:Ø* 6 :J9-,0/ 6 ,C9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+ 9�5e6 ,¨¯Io:�I�{n"�Vi�n�o	E� 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, z = (z1, ..., zm)
,0/K)?=Ø,2H3,09�)Ö, 5�:Ã6 ,4/ 93: )-:Ø,0/A3�=@1�)Ö,0/0E ��=�,0/K)X1�= 93: /I3 9 /*/*: 6 =Ø,

687 +-* 9 *�9-, : =Ø,S)-,�+ 93: .0B�,C/ 5 :<H�12*�) .
± ÁF¨N½� ¶ «Y¬ Ñ �T°Pm xsn"�"�+n`�TP�m �o².³;´;´;µ�¶ À��h�`V¥�`��Á`§4nSmåx��{U:P�x¸o-nCn"�`�{��m£P���»f��xQn`�ö�Un`R8mJn`§[n`�M�f��xL»�x¸mn"�`�Q�"�I§�§jP�� � P;�0m<n �
mon��Qn�ð  È9u%�.ÛTÈ9u�xzt7r�x<È����2~¡�2xby{so}9}TÈ9xÉx<È$t��.~à|��.~¡�µ���2È9v9u
_Q= 5 /*:Ø, 5�: /C; 93: B[1�=J:</*B�,0/ 9 *�)/+�)Ö+2:Ø*N) :;9t6�5 :<)-/C3 9�5�: +�) 5�6 :Ø, : =@1�3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+ 6 ,23�=@1�)-:<) 5�6 ,�E��* : ,�) :;9�5 H3,X=Ø,0/C1�3�3 :;9 9V,�,0/ 6 1�/;+-,0/I/ 5�: =@1[)-,�+ 93: :Ø, 687 1�= D . 6�: , 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,�a{�t=J:Ø,0/*/',�)G1�=sEe ÄUÎ�Î 4�g	am�RE�� 9 /*/-1�/^12* 6 _t1�=@1 5 e ÄUÎ�Î È�g	aS�REÒ) : 12* 6 1�� f : :J9�1�: : ,q12* 6 _ 9 BÛ,�) e ÄUÎ�Î 4�g^,�) � 1�� 5�6 90��}8�e ÄUÎ�Î É�g	E%�%,0/I1�3�3 :;9 9	,�,0/ 6 1�/;+-,0/I/ 5�: =@1[)-,�+ 93: :Ø, 6 ,?=@1 D + 9 BÛ+�) : :Ø, 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=<=Ø, 6 , 6 :JBÛ,-*8�

/*: 9 *AOÒ*�:Ø,�at�|,�1 : =Ø,	)�,�)G1�=�E e ÄUÎ�ÎbÄ g	a5�8,�1 6 �d:J9V� e ÄUÎ�Î 1�g ,�)��8= 5 :J/ e ÄUÎ�Î É�g	E3��*bOÒ*Za�=Ø,0/P1�3�3 :Ö9 9V,�,0/
6 1�/;+-,0/&/ 5�: =@1p)-,�+ 93: :Ø, 6 ,�=@1 D + 9 BÛ+�) : :Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= , 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 *$: *bOÒ*�:Ø, 6 ,0/ 7 ,�)-/�a
�t=J:Ø,�/-/�,�)G1�=sE e ÄUÎ�Î�Î g	a
H�12*��^:Ø, 5 �d/K)V1 6 )�,�)G1�=sE e ÄUÎ�Î È�g	a�_ 9 BÛ,�) e ÄUÎ�Î É�g	a 6 1Û�8:J=<H�1?12* 6 �t:J=J, 9 e 02131 Ä g	Et��,0/ : +0/ 5 =<)V1�)-/
/ 9 *�) : 1�3�3a,0= +0/d90:u� 6 ,0/*/ 9�5 /0E
ï ¨�°�ÁF½�µF¬8© ²�´ º�¨ ³  ô�Â ªF¬8©

��*X/K}8/K)-.0BÛ,�* 9 *X=J:Ø*�+�1�: : , L/K ,0/K) 6 :<) 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)Q3�=@1�)�a�/ 7 :J=�, \ :J/K)Ö, 5 *�,R;�1�B2:J=<= ,
y = (y1, ..., ym) 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ K ��1�= D + 6�: :JW 5 ,0BÛ,-*�)X:Ø* 6 +03a,-* 6 12*�)-/ 687 5 *�9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=
L̄
a�, \ )Ö,O*�/-: 9 *h1�= D + 6�: :JW 5 , 6 , L ab)Ö,0=J=Ø,GW 5 ,q= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * L̄/〈y〉 / 9 :<) e * 9 * 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0BÛ,-*�)
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1�= D + 6�: :JW 5 ,�g�a�	d:J9V,�1 :;6 e ÄUÎ�Î 1�g�,�)^�t=J:Ø,0/*/',�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 4�g|3 9�5�: 3�= 5 / 6 , 6 +�)V1�:J=sE��h1�=J,�, 5�: , 5 /;,	�
BÛ,-*�)�a�:J=Ò* 7 , \ :J/K)Ö,G3�1�/ 687 1�= D393: :u)-,�BÛ, 6 1�/;+^/ 5�: 9-,�)*)Ö, 6 +�OÒ*�:<)-: 9 *X3a, : BÛ,�)*)V12*�) 6 ,^9�1�=J9 5 =Ø, : =Ø,0/
/ 93: )-:Ø,0/R3�=@1�)Ö,0/0E��*�,+1 5 ) : ,IB[12*�:J. : , 6 ,A3 :;9 9-+ 6 , : 9 9 *�/*:J/K)Ö, M , \ 3�= 9 :<)Ö, : =@1�* 9 )-: 9 * 6 ,AB 9�6 .0=Ø,q)V12* D ,-*�)
9�5 H�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=sEa��,�)*)Ö,ABÛ+�)-, 9�6 ,/,0/K)S3 : +0/;,-*�)Ö+-, 6 12*�/��RE�� 9 /-/-1�/^12* 6 _�1�=@1 5 e ÄUÎ�Î È�g	E^�Q=J=Ø,
3g, : BÛ,�) 6 ,C9�1�=J9 5 =Ø, : .

� �F1X/ 93: )-:Ø,q3�=@1�)Ö, 687 5 *r/K}8/K)-.0BÛ,"* 9 *r=J:Ø*�+�1�: : ,GB 9 * 9 ��,-*N) : +-,�E
� �F1

mème / 93: )-:Ø,0/[3�=@1�)Ö, 687 5 *Ò/K}8/K)-.0BÛ,�B 5 =<)-:u��,-*N) : +-, M 9 9 * 6 :<)-: 9 *�W 5 ,]=Ø,0/ m − 1/ 93: )-:Ø,0/d3�=@1�)Ö,0/R/ 9 *N) 6 + 7*M 9 9 *�* 5 ,0/0E� 9 :<) 5 *r/K}8/K)-.0BÛ, * 9 *r=J:Ø*�+�1�: : , 6 ,C=@1A; 93: BÛ,Ã.
ẋ = f(x, u)

e Ä E Ä�Ì g
9�� x ∈ Rn ,�) u ∈ R

E%��*�/ 5 3�3 9 /;,XW 5 , e Ä E Ä�Ì g�,0/K)C9 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø,�Ea�%,?/K}8/K)-.0BÛ,+)V12* D ,-*�)
W 5 :�= 5 :8,0/K)G1�/*/ 9 90:Ø+�,0/K)/.

dẋ =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂u
du

e Ä E Ä È�g
)G= 93: /0a�=@1 6 1�/;, 6�5 B 9�6�5 =Ø,S9 93:;: ,0/*3 9 * 6 12*�)�* 9 )Ö+ Ω

9 9 *�)-:Ø,-*N) 5 *r/;, 5 =&+0= +0BÛ,-*N) w E��*�, \ 3�= 9 :<)V12*�)4=@1Y3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+ 6 ,�= 7 +0W 5 :<H�1�=Ø,-*�9-,c,-*�) : ,�=@1p=J:Ø*�+�1 : :J/-1�)-: 9 *�3�1 :[6a9�5 90=@1 D ,
/K)V1�)-:JW 5 ,�,	) 6 }�*�1�B2:JW 5 ,"�|,�1 : =Ø,�)�,�)G1�=sE e ÄUÎ�ÎbÄ g	a 5 *�,q9 9 * 6 :<)-: 9 * 6 ,S3�=@1�)-:<) 5�6 ,�,0/K) 9�6 )Ö,-* 5 ,�E
à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯ ß �9� � °f�¥�"��Pl��P�� � OQP�m£P�R ².³;´;´"!�¶Ã¤ n��`V¥�`��Á`§[n ².³;��³$#.¶ n"�`�Rmåx��{U:P�o	xL��P;�0mJn-�7P�o���IRM��m£PUyNn��`��P��sx � R�n"»T��x^n`�T�Un`R8mJn`§[n`�M����xL»RmJnÂ§Ã� � R8mJn

Ω
�:P�oGP0�`��U�o	xL��P��M� ².³;��³"!�¶ n"�`�Sn`�8yNn`� � o:U�7P�o*R<�{n*�Un`R8mJn ³ � �)��o�§[n � R8x|n"�`�>x��M��Uzy�oGP;�0mJn �

w ∈ Ω
a 6�9 *�9�.

w = Cdx+ p(
d

dt
)du

_t1 : 1�:J=J= , 5�: /0a{:J=Q1{+�)Ö+X3 :;9�5 H3+ 6 12*�/C=@14B � BÛ, : +�;n+ : ,-*�9-,2W 5 , p( d
dt

) = 0
E%��* 5 )-:J=J:J/-12*�)

1�= 93: /^=@129 9 * 6 :<)-: 9 * 6 ,+=J:Ø*�+�1 : :J/-1�)-: 9 *�, \ 1�9�)Ö,+3�1 :S6g9�5 90=@1 D ,A/K)V1�)-:JW 5 , e 6 , D3: + : ,0=@1�)-:<;W+ D 1�= M
n
g	a�=Ø,SH5,09�)Ö, 5�: C H3+ : :<OÒ,C=Ø,q/K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/^1�= D + 6�: :JW 5 ,0/R/ 5 :<H�12*�) .

C

(
∂F

∂x
− d

dt
I

)k
∂F

∂u
= 0, ∀k = 0, ..., n− 2

e Ä E ÄUÎ g
)G3 : .0/S:Ø*N)Ö+ D3: 1�)-: 9 *Za 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)q=@12/ 93: )-:Ø,A3�=@1�)Ö,A)Ö,0=<=Ø,AW 5 , dy = w

E8�%,AH3,09�)Ö, 5�: C 7M9�5 ,+=Ø,: ~�=Ø, 6 ,q;�1�9�)Ö, 5�: :Ø*�)Ö+ D3: 12*N)�E��*�/ 5 3�3 9 /;,4B[1�:Ø*�)Ö,-*�12*N)IW 5 , u ∈ R2 ,�)?W 5 ,4=@1�3 : ,0B2:J. : ,[/ 93: )-:Ø,23�=@1�)Ö, ,0/K)+9 9 *�* 5 ,e
y1
3�1 : , \ ,0B23�=Ø,Ug	E{_ 9�5�:�9�6 )Ö,-*�: : =@1 6 , 58\ :<.0BÛ,+/ 93: )-:Ø,A3�=@1�)Ö,�a 9 *�,	T^,09�) 5 , 5 *�W 5�9 )-:Ø,-*�) 6 ,

B 9t6�5 =Ø,0/0Eg� 9 :<)d=Ø,qB 9t6�5 =Ø,Ã.
Ω2 = Ω/〈dy1〉

e Ä Eu021�g
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��*A/;, : + 6�5 :<)t1�= 93: / Md5 *+/K}8/K)-.0BÛ,|B 9 * 9 ��,-*�) : +-,>3 9�5�: =Ø,0W 5 ,0=N:J=t,�/*)t3 9 /*/*: 6 =Ø, 687 1�3�3�=J:JW 5 , :
= 7 1�= D293: :u)-,�BÛ,q3 : +�9-+ 6 ,-*N)q3 9�5�:�9�6 )Ö,-*�: : =@1 6 , 58\ :J.0BÛ, 6 1�/;, w̄2

E�_t1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,-*N)�a{=Ø,0/ 6 1�/;,0/
6 , Ω

/ 9 *�) .
{

w1 = dy1

w2 = w2 + p( d
dt

)dy1

e Ä Eu0 Ä g
p( d

dt
)
,0/K)^9V, 9 :J/*:Ø, 6 ,q)Ö,0=J=Ø,S/ 93: )Ö,CW 5 , w2

/ 9 :<)R:Ø*N)Ö+ D3: 1 6 =Ø,�E��,�)*)Ö,I3 :;9 9-+ 6�5�: ,I3a, 5 ) � ) : , D +-*�+ : 1�=J:J/;+-,S;�1�90:J=Ø,0BÛ,-*�)d1 5 9�1�/ 6 , m− 1
,-*�) : +-,0/0E

� · ¬8« Àt´ ¬]Ã�� å ��x��>mJn*�`V¥�`��Á`§[n¹�{�I��m x��{U"P�x¸o-n � U?ºA��xsnT�7P�oCmJn"�¨U � R7P���x��I�2��






ẋ1 = u1

ẋ2 = u2

ẋ3 = u1u2

¤ no�`V¥�`��Á`§[n���P��8yNn`�M� � R8x�mER8xZn"�`��Pl�"�¥�¥��x�URn"�`�{mJn K[ d
dt

]
� §Ã� � R8mJn

Ω
� U?ºA��x��0�7P�o>mJn"�Qy0U`�{U�oGP���n`R8o:�

{dx1, dx2, dx3, du1, du2}
n`�>mJn"�Co-n�m£P��sx��I�2��







dẋ1 = du1

dẋ2 = du2

dẋ3 = u2du1 + u1du2

é ����n`R<�Go-n`§jP�o � R�n�o � R�n
dx1

n"�`�Gm ¸ R<� � n"�Ay0U`�{U�oGP���n`R8o:� � RÄ§Ã� � R8mJn2måx?�0o-n � é ���"�I�2��x � Á�o-nP�mL��o:�^mJn$§Ã� � R8mJn � RM�I��xsn`�M�
Ω1 = Ω

〈dx1〉
�Ô¤ P+o-n���o:U"�Un`�M��P���x��I���7P�o-�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� � n Ω1

n"�`�A
{

˙̄x2 = ū2

˙̄x3 = u1dū2

¤ Ph�"Pl�Un � n Ω1

n"�`� � �I�M�{UVn��MP�o
w̄2 = u1dū2 − dx̄3

» � ¸ �Iñî

w2 = u1du2 − dx3 + p(
d

dt
)dx1

�Iñ
p( d

dt
) ∈ K[ d

dt
] � O-�IR8o � R�n w2

�¥��x��9¯ � x��M��Uzy�oGP;�0mJn"»Sx¸m��`R�%É� � nã�VlM��xL��x¸o
p( d

dt
) = x2

d
dt
�ä�P��2�¨�Vn¨�:Pl��

{

w2 = dx1

w2 = u1dx2 − dx3 + x2du1n`�>mJn"�J�¥��o���xsn"�Q��m£P���n"�J�¥�I�M�T
{

y1 = x1

y2 = u1x2 − x3
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_Q= 5 /*:Ø, 5�: /d9 9 *N) : : 6�5 )-: 9 *�/ M = 7 +�) 5�6 , 6 ,I=@1?3 :;9�6 =Ø+0B[1�)-:<W 5 , 6 ,C=@1X3�=@1�)-:<) 5�6 , 9 *�)�+�)Ö+A1�38�

3 93: )Ö+-,0/�,-* 5 )-:J=J:</V1p*N)t9-,L; 93: B[1�=J:</*BÛ,�Ep� 9�5 /�*�,R3 : +0/;,-*�) 9 *�/P:J90:bW 587 5 * : +0/ 5 BÛ+ 6 ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-/
: +0/ 5 =<)V1�)-/ 9�6 )Ö,-* 5 /�E

� �N}8/K)-.0BÛ,0/�* 9 *r=J:Ø*�+�1�: : ,0/R1�ÝÛ*�,0/d3�1 :�: 1�3�3 93: )^1 58\ ,-*�) : +-,0/ .
� 1

,-*N) : +-,'.m+0W 5 :<H�1�=Ø,-*�9-,�,-*�) : ,P=@1|=J:Ø*�+�1 : :J/-1�)-: 9 *S/K)V1�)-:JW 5 ,�,�) 6 }�*�1�B2:JW 5 ,�aF�|,�1 : =Ø,�)�,�)G1�=sEe ÄUÎ È Î a ÄUÎ�ÎbÄ g¼�
� (n− 1)

,-*�) : +-,0/'&÷9 9 BXB[12* 6 1 6 :J=<:<);+G1 5 1er 93:;6�: ,/.N) 9�5�7M9�5�: /|3�=@1�)�aµ�|,�1 : =Ø,�)�,�)G1�=sEe ÄUÎ È Î g¼�
� 2

,-*N) : +-,0/�,�) 4
+�)V1�)-/0a�_ 9 BÛ,�) e ÄUÎ�Î�Ì g	E

� �N}8/K)-.0BÛ,0/^/V1p*�/ 6 + : :<H3,�.
� 2

,-*�) : +-,0/�. : 12* D"6�5Û6�: 1�3a,�1 5�6 ,d= 7 1�= D . 6�: , 6 ,���:Ø,�aN�h1 : )-:Ø*r12* 6 	 9�5 9V, 9 * e ÄUÎ�Î Ê�g{�
� (n− 2)

,-*�) : +-,0/�.�) 9�5�7M9�5�: />3�=@1�)>/*:�9 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø,�a8�h1 : )-:Ø*�12* 6 	 9�5 9V, 9 * e ÄUÎ�Î 4�g	E
� � 9 *h1�ÝÛ*�,C3�1 :�: 1�3�3 93: )^1 58\ ,-*N) : +-,0/ . (n− 1)

,-*�) : +-,0/0aZ�h1 : )-:Ø* e ÄUÎ�Î É�g	E
� � 9 * 6 :<)-: 9 *e*�+09-,0/*/-1�: : ,�.�H�1 : :Ø+�)Ö+ : + D =Ø+-,�ag�8= 5 :J/ e ÄUÎ�Î É�g	a��t=J:Ø,0/*/',�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 4�g	E

§4¨8©�ª ´ ° ² °�©+�¨8®�¬8¯�°�©
�%,0/ : +0/ 5 =<)V1�)-/4=Ø,0/[3�= 5 / : +09-,-*�)-/4) : 1�:<)V12*�) 6 ,]=@1p3 :;9�6 =Ø+0B[1�)-:JW 5 , 687 : 6 ,-*N)-:<O�9�1�)-: 9 * 6 ,0/

/ 93: )-:Ø,0/d3�=@1�)Ö,0/ 9 *�)�+�)Ö+I3 : +0/;,-*�)Ö+0/ 6 12*�/��%+�H8: *�,I12* 6 � D�5 }3,-* e 02131�É�gR3 9�5�: =Ø,C9�1�/G=J:Ø*�+�1�: : ,�E� 7 1�3�3 :;9 9	,�,I3 : +0/;,-*N)Ö+-,+9 9 *�/*:J/K)Ö,/,-*h= 7 +0=J:JBX: *�1�)-: 9 * 6 ,0/�,-*N) : +-,0/G3 5 :J/^=@1X9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/-1�)-: 9 * 6 ,
) 9�5 )Ö,0/G=Ø,0/G) : 12*�/K; 93: B[1�)-: 9 *�/�, \ 3 : :JB[12*�)S=Ø,0/^H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,?=J:Ø*�+�1�: : , ,-*])Ö, : BÛ,0/ 6 ,
=@1ü/ 93: )-:Ø,�3�=@1�)Ö,�,�) 6 ,j/;,0/ 6 + : :<H3+-,0/0E���,0/r) : 12*�/K; 93: B[1�)-: 9 *�/&/ 9 *�)h1�3�3a,0=Ø+-,0/rB[1�) : :J9-,0/ 6 ,
6 +�OÒ*�:<)-: 9 *�,�)h9 9 *�/*: 6 + : +-,0/r9 9 B2BÛ,�+�)V12*�)r=Ø,0/e* 9 }N1 58\�6 ,pB[1�) : :J9-,0/&3 9 =<}�*�~�B2:@1�= ,0/0E'��*�,
H3, : /*: 9 *r/*:JB23�=J:uOÒ+-, 6 ,C9-,�)*)Ö,IBÛ+�)-, 9t6 ,",0/K)^3 : +0/;,-*�)Ô+I90:u� 6 ,0/*/ 9�5 /".� 9 :<)R=Ø,q/K}8/K)-.0BÛ,I=J:Ø*�+�1�: : ,S9 9 B2B[12* 6 1 6 =Ø, 6 +09 : :<)^3�1 : .

A(s)x = Bu

1�H3,09
s = d

dt

a 6 :JB x = n
a 6 :JB u = m

,�) :*D [A(s), B] = n
3 9�5�: ) 9�5 ) s ∈ C

E
�Q=J:JB2: *�1�)-: 9 * 6 ,0/�,-*�) : +-,0/ . ∃C ∈Mn×(n−m)

a�1�H3,09 :*D C = n−m
a�)Ö,0=ZW 5 , CTB = 0

E
�8:
y
,0/K)G=Ø,SH3,09�)Ö, 5�:�6 ,C/ 93: )-:Ø,0/R3�=@1�)Ö,0/0a�1�= 93: /�.

x = P (s)y

687 9�� =@1?9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/-1�)-: 9 *�.
CTA(s)P (s) = 0
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3 9 / 9 *�/ P (s) = U2(s)P̃2(s)
at1�H5,09

U2(s)
/ 9 = 5 )-: 9 * 6 , CTA(s)U2(s) = 0

ar,�)
P̃2(s)

5 *�,
B[1�) : :J9-, 5 *�:JB 9�6�5 =@1�: : ,q1 :*6 :<) : 1�: : ,�E�_t1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,-*�)�.

P (s) = U2(s)P̃2(s) et x = U2(s)P̃2(s)y

� · ¬8« Àt´ ¬?â�� ¤ U`�Ux��{n�P�� ��( y�R<V�n`� ²*)2ò;ò ë ¶ å ��x���mJn � xL���M�¥��x���x ����P;�0mJn � �"Pl�Un|o-n���o:U"�Un`�M��U"»'º�y�R8o-n
³;� ëIn`� � �I�M��m£PSo-n���o:U"�Un`�M��P���x��I�$�MP�oo�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��Fn"�`� � �I�M�{UVn��7P�o>m ¸ U � R7P���x��I� ².³;�+),)`¶ »�P���n"�
u = F �

Mb

MF

-F

xb

x

0

r 

k

������� Ä E É � �G:J/*3 9 /*:<)-:<;F)V1 6 =Ø,	� 6 1�/;,
{

Mẍ = u

MBẍB = −u− k.xB − r.xB

e Ä Eu030�g
�¥��x���

[

Ms2 0

0 MBs
2 + rs+ k

]

.

[

x

xB

]

=

[

1

−1

]

u

é �çPh
CT = [1 1]

n`�
CTA(s) = [Ms2 MBs

2 + rs+ k]é �Ä�Vl�n�o:�Vl�n
U2(s) = [µ1(s) µ2(s)]

T �¥��mER<��x��I� � n�

Ms2µ1(s) + (MBs
2 + rs+ k)µ2(s) = 0

� ¸ �Iñã µ1(s) = MB

k
s2 + r

k
s+ 1

n`�
µ2(s) = −M

k
s2�¥��x���

x = (
MB

k
s2 +

r

k
s+ 1)y xB = −M

k
s2y

��*�,', \ )Ö,-*�/*: 9 *X1 5 9�1�/�* 9 *?=J:Ø*�+�1�: : ,|1�+�)Ö+L3 : +0/;,-*N)Ö+-, 6 12*�/��%+�H8:Ø*�, e 02131�Ê 6 g	E3�S12*�/Q9-,�)*)Ö,
9 9 *�) : : 6�5 )-: 9 *Za 5 *�,&9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/-1�)-: 9 * 6 ,4/K}8/K)-.0BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0BÛ,-*�)A3�=@1�)-/�* 9 *ü=J:Ø*�+�1�: : ,0/
6�9 *�*�+0/P3�1 :Q5 *�, : ,03 : +0/;,-*N)V1�)-: 9 *X3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)>:JB23�=<:J90:u)Ö,�a 9�� =Ø,0/�H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 ,-*�) : +-,
/ 9 *�)Û+0=J:JB2: *�+-,0/0aQ1ç+�)Ö+�3 : +0/;,-*�)Ö+-,�E��%,0/2:J/ 9 B 93: 3�,�:</-B�,0/ 6 , ¤ xsn � �Gk0�Vi�mER<� � 1�/*/ 9 90:Ø+0/ M�5 */K}8/K)-.0BÛ,P3�=@1�)F1�3�3a,0=Ø+0/�) : :<H8:@1�=<:</-1�)-: 9 *�/Z/ 9 *�)�= 9 9�1�=Ø,0BÛ,-*�)�9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/;+0/&,-*q)Ö, : BÛ,0/ 6 ,PB[1�) : :J9O,0/
3 9 =<}�*�~�B2:@1�= ,0/0EW��*�,�9 9 * 6 :<)-: 9 *¾*�+09-,0/*/V1�: : ,e,�)X/ 5 Ý2/-12*�)Ö,r9 9 *�/*:J/K)Ö, 6 12*�/?=@1h;n, : BÛ,�) 5�: , 6 ,
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= 7 : 6 +�1�= 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= 6 ,0/�; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/r,-* D ,-* 6�: +-,0/>3�1 : =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/ 6 ,L) 9�5 )Ö,0/
=Ø,0/L) : :<H8:@1�=<:</-1�)-: 9 *�/R3 9 /*/*: 6 =Ø,0/0E� 9 :<)R=Ø,q/K}8/K)-.0BÛ, * 9 *r=J:Ø*�+�1�: : ,�.

F (x, ẋ) = 0
e Ä Eu0�É�g

�%,�=J:Ø*�+�1 : :J/;+r)	1p* D ,-*N)e,-* 5 * 3 9 :Ø*N)&W 5 ,0=J9 9 *�W 5 , (x, ẋ) 687 5 *�,j9 9�5�:*6 ,j:Ø*�)Ö+ D3: 1�=Ø,�,0/K)
6�9 *�*�+C3�1 : .

Fx,ẋ(s)dx = (
∂F

∂ẋ
s+

∂F

∂x
)dx = 0

e Ä Eu0�ÊNg
9�� dx ,0/K)�=@1 6 :<Ta+ : ,-*N)-:Ø,0=J= , 6 ,-¯+k�l8mJn�od1�/*/ 9 90:Ø+-, M x E2��*A/ 5 3�3 9 /;,LW 5 , : 12* D Fx,ẋ(s) = n−m3 9�5�: ) 9�5 ) s ∈ C

,�)|3 9�5�: ) 9�5 ) (x, ẋ) 6 12*�/ 5 * 9�5 H3, : ) 6 ,-*�/;,�E��F1IB[1�) : :J9-, Fx,ẋ(s) ,0/K) 5 *�,B[1�) : :J9O,q3 9 =<}�*�~�B2:@1�=Ø, 6 , s M 9 9 ,	Ý290:Ø,-*N)-/ 6 +03a,-* 6 12*�) 6�5 )Ö,0B23�/0a 6�9 *�9C/ 5�:^5 *r9 93: 3�/�* 9 *9 9 B2B 5 )V1�)-:u;�. s.(ts) = s+ ts2 1�= 93: /LW 5 , (ts).s = ts2��*r121�= 93: /�. dx = P (s)dy
:sE ,�E<a

Fx,ẋ(s)P (s) = 0
E

�F1+; 93: BÛ, 6 ,/�8B2:<)-, 6 , Fx,ẋ(s) ,0/K) 6 +�OÒ*�:Ø,C3�1 : .
V (s)Fx,ẋ(s)U(s) = (∆(s) | 0)

��*�3 9 /-12*�) P (s) = U(s)P̃ (s) = (U1(s) | U2(s))(P̃1(s) | P̃2(s))
T )
a 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)".

Fx,ẋ(s)(U1(s)P̃1(s) + U2(s)P̃2(s)) = ∆(s)P̃1(s) = 0

��,CW 5 :�:JB23�=J:<W 5 , P̃1(s) = 0
a�3�1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,m*�)/.
P (s) = π2U(s)P̃2(s)

1�H3,09
π2

,0/K)d)Ö,0=�W 5 , π2U(s) = U2(s)
EÒ)G= 93: /�.

dx = π2U(s)P̃2(s)dy

=@1+B[1�) : :J9-, P̃2(s)
7M9�5 ,q=Ø, : ~�=Ø, 687 5 *�;�1�9�)Ö, 5�: :Ø*�)Ö+ D3: 12*�)�E
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ẋ = ucosθ

ẏ = usinθ

θ̇ = u
l
tangϕ

e Ä Eu034�g

����o:Á"��U�måx�§?x��¼P���x��I� � n"�?n`�M��o:UVn"�
u
n`�
ϕ
�I�q��o:�IR<��n¨
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ẋsinθ − ẏcosθ = 0

¤ nCmåx��{U:P�o	xL�¥U*��P��8yNn`�M�Rn"�`�T

(

sinθ s −cosθ s ẋcosθ − ẏsinθ
)







dx

dy

dθ







= 0

n`�A��P$�)��o�§[n � n å §?x��¸lã






0 0 1

0 1 0

1 cosθ
ẋcosθ−ẏsinθ

s sinθ
ẋcosθ−ẏsinθ

s







� ¸ �Iñ�mJn*�`V¥�`��Á`§[n � nJO{�`PG¢±






dx

dy

dθ







=







0 0 1

0 1 0

1 cosθ
ẋcosθ−ẏsinθ

s sinθ
ẋcosθ−ẏsinθ

s







(

dy1

dy2

)

� R8x|n"�`�o��o�x��Ux?P�mJn`§[n`�M�Px��7�.Uzy�oGP;�0mJn�

x = y2 , y = y1 , θ = arctang

(
y1

y2

)

�Äso}9y^�.È9x��.so}
)G3 : .0/X9-,�)*)Ö,r/K}�*�)-,�.0/;,h/ 5�: =Ø,0/?/K}8/K)-.0BÛ,0/[3�=@1�)-/0a 9 *�3a, 5 )29 9 *�90= 5�: ,&W 5 ,r=Ø,&3 :;9�6 =J.0BÛ,

=J:Ø+I3 : :Ø*�90:J3�1�= ,0BÛ,-*�) M = 7 : 6 ,-*N)-:<O�9�1�)-: 9 * 6 ,0/q/ 93: )-:Ø,0/G3�=@1�)Ö,0/�,0/K) 5 *�3 :;9�6 =J.0BÛ, 6 :<Ý290:J=Ø, ,�)�*�,
/;,0B 6 =Ø,I3�1�/ � ) : , : +0/ 9 = 5 9 9 B23�=J.�)Ö,0BÛ,-*�)�Eg��= ,0/K)q1�= 93: /^:Ø*�)Ö+ : ,0/*/-12*N)�,�) 5 )-:J=Ø, 687 +�) 5�6 :Ø, : 9-,�)*)Ö,
3 :;9�6 =Ø+0B[1�)-:<W 5 ,q/ 5�:�6 ,0/dB 9�6 .0=Ø,0/ 6a9 * 6rD3: 1�3�,�/0E��, 58\�: 1�:J/ 9 *�/L3 : :Ø*�90:J3�1�=Ø,0/>B 9 )-:<H5,-*�)L9-,�)*)Ö, 6 +0B[1 : 9V,�,�ab=@1A3 : ,0B2:J. : , : +0/*: 6 , 6 12*�/R=Ø,^;�1�:<)
W 5 ,[=Ø,0/I/ 93: )-:Ø,0/I3�=@1�)Ö,0/ 9 *N)A/ 9�5 H3,-*�) 5 *�,[/*: D *�:<O�9�1�)-: 9 *j3�,�}8/*:JW 5 ,{,�)�+O*�, :*D +�)-:JW 5 ,49 9 B2BÛ,* 9�5 /d= 7 1UH 9 *�/ 6 + 7*M BÛ,-*�)-: 9 *�*�+C3 : +09-+ 6 ,0B2BÛ,-*�)GW 5 :F/ 7 1�909 93:;6 , 6 :Ø,-*h1�H5,�9A=@1+BÛ+�)-, 9�6�9 = 9�D : ,
6g9 * 64D3: 1�3�,2W 5 :a,0/K) 6 1�/;+-,G/ 5�: =@1"* 9 )V: 9 * 6 ,G3 5 :J/*/-12*�9-,�,�) 687 +-*�, :*D :Ø,�E��F1 6 , 58\ :J.0BÛ, : 1�:</ 9 *,0/K) 687 1�3�3 93: )Ö, :>5 *[9-, : )V1�:Ø*2/;,-*�/>3�,N}8/*:JW 5 , M =@1q)-,�+ 93: :Ø,d1�= D + 6�: :JW 5 ,dW 5 :�/;,0B 6 =Ø, M 3 : ,0B2:J. : ,
H 5 ,I1 6 /K) : 1�:<)Ö,C1 58\ :Ø* D +-*�:Ø, 5�: /d1 5 ) 9 B[1�)-:J90: ,-*�/0E�F1 6 +0B21 : 9	,�, : ,�)Ö,-* 5 ,�3 9�5�: 1�)*)Ö,0:Ø* 6�: ,h9-,�) 9�687 ,09�)-:<;",0/K)�= 7 5 )-:J=<:</-1�)-: 9 * 6 ,�=J1p)-,�+ 93: :Ø,
687 1�= D . 6�: ,�,�) 6 ,^B 9�6�5 =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/0Eµ��,G9V, 9 : \ / 7 , \ 3�=J:JW 5 ,S3�1 : =Ø,d;�1�:<)>W 5 , 6 ,�1 5 9 9�5 3 6 ,
: +0/ 5 =<)V1�)-/�)-,�+ 93: :JW 5 ,0/ 687 12*�1�=<}8/;, 6 ,dB 9t6 .0=Ø,0/ 6g9 * 6XD3: 1�3�,�/ 6 :J/*3 9 *�: 6 =Ø,0/ 6 12*�/P=@1G=J:<)*)Ö+ : 1�) 5�: ,
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/ 9 *�) 6 1�/;+0/t3 : :Ø*�90:J3�1�=Ø,0BÛ,O*N)�/ 5�: =@1d)-,�+ 93: :Ø,>1�= D + 6�: :JW 5 ,>W 5 :8/;,|3 :*� )Ö, 6 :Ø,-*+1 58\A6a9 * 6AD3: 1�3�,�/0E� 9 ) : ,�3 : ,�B2:Ø, :89�6b7 ,09�)-:<;�,0/K) 6 +0/ 93: B[1�:J/ 6 ,P3 :;9 3 9 /;, :&9�5�687 1 6 1�3b)Ö, :&6 ,�/FBÛ+�)-, 9�6 ,0/ 687 12*�1�=<}8/;,
6 ,X=@1&3�=@1�)-:<) 5�6 ,Ã,�) 6 ,X9�1�=J9 5 = 6 ,2=@143�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø, 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)I/ 5�: 6 ,0/
B 9t6 .0=Ø,0/ 6g9 * 6$D3: 1�3�,�/0E>_ 9�5�:Û: +0/ 9�5�6�: ,h9-,h3 :;9�6 =J.0BÛ,�a�* 9�5 /41�H 9 *�/[:Ø*�) :;9�6�5 :<)X=@1ç* 9 )-: 9 *
687 12*�*�,�1 5r6a9 * 6�D3: 1�3�,#* 9 *�9 9 B2B 5 )V1�)-:<;FW 5 :�;n, : 1?= 7 9�687 ,�) 6�5 9V,�1�3�:<) : ,C/ 5 :<H�12*N)�E
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�h1�= D3: ++=@1[=J:<)*)Ö+ : 1�) 5�: ,+1 6g9 * 6 12*N)Ö, 5 )-:J=J:J/-12*�)S9-,+; 93: B[1�=<:</*BÛ,A3 9�5�: =@1[B 9�6 +0=J:J/-1�)-: 9 * 6 ,

/K}8/K)-.0BÛ,0/^9 9 *�)-:Ø* 5 /0a�3g, 5#6 ,q) : 1UH�1 58\ / 7 :Ø*�)Ö+ : ,0/*/;,-*�) M / 9 * 5 )-:J=J:</-1�)-: 9 *&3 9�5�: = 7 12*�1�=<}8/;,�,�)^=@1
9 9 B2B[12* 6 ,�E�S12*�/t=Ø,>9�1�/�=J:Ø*�+�1�: : ,�a 5 *+9-, : )V1�:Ø*/* 9 B 6�: , 6 , : +0/ 5 =<)V1�)-/r, \ :J/K)Ö,-*�)�a�90:<) 9 *�/ * 9 )V1�B2BÛ,-*�)�=Ø,0/
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: ,0=@1�)-: 9 *�/L/*:JB23�=J:uO�9�1�) : :<9-,0/ 6 +09 : :<)Ö,0/d3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08Eu4�g	E
{

S21 = −St12
S31 = −St13

e 08Eu4�g
��,0/G= 9 :J/'+0=Ø+0BÛ,-*�)V1�: : ,0/d/ 9 *�)S1�/*/ 9 90:Ø+-,0/S1 58\ +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ f !q/ e R a I ,�) C g	a�1�3�3a,0=Ø+-,0/^= 9 :J/9 9 *�/K)-:<) 5 )-:<H3,0/0aÒ, \ 3 : :JBÛ+-,0/d3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.6a g 6 12*�/d=Ø,q9�1�/�* 9 *r=J:Ø*�+�1�: : ,�a







Dout = φL(Din)

zi = φFi
(xi)

zd = φFd
(xd)

e
2.6a

g
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,�)d3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.6b g 6 12*�/^= ,q9�1�/^=J: *�+�1�: : ,�E







Dout = LDin

zi = Fixi

zd = Fdxd

e
2.6b

g

l â À ½�°�Á ¶ ©0¬8©2© ô « Àt´ ô ¹�® ² °U ô ®�¬8©
� ��, 58\ +0=Ø+0BÛ,-*�)-/

I
,�)
C

,-*ð9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H5+-,�*�,]/ 9 *N)&3�1�/&9�1 5 /-1�=Ø,0BÛ,-*�)&=J:Ø+0/ e :J=* 7 , \ :J/K)Ö,]3�1�/ 6 ,h9	,�,0B2:Ø*�9�1 5 /-1�=�,-*N) : ,�, 58\ g	a>:sE ,�E<a S22 = 0
E
) 5 ) : ,0BÛ,-*�)�a>:J=d/ 5 ÝX)

687 :Ø*NH3, : /;, : =@1S9�1 5 /-1�=J:<)Ö+R=Ø,R= 9 * D"6�5 9V,�,0B2:Ø*2901 5 /-1�=�3 9�5�: =Ø, 5�: 9 9 *b;n+ : , :P5 *�,^9�1 5 /-1�=J:<)Ö+
:Ø*N)Ö+ D3: 1�=Ø,�E

� ��*Û+0=Ø+0BÛ,-*�)
R
=J:Ø*�+�1�: : ,�*�,d3a, 5 )>3�1�/ � ) : , : ,0=J:Ø+ Mq5 *�+0=Ø+0BÛ,-*N) 6 }�*�1�B2:JW 5 , I 9�5 C ,-*

9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,�a�:sE ,�E<a S23 = 0
E3��*Ã,�T^,�)�a�:J=8/ 5 ÝX) 687 :Ø*�H5, : /;, : =@1^9�1 5 /-1�=J:<)Ö+|=Ø,|= 9 * D�6�5

9	,�,0B2:Ø*49�1 5 /-1�={3 9�5�: 1�)*) : : 6�5 , :|5 *�,S9�1 5 /-1�=J:<)Ö+G:Ø*�)Ö+ D3: 1�=Ø, M 9-,�)'+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 }�*�1�B2:<W 5 ,�a
�C1 : * 9 3�3h12* 6 	 9 /;,-* 6 , :*D e ÄUÎ�Ì 4�g	Ep�F1 6�5 1�=J:<)Ö+
,�T 93: ) ø�58\/6 ,|= 7 1�3�3 :;9 9V,�, f !$3a, : BÛ,�)
6 ,C9 9 *�/*: 6 + : , : S32 = 0

E
§4¬ À �¨8©0¬8¯�° ² ° ô ½�¯ À�²  � ²  ô ²�³t´ ¬8©Xµnmu¨�° ² °2¬ · Àt´ ô ® ô °U¬8©¹ù í ² ©2¯F½�¯ ´ ô ¯F¨ ² ô �¬

� 93: /*W 5 , 6 ,0/IB 9t6 .0=Ø,0/ f !C/q/-12*�/ +0=Ø+0BÛ,-*�) ,-*p9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,X/ 9 *N)I9 9 *�/*: 6 + : +0/0aF=Ø,0/
B[1�) : :J9O,0/ S14

,�)
S24

6 ,�H8:Ø,-*�*�,-*N)�* 5 =J=Ø,0/',�)^= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E É�gL/;, : + 6�5 :<) M =@1A; 93: BÛ, e 08E Ì g	E
{

ẋi = S11zi + S13Dout + S14u

Din = S31zi + S33Dout + S34u

e 08E Ì g
��* : ,0B23�=@1�©�12*N)d3�1 : =Ø,0/�, \ 3 : ,0/*/*: 9 *�/ 6 ,0/G= 9 :J/R9 9 *�/K)-:<) 5 )-:<H3,0/ 6 ,0/�+0=Ø+0BÛ,-*N)-/0a�= 7 +0W 5 1�)-: 9 *e 08E Ì gL/ 7 +09 : :<)".

ẋi = S11φF (xi) + S13φL(Din) + S14u
e
2.8a

g
Din = S31φF (xi) + S33φL(Din) + S34u

e
2.8b

g
�8:
Din

3a, 5 ) � ) : , 9�6 )Ö,-* 5e6 ,q= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.8b g�,-*&; 9 *�9�)-: 9 * 6 , xi ,	) u a�1�= 93: / 6 12*�/R9-,9�1�/ 5 *�, : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 * 687 +�)V1�)�, \ 3�=J:J90:<)Ö,�,0/K)^3 9 /*/*: 6 =Ø,�E�:sE ,�E<a
Din = φD(xi, u)

e 08E Î g
��* : ,0B23�=@1�©�12*N) 6 12*�/I= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.8a g	a 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)C=@1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *Y3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,687 +�)V1�) e 08E Ä 1�g	E

ẋi = S11φF (xi) + S13φL[φD(xi, u)] + S14u
e 08E Ä 1�g

� 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E Ä 1�g : ,03 : +0/;,-*�)Ö, 6 :Ø,-* 5 *�B 9�6 .0=Ø,{* 9 *�=J:Ø*�+�1�: : ,{, \ 3�=J:J90:<)Ö, 6 ,�=@1h; 93: BÛ,
ẋi = F (xi, u)

E
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§4¬8« ²  Â ªF¬ ç � å x�mJn��Vl7P�§9�M� � n � xL�"��x �7P���x��I�]n"�`�Qmåx��{U:P�x¸o-n*P�mL��o:�Sm ¸ U � R7P���x��I� ²*)<��´"¶ � ¸ U"��o	x��o

Din = (I − S33L)−1[S31φF (xi) + S34u]

n`�>m ¸ U � R7P���x��I� ²*)<��³0ò:¶ � n`�Uxsn`�M��

ẋi = [S11 + S13L(I − S33L)−1S31]φF (xi) + [S14 + S13L(I − S33L)−1S34]u
e 08E Ä�Ä g

¤¹¸ U � R7P���x��I� ²*)<��³;³"¶ o-n���o:U"�Un`�M��n�R<�Ä§Ã� � Á�mJn��{�I��måx��{U:P�x¸o-nXnG¦`��måx���x���n¨PT%É�{n?n`��n`�M��o:UVn � nm£P$�)��o�§[n�
ẋi = f(xi) +G(x)u

ä�P��2�qmJn��:Pl���Iñ�mJn"��U�mLU`§[n`�M��� � V��ÔP'§?x � R�n"�$�¥�I�M�Qmåx��{U:P�x¸o-n"�"»�x � n � »QmJn��Vl7P�§9�M� � n¹��n"�`��n`R8o
φFi

(xi)
n"�`�Zmåx��{U:P�x¸o-n"»f�I�h�'�)��xsn`�M��R<�Ã§Ã� � Á�mJnQPT%É�{n^n`�&n`�M��o:U	n^n`��n`�ìU`��P���»Zx � n � » � nRm£PA�)��o�§[n-

ẋi = A(xi)xi +B(x)u

  n`�?��n{�)��o�§[nRn"�`�;�7P�o��sx��`RNmåx�Á�oVn`§[n`�M��x��M��U�o-n"�"��P��M��n��M�IR8o>m£P � U`��n�o�§?x��¼P���x��I� � RIoGP��8y-�`��o�RM� ��?R8o-n�m � nSm£PÂ§ÃP���o	x��Vn
A(xi)

n`�ãR<��x¸måxL��P��M�QmJn��"���¼�	n��¼� � n��:P�R;��P�måx���U � U�o	x���UVn"»¼��o:�"�M�¥�¥U � P��2�qm£P
o:U?�)U�o-n`�{�VnJ°��¥�"��P�o � P�� �I( ��o�§jP�� ���   V�o:�I� ².³;´;´ ë ¶ »Q�Vl ��)<�
§4¬ À �¨8©0¬8¯�° ² ° ô ½�¯ À�²  � ²  ô ²�³t´ ¬8©Xµnmu¨�° ² ° ô « À�´ ô ® ô °U¬8©�ù í ² ©2¯F½�¯ ´ ô ¯F¨ ² ô �¬

�8:
Din

*�,&3g, 5 )X3�1�/ � ) : , 9�6 )Ö,-* 5�M 3�1 : )-: :/6 ,&= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.8b g ,-*ü; 9 *�9�)-: 9 * 6 , xi,�)
u
a 5 *�, : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *h3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)G:JB23�=J:<90:u)Ö, 9�5hD +-*�+ : 1�=J:J/;+-,C3a, 5 )S1�= 93: / � ) : ,

6 + 6�5 :<)Ö,�Eg��*#* 9 )V12*�) θ = Din
a�= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E É�gL/ 7 +09 : :<)".

{

ẋi = F (xi, θ, u)

0 = g(xi, θ, u)

e 08E Ä 0�g
�%,0/4/K}8/K)-.0BÛ,0/ 6 +09 : :u)V/[3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E Ä 0�gX/ 9 *�)&1�3�3a,0=Ø+0/4/K}8/K)-.0BÛ,0/{* 9 *$=J:Ø*�+�1�: : ,0/

6 ,0/*9 : :J3b)Ö, 5�: / 9�5�D +-*�+ : 1�=J:J/;+0/0E�%,+B � BÛ,A9�1�/ 6 ,AO D�5�: ,+/;,?3 : +0/;,-*�)Ö,?W 5 12* 6ç6 ,0/�+0=Ø+0BÛ,-*�)-/�,-*�9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,+/ 5�6 �
/*:J/K)Ö,-*�)C1�3 : .0/S= 7 1�3�3�=<:J9�1�)-: 9 * 6 ,+=@123 :;9 9-+ 6�5�: , 687 1�T^,09�)V1�)-: 9 * 6 ,A9�1 5 /-1�=J:<)Ö+A:Ø*�)Ö+ D3: 1�=Ø,I3 : +�;n+	�
: ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,�E �F1r/K) :*5 9�) 5�: , 6 , 7M9 *�9�)-: 9 * ,0/K)X1�= 93: /I9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/;+-,43�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E É�g	EW�8: 9 *,-*�H8:J/-1 D ,CW 5 ,I=Ø,0/�+0=Ø+0BÛ,-*�)-/�,-*r9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-, *�,C/ 9 *�)G3�1�/d=J:Ø+0/d1 58\ / 9�5�: 9-,0/ e S33 = 0

g
,�)�,-*])Ö,-*�12*�)C9 9 B23b)Ö, 6 ,0/q,�}83 9 )-,�.0/;,0/C/*:JB23�=J:uO�9�1�) : :<9-,0/0aZ1�= 93: /^= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E É�gd/;, : + 6�5 :<)
M .
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ẋi = S11zi + S12ẋd + S13Dout + S14u

zd = S21zi

Din = S31zi + S33Dout + S34u

e 08E Ä É�g
�b12*�/d3a, : )Ö, 6 , D +-*�+ : 1�=J:<)Ö+�a 9 *�3a, 5 )^/ 5 3�3 9 /;, : W 5 , S21

,0/K) 5 *�,CB[1�) : :J9-, M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/
9 9 *�/K)V12*�)-/0Ea��,C=@1 3ème : ,0=@1�)-: 9 * 6 ,C= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.6a g|:J={H8:Ø,-*�) .

xd = φ−1
Fd

(zd)

��* 6 + : :<H�12*�)d9-,�)*)Ö, 6 , : *�:J. : , : ,0=J1�)-: 9 *&3�1 :�: 1�3�3 93: )^1 5 )Ö,0B23�/0a 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)".
ẋd =

∂φ−1
Fd

(zd)

∂zd
S21

∂φFi
(xi)

∂xi
.ẋi

e 08E Ä ÊNg
�8:I=@1�B[1�) : :J9-, S21

* 7 ,0/K)�3�1�/ M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/]9 9 *�/K)V12*�)-/0a�,0=J=Ø,�*�,p;�1�:<)rW 587 :Ø*N) :;9t6�5 : : ,
687 1 5 ) : ,0/A)Ö, : BÛ,0/ 6 +03a,-* 6 12*�) 6 , ẋi 6 12*�/+= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E Ä Ê�g	EW�S12*�/+=Ø,49�1�/ 9�� =Ø,2H3,09�)Ö, 5�:
Din

3a, 5 ) � ) : , 9�6 )Ö,-* 5 ,-*�; 9 *�9�)-: 9 * 6 , xi ,�) u aÒ+0W 5 1�)-: 9 * e 08E Î g�,�)�,-* : ,0B23�=@1�©�12*�)R3�1 : =Ø,0/= 9 :J/C9 9 *�/K)V:u) 5 )-:<H3,0/ 6 ,0/�+0=Ø+0BÛ,-*�)-/0a 5 *�, +0W 5 1�)-: 9 * 687 +�)V1�)+:JB23�=J:<90:u)Ö, 6 +09 9�5 =Ø, 6 ,[= 7 +0W 5 1�)-: 9 *e 08E Ä É�g	E
[

I − S12

∂φ−1
Fd

(zd)

∂zd
S21

∂φFi
(xi)

∂xi

]

ẋi = S11φF (xi) + S13φL[φD(xi, u)] + S14u
e 08E Ä 4�g

�%,�/K}8/*)-.0B�,hB 9�6 +0=J:</;+&3�1 : = 7 +0W 5 1�)V: 9 * e 08E Ä 4�g�,0/K) ,-* D +-*�+ : 1�=d:<B23�=J:<90:<)Ö,{,�)[3 : ,-* 6 =@1
; 93: BÛ,�.

W (xi)ẋi = φI(xi, u)��*Û+�H 9 W 5 12*N)|=Ø,L)-,�+ 93: .0BÛ, 6 ,0/P; 9 *�9�)-: 9 *�/P:JB23�=J:<90:u)Ö,0/0a�9-, 6 , : *�:Ø, : 3g, 5 ) � ) : ,d= 9 9�1�=Ø,0BÛ,-*�)
) : 12*�/K; 93: BÛ+�,-* 5 *2B 9t6 .0=Ø,�, \ 3�=J:J90:<)Ö, 6 ,d=@1G; 93: BÛ, e 08E Ä Æ�gt/*:�=@1SB[1�) : :J9-, W (xi)

,0/K) : + D�5 =<:J. : ,
6 12*�/ 5 *r/ 9�5 / 6�9 B[1�:Ø*�, 6 ,C= 7 ,0/*3�1�9-, 687 +�)V1�)�E

ẋi = F (xi, u)
e 08E Ä Æ�g
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�S12*�/>=Ø,d9�1�/ 6 ,0/>B 9�6 .0=Ø,0/ f !q/P=J:Ø*�+�1�: : ,0/Q/-12*�/�+0=Ø+0BÛ,-*N)�,-*[9�1 5 /-1�=<:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,�,�) M 9 9 ,�;@�

O�90:Ø,-*�)-/Q9 9 *�/K)V12*�)-/0a�=Ø,0/�9V,�1�B23�/ 6 ,L/K) 9 9V��1 D ,',�) 6 , 6 :J/*/*:J3�1�)-: 9 *A/ 9 *N) 6 +09 : :<)-/Q3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 *e
2.6b

g	Eg�F1+H3, : /*: 9 * 6 +�H3,0= 9 3�3a+-, 6 ,C= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E É�g|/;,I/*:JB23�=J:uOÒ, M .
ẋi = S11zi + S13Dout + S14u

e
2.17a

g
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Din = S31zi + S33Dout + S34u
e
2.17b

g
� 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/ +0W 5 1�)-: 9 *�/ e 2.6b g	a e 2.17a g�,�) e 2.17b gG3a, 5 H3,-*�) � ) : , : + 6�5 :<)Ö,0/ M&5 *�,: ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *$3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�)�E���,090:�*�+09-,0/*/*:<)Ö,]W 5 ,]=Ø,0/XH3,09�)Ö, 5�: / Din

a
Dout

,�)
zi6�9 :<H3,-*�) � ) : ,"+0=J:JB2: *�+0/0EÒ��* 9�6 )-:Ø,-*�)^1�= 93: /�.

ẋi = [S11 + S13L(I − S33L)−1S31]Fixi + [S14 + S13L(I − S33L)−1S34]u
e 08E Ä È�g

� 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E Ä È�g�,0/K)^/ 9�5 /d=@1+; 93: BÛ,S90=@1�/*/*:JW 5 , ẋi = Axi +Bu 6 :<)Ö, 6 ,I�C1�=JB[12*ZE�S12*�/G=Ø,I9�1�/ 9�� =Ø,IB 9�6 .0=Ø,I9 9 *�)-:Ø,-*�) 6 ,�/�+0=Ø+0BÛ,-*�)-/�,-*]9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,+1UH3,09A= 7 ,N}83 9 �
)-,�.0/;,

S24 = 0
e 3�1�/ 687 +0=Ø+0BÛ,O*N)-/�,-*j9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,?=J:Ø+0/ 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)I1 58\ / 9�5�: 9-,0/Vg	a�=@1

H3, : /*: 9 * 6 +�H3,0= 9 3�3a+-, 6 ,C= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E É�g 6 ,�H8:Ø,-*�) .
ẋi = S11zi + S12ẋd + S13Dout + S14u

e 08E ÄUÎ 1�g
zd = S21zi

e 08E ÄUÎ 6 g
Din = S31zi + S33Dout + S34u

e 08E ÄUÎ 9Ug
��,C= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.6b g�,�) e 08E ÄUÎ g	a�:J=Z/ 5 :<)".

ẋd = −F−1
d St12Fixi

e 08Eu021�g
� 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/�+0W 5 1�)V: 9 *�/ e 08Eu021�g	a e 08E ÄUÎ g/,�) e 08E ÄUÎ gI3a, 5 ) � ) : , : + 6�5 :<) M]5 *�, : ,03 : +	�

/;,-*�)V1�)-: 9 *�3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�)�E���,090:�*�+09-,0/*/*:<)Ö,&W 5 ,&=Ø,0/AH3,09�)Ö, 5�: / Din
a
Dout

,�)
z
/ 9 :Ø,-*�)+0=J:JBX:Ø*�+0/0ab3 9�5�:'6�9 *�*�, : .

ẋi = [I + S12F
−1
d St12Fi]

−1[S11 + S13L(I − S33L)−1S31]Fixi

+[S14 + S13L(I − S33L)−1S34]u

e 08Eu0 Ä g
��,CB 9�6 .0=Ø,�,0/K)G1 5 /*/*:F/ 9�5 /d=@1+; 93: BÛ,S/K)V12* 6 1 :;6 ẋi = Axi +Bu

E
§4¬ À �¨8©0¬8¯�° ² ° ô ½�¯ À�²  � ²  ô ²�³t´ ¬8©Xµnmu¨�° ² ° ô « À�´ ô ® ô °U¬8©�ù í ² © ´ ô ¯F¨ ² ô �¬

�S12*�/[=Ø,�9�1�/ 9�� Din

*�,r3a, 5 )[3�1�/ � ) : , 9�6 )Ö,-* 5ÒM 3�1 : )-: :�6 ,r= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 2.17b gÃ,-*; 9 *�9�)-: 9 * 6 , xi ,�) u a 5 *�, : ,03 : +0/;,-*N)V1�)-: 9 *�3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)q:JB23�=J:<90:u)Ö, 9�5�D +-*�+ : 1�=J:J/;+-,3g, 5 )d1�= 93: / � ) : , 6 + 6�5 :<)Ö,�E���*43 9 /-12*�) X = [xti, D
t
in]

t ,�) M 3�1 : )-: :�6 ,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/ e 2.17a g
,�)e
2.17b

g 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)".
EẊi = AX +Bu

e 08Eu030�g
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��,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/d9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/K)-:JW 5 ,0/d/ 9 *�) : ,03 : +0/;,-*�)Ö+-,0/G3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E Ê�É�g	E

e1 = me2 f2 = mf1

e 08E Ê�É�g
�%, 5�: / 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/L/ 9 *�) .

{

de1 = e2dm+mde2

df2 = f1dm+mdf1

e 08E Ê�ÊNg
��,0/'+0W 5 1�)-: 9 *�/L/ 5�D�D . : ,O*N) 6 ,S9 9 *�/K) :*5 : : ,G=Ø,GB 9�6 .0=Ø, f !���,-*�1 5�D BÛ,-*�)V12*�)L=Ø,^) : 12*�/��
; 93: B[1�)Ö, 5�: :Ø*�:<)-:J1�= 687 5 *�,&/ 9�5�: 9-, 687 ,�T 93: )XB 9�6�5 =Ø+-, 687 5 *�9 9 )Ô+{,�) 687 5 *�,�/ 9�5�: 9-, 6 ,
ø�58\ B 9t6�5 =Ø+-, 6 ,C= 7 1 5 ) : ,�abO D�5�: ,/08E Ä É8E

de1

df1

Ä

�c��,�. −e2dm

d�E<Em

�c�N;�.
f1dm

1 de2

df2

�������^08E Ä É � � 9�6 .0=Ø, f !�� 687 5 *�) : 12*�/K; 93: B[1�)Ö, 5�:RM?ø�58\e: ,-*�) : 12*N)

� o:P��<�?�)��o`§jP���n`R8oJ§Ã� � R8m£U MTF
��n?¢9��o��>o-n`�M��oGP��M�

� 9 :<)d=Ø,S) : 12*�/K; 93: B[1�)Ö, 5�: B 9t6�5 =Ø+ : ,03 : +0/;,-*�)Ö+CO D�5�: , e 08E Ä ÊNg	E

e1

f1

�#d�E<Em e2

f2

�������^08E Ä Ê �  : 12*�/K; 93: B[1�)Ö, 5�: B 9t6�5 =Ø+ M ,�T 93: ) : ,-*N) : 12*�)
��,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/d9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/K)-:JW 5 ,0/d/ 7 +09 : :<H3,-*�)/.

e2 =
1

m
e1 f1 =

1

m
f2�%, 5�: / 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/ 9 *�)^3 9�5�: , \ 3 : ,0/*/*: 9 *Za�= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 08E Êt4�g	E

{

de2 = 1
m
de1 − e1

m2dm

df1 = 1
m
df2 − f2

m2dm

e 08E Êt4�g
��,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/d/ 5�D�D . : ,-*�) 6 ,I9 9 *�/K) :*5 : : ,C=Ø,CB 9t6 .0=Ø, f !�� ,-*]1 5�D BÛ,-*�)V12*�)^=Ø, D } : 1��
)Ö, 5�: :Ø*�:<)-:@1�={3�1 :R5 *�,I/ 9�5�: 9-, 6 , ø�58\ B 9t6�5 =Ø+-, 6 ,C9V,�1�W 5 ,I9 9 )Ö+�a�O D�5�: , e 08E Ä 4�g	E
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de1

df1

1

¹ªº�»�¼ f2
m2 dm

d�E<Em

¹ªº`½;¼− e1
m2 dm

Ä de2

df2

�������^08E Ä 4 � � 9�6 .0=Ø, f !�� 687 5 *�) : 12*�/K; 93: B[1�)Ö, 5�:dM+ø�58\ ,-*�) : 12*N)

��*jB 9�6 .0=Ø, f !�� 3a, 5 ) � ) : ,21 5 /-/*:�9 9 *�/K) :-5 :u)C3 9�5�: =Ø,0/q/ 9�5�: 9-,0/ 687 ,�T 93: )",�) 6 , ø�58\
B 9t6�5 =Ø+-,0/0EF� 9 *�/*: 6 + :;9 *�/ 5 *�,P/ 9�5�: 9-, 687 ,�T 93: ) MSe : Γ(η)

B 9�6�5 =Ø+-,�3�1 :�5 *�,QH�1 : :@1 6 =Ø,
η
3�1 : , \ ,0BX3�=Ø,�E��S12*�/R9-,S9�1�/0a�= 7 ,�T 93: )|; 9�5�: *�:�3�1 : =@1I/ 9�5�: 9-,q/ 7 +09 : :<)�. e = Γ(η)

a 687 9��
de = ∂Γ

∂η
dη
EW��,&=@1hB � BÛ,4B[12*�:J. : ,�a 9 *ü3g, 5 )X9 9 *�/K) :*5 : : , 5 *üB 9�6 .0=Ø, f !�� 687 5 *�,

/ 9�5�: 9-, 6 , ø�58\ B 9�6�5 =Ø+-,�E�F1CB2:</Ö,�,-* 9 , 5 H : ,^3 : 1�)-:JW 5 , 6 ,d=@1q9 9 *�/K) :*5 9�)-: 9 * 687 5 *2B 9�6 .0=Ø, f !���,0/K) : ,0=@1�)-:<H5,0BÛ,-*�)
/*:JB23�=Ø,�E���*�,�T^,�)�aR9 9 B2BÛ,�=@1�9 9 *�/K) :*5 9�)-: 9 * 6 ,0/�/ 9�5 /���B 9�6 .0=Ø,0/ f !��P/ 6 ,0/r9 9 BX3 9 /-12*�)-/
=J:Ø*�+�1�: : ,0/ ,0/K)�:JB2BÛ+ 6 :@1�)Ö,�a>:J=G/ 5 ÝX) 6�9 *�9 6 ,�/ 7 9 909 5 3a, :e6 ,0/&9 9 B23 9 /-12*�)-/�* 9 *Ò=J:Ø*�+�1�: : ,0/0E�S12*�/A=Ø,2/;,09�)-: 9 *�08E ÉbE Ê�a&* 9�5 /+1�=J= 9 *�/IB 9 *N) : , : 9 9 B2BÛ,-*�)A9 9 *�/K) :*5 : : ,[=Ø,2B 9t6 .0=Ø, f !�� 6�5
B 9 )Ö, 5�:?M 9 9�5�: 12*N)X9 9 *�)-:Ø* 5�M , \ 90:<)V1�)-: 9 *ü/;+ : :Ø,�atH 9 : : 1 5 /-/*:�)d9V,�: : ,�)G1�=sE e 02131�É�gI3 9�5�: =@1
9 9 *�/K) :*5 9�)-: 9 * 6�5 B 9�6 .0=Ø, f !�� 6�5 B 9 )Ö, 5�: /K}�*�9	, :;9 *�,I/-1�:J=J=@1p*N) M 1�:JB[12*N)L3a, : B[12*�,-*�)�E� 9 B2BÛ,e* 9�5 /41�=J= 9 *�/X=Ø,�H 9 : : aQ:J=�,0/K)&1 5 /*/*:^3 9 /*/*: 6 =Ø, 687 1�3�3�=J:JW 5 , :X5 *�, : . D =Ø, 6 , D 1�:Ø*
/ 5�: 9-,�)�}83a, 6 ,jB 9t6 .0=Ø,0/ D3:-c 9-,�* 9 )V1�B2BÛ,-*�) M = 7 :Ø*�) :;9�6�5 9�)-: 9 * 6 ,�=@1¾* 9 )-: 9 * 687 12*�*�,�1 5f ! * 9 *�9 9 B2B 5 )V1�)-:<;�EQ_�1 : 1�:J=J= , 5�: /0aQ= 7 1 7M9�5 ) 6 ,0/ +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ R 6 :J/*9 5 )Ö+h90:u� 6 ,0/*/ 5 / ,�)4W 5 :
: ,03 : +0/;,-*�)Ö,2= 7 ,�T^,�) 6 ,?=@1 : . D =Ø, 6 ,?B 5 =u)V:<3�=<:<9�1�)-: 9 * 6 12*�/q= 7 12*�*�,�1 5 * 9 *j9 9 B2B 5 )V1�)-:<; C∞[s]3g, : BÛ,�) 687 1�3�3�=J:JW 5 , :'6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)^9-,�)*)Ö, : . D =Ø, 6 , D 1�:Ø*&/ 5�: =Ø,0/dB 9�6 .0= ,0/ f !��Q/�E

úÂX3¾ ¿Äk�� cE�<�hk-c�ZFÀÂÁ¦?��ìüÂÃ�ÿ¡c;��e<�Ä�ª?��ÅD�?�ada Z]\fc*\�^�Æ`�
� 7 9�687 ,09�)-:<; 6 ,C9-,�)*)Ö,q/;,09�)-: 9 *e,0/K) 6 ,q3 :;9 3 9 /;, :'6 ,"* 9�5 H3,�1 58\e9�5 )-:J=J/ f !¡3g, : BÛ,�)*)V12*N) 6 ,

)Ö,-*�: : 9 9 B23b)Ö, 6 ,R= 7 1�/*3a,09�)
* 9 *X9 9 B2B 5 )V1�)-:<;�W 5 :�/ 5�: H8:Ø,-*�) 6 12*�/Q=Ø,R9�1�/ 6 ,0/PB 9�6 .0= ,0/ f !ÒH�1��
: :@1�)-: 9 *�*�,0=J/Q3 : +0/;,-*�)Ö+0/|90:u� 6 ,0/*/ 5 /0ab1�:Ø*�/*:�W 5 , 6 ,0/|B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/
* 9 *2=J:Ø*�+�1�: : ,0/Q3 9 =<}�*�~�B2:@1 58\+�) 5�6 :Ø+0/^1 5 9	,ZEa48E
_ 9�5�: 1�)*)Ö,0:Ø* 6�: ,I9-,�) 9�6b7 ,09�)-:<;�aÒ* 9�5 /S1�=J= 9 *�/�, \ 3�= 9 :<)Ö, :d5 *h9-, : )V1�:Ø*#* 9 B 6�: , 6 , : +0/ 5 =<)V1�)-/

6 ,C=@1A)-,�+ 93: :Ø, 6 ,0/ D3: 1�3�,�,0/ M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/�* 9 *�9 9 *�/K)V12*N)-/0E� 9�5 /C1�=J= 9 *�/ 687 1 6a93:;6ç6 +�OÒ*�: : =@1 * 9 )-: 9 * 687 12*�*�,�1 5j6a9 * 6�D3: 1�3�,ç* 9 *�9 9 B2B 5 )V1�)-:<;QW 5 :
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H�1�* 9�5 /R3g, : BÛ,�)*) : , 6 ,q9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/;, : =Ø,0/ f !��P/L3 5 :J/L3 :;9 3 9 /;, :L5 *�,�* 9�5 H3,0=J=Ø, : . D =Ø, 6 , D 1�:Ø*
9 9 *�* 5 ,C/ 9�5 /^=Ø,�* 9 B 6 ,I=@1Ã	d. D =Ø, 6 , 	d:Ø, D =Ø,S3 9�5�: 9-,q)�}83a, 6 , f !��+E��,�)*)Ö, : . D =Ø, 6 , D 1�:Ø*�1 +�)Ö+ 5 )-:J=J:</;+-,h1�H5,09h/ 5 9090.0/�1 58\�6 : D3: 1�3�,�,0/ 6 12*�/0a�)R9	,�: : ,�)G1�=sEe 02131�Ê�g|3 5 :J/d1 58\ f !q/ 6 12*�/�)R9	,�: : 12* 6 � 5 , 5�: e 0213154 6 g	E
�Qn?Æ-n�m ~ }9}9u�~oÈ���u{�bÙAt7~A|Jp9u�x

� 7 1�= D . 6�: ,Û,0/K) 5 * 9�5 )-:J=Q:JB23 93: )V12*�)I3 9�5�: =@1 : +0/ 9 = 5 )V: 9 * 6 ,0/A3 :;9�6 =J.0BÛ,0/I3 : 1�)-:JW 5 ,0/ 6 ,
B[1�)-,�+0B[1�)-:<W 5 ,0/0E^�Q=J=Ø,A3g, : BÛ,�)�,-*�3�1 : )-:J9 5 =J: , :�687 +�H8: 6 , : =Ø,0/ : +03g+�)-: 9 *�/0a{=Ø,0/S3 : , 5 H3,0/ 9�5 =Ø,0/
6 +�OÒ*�:<)-: 9 *�/4:Ø*�)Ö, : B2:Ø*�1 6 = ,0/ 9�� /;, 5 =Ø,0BÛ,-*�) 6 ,0/�9V,�12* D ,0BÛ,-*N)-/&/ 5�6 )-:J=Ø,0/&/;,j/ 9 *�)�3 :;9�6�5 :<)-/
6 12*�/?=Ø,&3 :;9�6 =J.0BÛ, M�: +0/ 9�5�6�: ,�E
�%,0/ D3: 1�3�,�,0/X3a, 5 H3,-*�) 7M9�5 , : =Ø,&B � BÛ, : ~�=Ø,[H8:J/ 5 ,0= 6 12*�/
=@12)-,�+ 93: :Ø,+9 9 B 6 :Ø*�1�) 9 : : , 6 ,0/I12*�*�,�1 58\ E%��*�,�T^,�)�aZ=Ø,0/ 9 3g+ : 1�)-: 9 *�/�+0=Ø+0BÛ,-*N)V1�: : ,0/ ” + ” 9�5
”.”
9 93:;: ,0/*3 9 * 6 ,-*�) 6 12*�/G=Ø,C/;,-*�/ 6 ,I=@1?)-,�+ 93: :Ø, 6 ,0/G/K}8/K)-.0BÛ,0/ MÛ6 ,0/ : + 6�5 9�)-: 9 *�/G/;+ : :Ø,0/ 9�5

3�1 : 1�=J=<.0=Ø,0/ : ,0/*3a,09�)-:<H3,0BÛ,-*�)�a�O D�5�: ,/08E Ä ÆbE

⇐⇒

⇐⇒

A

A

B

B

A+B

BA

�������g08E Ä Æ � 	�+ 6�5 9�)-: 9 *�/R/;+ : :Ø,�,�)d3�1 : 1�=J=J.0= ,G9 93:;: ,0/*3 9 * 6 12*�) M = 7 1 6�6 :<)-: 9 * ,�)d=@1+B 5 =<)-:J3�=<:<9�1��)-: 9 *
��*�,&1 5 ) : ,43 :;9 3 : :Ø+�)Ö+[9 9 *�* 5 ,{,0/K) 9�6 /;, : H3+-,&3�1 : =@1h/*:JB23�=Ø, : + 6�5 9�)-: 9 *�3�1 :A6a9�5 90=@1 D ,�a

O D�5�: ,"08E Ä�Ì Eg��,0=J=Ø,	��90:a,-*�) : 1�o *�,S= 7 9�6 )Ö,-*N)-: 9 * 687 5 *�,q:Ø*NH3, : /;, 6 ,q=@1I; 93: BÛ, (1−A)−1 W 5 :Z9 93: �
: ,0/*3 9 * 6 1 5 W 5 1�/*:u��:Ø*NH3, : /;,",-*h1�= D . 6�: ,�E

⇐⇒B

A

(1 − A)−1B

�������^08E Ä�Ì � 	�+ 6�5 9�)-: 9 *�3�1 :d6g9�5 90=@1 D ,q9 93:;: ,0/*3 9 * 6 12*�)S1 5 W 5 1�/*:u��:Ø*�H5, : /;,

��*�,C1 5 ) : ,q: 6 ,-*N)-:<)Ö+�,0/K)d=@1 6 :J/K) : : 6�5 )-: 9 * M+D 1 5 9V,�,�. A(B +C) = AB +AC
W 5 :Z3a, 5 )

1�H 9 : : = 7 :Ø*�)Ö, : 3 : +�)V1�)-: 9 * D3: 1�3�,�:JW 5 ,/08E Ä È8E
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⇐⇒
A

A

A

B

B

C
C

�������a08E Ä È � ��*�)Ö, : 3 : +�)V1�)-: 9 * D3: 1�3�,�:JW 5 , 6 ,I=J1 6 :J/K) : : 6�5 )-: 9 * MXD 1 5 9V,�,
� 9�5 /G1�H 9 *�/G1 5 /*/*:sa�= 7 : 6 ,-*�)-:<)Ö+Ã. A(1 − BA)−1 = (1 − AB)−1A

1�}N12*�)G3 9�5�: :Ø*�)Ö, : 3 : +	�
)V1�)-: 9 * D3: 1�3�,�:JW 5 , 08E ÄUÎ E

⇐⇒
A
A

A
A BB

11

�������a08E ÄUÎ � �QW 5 :<H�1�=Ø,-*�9-, D3: 1�3�,�:JW 5 , 6 ,C= 7 : 6 ,-*N)-:<)Ö+ A(1 −BA)−1 = (1 − AB)−1A

��,0/ 9 3a+ : 1�)-: 9 *�/�+0=Ø+�BÛ,-*N)V1�: : ,0/d/ 9 *�)^) : .0/ 5 )-:J=Ø,0/ 6 12*�/^=@1+)-,�+ 93: :Ø, 6 ,0/ D3: 1�3�,�,0/0E^��,0/�* 9 �
)-: 9 *�/L; 9 *�)d= 7 9�6b7 ,	) 6�5 3�1 : 1 D3: 1�3�,�,q/ 5 :<H�12*�)�E
�Qn?Æ-n�� ¦ t7~A|Jp9u�xÈÇ y{sQu/É y^�.u�}��bv9~o}9xÉÈ9} ~o}9}9u�~oÈÄÊqt7Þ�Ù
�.uôv9u����.u�Ù
�.u

��*�12*�*�,�1 5�D3: 1�3�,�, G / 5�:?5 *�12*�*�,�1 5 R ,0/K) 5 *�	L��B 9�6�5 =Ø, M : ,03 : +0/;,-*�)Ö+r3�1 :+5 *,-*�/;,0B 6 =Ø, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/L=J:Ø*�+�1�: : ,0/ 6 ,S=@1C; 93: BÛ, e 08E Ê�Æ�g	a 9�� =Ø,0/ aij a ai0 / 9 *�) 6 12*�/ R ,�)
ηi
a
ηj,�)

η0

/ 9 *�) 6 12*�/ M a�_Q=J:@1�B e ÄUÎ È Î g	E

ηi =
n∑

j=1

aijηj + ai0η0

e 08E Ê�Æ�g
��)V12*�) 6�9 *�*�+ 5 */* 9 , 5�6 / 9�5�: 9-, η0

,�) 5 *�* 9 , 5�6 3 5 :<)-/ ηn a�:J=t,0/K)�3 9 /*/*: 6 =Ø,>/ 9�5 /t9-, : )V1�:Ø*�,0/9 9 * 6 :<)-: 9 *�/ 687 9�6 )Ö,-*�: :d5 *�, : ,0=@1�)-: 9 * 6 ,I=@1+; 93: BÛ, e 08E Ê Ì g	a�9 9 *�* 5 ,I/ 9�5 /�* 9 B 6 ,I=@1+; 93: B 5 =Ø,
6 , D 1�:Ø*ZE

ηn = Tη0

e 08E Ê Ì g
)�3�1 : )-: :�6 ,0/R) : 1�H�1 58\�6 ,A�h1�/ 9 *Za��h1�/ 9 * e ÄUÎ 4�Æ�g|/ 5�: =Ø,0/ D3: 1�3�,�,0/R/*9�1�=@1�: : ,0/0a�:sE ,�E<a R ≡

R
a 5 *�,h; 93: B 5 =Ø, 6 , D 1�:Ø*Ò1¾+�)Ö+ 6 +�H5,0= 9 3�3g+-,j3 9�5�: =Ø,0/ D3: 1�3�,�,0/&/ 5�: 12*�*�,�1 58\�9�5 9 93: 3�/
9 9 B2B 5 )V1�)-:u;`/0Er�8:|= 7 12*�*�,�1 5 R ,0/K)Ã* 9 *ü9 9 BXB 5 )V1�)-:u;�aF9-,�)*)Ö, : . D =Ø, * 7 ,0/K)?3�= 5 /AH�1�=J: 6 ,�Er��*�,
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: . D =Ø,X3�= 5 / D +-*�+ : 1�=Ø,29 9 *�* 5 ,[/ 9�5 /A=Ø,�* 9 B 6 ,2=@1 : . D =Ø, 6 ,{	d:Ø, D =Ø,Ã,0/K)?1�= 93: / 5 )V:<=J:J/;+-,�E ��,0/
6 , 58\e: . D =Ø,0/d/ 9 *�) : 1�3�3a,0=Ø+O,0/^90:u� 6 ,0/*/ 9�5 /0E
Ä Ed§ ¶ º ´ ¬hµF¬ ï ² ©0½�¯��|,�,-* e ÄUÎ�Ì Æ�g
_ 9�5�:P5 *[12*�*�,�1 52D3: 1�3�,�,d/ 5�:P5 *29 93: 3�/ 9�525 *[12*�*�,�1 5 9 9 B2B 5 )V1�)-:<;�a�= 7 , \ 3 : ,0/*/*: 9 * 6�5
D 1�:Ø*e,0/K) 6�9 *�*�+-,I3�1 : e 08E Ê�È�g	E

T =
1

∆

∑

k∈H

∆kTk
e 08E Ê�È�g

H
,0/K)G= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/d9	,�,0B2:Ø*�/',-*�) : ,I=Ø,0/'* 9 , 5�6 / u0

,�)
un
a
∆
,0/K) 6 +�OÒ*�:�3�1 : .

∆ = 1 −
∑

Li +
∑

LiLj − ....,

9�� =@1X/ 9 B2BÛ,",0/K)q3 : :J/;,I/ 5�:�6 ,0/G9�}890=Ø,0/ 6 :J/ 7M9 :Ø*�)-/0E ∆k
,0/K) 6 +�OÒ*�:�9 9 B2BÛ, ∆

3 9�5�: =Ø,
/ 9�5 /�� D3: 1�3�,�,{*�,4) 9�5 9V,�12*�)?3�1�/?=Ø, kème 9	,�,0B2:Ø*ZE Tk ,0/K)X=Ø,[3 :;9�6�5 :<) 6 ,0/ D 1�:Ø*�/ 6 ,0/1 : 9�/^= ,q= 9 * D�6�5 kème 9	,�,�B2:Ø*ZaÒ,�)d=Ø,0/ Li / 9 *�)^=Ø,0/ D 1�:Ø*�/ 6 ,0/^9�}890=Ø,0/0E��,�)*)Ô, : . D =Ø,S1/+�)Ö+ 6 + 7*M 1 6 1�3b)Ö+-,q1 58\ f !q/ 6 12*�/ f 93: *�,",	)G1�=sE e ÄUÎ�Î 0�g	E�� 9 :Ø,-*N) u ,�) y= ,0/�H�1 : :@1 6 =Ø,0/�9V, 9 :J/*:Ø,0/ : ,0/*3a,09�)-:<H3,0BÛ,-*�)>9 9 B2BÛ,�,-*�) : +-,�,�)Q9 9 B2BÛ,L/ 93: )-:Ø,�E3��1 : ,�=@1�)-: 9 *,O*N) : +-,	��/ 93: )-:Ø,q/ 7 , \ 3 : :JBÛ,�aÒ,-*#* 9 )V12*�) s = 7 9 3a+ : 1�)Ö, 5�:'6 , 6 + : :<H�1�)V: 9 * d

dt

a

y(t)

u(t)
=

∑

i Ti(s)Di(s)

D(s)

e 08E Ê Î g
1�H3,09�.

D(s) = 1 −
∑

i

Bi −
∑

i

BiBj −
∑

i

BiBjBk − ...

� ∑
iBi

.{/ 9 B2BÛ, 6 ,0/ D 1�:Ø*�/ 6 ,0/ 6a9�5 90=Ø,0/q9�1 5 /-1�=Ø,0/�,-*�) : , 6 , 58\ +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ R,C 9�5
I
E

� ∑
iBiBj
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, dpJ)
t = (dy1, dy2)

t �
)G3�3�=J:J9�1�)-: 9 *�1 5#6 : D3: 1�3�,�,SH�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0= 6�5 �c�'������+03�1 : +O,æ ��P��M� � �I�M�{U � R�njm£P��)��o�§�R8mJn � nhy;P�x�� � n]wRxsnzy�mJnèP U`��Ujx���x���x?P�m<n`§4n`�7�?x��M��o"� � R8x���n
� P��2�+mJnÃ�:P � o-n � n"�Iy�oGP���l�n"�"»Lx¸mQn"�`�9P�mL��o:�¨�¼P��?R8o-n�m � nÃ�"�I§�§[n`�{�Vn�o¨��m ¸ P��;��måx � R�n�o¹�`R8omJn � x<y�oGP���l�n�Pl�"�¥�¥��x�U�P�R pz Q  � å U��7P�o:UVn �Q  n � x<y�oGP���l�n-��n`R<�'�`��o-nj�"�I�2�`��o�R8x�� � n � n`R�¦�`P,ÏI�I�2�ÃU � R8x��IP�mJn`�M��n"�"»9�Â�7P�o���x¸o � RÄ§Ã� � Á�mJn��EGÂSô�IR �hm ¸ P�x � n � n"�]U � R7P���x��I�2� � ¸ U`��P��� U�o	x���UVn"� � n��Vn � n�o���xsn�o*§Ã� � Á�mJnd�EGÂS �
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1

. .

1

1

Se : dva

MSe : dve

MSe : dva

I : LaR : Ra

I : Le

R : Re

GY

I : J R : b

kLeie

Se : −dτ

dω

die

dia

MSe : −kLeωdie MSe : kLeiadie

Df2 : dy2

Df1 : dy1

�������^08Eu0�É � � 9�6 .0=Ø, f !�� 6�5 �c�'������+�3�1 : +-,
O-�IR8o��M�IR<����x¸oãP��;��måx � R�n�o � x¸o-n"�`��n`§[n`�M�Im£P�o:Ázy�mJn � n�wRxsnzy�mJn"»Â�I� �IPb�VlM��xL��x¸oî�"�I§�§[n
�IP�o	x?P;�0mJn"�]Pl�"�¥�¥��x�UVn"�]P�R�¦q�{�Un`R � �"»Gm£P � U�o	x���UVn¹�7P�o2oGP��;�M��o��*P�R ��n`§9�M� � n"�Ã�IP�o	x?P;�0mJn"�
� ¸ U`�{n�osy�xsn � R8x$�"��o	o-n"���M�I� � n`�M�Q��m ¸ n?¢9��o��9�IRÄP�RI·�R�¦qP�R�¦qU�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�"»�º �y�R8o-n )<�+) s �

du1 = dve

du2 = dva

s−111

1

s−1

−Re

Le
s−1

k
La
x2s
−1

− k
J
x3s
−1

−Ra

La
s−1

k
La
x1s
−1

− k
J
x1s
−1

k
La
x2s
−1

− b
J
s−1

dy2

dy1
dẋ1

dẋ2

dẋ3

2

3

�������^08Eu0�Ê � �G: D3: 1�3�,�,C1�/*/ 9 90:Ø+I1 5 B 9�6 .0=Ø, f !�� 6�5 �c�'������+�3�1 : +-,
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�ô�7P�o���x¸o � n¨�Vn � x<y�o:P���l�n"»��I�j��n`R<�o����x¸o���m£P�x¸o-n`§[n`�M� � R�nCmJn"�^y;P�x��<� ² �"�MU�oGP���n`R8o:� ¶ � n"�P�o:�"�9P`�;�7P�o���xsn`�M�{n`�M�ö��R<�ãP��M�{n:P�RÂ�{�I�ã�"�I§�§�R<��P���x �

R = C∞[s−1] � OQP�oJ���I�2��U � R�n`�7�F»m£P[o:Ázy�mJn � n p Pl�¥�I�î�{nQ��n`R<���7Pl���`��o-n�R<��x¸måxL�¥UVn �
¤ n"�Go-n�m£P���x��I�2� � nJ��oGP��2�?�0n�o��Pn`�M��o:UVn"� � �¥��o���xsn"�A��n`R0��n`�M���`��o-n¹U"��o	x���n"�-�¥�IR;�Gm£PQ�)��o�§[n$§jP ��so	x���xsn�m@mJn*�`R8x��IP��M��n�

[

dy1

dy2

]

=

[

T11 T12

T21 T22

][

du1

du2

] e 08Eu434�g
��� R<��x¸måxL��P��M�Cm£Pjo:Ázy�mJn � n[wdxsnzy�mJnhn`�+n`���{�I��P��M�

Si, i = 1, 2, 3
»CmJn"�2y;P�x��2����o:�"��o-n"�

� n"�ã�{�Un`R � �
1, ..3

»+mJn"�ÄU�mLU`§[n`�M���
Tij, i, j = 1, 2

�¥�I�M�j�:P�mL�`R8mLU"�ç�"�I§�§[nh�`R8x�� ² n`�n?¢Gn��`�?R7P��M�PmJnQ�7P�o:�"�IR8o:� � nIm£P��¥��o���xsn���n�o:�Cm ¸ n`�M��o:U	n ¶ 
· T11 Ð �Vl�n`§?x�� du1 → dẋ1 → dy1

dy1 = s−1[1 − S1]
−1du1 = s−1[1 +

Re

Le
s−1]−1du1

· T12
n"�`�QUzy;P�m��

0
»��7P�o:�Vn � R ¸ x¸m�� ¸ nG¦�xL�`��nT�7Pl� � n��Vl�n`§?x��]måx?P��M� du2

�
dy1 �· T21 Ð � n`R�¦ã�Vl�n`§?x��2� du1 → dẋ1 → dẋ2 → dẋ3 → dy2

n`�
du1 → dẋ1 → dẋ3 →

dy2

dy2 = s−1[1 − S3]
−1( k

La
x1s
−1)[1 − S2]

−1(− k
J
x3s
−1)[1 − S1]

−1du1

+s−1[1 − S3]
−1( k

La
x2s
−1)[1 − S1]

−1du1

· T22 Ð �Vl�n`§?x�� du2 → dẋ2 → dẋ3 → dy2

dy2 = s−1[1 − S3]
−1(

k

La
x1s
−1)[1 − S2]

−1du2

¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���Gy;P�x��2�T��o:�"��o-n"� � n"���{�Un`R � �J�¥�I�M�T






S1 = −Re

Le
s−1

S2 = −Ra

La
s−1

S3 = − b
J
s−1 + k

La
s−1[1 + Ra

La
s−1]−1(− k

J
x1s
−1)O-��RNo¡�7P�oGP�§ÃU`��o-n�oLmJn"�Sn`�M��o:UVn"�Sn`�9�)�I�{�`��x��I� � n"���¥��o���xsn"�Sn`� � ndmJn`R8o:� � U�o	x���UVn"�"»ö�I�¹��n`R<�

x��M��n�o:�Un�o¨�Vn"�Co-n�m£P���x��I�2���[m ¸ P�x � n � nCm£P9�)��o�§�R8mJn ²*)<��µ0ø:¶'�
[

T11 0

T21 T22

]−1

=

[

T−1
11 0

−T−1
22 T21T

−1
11 T−1

22

] e 08Eu4�Æ�g
���{o:Á"�¹R<�è�Vn�o���P�x��q�{�I§j�0o-n � ¸ �"�MU�oGP���x��I�2� � n��:P�mL�`R8m »T�I�Ä�'�)��xsn`�M�T

T−1
11 = (1 + Re

Le
s−1)s = (s+ Re

Le
)

T−1
22 = [1 + Ra

La
s−1]( k

La
x1s
−1)−1[s+ b

J
] + k

J
x1

T−1
22 T21T

−1
11 = − k

J
x3 + [1 + Ra

La
s−1]( k

La
x1s
−1)−1( k

La
x2)
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OQP�o����I�2��U � R�n`�7��
{

du1 = (s+ Re

Le
)dy1

du2 = (1 + Re

Le
s−1)( k

La
x1s
−1)−1[(s+ b

J
)dy2 − k

La
x2dy1] + k

J
x1dy2 + k

J
x3dy1e 08Eu4 Ì g

  n`�4n`�2�Un`§j�0mJn � nj�)��o�§[n"� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"� � n]��o-n`§?xsn�oè��o � o-n ² �`V¥�`��Á`§[n � nîO{�`PG¢ ¶�Un�o:�I�M�Ix��M��Uzy�o:UVn"�¨�M�IR8oq�'�)��n`��x¸o�m£Pì�7P�oGP�§ÃU`��o	xL��P���x��I�$o-n"�Vl�n�o:�VlMUVn ��  n`�?��nqU`��P���nh�Un�oGP��o:U"�Un`�M��UVn+n`� � U`��P�x¸m � P��2�CmJn¨�Vl7P���x���o-n�s �§4¬8« ²  Â ªF¬ ê �   n`����n��7P�oGP�§ÃU`��o	xL��P���x��I�h� ¸ n"�`�¼�7Pl�J���IR��)�IR8o:���M�¥�"��x?�0mJn �A  n�m£P��`R8o��Uxsn`�M�� R7P�� � m ¸ �"�MU�oGP���x��I� � ¸ x��M��n�o:��x��I�2»Zo-n�m£P���x��I� ²*)<��µ0ø:¶ � ¸ n"�`�2�7PI�ö�M�¥�"��x?�0mJn � OQP�o9�"�I�M��o-n���xZmJn�`V¥�`��Á`§[ndn"�`�0��m£P���»{m ¸ x��M��n�o:��x��I�[n`�{m ¸ x��M��Uzy�o:P���x��I���¥�I�M�{���IR��)�IR8o:�f�M�¥�"��x?�0mJn"� � ä+n���mER;�|m ¸ x�� ���n�o:��x��I�¨��n`R<���`��o-nAn?¢Gn"�`�?R�n�oRy�oGP���l8x � R�n`§[n`�M���`R8oGmJnJ§Ã� � Á�mJn��EGô�?m ¸ P�x � n � R��"�I�{�	n��¼�� n��0x��:P�R;��P�måx���U"»T�?� � �Vl � s �)G3�3�=J:J9�1�)-: 9 *&1 5 B 9t6 .0=Ø, f !�� 6�5 �c�'������+03�1 : +-,O-�IR8o��M�IR<����x¸o�P��;��måx � R�n�o>m£Pö�)��o�§�R8mJn � n�y;P�x�� � nQwdxsnzy�mJn � x¸o-n"�`��n`§[n`�M�M�`R8o � n"��§Ã� � Á�mJn"�
�EGÂS{�"»ö�{�IR;�o��o:�"�M�¥�¥�I�2�$R<�{n¹U � R8x��IP�mJn`�{�Vnqn`�M��o-nGmJnRy;P�x�����o:�"��o-n � ¸ R<�ì�{�Un`R � n`�o�Vn�mER8x� ¸ R<�ÄU�mLU`§[n`�M�³�EG �¿&¨�¹�¯ ô ° ô ½�¯ Ô � ¤ nRy;P�x�����o:�"��o-n � ¸ R<�ãU�mLU`§[n`�M� � VI�¼P�§?x � R�nJ�EG n"�`�oUzy;P�mÔ�Am£P¹�¥�I§�§[n� n"�Gy;P�x��2� � n¹���IR<��n"�AmJn"�����IRM��mJn"�¨�:P�R;��P�mJn"� � R8xQmJn���oGP���n�o:�Un`�M� �

. .
MGY

I : La I : La I : J

R : Ra
R : Ra

dia dia dω

kLeie

a

b

b

e1 e1

f1 f1

e2 = é2

f2

R : b

1 11

�������a08Eu034 � � 9�5 / f !q/^1�/*/ 9 90:Ø+I1 5 =Ø,qB 9�6 .�=Ø, f !��
  �I�2��x � U�o:�I�2�dmJn-�¥�IR;�'�EG � nGm£PTº�y�R8o-n )<�+)<µ � P � ���îU"��o	x��IP��M�tm ¸ U � R7P���x��I� � n¸�)�I�{�`��x��I�2»�I�Ä�'�)��xsn`�M�>m£P2o-n�m£P���x��I� ²*)<��µ"!�¶'�

f1 =
1

La
s−1[1 +

Ra

La
s−1]−1e1

e 08Eu4�È�g
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p P�x��7��n`�ÔP'�7�F»¹�"�I�2��x � U�o:�I�2�2m ¸ U�mLU`§[n`�M� I : J
� n4m£P¨º�y�R8o-n )<�+)<µ � � � å �I�Yy;P�x��î��o:�"��o-n��n`R<���`��o-nh�:P�mL�`R8mLU[n`�ÉP �;� x���x��I�M�¼P��M�dm<n"�Ay;P�x��2� � n"� � n`R�¦q���IRM��mJn"�Ã�"P�R;�)P�m<n"�

I : J ↔
R : b

n`�
I : J ↔MGY : kLeie ↔ I : La �M¤ nJ�:P�m£�`R8m � RAy;P�x�� � nRm£PQ��o-n`§?x�Á�o-n$���IRM��mJnn"�`� � x¸o-n"�`���¼R8xL� � R�n*�.�IR;�CmJn"���"�MU�oGP���n`R8o:�9�¥�I�M�T�"�I�2�`��P��M���"»Qx¸m�n"�`��U�y;P�m�� − b

J
s−1 � O-�IR8omJnIy;P�x�� � n+m£P � n`R�¦�x�Á`§[nÂ���IRM��mJn"»$�I�h�7P�o�� � n¨� ¸ x�§9�M��o���n � R�n�m¸mJn¨�IP�o	x?P;�0mJn ² �¥�IR8o:�VnÃ�IR�{RNx��F� ¶ »��7P�o+nG¦8n`§9��mJn e2 n`� e′2 n`�Q���Ä�:P�mL�`R8mJnCmJnSy;P�x��pn`�M��o-n��Vn"� � n`R�¦]�IP�o	x?P;�0mJn"� �

e2 = kLeief1 = kLeie.
1
La
s−1[1 + Ra

La
s−1]−1e1 = kLeie.

1
La
s−1(1 + Ra

La
s−1)−1kLeief2

= kLeie.
1
La
s−1[1 + Ra

La
s−1]−1kLeie

1
J
s−1e′2OQP�o��"�I�2�¥U � R�n`�M��»PmJnSy;P�x��j��o:�"��o-n � nIm ¸ U�mLU`§[n`�M� I : J

n"�`�QUzy;P�m��h

− b

J
s−1 +

k

La
Leies

−1(1 +
Ra

La
s−1)−1 k

J
Leies

−1

p P�x��7��n`�ÔP'�7�F»Sx¸mRn"�`���M�¥�"��x?�0mJn � n��M�IR8o:�`R8x��Uo-n4mJn"�]§F�`§[n"���:P�mL�`R8m � � U`��n�mL�"�;�MU"�*��o:U��"U �� n`§�§[n`�M�Q�`RNo[mJn��EG � n2m£P¨º�y�R8o-n )<�+) ë �*  �I�2��x � U�o:���<�2mJn?y;P�x�� T22
�"��o	o-n"���M�I� � P��M�

P'Rî�Vl�n`§?x��Ä�:P�R;��P�m
MSe : dva → I : La →MGY : kLeie → I : J → dy2 ����ÄP��;��måx � R7P��M�Pm£P9�)��o�§�R8mJn � nSy;P�x�� � nSwdxsnzy�mJn"»Px¸m{�`R8x��T

Jdω = s−1(1 − 0)−1.[1 + b
J
s−1 − k

La
Leies

−1(1 + Ra

La
s−1)−1 k

J
Leies

−1]−1

.kLeie.
1
La
s−1[1 + Ra

La
s−1]−1.1.dva

����o-n`§9��m£P"ÏlP��M�
Leie

�7P�o
x1
�I�Ä�'�)��xsn`�M�T

T22 = s−1[1+
b

J
s−1− k

La
x1s
−1[1+

Ra

La
s−1]−1(−k

J
x1s
−1)]−1(

k

La
x1s
−1)[1+

Ra

La
s−1]−1

¤ n2o:U"�`R8mE��P��¹�'�)��n`�MR�n"�`�^x � n`�M��x � R�n]P�Rì��o:U"�"U � n`�M��»qn`� � n"�h�:P�mL�`R8m �]P��¼P�mL�-y�R�n"�J��n`R<��n`�M�;�`��o-n�"�I� � R8x����¡�M�IR8oJ�'�)��n`��x¸oRm£P-�7P�oGP�§ÃU`��o	xL��P���x��I�[o-n"�Vl�n�o"�VlMUVn �2ï m�n"�`�M�7P�o9�"�I�M��o-nA��mER;�9P��IP'�7��PUyNn`R�¦� n-��oGP��IP�x¸m¸mJn�o��`R8oRmJn$§Ã� � Á�mJn��EGç�M�IR8o � n`R�¦AoGP�xL�¥�I�2�9�m£PQ��o-n`§?x�Á�o-nSn"�`� � R�n^mJn-§Ã� � Á�mJn��EGÂS
n"�`�¼��x�§9��mJn-���'�)��n`��x¸odn`��m£P � n`R�¦�x�Á`§[n^n"�`��m£P��M�¥�"��x?�0x¸måx���U � n>y;P�o � n�o|m£P9��x<y���x º��:P���x��I�J��l<V¥��x � R�n
� n"�¹�IP�o	x?P;�0mJn"� �
Ñ ?��<D�_)Z<��^�?��

�S12*�/S9-,?9V,�1�3�:<) : ,�aa* 9�5 /q1UH 9 *�/S:Ø*N) :;9t6�5 :<) 6 12*�/ 5 *�3 : ,0B2:Ø, : =J:Ø, 5 =@1Û* 9 )-: 9 * 687 12*�*�,�1 5f !÷/ 5�:|5 *�12*�*�,�1 5{9�545 *49 93: 3�/�* 9 *49 9 B2B 5 )V1�)-:<;�1�:Ø*�/*:�W 5 ,S=Ø,0/|B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/PH�1 : :@1�)-: 9 *8�*�,0=J/ e W 5 :�/;, :;9 *�) 5 )-:J=J:J/;+0/ 6 12*�/q=Ø, 4ème
9V,�1�3�:<) : ,+3 9�5�:�6 +�)Ö, : B2:Ø*�, : =Ø,0/S/ 93: )-:Ø,0/S3�=@1�)Ö,0/ 6 ,0/

B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/W* 9 *?=J:Ø*�+�1�: : ,0/Vg	Ep��*�/ 5 :<)Ö,'* 9�5 /P1�H 9 *�/QB 9 *�) : +LW 5 ,R=Ø,0/�B 9t6 .0=Ø,0/tH�1 : :J1�)-: 9 *�*�,0=J/
/ 9 *�) 6 :Ø,-* 5 *r9�1�/d3�1 : )-:J9 5 =J:Ø, :�687 12*�*�,�1 58\ f !q/�* 9 *�9 9 B2B 5 )	1�)V:u;`/0E
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�S12*�/ 5 *ð/;,09 9 * 6 =J:Ø, 5 a�* 9�5 /�1�H 9 *�/&:Ø*�) :;9�6�5 :<) 5 *�,�* 9�5 H5,0=J=Ø, : . D =Ø, 6 , D 1�:Ø*�H�1�=@1 6 =Ø,
3 9�5�: =Ø,0/212*�*�,�1 58\ f !q/�* 9 *�9 9 B2B 5 )V1�)-:u;`/Ã,�)[W 5 :d3g, 5 ) � ) : ,�9 9 *�/*: 6 + : +-,h9 9 B2BÛ,�+�)V12*N)
5 *�,c, \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,h=@1 : . D = , 6 ,j�h1�/ 9 * 6 12*�/4=Ø,r9�1�/49 9 B2B 5 )V1�)-:<;�E���,�)*)Ö, : . D =Ø,rH�1 * 9�5 /
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ÿ +
(
R
L

+ b
J

)
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)�3�1 : )-: :%6 ,0/t9 9 * 6 :<)-: 9 *�/F:Ø*�:<)-:J1�= ,0/&,�)�OÒ*�1�=Ø,0/ 6 ,>=@1RH8:<)Ö,0/*/;,|12* D�5 =@1�: : , 6�5 B 9 )Ö, 5�: y(ti) =
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=J:Ø*�+�1 : :u)Ö+Û* 7 ,0/K)?/ 5 3�3 9 /;+-,�E
�F1r3�=@1�)-:<) 5�6 ,Û,0/K) 5 *�,43 :;9 3 : :Ø+�)Ö+2) : .0/ D +-*�+ : 1�=Ø,�a�9 9 B2BÛ,Û* 9�5 /
1�H 9 *�/ 6 + 7*M 3 5 =Ø,qH 9 : : 1 5 3 : ,0B2:Ø, : 9V,�1�3�:<) : ,�Ea��* : ,�H�12*�9V,�,�a�=Ø,C3 :;9�6 =J.0BÛ, 687 : 6 ,-*�)-:<O�9�1�)-: 9 *
6 ,0/R/ 93: )-:Ø,0/L3�=@1�)Ö,0/�,�) 6 ,q3�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,�,0/K) 6 ,�1 5 9 9�5 3�3�= 5 / 6 :<Ý290:J=Ø, 6 12*�/
=Ø,q9�1�/�* 9 *�=J:Ø*�+�1�: : ,�E
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¾ÃX:ú ¨ gT\feª?Ãühk ü�Ú�^)ühk���\�^ÖÛMDTc*\�^=?�� ühk��Ä�¡?¹ÿf\�^`k��C�ì_)c*\�k��
�S12*�/>=Ø,R9�1�/ 9���9 *Û,-* 6 :J/*3 9 /;, 687 5 *2B 9�6 .0=Ø, 687 +�)V1�) 6�5 /K}8/K)-.0BÛ, e 9 7 ,0/K)L1 5 /*/*:�=Ø,d901�/ 6 ,0/

B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/Vg	a�:J=8,0/K)G3�= 5 / 7K5�6 :J90:Ø, 58\e687 5 )-:J=J:</;, :R5 *�,A1�3�3 :;9 9	,�,"+�)V1�)^3 9�5�: = 7 : 6 ,-*�)-:<O�9�1�)-: 9 *
6 ,0/d/ 93: )-:Ø,0/d3�=@1�)Ö,0/0E�S12*�/Q9-,R9�1�/0a�=@1 : +0/ 9 = 5 )-: 9 * 6 ,L9-,�)*)Ö,R3 :;9�6 =Ø+0B[1�)-:JW 5 ,|/;, : 1�B2.-*�,L/ 9�5 H5,-*�) M = 7 5 )-:J=<:</-1�)-: 9 *
6 ,A=@1?; 93: BÛ,I9�12* 9 *�:JW 5 ,A9 9 B2B[12* 6 1 6 = ,C3 9�5�: =Ø,0/*W 5 ,0=J= ,0/G=Ø,0/^/ 93: )V: ,0/G3�=@1�)Ö,0/^/ 9 *N)^) : :<H8:@1�=Ø,0/0a
9�;�E�9	,ZE Ä a�Ü Ä E ÉbE

��,03a,-* 6 12*�)�a�9 7 ,�/*)d3�= 5 )-~�)L=@1C; 93: BÛ,G9�12* 9 *�:JW 5 , 6 ,q9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+^W 5 :8,0/K)d1�909-,0/*/*: 6 =Ø,
D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�)d/ 5�:d5 *rB 9�6 .0=Ø, f !?ag	^1�,�B[12*�:8,�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 0�g	E�S12*�/+9O,4W 5 :>/ 5 :<)�a&* 9�5 /?1�=J= 9 *�/I3 :;9 3 9 /;, :A5 *�,4BÛ+�)-, 9t6 , 687 : 6 ,-*�)-:<O�9�1�)-: 9 * 6 ,0/+/ 93: )-:Ø,0/
3�=@1�)Ö,0/ 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�) M 3�1 : )-: :�687 5 *jB 9�6 .0=Ø, f !�=J:Ø*�+�1�: : , 6 1�/;+-,X/ 5�: = 7 5 )-:J=<:</-1�)-: 9 * 6 ,?9-,�)*)Ö,
; 93: BÛ,S9�12* 9 *�:JW 5 ,",�)^9-, 6 12*�/d=Ø,0/ 6 , 58\ 9�1�/d/ 5 :<H�12*�)-/".

Æ-n��Qn�m �Ä~oxbßàso}9s¸ÊIu�}��<t7r�u
��*[9 9 *�/*: 6 . : ,^=Ø,d/*9	,�+0B[1 6 = 9 9 6 ,^=@1q; 93: BÛ,R9�12* 9 *�:JW 5 , 6 ,^9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+�a�O D�5�: ,GÉbE É

6�9 *�)^/-1 : ,03 : +0/;,-*N)V1�)-: 9 *�3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�)�,0/K) 6 +09 : :<)Ö,q3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e ÉbE ÊNg	E

ξn=yξ1u ξ2

a0

+ + +

a1 an-1

��������ÉbE É � �89V,�+0B[1 6 = 9 9 6 ,C=@1+; 93: BÛ,S9�12* 9 *�:JW 5 , 6 ,C9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+







ξ̇1 = −a0ξn + u

ξ̇2 = ξ1 − a1ξnEEE
ξ̇n = ξn−1 − an−1ξn

e ÉbE ÊNg

�F1 : ,03 : +0/;,-*N)V1�)-: 9 * 687 +�)V1�) e ÉbE ÊNg|3a, 5 )^/ 7 +09 : : : ,C/ 9�5 / 5 *�,C; 93: BÛ,S3�= 5 /d9 9 B23�1�9�)Ö,Ã.
ξ̇ = Āξ + B̄u

e ÉbEu4�g
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1�H3,09Û.

Ā =












0 0 0 .. −a0

1 0 0 .. −a1

0 1 0 .. −a2

: : : .. :

0 0 0 .. −an−1












, B̄ =












1

0

0

:

0












à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯ÇÃ�� ¤ Pè�¥��o���xsnj��m£P���n � n]m£P�o-n���o"U"�Un`�7��P���x��I�è�7P�oã�IP�o	x?P;�0mJn � ¸ U`��P�� ² ë � s ¶ n"�`���o:�"�M��o���x��I�M�{n�m¸mJn��[m£P � n�o���x�Á�o-n¹�IP�o	x?P;�0mJn � ¸ U`��P�� ξn »>x � n¨ y = λξn,∀λ ∈ R

à �¬8ª � ¬ Ñ �Q���Yn?¢Gn`��»Q�I�çPh






ξn = 1
λ
y

ξn−1 = 1
λ
(s+ an−1)y���

ξ1 = 1
λ
[sn−1 + an−1s

n−2 + ...+ a2s+ a1]y

u = 1
λ
[sn + an−1s

n−1 + an−2s
n−2 + ...+ a1s+ a0]y

e ÉbE Æ�g

Æ-n��Qn�� �Ä~oxbßwÈ����µ�ÝÊIu�}��<t7r�u�x
�F1 D +-*�+ : 1�=<:J/-1�)-: 9 * 6 ,[=@14; 93: BÛ,X9�12* 9 *�:JW 5 ,[3 : +0/;,-*�)Ö+-,43 : +09-+ 6 ,0B2BÛ,-*�)?1 5 9�1�/IB 5 =<)-:u�,-*�) : +-,0/ e m > 1

g : ,03 9 /;,A/ 5�: = 7 5 )-:J=<:</-1�)-: 9 * 6 ,I= 7 1�= D393: :u)-,�B�, 6 ,�� 5 ,-* 6 , :*D , : E8�S12*�/G9-,A9�1�/0a
5 *�,A; 93: B 5 =@1�)-: 9 * 6�5�6�9�5�6 =Ø,�) e Ā, B̄ gd3a, 5 ) � ) : , : ,03 : +0/;,-*�)Ö+-,X3�1 : =Ø,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/ e ÉbE Ì a ÉbE È�g6�9 *�)^=@1+B[1�) : :J9-, Ā ,0/K)^3�1 : )-: 9 *�*�+-, 6 ,q)Ö,0=J=Ø,q/ 93: )Ö,CW 5 ,C/;,0/^/ 9�5 / 6 = 9 90/ 6 :@1 D29 *�*�1 58\ / 9 :Ø,-*N)
/ 9�5 / 5 *�,^; 93: BÛ,R9 9 B23�1 D *�,�,�)|=@1qB[1�) : :J9-, B̄ ,0/K) 5 *�, D +-*�+ : 1�=J:J/-1�)-: 9 * 6�5 9�1�/|B 9 * 9 ��,-*N) : +-,�E

u1

u2

um

ξν1

1

ξν2

2

ξνm

m

Sous système 1

Sous système 2

Sous système m

��������É8E Ê � �89V,�+0B[1 6 = 9 9 6 ,C=@1+; 93: BÛ,S9�12* 9 *�:JW 5 , 6 ,C9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+SB 5 =<)-:u��,-*N) : +-,0/
�%,0/q/ 9�5 /���/K}8/K)-.0BÛ,0/ 1 M m 9 *�)q=Ø,AB � BÛ,A/*9	,�+0B[1 6 = 9 9AW 5 , 6 12*�/q=Ø,A9�1�/qB 9 * 9 ��,-*�) : +-,,�) 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 *�/ ν1, ν2, ..., νm

: ,0/*3a,09�)-:<H3,0BÛ,-*�)�E
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Ā =







































0 ×
EEE ×

EEE ×
1

E E E
×
EEE ×

EEE ×E E E
0 ×

EEE ×
EEE ×

1 ×
EEE ×

EEE ×
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

×
EEE

0 ×
EEE ×

×
EEE

1

E E E
×
EEE ×

×
EEE E E E

0 ×
EEE ×

×
EEE

1 ×
EEE ×

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
×
EEE ×

EEE
0 ×

×
EEE ×

EEE
1

E E E
×

×
EEE ×

EEE E E E
0 ×

×
EEE ×

EEE
1 ×







































e ÉbE Ì g

B̄ =



































1

· · · · · · · · ·
1

· · · · · · · · ·
1



































e ÉbE È�g

à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯$â�� ¤ n���n"�`��n`R8oJ�¥��o���xsn"�T��m£P���n"� � nCm£P2o-n���o"U"��n`�M��P'��x��I�Â�7P�o¹�IP�o	x?P;�0mJn � ¸ U`��P�� � nm£P$º�y�R8o-n�ë � spn"�`� y = (ξ1
ν1
, ξ2
ν2
, ...., ξmνm

)t �
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¾ÃX3¾ Þ¼ühk���\�^ÖÛMDTc*\�^�?�� ühk��ß�¡?¹ÿf\�^`k��à�ì_)c*\�k��±ü�Ú.Z<� aØ?jüª
Q_`k>@CB

�S12*�/G9-,IW 5 :�/ 5 :<)�aÒ* 9�5 /S1�=J= 9 *�/^1�3�3�=J:JW 5 , : =@1?BÛ+�)-, 9�6 ,I3 :;9 3 9 /;+-,I90:u� 6 ,0/*/ 5 / M = 7 : 6 ,-*�)-:u�
O�9�1�)-: 9 * 6 ,0/S/ 93: )-:Ø,0/S3�=@1�)Ö,0/ 6 ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-/G)�}83g,0/ 6 ,?B 9t6 .0=Ø,0/ f ! 3 : +0/;,-*�)Ö+0/I1 5 9V,�1�3�:<) : ,08E
Æ-n?Æ-n�m £ÇsQv9Þ%�.u�x���¦ xbx<~o}9xzr%�.r�ßàu�}��bu�} y{~oÈ9x<~
�����2rwv9r�t���õor�u

�F1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *r3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)^:J/*/ 5 , 6 ,I9-,q)�}83g, 6 ,IB 9t6 .0=Ø,0/ f !q/�,0/K) 6 ,I=@1
; 93: BÛ, 6 +09 : :<)Ö,C3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e ÉbE Î g	a�9�;�E�9V,ZEa08E

{

ẋ = Ax+Bu = Ax+
∑m

i=1 biui

z = Cx

e ÉbE Î g

1�H3,09
x ∈ Rn, u ∈ Rm, z ∈ Rp : ,03 : +0/;,-*N)Ö,-*�) : ,0/*3g,09�)-:<H5,0BÛ,-*�)�a�=Ø,0/dH3,09�)Ö, 5�: / 6 ,0/^H�1 : :J1 6 =Ø,0/

687 +�)V1�)�a 6 ,0/dH�1 : :@1 6 =Ø,�/ 687 ,-*�) : +-, ,�) 6 ,0/dH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6 ,C/ 93: )-:Ø,�E
A,B,C

/ 9 *N) 6 ,0/^B[1�) : :J9-,0/ M 9 9 ,�Ý290:Ø,O*N)-/^9 9 *�/K)	1p*N)-/�,�) 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 *�/d1�3�3 :;9 3 : :Ø+-,0/0E
í ² ©2«Y½�¯F½7ù-¬8¯�°�U¨N¬
_ 9�5�: 9-, : 1�BÛ,-*�, :&M =@1j; 93: BÛ,h9�12* 9 *�:JW 5 , 6 +09 : :<)Ö,]3 : +09-+ 6 ,0B2BÛ,-*�)�a 9 *Ò9 9 *�/*: 6 . : ,]=Ø,

9V,�12* D ,0BÛ,-*�) 6 , 6 1�/;,C/ 5 :<H�12*�) .
x = Pξ

e ÉbE Ä 1�g
P
,0/K) 5 *�,RB[1�) : :J9-,L:Ø*�H5, : /*: 6 =Ø,�E3��* 5 )-:J=J:</-12*�)Q=@1 : . D =Ø, 6 ,RB 5 =<)-:<3�=J:<9�1�)-: 9 * 6 12*�/ R[s]

a�:J=b/ 5 :<)�.
ẋ = sPξ = (Ps+ Ṗ )ξ = APξ + bu

� 9 B2BÛ, P ,0/K) M 9 9 ,�Ý290: ,-*N)-/d9 9 *�/K)V12*N)-/^1�3�3�1 : )Ö,-*�12*N) M R
a�1�= 93: /�.

ξ̇ = P−1APξ + P−1bu
e ÉbE Ä�Ä g

_t1 : : 6 ,-*N)-:<O�9�1�)-: 9 *Za 9 *h1 Ā = P−1AP
,�)
b̄ = P−1b

E
��= : ,0/K)Ö,[1�= 93: / M 901�=J9 5 =Ø, : =@1&B[1�) : :J9-, 6 ,X9V,�12* D ,0BÛ,-*N) 6 ,X9 9�93:;6�9 *�*�+-,0/ P 9 93:;: ,0/*3 9 *8�6 12*�)Ö,�Ea� 9 :<)�.

P =
[

p1 p2 p3 .. pn

]

��=Z/ 5 :<) . P−1b = b̄⇔ P b̄ = b⇔ p1 = b
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,�)
P−1AP = Ā⇔ PĀ = AP ⇔







p2 = Ab

:

pn = An−1b_t1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,-*�)�.
P = [b Ab ... An−1b]

§4¬8« ²  Â ªF¬ � � ¤ P¨§jP���o	x��Vn P � ��x��n�`��o-n � n^oGP��8y$��mJn�x��2»A�Vn � R8x¡�"��o	o-n"���M�I� � �+m£PÂ�"�I§�§jP�� �
� P;�0x¸måx���U � n ² ë ��´�¶ �IRrm£P[måx?�	n�o���U � R�§Ã� � RNmJn Ω

o-n���o:U"�Un`�M��UT�7P�oCm ¸ U � R7P���x��I� ² ë ��³`)`¶'�
[A− s]x+ bu = 0

e ÉbE Ä 0�g
��*r3g, 5 )G1�= 93: /'+-* 9 *�9-, : =Ø,G)V,�+ 93: .0BÛ,C/ 5 :<H�12*�) .

± ÁF¨N½� ¶ «Y¬ ç ��À��j§Ã� � Á�mJnn�EG�måx��{U:P�x¸o-ndn"�`�<��m£P���»¼��xZn`�¼�Un`R8mJn`§[n`�M�¼��xL»{x¸m�n"�`�f�"�I§�§jP�� � P;�0mJn �
! :-c 9-, M =@1I3 :;9 3 9 /*:<)-: 9 *�48ab3 9�5�:�: ,�) :;9�5 H3, : =@1A/ 93: )-:Ø,G3�=@1�)Ö, 6�5 B 9t6 .0=Ø,G:Ø*�:<)-:@1�=�aN:J=�/ 5 ÝX)

6 ,C9�1�=J9 5 =Ø, : =@1 6 , : *�:J. : ,C=J: D *�, 6 ,C=@1+B[1�) : :J9-, P−1 MX5 *�,C9 9 *�/K)V12*�)Ö,I3 : .0/0E�:sE ,�E<a
y = λξn = (0, ..., 0, λ)ξ = (0, ..., 0, λ)P−1x = Cx

± ÁF¨N½� ¶ «Y¬�Ã�� ¤ n¹��n"�`��n`R8oCmåx<y��{n C ��U�o	x º|nCmJn"� � n`R�¦��"�I� � x���x��I�2�J�`R8x��IP��M��n"��
{

CAl−1b = 0 pour l = 0, 1, ..., n− 1

CAn−1b 6= 0

� 9 B2BÛ,^=@1I/ 93: )-:Ø,G3�=@1�)Ö,�,0/K)R3 :;9 3 93: )-: 9 *�*�,0=J=Ø, M =@1 6 , : *�:J. : ,^H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +	)	1�) ξn ab:<=a* 7 ,0/K)3�1�/�*�+09-,0/*/-1�: : ,CW 5 ,I=@1 6 , 58\ :J.0BÛ,C9 9 * 6 :<)-: 9 *Zab:sE ,�E<a CAn−1b 6= 0
/ 9 :<)�+ D 1�=Ø, M 1

E
�%,0/|9 9 B23 9 /-12*N)Ö,0/ 6 ,0/>H3,09�)Ö, 5�: /L9 9 = 9 *�*�,0/ Al−1b

a
(l = 0, ..., n)

3a, 5 H3,-*�) � ) : , 9�6 )Ö,-* 5 ,0/
D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�) M 3�1 : )-: :'6�5 B 9t6 .0=Ø, f ! ,-* 5 )-:J=J:</-12*N)L=@1+; 93: B 5 =Ø,S/ 5 :<H�12*�)Ö,�.

{Al−1b}i =
∑

H

Gl(u, xi) i = 1, .., n et 0 ≤ l ≤ n
e ÉbE Ä É�g

1�H3,09Û.
� Gl(u, xi)

,0/K)S=@1X3�1 : )-:Ø,I9 9 *�/K)V12*�)Ö, 6�5]D 1�:Ø* 6�5 9V,�,0B2:Ø*h9�1 5 /-1�= 6 ,A= 9 * D�5 , 5�: l ,-*�) : ,=@1+/ 9�5�: 9-, 6 ,q9 9 B2B[12* 6 , u ,�)^= 7 +0=Ø+0BÛ,-*�) 6 }�*�1�B2:JW 5 , xi E� H
,0/K)q= 7 ,O*�/Ö,�B 6 =Ø, 6 ,I) 9�5 /S=Ø,0/^9	,�,0B2:Ø*�/G901 5 /-1 58\�6 ,A= 9 * D�5 , 5�: l =J:@12*�)^=@12/ 9�5�: 9-, 6 ,9 9 BXB[12* 6 , u M?5 *#+0=Ø+0BÛ,-*N) 6 }�*�1�B2:JW 5 , xi E
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± ¬8©�°2º� ²�À Á ô�Â ªF¬]µF¬ Àt´`² ° ô °�ª�µF¬

��*�,I; 93: B 5 =@1�)*: 9 * D3: 1�3�,�:JW 5 , 6�5 )-,�+ 93: .0BÛ,AÊ�a�:sE ,�E<a 6 ,A9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+ 687 5 *�B 9�6 .�=Ø,f !?ag� 5 , 5�: 12* 6 �S1 5 3�,�:Ø*8��t12* D�5 } e ÄUÎ È Î g�,0/K) .
�  9�5 /^=Ø,0/'+0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/d/ 9 *�)G1�)*)Ö,0: D *�1 6 =Ø,0/L3�1 : =@1+/ 9�5�: 9-, 687 ,-*�) : +-,�E
�  9�5 /G=Ø,0/�+0=Ø+0BÛ,-*N)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/S1 6 BÛ,�)*)Ö,-*N) 5 *�,A9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-, e =@1 6�5 1�=J:J/-1�)-: 9 *
6 ,C=@1?/ 9�5�: 9-,",0/K)S1 5 ) 93: :J/;+-,q3 9�5�: +0=J:JB2: *�, :�687 +�H3,-*N) 5 ,0=J/^9 9 * ø :<)-/ 6 ,C9�1 5 /-1�=J:<)Ö+Ug	E

� · ¬8« Àt´ ¬ ¾ ß �   �I�2��x � U�o:�I�2�]mJnhy�o:�IR¥��nâá�P�o � ¤ n"�I�¼P�o � ² G�á ¤Ô¶ »$ºFy�R8oVnÄë ��µ »]�"�I§9�M�¥�¥U� ¸ R<�{nSy0U`�{U�oGP���o	x��Vnn�)�IR7P��M�>mJnIo"í�mJn � ¸ R<�ÄP�§9��måx º��:P���n`R8o � n���n`�2��x��I�Ã�M�IR8oCmJn�§Ã�I��n`R8o¨�ì�"�IR �oGP��M�¡�"�I�M��x��MRj�¨P�x�§jP��M�7��n�o�§jP��{n`�M�{�`R��0�M�¥�¥URmåx��{U:P�x¸o-n �7¤ PSy0U`�{U�oGP���o	x��VnGn"�`�¡�"�I§�§jP�� � UVnf�7P�oR<�É�Vl7P�§9�è§jPUy��{U`��x � R�n2n`�$P�m x�§4n`�7�.UVn-�7P�o¨R<�{n�§jP0�Vl8x��{n-��o	x�§jP�x¸o-n ² §Ã�I��n`R8oÂPl�`VI�{�Vl8o:�I�{n ¶�`R¥�;�M�¥�¥UVnqx���xo�j�Ux���n"�"�Un¨�"�I�2�`��P��M��n¨Uzy;P�mJn��
ωg � ä�P��2�qmJn¨�:Pl�¨�Iñ ωg � ¸ n"�`���7Pl�¨�"�I�2�`��P��M��n"»PmJn§Ã� � Á�mJn � n`�Uxsn`�M�o�{�I��måx��{U:P�x¸o-n �

¤ n"�ImL��xL� � n¨�"�I�M��n�o:��x��I�ÄU�mJn"�`��o:�I§jPUy��{U`��x � R�n � nIm£P+y0U`�{U�oGP���o	x��Vn+n`� � R�§Ã�I��n`R8oJ�¥�I�M�T
{

eg = kgωgφg

φg = keie
,

{

em = kmωm

τm = kmim
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¤ n¹§Ã� � Á�mJnd�EG��"��o	o-n"���M�I� � P��M��P�R�G�á ¤ � nCm£P9º�y�R8o-n�ë ��µ n"�`�TP�mL��o:��
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1

GY GY

R:bmR:Rg+Rm

I:Lg+Lm

km. .

MSe:ug

Sf:ωg

kgkeie. .

I:Lg

R:Rg

ie

im=ig ωm

eg τm

��������ÉbE Æ � � 9�6 .0=Ø, f ! 6�5rD3:;9�5 3a,q��1 :;6 �%, 9 *�1 :;6
O-�IR8oq�Vn`�2nG¦8n`§9��mJn"»��I� ��n`R<�j�VlM��xL��x¸o�x�� � x ¢9U�o-n`§�§[n`�M�ImJn"�ã�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`�{n�osy�xsnq�IR$mJn`R8o:��IP�o	x?P;�0mJn"�ì�"�I§9��mLU`§[n`�M��P�x¸o-n"�ì�"�I§�§[n]�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� � ä�P��2���Vn � n�o���xsn�oì�:Pl�"»��I� P x =

(ie, im, ωm)t
n`�>m£Pj�IP�o	x?P0�0m<n � n��"�I§�§jP�� � nAn"�`�

ug �
¤ PÂ����o���xsnT��m£P���n¨P*�M�IR8o+nG¦`��o-n"�"��x��I�ç

y = C1ie + C2im + C3ωm

¤ n"�¨�"��nq% ��xsn`�M��� Ci, i = 1, ..., 3
��U�o	x º|n`�M��

í ÁF¬8« ô ¯�©?® ² ª�© ² ª · µF¬ ´ ½�¯Fº�ªF¬8ªF4ª�¯ §
C1G1(ug, ie) + C2G1(ug, im) + C3G1(ug, ωm) = 0

¤ n"�Py;P�x��2� G1(ug, im)
n`�
G1(ug, ωm)

�¥�I�M���MR8m �9�:P�o|x¸m2� ¸ nG¦�xL�`��nf�7Pl� � n$�Vl�n`§?x��h�:P�R;��P�mmåx?P��M�Sm£Pq�IP�o�x?P;�0mJn � nã�"�I§�§jP�� � n
ug

Pl�"�¥�¥��x�UVnh�jm£Pã�¥�IR8o:�Vn � ¸ n?¢9��o�� Mse : ug
P�R�¦

�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� im n`�
ωm

Pl�"�¥�¥��x�UVn"�hP�R�¦ U�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�
I : Lg + Lm

n`�
I : Jm

o-n"����n"�`��x���n`§[n`�M��»��7P�o��"�I�2�¥U � R�n`�M�
C1 = 0 �

í ÁF¬8« ô ¯�©?® ² ª�© ² ª · µF¬ ´ ½�¯Fº�ªF¬8ªF4µF¬8ª · §
C2G2(ug, im) + C3G2(ug, ωm) = 0

ï m¼� ¸ nG¦�xL�`��n��7Pl� � n��Vl�n`§?x��q�:P�R;��P�m � nqmL�I�8y�R�n`R8o 2
n`�M��oVnqm£P¨�¥�IR8o:�Vn � n��"�I§�§jP�� � n

ugn`�>m ¸ U�mLU`§[n`�M� � VI�¼P�§?x � R�n I : Jm
� �I�{�

G2(ug, ωm) = 0
�7P�o��"�I�2�¥U � R�n`�M�

C2 = 0 �
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í ÁF¬8« ô ¯�©?® ² ª�© ² ª · µF¬ ´ ½�¯Fº�ªF¬8ªF2°U�½ ô © §

G3(ug, ωm) 6= 0

  ��§�§[n G3(ug, ωm) = kmkgkeωm

Leg(Lm+Lg)
6= 0

x¸m{�`R�%É� � n¨�VlM��xL��x¸o
C3 = 1 �

¤ P��¥��o���xsnQ��m£P���n?n"�`�TP�mL��o:��
y = ω

�S12*�/4=Ø,]9�1�/ 6 ,�= 7 , \ ,�B23�=Ø,]3 : +090. 6 ,-*�)�aR=@1p/ 93: )V: ,]3�=@1�)Ö,�,0/K)�3 : +�H8:J/*: 6 =Ø,h9�1 : :J=�, \ :J/K)Ö, 5 *
9V,�,0B2:Ø*�9�1 5 /-1�= 6 ,C= 9 * D�5 , 5�: É?3�1�/*/-12*N)^3�1 : ) 9�5 /d=Ø,0/'+0=Ø+0BÛ,-*N)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/0E
à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯ ê �qÀ��{nì�IP�o	x?P;�0mJn	�EGÇo-n���o:U"�Un`�M��UVn¨�7P�ohR<�ôU�mLU`§[n`�M�

De
�IR

Df
n"�`��R<�{n

�¥��o���xsnQ��m£P���n � ¸ R<�î��Vl���.Á`§[nImåx��{U:P�x¸o-n ² å ï åfé ¶ »¡��x¡��n`R8mJn`§[n`�M�A��xL»|m£P[mL�I�8y�R�n`R8o � RÂ��mER;���"�IR8o���Vl�n`§?x��]�:P�R;��P�m�n`�M��o-n$�Vn`�?��nQ�IP�o	x?P;�0mJn^n`�Zm£P9�¥�IR8o:�	n � ¸ n`�M��o:UVn � n$�"�I§�§jP�� � nRn"�`�öUzy;P�m7�qm ¸ ��o � o-n� R�§Ã� � Á�mJn
n �

à �¬8ª � ¬ ß �$����n?¢Gn`��» � P��2�j�VnÃ�:Pl�"»Lm£Pì§jP���o	x��Vn � nj�Vl7P��8yNn`§[n`�M� � nj�"Pl�Un P n"�`�Q��o	x?P��8y�R �
m£P�x¸o-nGx��¥�)U�o	xsn`R8o-n ² mJn"�9�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��f�¥�I�M���VlM��xL��xsn"� � P��2�Gm ¸ ��o � o-n � R��7P�o:�"�IR8o:� � R��Vl�n`§?x���:P�R;��P�m ¶'� OQP�oJ�"�I�2�¥U � R�n`�M��»{��P�R`�RmJn � n�o���xsn�o9�"�Unq% ��xsn`�M� Cn n"�`���{�I�]�MR8m � ä ¸ �Iñ?mJn^o:U"�`R8mE��P�� ��
í ² ©2µF¬]«Y½�µ ¶ ´ ¬8©X«jª ´ ° ô ù-¬8¯�°U�¨N¬8©

��*23a, 5 ) 6 +0B 9 *�) : , :
687 5 *�,GB[12*�:J. : ,R/*:JB2:J=J1�: : ,R1 5 9�1�/PB 9 * 9 ��,-*N) : +-,dW 5 ,^=@1qB[1�) : :J9-, 6 ,
3�1�/*/-1 D , *�+09-,0/*/-1�: : ,A3 9�5�:�9�6 )Ö,-*�: : 9-,�)*)Ö,I; 93: BÛ, 6 :<)Ö,C3 : ,0B2:J. : ,C; 93: BÛ, 6 ,I9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+,0/K)I=@14B[1�) : :J9-, 6 ,29 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö++B 5 =<)-:å��,-*�) : +-,0/ 9�6 )Ö,-* 5 , M = 7 1�: 6 , 6 ,X= 7 1�= D393: :u)-,�B�, 6 ,
¤ R�n`�¼�	n�osyNn�o	E)�=@1+OÒ* 6 ,C= 7 , \ +09 5 )-: 9 * 6 ,C9-,�)G1�= D393: :u)-,�BÛ, 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)".

P =
[

b1 ... Aν1−1b1 b2 ... Aν2−1b2 .... bm .... Aνm−1bm

]

9�� ν1, ν2, ..., νm
/ 9 *�)^=Ø,0/d:Ø* 6 :J9-,�/ 6 ,C9 9 B2B[12* 6 1 6 :J=<:u)Ö+�E� 7 1�3 : .0/t=@1R3 :;9 3 9 /*:<)-: 9 * e Æ�g	aU=Ø,0/�9 9 B23 9 /-12*N)Ö,0/ 6�5 H3,09�)Ö, 5�:r6 ,>/ 93: )-:Ø,0/�3�=@1�)Ö,0/F/ 7 +09 : :<H3,-*N)�.

yj =
n∑

i=1

Cijxi j = 1, ...,m
e ÉbE Ä 4�g

�%,0/d9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ Cij / 9 *�) 6�9 *�*�+0/d3�1 : =Ø,S)-,�+ 93: .0BÛ,q/ 5 :<H�12*�) .
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± ÁF¨N½� ¶ «Y¬�â��
¤ n¹��n"�`��n`R8o Cj � U?ºA��x¼�7P�o yj = Cjx

��P���xL�?�`P�x��PmJn*�`V¥�`��Á`§[n � ¸ U � R7P���x��I�2�9�`R8x��IP��M�T






CjA
l−1B = 0 , l = 0, 1, ..., νj − 1

CjA
νj−1bj 6= 0

CjA
l−1bk = 0 l = νj, ..., νk, νj < νk, j 6= k

e ÉbE Ä Æ�g

� R8x|n"�`�oR<�{n?nG¦'��n`�2��x��I� � Rq�:Pl�¹§Ã�I�{� � n`�M��o:UVn �
�%,0/C9 9 B23 9 /-12*�)Ö,0/ 6 ,0/qH3,09�)Ö, 5�: /I9 9 = 9 *�*�,0/ Al−1bj

a
(l = 0, ..., νj)

/ 9 *�) 9�6 )Ö,-* 5 ,0/ D3: 1��
3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�) M 3�1 : )-: :�6�5 B 9�6 .0=Ø, f ! ,-* 5 )-:J=<:J/-12*�)R=@1A; 93: B 5 =Ø,S/ 5 :<H�12*�)Ö,�.

{Al−1bj}i =
∑

H

Gl(uj, xi) j = 1, ..,m, i = 1, .., n
e ÉbE Ä�Ì g

1�H3,09Û.
� Gl(uj, xi)

,0/K)^=@1A3�1 : )-:Ø,S9 9 *�/K)V12*�)Ö, 6�5�D 1�:Ø* 6�5 9V,�,0B2:Ø*&9�1 5 /-1�= 6 ,q= 9 * D�5 , 5�: l ,-*�) : ,=@1+/ 9�5�: 9-, 6 ,q9 9 B2B[12* 6 , uj ,�)d= 7 +0=Ø+0BÛ,-*N) 6 }�*�1�B2:JW 5 , xi E� H
,0/K)q= 7 ,O*�/Ö,�B 6 =Ø, 6 ,I) 9�5 /S=Ø,0/^9	,�,0B2:Ø*�/G901 5 /-1 58\�6 ,A= 9 * D�5 , 5�: l =J:@12*�)^=@12/ 9�5�: 9-, 6 ,9 9 BXB[12* 6 , uj M?5 *#+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 }�*�1�B2:JW 5 , xi E

± ¬8©�°4µF¬ Àt´`² ° ô °�ª�µF¬
��*�,q; 93: B 5 =@1�)-: 9 * f ! 6�5 )-,�+ 93: .0BÛ,qÊ 6 12*�/d=Ø,q9�1�/dB 5 =<)-:u��,-*�) : +-,0/',0/K)G=@1+/ 5 :<H�12*�)Ö,�.
�  9�5 /^=Ø,0/'+0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/d/ 9 *�)G1�)*)Ö,0: D *�1 6 =Ø,0/L3�1 : =Ø,0/R/ 9�5�: 9-,0/ 687 ,-*N) : +-,�E
�  9�5 /G=Ø,0/�+0=Ø+�BÛ,-*N)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/S1 6 BÛ,�)*)Ö,-*�) 5 *�,A9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-, e =@1 6�5 1�=J:J/-1�)-: 9 *
6 ,0/d/ 9�5�: 9-, ,0/K)G1 5 ) 93: :J/;+-,q3 9�5�: +�=J:JB2: *�, :�687 +�H5,-*�) 5 ,0=J/^9 9 * ø :<)-/ 6 ,C9�1 5 /-1�=<:<)Ö+Ug	E

à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯ � �hÀ���n`�2�Un`§j�0mJn � n��IP�o	x?P;�0mJn"�E�EG��Xo-n���o:U"�Un`�M��UVn"�$�7P�o � n"� � U`��n"�`��n`R8o:�
De�IR

Df
�"�I�2�`��x��?R�n`�M��R<�Ã��n"�`��n`R8o � n�����o���xsn"�f��m£P���n"����x�m£P9�¥�I§�§[n � n"�LmL�I�8y�R�n`R8o:� � n"�$�Vl�n`§?x��2�

�:P�R;��P�R�¦ � xL�q�)��x��M���CmJn"�Q��mER;�¨�"�IR8o����?n`�M��o-nImJn"�?n`�M��o:UVn"�+n`�>mJn"�*����o���xsn"�T��m£P���n"�+n"�`�QUzy;P�mJn��
n �

� · ¬8« Àt´ ¬�¾ ç � é �ã��n-��o:�"�M�¥�Un � ¸ P��;��måx � R�n�o��	n`�?��n�§ÃU`�¸lM� � n¨�[m ¸ x � n`�M��x º��:P���x��I� � n"�*�¥��o���xsn"���m£P���n"� � ¸ R<�ã§Ã�I��n`R8o��7Pl���J�7Pl� ²qp OoO ¶ n`§9��o�R<�M��U � nqm£P?o"U?�)U�o-n`�{�Vn'�J� � �¥�I�qP�� �   l8x?Pl�"�¥�I�
².³;´;´"!�¶ P�R<���IR8o � ¸ R<�¨�M��x��M� � nö�)�I�{�`��x��I�M�{n`§[n`�M� �M¤ n$�¥�VlMU`§jPÂU�mJn"�`��o:�I§ÃU"�:P���x � R�n � R]§Ã�I��n`R8on"�`�Ro-n���o"U"�Un`�7�.UTº�y�R8o-një �*#¥�¡ï mo�"��o	o-n"���M�I� � P�R�¦çU � R7P���x��I�2� � n���n`�2��x��I� ² ë ��³"!�¶ n`� � n?m£P � V ��¼P�§?x � R�nÂ§ÃU"�:P���x � R�n � Rpo:�I����o � �I�M�{UVnJ�7P�oXm ¸ U � R7P���x��I� ² ë ��³;´"¶'�J  nÂ§Ã� � Á�mJnXo-n���o:U"�Un`�M��nXmJn
p OoOô�¥R � n��¼R8xL�¹R<��o-n��MÁ�oVnoº�¦8n (d, q)

måx�U¨P�Rh�`��P�����o �
{

vd = Rid + Ldid
dt

− npωLiq

vq = Riq + Ldiq
dt

+ npωLid + npωkm

e ÉbE Ä È�g
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Jω̇ = npkmiq − bω − τL
e ÉbE ÄUÎ g

R L

id

vd

R L

iq

vq

npLωiq

npLωid

npkmω

&
�

&
�

� &

ω
b

J

��������ÉbE Ì � �89V,�+0B[1Ã+0=Ø,09�) :;9 BÛ+09�12*�:JW 5 , 6�5 �h_P_ 6 12*�/d=Ø, : ,03�. : , (d, q)

å �I�Â§Ã� � Á�mJn��EG�n"�`�Zo-n���o:U"�Un`�M��U{º�y�R8o-nTë �8! �`R8x�� � x¸o-n��`��n`§[n`�M� � R å �VlMU`§jP¹U�mJn"�`��o:�I§ÃU"�:P���x � R�n� nCm£P9º�y�R8o-n�ë �*#l�

ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é ´ ô ¯F¨ ²  ô ©0¨hµ�ª ï àIà
¤ nè§Ã� � Á�mJnã�EG(måx��{U:P�o	xL�¥U � R p OoO P�R<���IR8o � ¸ R<� �M��x��M� � nÃ�)�I�{�`��x��I�M�{n`§[n`�M� xo =

(ido, iqo, ωo)
t n"�`���'�)��n`�MR � x¸oVn"�`��n`§[n`�M�{�A�7P�o���x¸o � R�§Ã� � Á�mJn³�EG�x���x���x?P�m`�7P�o¡��x�§9��mJnT�"�I�M�{nG¦�x��I�� n"�Â§Ã� � Á�mJn"�?måx��{U:P�o	xL�¥U"� � n"�]�"�I§9�M�¥��P��M�����{�I��måx��{U:P�x¸o-n"� � Rç§]� � Á�mJn��EG ë �8! x���x���x?P�m »-����x¸o¯¨P�o��{�"�;�ÄP�� � w-�¥�Un`�¼�	n�osy ².³;´$#lµ"¶ Ð wRx�§jP�R�¦ ².³;´;´;µ"¶'�7¤ P¹�{�I�2måx��{U:P�o	x���U��Unö��o:U"�Un`�M��nLx���xÔ�¥�IR;�m£P��)��o�§[n � ¸ R<�2y�V�oGP���n`R8o-§Ã� � R8mLU9��·�R�¦+o-n`�M��oGP��M� � å �I�]§Ã� � Á�mJndmåx��{U:P�o	xL�¥USn"�`�¡�"�I§J�M�¥�¥U � ¸ R<�y�V�oGP���n`R8o � nCy;P�x�� �"�I�2�`��P��M�$Uzy;P�m¡�&m£Ph�IP�mJn`R8o � Rry;P�x�� P�Rj�M��x��M� � nT�)�I�{�`��x��I�M�{n`§[n`�M�QP�R�y �

§[n`�M��U � n � n`RI¦Â�¥�IR8o:�Vn"� � ¸ n?¢9��o��A§Ã� � R8mLUVn"�¹ë ��´'� OQP�oAnG¦8n`§9��mJn e1 = e1o + ∆e1
»T�Iñ

e1o
n"�`�

m£Ph�IP�mJn`R8o � n+m ¸ n?¢9��o�� e1 P�RÃ�M��x��M� � nT�)�I�{�`��x��I�M�{n`§[n`�M�dn`� ∆e1
o-n���o:U"�Un`�M��n��Un"���IP�o	x?P���x��I�2�

P�R<���IR8o � R��Vn*§F�`§[no�M��x��M� � nA�)�I�{�`��x��I�M�{n`§[n`�7� �A  n � R8xo�"�I� � R8x��oP�Rh§Ã� � Á�mJn��EG måx��{U:P�o	xL�¥Uy�mL�'�"P�m � R p OoOÖo-n���o:U"�Un`�M��Uoº�y�R8o-n�ë ��³0ò��
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I:J

11 GY

R:bR:R

npkm. .
MSe:uq

iq ω

1MSe:ud

I:L

id

MGY

R:R

I:L

npLω:

��������ÉbE È � � 9�6 .0=Ø, f ! 6�5 �h_P_ 6 12*�/d=Ø, : ,03�. : , (d, q)

O-�IR8o]P�m¸mLUzyNn�oXmJn"�Ã�{�I��P���x��I�2�"»^mJn"�j�IP�o	x?P;�0mJn"� � Rè§Ã� � Á�mJnXx���x���x?P�m¡�¥�I�M�^o"U`R0�sx¸m xL�¥U	n"���`R8o2mJn
§Ã� � Á�mJnRmåx��{U:P�o	xL�¥U � �|m¸mJn"�T�¥�I�M� � U"�"�I§9�M�¥�¥UVn"�^n`�]�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� x = (id, iq, ω)t

n`� � nJ�"�I§ �
§jP�� � n

u = (vd, vq)
t �

Ä e1

f1

�c!G�E<Em(β)
e2

f2

Ä

Ä ∆e1

∆f1

Ä

�c��,�.−∂m
∂β
f2o∆β

!G�E<Em(βo)

�c��,Û. ∂m
∂β
f1o∆β

Ä ∆e2

∆f2

Ä

��������ÉbE Î � !S} : 1�)Ö, 5�:^M+ø�58\#: ,-*�) : 12*�)�,�)^/ 9 *rB 9�6 .0=Ø,q=J:Ø*�+�1 : :</;+



êM� à ´`² ° ô °�ª�µF¬hµF¬8©2«Y½�µ ¶ ´ ¬8© ³ ½�¯�µ$º� ²�À Á�© ´ ô ¯F¨ ² ô �¬8©

I:J11 GY

R:bR:R

npkm. .
MSe:uq

iq ω

1MSe:ud

I:L

id

GY

R:R

I:L

npLωο:
Se:npLiqoω

Se:-npLidoω

��������ÉbE Ä 1 � � 9�6 .0=Ø, f !¡=J:Ø*�+�1 : :</;+ 6�5 �h_P_
± ¬8©�°[µ�¬ Àt´`² ° ô °�ª�µF¬

¤ nT�¸lMU"��o:Á`§[n # ��x ��� n"�"�¥�IR;� � �I�M�{n�R<�{n$�"�I� � x���x��I���{U"�Vn"�"��P�x¸o-ndn`�Ô�`R�% ��P��M��n � n-�"�I§�§jP�� �� P;�0x¸måx���UAy�oGP���l8x � R�n���x�§9��mJn � R8x$U`��n`� � mJn"�h�"�I� � x���x��I�2� � RÄ�¸lMU"��o:Á`§[n;sÉP�Rz�:Pl� � nÂ§Ã� � Á�mJn"�
�EG��*���I�M��n`�¼P��M� � n"�Q�¥�IR8o"�Vn"�$§Ã� � R8mLUVn"� � ( �IR;�9�{�IR;�Gmåx�§?x����I�2�JP'Rì�:Pl� � n-�¥�IR8o:�Vn"�9§Ã� � R8mLUVn"��7P�oqmJn"���IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� �
± ÁF¨N½� ¶ «Y¬ ê �Awdx�§jP�R�¦ ².³;´;´;µ"¶ À��w§Ã� � Á�mJnM�EGýmåx��{U:P�x¸o-nã��P��2�èU�mLU`§[n`�M�[n`���:P�R;��P�måx���U
� U�o	x���UVn¨�"�I�M��n`�¼P��M� � n"�*�¥�IR8o:�Vn"�¹§Ã� � R8mLUVn"�T�7P�o � n"�¹�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��Rn"�`�Q�"�I§�§jP�� � P;�0mJn"»ö��xn`�A�Un`R8mJn`§[n`�M�¡��xL»PmJn"���"�I� � x���x��I�2�9�`R8x��IP��M��n"�*�¥�I�M�o��U�o	x º�UVn"��

· � �IR;�qmJn"��U�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�$�¥�I�M��P��?��n�x<y��¼P;�0mJn"���7P�o*P�Rh§Ã��x��2�JR<�{n9�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`� ��so:UVn �
· � �IR;�^mJn"�*U�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�9P � §[n`�?��n`�M�fR<�{n¹�:P�R;��P�måx���U � U�o	x���UVndmL��o:� � nGm ¸ PG¢Gn"�`��P ��sx��I� � nLm£P¨�:P�R;��P�måx���U � U�o	x���UVnf��o:U?�)U�o-n`�M��xsn�m¸mJn ² n`� � R7P�måxL��P��M��mJn"���¥�IR8o:�Vn"� � n$�"�I§Â§jP�� � n��x{�{U"�Vn"�"��P�x¸o-n ¶'�<¤ P � R7P�måxL��P���x��I� � n"�o�¥�IR8o:�	n"��§Ã� � R8mLUVn"�dn"�`��P�R<����o	xL�¥UVn��Un`R8m<n`§4n`�7� � P��2�mJn��:Pl�¨�Iñ�n�m¸mJn"�*�¥�I�M�Pmåx�UVn"�T�7P�o¹R<�è�Vl�n`§?x��ç�"P�R;�)P�m��jR<�{n*�¥�IR8o:�Vn � n¨�"�I§�§jP�� � n �
���z��n�o��?R � RÄ�¸lMU"��o:Á`§[n # »^mJnj§Ã� � Á�mJn��EG � n2m£P�º�y�R8o-nÃë ��³0ò n"�`�*�"�I§�§jP�� � P;�0m<n � �I�{���m£P�� � ���rn?¢Gn`��»�mJn"�Q��o:��xL�JU�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"���¥�I�M�öP��?��n�x<y��¼P;�0mJn"�f�7P�oRmJn"���¥�IR8o:�Vn"� � ¸ n`�M��o:UVnn`�>x¸m �¨P � §[n`�?��n`�M�����IR;�Im£Pì�:P�R;��P�måx���U � U�o	x���UVn��Ã��oGP���n�o:�ImJn"�¨U�mLU`§[n`�M���

R ² ��P��2�¹§F�`§[n�P�����x¸oo-n"�"�IR8o:���[m£P � R7P�måxL��P���x��I� � n"�J�¥�IR8o:�Vn"� ¶'�



ß � ß ¼0µF¬8¯�° ô ¹�® ² ° ô ½�¯�µF¬8©2©0½�U° ô ¬8© Àt´`² °U¬8©Xµnm<ª�¯ð«Y½�µ ¶ ´ ¬hè2é ê�Ô

á ½�U° ô ¬8© Àt´`² °U¬8©Xµ�ª ï àIà
À��{n?nG¦`��o-n"�"��x��I�Â�7P�o���x��`R8måx�Á�o-n � nCm ¸ U � R7P���x��I� ² ë ��³0µ"¶ n"�`�T

{

y1 = C11id + C12iq + C13ω

y2 = C21id + C22iq + C23ω

¤ n"�Xx�� � x��Vn"� � n]�"�I§�§jP�� � P;�0x¸måx���U$��n`R<��n`�M���`��o-nh�:P�mL�`R8mLU"� � x¸o-n��`��n`§[n`�M���`R8oXmJnÂ§Ã� � Á�mJn��EG�»å R�n`R8o�P�� � ä�P�R¥��l8x�� � � P��8yIR<V ².³;´;´;µ"¶ n`��wQP�l<§jP���x ².³;´;´ ë ¶'� À��{nT�7P�x¸o-n � ¸ x�� � x��Vn"� � n¨�"�I§ �§jP�� � P;�0x¸måx���Uqn"�`�
ν1 = 1

n`�
ν2 = 2 �¼¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���¹�"�Unq% ��xsn`�M��� Cij, i, j = 1, ..., 3

��U�o	x º|n`�M�
mJn"�¨�"�I� � x���x��I�2� � R��¸lMU"��o:Á`§[n ø'�à �¬8« ô`¶ U¬h©0½�U° ô ¬ Àt´`² °U¬







C11G1(ud, id) + C12G1(ud, iq) + C13G1(ud, ω) 6= 0

C11G1(uq, id) + C12G1(uq, iq) + C13G1(uq, ω) = 0

C11G2(uq, id) + C12G2(uq, iq) + C13G2(uq, ω) = 0

G1(ud, iq) = G1(ud, ω) = 0
�:P�oLx¸m2� ¸ nG¦�xL�`��n-P�RM�`R<�ì�Vl�n`§?x��h�:P�R;��P�m8måx?P��M��m£PJ�¥�IR8o:�Vn � n�"�I§�§jP�� � n

ud
P�R�¦]�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� iq n`� ω � OQP�o��"�I�2�¥U � R�n`�M� C11

��n`R<���`��o-n��VlM��xL��x
Uzy;P�m�� ³ »T�:P�o G1(ud, id) = 1

Ld
6= 0 �O-�IR8o � n"�SoGP�xL�¥�I�2�*P��¼P�mL�-y�R�n"�"»
G1(uq, id) = G1(uq, ω) = 0 ��  n � R8x � �I�M�{n C12 = 0 �°Px��¼P�mJn`§[n`�M��»

G2(uq, id) = G2(uq, iq) = 0
» � ¸ �Iñ C13 = 0 �{¤ P9��o-n`§?x�Á�o-n-�¥��o���xsn���m£P���nn"�`�TP�mL��o:��

y1 = id

¿&¬8ª ·&ô`¶ «Y¬h©0½�U° ô ¬ Àt´`² °U¬






C21G1(ud, id) + C22G1(ud, iq) + C23G1(ud, ω) 6= 0

C21G1(uq, id) + C22G1(uq, iq) + C23G1(uq, ω) = 0

C21G2(uq, id) + C22G2(uq, iq) + C23G2(uq, ω) = 0

¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���>y;P�x��2���¥�I�M� � Uq�`�¨�:P�mL�`R8mLU"�"»Zx¸m�n`�2o:U"�`R8mE��n � R�n C21 = 0
�:P�o

G1(ud, id) 6=
0 � ���ã�`R8x��IP��M�PmJn�§F�`§[nCoGP�xL�¥�I�M�{n`§[n`�M��»��I�Ä�'�)��xsn`�M� C22 = 0 � ���¥ºA�2» C23

��n`R<���`��o-n
�VlM��xL��xoU�y;P�m��

1 �OQP�o��"�I�2�¥U � R�n`�M��»Pm£P � n`R�¦�x�Á`§[nJ�¥��o���xsnT��m£P���n"�?n"�`�T
y2 = ω

  nIo:U"�`R8mE��P��Rn"�`����o:U`�UxL��x?�0mJn � ¸ P���o:Á"�Cm£P¹��o:�"�M�l�	x��sx��I� ! �:P�oCmJn�§Ã� � Á�mJn��EG � nIm£P9º�y�R8o-n�ë ��³0ò�"�I�M��xsn`�M� � n`R�¦ã�Vl�n`§?x��2���:P�R;��P�R�¦ � xL�q�)��x��M��� � �I�M�|m Pj�¥�I§�§[n � nAmJn`R8o:�AmL�I�8y�R�n`R8o:�?n"�`�$Uzy;P�mJn
�Ãë ² �{�I§j�0o-n � ¸ U�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�+n`�è�:P�R;��P�måx���UCx��M��Uzy�oGP�mJn ¶'�



� ® à ´`² ° ô °�ª�µF¬hµF¬8©2«Y½�µ ¶ ´ ¬8© ³ ½�¯�µ$º� ²�À Á�© ´ ô ¯F¨ ² ô �¬8©
Æ-n?Æ-n�� £ÇsQv9Þ%�.u�x���¦ xb~�õou�yôr%�.r�ßàu�}��2xzu�} y{~oÈ9x<~
�����2rÜv9r�t���õ�r�u

��,|9�1�/ 6 ,>O D�5�: ,|1�3�3�1 : 1�oJ)�= 93: / 6 ,|= 7 1�3�3�=J:<9�1�)-: 9 * 6 ,|=@1d3 :;9 9-+ 6�5�: , 687 1�T^,09�)V1�)-: 9 * 6 ,|9�1 5 �
/-1�=J:<)Ö+G:Ø*N)Ö+ D3: 1�=Ø,G3 : +�;n+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,q1 5 B 9�6 .0=Ø, f !¡W 5 :F1�/K) : ,0:Ø*�)d9-, : )V1�:Ø*�/'+0=Ø+0BÛ,-*�)-/ MÃ: ,09-,�H 9 : :
5 *�,q9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,�Eg��*�/ 5 3�3 9 /-12*�)^W 587 :J=8* 7 , \ :J/K)Ö,q3�1�/ 687 +0=Ø+0BÛ,O*N)�,-*�9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,
=J:Ø+ 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)P1 58\ / 9�5�: 9-,0/ 6 ,L9 9 B2B[12* 6 ,�a�=@1 : ,03 : +0/;,-*�)	1�)V: 9 *X3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�)Q3 : ,-* 6
=@1A; 93: BÛ, D +-*�+ : 1�=<:J/;+-, 6 +09 : :<)Ö,q3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e ÉbEu021�g	a�9�;�E�9V,ZEa08E

Wẋ = Ãx+ B̃u
e ÉbEu021�g

��=µ,0/K) 6 :Ø,-*?9 9 *�* 5 a�W 5 , 6 12*�/�=Ø,L9�1�/ 9�� =Ø,0/tH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�) x *�,R/ 9 *�)>1�/*/ 9 90:Ø+-,0/QW 587 1 58\+0=Ø+0BÛ,O*N)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/
,-*X9�1 5 /-1�=J:<)Ö+|:Ø*N)Ö+ D3: 1�=Ø,�a�=@1GB[1�) : :J9-, W ,0/K)Q) 9�5�7M9�5�: /Q:Ø*�H3, : /*: 6 =Ø,�E�_t1 :
9 9 *�/;+0W 5 ,-*�)�a�= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e ÉbEu021�gL3 : ,-* 6 =@1+; 93: BÛ,S90=@1�/*/*:JW 5 ,�.

ẋ = Ax+Bu
e ÉbEu0 Ä g

1�H3,09Û.
A = W−1Ã

,�)
B = W−1B̃

��=�,0/K)Q1�= 93: /F3 9 /*/*: 6 =Ø, 687 1�3�3�=J:JW 5 , : =Ø,0/�1�= D393: :u)-,�B�,0/�3 : +0/;,-*�)Ö+0/Q3 : +09-+ 6 ,0B2BÛ,-*�)�E2�%,0/�9 9 B?�
3 9 /-12*N)Ö,0/ 6 ,0/dH3,09�)Ö, 5�: /G9 9 = 9 *�*�,0/ Al−1bj

a
(l = 0, ..., νj)

/ 9 *�) 9�6 )Ö,-* 5 ,0/ D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�) M
3�1 : )-: :�6�5 B 9t6 .0=Ø, f ! ,-* 5 )-:J=J:J/-12*�)R=@1A; 93: B 5 =Ø, e ÉbEu030�g	E

[Al−1bj]i =
∑

H

Gl(duj, dxi)∆i,j

∆ri

e ÉbEu030�g
1�H3,09Û.

� ri :
=Ø,�* 9 B 6�: , 6 ,q; 9 :J/RW 587 9 *r3�1�/*/;,I3�1 : = 7 +0=Ø+0BÛ,-*�) i a

� ∆ = 1 −∑iBi +
∑

i,j BiBj −
∑

i,j,k BiBjBk + ...
a

� ∑
iBi :

/ 9 B2BÛ, 6 ,0/t3�1 : )-:Ø,0/�9 9 *�/K)V12*N)Ö,0/ 6 ,0/ D 1�:Ø*�/ 6 , 6a9�5 90=Ø,0/ 6 ,>= 9 * D�5 , 5�: 1^3 : :J/;,-*�)
Ä M Ä a

� ∑
i,j BiBj :

/ 9 B2BÛ, 6 ,�/23�1 : )-:Ø,0/?9 9 *�/K)V12*�)Ö,0/ 6 ,0/ D 1�:Ø*�/ 6 , 6g9�5 90=Ø,0/ 6 :J/ 7M9 :Ø*�)Ö,0/ 6 ,
= 9 * D�5 , 5�: 1X3 : :J/;,-*�)�0 M 08a

� ∑
i,j,k BiBjBk :

/ 9 B2BÛ, 6 ,0/A3�1 : )-:Ø,0/I9 9 *�/K)V12*N)Ö,0/ 6 ,0/ D 1�:Ø*�/ 6 , 6a9�5 90=Ø,0/ 6 :J/ 7M9 :Ø*�)Ö,0/
6 ,C= 9 * D�5 , 5�: 1X3 : :J/;,-*�)GÉ M Éba

� Gl(duj, dxi) :
=@143�1 : )-:Ø,+9 9 *�/K)V12*�)Ö, 6�5jD 1�:Ø* 6�5 9V,�,0B2:Ø*j9�1 5 /-1�= D +-*�+ : 1�=J:J/;+ 6 ,X= 9 *8�

D�5 , 5�: l =J:@12*�)R=@1AH�1 : :@1 6 =Ø, 687 ,-*�) : +-, duj M =@1AH�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�) dxi a� ∆i,j :
/;,C9�1�=J9 5 =Ø,q9 9 B2BÛ, ∆

W 5 12* 6�9 *r1Ã,-*�=Ø,�H5+C=Ø, ième 9V,�,0B2:Ø*�9�1 5 /-1�=sa
� H

,0/K)d= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,G) 9�5 /L=Ø,�/L9V,�,0B2:Ø*�/L9�1 5 /-1 58\{6 ,S= 9 * D�5 , 5�:|D +-*�+ : 1�=J:J/;+-, l =J:@12*�)|=@1/ 9�5�: 9-, 6 ,C9 9 B2B[12* 6 , uj M = 7 +0=Ø+0BÛ,-*N) 6 }�*�1�B2:JW 5 , xi E
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� · ¬8« Àt´ ¬�¾8Ã��   �I�2��x � U�o:�I�2�+mJn¨�`V¥�`��Á`§[n9��n`� � R8mJn?x��M��n�o:�¥U (PI)
o-n���o:U"�Un`�M��UQº�y�R8oVnjë ��³;³ »�"�I§9�M�¥�¥U � ¸ R<�z�Vl7P�o	x��I� � n¨§jPl�"�Un M �`R¥�;�M��o���P��M�TR<�{nÂ�"P�o	o-n+o	x<y�x � n � n+mL�I�8y�R�n`R8o

2l
n`� � n

§jPl�"�Un
m
�M�¥�"�¥U � P��M�AR<�q§Ã�I§[n`�M� � ¸ x��{n�o���xsn J �7P�oqoGP��;�M��o������¥�I�Ä�Vn`�M��o-n � n�§jPl�"�Un�Uzy;P�m��

ml2

3
�¼¤ n*�Vl7P�o	x��I���Un � U���m£P0�VnSn`�h��oGP��2��m£P���x��I�j��P��2�f�Vo:�I�?��n`§[n`�M���`R8o-R<�&o:P�x¸m � P��2�^m£P � x¸o-n��`��x��I�lM��o	x6�l�I�M��P�mJn9�¥�IR;�Im ¸ P0�`��x��I� � ¸ R<�{n��)��o:�Vn¹�IP�o	x?P;�0mJn F �ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é µ�ª à ¼ ¤ nh§Ã� � Á�mJn¶�EG � R O ï n"�`����o:U"�Un`�M��U*º�y�R8o-nìë ��³`) ��P���xL�?�`P�xL��P��M�SmJn"�U � R7P���x��I�2��P�R�¦]�Ux���n"�"�Un"� ² ë �+) ë ¶'�

{

X = D + lsinθ ⇒ Ẋ = V + lωcosθ

Y = lcosθ ⇒ Ẏ = −lωsinθ
e ÉbEu0�É�g

M

D

X

Y

F

θ

J, m, 2l

��������ÉbE Ä�Ä � _r,O* 6�5 =Ø,I:Ø*�H3, : /;+I/ 5�:d5 *r9V,�1 : : 9 )

ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é ´ ô ¯F¨ ²  ô ©0¨hµ�ª à ¼ ï m{n"�`�A�0xsn`�ã�"�I�M�MR � R�n-��P��2�^m ¸ P��;��o:�)¦�x�§jP'��x��I� � n"�o��n`��x����P��8y�mJn"�"»|mJn��`V¥�`��Á`§[n�O ï � ¸ n"�`�ö�7Pl�9��m£P�� �ö¤ n�§Ã� � Á�mJn;�EG¡måx��{U:P�o	xL�¥U � R PI P�R<���IR8o � nm ¸ U � R8x¸måx?�0o-nSx��2�`��P;�0mJn (θ = ω = 0)
n"�`�T�'�)��n`�MRî�"�I§�§[n � P��2�qmJn¨�:Pl� � nqm ¸ nG¦8n`§9��mJn���o:U ��"U � n`�M� � OQP�o¨�"�I�M��o-n"»>mJn"�¹�{�I�]måx��{U:P�o�x���U"�J�UnT��o:U"�Un`�M��n`�M�>x���xf�¥�IR;���)��o�§[n � n¹��oGP��2�?�)��o �§jP���n`R8o:��§Ã� � R8mLU"�¨��·�R�¦�o-n`�M��oGP��M��� � �I�M�|mJn`R8o:�¨§Ã� � Á�mJn"�Im x��{U"P�o	xL�¥U"�*�¥�I�M�-�"�I�2�`��o�R8x����

�"�I§�§[nqx�� � x � RMU��[m£P9º�y�R8o-n�ë ��³ ë �OQP�o��"�I�2�¥U � R�n`�M��»QmJn¹§Ã� � Á�mJnd�EGÖmåx��{U:P�o	xL�¥U � R]O ï P�R<���IR8o � nCm ¸ U � R8x¸måx?�0o-nqx��2�`��P;�0mJn+n"�`��"�I�2�`��o�R8x��$�"�I§�§[n+o-n���o:U"�Un`�M��U"»{º�y�R8o-nÂë ��³ s � O-�IR8o�P�m¸mLUzyNn�oAmJn"�¨�{�I��P���x��I�2�"»T�{�IR;�Cy;P�o �� �I�2�LmJn"�T§F�`§[n"�T�IP�o	x?P;�0mJn"���M�IR8oLmJnT§Ã� � Á�mJn|måx��{U:P�o	xL�¥ULo-n���o:U"�Un`�M��P��M�Zx���x�mJn"�Q�IP�o	x?P���x��I�2�
P�R<���IR8o � R��M��x��M� � ¸ U � R8x¸måx?�0o-n �
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1

01

I:M

1

1
.

l cos θ

. .

Y

Se:-mg

I:J

MTF

I:m

X
.

ω

MSe :F
V

I:m

. .

- l sin θ
MTF

��������ÉbE Ä 0 � � 9�6 .0=Ø, f ! 6�5 PI
e1

f1

�#d�E<Em(β)
e2

f2

∆e1

∆f1

Ä

MSe : −∂m
∂β

(βo)e2o∆β

d�E<Em(βo)

MSf : ∂m
∂β

(βo)f1o∆β

1 ∆e2

∆f2

��������ÉbE Ä É � � 9�6 .0=Ø, f !Õ=J:Ø*�+�1 : :</;+ 687 5 *r) : 12*�/K; 93: B[1�)Ö, 5�: B 9�6�5 =Ø+
§4¬8« ²  Â ª�¬ Ô �öä�P��2�PmJnT�:Pl� � n"�¡�`V¥�`��Á`§[n"��§ÃU"�:P���x � R�n"�"»�x¸mbn"�`�M�¥�IR<��n`�M�Ô�{U"�	n"�:��P�x¸oVn � n
��o-n`� � o-nAn`�Ä���I§9�¼��n � P��2�CmJn���n"�`��n`R8o � ¸ U`��P����{�I���Un`R8mJn`§[n`�M�PmJn"�¹�IP�o	x?P;�0mJn"��Pl�"�¥�¥��x�UVn"�P�R�¦bU�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"��n`�ô�:P�R;��P�måx���Urx��M��Uzy�o:P�mJnì§ÃP�xL�ãP�R;�"��xCm ¸ x��M��Uzy�oGP�mJn � nq�Vn"��IP�o	x?P;�0mJn"� � R8xQo-n���o:U"�Un`�M��n`�M�PmJn"� � U���m£P0�Vn`§[n`�M�����IRrmJn"��P��8y�mJn"� �

± ¬8©�°[µ�¬ Àt´`² ° ô °�ª�µF¬ ¤ nÂ§Ã� � Á�mJnE�EGÕo:U"�`R8mE��P��M�Sn"�`�J�"�I§�§jP�� � P;�0mJn"» � �I�{�9��m£P�� � ����n?¢Gn`��»m<n"�î�"�I� � x���x��I�2� � RÉ�¸lMU"��o:Á`§[n # �¥�I�M�J��P���xL�?�`P�x���n"� �T¤ n"� � n`R�¦ÉU�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�
I : J

n`�
I : M

n`�Am<n"� � n`R�¦�x��M��Uzy�oGP���n`R8o:�h�¥�I�M�¨P��?��n�x<y��¼P;�0mJn"�¨�7P�o&m ¸ n`�M��o:U	n �Tï m^n"�`�Uzy;P�mJn`§[n`�M�f�M�¥�"��x?�0mJn � ¸ x�§9�M�¥�Un�o�R<�{n]�:P�R;��P�måx���U � U�o	x���UVnjP�R�¦hm ¸ U�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�
I : J

n`�
I : M

n`� � R7P�måxL��P��M��m£P��¥�IR8o:�	n9§Ã� � R8mLUVnCn`��m£P��¥�IR8o:�Vn � n¹�"�I§�§jP�� � n^o-n"����n"� �
��x���n`§[n`�M� �
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1

0

1

MSe

mgl

I:J

I:M

TF

I:m1
X
.

ω
θ

MSe : F

D

V

..l

��������ÉbE Ä Ê � � 9t6 .0=Ø, f !¡=J:Ø*�+�1 : :</;+ 6�5 _��L1 5 ) 9�5�:'6 ,C= 7 +0W 5 :J=J: 6�: ,G:Ø*�/K)V1 6 =Ø,
á ½�U° ô ¬ Àt´`² °U¬]µ�ªÒ«Y½�µ ¶ ´ ¬hè2é µ�ª à ¼

¤ n"�¹�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��A�¥�I�M� (D,V, θ, ω)
n`� � n��"�I§�§jP�� � n

u = F �
¤¹¸ nG¦`��o-n"�"��x��I� � nCm£PÂ�¥��o���xsnQ��m£P���n+n"�`�T

y = C1D + C2V + C3θ + C4ω

¤ n"�¨�"�Unq% ��xsn`�M��� Ci, i = 1, ..., 4
��U�o	x º|n`�M�PmJn"�¨�"�I� � x���x��I�2� � R��¸lMU"��o:Á`§[n's �

¤ P*��oVn`§?x�Á�o-n��"�I�M��oGP�x��M��n*� ¸ U"��o	x���

C1G1(u,D) + C2G1(u, V ) + C3G1(u, θ) + C4G1(u, ω) = 0

¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���Gy;P�x��2�J�¥�I�M�Q�:P�mL�`R8mLU"�¨�"�I§�§[nJ�`R8x��T
G1(u,D) = G1(u, θ) = 0

�:P�oRx¸m2� ¸ nG¦�xL�`��n$P�RM�`R<���Vl�n`§?x��ì�:P�R;��P�m � nRmL�I�8y�R�n`R8o ³ måx?P��M�m£P��¥�IR8o:�Vn � n¨�"�I§�§jP�� � n
u
P�R�¦Ã�IP�o	x?P0�0m<n"� � ¸ U`��P�� D n`�

θ �
G1(u, V ) = 1

M
∆1

∆

P���n"�
∆ = 1 + m

M
+ ml2

J

n`�
∆1 = 1 + ml2

J

G1(u, ω) = − ml
MJ

1
∆

¤ P � n`R�¦�x�Á`§[n¨�"�I�M��oGP�x��M��n*� ¸ U"��o	x���

C1G2(u,D) + C2G2(u, V ) + C3G2(u, θ) + C4G2(u, ω) = 0

¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���Gy;P�x��2�J�¥�I�M�Q�:P�mL�`R8mLU"�¨�"�I§�§[nJ�`R8x��T
G2(u, V ) = G2(u, ω) = 0

�:P�o&x¸mT� ¸ nG¦�xL�`��n�P�RM�`R<�ô�Vl�n`§?x��Ö�:P�R;��P�m � n�mL�I�8y�R�n`R8o )måx?P��M�Pm£PÂ�¥�IR8o:�Vn � n��"�I§�§jP�� � n
u
P�R�¦]�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� V n`�

ω �
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G2(u,D) = 1
M

∆1

∆

P���n"�
∆ = 1 + m

M
+ ml2

J

n`�
∆1 = 1 + ml2

J

G2(u, θ) = − ml
MJ

1
∆

¤ Pj��o:��xL��x�Á`§[n¨�"�I�M��oGP�x��M��n*� ¸ U"��o	x���

C1G3(u,D) + C2G3(u, V ) + C3G3(u, θ) + C4G3(u, ω) = 0

G3(u,D) = G3(u, θ) = 0
�:P�oCx¸m�nG¦�xL�`��n¨P�RM�`R<� �Vl�n`§?x��Ä�:P�R;��P�m � nAm£���Ny�R�n`R8o�ë4måx?P��M�

m PÂ�¥�IR8o:�Vn � n¨�"�I§�§jP�� � n
u
P�R�¦Ã�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� D n`�

θ �
G3(u, V ) = m3l3g

M2J2

1
∆2

G3(u, ω) = −m3l3g
M2J2

1
∆2 − m2l2g

MJ2

1
∆2

¤ P � R7P���o	x�Á`§[n��"�I�M��oGP�x��M��nJ� ¸ U"��o	x��T

C1G4(u,D) + C2G4(u, V ) + C3G4(u, θ) + C4G4(u, ω) 6= 0

G4(u,D) = G4(u, θ) = 0
�:P�oLx¸m7� ¸ nG¦�xL�`��n$P�RM�`R<���Vl�n`§?x��ì�:P�R;��P�m � nRmL�I�8y�R�n`R8o�s[måx?P��M�m PÂ�¥�IR8o:�Vn � n¨�"�I§�§jP�� � n
u
P�R�¦Ã�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P�� D n`�

θ �
G4(u,D) = m3l3g

M2J2

1
∆2

G4(u, ω) = −m3l3g
M2J2

1
∆2 − m2l2g

MJ2

1
∆2

¤ PXo:U"�¥��mER<��x��I� � n��Vn"��U � R7P���x��I�2� � �I�M�{n C2 = C4 = 0
n`�
C1(J +ml2)−C3ml = 0 �å x��I�Ä�VlÔ��xL��xsn

C1 = 1
P�mL��o:�

C3 = J+ml2

ml

»>m£PÂ�¥��o���xsnT��m£P���n?n"�`�TP�mL��o:��

y = D +
J +ml2

ml
θ

å xA�I�î�"�I�2��x � Á�o-n � R�nSm£PÂ�"P�o	o-n � R���n`� � R8mJnCn"�`�FlM�I§Ã�-y0Á`�{nJP�mL��o:�
J = ml2

3

n`��m P��¥��o���xsn
��m£P���nJ�UnIo:U � R8x��T�]

y = D +
4

3
lθ

� RNxQo-n���o"U"�Un`�7��nqmJn��Vn`�M��o-n � ¸ �¥�¥��x¸m¸m£P���x��I� � R���n`� � R8mJn �
Æ-n?Æ-n?Æ £ÇsQv9Þ%�.u�x���¦ xÜ~�õou�y r%�.r�ßàu�}��2xôu�}ýy{~oÈ9x<~
�����2r v$r�tÒ��õor�u ���.r�xßÇ

�O�Fu�}��<t7r�u
�F1+3 : +0/;,-*�9-, 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)V/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/',-*�9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,C=J:Ø+0/ 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*N)d1 58\ ,-*8�

) : +-,0/2;�1�:<)[1�3�3�1 : 1�oJ) : , 6 ,0/ 6 + : :<H3+-,0/ 6 ,r= 7 ,-*N) : +-, 6 12*�/[=@1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 * 687 +�)V1�)�aP9�;�E>9V,ZE08a :sE ,�E<a
ẋ = Ax+ Σα

i=0Bis
iu

e ÉbEu0�ÊNg



ß � ß ¼0µF¬8¯�° ô ¹�® ² ° ô ½�¯�µF¬8©2©0½�U° ô ¬8© Àt´`² °U¬8©Xµnm<ª�¯ð«Y½�µ ¶ ´ ¬hè2é � Ã

�S12*�/t9-,>9�1�/0a�:J=5,0/K)�) 9�5�7M9�5�: /�3 9 /*/*: 6 =Ø, 6 ,>9 9 *�/*: 6 + : , :r6 ,�/t9	,�12* D ,0BÛ,O*N)-/ 6 ,|9 9t93:;6�9 *�*�+-,0/
D +-*�+ : 1�=J:J/;+0/R/ 5 909-+0/*/-:<;`/ 6 ,C=@1A; 93: BÛ, e ÉbEu0�È�g	a��t=J:Ø,0/*/ e ÄUÎ�Î 1 6 g	a

x̃ = x−Bαs
α−1u

e ÉbEu034�g
W 5 :{9 9 * 6�5 :J/;,-*�) M =@1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *&3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�) 6 :<)Ö,G90=@1�/*/*:JW 5 , 9�5 �C1�=JB[1p*�:Ø,-*�*�,e ÉbEu0�Æ�g	E

x̃ = Ãx+ B̃u
e ÉbEu0�Æ�g

9�� Ã = A
,�)
B̃ =

∑α
i=0A

iBi
E

_t1 : 1�:J=J= , 5�: /0a�/ 7 :J=8, \ :J/K)Ö, 687 1 5 ) : ,0/�+0=Ø+0BÛ,-*�)-/�,-*r9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H5+-,CW 5 :%*�,C/ 9 *N)^3�1�/d=J:Ø+0/
1 58\ ,-*�) : +-,0/0a|=@1 : ,03 : +0/;,-*N)V1�)-: 9 *�3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)[3 : ,-* 6 =@1�; 93: BÛ, e ÉbEu0 Ì g	a>1�H3,09 W: + D�5 =J:J. : ,�E

Wẋ = Ax+ Σα
i=0Bis

iu
e ÉbEu0 Ì g

�S12*�/|9-,^9�1�/0a8=Ø,0/P9	,�12* D ,0BÛ,-*�)-/ 6 ,G9 9�92:Ö6�9 *�*�+-,0/ D +-*�+ : 1�=J:</Ö+�/�*�+09-,0/*/-1�: : ,0/L3 9�5�:�9�6 )Ö,-*�: :
=@1A; 93: BÛ,q90=@1�/*/*:JW 5 , 9 *N)d3 9�5�: , \ 3 : ,0/*/-: 9 *�.

x̃ = x−W−1Bαs
α−1u

e ÉbEu0�È�g
9 9 * 6�5 :J/-12*�) M =@1 : ,03 : +0/;,-*N)V1�)-: 9 *r3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +	)	1�) e ÉbEu0�Æ�g	Eg��,03a,-* 6 12*�)/.

Ã = A et B̃ =
α∑

i=0

(W−1A)iW−1Bi

��= ,0/K)q1�= 93: /d3 9 /*/*: 6 =Ø, 687 5 )-:J=J:</Ö, : =Ø,0/G1�= D393: :u)-,�BÛ,0/d3 : +09-+ 6 ,-*�)-/q3 9�5�: 9�1�=J9 5 =Ø, : =Ø,0/G/ 93: )-:Ø,0/
3�=@1�)Ö,0/ ,-*�)Ö, : BÛ,0/ 6 ,0/�* 9�5 H3,0=J=Ø,0/A9 9�93:;6�9 *�*�+-,0/+3 5 :J/ 6 , : ,�) 9�5�: *�, : H3, : /+=Ø,0/A9 9t93:;6�9 *�*�+-,0/
:Ø*�:<)-:J1�= ,0/L3�1 :�6 ,0/d9V,�12* D ,0BÛ,-*N)-/ 6 ,C9 9�93:;6�9 *�*�+-,0/^:Ø*�H3, : /;,0/^/ 5 909-,0/*/-:<;`/0E��,�)*)Ö,X3 :;9 9-+ 6�5�: ,X3g, 5 )I/ 7 1�3�3�=J:JW 5 , :�6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)C/ 5�: =Ø,0/qB 9�6 .0=Ø,0/ f !q/q9�1 : =Ø,0/q9 9 B?�
3 9 /-12*N)Ö,0/ 6 ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-/IH3,09�)Ö, 5�: / (W−1A)iW−1Bi, i = 0, ..., α

3a, 5 H3,-*N) � ) : ,[9�1�=J9 5 =Ø+-,0/
M = 7 1�: 6 , 6 ,�=@1p; 93: B 5 =Ø, e ÉbEu030�gÛ,-*ð9 9 *�/*: 6 + : 12*�)�9-,�)*)Ö,]; 9 :J/���90: 6 ,0/&9V,�,0B2:Ø*�/&9�1 5 /-1 58\�6 ,
= 9 * D�5 , 5�: / i+ 1

E
� · ¬8« Àt´ ¬Ö¾8â��   �I�2��x � U�o:�I�2�2mJn���n`� � R8mJn4x��M��n�o:�Un ² O ï�¶ ��P��2�4mJnã�Vl7P�o	x��I� � �I�M�SmJnh§Ã� � Á�mJn�EGÖn"�`��o-n���o:U"�Un`�M��Uöº�y�R8o-nJë ��³;µ;� À��{n � x ¢9U�o-n`�{�Vn^o-n`§jP�o � R7P;�0mJno�7P�o^oGP��;�M��o��oP�RÃ§Ã� � Á�mJn��EG��o:U"�"U � n`�M�^n"�`� � R�nXm£P]�¥�IR8o:�Vn � nj�"��§�§jP�� � n

MSf : Ḋ
n"�`� � x¸oVn"�`��n`§[n`�M�Lmåx�UVnj��m ¸ U�mLU`§[n`�M�� VI�¼P�§?x � R�n ²Fï L§ ¶ n`�ô�:P�R;��P�måx���U � U�o	x���UVn �Q¤ n"���IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��*�¥�I�M� x = (θ, ω)t

n`�Im£P
�"�I§�§jP�� � nAn"�`�

u = D �
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1

0

MSe

mgl

I:J

TF:l

.

.

I:m1
X
.

θ
θ

MSf : Du=D s

��������ÉbE Ä 4 � � 9�6 .0=Ø, f !Õ=<:Ø*�+�1 : :J/;+ 6�5 _��|/-12*�/^=Ø,q9V,�1 : : 9 )
ä�P��2�CmJn"�¹�{�IR<��n�m¸mJn"�¨�"�¥��o � �I�M�{UVn"� ² �)��o�§[n � n*¯¨P�mE§jP�� ¶ »Qm£PÂ�¥��o���xsnT��m£P���n*� ¸ U"��o	x���

y = C1θ̃ + C2ω̃

¤ n"���"�Unq% ��xsn`�M��� C1
n`�
C2

��U�o	x º|n`�M��
{

C1G−1(D, θ) + C2G−1(D,ω) = 0

C1G0(D, θ) + C2G0(D,ω) 6= 0

G−1(D, θ) = 0
�:P�odx¸mM� ¸ nG¦�xL�`��nA�7PI� � n*�Vl�n`§?x����:P�R;��P�m � nGmL�I�8y�R�n`R8o|y0U`�{U�oGP�måxL�¥UVnJUzy;P�mJnJ� � ³ »�7P�o��"�I�2�¥U � R�n`�M�
C2 = 0 �-  �I§�§[n G0(D, θ) 6= 0

»Lx¸m��`R�%É�-P�mL��o:� � nÂ�VlM��xL��x¸o
C1 = 1

�Ô�IR8o
�'�)��n`��x¸o

y = θ̃ �
¤ n$�Vl7P��8yNn`§[n`�M� � n$�"�¥��o � ���7�{U	n"��y0U`�{U�oGP�måxL�¥U^n"�`�f x̃ = x−(W−1B1+(W−1A)W−1B1)u−
W−1B2u̇ �Ô¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���$��n"�`��n`R8o:� W−1B1

»
W−1B2

n`�
(W−1A)W−1B1

�¥�I�M�A�:P�mL�`R8mLU"�qn`�
R<��x¸måxL��P��M�>m£P$�)��o�§�R8mJn ² ë �+)Y)`¶'��ï m¼�`R8x��Q

[

θ̃

ω̃

]

=

[

θ

ω

]

−




− ml

J(1+ ml2

J
)

0



D −




0

− ml

J(1+ ml2

J
)



 Ḋ
e ÉbEu0 Î g

é �Ä�'�)��xsn`�M�TP�mL��o:�
y = θ̃ = θ + 3ml

4
D
» � R8x|n"�`����o:�"�M��o���x��I�M�{n�m¸mJn��

y = D + 4l
3
θ �

¾ÃX�ä ûêc*ÿ¡c�a gT\�ÿö^=��c*\�^=?�� üh^�þçgTÿök���\�^)kQ_)_)k
�S12*�/29-,�)*)Ö,�/;,09�)-: 9 *Za
* 9�5 /21�=J= 9 *�/?1 6a93:;6 , : =Ø,&3 :;9�6 =J.0BÛ, 6 ,r=@1]3�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * 6 ,0/

H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,�,-*ü3�1 : )V:<9 5 =J:Ø, : =Ø,0/AH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)Ã,�) 687 ,-*N) : +-,�,-*ü; 9 *�9�)-: 9 * 6 ,0/
/ 93: )-:Ø,0/L3�=@1�)Ô,�/�,�) 6 ,q=Ø, 5�: / 6 + : :<H3+-,0/0EÒ� 9�5 /d1�=J= 9 *�/|3 :;9 3 9 /;, :�6 , 58\ BÛ+�)-, 9�6 ,0/L3 9�5�:�9�6 )Ö,-*�: :
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9-,�)*)Ö,R3�1 : 1�BÛ+	) : :J/-1�)-: 9 * 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)Q/ 5�: =Ø,|B 9�6 .0=Ø, f !?E2�F1S3 : ,0B2:J. : ,�,0/K) 6 1�/;+-,R/ 5�: =Ø,|9�1�=u�
9 5 = 6 , 6 +�)Ö, : B2:Ø*�12*�)-/ 6 ,^B[1�) : :J9-,0/Q3�1 : )-:J9 5 =J:J. : ,0/Q/ 5�: =Ø,dB 9�6 .0=Ø, f ! 6 : : ,09�)�,�)>=@1 6 , 58\ :J.0BÛ,,-* 5 )-:J=J:</-12*�)R=@1 : . D =Ø, 6 ,A�h1�/ 9 *r/ 5�: =Ø,qB 9t6 .0=Ø, f !¡:Ø*�H5, : /;,�E� 9�5 /�9 9 *�/*: 6 + :;9 *�/ 6 ,0/�B 9�6 .0=Ø,0/ f !q/&3�=@1�)-/ 6�9 *�)�=@1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *ð3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/
687 +�)V1�)�,0/K) 6 ,C=@1A; 93: BÛ, e ÉbE É31�g	a 9�� W ,0/K) 5 *�,IB[1�) : :J9-, : + D�5 =J:J. : ,�E

{

Wẋ = Ax+Bu

y = Cx

e ÉbE É31�g
1�H3,09

x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rm : ,03 : +0/;,-*�)Ö,-*N) : ,0/*3a,09�)-:<H3,0BÛ,-*�)Ua�=Ø,0/|H5,�9�)Ö, 5�: / 6 ,0/RH�1 : :@1 6 =Ø,0/
687 +�)V1�)�a 6 ,0/RH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 ,-*N) : +-,",�) 6 ,0/dH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6 ,C/ 93: )-:Ø,0/R3�=@1�)Ö,0/0E
W,A,B,C

/ 9 *N) 6 ,0/dB[1�) : :J9-,0/ M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/^9 9 *�/K)V12*�)-/�,�) 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 *�/d1�3�3 :;9 3 : :Ø+-,0/0E� 7 5 *�,IB[12*�:J. : ,S3�= 5 /d9 9 B23�1�9�)Ö,�a�= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e ÉbE É31�g|/ 7 +09 : :<) .
[

Ws− A −B
C 0

]

︸ ︷︷ ︸

P (s)

[

x

u

]

=

[

0

y

] e ÉbE É Ä g

� 9 B2BÛ,^=Ø,G/K}8/K)-.0BÛ,�,0/K)R3�=@1�)�a det(P (s))
,0/K)R9 9 *�/K)V12*�) e :Ø* 6 +03a,-* 6 1p*N) 6 , s g
,�)L=@1I/ 9 = 5 �)-: 9 * 6 , e ÉbE É Ä g|3 : ,-* 6 =@1+; 93: BÛ,�.

{

u = Φ(s)y

x = Ψ(s)y

e ÉbE É50�g
9�� Φ(s) ∈ Rm×m[s]

,�)
Ψ(s) ∈ Rn×m[s]

/ 9 *N) 6 ,0/4B[1�) : :J9-,0/41�}N12*�)&3 9�5�: 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/
6 ,0/q3 9 =<}�*�~�BÛ,0/q1�3�3�1 : )Ö,-*�12*�) M R[s]

E8�S12*�/q9-,?W 5 :�/ 5 :<)�aa* 9�5 /C1�=J= 9 *�/^B 9 *N) : , : 9 9 B2BÛ,-*�)
9�1�=J9 5 =Ø, : = ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-/�)Ö, : BÛ,0/ 6 ,0/�B[1�) : :J9-,0/ Φ(s)

,	)
Ψ(s) 6 : : ,�9�)Ö,0BÛ,-*N) M 3�1 : )-: :86�5 B 9�6 .0=Ø,f !?E

Æ-nFÕ$n�m £Çr{�2p9sQv9u��.}9v���t7u�yÔ�2u
�%,C/K}8/K)-.0BÛ, 6 ,/� : 1�BÛ, : e ÉbE É Ä gR1?3 9�5�: / 9 = 5 )-: 9 *�.

[

x

u

]

=
1

det P (s)
Com

[

Ws− A −B
C 0

][

0

y

] e ÉbE É�É�g

1�H3,09
det(P (s)) 6= 0

E
) 3�1 : )-: :�6 ,0/C9�1�=J9 5 =J/ 6 ,0/CB[1�) : :J9-,0/S9 9 ;�1�9�)Ö, 5�: /0a�=Ø,0/q9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)V/ Φij(s)

,�)
Ψij(s)

6 ,0/
B[1�) : :J9-,0/ Φ(s)

,�)
Ψ(s)

/ 9 *N) 9�6 )Ö,-* 5 ,0/ D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�) M = 7 1�: 6 , 6 ,0/23 :;9 3 9 /*:<)-: 9 *�/?/ 5 :u�
H�12*N)Ö,0/".



�Ô� à ´`² ° ô °�ª�µF¬hµF¬8©2«Y½�µ ¶ ´ ¬8© ³ ½�¯�µ$º� ²�À Á�© ´ ô ¯F¨ ² ô �¬8©
à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯ Ô � ¤ no�M��mEVI�{íI§[n Φij(s), i, j = 1, ...,m

� n^m£P�§jP���o	x��Vn
Φ(s)

n"�`�oUzy;P�m¼P�R � U �
��n�o�§?x��¼P��M� � nGm£P¨§jP���o	x��Vn-�`V¥�`��Á`§[n � R]§Ã� � Á�mJn*�'�)��n`�MRrn`�]�`R¥�;��o	x�§jP��M�tm£P

ième
n`�M��o:UVnCn`��m£P

j ème
�¥��o���xsn���m£P���n"» � x��UxL�¥Uo�7P�o9R<�{n��"�I�2�`��P��M��n

(−1)(i+j)K
»��Iñ

K
n"�`��Uzy;P�m�P�R � U`��n�o�§?x��¼P��M�

� nCm£PÃ§jP���o	x��VnJ�`V¥�`��Á`§[n �
à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯j¾0®�� ¤ n��M��mEVI�{íI§[n Ψij(s), i, j = 1, ...,m

� n>m£P9§jP���o	x��Vn
Ψ(s)

n"�`��Uzy;P�m<P�R � U �
��n�o�§?x��¼P��M� � nGm£P¨§jP���o	x��Vn-�`V¥�`��Á`§[n � RÃ§Ã� � Á�mJn*�'�)��n`�7Rrn`�&oVn`§9��m£P"ÏlP��M��m£P

j ème
�¥��o���xsno��m£P���n

�7P�oIm£PÃ�¥��o���xsnÂPl�"�¥�¥��x�UVn��&m£P
ième

�IP�o	x?P;�0mJn � ¸ U`��P���» � x��UxL�¥U-�7P�o�R<�{nj�"�I�2�`��P��M��n (−1)(i+j)K
»

�Iñ
K
n"�`�TUzy;P�m�P�R � U`��n�o�§?x��¼P��M� � nCm£PÃ§jP���o	x��VnJ�`V¥�`��Á`§[n �

�F1?3 : , 5 H3, 6 ,C9-,0/ 6 , 58\ 3 :;9 3 9 /-: 9 *�/�,0/K) : ,03 93: )Ö+-, M = 7 12*�*�, \ , f E
_ 9�5�: 9�1�=J9 5 =Ø, : =Ø, 6 +�)Ö, : B2:Ø*�12*N) 6 ,L=@1^B21�) : :<9-,>/K}8/K)-.0BÛ,R/ 5�:t5 *?B 9�6 .0= , f !?ap* 9�5 /�1�=J= 9 *�/

5 )-:J=J:</;, : =@1+; 93: B 5 =Ø, e ÉbE É�Ê�g	ag	^1�,�B[12*�: e ÄUÎ�Î É�g	E

det S(s) =
d∑

q=1

(−1)σ(q)

(
t∏

k=1

G̃k(ui, yi)PAr
(s)

)

q

e ÉbE É�ÊNg

9�� i, j ∈ {1, ..., t}
G̃k(ui, yi)

,0/K)d=@1+3�1 : )-:Ø,G9 9 *�/K)V12*�)Ö, 6�5&D 1�:Ø* 6�5 kème (k = 1, ..., t)
9V,�,0B2:Ø*&9�1 5 /-1�=8,-*�) : +-,	�

/ 93: )-:Ø,h1�3�3�1 : )Ö,-*�12*N) M = 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/ t 9V,�,0B2:Ø*�/[9�1 5 /-1 58\ ,-*�) : +-,0/���/ 93: )-:Ø,0/ 6 :J/ 7M9 :Ø*�)-/0E d,0/K)A=Ø,Û* 9 B 6�: , 6 ,[9V, 9 : \�6 , t 9V,�,0B2:Ø*�/I9�1 5 /-1 58\ (E/S) 6 :J/ 7M9 :Ø*�)-/0E PAr
(s) : ,03 : +0/;,-*�)Ö,4=Ø,3 9 =<}�*�~�BÛ,+9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/K)-:JW 5 ,�a%	^1�,�B[12*�:8,�)^1�=sE e ÄUÎ�Î Ê�1�g 6�5 B 9t6 .0=Ø, f ! : + 6�5 :<)�a 9�6 )Ö,-* 5 ,-*

/ 5 3�3 : :JB[12*�)2=Ø,0/ t 9	,�,0B2:Ø*�/29�1 5 /-1 58\ (E/S) 6 :J/ 7M9 :Ø*�)-/21�/*/ 9 90:Ø+0/41 5 qème a (q = 1, ..., d)9V, 9 : \ E σ(q)
,0/K)R=Ø,�* 9 B 6�: , 6 ,S3g, : B 5 )V1�)-: 9 *�/�+0=Ø+0BÛ,-*�)V1�: : ,0/0Eb_t1 :�6 +�OÒ*�:<)-: 9 *Za σ(q) = 0

a8/ 7 :J=, \ :J/K)Ö, 5 * 5 *�:JW 5 ,C9V, 9 : \�6 , t 9V,�,0B2:Ø*�/d9�1 5 /-1 58\ (E/S) 6 :J/ 7M9 :Ø*�)-/0E
� · ¬8« Àt´ ¬j¾ ê � é ���Un���o:�"�M�¥�Un � ¸ P��;��måx � R�n�oSmJn"�qo:U"�`R8mE��P�������x ��� n"�"�`R;�¹�2m£P*�7P�oGP�§ÃU`��o	xL��P���x��I�� x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn � R p OoO��"�I�2��x � U�o:U���o:U"�"U � n`§�§[n`�M� �0¤ n"� � n`R�¦9�¥��o���xsn"����m£P���n"� � Uq�`�Sx � n`�M��x º�UVn"��¥�I�M�Po-n���o:U"�Un`�M��UVn"�T�7P�o � n`R�¦ � U`��n"�`��n`R8o:� � n�·�R�¦I»¼º�y�R8o-n�ë ��³0ø��O-�IR8o����I§�§[n`�{�Vn�o:»9�{�IR;��P�m¸mL�I�2� � ¸ P;����o � �:P�mL�`R8mJn�o[mJn � U`��n�o�§?x��¼P��M� K � n&m£Pç§jP���o	x��Vn
�`V¥�`��Á`§[n�
í ²�´ ®�ª ´ µ�ª$µ�¨�°U¬N�« ô ¯ ² ¯�°[µF¬

P(s) §
ï m�nG¦�xL�`��n�R<�ã�Un`R8mf�VlM��x ¦ � n��Vl�n`§?x��2���:P�R;��P�R�¦rn`�M��o:UVn"� � �¥��o���xsn"� � xL�q�)��x��M���"»�����P�����x¸o�

{

MSe : ud → I : L→ Df : id

MSe : uq → I : L→ GY : npkm → I : J → Df : ω
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I:J

11 GY

R:bR:R

npkm. .
MSe:uq

iq ω

1MSe:ud

I:L

id

GY

I:L

Se:npLiqoω

Se:-npLidoω

R:R

Df:id

ωDf:

npLωο:

��������ÉbE Ä Æ � � 9�6 .0= , f ! 6�5 �h_P_Ò1�H3,09I3�=@1�9-,0BÛ,-*�) 6 , 6 +�)Ö,09�)Ö, 5�: /^/ 5�: =Ø,0/R/ 93: )-:Ø,0/R3�=@1�)Ö,0/
ä ¸ P���o:Á"�Im£PJ�)��o�§�R8mJn ² ë � ës ¶ »|x¸m��`R�%É� � �I�{� � nÂ�:P�mL�`R8mJn�oCmJn-��o:� � R8x�� � n"�qy;P�x��2� � n"���Vl�n �§?x��2�J�:P�R;��P�R�¦2n`�M��o:UVn"� � �¥��o���xsn"� � xL�q�)��x��M���"»�mJn¡�Ô��mEVI�{íI§[nJ�:P�oGP0�`��U�o	xL�`��x � R�n � R��EG$o:U � R8x��f�IP�R<�

1 ��¤ n � U`��n�o�§?x��¼P��M� � nIm£Pj§jP���o	x��VnJ�`V¥�`��Á`§[n?n"�`�TP�mL��o:��
K = (−1)0[

1

L
.
1

L
npkm

1

J
] =

npkm
JL2

à ²  ² «Y¨�°U ô © ² ° ô ½�¯�¨�° ² °�©�ùV©0½�U° ô ¬8© §
¤ n"�Io-n�m£P���x��I�2�T�M��mEVI�{íI§?x?P�mJn"�An`�M��o-nImJn"���IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��F�+n`�>mJn"�*�¥��o���xsn"�T��m£P���n"�T��n`R<��n`�M�� ¸ U"��o	x¸o-nJ�¥�IR;�Im P9�)��o�§[n¨�"�I§9�7P0�`��nJ�`R8x��IP��M��n�







id

iq

ω







=







1 0

Ψ21(s) Ψ22(s)

0 1







[

y1

y2

]

¤ n"�-�"�Unq% ��xsn`�M��� Ψ21(s)
n`�

Ψ22(s)
�¥�I�M���'�)��n`�7R;�Py�oGP���l8x � R�n`§[n`�M���qm ¸ P�x � n � n|m£P���o:�"�M�¥��x���x��I�

³0ò��
·   P�mL�`R8m � n Ψ21(s)


ä ¸ P���o:Á"�2m£Pj��o"�"�M�¥��x���x��I� ³0ò » y1 = iq

n`�
y2 = ω � �9��n"�ì�Vnì�VlM��x ¦ � nÂ�¥��o���xsn"�"»Sx¸mo�{n�`R7����xL�`��n¨P�RM�`R<�{nQ�7P�x¸o-n � n��Vl�n`§?x��2�¨�:P�R;��P�R�¦rn`�M��o:UVn"� � �¥��o���xsn"� � xL�q�)��x��M��� � OQP�o��"�I�2�¥U �� R�n`�M��»

Ψ21 = 0 �
·   P�mL�`R8m � n Ψ22(s)


ä�P��2�j�VnÃ�:Pl�

y1 = id
n`�
y2 = iq �¡¤ n � U`��n�o�§?x��¼P��M� � n?m£Pì§jP���o	x��Vn��`V¥�`��Á`§[nÃ�"��o	o-n"� �
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�Ô�I� � P��M���h�Vn��VlM��x ¦ � nJ�¥��o���xsn"�?n"�`�Q�:P�mL�`R8mLU¨�"�I§�§[n9�`R8x��Q
( ��R'��P����I�2�¹R<�ã��n`R8mö�VlM��x ¦ � n��Vl�n`§?x��2���:P�R;��P�R�¦rn`�M��o:UVn"� � �¥��o���xsn"� � xL�q�)��x��M����

{

MSe : ud → I : L→ Df : dy1

MSe : uq → I : L→ Df : dy2

� n>y;P�x��2�Lo-n"����n"�`��x �G� 1
L
� ���Â�`R¥�;��o	x�§jP��M�ö�Vn`�?��n¡�7P�x¸o-n � n9�Vl�n`§?x��2�$�:P�R;��P�R�¦I»ö�I�ì�'�)��xsn`�M�mJn$§Ã� � Á�mJnJ�EG$o:U � R8x���o-n���o:U"�Un`�M��U"»0º�y�R8o-n9ë ��³$# � �I�M�FmJnA�M��mEVI�{íI§[nJ�:P�oGP0�`��U�o	xL�`��x � R�nqn"�`�U�y;P�m��

(s+ b
J
) �

1 I:J
ω

R:b

��������ÉbE Ä�Ì � � 9�6 .0=Ø, f ! : + 6�5 :<)
¤ n � U`��n�o�§?x��¼P��M� � n?m£P�§jP���o	x��Vn��`V¥�`��Á`§[nÃ�"��o	o-n"���M�I� � P��M�-�q�VnÃ�VlM��x ¦ � n��¥��o���xsn"�4n"�`�P�m£��o:�¨Uzy;P�m�� 1

L2 (s+ b
J
) � ��� � x��UxL��P��M���7P�o K �I�Ä�'�)��xsn`�M�T

Ψ22(s) =
J

npkm
(s+

b

J
)

°Px��¼P�mJn`§[n`�M��






id = y1

ω = y2

iq = J
npkm

(s+ b
J
)y2 = J

npkm
(ẏ2 + b

J
y2)

à ²  ² «Y¨�°U ô © ² ° ô ½�¯�¬8¯�°U�¨N¬8©�ùV©0½�U° ô ¬8© §
¤ n"�^o-n�m£P���x��I�2�¡�M��mEVI�{íI§?x?P�mJn"�Sn`�M��o-n^mJn"�-�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ n`�M��o:UVnqn`��mJn"�Q�¥��o���xsn"�¡��m£P���n"�A��n`R<��n`�M�� ¸ U"��o	x¸o-nJ�¥�IR;�Cm£P9�)��o�§[n�

[

ud

uq

]

=

[

Φ11(s) Φ12(s)

Φ21(s) Φ22(s)

][

y1

y2

]

¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���9�"�Unq% ��xsn`�M��� Φ11(s),Φ12(s),Φ21(s)
n`�

Φ22(s)
�¥�I�M�ö�"P�mL�`R8m£U"�|y�oGP���l8x � R�n`§[n`�M�

�2m ¸ P�x � n � nIm£P*��o:�"�M�¥��x���x��I� ´;�
·   P�mL�`R8m � n Φ11(s)


���h�`R¥�;��o	x�§jP��M��m£P$��o-n`§?x�Á�o-nCn`�M��o:UVn

MSe : ud
n`��m£P9��o-n`§?x�Á�o-n-�¥��o���xsno�{m P'��n

Df : id
»

x¸m{�`R7����xL�`��n�R<�ã�Un`R8mf�Vl�n`§?x��Ä�:P�R;��P�m�n`�M��o:U	n � �¥��o���xsn � U?ºA��x¼�7P�o�
MSe : uq → I : L → GY : npkm → I : J → Df : dω � å �I�Yy;P�x��$n"�`�¹Uzy;P�m��
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npkm

JL
��¤ n�§Ã� � Á�mJnd�EGÖo:U � R8x��>o:U"�`R8mE��P��M� � nCm£P��`R¥�;��oVn"�:��x��I� � n¨�Vn¨�Vl�n`§?x��ç�:P�R;��P�m�n"�`�o-n���o:U"�Un`�M��U"»Ôº�y�R8o-n�ë ��³"! � ���7�>mJnQ�M��mEVI�{íI§[n��:P�oGP0�`��U�o	xL�`��x � R�n+n"�`�QUzy;P�m�� (s+ R

L
) �

1 R:R
id

I:L

��������ÉbE Ä È � � 9t6 .0=Ø, f ! : + 6�5 :<)
¤ n¨�"��nq% ��xsn`�M�Qo-n"�Vl�n�o"�VlMUAn"�`�TP�mL��o:�¨Uzy;P�mf� Φ11(s) = L(s+ R

L
)

·   P�mL�`R8m � n Φ12(s)


���Ã�`R¥�;��o	x�§jP��M��m£P-��o-n`§?x�Á�o-nqn`�M��o:UVn
MSe : ud

n`��m£P � n`R�¦�x�Á`§[nT�¥��o���xsnA��m£P���n
Df : ω

»
x¸m¼�`R7����xL�`��n � n`R�¦ì�Vl�n`§Xx��<�¨�:P�R;��P�R�¦�n`�M��o"UVn � �¥��o���xsn � U?ºA��xL���MP�o�
{

MSe : uq → I : L→ GY : npLωo → I : L→ Df : did

MSe : uq → I : L→ GY : npkm → I : J → Se : npLiq0ω → I : L→ Df : did

¤ n^y;P�x�� � R���o-n`§?xsn�o��Vl�n`§?x��q�:P�R;��P�mFn"�`��Uzy;P�m�� npLωo

L2 ��¤ n¹§Ã� � Á�mJn'�EG o:U � R8x��Po:U"�`R8m ���P��M� � n+m£PÃ�`R¥�;��o-n"�"��x��I� � nj�VnÃ�Vl�n`§?x�� �:P�R;��P�mQn"�`�Rx � n`�M��x � R�nÂ�î�Vn�mER8x>o-n���o:U"�Un`�M��U2n`�
º�y�R8o-n�ë ��³$# � �I�M�>mJnQ�M��mEVI�{íI§[n��:P�o:P0�`��U�o	xL�`��x � R�n+n"�`�QUzy;P�m�� (s+ b

J
) �

¤ nty;P�x�� � R � n`R�¦�x�Á`§[n��Vl�n`§Xx��Â�:P�R;��P�mbn"����U�y;P�m0� n2
pkmiq0
JL

� �����`R��0��o	x�§jP��M���Vn � n`R�¦�x�Á`§[n�Vl�n`§?x��2»Qx¸m��{nCo-n"�`��nQ��mER;� � n��EG÷o:U � R8x�� � é �Ä�'�)��xsn`�M�TP�mL��o:��
Φ12(s) = −JLωo

km
(s+

b

J
) − npLiq0

·   P�mL�`R8m � n Φ21 ² � ¶ ���j�`R¥�;��o	x�§jP��M��m£P � n`R�¦�x�Á`§[nSn`�M��o:UVn
MSe : uq

n`��m£P-��o-n`§?x�Á�o-nT�¥��o���xsnA��m£P���n
Df : id

»
x¸m¼�`R7����xL�`��n�R<�ã�Un`R8mö�Vl�n`§?x��ç�:P�R;��P�m�n`�M��o"UVn � �¥��o���xsn � U?ºA��x¼�7P�o�
MSe : ud → I : L→ GY : npLωo → I : L→ GY : npkm → I : J → Df : ω �å �I��y;P�x��pn"�`�QUzy;P�m�� −n2

pLkmωo

JL2

» � ¸ �Iñ Φ21(s) = npLωo·   P�mL�`R8m � n Φ22(s)


���Â�`R¥�;��o	x�§jP��M��m£P � n`R�¦�x�Á`§[n^n`�M��o:UVn
MSe : uq

n`�Fm£P � n`R�¦�x�Á`§[n��¥��o���xsnö��m£P���n
Df : ω

»
x¸m¼�`R7����xL�`��n�R<�ã�Un`R8mö�Vl�n`§?x��ç�:P�R;��P�m�n`�M��o"UVn � �¥��o���xsn � U?ºA��x¼�7P�o�
MSe : ud → I : L → Df : id

� �I�M�RmJnIy;P�x���n"�`�9Uzy;P�mA� 1
L
�¡¤ nÂ§Ã� � Á�mJnE�EG¡o"U � R8x��o:U"�`R8mE��P��M� � nAm£Pj�`R¥�;��oVn"�"��x��I� � nÂ�Vnj�Vl�n`§?x��è�:P�R;��P�mQn"�`�|o-n���o:U"�Un`�M��U�º�y�R8o-n�ë ��³;´ n`�-P�M�IR8oT�M��mEVI�{íI§[n��:P�oGP0�`��U�o	xL�`��x � R�n¨

s2 + (
R

L
+
b

J
)s+

Rb

JL
+
n2
pk

2
m

JL
+
n2
pkmid0
J
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GY
. .

npkm

1 1

I:L

R:R

I:J

R:b

iq ω

Se:-npLiqoω

��������ÉbE ÄUÎ � � 9�6 .0=Ø, f ! : + 6�5 :<)

� ¸ �Iñã

Φ22(s) =
JL

npkm

[

s2 + (
R

L
+
b

J
)s+

Rb

JL
+
n2
pk

2
m

JL
+
n2
pkmid0
J

]

°Px��¼P�mJn`§[n`�M��






ud = L
[

ẏ1 − Jωo

km
+ R

L
y1 − ( bωo

km
+ npiqo)y2

]

uq = JL
npkm

[

ÿ2 + (R
L

+ b
J
)ẏ2 + (Rb

JL
+

n2
pk

2
m

JL
+

n2
pkmid0

J
)y2 +

n2
pkmωo

J
y1

]
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{

MSe : ud → I : L→ Df : id

MSe : ud → I : L→ GY : npkm → I : J → Df : ω

����o-n`§9��m£P"ÏlP��M�LmJn"� � n`R�¦h�¥�IR8o:�Vn"� � ¸ n`�7�so:UVn[n`�RmJn"� � n`R�¦ � U`��n"�`��n`R8o:�9�7P�o � n"�ÃU�mLU`§[n`�M���
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npkm. .

iq ω

1SS

I:L

id
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I:L

Se:npLiqoω
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R:R

npLωο:

SS

SS SS

f=id

f=ω

e=ud

e=uq

e=0

e=0
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¤ n"�Io-n�m£P���x��I�2�T�M��mEVI�{íI§?x?P�mJn"�An`�M��o-nImJn"�¹�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P����+n`�|mJn"�J�¥��o���xsn"�Q��m£P���n"�J�¥�I�M�T






id

iq

ω







=







1 0

Ψ21(s) Ψ22(s)

0 1







[

y1

y2

]

Ψ21(s) = 0
�"P�o+x¸m¡� ¸ nG¦�xL�`��njP�RM�`R<�b�Vl�n`§?x��z�:P�R;��P�m�måx?P��M�Rm£Ph�¥��o���xsnJ��m£P���n y1

�rm£P��IP�o	x?P;�0mJn
� ¸ U`��P�� iq »Sx¸mPo-n"�`��nhP�mL��o:�h�Ä�:P�mL�`R8mJn�o2mJn?y;P�x�� Ψ22(s)

� R8xSn"�`�¹U�y;P�m��]m£P��¥�I§�§[n � n"�?y;P�x��2�
� n"�¹�Vl�n`§?x��2�*�"P�R;�)P'RI¦2m x?P'�7�Qm£P � n`R�¦�x�Á`§[n-�¥��o���xsn���m£P���n

y2
�?m£P��IP�o	x?P;�0mJn � ¸ U`��P�� iq �¼ï m�nG¦�xL�`��n� n`R�¦ì�Vl�n`§?x��2�¨�:P�R;��P�R�¦ � �I�M�{U"�T�7P�o�

{

SS : ω → I : J → GY : npkm → iq

SS : ω → R : b→ GY : npkm → iqOQP�o����I�2��U � R�n`�7��
iq = (Js 1

npkm
+R 1

npkm
)ω ⇒ Ψ22(s) = J

npkm
(s+ b

J
)
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[

ud

uq

]

=

[

Φ11(s) Φ12(s)

Φ21(s) Φ22(s)
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y1

y2

]

¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���9�"�Unq% ��xsn`�M��� Φ11(s),Φ12(s),Φ21(s)
n`�

Φ22(s)
�¥�I�M�ö�"P�mL�`R8m£U"�|y�oGP���l8x � R�n`§[n`�M�

�2m ¸ P�x � n � nIm£P2o:Ázy�mJn � n p Pl�¥�I� �
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í ²�´ ®�ª ´ µF¬
Φ11(s) §( �IR;�ãP����I�2� � n`R�¦z�Vl�n`§?x��2���:P�R;��P�R�¦Ymåx?P��M�qm£Pq�¥��o���xsn¨��m£P���n

SS : id
�pm£PÄ�IP�o	x?P;�0mJn

� ¸ n`�M��o:UVn SS : ud


{

SS : id → I : L→ SS : ud

SS : id → I : R → SS : ud

¤ P��¥�I§�§[n � nIm<n`R8o:�Sy;P�x��2�+n"�`� ud = (Ls+R)id ⇒ Φ11(s) = L(s+ R
L
)í ²�´ ®�ª ´ µF¬

Φ12(s) §
ï m�nG¦�xL�`��n¹��o:��xL���Vl�n`§?x��2�¨�:P�R;��P�R�¦[måx?P��M�>m£P��¥��o���xsnQ��m£P���n SS : ω

�2m ¸ n`�M��o:UVn SS : ud








SS : ω → I : J → GY : npkm → GY : npLωo → SS : ud

SS : ω → R : b→ GY : npkm → GY : npLωo → SS : ud

SS : ω → Se : npLiqo → SS : ud

ï m¼�`R8x��T ud =
[

−(Js+ b)( 1
npkm

)npLωo − npLiqo

]

ω ⇒ Φ12(s) = −JLωo

km
(s+ b

J
) −

npLiq0í ²�´ ®�ª ´ µF¬
Φ21(s) §( �IR;��P����I�2�hR<�É�Un`R8m-�Vl�n`§?x��Ö�:P�R;��P�m>måx?P��M�Cm Pq�¥��o���xsn���m£P���n

SS : id
�jm£Pç�IP�o	x?P;�0mJn

� ¸ n`�M��o:UVn SS : uq


SS : id → GY : npLωo → SS : uqä¨�I�M�PmJnSy;P�x��pn"�`�T
uq = npLωoid ⇒ Φ21(s) = npLωoí ²�´ ®�ª ´ µF¬

Φ22(s) § ä�P'�<���	n��:Pl�"»Qx¸m�nG¦�xL�`��nJ��x ¦h�Vl�n`§?x��2���:P�R;��P�R�¦[måx?P��M�Qm£P��¥��o���xsnT��m£P���n
SS : ω

�2m ¸ n`�M��o:UVn SS : uq








SS : ω → GY : npkm → SS : uq

SS : ω → Se : −npLido
→ SS : uq

SS : ω → I : J → GY : npkm → I : L→ SS : uq

SS : ω → I : J → GY : npkm → I : R → SS : uq

SS : ω → R : b→ GY : npkm → I : L→ SS : uq

SS : ω → R : b→ GY : npkm → I : R → SS : uq

¤ P��¥�I§�§[n � nIm<n`R8o:� � x ¢9U�o-n`�M���Gy;P�x��Yn"���T

uq =

[

(Js+ b)(
1

npkm
)(Ls+R) + npkm + npLido

]

ω

⇒ Φ22(s) =
JL

npkm

[

s2 + (
R

L
+
b

J
)s+

Rb

JL
+
n2
pk

2
m

JL
+
n2
pkmid0
J

]
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( �IR;�¨P����I�2��P;���IR<��x�P�R�§F�`§[nqo"U"�`R8m ��P�� � R�nQ��o:U"�"U � n`§�§[n`�M� ��  n���n`� � P��M��»Qm£P � n`R�¦�x�Á`§[n§ÃU`�¸lM� � n¹�Un`§j�0mJn��`��o-n$��mER;�+x�§�§ÃU � x?P'��n � ä+n$��mER;�"»Lx¸mQn"�`�f�M�¥�"��x?�0mJn � n+m ¸ U`��n`� � o-n�P�R�¦î�:Pl� � n§Ã� � Á�mJn"���EG��{�I�ì�"�I§�§�R<��P���x �G�"»¡�?� � �Vl � srn`�¡P�R�¦�§Ã� � Á�mJn"���EG��{�I�4måx��{U:P�x¸o-n"�ö�M��mEVI�{íI§?x?P�R�¦�?� � �Vl ��µ;�

�Äso}9y^�.È9x��.so}
�S12*�/F=@1|3 : ,0B2:J. : ,�3�1 : )V: , 6 ,P9-,Q9	,�1�3�:<) : ,�am* 9�5 /�1�H 9 *�/F3 :;9 3 9 /;+ 5 *�,QBÛ+�)-, 9�6 , D3: 1�3�,�:JW 5 ,

687 : 6 ,-*�)-:<O�9�1�)-: 9 * 6 ,0/>/ 92: )-:Ø,�/>3�=@1�)Ö,0/P3 9�5�: / 5�:�6 ,0/|B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/P=J:Ø*�+�1�: : ,0/0Et��,�)*)Ö,GBÛ+�)-, 9t6 ,,0/K) 6 1�/;+-,]3 : :Ø*�90:J3�1�=Ø,0BÛ,-*�)[/ 5�: = 7 5 )-:J=<:</-1�)-: 9 * 6 ,]=@1j; 93: BÛ,r9�12* 9 *�:JW 5 ,�E�� 7 1�3�3�=J:J9�1�)-: 9 * 6 ,
9-,�)*)Ö,?BÛ+�)-, 9�6 ,Ã,0/K) : ,0=J1�)-:<H5,0BÛ,-*�)q/*:JB23�=Ø,A/ 5�:�6 ,0/CB 9�6 .0=Ø,0/ f ! 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 * : +0/ 9 *�1 6 = ,,�)�*�, *�+09-,0/*/-:u)Ô,I3�1�/ 687 +09 : : : ,I=Ø,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/ 687 +�)V1�) 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,A9 9 B23�1 : +-,A1 58\ BÛ+�)-, 9�6 ,0/
12*�1�=<}N)-:JW 5 ,0/LW 5 :%,-*r3�= 5 /�*�+09-,0/*/-:<)Ö,-*�)^= 7 5 )-:J=J:</-1�)-: 9 * 687 5 *r= 9�D :<90:Ø,0= 6 ,C9�1�=J9 5 =�; 93: BÛ,0=Z9 9 BXBÛ,
�h1�3�=Ø,�a��h1�)-,�,0B[1�)-:J9�1 9�5 �h1�)-=@1 6 E�S12*�/t=@1 6 , 58\ :J.0BÛ,>3�1 : )-:Ø,�aS* 9�5 /�1�H 9 *�/�1 6a93:;6 +>=Ø,P3 :;9�6 =J.0BÛ, 6 ,>=@1d3�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * 6 :<;@�
;n+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,�a3,�)>3 :;9 3 9 /;+ 6 , 58\ BÛ+�)-, 9t6 ,0/ D3: 1�3�,�:JW 5 ,0/>3g, : BÛ,�)*)V12*�) 6 , : ,�) :;9�5 H3, : =Ø,0/
, \ 3 : ,0/��
/*: 9 *�/ 6 ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)Ö,0/QH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)�,�) 6 ,d9 9 B2B[12* 6 ,�,-*2; 9 *�9�)-: 9 * 6 ,0/>/ 93: )-:Ø,0/Q3�=@1�)Ö,0/�,�)
6 ,G=Ø, 5�: / 6 + : :uH5+-,0/0EÒ��,0/ 6 , 58\ BÛ+�)-, 9t6 ,0/ D3: 1�3�,�:JW 5 ,0/L/*:JB23�= , 687 1�3�3�=J:J9�1�)-: 9 *2B 9 *�) : ,-*N) 6 :Ø,-*
= 7 1�H�12*N)V1 D , 687 5 )-:J=J:</;, :G5 *�,X1�3�3 :;9 9V,�, f !�9 9 B23�1 : +-, M =@12BÛ+�)-, 9�6 ,?12*�1�=<}N)-:JW 5 ,A3 : +0/;,-*N)Ö+-,
1 5 9V,�1�3�:<) : , Ä E
_t1 : 1�:J=J= , 5�: /0a�9-,A9	,�1�3�:<) : , * 9�5 /q123a, : B2:J/ 6 , 6 + D 1 D , :�6 ,0/S3�:J/K)Ö,0/G3 9�5�: +�) 5�6 :Ø, : =Ø,I9�1�/

6 ,0/>B 9�6 .0=Ø,0/ f !q/�* 9 *[=J:Ø*�+�1�: : ,0/0E�� 7 ,0/K)R1 5 9 9�5�: / 6 ,^9-,^) : 1�H�1�:J=�W 5 ,�* 9�5 /|1UH 9 *�/ : ,0B[1 : W 5 +
= 7 :Ø*�)Ö+ :*� ) 6 ,|=@1�* 9 )-: 9 * 6 ,�* 9 *+9 9 B2B 5 )V1�)-:<H8:u)Ö+�E2��,090:�* 9�5 /�1 93: :Ø,-*�)Ö+>H3, : /�= 7 5 )-:J=J:</-1�)-: 9 * 6 ,L=@1
)-,�+ 93: :Ø, 687 1�= D . 6�: ,�,�) 6 ,RB 9�6�5 =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/t3 9�5�: ,-*?)Ö,-*�: : 9 9 B23b)Ö, 6 ,R=@1�* 9 )-: 9 * 6 ,'* 9 *
9 9 B2B 5 )V1�)-:uH8:<)Ö+XW 5 :L1�3�3�1 : 1�oJ) 6 12*�/A=Ø,[9�1�/ 6 ,0/+B 9t6 .0=Ø,0/IH�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=J/",�)�* 9 *�=J:Ø*�+�1�: : ,0/0E�S12*�/C=Ø,0/C9V,�1�3�:<) : ,0/C/ 5 :<H�12*N)-/0a%* 9�5 /I1�=J= 9 *�/�+�)Ö,-* 6�: ,29-,0/ : +0/ 5 =<)V1�)-/ M 9-, : )V1�: *�,0/I9�=@1�/*/;,0/ 6 ,
/K}8/K)-.0BÛ,0/�* 9 *r=<:Ø*�+�1�: : ,0/0E
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 1è$+¹(�+¨C�=54?+�H-@'1)H�8:60+�,G+-@<B�&�éGK6êG(�+�+�H:4QC�= ëç,:=LK +ÖÕ�ìA# =LK�/M# >:4F1�=54�@'1)H¨C�= ëç,:=LK +32T,�+�/7+
H�+GB�1�=54M@'1)HQ6�/�@<B�&�éGKíêG(�+�N"Õ °Fn�o � x��¼P�� � °��¥�Vl

Þ��¨\�ÿ³?jüìZ<D�\�^�?��
� 7 : 6 ,-*�)-:<O�9�1�)-: 9 * 6 ,0/G/ 93: )-:Ø,0/G3�=@1�)Ö,0/ 687 5 *]/K}8/K)-.0BÛ,�* 9 *h=J:Ø*�+�1�: : , : ,0/K)Ö,/,-*�9 93: , 5 *h3 :;9 �

6 =J.0BÛ, 9�5 H3, : )�E���=�* 7 , \ :J/K)Ö,h3�1�/ M = 7 ,�, 5�: ,h1�9�) 5 ,0=J=Ø, 5 *�,h/ 9 = 5 )-: 9 * 6 +�OÒ*�:<)-:<H5,#,�) D +-*�+ : 1�=Ø,
M 9-,23 :;9�6 =J.0BÛ,�E&��*YB 9 }3,-* ,�Ý29�1�9-,[3g, : BÛ,�)*)V12*�) 687 1�3�3 93: )Ö, :I5 *�,2/ 9 = 5 )-: 9 *j/-1�)-:J/K;�1�:J/-12*N)Ö,
9 9 *�/*:J/K)Ö,�,-*?= 7 5 )-:J=J:</-1�)-: 9 * 6 ,L=@1�* 9 )-: 9 * 6 ,LB 9�6 .0=Ø,P)V12* D ,-*N) e H�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=¸g	aF�%+�H8:Ø*�, e 02131�Ê 6 g
D +-*�+ : 1�=Ø,0BÛ,-*�) 6 +�OÒ*�:a,-* 5 )-:J=J:J/-12*�)P=@1q)-,�+ 93: :Ø, 6 ,G=@1 D + 9 BÛ+�) : :Ø, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,',�) 6 ,0/ 7 ,�)-/>:Ø*8�
OÒ*�:J/0EÒ��,�)*)Ö, 6 +�OÒ*�:<)-: 9 *{,0/K) 6 :<Ý290:J=Ø,0BÛ,-*�)�, \ 3�= 9 :<)V1 6 =Ø,^/ 5�:'6 ,0/RB 9t6 .0=Ø,0/ f !q/L9�1 : 3�= 5 /*:Ø, 5�: /* 9 )-: 9 *�/R9 9 B2BÛ,q=Ø,0/ 6 :J/K) : : 6�5 )-: 9 *�/L:Ø*�H 9 = 5 )-:uH5,0/0a�9 :Ö9 9V,�,�)-/ 6 , ��:Ø,�a�,�)-9�E<aÒ*�,C/ 9 *�)^3�1�/^1�909-,0/��
/*: 6 =Ø,0/ D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�)d/ 5�: 9-,C)�}83a, 6 ,CB 9�6 .0=Ø,0/0E�S12*�/q=@1[3 : ,0B2:J. : ,+3�1 : )-:Ø, 6 ,?9-,?9V,�1�3�:<) : ,�a^* 9�5 /C1�=J= 9 *�/G1�= 93: /S3 :;9 3 9 /;, :q5 *�,?BÛ+�)-, 9�6 ,
/*:JB2:J=J1�: : , 6 1�/;+-,C/ 5�: =@1A)-,�+ 92: : , 687 1�= D . 6�: ,�,�) 6 ,qB 9t6�5 =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/0EÒ��,�)*)Ö,qBÛ+�)-, 9�6 ,S/;,
3 :*� )Ö, 6 :Ø,-*�1 58\ B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/ D3:-c 9-, M = 7 1�/*3a,09	)C1�= D + 6�: :JW 5 ,�E^�S12*�/ 5 *]/;,09 9 * 6 =J:Ø, 5 ag* 9�5 /* 9�5 /A:Ø*�)Ö+ : ,0/*/;, :;9 *�/X1 5 3 :;9�6 =J.0BÛ, 6 ,4=@1�3�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,�E�_ 9�5�: 1�)*)Ö,0:Ø* 6�: ,
9-,�)*)Ö, 9�6b7 ,09�)-:<;�ap* 9�5 /Q1�=J= 9 *�/ 5 )V:<=J:J/;, : =@1�* 9 )-: 9 * 687 12*�*�,�1 5 f !ð3 : +0/;,-*�)Ö+-,^1 5 9	,�1�3�:<) : ,'0�,�)Q=@1* 9 )-: 9 * 6 , 6 :J9�1 5 /-1�=J:<)Ö+�E2��*bOÒ*Za3* 9�5 /P1�=J= 9 *�/tB 9 *�) : , : 9 9 B2BÛ,-*�)Q:Ø*�)Ö+ D3: , : * 9 /�)Ö,09V,�*�:JW 5 ,0/ 6 ,
3�=@1�)-:<) 5�6 , 6 12*�/ 5 *�,L1 5 ) : ,>BÛ+�)-, 9�6 , 6 ,>/*}�*�)-,�.0/;, 6 ,>= 9 :J/ 6 ,|9 9 B2B[12* 6 ,>3�1 : f !?a�3 :;9 3 9 /;+-,
3�1 :2��5 *�9 9 ,�)G1�=sE e 02131�É�g	E���,�)*)Ö, 6 , : *�:J. : ,�aP/;,0B 6 =@1 6 =Ø, M =@1�9 9 B2B[12* 6 ,�,-*�9�1�/*9�1 6 ,�a
,0/K)

Ô�ê
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6 1�/;+-,C/ 5�: =@1 6 +09 9 B23 9 /*:<)-: 9 *�,-*r/ 9�5 /���/K}8/K)-.0BÛ,0/�+0=Ø+0BÛ,-*�)V1�: : ,0/0E
ähX)W Þ¼ühk���\�^ÖÛMDTc*\�^�?�� ühk��ß�¡?¹ÿf\�^`k��à�ì_)c*\�k��±ü�Ú.Z<� aØ?jüª
Q_`k>@CB

�ª?�� _`^=�hg-c�^`ÿök
�S12*�/�9-,�)*)Ö,R/;,09	)V: 9 *Za2* 9�5 /Q1�=J= 9 *�/�3 :;9 3 9 /;, :t5 *�,R3 :;9 9-+ 6�5�: , 6 ,L9�1�=J9 5 = 6 ,0/�/ 93: )-:Ø,0/�3�=@1�)Ö,0/

687 5 *�/K}8/K)-.0BÛ,e* 9 *�=J:Ø*�+�1�: : , M 3�1 : )-: :�6 ,&/ 9 * f !��ë1�/*/ 9 90:Ø+�a�)R9V,�: : ,�)G1�=sE e 02131�É�g	E
��,�)*)Ö,
3 :;9 9-+ 6�5�: ,I9 9 B23 93: )Ö,S) :;9 :J/�+�)V1�3a,0/ .
Ä E�� 9 *�/K) :*5 9�)-: 9 * 6�5 B 9�6 .0=Ø, f !�� 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,�E
08E��|1�=J9 5 = 6 ,0/ 6 1�/;,0/ e Ä �z; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0/Vg 6�5 B 9�6�5 =Ø,q1�/*/ 9 90:Ø+I1 5 B 9�6 .0=Ø, f !��+E
ÉbE���*�)Ö+ D3: 1�)-: 9 * 6 ,C= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/ Ä �z; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0/0E
� 9�5 /�* 9�5 /q=J:JBX:u)Ö, :;9 *�/ M{6 ,0/qB 9t6 .0=Ø,0/ f !q/S/-12*�/�+0=Ø+0BÛ,-*�)�,-*j9�1 5 /-1�=J:<)Ö+ 6 + : :<H3+-,�aZ:sE ,�E<a

6�9 *�)d=@1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *r3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)�,0/K) 6 ,C=@1A; 93: BÛ, e Ê�E Ä g	a�9�;�E�9	,�1�3�:<) : , 08a�ÜGÉbE
ẋ = f(x, u)

e Ê�E Ä g
9�� x ∈ Rn, u ∈ Rm : ,03 : +0/;,-*�)Ö,-*�) : ,0/*3a,09�)-:<H3,0BÛ,-*�)�aP=Ø,0/?H3,09�)Ö, 5�: / 6 ,0/XH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�)
1�/*/ 9 90:Ø+-,0/41 58\ +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/Û,-*$9�1 5 /-1�=J:<)Ö+�:Ø*�)Ö+ D3: 1�=Ø,�,�)[=Ø,0/XH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 ,-*�) : +-,
1�/*/ 9 90:Ø+-,0/A1 58\ / 9�5�: 9-,0/ 6 ,X9 9 B2B[12* 6 ,�E f ,0/K) 5 *p9V,�1�B23�/ 6 ,XH3,09�)Ö, 5�: 12*�1�=<}N)-:JW 5 , 6 , 6 :u�
BÛ,-*�/*: 9 *�1�3�3 :;9 3 : :Ø+-,�E�%,CB 9t6�5 =Ø,�* 9 )Ö+ ΩL/K

9�5 /*:JB23�=Ø,0BÛ,-*�) Ω
1�/*/ 9 9�:Ø+I1 5 /K}8/K)-.0BÛ, e Ê�E Ä g D3:-c 9-,I1 58\e6 :<T^+	�

: ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/ 6 ,¨¯+k�l8mJn�o	a�9�;�E�9V,ZEa08aÒ,0/K) 6 +09 : :<)d3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e Ê�Eu0�g	a 9�� s = d
dt

E

sdx = A(x, u)dx+B(x, u)du
e Ê�Eu0�g

9�� A(x, u) = ∂f
∂x

a
B(x, u) = ∂f

∂u

,�)
dx
a
du
/ 9 *�)R=Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0/ 6 ,�¯+k�l8mJn�o 6 , x ,�) 6 ,

u
,�) : ,03 : +0/;,-*N)Ö,-*�)S=Ø,0/'* 9�5 H3,�1 58\ H5,�9�)Ö, 5�: / 687 +�)V1�)�,�) 6 ,C9 9 B2B[12* 6 , : ,0/*3a,09�)-:<H3,0BÛ,-*�)�E

§4¬8« ²  Â ªF¬Ò¾ Ñ � å xLmJnj§Ã� � R8mJn
ΩL/K ² §Ã� � Á�mJn��EGÂS ¶ o:U"�`R8mE��P��M�qn"�`�^måx?�0o-n ² � nXoGP��8y m ¶ »x � n � »+x¸m*P � §[n`� m ��Pl�Un"�]x�� � U���n`� � P��M��n"�"»�P�mL��o:�]mJnq§Ã� � Á�mJnÎ�EG �{�I� måx��{U:P�x¸o-n]x���x���x?P�mqn"�`�

�)��o���n`§[n`�M�oP0�"�Vn"�"��x?�0mJn"»�°Pmåxsn"�"�+n`�TP�m �o².³;´;´;µ"¶'� å x � n���mER;�"»��Vn"���"Pl�Un"�$�¥�I�M��x��M��Uzy�oGP;�0mJn"�"»�x¸mFn"�`�P�mL��o:�T��m£P�� �
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Õ$n�mon�m �Ä~oxbßàso}9s¸ÊIu�}��<t7r�u
� 9 *�/*: 6 + :;9 *�/d=Ø,q9	,�12* D ,�BÛ,-*N) 6 ,C9 9t93:;6�9 *�*�+-,0/ e Ê�E É�g	E

dξ = P−1(η)dx ou dx = P (η)dξ
e Ê�E É�g

9�� η = [xt, ut]t
E

��*�1�3�3�=J:JW 5 12*�)|=Ø,G9V,�12* D ,0BÛ,-*�) 6 ,S9 9�93:;6�9 *�*�+O,0/ e Ê�E É�g>1 5 B 9�6 .0=Ø, e Ê�Eu0�g	a 9 *&1 6a9�5 )-:<) M
=@1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *r3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�) e Ê�E Ê�g	E

sdξ = Ā(η)dξ + B̄(η)du
e Ê�E ÊNg

)FH3,09Û.
Ā(η) = P−1(η)[A(η) − s]P (η)

,�)
B̄(η) = P−1(η)B(η)�F1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *�3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�) e Ê�E Ê�g 6 ,�H8:Ø,-*�) 5 *�,r; 93: BÛ,�9�12* 9 *�:JW 5 ,r/*:^=Ø,0/
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/ 9 *N)d9	, 9 :J/*:Ø,0/R9 9 B2BÛ,q/ 5 :<)".
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��= : ,0/K)Ö,q1�= 93: / M 9�1�=J9 5 =Ø, : =@1IB[1�) : :J9-, 6 ,G9	,�1p* D ,0BÛ,-*N) 6 ,S9 9t93:;6�9 *�*�+-,0/ P (η)
1 6 +0W 5 1�)Ö,�E� 9 :<)�.

P (η) =
[

p1(η) p2(η) p3(η) .. pn(η)
]

��=�/ 5 :<)". P (η)B̄(η) = B(η) =⇒ p1(η) = B(η),�)
P (η)Ā(η) = [A(η) − s]P (η)

=⇒







p2(η) = [A(η) − s]B(η)

:

pn(η) = [A(η) − s]n−1B(η)

_t1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,-*�)�.
P (η) = [B(η), (A(η) − s)B(η), ..., (A(η) − s)n−1B(η)]

§4¬8« ²  Â ªF¬h¾ ß � ¤ P�§jP���o	x��Vn � nA�7Pl�"��PUyNn P (η)
� ��x��³�`��o-n � n^oGP��8yQ��mJn�x��2»¡�Vn � R8xöU � R8x��IP�mJn`�M�

�2m£P[måx?�	n�o���U � R�§Ã� � R8mJn
ΩL/K �
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dξn
a�:sE ,�E<a

ω = dξn = (0, ..., ∗)dξ E��* : ,�H5,-*�12*�)�1 58\ 9 9�93:;6�9 *�*�+-,0/4:Ø*�:<)-:@1�= ,0/0aP=@1 6 1�/;, ω ,0/K)&9 9 B 6 :Ø*�1�:</ 9 *�=J:Ø*�+�1�: : , 6 ,0/
H�1 : :@1 6 =Ø,0/ dxi, i = 1, .., n

a�:sE ,�E<a
ω =

n∑

i=1

Cidxi
e Ê�Eu4�g

_t1 : 1�:J=J= , 5�: /0a ω = C(η)dx = C(η)P (η)dξ
a 687 9�� C(η)P (η) = (0, ..., ∗) E�_t1 : 9 9 *�/;+	�W 5 ,-*�)�a C(η)

/-1�)-:J/K;�1�:<)R= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/^1�= D + 6�: :JW 5 ,0/ e Ê�E Æ�g	E
{

C(η)[A(η) − s]l−1B(η) = 0

C(η)[A(η) − s]n−1B(η) 6= 0
pour l = 1, .., n− 1

e Ê�E Æ�g

�%,0/d9 9 B23 9 /-12*�)Ö,0/ 6�5 H3,09�)Ö, 5�: 9 9 = 9 *�*�, [A(η) − s]l−1B(η)
3g, 5 H5,-*�) � ) : , 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+-,0/

D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,O*N) M 3�1 : )-: :'6�5 B 9�6 .0=Ø, f !�� M = 7 1�: 6 , 6 ,C=@1+; 93: B 5 =Ø,S/ 5 :<H�12*N)Ö,�.
{[A(η) − s]l−1B(η)}i =

∑

H

Gl(du, dxi)
e Ê�E Ì g

9�� Gl(du, dxi) =
∏1

k=n(G̃k − γs) : ,03 : +0/;,-*�)Ö,X=Ø, D 1�:Ø* 6�5 9V,�,0B2:Ø*�9�1 5 /-1�= 6 ,+= 9 * D�5 , 5�: l=J:@12*�)L=@1+H�1 : :@1 6 =Ø, 687 ,-*�) : +-, du M =@1AH�1 : :@1 6 = , 687 +�)V1�) dxi E� G̃k
,0/K)|=@1q3�1 : )-:Ø,d9 9 *�/K)V12*�)Ö, 6�5[D 1�:Ø* 6�5 9	,�,�B2:Ø*29�1 5 /-1�=g+0=Ø+0BÛ,-*N)V1�: : ,R=J:@12*�)P= 7 +0=Ø+0BÛ,O*N)

k M = 7 +0=Ø+0BÛ,-*�) k − 1
=Ø,q= 9 * DÃ6�5 9V,�,0B2:Ø*�9�1 5 /-1�=�9 9 *�/*: 6 + : +�E

� γ = 1
/*:Z= 7 +0=Ø+0BÛ,-*�) i ,0/K)^3�1 : 9 9�5�:*5 3�= 5 / 687 5 *�,S; 9 :J/�,�) γ = 0 6 12*�/d=Ø,S901�/d9 9 *�) : 1�: : ,�E

� H
,0/K)+= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,2) 9�5 /+=Ø,0/I9	,�,0B2:Ø*�/I9�1 5 /-1 58\�6 ,[= 9 * D�5 , 5�: l =J:@12*N)I=@1&H�1 : :@1 6 =Ø,687 ,-*N) : +-, du M =@1+H�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�) dxi E�8:C=@1�; 93: BÛ, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø, e Ê�Eu4�g 9�6 )Ö,-* 5 ,�,0/K)]:Ø*�)Ö+ D3: 1 6 =Ø,�aL=Ø,j/K}8/K)-.0BÛ, * 9 *Ö=J:Ø*�+�1�: : ,

687 93: : D : *�, e Ê�E Ä g�,�/*)G1�= 93: /L3�=@1�)�E	^1�3�3a,0= 9 *�/RW 587 5 *�,I; 93: BÛ, 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= , 6 ,C3 : ,0B2:Ø, :'93:;6�: , ,0/K)G:Ø*�)Ö+ D3: 1 6 =Ø,q/*:%,�)G/;, 5 =Ø,	�
BÛ,-*�)d/*:sa�= 7 +0W 5 1�)-: 9 * e Ê�E È�g�,0/K)^/-1�)-:J/K;�1�:<)Ö,S3 9�5�: ) 9�5 ) i 6= j

aa�L1 : )V12* e ÄUÎ�Ì�Ì g	E
∂Ci(x)

∂xj
=
∂Cj(x)

∂xi

e Ê�E È�g
à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯ ¾�¾M��À��{nj�IP�o	x?P;�0mJn��EG o-n���o:U"�Un`�M��UVnJ�7P�oÂR<� U�mLU`§[n`�M�

De
�IR

Df
n"�`�9R<�{n

�¥��o���xsn���m£P���n � ¸ R<��§Ã� � Á�m<n��EGô��R<�{n9�Un`R8mJn-�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`�M��o:UVn"»f��x��Un`R8mJn`§[n`�M����xL»�m£P?mL�I�8y�R�n`R8o� R-��mER;�$�"�IR8o��f�Vl�n`§?x��Ã�:P�R;��P�m�n`�M��o-n$�Vn`�?��n��IP�o�x?P;�0mJnRn`�Zm£P$�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`�M��o:UVndn"�`�fUzy;P�mJnQ�Sm ¸ ��o � o-n� R�§Ã� � Á�mJn �
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à �¬8ª � ¬ ç �$ä�P��2���VnÂ�:Pl� � n�º�y�R8o-n"»|mJn�§Ã� � R8mJn¨Pl�"�¥�¥��x�U¨P�Rã§Ã� � Á�mJnË�EGÂS{»|x � n � » ΩL/K

n"�`�
���IR��)�IR8o:�rmåx?�0o-n � ���Ön?¢Gn`�Im£Pè§jP���o	x��Vn P (η)

n"�`� � n�oGP��8yì��mJn�x��ê�:P�ohn�m¸mJn�n"�`����o	x?P��8y�R8m£P�x¸o-n
�`R¥�MU�o	xsn`R8o-nj��x^mJn"�h�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��$�¥�I�M����o � �I�M�{UVn"�Â�`R8x��IP��M�SmJn`R8oj�`RM�"�Vn"�"��x��I��mJn&mL�I�8y � R�Vl�n`§?x����"P�R;��P�mo��o:�IR<��U ��� �IR;�[mJn"���"�Unq% ��xsn`�M��� Ci(η) �¥�I�M�¹P�mL��o:�ìUzy;P�R�¦è�Î�lU�o:�Â�Ô�IR8o i =

1..., n− 2
n`��m£P]�"�I� � x���x��I� � ¸ x��M��nzy�oGP;�0x¸måx���U � n`�Uxsn`�M�¡��o	x��Ux?P�mJn��7P�o:�Vn � R�nqm£Pj�"Pl�Un � n ΩL/K

n"�`�
o:U � R8x���n¨�jR<�{n*�Un`R8mJn��IP�o	x?P;�0mJn ��
� · ¬8« Àt´ ¬p¾ Ô � é �ì�UnT��o:�"�M�¥�Un � ¸ P��;��måx � R�n�oSm ¸ P�m y0��o	x��¸l<§[n���o:U"�Un`�M��U���x ��� n"�"�`R;���M�IR8o��:P�mL�`R �mJn�o?m Ph�¥��o���xsnJ��m£P���n � Rç§Ã�I��n`R8oj�î�"�IR8oGP'�7�J�"�I�M��x��MRè��nG¦<��x���P���x��I�ç�¥U�o	xsnÂ�¥RèP�R �Vl7P���x���o-n )<�ä�P��2�jR<�b��n�mo§Ã�I��n`R8o:»SmJnì��x¸o:�`R8x�� � ¸ x�� � R8x��Cn"�`�¹�"�I�M�{n"�`��U�n`� �¥U�o	xsnhP���n"�2mJn���x¸o:�`R8x��Gx�� � RM� ���n`R8o � ���h�7P�oGP�m¸mLÁ�mJn�P���n"�+m P&o:U"��xL�`��P��{�Vn � ¸ x�� � R8x�� Re

»Lx¸mfV�PhR<�z��x¸o:�`R8x��-�)V � �7Pl�"�Â�"�I�M��n`�¼P��M�
R<�{nqo:U"��xL�`��P��{�Vn

Rd

�"�I§�§jP�� � Uo�7P�oJR<�hx��M��n�o	o�R¥�¼��n`R8o ��¤¹¸ �IR<��n�o��?R8o-n+n`�Qm£PQ�0n�o�§[n`�?R8o-n � n��Vn`�x��M��n�o	o�R¥�¼��n`R8oJ��n�o�§[n`� � ¸ x��{��mERNoVn]�IR � ¸ nG¦<��mER8o-n]�Vn`����nXo:U"��xL�`��P��{�Vn � Rz��x¸o:�`R8x�� �o¤ Pho:U"��xL�`��P��{�Vn
Rd

��n�o�§[n`� � ¸ PG¢$P�x?�0måx¸o^mJn��Vl7P�§9�Ô� � ¸ x�� � R8x���» � R8x>n"���oR<��x¸måxL�¥U��M�IR8o¹P�R�y�§[n`�M��n�oSm£PÂ�Ux���n"�"�Un � R§Ã�I��n`R8o��$�`P�x?�0mJn"�¨�Vl7P�osyNn"� �
ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é µ�ª ïÕíXí � á ¨N ô ¬

¤ nQ�¥�VlMU`§jPÂU�mJn"�`��o:�I§ÃU"�:P���x � R�n � R pz Q  � å U�o	xsnqn"�`�to-n���o:U"�Un`�M��U"»<º�y�R8o-n�s ��³;� å �I�h§Ã� �� Á�mJn��EG��"��o	o-n"���M�I� � P��M�|n"�`�>oGP��;��n�mLU"»Ôº�y�R8o-n�s �+) »Q�?� � �Vl7P���x���o-n )<�

Je

u

+

−

idRd

Re Le

La

Ra ia

ie
b

ω

+

−

��������Ê�E Ä � �89	,�+0B[1Ã+0=Ø,09�) :;9 BÛ+09�12*�:JW 5 , 6�5 ����������+ : :Ø,

¤ n"�ì�IP�o	x?P;�0mJn"� � U"��o	x��IP��M���Vn�§Ã� � Á�mJnF�EG���n`R<��n`�M���`��o-n � U"�"�I§9�M�¥�¥UVn"�hn`� �IP�o	x?P;�0mJn"�
� ¸ U`��P�� x = (ie, ia, ω)t

n`� � n��"�I§�§jP�� � n
u �
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ie

��������Ê�Eu0 � � 9t6 .0=Ø, f ! 6�5 �c�'������+ : :Ø,
ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é	�Üµ�ª ïÕíXí � á ¨N ô ¬ ¤ Pã�Un`R8mJnÃ�{�I��måx��{U:P�o	x���U � R §Ã� � Á�mJn]P��;�7P�oGP`t��-�`R8o[mJny;P�x�� � R+y�V�oGP���n`R8o$§Ã� � R8mLU � �I�M�FmJnQ�¥�IR;� � §Ã� � Á�mJnJ�EGÂS�n"�`�A�"�I�2�`��o�R8x��A�"�I§�§[ndx�� � x � RMU

�2m£P9º�y�R8o-n�s � ëI»Q�?� � �Vl7P���x���o-n )<�

Ä e4

f4

�c!G�E<EkLeie
e5

f5

Ä

Ä de4

df4

Ä

��,�.−ωkLedie

!G�E<EkLeie

��,�.
iakLedie

Ä de5

df5

Ä

��������Ê�E É � � 9�6 .0=Ø, f !�� 6�5rD } : 1�)Ö, 5�: B 9�6�5 =Ø+
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¤ n9§Ã� � Á�mJn��EGÂS]y�mL�'�"P�mZn"�`�oP�mL��o:�¹�'�)��n`�MR��7P�oQ��x�§9��mJn¹�"�I�M�{n"�`��x��I� � n"�-�¥�IR;� � §Ã� � Á�m<n"��EGÂS{� � n¹���IR;�ImJn"���"�I§9�M�¥��P��M���"»Mº�y�R8o-n's � s �

�c��,�.
du

 Ä
} u

�c��,�.−ωkLedie

u
	ú.

Ra v ��.
La

ª Ë
w

x
 ª

�c��,Û.
iakLedie

y
î 	ú.

Rd

q{
Ä | |

	ú.
Re

} ~
��.
Le

1

!G�E<EkLeie Ä

��.
J

	ú.
b

dωdia

die

��������Ê�E Ê � � 9�6 .0=Ø, f !�� D = 9�6 1�= 6�5 �c�'������+ : :Ø,

¤ n"�¹�IP�o	x?P;�0mJn"�¨�"��o	o-n"���M�I� � P��M��P�R�§Ã� � Á�mJn��EGÂSè�¥�I�M� dx = (die, dia, dω)t
n`�
du �

í ²�´ ®�ª ´ µF¬ ´`² ©0½�U° ô ¬ Àt´`² °U¬hµtª ïÕíXí � á ¨N ô ¬
À��{n+nG¦`�{o-n"�"��x��I� � nCm ¸ U � R7P���x��I� ² s ��µ"¶ n"�`��

w = C1die + C2dia + C3dω

¤ n"�qx��{�"�I�M�MR�n"� Ci, i = 1, ..., 3
��U�o	x º|n`�M�QmJn"�¨�"�I�M��oGP�x��M��n"��P�m y0U��0o	x � R�n"� � nCm ¸ U � R7P���x��I�

² s �Fø:¶ � �I�M�PmJn"� � x ¢9U�o-n`�M���¨�"�Unq% ��xsn`�M���9�¥�I�M�Q�:P�mL�`R8mLU"���[m ¸ P�x � n � nCm£P9�)��o�§�R8mJn ² s �*#.¶'�
í ÁF¬8« ô ¯�©?® ² ª�© ² ª · µF¬ ´ ½�¯Fº�ªF¬8ªF4ª�¯ §

C1G1(du, die) + C2G1(du, dia) + C3G1(du, dω) = 0

ï m|nG¦�xL�`��nÃR<� �Un`R8m��Vl�n`§Xx��b�:P�R;��P�m � n[mL�I�8y�R�n`R8o 1
måx?P��M�Gm ¸ U�mLU`§[n`�M� � VI�¼P�§?x � R�n

I : La
�[m£PÂ�¥�IR8o:�Vn � n��"�I§�§jP�� � n

MSe : du
»��7P�o��"�I�2�¥U � R�n`�M�

C2 = 0 �
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C1G2(du, die) + C2G2(du, dia) + C3G2(du, dω) = 0

ï mQnG¦�xL�`��n � n`R�¦î�Vl�n`§?x��2�Â�:P�R;��P�R�¦ � n+mL�I�8y�R�n`R8o 2
måx?P��M�LmJn"� � n`R�¦îU�mLU`§[n`�M��� � V �

�¼P�§?x � R�n"�
I : Le

n`�
I : J

��m£Pã�¥�IR8o:�Vn � n��"�I§�§jP�� � n
Mse : du

» � nXy;P�x��2�
o-n"����n"�`��x �G�

G2(du, die) = Rd

LaLe

n`�
G2(du, dω) = kLe

LaJ
ie ��ï mtn`�]o:U"�`R8mE��n¨

C1
Rd

Le
+ C3

kLe
J
ie = 0

å x��I�Ä�VlM��xL��x��
C3 = J

P�mL��o:�
C1 = −kL2

e

Rd
ie ����¥ºA�2»T�I�è�'�)��xsn`�M�Pm£P ³ � �)��o�§[n � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn�

dy = Jdω − kL2
e

Rd

iedie

� R8x|n"�`����o	x��Ux?P�mJn`§[n`�M�Px��M��Uzy�oGP;�0mJn¨�:P�o ∂(J)
∂ie

=
∂(

kL2
e

Rd
ie)

∂ω
= 0 �

¤ PÄ�¥��o���xsn���m£P���n � R pz Q  � å U�o	xsn�n"�`��P�mL��o:�î y = Jω − kL2
e

2Rd
i2e
� R8x+n"�`��R<�{n

y�oGP�� � n`R8o
p
y0U`�{U�oGP�måxL�¥UVn �

§4¬8« ²  Â ªF¬ü¾ ç �-ä�P��2�ImJnÂ�:Pl���Iñhm ¸ x��M��n�o	o�R¥�¼��n`R8o?n"�`�-�IR<��n�o�� Rd = ∞ »|m£Pj�¥��o���xsnQ��m£P���n¹�Un
o:U � R8x��Q�

y = Jω
� R8xLn"�`��R<�jo:U"�`R8mE��P��T���IR<�-�9�`P�x��|mL�-y�x � R�nÂ�:P�oCx¸m��`R7����xL�`��n�R<�î�Un`R8m¡�Vl�n`§?x��

�:P�R;��P�mPmåx?P��M�Gm£P��¥�IR8o:�Vn � nì�"�I§�§jP�� � n]�]m£P��¥��o���xsn���m£P���n¹�7Pl�"��P��M�o�7P�oj���IR;�[mJn"��U�mLU`§[n`�M���
� VI�¼P�§?x � R�n"�+n`�Ä�:P�R;��P�måx���UCx��M��Uzy�oGP�mJn �

ä�P��2�Â÷<R<�{�"�&n`�TP�m �*²*)2ò;ò'µ"¶ �{�IR;�hP����I�2�2x��M��Uzy�o:Uì�Vn4o:U"�`R8mE��P��*��m£P��`VI�M�¸lMÁ"�Un � ¸ R<�{n[mL��x� nj�"�I§�§jP�� � nXn`�z�:Pl�¥�:P � nqy�oT´0�VnÂ��m£P���m£P���x��?R � n[n`�Rm£P � U"���I§9�M�¥��x���x��I� � Rq§Ã� � Á�mJnE�EG � R
�`V¥�`��Á`§[njn`� �¥�IR;�î§Ã� � Á�mJn"� �¨  n`�?��nî§ÃU`�¸lM� � n � n � U"�"�I§9�Ô�¥��x���x��I� n"�`�jUzy;P�mJn`§[n`�M� � U`��P�x¸m@mLU	n� P��2�Cm£P��Un"�`��x��I�	s �+)<� ë �
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Õ$n�mon�� �Ä~oxbßwÈ����µ�ÝÊIu�}��<t7r�u�x
�8:JB2:J=J1�: : ,0B�,-*�)?1 5 9�1�/?=J:Ø*�+�1�: : ,[B 5 =<)-:å��,-*�) : +-,0/0at=Ø,0/ 6 1�/;,0/ 6�5 B 9t6�5 =Ø, ΩL/K

a�:sE ,�E<a 6�5
B 9t6 .0=Ø, f !��ý/ 9 *N)43 :;9 3 93: )-: 9 *�*�,0=J=Ø,0/21 58\�6 , : *�:J. : ,0/[H�1 : :@1 6 =Ø,0/ (dξ1υ1

, ..., dξmυm
) 6 ,h=@1; 93: BÛ,I9�12* 9 *�:JW 5 ,�a 9�� υj, j = 1, ...,m : ,03 : +0/;,-*N)Ö,-*�)C=Ø,0/G:Ø* 6 :J9-,0/ 6 ,j¯Io:�I�{n"�Vi�n�o 93:;6�9 *�*�+0/

6 12*�/ 5 * 93:;6�: ,q9 :;9 :J/*/-12*N)�E�S12*�/d=Ø,q/K}8/K)-.0BÛ, 6 ,C9 9�93:;6�9 *�*�+-,0/ 93: : D : *�,0=J= ,0/0a�9O,0/ 6 1�/;,0/ 9 *�)^3 9�5�: , \ 3 : ,0/*/*: 9 *�/ .

ωj =
n∑

i=1

Ci,j(η)dxi j = 1, ...,m
e Ê�E Î g

� 7 5 *�,[B[12*�:J. : ,212*�1�= 9�D�5 ,21 5 9�1�/IB 9 * 9 ��,-*N) : +-,�a�=Ø,0/CH3,09�)Ö, 5�: /+=J: D *�,0/ Cj(η) /-1�)-:J/K; 9 *�)= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,C9 9 *�) : 1�:Ø*N)Ö,0/ e : ,0=@1�)-: 9 *�/Vg|1�= D + 6�: :JW 5 ,0/ e Ê�E Ä 1�g	E






Cj(η)[A(η) − s]l−1B(η) = 0 pour l = 1, .., υj − 1

Cj(η)[A(η) − s]υj−1bj(η) 6= 0

Cj(η)[A(η) − s]l−1bk(η) = 0 pour tout l = υj, .., υk υj < υk j 6= ke Ê�E Ä 1�g
�%,0/t9 9 BX3 9 /-12*�)Ö,0/ 6 ,0/�H3,09�)Ö, 5�: /�9 9 = 9 *�*�,0/ [A(η)−s]l−1bj(η)

3a, 5 H3,-*�) � ) : , 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+-,0/
D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�) M 3�1 : )-: :'6�5 B 9t6 .0=Ø, f !�� M = 7 1�: 6 , 6 ,C=@1+; 93: B 5 =Ø,S/ 5 :<H�12*�)Ö,�.

{[A(η) − s]l−1bj(η)}i =
∑

H

Gl(duj, dxi)
e Ê�E Ä�Ä g

9�� Gl(duj, dxi) =
∏1

k=n(G̃k − γs) : ,03 : +0/;,-*N)Ö,2=Ø, D 1�:Ø* 6�5 9V,�,0B2:Ø*j9�1 5 /-1�= 6 ,X= 9 * D�5 , 5�:
l
=J:@12*�)A=@1rH�1 : :@1 6 =Ø, 687 ,-*N) : +-, duj M =@1rH�1 : :@1 6 =Ø, 687 +�)V1�) dxi E G̃k(t)

a
γ
,�)
H
/ 9 *N) 6 +�OÒ*�:J/

9 9 B2BÛ,S3 : +09-+ 6 ,0B2BÛ,-*�)�a�9�;�E : ,0=@1�)-: 9 * e Ê�E Ì g	E
¼0¯�°U¨Nº� ² ° ô ½�¯

� 7 :Ø*�)Ö, D3: 1 6 :J=J:u)Ö+ 6 ,[= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/ Ä �z; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=<=Ø,0/0a e Ê�E Î g	aF:sE ,�E<a {w1, ..., wm}/*: D *�:<OÒ,�abW 587 :J=%, \ :J/K)Ö, 5 *#,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,C9 9�93:;6�9 *�*�+-,0/d= 9 9�1�=Ø,0/ dyi )Ô,�=�W 5 ,Û.
{w1, ..., wm} = {dy1, ..., dym}

� 7 ,0/K)>9-,�)�,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,R9 9�93:;6�9 *�*�+-,0/P= 9 9�1�=Ø,0/�W 5 : 6 ,	H8:Ø,-*N)>1�3 : .0/P:Ø*�)Ö+ D3: 1�)-: 9 *+=Ø,LH3,09�)Ö, 5�:
6 ,C/ 93: )-:Ø,0/R3�=@1�)Ö,0/ 6�5 /K}8/K)V.�BÛ, * 9 *r=J:Ø*�+�1�: : , 93: : D :Ø*�,0= e Ê�E Ä g	E�%,P)-,�+ 93: .0BÛ,>/ 5 :<H�12*�)�; 9�5�: *�:<)�=@1d9 9 * 6 :<)-: 9 * 687 :Ø*�)Ö, D3: 1 6 :J=J:u)Ö+ 687 5 *�,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 , Ä �z; 93: BÛ,0/
6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0/0E



¾0®�â à ´`² ° ô °UªtµF¬rµF¬8©2«Y½Fµ ¶ ´ ¬8©?è2é�©X¯F½�¯ ´ ô ¯F¨ ² ô �¬8©
± ÁF¨N½� ¶ «Y¬ � �   P�o���P�� ².³;´$#,#.¶À���n`�2�Un`§j�0mJn � n��)��o�§[n"� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"�

(w1, ..., wm)
» � n9��m£Pl�"�Un C1 n`� rang(w1, ..., wm) =

m ² ωi �¥�I�M�>x�� � U���n`� � P��M��n"� ¶ n"�`�>x��M��Uzy�oGP;�0mJn¨�IR��0n�o�§ÃUJ��x>n`�o��n`R8mJn`§[n`�M�A��xo
dwi ∧ w1 ∧ ... ∧ wm = 0 1 ≤ i ≤ m

e Ê�E Ä 0�g
� 7 +0W 5 1�)-: 9 * e Ê�E Ä 0�g&,0/K)Q9 9 *�* 5 ,L/ 9�5 /�=Ø,�* 9 B 6 ,qv�9 9 * 6 :<)-: 9 * 6 ,-°Zo:�'�	n`��x�R;�8v�a 9�� ∧ : ,03 : +	�

/;,-*�)Ö,|=Ø,Q3 :Ö9t6�5 :<) , \ )Ö+ : :Ø, 5�: E���)-:<) : , 687 , \ ,0B23�=Ø,�aF+�)V12*�) 6�9 *�*�+ 6 , 58\ Ä �z; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/
ω1 =

∑n
i=1 Pi(x)dxi

,�)
ω2 =

∑n
j=1Qj(x)dxj

a�= ,I3 :;9t6�5 :<)�, \ )Ö+ : :Ø, 5�:�6 , ω1
,�)
ω2
123 9�5�:, \ 3 : ,0/*/*: 9 *�.

ω1 ∧ ω2 =
∑

1≤i<j≤n

(PiQj − PjQi)dxi ∧ dxj
e Ê�E Ä É�g

_t1 : 1�:J=J= , 5�: /0ab=@1 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,�, \ )Ö+ : :Ø, 5�: , d 6 , ω1

3�1 : , \ ,0B23�=Ø,",0/K) .
dω1 =

∑

i<j

(
∂Pj
∂xi

− ∂Pi
∂xj

)dxi ∧ dxj
e Ê�E Ä ÊNg

�8:�=@1I9 9 * 6 :<)-: 9 * e Ê�E Ä 0�g
,0/K)R/-1�)-:J/K;�1�:<)Ö,�aN1�= 93: /|:J=g, \ :J/K)Ö, 5 *�,SB[1�) : :J9-, 5 *�:JB 9t6�5 =@1�: : , U(x))Ö,0=J=Ø,SW 5 ,�.
d U(x)







ω1

:

ωm







= 0

�F1?B[1�) : :J9-, 5 *�:JB 9�6�5 =@1�: : , U(x) 7M9�5 ,q=Ø, : ~�=Ø, 6 ,q;�1�9�)Ö, 5�: :Ø*�)Ö+ D3: 12*�)�E
� · ¬8« Àt´ ¬ Ñ ®�� ¤ n¡�`V¥�`��Á`§[nQ�"�I�2��x � U�o:ULn`§9��o�R<�M��U����J� � �¥�I�qP�� �   l8x?Pl�"�¥�I� ².³;´;´"!�¶ �"�I�2��xL�`��nn`�îR<�q§Ã�I��n`R8oJ�`VI�{�Vl8o:�I�{nJ��P�x¸m¸m£P��M���hP�x�§jP��M����n�o�§jP��{n`�M� ²qp åMå �9O ¶'�ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é µ�ª ï áfá�î à

¤ no�¥�VlMU`§jP�U�mJn"�`��o:�I§ÃU"�:P���x � R�nQU � R8x��IP�mJn`�M� � n|m£P¡º�y�R8o-n³s ��µ �"��o	o-n"���M�I� � P�R�¦�U � R7P���x��I�2�� nÂ��n`�2��x��I� ² s ��³;µ"¶ n`�J�rm£P � VI�¼P�§?x � R�nÂ§ÃU"�:P���x � R�n � Rpo:�I����o:»*U � R7P���x��I� ² s ��³0ø"¶��J  n§Ã� � Á�mJndo-n���o:U"�Un`�M��n^mJn p åMå �9O �¥Rh�$�7P�o���x¸o � R[oVn��MÁ�o-n ����� ² P���o:Á"�^m£P¨��oGP��2�?�)��o�§jP���x��I�� nJOQP�o-i ¶'�
{

vd = Rid + Ld
did
dt

− npωLqiq

vq = Riq + Lq
diq
dt

+ npωLdid + npωkm

e Ê�E Ä 4�g

Jω̇ = np[km + (Ld − Lq)id]iq − bω − τL
e Ê�E Ä Æ�g

¤ n$§Ã� � Á�mJn��EG � R p åMå �9Oo»2º�y�R8o-n�s �Fø � U"�"�IR8mJn � RÂ�¥�VlMU`§jPÂU�m<n��`��o:�I§ÃU"�:P���x � R�nJU � R8x ��IP�mJn`�7� � nqm£P$º�y�R8o-n�s ��µ'��¤ n"�^y�V�oGP���n`R8o:�¹§Ã� � R8mLU"��U`�IP�mER�n`�M�QmJn"�A�)��o"�Vn"��U�mJn"�`��o:�I§jPUy��{U ���x � R�n"� � R�n"�j�rm£Pì�Ux���n"�"�UnjP��8y�R8m£P�x¸o-n � R�o:�I����o[n`�dmJn�§Ã�I§[n`�M�9U�mJn"�`��o:�I§jPUy��{U`��x � R�n � n
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����o:��x��I�pn`�8yNn`� � o:UT�7P�oqmJn"���"�IR8oGP��M���
id
n`�
iq
o-n"����n"�`��x���n`§[n`�M� �

Rd Ld

id

vd

Rq Lq

iq

vq

npωLqiq

npωLdid

npkmω

&
�

&
�

� &

ω
b

J

��������Ê�Eu4 � �89V,�+0B[1�+0=Ø,09�) :;9 BÛ+09�12*�:JW 5 , 6�5 �c����)S_ 6 12*�/d=Ø, : ,03�. : , (d, q)

Ä
�

�
�c��,Û.

vd

��.
Ld

	ú.
R

id

Ä
w

y��.

J

	 .
b

ω

Ä?�
�

?�
�c��,Û.

vq

��.
Lq

	ú.
R

iq

MGY

e
4 = E

d

e
5 = Tem

d

−n
pL

q iq

ï¦ð�ñ
e10

= Eq

e9 = Tem
q

np(L
did

+ km)

��������Ê�E Æ � � 9t6 .0=Ø, f ! 6�5 �c����)S_



¾0® � à ´`² ° ô °UªtµF¬rµF¬8©2«Y½Fµ ¶ ´ ¬8©?è2é�©X¯F½�¯ ´ ô ¯F¨ ² ô �¬8©
ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é	�Üµ�ª ï áfá�î à

¤ n"���{�I�pmåx��{U:P�o	x���U"��P��;�7P�o:P�xL�"�Un`�M�A�`R8o+mJn"�qy;P�x��2� � n"�qy�V�oGP���n`R8o:��§Ã� � R8mLU"� �f¤ n"���¥�IR;� �§Ã� � Á�mJn"���EGÂS{�$�¥�I�M�o�"�I�2�`��o�R8x������"�I§�§[n^x�� � x � RMU*P�R��Vl7P���x���o-n ) �"�I� � R8xL�Un`�M�¡P'RÃ§Ã� �� Á�mJnãS��EG � nCm£P9º�y�R8o-n's �*#¥�

Ä�c��,�.
dvd

��.
Ld

	ú.
R

did

�c��,�.−npLdωdid
Ä

�c��,Û.
npLdiqdid

�c��,�.−npLqiddiq

dω

��.
J

	 .
b

Ä�c��,�.
dvq

��.
Lq

	ú.
R

diq

�c��,�.
npLqωdiq

GY

−n
pL

q iq

ð ñ
np(L

did
+ km)

��������Ê�E Ì � � 9t6 .0=Ø, f !�� 6�5 �c����)S_

¤ n"�]�IP�o	x?P;�0mJn"�ìPl�"�¥�¥��x�UVn"�ìP�Rz§Ã� � Á�mJn¶�EGÂSê�¥�I�M� � U"�"�I§9�M�¥�¥UVn"��n`���IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��
dx = (diq, did, dω)t

n`� � n��"�I§�§jP�� � n
du = (dvq, dvd)

t �
á ½�U° ô ¬8© Àt´`² °U¬8©Xµ�ª ï áfá�î à

¤ n"�h�"Pl�Un"� � R §Ã� � R8mJnhPl�"�¥�¥��x�U]P�Rè§Ã� � Á�mJn��EGÂS ��oVn`�M��n`�M�Gm£P¨�)��o�§[n ² s ��´"¶ »Cn`�J��U �o	x º|n`�7�2mJn"� �"�I� � x���x��I�2� � njm ¸ U � R7P���x��I� ² s ��³0ò"¶'�Jï mInG¦�xL�`��n � n`RI¦ê�Vl�n`§?x��2�è�:P�R;��P�R�¦ 
MSe : dvq → I : Lq → I : J → dω

n`�
MSe : dvd → I : Ld → did

» � nImL�I�8y�R�n`R8o:�
o-n"����n"�`��x���n"�

ν1 = 2
n`�
ν2 = 1 �¼¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���*�"�Unq% ��xsn`�M��� � nGm ¸ U � R7P���x��I� ² s ��³0ò:¶ �¥�I�M��:P�mL�`R8mLU"�¨�"�I§�§[n9�`R8x��T

à �¬8« ô`¶ �¬ ³�² ©0¬
�ô�7P�o���x¸o � nIm ¸ U � R7P���x��I� ² s ��´"¶ »>m£P*��oVn`§?x�Á�o-n��"Pl�UnJ� ¸ U"��o�x���

w1 = C11diq + C12did + C13dω
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���è�IR<��o-n"»Rn�m¸mJn¹��U�o	x º|nCmJn"���"�I� � x���x��I�2� � nIm ¸ U � R7P���x��I� ² s ��³0ò:¶'���ò��"�r���¸�L���� ¡�"�� �óÍ���L�q�$��ô$ ¸�" ¡¥ã ¡�õ�
{

C11G1(dvq, diq) + C12G1(dvq, did) + C13G1(dvq, dω) = 0

C11G1(dvd, diq) + C12G1(dvd, did) + C13G1(dvd, dω) = 0

O�R8xL� � R ¸ x¸mM� ¸ nG¦�xL�`��n9P�RM�`R<�î�Vl�n`§?x����:P�R;��P�m � n^mL�I�8y�R�n`R8o ³ m x?P'�7�tm£P¹�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`� ���o:UVn
MSe : dvq

P�R�¦ãU�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�
I : dω

n`�
I : did

»QP�mL��o:�ImJn"�qy;P�x��2�
G1(dvq, did)

n`�
G1(dvq, dω)

�¥�I�M�TUzy;P'RI¦ì�I�¥U�o"� ��  n � R8xQx�§9��måx � R�n C11 = 0 �O-�IR8o � n"�]oGP�xL�¥�I�2�ÄP��¼P�mL�-y�R�n"�"»
G1(dvd, diq)

n`�
G1(dvd, dω)

�¥�I�M���MR8m � � OQP�o�"�I�2�¥U � R�n`�M�
C12 = 0 ���ò��"�r���¸�L���� ¡�"�� �óÍ���L�q�$��ô$ ¸�" ¡¥¦���" �óö�

C11G2(dvq, diq) + C12G2(dvq, did) + C13G2(dvq, dω) 6= 0

O�R8xL� � R�n
C11

n`�
C12

�¥�I�M��Uzy;P�R�¦*���lU�o:�¥»�mJnA�Un`R8m�y;P�x��¨�{U"�Vn"�"��P�x¸o-n|n"�`�
G2(dvq, dω) �

ï mLn"�`��Uzy;P�m���m£P��¥�I§�§[n � n"�?y;P�x��2� � n"� � n`R�¦ �Vl�n`§?x��2�h�:P�R;��P�R�¦ � n[mL�I�8y�R�n`R8o
2
måx?P��M�Sm£Pã�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`�M��o:UVn MSe : dvq

�jm ¸ U�mLU`§[n`�M� � VI�¼P�§?x � R�n I : dω � ���R<��x¸måxL��P��M�tm£P��)��o�§�R8mJn ² s �*#.¶ » G2(dvq, dω) = 1
J
np(km+Ldid)

1
Lq

− 1
J
npLqid

1
Lq

=
1
J
np[km + (Ld −Lq)id]

1
Lq

6= 0 � å x C13

n"�`�T�VlM��xL��xsn�Uzy;P�m�� ³ »Pm£PJ��o-n`§?x�Á�o-n¹�"PI��nn"�`�TP�mL��o:��
ω1 = dω

¿&¬8ª ·&ô`¶ «Y¬ ³�² ©0¬

¤ P � n`R�¦�x�Á`§[n��"Pl�UnJ� ¸ U"��o	x��T

w2 = C21diq + C22did + C23dω

¤ n"���"�I� � x���x��I�2� � nIm ¸ U � R7P���x��I� ² s ��³0ò:¶ � ¸ U"��o	x���n`�M��
��ò��"�r���¸�L���� ¡�"�� �óÍ���L�q�$��ô$ ¸�" ¡¥ã ¡�õ�

{

C21G1(dvd, diq) + C22G1(dvd, did) + C23G1(dvd, dω) 6= 0

C21G1(dvq, diq) + C22G1(dvq, did) + C23G1(dvq, dω) = 0

G1(dvd, diq) = G1(dvd, dω) = 0
»¡�7P�o:�Vn � R ¸ x¸mö� ¸ nG¦�xL�`��njP�RM�`R<�b�Vl�n`§?x��É�:P�R;��P�m� nhmL�I�8y�R�n`R8o ³ måx?P��M�Am£Pç�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`�M��o:UVn MSe : dvd

P�R�¦�m ¸ U�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P �§?x � R�n"�
I : diq

n`�
I : dω

o-n"����n"�`��x���n`§[n`�M� �
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G1(dvd, did) = 1
Ld

»��:P�o2x¸mLnG¦�xL�`��nÃR<� �Vl�n`§?x����"P�R;��P�m � n[mL�I�8y�R�n`R8o ³ måx?P��M�Gm£P�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`�M��o:UVn MSe : dvd
�&m ¸ U�mLU`§[n`�M� � VI�¼P�§?x � R�n I : Ld

� nCy;P�x�� 1
Ld
� OQP�o�"�I�2�¥U � R�n`�M�

C22 6= 0 �
  �I�{�Vn�o��¼P��M��m£P � n`R�¦�x�Á`§[n9�"�I� � x���x��I�2»�mJn"� � x ¢9U�o-n`�M���|y;P�x��2�T�����7� G1(dvq, did) =

G1(dvq, dω) = 0
n`�
G1(dvq, diq) = 1

Lq
� OQP�o¨�"�I�2�¥U � R�n`�M� C21 = 0 ���ò��"�r���¸�L���� ¡�"�� �óÍ���ã�q�$��ô$ ¸�" ¡¥r���" �ó÷�

C21G2(dvq, diq) + C22G2(dvq, did) + C23G2(dvq, dω) = 0

¤ n���o-n`§?xsn�oXy;P�x�� �{U"�Vn"�"��P�x¸o-nhn"�`� G2(dvq, did) = 1
Ld
npLqω

1
Lq

= 1
Ld
npω �-¤ n� n`R�¦�x�Á`§[ndy;P�x��îP]U`��U � Uq�`�Ã�:P�mL�`R8mLU Ð G2(dvq, dω) = 1

J
np[km + (Ld−Lq)id]

1
Lq
�OQP�o-�"�I�2�¥U � R�n`�M�

C22
n`�
C23

��n`R<��n`�M���`��o-n-�VlM��xL��xL�-�"�I§�§[nA�`R8x���
C22 = Ld

Lq
[km+

(Ld − Lq)id]
»
C23 = −JLqω � �Gx��2��xL»Pm£P � n`R�¦�x�Á`§[n��"Pl�Un+n"�`�T

ω2 =
Ld
Lq

[km + (Ld − Lq)id]did − JLqωdω

¼0¯�°U¨Nº� ² ° ô ½�¯
¤ Pì�"�I� � x���x��I� � ¸ x��M��nzy�oGP;�0x¸måx���U ² s ��³")`¶ � ¸ U"��o	x��T

{

dω1 ∧ ω1 ∧ ω2 = 0

dω2 ∧ ω1 ∧ ω2 = 0

¤¹¸ U � R7P���x��I� ² s ��³ s ¶ ��n�o`§[n`� � nÂ�"�I�{��mER8o-n � R�n dω1 = 0
n`�
dω2 = 0

»$�Vn � R8xPx�§ �
��måx � R�n � R�nImJn¹�`V¥�`��Á`§[n���x ��� n"�"�`R;�+n"�`����o	x��Ux?P�mJn`§[n`�M�¡��P���xL�?�`P�x�� � OQP�o��"�I�2�¥U � R�n`�M��»m ¸ n`�2�Un`§j�0mJn � n"� ³ � �)��o�§[n"� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸m<n"� (ω1, ω2)

n"�`�tx��M��Uzy�oGP;�0mJn �7ï m�o-n"�`��nJP�mL��o:��Ã��o:�IR<��n�o¹R<�{n�§jP���o	x��Vn¹R<��x�§Ã� � R8m£P�x¸o-n
U(x)

��n�m¸mJn � R�n¨

d U(x)

(

ω1

ω2

)

= 0

À��{n*�¥��mER<��x��I�pn"�`�Q�'�)��n`�MR�nQ�M�IR8o�

U(x) =

(

1 0
JL2

qω

Ld[km+(Ld−Lq)]id

Lq

Ld[km+(Ld−Lq)]id

)

°Px��¼P�mJn`§[n`�M��»QmJn"�*�¥��o���xsn"�T��m£P���n"� � R p å7å �9Oê�¥�I�M��
{

y1 = ω

y2 = id

e Ê�E Ä�Ì g
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§4¬8« ²  Â ªF¬�¾8Ã��
ï mtnG¦�xL�`��n�R<� � n`R�¦�x�Á`§[n¨�VlM��x ¦ � n��Vl�n`§?x��2�¨�:P�R;��P�R�¦ � xL�q�)��x��M��� MSe : dvq → I : Lq → diqn`�
MSe : dvd → I : Ld → I : J → dω

» � nImL�I�8y�R�n`R8o:�Ao-n"����n"�`��x���n"�
ν1 = 1

n`�
ν2 = 2

� R8x
��n`R<�J�"�I� � R8x¸o-nj��R<��nÃP�R<��o-nÂ§jP��so	x��Vn � n9�7Pl�"��PUyNn[n`�9�ìR<�{nÃP�R<��o-nJ�7P�x¸o-n � n¨�¥��o���xsn"�9��m£P���n"�
(iq, ω) �
Õ$n�mon?Æ �Ä~oxÉsnø ß±Ê m x<sAt<�µ�.u�xz|��.~¡�2u�xÉx<so}��Éy{so}9}QÈ$u�x

�S12*�/29-,�)*)Ö,r/;,09�)-: 9 *Za
* 9�5 /[1�=J= 9 *�/?3 : +0/;,-*�)Ö, :[5 *�,�H3, : /*: 9 * f ! 6 ,�=@1�BÛ+�)-, 9�6 , 6$ù$M�RE�� 9 /*/-1�/^12* 6 _�1�=J1 5 e ÄUÎ�Î È�g : 1�3�3a,0=Ø+-, 6 12*�/G=Ø,I3 : ,0B2:Ø, : 9V,�1�3�:<) : ,AW 5 :�9 9 *�/*:J/K)Ö, MÛ: ,�) :;9�5 �
H3, : =@1 mème / 93: )-:Ø,43�=@1�)Ö, 687 5 *�/K}8/K)-.0BÛ,�9 9 *�*�1�:J/*/-12*N)?=Ø,0/ m − 1

1 5 ) : ,0/?/ 93: )-:Ø,0/?3�=@1�)Ö,0/0a)R9V,�: : 12* 6 � 5 , 5�: e 0213154�1�g	Ea��,�)*)Ö,CBÛ+�)-, 9�6 ,�,0/K)G9 9 B23 9 /;+-, 6 ,CÊÛ+�)V1�3g,0/ .
Ä E�� 9 *�/K) :*5 9�)-: 9 * 6 ,pB 9t6 .0=Ø, f !�� 6�5 /K}8/K)-.0BÛ, M 3�1 : )-: :�6 ,j/ 9 *ÖB 9�6 .0=Ø, f ! * 9 *
=J:Ø*�+01�: : ,�E

08E��|, 9 : \�6 ,0/ m− 1 6 1�/;,0/L) : :<H8:@1�= ,0/ e Ä �z; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/Vg 6�5 B 9�6�5 =Ø, Ω
1�/*/ 9 90:Ø+0/

1 5 B 9�6 .0=Ø, f !��§,�)�,�T^,09�) 5 , :^5 *rW 5�9 )-:Ø,-*�) 6 ,CB 9t6�5 =Ø,�E
ÉbE��L1�=<9 5 = 6 ,C=@1 6 1�/;, 6�5 B 9t6�5 =Ø,qW 5�9 )-:Ø,-*�) Ωm

: +0/ 5 =<)V12*�)�E
Ê�E���*�)Ö+ D3: 1�)-: 9 * 6 ,C= 7 ,-*�/;,0B 6 =Ø, 6 ,0/ Ä �z; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0/0E
� 9�5 /?1�=J= 9 *�/I9 9 *�/*: 6 + : , :�6 ,0/?B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/ M m / 9�5�: 9-,0/ 687 ,-*�) : +-,�a 9 *ü/ 5 3�3 9 /Ö,&W 5 ,

m− 1
/ 93: )-:Ø,0/R3�=@1�)Ö,0/ (y1, ..., ym−1)

9 *�)�+�)Ö+ 6 + 7*M : 6 ,-*�)-:<OÒ+-,0/0E
_ 9�5�: 3 9�5 H 9 : : : 6 ,-*N)-:<OÒ, : =@1 6 , : *�:J. : ,X/ 93: )-:Ø,+3�=@1�)Ö,�a^* 9�5 /C1�=J= 9 *�/ 5 )V:<=J:J/;, : 9 9 *�/K) :*5 : : ,?=Ø,

B 9t6�5 =Ø,qW 5�9 )-:Ø,-*�) Ωm
6 +�OÒ*�:F3�1 : .

Ωm =
Ω

< y1, ..., ym−1 >�%,CB 9�6 .0=Ø, f !���9 93:;: ,0/*3 9 * 6 12*�)S1 5 B 9�6�5 =Ø, Ωm

3 9 /*/*. 6 , 5 *�,C/;, 5 =Ø,C/ 9�5�: 9-, 687 ,-*�) : +-,,�)A:J=P3a, 5 ) � ) : , 9�6 )Ö,-* 5�D3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�) M 3�1 : )-: : 6�5 9-,4B 9t6 .0=Ø, f !��¨,-*�:JB23 9 /-12*N)I=Ø,0/
H�1 : :@1 6 =Ø,0/ y1, ..., ym−1

,�)^=Ø, 5�: / 6 + : :<H3+-,0/�+ D 1�=Ø,0/ M �-+ :;9 E��=W,0/K)I1�= 93: /S3 9 /*/*: 6 =Ø, 687 1�3�3�=J:JW 5 , : =@1[3 :;9 9-+ 6�5�: ,?3 :;9 3 9 /;+-,X1 5 ÜCÊ�E Ä E Ä 3 9�5�: : 6 ,-*�)-:<OÒ, :
=@1
mème 6 1�/;,�a ω̄m E�%,0/ 6 1�/;,0/ 6 , Ω

/ 9 *�)G1�= 93: /�.






ω1 = dy1

ω2 = dy2EEE
ωm = ω̄m +

∑m−1
i=1 pi(s)dyi

e Ê�E Ä È�g



¾�¾ Ñ à ´`² ° ô °UªtµF¬rµF¬8©2«Y½Fµ ¶ ´ ¬8©?è2é�©X¯F½�¯ ´ ô ¯F¨ ² ô �¬8©
�%,0/A3 9 =<}�*�~�BÛ,0/ pi(s), i = 1, ...,m − 1

/ 9 *�)A9	, 9 :J/*:J/ 6 ,2)Ö,0=J=Ø,X/ 93: )Ö,[W 5 ,[=Ø,X/K}8/K)-.0BÛ,e Ê�E Ä È�g|/ 9 :<)d:Ø*�)Ö+ D3: 1 6 =Ø,�a�9�;�Eb)-,�+ 93: .0BÛ,IÈbE�%,0/^1�H�12*�)V1 D ,0/ 6 ,"* 9 ) : ,I1�3�3 :;9 9V,�, f !¡/ 9 *N)".
� ,0=J=Ø,q3a, : BÛ,	) 6 ,C9 9 *�/K) :*5 : : ,q;�1�90:J=Ø,0B�,-*N)R=Ø,qB 9t6 .0=Ø, f !�� 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,�a
� ,0=J=Ø,�1�: 6 ,r1 5 9V, 9 : \�6 ,0/ 6 1�/Ö,�/2) : :<H8:@1�= ,0/ 6�5 B 9�6�5 =Ø, f !�� ,�)2=@1�9 9 *�/K) :*5 9�)-: 9 * 6�5
B 9�6�5 =Ø,qW 5�9 )-:Ø,O*N)�a

� ,0=J=Ø,q/*:JB23�=J:uOÒ,S= 7 1�= D393: :u)-,�B�, 6 ,C9�1�=J9 5 = 6 ,C=@1 6 1�/;, 6�5 B 9t6�5 =Ø,qW 5�9 )-:Ø,-*�) : +0/ 5 =<)V12*�)�E
� · ¬8« Àt´ ¬ Ñ ¾M� é �b�"�I�2��x � Á�o-n+mJn]�"�I�M��n�o���xL�"�Un`R8o � n���n`�2��x��I� ��o	x ��l7Pl�¥Uj�q�"�I§�§jP�� � n p�¤�ï
² §Ã� � R8m£P���x��I�$�7P�oQm£P�osyNn`R8o � ¸ x�§9�¼R8m ��x��I� ¶ � n>m£Pfº�y�R8oVn�s �8! n`§9��o�R<�M��U � n � �¥P��M� � å l8x�� ²*)2ò;ò ë ¶'�
  n"� � n�o���xsn�o:�Ã�¥�I�M�qm£P�osyNn`§[n`�M�JR<��x¸måxL�¥U"� � P��2����mER;��xsn`R8o:��P��;��måx��:P���x��I�2�4x�� � R;�`��o	xsn�m¸mJn"� �¹  n"��xn"�`� �`ú �jmJn`R8o:�[l7P�R<��n"����n�oF�)��o�§jP��{�Vn"��n`���:P�oGP0�`��U�o	xL�`��x � R�n"�&x��M��U�o-n"�"��P��M��n"�]��n�m¸mJn"� � R�n4mJn`R8o
�:P��7P0��x���U]� � U�måx��Uo-n�o � n"�h�"��RNo:P��M������x��MR;�¥��û � P�R�¦çP���n"�jR<�ì�`P0�`��n`R8o � n*�¼R8xL�"��P��{�VnjR<��x���P�x¸o-n"»
��x�§9��måx���x���U � P��2�[mJn���x¸o:�`R8x�� � n��"�I§�§jP�� � n&n`�qm£Pè�:P��7P0��x���U � ¸ U"�Vl7P��8yNn � n¹�¼R8xL�"��P��{�Vnh�0x � x �o-n"�`��x��I�M�{n�m¸mJn � OQP�oã�"�I�2�¥U � R�n`�M��»qx¸m ��o-n`§9��m£P0�Vn`�M� � n���mER;�]n`�Ä��mER;��mJn"���M�I�M��� � n � x�� � n"�rn`��¸l<V�o	xL�`����o:�ì�"�I�M��n`�M��x��I�M�{n�m � � �I�M�^mJn9�`P0�`��n`R8o � n*�¼R8xL�"��P��{�Vn]P�R�y�§[n`�M��n � ¸ R<�{nj§jP���x�Á�o-nXx�� ���n�o:�Un`§[n`�M����o:�"�M��o���x��I�M�{n�m¸mJn��[m ¸ P'�Ny�mJn � ¸ P�§Ã��o3ÏlPUyNn �
ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é µ�ªÒ®�½�¯ � ¬NU° ô ©�©0¬8ªF[µF¬h°U¬8¯�© ô ½�¯�°U ô À Á ² ©0¨£� í ±A± Ê

¤ nã��x¸o:�`R8x�� � n��¼R8xL�"��P��{�Vn � R��"�I�M��n�o���xL�"�Un`R8o � nì��n`�2��x��I� �"���<��x � U�o"Urn"�`�qoVn���o:U"�Un`�M��U"»ºFy�R8oVn�s �8!;� C o-n���o:U"�Un`�M��n^m£PÂ�:P��7P0��x���U � R$ºQmE��o-n � n^m£P-�7P�o���xsn*�"�I�M��x��MR�n"» R n`� L o-n���o:U ���n`�M��n`�M��o-n"����n"�`��x���n`§[n`�M�Fm£PIo:U"��xL�`��P��{�VnSn`��m ¸ x�� � RM�`��P��{�Vn � ndm ¸ x�� � RM�`��n`R8o �Ô¤ n"�-��n`�<��x��I�2�n`�dmJn"�]�"�IR8oGP��M��� � ¸ n`�M��o:U	n��¥�I�M�^o-n���o:U"�Un`�M��U"�9�7P�o?mJn"�Â�{�I��P���x��I�2� ek n`� ik » k = a, b, co-n"����n"�`��x���n`§[n`�M� � é �]�`R¥�;�M�¥�Un � R ¸ R<�{n��Vl7P�osyNn^o:U"��xL�`��x���n RL
n"�`�o�0oGP��{�VlMUVnJP�R�¦j����o��{n"�

� nAm£PÃ�¥��o���xsn �f¤ n"�T�)�I�{�`��x��I�2� � n"�+x��M��n�o	o�R¥�¼��n`R8o:�Â�0x �M��m£P�x¸o-n"� pa, pb n`� pc � U?ºA��xsn"�-�7P�om ¸ U � R7P���x��I� ² s ��³;´"¶ o-n���o:U"�Un`�M��n`�M�PmJn"��P0�`��x��I�2� � n"�*��x ¦[x��M��n�o	o�R¥�¼��n`R8o:� �
pk =

{

1 Sk fermé

−1 S̄k fermé

e Ê�E ÄUÎ g

é �]�`R¥�;�M�¥�Un � R�nSmJn"�Sx��7��n�o	o�R¥�¼��n`R8o:�$�¥�I�M��x � U:P�R�¦I»�x � n � »tmJn`R8o:�So:U"��xL�`��P��{�	n"� � n¹�"�I� � RM� ���x��I���¥�I�M���{Uzy�måx<yNn:P;�0mJn"� ����ê�"�I�2��x � U�oGP��M�qm ¸ l<V"�M�I�¸lMÁ"�Unî��x ��� n"�"�`R;�"»��Vl7P � R�n¨�7P�x¸o-n � ¸ x��M��n�o	o�R¥�¼��n`R8o:����n`R<�I�`��o-n§Ã� � U�måxL�¥UVn��7P�ohR<� ��oGP��2�?�)��o�§ÃP���n`R8o � n[y;P�x�� 1
2
pk, k = a, b, c �Q¤ nì§Ã� � Á�mJnF�EG � n

m P �Vn�m¸mER8mJn � n��"�I§�§�R<��P���x��I�Òn"�`�qo-n���o:U"�Un`�M��U"»¡º�y�R8o-n�s ��´;� ���ðn?¢Gn`��»Sx¸mdn"���A�`P0��x¸mJn � n� ¸ P`��n�o:�Vn`����x¸o¹�¹�7P�o���x¸o � Rq��x¸o:�`R8x�� � nIm£P$º�y�R8oVn�s �8! � R�n io =
∑

k
1
2
pkik, k = a, b, c �
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��������Ê�E Î � � 9�6 .0=Ø, f ! 6 ,C=@1?9-,0=J= 5 =Ø, 6 ,C9 9 B2B 5 )V1�)-: 9 *
¤ nç§Ã� � Á�mJnM�EG y�mL�'�"P�m � RÜ�"�I�M��n�o���xL�"�Un`R8oYn"�`�]�'�)��n`�MR �7P�oã��x�§9��mJn �"�I�M�{nG¦�x��I� � n"��¥�IR;� � §Ã� � Á�mJn"�	�EG �"��o	oVn"���M�I� � P��M��P�R�¦è����R'� � �`V¥�`��Á`§4n"� � nrm£PÃº�y�R8o-nFs �8! »Ax��{��mER7P��M�m ¸ x�� � RM�`��n`R8o:»Lm£Pã�Vn�m¸mER8mJn � nj�"�I§�§�R<��P���x��I�2»|mJnTºQmE��o-n � �2n`�Rm£Pã�Vl7P�osyNn �f¤ n�§Ã� � Á�mJn;�EGo:U"�`R8mE��P��M�Rn"�`�>o-n���o:U"�Un`�M��U"»Ôº�y�R8o-n�s ��³0ò'�
¤ n�§Ã� � Á�mJn��EG � nIm£P9º�y�R8o-nds ��³0ò n"�`��R<�q§Ã� � Á�mJnSl<V'�0o	x � n?n`�Q�Ã��n`§9�M���IP�o	x?P��M�A�¥�IR;�m ¸ n?¢Gn`� � nRm ¸ P�måx�§[n`�M��P���x��I�Â��o	x ��l7Pl�¥UVn � ( �IR;�$P�m¸mL�I�2�-P�mL��o:�TR<��x¸måxL�Un�oRm P¹�{�I��x��I� � nQ§Ã� � Á�mJn§Ã�IV�n`�hn`�tm£P¨��oGP��2�?�)��o�§jP���x��I� � nQOQP�o-i-�M�IR8o*�'�)��n`��x¸o$R<�ì§Ã� � Á�mJn*�"�I�M��x��MR&n`�A�¨��n`§9�M�
x��M�IP�o	x?P��M� �
¤ nQ§Ã� � Á�mJnQ§Ã�IV�n`�?y;P�o � nRm£P¹§F�`§[n��`��o�RM�`�?R8o-n � R�nRmJn-§Ã� � Á�mJnLx���x���x?P�m � ndm£Poº�y�R8o-n�s ��³0ò� P��2�?mJn � R�n�mtmJn"���IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��T�¥�I�M�Ro-n`§9��m£P0�"UVn"�$�7P�o?mJn`R8o:�Â�IP�mJn`R8o:��§Ã�IV�n`�M�{n"�2n`�mJn"�Q�)�I�{�`��x��I�2� � xL�¥��o:Á`��n"� � n"�?x��M��n�o	o�R¥�¼��n`R8o:�

pk, k = a, b, c
�¥�I�M�do-n`§9��m£P0�"UVn"�$�7P�o?mJn"�

�)�I�{�`��x��I�2� � n"�qoGP��;�M��o������`V;��måx � R�n"���Â�IP�mJn`R8o:� � P��2�Sm ¸ x��M��n�o��IP�m¸mJn [−1, 1]
» � �¥P��M� � å l8x��

²*)2ò;ò s ¶'�
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ï ½�µ ¶ ´ ¬]è2é «Y½ â ¬8¯$µ�ª í ±A± µ ² ¯�© ´ ¬r�¨ Ó ¨N�¬8¯�® ô ¬ ´ �¤üÖý
å ��R'�JR<�{n¹P�måx�§[n`�M��P���x��I�ì��o	x ��l7Pl�¥UVn¹U � R8x¸måx?�0o:UVn � �I�M�{UVno�7P�o^m ¸ U � R2P'��x��I� ² s �+)2ò:¶ »�mJn9§Ã� �� Á�mJn��EG � P��2�RmJnRo:U?�)U�o-n`�{��xsn�m ����� n"�`�¡�'�)��n`�MR9�7P�oLm ¸ P��;��måx��:P���x��I� � nRm£P���oGP��2�?�)��o�§jP���x��I�� nJOQP�o-i��`R8oCmJn¹§Ã� � Á�mJn��EG � nCm£P9º�y�R8o-n�s ��³0ò��







ea = Emcosωt

eb = Emcos(ωt− 2π
3 )

ec = Emcos(ωt− 4π
3 )

e Ê�Eu021�g

¤ Pj§jP���o	x��Vn � n¹��oGP��2�?�)��o�§jP���x��I�pn"�`� � �I�M�{UVn��MP�o�

T =
2

3

[

cosωt cos(ωt− 2π
3 ) cos(ωt− 4π

3 )

sinωt sin(ωt− 2π
3 ) sin(ωt− 4π

3 )

]

¤ n"�¹�IP�o	x?P;�0mJn"�¹��oGP��2�?�)��o�§ÃUVn"�9�¥�I�M� � U?ºA��xsn"�¨�"�I§�§[n9�`R8x��Q
[

ed

eq

]

= T ēs,

[

id

iq

]

= T īs,

[

ud

uq

]

= T p̄s

P���n"�
ēs = (ea eb ec)

t, īs = (ia ib ic)
t n`� p̄s = (pa pb pc)

t �
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[

ed

eq

]

= T ēs = T (L
d

dt
+R)īs + T

1

2
vcp̄s

���îR<��x¸måxL��P��M�>m£P[o:Ázy�mJn � n � U�o	x��IP���x��I� � n ¤ n�x?�)��x��8��»Px¸m{�`R8x��T

TL
d

dt
īs = L

[

d

dt
− ω

[

0 1

−1 0

]]

T īs
e Ê�Eu0 Ä g

OQP�oQ�"�I�2�¥U � R�n`�M��»{mJn"�$U � R7P���x��I�2� � n���n`�2��x��I� � P��2�|mJnLo-n��MÁ�o-n ����� �I�M�<�M�IR8odnG¦`��o-n"�"��x��I�j
[

Em

0

]

= (L
d

dt
+R)

[

id

iq

]

+
vc
2

[

ud

uq

]

− Lω

[

iq

−id

] e Ê�Eu030�g

¤¹¸ U � R7P���x��I� � n¨���IR8oGP��M�¡��P���xL�?�`P�x���nQ�7P�oqm£Pd�)�I�{�`��x��I� ò n"�`�T
C
dvc
dt

+
vc
RL

=
1

2
p̄s
tīs

e Ê�Eu0�É�g
O�R8xL� � R�n

p̄s
tT tT īs = 2

3
ps
tīs
»>m ¸ U � R7P���x��I� ² s �+) ë ¶ ��n`R<���`��o-nIo:U"U"��o	x���n¨���I§�§[n9�`R8x��T
C
dvc
dt

+
vc
RL

=
3

4
p̄s
tT tT īs

���è�{�I��P��M�
C ′ = 2

3
C
n`�
R′ = 3

2
RL

»Rm ¸ nG¦`��o-n"�"��x��I�ÃºA�ÔP�m<n � n?m ¸ U � R7P���x��I� � n]�"�IR8oGP��M�n"�`�T
C ′
dvc
dt

+
vc
R′L

=
1

2
(udid + uqiq)

e Ê�Eu0�ÊNg
¤ n¨§Ã� � Á�mJnE�EG � Rè�"�I�M��n�o���xL�"�Un`R8o � n¨��n`�2��x��I�Ä��o	x ��l7Pl�¥U � P��2�+mJn+o:U?�)U�oVn`�¼��xsn�m ����� o-n �
��o:U"�Un`�M��U��[m P9º�y�R8o-n's ��³;³ � U"�"�IR8mJn � n"�¨U � R7P���x��I�2� ² s �+),)`¶ n`� ² s �+) s ¶'�
¤ n"�]�IP�o	x?P;�0mJn"� � R §Ã� � Á�mJn��EG �¥�I�M� � U"�"�I§9�M�¥�¥UVn"��n`�b��n"�`��n`R8o � n��"�I§�§jP�� � n

u =

(ud, uq)
t = (u1, u2)

t n`����n"�`��n`R8o � ¸ U`��P�� x = (id, iq, vc)
t = (x1, x2, x3)

t

¼0µF¬8¯�° ô ¹�® ² ° ô ½�¯�µF¬8©X©0½��° ô ¬8© Àt´`² °U¬8©Xµ�ª í ±A±
¤ PA��o"�¥�"U � R8o-n � ¸ x � n`�M��x º��:P���x��I� � n"�¡�¥��o��sxsn"����m£P���n"�Ln"�`��n?¢Gn"�`�?RMUVnRn`��sÃU`��P���n"��Ô�"�I�2�`��o�RM� ���x��I� � RÂ§Ã� � Á�mJn��EGÂS{»¡�'�)��n`�M��x��I� � ¸ R<��n9�"Pl�UnT��o	x��Ux?P�mJn � R�§Ã� � R8mJn$Pl�"�¥�¥��x�U-P�RÂ§Ã� � Á�mJn�EGÂS{»ÃP��;��måx��:P���x��I� � ¸ R<� � R7����xsn`�M� � nç§Ã� � R8mJn"�Ã�M�IR8o��UnjoGP�§[n`�{n�oçP�RÜ�:Pl�q§Ã�I�{� �n`�M��o:UVn"»Px � n`�7�sx º��"P���x��I� � nCm£Ph�"Pl�Un � R�§Ã� � R8mJn � RM�I��xsn`�M�>o:U"�`R8mE��P��M��»��¼R8xL�Q�M�IR8o¹��n�o�§?x �
�{n�o:» � U`��n�o�§?x��¼P���x��I� � n"���¥��o���xsn"�*��m£P���n"� � Rè§Ã� � Á�mJnI�EGà�{�I��måx��¼U"P�x¸o-n]��o	x<y�x��{n�m{�7P�o
x��M��Uzy�oGP���x��I� �
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³;�j  �I�2�`��o�RM�`��x��I� � Rì§Ã� � Á�mJnd�EGÂSb
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  n"�-��oGP��2�?�)��o�§jP���x��I�2�J�"�I� � R8xL�Un`�M�fP�Rj§Ã� � Á�mJnJ�EGÂS � R]�"�I�M��n�o���xL�"�Un`R8oQ��o	x ��l7Pl�¥U��o:U"�Un`�M��Uoº�y�R8o-n's ��³`)0�
¤ n"���IP�o	x?P;�0mJn"���"��o	oVn"���M�I� � P��M��n"�ö�¥�I�M� du = (du1, du2)

t n`� dx = (dx1, dx2, dx3)
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)<��p � � Á�mJnË�EGÂS � RM�I��xsn`�M�
¤ nh§Ã� � Á�mJn��EGÂS � n&m£P�º�y�R8o-n�s ��³`) n"�`���:P�oGP0�`��U�o	xL�¥U��7P�o[mJnh§Ã� � R8mJn Ω

n`�*R<�
�VlM��x ¦è�¼P��?R8o-n�m9�"�I§�§[n¨��o-n`§?x�Á�o-nã�"Pl�Un]n"�`�Im£Pè�IP�o	x?P���x��I�$x��¥ºA��x���U"��x�§jP�mJn � nrm£P
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dvc
P�R�¦ì����o��{n"� � nCm£Pì�:P��7P0��x���U

C ′
»>x � n � »

dy1 = dx3

e Ê�Eu034�g
O-�IR8oÃ�'�)��n`��x¸o?m£P � n`R�¦�x�Á`§[nÂ�"PI��n]�I��n?¢Gn"�`�?R�nÂR<� � RM�I��xsn`�M� � nÂ§Ã� � R8mJn"� � U?ºA��x
�7P�o�

Ω2 = Ω/ < dy1 >
e Ê�Eu0�Æ�g

¤ nJ§Ã� � Á�mJn��EGÂS Pl�"�¥�¥��x�UJP�R]§Ã� � R8mJn � RM�I��xsn`�M�Pn"�`���'�)��n`�MR�n`��x�§9�M�¥��P��M� dx3 =

dẋ3 = 0 �Ã  n"��x¹��x<y���x º>n � R�n�mJn�·�R�¦ðn`�?m ¸ n?¢9��o�� � P��2��m ¸ U�mLU`§[n`�M� C : C ′
n`�

R : R′L
�¥�I�M��Uzy;P�R�¦b�¦�lU�o:� � ���ðmJn"�ì�`R¥�;��o	x�§jP��M��»Im£P	�)�I�{�`��x��I� ò �)�IR8o���x��Am£Po-n�m£P���x��I�ÄP�m y0U��0o	x � R�n ² s �+)�#.¶ måx?P��M� du1
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u1dx1 +
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2
u2dx2 +

1

2
x1du1 +

1

2
x2du2 = 0
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�"Pl�Un�P�V'P��M���M�IR8o+nG¦`��o-n"�"��x��I�q

dȳ2 = C1dx̄1 + C2dx̄2

OQP�o�P�x¸m¸mJn`R8o:�"»Ln�m¸mJn¹��U�o	x º|nCm£Pì�"�I� � x���x��I�ç
C1G1(dū1, dx̄1) + C2G1(dū1, dx̄2) = 0

P���n"�
G1(dū1, dx̄1) = − x3

2L

n`�
G1(dū1, dx̄2) = − 1

2L
x1x3

x2

mJn"�|y;P�x��2� � n"�9�Vl�n`§?x��2�
�:P�R;��P�R�¦ � n�mL�I�8y�R�n`R8o ³ »Cmåx?P��M�qm£Pq�¥�IR8o:�Vn � ¸ n`�M��o:UVn dū1

P�R�¦è�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ U`��P��
dx̄1

n`�
dx̄2

o-n"����n"�`��x���n`§[n`�M� � å x C1 = x1
P�mL��o:�

C2 = x2 � OQP�oÂ�"�I�2�¥U � R�n`�M��»Lm£P� n`R�¦�x�Á`§[n��"Pl�Un � R�§Ã� � R8mJn
Ωm

n"�`� � �I�M�{UVnT�7P�oqm ¸ U � R7P���x��I� ² s �+)P!�¶'�
dȳ2 = x1dx̄1 + x2dx̄2

e Ê�Eu0�È�g
¤ n"�¨�"Pl�Un"� � n Ω

�¥�I�M�TP�mL��o:��
{

dy1 = dx3

dȳ2 = x1dx̄1 + x2dx̄2 + p(s)dy1

e Ê�Eu0 Î g
s �9ï �M��Uzy�oGP���x��I�ç
ï m>n"�`�J��m£P�x¸o � R�nXm ¸ x��M��nzy�oGP;�0x¸måx���U � nXm ¸ U � R7P���x��I� ² s �+)<´�¶ x�§9��måx � R�n � R�n p(s) = 0 �
¤ n"�*�¥��o���xsn"�T��m£P���n"� � R�§Ã� � Á�mJn���o	x<y�x��{n�m¼�¥�I�M�TP�mL��o:��

{

y1 = x3

y2 = 1
2
(x2

1 + x2
2)

e Ê�E É31�g

  n"���¥��o���xsn"�$��m£P���n"�j�I�M�-�0xsn`�ÄR<�{n���x<y���x º��:P���x��I�]��l<V¥��x � R�n"»Lm£P���o-n`§?x�Á�o-n2n"�`�Lm£Ph��n`�2��x��I�P�R�¦è����o��{n"� � n&m£Pè�:P��7P0��x���U
C ′
n`�qm£P � n`RI¦�x�Á`§4n[o-n���o:U"�Un`�M��n4m ¸ U`�{n�osy�xsn�U�mJn"�`��o:�I§jPUy��{U`��x � R�n�{��o�§jP�måxL�¥UVnAn`§�§jPUy;Pl��x��{UVn � P��2�CmJn¨��x¸o:�`R8x��>x�� � RM�`��n`R8o �

�S12*�/P9-,�)
, \ ,0B23�=Ø,'* 9�5 /P1�H 9 *�/�H 9�5 = 5 B 9 *�) : , : ) 9�5 )Ö,0/P=Ø,0/W+�)V1�3a,0/ 6 ,R9�1�=J9 5 = 6 ,0/P/ 93: )-:Ø,0/
3�=@1�)Ö,0/ 687 5 *�/K}8/K)-.0BÛ,q3�,�}8/*:JW 5 ,q3�1 : = 7 1�3�3 :;9 9	,�, f !�3 :;9 3 9 /;+-,�EÒ� 5 ) : ,S=@1C;�1�90:J=J:u)Ö+ 687 9�6 )Ö,-*8�
)-: 9 * 6 ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-/CB 9t6 .0=Ø,0/ f !?a f !�� ,�)IW 5�9 )-:Ø,O*N)�aZ9-,�)*)Ö,?BÛ+�)-, 9�6 ,X1�: 6 ,?1 5 9V, 9 : \�6 ,0/
/ 93: )-:Ø,0/[3�=@1�)Ö,0/[) : :<H8:@1�=Ø,0/2W 5 :S1�3�3�1 : 1�:J/*/;,-*N)43�= 5 /490=@1�: : ,0BÛ,-*�)[/ 5�: =Ø,hB 9�6 .0=Ø, f !?E���*bOÒ*Za
9-,�)*)Ö,GBÛ+�)-, 9�6 ,�*�,�*�+09-,0/*/*:<)Ö,S3�1�/L= 7 5 )-:J=<:</-1�)-: 9 * 687 5 *&= 9�D :J90: ,0= 6 ,S9�1�=J9 5 =�; 93: BÛ,0=�W 5 :{/ 9�5 H3,-*�)*�, 6 +03 9 /;,-*N)q3�1�/ 6 , 6 : 6 =J: 9 )*,�.0W 5 ,/*�+09-,0/*/V1�: : ,0/q3 9�5�: ,�T^,09�) 5 , : 9-,+)�}83a, 6 ,+9�1�=J9 5 =J/0E^�S12*�/)R9V,�: : ,�)G1�=sE e 0213154 6 gr* 9�5 /Q1UH 9 *�/ 5 )-:J=J:</;+|9-,�)*)Ö,RBÛ+�)-, 9�6 ,L3 9�5�:W: ,�) :;9�5 H5, : = ,0/Q/ 93: )-:Ø,0/�3�=@1�)Ö,0/
6�5 B 9 )Ö, 5�: 1�/K}�*�9V, :;9 *�,d9 9 B2B[12* 6 +L3�1 : =Ø,0/Q9 9�5�: 12*�)-/P/K)V1�) 93: :JW 5 ,0/0Et��,0/ 6 , : *�:<. : ,0/P/ 9 *�)
, \ �
3�= 9 :<)Ö+-,0/d3 9�5�: +0=@1 6g93: , :^5 *�,I9 9 B2B[12* 6 ,C3�1 : 3�=@1�)-:<) 5�6 ,I1�/*/ 5�: 12*�) 5 *h/ 5 :<H8: 6 ,C) : 1 7 ,09�) 9 : : ,
6 ,qH8:<)Ö,0/*/;,",-*rB[1�:Ø*N)Ö,-*�12*�)R9 9 *�/K)V12*�)Ö,I= 7 1�B23�=<:u) 5�6 , 6�5�ø�58\#:;9 ) 93: :JW 5 ,�E
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ähX:ú ûêc*ÿ¡c�a gT\�ÿö^=��c*\�^=?�� üh^�þçgTÿök���\�^)k-_)_`k
)G3 : .0/^1UH 9 : : : 6 ,-*N)-:<OÒ+S=Ø,0/d/ 93: )-:Ø,0/R3�=@1�)Ö,0/0a�=@1 6 , 58\ :J.0BÛ,"+�)V1�3g,C9 9 *�/*:J/K)Ö, MÃ: ,�) :;9�5 H5, : =Ø,0/, \ 3 : ,0/*/*: 9 *�/G1�= D + 6�: :JW 5 ,0/ 6 ,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)Ô,�/dH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6�5 /K}8/*)-.0B�, e +�)V1�)-/0aÒ,-*�) : +-,0/Vg',-*�; 9 *�9	�

)-: 9 * 6 ,0/^/ 93: )-:Ø,0/^3�=@1�)Ö,0/�,�) 6 ,C=Ø, 5�: / 6 + : :<H3+-,0/0E���3�1 : )^=@1XBÛ+	)V, 9t6 ,I3 : +0/;,-*�)Ö+-,+1 5 9V,�1�3�:<) : ,
Ä a¤ÜdÉbE Ä 3 : +0/;,-*N)Ö+-, 6 12*�/R=@1 : +�;n+ : ,-*�9-,"�%+�H8:Ø*�, e 02131�Ê 6 g	a8:J=a* 7 , \ :J/K)Ö,S3�1�/ 6 12*�/L=@1I=J:<)*)Ö+ : 1�) 5�: ,
6 ,4BÛ+�)-, 9�6 ,[/K}8/K)Ö+0B[1�)-:JW 5 ,&3 9�5�:�: +0/ 9�5�6�: ,&9-,43 :;9�6 =J.0BÛ,�EW� 9�5 H3,-*N)�at=@1 6 +0B[1 : 9V,�,4/ 5 :<H8:Ø,
9 9 *�/*:J/K)Ö, M�6 + : :<H3, : =Ø,0/+/ 93: )-:Ø,0/A3�=@1�)Ö,0/ 5 *�9-, : )V1�:Ø*�/�* 9 B 6�: , 6 ,[; 9 :J/ ,�)?9 9 B 6 :Ø*�, : =Ø,0//, \ �
3 : ,0/*/*: 9 *�/ 9�6 )Ö,-* 5 ,0/&1�OÒ* 687 1 6g9�5 )-: :[M =@1p3�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * : ,09V,�, : 9V,�+-,�E'� 9�5 /41�=J= 9 *�/X:J90:
3 :;9 3 9 /;, :+5 *�,[BÛ+�)-, 9�6 ,[/K}8/K)Ö+0B[1�)-:JW 5 ,[3 9�5�:/: +0/ 9�5�6�: ,49-,[3 :;9�6 =J.0BÛ, 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)+/ 5�: =Ø,
B 9t6 .0=Ø, f !��+E� 9�5 /r9 9 *�/*: 6 + :;9 *�/ 6 ,0/rB 9�6 .0=Ø,0/ f !q/ 6 +09 : :<)r3�1 : =@1 : ,03 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 *Ö3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/
687 +�)V1�) e Ê�E É Ä g	E

{

ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)

e Ê�E É Ä g
1�H3,09�.

x ∈ Rn, u ∈ Rm ,�)
y ∈ Rm E f ,0/K) 5 *I9V,�1�B23�/ 6 ,QH5,09	)Ô, 5�: 12*�1�=<}N)-:JW 5 , 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 *1�3�3 :;9 3 : :Ø+-,�,�) h ,0/K) 5 *�,q; 9 *�9�)-: 9 *�12*�1�=<}N)-:JW 5 ,�E�%,CB 9�6 .�=Ø,S)V12* D ,-*�) Ω
1�/*/ 9 9�:Ø+I1 5 /K}8/K)-.0BÛ, e Ê�E É Ä g�,0/K) 6 +09 : :<)d3�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e Ê�E É50�g	E

sdx = A(η)dx+B(η)du
e Ê�E É50�g

� 9�5 H3,-*N)�a�=Ø,0/ 6 1�/;,0/ 6 ,C9-,IB 9t6�5 =Ø, Ω 9 *�)d3 9�5�: , \ 3 : ,0/*/*: 9 *�.
dy = C(η)dx+D(η)du

e Ê�E É�É�g
� 7 5 *�,IB[12*�:J. : ,S3�= 5 /d9 9 B23�1�9�)Ö,�a�=Ø,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/ e Ê�E É50�g�,�) e Ê�E É�É�gL/ 7 +09 : :<H3,-*�)/.

[

1 − A(η)s−1 −B(η)

C(η) D(η)

]

︸ ︷︷ ︸

P (s−1)

[

sdx

du

]

=

[

0

dy

] e Ê�E É�ÊNg

� 9 B2BÛ,q=Ø,q/K}8/K)-.0BÛ, e Ê�E É Ä g�,0/K)^3�=@1�)�a�=@1+/ 9 = 5 )-: 9 * 6 , e Ê�E É�ÊNg�,0/K) 6 ,C=@1+; 93: BÛ,�.
{

sdx = Ψ(s)dy

du = Φ(s)dy

e Ê�E É54�g
9�� Φ(s)

,�)
Ψ(s)

/ 9 *�) 6 ,0/�B[1�) : :J9-,0/ 6 , 6 :JBÛ,-*�/*: 9 *�/�1�3�3 :;9 3 : :Ø+-,0/ M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ C∞[s]
E
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687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ e Ê�E É�Ê�g 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*N)>/ 5�: =Ø,dB 9t6 .0=Ø, f !?E5�F1C3 : ,0B2:J. : , 5 )-:J=J:J/;,R=Ø,RB 9�6 .0=Ø, f !��
6 : : ,09�)�,�)^=@1 6 , 58\ :J.0BÛ,C=Ø,qB 9t6 .0=Ø, f !���:Ø*�H5, : /;,�E
Õ$n��Qn�m £Çr{�2p9sQv9u��.}9v���t7u�yÔ�2u

�F1 : +0/ 9 = 5 )-: 9 * 6�5 /K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/d1�= D + 6�: :JW 5 ,0/ e Ê�E É�Ê�g>3g, 5 ) � ) : ,S9�1�=J9 5 =Ø+-, M 3�1 : �
)-: :�6�5 B 9�6 .�=Ø, f !�� 6�5 /K}8/K)-.0BÛ, M = 7 1�: 6 , 6 ,?=@1 : . D =Ø, 6 ,�	d:Ø, D =Ø,A3 : +0/;,-*N)Ö+-,21 5 9V,�1�3�:<) : ,08EÒ��,�)*)Ö,CBÛ+�)-, 9�6 ,�,0/K)dW 5 1�=J:<OÒ+-, 687 :Ø* 6 : : ,09�)Ö,q9�1 : :J=�;�1 5 )d1�3�3�=J:JW 5 , : =@1 : . D =Ø,S/ 5�: =Ø,SB 9�6 .�=Ø,f !�� 6 : : ,09�)S3 9�5�: 9�1�=J9 5 =Ø, : =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*N)-/G9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 ,A=@1[B21�) : :<9-, P (s−1)

3 5 :J/G:Ø*NH3, : �
/;, : 9-,�)*)Ö, 6 , : *�:J. : ,�3�1 : 9�1�=J9 5 =L; 93: BÛ,0=|3 9�5�: 1 6g9�5 )-: : 1 58\�: ,0=@1�)-: 9 *�/ e Ê�E É54�g : ,09V,�, : 9	,�+-,0/�a)R9V,�: : ,�)G1�=sE e 02131�Ê�g	E�S12*�/+= 7 , \ ,0B23�=Ø,[W 5 :|/ 5 :<)�ar* 9�5 /?1�=J= 9 *�/IB 9 *N) : , :/687 5 *�,4B[12*�:J. : , 6 +�)V1�:<=J=Ø+-,29 9 B2BÛ,-*�)
1�3�3�=J:JW 5 , : 9-,�)*)Ö,IBÛ+�)-, 9t6 ,C/ 5�:d5 *rB 9�6 .0=Ø, f !��+E
� · ¬8« Àt´ ¬ Ñ�Ñ � å ��x��>mJn���x¸o:�`R8x��QU � R8x��IP�mJn`�M� � R pz Q  � å U��7P�o:UVnCo-n���o:U"�Un`�M��U"»Ôº�y�R8o-n�s ��³ s �

ve
va

ia

ie

La

Le

Ra

Re

J bτ

ω

��������Ê�E Ä Ê � �89V,�+0B[1Ã+0=Ø,09�) :;9 BÛ+09�12*�:JW 5 ,"+0W 5 :<H�1�=Ø,-*�) 6�5 �c�'������+03�1 : +-,

¤ nj§Ã� � Á�m<nI�EG � R pz Q  � å U��7P�o:UVn4n"�`�GoGP��;��n�mLU"»�º�y�R8o-nEs ��³;µ;�J  nj§Ã� � Á�mJn&n"�`�$�{�I�ümåx ��{U:P�x¸o-n��h�:P�R;�Un � nCm£P¹��o:U"�Un`�{�Vn � R4y�V�oGP���n`R8o¹§Ã� � R8mLU �
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1
. .

1

1MSe : va

MSe : ve

I : La

R : Ra

I : Le

R : Re

MGY

I : J

R : b

kLeie

Se : −τ

ω

ie

ia

��������Ê�E Ä 4 � � 9t6 .0=Ø, f ! 6�5 �c�'������+03�1 : +-,
¤ PQº�y�R8o-nJs ��³0ø o-n���o:U"�Un`�M��n-�¥�I��§Ã� � Á�mJn��EGÂS � �I�M��m£PÃ�"�I�2�`��o�RM�`��x��I��n"�`� � U`��P�x¸m¸mLUVn � P��2�mJn¨�Vl7P���x���o-n )<�

1

. .

1

1

Df : dy1

Df : dy2

MSe : du1

MSe : du2

I : LaR : Ra

I : Le

R : Re

GY

I : J R : b

kx1

MSe : − k
J
x3dx1 MSe : k

La
x2dx1

Df2 : dy2

Df1 : dy1

��������Ê�E Ä Æ � � 9�6 .0=Ø, f !�� 6�5 �c�'������+�3�1 : +-,
é � � xL�`��x��8y�R�nümJn"�z�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ n`�M��o:UVn du = (dve, dva)

t = (du1, du2)
t »&mJn"�z�IP�o	x?P;�0mJn"�� ¸ U`��P�� dx = (dpLe

, dpLa
, dpJ)

t = (dx1, dx2, dx3)
t n`�^n`�¥ºA�jmJn"���IP�o	x?P;�0mJn"� � n¹�¥��o���xsn dy =

(die, dω)t = (dy1, dy2)
t �
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¤ n"�Xo-n�m£P���x��I�2�[n`�M��o:U	n"� � �¥��o���xsn"�9��n`R<��n`�M���`��o-n]U"��o	x���n"� � P��2��R<�{n-�)��o�§[nJ��mER;�]�"�I§9�7P0�`��n"»U � R7P���x��I� ² s � ë ø:¶'�
[

dy1

dy2

]

=

[

T11 T12

T21 T22

][

du1

du2

] e Ê�E É�Æ�g
���èR<��x¸måxL��P��M�dm£P�o:Ázy�mJn � nAwdxsnzy�mJn2n`�J�I�è�{�I��P��M�¡�7P�o

Si, i = 1, .., 3
»RmJn"�Iy;P�x��2�9��o:�"��o-n"�

� n"�ìU�mLU`§[n`�M���
I : Le

»
I : La

n`�
I : J

»SmJn"� � x ¢9U�o-n`�M���ì�"�Unq% ��xsn`�M���
Tij, i, j = 1, 2

�¥�I�M�
�:P�mL�`R8mLU"�¨�"�I§�§[n9�`R8x��Q

· T11 Ð �Vl�n`§?x�� Mse : du1 → I : Le → Df : dy1

dy1 =
1

Le
s−1[1−S1]

−1du1 =
1

Le
s−1[1+

Re

Le
s−1]−1du1 =⇒ T11 =

1

Le
s−1[1+

Re

Le
s−1]−1

· T12
n"�`�QUzy;P�m��

0
»Q�:P�oqx¸m�� ¸ nG¦�xL�`��nT�7Pl� � n��Vl�n`§?x��ç�:P�R;��P�m�måx?P��M� du2

�
dy1 �· T21 Ð � n`R�¦ì�Vl�n`§?x��2��

du1 → I : Le → MSe : − k
J
x3dx1 → I : La → GY : kx1 → I : J → Df : dy2

n`�
du1 →MSe : − k

La
x2dx1 → I : J → Df : dy2

dy2 = 1
J
s−1[1 − S3]

−1(kx1
1
La
s−1)[1 − S2]

−1(−kx3
1
J
s−1)[1 − S1]

−1du1

+ 1
J
s−1[1 − S3]

−1(kx2
1
La
s−1)[1 − S1]

−1du1

· T22 Ð �Vl�n`§?x�� du2 → I : La → GY : kx1 → I : J → Df : dy2

dy2 =
1

J
s−1[1 − S3]

−1(kx1
1

La
s−1)[1 − S2]

−1du2

O-�IR8oj�7P�oGP�§ÃU`��o-n�ohmJn"�Yn`�M��o:UVn"�pn`�è�)�I�{�`��x��I� � n"���¥��o���xsn"�Yn`� � n]mJn`R8o:� � U�o	x���UVn"�"»j�I�z��n`R<�
x��M��n�o:�Un�o��Vn"�Co-n�m£P���x��I�2���[m ¸ P�x � n � nCm£P9�)��o�§�R8mJn ² s � ë #.¶'�

[

T11 0

T21 T22

]−1

=

[

T−1
11 0

−T−1
22 T21T

−1
11 T−1

22

] e Ê�E É Ì g

¤ n"� � x ¢9U�o-n`�M���Gy;P�x��2�T��o:�"��o-n"� � n"��U�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�J�����7�T






S1 = −Re

Le
s−1

S2 = −Ra

La
s−1

S3 = − b
J
s−1 + ( k

La
x1s
−1)[1 + Ra

La
s−1]−1(− k

J
x1s
−1)

����o:Á"�¹R<�è�Vn�o���P�x��î�{�I§j�0o-n � ¸ �"�MU�oGP���x��I�2� � n��:P�mL�`R8m »T�I�Ä�'�)��xsn`�M�T

T−1
11 = (1 + Re

Le
s−1)s = (s+ Re

Le
)

T−1
22 = [1 + Ra

La
s−1]( k

La
x1s
−1)−1[s+ b

J
] + k

J
x1

T−1
22 T21T11 = − k

J
x3 + [1 + Ra

La
s−1]( k

La
x1s
−1)−1( k

La
x2)
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du1 = (s+ Re

Le
)dy1

du1 = (1 + Re

Le
s−1)[( k

La
x1s
−1)−1(s+ b

J
)dy2 − ( k

J
x1s
−1)−1( k

La
x2)dy1]

+ k
J
x1dy2 + k

J
x3dy1

e Ê�E É�È�g
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1

1 SS : dy2

SS : dy1

Se : du2

SS : du1

SS : du2

I : LaR : Ra

I : Le

R : Re

GY

I : J R : b

kx1

Se : −dτ

Se : − k
J
x3dx1 Se : k

La
x2dx1

��������Ê�Eu021 � � 9t6 .0=Ø, f !���:Ø*�H5, : /;, 6�5 �c�'������+03�1 : +-,
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SS : dy2 → R : b→ GY : kx1 → I : La

SS : dy2 → I : J → GY : kx1 → I : La

SS : dy2 → Se : k
La
x2dx1 → GY : kx1 → I : La
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dx2 = La(kx1)
−1[sJ + b]dy2 − La(kx1)

−1 k
La
x2dy1

⇔ k
Le
La
y1dx2 = J(s+

b

J
)dy2 − k

Le
La
x2dy1
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x1 = Ley1

x2 = LaJ
kLey1

(ẏ2 + b
J
y2)

x3 = Jy2
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Sf : die → I : Le → De : du1

Sf : die → R : Re → De : du1

� ¸ �Iñã du1 = sLedie +Redie = (s+ Re

Le
)dy1ÿ �³��¥������ö�

i)
ä�P'�<�¨�Vn��:Pl�"»o�{�IR;�¨P����I�2�¹��o:��xL�¨�Vl�n`§?x��2�¨�:P�R;��P�R�¦[måx?P��M�

Sf : die
�
De : du2

»






SS : die → Se : −kLeωdie → De : du2

SS : die → Se : kLeiadie → GY : kx1 → R : Ra → De : du2

SS : die → Se : kLeiadie → GY : kx1 → I : La → De : du2

x¸m¼�`R8x��T
du2 = kLeωdie + (sLa +Ra)(kx1)

−1(−kLeia)die

⇔ du2 =
k

J
y2dy1 − (s+

Ra

La
)(
kx1

La
)−1(

kx2

La
)dy1

ii)   x�� � �Vl�n`§?x��2���:P�R;��P�R�¦4måx?P��M� Sf : dω
�
De : du2








Sf : ω → R : b→ GY : kx1 → I : La → De : du2

Sf : ω → R : b→ GY : kx1 → R : Ra → De : du2

Sf : ω → I : J → GY : kx1 → R : Ra → De : du2

Sf : ω → I : J → GY : kx1 → I : La → De : du2

Sf : ω → GY : kx1 → De : du2

¤ P��¥�I§�§[n � nCmJn`R8o:� � x ¢9U�o-n`�M���Gy;P�x��pn"�`�T
du2 = (sLa)(kx1)

−1bdω +Ra(kx1)
−1bdω +Ra(kx1)

−1(sJ)dω

+(sLa)(kx1)
−1(sJ)dω + (kx1)dω
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⇔ du2 = (s+
Ra

La
)(
kx1

La
)−1(s+

b

J
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kx1

J
dy2°Px��¼P�mJn`§[n`�M��

du2 = (s+
Ra

La
)(
kx1

La
)−1[(s+

b

J
)dy2 −

kx2

La
dy1] +

kx1

J
dy2 +

k

J
y2dy1
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du1 = (s+ Re

Le
)dy1

du2 = (s+ Ra

La
)(kx1

La
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)dy2 + kx1

J
dy2
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u2 = La
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)(y2 + b
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LaJ
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¤ nÂ§Ã� � Á�m<n��EG � nXm£P�º�y�R8o-n;s �+)<³ �`R�yUy0Á�oVn]��m£P�x¸o-n`§[n`�M�dm£P � U"�"�I§9�M�¥��x���x��I� � nXm£Pã§jP0�Vl8x��{nn`�ÄR<�q�`V¥�`��Á`§[n¨§ÃU"�:P���x � R�nXn`� � n`R�¦]�¥�IR;� � �`V¥�`��Á`§[n"�jU�mJn"�`��o	x � R�n"�"» � R8x|x��M��n�oGPUy�xL�"�Un`�M�Q�h��o:P �
��n�o:�GmJn"�Ry�V�oGP���n`R8o:�J§Ã� � R8mLU"� �¼¤ n"�¹��x�� � �¥�IR;� � �`V¥�`��Á`§[n"�-�¥�I�M�PnG¦`��måx���x���n`§[n`�M�to-n���o:U"�Un`�M��UJ�?m£Pº�y�R8o-n�s �+),)<����z�`R8x��IP��M�JR<�{n���o:�¥�"U � R8o-nÂ��x�§?x¸m£P�x¸o-n]�è�Vn�m¸mJn¹��o:U"�Un`�M��UVn � P��2�j÷<R<�{�"�&n`�TP�m �*²*)2ò;ò ë ¶ »SmJn"���o:��xL���¥�IR;�¨§Ã� � Á�mJn"�¹�¥�I�M�$�"�I�2��x � U�o:U"�Ax�� � U���n`� � P��M���?n`�QR<�z�"�I§9��n`�2��P���n`R8o?n"�`�9�"�I�¤Ï�Rj�M�IR8o
�Vl7P � R�n��¥�IR;� � �`V¥�`��Á`§[n9�M�IR8ojPl�"�`R8o-n�o+m ¸ �'�Ý�0n"�`��x � � nÃ�"�I§�§jP�� � n+mL�¥�:P�mJn9�¼R8xL�"»dmJn"���¥�IR;�j�0mL�¥�"�o:U"�`R8mE��P��M���*�¥�I�M�>o-n�måx�U"�¨P�R�§Ã�IV�n`� � n"�¨U � R7P���x��I�2� � n"�*�¥�IR;� � �`V¥�`��Á`§[n"� � R8xQo-n���o:U"�Un`�M��n`�M�>mJn"�
� x ¢9U�o-n`�M���j�"�IR¥��m£PUyNn"�$�M�IR8oÃ�"�I�2�`��o�R8x¸o-n?mJn��¥�VlMU`§jP � nÃ�"�I§�§jP�� � nÂ�"�I§9��mJn`�LoVn���o:U"�Un`�M��U"»�º �
y�R8o-n's �+) ë �



ç � Ñjà ²  ² «Y¨�°U ô © ² ° ô ½�¯�µ ô�� ¨N�¬8¯�° ô ¬ ´�´ ¬ ¾ Ñ�Ô

Ä
�

�
�c��,Û.

vd

��.
Ld

	ú.
R

id

Edª Ä x
w

y
��,�.−τL

��.
J

	 .
b

ω
TemË�� î

Ä?�
�

?�
�c��,Û.

vq

��.
Lq

	ú.
R

iq

Eqq{
MGY

ª Ë−npLqiq

�c!G�q{ înp(Ldid + km)

e 1�g e 6 g

e 9Ug e 6 g
��������Ê�Eu030 � �%,0/ 6 :<T^+ : ,O*N)-/d/ 9�5 /���B 9t6 .0=Ø,0/ f ! 6�5 �c����)S_

*

*

τL

1y1
*

k k3

MSSAP

d

qv

v*

*Tem*

k2

Signal d'action
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á ½�ª�©�ùV© â ©�° ¶ «Y¬�«Y¨8® ² ¯ ô�Â ªF¬

¤ P��¥��o���xsn*��m£P���n � Rç�¥�IR;���`V¥�`��Á`§[nÃ§ÃU"�:P���x � R�n"»�º�y�R8o-n�s �+),) � �rn"��� y1 = ω
�MP�o:�Vn � R ¸ x¸mnG¦�xL�`��n¨R<�b�Vl�n`§?x�� �"P�R;�)P�m � n?mL�I�8y�R�n`R8o ³ o-n�måx?P��M�Rm ¸ n`�M��o:UVn¨�Ux¸o��?R�n�m¸mJn SS : TF
��m£P]����o���xsn

SS : ω
n`�b�7Pl�"��P��M�9�7P�oî���IR;�jmJn"�èU�mLU`§[n`�M��� � VI�¼P�§?x � R�n"�Yn`�±�:P�R;��P�måx���U�x��M��Uzy�oGP�mJn"»�����x¸o

o-n`§jP�o � R�n ³;� OQP�o9�"�I�2�¥U � R�n`�M��»�m£PT�7P�o:P�§ÃU`��o	xL��P���x��I� ² s � s )`¶ n"�`�¡�:P�mL�`R8mLUVn-�Q�7P�o���x¸o � RÂ§Ã� � Á�mJn�EGÖx��M��n�o:�Un � nIm£P$º�y�R8o-n's �+) spn`�qR<��x¸måxL��P��M�>mJn¨�"�I�{�Vn��¼� � n¨�0x��:P�R;��P�måx���U¶G-P��A�¸l8o:�"� ².³;´;´;µ"¶'�

Ä�
	��
e = 0

f = ω

���
��.
J

	ú.
b

��,�.−τL

���

��������Ê�Eu0�Ê � � 9t6 .0=Ø, f !¡:Ø*�H5, : /;, 6�5 / 9�5 /���/K}8/K)-.0BÛ,IBÛ+09�12*�:JW 5 ,
Tem = Jẏ1 + by1 + τL

e Ê�E Êt0�g
O-�IR8oÃPl�"�`R8o-n�oÂR<� �`R8x��Ux � nj��oGPT�0n"�`����x¸o-n � nÂ�Ux���n"�"�Un

y∗1
»$R<�üo:Uzy�R8m£P���n`R8o&n"�`�*�"�I�¤Ï�Rh�M�IR8o

Pl�"�`R8o-n�o¹R<�{nXn�o	o-n`R8o � nQ�M�IR8o:�`R8x���n
e1 = y∗1 − y1

Pl�`VI§9�¼���I��x � R�n`§[n`�M�o�`��P;�0mJnQ�M�IR8oImJn"� � n`R�¦
�:Pl� � noº�y�R8o-n*�`R8x��IP��M���¨

· ä¨P��2�SmJn¨�:Pl�¨�Iñ�m£PJ��n�o��?R8o)�"P���x��I�pn"�`�Ln"�`��x�§ÃUVn τ̂L »Pm£PXmL��xL� � n��"�I§�§jP�� � n � R¨��o-n`§?xsn�o�0mL�l� � nCm£P9º�y�R8o-n�s �+) ërn"�`�T

Tem∗ = Jẏ∗1 + Jk1y
∗
1 + (b− Jk1)y1 + τ̂L

e Ê�E Ê�É�g

� �I�M�tm£P � VI�¼P�§?x � R�n � nSm ¸ n�o	o-n`R8o � n��M�IR8o:�`R8x���n ė1 + k1e1 = 0
n"�`�oPl�`VI§9�¼���I��x � R�n`§[n`�M�

�`��P0�0m<nQ�M�IR8o
k1 > 0

n`�Q�"�I�M��n�osyNn*��n�o:�
0 � ( �IR;��P����I�2�9�`R¥�;�M�¥�¥U � R�n τ̂L − τL = 0 �

· ä¨P��2�dmJn*�:Pl�*�Iñ2m£P-��n�o��?R8o)�"P��sx��I�hn"�`��x��{�"�I�M�MR�n ² �{�I�h§[n"�`R8o:UVn ¶ §jP�xL�J�"�I�2�`��P��M��n"»fR<�{nP<�`��x��I�4x��M��Uzy�oGP�mJn¡��n`R<���`��o-nJPT�)�IR<��UVn �Ô¤ P��{�IR<��n�m¸mJndmL��x � nJ�"�I§�§jP�� � n � R*��o-n`§?xsn�o$�0mL�¥�� nCm£P9º�y�R8o-n�s �+) ëI»�P¹�M�IR8o+nG¦`��o-n"�"��x��I�q
Tem∗ = Jẏ∗1 + Jk1y

∗
1 + (b− Jk1)y1 +

J

Ti

∫

(y∗1 − y1)dt
e Ê�E Ê�ÊNg

� R8xo�"�I� � R8x����?m£P � VI�¼P�§?x � R�n � nqm ¸ n�o�o-n`R8o � n��M��RNo"��R8x���n � ¸ R<�{nJ�soGPT�0n"�`����x¸o-n � nJ�Ux���n"�"�Un�`R8x��IP��M��n¨
ë1 + k1ė1 +

1

Ti
e1 = 0
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¤ n"�Ã�"�I�2�`��P��M��n"� k1

n`�
Ti
�¥�I�M�9�VlM��xL��xsn"�$�M�¥��x���x���n"�jPGºA� � R�n?m ¸ n�o	oVn`R8o e1(t)

�"�I�M��n�osyNn
Pl�`VI§9�¼���I��x � R�n`§[n`�M�o��n�o:�d�lU�o:� �

á ½�ª�©�ùV© â ©�° ¶ «Y¬]¨ ´ ¬8®�°U ô`Â ª�¬p¾
ä ¸ P���o:Á"�4m£P]��o:�"�M�¥��x���x��I� ².³;³�¶ »qm£Pî�¥��o���xsn���m£P���n � R �¥�IR;� � �`V¥�`��Á`§[n�U�mJn"�`��o	x � R�n ³ »Aº�y�R8o-ns �+),) � Ppn"�`� y2 = id ��¤ Pj�7P�o:P�§ÃU`��o	xL��P���x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn ² s � s µ"¶ n"�`���:P�mL�`R8mLUVnh�j�7P�o���x¸o � R§Ã� � Á�mJnd�EG÷x��M��n�o:�Un � nIm£P$º�y�R8o-n's �+)<µ'�

Ävd e = 0

f = id

Ed

���
��.
Ld

	 .
R

���

��������Ê�Eu034 � � 9�6 .0=Ø, f !Õ:Ø*�H3, : /;, f ! 6�5 / 9�5 /���/K}8/*)-.0BÛ, +0=Ø,09�) : :JW 5 , Ä

vd = Ldẏ2 +Ry2 + Ed
e Ê�E Êt4�g

O-�IR8o-Pl�"�`R8o-n�o�R<���`R8x��Ux � nT��o:PT�0n"�`����x¸o-nf�M�IR8o
y∗2
»Zm£P � VI�¼P�§?x � R�n � nLm ¸ n�o	oVn`R8o e2 = y∗2−y2

»
x � n � » ė2 + k2e2 = 0

� ��x����`��o-nÃPl�`VI§9�¼���I��x � R�n`§[n`�M�T�`��P;�0mJn �$  n"��xdn"�`�J�'�)��n`�MR]�M�IR8o k2 > 0 �
¤ P[m£��x � n¨���I§�§jP�� � n¹P��0��o:�"��o	x�UVn��M�IR8oCmJn*�¥�IR;� � �`V¥�`��Á`§[n¨U�mJn"�`��o	x � R�n ³ n"�`�T

v∗d = Ldẏ
∗
2 + k2Ldy

∗
2 + (R− k2Ld)y2 + Ed

e Ê�E Ê�Æ�g

á ½�ª�©�ùV© â ©�° ¶ «Y¬]¨ ´ ¬8®�°U ô`Â ª�¬ Ñ
ä ¸ R<�{n¹§jP���x�Á�o-n�P��¼P�mL�-y�R�n�P�Rq�:Pl�T��o:U"�"Á � n`�M��»Qm£P��¥��o���xsnQ��m£P���n � R]�Un"�"�I� � �¥�IR;� � �`V¥�`��Á`§[nU�mJn"�`��o	x � R�n"»Mº�y�R8o-n�s �+),) � �An"�`� y3 = iq

n`�Pm P2m£��x � n��"�I§�§jP�� � n��"��o	o-n"���M�I� � P��M��nIn"�`� � �I�M�{UVn
�7P�oqm£P[o-n�m£P���x��I� ² s � s #.¶ »TP���n"� k3 > 0 �

v∗q = Lqẏ
∗
3 + k3Lqy

∗
3 + (R− k3Lq)y3 + Eq

e Ê�E Ê Ì g
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í ½�ª Àt´`² º�¬8©

 �7P�o���x¸o � n"�J�¥�IR;� � §Ã� � Á�mJn"�d�EG�� � nIm£P$º�y�R8o-n's �+),) ��� »>x¸m¼�`R8x��Q
Ed = e4 = −npLqiqω = −npLqy3y1

Eq = e10 = np(Ldid + km)ω = np(Ldy2 + km)y1O-�IR8o¨P�måx�§[n`�M��n�oqmJn � n`R�¦�x�Á`§[n��0mL�l� � nIm£P9º�y�R8o-nds �+) ël» y3

� ��x����`��o-nXnG¦`��o	x�§ÃUVn+n`���)���¼�`�sx��I�
� n
Tem �  �7P�o���x¸o � R�§Ã� � Á�mJn��EG � nIm£P9º�y�R8o-n�s �+)2³ »T�I�ÄPh

Tem = Temd+Temq = −npLqiqid+np(Ldid+km)iq = np[(Ld−Lq)y2+km]y3

e Ê�E Ê�È�g

  �I§�§[nCm P[o-n�m£P���x��I� ² s � s !`¶ n"�`�A�`��P���x � R�n"»TP�mL��o:��

y∗3 =
Tem∗

np[(Ld − Lq)y2 + km]

e Ê�E Ê Î g

î ¯ ²�´ â ©0¬]µF¬�©�° ²�³ ô ´ ô °U¨
O-�IR8oJ��U�o	x º|n�oGm£P��`��P;�0x¸måx���U � RÃ�`V¥�`��Á`§[ndy�mL�'�"P�m����IRM��mLU$»���� � ��x����:P�mL�`R8mJn�oGmJn"�An�o	o-n`R8o:��P�R

��x���n:P�R � n¨�Vl7P � R�n¨�0mL�¥��P���o:Á"�����IRM��m£PUyNn �ä�P��2��mJnq�:Pl�q�Iñ�m£Pì��n�o��?R8o)�"P��sx��I�Ön"���Xn"�`��x�§ÃUVn"»Cm£P � VI�¼P�§?x � R�n � nrm ¸ n�o	o-n`R8o¨��n`R<���`��o-nU"��o	x���nJ�¥�IR;�Im£P$�)��o`§[n¹§jP���o	x���xsn�m¸mJn9�`R8x��IP��M��n¨






ė1

ė2

ė3







=







−k1 0 χ1(e2, t)

0 −k2 0

0 0 −k3













e1

e2

e3







e Ê�Eu421�g

�Iñ
χ1(e2, t) = np

J
[(Ld−Lq)(y

∗
2 − e2) + km]

n"�`���:P�mL�`R8mLU¹�J�7P�o���x¸o � n"��U � R7P���x��I�2� ² s � sÔë ¶ n`�
² s � s !�¶'�
¤¹¸ U � R7P���x��I� ² s ��µ0ò:¶ n"�`� � n+m£P��)��o�§[n ė = A(e, t)e

»$P���n"�
e = (e1, e2, e3)

t � �|m¸mJnjP � §[n`�R<�b�Un`R8mf�M��x��M� � ¸ U � R8x¸måx?�0o-n e = 0
�¼R8xL� � R�n

A(e, t)
n"�`� � n�oGP��8yh��mJn�x�� ��  �I§�§[nh���IR;��mJn"��"�Unq% ��xsn`�M���J�{�I�Ä�"�I�2�`��P��M���9�¥�I�M�PxL�¥��mLU"� � P��2�qm£P � n�o���x�Á�o-n��"��mL�I�M�{n"»�P�mL��o:���I�Â��n`R<�oR<��x¸måxL�Un�o

mJn9��o	x���Á�oVn � nJ�J��o��{n � G^n`�M��x��¼Pl»nG^n`�M��x��¼P]P�� � �J��o��{n ².³;´$#)`¶ �M�IR8o9�"�I�{��mER8o-n��`R8oRm£P*�`��P;�0x¸måx���U� n[m£P � VI�¼P�§?x � R�n � n4m ¸ n�o	o-n`R8o � À��{nì�"��� � x���x��I� � nj�`��P;�0x¸måx���Urn"�`���'�)��n`�MR�n � R7P�� � ���IR;�4mJn"�� U`��n�o�§?x��¼P��M���T§?x��{n`R8o:� � nRm£P¹§jP���o	x��Vn
A∗(e, t)

� U?ºA��xsnf�7P�o
a∗ij = |aij|

��x
i 6= j

n`�
a∗ij = aij��x

i = j
�¥�I�M� � n*��x<y��{n"��P�mE��n�o��{U"� ��¤ nT��o-n`§?xsn�o*§?x��{n`R8o¨U`��P��M���{Uzy;P���x � �

A∗(t) =







−k1 0 |χ1(e2, t)|
0 −k2 0

0 0 −k3
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∆1 = det[−k1] = −k1 < 0
»
∆2 = det

[

−k1 0

0 −k2

]

= k1k2 > 0
P�� �

∆3 = det(A∗) =

−k1k2k3 < 0
�M�IR8oT���IR<�

k1, k2, k3 > 0 � OQP�o$�"�I�2�¥U � R�n`�M��»�m ¸ n�o	o-n`R8o^n"�`��y�mL�'�"P�mJn`§[n`�M��Pl�`VI§9� ����I��x � R�n`§[n`�M�A�`��P;�0mJn �ä�P��2�2mJnì�:Pl�ì�IñYm£Pj��n�o��?R8o)�"P���x��I�$n"�`�Gx��{�"�I�M�MRÄ§jP�xL�ì�"�I�2�`��P��M��n"»¹�I�ã��n`R<���M�¥�Un�o
é1 =

ė1 + ḱe1, ḱ > 0 Ð m£P � VI�¼P�§?x � R�n � nIm ¸ n�o	o-n`R8oT��n`R<���`��o-nIo:U"U"��o	x���n*���IR;�Im£P9�)��o�§[n�








˙́e1

ė1

ė2

ė3









=









−(k1 − ḱ) (k1 − ḱ)ḱ − 1
Ti

0 χ2(e2, t)

1 −ḱ 0 0

0 0 −k2 0

0 0 0 −k3

















é1

e1

e2

e3









e Ê�Eu4 Ä g

�Iñ
χ2(e2, t) = np

J
[(Ld − Lq)[(k2 + k3)e2 + (ẏ∗2 − k3y

∗
2)] + km]

� R8xXn"�`�j�:P�mL�`R8mLUç�Vn`�?��n
�)��xL�]�j�7P�o���x¸o � n"�ìU � R7P���x��I�2� ² s � s,s ¶ n`� ² s � s !�¶'��¤ P � VI�¼P�§?x � R�n � n[m ¸ n�o	o-n`R8o ė = A(e, t)eP���n"�

e = (é1, e1, e2, e3)
t P � §[n`�JP�R;�"��xQR<�è�Un`R8m{�M��x��M� � ¸ U � R8x¸måx?�0o-n e = 0

n`�GmJnh��o	x���Á�o-n � n
�J��o��{n � G^n`�M��x��¼PJ��n`R<�Rn`�{����o-n��`��o-n¹R<��x¸måxL�¥U �

A∗(t) =









−(k1 − ḱ) |(k1 − ḱ)ḱ − 1
Ti
| 0 |χ2(e2, t)|

1 −ḱ 0 0

0 0 −k2 0

0 0 0 −k3









∆1 = −(k1 − ḱ) < 0
��x
ḱ < k1

∆2 = (k1 − ḱ)ḱ − |(k1 − ḱ)ḱ − 1
Ti
| > 0 si Ti >

1
(k1−ḱ)ḱ

et 1
2(k1−ḱ)ḱ

< Ti <
1

(k1−ḱ)ḱ

∆3 = −k2∆2 < 0

∆4 = k2k3∆2 > 0 �
¤¹¸ n�o	o-n`R8oLn"�`��P�mL��o:�ty�mL�'�"P�mJn`§[n`�M�{Pl�`VI§9�¼���I��x � R�n`§[n`�M�7�`��P;�0mJn��M�IR8o Ti ∈ ] 2

k2

1

, 4
k2

1

[ ∪ ] 4
k2

1

,∞[ �
á{â ¯�°�Á ¶ ©0¬�µF¬8©?°U ²PÙ ¬8®�°U½ ô �¬8©?µF¬]�¨ Ó ¨N�¬8¯�®�¬

¤ Pã��oGPT�0n"�`����x¸o-n � nj�Ux���n"�"�Un � n2o:U?�)U�o-n`�{�Vn ω∗(t) ��P���xL�?�`P�xL��P��M� ω∗(t0) = ω0

n`�
ω∗(tf ) =

ωf
o:P ��� �¹��n`R<���`��o-nã�"�I�2�`��o�R8x���nhn`�bR<��x¸måxL��P��M�*R<�{n]§ÃU`�¸lM� � n � ¸ x��M��n�o��M��m£P���x��I�î�M��mEVI�{íI§?x?P�mJn

² x��M��n�o��M��m£P���x��I� � n��Sn[�0xsn�o��7P�oAnG¦8n`§9��mJn ¶'�� R7P�� � �rm£P���oGPT�0n"�`����x¸o-n � R �"�IR8oGP��M�
i∗d(t)

»Sn�m@mJnJ��n`R<���`��o-n]�VlM��xL��xsn���n�m¸mJn � R�n?mJn]�"�IR¥��mJn
Tem(t)

n"�`��§jP�¦�x�§jP�m2�*�Ux���n"�"�Un$�"�I�2�`��P��M��n^n`�{��P���xL�?�`P�xL��P��M�{mJn"�9�"�I�M��oGP�x��M��n"����R8oLmJn"�$�"�IR8oGP��M���
n`�{mJn"����n`�2��x��I�2�"»TS�n�o�mfP�� � �J� � �¥�I� ².³;´;´"!�¶'� é �9��n`R<�<�7P�oRnG¦8n`§9��mJnT�"�I�2��x � U�oVn�oQm£P��"�I�M��oGP�x��M��n�`R8oCmJn"�¨�"�IR8oGP��M���¨

i2d + i2q 6 I2
max
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���çR<��x¸måxL��P��M�QP�mL��o:�Am£P]��n"�Vl<��x � R�n*�`��P�� � P�o �ì� Rã§�R8mE��x ��måx��:P���n`R8o � n ¤ PUy�oGP��8yNn"»Q�I�èP;���IR<��x��-�R<�{no�)�I�{�`��x��I� � R7P � oGP��sx � R�nQ�M�IR8oCmJn¨�"��RNo:P��M�

i∗d
� �I�M�{UVnT�7P�o�

2i∗2d +
km

(Ld − Lq)
i∗d − Imax = 0

O-�IR8o¹R<�
Imax

� �I�M�{UVn"»��I�Ã��n`R<�Q�'�)��n`��x¸oqm£PÃ��oGPT�0n"�`����x¸o-n
i∗d
� Rq�"�IR8oGP��M�

id �

§4¨8©�ª ´ ° ² °�©?µF¬�© ô «jª ´`² ° ô ½�¯
¤ n"����n�oF�)��o�§jP��{�Vn"� � RÄ�¥�VlMU`§jP � n��"�I§�§jP�� � n¹��o:�"�M�¥�¥U"»öº�y�R8o-n�s �+) ëã�¥�I�M�J��n"���.U"���7P�o� n"�*��x�§�R8m£P���x��I�2� �f¤ n"�-�7P�oGP�§ÃÁ`��o-n"� � R p åMå �9OÜR<��x¸måxL�¥U��¥�I�M�Q R = 2Ω

»
Ld = 0.04244

9$»
Lq = 0.07957

9$»
np = 2

»
J = 0.03Kgm2 » b = 0.001

( § � oGP ��� �4n`�
km = 0.311 �o¤ n"��7P�oGP�§ÃÁ`��o-n"� � Rq�"�I�M��o:í�mJn`R8o9�¥�I�M�Q�VlM��xL��xL�¨Uzy;P�mJn"���

k1 = 2 × 150
»
k2 = 300

n`�
k3 = 150 �

¤ n"����oGPT�0n"�`����x¸o-n"� � nIo:U?�)U�o-n`�{�Vn"�9�¥�I�M�T
{

y∗1(t) = 100 t2(3 − 2t)

y∗2(t) = −2.84 t2(3 − 2t)

¤ n���o-n`§?xsn�oÃ��n"�`���"�I�{�Vn�o��{n4m P]�M�IR8o:�`R8x���n � n]�soGPT�0n"�`����x¸o-nj��P��2���"�IR¥��mJn � nã�Vl7P�osyNn ��¤ n"�o:U"�`R8mE��P���� � n���x�§�R8m£P���x��I� �¥�I�M�+o-n���o:U"�Un`�M��U"�"»�º�y�R8o-n"�	s �+)2ø n`��s �+)¤#l�$ï m �î§Ã�I�M��o-n`�M� � R�n]mJn�"�I�M��o:í�mJn`R8oA��o:�"�Ô�¥�¥UJPl�"�`R8o-n � n9��o"Á"�¹���I�M�{n"�A��n�oF�)��o�§jP��{�Vn"� � n��M�IR8o:�`R8x���n � nJ��oGPT�0n"�`����x¸o-n Ð m£P�Ux���n"�"�Un+n`�>mJn"�¨�"�IR8oGP'�7�F�J�`��P�����o	x � R�n"�*�`R8x���n`�M�T�0xsn`�]mJn`R8o:�¹��o:PT�0n"�`����x¸o-n"�Co-n"����n"�`��x���n"� �
ä�P��2�?mJn��Un"�"�I� � ��n"�`��»$R<�{nJ��n�o��?R8o)�"P���x��I�üx��¼���I�M�MR�nÂ§jP�xL�]�"�I�2�`��P��M��n4n"�`�9P��;��måx � RMUVnÃP�R

§Ã�I��n`R8o9�Am ¸ x��2�`��P��M� t = 0.3 s �Ô¤ n"�^o:U"�`R8mE��P���� � nQ��x�§�R8m£P���x��I�Ã�¥�I�M��oGP��;�M��o���U"�T�`R8o^mJn"�fº�y�R8o-n"�s �+)Y! »¡s �+)<´ n`�¡s � ë ò�� ä�P��2���Vn��:Pl�"»QmJn��7P�oGP�§ÃÁ`��o-n Ti n"�`�Qo:Uzy�mLU � n*��n�m¸mJn9�¥��o���n��¨��P���xL�?�`P�x¸o-nqm£P�"�I� � x���x��I� � n$�`��P;�0x¸måx���U��:P�mL�`R8mLUVn��{o:U"�"U � n`§�§[n`�7�>n`��Pl�"�`R8o-n�o¹P�x��2��xfR<�{nAn�o	o-n`R8o � n��M�IR8o:�`R8x���n
� n9��oGPT�0n"�`����x¸o-n9�MR8m¸mJn � O-�IR8o Ti > 1/1502 »tmJn��"�IR¥��mJn � n¹�Vl7P�osyNnGx��{�"�I�M�MR&n"�`���"�I§9��mLÁ`��n`§[n`�M�
o-nq�0n`��U � ä+n"�¨��x�§�R8m£P���x��I�Yo:U:P�måxL�¥UVn"�J�M�IR8o � n"�Â�IP�mJn`R8o:� � n Ti x��¥�)U�o	xsn`R8o-nÃ�ç�Vn`�?��nÂ�IP�mJn`R8o]�I�M��"�I� � R8x���� � n"�¨�¥�¥��x¸m¸m£P���x��I�2� � nGy�oGP�� � n�P�§9��måx��?R � nT�M�IR8oCmJn��"�IR8oGP��M�

iq �
ä�P��2�dmJn � n�o���xsn�o-��n"�`��»fR<�ã���IR¥��mJn � n*�Vl7P�osyNnJ���I�M�MR ² §[n"�`R8o:U ¶ n"�`�¡P��;��måx � RMU9P�RÃ§Ã�I��n`R8o �

¤ n"�+o:U"�`R8mE��P���� � n���x�§�R8m£P���x��I� � �I�M�{U"�-�7P�oAmJn"�Qº�y�R8o-n"��s � ë ³ »³s � ë ) n`��s � ë;ë]�¥�I�M�T��o:Á"����P���xL� ��`P�xL��P��M��� �
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6�5 B 9�6 .�=Ø,XH�1 : :@1�)-: 9 *�*�,0=Q/;,0B 6 =Ø,Û,�Ý29�1�9-,4B[1�:J/ *�+09-,�/-/*:<)Ö,4= 7 :Ø*�)Ö+ D3: 1�)-: 9 * 6 ,2; 93: BÛ,0/ 6 :<T^+	�
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* 9 )-: 9 *�/ 6 ,d/K}8/K)-.0BÛ,�a 6 ,
6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/0a 6�5 9V, 9 : \#6 ,0/�,-*N) : +-,0/�,�) 6 ,0/^/ 93: )-:Ø,0/�,�) 6 , * 9�5 H3,0=J=Ø,0/�* 9 )-: 9 *�/d:JB23 93: )V1p*N)Ö,0/
9 9 B2BÛ,A=Ø, 6 , D3: + 6 ,+) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, e * 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=¸g 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=�aZ�t=J:Ø,�/-/�,�)G1�=sE e ÄUÎ�Î 4�g��	d:J9V,�1 :;6 e ÄUÎ�Î 1�g	E� 9 * 7K5�D�5 +-, M =@1+BÛ+�)-, 9�6�9 = 9�D : , f !?ab= 7 1�3�3 :;9 9V,�,C1�= D + 6�: :JW 5 ,S3a, 5 ) 9 T : : :|5 *r9�1 6�: ,q3 : :u�
H8:J=Ø+ D :Ø+ 687 12*�1�=<}8/;, 6 ,0/|3 : :Ø*�90:J3�1�=Ø,�/P3 :;9 3 : :Ø+�)Ö+0/>/K) :*5 9�) 5�: ,0=J=Ø,0/ 687 5 *4/K}8/K)-.0BÛ, M 3�1 : )-: :
6 ,^/ 9 *
B 9t6 .0=Ø, f !?E� 9 ) : ,23 : ,0B2:Ø, :�9�6b7 ,09�)-:<; 6 ,29-,29V,�1�3�:<) : ,2/;,2/*:<) 5 , 6 12*�/I9-,�)*)Ö, 9 3b)-:JW 5 ,�aF:sE ,�E<a�3 :;9 3 9 /;, :
6 ,0/ 9�5 )-:J=J/ D3: 1�3�,�:JW 5 ,0/L3 : 1�)-:JW 5 ,0/L3a, : BÛ,�)*)V12*�) 6 ,qBÛ,�)*) : ,�,-*e+�H8: 6 ,-*�9-,S) 9�5 )Ö,0/L9-,0/'* 9 )-: 9 *�/
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/ 5�: =Ø,0/+B 9t6 .0=Ø,0/ f !q/�* 9 *ü=J:Ø*�+�1�: : ,0/A3 9 =u}�*�~�B2:@1 58\ ,�)?B 9 *�) : , : 9 9 B2BÛ,-*�)�, \ 3�= 9 :<)Ö, : 9-,0/
: +0/ 5 =<)V1�)-/>3 9�5�:�: +�/ 9�5�6�: , 687 1 5 ) : ,0/|3 :;9�6 =J.0BÛ,�/ 687 1 5 ) 9 B[1�)-:JW 5 ,d9 9 B2BÛ,d=@1C/ 5�: H3,0:J=J=@12*�9-, 6 ,0/
3 :;9 9-,0/*/ 5 /G3�1 : , \ ,0B23�=Ø,�E��*bOÒ*�* 9�5 /A1�H 9 *�/IB 9 *�) : +?W 587 :J=W,0/K)A3 9 /*/*: 6 =Ø, 687 1�3�3�=J:JW 5 , : =@1 : . D =Ø, 6 ,Û	d:Ø, D =Ø,+/ 5�: 9-,
)�}83a, 6 ,CB 9�6 .0=Ø,S3 9�5�: =Ø,S9�1�=J9 5 = 6 ,C=@1+3�1 : 1�BÛ+�) : :J/-1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,�E
�ÂX)W Þ���\�kTÿ¸�hÿögT\fc*\�^=?�� c¹_�Ã�g�Áhÿö^�ijZhkÇühk��[aØ?Ãüª
Q_`k��Ä@CB«�

�S12*�/ 5 *&3 : ,0B2:Ø, : =J:Ø, 5 a�* 9�5 /R1�=J= 9 *�/>:Ø*N) :;9t6�5 : : , 687 5 *�,SB[12*�:J. : ,G:Ø*�) 5 :<)-:<H3,G1 5 ) 9�5�:�687 5 *, \ ,0B23�=Ø,Q/*:JB23�=Ø, 5 *I9-, : )V1�:Ø*"* 9 B 6�: , 6 ,
* 9 )-: 9 *�/ 6 ,P=@1|)-,�+ 93: :Ø,P1�= D + 6�: :JW 5 ,�,-*A1 5 ) 9 B[1�)-:<W 5 ,�a
9�;�E�9	,ZE Ä 1�H�12*�) 6 ,C3 :;9 3 9 /;, :�6 ,0/ 6 +�OÒ*�:<)-: 9 *�/ D +-*�+ : 1�=Ø,0/0E
ðQn�mon�m �	�-u�ß |��.u �.}��<t7sQv$È9yÔ�µ�3�
è2é�©?¬�°2¬ · °U¬8¯�© ô ½�¯$µF¬�®�½� À ©Xµ ô�� ¨N�¬8¯�° ô ¬ ´ ©

� 9 *�/*: 6 + :;9 *�/�=Ø,QB 9t6 .0=Ø, f !�1�9�1 5 /-1�= 6�5 �c�'������+03�1 : +-, : ,03 : +0/;,-*�)Ö+�aUO D�5�: ,�48E Ä aS�Q=u�M�S/K)V1Ã,�)^1�=sEe 0213154�g	E
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10

ia

va

ve

�������^48E Ä � � 9�6 .0=Ø, f !Ø1�901 5 /-1�= 6�5 �c�'������+03�1 : +-,
�%,0/C) :;9 :J/ 7M9 *�9�)-: 9 *�/ 1

9�1 : 1�9�)Ö+ : :J/;+-,0/A3�1 : = 7 + D 1�=J:u)Ö+ 6 ,0/ ø�58\ ,�)A=@1&9 9 *�/;, : H�1�)-: 9 * 6 ,2=@1
3 5 :J/*/-12*�9-,q; 9�5�: *�:J/*/;,-*�)^=Ø,q/K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ e 48E Ä g	E







e1 − e2 − e3 − e4 = 0

e5 − e6 − e7 = 0

e8 − e9 − e10 = 0

e 48E Ä g
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_ 9�5�:{9�5�6 =J:Ø, : =Ø,h/;,-*�/&3�,�}8/*:JW 5 , 6 ,0/4H�1 : :@1 6 =Ø,�/�a�* 9�5 /�1�=J= 9 *�/[=Ø,0/ * 9 )Ö, : 9 9 B2BÛ,h/ 5 :<)
w1 := ve

a
w2 := va

a
w3 := ie

a
w4 := ia

,�)
w5 =: ω

E
)G3 : .0/r1�H 9 : : +0=J:JB2: *�+h=Ø,0/4H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 6 +03a,-* 6 12*�)Ö,0/ D3:-c 9-,�1 58\ = 9 :J/49 9 *�/K)-:<) 5 )-:<H3,0/ 6 ,0/+0=Ø+0BÛ,-*�)-/0a�=Ø,q/K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ e 48E Ä g|3a, 5 ) � ) : , : +-+09 : :<)^/ 9�5 /d=@1A; 93: BÛ,Ã.







w2 − Laẇ4 −Raw4 − kLew3w5 = 0

kLew3w4 − Jẇ5 − bw5 = 0

w1 − Leẇ3 −Rew3 = 0

e 48Eu0�g

� 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 4NEu0�g�9 9 *�/K)-:<) 5 ,d= 7 5 *�, 6 ,0/ : ,0=@1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/ : ,0=J:@1p*N)Q=Ø,0/ D +-*�+ : 1�)Ô, 5�: /
w1, w2, ..., w5

6 ,I= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,I9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J/ K〈w1, w2, w3, w4, w5〉/K
1UH3,09

K =

R
9�1 : Le, La, J, Re, Ra, b ∈ R

E
��*p9 9 *�9�= 5 /*: 9 *Za 5 *jB 9�6 .0=Ø, f !ÿ1�9�1 5 /-1�=�3a, 5 ) � ) : ,?9 9 *�/*: 6 + : +X9 9 B2BÛ,�+�)V12*�) 5 *�, : ,	�

3 : +0/;,-*�)V1�)-: 9 * D3: 1�3�,�:JW 5 , 687 5 *�, , \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 ,C9 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J/0E
¿&¬Nº��¨]µF¬h°U ² ¯�©�®�¬8¯�µ ² ¯�®�¬�µ ô�� ¨NU¬8¯�° ô ¬ ´

� 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 48Eu0�gZ9 9 *�/-:</*)Ö,�,-* 5 *C/K}8/K)-.0BÛ,>/ 9�5 /�� 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+ 6 ,Q) :;9 :J/8+0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*8�
)-:Ø,0=J= ,0/S:Ø* 6 +03g,-* 6 12*N)Ö,0/ M 90:Ø*�WrH�1 : :@1 6 =Ø,�/�E^�%,Ã* 9 B 6�: ,�*�+09-,0/*/-1�: : , 6 ,+H�1 : :@1 6 =Ø,0/ M :JB23 9 /;, :e M /*3a+090:<OÒ, : g?3 9�5�: 3 9�5 H 9 : : =Ø,4) : 12*�/K; 93: BÛ, : ,-* 5 *�/K}8/K)V.�BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/
6 +�)Ö, : B2:Ø*�+�,0/K) + D 1�= M 08E
��,0/XH�1 : :@1 6 =Ø,0/?/ 9 *�)2/ 9�5 H5,-*�)[9V, 9 :J/*:Ø,0/X9 9 B2BÛ,�,-*�) : +-,0/Û,�)2=Ø, 5�:* 9 B 6�: ,�,0/K)+1�3�3a,0=Ø+ 6 , D3: + 6 ,X) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=sE%�%,2B � BÛ, : +0/ 5 =<)V1�)I3g, 5 ) � ) : ,
9�6 )Ö,-* 5pD3: 1�3�,�:JW 5 ,0BÛ,-*�) M 3�1 : )V: :�6�5 B 9t6 .0=Ø, f ! 6 ,X=@1[O D�5�: ,Û48E Ä E%��*�,�T^,	)UaZ9-,XB 9�6 .0=Ø,f ! 9 9 *�)-:Ø,-*�)P90:Ø*�WAH�1 : :@1 6 =Ø,0/QB[1�:J/W,-* : ,	H�12*�9V,�,�aN/;, 5 =Ø,0BÛ,-*N)Q) :;9 :J/�+0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/
3g, 5 H5,-*�) � ) : , 9�6 )Ö,-* 5 ,0/r3 5 :J/*W 5 ,j9-,jB 9�6 .0=Ø, f ! *�,j3 9 /*/*. 6 ,pW 5 ,�) :;9 :</ 7M9 *�9�)-: 9 *�/&W 5 :
3g, : BÛ,�)*)Ö,-*N) 687 +09 : : : ,S) :;9 :J/'+0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,�/�E�_t1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,-*�)�.

d0 tr diff R〈w1, w2, w3, w4, w5〉/R = 2

¿ â ¯ ² « ô�Â ªF¬8©�ùA®�ÁF½ ô¸· µnmu¬8¯�°U�¨N¬
_Q= 5 /*:Ø, 5�: /GH�1 : :@1 6 =Ø,0/G3a, 5 H3,-*�) � ) : ,?9V, 9 :J/*:Ø,0/S9 9 B2BÛ,/,-*�) : +-,0/0E&��*�3 : ,0B2:Ø, : 9V, 9 : \ 3a, 5 )

� ) : ,X3�1 : , \ ,0B23�=Ø,�a u1 := ve
,�)
u2 := va

E ��,X9	, 9 : \ 9 93:;: ,0/*3 9 * 6 1 5 ; 9 *�9�)-: 9 *�*�,0BÛ,-*�)",-*
B 9 )Ö, 5�: 9 9 B2B[12* 6 ++3�1 : )Ö,-*�/*: 9 *ZE8)FH3,09X9-,?9	, 9 : \c687 ,-*N) : +-, 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)C=Ø,+B 9t6 .0=Ø, f ! 6 ,
=@1AO D�5�: ,/48Eu08E
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I:J
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ω
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�������^48Eu0 � � 9�6 .0=Ø, f ! 6 ,0/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/ 6�5 �c�'������+03�1 : +-,�aa,-*�) : +-,0/�,-*#,�T 93: )
��*ç* 9 )V12*�) x1 = ie

a
x2 = ia

,�)
x3 = ω

a{=Ø,+B 9�6 .0=Ø, f ! 6 ,?=@12O D�5�: ,Û48Eu0 : ,03 : +0/;,-*N)Ö,
= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,�.

R〈u1, u2, x1, x2, x3〉/R〈u1, u2〉
��*#,�T^,�)�a 6 12*�/d9-,C9�1�/^= ,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/d:J/*/ 5 ,0/ 6�5 B 9�6 .0=Ø, f !¡/ 9 *N)".







ẋ1 = 1
Le
u1 − Re

Le
x1

ẋ2 = 1
La
u2 − Ra

La
x2 − k Le

La
x1x2

ẋ3 = kLe

J
x1x2 − b

J
x3

e 48E É�g

_t1 : 1�:J=J= , 5�: /�.
d0 tr diff R〈u1, u2, x1, x2, x3〉/R〈u1, u2〉 = 0

9�1 : = 7 +0W 5 1�)-: 9 * e 48E É�gX9 9 *�/*:J/K)Ö,#,-* 5 *$/K}8/K)-.0BÛ, 6 ,r) :;9 :J/�+0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,0/X:Ø* 6 +	�
3g,-* 6 12*N)Ö,0/ M ) :;9 :J/S:Ø*�9 9 *�* 5 ,0/ x1, x2

,�)
x3
E8)G= 93: /0a{=Ø,0/SH�1 : :@1 6 =Ø,0/ u1

,�)
u2
/ 9 *�) 6 :Ø,-* 6 ,0/,-*�) : +-,0/0a�9�;�E�9V,ZE Ä E

_ 9�5�:Û: +0/ 9�5�6�: , e :Ø*�)Ô+ D3: , : g?=Ø,�/K}8/K)-.0BÛ, e 48E É�g	a�) :;9 :J/X9 9 * 6 :<)-: 9 *�/X:Ø*�:<)-:J1�= ,0/X/ 9 *�) *�+09-,0/��
/-1�: : ,0/0E
��,�)Û,-*�)-:Ø, : 9 93:;: ,0/*3 9 * 6 1 5 * 9 B 6�: , 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/Ã,-*�9�1 5 /-1�=J:<)Ö+4:Ø*N)Ö+	�
D3: 1�=Ø,�Eµ��=%,0/K)G1�3�3a,0=Ø+ 6 :JBÛ,-*�/*: 9 * 6 ,C=@1 6 }�*�1�B2:JW 5 ,�,�)�,0/K)�+ D 1�= M .

n = d0 tr R〈u1, u2, x1, x2, x3〉/R〈u1, u2〉 = 3

��*&1 5 ) : ,G9	, 9 : \ 687 ,O*N) : +-,�,0/K) u1 := ie
,�)
u2 =: ia

E���,S9V, 9 : \ 9 93:;: ,0/*3 9 * 6 ,-*[; 9 *�9�)-: 9 *8�*�,0BÛ,-*�)�,-*�B 9 )Ö, 5�: 1�H3,09?9 9 B2B[12* 6 ,/,-*�9 9�5�: 12*�)�E^)�H3,09?9-,+9	, 9 : \ a 9 * 9�6 )-:Ø,-*�)q=Ø,AB 9�6 .�=Ø,
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�������a48E É � � 9t6 .0=Ø, f ! 6 ,0/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/ 6�5 �c�'������+03�1 : +-,�aa,-*�) : +-,0/�,-* ø�58\
f ! 6 ,C=@1AO D�5�: ,/48E ÉbE

��*&)Ö,-*�12*�)d9 9 B23b)Ö, 6 ,q9-,qW 5 :�3 : +090. 6 ,�a�=Ø,SB 9�6 .0=Ø, f !?abO D�5�: , 48E É+3a, 5 ) � ) : ,q/*:JB23�=J:uOÒ+
9 9 B2BÛ,SB 9 *N) : +�abO D�5�: , 48E Ê

1MSf:u1
. .kLeu2

I:J

R:b

MGY
ω=x3

u2

�������a48E Ê � � 9t6 .0=Ø, f !¡/*:JB23�=J:uOÒ+ 6�5 �c�'������+03�1 : +-,I9 9 B2B[12* 6 +q3�1 : 9 9�5�: 12*N)
� 9�5 /L1�H 9 *�/>) :;9 :J/PH�1 : :@1 6 =Ø,0/ u1, u2

,�)
x3

Eµ��,03a,-* 6 12*�)�a 9 *[3a, 5 )�+09 : : : , 5 *�,G/;, 5 =Ø,�+0W 5 1�)-: 9 *
6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= , M�5 *�,�:Ø*�9 9 *�* 5 , x3

3 5 :J/*W 5 ,�:J=|/ 5�6 /*:J/K)Ö, 5 *�/;, 5 ='+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 }�*�1�B2:JW 5 ,�,-*
9�1 5 /-1�=J:<)Ö+S:Ø*�)Ô+ D3: 1�=Ø,�E�_t1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,m*�) d0 tr diff R〈u1, u1, x3〉/R〈u1, u2〉 = 0

E
��*#,�T^,�)�a�= 7 +0W 5 1�)-: 9 * 6 ,C=@1 6 }�*�1�B2:JW 5 , 6�5 B 9 )Ö, 5�: ,0/K)/.

ẋ3 = k
Le
J
u1u2 −

b

J
x3

e 48E ÊNg
�F1 6 :JBÛ,-*�/*: 9 * 6 ,C9-,�)*)Ö, 6 }�*�1�B2:JW 5 ,�,0/K) .

n = d0 tr R〈u1, u2, x3〉/R〈u1, u2〉 = 1

W 5 :%,0/K)�+ D 1�=%, \ 1�9�)Ö,0BÛ,-*�)G1 5 * 9 B 6�: , 687 +0=Ø+0BÛ,-*N)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/�,-*r9�1 5 /-1�=J:<)Ö+q:Ø*�)Ö+ D3: 1�=Ø,�E
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	�, D 1 :;6�9 *�/+B[1�:Ø*N)Ö,-*�12*�)A9-,4W 5 :L/;,43�1�/*/;,&1 5 *�:<H3,�1 5�6 ,0/+/ 93: )-:Ø,0/0EW�S12*�/+=Ø,[9�1�/ 6 ,4=@1

O D�5�: ,/4NEu08a 5 *r9V, 9 : \�6 ,C/ 93: )-:Ø,0/�,0/K) y1 = ie
,�)
y2 = ω

Eg�%,0/�+0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 ,C=@1+/ 93: )-:Ø,q/ 9 *�) .
{

y1 = x1

y2 = x3�S12*�/>=Ø,R9�1�/ 6 ,^=@1SO D�5�: ,�48E É8a 5 *[9V, 9 : \�6 ,d/ 93: )-:Ø,0/P3a, 5 ) � ) : , y1 := ve
,�)
y2 = va

E5)FH3,09
9-,C9V, 9 : \ aÒ* 9�5 / 9�6 )Ö,-* 9 *�/d9 9 B2BÛ,�+�W 5 1�)-: 9 *�/ 6 ,C=@1?/ 93: )-:Ø,Ã.

{

y1 = Leu̇1 +Reu1

y2 = Lau̇2 +Rau2 − kLeu1x3

��* 9 )Ö, : W 5 , 6 12*�/P9-,R9�1�/0a�=Ø,0/�+�W 5 1�)-: 9 *�/ 6 ,d/ 93: )-:Ø, 6 +03a,-* 6 ,-*�) 6 ,0/ 6 + : :<H5+-,0/ 6 ,R= 7 ,-*�) : +-,
W 5 :�3a, 5 H3,-*�) 687 1�:J=J= , 5�: /d1�3�3�1 : 1�oJ) : , 6 12*�/^= 7 +0W 5 1�)-: 9 * 687 +�)V1�)�Ea��*r3�1 : =Ø,C1�= 93: / 6 , : ,03 : +0/;,-*8�
)V1�)-: 9 *&3�1 : H�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 +�)V1�) D +-*�+ : 1�=J:J/;+-,�a�9�;�E�9V,ZE Ä E
ðQn�mon�� ¦ r�}9r�t7~
���.x<~¡�µ�.so}
¿&¬Nº��¨]µF¬h°U ² ¯�©�®�¬8¯�µ ² ¯�®�¬�µ ô�� ¨N�¬8¯�° ô ¬ ´

� 7 5 *&3 9 :Ø*�) 6 ,GH 5 , f !?aN=Ø, 6 , D3: + 6 ,^) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= 6 ,S= 7 , \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 :<T^+	�
: ,-*�)-:Ø,0=J=Ø, L/K e B 9�6 .0=Ø, f !Ø1�9�1 5 /-1�=¸g�,0/K)�+ D 1�=�1 5 * 9 B 6�: , 6 ,qH�1 : :@1 6 =Ø,0/ 687 ,-*�) : +-,A3�= 5 /d=Ø,* 9 B 6�: , 6 ,|H�1 : :J1 6 =Ø,0/�1�/*/ 9 90:Ø+-,0/Q1 58\ +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/ e 5 *�,L/;, 5 =Ø,>H�1 : :@1 6 =Ø,>3 9�5�: ) 9�5 /
=Ø,0/r+0=Ø+0BÛ,-*N)-/�W 5 :b3�1 : )V1 D ,-*N)�=@1GB � BÛ, 7M9 *�9�)-: 9 *�gFB 9 :Ø*�/t=Ø,�* 9 B 6�: , 6 , 7M9 *�9�)-: 9 *�/t9 9 *N)Ö,-*�12*�)
1 5 B 9 :Ø*�/ 5 *#+0=Ø+0BÛ,-*�) 6 }�*�1�B2:JW 5 ,�E��*A/ 5 3�3 9 /;,LW 5 ,|=Ø,PB 9�6 .0=Ø, f !$,0/K)�9 9 B23�=J.�)Ö,0BÛ,-*�)t/*:JB23�=J:uOÒ+ e :J=5* 7 }A1^3�= 5 / 6 , 7M9 *�9�)-: 9 *
: , 6�9 * 6 12*�)Ö,Ug	Ea� 9�5 H5,-*�)�a�9-,�)�,-*�)-:Ø, : ,0/K)�+ D 1�=F1 5 * 9 B 6�: , 6 ,C/ 9�5�: 9-,0/ 6 ,C9 9 B2B[12* 6 ,�E
_ 9�5�:^5 *�, 6 }�*�1�B2:JW 5 , L/K〈u〉

e B 9�6 .0=Ø, f !Õ9�1 5 /-1�=¸g	a�9-,�)�,-*�)-:Ø, : ,0/K)�+ D 1�= M �-+ :;9 6 .0/
W 587 :J=8,0/K)^3 9 /*/*: 6 =Ø, 687 1�T^,09�)Ö, : =@1?9�1 5 /-1�=J:<)Ö+S:Ø*N)Ö+ D3: 1�=Ø,G3 : +	;n+ : ,-*N)-:Ø,0=J=Ø,q1 5 B 9t6 .0=Ø, f !?E��,�) ,-*�)-:Ø, :�: ,�3 : +�/Ö,O*N)Ö,2=Ø,Ã* 9 B 6�: ,Ã*�+09-,0/*/V1�: : , 6 ,?H�1 : :@1 6 =Ø,0/ M 9 9 *�*�1�oJ) : , e M /*3a+090:<OÒ, : g
1�OÒ* 6 ,q) : 12*�/K; 93: BÛ, :d5 *r/K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/R/ 9�5 /�� 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+",-* 5 *h/K}8/��
)-.0BÛ, 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+�E
¿&¬Nº��¨]µF¬h°U ² ¯�©�®�¬8¯�µ ² ¯�®�¬�¯F½�¯Òµ ô�� ¨N�¬8¯�° ô ¬ ´

�%, 6 , D3: + 6 ,q) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, * 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= e 1�= D + 6�: :JW 5 ,Ug 687 5 *�, , \ )Ö,-*�/*: 9 * 6 :<T^+ : ,-*8�
)-:Ø,0=J= ,

L/K〈u〉 ,0/K)�+ D 1�=F1 5 * 9 B 6�: , 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)-/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/�,-*�9�1 5 /-1�=J:<)Ö+q:Ø*�)Ö+ D3: 1�=Ø,�EÒ��,�),-*�)-:Ø, :': ,03 : +0/;,-*�)Ö,A=Ø,�* 9 B 6�: , 6 ,q9 9 * 6 :<)-: 9 *�/R:Ø*�:<)-:J1�= ,0/�*�+09-,0/*/-1�: : ,0/G1�OÒ* 687 :Ø*�)Ö+ D3: , :R5 *r/K}8/��
)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/ 6 +�)Ö, : B2:Ø*�+�E
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�ÂX:ú �°�<�ì_`^=DTc*\�^?����Å_)c°��Z]ÿ�¬¨kQ^`_)_)c��<D�k ühkàaØ?jüª
Q_`k��÷@CB �ª?��
_`^=�hg-c�^`ÿök'�

ðQn��Qn�m ��~A|9|�u%�.x
�S12*�/�9-,RW 5 :b/ 5 :<)�ap* 9�5 /Q1�=J= 9 *�/ : 1�3�3a,0=Ø, : W 5 ,0=JW 5 ,0/ : +0/ 5 =<)V1�)-/�9 9 *�9-, : *�12*�)Q=Ø,0/�9 9 * 6 :<)-: 9 *�/

6 ,]/ 5�: H3,0:J=J=@1 6 :J=<:u)Ö+�a��G: 9 3r12* 6 �h1 : )��Ø*�,0�	�M! 5 , :;: 1 e 02131 Ä g 687 5 *�,�90=@1�/*/;, 6 ,]/K}8/K)-.0BÛ,0/e* 9 *
=J:Ø*�+�1�: : ,0/ 6 ,C=@1A; 93: BÛ,Ã.

{

ẋ = F (x, ū)

y = H(x, ū)

e 48Eu4�g
9�� x = (x1, .., xn)

t ∈ Rn : ,03 : +0/;,-*�)Ö,>=Ø,tH3,09�)Ö, 5�:&687 +�)V1�)&,�) ū = (u, f)t = (u1, .., um−µ, f1, ...

, fµ)
t : ,03 : +0/;,-*�)Ö,ü=Ø,�H5,09�)Ö, 5�:c687 ,-*�) : +-,0/]9 9 *�* 5 ,0/ u a�,�)]=Ø,jH3,09�)Ö, 5�: / 6 ,p;�1 5 )Ö,0/ f a y =

(y1, .., yp)
t ∈ Rp : ,03 : +0/;,-*�)Ö,h=Ø,4H3,09�)Ö, 5�: 6 ,�/ 93: )-:Ø,0/0a F ,�)

H
/ 9 *�) 6 ,0/?; 9 *�9�)-: 9 *�/X3 9 =<}��*�~�B2:@1�= ,0/L9 9 *�* 5 ,0/0E

§4¬8« ²  Â ªF¬p¾ ê � ¤ n*��n"�`��n`R8o � n¡�`P�R<��n"� f ��n`R<���`��oVn��"�I�2��x � U�o:U¹�"�I§�§[nJR<�{nAn`�M��o:UVnqx��{�"�I� ��MR�nIn`��mJn���o:�'�0mLÁ`§[nCn"�`� � n � U`��n"�`��n�oCn`� � ¸ xL�¥��mJn�o*�Vl7P � R�n��"�I§9�M�¥��P��M��n � R]��n"�`��n`R8o � n¡�`P�R<��n"�
f �
¿&¨�¹�¯ ô ° ô ½�¯¥¾0®��   o�R"� � S�x��`����o	x?P�n`�TP�m �Â²*)2ò;ò s ¶è¤ nã�`V¥�`��Á`§[nî�{�I�Ömåx��{U:P�x¸o-n ².µ;��µ"¶ n"�`� � x���`R8o���n�x¸m¸m£P;�0mJn�� ¸ x¸m>n"�`�A�M�¥�"��x?�0mJn � ¸ n"�`��x�§[n�o?mJnj��n"�`��n`R8o � n-�`P'R0��n"� f �Â�7P�o���x¸o � n"�Â��n"�`��n`R8o:�

un`�
y
n`� � nSmJn`R8o:� � U�o	x���U"�"»�x � n � »tx¸mFn"�`�ö�`R8o���n�x¸m@m£P;�0mJn$��x f n"�`�oP�m y0U��0o	x � R�n`§[n`�M���'���Un�o��IP;�0mJno�7P�ooGP��;�M��o����

u
n`�
y �

�%,SH3,09�)Ö, 5�: f ,0/K) 6 :<)d1�= D + 6�: :JW 5 ,0BÛ,-*�) 9�6 /;, : H�1 6 = ,C/*:Z9V,�1�9 5 *�, 6 ,q9-,0/d9 9 B23 9 /-12*�)Ö,0/ fi,0/K)X1�= D + 6�: :JW 5 ,2/ 5�: =Ø,29 93: 3�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0= K〈u, y〉 a�:sE ,�E<a�9V,�1�W 5 ,&9 9 B23 9 /-12*N)Ö, fi /-1�)-:J/K;�1�:<)5 *�,"+0W 5 1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,S3 9 =<}�*�~�B2:@1�= , M 9 9 ,�Ý290:Ø,-*�)-/ 6 12*�/ K〈u, y〉 E�%,L)-,�+ 93: .0BÛ,L/ 5 :<H�12*�) 6�9 *�*�, 5 *�,R9 9 * 6 :<)-: 9 *�*�+09-,0/*/-1�: : ,�,�)Q/ 5 Ý2/-12*N)Ö, 6 ,R/ 5�: H5,0:J=J=@1 6 :J=<:u)Ö+
3 9�5�: =@1+90=@1�/*/;, 6 ,C/K}8/K)-.0BÛ,0/�* 9 *�=J:Ø*�+�1�: : ,0/L9 9 *�/*: 6 + : +-,�E
± ÁF¨N½� ¶ «Y¬ Ô �   o�R"� � S�x��`����o	x?P�n`�TP�m ��²*)2ò;ò s ¶¨¤ n*�`V¥�`��Á`§[n ².µ;��µ"¶ n"�`� � x��A�`R8o���n�x¸m¸m£P;�0mJn9��x>n`��Un`R8mJn`§[n`�M�¡��x�

d0 tr diff K〈u, y〉/K〈u〉 = µ
e 48E Æ�g

�Iñ
µ
n"�`�>mJn��{�I§j�0o-n � n¨�"�I§9�M�¥��P��M��n"� � R���n"�`��n`R8o � n��`P�R<��n"�

f �
�F1L3 : , 5 H5, 6 ,Q9-,�)-,�+ 93: .0BÛ, 6 +09 9�5 =Ø, 6�5 =Ø,0B2BÛ,t/ 5 :<H�12*�)&,�)&,0/K)F3 :;9 3 9 /;+-, 6 12*�/r� :*5 �	���S:J9�) 93: :@1�,�)^1�=sEe 02131�Ê�g	E
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»P¬8«�«Y¬Ö¾M�*¯���mL�Vl8x�� ².³;´$# ë ¶ å ��xsn`�M� K » L n`� M ��o:��xL�ã�"��o��M� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m �"»*P���n"�

K ⊆
L ⊆M

P�mL��o:�¨
d0 tr diff (M/K) = d0 tr diff (M/L) + d0 tr diff (L/K)

� 9 B2BÛ,�* 9�5 /Q1�=J= 9 *�/�=Ø, : ,0B[1 : W 5 , : a�=@1GBÛ+�)-, 9t6�9 = 9�D :Ø, f !Ò3a, : BÛ,�) 6 , 6 :J/K)-:Ø* D�5 , :r687 5 *�,
B[12*�:J. : ,�*�1�) 5�: ,0=J=Ø,G=Ø,0/L1�9�)-: 9 *�*�, 5�: /0ab=Ø,0/L9 9 B23 9 /-12*N)-/�,�)R=Ø,0/|9�1�3b)Ö, 5�: /0Eg��,090:8,0/K) 6$ù 1 5 ;�1�:<)
W 5 ,I=Ø,0/dB 9�6 .0=Ø,0/ f !q/d/ 9 *�)G9 9 B23 9 /;+0/ 687 +0=Ø+0BÛ,-*�)V/�+0=Ø+0BÛ,-*�)V1�: : ,0/0Eg�S12*�/^9-,IW 5 :F/ 5 :<)�aÒ* 9�5 /*�,C9 9 *�/*: 6 + : , :;9 *�/dW 5 , 6 ,0/R;�1 5 )Ö,0/ 687 1�9�)-: 9 *�*�, 5�: /0E
ðQn��Qn�� �'}��2u�t2|9t7r{�2~¡�µ�.so}Øv9u��.~ y{so}9v����µ�.so}Øv9uÜx<È$t2õou%������~AÚ��������2r±x<È-t���¦

)�3�1 : )-: :'687 5 *hB 9�6 .0=Ø, f !?a 9 *h3g, 5 )G9�1�=J9 5 =Ø, : =Ø,�/ 6 , D3: +0/ 6 ,C) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 :<T^+ : ,-*8�
)-:Ø,0=J/I3 9�5�:�6 ,0/�, \ )Ö,-*�/*: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/ 6 ,4=@1�; 93: BÛ, K〈x, u〉/K 9��¾6 ,0/ 6 }�*�1�B2:JW 5 ,0/
K〈x, u〉/K〈u〉 Eg��,03g,-* 6 12*N)�a�3 9�5�: =Ø,q3 :;9�6 =J.0BÛ, 6 ,C/ 5�: H3,0:J=J=@12*�9-,�a�=Ø,0/ 6 , D3: +0/ 6 ,q) : 12*�/*9-,-*8�6 12*�9-,d/ 9 *�)>901�=J9 5 =Ø+0/ M 3�1 : )-: :W6�5 /K}8/K)-.0BÛ,�,-*�) : +-,	��/ 93: )-:Ø, K〈u, y〉/K〈u〉 ��:sE ,�E<a�=Ø,0/QH�1 : :@1 6 =Ø,0/687 +�)V1�)-/ x / 9 *�)Ã+0=J:JB2: *�+-,0/0Et_ 9�5�: / 5�: B 9 *N)Ö, : 9-,�)*)Ö, 6 :<Ý29 5 =<)Ö+�a * 9�5 /?1�=J= 9 *�/I3 :;9 3 9 /;, :+5 *�,1 5 ) : ,|;�1�© 9 * 6 ,R9�1�=J9 5 =Ø, : 9-,0/ 6 , D3: +0/ 6 ,|) : 1p*�/-9O,-* 6 12*�9-, D3:-c 9-,R1 5 =Ø,0B2BÛ, Ä E5� 9�5 /Q3 9�5�:;:;9 *�/
1�= 93: /|1�3�3�=J:JW 5 , : = ,0/L9 9 * 6 :<)-: 9 *�/ 6�5 )-,�+ 93: .0BÛ, Î 3 9�5�: )Ö,0/K)Ö, : =@1A/ 5�: H3,0:J=J=@1 6 :J=<:u)Ö+ 6 ,0/d1�9�)-: 9 *8�*�, 5�: / 6 : : ,09�)Ö,0BÛ,-*�)[/ 5�: =Ø,rB 9t6 .0=Ø, f !¥/-12*�/41�H 9 : :2M 3�1 : 9 9�5�: : : =Ø,0/ 6 :<T^+ : ,-*�)-/29	,�,0B2:Ø*�/
9�1 5 /-1 58\ 9 9 B2BÛ,q3 :;9 3 9 /;+ 6 12*�/�� 5 = 6 � f 9�5 1�B[1�B[1/,�)G1�=sE e 02131 Ä g	E
à �½ À ½�© ô ° ô ½�¯Ö¾ Ñ �-O�R8xL� � R�n

K〈u〉 ⊆ K〈ū〉 n`�T�¹�7P�o���x¸o � RrmJn`§�§[n ³ »Px¸m{�`R8x��T
d0 tr diff K〈u, y〉/K〈u〉 = d0 tr diff K〈ū, x, y〉/K〈u〉

−d0 tr diff K〈ū, x, y〉/K〈u, y〉
e 48E Ì g

)G:Ø*�/*:sat=Ø,�/ 6 , D3: +0/ 6 ,4) : 12*�/*9-,-* 6 12*�9-, 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,�=J/ 6�5 9 9 )Ö+ 6�:;9 :<) 6 ,&= 7 +0W 5 1�)-: 9 *ü:sE ,�E<a
d0 tr diff K〈ū, x, y〉/K〈u〉 ,�) d0 tr diff K〈ū, x, y〉/K〈u, y〉 / 9 *N)[1�909-,0/*/*: 6 =Ø,0/2/ 5�: =Ø,B 9t6 .0=Ø, f !?E� 9�5 H3,-*�)Ua�= 7 +0W 5 1�)-: 9 * 6 ,C/ 93: )-:Ø,"* 7 ,0/K)G3�1�/ 5 *�, +0W 5 1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*N)-:Ø,0=J= ,q9 9 B2BÛ, 6 12*�/d=Ø,
9�1�/ 6 ,C=@1+90=@1�/*/;, 6 ,C/K}8/K)-.0BÛ,0/^9 9 *�/*: 6 + : +-, e 48Eu4�g�E�_t1 : 9 9 *�/;+0W 5 ,-*�)�.

d0 tr diff K〈ū, x, y〉/K〈u〉 = d0 tr diff K〈ū, x〉/K〈u〉
� · ¬8« Àt´ ¬ Ñ Ã��   �I�2��x � U�o:�I�2�AmJn���x�§9��mJn��`V¥�`��Á`§[nAl<V � oGP�R8måx � R�n � n?m£P¹º�y�R8o-n µ;��µ »9�"�I§9�M�¥�¥U� ¸ R<�Òo:U"�Un�o�����x¸o � ¸ n:P�R P���n"��R<�{nh�Un"�`��x��I� � ¸ R<�{nq�"�I� � R8x���nq�"�I�M�{n"�`��UVnã�ç�¥�I�q�)�I� � n`�-�7P�om£P � R�n�m¸m<nLm ¸ n:P�R$��n`R<�ö�"�IR8mJn�o �2¤ nLo:U"�Un�o�����x¸odn"�`��P�måx�§[n`�M��Udn`�&n:P�R��Ux?PJR<�{nö�M�I§9��nPl<V � oGP�R8måx � R�n �
ï m�n"�`�A�`R¥�;�M�¥�¥U � R�nIm ¸ U"�"�IR8mJn`§[n`�M� � P'�<�Im Pì�"�I� � R8x���n?n"�`�Pm£P�§?x��¼P�x¸oVn �
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MSf

Pa
RC

�������^48Eu4 � �N}8/K)-.0BÛ,I,�} 6�: 1 5 =J:JW 5 ,S� 5 * : +0/;, : H 9 : :

0MSf

C:C

f1

f2

1

R:R

e2

e1

e1

e1

f3

e3
Se:-Pa

De: e1

f3

f3

�������^48E Æ � � 9�6 .0=Ø, f ! 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,I,�} 6�: 1 5 =J:JW 5 ,
å �I�î§Ã� � Á�mJn��EG±�"P�R;��P�m�n"�`�>o-n���o:U"�Un`�M��U"»Ôº�y�R8o-n µ;�Fø'�

é �j�M�¥�Un¨P�mL��o:�
x = e1

»
ū = (f1, e3)

t P���n"� u = e3
x � n � » µ = 1

n`�
y = e1

»>x¸m¼�`R8x��Q

d0 tr diff R〈ū, x, y〉/R〈u〉 = 1

����n?¢Gn`��»LmJn�§Ã� � Á�mJnE�EG � n+m£P¹º�y�R8o-n µ;�Fø �"�I§9�M��o���n � n`R�¦��IP�o	x?P;�0mJn"�Ax��{�"�I�M�MR�n"� e1
n`�

f1

§jP�xL� � U"��o	x����7P�o*R<�{n*�Un`R8mJn�U � R7P���x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJno�)�IR8o���xsnT�7P�oCm£P'�)�I�{�`��x��I�
0 �

  �I�{�Vn�o��¼P��M�Qm<n � n`R�¦�x�Á`§[n*��n�o�§[n"»Qx � n � » d0 tr diff R〈ū, x, y〉/R〈u, y〉 »T�I� � ��x�� � ¸ P;����o �x�§9�M�¥�Un�o2m£Pî�IP�o	x?P;�0mJnÃ§[n"�`R8o:UVn¹�MP�o2mJn � U`��n"�`��n`R8o�n`�bR<��x¸måxL��P��M�Sm£Pç�0x��:P�R;��P�måx���U � é � �'�)��xsn`�M�P�mL��o:�^mJn^o:U"�`R8mE��P�� � ndm£PTºFy�R8oVn µ;�*# »A�Iñ SS o-n���o:U"�Un`�M��ndmJn¹�"�I§9�M�¥��P��M�/�EGb�¥�IR8o:�Vn ��� U`��n"�`��n`R8o:»G-P��A�¸l8o:�"� ².³;´;´;µ"¶ »TP��M�{nG¦8n9� ��ï m¼�`R8x��T
d0 tr diff R〈ū, x, y〉/R〈u, y〉 = 0

�:P�o:»tx¸mÔ�{nGo-n"�`��n���mER;� � ¸ U�mLU`§[n`�M� � VI�¼P�§?x � R�nqn`�q�:P�R;��P�måx���UGx��M��Uzy�oGP�mJnCn`�Ô�7P�o¹�"�I�2�¥U � R�n`�M��»A�I��{nT��n`R<�QU"��o	x¸o-n¨P�RM�`R<�{n¨U � R7P���x���� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn �GLoT´0�Vn¨�[m£P*��o:�"�M�¥��x���x��I� ³`) »>x¸mtn`� � U"�"�IR8mJn�
d0 tr diff R〈u, y〉/R〈u〉 = 1
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SS: f1

�������a48E Ì � � 9t6 .0=Ø, f ! 6 :J9�1 5 /-1�= 6�5 /K}8/K)V.�BÛ,I,N} 6�: 1 5 =J:JW 5 ,
°Px��¼P�mJn`§[n`�M��»�m ¸ P0�`��x��I�M�{n`R8o � Rh�`V¥�`��Á`§[nGl<V � oGP�R8måx � R�n ² m£P*�M�I§9��n ¶ n"�`�¡�`R8o���n�x¸m¸m£P;�0mJn�P���n"�m ¸ x��2�`��o�R<§[n`�M��P���x��I� � xL���M�I��x?�0mJn ² �:P��¼��n`R8o � nT��o-n"�"��x��I� ¶'�

ðQn��Qn?Æ �Ä~oxÉv9uôx0ÝQx;�2Þ�ßàu�xz}9so} ���.}9r�~
��t7u�xb}9so} |�s
��ÝQ}���ß �.~oÈ��
��=8,0/K)d) 9�5�7M9�5�: /R3 9 /*/*: 6 =Ø, 6 ,q) : 12*�/K; 93: BÛ, :L5 *�/K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/�* 9 *

=J:Ø*�+�1�: : ,0/çPî��o	x���o	x�* 9 *ð3 9 =<}�*�~�BX:@1�= ,0/{,-* 5 * /K}8/K)-.0BÛ, 687 +0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J=Ø,0/ * 9 *
=J:Ø*�+�1�: : ,0/23 9 =<}�*�~�B2:@1�= ,0/0E
��=G/ 5 ÝX) 6 ,h) :Ö9�5 H5, :45 *�,c+0W 5 1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)V: ,0=J=Ø,r3 9 =<}�*�~�BX:@1�= ,
6�9 *�)d=@1?/ 9 = 5 )-: 9 *�,0/K)^=@1A; 9 *�9�)-: 9 *e* 9 *r=J:Ø*�+�1�: : ,�* 9 *r3 9 =<}�*�~�B2:@1�= , M +0=J:JB2: *�, : E
_ 9�5�: =Ø,0/?; 9 *�9�)-: 9 *�/?) : : D39 * 9 B�+�) : :JW 5 ,0/0a 9 *�3a, 5 )Û,�T^,09�) 5 , :Û6 ,0/29V,�12* D ,0BÛ,-*�)-/ 6 ,�9 9 �

93:;6�9 *�*�+-,0/0aZ) : 12*�/K; 93: B[1�)-: 9 * 6 ,]OQP�o-i]3�1 : , \ ,0B23�=Ø,�a&	d:<9	,�1 :;6 e ÄUÎ�Î 1�g e 9�1�/ 6 ,0/CB[1�9V,�:Ø*�,0/+0=Ø,09�) : :JW 5 ,0/ M 9 9�5�: 12*�)-/>1�=<)Ö, : *�1�)-:<;`/�/*:Ø* 5 / 9 � 6 1 58\ g	E���*X3a, 5 )�,-*�9 93: ,d) :;9�5 H3, :
6 ,0/
+0W 5 1�)-: 9 *�/
6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= ,0/ 6�9 *N)S=Ø,0/^; 9 *�9�)-: 9 *�/ sinus 9�5 cosinus / 9 *�) 6 ,0/S/ 9 = 5 )-: 9 *�/0a{�t=J:Ø,�/-/ e ÄUÎ�Î 1�1�ge 9�1�/ 6�5 3a,-* 6�5 =Ø,C/*:JB23�=Ø,Ug	E� 9�5 /^1�=J= 9 *�/LB 9 *N) : , :'6 12*�/d9-,IW 5 :�/ 5 :<)^W 587 :J=8,0/K)�+ D 1�=Ø,0BÛ,-*�)d3 9 /*/*: 6 =Ø, 6 ,I3 :;9 9-+ 6 , :�6 ,
=@1IB � BÛ,^;�1�© 9 *&3 9�5�: =@1C; 9 *�9�)-: 9 * : 1�90:Ø*�,S9�1 :;: +-, : ,-*�9 9 *�) : +O,C/ 5�: ) 9�5 ) 6 12*�/L=Ø,0/LB 9�6 .0=Ø,0/ 6 ,
/K}8/K)-.0BÛ,0/R,N} 6�: 1 5 =J:JW 5 ,0/0E�_ 9�5�:�9�6 )Ö,-*�: :L5 *&B 9�6 .0=Ø, f ! : + D :u)R3�1 :�6 ,0/'+0W 5 1�)-: 9 *�/ 6 :<T^+ : ,-*8�
)-:Ø,0=J= ,0/C3 9 =<}�*�~�B2:J1�= ,0/0a%* 9�5 /+1�=J= 9 *�/I1 5�D BÛ,-*�)Ö, : =Ø,XB 9�6 .0=Ø, f !Ç:Ø*�:<)-:J1�= 687 5 *Y/ 9�5 /���B 9�6 .0=Ø,f ! W 5 : : ,03 : +0/;,-*�)Ö,p= 7 +0W 5 1�)-: 9 * 6 :<T^+ : ,-*�)-:Ø,0=J= , 6�9 *N)�=@1�/ 9 = 5 )-: 9 *�,0/K)r=@1Y; 9 *�9�)-: 9 * : 1�90:Ø*�,
9�1 :;: +-,�E
� · ¬8« Àt´ ¬ Ñ â�� ¤ nQ�`V¥�`��Á`§[n¹�"�I�2��x � U�o:U � P��2�*�Vn`�QnG¦8n`§J��mJnSn"�`�o�"�I§9�M�¥�¥U � n � n`R�¦+o"U"�Un�o�����x¸o:�� ¸ n:P�RYn`�b�:Pl�¥�:P � nj�"�I§�§[n?x�� � x � RMU��¥�VlMU`§jP���x � R�n`§[n`�M��»�º�y�R8o-n µ;�8!0�¡¤ nJ��o-n`§?xsn�o+o:U"�Un�o�����x¸o
C1
n"�`�¨P�måx�§[n`�M��U]n`� n:P�RÉ�Ux?PÄR<�{n��M�I§9��nã�"�I§�§jP�� � UVn

MSf1 ² mJnh�`V¥�`��Á`§[n4l<V � oGP�R8måx � R�n��o:U"�"U � n`�M� ¶'�A¤ n � n`R�¦�x�Á`§[n2o:U"�Un�o�����x¸o C2
n"�`�JP�måx�§[n`�M��U&n`��n"P�RÄ�Ux?PãR<�{n � n`R�¦�x�Á`§[n*�M�I§9��n

�"�I§�§jP�� � UVn
MSf2

n`�oR<�{n9�¥��o���xsn ² R<�{n��"�I� � R8x���n ¶ R2

»ö��x��?RMUVn�P�R¹�)�I� �j� R¨��o-n`§?xsn�oGo:U"�Un�o �
����x¸o

C1 �¡¤ n � n`R�¦�x�Á`§[n+o:U"�Un�o�����x¸o C2
�)�IR8o���x�� � n+m ¸ n"P�Rç��m ¸ n`�M�Ux¸o:�I�M�{n`§[n`�M���Ux?PìR<��n��IP�mE��n



Ã�� Ñ î À�Àt´ ô ® ² ° ô ½�¯É½ ´`² ©�ªF � ¬ ô ´�´`² ¯�®�¬hµF¬]«Y½Fµ ¶ ´ ¬8©?è2é ¯F½�¯ ´ ô ¯F¨ ² ô �¬8© ¾8Ã�¾

R2 �A¤ n?o:Uzy�x�§[nIl<V � o:P�R8måx � R�n ² m ¸ U"�"�IR8mJn`§[n`�M� ¶ � P��2�j�Vn`�?��n � n�o���x�Á�o-n"»Lx � n � » R2

n"�`�9�"�I�2��x � U�o:U
�?R8o)�)R8mJn`�M� ��¤ n�§Ã� � Á�mJn��EG��"��o	o-n"���M�I� � P��M���ì�VnJ�`V¥�`��Á`§[n?n"�`����o:�"�M�¥�¥U"»Mº�y�R8o-n µ;��´;�

  n�§Ã� � Á�mJn���nXo-n�mLÁ`��n9�7Pl�4143 : : 93: : � Rè�:P � o-n � n?m ¸ P�m y0Á��0o-n � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"»f�¼R8xL� � R�nÃ�Vn"�U � R7P���x��I�2�-�"�I�M��xsn`�M�{n`�M�{m£P¡�)�I�{�`��x��I�XoGP0��x��{n-�:P�o	o:UVn � R�nQ�qm ¸ U"�"�IR8mJn`§[n`�M���"�I�2��x � U�o:U��?R8o)�)R8mJn`�M�� P��2�Rm£P��IP�mE��n
R1 � O-�IR8oJU`�Ux���n�o9�Vn`�?��nT��x��?R7P��sx��I�2»¡�I�¹�{o:�¥�"Á � n9�"�I§�§[n��`R8x��öÔ�`R¥�;�M�¥�¥�I�2�ö�M�IR8o��x�§9��måx º|n�o � R�n
e3 > −e5

»>m£P2mL��x��"�I�2�`��x��?R<��x���n � nCm ¸ U�mLU`§[n`�M� R2
n"�`��P�m£��o:��

f6 = R2(e3 + e5) = k
√
e3 + e5

��� � U�o	x��IP'�7�Q�Vn`�?��n�U � R7P���x��I�j�7P�oCoGP��;�M��o���P�R���n`§9�M�"»Q�I�Ä�'�)��xsn`�M�T

2f6ḟ6 − k2ė3 = 0
e 48E È�g

�Iñ
ė5 = 0

» ² �7P�o¡����R7��xL� � n¡��x�§9��måx���x���U"»�m£Po��o-n"�"��x��I��P���§Ã�¥����lMU�o	x � R�n|n"�`�M�`R¥�;�M�¥�¥UVnT�"�I�2�`��P��M��n ¶'�OQP�oT�"�I�2�¥U � R�n`�M��» √
e3 + e5

n"�`�M�¥��mER<��x��I� � nPm ¸ U � R7P���x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn{�M��mEVI�{íI§?x?P�mJn ².µ;�8!`¶� R8x|n"�`�PoVn���o:U"�Un`�M��UVn^y�o:P���l8x � R�n`§[n`�M� � P��2�CmJn�§Ã� � Á�mJnd�EG�»¼º�y�R8o-n µ;��³0ò��

MSf1

Pa

R2C2R1C1

MSf2

�������a48E È � �N}8/K)-.0BÛ,C,�} 6�: 1 5 =J:JW 5 , MÃ6 , 58\#: +0/;, : H 9 : : /
���rn?¢Gn`��»tn`�¹�M�¥��P��M�

e7 = 1.ḟ6
n`�
ė3 = f4

C2

»�m ¸ U � R2P'��x��I� ².µ;�8!�¶ ��n`R<�¸�`��oVnRx�§�§ÃU � x?P���n`§[n`�M���x¸o:UVn����7P�o���x¸o � Rã§Ã� � Á�mJnË�EG � nAm£PJº�y�R8o-n µ;��³0ò �7P�o*��x�§9��mJnImJn"�`�?R8o-n � ¸ U � R7P���x��I�2� � ¸ U`��P��Q��7P�o���x¸o � n9§Ã� � Á�mJn"���EG��"»f¯¨P�o��{�"�;�ÄP'� � w-�¥�Un`�¼�	n�osy ².³;´$#lµ"¶'� I n`� C o-n���o:U"�Un`�M��n`�M�tm ¸ x��{n�o���xsn� nCm£PÃ§jPl�"�Un � RE·�R8x � n+n`�|m£Ph�:P��7P0��x���USl<V � oGP�R8måx � R�nIo-n"����n"�`��x���n`§[n`�M� �
¤ n-§Ã� � Á�mJn��EG � nRm£P�º�y�R8o-n µ;��³0ò n"�`��§jP�x��M��n`�¼P��M� � U"��o	x��2�MP�oTR<�rn`�2�Un`§j�0mJn � ¸ U � R7P���x��I�2�� x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"���M��mEVI�{íI§?x?P�mJn"� � O-�IR8oã��R2�0måxsn�o�mJn]�Un`�2� � n"�ì�IP�o	x?P;�0mJn"�"»��I� �{�I��n w1 := f1

»
w2 := f5

»
w3 := e5

»
w4 := e1

»
w5 := e3

n`�
w6 := f6 �fï m¡�"�I�2�`��x��?R�n¨R<�{n � n"�Ao:U:P�måxL��P���x��I�2��M�¥�"��x?�0mJn"� � n?m ¸ nG¦'��n`�2��x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn R〈w1, w2, w3, w4, w5, w6〉/R �9  �I§�§[nj�Vn�§Ã� � Á�mJn
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C:C2

f4

f5

1

R:R2

e4 f6

f6

f6e5

Se:-PaMSf2

0MSf1

C:C1

f1

f2

1

R:R1

e2

e1

e1

e1

f3

f3

f3

e3

e3

e3

e3

�������^48E Î � � 9�6 .0=Ø, f ! 6�5 /K}8/K)-.0BÛ,I,�} 6�: 1 5 =J:JW 5 , MÃ6 , 58\#: +0/;, : H 9 : : /

0

C:C2

f4

f5

1
e4

f6f6

f6e5

Se:-PaMSf2

0MSf1

C:C1

f1

f2

1

R:R1

e2
e1

f3

e3

e3

e3

e3

f4e3

1 MSe MTF 1

I:1

f4
C2.  . .  .

k2

2f6

f7

e6 e7

MSf3: - 
 

f6

f6

f6

e7e6=

e1

e1

f3

f3

�������^48E Ä 1 � � 9�6 .0=Ø, f !Õ3 9 =<}�*�~�B2:@1�={1�9�1 5 /-1�=
�EGÉ��n`R<���`��o-n � U"��o	x����7P�o¹��o:��xL��U � R7P���x��I�2� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"���Â��x ¦Ã�IP�o	x?P;�0mJn"�"»�P�mL��o:��

d0 tr diff R〈w1, w2, w3, w4, w5, w6〉/R = 3

� o"��xL�J�IP�o	x?P;�0mJn"� � ¸ n`�M��o:UVn$�¥�I�M� � �I�{�J�{U"�Vn"�"��P�x¸o-n"�o�M�IR8oSo-n`� � o-n��Vn$�`V¥�`��Á`§[n � ¸ U � R7P���x��I�2�� x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJn"� � U`��n�o�§?x���xL�`��n � À��è�VlM��x ¦Ã�¼P��?R8o-n�mtn"�`� u1 := w1
»
u2 = w2

n`�
u3 = w3 �å ��xsn`�M�öP�mL��o:�

u1
»
u2
mJn"���`P�R<��n"� � R8x2��n`R<��n`�M�öPG¢Gn"�`��n�oRmJn"�9P0�`��x��I�M�{n`R8o:� ²MSf1

»
MSf2 ¶ »mJnA��o:�'�0mLÁ`§[nSn"�`� � n$��U�o	x º|n�odm£PÂ�"�I� � x���x��I� � nQ�`R8o���n�x¸m¸m£P;�0x¸måx���U � n*�Vn"�JP0�`��x��I�M�{n`R8o:�qn`�hnG¦`��mL��x �

��P��M�Lm ¸ x��¥�)��o�§jP'��x��I�Â�)�IR8o���xsn$�7P�oAm ¸ x��2�`��o�R<§[n`�M��P���x��I�ünG¦�xL�`��P��M��n �ö¤ n"� � n`R�¦î�:P��¼��n`R8o:� � xL���M� ���x?�0mJn"� ² �¥��o���xsn"� ¶ �¥�I�M�9 y1 = e1

n`�
y2 = e2 � �9��n"�h�Vn]�VlM��x ¦ � ¸ n`�M��o:UVn"�4n`� � n��¥��o���xsn"�"»J�I��'�)��xsn`�M�PmJn�§Ã� � Á�mJn��EG±�:P'R'��P�m � nCm£P9º�y�R8o-n µ;��³;³;�ä ¸ P���o:Á"�&mJn¨�{o:�'�0mLÁ`§[n � n]�`R8o���n�x¸m¸m£P��{�Vn��M�¥�¥U"»CmJn"�ì�IP�o	x?P;�0mJn"� � Rb§Ã� � Á�mJnF�EG[�¥�I�M� � U �

�"�I§9�M�¥�¥UVn"�]���I§�§[n��`R8x��¹
x = (e1, e3, f6)

t » ū = (f1, f5, e5)
t P���n"� u = e5

»Sx � n � » µ = 2

² �{�I§j�0o-n � n��`P�R<��n"� ¶ n`� y = (e1, e3)
t �T  n`�?��n*��x��?R7P���x��I� �"��o	o-n"���M�I� � P�R�§]� � Á�mJn��EG��:P�R;��P�m
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R:R1
De: e1

De: e3

0

C:C2

f4

f5

1
e4

f6f6

f6e5

Se:-PaMSf2

0MSf1

C:C1

f1

f2

1

e2

e1

f3

e3

e3

e3

e3

f4e3

1 MSe MTF 1

I:1

f4
C2.  . .  .

k2

2f6

f7

e6 e7

MSf3: - 
 

f6

f6

f6

e7e6=

e1

e1

f3

f3

�������a48E Ä�Ä � � 9t6 .0=Ø, f !¡3 9 =<}�*�~�B2:J1�={9�1 5 /-1�=
� nCm£P9º�y�R8o-n µ;��³;³;��ï m¼�`R8x��T

d0 tr diff R〈ū, x, y〉/R〈u〉 = 2

���pn?¢Gn`��»o�{�IR;�¨P����I�2�*��o:��xL���IP�o	x?P;�0mJn"��Pl�"�¥�¥��x�UVn"��P�R�¦ìU�mLU`§[n`�M��� � V��ÔP'§?x � R�n"�
C1, C2

n`�
I : 1

n`���:P�R;��P�måx���U[x��M��Uzy�oGP�mJn&n`� � n`R�¦î�IP�o	x?P;�0mJn"�]Pl�"�¥�¥��x�UVn"�ÃP�R�¦ã�¥�IR8o:�Vn"�
MSf1

n`�
MSf3o-n�måx�UVn"�T�7P�o*��o:��xL��U � R7P���x��I�2� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸m<n"�¹§jP���U�o	x?P�måxL�¥UVn"���7P�oCmJn"�n�)�I�{�`��x��I�2�

0
n`�

1 �
  �I�{�Vn�o��¼P��M�PmJn � n`R�¦�x�Á`§[n¹��n�o�§[n"»>x � n � »

d0 tr diff R〈ū, x, y〉/R〈u, y〉

x¸m��`P�R<�Cx�§9�M�l��n�o&mJn"�h�IP�o�x?P;�0mJn"�h§[n"�`R8o:UVn"���7P�o&mJn"� � U`��n"�`��n`R8o:�]n`� R<��x¸måxL��P��M�Im<nq�"�I�{�Vn��¼� � n
�0x��:P�R;��P�måx���U¨�"�I§�§[nqx¸m¸mER;�`��o:U"»¼º�y�R8o-n µ;��³`)0��ï m¼�`R8x��Q

d0 tr diff R〈ū, x, y〉/R〈u, y〉 = 0

���Òn?¢Gn`��»Sx¸mA�`R7����xL�`��n]R<�É��n`R8m-U�mLU`§[n`�M� � VI�¼P�§?x � R�n
I : 1

n`� �:P�R;��P�måx���U4x��M��Uzy�oGP�mJn � R8x
��n�o�§[n`� � ¸ U"��o	x¸o-n9R<�{n$�Un`R8mJn¹U � R7P���x��I� � x ¢9U�o-n`�M��xsn�m¸mJnJ��R<�{nGx��{�"�I�M�MR�n f6 � À��{n��"�I�2�¥U � R�n`�{�Vn� nCm£P¹��o:�"�M�¥��x���x��I� ³`) »Rn"�`�T

d0 tr diff R〈u, y〉/R〈u〉 = 2

°Px��¼P�mJn`§[n`�M��»QmJn"� � n`R�¦hP0�`��x��I�M�{n`R8o:� � R]�`V¥�`��Á`§[nSl2V � oGP�R8måx � R�n ² mJn"� � n`R�¦¹�M�I§9��n"� ¶ �¥�I�M��`R8o���n�x¸m¸m£P;�0mJn"��P���n"�Cm ¸ x��2�`��o�R<§[n`�M��P���x���� � xL���M�I��x?�0mJn ² mJn"� � n`R�¦��:P��¼��n`R8o:� � nQ��o-n"�"��x��I� ¶'�
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(ẏ1 +
b

J
y1)

��*bOÒ*�.






x1 = J
kLey2
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