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Préambule

Dans mon mémoire de D.E.A, j’ai décrit une machine abstraite, extension
de la machine a environnement de Krivine ([3]), qui permettait de réduire
les termes du Ap-calcul de Parigot ([20]). Et j’ai implémenté cette machine
dans un programme écrit dans le langage Caml ([26]).

En continuité avec ce premier travail, j’ai commencé ma thése avec 'idée
d’une recherche sur les mécanismes de contréle en Ap-calcul ou dans un autre
systéme adapté.

Je connaissais les travaux de Manoury et Simonot ([16]) de description
d’une stratégie automatique pour prouver la terminaison de fonctions défi-
nies par des équations récursives. Je savais qu’ils avaient implémenté cette
stratégie dans un programme - Propre - qui permettait de passer des spécifi-
cations d’une fonction & un programme pour cette fonction. Et j’envisageais
de prolonger leur travail en y intégrant la gestion d’un mécanisme de controle
particulier : les exceptions.

Je recherchais donc un systéme de A-calcul permettant d’étendre le sys-
téme AF2 de Krivine ([10]) en y intégrant la gestion des exceptions, et j’ai
commencé par étudier quelques uns des systémes qui ont été proposés en
vue de donner une interprétation logique des mécanismes de contrdle des
langages fonctionnels.

Comme on le verra dans l'introduction, aucun des systémes que j’ai exa-
minés ne convenait au but que je m’étais fixé. Aucun ne procurait les outils
nécessaires pour exprimer de fagon équationnelle les spécifications des fonc-
tions qui m’intéressaient : des fonctions qui, pour étre plus efficaces, dérou-
taient le flux normal de I’évaluation en utilisant des mécanismes d’échappe-
ment.

Insatisfait des solutions existantes, j’ai donc été amené & construire un
nouveau systéme de A-calcul typé dans lequel on puisse exprimer les spécifi-
cations d’une fonction qui utilise les exceptions et en prouver la terminaison.
Dans cette construction j’ai été guidé autant par la fagon dont le langage
Caml gére les exceptions que par I’aspect logique du probléme.

Le résultat est un A-calcul dont le socle est le systéme AF2, mais qui
’augmente d’un ensemble de constructions (A-termes, termes d’individus,
types) permettant de gérer les exceptions.

Ce nouveau systéme a les propriétés attendues habituellement d’un A-calcul
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typé : confluence, forte normalisation, conservation du type par réduction, et
constitue un cadre adéquat pour prouver la terminaison de fonctions.

L’automatisation de la preuve de terminaison n’a pas été tentée, elle
dépassait le cadre de la recherche engagée.

Un résultat surprenant a été obtenu sur ce systéme: il n’est pas basé sur
la logique classique mais sur la logique intuitionniste (plus précisément c’est
le cas d’une traduction du systéme logique dans le calcul des propositions du
second ordre). Cela pourrait remettre en cause la vision dominante des mé-
canismes de contréle comme nécessairement tous liés & la logique classique :
ce n’est peut étre pas le cas des exceptions.



Chapitre 1

Introduction

On sait aujourd’hui 'importance de disposer de programmes dont la cor-
rection est prouvée. L.’une des facons d’obtenir cette garantie de bon fonc-
tionnement est de construire les programmes dans le cadre d’un langage
de programmation un peu particulier: le A-calcul typé. Alors, la corres-
pondance entre formules logiques et types, aussi nommée isomorphisme de
Curry-Howard, permet d’associer a la preuve d’une formule T un programme
de type T.

Longtemps cette correspondance a été restreinte & la logique intuition-
niste. Pourtant on savait ([9]) que toute formule 3¢ prouvable dans I’arith-
métique de Peano est aussi prouvable dans I’arithmétique de Heyting, et,
du point de vue du programmeur, la constructivité est nécessaire seulement
pour cette classe de formules.

Pour étendre la correspondance entre preuves et programmes a la logique
classique, une premiére solution est d’utiliser une traduction (comme celle de
Godel ou celle de Kolmogorov) pour traduire la preuve classique en preuve
intuitionniste et ensuite extraire de la preuve intuitionniste le programme.
Mais, avec cette méthode, le comportement algorithmique du programme
obtenu peut étre trés éloigné de celui que la preuve classique laissait présager.

Une autre solution consiste a trouver des techniques pour extraire direc-
tement le contenu constructif des preuves classiques.

Depuis que Griffin ([7]) a proposé un typage de 'opérateur C de Felleisen
([15]), montrant ainsi que la logique classique était reliée, & travers I'isomor-
phisme de Curry-Howard, aux opérateurs de contréle des langages de pro-
grammation fonctionnelle, de nombreux auteurs ont introduit de nouveaux
systémes en vue d’étudier le contenu calculatoire de la logique classique, ou de
donner une interprétation logique des mécanismes de contréle des langages
fonctionnels. Nous étudions plus en détail trois de ces systémes: /\(;;L le
calcul de P. de Groote ([5]), le A.-calcul de Krivine ([13]) et le Ap-calcul de
Parigot (]20]).
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1.1 /\e—ﬁ] de P. de Groote

Dans [5] P. de Groote décrit un A-calcul simplement typé basé sur un
mécanisme de capture des exceptions a la ML.

Le langage ML ([24]) ne différe du langage Caml - étudié plus loin (para-
graphe 1.4) - que sur des points non significatifs pour notre propos, aussi nous
commencons directement par ’analyse théorique de la gestion des exceptions
en ML telle que la fait P. de Groote.

1.1.1 Exceptions en ML

La construction des exceptions peut se décrire par la régle de typage:
si I'lFm: Ezn alors T'lF(raise m): T pour tout type T.

La propagation des exceptions peut se représenter par les deux régles
de réduction:

(v (raise m)) — (raise m)

((raise m) n) — (ratse m)

ou v représente une valeur, et m et n des termes quelconques.

La capture des exceptions peut étre décrite par la régle de typage:
si [lFm:T et U'lkn: Ean — T alors I'lFm handle n:T
(la construction m handle n de ML est ’équivalent de try m with n de

Caml).

1.1.2 Modification de ML

A cause de la régle de typage de (raise m), de Groote identifie le type
des exceptions Fzn avec le type logique L. Mais alors, si on veut préserver la
consistance logique du systéme de typage, la déclaration d’un constructeur
d’exceptions ne peut étre effectuée au niveau supérieur : elle n’a de sens que
si elle peut étre déchargée. D’autre part la régle de typage de handle doit
intégrer le fait que n n’est pas une expression mais un filtrage.

Une nouvelle régle de typage corrige ces problémes:

sily:A = Fantm:T et I',z: AFn:T alors I'Hlet y:—=A in m handle
(y z) — ntel:T.

Si on identifie le type Ezn avec le type L, et si on se souvient que
A— L= A, on voit que cette régle est une régle d’élimination du V dans
le cas du tiers exclu, donc appartient a la logique classique.

1.1.3 Le )-calcul

L’ensemble T des types est défini par la grammaire :
T::=A|L]|(T—T)ou A désigne un type de base.
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EXN

I’ensemble t des termes est défini, a partir des A-variables notées x, et
des variables d’exception notées y par:

trr=a|y|Azt]|(tt)]| (raiset)|let y:—A int handle (y ) — ¢ tel.

[’ensemble v des valeurs est lui défini par v: : =2 |y | Azt | (y v).

Les régles de typage sont ’axiome, I'introduction et ’élimination du
connecteur — ainsi que les deux régles vues plus haut: typage de raise et

handle.
Le systéme logique correspondant & ces régles de typage est consistant
par rapport & la logique classique (propositionnelle), il est méme complet.

Les premiéres régles de réduction proposées par de Groote sont les
suivantes (v, v1 et vg sont des valeurs, m et n des termes):

— la f-réduction par valeur (Az m v) = m[z: =v]

— deux régles de réduction de raise
(v1 (raise vy)) — (raise vy)

((raise v) m) — (ratse v)

— trois régles de réduction de handle
let y:—=A in v handle (y z) — n tel — v
let y:=A in (raise (y v)) handle (y ) — n tel — n[z:=1v]

let y:=A in (raise (z v)) handle (y z) — n tel — (raise (z v)) (si

zF#y).

Elles peuvent étre reliées a des réductions de preuve. Donnons en deux
exemples.
La premiére régle de réduction de raise a pour interprétation logique le
passage de la preuve:
oy L
kv : A— B ['F(raise vg) : A
I'F(vy (raise vg)) : B

Raise

App

3 la preuve:
oy L

['F(raise vy) : B

Raise

La seconde régle de réduction de handle a pour interprétation logique le
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passage de la preuve:

v:A A
Iy :—AF(yv): L PP
Raise
'y :—Ab(raise (yv)): T Iya:Abn: T
Handle
I'Hlet y : =A in (raise (y v)) handle (y z) — n tel : T

3 la preuve:

r:Arn: T -v:A
[Fnfz:=v]: T

Subs

Malheureusement ces régles ne donnent pas la propriété de conservation
du type: a cause du caractére local de la déclaration de y, des variables liées
peuvent devenir libres dans la réduction. P. de Groote modifie donc les régles
de réduction et obtient avec les nouvelle régles, que nous n’exposerons pas
ici, la confluence et la préservation du type, ce qui lui assure que I’évalua-
tion d’un terme typé, ne donnera pas une exception non capturée. Et ceci
dans un A-calcul typé dont il montre que la sémantique opérationnelle reste
équivalente a celle de ML pour toutes les valeurs non exceptionnelles.

En résumé, /\a est un A-calcul basé sur la logique classique : sur une
interprétation calculatoire de I’élimination du tiers exclu. Il refléte, au prix
de quelques complications, la sémantique du langage ML.

Mais il ne peut convenir a notre projet parce qu’il est basé sur le calcul
des propositions et non sur le calcul des prédicats: les types de notre systéme
doivent évidemment inclure des termes d’individus, si on veut pouvoir 1’'uti-
liser pour prouver des programmes. Nous avons tenté d’étendre /\—> en un
sytéme ot les types seraient des formules du calcul des prédicats du second
ordre, mais nous n’avons pas réussi dans cette tentative qui est évoquée au
paragraphe 1.5.2.

1.2 Le M\.-calcul de Krivine

Dans [12] Krivine décrit une extension a la logique classique du systéme
AF2 ([10], [14]) : il ajoute aux A-termes habituels une constante C' de type
VX (—1—1X - X ) .

Les régles de réduction sont celles de la C-réduction de téte :
— Azt ity oty b(ufw =]t - t,)
— (Ctty -ty (t Az (2 ty -~ -1y)).

L’instruction ezit[.] du langage de programmation C peut étre représen-
tée par le terme Ay (C' Az y) dans le sens suivant : soit t un terme dont un
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sous terme est (C' Az u) ; si, durant Pexécution (la C-réduction) de t, le sous
terme arrive en téte, t a pris la forme (C' Az u t; - - -¢,,) et va donc se réduire
a(Azwu Az (zty---t,)) puis a u.

Le systéme de typage est celui de AF2 dans lequel la constante C' a tou-
jours le type VX (==X — X), et on note ' ££: T au lieu de I', C: VX (——=X —
X) bt T.

Dans ce systéme on peut attribuer au terme Ay (C' Az y), présenté plus
haut comme une représentation de Iinstruction ezit[.], le type VX (L — X)
qui est la régle de ’absurde de la logique intuitionniste.

Mais, en A.-calcul , seul le type L est conservé dans la C-réduction.

Dans AF2 (et dans le systéme que nous construirons), on sait qu’un
terme t de type N[a] dans le contexte vide se réduit a un entier de Church.
Ce n’est plus vrai en A.-calcul calcul, on doit utiliser les opérateurs de mise
en mémoire (définition 8.1.1) pour obtenir I’entier de Church a partir d’un
terme de type Na].

Le résultat exact est précisé par le lemme suivant : soit T est un opérateur
de mise en mémoire pour N et f une variable quelconque: si Ft: N[s"(0)]
alors (T' f t) —, (f u) ot u est se réduit a 'entier de Church n.

En fait on a un résultat plus fort: pour chaque entier n, il existe un
A-terme u,, équivalent & n, tel quesi Ft: N[s”(0)] alors (T" ft) —, (f u) ot u
est obtenu & partir de u,, 4 ’aide d’une substitution : u = w,[z1: =t1, -+, 2, =t,].

Deux caractéristiques du A.-calcul peuvent étre génantes si on veut I'uti-
liser comme base d’un systéme comme celui que nous projetons.

La stratégie de réduction du A.-calcul est fixée: on doit réduire de téte,
ce qui signifie que les régles de réduction sont globales, elle s’appliquent
seulement au terme tout entier.

S’il est logiquement satisfaisant, le A.-calcul n’assure que partiellement
la conservation du type (seulement pour le type L) ce qui oblige & considé-
rer que seuls les programmes de type L sont exécutables, les programmes
d’un autre type sont des modules qui servent & construire les programmes
exécutables mais ne sont pas exécutables eux mémes. Et on doit envisager
’existence d’un programme E (une sorte de systéme d’exploitation) de type
N — 1 a qui on confiera ’entier a calculer et qui en supervisera I’exécution
et affichera le résultat ou le transmettra a un autre programme.

Pour ces deux raisons, le A.-calcul n’est pas un bon modéle des langages
de programmation fonctionnels. C’est, comme le dit d’ailleurs J. L. Krivine
([12]), un modéle des langages de programmation impérative.
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1.3 Le Ap-calcul de M. Parigot

Michel Parigot a proposé (|20]) un A-calcul typé: le Au-calcul , fondé sur
un systéme de déduction particulier la déduction naturelle classique (CND).

1.3.1 La déduction naturelle classique

La CND est un systéme de déduction naturelle & conclusions multiples
obtenu en particularisant la «free-deduction» ([19]).

Les formules sont construites avec les opérateurs logique: =, —,V (quan-
tificateur universel du premier et du second ordre).

Les régles de réduction (présentées avec des séquents) sont I’axiome et
I'introduction et I’élimination des connecteurs —, V et —. Le systéme est
classique parce que les séquents sont & conclusions multiples.

L’interprétation algorithmique de la CND suit la procédure d’élimination
des coupures. Mais, dans ce systéme, il y a deux coupures: une coupure
logique qui est celle de la déduction naturelle intuitionniste et une coupure
structurelle spécifique de la CND. La coupure structurelle apparait lorsque
la conclusion est momentanément laissée inactive, puis est reprise comme
formule principale dans I’application d’une régle; c’est la possibilité que I’on
s’est donné d’avoir dans les séquents plusieurs termes en partie droite qui est
a l'origine de cette coupure.

La coupure structurelle relative au connecteur — est la suivante. La
preuve :

(d1)
Fl FA — B, Al
dy)  ————(ds)
F2 "A—}B,AQ Fg"A,AgR
F27 FS |_B7 A27 AS

se réduit en la preuve:

(d) ———— (d3)
Fl "A—}B,Al Fg"A,AgR

F17F3|_B7A17 AS
F27F3 }_B7A27A3

(d2)

1.3.2 Le Ap-calcul

La présentation que nous donnons ci-dessous du Ag-calcul n’est pas exac-
tement celle de [20], mais c’est celle qui est aujourd’hui généralement adoptée
(voir par exemple [4] ou [23]).

La syntaxe des termes est la suivante:
T:: =z|AaeT|(T T)|pa [B]T (x est une A-variable, a et § deux p-variables).
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La réduction comporte trois régles:

— deux régles déduites de la réduction des deux coupures

— f-réduction: (Az u v) —, uz: =]
— p-réduction: (po u v) =, po uljo]w: =[a)(w v)]
dans u on remplace chaque sous-terme w de nom « par (w v)

— et une régle de renommage des p-variables: [a]uf u —, u[f: = a].

La réduction ainsi définie est confluente.

Un contexte est de la forme I'; A ot I' désigne I’ensemble des déclarations
des A-variables et A désigne ’ensemble des déclarations des p-variables, avec
la condition: si a: B € A alors B est de la forme —A.

Les régles de typage sont, outre "axiome, I'introduction et I’élimination
des connecteurs —, V, les deux régles:

p-abstraction si I'yA,a:=AEt: L alors I Ak pa t: A
p-application si ' A, : =AkEt: Aalors ' AR [a] #: 1
On montre que le type est préservé dans la réduction.

On peut écrire en Ap-calcul calcul des termes susceptibles de représenter
les opérateurs de contréle classiques.

Le terme C' = Ay pa [B](y Az pd [a]z) a le type VX (==X — X) et le
fonctionnement suivant: (C' u ty ---t,) =, pa[f](u Az péla](z ty---t,)). 1l
a donc un comportement proche de celui de I'opérateur C' de Felleisen ([15]).

Le terme CC' = Ay pa [a(y Az pd [a]z) a le type (A — B) - A) — A
et le fonctionnement suivant :

(CC w ty---t,) =, po [o]((w Az pd [@](z t1--+t,)) t1---1,). Il a donc
un comportement proche de celui de I'opérateur call/cc du langage Scheme.

En Ap-calcul (comme en A.-calcul ), un terme t de type N[a] dans le
contexte vide ne se réduit pas nécessairement a un entier de Church. Mais
les opérateurs de mise en mémoire peuvent servir a reconnaitre ’entier de
Church caché derriére le terme t (ce résultat a été exposé dans la paragraphe
relatif au A.-calcul ).

Nous verrons plus loin plus en détail en quoi le Ap-calcul ne convenait
pas a notre projet, disons simplement que son indifférence au équations - il
ne comporte pas de régle permettant de remplacer un terme d’individu par
un autre terme égal - ne nous permettait pas de lui faire jouer le réle d’un
systéme de preuve de terminaison de fonctions.

Dans la construction de mon systéme, si j’ai commencé en étudiant les
sytémes de A-calcul existants, j’ai toujours eu présent & I’esprit, non comme
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un modéle mais comme un exemple de réalisation possible, un langage de
programmation fonctionnel qui pratique la synthése de type et qui posséde
un mécanisme de controéle basé sur les exceptions : Caml. Nous donnons donc
une description informelle de la gestion des exceptions dans ce langage.

1.4 Exceptions en Caml

Déclaration En Caml ([27]) les erreurs sont des valeurs & part entiére du
langage, elles appartiennent & un type somme prédéfini exn et on les appelle
des valeurs exceptionnelles.

Il existe en Caml des constructeurs d’exceptions prédéfinis, par exemple
Failure est un constructeur prédéfini d’exceptions de type string -> exn.
Mais on peut ajouter de nouveaux constructeurs au type exn, ils sont alors
déclarés comme dans le cas d’un type somme. Par exemple la déclaration :
exception alpha of int crée un constructeur alpha de type int -> exn.

Levée Les exceptions sont construites a l'aide de la fonction prédéfinie
raise qui a le type exn -> a (pour un type a quelconque).

[’exception est déclenchée, on dit aussi dressée ou levée (comme dans
«lever une perdrix»), lorsque I’expression raise (alpha 3) est évaluée: le
calcul en cours est interrompu et I’expression raise (alpha 3) est propagée.
Si, dans les calculs suspendus, I’exception n’est pas récupérée (voir plus loin),
I’évaluation s’arréte au niveau global. L’exception et la valeur transportée
sont alors affichées a ce niveau. Par exemple :

1 + raise (alpha (2+3));;
# Uncaught exception: alpha 5

Capture Une exception peut étre récupérée et analysée de facon & décider
de quelle maniére terminer le calcul qui a provoqué la levée de ’exception.
La construction try e with filtre permet cette capture des exceptions:
si e s’évalue sans déclenchement d’exception, c’est la valeur de e qui est
retournée, si une valeur exceptionnelle est levée pendant I’évaluation de e,
alors cette valeur est filtrée avec les clauses de filtre (qui doit donc opérer
sur des valeurs de type exn).

Exemple Considérons la fonction tete qui renvoie la téte d’une liste si la
liste n’est pas vide et une valeur exceptionnelle sinon. Ecrivons une premiére
fonction tetel:

let tetel = function
[ 1 -> raise (Failure "vide")
| x::_ > x 3
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Le compilateur lui attribuele type: # tetel : ’a list -> ’a = <fun>. La
fonction tetel accepte donc comme paramétre aussi bien une liste d’entiers :

tetel [1; 2] ;;
#- : int =1

qu’une liste de booléens :

tetel [true; false] ;;
#- : bool = true

dans le cas d’une liste vide elle renvoie une exception :

tetel [] ;;
# Uncaught exception: Failure "vide"

Mais ’exception peut étre capturée:

let tete 1 = try (tetel 1) with (Failure "vide") -> 0 ;;
# tete : int list -> int = <fun>

Remarquer que, cette fois, le type de la fonction indique qu’elle opére ex-
clusivement sur les listes d’entiers (pour que la valeur renvoyée dans le cas
général c’est & dire la téte de la liste soit cohérente avec la valeur 0 renvoyée
en cas de liste vide). [.’exception est bien capturée:

tete [1 ;;
#- : int =0

Cependant, dans cet exemple, la capture de I’exception est artificielle puisque,
lorsque la liste est vide, que peut-on renvoyer d’autre qu’une exception?

Il faut remarquer que Caml a considéré la fonction tetel comme bien
typée, puisque raise (Failure "tete") est, d’aprés la régle de typage de
raise, d’un type quelconque. Pourtant I’évaluation de tetel avec comme
paramétre la liste vide produit une valeur exceptionnelle non capturée. On
voit donc que le fait qu’une fonction soit typée par Caml d’un type a prior:
sans surprise ne nous donne aucune garantie que I’évaluation de cette fonc-
tion ne produira pas une valeur exceptionnelle. C’est, de notre point de vue,
une caractéristique de Caml que nous devrons impérativement éliminer dans
notre systéme si nous voulons que le typage serve de preuve de correction
des programmes.

Produit des entiers d’un arbre Le type d’un arbre binaire d’entiers se
définit en Caml par:

type arbre =

F of int
| T of arbre * arbre ;;
# Type arbre defined.
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On peut ensuite définir récursivement le produit des entiers contenus
dans un arbre:

let rec prod = function

(Fn) ->n
| T (g ,d) -> (prod g) * (prod 4) ;;
# prod : arbre -> int = <fun>

prod (T(T((F 1), (F 0)), (F 2))) ;;
#- : int = 0

Le produit dit rapide est un exemple classique d’utilisation des ex-
ceptions, non pour signaler une erreur, mais comme un mécanisme normal
de programmation : pour accélérer le calcul lorsque la donnée s’avére d’une
forme particuliére. Nous le programmons dans notre A-calcul au paragraphe
8.3.2.

En Caml il se programme en deux temps. La fonction prodrapl renvoie
une exception dés qu’une feuille de ’arbre renferme la valeur 0, remarquer
que dans ce cas le calcul du produit des entiers est interrompu: la valeur
exceptionnelle est propagée. La fonction prodrap se contente de capturer
I’exception éventuelle produite par prodrapl et, dans ce cas, de rendre la
valeur 0.

let rec prodrapl = function

(F n) -> if (n =0) then (raise (alpha 0)) else n
| T (g, d) -> (prodrapl g) * (prodrapl d) ;;

# prodrapl : arbre -> int = <fun>

let prodrap a = try (prodrapl a) with (alpha x) -> x ;;
# prodrap : arbre -> int = <fun>

La fonction prodrapl, bien que le type calculé par Caml pour le résultat
soit int, peut produire une exception non capturée :

prodrapl (T(T((F 1), (F 0)), (F 2))) ;;
# Uncaught exception: alpha O

Ce n’est plus le cas de la fonction prodrap, elle capture ’exception :

prodrap (T(T((F 1), (F 0)), (F 2))) ;;
#- : int =0

Cet exemple montre qu’en Caml, le type - le méme pour les deux fonc-
tions - ne peut rendre compte pleinement du comportement - différent pour
les deux fonctions.
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1.5 Un autre systéme?

Comme nous 'avons dit dans le préambule, aucun des systémes examinés
ne nous a semblé convenir comme base d’un systéme de preuve de terminaison
de fonctions, si on veut pouvoir utiliser un mécanisme de contréle comme
les exceptions. En effet aucun ne nous donnait les outils nécessaires pour
exprimer de fagon équationnelle les spécifications d’une fonction intégrant
des exceptions.

1.5.1 Produit rapide

Pour montrer ce que nous souhaitons pouvoir faire, reprenons I’exemple
du produit rapide, que nous avons proposé en Caml (1.4), et que nous traitons
en détail au paragraphe 8.3.2.

Le produit des éléments d’un arbre binaire d’entiers est défini classique-
ment par les équations: h(feu(n)) = n et h(tree(g,d)) = prod(h(g), h(d)).

Le calcul de la fonction A est cependant rendu plus efficace si on remarque
que lorsque 'on rencontre, sur 'une des feuilles de I’arbre, 'entier zéro, il
est inutile de continuer: le résultat final est alors connu, c’est zéro. Mais
comment exprimer formellement cette définition intuitive du produit rapide?

Une premiére voie possible serait de spécifier le produit rapide par une
formule mathématique. Par exemple le produit efficace pe(l) des éléments
d’une liste [ d’entiers pourrait étre défini par: (A — pe(l) = 0) V (-4 —
pe(l) = p(l)) ot p(l) est le produit habituel des éléments d’une liste et A
la formule In(n € N — item(n,l) = 0) (avec item(n,[) n-itme élément de
la liste 1). Reste a extraire de cette spécification un A-terme . C’est proche
de ce que fait un systéme comme Coq ([2]), et c’est sans doute une piste
prometteuse, mais nous n’avons pas exploré cette voie, car nous voulions
rester dans un cadre proche de AF2.

L’autre possibilité, celle que avons choisie, consiste & prolonger le mode
de définition des fonctions utilisé dans AF2, les équations (ou formules équa-
tionnelles), en créant de nouvelles constantes pour écrire les termes d’indivi-
dus nécessaires. Les équations définissant le produit efficace des entiers d’un
arbre prennent alors I’allure informelle suivante.

— f'(feu(n)) = 0" si n est égal a zéro et f'(feu(n)) = n sinon (le terme
0 représente le fait qu’on a rencontré zéro dans I’arbre et qu’on ne doit
donc pas poursuivre le calcul)

- f'(tree(g,d)) = prod'(f'(g), f'(d)) avec prod'(z,y) = dans le cas ou
z ou y est 0" alors 0/, dans les autres cas prod(z,y) (la valeur 0’ ne
doit pas étre traitée comme un entier, en sa présence les calculs sont
interrompus, et 0" est propagé)
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— f(a) est le résultat du calcul suivant : si f/(a) est 0’ alors f(a) est zéro
sinon f(a) est f'(a)

Aucun des calculs examinés précédemment : /\a , Ap-calcul ou A.-
calcul ne nous permettait d’exprimer directement de facon satisfaisante les
spécifications d’une fonction comme le produit rapide. Le premier, en effet,
est un calcul simplement typé ce qui est rédhibitoire. Le second ne prend
pas en compte de facon explicite les équations. Le A .-calcul utilise le méme
type d’équations que AF2, trop restreintes pour ['usage que nous voulons en
faire.

Nous avons fait de nombreuses tentatives pour étendre ces systémes de
fagon a pouvoir y gérer les exceptions. Il serait fastidieux de les décrire
ici. Nous nous contenterons de donner, dans chacun des trois systémes, un
exemple de terme calculant le produit rapide et de montrer les difficultés
qu’il y aurait a le typer.

1.5.2 Exemples de termes

En /\e—x—;L calcul Le terme «naturel» pour le produit rapide des entiers
d’un arbre est :

t= Nalet y:=Nin (a v u) handle (y ) — x tel avec v = Mg Ad (P y z)
et w = An((Z n) (raise (y 0)) n) (le terme Z effectue le test a zéro d’un
entier, et le terme P calcule le produit de deux entiers: voir page 99 pour
une définition plus précise).

Il a le bon comportement. Soit d I’arbre Af Az (f (f (z 1) (z 0)) (z 2)),
alors (dvu) — - - (raise (y 0)) et donc (t d) — let y : ~Nin(raise (y 0))handle
(y z) — z tel — 0.

Examinons son typage, dans une généralisation de /\e—ﬁl qui permettrait
de traiter le type de données des entiers (V) et celui des arbres d’entiers (AN)
- mais sans utiliser de termes d’individus.

Montrons que le terme t a, dans le contexte vide, le type AN — N :

—y:-NHF(raise (y0)): Ndoncy:-Ntu: N — N,et Fv: N,N —
N,donca: AN,y:-NF(avu):N;

—onaaussi (2) z: Nkz: N;
— donc (typage de handle) a : AN Flet y : = Nin (a v u) handle (y z) —
ztel : N.

Mais les difficultés apparaissent lorsqu’on tente de passer a un typage
avec termes d’individus.
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En effet, si 'on veut typer (y 0), il faut que y puisse avoir le type =N |[0].
Et d’autre part il faut, a cause de (2), que z puisse avoir le type N[f(a)]
(f(a) est le produit rapide des entiers de I’arbre a).

Il nous faudrait donc trouver un type A tel que y : =AkFy : =N[0] et
z : Atz : N[f(a)]. Ce serait possible si on pouvait exprimer de fagon formelle
le raisonnement «lorsque (raise (y 0)) est utilisé c’est que I'arbre a posséde
une feuille nulle et alors f(a) = 0» car alors on pourrait choisir A = N[f(a)].

Modifions le terme t pour obtenir le terme #' < Aa : - Niny(ayvyu)
handle (y z) — 0 tel avec le méme sous-terme v que dans ¢ et avec u =
An ((Z n) (raise (y 3)) n). Le terme t' calcule lui aussi le produit rapide,
mais comment le typer?

1.5.3 En J).-calcul ou My-calcul

Un terme possible pour le produit rapide des entiers d’un arbre:

t = Xa (CC M (a v u)) avec v =AgAd (T g (T d Mz Xy (P y z))) et u =
An (7 m) (f 0) n).

En A.-calcul , on peut considérer que CC' est une constante de type
((A — B) - A) — A qui vérifie la régle de réduction (CC ¢ t1---t,) >
(t Az A(z t1---t,) t1---t,). ot A est elle méme une constante et vérifie la
régle de réduction (At ty---t,) > t.

En Ap-calcul , CC' et A sont deux termes qui ont été définis au para-
graphe 1.3.2, ils vérifient les régles de réduction précédentes.

Le terme t a le bon comportement. En effet, avec les mémes notations
qu’au paragraphe 1.5.2, on a:

(td) = (dvu)oud =ul[f:=Az Az g)].

Or (dvu)—---(Az Az g) 0), donc (¢t d) — (Az Az 0) — A0 — 0.

Essayons de typer t. Dans le systéme de typage F, enrichi de la constante
CC de type ((A — B) - A) — A, le terme ¢ a, dans le contexte vide, le
type AN — N.

Eneffet: f: N - NFu: N —- Net Fv: N, N = N donc, en rempla-
cant X par N dans AN VX ((X,X = X),(N = X) — X), on obtient
a: ANF(a v u) : N soita: ANFAf(avu): (N - N) - N et donc
(CC Af(avu)):N.

Mais le terme ' obtenu en remplagant, dans ¢, le sous-terme v par
AgAd (P y z), aurait lui aussi le type AN — N. Pourtant il n’a pas le
bon fonctionnement. Comment justifier la nécessité des opérateurs de mise
en mémoire?

D’autres difficultés adviennent lorsqu’on tente de typer ¢t dans le systéme
AF2 enrichi de CC, toujours de type ((A — B) - A) — A.
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Quel type donner & f? Nécessairement le type N[0] — N[?] si I'on veut
pouvoir typer (f 0), mais aussi le type N[f(a)] — N[7] si l'on veut que
(CC Af (a v u)) ait le type N[f(a)].

La aussi - comme pour le /\6—; calcul - le systéme devra permettre
d’exprimer de facon formelle le raisonnement «lorsque (f 0) est utilisé c’est
que ’arbre a posséde une feuille nulle et alors f(a) = 0» si on veut pouvoir
donner un type a la variable f.

Le terme t peut s’écrire uniquement a I’aide de la constante C, puis-
qu’on sait qu’on peut choisir CC' = Az (C' Ay (y (z Az A (y 2)))) et A =
Ay (C Az y). Le terme obtenu est typable dans le systéme F enrichi de la
constante C' de type ==X — X. Mais, dans le A.-calcul ou le Ap-calcul | il
n’est pas plus facile a typer que ¢.

N’ayant pas pu utiliser les systémes de A-calcul précédents, nous propo-
sons dans la suite un nouveau systéme de A-calcul typé - Fx2 - construit
comme une extension de AF2, et qui intégre un mécanisme de gestion des ex-
ceptions ce qui permet de construire des programmes prouvés plus efficaces.

1.6 Plan

Le reste du document est organisé de la facon suivante.

Le chapitre 2 décrit le A-calcul pur et montre la confluence de la réduction.

Le chapitre 3 définit le systéme de typage: les types sont des formules
d’un calcul des prédicats du second ordre avec constantes (de relations et de
fonctions).

Le chapitre 4 montre la forte normalisation de Fz2 en la ramenant a
celle d’un systéme de A-calcul typé dérivé ou les formules sont sans premier
ordre.

Dans le chapitre 5 nous prouvons une propriété de conservation faible du
type: la présence dans le systéme de typage d’une régle d’introduction de
V empéche la préservation du type par réduction, une forme de réduction
uniforme doit étre construite par laquelle le type sera préservé.

Dans le chapitre 6 nous montrons que Fz2 constitue un cadre satisfaisant
pour la programmation. Si un terme est de type N, alors il se réduit a
un entier de Church: le type N - par exemple - garantit donc qu’on ne
peut obtenir une exception non capturée. Si les équations des fonctions a
programmer sont consistantes sur leurs ensembles de définition, alors un
terme qui a le bon type constitue bien un bon programme c’est a dire calcule
bien la fonction dont il a le type.

Dans le chapitre 7 nous relions réduction des A-termes et réduction des

preuves, et nous montrons que la formule ==X — X n’est pas démontrable
dans Fz2 .
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Le chapitre 8 décrit quelques exemples de fonctions faisant usage des ex-
ceptions et donne des termes de F'z2 qui constituent des programmes (prou-
vés) pour ces fonctions.
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Chapitre 2

Le A-calcul pur

Nous allons contruire un nouveau A-calcul qui nous permettra d’utiliser
des exceptions (d’entiers, de booléens . .. ), et que nous nommerons pour cette
raison Fz2 . Dans ce chapitre, nous définirons successivement la construc-
tion des termes et leur réduction, et nous montrerons la confluence de cette
réduction.

2.1 Les termes

En plus des termes du A-calcul ordinaire, nous utilisons de nouvelles
constructions dans le but de représenter les exceptions.

2.1.1 Dénominations de type

Chaque algébre de termes peut étre nommée par un symbole que nous
appellerons symbole de données. Par exemple, N et B sont les symboles de
données associés respectivement aux algébres de termes des entiers et des
booléens. Nous écrirons D pour désigner un symbole de données quelconque.

Nous appellerons dénomination de type un symbole de données indicé,
comme N; ou By et nous considérerons que les deux dénominations de type
Ni et Ny sont différentes.

Nous tolérerons enfin de ne pas noter I'indice d’une dénomination de
type si, dans les termes utilisés, il n’y a qu’une seule dénomination de type
associée a un symbole de données particulier.

2.1.2 Termes

Définition 2.1.1 On dispose d’un ensemble dénombrable de variables.
La syntaxe des éléments de l’ensemble T est donnée par la grammaire
sutvante, ot r désigne une variable, et o une dénomination de type :
T::=z| XeT| (T T)| ex(T)| 7o(T,T). L’ensemble A des termes de
FEz2 est le quotient de l’ensemble T par la relation d’ a-équivalence ([10]).
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S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera aussi u v le terme (u v), et uty---t,
le terme ((u t1) ---t,).

2.2 Réduction
On définit, sur Ag, une relation de réduction notée § ou —; .

Définition 2.2.1 On dit qu’un terme est un redex s’il est de 'une des
formes suwivantes, et on définit alors son contracté:

- (Az u v) de contracté u[z: =v].

(ealu) v) de contracté e, (u)
- To{Az u,v) de contracté Az u
— Tolea(u),v) de contracté (v u)

— To(eg(u),v) de contracté eg{u) (si o # 3)

On peut vérifier que, si deux redex sont a-équivalents, leurs contractés le sont
aussi. La notion de contracté est donc bien définie sur Ag .

On définit ensuite une relation binaire §g (notée aussi —;, ) sur Ag :on
aura t 8o t’ si t’ est obtenu en contractant un redex de t. On peut donner de
do une définition plus opérationnelle.

Définition 2.2.2 Sit et t’ sont éléments de Ap, on définit t 8o t' par in-
duction sur la complexité de t:

si t est une variable, t 8 t' est faux
—stt=Azu, alorstdogt ssit' = Az u' et udg

— sit=ey(u), alors tdgt' ssit' =e,(u') et udg v
- sit= (uv) alorstdpt’ ssi

- out' = (u' v) avec udg v’
- out' = (uv') avec v’
- ouu=Azw et = wz:=1]

—ouu=c¢e,{w) ett =e,(w)

sit = 1o(u,v) alors t 6o t' ssi

—out' =T1,(u',v) avec udgu'

- out' = 1,{u,v") avec v’
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—ouvu=Arwett =Arw
- ouu=c¢c,(w) ett = (v w)
- ouu=¢eg(w) avec B # a et t' = eg(w)
On définit ensuite la relation 8, notée aussi —;, (§-réduction ) comme la

plus petite relation binaire réflexive et transitive contenant &g , et la 6-équiva-
lence (notée ~5) comme la plus petite relation d’équivalence contenant &g .

On peut caractériser assez simplement la §-réduction , aprés avoir rappelé
ce que veut dire passer au contexte pour une relation sur Ag .

Définition 2.2.3 Une relation binaire R sur Ap passe au contexte si elle
est réflexive et st on a:

tRt' = MztRXMxt

tRt = e,(t) Rea(t')

-~ uRu,vRV = (uv)R(u v)

wRu v RV = 1,(u,v) R, (u,v')

Lemme 2.2.4 La é-réduction est la plus petite relation binaire transitive R
qui passe au contexte et telle que, quels que soient les termes u et v, quelles
que soient la variable x et les dénominations de type (différentes) o et 3, on
ait:

- (Azuv) R ulz:=v]

(€a(u) v) Rea(u)
- To(Azu,v) RAz u
- Talep(u), v) Rep(u)

Ta(alu), v) R (v u).

Preuve 1l est clair que la §-réduction passe au contexte. Inversement, soit
R une relation binaire qui passe au contexte et telle qu’on ait les réductions
citées dans I’énoncé du lemme. On montre facilement, par induction sur
t, que t 8ot = t Rt'. La relation R contient donc &g, mais alors R qui est
transitive contient & puisque & est la plus petite relation transitive contenant

do - 0
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Définition 2.2.5 Un terme est dit normal s’il ne contient aucun redex.

Nous préciserons plus loin la forme générale d’un terme normal.

2.3 Confluence de la réduction
Nous montrons I’équivalent du théoréme de Church-Rosser pour Fz2 .
Théoréme 2.3.1 La §-réduction est confluente.

On en déduit que les termes normalisables ont une forme normale unique.

La d-réduction est un systéme de réécriture. Au prix de quelques re-
formulations des régles, on peut faire de ce systéme un CRS (combinatory
reduction system) orthogonal et en déduire la confluence. Cette méthode
de preuve est présentée dans ’annexe B, mais nous avons préféré donner,
ci-dessous, une preuve plus classique de la confluence de la é-réduction, en
utilisant la technique des réductions paralléles.

Pour prouver le théoréme nous allons construire une relation p dont
nous montrerons successivement qu’elle est confluente et que sa cloture tran-
sitive est la relation de d-réduction . Cela suffira & prouver notre théoréme
puisque nous savons que si une relation binaire est confluente, alors sa cloture
transitive l’est aussi ([10]).

2.3.1 Une autre réduction

Définition 2.3.2 Les éléments de p sont les couples de termes obtenus en
appliquant les régles suivantes et elles seules :

réflexivité: t pt
p. (p passe au contexte) :

1.upu = dzupizu
2. upu = e, (u) pea(u)
3. upu vpv = (uv)p(u v)

4. upu vpv' = m,(u,v) prou’, v’
pr s upu vpv = (Azuv)pufz:=0]
pe : upu = (£4(u) v) pea(u)
pr : stupu ,vpv alors:

1. o {ea(u),v) p (v o)
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2. To(eg(u),v) peg(u’) st a #
3. To(Az u,v) p Az

Le premier résultat est presqu’immeédiat.

Lemme 2.3.3 La cloture transitive de p (p*) est égale a la §-réduction .

Preuve

— On montre t —,# = t—;t' par récurrence sur la complexité de t, en
distinguant selon la derniére régle appliquée.

— Si c’est la régle A\, on a u—, v, v—, v’ donc par hypothése de ré-
currence u —; u', v —; v’ et donc (passage au contexte) Az u —; Az u’
puis (Az uv) = (Az v’ v'). Le lemme 2.2.4 nous donne (Az v’ v") —;
u'[z: =v'] et permet de conclure.

— Si c’est la régle ¢, on a u —, u’ donc par hypothése de récurrence
ealu) =, e, (u') puis (e, (u) v) =5 (e (u) V) 2564 (W').

— Si c’est la régle 7, on a u—, u’, v —, v et, dans le premier cas, par
passage au contexte, T, (g, (u), v) = To(ea(u'),v'), puis (lemme
2.2.4) 1o(eq(u’),v") =5 (v u’) (les deux autres cas ne sont pas
traités car trés semblables).

De p C 6 ondéduit p*C §*= 4.

— On montre ¢t —;, t' = t —,t par récurrence sur la complexité de t. 1l
suffit d’examiner les différents cas de la définition 2.2.2. Par exemple
sit = (Azuwv)ett = u[z:=v], on applique la régle p) & u—,u et
v—, V.

De 8¢9 C p on déduit dg* C p*, et donc § C p* puisque & est la
cloture réflexive de 8¢ * et p* est réflexive.

0

Quelques lemmes sont nécessaires avant de pouvoir montrer la confluence
de la relation p.

2.3.2 Lemmes

Le premier lemme permet de donner la forme de t’, réduit de t par la
relation p, selon celle de t.

Lemme 2.3.4 Soient deux termes t et t’ tels que t —, 1" :
- sit=ux alorst' =z

- sit=Azu alorst' = Xz et u—, v
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- sit = (uv) alors
- soitt' = (v V') et u—,u',v—, 0
~ soitt' = w'z:=0"] et u= Az w avec v—, v, w—,w
— soit t' = e, (w') et u=e,(w) avec w—, w'
- sit=¢e,(u) alors t' = e, (u') et u—, v
- sit = 1,(u,v) alors
= soit t' = 1, (v, V) et u—, v, v,V
~ soitt' = Az w' et u= Az w avec w—, w'

- soit t' = eg(w') et u=eg{w) avec w—,w' et a #

soit t' = (v w') et u=¢e,(w) avec v—,v',w—, w

Preuve Le lemme se démontre sans difficulté par récurrence sur le nombre
de régles utilisées dans la réduction ¢ pt’, en considérant la derniére régle. O

Lemme 2.3.5 Siu—,u et v—, v alors ulz: =v] =, u'[z: =]

Preuve Le lemme se démontre par récurrence sur la longueur de la réduc-
tion u—, v/, on distingue selon la derniére régle utilisée.

— Si w = o/, on montre le résultat immédiat u[z: =v]—, u[z: =v'] par
récurrence sur la complexité de u.

— Si c’est le passage au contexte :

— danslecas 1,onau = Ayw et u’ = Ayw' avec w—, w'; de v =, v’
on déduit par hypothése de récurrence w(z: =v] —, w'[z: =v'] et
donc (p ) Ay wlz: =v] =, Ay w'[z: = 0] soit u[z: = v] =, u'[z: =]
— dans le cas 2, on a u = g,(w) et v’ = g,(w’) avec w—, w'; de
v —, v" on déduit par hypothése de récurrence wlz: = v] =, w'[z: = V']
et donc (p,) ea(w[z: =v]) =, ea(w'[z: =v']) soit u[z: =v] =, u'[z: =]
— danslecas 3,onau = (wt)etu = (w't') avecw—, w' et t —=,t';
de v —, v" on déduit par hypothése de récurrence w(z: = v] —, w'[z: = V']
et tlz:=v] =, t'[z: =0T et donc (p,) (wlz: =] tlz: =v]) =,
(w'[z: =] t[z: =0"]) soit u[z: =v] =, u'[z: =]
— dans le cas 4, on a u = T, (w, t) et v’ = 7, (W', t') avec w—, w' et
t —,t'; de v —, v' on déduit par hypothése de récurrence w[z: =v] —,
w'lz:=v'ett[z: =v] =, t'[z:=vTet donc (p ) Ta(wlz: =], t[z: =v])
=, To(w'[z: = 0], t'[2: =0']) soit u[z: =v] =, v'[z: ='].
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— Sic’est la régle A, on a u = (Ayw t) et v’ = w'[y: =t'] avec w—, w' et
t —,t'. De v—, v’" on déduit par hypothése de récurrence w[z: = v] =, w'[z: = V']
ettfz: =v] =, t'[z:=0"]donc (p ) Ay w[z: =v]t[z: =v]) =, w'[z: =]
[y: =t'[z: =v"]] soit u[z: = v] =, v'[z: = V'], puisque Ay w[z: =v] = (Ayw)[z: =]
et w'z: =V [y: =t [x: =] = w'[y: =t][z: =].

— Si c’est la régle ¢, on a u = (g, (w) t) et ' = e, (w') avec w—, w'. De
v—,v" on déduit par hypothése de récurrence wlz: =v] =, w'[z: = V']
done (p,.) u = (eo(wlz:=v]) tlz: =v]) et v/ = e,(w'[z: =0"]), soit
ulz: =v] =, u'[z: =0,

— Si c’est la régle 7, si u—, v, v—, v’ alors:

— dans le cas 1, on a u = 1, (e, (w),t) et v’ = (¢’ w') avec w—, w’
et w—,w'; de v—,v" on déduit par hypothése de récurrence
wlz:=v] =, w'[z:=v"] et tlz:=v]=,t'[z:=0"] donc (p,)
Talea{wlz: =v]), t[x: =v]) =, (t'[z: =] w'[z: =)

— dans le cas 2, on a u = T,(eg(w),t) et v = eg(w’) avec w—, w’
et @« # f(; de v—,v" on déduit par hypothése de récurrence
wlz:=v] =, w'[z: =v]donc (p,,) Ta(ep(wlz: =v]), tfz:=v]) =,
o (w'le: = o)

— dans le cas 3, on a u = T, (Ayw,t) et v’ = Ay w' avec w—, w'; de
v —, v’ on déduit par hypothése de récurrence w[z: = v] =, w'[z: = V']
donc (p,,) Ta(Aywlz: =v], t{z: =v]) =, Ay w'[z: = 0]

(|

2.3.3 Confluence de p

Lemme 2.3.6 La relation p est confluente.

Preuve Partant de t—,t' et t —,t" nous cherchons T tel que ¢/ —, T et
t" —, T, la preuve de 'existence de T est faite par récurrence sur la com-
plexité de t (on utilise abondamment le lemme 2.3.4).

— Si t est de longueur 1, ¢’est une variable donc t = ¢’ = ¢".

- Sit=Xzualorst’ = Az et " = Az v’ avec u—,u’ et u—,u” par
hypothése de récurrence il existe un terme U tel que v’ —, U et v —, U
et il suffit de choisir T = Az U.

- Sit = (u v), distinguons plusieurs cas.

- Soitt’ = (u' v') et t” = (u" V") avec u —, v’ u —, u”, v —, V' v —, V"

par hypothése de récurrence , il existe U et V tels que v’ —, U |
u' =, U, v =,V , v =,V et il suffit de choisir T'= (U V).
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- Soit u = Azw et t' = (v V) et t = w'z:=0"]t = (v V') et
t" = (u" V") avec u—, v, w—,w”. Mais si u = Az w et u—, v
alors ' = Az w' avec w—, w’ et donc t' = (Az w’ v'). Par hypo-
thése de récurrence , il existe U et W tels que v’ —, U , " —, U,
w' =, W , w"—,W; on adonc (p) (¢ v')—=,W[z:=V] et de
méme w''[z: = v"] =, W[z: = V], il suffit donc de choisir T' = W[z: =V].

— Soit u = gy(w) et t' = (g(w’) V') et t" = g,(w”) et ce cas se
traite comme le précédent.

- Soit u = Az wett =wz:=v]et t = w'[z:=0"], et ce cas se
traite comme le suivant.

= Soit u = g, (w) et ! = g, (w') et t" = ,(w”) avec w—, w'et
w —, w"; par hypothése de récurrence , il existe W tel que w’ —, W
et w” —, W et donc il suffit de choisir 7" = ¢, (W).

— Le cas t = g, (u) se traite comme le cas t = Az u.
— Sit = 7,(u,v) nous devons aussi distinguer plusieurs cas.

= Sith =T, (u, V") et t = 1,(u",v") alors le raisonnement est le
méme que dans le cas t' = (u' v) et t” = (u" v").
— Si w = Az w, nous devons examiner deux cas:

—out' = r,(Azw', V') et t" = Az w” avec w —, w',w—, W' v, V';
par hypothése de récurrence , il existe W tel que w’ —, W et
w” —, W, on a donc 7, (Az w',v') =, Aa W et Az w” —, Aa W,

il suffit donc de choisir T = Az W;

— out’' = lbzw' et t" = Az w” avec w—, w'et w—, w" par hypo-
thése de récurrence , il existe W tel que w’ —, W et w” —, W,
on a donc Az w' —, Az W et Az w” —, Az W, il suffit donc de
choisir T = Az W.

— Si u = gg{w), les deux cas se traitent comme les deux précédents.
B\W/, p
— Si u=¢e,(w), il y a aussi deux cas a examiner :

— out' = 1 (W), V) et t" = (V" e, (w")) avec w —, w' i w —, W,
v—, v, v—,v"; par hypothése de récurrence , il existe V et
W tels que v’ =,V "=V, w' =, W v —, W,
on a 7o (ea (W), v") =, (VW) et (v ey (w")) =, (V W), il suf-
fit donc de choisir T'= (V W);

—out' = (v ey (w))ett" = (v7 e, (w")) avec w —, w',w—, W v, V',
v —, v"; par hypothése de récurrence , il existe V et W tels que
v,V o=, Vw5, W w" =, W, ona (v e, (w')) —, (VW)
et (v” eo(w')) —, (V W), il suffit donc de choisir T'= (V W).

[l
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2.4 Forme des termes

Nous introduisons une notation qui va nous permettre de regrouper d’une
part les termes Az t et £,(t), d’autre part les termes 7, (u,v) et (u v).

Notation 2.4.1 Nous noterons Ae une suite (éventuellement vide) de X ou

i& e. Ainsi, par exemple, le terme A\zy Az €4, (€0, (AT5t)) sera dit de la forme
A€ t.

Les termes (u v) et T,(u,v) seront euzr respectivement notés |A,u,v| et
|To,u,v] .

Nous pouvons alors trouver une forme générale pour les termes.
Lemme 2.4.2 Tout terme s’écrit d’une facon et d’une seule sous la forme:
Ne [ Xy [ Xty L X0yt oot |
oti m est un entier éventuellement nul, et ou, pour tout 1 tel que 1 <1 < m,
X, est soit A soit T, (pour une certaine dénomination de type o), et t; un

terme, ot enfin r est soit une variable soit un redez.

Preuve Le lemme se prouve par récurrence sur la complexité du terme t:
— si t est une variable, il est bien de la forme voulue
— si t est Az u ou g4(u), il suffit d’appliquer I’hypothése de récurrence
— sitest (uv)

—si u est Ayw ou g,(w) alors t est un redex donc de la forme
souhaitée

— sinon on applique I’hypothése de récurrence a u qui est donc égal a

| Xp, | X1, 1] -t etainsitest A, [ X, - [ Xq,rt1] -y tn], v

si t est 7,(u,v) alors

— si uest Ay w ou eg{w) avec o égal ou non & § alors t est un redex
donc de la forme souhaitée

— sinon par hypothése de récurrence uw = [ X,,, -+ [ X1, r t1] -+, 8]
et donc t = |Ty, [ Xn, -+ [ X1, ryt1] -+ tn], v
O
Et nous en déduisons, trivialement, la forme des termes normaux.
Lemme 2.4.3 Un terme est normal st et seulement sl est de la forme:
%
AGLX'rm LXn—h e LX17 Zz, tlJ Ty tn—1J7th

ot z est une variable et ow, pour tout 1 tel que 1 <1 < n, X; est soit A soit
T. (pour une certaine dénomination de type o), et t; un terme normal.
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Chapitre 3

Le systéme de typage

Nous poursuivons la construction du A-calcul Ez2 en décrivant dans ce
chapitre son systéme de typage, systéme qui peut étre vu comme une exten-
sion du systéme AF2 (arithmétique fonctionnelle du second ordre) de Krivine
([10]) et Leivant ([14]).

3.1 Les types

Nous avons tout d’abord a décrire un langage du second ordre dont les
formules seront les types de notre systéme de typage.

3.1.1 Les termes d’individus

Deéfinition 3.1.1 Tout langage comprendra :

— des symboles qui seront utilisés pour exprimer les termes des algébres de
termes (pour les algébres de termes N et B que nous utiliserons comme
exemples dans la suite, nous utiliserons donc les symboles 0,v, f 0-
aires et s unaire);

— des symboles qui seront utilisés pour exprimer les exceptions: ry, t,,
cas, respectivement unaire, binaire, ternaire (pour chaque dénomina-
tion de type o).

Ces deux premiéres catégories de symboles de fonctions constituent la
partie commune a tous les langages; pouront y étre joints des symboles de
fonctions particuliers (pour représenter les fonctions sur lesquelles on sou-
haite travailler).

Les termes d’individus sont définis au moyen des deux régles:

— chaque variable d’individu, chaque symbole de constante (symbole de
fonction 0-aire) est un terme
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— st f est un symbole de fonction n-aire et si ty,--+,t, sont des termes
d'individu, alors f(t1,---,t,) est un terme.

Ainsi nous écrirons, par exemple, cas,(r,(s(0)),v, f).

Remarque 3.1.2 Dire que le symbole t, est binaire n’est pas tout a fait
exact. On devrait dire que t = t,,(u, (z,v)) est un terme si x est une variable
dindividu et u et v sont des termes d’individu. En procédant ainsi, on n’a pas,
stricto sensu, défint un langage du premier ordre, car le deuriéme arqument
de t, est défini a renommage prés: t,(u, (z,v)) et to(u, (y, v[z:=1y])) sont
considérés comme égaur. On pourrait utiliser pour t la notation t,(u, Az v), @
condition de bien noter que ce n’est pas une écriture du second ordre puisqu’on

ne peut évidemment pas écrire t,(u, (Az v w)).

En pratique nous écrirons t,(u, x — v) outy(u,z — f(z)) ou mémet,(u, f).

Et, dans un souci de concision, nous écrirons t,(t) pour t,(t,z — z).

3.1.2 Les formules

Nous utilisons des symboles de relation spécifiques : pour dénoter le type
des exceptions.

Deéfinition 3.1.3 Tout langage comprendra les symboles de relation sui-
vants et eux seulement:

— pour chaque dénomination de type a un symbole de relation unaire K

— pour chaque couple formé d’un ensemble (éventuellement vide) LY

iy, -, de dénominations de type , et d’un symbole de données D,
un symbole de relation unaire D"

L’ensemble de formules A s’obtient par application d’une des régles:

— st X est une variable de relation n-aire, t1,---,t, des termes, alors
X(t1,---,t,) € A (st n=1, on notera indifféremment X(t) ou Xt)

~ s1 B est un symbole de relation (unaire donc), t un terme, alors B[t] €

A
- s1 F' et G sont éléments de A, alors (I — G) € A

- si F est élément de A, alorsVz I et VX I sont éléments de A (si x est
une variable dindividu, X une variable de relation).

On définit une relation d’équivalence sur A en mettant en relation chaque
formule Dm[m], pour tout symbole de données D, avec la formule définissant
dans AF2 le type de données correspondant a D. Ainsi, par exemple, on a
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pour tout terme t: N?[t] ~ N[t] et B?[t] ~ B[] oa B[z] € VX [Xv, X f — Xz]
et N[z] VX (Vy(Xy = Xs(y)), X0 — Xz).

L’ensemble @5 des formules du systéme Fx2 est le quotient de [’en-
semble A par la relation d’équivalence précédente.

Mais, en Pabsence d’ambiguité, nous noterons indifféremment: N?[t] ou

N[t).

Nous abrégerons éventuellement Ay — (A3 — (- (A — B)--+)) en
Al,AQ,"',Ak — B.

Lemme 3.1.4 Toute formule F de ®g s’écrit: Yoy - - -vnﬁ ot V1, -, Uy
sont des variables d’individu ou de relation et I une formule ne commencant
pas par N (I’entier n peut étre éventuellement nul).

Toute formule ne commencgant pas par ¥V est d’une et d’une seule des
formes suivantes: B — C ou E®[u] ou D"[u] (L # 0) ou X (z1---2,) (X
variable de relation n-aire).

Preuve La preuve de ce lemme est triviale. O

Remarquer que la formule D‘D[t], en vertu de I’équivalence évoquée dans
la définition 3.1.3, peut s’écrire VX (B — (') :

par exemple si F'= N%[u] = VX (Vy(Xy — Xs(y)), X0 — Xu), alors F
est de la forme B — C.

Nous définirons ensuite, comme il est d’usage, les autres connecteurs
logiques et I’égalité de deux termes d’individu (selon la méthode de Leibnitz).

Notation 3.1.5 Nous utliserons les notations suivantes: la formule VX X
est notée 1 ;

la formule FF — L est notée —F ;

la formule VX ((F — X), (G — X) — X)) est notée 'V G ;

la formule VX ((F,G — X) — X) est notée FANG;

la formule VX (Vv(F — X) — X) est notée vF ;

la formule VX (Xu — Xv) est notée u = v.

3.2 Le systéme de typage

La principale différence entre Fz2 et AF2, outre la manipulation d’excep-
tions, est que nous utiliserons une égalité (entre termes d’individus) condi-
tionnelle : notre égalité sera conditionnée par des hypothéses (des formules) ;
et pour manipuler ces égalités conditionnelles nous utiliserons un systéme
logique ad hoc.
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3.2.1 Le systéme logique

Nous définissons donc un systéme logique du second ordre.

Définition 3.2.1 Ftant donné un ensemble fini de formules de ®p
A= A, -A,, on dira que la formule A est conséquence de A, compte tenu
des équations de base £, st on a pu obtenir AIF A au moyen des régles sui-
vantes.

Leg AIF A si A est un cas particulier d’un axiome égalitaire, ou d’une équa-
tion de base (voir plus loin pour la définition de ces termes).

Lvar A€ A; pour tout i vérifiant 1 < i < n.

Labs St A, BIFC alors AIFB — C.

Lapp Si AIFB — C et AIFB alors AIEC.

LVI, S1 AIFA et si z n'est pas libre dans A alors AIEVz A.

LVYFE; Si AIEVz A alors, pour tout terme d’individu t, AI¥ A[z: =t].
LVI, S1 AIFA et si X n’est pas libre dans A alors AIFVXA.

LVFE, Si AIEVX A ou X est une variable de relation n-aire, alors, pour toute
formule F, AI¥A[X (21, +,2,): = F].

Leq St AIEA[z:=1t1] et si AIFty =ty alors AIF Alz: =t5].
Lexc Si Al¥ D[a] avec « = D; alors A E®[r,(a)].
Lprop Si AIEE*[a] alors, pour tout type T, AIET — E*[a].

Ltry Si AIFD"[a] et si AIFYz(F[z] = D[b]) avec o = 7 alors
AIEDE[t, (a,z — b)].

LVI1 Si Al¥ Ea] alors AIF¥ D*[a].
LVI2 Si AlIF¥ D"[a] alors AIF D"*a].
LVE Si A, DM[a]l¥T, si A, E®[a]IFT et si AIF DY*2[a] alors AIFT.

D et F sont des symboles de données , o une dénomination de type , L est
un ensemble de dénominations de type ne contenant pas « et L + « désigne
la réunion des ensembles L et {a}.

En labsence d’ambiguité ¥ sera abrégé en I,
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La régle Leq n’est pas indispensable, puisqu’elle est conséquence des
autres régles, cependant elle a été conservée pour la symétrie avec le sys-
téme de typage. Prouver que Leq est déductible des autres régles est simple:
dans AW (t; = t) VX (Xt, — Xty), il suffit de remplacer X. par Az: =]
(régle LYEy) pour obtenir Alz: =t;] — Alz: =t3] et conclure.

Précisons maintenant cette notion d’axiome égalitaire. Nous avons besoin
d’axiomes pour exprimer les liens entre les divers symboles utilisés dans la
formation des termes d’individu : nous les nommerons axiomes égalitaires, ce
sont des relations d’égalités (ou de non égalité) entre termes d’individus que
nous postulerons.

Définition 3.2.2 Les axiomes égalitaires sont au nombre de cing:
casE E?%[z] — cas,(z,y,2) =y

casD D"[z] = cas,(z,y,2) = 2

trapE DP[z] = t,(ro(z), f) = f(z) si a = D;

trapD DF[z] = t,(z, f) ==

pluralité —(0 = s(0))

D est un symbole de données , o une dénomination de type , et L un ensemble
de dénominations de type ne contenant pas o.

Nous devons aussi préciser ce que nous entendons par équation de base.
Comme dans AF2, le typage se fera compte tenu d’un ensemble d’équations
de la forme @ = b ot a et b sont des termes d’individu. Par exemple nous
utiliserons les deux équations add(0,y) = y et add(s(z),y) = s(add(z,y))
pour définir ’addition de deux entiers.

Selon le point de vue, on peut voir les équations de base comme des
axiomes égalitaires particuliers (sans hypothéses), ou les axiomes égalitaires
comme des équations de base nécessaires.

Un cas particulier d’un axiome égalitaire (d’une équation de base) est la
formule obtenue en remplagant dans I’axiome égalitaire (I’équation de base)
les variables d’individu par des termes quelconques.

3.2.2 Le systéme de typage

Définition 3.2.3 Un contexte |’ s’écrit x1: Ay, -+, x,: A, 0U T, -+, 2, SONE
des variables distinctes du A-calcul et Ay, Ag, -+, A, des formules de @ . On
appelle contenu logique de I', notée I' I’ensemble de formules Ay, Ag, -+, A,,.

FEtant donné un terme t de A, un ensemble d’équations de base &, un
contexte I’ défmlel, s Tt Ay, on dira que <t est typable de type A dans le
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contexte I', compte tenu des équations € », (noté: 'Ft : A), si le typage a
€té obtenu au moyen des régles suivantes.

Tvar ['Fz,; : A; pour tout ¢ vérifiant i < n.

Tabs Si ',z : BFu:C alorsTH zu:B — C

Tapp Sil'Fu:B — C et I'Fov: B. alors ' (uv) : C.

TV SiT'Fu: A et si z n'est pas libre dans I' alors T'Hu :Vz A.

TVE, SiTFu:VzA alors, pour tout terme d'individu t, [ Fu : Alz: =t].
TVI, SiTHu: A et si X n’est pas libre dans T alors THu : VX A.

TVE; SiTHu: VXA ot X est une variable de relation n-aire, alors, pour
toute formule F, I'Fu: A[X (21, -, 2,): = F].

Teq Si DFu: Alz:=t] et si I ¥ty =ty alors TFu: Alz: =ty].

Texc Si I'Fu: Dla] alors I' e, (u) : E%[r,(a)].

Tprop Si I'Fu : E%a] alors, pour tout type T, I'HFu:T — E%[a].

Ttry Si [Hu: D¥2[a] et si T Fv : Vo (F[z] — D[b]) avec « = F’ alors
[ Fr,(u,v) : D[t (a,z — b)].

TvI1 St 'Fu: E%a] alors 'Fu: D*[a].

TVI2 SiTFu: D"a] alors T Fu: D"*2[a].

TVE Si U,z : DVa]Fu : T, si Uz @ E¥[a]Fu : T et si ['Fo @ Do[q]
alors THu[z:=v]: T.

D et F sont des symboles de données , o une dénomination de type , et L un

ensemble de dénominations de type ne contenant pas a.

En Uabsence d’ambiguité, ¥ sera abrégé en .

Nous pouvons faire une remarque pour éclaircir le lien entre systéme
logique et systéme de typage : la seule régle de typage qui utilise le systéme
logique est la régle Teq, donc seules les preuves du systéme logique dont la
conclusion est de la forme ['IF¥#; = ¢, seront utilisées dans les typages.

Les sept premiéres régles de typage du systéme AF2 ([10]) sont reprises
a I'identique : de Tvar & TVF;. La huitiéme Teq (remplacement des termes
d’individus) est modifiée de fagon & intégrer une égalité sous conditions (de
type).

Les autres régles sont nouvelles, quelques remarques informelles peuvent
aider & en comprendre ['usage.

— La régle Texc permet de construire une valeur exceptionnelle & partir
d’un terme ayant pour type un type de données .
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— La régle Tprop va permettre de propager les exceptions placées en téte
comme nous le verrons dans le lemmme 3.4.3.

— Si on considére D¥+2[t] comme une notation pour DF[t] U E?[t], les
régles TVI1 et TVI2 apparaissent comme des cas particuliers des régles
habituelles d’introduction du V, et la régle TVE comme un cas parti-
culier de la régle habituelle d’élimination de V.

— La régle Ttry est aussi une régle d’élimination du Vv, mais pas du tout
classique.

Les régles de typage peuvent étre classées en :

— régles qui ne changent pas le A-terme: TV, TVIy, TYE, TVE;, Teq,
Tprop, TVI1, TVI2

— régles dans lesquelles le A-terme a été changé et ou le A-terme final a
une forme particuliére : Tabs, Tapp, Texc, Ttry ot le terme est respec-
tivement de la forme Az u, (u v), e,(u), 7,(u,v).

Outre Tvar une seule régle échappe a la classification précédente: TVF,
dans cette régle, le terme final est modifié sans étre pour autant d’une forme
particuliére.

Nous pouvons préciser les liens entre systéme de typage et systéme lo-
gique.

Lemme 3.2.4 Si['Ft:T alors L IET.

Preuve La preuve est immédiate puisque le systéme logique est le décalque
du systéme de typage en ce sens que chacune de ses régles L; peut étre
obtenue en supprimant dans la régle T; du systéme de typage les termes du
A-calcul présents. O

3.3 Mise en garde

Le systéme Exz2 est proche de AF2, mais en différe suffisamment pour
créer quelques surprises. Pour faciliter la lecture des chapitres suivants, en
mettant en garde contre des automatismes de pensée, nous dressons une liste
de propriétés « délicates». Il s’agit de propriétés vérifiées dans les systémes
de A-calcul habituels (en particulier AF2) qui sont fausses dans le systéme
FEz2 (ou dont nous ne savons pas si elles sont vraies ou fausses). Chacun de
ces points sera repris dans le cours du texte, au moment ou il apparaitra.
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Variables libres Dans le typage d’un terme t, on ne peut pas (dans Fz2 )
supprimer du contexte les variables qui n’apparaissent pas libres dans t. En
effet, dans notre systéme, une hypothése peut étre utilisée - dans la régle
Teq - sans qu’on en garde trace dans le terme. Plus précisément, le résultat
«si [ zy: Ay, -+, 20t A FE 0 A et si z; n'est pas libre dans t (1 < @ < n) alors
['Ht: A» est vrai dans AF2 mais n’est pas vrai dans Fz2 , la preuve en est
faite dans la remarque 5.1.9.

Dédoublement des variables Il est possible de typer (z z) dans le
contexte z : N“[z], mais nous conjecturons (remarque 5.3.1) qu’il n’est pas
possible de typer (z y) dans le contexte z : N%[z],y : N®[z].

Si cette conjecture s’avére exacte, on pourra en déduire que le dédouble-
ment d’une variable n’est pas permis en Fx2 . Plus précisément on aura le
résultat suivant «si I,z : AFt[z: =x,29: =2] : T alors il n’est pas néces-
sairement vrai que I', 21 : A, zq: AFt:T».

Typage de (u v) Nous n’avons pas démontré le résultat «si (u v) est
typable de type T dans le contexte I', alors il existe un type A tel que
I'Fu : A — T et 'Fv @ A»; le prouver n’est pas aussi immédiat qu’on
pourrait le croire (remarque 6.1.2).

Nous terminons ce chapitre en énoncant quelques résultats élémentaires
dont nous ferons un usage constant dans la suite.

3.4 Premiers résultats

3.4.1 Utilitaires

Lemme 3.4.1 St un termet est typable dans le contexte ' = x1: Ay, -+, 2,0 Ay,
alors les seules variables libres de t appartiennent a {z1---z,}.

Preuve La preuve se fait par récurrence sur la longueur du typage. Le cas
ol la derniére régle est TVFE est le seul & ne pas étre trivial. On a

(a)U,z : D [a]bu: T; (B)T,z : E[a]tu:T; (¢)['Fv: DT [a]

On en déduit par hypothése de récurrence que les variables libres de u appar-
tiennent & {z,z1---z,} et celles de v & {zy---z,}, donc celles de u[z: =v]
ad{zy--z,} O
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Lemme 3.4.2 (Cas particulier de TVE) Si [,z : D¥[altu : T et si
[,z : E*[a]Fu: T alors T,z : D" [a]bFu: T.

Preuve Soit y une variable différente de x et qui n’appartient ni & [, ni a
u. On a I,z : DVa),y : D**[a]lu : T et T,z : E%[d],y : D**a]tu : T.
On a aussi (Tvar) I,y : D [a] by : DY*2[a]. En appliquant la régle TVE
on obtient I',y : D**?[a]Fu[z:=y] : T. 1l reste & renommer les variables
pour retrouver la conclusion du lemme. O

Lemme 3.4.3 (Propagation) De 'tu: E%[a] et T'tv : T (T type quel-
conque), on peut déduire I't(u v) : E[a).

Preuve De ['Fu @ E?[a], on déduit (Tprop) I'u : T" — E%[a] et il suffit
d’appliquer Tapp pour conclure. O

3.4.2 Propriétés des égalités

Nous examinons tout d’abord quelques propriétés de la relation d’égalité
entre termes d’individus.

Lemme 3.4.4 La relation d’égalité conditionnelle Albu = v est une rela-
tion d’équivalence.

Si Albu = v et Alra = b alors Alkufz: =a] = v[z = b] (si z n’est pas
libre dans A).

Preuve Rappelons que u = v est une abréviation de la formule V.X (X u —
Xwv). Nous ne prouverons pas que l’égalité est une relation d’équivalence
(c’est classique). Mais nous montrons la deuxiéme propriété.

— De AlFu = v on déduit (LVIy et LVI;) AlFVaz(u = v) puis Al-(u =
v)[z: =a] ’est a dire AIFYX (Xuf[z:=a] = Xv[z:=a]) soit AlFu[z:=a] =
v[z = al.

— On montre AllFa = b = AlFv[z: =a] = v[z = b] (si x n’est pas libre
dans A) par récurrence sur la complexité de v.

— C’est évident si v est une constante, ou une variable (égale ou non

ax).
,+++,ty) alors par hypothése de récurrence on a
Alrti[z:=a] =t;[z:=b] (1 <i < n)donc Alkg(t1[z: =al, - -, t,[z: =a])
= g(t1[z: =0b], - -, tu[z: =0b]) c’est a dire AlFv[z: =a] = v[z = b].

— La transitivité de ’égalité permet de conclure.

O
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Nous démontrons ensuite deux propriétés de 1’égalité qui peuvent étre
vues comme des axiomes égalitaires supplémentaires.

Lemme 3.4.5 Soient D un symbole de données , o une dénomination de
type et L un ensemble de dénominations de type ne contenant pas a. On a:

cas2 H(E%[z] = A = B),(D"[z] = C = D), D"*[2] — casy(2,A,C) =
casy(z, B, D)

casfonc |FD2[z] = cas, (z, f(A), f(B)) = f(cas.(z, A, B))

z est une variable dindividu, A, B, C, D sont des termes et f une
fonction.

Preuve Commencons par prouver cas2. Posons A</ E%z] - A= B,

Dlz] = C = D.

— En utilisant I’axiome égalitaire casE, on obtient (1) A, E*[z]IF
casy(z, A, C) = cas,(z, B, D)) puisque A, E%[z]lFcas,(z,A,C) = A
et
A, E?[z]lFeas, (z, B, D) = B.

— En utilisant I’axiome égalitaire casD, on obtient (2) A, D*[z]IF
casy(z, A, C) = casy(z, B, D)) puisque A, D*[z]lFcas,(z, A, C) = C
et
A, D [z]IFcas,(z, B, D) = D.

— On utilise alors la version logique du cas particulier de la régle TVE
(lemmes 3.4.2 et 3.2.4) appliquée & (1) et (2) pour obtenir
A, DMz IFeas, (z, A, C) = cas,(z, B, D)) et conclure.

La preuve de casfonc a la méme structure:

— E%z]lFcasy(z, f(A), f(B)) = f(cas,(z, A, B)) puisque sous I’hypo-
thése E[z], on a cas,(z, f(A), f(B)) = f(A) et f(cas,(z, A, B)) =
f(A4) (CasE).

- DV[z]lkcas, (z, f(A), f(B)) = f(casy(z, A, B)) puisque sous I’hypo-
thése D¥[z], on a cas,(z, f(A), f(B)) = f(B) et f(casy(z, A, B)) =
f(B) (CasD).

— On conclut en utilisant le lemme 3.4.2.
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3.4.3 Conséquences de ’axiome pluralité

[’axiome égalitaire pluralité peut paraitre énigmatique, mais certaines
de ses conséquences éclairent sa signification. La premiére indique que le type
d’un terme ne peut étre & la fois exception et type de données .

Lemme 3.4.6 5@ D est un symbole de données , et o et 3 deur dénomina-
tions de type différentes, alors:

- FVYz(E[z] = —D]z])
- FVYz(D[z] —» - E*[z])
- IFVz(F°[z] = - FEf[z]).

Preuve Nous montronsseulement la premiére partie du lemme, la deuxiéme
partie en est une conséquence directe et la troisiéme se prouve de la méme
facon.
Nous savons (axiome égalitaire casE) que: F?[z]lFcas,(z,0,s(0)) =0
Nous savons (axiome égalitaire casD) que: D[z]lFcas,(z,0,s(0)) = s(0)
On a donc (transitivité de I'égalité) E*[z], D[z]IFs(0) = 0, et 'axiome
égalitaire pluralité nous permet d’obtenir F°[z], D[z]IFL et de conclure. O

La seconde conséquence de 'axiome pluralité est que deux termes de
type pour 'un exception et pour 'autre type de données ne peuvent étre
égaux.

Lemme 3.4.7 Si a # B alors IFVaVy(E“[z], E°y] — —(z = y))) et si
a & L alors IFYzVy(E*[z], DPy] — —(z = y))).

Preuve Nous prouvons ici aussi la premiére partie du lemme, la preuve de
sa seconde partie étant semblable.
D’une part E°[z], E°[y],z = yIFE[y] (Lvar et Leq).
D’autre part E°[z], E°[y], 2 = yIF-E?[y] par application du lemme 3.4.6.
On en déduit F2[z], FP[y],» = yIF L ce qui permet de conclure. O
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Chapitre 4

Forte normalisation

Pour montrer la forte normalisation de Fz2 , nous construisons un nou-
veau systéme Fz2p dont nous montrons la forte normalisation, ce qui, apés
avoir montré que typabilité dans Fz2 implique typabilité dans Fz2r , nous
permet de conclure. Nous suivons ainsi la méthode utilisée par Jean Louis
Krivine pour le systéme AF2 ([10]).

4.1 Le systéme Ex2p

Nous définissons un systéme Fz2pr qui est au systéme Fz2 ce que le
systéme F est & AF2: c’est & dire un systéme ot «le premier ordre a été
supprimeéy.

4.1.1 Les formules

Les A-termes de Fz2p sont exactement les A-termes de Fz2 : les élé-
ments de Ap. Les formules de Fz2fp sont obtenues a partir de celles de
®z en «supprimant le premier ordre».

Définition 4.1.1 Le langage de Fx2p comprend les constantes proposi-
tionnelles suivantes:

— pour chaque dénomination de type o la constante K¢

— pour chaque couple formé d’un ensemble (éventuellement vide) LY

ay, -, de dénominations de type , et d’un symbole de données D,
la constante D

L’ensemble de formules AF s’obtient par application d’une des régles:

— une vartable propositionnelle, une constante propositionnelle sont des
éléments de AY

- si Fet G sont éléments de AT, alors (F — G) est élément de AT
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— si F est élément de AY, alors VX est élément de AY ( X variable
propositionnelle).

On définit une relation d’équivalence sur AY en mettant en relation
chaque formule D, pour tout symbole de données D, avec la formule D
défimissant dans le systéme F le type de données correspondant. Ainsi, par
exemple, on a: N' ~VX((X = X) = (X = X)) et B’ ~VX(X = (X —
X)). L’ensemble des formules ®L est le quotient de l’ensemble A¥ par la
relation d’équivalence précédente.

En I’absence d’ambiguité, nous noterons indifféeremment: D? ou D.

4.1.2 Le typage

11 suffit de reprendre les régles de typage du sytéme Fz2 et d’y supprimer
tout ce qui a trait au premier ordre.

Définition 4.1.2 FEtant donné un terme ¢ de Ap, un contevte ' <

x1: A1, -, 20t Ay, on dira que «t est typable, dans le systéme Fz2p , de type
A dans le contexte I' » (noté 'kt : A), si le typage a été obtenu au moyen
des régles suivantes.

T’var 'z, @ A; pour tout i vérifiant 1 <1 < n.

T’abs St ',z : Bhu:C alors'H A zw: B — C.

T’app Sil'bu:B — C et 'ov: B alors 'k (u v) : C.

TV, SiTHu: A et st X nest pas libre dans I alors I'Hu: VX A.
TVE; Sil'ku VXA alors, pour toute formule F, ' u : A[X:=F].
T’exc Sil'bu: D et sia=D;, alors I'e,(u) : E°.

T’prop SiU'tu: EY alors, pour tout type T, U'tpu : T — F°.

Ttry Si Dhu: D2 et si Tho : ' — DY alors T'hr,(u,v) : DY (o =
F7).

T'VI1 Si U E% alors ' u: D2,
TVI2 Si Uk : D alors T : DI,

TVE SiT,z: DVu: T, siTyz : E°Hu T et si Do @ DY alors
Mbufz:=v]: T.
D, I sont des symboles de données , o une dénomination de type , L
un ensemble de dénominations de type ne contenant pas «.
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4.2 Le théoréme de forte normalisation

4.2.1 Typabilité dans Fz2 et Fa2p

Proposition 4.2.1 Si un terme de A est typable dans le systéme Fx2
alors 1l est typable dans le systéme Fx2p .

Preuve Nous associons a chaque formule F du systéme Fz2 une formule
F’ du systéme Fz2r obtenue en «supprimant» dans F la «partie du premier
ordre». Plus précisément F’ est définie par induction sur F:

— si F est une variable propositionnelle X, alors F' = X ; si I' = F°[a]
alors F' = E*; si F = D"[a] alors F' = D",

~siF=A—= Balors ' =A"—> B’
—si F=VYXA alors F' =YX A’

Si, dans Fx2 , z1: Ay, -, 2,: A, Ft: A, on peut remplacer dans la preuve
chaque régle T; de Ez2 par larégle T/ de Fz2p (les régles TVIy, TVE; et Teq
étant elles supprimées), chaque formule F de & par la formule F’ de &7 . On
obtient alors une preuve dans le systéme Faz2p de z1: A}, -, 2,0 Al Kt A

O

Remarque 4.2.2 Dans [10], Krivine montre la réciproque de la proposi-
tion précédente, stmplement en faisant remarquer que les régles de typage du
systéeme F forment un sous systéme des régles de typage de AF2. Mais ce rai-
sonnement n’est plus vrai dans notre construction. Fn effet les formules du
systeme Fx2p ne constituent plus une partie de l’ensemble des formules de
FEx2 : E® n’est pas une formule de Ex2 . Est ce qu’on pourrait rajouter K
auz formules de Fx2 ¢ C’est une question que nous avons laissée ouverte.

4.2.2 Forte normalisation dans Fa22 et Fx2r

Rappelons tout d’abord qu’un terme t est normalisable s’il existe un
terme t’ normal auquel t puisse se réduire, et qu’un terme t est fortement
normalisable s’il n’existe aucune suite infinie de termes tqg = ¢, t1,- -, t,, -
telle que pour tout ¢ > 0 on ait &; —s t;41.

Théoréme 4.2.3 (Forte normalisation de Fz2p ) Sitest un terme de
Ag typable dans le systeme Fx2p alors t est fortement normalisable.

Preuve La preuve de ce théoréme commence au paragraphe suivant et
occupe le reste du chapitre. O
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De ce théoréme nous déduisons le théoréme de forte normalisation du
systéme Fz2 .

Théoréme 4.2.4 (Forte normalisation de Ez2 ) Si ¢ est un terme de
Ag typable dans le systeme Ex2 alors t est fortement normalisable.

Preuve En effet, le terme t est typable dans le systéme Fxz2r , d’aprés la
proposition 4.2.1, et le théoréme précédent permet de conclure. O

La suite du chapitre est consacrée a la preuve du théoréme de forte nor-
malisation du systéme Fz2r comme annoncé.

4.3 Ensemble des termes fortement normalisables

4.3.1 Saturations

Nous définissons cing propriétés de saturation pour un ensemble de A-termes.

Définition 4.3.1 On note N ’ensemble des termes de Ag fortement nor-
malisables et £ ’ensemble des termes de N qui ont un réduit de la forme

Ealu).

Un ensemble A de A-termes sera dit:
- satl si

Vu,ty, - t, € Ag,Vt € N((u[z:=t]t1--t,) EA= (Azutty---t,) € A)

- sat2 st pour toute dénomination de type o, A est sat2, c’est a dire

Vo, i, tp EAR VEEN((tt1 - ty) EALZE  vEN = (Ta(t,v) t1 - 1,) € A)

- sat3 st pour toute dénomination de type o, A est sat3, c’est a dire

Vo, bty tn €A (t € EXVw(t seo(w) = (vwity - ty) € A) = (To(t,v) t1 - 1y) € A)

- Relos siVt(t € A= V' (t =t =t € A));
- Eclos siVit(t € A= VYv(v e N = (t v) € A)).

Remarquons que la propriété pour un ensemble d’étre sat1l est nommeée
par Krivine dans [10] «étre A-saturéy.

4.3.2 Premiéres propriétés des ensembles saturés

Définition 4.3.2 Soient A et B deuz sous-ensembles de Ag, la notation
A — B désigne l’ensemble des éléments t de Ap tels que, pour tout u de A,
on ait (t u) € B.
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Lemme 4.3.3 Soient A et B deuz sous-ensembles de A, A;(i € I) une
famaille de sous-ensembles de Ag,

- si B est satl (respectivement sat2, sat3, Rclos) alors A — B est satl
(respectivement sat2, sat3, Rclos);

— st chacun des A; est satl (respectivement sat2, sat3, Rclos) alors (;cy A;
est satl (respectivement sat2, sat3, Rclos);

- si chacun des A; est satl (respectivement sat2, Rclos, Fclos) alors
User Ai est satl (respectivement sat2, Rclos, Eclos).

Preuve Prouvons la premiére partie du lemme pour la propriété satl. Sup-
posons que (u[z:=t] ty---t,) € A— B,onaalors (Azutty---t,) € A—
B. En effet si @ € A alors (u[z:=t] t;---t,a) € B et B est satl, donc
(Azutty---t, a) € B. La démonstration est la méme pour sat2, sat3 et

Rclos.

Prouvons la deuxiéme partie du lemme pour sat2,. Supposons que (¢ ¢y - - -t,) €
Micr Aiyt € €%, v € N. Pour tout i de I, puisque A; est sat2q, (1o (t,v)t1 - t,) €

A;, done (14 (t,v) t1---t,) € ;er Ai. La démonstration est la méme pour
satl, sat3 et Rclos.

Prouvons la troisiéme partie du lemme pour Rclos. Supposons que ¢ €
U;er Ai, on a donc, par exemple, t € Ag(k € I). Mais A, est Rclos donc
t' € A si t —;t'. La démonstration est la méme pour satl, sat2, Eclos. O

Mais on ne peut pas affirmer directement que si deux sous-ensembles A
et B de Ag sont sat3 alors A U B est sat3. En effet, I’hypothése est dans ce
cas

Vw(t —seq(w) = (v wty -+ t,) € AU B)

et donc on peut avoir t —; £, (w1), t =5 €4 (w2) et (v wity -~ -t,) € A, (vwaty - -+

B. On ne peut donc pas utiliser le fait que A et B sont sat3.
Nous verrons plus loin qu’il nous suffira de montrer que A U B est sat3
(si A et B le sont) pour certains ensembles A et B particuliers.

4.3.3 Propriétés élémentaires de £

Lemme 4.3.4 [L’ensemble £ a les propriétés suivantes.

1) Sit € €% alors la forme normale de t est de la forme e,(u) (avec
u€eN).

2) Site & et sit—st' alorst' € £°.

3) Sit € £ alors t ne peut se réduire ni @ Az u, ni a eg(u) pour o # j3,
ni G (x ty---t,) ot x est une variable.

4) Sit g E etsit—t alorst' & £
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Preuve 1) D’aprés la définition de £, ¢ a un réduit ,(v) donc une forme
normale €, (u) et, bien sar, u est fortement normalisable puisque t ’est.

2) La forme normale de t est £,(u), et puisque § est confluente, t’ se
réduit a cette forme normale.

3) En effet, sinon, la forme normale de t ne serait pas g, (u).

4) En effet, sinon, on aurait t—;t" —;e,(u). a

4.3.4 Propriétés de NV
Proposition 4.3.5 L’ensemble N est satl, sat2, sat3, Rclos.

Preuve
N est sat1l. Nous montrons que

(u[z:=t]t1-ty) ENEEN > TE Nzutty - t,) €N

par induction sur p 4+ ¢, ot p est la longueur de la plus longue chaine de
réduction de (ufz:=t] t;---t,) et q la longueur de la plus longue chaine de
réduction de t.

Pour cela nous montrons que tous les réduits & un pas T’ de T sont
fortement normalisables, ce qui prouve que T I’est aussi.

— Soit T" = (u[z: =t] t; - - -t,) et alors T’ est dans N par hypothése.

— Soit 7" = (Az 't ty---t,) avec u—y, u'. On a ufz: =t] = u'[z: =1], et
(u[z:=t] t1---t,) = (W'[z:=t] t1---t,). Donc p’ longueur de la plus
longue chaine de réduction de (u'[z:=t] ty---t,) vérifie p’ < p et on
obtient (Az u' ¢ ¢y -+-t,) € N par hypothése de récurrence .

— Soit T" = (Azwt by tp_1tytpsr -+ tn) avec ty —, 1), et la preuve est
la méme que ci-dessus.

— Soit T = (Azw t' ty---t,) avec t =, t'. Alors g’ longueur de la plus
longue chaine de réduction de t’ vérifie ¢’ < q.

Onaufz:=t|—sulz: =t et (ulz:=t] t1---tn) = (ufz: =] t1 -+ 1,).
Donc (u[z:=t]t;-++t,) € N et p’ longueur de la plus longue chaine
de réduction de (u[z:=1'] t1 ---t,) vérifie p’ < p.

On obtient donc (Az u t' 1 ---t,) € N par hypothése de récurrence .

N est sat?2.

— Informellement : le terme T" = (7,(t, v) t1 - - -t,) ne peut étre non for-
tement normalisable sans que dans la réduction infinie présumée il y
ait réduction du « 7,(,)» puisque les sous termes ¢, v,#,---,t, sont
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fortement normalisables. Or si ¢t ¢ £%, t ne peut se réduire a e, (u)
(si t fortement normalisable se réduisait a £,(u), u serait fortement
normalisable et donc on aurait ¢ € £%), donc si T se réduit il se ré-
duira & (t' ¢} ---t!) qui est fortement normalisable comme réduit de
(tty - t,).

— Formellement : nous montrons que
(tty-ty) eNEZE veN=>TE (r,(t,0) ty - t,) €N

par induction sur p + ¢, ot p est la longueur de la plus longue chaine
de réduction de (t t1---t,) et q la longueur de la plus longue chaine
de réduction de v.

Pour cela nous montrons que tous les réduits a un pas T’ de T sont
fortement normalisables, ce qui prouve que T I’est aussi.

— Soit T" = (1o (', v) t1 -+ -t,) avec t —;, t' et 'hypothése de récur-
rence s’applique car (£ ¢y -« -t,) = (' t1---t,) donc (' ty - -t,) €
N avect’ € £* et p’ longueur de la plus longue chaine de réduction
de (t' ty ---t,) vérifie p < pecar (Ety--tn) =5 (t t1---1,).

— Soit T" = (7, (t, V") t1 - - -1,) avec v —, v’ et 'hypothése de récur-
rence s’applique car v’ € A et g’ longueur de la plus longue chaine
de réduction de v vérifie ¢’ < q.

— Soit T" = (1o (t, )ty - - -tp—1 ), tegr - - - Ln) AVec tg —, 1), et 'hypo-
thése de récurrence s’applique car (¢ ty -« -tg_1 t} thpr -« -t,) €N
et p’ longueur de la plus longue chaine de réduction de
(Ety--tpoy ) ey ---ty) vérifie p/ < p.

— Soit T" = (t t1 - - - t,) qui est par hypothése fortement normalisable

N est sat3.

— Informellement : ici aussi, le terme T = (7,(¢,v) t; - - -t,) ne peut étre
non fortement normalisable sans que dans la réduction infinie présumée
il y ait réduction du «7,(,)». Orsi t € £%, t ne pourra se réduire ni
a Azu niaeg(u) avec o # 3, dong, 8'il y a réduction du « 7,(,) »,
t se reduira a e,(w) et T se réduira a (7, (e, (w),v’) ¢ ---t)) puis a
(v wt| ---t!) mais on sait (hypothése) que (v wt; - --t,) est fortement
normalisable donc (v" wt] - - -t) est aussi et donc la seule potentialité
de réduction infinie s’avére interdite.

— Formellement : nous montrons que

te &NVt —ea(w) = (vwty - t,) EN) = T (ro(t,v) 81 - 1,) €N
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par induction sur p 4+ ) ot p est la longueur de la plus longue chaine
de réduction de t et ) = 3" q,, o1, pour w tel que t —; £, (w), q, est la
longueur de la plus longue chaine de réduction de (v w ty -+ -%,).

On peut remarquer que les w tels que t —; £, (w) sont en nombre fini
car d’une part t € £ C N donc aucune chaine de réduction de t n’est
infinie, d’autre part la §-réduction est une relation dont 'arbre est &
branchement fini donc, selon le lemme de Koenig, [’arbre des réductions
de t est fini.

Nous montrons que tous les réduits a un pas T’ de T sont fortement
normalisables, ce qui prouve que T I'est aussi.

— Soit T" = (1. (t',v) t1 ---t,) avec t —;, t'. L’hypothése de récur-

rence s’applique car :

— t' € £ (lemme 4.3.4) et si ' —; e, (w) alors t —; &, (w) donc
(vwty--ty,) €N

— 81 p’ est la longueur de la plus longue chaine de réduction de
t"onap <p;

— D’ensemble des w tels que ' —;e,(w) est inclus dans en-

semble des w tels que t —; £,(w) donc si Q' = Y ¢, pour w
tel que ' —; e, (w) alors Q' < Q.

Soit T" = (7o (t,v') t1---t,) avec v—;, v'. Si t —=5e,(w) alors
(vwty---t,) € Netdone (v wty---t,) €N.

L’hypothése de récurrence s’applique car, pour chaque w tel que
t =5 eq{w), ¢, longueur de la plus longue chaine de réduction de
(v wty---t,) vérifie ¢/, < q, donc Q' < Q

Soit T" = (Ta(t,v) t1---tr_1 t}, tgy1 - --tn) avec ty —, . L'hy-
pothése de récurrence s’applique aussi car, comme dans le cas
précédent, ¢, < gy -

Comme t appartient a £, il n’est égal ni a Az w ni a eg(w) si
B # o (lemme 4.3.4). Donc le seul cas qu’il reste & envisager
est t = eo(w) et T! = (v w ty---t,). 1l suffit alors d’appliquer
’hypothése td e, (w) = (v w ty -+ -t,) € N.

N est Rclos.

En effet, sinon, de la réduction infinie de t’ on déduit évidemment une

réduction infinie de t. O

Remarque : A/ n’est évidemment pas Eclos, puisque, par exemple, si § =

Az (zz)onadeNet(§6)gN.
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4.4 L’ ensemble N

4.4.1 Deéfinitions

Définition 4.4.1 On note Ny 'ensemble des termes de la forme (z ty - -t,)
ot x est une variable et ot ty,---,t, sont des termes fortement normalisables
et N1 le plus petit ensemble contenant Ny qui soit a la fois satl, sat2, sat3
et Rclos.

Plus formellement, on construit la suite (croissante) d’ensembles (A4;);en :
Ag=No; Vie N(Aiy1 = A, UB,UC;UD;UF,)
ou les ensembles B;, C;, D;, F; sont définis ainsi:
Bi={(Azutty---t,) | (ulz:=t] t;---t,) € A;}

Ci ={(raltyv) ty-tn) | (Ety - -t,) € Ajyt € EX v E N}
D ={(ra(t,v) t1---t,) | t € EYVw(t =54 (w) = (v wty -~ -t,) € A}
Fo={t'|teAt—=t}

et on définit Ny comme (J;cn Ai-

4.4.2 Premiéres propriétés de N

Proposition 4.4.2 [’ensemble N est satl, sat2, sat3, Rclos, Eclos et in-
clus dans N .

Preuve

— N est satl, sat2, sat3.

(est une conséquence de sa definition. Montrons par exemple que N
est sat3.

Soit t € £% tel que Vw(t —se(w) = (v w ¢y ---t,) € Np) est ce que
T (rolt,v) by -+ ty) €NY?

Les w tels que t —; £, (w) sont en nombre fini (méme raisonnement que
dans la preuve de la proposition 4.3.5). Nous nommons wy, - - -, w,, les
w tels que t —; e, (w).

Pour chaque entier j de 1 & m, de (v wjty - --t,) € Ny on déduit qu’il
existe un entier p; tel que (v wjty -+ t,) € Ap,.

Soit q le plus grand de tous les entiers p; pour j de 1 & m.
Pour chaque entier j de 1 & m: (v w;ty ---t,) € A, C A,.
Donc par définition de la suite des A; ona T € Agyy C Ni.
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— N est Rclos est immédiat.

— N est Eclos.

On montre que pour tout i (¢ € N), A; est Eclos par recurrence sur i.

, . . def
— (C’est évidemment vrai pour Ag = Ap.

— Supposons que A; est Eclos et montrons que A;41 ’est aussi. Soit
T € Aix1,V € N montrons que (T V) € Ajpq.

Si T € A; c’est vrai par hypothése de récurrence .
SiT=Azutty---t,) avec (u[z:=t] t;---t,) € A;, on a
(u[z:=t] t1---t, v) € A; par hypothése de récurrence et donc
(T v) € B; C Ai-}-l-

SiT = (ro(t,u) ty---t,) avec (tty -+ -t,) € Aj,t € EXueN
alors par hypothése de récurrence (t ¢; ---t, V) € A; et donc
(T V) € Ai-}—l-

siT = (ta(t,u) ty---t,) avec t € £Y et Yw(t —=5e,(w) =
(uw wty -+ -t,) € A;) alors par hypothése de récurrence

Vw(t —=seq(w) = (uw wty---t,V) € A;) done (T V) € Ajyq.
Si T =t avect € A; et t—;t alors par hypothése de
récurrence (T' V) € A et (t V)= (' V) = (T V) donc
(T V) € Ai-}-l-

D’autre part, on sait que que si A; est Eclos pour tout i de N, alors
Usen Ai est Eclos (lemme 4.3.3), donc N est Eclos.

— N1 est inclus dans V. C’est immédiat, en effet A contient Ay, est
sat1, sat2, sat3 et Rclos et A7 est le plus petit ensemble ayant ces cing
propriétés.

O

4.5 Interprétation

Une interprétation I est une fonction qui associe a chaque type T de ®
un sous-ensemble de A g que nous noterons: I[(T) ou |T'|; ou méme |T'] s’il n’y
a pas d’ambiguité.

4.5.1 Candidats de réductibilité

Définition 4.5.1 [ ’ensemble R des candidats de réductibilité est [’ensemble
des parties I de A qui vérifient No C F C N et F satl, sat2, sat3 et Rclos.
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On peut remarquer que tout candidat de réductibilité contient A;. En
effet A7 est le plus petit ensemble contenant Ny qui soit satl, sat2, sat3 et
Rclos.

Nous définissons ensuite un ensemble de A-termes que nous utiliserons
pour définir 'interprétation de la formule F<.

4.5.2 L’ensemble F*

Nous avons vu (définition 4.1.1) qu’a chaque symbole de données D on
peut associer la formule définissant dans Fz2f le type de données correspon-
dant, formule que nous noterons aussi D. Par exemple B = VX (X, X — X),
N=YVX({(X=>X),X=>X)et LN=VX(N,X = X), X = X)).

On associe ensuite & la formule D une partie ||D|| de Ag, qui est définie
par induction sur D.

Contentons nous ici de donner trois exemples:

= |[B]| = Nper (I = (F — F)) et
— |IN|| = Nper ((F = F) = (F — F)).
— ||ILN|| = Nrer((|IN]|, F — F), F — F).

On remarque immédiatement que pour chaque symbole de données D
’ensemble || D|| est Rclos.

Définition 4.5.2 Si « est la dénomunation de type D;, l'ensemble F est
l’ensemble des termes t de Ag tels que :

i) t est fortement normalisable
i) t a un réduit de la forme e, {(w) avec w € || D||

i) t n’a aucun réduit de la forme e,(w) avec w ¢ || D||

Remarque 4.5.3 Le lecteur curieuzr peut se demander si la condition 1)
est nécéssaire. Nous devons avouer notre ignorance sur ce point : nous n’avons
pas réussi & montrer que les conditions i) et 1) impliquent la condition 11i).
Nous ne savons pas non plus s’il peut exister un terme t de Ag qui se réduise
a t”avec t' € ||D|| et qui se réduise a t” avec t” & || D||.

On montre ensuite quelques propriétés de F=.

Proposition 4.5.4 [’ensemble F* est satl, sat2, sat3, Rclos et Fclos.
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Preuve Soit @ = D; une dénomination de type .

F* est satl. Supposons que (u[z:=t] t; ---t,) € F*, ¢t € N nous devons
montrer que T = (Az u tty -+ -t,) € F°.

— La condition i) est satisfaite puisque A est sat1.
— La condition ii) lest car (Az w tty -« -t,) = (u[z:=t] t1---1,).

— On montre la condition iii) par I"absurde. Si on avait T'—; £, (w) avec
w & || D|| ce ne pourrait étre que par une réduction de la forme:

T—s Az ¢t 1) = (Wz: =] 8] - 1)) =5 e0(w)

ce qui contredit le fait que (u[z:=t] t1---t,) € F°.

F* est sat2. Nous montrons que F* est sat2g (o et § sont deux dénomi-
nations de type égales ou non).

Supposons que (t ty --+t,) € F* t € £°,v € N nous devons montrer que
T = (1a{t,v) ty, -+, t,) € F*.

— La condition i) est satisfaite puisque A est sat2.

— La condition ii) est plus délicate. Quelle peut étre la forme normale de
t7

— Ce ne peut étre ni (z vy - - -v,) ni 7,(a, b) car alors on n’aurait pas
(tth---t,) = ep(w).

— Ce ne peut pas étre e5(w) car t ¢ &;.

— Ce peut étre Az w ou £, (w) si @ #  mais dans les deux cas T va
pouvoir se réduire de la méme fagon: T —; (1g(t, v) t1---t,) =%
(t t1---t,) (en notant ¢ la forme normale de t).
Or (tty - -t,) = ep(w) avec w € || D|| donc, puisque la §-réduction est
confluente, (t ty---t,) —=5e,(w) et finalement T —;e,(w) ot w
forme normale de w appartient a || D|| puisque || D|| est Rclos.

— Passons & la condition iii). Sans réduction du 74(, ), T ne pourrait se
réduire a £, (), donc la seule réduction qui contredirait la condition iii)
est T — (1p(t', V") th, -+ t0) =5 (t' t), -+, 1)) =5 ea(u) avec u & || D
car t’ ne peut étre de la forme eg(a) puisque ¢ ¢ £s.

Mais si cela était, on aurait (¢ ¢y ---t,) = (£ t}, -+, 1) =4 (u) ce qui
n’est pas possible puisque (¢ ty---t,) € F°.

F est sat3. Soit t € £ tel que Vw(t —sep(w) = (v wty -+ t,) € F?).
Est ce que T (Ta(t,v) ty -+ t,) € F?

— La condition i) se déduit de A est sat3.
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— La condition ii) est vérifiée car si t € £° alors t —; g5(a) donc

T — (tplepla),v) ty - -t,) =5 (v aty -+ - t,) € F©

- La condition iii) se montre par récurrence sur p + @Q ot p est la longueur
de la plus longue chaine de réduction de t et Q la somme des ¢,, pour
w tel que t—;eg(w) avec g, longueur de la plus longue chaine de
réduction de (v wty ---t,) (les w sont en nombre fini: voir preuve de
la proposition 4.3.5). On examine les réduits a un pas T’ de T et on
montre qu’aucun ne se réduit a €, (u) avec u ¢ || D||.

- Si T" = (r5(t',v) t1---t,) ’hypothése de récurrence s’applique
cart' € £ (lemme 4.3.4), p’ longueur de la plus longue chaine de
réduction de t’ vérifie p’ < p, 'ensemble des w tels que t' —; eg(w)
est inclus dans ensemble des w tels que t —; eg(w).

= Si 1" = (7(t,v') t1---t,) 'hypothése de récurrence s’applique
parce que pour chaque w tel que t—;e3(w), la longueur de la
plus longue chaine de réduction de (v’ wty - - -1,,) est inféreure a la
longueur de la plus longue chaine de réduction de (v wty - - -t,).

— De méme si T" = (15(t,v) t1, -+, the1, th, thg1 -+ tn).
— S’il y a réduction du 75(, ), c’est que t = gg(w) parce que t ap-
partient & £ et ne peut donc étre ni de la forme Az u, ni de la

forme £, (u) avec a # 3. Et on a alors T —; (v wty -+ -1,) qui ne
peut par hypothése se réduire a €, (u) avec u ¢ || D||.

F est Relos. Nous nous contenterons de montrer la condition ii): si

t —5 £4(1) alors t' —; £, (i) ol 7 est la forme normale de i, et si i € ||D|| alors
ie||D]|.

F* est Eclos. Soit t € F*, v € N, montrons que T (t v) € Fo.

— La condition i) est satisfaite. En effet sinon pour avoir (¢t v) ¢ AN il
faudrait puisque t et v sont fortement normalisables que I’application
(t v) soit réduite. Mais ¢ —; Az u n’est pas possible puisque t € F. Et
si t =5 eg(u) alors on aura T — (eg(u) v) =5 e5(u) € N.

— La condition ii) est évidemment satisfaite.

— Montrons la condition iii) par I’absurde. Pour que T se réduise a
eo(u),u & ||D]||, la seule possibilité est qu’il y ait réduction de (¢ v).
Or si t’ est un réduit de t, il ne peut étre d’aucune des formes Az u ou
ep(u) avec § # a donc la seule possibilité est T —; (£, (a) v') =3 £4(a).
Mais alors, puisque T —se,(u),u € ||D||, on a t —se,(a) = £4(u) ce
qui est impossible.

O
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Lemme 4.5.5 Pour toutes dénominations de type o et B différentes, et
tout symbole de données D :

-~ 1) Foc e

- 2)N1ﬂga:®

- 3) [ID||NE> =0

- 4)E2NEP =.
Preuve

— La premiére propriété est évidente.
— Montrons la deuxiéme :

— la forme normale d’un terme de £ est £, (u) ;

— la forme normale d’un terme de A; est: soit (z ty---t,) soit
7o (1, v): (cela se montre par induction sur la construction de NVy) ;

— l'incompatibilité des formes normales prouve que les deux en-
sembles N7 et £ sont disjoints.

— Prouvons la troisiéme, pour la dénomination de type a = N,;. Soit
t € £, Si t appartenait & ||[N|| < Nper (F = F) = (F = F)),
t appartiendrait & (N — Np) — (M — Nj), puisque N est un
candidat de réductibilité. On aurait donc, pour @ € N7 — Nj et b € A7,
(t @ b) € Ny. Mais puisque la forme normale de t est £,(c), celle de
(t a b) est aussi £,(c) ce qui est contradictoire avec (¢ a b) € N;.

— Pour prouver la quatriéme propriété, il suffit de voir que les formes
normales des termes des deux ensembles ne sont pas compatibles.

O

4.5.3 Interprétations

Nous pouvons maintenant définir ce qu’est une interprétation.

Définition 4.5.6 Une interprétation est une fonction de ®f dans R ; les
images des variables propositionnelles étant données, les régles suivantes dé-
finissent [interprétation d’une formule quelconque :

- I(A—= B)¥1(4) = I(B)

~ IVXB) ¥ Nper I[X:=F](A) oa I[X:=F] est I” interprétation défi-
nie par I[X:=F)(X) L F et I[X:=F](Y)ZI(Y) siY # X
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- |EY €N U Fe
~ |DIe | H | DE U B

- DY ¥ D)
L est un ensemble de dénominations de type €ventuellement vide, «

une dénomination de type n’appartenant pas a L, et D un symbole de
données.

On peut remarquer que l'interprétation de la formule NY VX((X —
X) = (X — X)) est, d’aprés notre définition, Nrer ((F — F) = (F —
) = || N]|; et, plus généralement, que, pour tout symbole de données D,

| D] = [DI].

On vérifie facilement que toute formule close a une interprétation unique
uisqu’indépendante des interprétations des variables propositionnelles).
puisq P P prop

4.5.4 Toute interprétation est un candidat de réductibilité

Nous examinons tout d’abord les propriétés de |E?|.

Proposition 4.5.7 Pour toute dénomination de type o, |E?| est un can-
didat de réductibilité Fclos.

Preuve

— On a évidemment Ay C |E?|. D’autre part, Nj et F* sont des sous
ensembles de A donc |E?| aussi.

— Les ensembles N et F* sont sat1, sat2, Rclos, Eclos et ces propriétés
«passent & la réunion» donc |FE°| est satl, sat2, Rclos et Eclos.

— Montrer que |E?| est sat3 est un peu plus difficile. Soit ¢ € £ tel que

Y (t = eo(w) = (vwty - -1,) € |E?|) est ce que T = (r5(t, v) ty -+ - 1,)
[E2?
Les ensembles N et F“ sont disjoints, considérons les w; tels que
t = €4 (w;). Nous montrons plus loin que les termes (v w;t; - - - £,) sont
tous soit dans N7 soit dans F“ ce qui nous permet d’appliquer la
saturation3 de Ay ou F* pour conclure que |E?| est sat3.

Il nous reste & prouver I'affirmation que les (v w;t; ---t,) sont tous
soit dans A7 soit dans F®. S’ils ne I’étaient pas, avec par exemple
(vwy ty--ty,) €ENyet (vwyty--t,) € F, les deux termes e, (w) et
£ (wz) auraient la méme forme normale (celle de t) et donc wy et wq au-
raient aussi méme forme normale @. On en déduirait (v wy £y -+ -£,) —%
(vwty---ty) et (vwyty---t,) =5 (v wty---t,), mais on aurait alors
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(v w ty---t,) € Ny puisque Ny est Rclos, et (v w ty---t,) € F*
puisque F¢ est Rclos et c’est impossible d’aprés le lemme 4.5.5.

O

Nous examinons ensuite les propriétés de saturation des interprétations.
Seule sat3 n’est pas immédiate.

Proposition 4.5.8 Pour tout type T et toute interprétation I, |T|1 est un
candidat de réductibilité.

Preuve Nous montrons tout d’abord que |T'|; est sat1, sat2, Rclos et qu’on
alNy C |71 C N. La preuve est la méme pour toutes ces propriétés, écrivons
la pour satl.

L’interprétation d’une variable propositionnelle est un candidat de réduc-
tibilité donc satl. L’interprétation de ' est satl. Le lemme 4.3.3 permet de
conclure compte tenu de la définition des interprétations.

Il est un peu plus difficile de montrer que |T'|; est sat3 puisque, comme
nous ’avons vu, on ne peut pas affirmer que si A et B sous-ensembles de N/
sont sat3 alors AU B est sat3. Mais nous savons (proposition 4.5.7) que pour
toute dénomination de type 3, |E®| est sat3, il suffit donc de montrer que,
pour tout ensemble de dénominations de type L, |D"| est sat3.

— | D| est sat3,. Ecrivons la preuve pour D = N elle est trés semblable
pour un autre symbole de données. Rappelons que |[N| = Nper((F —
F) — (F — F)). Chaque candidat de réductibilité F est sat3,. On en
déduit par «passage a la flechey que I — Fet (F — F) = (F = I'))
sont aussi sat3, et par «passage a 'intersection» que |N| est sat3,.

— |D¥| est sat3,. La preuve se fait par récurrence sur le nombre d’élé-
ments de L, ce qui revient & montrer que si | D”| est sat3,, alors | D*19|
est sat3, (a et § deux dénominations de type égales ou non).

Soit donc t € £ tel que Yw(t — e4{w) = (v wty -+ -t,) € |[DFFA]). Est
ce que (T4(t,v) ty -+ +t,) € [DEFP|? Si nous considérons les w; tels que
t —; 4 (w;) (ils sont en nombre fini car t est fortement normalisable),
on peut affirmer (nous le montrons plus loin) que les (v w;ty ---t,)
sont soit tous dans |D”| soit tous dans F# et donc on peut appliquer
la propriété sat3, a I'un de ces deux ensembles et conclure.

Prouvons par ’absurde I’affirmation précédente: on ne peut avoir des
(v wjty -+ -t,) & la fois dans |DY| et dans FP.

Supposons que l'on ait (v wity - +t,) € |[DF| et (v waty -+ +t,) € FP.
Les termes wy et wy ont méme forme normale w puisque les deux termes
eq{wr) et e,(wq) ont méme forme normale: celle de t. On en déduit
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donc (vwy by« ty) = (vwty - t,) et (vwgty - t,) = (vwty---t,),
ce qui prouve que (v @ ty ---t,) € |D”| puisque |D”| est Relos et que
(v ty---t,) € F? puisque FP est Rclos. Et c’est impossible d’aprés
le lemme 4.5.5.

O

4.6 Lemme d’adéquation

On montre le résultat habituellement appelé lemme d’adéquation (dont
nous faisons un théoréme).

Théoréme 4.6.1 (Adéquation) Soit [ une interprétation.

Si (1) Fdéfxl:Al,---,mn:Anl—Fu t A etsit; € |Air (1 <4 < n) alors

u/défu[;rli =y, Ty :tn] € |A|[.

Preuve Pour tout terme t nous noterons t’ le terme t[ml: =f1, ", Ty = tn].
Le théoréme se prouve par induction sur le typage (1). Considérons la der-
niére régle utilisée.

— Si c’est la régle T’exc, on a « = Di et ' w @ D done par hypothése
de récurrence w' € |D|r et donc v’ = e, (w') € F* C |E?|;. En effet u’
vérifie les trois conditions caractérisant I’appartenance a F®. Seule iii)
n’est pas évidente : si on a u’ —; £, (a) alors w’ —; a et a € | D|; puisque
|D|1 est Rclos.

— Si c’est la régle T’prop, on a 'Hu @ E?, et de v’ € |E?| on déduit
u € |T|; — |E®|. En effet de |E®|; Eclos et |T|; € N on déduit
|Ea|[ C |T|[ — |Ea|[ = |T — Ea|[.

— Si c’est 'une des régles TV I1 ou T’ Vv I2 le résultat est immédiat
puisqu’on interpréte D't comme la réunion des interprétations de

DY et de E°.

— Siclest larégle T'VE,onal,z: DV u:TetT,z: E¥—u:T et en-
core I',v : DI+ donc par hypothése de récurrence ufzy: =ty -+ -, 2,1 =t,,
z:=a] € |T|; pour tout a dans |D"|7, u[z;:=ty, -+, 2 =t,,2:=b] €
|T|; pour tout b dans |E?|r et v[z:=ty, -, 2, =t,] € |[DF2|; =
|DE| U |E*).

Considérons le terme ¢ = (u[z: =v])[z1: =11, -, &n: =1,]. Les pro-
priétés des substitutions permettent d’affirmer que
"=z =ty ap =t mi =z =t 1 = 1]

Que v[zy:=ty,- -, 2, =t,] soit dans |D"|; ou dans |E®|;

on aura donc bien t"” € |T|;.
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— Si c'est la régle T'try, on a I'£u @ DA et Thv @ G = D) avec

a =G (nous examinons un cas qui n’est pas le plus général, mais
qui contient le seul point intéressant de la preuve). Par hypothése de
récurrence v’ € |G|r — |D|;, ' € |D?*|; = |D|;U |EP|; U |E?|;, et
nous distinguons trois cas.

— Siw' € |D|ralors v’ ¢ £* et donc 7, (u’,v") € |D|; puisque v’ est
fortement normalisable et | D|; sat2.

— Siu/ € |EP|1, la preuve précédente peut étre répétée puisque |EP|;
est sat2.

— Si w’ € |F?|r nous devons distinguer deux cas:

— soit v’ € Ny et N} sat2 permet de conclure que 7,{u’,v') €
Ny C|D|r C |D|r;

— soit u’ € F* et, par définition de F?, on sait que si u' —; £, (a)
alors a € |G|y et donc (v a) € |DP|r; on en déduit (puisque
| D1 est sat3) T, (u',v") € |DP|;.

— Le cas ou la derniére régle utilisée est 'une des régles T’var, T abs,
T’app, T'VIy, T'VFE; c’est & dire une des régles du systéme F se traite
comme dans [10].

O

Du théoréme d’adéquation, on déduit aisément le théoréme de forte nor-

malisation du systéeme Fz2p .

propositionnelle. Si T’ = x1: Ay, -

On considére I'interprétation T définie par | X|; = A pour toute variable

|A|; C N, par application du théoréme d’adéquation, puisque z; € N° C
| As| 1.

SZpt Ay Ajonau=ulzi =22y =2,] €
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Chapitre 5

Conservation du type

L’objet de ce chapitre est de prouver la propriété dite « subject reduc-
tion».

5.1 Clarification des preuves

Notre but est d’éliminer certaines fagons d’utiliser les régles de typage
qui s’avérent inutiles et qui compliqueraient nos raisonnements si elles étaient
conservées.

Nous définissons ainsi deux utilisations particuliéres de la régle TV E dont
nous montrerons plus tard qu’elles ne sont pas indispensables.

Définition 5.1.1 Une utilisation de la régle TVE de la forme: si (a) ',z :
DMalFz T, si (b) Tz : E%allz : T et si (¢) v @ D¥[a] alors
(d) M'Fa[z:=v] =v : T est dite « avec u variable principale » .

Un terme de Ap est dit « redexeur » sl est de 'une des deux formes
Az u ou £4(u).

Une utilisation de la régle TVE dans laquelle le terme v n’est pas redexeur
est dite « profitable ».

Une preuve avec utilisation non profitable de la régle TVFE est dite « troubley,
sinon elle est dite « claire ».

5.1.1 Lemmes sur les variables

Le premier lemme examine, dans un cas particulier, comment le type
d’une variable peut évoluer & partir du type initial de la variable dans le
contexte.

Lemme 5.1.2 Si [,z : Atz : T alors:

- st A= Xa alors T =Vy;---y,Xb (avec y; # X pour tout i tel que
1<i<p)etl,AlFa=1b
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- si A =Vy(Xy— Xs(y)) alors T =Vy1 - -yp(Xa — Xb) (avecy;, # X
pour tout 1 tel que 1 <7 < p) et ', AlFb = s(a).

Preuve Nous prouvons la premiére partie du lemme, par récurrence sur la
longueur du typage. La derniére régle ne peut étre aucune des régles Tabs,
Tapp, Texc, Ttry, Tprop, TVI1, TVI2. Examinons les autres possibilités.

— Si la derniére régle est Tvar le résultat est trivial.

— Si c’est TVI; ou TVI;, lhypothése de récurrence permet de conclure
(on ne peut évidemment pas introduire VX puisque la variable X n’est
pas libre dans le contexte).

— Si c’est TVFy, on a de I'yz : AFa : BYVzC déduit Mz : Atz
TdéfC'[z: =t]. Par hypothése de récurrence on a B = VzVy; -y, Xb
avec [, Alra = b, et T = Vy; - - -y, X b[z: =t]. Mais f,XaH—b[z: =t] =
a[z: =t] = a puisque z n’est pas libre dans I', X a.

— Sic’est TVFE; le résultat est trivial puisqu’on passe du type VZVy; - - -y, Xb
avec Z # X au type Yy; -y, Xb.

— Si c’est Teq, de ',z : Atz @ Vyy -+ -y, Xb[z:=u] et [,Allu = v on
déduit I'Fa : Vy; - - -y, X b[2: = v]. Mais par hypothése de récurrence on
a [, AlFb[z: =u] = a et puisque I, AIFb[z: = u] = b[z: = v] on obtient
T, Alrb[z: =v] = a.

— Siclest TVE, on a
()T, z: Ayy: DE[e]Fu:T; 0T,z : A,y : E®[c]Fu:T; ()T, 2 : AFv : D*¥[(]
et I’égalité u[y: = v] = z nous améne a distinguer deux cas.
— Soit w = z, et alors I’hypothése de récurrence nous donne T =
Vaq -2, Xb ainsi que T, A, D'[c]IFb = a et T, A, E°[c]IFb = a.
Avec I'; AIFD*+2[c], on peut alors obtenir (LVE) ', Al-b = a.
— Soit u = y et v = z, et (c) s’écrit alors [,z : Az : D[] ce
qui, par hypothése de récurrence, n’est pas possible.
La preuve de la seconde partie du lemme est identique. O
Nous précisons ensuite les types possibles pour une variable, dans un

contexte ol elle a pour type la formule D"[a].

Lemme 5.1.3 Soient D un symbole de données, o une dénomination de
type, L un ensemble de dénominations de type.

1. Si U,z : DYaltz : T alors T est de l'une des deux formes Ty =
Yui, - Un(A = B) ouTy =V, -, v, DPE[B] (et alors T, DV[a]IFb =
a).
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2. Si U,z : E%altz : T alors T est de l'une des formes:
Yur, - Up E2[b] ou Yoy, - -, v (A = E2[B]) ou Yoy, -+, v, DE'4[D]

avec I', E°[a]IFb = a.

A et B sont des formules, L un ensemble de dénominations de type,
Uentier n peut étre éventuellement nul et vy,---,v, sont des variables
dindividu ou de relation.

Preuve Les deux parties du lemme se prouvent parallélement, par récur-
rence sur le typage. Nous rédigeons seulement la preuve de la premiére partie
(la preuve de la seconde partie est trés semblable) dans le cas ot D = N.

Nous posons [/ =T,z : N*[a] et nous examinons la derniére régle.

— La derniére régle ne peut étre ni Tabs ni Tapp ni Texc ni Ttry.

— Dans le cas de la régle Tvar, le résultat est immédiat, puisque N‘D[a]
s’écrit aussi VX (A — B) (N%a] = VX (Vy(Xy = Xs(y)), X0 = Xa)).

— Dans le cas des régles TVIy, TVYI; ’hypothése de récurrence permet de
conclure.

— Si la régle est TVFEq, on a donc de ["Fz : AT, déduit 1 kz -
BY Ti[z: =t];

— si i=1, le résultat est prouvé puisque B est alors de type T} ;

—sii=2,ona A=Vz, v, -,I/nNLi'LI[b] et [VlFb=a et B=
Yui, - un NPT [b[2: =], mais TV IFb[z: =t] = a[z: =t] = a
puisque z n’est pas libre dans I".

— Si la régle est TV Fsy, avec les mémes notations, le cas i=2 est trivial si
L + L' # () sinon il faut remarquer qu’on peut éventuellement passer
du type N[b] = VX (Vy(Xy — Xs(y)), X0 — Xb) au type Vy(Xy —
Xs(y)), X0 — Xb)[Xz:=F] qui est de la forme T7; le cas ¢ = 1 est
trivial.

— Silaregle est Teq, le cas i=1 est trivial. Si i=2, de Mz Vg, e ynNL+L‘[b[z: =ul]
et I'lFu = v on a déduit IV Fa : Yy, -+, v, NEHE [z = v]]. Mais, par

hypothése de récurrence, on a ' IF[b[z: = u] = aet, puisque [V [F[b[z: = u] =
[b[z: =], on obtient 17 IF[b[z: =v] = a.

— La régle peut étre Tprop seulement dans la seconde partie du lemme,
mais le résultat est alors trivial.

— Si la régle est TVI2, le résultat est évident.
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— Le cas de la régle TVFE est le plus long. On a
(@), y: FY [ Fu: T; 0T,y : E°[cbu:T; ()T Fo: FY49]
On doit distinguer deux cas.

— Soit u=x. Le cas i=1 est alors trivial et sii=2 ona T = Vv, -+, v,
NI+ [p] avec

7, FY"[c]lka = by 17, E7[c]Ira = b; [ -2 [¢]

et donc, en utilisant la régle LVE, ['lFa = b.

— Soit u=y et v=x. On déduit de (c), en appliquant I’hypothése de
récurrence que F=D. Le cas i=1 est alors évident en appliquant
’hypothése de récurrence & (a). Dans le cas i=2, I'’hypothése de
récurrence nous donne :

— appliquée a (a) et (b): T = Yy, -« -, v, FE" 0[] et (d) T, y :
FE'[d]IFb = c et () T,y : EF[c]lFb = ¢
— appliquée & (c): (f) I'IFb = a.
D’autre part on a (g) [7 IFFL"+8] ],
En appliquant LVE & (d), () et (g) on obtient: ['IFb = ¢ qui
combiné avec (f) nous donne ["lFa = ¢. Enfin on a L" + B+1D
L"+8D>LetacL"+(+1.
[l

Nous pouvons alors envisager une premiére simplification des preuves.

Lemme 5.1.4 Toute preuve contenant une ou plusieurs utilisations « avec
u variable principale » de la régle TVFE peut étre transformée en une preuve
qui ne contient plus aucune utilisation de cette sorte, et, st la preuve de
départ est claire, alors la preuve obtenue ’est aussi.

Preuve Nous utilisons les notations de la définition 5.1.1.

Dans un premier temps nous montrons que dans une utilisation «avec u
variable principale» de la régle TVFE le type T est égal a VDL"'Q"'L/ [b] avec
L’ éventuellement vide et ['IFb = a.

En effet, d’aprés le lemme 5.1.3, le seul type possible pour T doit étre de
la forme:

— d’une part Yy, - -, v, (A — B) ou Yoy, - - -, v, DV [B]

— et d’autre part Yoy, - -+, v, F¥[bl ou Vuy, - - -, v (T — E°[b]) ouVuy, - -+, vy
DI+aqp].
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Et de T, DX[a] kb = a, T, E[a] kb = a et T IF DE+*[a] on peut déduire (LVE)
L'lkb = a.

Nous montrons ensuite, par récurrence sur la longueur du typage a trans-
former T, qu’un typage contenant une ou plusieurs utilisations « avec u va-
riable principale» de la régle TV FE peut étre transformé en un typage qui ne
contient plus aucune utilisation de cette sorte (et que cette transformation
préserve la clarté de la preuve).

Si la derniére régle du typage T n’est pas une utilisation «avec u variable
principaley de la régle TV FE, il suffit de transformer les preuves des prémisses
(hypothése de récurrence ) et d’appliquer la derniére régle a ces prémisses qui
sont sans utilisation «avec u variable principaley de la régle TV E. Remarquer
que la clarté de T est préservée par ces transformations.

Le seul cas a étudier est donc celui ot la fin du typage est :

si(a) 0,z : DF[a]Fz : T,si (b) T,2: E%a]tz : T etsi(¢) TFv: DF[q]
alors (d) 'Fulz: =v]=wv:T.

D’aprés le résultat ci-dessus T = Yy - - -y, DET+L'[b] et T'l-b = a. Par
hypothése de récurrence, (c) peut étre remplacée par une preuve (¢)’ T'tv :
DT+2[a] sans utilisation «avec u variable principale» de la régle TVE. Il va
nous suffire de poursuivre la preuve de (c)’ sans utiliser la régle TVE.

En utilisant la régle TVI2, g’il le faut plusieurs fois, on obtient I'v :
pltatl! [@]. Ensuite, puisque aucun des yi,---,y, n'est libre dans I', on
utilise, éventuellement plusieurs fois, la régle TVI1 ou TVI2 pour obtenir
kv @ Yy - -ynDL"'a"'L/[a]. Il ne reste plus qu’a utiliser Teq pour obtenir
T'Fv: Yy ooy, DI (]

Remarquer que si T est claire, (c¢) est claire, donc, par hypothése de
récurrence, (c’) I'est aussi et la preuve transformée de T est donc claire. O

5.1.2 Lemmes sur les termes redexeurs

Nous commencgons par un résultat qui indique des types impossibles pour
Az u ou £, (u).

Lemme 5.1.5 On ne peut obtenir aucun des typages suivants :
-I'Flzu: VX(tl, o tn), PRAz w VEa[a]
S Thea(u) s VX (b, o).

Preuve Nous rédigeons seulement la preuve de la premiére partie du lemme,

la seconde étant semblable. Cette preuve se fait par récurrence sur le typage,
examinons donc la derniére régle.

— La derniére régle ne peut étre ni Tvar, ni Texc, ni Ttry (le terme ne
convenant pas) ni Tprop, ni TV/I1, ni TVI2 (le type ne convenant pas).
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— Sila régle est TYFEy, TVFE,,TVI, TVI; ou Teq, la preuve est directe par

hypothése de récurrence (remarquer que si ’on veut obtenir ['FAz u :

X(z1,---,2,) par application de la régle TVFy, il faut partir de
FFXzw VY VY (y1, -, yp).

— Pour traiter le cas de TVFE, on peut supposer que la preuve est sans
utilisation avec «avec u variable principaley de la régle TV F, et alors on
sait que si le terme final «w[y: = v]» est Az u, c’est que w est de la forme
Az t. Mais alors on devrait avoir I',y : DF[a]FAzt : 7X(t1, s tn)
ou T,y : Dla]FAzt : VEa[a] ce qui est interdit par hypothése de
récurrence.

O

Nous montrons un lemme permettant de « remonter» le typage d’une
exception.

Lemme 5.1.6 Soit « = D* une dénomination de type et vy,---,v, des
variables d’individu ou de relation (n € N ).

St Dbeg(u) @ Yo, - -, v, E%[a] alors il existe b tel que I'lFa = r,(b) et
['Fu: D[b].

Preuve Nous faisons la preuve par récurrence sur le typage, en considérant
donc la derniére régle qui ne peut étre ni Tvar, ni Tabs, ni Tapp, ni Ttry - le
terme ne convenant pas - ni Tprop, ni TVI1, ni TVI2 - le type ne convenant
pas.

— Si la derniére régle est TV ou TVI;, ’hypothése de récurrence permet
de conclure.

— Si la derniére régle est TVEy, on a de ['Fe,(u) @ Vz,vq, -+, v, E%[d]
déduit I'te,(u) @ Vuq, -, v, E%a]z: =t]]. L’hypothése de récurrence
nous dit qu’il existe b tel que I'Fu : D[b] et T'lFa = ry(b).

On en déduit I'u : VzDI[b] puis I'Fu : D[b[z: =t]] par application
successive de TV et TYFE], z n’étant pas libre dans I ; et r lFa[z: =t] =
ro(b[z:=1]) en utilisant le lemme 3.4.4.

— Si la derniére régle est TVFy, on remarque qu’on ne peut pas avoir
dans la prémisse, d’aprés le lemme 5.1.5, le type V X (z1,---,2,), on
a donc du partir de I'Fe,(u) @ VX, vq, -+, v, E%[a] et ’hypothése de
récurrence permet de conclure.

— Si la derniére régle est Teq, on a de I'te, (u) : Yy, - - -, v, F¥a[z: = t1]]
et ['lFt; = ty déduit ke, (u) @ Yoy, - - -, v, F¥a]z: = t3]]. L’hypothése
de récurrence permet d’affirmer qu’il existe b tel que I'u : D[b]
et T'lFa[z:=t;] = rqo(b). Le lemme 3.4.4 nous donne ['lFa[z: =] =
alz: =t9] et la transitivité de I’égalité permet de conclure.
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— Si la derniére régle est Texc, le résultat est immédiat.

— Si la derniére régle est TVFE, on n’a qu’un seul cas & examiner, puis-
qu’on peut supposer que la preuve a été transformée en une preuve
sans utilisation «avec u variable principale» de TVFE.

Ona(a) T,z : FFlelbes(w) : VYuy, -, v, Ea], (b) T,z : EP[e]be,(w) :
Yy, - v E%a] et (c) T'Fo: FEHA[c).

— L’hypothése de récurrence appliquée a (g) nous dit qu’il existe b’
tel que (1) I',z : FE[c]Fw : D[] et (2) T, FE[c]lFa = r, (b').

— L’hypothése de récurrence appliquée a (bA) nous dit qu’il existe b”
tel que (3) ',z : EP[c]tw : D[b"] et (4) T, Ef[c]lFa = ro(b").

— On déduit de (1) et (2) (casD) (1) I',z : FEe]Fw : Dlecasy(c, b, b))
et (2') T, FE[c]lFa = ry(casy(c, b, b')).

— On déduit de (3) et (4) (cask) (3') I,z : EP[e]Fw : Dlcas,(c, b, )]
et (4') T, BP[c]lFa = ry(casy(c, b, b')).

On conclut en appliquant d’une part TVE a (17), (3’) et (c), d’autre
part LVE & (2°), (4") et (¢) TIFFFP[¢] (déduit de (c) a l'aide du
lemme 3.2.4).

g

Nous montrons ensuite un résultat qui permet de simplifier le type obtenu
pour un terme redexeur.

Lemme 5.1.7 Soient a un terme dindividu, D un symbole de données, o et
0 des dénominations de type, égales ou non, L un ensemble de dénominations
de type, n un entier éventuellement nul, et vy, - --,v, des variables dindividu
ou de relation.

- Si (1) TF Az w: Yy, -+, v,D [d] alors (2) TFAz u : Da.
— 81 (1) They(u) : Vou, -+, v, BPla] alors 8 = « et (2) ['ke,(u) : E[al.
— Si (1) Trea(u) : Yur, - -+, v, DY [d] alors a € L et (2) T'Fen(u) : Ea].

FEt - c’est la version forte du résultat - sl existe une preuve claire de (1),
alors il existe une preuve claire de (2).

Preuve Nous rédigeons seulement la preuve de la premiére partie du lemme,
dans sa version forte.

Remarquons tout d’abord que, si L = (J, on peut, & partir de I'FAz u :
Yy, - -+, v, DP[a], en appliquant TVE; ou TYE;, obtenir ['FAz u: Yy - - -y,
D¥[a][y;: =] soit Tz u : Vyy - - -y, D¥[a] ; et done, aprés n étapes,
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I'FAz u : D¥[a] qui est le résultat souhaité. On vérifie que si (1) est claire,
(2) qui la prolonge avec quelques régles TVYE [’est aussi.

Dans la suite, on supposera donc que L # (). Nous faisons la preuve de
la version forte de la premiére partie du lemme par récurrence sur le typage
(1), qui peut étre supposé sans utilisation «avec u variable principale» de la
régle TVE (lemme 5.1.4), en considérant donc la derniére régle.

— Si cette derniére régle est TV, TVI;, on applique ’hypothése de ré-
currence et on obtient directement le résultat cherché qui est donc une
preuve claire.

— Si la régle est TVYE), on a de T'FAzu : Vz,vy,---,v,D"[a] déduit
DFAzw Yy, - -+, v, DP[a[z: = t]]. L’hypothése de récurrence nous donne
I'FAz u: Dl[a] d’otu I'FAz u : VzD[a] puis I'FAz u : D[a[z: =t]] par ap-
plication successive de TVI; et TVFE;. La aussi la clarté de la preuve
est préservée.

— Si la régle est TV Fy, il suffit de remarquer qu’on ne peut pas partir,
d’aprés le lemme 5.1.5, de 7X($1, -+, Z,), on a donc du partir de
TF 2w : VX, vy, -, v, D"[a] et ’hypothése de récurrence permet de
conclure.

— Sila régle est Teq,onade I'FAz u : Yuy, - -, v, DV [a[z: = u]] et T'lFu =
v déduit TFAz w : Yoy, -+, v, D¥[a[z: = v]]. L’hypothése de récurrence
donne I'Az u : D[a[z: = u]] et il suffit d’appliquer Teq.

— La régle TVI1 n’est pas utilisable d’aprés le lemme précédent et le cas
de TVI2 est trivial.

— Si la régle est TVFE, puisque la preuve (1) est sans utilisation «avec u
variable principale» de TV F, nous n’avons qu’un cas a examiner.

Ona (a) 'z : FUYBFA\yu : Yoy, - -+, v, DV]a], (b) U'yz : E°blFAyu :
Yui, -, vy D a] et (¢) T'ho : FY 4[], I’hypothése de récurrence ap-
pliquée 4 (a) et (b) donne (a’) I,z : FY[B]FAyu : Dla], (b') T',z :
E“[b]FAy u : Dla]. Et I'application de TVE a (a’), (b’) et (c¢) donne le
résultat cherché.

Remarquer que, si la preuve (1) est claire, d’une part elle peut étre
transformée en preuve claire sans utilisation «avec u variable princi-
pale» de TVE (lemme 5.1.4), d’autre part que v n’est pas redexeur et
donc puisque, par hypothése de récurrence, (a’) et (b’) sont claires, on
a bien obtenu une preuve (2) claire.

O
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5.1.3 Lemme de substitution dans le terme

Nous montrons une version forte d’un résultat connu sous le nom de
lemme de substitution dans le terme.

Lemme 5.1.8 (Substitution dans le terme) Soit I = Dyz: Ay, - 20t Ay
un environnement, st (1) I"Ft : A et si (2¢) ['Ht; @ A;(1 < @ < n), alors

(3) THt[zy:=t1, -+ -,z =1t,] 1 A. Et - ¢’est la version forte du résultat - s’il
existe des preuves claires de (1) et (2i) (1 < i < n), alors on peut construire
une preuve claire de (3).

Preuve Nous prouvons directement la version forte du lemme par récur-
rence sur le couple (p, Q)) ot p est la longueur de la preuve (1) et Q@ = > 1y ¢
avec ¢; longueur de la preuve (2¢). On examine la derniére régle de (1). Pour
tout terme t, on note t’ le terme t[xy: =ty, -, x,: =1,].

— Si la derniére régle est Tvar, on distingue deux cas.

— Si t est 'une des variables zq,-- -, z, soit xj, alors A = A et le
résultat (3) 'ty : Ag est identique a I’hypothése (2k) et donc
clair.

— Sinon ¢t = y et alors ’hypothése (1) indique que la déclaration
y : A est dans I, le résultat I'Fy[zy: =1y, - 2=, =y : A
s’obtient directement par Tvar, il est donc clair.

— Si c’est Tabs ou Tapp, il suffit d’appliquer I’hypothése de récurrence
puis la méme régle. Par exemple dans le cas de Tapp,ona ["Fu: B —
A, ["Fv @ B et donc I"F(u v) : A d’ou, par hypothése de récurrence,
I'tu' : B — A clair et I'v' : B clair et il suffit alors d’appliquer la
régle Tapp pour obtenir une preuve claire de (3).

— Sic’est TYF; ou TYF3, alors on a comme prémisse [V Fu : Vv A et donc,
par hypothése de récurrence, I'u’ : Vv A clair et il suffit d’appliquer
la méme régle pour conclure.

— Si c’est TVI; ou TVIy, alors la prémisse est I'VFu : A ; par hypothése
de récurrence I' Fu’ : A clair et 13 aussi la méme régle donne le résultat.

— si c’est Teq, on a I"tu : Aly: =a] et ['lFa = b. L’hypotheése de récur-
rence nous donne I'tu’ 1 Aly: = a] clair et de (27) je déduis ['lFA;(1 <
i < n),doncI'lFa = b, et il suffit d’appliquer la régle Teq pour conclure.

— Dans le cas des régles Texc, Tprop, Ttry, TVI1, TVI2 le résultat est
évident en appliquant I’hypothése de récurrence puis la méme régle.
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— Reste la régle TVFE. On avait

()T, y: D [a]bu: A; (BT, y : E°[a]bu: A; ()T o D[]
L’hypothése de récurrence nous donne
(@)U, y: DEalu’ - A; ()T, E2albu : A; ()T : DM2[a)

et on sait que ces trois preuves sont claires.

L’application de TVFE & ces trois typages donne I' Fu'[y: =v'] : A avec
Wy:=v"] = (u[zr:=t1, -z =) |y =v[zi =tz =16 =
(u[y: =v][z1: =11, -+, 2, =1,]) puisque d’aprés (2) z; n’est pas libre
dans t; (1 <@ < n).

Mais I"application de la régle TV F peut rendre (3) trouble, ce qui nous
oblige & distinguer deux cas.

— Si dans (c¢), v n’est égal & aucun des zy,---, 2, ou si v = w,
n’étant pas redexeur alors, puisque v ne peut étre lui méme re-
dexeur (car (1) est claire), v’ ne sera pas redexeur et I’application
de TVE a (a’), (b’), (¢’) sera profitable.

— Dans lautre cas, v = zj et t; = Az u (ou £,(u)). On peut appli-
quer I’hypothése de récurrence & (c) et (27), (1 <7 < n) puisque
la longueur de (c) est inférieure a celle de (1). On a donc une
preuve claire de (d) I'Fag[zii=t1,- - 20 =t,] = &g : Daq].
Distinguons encore deux cas.

— Sity = Az u, le lemme 5.1.7 nous permet de déduire de (d)
une preuve de (e) I'Hty, : D[a] et d’affirmer que (e) est claire.
On utilise ensuite la régle TVI2 pour obtenir (f) It : D'[d]
claire aussi. Et on conclut en appliquant ’hypothése de récur-
rence a (a), (2¢), (1 < i < n) et (f) ce qui donne une preuve
claire de I'Fufzy:=ty, -+, 2,1 =t,,y: =t] : A ot 'on recon-
nait (3).

- Si ty, = e4(u), le méme lemme nous permet de déduire de
(d) (f\ Tty = E%[a] et d’affirmer que (f’) est claire. On
conclut alors en appliquant I’hypothése de récurrence a (b),
(27), (1 < i < n) et (f) ce qui donne une preuve claire de
I'Fulzy:=t1, -+, 2, =t,,y: =tg] : A ott 'on reconnait (3).

O

Remarque 5.1.9 Le résultat «si ',z : BFt : A et s1 x n’est pas libre dans
t, alors (3) 't : Ay, qui est vrai dans AF2, n’est plus vrai dans Fz2 .
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Preuve La signification intuitive de ce résultat est la suivante: g’il n’y a
pas trace de I’hypothése B dans le terme t - trace de la preuve de A -, alors
je peux prouver A, toujours avec comme trace t, en excluant I’hypothése B
de mon contexte. Mais dans notre systéme, une hypothése peut étre utilisée
sans qu’on en garde trace dans le terme: c’est le cas dans la régle Teq.

Voici un exemple. Soient & = Ny et § = N3 deux dénominations de type
(différentes), et soit @ = r,(0). On a (1) z : EP[a],y : N°[t,(a)]Fy : NP[d]
et on n’a pas (2) y: NP[t,(a)]Fy : NP[a)].

L’affirmation (1) se déduit de z : EP[a],y : DP[to(a)]Fy : DP[ty(a)] (Twar),
par application de la régle Teq, puisque FEP[a]l-DP[a] (T V I1) et I-DP[a] —
ta(a) = a (trapD).

Prouvons pour finir que I'on n’a pas (2)y : D[ty (a)]Fy : DP[a].

— De IFN[0] on déduit (trapE) IFt,(a) = 0 donc (Leq) IFN[t,(a)] puis
(LVI2) (1) IFNP[t,(a)].

— On n’a pas [FN?[a] car sinon on aurait (Ltry) IFN[tg(a)] et, puisque
IFN“[a] et (trapD) IFN*[a] — tg(a) = a, on aurait (Leq) IFN[a] et
nous verrons plus loin (théoréme de caractérisation des entiers 6.1.6)
que c’est impossible.

On n’a donc pas NP[t,(a)]IFN?[a]. Et on ne peut donc pas avoir (lemme
3.2.4) y: NP[t,(a)]Fy : N9[a]. O

5.1.4 Clarification des preuves

Nous montrons que toute preuve peut étre rendue claire.

Proposition 5.1.10 S%l[ existe une preuve de 't : A alors il existe une
preuve de 't : A qui est claire.

Preuve Si nous supposons, hypothése de récurrence, que toute preuve de
longueur inférieure ou égale a n est transformable en preuve claire, alors
considérons une preuve de longueur n+ 1 et montrons qu’elle aussi peut étre
rendue claire.

Si la derniére régle utilisée n’est pas TVE ou si c’est TVE utilisée de
facon profitable, alors I’hypothése de récurrence permet de conclure.
Sinon, on a v = Az u (ou £,(u)) et

(a) T,z : DM[a]Fu :T; (b) T,z : E*[a]bu : T; (c) I'tv : DE[q]

Par hypothése de récurrence ces preuves peuvent étre transformées en preuves
claires (a’), (b’) et (¢’). Le lemme 5.1.7 nous permet d’obtenir, & partir
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de (¢’) une preuve claire (d) I'Fv : D[a] (ou (¢')['Fv : E%[a]), puis, dans
le cas ol v = Az wu, par utilisation de la régle TVI2 | une preuve claire
(e) T'v : D¥[a]. Et le lemme de substitution dans le terme (5.1.8), appliqué

a (a’) (ou (b)) et (e) (ou (e’)) toutes les deux claires nous donne une preuve
claire de I' Fu[z: =v] : T. O

5.2 Lemmes divers

Nous montrons tout d’abord deux lemmes de substitution dans les for-
mules.

Lemme 5.2.1 Sotent u un terme dindividu, z une variable dindiwvidu, X
une variable de relation n-aire et F une formule.

1. Su (1) T'Ht = A, alors (2) D[z: =u]Ft : Alz: = u]
2. Si(1) Tkt A, alors (2) U[X (21, -, z,): = F)Ft : ALX (21, -, 2,): = F]

Et, si le typage (1) a une longueur I, alors il existe un typage de (2) qui
est aussi de longueur [.

Preuve Les deux parties du lemme se prouvent par récurrence sur le typage
(1), en examinant donc la derniére régle.

Ecrivons la preuve de la premiére partie du lemme, en reprenant la preuve
de [10] et en la complétant dans le cas des nouvelles régles.

Posons IV < T'[z: = u].

— Lerésultat est immédiat si la derniére régle est Tvar, Tabs, Tapp, TExc,
TvI1, TVvI2, Tprop, Ttry ou TVE.

— Si la derniére régle est TVYI;, on a, de D't : A’, déduit T'Ht : A < vy A’
(y étant une variable d’individu non libre dans I'). L’hypothése de ré-
currence nous donne I'" F¢ : A’[z: = u], et on appplique TVI; pour obte-
nir [Vt : VyA'[z: = u] ce qui est le résultat cherché (on peut supposer

que y & u).

— Si la derniére régle est TVFEy, on a, de 'kt : VyA’, déduit T'Ht :
AY A'[y: = v]. L’hypothése de récurrence nous donne I' ¢ : Vy A'[x: = u],
done It 2 A'[z: = u][y: =v'] (TYE}). En choisissant v’ = v[z: = u], on
obtient IVt : A'lz: = u][y: = v][z: =u]] = A'ly: =v][z: =u] = Alz: =]
puisque y n’appartient pas a u.

— Si la derniére régle est TVFE;, on a, de 'kt : VX A, déduit T'Ht :
AY A'[Xzq,- -, 2, = F]. L’hypothése de récurrence nous donne I ¢ :
VX A'lz:=u], donc T"Ht : A'lz:=u][Xz1,- -+, 2,0 = F] (TVE}) soit
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Mt 2 A'[ Xz, 2, = F][z: =u] car z1,---, 2, peuvent étre choi-
sis non dans u.

— Le cas ot la derniére régle est TV, se traite comme celui de la régle

TVI;.

— Si la derniére régle est Teq, on a, de T'Ht : A'ly: =v] et Clro = w,
déduit T'Ht : A'ly: = w]. L’hypothése de récurrence nous donne T H¢ :
Aly:=v][z:=u] et A'ly:=v][z:=u] = A'[z: =u][y: =v] car y peut
stre choisi non dans u. De ['lFv = w on déduit (hypothése de récur-
rence partie logique) I'[z: = u]lFo[z: = u] = w[z:=u]. On conclut, a
laide de la régle Teq, que T"Ht @ A'[z: = u][y: = w[z: = u]] soit [+t :
Ally: =w][z: = u].

La preuve de la seconde partie du lemme est la méme sauf dans le cas ou la
derniére régle est TVYFE; que nous examinons.

On a, de T'Ht : VY A, déduit T'Ht : AdéfA’[Yyl, -+, yp: =G/, L’hypo-
thése de récurrence nous donne I'[ X @y, - -+, z,: = F|H VY A [ X 21, -, 2 = F]
donc (TVEY) I'[Xay, -,z =FlFt : A[Xay, - 2 =F|[Yyp, -,y =
G[Xzq,- -,z =F]]cestadire '[ Xz, -+, 2, = F]Ht : A'Yyp, -+, yp: =]
[Xzq, -+, 2, = F] puisque Y n’est pas libre dans F. O

Mais le remplacement, dans le type, d’un terme d’individu par un terme
qui lui est égal ne peut pas étre aussi simple que dans AF2, puisque notre
égalité est conditionnelle.

Lemme 5.2.2 Soient u et v des termes d’individu, x une variable d’indi-
vidu, I' et A deuzx contextes.

Sil, Alz:=u]kt : Alz:=u] et ['lbu = v, alors T', Alz: = v] Ht : Alz: = ).

On peut remarquer que, si A = ), on retrouve le lemme 3 de AF2 ([10]
page 144).

Preuve On peut prouver directement ce lemme & partir du lemme 5.2.1.

Posons A = yy : By, -+, yp : By. De ', Alz: = u]Ft : A[z: = u], on déduit
(Teq) I'y Alz:=wu] bt - Alz:=wv], s0it ',y : Bi[z:=u], -+, y, : Bu[z:=u]k
t : Alx: =v] ou par renommage I',zy : By[z:=wu], -+, 2, : By[z: =u]F
tly1: =21, , Yn: = 2n] : Alz: =v] et donc par affaiblissement
() Dyyr s Bi[z:=w], -,y : Bplz:=v], z1 : Bi[z:=u],- -+, 2z, : Bp[z:=u]F
tlyr: =21, Yn: = 25 ¢ Alz: =0].

Mais (27) T, y; : Bi[z: =v]Fy; : Bi[z: =u] (Tvar puis Teq). Il suffit alors
d’appliquer le lemme de substitution dans le terme a (1) et (2¢) (1 <7 < n)
pour obtenir I',y; : Bi[z:=v], -+, yn : Bplz:=v]Ft[yr: =21, Yn: = 25]
[z1:=y1,  y 2ni=yn) =t Al =] O
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Nous montrons enfin un résultat qui permet de remonter la preuve lorsque
le type d’un terme redexeur est un type «fléche».

Lemme 5.2.3 Soient A et B deux formules quelconques.
1. SiTHE Az u: V(A — B) alors ',z : Atu : B.
2. SiT ke (u): 7(14 — B) alors ke, (u) : B.

Preuve Nous montrons la premiére partie du lemme, par récurrence sur le
typage, en examinant donc la derniére régle.

— La derniére régle ne peut étre ni Tvar, ni Texc, ni Tapp, ni Ttry puisque
le terme typé est Az u, ni TVI1, ni TVI2 le type ne convenant pas.

— Si c’est 'une des régles Tabs, TV, TVIs, le résultat est trivial. Et ce
ne peut étre la régle Tprop car sinon on aurait ['FAz u : E?[a] ce que
le lemme 5.1.5 interdit.

— Si la derniére régle est TVFEy, on a, de 'FAz u : ‘V’ZV(A — B), déduit
Flzu : V(A[z::t] — Blz:=t]). L’hypothése de récurrence nous
donne I',z : Alu : B, et le lemme 5.2.1 nous permet d’en déduire
[[z:=t],z : Alz: =t]Fu : B[z: =t], ce qui est bien le résultat cherché
puisque z n’est pas libre dans I et donc I'[z: =t] =T,

— Si la derniére régle est TVFy, on a, de 'FAz u : VX, déduit ')Az w :
V(A — B). On sait donc que C est de ['une des deux formes 7Y(y1 oY)
ou V(A’ — B'), mais, d’aprés le lemme 5.1.5, 1a premiére n’est pas pos-
sible. On adonc I'FAz u : VX (A" — B'), avec A'[X (21, --,2,):=F] =
A et B'[X(z1,-+,2,):=F] = B ce qui par hypothése de récurrence
donne ',z : A’tFu : B'. Le lemme 5.2.1donne alors I'[ X (21, -+, z,): = F], 2 :
A'IX (21, zp):=FlFu: B'[X (21, -, 2,): = F] ce qui est le résulat
cherché puisque X n’est pas libre dans I" et donc I'[ X (21, - -+, 2,): = F] =
I.

— Sila derniére régle est Teq, on a, de 'FAz u : V(A[y: =a] — Bly:=a])
et ['lka = b, déduit T'FAz u : V(A[y::b] — Bly: =b]). L’hypothése
de récurrence nous donne I';z : Aly: =a|bu : Bly: =a] et le lemme
5.2.2 permet la aussi de conclure que ', z : A[y: =b]tu : Bly: =b].

— Si la derniére régle est TV FE, nous avons un seul cas a examiner puis-
qu’on peut supposer que la preuve est sans utilisation de TVFE «avec
u variable principale». On a donc, de I',z : D¥[c]FAzw : T et I, 2 :
E°[c]FAzw : T et aussi I'Fv : DIe[c], déduit T'FAz wly:=v] : T,
avec T = V(A — B). L’hypothése de récurrence donne T, z : DV[¢], 2 :
Atw : Bet ',z : E%c]l,z : Atw : B puis, a I'aide de la régle TVFE,
on obtient I',z : AFw[y: =v]: B.
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La preuve de la deuxiéme partie du lemme est sans difficulté.

— La derniére régle ne peut étre ni Tvar, ni Tabs, ni Tapp, ni Ttry puisque
le terme typé est £, (u), ni Texc, ni TVI1,ni TVI2 le type ne convenant
pas.

— Le casdesrégles TVFE,, TVFEy, TV, TVI;, Teq et TV FE se traite comme
dans la premiére partie.

— Si la derniére régle est Tprop, on a obtenu I'Fe,(u) : T — F%[a] &
partir de ['Fe, (u) : E%[a] et le lemme est bien vérifié.
[l

5.3 Conservation du type

Nous commencerons par pointer une difficulté que pose la régle TV FE.

Remarque 5.3.1 Dans le terme u[z: =v] (régle TVE), le terme v peut étre
dupliqué. Un redex de v peut donc étre dupliqué, et ces instances d’un méme
redex, qui proviennent de la méme preuve (celle de v), doivent étre traitées
de la méme facon, donc réduites simultanément, si on veut que tout se passe
bien, en particulier que le type se conserve par réduction.

Ce probléme est évoqué dans [1] ot I'exemple suivant, du a Pierce ([22]),
est proposé.

Quatre termes sont examinés :

t= Nz dyrz(z (Mt (y 2)) (Mt (y2) et u= Az dydz(z (y 2) (y 2))

= xxdyXz(z (Mt (y 2) (y 2))

et t" Xz My rz(z (y 2) (ML (y 2))).

On vérifie que t =g t' —wguett —gt" —4 u.

Le systéme de typage utilisé est un systéme simple utilisant les seuls
connecteurs A, V et —, et dans lequel la régle TVF est présente (sous une
forme plus générale que dans Ez2 ).

Dans ce systéme, on type facilement t et u de type:

(c=so0=1)AN(p—=p—=1)= (L= (0Vp) = p—T.

Mais on ne peut pas typer t’ ou t”. Le type n’est pas conservé: ni par
B-réduction, ni par g-expansion.

Dans Fz2 le probléme se pose de la méme maniére : examinons I’exemple
suivant.

Soit v (2 (At £4(0)) 1) et v/ E (2 £,(0) 1).
On a évidemment v —g v’ donc (v v) =g (v V') =g (V' V) et (v v) =5
(v v) =g (V' V).
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On peut typer les termes (v v) et (v' v'):

dans le contexte z : B[z],y : N[z], le terme (y y) a le type N[f(z)] (ou
f est la fonction z — 2%) donc le type N?[f(z)] (TVI2), donc le type
N%casy(z, z, f(2))] (casD) ;

dans le contexte z : B[z],y : E%[z], le terme (y y) a le type E*[z] donc
le type N?[z] (TVI1), donc le type N%[cas,(z,z, f(z))] (casE);

mais z : B[z]tv : No[t] avec t < Si(z,74(0), s(0)) (la fonction Si est
’alternative bien connue définie par Si(v,a,b) = a et Si(f,a,b) =b),
et de méme z : B[z]Fv' : N?[t];

on en déduit, en utilisant la régle TVE, z : Bz]F(vv) : N¥[cas,(t,t, f())]

et aussi z : B[z]F(v" o) : N%[casa(t,t, f(2))]-

Il ne semble pourtant pas possible (nous n’en avons pas encore la preuve)
de typer (v v') ou (v' v). Essayons de préciser ou se situe la difficulté.

Il est possible de typer (z z) dans le contexte z : N?[z] (comme cela a
été fait ci-dessus), seuls deux cas sont & examiner:

— dans le contexte z : N[z],le terme (2 z) ale type N?[cas,(z, z, f(z))]

— dans le contexte z : E%[z], le terme (z z) ale type N*[cas,(z, z, f(z))]

— donc (lemme 3.4.2 dans le contexte z : N%[z] le terme (z z) a le
type N%[cas,(z,z, f(z))]

— Nous conjecturons qu’il n’est pas possible de typer (z y) dans le contexte

z: Nz],y : N°[y]. A défaut d’une preuve, examinons quelques argu-
ments informels.

La seule possibilité de typage est 'utilisation de la régle TVE, c’est
a dire la recherche d’'un méme type dans les deux contextes (1) z :
Nlz],y : N%y] et (2) z : E%[z],y : N%y]. Et le typage dans le
contexte (1) est lui aussi nécessairement ramené au typage dans les
deux contextes (a) z : N[z],y: E°[y] et (b) = : N[z],y : N[y].

— Mais, si (z y) est typable dans le contexte (a) de type T, alors
le lemme de substitution dans le terme (5.1.8) nous autorise a
affirmer que Ht; = (1 £,(0)) : T[z: = s(0),y: = r4(0)]

— De méme, si (z y) est typable dans le contexte (b) de type T,
alors Fty = (1 0) : T[z: = s(0), y: =0].

— Mais t; =t} DY £4(0), et tg—t) /0. Or nous savons (théo-
réme 6.1.8) que | ne peut avoir pour type N”[a]. Donc, si le type
se conserve par réduction, le type T ne peut étre un type NL[t].
Mais le raisonnement n’est pas complet puisque les deux termes ¢}
et ty, peuvent avoir le méme type A — (E%[r,(0)] — E%[r,(0)]).
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— Nous conjecturons méme qu’il n’est pas possible de typer (z y) dans le
contexte z : N?[z],y : N%[z]. Examinons l& aussi quelques arguments
informels.

Dans ce nouveau contexte, la difficulté précédente ne devrait plus se
présenter : on ne devrait plus avoir & prendre en compte le cas z :
N[z],y : E%[z] puisqu’il n’est pas possible d’avoir +t; : N[a] et Fig :
E[a].

Les seuls cas a prendre en compte, comme dans le typage du terme
(z z) dans le contexte z : N?[z], devraient étre z : N[z],y : N[z] et
z 1 F9z],y : F?[z]. Malheureusement nous conjecturons que les régles
de typage ne permettent pas d’exprimer les considérations précédentes
et que (z y) ne peut pas plus étre typé dans le contexte z : N®[z],y :
N?[z] que dans le contexte z : N%[z],y : N?[y].

— Le typage de (z z) dans le contexte z : N[z] permet le typage de (v v)
et (v v') dans le contexte z : B[z]. Et 'impossibilité de typer (z y)
dans le contexte x : N[z],y : N?[z] explique I'impossibilité de typer
(v v') dans le contexte z : B[z].

Comme dans [1], nous résoudrons la difficulté en traitant de fagon uni-
forme les redex de v dupliqués dans u[z: =wv], c’est & dire en remplacant la
é-réduction par une forme de réduction paralléle.

5.3.1 Reéduction paralléle

Nous définissons une forme de réduction paralléle (ou uniforme), dans la-
quelle toutes les instances d’'un méme redex sont réduites ensemble. Précisons
d’abord le vocabulaire.

Définition 5.3.2 Notons S(u) l'ensemble des sous-termes d’un terme u de
Ag . Un sous ensemble E de S(u) est dit primaire (sur u) si Ve € E, Vy €
S (u)

(z ~4 y < y € F) (la notation ~, désigne la relation d’a-équivalence entre
termes).

On remarque que si un sous ensemble primaire n’est pas vide c’est une
classe d’équivalence pour la relation ~,.

Nous énongons maintenant quelques propriétés triviales (que donc nous
ne démontrerons pas) des ensembles primaires.

Lemme 5.3.3 S E est un ensemble primaire sur le terme Az u ( ou e, (u))
alors £ S(u) est primaire sur u.

Si E est un ensemble primaire sur le terme (u v) (ou 7,(u,v)) alors
ENS(u) est primaire sur u et 2N S (v) primaire sur v.
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Nous pouvons maintenant définir notre réduction paralléle.

Définition 5.3.4 Soit t un A-terme . Nous dirons que t||,t" si t” est ob-
tenu a partir de t en appliquant la relation 8¢ a chacun des éléments d’un
ensemble primaire F (sur t) de redex de t.

La cloture transitive de la relation ||, est notée || et sera dite réduction
paralléle.

Il faut noter que les éléments de I’ensemble primaire E sont disjoints
puisque a-équivalents. Donc réduire par 8¢ chacun des redex de E a un sens
et 'ordre dans lequel cette réduction est faite est sans influence sur le terme
obtenu.

On remarque qu’avec notre définition la relation ||, est réflexive puis-
qu’un ensemble primaire de redex peut étre vide, et donc que || est aussi
réflexive.

Montrons quelques propriétés de la réduction paralléle.

Lemme 5.3.5 Soient deur A-termes t et t’ tels que t ||, t'.

1. Sit=Azualorst' = Xz v et ul,v.
2. Sit=ceq(u) alors t' = e, (v) et ulov.
3. Sit=(uwv) alors:

- soit t' = (u' V') avec u|jpu’ et v v
- soitu= Az w et t' = wlz:=v];

— soit u = e {w) et t' = e, (w).

. Sit = 1,(u,v) alors:

BN

- soit t' = 1, (v, v") avec u|lpu’ etv|,v;
—soitu=Azwett =Azw;

- soit u = eg(w) avec o # [ et alors t' = eg(w) ;
- soit u = e (w) et t' = (v w).

5. Sit = u[z:=v] et si v n’est pas un terme redezeur alorst’ = u'[x: =v']
avec u||ou’ et v, v’

Preuve Les deux premiers cas sont évidents, et le quatriéme se traite
comme le troisiéme. Prouvons donc le lemme dans les cas 3 et 5.
Soit E I’ensemble (primaire) de redex qui est réduit dans la réduction
(llo) de t en t’.
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Dans le troisiéme cas, t = (u v) et on distingue deux cas: si ¢ lui méme
appartient a F alors F se réduit au seul redex ¢, et ce redex est donc réduit ;
sinon le lemme 5.3.3 permet de conclure.

Dans le dernier cas, puisque v n’est pas redexeur, la substitution ne crée
aucun redex mais il peut y avoir des redex modifiés et des redex de v peu-
vent étre dupliqués. Puisque F est un ensemble de redex a-équivalents, nous
parlerons du redex r représenté par F. On doit distinguer deux cas.

— Soit le terme v contient (ou est égal &) une (au moins) instance du
redex r. Il peut y avoir aussi dans u des instances de r, mais elles ne
peuvent contenir la variable x et donc aucune instance de r, dans u ou
dans v, n’est modifiée par le remplacement de x par v.

Donc, si on nomme u’ le terme obtenu & partir de u en réduisant (au
sens de dg ) toutes les instances de r dans u, et v’ le terme obtenu a
partir de v en réduisant (au sens de dg ) toutes les instances de r dans
v, alors on a bien u ||, ', v||, V', et t' = u'[z: =0"].

— Soit le redex r est issu du remplacement, dans un redex R de u, de z
par v, et alors il contient strictement v.

e

Nous examinons tout d’abord le cas ot = r. Posons R < (Aya b). On
aalorst = (Aya[z: =v] b[z: =v]) et donc t’ = a[z: =v][y: =b[z: =v]] =
aly: =b][z: =v] car y n’est pas libre dans v. Si on pose v’ = a[y: =],
on a alors t' = u'[z: = v] avec u ||, u'.

Dans le cas général - plusieurs instances de r dans t - le résultat pré-
cédent reste valable parce que les instances de r sont disjointes et leur
réduction est donc indépendante.

0

Remarquer que si u[z: = v] 5, t' et si v n’est pas un terme redexeur alors
on n’a pas nécéssairement t’ = u'[z: =] avec u—, v’ et v—;, v'. En effet
dans ¢’ une seule copie d’un redex de v peut avoir été réduite. Et c’est cette
difficulté avec 8g qui rend nécessaire la réduction paralléle.

5.3.2 Conservation du type en réduction paralléle

Nous montrons que la réduction paralléle conserve le type.

Théoréme 5.3.6 Soient t et t’ deuxr A-termes tels que t||t', si I'Ht @ A
alors THt' : A.

Preuve Nous montrons le résultat lorsque ¢ ||, ¢/, d’ot I'on déduit direc-
tement le lemme. La preuve se fait par récurrence sur le typage qui peut
étre supposé sans utilisation de TVFE «avec u variable principale» et clair.
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On examine la derniére régle et on utilise le lemme 5.3.5 pour distinguer les
différentes formes possibles pour t’.

— Si la derniére régle est Tvar, c’est que t=t’ et le résultat est évident.

— Si c’est une des régles qui ne changent pas le terme : TYE,, TVE,, TV,
TVIy, Teq, Tprop, TVI1, TVI2, le résultat est direct par hypothése de
récurrence.

— Si c’est Tabs, on a donc obtenu I'FAzu : A — B, & partir de ',z :
AFu : B. Mais t = Az upt’ implique ¢ = Az u’ et ul|,u’. Par hy-
pothése de récurrence on a I';z : AFu’ : B. On en deduit (Tabs)
'Fizu': A— B.

— Dans le cas de la régle Tapp, on a déduit (3) I'-(u v) : Bde (1) 'tu :
A — Bet (2) I'Fv: A, et on peut alors distinguer plusieurs cas.

— Sit' = (v v') avec u||, u’ et v||, v, on a, par hypothése de récur-
rence, 'Fu' : A — B et I'Fv' ¢ A 1l suffit d’appliquer la régle
Tapp pour conclure.

- Siu=2Xrwett = wlz:=v], alors, de 'FAzw : A — B, on
déduit (lemme 5.2.3) (4) I',z : atw : B. L’application du lemme
de substitution dans le terme (5.1.8) & (2) et (4) donne le résultat
cherché.

- Siu=c¢e,(w) et t' =¢,(w), alors de T'Fe,(w) : A — B on déduit
(lemme 5.2.3) I'te, (w) : B.

— Si la derniére régle est Texc, de I'Fu : Dfa] on a déduit ['Fe,(u) :
E?[ry(a)]. Mais ' = e,(u’), avec u ||, v’ et I'hypothése de récurrence
nous donne I'Fu' : D[a]. L’application de la régle Texc permet de
conlure.

— Si la derniére régle est Ttry, de ['Fu : D¥+2[q] et T'Fv : Vo (F[z] —
D[b]) avec v = F' on a déduit T'F1,(u, v) : D [ty (a, 2 = b)]. et nous
devons, ici aussi, distinguer plusieurs cas.

= Sit' = 1,(u,0v) avec ul|u’ et v v, on a, par hypothése de
récurrence, I'Fu’ : DP*2[a] et ['Fv' : Vo (F[z] — DV[b]). 11 suffit
d’appliquer la régle Ttry pour conclure.

~ Siu=Azwett = \zw, alors, de I'FAz w : D"+[a], on déduit
(lemme 5.1.7) ['FAzw : D[a] puis (TVI2) (4) TFAzw : D¥[a].
Mais 'axiome égalitaire trapD: IFD[a] — t,(a,z — b) = a nous
donne (5) Tlrt,(a,z — b) = a. Et application de Teq & (4) et
(5) donne T'FAz w : DL[t,(a,z — b)].
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- Si u = eg{w) avec a« # f et t' = eg(w), alors de ['Feg(w) :
DI*2[a] on déduit (lemme 5.1.7) B € L et I'Feg{w) : Ef[a]
puis (TVI2) (4) T Feg(w) : D[a]. Mais 'axiome égalitaire trapF :
IFEPla] — t,(a,2 — b) = a nous donne (5) TI-t,(a,z — b) = a.
Et 'application de Teq a (4) et (5) donne I' Feg(w) : DE[t,(a,z — b)].

~Siu = e, (w) et t/ = (v w), alors de T'Fe,(w) : DF**[a] on
déduit (lemme 5.1.7) I'Fe,(w) : E%a]. On sait alors (lemme
5.1.6), si @ = F* par exemple, qu'il existe ¢ tel que [lra = ra(c)
et 'Fw : F[c]. En appliquant la régle Tapp, compte tenu du
type de v, on a I'(v w) : D¥[b[z: =c]]. Mais I’axiome égali-
taire trapD: IFF[c] — t,(ra(c),z — b) = b[z:=¢] nous donne
(v w) : D[t,(ra(c), = — b)] qui est le résultat cherché.

— Si la derniére régle est TVE, de ',z : D¥[a]Fu: T; [,z : B?[a]Fu: T
et TFv : D'*2[a) on a déduit T'Fu[z:=v] : T. Puisque la preuve
peut étre supposée claire (proposition 5.1.10), v n’est pas redexeur.
De t' = u'[z:=0"], avec u ||, u’ et v|,v’, on tire, par hypothése de

récurrence, ',z : DValFu’ : T U,z 2 B2[a]Fu’ : T et ['Fo' @ DI [q] ;

il suffit alors d’appliquer TV FE pour conclure.

[l

5.3.3 Lien entre é-réduction et réduction paralléle

Nous énoncgons quelques propriétés, pour la plupart triviales, permettant
de relier réduction paralléle (||) et é-réduction.

Lemme 5.3.7 Pour tout A-terme t :
- (1) sitl|ot’ alorst—;t', (2) sit||t' alorst—st';

— (3) si t—, t1 alors il existe ty tel quet||oty et ty||ots;

Preuve La preuve de (1) est immédiate: par définition de ||,, les redex
réduits sont disjoints et peuvent donc étre réduits I'un aprés 'autre. Et (2)
s’en déduit immédiatement.

La preuve de (3) est aussi simple: soit r le redex réduit dans ¢ —;, t1,
appelons E ’ensemble primaire (sur t) contenant r, il suffit de choisir pour
ty le terme obtenu (a partir de t) en réduisant E. O

On pourrait montrer, en utilisant la méme méthode qu’au chapitre 2, que
la réduction paralléle est confluente. On en déduirait alors, immédiatement,
le résultat «si u est normal et si £ —; u alors ¢ ||u». Nous ne ferons pas la
preuve de la confluence de la réduction paralléle, car nous n’avons pas besoin
de ce résultat.



78 CHAPITRE 5. CONSERVATION DU TYPE

Le lemme suivant suffira pour montrer une conservation faible du type.

Lemme 5.3.8 Pour tout A-terme t fortement normalisable: st t —;u et st
u est normal alors t || u.

Preuve Le lemme se prouve par récurrence sur [(t) longueur de la plus
longue chaine de é-réduction de t. L.’hypothése est : u est normal et ¢ —;, t1 —; u.
D’aprés (3), il existe ¢ tel que t ||, t2 et t1 ||o t2. On a t3 —; u, car la §-réduction est
confluente et (t3) < [(t), ’hypothése de récurrence s’applique et nous donne
to || u donc t || u. O

5.3.4 Conservation du type

La §-réduction ne permet pas toujours la conservation du type (remarque
5.3.1), mais nous montrons que si nous la poursuivons jusqu’a son terme alors
le type est conservé.

Théoréme 5.3.9 (Conservation faible du type) Soit ¢ un A-terme, si
['Ht: A alors Tt 2 A (la notation t désigne la forme normale de t).

Preuve
Sil'kt: A, alors,d’aprés le théoréme de forte normalisation de Fz2 (4.2.4),
t est fortement normalisable. Le lemme 5.3.8 nous permet d’ affirmer que ¢ || £
et donc (théoréme 5.3.6) que 't : A. a

Nous verrons au chapitre suivant que notre théoréme de conservation
faible du type est suffisant pour que nous puissions utiliser le systéme Fz2 comme
un systéme de preuve de programmes.
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Chapitre 6

Théorémes pour programmer

Le but de ce chapitre est de préciser a quelles conditions pourra étre
obtenu dans le systéme Fz2 un A-terme qui constitue un programme pour
une fonction donnée par un ensemble d’équations.

Nous commencons par un résultat qui donne une caractérisation des
termes de type entier.

6.1 Caractérisation des termes de type entier

Un certain nombre de lemmes doivent tout d’abord étre établis.

6.1.1 Lemmes

Nous explorons quel type peut obtenir une variable, selon le type qu’elle
avait dans le contexte. Et nous commencons par énoncer des impossibilités
de typage.

Lemme 6.1.1 Dans le contexte ',z : X (a) on ne peut pas typer le terme t
sl a pour sous-terme (z w), ou s’il a pour sous-terme T,(x,w).

Dans le contexte I', f : Vy((Xy — Xs(y)) on ne peut pas typer le terme
t s’il a pour sous-terme 7, (f, w).

Preuve Le schéma de preuve «naturel» serait :

si dans le contexte I', z : X (a) on a typé le terme t qui a pour sous-terme
(z w), alors, dans ce méme contexte, (z w) est typable et donc, dans ce
contexte, x est typable de type A — B. Et nous pouvons conclure puisque
cette derniére proposition est interdite par le lemme 5.1.2.

Mais le résultat a prior: évident : «sit = (a b) est typable de type T dans
le contexte I, alors il existe un type A tel que 'Fa: A - T et 'Fb: A»
n’est pas immédiat comme nous le voyons plus loin (remarque 6.1.2).

Aussi, a défaut de pouvoir utiliser ce résultat, nous montrons le lemme
par I"absurde, par récurrence sur la longueur du typage.
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Montrons la premiére partie, dans le cas d’un sous-terme (z w).

La derniére régle ne peut étre Tvar. Et si la derniére régle ne modifie pas
le terme, ou dans le cas des régles Tabs, Texc, Ttry, I’hypothése de récurrence
permet de conclure. Il nous reste donc a examiner deux régles.

— Si la derniére régle est Tapp, le terme t ne peut étre égal a (z w) car
alors on aurait I'yz : Xatlz : A — B ce que le lemme 5.1.2 interdit.
Mais si ¢t = (u v) avec u # =z, il suffit d’appliquer ’hypothése de
récurrence a u et v et de conclure puisque (z w) est sous-terme de u
ou de v.

— Si la derniére régle est TVE, on a

()T, z: Ay DF[c]Fu:T; (0T, z: Ay : E®[c]Fu:T; ()T, 2 : AlFv: DEF[c]

Nous savons que ¢ = u[y: = v] a un sous-terme s égal a (z w). Selon la
position du sous-terme s par rapport aux copies de v qui remplacent y
dans u, on peut distinguer plusieurs cas.

— Soit s est inclus dans v (et y € u), ce qui n’est pas possible puisque
(c) montre que v est typable dans un contexte qui contient z : A
et I’hypotheése de récurrence I'interdit.

— Soit s est extérieur aux remplacés v de y, c’est & dire s est un
sous-terme de u, mais alors I’hypothése de récurrence permet de
conclure.

— Soit s contient un des remplacés v de y, et deux cas sont a étudier :

— v est dans la partie gauche de s, c’est & dire v = z et u a un
sous-terme (y w'), mais, avec ’hypothése z : Xa, le lemme
5.1.2 interdit d’obtenir pour v = z le type D"*2[¢];

— v est dans la partie droite de s, c’est a dire u a un sous-terme
(z w'"), mais I’hypothése de récurrence permet d’affirmer que
c’est impossible.

La preuve de la premiére partie, dans le cas d’un sous-terme 7, (z, w), est
presque identique : seul le cas de la régle Ttry est a reprendre.

Le terme t ne peut étre égal a 7,(z, w) car alors on aurait I,z : Xatz :
DI*e[a] ce que le lemme 5.1.2 interdit. Donc ¢ = 75(u,v) avec u # z, et
alors il suffit d’appliquer I’hypothése de récurrence a u et v et de conclure
puisque 7, (z, w) est sous-terme de u ou de v.

La deuxiéme partie du lemme se prouve comme la premiére. O

Remarque 6.1.2 Nous n’avons pas démontré le résultat: si I'(a b) : T,
alors on peut trouver un type A tel que 'Fa: A—T et 'Fb: A.
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A cause de la régle TVF, la preuve n’en est pas élémentaire.
En effet, si on tente de le montrer par récurrence sur la longueur du
typage, lorsque la derniére régle est TVE, on a

(@)l y - DL[C] I—(a/ b/) 2T (O y: Eo‘[c]l—(a’ b’) :T; () ko : DL-I-a[C]

Et Papplication de I’hypothése de récurrence donne, d’une part, I',y :
D[e]ta’ : Ay = T et I,y : DV[]FY : Ay, d’autre part, ',y : E¥[c]Fa’ :
Ay = T et T,y: E%[c]kad’ : Ay. Mais, si nous ne savons rien sur le rapport
existant entre A, et Ay, nous ne pouvons pas prouver le lemme, en tout cas
de cette fagon.

Le lemme suivant, construit de facon ad hoc en vue de notre théoréme
sur les entiers, utilise une notation déja vue (2.4.1) pour faire rentrer dans
un méme cadre ’application et le «try».

Lemme 6.1.3 Soit I un contexte et I’/ T',z : X0, f : Vy(Xy — Xs(y)).
Si It Ay [Ar fita], - tn] + T avec n # 0, alors n=1 et T =
Vaq - -z,Xa (avec z; # X pour tout i tel que 1 < i < p) et on al’lFa = s(b)
et "¢, + Xb.

Preuve Prouvons le lemme par récurrence sur le typage, en examinant la
derniére régle.

— La derniére régle ne peut étre ni Tvar, ni Tabs, ni Texc a cause de la
forme du terme t.

— La derniére régle ne peut étre ni Tprop, ni TVI1, ni TVI2: appliquer
I’hypothése de récurrence & la prémisse, et voir que le type ne convient
pas.

— Dans le cas des régles TVIy, TVI;, TVFE; ou TVYF;, ’hypothése de
récurrence permet de conclure.

— Si le derniére régle est Teq, de It @ T[y:=u] et Mk = v, on
a déduit IVt : T[y: =wv]. Mais, par hypothése de récurrence, on a
Tly:=u] = Vay -z, Xa avec ['IFa = s(b) et T"+t; : Xb. On a donc
T = Vay--2,Xa avec a < a/[y: =u] et le type final est T[y: =v] =
Vo -z, Xa[y:=v].

Mais de [ lFu = v, on déduit (lemme 3.4.4) [ lka/[y: = v] = o[y: = ],
puisque y peut étre choisi non dans [’. On a donc bien (transitivité de
Pégalité) I IFa/[y: = v] = s(b).

— Sila derniére régle est Tapp,onat = (ut,)et"Fu: B — Tet '+t :
B. Mais n ne peut étre différent de 1, caru = [A,_1,--- | A1, f,t1], - tn1]
ne peut, par hypothése de récurrence, avoir un type fleche. L’entier n
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est donc 1, et on a I"Ff : B — T et I"Ht; : B ce qui entraine,

d’apres la deuxiéme partie du lemme 5.1.2, B = Xcet T = Xd avec
['Ikd = s(c).

— La derniére régle ne peut étre Ttry car alors on devrait avoir ou bien
F/FLAn—h e LA17 f7 t1J7 o 'tn—lJ : DL+a[a]

ce qui, par hypothése de récurrence, n’est pas possible ou bien [+ :
DI+a[a] ce que le lemme 5.1.2 interdit.

— Dansle casdelarégle TVE,ona (a)l',z : X0, f:Vy(Xy — Xs(y)),y:
DE[e]Fu: T, (B)T,z: X0, f:Vy(Xy — Xs(y)),y: E¥[c]Fu: T, et
(), z: X0, f:Vy(Xy — Xs(y)) v : DF[c].

Siuly:=v]=[An, - |A1, f,t1], - -tn], que peut-on dire de u?

Deux cas sont possibles :

— soit il existem (m < n) telqueu = | Ay, | Amt1, Yy U1 ], - - Un |
et v=[An, - |A1, fit1], - tm]| avec pour tout i (1 < i < m)
Pégalité u;[y: =v] = t; ;

- soit uw = [A,, - | A1, fyu1], - un|, avec pour tout i 1(< i < n)
wily: =v] = t;.

Si on est dans le premier cas, on ne peut avoir m # 0 car, par hypothése
de récurrence, le type de v, si v = |C, f,t], ne peut étre D*+[c]. Mais
alors m = 0 et donc v = f, ce qui est interdit (lemme 5.1.2), car alors
on aurait I',z : X0, f: Vy(Xy = Xs(y)) Ff : DIFe[c]).

Reste a examiner le second cas: u = |[A,,---[A1, fyu1], - u,]. Par
hypothése de récurrence n =1 et T'=Vz; ---2,Xa avec z; # X pour

tout i tel que 1 <7 < p.
D’une part [V, D¥[c]lFa = s(b) et f’,Ea[C] lFa = s(b) ce qui en appli-

"~

quant LVE avec I'IFD"t*[c] nous donne I'IFa = s(b).
D’autre part I,y : D¥[c]tFuy : Xb et I,y : E2[c]Fu; : Xb ce qui en
appliquant TVE avec I'Fv : DP[¢] nous donne Ity = uq[y: =] :
Xb.

0

6.1.2 Formules égalitairement sans conséquence

Dans la preuve d’une égalité, certaines hypothéses s’avérent inutiles, et
leur forme suffit pour le savoir. Mais définissons tout d’abord ce que nous
entendons par inutiles.
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Définition 6.1.4 Un ensemble de formules B est dit égalitairement sans
conséquence, relativement G un second ensemble de formules A si, pour toute

égalité (a = b), lorsque A, Blra = b alors AlkFa = b.

Nous pouvons maintenant énoncer que certaines formules vont étre «in-
utiles» .

Lemme 6.1.5 Tout ensemble de formules dans lequel chaque formule est
de la forme Yz - -z, Xa ouVy; - y,(A = Vo, ---2,Xa) (st z; # X pour
tout i tel que 1 < ¢ < n et y; # X pour tout i tel que 1 < i < p) est
égalitairement sans conséquence relativement a tout ensemble de formules
dans lequel la variable X n’est pas libre.

Preuve Considérons un ensemble A de formules dans lequel la variable
X n’est pas libre, et, par exemple, les deux formules B = Vz{---z,Xa et
C =Vy - yp(A = Vz; -+ -2, Xb). De A, B,C'lFty = t3 on déduit (Labs)
AlFB,C — t; = ty puis, en utilisant la régle LVIy, ce qui est possible
puisque X n’est pas libre dans A, on obtient AIFYX (B,C — (t; = t3),
puis (LVF3) en remplagant X¢ par la formule VY (Y — Y) notée V, on
obtient F'IFB[Xt:=V],C[Xt:=V] — (t; = t3)), remarquer que (t; =
tg)[Xt: :V] = (tl = tg).

Mais B[Xt:=V] =Vz;-- 2,V et C[Xt:=V] =Vy; - -y, (Alz: =v] —
Vo ---2,V) et on a de fagon évidente |FB[Xt:=V] et IFC[Xt:=V]. Donc,
par application de Lapp, on obtient AlF(t; = t3). O

6.1.3 Le théoréme de caractérisation des entiers

Nous pouvons démontrer que les seuls termes de type entier, dans le
contexte vide, sont les entiers de Church.

Théoréme 6.1.6 (Caractérisation des entiers) Si Ft : NJa] alors il
existe un entier n (€ventuellement nul) tel que t —;n et IFa = s"(0) (ou
t—s Af f et lFa = s(0)).

Rappelons que s™(0) désigne le n-iéme succeseur de zéro et que n est
Uentier de Church Af Az (f" z).

On peut aussi caractériser les termes de type booléen: Si Ft : Bool[a]
alors soit lFa = v et t —; Az Ayz soit Fa= f et t —5 Az Ayy.

La définition que nous avons choisie pour N[a] (définition 3.1.3) est
VX (Vy(Xy — Xs(y)), X0— Xa). Ce choix est celui de AF2. Il donne ce-
pendant, dans F'z2 aussi bien que dans AF2, une preuve moins satisfaisante
que le choix N[a] = VX (X0,Vy(Xy — Xs(y)) — Xa) qui lui évite le cas
t =Af f. Mais le cast = Af f n’est pas trés génant puisque nous savons que
Af f est m-équivalent & 1.
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Preuve Supposons que ¢ : N[a], alors t est fortement normalisable puisque
typable, il a donc une forme normale notée ¢, et on a ¢ : N[a] par conserva-
tion du type. D’autre part, ¢ est clos puisque typable dans le contexte vide.
Dans notre preuve, nous prenons donc comme hypothéses: t est un terme
normal et clos tel que Ht : Na].

Nous savons, puisqu’il est clos, que t est de I'une des deux formes Af u
ou £, (u) (lemme 2.4.2).

Mais si on avait t = €, (u), alors de Ft : VX (X0,Vy(Xy — Xs(y)) —
Xa) on déduirait (TVE) Ht @ X0,Vy(Xy — Xs(y)) — Xa puis (lemme
5.2.3) Ft :Vy(Xy — Xs(y)) = Xaet Ht: Xa ce qui est impossible (lemme
5.1.5).

On a donc t = Af u et on en déduit (TVE; et lemme 5.2.3) f: Vy(Xy —
Xs(y))Fu: X0 — Xa.
On peut affirmer que:

— Si u est une variable c’est la variable f et on a alors (lemme 5.1.2)
Vy(Xy — Xs(y))lFa = s(0) et donc (lemme 6.1.5) IFa = s(0).

— Le terme u n’est pas de la forme €, (w) car sinon on obtiendrait (lemme
5.2.3) f:Vy(Xy — Xs(y)) Fea(w) : Xa ce qui est impossible (lemme
5.1.5).

Si u n’était pas de la forme Az w, on aurait, puisque u est normal et
contient comme seule variable libre f (lemme 2.4.3), avec les notations de
241 u = | Xy, [ Xno1, - | X1, frt1 ], tnz1],tn] (0ot chacun des X; est soit
A soit T et ot les ¢; sont des termes). Mais le lemme 6.1.3 nous dit que ce
n’est pas possible si on veut que u ait pour type X0 — Xa, ce qui rend
I’alternative u n’est pas de la forme Az w impossible.

Donc u = Az v et on obtient (lemme 5.2.3): f : Vy(Xy — Xs(y)),z :
XO0Fv: Xa.

Nous allons maintenant montrer, par récurrence sur la complexité de v,
que, si ¢ : X0, f : Vy(Xy — Xs(y))Fv : Xa, alors il existe un entier n
(éventuellement nul) tel que v = (f™ z) et IFa = s"(0), résultat qui nous
permettra de conclure notre preuve. Examinons quel peut étre v7

Si v est un terme élémentaire c’est & dire une variable:

— v ne peut étre f (lemme 5.1.2) ;

— v peut étre x, et alors on en déduit (toujoursle lemme 5.1.2) X0, Vy(Xy —
Xs(y))lFa = 0 qui nous améne (lemme 6.1.5) & IFa = 0, et notre ré-
sultat est bien vérifié.

Sinon v ne peut étre ni Ayw, ni €,(w) (lemme 5.1.5), donc v est de
la forme v = | X, | X1, w,t1], - -t,] avec w égal & f ou x. Mais w ne
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peut étre égal & x car, alors, dans un contexte ou z : X0, avec comme
sous-terme | X1, z,%1], v ne pourrait étre typable (lemme 6.1.1). Et v ne
peut étre égal & fsi Xy = T, en vertu du méme lemme. Donc finalement

v = [Xn7LA7f7t1J7th

Nous utilisons alors le lemme 6.1.3 pour en déduire que v = (f t1) avec
X0,Vy(Xy— Xs(y))lFa = s(b), et z : X0, f: Vy(Xy — Xs(y)) Hty : Xb.

Mais I’hypothése de récurrence nous permet d’affirmer qu’ il existe un
entier p (éventuellement nul) tel que t; = (f? z) et IFb = sP(0), et nous

obtenons bien finalement v = (fP™! z) et, & partir de IFb = sP(0) et
X0,Vy(Xy — Xs(y))lFa = s(b) (donc - lemme 6.1.5 - IFa = s(b)), nous
obtenons kb = s7+1(0). ad

Le théoréme de caractérisation des entiers nous permet donc d’affirmer
que si un A-terme est de type entier (ou booléen ...), son exécution ne peut
aboutir & une exception non capturée. C’est un résultat indispensable si on
veut pouvoir utiliser Fx2 pour programmer, mais qui n’était pas vérifié dans
le langage Caml ( paragraphe 1.4).

6.1.4 Caractérisation des exceptions

Les termes de type exception (F“[a]) sont bien ceux que nous attendions.

Théoréme 6.1.7 Si Ft: E%[a] avec a« = D alors il existe un A-terme u et
un terme d’individu b tels que t —;5e,(u), Fu: D[b] et IFa = r,(b).

Preuve Comme dans la preuve du théoréme de caractérisation des entiers
(6.1.6), on peut supposer le terme t normal et clos. Puisque t est clos, on sait
(lemme 2.4.2) qu’ il est de I'une des deux formes Az u ou eg(u). La premiére
forme n’est pas possible (lemme 5.1.5), on a donc t = e3(u). Le lemme 5.1.7
nous dit que a = 3, et le lemme 5.1.6 permet de conclure. O

Nous pouvons maintenant utiliser les deux théorémes précédents pour
caractériser les termes dont le type est N'[a].

Théoréme 6.1.8 Si Ht: N*P[a] avec a = N et 3 = B alors:

- soit il existe un entier n (€ventuellement nul) tel que t —;n et IFa =

s"(0) (out— Af f et IFa = 5(0))

— soit il existe un entier n (éventuellement nul) tel que t—;e,(n) et
lFa =r,(s"(0)) (out—se,(Azz) et lFa =r,(s(0))

— soit t —=5e5(V) et lFa = ry(v), out—e(F) et lFa =r,(f).

Le théoréme est énoncé dans un cas particulier pour éuviter des formulations
pénibles, mais il peut évidemment se généraliser au cas ot [’hypothése est

Ft : D"[a).
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Preuve On peut supposer le terme t normal et clos, il est donc de 'une
des deux formes Az u ou e, (u).

Si t = Az u, le lemme 5.1.7 nous donne Ft = NJa] et le théoréme de
caractérisation des entiers (6.1.6) permet de conclure.

Sit =ey(u), le lemme 5.1.7 nous dit que vy = aw et Ht : E%[a] ou vy =3
et Ft : EP[a], il suffit alors d’appliquer le théoréme 6.1.7 pour conclure. [

6.2 Théoréme de programmation

Jusqu’ici nous sommes restés dans un cadre strictement syntaxique. Mais
le théoréme de programmation (6.2.5), que nous démontrons plus loin, ne
peut se formuler sans la notion de modéle.

6.2.1 Modéles

Rappelons ce qu’est pour nous un langage £. Nous disposons d’un en-
semble de symboles de données (par exemple N, B), avec lesquels sont construites
des dénominations de type (par exemple Ny, No, By). A partir d’une déno-
mination de type a, on construit le symbole de relation (unaire): F*[], et &
partir d’une liste de dénominations de type L, et d’un symbole de données
D, on construit le symbole de relation (unaire) D[.]. Nous disposons aussi
de symboles d’individus, comme indiqué dans la définition 3.1.1. La donnée
des symboles de fonction et de relation constitue ce qu’on appelle un langage

L.

Nous nommerons prémodéle du langage L ce que classiquement on nomme
modéle plein du second ordre de £ ([10]). Et nous définirons un modéle
comme un prémodéle particulier.

Définition 6.2.1 Un modéle M de L est un prémodéle qui vérifie les cing
conditions suivantes :

(C1) si = Dy, alors |[E*| = {r,(t);t € IM] et M = D[t]}

(C2) M |= DE*2[t] ssi M |= DE[t] ou M |= E°[t]
M = Dt] ssi M |= D[t] ou D[z] est la formule de AF2 associée au

symbole de données D.

(C3) si M = E?[z] alors |casy(z,y, z)| = |y
si M |= DP[z] alors |cas,(z,y,2)| = |2| sia g L

(C4) st M = Dlz] alors [ta(ra(z), )] = |f(2)]
si M |= D[z] alors |to(z, f)| = |z| sia g L

(C5) M E (0 = 5(0))
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Une fois ces conditions imposées aux modéles, il est facile de montrer que
notre systéme logique est str.

Lemme 6.2.2 Si ¥ F alors, pour tout modele M de £, on a M | F.

Preuve La preuve se fait par récurrence sur la longueur du typage [F¥F,
on distingue selon la derniére régle. Examinons les cas les moins évidents.

— Si la derniére régle est Leg, on doit distinguer deux cas:

— dans le cas ot1 F est une égalité de base, on a M |= F puisque M
est un modéle de &,

— dans le cas on F est un axiome égalitaire on a aussi M | F, il
suffit d’utiliser la condition C3 dans le cas de I"axiome égalitaire
cask ou CasD, la condition C4 pour trapE ou trapD et C5 pour
I’axiome égalitaire pluralité.

— Si la derniére régle est Lexc, la condition C1 assure le résultat.

— Si la derniére régle est LVI1, LVI2 ou encore LVFE, la condition C2
permet de conclure.

- Si la derniére régle est Ltry, on a de ¥D'[q] et IKVz(F[z] —
DY [f(x)] obtenu ¥ D"[t,(a, f)]. Par hypothése de récurrence M |=
DI+a[a], et C2 permet de distinguer deux cas.

- Si M | E%a], alors (C1) M = a = r,(t) et M = F[t]. Mais,
par hypothése de récurrence, M = F[t] — D'[f(t)] et donc M |
DY[f(#)]. On utilise C3 pour obtenir M = t,(ra(t), f) = f(t) et
donc (Leq) M = DE[t,(a, f)].

— Si M = D"[a], le raisonnement est semblable.

0

Rappelons qu’un modéle standard est un modéle dont I’ensemble de base
est Ap/~g .

Dans AF2, si on veut pouvoir programmer, on doit imposer des conditions
sur l'interprétation, dans tout modéle standard, des symboles s,0,v, f---
qui interviennent dans les formules définissant les types entiers, booléens
.... Nous imposerons les mémes conditions que nous nommerons conditions
sur les types de données.

Définition 6.2.3 Un modéle standard M vérifie :

— la condition sur le type de données N si pour tout entier n, ['interpré-
tation de s™(0) est l’entier de Church n
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— la condition sur le type de données B si Uinterprétation de v est V<

Az Ay z, et celle de de f est FPE X\ Ayy

Les conditions sur les autres types de données sont semblables.

On peut construire un modéle standard vérifiant les conditions précé-
dentes.

Lemme 6.2.4 || existe un modéle standard vérifiant les conditions sur les
types de données N et B.

Preuve Définissons notre modéle standard, i et j sont des entiers quel-
conques.

— Sia = D; alors |[E?| = {e,(t);t € |D|}.
~ Pour tout ensemble de dénominations de type L, |D'*2| = |DF|U|E|.
— On a |v| = Az Ay z, | f| = Az Ayy et, pour tout entier n, |s"(0)| = n.
— Pour @ = N;, on définit |r,(t)| = e4(t) si t = s"(0) et |r,(t)] = ¢
sinon ;
pour a = Bj, on définit |r,(t)| = e,(t) sit =vout= fet|r,(t) =t
sinon.
— Si, par exemple, & = N; et § = B;:
lcas,(t,z,y)| = |y| pour t = s™(0),v, f,rz(v) ou rz(f),
|casy(t, z,y)| = |z| pour t = r,(s"(0))

et |cas, (t,z,y)| =t sinon.

— Si, par exemple, a = N; et 3 = B; :
tat, £)] = [t] pour ¢ = 57(0), v, £, r5(v) ou ra(f),
ta(ra(t), £)] = ()] pour t = s(0)
et [t (t, )| = ¢ sinon.

1l est facile de s’assurer que ce modéle vérifie les conditions (C1) & (C5)
et les conditions sur les types de données N et B. O
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6.2.2 Théoréme de programmation

Nous avons besoin d’un théoréme garantissant qu’un terme du type cor-
rect est bien un programme pour la fonction que I’on souhaite programmer.

Théoréme 6.2.5 (de programmation) Soient Dy[z1],---, Dy[z,], Fly] des
formules prises parmi les formules définissant un type de données syntaxique.
Soit M un modéle standard du systéme d’équations £, vérifiant les conditions
sur les types de données Dq,---,D,, F.

Si t est un terme tel que ¥t :Vay - x,(Di[z1], - -, Dulan] = F[f(z1 - 2,)])
alors t est un programme pour la fonction f c’est a dire:

ME(tuy-u,) = flur, -, u,) st les termes uy, - -+, u, sont dans les
ensembles de termes du A-calcul définis par les formules Dy,---, D,.

Preuve Pour fixer les idées, nous ferons la preuve pour un terme t tel que
1 Yay(N[zl, NIyl NI (1),

Solent u = s"(0) et v = s™(0). On a Fg(t wv): N[f(s"(0),s™(0))]).

Le théoréme de caractérisation des entiers (6.1.6) permet d’affirmer qu’il
existe un entier k tel que (¢ u v) =k et I-f(s"(0),s™(0)) = s*(0).

Mais, puisque le systéme logique est sar (lemme 6.2.2), les termes
f(s7(0),5™(0)) et s*(0) sont égaux dans tout modéle. On a donc M |=
75 (0),57(0)) = 5*(0).

Dans le modéle standard M, on a M = (t u v) = k. Et comme M vérifie
la condition sur le type de données N, on a M |= s*(0) = k. On en déduit
M E (t uv)=k=s"0)= f(s"(0),s™(0)) ce qui cl6t la preuve. O

6.2.3 Prolongement de modéle

Prouver qu’il existe un modéle standard vérifiant le systéme d’équations
& peut étre fastidieux, puisque cela oblige a interpréter chaque fonction sur
Ag [ ~ g tout entier. Heureusement, nous montrons qu’il n’est pas nécéssaire
de construire un modéle complet, interpréter les fonctions sur leur ensemble
de définition suffit.

Nous reprenons la structure du raisonnement de [10] (page 154), pour
montrer comment étendre un modéle des fonctions a programmer ayant pour
ensemble de base I’ensemble de définition de ces fonctions en un modéle
standard.

def

Considérons des fonctions é1,-- -, ¢, de (N®)* dans N* ott N*= N U
E*, N={n;n e N}et F*={e,(n);n € N}.

Soit L le langage du second ordre ayant pour seuls symboles de fonctions :

8,0,74, a8y, to, f1, -+, fn (fi d’arité k; et @ = N).

Nous supposons qu’il existe un modéle MY vérifiant les conditions sur le
type de données N, d’ensemble de base N, ot le symbole f; est interprété
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par la fonction ¢; (1 < ¢ < n). Soit £ ’ensemble des égalités vraies dans

MV,

Considérons le modéle M7 suivant : son ensemble de base est 7/ ~ o1 T
est ’ensemble des termes clos du langage £ et ol u ~ v ssi u = v est un cas
particulier d’une équation de &, F* = {r,(s"(0));n € N} et les symboles
de fonctions sont interprétés par eux mémes.

On vérifie facilement que M7 est un modéle au sens de la définition 6.2.1.

Nous définissons un isomorphisme i de |[MT| sur |[MN|:si @ € |[MT]|
alors i(7) = |u|u~. L’application i est en effet injective car i(7) = i(7)
signifie |u|yv = |v|pqn ce qui prouve que u = v est un cas particulier
d’une équation de £ et donc @ = T. Elle est surjective car n = i(s"(0)) et

ca(n) = i(ra(s"(0))).

Considérons le langage £" obtenu en rajoutant au langage £ une suite infi-
nie cg, + -+, ¢p, - - - de symboles de constante. Selon le méme mode de construc-
tion que MT, mais & partir cette fois du langage £’, nous construisons le
modele MT".

Nous vérifions que M7 est un modéle de £. En effet soit u = v une
équation de £ dans laquelle les termes u, v contiennent les seules variables
z1, -+, Ty On doit vérifier que MT’ Eulzgi=ty, -z =t,] =

v[zy:=ty,- -+, x,: =t,] pour tous termes tq,---,t, de L' mais cela signifie
que
ulzy:=ty, -, xy =t,] = v[x: =11, -+, 2, =1,] est un cas particulier d’une

équation de & et c’est donc vrai.

Nous montrons ensuite que ’ensemble M7\ MT est infini dénombrable.

— Onn’apas ¢y >~ t avec t € L. En effet, dans le cas contraire, ¢y = ¢
serait un cas particulier d’une équation de £. L’équation z = ¢ appar-
tiendrait donc & £ ce qui n’est pas possible puisque = = ¢ ne peut étre
vérifié dans MV, dont I’ensemble de base est infini dénombrable.

— On n’a pas non plus ¢; ~ ¢; si 1 # j, car, sinon, 'équation z = y
appartiendrait & £ ce qui est impossible puisque MY ne la vérifie pas.

Puisque Ap/ ~ 5 \ |[MP"] est infini dénombrable, on peut prolonger la
bijection i de [MT]| sur [MN| en une bijection de [MT'| sur A/ ~ 5 - Eton
définit ainsi sur A / ~ 5 une structure de modeéle de £ vérifiant la condition
sur le type de données N, modéle qui est une extension du modéle MV,

On peut donc choisir comme ensemble d’équations £, ’ensemble des équa-
tions vérifiées par les fonctions que I’on cherche a programmer (y compris
8,0,7,,C08,,1,) sur leur ensemble de définition (N® dans le raisonnement
ci-dessus). On est assuré de ’existence d’un modéle standard (vérifiant les
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conditions sur les types de données) sur lequel ’ensemble d’équations £ est
vérifié, le théoréme de programmation (6.2.5) peut donc s’appliquer.

Le raisonnement que nous venons de faire a utilisé une hypothése assez
particuliére : I’existence d’un modéle MY d’ensemble de base N®. Un raison-
nement moins particularisé, ot ’hypothése serait la plus générale : I’existence
d’un modéle des fonctions sur leur ensemble de définition, nécessiterait 1’uti-
lisation de modéles multi-sortés. Il n’a pas été entrepris.
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Chapitre 7
Logique

Deux questions de logique se posent a propos du systéme Fz2 .

7.1 Reéduction des A\-termes et réduction des preuves

Nous savons qu’il existe entre les termes de notre A-calcul Fz2 et les
preuves qui leur sont associées dans la relation de typage une bijection.
Cette correspondance (dite de Curry-Howard) est en fait un isomorphisme:
a la réduction des A-termes correspond la réduction des preuves associées.
Examinons le cas de nos cinq régles de réduction (définition 2.2.1), L est
un ensemble de dénominations de type contenant § et ne contenant pas «,
a=F".

La réduction de (Az u v) en u[z:=wv] correspond a la réduction de la
preuve :

Iz:AlFu: B

Tabs

'Fxzu:A— B Nv: A
Tapp
'FAzuwv): B
en la preuve:
Nz:Aru:B T'Fv:A

Subs

['Fulz=v]: B

La réduction de (¢,(u) v) en ,(u) correspond a la réduction de la
preuve :

I'Feq(u) : E%[a] _—
[Feg(u) : T — E°[a] prop 'ko:T
I'H(ea(u) v) : E%a]

Tapp

en la preuve:
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I'Fey(u) : E%a]

La réduction de 7,(Az u,v) en Az u correspond & la réduction de la
preuve:

I'FAzu: DY[a] —
['FAzu: DP[a] v ['tv Vo (Flz] — DY[f(2)]
['Fro Az u,v) : DL[ta(a, Hl

Ttry

en la preuve:

I'FAzw: DP[a]  Da]l = a = t,(a, f) (trapD)
T'FAzu: DYty (a, f)]

Teq

La réduction de 7,(cg(u),v) en eg(u) correspond & la réduction de la
preuve :

['Feg(u) : DV[a] TV I
T heg(u) : DL‘W[(I] I'Fo:Ve(Flz] — DL[f(m)]
T (e (uy, o) : D[t (a, )]

Ttry

en la preuve:

Tkeg(uy : DP[a]  D"a] = a = t,(a, f) (trapD)
T'eg(u) : D[t (a, f)]

Teq

La réduction de 7,(c,(u),v) en (v u) correspond a la réduction de la
preuve :

I'tu: Fla] Te
[Feq(u) : E%ry(a)] Ty
[Feq(u) : DMF2[r,(a)] ['Fo:Vz(Flz] = DY[f(z)]

Ttr
I Froleg (u), v) : D[ty (ro(a), £)] "

en la preuve:

kv : Fla) = DY[f(a)] TFu: Fld] Tapp
F(v u) : DY[f(a)] Fla] = fla) = ta(ra(a), f) (trapE)
I'F(vu): DL[ta(ra(a), Hl

Teq



7.2. LOGIQUE DE EX2 95

Remarquons que la réduction de la preuve:

['Fv: D"[d]
7 TvVvI2
v : D"q] D,z :DYallu:T T,z:E°aFu:T
[Fulz=v]: T

TVFE

en la preuve:

IFv:DPa] T,z:DalFu:T
INFulz=v]: T

Subs

ne correspond pas a une réduction de termes: le A-terme est le méme
dans les deux cas. Cependant cette réduction de preuve est utilisée dans le
processus de clarification des preuves (proposition 5.1.10). I en est de méme
dans le cas d’une utilisation de la régle TVI1 suivie d’une utilisation de la
régle TVE.

7.2 Logique de Ex2

Depuis le travail de Griffin ([7]), on relie opérateurs de controle et logique
classique. Le systéme Fz2 intégre un opérateur de controle un peu particulier
- les exceptions - aussi une question se pose naturellement a son sujet : quelle
est sa logique? Précisons tout d’abord le sens de cette question.

Définition 7.2.1 Ftant donné une formule A et un ensemble fini de for-

mules: A Ay, Ag, -, A, de @, un ensemble d’équations £, on dira que
A est conséquence logique (dans Fz2 ) de A, compte tenu de £, et on écrira
AHE A sl existe un A-terme t et des variables xq, -+, x, tels quex: Ay, -z, Ay
t:A.
Etant donné une formule B et un ensemble fini de formules: B «f By, B,
de &%, on dira que B est conséquence logique (dans Fz2p ) de B et on
écrira BH' B sl existe un A-terme t et des variables zq,---,z, tels que

zy: By, oz, Byt Al

Le systéme de typage de Fzx2 inclut un systéme logique de déduction
(notée IF¥) utilisé pour prouver I’égalité des termes d’individus. Ci-dessus
nous avons défini la relation de conséquence logique dans Ez2 (F) a partir
de la relation de typage, sans faire référence a la relation I, Il semble donc
nécessaire de préciser le lien entre ces deux notions.

On a immédiatement le résultat : si AE A alors AIF A. En effet I’hypo-
thése signifie z1: Ay, -+, 2,0 A, Ft © A, et de ce typage dans Fz2 on peut
déduire directement une preuve de Ay, Ay, -+, A, IF A (lemme 3.2.4).
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Mais la réciproque n’est pas vraie. En effet on a IF=(0 = s(0)) (axiome
égalitaire pluralité). Mais on peut montrer qu’il n’existe pas de terme t tel
que F—(0 = s(0)). Le raisonnement est le méme que celui de la preuve du
théoréme de caractérisation des entiers (6.1.6) : on prouve qu’il n’existe pas de
terme t fortement normalisable et clos de type VX (X0 — Xs(0)) — VYY.

Nous montrons ensuite un résultat qui relie les notions de conséquence
logique dans Fz2 () et dans Fa2p (H).

Lemme 7.2.2 On désigne par A’ la formule de ®f obtenue en « suppri-
mant» dans la formule A de ®g la « partie du premier ordre» (voir la pro-
position 4.2.1 pour une définition plus précise de A’), et par A" Uensemble
de formules Al,---, Al (les notations sont celles de la définition 7.2.1).

On a le résultat: si A A alors A'H A’

Preuve La preuve se déduit de fagcon immédiate de celle de la proposition
4.2.1. O

Puis nous traduisons les formules de ®7 en formules de la logique propo-
sitionnelle intuitionniste du second ordre (Lp2 ).

Définition 7.2.3 Si A est une formule de ®F sa traduction A est définie
ainsi :
~ sia= D; alors E¥ = D ot D est la formule de Lp2 associée au symbole

de données D (par exemple N =VX((X = X) = (X = X)));

— 51 L est un ensemble de dénominations de lype, o une dénomination
de type et D un symbole de données, DI+ = DLV E% ¢t D? = D ;

- si X est une variable propositionnelle et A, B deux formules de ®; alors

X=X,A-B=A—B, etV XA=VXA.

On vérifie facilement que si A € ®% alors A est une formule de Lp2 et
que si A est une formule de Lp2 alors A = A.

Nous pouvons maintenant relier conséquence logique dans Fz2r (H') et

déduction en logique propositionnelle intuitionniste du second ordre (7 , ).

Lemme 7.2.4 FEtant donné une formule A et un ensemble fini de formules:

_AdéfAl,AQ,"‘,An de (I)g, st (1) A A alors Z'Zﬂ A.

Preuve La preuve se fait par récurrence sur le typage (1), nous examinons
donc la derniére régle en nous limitant aux cas non triviaux.

— Si la derniére régle est T’exc, alors, de AH D, nous avons déduit
AH E*. Mais puisque a = D; on sait que F* = D et I’hypothése
de récurrence permet de conclure.
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— Si la derniére régle est T’prop, le résultat est évident puisque si Bt , B
alors Bt _, C' — B pour toute formule C.

— Si la derniére régle est T°VI1 ou T'VI2, il suffit d’utiliser I'une des
régles d’introduction du V (dans Lp2 ):si Bl , B alors B, C'V B
et B, BVC.

— Si la derniére régle est T’V E, on utilise la régle (élimination du V): si

B,C1t,, Bet B,Cyl; , Bet B , C1V Cyalors B, B.

— Si la derniére régle est T’try, alors, de AH DI ot AHF — DU,
nous avons déduit AF DY (o = F)). Puisque F/ = F et DLte =
DEVE® = DEVF, ’hypothése de récurrence nous donne XP—LPQ DLVF
et Ak, F — DT d’ot l'on peut déduire Ak, DL,

O

Les deux lemmes précédents ont une conséquence intéressante.

Proposition 7.2.5 Pour toute formule A et tout ensemble fini de formules
AZ A1, Ag, -+, A, du calcul des propositions du second ordre, on a AH A
si et seulement si AL, A

Preuve La preuve de la partie directe est simple. Soit en effet A une formule

de Lp2, telle que A A. La formule A vérifie A = A’ = A et de méme
A=A = A, donc (lemme 7.2.2) AH A et (lemme 7.2.4) Al , A.

La réciproque se prouve tout aussi facilement. En effet toute formule de
Lp2 est aussi une formule de Fx2 et toute régle de démonstration de Lp2 est
aussi une régle de Fz2 , donc la preuve de A dans Lp2 est une preuve de A
dans Fz2 . O

On en déduit qu'une formule non démontrable en logique propositionnelle
intuitionniste du second ordre ne I’est pas non plus dans Fz2 . En particulier
les formules ==X — X et ((A — B) — A) — A ne sont pas démontrables
dans Fz2 . La logique de Fz2 est la logique intuitionniste.
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Chapitre 8

Exemples

Dans ce chapitre nous utilisons & plusieurs reprises des fonctions et des
A-termes particuliers de AF2. Rappelons leur définition.

— La fonction Si est I’alternative bien connue : Si(v, a,b) = a et Si(f, a,b)

b.

— La fonction zerop est la fonction habituelle de test a zéro d’un entier :
zerop(0) = v et zerop(s(z)) = f; on notera Z un A-terme de type

Vn(N[n] — Blzerop(n)]).

— Les fonction add, prod et div sont les fonctions somme, produit et
division euclidienne de deux entiers ; on notera A, P et D des termes de
types respectifs VaVy(N[z], N[y] = Nladd(z,y)]), VaVy(N[z], N[y] —
Nlprod(z,y)]) et VaVy(Nz], N[y] = N[div(z,y)]).

— La fonction videp est la fonction qui teste si une liste est vide ou non:
videp(() = v et videp(cons(t,q)) = f; on notera Z’ un A-terme de
type Yz (L[z] — Blvidep(z)]).

8.1 Opérateurs de mise en mémoire

Commencons par quelques rappels définitions.

8.1.1 Dans AF2

Nous parlerons dans la suite d’opérateurs de mise en mémoire sur les
entiers (de Church), mais tout ce qui sera dit pourrait étre transposé sans
difficultés & d’autres ensembles comme les booléens, ou les listes d’entiers
... (pour une définition plus générale voir [18]).

Un opérateur de mise en mémoire sur les entiers est caractérisé par son
comportement sur ces entiers.
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Définition 8.1.1 On dit que T A-terme clos est un opérateur de mise en
mémoire pour N (ensemble des entiers de Church) si et seulement si, pour
tout n de N, il existe un A-terme 1, ~g n tel que, pour tout 8, ~g n, il
existe une substitution o telle que (T 0, f) = (f o(7n)) (f est une nouvelle
variable).

Rappelons que, dans AF2, on peut trouver, pour chaque type de données,
un ou plusieurs opérateurs de mise en mémoire ([18]).

Par exemple le terme T} = An (n G 8) ot GE Az Ay (z Az (y (S 2))) et
5 Af (f Q) est un opérateur de mise en mémoire pour les entiers de Church,
il vérifie (11 0, f) > (f S™0).

Le terme Ty = AnAf(n H f0) od H = Az Ay(z (S y)) est un autre
opérateur de mise en mémoire pour les entiers, de méme fonctionnement que
Tl.

Les termes 0 et S sont les termes de ce nom dans AF2, de types respectifs
N[0] et Vz(N[z] = N[s(z)]). On pourra choisir 0=/ \f Az 2 et S =
AnAfAz (f (n f z)).

Un théoréme de Krivine précise les types caractéristiques des opérateurs
de mise en mémoire.

Théoréme 8.1.2 95, dans A2, le terme T a, dans le contexte vide, le type
Va(N*[z] = - NJz]), alors T est un opérateur de mise en mémoire pour N.

Pour chaque formule F, = F YF 50 etla formule F*, une des trans-
formées de Gidel de F, est obtenue en remplagant chaque formule atomique
A de F par =A (O est un symbole de relation 0-aire).

On a donc N*[z] = VX (Vy(-Xy — - Xs(y)),~X0— —Xz).

Les opérateurs de mise en mémoire ont été introduits par Krivine pour
simuler «’appel par valeur» dans le cadre de «1’appel par nom» et nous les
utiliserons pour cet usage: obliger les paramétres a passer en téte de facon
a forcer la propagation des exceptions.

8.1.2 Dans Fz2

Dans la suite T désignera I'un des termes T; ou T3 opérateurs de mise
en mémoire pour les entiers de Church.

Nous montrons un lemme sur le typage de termes contenant T.

Lemme 8.1.3 Quelle que soit la dénomination de type o :

- si 't @ N[n] et THF : Vz(N[z] — N[f(z)]) alors TH(T t F) :
Nf(m)];

- FT :Va(FE[z] —» E°[z]) (nous dirons que T propage les exceptions);
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- si 'ty : N[a] et ['Ftg @ E2[b] alors TH(T t1 tg) : E2[b)].

Preuve Le premier résultat est vrai dans AF2 ([18]) et on vérifie facilement

qu’il reste vrai dans Ex2 puisqu’il ne fait intervenir aucune des caractéris-
tiques nouvelles de Ex2.

Rédigeons la preuve du deuxiéme résultat, pour 'opérateur T par exemple.
Dans le contexte vide G et § sont typables ([18]) de types respectifs A; et Ag,
donc, de z : E%[z]Fz : Ay — E°[z] (Tvar et Tprop) et o : F¥[z]FG : Ay,
on déduit (régle Tapp) z : E?[z]F(z G) : E?[z], puis, par le méme raison-
nement, z : F*[z](z G §) : E?[z] et donc le résultat cherché.

La preuve du troisiéme résultat est trés simple. De I' o : E?[b], on déduit
(Tprop) I'Fty : Nla] — E2[b]. Partant de I'+#; : N[a], on montre facilement
([18]) que 'ty : N*[a] et de FT : N*[a] — ((N[a] — E°[b]) — E°[b])
(remplacement de O par F“[b]) on déduit facilement le résultat en appliquant
deux fois la régle Tapp. O

8.2 Petits exemples et utilitaires

8.2.1 Projections
Dans AF2

On définit, dans AF2, la conjonction de la fagon suivante : FAG Yyx (F,G —
X) — X). On peut alors obtenir (pour les couples (entier, booléen) par
exemple) :

— un constructeur de couple

Fe = Az Ay A f (f = y) : VaVy(N[z], Bly] — N[z] A Bly])

— et les deux projections
Fpr = Ap (p Az Ayz) : YaVy(N[z] A Bly] — Nlz])

Fp2 = Ap (p Az Ayy) : VaVy(N[z] A Bly] — Bly))

Mais, en utilisant les exceptions, nous pouvons, dans notre systéme, créer
de nouveaux termes pour les projections.

Dans Fa2

def

Exemple 8.2.1 Les termes my = Ap o ((p Az eo(z)), Az 2) et my =
Ap ma((p Az Ayeg(y)), Az z) conviennent respectivement pour premiére et deuziéme
projection (o= N et 3 = B).
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Preuve Commengons par la premiére projection. On sait que 2 : N[z] e, (z) :
E“[ry(z)] et donc (Tprop) z : N[z]te,(z) : Bly] = E°[ro(z)]. On en déduit
FAze,(z) : N[z], Bly] = Era(z)].

Si p a le type N[z] A Bly] donc le type (N[z], Bly] = E“[r,(z)]) —
E®[ry(z)], alors (p Az ey(z)) ale type E?[r,(z)] donc N?[r,(z)] et
To((p Az ea(z)), Az2) le type N[t,(ro(z),z — 2)] soit, puisque IFN[z], le
type N[z] (axiome égalitaire TrapD).

La preuve dans le cas de 75 est un peu différente puisqu’elle n’utilise pas
la régle Tprop.

On sait que y : N[yl Feg(y) : BP[rg(y)] done FAz Ayeg(y) : N(z], Bly] —
Folrs(y)].

Et, puisque p a le type N[z]AB[y] donc le type (N[z], Bly] — E°[rs(y)]) —
EP[ra(y)], alors (p Az Adyes(y)) a le type EP[rs(y)] done BS[rs(y)].
Et 73((p Az Ayeg(y)), Az 2z) a alors le type Bltg(rg(y), z — z)] soit, puisque
IFB[y], le type Bly] (axiome égalitaire TrapD). O

Examinons le fonctionnement de ces projections sur le couple C' f Af(fLE).

— Ona (m C) = 1o ((C Az (), Az 2) =5 To(Azen(z) 1 F), Az 2)
=5 Ta{(ea(l) F), Az2) =5 To(ea (1), Az2) =5 (Azz 1) =5 1

— Ona (1 C) =5 73((C Az Ayeg(y)), Az z) =5 Ta((Az Ayeg(y) 1 F), Az z)
— Ta(ep(L), Az 2) = (A2 2z F) = I

Ces deux termes sont inspirés de projections construites par P. de Groote

([5]). Il qualifie ses projections de classiques car, dans son systéme de typage

(simple), il leur attribue les types ((A — (B — 1)) = 1) — A et ((A —

(B— 1)) = 1) — B soit en logique classique (AAB) — A et (AANB) — B.

8.2.2 Prolongement de fonctions sur les types de données

Notre premier exemple illustrera la prolongation d’une fonction de N
dans N.

Exemple 8.2.2 Considérons un A-terme Iy tel que FFy : Yz (N[z] —
N[f(z)]) ou f est une fonction de N dans N. Alors le termet = Az (T z I)
a dans le contexte vide le type Vo (N®[z] — N?[g(z)]) ot la fonction g est
définie par ’équation g(z) = cas,(z, z, f(z)).

Preuve D’une part, d’aprés le lemme 8.1.3, z : N[z]H(T zFy) : N[f(z)].
On en déduit, en utilisant I’axiome égalitaire casD (N[z] — cas, (2, a,b) = b)
et la régle Teq, le typage: (1) z : N[z]H(T 2 Fy) : N[casy(z, z, f(2))].
D’autre part on a z : E*[z]H(T z) : E*[z] (8.1.3), et donc (Tprop et
Tapp) = : E[z]H(T =) : E%[z]. On utilise ensuite la régle TVI1 pour
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obtenir z : E?[z]H(T 2 Fy) : N®[z], puis 'axiome égalitaire caskE (E%[z] —
casy(z,a,b) = a) et la régle Teq pour obtenir (2)z : E%[z]H(T zI) :
N*[casa(z,2, £ ()]

On déduit de (1) (2), par utilisation du cas particulier de la régle TVFE
(lemme 3.4.2), 2 : N®[z]H(T xFy) : N%[cas,(z,z, f(z))] et la régle Tabs
donne le résultat. O

Nous sommes partis d’une fonction f de N dans N, pour laquelle le terme
F constituait un programme. La fonction f a été prolongée par une fonction
g de N® dans N® qui propage les exceptions en ce sens que IFN[z] — g(z) =
f(z) et I[FE*[z] — g(z) = z. On a alors trouvé un terme qui constitue un
programme pour la fonction g.

II est plus difficile de prolonger une fonction de N x N vers N, parce qu’il
faut choisir, lorsqu’on se trouve en présence de deux exceptions, laquelle des
deux propager. C’est I’'objet de notre deuxiéme exemple.

Exemple 8.2.3 Considérons un A-terme F; tel que F1y : YaVy(N[y], N[z] —
N[f(z,y)]) ou f est une fonction de N x N dans N. Alors le terme t =
Mx Ay (T = (T y F,)) a dans le contexte vide le type: YaVy(N°[z], N°[y] —
N*B[g(z,y)] ot la fonction g est définie par I’équation g(x,y) =

casy(z, x, casp(y,y, f(z,y))).

Preuve Posons v = (T y F3) et u = (T z v). Nous allons successivement
typer u dans le contexte z : N[z],y : N?[y] puis dans le contexte z : F[z],y :
NPTy

— Commengons par le contexte z : N[z],y : N°[y].

On (52 Ny Nl Vg
En effet FT : N*[y ] (
N[f(z,y)] donc y : Ny]t
Mais T : N*[z] — ((N[z] — .
Done £ Ny : Nl T 2) (V] o N3] > N Goo o)
et finalement z : N[z],y : N[y|H(T = v) : N[f(z,y)].

~ Ona (2)z:N[z],y: E°[y]lFu: E°[y].
En effet y : EP[y]H(T y) : EP[y] d’aprés le lemme 8.1.3, puis
y : EP[y]Fv : EPly] d’aprés le lemme 3.4.3. Et le résultat s’en
déduit en utilisant & nouveau le lemme 8.1.3.

Nous transformons (1) en z : N[z],y : N[y]tu : NP[f(z,y)] (TVI1)
puis en (3)z : N[z],y : N[y]tu : NP[cass(y,y, f(z,y))] en utilisant
Teq et "axiome égalitaire casD.

De méme nous transformons (2) en = : N[z],y : FPly]Fu : NP[y]
(TVI2) puis en (4)z : N[z],y : EP[yltu : NP[cass(y,y, f(z,y))] en
utilisant Teq et I'axiome égalitaire cask.
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Le cas particulier de la régle TVE (lemme 3.4.2) permet alors d’obtenir
(a)z : N[z],y: NP[y]Fu : NP[cass(y,y, f(z,y))].

— Passons au contexte z : E°[z],y : N°[y].

~ Ona(l)z: E%z],y: Ny|Fru: Ez].
En effet, dans ce contexte, (1" z) a le type E%[z] et, puisque v est
typable dans ce contexte, ’application de Tprop et Tapp permet
de conclure.

— Ona (2)z : E%z],y : EP[y]tu : E*[z]. En effet y : EP[y]to :
EP[y], d’aprés le lemme 8.1.3. et le raisonnement se poursuit
comme ci-dessus.

Le cas particulier de la régle TVE (lemme 3.4.2) nous permet d’obtenir
(b) z: E°[z],y : NO[y]Fu: E°[z].

— Il nous reste & «fusionner» les typages (a) et (b).

— Par utilisation tout d’abord de TVI2 puis de Teq et de I’axiome
égalitaire casD, (a) se transforme en (¢)z : N[z],y : NP[y]tu :
N*Plcas,(z, 2, casp(y,y, f(z,y)))]-

— Par utilisation tout d’abord de TVI1 et TVI2 puis de Teq et de
l’axiome égalitaire casE, (b) se transforme en (d)z : F°[z],y :
Nﬁ[y] Fu Na’ﬁ[casa(m, z,casg(y,y, f(z,y)))]

— A partir de (c) et (d), le cas particulier de la régle TVE (lemme
3.4.2) nous permet d’obtenir
z: N°[z],y: NP[yltu : N*Pleas,(z, 2, casp(y, y, f(z,y)))]
et donc de conclure.

0

Il n’est pas toujours nécéssaire d’utiliser les opérateurs de mise en mé-
moire pour prolonger aux exceptions une fonction sur un type de données.
Considérons la fonction « puissance n-iéme de deux » définie sur N par
£(0) = 5(0), £(s(x)) = mult(f(z), 5(s(0))).

Dans AF2 (et dans Ez2 ) on peut montrer ([10]) que, dans le contexte
vide, le terme ¢t = Az (2 2) a le type Vz(N[z] — N[f(z)]). On a donc z :
Nlz]F(z 2) : N[f(z)] et donc z : N[z]F(z 2) : N¥[cas,(z, z, f(z))].

Mais on a aussi (Tprop et Tapp) z : E*[z]F(z 2) : E®[z] et donc (TVI1
puis Teq et I'axiome égalitaire casE) z : F¥[z](z 2) : N%[cas,(z, z, f(z))].
Soit, en appliquant 13 aussi le cas particulier de la régle TVE, z : N¥[z]F(z 2) :
N%ecas,(z, z, f(z))]. Et finalement ¢ :Vz(N¥[z] - N¥[cas,(z, z, f(2))].

On peut dire que le terme t est un programme pour la fonction g de N®
dans N définie par g(z) = cas,(z,z, f(z)) qui est une prolongation de la
fonction f aux exceptions.
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8.3 Produit rapide

8.3.1 Produit rapide des éléments d’une liste

Nous nous proposons de calculer le produit des éléments d’une liste d’en-
tiers. Et pour le calculer efficacement, nous utiliserons les exceptions.
Rappelons que le type des listes d’entiers est :

LN[z] € VX (Vy¥z(N[y], Xz = Xcons(y,z)), X0 — Xz)

Equations Les équations définissant la fonction f sont:
f(l)=ta(f'(1),z — 2) et (définition par induction de f’)
(@) =1; f'(cons(n,q)) = Si(zerop(n),r,(0), prodv(n, f'(q)))
(avec prodv(z,y) = cas,(y,y, prod(z,y))).
Exemple 8.3.1 Letermet Z N1, (1 V 1), \zz) 0a V = An Xz ((Z n) £,(0) (P’ n z))
et P'= Xz Ay (T y (P z)) a dans le contexte vide le type VI(LN[l] — N[f(1)]).

Preuve
Nous montrons tout d’abord que [ : LN[{[JFw < (I V 0) : N[f'(I)].
— Commencons par le typage de V.
— Tout d’abord FP' : VaVy(N[z], N*[y] = N®[cas.(y,y, prod(z,y))].
En effet, z : N[z]FH(P z) : N[y] — N[prod(z,y)] donc, d’apés
Iexemple 8.2.2,z : N[z],y: N*[y]|H(T y (P z)) : N%[cas.(y,y, prod(z,y))].
On en déduit
n: Nin], z: NY[f/(q)]-(P"n z) : N¥[caso (f'(q), f'(q), prod(n, f'(q)))]-
Puis, en utilisant la régle Teq et les égalités définissant f,
n: N[n],z: N°[f'(q)]=(P" n z) : N*[prodv(n, f'(q))]
Mais te,(0) : E%[r,(0)] donc (TVI2) Fe,(0) : N¥[r,(0)]
— Donc
n:Nn],z: N*[f'()]F((Z n) €a{0) (P' n z)) : N*[SI(zerop(n),rq(0), prodv(n, f'(q)))]
On a alors le typage de V: VnVq(N[n], N*[f'(q)] = N®[f'(cons(n, q))].

— Passons au terme 1. On a k1 : N[1] et donc (Teq) 0 : N[f/(0)] puis
F1: NO[f(0)] (TVvI2).

— Mais, en remplagant dans le type LN[I], X. par N*[f'(.)], on obtient :
[+ LN Yn¥q(N[n], N*[f'(q)] = N*[f'(cons(n, q))]), N*[f'(0)] = N[f'(1)]
Ce qui nous donne bien [ : LN[{]F( V 1) : N*[f'(1)].

Del: LN[llFw: N*[f'(I)] et FAz z : Vz(N[z] — N[z]) on déduit (Ttry)

l: LN[l]Fro{w, Az z) : N¥[to(f'(1), 2 — z)]soit (Teq) { : LN[l]Frp(w, Az z) :
N2[f(1)] ce qui conclut notre preuve. O
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8.3.2 Produit rapide des éléments d’un arbre

Nous calculons maintenant le produit des éléments d’un arbre binaire
d’entiers, et 14 aussi nous utilisons les exceptions.

Rappelons que le type des arbres binaires d’entiers (dans la variante ou
les entiers sont accrochés aux feuilles) est :

AN[2] € VX (VyVz(Xy, Xz — Xtree(y, 2)), Vn(N[n] = X feu(n)) — Xz)

Equations Les équations définissant notre produit des entiers d’un arbre
sont :

fla) = ( '(a)) et (définition par induction de f’)

f'(feu(n)) = Si(zerop(n), ra(0),n) ; f'(tree(g, d)) = prodvv(f'(g), f'(d))
(avec prodvv(z,y) = casy(z, z, cas,(y, y, prod(z,y)))).

Exemple 8.3.2 Le terme t £ Nar,((a V U),\z2) ou
V=XgXM(T g (TdXeAdy(Pyz)))etU=2An((Zn)e,(0) n)
a dans le contexte vide le type Ya(AN[a] — N[f(a)]).

Preuve Nous montrons tout d’abord que a : AN[a]F(a V U) : N*[f'(a)].

— Le typage FV : VaVy(N°[z], N*[y] = N®[prodvv(z,y)] est une consé-
quence directe de l'exemple 8.2.3 car FAz Ay(P y z) : N[z],N[y] :
Nprod(y, )]

On en déduit (Teq) FV : VgVd(N?[f'(9)], N°[f'(d)] = N°[f'(tree(yg, d))].

— Passons au terme U. 1l a le type Vn(N[n] — N®[Sti(zerop(n), r,(0), n)]
soit (Teq) Vn(N[n] — N[f'(feu(n))].

— Mais, en remplagant dans le type ANJ[a] la formule X. par N*[f'(.)],
on obtient le type

VaVy(N*[f'(2)], N*[f'(y)] = N2[f'(tree(z, y))], Vn(N[n] = N*[f'(feu(n))] = N*[f(a)]

Ce qui nous donne bien a : AN[a]F(a V U) : N*[f'(a)].

De a: AN[a]F(a V U) : N°[f'(a)] on déduit, en appliquant Ttry,
a: AN[a]lFro{(a V U), Azz) : N*[to(f'(a), 2 = 2)]

soit (Teq) a : AN[a]Fr,((a V U), Az z) : N*[f(a)] qui est le résultat cherché.
g
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8.3.3 Produit rapide et produit simple

Nous nous proposons de montrer I’égalité du produit rapide précédem-
ment défini et du produit habituel.

Produit habituel Le produit des éléments d’un arbre binaire d’entiers
est défini classiquement par les équations: h(feu(n)) = n et h(tree(g,d)) =

prod(h(g), h(d)).

Nous montrons que les fonctions h (produit) et f (produit rapide) sont
égales.

Preuve Nous nous placons dans I’hypothése ot a est un arbre binaire d’en-
tiers (AN[a]) et nous voulons prouver f(a) = h(a).

Nous utiliserons les cinq résultats préalables suivants: (1) N[f(a)], (2)
No[fa)], (3) BL(@)] - f'a) = ra(0), (4) E*[f(a)] > h(a) = 0, (5)
N[f'(a)] = f'(a) = h(a). Les résultats (1) et (2) ont été prouvés au para-
graphe 8.3.2. Et nous prouvons (3), (4) et (5) simultanément par induction
sur a.

Si a est une feuille: feu(n), la preuve se fait par récurrence sur I’entier n.

~ Sinest0, f'(a) = f'(feu(0)) = r,(0) et h(a) = h(feu(0)) = 0 ce qui
prouve E3§ et (4). On a E?[f'(a)] donc (lemme 3.4.6) =N |[f’(a)] ce qui
prouve (9).

— Sin est s(p),on a f'(a) =n = h(a) - ce qui prouve (5) - et N[f'(a)]
donc (lemme 3.4.6) =E[f'(a)] - ce qui prouve (3) et (4).

On suppose que les propriétés (3) (4) et (5) sont vérifiées par les arbres
g et d et on les montre pour I'arbre a égal a tree(g,d). Rappelons que

f'(tree(g, d)) = casa(f'(g), ['(g), casa(f'(d), J'(d), prod(f'(g), f'(d)))). Nous

raisonnons par disjonction des cas.

- Si E°[f'(g)] alors f'(a) = f'(g) (casE) et f'(g) = ro(0) (hypothése de
récurrence) - ce qui prouve (3) - h(g) = 0 (hypothése de récurrence)
donc h(a) = prod(h(g), h(d)) = 0 (équations de prod) - ce qui prouve
(4). Puisque E*[f'(a)], on a (lemme 3.4.6) =N[f(a)] et donc (5).

— Si N[f'(g)] on doit distinguer selon f'(d).

— Si Eo[f'(d)] alors f'(a) = f'(d) (casD et casE) et f'(d) = r,(0)
(hypothése de récurrence) - ce qui prouve (3) - A(d) = 0 (hypo-
thése de récurrence) donc h(a) = prod(h(g), h(d)) = 0 (équations
de prod) - ce qui prouve (4). Et puisque E?[f'(a)], le lemme 3.4.6)
nous donne =N |[f'(a)] et (5).
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- Si N[f'(d)] alors f'(a) = prod(f'(g), f'(d)), et donc N[f'(a)] ce
qui implique (lemme 3.4.6) =E°[f'(a)] et donc (3) et (4). Par
hypothése de récurrence f'(g) = h(g) et f'(d) = h(d), on obtient
donc (5) puisque h(a) = prod(h(g), h(d)).

— L’application de la régle LV E, sachant que N®[f'(d)] nous garan-
tit (3) (4) et (5) dans ’hypothése N[f'(g)].

— Une nouvelle application de la régle LV E, sachant que N*[f/(g)] montre
que les propriétés (3) (4) et (5) sont vérifiées, ce qui termine la preuve
des cinq résultats préalables.

Puisqu’on sait que f( ) =ta(f'(a)), on déduit de (3), (4) et trapE:
B @] 7(6) = ia(r2(0)) = 0 = g(0).
et de (5) et trapD : N[f'(a)] - (a) = ta(f(a)) = £'(a) = g(a).
Il suffit alors d’appliquer la régle LVFE aux deux résultats précédents et
a N?[f'(a)] pour conclure que IFf(a) = h(a). O

8.4 Modularité

A travers deux exemples, nous montrons la possibilité d’utiliser des «sous-
programmesy» sans en connaitre autre chose que les spécifications.

8.4.1 Recherche dans un agenda

On posséde un agenda c’est a dire une liste de répertoires qui sont eux
mémes des listes de couples (nom, numéro de téléphone). On dispose d’un
programme de recherche dans un répertoire qui a partir d’un nom nous four-
nit le numéro de téléphone correspondant si le nom figure dans le répertoire
et une exception sinon. On veut construire un programme de recherche dans
I’agenda qui puisse parcourir successivement chacun des répertoires.

Equations La fonction f de recherche dans l’agenda est définie par les
équations: f(B,n) = ro(1) et f(cons'(l,q),n) = ta(g(l,n), 2 — f(q,n)) ot g
est la fonction de recherche dans un répertoire.

La fonction g rend un entier si le numéro est trouvé ou r,(p) avec p entier
arbitraire et & = N sinon.

La valeur renvoyée par f en cas de recherche infructueuse dans I’agenda
est une exception mais I’entier associé 1 est 1a aussi arbitraire.

Types On définit le type agenda (A[z]) comme le type des listes de ré-
pertoires et le type répertoire (R[z]) comme le type des listes de couples
d’entiers, soit si C désigne le type couple d’entiers:

R[z] VX (YyV2(Cly], Xz = Xcons(y, 2)), Xg = Xz)
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Al2) € YX (VyVz(R[y], Xz = Xcons'(y, 2)), Xy = Xz)

Exemple 8.4.1 letermet=XaAn(aV U)oaV = XN Aq7,((G | n), Az q)
et U =e,(1) a dans le contexte vide le type Va¥n(Afa], N[n] = N[f(a)]) s
G a le type YI¥n(R[l], N[n] = N[g(l,n)]).

Preuve

— Nous montrons tout d’abord que:

n: N[n]EV :VIVq(R[l], N°[f(q,n)] = N?[f(cons'(l,q),n)))

Eneffet [ : R[l],n: N[n]H(G In): N*[¢g(l,n)]donc ! : R[l],n: N[n], z:
N2 Fro (G L n), Az z) : N°[t,(g(l, ),z — 2)].

— 1l est facile de vérifier que: n : N[n]FU : N*[f(0, n)].

— On en déduit aisément (induction sur a) que a : Afa],n : N[n]FH(a V U) :
N2[f(a)]) ce qui termine la preuve.

O

Nous proposons, pour la recherche dans un agenda, un autre terme basé
sur d’autres équations.

Equations La fonction h de recherche dans ’agenda est définie cette fois
par les équations:
h(l,n) =tg(h'(l,n)) avec h'(0,n) = ro(1) et h'(cons(l,q),n) =
casg(7(g(l,n)),3(g(l;n)), h'(g,n)) ot j(z) = casq(w,ta(2), rs(2)).

Terme On obtient, de fagon directe a partir des nouvelles équations, comme
terme de type YaVn(Ala], N[n] = N[h(a)]) le nouveau termet’ = Xa 1g{(a V U), Az z)
avecU = e, () et V =XNMAg(T (H (G 1)) Azq) (o0 H = Az 7, ((T = Ayepy)), Az 2)).

Il est assez facile de vérifier que t’ a bien le type indiqué. Il est plus
intéréssant de montrer que les deux fonctions de recherche dans un agenda
sont égales. Nous prouvons ci-dessous I’égalité des deux fonctions f et h.

Preuve Rappelons que la fonction g rend un entier si le numéro de télé-
phone est trouvé ou r,(p) avec p entier arbitraire et & = N sinon. On a donc
IFVIVR(R[l], N[n] = N%[g(l,n)]).

Nous montrons que f(a,n) = h(a,n) par induction sur I’agenda a.

On a h(Q,n) = tg(h'(0,n)) = tg(ra(1)) = ro(1) = f(0,n) en utilisant

I’axiome égalitaire trapD.
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On montre ensuite que f(cons(l,q),n) = h(cons(l,q),n) si f(q,n) =
h(q,n). Posons g = ¢(I,n) pour simplifier les écritures, et distinguons deux
cas.

— Si Nlg], alors f(cons(l,q),n) =tg(g,z — f(q,n)) = g (trapD).

Et h(cons(l,q),n) = t5(h(1,n)) = t5(cass(i(g), i(g), K'(q n)). Avec
J(g) = casa(g,ta(9),78(g9)) = ra(g) (trapD), on obtient h(cons(l, q), n) =
b (cass(rp(9), ra(g), W(g,n)) = ta(ra(g)) = g (casD puis trapE).
[’égalité est donc prouvée dans ce premier cas.

- Si E%[g] alors, par définition de g, g = r,(a) avec NJa].

On a alors f(cons(l,q),n) = ty(ro(a),z — f(q,n)) = f(¢,n) (trapE
puisque a # 3). Et h(cons(l,q),n) = tg(casz(i(g),j(g),h'(q,n))).

Avec j(g) = cas,(g,ta(g9),r5(9)) = talg) = ta(ra(a)) = a (casE
puis trapE), on obtient h(cons(l,q),n) = tg(casg(a,a,h’'(q,n))) =
tg(h'(q,n)) = h(g,n) (casD). L’égalité est donc prouvée dans ce se-
cond cas puisque f(q,n) = h(q,n).

— La régle TVE nous permet, a partir de N[g] — f(cons(l,q),n) =
h(cons(l,q),n) et E*[g] — f(cons(l,q),n) = h(cons(l,q),n) d’une
part, et de [FN*[g] d’autre part, d’obtenir I f(cons(l, q),n) = h(cons(l,q),n)
ce qui termine notre preuve.

O

8.4.2 Liste des maximums

On dispose d’un programme qui, a deux listes d’entiers (a;) et (b;), associe
la liste (maz(a;,b;)) si les deux listes ont méme longueur et une exception
sinon. Et on souhaite obtenir un programme qui, a une liste de listes d’entiers
associe la liste obtenue en calculant le maximum des premiers termes de
chacune des listes, puis le maximum des deuxiémes termes . ..siles listes ont
toutes méme longueur et une exception sinon.

Equations La fonction f est définie par: f(§) = @ et

f(cons(l,q)) = cas.(f(q), f(q), Si(videp(f(q)),1,9(l, f(q))))

ou g est la fonction de calcul de la liste des maximums de deux listes qui
rend r,(/) si les deux listes n’ont pas le méme nombre d’éléments (I est une
liste d’entiers arbitraire et a = L).

Exemple 8.4.2 On note L le type des listes d’entiers et LL le type des listes
de listes d’entiers. Le termet = X (I V 0) o V =M Aq(Tr, ¢ Aa (Z' 2 t (G t 2)))
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a dans le contexte vide le type VI(LL[l] — N°[f(1)]) si G ale type VaVy(L[z], Lly] —
L%[g(z,y)] et si T1, est un opérateur de mise en mémoire sur les listes d’en-
tiers.

Preuve Montrons que FV :ViVq(L[t], L*[f(q)] — La[f(cons(t, q))]-

— Par définition de G, on a z : [ ],t: L[] (Gt x): L¥g(t, z)] donc

x @ Liz],t : Lt|H(Z" = t (Gt z)) : L¥[Si(videp(z),t,g(t
Lit\Fxz (Z' z t (Gt z)) : Ya(L[z] — LY[Si(videp(z),t, g(t,:

— Posons W = (T7, ¢ Az (V z t (G t 2))).

D’une part t : L[t],q : E°[f(q)]FW : E*[f(q)] en utilisant le lemme
8.1.3.

D’autre part ¢ : L[t],q : L[f(q)]FW : L*[Si(videp(f(q)),t, g(t, f(q)))]-
Donc en utilisant TVI1, Teq et le cas particulier de TVE (lemme 3.4.2)
t: Llt],q: L% [f(q)]FW : L%[casa(f(q), f(q), Si(videp(f(q)),t,9(t, f(q))))]

ce qui donne & V le type prévu.

o~ -
8
~
N
P
—

) a évidemment le type L*[(].

En remplacant, dans le type LL[l], X. par L*[f(.)] on obtient
L LLUHL: VyV2(Lly], L°[f (2)] = L[ f (cons(y, 2))], L[0] = L*[f(1)]
Il est alors facile de conclure que [ : LL[[|F(I V U) : L*[f(1)]. a

8.5 Evaluation d’une expression numeérique

Lorsqu’un interpréteur évalue une expression numérique, il peut détecter
des sous-expressions inévaluables comme 1/0 et dans ce cas il doit rendre
une exception comme résultat de son évaluation.

Opérateurs On commence par définir le type opérateur : O[z] L VX (Xa,Xm,Xd—
Xz), type qu’on peut considérer comme un booléen & trois valeurs. On

construit ensuite facilement un « branchement » selon la valeur de 'opé-

rateur:

FBY No Az AyAz (o z y z) :Vo,z,y, z(O[o], N*[z], N[y], N*[z] = N°[t(o,z,y, 2)])

ot la fonction t est définie par les équations t(a, z,y, z) = z; t(m,z,y,2) =

t(d,z,y,2) =z

Preuve La preuve du typage de B est évidente : dans le type O[o] remplacer
X. par N°[t(., z,y, z)].

Remarquons que si, dans le type de B, N® était remplacé par N ou N*#
(par exemple) le résultat serait encore vrai. O
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Calcul On définit le type calcul (C[z]) comme type d’un arbre dans lequel
les opérateurs sont les noeuds et les entiers les feuilles :

Clz] défVX(VngVd(O[o], Xg,Xd — Xtree(g,0,d)),Vn(N[n] = X feu(n)) = Xz)

Equations La fonction f d’évaluation du calcul est définie par les équa-

tions :

F(feu(n) = net f(tree(g,o,d) = t(o,a(f(9), F(d)), m(F(g), /(D). d(F(g), /().
Les fonctions a et m sont définies comme les prolongations aux exceptions

des fonctions addition et multiplication : a(z,y) = cas,(z, z, cas,(y, y, add(z,y)))

et m(z,y) = cas,(z, z, casy(y, y, mult(z,y))).
La fonction d prolonge aux exceptions la fonction division et distingue le

cas de division par zéro:

d(z,y) = cas,(z, z, casy(y, y, Si(zerop(y),ro(z), div(z, y)))).

Exemple 8.5.1 Letermet=Ac(cV Azz)oaV =AgloAd(Bo A" M' D),
A= (T g (T dXXy(Ayz))), M = (T g (T d XxXy(Pyz))) et
D'=(T g (TdXeXy(Z zey(z) (Dyz)))) adans le contexte vide le type
Va(Cla] = N*[f(a)]).

Le typage ne présente pas de difficultés puisque le terme proposé calque
assez précisément les équations, il est laissé & l'initiative du lecteur.

On peut trouver un terme légérement différent pour I’évaluation d’un
calcul: ! = Xe(c V' Az z) ou V! = AgroXd (T g (T d W)) et W =
Az Ay (B o (Ayz)(Pya)(Zzea(r) (Dya))).

Son typage s’effectue en montrant qu’en modifiant légérement les équa-
tions de définition, on obtient «la mémey fonction f. Voici les modifications
& apporter aux équations:

f(tree(g, 0,d)) = casa(f(g), f(9), casa(f(d), f(d), 7)) on

7 = t(0, add(f(g), f(d)), mult(f(g), f(d)), d(f(9), f(d))) et

d(z,y) = SI(zerop(y),ra(z), div(z,y)).

Une remarque pour conclure : la valeur rendue dans le cas de division z/0
est £,(x) ce qui permettrait, dans le cas d’un programme réel, d’afficher le
message « Erreur division de z par 0».
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Chapitre 9

Conclusion

9.1 Bilan

Notre projet était de réaliser un systéme de A-calcul dans lequel on puisse
définir des fonctions avec exceptions et prouver leur terminaison, I’avons nous
mené & bien?

9.1.1 Résultats

Nous avons construit un nouveau A-calcul typé en ajoutant au systéme
AF2 les constructions nécessaires pour exprimer et gérer les exceptions.

— De nouveaux A-termes e, (u) et 7,(u, v) ont été créés pour représenter
les exceptions et le mécanisme de leur capture (la propagation n’est
pas dénotée spécifiquement au niveau des A-termes elle est assurée par
les opérateurs de mise en mémoire).

— De nouveaux termes d’individus ont été créés pour dénoter les va-
leurs exceptionnelles et leur capture. La simplification de ’écriture des
termes d’individus (méme non clos) devenait indispensable, elle est as-
surée par un systéme logique de gestion d’égalités avec hypothéses de
type (dites conditionnelles).

— Le typage prend en compte les exceptions en leur attribuant un type
particulier E et offre le moyen de regrouper types de données (D) et
exceptions & travers un type D V F que des régles d’introduction et
d’élimination de V permettent de manipuler.

— De nouvelles régles (incluant la 8-réduction), associées, & travers |’iso-
morphisme de Curry / Howard, & ’élimination des coupures dans les
preuves permettent de réduire les A-termes .

Ce nouveau systéme a les propriétés attendues d’un A-calcul typé. La
réduction est confluente. Les termes typés sont fortement normalisables. La
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conservation du type lors d’une réduction n’est pas directement garantie:
la régle de typage TVE (élimination de V) introduit en effet certaines com-
plications dans la conservation du type pour le terme u[z: =v]. Mais nous
avons construit une réduction uniforme - si elle réduit, dans u[z:=wv], un
redex de v, elle réduit nécessairement toutes ses occurrences - qui vérifie,
elle, la propriété de conservation du type. Cela nous permet d’obtenir une
propriété de conservation faible du type: le type d’un terme est aussi celui
de sa forme normale. Nous n’avons pas besoin d’autre chose pour pouvoir
utiliser Fz2 comme systéme de preuve de programmes.

Nous avons obtenu une caractérisation simple des termes de type en-
tier (ou de tout autre type de données): ils sont équivalents aux entiers
de Church. On ne peut donc pas obtenir dans Fz2 , comme il est possible
de le faire dans le Ap-calcul ou le A.-calcul , de preuves « classiques» de
N[s"(0)]. Et nous avons la certitude que si un terme est de type entier, alors
sa réduction ne pourra pas déboucher sur une exception non capturée: ga-
rantie indispensable si on veut pouvoir utiliser Fz2 comme environnement
de programmation. Les termes de type exception d’entier sont aussi simples
& caractériser : leur ensemble est isomorphe a celui des entiers de Church.

Nous avons obtenu ensuite un résultat garantissant la possibilité d’uti-
liser Fz2 pour programmer: a condition que les équations des fonctions a
programmer aient un modéle (sur leur ensemble de définition), un terme du
bon type (Vz(N[z] — N[f(z)])] dans le cas le plus simple) constitue bien
un bon programme c’est a dire calcule bien la fonction dont il a le type. Et
ce résultat est appliqué dans de nombreux exemples de programmes faisant
usage des exceptions.

Pour en terminer, une traduction des formules de Fz2 dans un calcul
(intuitionniste) des propositions du second ordre montre que la logique du
systéme Fz2 n’est pas la logique classique mais la logique intuitionniste.

9.1.2 Lacunes

Sans que cela remette en cause les résultats que nous venons d’énoncer
- tous ont été démontrés - certaines questions n’ont pas encore trouvé de
réponse.

Nous ne savons pas si la typabilité dans Fz2g implique la typabilité dans
FEz2 (remarque 4.2.2).

Nous ne savons pas si, dans la définition de F*, la condition iii) est
nécessaire (remarque 4.5.3).

Nous n’avons pas démontré le résultat sur les types de a et b lorsque (a b)
est typable (remarque 6.1.2).

Nous n’avons pas donné d’exemple ot la non conservation du type par
d-réduction soit prouvée (remarque 5.3.1).

Toutes ces questions demanderaient donc a étre étudiées, leur résolution
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pouvant préciser certains propriétés du systéme.

9.2 Perspectives

Un travail futur, a partir des résultats énoncés dans cette thése, peut,
selon nous, s’orienter dans deux grandes directions.

9.2.1 Vérification automatique de programmes

On peut envisager une traduction de programmes écrits dans le langage
Caml (ou plutét dans une version simplifié mais conservant les exceptions
- mini-Caml - de ce langage) en ensembles d’équations (respectant la syntaxe
des équations de E'z2 ). On peut aussi envisager la traduction réciproque.
Une fois faite la preuve de terminaison des équations (dans E'z2 ), on pourrait
ainsi obtenir, & condition que la traduction respecte certaines propriétés, une
preuve du programme mini-Caml.

La définition d’un sous ensemble du langage Caml susceptible d’étre tra-
duit automatiquement en équations de Fz2 n’est sans doute pas simple: le
filtrage de Caml est trop peu contraint pour se traduire aisément, la propaga-
tion des exceptions n’est pas explicite en Caml ... Mais, a voir ’exemple du
produit rapide (annexe A) ot programme Caml, équations et A-termes sont
syntaxiquement trés proches, ’entreprise ne parait pas désespérée.

La question de ’automatisation du passage des équations aux A-termes mérite
aussi d’étre posée, elle pourrait s’envisager comme un prolongement du pro-
gramme Propre ([16]).

9.2.2 Logique classique ou logique intuitionniste?

On désigne habituellement sous le nom d’opérateurs de contréle un en-
semble de mécanismes de contréle qui ont été ajoutés aux langages de pro-
grammation fonctionnels pour leur apporter certaines caractéristiques des
langages de programmation impératifs. Depuis Griffin ([7]), le lien entre
l'opérateur C de Felleisen ([15]) et la logique classique est acquis et de nom-
breux travaux ont confirmé ce lien pour d’autres opérateurs (par exemple
call\cc du langage Scheme).

Pourtant notre travail montre qu’un mécanisme de contréle particulier,
les exceptions, peut étre intégré & un A-calcul sans que la logique de celui ci ne
devienne pour autant classique. Notre systéme permet, en effet, d’utiliser les
exceptions, selon un mécanisme proche de celui du langage de programmation
Caml, tout en restant dans le cadre de la logique intuitionniste. Dans Fz2 ,
les exceptions apparaissent d’ailleurs comme un type de données bis: elles
sont toujours liées a un type de données particulier et elles en constituent
une sorte de calque.
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Ces résultats demanderaient & étre énoncés de fagon plus formelle. Mais
ils permettent de préciser les questions que 'on doit se poser si on veut
préciser le lien entre logique classique et opérateurs de contréle : avons nous
inclus dans Fz2 la totalité du mécanisme des exceptions - le sens précis
a donner & cette phrase est lui méme & définir -, les autres mécanismes
de contréle sont-ils plus puissants, et si oui en quoi, que le mécanisme des
exceptions, sont-ils tous équivalents?



117

Annexe A

Comparaison de Ez2 et Caml

Nous avons dit dans le préambule qu’une des sources de notre inspiration
dans la création de Fz2 était le langage Caml (décrit au paragraphe 1.4).
Dans quelle mesure sommes nous restés fidéles a notre « modéley» 7 C’est la
question que nous examinons maintenant.

Une comparaison formelle n’est pas possible, puisque nous n’avons pas dé-
fini formellement la sémantique de Caml. Nous nous limiterons donc & mettre
en rapport, informellement, les constructions relatives aux exceptions dans
le langage Caml d’une part et le systéme de A-calcul typé EFz2 d’autre part
en distinguant dans ce dernier deux modes de description des programmes :
les équations et les A-termes.

A.1 Déclaration

Le systéme Fx2 ne permet pas - au contraire de Caml - de déclarer des
exceptions, mais on peut considérer qu’il y a pour chaque type de données
une infinité d’exceptions prédéclarées. Autrement dit & la dénomination de
type @ = N; de Fz2 correspond la déclaration exception alpha of N de
Caml.

Remarquer aussi qu’en Caml on peut définir une exception constante:
exception essai ce qui n’est pas possible en Fx2 ol une exception est
toujours liée & un type de données.

A.2 Construction

En Caml, la construction d’une valeur exceptionnelle s’effectue en deux
temps: (alpha 3) ale type exn puisque alpha ale typeN -> exn;raise (alpha 3)
est une valeur exceptionnelle, tout type peut lui étre attribué.

En F=zx2la construction intermédiaire (alpha 3) n’existe pas, la va-
leur exceptionnelle est le A-terme £,(3) qui correspond au terme d’individu

ra(s%(0)).
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Pour comprendre les choix faits dans Fz2 , il faut bien voir les deux
problémes que pose Caml.

Une fonction £ définie par let £ n = if (n = 0) then (raise (alpha
else n a, en Caml, le type N -> N alors que son exécution peut donner lieu
4 une exception non capturée.

Les deux expressions (alpha 3) et (alpha 4) ont le méme type exn, ce
qui permet de donner a raise (alpha 3) et a raise (alpha 4) le type N.
Mais, dans le type exn de (alpha 3) et (alpha 4), I'information sur I’entier
- 3 ou 4 - est perdue, on ne sait donc plus attribuer & raise (alpha 3) et
raise (alpha 4) le bon entier. On ne peut pas étendre le typage en un
typage avec termes d’individus.

Le typage de l'objet intermédiaire (alpha 3) posant probléme, dans
FEz2 cet objet intermédiaire problématique a été supprimé.

A.3 Propagation

La propagation des exceptions est implicite en Caml: la survenue d’une
exception (quelle qu’elle soit) dans I’évaluation d’une expression interrompt
le calcul. Mais, dans le cas de plusieurs exceptions, que fait Caml? Le résultat
de I’évaluation deraise (alpha 3) * raise (alpha 4) dépend de la facon
dont le compilateur évalue ’expression a * b.

Dans Fz2 , la propagation des exceptions est réalisée par des construc-
tions utilisant les opérateurs de mise en mémoire. La propagation de la
valeur exceptionnelle du terme t dans le calcul de f(t) est réalisée par le
A-terme (Tt F), si I’ réalise f (exemple 8.2.2). Et, dans le cas de plusieurs
valeurs exceptionnelles, il est possible de controler laquelle sera propagée
((exemple 8.2.3).

3))

Mais, dans le cas de la propagation, termes d’individus et A-termes divergent

sensiblement. En effet la construction cas, (¢, u,v) permet davantage que la
propagation: elle permet un traitement différent selon que t est une ex-
ception de nom « ou non, et, dans le premier cas, le traitement n’est pas
réduit & la propagation, la syntaxe des termes d’individus permet d’écrire
le terme cas,(t, g(t), f(t)). Cependant la réalisation de cas, (¢, u,v) par un
A-terme n’est pas directe.

Si on voulait retrouver, dans le domaine de la propagation des exceptions,
I'isomorphisme qui existe ailleurs entre termes d’individus et A-termes, il
faudrait utiliser une notation plus restrictive que cas, (¢, u, v).

A.4 Capture

Dans Ez2, la capture est dénotée par le terme d’individu ¢, (a, f) et par
le A-terme 7, (u, v), et ici les deux constructions semblent bien isomorphes.



A.4. CAPTURE 119

Dans Fz2, on capture nécessairement toutes les exceptions de méme nom et
elles seules. Si on veut capturer plusieurs sortes d’exceptions, plusieurs 7(, )
doivent étre imbriqués.

Le langage Caml utilise la construction try t with mou mest un filtrage
dont la syntaxe est trés libre. On peut capturer une partie seulement des
exceptions de nom alpha et une partie des exceptions de nom beta comme
dans ’exemple suivant :

try t with (alpha 1) -> a
| (alpha 2) -> b
| (beta 1) -> ¢ ;;

La possibilité, dans Caml, d’utiliser un filtrage trés peu contraint n’a pas
son équivalent en Fx2 , mais cette différence n’est pas liée au traitement des
exceptions, elle constitue une des différences importantes entre un langage
comme Caml et un systéme de A-calcul typé comme AF2.



120 ANNEXE A. COMPARAISON DE FX2 ET CAML



121

Annexe B

La o-réduction : un systéme de
réécriture

On peut considérer la é-réduction comme un « Combinatory reduction
system» ou CRS ([8]), avec, par exemple, les régles de réécriture suivantes:

symboles

— symboles de fonctions, avec leur arité: t (0), v (0), lam (1), app
(2), exc (2), try (3), try-eps (4), comp (2), type (2);

— metavariables: D et D’ pour les types de données , K et K’ pour
les indices, A et B pour les types, U et V pour les expressions;

régles

— app(lam([x] U(x)), V) -> U(V)

— app(exc(4,U), V) -> exc(4, U)

— try(4, lam([x] U(x), V) -> lam([x] U(x)

— try(A, eps(B,U), V) -> try-eps(comp(A,B), B, U, V)
— try-eps(t, B, U, V) -> app(V, U)

— try-eps(f, B, U, V) -> exc(B, U)

— comp(type(D, K), type(D’, K’)) -> and( egal(D, D’),
egal(K, K’)).

Quelques commentaires aideront & retrouver dans ces régles les régles de
la é-réduction.

Les notations lam([x] U(x), app(U, V), exc(4,U), try(4, U, V) dési-
gnent respectivement les A-termes Az u, (u v), £, (u) et 7,(u, v).

La régle try(4, eps(4,U), V) -> app(V, U) n’est pas permise si on
veut que le systéme de régles soit un CRS, nous faisons donc appel & une fonc-
tion auxiliaire try-eps qui comparera les dénominations de type A et B pour
décider si elles sont égales et selon le résultat réécrira try(A, eps(B,U), V).
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Une dénomination de type est un couple: (type de données , entier), et
deux dénominations de type (D, K) et (D’, K’) sont égales si D est égal & D’
et K aK’.

Les régles de réécriture des fonctions and et egal ne sont pas explicitées.

Il est aisé de montrer, mais nous ne le ferons pas dans le cadre de ce
travail, que le systéme de régles ci-dessus définit un CRS orthogonal. Le
résultat «tout CRS orthogonal est confluent» ([8]) permet alors d’obtenir la
confluence de la §-réduction.
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