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Introduction

C’est a la fin du dix-neuvieme siecle, siecle ou les géometres algébristes
portaient une attention toute particuliere a la théorie de I’élimination, que
les articles remarquables de A. Cayley [Cay48] et F.S. Macaulay [Mac02]
exposerent les bases de la théorie du résultant. En 1948, juste avant que
A. Weil lance son fameux “Il faut éliminer 1’élimination” qui marquera le
début d’une période sombre pour la théorie de 1’élimination, B. Van der
Waerden consacrait un chapitre entier a cette théorie ou il y montrait en
particulier comment il est possible d’utiliser le résultant pour calculer de
maniere effective les racines d’un systéeme polynomial. Ce n’est qu’avec le
succes croissant des techniques de calcul assisté par ordinateur et le besoin
pratique de savoir résoudre effectivement des systemes algébriques que la
théorie de I’élimination, et donc celle du résultant, a fini par réapparaitre et
devenir une aire de recherche tres active.

Le résultant le plus connu est celui de deux polynémes en une variable,
introduit par Sylvester, qui donne une condition nécessaire et suffisante pour
que deux polynomes possedent une racine commune. Sa généralisation au cas
de n polynomes homogenes en n variables a été établie par F.S. Macaulay
en 1902 dans [Mac02], puis formalisée et développée par J.-P. Jouanolou

dans deux articles de références [Jou91] et [Jou97]|. Soient fi,..., f, des
polynémes homogenes en les variables xq, ... ,x,, c’est-a-dire
L= Y cax?,
|or|=d;
ol x“ désigne un monodme en les variables x1,...,x, de degré d; et ou

les ¢; o sont des parametres a valeur dans un corps K algébriquement clos.
Si I'on considere les coefficients ¢; , comme des indéterminées, le résultant
des polynomes fi...., f, est alors un polynoéme en les c;,. Lorsque 1'on
spécialise tous les ¢; o dans K, ce résultant s’annule si et seulement si les
polynémes f1, ..., fn, obtenus par cette spécialisation possedent une racine
commune dans ’espace projectif ]P’%*1 associé aux variables z1,... ,x,. Par
exemple si les polynémes f1, ..., f, sont des formes linéaires, i.e.

n
[i() = eijaj,
i=1

alors le résultant de ces polyndémes est simplement le déterminant de la ma-
trice (¢ij)ij=1,... .n-

Ce résultant se révele étre un outil puissant pour éliminer plusieurs va-
riables d’un systeme algébrique et donc finalement un outil puissant pour
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les résoudre. Malheureusement, il ne permet de traiter que des systemes qui
ne possedent génériquement pas de solutions, c’est-a-dire des systemes qui
n’ont pas de solutions pour des parametres ¢; o, suffisamment génériques. Le
but de ce travail de these est de donc de définir une notion de résultant
pour des systemes qui ne sont pas génériquement sans solutions, systemes
qui sont tres souvent ceux qui nous parviennent de la pratique. Notons ici
que des résultats allant dans ce sens ont été obtenus par J.-P. Jouanolou
dans [Jou96] a l'aide du résultant anisotrope (introduit par ce dernier dans
[Jou91]), mais nous ne suivrons pas cette voie dans ce qui suit. Le plan de
cette these s’articule comme suit.

Dans un premier chapitre de préliminaires, nous présentons brievement
les différentes notions de résultants connues et surtout les outils dont nous
disposons pour les calculer effectivement, car c¢’est ce calcul effectif qui nous
intéresse et qui est le point délicat lorsque l'on parle de résultant. Nous
rappelons la construction du résultant de deux polynémes, puis celle des n
polynomes homogenes en n variables. Nous montrons ensuite comment les
“faiblesses” de ce dernier résultant ont conduit a la construction du résultant
torique (ou creux) étudié par I.M. Gelfand, M.M. Kapranov, B. Sturmfels
et A.V. Zelevinsky dans [KSZ92] et [GKZ94].

Le deuxieme chapitre est dédié a 1’étude des propriétés géométriques du
résultant. Le premier paragraphe est consacré au rappel du résultant in-
troduit dans le livre [GKZ94|, qui généralise les résultants présentés dans
le premier chapitre et qui montre avec force comment des techniques qui
ont été développées en géométrie algébrique peuvent étre mises en oeuvre
pour résoudre des problemes d’effectivité. Le langage utilisé est donc celui
de la géométrie algébrique moderne qui semble étre le plus adapté a la si-
tuation. Ainsi plutot que de considérer des polynoémes, nous considérerons
des sections globales de fibrés en droites. Le résultant de n fibrés en droites
L1,...,L, trés amples sur une variété projective irréductible X de dimen-
sion n—1 est ainsi un polynome sur ’espace vectoriel V = @?leO (X, L;) qui
s’annule en un point (fi,... , f,) € V si et seulement si les sections f1,... , fn
possedent une solution commune sur X. Nous définirons plus généralement
un résultant pour un sous-espace vectoriel V' des sections globales d’un fibré
vectoriel £ de rang n sur une variété projective irréductible de dimension
n — 1. Il nous faudra pour cela supposer que E est globalement engendré par
V et tres ample sur un ouvert dense. Dans un deuxieme paragraphe nous
montrons tout d’abord qu’il est possible de parler de résultant pour des
systemes possédant des points bases, c’est-a-dire qu’il est possible de parler
de résultant pour n fibrés Lq,...,L, qui ne sont pas engendrés par leurs
sections globales sur X. Un tel résultant est appelé résultant résiduel. Ce
résultant résiduel est obtenu comme un résultant classique apres éclatement
du lieu des points bases du systéme considéré. Il fournit ainsi une condition
nécessaire pour que des sections (fi,...,f,) € V possedent une solution



commune autre qu'une solution présente au point générique. Cette condition
devient suffisante si I’on prend en compte les solutions “doubles”, c’est-a-dire
les solutions qui apparaissent avec multiplicité sur les points bases.

Le troisieme chapitre est entierement dédié a la recherche du calcul expli-
cite du résultant résiduel. Ce sont ici des propriétés algébriques du résultant
qui sont mises en avant, propriétés qui nous permettent le plus souvent
d’obtenir ce résultant (ou un multiple) comme un mineur d’une certaine
matrice. Dans ce chapitre nous ne considérerons que des systemes définis
sur un espace projectif qui sont toujours ceux de la pratique. Dans le pre-
mier paragraphe nous nous intéressons aux systemes de m + 1 équations
fo,.-., fm définies sur P’ et dépendant d'un parametre c. Nous montrons
que quel que soit le lieu des points bases d’un tel systeme, sous des hy-
potheses de tres amplitude en dehors de son lieu base, le résultant résiduel
de ce systéme existe; I’étude de la matrice Bézoutienne associée au systeme,
dont nous rappelons la définition, montre que tout mineur maximal non
nul de cette matrice est un multiple du résultant résiduel. Ce résultant est
ainsi calculable, mais nous n’obtenons qu’un multiple de ce dernier. Dans les
deux paragraphes suivants nous traitons deux autres types de systemes pour
lesquels nous allons faire des hypotheses sur leur lieu base, ce qui permet
d’obtenir des méthodes plus fines pour calculer le résultant résiduel et son
degré. Les systemes considérés sont de la forme suivante:

fo(x) = 320 hio(x) gi(x)

fm(x) = 2oy him(X) gi(x)

ou x désigne un point de I'espace projectif P’ en les variables xg, ... , Zm,
olt g1,...,gn sont des polynémes homogenes de l'anneau K[z, ... , 2]
de degré respectif kq,... ,k, et ou h;j(x) = Z‘alzdj—k’i ce! X est un po-

lynéme homogene de degré d; — k; et les b des parametres. Les polyndomes
fo, ..., fm sont ainsi des polynémes homogenes de degré respectif do, ... , dp,
en la variable x et dépendent des parametres cg’. Le sous-schéma de Py
défini par les polynémes g, ..., g, est le lieu base de ce systeme. Si I'on
suppose que ce sous-schéma est une intersection complete ou bien une inter-
section complete locale projective Cohen-Macaulay de codimension 2, alors
nous montrons qu’il est possible de calculer le résultant résiduel. Nous don-
nons des méthodes matricielles pour l'obtenir exactement, ainsi que son
degré, et montrons qu’il peut étre exprimé comme le déterminant d’un cer-
tain complexe.

Le quatrieme chapitre est dédié aux méthodes de résolution des systemes
algébriques basées sur le résultant. Nous transposons ici des méthodes con-
nues dans le cas du résultant classique au cas du résultant résiduel. L’intérét
de ces outils de résolution basés sur le résultant est de fournir, sous de bonnes
conditions de généricité, des formulations matricielles qui permettent de
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transformer la résolution d’un systéme non-linéaire en un probleme d’algebre
linéaire. Ces formulations sont continues par rapport aux coefficients des
équations sur un ouvert correspondant aux systemes dits génériques, et
peuvent donc s’appliquer avec des coefficients approchés, contrairement aux
techniques reposant sur les bases de Grobner. Apres une analyse de la
géométrie du probléme, on peut ainsi générer une matrice dont il suffit d’ins-
tancier les coefficients (qui sont les parametres) pour résoudre le systeme.
Cette approche est particulierement intéressante lorsque le systéme doit étre
résolu pour un grand nombre de parametres, la premiere étape d’analyse
étant effectuée une fois pour toute.

Dans le cinquieéme chapitre nous donnons une application directe du
résultant résiduel en CAO (Conception Assistée par Ordinateur) en don-
nant une nouvelle méthode pour calculer I’équation implicite d’une surface
paramétrée. Une telle surface est généralement donnée par les équations

w(z1,22) q(x1,22) q2(z1,22)
a3(z1,22)" g3(z1,22)" g3(@r, 22)’

ou qo(71,72), q1(71,%2), g2(x1,72) et g3(z1,z2) sont quatre polynomes en
deux variables. On peut alors homogénéiser ces quatre polynémes pour ob-
tenir une paramétrisation homogene de la méme surface de la forme

p0($0,$1,$2) pl(ﬂﬁo,iﬁl,iﬁz) pz(fﬁo,th)
P3($0,$1,$2)’ p3($0,$1,$2)’ Ps(ﬂfo,ﬂfl,m)’

ou po(zo,r1,72), p1(zo,r1,72), p2(xo,z1,72) et p3(wo,r1,72) sont quatre
polyndémes homogenes de méme degré. Si ces quatre polynomes n’ont pas de
solutions communes dans P2, alors I’équation implicite de la surface en les
variables X, Y, Z peut étre obtenue par le résultant multivarié

Respz (po — Xp3,p1 — Y3, p2 — Zp3).

Nous montrons que si ces quatre équations possedent des solutions com-
munes qui forment une intersection complete locale, alors le méme type de
résultat est vrai en utilisant un résultant résiduel.

Dans le dernier chapitre nous abandonnerons la notion de résultant
résiduel pour nous intéresser a une tout autre généralisation du résultant de
[GKZ94] que nous appellerons résultant déterminantal. L’idée de ce résultant
est basé sur la remarque suivante : étant donnés m+1 polynéomes homogenes

fo,---, fm en les variables xg, ... , Ty, le résultant multivarié s’annule si et
seulement si fg,... , fin possedent une solution commune dans P, c’est-a-
dire si la matrice ligne (fo, ... , fmm) est de rang nul en au moins un point de

P™. Plus généralement, on peut interpréter le résultant mixte de m—1 fibrés
inversibles tres amples Ly, ... , Ly, sur une variété projective irréductible X
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de dimension m, comme un objet qui traduit la chute du rang d’un mor-

phisme

(f07~-~ afm)
_

ﬁa@@ﬁfn Oy,

en au moins un point de X.

Etant donnés deux fibrés vectoriels E et F de rang respectif m et n sur une
variété projective irréductible X et un entier » < min(m,n), on montre que
si X est de dimension (m — r)(n — r) — 1 alors, sous des hypotheses de tres
amplitudes du fibré Hom(E, F), il existe un résultant défini sur 'espace
vectoriel H = Hom(E, F') qui s’annule pour ¢ € H si et seulement si il
existe au moins un point de X ou ¢ est de rang inférieur ou égal & r. Nous
terminons ce chapitre par ’analyse des cas ou X est un espace projectif
pour lesquels nous pouvons donner des méthodes explicites pour calculer le
résultant déterminantal, ainsi que son degré.

La plupart des méthodes exposées dans cette thése pour calculer des
résultants ont été implémenté dans une bibliotheque Maple pour I’élimina-
tion nommée Multires, développée a 'INRIA dans le Projet GALAAD.
Un fichier regroupant des fonctions pour le logiciel Macaulay2 implémente
également les constructions matricielles des résultants qui sont présentées
ici.
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Chapitre 1
Préliminaires

Le principal objet du résultant est de donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un systeme d’équations possede des solutions. Le résultant,
parfois appelé “polynoéme éliminant”, est ainsi un outil d’élimination puis-
sant, permettant de soustraire plusieurs variables d’un systeme en une seule
opération. Dans ce premier chapitre d’introduction, nous rappelons trois
types de résultants connus, tout d’abord le résultant de deux polynomes en
une variable, puis le résultant de n+ 1 polynémes homogenes en n variables,
et enfin le résultant dit creux ou torique. L’objectif de ce chapitre est de
montrer comment ces constructions de résultants “s’emboitent”, et pour-
quoi elles motivent la construction d’un nouveau type de résultant qui sera
introduit dans les chapitres suivants.

Comme nous allons le voir dans ce qui suit, toutes les constructions
de résultants se font sur des variétés projectives, et il est donc nécessaire
d’homogénéiser nos équations. Cette nécessité peut s’illustrer par ’exemple
suivant. Considérons un systeme de trois droites dans le plan affine de co-
ordonnées (z,y):

apx + boy +co =0
a1x+by+c1=0
azx + boy + co = 0.

On sait qu’une condition nécessaire pour que ce systéme possede une solution
affine est que le déterminant suivant s’annule:

ap by co
ar b1 o
az by c2

On s’apercoit alors que ce déterminant s’annule si notre systeme de droites
possede une solution affine, ou bien si nos trois droites sont paralleles (déve-
loppement du déterminant par rapport a la troisieme colonne). Cette condi-
tion s’exprime facilement dans I’espace projectif associé a notre espace affine
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puisqu’elle revient a dire que nos trois droites, vues dans cet espace projectif,
possedent une solution commune. Il devient alors plus naturel de parler de
résultant sur un espace projectif et non plus un espace affine.

Dans ce qui suit, K désigne un corps algébriquement clos.

1.1 Résultant de deux polyndémes en une variable

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas de deux polynomes f et g
en une variable, définis par

f(x)=ap+arz+...+apz"™, g(x) =bo+bix+ ...+ bupz™.

Le résultat suivant est bien connu: il existe un polynéme irréductible en les
coefficients de f et de g, c’est-a-dire un polynéme dans ’anneau Klao, . . . , ay,
bo, ... ,bm], noté Res(f, g), qui s’annule pour une spécialisation de ces coef-
ficients si au moins I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

i) f et g ont une racine commune dans K,
i)) deg(f) <n et deg(g) < m, i.e. ap = by =0.

Si I'on considere a présent les homogénéisés de f et g, que I'on note respec-
tivement F' et GG, et qui sont définis par

F(z,y) = apy™ +arzy™ ' +.. . +anz”, G(z) = boy™ +brzy™ 4. . .+ bpz™,

le résultant Res(f, g), que 'on note également Res(F, G), s’annule pour une
spécialisation des coefficients si et seulement si F' et GG possedent une solution
commune autre que (0,0), i.e. une solution commune dans ’espace projectif
IP’]%{. L’utilisation des polynomes homogenes se révele ici plus simple, nous
nous placerons donc toujours dans ce cas par la suite.

Ce polynéme résultant possede beaucoup de propriétés. Citons par exem-
ple la symétrie:

Res(F,G) = (—1)""Res(G, F),
ou bien la multiplicativité :
Res(FF',G) = Res(F, G)Res(F', G),

ou bien encore la multihomogénéité, i.e. Res(F,G) est homogene de degré
m en les coefficients de F', et homogene de degré n en les coefficients de G.

La propriété la plus remarquable et la plus utile de ce résultant est la
formule suivante, dite de Sylvester, qui permet d’exprimer explicitement ce
résultant comme le déterminant d’une matrice,
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ag a1 ag ... QAp—1 Gn O 0 ... O

0 a a1 ... ap—2 an-1 ap, 0 ... O

. 0 0 0 e ag al a9 az ... Qp

Res(E ) = b by o bt bn 0 0 ... 0
0 b by ... bpy—o by by, 0 ... 0

0O 0 0 ... b b1 by b3 ... by

Ce déterminant est d’ordre m+n, qui est bien le degré total du résultant,
et comprend m lignes ne contenant que des coefficients de F', et n lignes ne
contenant que des coefficients de G. Il est utile de remarquer, pour les futures
généralisations, que la matrice que nous venons d’écrire n’est rien d’autre
que la matrice de 'application

Sim—1® Sn—1 — Spmtn-1: (u,v) = Fu+ G,

ou S, est I'espace des polynémes homogenes de degré d en les variables x, y.
Beaucoup d’autres formules et propriétés sont connues pour ce résultant,
le chapitre 12 de [GKZ94] les rassemble (presque) toutes.

1.2 Reésultant sur un espace projectif

Nous nous intéressons ici a la généralisation directe du résultant de deux
polynémes sur P!, & savoir, le résultant de n + 1 polynémes sur P". Histori-
quement, ces travaux sont dus a F.S. Macaulay qui établit en 1902 I'existence
d’un tel résultant et montra qu’il s’exprime toujours comme le quotient de
deux déterminants dans son article [Mac02]. Ce n’est qu’en 1991, avec le
succes croissant des techniques de calcul, que J.P. Jouanolou publie son ar-
ticle “Le formalisme du résultant” ([Jou91]) qui donna un nouveau “souffle”
au résultant et laisse entrevoir, encore aujourd’hui, des applications promet-
teuses (voir [Jou97]).

On considere n + 1 polynomes homogenes génériques en n + 1 variables,
i.e.

fi = Z Ci,a.%a, 1= 0,... , N,

|a|=d;

ol « est un multi-indice (ap, . .. , o) et ou 'abréviation ¢ désigne le mono-
me z°z]" ... 25", Le polynome f; est donc de degré d;. Les ¢;, sont les
coefficients des polynomes, que 'on peut spécialiser dans K. On note A
I'anneau universel des coefficients, A = Kl¢j o, ¢ =0,...,n, |a| = d;]. On
a alors le résultat suivant: il existe un polynome irréductible de A, noté
Res(fo, ..., fn) et appelé résultant multivarié de fo,... , f,, qui pour toute
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spécialisation des coefficients ¢; o, dans K, s’annule si et seulement si les po-
lynoémes fy, ... , fr ont une solution commune dans P". De plus ce résultant
est, pour tout ¢ = 0, ... ,n, homogene en les coefficients du polynéme f; de
degré H#i d;. Ce dernier entier est exactement, par le théoreme de Bézout,
le nombre générique de solutions du systeme {fo,..., fi—1, fix1,---» fu}-
Lorsque n = 1, ce résultant coincide avec le résultant de deux polynomes du
paragraphe précédent.

Ce résultant peut étre calculé explicitement grace a la formule dite de
Macaulay, qui 'exprime comme un quotient de deux déterminants. Pour
énoncer ce résultat, nous avons besoin de poser quelques notations. On pose
vg =do+...+d, —n, et on se donne un entier ¢t > vq. On définit

Mon(t) = {z% = zg%z]" ... zp" : |of = t},

. o dj . o : . .
et ia = min(j : z;’ divise 2%). L'entier i, existe toujours si |a| > vq.

On définit alors, apres avoir ordonné Mon(t) (par ordre lexicographique par
exemple), la matrice suivante M (t), dite de Macaulay :

x] x xy,
: ot
(XT :
x .
i e =
! :
. .CCt

dont la colonne indexée par le monéme z® € Mon(t) correspond a l’écriture
du polynéme -4 f; sur Mon(t). Chaque entrée de M (t) est donc soit nulle,
T «

soit un coefficient Ci.o- On note D(t) le déterminant de cette matrice, on a
alors

D(t) = ReS(fo, . ,fn)H(fo, ce ,fn_l),

H(fo,..., fn—1) étant un polynéme de A ne dépendant pas des coefficients
du polynome f,. En effet, si & est une racine commune des polyndémes
fo,---, fn, alors le vecteur

(€10 €% 6

est un élément du noyau de la transposée de M (t). On en déduit que D(t)
s’annule des que les polynomes fy, ..., f, ont une racine commune, c’est-a-
dire que Res(fo, ..., fn) divise D(t). De plus, par construction, la matrice
D(t) ne contient que doyd; .. .d,—1 colonnes faisant intervenir f,, ce qui est
exactement le degré du résultant en les coefficients de ce polynome. Cela



1.2. Résultant sur un espace projectif 5

montre que H(fo,..., fn—1) est bien indépendant des coefficients du po-
lynoéme f,,.

Pour toute permutation o de ’ensemble {0, 1,... ,n}, on peut construire
la méme matrice pour les polynomes f, (), - - ; fo(n)- On obtient une matrice
M?(t) dont on note le déterminant D (t). Le polynéme D (t) est ainsi un
multiple du résultant dont le terme parasite H° ne dépend pas des coeffi-
cients de f,(,). On obtient ainsi la propriété

ReS(fo, s 7fn) = ngdOGSn (Da(t))

En fait il suffit de prendre le pged de n + 1 polynoémes D?(t) pour obtenir
le résultant, chacun des D?(t) devant étre indépendant des coefficients d’un
polynéme f; distinct. Ce résultat fournit un premier algorithme pour calculer
le résultant multivarié.

Une autre fagon de calculer ce résultant multivarié est donnée par une
formule, dite “formule a la Macaulay”, démontrée par F.S. Macaulay dans
[Mac02]. Soit

Dod(t) = {z% : |a| =t et Ji,j i # j tel que mfix;lj divise 2} C Mon(t).
Notant N(t) la matrice carré extraite de M (t) correspondant au monomes
Dod(t), et A(t) son déterminant, on a alors la relation :

D(t) = Res(fo, ..., fu)A(t).

Le résultant multivarié possede beaucoup de propriétés, elles sont toutes
(ou presque) énumérées dans [Jou91]. D’autres types de matrices sont aussi
utilisées pour le calculer, comme la matrice de Jouanolou en quatre blocs
dans [Jou97] & base de “formes de Morley”, ou bien aussi la matrice Bézou-
tienne, que nous étudierons plus tard, et qui ne fournit pour sa part qu’un
multiple du résultant multivarié.

Avant de parler de la construction du résultant torique et de ses moti-
vations, nous rappelons brievement le lien qu’il existe entre notre résultant
multivarié et le complexe de Koszul associé aux polynomes fy,... , fn. Ce
lien est & la base des généralisations que nous verrons de ce résultant, c’est
en quelque sorte un lien géométrie-algebre.

Soit 'anneau gradué R = A[xo, ... ,z,] tel que deg(z;) = 1 et deg(c; o) = 0.
On pose également £ = R"t! = Rey @ ... @ Re,. Le complexe de Koszul
associé aux polynomes fy,... , fn est alors défini par

0 antlp 2t O g % ip g O gL R

ou les différentielles 0 sont définies par

S
Osleiy Ao Nei) = (1P f e A A€, AL Nei,
p=1
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avec i1 < ... < is. La premiere différentielle est donc définie par
al(ei) = fz‘, 1= 0,...,77,.

Soit 'entier v = )"/ d; —n et un entier quelconque ¢ > v. Si I'on tronque
notre complexe de Koszul en degré ¢, on obtient le complexe

o3 03 o5
0— R[t—Z?:o d;] Rikia I N R[t,do]eo D ...D R[t,dn]en - R[t].

A bien y regarder, on s’apercoit que la matrice de I'application 07 est la
matrice de multiplication par les polynomes fg,..., f, & valeur dans l’es-
pace des monomes de degré total ¢, c’est-a-dire que les matrices de Macaulay
D(t) apparaissent comme des mineurs carrés maximaux de la matrice de 05.
Nous verrons et démontrerons par la suite comme un cas particulier que le
résultant multivarié est le déterminant de ce complexe (voir [GKZ94], appen-
dice A, pour la notion de déterminant de complexe) tronqué en un certain
degré qui est lié a la régularité de 'idéal (fo,...,fn) € R. En particulier
cela entraine la propriété donnant le résultant multivarié comme le pged des
matrices de Macaulay.

Le résultant multivarié nous permet donc d’éliminer des variables, a la
condition que le systeme considéré soit suffisamment générique. Par exemple
considérons le systéme suivant de trois polynémes définis sur P2 :

fo = agz® + a1zx + azzy + azxy
fi = boz? + bizx + bazy + baxy (1.1)
fo = cpz® 4 c1zx + cazy + caxy

On s’apercoit que les polyndémes fy, f1, fo ne possedent pas les monoémes
z2 et y2, et ne sont donc pas génériques comme polynémes de degré 2 sur
P2. La conséquence est immédiate; le résultant multivarié de ce systéme est
identiquement nul puisque les points (z:y:2) =(1:0:0) et (z:y:2) =
(0 :1:0) sont solutions de ce systeme quels que soient les coefficients a, b, c.
Il nous faut donc prendre en compte la “géométrie” des polynomes fy, f1, fo
pour construire un résultant non dégénéré pour ce type de systeme; c’est
I'objet du résultant creux.

1.3 Résultant creux

Le résultant creux a été introduit au début des années 90 par M.M.
Kapranov, B. Sturmfels, et A.V. Zelevinsky dans [KSZ92], puis largement
développé dans [GKZ94]. Ce résultant tient compte de la “géométrie” des
polynomes, et pas uniquement de leur de degré. Il permet d’obtenir des ma-
trices plus petites que la matrice de Macaulay pour le résultant multivarié,
et permet aussi d’éliminer des variables lorsque ce résultant multivarié est
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identiquement nul, comme pour le systéme (1.1) par exemple. Nous rappe-
lons dans ce paragraphe quelques résultats et constructions de bases pour le
résultant creux, qui demeure un sujet de recherche tres actif encore aujour-
d’hui.

Le résultant torique ne différencie pas les polynémes par leur degré, mais
par la géométrie des mondémes qui les composent. On peut ainsi considérer
non plus des polyndomes classiques, mais des polynémes de Laurent en n
variables dans I'anneau K[zy, 27!, ... 2y, 2,;'] = K[x,x7]. On se donne
n+ 1 polynéomes de Laurent f;(x) dont le support, c’est-a-dire les exposants
des monomes dont le coefficient est non nul, définit un ensemble fini A; C Z™.

Ces polynomes de Laurent sont donc de la forme

filx) =Y ciax® , i=0,...,n.

DZGAi

A chaque ensemble fini A; C Z", on peut associer une variété X 4, définie
comme la cloture algébrique (de Zariski) de 'image de 'application

o: (K" — PN (1.2)
X = (XY)ac4;-

ou N; = |A;| — 1. X4, est une variété torique projective (une variété torique
n’est pas supposée normale ici, voir [GKZ94], Chapitre 5). Le polynome de
Laurent f; peut alors étre vu comme une forme linéaire sur la variété torique
projective X 4,, donnant ainsi un moyen de compactifier (ou plutét “d’ho-
mogénéiser”) f;.

Les supports A;, pour ¢ =0, ... ,n, n’étant pas supposés identiques, il nous
faut construire une variété torique projective qui permet d’homogénéiser
tous les f;. On considere ainsi la variété X définie comme la cloture algébrique
(de Zariski) de 'image de 'application

o (K")" — Xy, x...xXa, (1.3)

X (Xa)aeAO X ... X (Xa)aeAn.

Sous les conditions que chaque A; engendre R™ comme un espace affine,
et que tous les A; réunis engendrent Z"™ comme un réseau affine, il existe
un polynome irréductible, appelé résultant creux et noté Resx(fo,... , fn),
en les coefficients des polynomes f; qui s’annule pour une spécialisation de
ces coefficients si et seulement si les polynomes f; admettent une racine
commune sur la variété projective torique X. Ce résultant creux a un degré
connu en les coefficients de chaque polynome f;, c’est le volume mixte des
supports A; pour j # i, c’est-a-dire le coefficient de H#i Aj dans

Vol <Z Ai Ai) =MV ({4;}jz) [[ 6+

J#i J#i
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ou Vol désigne le volume euclidien usuel (voir [GKZ94, PS93]).

Les méthodes pour construire des matrices semblables aux matrices de
Macaulay pour calculer le résultant creux (ou un multiple) sont basées sur
des propriétés géométriques des supports A;. Ces constructions sont données
dans les travaux [CP93, CE93]. Elles adoptent le schéma suivant : Pour tout
polytope Q C Z", et pour tout vecteur non nul § € R”, on note Q° ’ensemble
des points entiers de () qui ne sont pas sur les faces I’ de @, et tels que le
produit scalaire ng -0 > 0, ou np est le vecteur normal extérieur de F'. On
considere alors la transformation linéaire (bien définie) suivante :

<XE0> X oo X <XE”> — <XF> (1.4)
(qo"" 7qn) = Z quh
=0

ou F; = (@#J-Ai)‘S, F = A% (on identifie ici le support A; et son polytope de
Newton associé, qui est ’enveloppe convexe de A;). Exploitant les propriétés
d’une triangulation réguliere de A, il est possible d’extraire une matrice
carrée de la matrice de (1.4), telle que, pour un choix suffisamment générique
du vecteur §, son déterminant soit un multiple génériquement non nul du
résultant creux, et de degré le volume mixte de Ay, ..., A, en les coefficients
de fo (voir [CE93]). On peut ainsi également retrouver le résultant creux
comme le pged de n + 1 déterminants. Il est également possible d’obtenir
le résultant creux comme le déterminant d’un complexe; le chapitre suivant
fournit une méthode systématique pour obtenir un tel résultat, suivant les
travaux de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky dans [GKZ94].

Si l’on considere & présent le systeme (1.1) du paragraphe précédent, on
peut voir que son résultant creux est non dégénéré. Ainsi partant du systeme
suivant sur A"

fo=ag+ a1z + asy + azry
J1="0bo + b1z + boy + b3y
fo=co+ c1x + coy + cazy

on s’apercoit que la “bonne” facon d’homogénéiser ce systéme pour éliminer
des variables n’est pas I’homogénéisation standard du systeme sur P? qui
conduit a un résultant nul, mais I’homogénéisation de ce systeme a la variété
torique projective associée au support de ce systeme.

Considérons & présent le systéme suivant sur A? qui consistent en l'in-
tersection de trois cercles:

fo = ao + a1z + asy + az(z? + y?)
f1 = bo + b1z + by + bs(2? + y?) (1.5)
f2=co+ crx + coy + c3(z? + y?)
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Le résultant multivarié de ce systéeme, qui consiste a regarder les équations
dans P2, est identiquement nul puisque les deux points & Iinfini (0 : 1 :
i) et (0 : 1 : —i) sont solutions indépendamment des parametres. On
voit également que le résultant creux de ce systeme, consistant a regarder
les équations sur la variété torique projective X définie comme la cléture
algébrique de I'image de ’application

(K92 — pt (1.6)
(z,y) — (L:iz:y:a®:y?),

est lui aussi identiquement nul, puisque les points (0 : 0 : 0 : 1 : —1) et
(0:0:0:1:1) sont solutions indépendamment des parametres. Ainsi
on voit apparaitre la nécessité de construire le résultant sur différents types
de variétés afin de pouvoir définir, pour chaque systeme que ’on voudrait
considérer, un résultant non identiquement nul pour ce dernier.
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Chapitre 2

Etude géométrique du
résultant

Les trois types de résultants décrits dans le chapitre précédent peuvent
en fait étre vus comme des cas particuliers d’une construction plus générale
du résultant. Cette construction apparait dans les travaux de I.M. Gelfand,
M.M. Kapranov, B. Sturmfels et A.V. Zelevinsky, notamment dans [KSZ92]
et [GKZ94]. Elle fournit un cadre général pour parler de résultant sur une
variété projective (sur un corps algébriquement clos K) et nécessite le langage
de la géométrie algébrique moderne. Ainsi, plutét que de considérer des
polynémes comme nous ’avons fait jusqu’a maintenant, pour une variété
générale X nous devons considérer des sections globales de fibrés en droites.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée au rappel de la notion de
résultant introduite dans [GKZ94] : étant donné un fibré vectoriel E de rang
m + 1 tres ample sur une variété X projective irréductible de dimension m,
il existe un polynome irréductible sur ’espace vectoriel des sections globales
HY(X, E) appelé résultant. Ce résultant s’annule en f € HO(X, E) si et
seulement si f s’annule en un point de X . Par définition ce résultant est non
identiquement nul uniquement pour des systéemes qui n’ont pas de solutions
au point générique (E est supposé tres ample). C’est par exemple le cas
du résultant multivarié (respectivement du résultant torique) qui est non
identiquement nul si et seulement si le systeme considéré n’a génériquement
pas de solutions sur un l’espace projectif (respectivement la variété torique
projective) associé au systeme. Mais les exemples pratiques de systémes qui
possedent génériquement des solutions et pour lesquels il serait avantageux
de construire un objet résultant ne manquent pas (on peut citer 'exemple
des trois cercles 1.5, paragraphe 1.2, chapitre 1). La deuxieéme partie de ce
chapitre est donc consacrée a la définition d’un résultant, appelé résultant
résiduel, qui permet d’établir un résultant pour des systemes possédant des
points bases. Ce résultant résiduel est en fait construit comme le résultant
d’un systeme obtenu par éclatement le long des points bases.
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2.1 Résultant général

Soit X une variété projective. Soit £ un fibré en droites sur X et V C
H°(X, L) un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel fini de ses sections
globales. On dit que V est tres ample sur X si V' engendre £ en tout point
de X et si I’application

X — PWV)
x +— {feV:f(x)=0}

est un plongement, c’est-a-dire sépare les points et les vecteurs tangents (voir
[GHT78], p.180). Cette définition équivaut a dire que pour tout sous-schéma
z zéro-dimensionnel de degré 2 de X, le morphisme naturel de restriction

V — Hz,L},)

est surjectif. On note Ha(X) le schéma de Hilbert de X qui paramétrise
les sous-schémas zéro-dimensionnels de degré 2 (i.e. dont le polynéme de
Hilbert est exactement 2) de X. On pose alors:

Définition 2.1.1 Soient E est un fibré vectoriel sur X et V un sous-espace
vectoriel de H°(X,E). On dit que V est trés ample sur X si pour tout
z € Ha(X) le morphisme de restriction V. — H(z, E|,) est surjectif.

Remarquons que si E se scinde en une somme directe de fibrés en droites
E=Ly®...® Ly, etsiV est une somme V =V D ... DV, tel que pour
tout i =0,...,m V; C H(X, L;), dire que V est trées ample sur X est alors
équivalent a dire que chacun des V; est tres ample sur X.

La notion de résultant général a été introduite par .M. Gelfand, M.M.
Kapranov et A.V. Zelevinsky dans leur livre [GKZ94]. Soient E un fibré
vectoriel de rang m+1 sur une variété projective irréductible X de dimension
m, et V un sous-espace vectoriel de H°(X, E). On note Vy la variété

Vy=A{feP(V) : Jze X f(x) =0} CP(V),

dite variété V-résultante. Si V est trés ample alors Vi, est une hypersurface
irréductible de P(V') (voir [GKZ94], chapitre 3.3.C) et on définit le résultant
de V, que l'on note Resy, comme ’équation irréductible de Vy. C’est un
polyndéme homogene sur V' défini & une constante multiplicative non nulle
pres; il vérifie
Resy(f) =0 3dr e X : f(x) =0.

La proposition suivante redémontre ce résultat avec des hypotheses 1é-
gerement plus faibles qui nous seront utiles par la suite. Pour ’énoncer il
nous faut poser la définition suivante :

Définition 2.1.2 Soient E un fibré vectoriel sur une variété projective X et
V un sous-espace vectoriel de H*(X, E), nous dirons que V est trés ample
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presque partout s’il existe un ouvert dense U de X tel que pour tout z €
Ha(U) (schéma de Hilbert des sous-schémas de polynome de Hilbert 2 de U)
le morphisme de restriction V. — HO(z, E\.) est surjectif.

Proposition 2.1.3 Soit E un fibré vectoriel de rang m + 1 sur une variété
projective irréductible X de dimension m. Soit V' un sous-espace vectoriel
de HY(X, E) qui engendre E sur X et qui est trés ample presque partout.
Alors la variété V-résultante

Vv=A{feP(V) : 3z € X f(z)=0} C P(V),

est une hypersurface irréductible de P(V) de degré [y cm(E), ot cp(E)
désigne la m*™ classe de Chern de E.

On définit alors le V-résultant, que 'on note Resy, comme ’équation irrédu-
ctible de ’hypersurface Vy . Resy est un polynéme homogene sur V' défini
a une constante multiplicative non nulle preés, de degré [  cm(E); il vérifie

Resy(f) =0 3dz e X : f(x) =0.
Preuve. On pose Y = P(V). On considere la variété d’incidence
W={(z,f) e XxY: f(z)=0}C X xY,
munie de ses deux projections naturelles
X &EW Y.

On note p; la projection X xY — X et po la projection X xY — Y. Puisque
V engendre E sur X, pour tout point z € X la fibre p; ~!(x) est un espace
linéaire de codimension m + 1 de Y. Comme X est une variété projective
irréductible, nous déduisons par le théoreme des fibres (voir [Sha74] p.60)
que W est une variété projective irréductible de dimension

dimW = dimV — 2.

La variété résultante Vy est clairement la projection par o de W, i.e.
Vv = m(W). En fait cette projection est birationnelle, c¢’est-a-dire que
I’application

mo: W — Vy

est birationnelle. Pour montrer cela remarquons tout d’abord que les fibres
p2~1(f) du morphisme ps sont en correspondances avec les zéros de la section
f sur X. Pour des raisons de dimension, une section f € Y suffisamment
générique ne s’annule pas sur X. Il nous faut donc montrer qu’'une section
f € Vy suffisamment générique s’annule en un seul point lisse de X. Comme
X est une variété sur un corps K, le lieu de ses points singuliers est de
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codimension au moins 1 ([Har77], I1.8.16). Ainsi X est I'union disjointe d’un
ouvert dense et lisse U, sur lequel V' est tres ample, et de son complémentaire
F' de codimension au moins 1. Puisque V engendre E sur X, la variété
d’incidence
Wrp={(z,f) e FxY : f(z) =0}
est munie d’une structure de fibré vectoriel sur F'; Wg est donc de dimension
au plusm—1+dimV —1—m —1 = dimV — 3. On en déduit qu'une section
suffisamment générique f € Vy s’annule sur U. Maintenant '’hypothese que
V est tres ample sur U montre qu'une section suffisamment générique f €
Vv s’annule en un point lisse de U, et donc que le morphisme o : W — Vy,
est birationnel. Cela prouve que Vi = o, (W) est un diviseur irréductible
et réduit de Y.
Pour calculer le degré de Vy on considere le diagramme suivant :

Xxy 2. v
"] |
X I Spec(K).
La section canonique du faisceau inversible de Ox «y-modules
W = p1"(E) ® p2"(Oy (1))

s’annule exactement sur W qui est de codimension m + 1. La classe de Vy
dans 'anneau de Chow de Y est donc

P2, (Cmy1(OWV)) = pa. <Cm+1(p1*(E) ®p2*((9y(1)))> = dh,
ol d désigne le degré de Vy et h le générateur de 'anneau de Chow de

Y = P(V). Soit le polynéme de Chern de E

m—+1

a(E) = H (1+cit).

i=1

Si l'on pose H = po*(h) et C; = p1*(¢;) pour tout ¢ = 1,... ,m+ 1, on a
alors

m—+1
a(p*(B) @ p2*(0y(1))) = [ (1 + (Ci + H)t),
i=1
et donc
m+1 m+1 m+1

cnri(p*(B)ep (Oy() = [[(C+H)= [ i+ Q- TICnE+. ...
i=1

i=1 i=1 j#i
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On en déduit que

m+1
P2 (emr1W)) = p2, (> T G
i=1 j#i
et le degré de la variété résultante est donc

m—+1
. /Y ;gp2*<p1*<ci>>= /X em(E).
O

Le V-résultant que nous venons de définir ne dépend pas de la variété
X, mais de la classe d’équivalence birationnelle de X. En d’autres termes,
le V-résultant est invariant par transformation birationnelle.

Proposition 2.1.4 On suppose les hypothéses de la proposition 2.1.8 vé-
rifies. Soient X' une variété projective irréductible de dimension m et
g : X' — X un morphisme projectif birationnel. Alors Vgevy = Vv sous
Uisomorphisme naturel i : g*(V) ~ V.

Preuve. Tout d’abord remarquons que g*(V') engendre ¢g*(F) sur X'. De
plus puisque g est birationnel, g*(V') est trés ample presque partout, et donc
Vg« (v est une hypersurface irréductible de P(g*(V)).

Le morphisme ¢ étant birationnel, il existe deux ouverts denses U’ C X’ et
U C X tels que g : U’ — U est un isomorphisme. Par construction les deux
variétés d’incidences

W=A{(z,f) e X xP(V) : f(x) =0},

W’ = {(z,g"(f)) € X' xP(g"(V)) : g"(f)(z) =0},
restreintes respectivement a U’ x P(¢g*(V')) et U x P(V') sont donc isomorphes
par g X i. On en déduit que leur projection respective sur P(¢*(V)) et P(V)
sont isomorphes par I'isomorphisme naturel ¢ : g*(V) ~ V. O

Lorsque le fibré vectoriel E se scinde en m+1 fibrés en droites et que V' se
décomposeen V = Vo @...@V,, on V; € H°(X, L;), on retrouve le résultant
dit mizte étudié par .M. Gelfand, M.M. Kapranov et A.V. Zelevinsky dans
[GKZ94], chapitre 3.3.A. Dans ce cas le résultant a une structure un peu
plus riche, il est multihomogene.

Proposition 2.1.5 Soient Ly, ... .L,, des fibrés en droites sur une variété
projective irréductible X de dimension m. Pour tout i = 0,...,m on se
donne un sous-espace vectoriel V; de H°(X,L;) qui engendre L; sur X et
qui est tres ample presque partout. Soient E = Lo @ ... B Ly, et V =V B
... @ Vi, alors Resy est un polynome irréductible sur V- multihomogene. Il
est homogéne par rapport & chacun des Vi de degré [ Hj# c1(Ly).



16 Chapitre 2. Etude géométrique du résultant

Preuve. Chacun des V; étant tres ample presque partout et engendrant
L; sur X, V est donc lui aussi tres ample presque partout et engendre F sur
X. Resy est donc bien défini; il est obtenu en projetant la variété d’incidence

W ={(z, fo, -, fm) € X XP(V): fo(z) =...= fr(x) =0} C X x P(V)
sur P(V). Multiplier chacun des f; par une constante non nulle ne change

pas cette variété d’incidence, ce qui implique que Resy est homogeéne par
rapport a chaque V;. L’injection naturelle

HY([[P(V), O(do; - .. dm)) — HO@®([V2). 0 _ di))
=0 =0 1=0

qui correspond juste a regarder un polyndéme multihomogene comme un
polynéme homogene, montre alors qu’il faut projeter W non pas sur P(V),
mais sur Y = [[;” P(V;) pour obtenir le degré de Resy en chacun des V;.
On considere donc le diagramme commutatif suivant :

Xxy -2, vy
p1l fyl
X f—X> Spec(K).

La section canonique du faisceau inversible de O x «xy-modules

m

W =P m*(L:) @ m" (Opgy) (1))

1=0

s’annule exactement sur W qui est de codimension m + 1. Notant h; le
générateur de 'anneau de Chow de P(V;), la classe de Resy dans l’anneau
de Chow de Y est

7T2*(Cm+1(W)) = T2y <H C1 (ﬂl*(ﬁz) X FQ*(OIF’(VZ)(l)))> = Zai . hi .
=0 =0

On pose H; = w3 (h;) et L; = 7} (cl(ﬁi)). Les regles de calcul des classes de
Chern nous donnent

1 (m1*(Li) @ 2" (Opyy) (1)) = Li + H;,
et donc, par identification,

;= /Y@* <H Lj>.

JF
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La formule de projection donne ainsi

aiZ/YWQ*Wl*<H01(£j)> :/chl([‘j)‘

i j#i

Remarque 2.1.6 L’hypothese que chaque V; est treés ample presque par-
tout est nécessaire pour que Resy soit un polynéme irréductible de degré
attendu en les coefficients de chacun des f;. En effet, considérons I'exemple
suivant : Soient X = P2 et Vj = Vi = Vi engendrés par x3, 23, 23. Cette
situation correspond a un systeme de la forme

fo(:E) = CO’(]-ng + Cl’ow% + CQ,QJE%
f1 (.T) = CoJ%% + Cle% + 02,136%
f2 (.r) = 60’21‘3 + 61’2.%% + 02’2$%

Nous voyons aisément que la condition pour que ce systéme possede une
solution est que le déterminant de la matrice (¢; ;) s’annule. Par conséquent,
elle est de degré 1 en les coefficients de chaque f;. Maintenant, si nous
calculons le degré du résultant donné par la formule de la proposition 2.1.5,
nous obtenons a; = 4 (c’est un résultant multivarié classique). La raison
est que dans cette situation Vp, V71,V ne sont pas tres amples. Les solutions
arrivent par groupe de 4; Vy, est donc égale a 4 fois le diviseur réduit associé
au déterminant de la matrice (¢; ;).

La définition que nous venons de donner du résultant permet de retrouver
le résultant multivarié et le résultant torique que nous avons vu dans le
premier chapitre.

Résultant multivarié

Le résultant multivarié de m + 1 polyndomes homogenes sur P de degré
respectif dy, ... ,d,, correspond au résultant pour lequel on prend X = P™,
L; = O(d;) et V; = H(X, £;) pour i = 0,... ,m. On retrouve que le degré
de ce résultant en les coefficients du polynéme f; est (] j d;)/d;.

Résultant creux

Le résultant creux peut aussi étre vu comme un cas particulier du résultant
que nous venons de définir, comme décrit dans [GKZ94], chapitre 8. Soient
Ao, ..., Ay C Z™ les supports de m + 1 équations. On désigne par X la
variété torique projective associée a ces m supports, c’est-a-dire la clotiire
algébrique de I'image de ’application

o (K™ — Xy, x...x Xy, (2.1)

X (XQ)QGAO X ... X (Xa)aeAm.
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Notant C4i Pespace des polynomes & support dans A;, on voit alors que par
construction

X CXpy X ... x Xy, CP(CYY)x.. . P(CA"T).

m

On définit alors le fibré inversible £; sur X comme étant 'image inverse du
fibré O(1) du facteur P(C4™). On obtient alors, pour tout i = 0,... ,m,
une application injective

CA = HY(X, L)),

et le résultant creux correspond alors, par ces injections, au résultant mixte
sur X des fibrés Lo, ... , Ly, ([GKZ94], proposition 1.5).

2.2 Résultant résiduel

Soit E est un fibré vectoriel de rang m + 1 sur une variété algébrique
projective irréductible X de dimension m. Dans le paragraphe précédent
nous avons vu que si V' est un sous-espace vectoriel de H°(X, E) qui engendre
E sur X et qui est tres ample presque partout, alors il est possible de définir
son résultant Resy . Sous ces hypotheses le systeme V' est sans point base. Si
I’'on suppose que V' définit des points bases alors la variété V-résultante est
tout P(V'), ce que l'on peut traduire par le V-résultant est identiquement
nul. Il nous faut donc chercher un substitut au V-résultant que nous avons
construit dans le paragraphe précédent lorsque V' définit des points bases;
c’est 'objet de cette section.

Soit V un sous-espace vectoriel non réduit & {0} de H°(X, E) et soit
U Touvert non vide de X sur lequel V engendre E. On définit un faisceau
cohérent d’idéaux Z sur X comme l'image du morphisme naturel

Ve E*— Ox.

Nous avons Z, = O, si et seulement si x € U, et donc le sous-schéma, fermé S
correspondant & Z a pour support X —U. On note 7 : X — X D’éclatement de
X le long de Z. X est alors une variété projective irréductible de dimension
m (voir [Har77], proposition I1.7.16). On note 7= 7r*11.(9)~( le faisceau
d’idéaux image inverse de Z par 7, qui est un faisceau inversible sur X par
propriété de 1’éclatement (voir [Har77], proposition 11.7.13).

Par définition de Z, on a un morphisme surjectif de faisceaux de O x-modules

VeE" —TI—0.
En appliquant le foncteur 7* on obtient la suite exacte

(V)@ " (E*) — 7*(Z) — 0.
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Le faisceau d’idéaux image inverse Z de Z est en fait 'image de 7*(Z) par
I'application naturelle 7%(Z) — Oz (cette application naturelle est elle-
méme induite par linclusion Z — Ox). On en déduit la surjectivité du
morphisme

(V) ®

T (E
En tensorisant ce morphisme par 7*(E), on peut voir 7*(V') comme un sous-
espace vectoriel de HO(X,7*(E) ® I) puisque 1'on obtient la suite exacte

*) =T —0.

(V)@ 05 — " (E)®Z — 0,
suite exacte qui montre par ailleurs que 7*(V') engendre 7*(F) ® 7 sur X.
On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.1 On suppose que V est trés ample presque partout. Alors la
variété o (V) -résultante V +(v) est une hypersurface wrréductible de l’espace

projectif P(w*(V')). Son degré est donné par [ cm(m*(E) ®1).

Preuve. Nous venons de montrer que 7*(V) engendre le fibré vecto-
riel 7(E) ® T de rang m + 1 en tout point de X qui est de dimension
m. De plus, la restriction de 7 & 7=1(U), ot U est I'ouvert de X dont
le complémentaire est le support de Z, est un isomorphisme; on a donc
T (F) ®f|7r,1(U) ~ FEyy; ainsi 7°(V) engendre 7*(E) ® 7 sur X et est tres
ample presque partout. La proposition 2.1.3 montre alors qu’il existe un po-
lynéme homogene irréductible sur 7*(V), le résultant Res (v, qui vérifie

Resp-(f) =0 3z € X 7 (f)(x) =0,

ol 7 (f) est une section de 7*(E) ® Z. Cette proposition montre également
que le résultant Resy«(y) est de degré [ cp(m*(E) @ 7). O

L’espace vectoriel 7*(V') étant naturellement isomorphe & V', on peut
définir une hypersurface irréductible Vi de P(V), appelée variété V-rési-
duelle résultante, comme I'image de V .y par I'isomorphisme P(7*(V)) ~
P(V). L’équation irréductible de I’hypersurface Vv est appelée V-résultant
résiduel et noté Resy. C'est un polynome homogene de degré Jx em(T*(E)®
f) sur V défini a une constante multiplicative non nulle pres. Il vérifie

Resy(f)=0< 3z e X : 7*(f)(x) =0,
otl 7 (f) est vue comme une section de 7*(E) ® Z.

On a ainsi associé une hypersurface de P(V') a tout sous-espace vectoriel
V C HYX,E) trés ample presque partout en éclatant le lieu des points
bases. Si on suppose de plus que V engendre E en tout point de X, alors le
résultant résiduel que nous venons d’introduire correspond exactement au
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résultant de la section précédente puisque dans ce cas T = Ox. La proposi-
tion suivante donne un résultat d’invariance du résultant (résiduel) un peu
plus général.

Proposition 2.2.2 Soient E et F' deux fibrés vectoriels de rang m + 1 sur
une vari€té projective irréductible X de dimension m tels que E est un sous-
faisceau localement libre de F. Soit V un sous-espace vectoriel de H°(X, E)
trés ample presque partout, alors le V-résultant résiduel ou V C H°(X, E)
est identique au V-résultant résiduel on V C HY(X, F).

Preuve. Les faisceaux E et F' ont méme rang et F est un sous-faisceau
de F', on en déduit donc qu’il existe un ouvert non vide U de X sur lequel
FE et F sont isomorphes; V' est ainsi tres ample presque partout aussi bien
pour E que pour F. Les deux V-résultants résiduels obtenus en voyant V'
comme un sous-espace vectoriel de H’(X, E) et de H°(X, F') sont donc bien
définis.

Si 'on voit V' comme un sous-espace vectoriel de H(X, E), le V-résultant
résiduel est alors le 7% (V)-résultant ott 7 : Xg — X est un éclatement de
X et 75(V) € H'(Xg, E). Si Pon voit V comme un sous-espace vectoriel de
HO(X, F), le V-résultant résiduel est alors le 7% (V)-résultant ot 7 : Xp —
X est un éclatement de X et 75(V) € HO (X, F).

Soit maintenant V' un ouvert non vide de X sur lequel V est tres ample
presque partout, E est isomorphe a F' et les deux morphismes ng : 7@1 (V) —
Vetnp: w}l(V) — V sont des isomorphismes. Les restrictions respectives
des deux variétés d’incidences

Wi = {(z,75(f)) € X x P(rp(V)) f(x) =0} € Xp x P(r(V)),
) =

(
Wr = {(z,75(f)) € X x P(np(V) : 7i(f)(2) = 0} € Xp x P(m(V)),

a1t (V) x P(rh(V)) et mx' (V) x P(m5(V)) sont donc isomorphes. Leur
projection respective sur P(77,(V)) et P(WF(V)) le sont donc aussi et cor-
respondent par les isomorphismes naturels 7}, (V) ~ 75 (V) ~ V. O

T

Cette proposition montre en particulier que, sous les hypotheses de cette
méme proposition, si ’on suppose de plus que V' engendre F en tout point
de X alors le V-résultant on V C H°(X, E) est identique au V-résultant
résiduel ot V C H?(X, F'). Considérons par exemple la situation o X = P?
et ot L désigne une droite de X. On note H I’hyperplan générique de P?
et on pose E = O(dH — L), F = O(dH)? avec d > 2 et V = HY(X, E).
V engendre E sur X et est tres ample presque partout, on en déduit alors
que le V-résultant associé a E est bien défini. La proposition précédente
nous dit alors que le V-résultant résiduel associé a F' est ce V-résultant. En
effet, le V-résultant résiduel associé a F' est défini comme le 7*(V')-résultant
associé A 7" (F)®Zy o m: X — X est Péclatement de X le long du faisceau
d’idéaux Zy, associé au diviseur effectif L. Le morphisme 7 est un éclatement
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le long d’un diviseur, c’est donc un isomorphisme et le V-résultant résiduel
est alors le V-résultant associé & O(d)® ® I, qui est exactement E.

Tout comme le résultant introduit au paragraphe précédent, le résultant
résiduel ne dépend pas de la variété X mais de sa classe d’équivalence bira-
tionnelle.

Proposition 2.2.3 Soient E un fibré vectoriel de rang m—+1 sur une variété
projective irréductible X de dimension m et V un sous-espace vectoriel
de HY(X,E) trés ample presque partout. Soient X' une variété projective
et f: X' — X un morphisme projectif birationnel, alors le V-résultant
résiduel et le f*(V)-résultant résiduel correspondent par l’isomorphisme na-
turel f*(V) ~V.

Preuve. Soit T le faisceau d’idéaux défini comme I'image du morphisme
V@E*— Ox, 7 : X — X léclatement de X le long de Z et 7 = W‘lf.OX.
Par définition le V-résultant résiduel est le 7*(V)-résultant ou 7*(V) C
H(X,7*(E) ® T). Le faisceau d’idéaux image du morphisme

fr(V) e f1(E") — Ox/

est le faisceau image inverse 7' = fY2).0x:. On note © : X' — X'
Iéclatement de X' le long de Z et I’ = n~'7’.Oy,. Par définition le f*(V)-
résultant résiduel est le 7/*(f*(V'))-résultant on

T (f*(V)) c HO(X', 7" (f1(E) @ 7).

Par hypothese, on peut trouver deux ouverts non vides U C X' et V C X
tel que les morphismes f: U — V, 7 : 7 Y(V) = V, 7' : ' (U) — U sont
des isomorphismes et tels que V soit tres ample sur U. Alors, comme dans
la proposition précédente, les deux variétés d’incidences construites sur X’
et X sont birationnelles; on en déduit que leur projection sont identiques
par les isomorphismes naturels

Vo f{(V) = a*(V) = 7 (f*(V)).
g

Les deux derniéres propositions nous montrent que le résultant résiduel
ne dépend pas de la construction que nous avons choisi. En effet, si V est
un sous-espace vectoriel de H%(X, E) trés ample presque partout, on peut
définir un V-résultant si V engendre un sous-faisceau localement libre de
méme rang que F. Si ce n’est pas le cas, on applique une transformation
birationnelle f pour que f*(V') engendre un sous-faisceau localement libre
de f*(F) de méme rang. Pour notre construction, nous avons choisi pour
f Téclatement 7 selon les points bases de V' définis par un faisceau Z, de
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telle sorte que 7* (V) engendre le sous-faisceau localement libre 7*(E) ®Z de
7*(F) de méme rang. Les deux propositions précédentes montrent donc que
toutes les constructions de ce type donnent le méme V-résultant résiduel.

Lorsque le fibré vectoriel E est scindé, le résultant résiduel est alors, tout
comme le résultant, multihomogene. On reprend les notations du théoreme
2.2.1.

Proposition 2.2.4 Soient Ly,... .L,, des fibrés en droites sur X. Pour
tout © = 0,...,m on se donne un sous-espace vectoriel V; de l’espace vec-
toriel fini HO(X, L;) tel que V; est trés ample presque partout. Soient E =
LoBD.. DLy etV =Vyd...®Vy, alors Resy est un polynome irréductible
sur V. multihomogéne. Il est homogéne par rapport a chacun des V; de degré

Ix Hj;éi cr(m(L;) ®j)~

Maintenant que nous avons défini le résultant résiduel, il serait intéressant
d’obtenir un moyen de le calculer. Ainsi le théoreme 4.2 du chapitre 3 de
[GKZ94] montre que le V-résultant o V = H°(X, E) et E est un fibré vec-
toriel de rang m + 1 trés ample sur une variété projective irréductible X,
peut s’exprimer comme le déterminant d’un complexe génériquement exact.
Ce résultat fort fournit un algorithme pour calculer ce V-résultant. Il peut
se résumer de la facon suivante: la variété d’incidence W est une intersection
compléete dans X x P(V), on peut donc résoudre Oy sur X x P(V') a laide
d’un complexe de Koszul. L’idée est alors de projeter ce complexe sur P(V') a
I’aide du foncteur Rg, pour obtenir un complexe génériquement exact dont
la partie de codimension 1 ol la cohomologie est non nulle est exactement
la variété résultante. Pour cela il faut controler la cohomologie de chacun
des termes de la résolution de Oy, ce que 'on peut faire en tordant cette
résolution par le remonté d’un fibré en droites M sur X vérifiant

HY(X,N\’E® M) =0,¥i >0, Vp > 0.

Ainsi, pour tout f € V, on peut former le complexe de Koszul tordu
K(E, f)@ M sur X, et le complexe de ses sections globales, noté C(E|M, f).
On montre alors que le déterminant d’un tel complexe,

det(C(E|M, f)),

est égal au résultant. Par conséquent, le résultant peut étre obtenu comme le
pged des mineurs maximaux de la premiere application (la plus a droite) du
complexe C(E|M, f), ce qui fournit une méthode effective pour le calculer.
Nous ne donnons pas ici de preuve détaillée car ce résultat est démontré
dans une version plus générale au chapitre 6, lorsque nous introduirons la
notion de résultant déterminantal qui généralise ce résultant.

La premiere idée qui vient a I'esprit pour calculer le résultant résiduel est
d’appliquer une méthode cohomologique similaire & celle que nous venons
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de décrire. Cette voix semble difficile; citons cependant un travail récent
qui va dans ce sens [CUO1]. Dans le chapitre suivant nous allons prendre le
chemin inverse, c¢’est-a-dire nous allons construire des complexes sur ’espace
des parametres qui possedent la bonne cohomologie. Pour cela nous nous
placerons toujours dans le cas ou X = P™ est un espace projectif, cas qui
est toujours celui de la pratique, et allons tenter d’analyser le résultant
résiduel avec un point de vue plus algébrique.
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Chapitre 2. Etude géométrique du résultant
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Chapitre 3

Etude algébrique du
résultant résiduel

Le chapitre précédent montre qu’il est possible de construire un résultant
pour des systemes qui possedent des points bases, résultant que nous avons
appelé résultant résiduel. Tout comme les résultants plus classiques, la per-
tinence d’un tel objet réside principalement dans la possibilité de pouvoir
le calculer effectivement. Les résultants multivarié et torique sont ainsi tres
utilisés car ils sont calculables grace a différentes techniques, notamment
a 'aide des méthodes cohomologiques que nous avons entrevues dans le
chapitre précédent. Il est donc nécessaire de développer des algorithmes qui
permettent de calculer le résultant résiduel; c’est ’objet de ce chapitre. Nous
nous placerons toujours dans le cas ou les systemes considérés sont définis
sur un espace projectif, cas qui est celui de la pratique.

L’idée la plus naturelle pour calculer le résultant résiduel est de trans-
poser la méthode cohomologique utilisée pour exprimer le résultant mixte,
a savoir résoudre la variété d’incidence, controler sa cohomologie en tor-
dant cette résolution, puis projeter cette derniere en un complexe dont
le déterminant est le résultant. Malheureusement 1’éclatement complique
considérablement la situation dans le cas du résultant résiduel. Nous allons
donc procéder autrement, nous allons prendre le chemin inverse c’est-a-dire
construire des objets qui fournissent un diviseur sur ’espace des parametres,
puis montrer que ce diviseur est le résultant résiduel. Ainsi dans le premier
paragraphe nous utiliserons la matrice Bézoutienne dont 1’étude des pro-
priétés montre que tout mineur maximal non nul de cette matrice est un
multiple du résultant résiduel pour tout systéme défini sur un espace pro-
jectif, sans condition sur le lieu des points bases. Ce résultat, méme s’il
permet de calculer effectivement le résultant résiduel, n’est pas aussi fort
que les méthodes dont nous disposons pour calculer le résultant multivarié.
Pour obtenir de telles méthodes dans le cadre du résultant résiduel, il faut
mieux connaitre le lieu des points bases, d’ailleurs le résultant multivarié
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n’est rien d’autre qu’'un résultant résiduel dont nous savons que le lieu des
points bases est vide. Dans le deuxieme paragraphe, nous considérons des
systemes définis sur un espace projectif dont le lieu des points bases est une
intersection complete. Nous pouvons alors donner explicitement le degré du
résultant résiduel en les coefficients de chaque équation, donner des matrices
du type Macaulay dont les déterminants des mineurs maximaux donnent un
multiple du résultant résiduel, et décrire un complexe dont le déterminant
est exactement le résultant résiduel. Pour obtenir de tels résultats il nous
faut traduire la condition géométrique d’annulation du résultant résiduel en
une condition algébrique; cette condition est qu’un certain idéal dit résiduel,
définisse une variété vide ou non, comme dans le cas du résultant multivarié
ou l’idéal résiduel est alors simplement 1’idéal engendré par les équations
du systeme. Suivant cette méme idée, nous montrons dans le dernier para-
graphe de ce chapitre qu’il est possible d’obtenir des résultats similaires dans
le cas ou le I'idéal définissant le lieu base est Cohen-Macaulay localement
intersection complete de codimension 2.

3.1 Résultant résiduel sur un espace projectif

Etant donné un systeme de m + 1 équations polynomiales a m variables
dépendant d’un parametre c, le résultant multivarié classique sur P est une
équation polynomiale en ¢ dont I’annulation est une condition nécessaire et
suffisante pour que ce systeme possede une solution dans P™. Il permet
d’éliminer directement un ensemble de variables et conduit a des méthodes
de résolution tres efficaces. Lorsque le systeme considéré possede des solu-
tions indépendamment du parametre c, que ’on appelle des points bases,
le résultant multivarié est identiquement nul et il nous faut alors calculer
un résultant résiduel associé a ce systéme afin d’obtenir un polynéme non
identiquement nul en le parametre c.

Dans cette section on énonce les propriétés du résultant résiduel dans
le cadre des systemes définis sur un espace projectif. Ce résultant permet
d’obtenir une forme éliminante pour tout types de systémes suffisamment
génériques, sans condition sur le lieu des points bases. Ensuite on rappelle
la définition et la propriété fondamentale de la matrice Bézoutienne mul-
tivariée, puis enfin on montre que tout mineur maximal non nul de cette
matrice est un multiple non nul du résultant résiduel. Ces résultats consti-
tuent un travail en collaboration avec M. Elkadi et B. Mourrain [BEMO00].



3.1. Résultant résiduel sur un espace projectif 27

3.1.1 Propriétés

On s’intéresse a des systemes de la forme

folt) = 3252 coroy(t)
: (3.1)

Fmlt) = D257 Cmg fm(2)

ot = (t1,...,tm) est dans I'espace affine A™, et k; ;(t) est un polynome
(supposé non nul) pour tout couple (4,j). On note K; = (ki ;)j=0,.. k le
vecteur de polynoémes définissant le polynome f; de degré d;. On cherche
une condition sur les coefficients ¢ = (¢; ;) pour qu’il existe ¢ € A™ tel que
Ki(t) #0et fo(t) =--- = f(t) = 0. Partant de la construction du résultant
torique donnée au paragraphe 1.3 chapitre 1, une telle condition peut se voir
de la fagon suivante : Le résultant torique est défini sur une variété projective
torique unirationnelle obtenue par une paramétrisation monomiale donnée
par le support du systeme. Une extension naturelle de ce résultant est donc
de considérer des variétés unirationnelles dont la paramétrisation n’est plus
forcément monomiale, mais polynomiale. Ainsi il nous faut ré-écrire notre
systeme sur une nouvelle variété projective sur laquelle le systeme n’aura
plus de points bases. Soit U un ouvert de A™ tel que K;(¢) # 0, et soient

00, ... ,0n des polynomes définissant une application
o:U — PV
x = (og(x) - on(x)),
et des polynémes homogenes v; j(z0,...,2n), 1 = 0,...,n, 7 = 0,... ,k;,
tels que

Kij(X) = ¥ (ao(x), e ,UN(X)) et deg(v; ;) = deg(v)ip) > 1.

Soit X I'image de P’application o et X sa clotiire algébrique dans PV. Si X
est de dimension m (par exemple si la matrice Jacobienne de o = (0})i=0,... N
est de rang m en au moins un point de U), et si pour un choix générique
des parametres c, le systeme fo = --- = f,, = 0 n’a pas de solutions, alors
X est un bon candidat pour définir un résultant du systeme 3.1. D’apres le
chapitre 2 on sait que toutes ces constructions possibles fournissent le méme
résultant que nous avons appelé résultant résiduel. Il est obtenu de maniere
systématique en éclatant I'idéal des points bases.

En homogénéisant le systéme (3.1) par une nouvelle variable tg, les
polynémes f; deviennent des sections globales f, de O(d;) sur P™, et les
K; s’identifient & des sous-espaces vectoriels V; de HY(P™, O(d;)). On note
E=a",0(d),V=V®...®V, C H(P™ E) et T le faisceau d’idéaux
obtenu comme I'image du morphisme canonique:

V® E* — Opm.
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Proposition 3.1.1 On suppose que chacun des V; est trés ample presque
partout. Alors le résultant résiduel Resy € Klc| est bien défini et vérifie

ReSV(?O?"‘ 7?m):0 — EI:‘CE]/IVDmW*(?O)(l')::W*(?m)(IE)ZO?

ot P™ est la variété obtenue par Uéclatement w de P™ le long de T (voir para-
graphe 2.2, chapitre 2), et T (f;) sont des sections de 7*(O(d;)) @7 ' Z.Op .
De plus, s’il existe t € A™ tel que IC;(t) # 0 et fo(t) = -+ = fm(t) = 0,

alors Resy (fo,--- » fm) = 0.

Le résultant résiduel Resy est multihomogene; il est homogene de degré
N; en les coefficients de V;. Les entiers N; correspondent géométriquement
au nombre générique de solutions (comptées avec multiplicité) du systéme
{fo,--- fi—1, fi+1,--- , fm} en dehors de Z, ou Z désigne le sous-schéma
fermé de P associé & Z (c’est le schéma des points bases). En particulier,
pour tout ¢ =0, ... ,m, entier N; est borné par H#i dj.

La théorie de l'intersection résiduelle (voir [Ful84], chapitre 9) permet
de donner un résultat plus précis et de calculer les entiers NV;. On fixe
par exemple ¢ = 0. On suppose qu’'un systeme suffisamment générique
{f1,..., fm} définit le sous-schéma Z des points bases plus un ensemble
S de points isolés. La proposition 9.1.2 de [Ful84] montre alors que le degré
total du systeme, qui est donné par le théoréeme de Bézout, est la somme des
points isolés comptés avec multiplicité plus une autre terme qui correspond
a la “contribution” de Z dans l'intersection de fi,..., fm, que 'on note
(fis--- s fm)%. On a légalité:

/chl(O(di)) =[Idi= - )2+ ep
=1 i=1

peS

ol e, désigne la multiplicité du point isolé p. Ainsi on a la formule

m
No=]]di— (fi,..., fm)?.
i=1
La proposition 9.1.1 de [Ful84] permet de calculer la contribution de Z, elle
montre 1’égalité

(fis-oe s fm)? = {HC(O(di)) N s(Z,IP’m)} ,
=1

0
ou s(Z,P™) désigne la classe de Segre de Z dans P™ et 'indice 0 signifie que
I’on ne garde que la partie de dimension 0. Ainsi, si ’on note s la partie de

dimension k de la classe de Segre s(Z,P™) de Z et H 'hyperplan générique
de P, on obtient alors la formule:

(fl, e ,fm)Z = S9 + 31-(Zdi)H+ Sg.(ZHdidj)HQ =+ ...

i=1 i#£j



3.1. Résultant résiduel sur un espace projectif 29

i1 i,

Le calcul du degré du résultant résiduel est ainsi ramené a celui de la
classe de Segre de Z dans P™. De nombreuses formules sont connues pour
calculer une telle classe, notamment dans le cas ot Z est une courbe ou une
surface. Au cours de ce chapitre, nous en verrons quelques cas particuliers,
notamment celui ot Z est la cubique gauche.

3.1.2 Bézoutiens

Dans cette section, nous allons relier le résultant résiduel d’un systeme
défini sur un espace projectif au Bézoutien. Plus précisemment, nous allons
montrer que ce résultant est un facteur non nul de tout mineur maximal non
nul de la matrice Bézoutienne.

Le Bézoutien a été introduit par E. Bézout pour construire le résultant
de deux polynémes en une variable dans [Béz64]. Nous décrivons dans un
premier temps la construction de la matrice Bézoutienne que nous utili-

serons. On note R = K[ty,... ,t,] = K[t] Panneau des polynomes en les
variables t1,... ¢y, a coefficients dans K. Pour o = (ai,...q,) € N,
t* =" ... t%m. On identifiera I'algebre R ®k R avec I'anneau de polyndmes
K[t,z] = K[t1,... ,tn,21,... ,2n], OU 21, ... , 2y, sont des nouvelles variables.

Définition 3.1.2 Le Bézoutien Oy, . ;. des polynomes fo, ..., fm € R (ou
simplement © g, si fi,..., fm sont fizés) est le polynéme dans R®x R défini
par

fo(t)  6:(fo)(t,2) -+ Om(fo)(t, 2)
Ofopsfm (b 2):=| : : : :
fm(t) O1(fm)(t2) - Om(fim)(t, 2)

o

el(fj)(t72) R f](zlu y Zi—1, Uiy ) 77’;) = 5'](2'1; 5 Ziy Uid1, , m)
1 7

Soit O, (t,2) = bap @28, 0a.5 € K, la décomposition du Bézoutien. Choi-
sissant un ordre sur les monémes apparaissant dans O, , la matrice Bézoutienne
de fo,. .., fm estla matrice By, .t = (8a)a,p (aussi notée By, si fi,. .., fm
sont fixés).

Définition 3.1.3 Soient v = (v;)ien, W = (wj)jen deux bases sur K de R,
et soil
Op =D vijui®w, vyjek,
irj
la décomposition du Bézoutien dans ces bases. On définit la matrice B}'O’w
comme étant la matrice des coefficients (vi;)i ;-
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Siv=w = (t%)nenn, alors B}'(;w est la matrice Bézoutienne de fy, ... , fi.

Notant R le dual de R, la matrice B}'O’W est exactement la matrice de I’ap-
plication K-linéaire

e 00 = Y vl
i,J

dans la base duale (w;)jen de R et la base (v;)ien de R. De la méme maniére,
on définit I'application K-linéaire

iR — R
[l — @qo(l) = Zyij l(vi)wj.

La matrice de cette application dans les bases (0j)jen et (w;)ien, est la
transposée de B}’O’W.

Si I est un idéal de R, 'anneau quotient de R par I est noté A = R/I.
Nous identifierons .,Zl\, le dual de A (i.e. 'espace vectoriel des applications
K-linéaire de A dans K), avec I+ = {l € R: I(f) = 0 pour tout f € I}.

La proposition suivante montre que la matrice Bézoutienne By, pour tout
fo € R, admet une décomposition diagonale dans des bases communes.

Proposition 3.1.4 Soit I un idéal de R engendré par des polynémes f1,... ,
fm appartenant ¢ R. On note Iy lintersection des composantes primaires
de I associées aux points isolés, et on suppose que Iy # R. L’algebre quo-
tient Ay = R/Iy est alors un K-espace vectoriel dont la dimension est
notée D. Il existe deuzr bases v = (v;)ien et W = (w;)ien de R telles que
(v1y...,vp), (w1,... ,wp) sont des bases de Ay, v;,w; € Iy pouri > D, et
pour tout fo dans R, la matrice B}’O’w est de la forme

V] ... UD UD41---
w1
Mfo 0 :
wp (3.2)
Wp+1
0 Ly,
ou My, est la matrice de multiplication par fo dans la base (vq,... ,vp) de
Ap.
Preuve. Notons &1, . . . , &4 les points isolés définis par les polynoémes f1,... , fin-

L’algebre quotient Ap se décompose alors en Ay = A¢ @ ... @ Ag,, ol
A¢, = ngi /Img,, mg, désignant I'idéal maximal définissant le point &;, et
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R, le localisé de R par I'idéal mg; (voir [Vas98],Chap.4, et [EMO1]).
On peut identifier le dual .;lo de A avec Iol, I’orthogonal de Iy. On considere
les deux sous-espaces vectoriels E = ©%(Ag) et F = ©7(Ap) de R. Dans
[SS75], [Kun86], [BCRS96] et [EMI6], il est montré que OF et OF sont des
isomorphismes de ng,- dans Ag,, car Iy est localement intersection complete.
On en déduit que O7 et OF sont des isomorphismes de Ay = @f-l:lfl& dans
Ao = @?:1“4&' Comme dimK(./zl\) = D, on déduit que dimgFE = dimgF' = D
et que E et I sont isomorphes & Ag en tant qu’espace vectoriel. On a donc
les deux décompositions R = E @ Iy et R = F ® Iy. Par conséquent, O est
dans E® F & Iy ® Iy, puisqu’il appartient 8 EQ FOAERQ Iy B Iy F ® Iy ® Iy
et que ©5(I") = F et OF(Iy) = F.

Fixons a présent fo € R. D’apres la définition 3.1.2, on voit immédiatement
que O, —(1® fo)O1 est dans l'idéal de R®g R engendré par 1® f1,... ,1® fy.
Par conséquent,

@?0(«10) = ((1® fo) ©1)"(Ao) = ©5(fo - Ag) C ©5(Ap) = E.

Le méme argument montre que ©% (.%To) C F, et donc que Of, € EQ F &
Iy ® Iy.

Soient v = (v;)ien et W = (w;);en deux bases de R telles que (v1, ... ,vp)
est une base de F, (wy,... ,wp) est une base de F', v; € Iy et w; € Iy pour
i > D. D’apres la décomposition Of € E® F & Iy ® I, B}'D’W est une
matrice diagonale par blocs de la forme (3.2). Notons maintenant Cy, =
(Cij(fo))1<i,j<D le bloc supérieur gauche de B}’O’w, et My, = (mij)1>i;>p la
matrice de multiplication par fo dans la base (vy,...,vp) de Ag. Modulo
I'idéal (f1 RL...,fm® 1), nous avons

D D
05 = > calfoviow=foel)0r=(fo@l) | Y el w;
i,j=1 ,j=1
D D D
= Y aD(fov)@wi= > < mkzicij(l))Uk ®wj ,
ij=1 kj=1 Ni=1

ce qui implique que Cp, = My, C1. Cp est la matrice de ©7 dans la base
(v1,...,vp) de Ay et sa base duale dans le\o. L’idéal Iy étant localement
intersection complete, ©F est un isomorphisme entre ﬁo et Ap, et donc la
matrice C' est inversible. Par un changement de base, on peut donc supposer
que C1 = Zp (la matrice identité). Ainsi, la matrice B}'O’W est bien comme

annoncée. O

L’utilisation du Bézoutien en géométrie algébrique effective permet de
fournir des algorithmes efficaces pour calculer un multiple de la forme de
Chow de I'idéal Iy par exemple, ou bien encore une décomposition géométri-
que de la variété définie par I'idéal I (voir [EM99], [EMO00]). Nous allons ici
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utiliser le Bézoutien afin de calculer un multiple du résultant résiduel dans
la cadre du paragraphe 3.1.1.

On considére un systéeme du type (3.1) et on reprend les notations de
3.1.1.

Proposition 3.1.5 On suppose que chacun des V; est tres ample presque
partout. Alors tout mineur maximal de la matrice Bézoutienne By, . ;. est
divisible par le résultant résiduel Resy € K]c].

Preuve. Puisque tous les V; sont tres amples sur un ouvert U de X, 'en-

semble des coefficients (c; ;) tels que les polynomes fi,--+ s f,, définissent
un nombre fini de points dans 'ouvert U, est un ouvert dense non vide de
P(V). Choisissons un m-uplet générique de polynémes f1,..., f,,. Notons

I lidéal de R = K[ty,... ,ty] engendré par les polynémes fi,... , fm, et Iy
I'intersection des composantes primaires de I associées & des points isolés.
Le K-espace vectoriel R/Ij est de dimension finie, on note D, sa dimension.
On note également r4(Vp) le rang générique de la matrice Bézoutienne By,
c’est-a-dire le rang de la matrice By, pour fy € Vp suffisamment générique.

D’apres la proposition 3.1.4, la matrice By, se décompose comme dans
(3.2), et donc

rang(By,) = rang(My,) + rang(Ly, ).

Si fo ne s’annule pas en un des points défini par I'idéal Iy, alors la matrice
My, est inversible (ses valeurs propres sont les évaluations de fo en les racines
de fi,..., fm). Simaintenant fj s’annule en un des points défini par Iy, alors
Resy (fo,- .., fm) s’annule, et de plus rang(My,) < Dy. On en déduit que
rang(By,) < 14(Vo), et donc que tous les mineurs 74(Vp) x r4(Vp) s’annulent.

L’ensemble des coefficients (c; ;) tels que fi,... , fi, définissent des points
isolés dans U, et fp s’annule en un de ces points, est un ouvert dense de la
variété de P(V') définie par Resy. On en déduit que tout mineur maximal
non nul de la matrice Bézoutienne s’annule sur cette variété, et qu’il est
donc divisible par Resy . O

Remarque 3.1.6 On ne récupere ici qu'un multiple du résultant résiduel.
Cela peut suffir dans certains cas, mais aussi ne pas étre suffisant dans
d’autres cas, ce qui motive les constructions d’autres résultants résiduels
dans les sections suivantes. Le premier exemple du paragraphe suivant montre
que I'on ne peut pas, en général, obtenir le résultant résiduel comme le pged
de tous les mineurs maximaux du Bézoutien.

3.1.3 Exemples

Nous illustrons le résultant résiduel des systemes définis sur un espace
projectif par deux exemples. Les calculs ont été faits avec la bibliotheque
MAPLE, Multires. Remarquons que les polynomes résultants que 1’on obtient
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sont tres gros et ne peuvent étre calculés par des méthodes d’élimination
classiques, comme les bases de Grobner par exemple.
Un exemple ou les résultants classiques et toriques sont dégénérés

Considérons les trois polynomes suivants:

fo = coo + cots + copta + coa(tr® + t27)
fi=rcio+ciits +eciota + C1,3(?512 +t92) + 01,4(t12 + t92)?
fo=ca0+ cantt + caoty + cog(ti? + t2%) + cou(tr? + t2%)2

On cherche une condition sur les coefficients ¢; ; pour que ces trois polynomes
possedent une solution commune dans A%, Le résultant projectif sur P? de
ce systeme est nul puisque les polynoémes fy, f1, fo s’annulent aux points
(0:1:4)et (0:1: —i). Pour les mémes raisons, le résultant torique de
ces polynémes s’annulent également (ces polynomes possedent une racine
commune sur la variété torique associée). Prenant les notations de 3.1.1, on
vérifie aisément que Vj, Vi et V5 sont trés amples sur A2, Par la proposition
3.1.5, tout mineur maximal non nul de la matrice Bézoutienne By, r, 1, est
divisible par Resy,gv,ev, € K|c]. Cette matrice est de taille 12 x 12 et de
rang 10. On peut factoriser le déterminant d’un mineur maximal contenant
207805 monodmes, sous la forme Q1Q2(Q3)S, ou

Q1 = —cp2c1,3C24 + C02C1,4C23 + €1,2C0,3C2,4 — €2,2C0,3C1 4

Q2 = €0,1C1,3C2,4 — €0,1€1,4C2,3 — €1,1€0,3C2,4 + €2,1€0,3C1 4

Qs = 00,3201,1202,42 - 20073201,162,102,401,4 + 60,3202,4201,22 + -

S = coterateont + capterateont + croteaatcoat + croteaateort + -

Les polynomes @3 et S contiennent respectivement 20 et 2495 monomes.
Pour des fo, f1, fo génériques, Z(fo, f1), Z(fo, f2), Z(f1, f2) est de degré 4
(voir [Mou96]). On en déduit donc que Resy,gv a1, = S, et est donc de
degré 4 en les coefficients de chaque polynome f;, ¢ = 0,1, 2.

En fait dans cet exemple, il existe un unique mineur maximal non nul
de la matrice Bézoutienne et ce mineur n’est pas le résultant résiduel.

Résultant résiduel et équation implicite

Nous voulons calculer le résultant résiduel du systeme

tito? + t1%ty — t33

fo = co,otita + co,1t2? + co,2t3 + co,3 (112 + 23 + £33) +coa )
tite? 4 t1%te — t3°)

( %)

i =ciotita+cita® +crots +ers (812 + 123 + tsg) +c1,4
( )
( %)

t1to? +t1%ts — 33

fa = c2,0t1t2 + 62,17522 + c2,2t3 + c2,3 34+ t93 +133) + €2,4
tito? +t1%ts — 33

fs = c3otita + c3,1t2% + caots +ca3 (13 + 23 +133) +c3

~——

t1
t1

Avec les notations de 3.1.1, on vérifie que Vp, V1, Vo et V3 sont tres amples
dans A3 —{(0,0,0)}. D’apres la proposition 3.1.5, tout mineur maximal de la
matrice Bézoutienne est divisible par le résultant résiduel Resyygviaviavs-
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Calculant un tel mineur de cette matrice Bézoutienne, qui est de taille 25x 23
et de rang 21, nous obtenons

AsAs A8

(A5 AP A% — A AP AN A + 6 A5 AP AP ALY — A AZAPAP A + A ALY
—3A5A1 AT F 6A5A0A 12 — 1T A5APAL + 15 A5A8A T — 18 AgALTALP
+20 A5 A0A 18 — 18 AsALPATT + 15 A5 ALAA8 — 11 A5 AL3A 0
46 AsA02 A0 — 3ASAALMT + ASATTE £ ALAAAS — AJALTAL +4ALACA 2
—9ALAIAL + 16 AsASATY — 22 A4A ALY + 24 ALAOALS — 22 ALALPALT

F16 AsA ALY —9ALAPA + 4 ALACPAN — ALAAMT)

ou A; est le déterminant de la sous-matrice de

€00 Co,1 €02 €03 Co4
€10 €C1,1 €12 C1,3 Ci14

€20 €21 C22 C23 C24

€30 €31 €32 (€33 C34

correspondante & toutes les colonnes de C sauf la ™. En fait, les coeffi-
cients de By, ¢, f,.f, sont des formes linéaires en les A;, 7 € {1,2,3,4,5}. Le
dernier facteur de cette expression est un polynome irréductible en les ¢; ;
et correspond au résultant résiduel que ’on cherche.

Une autre facon de voir ce résultant est de le considérer comme une condi-
tion sur les coefficients ¢; ; pour que le point projectif du noyau de C' (dont
les coordonnées sont (Ay : —Ag : Az : —Ay : Ag)) appartienne a la cloture
algébrique de I'image de ’application

o:A*-{0,0,0} — P
(t1,t2,t3) +— (tito st :t3: 113 + 12 +13° 1 tite® + t1 %ty — t3°).

En remplacant A; par les variables £x;, nous obtenons I’équation implicite,
de degré 13, de 'image de o.

3.2 Résultant résiduel d’une intersection complete

Dans le paragraphe précédent nous avons donné un algorithme pour
calculer le résultant résiduel d’un systéme avec points bases défini sur un
espace projectif. Dans cette section, nous allons montrer qu’en mettant une
hypothese sur le lieu des points bases, a savoir que ce lieu est une intersection
complete, nous pouvons calculer simplement le degré du résultant résiduel
qui lui est associé en les coefficients de chaque polynéme du systeme, et
obtenir exactement ce résultant résiduel par des matrices du type Macaulay.

Plus précisemment, on s’intéresse a la situation suivante : soient g1, ... , gn
des polynomes homogenes dans R = K[z, ... ,z,,]| de degré ki,... , k,, et
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soient fo,..., fm des polynémes homogenes génériques dans l'idéal G =
(91, -+ ,9n), de degré respectif dy, ... ,dy. On a le systéme suivant :
folw) = iy hio(z) gi(=)
f. = : (3.3)

fm(@) = 0y him(@) gi(2)

ou h;j = Z| ol =d;—k; b x est le polynéme homogene générique de degré
d; — k;. On cherche une condition sur les coefficients ¢ = (ci?) des h; ;j, pour
que f. possede une solution “en dehors” de la variété définie par I'idéal G
que nous supposerons étre une intersection complete. Les résultats de ce

paragraphe constituent un travail publié [BEMO1].

3.2.1 Propriétés

Soit X = P™ = Proj(Klzo, ... ,zm]) Uespace projectif de dimension m
sur K. On se donne un idéal G engendré par n polynémes homogenes de degré
respectif k1 > ... > k,. Soit G le faisceau cohérent d’idéaux associé a G.
Fixons m + 1 entiers positifs dg, ... ,dy, telsque dy > -+ > dpy, > k1 > - >
ky, et notons G(d;) = G ®o, Ox(d;) pour i = 0,...,m. L'espace vectoriel
V; = H° (X,Q(di)) s’identifie & I’ensemble des polynémes homogenes de
degré d; qui sont dans la saturation de 'idéal G. L’éclaté de X le long de G
estnoté : X — X ; le faisceau image inverse G =n"1g. O est alors un
faisceau inversible sur X. Dans ce qui suit, le faisceau G @ 7* ((’) X(di)) est
noté Gdi’ F' désigne l'idéal de R engendré par les polynomes fy,... , fm et
onnote V=V&...0V,, E=e",0(d).

Proposition 3.2.1 On suppose que G est une intersection compléte locale
et que dp, > kn+1. Alors, le résultant résiduel Resy est bien défini et vérifie

Resy(fo,... , fm) =0 <= EIxEX:W*(f,-)(g:):O Vi=0,...,m
= FsatgGsat’

ot ™ (f;) est une section globale du faisceau inversible sur X, QNd,L., et ot F$%
et G54 désignent les saturations respectives des idéauxr homogénes F et G.
En particulier, s’il existe x € X \ V(G) tel que fo(z) = -+ = fm(x) =0,
alors

Resy (fo,--- s fm) =0.

Preuve. Notons U l'ouvert dense X \ V(G) de X. Remarquons tout d’abord
que tous les espaces vectoriels V;, pour ¢ = 0, ... ,m, possedent le méme lieu
de points bases qui est défini par I'idéal G. Ainsi la construction du résultant
résiduel se fait a ’aide de I’éclatement de X le long de G que nous avons
noté 7 : X — X. D’aprés la proposition 2.2.4, il nous suffit donc de montrer
que chacun des V; est trés ample presque partout pour assurer l'existence
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de ce résultant résiduel.
Fixons i € {0,... ,m} et montrons que I’application

ri: v — PV
x = Tix)={feV;: f(x)=0}

est un plongement. Soient z,y deux points distinctes de U, nous pouvons
choisir une forme linéaire L sur X telle que L(z) = 0 et L(y) # 0. La forme
L4i=kn g, appartient donc & [i(x) et pas a I';(y), ce qui prouve l'injectivité
de I';. Pour montrer que I'; est un plongement, il faut maintenant montrer
que pour tout x € U et tout v € T,,(X) (I'espace tangent & X en x), il existe
une section globale s de G(d;) telle que s(z) = 0 et ds(z) = v. Puisque
d; — kn, > 1, nous pouvons prendre s = Lpg,, ou p est un polynéme ho-
mogene de degré d; — k, — 1 tel que p(x) # 0, et ot L est une forme linéaire
sur X telle que L(z) = 0 et dL(x) = m v. Cette section s satisfait aux
conditions s(x) = 0 et ds(z) = pgn(z) dL(z) = v.

Par la proposition 2.2.4, le résultant résiduel Resy est bien défini et s’an-

nule si et seulement s’il existe z € X tel que 7*(f;)(z) = 0, pour tout
i =0,...,m. En particulier, puisque la restriction de 7 : 7= }(U) — U est
un isomorphisme, s’il existe x € U tel que f;(z) = 0 pour tout i =0,... ,m,

alors le résultant résiduel s’annule.

Il nous reste a montrer que le résultant résiduel s’annule si et seulement
si F5t ¢ G*%, Comme F C @, nous avons toujours F%¢ C G, Si
Fsat — G54 alors les idéaux F et G définissent le méme faisceau d’idéaux
sur X, a savoir G; on en déduit donc que le résultant résiduel est alors non
nul. Supposons a présent que Resy (fo, ... , fm) # 0. G étant supposé locale-
ment intersection complete, le faisceau G /G2 est un faisceau localement libre
de rang maximum inférieur ou égal a m+1. De plus, si D désigne le diviseur
exceptionnel de 7, le faisceau G/G? est isomorphe & Op(1) (voir [Ful84],
Appendice B.7). Par conséquent, si Resy(fo,...,fm) # 0, c’est-a-dire si

™(fo),.-. ,7*(fm) ne s’annulent pas simultanément, alors ils engendrent
toutes les fibres de G puisque Op(1) est localement engendré par au plus
m + 1 sections. Cela implique que F** = G54, O

Remarque 3.2.2 L’hypothese d,,, > k, + 1 est requise pour que V; soit tres
ample presque partout (en fait sur U = X \ V(G)) afin d’appliquer la pro-
position 2.2.4. Par exemple, si X =P?. dg=di =dy = k1 = ks = 2, g1 et ¢o
sont des coniques génériques, G définit alors quatre points lisses. On cherche
une condition pour que trois coniques fy, f1, fo passent par ces quatre points
et posseédent un autre point commun sur U. Dans une telle configuration,
les trois coniques fy, f1, fo sont forcément identiques. Par conséquent, on ne
peut pas définir un résultant dans ce cas puisque les fibres de I'application
o dans la preuve du théoreme 2.2.1, ne sont pas de dimension zéro.
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La connaissance explicite du degré du résultant résiduel en les coefficients
de chacun des polynomes f; (i.e. en chacun des V;), pour i = 0,... ,m, est
tres utile pour appréhender le calcul du résultant résiduel. Dans le cas par-
ticulier du résultant résiduel que nous étudions dans ce paragraphe, il est
possible de donner explicitement ces degrés si nous supposons que I'idéal G
est une intersection compléte. Plutot que d’utiliser la formulation du degré
du résultant résiduel donnée au paragraphe 3.1.1, nous préférons ici faire les
calculs “a la main” pour obtenir une formulation plus simple.

Le degré du résultant résiduel Resy en les coefficients de f;, noté N;, est
donné par la proposition 2.2.4:

Ni:/)zncl(gdj)v

ou cl(gdj) désigne la premiere classe de Chern de Gg,.

Proposition 3.2.3 On suppose que G est intersection complete. Pour tout
r € Q[T], on définit

r(y1) o r(yn)

Yoo Un

PT(y17"' 7yn):det . :
ypt yn—t

Soit d le m-uplet (dy,...,di—1,dit1,... ,dp), et soient op(d) = (—1)™,
oi1(d) = (1)1 X di, 02(d) = ZO§i<j§m didj, ..., om(d) = [[;Zo ds
les polynomes symétriques de d. Alors, le degré de Resy en les coefficients
de f; est

N; = J;rl’ (k1,... ykn),
ot 7i(T) = op(d) + Y%, omi(d) T € Q[T].
Preuve. Fixons i = 0 par exemple. On veut calculer No = [ [[i2; c1 (Ga,)-
D’apres [Fuls4], ¢1(Gy,) = d;H — E, ot H = 7*(h), h désignant la classe
d’un hyperplan générique de X, et E la classe du diviseur exceptionnel de
I’éclatement 7. On a alors

Ny = / [[e(Ga) = / 1 ((di H — E)(doH — E) -+ - (dp H — E))
X5 X
= / T <Z Om_(d) H™ L. El> = [ Y om(d@) (B,
X NS X 1=0
G étant de dimension m — n, la formule de projection nous donne

R (E™ =0 pour m>k>m—n. (3.4)
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Par conséquent, il vient

Ny = /X om(d)R™ + l; Om1(d) R (EY.

Puisque 7 est I’éclatement de X le long de G = (g1,... ,9n), on en déduit
que les transformées strictes de g1, ... , g, ne s’intersectent pas sur X, c’est-
a~dire:

m((k1H — E)(keH — E) -+ (knH — E)) =Y wy (k) k" mo(EY) = 0
=0

ott wo(k) = (=1)", wi(k) = (=" 30, ki, wa(k) = Zl§i<j§n kikj, -
wn(k) = [i~; ki- En intersectant cette classe avec h"~"~P . 1, (EP) pour
p=20,...,m—n, on obtient les m — n + 1 relations suivantes:

ptn
an+p_l(k) Pt (EY=0 pour p=0,...,m—n. (3.5)
l=p

Toute classe d'un cycle de dimension zéro est un entier multiplié par A™

dans I’anneau de Chow de X = P™. Ainsi, on note A; ’entier tel que
Rt (EY = A h™.

Les relations(3.4) et (3.5) nous donnent le systeme linéaire

Ap=1
Aj=-=A, 1 =0 (3.6)
Zf:;wn+p_l(k)Al =0 pourp=0,...,m—n

que 'on peut mettre sous la forme

Ao 1
Ay 0
: - : ’

A 0
ou T est une matrice triangulaire inférieure avec 1 ou -1 sur la diagonale. En
particulier, cela implique que Ag,...,A,, sont des fonctions polynomiales
en ki,... ,ky,. Nous allons calculer ces fonctions polynomiales, en supposant
pour le moment que les k;, pour i = 1,... ,n, sont tous distincts.

Soit A la forme linéaire définie sur Q[T] par
A1)=1, AT)=0, ..., A(T"" 1) =0, A(T'q) =0, 1 >0,

ot ¢ = > 1Ly wy—i(k) T!. On remarque que (A(Ti))izo _,, est T'unique so-
lution du systéme (3.6). Comme la forme A est dans 'orthogonal de l'idéal
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engendré par le polynome ¢, dont les racines sont ki, ... ,k,, elle est de la
forme
A=oa1 1+ +aplg,

avec 1y, : p € Q[T] — p(k;) € Q, et oy € Q satisfaisant les équations

AlD)=a1+-+a,=1
A(T):a1k1+'--+ankn:0

AT ) = ank ™ + -+ ankl !t =0.

En résolvant ce systeme par les regles de Cramer, on obtient

0 e 0 1 0 e 0
kr oo kir ki ki oo Ry
aipl = det . . . . . )
BT RS KT OR e Ry
ou P; est le n x n déterminant de Vandermonde de k1, ... , k,, et pour tout

leN,
n
AMTY =M= aiki=Sp(ky,... k),

i=1
avec S, = % pour tout r € Q[T]. La fonction y = (y1,...,yn) — Pri(y)
s’annule lorsque deux coordonnées de y sont identiques, et donc est divi-
sible par le déterminant de Vandermonde P;. Par conséquent ’application
y — Spi(y) est une fonction polynomiale et est bien définie lorsque les coor-
données de y ne sont pas toutes distinctes. Ainsi, la solution au systeme (3.6)
pour n’importe quelle valeur de k est (Spu (k))lzo,,.. - Comme Ny = A(ro),
on déduit par linéarité que No = S, (k). O

Donnons quelques calculs de degrés dans des cas particuliers :
— G définit des points: Si n = m, on obtient
do- - dp,

Ny=20m ek
d; !

— G définit une courbe: Si n =m — 1, on obtient
Nij= =" kyeknoa(do + o 4 o — di — kg — - — 1),

— G définit une hypersurface: Sin =1, N; = H#i(dj — k1). Cest bien
le degré attendu car on a dans ce cas f; = h;1(x)g1(z) pour tout i =
0,...,m, et le résultant résiduel est donc égal au résultant multivarié
des polynémes ho1(z),... ,hm1(z). Ce résultant est effectivement de
degré [, ;(dj — k1) en les coefficients du polynome h; 1(z).
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Dans les deux paragraphes suivants nous allons décrire une matrice qui
permet de calculer le résultant résiduel Resy que nous venons d’étudier,
dans le cas ou GG est une intersection complete. Cette matrice combine deux
blocs du type Macaulay qui font intervenir des multiples monomiaux des
polynomes fo, ... , fm, et des multiples monomiaux des mineurs de la matrice
H = (hij)i<i<no<j<m- La construction de cette matrice est basée sur la
résolution de l'idéal (F' : G) = {f € R : f.G C F}, avec G intersection
complete, donnée par W. Bruns, A. R. Kustin et M. Miller dans [BKM90].

3.2.2 Résolution du résiduel d’une intersection complete

Dans ce paragraphe R désigne toujours 'anneau gradué Kz, ... , ).
On se donne n polynémes homogenes g1, . . . , g, de degré respectif k; > ... >
ky, et on suppose qu’ils forment une suite réguliere sur R, c’est-a-dire que
l'idéal I = (g1,...,9n) est une intersection complete. On se donne de plus
I'idéal homogene J engendré par les p > n polynéomes homogenes fi,... , f;
de R, de degré respectif dy > ... > d,, définis comme en (3.3), c’est-a-dire

file) = 200 hia(z) gi()

folz) = Z?:l hip(z) gi(z)

avec h;; = Z| al=d;—k; bl x le polyndéme homogene générique de degré
d; — k;. On définit Ry comme étant I'anneau polynomial des parametres
c = (c¥), i.e. Ry = K]c], et R, l'anneau polynomial Ry[zo, ... ,zm|. Nous
considérerons R, comme une Rp-algebre graduée en posant deg(ciozj ) =0, et
deg(z;) = 1. On a la relation J C I C Ry. Enfin, on pose A = (J : I) C Ry,
I’idéal résiduel de J par I.

Nous allons a présent décrire brievement une résolution libre minimale
et graduée de I'idéal A. Cette résolution est tirée de l'article [BKM90].
On note P (respectivement N) le Ry-module libre R (respectivement RY)
de base canonique (v;)1<i<p (respectivement (w;)i<i<n). On gradue ces deux
modules en posant deg(v;) =d;, i =1,...,p, et deg(w;) = ki, i =1,... ,n.
La matrice de polynémes [g1,... , g, définit un morphisme gradué de R,-
modules ¢ : N* — Ry, ot N* désigne le module dual du module N. Puisque
J C I, il existe une matrice H = (h; j)1<i<n,1<j<p, de taille n x p, telle que

[fla"- >fp] = [glv'-‘ agn]H

Cette décomposition s’écrit aussi f; = > i, h;jgi, et donc les h;; sont
des polynomes homogenes de degré d; — k;. La matrice H définit ainsi un
morphisme gradué de Ry-modules ¢ : P — N*.
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On considére a présent le bicomplexe BY(v), ¢)

0 - KJloAN'P — ... - Ky '9A\"P — ANV'P
! ! |
! ! !

0 - Kl ,®@N\’P — ... - KioA\"P — NP
! !

0 - K\, eN'P — ... - K{oA\'P — IND

ou les morphismes sont définis comme suit. La colonne la plus a droite
correspond au complexe de Koszul K (v o ¢), tronqué a l'ordre n, induit par
la composition ¢yo¢ : P — R, qui est représentée par la matrice [fi,..., fp).
Pour tout couple d’entiers positifs (a,b), on définit K2(N) comme le noyau
de 'application de Eagon-Northcott

b -1
772 : Sa(N)®/\N* — Se—1(N) ® /\N*,

induite par I'application identité N* Td, (Se désigne I’algebre symétrique,
et \°* désigne I’algebre extérieure). L’application 1® est donnée par

b
Na(Wiy « o Wiy, @ W5 AL ANw),) =

s+1 T *
wi, ( ])wzl...w w1a®w A AW AL AW

M@

a
r=1 s:l

La proposition 1.13 de [BKM90] montre que K2(N) est un R,-module libre

de rang
n—a—1-—05 n+a
a b )

Maintenant pour tout entier 0 < a < p — n, on peut définir un complexe
(Kaa K/a)7

r

n—1 1
0— K" '(N) 2o .. = KNN) 22 KO(N),

olt les applications &% : K4(N) — K '(N) sont induites par la différentielle
id®@’ du complexe S,(N)RK (1)), K(¢) étant le complexe de Koszul associé
a l'application ¢ : N* — R,. Les colonnes du bicomplexe BY(v, ¢), exceptée
la plus & droite, sont données par les complexes K, @ A" P. Il nous reste
a définir les lignes du bicomplexe B9(1), ¢).

Pour tout couple d’entiers positifs (c, d), il existe un complexe (R4, pc,d),

p o7 d+1 d+1 d
0— Kiy(N)o AP 4 o Kj(N) o A\ PES Kg(N) @ A\ P,
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dans lequel la différentielle pf;d : K;_d(N) ® /\j P — K;_l_d(N) ® /\j_1 P
est induite par ’application

) c 7 c j—1
id®@mn;_,: /\N* @ (Sj_aN ® /\P) — /\N* ® (Sj_1-aN ® /\ P).

Dans le corollaire 2.7 de [BKM90], il est montré que pour tout entier positif
b, le complexe Ry, ;, peut étre augmenté par une application e KS@/\” P—
/\b P. Ces complexes augmentés forment les lignes de notre bicomplexe
BY9(v, ¢). Notons au passage que la ligne du bas s’identifie au complexe
bien connu de Eagon-Northcott associé au morphisme ¢,

p n
0— S n(N)@ \NP— ... — S(N)® A\ P — R,.

Nous pouvons & présent énoncer le résultat principal de [BKM90] que
nous allons utiliser par la suite. Nous rappelons tout d’abord la définition
d’intersection résiduelle (voir [HUS8S]).

Définition 3.2.4 Soient C' un anneau gradué Cohen-Macaulay, et soit V
un idéal homogéne de C. Soit U = (uq,...,us) & V un idéal homogéne
de C, et W = (U : V). Si t(W) > s > ht(V), alors W est appelé une
s-intersection résiduelle de V' (par rapport a U). Si de plus, U, =V, pour
tout p € V(V) vérifiant ht(p) < s, alors on dit que lidéal résiduel W est
une s-intersection résiduelle géométrique de V.

On note TY(¢), ¢) le complexe total du bicomplexe B9(1), ¢).

Théoreme 3.2.5 [BKM90| Si on spécialise tous les coefficients ¢ des po-
lynémes fo, ..., fm dans K, le complexe spécialisé T(¢,¢) du compleze
T9(, @), est une résolution minimale libre graduée de R-modules de R/ A, si
Vidéal résiduel A = (J : I) C R est une p-intersection résiduelle géométrique
de I.

Nous allons & présent montrer que le complexe total TY (v, ¢) est exact.

Proposition 3.2.6 L’idéal résiduel A = (J : I) C Ry est une p-intersection
résiduelle géométrique de I.

Preuve. Pour cela, il suffit de montrer que pour une spécialisation suffisam-
ment générique des polynémes fi, ..., fp, I'idéal résiduel A = (J : I) C R
est une p-intersection résiduelle géométrique.

Pour un choix générique des polynémes fi,..., fp, V(J)\ V(I) est vide
(cf. proposition 3.2.1). De plus, on peut montrer que pour tout p € V(I),
I, = Jy. En effet, on choisit fi, puis fo tel que {p € V(G) : fip =
fop € Gp} est de codimension 1 dans V/(I). Puis on choisit f3 tel que
{p € V(GQ) : fip = fop ou fop = f3p € Iy} est de codimension 1 dans
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V() et {p e V(G): fip = fop = f3p € Gp} est de codimension 2 dans
V(I). On construit de la méme fagon fy,..., f, et on obtient un ouvert
dense U C V(I) sur lequel I, = J,. Maintenant on peut choisir fp41,..., fp
tels que I, = J, avec p € V(I) \ U puisque n < p. Par conséquent, I, = J,
pour tout p et Ay = (Jp : Ip) = Rp. On déduit que V(A) est vide et que A
est une p-intersection résiduelle géométrique.

Notons ici qu’en utilisant la proposition 3.2.1 on obtient une preuve
plus simple (signalée par David Cox). La proposition 3.2.1 implique que
I%% = J%4 De plus les idéaux I et I** ont les mémes localisations, tout
comme les idéaux J et J%. Il s’en suit immédiatement que I, = J, pour
tout idéal homogene premier p. O

Corollaire 3.2.7 Le complexe total T9(1,¢) est une résolution minimale
libre graduée de Rq-modules de Ry/A.

La premiere différentielle du complexe TY (1, ¢) est définie par

01t (Digin<<ingp Bg vis Ao Avi,) @ (B Rg vi) — Ry
Vi, A Ay, AV,
Vg = fiv

ou Ay, ... 4, est le déterminant de la sous matrice de H correspondante aux
colonnes i1, ... ,i,. On en déduit que A = J + I,,(H), ou I,(H) est I'idéal
de R, engendré par tous les mineurs n x n de la matrice H.

Rappelons a présent les notions de régularité de Castelnuovo-Mumford
et de saturation d’un idéal (voir [Eis94], [BS87]). Soit d € N, on note Ry(—d)
I'algebre graduée R4 ol les degrés sont tordus par —d. Pour tout idéal gradué
I de Ry, Ijy désigne la composante de degré d de I.

Définition 3.2.8 L’idéal résiduel A C Ry est dit r-régulier s’il existe une
résolution libre de A de la forme

0— @jRy(—erj) = — OjRy(—e1j) = OjRy(—eoj) = A—0

avec e; ; < r+1 pour tout i,j. La régularité de Castelnuovo-Mumford (ou
simplement la régqularité) de A est le plus petit entier r pour lequel A est
r-réqulier.

En remarquant que la propriété d’étre r-régulier entraine la propriété
d’étre r-saturé (un idéal I est r-saturé si Iy = I°% pour s > r, [BS87],
1.3), on a la proposition suivante.

Proposition 3.2.9 Si A est une p-intersection résiduelle géométrique de
I, dans R ou dans Ry, alors A est v-régulier pour

v>vgk=di+ - +dp—p+1—(p—n+1)k,.
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Preuve. Cette borne sur le régularité de A est obtenue a partir du complexe
T(¢,¢) (ou TI(¢, ¢) suivant le cas) qui est une résolution de A sous les
hypotheses de la proposition. En partant de la partie droite du complexe,
on remonte les applications les unes apres les autres, bornant a chaque fois
le degré des générateurs. O

3.2.3 Calcul du résultant résiduel

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer les résultats du paragraphe
précédent a la situation du résultant résiduel d’une intersection complete du
paragraphe 3.2.1. On rappelle que fo, ..., fm, g1,--- , gn sont des polynémes
homogenes de degré respectif dy,... ,dm, k1,... ,k, tels que n < m + 1,
doy>--->dn>k >--->kyetd,>k,+ 1. R désigne toujours 'anneau
gradué K[zo, ... ,z,;]. On définit Ry comme étant I’anneau polynomial des
parametres ¢ = (c5’) définis en (3.3), i.e. Ry = K|c], et Ry 'anneau polyno-
mial Ry[xo, ... ,Zm]. Nous considérerons R, comme une Ry-algebre graduée
en posant deg(ch’) = 0 et deg(z;) = 1. Notant F = (fo,...,fm) C R,
et G = (g1,...,9n) C R, on a la relation FF C G C R,. On définit
la matrice H, de taille n x (m + 1), comme la matrice des polynomes
hij = Ylaj=d;—k, Ca’ % elle vérifie ainsi (fo,...,fm) = (91,-.. . gn) H.
Enfin, on suppose que G est une intersection complete. Nous dirons que I'on
spécialise les polynémes fy, ..., f; dans K si on spécialise tous les coeffi-
cients ¢ dans K. L'idéal F' = (fy, ..., fim) devient alors un idéal de R.

Le corollaire 3.2.7 montre que le complexe TY est une résolution de F'
comme R, -module. Nous allons nous concentrer sur l'application 0; de ce
complexe.

Définition 3.2.10 Pour tout s € N, on note 01 U'application 01 en degré
s:

OLs : D Ropa, sk | D Boa) — By
=0

1,0<i1<...<in<m

telle que

os((an)1, (g0, - -+ v am)) = ZQIAI +qofo+ -+ gmfm-
I

Sa matrice dans les bases monomiales correspondantes est notée My .

Le polynome A;, . ;. est le mineur n x n de la matrice H correspondant
aux colonnes i1, ... ,%,. C’est un polynome bihomogene de degré d;, +-- -+
di, — Y i ki en les variables o, ... , Zp,, et de degré n en les coefficients c.

in
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Proposition 3.2.11 Soit v un entier tel que
m
VZVd7k:Zdi—m—(m—n+2)k:n.
i=0

On suppose que les polynomes fo, ... , fm sont spécialisés dans K, alors les
trois propositions suivantes sont équivalentes :

i) Resv(fo,...,fm) #0,

ii) L’application 0y, spécialisée est surjective,
ZZZ) Fsat — Gsat

) V(F:G)=0.

Preuve. Clairement, V(F : G) = () est équivalent a (F : G)% = (F5% .
G5 = R, c’est-a-dire & F** = G, D’apres la proposition 3.2.1, il suffit
donc de montrer que ii) est équivalent a iv).

Tout d’abord, supposons que V(F : G) # (), alors il existe un point { € P™
tel que Ar(¢) = fj(¢) = 0 (les mineurs n x n de la matrice H sont dans
(F' : G) par les regles de Cramer) et donc tout polynoéme dans I'image de 01 ,,
s’annule en ¢ et 01, n’est pas surjective. Inversement, si V(F : G) est vide,
alors (F': G) est une (m + 1)-intersection résiduelle géométrique de G, et le
complexe T est exact. Par la proposition 3.2.9, on déduit que la régularité
de (F' : G) est bornée par vqx. Ainsi 'image de 01, est exactement Ry,
pour tout v > vq k. a

Proposition 3.2.12 Tout mineur non nul de taille dimg(Ry,)) de la ma-
trice M1, est un polynome multi-homogéne en les coefficients de fo, ... , fm,
et est un multiple du résultant résiduel Resy € K]c].

Preuve. Soit p un mineur non nul de taille dimg (R[,]) de la matrice My ,,. 11
est clair que p est un polynome homogene en les coefficients c.

On rappelle que X = P™ et que 7 : X - X désigne I’éclaté de X le long
du faisceau d’idéaux associé a I'idéal G. Si X est 'ouvert dense non vide
de X défini comme le complémentaire du diviseur exceptionnel de X, on
note Z° = {c : 7*(fy),... , 7 (fm) ont une solution commune dans X°}.
Supposons qu'il existe cg € Z° tel que p(cgy) # 0. Pour cette spécialisation
co, 01, est surjective, et RQM = Fjy) + In(H)p,). Soit v € X9 une solu-
tion commune de 7 (fo),... , 7 (fm) et £ = w(y) € X \ V(G) sa projec-
tion. Nous avons fo(§) = --- = fm(§) = 0, et tous les n x n mineurs
de H s’annulent en £ puisque (gl(f),... ,gn(g)) est un vecteur non nul
qui satisfait ((g1(€),...,gn(§))H(€) = 0. Ainsi, pour tout élément p dans
I'image de 01,, p(§) = 0. En particulier, £* = 0 pour tout o € N" tel
que |a| = v. Mais cela est impossible dans P™, ce qui implique que p
s'annule sur Z° Comme X9 est dense dans X, Z° est aussi dense dans
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Z = {c: 7(fo),... ,7*(fm) ont une solution commune dans X}. p s’an-
nule sur Z°, et donc sur Z. Le théoreme découle de la proposition 3.2.1. O

Proposition 3.2.13 Pour tout i = 0,... ,m, il existe un mineur maximal
non nul de My, de degré N; (cf proposition 3.2.3) en les coefficients du
polynome f;.

Preuve. Soit F' 1'idéal (f1,..., fm) C R, ot les f; sont suffisamment généri-
ques. La variété V(F’ : G) est de dimension 0 et de degré Ny. Par la propo-
sition 3.2.6 et le corollaire 3.2.7, (F’ : G) est une m-intersection résiduelle
géométrique, et le complexe TY associé aux m polynoémes fi,..., fn, et aux
polynoémes g1, ... , g, est exact. La régularité v/ de (F' : G) est

V<di+tdn—(m—n+Dk,—m+1=vqx—do+kn+1<vak

(par hypothese d; > k, + 1,7 =0,...,m). Puisque la régularité de Castel-
nuovo-Mumford borne la régularité de la fonction de Hilbert pour 'idéal
(F' : G) (qui définit des points), pour tout s > v/, on a

dimK(F/ : G)[S] = dlmK(R[s}) - No. (37)

En effet, notant m = (zg,... ,2,) C Ret M = R/(F' : G), il existe une
suite exacte de cohomologie locale (voir [Eis94], appendice A4):

0— HY(F': Gl — Mg — H(Proj(R), M(s)) — HA(F": G — 0.

Comme s > v/, HL(F': G)j) = HL(F' : G)jy = 0 (voir [BS87]), et donc on
en déduit I'isomorphisme

Ry /(F' : G)y ~ H°(Proj(R), M(s)).

Soit (Ayr)pr ensemble des mineurs maximaux de la matrice H associée
aux polynomes fi,..., fm.
Considérons maintenant 1'idéal (F': G) en degré v, qui est engendré par les
multiples de degré v de fi,..., fm, des mineurs Ay, de fy et des mineurs
A?,, contenant la premiere colonne de H indexée par 0 et n — 1 autres co-
lonnes de H. Les multiples de fjy, A?,, sont de degré 1 en les coefficients de fj.
Par (3.7), les multiples monomiaux de degré v des polynoéme f1,... , f, Ap
engendrent un espace vectoriel L; de dimension dimK(Rg[y}) — Ny. Soit Lg
I’espace vectoriel engendré par les multiples monomiaux de degré v des po-
lynomes fo, A%,. Comme (F : Gy = Ry, ona Lo+ L1 = Ry - Ainsi,
on peut compléter une base de L; par Ny multiples monomiaux de fp, A?,,
pour obtenir une base de Rj,;.

Ecrivons la matrice des coefficients de ces polynémes. C’est une matrice
carrée de taille dimg (Rp,)) avec No colonnes représentant les No multiples
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monomiaux de degré v de fo, A(},,. En conséquence, son déterminant est un
polynéme non nul en les c, et de degré Ny en les coefficients de fo. Une
preuve similaire s’applique par symétrie pour ¢ =1,... ,m. O

Pour calculer un tel mineur maximal on procede en général par une
méthode dite incrémentale, c’est-a-dire que ’on ajoute les colonnes les unes
apres les autres et ’on vérifie a chaque fois le rang par spécialisation générique
des coefficients c¢. Remarquons que le calcul d’un tel mineur est rendu pos-
sible par la connaissance de sa taille, ce qui n’était pas le cas pour le résultant
résiduel d’un systéme projectif obtenu a ’aide des matrices Bézoutiennes.

Théoréme 3.2.14 Le pgcd de tous les mineurs mazximaux de la matrice
M1, est exactement Resy .

Preuve. D’apres le théoreme 3.2.12, le pged de tous les mineurs maximaux
de My , est divisible par Resy . Par la proposition 3.2.13, ce pged est au plus
de degré N; en les coefficients de f;. Comme le résultant Resy est aussi de
degré Nj en les coefficients de f; (proposition 3.2.3), on déduit que ces deux
polynomes sont égaux a une constante multiplicative non nulle pres. O

Ce théoreme donne un premier moyen de calculer notre résultant résiduel
comme un pged de m + 1 polynomes. On obtient ’algorithme suivant :
Algorithme:

1. Calculer la matrice My . -
2. Calculer un mineur maximal §; de degré N; en les coefficients de f;
pourt=20,...,m.

3. Retourner le pged de det(dp), ... ,det(dp).

On peut également obtenir notre résultant résiduel d’une intersection
complete comme le déterminant d’un complexe. On note TY (v, ¢), le com-
plexe T9(1), ¢) en degré v. C’est un complexe de Rp-modules libres.

Théoréme 3.2.15 Le déterminant du complexe TI(, ), est exactement
le résultant résiduel Resy pour tout v > vq k.

Preuve. Par le théoreme 3.2.5, le complexe T9(1), ¢), est génériquement
exact, c’est-a-dire exactex apres tensorisation par le corps des fractions de
Ry sur Ry. De plus, il est acyclique, c¢’est-a-dire que tous ces groupes de coho-
mologies sont nuls sauf en degré 0. Le théoreme 34 appendice A de [GKZ94]
nous dit que son déterminant est exactement le pged des mineurs maxi-
maux de l'application 0 ,, qui est exactement le résultant résiduel d’apres
le théoreme 3.2.14 O

Un algorithme pour calculer un tel déterminant (du & Cayley) est donné
dans [GKZ94], théoréme 14. Il est & noter qu’un tel calcul de déterminant
n’est pas tres efficace, et qu’on lui préfere souvent le calcul d’un pged.
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3.2.4 Lien avec le résultant multivarié
Le résiduel d’une hypersurface

Dans le cas n = 1, les polynomes fy, ..., f; sont tous divisibles par g;.
Ainsi le résultant résiduel que nous venons d’étudier correspond au résultant
multivarié des polynomes hy g, ... , him, puisqu’il s’annule si et seulement si
ces derniers possedent une solution commune dans P™. Le bloc de la matrice
M;, correspondant aux mineurs Ay est la matrice de Macaulay classique de
h1,0s ... ,him, qui permet de calculer le résultant multivarié standard de ces
polynomes (voir [Jou97]).

Le résiduel du vide

Dans le cas n = m—+1, les polynémes fy, ... , fin ne possedent générique-
ment pas de solution commune (V(G) = (). Le résultant résiduel est donc
juste la condition pour qu’ils possedent une solution commune dans P,
c’est-a-dire le résultant multivarié standard des polynomes fo, ... , fin. Nous
allons voir que la construction du résultant résiduel peut alors étre utilisée
pour obtenir une matrice plus petite que la matrice classique de Macau-
lay pour calculer ce résultant multivarié, prenant compte du support des

polynomes fy, ..., fm.
La matrice de Macaulay qui permet de calculer le résultant multivarié
des polynémes fy,... , fmn est définie comme suit (voir [Jou97]). On pose

d=>"",d; —m et on considére I'application :

Oa: Rolg_qg) D Ropa—a) @+ D Rog—g,; —  Rog
(QOa(h)"' 7Q’m) = Z:i()c_hfz

La matrice de Macaulay est la matrice de cette application a laquelle on
enléve des colonnes pour la rendre carrée et génériquement inversible. Les
colonnes que 'on garde sont indexées par les sous-ensembles suivants des
Ry [d—d;] *

~ No= Rg[d—do]

- Ny ={z%:|a|=d—d et ap < dp} C Rg[dfdl]

- Ny = {xa : \a| =d—dsy et ay < dg,a1 < dl} C Rg[d—dg]

- N, = {xa : |04’ =d—dny et ag<dg,...,am 1< dm—l} C Rg[dfdm]

Cette matrice est donc de taille le nombre de monémes homogenes en les
variables g, - , 2, de degré d = Y " d; —m, et fournit un multiple du
résultant multivarié de bon degré en les coefficients du polynéme f,,.
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Maintenant notons ko, ... , k, des entiers positifs tels que I'idéal G = (Z'ISO,

., xFm) contienne l'idéal F = (fo,..., fm). Le résultant multivarié des
polynoémes fy, ..., fm est égale au résultant résiduel de F par G, et on peut
donc utiliser la matrice My, 4 bour calculer ce résultant multivarié. On
remarque que la matrice H est carrée et donc ne possede qu’un seul mineur
que P'on note A de degré § = > (d; — k;) en les variables zq, - , Z,. La
matrice M 4, est la matrice de application 0, , définie par

Rg [va,k—do] @ T @ Rg[l/d,k—dm] @ Rg [Va,k—9] - Rg[Vd,k]
(QO7"‘ 7q7TL7Q) = qA+ZZZOquZ

En spécialisant chaque polynéme f; en x?i, on peut montrer que la sous-
matrice de My, 41 construite en gardant les colonnes de My, ak indexées par
les sous-ensembles suivants est un multiple non nul du résultant de bon degré
en les coefficients du polynéme f,, :

va,k—do]

-~ N1 ={2%:|a| =vax —di et ap < dp} C Rg[Vd,k_dl]

~ Ny = {2 ¢ o] = vax —dm et a9 < do,... -1 < dp-1} C
Ry (y g se—dum)
- M = {:L'a : ’O{‘ = Vd,k_6 et (7)) S d()—l, e 7 S dm—l} C Rg['/dk*(ﬂ.

Cette matrice est de taille le nombre de monémes homogenes en les variables
xo, -, Tm de degré vg x = d—min(k;), et est donc plus petite que la matrice
de Macaulay, tenant compte de la “géométrie” du support des polynoémes
fi-

Remarquons que dans le cas particulier kg = --- = k,,, = 1, la matrice que
nous venons de construire est exactement la matrice donnée par J.P. Joua-
nolou pour calculer le résultant multivarié en degré d — 1 (voir [Jou97]), le
polynéme A étant la premiere composante du Bézoutien, et donc équivalente
au Jacobien modulo l'idéal (fo,... , fm)-

3.2.5 Exemples

On examine ici trois exemples de calcul de résultant résiduel d’une inter-
section complete. Des procédures permettant ces calculs sont implémentées
dans la bibliotheque Maple Multires.
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Le résiduel d’un point de P?
On considere le systéme suivant dans P?:

fo = aoz® + ar1zx + aszy + azxy + asx’

fi = boz? 4 bizx + bozy + bszy + byz?
fo = 2+ crzx + cozy + 3Ty + can?

On pose G = (x, z) et on applique la construction du résultant résiduel. On
a vgx = 2 et la matrice My ,,, de taille 6 x 6, est

ay by ¢y —brag+aiby —ciag+ajcy —c1by + bicy
ag by co —aszby+bzag apc3 —coaz  bocg — cobs
0 0 0 —bgoasz+asbg —coag+ ascs c3by — byeo

al bl C1 a0b4 — b0a4 apCq4 — Coa4 boC4 — Cob4

a b() Co 0 0 0
| a3 b3 c3 P1 P2 p3 1
ou p1 = —braz + arbs + asby — baay, po = —cras + aics + ascy — coay et

p3 = —c1bg + bics + bacy — coby.

Les degrés du résultant sont Ng = Ny = Ny = 3, et donc le déterminant
de cette matrice est exactement le résultant résiduel. Le résultant multivarié
s’annule identiquement, puisque (0 : 1 : 0) est une solution du systéme
générique. Si on compare le résultant résiduel avec le résultant torique, on
obtient une matrice plus grande, de taille 9 x 9, donnée par

az a2 a4 ap a 0 0 0 O
a 0 a; a9 0 a3 ag 0 O
0O 0 a O O a2 a1 az a4
b3 by by by by O 0O 0 O
b 0 by by O b3 by O O
0 0 bp O O by by b3 by
cg ¢ ¢4 ¢ ¢ 0 0 0 O

co 0 ¢ ¢ 0 ¢33 ¢4 0 O

0 0 ¢ 0 0O ¢ c1 c3 ¢4

Son déterminant (qui est le résultant torique) est égale au résultant résiduel.
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Le résiduel de deux points de P?

On considere le systéme suivant dans P2

fo = apz® +aizx + azy + azx® + azy?
fi = boz? 4 bizx + bazy + b3z? + byy?
fo = 2?4 crzx + cozy + c3x? + c3y?

on pose G = (z,2% + y?). On obtient vqx = 2 et un mineur maximal non
nul de la matrice My, est

ap by co 0 0 0

0 0 0 —=bies+ecibg —bacsg+ cobs —cias + aics
a1 b1 ¢ 0 —c3bg + bscg 0

co by o —c3by + bscg 0 apcs — Ccoas
ag by c3 0 —bicg + c1b3 0

az bs c3 —bacg + cobs 0 —coas + ascs

La formule pour les degrés donne Ny = N1 = Ny = 2, et on vérifie que le
déterminant de cette matrice est le résultant résiduel multiplié par c3(c1bs —
cs3by). Il possede le degré minimum Ny en les coefficients de fy. Dans ce cas,
les résultants multivarié et torique s’annulent identiquement.

Le résiduel d’une courbe de P3

On considere le systéme suivant de cubiques de P? contenant 1’'umbilic :

fo = (aoz+ar1y+azz+ast)(@? +y? + 2%)

+(agx? 4 asy® + ae2? + art? + agxy + agxz + arpxt + a11yz + aroyt + a13zt)t
fi = (box+bry+baz + bat)(x? + y? + 2?)

+(bax? + bsy? + be22 + brt? + bgwy + bozz + bioxt + b11y2z + b1oyt + bi32t)t
fo = (coz+cary+caz+cst)(@? +y? + 22)

+(C4CE2 + c5y? + c622 + crt? + cgry + coxz + croxt + c11yz + crayt + ci3zt)t
fs = (dox +diy + doz + dst)(z? + y? + 22)

+(d4332 + d5y2 —+ d622 + d7t2 + dgzy + doxz + dioxt + d11yz + di2yt + d13zt)t

On pose G = (t,z% + y? + 22) et on applique la construction. On obtient
vax = 6, No = N1 = Na = N3 = 15. La matrice My, est de taille 84 x 200.
Un mineur maximal de rang 84 dont le déterminant est de degré 15 en les
coeflicients de fy a été construit comme suit. On considere la matrice 84 x 120
de 'application 0; associée aux polynomes f1, fa, f3, et on extrait 69 colonnes
indépendantes (par spécialisation aléatoire). On ajoute a cette matrice les
colonnes de M; , dépendantes des coefficients de fy et indépendantes des 69
dernieres colonnes.

Notons que vqx = 6 est ici exactement la régularité. Si on calcul la
matrice de I’application 0 5, on obtient une matrice de taille 56 x 55. Notons
également que les résultants multivarié et torique sont identiquement nuls.



52 Chapitre 3. Etude algébrique du résultant résiduel

3.3 Reésultant résiduel d’un idéal de codimension
2

Dans ce paragraphe, nous allons étendre le calcul du résultant résiduel
d’une intersection complete défini en 3.2, au cas d’une intersection complete
locale projective Cohen-Macaulay de codimension 2. Pour cela nous allons
utiliser une résolution du résiduel d’un idéal de codimension deux basée
principalement sur le théoreme de Hilbert-Burch. Nous verrons également
qu’en nous restreignant au cas de trois polynomes dans le plan projectif les
résultats que nous obtenons sont plus explicites; c’est d’ailleurs la premiere
partie d’un travail qui a été présenté a la conférence ISSAC2001 [Bus01]. Sa
motivation premiere est ’utilisation d’un tel résultant résiduel pour résoudre
le probleme d’implicitisation de surfaces rationnelles avec points bases (voir
Chapitre 5).

La situation que nous allons étudier dans cette section est la méme si-
tuation que celle décrite au paragraphe 3.2.1, a la différence que nous allons
supposer par la suite que G est une intersection complete locale projec-

tive. Cette situation est la suivante. Soit P = Proj(K[zo,... ,zn]), et
soient g1,...,9n, € R = Klzog,...,zn] n polynomes homogenes de degré
respectif k1,... , ky, et do, ... ,d, m entiers positifs. On suppose que I'idéal
G = (91,.-. ,9n) de R est localement intersection compléte projective (i.e.

comme sous-schéma fermé de P™), et on considere le systéme suivant :

folz) = 371 hio() gi(z)
: : (3.8)

fm(®) = Xy him(@) gi(2)

ouxz € P™ et h; (x) = Z|a‘:dj*ki i) 2 est un polynéme homogene de
degré d; — ki, pour i = 1,...,n et j = 0,...,m. Les polynémes f;(x)

pour ¢ = 0,... ,m, sont des polynomes homogenes de degré d; dans 'idéal
G, et les coefficients ¢ = (cg’) sont appelés les parameétres du systeme.

Nous cherchons une condition sur les coefficients ¢ pour que le systeme (3.8)
possede une solution “en dehors” de la variété algébrique V(G) définie par
I'idéal G.

Avant d’aller plus loin, on remarque que la composante de codimension 1
de la variété V(G) peut facilement étre oubliée en divisant les polynomes
fo,---, fm par le pged des polynémes g1,... ,g,. Par conséquent, nous ne
considérerons par la suite que le cas pertinent ou G est supposé étre de
codimension au moins 2 (en fait dans ce qui suit nous supposerons que G
est de codimension exactement 2).
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3.3.1 Propriétés

Soit X = P™ = Proj(Klzo, ... ,zm]) U'espace projectif de dimension m
sur K. On se donne un idéal G engendré par n polynémes homogenes de degré
respectif k1 > ... > k,. Soit G le faisceau cohérent d’idéaux associé a G.
Fixons m + 1 entiers positifs dy, ... ,dy, telsque dy > -+ > dpy, > k1 > - >
ky, et notons G(d;) = G ®o, Ox(d;) pour i = 0,...,m. L'espace vectoriel
V; = H° (X,Q(di)) s’identifie & I’ensemble des polynémes homogenes de
degré d; qui sont dans la saturation de 'idéal G. L’éclaté de X le long de G
estnoté : X — X ; le faisceau image inverse G =n"1g. O est alors un
faisceau inversible sur X. Dans ce qui suit, le faisceau G @ 7* ((’) X(di)) est
noté Gdi’ F' désigne I'idéal de R engendré par les polynomes fy,... , fm et
onnote V=V&...0V,, E=e",0(d;).

Si G est une intersection complete locale projective de codimension 2
alors la proposition 3.2.1 nous dit que si d,,, > k, + 1, le résultant résiduel
Resy est bien défini et vérifie

Resy (fo,-o s fm) =0 <= FazeX:n*(fi)(x)=0 Yi=0,...,m
— FsatgGsat’

ou 7*(f;) est une section globale du faisceau inversible sur X, Qdi, et ou [
et G désignent les saturations respectives des idéaux homogenes F et G.
En particulier, s'il existe z € X \ V(G) tel que fo(z) = --- = fi(z) =0,
alors

ReSV(f(], ce ,fm) =0.

Remarque 3.3.1 F5% £ G5 est équivalent a (F5% : G5%) £ R, i.e. la
variété définie par l'idéal (F : G) est non vide.

On sait que ce résultant résiduel est un polynéme multihomogene en les
coefficients de chacun des polynoémes f;, a savoir de degré

Ni = / i H G,
B i
en les coefficients du polynoéme f;. Nous avons deux techniques disponibles
pour calculer ces entiers N;. La premiere est d’utiliser la formule que nous
avons développée au paragraphe 3.1.1 et qui exprime N; en fonction des
degrés d; et de la classe de Segre du sous-schéma associé a G. La deuxieme
méthode consiste a exploiter le fait que

Rys)
((f07 CIEaE 7f’i—17 fi-‘rlu o )fm) : G)[s]
pour s suffisamment grand et c suffisamment générique. A 1’aide d’une

résolution de l'idéal (fo,..., fi—1, fi+1,---,fm) : G, nous pouvons calcu-
ler ces entiers IV; par un calcul de séries de Hilbert. Nous donnerons un peu

Ni = dimK
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plus loin une telle résolution. Dans le cas particulier ot X = P?, ces deux
techniques mises a contribution, on peut exprimer simplement les entiers
N;.

Cas X = P2

Nous supposons donc & présent que m = 2 et donc X = P2. Le fais-
ceau d’'idéaux G définit un schéma zéro-dimensionnel Z composé de p points
Py,...,P,. On note e; la multiplicité du point P; dans Z. Comme G est
localement intersection complete, on a e; = dimg(Ozyp), ot Oz = Op2/G,
et donc y, ; &= dimgH(Z,0y).

Proposition 3.3.2 Le polynéme Resy est multihomogéne en les coefficients
de chaque V; de degré N; pouri=0,1,2, ou

dodyda d0d1d2 b
N = —— —dim mxH(Z,04) = =) e

v =1

Preuve. On fixe ¢ = 0. Nous devons calculer I'entier Ny qui, par les
propositions 2.1.3 et 3.2.1, vaut

[ e1(Ga)er Gy,
X

ou ¢ (Qdi) désigne la premiere classe de Chern du faisceau Qd et [ lap-
plication degré sur X. On note H = 7*(h), ou h est la classe d’un hy-
perplan générique de P?, E;, pour i = 1, ..., p, les diviseurs exceptionnels
de 'éclatement 7 au-dessus de chaque point P;. On a alors (voir [Ful84]),
cl(g}i) =d;H—Y" | E;. Puisque E;.E; =0sii # j, et H.E; = 0 pour tout
1=1,...,p, on déduit que

No = / (d1d2H2+ZE2

=1

Par propriété de I'application degré (voir [Ful84|, définition 1.4), on a
I’égalité :

p p
NOZ/(dldzHQ—I—ZEiQ):dldz/ h2+2/ F*(EZQ)
X i=1 X i=17%

Nous savons que | x h? = 1. De plus, d’apres le paragraphe 4.3 de [Ful84],
pour tout : =1,...,p, fX m.(E?) = —e;, ot la multiplicité e; est au sens de
Samuel. Il vient alors

p
N() = d1d2 — Zei.
i=1



3.3. Résultant résiduel d’un idéal de codimension 2 55

a

Si on suppose de plus que G est un idéal saturé, nous pouvons donner
un résultat plus explicite pour les degrés Ny, N7 et N, grace a la propriété
suivante: un idéal P C R = Klxg, 71, 22] définissant des points dans P?,
c’est-a-dire un idéal homogene saturé de codimension 2 de R, est de dimen-
sion projective 1.

En effet, la formule de Auslander-Buchsbaum donne :

pd(P) = grade(m, R) — grade(m, P) = 3 — grade(m, P),

ou m = (xp,x1,x2) est I'idéal irrelevant de R. On peut supposer qu’il n’y a
pas de points de I'idéal P sur la droite {z¢o = 0}, et donc on a:

xo.f e P= feP

On en déduit que xg n’est pas un diviseur de zéro dans P, et de plus que z;
n’est pas un diviseur de zéro dans P/xoP. En effet, si x1h 4+ zoq = 0 avec
h,q € P, alors h divise zg et donc h = xgh’. Mais puisque h € P, ' € P, h
est nul dans P/xzoP.

Finalement, on a grade(m, P) > 2. Puisque pd(P) # 0 (sinon P serait libre
et ne pourrait donc pas définir des points), on obtient pd(P) = 1, et donc
pd(R/P) = 2 (en fait, plus généralement, tout idéal @@ d’'un anneau A de
codimension 2 tel que A/Q est Cohen-Macaulay est de dimension projective
1 (voir [Eis94] théoréme 20.15)).

Le théoreme de Hilbert-Burch nous dit qu’il existe une résolution libre
minimale graduée de R-modules de l'idéal G de la forme (voir [Eis94],
théoreme 20.15) :

n—1 n
0— P R(~1;) L @ R(—k) 222, g, (3.9)
=1 =1

avec Z?’Z_ll Li=>0" k.

Proposition 3.3.3 On suppose que G est un idéal saturé et qu’il posséde
la résolution minimale (3.9), alors, pour i =0,1,2, on a

n—1 n
_ dodydy S =k

N.
! d; 2

Preuve. Nous avons un complexe exact de faisceaux sur P?:

n—1 n
0 — @D Op(~1i) % @ Ope(—ki) L Op — 05 — 0.
i=1 =1
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En tensorisant ce complexe par Op2(t) pour t > 0, tous les faisceaux interve-
nant dans ce nouveau complexe n’ont pas de cohomologie en degré supérieur
ou égal a 1 (voir [Har77] III, théoreme 5.2). On en déduit que le complexe
obtenu en prenant les sections globales est lui aussi exact, et que l'on peut
donc calculer dimgH®(Z,0yz) = dimg(R/G);, pour t > 0, & partir de la
résolution (3.9) de l'idéal G. O

Remarque 3.3.4 On remarque que dans le cas ot I'idéal G est une intersec-
tion complete, la proposition 3.3.3 donne le méme résultat que la proposition
3.2.3, a savoir

 dodyds

N;
d;

- klea
pour ¢ = 0,1, 2.

Dans les deux paragraphes suivants nous allons décrire une matrice qui
permet de calculer le résultant résiduel dans le cas ou m est quelconque.
La construction de cette matrice est basée, comme pour le cas du résultant
résiduel d’une intersection complete, sur la résolution de I'idéal résiduel (F :

G)={feR:fGCF}

3.3.2 Résolution de I’idéal résiduel

Soient A = Klzo,...,zy] un anneau de polynéme tel que m > 2, et
I = (g1,...,9n) un idéal homogene de A tel que A/l est de dimension
projective 2. On note k1 > ... > k, les degrés respectifs des polynomes
i, ,9gn. On considere les s + 1 polynomes suivants de degré respectif
do > ... > ds > kq, définis par:

fo(z) = 2204 hio(z) gi(x)

o) = S him(e) i)

ou h;; = ZI al=d;—k; kI 2% sont des polynomes homogenes génériques de
degré d; — k;. On note Ap I'anneau des polynomes des parametres ¢ = (ci;j )
c’est-a-dire Ay = K]c], et par A, I'anneau des polynomes Ag[zo,... ,Tmn].
Nous considérerons A, comme une Ap-algebre graduée, i.e. on pose deg(ch ) =
0 et deg(z;) = 1. On note également J C I C A, I'idéal homogene de A,
engendré par les polynomes fy, ... , fs.

Dans ce paragraphe, nous donnons une résolution de 'idéal résiduel (J : I),
sous les hypothéeses que nous venons d’énoncer. Cette résolution est extraite
de la preuve du théoreme 1.1 de [CEUO1]. Nous utiliserons cette résolution
par la suite pour calculer explicitement le résultant résiduel d’un idéal loca-
lement intersection complete Cohen-Macaulay de codimension 2.
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Le théoréeme de Hilbert-Burch nous dit que toute résolution libre mini-
male graduée de A-modules de I'idéal I est de la forme (voir [Eis94], théoréme
20.15) :

n—1 n
0 DAL L @ A(—ky) T g,
=1 =1

pour l'idéal I/J suivante:

ol Z?__ll li =>"7 | ki. On en déduit la présentation graduée de A,-modules

n—1 S n

YD
P Ay (—1:) P Ag(—di) == P Ag(—ki) S I/ -0, (3.10)
=1 =0 i=1

ol ¢ est la matrice (hi,j)lgign,OSjgs'
On remarque maintenant que l'on a:

Anna,(coker(Y © ¢)) = Anna,(I/J) = (J : I),

et on rappelle le théoreme suivant de Buchsbaum-Eisenbud (voir [BE77]):

Proposition 3.3.5 Soit S un anneau noethérien et o : S™ — S™ un mor-
phisme tel que m > n. Alors,

Anng(coker(a))™ C I,(a) C Anng(coker(a)),

ot I (a) désigne l'idéal engendré par les mineurs mazimauz de la matrice
de o. De plus, si grade(I,(a)) = m—n+1, alors I,(o) = Anng(coker(a)).

Maintenant 1'idéal (J : I) est une s + l-intersection résiduelle de I dans
Ay, c'est-a-dire codim(J : I) > s+ 1 (voir [HU88]). Puisque 'anneau A, est
Cohen-Macaulay nous avons codim(J : I) = grade(J : I), et donc grade(J :
I)>s+1=(n+s)—(n)+1. D’apres la proposition précédente, on conclut
que I,(v @ ¢) = (J : I). Par conséquent, on obtient une résolution de
I'idéal résiduel (J : I), en prenant le complexe de Eagon-Northcott, noté
D (1) ® ¢). Ce complexe gradué est défini comme suit (voir [BV80] 2.C pour
plus de détails, ou bien [Laz77]).

Soient M et N les deux Aj,-modules gradués définis par

n—1 s n
M = G_?Ag[_li] @Ag[_di] M) N = @AQ[_ki]-

Le complexe DI (¢ & ¢) est

0—>Ps+1iiPZiR_1iipli>Ag

ol P, = Si_1(N*)Q A" (M), S, désigne algebre symétrique, A\® Palgebre
extérieure, et * le module dual. L’application o est application A" (¢ @ ¢),
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et les applications df sont définies de la facon suivante: Soit ej,... , ents
une base de M, et by,...,b, une base de N, on pose

df (05, - 0) @ (e Ao Neg,)) =Dy (=)

t=1 v=1

A A
bi, (v @ ¢lej,))(by, ... b, ... )@ (ejy Ao Aej, Ao Aej,).

Proposition 3.3.6 Le complexe D§(1@¢) est une résolution minimale libre
graduée de Ag-modules de l'idéal résiduel (J : I). Cet idéal est vq x-régulier
avec

Vd7k=d0+...—|-ds—8(kn+1).

De plus, si on spécialise tous les coefficients ¢ dans K, le complexe spécialisé
Do(y ® ¢) de DY(Y @ ¢) est une résolution minimale libre graduée de A-
modules de l’idéal résiduel spécialisé (J : I) C A, si cet idéal est une s+ 1-
intersection résiduelle dans A. Dans ce cas (J : I) est aussi vgq x-régulier.

Preuve. Tout d’abord dans le cas générique, (i.e dans Ay) nous avons vu que
si (J : I) est une s + l-intersection résiduelle, alors I,,(¢ & ¢) = (J : I) est
de profondeur (n+s) — (n)+ 1. Le complexe de Eagon-Northcott DJ(y) & @)
est donc une résolution de l'idéal (J : I) (voir [BV80], théoreme 2.16). Un
calcul facile & partir de la description du complexe D (1) ® ¢) donne I’entier
Vd k-

Dans le cas spécialisé (i.e dans A), on remarque que la présentation (4.5)
donne toujours une présentation sur A par spécialisation, et donc, si on sup-
pose que (J : I) est une s + l-intersection résiduelle dans A, on obtient
que I,(¢ & ¢) = (J : I) est de profondeur (n + s) — (n) + 1. De la méme
maniere, le complexe de Eagon-Northcott Dy(1) @ ¢) de A-modules est donc
une résolution de (J : I), et le méme calcul que dans le cas générique donne
le méme entier vq x comme borne de la régularité de l'idéal (J : I) de A. O

On note MJ @ la matrice de 'application ¢ @ ¢ dans le cas générique,
c’est-a-dire dans (4.5). Soit A;, . ;. le déterminant de la sous-matrice de
taille n x n de la matrice Mi@ o correspondante aux colonnes i1, ... ,i,. Alors
la premiére application o du complexe DJ (1) @ ¢) est:

o
(02N @1<i1<---<in<n+s Ageil VAN €, Ag
e, N...Nej, — A

ilv--- 7in

Si 'on note oy, ,.. ;, le degré du polynome A; . ;. , alors I'application
précédente o en degré v, notée o,, est:

oy @Ag[l’—ail,..,,m]eil A Nej, — Ag[y],

ou A4y ] désigne la partie homogene de degré ¢ de la Ap-algebre graduée A,.

Nous noterons MY sa matrice dans les bases monomiales.
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3.3.3 Calcul du résultant résiduel

Dans ce paragraphe nous reprenons la situation de 3.3.1, dans le but
d’obtenir une formulation explicite du résultant résiduel d’un idéal Cohen-
Macaulay localement intersection compléete de codimension 2 en utilisant les
résultats du paragraphe précédent 3.3.2. R désigne ’anneau des polynomes
K[zo, ... ,zm]. On suppose que G est un idéal homogene de R engendré par
n polynémes homogenes g1, ... , g, de degré respectif k1 > --- > k,, et que
G est un idéal Cohen-Macaulay intersection complete locale projective de
codimension 2.

Soient fo, ..., frm m-+ 1 polyndémes homogenes comme définis dans (3.8), de
degrés respectifs dg, ... ,dpy, telsque dy > ... > d,, > k1 et d,, > k,+1. On
note A = K|c], Ry 'anneau des polynémes Ry = Alzg, ... ,zn], et F I'idéal
homogene de R, engendré par les m + 1 polynémes fo, ... , fn,. Nous dirons
que 'on spécialise les polynomes fy, ... , f, dans K si 'on spécialise tous les
coefficients ¢ dans K. Dans ce cas, 'idéal F' devient un idéal de I'anneau R.

Proposition 3.3.7 On suppose que les polynomes fo, ... , fm sont spécialisés
dans K, alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) ReSV(f(), e ,fm) 7'é 0,
it) Le morphisme o, du complexe spécialisé Do(1p B ¢) pris en degré v est
surjectif pour v > vq k,
i) V(F : G) =1,
iv) Fsat — Gsat_

Preuve. D’apres la proposition 3.2.1 et la remarque 3.3.1, il reste seulement
a prouver que le morphisme o, est surjectif pour v > vqx, si et seulement
si la variété V(F : G) est vide.

Si V(F : G) est vide, alors (F': G) est une m + l-intersection résiduelle

dans R, et I'image de o, est (F': G), = R,, puisque v est supérieur ou égal
a la régularité de I'idéal résiduel (F': G).
Maintenant supposons que V(F : G) n’est pas vide. Alors il existe un point
¢ € P™ tel que tous les déterminants des mineurs maximaux A; ;. de
la matrice Myge (la matrice spécialisée de la matrice Mzg/zea ¢) s’annulent. En
effet, nous avons 1’égalité suivante:

(07 7O7f07"‘ 7fm) = (gla"' 7gn)M1/JEB¢7

et par les regles de Cramer, tous les A;, ;. sont dans I'idéal résiduel (F : G)
(on remarque que les polynomes fy, ... , f apparaissent comme de tels mi-
neurs, par le théoreme de Hilbert-Burch). On en déduit que tout polynome
dans I'image de 0, (v > vqk) s’annule en (, et donc que o, n’est pas sur-
jective. O
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Désormais, v dénote un entier supérieur ou égal a

dek:do—i—...—i—dm—m(kn—i—l)

Proposition 3.3.8 Tout mineur mazimal non nul de taille rang(R,) de la
matrice My (voir paragraphe 3.3.2) est un polynome multihomogéne en les
coefficients ¢ de fo, ..., fm, et un multiple du résultant résiduel Resy .

Preuve. Soit p un mineur maximal non nul de la matrice M. Il est clair
que p est un polyndome homogene en les coefficients de chaque f;, pour
1=0,...,m.

On rappelle que X = P™, que X est Péclaté de X le long du faisceau d’idéaux
associé a l'idéal G, et que Resy s’annule si et seulement si il existe un point
z € X tel que la section globale 7*(f;) de g}li s’annule en x simultanément
pour tout i = 0, ... ,m (voir la proposition 3.2.1). Soit X0 Pouvert dense non
vide de X défini comme le complémentaire du diviseur exceptionnel dans X,
et soit Z° = {c € [["y Vi : . € X *(fo)(x) = ... = 7*(fm)(x) = 0}. Sup-
posons qu’il existe cg € Z9 tel que p(cy) # 0. Pour cette spécialisation co,
o, est alors surjective, ce qui contredit la proposition 3.3.7. On en déduit
que p s'annule sur Z° Comme X° est dense dans X, Z° est aussi dense
dans Z = {c € [y Vi : 3z € X 7*(fo)(x) = ... = 7*(fm)(z) = 0}, et par
conséquent p s’annule sur Z, c’est-a-dire que p est un multiple de Resy. O

Proposition 3.3.9 Pour tout ¢ = 0,... ,m, il existe un mineur maximal
non nul de taille rang(R,) de la matrice M, de degré N; (voir le paragraphe
3.8.1) en les coefficients du polynome f;.

Preuve. On choisit une spécialisation des polynémes fy,... , fn, telle que
l'idéal résiduel (F' : G) est une m + l-intersection résiduelle dans R. On
note F” I'idéal (fi,..., fm). Par hypothese, (F’ : G) est une m-intersection
résiduelle, et son degré est Ny. La proposition 3.3.6 nous dit que (F’ : G)
est /-régulier pour

V=di+...4dn—(m—1)(kn+1) =vax —do+kn+1<vax

(par hypothese d; > k, + 1,7 =0,...,m). Puisque la régularité de Castel-
nuovo-Mumford borne la régularité de la fonction de Hilbert (voir preuve
de la proposition 3.2.13), pour tout s > v/, nous avons dimg(F’ : G)s =
dlmK(Rs) - No.

Considérons maintenant l'idéal (F' : G) en degré v. Il est engendré par les
multiples de degré v des mineurs maximaux de la matrice Mygg. La derniere
équation implique que les multiples de degré v des mineurs maximaux faisant
intervenir seulement les coefficients des polynomes f1,..., f;, engendrent



3.3. Résultant résiduel d’un idéal de codimension 2 61

un sous espace vectoriel L de dimension dimg(R,) — Ny de R,. Comme
(F: G), = R,, on peut compléter une base de R, par Ny multiples de degré
v des mineurs maximaux de la matrice Mygq faisant intervenir 'unique co-
lonne dépendant des coefficients de fy. Puisque de tels mineurs sont de degré
1 en les coefficients de fy, on en déduit qu’il existe un mineur maximal de la
matrice M,,, et donc de la matrice M), de degré Ny en les coefficients de fj.
Une preuve similaire s’applique par symétrie pour i =1,... ,m. O

Théoréme 3.3.10 Le pgcd de tous les déterminants des mineurs maximauz
de taille rang(R,) de la matrice M}, est exactement Resy .

Preuve. D’apres la proposition 3.3.8, le pged des mineurs maximaux de
la matrice MJ est divisible par Resy qui est multihomogene de degré N; en les
coefficients du polynéme f;. Maintenant la proposition 3.3.9 implique qu’il
existe un mineur maximal de la matrice M) de degré N; en les coefficients
du polynome f;. On en déduit que Resy est exactement le pged de tous les
mineurs maximaux de la matrice M. O

Ce théoreme donne une premiere méthode pour calculer notre résultant
résiduel :
Algorithme 1:

1. Calculer la matrice M7, , .

2. Calculer un mineur maximal §; de degré N; en les coefficients de f;
pourt=20,...,m.

3. Retourner le pged de det(dp), ... ,det(dy,).

Remarquons que les mineurs maximaux §; sont des matrices carrées de

taille rang(R,) = < V:;lm ) En pratique, pour calculer un tel mineur

maximal de MJ de degré N; en les coefficients du polynéme f;, on cal-
cule tout d’abord un mineur maximal de la matrice MY associée a 1'idéal
((f1,---,fm) : G), puis on la complete incrémentalement avec le bon nombre
de colonnes de la matrice M) dépendant des coefficients du polynéme fj.

I1 est aussi possible de calculer notre résultant résiduel comme le déter-
minant d'un complexe. On note D (¢ @ ¢), le complexe D (¢ @ ¢) en degré
v. C’est un complexe de A-modules libres de type fini.

Théoréme 3.3.11 Le déterminant du complexe Di (1 ® ¢), est exactement
le résultant résiduel Resy pour tout v > vq k.

Preuve. D’apres la proposition 3.3.6, le complexe D (¢ @ ¢), est généri-
quement exact, c’est-a-dire exact apres tensorisation par le corps des frac-
tions de A sur A, et est acyclique, c’est-a-dire que tous ses groupes d’ho-
mologies sont nuls excepté en degré zéro. Le théoreme 34 appendice A de
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[GKZ94] nous dit que son déterminant est le pged des mineurs maximaux
de l'application o,, qui est exactement le résultant résiduel d’apres la pro-
position 3.3.10. O

Le déterminant d’un complexe est généralement lourd a calculer et peu
efficace car il fait intervenir beaucoup de déterminants. Cependant dans le
cas m = 2, i.e X = P2, le complexe Di(y @ ¢), possede seulement trois
termes et peu donc étre utilisé pour calculer le résultant résiduel d’un idéal
définissant des points dans P?, résultant résiduel que nous utiliserons au
chapitre 5. Il est de la forme:

(n+1)n (n+1)(n+2)
2

T n(n+2) SRS
df2 dfl o
@ Rfy_&i] - @ Rf”‘ﬁi] - @ R[gu—ozi] - R[gu] (3.11)
=1 i=1 i=1

Un algorithme pour calculer le déterminant d’un tel complexe de mo-
dules libres (du a Cayley) peut étre trouvé dans [GKZ94], théoreme 14,
ou dans [Cha93]. Dans notre cas, on peut obtenir le résultant résiduel par
I’algorithme qui suit. Pour simplifier, on note le complexe D (¢ @ @),

O%Lgﬁ)LQﬂLli}Lo,

et By, B1, Bo, B3 des bases respectives de Lg, L1, Lo, Ls.
Algorithme 2:
1. Calculer un mineur maximal g du morphisme o : L1 — Lg. Cela
donne une base K1 C By avec §K1 = #By (ou § désigne le cardinal).

2. Calculer un mineur maximal 01 du morphisme df; : Ly — L1 \ (Kj).

Cela donne une base Ky C Bs avec #(K3) = §(B1 \ K1).

3. Retourner le résultant résiduel qui vaut %&%@, ol do est la ma-

trice de I'application dfy : Ly — Lo \ (K3).

Remarque 3.3.12 Avant de terminer ce paragraphe, on mentionne le cas
ol I'idéal G est une intersection complete de codimension deux. Dans ce cas
les deux matrices que nous avons définies pour calculer le résultant résiduel
sont alors identiques.

3.3.4 Exemples

Nous illustrons notre construction du résultant résiduel d’un idéal Cohen-
Macaulay localement intersection complete de codimension 2 par deux exem-
ples, un dans P? et un autre dans P?. Les calculs sont effectués a l'aide du
package Maple Multires qui implémente ces résultants résiduels, et du lo-
giciel Macaulay2 [GS].
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Trois points dans P?

On considere I'idéal saturé G = (xgx1, xor2, r122) de R. Cet idéal définit
trois points lisses de P? qui sont localement intersection compléte. Sa réso-

lution est:
2 3

0-EPR-3) L PR(-2) L6 -0,
i=1 i=1
—T9 0
avec 1) = rr —1 . v = (zox1, T0T2, T172).
0 To

On suppose tout d’abord que h; j(x) = cg ;L0 +cl17 Tt ci ;o2 sont des formes
linéaires de R[gl]. On trouve vgx = 3 et Ngp = N; = Ny = 6. La ma-
trice Mj est de taille 10 X 10 et son déterminant est exactement le résultant
résiduel. Dans ce cas le complexe D (1) @ ¢)3 dégénere en un isomorphisme
M - @7;121 R? — R.

Si maintenant on suppose que h;2 sont des formes génériques de degré 2
pour i = 0,1,2, alors vgx =4, No = N1 = 9 et Ny = 6. Dans ce cas Mj est
de taille 15 x 18 et le résultant résiduel est donné par le quotient de deux
déterminants. Nous verrons dans le chapitre 5 que le fait que le résultant
résiduel soit dans ce cas le quotient de deux déterminant n’est pas un hasard.

La cubique gauche dans P?

Le premier exemple qui vient a I’esprit d’un idéal localement intersection
complete Cohen-Macaulay de codimension 2 qui ne soit pas un idéal loca-
lement intersection complete saturé du plan projectif est la cubique gauche
de P3. Cette cubique gauche est définie par les trois mineurs de la matrice

rog I1 X2

1 x9 x3)°
c’est-a-dire par l'idéal G = (—2? + xoz2, —7122 + ToT3, —T3 + 7173). Le
théoréme de Hilbert-Burch nous donne la résolution suivante de 'idéal G :

2 3
0-EPR-3) L PR-2) L6 -0,
i=1 i=1
—XI2 I3
avec ¢ = ry —I2 y V= (95% — Xox2, T1X2 — Sﬂoﬂﬂa,xg — x123).
—X0 T

Posons nous le probleme suivant : Quelle est la condition pour que quatre
cubiques de P? contenant la cubique gauche posséde un point commun en
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dehors de cette cubique? On considére alors un systéme de quatre cubiques
fo, f1, fa, f3 de la forme

fi = hlji(x) (:L'% — 370.%'2) + hQ@(X) (l’l.%'g — 1'0.%'3) + h3’i<X) (l’% — .%‘1:(}3),

ou h;j(x) = ngxo + C}J:Ul + Cijl'g + cing sont des formes linéaires. On
peut appliquer la construction précédente pour calculer le résultant résiduel
de ce systeme. On trouve vgx = 3 et No = N; = No = N3 = 10. La ma-
trice Mj est de taille 20 x 20 et son déterminant est exactement le résultant
résiduel. Il donne une condition nécessaire et suffisante pour les quatre cu-
biques posseédent un point commun en dehors de la cubique gauche ou bien
une composante immergée sur la cubique gauche. Ce “ou bien” vient du fait
que le probleme posé est une condition ouverte sur les cubiques alors que le
résultant fournit toujours une condition fermée.

Avant de terminer ce chapitre, revenons sur les degrés Ng = N1 = Ny =
N3 = 10 du résultant résultant résiduel. Comme nous l’avons expliqué ils
peuvent étre calculés de deux fagons. Tout d’abord en utilisant la résolution
de l'idéal (fi1, fo, f3) : G pour Ny par exemple, c’est d’ailleurs cette méthode
que nous avons utilisé pour donner une formule dans le cas X = P?. L’autre
méthode consiste a utiliser la formule d’intersection décrite au paragraphe
3.1.1. Cette formule nous dit que, pour ¢ =0, 1,2, 3,

N; = 27—{ ﬁc(O(S)) N s(C, Pm)}o,

i=1
ol C désigne la cubique gauche. C' étant une courbe lisse, sa classe de Segre
s’exprime comme
s(C,P3) = ¢(NcP*) "t n[C],
et donc la suite exacte
0 — Te — Tpso — NcP? — 0
montre que
s(C,P?) = (1 + e1(Te) — e1(Tps o) N [C).
Soit H I'hyperplan générique de P2, on a alors

Vi = 21={ (4 9[H)) 1 (€] +1(Te) 0 (€)= a(Tamo) N ED |

que 'on peut écrire
N, =21 [ QU0 [C)+(Te) (] = (T o) N (€

On sait que [, c1(To) N[C] = 2 — 2g (voir [Ful84], exemple 3.2.13) ol
g désigne le genre de la cubique gauche, c’est-a-dire 0. De plus ¢(Tps) =
(14 H)* et donc ¢; (Tps|) = 4.deg(C)[C] = 12[C]. On en déduit que

N; =27 —(9.3+2—12) = 10.
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Chapitre 4

Résolution de systemes
polynomiaux et résultant

La principale motivation des constructions d’objets résultants est sans
aucun doute de fournir des méthodes de résolution pour les systemes algébri-
ques. Ces méthodes permettent d’aboutir, sous de bonnes conditions de
généricité, a des formulations matricielles qui transforment la résolution d’un
systeme non linéaire en un probleme d’algebre linéaire. Ces formulations ont
I’avantage d’étre continues par rapport aux coefficients des équations sur un
ouvert correspondant aux systemes dits génériques, et peuvent donc s’appli-
quer avec des coefficients approchés. Les méthodes de résolution basées sur
des techniques de bases de Grobner ne possedent pas cette qualité, ce qui
explique 'intérét croissant porté au résultant.

Dans les chapitres 2 et 3 nous avons vu que la connaissance des points
bases d’un systeme pouvait nous permettre de définir et calculer un résultant
non dégénéré pour ce systeme. Dans ce paragraphe nous allons montrer que
des algorithmes de résolution de systémes sans point base se généralisent
dans le cas des systemes que nous avons considérés pour le résultant résiduel.
Ainsi, apres une étude de classification des différents types de systeémes sui-
vant la géométrie de leur lieu base, on peut donner une méthode générique,
pour ce type de systeme, pour le résoudre. Ce chapitre se divise en trois par-
ties. La premiere partie est dédiée a I’extension de la notion de U-résultant
introduite par B. Van der Waerden, au résultant résiduel. Nous donnerons
au passage, une nouvelle démonstration des propriétés du U-résultant mul-
tivarié a l'aide de la formule dite de Grothendieck-Riemann-Roch. Dans la
deuxieme partie, nous généralisons des méthodes connues permettant de
calculer les solutions d’un systéme sans point base comme les valeurs et
vecteurs propres d’une matrice, au cas des systemes possédant un lieu base
vérifiant certaines conditions. Nous appliquons ensuite les résultats obtenus
pour déterminer le nombre de cylindres passant par cinq points. Enfin, dans
une derniere partie, nous rappelons comment il est possible de calculer les
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racines isolées d’un systeme polynomiale a ’aide d’une représentation uni-
variée. Cette méthode permet d’exploiter le résultant résiduel sur un espace
projectif.

Signalons que les résultants fournissent également des méthodes de résolu-
tion dites par perturbation. Le principe est de rajouter une nouvelle variable
(ce qui peut faire augmenter fortement la taille des objets utilisés) pour faire
disparaitre le lieu base. On récupeére ainsi un U-résultant comme celui que
nous allons voir, mais sous une forme développée et non matricielle (voir
[Can90]). Ainsi les résultats que nous allons développer ici montrent que
dans certains cas on peut “enlever” le lieu des points bases sans ajouter une
nouvelle variable, c’est-a-dire sans augmenter la complexité du probleme.

4.1 U-résultant

C’est dans son livre intitulé “Modern algebra” (volume IT) que B. Van der
Waerden introduit la notion de U-résultant (s’inspirant de certains travaux
de Kronecker, lui-méme influencé par des écrits de Galois qui reprennent
certaines idées de Lagrange). L’idée principale du U-résultant est de partir
de m polynoémes homogenes fi,..., fm € R = K[zg,...,zy], et de leurs
ajouter une forme linéaire L dépendante d’un parametre U. Le cas le plus
général correspond a

L(x) = upxo + w11 + - . + U T
Le U-résultant de fi,... , fn est alors défini comme le résultant multivarié

ReS]pm(L, fi,... ,fm) S K[uo,ul,... ,um].

L’intéréet de ce U-résultant réside principalement dans le théoreme qui suit,
nous en donnons ici une démonstration “géométrique” basée sur la formule
dite de Grothendieck-Riemann-Roch (voir [Ful84], chapitre 15).
Proposition 4.1.1 Supposons que la variété V(fi,..., fm) de P™ soit fi-
nie, alors
Respm (L, f1,... . fm)=c [  L",

pGV(f1,... 2fm)
ou iy désigne la multiplicité du point p € P et ¢ une constante non nulle.
Preuve. Rappelons briévement comment on construit le résultant multivarié.
Pour tout i = 0,...,m, on note V; = H°(P™, O(d;)) I'espace vectoriel des
polynomes homogenes de degré d; en les variables xg,... ,Z;. On définit
alors la variété d’incidence, notant Y = [[;" P(V;),

W ={(z, fo,-- -, fm) EP" XY : fo(x) =...= fm(z) =0} e P" x Y.

Cette variété de codimension m+1, est en fait munie d’une structure de fibré
vectoriel sur P™ par sa projection naturelle W — P™. Notant ¢ la projection
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P™ xY — Y, on définit alors le diviseur V de Y par V = ¢.(W) (projection
au sens des cycles). On montre alors que V est irréductible et réduit, et son
équation (définie & une constante multiplicative non nulle pres) est appelée
le résultant de Vp, ..., V,; son degré en les coefficients de V; est exactement
Hj;éi dj.

On se place maintenant dans la situation du théoréme, c’est-a-dire que
I’on suppose que dyg = 1, et que 'on spécialise le résultant en se donnant
des polynomes fi,... , fn qui définissent un sous-schéma zéro-dimensionnel
noté Z, de P™. Respm (L, fi1,..., fm) définit ainsi un diviseur V,, de Y, =
P(Vp) ~ P™. Ce diviseur est obtenu comme la projection par ¢ du schéma
W, C P™ xY,, ie. V, = ¢.(W,), dont le faisceau structural est défini par
la suite exacte

0= Ozxy(—=1;—1) 25 Oyyy — O, — 0. (4.1)

Le sous-schéma Z de P™ se décompose en une union disjointe de compo-
santes connexes [[?_; Z;, qui correspondent aux p points (non forcément

lisses) définis par fi,..., fi. Sil’on note P; le point lisse défini par Z;, on
voit alors clairement que le diviseur réduit associé¢ & V,, est [[?_; L(F;). 1l
faut donc calculer les entiers ny,... ,n, tels que
P
V=[] L@P)™
i=1

Pour cela nous allons utiliser la formule dite de Grothendieck-Riemann-Roch
(voir [Ful84], théoreme 15.2). Le morphisme ¢ étant propre, on a la relation

ch(q.Ow,).td(Y) = q.«(ch(Ow, ).td(P™ x Y)),

ou ch désigne le caractere de Chern, et td la classe de Todd (d’un faisceau
algébrique cohérent). Notons H le générateur de ’anneau de Chow de Y ~
P™, et h celui de P™. La résolution de Oz par le complexe de Koszul associé
a la section (f1,..., fm),

0— O]pm(—dl — .= dm) — ... @;ll(’)]pm<—di) — Opm — Oz — 0,
montre que ch(Ozxy) = ([]i%; di).h™. En tordant cette derniére résolution

par Opmyy(—1;—1), on obtient

ch(Ozxy (—1;-1)) = ﬁdi.(hm — H.h™) + O(H?).
=1

De la suite exacte (4.1), on déduit

m

ch(Ow,) = ch(Ozxy) — ch(Ogxy (—1;-1)) = ([ [ di).H.E™ + O(H?).
=1
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La classe de Todd de P, définie comme la classe de Todd du fibré tangent de
P™ | est telle que td(P™) = 1+ O(h), et la classe de Todd de P™ x Y est telle
que td(P™ xY') = td(P™).td(Y) = 1+O(h)+O(H). Le faisceau ¢, Oy, ayant
pour support le diviseur V,, de Y, on a que ch1(¢.Ow, ) = [V, et la formule
de Grothendieck-Riemann-Roch nous donne alors, par identification,

ch1(¢:0w,) = [Vu] = (] &i).H,

’ 5 . . e D _ m 1.
résultat que I’on attendait puisqu’il montre que > >, ; n; = [[;~, d;. Utilisons
a présent I’additivité des caracteres de Chern pour déterminer les entiers n;.

La décomposition en composantes connexes du sous-schéma Z = [[V_, Z;,
donne une décomposition de Oy = @€:10Zm et une décomposition de
Ow, = Eszlewé. Pour tout ¢ = 1,...,p, que 'on suppose a présent fixé,
on a donc une suite exacte

0= Ozxy(=1;=1) 25 00y — Oy — 0. (4.2)

En prenant une filtration simple de Oz, on montre, par additivité des ca-
racteres de Chern, que ch(Ogz,) = deg(Z;).h"™, ou deg(Z;) désigne le degré
du point Z;, qui correspond ici a la multiplicité u; de ce point. On obtient
alors

ch(Oz,xy(=1;-1)) = ch(Oz;xy ® Opmxy(—1;-1))
ch(Oz,xy).ch(Opmyy (—1;—1))
wi-h™(1 — H + O(h) + O(H?))
pi (W™ — H™) + O(H?).

La suite exacte (4.2) fournit la relation
ch(Owi) = ch(Oz,xy) — ch(Oz,xy (=1; 1)) = pi. Hh™ + O(H?),

et comme précédemment, la formule de Grothendieck-Riemann-Roch nous
montre que chq (q*(’)Wi ) = wi.H. Le faisceau ¢+Oyy; étant clairement sup-
porté sur 'hyperplan d’équation L(F;) = 0 de Y, on a que chi(qOy;i) =
wi[L(P;)]. On en déduit donc que V,, = [[F_; L(P;)"i, et retrouvons en pas-
sant, par additivité de ch et de qi, [[1", di = >0 1 pa-

O

Ce résultat, combiné avec les méthodes matricielles connues pour calcu-
ler le résultant multivarié (voir chapitre 1), nous permet de calculer expli-
citement la forme de Chow de l'idéal zéro-dimensionnel défini par les po-
lynémes f1,..., fm, qui est exactement le U-résultant. La factorisation de
ce U-résultant, lorsqu’elle est effectivement possible, fournit donc les zéros
des polynomes fi,... , fin avec leur multiplicité. Lorsque cette factorisation
est impossible, les techniques utilisées consistent a se ramener a la situation
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ou il n’y a pas de zéro sur 'hyperplan x¢o = 0 par exemple, et appliquer ce
méme résultat avec la forme linéaire L = ugxg + w;x;, ¢ > 0, pour récupérer
les i*®™€ coordonnées des points p € Z (voir [CLOY8], chapitre 3, paragraphe
5).

Nous allons a présent donner une version résiduelle de la notion de
U-résultant, que nous appellerons tout naturellement U-résultant résiduel.
Nous nous placerons tout d’abord dans le cas du résultant résiduel sur un
espace projectif (chapitre 3, paragraphe 3.1), puis nous traiterons le cas plus
particulier du résultant résiduel d’une intersection complete (chapitre 3, pa-
ragraphe 3.2). Le résultant résiduel d’un idéal de codimension 2 (chapitre 3,
paragraphe 3.3) étant obtenu de maniére tres similaire au résultant résiduel
d’une intersection complete, et les matrices obtenues pour le calculer ayant
la méme “structure”, nous ne traiterons pas explicitement le U-résultant
résiduel d’un idéal de codimension 2, qui se déduit aisément du U-résultant
résiduel d’une intersection complete.

U-résultant résiduel sur un espace projectif

On s’intéresse ici a la situation générale introduite au chapitre 3, para-
graphe 3.1. On se donne un idéal I de 'anneau R = K[z, ... ,z,,] engendré
par des polynoémes fi,..., fm, de degré respectif di,... ,d,. On note Z le
sous-schéma zéro-dimensionnel correspondant aux points isolés définis par
les polynémes f1,..., fm, et on suppose que Z est non vide. On note F' le
sous-schéma fermé de P™ défini comme la partie de dimension > 1 de I'idéal
des polynomes fi,... , fm.

Proposition 4.1.2 Soit L = ugzo+. . .+umTm une forme linéaire générique
et f un polynéme homogene s’annulant sur F' et pas sur Z, alors

Res(Lf, f1,... , fm) = ¢ [ | L(p)",

pEZ

ot Res désigne le résultant résiduel (par rapport a F), p, la multiplicité du
point p de Z et ¢ une constante non nulle.

Preuve. Cette preuve est presque identique a la preuve de la proposition
4.1.1. Notons Y =~ P™ D'espace projectif des formes linéaires L, i.e ¥ =
Proj(Kug, . .. ,um]). Le schéma d’incidence

W =A{(z,Lf, fr,-. . fm) €P" XY : Lf(z) = fi(z) = ... = fm(x) = 0}

se décompose sous la forme W = Wg [[ Wz, ot W est supporté sur F' x Y,
et Wz = [[ Wy, est supporté sur le schéma Z x Y. Le résultant résiduel étant
défini comme la projection de cette variété d’incidence apres éclatement du
sous-schéma défini par fi,..., fi, privé de Z, on en déduit que

[Res(Lf, f1,--- , fm)] = @:([Wz]),
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ou ¢ est le morphisme propre g : P x Y — Y. On est donc ramené exacte-
ment a la situation de la proposition 4.1.1. O

Nous avons vu au paragraphe (3.1) du chapitre 3, que la technique pour
calculer ce résultant résiduel, basée sur les Bézoutiens, permet en général
d’obtenir uniquement un multiple de ce dernier. Nous allons voir dans ce
qui suit, que la connaissance de la géométrie des points bases d’un systeme
permet de donner des résultats plus précis.

U-résultant résiduel d’une intersection compléte

On se place dans la situation introduite au chapitre 3, paragraphe 3.2. On
se donne n polynomes homogenes g1, ... , g, de degré respectif k1 > ... > k,
dans 'anneau R = K[zg,... ,Z;]. On note G l'idéal de R engendré par
ces polynomes, et on suppose qu’ils forment une intersection complete. On
se donne également n polyndémes homogenes fi,... , f;, de degré respectif
di,...,dn, appartenant a 1 ’idéal G, et tels que di > ... > d,, > kp et
dpm > kn + 1. On note Res le résultant résiduel associé a G (voir chapitre 3,
paragraphe 3.2), et on désigne par L(z) la forme linéaire générique ugzy +
UL + ... + UnTm-
Proposition 4.1.3 Soit f un polynéme homogéne dans l’idéal G C R, de
degré d > ky. Si lidéal (fi,...,fm) : (g1,--. ,9n) est une m-intersection
résiduelle géométrique, et que (f, fi,..- , fm) : (g1,--- ,gn) est une (m+1)-
intersection résiduelle, alors, dans l'anneau Klug, ... ,up], on a Uégalité :

Res(Lf, f1,... , fm) =c 11 L(&)"

ot pe désigne la multiplicité de & et c une constante non nulle.

Preuve. Les hypotheses de la proposition implique que 'idéal F' défini
un sous-schéma de la forme Z[] Zg, ou Zg désigne le sous-schéma défini
par I’ idéal GG, et Z un sous-schéma zéro-dimensionnel de P". Par le méme
argument que dans la proposition 4.1.2, on a

Res(Lf, f1, . ,fm) = Q*(WZ)7

ol ¢ est la projection ¢ : P XY — Y (Y = Proj(K[uo, . .. ,un])), et Wz la
restriction du schéma d’incidence & Z, qui vérifie la suite exacte

0— Ozxy(—1;-1) xL, Ozxy — Ow, — 0.

La preuve de la proposition 4.1.1 permet alors de terminer la démonstration.
O

Remarque 4.1.4 Dire que (F : G) est une (m+1)-intersection résiduelle
dans R est équivalent a dire que F¥% = G*% c’est-a-dire que V(F : G) = 0.
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Dire que (F' : G) est une m-intersection résiduelle géométrique signifie que
I'idéal F' définit exactement 1'idéal G' plus un nombre fini de points qui ne
sont pas supportés sur 'idéal G.

Pour la plupart des cas que ’on peut rencontrer, il est possible de choisir
le polynéme f comme étant I'un des polynomes g;, pour i € {1,... ,n}, si
I’on sait qu’aucune des solutions que 1’on recherche ne se trouve sur de tels
hypersurfaces (par exemple a l'infini). Pour des systemes ot I'on ne possede
pas ce genre de propriété, il suffit de prendre pour f un polynoéme générique
de degré assez élevé, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 4.1.5 Supposons que l'idéal (f1,..., fm) : (91,--- ,9n) est une m-
intersection résiduelle géométrique, alors, pour un polynome suffisamment
générique f € G de degré d > ki, Uidéal (f, f1,...,fm) : (g1,--. ,gn) est
une (m+1)-intersection résiduelle.

Preuve. Comme nous avons supposé que (fi,..., fm) : (g1,... ,gn) est une
m-intersection résiduelle géométrique, nous devons seulement trouver un
polynome f de degré ky dans I'idéal G tel que f(p;) # 0 pour tous les points
p; définis par

{pla--~ apzl} = V((fh vfm) : (gla-~~ 7971))'

Pour chaque point p;, il existe j; € {1,...,n} tel que g;,(p;) # 0. Ainsi, si
on multiplie g;, par un polynéme homogene de degré ki — k;, qui ne s’annule
pas en p;, on obtient un polyndéme homogene s; € G de degré ki tel que
si(pi) # 0. Maintenant pour un choix suffisamment générique de a; € K,
nous pouvons prendre f =7 | a;s;. O

Une application directe du U-résultant résiduel est de calculer les racines
résiduelles d’une intersection complete. Pour cela, il nous faut calculer le
résultant résiduel de la proposition 4.1.3. Ce calcul peut étre effectué en
calculant un mineur maximal d’'une matrice surjective de rang connu. Il
fournit exactement le résultant résiduel que nous recherchons car seule la
forme linéaire possede des parametres, et I’'on peut donc choisir de calculer le
mineur maximal de bon degré en les coefficients de ce polynéme (proposition
3.2.13 du chapitre 3).

Nous illustrons cette technique par ’exemple simple suivant. Soit le
systeme

fi = yz + 2 4+ 92
{ fo = —2242224 2%

Nous voulons connaitre les solutions de ce systeme qui ne sont pas dans
la variété définie par l'idéal G = (z,2% + y?). Pour cela nous calculons le
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résultant résiduel du systeme:

fo = (wor+uiy+ugz).z
fi = yz + 2? + y?
fo = =224 222 +2?

Ce résultant résiduel se factorise sous la forme
(up + up — 2ug)(up — ug + 2u2).

Nous en déduisons que les polynomes fi et fo possedent deux solutions
en dehors de la variété V(z,z% + y?), & savoir les points (1 : 1 : —2) et
(1:-1:2).

Bien sur, si dans notre exemple le résultant résiduel se factorise facilement,
cela n’est malheureusement pas toujours le cas. Le procédé que nous ve-
nons de décrire transforme en fait la recherche de racines résiduelles en la
factorisation d’un polynéme multivarié, et méme en la factorisation d’un po-
lynéme univarié si 'on choisit de prendre un forme linéaire avec deux termes
uniquement, par exemple ugxg — u1L1.

On peut remarquer dans ce qui précede, que le U-résultant résiduel d’une
intersection complete ne dépend pas du choix du polynoéme f nécessaire pour
le calculer. Nous montrons dans la section suivante qu’il est possible de
construire une matrice ne faisant pas intervenir un tel polynome f, et dont
le déterminant fournit le U-résultant résiduel. Nous montrons également que
cette matrice permet de retrouver les racines résiduelles d’un systéeme par
un calcul de valeurs et vecteurs propres.

4.2 Résoudre en calculant des vecteurs propres

Dans cette section, nous rappelons tout d’abord brievement les résultats
connus sur la résolution des systemes polynomiaux a l’aide de calculs de
valeurs et vecteurs propres (voir [EMO1], chapitres 3 et 4, et aussi [CLO9§],
chapitre 2, paragraphe 4). Nous montrerons ensuite comment le U-résultant
résiduel peut, tout comme le U-résultant multivarié, permettre de ramener
la résolution d’équations polynomiales en un probleme de valeurs et vecteurs
propres.

4.2.1 Propriétés des opérateurs de multiplications d’une alge-
bre zéro-dimensionnelle

On consideére la situation ou I est un idéal de 'anneau R = Kltq,. .. ,t,]
engendré par des polynomes fi, ..., fim, et tel que le quotient A = R/I soit
un K-espace vectoriel de dimension finie D. Cela est équivalent a dire que
la variété Z définie par l'idéal I est zéro-dimensionnelle, constituée de D
points, comptés avec multiplicité.



4.2. Résoudre en calculant des vecteurs propres 73

On note R (resp. A) Pespace des formes lindaires sur R (resp. A). Les
éléments de }A%, qui sont les évaluations aux points { € K™, sont notés 1¢ :
p — p(&). On peut identifier A avec I'ensemble des éléments A € R tels que
A(I) = 0. Ainsi, 1¢ € A si et seulement si € est un point de la variété Z.

Soit a € A. Intéressons nous & 'opérateur de multiplication par a dans

A:
M,: A — A
a — M,(b)=ab.

L’application M, induit ’endomorphisme transposé

Mi:A — A
A — M{(AN)=a-A=AoM,.

Les opérateurs M, et M! possédent ainsi les mémes valeurs propres. La
résolution des systémes polynomiaux par calcul de valeurs ou vecteurs propres
est basée sur le résultat suivant:

Théoréme 4.2.1 ([Mou98|, théoreme 2.2) Soit Z = {&1,...,&q} la variété
définie par l’idéal 1.

i) St a € R, alors les valeurs propres de M, sont a(&1),...,a(&). En
particulier, celles de My,, pouri =1,... ,m, sont les imes coordonnées
des racines &1, ... ,&q.

i) Sia € R, alors les évaluations 1¢,, ... ,1¢, sont des vecteurs propres
de M} associés respectivement aux valeurs propres a(&y1), ... ,a(&q). De

plus, ils sont les seuls (a multiplication par un scalaire non nul prés)
vecteurs propres communs a tous les endomorphismes M!, a € R.

On déduit alors le corollaire suivant :
Corollaire 4.2.2 Pour tout a € R,

i) trace(Ma) = 3 ce 7 meal§),
i) det(Ma) = [[eez al)"e,
ol e désigne la multiplicité de la racine &.

Ainsi, ces résultats ramenent la résolution de systémes polynomiaux en
un probleme de vecteurs propres, a la condition de pouvoir calculer les
opérateurs de multiplications. Nous allons montrer que nous pouvons récupé-
rer ces opérateurs a partir des matrices de type Macaulay, permettant de
calculer les U-résultants.

4.2.2 Opérateurs de multiplications et U-résultant

Pour commencer, nous décrivons la méthode utilisée pour calculer les
solutions d’un systéme de m équations polynomiales fi,...,fn € R =
K[zo, ... ,z;] homogenes, lorsque celles-ci sont isolées.
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Soit L la forme linéaire générique ugxg—+. . . +UmTmy. D’apres les résultats
du chapitre 1, section 1.2, nous savons qu’il est possible de construire une
matrice de Macaulay, notée M, de la forme,

E F

L | fi,.i-i,fm R,

ol E C R,_1 est un ensemble de mondmes homogenes de degré v—1, et dont
le déterminant fournit un multiple du résultant multivarié Res(L, f1,... , fm)
de bon degré [[;*, d; en les coefficients de L, c’est-a-dire en les variables
uQ, - - - ,Um. Les polynémes fi,..., f,, étant définis sur K, on en déduit
immédiatement que le déterminant de cette matrice de Macaulay est exacte-
ment le résultant multivarié Res(L, f1,... , fm). On suppose que le systéme
{fi,--., fm} ne possede pas de solution sur la droite zy = 0, ce qui est
toujours possible par un simple changement de variables. Alors, on peut
décomposer la matrice M en quatre blocs de la fagon suivante :

E F
A B on
C D RV \ (L‘()E

Les colonnes correspondant au bloc [A4, C]* représentent des multiples du po-
lynome L, celles correspondantes au bloc [B, D] représentent des multiples
des polynomes fi,..., fi,. On obtient le résultat suivant :

Proposition 4.2.3 On suppose que les polynomes f1,... , fm n'ont pas de
solution commune a linfini (i.e sur la droite xo = 0) et on pose zg = 1.
Alors la matrice de multiplication My, par L dans l’algébre quotient zéro-
dimensionnelle K[z1, ... ,zm]/(f1,- . fm)jwy=1, st donnée par la relation

M; =A— BD'C.

En appliquant le théoreme 4.2.1, on voit alors qu’il est possible d’obtenir
les solutions du systéme {fi,..., fi;,} par un calcul de valeurs ou vecteurs
propres. Dans ce qui suit, nous allons étendre cette technique de résolution
au cas du résultant résiduel d’une intersection compléte, cas oll nous savons
calculer ce résultant en terme de matrices du type Macaulay.
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4.2.3 Opérateurs de multiplications et U-résultant résiduel

Reprenons les notations de la proposition 4.1.3. Les m polynomes ho-
mogenes fi, ..., fm de degré respectif dy, ... ,d,, peuvent s’écrire:

filz) = 2 hia(2) gi()

fm(@) = 2 him(®) gi(2)

ou h;; = Zla\=drki i 2% est un polynome homogene de degré d; — k;.
On note H la matrice (h;j)i<i<n,1<j<m telle que F' = G H (G intersection
complete), et A;, ;. les mineurs de taille n x n de la matrice H correspon-
dant aux colonnes i1, ... ,%,. On suppose toujours que dy > ... > d,, > kq,
dp, > kn+1, m+1>mn, et que (fi,...,fm) : (g1,...,9n) est une m-
intersection résiduelle géométrique. On note F' 'idéal engendré par les po-
lynémes f1,..., fm.

Les propositions 3.2.11 et 3.2.13 du chapitre 3 donne le résultat suivant :
Proposition 4.2.4 Soitv=>3 " di—m+1—(m—n+1)k,.

1) L’idéal (F : G) est égal a (f1,..., fm, (D, in)1<ir<..<in<m), €t il est

v-régulier.
2) Pour tout s > v, la matrice My 5 de Uapplication 0 s définie par

11 Ris—diy —omdiy 500y ki) | X Bsmar) X oo X Ris—q,,) — By
[,1<ii<...<ip<m

telle que

os(an)r (a1, am)) = ZQIAI +aqfi++ Gmfms
T

est de rang #R5) — No, ou No est le nombre de points (comptés avec
multiplicité) définis par idéal (F : G).

Remarque 4.2.5 Une formule pour calculer 'entier Ny sous ces hypotheses
est fournie dans la proposition 3.2.3 du chapitre 2.

Comme toujours pour les calculs de résultants, nous avons besoin de
matrices surjectives. Nous allons donc nous efforcer de compléter la matrice
que nous venons de voir pour obtenir une matrice surjective.

Proposition 4.2.6 Soit L € Ryyj, et soit s un entier tel que s > v. On note
J Uidéal (L, (F : G)). Alors Uapplication 0y s définie par

I1 Ris—ay) —mdi 4300 ki) | X Bs—an) X X Bis—a,,) X Ris—1) — Ry

I11<iy <...<in<m
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telle que

do,s((an)1, (a1, -+ ,aqm,q)) = ZQIAI +aqfi+ -+ gmfm + qL.
T

est surjective, i.e. sa matrice Mo s est de rang #Rjy), si et seulement si Jsat =

R.

Preuve. Si la matrice est surjective alors clairement ’idéal saturé de J est R.
Maintenant si J** = R, alors L ne s’annule en aucun point défini par 1'idéal
(F : G). La régularité d’un idéal étant invariante en “coupant” par une
forme linéaire suffisamment générique ([BS87], lemme 1.8), J est v-régulier,
i.e. Jg = Rg pour tout s > v. O

Par hypothese, le quotient (Flz%ié)y est un K-espace vectoriel de dimension
finie. L’idéal (F' : G) étant v-régulier, la suite exacte de cohomologie locale

—_~

0— H(F:G)s — B — H°(Proj(R),(F : G)(s)) — Hi(F : G)s — 0,

(F:G)s
ou M = (zg,...,Zmn) C R, montre que pour tout s > v, on a
R
N() = dimK () .
(F:G)s

On peut donc construire un mineur maximal de la matrice My ,,, que 'on
note Sy, qui est de la forme:

oun B C R, 1 et #FE = Ny.

On suppose a présent que 'idéal (F : G) qui définit un schéma affine, ne
possede pas de points a l'infini que 'on suppose étre la droite g = 0. On
peut toujours faire une telle hypothése par changement de variables. Par
conséquent, si on spécialise la forme linéaire L en L(x) = z9, la matrice S,
spécialisée ainsi obtenue est toujours de rang #R,,, et on en déduit donc que

I’ensemble de Ny monomes zgF C R, est une base monomiale de %
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On peut donc décomposer S, en quatre blocs de la fagon suivante:

E F
A B JJQE
C D RV \ .CE(]E

On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 4.2.7 Soit L une forme linéaire et posons que xog = 1. Alors
la matrice de multiplication

Klz1,...,2n]/(F:G) — Klz1,...,2n]/(F: Q)
q — qL

dans la base monomiale Ey, qui est la base monomiale obtenue a partir de
E en posant xy = 1, est la matrice A— BD™C.

Preuve. Supposons tout d’abord que xg est toujours une indéterminée.
Nous voulons réduire les polynémes E.L modulo I'idéal (F' : G),. Cela peut-
étre réalisé par la calcul matriciel suivant :

(& 5) (5% )= (57°)

Le bloc A — BD~'C est exactement la matrice de I'application

ECR,1 — x9ECR,
q = qL
ol £oE est une base monomiale de K[onicx"L]”
Maintenant, si l’'on pose xg = 1, les ensembles monomiaux E et xoF de-
viennent tous les deux égaux a un ensemble Fy de monémes de K[z, ... ,zp]
de degré inférieur ou égal & v — 1. On reconnait ainsi le bloc A — BD~'C
comme la matrice de multiplication

K[z1,... s Tm]

(F:G) - Q)
q = qL
dans la base monomiale Ej de Kz, o] O

(F:G)
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Comme corollaire de ce résultat, on obtient une nouvelle fagon de calculer
le U-résultant résiduel d’une intersection complete, sans faire intervenir un
polynome f.

Proposition 4.2.8 Soit f est un polynome homogene dans lidéal G de
degré d > ky, tel que (f,F) : G est une m+1-intersection résiduelle. Alors,
dans Klug, ... ,um), on a l’égalité :

det(Ss) = ¢~ Res(Lf, f1,..., fm),
pour tout s > v et ou ¢ est une constante non nulle.

Preuve. 11 suffit de combiner la proposition précédente et le théoreme
4.2.1. O

Nous avons vu que nous pouvons obtenir la matrice de multiplication
par une forme linéaire générique a partir d’une matrice permettant le calcul
du U-résultant résiduel. Cela nous permet ainsi de calculer les points définis
par l'idéal (F' : G) par un calcul de valeurs ou vecteurs propres. Illustrons
cette technique en reprenant I’exemple que nous avions introduit a la suite
du lemme 4.1.5. On considere le systeme

o= yrta® 4y
fo = —22+22% 4292

On pose L(x) = upx +u1y +uzz, ou z désigne la variable d’homogénéisation
(I'infini est donc définit comme la droite z = 0).
Tout d’abord nous calculons la matrice Sy :

1 2 00 0 wu

1 2 20 0 O

0O 0 0 2 0 wu
Sy =

1 0 1 0 wu O

0 -1 0 0 uy O

0 0 0 1 wuy wuy

On vérifie que son déterminant donne bien la forme de Chow :
detSy = *2(*11,0 + 2ug — ul)(uo + 2ug — ul).

On calcule a présent les blocs A, B, D :

S O NN
= O N O
S N O O

b
Il
7
S g
S N
<
[\
~—
Sy
Il
/
o O
=
—_
o O
_— O
~
)
Il
_ O = =
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Nous pouvons ainsi déduire la matrice de multiplication par L :

ug — 1/2uy 1/4ug )

A—-BD'C =
uo U2—1/2’U,1

Son déterminant donne, comme attendu, la forme de Chow :
1
@uA—BD*%nzZ@ﬂo+mm—ugmo+m@—um

Si l'on pose ug = 1, u; = ue = 0, on calcul alors la matrice de multiplication
par x. Ses valeurs propres sont % et _71

Si 'on pose u; = 1, ug = ug = 0, on calcul la matrice de multiplication par
1. Ses valeurs propres sont _71 et _71

Dans ce cas, on peut alors déduire que les solutions résiduelles sont les points

~1 -1 1

@;—ﬂnx2 )

4.2.4 Exemple: cylindres passant par cinq points

Dans ce paragraphe, nous allons mettre en ceuvre les méthodes que nous
venons d’exposer pour trouver tous les cylindres de ’espace passant par cing
points donnés. L’étude de ce probleme et sa résolution sont données dans
[DMPTO01]. Nous donnons donc ici une autre fagon de résoudre ce probleme,
en partant de la méme modélisation, qui permet d’obtenir des matrices plus
petites et exactement le bon nombre de solutions.

Modélisation

Nous allons tout d’abord déterminer les équations qui définissent 1’en-
semble des cylindres passant par quatre points donnés p1,ps, p3, ps dans
I’espace a trois dimensions. Sans perdre en généralité, nous pouvons suppo-
ser que p; = (0,0,0),p2 = (22,0,0),p3 = (23,93,0) et ps = (v4,y4, 24). On
désigne par t = (I,m,n), avec I24+m?+n? = 1, le vecteur unitaire qui permet
d’identifier une direction dans l’espace (ainsi, t peut-étre vu comme le point
(I : m : n) de 'espace projectif P?). On considere & présent le plan 7 passant
par lorigine, et orthogonal au vecteur t, ainsi qu’un systeme de coordonnées
(X,Y, Z) dont les deux premiers axes sont dans 7, et le troisieme axe est de
direction t. Un changement de coordonnées passant de (z,y,z) a (X,Y, Z),
fait coincider ’axe des Z avec la direction t. Parmi tous les changements de
coordonnées, nous choisissons celui spécifié par la matrice unitaire suivante,
ot p=m?+n?:

g

lm

Py
0

>[5

M:

n
p
I m n
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Soit (X;,Y;, Z;) les coordonnées de p; dans le systeme (X,Y, 7). La pro-
jection orthogonale ¢; de p; sur 7, exprimée dans (X,Y, Z) en fonction des
coordonnées (x;,y;, z;) est:

Ilm nl n m
pTi — —Yi — —Zzi, —Yi — —%i,0 | .
P p " p

Les points p1, p2, p3, p4 appartiennent & un cylindre circulaire de direction t
si et seulement si les points q1, g2, g3, ¢4 son cocycliques dans m, c’est-a-dire
si

1 1 1 1
Xl X2 X3 X4
Cp1,p2,p3,p4 (l,m, n) = Y Y, Y, Y, =0.

XP+Y? X3+Y7 X3+Y9 XP+Y7

Les coordonnées de q; et g2 sont X; = Y; = 0; Xo = pxo; Yo = 0. De plus,
pour ¢ = 3,4, d’apres le théoreme de Phytagore, on a

X? 4+ V2 = |af? = (6.8)[pil* — (tp)*.

Apres développement du déterminant précédent, on peut montrer que 1’é-
quation Cp, py ps.ps(l,m, 1) peut se mettre sous la forme (voir [DMPTO01])

l Tr3 X4
2/, 2 2
Cphpz,ps,pz;(lama n) =mz3(m°+n)| m y3 y
n 0 2z
m Y3 Y4
—To| N 0 24 )

0 (t.t)|ps]* — (t.p3)* (t.t)|pal® — (t.pa)?

ou t est considéré comme un point du plan projectif; cette équation décrit
ainsi une courbe de degré 3 dans P2

On cherche & déterminer les cylindres (en fait leur direction) passant par
les cinq points p1, p2, p3, P4, P5. D’apres ce qui précede, il faut nécessairement
avoir

Cp1,p27p37p4 (lv m, n) =0 (4.3)

Cpl ,D2,P3,D5 <l7 m, n) = 0.

Ces deux équations définissent, d’apres le théoréeme de Bézout, exactement
9 points. En y regardant de plus pres, on s’apercoit que les trois directions t
données par p1p2, p1p3 et paps, sont des solutions “parasites” du systeme. En
effet, dans ces trois directions, nos deux équations s’annulent, mais cela ne
correspond pas forcément a l’existence d’un cylindre; il n’existe un cylindre
que lorsque ces directions sont des solutions doubles, car il faut que les deux
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cercles obtenus par projection sur le plan 7 coincident. Ainsi, les cylindres
que l'on cherchent vérifient les deux équations de cocyclicités précédentes,
auxquelles il faut enlever trois solutions. On montre, par explicitation de cas
particuliers (voir paragraphe suivant), que ’on peut trouver des configura-
tions de points pour lesquelles il existe 6 cylindres passant par ces derniers.
On en déduit que notre probléme, qui est toujours de déterminer tous les
cylindres passant par cing points distincts donnés, se réduit a déterminer les
points t = (I : m : n) de P2, autres que pip2, p1ps et paps, et vérifiant les
deux équations (4.3).

Résolution

En réécrivant les équations de cocyclicités (4.3), on obtient

Cp1 popsps (L, m,n) = Dy.nwo + z4.(mxg — maoy — lyz)(mas — lys)may (4.4)

Cp1 po.ps.ps (L, m,n) = Ds.nxg + 2z5.(maxs — mag — lys)(mas — lys)mas

ol D4 et Ds sont des polyndmes de degré 2 en les variables [,m,n. On
remarque immédiatement que les deux équations g1 = nxo et go = (mwg —
maxg — lys)(mas — lys)maxy définissent exactement les trois directions pipa,
p1p3 et paps que nous voulons enlever du systeme. Pour tous les points
P1, P2, D3, P4, P5 définis comme précédemment et supposés tous distincts, 1'i-
déal g1, go forme une intersection compléte; nous pouvons donc appliquer les
résultats que nous avons développés. Nous considérons I’exemple suivant :

z1:=0, y1:=0, z1:=0,
T2 :1, Y2 :O, z9 :0,
zyi=1, y3:=3,  23:=0,
T4 21%, Ya —'55:, 4 —'X%,
Iy 1= %, Ys = 27\1/?;, z5 —%.

La matrice Sy est alors une matrice 15 x 15 (voir tableau 4.1) dont la
factorisation du déterminant a I'aide du logiciel Maple fournit :

det(S4) = — (3 u22 -2 U()2) X

1296
(36 U24 — 36 UIQUQ2 —12 ’U,02’U,22 + U()4 +9 ’I.L14 —6 UJZU()2) .
En appliquant la proposition 4.2.7, on peut, a partir de la matrice Sy, cal-

culer la matrice de multiplication par la forme linéaire générique L(l,m,n) =
ugl + uym + ugn, notée M. On obtient alors:
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1/4V3
0
1/4vV/2V/3
1/43
0
0
-1/12v/2V3
~1/6+/3
0

o o o o o o

1/4V3
—1/12/2V3
0
0

-1/12V2V3
1/4V3
0
1/4vV/2V3
0
-1/63
0

1/4/3
0
—1/4/2V/3
1/4/3
0
0
1/12v/2V3
-1/6+/3
0

0
0
0
0
0
0

0 0
~1/6+/3 0
0 0
0 0
—1/4/2V/3 0
0 1/4/3
0 0
0 0
1/4/3 1/12v/2V3
0 1/4/3
0 0
1/4/3 —1/4/2V3
1/12v2V3 0
0 —1/6V3
0 0

TAB. 4.1 — Matrice Sy

-1/2v2

0

-1/2v2

0

0

0
1/3v/2

0
0
0
0

0
0
0
0
-1/2V2
0
0
0
0
1/3v2
0

o o o

0
—-1/2

V2

1/3v2

<
=

o o o o o o o o o

Uo

Uz

o o o o o

Ug

ug

<
=<

o o o o o o o o

o o o o o

o o o o

uo

o o o o o o o

U2

o o o o o o o
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U2 1/6 U 0 0 Uy 0
Ug ug Uy 0 0 0
0 1/2 Uy (%] 0 Ug 0
My =
Uug 0 0 Ug 0 u
1/2 Ug 0 1/6 Ug 0 Uo 0

0 1/6U1 0 2/3U() —Up U2

On peut vérifier que le déterminant de la matrice My, est identique, a
une constante multiplicative non nulle pres, au déterminant de la matrice
S4. A laide la la matrice M L, on peut a présent obtenir les matrices de
multiplications par x et y par substitution, et calculer leurs valeurs propres.
Ainsi la matrice de multiplication par x est:

01/6 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 O 0 0 1 0
Mz: )

0 0 0 0 0 1

0 0 1/6 0 0 0

0 0 0 2/3 -1 0

et ses valeurs propres sont :
{1/3v6, —1/3V6, 1/6/6, —1/6/6, 1/6/6, —1/6/6}.
Les valeurs propres de la multiplication par y sont:
{1/2Vv2, —1/2Vv/2, 1/2V/2, —1/2V/2, 0, 0},
et celle de la matrice de multiplication par = + y sont :
{1/3v6, —1/3V6, 1/2vV2+1/6V6, —1/2v2 —1/66,
1/2v2-1/6V6, —1/2v/2+1/6V6}.

On en déduit alors directement qu’il existe dans cette configuration exacte-
ment 6 cylindres passant par nos 5 points dont les directions sont :

( % 0 1),
( -4 0 1),
(%L g2 1y
(_é _g 1)7
(_% g 1)7
(¥ - 1)
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4.3 Représentation univariée rationnelle

La représentation univariée rationnelle est la description des solutions
d’un systéme zéro-dimensionnel a ’aide des zéros d’'un polynome en une
variable et d’une application rationnelle. Dans ce paragraphe, nous rappelons
comment il est possible de calculer une représentation rationnelle des points
isolés d’un idéal & partir d’un multiple de la forme de Chow de ces points
isolés.

Définition 4.3.1 Soit I un idéal de l’anneau R = K[xo, ... , x| engendré
par des polynémes homogenes f1, ..., fm et soit Iy lintersection de ses com-
posantes primaires correspondant a des points isolés; I’ensemble de ces points
est noté Zy et on suppose qu’aucun ne se trouve sur la droite xo = 0. La
forme de Chow de Iy est le polynome de l'anneau Klug, . .. ,up),

CIO(UOa s ?um) = H (UO + Gug 4+ -+ Cnum)uC )
CE€Zo

ot pe désigne la multiplicité de (.

Cette forme de Chow est le point de départ d’un algorithme présenté
dans [EM99]. Dans le cadre du résultant résiduel que nous étudions dans
ce chapitre, on peut obtenir un multiple de la forme de Chow (ce qui est
suffisant pour 'algorithme que nous allons décrire) comme un U-résultant
résiduel, et ensuite appliquer I'algorithme suivant pour calculer les points
isolés.
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Théoréme 4.3.2 ([EM99] théoreme 2.2) Soit A(u) un multiple non nul de
la forme de Chow Cp,(u). Pourt = (t1,... ,tm) € K™ générique,
A
pgcd(A a—A)

’ Oug

((0,8) + u) = do(uo) + urdy(uo) + -+ + Umdim (uo) + 7(w),

avec do(ug), - .., dm(uo) € Kluo], pged(do(uo), dy(uo)) = 1, et r(u) appar-
tient & lidéal (uq, ... ,um)? de Klu]. De plus, pour tout ¢ = ((1,---,(m) €
Zy, il existe une racine (y de do(ugp) telle que

dh(Co)Gi —di(C) =0, i=1,...,n.

Ce théoreme décrit les coordonnées des points de Z;, comme les valeurs
. . dl(uo) dm(uo) . .

des fractions rationnelles a(ao)’** dug) * O certaines racines de dy(ug).

La représentation de Zy que 'on obtient ainsi n’est pas minimale car tous

les racines de dy(up) ne définissent pas nécessairement un point isolé de

notre idéal I. Cependant on peut éliminer les “mauvaises” solutions par

substitution. Donnons & présent 1’algorithme (voir [EM99]).

Algorithme : Représentation univariée rationnelle de 7.
1. Calculer un multiple non nul A(u) de la forme de Chow Cp,(u) a 'aide
d’un U-résultant (résiduel) adapté.

2. Calculer d(u) = A(u)

pged (A(w), 22 (u))

3. Choisir t € K™ générique et développer d((0,t) + u) sous la forme
d((0,t) 4+ u) = do(uo) + u1di(uo) + - - - + Upmdm (ug) + -+ .

4. Décomposer dy(ug), puis garder ses facteurs irréductibles pi, ... ,ps
qui divisent les numérateurs des fractions rationnelles

d d
(B0, Y
dp(uo) dp(uo)

La représentation minimale de Zy est donnée par

dl(ug) dm(uo)
" ody(uo) 7 dy(uo)

(P1---ps)(uo) =0

Terminons ce paragraphe en reprenant I’exemple que nous avions traité
aux deux paragraphes précédents, a savoir le systeme

o= yzt+a®+y°
fo = —2%+22% +2y°

Nous avions alors obtenu

detSy = *2(*’&0 + 2u9 — ul)(uo + 2ug — Ul).
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L’algorithme que nous venons de décrire donne alors
do(Uo) = 2’11,3 — Qt% + 8t1t2 — 8t%, d{)(uO) = 4u0,

dl(uo) = 8ty — 4tq, dz(Ug) = —16ty + 8t; = —2d1(u0).

Prenant par exemple t; = t3 = 1, on retrouve alors les solutions (1, —2) et
(—1,2).

4.4 Le probleme du robot parallele

Dans ce paragraphe nous nous intéressons au probleme dit du robot

parallele, aussi appelé plateforme de Stewart. Nous voudrions montrer ici
comment les techniques de résultants (résiduels) peuvent étre mises en ceuvre
pour résoudre un tel probleme.
La plateforme de Stewart peut étre décrite de la fagon suivante. On considere
six points fixes (X;)1<i<6 et six autres points (Y;)1<i<e attachés a un solide
mobile S (une plateforme). Chaque point Y;, pour i = 1,...,6, est lié au
point X; par une barre extensible (Xj;,Y;) dotée de deux joints sphériques
aux points Y; et X;. Ainsi notre robot ressemble au dessin suivant :

Un changement sur la longueur des barres entraine un déplacement (dans
les limites physiques possibles) du solide S. Le probleme du robot parallele
est de déterminer toutes les positions possibles du solide S si la longueur de
chaque barre (X;,Y;) est fixée de valeur [;, pour i = 1,...,6. La mise en
équations peut se faire de la fagon suivante. On part d’une position donnée
(X3)i=1,...6, (Yi)i=1,...6, (li)i=1,... 6 et on cherche tous les déplacements pos-
sibles de I'espace, qui sont la composée d’une rotation R et d’une translation



4.4. Le probléme du robot paralléle 87

T, tels que
|IT+RY;—X|*>=12, i=1,...,6.

Sans perdre en généralité nous pouvons supposé que X; et Yj sont nuls et
donc notre probleme est décrit par les six équations suivantes :

\|T||—l% =0, et pouri=2,...,60,
2R.Y;, T) — 2(T, X;) — 2(R.Y;, X;) + (X3, Xi) + (Y3, i) + 15 — 17 = 0.

Dans [RV92] la théorie de l'intersection est utilisée pour montrer que
ces équations définissent au plus 40 solutions complexes. Ce résultat avait
déja été annoncé dans [Laz92] a I’aide de calculs de bases de Grobner, mais
sans démonstration. Le probleme majeur qui provient de la pratique reste
cependant entier, il faut calculer explicitement ces 40 solutions (en tous
cas les solutions réelles). Toutes les méthodes de résolution de systémes
algébriques ont été éprouvées sur ce probléeme, et pas une n’est a ce jour
capable de le résoudre rapidement (moins d’une seconde). Dans ce qui suit
nous allons donc essayer d’appliquer les techniques de résultants (résiduels),
en nous gardant de toute prétention de temps record mais avec l’espoir que
cette nouvelle méthode ajoute une nouvelle pierre pour un futur algorithme
efficace.

Le fait d’utiliser des résultants nous oblige a “homogénéiser” nos équa-
tions. On note T = [p, : py : p-] le vecteur de la translation et p la variable
d’homogénéisation. A Taide des formules de Cayley sur les quaternions on
peut écrire la rotation R comme

R = (cold — C) Heold 4 C),

ou Id est la matrice identité, ¢y notre parametre d’homogénéisation pour la
rotation et C' la matrice

0 —c3 ¢
C = c3 0 -
—cy 1 0
Ainsi on obtient
012—032—022—1—1 2c1c9—2c3 2c3c1 4+ 2c¢o
R:% 2¢1c9+2c3 1 —c1? + c? — 32 2¢903 —2¢ ,
2c3c1 —2c9 2c9c3+ 20 1—c12 — 92 + 32

oW A=cl+c+c3+c

Si 'on pose p = ¢y = 1 on est alors dans la situation affine ou il y a au
plus 40 solutions. Lorsque que 'on regarde nos six équations homogenes
définissant notre probleme dans P3 x P3 on s’apercoit tres vite que I'on
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a ajouté des solutions a l'infini, c’est-a-dire des nouvelles solutions telles
que p = ¢ = 0. Il nous faut donc étudier ce lieu “parasite” pour pouvoir
I’enlever. Pour cela nous utilisons toute la puissance des bases de Grobner
et entrons nos six équations dans le systeéme Macaulay2 [GS]. Apres de
nombreuses heures de calculs (et avec 'aide de Mike Stillman) on détecte
alors que ce lieu parasite est tres complexe: il est composé d’une surface de
degré 9, de trois fois une courbe de degré 2 et de 34 points dont 24 sont
immergés sur la surface ou la courbe. Les techniques du résultant résiduel
développées dans les chapitres précédents ne peuvent donc s’appliquer ici, les
Bézoutiens se révélant trop complexes pour pouvoir étre calculés. Il nous faut
donc “enlever” ce lieu parasite de maniere détournée. Pour cela introduisons
le vecteur @ = R'T = [q; : qy : ¢-] qui vérifie (cold + C)Q = (cold — C)T,
c’est-a-dire les trois équations:

Coqzr — C3qy + C2q> — Copz — C3py + C2p, = 0,
C3qz + coqy — clq, + c3py — copy — c1p> = 0,
—C2qz + C1qy + Coqz — Copy + c1py — cop. = 0.

Nos 6 équations précédentes s’écrivent alors

||T)| —12 =0, et pouri=2,...,6,

2(Y;,Q) — 2(T, X;) — 2(R.Y;, X;) + (X;, X;) + (Y, Vi) + 13 — 2 = 0.
On cherche alors a éliminer le lieu bases définit par les variables p.,p,, p-,
4z Qy» 4z, p de ce systeme de 9 équations. Pour cela nous pouvons calculer les
résultants multivariés “classiques” de 7 équations (en 7 variables homogenes)
prises parmi nos 9 équations. Pour obtenir des matrices de tailles petites (7
lignes et 7 colonnes) on utilise les matrices de résultants multivariés a base
de formes de Morley introduites par J.P. Jouanolou dans [Jou97]. Il faut
ensuite diviser chacun de ces résultants par leur terme parasite; ce terme est
toujours de la forme A® % p?. Le code Maple est le suivant :

read(‘multires®):
N2:=proc(A) normal(A[1]"2 + A[2]"2 + A[3]72): end:
scprod:=proc(A,B) dotprod(evalm(A),evalm(B),’orthogonal’) end:

#Des points aleatoires:

X[1]:=[0,0,0]: X[2]:=[5,0,0]:
X[3]:=[12,-15,0]: X[4]:=[18,-6,3]:
X[5]:=[20,1,-3]: X[6]:=[10,8,5]:
Y[1]:=[0,0,0]: Y[2]:=[4,0,0]:
Y[3]:=[8,-6,0]: Y[4]:=[13,-3,-5]:
Y[5]:=[14,5,2]: Y[6]:=[6,10,3]:

1:=[14,12,17,15,23,19]:

Id:=matrix([[c0,0,0],[0,c0,0],[0,0,c0]]):
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Q

:=matrix([[0,-c3,c2],[c3,0,-c1],[-c2,c1,0]1]):
R:=matrix([[c1"2-c3"2-c2"2+c0"2,2*(cl1*c2-c3*c0) ,2% (c3*cl+c2*c0)],
[2% (c1*c2+c3*c0), (c0"2-c1724+c272-¢c372) ,2%(c2*c3-c1*c0)],
[2% (c3*cl-c2%c0) ,2%(c2*xc3+cl*c0), (c0"2-c172-c2"2+c3"2)]1]):
T:=[px,py,pzl:
Q:=[gx,qy,qz]:
Rd:=c0"2+c172+c272+c372:

#Les 9 equations du robot:

S[1] := N2(T)-p~2*1[1]"2:

for i from 2 to 6 do

S[i] := expand( (N2(X[i])+N2(Y[i])-1[i]"2+1[1]"°2)*p*Rd+
2*Rd*scprod (Y [i],Q) -2*p*scprod (R&xY[1] ,X[i])
-2xRd*scprod (X[i],T)):

od:

for i from 7 to 9 do

S[i] :=expand(evalm(evalm((Id+C)&*Q)-evalm((Id-C)&*T))) [i-6]:

od:

#Les quatres resultants necessaires:

M1:=jresultant ([S[1],S[2],S[3],S[4],s[5],s[6],s[7]1],
[9x,qy,qz,px,py,pz,p]):

M2:=jresultant ([S[1],S[2],S[3],S[4],s[5],s[6],S[8]1],
[9x,qy,9z,px,py,pz,p]) :

M3:=jresultant ([S[2],S[3],5[4],5[5],5[61,5(7]1,s[9]1],
[9x,qy,9z,px,py,pz,p]) :

M4:=jresultant ([S[2],S[3],5[4],s(56],S([7]1,s[8],s[9]1],
[ax,qy,qz,px,py,pz,pl):

P1:=expand( factor(det(M1))/((Rd"8*p~2))): #degre 6

P2:=expand( factor(det(M2))/((Rd"8*p~2)) ): #degre 6

P3:=expand( factor(det(M3))/((RA"4#*p)) ): #degre 4

P4:=expand( factor(det(M4))/((RA"3*cOxp)) ): #degre 4

On remarque alors (toujours avec le systeme Macaulay2) que ces quatre
équations P1, P2, P3, P4 définissent un idéal homogene en les variables
o, €1, C2, c3 de codimension 3 et de degré 40, i.e. il définit notre probleme
initial. Ces quatre équations P1, P2, P3, P4 sont de degré respectif 6, 6,4 et
4.

Le probleme du robot parallele est ainsi ramené a la résolution d’'un
systeme de quatre équations en quatre variables homogenes qui définissent
des points isolés. On peut alors utiliser toutes les techniques connues et
efficaces pour résoudre ce genre de systeme; par exemple calculer une matrice
de Macaulay de ces quatre équations plus une forme linéaire générique (voir
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[Laz81]), et ainsi récupérer les solutions sous formes de vecteurs ou valeurs
propres.

Remarque 4.4.1 Ce probleme du robot parallele révele en fait une situa-
tion tres fréquente de systemes algébriques qui définissent des points isolés
que ’on veut calculer plus un lieu parasite que I’on ne veut pas considérer. La
connaissance du lieu que ’on ne veut pas considérer (sous la forme d’un idéal
G = (g1,.-- ,9n)) est alors cruciale pour utiliser le résultant résiduel. Dans
le cas du robot parallele, nous n’avons pu obtenir ce lieu a cause de la com-
plexité du systeme et n’avons pu I’éliminer que par des moyens détournés.
Cela dit, si pour un probléme donné on sait décrire le lieu parasite, encore
faut-il vérifier que ce dernier possede de bonnes propriétés pour utiliser les
résultats du chapitre 3. Cependant la connaissance de G permet souvent de
connaitre les solutions mais avec toutefois une perte d’information. En effet,
reprenant les idées du début du paragraphe 3.3.2, on note R = K[z, ... , Zp)
un anneau de polynéme tel que m > 2, et G = (¢1,...,9,) un idéal ho-
mogene de A tel que gi1,...,g, soient de degré respectif k1 > ... > k,.
On considere alors le systeme des s +1 > m polyndmes suivants de degré
respectif dy > ... > dgs > k1, défini par:

folz) = 37, hio() gi(z)

o) = S him(e) i)

J

x® sont des polynomes homogenes génériques de

ou hyj = Z|a\:dj—ki cq :
degré d; — k;. On note Ry, = K[(ca’)i j.al[%0, - .. , Tm] l'algébre graduée telle

que deg(ci’) = 0 et deg(z;) = 1. On peut calculer la résolution de G
ni n
0—...— P R(-) L P R(—k) L9, g,
i=1 i=1

et on en déduit la présentation de Ry-modules de idéal G/F, ou F' est
l'idéal (fo,..., fs):

é;RQ(_li) éRg(—dz‘) e, éRg(_ki) - G/F —0, (4.5)
=1 =0 =1

ol ¢ est la matrice (hi7j)1gi§n,0§j§5.

Comme on a Anng,(coker(vY © ¢)) = Anng, (G/F) = (F': G), si ny + s+
1 > n on déduit alors, d’apres le théoreme de Buschbaum-Eisenbud (voir
proposition 3.3.5),

(F:G)"Ch(vae) S (F:G),
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ou I, (Y@ ¢) désigne I'idéal engendré par les mineurs maximaux de la matrice
de ¥ @ ¢. Ainsi I'idéal I, (¢ @ ¢) a méme radical que notre idéal résiduel (F :
G) et décrit donc les mémes points (avec éventuellement des multiplicités
différentes) mais sans lieu parasite.
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Chapitre 5

Implicitisation et résultant

Le probleme d’implicitisation de courbes ou de surfaces rationnelles con-
siste en la détermination de I’équation implicite de telles courbes ou sur-
faces. Calculer une équation implicite est un probléme important en CAO
(Conception Assistée par Ordinateur) et dans beaucoup de problemes de
géométrie combinatoire. Par exemple, I’équation implicite peut aider a tra-
cer une courbe ou une surface au voisinage d’une singularité, a calculer une
auto-intersection d’offsets, ou bien encore calculer I'intersection de courbes
ou de surfaces (voir [CM91)).

Le probleme d’implicitisation dans le cas des courbes est simple et bien
connu; un calcul de résultant multivarié de deux polynomes en une seule
variable fournit toujours la réponse. Dans une premier paragraphe nous rap-
pellerons brievement cette méthode.

Le cas des surfaces est lui, bien plus compliqué. Généralement, une sur-
face rationnelle est donnée par une paramétrisation, c’est-a-dire par des
équations:

qo(r1,72) qu(z1,72) qo(71,72)
g(z1,22) q3(z1,22) g3(z1,22)’

ou qo(r1,72), q1(x1,x2), g2(z1,22) et g3(x1,z2) sont quatre polyndmes en
deux variables. En homogénéisant ces quatre polynomes, on obtient une
application rationnelle

0:P? — P> (zg:2:22) — (po:p1:p2:p3)

donnée par quatre polyndomes homogenes py, p1, p2, p3s de méme degré d (le
plus grand des degrés des polyndémes qo, g1, g2, q3). Le probleme d’impliciti-
sation est alors de calculer explicitement 1’équation de la plus petite surface
algébrique de P? qui contient I'image de 6. On sait résoudre ce probleme
lorsque 6 est une application réguliere (ce sera l'objet du deuxiéme para-
graphe); dans ce cas le degré de I’équation implicite est d?. Lorsque 6 n’est
pas réguliere, c’est-a-dire qu'’il existe des points = de P? tels que p;(z) = 0
pour tout i = 0, 1,2, 3 (de tels points sont appelés points bases), le probleme
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d’implicitisation est difficile & résoudre, mais l'on sait que la présence de
points bases implique que le degré de 1’équation implicite est inférieur a
d?. En pratique, les points bases apparaissent souvent, et de facon natu-
relles pour des raisons de géométrie ou de “design”. Par exemple, les 27
droites contenues dans une cubique générique sont fortement liées a une
paramétrisation de cette cubique possédant 6 points bases (voir [EMO01]).

Trois méthodes sont connues pour résoudre le probleme d’implicitisation
pour les surfaces rationnelles. Ces trois méthodes réduisent ce probléme en
un probleme d’élimination de variables. La premiere méthode est basée sur
des calculs de bases de Grobner. En I'absence de points bases, un calcul
de base de Grobner de l'idéal I engendré par les polynomes pg, p1,p2, P3
donne I’équation implicite. En la présence de points bases, I’équation im-
plicite n’appartient pas a l'idéal I, mais au saturé de l'idéal I par I’'idéal
définissant les points bases. Ainsi, dans ce cas, on a besoin de calculer un
idéal saturé et une base de Grobner. Cette méthode peut étre tres lente
en pratique mais a l’avantage de toujours fournir 1’équation implicite (voir
[Hof89], [CM92a]).

La deuxieme méthode pour calculer cette équation implicite consiste en
le calcul d’un résultant multivarié classique des polynomes py — Xps, p1 —
Y p3, p2 — Zps (voir [CLO96], [CLO98] et aussi [Jou9d6] pour un résultat simi-
laire & I’aide du résultant anisotrope introduit dans [Jou91]). Cette méthode
échoue en la présence de points bases. Dans les travaux [CM92b] et [Can90)]
des techniques de perturbations sont utilisées pour calculer ’équation im-
plicite en la présence de points bases. Ils montrent qu’elle est contenue dans
le terme de plus bas degré du résultant du systéeme perturbé (développé
en la variable de perturbation), et il faut faire un calcul de pged de d + 1
polynomes pour 'extraire (avec quelques conditions techniques). Il faut ici
remarquer qu’il est toujours possible de calculer un multiple de I’équation
implicite en calculant le déterminant d’un mineur maximal de la matrice
Bézoutienne des polynoémes pg — Xps,p1 — Yps,p2 — Zps (voir chapitre 2,
3.1), mais c’est I’équation implicite exacte qu’il est utile d’obtenir.

La troisieme méthode pour résoudre le probleme d’implicitisation pour les
surfaces rationnelles est la méthode introduite par Tom Sederberg dans
[SCI5], et appelée moving surfaces. Cette méthode est basée sur I’étude
des syzygies de l'idéal I défini par les polynomes pg, p1, p2,p3, €t exprime
I’équation implicite comme le déterminant d’une certaine matrice. La for-
mulation de ’équation implicite sous une forme déterminantale peut s’avérer
tres utile en pratique. Cependant, la validité d’une telle méthode est prouvée
uniquement en ’absence de points bases et dans le cas de surfaces bi-
homogenes (voir [CGMO00], [D’A01], [Cox00]).

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous donnerons une nouvelle
méthode pour résoudre le probleme d’implicitisation des surfaces ration-
nelles avec points bases en utilisant le résultant résiduel (voir chapitre 2). Ce
travail est la deuxieme partie d’un article qui a été présenté a la conférence
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ISSAC2001 [Bus01]. L’équation implicite est obtenue comme un résultant
résiduel lorsque 'idéal définissant les points bases (de codimension 2 dans
IP?) est supposé localement intersection compléte. Le point clef de ce résultat
est que le premier module des syzygies de 1’idéal définissant les points bases
est toujours libre, alors que cela n’est pas vrai pour 'idéal I, ce qui est le
cadre de la méthode des moving surfaces (voir [Cox00]).

5.1 Implicitisation de courbes rationnelles

La paramétrisation d’'une courbe rationnelle plane est définie par les

équations

p1(zo,71)  p2(z0,71)

p3(wo, 1) p3(zo,x1)’
ou p1(xo,x1), p2(xo,x1) et ps(xg,x1) sont des polynomes homogenes de
méme degré d. On veut calculer I’équation implicite de cette courbe, c¢’est-a-
dire le plus petit polynome H(X,Y") tel que H(X,Y) = 0 est la plus petite
courbe algébrique contenant cette courbe rationnelle.
Nous appellerons un point base des polynémes pi,p2 et ps un point (xg, x1)
tel que

p1(zo, 1) = p2(x0, z1) = p3(zo, 1) = 0.

5.1.1 Courbes rationnelles sans point base

On suppose tout d’abord que notre courbe rationnelle ne possede pas de
point base, c’est-a-dire que 'application
g: P! — P? = Proj(K[X, Y, Z])
(o:x1) = (p1(zo,21) 1 p2(20, 1) * p3(w0, 21))
est réguliere. On note L = [, (P!). C’est un sous-schéma fermé irréductible
de P2 et on a L = deg(P'/C)C, on C = B(P') (la notation deg(P'/C)
désigne le degré de la restriction 8 : P! — O, voir [Ful84], 1.4).

Lemme 5.1.1 Le degré de la courbe C' divise d, et est exactement d lorsque
la restriction 3 : P1 — C' est birationnelle.

Preuve. On a Iégalité deg(L) = deg(P!/C)deg(C). Pour calculer le degré
de L, on peut l'intersecter avec une forme linéaire générique et compter le
nombre de points dans l'intersection :

deg(L) = /P a(5(02(1)) = /P (O (@) =d

On en déduit que deg(C) divise d et qu’il y a égalité lorsque deg(P'/C) = 1.
O
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C est I’équation implicite homogene de notre courbe rationnelle de P2.
Ona H(X,Y)=C(X,Y,1) et deg(H) = deg(C) puisque C est irréductible.
L’absence de point base assure que le résultant multivarié Respi (p1— X ps, p2a—
Y p3) est non-dégénéré et s’annule si et seulement s'il existe un point (zg, z1) €
P! tel que
p2(z0, 1)
p3(o, 21)

p1(zo, 1)

X =
ps(xo,ﬂcl)

Y =
On déduit donc que Respi (p1 — Xps,p2 — Yp3) = H™. Nous savons que ce
résultant projectif est de degré plus petit ou égal a 2d, mais si nous retour-
nons a la définition du résultant on peut déterminer ’entier m. Considérons
le diagramme suivant :

W = {(z0,21) X (X,Y) :p1 — Xp3 = pa — Yp3 = 0} —— P*\V(Z =0)

ml
P'\ V(ps = 0)
Respi(p1 — Xps, p2 — Yps) est défini comme ma, (W). 11 est irréductible, et

m = deg(W/m2(W)). Comme [ rend le diagramme commutatif et que m;
est birationnelle, on déduit que m = deg(P'/C). Finalement on obtient :

Respi (p1 — Xps, p2 — YVps) = HIEE/O),

Remarque 5.1.2 On calcul Resp1 (p1 —Xps, p2—Y p3) et non pas Resp1 (Zp1—
Xps, Zps — Yps), car ce dernier est réductible, il contient la droite Z = 0.

5.1.2 Courbes rationnelles avec points bases

On suppose & présent qu’il existe des points bases. On note p(xg,x1) le
pged des polynémes pi(xo, z1), p2(zo,z1) et ps(zg,z1). Cest un polynoéme
homogene de degré k < d. On peut écrire:

¥ p1(zo, 1) _ p(xo, z1)p1(zo, x1) _ 151(960,961)7 ot

p3(zo, 1)  p(xo,z1)p3(zo,z1)  P3(xo, 1)

v p2(x0, 1) _ p(xo, x1)p2(x0, 1) _ pa(x0, 1)

p3(xo, 1)  p(zo,x1)ps(zo,x1)  p3(zo,21)’

Maintenant les équations pi(xo,z1), p2(zo, 1) et p3(zo, x1) définissent une
paramétrisation de la méme courbe et ne possede pas de point base. Par
conséquent I’équation implicite peut étre obtenue en calculant

Resp1 (p1 — Xp3,p2 — Yp3).
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5.2 Implicitisation de surfaces rationnelles

On considére quatre polynomes homogenes po(xo, x1, x2), p1(xo, 1, x2),
p2(xo, 1, 22) et p3(zo, 1, x2) de Vanneau R = K|zg, 1, z2], de méme degré
d. Les équations suivantes définissent la paramétrisation d’une surface ra-
tionnelle :

_ po(wo,x1,22) ,  pi(wo,x1,72) pa(x0,T1,T2)
p3(zo, x1,T2)’ p3(zo, T1,22)’ p3(zo, w1, 22)
On cherche a obtenir I’équation implicite de cette surface, c’est-a-dire le plus
petit polynéme H(X,Y, Z) tel que H(X,Y, Z) = 0 est la plus petite surface
algébrique contenant cette surface.
Nous appellerons un point base des polynémes pg, p1,p2 et p3 un point de
P2 (20,71, 22), tel que

pO(x07$17$2) = pl(x07x17x2) = p2(90o,901,362) = p3(900,901,362) =0.

5.2.1 Surfaces rationnelles sans point base

On suppose tout d’abord qu’il n’existe pas de point base, et on consideére
I’application réguliere suivante :

B P2 — P3 =Proj(K[X,Y, Z,W))
(o : @1 :w2) +  (po:p1:p2:p3)

On pose L = (3,(IP?). C’est un sous-schéma fermé irréductible de P3, et on a
L = deg(PP2/5)S, ot S = B(P?).

Lemme 5.2.1 Le degré de S divise d* et est exactement d* lorsque la res-
triction B : P2 — S est birationnelle.

Preuve. On a deg(L) = deg(IP%/S)deg(S). Pour calculer le degré de L on
peut l'intersecter avec deux hyperplans génériques et compter le nombre de
points dans l'intersection, on obtient :

deg(L) = /P e1(5"(Ops (1)))* = /P (O (@) = d?.

On déduit que deg(9) divise d? et que I'égalité a lieu lorsque deg(P?/S) = 1.
O

S est ’équation implicite homogene de notre surface paramétrique de
P3. On a ainsi H(X,Y,Z) = S(X,Y,Z,1) et deg(S) = deg(H) puisque
S est irréductible. Puisqu’il n’y a pas de point base, le résultant projec-
tif Respz2(po — Xps,p1 — Yp3,p2 — Zps) est non-dégénéré et s’annule si et
seulement s'il existe un point (z¢ : 71 : 22) € P? tel que

_ po(zo, T1,2) v — p1(zo, 1, 22) 7 p2(zo, 1, 22)
p3(zo, x1,x2) p3(xo, 1, x2) p3(xo, 1, x2)
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On déduit que Respz(po — Xps,p1 — Yps,p2 — Zp3) = H™. On sait que ce
résultant est de degré inférieur ou égal & 3d2, mais si nous retournons a la
définition du résultant, nous pouvons déterminer ’entier m. Considérons le
diagramme suivant :

W = {(z0,z1,22) X (X,Y,Z) : po — Xps = p1 — Yp3 = p2 — Zp3 = 0} —2— P3\ V(W =0)

-

P2\ V(p3 = 0)

Respe (po—Xp3, p1—Y p3, p2—Zp3) est défini comme 7o, (V). Il est irréductible
et, de la méme fagon que pour le cas des courbes, on montre que m =
deg(P?/S). Finalement on obtient :

Respe (po — Xp3,p2 — Yp3,p2 — Zpg) — Hdeg([P’Q/S).

5.2.2 Surfaces rationnelles avec points bases localement in-
tersection complete

On suppose a présent qu’il existe des points bases. Remarquons que ’on
peut se ramener au cas ou les points bases sont en codimension 2 en divisant,
comme pour le cas des courbes, les polynoémes pg, p1, p2, ps par leur pged afin
d’obtenir un nouveau systeme décrivant la méme surface rationnelle, mais
sans point base en codimension 1.

Nous allons montrer que si I'idéal des points bases (que I’on suppose de
codimension 2) et localement intersection compleéte et vérifie certaines condi-
tions portant sur le degré de ses générateurs minimaux, alors le résultant
résiduel d’un idéal de codimension 2 introduit au chapitre 2, section 3.3,
permet de calculer I’équation implicite de notre surface rationnelle.

Soit G = (g1, - - - , gn) un idéal homogene de R de codimension 2 définissant
le lieu des points bases (c’est donc un idéal saturé), ou gi,... , g, sont des
polynomes homogenes de degré respectif k1 > ... > k,. On a ainsi

(pOa b1, P2, pS)Sat =G.

Dans le but d’appliquer les résultats de la section 3.3 du chapitre 2, on
suppose que G est un idéal localement intersection complete de codimension
2, et admet ainsi, par le théoreme de Hilbert-Burch, une résolution libre
minimale de R-modules de la forme (voir chapitre 2, (3.9)):

n—1 n
0— P R(—l) L P R(—ky) 229, o, (5.1)
=1 =1

Soit, G le faisceau d’idéaux de P* associée a I'idéal G. Le faisceau G(d)
est engendré par ses sections globales pg, p1, p2 et p3. On note 7 : P? — P?
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I’éclatement de P? le long de G, et P; la section globale 7*(p;) du faisceau
Gq pour i = 0,... ,3 (voir la preuve de la proposition 3.2.1 du chapitre 3).
Puisque Gy est un faisceau inversible de 1@2, et que pg, p1, P2, p3 sont des
sections globales qui ’engendrent, on déduit qu’il existe un morphisme

0 : P2 — P? = Proj(K[X, Y, Z,W])

tel que 0*O(1) = Gg et 0(X) = po, 0*(Y) = p1, 0°(Z) = p2, (W) = p3
(voir [Har77], I1.7). Comme P? est une variété projective irréductible, on a
0,(P?) = deg(P?/S)S, ott S = O(P?) est notre surface rationnelle de P3, et
ot deg(P?/S) désigne le degré de 'application surjective 6 : P2 — S.

Soit @B 'application réguliére suivante :

g: U=P*\V(G) — P3
(zo : @1 @ 22) = (po:p1:p2:ps)
Proposition 5.2.2 Le degré de la surface S divise

d2 o Z?;ll l12 — Z?:l k7,2
2

(ot les entiers k; et l; sont définis par (5.1)) et l’égale lorsque (3 est bira-
tionnelle.

Preuve. On a deg(0,(P?)) = deg(P?/S)deg(S) et

deg (0. (F*)) = / 1 (07(0(1)))? = /P e1(Gn)?,

P

nlzosn g2 .
M d’apres les propositions 3.3.2 et 3.3.3

qui est exactement d? —
du chapitre 2.
Considérons maintenant le diagramme suivant ou E désigne le diviseur ex-
ceptionnel de I'éclatement 7 :

B\E P\ ps

U=P2\V(G) —— P

Puisque par construction 6 est unique, et puisque la fleche verticale est
un isomorphisme (I’éclatement est un isomorphisme en dehors du diviseur
exceptionnel), on déduit que Op2p = B om, et donc que deg(P?/S) =
deg(U/B(U)) qui vaut 1 si § est birationnelle. 0

L’équation S = 0 est ’équation implicite homogene de notre surface
rationnelle. On a ainsi H(X,Y,Z) = S(X,Y,Z,1) et deg(S) = deg(H). Le
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résultant résiduel d’un idéal de codimension 2 (voir paragraphe 3.3), que
I’'on note Res, permet de calculer explicitement 1’équation H :

Théoreme 5.2.3 On suppose que d > k1 > ... > k,, qued >k, +1 et que
(p07p17p25p3)5at - G, alors

Res(po — Xps, p1 — Yps,pa — Zps) = H(X, Y, 2)*9V/A0),
avec deg(U/B(U)) =1 si B est birationnelle.

Preuve. Le résultant résiduel est défini comme un résul‘Eant mixte sur
Déclaté de P? le long G (voir Chapitre 2). Soit ¢ un point de P?\ V (p3 = 0),
et W la variété

W ={tx (XY, 2): po(t) — Xps(t) = p1(t) — Yps(t) = pa(t) — Zps(t) = 0}.
On a le diagramme suivant :
w — L P\ V(W =0)
P\ V(5 = 0)

Le résultant résiduel Res(pp — Xp3,p1 — Yps,p2 — Zp3) est exactement
To. (W), et, puisque I’éclatement est un isomorphisme en dehors du diviseur
exceptionnel, ce résultant résiduel s’annule si et seulement si le point affine
(X,Y,Z) de P3 est sur H. On en déduit que

Res(po — Xp3,p1 — Yp3,p2 — Zp3) = HAesV/m(V)

Maintenant 1’application B@Q\V(ﬁg £0) rend le diagramme précédent com-

mutatif, et puisque 71 est birationnelle, on déduit que deg(W/m(W)) =
deg(U/B(U)). D

Ce théoréme montre que 1’on peut calculer I’équation implicite H (X, Y, X)
de notre surface rationnelle comme un résultant résiduel si 'idéal G des
points bases est localement intersection complete, et sid > k1 > ... > k,, et
d >k, + 1.

Remarque 5.2.4 Des points lisses sont toujours localement intersection
complete, ainsi on peut toujours calculer ’équation implicite d’une surface
rationnelle avec points bases lisses, a condition que d > ki et d > k,, + 1.

Pour calculer explicitement 1’équation H(X,Y, Z), on applique les deux
algorithmes de la section 3.3.3 du chapitre 2. Pour cela, on rappelle que
I'idéal G a la résolution (5.1). Comme (pg,p1,p2,p3) C G, il existe une
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matrice n X 4, notée @, telle que (po,p1,p2,p3) = (91,---,9,)Q. On en
déduit une matrice T telle que:

(po — Xp3,p1 — Yp3,p2 — Zp3) = (g1,--- ,9n)T-

Cette matrice T' définie I’application

3 n
P rel-d) - PRIk
i=1 i=1

ou RY est la K[X,Y, Z]-algebre graduée K[X,Y, Z][zo, z1,z2]. On obtient
une application ¥ @ ¢ entre les deux RYI-modules libres suivants:

n—1 3 n
M= @RS PR LN = DRIk,

i=1

A ce stade nous pouvons appliquer les deux algorithmes de la section 3.3.3
du chapitre 2. Le premier algorithme fournit ’équation implicite de notre
surface rationnelle comme le pged de trois polynomes, le deuxieme comme
le produit de deux déterminants divisés par un troisieme. Dans certain cas
particulier, ce deuxieme algorithme peut donner 1’équation implicite comme
le quotient de deux déterminants. La proposition suivante donne de tels cas:

Proposition 5.2.5 Si k1 = ... = k, alors ’équation implicite H de la
surface rationnelle est donnée par le quotient de deux déterminants.

Preuve. Nous avons vu que I’équation implicite H est obtenue comme
le déterminant d’'un certain complexe (3.11), chapitre 2. En regardant ce

complexe en degré v = vqx = 3n — 2(k, + 1), on voit que pour tout
i1 =1,..., ("zl)n, 3n — 2k, + 1 — §; est négatif, et donc que la dernieére

application de ce complexe est nulle. Son déterminant ce réduit alors au
quotient des deux autres applications. La condition donnée dar(ls l% propo-
n+1)n

sition implique que 3n — 2k, +1 —9; <0 pour tout ¢ = 1,... ,~—5~. O

Un exemple

Pour illustrer cette méthode, on considere ’exemple suivant. Soit la sur-
face rationnelle définie par la paramétrisation :

2 3 2 3, .3
Do = Tox], P1 = Ty, P2 = ToT3, p3 = T + Tj.

Cette paramétrisation possede un unique point base qui est un point de mul-
tiplicité 4 donné par I'idéal G' = (22, 22). L’idéal G est un idéal intersection
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complete et on peut donc obtenir sa résolution par un complexe du type
Koszul. On déduit alors la matrice T qui est de la forme:

( o — Xl‘l r1 — Yxl —Zacl )

—Xx9 —Yuxo To — L2

La matrice M] (voir 3.3.3, chapitre 2) est une matrice de taille 10 x 12.
Appliquant le premier algorithme, on extrait la matrice d’un premier mineur
maximal et on obtient

0 0 0 —-X 1 0 0 1-Y 0 0
X -Y 0 0 —Z —-X 0 —Z 0 0
0 0 0 0 0 0 —-X 0 -Y —Z
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —-X 0 1-Y —Z
0 0 0 0 —-X 0 1 0 0 0
-Y 0 0 -7 0 1 0 0 0 0
0 0 -Y 0 0 -7 0 0 0 1
0 X 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 X 0 0 0 0 0 0 0

Son déterminant est alors (—Z3Y2+Y?2X3-2X3Y +X3) X2, Le déterminant
d’un second mineur maximal est (—1+ Y)Y (=Z3Y24+Y2X3 - 2X3Y + X3),
et donc, on en déduit que I’équation implicite de notre surface rationnelle
est —Z3Y24+Y2X3 - 2X3Y + X3. Cette équation est bien de degré 9—4 = b5,
comme prédit par la proposition 5.2.2.

Maintenant on applique le second algorithme. Tout d’abord on choisit
un mineur maximal dg de la matrice Mg, et on obtient ainsi une base K7 de
Bi. Le déterminant de g est (—Z3Y?2 + Y2X3 — 2X3Y + X3)X2. Par la
proposition 5.2.5, Ky est vide, et nous n’avons donc pas de choix pour &y
qui est donné par la matrice :

-X 0
(0 %)

On en déduit que I’équation implicite est bien —Z3Y?2+Y2X3 —2X3Y + X3,
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Chapitre 6

Résultant déterminantal

Partant du résultant mixte introduit dans [GKZ94] que nous avons revu
au chapitre 2, on peut interpréter les résultants résiduels comme une exten-
sion de ce dernier: au lieu de considérer des fibrés inversibles trés amples
(donc sans points bases), on se donne des fibrés pouvant définir des points
bases. Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser & une autre extension
du résultant mixte dont le point de départ est la remarque suivante: étant
donnés m + 1 polynéomes homogenes fy,... , fm en les variables g, ... , Tm,
le résultant multivarié (ou bien résultant mixte) s’annule si et seulement si
fo,-.., fm possedent une solution commune dans P, c’est-a-dire si la ma-
trice ligne (fo,..., fm) est de rang nul en au moins un point de P™. Plus
généralement, on peut interpréter le résultant mixte de m + 1 fibrés inver-
sibles tres amples Lo, ... , L, sur une variété projective irréductible X de
dimension m, comme un objet qui traduit la chute du rang d’un morphisme

OXa
en au moins un point de X.

On se propose d’étudier dans ce chapitre un résultant que nous appel-
lerons résultant déterminantal. Etant donnés deux fibrés vectoriels E et F
de rang respectif m et n sur une variété projective irréductible X, et un en-
tier 7 < min(m,n), le résultant déterminantal est défini sur ’espace vectoriel
des morphismes de E dans F', et donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un tel morphisme soit de rang inférieur ou égal a r en au moins un
point de X. Nous verrons qu’il faut mettre des hypotheses sur la dimension
de X et sur le fibré des morphismes de E dans F' pour pouvoir définir un
tel objet. Nous montrerons également que, tout comme le résultant mixte,
le résultant déterminantal peut s’exprimer comme le déterminant d’un cer-
tain complexe que nous obtiendrons a l'aide des travaux d’Alain Lascoux
([Las78]). Enfin nous terminerons ce chapitre en explicitant les résultats que
nous aurons obtenus dans le cas ou X est un espace projectif.
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6.1 Construction

Soit X une variété irréductible projective sur un corps algébriquement
clos K. Soient F et F' deux fibrés vectoriels sur X de rang respectif m et n,
tels que m > n. On note H = Hom(FE, F') I'espace vectoriel de dimension
finie des morphismes de E dans F'. Pour tout entier k£ > 0, et tout morphisme
© € H, on désigne par X (¢) la k™ variété déterminantale de ¢ définie
par

Xi(p) = {z € X : rang(p(z)) < k}.

Elle est de codimension au plus (m — k)(n — k).

Avant d’énoncer le théoreme d’existence du résultant déterminantal, on
rappelle brievement la définition du schéma de Hilbert Hp(X) ol P est un
polynéme de I'anneau K[v]. On considere le foncteur hp x de la catégorie
opposée des schémas dans la catégorie des ensembles,

— (&chémas)P? —  (Ens)
P B — hpx(B),

qui a tout schéma B associe I’ensemble hp x(B) des sous-schémas X C
X x B, plat sur B, dont les fibres en tous points de B admettent P comme po-
lynéme de Hilbert. Ce foncteur est représentable. On définit ainsi le schéma
de Hilbert Hp(X) comme étant le schéma représentant le foncteur hp x. Il
paramétrise tous les sous-schémas de X de méme polynoéme de Hilbert P.
Il vient avec un sous-schéma universel U C X x Hp(X), plat sur Hp(X)
avec polynome de Hilbert P, associé a I’application identité. Ainsi tout sous-
schéma Y C X x B plat sur B avec polynéme de Hilbert P, est isomorphe
au produit fibré Y ~ X X3;,(x) B C X x B pour un unique morphisme
B — Hp(X). Dans ce qui suit on ne considérera que le schéma de Hil-
bert Ha(X) qui paramétrise les sous-schémas de X de polynome de Hilbert
P =2, c’est-a-dire les sous-schémas zéro-dimensionnels de degré 2 de X.

Théoréeme 6.1.1 Soit r un entier positif tel que m > n > r > 0. On
suppose que X est une variété projective irréductible de dimension (m —
r)(n—r)—1. On suppose également que pour tout z € Ha(X) le morphisme
naturel de restriction

H — H°(z,Hom(E, F)|,)
est surjectif. Alors il existe un polynéme irréductible et homogéene sur H,
noté Resx g r et appelé résultant déterminantal de E dans F' sur X, qui

pour tout p € H, vérifie

Resx g, r(p) =0 <= X, (p) # 0.
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Preuve. On note Y 'espace projectif associé a ’espace vectoriel H, i.e.
Y =P(H). On considere la variété d’incidence

W ={(z,p) € X xY : rang(p(z)) <r}C X xY,
et les deux projections naturelles
x&Ewdy.
On obtient alors
qW)={peY : Jwve Xrang(p(x)) <r}={peY : X,(p) # 0}

Soit W, la fibre de W au-dessus d’un point x € X. Puisque, par hypothese,
H engendre Hom(E, F'), I’évaluation en z

W, <% PHom (K™, K")

a pour image tous les morphismes de PHom (K™, K") de rang inférieur ou
égal a r. Ces morphismes forment une variété irréductible de codimension
(m —r)(n —r) de PHom(K"™,K"). Les fibres du morphisme d’évaluation
étant isomorphes aux morphismes de E dans F' nuls en x, donc en particulier
irréductibles, on conclut que W, est irréductible. On en déduit également
que sa codimension dans H est celle des morphismes de PHom (K™, K") de
rang inférieur ou égal a r, a savoir (m —r)(n —r). Notant s+ 1 la dimension
de H,Y est de dimension s et on en déduit que W est une variété projective
irréductible de dimension

dim(W)=(m-—-r)in—r)—14+s—(m—-r)(n—r)=s—1.

On pose V = ¢.(W). Si 'on montre que le morphisme W — V induit par ¢
est birationnel, alors V est une variété projective irréductible de codimension
1 dans H. On définit alors Resx g r comme étant la section canonique du
faisceau inversible associé au diviseur V, O(V). En d’autres termes, Resx g
est ’équation (définie & une constante multiplicative non nulle pres) de la
variété V. Il nous faut donc montrer que le morphisme W — V induit par
q est birationnel, c’est-a-dire que la fibre générique est réduite a un point
lisse. Pour cela nous allons montrer que la sous-variété de Y des morphismes
dont le rang est inférieur ou égal a r sur un sous-schéma zéro-dimensionnel
de degré 2 de X (c’est-a-dire en deux points distincts ou en un point double)
est de codimension supérieure ou égal a 2.

On note r (resp. s) la projection naturelle du sous-schéma universel U C
X X Ha(X) du schéma de Hilbert Ha(X) sur X (resp. Ha(X)),

X <& U S Hy(X).

Par définition de U et Ha(X), le morphisme s est plat et projectif. Comme
r*Hom(E, F) est un fibré sur U, il est plat sur U, et donc r*Hom(E, F)
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est plat sur Ha(X). On est donc dans les hypotheéses du théoréme de chan-
gement de base (voir [Har77] théoreme 12.11). Pour tout z € Ha(X), la
fibre du morphisme s, notée U,, est de dimension zéro dans U et donc
H'(U,,7*(Hom(E, F)),) = 0; on en déduit que s.r*Hom(E, F) est un fibré
sur Ha(X) de rang 2mn et que sa fibre en un point z de Ha(X) vérifie

syr*Hom(E, F), ~ H(U,,r*Hom(E, F),) ~ Ho(z,Hom(E,F)‘Z).
On consideére maintenant la variété d’incidence
D ={(z,¢) € Ha(X) x Y : rang(s.r*p(2)) <r} C Ha(X) x Y.

L’image de la projection naturelle de D sur Y est exactement ’ensemble
des ¢ € Y qui s’annulent en un sous-schéma zéro-dimensionnel de degré 2
de X. Soit z un point du schéma de Hilbert Ha(X). C’est un sous-schéma
de dimension 0 et de degré 2 sur X; il est donc associé a une K-algebre de
dimension 2, et donc de la forme Spec(K @ K) ou bien Spec(K[e]/€?).

Soit D, la fibre de la projection D — Hz(X) au-dessus d’un point z €
Ha(X). Si z est du type Spec(K @ K), c’est-a-dire deux points distincts K-
rationnels z et y de X, alors s,r*Hom(E, F), ~ Hom(E, F),®Hom(E, F),.
Par hypothese, la double évaluation en x et en y

evy

D, =2, PHom(K™, K") x PHom(K™, K")

a pour image tous les couples de morphismes (f, g) tels que f(z) et g(y) sont
de rang inférieur ou égal a r. Les fibres de ce morphisme étant isomorphes
aux morphismes nuls en x et en y, on conclut que la codimension de D, dans
Y est celle de tous les couples de morphismes (f,g) tels que f(z) et g(y)
sont de rang inférieur ou égal a r dans PHom(K",K") x PHom(K",K"), a
savoir 2(m —r)(n —r).

Si z est maintenant du type Spec(K[e]/€2), c’est-a-dire un point K-rationnel
x de X et un vecteur tangent ¢t € T, X en x, alors s,r*Hom(E,F), ~
(K[e]/€2)™*. Un morphisme ¢ € Y évalué en = + et s’identifie ainsi & o(z +
et) = f(x)+ g(t)e. Comme pour le cas de deux points simples, le morphisme
d’évaluation

D, — PHom(K™,K") x PHom(K",K") : ¢ — (f.g)

a pour image tous les couples de morphismes (f, g) tels que f(z) et g(t) sont
de rang inférieur ou égal a r et, pour les mémes raisons, D, est donc de
codimension 2(m — r)(n —r) dans Y.

Puisque H2(X) est de dimension double de celle de X, on déduit que

dim(D)=2(m—r)(n—7)—2+s—2(m—r)(n—7r) =5 — 2,
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et donc que la projection de D sur Y est de codimension supérieure ou égale
a 2. O

Remarque 6.1.2 Sil’on pose F' = Ox et r = 0, le résultant déterminantal
est alors exactement le résultant associé au fibré vectoriel E* défini dans
[GKZ94], chapitre 3, section C. Si 'on suppose de plus que E* = &, L;
ou chacun des fibrés en droites £; est tres ample, le résultant déterminantal
correspond alors au résultant mixte ([GKZ94], chapitre 3, section A) associé
aux L;, i =1,...,m.

Le résultant déterminantal que nous venons de définir représente 1’équa-
tion d’un diviseur, noté V, de I'espace projectif Y = P(H). Il est possible,
a l'aide de la formule d’intersection dite de Thom-Porteous, d’exprimer son
degré comme un polynoéme en les classes de Chern des fibrés vectoriels E et
F. Cest I'objet de la proposition suivante.

Si V est un fibré vectoriel sur une variété 72,

ca(V)=1+c(V)t+ea(V)t2 + ...

désigne son polynéome de Chern. On définit le polynéme de Chern du fibré
virtuel —V par

a(~V) = —

Ct(V)

=1—c;(Mt+ (V) — (V)2 + ... .

Pour toute série formelle

+oo
c(t) = Z et

k=—o00

on pose

Apg(c) = det
cp—q+1 e Cp

Proposition 6.1.3 Soit r un entier positif tel que m > n > r > 0. On
suppose que X est une variété projective irréductible de dimension (m —
r)(n —r) — 1. Soit f(t,a) le polynome en deuzx variables défini par

m k .
ft) =3 (z (F79) ci<E><—a>ki> ’
k=0 \:=0

Alors, le degré du résultant déterminantal de E dans F sur X est donné par
les deux formules équivalentes

/X iA”—nm—T(Ct(F)/f(tﬂ Oé))(())
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—r)(n—r a
()00 [ A (k) /e (F)O)
X Y«
ot % désigne la dérivation partielle en la variable a.

Preuve. On reprend ici les notations de la preuve du théoréme 6.1.1. La
variété d’incidence

W ={(z,9) € X xY : rang(p(z)) <r}Cc X xY,
ou H = Hom(E, F') est munie de deux projections naturelles
xEZwiy.

On a montré que le morphisme ¢ est birationnel sur son image qui est exacte-
ment la variété V de Y définie par le résultant déterminantal. On a également
montré que W C X x Y était irréductible de dimension s — 1, c’est-a-dire
de codimension (m — r)(n —r).

On note a présent p et ¢ les deux projections

XL xxy Ly,

et on considere le fibré p*(Hom(E, F)) ® ¢*(Oy (1)) sur X x Y. L’espace
vectoriel des sections globales de ce fibré est naturellement identifié avec
End(H), les endomorphismes d’espaces vectoriels de H dans lui-méme. Soit

o:p"(E)®q"(Oy(-1)) — p*(F)

la section du fibré p*(Hom(E, F)) ® ¢*(Oy (1)) correspondant a I’endomor-
phisme identité. Sa ™€ variété déterminantale, définie par

Dy(o) ={(z, f) € X xY :rang(o(x, f)) <r},

est exactement la variété d’incidence W puisque o(z, f) = f(z). Comme
W =D, (o) est de codimension (m — r)(n —r), on a

Q*(C(m—r)(n—r) (Dr(0))) =d.h

ol h est 'hyperplan générique de Y, et donc générateur de son anneau de
Chow, et ou d est le degré du résultant déterminantal.

La variété D, (o) est de codimension (m—r)(n—r), qui est sa codimension
attendue puisque les fibrés £ = p*(E)®¢*(Oy(—1)) et F = p*(F) sur X xY
sont respectivement de rang m et n. Par conséquent, la formule de Thom-
Porteous (voir [Ful84], théoreme 14.4) nous donne

Clm—r)(n—r) (DT (U)) = An—r,m—r(ct (f B 5))
= (—1)(m_r)(n_T)Am—r,n—r(Ct(g - F))
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Le polynéme de Chern du fibré £ s’écrit aussi, notant o = ¢*(h),

m k
al&) =Y (Z Cﬁq_iici(p*(E))(_a)k_i> .

k=0 \:=0

On peut donc voir ¢(y,—p)(n—r)(Dr(0)) comme un polynéome en la variable «,
le degré d du résultant déterminantal est donc égal a la projection sur Y du
coefficient en «, c’est-a-dire

Ja (5 (A s r(cr(F — £)) <o>> |

ol fY désigne 'application degré sur Y. Comme p* commute avec les classes
de Cherns, la formule de projection donne

[ o0 (G- wmrelF = £)0) = [ 8 rtatF -~ 2)(0),

a

Remarque 6.1.4 Dans le cas F = Ox et r = 0, le résultat précédent
montre que le degré du résultant déterminantal est alors

(—1ymt /X em1(E) = em1(E7),

ce qui correspond bien au cas d’un résultant associé a un fibré vectoriel tres
ample (voir [GKZ94], chapitre 3, théoreme 3.10).

6.2 Résolution d’une variété déterminantale

Dans ce paragraphe on s’intéresse au probleme suivant: étant donné
deux fibrés vectoriels E et F' sur un schéma X et un morphisme suffisam-
ment générique ¢ : £ — F', décrire le lieu des points Y ou le rang de ¢ est
inférieur ou égal a un entier r donné; plus précisemment, définir un com-
plexe exact L(p,7)* de fibrés vectoriels sur X, qui résout le fibré trivial sur
Y, O(Y). Ce probleme a été résolu par Alain Lascoux dans son article in-
titulé “Syzygies des variétés déterminantales“ [Las78|. La stratégie utilisée
par ce dernier est de remarquer que Y est birationnel & un sous-schéma 2
d’une grassmannienne GG au-dessus de X, c’est-a-dire il existe un diagramme

commutatif
7 —— G

Ll

Yy — X,
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tel que la restriction de m & Z est birationnelle, et tel que Oz admet une
résolution K*® sur G (cette résolution est le complexe de Koszul d’une section
d’un fibré sur 7). L’auteur étudie alors la suite spectrale liée & la projection
du complexe K*® sur X, et construit ainsi une résolution de Oy sur X.

Dans ce qui suit, nous rassemblons les éléments nécessaires pour la
compréhension des résultats obtenus par Alain Lascoux. Avant de donner la
résolution L(p,r)® qui nous intéressera par la suite, nous rappelons quelques
définitions sur les partitions et les foncteurs de Schur, qui sont a la base de
la définition du complexe L(p,r)®.

6.2.1 Partitions et Foncteurs de Schur

Partitions

Soit  un entier. Une partition est un r-uplet I = (i1,... ,i,) € N” tel que
0 <1 <...<i,; salongueur est le nombre de ses éléments non nuls, et son
poids, noté |I|, est i1 + ...+ i,. On identifiera deux partitions qui different
par adjonction de zéros sur la gauche. Cependant il sera utile de considérer
la partition (0,...,0) € N" que nous noterons O,.

Une partition est habituellement représentée par un intervalle de N x N,

son diagramme de Ferrer; la premiere ligne contient 4, cases, la deuxieme
ligne 4,1 cases, et ainsi de suite, ce qui donne:

i

P)

| ig

ir-1

"r

Une partition J est contenue dans I, noté J C I, si c’est vrai pour leurs
diagrammes de Ferrer.

Sur I’ensemble des partitions, on définit une involution, 1’adjonction, qui
a une partition I associe la partition I*. Sur les diagrammes de Ferrer, c’est
la symétrie qui échange les axes de coordonnées; par exemple (1,2,4)* =
(1,1,2,3).

Si I et J sont deux partitions (i1, ... , i) et (ji,... ,Jjq) telles que i, < ji,
la concaténation IJ = (i1,...,4r,J1,...,Jq) est une partition. On peut
étendre cette opération. Soient r et ¢ deux entiers, I € Z", J € Z9, et
considérons 'ensemble {i1,io+1, ... ,ip+r—1, ji+r,... ,j;+r+g—1}. Sitous
ces nombres sont positifs et distincts, cet ensemble peut s’écrire de maniere
unique comme {hy, ..., hpyq+r+g—1}, avec H = (hq,... , hy4q) une parti-
tion. On dit alors que H est la concaténation de I et J, d’amplitude n(1,J),
nombre minimum de transpositions pour redresser le premier ensemble en
le second. Dans le cas contraire, on pose conc(I,J) =0, et n(I,J) = co.
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Tabloides - Tableaux de Young
Soit F un ensemble, I une partition. Un tabloide de diagramme I & valeurs
dans FE est un remplissage du diagramme de I avec des éléments de E.

Soit 7 un tabloide, p une permutation des cases du diagramme /. On
désigne par 7" le tabloide induit par cette permutation. On définit ainsi
Tabl; E comme le Z-module libre de base tous les tabloides de diagramme
1.

Supposons a présent que I’ensemble E est muni d’un ordre total. Un
tableau de Young de diagramme I est un tabloide de diagramme I tel que
chaque colonne lue de bas en haut soit une suite strictement croissante, et
chaque ligne, de gauche a droite, une suite croissante.

Foncteurs de Schur

Soit E un espace vectoriel, r un entier, I un élément de N”. On désigne par
ST E le produit tensoriel S"E ®...® S E, ott S*E est I’algebre symétrique
de E. De méme AN'E = N"E®...®@ A" E, ott A*E est 'algébre extérieur de
E.

On peut représenter les éléments de S*E par des tabloides lignes, et les
éléments de A'E par des tabloides colonnes (il n’y a pas unicité du tabloide
en général). Soit I une partition et J = I* sont adjointe, on obtient ainsi
des morphismes naturels

Vg : Tabl;E — S'E

Yp : TablE — N E

qui sont fournis par la lecture des lignes ou des colonnes d’un tabloide de
diagramme I.
Soit p; 'endomorphisme de T'abl E

Tabl;E — Tabl;E
T — ZH(—l)MT“

ol la somme est faite sur toutes les permutations p préservant les colonnes du
diagramme, avec (—1)* = signature(u). Il existe alors un unique morphisme
qui rend le diagramme suivant commutatif:

Tabi;E —s Tabl E
'Q[J/\J/ dJsl
NE P SR
Choisissant un ordre total sur une base de E, on montre que l'image de

I’application p; est un espace vectoriel de base les images des tableaux de
Young par l'application composée g o pf.
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Cette construction pour un espace vectoriel F s’étend aisément au cas
d’un fibré vectoriel E sur un schéma X. On définit ainsi le foncteur de Schur
d’indice I (de la catégorie des fibrés vectoriels sur X dans elle-méme), que
I’on note indifféremment S; ou Ay, comme le foncteur image de A’ dans ST
par p; (on pose Sy = 0).

Il faut remarquer ici que si la longueur de [ est strictement plus grande que
le rang de E, alors S;F = 0, puisque AW E = 0.

6.2.2 La résolution

Soient F et F' deux fibrés vectoriels de rang respectif m et n, m > n, sur
un schéma X, et ¢ un morphisme entre eux, ¢ : E — F. Soit r un entier
strictement inférieur a n, et soit Y le sous-schéma de X défini par

Y ={x € X :rang(p) <r}.
Son fibré trivial, Oy, est défini comme coker(¢’), avec
¢ ANTTE@ N - Ok,

canoniquement associée au morphisme A" 1.
On considere & présent la grassmannienne relative G = G,(F) = X des
quotients de rang g =n —r de F, et

0—-S—7"(F)—Q—0

sa suite exacte tautologique. Soit Z le sous-schéma de G, (F') des zéros du
morphisme composé 7*E — 7 F — @, i.e. Oz est défini comme le conoyau
de I’application induite ¢ : 7*E ® Q* — Og. On suppose que Z est locale-
ment intersection compléte, c’est-a-dire que le complexe de Koszul associé a

¥,
0K ™" o  LSKP=APAE®QY) —...— K’ =0,

est exact (cette hypothese implique que la restriction de 7 & Z — Y est
birationnelle). On peut alors construire un complexe L(p,7)® a partir de la
suite spectrale non dégénérée

E5 = Rin (NS (n*E @ QY)),

en posant LP =@, ,_, et
Notant n(I) = n(I,0,), et I' = conc(I,O,), la formule dite de Cauchy, et
le théoreme de Bott (voir [Las78]) montrent que

P = @ gt = @ /\[E®S[/F*,
s+t=p —|I|4+n(I)=p
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o SpF* = R™Dr,(S;Q*) (ce qui implique que I doit étre de longueur
inférieur ou égal & ¢ pour que S F* soit non nul). Le lemme suivant donne
une description explicite de I et n([):

Lemme 6.2.1 ([Las78|,5.10) Soit I = (i1,... ,iq), et soit p(I) la dimension
du plus grand carré contenu dans le diagramme de I, alors:

~-p=p() esttel queigp+q—p—1<n—1etigpr1+qg—p>n,
~ Siig_py1 <p+r1 alorsI' =0,
~ St ig_py1 > p+1r alorsn(l) =pr et

I'= (i1, ,ig—p,p D, -7 ig—T)
e lg—py Dy oo 3Py lg—ptl e .
———

T

Il faut & présent relier les termes LP pour obtenir le complexe L(p, 7).
Le lemme 5.13 de [Las78| nous dit que si (I, H) est un couple de partitions
telque HC I, H #0,I' #0 et |I| —n(I) = |H| —n(H) — 1, alors [ et H
ont mémes parts respectives, excepté une, de méme que I'’* et H'*, i.e.

. * .
I=e—0j0—o, I :o—oz’o—o,

H=eo—0he—e, H/*:o—oh/o—o,

olt @ — e (resp. o — o) est 'ensemble de coincidence de I et H (resp. I'* et
H'™). Pour un tel couple (I, H) on définit ainsi le morphisme

Vi ANIE® SpF* - ANgE ® S F*

comme le composé des injections et surjections naturelles (provenant de la
formule dite de Pieri, [Las78] (1.5.3)), et du morphisme de contraction

ds :NE@AN'F > ANT"E@ A NPE@ ANV F* @ AV F* — APE @ AMF,
(avec s=i—h =14 —h'):

ANEQ@APE — Ne—e EQ NE @ A F* @ No_o F*

o N dEQNEQ AN F* @ Ao oF* — AgE ® AppF.

Pour tout couple (I, H) tel que H n’est pas contenu dans I, on pose 97 i = 0.
Ainsi on définit les différentielles du complexe L(p,r)® par:

P = @ A ERSy F* 2= EULI ol EB AgE®@Sy F*.

—|I|+n(l)=p —|H|+n(H)=p+1
Le complexe L(y,7)® que ’'on obtient ainsi est tel que L = Oy, et le terme
le plus a gauche correspond & la partition I = (m,...,m) pour laquelle
——

q
n(I) = qr, c’est-a-dire LT ~™4. On en déduit que le complexe L®* a méme
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longueur que la codimension de Y, et donc que Y est Cohen-Macaulay si X
I’est.

Théoréme 6.2.2 [Las78] On suppose que le sous-schéma Z de G(F) est
localement intersection compléte, alors le complexe L(p,1)* est une résolution
minimale de Oy .

Explicitation du morphisme L~! — Oy

Le lemme 6.2.1 décrit les couples de partitions (I, I’) tels que | I|—n(I) = 1.
En fait, pour que I’ soit non nulle, il faut que i,_q4+1 > p + 7, et donc on
a |I| > p(p+ r). Comme dans ce cas n(I) = pr, la seule partition I telle
que |[I| —=n(I) =1 et I' # 0 est la partition ligne I = (r 4+ 1). Sa partition
associée I’ est alors la partition colonne I’ = (1,... , 1), et donc on en déduit

——
r+1

que L= = AN"HLE @ A" EF*. Le morphisme L™' — LY = Ox se réduit
alors, toujours par description du complexe, au morphisme de contraction
ANHE @ ATTLF* — Oy associé au morphisme A", On vérifie donc bien
que le conoyau de L™ — Ox est Oy.

Cas des mineurs maximaux

On s’intéresse au cas r = n — 1, i.e. ¢ = 1. Soit s un entier fixé, compris
entre 1 et m —n+ 1, on cherche & déterminer les couples de partitions (I, ")
tels que I # 0, I' #( et |[I| —n(I) = s. Comme g = 1, I est toujours une
partition ligne (i1), et donc p(I) = 1. De plus, pour que I’ soit non nulle, il
faut i; > n, et alors n(I) = n — 1. On déduit donc que I = (n+ s — 1), et
I'=(1,...,1,s). On obtient ainsi

————

L[S = /\nJrsflE ® szlF* ® /\nF*'

On vérifie alors que le complexe que 'on obtient dans le cas ¢ = 1 est le
complexe bien connu dit de Eagon-Northcott (voir [BV80]).

6.3 Calcul du résultant déterminantal

Au paragraphe 6.1 nous avons défini la notion de résultant déterminantal
qui fournit une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un morphisme entre
deux fibrés vectoriels sur une variété projective X soit de rang inférieur ou
égal a un entier donné en au moins un point. Dans ce qui suit nous al-
lons montrer que tout comme le résultant d’un fibré vectoriel tres ample, le
résultant déterminantal s’exprime comme le déterminant d’un certain com-
plexe. Pour cela I'idée principale est d’obtenir une résolution de la variété
d’incidence, ce que nous produirons grace aux résultats de la section précé-
dente, puis de la projeter sur I'espace des parametres.
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X est toujours une variété irréductible projective de dimension (m —
r)(n —r) — 1 sur un corps algébriquement clos K, ou m,n et r sont trois
entiers positifs tels que m > n > r > 0. Soient E et F' deux fibrés vectoriels
sur X de rang respectif m et n. On suppose que pour tout z € Ha(X) le
morphisme de restriction H — H°(z, Hom(E, F)|,) est surjectif. Alors,
d’apres le théoreme 6.1.1 le résultant déterminantal, noté Resy g r existe;
pour tout ¢ € Y = P(H), il vérifie

Resx g r(p) =0 <= X, (p) # 0,

et définit un diviseur V de Y.
On note p et ¢ les deux projections

X< xxy Ly,
et on considere la variété d’incidence
W={(z,9) e X xY : rangp(z) <r} Cc X xY.
D’apres la preuve de la proposition 6.1.3, on sait que la section canonique
o :p"(E)®q"(Oy(-1)) — p"(F)

du fibré vectoriel p*(Hom(E, F)) ® ¢*(Oy (1)) sur X x Y, est telle que sa
rieme yariété déterminantale, définie par

Dy(o) ={(z,¢) € X xY :rang(o(z,¢)) <1},

est exactement la variété d’incidence W, qui est de codimension (m —r)(n—
r). Cette section peut-étre vue comme la “section universelle” puisque la
restriction de o & une fibre X x {¢} est juste la section ¢ € Y. Pour alléger
les notations, on pose E' = p*(E) ® ¢*(Oy(—1)) et F' = p*(F), qui sont
deux fibrés vectoriels sur X x Y, de rang respectif m et n.

On considere a présent la grassmannienne relative

m:G(F') — X xY,
des quotients de rang n — r, qui est isomorphe a G, (F') x Y. Notant
0—S—7F)—-Q—0

sa suite exacte tautologique, on définit le sous-schéma fermé Z de G, (F")
comme les zéros du morphisme composé :

(o)

of T (E) T (F") — Q.
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Le morphisme of est donc une section du fibré 7*(E') ® Q* de rang m(n—r).
On obtient le diagramme commutatif suivant

7 — G(F)xY

S
D,(0c) —— X xY,

ol les deux fleches horizontales sont les injections canoniques. Le morphisme
M|z, restriction de 7 a Z, est birationnel et donc Z est de codimension m(n—
1), c’est-a-dire de codimension le rang du fibré 7*(E’) ® Q*. Si 'on montre
que Z est localement intersection complete, c’est-a-dire que le complexe de
Koszul associé & o,

O—)K_m(n_T) — .. KP— /\_p(ﬂ'*E@Q*) — ... —>K0 :OGT(F’)’

est exact, alors le théoreme 6.2.2 nous donne une résolution de Oy par des
fibrés vectoriels sur X x Y, a savoir le complexe L(o,7)® (voir paragraphe
6.2.2).

Lemme 6.3.1 Sous les hypothéses du théoreme 6.1.1, Z est localement in-
tersection compléte.

Preuve. Comme la variété Y est lisse, on déduit que la projection 7 :
Gr(F)xY — G,(F) est un morphisme lisse. La restriction 717 : Z — G,(F)
est donc un morphisme plat. Sa fibre géométrique au point (x, V,), ou V,, est
un sous-espace vectoriel de dimension r de F,, s’identifie & I’ensemble des
morphismes f € Y tels que Im(f(x)) C V,; cette fibre est donc lisse. On en
déduit donc que le morphisme 77 : Z — G.(F) est lisse (voir [Har77],
théoreme II1,10.2). De plus, la restriction de o & chacune de ses fibres
géométriques est clairement transverse a la section nulle; comme la codimen-
sion de Z est égale au rang de 7*(E’) ® Q*, on en déduit que le complexe
de Koszul associé & of est exact (voir [GKZ94], proposition II,1.4), et donc
que Z est localement intersection complete. O

On déduit donc que le complexe L(o,7)® est une résolution de Oy sur
X x Y. Ce complexe est de la forme

.= @ /\[E,®S[/F,*—>...—>Oxxy.
—H[+n(I)=p

Soit M un fibré en droite sur X. On note par £*® le complexe L(o,r)® ®
p*(M); c’est une résolution de Oy ® p*(M). Le complexe L£* de Oxxy-
modules induit le complexe ¢, (£*) de Oy-modules. Le terme le plus a droite
de ce complexe est

Q*(»CO) = q*(OXXY ®p*(M)) = OY ®HO(X’M)7
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et pour tout p=—1,... ,—(m —r)(n—r),

a:(LP) = qx P A r(E) @ (0(-1)) @ Sp(p*(F)) ® p*(M)
~[1]+n(D)=p

- D (e E) )M e s () @ (M)

—Hl+n(I)=p
- @B (ruE esiE) @M@ O (-1
—|T|+n(I)=p
— @ HY(X,A[(E) @ Sp(F) @ M) @ Oy (—|1)).
~|T|+n(I)=p

Remarque 6.3.2 La définition des foncteurs de Schur que nous avons donnée
montre immédiatement que si I est une partition, £ un fibré vectoriel et L
un fibré en droite, alors A7(E ® L) ~ L2 @ Af(E).

Nous dirons que le fibré inversible M stabilise le complexe g, (L*), si pour
tout p=0,...,—(m—r)(n—r), et toute partition I telle que —|I|+n(I) = p,
tous les groupes de cohomologie H*(X, A;(E) ® Sp/(F) ® M) sont nuls pour
i > 0. Sous cette hypotheése, nous allons montrer que le complexe ¢.(L®) est
exact, sauf en degré 0. Pour cela considérons une résolution 7°® injective du
complexe L£°. On peut choisir cette résolution

0 0 0
T T T

0 — I—(m— )Y(n—r), N - JOs JS 0
T T T
T T T

0 — If(mf Y(n—=7),0  _ - J90 _ Jo 0
T T T

0 — L—(m—r)(n—r) N N EO N OW ®p*(/\/l) = 0
T T T
0 0 0

de telle sorte que:

— Le complexe J® est une résolution injective de Oy ® p*(M),
— Chacun des complexes “colonne” est exact,

— Chacun des complexes “ligne” est exact (puisque £® est une résolution
de Ow ® p*(M)).
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Il existe deux suites spectrales qui convergent vers I'image hyper-directe
du complexe £*, Riq,(L£*), qui est par définition le i*™¢ faisceau de cohomo-
logie du complexe total associé au double complexe ¢, (1°®). Ces deux suites
spectrales correspondent respectivement aux filtrations par colonnes et par
lignes de ce double complexe g, (I°®).

La premiere suite spectrale est de la forme

E?q = qu* (Ep) = Ri(]* (‘C.)

La cohomologie des colonnes du double complexe ¢, (1*®) est nulle pour ¢ > 0
puisque l'on a supposé que M stabilise le complexe ¢, (L*), ce qui implique
que Riq.(L£7) = 0 pour i > 0 (en utilisant la proposition 4.2.2 de [LP97]).
Cette suite spectrale dégénere ainsi au deuxieme cran, et on obtient

EPT=0siq#0, EY?=HP(q.(L%)),

ol Eg’o est nul si p > 0. Il vient alors Riq,(£*) = 0sii > 0, et Rig,(L®) =
H(q.(£*)) sii <0.

La deuxieme suite spectrale correspond a la filtration du double complexe
g« (I°*) par lignes. Chacun des complexes

0— [~m=nn=ra g0 g 0,

est un complexe exact de faisceaux injectifs. On en déduit que ce complexe
est scindé (soit un morphisme injectif 0 — I = K, avec I un objet injectif;
alors l'identité Id : I — I se releve en un morphisme p : K — I tel que
pos = Id). Appliquer le foncteur ¢, a ce complexe donne donc un complexe
exact scindé. Notre suite spectrale, au premier cran, est donc telle que

E'V = g, (J9), et BT =0sip#0.
Elle dégénere ainsi au deuxieme cran, en donnant
ERT=0sip#0, et E'Y? = Rig.(Ow @ p*(M)).

On en déduit donc Rig,(L®) = 05sii <0, et Rig,(L®) = Riq.(Ow ®@p*(M))
sii > 0.

La comparaison de ces deux suites spectrales montre alors que H(q.(L®))
0siz<0,et que

H%(q:(L*)) = ¢:(Ow @ p*(M)) = H(X, M) © ¢:(Ow).

Le complexe g, (L®) est donc exact, sauf en degré 0 ol sa cohomologie est
égale & H°(X, M) ® q.(Ow ). On considere & présent son complexe gradué
associé de S®*(H*)-modules que I'on note C(M)® et qui est tel que

C(M)? = HO (X, M) ® S*(H"), et,
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cMP= P HYX AI(E) @ Sp(F) @ M) S (H).
~|l+n(1)=p

On note également C(H) le corps des fractions de S®*(H™); on a alors le
théoreme suivant :

Théoréme 6.3.3
det(C(/\/l)' ® C(H)) = ReSX’EJr.

Preuve. Le morphisme ¢ : W — V étant birationnel, le complexe C(M)®
est génériquement exact, c’est a dire que le complexe d’espaces vectoriels
(de dimensions finies) C(M)®* @ C(H) est exact. D’apres le théoréeme 30 de
[GKZ94], on en déduit que

det(C(M)* ® C(H)) = (Z(—l)imult(zm(H’(C(M)')) .D,
D i

ou la somme est prise sur tous les polynomes irréductibles D de S®(H™*),
et ot mult(z,,) désigne la multiplicité le long de I'hypersurface irréductible
associée au polynome D. Les résultats de [Ser55] permettent de montrer que
tous les modules H*(C(M)®) pour i # 0 sont supportés sur I'idéal irrelevant
et donc que

det(C(M)* @ C(H)) = > _mult(z,)H%(¢.(L*)).D.
D

En utilisant a nouveau que ’application ¢ est birationnelle de W sur la
variété résultante ¢(W) = V, on déduit alors le théoreme. 0

On peut ainsi ramener le calcul effectif du résultant déterminantal a
celui d’un calcul de déterminant d’un complexe. Le résultat le plus effectif
est donné par le théoreme 34 de [GKZ94] qui montre que le déterminant du
complexe C(M)* ® C(H) est le plus grand commun diviseur des mineurs
maximaux de la matrice de ’application

CM)' @ C(H) - C(M)*® C(H),
provenant du complexe C(M)®* @ C(H).

Remarque 6.3.4 Le théoreme 6.3.3 généralise ainsi la construction donnée
pour le résultant d’un fibré vectoriel tres ample dans [GKZ94|. En effet le
complexe que nous obtenons ici dégénere en un complexe de Koszul de la
section universelle du fibré vectoriel Hom(E, Ox), en supposant F' = Ox et
r=0.
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Dans le paragraphe suivant, nous allons expliciter les résultats que nous
venons d’obtenir dans le cas ou X est un espace projectif, et ou les fibrés
vectoriels E et F' sont tels que

i J
ol les d; et les k; sont des entiers positifs.

6.4 Résultant déterminantal multivarié

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas particulier, et effectif, du
résultant déterminantal sur X = Pm=)®=7)=1"o4 m n et r sont trois
entiers positifs tels que m > n > r > 0, et ou les fibrés vectoriels E et F
sont donnés par

m

E = @Ox(—di), F= @OX(—]{?]'),
j=1

=1

les entiers d; et k; (pas forcément positifs) vérifiant d; > k; pour tout 4, j.
L’espace vectoriel H = Hom(FE, F') s’identifie alors avec 1'espace vectoriel
des matrices de taille n x m dont ’entrée 7, j est un polynéme homogene sur
X, de degré d; — k;, i.e. les matrices

hii hi2 ... him
h271 h2,2 e h27m

: : : ’
hni hn2 .. hom

)

ou h;; € HY(X,O(d; — k;)). D’apres le théoreme 6.1.1, le résultant détermi-
nantal Resy g r existe, et s’annule pour toute telle matrice dont le rang est
inférieur ou égal & r en au moins un point de X.

Remarque 6.4.1 Le cas n = 1, r = 0 (et k&y = 0) correspond ainsi au
résultant multivarié étudié par J.P. Jouanolou dans [Jou91].

Tout comme il existe une formule close pour obtenir le degré du résultant
multivarié, il existe également une formule close pour le degré du résultant
déterminantal multivarié, donnée par la proposition 6.1.3. Cette formule est
completement explicite puisque les classes de Chern des fibrés F et F' sont
données par les formules:

m n

a(B) = [[(1 —dit) et co(F) =[]0 - kit).

i=1 i=1
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D’apres le théoreme 6.3.3 ce résultant déterminantal peut-étre calculé
comme le déterminant du complexe défini dans la section précédente. Le
fibré en droite M que nous avons introduit devient explicite dans notre cas.
En effet, ce fibré inversible M doit étre choisi de telle sorte que

HY(X,\1(E)® Sp(F*) @ M) =0,

pour tout ¢ > 0, et toute partition I telle que —|I| + n(I) = p. Les entiers
d; —k; étant tous positifs, on en déduit qu'’il suffit que M stabilise le terme le
plus a gauche du complexe £* pour stabiliser tout le complexe (propriété de
la cohomologie des fibrés inversibles sur les espaces projectifs, voir [Har77],
théoreme III, 5.1). Ainsi, il nous faut déterminer les entiers d tels que

H'(X, A\ (E) @ Sp(F*) @ 0(d)) = 0,

pour tout i > 0, et ou I est la partition I = (m, ... ,m).
—_———

q
Pour cela, il nous faut énoncer une nouvelle propriété des foncteurs de
Schur, la propriété d’additivité. Si A et B sont deux fibrés vectoriels sur un
schéma Z, et I une partition, alors

Si(A® B) ~ @ S1/,(A) @ S;(B),
7

ou la somme se limite aux partitions J contenues dans I. Si maintenant L
est un fibré inversible sur Z, on en déduit, pour tout couple de partitions
(1, H),
Syn(Ae L) ~ P LM @ 5;,,(4),
J
la somme étant faite sur toutes les partitions J telles que

HcJcCl, ethlgjlghggjg....

On en déduit ainsi, pour I = (m,... ,m), que
———
q
A(E) ~ O(~¢(3 ) @D O(—r),
1=1 s

ol les entiers rg vérifient ry < (3", d;).
La partition I’ associée & la partition I est définie par

I'=(n—-r,m-—r).
—~— N —
r q

On en déduit, en supposant que k1 > ko > ... > ky,

Sp(F*) =~ O((n=r) (k1 + ...+ k) + (m = 1) (kpi1 + ... + kn)) D O(ts),
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ol les entiers tg vérifient t; < (n—7r)(k1+...+k.)+(m—7r)(krs1+...+kn).
La cohomologie des fibrés inversibles sur les espaces projectifs montre qu’il
faut que d vérifie I'inégalité :

—q(Zdi)-i-( n—r Zkz n)(krs1+...ky) > —(m—r)(n—r)+1,
i=1

c’est-a-dire

d2q(y di)—(n—r Zk ) (kr1 -+ Fn) = (m—r)(n—7) + 1.

On note vq k l'entier a droite de cette derniere inégalité, c’est-a-dire

de—qu (n—r) Zk n)(krs1+...+ky)—(m—r)(n—r)+1.

Proposition 6.4.2 Pour tout entier d > vqx, on a
det(C(Ox(d))* ® C(H)) = Resx,p,r-

Remarque 6.4.3 Le résultant déterminantal est invariant si 'on tord les
deux fibrés E et F' par un O(l), pour [ un entier. On vérifie par un simple
calcul, que l'entier vqx que nous venons de définir est invariant par cette
transformation, i.e.

vax(E, F) = vax(E ® O(), F ® O(1)).
On peut ainsi supposer que 1'un des entiers d; ou un des entiers k; est nul.

Notant R = K[zo, . .. , Z(m—p)n—r)—1], |2 premiere application oy (la plus
a droite, en degré 0), est l’apphcation
a,
D, o L Ry P g 1€t 11 — Ry
11 <ol 1, J1 <o g1 T [d=300 0 diy A3 Ry ] T st LT e 541 [d]
qui associe a €y .. i i1 1, jri1
le déterminant du mineur

le polynome Ay . i1 1, jryr QUi désigne

hj17i1 hj17i2 s hj1,ir+1
hj27i1 hjz,iz s th;ir+1
. . . )
hjr+1,i1 hjr+1,i2 hjr+17ir+1

Ry désignant I'espace des polynomes homogenes de R de degré ¢. D’apres
les propriétés du déterminant d’un complexe (voir [GKZ94], appendice A),
on déduit le résultat suivant:

Proposition 6.4.4 Soit un entier d > vqx. Tout mineur maximal non nul,
de taille § Ry, de Uapplication o4 est un multiple du résultant déterminantal
RGSX’E7F.

De plus, le plus grand commun diviseur de tous ces mineurs maximauz est
exactement le résultant déterminantal.
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Cette proposition nous fournit un algorithme pour calculer explicite-
ment le résultant déterminantal, similaire a celui permettant le calcul du
résultant multivarié a ’aide des matrices dites de Macaulay. Ces matrices
de Macaulay sont en fait des mineurs maximaux de ’application o4 dans le
cas du résultant multivarié, i.e n = 1 et r = 0. Dans ce cas ou le résultant
déterminantal est un résultant multivarié, il est donc possible de décrire
explicitement les mineurs maximaux de o4 en spécialisant les polynomes
en a:go,x‘lil, . ,:cglm (voir chapitre 1, paragraphe 1.2). Il est un cas pour
lequel on peut aussi trouver une spécialisation de la matrice (h; ;) qui per-
mette d’obtenir des mineurs maximaux de o4, c’est le cas r = n — 1. La

spécialisation est la suivante:

- - dmfn 7k
xgl k1 xcliz k1 L g +1—R1 ) 0 ) e e 0
0 xg2_k2 x‘li3_k2 e xmm__;+27 2 0 ce 0
dn—k dnt1—k do —k

dont on vérifie aisément que le rang est n en tout point de X =P~ ",

Enfin, pour illustrer ce résultant déterminantal et mieux comprendre
ce qu’il permet de calculer, nous considérons dans ce qui suit quelques cas
particuliers.

Le cas X = P!

Nous avons donc ici la contrainte (m — r)(n — r) = 2. Comme nous
supposons m > n > r > 0, cela implique que, pour tout r» > 0, il existe
un résultant déterminantal sur P! tel que m = r 4+ 2 et n = r + 1. Ainsi
sur P!, les seuls résultants déterminantaux sont ceux tels que m =n + 1 et
r =n—1, qui correspondent donc a calculer si une matrice n’est pas de rang
maximum en au moins un point de P'. Notons que le cas 7 = 0 correspond
au résultant classique de Sylvester.

Le cas X = P?

Nous avons ici la contrainte (m —r)(n —r) = 3. Comme nous supposons
m > n > r > 0, cela implique que, pour tout r > 0, il existe un résultant
déterminantal sur P? tel que m = r + 3 et n = r + 1. Ainsi sur P?, les seuls
résultants déterminantaux sont ceux tels que m =n+2et r=n—1, qui
correspondent donc, comme pour le cas X = P!, & calculer si une matrice
n’est pas de rang maximum en au moins un point de P2. Notons également
que le cas r = 0 correspond au résultant multivarié de trois polynomes dans
P2,



124

Le cas X = PP~!, avec p premier

Ce cas généralise les deux cas précédents. En effet, on a la contrainte
(m —r)(n —r) = p. L’entier p étant premier, cela implique que n —r = 1,
et m —r = p. On est donc dans une situation ou le résultant déterminantal
donne uniquement une condition pour que le rang d’une matrice de taille
m = (p — 1) + n par n, ne soit pas de rang maximum (puisque r = n — 1)
en au moins un point de PP~

Le cas X = P3

C’est le premier cas pour lequel on n’a pas forcément »r = n — 1. En
effet, on doit vérifier 'égalité (m — r)(n —r) = 4. On a donc deux classes
de cas possibles. La premiere classe donne les casn —r =1et m —r = 4,
pour lesquels r = n — 1, et qui correspondent & tester si le rang n’est pas
maximum. La deuxiéme classe de cas correspond a m —r =n —r = 2.
Dans ces cas, le résultant déterminantal donne une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une matrice carrée de taille r + 2 soit de rang inférieur ou
égal & r en au moins un point de P3.

Le cas général X = P¢~!

Comme nous 'avons vu dans les cas précédents, tout repose sur la
décomposition en facteurs premiers de I'entier ¢. Ainsi, on se convainc que si
n—r divise ¢, et si n—r < ¢/2, alors il existe un résultant déterminantal qui
donne une condition nécessaire et suffisante pour que le rang d’une matrice
soit inférieur ou égal a r.
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Etude du résultant sur une variété algébrique

Dans ce travail de these une étude théorique et pratique du résultant
résiduel est proposée. Ce résultant résiduel fournit une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un systeme algébrique possede des solutions sur une
variété résiduelle obtenue par éclatement. Des méthodes effectives pour cal-
culer ce résultant résiduel ainsi que son degré sont proposées, les résultats
les plus précis étant obtenus lorsque le lieu que 'on éclate est une intersec-
tion compléte ou encore une intersection complete locale projective Cohen-
Macaulay de codimension deux.

Un algorithme pour résoudre le probleme d’implicitisation dans le cas ou
la paramétrisation possede des points base localement intersection complete
est explicité a l'aide du résultant résiduel. On montre également comment
ce résultant résiduel permet d’obtenir la forme de Chow des points isolés
d’un systeme algébrique.

Enfin le dernier chapitre de cette these présente une définition et une
premiere étude du résultant déterminantal qui donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une matrice générique soit de rang inférieur ou égal a
un entier positif donné.

Mots clés: résultant, géométrie algébrique effective, intersection résiduelle,
résolution de systémes polynomiaux, implicitisation.

Study of the resultant on an algebraic variety

In this thesis a theoric and practical study of residual resultant is pro-
posed. This residual resultant provides a necessary and sufficient condition
so that an algebraic system has solutions on a residual variety obtained by
blowing-up. Effective methods to compute this residual resultant as its de-
gree are exposed, more precise results being obtained when the locus that
one blows up is a complete intersection or a projective local complete inter-
section Cohen-Macaulay of codimension two.

An algorithm to solve the implicitization problem in case the parametri-
zation has base points which are a local complete intersection is proposed
using residual resultant. One also shows how this residual resultant allows
to obtain the Chow form of the isolated points of an algebraic system.

Finally the last chapter of this thesis gives a definition and a first study of
determinantal resultant which traduces a necessary and sufficient condition
so that a generic matrix is of rank less or equal to a given positive integer.

Key words: resultant, effective algebraic geometry, residual intersection,
resolution of algebraic polynomial systems, implicitization.
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