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INTRODUCTION vi

Introduction

Chacun d’entre nous posséde un sens ludique plus ou moins développé.
Pour beaucoup, I’enfance est une période trés propice pour le mettre en
pratique. Il s’estompe souvent avec I’dge, par la faute de ce que certains
aiment appeler ”la maturité”. En ce qui me concerne, il faut croire que
jal été mature a ma naissance. Kt j’ai dii commencer mon enfance il y a
environ quatre ans, pendant mon stage de master. En effet, c’est presque
simultanément que jeux entre amis et jeux combinatoires se sont présentés a
moi. Lorsque j’ai compris combien ces derniers pouvaient étre aussi riches et
complexes, traversant des domaines aussi vastes que la théorie des nombres,
les mathématiques discretes, la logique, les codes correcteurs d’erreur, ou
encore l'algorithmique, j’ai rapidement su quel serait mon activité pour les
trois années qui allaient suivre. Trouver comment gagner a un jeu en faisant
des maths procure un double plaisir dont il serait dommage de ne pas pro-
fiter...

Les premiers jeux combinatoires a deux joueurs mathématiquement résolus
datent du début des années 1900. On doit le premier résultat & un anglais,
C.L.Bouton, qui donna la stratégie pour gagner au jeu de Nim, un jeu avec
des tas d’allumettes que les joueurs retirent & tour de role. La recherche
d’une stratégie gagnante est un des enjeux principaux de I'étude d’un jeu.
En un siécle, la théorie s’est construite et étoffée, si bien qu’aujourd’hui,
le cadre d’étude est bien défini. Cependant, méme si ’on sait ou classer
un jeu combinatoire donné, cela ne suffit bien souvent pas pour lui trouver
une stratégie gagnante. En effet, la plupart des jeux sont des problémes dif-
ficiles, les plus illustres représentants en étant le go, le reversi, ou les échecs...

La premiére partie de ce document est consacrée aux jeux a deux joueurs.
Dans le chapitre 1, nous donnerons la définition d’un jeu combinatoire a
deux joueurs telle qu’elle a été retenue par la communauté. Nous explique-
rons aussi plus en détail les raisons qui peuvent pousser les mathématiciens
a s’intéresser & ce domaine, ainsi que les principaux éléments de la théorie
sous forme d’un historique du début du 20¢¢ siécle & nos jours. Ce chapitre
fera aussi apparaitre nos premiers résultats sur des aspects généraux des
jeux combinatoires: on verra une premiére famille de jeux pour lesquels on a
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trouvé un invariant qui permet de construire d’autres jeux dont la résolution
est identique. On présentera aussi les jeux combinatoires comme étant au
service d’un autre domaine: les codes correcteurs d’erreur. Les codes gloutons
sont obtenus facilement & 1'aide d’un algorithme glouton appliqué sur l’en-
semble des mots d’un alphabet donné. Ils constituent un large ensemble de
codes correcteurs d’erreur, comprenant notamment les codes de Hamming
ou de Golay. A tout code glouton on peut associer un jeu combinatoire, dit
jeu glouton. En utilisant le travail de certains auteurs, nous prouverons la
linéarité des codes gloutons a 1’aide de leurs jeux associés.

Dans le chapitre 2, nous étudions plusieurs variantes du Wythoff’s game.
Il s’agit d’un jeu combinatoire créé par un mathématicien du méme nom en
1907. A partir de deux tas d’allumettes de tailles quelconques, deux joueurs
retirent alternativement soit un nombre quelconque d’allumettes dans un
seul tas, soit le méme nombre d’allumettes dans les deux tas. Le vainqueur
est celui qui prend la derniére allumette. Wythoff s’est intéressé aux positions
pour lesquelles le second joueur a une stratégie gagnante, et a montré qu’elles
apparaissent lorsque les deux tas sont de tailles |n7| et |n72], ol T est le
nombre d’or, et ceci pour toute valeur de n. Au cours du vingtiéme siécle, des
études approfondies et des variantes de ce jeu foisonnent, sous I’impulsion
de Fraenkel notamment.

On peut jouer au Wythoff’s game de fagon équivalente en plagant une
reine sur un échiquier, que deux joueurs déplacent alternativement en di-
rection du coin nord-ouest. Cette vision du jeu nous a amené a considérer
une variante de ce jeu avec une piéce exotique, une sorte de reine dont la
portée des déplacements est bornée par une constante. Nous verrons que
pour ce jeu, les positions favorables au second joueur se déduisent tres fa-
cilement de celles du Wythoff’s game originel. Dans la suite du chapitre,
on considerera une version géométrique du jeu, ot les déplacements d’une
piece sont vus comme la donnée d’un ensemble de vecteurs directions. Pour
ce type trés général de piéce, on appelera le jeu associé jeu auz n vecteurs,
et on s’intéressera encore a la recherche des positions favorables au second
joueur.

Dans le chapitre 3, on considére une variante du jeu Dots and Bozes,
auquel Berlekamp y consacra notamment un livre entier. Sur une grille qua-
drillée rectangulaire, deux joueurs noircissent alternativement une aréte. Un
joueur marque un point pour chaque carré qu’il "ferme”. Le jeu s’arréte
lorsque toutes les arétes ont été noircies, le vainqueur étant le joueur avec le
plus de points. Dans la régle initiale, un joueur qui marque un point rejoue
immédiatement ; ce ne sera pas le cas dans notre variante que nous avons
nommée Pic’aréte, et déja introduite par Meyniel et Roudneff en 1988. A
proprement parler, ce jeu n’appartient pas aux jeux combinatoires, puisque
la victoire se décide par un nombre de points marqué au cours de la partie.
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Il est alors intéressant de voir comment aborder la notion de stratégie ga-
gnante dans ce cas. Nous donnerons également une estimation du nombre
de points que peut espérer obtenir chaque joueur.

Lorsque 1'on modifie la contrainte du nombre de joueurs, on s’éloigne
considérablement de la théorie classique des jeux & deux joueurs. Les jeux
a plus de deux joueurs font souvent intervenir des négociations et coalitions
entre joueurs. Ils s’étudient tres souvent dans le cadre de la théorie des jeux
dite économique, ou 'information n’est pas totale. La notion de stratégie
optimale y difféere, comme 1’a montré Nash dans les années 50. N’étant pas
spécialiste de cette théorie, on a choisi de regarder ce qui se passe lorsque
I’on restreint le nombre de joueurs, autrement dit de s’intéresser au monde
des casse-tétes, a travers un exemple précis: le jeu du Solitaire Clobber. Le
chapitre 1 sert de préambule et livre un résultat sur le jeu du Solitaire joué
sur un rectangle a n lignes et trois colonnes. On y verra que la recherche
d’invariants est tres utile dans la résolution de ce type de jeu.

En 2002, Albert, Grosmann, Nowakowski et Wolfe ont proposé un nou-
veau jeu combinatoire & deux joueurs: le jeu du Clobber. Deux ans plus tard,
Demaine, et Fleischer le transforment en un casse-téte qu’ils nomment fort
logiquement Solitaire Clobber. Les regles en sont les suivantes: sur un graphe
quelconque, on place une pierre (noire ou blanche) sur chaque sommet. En se
déplacant le long d’une aréte, une pierre peut supprimer une autre pierre de
couleur opposée. L’objectif est de laisser le moins de pierres possible a la fin,
en alternant suppressions blanches et noires. Demaine et al. ont montré que
le calcul du nombre de pierres minimum, dit aussi valeur de réductibilité, est
un probléme difficile sur les morceaux de grilles. Ils I’ont en revanche résolu
sur des grilles ou la disposition initiale des pierres est en échiquier. Notre
variante, que nous appelerons Solitaire Clobber 2, ne nous oblige pas a
capturer alternativement une pierre blanche puis une noire, mais reste
difficile sur les morceaux de grilles. Nous verrons cependant que pour cette
variante, le calcul de la valeur de réductibilité est polynomial pour les chaines
et les cycles (cf. 2). Il est en de méme pour le jeu sur les arbres, qui sera
détaillé dans le chapitre 3, ou les aspects algorithmiques seront soulignés, &
travers un algorithme de résolution s’exécutant en temps quadratique. En-
fin, dans le chapitre 4, on s’intéressera aux graphes aux faibles valeurs de
réductibilité, et ceci indépendamment de la disposition initiale des pierres.
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Définitions et terminologie

Ce premier chapitre est consacré aux définitions auxquelles nous nous
rapporterons tout au long de ce mémoire. La plupart d’entre elles pro-
viennent de la théorie des graphes. Les autres sont issues d’autres domaines
des mathématiques, comme les codes correcteurs d’erreur ou la théorie des
nombres.

Les graphes

Définitions générales

Un graphe est la donnée d’un couple (V,E), ou V est ’ensemble des
sommets, et F un ensemble de paires de sommets (ol chaque paire sera
appelée aréte). On les représente trés souvent & ’aide d’un dessin, ou les
sommets sont des points, et oll une aréte est un segment entre deux points.

Un graphe est dit orienté si 'ordre des sommets dans la donnée d’une
aréte est important. On appelle de telles arétes des arcs, et on les représente
graphiquement par un segment avec une fleche. Le schéma 1 est un exemple
de graphe, et 2 est un exemple de graphe orienté.

Fic. 1 - Un F1G. l2d - Z’I’L
exzemple de graphe erempre ae graphe
orienté

Si u et v sont deux sommets d’un graphe, une aréte entre u et v sera
notée (u,v). Un arc de u vers v sera noté de la méme fagon. Un arc de v vers
u sera quant & lui noté (v,u). Le premier sommet d’un arc est appelé téte,
et le second est la queue. Les sommets u et v sont appelés les extrémités
de laréte (ou arc) (u,v).
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Deux sommets u et v seront dits adjacents s’il existe une aréte les
reliant. Dans ce cas, on dit également que u est voisin de v, ou vice-versa.

Soit G = (V,E) un graphe non orienté. Le voisinage d’un sommet v € G
désigne I’ensemble des voisins de v et se note Ng(v). Si G est orienté, alors
Ng(v) = {u € V/(v,u) € E}. Dans tous les cas, le voisinage fermé d’'un
sommet v € G est I’ensemble Ng(v) U {v}, et se note Ng[v].

Soient un graphe G = (V,E), et K C V. Le sous-graphe de G induit
par K est le graphe dont I’ensemble des sommets est K, et dont les arétes
sont celles de F qui ont leurs deux extrémités dans K.

Une aréte dont les deux extrémités sont identiques s’appelle une boucle.
S’il existe p arétes ayant les mémes extrémités u et v, on dit qu’elles sont
paralléles. Un graphe est dit simple s’il ne possede ni boucle, ni arétes
paralleles.

Soit G = (V,E) un graphe quelconque. Un ensemble K C V est dit
stable s’il n’existe aucune aréte de F ayant ses deux extrémités dans K. Si
G est non-orienté, un ensemble K’ C V est dit dominant si tout sommet
de V' \ K’ est adjacent & un sommet de K'. Si G est orienté, un ensemble
K' C V est dit absorbant si pour tout sommet u de V'\ K, il existe un arc
de u vers un sommet de K'.

Un ensemble stable et absorbant (ou dominant) d’un graphe s’appelle
un noyau.

Soient G = (V,E) un graphe non-orienté et v un sommet quelconque de
V. Le degré de v est le nombre d’arétes dont v est une extrémité. On le
note degg(v). Si G est un graphe orienté, on définira deux types de degré:
— le degré sortant, noté deg(v), et égal au nombre d’arcs de G
dont v est la téte.
— le degré entrant, noté deg, (v), et égal au nombre d’arcs de G
dont v est la queue.
Un sommet d’un graphe G est dit isolé s’il est de degré nul. Il est dit
pendant s’il est de degré 1. Une aréte est dite isolée si ses deux extrémités
sont des sommets de degré 1.

Une chaine de G de longueur k est une suite alternée de sommets et
d’arétes vpeiv; ... ex_1Vx—1, ou pour tout 1 = 0...(k — 2), (v;,vi+1) corres-
pond & l'aréte (ou a larc) e;. Les sommets vy et vg_1 sont les extrémités
de la chaine. Lorsque vy et v;_1 sont confondus, ont dit que la chaine est
fermée. Une chaine qui ne rencontre pas deux fois le méme sommet (resp.
la méme aréte) est dite élémentaire (resp. simple). Si G est non-orienté, une
chaine simple fermée de G s’appelle un cycle. Si G est orienté, on ’appelle
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un circuit.

Etant donnés deux sommets z et y d’'un graphe G, la distance qui sépare
z de y est le nombre d’arétes de la plus petite chaine qui relie z et y.

Un graphe non-orienté (resp. orienté) est dit acyclique (resp. acircui-
tique) s’il ne contient pas de cycle (resp. circuit).

On dit qu’un graphe G est Hamiltonien s’il admet un cycle qui passe
une et une seule fois par chaque sommet de G. On appelera un tel cycle un
cycle Hamiltonien. Par analogie, une chaine Hamiltonienne est une chaine
qui passe une et une seule fois par chaque sommet de G.

Un graphe non-orienté est dit connexe si pour toute paire de sommets
{u,v}, il existe une chaine entre u et v.

Si G est un graphe connexe, une aréte e de G est dite déconnectante si
sa suppression rend le graphe non-connexe. On appelle aussi une telle aréte
un isthme.

Soient G; = (V4,E1) et Go = (Va,E5) deux graphes quelconques. Le
produit cartésien G10G3 est le graphe G = (V,E), ou 'ensemble des
sommets V est le produit cartésien Vi x V,, et ol une aréte (ujug,v1v2)
appartient & F si et seulement si u; = v1 et (ug,v2) € Fa, ou alors uy = v9
et (u1,v1) € F.

Le produit complet de G par G, noté G1 ® Go, est le graphe G' =
(V!,E"), ou V' est le produit cartésien Vi x Vo, et oll une aréte (ujusz,v1v2)
appartient & E’ si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies:

— (u1,v1) € By ouug =

— (UQ,’UQ) € E5 ou ug = vg

avec (u1,u2) # (v1,v2).

Quelques types de graphes

Un graphe G est une chaine de longueur n, et sera notée P,, si I'en-
semble de ses sommets induit une chaine simple élémentaire de longueur n.
On définit de la méme fagon un cycle de longueur n, que ’on notera C,
(cf. figure 3).

Une puissance k°"¢ d’un cycle de longueur n sera notée C(n,k). Il
s’agit d’un cycle C,, auquel on ajoute une aréte entre toutes les paires de
sommets dont la distance est comprise entre 2 et k (cf. figure 3). On définit
de maniére analogue une puissance de chaine.
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i

C(7,2)

Fi1G. 3 — Ezemples de chaine, cycle, et puissance de cycles

Un graphe G simple est dit complet si pour toute paire de sommets
distincts u et v, il existe une aréte de G reliant u et v. Un graphe complet
a n sommets s’appelle aussi une clique, et se note K,.

Un arbre est un graphe simple connexe sans cycle. Tout arbre vérifie
notamment la propriété suivante: son nombre d’arétes est égal & son nombre
de sommets moins 1.

Un arbre enraciné est un arbre dont on a particularisé un des som-
mets, qu'on appelle la racine, et dont on a orienté les arétes récursivement
a partir d’elle. C’est une facon de représenter tout arbre comme un arbre
généalogique. La figure 4 donne I'exemple d’un arbre (& gauche), ainsi que
ce méme arbre enraciné sur le sommet v.

F1G6. 4 — Arbre et sa version enracinée

A partir de la représentation enracinée d’un arbre, on dit qu'un sommet
a est parent de b, ou que b est enfant de a, si a et b sont adjacents, et si
a se trouve au-dessus de b dans la représentation. Un sommet sans enfant
s’appelle une feuille de I'arbre enraciné. Dans I'exemple ci-dessus, v est la
racine, n et k sont des feuilles, j est parent de m.

On dira qu’un graphe G connexe posséde un arbre pendant T si T est &
la fois un arbre maximal et un sous-graphe induit de G, tel que G \ T reste
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connexe.

Le graphe étoile & n sommets est un arbre avec un sommet de degré
(n — 1). Tous les autres sommets sont donc de degré un (cf. fig. 5).

Une grille de taille p x g est le produit cartésien d’une chaine de longueur
p avec une autre de longueur q.

Un grille-graphe est un graphe plongé dans le plan Euclidien, tel que
les sommets ont des coordonnées entiéres, et que deux sommets sont ad-
jacents si leur distance euclidienne est égale & un. On peut considérer un
grille-graphe comme un sous-graphe induit d’une grille.

Une étoile

Une grille 5*6 Un grille-graphe

Fi1c. 5 — Exemples d’étoile, de grille et de grille-graphe

Soit I un ensemble d’intervalles sur les réels. En associant & chaque
intervalle un sommet, et en ajoutant une aréte entre deux sommets u et v
si l'intersection des intervalles correspondants n’est pas vide, on définit le
graphe d’intervalles associé a 1.

Un graphe d’intervalles ol les intervalles sont choisis sur un ensemble de
nombre cyclique s’appelle un graphe arc-circulaire.

=~
"o

") -
=

F1a. 6 — Ezemples de graphe d’intervalles (en haut) et arc-circulaire (en

bas)
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Un ordre total & n sommets est le graphe G = (V,E),ouV = {v1,...,0,},
et (v;,v;) € E si et seulement si i > j.

L’hypercube de dimension n est le graphe dont les sommets sont les
n-uplets binaires, et ot deux sommets sont adjacents si et seulement si ils
different en une coordonnée exactement. On le notera @),. L’hypercube de
taille 2 est le carré, celui de taille 3 est le cube.

On le définit souvent comme le produit cartésien de Ky et de 'hypercube
de taille inférieure, autrement écrit:

Qn = Qn-10Ky; =0"Ky

Graphiquement, on peut voir le graphe @),, comme deux copies identiques
du graphe @, 1 dont les sommets ”copies” sont reliés entre eux. Le schéma
7 montre les trois premiers hypercubes, les arétes bleues reliant & chaque
fois les deux copies entre elles.

(101)

01 @ (001) .

(00) (10)

(111)

o o

C

(000) (010)

F1G. 7 — Les hypercubes @1, Q2 et Q3

On remarquera que ’hypercube @), possede 2" sommets, et que tous ont
un degré égal & n. Un résultat bien connu et facile & démontrer est le fait
que les hypercubes sont des graphes Hamiltoniens.

Un graphe de Hamming est un produit cartésien de graphes com-
plets qui ont tous la méme taille. L’hypercube en est un cas particulier,
ou les graphes complets du produit sont de taille 2. Un graphe de Hamming
généralisé est aussi un produit cartésien de graphes complets, mais qui n’ont
pas nécessairement la méme taille.

Notions (trés) élémentaires d’algebre linéaire

Un espace vectoriel E sur un corps K est un ensemble muni de deux
lois: une loi interne, notée +, et une autre externe, notée X, qui vérifient les
propriétés suivantes:

e (E,+) est un groupe associatif, c’est-a-dire que la loi + est asso-

ciative, elle posséde un élément neutre 0, et tout élément admet
un opposé.
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e La loi externe X est une application de K X E dans E, et vérifie:
I’élément unité 1 du corps K est neutre pour X, la loi x est
distributive par rapport a +.

Les éléments de F sont appelés les vecteurs, ceux du corps K les scalaires.
Un exemple d’espace vectoriel est R": ’ensemble des n-uplets sur R, muni
de + et X tels que:

(T15--5%n) + (Y1, 3¥n) = (T1 + Y1, -+ - 5Tn + Yn)

et AX (Y1, 3Un) = (A X Y1, A X yp).

Soit E un espace vectoriel sur K, et (z;);cr une famille de vecteurs de E.
Une combinaison linéaire des vecteurs (z;) est un vecteur > ;o7 Az, ou les
(Ai)ier forment une famille de scalaires de K. Notons que toute combinaison
linéaire d’éléments de E est un élément de F.

Un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel (E,+,x) sur K est un
ensemble F' inclus dans E qui, muni des mémes lois + et X constitue un
espace vectoriel sur le méme corps K.

Soient (E,+g,xg) et (F,+r,xr) deux espaces vectoriels sur un corps K.
Une application linéaire f de E dans F’ satisfait les deux points suivants:

o V(z,y) € E.f(z +ry) = f(z) +F f(y)

e VAe KNz € E,f(Axgpzx)=XXp f(x)

Un automorphisme est une application linéaire bijective ou £ = F'.

Si f est une application linéaire de E dans F', on définit le noyau de f
noté ker(f) comme P'ensemble

ker(f)={z € E: f(z) =0}

Arithmétique des entiers

Plusieurs entiers sont dits premiers entre eux si leur plus grand divi-
seur commun est 1.

Un ensemble d’éléments £ muni d’un opérateur e est dit clos pour cet
opérateur si pour tous éléments = et y de F, x o y est aussi un élément de
E.

Etant donné un ensemble d’entiers positifs U, on notera Mez(U) le plus
petit entier positif n’appartenant pas & U. Précisons que Mex(()) = 0. Le
nom de cet opérateur vient de ”valeur minimale exclue”.

Sur I’ensemble des entiers positifs, on définit ’opérateur binaire
ou exclusif, noté @, de la facon suivante: on code chacun des deux entiers
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concernés en binaire, et on effectue ’addition bit a bit sans retenue. On peut
aussi construire la table de cet opérateur de fagon récursive, en utilisant la
valeur minimale exclue:

a®b= Mew(a' ) bl)OSa’<a,0§b’<b

Les codes correcteurs d’erreur

Cette section a pour objectif de présenter en quelques lignes les notions
élémentaires qui nous seront utiles pour notre travail sur les codes gloutons
(chapitre 1). On trouvera des informations beaucoup plus détaillées dans
des livres de théorie des codes tels que [MS77, Rom92].

Les informations numériques que nous transférons sont des mots sur un
certain alphabet. Il s’agit la plupart du temps d’un alphabet binaire, mais
on peut généraliser au corps fini & g éléments GF'(¢g). Si on transmet des
mots de longueur n sur GF(q), on dira alors qu'un code de taille n sur
GF(q) est un ensemble de mots de GF(q)".

Le poids de Hamming d’'un mot de GF(q)" est le nombre de bits non
nuls de ce mot. On appelle distance de Hamming entre deux mots le poids
de leur différence. On dira qu’on code a une distance d si la distance de
Hamming entre toute paire de mots du code est d’au moins d.

Lorsque 'on transmet de I'information, & savoir les mots d’un code, on
s’intéresse & la détection et & la correction d’éventuelles erreurs (une erreur
correspond & un bit erroné) qui se seraient introduites lors de la transmis-
sion. L’intérét d’un code réside notamment dans sa capacité a détecter et
corriger de telles erreurs. Si les mots d’un code sont suffisamment éloignés
les uns des autres, et sous ’hypothése que peu d’erreurs se produisent, on
saura alors facilement déduire du mot regu (erroné) le mot inital que 'on
voulait transmettre. Les codes de distance d peuvent détecter jusqu’a (d—1)
erreurs, et en corriger |(d —1)/2].

Les trois éléments les plus importants d’un code sont la longueur des mots
n, sa distance d, et sa cardinalité. Un des problemes récurrents consiste a
maximiser la cardinalité d’un code ayant n et d comme paramétres fixés.

L’alphabet GF'(q) (avec g puissance de nombre premier) étant un corps,
on peut imposer & un code une structure d’espace vectoriel. De tels codes
sont appelés codes linéaires. Ils sont donc clos par addition et par multipli-
cation par un scalaire. Les codes linéaires sont les plus utilisés aujourd’hui car
ils facilitent I’acces au décodage de 'information et & la détection d’erreurs.
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On les caractérise souvent par leur dimension en tant qu’espace vectoriel.

Les codes de Hamming sont les codes linéaires les plus connus. Ils possédent
les parameétres suivants: leur longueur n vaut 2" — 1, et leur dimension vaut
2" —r—1. Leur distance est égale & 3, ce qui signifie qu’il ne corrigent qu’une
seule erreur.

Complexité d’algorithmes

Un probléeme de décision est un énoncé auquel on doit répondre par
oui ou non. Cette réponse est fournie par un algorithme dont le temps
d’exécution traduit la complexité du probléme.

La classe P est ’ensemble des problemes de décision solubles en temps
polynomial, c.a.d. pour lesquels il existe un algorithme qui s’exécute en un
nombre d’opérations élémentaires proportionnel 4 un polynéme en la taille
de l'instance.

La classe NP désigne I’ensemble des problemes de décision pour lesquels
il existe un certificat permettant de prouver en temps polynomial que la
réponse, pour une instance donnée, est bien "oui”.

Dans le cadre des probléemes de décision, une réduction permet de rame-
ner la décidabilité d’un probléme & celle d'un autre probleme. Etant donnés
deux problémes de décision A et B, une réduction polynomiale de A a
B est une fonction qui & une instance I4 de A associe une instance Ig de B
en temps polynomial, et telle que 14 et I ont des réponses équivalentes.

La classe NP-difficile est ’ensemble des problémes de décision aux-
quels n’importe quel probleme de N P peut se réduire polynomialement. Ces
problémes n’admettent & priori pas d’algorithme rapide pour les résoudre.

La classe NP-complet est I’ensemble des problemes NP-difficiles appar-
tenant a la classe NVP. Ce sont donc les probléemes de N P les plus difficiles
a résoudre.



Premiere partie

Les jeux a deux joueurs
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Chapitre 1

Les jeux combinatoires:
définitions, historique,
premiers résultats

1.1 Qu’est-ce qu’un jeu?

Dans leur livre (cf. [BCGO01]), Berlekamp, Conway et Guy donnent une
définition précise d’un jeu combinatoire & deux joueurs. C’est cette définition
qui a été retenue par la communauté des mathématiciens du domaine. Elle
consiste en huits points:

1.
2.

Il y a exactement deux joueurs.

Le nombre de configurations (ou de positions de jeu) possibles est
fini. On a aussi besoin de connaitre une configuration de départ.

Les déplacements qui permettent de passer d’une configuration a une
autre sont définis par un ensemble de régles. Ces régles peuvent étre
spécifiques a chacun des deux joueurs. On appelle options ’ensemble
des positions accessibles en un coup par un joueur, a partir de la
configuration courante.

Les deux joueurs jouent alternativement, et il est interdit de passer
son tour.

L’information est totale, c.a.d. chaque joueur connait la configuration
courante et sait ce qui peut se passer ensuite.

Le hasard n’intervient pas dans les déplacements (que ce soit sous
forme de dés, de cartes, ...).

Dans un jeu dont la convention est dite normale, le perdant est le
joueur qui ne peut plus se déplacer.

Les regles doivent étre construites de telle sorte que le jeu ait une
fin (autrement dit qu’un joueur n’ait plus la possibilité de bouger).
Chaque coup doit rapprocher les deux joueurs de la fin du jeu.
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Forts de cette définition, on peut alors s’interroger sur les jeux (plus ou
moins) bien connus du grand public:

Les échecs ne satisfont pas le point 7 par exemple. L’existence de posi-
tions sans vainqueur (pat) font que d’aprés cette définition, on ne le classe
pas dans la catégorie des jeux combinatoires. De méme, le jeu du morpion
n’est pas considéré comme tel, car la condition de victoire n’est pas celle du
point numéro 7: le premier joueur qui est bloqué ne perd pas forcément la
partie. Cependant, certains auteurs considérent les parties nulles comme une
convention de fin de jeu autorisée. Pour ceux-1a, ces jeux font donc partie
de I’ensemble des jeux combinatoires.

Le jeu des dominos contient une part de hasard (dans le tirage des
piéces), et on ne peut pas dire que I'information soit totale. Chaque joueur
ne connait pas les dominos que posséde son adversaire.

La plupart des jeux de cartes comme le poker ou la belote comportent
une part de chance. L’intérét de ces jeux réside aussi souvent dans le fait
que les informations que posséde chaque joueur sont partielles. Par ailleurs,
ce type de jeu se joue souvent & plus de deux joueurs et favorise ainsi les
alliances entre joueurs. La psychologie des joueurs est également un fac-
teur prépondérant. Pour toutes ces raisons, ces jeux ne rentrent ainsi pas
dans notre cadre. Ils sont le plus souvent étudiés selon la théorie de jeux
dite ”économique”, et dont les stratégies sont régulierement associées aux
équilibres de Nash.

Les jeux a décisions simultanées comme le Chi-Fou-Mi, aussi appelé
Marteau-Ciseaux-Papier, ne font pas partie de la liste des jeux combina-
toires. A proprement parler, on ne peut pas dire que le hasard soit présent,
mais 'information n’est pas totale. Par ailleurs, les deux joueurs ne jouent
pas simultanément.

Dans le chapitre 3, on étudiera une variante du jeu Dots and Boxes.
Il s’agit d’'un jeu trés apprécié des étudiants, et qui consiste a fermer des
carrés sur une grille quadrillée. Le vainqueur est le joueur qui ferme le plus
de carrés. Pour cette raison, on ne peut pas dire qu’il soit de convention
normale. Cela dit, les études de Berlekamp dans [Ber00] ont montré qu’on
pouvait le considérer comme tel.

Les jeux de type Nim, que nous détaillerons par la suite, font partie de
la catégorie des jeux combinatoires. Ils ont été les premiers a étre résolus.
A partir de plusieurs tas d’allumettes, les deux joueurs retirent un certain
nombre d’allumettes selon des contraintes précisées dans la regle. Le premier
joueur a ne plus pouvoir retirer d’allumettes est déclaré perdant.

Certains jeux possedent une condition de fin différente de la convention
normale: on I’apelle la convention misére (cf. [BD92]). Dans ce type de jeu,
le premier joueur bloqué gagne la partie. C’est par exemple le cas du jeu de
Marienbad, qui est un jeu de Nim dont on a changé la condition de fin.
Ce jeu est apparu pour la premieére fois en 1961 dans le film d’Alain Resnais
?L’année derniére & Marienbad”. Le héros y enchaine les parties victorieuses,



CHAPITRE 1. HISTORIQUE, PREMIERS RESULTATS 4

en pronongant le fort connu Je puis perdre, mais je gagne toujours....

De nombreux jeux combinatoires ont dérivé du jeu de Nim, & commen-
cer par le Wythoff’s game (cf. [Wyt07]) en 1907. Le chapitre 2 lui est
consacré. Depuis une trentaine d’années sont apparus un grand nombre de
jeux combinatoires, comme les jeux de soustraction, les jeux octaux, le jeu
d’Hackenbush...Le livre [BCGO1] écrit par Berlekamp, Conway et Guy, re-
cense et explique les principaux jeux étudiés depuis les débuts des jeux
combinatoires.

Dans I’ensemble des jeux combinatoires, on distingue également deux
grandes familles: les jeux impartiaux et les jeux partisans. Pour les premiers,
quelle que soit la configuration de jeu, les deux joueurs ont les mémes op-
tions. C’est le cas du jeu de Nim par exemple. Dans le cas d’un jeu partisan,
chaque joueur possede des coups spécifiques. Prenons ’exemple du jeu des
dominos sur une grille. Deux joueurs Alice et Barnabé placent & tour de role
un domino sur une grille rectangulaire, Alice plagant les siens horizontale-
ment, et Barnabé verticalement. Le premier joueur bloqué perd la partie.
On voit clairement que selon les tailles de la grille, le vainqueur du jeu n’est
plus nécessairement déterminé par le fait de jouer en premier ou en second.
Certaines tailles peuvent clairement favoriser Alice ou Barnabé.

Dans ce chapitre, on présentera tout d’abord l'intérét et le genre d’étude
que 'on peut faire autour d’un jeu combinatoire. Des résultats généraux
autour des jeux impartiaux seront décrits. Une section relative & 1’histo-
rique des jeux combinatoires y sera également développée. Dans le chapitre
2, on étudiera plusieurs variantes du Wythoff’s game, et on s’intéressera
a la stratégie gagnante sur ces variantes. Comme énoncé précédemment,
le chapitre 3 traitera d’une variante du Dots and Bozes, que nous avons
nommée Pic’aréte. Comme le point 7 n’est pas satisfait, on verra comment
appréhender la notion de stratégie gagnante pour ce type de jeu. Enfin,
le dernier chapitre évoquera un jeu combinatoire récent, le Clobber, qui a
récemment donné naissance & une version & un seul joueur (cf. [DDF04]).
On s’est alors longuement interessé a ce jeu en solitaire, et aux variantes
qu’il pouvait offrir.

1.2 Pour quelles raisons s’intéresser aux jeux com-
binatoires?

Fraenkel, dans son article [Fra], voit I’ensemble des jeux combinatoires
comme deux grandes familles:
— Les jeux auxquels les gens aiment jouer, qu’il appelle PlayGames.
Ces jeux sont stimulants au point que les gens les achétent. 11

s’agit par exemple des échecs, du go, du reversi, de hex, de ayo
(cf. [ALS85])...
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— Les jeux auxquels jouent les mathématiciens, qu’il appelle
MathGames. Ces jeux interpellent les mathématiciens et les scien-
tifiques, mais n’intéressent pas forcément 'individu lambda. L’at-
trait ludique y est absent. C’est le cas des jeux de Nim, du jeu
de Wythoff, des jeux de soustraction...

Dans la plupart des cas, un jeu combinatoire n’est pas un probléme
facile. Les jeux de type PlayGame sont bien souvent des problémes NP-
difficiles, mais cela ne suffit pas a les caractériser. La différence principale
entre un PlayGame et un MathGame est ce que Fraenkel appelle la sen-
sation de controle. En arrivant en plein milieu d’une partie d’échecs ou de
go, et méme si la stratégie a adopter est inconnue, un amateur saura dire
lequel des deux joueurs est en position favorable. Dans le cas d’un jeu de
type MathGame, comme le jeu de Nim, il est difficile de savoir quel joueur
est en position favorable au vu d’une configuration quelconque. On se sent
donc beaucoup moins maitre de la situation dans le cas d'un PlayGame,
méme si dans la réalité, il est plus facile de gagner a ce type de jeu. Ce qui
pousse les gens & jouer provient surtout du plaisir qu’ils en retirent: jouer &
un MathGame dont la stratégie est connue n’intéresse pas grand monde (si
ce n’est le héros d’Alain Resnais...), pas plus qu’un jeu dont la stratégie est
inconnue mais dont on n’arrive pas & appréhender la valeur d’une position
donnée. L’intérét d’'un MathGame réside donc plus dans le plaisir de la re-
cherche d’une stratégie optimale, ce qui releve du travail du mathématicien,
que dans le plaisir du jeu en soi-méme.

Par ailleurs, on constate que la plupart des jeux qui intéressent le grand
public sont obtenus en relaxant certaines des huit contraintes décrites dans
la section précédente. Beaucoup de jeux dits ”commerciaux” se jouent a
plus de deux, et autorisent les joueurs & passer leur tour. Dans de nombreux
cas, la derniére personne a jouer n’est pas le vainqueur. Tout ceci fait que
les jeux ainsi considérés n’appartiennent souvent plus a la famille des jeux
combinatoires. De ce fait, fabriquer un PlayGame qui reste dans la catégorie
des jeux combinatoires n’est pas chose aisée. Leur nombre est donc tres li-
mité, et hormis ceux donnés précédemment, il n’est pas évident d’en citer
d’autres. En revanche, il est treés facile de construire un MathGame, comme
on le verra dans les variantes du Wytoff’s game que nous présenterons dans
le chapitre 2.

Le lecteur I'aura compris, les jeux que nous étudierons seront de type
MathGame. Dans la plupart des jeux considérés, notre motivation premiere
sera la recherche mathématique d’une stratégie optimale. Cette motivation
est notamment justifiée par la complexité des problémes rencontrés: méme si
quelques stratégies (dont celles des jeu de Nim et de Wythoff) sont polyno-
miales, la majeure partie appartient aux problémes difficiles. Pour illustrer
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cette difficulté, on peut remarquer que la recherche d’une stratégie optimale
est une réponse & la question suivante: ”Existe-t-il un coup tel que pour
tout coup de mon adversaire il existe un coup tel que pour tout coup de
mon adversaire...qui me permette de gagner & la fin”. Cela dit, c’est cette
complexité qui fait tout lattrait de ce domaine de recherche.

L’intérét des jeux combinatoires réside également dans la transversalité
des domaines ou ils interviennent. Les problemes de logique et de complexité
ont été clairement énoncés ci-dessus. On verra par la suite que I’étude d’un
jeu se ramene aisément & un probléme sur un graphe qu’on appelera le graphe
de jeu. A partir de ce graphe, on contruit aussi certains codes correcteurs
d’erreur. Ce lien sera illustré dans ce chapitre au travers des codes gloutouns.
Il apparait aussi dans les articles [CN99a, CN99b]. Par ailleurs, en attribuant
une valeur numérique & chaque position de jeu, Berlekamp, Conway et Guy
ont clairement entrelacé jeux combinatoires et théorie des nombres.

1.3 Un historique des jeux combinatoires

Dans cette section, nous allons faire un résumé des principales étapes du
développement des jeux combinatoires, du point de vue des Math Games.
On fera apparaitre les principaux noms du domaine, et on explicitera les
points essentiels de la théorie.

1.3.1 Le jeu pionnier

Le premier jeu combinatoire mathématiquement résolu est le jeu de
Nim. C’est un anglais, C.L.Bouton, qui fit paraitre en 1905 ses résultats
dans [Bou05]. Les régles du jeu sont les suivantes: on considére un nombre
N de tas d’allumettes, et on notera (ni,...,ny) les tailles respectives de
chacun des tas. A tour de réle, deux joueurs retirent un nombre quelconque
d’allumettes dans un seul tas. Le joueur qui retire la derniére allumette
est le gagnant.

On s’apercoit vite que ces régles répondent aux critéres des jeux combina-
toires. A la recherche d’une stratégie gagnante, Bouton a compris que chaque
position de jeu (décrite par un N-uplet) posséde deux statuts: favorable ou
défavorable au joueur qui commence. Un joueur qui est dans une position
dite favorable posséde toujours un coup qui lui permet de gagner, quelle que
soit la stratégie de son adversaire. Un joueur dans une position défavorable
peut jouer n’importe quel coup: son adversaire se retrouvera nécessairement
dans une position favorable. L’objectif de Bouton a donc été de cerner les po-
sitions favorables (et par déduction, défavorables) au joueur qui commence.
Dans son article, il a choisi d’appeler les positions défavorables des positions
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sécurisées. Ein effet, la stratégie gagnante consiste & jouer vers les positions
sécurisées a chaque tour.

Les résultats de Bouton sont les suivants: pour savoir si une position
donnée (ni,...,ny) est sécurisée, il suffit de coder chaque taille de tas n;
en binaire, et d’ajouter le tout bit & bit. Cette opération correspond au
ou erlusif, qu'on appellera plus tardivement dans la littérature des jeux
combinatoires la Nim-somme. Si cette somme est nulle, alors la position
est sécurisée, c.a.d. défavorable au joueur dont c’est le tour de jouer. Dans
le cas contraire, elle est favorable au joueur qui commence. Celui-ci peut
toujours trouver une position & somme nulle vers laquelle jouer pour gagner.

Ceci assure que dans le cas d’un jeu de Nim & deux tas, les seules positions
défavorables (sécurisées) au premier joueur sont celles ou les deux tas ont la
méme taille. Dans le cas d’un jeu de Nim & trois tas, les positions (1,2,3) et
(2,5,7) par exemple sont sécurisées.

1.3.2 Le Wythoff’s game

Deux ans apres les résultats de Bouton, W.Wythoff publie (cf. [Wyt07])
ses résultats au sujet d’un nouveau jeu combinatoire, qu’il considére lui-
méme comme ”une modification du jeu de Nim”. 11 a fort logiquement donné
son nom & ce jeu que I'on appelle maintenant le Wythoff’s game. Il s’agit
d’un jeu de Nim & deux tas, dans lequel les joueurs peuvent aussi retirer le
méme nombre d’allumettes dans chacun des tas. En reprenant les notions
introduites par Bouton, Wythoff a cherché & décrire les positions sécurisées
de son jeu.

Puisque le Wythoff’s game se joue avec deux tas, une position sera notée
(a,b), ol @ et b indiquent la taille de chacun des tas. Les positions sécurisées
seront notées selon la liste de couples {(ag,by),(a1,b1),-..,(an,by),...}. Dans
son papier, Wythoff a su caractériser cette liste:

(an.bn) = (ln7],[n7°])

ot1 7 est le nombre d’or (1 ++/5)/2.
Dans l'introduction du chapitre 2, on trouvera les résultats détaillés des
travaux de Wythoff, ainsi que 1’algorithme qui I’a conduit a cette formule.

1.3.3 La fonction de Grundy, la somme et le graphe de jeu

On ne peut pas décrire I'histoire des jeux combinatoires sans mentionner
les années 30. C’est en 1936 et en 1939 que Sprague et Grundy découvrent
séparément le méme résultat au sujet des jeux combinatoires impartiaux
acycliques. Dans un jeu acyclique, chaque position est visitée au plus une
fois. Cela force le jeu & s’arréter et empéche ainsi les matchs nuls. Le jeu de
Nim et Le Wythoff’s game sont des exemples de jeux impartiaux acycliques.
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Les positions sécurisées s’appeleront dorénavant positions perdantes ou
P-positions, car défavorables au joueur qui commence. Par opposition, les
autres positions s’appeleront positions gagnantes ou N-positions. Jus-
qu’alors, Bouton et Wythoff n’avaient considéré que deux statuts & propos
d’une position de jeu: gagnante ou perdante. Sprague et Grundy affirment
maintenant que les positions gagnantes ne sont pas toutes équivalentes.
D’apres leur théorie, chaque position d'un jeu impartial se voit attribuer
une valeur entiére. Ces valeurs seront appelées nimbers. Les positions per-
dantes possedent toutes le nimber 0, alors que les positions gagnantes ont
des valeurs strictement positives.

Dans leur théorie, le jeu de Nim & un seul tas joue le réle de jeu référence:
une configuration de ce jeu avec un tas de n allumettes porte le nimber n.
En effet, un tas vide correspond & une position perdante, d’ou sa valeur
nulle. Pour n > 0, tous les tas sont gagnants, mais ils ne portent pas la
méme valeur. Cela signifie que toute position d’un jeu impartial quelconque
de nimber n peut se ramener a un tas de Nim avec n allumettes.

Pourquoi Grundy et Spragues ont-ils décidé d’attribuer des différentes
valeurs aux positions gagnantes? En cherchant & cerner la notion de posi-
tions équivalentes, ils sont arrivés & la définition suivante: on dira que deux
positions de jeux sont équivalentes si en jouant sur la ”somme” des deux
(cf. phrase suivante), la nouvelle position ainsi constituée est perdante. Ils
introduisent ainsi ce qu’on appelle la somme de jeux: étant donnés deux
jeux G et Ga, le jeu somme G + G2 consiste a jouer soit sur G, soit sur
G2 jusqu’a ce qu'un joueur ne puisse plus jouer (il sera le perdant). Par
exemple, un jeu de Nim & deux tas peut étre considéré comme la somme de
deux jeux de Nim & un seul tas. La somme de deux positions de jeux
sera alors perdante si et seulement si toutes deux ont la méme
valeur. Dans le cas d’un jeu de Nim & deux tas, une position est perdante si
et seulement si les deux tas ont la méme taille: cela explique pourquoi tous
les tas de Nim de tailles distinctes ont des nimbers distincts.

Cette fonction qui attribue a chaque position un nimber s’appelle la
fonction de Grundy. Méme si Grundy et Sprague ne l’ont pas formulé
ainsi, ils ont su calculer cette fonction grace au résultat suivant: le nimber
d’une position P est obtenu en prenant le plus petit entier qui n’apparait
pas dans les valeurs des options de P. Par exemple, si a partir d’une position
P, on peut jouer vers (J1, Q2 ou J3, dont les nimbers respectifs sont 0, 1 et
5, alors P aura pour valeur 2. Cette régle de calcul s’appelle la régle Mex:
étant donné un ensemble d’entiers positifs U, Mex(U) est le plus petit entier
positif qui ne figure pas dans U.

Le calcul de la fonction de Grundy résout complétement un jeu com-
binatoire. Il nécessite cependant de trouver un bon ordre de parcours des
positions, de sorte que les options de chaque position visitée aient une valeur
déja connue.
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Afin d’illustrer ’ensemble de ces résultats, nous allons présenter un nou-
veau jeu impartial acyclique, appartenant a la famille des jeux de soustrac-
tion. Etant donné un tas d’allumettes de taille n et un ensemble fini d’entiers
S, chaque joueur retire alternativement un nombre d’allumettes appartenant
a S. Le premier joueur qui ne peut plus en retirer est le perdant. Prenons
par exemple le jeu de soustraction avec S = {1,2,4}. En parcourant la liste
des positions de ce jeu par tailles croissantes, on obtient facilement la liste
des nimbers:

10

tailledutas 0 1 2 9
2 0 1

3 4 5 6 7 8
nimber 0 1 0 1 2 0 1 2
Par exemple, & partir d’un tas de taille 7, on peut jouer vers des tas de
tailles 3, 5 et 6. Ce qui donne un nimber égal & Mexz(0,2,0) = 1. Dans ce cas
précis, on s’apercoit rapidement que la fonction de Grundy est périodique
de longueur 3. Ce jeu est donc totalement résolu, et ses positions perdantes

sont les tas dont la taille est un multiple de trois.

Imaginons maintenant que I’on souhaite jouer & ce jeu sur plusieurs tas.
Prenons par exemple trois tas de tailles respectives 4, 8, et 5. D’aprés les
résultats de Sprague et Grundy, on considére la une somme de trois po-
sitions, de valeurs respectives 1, 2 et 2. Cette position (4,8,5) du jeu de
soustraction est alors équivalente & une position (1,2,2) d’un jeu de Nim &
trois tas. La connaissance des P-positions du jeu de Nim suffit maintenant
pour conclure: la Nim-somme 1 ® 2@ 2 vaut 1, ce qui signifie que la position
est gagnante.

A tout jeu combinatoire I' (impartial ou pas, acyclique ou pas), on peut
associer un graphe orienté G = (V,E) que I'on appelle graphe de jeu, ou V'
est ’ensemble des positions de T', et (u,v) est un arc de G si et seulement si
il existe un coup qui permette de passer de la position u vers la position v.
La figure 1.1 illustre ce graphe dans notre exemple du jeu de soustraction:

® OGN ONO.
\>/

F1a. 1.1 — Graphe du jeu de soustraction S = {1,2,4} pour un tas de taille
5
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L’ensemble des options d’un sommet u est défini sur le graphe par
O(u) = {v € V : (u,v) € E}. Par ailleurs, on peut jouer au jeu I' sur le
graphe directement: si I est la position initiale de T, il suffit de placer un
objet sur le sommet I du graphe, que les deux joueurs vont déplacer & tour
de role en suivant les arcs de G. Dés qu’un joueur déplace 1'objet sur un
sommet de degré sortant nul, il gagne la partie. On remarquera aussi fort
logiquement qu’un jeu acyclique posséde un graphe acyclique.

La fonction de Grundy g : V' — N d’un graphe de jeu est définie par la
relation suivante:

g(u) = Mex(g(O(u)))
ol g(O(u)) = {g(w) : w € O(u)}.

Pour les jeux dont le graphe est acircuitique, cette fonction existe et est
unique. On 'obtient en appliquant I'algorithme suivant:

1. On étiquette tous les sommets dont le degré sortant est nul avec la
valeur 0.

2. Siwu est un sommet non étiqueté pour lequel les sommets de O(u) sont
tous étiquetés, on attribue la valeur Mez(g(O(u))) & u. On répéte
cette opération jusqu’a ce que tous les sommets soient étiquetés.

Dans le cas ou G est acircuitique, on peut toujours trouver un sommet u
non étiqueté dont tous les successeurs le sont déja. Ceci garantit la finalité
de cet algorithme.

Les résultats précédents assurent que I’ensemble des P-positions (pour
rappel: les positions de valeur nulle) forme un ensemble stable et absor-
bant de G: absorbant car & partir de toute position gagnante, on peut jouer
vers une position perdante, et stable car & partir d'une position perdante, il
n’existe aucune option dont la valeur est nulle. Un tel ensemble est appelé
noyau du graphe. Dans les chapitres suivants, nous utiliserons régulierement
cette propriété afin de prouver qu'un ensemble de positions est perdant.

Dans le cas d’un graphe acyclique, le noyau existe et est unique. On
Pobtient effectivement par un algorithme identique & celui de la fonction
de Grundy, ol seuls deux types d’étiquettes sont considérés: nulles et stric-
tement positives. On pourra remarquer qu’une exécution répétée de 1’algo-
rithme de recherche d’un noyau dans un graphe orienté acyclique calcule la
fonction de Grundy du jeu associé:

Données : un graphe de jeu G dont on souhaite déterminer les nimbers.

Variables : des listes nimbers(i) qui stockent les positions de nimber 4.
Elles sont initialement vides. i est un entier initialisé a 0.

Algorithme :
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Tant que G contient encore des sommets
Faire

nimbers (i)=noyau(G) ;

G=G\nimbers(i);

i=i+1;
Fin Faire

Ceci illustre la fonction de Grundy comme une partition du graphe de
jeu en noyaux imbriqués.

En 1966, Smith a présenté dans [Smi66] les premiers travaux au su-
jets des jeux impartiaux dont le graphe posséde un cycle. On trouvera des
résultats relatifs a ce type de jeu dans [BCGO1, FY86, FT75]. Ce type de jeu
introduit une nouvelle difficulté, & savoir qu’une position de jeu peut avoir
un troisieme statut: celui de position ”égalité”, ou ”match nul”. On quali-
fie ainsi les positions pour lesquelles aucune option n’est perdante, et ou il
existe une option qui ne soit pas gagnante. La figure 1.2 illustre un tel jeu:
les positions marquées P sont perdantes, celles marquées N sont gagnantes,
celles marquées E sont des égalités.

E

©

E E

Fi1c. 1.2 — Ezemple de graphe de jeu cyclique

L’existence dune fonction de Grundy ou encore d’un noyau sur un graphe
orienté cyclique sont des problémes NP-complets. On comprend aisément
pourquoi ce type de jeu est plus difficile & étudier que ceux de type Nim
ou Wythoff. Pour sortir de la NP-complétude et introduire les positions
7égalité” dans la fonction de Grundy, une fonction de Grundy généralisée
a été introduite. Les positions pourront prendre une nouvelle valeur, I'infini
00. Dans [Fra00], on pourra trouver les explications relatives & cette nouvelle
fonction, et les détails de son calcul. On y verra notamment que ’'introduc-
tion d’une nouvelle valeur impose de définir une Nim-somme généralisée.
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1.3.4 Les jeux partisans

La théorie des jeux partisans a été introduite par John Conway a la
fin des annnées 70. L’ensemble de ses travaux sur les jeux combinatoires
font d’ailleurs de lui I'un des plus grands noms du domaine. En compagnie
de Berlekamp et Guy, il a rédigé ce qui fait aujourd’hui office d’ouvrage
référence, a savoir les livres ” Winning ways for your mathematical plays” (cf.
[BCGO1]), ou figure l’essentiel des théories relatives au jeux combinatoires.

Dans cet ouvrage, on trouve une large section relative aux jeux partisans.
Pour ce type de jeu, chaque joueur posséde sa propre liste d’options. Etre le
premier ou le second joueur ne suffit plus pour décider du sort d’'une partie.
Comme l'illustre le jeu partisan décrit dans la section précédente (le jeu des
dominos), il se peut qu’un des deux joueurs soit avantagé au début de partie,
et ceci peu importe qu’il joue en premier ou pas. La valeur d’une position
d’un jeu partisan sera alors définie en terme de ”nombre de coups d’avance
du joueur A sur le joueur B”. Cette théorie est en étroite corrélation avec
la théorie des nombres, et a conduit les auteurs & redéfinir les nombres déja
connus 4 I'aide de jeux, et & en définir de nouveaux (les surréels par exemple,
cf. [Knu74, Con94]).

1.3.5 La complexité des jeux combinatoires impartiaux

Je profite de cette section pour évoquer I'un des auteurs les plus profi-
liques du domaine au cours des trente derniéres années, & savoir Aviezri S.
Fraenkel. Un grand nombre de ses travaux porte sur des jeux impartiaux
qu’il a créés lui-méme. Plusieurs de ses écrits sont des rapports généraux
sur les jeux combinatoires. Dans l'article [Fra02], il évoque notamment les
questions de complexité qui leur sont inhérentes.

La notion de complexité définie autour d’un jeu combinatoire est quelque
peu différente de celle associée aux problémes de décision. Le probléme ap-
parait dés que 'on regarde 1'un des jeux & priori les plus faciles, & savoir
le jeu de Nim. En considérant un jeu a N tas, la taille du codage d’une
position (ny,...,ny) est donc Zfil log n;. D’aprés les résultats de Bouton,
la stratégie gagnante s’obtient en temps linéaire par rapport a la taille du
codage. Ce n’est cependant plus le cas quand on s’intéresse a la durée du
jeu: en retirant une seule allumette & chaque tour, le perdant peut forcer un
nombre de coups en O(>" n;). Cela implique une durée de jeu exponentielle
par rapport & la donnée. Ce résultat est assez génant pour un jeu considéré
comme I'un des plus faciles. Cette propriété est d’ailleurs vraie pour de nom-
breux autres jeux dont la taille de la donnée est logarithmique. Pour sortir
de cette impasse, on a décidé qu’une durée de jeu exponentielle ne serait pas
un facteur pris en compte dans la complexité d’un jeu. Voici les définitions
qui ont été retenues:
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Un jeu impartial dit polynomial doit satisfaire les quatre propriétés
suivantes:
1. Le statut (P, N ou E) d’une position de jeu peut se calculer en temps
polynomial.

2. Le prochain coup optimal (d’une position N vers une position P, ou
d’une position E vers une position E) peut se calculer en temps poly-
nomial.

3. Le gagnant peut appliquer sa stratégie gagnante en un nombre expo-
nentiel de coups au plus.

4. L’ensemble des jeux polynomiaux est clos pour la somme de jeux.

Un jeu impartial dit facile satisfait seulement les points (1) et (3). Cela
distingue les jeux combinatoires des problemes d’optimisation et de décision,
ou facilité et complexité polynomiale sont souvent synonymes. Quand on re-
garde la caractérisation des P-positions du Wythoff’s game, on peut dire
qu’il s’agit d’un jeu facile. Cependant, la recherche du prochain coup ga-
gnant n’est pas connue pour étre polynomiale.

Une fois les définitions précisées, qu’en est-il généralement de la com-
plexité des jeux combinatoires impartiaux? La plupart des jeux sont diffi-
ciles. Les raisons sont notamment celles expliquées dans la partie 1.2, a savoir
la multiplicité des quantifieurs dans le probleme de décision & résoudre.

Cependant, on a vu que la résolution d’un jeu impartial s’effectue par
le calcul de la fonction de Grundy (ou fonction de Grundy généralisée
dans le cas d’un jeu cyclique). Or, les algorithmes de calcul de ces fonc-
tions s’exécutent en temps polynomial par rapport & la taille du graphe: en
O(|V| + |E|) opérations dans le cas d’un jeu acyclique, et O((|V|+ |E|)|V|)
opérations dans le cas d’un jeu cyclique. Ces complexités sont trés satisfai-
santes, mais les problémes apparaissent trés souvent lorsque ’on compare
les tailles du graphe et de la donnée. Prenons par exemple le jeu de Nim a
un seul tas: le graphe comporte n sommets alors que la donnée est de taille
logarithmique. Il en est de méme pour de nombreux autres jeux, tels que
les jeux de soustraction ou le Wythoff’s game. Cela signifie que 1'utilisation
du graphe de jeu pour calculer les valeurs des positions n’est souvent pas
envisageable. Dans les cas des jeux de Nim ou de Wythoff, on voit que seule
I'obtention d’une formule pour les P-positions rend les problémes faciles.
Nous verrons dans le chapitre 2 que pour certains jeux que nous proposons,
une telle caractérisation polynomiale est difficile & obtenir.

1.3.6 Les jeux combinatoires aujourd’hui

Aujourd’hui, les jeux combinatoires continuent d’intéresser la commu-
nauté des théoriciens des nombres et des combinatoriciens. Certains jour-
naux ont ouverts des sections qui leur sont réservées: ce fut le cas de Theo-
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retical Computer Science dans les années 90, et c’est aujourd’hui dans Inte-
gers, Electronic J. of Combinatorial Number Theory que les auteurs peuvent
exposer leur travaux. D’autres journaux comme Discrete Mathematics, Dis-
crete Applied Mathematics, le Monthly ou encore International Journal on
Game Theory réservent trés souvent certaines pages aux jeux. Par ailleurs,
on se réferera volontiers a certains livres majeurs du domaine, comme la
série des Winning ways (cf.[BCGO01]), le On number and games de Conway
(cf. [ConT6]), ou les Games of no chance de R.J.Nowakowski (cf. [R.J96]).

Actuellement, beaucoup de papiers décrivent des variantes de jeux bien
connus. Il est en effet tres facile de construire un nouveau jeu, en modifiant
une ou deux régles du jeu initial, ou en relaxant certaines contraintes de la
définition des jeux combinatoires. L’étude et la complexité du jeu ainsi créé
peuvent devenir alors complétement différentes. A titre d’exemple, le nombre
de variantes déclinées a partir du jeu de Nim est assez incroyable...Cependant,
il arrive que des nouveaux jeux apparaissent, en se différenciant considéra-
blement de leurs illustres prédécesseurs. C’est par exemple le cas du jeu Clob-
ber, inventé par Albert, Grossman, Nowakowski, et Wolfe (cf. [AGNWO05]).
On étudiera en détail une de ses variantes dans la partie II.

1.4 Des résultats généraux sur une nouvelle fa-
mille de jeux

Nos premiers résultats sont des propriétés générales sur une certaine
famille de jeux impartiaux acycliques. Ils sont le fruit d’une collaboration
menée avec M. Mhalla (CNRS, Laboratoire Leibniz), et vont étre publiés
dans Ars Combinatoria (cf. [ESO5b]).

1.4.1 Présentation d’une nouvelle famille de jeux

Apres avoir défini une nouvelle famille de jeux combinatoires, on va cher-
cher & 'agrandir en lui ajoutant de nouveaux jeux obtenus par une opération
qui préserve la fonction de Grundy.

Présentons tout d’abord un nouveau jeu impartial acyclique, qu’on ap-
pelle jeu de domination.

Etant donné un graphe G = (V,E) (éventuellement orienté), le jeu de
domination sur G est le jeu ou deux joueurs retirent alternativement le
voisinage fermé d’un sommet qu'’ils choisissent. Celui qui enléve le dernier
sommet gagne la partie.

Considérons maintenant la famille T des jeux impartiaux acycliques dont
I’ensemble des coups possibles est fini, et décroit strictement aprés chaque
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tour de jeu. Tous les coups sont disponibles au départ, et aucun nouveau
coup n’apparait au cours de la partie.

A chaque jeu de I on associe un graphe de coups G,, = (V;,,Ep), ou
Vi est I’ensemble de tous les coups possibles du jeu. On mettra une aréte
de v; vers v; si I’exécution du coup v; interdit par la suite d’exécuter le coup
vj.

De ces définitions, on en déduit rapidement que jouer a un jeu de la fa-
mille T est équivalent & jouer & un jeu de domination sur son graphe de coups.

On donne maintenant plusieurs exemples de cette équivalence: étant
donné un ensemble partiellement ordonné P (un ”poset”), on définit un po-
set game comme un jeu ou deux joueurs retirent alternativement un élément
z de P, ainsi que tous les éléments supérieurs ou égaux a z. Le joueur qui re-
tire le dernier élément de P est la vainqueur. Par définition des poset games,
ceux-ci sont tous équivalents & des jeux de domination sur leur graphe de
coups.

L’ensemble des poset games inclut de nombreux jeux, comme le jeu de
Nim, le jeu d’Hackenbush, le superset game (cf. [GN82]), ou Chomp (cf.
[Gal74, Byr03]). Ce dernier se joue avec une tablette de chocolat rectan-
gulaire, sur laquelle deux joueurs sélectionnent alternativement un carré, le
mangent, ainsi que tous les carrés qui se trouvent dans sa région sud-est. Le
joueur qui mange le carré du coin nord-ouest (supposé empoisonné) perd la
partie. Sur la figure 1.3, on donne le graphe de coups de Chomp joué sur
une tablette 2*4. Ce graphe est orienté, et chaque sommet correspond & la
sélection d’un carré.

2| 4] 6
1| 3] 5| 7

Fi1c. 1.3 — Graphe de coups de Chomp sur une tablette 2x 4

La plupart des jeux ou on retire des éléments d’un ensemble appar-
tiennent & la famille I. C’est notamment le cas du Wythoff’s game. Une
position (a,b) de ce jeu offre un graphe de coups avec (a + b + min(a,b))
sommets, comme illustré sur le schéma 1.4:
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1 a-1 a

2

iy

o~ — o

1 b

F1a. 1.4 — Graphe de coups du Wythoff’s game a partir de la position (5,2)

Sur ce graphe, les sous-ensembles de sommets A et B désignent les coups
internes & un seul tas, et les sous graphes induits associés sont des ordres
totaux. Choisir un sommet étiqueté (a—3) (ou (b—1)) sur le jeu de domination
revient alors & laisser 7 allumettes dans le premier (respectivement second)
tas. L’ensemble C' stocke les coups correspondant au retrait du méme nombre
d’allumettes dans les deux tas. Sa taille est donc égale & min(a,b), et le graphe
induit est également un ordre total.

Pour les arcs orientés de A/B vers C: seuls les coups internes & A/B
et qui laissent moins de min(a,b) allumettes ont un arc vers C. Parmi eux,
celui qui laisse (min(a,b) — ) allumettes dans un tas possede exactement %
arc orientés vers les 7 plus petits (au sens de leur étiquette) sommets de C.

Pour les arcs orientés de C' vers A/B: les coups retirant i allumettes
dans les deux tas ont ¢ arcs vers les plus grands (au sens de leur étiquette)
sommets de A et i arcs vers les plus grands sommets de B.

Dans ces exemples, les graphes de coups sont orientés. Quand chaque arc
est doublement orienté, on ne tient plus compte des orientations. C’est le cas
quand on considere le jeu du domino: deux joueurs retirent alternativement
deux carrés adjacents (un domino) sur une grille n x m. Le graphe des coups
de ce jeu sur une grille 2*5 est donné par la figure 1.5, ou les sommets des
premiere et derniere lignes correspondent aux dominos horizontaux, et ceux
de la ligne intermédiaire aux dominos verticaux.

hl

h] h1 vy v5

h2

Fi1G. 1.5 — Graphe de coups du jeu du domino sur une grille 2x5
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Une dernier exemple de jeux appartenant & I est la famille des jeux
octaux, définis par Guy et Smith. Un jeu octal est un jeu de suppression
d’éléments (ici, des allumettes), dont la position de départ est un tas unique
de taille n. La suite du jeu peut conduire & I'apparition de plusieurs tas.
Les régles d’un jeu octal sont codées par un mot écrit en base 8, de la forme
.didads . . ., avec d; € {0...7}. La valeur de chaque d; indique s’il est possible
de retirer ¢ allumettes adjacentes dans un tas, et de quelle fagon. Pour cela,
on considére le codage binaire de chaque d;: chaque puissance de deux 2%
contenue dans ce codage signifie qu’on peut retirer 7 allumettes adjacentes
dans un tas, de sorte a le diviser en k tas non-vides.

Considérons par exemple le jeu octal .137. On a:

e d; = 1: on peut retirer une allumette dans un tas si et seulement
si le tas n’est constitué que d’une allumette.

e dy =3 =2+ 1: on peut retirer deux allumettes adjacentes dans
un tas, pourvu que celui-ci ne soit pas divisé en deux tas apres
cette opération (on prend les deux allumettes sur les bords du
tas).

o d3 =7=4+ 2+ 1: on peut retirer trois allummettes adjacentes
dans un tas.

e dy =ds = ... = 0: par défaut. Il est interdit de prendre quatre
allumettes ou plus.

On remarquera que le jeu du domino sur une seule ligne est précisément

le jeu octal .07.

1.4.2 Propriétés du jeu de domination

Etant donné un graphe G = (V,E), un automorphisme f de G est une
bijection de V vers V telle que (u,v) € E si et seulement si (f(u),f(v)) € E.
f est dit symétrique si f = f~1.

Proposition 1. Si un graphe G admet un automorphisme symétrique s tel
que pour tout sommet u, s(u) € Ng[u], alors le jeu de domination sur G est
gagnant pour le second joueur.

Preuve. Etant donné n’importe quel sommet v de V', on notera

G' = G\ (Ng[u] U Ng[s(u)]). Comme s~ = s, s reste un automorphisme de
G' tel que pour tout sommet u, s(u) ¢ Ng[u]. Si le premier joueur choisit
le sommet u dans le jeu de domination, alors une stratégie gagnante pour le
second joueur consiste a choisir & chaque fois le sommet s(u). O

Ce théoréeme s’applique notamment au jeu du domino:
Corollaire 1. Une position du jeu du domino est perdante si la longueur et
la largeur de la grille sont toutes les deux paires. Elle est gagnante si elles
ont une parité différente.
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Preuve. On considére le graphe de coups associé au jeu du domino sur une
grille w x I. On étiquette les sommets de ce graphe avec h;; (resp. v; ;)
pour le coup qui 6te le domino horizontal (resp. vertical) dont I'extrémité
nord-ouest est située sur la case d’indices (,j) (cf. figure 1.6).

Fi1G. 1.6 — Graphe de coups du jeu du domino sur une grille 3x 6

L’automorphisme symétrique s qui associe h;; & hy_j11,—j5, et v;; a
Vyw—i—j+1 satisfait la propriété de la proposition 1: sur le graphe G si w et
I sont tous les deux pairs, sur G \ Ng[h(w41)/2,1/2] si w est impair et [ pair,
et sur G \ Ng[vy/2,(1+41)/2] 81 w est pair et [ impair. O

On s’intéresse maintenant au jeu de domination sur un produit complet
de deux autres graphes.

Lemme 1. Si Gy ou Gy est une position perdante du jeu de domination,
alors le graphe produit G = G1 ® Gy est perdant pour ce méme jeu.

Preuve. Sans restreindre la généralité, supposons G; perdant. Alors toutes
ses copies dans GG sont perdantes également. Quand le premier joueur joue
selon un sommet d’une certaine copie de G1, 'autre joueur n’a qu’a appliquer
sa stratégie gagnante sur la méme copie de G. O

On introduit maintenant deux opérations sur les graphes qui vont préserver
la valeur de Grundy d’une position du jeu de domination. Deux sommets u
et v sont dits sommets jumeauz si et seulement si u € N(v) et
N(u) \ {v} = N(v) \ {u}.
Lemme 2. Dans un jeu de domination, la valeur de Grundy d’une posi-
tion G est invariante par addition d’un sommet jumeau vy & n'importe quel
sommet vg.

Preyve. Par induction, ce résultat est vrai pour un sommet isolé (le graphe
vide est la seule option possible). On suppose maintenant qu’il est vrai pour
les graphes ayant moins de n sommets. Soient G = (V,E) une position du
jeu de domination & m sommets, et vy un sommet quelconque de V. On
considere le graphe Go = twiny(G), qui correspond au graphe G auquel on
ajouté un sommet jumeau v} & v (v( est donc tel que Ng,[vy] = Ng[vo])-
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Pour tout sommet u € V' U{v}, la suppression de Ng,[u] conduit & diverses
positions résultantes:

— Siu = vy ou u = v, et puisque vy et vj sont adjacents, le
graphe résultant G2 \ Ng,[u] est identique & celui obtenu en re-
tirant Ng[vo] du graphe G.

— Si u est un voisin de vy, le graphe résultant est le méme que
celui obtenu en retirant Ng[u] du graphe G.

— Si u n’est pas dans le voisinage de wvg, alors par hypothése
d’induction, la valeur de Grundy du graphe résultant est la méme
que celle du graphe obtenu en retirant Ng[u] du graphe G.

]

Ce lemme prouve ainsi que ’addition d’un sommet jumeau conserve la
valeur de Grundy d’une position du jeu de domination. On va voir qu’en com-
binant cette opération avec un couplage, cette valeur est toujours préservée.

On appelle twin and match 'opération qui consiste & ajouter un jumeau a
deux sommets non adjacents v; et v;, et a ajouter des arétes qui constituent
un couplage entre les paires de jumeaux {v;,v;} et {v;,v}}. L’exemple ci-
dessous illustre plusieurs opérations de twin and match & partir d’une chaine
de longueur 4.

R
SR g e

twin sur v0 et v2 twin sur v1 et v2

Fic. 1.7 — Ezemples de twin and match a partir d’un Py

Théoréme 1. Dans un jeu de domination, la valeur de Grundy d’une po-
sition G est invariante par l'opération twin and maich.

Preuve. Si le couplage ne contient aucune aréte, alors le lemme 2 permet de
conclure.

On peut vérifier le résultat pour les graphes & deux sommets, en utilisant
le schéma 1.8.

En effet, le stable de taille 2 est une position perdante, et a pour valeur 0.
En appliquant une opération twin and match, on voit que le graphe résultant
est perdant lui aussi.
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SRRSO

Fi1c. 1.8 — Opération twin and match a partir d’un stable de taille 2

On suppose maintenant que le théoréme est vrai pour les graphes a
moins de n sommets. Soit G = (V,E) une position du jeu de domination & n
sommets, et soient vy et v; deux sommets non-adjacents de G. On considére
maintenant G, obtenu & partir de G en appliquant une opération twin and
match aux sommets vy et v1. Pour un sommet donné u de Go, on distingue
plusieurs cas lorsqu’on retire Ng,[u] du graphe Gs:

— u = vy ou u = vy, et u n’est ni voisin de vy, ni de v]. Alors
G2 \ Ngo[u] = twing, (G \ Nglvg]). Le graphe résultant est le
méme que celui obtenu en retirant Ng[vg] de G.

— u =1 ou u = v, et u est un voisin de v; ou v} (en raison du
couplage). Alors on a bien Gy \ Ng,[u] = G\ Ng[vo]-

— wu appartient aux voisinages de vg et vy sur G, c.a.d. u € Ng(vg)
et u € Ng(v1). Alors G2 \ Ng,[u] = G \ Ng[u).

— wu n’appartient qu’a un des deux voisinages Ng(vg) ou Ng(vq).
Sans restreindre la généralité, supposons que u € Ng(vg) et u ¢
Ng(v1). Alors on a Gy \ N[u] = twin,, (G \ N[u]). En utilisant
le lemme 2, on peut alors conclure.

— wu n’est dans aucun des deux voisinages. Alors 'hypothese d’in-
duction permet de conclure immédiatement.

O

A partir du graphe de coups d’un jeu de la famille T, ’opération twin and
match permet donc de construire de nouveaux graphes (et ainsi de nouveaux
jeux) équivalents pour le jeu de domination. Bien que nous n’ayons pas
trouvé d’équivalents de jeux, nous pensons que cette opération présente un
intérét pertinent.

1.4.3 Jeu de domination sur les puissances de cycles

Dans cette courte partie, on s’intéresse au jeu de domination sur les puis-
sances de cycle. On va montrer que la connaissance des positions perdantes
des jeux octaux est utile dans I'obtention de la fonction de Grundy du jeu
de domination sur les puissances de cycles.

On notera .0... 7 le jeu octal ou le seul coup autorisé consiste a retirer k
éléments consécutifs d'un tas (quitte & former deux nouveaux tas). g.o..7, (1)
définit la valeur de Grundy d’une position de ce jeu constituée d’un tas
unique de longueur n. g(C(n,k)) définit la valeur de Grundy d’une position
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G du jeu de domination telle que G = C(n,k). On obtient alors les résultats

suivants:

Théoréme 2. g(C(n,k)) =1 si et seulement si go..7,(n —k—1) =0
g(C(n,k)) =0 si et seulement si go.7,(n —k—1) >0

Preuve. A partir d’un graphe C(n,k), il n’existe qu’une seule option pour le
jeu de domination, qui est la k™€ puissance d’une chaine de taille (n—2k—1)
(qu’on notera P(n — 2k — 1,k)). La valeur de Grundy g(C(n,k)) vaudra
donc 0 ou 1 selon si cette puissance de chaine est gagnante ou perdante. On
considére maintenant le jeu .0... 75 joué sur une ligne de longueur (n—k—1).
Son graphe de coups associé est P(n—2k—1,k), ce qui conclut la preuve. [

Par exemple, jouer un coup a partir du C(14,2) donne un graphe résultant
P(9,2), qui est le graphe de coups du jeu octal .007 sur un tas de longueur
11.

1.5 Jeux et codes correcteurs d’erreur

En 1986, Conway et Sloane rédigent un article (cf. [JS86]) dans lequel
ils décrivent le lien étroit qui existe entre jeux combinatoires et codes cor-
recteurs d’erreur. Ils affirment notamment que les positions perdantes de
certains jeux constituent un code détecteur et correcteur d’erreur. Leurs
résultats ont été étendus au début des années 90 par Conway lui-méme (cf.
[Con90]), Brualdi et Pless (cf. [BP93]), Fraenkel (cf. [Fra95]), ou Van Zan-
ten (cf. [Zan97]). Les codes concernés par tous ces travaux étant obtenus par
I'application d’un algorithme glouton sur ’ensemble des mots d’un langage,
Brualdi et Pless ont choisi de les appeler codes gloutons. On conservera ce
terme dans notre étude.

1.5.1 Définitions

Etant donnés ’ensemble des mots de longueur n sur une base B et un
critere de selection S, on construit un code glouton en parcourant I’en-
semble des mots dans un certain ordre et en choisissant & chaque fois le
premier mot qui satisfait le critére S.

Les définitions qui suivent décrivent cette définition de maniére plus
précise:

Soient n et g deux entiers positifs, et N, ’ensemble des entiers inférieurs
ou égaux a ¢, c.a.d. {0,1,...,9 — 1}. Cet ensemble est muni de I'opérateur
Nim-somme @4, défini de la facon suivante:

a®gb=Mex(a Dgb,a®gb)a<ap<b

On définit N comme I’ensemble des n-uplets sur N, décrits dans I'ordre

lexicographique (c.a.d. (000) < (001) < (002) < (010) < ... dans ’exemple
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Soit W un automorphisme de Ng' (avec une valeur de g qui confére a
Ny le statut d’espace vectoriel). On applique W & chaque n-uplet de I'ordre
lexicographique. On obtient ainsi un nouvel ordre des vecteurs de N, que
l'on notera comme la liste {Ap = 0,A41,...,Agm 1}

Soit S un critére de sélection sur ’ensemble des vecteurs de Ng, c’est a
dire une fonction booléenne sur cet ensemble.

Un (n,q,W,S)-code glouton est défini de la fagon suivante: on choisit le
premier vecteur de la liste {A;} (& savoir le vecteur nul Ay), puis on choisit
récursivement le prochain vecteur Ay de la liste tel que (A; @ A}) satisfait S
pour tout mot A) déja choisi. L’ensemble des mots choisis constitue le code
glouton.

En 1960, Levenstein fut le premier a prouver la linéarité des codes glou-
tons (cf. [V.I60]). Lorsque W est 'automorphisme identité, I’ensemble des
vecteurs est parcouru dans l'ordre lexicographique. Les codes gloutons qui
en découlent sont appelés lezicodes. Dans [JS86], Conway et Sloane ont
prouvé la linéarité des lexicodes pour N, = GF(2%"), en utilisant une preuve
fondée sur un jeu combinatoire, le jeu glouton. Dans [BP93], Brualdi et Pless
prouvent la linéarité des codes gloutons sur GF(2). Plus récemment (cf.
[Zan97]), Van Zanten unifie ces résultats en pouvant la linéarité des codes
gloutons sur GF(2%"), et en généralisant la définition des codes gloutons
avec ’apparition du critére de selection. Jusqu’alors, les criteres de sélection
utilisés étaient en effet beaucoup plus explicites: le plus courant était I'utili-
sation de la distance de Hamming. On choisissait un mot s’il était suffisam-
ment ”éloigné” des autres mots déja choisis. Cela a tout son sens dans la
définition d’un code censé détecter et corriger des erreurs. Conway et Sloane
avaient quant a eux introduit la notion de ”turning sets”, pour définir ce
citere de sélection. Dans son travail, Van Zanten a montré que la linéarité
des codes gloutons est assurée quel que soit le critére (& une petite condition
cependant), et donc a pu s’affranchir des distances de Hamming et autres
turning sets.

Dans notre étude, nous proposons une preuve alternative du résultat de
Van Zanten utilisant les jeux combinatoires. On va tout d’abord introduire
la notion de jeu glouton qui sera utile & notre preuve.

Soit L un (n,q,W,S)-code glouton. On définit un graphe glouton
G = (V,E) de la fagon suivante: 'ensemble des sommets V est I'ensemble
des mots {Ag,...,Agn_1}, et un arc (A4;,4;) € F si et seulement si j < i et
(A; ® Aj) ne satisfait pas S.
Pour jouer & un jeu glouton sur GG, on commence par poser un jeton sur
un des sommets. Deux joueurs déplacent ensuite ce jeton d’un sommet 3
un autre le long d’un arc. Le premier joueur bloqué perd la partie. On
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remarque aisément qu’'un jeu glouton est impartial acyclique, on peut donc
lui appliquer la théorie de Grundy et Sprague, et lui associer une fonction de
Grundy g : V — GF(2)*°. Comme l’a remarqué Fraenkel dans [Fra95], les
mots du code forment un ensemble stable et absorbant de G. Cela signifie
qu’on peut assimiler les P-positions d’un jeu glouton avec les mots du code
glouton associé (cela dit, les jeux gloutons ont été définis de telle sorte que
cette propriété soit vraie).

1.5.2 Linéarité des codes gloutons

On va commencer par prouver la cloture d’un code glouton sur N(2“)
pour la Nim-somme. La seconde partie de la linéarité fait intervenir la mul-
tiplication par un scalaire: on introduira alors la Nim-multiplication définie
par Conway.

Théoréme 3. Soit G = (V,E) un graphe glouton issu d’un (n,q,W,S)-code
glouton, ot g = 2* pour un entier positif a quelconque. Alors on a g(A, @4
A,) = g(Ay) ®2 g(Ay), pour tout A,,A, €V.

Preuve. D’aprés la définition d’un code glouton, on a A, = WU et A, =
WV, ou U et V sont les mots binaires des indices u et v. On s’intéresse
maintenant & la somme ¢ de trois jeux gloutons: le premier est le jeu sur
G avec le jeton placé en A,, les deuxiéme et troisiéme jeux ont lieu sur le
méme graphe, avec respectivement un jeton en 4,, et un autre en A, ©4 4,.
11 suffit maintenant de montrer que o est une position perdante pour prouver
le théoreme.

En regardant la Nim-somme comme un ”ou exclusif’, on sait que Noa
est clos pour cet opérateur. Il existe donc un unique ¢ € {0..g™ — 1} tel que
A; = Ay ® Ay (en écrivant A; = W1, on déduit que i = u @ v par linéarité
de W).

On définit maintenant un ordre partiel < sur les triplets de la forme (Ag,4;,4,),
et vérifiant :
(Ag, A1, Am) < (Agr,Ap,Apy) siet seulement si k < k', 1 <1'et m <m'.

En utilisant un raisonnement par I’absurde, supposons que o = {4;,4,,4,}
soit une position gagnante. On la choisit comme minimale pour l'ordre <.
Puisque o est gagnante, on considere le premier coup du premier joueur qui
applique sa stratégie gagnante. Sans restreindre la généralité, on peut sup-
poser que sa stratégie le conduise & déplacer un jeton de A; vers A} (puisque
Ay, = A @Ay et A, = A; ® Ay). Soit o = {Ay,A,,A,} la P-position
résultante aprés ce coup. On a i’ < i (*) et (4; ® A) qui ne satisfait pas
S par construction du jeu glouton. On définit maintenant v/ = i’ ® u et
u' = ' @ v. Vérifions alors que 1’on a soit u' < u, soit v’ < v:

Des égalités sont impossibles: v = u' ou v = v’ impliqueraient ' = u & v,
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contredisant (*). On suppose alors v’ > u et v > v. On peut écrire (*)
comme suit: ' @v =u® v’ < u @ v. Jetons alors un coup d’oeil a la table
d’addition suivante:

&) v o'
B

U A U P udv

u! u B v

D’apres la définition de la Nim-somme avec la régle Mex, u’' @ v apparait
dans le tableau soit dans ’ensemble A, soit dans B. Puisqu’une colonne (ou
une ligne) ne peut contenir plusieurs fois la méme valeur, u' ® v € A. Mais
la ligne de u contient maintenant deux fois la méme valeur v’ @ v.

On peut donc trouver «’ ou v’ inférieur & u ou v. Sans restreindre la généralité,
supposons qu’il existe u' < u. Comme u' =4’ @ v, et par linéarité de W, on
a Ay = Ay ® Ay. On en déduit alors: (A, @ Ay) = (A DA, DAy ® Ay) =
(A; @ Ay). Cela signifie que A, & A, ne satisfait pas le critere S. Alors
on a (Ay,Ay) € E, et le second joueur peut déplacer le jeton situé en A,
vers A,. Le premier joueur se retrouve alors dans une position ¢ ou les
trois jetons sont situés en Ay, Ay, et Ay, tels que Ay = Ay & A,. Comme
0" < o et par minimalité de o, o” est bien une P-position, ce qui engendre
la contradiction. O

Ce théoreme nous permet maintenant d’affirmer qu'un code glouton sur
Nya est clos pour la Nim-somme. En effet, si A, et A, sont deux mots
du code, alors g(A,) et g(A,) sont nuls sur le graphe glouton associé. Le
théoréme conclut que g(A, ® A,) est lui aussi nul, ce qui signifie que 4, ® A4,
est bien un mot du code.

La linéarité du code passe maintenant par sa cloture lorsque 1’on mul-
tiplie un mot par un scalaire. Ceci impose de munir notre ensemble N,
d’un opérateur de multiplication. On pourrait choisir I'opérateur habituel
des corps finis GF(q), mais sa définition & l’aide de polyndmes n’est pas
facile & utiliser dans le cadre du jeu glouton. On lui préferera ’'opérateur de
Nim-multiplication défini par Conway dans [Con76]:

a®qb=Mez(d @ bPgaQqb ®ga' @b ) <ap<p

L’ensemble N, est clos pour I'opérateur de Nim-multiplication lorsque
g = 2%, Conway a par ailleurs montré dans [Con76] que N, avec ¢ = 22"
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et muni des opérateurs Nim-somme et Nim-multiplication est isomorphe au
corps GF(2%).

Par ailleurs, un critére de sélection S est dit multiplicateur si S(A;)
implique S(a4;) pour tout vecteur A; de Ny, et tout scalaire & non nul de
N,. Pour ce type de de critere, on obtient le résultat de linéarité suivant sur
les codes gloutons:

Théoréme 4. Les codes gloutons sur GF(2%") dont le critére de sélection
est multiplicateur sont linéaires.

Preuve. Soit t le plus petit entier tel que g(u) < 2! —1 Vu € V. On peut donc
affirmer que g est une application linéaire de V = (GF(2%*))" vers GF(2)*.
En effet, la seconde partie de la preuve de la linéarité de g doit vérifier que
gA ®gu) = A®, g(u) VA € GF(22"),Yu € V. En utilisant la méme preuve
que celle de Conway et Sloane (cf. [JS86], théoréme 5), & laquelle on rajoute
lautomorphisme W (qui ne change presque rien car lui-méme linéaire), et
le critere de sélection multiplicateur (qui lui aussi ne modifie presque rien),
on vérifie que ce résultat est vrai. Ensuite, il suffit de dire que Ker(g) est
I’ensemble des P-positions du jeu glouton, et donc le code glouton lui-méme.
Puisque Ker(g) est un sous-espace vectoriel de V, il est lui-méme stable par
la multiplication par un scalaire. O

1.5.3 Intérét des codes gloutons

L’efficacité d’un code se traduit généralement par le nombre de mots
qu’il contient, ainsi que par la dimension de I’espace formé. Etant donnés n,
g, et un critére S fixé (bien souvent une distance d minimum pour séparer les
mots du code), de nombreuses études consistent alors & trouver de bons
ordres de parcours W qui optimisent ces valeurs.

Dans [JS86] on trouve les tailles des lexicodes pour plusieurs valeurs de
n, ¢, et d. On s’apergoit qu’on retrouve dans certains cas les meilleurs codes
connus. Par exemple, lorsque ¢ = 2, d = 3, et n = 2™ — 1, les lexicodes
coincident avec les codes de Hamming. Le code de Golay [24,12,8] (défini
dans [Gol79]) est le lexicode binaire défini par n = 24 et d = 8.

Dans [BP93, AVM], on s’intéresse aux codes gloutons dont I’ordre n’est
pas lexicographique. Il s’agit par exemple des codes gloutons de Gray (voir
[BP93]), dont la dimension est parfois meilleure que celle des lexicodes. On
trouvera des tableaux comparatifs dans [AVM].

D’un point de vue pratique, 'intérét des codes gloutons consiste & obtenir
des performances proches de celles des codes parfaits a I'aide d’algorithmes
faciles & implémenter. D’un point de vue théorique (et disons personnel,
par rapport au sujet de cette thése), leur corrélation avec la théorie des jeux
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combinatoires est dans un premier temps surprenante, et devient rapidement
excitante. Dans l'article [Fra95], Fraenkel a cherché & construire de nouveaux
types de codes & partir d’un certain type de jeu cyclique, qu’on appelle jeuz
d’annihilation. De son étude sont nés les anncodes, qui sont en réalité une
généralisation des codes gloutons.
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Chapitre 2

Autour du Wythoff’s game

2.1 Présentation du Wythoff’s game

Comme on 1'a expliqué dans le chapitre 1, le Wythoff’s game est le
deuxieme jeu combinatoire mathématiquement résolu. Il a été considéré par
Wythoff au début du 20°™¢ siecle, et sa résolution apparait dans [Wyt07].
L’auteur le définit comme une extension du jeu de Nim, étudié par Bouton
quelques années auparavant (cf. [Bou05]).

Les régles en sont les suivantes: étant donnés deux tas d’allumettes de
tailles respectives a et b, deux joueurs retirent alternativement

— soit un nombre d’allumettes quelconque dans un seul tas.

— soit le méme nombre d’allumettes dans les deux tas.
Le joueur qui ne peut plus jouer est le perdant. Cela signifie que celui qui
retire la derniére allumette gagne la partie. Par la suite, on dira qu’une
position du Wythoff’s game est la donnée d™un couple (a,b), ou a et b cor-
respondent aux tailles respectives des deux tas.

Wythoff a résolu ce jeu en s’intéressant aux positions perdantes et ga-
gnantes. A son époque, la théorie de Grundy et Spragues n’existe pas en-
core, mais ces notions ont été préssenties et introduites par Bouton lors de la
résolution du jeu de Nim. La détermination des positions perdantes permet
de décider lequel des deux joueurs a une stratégie gagnante. La premiére
P-position du Wythoff’s game est la position finale, c.a.d. celle ou les deux
tas sont vides. On la notera (ag,by) = (0,0). Les P-positions suivantes seront
décrites par la suite de couples (a;,b;);>1. En supposant les n premieres P-
positions connues, Wythoff a montré que la (n + 1)¢™¢ P-position (ay,,by,)
peut s’exprimer de la fagon suivante:

ap, = Mex(ag, ... ,an—1,b0,...,bp—1)

b,=a,+n
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D’apres ce résultat, on en déduit les premiéres positions perdantes du
jew:
(070)’ (1’2)’ (3’5)7 (4’7)’ (6710)7 (8’13)’ (9’15)""

On peut remarquer aisément que tout entier positif non nul apparait exacte-
ment une fois dans cette liste (en raison de 'appel 4 la régle Mez pour définir
an, et du fait que les deux suites sont croissantes). Par ailleurs, on s’apercoit
aussi que la suite des différences entre b, et a, correspond exactement & la
suite des entiers positifs.

Au vu de la symétrie du jeu, pour toute P-position (a;,b;), on remarquera
que son symétrique (b;,a;) est une position perdante également. Wythoff a
prouvé qu’il n’en existe pas d’autres.

Cependant, cet algorithme de calcul des P-positions du Wythoff’s game
n’est pas suffisant pour une résolution polynomiale. Etant donnée une po-
sition de jeu (a,b), son codage informatique est de taille (loga + loghb).
Déterminer si (a,b) est une P-position nécessite auparavant de calculer les
|b — a| premiéres P-positions. Ce calcul est clairement exponentiel par rap-
port & la taille de la donnée de départ.

Afin d’améliorer son résultat, Wythoff a ensuite proposé une caractérisation
plus élégante des P-positions de son jeu. Celles-ci peuvent en effet s’exprimer
de la fagon suivante:

(@nsbn) = (In7], I.nTZJ )

ot1 7 est le nombre d’or (1 + v/5)/2. Gréce & cette caractérisation, décider
du type d’une position (gagnante ou perdante) n’est plus un probléme dif-
ficile. La preuve de ce résultat figure dans le papier rédigé par Wythoff (cf.
[Wyt07]).

Dans la théorie de Grundy et Sprague, Wythoff ne s’est intéressé qu’aux
positions de valeur nulle (perdantes). En 1990, Blass et Fraenkel se sont at-
tachés au calcul de la fonction de Grundy du jeu (cf. [BF90]). Les variantes
et les études de ce jeu sont assez nombreuses, on pourra par exemple citer
[Conb9a, Fra82, FB73, FO98a).

Une autre facon de présenter le Wythoff’s game a été introduite par
Berlekamp, Conway et Guy dans leur livre référence Winning ways for your
mathematical plays (cf. [BCGO1]). Ils considérent un échiquier sur lequel
on place une reine. Le coin nord-ouest de ’échiquier est numéroté (0,0), et
I’échiquier est infini dans la direction sud-est.

A tour de role, chaque joueur déplace la reine selon les mouvements
autorisés aux échecs. On impose un déplacement dans la direction nord-
ouest pour que le jeu ait une fin. Le joueur qui ne peut plus déplacer la reine
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Fi1G. 2.1 — Wythoff’s game sur un échiquier

est le perdant. Autrement dit: celui qui place la reine sur la case (0,0) gagne
la partie.

Cette vision du Wythoff’s game est équivalente & celle avec les deux tas
d’allumettes. Chaque tas correspond & une des coordonnées de 1’échiquier.
Déplacer la reine horizontalement ou verticalement revient & enlever des al-
lumettes dans un seul des deux tas. La déplacer diagonalement, c’est comme
bouger horizontalement et verticalement du méme nombre de cases, ce qui
correspond 3 retirer le méme nombre d’allumettes dans les deux tas.

2.2 De la reine vers le roi

Puisque le Wythoff’s game peut étre joué sur un échiquier en déplagant
une reine, pourquoi ne pas essayer avec d’autres pieces d’échecs? Déplacer
une tour revient & jouer au jeu de Nim sur deux tas. En effet, le déplacement
diagonal n’étant pas autorisé pour cette piéce, cela signifie qu’on ne peut
pas enlever d’allumettes sur les deux tas simultanément. Le déplacement
d’un cheval & été étudié dans [BCGO1], ou les valeurs des positions ont été
calculées. Notons que la spécificité des mouvements du cheval impose plu-
sieurs positions finales, & savoir les cases (0,0), (0,1), (1,0) et (1,1). Dans
cette partie, nous nous intéresserons au déplacement d’un roi. On regardera
ensuite un ensemble de pieces qui n’existent pas aux échecs, & mi-chemin
entre le roi et la reine. On les appelera les puissances du roi.

Etant donné un entier positif R, une puissance R¢™¢ du roi est une
piece qui peut se déplacer dans les mémes directions que la reine, mais d’'un



CHAPITRE 2. AUTOUR DU WYTHOFF’S GAME 30

nombre de cases borné par R. La premiere puissance du roi est le roi lui-
méme. On peut ainsi considérer que la reine est une puissance infinie du roi.
Ci-dessous voici les déplacements autorisés pour le ”cube” du roi:

Fi1c. 2.2 — Déplacements autorisés pour le cube du roi

Notre objectif consiste maintenant & déterminer les P-positions des puis-
sances R°™¢ du roi a partir de celles de la reine.

2.2.1 A la recherche d’une conjecture

La premiére étape consiste & chercher les zéros de la fonction de Grundy
pour chacune des puissances du roi. Pour cela, un programme informatique
a été construit, et nous a conduit & la conjecture (puis au théoréme) suivant:
Théoréme 5. Les P-positions de la puissance R®™¢ du roi sont de la forme

(e+(R+1Ek, b+ (R+1)]) YEk,I1>0
et pour tout couple (a,b) P-position du Wythoff’s game original tel que R > a
et R>b.

On notera que ce théoréme fait de ce jeu un jeu facile, au sens donné par
Franekel dans [Fra00].

Ezxemple d’application:

Dans le cas ou R = 2, les P-positions (a,b) du Wythoff’s game vérifiant
R > aet R > bsont (0,0), (1,2) et son symétrique (2,1). A partir de ces
trois positions, on en déduit celles du ”carré” du roi, de la forme (3%, 3[),
(1+3k,2+31)et (24+3k,14310):

(0,00 (1,2) (2,1) (3,00 (4,2) (5,1)
(0,3) (1,5) (2,4) (3,3) (4,5) (5,4)
(0,6) (1,8) (2,7) (3,6) (4,8) (5,7)
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Sur I’échiquier, dans le cas R = 3, on obtient les P-positions suivantes :

01 2 3

W N PP O

En noir figurent les P-positions issues de (0,0) et en bleu celles issues de
(1,2) et (2,1).

2.2.2 Démonstration du résultat

La preuve du théoréme nécessite le lemme suivant au sujet des P-positions
de la reine:
Lemme 3. Si (an,b,), an < by, est une P-position du Wythoff’s game, alors
b < 2a,.

Preuve. Comme on 1'a dit précédemment, Wythoff a prouvé dans [Wyt07]
que les P-positions (ay,b,) peuvent s’écrire (|n7]|,[n7] 4+ n). Pour prouver
que b, < 2ay,, il suffit de montrer que |n7] +n < 2|n7], c.a.d. n < |n7].
Puisque 7 > 1, on a |n] < [n7], et comme n est entier, cela permet de
conclure. O

La preuve du théoréme 5 consiste a vérifier que I’ensemble des positions
décrites constituent le noyau du graphe des jeu, c’est-a-dire un ensemble
stable et absorbant. En effet, le graphe de jeu est clairement sans cycle
(la figurine ne revenant jamais en arriére), donc son noyau est unique.

Preuve. Etant donnée une position de jeu (a,b) et n € Z, on notera Dy, (a,b)
Pensemble des positions (a + (R + 1) k,b+ (R+ 1)) telles que k + 1 = n.
k et [ sont des valeurs entiéres. Sur ’échiquier, D, (a,b) représente une anti-
diagonale de positions.

L’ensemble est stable.
Etant données deux positions issues de la description du théoréme, on
cherche & montrer qu’il n’existe aucun coup qui conduit de 'une a ’autre.
Soit P et P’ deux telles positions. Il existe alors quatre entiers positifs
kLK ' tels que:
P=(a+(R+1)k,b+(R+1)1), ab<R
P=@@+R+1DE,V+R+1I), d VY <R
ou (a,b) et (a’,b’) sont P-positions du Wythoff’s game.
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(a,b) et (a',b') sont nécessairement deux couples distincts. En effet, si
(a,b) = (a',b'), alors P et P’ appartiendraient & deux ensembles D, (a,b)
and Dy (a,b). Sin = n', alors P et P’ appartiendraient 3 la méme anti-
diagonale, et il serait clairement impossible de passer de I'une & ’autre en
un coup. Si n # n', alors P et P’ appartiendraient & deux anti-diagonale
paralléles séparées par (R + 1) cases. La conclusion est identique.

Sans restreindre la généralité, on peut translater P et P’: horizontale-
ment de [(R + 1) min(l,1")] cases, et verticalement de [(R + 1) min(k, k)]
cases. Ce qui nous laisse quatre cas au sujet de P et P’ (en fonction des
signes de (k — k') et (1 —1")):

—~ P=(ab) et P=((a+(R+1)(K —k),b +(R+1)(' 1))
(d,)et PP=(a+ (R+1)(k—FK),b+(R+1)(1-1))

(a,b+ (R+1)(I—10')et PP=(d + (R+1)(K —k),V)
(a+ (R+1)(k—K),b) et P'=(a',b +(R+1)(I"' = 1))

- P
- P
P

Sans restreindre la généralité, on choisit a < a’ et on considére tout d’abord
le cas .

Pour chaque cas on va tester les trois types de déplacements possibles qui
permettraient de passer d'une case & 'autre et on montre que l'on aboutit
a une absurdité.

cas 1: P = (a,b) et P' = (a' + (R+ 1)g,b' + (R+ 1)h), g et h étant des
entiers positifs.

Puisque a' + (R +1)g > a et b’ + (R + 1)h > b, un coup passant d’un
case a I'autre aurait lieu de P’ vers P.

Pour passer de P’ vers P selon un déplacement horizontal ou vertical,
cela impose que soit les abscisses, soit les ordonnées sont identiques. D’ol
les égalités ci-dessous:

a = d+(R+1)yg

b = V+(R+1)h

Ces deux cas sont impossibles vu que @’ > a et b’ > b.
Il reste le déplacement diagonal de longueur ¢, 1 < 7 < R, qui livre les
égalités suivantes:
a = d+(R+1)g—
{ b = V+(R+1)h-—

soit en soustrayant :

ad—a+b—b=(R+1)(g—h)
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Oronal0<d —-a<Ret0<V —-b< R Donc—-R<d—-a+b-0 <R,
ce qui implique g — h = 0. On en déduit alors a — b = a’ — b'. Mais ceci
est impossible car toutes les P-positions (a,b) du Wythoff’s game ont leurs
écarts a — b différents deux & deux.

cas 2: P= (a",b) et PP=(a+ (R+1)g,b+ (R+1)h)
Des déplacements horizontaux ou verticaux imposeraient le méme genre
d’égalité que précédemment, & savoir:

ad = a+(R+1)g
ou
¥ = b+ (R+1)h

Orad < Ret b <R,cequiimposeg=0et h=0. Alorsa’ =a et b’ =, ce
qui n’est pas possible. Dans le cas d’'un déplacement diagonal, on retrouve
I'égalité du cas précédent, et donc la méme contradiction.

cas 3: P= (a,b+ (R+1)h) et P'=(a'+ (R+1)g,V)
Les égalités découlant des déplacements horizontaux et verticaux sont iden-
tiques & celles du premier cas, on conclut donc immédiatement. Pour le
déplacement diagonal, on obtient les équations suivantes:
a = d+(R+1)g—i
V—i = b+ (R+1)h

Soit en ajoutant membre & membre:
a'—a+b-bt =(R+1)(g—h)
Ceci est absurde pour les mémes raisons que précédemment.

cas4: P = (a+ (R+1)g,b) et P =(d',/ + (R+1)h)
Il s’agit d’une situation symétrique a celle du cas 3.

On va maintenant se placer dans le cas .

Précisons tout d’abord que I'on a a' > b'. En effet, si a’ < b’ et vu que
a < a', alors b < b car les couples de la reine forment une suite croissante.
De la méme facon, on a a < b.

On étudie tout d’abord le cas ou P = (a,b) et
P =(d+ (R+1)k,b + (R+ 1)1). Pour les déplacements horizontaux et
verticaux, la contradiction est assurée de la méme facon que précédemment.
Pour le déplacement diagonal, on aboutit a I’égalité ci-dessous:

ad—a+b—b=(R+1)(g—h)
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Sachant que 0 < a’' —a < Ret 0 < b— b < R, on obtient
0<(R+1)(I —k) <2R.Donc g —h =1, et ainsi:

a—b+R+1=a -V

On va une nouvelle fois considérer deux sous-cas :

~ b <a. Onsait que =b+R+1>0,et donca—b+R+1>a (*).
Puisque (b',a’) est une P-position du Wythoff’s game telle que b’ < o/,
alors on a a' < 20 d’apres le lemme 3. Soit @’ — b < ¥ < a, ce qui
contredit (*).

— b >a.Onsait quea—b+R+1>a—b+d (**). Or dans ce cas, on
sait que ' — b < a' —a < a'+ a— b (puisque b < 2a d’apres le lemme
3), ce qui contredit (**).

En ce qui concerne les trois autres cas, on se rameéne toujours & un des cas
traités précédemment, il est inutile d’alourdir la preuve pour cette raison.

L’ensemble de positions est un absorbant du graphe de jeu.

Chaque position de I’ensemble étudié sera marqué par un S. Les positions
absorbées par cet ensemble seront marquées par des étoiles. On cherche a
montrer que chaque position de la grille est marquée.

Une case marquée S engendre le marquage d’autres positions en amont
du graphe, comme indiquée sur le schéma, 2.3.

F1G. 2.3 — Marquage a partir de la position (i,j) lorsque R=2

Supposons maintenant qu’il existe une position C = (7,j) non marquée.
S’il en existe plusieurs, on choisit C' comme la "plus petite”, c.a.d. qu’il
n’existe pas d’autre position C' = (i',5') non marquée telle que i’ < i et
i<

Les cases sur la méme ligne & gauche de C, sur la méme colonne au-
dessus, et au-dessus sur la méme diagonale nord-ouest sont toutes marquées
avec des étoiles. En effet, si I'une d’entre elles était marquée S, alors C' serait
marquée elle aussi (d’apres le schéma de marquage 2.3).

SiC = (i,7) est la” plus petite” case non marquée, alors on a nécessairement
1 < R et j < R. Supposons en effet que j > R et considérons la position
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C'=(i,j — (R+1)). D’apres la remarque précédente, C’ est marquée avec
une étoile. Or les cases sur la méme ligne & gauche de C’, sur la colonne
au-dessus, et au-dessus sur la méme diagonale nord-ouest sont marquées
avec des étoiles également. En effet, si I'une de ces cases était marquée S,
alors 1'une des cases située a gauche de C, au-dessus ou sur la diagonale
nord-ouest serait également marquée S. Et ce n’est pas le cas d’apres la
remarque précédente. Cela signifie donc que tous les coups jouables & partir
de C’' conduisent & des cases marquées avec des étoiles, ce qui contredit le
fait que C soit elle-méme marquée avec une étoile.

Une preuve similaire assure que ¢ < R.

On se place donc dans le cas d’une case non marquée C = (i,j) sur
une grille de taille R *x R. Sur cette grille, le jeu avec une puissance R®™¢
du roi est équivalent au Wythoff’s game original. Les positions marquées S
sur cette grille correspondent donc aux P-positions (a,b) du Wythoft’s game
telles que a < R et b < R. Puisque ces paires absorbent toutes les cases de
la grille R * R, ceci contredit existence de C. U

2.2.3 Extension du résultat

Ce théoréme nous permet de conclure quant a la convergence des P-
positions de ce jeu vers les P-positions du Wythoff’s game:

Corollaire 2. Les P-positions du jeu avec une puissance R™ du roi con-
vergent vers les P-positions du Wythoff’s game lorsque R tend vers linfini.

Preyve. On notera P, = (an,bn)n=0,1,.. les P-positions du Wythoff’s game
décrites dans lintroduction. On notera aussi Pp|, = (an,bn)n=o,. k-1 la
restriction de P,, aux k premiéres P-positions.

Soit P;; = (a},,b},)n=0,1,... 'ensemble des P-positions du jeu & la puissance
™€ du roi, telles que a;, < by, et ordonnées telles que ay, +b), < aj, 1 +b, 1,
avec ay, < ay, ., siay+b, = aj+b} ., (il s’agit d’une description diagonale
par diagonale). Pr|, = (a,,b},)n=0,. k—1 définit la restriction de P} aux k
premieres P-positions du jeu.

La convergence consiste a vérifier que:

Vk > 03r >0/ Py, =Pyl

Pour tout k£ > 0, on choisit 7 comme un entier satisfaisant | (k—1)7]+k—
1 < r. D’apreés la caractérisation des P-positions du Wythoff’s game, chaque
P-position (a;,b;) de Py, satisfait alors a; < r et b; < 7. Avec cet ordre
pour P!, le théoreme précédent assure que les k premieres P-positions du
jeu a la puissance r sont identiques aux k premieres du Wythoff’s game. [

A la suite de cette étude, il est 1égitime de se demander si une telle
convergence peut s’étendre aux autres valeurs de la fonction de Grundy. Le
calcul de cette fonction pour les premiéres puissances du roi montre que ce
n’est malheureusement pas le cas. La convergence du roi vers la reine n’a
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donc lieu que pour les zéros de la fonction.

Dans la partie qui va suivre, on va s’intéresser a I’aspect géométrique du
Wythoff’s game, en regardant les déplacements autorisés comme la donnée
d’un ensemble de vecteurs. Chaque donnée d’un ensemble de vecteurs définira
alors un nouveau jeu que nous allons étudier.

2.3 Une deuxieme généralisation du Wythoff’s game:
le jeu aux n vecteurs

Dans la premiere partie, on a construit une premiere variante du Wy-
thoff’s game d’aprés les mouvements de certaines piéces aux échecs. Dans
cette seconde, on choisit de jouer avec une piece imaginaire, dont les dépla-
cements autorisés seraient dictés par un ensemble de vecteurs.

Pour commencer, on a considéré le Wythoff’s game de la facon sui-
vante: 1’échiquier est vu comme une grille induite par deux vecteurs uni-
taires v1 = (1,0) et vo = (0,1). On place une reine sur une case (a,b) de
I’échiquier. La position de la reine sur la grille est donnée par le vecteur
position Pos = —aw; — bvs. Lorsqu’on déplace la reine de k cases hori-
zontalement, cela revient & ajouter kv, au vecteur position. Lorsqu’on joue
verticalement, cela revient & ajouter kvo au vecteur position. Enfin, quand
on joue diagonalement, cela revient & ajouter kv; + kv au vecteur position.
Le gagnant est celui qui joue vers le vecteur nul. Dans nos considérations,
on dira que le Wythoff’s game est défini par les vecteurs vy, vg et v3 = v14vo.

On a alors décidé de généraliser ce jeu en prenant n vecteurs quelconques
dans un espace de dimension p. On définit alors un nouveau jeu, qu’'on
appelera le jeu auz n vecteurs, et défini par ce qui va suivre.

Soient n et p deux entiers positifs. Soient v1,...v, n vecteurs de RP
a coordonnées positives. Une position de jeu est définie par un n-uplet
(a1,...,an), ou les a; sont des entiers positifs ou nuls. Ce n-uplet corres-
pond au vecteur —(aiv1 + ... + anvy,). Deux joueurs vont alternativement
modifier ce vecteur selon une des n directions, en réduisant sa norme. Cela
signifie que chaque joueur ajoute & son tour un vecteur kv;, ou k est un entier
positif. Le jeu s’arréte lorsqu’un joueur tombe sur le vecteur nul (0, ...0), il
sera déclaré vainqueur.

Cette définition pose un probleme: deux notations distinctes peuvent
représenter le méme vecteur position. Par exemple, si I’on choisit n = 3 et
p = 2, et si les vecteurs de jeu sont v1 = (1,0), v = (0,1) et v3 = (1,2), les
positions (2,2,0) et (1,0,2) sont identiques puisque 2v1 +2v9 = v1 +2v3. Dans
le cas du Wythoft’s game, et d’apres la définition qui précéde, on aurait di
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définir une position de jeu selon un triplet. Mais 1’existence de "notations
multiples” nous ont forcé a décrire le vecteur position selon les deux direc-
tions v1 et vy uniquement. Il apparait que les raisons relévent du fait que les
vecteurs soient liés ou indépendants. Pour mieux cerner le probléme, on va
introduire deux définitions:

V1, ... ,Up sont des vecteurs Z-indépendants si
Pai,...,a, €7Z, nontousnuls [oyvi+ ...+ ayv, =0

Deux vecteurs v et v9 sont dits Z-colinéaires s’il existe deux entiers «
et B tels que avy = Bus.

Certaines instances du jeu auzr n vecteurs sont des jeux déja connus.
C’est par exemple le cas lorsque les vecteurs sont Z-indépendants:

Proposition 2. Le jeu auz n vecteurs est équivalent a un jeu de Nim a n
tas lorsque les vecteurs sont Z-indépendants.

Preuve. Si les n vecteurs sont Z-indépendants, alors il existe une notation
unique pour chaque position de jeu. En effet, supposons que deux notations
(a1,...,ay) et (a},...,al) correspondent au méme vecteur position. On au-
rait alors (a1 —a})vi +...+ (an — aj,)v, = 0, avec pour tout i, (a; — a}) € Z.

Le jeu consiste alors & diminuer & tour de role une des n valeurs a1, ... ,a,
par un entier positif k, jusqu’a atteindre la position finale (0,...,0). C’est
exactement la description du jeu de Nim. U

Par la suite, nous allons considérer des instances du jeu aux n vecteurs,
ou les vecteurs ne sont pas Z-indépendants. On va tout d’abord s’intéresser
a des instances particuliéres du jeu avec n vecteurs, puis on étudiera plus
précisément le jeu aux trois vecteurs. Dans chacun des cas, la recherche des
P-positions sera notre motivation premiere.

2.3.1 Un cas particulier du jeu aux n vecteurs

On considére des instances de ce jeu avec (2n + 2) vecteurs tels que
v1,...Vop+1 sOient Z-indépendants, et le dernier vecteur wvo, o est tel que
Vop49 = Zfﬂ'l v;. On souhaite que chaque position aie une notation unique.
On choisit alors de les écrire selon les (2n+ 1) premiers vecteurs, c’est-a-dire
sous la forme (a1,...ao,+1). On peut jouer selon un des (2n + 1) premiers
vecteurs en diminuant une des composantes d’un entier & quelconque, ou
selon vo, 42, en diminuant de la méme valeur chaque composante du (2n+1)-
uplet.

On peut décrire ce jeu en utilisant (2n + 1) tas d’allumettes. Un coup
consiste & retirer un nombre quelconque d’allumettes d’un seul tas (régle de
Nim), ou de retirer simultanément le méme nombre d’allumettes de chacun
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des tas, a condition que chacun d’entre eux soit non vide (régle additionnelle,
dite regle de Wythoff).
Théoréme 6. Les P-positions de ce jeu sont identiques a celles d’un jeu de
Nim avec (2n + 1) tas.

Preuve. 11 suffit de montrer qu’a partir d’'une P-position du jeu de Nim &
(2n + 1) tas, si on joue selon la régle additionnelle, la position résultante
sera toujours de type N.

Soit (a1,a2,...,a2n+1) une P-position du jeu de Nim. Elle satisfait donc
a1 ® ag ® agp+1 = 0. On suppose qu’on enleve z (z < min(a;)) allumettes
dans chaque tas. Soit z = ...z (2, = 1) le codage binaire de z. Soit z
le plus petit bit non nul de z, c.a.d. zx =1et V1 <z; <k, z; =0.

La figure 2.4 présente I'addition bit & bit des composantes de la P-
position avant le coup.

a x x| 0] x x x a x x| 1] x x x
a x| 1] x x x a x| O] x x x
& x x x| O] x x x & x x x| 1] x x x
Hx x x Hx ox x
B4 x x| 1] x x x = x x| 0] x x x
®a, 0o0ofofo oo ®@-g *xx1]ooo
FiGc. 2.4 — FEtat de FiGc. 2.5 — FEtat de
la somme avant le la somme aprés le
coup coup

Cette somme est égale & 0 pour chaque bit. Cela signifie qu’il y a un
nombre pair de 1 et un nombre impair de 0 dans chaque colonne. Cette
propriété est vraie en particulier pour la colonne correspondant au k™€ bit.

Chaque composante a; est réduite de z apres le coup. Par définition
de zy, a; et (a; — z) ont les (k — 1) premiers bits de leur codage binaire
identiques. Puisque z; = 1, le k™€ bit de chaque a; va étre modifié aprées la
soustraction de z (cf. figure 2.5). La somme bit-a-bit aprés avoir soustrait
x contient alors un nombre impair de 1 dans la k™ colonne, ce qui signifie
que cette somme est non nulle. O

Notons que ce résultat ne prétend pas que cette instance du jeu aux n
vecteurs et le jeu de Nim & (2n+1) tas sont équivalents. Il faudrait comparer
la valeur de chacune des positions de jeu pour pouvoir conclure.

On s’est tout naturellement interessé au méme type d’instance avec un
nombre impair de vecteurs. Le jeu avec trois vecteurs (v1,v2,v3 = v1 + v2)
correspond au Wythoff’s game. Quand le nombre de vecteurs passe 4 cinq ou
plus, nous n’avons pas trouvé de caractérisation aussi élégante des positions
perdantes.
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2.3.2 Le jeu aux 3 vecteurs: instances de la forme [o,3,1]

On considére maintenant des instances du jeu aux n vecteurs, ou n vaut
3, et ou les vecteurs ne sont pas Z-indépendants. Soient vy, v et vz trois
vecteurs non Z-colinéaires de R? tels que

a8y €Z% Javy + Pva+yv3 =0

Puisque v1, v2 et v ont des coordonnées positives, a, 8 et v ne peuvent pas
étre de méme signe. Sans restreindre la généralité, on suppose que ’on peut
écrire

yv3 = avy + Bug,
ou «, 3, et v sont trois entiers positifs. Une instance du jeu aux 3 vecteurs
sera désormais désignée par le triplet [a,,7].

Soit (a,b,i) une position du jeu aux 3 vecteurs associé au triplet [«,53,7].
Sans aucune restriction sur les valeurs a, b et %, une méme position peut
étre décrite par deux notations distinctes. En effet, les positions (a,b,i) et
(a — a,b — B,i + 7y) sont identiques, puisque avy + bve + ivs = (a — a)vy +
(b—B)vz + (i + y)vs.

Dans cette partie, on ne considérera que les instances ou v = 1. Ce qui
signifie: v3 = av; + Pos.

Les positions de jeu seront décrites comme des paires d’entiers (a,b) as-
sociées aux vecteurs vy et v9. Jouer selon v; revient & diminuer a d’une
valeur k£ quelconque. Idem pour vy en diminuant b. Jouer selon v3 revient
réduire respectivement les valeurs a et b de ka et kS pour k entier positif
quelconque. On évite ainsi les positions aux multiples notations.

Tout comme le Wythoff’s game, ce jeu peut étre décrit sur un échiquier.
On place une figurine sur n’importe quelle case. Chaque joueur déplace al-
ternativement cette figurine selon trois directions au choix: verticalement
(selon v1), horizontalement (selon v3), ou sur des cases correspondant aux

multiples de v3. La figure 2.6 illustre ces déplacements autorisés pour le jeu
[3,1,1].

F1G. 2.6 — Coups autorisés lorsque vy = 3v1 + vy (instance [3,1,1])
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L’étude des instances vérifiant v = 1 nous a conduit a distinguer deux
cas:

Les P-positions des jeux [a,(,1], ot o # S.

C’est certainement le cas le plus facile, puisqu’on retrouve les positions
perdantes d’un jeu de Nim a deux tas. Sur la représentation échiquier, cela
correspond a la diagonale principale (cf. fig2.7).

Théoréme 7. Les P-positions des instances [a,,1] avec a # (B sont de la
forme (a,a) pour tout entier positif a.

01 2 3
0 001234567891011
l 1
2 .
3 4
.

! 0 H
Fic. 27 - P- e 28 -
positions du jeu -2 .
[a,8,1] lorsque positions du jeu
ot B 22,1

Preuve. 11 suffit de montrer que 1’ensemble des positions de type (a,a) est
stable et absorbant pour le graphe du jeu. Ce graphe correspond a I’échiquier
(une case étant un sommet), ot une aréte relie deux cases §’il existe un
déplacement permettant de passer de 'une a I'autre.

Chaque position (a,b) avec a # b est clairement absorbée par une case
de la diagonale: si a < b, (a,b) est absorbée par la case (a,a). Dans le cas
contraire, elle est absorbée par la case (b,b).

Par ailleurs, depuis une position (a,a), il n’est pas possible d’atteindre
une autre position de la forme (k,k), puisqu’aucun des trois vecteurs n’est
orienté dans la direction diagonale (a # f).

On en conclut donc que cet ensemble est le noyau du graphe de jeu. O

Les P-positions des jeux [a,a,1].

Le cas @ = [ = 1 définit le Wyhtoff’s game original. Le travail de
Wythoff a montré qu’il existe une seule P-position par diagonale (chaque
différence (b — a) n’apparaissant qu’une seule fois dans la suite). Lorsque
a = 1, et puisque les déplacements selon v3 se font diagonalement par sauts
de « cases, il y aura exactement o P-positions sur chaque diagonale. On
donne maintenant un algorithme général qui calcule les P-positions (a,b) de
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ces instances de jeu, avec a < b. Par symétrie du jeu, si (a,b) est perdante, la
position (b,a) I'est aussi. Comme pour le Wythoff’s game, on notera (ay,,by,)
la (n + 1)¢™¢ P-position.

Algorithme de calcul des P-positions du jeu [o,a,1]

® (ag,bo) = (0,0)

e On suppose la suite des n premieéres P-positions calculée.
Alors anp = MGIL‘(G,(), ce ,an,l,bo, .. ,bnfl).
On choisit b, comme le plus petit entier n’appartenant pas &
I’ensemble {ay, ... ,a,—1,bo,- - . ,bn—1}, et tel qu’il n’existe aucune
paire (a;j,b;)i<n pour laquelle les conditions b; — a; = b, — ay, et
a; mod a = a, mod « soient satisfaites.

La figure 2.8 illustre le résultat de cet algorithme dans le cas du jeu
[2,2,1].

Cet algorithme signifie que pour une différence d donnée, toutes les P-
positions {(a;1,bi1),- - . ,(Gia,bia)} telles que by — a;x = d pour 1 < k < «
(c.a.d. les a P-positions appartenant a la d™¢ diagonale) satisfont
{asgmoda,...,a;amoda} ={0,...,a — 1}.

Théoreme 8. L’algorithme ci-dessus construit l’ensemble des P-positions
du jeu [a,a,1].

Preuve. On notera S I’ensemble des positions construites par cet algorithme.
On va chercher 4 montrer que S est un ensemble stable et absorbant du
graphe de jeu.

S est un ensemble stable du graphe de jeu

Soit (a,b) une position de ’ensemble S.

Par construction méme de S, on sait qu’il existe exactement une position
de S sur chaque ligne et chaque colonne de Iéchiquier (ou du graphe de jeu,
puisqu’une case de ’échiquier est un sommet du graphe). Un coup selon v;
ou vy depuis (a,b) vers (a',b') € S impliquerait ' = a ou ' = b, ce qui
contredit la remarque précédente.

Jouer selon v3 conduit & une position de la forme (a — ga,b — qar) avec
q > 0. Les écarts (b — a) and (b — g — a + ga) sont alors identiques, et
a mod @ = (a — ga)) mod «. L’algorithme interdit alors aux positions (a,b)
et (a — ga,b — qa) d’étre toutes deux dans S.

S est un ensemble absorbant du graphe de jeu
Sur le graphe de jeu, les cases de ’ensemble S seront marquées avec un
S. Les cases absorbées par S seront marquées avec une étoile. Notre objectif
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est de montrer que toutes les cases sont marquées.

D’apres les régles du jeu, si P est une position marquée S, elle absorbe
des cases dans les trois directions (ce sont les cases & partir desquelles il existe
un coup menant & P). La figure 2.9 montre un exemple de cases absorbées
dans le cas ou a = 2.

| j p
i|* [* | & [* % C S
Fic. 2.9 - Posi- FiG. 2.10 -
tions absorbées Schéma de preuve
par une position S de labsorption
quand o = 2 lorsque o = 2

On suppose maintenant qu’il existe une position C' = (7,j) non absorbée
par une position marquée S. On choisit C' comme contre-exemple minimal,
c’est-a-dire qu’il n’existe aucune autre position C' = (7',5') non absorbée et
telle que ¢’ < i et j' < j. Par symétrie et sans restreindre la généralité, on
suppose que ¢ < j. Comme indiqué sur la figure 2.10, on sait que les cases
situées a gauche de C' sur la méme ligne, au dessus sur la méme colonne,
et sur la diagonale nord-ouest par sauts de « sont nécessairement marquées
avec des étoiles.

Puisqu’il y a exactement une seule position marquée S par ligne, il en
existe une sur la ¢¢™¢ ligne. Et d’apres le schéma 2.10, cette position a pour
coordonnées (i,p) avec p > j. On peut alors se demander pourquoi C n’a pas
été choisie par lalgorithme au lieu de (i,p). Il peut y avoir deux raisons:

e j a déja été choisi auparavant. I1 devrait donc y avoir une posi-
tion marquée S dans la colonne au-dessus de C. Ce n’est pas le
cas.

e Il existe une position (k,l) marquée S avec k < 1,1 < j, (I—k) =
(j —14), et k mod @ =7 mod «. La position (k,l) est alors sur la
méme diagonale que C, et accessible par des sauts de a. D’aprés
la figure 2.9, (k,l) est marquée avec une étoile.

C aurait bien due étre marquée S sur la ligne i, au lieu de (,p). D’ou la
contradiction. U

Cet algorithme permet de calculer I’ensemble des P-positions de telles
instances du jeu, mais sa complexité reste exponentielle. On a donc cherché
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a 'améliorer. Pour cela, on s’est interessé au jeu ol o = g = 2.

Le cas particulier du jeu [2,2,1]

Pour cette instance du jeu, nous avons obenu un algorithme qui améliore
la complexité du précédent. Nous allons le présenter ici. Mais auparavant,
on va s’attarder sur I’étude d’une suite d’entiers. On verra par la suite que
cette suite est tres proche de celle des P-positions du jeu [2,2,1].

On définit (A,,,B,) comme la séquence d’entiers suivante:

Ap = Mezx(Ao,...,An—1,Bo,...,Bn-1), et B, = A,+2|n/4]. Cette suite
est initialisée par (A4y,By) = (0,0). Ainsi, A, et B, sont deux suites pour
lesquelles chaque différence paire (B,, — A, ) apparait exactement quatre fois
et de facon croissante.

Etant donnés deux entiers positifs € et u, on peut définir un ensemble
de séquences d’entiers (A% BOH) ou A% est défini par la régle Mex, et
ot la (n + 1)¢™¢ différence (B%* — A%") vaut |n/u|. Cela signifie que
n’apparaissent que les différences qui sont des multiples de 6, u fois, et
dans un ordre croissant. Lorsque 8§ = y = 1, on retrouve la séquence des
P-positions du Wythoff’s game.

En utilisant un théoréme de Fraenkel et Boshernitzan (cf. [BF81]), trou-
ver une caractérisation de A, et B, sous une forme similaire a celle de
Wythoff (c.a.d. de la forme |na+ 8], o, € R), est impossible. Par ailleurs,
C. Kimberling a récemment ajouté une de ces séquences (avec § = 1 et
p = 2) sur I'encyclopédie des suites entiéres créée par Sloane!. D’aprés lui,
il n’existe aucune caractérisation connue de la suite (A4,,,B;,).

Suite & une discussion avec T. Stolz de 'université de Vienne (Autriche),
il semble toutefois que la séquence A, suive la méme progression que
|n(34+/17)/4]. Le graphe ci-dessous montre les courbes de la droite d’équa-
tion y = [n(3++/17)/4] (en rouge), et celle de A,, (en vert), pour des valeurs
de n comprises entre 0 et 75.

1. http://www.research.att.com/ njas/sequences/index.html, référence A102528
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120

100
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Fi1G. 2.11 — A, suit la progression de y = |n(3 + v/17)/4]

J’ai également effectué les tracés pour n allant jusqu’a 200, et le phéno-
mene est identique. Il semble que I'on puisse écrire A,, comme la somme de
|n(3 + V/17)/4] et d’un petit entier €(n). Cependant, nous n’avons pas
réussi & déterminer la valeur de cette fonction e(n), puisque, comme on
peut le voir sur le graphique, I’écart entre les deux courbes est une fonction
trés irréguliere. Il semble donc qu’on soit trés proche du but, mais la ca-
ractérisation reste malheureusement incompléte pour le moment.

Comme on l’a dit précédemment, la suite (Ay,B;) est trés proche de la
suite des P-positions du jeu [2,2,1]. C’est ce que nous allons voir maintenant:

On considére la suite d’entiers (ay,,b,) telle que a,, = Ay, b, = B, si
nmod4=0oul, b, =By sinmod4 =2, et b, =DB,_1sinmod4=3.

Le tableau ci-dessous décrit les premiéres valeurs des deux séquences
(An,Bp) et (ap,by). Pour obtenir b, depuis By, il suffit donc d’échanger les
valeurs Byy19 et Bygi3 pour chaque entier positif k. L’obtention de (ay,,by,)
depuis (A4,,By) a donc lieu en temps constant.
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B, — A, ‘ A, By ‘ an by ‘ by — an
0 0 0 0 0 0
0 11 11 0
0 2 2 3 1
0 3 3 2| -1
2 4 6 4 6 2
2 5 07 5 07 2
2 8 [10]] 8 11| 3
2 9 [11]| 9 10| 1
4 12 16 | 12 16| 4
4 13 17 | 13 17| 4
4 14 [18]| 14 19| 5
4 15 [19]| 15 18| 3
6 20 26| 20 26| 6
6 21 27| 21 27| 6

—

On donne maintenant un lemme relatif & la suite (a,,by):

Lemme 4. Pour tout entier positif k, il existe deux entiers i et j tels que
chagque sous-ensemble de paires (@ak+p,bak+p)p=0...3 §’écrit sous la forme

(aap,bar) = (2i,2i + 2k)
(aaks1,ba11) = (204 1,20+ 1+ 2k)
(aapy2.bapre) = (25,25 +2k+1)
(@ak+3.bak+3) = (25 + 1,25 + 2k)

Preuve. Par construction de (ay,b,) depuis (A4,,,By,), chacune des différences
(b4k+p — a4k+p)p:0___3 est exacte. Il ne suffit plus qu’a prouver que les valeurs
a4x+p Peuvent s’écrire de la sorte.

D’apres le tableau ci-dessus, le lemme est vrai pour k£ = 0. Il suffit de
prendre i = 0 et 7 = 1. On suppose que ce résultat est vrai jusqu’a un certain
rang k, et on considére le rang suivant. Puisque a,, est une suite strictement
croissante, on a a4x44 > a4x+3 = 2J + 1. Par définition de a,, d’apres la regle
Mex, la seule raison pour laquelle a4;.4 ne peut pas étre égal a (25 + 2)
est que cet entier est déja apparu précédemment au sein de la séquence b,.
Par hypothése d’induction et puisque (25 + 2) est pair, cette valeur n’a pu
apparaitre qu’en tant que by ou by 3, avec k' < k. Si c’est le cas, I'entier
consécutif (25 + 3) est apparu lui aussi, en tant que byy1 ou byyrio. On
en conclut donc que si un entier pair est déja apparu auparavant, ’entier
impair consécutif est apparu également. Il existe donc [ tel que a4;+4 = 2I.
Et ainsi on a a4r+5 = 21 + 1: si ce n’était pas le cas, alors (2] + 1) serait
apparu auparavant dans la séquence b, , et son prédécesseur 2/ également.
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Enfin, puisque a4x16 > 2] + 1, et de la méme facon que précédemment,
on prouve que a4i4+¢ €St un entier pair, et que a4547 est lentier impair
consécutif. O

Proposition 3. La séquence (an,b,) décrit ’ensemble des P-positions du
jeu [2,2,1].

Preuve. On note (wy,,y,) la suite des P-positions du jeu [2,2,1]. Cette suite
est obtenue en appliquant ’algorithme du théoréme 8. Dans cette séquence,
on insere la paire (ws,y3) = (3,2), qui est symétrique de (w2,y2). Cela ne
change en rien la suite de la séquence (si ce n’est un décalage d’indice),
puisque les deux entiers ws et y3 sont déja apparus auparavant, et puisque
leur différence est négative. La séquence des différences (y,, — w;,) sera notée
dy,. On cherche maintenant & montrer que (a,,b,) = (wp,Yn).

On laissera le lecteur vérifier cette égalité pour les premiers indices (au
moins pour les quatre premiéres paires).

On suppose qu’on a: (Wak+i,Yak+i) = (@4k+ibak+i)i=o0...3, pour tout k < n.
Cette hypothese assure que wy, = a4, puisque ces deux valeurs sont cal-
culées par la régle Mex. Par construction de la suite (wp,y,), on a dg, >
2n —1, puisque toutes les différences inférieures sont déja apparues deux fois.
La différence (2n — 1) = d4,,—2 n’est apparue qu’une seule fois, mais puisque
W4pn—2 €6 wyy, ont la méme parité, I’algorithme n’autorise pas dy, = 2n — 1.
La différence suivante 2n n’a pas encore été utilisée dans la séquence. C’est
donc celle qu’on choisit pour définir dy,, et ainsi y4, = w4y +2n = b, d’apres
le lemme 4.

Comme précédemment, on a wip4+1 = G4np+1 puisque la régle Mex est
appliquée sur le méme ensemble d’entiers. Donc w4pt+1 = w4y + 1 d’apres le
lemme 4, et ainsi wypt+1 + 2n — 1 = y4,. Cela implique que dy, 41 ne peut
pas valoir 2n — 1, puisqu’un entier positif ne peut pas apparaitre plusieurs
fois dans la séquence. Puisque w4y 11 et wy, ont des parités différentes, on a
donc dan+1 = 2n, ce qui permet de conclure.

Comme précédemment (bis), on a toujours wip+2 = @ant2. Le lemme 4
assure ensuite que w4y+2 est pair. C’est aussi le cas de w4, 2. La différence
2n —1 ne peut donc toujours pas étre sélectionnée. L’algorithme choisit donc
din+2 = 2n + 1, ce qui conduit bien a ’égalité yan+2 = banto.

Comme précédemment (ter), on a wan13 = a4p+3. Cela signifie que wyp+3
est impair. On considére maintenant 'entier wyp+3+2n—1. D’apres le lemme
4, cet entier vaut ysn+2 — 1 et est strictement supérieur a yi pour k < 4n+2.
Puisque w4n+3 et wyn—o ont des parités différentes, ’algorithme choisit la
valeur 2n — 1 pour ’écart dyn+3. Et ainsi y4,4+3 = ban+3. ]
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Dans le cas général, la complexité de notre algorithme du théoréme 8
est exponentielle par rapport a la taille de ’instance. Dans le cas particulier
du jeu [2,2,1], le second algorithme améliore légérement la complexité, mais
elle n’est toujours pas polynomiale & cause de 1'utilisation de la regle Mex.
Cela dit, ce résultat ouvre une porte vers une caractérisation numérique
(une somme de parties entiéres?) qui permettrait d’accéder & une telle com-
plexité. Par ailleurs, une rapide observation des autres jeux de type [a,a,1]
nous laisse suggérer que les P-positions associées peuvent étre directement
déduites des suites de type (A%* B%*). D’ou I’intérét porté i ces séquences...

2.3.3 Le jeu aux 3 vecteurs: instances de la forme [a,[,7],
avec v > 1

On considere ici des instances du jeu aux trois vecteurs, ou «, [ et v
sont tous les trois premiers entre eux. En effet et & titre d’exemple, les jeux
[3,6,15] et [1,2,5] sont fondamentalement similaires. On va donc se restreindre
aux "plus petites instances” en choisissant trois nombres premiers entre eux.

Les positions de jeu seront notées (a,b,i) avec 0 < i < +, afin d’éviter
des positions ayant plusieurs notations. Supposons en effet que (a,b,i) et
(a',b'i") (avec 0 < 4,i" < «y) soient deux positions identiques. Elles satisfont
alors 1’égalité suivante:

(a — al)’Ul + (b — b’)’Ug + (’L — il)vg =0
Et puisque yvs = avy + Bva, cela donne:

vil(a—a') + = (i — )] +val(b— V) + é(' —i)]=0
gl gl

Les vecteurs v; et vy n’étant pas Z-colinéaires, on a ensuite:

(a—d)+2(i—-14) = 0
{(b—b')+g(i—i') =0

Par ailleurs, puisque «, 8 et y sont premiers entre eux, on sait que
ged(ayy) est premier avec ged(8,7y). On peut donc écrire y comme le produit
ged(a,y). ged(B,7).vr, OU 7, est un entier positif.

On notera respectivement o et 7' les quotients de a et vy par ged(a,y).
De méme, ' et 4" sont respectivement les quotients de 3 et v par ged(53,7).
On peut alors écrire:

~

"

[=

. Y
i—i =(a' —a) /:(bl_b)ﬁ
Puisque %: et 7/3# sont des fractions irréductibles, et que (i — 7') est un

entier, les valeurs (a' — a) et (b’ — b) sont respectivement des multiples de

R
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o' et ' (leur valeur pourrait étre nulle, mais dans ce cas, les positions ont
la méme notation). On en déduit que (i — ') est un multiple commun de
7' et ¥". Puisque |i — i'| < 7, on doit avoir lem(y',y") < ~. Les inégalités
suivantes en découlent:

A 2

gediy ) = lem(Y'") <v puls  gaeratasamy <7 ()

Par ailleurs, on a:

g9ed(Y' ") = ged( oqtyay » geatrmy) = 9¢4(vr-ged(7,8)7r-ged(y,0)) = 7

On obtient finalement une contradiction en remplagant ged(a,y).ged(B,7)
par - dans (*).

Avec cette notation, les coups autorisés depuis une position (a,b,7) sont
donc les suivants:
o (a—kb,),ou0 <k <a (coup selon kv;)
e (a,b— ki), ou 0 <k <b (coup selon kvs)
e (a,bi—k), o 0 <k < i (coup selon kuvs)
o (a—kab—kBi),ou0 < ka<a, 0<kB<bet0<i<ry
(coup selon (7 — i’ + k~y)vs)

On peut aussi décrire ce jeu sur une grille multidimensionnelle, en considérant
une extension du cas v = 1 sur 7y grilles paralleles reliées entre elles. Le
troisiéme parametre ¢ indique le numéro de la grille sur laquelle se trouve
la figurine. On peut déplacer celle-ci sur la :¢™¢ grille comme dans le cas
précédant, ou en changeant de grille selon « et . La figure suivante illustre
les déplacements autorisés:

s O \

< X - e
€ o\ g g

ey
X T 23

*a Y .}zs'lfz‘zgn &

Fig. 2.13 — Coup autorisés
a partir de la position (4,4,1)
avec [a,(,y] = [2,1,3]

Fic. 2.12 - Grille de jeu dans
le cas v =3
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On note P l'ensemble des P-positions du jeu [o,5,7]. On note P; ’en-
semble des P-positions appartenant & la i¢™¢ grille (c.a.d. les P-positions de

la forme (a,b,)). {P;}i=o,....y—1 définit donc ensemble des P-positions.

Pour tout 4, on notera (ag,bf,i),(at,b} %), ... ,(al_1,b!,_1,i) les n premiéres

positions de P;. Etant donné un entier A, on notera P|4 ’ensemble des
P-positions (a,b,i) telles que a < A. On étendra cette notation & chaque
sous-ensemble P; (que l'on écrira P;|4).

On définit maintenant un tableau rectangulaire B(a,j) qui associe &
chaque couple (a,j) la valeur B(a,j) telle que (a,B(a,j),j) soit une P-position.
Ce tableau contient exactement -y colonnes (indexées de 0 & v — 1), chacune
d’entre elles contenant les P-positions appartenant a la 1¢*¢ grille.
Théoréme 9. Soit [a,,7] une instance du jeu auz trois vecteurs, telle que
v>0,a>0etps>al2y—1). Etant donné un entier positif A, l’algorithme
sutvant construit ’ensemble P|s en remplissant le tableau B:

Initialiser le tableau B avec la valeur -1
B(0,0)<-0;
pour a de 0 a A
pour j de 0 a v
si (B(a,j)=-1)
B(a,j)« Mex(B(k,1))r<q,i<j
B(B(a,j),j)<+a;
fin si
fin pour
fin pour

A chaque étape de l'algorithme, B(a,j) est calculé comme la plus petite
valeur n’étant pas encore apparue dans P;, et telle qu’il n’existe pas d’autre
(a,B(a,j),j') dans Pj avec j' < j. La seconde affectation implique que (a,b,j)
et son symétrique (b,a,j) appartiennent tous deux a P;. Cet algorithme im-
plique alors naturellement le corollaire qui suit:

Corollaire 3. Les P-positions du jeu [a,(,y], od v > 0, a > 0, et § >
a(2y — 1), sont identiques a celles d’un jeu de Nim a trois tas.

Preuve. La preuve est directement déduite du théoréme, puisque la Nim-
addition est définie par I’algorithme décrit ci-dessus. O

Avant d’expliciter la preuve du théoréme, on donne un lemme sur les
P-positions du jeu.

Lemme 5. Si (afl,b%,i) est une position obtenue par l’algorithme ci-dessus,
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alors al, —i < bi, < al +i.

Preuve. Si (a’),b},,i) est une position obtenue par l'algorithme, alors elle
vérifie 1'égalité b, = a;, @ i. Puisque la Nim-addition définit également I’ad-
dition binaire sans retenue, il est clair que b}, = a;, ® ¢ < a;, + 1.

La deuxiéme inégalité est déduite de la premiere, en utilisant le fait que si
(al b i) est fournie par I’algorithme, son symétrique (b%,,a?, i) I'est aussi. [

Preuve. On donne ici la preuve du théoreme 9, en vérifiant que I’ensemble
des positions obtenues forme un ensemble stable et absorbant du graphe de
jeu. On note S l'ensemble de ces positions.

S est un ensemble stable.

Supposons qu’il existe un coup de C = (a,b,i) vers C' = (a',b',i'), C et
C' étant deux positions appartenant & S. Ces positions vérifient 0 < o’ < a,
0<V <b0< i<y et0<4 <~.8Silecoup est joué selon le vecteur
vy, alors cela implique b = b’ et 1 = ¢'. Et alors C et C' appartiendraient
a la méme grille (celle d’indice ¢). Mais d’apres lalgorithme, il n’est alors
pas possible d’avoir b = b'. Si le coup est joué selon vy, alors on a une
contradiction similaire au sujet de a et a'.

On considére maintenant que le coup de C vers C' a lieu selon le vecteur
v3. Si a = d/, alors les seuls coups possibles impliquent b = V' et 7' < 1,
contredisant le fait que (a,b,i) et (a,b,i") ne peuvent pas tous deux appartenir
a S. On suppose maintenant que a’ < a, et par conséquent que b’ < b. Alors
C et C' vérifient:
= d +ka

a
SAER Y G

De ces égalités on obtient facilement:
(a—d)B=(b-V)
On utilise maintenant le lemme précédent sur C et C”':
b—bV<a—-d+i+i-2<a—-d+2y-2
Et en remplagant :
@—a)? -1 <2y -2

Enfin, en utilisant I'inégalité ¢’ < a, on obtient la contradiction suivante:

B<al2y—1)

S est un ensemble absorbant.
Sur le graphe de jeu, les positions de notre ensemble sont marquées S.
Celles absorbées par les positions S sont marquées par des étoiles.
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On suppose qu’il existe une position C' = (a,b,i) non absorbée. On choisit
C comme la plus petite possible, c.a.d. qu’il n’existe pas d’autre position
C' = (d',b,i') non absorbée telle que @’ < a, ' < b et i’ < i. On note
que pour chaque grille, il y a exactement une position de S par ligne et par
colonne. En particulier, cette propriété est vraie pour la a®"¢ ligne de la ™€
grille. Par minimalité de C, les positions de la forme (a,b’,i) avec b’ < b sont
marquées avec des étoiles. Il existe alors p > b tel que (a,p,i) soit marqué S.
Puisque b est plus petit que p, il peut y avoir deux raisons pour lesquelles
C n’a pas été choisie par 'algorithme:
— b a déja été choisi auparavant. Il devrait donc y avoir une position
marquée S dans la colonne au-dessus de C, ce qui n’est pas possible
(ces positions étant marquées avec des étoiles).
- 33 /(a,b,j) € Pj. Ce n’est pas possible, puisque C aurait due étre
marquée dans ce cas.
On en conclut donc que C aurait due étre marquée S au lieu de (a,p,i).
O

Ces résultats nous permettent d’en déduire un second corollaire, immédiat:

Corollaire 4. Pour toutes valeurs « et vy, il existe B, tel que:
V B> Ba, les jeuz [a,B,7] et [1,2y — 1,y] ont les mémes P-positions.

On a essayé d’étendre ce résultat a la fonction de Grundy. Mais il existe
de nombreux contre-exemples. Cela signifie ainsi que les jeux [a,(,7] et
[1,2y — 1,7] peuvent avoir les mémes P-positions, mais qu’ils ne sont pas
équivalents pour autant.

Par ailleurs, on a aussi cherché & jouer au jeu avec trois vecteurs, mais
dans sa version "bornée”. Les déplacements sont identiques, mais ils sont
limités par un rayon R. On s’est alors demandé s’il n’existait pas un résultat
de convergence similaire & celui des puissances du roi. Une nouvelle fois, de
nombreux contre-exemples nous ont prouvé que ce n’est pas le cas.

Notons que ’ensemble des résultats sur ces variantes du Wythoff’s game
ont été soumis dans Discrete Mathematics (cf. [ES05a]).
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Chapitre 3

Le jeu du ”Pic’aréte”

3.1 Présentation du jeu et état de I’art

Voici un jeu qui occupe de nombreux étudiants dans les amphithéatres:
on l'appelle le "dots and boxes” dans sa version originale. J’avoue ne jamais
avoir entendu d’équivalent francais pour le définir. Le matériel est simple:
prenez une feuille de papier quadrillée sur laquelle vous dessinez un contour
au feutre noir. Deux joueurs vont ensuite surligner alternativement un c6té
d’un des petits carrés situés a l'intérieur du contour. A chaque fois qu’'un
joueur surligne le quatrieme c6té d’un carré, on dit qu’il le ” ferme”. Il marque
alors un point par carré fermé et a le droit de rejouer. Si un joueur surligne
un c6té sans fermer de carré, il passe la main & son adversaire. Lorsque tous
les carrés & I'intérieur du contour sont fermés, le jeu s’arréte et le vainqueur
est le joueur qui a fermé le plus de carrés.

il -

Fi1a. 3.1 — Une partie de “dots and bozes”

Selon I’endroit du monde ot ’on joue a ce jeu, les cotés des carrés situés
sur le contour initial sont ou ne sont pas considérés comme déja surlignés.
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En Suéde ou en France par exemple, on suppose que les joueurs n’ont pas a
jouer dessus. Cela implique qu’il suffit de surligner deux ou trois co6tés pour
fermer un carré situé le long du contour. Aux Etats-Unis, tout le contour
est jouable. Autrement dit, il faut surligner les quatre c6tés de chaque carré
pour le fermer entiérement. Il existe aussi des variantes plus exotiques. C’est
le cas par exemple de la version islandaise du jeu, ou le contour de jeu est
un rectangle dont exactement une longueur et une largeur sont considérées
comme déja surlignées.

Dans la classification de Fraenkel, on dira que ce jeu se situe a la frontiére
entre Math et Play games. Les photos ci-dessous illustrent une tentative de
commercialisation sous le nom de ” Galactic Takeover”. Je suis toutefois assez
sceptique quant aux bénéfices qu’a pu en retirer I’éditeur...

B
G
¥ = 9.
\ -
L =P '\‘-.'
\: s

Fi1a. 3.2 — Le jeu du Dots and Bozes commercialisé...

La résolution de ce jeu est difficile. Quand on débute, on applique sou-
vent une stratégie trés basique: n’offrir aucun carré a son adversaire en début
de partie, et lorsque 'on a plus le choix, lui offrir la succession de carrés la
plus courte possible. Inutile de préciser qu’on est loin du compte en jouant
de la sorte... Dans son livre consacré entierement a 1’étude de ce jeu (cf.
[Ber00]), E. Berlekamp décrit certaines techniques et tactiques, et le résout
sur de petites configurations.

Ce jeu présente une version duale que I'on appelle dans la littérature
"strings and coins”. Berlekamp y fait référence dans [Ber00]. On considere
un grille-graphe dont les sommets sont des pieéces de monnaie reliées entre
elles par des ficelles correspondant aux arétes. A tour de role, chaque joueur
détache une ficelle. A chaque fois qu'un joueur détache la derniere ficelle
d’une piece, il empoche cette derniére et a le droit d’en détacher une nou-
velle. Lorsque toutes les ficelles ont été détachées, le joueur vainqueur est
celui qui a amassé le plus grand nombre de pieces de monnaie. On s’apercoit
rapidement que ce jeu est 1’équivalent du ”dots and boxes”. Une piéce cor-
respond & un petit carré de notre feuille de papier, et une ficelle entre deux
piéces signifie que deux petits carrés ont un c6té commun.
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Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a cette version duale du
”dots and boxes” étendue a des graphes quelconques. Par ailleurs, nous
allons en considérer une variante qui interdit de rejouer apreés avoir gagné
une piece. Cela signifie que vous ne pouvez gagner au plus que deux piéces
par tour de jeu (celles qui sont aux extrémités de la ficelle que vous avez
retirée).

La regle devient alors la suivante : étant donné un graphe G, deux joueurs
retirent alternativement une aréte de G. Un joueur marque un point pour
chaque sommet laissé isolé par le retrait d’une aréte. Le jeu se termine
lorsque toutes les arétes ont été retirées. Le joueur ayant marqué le plus de
points a la fin est déclaré vainqueur. Vous comprendrez ainsi pourquoi nous
avons choisi d’appeler ce jeu le ”Pic’aréte”...

On notera que ce jeu fait partie de la famille des jeux de ”suppres-
sion” sur les graphes, auxquels Fraenkel et certains de ses coauteurs se
sont notamment intéressés. C’est par exemple le cas du jeu Geographie (cf.
[FSU93, FS93, NP96]), ot chaque joueur retire une aréte adjacente & celle
qui a été retirée précédemment jusqu’a étre bloqué. On trouve également
dans la littérature un jeu de suppression de sommets et d’arétes sur les hy-
pergraphes (cf. [FS91]), ou encore un jeu de suppression de sommets étudié
par Nowakowski et Ottaway (cf. [NOO05]).

Nous allons nous intéresser ici & la résolution du ”Pic’aréte”. Elle se tra-
duit par des réponses aux questions suivantes: ” Existe-t-il une stratégie me
permettant de gagner a coup sir?”, ”Comment marquer le plus de points
possibles?”, ou encore ”Au vu de la configuration de départ, vaut-il mieux
commencer ou laisser mon adversaire retirer la premiére aréte?”.

Pour information, on s’est apercu quelques mois aprés notre étude que
cette variante avait déja été considérée par Meyniel et Roudneff dans [MR88].
Preuve que notre nom a été bien choisi: ils 'ont appelé ” The vertex picking
game” ! Dans leur papier, ils décident dans quel cas le premier ou le second
joueur a une stratégie gagnante. Cependant, ils ne savent pas y répondre
lorsque le graphe a un sommet pendant. Par ailleurs, ils ne donnent aucune
information sur le nombre de points que peut espérer obtenir chaque joueur.
L’étude qui suit va bien entendu confirmer leurs résultats, et apporter des
réponses sur le nombre de points marqués par les joueurs. Le cas difficile des
graphes & sommets pendants sera également pris en compte. Ce résultat a
été publié dans la section jeux combinatoires du journal Integers (cf. [LS06]).
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3.2 Approche

Afin de répondre aux questions évoquées lors de la présentation du jeu,
nous avons besoin de définir une variable qui puisse contenir les informations
qui nous intéressent.

Etant donnée une configuration de jeu sur un graphe G 4 n sommets,
on sait que la somme des scores des deux joueurs & la fin de la partie est
égale & n. Par ailleurs, on va supposer dans toute notre étude que les deux
joueurs sont intelligents, c’est-a-dire qu’il vont appliquer la stratégie qui
rapporte le plus de points a chaque coup. On définira alors g; comme le
score maximum que peut obtenir le premier joueur lorsque le second joueur
applique sa meilleure stratégie. En définissant go comme la valeur n — gy,
on peut alors dire que g2 est le score maximum que peut obtenir le second
joueur lorsque le premier joueur applique sa meilleure stratégie. La variable
qui va nous préoccuper sera notée w et vaudra alors:

w(G) =91 — g2

On Vappelera la valeur de la configuration G. La connaissance de w nous
permet en effet de répondre aux questions que ’on se pose: si w est positif,
cela signifie que quelle que soit la stratégie du second joueur, le premier
joueur a une stratégie qui lui permet de marquer plus de points. Si w est
négatif, alors le second joueur a une stratégie gagnante. Et enfin, si w est nul,
chaque joueur a une stratégie qui lui permet de ne pas perdre. Par ailleurs,
la valeur de w donne le nombre de points de plus gagnés par le premier
joueur sur le second.

Ci-dessous, on donne I'’exemple des valeurs d’un triangle et d’un carré.
Ces graphes étant de taille tres réduite, il suffit de considérer tous les coups
possibles pour chacun des deux joueurs.

A L

+1 -2
Fi1G. 3.3 — Valeurs du jeu sur un triangle et un carré
Le jeu sur un triangle rapporte un point de plus au premier joueur, alors

qu’une configuration sur un carré est favorable au second joueur, qui marque
deux points de plus.

L’objectif est maintenant de déterminer quels parametres du graphe
entrent en jeu dans la détermination de sa valeur. Une premiere difficulté
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apparait dés lors qu’on considére des graphes avec plusieurs composantes
connexes. A priori, on pourrait espérer que la valeur du graphe est égale a la
somme des valeurs de chacune de ses composantes. Ce n’est en 1'occurence
pas le cas. Il suffit pour cela de considérer un graphe consitué de deux tri-
angles: chaque triangle a une valeur de +1, mais la valeur du graphe n’est pas
égale +2: en effet, il suffit au second joueur d’appliquer un coup symétrique
a celui du premier joueur pour obtenir le méme nombre de points. Cette
non-linéarité de la valeur d’un graphe s’explique cependant par la parité
du nombre d’arétes des composantes connexes. En effet, il semble que cette
proporiété est vraie pour les composantes possédant un nombre d’arétes pair.

En effet, une composante connexe qui a un nombre d’arétes pair nous
parait étre en défaveur de celui qui commence. Car I'autre joueur aura no-
tamment l'avantage de retirer la derniere aréte, et donc de marquer deux
points. Lorsqu’on multiplie le nombre de telles composantes, le second joueur
laissera toujours le soin au premier joueur de commencer & jouer sur cha-
cune des composantes. Ce qui signifie que plus il y a de composantes, plus
le second joueur va marquer de points. Pour que le premier joueur puisse
s’en sortir, il faudrait qu’un nombre impair d’arétes apparaisse & coté de
ces composantes ”"paires”. De la sorte il pourrait ”forcer” le second joueur a
commencer a jouer sur les composantes paires.

Notre premiere analyse du jeu nous suggére alors la propriété suivante:
un graphe dont le nombre de composantes connexes ayant un nombre impair
d’arétes est impair semble avoir une valeur positive. Inversement, un graphe
dont le nombre de composantes connexes ayant un nombre impair d’arétes
est pair semble avoir une valeur négative. Il semble 14 qu’on tienne un pre-
mier parametre intervenant dans le calcul de la valeur d’une configuration.

Par la suite, étant données deux composantes avec la méme parité du
nombre d’arétes, on va chercher & savoir ce qui les distingue dans le calcul
de leur valeur. Il se trouve que les arbres pendants semblent jouer un role
particulier. Il en est de méme pour la parité du nombre de sommets. En effet,
les arétes pendantes sont celles qui rapportent des points immédiatement,
d’ou leur réle évident. Par ailleurs, une composante connexe constituée d’une
aréte simple aura un statut particulier puisqu’il s’agit du seul type d’aréte
qui rapporte deux points lorsqu’elle est retirée.

En étudiant les cas de petite taille, on a alors cherché a estimer la valeur
des composantes connexes en fonction de la parité du nombre de leurs arétes,
sommets, et longueurs de leurs arbres pendants. Les configurations de jeu
seront ensuite classées en fonction de la parité du nombre d’arétes, mais
aussi en fonction de la parité de certains types de composantes ayant un
nombre d’arétes impair. A défaut d’une valeur exacte, I’étude qui suit va
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présenter une estimation de la valeur d’une configuration donnée. Celle-ci
sera cependant suffisante pour répondre a certaines questions que nous nous
posions en introduction.

3.3 Résolution du probleme

On aborde maintenant la résolution du probléme & proprement parler.
Celle-ci commence par une classification des composantes connexes en fonc-
tion de la parité de leur nombre d’arétes, sommets, et longueurs de leurs
arbres pendants.

3.3.1 Une classification des graphes connexes

D’apres ce qui a été expliqué dans la section précédente, nous allons par-
titionner ’ensemble des graphes connexes en treize types grice & la notation
qui va suivre. Un graphe connexe G, sera noté

deil.2) \ 4 te{i, p, o}
Parité du nombre d'arétes o 1 / i
— 7 d’arétes appartenant a
se{i, p} des arbres pendants

Parité du nombre de sommets
non isolés

ou l'indice A est la parité du nombre d’arétes de G,.. Il peut prendre
deux valeurs I ou P (impair ou pair). Il en est de méme pour I'indice s de
parité du nombre de sommets non isolés. L’indice ¢ correspond & la parité du
nombre d’arétes appartenant & un arbre pendant. Celui-ci peut prendre une
valeur supplémentaire notée (). Cet indice nous permet de savoir §’il existe
un coup qui rapporte un point: si ¢ vaut ¢ ou p, un tel coup est possible,
s’il vaut () (nul), ce n’est pas le cas. Pour cet indice uniquement, la valeur p
correspond & un nombre pair non nul.

Les graphes connexes ci-dessous sont deux exemples. Celui gauche est
de type I; ; (nombre impair d’arétes et de sommets, trois arétes appartenant
a des arbres pendants), alors que celui de droite est un P;; (nombre pair
d’arétes, nombre impair de sommets, pas d’arbre pendant).

DI

I:‘,l P o

i

Tout graphe connexe appartient & une de ces douze classes, la treizieme
étant un cas particulier de la classe I,; (que 'on ne prend donc pas en
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compte dans cette classe). Il s’agit de ’ensemble des arétes isolées: c’est en
effet la seule configuration pour laquelle on marque deux points en jouant
un seul coup. On les notera A.I..

3.3.2 Une classification des configurations

Cette classification des graphes connexes va nous étre utile pour construire
celle des configurations de jeu. Une configuration de jeu est considérée
comme un ensemble de graphes connexes. On a choisi de les partitionner
en huit classes selon un codage sur trois bits, lié & la parité du nombre de
composantes connexes ayant un nombre impair d’arétes.

Une configuration de jeu sera noté sous la forme (p1,p2,p3), ou:

— p1 est le bit de parité du nombre d’arétes isolées

— p2 est le bit de parité du nombre de composantes connexes de type I;
ou Im,.

— p3 est le bit de parité du nombre des autres composantes connexes
impaires, c’est-a-dire de type I;;,1, g,Ip p,Ip ;-

On trouvera ci-dessous ’exemple d’une configuration de type (101):

-

En effet, cette configuration contient un nombre impair d’arétes isolées (d’ou
p1 = 1), aucune composante de la forme I; 3 ou I;; (donc pa = 0), et une
seule autre composante impaire (c’est un I ;, et ainsi p3 = 1). Les compo-
santes paires n’interviennent pas dans la détermination de la classe.

Dans notre approche, on a vu que les configurations ayant un nombre
impair d’arétes semblaient avoir un statut différent de celles qui en ont un
nombre pair. On aimerait donc vérifier par la suite que les configurations
vérifiant p; @ po @ p3 = 1 sont gagnantes, alors que celle dont la somme bit
a bit est nulle sont plutdt favorables au second joueur.

3.3.3 Une approximation de w

Dans cette partie, on va chercher a borner la valeur d’une configuration
donnée en fonction de sa classe. Dans la plupart des cas, ces bornes nous
permettront de décider qui est le gagnant du jeu. Par ailleurs, elles nous per-
mettront peut-étre d’élaborer une bonne stratégie pour gagner (ou perdre
avec les honneurs).
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Par la suite, on notera w(p1,p2,p3) la valeur d’une configuration de type
(p1,p2,p3)-

Etant donné un graphe G, on notera |A;;| le nombre de composantes
connexes de type A,; qui constituent G. Par ailleurs, on définira la valeur
f(G) comme:

P .
F(G) = |Ligl + | Lip| + 2L + Tpu| + | Pis| + 2| Bpg| + 2| Ppyp| + 2L—| ;’”'J

ou le symbole * représente n’importe quelle valeur de I’ensemble de définition
concerné.

Comme il I’a été dit précédemment, on distinguera deux groupes de confi-
gurations: celles ayant un nombre impair d’arétes (donc de la forme (001),
(010), (100), ou (111)) et celles qui en ont un nombre pair (de la forme (000),
(011), (110), (101)). On remarquera facilement que lorsque I'on enléve une
aréte a une configuration d’un certain groupe, la configuration résultante
appartient a l'autre groupe.

Nos résultats consistent en I'obtention d’une borne inférieure pour les va-
leurs des graphes ayant un nombre impair d’arétes. Si cette borne inférieure
est positive, alors on aura prouvé que ces graphes sont gagnants pour le
joueur qui commence. Pour les graphes qui ont un nombre pair d’arétes, on
a obtenu des bornes supérieures.

Avant d’énoncer le théoréme principal, on donne un lemme qui nous sera,
utile par la suite.
Lemme 6. Sur tout graphe conneze G, ayant un nombre impair d’arétes il
existe une "chaine intérieure mazimale impaire”, c’est-a-dire une chaine in-
duite mazximale ayant un nombre impair d’arétes, dont les sommets internes
sont de degré 2, et les extrémités de degré différent de 2. Cette chaine peut
étre un cycle.

Preuve. On étiquette chaque aréte de G. avec la valeur 1. On applique
ensuite I’algorithme suivant:

Pour chaque sommet de G, de degré 2, on le supprime et on remplace ses
deux arétes adjacentes (étiquetées a et b par exemple) par une seule aréte
de valeur a + b, comme indiqué sur le schéma ci-dessous.

b -

Fi1G. 3.4 — Algorithme de lissage pour le lemme 6
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A la fin de cette opération on obtient un graphe étiqueté ou chaque aréte
correspond a une chaine induite maximale du graphe initial dont les sommets
internes sont de degré 2. L’étiquette de chaque aréte finale correspond a la
longueur de chaque chaine intérieure maximale. Puisque G, a initialement
un nombre d’arétes impair et que la somme des étiquettes est un invariant
du graphe au cours de l'algorithme, il existe au moins une aréte avec une
étiquette impaire dans le graphe final. O

On passe maintenant au résultat principal:

Théoreme 10. Selon son type, une configuration G a une valeur qui admet
les bornes suivantes:

w(001) > f(G)+1 Cw(000) < -4(G)

w(010) > f(G) si |Ppi| = 0(2) w(011) < -f(G)+1 si|Py;| =0(2)
> [(G)+2 si|Ppil=1(2) | < (G)l1 si|Pyl =1(2

w(100) > f(G)+2 w(101) < -f(G)+1

w(111) > f(G)+1 si|P,;| =0(2) w(110) < -f(G)+2 si|P,;| =0(2)
> J(6)+3 si|Ppl=1() | > G silPl=1@)

Preuve. On va utiliser une preuve par ’absurde, en supposant qu’il existe un
graphe G pour lequel une de ces inégalités est fausse. On choisit G comme
le " plus petit” contre-exemple en terme de nombre d’arétes. Selon la parité
de son nombre d’arétes, on distingue deux cas:

G contient un nombre pair d’arétes

En tant que contre-exemple, G satisfait une inégalité du genre
w(G) > —f(GQ) + ¢, avec € € {—1,0,1,2} selon la classe de G. Cela signifie
que si G a au moins une aréte, il existe un coup de G vers une résultante
G', qui isole g sommets, et telle que w(G') < f(G) — € + g. On obtiendra
une contradiction en prouvant que n’importe quel coup issu de G ne peut
pas engendrer une telle inégalité. Pour chacun des treize types de compo-
santes connexes, cela implique donc que ’on connaisse vers quelles types de
résultantes aboutit le retrait d’une aréte. Le tableau suivant contient tous
les coups jouables (et leur résultat) & partir d’une composante connexe G.:
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Composant§ Composante(s) résultante(s) apres le retrait d’une aréte
G,
Qui isole un | Qui ne | Déconnectant G, (2  composantes
(des) som- | déconnecte résultantes)
met(s) pas G,
AL 0(2 pts) - -
Ii,@ - PL',* Ii,* +1 9 Pi,* + P, J*
Ly P, (1 pt) P p)i Liv + Ly ispy Liisp + Ipg, Liw + 1P, P i +
Prjifps Piijp + Bpp
Ii,i Pp,p/@(l pt) Pi,p/i I’i,* + Ip,i/p7 Ii,i/p + Ip,qj, Iz'7* +I.P., f’i,* +
Poisps Piifp + B
Ip,(]) - Pp,* Ii,* + Ii,*, Ip,* + Ip,*, Iji,* + Iji,*; Pp,* + P J%
Ipp Pyi(1 pt) Pip Lio+Tiipp, Lisigp+ 1ios Tpx + Tpijps Ipjijp +
Lo Ips + Al P+ Py, Prifp + Pig,
Py + Ppifps Ppijp + Fpp
Ip,i Pi,p/(?)(l pt) Pp,i/p I’i,*-l'Ii,i/pa Ii,i/p-I'Ii,(D’ Ip,*-l_Ip,i/pa Ip,i/p+
Ip,@, Ip,* + I.P., Pz',* + Pi,i/pa Pi,i/p + Pi,q),
Py + Ppisps Lpisp + Fpp
Pi,(?) - Ii,* IZ',* + Pp,*, Pi,* + Ip,*
Pip L.P, Ip,i(l pt) Iz’,z’/p I s+ P, i/ Iz’,z’/p‘l'Pp,(Z)a P i+1, i/ Pz',z'/p"'
I o, Pix+ Al
P Lppso(1 pt) Lijijp LisetPp,ijpy Lijijp+Ppp; PixtIp,ijps Piifpt
L, Pix+ AL
P,y - IL.P, Iy, L+ Py, Ip« + Py«
Pp,p Iz,z(l pt) Ip,i/p I’i,* +Pi,i/pa Ii,i/p+13i,(0’ Ip,* +Pp,i/pa Ip,i/p+
Pyg, Pps + Al
Ppai Ii,p/(l)(l pt) Ip,i/p Ii,* +Pi,i/p7 Ii,i/p"‘})i,@’ Ip,*—'_Pp,i/pa Ip,i/p+
Py, Ppx + Al

Supposons que G soit de type (000) avec |P, 1| = 0(2). G satisfait donc
w(G) > —f(G). S’il n’existe aucun coup jouable, alors G est un graphe sans
aréte, et donc w(G) = f(G) = 0, engendrant une contradiction. Dans le cas
contraire, il existe un coup de G vers G, isolant g sommets, et vérifiant

w(G') < f(G) +g

(3.1)

On va alors considérer tous les coups apparaissant dans le tableau ci-dessus
et prouver que 3.1 ne peut jamais étre satisfaite.

On suppose par exemple que G contient une composante I;;, et on re-
garde les configurations résultantes qu’on peut obtenir aprés un coup sur
cette composante:

— On enléve une aréte pendante avec un gain de un point, et on laisse
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a Padversaire une composante P, ;. On a donc perdu une composante
impaire qui correspondait au deuxiéme bit du codage, si bien que la
résultante G’ est de la forme (010) avec |P,;| = 1(2) puisque l'on a
créé un nouveau P, ;. Puisque G’ posséde moins d’arétes que G et par
minimalité de G, on a w(G') > f(G') + 2. Par ailleurs, on sait que
f(G") = f(G) — 1, ce qui conduit & une contradiction avec 3.1.

— On joue vers un P, (sans gain de point). La configuration résultante
est de type (010) avec |P,;| = 0(2). Par minimalité de G on a ensuite
w(G") > f(G") = f(G), ce qui assure la contradiction.

— On joue un coup déconnectant qui crée deux composantes: un I, 5 et
un I, , par exemple. La configuration résultante est de type (001), et
satisfait w(G') > f(G') + 1 = f(G) + 2. Cela assure la contradiction
avec 3.1.

— Pour tous les autres coups joués a partir d’'une composante I; ,, mais
aussi a partir des douze autres types de composantes, on montre que
I'inégalité 3.1 est contredite (avec la confiance du lecteur).

Cela implique que G n’est pas du type (000) avec |Pp 1| = 0(2). On sup-
pose ensuite que G est de chacun des autres types du groupe (i.e. (011),
(101), (110) avec une parité variable de |P,|). Comme précédemment, un
examen complet (que nous ne décrirons pas ici) de tous les coups apparais-
sant dans le tableau prouve que toutes les inégalités du genre
w(G) > —f(G)+ € sont contredites. Cela signifie alors que le contre-exemple
minimal G posséde nécessairement un nombre impair d’arétes.

G contient un nombre impair d’arétes

La seconde partie de la preuve fait apparaitre plus concrétement la notion
de stratégie lorsque le graphe posseéde un nombre impair d’arétes. On sait
ici que notre contre-exemple G satisfait une inégalité du genre
w(G) < f(G) + ¢, avec € € {0,1,2,3}. Cela signifie que pour tout coup de G
vers G’ isolant g sommets on a: w(G') > —f(G) — € + g. On obtiendra une
contradiction en trouvant un coup pour lequel cette inégalité est fausse. On
considére les différents cas envisageables pour le type de G:

e G est de type (100) et satisfait donc w(G) < f(G) + 2. Pour
tout coup de G vers G’ et isolant g sommets, on a donc
w(G") > —f(G) — 2+ g. Puisque p; = 1 pour ce type de confi-
guration, il existe une aréte isolée qu’on choisit de supprimer.
On gagne deux points au passage. La configuration résultante
est alors de type (000) et satisfait w(G') < —f(G') = —f(G) par
minimalité de G. On obtient une contradiction avec I'inégalité
précédente.

e G est de type (111). On choisit le méme type de coup que
pour le cas (100), puisqu’on sait qu’il existe une aréte isolée.
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Indépendemment de la parité de |P,;|, la contradiction est ga-
rantie.

e G est de type (010). On s’intéresse alors & la parité de |P, ;|

— |Ppil = 1(2). G satisfait alors w(G) < f(G) + 2 et
pour tout coup de G vers G’ isolant g sommets, on a
w(G") > —f(G) — 2 + g. On choisit de considérer un
coup qui supprime une aréte pendante appartenant 3
une composante P,; de G. Ce coup crée une compo-
sante I; g/, La configuration résultante de ce coup est
de type (000) et satisfait alors
w(G") < —f(G") = —f(G) — 1, soulevant une contra-
diction.

— |Ppi| =0(2). On a w(G) < f(G), impliquant que pour

tout coup de G vers G’ isolant g sommets:
w(G") > —f(G) + g. Dans une configuration (010), il
existe une composante I; g ou I; 5. S’il existe une com-
posante I; ;, alors on joue comme dans le cas précédent,
en retirant une aréte pendante de cette composante.
S’il n’en existe pas, on choisit de retirer une aréte non
déconnectante d’une composante I; 3. Une telle aréte
existe: en effet, si toutes les arétes d’'un I; 5 étaient
déconnectantes, alors cette composante serait un arbre,
contredisant le fait qu’elle n’admet aucun arbre pen-
dant. Un tel coup transforme la composante en un P; .,
et engendre une configuration résultante G’ de type
(000). Celle-ci satisfait w(G') < —f(G') = —f(Q), ce
qui assure la contradiction.

e G est de type (001). Si |P, ;| = 1(2), on choisit le méme coup que
précédemment (c.a.d. la suppression d’une aréte pendante) pour
obtenir une contradiction. Dans le cas ou |P,;| = 0(2), on sait
juste que G admet une composante de la forme I;;, I, ,, I, ; ou
I, 3. Par ailleurs, on sait que G vérifie I'inégalité w(G) < f(G)+1.
Cela signifie que pour tout coup de G vers G’ isolant g sommets,
on a w(G') > —f(G)—14g. On considére maintenant deux cas:

— 1l existe une composante avec au moins une aréte pen-
dante (c.a.d. de type I;;, I, 5, ou I, ;). La suppression
d’une telle aréte sur une de ces composantes garantit
la contradiction.

— G ne posséde pas de telle composante. On supprime
alors une aréte appartenant & une composante Ipyq). En
utilisant le tableau des coups, on remarque que presque
tous les coups joués & partir d’une telle composante en-
gendrent une inégalité de la forme w(G') < —f(G) -1,

63
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ce qui souléve une contradiction. Le seul cas qui n’en-
gendre pas de contradiction est le coup qui transforme
une composante I, 3 en un P,;. On va alors montrer
qu’il est toujours possible de trouver un coup différent

de celui-la.

On utilise tout d’abord le lemme 6, qui affirme qu’il
existe une chaine maximale intérieure impaire sur une
composante I 3. On note 4 et j les deux extrémités
d’une telle chaine (peut-étre ¢ = j si la chaine est un
cycle). Le schéma ci-dessous présente les différents cas

possible pour cette chaine:

Casi=]

d=3

Casi#j
d=2
m -
: [k]=0(2)
1)
=4 (3a) (3b)

k
(2b)

[ik1=1(2)

k

F1G. 3.5 — Comment jouer sur un I,

* Dans le cas (1), on a ¢ # j. Comme une
composante I,y ne contient pas de sommet
de degré 1 et que la chaine est maximale, ¢
et 7 sont des sommets de degré au moins 3.
Comme chaque sommet interne est de degré
2, si on retire une aréte de cette chaine, on fait
apparaitre un ou deux arbres pendants dont
la somme du nombre d’arétes est pair. On ne
crée ainsi donc pas de composante P, ;.

On considéere maintenant les cas ol cette chaine
est un cycle (i = j). Les figures (2a) et (2b)
sont les cas ol i est de degré respectivement
2 et au moins 4. Dans ces deux cas, on peut
enlever une aréte du cycle, engendrant ainsi
une résultante dont les arbres pendants ont un
nombre total d’arétes pair. Dans le cas ou ¢ est
de degré 3, on considere la chaine qui s’étend
de i & k (ou k est le premier sommet de cette
chaine de degré supérieur a 2). Soit ! la lon-
gueur de la chaine [ik]. Sil est paire (cas (3a)),

64
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on peut retirer une aréte du cycle, puisque la
composante résultante aura un arbre pendant
avec un nombre pair d’arétes. Sil est impaire,
on retire une aréte appartenant 3 la chaine
[ik]: le graphe est ainsi déconnecté, de telle
sorte que la composante résultante n’est pas
une simple P, ;.

O

Ce résultat nous permet de conclure quant & certaines configurations
gagnantes et perdantes du jeu:

Corollaire 5. Les configurations ayant un nombre impair d’arétes sont ga-
gnantes pour le premier joueur. Celles de type (000) et (101) ne sont pas
gagnantes. Les configurations de type (011) et (110) avec |P,;| = 1(2) sont
perdantes.

Preyve. Puisque f(G) > 0 pour tout graphe G, on voit facilement que les
configurations ayant un nombre impair d’arétes ont une valeur strictement
positive. Un graphe G de type (101) satisfait f(G) > 1, si bien que w(000)
et w(101) ne seront jamais positives. Pour les autres types de configurations
on a f(011) > 2 et f(110) > 1, ce qui nous permet de conclure. O

On notera que les configurations de type (110) avec un nombre pair de
composantes P, ; sont les seules graphes ayant un nombre pair de sommets
qui peuvent étre gagnants. Par ailleurs, on retrouve bien les résultats ob-
tenus par Meyniel et Roudneff dans [MR88]. Ils n’avaient pas pu conclure
dans le cas ou le graphe possédait une ou plusieurs arétes pendantes. Nos
résultats nous permettent d’en dire un peu plus.

3.4 Conclusions

Avec ce choix de parametres, les bornes obtenues sont les meilleures que
P’on puisse espérer. Pour chaque type de configuration, nous avons trouvé
une instance dont la valeur est égale & la borne. Ce résultat apparait sur
la figure 3.6. Pour les configurations de type (1p2ps), il suffit de considérer
le graphe correspondant de type (Opops3) ci-dessous, auxquel on ajoute une
aréte isolée.
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(000) (001) (010) avee
= 002)

B

{011) avec
=002}

AN
7 N A S
LY

(010) avec

2.,

Bl

e (011) avee

=1(2)

E,,

Fi1Gc. 3.6 — Des graphes qui atteignent les bornes...

Pour chaque configuration ayant un nombre impair d’arétes, on ne connait
toujours pas la meilleure stratégie, mais notre preuve fournit une fagon de
jouer qui permet d’atteindre la borne annoncée. C’est suffisant pour gagner
la partie. Pour les graphes possédant un nombre pair d’arétes, on n’a en
revanche aucune stratégie de jeu pour le joueur qui commence. Dans la plu-
part des cas, il s’agirait de trouver une facon de perdre la téte la plus haute
possible...On pourrait par exemple penser que supprimer une aréte isolée
est un bon coup a jouer lorsque la configuration est de type (101) ou (110).
Qu’en est-il pour celles de type (000) ou (011)7

Bien entendu, on a cherché des réponses & ces questions. Cela passait
notamment par I’obtention de bornes dans le sens opposé. Cependant, notre
codage sur trois bits ne semble pas suffisant pour obtenir de telles bornes.

On a décrit le probléeme de la recherche de bornes comme un systeme
linéaire. On aimerait en effet borner chaque valeur d’un graphe G par deux
fonctions I'(G) et I'(QG) telles que

-T'(Q) + ¢} <w(000) < —-T(Q) + c1

[(G) + c2 <w(001) <T'(G) + ¢ ..

ou les ¢; et ¢ seraient des constantes entieres, et ou les fonctions I' et IV
seraient décrites sous la forme:

D(G) = aolAI| + a1|Lip| + a2|Lip| + as|lii| + aa|lp| + ... + ag| Pyl

T'(G) = ag|AI| + a1 | L g] + a5 Lip| + a3|Lii| 4 ay|Ipu| + - . + ag| Py
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avec les a; et a) comme constantes entiéres. Notons qu’on distinguera des
cas supplémentaires, selon la parité de |Pp ;|.

Nos résultats ont montré que I' correspondait & notre fonction f, et les
c; ont été trouvés. Pouvons-nous maintenant trouver une fonction I et les
c?
Z' .

Les contraintes apparaissent grace & la propriété suivante: si un graphe
G a une valeur majorée par une constante C, alors pour tout coup de G
vers G’ isolant g sommets, la valeur de G’ est minorée par g — C. Donc par
exemple & partir de I'inégalité w(001) < I'(G) + ¢, on a considéré tous
les coups jouables & partir d’une configuration (001), ce qui nous a donné
un large ensemble d’inégalités. On a fait de méme pour les autres types de
configurations ayant un nombre impair d’arétes. Le systéme linéaire obtenu
ayant une taille considérable, on a choisi de le faire résoudre par un solveur
en ligne!, en ayant au préalable construit un programme Java qui génére
automatiquement la liste des contraintes & lui envoyer. Le résultat est sans
appel: le systéme n’a pas de solution. Nous avions auparavant envoyé les
contraintes liées & la recherche de la fonction I, et le serveur nous a bien
sorti la fonction f.

11 n’est donc pas possible de trouver une fonction IV similaire & la fonc-
tion f pour encadrer les valeurs des configurations. Sans doute est-ce notre
codage sur trois bits qui n’est pas suffisant...on a songé a affecter un bit
de parité pour chaque type de composante, afin d’améliorer la précision (ce
qui donnerait un codage sur treize bits). Peut-étre est-ce la solution. Diffi-
cile dans ce cas d’obtenir une preuve légére d’un tel résultat...On peut aussi
penser que nos trois parametres (nombre d’arétes, sommets et arétes ap-
partenant aux arbres pendants) ne sont pas suffisants. Une amélioration de
notre résultat est donc possible, mais impose de nouveaux choix et de nou-
velles considérations. Cela dit, si j’avais a retourner sur les bancs d’amphis
aujourd’hui, je pense que j’aurais toute les chances de gagner avec le contenu
des pages qui précedent...

1. http://www-neos.mcs.anl.gov/neos/
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Deuxiéme partie

Un exemple de jeu a un seul
joueur
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Chapitre 1

Préambule: le jeu du solitaire

Le premier point de la définition des jeux combinatoires est 1ié au nombre
de joueurs: ils sont exactement deux. On a décidé de relaxer cette contrainte
pour s’intéresser au monde des jeux & un seul joueur, ou ”casse-téte”. On
peut citer comme exemples le probleme des huits reines, les jeux de ta-
quin, ou encore les tours de Hanoi (cf. [dP84, CN99a, CN99b]). En guise de
préambule, on va s’intéresser a une variante d’un des plus célébres représentants
de cette classe: le jeu du solitaire.

1.1 Le jeu du solitaire

Le solitaire est I'un des jeux & un joueur les plus célébres. Son origine
est trés incertaine: un texte d’Ovide laisserait penser qu’il a été inventé sous
I’empire romain, alors que d’autres estiment qu’un prisonnier de la Bastille
en serait 'auteur. Il connut beaucoup de succes en France a partir 18%"¢
siecle, et c’est Leibniz qui le premier rédigea un article & son sujet.

Les regles du solitaire sont les suivantes: la zone de jeu est un ensemble
de trous, dit tablier, dont la forme est souvent propre a chaque pays. Chaque
trou d’un tablier est soit vide, soit rempli d’une bille. L’objectif est d’éliminer
les billes une & une. On supprime une bille en ”sautant” par dessus avec une
autre bille qui lui est adjacente. Ceci impose que le trou qui va contenir
la bille qui ”saute” soit vide avant le coup. On gagne le jeu si on ne laisse
qu’une seule bille sur le tablier & la fin. Les figures ci-dessous illustrent les
tabliers francais et anglais:
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== . ==
/é %N
T SE

—

Fic. 1.3 — Un ta-
blier dont l’origine
est inconnue...

Fic. 1.1 - Un ta- Fic. 1.2 - Un ta-
blier européen blier anglais

Le tablier anglais est une croix grecque, alors que le tablier francais (ou
européen) est en forme de cercle. Dans les deux cas, seul le trou du milieu
est vide au début de la partie. Bien entendu, il existe des formes de tabliers
plus exotiques, comme celle présentée sur la figure 1.3. On généralise facile-
ment ce jeu & ’aide d’un graphe, dont les sommets sont les trous du tablier.
On s’est intéressé ici au solitaire sur un rectangle de largeur 3. Cette petite
étude fait en quelque sorte office d’introduction au jeu qui suivra, et illustre
la recherche fréquente d’invariants dans le monde des jeux & un seul joueur.

Notre tablier a donc la forme suivante: un rectangle n x 3, ou les billes
sont situées sur les deux premieres colonnes (cf. fig 1.4).

3

£

Fi1G. 1.4 — Un tablier rectangulaire n X 3

On cherche & savoir a quelles conditions il existe une fagon de jouer qui
ne laisse qu’une seule bille & la fin. Une configuration de départ qui peut se
réduire & une seule bille sera dite I-réductible. Les cases du rectangle seront
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indexées de 1 a n pour les lignes, et de 1 & 3 pour les colonnes. Une case
sera repérée par un couple (7,5), avec 1 <i<mn,et 1 <j <3.

L’étude des premieres tailles de rectangles donne les résultats suivants:
pour n = 1,4,5,7,8,10,11, les configurations sont 1-réductibles. Pour n =
2,3,6,9,12, on ne trouve pas de fagon de jouer qui laisse une seule bille. On
en a alors déduit puis prouvé la conjecture suivante:

Théoréme 11. Sin # 0(3) et n # 2, alors on peut trouver une facon de
jouer qui laisse une seule bille & la fin. Dans le cas contraire, les configura-
tions ne sont pas 1-réductibles.

Preuve. Tout d’abord, on prouve le résultat par induction pour n = 1(3).
Lorsque n = 1, on conclut imédiatement en laissant une bille sur la case
(n,3). Lorsque n = 4, on joue de la fagon suivante:

3 1 2 3 1 2

NI Y .\
N 2 .)
/

o‘q
00
oo
O C

1) @ 3

o -
: /| O

(4 5) (6)

®
oo
®

FiG. 1.5 — Comment jouer lorsque n = 4

Cette configuration est effectivement 1-réductible, et on s’apercoit en
outre qu’on peut laisser la derniére bille dans le coin en bas & droite (case

(n,3)).
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Soit n > 4 tel que n = 1(3). Supposons que pour tout n’ < n tel que
n' = 1(3), le rectangle de longueur n' soit 1-réductible avec la derniére pierre
en (n',3). On considére maintenant le sous-rectangle constitué des (n — 3)
premiéres lignes du rectangle de longueur n. Il vérifie I’hypothése induction.
On peut donc le réduire & une seule pierre située en (n — 3,3). Les billes qui
restent maintenant sur le tablier sont disposées comme sur le schéma (2) de
la figure 1.5. On sait alors finir la réduction pour laisser la derniére bille en
(n,3).

On considére maintenant n = 2(3) strictement supérieur & 2. D’apres
ce qui précede, le sous-rectangle constitué des (n — 1) premiéres lignes est
1-réductible avec la derniére bille en (n — 1,3). Apres cette réduction, il ne
reste donc plus que trois billes. On élimine les deux derniéres comme indiqué
sur la figure 1.6:

11 2|3
R 3|12
] 2| 3|1
1123
2 N 3112
.) 2131
) .\.)/ 112|3
3112
Fig. 1.6 - Com-
ment jouer pour 2131
n = 2(3), avec n >
2 Fic. 1.7 — Trico-
loration du tablier
pour n = 0(3)

Pour le rectangle de longueur 2, les coups sont imposés et on voit claire-
ment qu’il n’est pas 1-réductible. On considére maintenant les rectangles
de longueur n = 0(3), que l'on colorie en trois couleurs (qu’on notera
{1,2,3}), de telle sorte que trois cases adjacentes alignées portent une couleur
différente. Le schéma 1.7 illustre une telle tricoloration.

On notera C; (respectivement Cy et C3) le nombre de billes situées
sur des cases de couleur 1 (respectivement 2 et 3). On définit ensuite § =
(C1 mod 2,C5 mod 2,C3 mod 2). Soit (x,y,z) la valeur de § au début de la
partie, avec z,y,z € {0,1}. En remarquant qu'un coup concerne trois cases
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de couleurs différentes, on en déduit que la parité de chaque C; change apres
chaque coup. Au cours d’une partie de solitaire,  ne peut donc prendre que
deux valeurs: (z,y,2) et (Z,7,%).

Dans le cas oun = 0(3), ¢ vaut (0,0,0) au début de la partie. La remarque
précédente assure donc que § ne peut prendre que deux valeurs au cours de la
partie: (0,0,0) et (1,1,1). Or, s’il reste une seule bille 4 la fin de la partie, c’est
que ¢ est un triplet contenant exactement un bit de valeur 1. Les rectangles
dont la longueur est un multiple de 3 ne sont donc pas 1-réductibles. O

Bien entendu, les variantes de ce jeu sont infinies: en conservant ce ta-
blier, on pourrait par exemple regarder ce qu’il se passe pour une autre dis-
position initiale des pierres. Qu’en est-il également si on augmente la largeur
du rectangle? Le cas du tablier circulaire semble également étre pertinent.
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Chapitre 2

”Solitaire Clobber 2”:
présentation et premiers
résultats

2.1 Le jeu du Solitaire Clobber 2: présentation

Clobber est un jeu combinatoire partisan, introduit par Albert, Gross-
man, Nowakowski, et Wolfe en 2002 dans [AGNWO5]. Il se joue a l'aide
d’une grille rectangulaire sur laquelle sont disposées alternativement des
pierres noires et blanches (cf. schéma 2.1). Chaque joueur posséde sa propre
couleur de pierres. A tour de rdle, les joueurs vont choisir une pierre de leur
couleur et la déplacer sur une case adjacente (horizontalement ou verticale-
ment) contenant une pierre adverse. Cette derniére est détruite. Le premier
joueur qui ne peut plus se déplacer perd la partie.

O OO WO
® O OO e
Ol O O aO
® O OO e
Ol e e

Fi1c. 2.1 — Une grille de jeu du Clobber

L’étude de ce jeu est tres difficile et intéresse de preés la communauté des
chercheurs du domaine. Un premier tournoi de Clobber a méme été orga-
nisé en 2002 & Dagstuhl en Allemagne. Pour en savoir plus, on pourra lire
Particle d’Ivars Peterson dans Science News (cf. [Pet02]).
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R. Fleischer, E. et M. Demaine ont ensuite considéré une variante soli-
taire de ce jeu (cf. [DDF04]). En alternant des captures blanches et noires, le
joueur cherche & minimiser le nombre de pierres restantes sur la grille 4 la fin
du jeu. A partir de ce jeu en solitaire, nous en avons considéré une variante,
Solitaire Clobber 2, dans laquelle le joueur n’est plus obligé d’alterner les
captures blanches et noires. Par ailleurs, nous avons choisi d’étendre la zone
de jeu aux graphes autres que la grille. La description de ce nouveau jeu est
donnée par les lignes qui suivent:

On considére un graphe G = (V,E), ou une pierre de couleur blanche
ou noire est disposée sur chaque sommet. La disposition des pierres sur les
sommets est arbitraire. Un joueur choisit alors une pierre qui va capturer
une pierre adjacente de couleur différente. La pierre capturée est retirée du
jeu. Cette opération est répetée tant que cela est possible. L’objectif est de
minimiser le nombre de pierres restantes & la fin du jeu.

Notons qu’une disposition de pierres blanches et noires sur les sommets
d’un graphe G = (V,E) peut étre assimilée & une fonction d’étiquetage
:V — {0,1}.

2.1.1 Définitions

Une configuration du jeu Solitaire Clobber 2 est la donnée d’un graphe
G = (V,E) et d’une disposition des pierres sur ses sommets.

Etant donné un entier k£ > 0, une configuration de jeu C est dite k-
réductible s’il existe une suite de coups qui laisse au plus k pierres a la fin
du jeu. Si une configuration de jeu est k-réductible, alors une suite de coups
qui laisse k pierres sur le graphe s’appelle une k-réduction.

Le plus petit entier k£ tel que C soit k-réductible est appelé valeur de
réductibilité de C.

Pour des raisons de commodité, nous utiliserons & 'avenir les abus de
langage suivants: on dira que ”le sommet v; capture vs” lorsque la pierre
située en v; capture celle située en vo. Par ailleurs, un sommet sera dit blanc
s’il porte une pierre de couleur blanche, et noir dans le cas d’une pierre
noire. Enfin, étant donnée une configuration C sur un graphe G, on parlera
régulierement de la "réduction de G”, plutét que de celle de C.

Au jeu du Solitaire Clobber 2, on associe le probléme d’optimisation sui-
vant:

SOLITAIRE CLOBBER 2
Instance: Une configuration C' = (G,£), ou G = (V,E) est un graphe quel-
conque, et £:V — {0,1} un étiquetage des sommets de G.
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Question: Quelle est la valeur de réductibilité de C?

2.1.2 Etat de ’art

Comme précisé précédemment, ce jeu est une variante du Solitaire Clob-
ber défini par Demaine et al. dans [DDF04]. Dans cette version initiale, le
joueur est forcé d’alterner la capture d’une blanche puis d’une noire. En
réduisant leur probléme & celui de la recherche d’'une chaine Hamiltonienne,
ils ont prouvé que décider si une configuration de Solitaire Clobber sur un
grille-graphe est 1-réductible (ou k-réductible, plus généralement) est NP-
complet. Il en résulte que le probléme d’optimisation associé est NP-difficile
sur ce type de graphe.

En se basant sur une preuve similaire & celle de Demaine et al., nous
montrons que notre version de Solitaire Clobber est également NP-difficile
sur certains types de graphes, dont les grille-graphes.

Proposition 4. Le probléme d’optimisation SOLITAIRE CLOBBER 2 est
NP-difficile sur les grilles-graphes et les graphes & degré maximum égal a 3.

Preuve. On s’intéresse au probléme de décision associé: étant donnés une
configuration de jeu C' sur un graphe G et un entier £ > 0, C est-il k-
réductible? Comme l'ont fait Demaine et al. pour leur jeu ([DDF04]), on
considere le cas k = 1 et on réduit ce probléme & celui de la recherche d’une
chaine hamiltonienne. A partir d’un graphe I' = (V,E) donné, on construit
la configuration C de Clobber suivante: G = I' et des pierres noires sont
placées sur tout les sommets de GG, sauf sur un certain sommet x qui porte
une couleur blanche.

Décider si I' admet une chaine hamiltonienne revient alors & décider s’il
existe un sommet z tel que C soit 1-réductible. D’aprés [ACJ82], le probléme
HAMILTONIAN PATH est NP-complet pour les grille-graphes et les graphes a
degré maximum égal & 3, ce qui permet de conclure. O

Par ailleurs, Demaine et al. ont étudié le jeu du Solitaire Clobber sur
des grilles rectangulaires, ol les pierres sont disposées initialement comme
sur un damier. Ce type de disposition particuliére leur a permis de conclure
quant 3 la valeur de réductibilité de telles configurations. Selon la taille de
la grille, ils ont en effet montré qu’on peut les réduire & une ou deux pierres.
En revanche, la complexité du probleme reste ouverte pour des grilles dont
la disposition initiale des pierres est quelconque.

En plus d’étendre la régle du jeu initiale, nous avons décidé d’étoffer la
classe des graphes sur lesquels on ”sait” jouer. Dans les parties suivantes,
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le probléeme SOLITAIRE CLOBBER 2 sera étudié sur des chaines, des cycles
et des arbres. Nous verrons qu’il existe des algorithmes polynomiaux qui
calculent les valeurs de réductibilité dans chacun de ces cas. Sur les produits
de cliques, les hypercubes, ou plus généralement sur les graphes de Hamming
généralisés, on montrera qu’on peut borner la valeur de réductibilité par une
constante, en 'occurence 1 ou 2.

2.2 Solitaire Clobber 2 sur des chaines et des cycles

Les configurations sur une chaine ou un cycle seront considérées comme
des mots sur lalphabet {X,0}, ou X représente une pierre noire, et O
une blanche. Par exemple, la configuration eeecoecce correspond au mot
XXX0O0X0O0X. La i®™ pierre d’une configuration (c.a.d. la :*™¢ lettre du
mot associé) sera notée p;. Pour désigner des ensembles de configurations,
on utilisera I’exposant + pour une lettre apparaissant consécutivement une
fois ou plus dans un mot. L’exposant x est identique au +, a la différence
que la lettre peut ne pas apparaitre du tout. Par exemple, XO'X désigne
toutes les configurations qui commencent par X, puis continuent par une
succession de O (au moins un), et se terminent par X. Ce contexte permet
de décrire I’ensemble des chaines 1-réductibles:

Lemme 7. Les chaines 1-réductibles sont soit des mots de longueur 1, soit
de la forme XO*X*O, ou bien son symétriqgue OX*O*X.

Preuve. On remarque facilement que de telles configurations de jeu sont
1-réductibles. Il reste & prouver que les configurations 1-réductibles sont
nécessairement des mots de cette forme.

Remarquons tout d’abord que sur une chaine 1-réductible, chaque coup
de la 1-réduction doit étre joué depuis une extrémité. Tout autre coup
conduirait & scinder la chaine en deux sous-chaines.

On effectue une preuve par induction sur le nombre de sommets. Si la
chaine est de longueur 2, alors les deux seules configurations 1-réductibles
sont OX et XO. Celles-ci valident le lemme. Soit &£ > 2. On suppose que le
lemme est vrai pour toutes les chaines de longueur (k — 1), et on considére
une configuration C de longueur k£ et 1-réductible. D’apres la remarque
précédente, on sait que le premier coup de la 1-réduction de C' provient
d’une extrémité. La configuration obtenue aprés ce premier coup est donc
une chaine 1-réductible de longueur (k — 1), sur laquelle on peut appliquer
I’hypothése d’induction. Si le premier coup est la capture d’un X par un
O, alors C est un mot de la forme OX X*O*X ou XO*X*XO. Dans le cas
contraire, C' est de la forme XOO*X*0O ou OX*O*0OX. O
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2.2.1 Sur des chaines alternées périodiques

Une chaine alternée pérodique de longueur n et de période T' correspond
au mot suivant:

XX..XX00...00 ... 00...00XX...XX 000

R 3 AACARFA AT/ (AT o L g

. T T T T n mod T
n

ou n mod T' désigne le reste de la division euclidienne de n par 7.

On s’intéresse & la valeur de réductibilité de telles configurations, ainsi
qu’a la facon de jouer pour l'atteindre. Demaine et al. ont prouvé (cf.
[DDF04]) que dans le cas o T' = 1, cette valeur est égale a [n/4] + 1
sinmod4 = 3 et & [n/4] sinon. Ils ont montré que ce résultat reste vrai
lorsque 'on considére notre variante du jeu. La fagon de jouer est alors la
suivante: on découpe la chaine 1-périodique en blocs consécutifs de longueur
4. Notons que le dernier bloc peut étre de taille réduite, de longueur n mod 4.
Le schéma ci-dessous illustre cette découpe:

OX 20X )OX JOX VON MO VO J

4 4 4 nmod 4

Fi1G. 2.2 — Comment jouer sur une chaine 1-périodique

Apres cette opération, on réduit chaque bloc de taille 4 & une seule pierre.
Si n mod 4 # 3, on peut faire de méme pour le dernier bloc. Dans le cas
contraire, on réduit le dernier bloc & deux pierres.

Qu’en est-il des chaines alternées ou 7" > 17 Dans la suite de ce chapitre,
on notera vr(n) la valeur de réductibilité d’une chaine alternée de longueur
n et de période T'.

Sur les chaines alternées 2-périodiques

Pour commencer, voici un résultat préliminaire sur les chaines alternées
2-périodiques:
Lemme 8. Etant donnée une chaine alternée 2-périodique, la longueur mazxi-
male d’une sous-chaine 1-réductible vaut 6. Il n’existe pas de sous-chaine
1-réductible de longueur 4 ou 5.

Preuve. La preuve découle directement du lemme 7, les chaines 1-réductibles
étant de la forme XO*X*O, ou OX*O*X. O
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Notons qu’une sous-chaine 1-réductible de longueur 6 est nécessairement
de la forme XOOXXO (ou son symétrique). Par conséquent, une sous-
chaine 1-réductible dont I'une des extrémités est de la forme XX ou OO est
nécessairement de longueur 3.

Le résultat ci-dessous décrit une fagon de jouer optimale sur les chaines
alternées 2-périodiques, et donne la valeur de réductibilité associée a de telles
configurations.

Théoréme 12.

_ [n/6] sin mod 6 = lou n mod 6 = 3
va(n) = { [n/6] +1 sinon

Preuwve. — On montre tout d’abord qu’il existe une fagon de jouer pour
atteindre cette borne. Pour cela, on va partitionner la chaine en sous-
chaines - ou ”blocs” - consécutifs et 1-réductibles. En réduisant ensuite
chaque bloc & une seule pierre, on atteindra la borne annoncée.

1. nmod 6 = 0. On décompose la chaine alternée de la fagon sui-
vante:

ool ) Jelel I JOel 1 Jelel ) Jelel | 198] ]

3 6 6 6 3

F1c. 2.3 - Cas n mod 6 =0

On consideére deux blocs de longueur 3 & partir des extrémités, et
des blocs de longueur 6 a I'intérieur. Chaque bloc ainsi considéré
correspond & une sous-chaine 1-réductible. En réduisant chaque
bloc & une seule pierre, on peut donc en déduire:

n—=~6

va(n) <1+

n
1=[=]+1
+1=[g1+

2. nmod 6 = 1. La décomposition en blocs 1-réductibles est la sui-
vante:

9@l 1 Jeolel { 1ele] | 10e] | 108 )

1 6 6 6

F16. 2.4 - Cas nmod 6 =1

La premiere pierre est isolée, et on constitue ensuite des blocs
consécutifs de taille 6. On obtient la majoration suivante pour
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va(n): .
e =1HlE-1=TE]

3. nmod 6 = 2. On partitionne de la fagon suivante:

{oo do eefoe oo

1 6 6 6

vo(n) <14

F1c. 2.5 - Cas n mod 6 = 2

Ce qui donne:

—2
1= g+

ve(n) <1+

4. nmod 6 > 3. De la méme facon, on considére les schémas de
décomposition suivants:

n mod 6=3

OOO%.OOC.O%@C.OO.%.OOC.O
3 6 6 6

n mod 6=4
O%@QCOOQ%‘OOQCO%@QCOOO%‘OO
1 6 6 6 3

n mod 6=5
OOQCO%@QCOOQ%‘OOQ.O%@QCOOQ

5 6 6 6

Fi1Gc. 2.6 — Cas n mod 6 > 3

Le lecteur pourra vérifier que la borne est bien atteinte dans
chacun de ces cas.
— Montrons maintenant que la borne annoncée est bien la meilleure qui
soit. Soient ¢ et r respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de n par 6 (on a donc n mod 6 = 7).

1. On considére lescasour=1our = 3.
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Montrons que vz(n) > [§] = ¢ + 1. Supposons que ce ne soit pas

le cas, c’est-a-dire v2(n) < ¢. Alors les vo(n) pierres restantes sont
issues de la réduction de vy(n) blocs de taille 6 au plus (d’apres
le lemme 8). L’inégalité suivante doit alors étre vérifiée:

nombre total de pierres S nombre de pierres restantes*taille maximum des blocs dont elles sont issues

6g+r < wvy(n)x6 < 6g

L’inégalité ci-dessus engendre la contradiction.

2. On considére le cas r = 0. Montrons que vo(n) > g + 1. De la
méme facon que précédemment, supposons le contraire, c¢’est-a-
dire v2(n) < ¢. On doit partitionner les n = 6g pierres en va(n)
blocs consécutifs 1-réductibles, sachant que la taille maximale
d’un bloc 1-réductible vaut 6. Il existe une seule répartition pos-
sible: chaque bloc doit étre de taille 6 exactement. Or le premier
bloc a son extrémité de la forme XX ou OO: d’apres le lemme
8, ce bloc ne peut pas étre & la fois 1-réductible et de longueur 6.

3. Etudions le cas r = 2. Montrons que vp(n) > [5]+1 = ¢+ 2.
En raisonnant par I’absurde et de maniere similaire au cas r = 1,
on prouve rapidement que vy(n) > ¢. Supposons maintenant que
va(n) = ¢ + 1. On doit répartir les n = 6¢ + 2 pierres en (g + 1)
blocs 1-réductibles, sachant que la taille maximale d’un bloc 1-
réductible est de 6. Voici la liste des répartitions possibles:

@

@

.
:
B
B
B

(©)

N
N
N
)
)

4)

ENERAEAAENAE

.
.
.
:
.

®)

Fi1G. 2.7 — Répartitions en blocs lorsque r = 2

D’apres le lemme 8§, il n’existe pas de sous-chaines 1-réductibles
de longueur 4 ou 5. Seule la répartition (1) est donc envisageable.
Mais cette répartition impose qu’un bloc de taille 6 soit situé
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a 'une des deux extrémités de la chaine. Ce bloc a donc lui-
méme une extrémité de la forme XX ou OO, contredisant sa
1-réductibilité.

4. Pour les cas r = 4 et r = 5, le raisonnement est similaire & celui
du cas r = 2. On voit rapidement que vo(n) > ¢, et 'on suppose
donc que vy(n) = ¢q + 1. Pour chacun des deux cas, voici les
répartitions possibles des n pierres en (¢ + 1) blocs:

Casr=5

Fi1G. 2.8 — Répartitions en blocs pour r =4 et r =5

La contradiction apparait immédiatement puisque des sous-chaines
1-réductibles de taille 4 ou 5 n’existent pas.
O

Sur les chaines alternées 3-périodiques

Sur les chaines alternées 3-périodiques, 1’étude des premiers cas nous a
conduit au résultat suivant:

Théoréme 13. Soit n > 4:

—|gl+1 sinmmod3 =0
Tl - |_"T5J +1 sinon

et v3(1) =1, v3(2) =2, v3(3) = 3.

Swi3
| —2

us(n) = { {

Preuve. On s’intéresse tout d’abord aux premiers cas. Le tableau ci-dessous
donne les valeurs de réductibilité de chacune des huit premiéres configura-
tions, ainsi que les fagons de jouer pour les atteindre:

Le nombre de coups possibles n’étant pas tres élevé, on vérifie assez rapi-
dement que les bornes annoncées dans ce tableau sont optimales. Le lecteur
pourra s’assurer que les valeurs de réductibilité figurant dans ce tableau cor-
respondent bien & la formule de I’énoncé du théoréme.
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n Y5 (n)

X 1 1
XX 2 2
XXX 3 3
XXXO 4 1
e

xxx#o 5 2
%

xxx##o 6 3
%

xxx#oox 7 2
£ e

xxxdoo#x 8 3
£ %

Fi1G. 2.9 — Les 8 premiéres chaines alternées 3-périodiques

La suite de la preuve est une induction sur la taille de la chaine. Soit
n > 8, et on suppose le théoréme vrai pour tout k¥ < n. On distingue trois
cas selon la valeur de n:

1. n mod 3 =0.

On étudie ici des configurations de la forme eee000C00000C0®e.
Considérons la derniére pierre p,,. Les pierres p,,_1 et p,_o ont la méme
couleur que p,. On considére maintenant la suite de coups optimale
(celle qui atteint v3(n)). Dans cette suite, on regarde I’(éventuel) pre-
mier coup impliquant p,. Trois cas sont possibles: soit p,, n’est im-
pliquée dans aucun coup, soit p, est capturée (et dans ce cas, elle
Pest forcément par la pierre p,_3 qui aura auparavant capturé p,_o et
Pn—1), SOit p, capture la pierre & sa gauche (et dans ce cas, elle capture
forcément la pierre p,_3 qui aura auparavant capturé p,_o et p,_1).
Si I'on se trouve dans un des deux derniers cas, alors on peut supposer
que les captures impliquant p, ont lieu au début de la suite de coups
optimale (puisqu’elles n’interférent pas avec le reste de la chaine). On
en déduit 1’égalité suivante:

v3(n) = min(l +vsz(n —1),1 + v3(n — 4),1 + v3(n —4))

Or on a par hypothese d’induction:

wo(n—1) =122 |2 = 1 - |2

et

n+1
9

n+1
9

vpln =) = [0 - [P =5 -1 [P

puisque n = 0(3).
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Il en résulte que v3(n —4) < v3(n — 1). Enfin, puisque [(n 4+ 1)/9] =
|n/9] d’apres la congruence de n modulo 3, on en déduit que

v3(n) =1+wv3(n —4) = [n/3] - [n/9] +1

La facon optimale de jouer est donc de capturer p,, avec p,_3.

2. nmod 3 = 2.
Il s’agit des configurations de la forme eeeccCe000000e.
On raisonne une nouvelle fois sur le comportement de la pierre p,
dans la suite de coups optimale. Soit p, n’est impliquée dans aucun
coup, soit elle est capturée (nécessairement par p,_s), soit elle cap-
ture la pierre & gauche (nécessairement p,_o qui aura capturé p,
auparavant). D’ou ’égalité suivante:

v3(n) = min(l 4+ v3(n — 1),1 + v3(n — 3),1 + v3(n — 3))

Or on a: 9 4
n— n
1) = _
vyln—1) = [ - |

J+1

et + 9
n
vl —3) = [0 - 2524
Puisque [(n—2)/3] = [(n—4)/ 3], et d’apres la congruence modulo 3
de n, on en déduit que v3(n — 1) < v3(n — 3), et ainsi:

vs(n) = Lbos(n—1) = 2221 |22 o = (220 |2

On conclut finalement grace a I'égalité |(n +4)/9] = [(n +5)/9].
Supposons en effet que [(n + 4)/9] < [(n + 5)/9]. Cela signifie alors
que (n+4) = 8(9). Mais puisque n peut s’écrire 3¢ + 2, alors on aurait
(3¢ + 6) = 8(9), soit 3¢ = 2(9), ce qui est absurde.

3. nmod 3 =1.
Il s’agit des configurations de la forme eeec0c0®®000CS.

Cette fois-ci, on s’intéresse au comportement de la pierre p,_3 dans la
suite de coups optimale. I1 y cinq possibilités: soit p,, 3 n’est impliquée
dans aucune capture, soit elle capture la pierre de gauche p,_4, soit
elle capture la pierre de droite (nécessairement p,, qui aura auparavant
capturé p,_1 et p,_2), soit elle est capturée par p,_4, soit elle est
capturée par la pierre de droite (nécessairement py,). On obtient v3(n)
de la fagon suivante:

v3(n) = min(vs(n—4)+1+1,v3(n—3)+1,v3(n—4)+1,v3(n—5)+2,v5(n—3))

ol vh(n — 3) est la valeur de réductibilité d’une configuration alternée
3-périodique de longueur (n — 4) & laquelle on a rajouté & la fin une
pierre p,_3 identique & p,_4. Par exemple: eeec0cceeee.
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Or v3(n — 3) = v3(n —4). En effet, grace a I’hypothése d’induction, on
connait la facon optimale de jouer sur une chaine de longueur (n —4),
ou n mod 3 = 1: un des coups consiste & ce que la pierre p,_7 capture
toutes celles qui sont & sa droite. Si on rajoute une pierre p, 3 de
couleur identique & p,—4 & la fin de la chaine, alors en appliquant la
méme stratégie que sur la chaine de longueur (n —4), il reste le méme
nombre de pierres & la fin. On en déduit donc que v§(n—3) < vs(n—4).
Par ailleurs, dans une stratégie optimale qui laisse v,_; pierres sur
la chaine alternée avec une pierre rajoutée, cette derniere n’apporte
rien de plus puisqu’elle ne sert pas & capturer. Autrement dit: toute
stratégie optimale sur une telle configuration peut étre appliquée sur
la chaine alternée sans pierre rajoutée. Soit: v5(n — 3) > vs(n — 4).

Cela donne alors les égalités suivantes:

T e e LY
va(n—8) = 22 = (22 = 12 - |22 4
valn—8) = [=21 = 3] +1= 221 - |7

Le minimum est donc réalisé lorsque p,_3 est capturée par la pierre

Pn- On en déduit finalement que:

n+5
9

vs(n) = vhn —3) = vyln — 4 =[] = |52 41

Sur les chaines alternées T-périodiques, ou 7' > 3

Dans le cas des chaines alternées T-périodiques ou 1" > 3, on a obtenu
une formule générale pour la valeur de réductibilité. Celle-ci dépend de la
congruence de n modulo 7. Dans toute cette section, on considérera des
chaines alternées de période T, ou T est un entier fixé strictement supérieur
a 3.

Théoréme 14. Soit n > 2T':

vr(n) = { [n/T]+T—3 sinmodT =0
T =V )T +nmod T —2  sinon

et
vp(n)=n V1<n<T

vp(n) =nmodT VT <n<2T
vr(2T) =T
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Preuve. Le schéma de preuve est identique & celui du cas T' = 3.

Aucun probléme lorsque 1 < n < T, puisqu’il n’y a qu’une seule couleur
de pierre.

Pour T' < n < 2T, il y a deux possibilités pour le premier coup: pr
capture pr41 ou bien l'inverse. Il est clair que la solution la moins coiiteuse
est la seconde. pr41 capture ensuite toutes les pierres a sa gauche.

Nous avons vérifié que le théoréme est vrai pour n compris entre (27'+1)
et (37°+1). Le tableau ci-dessous regroupe les résultats et les fagons de jouer
pour ces tailles:

n Vi (n)
X..X n<T+1 n
X...X0..0 T<n<2T nmod T
X...X0...0 2T T
X...X0.,.0X 2T+1 2

X...X(?...O)*..X 2T+1<n<3T1+n mod T
—lc—

X...X0..]OX...X 3T T
"
X..X0...0X..Xd 3T+l 3
=

Fi1G. 2.10 — Les premiéres chaines alternées T-périodiques, ou T > 3

On considére maintenant une preuve par induction sur la taille de la
chaine. Soit n > 3T + 1, et on suppose le théoréme vrai pour tout k < n.
On distingue trois cas selon la congruence de n modulo T

1. nmodT = 0.

On s’intéresse au comportement de la pierre p, lors de la suite de
coups optimale. Au sujet du premier coup qui implique p,, trois cas
sont possibles: soit p, n’est impliquée dans aucun coup, soit p, est
capturée (et dans ce cas, elle 'est forcément par la pierre p,, 7 qui aura
auparavant capturé les (T — 1) pierres les séparant), soit p, capture la
pierre & sa gauche (et dans ce cas, il s’agit de la pierre p,_7 qui aura
auparavant capturé ces mémes (7 — 1) pierres les séparant). Si ’on se
trouve dans I'un des deux derniers cas, alors on peut supposer que les
captures impliquant p,, ont lieu au début de la suite de coups optimale
(puisqu’elles n’interferent pas avec le reste de la chaine). On en déduit
I’égalité suivante:

vr(n) = min(l +vr(n—1),1 +vr(n —T —1),1 +vp(n —T — 1))

Le lecteur pourra s’assurer que le minimum est réalisé pour les deuxieme
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et troisieme facons de jouer. On a alors:

vr(n) = 14vp(n—T-1) = 1+[n_7T_1'|+(T—1)—2 = [%

T-3
T 1+

La fagon de jouer dans ce cas est alors similaire & celle ou T' = 3: p,,_7
capture toutes les pierres qui sont & sa droite.

2. nmodT > 1.
Le raisonnement est identique au cas n mod T = 0 (on regarde le
premier coup impliquant la pierre p,,). Ce qui donne:

vr(n) = min(l4+vr(n—1),14+vr(n—n mod T—1),1+vr(n—n mod T—1))

Or on a:

n—1

or(n —1) = [*—

]-l—(n—l)modT—Z:[%]+nmodT—3

et

n—nmodT —1
T

vp(n—nmod T—1) = -|+(T—1)—2:|'%'|+T—4

On en conclut donc que
vr(n) =1+ vp(n —1) = [%1 +nmodT — 2

3. nmodT =1.
De maniére similaire au cas 7" = 3, on considére le premier coup im-
pliquant la pierre p,_7. Les cinq mémes possibilités apparaissent et se
traduisent par 1’égalité suivante:

vr(n) =min(2+vr(n —T —1),2+vr(n —T — 2)wp(n —T),

l+vr(n—T-1),1 +vr(n—T))

ou vfp(n —T') est la valeur de réductibilité d’une configuration alternée
T-périodique de longueur (n — T — 1) a laquelle on a rajouté a la fin
une pierre p,_7 de méme couleur que p,_7_1.

Par une preuve en tous points identique & celle du cas T' = 3, on
montre que v/p(n —T) = vp(n —T — 1).

On ne détaille pas ici le calcul de la valeur minimum, mais seulement
le résultat: le minimum est réalisé lorsque la pierre p,,_7 capture celle
qui se trouve a sa gauche, c’est-a-dire:

vr(n) =1+ vp(n—T) = [%1 —1
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Bilan sur les chaines alternées périodiques

A

On obtient une formule générale & partir de T' = 4. Pour les périodes
inférieures, les différents résultats se traduisent par une fagon de jouer spéci-
fique. Pour les chaines a faible période, laisser un ensemble de T pierres
isolées n’est pas nécessairement catastrophique. C’est en revanche le cas pour
des périodes plus élevées, et I’on va alors chercher a capturer des pierres sur
toutes les périodes.

Sur le schéma ci-dessous sont regroupées les différentes fagons de jouer
en fonction de la période. Les résultats sont donnés pour des valeurs de
nassez grand (supérieur & 27" + 1). Lorsque n est plus petit, les facons de
jouer peuvent étre différentes; celles-ci sont décrites dans les preuves des
théorémes.

T n%T=0 ‘ n%T=1 ‘ n%T>1
1 .0.0k0.0#0.0k0.0#0.0#0.0#0.0#O.
2 ([ X JoJoX I JeJeol I JeJeJ ) cas particulier: congruences modulo(6f. preuve)

3 |eee0cOC08BOCH | €00000€BOO oooooooooob
>3 oooooooM oooooooooﬁ(o«o ooooooooooooobo

Fi1a. 2.11 — Comment jouer sur les chaines alternées périodiques

On remarque qu’il n’y a qu’'une seule différence qui sépare le cas T = 3
des périodes supérieures. Celle-ci apparait lorsque n = 1(T'). Elle est justifiée
par ce qui a été dit auparavant: lorsque 1" > 3, on utilise la derniére pierre
pour capturer les (T' — 1) pierres de la période qui la précede, la T°™¢ étant
utilisée pour réitérer le processus. De la sorte, on capture des pierres sur
toutes les périodes. Ce n’est en revanche pas le cas lorsque T' = 3, ou laisser
une période quasi-pleine n’est pas trop cotiteux.

2.2.2 Cas général

On considére maintenant le probleme du SOLITAIRE CLOBBER 2 sur des
chaines et des cycles ol la disposition des pierres est quelconque. D’apres
le lemme 7, décider si une configuration sur une chaine est 1-réductible se
calcule en temps linéaire. Fort de ce résultat, le théoréme suivant affirme
que la valeur de réductibilité des chaines et des cycles peut se calculer en
temps quadratique.

Théoréme 15. Le probléme SOLITAIRE CLOBBER 2 sur des chaine et des
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cycles se résout en temps quadratique.

Preuve. La remarque qui suit permet de comprendre et de modéliser le
probléeme. Etant donnés un entier £ > 0 et une configuration de jeu C
sur un graphe Gquelconque, décider si C' est k-réductible revient & recher-
cher une partition des sommets de G en k sous-graphes induits, tels que
chacun d’entre eux soit 1-réductible. Sur ’exemple d’une chaine, le schéma
ci-dessous (Fig. 2.12) illustre cette partition en sous-chaines 1-réductibles.

OION JOON X X N MGG AON J

4-réductible
U
OION YORON X X N JOUON RGN
1-réductible 1-réductible 1-réductible 1-réductible

Fic. 2.12 — Un exemple de partition d’une chaine 4-réductible

Soient C,, et D, deux configurations de jeu quelconques, respective-
ment sur une chaine et un cycle de longueur n. D’aprés ce qui précede, on
cherche une partition minimum des sommets de C, et D, en sous-chaines
1-réductibles. L’algorithme suivant répond & ce probléme:

e On calcule toutes les sous-chaines 1-réductibles de C,, (ou Dy,).
Grace a la caractérisation fournie par le lemme 7, cela consiste
& trouver tous les sous-mots de la forme X, O, XO*X*O, ou
OX*0O*X. Pour chaque lettre [ de C,, ou D,,, on parcourt le mot
de [ vers la droite (de fagon circulaire dans le cas de D,,) et on
accepte les mots qui ont la forme souhaitée. Ceci s’effectue en un
temps O(n?).

e On construit le graphe I' dont chaque sommet est une sous-
chaine 1-réductible de C,, (ou D,). Deux sommets de I' sont
adjacents si les sous-chaines correspondantes ont au moins un
sommet en commun dans C,, (ou D,,). Par définition, I" est donc
un graphe d’intervalles de C),, (ou un graphe arc-circulaire de
D,).

e Rechercher une partition minimum de C,, ou D,, en sous-chaines
1-réductibles revient alors & rechercher un sous-ensemble de som-
mets de I' de cardinalité minimum, et qui constitue un stable
maximal. En effet, dans une partition, chaque sommet de C), ou
D,, apparait une et une seule fois. Puisqu’il existe un sommet
de T pour chaque pierre isolée de C,, (ou D,,), chaque ensemble
stable maximal de I" recouvre bien tous les sommets de C,, (ou
D,).

o [l reste donc & calculer le stable maximal de cardinalité mini-
mum d’un graphe d’intervalles (dans le cas de Cy,) ou d’un graphe
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arc-circulaire (cas de Dy,). Ce probléme est plus souvent connu
sous le nom de "stable dominant de cardinalité minimum” (les
deux problémes sont identiques). Il a été résolu en temps linéaire
sur les graphes d’intervalles et arc-circulaires par Klostermeyer
et al. dans [KE0O]. Notons que ce probléme est NP-complet dans
le cas général.

Le graphe ' ayant un nombre de sommet en O(n?), la complexité de
SoLITAIRE CLOBBER 2 est bien quadratique. O
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Chapitre 3

Aspects algorithmiques du
jeu sur les arbres

Comme 'ont montré les résultats de Demaine et al., le jeu du Solitaire
Clobber aborde des notions classiques d’optimisation combinatoire. La re-
cherche de la valeur de réductibilité en est un exemple parlant. La réduction
a partir de HAMILTONIAN CIRCUIT (cf. [DDF04]), ou de HAMILTONIAN PATH
dans notre cas, assure que le probleme est NP-complet dans le cas général.
Dans ce chapitre, on s’intéresse au jeu sur des arbres, et a la recherche d’'un
algorithme de calcul de la valeur de réductibilité.

3.1 Approche

On décide maintenant de jouer & Solitaire Clobber 2 sur des arbres.
Dans un premier temps, on pourrait se dire que le calcul de la valeur de
réductibilité s’effectue de la méme fagon que pour les chaines et les cycles.
En effet, déterminer si une configuration ”arbre” est 1-réductible se résout en
temps linéaire. Une fois le graphe d’intersection des sous-arbres 1-réductibles
construit, il s’agirait d’appliquer I'algorithme de recherche d’un stable do-
minant minimum. Celui-ci reste polynomial sur un graphe d’intersection de
sous-arbres.

Cependant, le nombre de sous-arbres 1-réductibles peut étre exponentiel
dans certains cas. On peut donc oublier un tel algorithme de résolution; la
complexité du probléme reste ouverte. Sans a priori tranché, nous sommes
alors partis dans les deux directions opposées: trouver une réduction vers un
autre probleme difficile, ou construire un algorithme polynomial. La seconde
direction s’est avérée la bonne. Afin de mieux appréhender ’algorithme qui
suivra, nous allons décrire ici notre fagcon d’aborder le probleme.

On a tout d’abord choisi d’enraciner notre arbre de jeu sur un sommet
quelconque. L’idée est ensuite de parcourir cet arbre des feuilles vers la
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racine, en calculant & chaque fois la valeur de réductibilité de chaque sous-
arbre induit par les sommets déja parcourus. Imaginons par exemple que je
cherche & calculer la valeur de réductibilité du sous-arbre ci-dessous (figure
3.1) enraciné en s:

FiG. 3.1 — Réductibilité des arbres: approche de résolution

Connaitre la valeur de réductibilité de chacun des sous-arbres dont s; est
la racine ne me permet pas de conclure. Car j’ai aussi besoin de connaitre
les couleurs finales des sommets s;, afin de jouer des coups entre s et ses
enfants. Peut-étre que dans certains cas il est plus intéressant de laisser une
pierre sur un sommet s;, méme si la valeur de réductibilité du sous-arbre
incite & ne pas en laisser. Cela nous conduit alors a définir trois types de
valeur de réductibilité sur un sous-arbre: on cherche toujours & minimiser
le nombre de pierres finales, mais on impose I’état de la racine & la fin. On
veut finir avec la racine noire, blanche, ou sans pierre.

Dans le cas ou la solution optimale est telle que s porte toujours une
pierre & la fin, la connaissance de ces trois valeurs sera suffisante. En effet,
si s n’est pas vide a la fin de la partie, cela signifie que les coups impliquant
ce sommet ne sont joués que depuis les enfants s; vers s. Autrement dit,
seules trois fagons de jouer m’intéressent sur chaque sous-arbre enraciné en
s;: celle qui laisse une pierre noire, celle qui laisse une pierre blanche, et celle
qui ne laisse pas de pierre. Apres, il ne restera plus qu’a choisir la bonne sur
chaque sous-arbre.

Dans le cas ou la solution optimale est telle que s est vide a la fin, cela
signifie qu’il existe un coup de s vers un certain enfant s.. Sur le sous-
arbre enraciné en s., on ne peut donc pas se contenter des trois valeurs
de réductibilité présentées auparavant. Quand on regarde la suite de coups
optimale sur ce sous-arbre, ce coup de s vers s, peut-étre joué a n’importe
quel moment, et correspond & un changement de couleur de la pierre située
en s.. On fait alors apparaitre la notion de joker. Un joker permet de changer
la couleur d’une pierre située & la racine a n’importe quel moment du jeu.

On dira qu’un sommet de couleur/d’étiquette 0 porte une pierre blanche
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et qu’un sommet de couleur/d’étiquette 1 porte une pierre noire. Un sommet
sans pierre sera dit non étiqueté.

3.2 Les résultats

Théoréme 16. La valeur de réductibilité d’une configuration de jeu sur un
arbre G = (V,E) se calcule en temps quadratique O(|V|?).

La preuve que nous allons décrire ici contient 1'algorithme de calcul. Par
avance, je tiens a prévenir le lecteur qu’il s’agit d’un algorithme assez com-
plexe utilisant de nombreuses variables. Pour en faciliter la compréhension,
un exemple d’application sera présenté & la suite de la démonstration.

Preuve. Soit C une configuration de jeu sur un arbre G = (V,E). Soit v un
sommet quelconque de V. Par la suite, nous considererons toujours notre
arbre G comme enraciné en v. Pour chaque sommet s de l'arbre, on no-
tera G(s) le sous-arbre induit par s et tous ses enfants. Par définition, G(v)
définit ’arbre G lui-méme.

Pour chaque sommet s de V, on définit neuf variables, dites k-valeurs,
qui seront calculées depuis les sommets feuilles vers la racine v.

o ko(s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s), & condi-
tion que le sommet s soit étiqueté 0 a la fin.

o ki(s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) a condi-
tion que le sommet s soit étiqueté 1 a la fin.

o ko(s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) & condi-
tion que le sommet s ne soit pas étiqueté a la fin.

o k§71(s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) & condi-
tion que le sommet s soit étiqueté 0 a la fin et que le joker 0 — 1
soit joué. Le joker 0 — 1 consiste & faire passer la couleur de s
de 0 & 1 & n’importe quel moment de la partie. Il ne peut étre
utilisé qu’une seule fois.

o k)71(5s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) & condi-
tion que le sommet s soit étiqueté 1 a la fin et que le joker 0 — 1
soit joué.

e k371(s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) & condi-
tion que le sommet s ne soit pas étiqueté a la fin et que le joker
0 — 1 soit joué.

o k;7%(s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) & condi-
tion que le sommet s soit étiqueté 0 & la fin et que le joker 1 — 0
soit joué. Le joker 1 — 0 consiste & faire passer la couleur de s
de 1 &4 0 & n’importe quel moment de la partie. Il ne peut étre
utilisé qu’une seule fois.
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o k170(s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) & condi-
tion que le sommet s soit étiqueté 1 a la fin et que le joker 1 — 0
soit joué.

o ki70(5s) est la valeur de réductibilité du sous-arbre G(s) & condi-
tion que le sommet s ne soit pas étiqueté a la fin et que le joker
1 — 0 soit joué.

Lors du calcul d’une k-valeur, il se peut qu’aucune suite de coups ne
permette d’obtenir la couleur demandée pour s a la fin. Il est également
possible que le joker ne soit pas utilisable. Dans de telles circonstances, la
k-valeur sera égale a oc.

Afin de rendre ces variables plus concretes, illustrons-les sur un arbre a

trois sommets:
s@ 0
%A

1 1
Fi1G. 3.2 — Les k-valeurs sur un petit exemple
Le nombre de coups possibles étant tres limité, le calcul des k-valeurs

se fait de facon quasi-immédiate. Le meilleur coup est souvent le seul coup
possible. Les k-valeurs du sommet s sont les suivantes:

| Ko(s) | ku(s) | ka(s) | K (s) | K91(s) | K97 (s) | Ko ~0(s) | ki0(s) | ks™%(s) |

32zl 2] o [ 38 [ o [ 2 | 1 |

Ezplication des résultats: le calcul de ky(s) est immédiat: on a besoin de
laisser une pierre de couleur 0 en s & la fin, ce qui impose le statu-quo. Pour
k1(s), on doit laisser s de couleur 1 & la fin, ce qui impose de jouer un coup
de s1 ou sg vers s. Pour ky(s), le sommet s doit étre libre & la fin, il faut donc
jouer de s vers un de ses enfants. En ce qui concerne le calcul de kJ7!(s),
on sait qu’on doit jouer le joker 0 — 1 & un moment donné, donc autant le
faire immédiatement. Mais dans ce cas, tous les sommets sont étiquetés 1
et il n’est pas possible de finir avec une pierre de couleur 0 en s & la fin. La
k-valeur est alors égale a co. Pour k97!(s) et k971(s), le joker peut encore
s’appliquer immédiatement et cette fois-ci, il est possible d’étiqueter s avec
un 1, ou bien de le laisser vide. Enfin, pour les k-valeurs k§~%(s), k17%(s),
et ki0(s), le joker 1 — 0 ne peut pas s’appliquer tout de suite. Il faut
auparavant que s soit étiqueté 1. Cette opération se fait en jouant de s; ou
8o vers s. La suite consiste & choisir le coup qui laisse la bonne étiquette a
s.
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Le calcul des k-valeurs semble donc aisé pour les arbres de petite taille.
I1 risque cependant de se complexifier au fur et & mesure que le nombre
de ramifications augmente. Le nombre de fagons de jouer pour satisfaire la
requéte - & savoir I’étiquette finale de s et 1'utilisation ou non d’un joker -
est souvent trés grand. Choisir la meilleure (celle qui minimise le nombre de
pierres restantes) ne sera pas chose facile.

L’algorithme de calcul de la valeur de réductibilité de notre arbre utilise
les k-valeurs de la fagon suivante: en partant des feuilles et en remontant vers
la racine, on calcule les neuf k-valeurs associées & chaque sommet de G. Une
fois que les k-valeurs de la racine ont été calculées, la valeur de réductibilité
est logiquement égale au min(kg(v),k1 (v),k2(v)).

On note que le calcul des k-valeurs d’un sommet s peut dépendre de la
couleur initiale de s.

La premiére étape est celle de I'initialisation, qui donne les k-valeurs des
feuilles de ’arbre.

Les k-valeurs des feuilles: On considére une feuille [ de notre arbre. On
suppose que sa couleur est 0. Alors on a ko(l) = k{71(l) = 1, et les autres
k-valeurs sont égales a oo.

Dans le cas ot1 [ est initialement étiquetée 1, alors on a k1 (1) = k§ (1) =
1, et les autres k-valeurs sont égales & oc.

On considére maintenant un sommet quelconque s de Iarbre. Soit
{s1,...,87} Pensemble de ses enfants. On suppose aussi que pour chaque
enfant de s, les neuf k-valeurs sont connues.

Pour chaque enfant s;, on notera ming(s;) la valeur
min(ko(si),k1(si),k2(s:))-

Un ko(s;)-coup est défini comme une succession de coups sur G(s;) qui
laisse ko(s;) pierres, dont une de couleur 0 en s;. On définit de maniére ana-
logue les ki(s;) et ka(s;)-coups, ou s; est respectivement étiqueté 1 et sans
étiquette & la fin. Il en va de méme pour les six autres k-valeurs utilisant un
joker. Par exemple, un k{—?(s;)-coup est un ko(s;)-coup ou le joker 1 — 0
a été utilisé. Enfin, un ming(s;)-coup est une succession de coups qui laisse
ming(s;) pierres sur G(s;).

Dans un premier temps, on supposera que s est initialement étiqueté
0. On verra par la suite quelles sont les modifications a apporter au calcul
des k-valeurs lorsque s est de 'autre couleur. On détaille a présent le calcul
des neuf k-valeurs.

Calcul de ko(s): Puisque s doit étre étiqueté 0 a la fin, cela impose que
tous les coups impliquant ce sommet doivent étre joués depuis ses enfants
vers lui-méme. Par ailleurs, ces coups sont une alternance de coups noirs et
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blancs, dont 'ordre n’a pas d’importance.

Un algorithme naif pour calculer kg (s) serait le suivant: dans un premier
temps, on laisse le moins de pierres possible sur chaque sous-arbre enfant
(cela revient & ne jouer que des ming(s;)-coups sur chaque sous-arbre G(s;)).
Ensuite, s’il reste des enfants s; qui portent des pierres, on joue depuis ces
enfants vers s en alternant coups noirs et blancs jusqu’a épuisement d’une
des deux couleurs, et en prenant soin de laisser s de couleur 0 & la fin.

Cependant, une stratégie "moins optimale” a tout intérét & étre ap-
pliquée sur certains sous-arbres G(s;), de sorte & augmenter le nombre de
captures des enfants vers s. L’objectif est donc de déterminer sur quels sous-
arbres G(s;) il faut appliquer la stratégie optimale (c.a.d. celle qui laisse
ming(s;) pierres), et sur quels autres il est préférable de laisser plus de
pierres, qui serviront plus tard & capturer la pierre située en s. Pour répondre
a cette question, nous allons construire une partition de I’ensemble des en-
fants s;. Neuf groupes sont créés, en fonction des k-valeurs de chacun des
Si.

o Groupe 1: {s; : ka(s;) + 1 < ko(s;) et ka(s;) + 1 < k1(s4)}
o Groupe 2: {s; : ko(s;) = k1(s;) = ka(s;) + 1}
o Groupe 3: {s; : ko(s;) + 1 < k1(s;) et ko(s;) = kao(s;) + 1}
o Groupe 4: {s; : k1(s;) + 1 < ko(s;) et k1(s;) = ka(s;) + 1}
(si) = k1(si) < ka(si)}
()
(si)
(si)
()

o Groupe 5: {s; : k

0
o Groupe 6: {s; : ko(s;) + 1 < k1(s;) et ko(s;) < ka(si)}
o Groupe 7: {s; : ko(s;) + 1 = k1(s;) et ko(s;) < ka(si)}
o Groupe 8: {s; : k1(s;) + 1 < ko(s;) et k1(s;) < ka(si)}
o Groupe 9: {s; : k1(s;) + 1 = ko(s;) et k1(s;) < ka(si)}

On décrit maintenant les caractéristiques de chaque groupe, ainsi que les
raisons qui expliquent une telle partition.

o Groupe 1: la distance entre ky(s;) et les deux autres k-valeurs

est supérieure ou égale & 2. Sur les sous-arbres G(s;) associés, on
ne jouera que des ko(s;)-coups. Les deux autres types de coups
ne sont pas suffisamment intéressants, méme s’ils permettraient
de laisser le sommet s; étiqueté. Montrons-le:
Supposons qu'un kg (s;)-coup soit préférable & un ky(s;)-coup.
Puisque k2(s;) < ko(s;), une condition nécessaire pour qu’un tel
coup laisse moins de pierres 4 la fin est que la pierre en s; capture
s. Puisque l'ordre des coups allant des sommets enfants vers s
importe peu, on suppose que le coup de s; vers s est le dernier.
Notons que I’avant dernier coup est celui d’un certain enfant s;
étiqueté 1 vers s. Avant de jouer les deux derniers coups, on
considére le nombre k' de pierres restantes sur le sous-arbre
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G(s) \ (G(s;) U{s,s;}). Le nombre de pierres restantes sur 1'en-
semble du graphe vaut alors k' + ko(s;). Supposons maintenant
qu’on joue un kg(s;)-coup sur G(s;), et qu’on joue de la méme
facon que précédemment sur G(s) \ (G(s;) U {s,s;}). Le coup de
sj vers s n’est pas joué. Le nombre de pierres restantes vaut alors
k' + ko(s;) + 2.

Puisque ko(s;) + 1 < ko(s;), on vient donc de montrer qu'un
ko(s;)-coup laisse au moins le méme nombre de pierres qu'un
k2(s;)-coup. Par une preuve similaire, on obtient le méme résultat
pour un k1 (s;)-coup (il suffit d’inverser ’ordre des deux derniers
coups vers s).

Plus généralement, on prouve le résultat suivant de la méme
facon: quand la différence entre deux k-valeurs d’un sommet en-
fant s; est supérieure ou égale & deux, la plus grande des deux
k-valeurs ne sera pas jouée comme un k-coup sur G(s;) dans la
suite de coups optimale. Quand I’écart entre deux k-valeurs est
égal & 1, alors les deux types de k-coups peuvent étre joués, avec
toutefois une préférence pour celui associé a la k-valeur minimale.
Ce résultat explique comment la partition a été construite, et
justifie ce qui va étre dit sur les huit prochains groupes.

o Groupe 2: ming(s;) = k2(s;), mais des ko(s;)- et ki(s;)-coups
laissent seulement une pierre de plus qu'un ky(s;)-coup. Ces
types de coups peuvent étre considérés si besoin est.

o Groupe 3: ming(s;) = ka(s;), mais des ko(s;)-coups peuvent
étre joués si besoin est. Les k1 (s;)-coups sont trop coiiteux (écart
avec ko(s;) supérieur ou égal a 2).

o Groupe 4: ming(s;) = ko(s;), mais des k1(s;)-coups peuvent
étre joués si besoin est. Les ky(s;)-coups sont trop cotiteux.

o Groupe 5: ming(s;) = ko(s;) = k1(s;), et on choisit de jouer un
ko(s;)- ou un kq(s;)-coup. Ces deux types de coups laissent en
effet le méme nombre de pierres sur G(s;). Le choix se fera en
fonction des couleurs finales des autres enfants de s. Notons que
pour ce groupe et les suivants, ka(s;) peut éventuellement étre
égal aux deux autres k-valeurs, mais puisqu’on a le choix, il est
préférable de laisser une pierre en s; (qui pourra éventuellement
étre réutilisable pour capturer s).

o Groupe 6: ming(s;) = ko(s;) et on jouera des ko(s;)-coups. Les
autres types de coups sont trop coiiteux pour étre choisis.

o Groupe 7: ming(s;) = ko(s;). Méme si on aura une préférence
pour les ko(s;)-coups, des ki(s;)-coups pourront étre utilisés si
on a besoin d’une pierre de couleur 1 en s;.

o Groupe 8: ming(s;) = ki(s;) et on jouera des ki (s;)-coups. Les

97
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autres types de coups sont trop cotiteux pour étre choisis.

o Groupe 9: ming(s;) = k1(s;). Méme si on aura une préférence
pour les ki(s;)-coups, des ky(s;)-coups pourront étre utilisés si
on a besoin d’une pierre de couleur 0 en s;.

Pour les sommets appartenant aux groupes 1, 6 ou 8, on sait donc com-
ment jouer sur les sous-arbres G(s;) associés. Pour les sommets des autres
groupes, on doit maintenant décidér dans quels cas un ming(s;)-coup reste
le meilleur coup jouable. Et dans le cas contraire, par quel type de coup
faut-il le substituer?

Puisque l'ordre des coups des enfants vers s n’importe pas, et qu’il s’agit
d’une alternance de coups noirs et blancs, on peut les considérer comme un
ensemble de paires de coups consécutifs. On choisit une telle paire de coups:
Sp vers s, puis s, vers s. Sans restreindre la généralité, on suppose qu’on a
appliqué un £ (sp)-coup sur G(sp), et un ky(sq)-coup sur G(sq). Nous allons
voir quelles sont les conditions sur s, et s, pour que cette paire de coups
soit intéressante.

Comme on I'a expliqué lors de la description du Groupe 1, il n’est pas
intéressant de jouer un k-coup ou k > ming(s;) + 1. Ceci réduit le nombre
de cas a étudier:

o Siki(sp) = ming(sp) et ko(sq) = ming(sy), alors cette paire de
coups est bien évidemment la moins cotteuse sur le sous-arbre
sUG(sp) UG(sq)-

o Siki(sp) = ming(sp) + 1 et ko(sq) = ming(sy), alors il reste &
la fin (k1(sp) + ko(sp) — 1) = ming(sp) + ming(s,) pierres sur
le sous-arbre s U G(sp) U G(s4). Si on avait joué un ming(sp)-
coup sur G(sp), alors s n’aurait pas été capturé, et on aurait
laissé ming(sp) + ming(sq) + 1 sur le méme sous-arbre. Jouer un
k1(sp)-coup est donc ce qu'il y a de mieux & faire dans ce cas-ci.

e Si ki(sp) = ming(sp) et ko(sq) = ming(sq) + 1, alors on cap-
ture une pierre de plus en jouant un koy(sg)-coup plutét qu’un
ming(sq)-coup (ce cas est le symétrique du précédent).

o Siki(sp) = ming(sp)+1et ko(sq) = ming(sq)+1, alors on laisse
ming(sp)+ming(sq)+1 pierres sur le sous-arbre sUG(s,) UG (sq).

Il s’agit du méme nombre que si l'on avait joué des ming(s,)- et

ming(sq)-coups. Les deux facons de jouer sont donc équivalentes,

il n’y a pas de préférence.
Notre algorithme consiste maintenant & décider quels enfants vont étre
déstinés a capturer s, en tant que 0- ou 1-coup. On va pour cela construire
deux tas de sommets enfants: le premier s’appelle hy et contient les enfants
$; qui vont capturer s lorsque s est étiqueté 1. Le second s’appelle hy et
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contient les enfants qui vont capturer s lorsque s est étiqueté 0. Cela signifie
que les sommets s; de hg sont tels que des ko(s;)-coups auront été joués sur
chaque sous-arbre G(s;) associé. De méme, on aura joué des kj(s;)-coups
sur les sous-arbres des sommets de h,. Les enfants s; qui n’appartiendront
aucun des deux tas ne captureront pas s, et on aura donc joué des ming/(s;)-
coups sur les sous-arbres G(s;) correspondants.

Puisque s est initialement étiqueté 0 et qu’il doit avoir la méme étiquette
a la fin (je rappelle que nous calculons ky(s)!), cela impose que hy et hy
doivent avoir la méme taille. On notera ag et a1 respectivement les tailles
de ho et hl.

Au début, on sait juste que les sommets du groupe 1 n’appartiennent
a aucun tas. Pour faciliter ’affectation (ou pas) de chaque sommet s; & un
tas, on leur attribue deux valeurs:

w(s;,0) = ming(s;) — ko(s;) +1
w(s;,1) = ming(s;) — ki(s;) +1

w(s;,0) est définie comme la différence entre le nombre de pierres res-
tantes sur s U G(s;) quand on joue un ming(s;)-coup seul, et le nombre de
pierres restantes quand on joue un kq(s;)-coup suivi de la capture de s par
s; (on suppose que s est de couleur 1 & ce moment). w(s;,1) est définie de
maniére analogue quand on considére un ki (s;)-coup suivi d’une capture de
s (étiqueté 0 & ce moment).

On appelle S(s;) la stratégie qui consiste & jouer un ming(s;)-coup sur
G(s;), et ol s; ne capture pas s aprés. w(s;,0) définit alors le nombre
supplémentaire de pierres capturées quand on joue un kq(s;)-coup suivi d’une
capture de s au lieu de la §(s;) stratégie. Idem pour w(s;,1).

Si w(s;,0) < 0 (resp. w(s;,1) < 0), alors s; n’appartiendra pas au tas
ho (resp. hi). En effet, ’écart entre ming(s;) et ko(s;) (resp. ki(s;)) est
supérieur ou égal & 2 dans ce cas. Quand la valeur w(s;,0) est égale & 0 ou
1, il peut étre intéressant de jouer un ko(s;)-coup (si celui-ci est combiné
avec un ki (s;)-coup tel que w(s;,1) > 0, d’apres la description des paires de
coups ci-dessus).

Notre algorithme revient donc & construire les deux tas hg et h; de méme
taille, et tels que la somme des valeurs des enfants appartenant aux tas soit
maximum. Une fois cette opération effectuée, alors on aura une formule pour

ko(s):

ko(s) = 1+ imink(si) — (Y wsi0) + Y w(sil))

R i=1 J $i€ ho $i€ h1

pierres restantes quand S est utilisée pierres supplémentaires capturées=W

Dans la suite de la preuve, on dira que la valeur de s; est w(s;,0) si s;
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appartient & hg, et w(s;,1) si s; appartient & hy. On notera W la valeur
ESiEhO w(siao) + Zsiehl w(sial)-

Voici les valeurs des sommets enfants en fonction du groupe auquel ils
appartiennent:

groupe de s; | ming(si) | w(si,0) | w(s;,l)
1 ka(si) <0 <0
2 kQ(SZ) 0 0
3 ka(s;) 0 <0
4 ka(si) <0 0
5 ko(si)k1(si) 1 1
6 k()(SZ) 1 <0
7 ko(sq) 1 0
8 k1 (Sz) <0 1
9 k1(si) 0 1

L’algorithme de construction des tas a lieu en quatre étapes, décrites
ci-dessous:

Premiére étape:
e On met les sommets des groupes 3, 6 et 7 dans hg, et ceux des
groupes 4, 8 et 9 dans h;.

e On répartit les sommets du groupe 5 dans les deux tas, de telle
sorte que la différence de taille |ag — a1 | soit minimale aprés cette
opération. Si le groupe 2 est vide et que les tas sont de méme
taille avant de placer le dernier sommet du groupe 5, on le met
dans un tas qui contient déja un sommet de valeur nulle. Si les
deux tas contiennent uniquement des sommets de valeur 1, on le
place n’importe ou.

e On répartit les sommets du groupe 2 dans les deux tas, de sorte
& minimiser la différence de taille entre les deux tas.

La premiere étape consiste a placer chaque sommet dans le tas pour
lequel sa valeur est la plus élevée. Les sommets des groupes 2 et 5 ont la
méme valeur dans chacun des tas et peuvent ainsi étre placées ou ’on veut.
On choisit donc une répartition qui minimise la différence de taille des tas.
Si les deux tas ont la méme taille apres la premiére étape, alors on a un
algorithme optimal, puisque W a la plus grande valeur atteignable. Si les
tas n’ont pas la méme taille, alors la seule facon de réduire la différence
|ap — a1| sans diminuer W consiste & retirer des sommets de valeur nulle du
tas le plus grand. Il s’agit de I'objet de la deuxiéme étape, et cela explique
la condition qui est apparue quand on a réparti les sommets du groupe 5.
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Deuziéme étape (si ag # a1): On diminue la taille du plus grand tas en
lui 6tant indifféremment des sommets des groupes 2, 3 et 4, jusqu’a atteindre
la taille du plus petit tas.

Puisque les sommets des groupes 2, 3 et 4 ont une valeur nulle, on ne
change pas W en les retirant des tas. W reste encore la plus grande valeur
atteignable aprés cette opération. Si les tas ont la méme taille apres cette
étape, alors 'algorithme est clairement optimal. Si les tailles des tas sont
encore différentes, cela signifie que le plus grand tas ne contient que des
sommets de valeur 1. Il existe alors deux fagons de réduire I’écart entre ag et
a1: soit on continue d’enlever des sommets appartenant au plus grand tas,
soit on déplace des sommets du plus grand tas pour les mettre dans le plus
petit. La seconde opération est la plus économique mais ne peut cependant
concerner que des sommets des groupes 7 et 9. En effet, quand on décide
d’enlever un sommet du plus grand tas, W diminue de 1 et il en est de méme
pour I’écart entre les deux tas. En revanche, quand on déplace un sommet
du groupe 7 de hg vers hi, ou un sommet du groupe 9 de h; vers hy, W
diminue de 1 et ’écart entre les deux tas diminue de 2. La troisiéme étape
de l'algorithme prend donc en compte cette considération.

Troisiéme étape (si ag # a1): On suppose que ag > a;.

e Tant que |ag — ai| > 1 et qu’il reste des sommets du groupe
7 dans hg, on déplace un tel sommet vers h; (dans le cas ou
a1 > ag, on déplace des sommets du groupe 9 de hy vers hyg).

e Si|ap —a1| =1, alors on enléve n’importe quel sommet du plus
grand tas.

Si la diférence entre les deux tas est nulle aprés les déplacements des som-
mets des groupes 7 ou 9, alors ’algorithme est optimal apres cette opération
(il n’existait que deux fagons d’avoir des tas de méme taille, et on a choisi
la meilleure). Si la différence est égale & 1, alors un déplacement de sommet
n’est plus envisageable pour des questions de parité. On opte donc pour la
seconde solution, qui consiste a retirer un sommet du plus grand tas.

Si la différence de taille |ag — a1| est supérieure & 1 apres cette opération,
cela signifie que tous les sommets des groupes 7 ou 9 ont été déplacés. Dans
ce cas, on n’a pas d’autre choix que d’enlever des sommets du plus grand
tas:

Quatriéme étape (si ag # a1): On enléve des sommets du plus grand tas
jusqu’a ce que celui-ci atteigne la taille du plus petit.

Aprés cette dernieére étape, on est sir que W est maximum avec la
contrainte que les deux tas ont la méme taille. Notons qu’il est possible
que les deux tas soient vides & la fin de cet algorithme.
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Calcul de k1 (s):

On cherche la valeur de réductibilité de G(s) quand s doit étre étiqueté
1 & la fin. Si pour chaque enfant s;, on a ki(s;) = oo, alors il n’est claire-
ment pas possible de finir avec la bonne étiquette en s (n’oublions pas que
s est de couleur 0 au départ). Alors on a k1(s) = oco. Dans le cas contraire,
on peut appliquer ’algorithme de calcul de ky(s) en lui apportant quelques
modifications: les tas hg et by doivent vérifier I’écart de taille a1 —ag = 1. s
doit en effet étre capturé une fois de plus par un 1 que par un 0. Voici donc
le nouvel algorithme de construction des tas:

Premiére étape:

e On met les sommets des groupes 3, 6 et 7 dans hg, et ceux des
groupes 4, 8 et 9 dans h;.

e On répartit les sommets du groupe 5 dans les deux tas, de
telle sorte que la différence de taille |a; — ag — 1| soit minimale
apres cette opération. Si le groupe 2 est vide et que la différence
|ar — ap — 1| est nulle avant de placer le dernier sommet, on le
met dans un tas qui contient déja un sommet de valeur nulle. Si
les deux tas contiennent uniquement des sommets de valeur 1,
on le place n’importe ou.

e On répartit les sommets du groupe 2 dans les deux tas, de sorte
a minimiser la différence de taille |a; — ag — 1|.

Deuziéme étape (si a9 # a1 — 1): On diminue la taille du plus grand
tas en lui 6tant indifféfremment des sommets des groupes 2, 3 et 4, jusqu’a
atteindre une différence (a1 — ag) égale & 1. Dans le cas ou hgy et hi ont la
méme taille, on enléve un sommet appartenant au groupe 2, 3 ou 4 du tas hy.

Troisiéme étape (si ap # a1 — 1): On suppose que a9 > a1 — 1.

e Tant que |a1 —ag— 1| > 1 et qu’il reste des sommets du groupe
7 dans hg, on déplace un tel sommet vers h; (dans le cas ou
a1 — 1 > ayp, on déplace des sommets du groupe 9 de hy vers hy).

e Si|a; —ap — 1| = 1, alors on enléve n’importe quel sommet du
plus grand tas (ou de hy si les deux tas ont la méme taille).

Quatriéme étape (si ag # a1 —1): On enléve des sommets du plus grand
tas jusqu'a atteindre une différence (a1 —ag) égale a 1. Si les tas ont la méme
taille, on enléve n’importe quel sommet de hg.

Apres ces quatre étapes, il se peut quand méme que les deux tas soient
vides. Cela signifie que pour chaque enfant s;, le k1 (s;)-coup associé est trop
coiiteux. Cependant, s doit étre étiqueté 1 & la fin. Autrement dit: il faut
jouer un ki (s;)-coup sur un des sous-arbres G(s;), méme si la valeur w(s;,1)
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est négative. Afin de minimiser le nombre de pierres restantes, il suffit de
choisir un enfant s,, qui minimise w(s;,1) pour tout i. s,, est alors ajouté
au tas hi.

L’algorithme est maintenant achevé et donne une formule pour le calcul
de k1(s):

ki(s) =1+ Zmz’nk(si) - Z w(s;,0) — Z w(s;,1)

=1 vEhQQ vEh

Calcul de kJ7!(s): Le joker 0 — 1 peut étre considéré comme un nouvel
enfant de s, qu’on appelera s;, de couleur 1. Il est toutefois différent des
autres enfants, puisque la capture de s par s; doit nécessairement avoir lieu.

Puisque l'ordre de coups des enfants vers s n’a pas d’importance, et
puisque s est étiqueté 0 initialement, on peut alors choisir de jouer immédiatement
de s; vers s. Et le calcul de kJ7!(s) revient & celui de ko(s) lorsque s est
initialement étiqueté 1.

Calcul de k§—°(s): Le joker 1 — 0 est considéré comme un nouvel enfant
sj, qui doit nécessairement capturer s. Son groupe d’appartenance est le
groupe 6 (puisqu’il vérifie ky(s;) =1, et ki(sj) = ka2(s;) = 00). On applique
maintenant I’algorithme de calcul de kg (s) sur le graphe G(s)Us;, en gardant
le sommet s; dans le tas hg tant que c’est possible. Si s; appartient au tas
ho a la fin de 'algorithme, alors cela signifie que le joker est bien utilisé.
Dans ce cas, kj70(s) est égal & ko(s) sur le graphe G(s) U s;.

En revanche, si s; a été retiré de hg pendant ’algorithme des tas, cela
signifie que les deux tas sont vides & la fin (les sommets du groupe 6 sont
retirés dans la quatrieme étape de 1’algorithme). Puisque le joker doit ab-
solument étre joué, on replace s; dans hg et on choisit d’ajouter & Ay un
enfant s,, qui minimise w(s;,1) pour tout i. Si tous les sommets enfants s;
vérifient k1 (s;) = oo, alors k§(s) = oo. Sinon on a:

Ei70(s) =1+ > ming(si) — w(sm,1)

=1

Calcul de k97! (s): Similaire au calcul de k371 (s). Cette valeur est égale
a ki1(s) quand s est initialement étiqueté 1.

Calcul de k{70(s): Similaire au calcul de k$ ?%(s). A une petite différence
pres: si le sommet ”joker” s; a été supprimé du tas hg & la fin de I’algorithme,
cela signifie que le tas hy est de taille 0 ou 1. S’il est de taille 1, alors on
procéde de maniére analogue au calcul de k{7%(s). S’il est de taille 0, il faut
rajouter deux sommets s,, et s, au tas hi. Ceux-ci sont choisis de sorte &
minimiser la valeur w(s;,1) pour tout i. S’il n’existe pas deux sommets s,
et s, qui satisfont k;(s,,) # oo et ki(s,) # oo, alors ki 0(s) = oo.
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Calcul de ko(s): ka(s) est la valeur de réductibilité de G(s) quand s n’est
pas étiqueté a la fin. Comme s est de couleur 0 au départ, ko(s) = oo s'il
n’existe aucun enfant s; tel que ki(s;) # oco. Sinon, les coups impliquant s
sont joués depuis les enfants vers s, & ’exception du dernier, qui est joué de-
puis s vers un certain sommet s.. On suppose que ce sommet s, est fixé. La
stratégie consiste alors & jouer optimalement sur G(s) \ G(se), en n’oubliant
pas de laisser une pierre en s & la fin. Puis on finit par jouer optimalement
sur G(se), en sachant qu’a tout moment, s peut (et doit) capturer se.

Tout d’abord, le jeu optimal sur G(s) \ G(s.) consiste & déterminer les
valeurs ko(s) et ki(s) sur le graphe G(s) \ G(s¢). On notera ces valeurs
ko(s,V(s) \ V(se)) et ki(s,V(s) \ V(se)). Le jeu optimal sur G(s.) ou s,
est capturé par s & un moment donné revient & chercher le jeu optimal
lorsqu’un joker est utilisé en s.. Le nombre minimum de pierres restantes
sur G(s) vaudra alors:

min(ko(s,V (s) \ V(se)) + min (k}7%(sc),

F1(V(8) \ V(se)) + min (K (52))) — 1

On considére maintenant chaque enfant comme un possible sommet s, et
on prend la valeur minimum pour obtenir ky(s):

kz(s) = min(min(ko(s,V (s) \ V(1)) + i£§£2(kil_)0(3i))a

ki(s,V(s) \ V(s3)) + min (k)7 (s:)))) — 1

1=0,1,

Calcul de k97! (s): Comme s est étiqueté 0 au départ, on joue le joker

immédiatement. Par conséquent, k3 (s) est égal & ky(s) lorsque s est ini-
tialement de couleur 1.

Calcul de ki70(s): Cette valeur est égale & oo si le joker ne peut pas étre
utilisé, ou s’il n’est pas possible de trouver un enfant s, vers qui jouer. Cela
signifie que k3 7%(s) = oo s’il n’existe pas deux sommets distincts s; et s; tels
que k1(s;) # oo et ki(sj) # oo. Dans les autres cas, on utilise I'algorithme
qui calcule ko(s). Puisque le joker doit étre utilisé avant que s ne capture s,
il ne peut apparaitre que lors de la suite de coups optimale sur G(s) \ G(se)-
Au lieu de calculer ko (s,V(s)\V (se)) et k1(s,V(s)\V(se)), on calcule plutot
k{705, V(s) \ Vi(se)) et k179(s,V(s) \ V(se)). Et alors:

k37%(s) = min(min(k{7%(s,V (s) \ V(s5)) + min (k! 7%(s;)),

Eh 1=0,1,2

ki70(s,V () \ V(s2)) + min (k)71(s:)))) — 1

=0U,1,
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On suppose maintenant que s est initialement de couleur 1. Le cal-
cul de ko(s) est alors similaire & celui de k;(s)lorsque s est étiqueté 0 au
départ ('algorithme des tas doit juste satisfaire (ag — a1) = 1). De la méme
fagon, k1(s) se calcule comme kg(s) lorsque s est de couleur 0 au départ.
De la méme maniére, les k-valeurs avec un joker se calculent comme les k-
valeurs qui ont le joker et I'étiquette finale opposés, lorsque s est de couleur
0 au départ. (exemple: k971 (s) quand s est de couleur 1 se calcule comme
k{7%(s) quand s est de couleur 0). Le calcul de k2(s) ne dépend pas de la
couleur initiale de s.

Cet algorithme calcule la valeur de réductibilité de I’arbre en temps qua-
dratique. Pour chaque sommet s, on ne parcourt que la liste de ses enfants.
Les k-valeurs ko(s), k1(s), k§7%(s), k371 (s), ki7%(s), kY71 (s) sont calculées
en temps linéaire O(|E|). La partition en groupes et I’algorithme des tas sont
en effet linéaires. Le calcul des trois autres k-valeurs demande de répéter 1’al-
gorithme général pour chaque sommet s., d’ou le résultat.

O

Comme annoncé en préambule de la preuve ci-dessus, nous détaillons ici
Pexécution de l'algorithme sur une configuration de taille ”raisonnable” (cf.
Figure 3.3).

v 1vl1
11 12
Fi1G. 3.3 — Un exemple d’arbre de jeu

Pour chacun des treize sommets de cet arbre, on calcule les neuf k-
valeurs définies par l’algorithme. Les résultats sont présentés dans le tableau
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ci-dessous:

kO k(())—)l k(l)—)O k?—)l k%—)O kg—ﬂ k%—)O

V12 | OO
V11 0
V10 1
g 1
v o0
V7 | 00
1
3
2
2
3
4

8 8

Ve
Us
V4
3
V2

me—w888888883
w8 mo8 g g
e Y R
“88~8888282828
ww—188888 8

v88~-~8888883

U1
Vo 3

Mew =g =g 88888 8T

Les sommets vg & v12 sont des feuilles. Le calcul de leurs k-valeurs est
immédiat. En ce qui concerne les autres sommets, on ne va pas détailler ici
tous les calculs, mais seulement ceux du sommet v{, qui semble étre le cas
le plus pertinent.

e ko(v1). Les enfants du sommet v; sont ve, v3 et v4. Puisque les k-
valeurs sont connues pour chacun de ces trois sommets enfants,
on peut affirmer que vy appartient au groupe 4, vs au groupe
6, et v4 au groupe 9. Les autres groupes sont vides. Les valeurs
de chacun de ces sommets sont les suivantes: w(vq,0) = —1,
w(ve,1) = 0, w(vz,0) = 1, w(vs,1) = 00, w(vg,0) = 0 et w(vy,l) =
1. La premiere étape de ’algorithme des tas nous ameéne & placer
vz dans le tas hg, tandis que vy et v4 sont mis dans h;. Comme
vy est étiqueté 1 au départ, la différence de taille (ag — a1) doit
étre égale & 1, ce qui n’est pas encore le cas. La deuxiéme étape
supprime des sommets des groupes 2, 3 ou 4 pour atteindre la
bonne différence de taille. Dans notre cas, seul le sommet vy
est retiré de h;. Les deux tas ont maintenant la méme taille, et
d’aprés la troisiéme étape, on enléve n’importe quel sommet de
hq1 pour conclure. Il nous reste donc le tas hg qui contient ws,
alors que h; est vide. La formule de calcul donne finalement:

ko(v1) = 1+ ming(ve) + ming(vs) + ming(vy) — w(vs,0) =4

e ki(v1). L’algorithme est identique au précédent, mis & part que
les tailles des tas doivent étre identiques. L’algorithme des tas
s’exécute de la méme facon que précédemment, et s’arréte apres
la deuxiéme étape avec vs dans hg et v4 dans h;. Et finalement:

k1 (v1) = 14+ ming(vg) + ming(vs) + ming(vg) — w(vs,0) —w(vg,l)
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=3

o k{7%v1) et k{7%(v1). Calcul identique aux précédents, sauf que
v est initialement étiqueté 0 au lieu de 1. La différence (ag —a1)
doit étre égale & 0 quand on calcule k3 ~%(v1), et & -1 quand on

calcule k1 7%(v1). Ce qui donne:
kzé_’o(vl) = 14+ming(ve)+ming(vs)+ming(vs) —w(vs,0) —w(v4,1)
=3
Ei70%w1) = 1+ ming (vg) + ming(vs) + ming (vs)
_w(UQ’l) - ’U}(U3,O) - w(U4,1) =3

o k87! (vy1). Le joker 0 — 1 est considéré comme un nouvel enfant
v; appartenant au groupe 8. Aprés la premiere étape de l'algo-
rithme des tas, hy contient le sommet v3 tandis que hy contient
v2, v4 et v;. On demande une différence ag — a1 égale a 1. Puis-
qu’il appartient au groupe 4, vy est retiré apres la deuxieme
étape. Dans la troisiéme étape, on déplace vy (qui appartient
au groupe 9) de h; vers hy. Cette opération conduit & la bonne
différence de taille et conclut ’algorithme. On obtient alors:

kg_’l (v1) = 1+ming (ve)+ming(vs)+ming(vs)—w(vy,0) —w(vs,0)

=4.

o k)71(v1). Similaire au cas précédent, sauf que les deux tas doivent
étre de méme taille. L’algorithme des tas enléve vy et vy du tas
h1, laisse v3 dans hg et v; dans hy. Ce qui donne:

K7 (v1) = 1 4 ming (v2) + ming (vs) + ming(vs) — w(v3,0) = 4.

e ko(v1). On doit jouer un coup de s vers un de ses enfants s.. On
fixe tout d’abord s, = v4. On doit ensuite calculer
ko(v1,V(v1) \ V(v4)) et ki(v1,V (v1) \ V(vs)) grace a I'algorithme
des tas. On ne détaille pas ce calcul ici. Les résultats sont les
suivants:
ko(v1,V (v1)\V (va)) = k1(v1,V (v1)\V (v4)) = 3. La formule (page

) donne le nombre minimum de pierres restantes si ve = vy:

min(3 + .minZ(k}_’O(m)),?’ + .min2(k?_’1(v4))) —1=3
1=U,1, =0, 1,

Le méme calcul doit étre effectué pour s, = v2 et s = v3. On

ne décrit pas le détail des opérations. La valeur minimum est

atteinte pour s, = vy, et ainsi ko (vy) = 3.
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e ki70(v;). Calcul similaire au précédent, sauf que vy est initiale-
ment étiqueté 0 au lieu de 1 (le joker étant joué immédiatement).

e k371 (v1). La encore, similaire au cas précédent, sauf que I’on
calcule k371 (v1,V (v1) \ V(se)) et k971 (v1,V (v1) \ V(s¢)) au lieu
de ko(v1,V(v1) \ V(se)) et ki(v1,V(v1) \ V(se))-

Puisque l'arbre est enraciné en vy, il suffit de calculer ko(vg), k1(vg) et
ka(vg) pour conclure. La valeur de réductibilité de la configuration est le
minimum de ces trois k-valeurs, en ’occurence 2.
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Chapitre 4

Caractérisation de la valeur
de réductibilité sur certains
graphes

4.1 Solitaire Clobber 2 sur des cliques et des pro-
duits de cliques

4.1.1 Approche et définitions

Les graphes que nous avons étudiés jusqu’a présent (chaines, cycles,
arbres) ont peu d’arétes. Quand on choisit une pierre, le nombre de pos-
sibilités pour une capture est ainsi trés limité. Ceci induit régulierement des
blocages dans le jeu, et les valeurs de réductibilité des configurations as-
sociées sont alors élevées. On s’intéresse maintenant & des graphes dont la
valeur de réductibilité serait une constante de faible valeur, et notamment
égale & 1. On se dit alors que des graphes avec un ratio |E|/|V| plus élevé
devrait nous faciliter la tache. Notre premiere idée sera donc de considérer
le jeu sur des cliques. On peut voir facilement que toute configuration sur
une clique (du moment qu’il existe au moins une pierre de chaque couleur)
est 1-réductible. On s’est alors posé la question des produits de cliques.

On se figure souvent un produit de cliques K,0K, par une succession de
p copies horizontales de Ky, et de g copies verticales de K. De ce fait, on
représentera le produit K,00K, par le schéma suivant:

(el lelle ool

“ e ° ° o o |]

“[Lefle[]e o el

F1G. 4.1 — Le produit K,OK,
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En jouant sommairement, il nous alors semblé que toute configuration
(exceptée celle avec une seule couleur de pierre) sur le produit K,0K, est
1-réductible. Une preuve naturelle de ce résultat serait une induction sur
une des deux tailles, disons p par exemple. En supposant que le résultat est
vrai sur un produit K,_10K,, il suffirait alors d’enlever toutes les pierres
d’une copie quelconque de K,. Puisque les cliques sont 1-réductibles, on
pourrait réduire une certaine clique K, & une seule pierre, et celle-ci n’au-
rait plus qu’a capturer une pierre d’une autre copie de K,. Mais tant qu’on
ne connait pas la couleur de cette pierre restante, ainsi que le sommet sur
lequel elle se trouve, on ne sait pas s’il est possible de jouer vers une autre co-
pie de K. On sent alors qu’on a besoin de faire intervenir une autre notion:
la réductibilité forte. On dira qu’un graphe est fortement 1-réductible si on
peut laisser la derniére pierre de la couleur qu’on veut, et sur n’importe quel
sommet, quelle que soit la disposition initiales des pierres (sous certaines
conditions cependant). Puisque les cliques sont clairement 1-réductibles, on
s’est alors attaché a montrer qu’elles le sont fortement. Ceci pour nous aider
a répondre au probléme des produits de cliques.

Les définitions suivantes nous serons utiles dans notre étude:

Etant donnés une configuration de jeu C sur un graphe G, on dit qu’une
couleur ¢ € {0,1} est rare sur un sous-graphe S de G s’il existe un unique
sommet v € S tel que v porte la couleur c. Au contraire, c est dite commune
s’il existe au moins deux sommets de S de couleur ¢. Une configuration est
dite monochrome si tous les sommets ont la méme couleur. Si v est un som-
met de G, on notera c(v) la couleur de ce sommet. Si ¢ est une couleur, on
notera ¢ la couleur opposée.

On dit qu’un graphe G est fortement 1-réductible si: pour tout sommet v,

pour toute disposition des pierres sur G telle que G\ v n’est pas monochrome,
pour toute couleur ¢ € {0,1}, il existe une facon de jouer qui laisse une seule
pierre de couleur ¢ sur le sommet v.
Soient une configuration C' sur un graphe G fortement 1-réductible, ¢ une
couleur quelconque, et v un sommet de G tel que G\ v n’est pas monochrome.
On appelera alors (1,v,¢)-réduction une suite de coups qui laisse une seule
pierre de couleur c sur le sommet v.

4.1.2 Les résultats

Proposition 5. Pour tout n > 3, la cligue K,, est fortement 1-réductible.
Notons que pour n < 3, les cliques sont clairement 1-réductibles.

Preuve. Soit C une configuration de jeu non monochrome sur K, (n > 3).
Soit v le sommet sur lequel on souhaite terminer, et ¢ sa couleur finale. On
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suppose tout d’abord qu’il n’existe aucune couleur rare (donc K, \ v n’est
pas monochrome). On distingue deux cas:
% ¢ = c(v). Par hypothése, il existe un sommet w de couleur ¢(v).
Puisque ¢(v) et c(w) ne sont pas rares, il existe deux autres som-
mets v’ et w' tels que c(v') = ¢(v) et ¢(w') = ¢(w). La succession
de pierres qui conduit & la (1,v,c)-réduction est la suivante: w
capture v, w' capture tous les sommets de couleur ¢(v) excepté
v', et enfin v’ capture toutes les sommets de couleur @ en

terminant par v.

% ¢ = c¢(v). Comme précédemment, il existe w de couleur c(v) et
v’ de couleur ¢(v). v’ capture tous les sommets de couleur ¢(v)
excepté w. Puis w capture tous les sommets étiquetés c(v) en
terminant par v.

On suppose maintenant qu’il existe un sommet v, tel que ¢(v,) soit rare.
Alors nécessairement v # v, pour respecter les conditions de réductibilité.
Si ¢ = ¢(vy), il suffit que v, capture tous les sommets en finissant par v. Si
¢ = ¢(vy), alors v, capture tous les sommets sauf un (appelons-le v’ # v) en
terminant par v. Enfin v’ capture v pour conclure. O

Maintenant que le cas des cliques est réglé, nous nous intéressons au pro-
duit cartésien de deux cliques K,0K,. Nous montrons que si la configuration
n’est pas monochrome, alors elle est 1-réductible.

Théoréme 17. Soient p > 2 et q > 2. Toute configuration non mono-
chrome sur un graphe K, 0K, est I-réductible.

D’apres ce théoréme, le cas du carré KoOKy semble différent. En effet,
il y existe une configuration 2-réductible, a savoir: §3. Il s’agit de I'unique
configuration non monochrome sur un produit de cliques qui n’est pas 1-
réductible.

Preuve. On ne considérera dans cette preuve que des configurations non
monochromes. Soient p > 2 et ¢ > 2. D’aprées la proposition 5, le produit
K,0OK; est 1-réductible. On suppose alors que K,0K; est 1-réductible pour
tout 1 € {2...q —1}.

On consideére trois types d’étiquetage des sommets de K,0K, (pour rap-
pel du graphe, voir la figure 4.1):

e Il existe une copie KI} de K, ou les deux couleurs sont com-
munes. D’apres la proposition 5, cette copie est 1-réductible
sur n’importe quel sommet avec n’importe quelle couleur. On
considére maintenant n’importe quelle autre copie Kz de K.
Puisque p > 3, il exsite un sommet vy € Kg qui porte une cou-
leur commune. On appelle v le sommet copie de vy dans KI}
(c.a.d. vy et vy appartiennent & la méme copie de K;). On choi-
sit alors d’appliquer une (1,v1,¢(v2))-réduction sur Kpl. Alors vy
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peut ensuite capturer v, de telle sorte que la configuration res-
tante soit un produit K,[0K,;_1 non monochrome.

e Il existe une copie K; de K, avec une couleur rare. Soit v] le
sommet de KI} portant la couleur rare. D’apres la proposition 5,
KI} est 1-réductible sur tout sommet excepté v], et avec n’im-
porte quelle couleur. On considere ensuite n’importe quelle autre
copie Kg de K. Celle-ci possede une couleur commune, ce qui
signifie qu’au moins deux sommets de Kg ont cette couleur. Soit
vaun tel sommet qui ne soit pas dans la méme copie de K, que
vr. S0it v1 le sommet copie de vo dans KI} (c.a.d. vy et vg appar-
tiennent & la méme copie de K;). On peut maintenant jouer de
la méme fagon que dans le cas précédent.

e Toutes les copies de K, sont monochromes. Puisque la configu-
ration sur K,0K, n’est pas monochrome, il existe une copie KI}
de K, ol tous les sommets sont de couleur 0, et une autre Kg ou
tous les sommets sont de couleur 1. En jouant le long des copies
de K, (cf. fig 4.2), les sommets de Kp} capturent toutes les copies
de K, de couleur 1 excepté Kz, et les sommets de Kg capturent
toutes les copies de K, de couleur 0 excepté KI}.

ul
ul
e
g
e
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Fia. 4.2 — Jouer sur un produit de cliques quand chaque copie est mono-
chrome

Apres cette opération, il va rester deux copies monochromes de K, une
de chaque couleur. On joue alors comme indiqué sur la figure 4.3.

Fic. 4.3 — Jouer sur un produit de cliques quand chaque copie est mono-
chrome (2)

A la fin de cette opération, il reste une configuration de jeu non mono-
chrome sur un K,_;. Puisque p > 2, on peut conclure d’aprées la proposition
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4.2 Solitaire Clobber 2 sur des hypercubes

4.2.1 Approche et définitions

On poursuit notre étude, & la recherche de graphes dont les valeurs de
réductibilité sont trés faibles. On s’intéresse maintenant & I'hypercube @)y,
défini comme une puissance de la clique Ky. L’hypercube Q,, = 0" K, ayant
tous ses sommets de degré n, on peut espérer y laisser trés peu de pierres
a la fin. Par ailleurs, on sait aussi que les hypercubes admettent un cycle
Hamiltonien, ce qui peut nous faciliter la tache.

Tout d’abord, le contre-exemple du carré §3 donné dans la partie précédente
nous laisse penser que les hypercubes ne sont sans doute pas tous 1-réductibles.
D’autres contre-exemples sur des tailles supérieures du (), semblent nous
donner raison. Cependant, nous croyons que sur des configurations non mo-
nochromes, il est toujours possible de laisser au plus deux pierres sur ’hy-
percube 4 la fin du jeu.

Dans la suite de cette section, I'hypercube @,,, construit comme le pro-
duit Q,,_10K>, sera vu comme deux copies adjacentes Q et Q' de I'hypercube
de taille inférieure @,,—1. Le schéma 4.4 illustre cette construction.

Fi1G. 4.4 — L’hypercube @y,

On souhaite montrer que les hypercubes sont 2-réductibles. Une preuve
par induction nous vient tout naturellement a 1’esprit, en se servant de la
construction présentée ci-dessus. En supposant que ce résultat est vrai sur
Q et @', on laisserait ainsi deux pierres sur @) et deux autres sur )/, mais
difficile de progresser ensuite si ces pierres ne sont pas face a face...Comme
dans le cas des produits de cliques, il faudrait connaitre la couleur des pierres
restantes, ainsi que leur localisation. C’est ce qui va nous pousser & définir la,
2-réductibilité forte. 11 nous semble en effet que 'on peut choisir la couleur
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et la localisation d’une des deux pierres restantes, ainsi que la couleur de
la seconde. Cela dit, un tel résultat ne serait pas suffisant: si ’on ne choisit
pas la localisation de la seconde pierre restante, il n’est pas possible de la
“rabattre” vers I’autre copie. On laisserait ainsi trois pierres au final.

On pense alors a une conjecture plus originale, qui était apparue lors de
I’étude des arbres. Et si on avait le droit d’utiliser un joker pour changer la
couleur d’un des sommets? Et si un tel joker nous permettait de réduire a
une seule pierre toutes les configurations sur les hypercubes?

Dans ce cas, on pourrait réduire () & une seule pierre en utilisant un
joker sur un certain sommet v;. Et en réduisant Q' & deux pierres, dont une
située en v} (qui est le sommet copie de v; dans Q') et de couleur adéquate,
on pourrait ensuite jouer de v;- vers v; pour simuler 'utilisation du joker.
Ceci laisserait bien deux pierres & la fin.

On va alors définir un nouveau type de réductibilité: la I1-réductibilité
joker. En étudiant les configurations sur les hypercubes de petite taille, cela
fonctionne bien. Bien entendu, ces deux nouveaux types de réductibilité sont
soumis & certaines conditions que ’on va expliciter. Lorsque ces conditions
ne seront pas réunies, il faudra alors décrire des suites de coups exhaustives...

On commence tout d’abord par introduire les nouvelles notions de
réductibilité:

Un graphe G est dit fortement 2-réductible si: pour tout sommet v, pour
toute disposition des pierres sur G telle que G \ v ne soit pas monochrome,
pour toutes couleurs c et ¢ telles qu’il existe deux sommets distincts u et u'
avec c(u) = c and c¢(u') = ¢, il existe une fagon de jouer qui laisse une pierre
de couleur ¢ sur v, et éventuellement une seconde de couleur ¢’ sur un autre
sommet.

Un graphe G est dit fortement 1-réductible joker si: pour tout sommet
v, pour toute couleur ¢, pour toute disposition des pierres sur G telle que
c(v) = c ou que c(v) ne soit pas rare, il existe une fagon de jouer qui laisse
une pierre de couleur ¢ sur v, avec 'utilisation possible d’un joker. Le joker
consiste & changer la couleur de n’importe quelle pierre 4 n’importe quel
moment du jeu. Il ne peut étre utilisé qu’une seule fois.

De la méme facon que pour la 1-réduction forte, si on consideére deux
sommets v et v', et deux couleurs c et ¢/, une (1,v,c)-réduction joker est une
suite de coups qui laisse une seule pierre de couleur ¢ sur v, avec 'utilisation
éventuelle d’un joker. Une (2,v,c,v',c")-réduction est une suite de coups qui
laisse une pierre de couleur ¢ sur v, et éventuellement une seconde pierre
de couleur ¢ sur v'. Si v’ ou ¢’ ne sont pas connus, on pourra omettre leur
présence dans cette notation (ce sera d’ailleurs souvent le cas de v/, d’apres
la définition de la 2-réductibilité forte).
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On passe maintenant & quelques notations générales sur I’hypercube Q,:

On notera N la valeur 2"~!. Chaque copie de @Q,_; contient alors N
sommets, que l'on notera {v,...,ux} pour @, ordonnés de sorte & former
un cycle Hamiltonien qu’on appelera H. On notera {v},... v} 'ensemble
des sommets de @', tel que v; est adjacent & v} pour tout i. On remarquera
trivialement que (v},...,v)y) constitue un cycle Hamiltonien de @' qu’on
appelera H' .

Enfin, puisque les sommets de @ et Q' sont numérotés selon un cycle,
parler du sommet vy 1 reviendra & parler du sommet v;. Idem dans ’autre
sens (parler de v_; reviendra & parler de vy_1).

4.2.2 Les résultats

On commence par trois résultats décrivant une fagcon de jouer pour
réduire une configuration donnée. Ces transformations nous seront utiles
plusieurs fois par la suite, d’ou leur description dans les lemmes qui suivent.

Lemme 9. Soit une configuration de jeu C sur un graphe G a n sommets
et Hamiltonien (n > 2). Soit (v1,v2,...,v,) la liste des n sommets de G dans
DUordre d’un cycle Hamiltonien. Si un sommet v; porte une couleur rare c,
alors C est a la fois (1,v;41,¢)-réductible et (1,v;12,¢)-réductible.

Preuve. Dans le premier cas, le sommet v; capture toutes les pierres dans
Pordre du cycle Hamiltonien. Selon le sens de parcours, on termine en v;1
ou en v;—1. Dans le second cas, v; parcourt le cycle et capture toutes les
pierres sauf la derniére. v; s’arréte donc en v;42 ou v;_2. Elle est ensuite
capturée par v; 1 ou v;_1. O

Lemme 10. Soit C une configuration de jeu sur Qn avec n > 3. S’il existe
une couleur rare sur Q' et si Q n’est pas monochrome, alors il existe une
facon de jouer qui laisse N pierres sur Q et enléve toutes les pierres de @',
les deuz couleurs étant communes sur Q. Sin =3, il se peut qu’il y ait une
couleur rare sur ), mais au moins deur sommets distincts de Q peuvent la
porter.

Preuve. Soit ¢ la couleur rare de Q' et v} le sommet de Q' tel que ¢(v;) = c.
Selon la configuration des pierres sur (), on considére trois cas:
e C est rare sur (). En utilisant son cycle Hamiltonien, et d’apres
le lemme 9, on sait que Q' est (1,v,,¢)-réductible. Sin > 3, v},
et v]_, sont des sommets distincts. Puisque € est rare sur @, cela
signifie que soit v; 2, s0it v;_g porte la couleur c. Sans restreindre
la généralité, on suppose que v;1o est étiqueté c. On applique
alors la (1,v;42,¢)-réduction sur Q'. Alors v; , peut capturer v; o,
de telle sorte que @@ possede au moins deux pierres de chaque
couleur.
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Cette preuve n’est plus valide lorsque n = 3 et ¢(v;42) = €. Dans
ce cas, il existe alors deux facons de jouer, chacune d’entre elle
laissant la couleur rare soit en v;11 (diagramme 1), soit en v;_1
(diagramme 2).

diagramme 1 diagramme 2

F1G. 4.5 — Cas particulier lorsque n = 3

e cest rare sur ). On sait que Q' est (1,v},¢)-réductible. On sait
aussi que un des deux sommets v;11 ou v;—1 porte la couleur ¢.
Sans restreindre la généralité, on suppose qu’il s’agit de v;41. On
applique alors la (1,v] 41,¢)-réduction sur @', et on joue ensuite
de v} | vers viy1.

e Les deux couleurs sont communes sur (). On considére alors
quatre cas au sujet des sommets v; 1 et v;o:

— ¢(viy1) = c et ¢(viy2) = ¢ En utilisant le cycle Ha-
miltonien I de @', v} capture toutes les pierres de @'
sauf v ;. Cette opération laisse deux pierres sur Q':
une en v;_; de couleur ¢, et autre en v, de couleur
c. On joue maintenant de vj , vers v, et de v,
Vers v;42.

— ¢(vi+1) =T et ¢(viy2) = ¢. Sin > 3, au moins une des

deux couleurs apparait trois fois sur ). S’il s’agit de
¢, on applique la (1,v], ;,c)-réduction sur Q' et on joue
ensuite de v} 41 vers v;11. S’il ’agit de c, on applique la
(1,0}, 5,¢)-réduction sur @' et on joue ensuite de vj,,
Vers v;42.
Sin = 3, il existe deux types de configurations sur
Q. Pour chacune d’entre elles, on trouve une facon de
jouer qui laisse une couleur rare sur () deux endroits
possibles:

116
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\
i+1

g
o/

®
®

OR OR
® ®
< <
\€+1 ﬂ’ i+1 ﬂ,‘
A \

configuration (1) configuration (2)

Fi1G. 4.6 — Cas particulier lorsque n = 3

— ¢(vi+1) = c et ¢(vi2) = c. Si ¢ apparait au moins
trois fois sur @, on applique la (1,0} ,,¢)-réduction sur
@', puis on joue de v} 5 vers v;yo. Si ¢ n’apparait que
deux fois sur @) et n > 3, cela signifie que ¢ apparait
plus que deux fois sur @, et en particulier sur v;_i.
On applique alors la (1,v]_;,c)-réduction sur @, puis
on joue de v}_; vers v;_1. Si n = 3, cela implique que
c(v;) = c¢(v;—1) = ¢. 1l suffit alors d’inverser ’ordre des
sommets (v;11 devient v;_1...) pour se ramener au cas
précédent.

— ¢(viy1) = T et c(viye) = € Ce cas est similaire au
précédent.

]

Lemme 11. Soit C une configuration de jeu sur Qn avec n > 2. S’ existe
une couleur rare sur Q' et si ) est monochrome, alors il existe une facon de
jouer qui laisse N pierres sur Q et enléve toutes les pierres de Q)', Q n’étant
plus monochrome. Par ailleurs, si cela engendre une couleur rare sur @, il
existe au moins deux sommets distincts de Q qui peuvent la porter.

Preuve. Soit ¢ la couleur rare de Q' et v} le sommet tel que ¢(v)) = ¢. On
consideére deux cas:
e () est monochrome de couleur c. En utilisant le cycle Hamil-
tonien H de @', v} capture toutes les autres sommets sauf v}
et v, ,. Il termine donc en vj_ 5. vj,, capture ensuite le sommet
v}, 3. Cette opération laisse donc deux sommets de couleur € en
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v, et i, 3. On joue ensuite de vj , vers v;y1, et de v], 3 vers
vi+3. @' est maintenant vide et les deux couleurs sont communes
sur Q).

e () est monochrome de couleur ¢. D’aprés le lemme 9, on peut
appliquer la (1,0}, ,,c)-réduction sur @'. On joue ensuite de v},
vers v;+1. Q' a été vidé, la couleur c est rare sur ) et appartient
au sommet v; 41 ou v;—1.

O

Théoréme 18. Les hypercubes sont fortement 1-réductibles joker et forte-
ment 2-réductibles.

Preuve. On prouve ce théoréme par induction sur la dimension de I’hyper-
cube.

Le lecteur pourra s’assurer que ce résultat est vrai pour I’hypercube Q5.
I1 suffit de le vérifier pour les quatre configurations suivantes:

3 - & &

On suppose maintenant que le théoréeme est vrai pour ’hypercube Q,,_1,
et on considére ’hypercube Q,,.

On prouve tout d’abord que @, est fortement 1-réductible jo-
ker. Sans restreindre la généralité, on suppose que I'on souhaite laisser la
derniére pierre sur le sommet v;. Soit ¢ € {0,1}. On considére n’importe
quelle disposition des pierres sur @, telle que c¢(v1) n’est pas rare, ou alors
c(v1) = c. Notre objectif est de montrer qu’il existe une suite de coups qui
laisse une seule pierre en v1, et de couleur c. Pour ce faire, I'utilisation d’un
joker est possible.

On comnsideére cing cas:

1. @ est supposé (1,v1,c)-réductible joker, avec utilisation du joker pour

changer la couleur d'un certain sommet v; de d € {0,1} en d. Par
ailleurs, @' est supposé (1,7} ,d)-réductible joker.

Dans ces conditions, on applique tout d’abord la (1,v§-,3)—réduction
joker sur '. Il se peut que 'on ait utilisé un joker. On applique ensuite
la (1,v1,c)-réduction sur @ avec une légére modification: on substitue
I'utilisation du joker en v; en jouant de 'ug- vers v; & la place. Ce coup
est effectivement équivalent & 1'utilisation du joker, puisque v;- est de
couleur d & ce moment du jeu. Notons que dans toute cette succession
de coups, le joker aura été utilisé au plus une fois.

2. @ est supposé (1,v1,c)-réductible joker, avec utilisation du joker pour
changer la couleur d’un certain sommet v; de d € {0,1} en d. ' n’est ici
pas (1,1}}- ,d)-réductible joker. D’apres les conditions de la réductibilité
forte joker, cela signifie que c(v}) = d et ¢(vj) = d pour tout i # j.
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Puisque d est rare sur ), on peut appliquer les lemmes 10 et 11. Si
cela laisse une couleur rare sur @, on choisit celle-ci sur un sommet
différent de v;. Cette opération a vidé Q' et fait en sorte que c(v1) ne
soit pas rare sur . On peut alors appliquer la (1,v1,c)-réduction sur
Q@ pour conclure.

@ est supposé (1,v1,c)-réductible joker, mais le joker n’est pas utilisé
dans la suite de coups. On considére n’importe quelle disposition des
pierres sur Q'.

On considére une suite de coups issue d’une (1,v1,c)-réduction sur Q)
sans joker. Dans cette suite, il existe un sommet v; qui capture au
moins deux autres sommets avant d’étre (éventuellement) capturé. En
effet, si chaque sommet ne capturait au plus qu’une pierre avant d’étre
(ou pas) capturé, alors () serait un graphe ”étoile”, ce qui n’est pas le
cas. On note alors v; et vy les deux premiers sommets capturés par v;.
Quand on considere le coup de v; vers v, puis vy, on note y la couleur
de v;, et 7 celles de v; et v;. On distingue maintenant quatre cas, selon
les couleurs de v; et v}:

Yoy % Y oy
2y Py Py
OR
v _ v _ v
| y > y ] y y ] y
CAS 1 CAS 2 CAS 3 CAS 4
F1G. 4.7 — Forte réductibilité joker lorsque Q est (1,v1,c)-réductible sans
joker

e CAS 1: ¢(vj) = 7 et c(vj) = y. On applique la (1,v1,c)-
réduction sur @, et lorsqu’il faut jouer de v; vers v;, on joue
vers v; & la place. A ce moment, on est siir que y n’est pas
rare sur (' et on applique la (1,v7,y)-réduction joker sur Q.
On joue ensuite de 'u;- vers v; et on poursuit I'exécution de
la (1,v1,c)-réduction sur Q.

e CAS 2: ¢(v;) = ¢(v}) = 7. On applique la (1,v1,c)-réduction
sur ) jusqu’au coup de v; vers vy (non inclus). On joue de v,
vers v; & la place. Puisque ¢(vy) ne peut pas étre rare sur Q'
a ce moment la, on applique la (1,v},y)-réduction joker sur
Q'. On joue ensuite de v}, vers v; et on poursuit exécution
de la (1,v1,¢)-réduction sur Q.
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o CAS 3: c(v;) = ¢(v}) = y. On applique la (1,v1,c)-réduction
sur () jusqu’au coup de v; vers v; (non inclus). C’est alors
que v; capture v; puis v}, de sorte & ce que c¢(v},) ne soit pas
rare. Le reste de 'exécution est identique au cas 2.

o CAS 4: c(vj) = y et c(v;) = 7. Si c(v}) = y, alors on joue
comme dans le cas 2. Dans le cas contraire, on joue comme
dans le cas 3.

4. @ n’est pas (1,v1,c)-réductible joker, et Q' est (2,v],c)-réductible.

Cette non-réductibilité de @ implique que c¢(v1) =T et ¢(v;) = ¢ pour
tout 7 > 1. Si Q' est (1,v],c)-réductible, on réduit @’ et on joue ensuite
de v} vers v1. Q devient alors monochrome, et on peut y appliquer la
(1,v1,¢)-réduction joker. Si Q' est (2,v],c)-réductible sans étre (1,v],c)-
réductible, on applique alors cette réduction et on choisit la seconde
pierre de couleur ¢. Soit U; le sommet sur lequel cette seconde pierre
se trouve. On joue ensuite de v} vers vy, et de 11; vers v;. () satisfait
maintenant les bonnes conditions pour appliquer la (1,v1,c¢)-réduction
joker.

5. @ n’est pas (1,v1,c)-réductible joker, et Q' n’est pas (2,v],c)-réductible.

Il existe quatre dispositions possibles sur @, qui vérifient ces condi-
tions:

G ) © )

Fi1G. 4.8 — Forte réductibilité joker dans les cas pathologiques

e La disposition (A) ne doit pas étre considérée. En effet, elle
ne vérifie pas les conditions de 1-réductibilité joker, puisque
c(v1) est rare sur @, et c(vy) # c.

e Dans la disposition (B), v} capture tout d’abord toutes les
pierres de @' en terminant par v),. Puis vy capture vy et
les conditions de la (1,v1,c)-réductibilité joker sont réunies

sur Q.
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e Dans la disposition (C), v; capture v, pour tout 2 < i < N.
On applique alors la (1,v],¢)-réduction joker sur @’. Pour
terminer, v1 est capturé par vy, v} et vy dans cet ordre.

e Dans la disposition (D), on utilise le cycle Hamiltonien H
pour appliquer la (1,vy_,¢)-réduction de Q' (d’apres le lemme
9). Puis v}y_; capture vy_; et on peut appliquer la (1,v1,c)-
réduction joker sur Q).

On prouve maintenant que (J,, est fortement 2-réductible. Sans
restreindre la généralité, on suppose que l'on souhaite laisser la derniére
pierre sur le sommet v1. On considére n’importe quelle disposition des pierres
sur @y, telle que @, \v1 ne soit pas monochrome. Soient c et ¢’ dans {0,1}, tels
qu’il existe deux sommets distincts de @), portant ces couleurs. On souhaite
montrer qu’il existe une suite de coups qui laisse une pierre de couleur ¢ en
v1, et éventuellement une seconde pierre de couleur ¢’ ailleurs.

On considére onze cas, en commencant par ceux ou (' est monochrome
(cas numérotés 1 a 5):

1. @' est monochrome de couleur y € {0,1} et @ est (1,v1,c)-réductible.

On considére une suite de coups issue de la (1,v1,c)-réduction sur Q.
On suppose tout d’abord que cette suite contient un coup d’un sommet
v; vers v; tel que ¢(v;) = 7 et ¢(v;) = y au moment de la capture. Dans
ce cas, on applique cette 1-réduction et au lieu d’exécuter ce coup, on
joue de v; vers vj. Puisque v; et v} sont adjacents, il existe alors un
cycle Hamiltonien sur @' ol v; et v sont consécutifs. v; peut donc
capturer tous les sommets de (' et terminer en v} avec la couleur 3. v’

capture ensuite v; et on continue ’exécution de la (1,v1,c)-réduction

sur Q).

On suppose maintenant que pendant la 1-réduction de @, il n’existe
aucun coup vers un sommet de couleur y. Cela impose immédiatement
que ¢ = y. Par ailleurs, cela implique aussi que tous les sommets de
Q@ sont de couleur 7, sauf un seul de couleur y, que ’on appellera v;.
La (1,v1,c)-réduction sur @) consiste alors en la capture de tous les
somimets par v; en terminant par v;. Sans restreindre la généralité, on
supposera que vy est I’avant-dernier sommet capturé dans la suite de
coups. Le schéma suivant indique alors la fagon de jouer pour conclure:
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F1a. 4.9 — 2-réductiblité forte: instance particuliére du cas 1

2. @' est monochrome de couleur y € {0,1} et Q est (2,v1,¢,7)-réductible
sans étre (1,v1,c)-réductible. Soit v; le sommet sur lequel se porte la
seconde couleur.

On applique alors une (2,v1,¢,v;,7)-réduction sur Q). On joue ensuite
de v; vers v}, et on utilise le cycle Hamiltonien ' de @’ (cf. lemme 9)
pour laisser la seconde pierre de couleur ¢ en vj,, (si ¢ =7) ou en
Vo (sic =y).

3. Q" est monochrome de couleur y € {0,1} et ¥ est rare sur Q, avec
¢(v1) # 7. On suppose aussi que @ n’est pas (2,v1,¢,7)-réductible. Cela
implique que ¢ = 7 et que ¢ = y (puisque ¥ est rare sur Q). Soit
v; le sommet de @ tel que c¢(v;) = y. La figure 4.10 illustre une telle

configuration:

Q . Q
Q . Q

Fic. 4.11 - 2-
Fic. 410 - 2- ,G . ¢
, e réductiblité  forte:
réductiblité  forte:

cas 4

cas 3
)

Puisque ¢ = 7 et ¢ = y, on sait que Q est (2,v1,¢,c')-réductible. On
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considére le premier coup d’une telle réduction: parce que c(v;) est
rare, il s’agit de la capture d’un certain sommet v; par v;. Au lieu
d’effectuer ce coup, v; capture plutot v] et utilise le cycle Hamiltonien
H de Q' pour effectuer une (1,v},7)-réduction. On joue ensuite de v}
vers v; puis on acheve la (2,v1,¢,c')-réduction de @ pour conclure.

4. @' est monochrome de couleur y € {0,1} et c(v1) = y est rare sur Q)
(cf. fig 4.11).

Tout d’abord, on suppose ¢ = y. Pour tout 2 <4 < N, v; capture v].
On utilise ensuite le cycle Hamiltonien ' de Q' pour laisser la seconde
pierre de la bonne couleur (en vy ou vy_1 selon c).
Sic¢ =7, alors vy capture tout d’abord v;. Puis v; capture v} pour tout
2 < 1 < N. Les conditions sont maintenant réunies pour appliquer une
(2,v},y,¢')-réduction sur Q’. Les deux derniers coups seront v vers vy,
puis v vers v .

5. @' est monochrome de couleur y € {0,1} et @ est monochrome de
couleur 7.

On suppose tout d’abord que ¢ = y. On joue de vy vers vy, puis de
vy _q vers vy_1. On utilise ensuite le cycle Hamiltonien H' de @’ pour
le réduire & une seule pierre de couleur ¢’. Le cycle Hamiltonien de @
permet enfin & vy_1 de capturer toutes les pierres en terminant par
v1.

Si ¢ =7, on joue de v} vers vy, puis de vg vers vy. Pour tout 2 < i < N,
chaque sommet v; capture v,. On utilise enfin le cycle Hamiltonien H
de @' pour que v} le réduise & une seule pierre de couleur ¢'.

Dans les cas suivants, on considérera que @' n’est pas monochrome.

6. On suppose que @ est (1,v1,c)-réductible et que Q' admet une couleur
rare.

On applique alors la (1,v1,c)-réduction sur @ et on utilise le cycle
Hamiltonien H' de Q' pour laisser la seconde pierre de couleur ¢ en
! !
Vi1 OU Uiy
7. On suppose que @ est (1,v1,c)-réductible et que les deux couleurs sont
communes sur '.

On considére une succession de coups issue de la (1,v1,c)-réduction
de Q). Puisque @ est 1-réductible, il existe un sommet v; qui capture
au moins deux autres sommets avant d’étre (éventuellement) capturé.
Soient v; et vy les deux premiers sommets capturés par v;. Quand on
considere le coup de v; vers v;, puis vk, on note y la couleur de wv;,
et 7 celles de v; et v. On distingue maintenant quatre cas, selon les
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couleurs de v} et ’U;-:

Yoy % %oy % %oy % Yoy
b y—>Y ¥ Y8y ’ Y8y ypYy 8y 99 '
\‘lyéy \zI Vly y ’ Vly Y \tl Vly !

CAS 1 CAS 2 CAS 3 CAS 4

Fi1G. 4.12 — 2-réductiblité forte: cas 7

e CAS 1: ¢(vj) = 7 et c(vj) = y. On applique la (1,v1,c)-
réduction sur @) jusqu’au coup de v; vers v; (non inclus). Ce
coup est remplacé par les captures de v; par v;, et v} par v;.
Apres cette opération, les deux couleurs restent communes
sur @), et on peut donc appliquer la (1,v5,y)- ou (2,v},,y.¢)-
réduction sur @’. On joue ensuite de v}, vers vy et on termine
Pexécution de la (1,v1,c¢)-réduction sur Q.

e CAS 2: ¢(v]) = ¢(v;) = 3. On applique la (1,v1,c)-réduction
sur (), et au moment de jouer de v; vers vy, on capture v;- ala
place. Puisque y n’est pas rare sur ' apres cette opération,
on peut appliquer la (1,v;,y)- ou (2,v},y,¢')-réduction sur Q'.
On joue ensuite de v}, vers vy et on termine 'exécution de
la (1,v1,c)-réduction sur Q.

e CAS 3: c(v;) = c¢(v}) = y. On applique la (1,v1,c)-réduction
sur @) jusqu’au coup de v; vers v; (non inclus). Au lieu de ce
coup, v; capture v; puis vj. Si y n’est pas rare sur Q) apres
cette opération, alors on conlut comme dans le cas 2. Dans
le cas contraire, on utilise la chaine Hamiltonienne de Q' qui
commence en v; et se termine en vj, pour réduire @' & une
seule pierre de couleur y en v.. On joue ensuite de v}, vers
vk et on termine 'exécution de la (1,v1,c)-réduction sur Q.

o CAS 4: c(v;) = y et c(v;) = 7. Si la couleur § apparait
au moins trois fois sur Q' ou si ¢(v;,) = y, alors on joue
comme dans le cas 2. Dans le cas contraire, cela signifie que

c(v}) = c(v,) =7, et que les autres sommets de @' portent

J
la couleur y. On joue alors comme dans le cas 3.

8. On suppose ici que ¢(v1) n’est pas rare sur @ (qui peut éventuellement
étre monochrome). Cela signifie que @ est (1,v1,c¢)-réductible joker. Si
cette réduction n’utilise pas de joker, alors on se ramene aux cas 6 et 7.
On consideérera ici que le joker est utilisé pour changer la couleur d’un

certain sommet v; de d en d. On suppose aussi que @' est (2,v5,d,c)-

réductible (cela est vrai - entre autres - lorsque les deux couleurs sont
communes sur Q).
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On applique alors la (2,v; ,d,c')-réduction sur @'. Puis on joue sur @
selon la (1,v1,c)-réduction joker, en remplacant 1'utilisation du joker
par un coup de v} vers v;.

9. On suppose ici que c(vi) n’est pas rare sur @ et que @ n’est pas
monochrome. Comme précédemment, @Q est (1,v1,c)-réductible joker et
on considére que le joker est utilisé pour changer la couleur d’un certain
sommet v; de d en d. On suppose aussi que @' n’est pas (2,v] d,c)-
réductible. Il existe trois raisons pour expliquer cette non-réductibilité
de Q':

o c(v)) # d, d est rare sur Q' et ¢ = d. Sin > 3, on peut
alors utiliser le lemme 10 pour vider Q' et laisser @) avec les
deux couleurs communes. Il suffit ensuite d’appliquer une
(2,v1,¢,c')-réduction sur @ pour conclure. Dans le cas ou
n = 3, le lemme ne peut plus s’appliquer. On doit alors
considérer au cas par cas toutes les configurations sur Q3 qui
vérifient ces conditions et montrer qu’il est possible de faire
une 2-réduction. Les différentes configurations et la fagon de
jouer sont présentés sur le schéma 4.13.

F1G. 4.13 — 2-réductibilité forte: cas 9 sur Qs (1)

o c(vj) = d, et d est rare sur Q. Si n > 3, on joue comme
précédemment grice au lemme 10. Si n = 3, voici les cas

que ’on doit cas considérer:
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F1a. 4.14 — 2-réductibilité forte: cas 9 sur Qs (2)

A noter: la présence d’une double fleche indique que I'on
choisit qui capture qui en fonction de c.

® c(v;) = d, et d est rare sur Q)'. Sin > 3, on joue de maniére
identique aux deux cas précédents. Si n = 3, on considére

les dispositions suivantes:

c=y c=y

F1G. 4.15 — 2-réductibilité forte: cas 9 sur Qs (3)

10. On suppose maintenant que c(v1) = 7 est rare sur @), ou bien que
Q est monochrome. ' posséde quant & lui une couleur rare. Quatre
dispositions des pierres sont alors possibles:
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CAS 1 CAS 2 CAS 3 CAS 4

Fi1G. 4.16 — 2-réductibilité forte: cas 10

Voici comment jouer dans chacun des cas:

e CAS 1: ¢(v1) = 7 est rare sur @ et sur Q. Soit v} le som-
met de Q' qui porte cette couleur. Soit v;, , soit v;_; (ou
peut-étre les deux) est différent de v}. Sans restreindre la
généralité, on suppose que v; ; est différent de v;. Grace au
lemme 9, on applique une (1,vj,7)-réduction sur Q' puis
on joue de v; 41 vers v;41. Les deux couleurs sont mainte-
nant communes sur (), ce qui nous permet d’y appliquer
une (2,v1,¢,c')-réduction.

e CAS 2: ¢(v1) = 7 est rare sur @ et y est rare sur un cer-
tain sommet v, de Q'. Grice au lemme 9, on applique la
(1,0"i + 2,7)-réduction de Q' (on choisit de terminer sur un
sommet différent de v}). On joue ensuite de la méme fagon
que pour le cas 1. Cette opération n’est cependant pas pos-
sible lorsque n = 3 et avec la disposition suivante des pierres:

\Y ,
+1 \/I =

F1G. 4.17 — 2-réductibilité forte: cas 10.2 sur Q3

Dans ce cas, si (¢,c') # (y,y), on considére la suite de coups
suivante: vj | Vers vji1, v; Vers vh, vy Vers vy, et vy vers vs.
On utilise ensuite le cycle Hamiltonien H de ) pour conclure.
Si (¢,d!) = (y,y), on joue alors comme suit: grace au cycle
Hamiltonien de @', on applique une (1,v},7)-réduction sur
Q'. Puis on joue de ve vers vy, de v} vers vy, et de vy vers
v1.
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e CAS 3: @ est monochrome de couleur y et ¥ est rare sur un
certain sommet v} de @'. On joue de fagon identique au cas
1. A noter: le cas ¢ = ¢ = 7 n’est pas autorisé car 7 est rare
sur Q.
e CAS 4: () est monochrome de couleur y et y est rare sur un
certain sommet v; de @Q'. v} capture alors tous les sommets
de Q' & 'exception de v, et vj o, en terminant par vj_ .
Puis on joue de v, vers v; 3, de v, 5 vers v;;3, et de vj_
vers v;11. ' est maintenant vidé et les deux couleurs sont
communes sur Q. Il ne nous reste plus qu’a appliquer la
(1,v1,¢)- ou (2,v1,¢,¢')-réduction de Q.
11. On suppose que c¢(v1) = 7 est rare sur @, et que les deux couleurs sont
communes sur Q'
Si Q' est (1,07 _;,y)-réductible, alors on applique cette réduction et on
joue de vy, vers vy_1. Les deux couleurs deviennent alors communes
sur (), ce qui nous permet de le réduire comme voulu.
Dans le cas contraire, on applique une (2,vy_;,7,7)-réduction de Q'.
On note v, le sommet qui porte la seconde pierre. Si v} # v}, alors on
joue de vl _, vers vy_1, et de v} vers v;. Sin > 3, les deux couleurs
sont communes sur () apres cette opération, ce qui nous permet de
conclure. Si n = 3, alors y est rare sur @), et se trouve en v9 ou en vy.
Le cycle Hamiltonien de ) permet de conclure.
Dans le cas ol v'i = v}, on considére deux cas: si ¢ = y, alors on joue
de vq vers vy, de v} vers v1, et de vy vers v;. Le sommet U§V—1 capture
ensuite vy_1 et suit le cycle Hamiltonien H de @) pour capturer les
pierres qui s’y trouvent et laisser la derniere de la couleur ¢'. Si ¢ = 7,
alors on joue de vy vers vy, et de v] vers vy. vly_; capture ensuite
vy—1 et suit le cycle Hamiltonien H pour capturer les pierres restantes
en prenant soin de laisser la derniére de la couleur ¢’
O

Ces résultats nous prouvent que toute configuration non monochrome
sur un hypercube est 2-réductible. Cependant, ils ne nous permettent pas
de distinguer les configurations 1-réductibles de celles qui ne le sont pas.
On pourrait d’ailleurs se demander si tous les hypercubes ne sont pas 1-
réductibles. On a vu que ce n’est pas le cas pour ()2, mais peut-étre qu’a
partir d’un certain rang...La proposition suivante répond & cette question:
Proposition 6. Pour tout entier positif n, il existe une configuration non
monochrome de ’hypercube Q, qui n’est pas I-réductible.

Preuve. Cette preuve utilise un invariant défini par Demaine et al. dans
leur papier (cf. [DDF04]). En voici la définition: sur un graphe biparti G,
les sommets de chacune des deux partitions sont étiquetés 0 et 1. Soit une
configuration C' de Solitaire Clobber sur G, avec des pierres étiquetées 0 et
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1. Une pierre est dite "en opposition” si son étiquette est différente de celle
du sommet de la bipartition. On note §(C) la valeur suivante:

d(C) = nombre de pierres sur C + nombre de pierres en opposition

Dans leur papier, Demaine et al. ont montré que la valeur 6(C) mod 3 est
un invariant du jeu.

Soit n > 1 et on considere @, = @Qp—10K>. Comme précédemment, on
notera Q et Q' les deux copies de Q,_1. Puisque les hypercubes sont des
graphes bipartis, on choisit une bipartition de @Q,, telle que la moitié des
sommets de @Q soit étiquetée 0, et ’autre moitié 1. Idem pour @'. On choisit
ensuite une disposition des pierres sur (), telle que toutes les pierres de
couleur 0 appartiennent & @, et toutes celles de couleur 1 appartiennent a
Q@'. Dans ce cas, on a alors:

§(C)=2" 42" =327

Par conséquent, on a §(C) mod 3 = 0. Puisqu’une configuration avec une
seule pierre ne peut jamais vérifier §(C) mod3 = 0 (cf. [DDF04]), on peut
conclure. ]

4.3 Solitaire Clobber 2 sur les graphes de Ham-
ming généralisés
4.3.1 Introduction et notations

Les hypercubes sont des graphes de Hamming particuliers. On a vu dans
la partie précédente qu’ils sont 2-réductibles. Qu’en est-il de tous les autres
graphes de Hamming généralisés?

Par la suite, on va s’intéresser aux produits K,00G, ou G sera un graphe
fortement 1-réductible. Un tel produit contient n copies de G, qui seront
notées GG1...G,. Un sommet noté v; appartiendra & la ™€ copie de G.
Deux sommets notés v; et v; seront alors adjacents, puisqu’ils appartiennent
a la méme copie de la clique K,,. Notons aussi que vy définit un sommet
quelconque de Gy.

4.3.2 Les résultats

Lemme 12. Soit G un graphe fortement 1-réductible contenant au moins
quatre sommets. Alors le produit KoOG est fortement 1-réductible.

Preuve. On consideére le graphe KsOG, ou G est un graphe fortement 1-
réductible contenant au moins quatre sommets. Sans restreindre la généralité,
on suppose que ’on souhaite laisser la derniére pierre sur le sommet v1. Soit
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¢ € {0,1}. On considére n’'importe quelle disposition des pierres sur KOG
telle que KOG \ {v1} ne soit pas monochrome. On va maintenant prouver
que cette configuration est (1,v1,c)-réductible. Trois cas seront considérés:
1. G n’est pas monochrome.
Puisque G est de taille au moins quatre, il existe deux sommets de
méme couleur sur G \ v1. On les notera a; et by. Par un raisonnement
identique, on sait que ag ou by porte une couleur commune sur Go. Sans
restreindre la généralité, on suppose que c(az) est commune. Puisque
G- n’est pas monochrome, les conditions sont réunies pour y appliquer
une (1,a9,c(a1))-réduction, suivie de la capture de a; par as. Go ne
contient alors plus de pierres et les sommets a1 et b, sont de couleurs
différentes: on peut ainsi appliquer une (1,v1,¢)-réduction sur Gj.
2. G2 est monochrome de couleur y et G; \ v; n’est pas mono-
chrome
Cela signifie que G est (1,v1,¢)-réductible. On considére deux sous-
cas:

e Quand on considére une suite de coups issue d’une (1,v1,c)-
réduction de GG1, on suppose qu’a un moment donné, il existe
un sommet a; de couleur ¥ qui capture un sommet b; de
couleur y. On choisit alors d’appliquer cette réduction, et
au lieu de jouer de a1 vers by, on choisit de capturer as. On
applique ensuite une (1,bs,7)-réduction sur Qo. be capture
ensuite by et on peut poursuivre la (1,v1,¢)-réduction de Gj.

e On suppose qu'un tel coup n’existe pas. Cela signifie qu’il
y a un seul sommet de couleur y sur G;. On 'appellera a;.
Puisque G est au moins de taille quatre, a; doit capturer
consécutivement deux pierres pendant la (1,v1,c)-réduction.
On les appelera b; et ¢;. On va remplacer ces deux captures
consécutives par la suite de coups suivants: by capture aq
puis as. On applique ensuite une (1,c2,y)-réduction de G.
Il sufit ensuite de jouer ¢y vers ci, puis de poursuivre la
(1,v1,¢)-réduction de G;.

3. G, est monochrome de couleur y et G; \ v; est monochrome
Par hypothese, G1 \ v; est de couleur 7. Soit a; un sommet quelconque
de G \ vi. On fait maintenant ”comme si” a; était de couleur y.
Dans ce cas, G serait (1,v1,¢)-réductible et le premier coup d’une telle
réduction serait la capture par a; d’un certain sommet b;. On décide
alors de jouer de a; vers ag, puis d’appliquer une (1,b,,y)-réduction de
G5. En jouant ensuite de by vers by, on fait maintenant ”comme si” ce
coup était le premier d’une (1,v1,c)-réduction de Gi, ou a; serait de
couleur opposée.

O
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Théoreme 19. Soit G un graphe fortement 1-réductible contenant au moins
quatre sommets. Alors le produit K,OG est fortement 1-réductible.

Preuve. Par induction sur n. Pour n = 2, ce théoréme est vrai d’aprés le
lemme 12. Soit n > 2, et on suppose le résultat vrai au rang (n — 1).

On considere le graphe K,,[0G, ou G est un graphe fortement 1-réductible
contenant au moins quatre sommets. Sans restreindre la généralité, on sup-
pose que l'on souhaite laisser la derniere pierre sur le sommet vq. Soit
¢ € {0,1}. On considére n’importe quelle disposition des pierres sur K,0G
telle que K,,0G \ {v1} ne soit pas monochrome. On va maintenant prouver
que cette configuration est (1,v1,c)-réductible. Trois cas seront considérés:

1. Il existe i € [2...n] tel que G; est non monochrome.

Puisque G posséde au moins quatre sommets, il existe deux sommets
a; et b; tels que G; \ {ai,b;} ne soit pas monochrome. Pour les mémes
raisons, dans n’importe quelle autre copie G, c¢(a;) ou c(bj) (ou peut-
étre les deux) n’est pas une couleur rare. Sans restreindre la gnéralité,
on suppose que c(a;) est commune sur Gj. On commence alors par
appliquer une (1,a;,¢(a;))-réduction de G;, suivi d’'un coup de a; vers
a;. Le graphe restant est un K 10G non monochrome, ce qui permet
d’appliquer ’hypothése d’induction.

2. Pour tout i € [2...n], G; est monochrome de couleur y.
Si 'on supprime la copie Gy, la configuration est (1,v1,c)-réductible
d’apres ’hypothése d’induction. Dans cette réduction, il existe un coup
d’un certain a; vers un certain b; de couleur y, ou 1 < 7 < n. Quand on
rajoute la copie G, on applique la (1,v1,¢)-réduction comme si cette
copie était absente, et au moment de jouer de a; vers b;, on joue vers a,,
a la place. On enchaine par une (1,b,,y)-réduction rendue possible sur
Gy, puis b, capture b;. On n’a ensuite plus qu’a terminer ’exécution
de la (1,v1,c)-réduction.

3. Pour tout i € [2...n], G; est monochrome, mais toutes les
copies n’ont pas la méme couleur.
Soit y la couleur d’un sommet de G1 \ v1. Soient G; (i > 1) un copie
monochrome de couleur y, et G; (j > 1) un copie de couleur . Tous
les sommets de G; capturent alors toutes leurs copies dans G;. On se
raméne 3 un K, 100G les deux couleurs apparaissent en dehors de v;:
I’hypothése d’induction est applicable.

O

Ces résultats nous permettent d’affirmer que tout graphe de Hamming
contenant un K est fortement 1-réductible. Le reste de notre étude va alors
porter sur les graphes de Hamming produits de K5 et K3. Les trois lemmes
suivants vont nous conduire au résultat général:
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Lemme 13. Soit G le graphe produit KoOKj3 et v1 un sommet quelconque
de G. On notera G1 et Gy les deux copies de K3 qui constituent G. On fera
en sorte que Gy soit la copie qui contienne vy. Soit ¢ € {0,1}. Pour toute
configuration de jeu sur G telle que: (i) c(v1) n’est pas rare sur Gy et (ii)
K30OK>s \ v1 n’est pas monochrome, G est (1,v1,c)-réductible.

Preuve. Pour i € {1,2}, soient v;, u;, et w; les sommets de chaque copie G;.
Sans restreindre la généralité, on suppose qu’on veut laisser la derniére pierre
sur v1. D’apres (i), on peut supposer que vy et u; portent la couleur y. Soit
¢ € {0,1}. On va maintenant montrer que toute configuration satisfaisant
(i) et (i1) est (1,v1,c)-réductible. On considére plusieurs cas:

y _
A Vi) Wy w 0 v ouwd o w o vy ud w!
3 g g [¢] B—»B O —-— O —-«— O

y _ _

b) vlg u, g wlg d) Vig U o ng f) Vig U c)>/ &é’
o I £ o =—o o ° o— o

F1G. 4.18 — reduction de KoOK3g

e c(w1) = y et Gy est monochrome. D’aprés le lemme 5, G2 est
soit (1,u9,7)-réductible, soit (1,ws,7)-réductible. Sans restreindre
la généralité, on suppose que Gy est (1,u9,7)-réductible. On ap-
plique cette réduction et on joue de us vers uj. Les conditions
sont maintenant réunies sur la clique G; pour appliquer une
(1,v1,¢)-réduction.

e ¢(wi) = y et Gy is monochrome. D’apres (i7), G2 est mono-
chrome de couleur y. En fonction de ¢, on joue comme indiqué
sur les schémas (a) (c =y) et (b) (c =7) de la figure 4.18.

o c(wy) =7 et Gy est (1,v9,7)-réductible. On applique alors cette
réduction, et on joue de vo vers v;. G est maintenant (1,v1,c)-
réductible grace au lemme 5.

e c¢(w1) = 7 et Go is monochrome. On joue comme indiqué sur
la figure 4.18. Sur les schémas (c) et (e), on a ¢ = y. Pour les
schémas, (d) et (f), on veut finir avec ¢ = 7.

e c(w1) = 7 et c(vy) est rare sur Go. On peut alors toujours
jouer de ve vers ug ou wg, de telle sorte que c(uz) # c(u1) et
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c(ws) # c¢(wy) aprés un tel coup. On joue ensuite de ug vers us,
et de wy vers wi. D’aprés le lemme 5, on exécute ensuite une
(1,v1,¢)-réduction de Gj.

Lemme 14. K30OK3 est fortement 1-réductible.

Preuve. On considére le graphe K300 K3 dont v est un sommet quelconque.
On suppose que ’on souhaite laisser la derniere pierre sur le sommet v1. Soit
¢ € {0,1}. On considére alors n’importe quelle disposition des pierres sur
K30OKj telle que K3OK3 \ {v1} ne soit pas monochrome. On va maintenant
prouver que cette configuration est (1,v1,c)-réductible.

Parmi les six copies de K3 qui constituent ce graphe (trois ”horizontales”
et trois autres ”verticales”), il en existe une non monochrome qui ne contient
pas v1: on I'appelera G3. On appelle G la copie parallele qui contient v; et
G la derniére copie paralléle. G35 est alors 1-réductible avec n’importe quelle
couleur sur deux sommets possibles, qu’on nommera a3 et b3. Au moins un
de ces deux sommets est différent de vs. Sans restreindre la généralité, on
suppose que c’est la cas de ag.

Si G; \ v; n'est pas monochrome, on applique alors une (1,a3,c(az))-
réduction sur G puis on joue de ag vers ag. Si G1 \ v; est monochrome,
on applique une (1,a3,c(a1))-réduction sur G puis on joue de a3 vers as.
Dans les deux cas, on obtient une configuration sur un KoOKj3 sur laquelle
s’applique le lemme 13. O

Lemme 15. K3O0K30K5 est fortement 1-réductible.

Preuve. On considére le graphe K3OK30Ky dont vy est un sommet quel-
conque. On suppose que ’on souhaite laisser la derniére pierre sur le sommet
v1. Soit ¢ € {0,1}. On considére alors n’importe quelle disposition des pierres
sur K3OK3OK, telle que K3sOK3OK, \ {v1} ne soit pas monochrome. On
va maintenant prouver que cette configuration est (1,v1,c)-réductible.

On appelle G la copie de K3 qui contient v1. G, G3, et G4 sont les trois
autres copies de K3, GG3 étant celle qui ne contient aucun sommet adjacent
a v1. On distingue deux cas:

e Le graphe privé de G; n’est pas monochrome.

Cela signifie qu’il existe une copie non monochrome de Ks[OKj3
ne contenant pas G1. Sans restreindre la généralité, on suppose
que c’est le cas de celle constituée par G3 et Gjy.

On suppose tout d’abord que les deux sommets a; et by de G1\v;
sont de méme couleur. Au moins un des deux sommets copies aq4
et by porte une couleur commune sur G4. On suppose que c’est le
cas de a4. Les conditions sont réunies pour utiliser le lemme 13, et

appliquer une (1,a4,c¢(aq))-réduction de G3UG4. Puis wy capture
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wy. G1 U Ge \ v1 n'est plus monochrome et ¢(v1) est commune
sur G1. Cela signifie que G1 U G est (1,v1,¢)-réductible.

e Le graphe privé de G; est monochrome de couleur y.
Alors G \ v; contient un sommet de couleur y. Par ailleurs, on
notera z la couleur initiale de v1. La fagon de jouer pour résoudre
ce probléme est décrite sur le schéma 4.19:

g O " 9 O=———"—5 v |
Sy Sy
o=——6 10 oi @ . Eo s oi
y y . : v y o—
o——+—>o0 E o——+—>o0 '
y\ by y\ Doy

o— =0 1O s o! o— =0 1O s o!

Fi1c. 4.19 — 1-réduction de K3OK3OK,

Dans les cas (a) et (c¢), on a ¢ = Z. On applique les captures
indiquées sur le schéma, qui laissent une pierre en v; et une
copie de KoOK3. D’apres le lemme 13, on peut (1,v9,Z)-réduire
cette copie, puis jouer de vy vers vy pour conclure.

Dans les cas (b) et (d), on a ¢ = z. Il suffit de suivre les coups
indiquées sur le graphique...

O

Ces derniers résultats nous permmettent de conclure sur les graphes de
Hamming en général:
Théoréme 20. Tout graphe de Hamming généralisé qui n’est ni un hyper-
cube, ni Ks(K3, est fortement 1-réductible.
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On peut noter que KsOK3 est 1-réductible pour toute coloration non
monochrome, et aussi 1-réductible joker.

4.4 Conclusions et perspectives

Lorsque l’on choisit d’étudier un nouveau jeu comme celui du Solitaire
Clobber 2, le nombre de directions est tellement vaste qu’on peut s’attendre
a rencontrer plusieurs impasses...La résolution rapide du probléme sur les
chaines et les cycles nous a naturellement motivé et incité & poursuivre nos
recherches sur ce jeu. J’avoue que les résultats se sont relativement bien en-
chainés; le cas des arbres a sans doute été le plus laborieux, d’autant plus
qu’on hésitait entre un probléme polynomial ou NP-complet. Les graphes de
Hamming généralisés ont sans doute été la partie la plus amusante de nos
investigations.

Ceci dit, d’autres recherches sont encore en cours et certaines questions
n’ont pour le moment toujours pas de réponse. Au sujet des hypercubes, on
ne sait par exemple toujours pas caractériser les configurations 1-réductibles.
Par ailleurs, le probléme sur les grilles n’a toujours pas été résolu. On sait y
répondre lorsque la configuration initiale est un échiquier, mais dans le cas
général, cela reste ouvert. Nous pensons qu’a partir d’un certaine taille, les
grilles sont fortement 2-réductibles. Cependant, nos techniques de preuve
développées ici ne suffisent pas pour en étre certain. La derniére étude
en cours est celle de la grille multidimensionnelle ou la disposition est en
échiquier.
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Conclusion

Dans cette theése, nous avons étudié les jeux combinatoires dont le sup-
port est un graphe, et impliquant deux puis un seul joueur. Dans le premier
cas, il s’agissait surtout d’une étude des positions perdantes et gagnantes
des jeux choisis. Dans le second cas, on se rapproche plus d’un probléme
d’optimisation combinatoire, pour estimer la valeur minimale d’une fonc-
tion objectif donnée.

Dans un premier temps, on s’est intéressé aux jeux qui entrent dans
la définition habituelle des jeux combinatoires & deux joueurs. Nous avons
donné plusieurs résultats généraux concernant une famille de jeux proche
du jeu de domination. Ce résultat offre des perspectives intéressantes quant
a la construction de nouveaux jeux, et il serait sans doute utile de pour-
suivre ’étude a la recherche d’exemples concrets qui justifient I'intérét de
I'opération twin and match.

Le jeu combinatoire qui nous a servi de fil rouge dans notre premiére
partie aura été le Wythoff’s game. Les diverses variantes que nous avons
proposées illustrent le type de domaine que nous pouvons rencontrer lors
de la recherche des positions perdantes d’un jeu. Si la vision "noyau de
graphe” est tres utile pour justifier de la nature perdante d’une position
de jeu, 'obtention d’une stratégie polynomiale s’effectue souvent a I’aide de
propriétés de théorie des nombres. Dans la plupart des variantes que nous
avons traitées (puissances du roi, jeu aux trois vecteurs avec 8 > a(2y—1)),
la caractérisation des P-positions est élégante. Dans les autres cas, on a été
limité par des problémes de théorie des nombres (notamment pour le jeu
[2,2,1]). Une étude de ce cas avec une connaissance plus approfondie des
séquences d’entiers permettrait d’accéder a un résultat complet sur le jeu
aux trois vecteurs. Par ailleurs, il peut sembler pertinent d’étendre 1’étude
des P-positions a celle des nimbers non nuls. Méme si au premier abord,
tous les jeux semblent différents, il se pourrait que ’équivalence apparaisse
a partir de certains rangs de «, 8, ou <. Enfin, il peut étre intéressant de
considérer une version bornée du jeu aux trois vecteurs: bien que les résultats
de convergence n’apparaissent pas immédiatement, on peut espérer obtenir
des propriétés semblables & celles obtenues avec les puissances du roi.
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Nous avons ensuite choisi d’étudier des jeux dont certains parametres ne
les font plus rentrer dans la catégorie des jeux combinatoires & deux joueurs.
Le premier exemple est le jeu du Pic’aréte, ou le gagnant est déterminé par
un nombre de points accumumlés au cours de la partie. On a montré que
I’étude de ce type de jeu n’est pas si éloignée de la précédente, de par 1'uti-
lisation d’une fonction ”valeur” de jeu. Dans la plupart des cas, on a su dire
quel joueur est en position gagnante. Seul un cas (tres) pathologique reste
en suspens. Nous avons aussi réussi a donner une estimation du nombre de
points que peut espérer obtenir chacun des deux joueurs. Affiner cette esti-
mation pour obtenir un encadrement de cette valeur reste un probleme tres
pertinent, mais qui nécessite de considérer d’autres parametres que ceux que
nous avons choisis.

La relaxation de la contrainte du nombre de joueurs nous a fait sortir
complétement des jeux combinatoires pour nous faire entrer dans le monde
des casse-tétes. A travers les exemples des Solitaire et Solitaire Clobber, on
voit que la recherche d’invariants est trés utile pour démontrer des propriétés
de non-existence. A propos du jeu du Solitaire sur un cycle avec un seul trou
vide au départ, 'obtention d’un invariant prouvant que les cycles de taille
impaire ne sont pas 1-réductibles reste un probléme ouvert.

Le jeu du Clobber étant tres récent, tres peu de résultats sont connus & ce
jour, c’est pourquoi il a été tres plaisant de s’aventurer sur ce terrain quasi-
inconnu. Nos résultats au sujet de Solitaire Clobber 2 proposent aussi bien
des aspects algorithmiques (valeur de réductibilité des chaines et arbres cal-
culées en temps polynomial), que des problémes d’existence sur des graphes
(2-réductibilité des graphes de Hamming). Ils ont été soumis dans deux jour-
naux ([ES06, PS06]). Des questions qui découlent directement de nos travaux
restent toutefois ouvertes: le probléme de la caractérisation des hypercubes
1-réductibles reste en suspens. On peut d’ailleurs se demander si I'utilisation
de l'invariant 6(C') ne peut pas nous étre utile pour résoudre ce probléme. Le
cas des grilles reste également ouvert. Dans un article récemment soumis (cf.
[LES06]), nous avons montré que les grilles d-dimensionnelles ou la disposi-
tion des pierres est en échiquier sont 1-réductibles lorsque §(C) mod 3 # 0.
Nous étudions actuellement le cas des grilles ou la disposition initiale est
quelconque, et espérons borner la valeur de réductibilité & une constante (2
a partir d’une certaine taille de grille?). Le champ des extensions possibles
pour ce jeu semble tres vaste; on pourrait par exemple aussi le considérer
sur d’autres types de graphes, comme la grille hexagonale ou triangulaire. Le
jeu sur les puissances de cycles peut également avoir un sens: quelle que soit
la disposition initiale des pierres, les cycles C(n,1) ne sont pas 1-réductibles,
contrairement aux cycles C(n,|[n/2]). Peut-on trouver la valeur minimum de
k pour laquelle C(n,k) est 1-réductible? De telles variantes nous améneraient
sans doute & déterminer un nouvel invariant pouvant s’appliquer sur des
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graphes non bipartis.
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