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INTRODUCTION 3

Chercher a construire le modele géométrique d’un objet est un probleme rencontré
dans de nombreux domaines tels que 'imagerie médicale ou la Conception Assitée par
Ordinateur (C.A.O.). L’intérét d’un tel modele est de pouvoir manipuler un clone virtuel
de I'objet pour y effectuer des calculs, pour le visualiser ou encore pour le modifier afin de
créer un nouvel objet a produire industriellement. Selon les domaines, plusieurs méthodes
d’acquisition de l'objet sont envisageables : stéréovision, capteurs mécaniques, imagerie
par résonance magnétique tridimensionnelle (IRM 3D)... La premiére donnée numérique
que I'on a de l'objet est alors soit un nuage de points de IR?, soit un ensemble de cubes
(éléments d’une grille tridimensionnelle nommés voxels).

Le passage de cette premiere donnée numérique a un modele géométrique de 1’objet
peut se faire de différentes facons selon la nature du modele choisi (surface implicite,
paramétrique. ..). Le choix du modele est arrété en fonction de l'utilisation que 'on veut
en faire. Par exemple, si ’on souhaite réaliser des tests de position de points par rapport a
la surface de ’objet, nous choisissons un modele de surface implicite. Au contraire, si I’on
souhaite plaquer une texture, c’est le modele par surface paramétrique qui est retenu.

Nous proposons, dans le cadre de cette these, d’explorer 'utilisation d’un modele issu
de la géométrie différentielle : la description d’une surface par un atlas de cartes.

Intuitivement, décrire une surface S par un atlas de cartes revient a la considérer comme
la surface de la terre dont nous possédons une description par un atlas géographique. La
propriété principale de celui-ci est qu’il est constitué de cartes qui se superposent partielle-
ment afin de permettre a 'utilisateur de se repérer d’une carte a ’autre. De plus, les cartes
qui se superposent décrivent, la ou elles se rencontrent, le méme objet : il s’agit donc d’une
description locale respectant la cohérence globale.

On peut alors imaginer les avantages d’un tel modele : il s’agit d’un modele paramétrique
par morceaux sur chacun desquels on peut travailler sans se soucier d’une quelconque perte
des propriétés globales (en particulier la régularité de la surface) puisque la cohérence entre
les cartes est intrinseque au modele.

Au-dela des utilisations que I’on peut envisager, il y a I’héritage de la géométrie différen-
tielle qui permet de définir rigoureusement des notions de continuité (nous préférerons le
terme de régularité) sur les surfaces. La description d’une surface par un atlas nous dispense
alors des multiples questions sur la régularité entre patches classiquement posées dans le
cadre des surfaces paramétrées par morceaux.

Nous proposons alors de construire, a partir des premieres données numériques de la
surface d’un objet, un modele géomé-trique fondé sur un atlas de cartes. Préalablement,
nous supposons connu un modele géométrique linéaire par morceaux qui interpole ces
données numériques. Plus précisément, il s’agit d’un maillage triangulaire M de IR® (pour
construire ce maillage, plusieurs méthodes sont connues parmi lesquelles nous pouvons
citer le Marching Cubes [LC87] qui procede sur des points positionnés sur une grille 3D,
ou d’autres méthodes plus générales [Att98, AB99, BC00, HDD"94]).

A partir de ce premier modele M nous construisons un modele plus économique en
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place et plus régulier en forme : une surface S décrite par un atlas de cartes. Pour cela,
nous commencons par approcher M par une famille de morceaux de plans appelés primi-
tives. Chaque primitive approche une région définie sur M et ces régions définissent un
recouvrement de M. La surface S est alors définie comme le raccord continu de ces primi-
tives. Ce raccord continu est défini par la combinaison convexe de points des primitives mis
en correspondance. La mise en correspondance est, elle, établie sur les domaines de IR? ou
les primitives sont paramétrées. Elle est définie par la construction de C*-difféomorphismes
entre des régions particulieres de ces domaines.

Nous observons donc que la construction de ce modele pose plusieurs problemes géométri-
ques auxquels nous proposons une solution innovante.

Ce document est composé de deux parties suivies de trois annexes. Dans la Partie I,
nous présentons le modele de surfaces fondé sur la description d’une surface par un atlas
de cartes, dans son double contexte : les modeles de surfaces utilisés en infographie et la
géométrie différentielle. La partie I comprend trois chapitres.

Dans le Chapitre 1, nous rappelons les modeles de surfaces les plus utilisés en informa-
tique graphique en nous attardant plus longuement sur les modeles paramétriques.

Dans le Chapitre 2, nous rappelons quelques rudiments de géométrie différentielle qui
nous permettent d'une part de définir le vocabulaire que nous utilisons dans ce mémoire,
et d’autre part de définir les notions de surfaces régulieres et quasi-régulieres.

Dans le Chapitre 3, nous proposons d’utiliser le modele de surfaces fondé sur la représen-
tation par un atlas de cartes en exposant ses avantages dans le cadre de 'informatique
graphique. Nous concluons ce chapitre 3 et donc la partie I, en proposant une méthode
de construction d’un tel modele de surfaces $ a partir d’une premiere surface : une 2-
triangulation M de IR3.

La méthode brievement décrite a la fin de la partie I et qui fait ’'objet de ce mémoire,
se décompose en trois étapes. Chacune d’entre elles pose un probléeme géométrique auquel
nous proposons une solution originale dans la Partie II de ce mémoire.

Dans le Chapitre 4, nous proposons la construction, dérivée de I’algorithme de segmen-
tation d’une image par division-fusion, d’un recouvrement particulier (on le qualifie de bien
formé) d’une surface triangulée qui est une variété de dimension 2 connexe et compacte.
Nous y démontrons entre autres que le nerf d’un recouvrement bien formé est une trian-
gulation combinatoire. Nous concluons ce chapitre par I'application que nous faisons de la
définition d’un recouvrement bien formé pour appprocher le maillage M par des primitives
planes, chacune d’entre elles approchant une région du recouvrement.

Dans le Chapitre 5, nous proposons la construction de I'approximation d’une couronne
polygonale du plan par une couronne continue paramétrée par un C'-difféomorphisme.
Cela nous est utile dans la construction de S pour mettre en correspondance les points des
primitives approchant M.

Dans le Chapitre 6, nous étudions le raccord de surfaces par combinaison convexe. Nous
mettons en évidence que ce concept, intimement lié & la représentation de surfaces par un



atlas de cartes, a déja été utilisé plus ou moins ouvertement. Ce raccord nous sert a fondre
les primitives en une surface réguliere en combinant les points mis en correspondance dans
le chapitre 5.

Dans I’Annexe A, nous proposons un complément au chapitre 2 ou nous exposons
d’autres points de vue utilisés pour définir une variété, les procédés de construction des
variétés et enfin des notions liées a la définition d’une structure différentiable sur une
variété.

Dans I’Annexe B, nous proposons un complément au chapitre 4 ou nous démontrons
une propriété simple utilisée dans ce chapitre.

Enfin, dans I’Annexe C, nous complétons le chapitre 6 en établissant plusieurs conditions
qui nous permettent de définir la paramétrisation d’une couronne par un C'-difféomor-
phisme.
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Premiere partie

Un nouveau modele pour représenter
la surface d’un objet tridimensionnel






Introduction

Dans cette premieére partie, nous présentons un nouveau modele de surfaces fondé sur la
représentation par un atlas de cartes, notion issue de la géométrie différentielle. Pour cela,
nous présentons dans le chapitre 1 les différents modeles utilisés en informatique graphique.
Nous nous attardons plus longuement sur les représentations paramétriques.

Nous rappelons ensuite dans le chapitre 2 quelques notions issues de la géométrie
différentielle qui nous permettent de définir les surfaces régulieres et quasi-régulieres.

Enfin, ayant ainsi mis en place tous les éléments nécessaires, nous exposons dans le
chapitre 3 le nouveau modele de surfaces. Nous y proposons également une méthode pour
construire un tel modele a partir de données 3D ayant été interpolées au préalable par un
maillage triangulaire.

La deuxieme partie de ce mémoire reprend les différentes étapes de cette construction
apres avoir résolu les problemes géométriques que chacune d’entre elles rencontre.
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Chapitre 1

Représentation des surfaces en
informatique graphique

1.1 Introduction : quels besoins ?

Nous proposons un rapide tour d’horizon des représentations de surfaces utilisées en
infographie. De multiples états de ’art peuvent étre trouvés. Aussi avons-nous préféré ne
pas entrer dans les détails, vous invitant & consulter les ouvrages de référence [FvDF194].
En revanche, nous proposons une lecture originale de ces représentations : nous précisons
quelle est la nature, en termes de géométrie différentielle, des objets représentés. Cela nous
permettra d’établir dans le chapitre 3 quelle est la représentation la plus adaptée aux
surfaces régulieres définies par la définition 25 dans le chapitre 2.

En infographie, on cherche a représenter des surfaces soit pour modéliser des objets
existants, soit pour synthétiser des objets virtuels. Dans le premier cas, ’acquisition d’un
objet existant ne peut se réaliser exactement : il faudrait une infinité de points. C’est
pourquoi la surface est alors définie comme l’interpolation ou ’approximation d’un nombre
fini de points relevés sur l'objet par des techniques telles que le scanner 3D. Dans le
deuxieme cas, I'utilisateur définit sa surface en assemblant des primitives issues de classes
de surfaces prédéfinies.

Dans les deux cas, la représentation pose deux problemes successifs : ’établissement
d’un objet mathématique (qui constitue la modélisation d’un objet existant ou l'objet
virtuel lui-méme), puis la visualisation de celui-ci. Pour ce deuxiéme probléme encore, on
ne peut visualiser exactement un objet mathématique continu sur la trame discrete des
pixels d'un écran. Nous évoquerons rapidement ce probleme dans ce chapitre.

Enfin, il existe trois familles d’objets mathématiques utilisés pour modéliser une surface
en infographie : les surfaces implicites, les graphes de fonctions définies sur JR? & valeurs
dans IR, et les surfaces paramétriques. Nous évoquons rapidement les deux premieres avant
de nous pencher plus longuement sur les surfaces paramétriques parmi lesquelles nous trou-
vons les surfaces régulieres.

11



12 REPRESENTATION DES SURFACES

REMARQUE —

Un méme objet peut admettre une représentation implicite, paramétrique ou
étre interprété comme le graphe d’une fonction. Pour illustrer ce propos, considérons
une fonction h définie sur IR? et & valeurs dans IR. I’ensemble des points

{(J:,y,z), (z,y) € R*: z = h(ac,y)}

est le graphe de h. Cet ensemble peut se réécrire comme une surface pa-
ramétrique sous la forme

{(z,y,2) :x =u,y =v,2 = h(u,v)}

Enfin, il s’agit également des points de la surface implicite définie par V =
f71(0) avec f(z,y,2) = h(z,y) — 2.

1.2 Surfaces implicites

Les surfaces implicites jouant un role de plus en plus important en infographie, il nous
a semblé indispensable de les évoquer. Mais parce que les surfaces régulieres ne sont pas
des surfaces implicites a priori, nous ne rentrons pas dans les détails.

Une surface implicite est définie comme 1’ensemble des points (z,y, z) de IR? tels que
f(z,y,2) =0, f étant une fonction implicite (Théoréme 3, page 34).

A partir de cette définition générale, les divers modeles utilisés en infographie corres-
pondent aux différentes définitions que I’on peut donner pour f. Nous en présentons ici
trois grandes familles. La plus simple est de définir f comme un polynéme. Les surfaces
générées sont des surfaces simples que ’on peut utiliser comme objets élémentaires pour
un assemblage ultérieur. Ce sont par exemple des ellipsoides si,

./172 yQ Z2
flay2)=s+5+5

ou a, b et ¢ sont des constantes.

Aussi, un assemblage de tels objets élémentaires peut ne pas étre satisfaisant, méme s’ils
s'interpénetrent. Un controle plus avancé de la forme de la surface est alors indispensable
pour modéliser des surfaces complexes (avec trous et embranchements par exemple). L’idée
est alors de définir f comme un champ gravitationnel défini par un ensemble fini S de points
s;. Chaque point s; a un champ propre f; qui décroit a mesure que I’on s’éloigne de s; et f
est définie en tout point P de IR? comme la combinaison de ces champs propres. Dans les
premiers modeles, la combinaison est une somme :

f(P)=>"fi(P)

S$;€ES
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2338300

Fic. 1.1 - Des surfaces implicites simples (image de B. Wyvill,
www.cpsc.ucalgary.ca/~blob)

Les champs propres peuvent étre a portée infinie comme pour le “Blobby model” [Bli82]
ol, en notant r; la distance séparant P de s; et a étant une constante,

u a portée bornée par une constante R; comme pour les “Meta-balls”[NHK'85] ou, si
ER fi(P) = 0 et sinon,

6 4 2

7.

ou a b c et d sont des constantes. De plus, les champs propres peuvent étre a contribution
négative ou définis non pas en fonction de la distance a un point s; mais en fonction de la
distance & une primitive plus complexe (une courbe par exemple).

Les surfaces implicites ont pour avantage le calcul aisé de la normale a la surface en
un point (section 2.4.1) et 1'évaluation rapide de la position d’un point de IR® & I'intérieur
(f(P) < 0), sur (f(P) =0), ou & l'extérieur (f(P) > 0) de la surface. De plus elles sont
particulierement bien adaptées a la représentation d’objets qui changent de topologie au
cours du temps.

En revanche, elles demandent I'introduction de contraintes pour représenter des surfaces
ouvertes (une calotte sphérique par exemple) et il semble délicat de les visualiser en temps
réel sans passer par une approximation polygonale. Enfin, leur définition étant implicite,
la modélisation de la surface se fait indirectement : on positionne des points, on détermine
leur champ propre et I'on regarde le résultat. Au contraire, les surfaces paramétriques
proposent une approche directe et un controle plus important sur la forme de la surface
modélisée.
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1.3 Graphe d’une fonction

Un deuxieme type de représentation des surfaces est de les considérer comme le graphe
d’une fonction h définie sur IR? et & valeurs dans IR. Cela revient & définir une altitude
en tout point (u,v) d’'un domaine de IR?. Cette représentation constitue donc le modéle
naturel pour représenter un terrain. Malheureusement bien des surfaces, a commencer par
la spheére, ne peuvent étre représentées par le graphe d’une fonction. C’est pourquoi nous
sommes amenés a définir les trois coordonnées des points d’une surface comme des fonctions
des deux parametres (u,v), soit une représentation paramétrique.

1.4 Surfaces paramétriques

Une surface paramétrique est un ensemble de points de IR® dont les coordonnées sont
des fonctions de deux variables appartenant & un domaine 2 de IR? :

{(z(u,v), y(u,v), 2(u, v)); (u, v) € 0}

Nous commencons par présenter les B-splines, surfaces paramétrées certainement les plus
utilisées en infographie, mais insuffisantes pour représenter des surfaces de topologie quel-
conque. C’est pourquoi nous présentons les surfaces paramétrées par morceaux en souli-
gnant les problemes de continuité que cela pose.

1.4.1 Vers les surfaces réguliéres : les B-splines

Parmi les surfaces paramétrées, les plus utilisées en infographie sont sans conteste les
B-splines. Nous proposons une présentation rapide de ces surfaces en commencant par en
exposer le principe pour les courbes.

1.4.1.1 Courbes paramétrées

Une courbe paramétrée est un ensemble de points dont les coordonnées sont données
par des fonctions d’un méme parametre ¢, ¢ € [0; 1]. On pourrait bien évidemment envisager
des fonctions dépendant de parametres différents et qui appartiennent a d’autres intervalles
que [0;1]. Cette généralisation est aisée et n’envisager que ce cadre simple n’altere donc
en rien notre propos. Nous notons P(t) les points de la courbe, P étant un vecteur dont
chaque élément est la fonction paramétrant la coordonnée correspondante. De méme, nous
notons P’'(t) le vecteur des dérivées des fonctions. Ce vecteur est le vecteur tangent a la
courbe au point P(t) lorsqu’il n’est pas égal au vecteur nul.

Interpoler deux points : Conditions d’Hermite On peut dessiner une courbe qui
interpole des points donnés ou qui les approche. Dans le cas d’une interpolation, la situation



1.4. SURFACES PARAMETRIQUES 15

Qo

P, P,
Ps

P,
° Q3

FiG. 1.2 — Interpolation de conditions d’Hermite par une courbe de Bézier

minimale est de joindre deux points Py et P; de IR3. La solution la plus simple est le segment
de droite dont ils sont les extrémités (on nomme le deuxiéme sommet P; pour homogénéiser
les écritures avec le paragraphe suivant). Aussi, lorsque ’on souhaite préciser dans quelle
direction la courbe part d’un point et dans quelle direction elle arrive au deuxieme, on pose
des conditions de tangence. En notant )y et (03 les vecteurs qui représentent ces directions
en Py et P; respectivement, P(t) doit étre tel que

P'(0) = Qo
P) = Q

La solution la plus simple est de définir les trois coordonnées de P(t) par les uniques
polynomes de degré trois qui satisfont ces quatre conditions. La courbe obtenue est une
courbe d’'Hermite cubique (figure 1.2).

Interpoler deux points : Courbe de Bézier En pratique, la facon la plus aisée pour
déterminer ces directions est de dessiner les vecteurs qui représentent les directions de
départ et d’arrivée; autrement dit de déterminer deux autres points (figure 1.2). Si donc
I’on se donne quatre points Py, P;, P, et P3, la courbe qui interpole P, et P5 telle que sa
direction de départ soit PO_Pl et sa direction d’arrivée PQ_P3 est appelée courbe de Bézier. Elle
est identique & la courbe d’Hermite interpolant ces mémes conditions (avec Qo = 3(P— FPp)
et Q1 = 3(P3—P,)). L’écriture de P peut étre matricielle. En effet, les fonctions coordonnées
étant des polynomes de degré 3, elles sont des combinaisons linéaires des fonctions 1, ¢, ¢
et ¢3. En notant

il existe une matrice C' telle que
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Aussi, cette matrice C' dépend des conditions de position et de tangence. On peut montrer
que cette dépendance est linéaire. En notant

G:[POP1P2P3]
il existe donc une matrice M telle que
C=GM

Ainsi on peut écrire tout point P de la courbe comme une combinaison des points P;
i€{0,...,3}:

P(t) = GMT(t) (1.1)
GB(t) (1.2)

= iPiBi(t) (1.3)
Bi(t) = Cit'(1—-1t)*"

Les fonctions B;(t) constituent ainsi une nouvelle base de I’espace des polynomes de degré
3 appelée la base de Bernstein.

Interpoler plus de deux points : Polynéme de Lagrange Nous cherchons a présent a
faire passer une courbe par plus de deux points. Notons ces n+1 points P;, i € {0,...,n}, et
t; la valeur du parametre telle que P(t;) = P;. On dit que la paramétrisation est uniforme si,
pour tout i de {0...n}, t;41 —t; est constant (on prend alors ¢; = ). Une premiére solution
est de choisir une courbe qui soit paramétrée par un polynome de degré n interpolant ces
conditions de position, tel que le polynome de Lagrange :

P(t) = i (M) P,

— \ It — 1)
Mais plus le nombre de points est important plus les oscillations que la courbe doit suivre
pour passer par tous les points sont grandes (figure 1.3).

Interpoler plus de deux points : Fonction spline Une premiere idée est alors de
définir la courbe par morceaux : un morceau par couple (P;, P;11). On se rameéne alors au
probléme d’interpolation de deux points que ’on sait traiter. En particulier, si ’on souhaite
une courbe lisse et non une ligne brisée, il faut poser des conditions de tangence en chacun
des points. On choisit généralement les conditions qui minimisent la flexion de la courbe
entiere ( fol ||P"(t)]|?dt). La courbe obtenue est alors appelée une spline. Ce terme provient
de la charpenterie de marine. Une spline était une planche de la coque d’un bateau, mise en
forme par pression exercée en certains points des chevrons qui composaient la charpente de
la coque. Sa propriété de minimisation de la flexion était particulierement précieuse pour
fagonner une coque au profil idéal.



1.4. SURFACES PARAMETRIQUES 17

F1Gc. 1.3 — Deux interpolations polynomiales. A gauche le schéma de ce que serait I'in-
terpolation par un polynome quelconque. A droite 'interpolation par une fonction spline.

Py

P(] Pn—l

F1G. 1.4 — Une courbe de Bézier interpole les points extrémes et approche les autres.

Approcher plus de deux points : Courbe de Bézier Une autre idée serait de
généraliser les courbes de Bézier a n + 1 points.

Pt =Y PBi()

avec

Bi(t) = CH' (1 —t)"*

Mais cette courbe ne passe que par P, et P, et approche les autres points. Cette courbe
est donc intéressante si notre but n’est pas de tracer une courbe qui passe exactement par
les points mais qui les approche (figure 1.4).

Aussi, comme toutes les fonctions de la base de Bernstein B; sont définies sur l'intervalle
de paramétrisation tout entier [0; 1], changer la position d’un point P; modifie la forme de
toute la courbe. De méme, ’ajout d’un nouveau point P;, pour donner plus de détails
localement par exemple, entraine la modification du dessin de toute la courbe.

L’idée est alors de définir des fonctions de base B; a domaines plus restreints. Le point
P; associé aura donc une influence localisée sur le dessin de la courbe : seuls les points P
dont le parametre ¢t appartient au domaine de B; seront dépendants de la position de P;.
Cette idée est réalisée avec les B-splines.



18 REPRESENTATION DES SURFACES

B4,(t) B, (1)

to 1
FiG. 1.5 — Base B-spline des polynoémes de degré 3.
P, P,

S T~ \ P

P_3

Fi1c. 1.6 — Courbe B-spline de degré 3.

Approcher plus de deux points : B-spline  Une B-spline est une spline en ce sens
qu’elle est paramétrée par morceaux, chaque morceau étant exprimé dans une base parti-
culiere de polynémes (différente de la base de Bernstein), d’oti leur nom (d’origine anglaise) :
Basis-spline. Les fonctions constituant une base dépendent des pas de parametre ¢; : il y
aura donc une base différente pour chaque intervalle [t;, t;11] sauf si la paramétrisation est
uniforme. La base de polynémes de degré k pour 'intervalle [t;,¢;11] est composée de &k + 1
fonctions notées BF! ... BF! (figure 1.5) qui sont définies récursivement sur [t;, ;4] par

1, site [t tin];

1 _ ’ iy Yi+1]

Bi(t) = {0, sinon. (14
t— tz‘ ti —1

BIY) = B+ T B, (15)
tz—Hc li tz—|—k+1 tz—|—1

La paramétrisation d’une courbe s’écrit alors sur [t;, ;1]

P(t) = Z P;B;(t)

j=i—k

On remarque en particulier que pour dessiner une courbe paramétrée de degré k sur un
intervalle [ty, 1], il est nécessaire d’avoir au moins &+ 1 points notés Py ... P, (figure 1.6).
Réciproquement, si I’on se donne n 4+ 1 points P_...P,_k, on dessine une courbe pa-
ramétrée de degré k sur n—k+1 intervalles. On peut également remarquer qu’une fontion
de base Bf(t) est définie sur les k+ 1 intervalles de ¢; & ;441 (figure 1.7). La position du
point P; influence donc le dessin de la courbe sur ces seuls k+1 intervalles. Réciproquement,
le dessin de la courbe sur un intervalle est déterminé par la position de k£ + 1 points P;.

De cette premiere définition des B-splines on définit de multiples courbes d’approxima-
tion. Si la paramétrisation est uniforme ou non, nous disons respectivement que la B-spline
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BZ4(t) BLy(t) BL,(t) By (t)

N

t s t o t to t t ts t4

F1G. 1.7 — Fonctions de base B-splines completes

est uniforme ou non uniforme. On peut également choisir des bases de fonctions non polyno-
miales mais rationnelles. Les fonctions rationnelles sont alors généralement écrites comme
une somme pondérée des fonctions d’une base polynomiale, un poids w; étant associé a
chaque point de controle P; :

Z;‘:i—k Pjw;B;(t)
Z;‘:i—k w; B;(t)
avec t € [t;,t;11]. Enfin, si la paramétrisation est non uniforme et les bases rationnelles,

la courbe est alors appelée une NURBS, acronyme de ’expression anglaise Non Uniform
Rationnal Basis Spline.

P(t) =

Surfaces paramétrées Apres ce tour d’horizon des courbes paramétrées utilisées en
infographie, il est temps de découvrir les surfaces paramétrées.

La stratégie employée est d’utiliser ce qui a été fait pour les courbes. Pour cela, les
surfaces sont définies comme le produit tensoriel de courbes de Bézier ou de B-splines :

P(u,v) = Z P;;B;(u)Bj;(v)

avec des points de controle organisés en une grille rectangulaire selon leurs deux indices
(figure 1.8). Notons qu’en pratique cette paramétrisation est codée sous forme de produit
matriciel pour chaque coordonnée x

P, =UTMTG,MV

ou, pour des courbes de Bézier cubiques,

S =

SIS
w o
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1.4.1.2 Propriétés des B-splines

Utilisation en informatique graphique D’un point de vue pratique, il est intéressant
de noter que l'image par une rotation, une translation ou un changement d’échelle de
la grille des points de controle d’une surface B-spline est la grille des points de controle
de I'image de cette surface par la méme transformation. Cette propriété d’invariance est
également valable pour les projections s’il s’agit d’une surface NURBS. Remarquons que
seules les NURBS permettent de dessiner des coniques (et donc en particulier des portions
de spheres). D’autre part, le calcul de la normale & une surface B-spline est assez aisé
puisque la normale est donnée par le produit vectoriel des dérivées partielles ‘Z—I: A %—1; ce
qui, pour des B-spline cubiques donne un polynoéme de degré cinq pour chaque coordonnée.
Rappelons que rien n’impose a P'(u,v) d’étre injective, et donc & ce produit vectoriel d’étre
nul, auquel cas la normale ne serait pas calculable.

Enfin, pour visualiser une telle surface, la stratégie habituellement adoptée consiste a
dessiner des courbes & u et v constants et suffisamment rapprochées pour que deux points
successifs appartiennent au méme pixel ou & deux pixels voisins. En supposant que la
visualisation d’un polygone plan soit une primitive graphique, on peut également dessiner
les carreaux dont les sommets sont des points de la surface a des valeurs de parametres pas
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trop éloignées.

Utilisation en optimisation D’autre part, si les B-splines peuvent étre choisies pour
dessiner des courbes et des surfaces en C.A.QO, elles peuvent également étre utilisées pour des
problemes classiques d’interpolation ou d’approximation. Dans ce cas, il faut différencier les
points de controle P; des points a interpoler. En effet, on résout généralement ce probleme
en trouvant les coordonnées des P, qui minimisent un critere dépendant des conditions
d’interpolation ou d’approximation. Enfin, les B-splines ont un avantage souvent décisif sur
les autres formulations polynomiales : elles s’adaptent tres facilement a une représentation
multirésolution [FB8&8|.

1.4.2 Paramétrisation par morceaux

1.4.2.1 Présentation

Les surfaces de Bézier ou les B-splines permettent donc de dessiner des surfaces en
positionnant une grille de points de controle. Mais toutes les surfaces ne peuvent étre
dessinées par un tel procédé. En effet, définir une grille de controle revient a dessiner des
carreaux de quatre cotés sur une surface en vérifiant les propriétés suivantes : leur union
recouvre la surface, I'intersection de deux carreaux est soit vide soit égale a une de leurs
arétes ou a un de leur sommet, chaque aréte appartient a deux carreaux au plus et relient
deux sommets, et enfin chaque sommet est le point de concours de quatre arétes (on dit
que le sommet est de valence quatre). En particulier, on ne peut dessiner de tels carreaux
sur une sphere (figure 1.9). On est alors obligé de découper la sphere et de la représenter
par morceaux.

Fi1c. 1.9 — Aucune partition de la surface d’une sphére ne peut étre composée que de
carreaux a quatre cotés et avoir tous ses sommets de valence égale a quatre. Celle dessinée
sur cette figure a ses sommets de valence égale a quatre. On pourrait envisager de remplacer
les quatre triangles de la calotte par une seule face a quatre cotés. Mais alors les sommets
marqués en noir auraient une valence égale a trois.
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De maniere générale, construire une surface paramétrée par morceaux revient a définir
un ensemble de pieces de surfaces délimitées par une succession d’arétes, chaque aréte étant
une courbe reliant deux sommets. Il faut de plus que deux pieces aient une intersection
qui soit vide ou égale a une de leurs arétes ou a un de leurs sommets, et que chaque aréte
soit commune a au plus deux pieces. Nous verrons dans le paragraphe suivant comment on
gere en pratique une telle structure. On utilise également le terme face pour désigner une
piece de surface.

Les maillages Une premiere famille de surfaces paramétrées est celle des polygones
maillés (ou maillage) pour lesquels toutes les pieces sont des morceaux de plan. Les trian-
gulations sont certainement les surfaces de cette famille les plus utilisées (figure 1.10). Les
pieces y sont toutes délimitées par trois arétes : ce sont donc des triangles.

F1c. 1.10 — Une triangulation

Aussi, on peut vouloir dessiner une surface qui soit plus lisse. Une premiere solution est
de définir cette surface comme la surface limite d’un processus de subdivision [DS78, Loo87,
DHL93]. On part d’un maillage Ty. On définit récursivement de nouveaux maillages T; tels
que T, soit défini en ajoutant de nouveaux sommets a 7;, calculés par des combinaisons
linéaires de sommets de T}, et reliés a ceux-ci par de nouvelles arétes et de nouvelles faces
qui viennent se substituer a des arétes et des faces de T; (figure 1.11). De plus, on peut
modifier la position des sommets hérités de 7, encore une fois par combinaisons linéaires
de sommets. Le maillage T;,1 est alors une version raffinée du maillage 7;. Pour certaines
combinaisons linéaires bien choisies, ce processus de raffinement converge vers une surface
limite qui est lisse. Un des intéréts de cette technique est que ’on peut arréter le processus
lorsque la résolution de la visualisation ne permet plus de distinguer 7;,; de 7;. On a alors
directement le polygone a visualiser comme approximation de la véritable surface. Enfin,
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F1c. 1.11 — Un maillage et ses raffinés successifs par un algorithme de subdivision de type
Doo-Sabin [DS78]

certaines surfaces B-splines peuvent étre exprimées comme surface limite d’un tel processus
de subdivision. L’inconvénient de cette technique est qu’en général, on ne connait pas de
paramétrisation de la surface limite. Cela peut étre génant si I’on a besoin de calculer la
position exacte d’un point de cette surface qui ne soit pas un sommet de 7;.

Pieces non planes : une continuité entre pieces a définir Une deuxieme solution
est de choisir des morceaux de surfaces qui ne soient pas plans pour les pieces d’une surface
paramétrée par morceaux. La difficulté est alors d’exprimer correctement une notion de
continuité entre les pieces partageant une aréte ou meéme seulement un point. Une solution
a été proposée par Hahn dans ses travaux avec Gregory [Hah89].

Hahn suppose chaque pieéce décrite par une fonction p; définie sur un domaine A;
de IR? et qui soit k-différentiable et de jacobien de rang 2 (soulignons que le domaine
est fermé). Il définit le secteur tangent de p; en un point de la frontiere de A; comme
I’ensemble des vecteurs tangents aux images par p; des courbes définies sur A; et issues
de ce point frontiere. Nous considérons deux pieces partageant une méme aréte notée E
dans 'une et F, dans 'autre. Supposons ces deux arétes paramétrées en fonction d’un
méme parametre s. ¢ est un C*-difféomorphisme de connexion de E; vers F, si c’est un
C*-difféomorphisme défini dans A; au voisinage de E; & valeurs dans A, au voisinage
de E, tel que ¢(E1(s)) = Es(s). Les deux pieces se joignent avec une continuité dite
géométrique GC* le long de FE s'il existe un C*-difféomorphisme de connexion ¢ telle que
O'p1(d(E1(5))) = pe(Ea(s)) pour tout j de 0 & k. Des pieces qui partagent un méme
sommet entourent celui-ci avec une continuité géométrique GC* s'ils se joignent avec une
continuité géométrique GC* le long des arétes aboutissant 3 ce point et si leurs secteurs
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tangents ne se superposent pas. Une maniere plus prosaique d’exprimer cette continuité
pour k£ = 1 est d’affirmer que les plans tangents définis pour chaque piéce en un point
d’une aréte commune sont confondus.

Pour des carreaux de Bézier ou des B-splines, cette continuité est assurée en superposant
des points de controle entre les pieces [Far82]. Notons que la continuité en un sommet
partagé par plusieurs carreaux demande quelques précautions et peut nécessiter I’ajout de
points de contrdle (et donc 'augmentation du degré des polyndmes paramétrant chaque
carreau).

Enfin, nous verrons dans le chapitre 6 qu’une derniere solution conservant la contrainte
des sommets de valence quatre est envisageable : la définition de pieces a n-cotés.

1.4.2.2 Une structure de données particuliére pour la représentation par mor-
ceaux

Choisir de dessiner une surface paramétrée par morceaux nécessite de coder la structure
de cette représentation par morceaux, autrement dit les pieces (ou faces), les arétes et les
sommets ainsi que les relations qui les lient : un sommet appartient a des arétes et des
faces, une aréte relie deux sommets et est partagée par deux faces, et une face est délimitée
par une succession alternée d’arétes et de sommets.

Plusieurs structures de données sont possibles. La solution que nous avons adoptée
est celle proposée par Baumgart [Bau75] et nommée la représentation demi-ailée. Chaque
aréte est dédoublée en deux arétes orientées en téte-béche auxquelles est rattachée une
seule face : la face qui contient l'aréte et qui se trouve a gauche de celle-ci (au sens donné
par son orientation). Une face est alors codée comme un pointeur sur une aréte orientée.
Une aréte orientée est codée comme quatre pointeurs : un sur la face incidente qui se trouve
a sa gauche, un sur le sommet d’otu elle sort (au sens de son orientation), un sur I’aréte
qui appartient a la face associée et qui sort du sommet extrémité de celle-1a (cela permet
de parcourir les arétes d’une face dans le sens trigonométrique), et un sur l'aréte qui lui
est téte-béche. Enfin, un sommet est codé comme un tableau de trois coordonnées et un
pointeur sur une des arétes orientées qui sortent de lui (figure 1.12).

F1c. 1.12 — Structure de données demi-ailée
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1.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce premier chapitre un rapide tour d’horizon des modeles de
surface utilisés en informatique graphique. Apres la courte évocation des modeles implicites
est des graphes de fonctions de IR? dans IR, nous nous sommes penchés plus longuement
sur les modeles paramétriques. Parmi ces derniers, ceux qui permettent la représentation
des surfaces les plus variées sont les modeles paramétriques par morceaux. Un des points
délicats a résoudre lors de I'utilisation de ces modeles est la continuité entre les morceaux.
Aussi ce probleme peut étre résolu dans le cadre d’un modele qui serait fondé sur la
représentation des surfaces par un atlas de cartes, représentation issue de la géométrie
différentielle. Nous proposons d’éclaircir ce dernier point dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Définition d’une surface en géométrie
différentielle

2.1 Introduction

La géométrie différentielle propose une solution élégante au probleme de continuité entre
les morceaux d’une surface paramétrée par morceaux : la représentation de surfaces par
un atlas de cartes, ou les morceaux se recouvrent partiellement. Pour préciser cela, nous
rappelons quelques notions de géométrie différentielle. Puis nous introduisons les notions
de surfaces régulieres et quasi-régulieres qui seront utiles pour caractériser les propriétés
de notre modele.

Pour amener a ces définitions, nous commencons par définir une variété abstraite. Parmi
les variétés abstraites, certaines rejoignent la notion intuitive que I’on peut avoir d’une sur-
face et parmi lesquelles on retrouve les surfaces implicites et les graphes de fonction évoqués
dans le chapite précédent : ce sont les sous-variétés de dimension 2 de IR®. Pour introduire
la notion de régularité d’une surface, nous étudions ensuite la notion d’espace tangent a
une variété. Enfin nous concluons ce chapitre par la définition des surfaces régulieres et
quasi-régulieres.

2.2 Variété abstraite

L’une des notions fondamentales de la géométrie différentielle est celle de variété abs-
traite. Nous rappelons dans cette section cette notion ainsi que celle d’un outil indispensable
a son étude : la partition de I'unité. Cet outil joue un role capital dans la construction de
notre modele de surface et plus précisément dans le raccord de surfaces par combinaison
convexe.

27
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2.2.1 Un espace topologique aux propriétés particulieres

La définition d’une variété abstraite admet plusieurs formulations, toutes équivalentes.
Nous n’en développons qu’une dans le corps de ce texte, vous invitant a découvrir les
autres en annexe A.1 ainsi que dans les divers ouvrages de référence [God71, L.S82, BG&7,
FK97]. La formulation la plus communément rencontrée, et présentée dans l'ouvrage de
D. Lehmann et C. Sacré [L.S82], peut étre résumée par ’expression suivante : un espace
topologique aux propriétés particulieres. Nous commengons donc par présenter ce qu’est un
espace topologique, puis nous détaillerons les propriétés qui en font une variété abstraite.

2.2.1.1 Définition d’une variété abstraite

Rappelons ce qu’est une topologie sur un ensemble E.
g

Définition 1 (Topologie) Une topologie sur un ensemble E est la donnée d’un ensemble
O de parties de E vérifiant les propriétés suivantes :

— La réunion de toute famille d’éléments de O appartient a O

— L’intersection de deuz éléments de O appartient a O

— E et la partie vide appartiennent a O

INTERPRETATION —

Donner une topologie sur un ensemble de points, c’est en quelque sorte décrire
leur agencement.

Cette notion permet de définir les objets topologiques élémentaires que sont les ouverts et
les applications continues.

Définition 2 (Ouvert) Les éléments de O sont appelés les ouverts de la topologie.

Définition 3 (Application continue) Une application ¢ : E — F est continue ssi pour
tout ouvert V de F, =1 (V) est un ouvert de E.

Définition 4 (Homéomorphisme) Soient E et F' deux espaces topologiques.

On appelle homéomorphisme de E sur F toute bijection continue de E sur F dont la
bijection réciproque est continue sur F.

Deuz espaces topologiques sont dits homéomorphes ssi il existe un homéomorphisme de l’'un
sur l'autre.

Nous avons a présent tous les éléments pour définir une variété abstraite :

Définition 5 (Variété abstraite) Une variété abstraite de dimension d est un espace
topologique tel que chacun de ses points admette un voisinage homéomorphe o IR®.
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L e

F1Gc. 2.1 — Une variété abstraite de dimension 1 est ce que 1’on entend généralement par
courbe (figure de gauche). Contrairement a ce que représente la figure de droite, c’est un
ensemble de points qui sont agencés de telle sorte qu’autour de chacun d’eux (au sens de
voisinage selon la topologie qui décrit leur agencement) ’ensemble ressemble & I’agencement,
des points de la droite IR.

2.2.1.2 Description d’une variété abstraite par un atlas

La description (ou définition constructive) d’une variété est précieuse pour son étude.
La description naturelle d’une variété est donnée par un atlas. Nous en présentons les
notions essentielles. Le nouveau modele de surface que nous proposons dans ce mémoire
est fondé sur ces notions.

Définition 6 (Carte locale) Une carte locale sur une variété abstraite X de dimension
d est un couple (U, ) tel que

— U est un ouvert de X appelé domaine de la carte locale

~ ¢ : U — Q est un homéomorphisme ot S est un ouvert de IR?

Définition 7 (Atlas) Un atlas sur X est une famille {(U;, v;)}
que X = J;c; Us.

il de cartes locales telles

Lorsque deux domaines U; et U; ont une intersection non vide, les ouverts de R? Q; et
(2; correspondants portent une méme information. Il est alors intéressant de définir une
correspondance réguliere entre ces informations redondantes.

Définition 8 (Changement de cartes) Un changement de cartes est défini entre deuz

cartes (Ui, i) et (Uj, ;) st UyNU; # 0 par i = 0;(U; NU;) — @;(U; N U;) telle que
-1

Vij = Pjo0¥; -

Définition 9 (Atlas de classe C?) Un atlas sur X est dit de classe CP si tous les chan-
gements de cartes sont des fonctions de classe CP.

REMARQUE —

Parce que les changements de cartes sont des applications entre ouverts de IR,
leur propriété d’étre de classe CP est bien définie.

Par contre la régularité des changements de cartes n’implique aucune notion de
régularité de la variété elle-méme. En particulier, un atlas de classe C'*° peut



30 GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Pij

F1c. 2.2 — De I’atlas géographique a I’atlas d’une variété abstraite

tres bien étre constitué de cartes dont 'homémorphisme ne soit pas de classe
C'. Nous étudierons une notion de régularité de la variété un peu plus loin dans
ce chapitre.

INTERPRETATION —
Les termes cartes et atlas n’ont pas été choisis par hasard : ils font évidemment
référence aux cartes et atlas géographiques, comme l'illustre la figure 2.2.

2.2.2 Partition de I'unité : Poutil liant le local et le global

A présent que nous avons défini les variétés abstraites, exposons un outil qui leur est
attaché : la partition de 'unité. La caractéristique principale de cet outil est qu’il permet de
faire le lien entre des notions locales et des notions globales définies sur la variété abstraite.

REMARQUE —

La notion de partition de I'unité n’est pas nécessaire a la définition d’une variété
abstraite, d’'une sous-variété ni méme d’une surface réguliere. Il s’agit juste
d’une notion dont nous nous servirons dans la partie II et qu’il nous a paru a
propos de présenter dans ce chapitre théorique.

2.2.2.1 Fonction plateau sur un espace localement compact

La brique élémentaire qui permet de construire une partition de ’unité est la fonction
plateau.
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Théoreme 1 Soit x un point d’une variété abstraite compacte X. Il existe deur ouverts
V, et W, de X tels que x € W, C V,, et une fonction f de X dans IR, CP-morphisme,
nulle sur X —Vy, égale a 1 sur Wy, et telle que 0 < f(2) <1 si z € V, — W,. On dit alors
que f est une fonction plateau en .

REMARQUE —

La notion de CP-morphisme sur une variété n’a pas encore été définie. En effet,
nous avons préféré l'introduire plus tard parmi les éléments de la structure
différentielle qu'une variété de dimension d hérite de IR? via les cartes. Nous
vous invitons donc a vous référer a la définition 68 (page 155).

La démonstration généralement utilisée pour ce théoreme se déroule en deux
temps. On commence par construire une telle fonction sur IR¢, puis on transpose
le résultat sur X via les cartes.

Le théoreme demande que X soit une variété abstraite compacte. Rappelons la définition
d’un espace compact.

Définition 10 (Espace compact) Un espace topologique E est compact s’il est séparé
et quasi-compact.

Définition 11 (Espace séparé) Un espace topologique E est séparé (au sens de Haus-
dorff) si pour tous x et y distincts appartenant o E, il existe des ouverts U et V' contenant
respectivement x et y tels que UNV = ().

Définition 12 (espace quasi-compact) Un espace topologique E est quasi-compact s’il
vérifie l’axiome de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement ouvert de E, on peut extraire un
recouvrement fini.

REMARQUE —

En fait la définition d’une fonction plateau ne nécessite pas que X soit compacte
mais seulement localement compacte (pour tout point z de X il existe un
compact contenant z et contenu dans X). Aussi, on peut montrer que toute
variété abstraite est localement compacte. On peut donc définir la fonction
plateau sur n’importe quelle variété abstraite.

2.2.2.2 Définition d’une partition de 1’unité

Nous pouvons a présent définir une partition de 'unité sur une variété abstraite com-
pacte [FK97].

Définition 13 (Partition de unité) Soit X une variété abstraite compacte décrite par
un atlas de classe CP. Soit une famille finie {U; : i € I} d’ouverts de X recouvrant X. Une
famalle de fonctions 1; : X — IR est une partition de I'unité subordonnée au recouvrement
{U; i € I} si elle vérifie les ariomes suivants :
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— le support de 1); est contenu dans U; ;
- 0 < () <1, quel que soit x de X ;
= Y ier Yi(x) =1, quel que soit x de X.

Ce qui nous permet d’établir le théoréeme suivant :

Théoreme 2 Soit X une variété abstraite compacte. Pour tout recouvrement fini U de X,
il existe une partition de ['unité subordonnée a U.

REMARQUE —

L’idée générale de la démonstration de ce théoréme est la suivante. La variété
étant compacte, on peut définir un nouveau recouvrement {V; : 7 € I'} de X tel
que V; C U;. On définit autant de fonctions plateaux ¢; égales a 1 dans V; et a
0 hors de Uj; et a valeurs dans [0; 1]. Les fonctions normalisées v; = @i/ D, ¢;
constituent alors une partition de I'unité subordonnée a {U; : i € I}.

En fait, la variété abstraite n’a pas a étre nécessairement compacte pour y
définir une partition de I'unité. Il suffit qu’elle soit séparée (pour définir des
fonctions plateaux) et séparable (pour que l'on puisse construire, & partir du
recouvrement {U; : i € I}, un recouvrement localement fini nécessaire a la nor-
malisation des fonctions ;).

Définition 14 (Espace séparable) Un espace E est séparable s’il existe un
ensemble B dénombrable de parties de E tel que tout ouvert de E soit une

réunion d’éléments de B. B est alors appelée base dénombrable de la topologie
de E.

Définition 15 (Recouvrement localement fini) Soit U = {U; :i € I} un
recouvrement d’un espace topologique E par des ouverts U;. Ce recouvrement
est dit localement fini, s¢ pour tout x de F, il existe un ouvert U de E contenant
x tel que U ne recouvre qu’un nombre fini des Uj.

2.3 Sous-variété

La deuxieme étape pour définir une surface réguliere est I’étude de variétés abstraites
particulieres : les sous-variétés. Parmi celles-ci, nous retrouvons les surfaces implicites et
les graphes de fonctions que nous avons rencontrés dans le chapitre 1.

2.3.1 Une variété héritant de la topologie de ’espace ambiant

Parmi les variétés abstraites, certaines ont leur topologie qui se confond avec celle de
I’espace ambiant : ce sont les sous-variétés.
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FI1G. 2.3 — A gauche V est une sous-variété de dimension 1 de IR?; & droite, W ne Dest
pas.

2.3.1.1 Définition d’une sous-variété

Définition 16 (Sous-variété) Soit X une variété abstraite de dimension n et Y une
partie de X.

Y est une sous-variété de dimension d de X si pour tout y € Y il existe une carte (U, )
de X en y au sens donné par la définition 6 telle que o(UNY) = o(U) N IRY.

Proposition 1 La topologie de variété abstraite de Y coincide avec la topologie induite
par celle de X.

En particulier, IR" étant une variété, nous avons les sous-variétés de IR™ définies par :

Proposition 2 Une partie V de IR" est une sous-variété de IR™ de dimension d de classe
CP si pour tout x de V il existe un ouvert U de IR™ contenant x et un difféomorphisme ¢
de classe CP de U sur ¢(U), ouvert de IR™, tels que o(UNV) = o(U) N R4,

La figure 2.3 présente, a gauche, une illustration de la définition d’une sous-variété V'
de dimension 1 de IR?, et & droite, une variété abstraite W de dimension 1 qui n’est pas
une sous-variété de IR%. Nous avons surligné en gras dans les deux figures un ouvert de la
variété contenant le point z et contenu dans un ouvert U de IR?. On peut constater que
dans la figure de droite, le voisinage du point = dans la variété W ne coincide pas avec le
voisinage de z au sens de la topologie de IR?, W NU. Ce n’est pas un voisinage au sens de
la topologie de IR?.
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X

F1c. 2.4 — A gauche une surface implicite définie comme une iso-surface du champ gravi-
tationnel di & un couple de points (image de B. Wyvill, www.cpsc.ucalgary.ca/~blob). A
droite, le graphe d’une fonction.

2.3.1.2 Exemples : graphe d’une fonction et fonction implicite

Nous retrouvons ici deux objets rencontrés dans le chapitre 1 et qui se révelent étre des
sous-variétés de JR? de dimension 2.
Soit f : W — IR une fonction infiniment différentiable définie sur un ouvert W de IR?, et
soit V' = f~1(0) ensemble des points (z,y,z) € W tels que f(z,y,2) = 0.

Théoréme 3 (Fonction implicite) Si V' est non vide et en tout point my de V, l'une
au moins des dérivées partielles %(mo), %(mo) ou %(mo) est non nulle, alors
-V est une variété de dimension 2 (séparée) pour la topologie induite par celle de IR>.
— Pour tout point mqy de V tel que %(mo) # 0 (resp %(mo) #0; resp %(mo) #0), il
existe un voisinage ouvvert Uy, de my dansV tel que la restriction a Uy, des fonctions
x ety (respy et z; resp x et z) soit une carte locale.
— L’atlas constitué par I’ensemble des cartes locales définies par le procédé ci-dessus est

de classe C*°.

Définition 17 (Graphe d’une fonction) Soit Q un ouvert de IR?.
Soit h : Q0 — IR une fonction infiniment différentiable sur €.
Le graphe de h défini par V = {(z,y,2) € IR® : z = h(z,y)} est une sous-variété de IR®.

REMARQUE —

Une structure différentiable de V' est définie par un atlas & une seule carte (V, )
avec m(z,y, h(z,y)) = (z,y).
La figure 2.4 présente des exemples simples de telles sous-variétés.

2.3.2 Paramétrisation : I’outil reliant les variétés abstraites aux
sous-variétés

Les sous-variétés peuvent étre décrites par une paramétrisation. Cette notion, dont
nous donnons une définition, sera essentielle pour traduire, pour les variétés abstraites,
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les caractéristiques des sous-variétés dont nous avons une bonne intuition. En effet, nous
rapprocherons la paramétrisation d’une sous-variété de la description locale d’'une variété
abstraite par une carte. Dans la suite de ce document, nous pourrons méme utiliser, par
abus de language, le terme paramétrisation au lieu de description locale.

2.3.2.1 Définition

Rappelons quelques définitions en commencant par celle de difféomorphisme de classe
CP.

Définition 18 (CP-difféomorphisme) Soient E et F' deur espaces de Banach (espaces
vectoriels normés complets).
Soit U un ouvert de E' et V' un ouvert de F.
f:U —V est un CP-difféomorphisme (p > 1) si
- [ est de classe C? de U dans F (on note f € C?(U; F));
- f est bijective ;
- [teC’(V,E).

REMARQUE —

f est un CP-difféomorphisme implique que Vz € U, f'(x) soit un isomorphisne
de E dans F et [f'(2)] " = (f71)'(f(2))

Définition 19 (Immersion) Soient E et F' deuz espaces de Banach,
Soit U un ouvert de E et f € CP(U; F)
f est une immersion en x si f'(x) est injective.

Cette propriété peut étre caractérisée par

Théoréme 4 (Immersion et injection canonique) Soit U un ouvert de R™ et f €
CP(U; IR"™) une immersion en x alors il existe un ouvert V de IR™ contenant f(x), un
ouvert U' de IR™ contenant z tels que f(U') C V et un CP-difféomorphisme g de V' sur
g(V), ouvert de IR", tels que g o f |y soit la restriction & U' de Uinjection canonique.

Cette propriété permet alors de définir la paramétrisation d’une sous-variété.

Définition 20 (Paramétrisation) Une paramétrisation (2, g) d’une sous-variété V de
IR™ est un couple ot ) est un ouvert de IR%, g € CP(§); IR™) et tels que g soit une immersion,
9(2) soit un ouvert de V' et g induise un homéomorphisme de Q0 sur g(Q2).
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2.3.2.2 Equivalence entre paramétrisations

Une sous-variété V' étant une variété abstraite particuliere, cela a un sens d’affirmer
que si (2, g) est une paramétrisation de V, (g(U),¢g™!) en est une carte.

Afin de compléter cette analogie, nous définissons une relation d’équivalence entre pa-
ramétrisations d’une sous-variété.

Théoréme 5 (Equivalence des paramétrisations) Soit V' une sous-variété de classe
C? de dimension d de IR", et deuzr paramétrisations (1,91) et (Qa,92) de VN U; et
V N U, respectivement (avec Uy et Uy voisinages de x dans IR™), alors Uapplication g5 o g,
appartient & CP(Qy N g7 (Us); IRY).

On dit encore que g1 et go sont CP-compatibles.

L’analogie entre paramétrisations d’une sous-variété et cartes d’'une variété abstraite étant
complete, nous pouvons désormais définir pour les variétés abstraites, des notions sem-
blables a celles bien définies pour les sous-variétés. Et en premier lieu, I'espace tangent.

2.4 Espace tangent a une variété

Nous cherchons a définir ce qu’est une surface réguliere. Il faut bien siir qu’elle soit
continue, mais on aimerait également dire que son plan tangent varie continuement. Mais
qu’est-ce que le plan tangent a une variété ? Nous rappelons la définition du plan tangent
a une sous-variété qui nous est familiere puis nous exposons celle du plan tangent a une
variété abstraite, héritée de celle-la grace aux similitudes établies entre paramétrisations
compatibles d’une sous-variété et cartes d’une variété abstraite. Mais la notion de régularité
n’a de sens que dans IR". Une derniere étape sera alors nécessaire : faire d’'une variété
abstraite un objet de IR"™.

2.4.1 Espace tangent a une sous-variété de IR" : un sous-espace
vectoriel

L’espace tangent a une sous-variété de IR"™ dérive de la notion intuitive de droite tan-
gente a une courbe. Elle peut étre résumée par : sous-espace vectoriel de IR™ contenant
I’ensemble des vecteurs de IR" tangents a la sous-variété.

Définition 21 (Vecteur tangent) Soit V une sous-variété de IR™.
Un vecteur z de IR™ est tangent en z a V s’il y a une courbe o (i.e. un chemin) de V de
classe C! telle que a(0) =z et o/(0) = 2.
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REMARQUE —

o/(0) est une application linéaire de IR dans IR" identifiée ici au vecteur o/(0).1 =
z € IR".

Théoréme 6 Soit V' une sous-variété de dimension d de classe C? (p > 1) de IR" et
zeV.

L’ensemble des vecteurs de IR™ tangents a V en x forment un sous-espace vectoriel de
dimension d de IR™ appelé espace tangent a V en x, noté T, V.

EXEMPLE —

Il est aisé de montrer que I'espace tangent a une surface implicite V = f~(0)
vérifiant les hypotheses du théoreme 3 des fonctions implicites en un point
mo = (Zo, Yo, 20) est le plan affine d’équation

of of of

(z — xO)B_x(mO) +(y— yo)a—y(mo) + (2 — Zo)g(mo) =0

De méme, ’espace tangent au graphe d’une fonction A,
V={(z,y,2) € R*: 2 = h(z,y)}
en un point mg = (g, Yo, 20) est le plan affine d’équation

oh oh
z—z9=(z— xo)%(xo,yo) + (y — yo)a—y(%, Yo)

2.4.2 Espace tangent a une variété abstraite : un espace vectoriel

I est délicat de définir un vecteur tangent a une variété abstraite sans espace vectoriel
ambiant. L’idée est alors de considérer non plus le vecteur v de IR" tangent a la sous-
variété en un point x, mais le triplet constitué du point x, d’'une paramétrisation g de la
sous-variété et de I'image réciproque du vecteur tangent v par la paramétrisation g dans
I'espace des parametres IR? (figure 2.5).

Cela ne change rien a la définition de ’espace tangent a une sous-variété. En revanche,
cela permet une généralisation aisée aux variétés abstraites.

Proposition 3 Soient g et h, deux paramétrisations compatibles de V', sous-variété de
dimension d de classe CP(p > 1) de IR" telles que g(0) = h(0) =z € V.

Soit z € T,V = ¢'(0)(IR%) = h'(0)(IR%)

alors il existe (u,v) € R x IR tel que ¢'(0)(uv) = h'(0)(v) = 2

Plus précisément, v = ((h'(0)) "' o ¢'(0))(u) = (h ™' 0 g)'(0)(u).

La généralisation aux variétés se fait alors naturellement.

Soit X une variété de dimension d décrite par un atlas de classe C?(p > 1).

Soit z € X, (U, ) et (V, 1) deux cartes de X en x.

Soit (u,v) € R? x IR%.

On définit alors une relation d’équivalence entre les triplets (U, ¢, u) et (V, 4, v) par
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F1G. 2.5 — Pour généraliser la notion de vecteur tangent a un variété abstraite, on considere
le triplet (z, 9,97 '(v)) comme vecteur tangent & la sous-variété V'

Proposition 4 (U, p,u) ~ (V,9,v) ssi (o =) (p(x))(u) = v

Définition 22 (Vecteur tangent & une variété) Soit X une variété et x € X. On
appelle vecteur tangent a X en z une classe d’équivalence de triplets pour la relation
d’équivalence donnée ci-dessus.

Définition 23 (Espace tangent) Soit X une variété de classe CP(p > 1) de dimension
detxelX.
L’espace tangent T, X a X en x est [’ensemble des vecteurs tangents a X en x.

REMARQUE —

Si I’on fixe une carte (U, ¢) en z, on peut lui associer une bijection notée 6, de
T, X sur IR%.

Théoreme 7 L’espace tangent en un point x d’une variété abstraite posséde une structure
canonique d’espace vectoriel de dimension d (transférée de celle de IR? par 0,,).

REMARQUE —

Soit X une sous-variété de IR" et x € X.

Soit E, l'espace tangent a X en x en tant que sous-variété.
Soit T, X D’espace tangent & X en x en tant que variété.
Alors E, et T, X sont canoniquement isomorphes.

2.5 Surface : d’une variété abstraite & un objet de IR’

Nous avons défini ce qu’est une variété et son espace tangent en un point. Aussi, nous
souhaitons définir une surface comme une variété de dimension 2, réguliere. Comme évoqué



2.5. SURFACE : D’'UNE VARIETE ABSTRAITE A UN OBJET DE IR? 39

y A

0 1 2 X

F1G. 2.6 — Une courbe non réguliere paramétrée par une fonction de classe C*

précédemment, la notion de régularité est propre a IR" et a sa structure différentiable. Aussi,
une variété abstraite de dimension 2 peut devenir un objet de IR® par simple injection
canonique. Nous pouvons alors établir quelles propriétés doit posséder cette injection pour
que le résultat puisse étre qualifié de surface réguliere. Ces propriétés sont définies grace a
la structure différentielle héritée de IR? que nous rappelons en annexe A.3.

2.5.1 Définition d’une surface

Nous soulignons le fait que les définitions présentées jusqu’alors sont des définitions
classiques tirées d’ouvrages de référence. Au contraire, ce paragraphe est consacré a la
définition personnelle de notions dont nous nous servirons par la suite.

Dans cette partie, nous notons ¢ I'injection canonique sur IR%. Nous considérons X, une
partie de IR? sur laquelle nous posons une structure de variété abstraite de dimension 2 par
la définition d’un atlas {(U;, ¢;) },.; de classe CP, (p > 0). Enfin nous notons €2; = ¢;(U;).

Une premiere définition pour une surface “lisse” est la suivante :

i€l

Définition 24 (Surface quasi-réguliére) L’image par ¢ de X est une surface quasi-
réguliere ssi Vi € I, ¢; =10 ;' € CP(IR?, IR%).

Mais ces hypotheses sont insuffisantes comme l’illustre ’exemple suivant.
En effet, la ligne brisée de la figure 2.6 peut étre décrite par une seule carte (U, ) ou
U=¢p1(]0;2]) et » =10 ¢! est la fonction de classe C' définie par

(3]s wrens

1](—t2+2t)+[ﬂ(t2—2t+1) sitell;2

C’est pourquoi nous introduisons la définition suivante :
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Définition 25 (Surface réguliere) L’image par v de X est une surface réguliere ssi
Viel, p;=10¢p;" € CP(IR?, IR3) et Vi € I, Yw € Q;, (Wi(w)) est injective.

Cette définition retrouve les notions propres a la définition d’une structure différentielle
sur une variété abstraite (annexe A.3). En particulier, nous avons la proposition suivante :

Proposition 5 L’injection canonique dans IR 1 est un CP-morphisme si et seulement si
Viel, top; ' € CP(IR? IR?).

L’injection 1 est une immersion si et seulement si Vi € I, Vo € Uy, (1o ;") (pi()) est
njective.

On définit alors naturellement la surface abstraite réguliere par

Définition 26 (Surface abstraite réguliére) X est une surface abstraite réguliere ssi
¢ est un CP-morphisme et une immersion de X dans IR3.

On retrouve alors la définition de surface réguliere par la proposition suivante :

Proposition 6 Une surface réguliére est l'image d’une surface abstraite réguliére par l’in-
jection canonique dans IR3.
On dira que les deuz surfaces sont associées.

2.5.2 Propriétés issues de la géométrie différentielle

Nous soulignons le fait qu’une surface réguliére peut ne pas étre une variété abstraite.
En effet, 1 o ¢; ! peut ne pas étre bijective. C’est donc par abus de langage mais surtout par
simplicité que nous définissons I’atlas d’une surface réguliere. Dans la suite de ce mémoire,
lorsque nous évoquerons ’atlas du modele de surface que nous construisons, c’est de ce
dernier qu’il s’agira.

Définition 27 (Atlas d’une surface réguliére) Si une surface abstraite réguliére est
définie par Uatlas {(Us, @) }icp» alors Uensemble {(Qi, 1) },cp 00 Qi = 0i(Us) et by = 1o ;!
est un atlas de la surface réguliere associée.

On dit aussi qu’il est l’atlas associé a celui de la variété abstraite.

On définit enfin naturellement le plan tangent & une surface réguliere.

Définition 28 (Plan tangent a une surface réguliére) Le plan tangent d une surface
réguliére décrite par un atlas {(S2,V;)},c;, est défini par un triplet (4,1, w) avec w €
Q;. Il est identifié au sous-espace affine de dimension 2 de IR® engendré par la base
(g—:ﬁ(w), %(w)) qui est bien définie par définition, et le point 1;(w). ((u;,v;) est une base
de IR? centrée en w).
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2.6 Conclusion

Nous avons rappelé dans ce chapitre quelques notions de géométrie différentielle (variété,
sous-variété, espace tangent) qui nous ont permis de définir les surfaces réguliéres et quasi-
régulieres.

Nous avons mis en évidence quelques liens entre la géométrie différentielle et les modeles
de surfaces utilisés en informatique graphique. Ainsi, les surfaces implicites et les graphes
de fonctions sont des sous-variétés.

Ajoutons que les surfaces de Bézier et les surfaces B-splines ne sont pas des surfaces
réguliéres ni des sous-variétés de IR? a priori. Cependant, certaines de ces surfaces sont bien
des surfaces régulieres. La surface abstraite associée a pour atlas un unique couple (U, @)
tel que p(U) soit le domaine de paramétrisation rectangulaire |ug, u,[ X |vg, v,| défini sur
IR?. Tl n’y a donc pas de fonction de transition. Pour que cela soit une surface réguliere, il
faudrait s’assurer que P(u,v) soit de classe C'! ce qui peut ne pas étre le cas (en particulier
en prenant deux points de contrdle confondus), puis que P'(u,v) soit injective (voir le
paragraphe 1.4.1.1 page 18). Il est important de souligner que la position des points de
controle étant libre, on peut trés bien générer des surfaces qui s’auto-intersectent, et qui
ne sont donc pas des sous-variétés de IR3.

Enfin, la solution proposée par Hahn pour définir une notion de continuité entre les
pieces d’une surface paramétrée par morceaux (page 23) se rapproche du cadre des sur-
faces régulieres et des atlas associés (le point essentiel étant de passer de domaines fermés
adjacents & des domaines ouverts qui se superposent). Cette derniére remarque est un ar-
gument pour utiliser directement la représentation de surfaces par cartes afin de modéliser
des surfaces régulieres.

Nous présentons dans le chapitre suivant la construction d’un modele de surface, complétant
les modeles déja existants et rappelés dans le chapitre 1, et représentant une surface
réguliere.
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Chapitre 3

Définition par un atlas d’une surface
approchant une surface triangulée

3.1 Introduction

Dans ce troisieme chapitre, nous présentons un nouveau modele de surfaces fondé sur la
représentation de surfaces par un atlas de cartes et résolvant intrinsequement le probleme
de continuité entre les morceaux ordinairement rencontré dans les modeles de surfaces
paramétriques. Nous avons présenté ce modele dans la Revue de CFAQ et d’informatique
graphique [GAMO1].

Nous commencons par mettre en évidence la qualité de ce modele avant d’évoquer
les utilisations en informatique graphique pour lesquelles il apparait particulierement bien
adapté. Enfin, nous proposons une méthode en trois étapes pour construire un tel modele
de surfaces a partir d’une surface triangulée. Nous faisons I’hypothese que cette surface
maillée est une variété de dimension 2 connexe et compacte.

3.2 Atlas : un modele issu de la géométrie différentielle

Nous restreignons les surfaces que nous représentons aux surfaces régulieres (voir cha-
pitre 2). Ce cadre reste malgré tout suffisamment général pour représenter de nombreuses
surfaces en informatique graphique ou en imagerie médicale. Pour de telles surfaces, la
géométrie différentielle propose une description naturelle par un atlas de cartes. Nous
choisissons alors de concevoir notre modele de surfaces directement & partir de cette
représentation.

Ce modele peut étre interprété comme la généralisation de la représentation paramétrique
par morceaux a des morceaux qui se superposent. Ce modele allie donc les qualités de ces
représentations évoquées dans le chapitre 1 a celles héritées de la géométrie différentielle. En
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particulier, nous avons observé que pour définir une notion de continuité entre les morceaux
d’une représentation paramétrique, on se ramenait localement au cadre de la représentation
par un atlas de cartes (voir les travaux de Hahn rappelés au paragraphe 1.4.2.1, page 23).
De plus, cette représentation semble tout particulierement indiquée pour ramener des trai-
tements & réaliser sur la surface & des traitements sur IR? et pour travailler localement sans
se soucier d’une quelconque perte de la cohérence globale (pour cela, on utilisera volontiers
une partition de l'unité).

Parmi les qualités que ce modele partage avec les représentations évoquées dans le cha-
pitre 1, nous notons d’une part qu’il s’agit d’'une représentation paramétrique. Elle permet
donc une construction de la surface plus souple et maitrisée qu’une représentation implicite.
D’autre part, les paramétrisations locales sont définies sur des domaines de IR? connus ex-
plicitement. Cette représentation semble alors toute indiquée pour des applications telles
que le plaquage de texture (contrairement au modele de subdivision par exemple). Et
comme les paramétrisations locales sont connues elles aussi explicitement et sont continues
par définition (de classe au moins C!) un travail sur la continuité différentielle du plaquage
de la texture peut étre envisagé (contrairement au cas du maillage ol la paramétrisation
n’est que de classe C?).

3.3 Utilisation en informatique graphique

Observons plus précisément a quelles applications propres a 'informatique graphique
cette nouvelle représentation peut étre utile.

Simplification On recherche a simplifier un maillage pour réduire sa place en mémoire
ou pour construire une étape d’une représentation hiérarchique, représentation idéale pour
la transmission progressive de celle-ci. La méthode généralement utilisée pour cela est de
diminuer le nombre de faces [TP75, SZL92, RB93, Hop96].

La représentation de surfaces par un atlas permet une simplification efficace en rem-
placant de nombreuses faces par un seul morceau de surface réguliere décrit par une des
cartes de I’atlas.

Paramétrisation d’une surface La paramétrisation d’une surface peut se comprendre
de deux facons différentes. Ce peut étre la construction d’une description paramétrique
d’un objet, généralement une triangulation [LMH00, EDD*95]. Ce peut également étre I’ap-
proximation par une surface paramétrique d’un ensemble désordonné de données [HDD 94|
ou d’une surface implicite [Har00].

Dans tous les cas, ce qui est recherché au travers de la paramétrisation est le dépliement
de la surface. Une fois la surface dépliée, on peut y appliquer une texture ou bien encore
proposer une nouvelle paramétrisation du méme objet (on peut ainsi définir un nouveau
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maillage dont les sommets reposent sur un maillage original mais avec une organisation
différente entre les faces, les arétes et les sommets [EDD*95]).

La représentation de surfaces par cartes est tout naturellement adaptée au dépliement.

Régularisation d’une surface On peut chercher & approcher une surface donnée (le
plus souvent un maillage) par une surface plus lisse. Une solution élégante est 1'utilisation
d’une méthode de subdivision. Mais quelle que soit 1’étape de cet algorithme nous avons
toujours un maillage, c’est-a-dire une surface C° affine. Ce n’est qu’a la limite (théorique)
du processus que la surface est réguliére (voir au chapitre 1).

Une autre solution est d’approcher la surface par une surface paramétrée dont on
maitrise la régularité. Mais les solutions proposées sont soit un patchwork de surfaces
lisses, raccordées entre elles (B-Splines) ou non [LMHO0], soit un seul morceau continu
[F1097].

La représentation de surfaces par cartes propose un cadre idéal pour 'approximation
d’une surface par une surface réguliere, au sens donné au chapitre 2.

Edition Enfin on peut envisager l'utilisation d’une représentation par un atlas a des
fins d’édition (on dit également syntheése) de surfaces. Une des idées possibles serait de
venir placer des primitives simples (quadriques) décrites par une équation de degré faible
(deux) sur des domaines de IR? simples, connus et reliés par des fonctions de transitions
connues. Ces primitives seraient par la suite reliées contintiment les unes aux autres grace
a la structure proposée par la représentation par cartes (voir au chapitre 6).

Application choisie Dans le cadre de cette these, nous avons choisi de construire I'atlas
d’une surface réguliere S approchant un maillage triangulaire M. § est naturellement
dépliée. Elle constitue une régularisation de M car I'atlas est de classe C'. Enfin, le nombre
de cartes sera aussi petit que possible faisant ainsi de cette représentation une simplification
de M. Comme nous ’exposons dans le paragraphe suivant, le mode de construction de
I’atlas est tres semblable a celui décrit ci-dessus pour I’édition de surfaces.

3.4 Construction de ’atlas

Pour construire ’atlas d’une surface réguliere § approchant un maillage M, nous
procédons en trois temps :

1. nous approchons M par une famille de primitives (morceaux de plan approchant une
région définie sur M),

2. les primitives sont paramétrées sur des domaines de IR? reliés par des fonctions de
transition qui sont des C*!-difféomorphismes,
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FiG. 3.1 — Atlas de classe C'! d’une surface S approchant le maillage M

3. grace a cette structure d’atlas et a la définition d’une partition de I'unité sur celle-ci,
nous fondons les primitives entre elles par combinaison convexe.

Nous proposons a présent des notations et un schéma illustrant cette construction et
que nous retrouverons, tel un guide, tout au long de ce manuscrit.

Pour construire notre modele, nous définissons donc dans un premier temps une famille
de primitives simples V; approchant les régions R; d’un recouvrement défini sur M (voir
chapitre 4). Nous avons choisi de définir V; comme la projection sans repliement (donc
bijective) de R; sur un plan qui approche cette région : V; = v;(R;).

Chaque primitive V; admet une paramétrisation naturelle p; sur un domaine Y de
IR?. Comme nous le verrons dans le paragraphe 4.2.1, le recouvrement est défini de telle
sorte que chaque région R; de M est composée d’une zone pure (ensemble des points de M
n’appartenant qu’a R;) entourée d’une couronne polygonale d’échange (ensemble des points
de R; qu’elle partage avec d’autres régions du recouvrement). Le recouvrement sera dit bien
formé. On définit des zones pures et des couronnes d’échange sur les domaines QY comme
les images par les fonctions p; ' o v;, de celles définies sur R;. On définit les domaines ©;
dans IR? en approchant la couronne polygonale d’échange de QY par une couronne continue
(voir chapitre 5). Chaque primitive V; est alors approchée par la primitive p;(€;).

Si R; et R; sont deux régions dont l'intersection est non vide, nous mettons en cor-
respondance les points de p;(€);) et de p;(€2;) qui approchent le méme point de R; N R;.
Plus précisément, nous notons Q?j la partie de la couronne d’échange de €Y définie par
p;1 ov;(R;NR;). Nous notons €2;; la partie correspondante de la couronne d’échange de €;.
La mise en correspondance entre les points de p;(€2;) et de p;(€2;) est alors réalisée par la



3.5. CONCLUSION 47

définition d’une fonction de transition @;; : Q;; — Qj; qui doit étre un C*-difféomorphisme.

Enfin, S est définie comme le raccord continu des primitives p;(€2;) par combinaison
convexe des points mis en correspondance par les fonctions de transition. Les poids de la
combinaison convexe sont des fonctions définies sur les domaines €2; qui constituent une
partition de I'unité sur S (voir chapitre 6).

3.5 Conclusion

Apres avoir mis en évidence les nombreuses qualités du modele de surfaces fondé sur
la représentation d’une surface par un atlas de cartes, nous avons proposé une méthode en
trois étapes pour construire un tel modele a partir d'un nuage de points 3D interpolés au
préalable par une surface triangulée M.

Chacune de ces étapes pose des problemes géométriques que nous résolvons dans la
deuxieme partie de ce mémoire :
— Comment définir un recouvrement bien formé sur M7
— Comment approcher la couronne d’échange polygonale de Q? par la couronne d’échange
continue de €2; 7
— Comment raccorder les primitives p;(€2;) entre elles afin de définir une surface réguliere
S?
Les réponses a ces questions se trouveront respectivement dans les chapitres 4, 5 et 6.
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Conclusion

Nous avons présenté dans cette premiere partie du mémoire, un nouveau modele de
surfaces fondé sur la représentation de surfaces par un atlas de cartes, notion issue de
la géométrie différentielle. Ce modele hérite des nombreuses qualités de cette notion et
apparait alors particulierement utile dans divers domaines de 'informatique graphique tels
que la paramétrisation, la régularisation, la simplification ou encore 1’édition de surfaces.
Nous avons refermé cette partie sur la description d’'une méthode permettant de construire
un tel modele & partir de premieres données numériques 3D interpolées au préalable par
une surface triangulée. Nous avons mis en évidence les problemes géométriques que chaque
étape de cette méthode rencontre.

Nous proposons, dans la deuxieme partie de ce mémoire, des solutions innovantes a cha-
cun d’entre eux, tout en suivant en parallele ’application de ces solutions a la construction
du modele.
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Deuxieme partie

Etudes géométriques et application a
la construction d’un atlas
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Introduction

Dans la deuxieme partie de ce mémoire, nous étudions trois probléemes géométriques
rencontrés dans la construction d’'un modele de surfaces fondé sur la représentation de
surfaces par un atlas de cartes.

Dans le chapitre 4, nous définissons un recouvrement bien formé sur une surface tri-
angulée M qui est une variété de dimension 2 connexe et compacte. Nous démontrons en
particulier que le dual d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire.
Cette définition nous permet d’approcher M par une famille de morceaux de plans, chaque
morceau approchant une région du recouvrement de M.

Dans le chapitre 5, nous définissons I’approximation d’une couronne polygonale du plan
par une couronne continue paramétrée par un C'-difféomorphisme. Cette approximation
nous permet de déduire des domaines réguliers a partir des domaines de paramétrisation des
morceaux de plans définis ci-avant. Ces domaines réguliers sont de plus reliés partiellement,
par des C'-difféomorphismes 14 oll leurs domaines de paramétrisation coincident.

Enfin, dans le chapitre 6, nous étudions le probleme du raccord continu de surfaces, et
plus particulierement le raccord par combinaison convexe, intimement lié a la représentation
par un atlas de cartes. Ce raccord nous permet de définir la surface finale & comme le
raccord continu des primitives approchant M.
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Chapitre 4

Recouvrement d’une surface
triangulée

4.1 Introduction

La premiere étape de la construction du modele de surfaces fondé sur la représentation
de surfaces par cartes est I’approximation du maillage triangulaire M par des morceaux de
plans nommés primitives (figure 4.1). Pour cela nous proposons de définir un recouvrement
de M par des régions, chaque région étant bien approchée par un plan. De plus les régions
doivent se recouvrir selon de bonnes propriétés, appropriées a l'utilisation que nous en
faisons dans le cadre de la construction de notre modele de surfaces. Nous parlerons de
recouvrement bien formé.

Apres avoir mis en évidence quelques similitudes entre analyse d’images et modélisation
géométrique, nous choisissons d’adapter ’algorithme de division-fusion connu pour la seg-
mentation d’une image a la définition d’un recouvrement. Cet algorithme utilise la notion
de dual. Ainsi, apres avoir défini un recouvrement bien formé, nous démontrons que son
nerf (son dual) est une triangulation combinatoire. Nous établissons ensuite des conditions
suffisantes sur le nerf pour, qu’apres fusion de certaines de ces régions, le recouvrement reste
bien formé. A partir de ces conditions, nous présentons alors un algorithme de définition
d’un recouvrement bien formé sur le maillage M. Enfin, nous appliquons cette définition
a la construction de notre modele de surfaces.

4.1.1 Analyse d’images et modélisation géométrique : des do-
maines cousins

Les travaux d’analyse d’images et de modélisation géométrique sont parfois tres proches.

Cela n’est pas surprenant car tous deux traitent d’objets topologiques dont chaque élément
porte des informations. Ces informations peuvent étre géométriques ou non. En effet, une
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F1G. 4.1 — Premiere étape de la construction de notre modele : I’approximation de M par
des primitives planes

image est un ensemble de pixels sur lequel on peut définir une notion de voisinage (fi-
gure 4.2). De plus, chaque pixel porte une information géométrique (les coordonnées de

Fic. 4.2 — Relations de voisinage définies sur des pixels. En gris sombre, le pixel concerné,
en gris clair ses voisins. A gauche, le voisinage est défini selon la 4-connexité, a droite selon
la 8-connexité

sa position et sa taille) et une information non géométrique (une valeur de niveau de
gris par exemple). De méme, un maillage triangulaire est, comme nous ’avons présenté
dans la section 1.4, un ensemble d’éléments (sommets, arétes et faces) liés par des notions
de voisinage (deux éléments sont incidents si 1'un est contenu dans 'autre et adjacents
s’ils partagent un méme sous-élément) et portant une information géométrique (les coor-
données des sommets) et, optionnellement, une information non-géométrique (une texture
par exemple).

Parmi ces travaux figure la recherche d’une famille de régions, chacune d’entre elles
étant un ensemble connexe d’éléments d’un objet topologique (dans un ensemble connexe,
tout élément est voisin d’au moins un autre). De plus, ces éléments doivent partager
une propriété concernant l'information géométrique ou non-géométrique qu’ils portent.
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Parmi les exemples ou cette propriété porte sur une information géométrique, citons la
définition de régions sur une surface afin de I’analyser en en extrayant des primitives si-
gnificatives [BM97, Cha00]. On peut également définir des régions sur une surface afin
de synthétiser une nouvelle surface approchante [EDD*95, GH95, CP00a]. La propriété
est non-géométrique lorsqu’on analyse une image en la segmentant [CP95] ou lorsqu’on
simplifie un maillage selon des propriétés de couleur ou de texture [GH98| (lorsque 1’on
simplifie un maillage, on remplace un ensemble connexe d’éléments par un seul. Simplifier
un maillage nécessite donc indirectement de définir des régions connexes d’éléments). Ana-
lyse d’images et modélisation géométrique se lient méme intimement lorsque 1’on interprete
une image de niveaux de gris ou de profondeur comme la discrétisation d’une surface définie
comme le graphe d’une fonction (voir le paragraphe 1.3), autrement dit comme un champ
continu d’altitude [BJ88|.

4.1.2 Meéthodes existantes : pourquoi la division-fusion nous semble
la plus adaptée

Parmi les différentes familles de régions que ’on peut définir, deux sont remarquables :
la partition et le recouvrement.

Définition 29 (Partition) Une partition d’un espace topologique E est une famille de
régions {Ai},c; de E telles que

~Uiesr Ai=E;

- V(i,j) e I*, A;nA; = 0.

Définition 30 (Recouvrement) Un recouvrement d’un espace topologique E est une fa-
mille {Us},.; de régions de E telles que

- UieIAi =E.

Définition 31 (Recouvrement ouvert) Un recouvrement ouvert est un recouvrement
dont les éléments sont des ouverts.

Peu de solutions ont été proposées pour construire un recouvrement. Lorsqu’un recou-
vrement est construit, on demande généralement a ce que ses régions se superposent selon
certaines propriétés. Il est alors délicat de proposer une construction automatique. Soit
les méthodes développées laissent alors le soin a I'utilisateur de dessiner manuellement les
régions sur la surface [PFHO00], soit elles sont trés contraintes. Pour généraliser les B-splines
a des polyedres de contrdle quelconques (c¢’est-a-dire dont les sommets ne sont pas tous de
valence égale a quatre), Grimm et Hughes [GH95] définissent une région par élément du
polyedre (sommet, aréte et face) tout en controlant de facon prédéfinie leur recouvrement.
Cotrina et Pla [CP00b, CP00a] appliquent quant & eux un premier raffinement de type
Catmull-Clark [CC78] au polyedre de controle afin d’isoler les irrégularités du maillage
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(les sommets de valence non égale a quatre). Une région par sommet est alors définie
comme un ensemble, centré sur celui-ci, de faces d’arétes et de sommets (selon la taille
désirée des piéces, elles peuvent au contraire étre centrées sur les faces). Ils définissent ainsi
moins de pieces et de taille plus importante. Le recouvrement que nous construisons impose
également quelques contraintes sur la maniere dont les régions se superposent, mais elles
peuvent étre vérifiées automatiquement et rapidement. Nous ne pouvons donc pas nous
satisfaire de méthodes aussi rigides.

Au contraire, des solutions nombreuses et efficaces, issues de I’analyse d’images, existent
lorsqu’il s’agit de définir une partition (dans certains cas tel que le plaquage de texture,
des solutions contraintes sont tout de méme nécessaires [MYV93]). Observons donc quelles
sont celles qui sont les plus facilement adaptables a la définition d’un recouvrement.

Le méthodes de partitionnement peuvent étre classées en deux familles : les approches
de type contours et les approches de type régions. Les premieres consistent a construire
les contours des régions que ’on cherche a définir. Dans le domaine de la modélisation
géométrique, on peut ainsi construire des géodésiques reliant des couples de points disposés
sur la surface, comme le fait Pedersen [Ped95] pour récupérer région par région la texture
issue de la décoration d’une surface implicite. Ces approches sont fondées sur la recherche
de discontinuités caractérisant la frontieére qui sépare deux régions “homogenes”. Elles
semblent donc incompatibles avec la construction de régions qui se superposent.

Les approches de type régions, sont complémentaires : elles regroupent des éléments
“homogenes”. Parmi elles, les méthodes markoviennes aboutissent a 1’attribution d’une
étiquette a chaque élément de 1’objet a segmenter : cet objet ainsi que l’ensemble des
étiquettes (& valeurs prises dans une famille prédéterminée), sont considérés comme la
réalisation de champs de Markov, I’ensemble markovien des étiquettes étant a estimer sa-
chant la réalisation de 1’objet. Elles semblent donc peu appropriées a une généralisation
aux régions superposées, surtout que la superposition que nous envisageons doit respec-
ter quelques regles tant sur la forme méme des régions que sur celle de leurs intersec-
tions. C’est pourquoi les méthodes structurales nous semblent plus indiquées pour une
telle généralisation. La plus utilisée est la croissance de régions. Elle consiste a choisir
quelques éléments (les germes) auxquels on agrége progressivement les éléments voisins, fai-
sant ainsi croitre les régions jusqu’a ce qu’elles recouvrent la totalité de I’objet. De nouveaux
germes peuvent étre introduits en cours de processus. Dans le domaine de la modélisation
géométrique, Bricault et Monga [BM97] font croitre les régions par agrégation de pixels 3D
afin de partitionner I’ensemble de pixels en régions bien approchées par des quadriques. Eck
et al. [EDD"95] utilisent aussi une telle méthode sur un maillage triangulaire en agrégeant
des faces afin de définir un pseudo-diagramme de Voronoi. Ces méthodes nous semblent
encore trop peu orientées sur la relation de voisinage qui doit lier les régions. Nous leur
préférons les méthodes de division-fusion qui sont guidées par le dual de la partition : le
graphe d’adjacence. La premiere étape de ces méthodes (la division) est une segmentation
de l'ensemble des éléments en des petites régions liées par des relations de voisinage (le
partage d’une aréte par exemple). Ces relations permettent la définition d’un graphe d’ad-



4.2. RECOUVREMENT BIEN FORME 29

jacence constitué de sommets, chaque sommet symbolisant une région, et d’arétes reliant
deux sommets correspondant a deux régions voisines. Cette premiere étape constitue une
initialisation de la définition des régions. La deuxiéme étape (la fusion) est I’agrégation de
régions voisines, ce qui se traduit par la simplification du graphe d’adjacence. Ces méthodes
s’adaptent alors naturellement & des approches pyramidales [MR91].

La généralisation de la méthode de division-fusion a la définition de régions superposées
consiste alors a définir la relation de voisinage qui caractérise une superposition correcte,
dans un sens a définir, de deux régions. Nous appellerons une famille de régions se super-
posant correctement et recouvrant I’objet un recouvrement bien formé. A ce recouvrement
correspond un dual (a définir lui aussi). Il suffit alors de définir un premier recouvrement
bien formé, puis de simplifier le dual correspondant de telle sorte qu’il caractérise toujours
un recouvrement bien formé de I'objet. C’est ce que nous allons étudier maintenant.

4.2 Recouvrement bien formé

On considere un objet topologique M connexe et compact, également variété de di-
mension 2. Nous caractérisons dans cette section des recouvrements particuliers de M : les
recouvrements bien formés. Les propriétés de ces recouvrements sont définies d’une part
pour ’application que nous faisons de tels recouvrements dans le cadre de la construction
d’un atlas, et d’autre part pour faciliter leur construction. Nous proposons dans la section
suivante une construction de recouvrement qui est déduite de ’algorithme de “division -
fusion” utilisé pour le partitionnement, et basée sur I'utilisation d’un dual de la partition.
Nous définissons dans cette section le dual d’un recouvrement et démontrons que le dual
d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire.

Dans cette section, R = {R;},.;
D= {(v) e R+ <1}

désigne un recouvrement de M, et

est le disque unité ouvert de IR%. Nous notons R 'adhérence de R, autrement dit le plus
petit fermé contenant R.

4.2.1 Deéfinition

Nous définissons dans ce paragraphe un recouvrement bien formé. Pour cela, nous
commengons par quelques définitions illustrées par les figures 4.3 et 4.4, puis nous exposons
les qualités que posséde un tel recouvrement pour la construction d’un atlas.

Définition 32 (Zone pure) La zone pure de la région R;, notée zp(R;), est ’ensemble
des points de R; n’appartenant a aucune autre région R;.

Définition 33 (Régions voisines) Deuz régions R; et R; sont voisines si et seulement
st Ry N R; est non vide.
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Définition 34 (Intersection conforme) Deux régions voisines R; et R; ont une inter-
section conforme si et seulement si R; N R;, R; \ R; et R; \ R; sont homéomorphes a

: T

F1G. 4.3 — Exemples de régions voisines. Seules les régions de droite ont une intersection
conforme.

Définition 35 (Recouvrement bien formé) On dit que le recouvrement R est bien
formé s’il vérifie les propriétés suivantes :

1. chaque région est homéomorphe a D,

2. deux régions voisines ont une intersection conforme,

3. la zone pure de toute région est un fermé connexre non vide,
4. tout point appartient a au moins une et au plus trois régions,
5

. R contient au moins quatre régions et au plus un nombre fini.

Fi1G. 4.4 — Exemples de recouvrements. Nous avons coloré dans la région centrale les parties
ou deux (gris foncé), trois (gris clair) ou quatre (noir) régions se superposent. Seul le
recouvrement de droite est bien formé.

Qualités d’un recouvrement bien formé pour la construction d’un atlas Nous
choisissons une telle définition pour des raisons propres a la construction d’un recouvrement
et que I'on exposera dans les paragraphes suivants, mais aussi pour les traitements que 1’on
souhaite conduire sur les régions R;. L’objet topologique M que nous considérerons est une
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variété de dimension 2 dont nous construirons un atlas (voir chapitre 3). Chaque région R;
sera un domaine de cet atlas auquel sera associé un ouvert €; de IR%. Pour tout couple de
régions R; et R; qui se superposent, il nous faudra construire une fonction de transition
qui soit un C'-difféomorphisme entre les parties de €; et ; qui correspondent & R; N R;
(voir section 2.3). C’est pour simplifier cette construction que nous demandons que R; N R;
soit homéomorphe & un disque ouvert de IR?>. Demander que R; \ R; et R; \ R; soient
également homéomorphes & un disque ouvert de JR? conduit & une disposition équilibrée
des voisins d'une méme région qui nous permettra d’assurer par définition la cohérence
entre les fonctions de transition qui lient trois régions voisines les unes aux autres. De
méme il nous faudra définir sur chaque €2; une fonction o de classe C' qui soit égale a 1
dans la zone pure, a 0 en dehors de ; et a valeurs dans [0; 1] (une fonction d’une partition
de I'unité subordonnée au recouvrement). C’est pourquoi nous posons les points 1 et 3 de la
définition. Enfin, demander les points 4 et 5 nous assure un dual qui soit une triangulation
combinatoire (voir paragraphe 4.2.2.2).

4.2.2 Dual d’un recouvrement bien formé

Pour définir un recouvrement, nous proposons d’adapter I'algorithme de division-fusion
utilisé pour le partitionnement. Cet algorithme est contruit autour du dual d’une partition.
C’est pourquoi il nous faut définir le dual d’un recouvrement. Nous démontrerons ensuite
que le dual d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire.

Les notions que nous présentons dans cette section sont des notions classiques de
topologie combinatoire que 1'on peut retrouver dans des ouvrages de référence tels que
[Ale56, Ede]. Nous les avons déja abordées dans la section 1.4.2.1 lors de la présentation
des surfaces paramétrées par morceaux.

4.2.2.1 Le nerf : un dual naturel

Le nerf d’un recouvrement R se définit de la fagon suivante :

Définition 36 (nerf) Le nerf d’un ensemble fini R est le systéme des sous-ensembles de
R tels que l’intersection des éléments qui constituent chacun d’entre eux est non-vide,

NrfR={agR|ﬂR7é(b}

Rea

Le nerf est le dual naturel d’un recouvrement car il est composé d’éléments associés aux
régions et a leurs intersections (donc leur voisinage au sens donné par la définition 33), tout
comme le graphe d’adjacence est composé de sommets associés aux régions d’une partition
et d’arétes associées a tout couple de régions voisines. Cela paraitra plus clairement encore
dans le cadre du dual d’un recouvrement bien formé.
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4.2.2.2 Le dual d’un recouvrement bien formé est une triangulation combina-
toire

Nous démontrons dans ce paragraphe la proposition suivante :

Proposition 7 Le nerf d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire.

Pour cela, nous commencons par quelques définitions avant de présenter la démonstration
de cette proposition.

Quelques définitions

Définition 37 (Triangulation combinatoire) Une triangulation combinatoire est un
couple (G, F) ot G est un graphe (non-orienté) et F' un ensemble de cycles définis sur
G et de longueur 3 tels que
— toute aréte de G est incidente a deux et seulement deuz cycles,
— pour tout sommet u de G, l’ensemble des cycles incidents a u peuvent étre ordonnés
en (fo,---, fx_1), k > 1 de telle sorte que f; soit adjacent a fi1 (modulo k) pour
tout 1 € {0...k — 1} (on dit alors que ces cycles constituent le parapluie de u),
— tout sommet de G est incident a au moins trois arétes de G.

Définition 38 (Graphe) Un graphe G = (X,U) est le couple constitué de
— X un ensemble d’éléments appelés neuds ou sommets,
— U un ensemble de couples de sommets, appelés arétes.

REMARQUE —

Le graphe est dit orienté si les éléments de chaque couple de U sont ordonnés.
On les appelle alors arcs plutot qu’arétes.

Définition 39 (Cycle) Un cycle défini sur un graphe G est une séquence ordonnée d’arétes
telles que

— deux arétes successives partagent une et une seule ertrémité,

— la premiere et la derniere aréte partagent une et une seule extrémité.

REMARQUE —

Tout cycle de longueur 3 est nécessairement un cycle élémentaire (un cycle
élémentaire ne contient aucune séquence d’arétes extraite qui soit elle-méme un
cycle).
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©®

O élément du recouvrement R

Y nerf de R

Fi1G. 4.5 — Un recouvrement et son nerf.

Définition 40 (Incidence)

Un sommet est incident a une aréte s’il est une de ses extrémités.

Une aréte est incidente a un cycle st elle appartient a la séquence qui définit le cycle.
Un cycle est incident a un sommet si ce sommet est incident a une des arétes du cycle.

Définition 41 (Adjacence) Deuz cycles sont adjacents s’ils ont au moins une aréte en
commun.

Démonstration de la proposition 7 Démontrons a présent la proposition 7. Nous
proposons une démonstration en quatre temps. Le premier consiste a exprimer le recou-
vrement sous la forme d’un couple (G, F'), et les trois suivants a démontrer que ce couple
vérifie les trois propriétés énoncées dans la définition 37 (page 62).

Lemme 7.1 Le nerf d’un recouvrement bien formé est un couple (G, F) ou G est un graphe
et ' est un ensemble de cycles définis sur G et de longueur 3.

Démonstration 7.1 Le nerf d’un recouvrement, défini dans le paragraphe 4.2.2.1, est
constitué de sous-ensembles qui peuvent étre regroupés selon leur cardinalité. Or d’apres
la propriété 4 de la définition 35 d’un recouvrement bien formé, au plus trois régions
peuvent de superposer en un méme point. Le nerf est donc constitué de trois familles de
sous-ensembles : les régions, les couples de régions voisines et les triplets de régions dont
I’intersection est non vide.

On peut donc exprimer le nerf d’un recouvrement bien formé sous la forme d’un couple
(G, F) ou G est un graphe dont chaque sommet est associé a une région du recouvrement,
et chaque aréte a un couple de régions voisines, et F' est un ensemble de cycles définis sur
G de longueur 3 ou chaque cycle est associé a un triplet de régions dont l'intersection est
non vide. W

REMARQUE —

Il est important de remarquer qu’a ce stade de la démonstration, on ne peut pas
affirmer que les triplets de régions correspondant aux cycles de F' sont les seuls
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triplets de régions voisines deux-a-deux (on peut a priori avoir de tels triplets
sans que les trois régions s’intersectent en un méme lieu).

Les trois propriétés sur (G, F') données dans la définition 37 se traduisent donc
sur les régions du recouvrement en les trois lemmes suivants.

Lemme 7.2 Soient R, et Ry deux régions voisines d’un recouvrement bien formé. Il existe
deuz et seulement deuz autres régions Ry, et Ry telles que RiNRoNRy # O et RiNRyNRy # .

Démonstration 7.2 Si R; et Ry sont deux régions voisines d’un recouvrement bien formé,
le lemme 7.2.3 (page 68) nous permet d’affirmer qu’il existe deux autres régions Ry, et R,
telles que Ry, N Ry N Ry # 0 et RN Ry N Ry # 0, et le lemme 7.2.4 (page 69) nous permet
d’affimer qu’il n’en existe pas d’autres.

Ce qui démontre le lemme 7.2. W

Lemme 7.3 Soit une région R d’un recouvrement bien formé. Nous considérons [’ensemble
des couples (Ry, Re) de régions voisines telles que Ry N Ry N R # 0. Les régions figurant
dans cet ensemble peuvent étre ordonnées en (Ry, ..., Rx_1) de telle sorte que R; et Ry
soient voisines, pour tout j € (0,...,k —1) (modulo k).

Démonstration 7.3 Nous allons montrer d’'une part que 1'on peut ordonner ainsi une
sous-famille parmi les voisines de R, et d’autre part, qu’aucune autre voisine n’existe.

R admet au moins une voisine. En effet, si ce n’était pas le cas, soit R est I’'unique région
du recouvrement ce qui nierait la propriété 5 de la définition 35 d’un recouvrement bien
formé, soit OR C M et alors chacun de ses points appartient & une autre région (propriété
4 de la définition 35 d’un recouvrement bien formé). Comme les régions sont ouvertes, cette
autre région intersecte R.

Soit donc Ry une région voisine de R. Le lemme 7.1 nous permet d’affirmer qu’il existe
deux et seulement deux autres régions intersectant RN Ry. On nomme 'une d’elles R;. On
applique le méme raisonnement sur RN R;. L’une des deux régions intersectant RN R, est
Ry, on nomme l'autre Ry. On construit ainsi de proche en proche la séquence (Ry, . . ., Rx_1),
ol Ry_1 est la deuxiéme région intersectant RN Ry (avec R;). En effet la séquence boucle
car OR est continliment paramétrable sur C et le recouvrement est fini (propriété 5 de la
définition 35 d’un recouvrement bien formé).

Supposons qu’il existe une autre région voisine de R notée Ry. Par hypothese, RN Ry C
R\U,__j_1 Ri- Aussi, comme R\ |J, ,_;R;est un fermé, R\ Ry n’est pas homéomorphe
a D, ce qui contredit la propriété 1 de la définition 35 d’un recouvrement bien formé. W
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Lemme 7.4 Toute région d’un recouvrement bien formé admet au moins trois régions
V018ines.

Démonstration 7.4 1l s’agit de montrer que toute région d’un recouvrement bien formé
admet au moins trois régions voisines.

Nous avons déja vu dans la démonstration du lemme précédent, que toute région avait au
moins un voisin.

Aussi, le lemme 7.1 implique alors I'existence de deux autres régions voisines. Ce qui acheve
la démonstration. W

REMARQUE —

La réciproque de la proposition 7 est fausse comme l’illustre la figure 4.6 :
un recouvrement dont le nerf est une triangulation combinatoire n’est pas
nécessairement bien formé.

Fi1Gc. 4.6 — Exemple de recouvrement mal formé dont le graphe d’adjacence est pourtant
bien une triangulation combinatoire. Les deux éléments en trait épais a gauche, représentés
par les sommets blancs dans le graphe d’adjacence a droite ne suivent pas la propriété 2
de la définition 35

Sous-lemmes nécessaires a la démonstration du lemme 7.2 Pour démontrer le
lemme 7.2, nous procédons en quatre temps :

Lemme 7.2.1 Soient deux régions voisines Ry et Ry d’un recouvrement, homéomorphes
a D et ayant une intersection conforme. Les frontiéres de R, Ry et R N Ry sont toutes
trois décomposables en quatre parties conneres non vides, deur ouvertes et deuzr fermées
(alternativement lors d’un parcours de la frontiére) telles que les deux parties fermées
appartiennent aux trois frontiéres.

Ce lemme est démontré en annexe B.

Nous appelons frontiere d’une région ’ensemble des points appartenant a son adhérence
privée de son intérieur. Dans le cas d’un recouvrement, chaque région est ouverte. Sa
frontiere s’écrit alors

OR = R\R (4.1)
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Dans un premier temps, nous supposerons les parties fermées communes aux trois
frontieres réduites a deux points notés A et B. Nous généraliserons les résultats en fin
de démonstration. Les trois lemmes suivants concernent des régions appartenant a un re-
couvrement bien formé. Elles suivent donc en particulier les hypotheses du lemme 7.2.1
(d’apres la propriété 1 de la définition 35 d’un recouvrement bien formé, R; et R, sont
homéomorphes & D, et d’apres la propriété 2, Ry et Ry ont une intersection conforme).

Lemme 7.2.2 Les points A et B appartiennent o la zone pure d’une région différente de
R1 et RQ.

Démonstration 7.2.2 En effet, A € OR; donc, d’apres ’équation 4.1, A ¢ R;. De
méme, A € R,.
Or d’apres la propriété 4 de la définition 35 d’un recouvrement bien formé, tout point
appartient a au moins une région.
Donc il existe une région Ry, contenant A telle que k ¢ {1, 2}.

Démontrons que A appartient a la zone pure de Ry, autrement dit qu’il n’appartient a
aucune autre région du recouvrement.
Supposons qu’il existe | & {1,2,k} tel que A € R,.
R, N R; est un ouvert et A € Ry N Ry, donc il existe une boule ouverte B centrée sur A,
contenue dans R N R; et telle que BN Ry N Ry # ().
Ce qui contredit la propriété 4 de la définition 35 d’un recouvrement bien formé, selon
laquelle tout point ne peut appartenir a plus de trois régions.

De la méme maniere, on montre que B appartient a la zone pure d’une région R; telle

que [ ¢ {1,2}.

Rien ne permet d’affirmer pour le moment que & est différent de [. B

Avant de démontrer le lemme suivant, nous proposons une étude des différentes confi-
gurations possibles entre R, Ry, Ry et R;.
Ry et Ry sont voisines. On peut donc définir de la méme maniere deux points Ay et By
sur OR;.
Ces deux points se positionnent soit sur la composante connexe |A; B[ de OR; (arc allant de
A a B dans le sens trigonométrique au sens défini précédemment grace aux paramétrisations
continues sur C), soit sur |B; Al.

Si les deux points appartiennent & |B; A[, comme ils sont les uniques points d’intersec-
tion entre OR; et ORy, A ne peut appartenir & R, que si ORy est contenue dans R, U Ry
(figure 4.8). Ry étant homéomorphe a D, cela implique que le recouvrement est constitué
des trois seules régions R;, Ry et Ry, ce qui contredit la propriété 5 de la définition 35
d’un recouvrement bien formé. Donc au moins un des deux points Ay et By, appartient a
|A; B[. Nous le notons Aj.
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]4; B[

FiG. 4.8 -

Supposons que By, appartienne lui aussi a |A; B[, et plus précisément a |A; Ayx[ (fi-
gures 4.9 et 4.10).
Comme A € R, et que Ay et By, sont les deux seuls points ou OR; traverse 0R;, la
composante connexe de OR; [Ayx; Big| est incluse dans Ry.
Cela implique en particulier que Ry = R; et que les points Ay et B, appartiennent a la
composante connexe de ORy |B; Al
Les points se répartissent alors sur ORy dans ’ordre trigonométrique selon deux séquences
possibles. Si cet ordre est (B, A1x, Aok, Bax), A et B appartiennent a la zone pure de Ry,
qui se révele alors se diviser en deux composantes connexes, ce qui contredit la propriété 3
de la définition 35 d’un recouvrement bien formé.

7/ Rk

R,
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Alk\\\\ A

Fic. 4.11 -

Si cet ordre est (Big, A1, Bok, Aox), nous buttons sur un probléeme d’orientation. En
effet, R, étant homéomorphe a D, on peut définir un intérieur et un extérieur a R, a partir
les définitions données sur D et transmises a la région par I’homéomorphisme. Lors d’un
parcours trigonométrique de ORy, les points de Ry se trouvent alors toujours a gauche du
parcours, ce qui n’est pas le cas avec cet ordre (figure 4.10).

Un résultat identique se trouve si By appartient a |A; Bl.
Cela signifie donc que B, appartient nécessairement a la composante connexe de OR;,
|B; Al.

A ce stade de I’étude des configurations, on peut démontrer le lemme 7.2.3.

Lemme 7.2.3 Les points A et B appartiennent a la zone pure de deux régions différentes
Rk et Rl.

Démonstration 7.2.3 En effet, si R} = Ry, alors Ay, et By, sont les seuls points ou
ORy, traverse OR; et A et B se trouvent de part et d’autre de la composante connexe de
ORy, |A1x; Bik[- A et B ne peuvent donc appartenir tous deux & Ry (figure 4.11). D’ou le
résultat. W

Poursuivons les études de configurations. Ry # R;, donc il existe un point Ay; € |A; B[
et By € ]B, A[
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Atk A

Fic. 4.13 -

Si By, appartient a la composante connexe de 0R; |Byy; A alors |Byy; By C Ry N Ry N Ry
(figure 4.12).

Un raisonnement analogue a celui conduit pour démontrer le lemme 7.2.2 ameéne a
R,NR;NRyN R, # (), ce qui contredit la propriété 4 de la définition 35 d’un recouvrement
bien formé.

Donc, By, appartient & la composante connexe de Ry, |B; Byi] (figure 4.13).

La position relative de A, et Ay sur OR; n’est pas tres importante. Elle permettrait
juste de savoir si R; possede d’autres régions voisines que Ry, Ry et R;.
Nous avons donc achevé I’étude des configurations. Nous pouvons terminer la démonstration
des lemmes.

Démontrons le lemme 7.2.4.
Lemme 7.2.4 Si R,, est une région telle que Ry N Ry N Ry, # 0 alors m € {k,1}.

Démonstration 7.2.4 1l s’agit de montrer qu’il n’y a pas d’autres régions que Ry et
R, qui ait une intersection non vide avec R N R,.
Supposons qu’il en existe une, notée R,,. Pour ne pas contredire la propriété 4 de la
définition 35 d’un recouvrement bien formé, R,, intersecte R1NRy dans (RiNR2)\ (RyUR;).
D’apres I’étude de configurations conduite ci-dessus, la frontiere de R, intersecte celle de R;
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dans sa composante connexe |A; B[ ou dans sa composante connexe |By;; Byg| (figures 4.14
et 4.15).

Si les deux points ou OR,, traverse OR; appartiennent a |By;; Big[ et les deux points o
OR,, traverse OR, appartiennent a |Bgy; By (composante connexe de 0Ry), alors R, C
R U R, et donc sa zone pure serait vide, ce qui contredit la propriété 3 de la définition 35
d’un recouvrement bien formé (figure 4.14).

Supposons que OR,, traverse OR; en un point Ay, qui appartienne a |A; B|.
Si son deuxiéme point de passage dans R; appartient également a | A; B], alors nécessairement
OR,, traverse ORs en deux points Ay, et By, appartenant a | Boy; By[ : R,,, est homéomorphe
a D et sa frontiere ne traverse celle de R; qu’en deux points. Comme nous 'avons établi
dans la démonstration du lemme 7.2.2, A,,, et B,,, appartiennent a la zone pure de R; qui
se retrouve alors découpée en deux composantes connexes, ce qui contredit la propriété 3
de la définition 35 d’un recouvrement bien formé (figure 4.15).

Donc le deuxieme point de passage de OR,, dans R; appartient a |By;; B[ Mais alors
la composante connexe |A1,,; Bi,| de OR; est incluse dans R,,. En particulier B est inclus

dans R,,,ce qui contredit le lemme 7.2.2.
Par conséquent, une telle région R, n’existe pas. Wl
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Pour terminer la démonstration du lemme 7.2, nous proposons quelques commentaires
sur I’hypothése selon laquelle les deux composantes connexes fermées de d(R; N Ry) a et
b étaient réduites a deux points A et B. Si ce n’est pas le cas, les trois derniers lemmes
restent vrais. Nous ne démontrons ici que le premier, les deux autres étant sensiblement
identiques aux versions déja proposées, mais avec quelques précautions a prendre pour les
cas ou des composantes connexes fermées de différentes frontieres se superposeraient.

Le lemme 7.2.2 devient, avec ces nouvelles hypotheses :

Tout point de a appartient a la zone pure d’une région Ry et tout point de b appartient a
la zone pure d’une région R;.

Pour montrer cela, nous commencons par remarquer que I’ancien lemme 7.2.2 s’applique a
chaque point de a.

11 suffit donc de montrer que la nouvelle région a laquelle appartient un point de a est la
meéme pour tous les points de a.

Soit donc A; un point de a appartenant a la zone pure de Ry et As, le premier point de a
dans un parcours trigonométrique de OR;, qui appartienne a une autre région R,,.

R,, étant ouverte, il existe une boule centrée en Ay et contenue dans R,,, ce qui contredit
que A, soit le premier point dans le parcours de a qui appartienne a R,,. Donc Ay n’existe
pas.

4.3 Reégions fusionnables

Au début de ce chapitre, nous avons défini ce qu’est un recouvrement bien formé. Nous
souhaitons a présent le construire par un algorithme, adapté de 1’algorithme de partition-
nement dit de division-fusion. Cet algorithme est basé sur le principe de la fusion de régions
voisines, ce qui se traduit par la simplification du dual.

Dans le cas d’un recouvrement bien formé, toute fusion de régions voisines n’est pas
possible : il faut que le recouvrement, apres fusion, soit encore bien formé. Nous proposons
d’établir dans cette section des conditions sur le dual d’un recouvrement pour qu’apres
fusion, le recouvrement soit encore bien formé. En effet, le dual permet de stocker de facon
efficace des relations topologiques entre régions.

Nous avons établi dans la section précédente que le dual d’un recouvrement bien formé
est une triangulation combinatoire. Hélas, comme l'illustre la figure 4.6 la réciproque n’est
pas vraie. Nous devons donc analyser plus finement les relations liant le recouvrement a
son dual.

4.3.1 Correspondance entre les zones d’un recouvrement bien
formé et les éléments du nerf

Nous avons défini dans la section précédente des zones pures d’'un recouvrement bien
formé comme l'ensemble des points n’appartenant qu’a une seule région donnée. De la
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[ |1 zone pure B zone double ] zone triple

Fi1G. 4.16 — Associations entre les zones d’un recouvrement et les éléments de son nerf.

méme maniere, nous pouvons définir des zones doubles et triples :

Définition 42 (Zone double) La zone double de deuz régions voisines Ry et Ry est
l’ensemble des points qui appartiennent a ces deux régions et seulement a elles :

Zd(Rl,RQ) ={xERlﬂR2:VR€'R,x€R=> (R:Rl) ou (R:Rg)}

Définition 43 (Zone triple) La zone triple de trois régions voisines Ry, Ry et Rz est
l’ensemble des points qui appartiennent a ces trois régions et seulement a elles :

Zt(Rl, RQ, Rg) = {.T € RiNKR>NR;3 : VR € ,R,,ﬂf €ER= (R = Rl) ou (R = Rg) ou (R = Rg)}

Dans le cas d’un recouvrement bien formé, zt(R;, Ry, R3) = R; N Ry N R3 car tout point
appartient a au plus trois régions.
Notons R un recouvrement bien formé et (G, F') son nerf. On associe naturellement

— une zone pure de R & un sommet s de G, et on la note s¥,

— une zone double de R & une aréte e de G, et on la note e,

— une zone triple de R & un élément (nommé face) f de F, et on la note f#.
Par analogie avec la notation d’un espace dual, nous notons e## = e. Nous notons donc
réciproquement zp* le sommet associé & la zone pure zp, zd* l'aréte associée 3 la zone
double zd, et zt* la face associée & la zone triple zt.

De plus, I’étude de configurations menée dans la section précédente nous permet d’af-
firmer :

Lemme 7.3 Dans un recouvrement bien formé :
— toute zone pure est un fermé connexe non vide et sans trou,
— toute zone double est continuement paramétrisable sur le carré E = {(u,v) € IR? :
u€]0;1[;v € [0; 1]},
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— toute zone triple est homéomorphe a D.

La zone pure est sans trou car sinon cela signifierait qu’une région (connexe par hypothése)
est completement incluse dans R ce qui impliquerait alors que sa propre zone pure est vide.

Nous considérons alors ’ensemble des domaines qui sont définis sur M comme ’union
de zones pures, doubles et triples définies par R. Parmi ces domaines, il y a naturellement
les régions du recouvrement R.

Si H est un sous-ensemble de (G, F), on note H# le domaine égal & 'union {J, 5 u®
Réciproquement, si R = |, 2; est une union de zones pures, doubles ou triples, on note
R# le sous-ensemble de (G, F) égal & {2 };cs.

Grace au lemme 7.3, nous pouvons lier les propriétés de H A celles de H¥ :

Lemme 7.4 Soit H un sous-ensemble de (G, F).
H# est un fermé connexe non vide et sans trou si et seulement si

1. pour toute paire (u,v) d’éléments de H, il existe une séquence (€;)ico.x 1 de k
éléments de H tels que e; est adjacent a e;11 pour tout 1 < k, eg =u et e_1 =7v;

2. pour toute paire (u,v) d’éléments n’appartenant pas o H, il eriste une séquence
(€i)ico..k—1 de k éléments n’appartenant pas a H tels que e; est adjacent d ;11 pour
touti < k,eg=uetex_1=v;

3. H contient au moins un sommet de G ;

4. pour toute face de H, les arétes et les sommets de G qui lui sont adjacents appar-
tiennent également o H ;

5. pour toute aréte de H, les sommets de G qui lui sont adjacents appartiennent également
a H.

Démonstration 7.4 La premiere propriété est équivalente 3 H# connexe.

La deuxiéme propriété est équivalente & H# sans trou.

La troisieme propriété implique que H# est non vide.

Réciproquement, d’apres le lemme 7.3, aucune union de zones doubles et triples ne peut
étre fermée. Donc si H# est un fermé non vide, H contient nécessairement un sommet.

Les deux dernieéres propriétés sont équivalentes & “ H# est un fermé”, d’apres le lemme 7.3.
[ |

4.3.2 La fusion de régions doit préserver la topologie du nerf

Nous considérons un recouvrement bien formé R = {R;};c; d’un espace topologique
M.
Nous notons (G, F') son nerf.
Soit J C Iet S=U;c; Ry
Nous notons S le recouvrement apres fusion des Rjen S : S =R\ {R,}jes US.
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Nous établissons dans cette section quelles propriétés sur S#, sous-ensemble de (G, F),
permettent d’assurer que S est bien formé.

Pour cela, nous commencons par quelques définitions :

Définition 44 (Partie pure) Soit H un sous-ensemble de (G, F).

La partie pure de H, notée (H), est ’ensemble des sommets de H, des arétes de H dont
les deux extrémités appartiennent a H, et des faces de H dont les arétes et les sommets
incidents appartiennent a H.

Définition 45 (Partie partagée) Soit H un sous-ensemble de (G, F) et u un sommet
de G n’appartenant pas o H.

La partie partagée (H,u) est l’ensemble des faces et des arétes de (G, F) incidentes ¢ u et
a un élément de H : un sommet s’il s’agit d’une aréte, une aréte s’il s’agit d’une face.

Nous poursuivons par deux résultats :

Lemme 7.5 Tout sommet de S# admet un parapluie dont tous les éléments appartiennent
a S*.

Démonstration 7.5 S est une union de régions d’un recouvrement bien formé.

Or nous avons montré lors de la démonstration de la proposition 7 selon lequel le nerf
d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire, que tout sommet u de
R admet un parapluie dans R.

On note R la région dont u# est la zone pure. Les éléments constituant ce parapluie
correspondent par définition aux zones doubles et triples de R.

Ainsi tout sommet de S# correspond A la zone pure d’une région R; dont les zones doubles
et triples appartiennent par définition &4 S. Donc tout sommet de S# admet un parapluie
dont tous les éléments appartiennent & S#*. W

Lemme 7.6 Considérons les zones pures et doubles dans le nouveau recouvrement S.
On a

p(S) = (S%)*
VReS\ S, zd(S,R) = (S* R¥)#

ou S* et R* sont définis sur l’ancien recouvrement R.

Démonstration 7.6 La zone pure de S est, par définition, I’ensemble des points de M
qui n’appartiennent qu’a S.

Nous démontrons en annexe B que zp(S) est composée de ’ensemble des zones pures des
régions R;, j € J, des zones doubles des couples (Ry, R;) telles que k € J et | € J, et des
zones triples des triplets (Ry, R, R,,) telles que k € J, 1 € J et m € J.
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On en déduit donc que zp(S)# est 'ensemble des sommets de S#, des arétes de S# dont
les deux extrémités appartiennent & S#, et des faces de S# dont les arétes et les sommets
incidents appartiennent & S#. On reconnait la définition de la partie pure de ’ensemble
S# notée (S#). D’ou le résultat.

Soit R € S\S = R\{Rj}jeJ.
La zone double de (S, R) est, par définition, I’ensemble des points de M qui n’appar-
tiennent qu’a SN R.
Nous démontrons en annexe B que zd(S, R) est composée de I’ensemble des zones doubles
des couples de régions dont une seule appartient a {R;};c s, et des zones triples des triplets
de régions dont deux et seulement deux appartiennent a {R,;};c,.
On en déduit donc que zd(S, R)* est I’ensemble des arétes de S# dont une et une seule
extrémité appartient & S# et des faces de S# dont une et une seule aréte incidente ap-
partient & S#. On reconnait la définition de la partie partagée (S#, R#). D’ou le résultat.
[ |

Nous pouvons 3 présent proposer des conditions suffisantes sur S et S# pour que S soit
un recouvrement bien formé :

Proposition 8 Nous considérons un recouvrement bien formé R = {R;}ic; d’un espace
topologique M.
Soit J C I tel que I\ J contienne au moins trois indices et S = U].EJ R;.
Si S est homéomorphe a D, et si, dans le nerf de R,
— les éléments constituant la partie pure (S¥) suivent les hypothéses du lemme 7.4 ;
-~ VR € R\ {R;}jes telle que RN'S # 0, la partie partagée (S*, R*) est composée
d’arétes et de faces pouvant étre ordonnées en la séquence (eq, fo,€1,- -, fk—2,€k_1),
k >0, ou f; est incidente a e; et e;11 pour tout 1 < k —1;
alors le recouvrement S = R\ {R;}jcs U S est bien formé.

Démonstration 8 Demander que I\ J contienne au moins trois indices assure que S
contienne au moins quatre régions.

La fusion de régions ne peut que diminuer le nombre de régions en tout point sans pour
autant que ce nombre ne s’annule. Tout point de M appartient donc au moins a une et au
plus & trois régions de S (car R est supposé bien formé).

Les trois autres propriétés énoncées dans la définition 35 d’un recouvrement bien formé
sont assurées lorsqu’elles ne font pas entrer en jeu S, car R est supposé bien formé.
S est homéomorphe a D par hypothese.

Montrons a présent que toute paire de régions voisines a une intersection conforme.
Soit R € R\ {R;};es telle que RN S # (). Alors par hypothese et d’apres le lemme 7.6,
la zone double zd(S, R) est représentée par une séquence (eq, fo,€1,--., fx 2,6k 1) ou les
éléments sont incidents deux-a-deux. Aussi, le sommet u associé a la zone pure de R
admet un parapluie dans le nerf de R (ce dernier est bien formé). Donc la séquence
(eo, fo,€1,---, fk—2,€x_1) peut étre complétée par deux faces incidentes respectivement a
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FiG. 4.17 — A gauche, une fusion de deux régions (en trait plein) légale. A droite une
fusion illégale : 'ensemble des arétes et des faces de zd*(R, R,) ne forme pas un ensemble
d’éléments adjacents.

eo et ex_1 en (f_1,eq, fo,€1,-- -, fe—2, €1, fe_1). Si f_1 = fr_1, cela signifierait que le pa-
rapluie de u est contenu dans S#, ce qui contredirait la premiére hypothese sur (S#).

De plus, f_; et fx_1 représentent les zones triples de R, d’une région de {R;};c; et d’une
région n’appartenant pas a cet ensemble. En effet, si cette troisieme région lui appartenait,
I’aréte représentant la zone double l’associant avec R ferait partie de (S#, R#). De méme,
aucun autre élément de S# n’est incident & u. Ce qui implique que

(f—la €0, fos €15 - -y fr—2, €1, fk—l)

représente S N R.

On en déduit que SN R et R\ S sont tous deux homéomorphes & D. Pour affirmer que
S\ R est lui-aussi homéomorphe & D, il suffit de remarquer d’une part que les extrémités
des arétes de (eg, fo,€1,. .., fr_2, er_1) différentes de u, appartiennent a (S#), et d’autre
part que (S#) suit les hypotheses du lemme 7.4.

S et R ont donc une intersection conforme.

Terminons par montrer que S admet une zone pure qui est un fermé connexe et non
vide.
Cela est assuré par I’hypothése selon laquelle {S#) suit les hypothéses du lemme 7.4 et par
le lemme 7.5 qui affirme que zp(S) = (S#)#. W

Terminons cette section en remarquant que le nerf de S est alors constitué des éléments
du nerf de R hormis les suivants. Les éléments de la partie pure (S*) sont remplacés par
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un sommet représentant la zone pure zp(S). Les éléments de la partie partagée (S#, R¥)
sont remplacés par une aréte représentant la zone double zd(S, R).

Les zones triples concernant S sont quant a elles représentées par les faces f_; et fr_1
évoquées dans la démonstration précédente.

4.4 Algorithme de construction d’un recouvrement
bien formé sur une surface triangulée

Nous avons terminé I’étude théorique des recouvrements d’une variété de dimension 2
connexe et compacte. Nous avons défini ce qu’est un recouvrement bien formé, nous avons
défini son dual comme étant le nerf du recouvrement et démontré qu’il s’agissait d’une
triangulation combinatoire. Enfin, nous avons établi une condition suffisante sur le dual
d’un recouvrement pour que le recouvrement résultant de la fusion de plusieurs régions soit
encore bien formé.

Il nous reste a appliquer ces résultats théoriques a la construction d’un recouvrement
bien formé sur une surface triangulée M qui est une variété de dimension 2 connexe et
compacte (figure 4.18). L’algorithme comporte deux phases. La premiére, étape de divi-
sion, consiste a définir un premier recouvrement bien formé. La deuxieme, étape de fusion,
consiste a fusionner des régions entre elles, construisant ainsi plusieurs recouvrements suc-
cessifs au nombre de régions décroissant. Cette deuxieme étape est conduite sur le dual
du recouvrement. En effet, une fusion de régions est équivalente a une simplification par-
ticuliere du dual.

Pour illustrer cet algorithme, nous utilisons quatre maillages. Le premier, nommé sphere
est une triangulation interpolant des points sur une sphere. Elle est constituée de 162 som-
mets et de 320 faces. Il s’agit de la plus simple surface respectant les hypotheses que nous
avons posées. Le deuxieme maillage est nommé hippocampus et résulte de la numérisation
d’une glande présente dans le cerveau. Il est constitué de 1002 sommets et de 2000 faces.
Le troisieme maillage, meche, peut étre considéré comme un exemple de numérisation d’un
objet mécanique. Il est constitué de 1572 sommets et de 3152 faces. Enfin, croissants est
un maillage synthétique composé de 542 sommets et de 1080 faces.

4.4.1 Etape de division : Premieéres régions sur une surface tri-
angulée

La premiere étape de notre algorithme est la définition d’un recouvrement bien formé
constitué de petites régions. Aussi ce recouvrement doit étre défini sur M, une surface
triangulée connexe et compacte. Le choix naturel pour ce premier recouvrement est alors
de définir une région R; par sommet s; de M. R; est I'union de s; et de I’ensemble des
arétes et des faces incidentes a s; (figure 4.19).
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Fi1G. 4.18 — Exemples de recouvrements bien formés définis sur les quatre maillages choisis
pour illustrer notre algorithme.

Le recouvrement est bien formé car, par définition, une triangulation connexe, sans bord
et bornée possede au moins quatre sommets, et R; est homéomorphe a un disque ouvert et
non vide de IR?. La zone pure de R; est réduite au sommet s; qui est bien un fermé connexe
sans trou. Tout point appartient a une région au moins, et comme un triangle est incident
a trois sommets et une aréte est incidente a deux sommets, tout point appartient a au plus
trois régions. Enfin, I'intersection de deux régions R; et Ry est I'union de ’aréte incidente
aux deux sommets s; et sy et des deux faces triangulaires incidentes a cette aréte : cet
ensemble est bien homéomorphe & un disque ouvert et non vide de IR? tout comme R; \ R,
et R2 \E
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Fic. 4.19 — Régions du premier recouvrement défini sur la surface triangulée M

4.4.2 Etape de fusions : deux stratégies complémentaires
4.4.2.1 Présentation des deux stratégies

La deuxieme étape de notre algorithme consiste a fusionner des régions ensemble de
telle sorte que le recouvrement reste bien formé. Pour cela il suffit de choisir un ensemble
de régions du recouvrement de telle sorte que leur union et leurs représentants dans le dual
du recouvrement satisfassent aux hypotheses de la proposition 8.

Nous proposons deux stratégies de choix de régions :

— La fusion en couple : nous choisissons deux régions voisines.

— La fusion en fleur : nous choisissons une région et toutes ses voisines.

La fusion en couple a pour avantage de satisfaire systématiquement a la premiere hy-
potheése de la proposition 8. Elle a pour inconvénient de permettre un développement non
isotrope des régions comme l’illustre la figure 4.20. Or nous souhaitons que chaque région
soit aussi proche que possible d’'un disque.

La fusion en fleur a pour avantage de favoriser un développement isotrope des régions.
Elle a pour inconvénient de ne pas satisfaire systématiquement a la premiére hypothese de
la proposition 8 et de rencontrer plus facilement 1’échec car elle concerne plus de régions
qu’une fusion en couple (voir les résultats collectés dans les tableaux de la section 4.5.5.

Nous constatons donc que les deux stratégies se completent. C’est pourquoi nous com-
mencons par des fusions en fleur afin d’assurer une base isotrope a la forme des régions,
puis nous enchainons sur des fusions en couple afin d’adjoindre des petites régions voisines
aux plus grosses. Ces fusions en couple permettent également de débloquer des situations
ol trop de régions étaient concernées. Enfin, les résultats collectés dans les tableaux de la
section 4.5.5 indiquent que le nombre de régions obtenues par cette stratégie est du méme
ordre que celui obtenu avec une stratégie de fusions en couples uniquement.
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Fia. 4.20 — Une région du recouvrement calculé sur sphere avec une erreur calculée selon
le critere de la moyenne et un seuil de 10. La stratégie utilisée est de ne procéder qu’a des
fusions en couples. Le développement de cette région n’a pas été isotrope.

REMARQUE —

Il est important de remarquer que, pour ces deux stratégies, si les deux hy-
potheses de la proposition 8 portant sur les éléments du nerf du recouvrement
sont vérifiées, alors on est assuré que I'union S des régions candidates a la fusion
est homéomorphe a D, et ce grace au lemme 7.3.

4.4.2.2 En pratique

Pour mettre en ceuvre ces fusions, nous réfléchissons sur le dual (G, F') du recouvrement.
En pratique, nous codons G et F' en adjoignant a toute région la liste ordonnée dans le
sens trigonométrique de ses voisines (reliées & la région par un pointeur). Chaque région
code ainsi naturellement un sommet de GG, et chaque pointeur vers une région voisine code
une aréte (une aréte est donc codée deux fois). Enfin, ordre des voisines d’une région code
implicitement les faces de F'.

En pratique, nous vérifions la deuxieme hypotheése de la proposition 8 dans le cas d’une
fusion en fleur comme d’une fusion en couple de la fagon suivante. Nous notons S ’ensemble
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Fusion Fusion

Fic. 4.21 — Fusion de régions en fleur. Les régions candidates sont en trait plein et
représentées par des sommets blancs reliés entre eux par des arétes pleines. A gauche,
la fusion est légale. A droite, elle ne I'est pas car les éléments constituant la partie pure de
S# ne suivent pas les hypotheses du lemme 7.4.

des régions candidates a la fusion et V' (S) I’ensemble des régions voisines de S (c’est-a-dire
voisine d’une des régions de S sans en faire partie). Soit R une région de V(S). Nous
vérifions alors que I’ensemble des voisines de R appartenant a S sont toutes consécutives
dans un parcours trigonométrique des voisines de R.

Nous vérifions la premiere hypothese de la proposition 8 dans le cas d’une fusion en fleur
de la facon suivante. Il suffit de s’assurer qu’aucun sous-ensemble de V' (S) n’est encadré
de régions de S. Pour cela, nous nous assurons que, lors du parcours trigonométrique des
régions de V (S) (possible grace a I'ordre des voisines des régions de S, de la région centrale
comme des autres), toute région admet pour voisines la région précédemment rencontrée
et au moins une région n’appartenant pas a V' (5).
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4.5 Application a la construction d’un atlas

4.5.1 Ajout d’un critere géométrique

Nous avons vu dans le chapitre 3 que la premiére étape de la construction de notre
modele est ’approximation d’une 2-triangulation M de IR? par une famille de primitives
planes V;. De plus, chaque primitive doit approcher une région R; de M de telle sorte que
la projection v; de R; sur V; soit une bijection (figure 3.1, page 46).

Nous proposons de reformuler le probleme de la fagon suivante : définir un recouvrement
R de M par un ensemble de régions R;, chaque région ayant pour propriété géométrique
d’étre bien approchée par un plan sur lequel elle se projette sans auto-occultation. Comme
nous ’avons vu dans la section 4.4 la suite de la construction de notre modele nécessite
que ce recouvrement soit bien formé. Nous appliquons donc ’algorithme de division-fusion
décrit dans la section 4.2 en lui ajoutant les deux points suivants :

— Les premieres régions a l’issue de ’étape de division doivent étre bien approchées par
un plan sur lequel elles se projettent sans auto-occultation.

— Lors de I’étape de fusion, nous ordonnons les régions candidates afin d’obtenir le
moins de régions possible a la fin de ’algorithme, et nous ajoutons au test de validité
d’un choix de régions a fusionner la condition selon laquelle la nouvelle région doive
étre bien approchée par un plan sur lequel elle se projette sans auto-occultation.

Nous présentons dans cette section un calcul du plan approchant une région d’une 2-
triangulation. Puis nous proposons un calcul de 'erreur d’approximation de la région par
ce plan qui servira d’une part a évaluer, grace a un seuil prédéfini, si la région est bien
approchée, et d’autre part a ordonner les régions candidates a la fusion. Enfin, nous discu-
terons du calcul de la projection bijective v; de R; sur V.

4.5.2 Calcul du plan moyen

Bien des méthodes sont envisageables pour calculer le plan approchant une région d’une
2-triangulation. On peut choisir un plan caractéristique de la répartition statistique des
points de la région dans IR? [Bev69]. Mais pour que ces techniques soient vraiment efficaces,
il faut un nombre de points bien supérieur au nombre de sommets constituant généralement
une région. On peut alors choisir des points supplémentaires sur chaque face. Mais il nous
semble dommage de ne considérer que des points et oublier I'information importante donnée
par les faces. C’est pourquoi nous avons préféré une méthode directe classique rappelée dans
I’étude de Frey [FBI6].

Le plan est déterminé par un point et une direction normale. La direction est calculée
comme la somme normalisée des normales des faces, pondérées par les aires de celles-ci.
Pondérer les normales par les aires des triangles permet d’étre plus indépendant de la
triangulation : 'importance de la participation de la normale d'une face est pondérée par
celle de la taille de la face vis-a-vis des autres faces.
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————— Surface & approcher

********* Primitive
— Surface approchante

F1G. 4.22 — Pour une approximation par combinaison convexe de primitives, il est préférable
de positionner les primitives sur la surface a approcher

La normale d’une face pondérée par son aire est égale au produit vectoriel de deux
de ses arétes. Elle peut étre calculée une fois pour toutes et stockée dans la structure de
données d’une face. La question naturelle qui se pose pour le calcul de la normale du plan
approchant une région R est la suivante : peut-on la calculer a partir des normales des
plans approchant les régions qui, par fusion, ont constitué R ? Pas directement. Pour cela,
il faut coder la direction normale du plan par un vecteur de norme non égale a un : il doit
étre calculé comme la somme non normalisée des normales des faces pondérées par les aires
de celles-ci. La direction d’une nouvelle région R est alors égale a la somme des normales
aux plans approchant les régions qui, par fusion, ont constitué R, moins la somme des
normales aux faces appartenant aux zones doubles de deux de ces régions, moins deux fois
la somme des normales aux faces appartenant aux zones triples de trois de ces régions.

En termes d’approximation, le point a déterminer, par lequel passe le plan approchant
une région, devrait étre le barycentre des sommets de la région. Mais le procédé de raccord
continu des primitives étant basé sur une composition convexe, il nous semble plus judicieux
de choisir un point sur la région elle-méme (figure 4.22).

Nous avons choisi le sommet de la zone pure de la région dont le projeté sur le plan
approchant est le plus proche du barycentre des projetés des sommets de la région (pour
évaluer ces projections, seule la direction normale au plan est nécessaire). Ce point est par
la suite considéré comme le centre d’un repere du plan approchant. Ce repére est complété
par un axe du repere de IR?® et son orthogonal direct dans le plan (figure 4.23).

4.5.3 Calcul de ’erreur

Calculer 'erreur d’approximation d’une région par un plan nous est indispensable d’une
part pour évaluer grace a un seuil prédéfini, si une région est bien approchée par un plan,
et d’autre part pour ordonner la liste des régions a fusionner. Dans les exemples illustrant
cette section, les points des maillages sont contenus dans la sphére unité et les seuils sont
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Bl zone pure
Bl zone double
B zone triple

T base locale
Ve

F1G. 4.23 — Construction d’un repere orthonormé sur V;

pris égaux a 10 (autrement dit un seuil tres élevé), 0.1, 0.01 ou 0.00001 (figure 4.24).

Pour évaluer si une région est bien approchée par un plan La encore bien des
criteres sont envisageables pour évaluer cette erreur d’approximation. Une premiere idée
consiste & observer ce qui est fait en simplification de triangulation [GH97]. Dans le cas
d’une simplification, I’erreur calculée est celle de la distance d’un point x vis-a-vis d’un
ensemble de plans {h;}. Elle peut étre calculée soit comme le maximum soit comme la
somme des carrés des distances des plans au point. Dans le cas de la somme, la formule
peut s’écrire matriciellement

_ T T
Ep(z) =x" - ( g vi-Vv; )X
h;,€H
ou xI' = (z7,1) et v = (v}, 1), avec v;, vecteur normal unitaire de h;.

Dans notre cas l'erreur calculée est celle de la distance d’un plan A vis-a-vis d’un
ensemble de points {z;}. La situation est symétrique. Nous proposons donc les deux criteres
suivants : soit le maximum soit la somme des carrés des distances des points au plan. Dans
le cas de la somme, la formule peut s’écrire matriciellement

EX(h)sz-(Z X X))V

T, €X

En général, le nombre de régions définies et la qualité de I’approximation de chaque
région par un plan calculé pour un méme seuil avec 'un ou l'autre de ces deux criteres
est comparable lorsque le seuil est assez élevé (figure 4.28). Au contraire lorsque le seuil



4.5. APPLICATION A LA CONSTRUCTION D’UN ATLAS 85

Fic. 4.24 — Régions définies sur sphere. L’erreur est calculée comme la moyenne des carrés
des distances des points au plan. Le seuil est de 10, 0.1, et enfin 0.01. Le nombre de régions
est 6, 18 et 36.

devient plus faible, le nombre de régions créées avec le critere du maximum est bien plus
élevé qu’avec le critere de la moyenne (figure 4.28).

On peut alors obtenir de bien meilleures approximations avec le critere de la moyenne
qu’avec le critére du maximum, pour un méme nombre de régions créées (figure 4.25).

On peut expliquer cette différence en remarquant que ’erreur calculée pour le critere
de la moyenne dépend de facon équivalente de chacune des distances qui participent a son
calcul. Au contraire, dans le critere du maximum, l'erreur peut étre déterminée par une
seule des distances qui participent a son calcul. Le seuil peut alors étre passé pour un seul
sommet mal placé. Et cette différence est encore plus sensible avec des fusions en couple
qu’avec des fusions en fleur. En effet, moins il y a de nouvelles distances participant au
calcul de I’erreur pour le critére de la moyenne, moins le risque de voir le seuil soudainement
dépassé est grand. Ce qui n’est pas le cas avec le critere du maximum puisqu’une distance
trop grande suffit pour faire passer 1’erreur au-dessus du seuil. De plus, méme a nombre de
régions égal et a seuil égal, le recouvrement obtenu avec le critere de la moyenne semble
étre meilleur que celui obtenu avec le critere du maximum comme l’'illustre la figure 4.26.

Pour ordonner la liste des régions a fusionner Trier les régions selon l'erreur d’ap-
proximation commise par le plan approchant ne permet a prior: que d’encourager ’exten-
sion de régions bien approchées par un plan et non de créer la région la mieux approchée
par un plan. Mais pour cela, il faudrait tester toutes les combinaisons possibles ce qui
n’est guere envisageable. De plus, choisir la meilleure fusion a un pas donné de I’algorithme
n’assure pas le meilleur résultat final. Des algorithmes de type ”Branch and Bound” per-
mettraient siirement de rechercher la meilleure séquence de fusions. Nous nous sommes
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F1G. 4.25 — Régions définies sur méche avec une erreur calculée selon le critere du maximum
et un seuil de 0.1, puis avec une erreur calculée selon le critere de la moyenne et un seuil
de 0.01. Dans les deux cas le recouvrement est composé de 51 régions.

contentés d’une part de la simple liste triée selon ’erreur calculée ci-dessus, et d’autre part
de mettre en début de liste les régions voisines lors d’une fusion en couple (critére que nous
nommons tri local). Les résultats collectés dans les tableaux de la section 4.5.5 semblent
indiquer que la premiére liste n’a quasiment pas d’influence sur le résultat (que 1’on ait
utilisé un critére géométrique ou pas, comme lorsque le seuil est posé a 10), contrairement
au tri local qui, s’il est omis, entraine de trés mauvais résultats.

Le cas des premieéres régions Enfin, les premieres régions que nous construisons ne
contiennent qu’un sommet dans leur zone pure. L’erreur d’approximation est alors nulle. Le
premier tri se fait alors sur un autre critére : le degré de rugosité [FB96]. Le degré de rugosité
calculé en un sommet d’une triangulation est une approximation de la courbure de la surface
en ce point. Un degré faible correspond donc & une courbure faible de la surface, qui est
donc localement proche d’un plan. Notons 7; la normale du plan approchant la région dont
la zone pure est réduite au sommet S;. C’est également la normale de la triangulation en ce
point selon Frey et Borouchaki [FB96]. Notons €;; les vecteurs unitaires de méme direction
que les arétes SZ:S’]- incidentes a 5;. Le degré de rugosité d’une triangulation en un sommet
est le minimum des produits scalaires < n; | €7; > (figure 4.27).
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F1c. 4.26 — Régions définies sur croissants avec une erreur calculée selon le critere du
maximum et un seuil de 0.1, puis avec une erreur calculée selon le critere de la moyenne
et un seuil de 0.1. Les deux recouvrements sont constitués de 25 régions mais seules celles
du deuxieme recouvrement s’adaptent correctement aux parties planes de la surface.

4.5.4 Projection bijective

Enfin, chaque région R; doit se projeter sur le plan qui 'approche en un morceau de
plan V; via la projection v;. Cette projection doit étre bijective.

Plusieurs méthodes de projections ont été proposées, notamment dans le cadre des
dépliements de surface (pour le plaquage de texture ou la définition d’un nouveau maillage
sur une surface). On peut citer la carte harmonique proposée par Eck [EDD*95] ou encore
la solution de retriangulation locale proposée par Lee [LSS*98]. Dans tous les cas, ce qui
est recherché est la bijectivité, mais surtout la minimisation de la distorsion entre la surface
originale et la surface dépliée.

Or dans notre cas, la région est supposée étre bien approchée par un plan. La simple
projection orthogonale entraine donc peu de distortion et est nettement plus rapide que
les solutions évoquées ci-dessus. Par contre, elle n’est pas nécessairement bijective. Si elle
ne l'est pas, nous refusons la fusion des régions qui conduit a cette région.

Pour savoir si la projection d'une région sur le plan qui I’approche est une bijection, il
suffit de tester si aucune face de la région ne se projette en une aréte et si toutes les faces
projetées ont une méme orientation. Cela se vérifie grace aux normales des faces projetées.

Ce choix a un inconvénient : il existe des premieres régions qui ne se projettent pas
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n;
/‘"
Sj

F1a. 4.27 — Calcul du degré de rugosité en un sommet d’un maillage

de fagon bijective sur le plan qui les approche (voir [LSST98]). Dans ce cas, il faut déplier
artificiellement le parapluie projeté par la méthode proposée par Lee [LSST98] par exemple,
ou refuser de traiter des maillages ayant de telles irrégularités. Ce choix a malgré tout
un avantage décisif : V; est paramétrable par une simple fonction de hauteur constante
dans le repere local décrit dans le paragraphe précédent. Cela nous sera fort utile pour la
construction de I’atlas.

4.5.5 Résultats

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats de calculs de recouvrements sur
les quatre maillages présentés au début de cette section. Les tableaux suivants présentent
le nombre de régions constituant les recouvrements en fonction du seuil choisi (10, 0.1,
0.01, ou 0.00001) et de la stratégie employée (des fusions en fleur uniquement, des fusions
en fleur suivies de fusions en couple ou des fusions en couple uniquement). Nous avons
également séparé les résultats selon que le critere de calcul de l'erreur est le critere du
maximum ou de la moyenne, que les régions sont triées ou non, et enfin qu’il a été fait
usage du tri local pour les fusions en couple ou non.

Les premiers tableaux concernent les recouvrements calculés sur le maillage sphere
constitué de 162 sommets et de 320 faces. Le recouvrement initial est donc composé de 162
régions.

Seuil Seuil
10 | 0.1 | 0.01 | 10E-5 10 | 0.1 | 0.01 | 10E-5
Fleur 21| 63 | 162 162 Fleur 19 | 50 | 162 162
Fleur et Couple | 5 | 27 | 64 122 Fleur et Couple | 6 | 18 | 36 73
Couple 5124 | 64 122 Couple 5118 | 36 73
Critere du maximum et liste triée Critere de la moyenne et liste triée

TAB. 4.1 — Recouvrements de sphere (liste non triée)
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Seuil Seuil
10 { 0.1 | 0.01 | 10E-5 10| 0.1 | 0.01 | 10E-5
Fleur 23| 63 | 162 | 162 Fleur 23 | 50 | 162 | 162
Fleur et Couple | 6 | 25 | 64 122 Fleur et Couple | 6 | 17 | 34 73
Couple 6 | 25| 64 122 Couple 6 | 19| 34 73
Sans Tri Local |37 | 79 | 114 | 162 Sans Tri Local | 37 | 62 | 82 133
Critere du maximum et liste non triée Critere de la moyenne et liste non triée

TAB. 4.2 — Recouvrements de sphere (liste non triée)

Les tableaux suivants concernent les recouvrements calculés sur le maillage hippocampus
constitué de 1002 sommets et de 2000 faces. Le recouvrement initial est donc composé de
1002 régions. Les différences étant mineures, nous ne présentons pas les résultats concernant
le calcul de recouvrements sans 1’utilisation d’une liste triée.

Seuil Seuil
10 | 0.1 ] 0.01 | 10E-5 10 | 0.1 | 0.01 | 10E-5
Fleur 156 | 182 | 593 | 1002
Fleur 121 | 146 | 225 973
Fleur et Couple | 10 | 27 | 174 | 999
Fleur et Couple | 10 | 24 | 53 389
Couple 9 | 31 | 171 ] 999 Couple 10 | 27 | 62 | 389
Sans Tri Local | 145 | 203 | 548 | 973 P

R ) ) ., Critere de la moyenne et liste triée
Critere du maximum et liste triée y

TAB. 4.3 — Recouvrements de hippocampus

Les tableaux suivants concernent les recouvrements calculés sur le maillage meéche
constitué de 1572 sommets et de 3152 faces. Le recouvrement initial est donc composé
de 1572 régions. Parce qu’ils ne présentent pas de spécificité, nous ne présentons pas les
résultats concernant le calcul de recouvrements avec un seuil de 0.00001.

Seuil Seuil
10 | 0.1 | 0.01 10 | 0.1 ] 0.01
Flour 366 | 365 | 615 3174
Fleur 306 | 313 | 431
Fleur et Couple | 53 | 51 | 153 Fleur et Couple | 39 | 51 63
Couple 40 | 48 | T1 k

s . . . Critere de la moyenne et liste triée
Critére du maximum et liste triée

TAB. 4.4 — Recouvrements de meéche



90 RECOUVREMENT D’UNE SURFACE TRIANGULEE

Les derniers tableaux concernent les recouvrements calculés sur le maillage croissants
constitué de 542 sommets et de 1080 faces. Le recouvrement initial est donc composé de
542 régions.

Seuil Seuil
10 | 0.1 | 0.01 10| 0.1 | 0.01
Fleur 109 | 113 | 516 Fleur 99 |1 139 | 191
Fleur et Couple | 14 | 25 | 159 Fleur et Couple | 13 | 25 50
Couple 17 | 33 | 162 Couple 12| 30 55
Critere du maximum et liste triée Critere de la moyenne et liste triée

TAB. 4.5 — Recouvrements de croissants

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme de construction d’un recouvrement
bien formé sur un maillage triangulaire M qui est une variété de dimension 2 connexe et
compacte. Pour ce faire, nous avons démontré que le nerf d’un recouvrement bien formé
est une triangulation combinatoire. Nous avons également établi des conditions suffisantes
sur son nerf pour que le recouvrement reste bien formé apres la fusion d’une partie de ses
régions. Cela nous a permis de proposer un algorithme de division-fusion pour construire
un tel recouvrement, et finalement de I’appliquer & I’approximation de M par une famille
de primitives planes. Ces résultats constituent la premiere étape de la construction de notre
modele de surface.
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Fi1g. 4.28 — Régions définies sur hippocampus avec un seuil de 10, 0.1, et 0.01. Sur la
premiere ligne, ’erreur est calculée comme la moyenne des carrés des distances des points
au plan. Sur la deuxieme ligne, l'erreur est calculée comme le maximum des carrés des
distances des points au plan.
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Chapitre 5

Approximation C! d’une couronne
polygonale du plan

5.1 Introduction

A la deuxieme étape de la construction de notre modele de surfaces, nous avons vu au
chapitre 3 qu’il fallait mettre en correspondance des points des primitives qui approchent le
maillage M en définissant des fonctions de transition entre les domaines de paramétrisation
de ces primitives (figure 5.1).

Pour cela, nous paramétrons des parties de différents domaines sur un méme lieu :
la fonction de transition entre des parties de deux domaines est alors simplement définie
comme la composée de la réciproque de la paramétrisation d’une partie d’'un des deux
domaines avec la paramétrisation d’une partie de I'autre domaine. De plus, il faut que
les fonctions de transition soient des C'-difféomorphismes. Nous cherchons donc naturelle-
ment & paramétrer les parties de chaque domaine par un C!-difféomorphisme. Or il s’avere,
comme nous le verrons a la fin de ce chapitre, que les parties des domaines a mettre en cor-
respondance appartiennent a une couronne définie dans chaque domaine au voisinage de sa
frontiere. Par ailleurs, les primitives définies dans le chapitre précédent sont des polygones.
Les couronnes correspondantes sont donc polygonales ce qui interdit leur paramétrisation
par un C*-difféomorphisme. Il est donc indispensable d’approcher cette couronne polygo-
nale par une couronne continue paramétrée par un C'-difféomorphisme. C’est I'objet de
I’étude conduite dans ce chapitre.

Pour réaliser cette étude, nous procédons en trois temps. Nous commencons par décrire
une boucle par un parametre orthoradial. La boucle est alors paramétrée sur le cercle unité
C par une fonction de IR dans IR évaluant ce parametre orthoradial en fonction d’un angle
qui, lui, repéere un point de C.

Nous observons ensuite que ce procédé ne peut étre généralisé a la description de toute
couronne polygonale du plan. Nous étudions alors ’approximation d’une couronne poly-

93
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Fi1Gc. 5.1 — Deuxieme étape de la construction de notre modele : mise en correspondance
des points des primitives

gonale quelconque du plan par une couronne polygonale que nous savons décrire par deux
parametres, I'un radial et 'autre orthoradial. Cette derniere couronne est alors paramétrée
sur un anneau circulaire par une fonction évaluant deux parametres décrivant la couronne
en fonction des deux parametres (radial et orthoradial) qui décrivent I’anneau circulaire.
Finalement, ’approximation d’une couronne polygonale par une couronne continue se
déroule en deux temps. Nous commengons par approcher la couronne polygonale par une
couronne polygonale paramétrée sur un anneau circulaire. Puis nous lissons les fonctions
de paramétrisation pour qu’elles décrivent une couronne continue.

Nous verrons a la fin de ce chapitre comment nous choisissons les parties des couronnes
a mettre en correspondance et donc finalement comment nous définissons les fonctions
de transition de I'atlas du modele de surfaces que nous construisons. Nous remarquerons
également que la paramétrisation proposée par un parametre radial et un parametre or-
thoradial simplifie grandement la définition de la partition de 'unité subordonnée aux
domaines. Nous utilisons ces fonctions pour définir les poids de la combinaison convexe
indispensable au raccord des primitives entre elles.
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5.2 Description d’une boucle du plan par un parametre
orthoradial

5.2.1 Introduction

Nous présentons dans cette section la description d’une boucle du plan par un parametre
orthoradial. Nous utilisons I'expression “par un parametre orthoradial” pour qualifier une
description des points de la boucle qui est semblable a celle des points du cercle unité par
leur coordonnée angulaire dans la base polaire dont 1’origine du repere est le centre. Nous
verrons que le cas d’une boucle étoilée est particulierement bien adapté a cette descrip-
tion. Malheureusement, toutes les boucles ne sont pas étoilées. Cependant, nous baserons
la description d’une boucle quelconque par un parametre orthoradial sur cette premiere
constatation, en décrivant la boucle par morceaux, chaque morceau étant étoilé.

5.2.1.1 Définitions

Commencons par définir ce qu’est une boucle :
Définition 46 (Boucle) On appelle boucle tout ensemble de points du plan homéomorphe
aC.

ou C = {(u,v) € IR? : u> + v? = 1} est le cercle unité du plan.

Définition 47 (Partie centrale, Partie extérieure) Une boucle divise le plan en deuz
parties disjointes : une partie centrale bornée et une partie extérieure non bornée.

Tout point du cercle unité C est repérable par ¢, sa coordonnée orthoradiale (ou angulaire)
dans la base polaire de centre (0,0). Il s’agit & présent de définir ¥, une coordonnée sem-
blable repérant les points d’une boucle donnée, puis de définir un homéomorphisme de C
sur la boucle (figure 5.2).

5.2.1.2 Cas d’une boucle étoilée

La description d’une boucle par une coordonnée orthoradiale se fait naturellement dans
le cas d’une boucle étoilée.

Définition 48 (Boucle étoilée) Une boucle est étoilée s’il existe un point C' du plan tel
que, tout point M de la boucle est 'unique point de la boucle appartenant au segment

[C, M.

En effet, la coordonnée orthoradiale dans la base polaire de centre C' repere convenablement
les points de la boucle étoilée. Malheureusement toute boucle n’est pas étoilée (figure 5.3).
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ay :

(0,0)

F1G. 5.2 — Description d’une boucle par un parametre orthoradial
g\ 0

Fic. 5.3 — A gauche, une boucle étoilée. A droite, une boucle non étoilée

5.2.1.3 Généralisation par 'intermédiaire de bases polaires locales

Nous cherchons alors a généraliser ce premier résultat a une boucle quelconque. L’idée
est de décomposer la boucle en portions, chaque portion étant étoilée et donc repérée par
une coordonnée orthoradiale dans une base polaire locale de centre C),, appelé pivot.

Aussi, tout point de la boucle doit posséder une unique coordonnée orthoradiale. Il doit
donc étre repéré dans une et une seule de ces bases locales. Nous présentons dans ce chapitre
comment définir des pivots qui satisfont a cela, puis nous définissons I’homéomorphisme
sur C. Tout cela sera traité dans le cadre particulier d’une boucle polygonale.

5.2.2 Construction des pivots
5.2.2.1 Introduction

Il s’agit de définir une succession de bases polaires locales centrées en des points C,
nommés pivots de telle sorte que tout point d’une boucle polygonale soit repéré par une et
une seule base.

Pour cela, nous proposons de définir alternativement un pivot dans la partie centrale et
dans la partie extérieure (parties du plan séparées par la boucle) de telle sorte que chaque
segment [C,,, Cy, ;1] n’intersecte la boucle qu’en un seul point. Ce point sera repéré par 1'une
des deux bases centrées en C, ou Cp, ;1.
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La qualité de la définition de tels pivots est déterminée par I'utilisation que I'on en fait.
Ces pivots vont permettre de décrire une couronne. Afin de minimiser la place mémoire
nécessaire a cette description, il convient de définir le plus petit nombre possible de pivots.
A Tlinverse, nous approcherons une couronne polygonale par une couronne continue en
lissant ses boucles frontieres par un algorithme qui demande aux segments de la portion
décrite par la base locale de centre C), d’étre orientés le moins radialement possible.
Enfin, la ligne polygonale joignant les pivots successifs doit étre sans auto-intersection afin
de pouvoir discriminer les points appartenant a la partie centrale, a 'intérieur ou a la partie
extérieure de la couronne (voir paragraphe 5.5.2.2, page 129).

Pour positionner les pivots, nous procédons en deux temps : nous commengons par
définir les pivots appartenant a la partie centrale, puis les pivots appartenant a la partie
extérieure. Pour cela, nous utilisons un pseudo-squelette de la partie centrale.

5.2.2.2 Pseudo-squelette d’une région polygonale

Définition d’un pseudo-squelette Soit R une région du plan délimitée par un polygone
simple.

Le squelette de R est une représentation filiforme et centrée de R [Blu67, Att95]. Une de
ses principales propriétés est d’étre de méme homotopie que R.

REMARQUE —

Deux ensembles X et Y sont de méme homotopie s’il existe deux applications
continues f : X — Y et g: Y — X ainsi que deux familles {¢;} et {1} de
fonctions continues de Y dans Y et de X dans X respectivement (¢ € [0;1])

telles que

— (¢ est continue par rapport a t et a y € Y simultanément et g = f o g,
1 = tdy

— 1y est continue par rapport a t et a x € X simultanément et )9 = g o f,
1 = idx

ou idy est 'application identité sur Y et ¢dx est ’application identité sur X.

Intuitivement, si ’on faisait le vide dans R, ses parois s’écraseraient sur son squelette.

Dans notre cas nous n’avons pas besoin de la géométrie exacte du squelette de R. C’est
pourquoi nous utilisons un pseudo-squelette qui est plus facile et plus rapide a calculer.
Il s’agit d’une région polygonale du plan de méme homotopie que R, incluse dans R et
d’épaisseur nulle sauf au niveau des embranchements.

Construction du pseudo-squelette Notre construction du pseudo-squelette utilise une
triangulation de R. Pour cela, on utilise un algorithme classique de triangulation d’un po-
lygone simple. La triangulation obtenue prend appui sur les sommets de la ligne polygonale
frontiere de R, et s’effectue sans ajout de points a l'intérieur de la région. Sous ces condi-
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aréte fontier e—e pseudo-squelette

oreille
diagonal

Fi1G. 5.4 — Pseudo-squelette d’une région polygonale

tions, les arétes de la triangulation sont de deux types : les arétes dont l'intérieur est
strictement inclus dans R que nous appellerons les diagonales de la triangulation et des
arétes incluses dans la frontiere de R, que nous appellerons arétes frontieres. Nous appe-
lons oreilles de la triangulation les triangles possédant exactement deux arétes frontieres
(figure 5.4).

La frontiere du pseudo-squelette est construite de la facon suivante : un sommet est
placé au milieu des diagonales et au barycentre des oreilles. On relie ensuite deux sommets
s’ils appartiennent au méme triangle.

Propriétés du pseudo-squelette Ce pseudo-squelette nous est utile pour trois raisons :

— les pivots de la partie centrale sont définis sur la frontiere du pseudo-squelette : nous
sommes assurés qu’ils appartiennent a la partie centrale;

— les extrémités du pseudo-squelette (barycentre des oreilles) sont de bons candidats
pour étre des pivots appartenant a la partie centrale ;

— le pseudo-squelette définit un mur dans la partie centrale, séparant les pivots de la
partie centrale qui sont en regard de deux parties de la frontiere de R diamétralement
opposées : cela permettra d’éviter les auto-intersections de la ligne polygonale joi-
gnant les pivots successifs.

5.2.2.3 Construction des pivots appartenant a la partie centrale

Pour placer les pivots appartenant a la partie centrale, nous parcourons la boucle dans
le sens trigonométrique et en repérons les parties qui tournent a gauche. Nous plagons un
pivot dans la partie centrale en regard de chacune de ces parties.

REMARQUE —

Un couple (eq, e2) d’arétes successives de la boucle tourne a gauche si le produit
scalaire (e | €2) est positif, ol ef est le vecteur directement orthogonal & e;.

Aussi pour définir les pivots appartenant a la partie extérieure, nous aurons besoin que
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S

premitre aréte derniére aréte S

remicre aréte . N
p derniére aréte

Fi1G. 5.5 — Arétes extrémes d’une séquence tournant a droite

ces parties ne s’enroulent pas sur elles-mémes, que ce soit & gauche comme a droite (voir
le paragraphe 5.2.2.4). C’est pourquoi nous avons choisi ’heuristique suivante.

Le barycentre de chaque oreille de la triangulation est choisi comme pivot appartenant
a la partie centrale. Il est en regard des deux arétes frontieres de 1’oreille. Nous parcourons
alors chaque partie de la boucle délimitée par deux arétes frontieres appartenant a deux
oreilles différentes.

Si lors de ce parcours la boucle tourne a droite, nous arrétons le parcours des lors qu’elle
tourne a gauche ou que les deux arétes extrémes de cette sous-séquence forment un angle
supérieur a m. On définit alors comme nouveau pivot appartenant a la partie centrale un
point de I'aréte frontiere du pseudo-squelette qui est parallele a la derniere aréte du parcours
(sauf si cette aréte appartient a une oreille). On reprend ensuite le parcours jusqu’a ce que
'on rejoigne la prochaine aréte appartenant a une oreille (figure 5.5).

Si lors de ce parcours la boucle tourne a gauche, nous arrétons le parcours des qu’elle
tourne a droite ou qu’'un des segments [S1; P] et [P; Ss] intersecte la frontiere du pseudo-
squelette. S est le dernier pivot créé en date, Sy est le candidat pour étre le prochain et
P est un point médian de la séquence d’arétes de la boucle parcourue. Cette condition
est nécessaire pour éviter les auto-intersections de la ligne polygonale reliant les pivots
successifs entre eux (figure 5.6).

5.2.2.4 Construction des pivots appartenant & la partie extérieure

Il s’agit a présent de définir un pivot appartenant a ’extérieur de la boucle, entre chaque
paire de pivots successifs appartenant a la partie centrale. La encore nous proposons une
heuristique.

Soit (S, S2) une paire de pivots successifs appartenant & la partie centrale. S'ils cor-
respondent au parcours d’une partie de la boucle qui tourne a droite, on note C' le milieu
de [S1, S2]. On recherche le point d’intersection de la boucle avec la médiatrice de [S1, Sa,
le plus proche de C' et se trouvant a droite de la droite dirigée par (S, S3). Si ce point
n’existe pas ou correspond a une entrée de la médiatrice dans la région centrale, alors C' est
a 'extérieur de la boucle. On 'accepte comme pivot extérieur entre Sy et Sy (figure 5.7-a).
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F1G. 5.6 — Arétes extrémes d’'une séquence tournant a gauche

Sinon, on le note P. On note I le point d’intersection, le plus proche de P, de la demi-
droite [C'; P) avec la boucle. Le segment | P; I[ appartient a la partie extérieure. Si I n’existe
pas, le pivot extérieur entre S; et S, est défini par £ = P+ A\, ou 4 est le vecteur unitaire
dirigeant [C; P), et A > 0 (figure 5.7-b). Si I existe, le pivot extérieur entre S; et Sy est
défini par la méme formule mais avec A = ||PI||/2 (figure 5.7-c).

Si S et Sy correspondent au parcours d’une partie de la boucle qui tourne a gauche,
nous avons déja défini un P dans le paragraphe précédent (figure 5.7-d). On note I le
point d’intersection, le plus proche de P, de la demi-droite perpendiculaire & [Si, S| et
se trouvant a droite de ce segment, avec la boucle et entrant dans la partie centrale. Le
pivot extérieur entre S; et S, est alors défini par les mémes formules que ci-dessus, selon
I’existence ou non de I.

On peut remarquer que les deux segments [S1; E] et [E; So| n’intersectent jamais la partie
de la frontiere du pseudo-squelette délimitée par S; et S,.

5.2.2.5 Compléments

Ces heuristiques ont deux défauts.

D’une part, elles n’interdisent pas les intersections dans une séquence de cinq pivots
successifs (S1, E1, Sz, Ey, S3) contenant deux pivots extérieurs F; et Ey (figure 5.8). Cette
configuration intervient lorsque deux séquences d’arétes tournant a droite peuvent en fait
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c. E est le pivot extérieur d. E est le pivot extérieur

F1a. 5.7 — Construction des pivots appartenant a la partie extérieure

étre repérées par le méme pivot extérieur. On supprime donc les pivots Sy et Ey. D’autre
part, elles n’interdisent pas les intersections entre deux séquences de trois pivots successifs
(S1, E1, Ss) et (Ss3, E3,S4) dont le pivot central est un pivot extérieur (figure 5.9). Pour
résoudre cela, on rapproche E; et E3 de la boucle en les faisant glisser sur les segments
[M; P|.

5.2.3 Définition de ’homéomorphisme
5.2.3.1 Description dans une base polaire locale

Nous avons défini des pivots {C,} positionnés alternativement dans la partie centrale et
dans la partie extérieure, de telle sorte que chaque segment [C,,_1; C},] intersecte la boucle
en un unique point noté B, et que la portion de la boucle délimitée par B, et B, (dans
un parcours dans le sens trigonométrique de la boucle) soit étoilée par rapport a C,,.

Les points de cette portion sont alors décrits dans la base polaire locale de centre C,
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FiG. 5.8 — Correction du premier défaut de ’heuristique proposée

FiG. 5.9 — Correction du deuxieme défaut de ’heuristique proposée

par
M = Cy + pa(0)4(0)

avec u(@) = (s:?jgg))

par la base polaire.
Comme la boucle est une ligne polygonale, il existe deux réels d, et 67 tels que

dn
cos(f — 62)

) ou f est la coordonnée angulaire et p, la coordonnée radiale définies

pa(0) =

5.2.3.2 Paramétrisation sur un arc de C

Rappelons que nous cherchons a paramétrer la boucle sur le cercle unité C.

Aussi, nous ’avons décrite par morceaux dans des bases polaires locales successives. 11
suffit alors de paramétrer chaque morceau décrit dans une base de centre C,,, sur un arc de
C correspondant & ¢ € [@n,1, Pn2), OU @ est la coordonnée orthoradiale dans la base polaire
de centre (0,0).

La paramétrisation s’écrit alors

M(¢) = Cn + pn(0(9))(0(9))

avec M parcourant la boucle dans le sens trigonométrique quand ¢ augmente.
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ligne polygonale”

FiG. 5.10 — Notations a la limite entre les portions repérées par deux pivots successifs

Alors, si C,, appartient a la partie centrale, 8(¢) est croissante. Si C,, appartient a la
partie extérieure, () est décroissante.

Afin d’homogénéiser les situations, nous notons ¥, = 0 et o, = 62 si C,, appartient a
la partie centrale, et ¥, = m — 0 et 0, = m — 0% si C,, appartient a la partie extérieure
(figure 5.10). Nous avons ainsi

ounf=9,oul=n—19,, 9, =0,(¢) et

dn

Pn(On) cos(Br, —on)

REMARQUE —

En fait, la boucle étant constituée de plusieurs segments, d, et o, sont des
fonctions de 1, constantes par morceaux.

5.2.3.3 Paramétrisation par un homéomorphisme

Pour que cette paramétrisation soit un homéomorphisme, il suffit d’assurer que

— Pn 7é 0
— U,(¢) est bijectif
car alors la paramétrisation est bijective. Elle est de plus continue ainsi que sa réciproque.

La premiere condition est assurée de par la construction des pivots.

Pour vérifier la deuxiéme, il suffit de définir ¥, (¢) comme une fonction linéaire croissante
interpolant les deux conditions ¥, (¢ 1) = Un1 €t Op(dp2) = Upo ol Uy et 9,9 sont des
constantes déterminées par la position des pivots C,,_1 et Cpy1.
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5.2.3.4 Paramétrisation par un C'-difféomorphisme

En revanche, si I'on souhaite que cette paramétrisation soit un C!-difféomorphisme,
nous buttons sur un probléme : il faudrait pour cela que la dérivée de 4,, s’annule a chaque
sommet de la boucle polygonale, ce qui interdirait alors a la paramétrisation d’étre bijective.

Nous pouvons cependant traiter le probleme suivant. Supposons que tous les segments
[Cr—1; Cy] coupent la boucle a 'intérieur d’un segment. Quelles conditions doit satisfaire
la paramétrisation pour étre un homéomorphisme qui soit de classe C! en ce point d’inter-
section M, ?

Nous montrons en annexe C qu’une condition suffisante est d’avoir en ce point

81971 _ ||Cn—1Mn||879n—1
0¢ |CoMy ]| O¢

(5.1)

Nous choisissons donc de définir ¥, de la fagon suivante. Elle est une fonction continue
et strictement croissante, interpolant en plus des conditions de position évoquées dans
le paragraphe précédent, deux conditions de tangence en chaque sommet de la séquence
d’arétes. Aux extrémités de la séquence (points d’intersection M,, et M, ; entre la boucle
et les segments [C),_1; Cy] et [Cy; Cp11] respectivement), nous choisissons de demander que
la dérivée de 9, soit égale a

9, o

09, B A

56" = e o
(5.4)

ou A est indépendant de n. Cela nous assure que I’équation 5.1 est vérifiée, et donc que la
paramétrisation est bien de classe C' aux points d’intersection de [C,,_1; C,] et de [Cy; Cyi1]
avec la boucle.

Il nous reste a définir une telle fonction. Pour résumer, il s’agit de définir, pour chaque
morceau, une fonction strictement croissante interpolant deux doubles conditions de posi-
tion et tangence (@1, U1, ) et (da, Yo, 95). Nous ajoutons de plus que I’on souhaite expliciter
sa réciproque. C’est pour cette derniére raison que nous n’utiliserons pas un polynome de
degré trois mais deux polynomes de degré deux se rejoignant au milieu de I'intervalle des
parametres (figure 5.11). Nous montrons en annexe C qu’une condition suffisante pour
que cette fonction soit strictement croissante est

max(9),7,) < pente (5.5)

ou pente = %.
C’est pourquoi nous choisissons pour A,

CnlMy|)} (5.6)

ol

A = min{min(pente,_,||Cn_1M,||, pente
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J

1

o1 G1tés b2

F1G. 5.11 — Interpolation bijective de conditions d’Hermite par deux polyndmes de degré
deux (schéma)

ou pente,, ; est la pente du dernier morceau repéré par la base de centre C,,_1, et pente,
est la pente du premier morceau repéré par la base de centre C),. La condition de tangence
au sommet intérieur commun a la 7 — leme et a la ‘eme arétes de la séquence est

oYy,
9¢
ou pente, ; est défini comme précédemment mais avec les conditions de position aux

extrémités de la ieme aréte de la portion de la boucle repérée par la base polaire locale de
centre C,.

= min(pente, ; ,pente, ;) (5.7)

5.3 Approximation d’une couronne polygonale quel-
conque par une couronne polygonale décrite dans
une succession de bases polaires locales

5.3.1 Introduction
5.3.1.1 Définitions
Apres avoir paramétré une boucle du plan par un homéomorphisme sur le cercle unité,

nous cherchons a paramétrer une couronne du plan par un homéomorphisme sur ’anneau
circulaire unité.

Définition 49 (Anneau circulaire) On appelle anneau circulaire [’ensemble des points

du plan compris entre deuz cercles concentriques.
On appelle anneau circulaire unité I’ensemble A = {(u,v) € R?*: 1 < /u? +v? < 2}.
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/ o\ 0
(o,y

F1G. 5.12 — Description d’un couronne par un parametre radial et un parametre orthoradial

Définition 50 (Couronne, partie centrale, intérieur, extérieur) On appelle couronne
tout ensemble de points du plan homéomorphe a A.

La frontiére de la couronne est composée de deux boucles, l’une (frontiére intérieure) in-
cluse dans la partie centrale de l’autre (frontiére extérieure).

Une couronne partage le plan en trois régions : sa partie centrale qui est la partie centrale
de sa frontiere intérieure, son intérieur qui est l’ensemble de ses points, et son extérieur
qui est la partie extérieure de sa frontiére extérieure.

Définition 51 (Couronne polygonale) On appelle couronne polygonale une couronne
dont les frontieres sont des lignes polygonales.

Tout point de A est repérable de fagon unique par ¢, sa coordonnée orthoradiale (ou an-
gulaire) et [, sa coordonnée radiale dans la base polaire de centre (0,0). On peut également
choisir comme coordonnée radiale le rapport 7 = (I —r1)/(re —r1) (dans le cas de ’anneau
circulaire unité 7, = 1 et 7o = 2) qui donne la position relative du point par rapport aux
points des frontieres intérieure et extérieure de méme coordonnée angulaire.

Il s’agit a présent de définir 9 et ¢, des coordonnées semblables & ¢ et 7 repérant les
points d’une couronne donnée, puis de définir un homéomorphisme de A sur la couronne
(figure 5.12).

5.3.1.2 Cas d’une couronne étoilée

La description d’une couronne par deux coordonnées radiales et orthoradiales se fait
naturellement dans le cas d’une couronne étoilée.

Définition 52 (Couronne étoilée) Une couronne est étoilée si ses deuz frontiéres sont
étoilées autour d’un méme point.

Malheureusement toute couronne n’est pas étoilée (figure 5.13).
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F1G. 5.13 — Une couronne non étoilée

5.3.1.3 Généralisation par 'intermédiaire de bases polaires locales

Tout comme nous ’avons fait pour la boucle, nous décomposons la couronne en por-
tions, chaque portion étant étoilée et donc repérée par une coordonnée orthoradiale et une
coordonnée radiale dans une base polaire locale de centre C,, appelé pivot.

Aussi, tout point de la boucle doit posséder une unique paire de coordonnées. Il doit
donc étre repéré dans une et une seule de ces bases locales. Pour cela nous généralisons
ce qui a été fait pour la boucle : nous positionnons des pivots alternativement dans la
partie centrale et a I’extérieur de la couronne de telle sorte que chaque segment [C,,_1; Cy,]
intersecte la couronne en une unique composante connexe.

Malheureusement, il existe des couronnes pour lesquelles on ne peut construire de tels
pivots. C’est pourquoi nous proposons dans ce chapitre la construction d’'une couronne
polygonale décrite dans une succession de bases polaires locales et approchant une couronne
polygonale donnée.

5.3.2 Construction des pivots et modification éventuelle de la
boucle extérieure

5.3.2.1 Introduction

Pour réaliser une telle approximation nous suivons la philosophie suivante : nous faisons
comme si la couronne polygonale donnée pouvait étre décrite par une succession de bases
polaires locales, et si a une étape de la construction une situation s’avere insoluble, nous
modifions la frontiere extérieure. Nous préférons modifier la frontiere extérieure plutot
que la frontiere intérieure car lors de l'application de ’approximation d’une couronne a
la construction d’un atlas, la frontiere intérieure est la frontiere de la zone pure d’une
région. Ce sont donc des points que la région ne partage avec aucune autre. Au contraire,
la frontiere extérieure va se mélanger avec des points d’autres régions. On accepte donc
plus volontiers des erreurs sur elle en pensant qu’elles seront compensées lors du mélange.
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La construction de ’approximation se déroule en trois temps :

— Positionnement des pivots.

— Modification éventuelle de la frontiere extérieure.

— Paramétrisation de la couronne modifiée par un homéomorphisme défini sur A.

5.3.2.2 Adaptation des étapes de la construction des pivots d’une boucle a
celle des pivots d’une couronne

Il s’agit de définir une succession de bases polaires locales centrées en des points C,
nommés pivots de telle sorte que tout point d’une couronne polygonale soit repéré par une
et une seule base.

Pour cela, nous proposons de définir alternativement un pivot dans la partie centrale et
dans la partie extérieure de telle sorte que I'intersection de chaque segment [C,,, C},41] avec
la couronne soit connexe (autrement dit un seul segment). Cette intersection sera repérée
par I'une des deux bases centrées en C,, ou C, 1.

Les qualités de la définition de tels pivots sont les mémes que dans le cas d’une boucle.
Nous utilisons donc la méme démarche :

— Positionnement des pivots appartenant a la partie centrale

— Positionnement des pivots appartenant a la partie extérieure

La premiere étape est identique a celle proposée dans le cadre d’une boucle, appliquée
a la frontiere intérieure.

La deuxiéme étape demande quelques adaptations. Soit (S7, Sz) une paire de pivots
successifs appartenant a la partie centrale. S’ils correspondent au parcours d’une partie de
la boucle intérieure qui tourne a droite, on note C' le milieu de [S;, Sa]. On recherche le
point d’intersection de la boucle extérieure avec la médiatrice de [S;, Sa], le plus proche
de C' et se trouvant a droite de la droite dirigée par (S;,Ss). Si ce point n’existe pas ou
correspond a une entrée de la médiatrice dans 'intérieur de la couronne, alors C' est a
I’extérieur de la couronne. On 'accepte comme pivot extérieur entre S; et Sy.

Sinon, on le note P. On note I le point d’intersection, le plus proche de P (mais au-dela
de P vis-a-vis de C'), de la demi-droite [C; P) avec I'une des deux frontieres. Si I'intersection
la plus proche se fait avec la frontiére intérieure, alors [P, I| appartient a l'intérieur de la
couronne : il faudra modifier la frontiere extérieure ultérieurement. Si elle se fait avec la
frontiere extérieure, alors [P, I] appartient & la partie extérieure. Dans les deux cas, le pivot
extérieur entre S; et Sy est défini par M = P + A, ou 4 est le vecteur unitaire dirigeant
[C; P), et A= ||PI||/2. Si I n’existe pas, le pivot extérieur entre S; et Sy est défini par la
méme formule mais avec A > 0.

Enfin, comme pour le cas d’une boucle, on est amené a supprimer des pivots si la ligne
polygonale qui les lie a de mauvaises propriétés.
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F1c. 5.14 — La partie encerclée n’est pas étoilée dans la base locale construite a partir de
la boucle intérieure

5.3.2.3 Modification éventuelle de la boucle extérieure

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que certains pivots extérieurs pouvaient
étre définis dans l'intérieur de la couronne. Par ailleurs, rien ne garantit que les portions
repérées par chaque base locale soient étoilées (figure 5.14). Nous présentons comment nous
modifions la frontiere extérieure lorsque ce n’est pas le cas.

Nous considérons la portion repérée par la base polaire locale de centre C),,. Celle-ci
doit étre délimitée par deux séquences d’arétes qui ne se croisent pas et dont chacune a ses
sommets de coordonnée angulaire croissante lorsqu’on la parcourt (ou décroissante selon
que C, appartient & la partie centrale ou a l'extérieur). Cela est vrai pour la séquence
d’arétes appartenant a la frontiere intérieure. Cela doit étre vérifié et, le cas échéant forcé,
pour les arétes appartenant a la frontiére extérieure.

Nous commengons par nous assurer que chaque segment [C,, 1, C,,] intersecte deux seg-
ments appartenant chacun a I'une des deux frontiéres de la couronne. Si ce n’est pas le
cas, on en crée une artificiellement qui appartiendra a la frontiere extérieure modifiée. En-
suite, dans chaque portion repérée par une base polaire de centre C),, nous parcourons la
séquence d’arétes appartenant a la frontiere extérieure en commencant par I'aréte qui in-
tersecte [Cp,—1, Cp]. On note Ogerr, la coordonnée angulaire dans cette base locale de 1'origine
du segment qui intersecte [C,, 11, C,]. Silors du parcours des arétes, la coordonnée angulaire
des sommets recule ou dépasse 04..,, Oon retire ’aréte courante et son origine devient celle
de I'aréte suivante. Il en est de méme si elle croise la séquence d’arétes appartenant a la
frontiere intérieure.

Enfin, si Paréte qui intersecte [C,,_1,C,] ou celle qui intersecte [Cyy1,Cy] a été créée
artificiellement, on ne fait que relier ces deux arétes par une troisieme. Une des contraintes
considérée lors de la création artificielle de ces arétes est donc que la coordonnée angulaire
de la pointe de la premiere aréte soit plus petite que la coordonnée angulaire de 1’origine
de la derniére aréte. Si cette aréte coupe [C,_1,Cy] ou [Cpy1, Cy], on la remplace par deux
arétes comme l'indique la figure 5.15.
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arétes reconstruisant
la frontiére extérieure

frontiére extérieure

frontiere intérieureA

FiG. 5.15 — Cas particulier de reconstruction de la frontiere extérieure

aréte de reconstruction illégale

5.3.3 Définition de ’homéomorphisme
5.3.3.1 Description dans une base polaire locale

Nous avons défini des pivots {C, } positionnés alternativement dans la partie centrale et
dans la partie extérieure, de telle sorte que chaque segment [C),_1; C,,] intersecte la couronne
en un unique segment, et que la portion de la couronne délimitée par les intersections de
[Cr_1;Cy] et de [Cr; Cyryq] avec la couronne, soit étoilée par rapport a C,,.

Comme pour le cas de la boucle, tout point M Nt 4o cette portion appartenant a la
frontiere intérieure est décrit par

MM = C, + p (0)(0)

On exprime alors la frontiere extérieure comme I’ “homothétique” de la frontiere intérieure
avec un coefficient d’homothétie b,, variable avec la coordonnée angulaire dans la base po-
laire locale :

MY = Gy + by (0) pa (0)(6)

Si C,, est un pivot appartenant a la partie centrale, b, € |0; 1], sinon, b, > 1.

Tout point M de la couronne est alors décrit grace aux points M int ot 17Xt deg deux
frontieres repérés par la méme coordonnée angulaire, et par un coefficient ¢, € [0; 1] qui le

situe sur le segment [M int, pr ext]

M = (1—t,)M™P 4, Xt
M = Cpt[(1=t) + tubn(0)] pu(6)@(0)
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5.3.3.2 Paramétrisation sur ’anneau circulaire

Rappelons que nous cherchons a paramétrer la couronne sur I’anneau circulaire unité

A.

Aussi, nous avons décrit cette couronne par morceaux dans des bases polaires locales
successives. Il suffit alors de paramétrer chaque morceau de description sur une portion de
A correspondant & ¢ € [@n,1, Pno) €t | € [r1, 73], ol ¢ est la coordonnée orthoradiale et [ la
coordonnée radiale dans la base polaire de centre (0, 0).

La paramétrisation s’écrit alors

M(l,¢) = Cn + [(1 = ta(l, 8)) + tu(l, )bn (6(8))] pn (0(9))(0(9))

avec M parcourant la boucle dans le sens trigonométrique quand ¢ augmente.
Remarquons que b, est calculé dans le plan de la couronne et non dans le plan de 'anneau
circulaire : il dépend de [ et ¢ par l'intermédiaire de €, contrairement a %,,.

Comme pour le cas de la boucle, nous notons ¥, = 0 et o, = 0° si C,, appartient a
la partie centrale, et ¥, = m — 0 et 0, = m — 07 si C,, appartient a la partie extérieure
(figure 5.10, page 103).

Nous avons ainsi

M(la ¢) =Cn + [(1 - tn(la ¢)) + tn(la (b)bn(ﬁn)] pn(ﬂn)ﬁ(e))
oun =179, oul =r—19, 9, =70,(0) et

dp

pn(n) = cos(, — o,)

(5.8)
REMARQUE —

Notons que dans le cas d’une couronne polygonale, la frontiére intérieure est
constituée de plusieurs segments. d,, et o, sont donc des fonctions de 9, constantes
par morceaux.

Enfin, nous choisissons de paramétrer la couronne par strates (figure 5.16).
Comme nous avons défini ¢, pour situer un point de la couronne par rapport aux points

des frontieres de méme coordonnée angulaire, nous définissons sur I’anneau circulaire

Z—T'l
T =

o —T

et nous paramétrons ¢, par

ta(l,0) = 7(1, 9)
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A Q

Fi1G. 5.16 — La paramétrisation d’une couronne est définie par strates. Ses lignes a ¢ constant
sont paramétrées sur les lignes a 7 constant de A

REMARQUE —

T étant défini sur un anneau circulaire, il ne dépend pas de ¢. Mais dans I’ap-
plication que nous faisons de ces travaux a la construction d’un atlas, nous
définirons la paramétrisation sur un autre domaine et 7 sera alors défini par

_ l— 7’1(¢)
"= B (@

5.3.3.3 Paramétrisation par un homéomorphisme

Pour que cette paramétrisation soit un homéomorphisme, il suffit de vérifier qu’elle est
continue, inversible et d’inverse continue.

Elle est continue par construction puisqu’elle décrit un objet continu. Son inverse se
calcule de la fagon suivante. Soit un point M = (z,y) de la portion repérée par la base
polaire locale de centre C,, = (z,,,yn). Alors si C, appartient a la partie centrale,

¥ = arctan Y= Yn
T — T,
sinon
¥ = 7 — arctan Yn )
T — T,
On peut alors définir ¢, par
|CaM|| = pn (V)

tn

(bu(0) — 1)pa() (5:9)

dont on déduit ! par
l = (1 — tn)’ﬁ + tnT'Q

Par hypothese, b, # 1 et p, # 0. L’équation 5.9 est donc bien définie.
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REMARQUE —

Dans le cas ou ’on ne paramétrise pas la couronne sur un anneau circulaire, il
faut d’abord évaluer ¢ afin de calculer r1(¢) et 75(¢) puis en déduire [.

Si ’on ne demande pas que la paramétrisation soit de continuité supérieure a la conti-
nuité C°, on utilise la méme définition linéaire par morceaux de 9, (¢$) que celle proposée
pour la paramétrisation d’une boucle. On peut alors écrire

¢ =1,"(0)

De plus, pour que cette paramétrisation décrive la couronne polygonale, il faut

ext 9
by (9) = P (9)
PI()
ou ngt est 1’équation d’une aréte de la séquence de la frontiére extérieure et pint (W) =

pn(9). En pratique, b, est défini ainsi par morceaux, chaque morceau correspondant & un
intervalle d’angles ¥ ou les deux séquences d’arétes appartenant aux deux frontieres de la
couronne polygonale sont chacun un segment d’aréte.

Enfin, cette paramétrisation est bien un homéomorphisme si les différentes portions ne
se superposent pas, ce qui doit étre vérifié lors de la mise en conformité de la frontiere
extérieure.

5.3.3.4 Paramétrisation par un C'-difféomorphisme

En revanche, si I'on souhaite que cette paramétrisation soit un C'-difféomorphisme,
méme aux points de l'intersection des segments [C,,_1; C,] avec la couronne, la définition
proposée pour la paramétrisation d’une boucle nécessite la condition 5.1 qui ne peut étre
assurée pour deux strates différentes.

Il faut alors définir 19, comme une fonction dépendant des deux variables ¢ et [. Plus
précisément nous écrivons

V= "9n (7—’ ¢)
ou encore

I, ¢) = 9n(1(l, B), )

Pour chaque strate, autrement dit pour un 7 fixé, ¥, est définie par une succession de
polynomes de degré deux interpolant des conditions de position et de tangence, comme
nous l'avons exposé dans le cas d’une boucle.

Aussi, on peut remarquer que chacune de ces solutions dépend contintiment des condi-
tions de position et de tangence. Les conditions de position varient naturellement de
fagon continue. De plus nous proposons de conserver une condition de tangence en un
sommet intérieur a une séquence d’arétes identique pour toutes les traces et définie par
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I’équation 5.4. Enfin, nous montrons en annexe C qu’une condition suffisante pour avoir
une paramétrisation de classe C'! est

0V, |Cr—1 M| 00 —1

87) (U/, ¢’IL,1) ||CnMn|| av (u7 ¢n—1,2) (5'10)
dby, dby,—
W(ﬁn (U, ¢n,1)) = ﬁ(ﬁn—l(u; ¢n—1,2)) =0 (511)

pour tout u, ou I’on note u la premiere variable de 9, et v la deuxieme.

La premieére condition est vérifiée si les conditions de tangence aux extrémités de la
séquence vérifient

09 )

— (T, bny) e (@] (5.12)

n
99
oil A est non seulement indépendant de n mais également de 7 et ot M (1) = 7M®¥ (¢, ;) +

(1- T)Mint(qﬁn,i), i € {1,2}. X doit de plus étre tel que 1’équation 5.5 soit vérifiée. Cest
pourquoi nous choisissons

A = min{min(pente, ,|Cn_1M,_1||, pente,, ||CrM,||)} (5.13)

ou M, est le point appartenant a la frontiere intérieure si C,, appartient a la partie cen-
trale, et M,, est le point appartenant a la frontiere extérieure si C, appartient a la partie
extérieure.

La deuxiéme condition est vérifiée si les arétes extrémes de la séquence appartenant
a la frontiere extérieure sont paralleles aux arétes extrémes de la séquence appartenant
a la frontiere intérieure. Cela donne une nouvelle condition & vérifier lors de la mise en
conformité de la frontiere extérieure.

REMARQUE —

Pour I'application a la construction d’un atlas, cette derniere condition n’est
pas a vérifier car b, définira une approximation continue de cette frontiere
extérieure satisfaisant 1’équation 5.11.
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5.4 Approximation d’une couronne polygonale quel-
conque par une couronne continue

5.4.1 Introduction
5.4.1.1 Définitions

Nous nous proposons enfin de définir 'approximation d’une couronne polygonale par
une couronne continue incluse dans son intérieur. Cette contrainte d’inclusion est posée
pour 'application de cette approximation a la construction de notre modele. En effet, pour
utiliser une fonction définie sur une couronne polygonale (p; sur la couronne d’échange
de Q?) sur une autre couronne approchant celle-ci (la couronne d’échange de €);), cette
nouvelle couronne doit étre incluse dans celle qu’elle approche.

Définition 53 (Couronne continue) Une couronne continue est une couronne du plan
paramétrée par un Ct-difféomorphisme.

5.4.1.2 Une solution par une surface de Bézier et ses limites

Une premiere idée serait de considérer la couronne polygonale comme le polyedre de
controle d’une surface de Bézier (voir paragraphe 1.4.1). Pour cela, il faudrait ajouter
des sommets aux deux lignes polygonales fermées de telle sorte que tous les sommets
soient repérés par le méme angle dans une base polaire locale. Les sommets étant ainsi
associés deux a deux entre les deux lignes polygonales, ils constituent un polyedre de
controle plan d’une surface de Bézier elle-méme plane et qui peut étre considérée comme
une approximation continue de la couronne polygonale (figure 5.17). Malheureusement,
étant donné un point de la surface de Bézier, on ne connait pas les valeurs des parametres
qui lui correspondent. On ne peut donc proposer une réciproque de la paramétrisation qui
soit explicite. De plus, la surface de Bézier n’est pas nécessairement incluse dans ’enveloppe
convexe de son polyedre de controle, méme s’il est contenu dans le plan.

5.4.1.3 Une solution par une étape intermédiaire : Papproximation par une
couronne polygonale décrite dans une succession de bases polaires lo-
cales

Nous proposons donc de procéder en deux temps :

— approcher la couronne polygonale par une couronne polygonale décrite par une suc-
cession de bases polaires locales;

— approcher, dans cette description, cette derniére couronne polygonale par une cou-
ronne continue qui lui est contenue.
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polyedre de controle

- surface de Bézier

Fi1c. 5.17 — Une premiere solution : considérer la couronne polygonale comme étant le
polyedre de controle d'une surface de Bézier

La premiere étape a été décrite dans la section précédente. Nous avons conclu par des
conditions suffisantes pour que cette couronne soit paramétrée par un homéomorphisme
de classe C! lors du passage d’une base polaire locale 3 une autre. Il nous reste donc 3 en
déduire une paramétrisation de classe C! en tous les autres points, telle que la couronne
alors décrite soit incluse dans I'intérieur de cette deuxiéme couronne polygonale.

Or la fonction 9,7, ¢) définie dans la section précédente est déja de classe C*. 11 suffit
donc de lisser les fonctions p,, et b,.

5.4.2 Approximation de la boucle intérieure :
lissage du parametre p,

La fonction p,, définie dans la section précédente est I’équation polaire de segments de
droites partageant successivement une de leurs extrémités. De plus, ces segments appar-
tiennent a la frontiére intérieure. Il faut donc définir la nouvelle fonction p, () comme
une fonction de classe C'! majorant I’ancienne fonction si C,, est un pivot appartenant 3
la partie centrale ou la minorant si (), est un pivot appartenant a la partie extérieure
(figure 5.18). Afin de les différencier, nous notons I’ancienne fonction décrivant la frontiere
int

14 (1) et la nouvelle fonction décrivant la frontiere lissée p,(19).

intérieure polygonale p

Les seules discontinuités de I’ancienne fonction résident aux points de jonction entre
deux segments successifs. Nous proposons d’arrondir chacune de ces discontinuités en I’ap-
prochant, dans le plan de la couronne, par un morceau de spirale raccordée continuement
avec les deux segments qui s’y rejoignent. Cette solution rejoint les idées développées par
Szilvasi-Nagy et al. [SNV00] et Meek et al. [MW9S8]. En coordonnées polaires, ce morceau
de spirale est décrit par une équation affine. Nous travaillons donc avec les coordonnées po-
laires plutot qu’avec les coordonnées cartésiennes. Nous définissons, au voisinage de chaque
valeur de ¢ correspondant & une discontinuité de I’ancienne fonction, une fonction affine.
Cette fonction affine majore I’ancienne fonction en tout point de ce voisinage. En pratique,
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p(6)
‘ p(0
| | ; L I
| 0
—— Ligne polygonale o Py S
— Spirale HI S
| 0
Somme pondérée
0

Fonctions de pondération «;

Fi1Gc. 5.18 — Minoration de 1’équation polaire d’une ligne polygonale par la combinaison
convexe d’équations de droites et de spirales

le voisinage recouvre le tiers de chacun des intervalles ol sont définies les équations des
deux segments qui se rejoignent au point de discontinuité concerné.

On définit ensuite une partition de I'unité {@;}ier subordonnée au recouvrement du
domaine de définition de p!t, constitué des intervalles de définition de 'équation de chaque
segment, de droite ainsi que des intervalles de définition de 1’équation affine de chaque
morceau de spirale défini ci-dessus. Si o; est définie sur I'intervalle de définition de I’équation
d’'un segment, elle est égale a 1 sur le tiers central de son intervalle de définition et 0 en
ses extrémités. Si o; est définie sur I'intervalle de définition de I’équation d’un morceau de
spirale, elle est égale a 1 a la valeur de 9 correspondant a la jonction des deux segments et
a 0 aux extrémités de son intervalle de définition. Enfin, chaque «; est positive et de classe
C"! sur son intervalle de définition, et leur somme en tout point est égale a 1. Nous verrons
dans la section suivante comment construire une telle partition de I'unité dans un cadre
plus général.

La nouvelle fonction p, est alors définie comme la combinaison convexe des équations
des segments et des morceaux de spirales, combinaison dont les fonctions «; constituent
les poids. Nous étudierons plus précisément dans le chapitre suivant cette méthode de
raccord de fonctions par combinaison convexe. Notons seulement que la nouvelle fonction
pn ainsi définie majore effectivement l’ancienne fonction grace a la propriété suivante de
la combinaison convexe : son résultat est contenu dans I’enveloppe convexe des primitives
(ici les primitives sont les équations des segments et des morceaux de spirale).

REMARQUE —

En pratique, pour définir les morceaux de spirales, nous choisissons celles dont
I’équation est déterminée par le minimum de parametres : les fonctions constantes.
Les morceaux de spirales sont alors des morceaux de cercle.
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5.4.3 Approximation de la boucle extérieure : lissage du pa-
rametre b,

Dans la section précédente, b,, est définie par morceaux. Chaque morceau correspond a
un intervalle de ¥ ot les deux frontieres de la couronne polygonale sont sans discontinuités :
ce sont deux segments, morceaux de deux arétes qui composent les frontieres. L’ancienne
fonction b, était alors définie comme le rapport des équations polaires de ces deux segments.

Nous proposons d’approcher cette définition par une cubique définie par morceaux de
continuité C'. Le domaine de définition [0, ;_1,Us], ¢ € {1,...,1,}, de chaque morceau
de cette nouvelle fonction correspond au domaine de définition d’'un morceau de I’ancienne
fonction ou a un sous-domaine si, parmi les points de la droite qui porte ce segment, le plus
proche de C,, appartient a ce segment. Dans ce dernier cas, ce point est considéré comme
un sommet de la frontiere divisant ’aréte en deux autres arétes colinéaires. Sur chaque
morceau, la nouvelle fonction est une cubique qui interpole des conditions de position et
de tangence.

La famille de cubiques d’interpolation dont on peut aisément contréler la localisation
est celle qui interpole des conditions de tangence nulles. On est alors assuré que la valeur de

la cubique en tout point de I’intervalle est bornée par les conditions de position. C’est pour

Sxt = b ot 3 ext nt +b,.

cette raison que nous avons préféré I’écriture p nPy & lécriture p, ™" = p,

Enfin les conditions de positions sont fixées de telle sorte que b, (%) pilnt () soit inférieure

a pft(9), la coordonnée radiale du point de la frontitre extérieure de méme coordonnée

int

. a des extrema locaux, ils sont atteints en des

angulaire 1. Aussi si le rapport pﬁXt /p
valeurs prises parmi les ¥, ;.

Notons e,; = || pext (Uni) — pilnt(ﬁn,i)ﬂ I’épaisseur de la couronne polygonale dans la
coupe des points de coordonnée angulaire égale a 1, ;. Nous définissons alors pour chaque

morceau défini sur U'intervalle [0, ;_1, 9, ;] le nombre

min(en,z’—la en,z')
maX(p}znt (Fni-1), p}lnt (Fni))
si C,, appartient a la partie centrale, et

b =1+

min(en,i—la en,i)

max(pit (1), A0 (1))
si C,, appartient a la partie extérieure.

bt =1 -

g1 =

Nous montrons en annexe C que b, (¢) p}lnt (9) < pEXt(9) si on choisit comme condition
de position a interpoler en 9, ;

cent bcent)
M,

min (b3,

si ¥, n’est pas une des bornes du domaine de définition de b,

A (R

. t t
mln(bg%n ) 1 + (1 - bS)—(lyln—l_l) plnt (19 )
n n,0
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si ¥,,; est la premiere borne du domaine de définition de b, et

. cent ext Pizritl(ﬁnﬂ,o)
min(b, 7", 1+ (1 - bn+1,o)m
n n,In

si ¥,,; est la derniere borne du domaine de définition de b,,. Ces valeurs sont données pour
C, appartenant a la partie centrale.

Au contraire, si C,, appartient a la partie extérieure, ces trois valeurs deviennent res-

pectivement
ext bext)

max(bn,ifl’ i

P (D1 gy

max(b%E, 1 — (1465085 )

P%nt(ﬁnp)

int,
ext _ cent \ Pri1(Vn+1,0)
et () kg,

REMARQUE —

En théorie, ces conditions de positions ne garantissent pas que I’approximation
de la frontiere extérieure déterminée par la nouvelle fonction b,, soit incluse dans
I’intérieur de la couronne polygonale. En effet, ces conditions ont été calculées
a partir des points de la frontiére intérieure de la couronne polygonale. Or
celle-ci a été précédemment approchée par le lissage de p}znt en p, (dont nous
ne pouvons évaluer les extrema). Cependant, nous considérons que les marges
prises lors du calcul de ces conditions en les évaluant comme des extrema de

plusieurs valeurs compensent cette imprécision.

On peut également souhaiter économiser la place mémoire nécessaire au codage de
cette approximation aux dépens de la qualité de I'approximation, en définissant chaque b,
comme une unique cubique. Dans ce cas, nous redéfinissons

peent _ o min,eo .. 1, (€n:)

maXeo,...I, (Pinnt (ﬁm))

si (), appartient a la partie centrale, et

pext — 1 _ min;eo, . 1, (€n,i)
s :
maxXico, .1, (P (V1))
si C,, appartient a la partie extérieure.

Les conditions de tangence sont toujours nulles. Les conditions de positions, aux bornes
du domaine de définition de b,, deviennent

Pt (91 r )

min(bSe2Y 1 4 (1 — peXty o=t
(b, ( ) S5, )

n—1
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et -
Prt1 (Uny10)

min (60 1 + (1 — &) )
n n,In

n+1

si C), appartient a la partie centrale, et

plnIlt]. (19”711[11—1 )
p}Lnt (ﬁn,O)

max(b7, 1 — (145
et N
11 19
max(b¥, 1 — (1 44ty Pt Vi)
pn (19”;111)

si C, appartient a la partie extérieure.

5.4.4 Résultats

Nous consacrons ce paragraphe a la présentation de quelques résultats de la méthode
d’approximation d’une couronne polygonale par une couronne continue qui lui est contenue,
que nous avons proposée dans cette section.

Nous proposons trois couronnes a approcher. La premiere a pour frontieres deux carrés,
la deuxieme deux hexagones et la troisieme n’est pas étoilée. Dans chaque cas, nous
présentons sur les deux premieres lignes les étapes successives de la construction de I’ap-
proximation : couronne polygonale a approcher, triangulation de la partie centrale, construc-
tion du pseudo-squelette, et enfin construction des pivots. Sur les deux lignes suivantes nous
illustrons les différents choix sur la définition de b,, qui s’offrent a nous et que nous avons
évoqués dans cette section. Dans tous les cas, le définir comme un unique polynome de
degré trois dans chaque base polaire locale donne un aspect plus simple et plus lisse aux
frontieres que s’il est défini comme une spline. Au contraire, la couronne continue recouvre
alors moins bien la couronne polygonale. Par ailleurs, si ’on approche d’abord la frontiere
extérieure et que I’on en déduit ensuite la frontiere intérieure grace a b,,, le résultat semble
mieux couvrir la couronne polygonale mais la frontiere intérieure est moins bien approchée.
Or nous savons qu’il s’agit de la partie la plus importante. C’est pourquoi nous avons préféré
exposer dans cette section les calculs relatifs au choix contraire : une bonne approxima-
tion de la frontiere intérieure et la déduction de la frontiere extérieure grace a b,. Nous
donnons alors sur les deux lignes suivantes les approximations avec b, défini comme une
spline permettant de déduire la frontiere extérieure de la frontiere intérieure, puis avec
b, défini comme un polynéme de degré trois permettant de déduire la frontiére intérieure
de la frontiere extérieure, puis avec b, défini comme une spline permettant de déduire la
frontiere extérieure de la frontiere intérieure, et enfin avec b, défini comme un polynome
de degré trois permettant de déduire la frontiere intérieure de la frontiere extérieure.

La premiere couronne polygonale que nous approchons a pour frontieres deux carrés.
Il s’agit du cas le plus simple ou tout est symétrique, de la couronne polygonale a son
approximation en passant par la triangulation de la partie centrale (figure 5.26).
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La figure 5.19 est un gros plan sur ’approximation de la frontiere intérieure par combi-
naison convexe de segments de droites avec des segments de spirales tout en assurant que
I’approximation soit bien contenue dans la couronne polygonale.

Fi1G. 5.19 — Approximation de la frontiere intérieure par combinaison convexe de segments
de droites avec des segments de spirales

La deuxieme couronne que nous approchons a pour frontiéres deux hexagones. Elle est
donc tout aussi symétrique que la précédente, mais sa triangulation ne I'est pas. Nous
illustrons alors les importantes répercussions de cette dissymétrie sur le résultat final (fi-
gure 5.27).

Enfin, nous illustrons notre méthode avec une couronne non étoilée (figure 5.28).

5.5 Application a la construction d’un atlas

L’approximation d’une couronne polygonale par une couronne continue est utile pour la
construction de ’atlas d’une surface lisse S approchant un maillage triangulaire M donné.

En effet, dans le chapitre précédent, nous avons défini sur le maillage M un recouvre-
ment dont chaque région R; était bien approchée par un plan sur lequel elle se projette
bijectivement en une région polygonale notée V; = v;(R;). La construction d’un repére local
de IR? dont le centre O; et deux vecteurs de base (u;1, u72) appartiennent au plan portant
V; permet de définir une région polygonale de IR? notée QY = p;*(V;).

i Qg 2
(z,y) = O;+zuir + yuis

Nous avons établi dans le chapitre précédent que ’ensemble des points qu'une région
R; partage avec d’autres régions (sa zone d’échange) est une couronne dont la frontiere
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extérieure est la frontiere de R; et dont la partie centrale est la zone pure de R; (ensemble
des points qu’elle ne partage avec aucune autre région). On définit sur QY une zone pure
et une couronne d’échange, images par la fonction continue et bijective p;* o v; des zones
pure et d’échange de R;.

Ces domaines 2? du plan sont alors approchés par des domaines continus ; définis
par 'approximation de la couronne d’échange polygonale de Q2 par une couronne continue
(la couronne d’échange de €2;). La couronne continue d’échange de €2; est par définition
paramétrée par un C'-difféomorphisme sur un domaine. En faisant se superposer les do-
maines de paramétrisation des couronnes d’échange de plusieurs régions, nous définissons
la fonction de transition ¢;; comme la composée de la paramétrisation de la couronne de
(2; avec la réciproque de la paramétrisation de la couronne de (2;.

Enfin, la description de la couronne d’échange par une coordonnée radiale et une coor-
donnée orthoradiale va permettre la définition aisée d’une partition de I'unitée subordonnée
aux domaines €2;. Chaque fonction est égale a 1 dans la zone pure de €2; et décroit jusqu’a
0 sur la frontiere extérieure suivant la coordonnée radiale.

5.5.1 Fonction de transition
5.5.1.1 Introduction

Soient R; et R; deux régions voisines du recouvrement défini sur M. Nous avons
présenté dans le paragraphe précédent la construction des régions polygonales de IR?,
QY et Qg images de R; et R; par pi_1 ow; et pj_1 o v; respectivement. Nous définissons
Q?j = pz-_l 9] Uz(Rz N RJ) et le = pi_l @) Uz(Rz N RJ)

Nous souhaitons approcher QY et Qg par deux domaines €; et €;. Nous notons ();; la
partie de €); approchant la partie Q?j de ). De méme, nous notons Q;; la partie de Q;
approchant la partie 3, de Q.

Nous souhaitons définir la fonction de transition ¢;; comme un C*-difféomorphisme de
2;; dans ;. Cette fonction doit étre telle que pour tout m € €, pi(m) et p;(pi;(m))
approchent le méme point de M.

0.
Jt

Pour réaliser cela, nous approchons la couronne d’échange de chaque domaine QY par
une couronne continue. Cette couronne continue est paramétrée par un C*-difféomorphisme
noté ¢;. Les différentes fonctions ¢; doivent alors étre définies sur des domaines qui se
superposent de telle sorte que I'on puisse définir les fonctions de transition par

.. —1
Qpij = C] OCZ-

Nous devons alors vérifier
— la transitivité entre transitions : les compositions de fonctions de transition doivent
étre cohérentes ;
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— une bonne mise en correspondance : p;(m) et p;(yi;(m)) approchent le méme point

de M.

5.5.1.2 Des transitions transitives
Supposons deux régions voisines R; et ;. Alors il faut vérifier
pji © pij = iday,

ol idg,; est la fonction identité sur £2;;.

Cela est vrai par définition des fonctions de transition :
Lo =cioc toc oci!
©ji © Pij = Cj 0 Ci 0 Cy

Les régions appartenant a un recouvrement bien formé, au plus trois régions se super-
posent en un point. Il faut alors vérifier en tout point de €2; ;1 = Q;; N Qyy,

Pk © Pij = Pik

Pour cela, nous choisissons de superposer les domaines de définition de c;, c¢; et ¢
de telle sorte que les parties €2; ji, €2, et Q; de €, Q; et () respectivement, soient
paramétrées sur une meéme région 7' du plan.

Aussi nous avons vu que les zones d’échange sur un recouvrement bien formé se répar-
tissent en zones doubles (ol seules deux régions se superposent) et en zones triples (ou
seules trois régions se superposent) homéomorphes a des disques et telles que chaque zone
double est adjacente a deux zones triples (I'union de ces trois composantes constitue alors
'intersection entre deux régions) et chaque zone triple est adjacente & trois zones doubles.

Nous coupons alors chaque zone double en deux (séparant ainsi les deux zones triples
adjacentes).

REMARQUE —

En pratique, la zone double contient des arétes de M. Pour couper la zone
double en deux, nous choisissons une de ces arétes dont chacune des deux

extrémités appartient a I'une des deux régions qui se superposent en cette zone
double.

A ce découpage correspond un découpage en trongons des zones d’échange de chaque do-
maine Y ou chaque trongon est constitué de 'image d’une zone triple et de deux demi-zones
doubles. Nous définissons alors ¢; par morceaux. Chaque morceau approche un trongon de
Q0. 1l contient donc une partie €; ;x qui approche 'image de la zone triple contenue dans
le troncon. On note alors c; j; le morceau de ¢; qui le parameétre. Nous définissons donc
les trois fonctions c¢; jk, ¢ju et cr;; qui parametrent les morceaux de 2, €2; et () qui
contiennent €; j, €2; et €1 ;; respectivement sur un méme domaine du plan noté T.
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b. Domaine normalisé T
Cijk

c. Domaine de paramétrisation QY d. Q;, approzimation continue de QY
de la primitive approchant R;

- Zone double t Couronne d’échange

|:| Zone triple ---- Q?j et Q;;
Fic. 5.20 — Découpage des zones d’échanges pour les paramétrer par des C'-
difféomorphismes

Définition de T Nous avons présenté dans ce chapitre la paramétrisation d’une couronne
sur un anneau circulaire. La premiere idée serait alors de définir le domaine de définition
de ¢;;jx comme un trongon d’anneau circulaire. T' serait alors un triangle équilatéral de
coté de longueur 1, dont chaque sommet serait associé a I'une des trois régions R;, IZ; ou
Rj. Chaque sommet serait alors le centre d’un anneau circulaire dont 'intersection avec le
triangle équilatétral serait le domaine de définition de ¢; j;. L’intersection des trois trongons
d’anneau circulaire serait alors le lieu commun de définition des paramétrisations de €2; j,
Q;ix et Q4. Malheureusement, cela est incohérent car toute zone triple est incidente a
la frontiére de la zone pure (donc & la frontiére intérieure de la couronne), et une telle
configuration crée des zones dans les trongons d’anneau circulaire non atteintes par les
autres troncons (figure 5.21).

Nous choisissons donc de modifier légerement cette définition de 7'. Chaque sommet du
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parties de la couronne d’échange
non atteinte par les autres régions

Fi1G. 5.21 — Les domaines de paramétrisation des couronnes d’échange ne peuvent étre des
troncons d’anneau circulaire

triangle est le centre d’'une base polaire ol le troncon associé est défini par deux frontieres
d’équations

L (g) = ?
cos(¢) — y/cos?(¢) — si ¢ € [0,¢']
L™ g) = 75 c08(§ — ¢) + \/é cos?(§ —¢) — 15 sipelph, ¢’

cos(§—¢)—\/cos2(§_¢)_% si ¢ € [¢? ;%}

f \/§

ol ¢! et ¢? sont des valeurs fixées égales & ¢' = arctan ¥> et ¢? = arctan

Le lieu commun de définition des paramétrisations de Qi ks Qi et Qk Zj est alors un
disque dont le barycentre du triangle équilatéral est le centre, et de rayon ¥ (ﬁgure 5.20).

Illustrations Nous illustrons ces définitions par les images réciproques sur les domaines
Q); des zones doubles et triples ainsi définies sur 7". Nous attirons votre attention sur le fait
que les niveaux de gris apparaissant dans les deux illustrations suivantes sont inversés par
rapport a ceux qui sont apparus dans les figures présentées jusqu’alors.

Les cas présentés sont issus des régions initiales de ’algorithme de définition de recou-
vrement, dont la couronne d’échange a été approchée par une couronne continue établie
avec un parametre b, défini comme une spline permettant de déduire la frontiére extérieure
de la frontiere intérieure. Pour la deuxieme figure, b, est défini comme un polynéme de
degré trois permettant de déduire la frontiere intérieure de la frontiere extérieure, puis b,
est défini comme une spline permettant de déduire la frontiere extérieure de la frontiere
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intérieure, et enfin b, est défini comme un polynéme de degré trois permettant de déduire
la frontiere intérieure de la frontiére extérieure.

F1G. 5.22 — Images réciproques sur les domaines €2; des zones doubles et triples définies sur
T

Enfin, la figure 5.5.1.2 ne fait apparaitre que les parties 2;; et €);; de deux domaines
mis en correspondance par un C*-difféomorphisme ¢;;.

5.5.1.3 Une bonne mise en correspondance

Pour réaliser une bonne correspondance entre les images par p; des points de €2;; et les
images par p; des points de €2;; nous proposons de définir sur les zones d’échange définies
sur M des points caractéristiques.

Nous les choisissons sur la frontiere de la zone pure de chaque région. Ce sont d’une
part les points appartenant a I’'un des segments définis dans le paragraphe précédent pour
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F1G. 5.23 — Parties );; et 2;; de deux domaines mis en correspondance par une fonction
de transition

couper les zones doubles en deux. D’autre part chaque zone triple de la couronne d’échange
intersecte la frontiere de la zone pure en une partie connexe. Nous choisissons un point par
zone triple.

REMARQUE —

En pratique les zones triples sont réduites a une face triangulaire de M dont
chaque sommet appartient a la frontiere de la zone pure d’une région différente.

Ces points se retrouvent sur les différents domaines QY. Sur 7', ils correspondent aux
points marqués d’une petite boule noire sur la figure 5.20.

Nous définissons alors les fonctions ¢; j; de telle sorte qu’elles interpolent ces points.
Pour cela il suffit d’'une part d’imposer & la définition de 9, (7, ¢) de nouvelles conditions
d’interpolation et d’autre part de choisir des valeurs de la variable ¢ pour les points cor-
respondant aux bornes d’une portion repérée par une base polaire locale.

REMARQUE —

Le découpage de la couronne d’échange en portions repérées par une base po-
laire locale et celui en trongons paramétrés sur un domaine 7" sont a priori
sans aucun rapport (I'un n’est pas le sur-échantillonage de 'autre par exemple)
(figure 5.24).

Les conditions de position sont imposées par les données elles-mémes et les données
de tangence sont définies de la méme maniere que celles exposées précédemment dans ce
chapitre. Les valeurs de ¢ aux bornes de chaque portion sont quant a elles déterminées
par une heuristique cherchant a minimiser les distorsions ainsi qu’a minimiser le degré des
morceaux de polynémes composant vJ,,.
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limites d’une portion de la couronne repérée
o---- dans une base polaire locale

| limite d’un troncon de la couronne
I Zone double ne contenant qu’une zone triple
. __y approximation de la limite d’un trongon
L1 zone triple P~ Jans le domaine Q0

t Couronne d’échange . - . 0
e point positionnant une zone triple dans (;

F1G. 5.24 — Découpage d’une couronne d’échange en portions repérées chacun par une base
polaire locale et en troncons ne contenant chacun qu’une seule zone triple

5.5.1.4 En pratique

Le calcul de I'image d’un point (z,y) de €; dans 2, se fait alors comme suit :

recherche de la base locale repérant (z,y),

recherche de I'intervalle [¢;;J5] qui, dans cette portion, contient le point,

calcul de I'angle ¢ par l'inverse du polynoéme de degré deux associé, et du rapport ¢
(donc 7),

calcul des coordonnées cartésiennes de 'image du point ainsi calculé dans 7',

calcul des coordonnées polaires dans 7' mais dans la base associée a (2,

recherche de l'intervalle [¢1; ¢2] qui contient ce point,

calcul de 'angle ¥ par le polynome de degré deux associé et du rapport 7 (donc t),
calcul des coordonnées cartésiennes de I'image du point ainsi calculé dans le repere
local de 2, associé.

5.5.2 Partition de ’unité

5.5.2.1 Construction

Il est nécessaire de définir une partition de 'unité subordonnée aux domaines {2; afin
de définir le raccord continu des primitives exposé dans le chapitre suivant.

L’expression “subordonnée aux domaines €2;” est un abus de language au regard de la
définition d’une partition de 'unité que nous avons donnée au chapitre 2. Nous cherchons
en fait a définir sur chaque domaine €2; une fonction «; telle que :
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- Vi,Vm € ©;,0 < a;(m) < 1
Vi, Vm € (), ZjeL-(m) aj(goij(m)) =1
a;(m) =1 si m appartient a la zone pure de €;

— a;(m) = 0 si m n’appartient pas a ;

— o est de classe C!

Pour cela nous proposons de définir dans un premier temps une fonction [3; sur chaque

domaine €2; indépendamment des autres domaines. Chaque fonction doit satisfaire :

- Vi,Vm € ©;,0 < Bi(m) <1

- Vi,Vm € Q;, Zjel’i(m) ﬂj(wi]' (m)) #0

— Bi(m) =1 si m appartient a la zone pure de €;

— B;(m) = 0 si m n’appartient pas a );

La description de la couronne d’échange par une coordonnée radiale et une coordonnée

orthoradiale nous permet de définir de telles fonctions simplement par :

— si m appartient a la zone pure, 3;(m) = 1,

— si m appartient a la portion de la zone d’échange de €2; repérée dans la base polaire
locale de centre C,,, alors 3;(m) = 3(t) ou t est le rapport présenté dans la section 5.3.3
situant le point m radialement dans la couronne, et 3(¢) est le polynome de degré trois
interpolant les conditions d’Hermite suivantes : 5(0) = 1 et 5(1) = 5'(0) = 8'(1) = 0,

— sinon, f;(m) = 0.

On définit alors les fonctions «,; comme des fonctions rationnelles issues de la normali-

sation des fonctions f; :

Bi(m)
ZjEIi(m) ,Bj (%‘j (m))

a;(m) =

5.5.2.2 En pratique

En pratique, une telle définition des fonctions 3; nécessite de pouvoir évaluer si un point
du plan appartient a la zone pure de €);. Pour cela, nous remarquons que les pivots ont été
définis de telle sorte que la ligne brisée qui les relie dans 1’ordre du parcours trigonométrique
de la couronne soit sans auto-intersection (section 5.2.2). Les tests se déroulent alors comme
suit :

On détermine si le point m appartient au polygone délimité par cette ligne brisée.
Si oui, on parcourt des pivots extérieurs jusqu’a ce que les deux conditions suivantes soient
satisfaites : m doit étre repéré, en angle, dans la base locale, et sa coordonnée radiale doit
étre inférieure a celle du point de la frontiéere intérieure repéré par le méme angle.
Sil’on trouve une telle configuration, m n’appartient pas a la zone pure. Sinon, m appartient
a la zone pure.

Si le point m n’appartient pas au polygone délimité par cette ligne brisée,
on parcourt des pivots intérieurs jusqu’a ce que les deux conditions suivantes soient satis-
faites : m doit étre repéré, en angle, dans la base locale, et sa coordonnée radiale doit étre
inférieure a celle du point de la frontiere intérieure repéré par le méme angle.
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_ partie du plan contenue
{___. dans le polygone
reliant les pivots successifs

FiG. 5.25 — Illustration pour I'algorithme qui permet de déterminer si un point est contenu
dans la partie centrale de la couronne

Si 'on trouve une telle configuration, m appartient a la zone pure. Sinon, m n’appartient
pas a la zone pure.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la paramétrisation d’une couronne du plan par
un C'-difféomorphisme. Nous avons finalement proposé une méthode pour construire une
telle couronne continue approchant une couronne polygonale du plan. Cela nous permet
de réaliser la deuxieme étape de la construction de notre modele de surface : la définition
de domaines de IR? liés par des fonctions de transition qui sont des C!-difféomorphismes.
Cela nous permet également de définir aisément une partition de I'unité subordonnée a ces
domaines. Ceci nous sera utile pour la troisieme étape de la construction du modele que
nous étudions dans le chapitre suivant : le raccord continu de surfaces.
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F1G. 5.26 — Approximation d’une couronne simple conduisant & une situation symétrique
pp p y q
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F1G. 5.27 — Approximation d’une couronne simple conduisant & une situation dissymétrique
pp b y q
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Fic. 5.28 — Approximation d’une couronne non étoilée
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Chapitre 6

Raccord continu de surfaces

6.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous évoquons la troisieme étape de la construction du modele
de surface que nous proposons : le raccord continu de surfaces (figure 6.1).

Apres avoir évoqué les diverses méthodes existantes, nous en proposons une qui est
fondée sur la combinaison convexe des primitives : cette méthode est naturellement associée
a la représentation d’une surface par un atlas de cartes. Nous avons présenté cette méthode
dans le recueil Curve and Surface Design, Saint-Malo’99 [GAM99]. Cependant, nous met-
trons en évidence que d’autres méthodes telles que le patch de Gregory, ou méme l'inter-
polation de Bézier peuvent étre réécrites comme des raccords par combinaison convexe.

Enfin, nous observons qu’un tel raccord s’appuyant sur les domaines définis dans le
chapitre précédent et appliqué aux primitives définies dans le chapitre 4, forme une surface
réguliere § : il s’agit de la surface que nous modélisons.

6.2 Méthodes existantes

Raccorder des surfaces est un probleme courant en “design” des surfaces. Comme nous
I’avons vu dans le paragraphe 1.4.2.1 on ne peut dessiner toute surface avec des morceaux
de surface rectangulaires qui ne partagent chacun de leurs sommets qu’avec trois autres
morceaux. Si I’on décide de n’utiliser que des morceaux de B-splines, on doit alors dessiner
des morceaux de surfaces a n cotés pour combler quelques trous. D’autre part, bien des
modeleurs de CAO utilisent un ensemble réduit de primitives (quadriques, tores ...) et
nécessitent le recours a des raccords entre ces primitives.

Demander que ces raccords soient continus est assez naturel. On peut le souhaiter pour
des raisons de conception, des raisons mécaniques ou méme esthétiques : certains procédés
tels que ’extrusion, sont incompatibles avec la présence de coins ou d’arétes.

135
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(05 V;

Fi1c. 6.1 — Troisieme étape de la construction de notre modele : le raccord continu des
primitives en une surface S

Nous proposons donc un apercu des différentes techniques envisagées pour raccorder des
surfaces. Elles peuvent suivre deux types de philosophie : la transition douce entre deux
surfaces qui s’intersectent ou le joint entre deux ou plusieurs surfaces sans intersection.
Mais elle se classent avant tout selon la nature implicite ou paramétrique des surfaces a
raccorder et que 'on appelle primitives.

6.2.1 Surfaces implicites

Les méthodes développées pour raccorder des primitives implicites peuvent étre classées
en trois familles : celles qui définissent une surface par son équation implicite, celles qui
prolongent les primitives et enfin celles qui utilisent une définition constructive.

Wu et Zhou [WZ00] définissent, une surface implicite qui en raccorde n autres qui sont
de degré deux, en des courbes définies comme l'intersection de chaque primitive avec un
plan. L’équation de cette surface implicite est établie en résolvant un systeme linéaire de
grande taille qu’ils simplifient en réduisant le champ d’investigation des solutions.

Hoffmann et Hopcroft [HH86, HH87| établissent 1'équation F(z,y,z) = 0 de la surface
de raccord entre deux primitives d’équations G(z,y,z) = 0 et H(x,y, z) = 0 en choisissant
F dans 'idéal généré par les deux polynomes G et H : F' = AG + BH. Cette méthode est
appelée méthode du potentiel.

Enfin, on peut préférer construire le raccord plutot que de chercher a le définir par des
méthodes qui peuvent étre instables numériquement. Parmi ces méthodes constructives,
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nommons le raccord par une surface de congé [RO87]. Cette méthode a la particularité de
pouvoir étre utilisée pour raccorder des primitives implicites comme paramétriques. Nous
la développerons donc dans le paragraphe suivant.

6.2.2 Surfaces paramétriques

Dans le cas de primitives paramétriques, il s’agit de décrire un morceau de surface qui
se raccorde a deux ou n surfaces le long de lignes connues. Comme nous ’avons rappelé
dans le paragraphe 1.4.2.1 le passage entre les paramétrisations des différents morceaux
doit étre C* & une composition pres.

6.2.2.1 Deux surfaces

La définition d’un raccord entre deux primitives paramétriques peut se faire de trois
facons différentes.

Tout d’abord, on peut définir un morceau de cyclide reliant deux quadriques qui s’inter-
sectent [AD97]. La cyclide rejoint chaque quadrique le long d’une de ses lignes de courbure.

L’équation de la surface de raccord peut également étre la solution d’équations aux
dérivées partielles contraintes par l'interpolation des deux lignes a joindre [BW89]. La sur-
face obtenue est géométriquement belle mais la résolution peut étre longue et non explicite :
I’équation n’est pas connue, seule sa trace dans ’espace est approchée.

Enfin, comme pour les surfaces implicites, on peut utiliser une surface de congé. Dans
sa version la plus simple, il faut imaginer une boule qui roule tangentiellement aux deux
surfaces. La surface de raccord est alors définie par la trace de ce déplacement entre les
deux lignes de contact de la boule avec les primitives. Cette méthode a été introduite
par Rossignac et Requicha [RR84|. Le principal probléme a résoudre est la définition de la
ligne sur laquelle se déplace la boule. Elle est généralement définie comme l'intersection des
offsets des deux primitives (’offset d’une surface S est la surface définie comme 1’ensemble
des points x 4 c¢ri ou x est un point de S, ¢ est une constante et 7 est la normale a S en
x). A Pinverse on peut préférer décider du tracé des deux lignes de contact et en déduire
le profil variable qui va relier les points des deux lignes. Dans ce cas, les lignes sont des
interpolations de points effectuées dans I’espace des parametres de chaque primitive afin
de s’assurer que la ligne appartienne a la primitive [Fil89]. Enfin, on peut souhaiter utiliser
une boule mais & rayon variable [CH97].

6.2.2.2 n surfaces

Lorsque 'on a plus de deux primitives a relier et qu’elles forment un trou a n cotés,
on peut utiliser une des techniques présentées dans le paragraphe précédent de maniere
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récursive. Mais d’autres méthodes sont plus efficaces. Il s’agit de définir la paramétrisation
de la surface de raccord sur un polygone a n cotés [Mal99].

On peut subdiviser ce domaine de paramétrisation. Parmi ces méthodes, I'une des plus
fameuses consiste a subdiviser le domaine de fagon récursive en utilisant dans chaque sous-
domaine une primitive plane. Cela revient a couper les arétes et les coins d’un polyedre
récursivement jusqu’a arriver a une surface limite qui soit lisse. Ce sont les méthodes de sub-
division de maillage déja rencontrées dans le paragraphe 1.4.2.1 [Sab83, Sab96]. Prautzsch
[Pra93] propose de subdiviser récursivement un domaine de paramétrisation rectangulaire
afin de définir un raccord C" par morceaux de produits tensoriels de polynomes. On peut
au contraire ne subdiviser le domaine qu’une fois en sous-domaines triangulaires ou rec-
tangulaires pour lesquels on sait créer des morceaux de surface convenables telles que des
B-splines (cela revient a autoriser des sommets a valence non égale a quatre).

Une autre famille de méthodes consiste a définir une seule équation sur le domaine de
paramétrisation. Pour cela on peut définir I’équation a la maniere des B-splines, c’est-a-dire
comme une somme de points de controle (les sommets du trou) multipliés par des fonctions
décroissantes de 1 & 0 dans le domaine polygonal [Var91]. On peut aussi préférer définir
I’équation comme la somme pondérée de morceaux qui se raccordent convenablement a
deux arétes consécutives du trou [GLH93|. L’équation est alors donnée par une fonction
rationnelle.

6.3 Par combinaison convexe a ’aide d’un atlas

6.3.1 Principe

Nous proposons une méthode de raccord de régions qui peut étre vue comme une
généralisation de la méthode de Gregory. Elle est fondée sur la représentation des surfaces
par un atlas de cartes présentée dans le chapitre I et consiste a mélanger des morceaux de
primitives entre eux par combinaison convexe. Pour cela il faut définir la mise en correspon-
dance des points des primitives a mélanger, ainsi que les poids de la combinaison convexe
(figure 6.2). Nous avons utilisé une telle méthode lors de I'approximation d’une couronne
pour approcher la frontiére intérieure par une boucle continue (voir section 5.4.2).

Supposons que les primitives a raccorder soient paramétrées par des fonctions p; sur des
domaines €);. Notons €);; la partie de €); et §2;; celle de 2; qu’il faut mélanger. Supposons
avoir défini un C'-difféomorphisme ¢;; de 2;; dans ;. Les domaines €2; et les fonctions
de transition ;; constituent alors ’architecture d’une variété de dimension 2 sur laquelle
on définit une partition de 'unité (voir paragraphe 2.2.2) : sur chaque 2; est définie une
fonction a; de classe C', égale & 1 aux points de §2; qui n’appartiennent & aucun €;; (on
appelle ces points la zone pure de €;), et égale a 0 a la frontiere de ;. Notons P(IV)
I’ensemble des parties de IN et, pour tout ¢z nous définissons ’application qui a tout point
m de €); associe l’ensemble des indices j des régions différentes de R; et auxquelles m
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Fi1G. 6.2 — Raccord de primitives par combinaison convexe s’appuyant sur la structure d’un
atlas.

appartient.

Les fonctions «; constituant une partition de 'unité, nous avons

Propriété 1
- ‘v’z,‘v’m € Q,,O < az(m) <1
= Vi, Vm € i, 3 e g my @5(0i(m)) = 1

Nous immergeons alors cette variété de dimension 2 dans IR?® en définissant sur chaque
domaine €2; une paramétrisation locale v; par

1/%‘ : QZ — R3
M= > serm) @ (#ij(m))p; (@i (m))

Cette surface quasi-réguliere (voir chapitre 2) constitue alors bien un raccord continu des
zones pures des primitives.

REMARQUE —

On peut faire deux reproches a cette méthode. D’une part, on ne peut assurer
que la quasi-régularité de la surface (voir section 2.5). D’autre part, du fait
qu’elle soit immergée et non plongée dans IR, la surface peut admettre des
auto-intersections.
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Mais d’une part, la grande majorité des méthodes n’assure pas non plus I’ab-
sence de singularités. D’autre part, il peut étre intéressant d’avoir un modele
qui permettent des auto-intersections : tout le probleme consiste a les maitriser.
Enfin, Mitchell [Mit00] a montré que toute méthode de raccord de droites ou de
surfaces admettait des points singuliers ou des auto-intersections pour certaines
primitives a raccorder.

6.3.2 Exemples

Il est intéressant de remarquer que cette formulation de raccord de droites ou de surfaces
englobe bon nombre d’objets connus parmi lesquels les morceaux a n cotés définis comme
la somme convexe de prolongements locaux, ou encore les courbes de Bézier.

6.3.2.1 Le patch a n c6tés donné par une équation

Pour illustrer notre propos, nous proposons une relecture de la définition du raccord de
n surfaces par la méthode de Gregory selon les termes de la méthode que nous proposons.

Il faut donc identifier dans la méthode de Gregory quels sont les domaines €;, §2;;, les
fonctions de transition ¢;;, les fonctions «; définissant un partitionnement de I'unité et
enfin s’assurer que les fonctions v; sont bien celles utilisées pour définir le raccord.

Dans son article de 1993 [GLH93|, Gregory traite le cas ou les primitives sont des ban-
delettes rectangulaires disposées selon la figure 6.3. Chaque bandelette est une B-spline
paramétrée par ¢; sur le rectangle 6 = [0;2] x [—1;0] de IR. Pour chaque couple de bande-
lettes successives, une extension notée g;_; ; est définie sur I'union du carré [0; 1] x [0; 1] avec
les domaines des deux bandelettes ramenés aux rectangles [0; 2] x [—1;0] et [—1; 0] x [—1; 1].
Une fonction ®;_; ; transforme tous les points d’un polygone régulier a n cotés noté €2, en
des points du carré [0;1] x [0;1] . L'union de [0;2] x [-1;0], [—1;0] x [—1;1] et ®;_;,(£2)
constitue un domaine €2; et ®;_; ;(2) peut étre interprété comme la partie 2;_;; mais
aussi la partie €2} ;1. L’équivalent de la fonction de transition ¢;; serait alors la composi-
tion ®;_; ;o (I)iill,i'

Gregory définit la paramétrisation de sa surface de raccord sur le polygone {2 par

n—1

p(X) =) w;(X)pj-1,;(X)

J=0

ol w; est une fonction de poids satisfaisant la propriété 1, page 139, et p;_1;(X) = ¢gj—1,;©
®;_1 ;(X). On peut donc bel et bien réécrire cette paramétrisation en

vi(m) = Y a;(pi(m))p;(pis(m)
JETZ;(m)

— . _1 . — . . _1 — . .
avec m € (Y, oy =w; 0 @iy et pj=pj1;0Pi ;= g1
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Q)1

1 g
Qj1,5 et Qjj41

Fi1c. 6.3 — Le patch de Gregory est un raccord par combinaison convexe s’appuyant sur
une structure d’atlas

6.3.2.2 L’interpolation de Bézier

Le probleme du raccord de surfaces ou de droites peut étre interprété comme un
probleme d’interpolation. En particulier, I'interpolation par une courbe de Bézier (par-
tie I) de deux points Py, P; selon les directions de tangences déterminées par deux autres
points comme PJPl et P;Pg est également le raccord continu des deux segments [Py P;] et
[P, P3] dont les zones pures sont réduites aux points Py et Ps.

Rappelons que la paramétrisation de la courbe d’interpolation de Bézier s’écrit
P(t)=) PB(1)

avec t € [0;1] et B;(t) = Cit*(1 —t)" "

On considere les deux domaines €y = [0;1] et Q; = [—1;0]. On y définit les deux
fonctions de transition ¢g;(u) =u — 1 et @i9(v) = v + 1 ainsi que les fonctions définissant
une partition de l'unité ap(u) = (1 — u)*(1 + 2u) et a1 (v) = (1 + v)%(1 — 2v). Enfin nous
y définissons les paramétrisations des deux segments par les fonctions suivantes Py(u) =
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Py + %(Pl — PRy) et Pi(v) = P, + llj;; (P; — P,). On définit alors le raccord des deux

segments par les deux paramétrisations cohérentes suivantes

Yo(u) = ap(u)Po(u) + ai(por (u) Pr(po (u))
Yi(v) = ao(pi0(v))Polpio(v)) + ar(v) Pi(v)

En notant ¢t = uw et t = v+ 1 on a alors bien

P(t) = tho(u) = ¢ (v)

avec t € ]0; 1].

6.4 Application a la construction d’un atlas

Pour définir I'atlas d’une surface & qui approche un maillage M donné, nous avons
d’ores et déja construit des domaines du plan €2; liés entre eux par des fonctions de transition
@i; qui sont des C'-difféomorphismes.

Nous avons également défini les primitives planes p;(£2;) qui approchent M.

De plus nous avons défini dans le chapitre précédent des fonctions a; sur chaque domaine
); satisfaisant la propriété 1.

Finalement, nous définissons & comme le raccord continu des primitives planes par
combinaison convexe dont les poids sont les fonctions «;. Elle est donc décrite localement,
par les fonctions suivantes

wi : Qz — R?’
M= D et m) @ (i (m))p; (0i5(m))

Les fonctions de transition sont des C!-difféomorphismes. Les fonctions o; et p; sont de
classe C*. Donc 1); est de classe C.

Pour que S soit réguliere, il faudrait alors vérifier que ; est bijective. Nous ne pouvons
conclure qu’en la quasi-régularité de S, et observer les résultats qu’une telle méthode donne
en pratique.

Terminons ce chapitre en illustrant le raccord par combinaison convexe avec des maillages
dont les sommets appartiennent a la surface S qui approche la triangulation M d’une sphere
(figure 6.4). Le recouvrement de M est celui constitué des régions initiales de 1'algorithme
de division-fusion. A la droite du maillage M, nous présentons une premiere triangulation
de S puis sa subdivisée. Nous soulignons le fait qu’aucun traitement n’a été appliqué a ces
triangulations et que des pivotages d’arétes ou d’autres choix de points permettraient une
bien meilleure visualisation de S.
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Fic. 6.4 — Maillage M et triangulations dont les sommets appartiennent a la surface &
issue de notre modele et construite par combinaison convexe des primitives approchant les
régions du recouvrement initial de ’algorithme de division-fusion.

6.5 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons évoqué le probleme de raccord continu de surfaces.
Apres avoir parcouru les diverses solutions existantes, nous avons proposé le raccord par
combinaison convexe, particulierement bien adapté a la représentation par un atlas de
cartes. Ce raccord était déja présent indirectement dans la littérature par le patch de
Gregory ou encore 'interpolation de Bézier. Enfin, ce raccord conclut la construction du
modele de surface que nous proposons dans ce mémoire.
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Conclusion

Dans cette deuxieme partie, nous avons proposé des solutions originales a des problemes
géométriques soulevés lors de la construction d’un modele de surface fondé sur la représenta-
tion par un atlas de cartes. Ce modele produit une surface quasi-réguliére (peut-étre méme
réguliere) a partir de données 3D ayant été interpolées au préalable par un maillage tri-
angulaire. Parmi les résulats originaux qui sont proposés dans cette partie, nous avons
en particulier démontré que le nerf d’un recouvrement bien formé est une triangulation
combinatoire, nous avons étudié la paramétrisation d’une couronne du plan par un C'-
difféomorphisme, et enfin nous avons étudié le raccord continu de surfaces par combinaison
convexe.
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Résumé et contributions

L’objet de cette these est double :

— Nous avons d’abord étudié un nouveau modele de surface fondé sur la représentation
d’une surface par un atlas de cartes. L’idée est d’une part de proposer un modele
qui permette de travailler localement sur la surface sans perte de la cohérence glo-
bale, et d’autre part d’hériter des notions de géométrie différentielle attachées a cette
représentation pour définir une surface réguliere, et donc résoudre intrinsequement
les problemes de continuité ordinairement rencontrés par les représentations pa-
ramétriques par morceaux. Nous avons présenté ce modele dans le cadre des modeles
de surfaces d’usage courant en informatique graphique, puis dans le cadre plus théori-
que de la géométrie différentielle.

— Nous avons ensuite proposé la construction d’un tel modele a partir d’un nuage de
points 3D interpolés au préalable par une surface triangulée qui est une variété de
dimension 2, connexe et compacte. Cette construction se déroule en trois étapes.
Chaque étape rencontre un probléme géométrique auquel nous proposons une solu-
tion innovante. En particulier, nous avons démontré que le nerf d’un recouvrement
bien formé est une triangulation combinatoire. Nous avons également étudié la pa-
ramétrisation d’une couronne du plan par un C*-difféomorphisme, ainsi que le raccord
continu de surfaces par combinaison convexe.

Perspectives

L’étude du modele de surface que nous avons construit dans ce mémoire est encore
incompleéte : nous n’avons pas établi de conditions suffisantes pour que la surface produite
soit réguliere et non pas seulement quasi-réguliere.

Cependant, nous avons mis en évidence dans la chapitre 3 que ce modele possede de
nombreuses qualités pour l'informatique graphique. Les applications ne manquent donc
pas. Parmi elles, nous pouvons en citer quelques-unes.

— La structure d’atlas est particulierement bien adaptée au plaquage de texture. On
peut en effet imaginer définir des textures sur chaque carte de 'atlas, les raccor-
der continuement grace aux fonctions de transition et les plaquer sur la surface
par les paramétrisations locales. Le raccord par combinaison convexe permettra une
simple continuité de la texture (tout & fait acceptable pour les textures isotropes par
exemple). Mais les fonctions de transition étant des C'-difféomorphismes, on peut
envisager d’étudier une continuité supérieure (par du “morphing” par exemple).

— Tout comme nous manipulons une information de texture, nous pouvons manipuler
une information de hauteur. Chaque primitive plane peut étre considérée comme
le support d’un repere local sur lequel est défini une fonction de hauteur qui n’est
pas constante et qui décrit localement la surface. Cela se rapproche des travaux de
Lee [LMHO00] mais la continuité C' entre les descriptions locales serait dans notre
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cas intrinsequement assurée alors que dans la solution proposée par Lee, une simple
continuité est proposée en reliant les sommets des bords des primitives voisines par
des arétes et des faces triangulaires.

— Dans les deux cas, une analyse multi-résolution peut-étre appliquée. Le grand avan-
tage procuré par la représentation par un atlas, est que cette analyse multi-résolution
pourrait étre conduite sur les cartes et donc sur IR?, et non sur la surface dans IR3.
Cela ouvre donc naturellement des perspectives sur une représentation hiérarchique.

— Toutes ces applications peuvent étre regroupées dans un seul logiciel d’aide a ’ana-
lyse de surface ou l'utilisateur aurait a sa disposition une vue 3D classique mais
aussi l'atlas de cartes sur lesquelles il pourra travailler localement dans un milieu bi-
dimensionnel. On peut également imaginer laisser a I'utilisateur la possibilité de raffi-
ner localement telle ou telle portion correspondant a une carte particuliere, allégeant
ainsi le nombre de données a manipuler.

— Enfin, ce modele se préte admirablement a I’édition. L’édition de texture comme on
I’a vu ci-dessus, la cohérence globale étant assurée intrinsequement. Mais également
I’édition de la surface elleeméme. On peut imaginer la possibilité de dessiner un
maillage grossier sur lequel sera défini automatiquement une carte par sommet. L’uti-
lisateur pourra ainsi définir sur chaque carte la primitive de son choix, les primi-
tives étant automatiquement raccordées entre elles. Dans ce cadre prédéfini, il sera
intéressant de simplifier le modele, en choisissant des domaines étoilés par exemple.

On observe donc le foisonnement d’applications que ce modele permet d’envisager. Nous
sommes ainsi convaincus de 1'utilité de celui-ci dans le cadre de I'informatique graphique.



Annexe A

Compléments sur les variétés
abstraites

A.1 Autres définitions de variétés

Nous avons présenté dans ce document la définition des variétés comme espaces topolo-
giques aux propriétés particulieres pouvant étre décrites par un atlas. Nous vous proposons
a présent deux autres définitions témoignant de points de vue complémentaires.

A.1.1 Un ensemble décrit par une classe d’équivalence

M. Berger et B. Gostiaux [BG87] utilisent une approche opposée a celle de D. Lehmann
et C. Sacré [LS82]. Au lieu de partir d’un espace topologique sur lequel on définit une
structure différentiable, ils proposent de définir la variété comme un ensemble X et une
classe d’équivalence d’atlas, puis ils étudient la topologie canonique induite par ’atlas sur
X.

Définition 54 (Atlas d-dimensionnel de classe C?) Soit X un ensemble, p un entier
strictement positif.
On appelle atlas d-dimensionnel de classe C? sur X un ensemble de couples {(U;, i)}
tels que

— U; est un sous-ensemble de X et UieI U=X

— chaque @; est une bijection de U; sur un ouvert de IR? et ¥(i, j) € I?, p;(U;NU;) est

un ouvert de IR
- V(i,7) € I?, pjop; ! est un isomorphisme de classe CP de p;(U; NU;) sur o;(U;NU;)

el

Définition 55 (Cartes) Les couples (U;, ;) sont appelés les cartes de [’atlas.
Si x € U;, la carte (U;, ;) est dite carte en z.
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Si Uon pose @i(z) = (pii(x), ..., i4(z)), les fonctions @i de U; dans IR sont appelées les
coordonnées locales associées a (U, ¢;).

Définition 56 (Carte compatible) Soit U un sous-ensemble de X et ¢ une bijection
de U sur un ouvert de IR*. (U, ¢) est compatible avec l'atlas {(U;, ¢;)};c; st la réunion
{U, ©)} U{(Ui, i) },c; est encore un atlas.

Définition 57 (Atlas compatibles) Deuz atlas, tous deuz d-dimensionnels et de classe
CP sont compatibles si leur réunion est encore un atlas.

Cela définit une relation d’équivalence entre atlas, d’ou la définition suivante :

Définition 58 (Variété de dimension d de classe C?) Une variété de dimension d de
classe C? est la donnée d’un ensemble X et d’une classe d’équivalence d’atlas d-dimensionnels
de classe CP sur X.

Une carte de la variété X est une carte quelconque de l'un des atlas de la classe d’équivalence
considérée.

Théoreme 8 Une variété X de dimension d et de classe CP est munie d’une topologie
canonique dont les ouverts sont les réunions des domaines des cartes.

Ou encore, si 'on préfere définir cette topologie a partir d’un seul atlas donné,

Théoreme 9 Soit {(Uj, ¢i) },c; un atlas d-dimensionnel de la variété X.
Un sous-ensemble U de X est un ouvert ssi Vi € I, p;(U N U;) est un ouvert de IR%.

Avec cette topologie, on peut alors retrouver la définition 5 grace au théoreme suivant :

Théoréme 10 Pour toute carte (U, p) d’une variété X, Uapplication ¢ de U sur o(U) est
un homéomorphisme, X étant munie de la topologie canonique.

Définition 59 (Espace toplogique connexe) Un espace topologique E est connexe si
les seules parties de E a la fois ouvertes et fermées sont E lui-méme et [’ensemble vide.

Théoreme 11 Une variété X est localement connexe.

A.1.2 Un espace topologique aux propriétés de connexité locale

Ce qui nous amene a la troisieme définition un peu plus générale d’une variété proposée
par C. Godbillon et qui généralise les définitions précédentes aux variétés a bord.
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Définition 60 (Chemin) Soit E un espace topologique.
Un chemin dans E est une application continue de l’intervalle de IR, I = [0;1] dans E.

Définition 61 (Connexité par arcs) Un espace topologique E est connexe par arcs si
pour tous points x et y de E, il eriste un chemin dans F joignant x a y dans E.

Définition 62 (Variété topologique de dimension m) Une variété topologique de di-
mension m est un espace localement connezxe par arcs (tout point posséde un voisinage
homéomorphe & un ouvert de IR™ ou du demi-espace H™).

A.2 Procédés de construction des variétés

L’atlas nous permettait de mieux appréhender ce que pouvait étre une variété. Afin de
compléter cette compréhension, nous vous proposons les autres procédés de construction
d’une variété.

A.2.1 Par action d’un groupe sur une variété

Définition 63 (Action d’un groupe) Une action d’un groupe G sur un espace topolo-
gique V' est un homomorphisme de groupes p : G — AutV ou AutV est I’ensemble des
homéomorphismes de V dans V.

Définition 64 (Points équivalents) Deuz points m et m' de V sont équivalents s’il
existe un élément g € G tel que m' = p(g).m

Cette relation d’équivalence permet de définir I’espace quotient V/G sur lequel on définit
une topologie.

Proposition 9 Soit X une variété sur laquelle est définie une relation d’équivalence R.
Soit p : X — X/R la projection canonique associant d tout élément de X la classe a
laquelle il appartient.
Une topologie dite quotient sur X/R est définie, de facon équivalente par
~ les ouverts de X/R sont les parties U telles que p~*(U) soit ouvert pour la topologie
donnée sur X ;
— les applications continues f : X/R —'Y de X/R munie de la topologie quotient sur
un espace topologique Y sont celles telles que fop : X — Y est continue pour la
topologie donnée sur X.

Nous allons voir sous quelles conditions I’espace topologique V/G est une variété.
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Définition 65 (Action totalement discontinue) L’action p de G surV est totalement
discontinue si tout point m de V posséde un voisinage U tel que V(g1,92) € G X G, g1 #
g2 = q1U N goU = 0, ou l’on note gU 'image de U par p(g).

Définition 66 (Action séparante) L’action p de G surV est séparante si, étant donnés
deuz points m et m' de V non équivalents, il existe un voisinage U de m et un voisinage
U' de m' tels que V(g1,92) € G x G, gU N goU' =)

Proposition 10 Si un groupe G est fini et s’il opére sans point fize sur une variété V,
son action est toujours totalement discontinue et séparante.

Proposition 11 Si V est une variété séparée (et séparable) et si p désigne une action de
G sur'V a la fois totalement discontinue et séparante, l’espace topologique quotient V/G
est aussi une variété séparée (et séparable).

REMARQUE —

La propriété “totalement discontinue” permet d’établir que la projection natu-
relle p est injective d'un ouvert U dans p(U) et la propriété “séparante” que
V/G est séparée.

REMARQUE —

L’application naturelle p : V' — V/G est un homéomorphisme local.
EXEMPLE —

On peut ainsi construire le cylindre (IR?/Z), le tore (IR?/Z?), la bande de
Mogébius ((IR?/Z)/(Z/2Z)),1a bouteille de Klein ((IR?/Z?)/(Z/2Z)), ou I'espace
projectif (S?/(Z/27Z)).

A.2.2 Par recollement

Pour que cela soit plus parlant, traitons le cas des variétés de dimension 2. Soient V; et
V1 deux variétés connexes (séparées).
Soient my € V, dont un voisinage est Uy et m; € V; dont un voisinage est Uy, tels que les
ouverts Uy et U; soient homéomorphes au disque D défini dans IR? par 22 + 2 < 1.
Notons g et ¢; de tels homéomorphismes. Soit D’ le disque fermé z2 + 32 < 1 /2 inclus
dans D, D' son intérieur et notons respectivement VS et V;* les surfaces a bord Vj— ¢y Y(D"
et Vi — o7 (D') de bords respectifs @5 ' (0D') et ;' (0D").
Soit ¥ : 9Vy — 0V;" ’homéomorphisme obtenu par restriction de ¢;' o ¢ & Vg et
W = (Vg V)] ~ lespace topologique quotient de la somme disjointe Vi IT V}* par la
relation d’équivalence qui consiste a identifier les points de 9V et oV .

Proposition 12 W est une variété de dimension 2 connexe (et séparée).



A.3. STRUCTURE DIFFERENTIELLE SUR LES VARIETES 155

REMARQUE —

On appelle somme connexe de Vj et V) toute variété homéomorphe a W.
EXEMPLE —

On peut ainsi construire le tore a g anses, la bouteille de Klein a g anses ou le
plan projectif a g anses.

A.3 Structure différentielle sur les variétés abstraites

Afin de définir une surface réguliére, nous avons eu besoin d’utiliser la notion de CP-
morphisme entre variétés abstraites, et en particulier les immersions et les plongements.
Nous consacrons cette annexe au rappel de ces notions.

A.3.1 Structure différentielle héritée de IR? grace aux cartes

Les cartes permettent de définir des fonctions de classe C? sur une variété, et en parti-
culier les immersions d’une variété dans une autre.

Définition 67 (Fonction C?) Soit X une variété de dimension d décrite par un atlas de
classe C

f: X — IR est une fonction C? (p < q) si pour toute carte (U,p) de X, fo@ ! est de
classe CP de p(U), ouvert de IR?, dans IR.

Un raisonnement identique permet de compléter cette définition par celle des CP-morphismes
entre variétés (figure A.1).

Définition 68 (CP-morphisme) Soient X et Y deur variétés de dimension d et e et
décrites par des atlas de classe C? et C". Soit p < inf(q, 7).

f:X =Y est un CP-morphisme si pour toute carte (U, @) de X en z et toute carte (V, 1)
deY en f(x), wo fop ! est de classe CP de o(U N f~YV)), ouvert de IR?, dans IR°.

Une définition équivalente mais ne faisant pas intervenir toutes les cartes est possible :

Théoreme 12 f: X — Y est un CP-morphisme ssi pour tout x € X, il existe une carte
(U,p) de X en z et une carte (V,) de Y en f(x) telles que f(U) CV etho fop e
CP(p(U), IR?).

A.3.2 Immersion et plongement entre variétés

Nous considérons a présent 'image d’une variété abstraite dans la variété IR" par un
CP-morphisme. L’application qui fait la correspondance entre I’espace tangent a la variété
abstraite et ’espace tangent a son image dans IR" est I’application tangente.
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Yofop

Fic. A1 — Définition d’'un CP-morphisme entre deux variétés grace a la structure
différentielle de IR? accessible via les cartes

Soient X et Y deux variétés de dimension d et e. Soit f : X — Y un CP-morphisme.
Soient (U, ) une carte en z € X & laquelle est associée la bijection 6, : T,X — IR%, et
(V,1)) une carte en f(x) a laquelle est associée la bijection 1y(y) : Ty)Y — IR®, telles que
fU)cV.

On pose T, f := 77;(;) o(pofoyp 1) (p(x))ob, (figure A.1).

Définition 69 (Application tangente) T, f : T, X — Tj,)Y est appelée application
tangente a f en x.

Théoreme 13 T, f est linéaire
et si Z est une variété et g € CP(Y, Z), alors T(go f) = (Ty@)g) o (Tnf)

Parmi les propriétés intéressantes que peut avoir ’application tangente, nous présentons
la qualité de plongement, donnant lieu a une sous-variété de IR™, et d’immersion donnant
lieu dans le cas n = 2 a ce que nous appelons une surface réguliere.

Définition 70 (Immersion et Plongement) Soient X etY deuz variétéset f : X —Y
un morphisme.

f est une immersion en x st T, f est injective.

f est un plongement de X dans Y si f est une immersion sur X et un homéomorphisme

de X sur f(X).

Proposition 13 Soit Y une sous-variété de X,

alors l'injection canonique est un plongement de Y dans X.

Soit Z une variété et f un plongement de Z dans X,

alors f(Z) est une sous-variété de X .

Soit Z une variété compacte et f une immersion injective de Z dans une variété X,
alors f est un plongement de Z dans X et en particulier f(Z) est une sous-variété de X.

Théoreme 14 Pour toute variété abstraite X séparable, il existe un entier n tel qu’elle
soit plongeable dans IR™.



Annexe B

Démonstrations pour la définition
d’un recouvrement

B.1 Démonstration pour la correspondance entre les
zones d’un recouvrement bien formé avant et apres
fusion

Nous considérons un recouvrement bien formé R = {R;};c; défini sur un espace topo-
logique M.
Soit J C I ’ensemble des indices des régions de R que l’on fusionne.
On note S = J,c; Rj et S =R\ {R;}jes US le recouvrement apres fusion.
Nous établissons la constitution de la zone pure, de la zone double et de la zone triple de
S dans S a partir des zones pures, doubles et triples des régions {R;},c; dans R.

Proposition 14

2p(S) = | Jzp(Ri) U U zd(R;, R;) U U 2t(Ry, R;, Ry)
ieJ (4,4)€J2:R;NR; #0 (4,5,k)€J3: RiNR; N Ry, £
2d(S,R,) = |J  2d(Ri,R,)U U 2t(Ri, Rj, Ry,)
1€J:RiNRp 7D (4,§)€J?:RiNR;N Ry #D
#t(S, Ry, Rpy) = U 2t(R;, Rn, R)

1€J:RiNRyNRm 70

Démonstration 14 Utilisons un raisonnement par récurrence.
J ne contient que deux indices.

2p(RMURy) = {z€eRURy:VielI\{1,2},z¢ R;}
= {zeR \R:Viel\{1,2},2¢ R} U

157
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{reRNRy:VieI\{1,2},z ¢ R;} U
{r € Ro\ Ry :VieI\{1,2},z ¢ R;}
= {zeR :Viel\{l},z ¢ R;} U
{reRNRy:VieI\{1,2},z ¢ R;} U
{r e Ry:VielI\{2},z ¢ R;}
= zp(R1) U zd(Ry, Re) U zp(Rs)

NR,:YieI\{1,2,n},z ¢ R;}

NR,:VieI\{1,2,n},z ¢ R;} U
{re(RiNR)NR,:VieI\{1,2,n},x & R;} U
{re (R, \R)NR,:Viel\{1,2},z & R;}

= {zeRNR,:YViel\{l,n},z ¢ R;}U
{re(RiNR)NR,:VieI\{1,2,n},x & R;} U
{re RoNR,:Viel\{2,n},z & R;}

= zd(Ry, Ry) U zt(Ry, Ry, R,) U zd(R2, Ry,)

~—

Zd(S, Rn) = {l‘ - (R1 U RQ
= {.T € (Rl \R2
(

~ Y —

2t(S,Rp, Ry) = {2z € (RMUR)NR,NRy:VjeI\{1,2,n,m},x ¢ R;}
= {ze(R\R)NR,NR, :VjeI\{1,2,n,m},x & R} U
{re(RiNR)NR,NR, :VjelI\{1,2,n,m},x & R;} U
{r € (Re\R\)NR,NR, :VjeI\{1,2,n,m},z & R;}
= {zeRNR,NR,:VjeI\{l,n,m},x & R} U
0
{te RoNR,NR,,:VjeI\{2,n,m},xz & R;}
= 24(Ry, R, Ry) U 2t(Ra, R, Ryn)

Supposons les égalités établies si J contient n — 1 indices.
Supposons que J contienne n indices dont n. On note J = K U {n}. Alors, d’apres le
résultat démontré au rang 2,

zp(U R,UR,) = zp(U R;) U zd(U R;, R,) U zp(R,)
€K €K €K
= |Ja(R) U U 2d(R;, R;) U
€K (1,5)EK2:R;NR; £0
U a(Ri, R, Re)U | 2d(Ri, R,)U
(irj,k) EK3: RiNR;jN Ry #0 I€K:R;NRy£0

U Zt(RZ‘, Rj, Rn) ) Zp(Rn)

(i,j)EKQ:Rijan#(D
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= (Ja@®)U U zd(R;, R;) U

ieJ (4,4)€J2:R;NR; #0

U Zt(Ri, Rj, Rk)

(i,j,k)EJ?’:RiﬂRjﬂRk;ﬁ@

2d(| J RiURn, Ri) & 2d(|J Ri, R) U 2d(Ra, Rn) U 2t(| ) Ri, R, Run)
€K 1EK €K
gy J  #d(Ri,R.)U
i€K:RiNRym £0

U 2t(R;, Rj, Ry) U

(i,j)EKzzRiﬂRjﬂRm¢@

U 2t(R;, Ry, Ryy)

I€EK:RiNRyNRm#0D

= U #d(Ri,Ra)U

1€J:RiNRm #0

U 2t(Ri, Rj, R)
(4,4)€J2:R;NR;NRpm #0

2t(|J RiU Ry, R, By) E 2t(| Ri, R, Ry) [cupzt(Ry, Rin, Ry)
€K €K
B U 2t(Ri, R, Rp) U 2t(Ry, Ron, R,)

1€EK:R;NRmNRp#£D

= U 2t(Ri, Ry, Ry)

1€J:RiNRm NRp £

B.2 Démonstration du lemme 7.2.1

Lemme 7.2.1 Soient deux régions voisines Ry et Ry d’un recouvrement, homéomorphes
a D et ayant une intersection conforme. Les frontiéres de R,, Ry et R1 N Ry sont toutes
trois décomposables en quatre parties connexes non vides, deur ouvertes et deuzr fermées
(alternativement lors d’un parcours de la frontiére) telles que les deux parties fermées
appartiennent aux trois frontiéres.

Démonstration 7.2.1 Par hypothese, les régions R; et R, sont homéomorphes a D.
Soit f : D — Ry une fonction continue réalisant cet homéomorphisme sur R;. Par pro-
longement par continuité, on peut définir la fonction continue g : D — R;. En particulier
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g paramétrise continuement OR; sur le cercle unité C = {(u,v) € R? : u? +v* = 1}.
Cette paramétrisation permet entre autres de définir le parcours de JR; a partir de celui
de C (parcours trigonométrique). Il permet également de définir les parties connexes de
OR; comme les images par g de celles de C. Il est important de remarquer que g n’est pas
nécessairement bijectif.

e Nous commengons par démontrer le résultat sur 9(R; N Ry).

L’espace topologique M peut se décomposer selon I'union disjointe suivante :
M=R,URy
ou R°={x € M :z ¢ R}. On peut donc écrire, Ry étant un ouvert,

R = RiNnM
R = (RiNR)U (R NRY)

Ri £ (Rin(RUBRy))U (R NRy)
Ri = (RiNRy)URNORy) U (R \ Ry) (B.1)
~D ~D ~D

car Ry et Ry ont une intersection conforme (remarquons que les unions sont disjointes).

De plus, R; N ORy est continuement paramétrable sur une ou plusieurs composantes
connexes ouvertes de C en tant qu’intersection de R, homéomorphe a D, avec Ry, homéo-
morphe a C (la propriété ouverte est entendue dans la topologie de C : ce n’est pas un ouvert
de IR?). Considérons une de ces composantes connexes. Elle peut étre de deux types : elle
est 'image par une fonction continue soit de C soit d’un arc connexe de C. Dans le premier
cas, cela impliquerait R1 N Ry C Ry d’ou Ry \E % D. Dans le deuxiéme cas, on note cette
composante |A; B[ ou A et B sont les images par la fonction continue des deux extrémités
de Parc connexe de C considéré. Nécessairement, A € OR; et B € 0OR; et |A; B[ C Ry,
ce qui implique que |A; B[ partage R; en deux sous-domaines homéomorphes & D. Si
donc Ry N OR, était composé d’une seconde composante connexe, ces deux composantes
découperaient R; en plus de deux sous-domaines homéomorphes a D (figure B.2). Ce qui
contredirait le découpage énoncé par 1’égalité B.1.

R, N OR, est donc continuement paramétrable sur une unique composante connexe de
C.
De méme, Ry, N OR; est continuement paramétrable sur une unique composante connexe

de C.

Démontrons a présent

RiNORy, C 8(R1 N Rg)
RyNOR, C O(RyNRy)

—_~
o @
W DN
N— N
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Soit x € RyNORy, C RN Ry C R,.

x est la limite d’une suite (z;) telle que x; € Rs.

Aussi, x € Ry qui est un ouvert, donc a partir d’un certain rang, x; € R;.
Donc z est la limite d’une suite (z;) telle que z; € Ry N Ry, d’ou z € Ry N Ry.
Or z ERlﬂaRQ C 0Rs donc z €R2 dOHC$¢R1ﬂR2.

Par conséquent, x € d(R; N Ry).

La deuxieme inclusion se démontre de la méme maniere.

D’autre part,

(RiNOR) N (RaNORy) = (RiNORy)N(R2NIRy)
= ono
= 0 (B.4)
Ainsi, (R, N Ry) est continuement paramétrable sur C, admet d’apres les équations B.2 et
B.3 deux composantes connexes ouvertes qui, d’apres ’équation B.4 sont sans intersection.

O(R; N Ry) se décompose donc en quatre parties connexes, deux ouvertes et deux fermées
disposées en alternance. On note les deux composantes fermées a et b.

8(R1 N Rz) = (R1 N 8R2) U (R2 N 8R1) UaUb (B5)

e Démontrons alors le résultat pour 0R;. La démonstration pour 0R, est identique.
Nous commencons par démontrer

(ReNOR)UaUb = ORI NRy)\ Ry (B.6)
(Rl N 8R2) UaUb = 8(R1 N Rz) \ R2 (B7)

D’apres I’équation B.5 il s’agit de montrer que pour tout z € d(R; N Ry),
$€R1 <:>$€R1ﬂaR2

autrement dit,
T € Ry <:>$ER1ﬂaR2

Soit x € (R; N Ry) : z est la limite d’une suite (z;) telle que z; € Ry N Ry et © ¢ Ry N Ry.
SiiEERlﬂaRQ, xz ERl.

Réciproquement, si z € Ry, comme x ¢ R1 N Ry, x € Rs.

Aussi, Ry N Ry C Ry donc z est la limite d’une suite (x;) telle que z; € Rs.

Ainsi, x € ORy, Aol z € R; N OR,.

Démontrons a présent

aUb C 8R1 (BS)
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L TR\ Ry
— Ri1NORy
B R NR,

R1 R2
Fi1c. B.1 — Décomposition de R
R1 NOR, Ry NOR,y

O I

Fi1Gc. B.2 — A gauche, R NOR, est constitué d'une composante connexe. A droite, R; NOR,
est composée de deux composantes connexes.

D’apres les équations B.6 et B.7

aUb = (O(RiNRy)\ R)N(O(R NRy) \ Ry)
= (O(R1 N Re) NRY)N(O(R; N Ry) N RY)
= O0(R; N Ry) N (R{N RS)
= O0(R;NRy) N (R URy)°
= O(RiNRy)\ (R URy)

Soit z € a U b, alors x est la limite d’une suite (z;) telle que z; € Ry N Ry, x & R1 N Ry
mais aussi x ¢ R; U Rs.
x est donc la limite d’une suite (z;) telle que z; € R; et x ¢ Ry, donc = € OR;.

Par conséquent, 0R; admet deux composantes fermées a et b sans intersection.
Elle se décompose donc en quatre composantes, deux fermées et deux ouvertes disposées
alternativement. W



Annexe C

Démonstrations pour la continuité de
la paramétrisation d’une couronne

C.1 Conditions pour que la paramétrisation soit de
classe C!

Nous établissons dans cette section les conditions suffisantes pour avoir la paramétrisa-
tion d’une couronne de classe C' & la limite entre deux portions décrites dans des bases
polaires locales voisines de pivots C,,, appartenant a la partie centrale, et C, 1, appparte-
nant a la partie extérieure.

A cette limite, nous avons les égalités suivantes, ou I'on introduit quelques notations
pour alléger les écritures (figure 5.10, page 103).

Upy1 = —Up =10 ; On+1 = Op 1= 0
a0 = (i) ) =i+ e = (i) =

100, = (ot Y = S0 = () ) - o

Sin(ﬁn_f_l) dﬂn—l—l COS('ﬁn_HL)

On suppose L, et L; de classe C! lorsque ’on passe du domaine de paramétrisation d’un

morceau de la couronne au suivant. Par conséquent a cette limite, ¢, = ¢,41 = t et
Ot, Otpyr Ot  Ot, Oty Ot

Continuité C° Démontrons que la paramétrisation est continue par construction. Nous

notons D = ||C,,Cy41||. Parce que la frontiére intérieure est continue et en particulier est
une droite au voisinage de cette limite,
+ U = Cpy1—
" cos(¥ — o) " cos(d — o)
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\’Cn+1

frontiére extérieure

frontiére intérieure

Fic. C.1 — Notations pour la continuité C°

=

dp + dny1
D = =TT 1
cos(¥ — o) (G-1)

Pour que la paramétrisation soit continue il suffit d’avoir,

Cn + [(1 - t) + tbn(ﬁn)] pn(ﬂn)ﬁ = Cppi— [(1 - t) + tbn+1(79n+1)] pn+1(79n+1)ﬂ’
(g)
D= =0+ th (D)) i+
(10 + tha(0))
(%)
dn + dn—|—1 = [(1 - t) + tbn—|—1 (ﬁn—kl)] dn—|—1 +
[(1 - t) + tbn(ﬁn)] dp,
=
0 = —t[(1 = bps1(Fns1))dnsr + (1 = b (Un)) ]

Et cette égalité devant étre vraie pour tout [ et donc pour tout ¢ € [0;1], pour que la
paramétrisation soit continue il suffit d’avoir

(1= bn1(Ini1))dnyy = —(1 = bu(0n))dn (C2)

ce qui est vérifié par construction car D = ||C,,P|| + ||Cro1 P|| = ||CoF|| + ||Crs1 F|| ot P
est le point de la frontiére intérieure dans le méme axe que M vis-a-vis de C, et F' celui
de la frontiére extérieure (voir figure C.1).
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Continuité C'

165

Pour que la paramétrisation soit C*, il suffit que ses dérivées partielles

soient continues. Commencons par la dérivée par rapport a ¢. Il faut

at
9¢

ba

ot

{]tato -1

00,,
ov

dpn

[(1 - t) + tbn(ﬂn) dﬁn

(Vn)

- { [(bn+1(79n+1) —1)

99
dpn—H
dﬁn+1 (19n+1)}

Aussi, @ et 4+ constituant une base, il

—

(1 = 1) + thyt1 (Vns1)] U

db,
dd,,

[(1 - t) + tbn('ﬁn)] p”(ﬁn)

%0,

t
ov

(92) } pulin) +

00,
afJ_

+ ov

dbn+1
dﬁn—kl

[(1 = 1) + thn1 (Vn41)] Prt1 (Ungr)

a6n+1
ov

t

(Vn41) ] Prt1(Fns1) +

a®7’b+1 — |
ov “

faut et il suffit d’identifier des composantes. Les

+

deux composantes en @+ identifiées donnent

d, 00,
(=) + tba (9)] cos(d — 0) Ov
a@n—l—l
On (1,5,

dn—|—1
cos(? — o)

a®n+1
ov

(1T —1) + thyg1(Vns1)]

=
|Cn M (u)|| 9On
[Cra M (u)]| v

(u, ¢n)

qui est la condition (5.10), page 114. Les deux composantes en 4 identifiées donnent, d’apres

I’équation (5.8) page 111,

ot
[(bnwn)—n% ;
ot
[(bnﬂwnm -5
=
[(bn(ﬁn) - 1)dn +
db,, 00,
ot +
(C.2
=
t =
ou
db,, 00,,
a0, " o
(5.10
=
t =
ou
db,,
SO,

db,, 00,,
a0, ") 5y ] i+
dbp 1 00,41 _
tm(ﬁnﬂ)w] dny1 =0
ot
(bn+1(79n+1) - 1)dn+1] % +
dbp 1 00,41 _
dﬁn_’_l(ﬁn-l—l)Tdn—i—l] =0
)
0
dbn—H a@n—H _
0,y (Un+1) 5 dpy1 =0
)
0
c,.M db,,
| (W) dbnta (i)

T NCr i M (W) dVi1
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ce qui doit étre vrai pout tout [ et donc pour tout ¢ et tout u. Il est donc nécessaire d’avoir

Onir . b,
0 0= = 5,

(¢:¢n) =0

qui est la condition (5.11), page 114.
Passons maintenant a la dérivée par rapport a [. Il faut

ot . ot o
(bnwm—l)apn]u _ [(bmwnﬂ)—l)apm 7

“~=
(bn(ﬁn) - 1)dn = (bn+1(19n+1) - 1)dn+1

ce qui est déja assuré par la condition (C.2).

C.2 Interpolation de conditions d’Hermite par un C'-
difféomorphisme

Nous considérons les conditions d’Hermite suivantes : (¢1,71,9;) et (dq, 92, 9,) avec
¢1 < ¢2 et 191 < ’192.
Pour les interpoler par un C'-difféomorphisme de réciproque explicite, nous choisissons de
définir deux polynomes de degré deux notés p; et po, qui se raccordent avec une continuité
C' au milieu de l'intervalle [¢;; ¢»] en les conditions d’Hermite (x,¢,¢’). 11 suffit alors
d’exhiber des conditions suffisantes pour que p; et py soient strictement croissantes.

p(d) =di  ph(dy) =)
P2(¢2) = Vs Py (¢2) = 0,
pi(z) = pae) =€ pi(a) = phlx) = ¢

Notons
p1(¢) = a1¢2 + b+
pa() = G2¢2 + bop + ¢

Pour que p; et p, soient strictement croissantes, il suffit d’avoir
P, >0;9,>0;a,>0; a,<0

En effet,
)y >0eta; >0 = Vo> ¢1,p1(d) >0
U >0etaa <0 = Vo> do,ph(d) >0

De plus, les conditions d’interpolation se traduisent par

¢ =1 —bioy — a1¢% cy = V9 — bapo — a

by = 9| — 2a1¢1 by = 5 — 2020, (C.3)
b E @) (B9 e a)
1= (z—¢1)? 2 (¢2—7)?
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et
8—191 192-6_19’1—19/2

T—¢1 fp—z 2
Il nous faut donc déterminer z, €, 9| et 9, vérifiant C.3 et C.4 (figure 5.11).

Nous choisissons arbitrairement z = d1 1 ¢2, alors
U4 + 3 ¥y —
a=—=- T +2-2 ! 5
2(¢2 —#1) (92— 1)
¥ + 30 ¥y — 0
ay = 1 + 2 2 2 1

202 —¢1) (P2 —1)?

a >0 & V,+39 < 4’92 gl

a; <0 & 9 + 39, <4”2 '91

une condition suffisante est

En notant pente =

—
¢>2 ¢’

max (¥, 9,) < pente

C.3 Conditions d’interpolation de la fonction b, pour
int ext

que b,p, " < p,
Soit piMt et pEXt les coordonnées radiales des boucles intérieures et extérieures d'une
couronne polygonale. Nous déterminons quelles conditions d’interpolation doit suivre la

fonction cubique b,, pour qu’elle soit de classe C'! et que b"p?llnt < pSXt.

REMARQUE —

Les conditions intérieures a chaque portion dans le cas d’une fonction b, cubique
par morceaux se déduisent aisément de celles-ci.

Il faut d’abord que la courbe approchant la frontiere extérieure soit continue. Cela est le
cas dans chaque portion mais doit étre imposée lors du passage de la portion décrite dans
la base polaire locale de centre C), a la portion suivante. Nous supposons que C), appartient
a la partie centrale.

On note b, la condition que b, doit interpoler en ¥, s, la borne supérieure de son domaine
de définition.

On note 2 +1 la condition que b, doit interpoler en 9,0, la borne inférieure de son
domaine de définition.

La condition b} doit vérifier

L™ (0, 1) = pPW, 1) + o (Dngr0) — 0041 o (Dng10)
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d’ou
ext 9
b= 1+(1— bg+1)—””i+nlt( ni10)
De méme,
p’}lnt(,ﬁnaln)

b91+1 = 1- (1 +b711)
P (Int10)

Pour avoir bn,ojlnt < pEXt, on minore ou majore b, par deux bornes notées
selon que (), est un pivot appartenant a la partie extérieure ou centrale.

ngt et bgent

Si €, est un pivot appartenant a la partie centrale,
1 < by (d,) < peent

avec

ext

peent < min p”—
n pmt
n

Si C, est un pivot extérieur,
b < b, (0) < 1

avec

ext
ngt > max Prn_
int

Pn

On exprime alors les conditions d’interpolation par

P (D110) )

bt = min(bC®M, 1 4 (1 — bXY)

et ;
pgen (,"9”;[71 )

P (O 1,0)
On peut vérifier la cohérence de ces deux égalités en montrant que,

pCeN (9, 1) )
P (V41,0

b 41 = max(bE3%, 1= (14 b5°Y)

)

pcent (19 L )

1—(1+40,)) = max(bsﬁ, 1—-(1+ bgent)n—"’n)
ext 19

pn+1( n+1,0)

II reste & choisir bCeNt et pEXT.

Comme introduit dans la section 5.4.3, page 118, nous notons ¥, ; les points du domaine
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Cn+1

Fic. C.2 - Cas ot min;{p¢*t(9,,,)} est inférieur & max;{pint(9,,)}

n

de ngt / pilnt ou ce rapport est susceptible de connaitre un extremum local. On ne peut
pas prendre b = min;{peX(9,,;)}/ max;{ ™ (9,)} car il peut étre inférieur & 1 (fi-

n n
gure C.2).

Nous proposons alors de réfléchir sur 1'épaisseur e, (¢,) de la couronne polygonale (voir
la section 5.4.3, page 118). Si C,, est un pivot appartenant a la partie centrale, il suffit alors

ngt < p}znt + mine,
ho< 14 mini{e.n(ﬁn’i)}
prnt
=
b < mini{?"iﬁ"’i)}
max;{ o (Un,i) }
et si C, est un pivot extérieur,
bo> 1 mini{?niﬁn,i)}
max;{ o (Un,qi) }

Nous choisissons alors naturellement si C,, est un pivot appartenant a la partie centrale

bcent -1 mini{en (197”)}

max; {pint(v,,;)}
et sinon '
joxt _ __mini{en(vn)}
" max;{ p (9y,,;)}
REMARQUE —

En pratique, 1'évaluation de min;{e,(9,,)} et de maXi{piLnt(ﬁm)} se fait en
méme temps que la mise en conformité de la frontiere extérieure (voir para-
graphe 5.3.2.3).
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Résumé

L’objet de ce mémoire est ’étude et 1a construction d’un modele de surfaces fondé sur la représenta-
tion par un atlas de cartes :

- L’intérét d’un tel modeéle qu’il permet de travailler localement sur la surface sans perte de la
cohérence globale, et d’autre part d’hériter des notions de géométrie différentielle attachées a cette
représentation pour définir une surface réguliére, et donc résoudre intrinsequement les problemes
de continuité ordinairement rencontrés par les représentations paramétriques par morceaux. Nous
avons présenté ce modeéle dans le cadre des modeéles de surfaces d’usage courant en informatique
graphique, puis dans le cadre plus théorique de la géométrie différentielle.

- Nous avons ensuite proposé la construction d’un tel modele & partir d’un nuage de points
3D interpolés au préalable par une surface triangulée qui est une variété de dimension 2, connexe
et compacte. Cette construction se déroule en trois étapes. Chaque étape rencontre un probléme
géométrique auquel nous proposons une solution innovante. En particulier, nous avons démontré
que le nerf d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire. Nous avons également
étudié la paramétrisation d’une couronne du plan par un C'-difféomorphisme, ainsi que le raccord
continu de surfaces par combinaison convexe.

A surface modelling based on the representation with an atlas

Abstract

In this thesis we study and design a surface modelling based on the representation of surfaces
with an atlas.

- The first part of it is dedicated to the study of our modelling. Such a modelling allows to
work locally on the surface without being afraid of any lose of global consistency. Furthermore the
representation with an atlas is a notion coming from differential geometry. Our modelling inherits
then good properties from this mathematical theory, and especially to solve the continuity problem
between the patches with which piecewise parametric representation of surfaces meets frequently :
our geometrical model is a regular (or a quasi-regular) surface. We present this modelling among
those which are used in Computer Graphics and in its differential geometric background.

- In the second part of this thesis, we propose an algorithm for designing such a modelling
from a triangular mesh. This mesh is supposed to be a connected and compact 2-manifold. The
algorithm processes in three steps. Each steps reveals a geometrical problem for which we propose
an innovative solution. In particular we demonstrate that the nerve of a well-shaped covering is
a combinatorial triangulation. We study also the C'-diffeomorphic parameterization of a planar
crown, and finally the convex combination as a smooth blending of surfaces.
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