N

N

Sur la notion d’observation en sémantique

Benjamin Leperchey

» To cite this version:

Benjamin Leperchey. Sur la notion d’observation en sémantique. Autre [cs.OH]. Université Paris-
Diderot - Paris VII, 2005. Frangais. NNT: . tel-00102637

HAL Id: tel-00102637
https://theses.hal.science/tel-00102637
Submitted on 2 Oct 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00102637
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université Paris 7 - Denis Diderot — UFR d’informatique

Sur la notion d’observation
en sémantique

Doctorat

Informatique

Benjamin Leperchey

These dirigée par Antonio Bucciarelli

Soutenue publiquement le 9 décembre 2005

Jury

Nick Benton

Gérard Boudol

Antonio Bucciarelli Directeur de thése
Pierre-Louis Curien

Jean Goubault-Larrecq Rapporteur

John Longley Rapporteur

SESEES






Remerciements

Je tiens a remercier les membres du jury, et tout particuliérement les
rapporteurs Jean Goubault et John Longley pour leur lecture extrémement
attentive et leurs commentaires perspicaces d’une part, et Nick Benton qui
m’a invité & travailler avec lui & Cambridge d’autre part.

Les membres de PPS ont également bien mérité leur part de remercie-
ments. En particulier, Odile pour les bonbons et tous les thésards, avec quand
méme une mention spéciale pour Anne-Gwenn, Emmanuel, et Raphaél, sans
qui je me serais senti bien vieux, et pour tous occupants du bureau 6C10.
Je remercie encore une fois Odile, cette fois-ci pour tout le reste, a savoir sa
bonne humeur, ses ordres de mission, son aide pour les formalités adminis-
tratives et son tiramisu.

Aux relecteurs volontaires, Samuel et Marie, ma gratitude éternelle et
tous mes voeux pour leurs théses respectives. Juliusz a déja fini sa thése, et
il n’a finalement rien relu, mais 'intention y était : il a quand méme mérité
une entrée dans la bibliographie [Chr00].

Je remercie aussi tous mes amis, mon chat et ma famille pour tout le
reste, c’était vraiment trop sympa.






Table des matiéres

1 Préliminaires : les A-calculs typés et leurs modéles 19
1.1 Le A-calcul simplement typé et PCF . . . . . ... ... ... 19
1.1.1  A-calcul simplement typé . . . . . . . .. ... ... .. 19

1.1.2 PCF, PCF finitaire, PCF unaire . . . . . . .. ... .. 23

1.2 Modéle d’'un A-calcul étendu . . . . .. .. ... ... ... .. 25
1.2.1 Catégories cartésiennes fermées . . . . . .. ... ... 25

1.2.2  Catégories CPO-enrichies . . . .. ... .. ... ... 27

1.2.3 Modéles et modéles standard . . . . . . ... ... ... 28

1.2.4 Correction et adéquation . . . . . . . . ... ... ... 32

1.3 Modélesusuels . . . .. .. ... ... .. 36
1.3.1 Domaines de Scott . . . . . .. ... ... .. ..... 36

1.3.2 Stabilité et cohérence . . . . . ... ... ..., 37

1.3.3 Stabilitéforte . . . . . ... ... L. 39

1.34 Jeuxde Hyland et Ong . . . . . . . ... .. ... ... 41

1.4 Monades . . . . . . . ... 44
1.5 Equivalences contextuelles . . . . . .. .. .. ... .. .... 46
1.5.1 Définitions . . . . . . . ... ..o 46
1.5.2 Casdumodéledejeux . . ... ... ... ....... 51

1.6 Relations logiques . . . . . . .. . . ... L. o4
1.6.1 Définition et propriétés . . . . . . . . ... ... o4
1.6.2 Relations de Sieber . . . . . .. ... ..., 55

1.6.3 Quotients . . . . ... ... ... 56

2 Définissabilité relative et hiérarchies de modéles 59
2.1 Généralités . . . .. .. 59
2.1.1 Définissabilité relative . . . . . . ... ... ... ... 59
2.1.2 Hiérarchies de modeéles . . . . . . .. ... ... .... 61

2.2 Deéfinissabilité dans le modéle de Scott de PCF unaire . . . . . 65
2.2.1  Quelques degrés de définissabilité . . . . ... .. ... 66

2.2.2 Hiérarchie des modéles standard . . . . . . . ... ... 70



6 Table des matiéres

2.3 Définissabilité dans le modéle de Scott de PCF finitaire . . . .

2.3.1 Hypergraphes et h-morphismes . . . . .. ... .. ..
2.3.2 Morphismes temporisés . . . . . ... ..o
2.3.3 Fonctions sous-séquentielles . . . . . . ... ... ...
2.3.4 Correction . . . . . . ...
2.3.5 Complétude pour les fonctions sous-séquentielles . . . .
2.3.6 Complexité . . . . ... .. ...
2.3.7 Conclusions . . . . ... .. .. ... ... ...
2.4 Définissabilité dans les modéles stables . . . . . . . ... ...
2.4.1 Arbresdedécision . ... ... ... .. ... ... ..
242 quote . ...l
2.4.3 La fonctionnelle H . . . . ... ... .. ........
2.4.4 Conclusions . . . . ... .. ... o

3 Allocation dynamique
3.1 Lelangage . . . . . . . . . ..

3.1.1
3.1.2

Typeset syntaxe . . . ... ... ... ... ......
Sémantique opérationnelle . . . . . . . ... ... ...

3.2 Modélede base . . . . . . . ...

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.24
3.2.5
3.2.6

FM-cpos . . . . . . . . . ...
Définition de la sémantique . . . . . . ... ... ...
Correction et adéquation . . . . . . . . ... ... ...
Egalités dans le modéle, incomplétude . . . . . . . ..
Egalités . . . . . . .. . ..
Incomplétude . . . ... ... oL

3.3 Relations paramétriques . . . . .. .. .. ... ... ... ..

3.3.1
3.3.2
3.3.3

Relations finitaires entre états et paramétres . . . . . .
Parameétres et relations paramétriques . . . . . . . ..
Typage des états généralisé . . . .. .. ... .....

3.4 Exemples . .. . ...

3.4.1
3.4.2
3.4.3
3.4.4
3.4.5

La suite de Meyer-Sieber . . . . . . . . ... ... ...
Typage généralisé . . . . . . .. ... ...
Memoisation . . . . . . .. ...
Réversibilité des changements (snapback) . . . . . . . .
Protocoles cryptographiques . . . . . . . .. ... ...

3.5 Conclusion . . . . . . . ..

4 Coit en sémantique dénotationnelle
4.1 Utilisation de ressources . . . . . . . . ... ... .. .....
4.2 PCF temporisé . . . . . . .. . .. .. ... ..

4.2.1

Machine . . . . . ...

73
73
75
76
78
30
82
84
84
36
87
90
91

93

95

95

98
102
102
103
108
117
117
119
120
121
124
132
133
133
136
137
138
139
141



Table des matiéres 7

422 PCF+tick .. .. .. . o 151
423 Modeéle. . . . . . ..o 153
4.3 Modéles temporisés . . . . . ... 162
4.3.1 Modéle d’espaces de cohérence . . . . . . .. ... ... 163
4.3.2 Modeledejeux . . . .. .. L. 165
4.4 Conclusion . . . . . . . . .. e 175

5 Conclusions 177



8 Table des matiéres



Table des figures

1.1
1.2

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Régles de typage pour A¢ . . . . . . ... 21
Sémantique opérationnelle pour A¢ . . . . . . ... ... ... 22
Régles de typage . . . . . . . . . ... 97
Sémantique opérationnelle . . . . . .. . ... ... 100
Sémantique opérationnelle (suite) . . . . . . . ... ... ... 101
Sémantique des types . . . . . . ... Lo 104
Sémantique des termes (extrait) . . . . . .. .. ... ... .. 106
Egalités du métalangage . . . . . . .. .. ... ........ 117
Quelques équations & propos de références . . . . . ... ... 118
Définition des relations paramétriques . . . . . . . . . ... .. 126
Régles de réduction de la machine en appel par nom. . . . .. 147
Typage de la machine . . . . . . . ... ... ... 0. 148
Dénotations des termes . . . . . . . .. .. ... ..., 155
Dénotations des continuations . . . . . ... .. .. ... ... 155

Exemple d’interaction . . . . .. ... ... .. ... ... .. 167



10 Table des figures



Introduction

Méthodes formelles en programmation

Ce qui différencie les ordinateurs des machines a calculer plus primitives,
c’est la possibilité de les programmer. Les premiéres machines a calculer, par
exemple celle de Pascal ou de Leibnitz, fonctionnaient de fagcon compléte-
ment mécanique : chaque opération devait étre actionnée par une commande
de T'utilisateur. Les calculs pouvaient étre trés complexes, et assez longs (on
savait par exemple extraire des racines carrées), mais aucune automatisa-
tion n’était possible (hormis, bien sir, en modifiant la machine). Babbage
eut l'idée d’ajouter des calculs logiques aux opérations arithmétiques : sa
machine savait prendre des décisions automatiquement en fonction des ré-
sultats. Cette idée a rendu possible la programmation d’une machine : on
peut lui expliquer ce qu’elle doit faire, en lui donnant, en une seule fois, une
suite de commandes indiquant ce qu’il faut calculer et comment prendre les
décisions nécessaires. Le support physique et la forme de ces commandes ont
changé, mais I'idée est restée la méme : il s’agit de moyens d’expliquer a ’or-
dinateur comment exécuter un algorithme, c’est-a-dire une suite de calculs
qui dépend de données et de résultats intermédiaires.

Aujourd’hui, toutes (ou presque) les machines électroniques sont program-
mables ou programmées : méme pour une application trés simple comme une
montre a cristaux liquides, il revient souvent beaucoup moins cher d’utili-
ser un petit processeur déja existant et de le programmer pour controler les
différentes partie de la machine (boutons, écran etc.) que de construire une
machine dédiée de A & Z. La seule différence avec un véritable ordinateur est
que l'utilisateur n’a pas accés a ce programme et ne peut pas le modifier :
les montres a cristaux liquides sauraient calculer 7, mais le constructeur ne
fournit qu’un programme qui affiche I’heure. De méme, fours & micro-ondes,
lecteurs de DVD, ascenseurs et avions contiennent des processeurs et des
programmes : l'informatique et la programmation ont pris une importance
capitale, et les “ordinateurs” n’en sont que la partie visible.
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Cette évolution apporte beaucoup d’avantages. Au dela des coiits, ré-
duits parce qu’il est beaucoup plus facile d’écrire un programme que de
concevoir et produire du matériel, on gagne une souplesse incomparable :
le programme, qui réside souvent dans une mémoire réinscriptible, peut étre
changé, pour corriger des erreurs ou ajouter de nouvelles fonctions. Ainsi,
les derniers modems ADSL grand public (FreeBox, LiveBox) contiennent un
systéme d’exploitation complet (& savoir Linux), ce qui leur permet d’effec-
tuer des opérations complexes (de servir de routeur, de pare-feu etc.), et elles
sont capables de télécharger automatiquement les mises a jour de ce logiciel.

Au contraire, la complexité croissante des applications embarquées rend
leur conception et leur vérification de plus en plus ardues : s’il est assez facile
de se convaincre, avant de la mettre sur le marché, qu’une montre fonctionne
correctement, il est beaucoup plus difficile de tester toutes les combinaisons
rendues possibles par un véritable systéme d’exploitation. On peut, et c’est
I’approche la plus couramment utilisée, faire quelques tests, puis vendre le
programme quand il a I'air de fonctionner correctement, en distribuant des
mises & jour pour corriger les erreurs découvertes aprés-coup. Ceci pose plu-
sieurs problémes : d’abord, il faut étre en mesure de remplacer le programme
dans la machine : ce qui est trés facile sur un modem, naturellement connecté
4 un réseau, est impossible sur une montre ou un four. Deuxiémement, les
erreurs qu’on a pu laisser passer lors de la phase de tests initiale peuvent
se révéler dangereuses : si, pour un modem, cela peut se traduire par une
prise de controle des ordinateurs par un pirate, ce qui est déja assez grave,
des erreurs logicielles peuvent amener une fusée a exploser (cf. Ariane 5 en
1996), ou un avion a ne plus répondre aux commandes, avec des conséquences
dramatiques.

Meéme sur les machines plus “traditionnelles” — des ordinateurs de bureau —
la qualité du logiciel est de plus en plus importante : avec la mise en réseau,
chaque erreur est une porte d’entrée potentielle pour des pirates. Au dela
des programmes résidents sur la machine, les ordinateurs exécutent de plus
en plus d’applications venant de l'internet : applets Java, Javascript etc.
Les problémes de sécurité potentiels sont énormes : il faut des moyens de
contingenter ces programmes, pour les empécher, par exemple, d’effacer le
disque dur ou d’obtenir des mots de passe.

Ces deux problémes — qualité des logiciels intégrés et prudence vis-a-vis
des logiciels “inconnus” — montrent qu’il devient indispensable de formaliser
la programmation : en décrivant mathématiquement le comportement d’un
programme, ou plutot tous les comportements possibles d’'un programme, on
pourra prouver qu’il vérifie certaines propriétés : que le programme fait ce
qu’on attend de lui, qu’il répond dans un délai raisonnable, qu’il ne peut
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pas appeler (ou faire appeler) des fonctions dangereuses. Ces propriétés sont
toutes indécidables. En pratique, on utilisera un assistant de preuve pour
vérifier que les preuves sont correctes et qu’on n’a pas oublié de cas, ou bien
on se contentera de vérifier des propriétés plus basiques (typage, mémoire
bornée, indices de tableaux etc.), qui sont décidables et suffisent a éliminer
des classes entiéres d’erreurs.

Ces vérifications pourront se faire & deux niveaux : sur les programmes
locaux, on connait le texte original qui représente la volonté du programmeur
au dela des détails (allocation de registres etc.) et c’est a ce niveau qu’on
pourra espérer prouver des propriétés avancées. Au contraire, les éditeurs qui
distribuent des programmes sur internet les donnent le plus souvent sous une
forme compilée (en bytecode Java par exemple). On ne pourra en pratique
vérifier que des propriétés plus simples (comme le bon typage de la pile), et les
autres vérifications (droit d’appeler telle ou telle fonction) seront dynamiques,
c’est-a-dire lors de I’exécution du programme.

Cette thése ne s’intéresse qu’au premier cas : il s’agira de modéliser des
langages de programmation de haut niveau. Ce domaine de recherche a été
initié par Scott et Strachey [SS71|. En fait, on ne décrira pas un langage
de programmation courant (comme C, Java, ou Ada), mais un petit langage,
PCF, utilisé depuis les années 70 pour essayer des outils mathématiques qu’on
pourra ensuite mettre en ceuvre sur des langages plus réalistes. Etant fonc-
tionnel, il est plus proche de ML [MTHM97], ou méme de Haskell [PHAT97],
puisqu’il utilise I’appel par nom. Il a plusieurs avantages théoriques :

— il est trés régulier : sa syntaxe est définie par une grammaire hors-
contexte et sa sémantique opérationnelle est définie par la structure du
terme considéré, avec un simple prédicat P | @,

— il est extrémement simple : un seul type de base (les entiers), et quatre
constructions (variable, fonction récursive, application et branchement
conditionnel),

— il repose sur des concepts mathématiques bien compris (les fonctions),
ce qui donne une intuition claire de sa sémantique.

Evidemment, il n’est pas du tout réaliste :

— Les langages courants sont déclaratifs et pas fonctionnels : ils utilisent
des suites d’instructions plutdt que des applications de fonctions. La
plupart des résultats seront difficiles a traduire pour les langages usuels.

— Leurs algébres de types sont beaucoup plus riches : flottants, entiers
sur 32 bits, objets avec méthodes etc. Les encodages dans PCF sont
possibles, mais ils ne sont ni pratiques ni précis.

— Ils offrent des possibilités plus vastes, en particulier des sauts (goto),
des exceptions, des variables modifiables (ou références).

On pourrait toutefois avancer que le premier argument constitue plutot une

13
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bonne raison de préférer les langages fonctionnels aux langages impératifs
quand la qualité du logiciel est cruciale : la possiblité d’utiliser des outils
mathématiques précis contrebalance alors largement les pertes de perfor-
mances, ou les cotits de développement (bien que beaucoup de programmes
soient plus facile & écrire dans les langages fonctionnels, les programmeurs
n’y connaissent souvent rien). A ce sujet, on pourra relire [Hug89].

Le deuxiéme probléme devrait étre assez facile a résoudre, car la théo-
rie est souvent indépendante des domaines de base. Toutefois, il n’y a pas
encore de consensus dans la communauté des langages fonctionnels sur la
programmation orientée objets.

Le troisiéme était a priori le plus difficile, mais on sait aujourd’hui modé-
liser les opérateurs de controle “bien élevés” (en particulier, les exceptions),
et les références, en utilisant des monades, ou directement, par exemple en
sémantique des jeux. Encore une fois, on pourrait avancer que les construc-
tions qui ne rentrent pas dans ces cadres théoriques sont trop ésotériques ou
trop dangereuses (goto) pour étre intégrées a un langage de programmation
courant.

Il reste tout de méme un fossé entre la pratique de la programmation et
les développements théoriques. A part dans les transports (trains et avions),
ou les méthodes formelles deviennent la norme, parce que les erreurs sont
interdites, I'industrie du logiciel utilise & peine les possibilités offertes par
la sémantique des langages de programmation. On peut cependant espérer
que, les problémes devenant a la fois plus nombreux et plus importants,

.....

logiciel, devant le prix.

Sémantique d’un langage de programmation

Qu’est-ce qu’un langage de programmation ?

Pour mieux comprendre ce que veut dire programmer et quelle forme
prennent les programmes, il faut comprendre que les machines d’aujourd’hui
ne font plus que de la logique. Les chiffres 0 et 1, appelés bits (pour binary
unit), suffisent a représenter n’importe quel nombre entier : c’est 1’écriture
binaire. Ainsi, 0 s’écrit “0”, 1 s’écrit “1”, 2 s’écrit “10”, 27 s’écrit “11011”,
etc. On a donc réutilisé les valeurs de vérité “vrai” et “faux” pour coder 0 et
1 : la logique, initialement cantonnée a la partie “programme” des machines
mécaniques, s’est également imposée dans les parties calculatoires. Tous les
nombres sont représentés comme des suites de bits, et les opérations sur les
nombres comme des “raisonnements” mécaniques. Le programme consistant
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a organiser les différentes phases de calculs a I’aide de tests et de conditions
de vérités (“si le résultat est 0, alors arréte”), il est trés naturellement écrit en
binaire : tableaux d’interrupteurs ouverts ou fermés, ou, dans le cas des cartes
perforées, absence ou présence de trous. Un programme est donc une suite
de nombres binaires, un pour chaque instruction. Ce “langage” rudimentaire
s’appelle le langage machine : c’est la facon naturelle (pour la machine!)
de communiquer. Evidemment, programmer “4 la main” devient trés vite
extrémement pénible : les suites de chiffres codant les instructions ne sont en
général pas trés intuitives, et les erreurs sont trés fréquentes.

On a donc cherché des moyens de rendre la programmation plus simple.
Un premier pas consiste tout simplement 8 donner un nom aux instructions,
et & automatiser la traduction de ces noms en codes. A partir de 14, il est aussi
facile d’automatiser le calcul des longueurs des sauts dans le programme, en
utilisant des étiquettes. Le langage obtenu (ou plutot, les langages, puisqu’ils
dépendent de la machine) s’appelle assembleur.

Ce processus étant trés simple, il est facile d’écrire un programme qui
le fait automatiquement. On a alors un programme A qui prend en entrée
un programme écrit en assembleur (un texte), et qui produit un programme
en langage machine (une suite de bits). Pour la machine, ce programme A
est un programme comme les autres : on peut ’écrire pour et ’exécuter sur
un ordinateur de bureau, un serveur internet ou une calculatrice program-
mable. Encore mieux, on peut ’écrire pour un type de machine sur une autre
machine : il existe des traducteurs d’assembleur PowerPC en code machine
PowerPC qui tournent sur les processeurs Intel et vice-versa.

Il reste néanmoins de nombreux problémes :

— d’abord, les instructions restent élémentaires, ce qui rend le programme

trés long : il reste donc trés difficile de ne pas faire d’erreurs,

— le programme n’est valable que sur un type de machine : un programme
en assembleur écrit pour le processeur Intel d’un PC n’a aucun sens
pour le PowerPC d’un Macintosh.

Ces deux problémes sont symptomes d’'un méme mal : I’assembleur n’intro-
duit aucune abstraction. Si on pouvait exprimer les commandes en termes
plus généraux, les programmes seraient plus courts et plus faciles & écrire,
et, si ces termes ne sont pas dédiés a un processeur particulier, il sera plus
facile d’exécuter le programme sur différentes machines. Il faut donc définir
un langage de plus haut niveau, qui abstrait les différences entre machines et
automatise les petites séries d’instructions, comme celles qu’il faut placer au
début et a la fin des appels de fonction. Chaque instruction du programme
est donc traduite en une série d’instructions machine : ce processus s’appelle
compilation. L’exemple-type d’un tel langage est le C : on donne des noms
aux variables, ce qui améliore la lisibilité du programme et on permet les

15
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expressions complexes comme 3z + 7 (en assembleur, une instruction corres-
pond en général a une seule opération). Les instructions restent assez simples
pour que la compilation soit facile, mais sans aucune référence 4 un proces-
seur particulier, ce qui permet d’écrire des compilateurs pour n’importe quel
machine.

Interprétation, et sens d’un programme

Un probléme se pose : comme la correspondance entre le programme en
langage clair (en C) et le programme en langage machine n’est pas évidente,
il faut faire confiance au compilateur. S’il contient une erreur, le programme
produit peut étre erroné alors que le programme d’origine était parfaitement
correct. Méme en écartant ce cas, les commandes de plus haut niveau ont un
sens beaucoup moins clair que les instructions de ’assembleur, ce qui peut
conduire & des erreurs du programmeur. En C, les instructions y = x++; et
y = +-+4x; sont similaires mais leur effet est trés différent : dans les deux cas,
la variable y prend la valeur de la variable x, qui est incrémentée, mais dans
le premier cas, ’affectation est faite avant I'incrémentation, alors que dans
I’autre, elle est faite aprés. Dans les deux cas, la valeur de x aprés exécution
est la méme, mais y contient, selon le cas, la valeur d’origine ou la valeur
finale de x.

Le but d’'un programme étant d’expliquer de maniére non ambigué a la
machine ce qu’elle doit faire, il n’est pas envisageable de laisser des zones de
flou dans le langage de programmation lui-méme. Il faut donc, pour chaque
instruction, définir précisément un comportement : c’est la sémantique du
langage de programmation. Ainsi, pour notre exemple, on pourrait écrire les
descriptions suivantes :

— var = expr calcule la valeur de expr, la met dans var et la renvoie,

— var-++ incrémente var et renvoie son contenu initial,

— -+++var incrémente var et renvoie son contenu final,

Ces régles permettent de comprendre la différence entre les instructions y
= x++ et y = ++x. Ces descriptions, qui ont pourtant l'air trés précises,
cachent pourtant encore beaucoup d’ambiguités : par exemple, selon le type
de la variable var, incrémenter aura un sens différent (dans presque tous les
langages courants, les nombres entiers sont compris modulo 28,216 232 oy
264). On voit donc 'avantage de définir une sémantique formelle, écrite en
termes mathématiques et qui ne laisse aucune ambiguité.

On distingue habituellement deux classes de sémantiques : les sémantiques
opérationnelles, qui manipulent des phrases du langage, et les sémantiques
dénotationnelles, qui associent un objet mathématique a chaque phrase. La
sémantique opérationnelle, en général plus facile & définir, est souvent plus
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proche de I'implémentation qu’on pourrait faire du langage, en tout cas elle
garde toujours un aspect concret, ce qui rend les preuves parfois trés com-
plexes. Au contraire, la sémantique dénotationnelle tend justement & abs-
traire le texte du programme pour mettre en valeur son sens, ce qui rend les
preuves beaucoup plus simples puisqu’elles sont faites dans un monde ma-
thématique ou il est facile de calculer. Le prix & payer est en général qu’on
perd en précision lors du passage dans le monde abstrait.
Le plan d’étude d’un langage est en général le suivant :

1. On définit la syntaxe du langage i.e. les régles de constructions des
phrases, en général par une grammaire hors-contexte.

2. On définit la sémantique opérationnelle de ce langage, qui servira de
référence : elle décrit tous les comportements possibles du programme,
et seulement ceux-ci.

3. On définit une sémantique dénotationnelle, et on prouve qu’elle corres-
pond bien & la sémantique opérationnelle (correction et adéquation)

4. On utilise la sémantique dénotationnelle pour prouver des propriétés
sur les termes du langage.

Plan de cette thése

Cette thése explore la notion d’observation : ce qu’on essaie de repré-
senter par la sémantique, ce n’est pas le déroulement du programme dans
une certaine implémentation du langage, mais son comportement global, ou
encore son comportement visible, observable par ’extérieur.

La premiére partie rappelle des définitions et des notations pour des va-
riantes de PCF, présente des modéles usuels, et définit 1’équivalence obser-
vationnelle et la compléte adéquation (full abstraction), c’est-a-dire 1’équiva-
lence entre observation dans le langage et observation dans le modéle.

Dans la deuxiéme partie, on examinera les rapports entre définissabilité
et observation. On montrera, avec le cas de PCF unaire, que les hiérarchies
de définissabilité et de modéles sont distinctes (il n’y a que deux modéles
extensionnels et au moins quatre degrés de définissabilité). On examinera
aussi le cas de PCF finitaire, en présentant les morphismes temporisés d’hy-
pergraphes, qui sont un moyen de décider des degrés de définissabilité dans
le modéle de Scott au premier ordre, complet pour les fonctions sous séquen-
tielles. Alors que, dans les modéles de Scott, ces observations interdites sont
en fait des évaluations en paralléle, on montrera, en reprenant les travaux
de Longley, que les observations interdites dans le modéle fortement stable
tiennent plutot de la décompilation, ou du tragage des programmes.
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La troisiéme partie est une étude de cas sur un langage plus ambitieux :
on a ajouté des références. Ici, la notion d’observation par le contexte prend
un sens un peu différent : il peut non seulement examiner les résultats du
programme, mais aussi les changement de 1’état de la machine. Il s’agira, a
I’aide de relations logiques, de bien séparer la partie visible de la mémoire
de la partie privée, accessible seulement par le programme : les contextes
qui font des observations sur cette derniére seront éliminés. Cette nouvelle
notion d’observation se rapproche de l'analyse de flot d’information pour
le confidentialité : on donnera un exemple inspiré (de loin) des protocoles
cryptographiques.

La derniére partie s’attache a un probléme légérement différent : au lieu
d’étudier les différences entre observation syntaxique et observation dans
le modéle pour essayer de les réduire, on augmente 1’observation de la sé-
mantique opérationnelle d’'une information sur le cotit du programme (qui
n’est pas observable dans le langage). On montre comment instrumenter un
modeéle dénotationnel existant pour y représenter également le cotit : plus
précisément, on donne les axiomes que doit vérifier le modéle de départ, et la
construction générique qui permet d’obtenir un modéle correct et adéquat.
On donne deux exemples, dans les espaces de cohérence et dans les jeux.
Le modéle de jeux est complétement adéquat pour la notion d’observation
correspondant au cott (’amélioration). On présente finalement une nouvelle
classe de stratégies, les stratégies semi alternantes, qui définissent une notion
de cofit intrinséque au modéle dénotationnel.



Chapitre 1

Préliminaires : les A-calculs typés et leurs
modeéles

1.1 Le A-calcul simplement typé et PCF

1.1.1  A-calcul simplement typé

Le A-calcul a été défini par Church vers 1930. Il s’agissait a 1’origine d’une
tentative de fondation des mathématiques. Il s’est avéré que cette théorie était
incohérente : aujourd’hui, il est utilisé comme base théorique des langages de
programmation dits fonctionnels.

On utilise surtout ses variantes typées, qui forment des théories cohé-
rentes : cela signifie pour les langages de programmation correspondants
(comme Caml [MTHMO97] ou Haskell [PHA*97]) qu’un programme correct
ne provoquera pas d’erreur lors de son exécution. Comme les opérateurs
de récursion (# etc.) du A-calcul pur ne sont pas typés, on remplace la
A-abstraction classique par une construction plus générale pour définir les
fonctions récursives. Le A-calcul simplement typé n’est néanmoins pas trés
adapté pour I'étude des langages réels, car toutes les valeurs sont encodées
a travers des fonctions : en particulier, les entiers sont le plus souvent repré-
sentés comme des itérateurs, ce qui n’est ni pratique ni réaliste. On va donc
ajouter des constantes au A-calcul simplement typé.

Dans toute la suite, C sera un ensemble de constantes.

Définition 1.1.1 (Types simples)

Etant donné un type de base ¢, les types simples (notés A, B...) sont
construits a partir du type de base avec la fléche :

A:x=1]|A>B
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Définition 1.1.2 (Termes)

On utilise la notation de Krivine [Kri90]. On se donne un ensemble
infini de variables z,y. ... C est un ensemble (fini ou infini) de constantes
c1,Cs ..., disjoint des variables. Les termes du A-calcul simplement typé
sont :

M == zy... Variables
| rec f(x:A) =M Abstraction/Récursion
| (M)N Application
| c1,c... Constantes
L’ensemble des termes est noté A¢. Une valeur est un terme qui n’est pas
une application. Un terme est fermé s’il n’a pas de variable libre.

Pour les fonctions non récursives, on notera A(z : A).M =recf (z: A) = M,
ou f n’est pas libre dans M. On omettra aussi souvent le type des variables
liées.
Définition 1.1.3 (Substitution)
Si t,u sont dans A¢ et x est une variable, on définit la substitution de x
par N dans M, notée M[z\N] par induction sur M :

— z[z\N] = u,

— y[z\N] = y si y est une variable distincte de z,

— ((M)N)[z\N] = (M[z\N])N[2\N],

— (rec fz=M)[f\N]=rec fx =M,

— (rec fx = M)[x\N] =rec fz =M,

= (rec fx = M)[y\N] = rec f' 2’ = M[f\[',2\2'|[y\N], ot f', 2’ ne

sont pas libres dans M ni dans N et sont différents de v,
— c[z\N] =c.

Définition 1.1.4 (c-conversion)

L’a-conversion est la plus petite congruence qui contient toutes les paires
recfz =M =, recf's’ = M'ou M' = M[z\z'][f\f]. Il s’agit simplement
du renommage des variables liées.

On raisonnera toujours modulo a-conversion.

Typage structurel

On ne considérera que les termes typés : cela permet d’éliminer a priori
une large classe d’erreurs. Ainsi, on ne pourra pas exécuter un entier ou
incrémenter une fonction.
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Fe:Al'Fz: A IF'Fe:Ac(e)
f:A—>B,z: Al'FM:B
F'Frecf(zx:A)=M:A—B

I-M:A—»B TFN:A
T (M)N:B

Fig. 1.1 — Regles de typage pour A¢

Chaque constante ¢ doit avoir un type (unique) qu’on note A¢(c), au plus
du premier ordre (i.e. Ac(c) est Louts — --- =1 — 1).

Un environnement de type I' est une fonction partielle finie des variables
dans les types simples. On dit que I' C I si Vz,VA, I'(z) = A = T'(z) = A.

On présente les termes typés avec un ensemble de régles d’inférence : cela
permet & la fois de décrire facilement la définition inductive du type d’un
terme (s'il en a un), et rappelle fort & propos le calcul des séquents : les
régles du A-calcul typé dans sa version sans récursion et si on ne garde que
les types (en omettant les termes), correspondent exactement a la logique
intuitionniste minimale. Les régles de typage pour A¢ sont données en figure
1.1.

Proposition 1.1.5

On suppose I' = M : A.
— aI', M donnés, il existe un unique A tel que I' = M : A est dérivable,
et la dérivation est unique,
—sil CI' alors IV = M : A,
-sill=1"z:Betk N:B,alors I+ M[z\N]: A.

Démonstration: L’unicité de la dérivation de typage découle de la présence
explicite de types pour les variables liées. |

Sémantique opérationnelle structurelle

On veut maintenant définir ’exécution d’un programme. Plusieurs choix
s’offrent & nous : on pourrait la décrire pas a pas par une machine (sémantique
a petits pas) ou bien décrire directement le résultat du programme (sémantique
a grands pas). Nous avons choisi la sémantique & grands pas car elle combine
plusieurs avantages :

— elle est plus compacte : on définit seulement un prédicat |,
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recfr=Plrecfzx=P clc
Plrecfz=P  Plz\Q,f\recfz=P||V
PRIV

Plc QI
(P)Q | evals(c, )

Fig. 1.2 — Sémantique opérationnelle pour A¢

— elle est définie par induction, plutot que par une suite de réductions,
ce qui rend souvent les preuves plus faciles.
Une sémantique a grands pas “écrase” toutes les étapes intermédiaires de
calcul : c’est souvent souhaitable, mais on verra dans le chapitre 4 (o on
utilisera une sémantique a petits pas) que ce n’est pas toujours préférable.
Evidemment, les constantes ne sont en général pas inertes : il faut donc,
pour définir le comportement des programmes, définir le comportement des
constantes :

Définition 1.1.6 (d-régles)

On se donne la sémantique des constantes par des d-régles, sous la forme
d’une fonction partielle evals : C x C — V), o1 V est 'ensemble des valeurs
(constantes et abstractions), qui doit respecter le typage dans le sens que
quand evals(c, ¢') est défini,

evals(c,d) =V = 3FA,{ Ac(d)

On rappelle que les constantes fonctionnelles s’appliquent & un entier, ce qui
explique la forme de la condition. On peut maintenant définir le prédicat
binaire — |} — par les régles données en figure 1.2.

Proposition 1.1.7 (Préservation du typage (Subject reduction))

SiFP:Aet Pl Q,alors - Q : A.

Démonstration: Par induction sur la preuve de P | Q. Si c¢’est un axiome,
alors P = @) et la conclusion est triviale.

On suppose P || recfz = P', P'[z\Q, f\recfz = P'| | V,et+ (P)Q : A.

Il existe B tel que - P : B — A et - @ : B. Par hypothése d’induction

Frecfz =P : B — A, ce qui donne (par unicité de la dérivation de
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typage), z: B,f: B— AF P': A. On a donc
FP[z\Q,f\recfz=P']: A

ce qui nous donne, encore par hypothése d’induction, -V : A.
SiPlec QU deth (P)Q: A, il existe Btel que- P: B —» A

et F @ : B. Par hypothése d’induction - ¢ : B — A et - ¢ : B, et par

hypothese sur evaly, F evals(c, ') : A. [ |

1.1.2 PCF, PCF finitaire, PCF unaire
PCF

PCF est un langage de programmation simplifié, dérivé du systéme d’aide
a la preuve LCF [GMWT79)|, défini par Plotkin [Plo77] en 1977. Il est depuis
devenu 1’objet d’étude d’'une grande partie des travaux en sémantique déno-
tationnelle. On ne reprendra pas exactement ici les définitions originelles :
PCF est plus un genre qu’un langage bien défini. En particulier, nous avons
regroupé l'abstraction \z.P et le point fixe Y en une seule opération (la
récursion rec fx = P), ce qui rend la définition et les preuves plus compactes :
on se convaincra facilement que les traductions suivantes montrent que les
deux présentations sont équivalentes.

recfr=P =y, Y(\f\z.P)
Ae.P =,; recfz=P ou f n’est pas libre dans P
Y =4 recfz=uzx(fx)

Définition 1.1.8 (PCF)

PCF est le A-calcul simplement typé avec un type de base N pour les
entiers, et des constantes :

— pour chaque n € N, n de type N,

— pred et succ de type N — N,

— if de type N—- N — N — N.
Les d-régles sont :

evalg(succ ,n) =n+1
evals(pred ,n+1)=n
evals(if, 0) = Az \y.x
evals(if,n + 1) = Az \y.y

On notera if M then N else P fi plutot que if MNP.
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Proposition 1.1.9

Un terme de PCF M : N converge si et seulement s’il existe un entier
n € N tel que M | n.

Démonstration: C’est une conséquence de la préservation du typage : les seuls
termes de type N qui ne peuvent pas étre réduits sont les constantes. |

PCF finitaire

C’est le A-calcul typé avec un nombre fini de constantes de base. Ce
nombre précis n’est en fait pas important : on n’en utilisera que deux. Dans
ce cas, comme dans le cas de PCF unaire qui suit, la présence de la récursion
est un peu pédante : comme il n’y a qu’'un nombre fini de comportements a
chaque type, l’abstraction simple (non récursive) et une constante 2 (pour la
non terminaison) donneraient un langage équivalent. Par souci d’uniformité
de présentation, et parce que les programmes qui ne terminent pas sont en
pratique des boucles infinies, nous avons gardé la récursion, et défini €2.

Définition 1.1.10 (PCF finitaire)
PCF est le A-calcul simplement typé avec un type de base B pour les

booléens, et un test. Il y a deux constantes tt, ff de type B et une constante
if de type B — B — B — B. Les §-régles sont :

evals(if, tt) = A\z. \y.x
evals(if, ff) = Az \y.y

On notera encore if M then N else P fi pour if MNP et

Q= (rec f (z: B) = (f)x)tt

un terme de type B qui ne termine pas.

PCF unaire

PCF unaire est encore plus simple. On ne s’intéresse plus qu’a la termi-
naison des programmes :

Définition 1.1.11 (PCF unaire)
PCF unaire est le A-calcul étendu par :

— un type de base U,
— une constante de type U : T,
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— un opérateur binaire seq, de type U — U — U.
La seule d-régle est :
evals(seq, T) = A\z.x

On notera M; N au lieu de ((seq)M)N. Encore une fois, on définit Q =
(rec f (x:U) = (f)z)T.

1.2 Modéle d’'un A-calcul étendu

Il existe de nombreuses définitions de modéle du lambda-calcul simple-
ment typé. Nous utiliserons la définition catégorique (une catégorie carté-
sienne fermée), car elle est générale (en particulier, les domaines ne sont
pas forcément des fonctions) et parce que nous utiliserons des constructions
catégoriques (des monades) dans la derniére partie.

1.2.1 Catégories cartésiennes fermées

Par souci de complétude, on rappelle les définitions de base de théorie des
catégories nécessaires pour la suite. Pour plus de détails, on pourra consulter
[Mac71].

Définition 1.2.1 (Catégorie)

Un graphe orienté G est
— un ensemble d’objets, noté Cy,
— un ensemble de morphismes, noté C;, avec des applications s,d :
C1 — Cy (source et destination)
Une catégorie C est un graphe orienté muni d’une opération de composi-
tion o telle que
— f o g existe si et seulement si s(f) = d(g), et alors d(f o g) = d(f)
et s(fog) = s(g),
— o est associative : si s(f) = d(g) et s(g) = d(h), (fog)oh = fo(goh),
— pour chaque objet A, il existe une identité id4 pour o : si s(f) = A
et d(f)=B, foidg = f=idgo f.
On notera C[A, B] les éléments f de C; tels que s(f) = A et g(f) = B.

Définition 1.2.2

Si C est une catégorie, C? est la catégorie duale : les objets sont les
meémes et les fleches sont inversées. Si C,D sont deux catégories, C x D

est la catégorie produit :
- (CXD)():C() XDO et (CX’D)1=C1 XDl
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— sexo((f,9)) = (sc(f), sp(9)) et dexn({f, 9)) = {de(f), dp(9))

Définition 1.2.3 (Foncteur)

Un foncteur F' d’une catégorie C dans une catégorie D est une application
de Cy dans Dy et une application de C; dans D; telles que

~ F(idy) = idpa

— pour tout morphisme f de C, s(F(f)) = F(s(f)) (resp. d)

— pour toute paire de morphismes composables f, g, F/(fog) = F(f)o

F(g).

Définition 1.2.4 (Hom-foncteurs)

Si C est une catégorie, on définit un bifoncteur C[—, —] : C®? x C — Set
par

C[—,—](A, B) =C[A, B]

Cl— =I(f,9) = Ah.goho f
Si A est un objet de C, on définit C[A, —] : C — Set et C[—, A] : CP — Set
comme les foncteurs obtenus en contraignant la premiére ou la deuxiéme
variable.

Définition 1.2.5 (Transformation naturelle)

Si F, GG sont deux foncteurs de C dans D, une transformation naturelle 7 :
F = @ est une famille de morphismes 74 : FA — GA pour A € C, telle
que pour tout morphisme f € C[A, B], le diagramme suivant commute :

ra- rp

’f)AJ/ J/UB
Gf

GA——FB

Un isomorphisme naturel est une transformation naturelle n telle que
pour chaque A, n4 est un isomorphisme.

Définition 1.2.6 (Catégorie cartésienne)

Une catégorie C est dite cartésienne s’il existe :
— un objet terminal 1, c’est & dire tel que pour tout object A € Cy, il
existe un unique morphisme !4 de A — 1,
— un bifoncteur — x —: C xC — C,
— pour chaque paire d’objets A, B des projections 7r;4’B A XAy — A
(1=1,2)
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tels que pour toute paire de morphismes de méme source f : A — B,
g: A — C, il existe un unique morphisme (f, g) : A — B x C tel que

Définition 1.2.7 (Adjonction)

Une adjonction entre deux foncteurs L : C — D et R : D — C est un
isomorphisme naturel 7 : D[L—, —] — C[—, R—]. On dit que L est adjoint
a gauche de R.

Définition 1.2.8 (Catégorie cartésienne fermée)

Une catégorie cartésienne fermée est une catégorie cartésienne (C, X ) mu-
nie d’un bifoncteur — = — : C? x C — C tel que pour tous objets A, B,
— x A est adjoint & gauche de A = —. On note A4BC : C[A x B,C] —
C[A, B = C] (curryfication) et V : C[A, B = C| — C[A x B, C] (décur-
ryfication) les isomorphismes naturels.

On notera ev®? = VA=B-AB(id ., 5), un morphisme de (4 = B) x A — B.
Lemme 1.2.9

Pour tous f:Cx A— Bet g:C — A, evdB o (Af,g) = fo(idc,g)

Démonstration :

evB o (Af, g) V(idasp) o (Af x ida) o (idc, g)
V(Af) o (dc,g)
f

(@) <idc,g> |

1.2.2 Catégories CPO-enrichies

Les catégories cartésiennes fermées forment des modéles pour le A-calcul
simplement typé sans récursion (avec une abstraction simple). Pour représen-
ter les fonctions récursives, il est nécessaire d’avoir une structure plus forte
sur les domaines : avec des ordres partiels complets, on va pouvoir définir une
suite croissante, et représenter la dénotation d’une fonction récursive comme
sa limite.
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Définition 1.2.10 (Ensemble dirigé)

Un ensemble dirigé d’un ordre partiel (X,C) est une partie non vide
D C X telle que

Ve,ye D,dz € D,x C 2Ny C z

Définition 1.2.11 (Ordre partiel complet)

Un ordre partiel complet est un triplet tel que (X, C, L) tel que
— (X, C) est un ordre partiel,
— L est le plus petit élément de (X, C),
— tous les ensembles dirigés D C X admettent une borne supérieure

L] D.

Définition 1.2.12 (Ordre partiel complet plat, soulévement,)

Si A est un ensemble, on définit A; comme I'ensemble AU {1} (union
disjointe) équipé de l'ordre

TCyesw=y) V @=1)

On notera N, (resp. By, 1)) le soulévement de ’ensemble {0,1,2...}
(resp. {tt, 1}, {T})

Définition 1.2.13 (Fonction continue)

Soient (X, Cx) et (Y, Cy) deux ordres partiels complets. Une application
f: X — Y est continue si pour tout ensemble dirigt D C X, f(D) est

dirigé et f(L|D) = || f(D).

Définition 1.2.14 (Catégorie CPO-enrichie)

Une catégorie C est dite CPO enrichie si pour tous A, B, C[A, B] est un
ordre partiel complet et si la composition est continue.

Une catégorie cartésienne fermée est dite CPO-enrichie si les opéra-
tions de paire (—, —), de curryfication et de décurryfication sont continues.

1.2.3 Modeéles et modéles standard

Définition 1.2.15 (Modéle du A-calcul simplement typé)

Un modéle du A-calcul simplement typé est la donnée de :
— une catégorie cartésienne fermée CPO-enrichie C,
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— un objet [¢] de C,
On définit [A — B] = [A] = [B] et, si I est un environnement de typage
T ALz Ay,

[T] = (... (1 % [A1]) % ... ) x [An]

Pour toute preuve de I' = M : B, on définit une dénotation

[[wl:Al...wn:Anl—M:B]]\
7

[ [B]

par
— [z1:Aa... 2yt Ay b 20 A = mo o7} (on notera plus simplement
m; quand il n’y a pas de confusion possible avec les morphismes 7
et mo de la structure cartésienne)
~ [C'Frecfz=M:A— B] =|]p;ou ¢, est une famille croissante
de C[[I'], [A — B]] définie par

wo =1
{ Oni1 = ATz A f: A— BF M : B]o(idrxa, o m))

~ [T+ (M)N:B)=evo ([l FM:A— B],[T+ N : A])

Il faut noter que, dans toute la suite de cette thése, on parlera de la
dénotation d’un séquent I' = P : A, alors qu’il s’agit véritablement de la
dénotation de sa preuve : comme la dérivation de typage est unique, il n’y a
en fait aucune ambiguité.

Définition 1.2.16 (Modéle d'un A-calcul étendu)

Un modéle d’un A calcul étendu est un modéle du A-calcul simplement
typé avec pour chaque constante ¢ un morphisme ¢ : 1 — [A(c)]. On
étend la définition des dénotations par [I' - c: A(c)] = col. Les d-régles
doivent étre validées :

] Ale)=1— A N N
Vc,c,{A(c,):L = evo (c ) = [ evals(c,c) : A]

On commence par prouver quelques lemmes utiles sur les dénotations.
Lemme 1.2.17 (Extension du contexte)

Pour tout terme P ou x n’est pas libre, [[,z: A-P:B]=['F P: Bjo
Ut

Démonstration: Par induction sur la dérivation deI' - P : B.
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Lemme 1.2.18 (La composition correspond a la substitution)

Pour tout terme P,

[C,z:AFP:B]o(idr, [I'FQ:A])=[I'F Plz\Q]: B]

Démonstration: Par induction sur la dérivation de ',z : A- P : B. Si P = ¢,
alors P[z\Q] = c et

[Tyz:AFc:B]o(idr,[TFQ:A]) = colo(idr,[I'FQ:A])
co!

= [Ckec: B

Si P =z, alors P[z\Q] = Q et

[T,z:AFz:A]o(idp,[[FQ:A]) = meo(idp,[I'FQ:A])
= [CFQ:A]

Si P =y # z, alors P[z\Q] =y et
[T,z: AFy:B]o(idr,[TFQ:A]) = mon?lo(idr,[TFQ:A]

g o Y

= [CFy:B]
Si P = (P")P", alors P[z\Q] = (P'[z\Q])P"[z\Q] et

[T,z:AF P:B]o(idp, [I'FQ: A])
=evo([lz:AF P :C — B],[T,z: AF P": C])(idp, [T+ Q : A])
=evo([lLz:AF P :C — B]o(idr, [Tk Q : A])

[T,z:AF P":C]o(idp, [I'F Q : A]))
=evo ([l + P'[z\Q]: C — B],[T'+ P"[z\Q] : C])
= [I' = (P'[z\Q)P"[z\Q] : B]
= [T+ P[z\Q] : B]

Si P =rec fy = P’ alors on définit

wo =1
On+1 = A ([[Famaya f F P,]] o <idr,$,ya ¥n © T, ))
$o =L

¢TL+1 =A ([[Paya f F P,[.Z'\QH] 0 <idr,ya ¢n oTy, ))

On a [P] = | |¢n et [P[z\Q]] = || ¢n- Il suffit de prouver que pour tout n
¢n = @no (idp, [I'F Q : A]). C’est évident pour n = 0.

Yn+1 0 (idp, [T F Q : A])
=A([T,z,y, f = P'] o (idr gy, n o m1)) o (idr, [T F Q : A])
A ([[F,:E,y, f t PI]] o <idF,zc,ya ¥n © 7Tl> ° (<|dF7 [[P F Q : A]]) X 'dy))
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On a
(idr ey, o © m1) o ((idr, [T' - Q : A]) x idy)
= ((idp, [['+ @ : A]) X idy, pn o [['FQ : A] o m1)
= ((idr, [I' - Q : A]) x idy, ¢y 0 1)
= ((idp, [T - @ : A]) x idy x idy) o (idp,y, ¢y, 0 71)
= (o (<idp,y’f, [[P |— Q : A]] o7 © 7'('1)) e} <id1“7y,¢n e} 7T1>
ol « est I'isomorphisme de la catégorie cartésienne qui transforme [T, z, y, f]
en [I:F7y7f7x:|:| :
[T] x [A] x [C] x [C = B] = [T] x [C] x [C — B] x [4]
D’une part, [['F Q: AJomom = [y, fF Q : A] et d’autre part
[T,z,y,f+ P :Bloa=|[l,y,f,z+ P :B]
On obtient
Pn1 0 (idr, [['FQ : A])
=A([ly, f,a b P2 B]o(idry,r, [I,y, f - Q: A]) o (idr,y, ¢n 0 m1))
=A [[Payaf F Pl[x\Q] : B]] 0 <idF,y7 ¢n o 71'1))
= ¢n+1

ce qui conclut la preuve. |

Ce lemme permet de prouver que la sémantique modélise correctement la
f-réduction (dans sa forme récursive).

Lemme 1.2.19 (B-réduction)
PourtousI', f: A—> B,x: AFP:BetI'HFQ:A,ona

evo([l'Frecfe=P:A— B],[TFQ:A])=[TF P[f\rec fz = P,z\Q]]

Démonstration: On calcule
evo ([['Frec fz=P][I'F Q)
=evo (| |pn, [T+ Q)
=evo (| |pnt1,[I'F Q)
=evo (L JA([I, z, f = P] o (idr, on o m)), [T+ Q])
=|]Jevo (A([T,z, f F P] o {(idr, v, om)), [T F QJ)
= ([T, 2, f & P]o(idr,z, ¢n o m)) o (idr, [[' - Q])
=[I'z, fF P]o(idrg,||®nom) o (idr, [I' - Q)
=[I,z,fF P]o(idrg, [ Frecfz=P]om)o (idr, [ F Q)
=[I'z,fF P]o(idrg, [,z Frec f x = P]) o (idr, [I' F Q])

En appliquant deux fois le lemme précédent, on obtient

evo(frec fz = P],[Q]) = [I'F P[f\rec f x = P,z\Q]] ]
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1.2.4 Correction et adéquation

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour prouver que la séman-
tique dénotationnelle calcule effectivement le résultat obtenu par la séman-
tique a grand pas.

Théoréme 1.2.20 (Correction)

Si M est un modéle, alors

PUQ=[T+-P:A)l=[T+Q:A]

Démonstration : Par induction sur la preuve de P |} Q. Si P |} @ est un axiome,
alors P = @ et la conclusion est triviale. Pour la régle

Plrecfz=P P'lz\Q, f\rec fz =PV
PRIV

on a, par hypothése d’induction

[P] = [rec f z = P’]
[P'[z\@Q, f\rec f z = P']] = [V]

On calcule, en appliquant le lemme 1.2.19,

[(P)@] evo ([P], [Q])

evo ([rec fz = P, [Q])

[T P'[f\rec fz=P,z\Q]: B]
— [TFV:B]

Pour la régle
Plc Qi
(P)Q 4 evals(c, ')

on a par hypothése

[TFP:A—-B]=['ktc:A— B]=co!
[TFQ:A] =Tk : A] =o!

On calcule
[(P)Q] = evo([P],[Q])
= evolc,d)o!
= [ evals(c,c) : B]o!
= [T Fevals(c,c) : B] u

La réciproque n’est pas vraie en général. Il faut interpréter le type de base
L et les constantes qui agissent dessus de fagon raisonnable.
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Définition 1.2.21 (Modéle standard)

Un modéle standard est un modéle tel que C[1, [¢]] est I’ordre partiel plat
o G

N

ol ¢y, c1, ... sont les constantes de type ¢, et tel que pour toute constante
c:1— A, evo(c, f) # L implique que f = ¢ avec ¢ tel que evals(c, ') est
défini. Autrement dit, les dénotations des constantes (hors type de base)
ne sont pas plus définies que la syntaxe ne I’exige.

4

Ces modéles valident la réciproque du théoréme de correction, dans le
sens que si - P : A, alors

FP:A]#1 = 3Q,PLQ

Pour le rouver, on utilise des relations R 4 entre les termes de type A et les
éléments de C[1, [A]], définies par induction sur A. Au type de base, on copie
exactement la propriété voulue :

R.={(P,p)| FP:tApeC[L[]]Ap# L= 3P, P| P}

En fait, par préservation du typage et définition de |}, le P’ de la définition
est nécessairement une constante de type ¢. De plus, par le théoréme de
correction, [P'] = p. Comme le modéle est standard, n # L est équivalent a
de, p = ¢. On peut donc reformuler en :

R, ={Pp)| FP:tApeC[,[J]AVep=c= P | ¢}
Pour les types fléche :

Rasp ={(P,p) [V(Q,q) € Ra, (P)Q,evo(p,q)) € Rp}

On étend les relations aux termes ouverts en définissant que si x1 : Ay ... %, :
A, F P: Betpourtout 1 <i<n(Q;¢q)€ Ra,, alors

(Plz1\Q1, - - - 2, \Qn],po (... (id1,q1) ..., qn)) € RB

On commence par prouver quelques propriétés de base sur ces relations :
Lemme 1.2.22

Lo 122
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1. Pour tout P tel que ' P: A, (P, 1) € Rrw-a

2. Si {pn|n € N} C C[[T'], [A]] est dirigé et que pour tout n,
(P,pn) € Rrra alors (P,Up,) € Rrr 4,

3. Si (P,p) € Rria et p' C p, alors (P,p') € Rrya,

Démonstration: Comme la composition est monotone et continue, et que pour
tout f, Lof = 1, on se rameéne facilement a des termes fermés. On prouve
les trois propriétés par récurrence sur A. Au type de base, elles sont évi-
dentes :

1. c’est précisément dans ce but qu’on a utilisé une implication plutot
qu’une équivalence dans la définition de R,.

2. le domaine C[1, [¢]] est plat, donc la limite LID est forcément un d € D.

3. le domaine C[1, [+]] est plat, donc soit p’ = p et la propriété est triviale,
soit p’ = L et on applique la premiére propriété.

On suppose maintenant que les propriétés sont vraies au type B et que
(P,p) € Ra_B, et on se donne (Q,q) € Ra.

1. comme evo (L,g) = L, on est ramené a I’hypothése de récurrence,

2. par définition de Rap, ((P)Q,evo (pn,q)) € Ra et evo (Upy,q) =
L(ev o (pn,q)) : on peut appliquer I’hypothése de récurrence,

3. par définition de R4 p, ((P)Q,evo (p,q)) € Ra et evo (p',q) C

evo (p,q) : on peut appliquer 'hypothése de récurrence. H

On peut maintenant prouver un lemme fondamental :
Lemme 1.2.23

Dans un modéle standard, si I' = P : A, alors (P,[['F P : A]) € Rrya.

Démonstration: On raisonne par récurrence sur P. Si P est une constante de
type de base, la propriété découle immédiatement de la définition de R,. Si
P est une constante ¢ de type + — A, et que (Q,q) € R,, on veut prouver
que ((¢)Q,evo ([c],q)) € Ra. Sievo([P],q) = L, on applique le deuxiéme
point du lemme précédent. Dans le cas contraire, comme le modéle est
standard, g est la dénotation d’une constante ¢’ telle que evals(c,c’) est
défini : par définition de R,, @ | ¢, donc (P)Q  evals(c,c’), et par défini-
tion d’un modele, ev o ([c], q) = [evals(c,)]. Par hypothése de récurrence,
(evaly(c, ), [evals(c,¢')]) € Ra, ce qui permet de conclure.

On considére maintenant le cas P = (Q)Q'. Par hypothése de récur-
rence,

(Q,[T-Q:B— A]) € Rrrp-sa
(Q,[TFQ :B]) €Rrn
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On a donc, par définition de Rp-p_4 :
(QQ" evo([lFQ: B — AL [C'F Q" : B])) € Rrrp-a

ce qui est précisément la propriété voulue.
Le cas P =rec fz = .Q est le plus ardu. Onnote I =T, f : A —» B,z :
A et on suppose

(Q,[I"FQ: B]) € Rrivs
On définit ¢, comme dans la définition de [['Frec fz =.Q: A — B :

{ wo=-1

On+1 = A([[FI = Q H B]] @) <ideA, ©Yn © 7'('1))

On va prouver par récurrence sur n que (P, ¢p,) € Rr-a—p. Comme [I'-P: A — B] =
Ly, on pourra conclure avec le lemme 1.2.22. Pour n = 0, c’est le premier

item du lemme 1.2.22. Il reste donc & prouver, en supposant (P, ¢,) €

Rrra-s, que (P,@nt1) € Rrrasp- Onécrit T'=1x1 : Ay ... 2, Ay, et on

se donne des couples (Qi,q;) € Ra, : en notant

P = Plz1\Q1 ... 2, \Qn]

p={(..(di,q1)...,qn)
il faut prouver que

(P',ont10p) € Rassp
On se donne (R, ) € R 4. Il suffit de prouver que ((P')R,evo(p,+10p,7)) €
Rp. On calcule

evo(pnriop,r) = evo(A([I"FQ: Bl o (idpya,pnom))ep,r)
= evo (A([I"F Q: B]o(idrxa,pnom)opx A),r)
— evo (A(I F @ Blo (idpeargn o pom))r)

= ([I"FQ: BJo(idyxa,pnopom))o (idi,r)
= ["FQ:BJo{{p,r),nop)
Par hypotheése, (@, [Q]) € Rr-p et
(P['Tl\Ql cee -Tn\Qn]a Pn © P) € RasB

on obtient donc

(Qz1\Q1 - 2p\Qny 2\R, FAP[T1\Q1 - .. 2, \Qn]], ev 0 (pnt1 0 p,7)) € R

ce qui peut aussi s’écrire

(Qz1\Q1 -+ 20 \Qn, 2\R, f\P'],ev 0 (pns10p,7)) € Rp

Vu du co6té des termes, étre relié a un élément est une propriété de la réduc-
tion {}. Comme ((P') R se réduit exactement comme Q[z1\Q1 - .. 7, \Qn, z\R, f\P'],
on a bien prouvé que

((P)R,evo (pnt10p,7)) €RB

ce qui conclut la preuve. |
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Théoréme 1.2.24 (Adéquation)

Dans un modéle standard, si [ P : ] = ¢, alors P |} c.

Démonstration: Par le lemme fondamental, (P,[P]) € R,. On conclut en
consultant la définition de R, |

1.3  Modéles usuels

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions de quelques modéles standard

qui serviront dans la suite. Pour plus de précisions, on pourra se reporter a
|AC98].

1.3.1 Domaines de Scott

Ordres partiels complets

Proposition 1.3.1

La catégorie des ordres partiels complets et les applications continues,
qu’on notera Cpo, forme un modéle standard de PCF (resp. PCF finitaire,
PCF unaire).

Démonstration : Evidemment, Cpo est CPO-enrichie. Il est aisé de vérifier que
la composée de deux fonctions continues est continue : Cpo est donc une
sous-catégorie de Set. Comme la paire de deux fonctions continues est aussi
continue, Cpo est une catégorie cartésienne.

On définit 'exponentielle A — B comme ’ensemble des applications
continues de A dans B, ordonnées pour l'ordre point & point. On prouve
que A — B est aussi un CPO.

Si f: Ax B — C est continue, on définit (Vf)(b) : a — f(a,b), et
réciproquement si f : B — A — C est continue, on définit (Af)(a,b) =
(f(a))(b).

Il est facile de vérifier que A et V sont inverses, et que leurs images
sont des fonctions continues et qu’en tant qu’applications entre domaines
de fonctions, elles ont également continues.

On choisit bien stir pour ’objet de base N; pour PCF, B, pour PCF
finitaire et U, pour PCF unaire. |
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Compacité et algébricité

Les fonctions continues sont un mauvais modéle de PCF : en effet, elles
ne représentent en rien I'intuition qui veut qu’une fonction utilise une partie
finie de son argument pour produire un résultat fini. Le concept méme de
finitude n’est pas clair. On définit donc les compacts, qui sont les éléments
finis, et ’algébricité, qui exprime qu’'un élément (infini) est la somme de ses
parties finies.

Définition 1.3.2 (Compacité, Algébricité)

Soit (X, C) un ordre partiel complet. Un élément z € X est compact si,
pour tout ensemble dirigé A C X

:L'EI_lA = da€A,xzCa

On note IC(X) 'ensemble des éléments compacts de X. X est dit algé-
brique, si pour tout z € X, ensemble {y € K(X) | y C z} est dirigé et
a pour borne supérieure .

Définition 1.3.3 (Domaine de Scott)

Un domaine de Scott est un ordre partiel complet algébrique (X, C) tel
que pour tout x,y € X, si x et y sont bornés (on écrit z 1 y), alors z Ly
(la borne supérieure de x et y) existe.

Proposition 1.3.4

Les domaines de Scott et les fonctions continues forment des modéles de
PCF, PCF finitaire et PCF unaire.

1.3.2 Stabilité et cohérence

Les domaines de Scott, s’ils représentent fidélement la notion de fini-
tude de I'information, modélisent assez mal ’aspect séquentiel des langages
considérés. Ainsi, beaucoup de fonctions de (B, x B;) — B, ne sont pas
définissables, car elles dépendent de leurs deux arguments de la méme fa-
con, alors qu’un programme devra tester I'un avant I’autre. Pour modéliser
cet index de séquentialité, Berry [Ber79] a imaginé le modéle des fonctions
stables.

Les ordres stables seront notés <, par opposition aux ordres extensionnels
qu’on notera LC.

Définition 1.3.5 (dI-domaine)
| Un dI-domaine est un domaine de Scott (X, <) tel que :

37
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— pour tout z € K(X), {y € X | y <z} est fini.

— six Ty, alors z A y existe,

— si z,y, z ont un majorant commun dans X, z A (yVz) =(x Ay)V
(x A 2),

Définition 1.3.6 (Fonction stable)

Une fonction stable entre deux dI-domaines X and Y est une fonction
continue f telle que

Ve,ye X,z ty = f(xAy) = f(z) A f(y)

Définition 1.3.7 (Ordre stable)

Pr

Soient f,g: X — Y deux fonctions stables. f < g si

Vo <y, f(z) = f(y) Ag(x)

oposition 1.3.8

La catégorie des dI-domaines et des fonctions stables est cartésienne fer-
meée, et forme un modéle de PCF (resp. de PCF finitaire, de PCF unaire).

Une facon pratique de représenter les fonctions stables est d’utiliser leur

trace : chaque petit morceau de la réponse (un élément premier) utilise une

pa
Pr

rtie finie des entrées (un élément compact).

oposition 1.3.9

Une fonction continue f entre deux dI-domaines X et Y est stable si et
seulement si pour tous z € X, et b € K(Y), tels que b < f(x), il existe
a € K(X) minimal tel que a < z et b < f(a).

Définition 1.3.10 (Elément premier)

Un élément z d’'un CPO (X, C) est premier si pour tout ¥ C X non vide
fini tel que | |Y existe,

xEI_lY — dyeY,zCy

On note |X| 'ensemble des éléments premiers de X.

Définition 1.3.11 (Trace)

Si f est une fonction stable, sa trace tr(f) est ’ensemble des couples (a, b)

ou
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L aeK(X)etbel|Y]
— a est minimal tel que b < f(a)

Proposition 1.3.12

Si f,g: X — Y sont deux fonctions stables, tr(f) = tr(g) implique f = g,
et tr(f) C tr(g) implique f < g.

Bidomaines

Malheureusement, les fonctions stables ne sont pas toutes monotones
(pour l'ordre extensionnel), et donc ne sont pas toutes définissables. Pour ten-
ter d’y remédier, Berry a proposé un modéle qui combine les deux contraintes :
un ordre stable et un ordre extensionnel.

Définition 1.3.13

(D,C, <, 1) est un bidomaine si :
— (D, C, 1) est un domaine de Scott,
- (D, <, 1) est un dl-domaine,
— lidentité de (D, C, L) vers (D, <, 1) est continue,
— si z et y sont bornés dans (D, <, 1) alors z Ay =z My.

On rappelle également la définition du domaine fleche : D = D’ :
— f€ D= D'si f est stable pour < et continue pour < et C,

- fEgsiVeeD, fxC gz

- f<gsiVa,ye D,z <y= f(z) = f(y) Ag(z)

Proposition 1.3.14

La catégorie des bidomaines est cartésienne fermée.

1.3.3 Stabilité forte

Il reste que certains éléments ne sont pas définissables, méme au premier
ordre : ainsi la fonction f : B3 — B définie par sa trace

feeffL =t
f Lt = tt
fELtt=tt

est stable, monotone, mais pas définissable.

La stabilité forte est une généralisation de la stabilité : au lieu de consi-
dérer les paires d’éléments cohérents (bornés), on considére les ensembles
finis d’éléments cohérents. Nous rappelons ici seulement les définitions. Pour
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plus de détails, on pourra se reporter aux travaux de Bucciarelli et Ehrhard
|IBE93, BE94|.

Définition 1.3.15 (Ordre d’Egli-Milner)

Soit (X, <) un ordre partiel, A, B C X. On dit que A est Egli-Milner plus
petit que B, et on note A C B si

- VYae A,dbe B,a<b, et

-Vbe B,Ja € A,a<b.

Définition 1.3.16 (dI-domaine avec cohérence)

Un dI-domaine avec cohérence (dIC) est un dI-domaine (X, <) muni d’une
famille de sous ensembles finis C'(X) telle que :
— pour tout z € X, {z} € C(X),
— si A est un sous ensemble fini de X et B € C(X), alors AC B =
A e C(X),
—si Dy...D, sont des ensembles dirigés de X, et si pour tout z; €
D,...x, € Dy, {z1,...,2,} € C(X), alors {| |D1,...,||Dn} €
C(X) aussi.

Définition 1.3.17 (Fonction fortement stable)

Une fonction fortement stable entre deux dIC X et Y est une fonction
continue f telle que, pour tout A € C(X), f(A) € C(Y) et f(NA) =

N f(A).
Définition 1.3.18 (Appariement)

Un appariement de X et YV est une relation R C X x Y telle que m;(R) =
X et m(R) =Y (R et R sont surjectives).

Définition 1.3.19 (Cohérence linéaire)

— A € C(N.) est (linéairement) cohérent s’il contient L ou si ¢’est un
singleton.

— Le dI-domaine avec cohérence produit X x Y est le produit des
domaines, et A € C(X X Y) est cohérent si m(A) € C(X) et
Up) (A) € Cy.

— le dI-domaine fléche X = Y est I’ensemble des fonctions fortement
stables de X dans Y, équipé de la cohérence : F € C(X = Y)
si pour tout A € C(X) et tout appariement £ de F et de A

L{/f(a) [ (f;0) € £} = (UF) (U A)

On verra plus loin que la notion de cohérence linéaire est liée aux relations
de Sieber.
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Théoréme 1.3.20

La catégorie des dI-domaines avec cohérence et des fonctions fortement
stables forment un modéle de PCF.

Théoréme 1.3.21 (Définissabilité au premier ordre)

Pour PCF finitaire, toutes les fonctions fortement stables du premier ordre
sont séquentielles, donc définissables.

Ce n’est plus vrai aux ordres supérieurs, comme on le verra dans le chapitre
suivant, ni pour PCF, puisqu’il n’y a dans ces modéles aucune notion de
calculabilité, et qu’il est bien connu que toutes les fonctions des entiers dans
les entiers ne sont pas calculables. Ce théoréme indique en fait que la stabilité
forte capture la notion de séquentialité au premier ordre.

1.3.4 Jeux de Hyland et Ong

La sémantique des jeux combine des idées venant des algorithmes séquen-
tiels de Berry et Curien [BC82| et de la sémantique de traces des calculs de
processus. Elle a permis de construire les premiers modéles de PCF com-
plétement adéquats non syntaxiques [AJMO00| et [HO00|. Elle a depuis été
reformulée pour offrir un cadre assez général pour I’étude d’une large gamme
d’extensions de PCF : avec des opérateurs de controles [Lai98|, avec des réfé-
rences simple (Idealized Algol) ou générales [AHMO98|, du non-déterminisme
|Har99] et de la concurrence |[GMO04].

On reprendra ici les définitions de Harmer [Har99|, dérivées de celles de
Hyland et Ong [HOO00|.

Définition 1.3.22 (Aréne)

Une aréne est un triplet (M, Aa,t4) ou
— M4 est un ensemble de coups,
— A4 est la fonction d’étiquetage, de M4 dans {O, P} x {Q, A}, qui
associe a chaque coup une polarité (opposant ou joueur) et précise
si c’est une question ou une réponse,
— 4 est la relation d’activation, telle que
—sin ks metn#m,alors AQ7(n) # A3 (m) (AT (n) est la
projection de A4(n) sur l'axe O, P)

— sim k4 m, alors A s(m) = OQ et il n’existe pas de n # m tel que
n k4 m (m est un coup initial),

— sin 4 m et si m est une réponse, alors n est une question.

Définition 1.3.23 (Partie)

' Une suite pointée dans une aréne A est une suite finie de M4, avec un
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pointeur de chaque coup m vers un coup précédent n tel que n 4 m. Le
premier ancétre d’un coup m est I'unique coup initial mg tel qu’il existe
une sous-suite mgms ... my ol chaque m;,, pointe sur m; et m = my.
Une partie est une suite pointée ot I’'opposant commence et ou le
joueur et 'opposant alternent. On note L4 ’ensemble des parties.

Définition 1.3.24 (Fil, vue)

Si sm est de longueur impaire, le fil [sm] est la sous-suite des ancétres
de m (la composante connexe de m). Si sm est de longueur paire, on dit
que sm respecte le fil en m si m pointe dans [s]. Une partie respecte les
fils si elle respecte le fil a chaque coup du joueur. Les fils d’une parties
sont aussi des parties.

La vue du joueur, notée "—7 (a ne pas confondre avec le fil [—]) est
définie par :

— T'sm "= m si m est un coup initial,

— Tsmitn'="s'mn si n est un coup de 'opposant qui pointe sur m,

— Tsm'="Ts"m si m est une coup du joueur.
Une partie sm € L% respecte la visibilité en m si m pointe dans "s7.
Elle respecte la visibilité si elle respecte la visibilité & chaque coup joueur.

Définition 1.3.25 (Constructions sur les arénes)

L’aréne produit A x B :
— Maxp = My + Mp,
— Aaxs(ma) = Aa(ma) et Aaxs(ms) = Ap(msz),
— mFaxp n si m,n sont des coups dans A et m 4 n ou si m,n sont
des coups dans B et m g n.
L’aréne fleche A = B :
- Masp = Ma+ Mg,
— M=p(ma) = Aa(ma) et Aasp(mp) = Ag(mp),
— mFaxp n si m,n sont des coups dans A et m F4 n ou si m,n sont
des coups dans B et m Fg n, ou si m est un coup de B et n est un
coup initial de A.
L’aréne soulevée A
— Ma, ={g,a} + Ma,
— A4, (@) =0Q, Mg, (a) = PA, A4, (m) = Aa(m) otherwise,
-mbty nif m=n=qorm=¢n=aorm=a,nkynor
m#n,mby4n.

Définition 1.3.26 (Stratégie)

Une stratégie o sur une aréne A est un ensemble de parties clos par préfixe



1.3. Modéles usuels

pair de parties paires sur A, tel que
sab,sac € 0 = sab = sac

Cette condition s’appelle déterminisme.

Définition 1.3.27 (Stratégies visibles, bien parenthésées, innocentes)

Une stratégie est visible si les coups du joueur pointent dans la vue.

Une stratégie est bien parenthésée si les réponses du joueur pointent
toujours vers la derniére question de 'opposant dans la vue restée sans
réponse.

Une stratégie est filaire si toutes ses parties respectent le fil et si les
coups du joueur ne dépendent que du fil : si sab,t € o et [sa] = [ta],
alors il existe une unique facon d’étendre ta avec b telle que [sab| = [tab].

Une stratégie visible est innocente si les coups du joueur ne dépendent
que de la vue : si sab,t € o et "sa' = "ta, alors il existe une unique
facon d’étendre ta avec b telle que "sab'= "tab.

Théoréme 1.3.28

Les arénes et les stratégies qui respectent le fil (resp. les stratégies in-
nocentes) forment une catégorie cartésienne fermée. Les stratégies bien
parenthésées forment des sous-catégories.

On représente graphiquement les parties par une suite de coups, et les
pointeurs par des fléches entre les coups. La partie se lit de haut en bas, et
les coups sont placés sous I'aréne a laquelle ils appartiennent. Les stratégies
pour compléter le modéle de PCF sont donc :

1

. —
z]c\lf /_)q /_‘q
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N x N x N &% N
P

<3 /

Cq

q
m+1

1.4 Monades

Les monades sont un outil catégorique trés bien adapté a la représen-
tation de comportements séquentiels des langages de programmation (voir
par exemple [PJW93]). Si I'objet catégorique est connu depuis longtemps,
son application a la sémantique est assez récent [Mog91, Mog89|. L’idée est
qu’on distingue, dans la catégorie, les objets qui représentent les valeurs de
ceux qui représentent les programmes : a chaque objet A pour les valeurs
correspond un objet T'A pour les programmes qui renvoient des valeurs dans
A. On compose un programme M qui calcule une valeur de type A avec un
programme N qui utilise une valeur de A (contenue dans une variable )
pour produire une valeur de type B par la construction let x = M in N.
Au contraire, & chaque valeur V' correspond le programme trivial val V. Ce
langage s’appelle le lambda-calcul monadique.

Les constructions let x = — in — et val — correspondent en termes caté-
goriques a la composition dans la catégorie de Kleisli et a la précomposition
avec le morphisme 74, respectivement.
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Définition 1.4.1 (Monade)

Une monade sur une catégorie C est un triplet (T, n,u) ou T : C — C
est un foncteur, n : 1 — T et p : T? — T sont deux transformations
naturelles telles que les diagrammes suivants commutent :

nra

TA- T4 774 TA TTTA ™4 TTA

N

TA TTA Ty
Définition 1.4.2 (Catégorie de Kleisli)

Si C est une monade sur une catégorie C, la catégorie de Kleisli Cr est
définie par :

— (Cr)o=Co,

- Cr[A,B] =C[A,TB.
Pour f € C[A,TB], on définit f* € C[TA,TB] par f* = poTf. La
composition dans Cr est définie par

feg=[fog=poTfoy

Une monade est dite forte s’il existe une transformation naturelle ¢4 p :
(AxTB) — T(A x B) telle que :
1x TA-22T(1 x A)
rTA l
Tra

TA

taxB,c

(Ax B) x TC T((A x B) x C)

J/TOAA,B,C

aA,B,TcJ/
Ax (B xTOYZE 4 5 T(B x ) T (A x (B x C))
AXx B

ta,B (

AxTB T(A x B)

HAXMBT THAXB
taTB Tta,B

AxTTB-2"2T(Ax TB) —“2TT(A x B)
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ol r4 est simplement la seconde projection 79 : 1 x A — A.

1.5 Equivalences contextuelles

Pour prouver qu'une optimisation est correcte, on voudra s’assurer que le
programme proposé fait la méme chose que le programme qu’on a donné au
compilateur. Il reste & formaliser ce que “la méme chose” veut dire. Pour un
programme complet, la réponse est assez claire : les deux versions convergent
vers la méme valeur, ou divergent toutes les deux. Dans la pratique, le com-
pilateur ne fait pas (ou peu) d’optimisations globales : il s’attache plutot a
améliorer localement le programme : partage de variables, inlining, déroule-
ment de boucles, réordonnancement des instructions etc. Ces optimisations
se font au niveau d’une phrase (d’un bloc pour les langages impératifs). Il
s’agit donc, et c’est la que réside la difficulté du probléme, de se convaincre
que le fonctionnement global du programme n’est pas affecté, alors que le
compilateur, quand il fait I'optimisation, n’en connait qu'une petite partie.
Comment savoir si la transformation locale aura ou non un impact sur le
comportement du programme ?

Pour résoudre ce paradoxe, on n’autorisera que les transformations qui ne
peuvent altérer aucun programme (et donc pas le programme qu’on compile) :
il s’agit donc de prouver une propriété qui dit “quel que soit le programme
autour de ce sous-terme, cette transformation n’aura pas d’incidence”. Autre-
ment dit, aucun programme qui entoure le sous terme considéré ne saura les
distinguer. Dans ce cadre, 'observateur est donc le programme environnant :
les possibilités d’observations sont intrinséques au langage lui-méme.

1.5.1 Définitions

Equivalence contextuelle syntaxique

On commence par formaliser la notion d’observation sur les programmes.
Deux programmes M, M' sont équivalents s’ils convergent vers le méme terme
N, ou s’ils divergent tous les deux. Pour modéliser la situation décrite plus
haut (un sous-terme dans un programme), on définit la notion de contexte :

Définition 1.5.1 (Contexte)

Un contexte C[—] : (' - A) = (A F B) est un terme C avec un sous-
terme distingué X tel que :

- AFC:Bet

— dans la preuve de AFC: B, X aletypeI"F X : Aavec IV DT.
On note (T'F A)7 le type (I' = A) = (F1).
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SiT'k M : A, on note C[M] la substitution avec capture de variables
de X par M dans C.

Il faut noter que les contextes n’ont pas un type unique : si C[—] a le type
(TFA)= (AF B)etI" CT,alors C[—] aaussiletype (I"+F A) = (A F B).

Un terme I' = M : A et un contexte C[—] : (I' = A)" forment un pro-
gramme F C[M] : «. C[M] est le programme global, M est la phrase qu’on
veut optimiser, et C[—] est la partie du programme inconnue lors de la com-
pilation de M. L’ensemble des programmes dont M est un sous-terme est
donc décrit par les C[M], ou C varie. On définit le préordre contextuel en
quantifiant sur tous les contextes possibles.

Définition 1.5.2 (Préordre Contextuel)

Si M, N sont deux termes tels que ' - M : Aet ' - N : A, on note
FFMSN:Asi:

VC[-]: (CF A)T,C[M] | = C[N]{

ou M |} signifie qu’il existe un terme M’ tel que M || M' (on dit que M
converge). On dit que M et N sont équivalents, et onnote ' - M < N : A,
silPFM<SN:AetT'EFN<SM: A

On écrira souvent M < N et M <~ N, en omettant [" et A.
Par définition, le préordre contextuel est une congruence :

Proposition 1.5.3

Si C[—] est un contexte de type (' A) = (AF B),et ' M S N : A,
alors A - C[M] < C[N]: B.

Démonstration: Si C'[—] est un contexte de type (A F B)T, alors C" =
C'[C[—]] est un contexte de type (I' - A)T. Si C'[C[M]] = C"[M] |, alors
C'[C[N]] = C"[N] | aussi. [

La relation < est évidemment réflexive et transitive, ce qui en fait un
préordre. Ce n’est pas un ordre : le but étant de transformer des termes, il
est souhaitable que I’équivalence < ne soit pas triviale. Dans le cas contraire,
on ne pourrait absolument jamais échanger des termes, donc aucune optimi-
sation ne serait possible.

En fait, pour les langages fonctionnels “purs” comme PCF, les seuls contextes
intéressants sont les applications :

Lemme 1.5.4 (Lemme du contexte)

Soient P, P’ deux termes fermés de type A; — --- — A, = 1. P < P'siet
seulement si pour tous les n-uplets de termes fermés M; : A{,..., M, : A,
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et tout entier m

PM,.. M,m = P'My...M,|m

Démonstration: Ce lemme ne servant pas pour la suite de la thése, nous avons
choisi de faire une preuve sémantique, en utilisant des résultats prouvés plus
loin.

Si P < P, alors pour tout contexte C[—], C[P] { m = C[P'] §{ m :
si My ... M, ont le bon type, [—] M; ... My, est bien un contexte pour P et
P.

Réciproquement, on supposeque PM; ... M, | m — P'Mi...M, |
m. Il existe un modéle extensionnel avec la propriété de définissabilité
(écrasement extensionnel du modeéle de jeux par exemple) : comme tous
les éléments compacts sont définissables, et comme le modéle de jeux est
algébrique, [P] et [P'] sont caractérisées (en extension) par leurs valeurs
en les [@]. Par hypothése, et par correction et adéquation de la sémantique,
[P] est plus défini que [Q], c’est-a-dire [P] C [Q], et donc [P] < [Q]. Par
la proposition 1.5.8, on obtient que P < Q. |

Equivalence contextuelle sémantique

Un modéle définit une notion d’observation. On transpose les définitions
syntaxiques dans le monde dénotationnel :

Définition 1.5.5 (Contexte)

Dans un modéle M, un contexte de type (I' F A)T est un morphisme
a: ([I] = [A]) — [¢]- La mise en contexte de f : [['] — [A] est
Af;a:1 — [i].

Définition 1.5.6 (Préordre Contextuel)

Si f,g: [I'] — [A] sont deux dénotations, on note f < g si :

Va: ([T = [A]) = [, Af;E Ag;a
On note = I’équivalence de ce préordre.

Lemme 1.5.7

Soit I' = x; : Ay...x, : A, un environnement de typage. Soit M un
terme tel que I' = M : B, et C[—] : (I — B)* un contexte. Si z est une
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variable non liée dans C[—], on a :
[FCM]:]=]z:A—=BrClzZ]:¢]o[F ) e.M:A— B]
ot A—-B=A - > A, > Bet \&.M = A\zy...\x,.M.

Démonstration: Il faut en fait prouver par induction sur C[—] : (I' = B) =
(A — B') que

[AFCIM]):B])=[Az:A—= BrClzz]]o[F ) z.M : A— BJ

L’idée est simple : dans l’arbre de preuve de A F C[M]: B, en remplagant
M par z z1...T, et en ajoutant z : Ay — --- — A, — B a tous les
environnements de typage, on obtient un arbre de preuve de A,z : A; —
o> Ay = BFClzz1...2,) - B'. 1l est alors facile de vérifier que

[A,z:A— BtF Clzz]: B']o([F Az.M : A— B],id[a])
=[AF C[(\2.M) 7] : B]
=[A+ C[M]: B] u

La proposition suivante montre que les modéles standards peuvent étre
utilisés pour prouver des équivalences contextuelles syntaxiques. Plus préci-
sément, 1’équivalence contextuelle dénotationnelle est plus forte que 1’équi-
valence syntaxique :

Proposition 1.5.8

Soient M, My deux termes tels que I' - M; : A. Si [I'F M;: A] <
[T+ M, : A], dans un modéle standard, alors I' = My < M, : A.

Démonstration : Supposons [['F M : A] < [T+ M : A]. Soit C: (T A)7T tel
que C[M1] 4 V. On écrit ' = z; : Ay...zy : Ap. En appliquant le lemme
1.5.7, on obtient, pour i = 1,2,

[CIM;]]=[z:A— BF-Clzz:]o[- 2. M;: A— B]

ol A — _B =A > --- > A, > Aet \T.M = Az1... z,.M. On note
a=[z:A— Bl Clz]:]. Par correction du modéle,

[FV ] =[C[M]]
Par définition de ’observation dans le modéle,
[CIMs]] = a; [F Aj.Ma: A — B] o[- A\g-My : A— B =[FV :4]

Comme le modéle est standard, [¢] est un cpo plat, donc [F V : ], qui
est maximal (par correction de la sémantique et définition d’'un modéle
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standard, ¢a ne peut pas étre L), ce qui donne [C[M;]] = [FV :¢]. Par
adéquation, on obtient bien :

C[M2] |}V -

En général, la réciproque n’est pas vraie (cf. exemple plus bas). Un bon
modéle permettra de prouver plus d’équivalences, par exemple toutes les
équivalences entre termes du premier ordre. Dans cette optique, les meilleurs
modéles seront ceux qui vérifient une réciproque compléte.

Définition 1.5.9 (Compléte adéquation (Full abstraction))

On dit qu'un modéle est complétement adéquat si pour tous les termes
M,N, M < N si et seulement si [M] < [N].

Milner [Mil77] a étudié la compléte adéquation, et a prouvé qu'il existait
toujours un modéle complétement adéquat (le modéle de termes quotienté par
I’équivalence observationnelle) et que tous les autres modéles complétement
adéquats lui étaient isomorphes. Pour avoir une idée des méthodes employées
en sémantique dénotationnelle pour étudier I’adéquation compléte avant la
sémantique des jeux, on pourra consulter [BCLS85|.

Un modéle n’est pas complétement adéquat si les dénotations des contextes
séparent des termes équivalents, i.e. elles font des observations impossibles
dans le langage. A contrario, si toutes les dénotations correspondent a un
terme, les observations qu’elles peuvent faire sont autorisées, et le modéle est
complet.

Définition 1.5.10 (Définissabilité)

Un élément f € [A;] x --- x [An] — [B] est définissable s’il existe un
terme M tel que z1: Ay ... 2, : A, - M : B et

f=lr1:A ...z, Ay - M : B]

Proposition 1.5.11

Si tous les éléments du modéle sont définissables, alors le modéle est
complétement adéquat.

Démonstration : Supposons [M] £ [N] : il existe un contexte o € [A — B] —
[c] tel que [M];a # L et [N];a = L. Par hypothése, il existe un terme C
telquez: A— BFC:ret [C] =a. Ona [(M\2.C)M] = [M];[C] # L
donc (A\z.C)M | mais [(A\z.C)N] = [N];[C] = L donc (A\z.C)N ¥, ce qui
prouve que M £ N. [ |
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En général, le contexte « n’utilise qu’une partie finie de [M] pour conver-
ger, donc on peut le supposer compact. Il suffit alors de supposer que tous
les éléments compacts sont définissables pour obtenir la complétude : c’est le
cas par exemple de la sémantique des jeux pour PCF, et du modéle des algo-
rithmes séquentiels pour SPCF (Sequential PCF, ou PCF avec des opérateurs
de controle catch) [CF92].

Proposition 1.5.12

Si tous les éléments compacts d’un modéle de Scott sont définissables,
alors il est complétement adéquat.

Démonstration: On reprend les définitions de la preuve précédente. Soit K
lensemble des compacts dominés par [M] : comme le domaine est algé-
brique, on a [M] = | | K. D’autre part, comme « est continu, [M];a =
(Urer k);a = Uper(k50). [M];a # L, donc il existe k € K tel que
[M]; k # L. Par hypothese, il existe C tel que k = [z : A+ C]. On a donc

[F (Az.C)M] = [M];[z: A C] =[M];k# L
donc C[M] |. D’autre part
IF (Az.C)N] = [N];[z: AF-C]=[N];kC [N];a= L

donc C[N] {f, ce qui prouve que M & N. [ |

1.5.2 Cas du modeéle de jeux

On va prouver ici que le modéle de jeux est complétement adéquat, grace a
la propriété de définissabilité : tous les compacts sont définissables. En fait, ce
n’est pas tout a fait exact : la sémantique de PCF ne permet pas de mémoriser
une valeur testée, ce qui fait qu'une séquence de tests sur le méme terme
repéte le calcul. Il suffit, pour obtenir la propriété de définissabilité, d’ajouter
une construction case au langage, qui permet de regrouper plusieurs tests en
une seule opération, similaire & la construction switch...case du langage C.

Définition 1.5.13 (PCF+case)

PCF-+-case est I'extension de PCF obtenue en ajoutant des constantes
case, : N* — N pour chaque n > 0 (N® —- N est N — --- —
N — N avec n + 1 fois N), avec evals(case,,j) = 77 si j < n ou

J
ﬂ'_? = /\l'()/\.fL'l . /\:L'nxj

o1
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On interpréte case,, par les stratégies avec les parties maximales suivantes,
pour 0<i<netm<0:

N x Ng x ... x N, x ... x N, - N

4

1

Cq

Proposition 1.5.14 (Définissabilité)

Si o : [I'] — [A] est une stratégie innocente et bien parenthésée com-
pacte, alors il existe un terme P de PCF+case tel que [['F P: A] = 0.

Démonstration: Cf. [Har99] |

Grace au théoréme 1.5.12, on peut donc prouver que le modéle de jeux de
PCF-+case est complétement adéquat. On obtient la complétude pour PCF
en traduisant les contextes de PCF+case dans PCF : ils sont identiques, a
ceci prés que les case sont interprétés par des tests binaires.

La traduction —* de PCF-+case dans PCF laisse tous les constructeurs
invariants, a I’exception des case,, :

(case, PQq...Q,)* = if P*
then Q)
else if pred P*
then Q]
else ...
if pred” P*
then Q7
else Q
fi

fi
fi

On va maintenant vérifier que le comportement des termes traduits est le
méme que celui des termes d’origine : la seule différence est que certains sous-
termes sont calculés plusieurs fois au lieu d’une, mais comme la réduction est
déterministe, le résultat est a chaque fois le méme, et donc le résultat final
est inchangé.
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Proposition 1.5.15
P |} n dans PCF+-case si et seulement si P* |} n dans PCF.

Démonstration: Comme la traduction —* est I’identité sur tous les construc-

teurs a l'exception de case,, il suffit de prouver que case, PQqy...Qn | m
si et seulement si

if P* then Qg else ...if pred” P* then Q; else Qfi... fil m

Si case, PQqo...Qn | m, il existe 7 tel que P | 7 et Q; | m. Alors, par
hypotheése d’induction, P* |} %, ce qui nous donne :

pred’ P* 0 QFym

pred""P* L1 if pred’ P* then Q} else ... fi { m

pred P* | i—1 if pred? P* then Q% else ... fi | m
P* 1 if pred P* then Q] else ... fil m
if P*then Qjelse ... film

A contrario, si (case, PQq ... Qn)* | m, il faut que pour un certain 0 <4 <

n:

— P* | ko avec kg > 0

— pred P* |} k1 avec k1 > 0

— pred® P* |l 0

- Qidm
Il est alors facile de vérifier que P* || 7, ce qui nous donne

Pli  Qidm
case, PQo...Qn I m |

On peut donc conclure :
Théoréme 1.5.16 (Adéquation compléte)

Les stratégies innocentes et bien parenthésées forment un modéle com-
plétement adéquat de PCF.

Démonstration: Si [P] £ [Q], il existe a compact qui les sépare. Par définissa-
bilité, il existe un contexte C de PCF+-case tel que [C] = a. Par adéquation,
C[P] et C[Q] ne convergent pas tous les deux vers la méme valeur. Sup-
posons par exemple que C[P] || m et C[Q] §. On a alors (C[P])* || m et
(C[Q])* . Comme —* est I'identité sur les termes de PCF, (C[X]) = C*[X]
pour tout terme X de PCF, donc le contexte de PCF C* sépare bien P et
Q : P %@ dans PCF. |
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1.6 Relations logiques

Comme on l’a vu, la “précision” d’un modéle (au sens de I'adéquation
compléte) est reliée directement a ’absence d’éléments non définissables. Les
relations logiques, introduites en sémantique par Plotkin [Plo73|, fournissent
un moyen pratique de prouver qu’une fonction n’est pas définissable, ou (mais
seulement jusqu’au deuxiéme ordre) de prouver qu’elle Dest.

1.6.1 Définition et propriétés

Si C' est une catégorie cartésienne fermée, on notera, comme dans [AC98|,
A = C[1, A]. Dans une catégorie cartésienne fermée, C[A, B] est isomorphe
a C[l,A— B|.

Définition 1.6.1 (Relation logique)

Soient M ... M, des modéles. Une relation logique est une famille de
relations

Ra C [AJM x -+ x [AJMn
donnée pour le type de base et définie par induction aux autres types par
(fl, caay fn) € RA_>B p— V(.’I)l, ceey .’En) € RA, (fl.??l, ceey fnxn) c RB

Si My = --- = M,, un élément f € [A] est dit invariant par R si
(f,---, f) € Ra.

Définition 1.6.2

Soit R une relation logique. On étend la définition aux environnements :
sil' =x1: Ay...x : Ay, alors

R ={p1-- o | Vi, (is . pus) € Ry}

Les relations sur les dénotations ouvertes sont alors définies par :

Rrra = {(fl;---afn) ‘ V(pla"'apn) € Rr, (flpla---:fnpn) € RA}

Lemme 1.6.3 (Lemme fondamental des relations logiques)

Si les (dénotations des) constantes sont invariantes par R, alors pour
tout terme ' P : A, [I'+ P : A] est invariant par Rry 4. La relation est
alors dite relation de séquentialité.
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Démonstration: Par induction sur P. [ |

Définition 1.6.4

Une relation R entre deux ensembles X et Y est dite :
— surjective si pour tout y € YV il existe x € X tel que (z,y) € R,
— fonctionnelle si pour tout x € X, il existe au plus un y tel que
(z,y) € R.

Définition 1.6.5 (Modéle extensionnel pour l'ordre)

Un modéle standard M est extensionnel pour ’ordre si la relation logique
C définie au type de base par x C 2’ si x = L ou z = x' définit un ordre
partiel complet & tous les types, et si tous les éléments sont continus.

Il faut en particulier que C soit d’une part réflexif, ce qui implique que tous
les éléments sont monotones, et d’autre part antisymétrique, ce qui implique
que le modéle est extensionnel (que la catégorie a assez de points).

1.6.2 Relations de Sieber
La définition suivante est due & Sieber [Sie92].
Définition 1.6.6 (Relation de Sieber)

On définit pour chaque domaine de base K , et chaques X,Y C {1...n}
une relation Sk C K7 :

(a1,...,0,) € Sty <= (F € X,a; = L)V (Vi,j € Y, a; = a;)

Une relation de Sieber est une relation logique définie comme une
intersection de S% ;- au type de base.

Exemple: La relation S = 8{21}, (1,2} définit 'ordre extensionnel : au type de base,
(z,y) € S si et seulement si z = 1 ou z = y (CPO plat), et aux types
fonctionnels, (f,g) € S seulement si fx C gy pour tous z C y.

Exemple: La relation S = S(i (1,2} est la relation d’extensionalité : un élément est
invariant si (jusqu’a l’ordre 2, si et seulement si) il n’utilise que le comportement
extensionnel de ses arguments.

Si on définit les fonctions A4 et Ag par les termes de PCF finitaire :

Ng = [if z then y else 1 fi]
Ag = [if y then z else 1 fi]

On peut définir le « gotiteur de et » qui envoie Ay sur 0 et Ay sur 1, et les autres
fonctions sur L. Elle est bien définie et croissante, mais utilise une information
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non extensionnelle sur son argument : elle n’est pas invariante par S, donc pas
définissable en PCF.

Proposition 1.6.7

Pour PCF finitaire, une relation logique est une relation de séquentialité
si et seulement si c’est une relation de Sieber.

Démonstration: Cf. [AC98], page 97. [ |

Théoréme 1.6.8

Soit ¢ une fonction d’ordre au plus 2 d’'un modéle de PCF finitaire. Alors ¢
est définissable si et seulement si elle est invariante par toutes les relations
de Sieber.

Démonstration: Cf. [Sie92]. [

por n’est pas définissable: On définit la fonction ou paralléle, notée por : elle ren-
voie vrai si un de ses arguments est vrai, et faux si les deux sont faux. Plus
formellement, por est une fonction de N, x N, dans N, définie par :

0 siz=0o0uy=0
porry=4¢ 1 siz=1lety=1
1 sinon

La fonction por n’est pas définissable : elle n’est pas invariante par la relation

S = 5?1,2},{1,2’3}. En effet :

por por por

0 L 1 €8
1 0 1 €8
0 0 1 ¢S8

1.6.3 Quotients

On vient de voir que les relations logiques sont un outil (incomplet) pour
décider de la définissabilité dans un modéle. Comme la qualité d’un modéle
est reliée & la présence d’éléments non définissables, il semble naturel d’utiliser
les relations logiques pour éliminer du superflu et obtenir un meilleur modéle :
on appelle cette opération quotient par une relation logique.

Ecrasement extensionnel
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Définition 1.6.9 (Ecrasement extensionnel)

Si M est un modéle, on définit un modéle quotient M’ :
— R est la relation logique telle que R, est I'identité de [.],
— [A]™ est I’ensemble des classes d’équivalence de [A]* sous la re-
lation R4,
— [T'F P : A]J™ est la classe de [I' = M : AJM

Proposition 1.6.10

Pour les langages considérés jusqu’ici (fonctionnels purs), I’écrasement
d’un modéle standard est bien défini, et ¢’est un modéle extensionnel
standard.

Démonstration: Dans toute la preuve, on notera z la classe de x.

Premiérement, il est facile de vérifier que R 4 est une relation d’équiva-
lence partielle (i.e. transitive et symétrique, mais pas forcément réflexive)
sur [AJM. [[A]]M' est donc bien défini.

D’autre part, par le lemme 1.6.3, la dénotation d’un terme est invariante
par R (qui est une relation de séquentialité), donc dans le quotient : les
dénotations sont bien définies.

Il reste & vérifier qu’on a bien une catégorie cartésienne fermée, c’est-a-
dire que Papplication est bien définie : si f € [A — BJM et Z € [A]M', on
définit f(Z) comme f(z). Si on avait choisi d’autres représentants g et y des
classes de f et de x, on aurait fRg et xRy, donc f(z)Rg(y), c’est-a-dire
fz) = g(y)-

Le modéle est extensionnel : si f,g sont deux fonctions telles que pour
chaque 7, f(Z) = g(Z) alors, pour tous Ry, on a T = 7, ce qui donne

fr=f@ =3=) =9{) =g(y)

c’est-a-dire f(z)Rg(y) : on a prouvé fRg, i.e. f=g. [ |

Proposition 1.6.11

On suppose que le langage, toujours fonctionnel pur, a un nombre fini
de constantes (en particulier, ce théoréme s’applique a PCF finitaire et &
PCF unaire). Si M est un modéle standard alors son écrasement exten-
sionnel M’ est un modéle extensionnel standard pour ’ordre.

Démonstration: Comme tous les domaines sont finis, la condition de continuité
est en fait triviale (les ensembles dirigés ont un maximum). On se contente
donc de vérifier, par induction sur leur type, que les fonctions sont toutes
monotones. Au type ¢, il n’y a rien & vérifier.
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On suppose la propriété vraie aux type A et B. Soit ¢ € [A — B]M'.
SiaCpe€ [[A]]M', alors, par construction de M', £ C &, et par définition
d’une relation logique, £ E €3, donc € est bien monotone. |

Quotient par une relation logique

Définition 1.6.12 (Quotient par une relation logique)

Soit R une relation de séquentialité, et M un modéle standard. On définit
I'ensemble X4 (pour chaque type A) comme l'ensemble des éléments de
[AJM invariants par Ra.

Le modéle quotient M,z est I’écrasement extensionnel de la famille
X4.

Proposition 1.6.13

Le quotient d’un modéle standard est un modéle extensionnel standard.

Démonstration: Par le lemme fondamental des relations logiques, pour tout
terme typé I' P : A, [I'+ P : A] est invariant par R, donc un élé-
ment de X4 : on définit la dénotation [T'F P : AJM/® | comme la classe
de [T+ P: AJ™. Comme R est une relation de séquentialité, elle préserve
toutes les constantes, donc les ensembles de fleches de 1 vers [¢] sont les
mémes dans M et Mg :siT F P :y, alors [['F MAJM/® = [T F P : AJM.
La correction et l’adéquation de Mg sont donc directement héritées de
celles de M. Le modéle My est bien sir extensionnel, puisqu’il résulte
d’un écrasement extensionnel. |



Chapitre 2

Définissabilité relative et hiérarchies de
modéles

2.1 Généralités

2.1.1 Deéfinissabilité relative

Comme on I’a vu dans la section précédente, les modéles ne sont pas
complétement adéquats s’il contiennent des éléments non définissables. La
question naturelle est : que font ces éléments, ou encore quel est le type d’ob-
servation interdite qu’ils font sur le terme qu’on leur donne ? Pour répondre
a cette question, il faut partir de contre-exemples a la compléte adéquation,
et trouver quelle est la différence entre les deux termes, invisible syntaxique-
ment, qui est observable par les contextes du modéle.

Par exemple, dans PCF finitaire, on définit les termes

M = )z.if x then tt else tt fi N = \z.tt

Il est évident que M < N (dans le modéle de Scott, [M] < [IN]), mais dans
le modéle stable [M] £ [N], et la fonction qui renvoit tt sur [M] et ff sur
[N] est stable. La différence entre M et N est que M utilise son argument
avant de renvoyer une valeur constante, alors que N renvoie directement une
valeur. Le contexte qui les sépare est capable de “voir” si une fonction utilise
son argument, ce qui n’est pas possible syntaxiquement : le seul moyen de le
savoir est de lui donner |, mais dans ce cas elle va diverger, et le contexte
ne reprendra jamais la main.

Une fois qu’on a compris quel était le probléme, peut-on construire un
“contexte universel”, qui incarne ce comportement ? Si un tel contexte existe,
alors, en ajoutant un opérateur dans la syntaxe, avec un comportement qui
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lui correspond, on obtient un langage étendu, pour lequel notre modéle est
complétement adéquat (tous les contextes sont maintenant définissables).
Reste a définir la notion précise de contexte universel : I'idée est qu’il permet
de définir tous les autres contextes, dans le sens suivant :

Définition 2.1.1 (Définissabilité relative)

Soit £ un langage, et M un modéle de £. Si f : 1 — [A[M et g:1 —
[B]M, on dit que g est définissable a partir de f pour £ s'il existe un
terme clos M : A — B tel que :

evo([FM:A—-B],f)=g

On note g <M f. C’est le préordre de définissabilité relative. L’équiva-

lence associée définit les classes de définissabilité dans M.

Notre observateur universel sera n’importe quel élément de la plus grande
classe de définissabilité, si elle existe : ils sont tous inter-définissables, et ils
permettent de définir tous les éléments du modéle, donc tous les contextes.

Il sera souvent aussi intéressant d’étudier les autres degrés de définissabi-
lité : il arrive souvent que les fonctions “universelles” soient trop complexes
pour étre ajoutées a un langage de programmation, alors que des versions plus
faibles sont implémentables. On pourrait alors imaginer d’étendre véritable-
ment le langage : le modele du langage reste un modéle pour ce nouveau
langage, et s'il n’est toujours pas complétement adéquat (puisque le degré
maximal n’est pas définissable), il est meilleur qu’avant, puisqu’une partie
des contextes sémantiques qui posaient probléme ont maintenant un alter
ego syntaxique. Ainsi, le plus grand degré du modéle des fonctions séquen-
tiellement réalisables de Longley [Lon02| a une complexité exponentielle (cf.
[Roy04]) : s'il n’est pas raisonnable de l'inclure comme opération dans le
langage, des opérations plus faibles (comme le test de strictness de notre
exemple) sont par contre envisageables.

La plupart des résultats antérieurs sur la définissabilité relative concernent
les modéles de Scott : Sazonov et Trakhtenbrot [Saz76, Tra75|, qui ont initié
ces recherches, ont exhibé une partie de I'ordre de définissabilité. La preuve
de Plotkin [Plo80] de la compléte adéquation du modéle de Scott pour PCF
avec des opérateurs pour le parallélisme indique qu’il existe un plus grand
élément pour la définissabilité dans ce modéle (et, en adaptant la preuve, que
le ou paralléle représente le plus grand degré pour PCF finitaire). Stoughton
[Sto94] a présenté un algorithme qui décide, pour n’importe quelles fonctions
f, g de PCF finitaire d’ordre au plus 2, si f <, g, et qui donne, le cas échéant,
un terme qui définit f avec g. Loader |Loa0l| a prouvé que ’équivalence ob-
servationnelle dans PCF finitaire était indécidable & partir de I’ordre 3 : il en
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découle que la définissabilité relative est également indécidable a cet ordre.
Dans le cas de PCF, les relations logiques paramétriques se sont avérées trés
utiles : ainsi, Jung et Tiuryn [JT93] ont utilisé les relations de Kripke pour
caractériser la définissabilité, et cette idée a été reprise par O’Hearn et Riecke
|OR95] pour construire un modéle complétement adéquat de PCF.

La définissabilité dans les modéles stables a aussi été étudiée : il faut
citer les travaux de Paolini [Pao04|, qui a prouvé que le modéle stable de
PCF finitaire était complétement adéquat pour le langage étendu avec le
test donné en exemple (une fonction utilise-t-elle son argument ?) et une
version a 6 arguments de la fonction de Gustave. Ehrhard et Colson [CE94,
Ehr99] ont étudié la définissabilité relative dans le modéle fortement stable,
et Longley [Lon02] a décrit une fonction universelle (un plus grand élément
pour la définissabilité relative) dans le modéle des fonctions séquentiellement
réalisables, qui sont en fait isomorphes aux fonctions fortement stables.

On peut d’ores et déja énoncer deux résultats treés généraux :

Proposition 2.1.2

Les éléments définissables d’un modéle forment la classe de définissabilité
la plus petite, qu’on note L 4.

Lemme 2.1.3

Dans les modéles de PCF finitaire et de PCF, deux degrés de définissa-
bilité ont toujours une borne supérieure.

Démonstration: On choisit des représentants o : A1 — ... Ay — et §: By —
... By, —  des deux classes. On définit le terme

M = Aa\b.AnAsy...spt1 ... ty.if nthena sy...s;,elsebty...ty fi

La classe de définissabilité de la fonction v = [M] a B est la borne supé-
rieure recherchée : elle est manifestement plus petite que toute classe qui
permet de définir « et (3, et si on définit Z4 le terme constant égal & 0 de
type A, alors

a:)\sl...sk."/Osl...sk ZBl---ZBm
52)\t1...tm.’}’1ZA1...ZAmtl...tm [ |

Les résultats plus précis dépendent du modéle considéré.

2.1.2 Hiérarchies de modéles

Les degrés de définissabilité sont reliés a la hiérarchie des modéles : 'idée
est qu’un modéle contient les fonctions définissables, et d’autres fonctions.
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Evidemment, s’il contient une fonction non définissable, il contient aussi
toutes les fonctions de degré inférieur. On pourrait donc imaginer qu’a chaque
degré de définissabilité corresponde un modéle.

Au contraire, & partir d’'un modéle M et d’une relation logique R qui
prouve qu'un élément de M n’est pas définissable, on peut construire le
modéle quotient M, qui sera plus petit, et donc meilleur. L’é¢tude des
degrés de définissabilité devrait donc permettre une meilleure compréhension
des mécanismes qui font qu’un modéle n’est pas complétement adéquat, et
diviser le probléme en morceaux, dont certains seront peut-étre plus faciles
a résoudre.

On s’attache d’abord a préciser la notion de hiérarchie de domaines. Tous
les modéles sont isomorphes au type N. Un modéle plus petit qu'un autre
aura moins de fonctions au type N — N : les contraintes & respecter au
type (N — N) — N seront moins nombreuses, et il est donc possible qu’il
contienne plus de fonctions a ce type. On voit, en comparant des modéles de
fonctions, que la définition n’est pas évidente. Quand on va vouloir comparer
des modéles de nature différente, le probléme sera d’autant plus complexe.
On définit donc, de facon abstraite :

Définition 2.1.4 (Comparaison de modéles standard)

Si M, M’ sont deux modeéles standard, on appelle Ry la relation
logique définie par la diagonale aux types de base.

On dit que M est plus grand que M’ si cette relation définit une
fonction partielle surjective. M et N sont dits isomorphes si M est plus
petit que A et vice-versa.

Il faut noter que, parce que les relations logiques ne se composent pas en
général, cette notion de “plus grand que” n’est pas transitive.

La proposition suivante montre que cette notion recoupe effectivement les
possibilités d’observation des modéles.

Proposition 2.1.5

Si M est plus grand que N, alors M sépare plus de termes que N

Démonstration : Supposons que P Zy Q : A : il existe oV € [A — JV tel que
oo [[P]}N £ oV o [[Q]]N. Comme Ry est surjective, il existe o™ tel que
oMRaN . Par le lemme fondamental des relations logiques, [PJMR[P]V
(resp. [Q]) donc aMo[PJMRaN o[ P]V (resp. [Q]). Comme R est Iidentité
au type de base, a™ o [P]M = oV o [P]V (resp. [Q]), donc aM o [P]M #
oMo [QIM. |

Sans grande surprise, les modéles dont tous les éléments sont définissables
sont les plus petits.
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Proposition 2.1.6

Un modéle extensionnel avec la propriété de définissabilité est toujours
plus petit qu’un autre modéle.

Démonstration: Soit M un modele, et N’ un modeéle extensionnel avec la pro-

priété de définissabilité. On note R = R nr.

Sig € [A]V, alors il existe un terme ¢ : A tel que [t} = g. Par le lemme
fondamental des relations logiques, [tJRA[t]Y donc R4 est surjective.

Prouvons maintenant que R est fonctionnelle. Au type de base, c’est
évident. Supposons que fRA_,5g et fRAE¢ . Soit y € [[A]]N . Comme R4
est surjective, il existe z € [A]M tel que zRAy. Alors, feRBgy et faRBg'y.
Comme RPE est fonctionnelle, gy = ¢'y. On obtient g = ¢/, donc RA7B est
fonctionnelle. |

On notera dans toute la suite de ce chapitre £ pour le modéle de Scott.

Proposition 2.1.7

Si un modéle extensionnel pour 'ordre M est plus petit que le modéle
de Scott &, alors la relation Rg aq (en tant que fonction partielle) est
monotone et continue.

Démonstration: On prouve par induction sur le type les propriétés de R, a

savoir :

~ si R(z) et R(y) sont définis, et si z C y, alors R(z) C R(y),

— si X est dirigé, et si pour tout € X, R(z) est défini, alors R(| | X)

est défini et R( ] X) = | |,cx R(z),

C’est évident au type de base. On suppose que ces propriétés sont vraies
au type A et B.

On suppose que z et y de [A — B]¢ sont dans le domaine de R4_,p et
z C y. On se donne o’ C o' dans ﬂAﬂM. Comme R 4 est surjective, il existe
a € [A]€ tel que Ra(a) =da'. On a

R(z)d’ = R(z)R(a) = R(z(a)) T R(y(a)) = R(y)R(a) = R(y)d’

D’autre part, comme M est extensionnel pour l'ordre, R(y) est monotone,
et donc R(y)a' € R(y)b'. On obtient R(z)a’ C R(y)¥, ce qui prouve que
R(z) C R(y).

Soit X un ensemble dirigé de [A — B]¢, et a' € [A]J™. On choisit a
tels que Ra(a) = a/. X est dirigé et on vient de prouver que Ra_,p est
monotone, donc {R4—,5(z)}zex est également dirigé. D’autre part,

Rp(za) = Rasp(z)Rala) = Rap(z)d

Par hypothése d’induction, Rp est continue, donc

63

Re((X)a) = Rp(| ] (@) = | | Re(za) = | | (Rasp(@)d) = (| ] Rass(@)d

reX reX reX reX
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ce qui prouve que Ra_g(|X) = | |,cx RasB(z)). [ |

Proposition 2.1.8

On suppose que pour chaque A, [A]¢ est fini, et que toutes les bornes
supérieures y existent. Si M est un modéle extensionnel pour 1’ordre,
alors M est plus petit que &.

En fait, il existe une famille de fonctions totales, monotones et conti-
nues R ;' de [AJM vers [A]¢ telles que pour chaque type A :

— si a € [AJM, alors Ra(R ' (a)) est défini et il est égal & a,

— si a € [A]? est tel que R(a) est défini, alors R ,'(R4(a)) C a.

Démonstration: On prouve I’ensemble par une méme induction. C’est vrai au
type de base : R est l'identité. On suppose que R est fonctionnelle et sur-
jective aux types A et B, et qu’il existe RZI, Rgl qui conviennent. On

ihie 1
définit R,", z(f) pour f € [A — B]M par

RaiLs(f@) = || RE'(F(Ra(d))

a’€a(a)

ou a(a) est 'ensemble des a’ compacts tels que @’ C a et R(a') est défini.
R~ est bien définie pour chaque f et a car toutes les bornes supérieures
existent. Comme a(a) grossit quand a est plus grand, il est clair que R~1(f)
est monotone. Si D est un ensemble dirigé de [A]¢, alors R™!(f)(D) est
également dirigé (R !(f) est monotone), et pour tout compact a’

a'EuD<:>3aED,a';a

par définition, ce qui nous donne que «(| | D) = | |,cp a(a). On obtient
donc
|| Rz'(foral@) =] || Rz'(foRald))
a’ca(l ] D) a€D a'€a(a)

ce qui prouve que R !(f) est continue.

Prouvons maintenant que R ! est une relation logique. Par définition,
et par continuité de Rl}l de fetde Ry :

RaLs(HRA (@) = Uvear; @) R (f(Ra(d)
REI (f(RA(Llafea(Rzl(a)) a'))))

Comme le domaine est fini, R~ *(a) est compact, donc a(R*(a)) est dirigé
et RZI(G) = ua'EQ(R—l(a)) 0/,, ce qui donne

RaLp(N(RL (@) = R5' (F(Ra(R,(a))))
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On conclut en appliquant I’hypothese d’induction qui dit que R 4 ¢ RZI est
I'identité :
-1 -1 -1
RuSp(F)(Ry (a) =Ry (f(a))
Prouvons maintenant que R4_,p est fonctionnelle et surjective. Soit
f € [A— B]JM. Si aRd/, alors a' = Ra(a), ce qui donne

Re(R,L5(f) (@) = Rp(RG(fod)) = fod

c’est-a-dire R, 5(f)(a) R foa. On vient de prouver que R;", 5(f) R f :
R a_,p est surjective.

On suppose maintenant que f Rasp g et f Rap ¢ . Pour tout a €
[A]™, on a R™!(a) R a ce qui donne

f(R ' (a)) Rp goa f(R}a)) Rp doa

Comme Rp est fonctionnelle, on obtient g o a = ¢’ o a. Comme M est
extensionnel, g = ¢, ce qui prouve que R 4_,p est fonctionnelle.

Il reste & vérifier que R ™! définit une rétraction. On calcule, pour chaque
a € [AJM :

(Rass(RAL5(F) oa = (Rass(RyL5(f)) o Ra(R, (a))
= Re(RL5(H)(RL(a)

RB(R5 (f o RA(R, (a))))

Rp(R5'(f o a))

= foa

et au contraire, pour chaque f € [A — B]¢ tel que Ra_,p(f) existe, on a
pour tout a € [A]¢

(RaLs(Rass(@) = Usecat R5 (Rass(f) o Ra(d))

|—|a’€a(a) 1(,R’B(f(a,)))
= |_|a16a(a) f(a’)
= f(Ua(a))
E f(a) |

2.2 Définissabilité dans le modéle de Scott de PCF
unaire
Cette section reprend |[BLPO03|, travail commun avec Antonio Bucciarelli

et Vincent Padovani. Comme on I’a vu, la hiérarchie des degrés de définissabi-
lité est liée a la hiérarchie des modeéles : en quotientant pour éliminer certains
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éléments non définissables, on obtient un plus petit modéle. On peut donc se
demander si les degrés de définissabilité sont tous séparables dans ce sens :
si f <, g, existe-t-il un modéle extensionnel qui contient f mais pas g7

Nous examinons le cas de PCF unaire. Loader [Loa98| a montré que
I’équivalence observationnelle y est décidable, et Schmidt-Schauss [SS99] a
défini un algorithme qui énumeére les classes d’équivalence a tous les types, ce
qui en fait un bon candidat pour s’attaquer a cette question. On connait au
moins deux modéles extensionnels de PCF unaire : le modéle complétement
adéquat, et le modéle de Scott, qui n’est pas complétement adéquat, car il
contient la fonction por qui n’est pas définissable (a proprement parler, il
s’agit dans le cas de PCF finitaire d’un opérateur de convergence paralléle
plutdt que d’une opération sur des booléens, mais nous avons choisi de gar-
der la notation du “ou paralléle” pour ne pas multiplier les symboles). Nous
examinons en fait deux problémes :

1. la hiérarchie des degrés est-elle triviale, c’est-a-dire por et L, sont-ils
les seuls degrés ?

2. la hiérarchie des modéles extensionnels est-elle triviale, c¢’est-a-dire &
et le modéle complétement adéquat sont-ils les seuls modéles ?

Une réponse positive a la premiére question implique une réponse positive
a la deuxiéme. On va en fait prouver que la hiérarchie des modéles est ef-
fectivement triviale, mais qu’il existe des degrés intermédiaires. Ceci indique
que, quand on quotiente par une relation logique qui élimine por, on éli-
mine également toutes les autres fonctions non définissables, soit lors de la
premiére phase (elles n’étaient pas invariantes) ou la seconde (I’écrasement
extensionnel).

Dans toute cette partie, on parlera de trace dans les modéles de Scott :
cette notion n’est a priori définie que pour les modéles stables, mais on peut
I’étendre a toutes les fonctions monotones dont le codomaine est plat. On
utilisera également les formes curryfiées des fonctions implicitement : ainsi,
si f est une fonction de [4;] — --- — [A,] — [U], sa trace sera ’ensemble
des n-uplets minimaux (pour l'ordre produit) (z1,...,xx) tels que

fﬂ')l :cn:T

2.2.1 Quelques degrés de définissabilité

Un premier résultat est qu’il existe un élément universel dans le modéle
de Scott &€ : il s’agit de ’évaluation en paralléle de deux termes, qui termine
si un des deux termine.
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Proposition 2.2.1

On définit —V—: [U]x [U] — [U] par zVy = { I Zi i _ I iuyy -

V est le plus grand degré de définissabilité dans £, on note T4 son degré.

Démonstration: Par induction sur le type A. Les deux éléments de [U] sont
définissables, on considére donc le type A = A1 - Ay — -+ —> A, — U.
Soit f € [A], de trace {p1,..., ¢k} C [A1] X -+ x [An]-

Siz € [A;], la fonction A\y.(z C y) qui renvoie T siz C y et L sinon est
deéfinissable : si {&1 ... &} est la trace de z, alors par hypothése d’induction,
il existe des termes X ... X, qui définissent & ...&, et z Cy = (y X1) A
Ay Xi).

Il est facile de vérifier que f = Ay.(p1 C y) V- V (pr C y), ce qui
conclut la preuve. |

Au premier ordre, la hiérarchie de définissabilité relative est triviale :

Proposition 2.2.2

Si f: [U]™ — [U] n’est pas définissable, alors il existe u; ...u, dans
{z,y, T, L} tels que [Azy.fu;...u,] = Azy.x Vy : tous les éléments non
définissables du premier ordre ont la puissance de V.

Démonstration: Soit f € [U™ — U] une fonction non définissable. Il existe
deux éléments distincts ¢1 et @2 dans la trace de f. On note ¢ le i-éme
élément de ¢;.

On définit une suite X; par

T osigi=¢)=T
x._) @ si¢ﬁ:Tet¢%:J_
' y sigi=letgy=T
Losigi=¢i=1
Il est alors facile de vérifier que [Af.fX:1...X,] f = Azy.z Vy. |

On va maintenant exhiber des degrés intermédiaires, non définissables,
mais sans la puissance de I’évaluation paralléle compléte. 11 va donc fal-
loir chercher dans les types d’ordre supérieur : on définit la fonction ¢ €
[(U® = U) — (U® = U)]¢ par

AryzaxVyVz sif=AyzaxVy
of = -
f sinon
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Proposition 2.2.3

¢ n’est pas définissable, mais n’a pas la puissance de V :

J—def _<def ¢ _<def por

Démonstration: On prouve que ¢ n’est pas invariante par la relation de Sieber
S = 8%1’2}’{1’2,3} : au type de base tous les triplets sauf (T, T, L) sont dans

S. On note f = Azyz.x Ay, g = Azyz.x Vy, et ¢ = Azyz.xVuyV 2.
Il est facile de vérifier que (f,g,9) € Sys_y- Au contraire (f,q',g") &

SU3—>U .

f g4

T L 1L €8

T 1L 1L €8

1L T L €8

T T L €8
Comme ¢f = f et ¢g = g', ¢ n’est pas invariant par S, donc pas définis-
sable.

Pour prouver que ¢ <, por, on prouve que por A, ¢. Par induction
sur (n,m), on montre qu’il n’y a pas de terme ¢ en forme normale 7-longue
avec n occurrences libres de f et m occurrences de A tel que [Afzy.t]¢ =V :

= [Afzy.x]o # Vet [Nfryylo #V,

— sit =1t Atg, alors

— soit [Afzy.t1]dpL L =T et [Afzy.to]d =V,
— soit [Afzy.t1]d =V et [Afzy.tolp L L =T,
- sit = (f(Az12223.v))uiugug ot un [Afzy.u;]¢ n’est pas définissable,
alors celui-ci est le seul non définissable au type U - U — U, i.e. V,
— si t = (f(Az12223.v))ujugug ol aucun u; ne contient d’occurrence de
f et [Afzyzi2923.v]¢ n’est pas définissable, par le lemme 2.2.2,

[Mfzy.v[z\wi, y\wa, z1\w3, 20\wy, z3\ws]]¢d = V

pour wi ... ws bien choisis dans {T, L, z,y}. Le terme en question
contient n — 1 occurrences de f.

— sit = fouijugus ol ni v ni aucun wu,; ne contiennent d’occurrences
de f, alors pour tout (a,b) € {T, L}?, si on note v' = v[z\a,y\b] et
u) = ui[z\a,y\b], on a :

[Mzy.tlglal[b] = oo Tlurl[us]us]
[v' 1w Dws] Tus)

= [ouju

= [Azy.vuiugus]a][b]

En d’autres termes, [Afzy.vujususl¢ = V, alors que le terme en
forme normale vujugous ne contient aucune occurrence de f.
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En montant encore dans les types, on peut construire une fonction de
degré incomparable : on définit ¥ € [((U* — U) — (U* = U)) — U2 — U]¢
par :

Azy. T sip J¢
Y=< AyxVy sip=¢
Azy. L sipAdo

11 est facile de vérifier que v est bien monotone.
Proposition 2.2.4

Les degrés de définissabilité de ¢ et ¢ sont incomparables.

Démonstration: D’abord, si ¢ > v, on aurait ¢ = V (si [M]¢ = 1, alors
[M]¢p = ¢ = por), ce qui contredit la proposition précédente. Pour
prouver que ¢ A, ¥, on prouve que 9 est invariante par la relation § =
8?1,2}, (12,3} * comme ¢ n’est pas invariante pour S, le lemme fondamental
des relations logiques nous permet de conclure qu’on ne peut effectivement
pas la définir avec 1.

Soient 61,609,03, z1, 2,3 tels que y1,vy2,y3, si

v ¢ ¢
61 6y 0y
Ty T9 x3 €8
Y1 Y2 ys €S
T T 1 €8

On veut prouver que (61,602,03) ¢ S. On a 61,60, 3 ¢ et 63 A ¢. On
examine les deux cas possibles (qui ne sont pas mutuellement exclusifs) :
Os(A\zyz.xVy) C Azyz.xVy\Vz et il existe fo, zo, Yo, 20 tels que b3 foxoyozo =
1 et foxoyozog = T. Si aucune de ces deux propositions n’est vérifiée, alors
3 3 ¢.

Dans le premier cas, on définit f = Azyz.x Ay et g = Azyz.zVy, comme
précédemment, et alors

0, 0, 6

f g9 g €8
T L 1 €8
T L 1 €8
1L T 1 €8
T T L ¢8

Dans le deuxiéme cas, on définit f’ par

sizdx | z 2z
! = o, Y = Yo, = <0
TYz = ]
Fzy {J_ sinon
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[ est définissable, et f' C f, donc (f', f', fo) € S. On a :

0, 0, 05

' fo €8

Ty THQ Ty €8

Y Yo Yo €S

20 20 zZg €8

T T L €8 |

On a donc décrit quatre degrés de définissabilité distincts :

¢ /por\ (G
N

def

2.2.2 Hiérarchie des modéles standard

On va prouver ici qu’il n’y a que deux modéles extensionnels standard de
PCF unaire. Dans cette partie, B est le modéle de bidomaines. Un premier
résultat est que le modéle complétement adéquat est en fait le modéle de
bidomaines.

Théoréme 2.2.5

Le modéle de bidomaines B de PCF unaire a la propriété de définissabilité,
et est donc complétement adéquat.

La preuve est due a Laird [Lai03b].
Comme le domaine de base {L T T} est un treillis, le théoréme 2.1.8
compléte une premiére image de la hiérarchie des modéeles extensionnels de

Il s’agit donc de prouver qu’il n’y a pas de modéle standard entre le
modeéle de bidomaines B et le modéle de Scott £. On va en fait prouver que

les fonctions qui ne sont pas dans B ont la puissance de V, qui est le degré
maximal de définissabilité dans & :
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Lemme 2.2.6

On suppose que M est un modéle extensionnel standard pour 'ordre. Si
les domaines de M et de B sont isomorphes pour les types plus petits que
ou egaux & A — B, et si f: [A]M — [B]M, est C-monotone et <-stable,
alors f € [A — B]M.

Démonstration: On écrit R = Rapm . Sia,b € [AJM, on définit a & b <=
R(a) C R(b)
Supposons que f est C-continue and <-stable. Comme les domaines
sont isomorphes, on peut définir f entre [A]P et [B]?. f est également
C-monotone et <-stable : c’est un élément de [4 — B]5.

Comme RA7B est une bijection, on peut utiliser R~1. Par définition de
RA—)B

b

Va € [AIM, (R (f)x, fR(z)) € RP
Par définition de f,

Ve € [AJM, (fz, fR(z)) € RB

Comme RB est une bijection, Vx € [A]M, fx = R~'(f)z. On obtient f =
R™Y(f), ce qui signifie que f € [A — B]M. [ |

Proposition 2.2.7

Si un modéle extensionnel standard est strictement plus grand que le
modeéle de bidomaines, il contient la fonction V.

Démonstration: Soit M un modéle standard extensionnel strictement plus
grand que B. Soit C' un type minimal tel que que R 5 ne soit pas un
isomorphisme. Il existe donc ¢ € [C]M qui n’a pas d’image par Ry5. C
ne pouvant pas étre le type de base, c’est un type fonctionnel A — B. Les
domaines pour A et B étant isomorphe, 6 est une fonction entre [A] et
[B] qui ne respecte pas les critéres des bidomaines : étant monotone pour
lordre extensionnel C (M est un modele standard extensionnel), elle n’est
soit pas monotone pour ’ordre stable <, soit pas stable.

Si 6 n’est pas monotone pour <, il existe f < f’ dans [A] tels que 6f £
ff'. Comme ’'ordre stable est un raffinement de ’ordre extensionnel dans
la hiérarchie des types simples, f C f’, et comme 6 est monotone pour C,
0f C 0f': B ne peut pas étre le type de base, c’est donc un type fonctionnel.
Of et 8f" sont donc des fonctions stables : il existe (z1 ...z,) dans la trace
de f qui n’est pas dans la trace de g. Comme f C g, gz1...2, = T, donc
il existe 7} ...z}, < z1...x, dans la trace de g. On définit les fonctions ¢
et & par :

—pl=fetpT=fet
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— £iJ_ = .’L‘; et fiT = ;.
Elles vérifient les conditions pour étre dans B, et comme, a leurs types, les
domaines sont isomorphes, elles sont aussi dans M. La fonction

V. = Aab.(0(pa))(&1bd) ... (§ab)
est donc aussi dans M.

Supposons maintenant que € est <-monotone, mais qu’il existe f, f’
bornés pour < tels que 8(f A f') # (6f) A (6f'). Comme 6 est <-monotone,
O(f ANfYE(Of)A(Of") : il existe 7 ...z, (n pouvant étre 0) tels que

G(f/\f'):cl...acn:J_

(OF) A OF )21 =T
On définit ¢ par :

—pll=fnf,
- pTl=Ff,
—plT=f,
- lT=g.

ol g est une borne supérieure de f, f’. ¢ est monotone pour C, pour < et
elle est stable : elle est dans B, et donc dans M. Ainsi,

V = Aab.O(pab)x;...z,,
est aussi dans M. |
Tous les éléments sont donc réunis pour prouver :

Théoréme 2.2.8

Il n’existe que deux modéles extensionnels standard de PCF unaire : le
modéle de bidomaines et le modéle de Scott.

Il faut noter qu’il existe une autre preuve de ce théoréme, également due
a Laird [Lai0O3b], qui repose sur l'algorithme de Schmidt-Schauss [SS99|. La
preuve de 2.2.7 est plus générale, et s’applique en fait aussi au cas de PCF
finitaire :
Théoréme 2.2.9

On définit V™, une version plus faible du ou paralléle, par

_ o tt siz=ttouy=tt
Va:y—{J_ sinon

Tout modéle strictement plus grand que B contient V.
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Par contre, dans le cas de PCF finitaire, le modéle de Scott n’est pas le plus
grand des modéles extensionnels, car les domaines ne sont pas des treillis.

En fait, ce qui semble faire marcher ces preuves est la présence de “bornes
supérieures”, comme le confirment les travaux de Laird sur la bistabilité et
les domaines localement booléens [Lai03a, Lai04].

2.3 Définissabilité dans le modéle de Scott de PCF
finitaire

Cette section reprend [BLO04|, travail commun avec Antonio Bucciarelli.
On a vu que le modéle des fonctions fortement stables était complet au
premier ordre. Il semble donc assez naturel d’étudier la définissabilité relative
au premier ordre en classant les fonctions selon leurs infractions a la stabilité
forte. Une fonction croissante étant fortement stable si sa trace ne contient
pas de sous-ensemble cohérent, on va caractériser les degrés de définissabilité
a travers des hypergraphes : les sommets seront les points de la trace, et les
hyperarcs les ensembles cohérents.

Ces travaux prolongent les résultats antérieurs de Bucciarelli et Malacaria
|BM02, Buc97|.

2.3.1 Hypergraphes et A-morphismes

Définition 2.3.1

Un hypergraphe coloré H = (Vy, Ay, Cy) est défini par :
— un ensemble fini Vi de sommets,
— un ensemble Ay C {A C Vy|#A > 2} d’arcs,
— un coloriage Cy : Vi — {ff, tt}.

Définition 2.3.2

L’hypergraphe Hy est défini par :
B VH ;= {Ui}v
- Ay ; est I’ensemble des sous ensembles cohérents de VHf de cardinal
au moins 2,

— Cu,(vi) = b

Il est facile de vérifier que les hypergraphes associés a une fonction mo-
notone vérifient :

H1 : Si{z,y} € Ag, alors Cy(z) = Cy(y).

Soit f : B® — B une fonction n-aire, de trace tr(f) = {(v1, b1), ..., (vg, bx) }-
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H2 : Si X, X, sont des arcs, et si X; N Xy # 0 alors X; U X, est aussi
un arc.
Ces hypergraphes sont dits fonctionnels.
L’outil principal est le morphisme d’hypergraphe :

Définition 2.3.3 (h-morphisme)

Un h-morphisme d’un hypergraphe H vers un hypergraphe K est une
fonction m : Vg — Vi entre les sommets telle que :
— pour tout A C Vi, si A € Ay alors m(A) € Ag.
— pourtout X € Apy,siz,z' € X et Cy(z) # Cu(a') alors Cx(m(x)) #
Ck(m(z")).

On cherche une fonction h qui envoie les points de la trace d’une fonction f
vers les points de la trace d’une autre fonction g. h “adapte” g pour lui faire
accepter la trace de f : elle transforme f en g. Comme h doit respecter la
cohérence, elle est définissable, ce qui nous donnera une caractérisation de la
définissabilité relative.

Plus précisément, Bucciarelli et Malacaria [BL04] ont prouvé que s’il
existe un hA-morphisme entre Hy et H,, alors f <4 g (nous ne rappelons pas
la preuve ici, car la nouvelle preuve pour le cas généralisé est trés similaire).
La réciproque est fausse : soient por; : B3 — B et por, : B2 — B les fonctions
définies par

pory (2,7, 2) = { tt s% T, y, ou z est tt
T 1 sinon
tt six ou y est tt
1 sinon

o= |
Les hypergraphes associés sont :

L1t

Ly

ttL L Lttl
S ttL

Il n’existe pas de h-morphisme H; — Hj (un des hyperarcs 4 deux sommets
serait écrasé sur un point), et pourtant pors = [M]por, avec

M = )\f )\.Tl.TQ.Z‘g if f(f(.??l, .’Ez), 333) then tt else L fi
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2.3.2 Morphismes temporisés

En fait, il y a des appels imbriqués & f dans M. C’est nécessaire pour
définir pory avec por,, mais cela n’est pas modélisable par un A-morphisme :
si on examine oul M envoie chaque point de la trace de pors, on constate que
I’appel extérieur & f envoie LttL et tt 1 L sur ttL et L 1tt sur Ltt, et que
I’appel imbriqué envoie LttL sur Ltt et ttL L sur ttL :

/’_\\

1 1tt Ltt

a8

ttJ_J_ Ltt L

1 1tt 1 tt

IAL—]
N

L’appel imbriqué a f “corrige” I'appel extérieur, qui écrasait un hyperarc sur
un point, en séparant ces points. Pour modéliser les appels imbriqués, on
définit donc la notion d’hypergraphe temporisé : il s’agit d’une suite (finie)
de morphismes “simples” (qui peuvent écraser un hyperarc) qui vérifie cette
propriété. Plus formellement, on définit d’abord la complétion d’'un hyper-
graphe :

Définition 2.3.4

Si H = (Vyg, An,Ch) est un hypergraphe fonctionnel, on définit sa com-
plétion H par :

- ﬁ:VH et CFZCH,

*AFZAHU{{’U}"UEVH}. o
Si H, K sont des hypergraphes, un h-morphisme de H dans K est dit non
trivial si son image n’est pas un singleton.

ttL

Définition 2.3.5

'si B = (Vi, Ay, Cyr) est un hypergraphe et B C Vi, on définit le sous
hypergraphe H [z par
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- VH[B = Bet
- Cury =Chlp,
*AHrB:{XEAH‘XgB}

On peut maintenant définir les morphismes temporisés, ainsi nommés puis-
qu’ils ajouent, par rapport aux morphismes simples présentés précédemment,
une notion de séquence, méme si, formellement, cela n’apparait pas dans la
définition :

Définition 2.3.6

Si H, K sont des hypergraphes fonctionnels, un morphisme temporisé o de
H dans K est une famille ax pour X € Ay de morphismes non triviaux
de H|y dans K, avec la condition suivante (redondance) :

XCY

.. = ax =«
ay [y n’est pas trivial X vlx

VX,YEAH,{

ol ay [y est la restriction de la fonction oy a ’ensemble X.

Cette définition est équivalente & l'intuition des suites de morphismes
donnée plus haut. Si on a une suite m; ... my de morphismes, on peut définir
une famille ax par ax = m;[x pour le plus petit j tel que ce morphisme
n’est pas trivial. Réciproquement, si on dispose d’une famille ay, on veut
construire une suite m;. Si A; ... A, sont les hyperarcs maximaux, on définit
my comme la réunion des oy, pour 1 < 7 < p. On recommence avec les
hyperarcs maximaux écrasés par m; pour obtenir my etc. Comme il n'y a
qu’un nombre fini d’hyperarcs, on obtient ainsi une suite finie qui convient.
Les hypergraphes et les morphismes temporisés forment une catégorie, que
I’on notera T M.

Le lemme suivant sera utile a la preuve de correction :

Lemme 2.3.7

On peut restreindre un morphisme temporisé o : H — K & un sous-
ensemble B C Vi par (alg)x = ax quand X est un hypergraphe de
HJg. De plus, si o est un morphisme temporisé de Hy vers Hy, et que
tr(f') C tr(f), alors afy, (4 est un morphisme temporisé de Hy dans H,.

2.3.3 Fonctions sous-séquentielles

Définition 2.3.8 (Fonction sous-séquentielle)

Une fonction f : B® — B est sous-séquentielle s’il existe une fonction
séquentielle (donc définissable) qui la majore pour 'ordre extensionnel.
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Les fonctions sous-séquentielles ont des caractérisations en termes de
graphes et de cohérence.

Proposition 2.3.9

Soit f : B® — N une fonction monotone. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. f est sous-séquentielle,
2. Pour tout A € C(B"), f(A) € C(B) (f préserve la cohérence li-
néaire),

3. Si X € Ay, alors pour tout z,y € X, Cpy,(v) = Cp,(y) (X est
monochrome).

Si A = {v;...vx} C B", il existe en général plusieurs fonctions dont
I’ensemble des points minimaux est exactement A. Par exemple, si les v;
sont deux & deux non bornés, il y en a 2*. Le lemme suivant énonce que,
parmi ces fonctions, celles qui sont sous-séquentielles ont le plus petit degré
de définissabilité.

Lemme 2.3.10

Soient f,g : B" — B. Si g est sous-séquentielle et 7y (tr(f)) = m1(tr(g)),
alors g <, f-

On va prouver que s’il existe un morphisme temporisé o : Hy — H,, alors
f 24 9- Le lemme suivant introduit la notion de tranche, qui sera centrale
dans la preuve. Pour transformer g : B®* — B en f : B™ — B, on va définir
une fonction qui transforme les points minimaux de f dans B™ en points
minimaux de g dans B™ : on représente cette fonction ¢ : B™ — B™ comme n
fonctions ¢, ..., ¢, : B™ — B. Si ces fonctions sont définissables, on a déja
une fonction A qui termine si et seulement si f termine, & savoir :

h=A2.9(¢1Z)...(¢,7T)

Il ne restera alors qu’a accorder f et h quand elles convergent. Pour l'instant,
on prouve que si les ¢; sont définies par un morphisme temporisé, elles sont
alors sous-séquentielles.

Lemme 2.3.11

Soient f : B™ — B, g : B" — B des fonctions monotones et o : Hy — H,,
un morphisme temporisé. Pour chaque X € Ap,;, 1 <4 < n, soit VP
B™ — B la fonction de trace

tr(f) = {(v,mi(ax(v))) | v € X, ax (v); # L}

7
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Alors f* est sous-séquentielle. On appelle f* la M€ tranche de ag.

Démonstration: Soit Y C tr(f) tel que 71(Y) € C(B™). Comme « est un
morphisme temporisé, ax (Y') est cohérent, donc mo(Y) € C(B™) également.
On conclut par le lemme 2.3.9. |

2.3.4 Correction

Nous avons maintenant tous les outils pour prouver la correction de la
représentation par des hypergraphes :

Théoréme 2.3.12

Soient f : B! — B, g : B®™ — B des fonctions monotones telles que
TM[Hg, Hy| # 0. Alors f <., g.

Démonstration: Soit a € TM[Hy, Hy]. On prouve le théoréme par induction
sur k, le cardinal de tr(f). Si k = 1, f est séquentielle, donc définissable, ce
qui donne f <, ¢. Si k> 1, on raisonne par cas sur la structure de H.

Supposons dans un premier temps que Vg, ¢ Ap, : il existe 1 <1 <1
tel que m;(m1(tr(f))) = {tt,f} (c’est 'index de séquentialité de f). Si on
divise la trace de f selon la valeur de ce parameétre, on définit deux fonctions
fie et [

Pour p = tt,ff, tr(f,) C tr(f). Par le lemme 2.3.7, il existe un mor-
phisme temporisé de Hy, dans Hy, et 'hypothése d’induction nous donne
que Hy, =, g. Appelons M, un terme qui définit f, & partir de g. Il est
alors facile de vérifier que

M = AgAz.if z; then Mg else MggZ fi

est un terme qui définit f & partir de g.

Au contraire, supposons maintenant que V' = Vp est cohérent. Soit ¢;
(pour 1 < i < m) la i™€ tranche de ay . On définit ¢; par

’ { ¢i st #(tr(di)) < #(tr(f))

%=\ Az pour v € ma(tr(¢;)) sinon

D’abord, vérifions que ¢; est bien définie, c’est-a-dire que si #(tr(gs)) >
#(tr(f)), alors ma(tr(¢;)) est un singleton. Si #(tr(¢;)) > #(tr(f)), alors
#(tr(¢;)) = #(tr(f)), ce qui nous donne mitr(¢;) = mtr(f). Comme V est
un hyperarc de Hy c’est aussi un hyperarc de Hy, qui doit, puisque ¢; est
sous-séquentielle, étre monochrome.
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Prouvons maintenant que les qASZ sont g-définissables. Comme Az.v est
définissable, il ne reste & vérifier que la cas ¢; = ¢;. On définit ¢; par sa
trace

tr(gi) = {v € tr(f) | mi(v) € mi(tr(¢s))}
¢:(Z) est égal & f(Z) quand ¢;(Z) # L, sinon ¢;(Z) = L. Par le lemme

2.3.10, comme les ¢; sont sous-séquentielles, ¢; <., @i- #(tr(¢;)) = #(tr(¢;)) <
#(tr(f)) et, par le lemme 2.3.7, TM[Hg-, Hy) # (). Par hypothése d’induc-
tion, ¢; =<, 9g- La transitivité de <, nous donne bi =ger g 1 SOt M; un
terme qui définit ¢; a partir de g.

Prouvons maintenant que nous avons défini un test de convergence de
f a partir de ¢ : pour tout z € B,

fz) # 1L = g([Mi]gz,...,[Mn]gz) # L

La direction = est évidente, car les qu sont des majorants des ¢; : s'il
existe v € m1(tr(f)) tel que v C Z, alors g([M1]gz, ..., [Mn]gz) 3 ayv(v)
Pour la direction opposée, supposons que pour tout v € w1 (tr(f)), v Z =.
Par définition des (,zASZ-, Par définition des (}gi, nous savous que pour tout
w € ay(Vu,), ([Mi]gz,...,[Mn]gZ) < w, puisque, sous 'hypothése que
f(Z) = L, nous avons que pour tout 1 < j < m, si [M;]gz = b > 1,
alors qgj = Az. b, et donc que pour tout w € a(Vgy,), w; = b. Comme
V = Vg, est un hyperarc, nous savons que #(ay(V)) > 2, et, par mini-
malité des éléments de m1(tr(g)), on conclut que pour tout w € m(tr(g))
([Mi]gz,...,[Mn]gz) 2 w, et donc que g([M1]gZ,...,[Mn]gz) = L.

Nous pouvons maintenant conclure la preuve, encore une fois selon la
structure de Hy. Si Vi, est monochrome — supposons par exemple que tous
les sommets sont blancs — il est facile de vérifier que f est définie & partir
de g grace au terme :

Ag.Az.if g(Migz)...(M,,gx) then tt else tt fi
Si Vi, n’est pas monochrome, alors, il est facile de vérifier que
Vz,y € Vi, C(z) = C(y) & Clav(z)) = Clav(y))

i.e. ay agit comme ’identité ou la négation sur les couleurs : si on note
€ le terme qui définit I'opération correspondante sur les booléens, on peut
vérifier que

M = g \z. e(g(M1g%) ... (Mpg%))
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2.3.5 Complétude pour les fonctions sous-séquentielles

La réciproque n’est en général pas vraie. Par exemple, on définit f, g par

leur traces
fttttttJ_J_J_:tt

FELLtttt L=tt
FLFLffL tt=tt
fLLffl =t

g L tt fF=tt
g ff L tt=tt
gtt ff L =ff

Tous les ensembles avec au moins trois points de H; sont des hyperarcs, et
H, a un unique hyperarc, qui a trois points lui aussi, donc il n’y a pas de
h-morphisme non trivial de Hy dans H, : au moins un hyperarc de Hj est
envoyé sur I’hyperarc de Hy, et donc, quel que soit le choix pour le quatriéme
point de Hy, un hyperarc de Hy sera envoyé sur un doublet de points de H,,
qui n’est pas un hyperarc. Pourtant, g est le plus grand degré de définissabilité
des fonctions stables (voir [Cur93| p. 334), et f est stable.

Pour les fonctions sous-séquentielles par contre, les hypergraphes et les
morphismes temporisés sont complets. On énonce d’abord un lemme facile,
qui lie les notions de relation de séquentialité et de cohérence linéaire :

Lemme 2.3.13

Soit X = {Z1,...,Z,} C B™ et I un sous-ensemble de {1...n}. {Z;}icr
est linéairement cohérent si (z;;) € Sp - De plus, X est cohérent si et
seulement si pour chaque 1 < j7 <m

. n—+1
(.Z'jl, - Tijn, |_| mjz) S 8n,n+1

1<1<n

ou SZILL est la relation de Sieber S{{llgf {11}n 1)

Théoréme 2.3.14

Soient f : B" — B et g : B™ — B deux fonctions sous-séquentielles telles
que TM[Hy, Hy] = 0. Alors f A, -

Démonstration : La premiére remarque est qu’il existe un ensemble A € AHf
tel qu'il n’y a pas de h-morphisme non trivial de Hy[, dans Fg. Pour la
suite de la preuve, on choisit un tel A et on notera ses éléments vy ... Ug.
Soient Aj...A; les arcs de Hyl, et, pour 1 < j < [, X; 'ensemble des
indices des éléments de A; : A; = {7y | k € X,}.
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On considére la relation de séquentialité k + 1-aire

_ k+1 k+1
Sa = ﬂ SXj,Xj ﬁSk,k—l—l
1<5<d
On va prouver que g est invariante par S, et que f ne l’est pas : par le
lemme fondamental des relations logiques f A, g

Soit V = (171,...,17k,|_|1<j<k vj) : par le lemme 2.3.13, pour 1 < j </,
k+1 k+1 "
VeSx x; etV €Sy, doncV € 54. Par contre

F@) - f @), FCL o) ) € SERL,

1<j<k

car les k premiers éléments sont définis (les v; sont dans la trace de f),
alors que le dernier est L (|_|1<j<,C ¥j ne peut pas majorer un v;j). On a
donc prouvé que f n’était pas invariant par S4.

Pour prouver que g est invariant par S4, on raisonne par l’absurde :
supposons qu’il existe (w1, ..., Wk+1) € S4 telle que

(g(w1),- .., 9(W+1)) & Sa

D’abord, W € Sf(jflej, donc {w; | i € X;} est cohérent. Comme g est sous-

séquentielle, {g(w;) | i € X;} est également cohérent (proposition 2.3.9),

et donc (g(w1),...,9(wks1)) & ngixj (lemme 2.3.13). Il faut donc que
g(W) ¢ S,’:j;il, c’est-a-dire que

{ V1< <k gy # L
3,7 < k+1,g(;) = gly)

Comme g est sous-séquentielle et {1, ..., W} est cohérent (lemme 2.3.13)
V4,7 < k,g(w;) = g(wj). 1l existe donc un b € B tel que

{ V1<j<k,g(w;)=5b
g(we1 # b

Il existe donc pour 1 < ¢ < k un élément z; € 71 (tr(g)) tel que z; C w;. En
résumeé :
— D’ensemble {z1,..., 2} n’est pas un singleton, sinon g(wy41) = b (par
définition de 8,’:3;_1%1, Wr41 3 Ly <k @),
— pour tout 1 < 7 <, 'ensemble {z; | 7 € X;} est cohérent (c’est un
minorant pour 'ordre d’Egli-Milner de I’ensemble cohérent {w; | i €
X;})
— Cq, est constante sur A (f est sous-séquentielle).
La fonction a : A — H, définie par a4(v;) = 2; est donc un h-morphisme
non trivial de Hf[, dans Hgy, ce qui contredit ’hypotheése. |
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2.3.6 Complexité

On appelle hypergraphes saturés les hypergraphes dont ’ensemble des
hyperarcs est fermé par union. On va réduire le probléme “Set-splitting” a la
recherche d’'un h-morphisme entre deux hypergraphes saturés, puis ramener
celui-ci a la recherche d’'un morphisme temporisé entre deux hypergraphes
saturés. On aura alors prouvé que décider de 'existence des h-morphismes
et des morphismes temporisés est un probléme NP-dur.

D’un autre coté, décider de I'existence des h-morphismes et décider des
morphismes temporisés sont des problémes NP, puisque vérifier qu’une fonc-
tion préserve les hyperarcs et deviner une fonction sont des procédures poly-
nomiales en la taille des hypergraphes.

Finalement, on aura bien montré que décider de ’existence des h-mor-
phismes et des morphismes temporisés sont des problémes NP-complets.

Commengons par définir le probléme Set Splitting (référence [SP4] 3 dans
[GJ79]) :

Instance : un ensemble fini U et des sous-ensembles Ay, ..., Ay de de U.

Question : existe-t-il une partition U = U; U U, telle que pour tout j,
AiNUi#Det A;NU, #07

Etant donnée une instance U, A; ... Aj de Set Splitting, on suppose que
pour tout 7,7, A; € A; : dans le cas contraire, on retire A;, ce qui n’affecte
pas l’existence d’une solution au probléme. On définit alors I’hypergraphe
saturé H, dont les sommets sont les éléments de U et les arcs minimaux les
Ai-

On notera 2 I'hypergraphe avec deux sommets 0,1 et un arc unique,
I’ensemble des sommets :

0

—_

Lemme 2.3.15

L’instance de Set Splitting a une solution si et seulement s’il existe un
h-morphisme de H dans 2.

Démonstration: Si on a un h-morphisme f : H — 2, on définit U; = f~1(0) et
Us = f~1(1). Par construction, U; UU, = U, et pour tout i, f(4;) = {0,1}
car A; est un hyperarc de H, donc Uy N A; # 0 et Uy N A; # 0.

Réciproquement, si U1, Us est une solution, on définit f : x — j t.q. €
Uj. f est un h-morphisme de H dans 2 : f est bien définie car U1 NUz = 0,
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et si A est un hyperarc de H, alors A = A; pour un certain ¢ et, comme
AiNU;#0 (5 =1,2), f(A) ={0,1} qui est un hyperarc 2. [ |

Il reste a réduire I'existence d’un A-morphisme entre un hypergraphe sa-
turé et 2 & 'existence d’'un morphisme temporisé.

Etant donné un hypergraphe saturé H et * & Vy, soit H* ’hypergraphe
(saturé) défini par Vi« = Vg U {x} et Ay = {AU{x} | A € Ax} Soit
3 'hypergraphe avec trois sommets 0,1,2 et un arc unique, I’ensemble des
sommets :

0

Lemme 2.3.16
Soit H un hypergraphe saturé. Il existe un h-morphisme de H vers 2 si
et seulement s’il existe un morphisme temporisé de H* vers 3.

Démonstration: Soit H un hypergraphe saturé. D’abord, si f est un A-morphisme
de H vers 2, on définit, pour B € Ap~,

o) = { 169 o2

2 Sl x = *

{ap} est évidemment un morphisme temporisé¢ de H* vers 3.

Pour prouver la réciproque, on se donne un morphisme temporisé {ap}
de H* vers 3, et on définit un h-morphisme de H dans 2 qui “découpe”
chaque arc de H.

L’idée est la suivante : étant donnés deux arcs A C B de H*, on sait
que soit ag(A4) = {ap(x)} soit ap(A4) = {0,1,2}. Dans le dernier cas,
on construit facilement un morphisme (partiel) de H vers 2 qui découpe
A\ {#}, et dans le premier cas, il doit y avoir un arc C C az'{*} tel
que ac(A) = {0,1,2}. Dans les deux cas, tous les arcs seront finalement
découpés : en recollant les morphismes partiels, on obtient un A-morphisme
complet.

Formellement, on définit une suite décroissante d’arcs de H* par :

- Ay=U{A € Ay}

~ Ann =U{A € Ay | AC o' {+}}

Pour tout n tel que A, # 0, A,11 C A, car ay, n’est pas trivial. Soit
lo le plus petit indice tel que A;; = @ (il faut noter que Iy < |Ag-+|, car au
moins un arc est est coupé a chaque étape).
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Soit
in = aa, (*)
jn = (in + 1) mod 3
kn = (in +2) mod 3

On définit deux ensembles disjoints de Vg :

lo—1 lo—1
U = U O‘Zi{js}a Uy = U a:xsl{ks}
s=0 s=0
Il n’est pas difficile de vérifier que Uy, Uy séparent tous les arcs de H :
on définit
. 0 sizel;
flz) = { 1 sinon

et on vérifie que pour tout 4 € Ay, f(4) ={0,1}.

D’abord, il faut noter que pour un certain n, A C A,_1 et A € A,, car
A, est une suite décroissante. De plus, 0 < n < ly, car Ag est 'union de
tous les arcs de H*, et 4;, = 0.

Cela signifie que aa, , (AU {x}) ={0,1,2}, et donc que ANU; # 0 et
ANU; # 0. On obtient, f(A) ={0,1}, ce qui conclut la preuve. |

2.3.7 Conclusions

Ce travail compléte les résultats antérieurs de Bucciarelli et Malacaria
[Buc97, BM02] : la caractérisation géométrique de la définissabilité relative
au premier ordre s’avére compléte pour les fonctions sous-séquentielles, qui
représentent une fraction importante des fonctions non définissables du mo-
déle de Scott de PCF finitaire.

Le résultat sur la complexité —décider de la définissabilité relative est NP-
complet— est nouveau : Stoughton [Sto94] avait proposé un algorithme, mais
n’avait pas étudié sa complexité.

Il reste que cette technique reste limitée : en particulier, elle ne s’ap-
plique pas aux ordres supérieurs, et elle est incompléte pour les fonctions qui
ne sont pas sous-séquentielles. Il faudrait sans doute, pour approfondir ces
résultats, des représentations plus complexes des fonctions, et des notions de
morphismes plus élaborées.

2.4 Définissabilité dans les modéles stables

Les résultats précédents concernaient la définissabilité dans les modéles
de Scott. Dans les modéles stables, la non-définissabilité n’est plus due a des
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comportements “paralléles”, mais & un examen trop précis de la facon dont
la fonction calcule un résultat : ainsi, dans notre exemple qui teste si son
argument est strict, la fonction observe d’un peu trop pres le déroulement du
calcul. On peut donc parler, pour les degrés de définissabilité dans les modéles
stables, de degrés d’intensionalité, au contraire des degrés de parallélisme des
modéles extensionnels.

Paolini [Pao04] a montré que les éléments du modéle stable étaient tous
définissables & partir des fonctions suivantes :

— test : (N, — N;) — N, notre exemple,

— conds : Nﬁ — N, une version a six arguments de la fonction de

Gustave.
En ce sens le modéle stable n’est pas exempt de comportements “paralléles” :
la fonction de Gustave est essentiellement une version de por avec plus d’ar-
guments. On va donc, pour mieux comprendre les problémes de séquentialité,
se tourner vers le modéle fortement stable, qui généralise les définitions du
modéle stable pour ne conserver que les fonctions séquentielles.

Dans [Lon02|, Longley expose un modéle de PCF construit par réalisa-
bilité, isomorphe au modéle fortement stable. Les techniques qu’il utilise lui
permettent de construire une fonctionelle H, et de prouver qu’elle est univer-
selle, c’est-a-dire qu’elle permet de définir tous les autres éléments du modéle.
Sa construction est assez technique, et ce que fait H ne nous a pas semblé
trés intuitif. Dans cette section, on essaiera de présenter un programme qui
implémente H, avec comme objectif de mieux comprendre les possibilités
d’observation des fonctionnelles fortement stables.

Le probléme n’est en effet pas simple : les possibilités ajoutées par le mo-
déle n’ont rien & voir avec le parallélisme (le but méme de la stabilité forte est
bien de caractériser les fonctions séquentielles), mais plutot avec ’examen de
la facon de calculer des programmes : ainsi, on pourra savoir si une fonction
utilise son argument, puisque la fonction qui distingue (fortement) une fonc-
tion stricte d’une fonction constante est dans le modéle. Pourtant, et c’est la
différence avec, par exemple, les algorithmes séquentiels ou le modéle de jeux
sans parenthésage, le modele reste extensionnel : il est impossible de distin-
guer des programmes qui font les mémes choses dans des ordres différents (cf.
gotiteur de “et”). C’est précisément le coeur de la fonction H : elle permet
de “décompiler” une fonction, sous réserve que l'utilisation du programme
extrait ne dépende que du comportement extensionnel de la fonction.

Cette section ne contient pas de nouveaux résultats, et encore moins de
preuves : il s’agit seulement d’éclairer la définition de H, en utilisant une
syntaxe concréte. Tous les aspects formels sont dans le rapport de Longley
sur les fonctionnelles séquentiellement réalisables [Lon02]. Il faut également
noter que Longley étudie une fonctionnelle proche du quote décrit ici dans
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[Lon03].

2.4.1 Arbres de décision

Le modéle de Longley est construit par réalisabilité sur un ensemble
d’arbres de décisions. Au type 2 = (N — N) — N, ces arbres représentent les
échanges de la fonction avec son environnement : elle peut répondre un entier
n (noté 'n) ou demander la valeur de son argument appliqué a un entier m
(Longley le note ?m).

On appelle node le type correspondant en ML :

type node =
Q of int
| A of int

Par exemple, la fonction fun g->g(0)+g(2) est représentée par ’arbre!

/\\
\\ /\\

Al

Comme cet arbre est infini, on va le programmer comme une fonction des
chemins (les réponses aux questions déja posées) dans les questions/réponses :

let tree f = function
[ ->Qo0
| [n] ->Q2
[ [nsm] -> A (n4m)
| -> diverge()
L’intuition veut que les réponses soient des feuilles dans I’arbre : quand
la fonction a répondu, on ne peut pas continuer. On ne considére donc que

les arbres bien formés :
Définition 2.4.1

Un arbre de décision est une fonction 7" des listes d’entiers dans les actions

(question ou réponse), telle que si T [z1, ..., z,] est défini, alors pour tous
les k < mn, T|x1,..., ;] est défini et c’est une question.
Un arbre de décision n’est pas redondant si, quand T'[z1, ..., z,]| est

1Si + évalue d’abord & gauche



2.4. Définissabilité dans les modéles stables

défini, tous les noeuds rencontrés sont des questions différentes.

87

A partir d’un arbre de décision, on peut “simuler” la fonction correspondante :

il suffit d’exécuter les coups demandés :

— on commence avec une liste vide p = |]

— si T(p) = Qn et h(n) = m, on ajoute m a la fin de p et on recommence,

— si T'(p) = An, la valeur finale est n.

Cet algorithme peut étre écrit en PCF, il existe donc dans le modéle.
Appelons le eval. Le programme Caml correspondant a le type tree — (N —
N) — N:

let eval t h =
let rec path 1 = match t I with
Q n -> path (1@[h n])
|An->n
in
path ||

Jusqu’ici, on a seulement défini un interpréteur pour le langage des arbres de
décision. La partie intéressante du travail est de construire ces arbres.

2.4.2 quote

On voudrait un algorithme quote : (N — N) — N) — tree qui produise
un programme 3 partir d’une fonction, tel que evaloquote = id. L’intuition est
qu’on suit pas a pas le déroulement du programme et qu’on construit I’arbre
en conséquence. quote n’est pas extensionnel, puisque 1’arbre de décision va
refléter 'ordre des questions. On ne peut donc pas I’écrire en PCF. En Caml,
par contre, 'utilisation combinée d’exceptions et de références permet de
suivre pas & pas le programme : on lui donne une “fausse” fonction comme
argument, qui fournit les réponses prévues (le chemin de Parbre) tant qu’il
y en a, et qui léve une exception quand on arrive au bout du chemin, pour
récupérer la derniére question posée :

exception OneMoreQuestion of int

let quote f path =
let remaining path = ref path in
let countdown n =
match !remaining path with
[| -> raise (OneMoreQuestion n)
| a::l -> remaining_path :=1; a
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in
try
let val = f countdown in
if lremaining_path=|]|
then A val
else diverge()
with OneMoreQuestion n -> Q n

quote prend deux arguments, une fonction f :(N — N) — N et une liste
d’entiers path (le chemin) et retourne une action (le nceud correspondant a ce
chemin). On met la liste dans une fonction comme expliqué précédemment,
pour en faire une fonction countdown :N — N. A chaque appel, elle renvoie la
téte de liste restante, c’est-a-dire la réponse correspondant a cette question
dans le chemin. Il faut noter que ’argument x n’est utilisé que lorsque la liste
est vide, i.e. quand on est arrivé au bout du chemin demandé : on interrompt
alors le calcul et on retourne la question posée x.

Le corps de la fonction applique f a countdown. Si le calcul termine
normalement, c’est que f a renvoyé une valeur : on vérifie qu'on est bien
au bout du chemin, et on renvoie cette valeur, mais présentée comme une
action. Si on n’était pas au bout du chemin, alors ce chemin n’existe pas dans
I’arbre, et on ne renvoie rien. Si une exception est levée pendant ’exécution
de f, c’est qu’elle a posé une nouvelle question qu’on retourne, encore une
fois présentée comme une action.

L’arbre produit pour fun g->g(0)+g(0) pose deux fois la question Q 0, il
est donc différent de I’arbre produit par fun g->2%*g(0), alors que ces fonctions
ont la méme dénotation. quote ne peut donc pas faire partie du modéle.
Il nous faut en fait une version qui donne des arbres non-redondants : on
augmente la fonction countdown pour qu’elle réponde automatiquement aux
questions posées précédemment.

exception QuoteStop of int

let irredundant _quote f path =
let remaining path = ref 1
and already asked = ref [|
in
let countdown already asked n =
try
assoc x lalready asked
with Not_found ->
match !remaining path with
[| -> raise (QuoteStop n)



2.4. Définissabilité dans les modéles stables

| a::] -> remaining path := 1;
already asked := (n,a)::(lalready _asked);
a
in
try
let m=f countdown in
if lremaining path=|]
then A m
else loop()
with QuoteStop n -> Q n

Pour notre exemple :

QO if 1=|]
B Q2 if 1=|z|
quote 1= Az +vy) if I=[z5y]
rien dans les autres cas

Si f=fun g->g(2)+g(0), les questions sont échangées :

Q2 if 1=|]
) Qo if 1=|z]
quote 1= Az +vy) if =]z syl
rien dans les autres cas

Ces exemples montrent que quote n’est pas extensionnel, et donc ne fait pas
partie du modéle fortement stable. On pourrait espérer que mettre un ordre
sur les questions et imposer qu’on ne pose qu’une fois les questions résoudrait
ce probléme, mais méme avec ces conditions, quote ne serait pas croissante
pour 'ordre stable. En effet, supposons que quote ’ est une nouvelle version
de quote qui produit un arbre dans lequel les questions sont posées au plus
une fois et dans I'ordre croissant. On définit des fonctions f,g : N — N par
leur traces : tr(f) = {(0,0),(1,0)} et tr(g) = {(1,1)}. Pour distinguer f et
g, il faut tester leurs valeurs en 1. Soient ¢, ¢ : (N — N) — N des fonctions
définies par tr(¢) = {(f,0)} et tr(¢) = {(f,0), (g,1)}. En appliquant quote ,
on obtient :

quote ¢ quote ¢
QO Q1
PA N
Q1 QO Al

P

A0 AO

89



90 Chapitre 2 — Définissabilité relative et hiérarchies de modéles

¢ et ¢ sont fortement stables, et ¢ < ¢. Pourtant, quote ¢ [] = Q 0 et
quote ¢ [| = Q 1, ce qui prouve que quote n’est pas croissante pour 'ordre
stable, et donc ne peut pas faire partie du modéle. Il n’y a donc aucun espoir
de trouver une telle fonction, méme dans ses versions finitaires, dans le modéle
fortement stable : les observations faites avec quote sont trop fines.

2.4.3 La fonctionnelle H

On va donc prendre le probléme & l’envers : au lieu de chercher une
fonction intermédiaire (plus faible que quote ), on va donner quote en argument
aux fonctions qui voudraient utiliser des informations intensionnelles, en
vérifiant qu’ils ne se servent pas d’observations “interdites”. L’idée est la
suivante : étant donnée une fonction des arbres dans les entiers, on veut en
faire une fonctionnelle des fonctions de type (N — N) — N dans les entiers.
On voudrait écrire Ap.\f.¢(quotef), mais en vérifiant que ¢ renverrait la
méme valeur sur tous les arbres qui implémentent la fonction f.

Le plan est donc :

prendre une fonction f :tree — N,
prendre une fonctionnelle g : (N — N) — N,
trouver tous les arbres qui implémentent g,

vérifier que f a la méme valeur en chacun de ces arbres,

AR .

si oui, renvoyer cet entier, sinon diverger.

Deux problémes se posent : comment trouver tous les arbres qui implémentent

g7 Que faire s’il y en a une infinité?

La premiére question est assez simple a résoudre : deux arbres implémentent
la méme fonction s’ils posent les méme questions, éventuellement en changeant
leur ordre. Il suffit donc d’obtenir un arbre grace a quote , et de calculer ses
permutations. Bien slir, comme cet arbre est en général infini, on ne peut
méme pas le calculer entiérement ! En fait, f n’utilise qu’une partie finie de
Parbre pour terminer (elle est dans la trace de f). Il suffit donc de la trouver,
et de calculer ses permutations (qui sont en nombre fini). Le plan est donc
plus précisément :

1. prendre une fonction f : tree — N,

prendre une fonctionnelle g : (N — N) — N,

trouver un arbre ¢ qui implémente g en utilisant quote ,
appliquer f & t, et récupérer une valeur n,

trouver la partie finie ¢y de ¢ utilisée par f,

U

calculer les permutations ¢; de g,
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7. vérifier que ft; = n pour tout les t;,
8. si oui, renvoyer n, sinon diverger.

Pour calculer 5, on va utiliser la fonction “modulo” de type ((N list —
N) — N) — (N list — N) — N list list, qui renvoie la liste des arguments
(listes d’entiers) que la premiére fonction donne a la deuxiéme :

let modulo f t =
let 1 = ref || in
let t' x = 1:=x:(!1); t x in
ft’;
list to set !l

Pour rester extensionnel, il a fallu transformer la liste des arguments donnés
a la fonction en ensemble non ordonné, pour éliminer les répétitions et les
considérations d’ordre : list_to_set est une fonction qui renvoie la liste triée
sans doublons. A partir de cette liste de chemins, il est facile de reconstruire
le sous arbre fini ¢o utilisé par f. Appelons tree_modulo cette fonction.

Il reste & écrire la fonction qui calcule les permutations de cet arbre g : il
s’agit en fait, a chaque noeud de ’arbre, de chercher les questions posées dans
toutes les branches. Chacune de ces questions peut se trouver a la racine du
sous arbre considéré. Cette fonction est assez longue, on ne I’écrira pas ici.
Appelons-la simplement permut_ tree.

Nous avons maintenant tous les éléments pour définir la fonction H :

lethfg=

let t = quote g in

let t0 = tree_modulo f t0 in

let trees = permut _tree t0 in

let results = map f trees in

match results with
x:l ->

if List.for _all (fun y->x=y) 1
then x
else loop()

2.4.4 Conclusions

Cette étude montre, si la preuve devait encore en étre faite (Royer [Roy04]
a montré que toutes les implémentations de H étaient exponentielles) que
le pouvoir expressif des fonctions séquentiellement réalisables (ou fortement
stables) est assez difficile a saisir. Alors que dans le cas d’un langage plus riche
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comme PCF+catch, les possibilités sont claires (le modéle des algorithmes
séquentiels a la propriété de définissabilité [CF92]), imposer I’extensionalité
rend les choses beaucoup plus complexes : finalement, on a le droit de suivre
le programme pas a pas, tant qu’on ne se sert pas “vraiment” des informations
obtenues de cette fagon. La programmation reste “fonctionnelle” (puisqu’il n’y
a pas d’effets de bords, et que le raisonnement équationnel reste valable), mais
dans un sens assez particulier : Longley [Lon99| donne quelques exemples
d’utilisation de ces nouvelles possibilités.



Chapitre 3

Allocation dynamique

Cette partie reprend le travail que nous avons effectué avec Nick Benton,
chez Microsoft Research a Cambridge, pendant 1’été 2004. Les techniques
décrites dans I'introduction (sémantique opérationnelle, sémantique dénotati-
onnelle, preuve d’adéquation, quotient par une relation logique etc.) sont ici
appliquées & un langage plus ambitieux et plus réaliste : au lieu de PCF, nous
avons modélisé un langage fonctionnel en appel par valeur avec des variables
allouées dynamiquement. Ces nouvelles constructions rendent la frontiére
entre observations par les contextes possibles et impossibles beaucoup plus
difficile & saisir : on verra que la notion de secret devient prépondérante.

La recherche de bons modéles et de bons principes de preuve pour les
langages avec des variables modifiables a une longue histoire [OT97, TGO00|.
Pour les langages du premier ordre impératifs, avec des variables globales de
types simples (entiers, booléens, n-uplets etc.), la sémantique dénotationnelle
qui représente la mémoire comme une fonction des adresses dans les valeurs et
la logique de Floyd-Hoare sont satisfaisantes. Quand le langage devient plus
riche, par contre, la situation est plus complexe : il n’existe pas encore de
représentation mathématique complétement satisfaisante des variables telles
qu’on les rencontre dans les langages courants depuis le milieu des années 60.

Si on se restreint aux langages “stirs” et séquentiels, on peut dégager trois
axes :

— Le langage de base : le premier ordre avec des boucles est plus facile
que l'ordre supérieur sans récursion, qui lui-méme est plus facile que
I’ordre supérieur avec récursion.

— La visibilité et la durée de vie des variables est aussi un facteur important
de complexité : les variables globales sont faciles & représenter, mais
les variables locales (comme dans Algol), et plus encore les variables
allouées dynamiquement sur le tas, sont complexes.
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— Les types des valeurs qui peuvent étre placées en mémoire : les valeurs
de type de base (comme les entiers) posent moins de problémes que
les références, qui a leur tour sont plus faciles que les types d’ordre
supérieur (comme les fonctions ou les procédures).

Dans ce travail, nous avons visé des situations intermédiaires : nous avons
exclu les types récursifs, et interdit I’enregistrement des fonctions, mais nous
considérons un A-calcul complet avec des variables allouées dynamiquement.
Nous obtenons donc un langage assez proche de ML [MTHMO97|, mais ot on
ne peut pas stocker des fonctions en mémoire. Nous ne traitons pas le cas
des objets, mais la combinaison de ’allocation dynamique et des fonctions
d’ordre supérieur offre un encodage raisonnable de la programmation orientée
objets, ce qui laisse espérer que les techniques développées ici pour la famille
de ML s’appliquent aussi aux langages a objets.

La propriété de base d’une sémantique dénotationnelle recherchée est
I’adéquation : I’égalité dans le modéle doit impliquer I’équivalence opération-
nelle. Bien que ’adéquation compléte soit un but évident, elle est extrémement
difficile & obtenir, en particulier pour ces langages. Ce qu’on recherche est
plutét un bon compromis entre la simplicité et la précision : on veut tout
simplement pouvoir prouver certaines équivalences, ou valider certains raison-
nements.

La théorie des domaines traditionnelle offre des modéles satisfaisants
(comme on I’a vu) pour les A-calculs typés, et donc, par transitivité, pour tous
les langages dont on peut décrire le comportement par un interpréteur écrit
en A-calcul typé. Le probléme est que les modéles pour les langages a état
obtenus de cette facon sont trés loin d’étre complétement adéquats : méme
des équivalences triviales sont fausses dans le modéle. Ceci est en partie dii
au fait qu’on a décrit I'implémentation de la mémoire et des primitives qui
y sont associées.

Pour construire des modéles plus abstraits, on peut soit inclure les équi-
valences dans la construction du modéle, soit quotienter un modéle existant.
Dans ce travail, nous avons a la fois ajouté une structure spécifique aux
domaines et quotienté le modéle obtenu.

La section 3.1 introduit le langage décrit : c’est un langage monadique
en appel par valeur d’ordre supérieur, avec des références sur des variables
allouées dynamiquement, qui peuvent contenir des entiers ou d’autres réfé-
rences. Dans la section 3.2, on définit une sémantique dénotationnelle en
utilisant une monade de continuations sur des FM-cpos (ordres partiels com-
plets avec une action du groupe des permutations des noms). L’utilisation des
FM-cpos est inspirée des travaux de Shinwell et Pitts sur FreshML [SPO05|.
Elle ressemble en pratique beaucoup a la théorie des domaines traditionnelle :
bien qu’il soit en théorie équivalent d’utiliser des pullbacks qui préservent les
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foncteurs de la catégorie des ensembles finis et des injections dans Cpo, il est
beaucoup plus agréable de travailler avec des FM-cpos. Cette interprétation
nous donne un modéle élégant de 1’allocation dynamique, mais, comme on
le montre dans la section 3.2.4, ne permet pas de prouver la plupart des
équivalences intéressantes.

Dans la section 3.3, on définit des relations logiques sur notre modele de
base. Elle sont paramétrées par des relations entre les états, qui spécifient
quelle partie de la mémoire est accessible et un invariant (disjoint) qui doit
étre préservé par le contexte. Cette relation est inspirée par les travaux de
Pitts et Stark [PS98] et de Reddy et Yang [RY04]. Le premier applique une
relation & une sémantique opérationnelle pour un langage otu seuls les entiers
peuvent étre enregistrés, et le deuxiéme utilise une catégorie de foncteurs pour
un langage ou tous les programmes terminent, en imposant une séparation
plus forte entre les deux parties de la mémoire (visible et cachée).

On prouve que tous les termes sont invariants par cette relation, et,
dans la section 3.4, on utilise ce résultat pour prouver quelques équivalences
complexes a propos de l'allocation dynamique. On montre aussi que notre
relation est incompléte pour I’équivalence observationnelle.

3.1 Le langage

3.1.1 Types et syntaxe

Comme on utilise une version monadique du lambda-calcul, on distingue
les types des valeurs, notés A, et des programmes, de la forme T(A). Les
types enregistrables forment un sous ensemble des valeurs, et on les note o.

A:=U|N|oref| A — T(A)
o =N | o ref
vu=A|T(A)

Les fonctions prennent des valeurs en arguments, et renvoient des programmes.

On se donne un ensemble infini (dénombrable) I d’adresses, qui représentent
les cellules mémoire. On utilisera ¢ pour désigner les adresses en mémoire.
Les types pour les états de la mémoire sont des fonctions finies des adresses
dans les types enregistrables.

A =ty :0,...,4,: 0,

Les termes du langage sont aussi divisés en valeurs (notées V), et en
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programmes (notés P) :

V o=z n|l|()|recf(z:A)=P

P =:=(V)V|letz=VinP |valV |refV|[IV |V :=V
|V =V"|succV | pred V |if V then P else P fi

G ==P|V

En général, le programme d’origine ne contient pas d’adresses £, mais comme

elles apparaissent pendant la réduction, nous les avons incluses dans le langage.
A part les constructions “let” et “val”’, inspirées des travaux de Moggi, la

syntaxe est proche de celle de ML. L’opération = teste 1’égalité des pointeurs.

Elle est en fait définissable (il suffit de modifier une parmi deux variables, et

de voir si l'autre a changé ou pas), mais nous avons choisi de I'inclure quand

méme, car elle ne le serait plus si le type U était enregistrable.

Les régles de typage sont présentées en figure 3.1.

On utilisera aussi les notations suivantes :
Az : AP =recf(x:A)=P pour f & fo(M)
M;N = letz=MinN avec x & fv(N)
Q = (recf(z:U)=fx)()

Les états de la mémoire sont des fonctions finies de I’ensemble des adresses
L dans I'union disjointe des entiers et des adresses :

Y e L—ymZ+L

On note ing,ing, les injections correspondantes, et X[¢ — inzn| (resp. inpf) la
modification de ’état . On note X, X' I'union d’états s’ils ont des domaines
disjoints. locs(G) est ’ensemble des adresses qui apparaissent dans le terme
G, et locs(X) est I'ensemble des adresses connues par I'état ¥ : L(X) =
dom(D)U{l el |2 = inyl}.

Définition 3.1.1 (Etats typés et équivalence)

Si ¥ et X' sont des états et si A =4y :0q,...,4, : 0, est un type d’état,
on définit

YeY A= Vi<i<n X~Y:(4: o)

ou

S~ (0:N) = 3n€Z3Xl=ingn =3¢
Y~Y:(l:o'ref) = el =ingl/ =X4 NT~Y:(0:0).

On dit qu’un état ¥ a le type A, ce qu’on note ¥ : A, si ¥ ~ X : Al

Quelques faits sur le typage :
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NS e R R A Sy ey

lyvarl R r o arza W R A

it ]A;F,f:A—>T(B),x:AI—P:T(B)
Y T A TFrecfo=P: A— T(B)

fty-vall ATEV A
YV A T Fval vV : T(A)

A THP:T(A) AT z: AP :T(B)

1
[ty-let] ATF letz=Pin P’ : T(B)
ATHV:AST(B) ATV B
[ty-app] : -
AT (V)V': T(B)
fty-if] ATEFV N ATHP:T(N) A;TEP:T(N)
Y A;T Fif V then P else P’ fi : T(N)
fty-eq] A;THEV i Aref AT HEV!: Aref
e ATFV =V":T(N)
ATHV A lty-deref] A;TEV s Aref
Y A;T FIV : T(A)

ty-all

[ty-alloc| A;T Fref V. T(Aref)
[ty-assign] ATHV:Aref A;TEV DA
Yy g A;FI—V::V/:T(U)

fty-succ] ATV N
Y- AT FsuccV N

[ty-pred] A; 'V eN
y-p A;THpred V : N

Fig. 3.1 — Regles de typage

97



98 Chapitre 3 — Allocation dynamique
Lemme 3.1.2

1. Pour tous A, I' et G si A;T' = G : v, alors la dérivation de typage
est unique.

2. Si A;T F G : vy, alors locs(G) C dom(A) et fo(G) C dom(T).
3. Affaiblissement pour les états. Si ¥ : A, A’ C A et ¥ C X', alors

XA

4. Affaiblissement pour les termes. Si A; '+ G : v, alors A, A T, TV =
G : 7.

5. Extension. Si X : A, £ ¢ locs(X) et Ak v :o,alors L[l — v] : A £
0.

6. Modification. Si ¥ : A, Z: 0 et A;Fv:oalors X[l —v]: A L: 0.

7. Substitution. Si A; T HV : Aet A;T,z: A M : T(B) alors
AT = M[V/z] - T(B).

Démonstration : L’unicité de la dérivation est une conséquence de la présence
de types sur les variables liées et du type d’état A. Les autres propriétés
sont faciles. |

3.1.2 Sémantique opérationnelle

Il existe plusieurs fagons équivalentes de formuler la sémantique opérationnelle.
La plus évidente est une relation d’évaluation a grands pas de la forme

Y, MUYV

qui exprime qu’un terme fermé M, évalué dans I’état X, produit la valeur
V et l’état (en général modifié) ¥'. Une autre possibilité, que nous avons
choisie, est de définir un prédicat de terminaison sur les configurations, qui
sont les paires d’un terme et d’une pile de contextes.! Dans notre langage, il
est méme possible d’exprimer les piles de contextes directement. L’avantage
de ce style de sémantique par rapport a la sémantique a grands pas standard
est que la définition du prédicat de terminaison est inductive sur la structure
du terme, et évite la notion d’état intermédiaire du calcul, qui complique
rapidement les preuves.

1La présentation par piles vient des contextes d’évaluation de Wright et Felleisen
[WF94].
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Si x est une variable, on définit I’ensemble C'ont, des continuations en z
par :
fo(M) C {z} K e Cont,
let y=M in K € Cont,

Le prédicat de terminaison prend alors la forme

valx € Cont,

Yiletz=MinK |

ou M est fermé et K € Cont,, ce qui signifie que, dans I’état X, I’évaluation
de let =M in K termine. Les régles d’inférence qui définissent ce prédicat
sont données en figure 3.2.

Il s’avére également pratique d’utiliser des continuations typées. On définit
les jugements de typage A;+ K : (z: A)" par les régles suivantes :

Ajz:AFM:T(B) AFK:(y:B)'
Ajbvalz: (z:A)T Asklety=MinK : (z: A"

Lemme 3.1.3 (Equivariance de la terminaison)

Si 7 : L — L est une permutation alors
Y,etz=MinK | +< noXorm ",me(letz=MinK) |

avec les définitions évidentes pour les actions du groupe des permutations
sur les termes et les états.

Entre autres, le lemme précédent implique qu’on peut choisir n’importe
quel nom pour les nouvelles références.

Proposition 3.1.4

Sil, 0 & locs(X) Ulocs(K) Ulocs(v), avec v = in " ou v = ingn, alors

Y[l =] letz=vallin K | <= X[{'—v]|,letz=vallinK |

Démonstration: Considérer la transposition (££'). [ |

Définition 3.1.5 (Contextes typés)

On définit les contextes C[-] comme des “termes avec un trou” et on écrit :

Cl]: (AT F7) = (A; = FT(A))

pour signifier que, quand A;T' F G : v, alors A;+ C[G] : T(A).
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[op-term] Y,letz=valVinvalzx |

S, let y=M[V/z]in K |
Yletz=valVin(lety=MinK) |

|op-ret]

E,letxglein (IetxleQ |nK) \L
E, |etx1:(|etx2:M1in Mg) in K \l/

|op-ce|

Y letxy =M [V/xo, (rec f(xg:Ay): Ay = My)/f]in K |

[op-app] S, let 21 = (rec f(z2:A;): A = M) VinK |

Yoletz=valn; +1in K |
Y,letz=succn;in K |

|op-succ]

4 Y,letr=valn inK |
[Op_pre ] E,Ietx:predLHInK \l/

Yletz=PinK |
Y,let x=if 0 then P else P' fiin K |

[op-if-true]

Y,letx=P'inK |

-if-fal
[op-if-false] Y,let z=if n+ 1 then Pelse P'fiin K |

Fig. 3.2 — Sémantique opérationnelle
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Yoletz=valOin K |
Yletz=({L=¢)inK |

[op-eq-true]

Yoletz=vallin K |
Yete=(L=¢)inK |

|op-eq-false] C#£l

Y[l — ingn],letz=val () in K |
Yoletx=~L:=nin K |

[op-assign-int)|

Y[l —inp '], letz=val ()in K |
Y,etx=£:=0inK |

|op-assign-loc]

(1) =ingn X,letz=valnin K |
Moletz=UinK |

by
[op-deref-int|

(I) =inpll X, letz=vallinK |

5
lop-deref-loc Sletz="inK |

Y[l —inpl],letz=val Lin K |
Y,letx=ref 'in K |

[op-alloc-loc| ¢ & locs(X) Uloes(K) U {¢'}

Y[l — ingn],letz=val Lin K |
Soletx=refnin K |

|op-alloc-int]| ¢ & locs(X) Uloes(K) U {¢'}

Fig. 3.3 — Sémantique opérationnelle (suite)
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Définition 3.1.6 (Equivalence contextuelle)

Si A;T'F Gy pour ¢ = 1,2 alors on écrit A;T'F Gy = Gy : v pour

VAVC[]: (AT Fy) = (A;—FT(A)).VE: A
Yletz=C[Gq]invalz | <= X,letz=C[Gq]invalz |

3.2 Modeéle de base

3.2.1 FM-cpos

On commence par introduire les définitions et résultats de la théorie des
domaines de Frinkel-Mostowski nécessaires a la suite. Pour plus de détails,
on pourra lire la thése de Shinwell [Shi04].

On se donne un ensemble infini dénombrable I d’atomes (qui seront les
adresses en mémoire). Un ensemble FM X est un ensemble muni d’une action
du groupe des permutations de L : une opération e des permutations de L
dans les permutations de X telle que

Vee X.idex = x
Vr,n' € perms(L).Vr € X.me(n' ez) = (mon')ex

et telle que chaque élément de X a un support fini : il existe un ensemble fini
L C L tel que, pour toute permutation 7 qui laisse L invariant, 7 e x = x. Si
x a un support fini, il existe un plus petit ensemble L, que 'on note supp(zx).

Un morphisme entre ensembles FM est une fonction équivariante entre
les ensembles sous-jacents :

VeNm.me(fz)=f(rex)

Un FM-cpo est un ensemble FM muni d’une relation d’ordre C telle que :

— C est équivariante (ce qui revient a dire que les permutations sont
monotones et continues),

— les chaines a support fini (c’est & dire dont les supports de tous les
éléments sont inclus dans un méme ensemble fini) ont une borne supé-
rieure.

Un morphisme de FM-cpo est un morphisme entre ensembles FM qui est
monotone et qui préserve les bornes supérieures des chaines & support fini. Il
faut remarquer que, contrairement, aux cpo usuels, certaines chaines peuvent
ne pas avoir de borne supérieure : si les éléments ont des supports croissants
et non bornés, on ne trouvera pas de limite avec un support fini.
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On note Z, B, etc. les ensembles correspondants, munis de I’action triviale
(tous les éléments ont un support vide). L est ’ensemble des adresses en
mémoire, vu comme un cpo discret avec I’action évidente : 7 e £ = 7(¢).

La catégorie des FM-cpos est bicartésienne fermée : on écrit 1 et X pour les
produits, = pour la fléche (le FM-cpo des fonctions continues a support fini)
et 0, + pour les coproduits. Les permutations agissent sur chaque composante
des paires :

me(de) = (med,mee)

et elles agissent par conjugaison sur les fonctions des objets A — B :
nef = \xrme(f(n!ex))

Il faut noter que la catégorie n’est pas pointée : les morphismes de 1 — D
correspondent aux éléments de 1 = D a support vide, alors que les éléments
des FM-cpos ont plus généralement un support fini.

L’opération de soulévement est une monade, et la catégorie de Kleisli
associée est celle des FM-cpo pointés et des fonctions continues strictes a
support fini. Elle est symétrique monoidale fermée, on note la fléche —o.

Si D est un FM cpo pointé, on définit fiz : (D = D) — D comme
d’habitude : la chaine deD a un support fini, car il est inclus dans celui de
I’élément de D = D qu’on donne a fix.

3.2.2 Définition de la sémantique

Sémantique des types

Le FM-cpo des états S est L = (Z+L), c’est-a-dire les fonctions a support
fini des adresses dans les valeurs enregistrables. Cet ensemble contient des
fonctions avec une valeur par défaut (c’est a dire les fonctions constantes sauf
sur un nombre fini d’adresses) mais aussi, par exemple, les fonctions qui sont
I’identité partout sauf un nombre fini d’adresses.

On fait le lien avec les états finis de la sémantique opérationnelle en
définissant

[£] = {S €S | V£ € dom=.5(¢) = B(£)}

I1 faut noter que, quel que soit ¥, [X] n’est pas vide (il est méme infini).
Contrairement & ce qu’on aurait pu espérer, il n’y a pas de lien, ni d’inclusion,
entre locs(X) et supp(S) pour S € [X].

Le déréférencement est I'application, qui est continue et équivariante,
comme la modification -[- — -] de type S x L x (Z 4+ L) — S définie par

v sil=1/

(Sl o])(6) = {S(ﬂ') sinon.
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U] =1

IN] = Z

[oref] = L
[A—=T(B)] = [A]= T([B])

T(D) = S=D=0) —(S=0)

Fig. 3.4 — Sémantique des types

La propriété suivante est facile & prouver :
Lemme 3.2.1

Pour tous 3, 4, v € (Z+ L), [E[f — v]] ={S[{ —v] | S € [E]}.

L’équivalence des états de la sémantique opérationnelle est étendue naturel-
lement aux états de la sémantique dénotationnelle. On obtient, comme prévu :

Lemme 3.2.2

Pour tout ¥ : A, et pour tous S1, 52 € [X], S1 ~ Sy : A.

On note O le FM-cpo plat 1, qui contient deux éléments {T, L} avec
laction triviale. Le FM-cpo [y] est défini inductivement par les régles données
en Figure 3.4. L’interprétation des types de programmes 7' combine 1’état et
la continuation :

1. la monade prend comme premier argument une continuation en D,
c’est-a-dire une fonction qui prend un état (dans S) et une valeur (dans
D), et qui termine ou pas (dans Q),

2. elle prend ensuite un état initial (dans S),

3. lintuition veut qu’un programme utilise cet état initial pour (éventuel-
lement) produire un nouvel état et une valeur de D qu’il passera a la
continuation.

L’utilisation d’'une monade de continuations pour définir une sémantique
élégante de la création de nom a été présentée par Shinwell et Pitts [SP05],
dans le contexte de FreshML. II faut aussi remarquer que les dénotations
sont strictes : elles doivent utiliser la continuation. Par contre, rien ne force
le déroulement exact indiqué ci-dessus : en particulier, et on le verra plus loin,
en répliquant I’état initial (et donc en annulant toutes les transformations
du nouvel état), on peut casser des équivalences.
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L’avantage par rapport 4 une monade classique d’état (— x (S — S) est
qu’on pourra plus facilement valider la régle de garbage collection puisque,
connaissant la continuation, on sait si une adresse peut étre réutilisée. De
plus, 'utilisation de continuations est suggérée par la définition de la réduction
elle-méme.

Sémantique des jugements de typage

On définit la sémantique des contextes de typage par :
[[xl : Ala---axn : An]] = {xl : [[Al]], , Ty ° [[An]]}

C’est un enregistrement plutot qu'une liste, car il est plus aisé d’utiliser des
noms de variables : si p € [I'], on écrira p(x) au lieu de m;(p).

Les jugements de typage sont interprétés par des éléments de (I’ensemble
sous-jacent a) I'objet fleche interne, plutot que par des morphismes de la
catégorie :

[ATEG:q] €[] =[]

et pas
[A; =G eq]: [I] =[]

En effet, la présence des adresses dans les programmes fait que leurs dénotations
ont, en général, un support non vide.

Par ailleurs, les dénotations sont définies comme des fonctions sur tous
les états, méme si les théorémes d’adéquation seront énoncés seulement pour
les états du bon type. On utilisera aussi la notation in, : [o] = (Z+1L) pour
tous les types enregistrables o : inyn = ingzn and ing e £ = ing L.

La sémantique dénotationnelle est définie par induction sur la dérivation
de typage (qui par le lemme 3.1.2, est unique). La plupart des clauses sont
triviales, on ne rappelle en figure 3.5 que les cas intéressants.

Alors que la sémantique dénotationnelle est définie & ’aide de continuations,
il n’y a pas d’opérateurs de controle dans notre langage, et, par conséquent,
toutes les opérations sur lesdites continuations sont triviales. Elles ne servent
qu’a définir quelles sont les adresses utilisées par le reste du programme,
pour pouvoir en choisir une quand on doit interpréter la régle [ty-alloc| : les
continuations explicites définissent par rapport & quoi cette adresse doit étre
nouvelle, la technique des FM-cpo nous assurant qu’il existe toujours une
telle adresse, et que le choix n’importe pas. Pour le vérifier, on peut faire un
calcul : en écrivant f pour

M.ES[— in, ([A; T HV :o]p)] £
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[ty-loc| :
[A;THL:oref] p=1¢

[ty-let] :

[A;T Fletz=Pin P’ : T(B)]p =
ARASJA; T E P :T(A)] p A A JA; T,z : AF P : T(B)] plx—d kS") S

[ty-val] :
[A;TEvalViT(A)] p= A ASE S ([A; TV 2 A] p)
[ty-deref] :

[[A'FF_‘V'T(U)]] = \k.\S kSx si S(HA;FFV:JI‘ef]] p):inax
’ o P R S sinon
[ty-assign] :

[A;TFV :=V": T(unit)] p =
AeASES[([A; TV soref] p) — ing ([A; T H V' 2 o] p)] *

[ty-alloc] :

[A;T Fref Vi T(oref)]p = Ak AS. kS[ — ing ([A; T =V 2 o]p)] £
ou £ & supp(M'.k S[l' — in, ([A;T HV 2 a]p)]¥)

[ty-rec] :

[A;T = (recfe=P): A= T(B)]p =
fix(Ap x.[A; T, f: A— T(B),z: AF P: T(B)] plf = ¢,x — ¥x])

Fig. 3.5 — Sémantique des termes (extrait)
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et en choisissant /1, {5 ¢ supp(f) distincts, alors

kS[l — in.([A;T FV :a]p)] b

= f 2

= (lily) @ (f 1) laction sur @ est triviale
= ((£14s) @ f) ((£142) ® £7) action sur les fonctions
= f((bitz) o 4y) car 41,4y & supp(f)

= fl transposition

= kS — in,([A;T FV :0a]p)] o

Une autre possibilité, peut-étre plus naturelle, de définir la sémantique de
I’allocation est d’utiliser

“...pour n’importe quel £ & supp(k) U supp(S) U supp([A;T =V : a]p)”
qui est équivalent, car

supp(M.k S[l — in, ([A; T FV : o]p)]£)
€ supp(k) U supp(S) U supp([A; T =V 2 o]p)

Nous avons choisi cette présentation pour montrer que la notion de support
est sémantique, et pas syntaxique : la quantification couvre les adresses qui
n’ont pas encore été utilisées, mais aussi celles qui ne sont plus accessibles
depuis la continuation (garbage collector).

On définit aussi la sémantique des continuations si Aj- K : (z : A)T
alors

[AsF K :(z:A)T]% = ASA.[A;z: A K :T(B){z~ d}(AS.\.T) S

S=[A] = O
Il est facile de vérifier ces quelques propriétés :
Emme 3.2.3
1. La sémantique est bien définie.
2. supp([A;T F G :7]) Clocs(G).
3. SiA;T'F G : yalorspour tout A", [A;T G :v] = [A AT G :9].
4. Substitution. Si A;TFV : Aet A;T 2 : AF P: T(B) alors

[A;THPV/z]: T(B)]p=[A;T,2: A P: T(B)] plz — [A; T FV - A]]
5. Compositionalité. Si

Cl—|: (AT Fy) = (AFT(A) et [A;TEGL ] =[ATFGe:9]
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alors
[Ask C[Gh]: T(A)] = [AsF C[Go] : T(A)].

6. Termes et continuations :

[AjFlety=MinK : (z: A)T]¥
=ASM.[A;2: AFM :TB)|{z—d}[A;FK:(y:B)']¥S

3.2.3 Correction et adéquation

Il s’agit maintenant de prouver la correction et ’adéquation de la sémantique
dénotationnelle, par rapport a la sémantique opérationnelle.
Proposition 3.2.4 (Correction)

SiAEM:TA), AsEFK:(z:A)7T,S: Aet S e [X] alors

Setz=MinK | = [AFM:TA]J}AFK: (z:A)T]fS=T

Démonstration: Par induction sur la preuve de termination. On donne seule-
ment quelques cas intéressants :

Cas [op-term] :

[As¢val Ve T(A)]{}[AsFvalz: (z: A)T]KS
= sémantique de val, définition de [-]¥
(AEAS.ES ([A;EV 2 AJ{}) (ASAd.[Ajz : At valz: T(A)]{z — d} (AS.A\d.T)S) S
= réduction
(ASAd.[A;z: At valz : T(A)] {z — d} (ASAd.T)S) S ([A; -V = A{})
= sémantique de val et z, réduction
(ASAA.T) S ([A; -V A{})
= réduction
T

Cas [op-ret] : Par hypothése, on a

S, lety=M[V/z]in K |
A;FvalV:T(A)
Asklety=MinK: (z: A)7T
YA
S e [¥]



3.2. Modéle de base

Ainsi, par la régle de typage pour les continuations, pour un certain B,

A;z:AFM:T(B)
AFK:(y:B)T

Par le lemme 3.1.2 (substitution) on a
AsF M[V/z) - T(B)
et donc on peut appliquer I’hypothése d’induction, et on obtient
[AsE M[V/z]: T(B)] {}[AFK: (y:B) ' ]X5=T
On peut alors calculer

[As- M[V/a]: D(B)]{} [As- K« (y: B)T]* S
= lemme 3.2.3 (substitution)

[Asz:AFM:T(B)|[{z— [AFV A [A;FK:(y:B)T]XS
= lemme 3.2.3 (termes et continuations)

[As-lety=Min K : (z: A)T]X S ([A;-V = A]{})
= sémantique de val

[AsFval V:T(A)]{}[AsF lety=MinK : (z: A)T]¥ S

Cas [op-alloc-loc] :  Par hypothése, en examinant les régles [ty-loc] et [ty-
alloc|, on a &, A, K, o0, S, £ tels que

YAl o

S €[]

Al oy ref £ T((o ref ref))
A o K (x:orefref) T

L ¢ locs(X) Ulocs(K) U {¢'}
Y[l inpl],letz=valLin K |

et on veut prouver que
[A, 2 :o;t-ref £ : T(orefref)| {} [A, 0 o3 K : (x: orefref) T[S =T
Par la proposition 3.1.4, on peut aussi supposer que
¢ & supp(S) U supp([A, £ : o3+ K : (z : o refref) T]X)
Par le lemme 3.1.2 (extension)
S inp(0)]: Al 0,0 : o ref
et par le lemme 3.2.1

S[e s iny (¢)] € [S[E > inp ()]
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donc on peut appliquer 'hypothése d’induction pour obtenir

[A, 2,0 val £] {} [A, 2,4+ K : (z: o refref) '[K S[¢ — inp,(¢)] =T

On peut alors enrichir le contexte pour K et faire un calcul

[A, 2, 2;F val £: T(o refref)] {} [A, £;F K : (z: o refref) T|K S[L s ing,(£)]
= sémantique de val
[A 2 K : (z: o refref) 'K S[2 s inp(£)] ([A, £, 4;1 £ : o refref] {})
= sémantique de £
[A, 2 K : (z: o refref) T]K S[0 s ing,(£)] £
= sémantique de £
[A 21 K : (z: o refref) TJK S[0— ing ret([A, £ £ 2 o ref] {})] £
= sémantique de I'allocation, hypothéses sur £
[A, 2 F ref £ - T(o refref)] {} [A, ;- K : (x: o refref) T]K S

comime attendu. [ |

Pour prouver I'autre direction, on utilise des relations logiques d’approximation
formelle entre la syntaxe et la sémantique :

RS =
Ry =
Ry =

2,8) | D:AAS € [I]}

(0,%)}
n)|nez}

n,n
0,0) | Ak £ o ref}
W,g) | AjFW : A; — T(A) A g € [4; — T(A)] AVA’ D A.
V(V,d) eRY.(WV,gd) € RT(A2)}
{(K,kE) | AsF K :(z:A)TAk:S=[A] = OAVA' DA
V(V,d) e R V(E,8) eRY kSd=T = %, letz=valVinK |}
{(M,d) | A;- M : T(A) Ad e [T(A)]AVA' D A.
V(K k) €eRY,wV(S,S)eRY Ak S=T = Yletz=MinK |}

{(
{(
{(
{(
{(

On les étend aux termes ouverts :

RA ... =

{(V. ) | 85 : A=V AN f e[ A = [A]AVA D A
V(Vi,dy) € R . (V[Vi/wi], f {zi— di}) € RY'}

{(M, f) | A& A M :T(A)A f €[5 : A] = T([A]) AVA’ D A
V(Vi,d;) € Rﬁé- (M[Vi/zi], f {zi = di}) € R%EA)}

Le lemme suivant établit quelques propriétés élémentaires des relations :
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Lemme 3.2.5

1.

o oW

Si A" O A alors Rﬁ' D) R$ (resp. pour les termes ouverts, les
continuations)

. Si (M, f) € R, ma,) et (K k) € RﬁAT alors

2

(lety=Min K,ASd.f {z — d} k S) € RﬁAIT.

(val 2, AS.Ad.T) € RS ,+.
Si Ajk F : A= T(B) alors (F,\dAkAS.L) € R, 1.
SifCget (M,g)€ ]R%(A), alors (M, f) € R%(A).

Si fo C fi1 C ... est une chaine a support fini de [T(A)] et si pour
tout n, (M, f,) € R%(A), alors (M, | | fa) € R%(A).

Démonstration :

1.
2.

Découle immédiatement des définitions.

Notons que A; - lety=MinK : (z: A;)". Soient A’ D A, (V,d) € ]Rﬁ;
et (2,5) € RY tels que (ASd.f {z + d} k S)Sd = T. Comme
(V.d) € Ry, (M[V/a],f{z + d}) € Ry . Puisque (K,k) €
]Rﬁig et (3,9) € RSA’, f{z — d} kS = T implique que X,lety =

M[V/z]in K |, ce qui améne

Yoletz=valVinlety=Min K |.

3. Pour tous X, V, X, letz=valVinvalz |.

Pour tout F,.V, KX, ona (L=T) = 3/letz=FVinK |.

. Supposons que f C g et (M,g) € R%(A). Soient A’ D A, (3,95) € RgA’

et (K,k) € ]Rﬁ'AT tels que fkS = T. Comme f C g, gkS =T
également, X, letz=M in K |.

. Soit f, une chaine & support fini telle que, pour tout n, (M, f,) €

R%(A). Soient A’ D A, (%,8) € RS et (K,k) € Rﬁ'AT tels que
Ll fnkS = T. Par continuité il existe n tel que f, kS = T, donc
S,letz=MinK |. ]

Lemme 3.2.6 (Lemme Fondamental)

1.
2.

Si A;T Vi Aalors (V,[A;THV 2 A]) € RA,.

Si A;THM:T(A) alors (M, [A;TF M :T(A)]) € R?FT(A).
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3. SiAFK:(z: A)T, alors (K, [AF K= (z: A)T]F) e RS,

Démonstration: Pour les valeurs comme les programmes, on fait une induction
sur la dérivation de typage. On prouve seulement quelques cas. Soit I' =
{z1 : A1,...,2, : A,} et supposons que A’ D A, (V;,d;) € Rﬁ; et que
p= {.’Ez = dz}

Cas [ty-var| : Le couple (z;[V;/zi], [A;T F x; : Aj] p) est (Vj,d;), qui est
dans Rﬁ; par hypothése.

Cas [ty-int] :  (n[Vi/z;],[A;T Fn:N]) = (n,n) € RY par définition.

Cas [ty-rec] :

[A;TF(recfz=P): A—T(B)]p
= ﬁw(w :[A — T(B)].Ax : [A].[A;T, f,z = P : T(B)] plf = @,z x])
= Ufi

ou

fo = AMEAS.L
firr = MCIAT,f: A= T(B),z: AF P:T(B)] plf = fir = X))

Par le lemme 3.2.5, (rec f z = P[V;/z;], fo) € Rﬁ'_),r p)- Par hypothese d’in-
duction, on obtient le méme résultat pour chaque f;. Ainsi, le lemme 3.2.5
nous dit que pour tout V, {f | (V,f) € Rﬁ_)T(B)} est clos par limite de
chaine, ce qui conclut la preuve.

Cas [ty-loc] : Immeédiat.

Cas [ty-app] : Par induction
(VIVi/ai, [T RV A= T(B)]p) €RY gy et
(V'[Vi/zi], [AT F V' 2 Alp) € R

Ainsi

V V) [Vi/zi], [A;T EV V' T(B)]p)
[Vi/zi] VI[Vi/zi), ([T FV : A= T(B)]p) ([A; T HV': A]p))

(B)

m |l

((
W%
Ry
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Cas [ty-let] : On veut prouver
((let z= My in My)[Vi/], [A;T - let =My in My : T(A;)] p) € Ry 4,

Soient A" D A’} (K,k) € Rﬁ;; et (X,9) € ]RSA". Par induction, on peut
prouver que

(Ms[Vi/zi), Mz > d}.[AT - My : T(Ag)] plo > d)) € RY, myay
donc, par le lemme 3.2.5 point 2,
(let y=Ma[V;/z;] in K, ASA.[A;T - My : T(A2)] plz — d]k S) € Rﬁ;'q
Encore une fois par induction
(My[Vi/2:), [AT + My : T(A1)] p) € Riya,)

donc

[A;TH My : T(AD)]p(ASA.[A;T - My : T(Ag)] plz — d]kS)S = T
.
S, letz=M[V;/z;]in (lety=My[V;/z;]in K) |

Puisque le premier membre de 1’égalité est exactement
[A;T Fletz=Mqin My : T(Ag)]pkS = T
et que le dernier implique que
Y, lety=(letz=M; in M3)[V;/z;]in K |

la preuve est terminée.

Cas [ty-val] : On veut prouver que
((val V)[Vi/z:], [A;T - val V : T(A)] p) € RY 0
Soient A" D A'| (K, k) € ]Rﬁ::ﬁ et (3,9) € R§A”. Par induction
(VIVi/ail, [AT FV 2 Al p) € RY
Donc
kS(ATHV :Alp) = T

_—
Y, let z=val (V[V;/zi]) in K |

Puisque le premier membre de 1’égalité est exactement
[A;TEvalV:T(A)]pkS = T
et que le dernier est évidemment
Y, letz=(val V)[V;/z;]in K |

la preuve est terminée.
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Cas [ty-deref] :  On veut prouver que
(IV[Vi/z, [AT HIV : T(0)] p) € Ry,
Par [ty-loc], il faut V[V;/xz;] = £ pour une adresse £ telle que £: 0 € A/, et

par induction
!

(VVi/i], [A;T FV :oref] p) € R o

ce qui implique que [A;TF V :oref] p = £ également. Soient A” D A’
(K,k) € Rﬁ'alT et (£,9) € R§". Puisque T: A" D A’ (I:0) et S € [¥],
il existe un v tel que X(£) = in,v et S(£) = in,v. Donc, en développant la
sémantique de la lecture en mémoire, on voit que prouver

[A;THWV :T(o)]pkS = T = E,letz=V[V;/z;]inK |
revient & prouver
kESv =T = Xletz=¥inK |

qu’on obtient, par la sémantique opérationnelle ([op-derefn|, [op-derefl]) si
on prouve que

kSv =T = Xletz=valvinK |
Comme (K, k) € Rﬁ’;T, I'implication est vraie sl existe un A” O A tel
que (v,v) € RUA"' et (X,9) € RSW. Sioc=N, et doncv=mnpourunn € Z,
alors on choisit A" = A”. Si o = ¢’ ref pour un ¢’, et donc v = ¢ pour une
adresse ¢ € L, alors on considére deux cas. D’abord, si £ € dom(A") alors
on peut prendre A" = A" et la preuve est terminée. Sinon ¢ & dom(A"),
et on choisit alors A" = A" ¢' : ¢'. Par définition du typage des états,
on doit avoir ¥ ~ X : (¢ : ¢') et par définition de [X] cela signifie que
(3,9) € ]RgAm donc la preuve est terminée.
Cas [ty-alloc] :  On veut prouver
((ref V)[Vi/il, [A;T - ref V : T(o ref)] p) € RY, pepy
Soient A" D A/, (K, k) € Rﬁ; o e (5, 9) € RS" . Comme, par induction
(VIVi/wil, [AT FV 2 0] p) € RS
il existe un v € [o] tel que [A;T' =V : o] p = v et V[V;/z;] = v. On choisit
0 & supp(M' .k S[l' — ing ([A;T =V : a]p)] £ )Ulocs(E)Ulocs(K )Ulocs(V [V /i)

et on constate alors (lemme 3.2.1 et typage d’un état) que

(S = ingv], S[ — ingv]) € RS 7
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A g . N . .
et (£,) € R> 7 ce qui nous améne au raisonnement suivant

[A;T Fref V:T(oref)]pkS = T

=—> sémantique de l'allocation, fraicheur de £
kS — in([AsTEV io]p)]l = T

= kS[{l—inv]l = T

— par hypothése sur (K, k)
Y[l — inyv], letz=valLin K |

= X[l —ins(V[Vi/zi])],letz=valLin K |

= par [op-allocl] ou [op-allocn] et fraicheur de £
Y letz=ref V[V;/z;]in K |

comme attendu.

Cas [ty-assign| : Par induction

(VIVi/z],[ATHV soref] p) € RS

o ref

(V'lVi/zl,[AT HV' 0] p) € RY
Donc, pour certains £ et v,

VIVi/zil=£ et [A;THEV :oref] p=1¢
V[Vi/z)=v et [A;THV :0]p=w

p N ] Al Al
Par conséquent, si A" D A" (K, k) € R i €6 (%,5) e Rg

[ATEV .=V :T(unit)] pk S=T
= kS[l—inev]x=T
= X[~ inyv],letz=val()in K |
car ((),*) € RA% et (D[ inyu], S — in,v]) € RE”
= Y,letz=~£:=vinK |
= 3letz=(V:=V")[Vi/z;)inK |

Cas [ty-succ], [ty-pred] : Par induction
(VIVi/ail, [T FV zint] p) € Riy

int
Donc il existe m,n € Z tels que
VIVi/zil=m et [A;THEV:intjp=m
Ainsi, si A" D A} (K, k) € Rﬁ;’ntT et (Z,5) € RY" alors

[A;T Fsuce Ve T(int)| pk S=T
= kES(m+1)=T
= X,letz=valm+1inK |
= X, letz=m+1inK |
= X letz=succ V[V;/z;]in K |
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La méme preuve est valable pour toutes les opérations élémentaires, y com-
pris le test d’égalité.

Pour les continuations, on fait encore une induction. Le cas K = val z
est évident, car let z =val V in val z termine toujours. On examine le cas
lety=MinK,ou A;z: AFM:T(B) et A;- K : (y: B)'. Soient (V,d) €
Ry et (%,8) € RE tels que [A;klety=MinK : (z: A)T]¥Sd=T.On
veut prouver que X, let z=val Vin (lety=M in K) |. Par induction

(M[V/a],[Asz: A M : T(B)] p) € Ry
et
(K,[83F K = (y: B)T]X) € RY

donc

[Ajz:AFM:T(B)]{z—d}[A;FK:(y:B)T]¥S =T
= Y, lety=M[V/z]inK |

par le lemme 3.2.3 (termes et continuations), le premier membre est
[AsFlety=MinK :(z:A)']¥Sd

et le dernier implique, par [op-ret], que
Y,letz=valVin(lety=MinK) |

ce qui conclut la preuve. |

La propriété suivante est une conséquence directe du lemme fondamental :

Proposition 3.2.7 (Adéquation)
SiAFM:TA),AFK:(z:A)7,Y:Aet S e [X] alors

[AFM:TA]J[AFK:(2:A)T]fS =T = X, leta=MinK | .

Correction et adéquation réunies impliquent la validité du modéle pour
prouver des équivalences observationnelles :

Proposition 3.2.8
Si A;THG;:ypouri=1,2et

[ATEGy iy =[ATHGs 7]

alors
ATHFG =Gy iy
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ATHV Ay AT )z AjE M :T(Ay)
AT Hletz=val Vin M = M[V/z] : T(As)
A;TEM:T(A)
AT Hletz=Minvalz ~ M : T(A)
AT,z: A f: A—>T(B)F M : T(B) ATHV A
T AT (recf (@ A) = M)V ~ M[V/z,rec f (@ : A) = M/f] : T(B)
_> ATV A— T(B)

AT (recf(z:A)=B(Vzx)~V:A— T(B)
ATEM:T(A) AT,y: AiEN:T(Ay) AT z: Ay F P:T(A3)
AT Hletz=(lety=MinN)inP <lety=M in (letz=Nin P) : T(As3)

A;T Fval Vi < val Va : T(A)
mono-T ATHFVI=Vy: A

8T

nT

B

n

let-cc

Fig. 3.6 — Egalités du métalangage

Démonstration: Supposons que ¥ : A et C[—]: (A;T Fv) = (A;F T(A)). On

a
Y, letz=C[G]invalz |
= VS e [Z].[A;F CIG1]: T(A)]{} (ASAd.T)S =T  Correction
— VS e [X].[A;F C[Go] : T(A)]{} ASAd.T)S=T  Lemme 3.2.3
= X, letz=C[Gy]invalz | Adéquation g

3.2.4 Egalités dans le modéle, incomplétude

Dans cette section, on présente quelques équivalences validées par le
modéle, et quelques contre-exemples.

3.2.5 Egalités

La premiére série d’équations sont celles du lambda-calcul monadique.
Parmi elles, on peut relever les régles de congruence qui dérivent de la
compositionnalité de la sémantique, les régles 5 et n, et d’autres régles de
commutation, groupées dans la figure 3.6.

Les équations qui impliquent des références qui sont valides dans le modéles
incluent les propriétés de base de l'affectation et du déréférencement, ainsi
qu’une régle d’échange des allocations dynamiques. Ces régles sont présentées
en figure 3.7, sous forme de systéme d’inférence, bien qu’elles soient loin de



118 Chapitre 3 — Allocation dynamique

ATEV oy AT EV: o9
ATz opref,y i ogref E N : T(A)
A;T Flet z=ref Vi in (let y=ref V5 in N)
~ lety=ref Vain (let x=ref V; in N) : T(A)
ATEViioref A;THVa:io
A;TFletz=V,:=VainlVy < letz=V; := Vyinval V : T(0)
ATEV ioref A;THEV:o ATHEV3:o
AT E VL=V Vii=Vs) = (Vi :=V3) : T(U)
ATHEV ioref AT z:0,y:0F N:T(A)
AT Hletz=!Vin(lety=!VinN) < letz=!Vin N[z/y] : T(A)

swap

Fig. 3.7 — Quelques équations & propos de références

former une axiomatisation compléte des égalités du modéle. Il y a bien str
d’autres équations, & propos des opérations arithmétiques par exemple.

Proposition 3.2.9

Chaque égalité des figures 3.6 et 3.7 est validée dans le modéle de la
section 3.2.

Démonstration : On esquisse seulement la preuve de I’équation swap. Suppo-
sons que
ATEV; oy
AT H Voo
AT x oy ref,y : ogref H N : T(A)

et pe[I],S:Ak:S= [A] = 0. On choisit alors des adresses distinctes
£1, 405 telles que

b,y ¢ supp(p) U supp(k) U supp(S) U[A; T F Vi o]
UIA;TE Vot oo] UJA;T, 2z : oy ref,y : oo ref = N : T(A)]

Un calcul facile donne

[A;T Flet z=ref Viin (lety=ref Vo in N)]| pk S
= [A;TEN:T(A)]plz— by,y — Lo kS

ou

S = Sty ing ([A;T FVyo1] p),le = ing, ([A;T = Vo i 03] plz — £1])]
= Sl = ing, ([A;T Vi o1] p), Lo — ing, ([A; T F Va : 02] p)]
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car z n’est pas libre dans V5. On a choisi 4; et £ assez nouvelles pour
obtenir, par un autre calcul

[A;T Flety=ref Voin (let z=ref Vi in N)]| pk S
= [[A;F FN: T(A)ﬂ p[.’E = El,y = EQ]kS"

ou

S" = Sty ing, ([A;T = Vo :09] p), b1 = ing, ([A;T Vit o1] ply = £3)])]
= S[le — ing, ([A;T F Vot og] p), 41— ing, ([A;T F Vit o1] p)]
= S

3.2.6 Incomplétude

On peut dégager trois raisons qui feraient que notre modéle n’est pas
complétement adéquat :
— D’abord, les problémes de séquentialité (ou paralléle) des modéles déno-
tationnels simples vont apparaitre,
— L’utilisation de continuations permet d’exprimer des opérateurs de
contrdle, alors que notre langage en est dépourvu,
— Enfin, le modéle ne représente pas précisément les espaces privés de la
mémoire.
Nous développerons plus loin des outils pour essayer de corriger les deux
derniers problémes. On présente ici deux exemples de la troisiéme catégorie.
Meyer et Sieber [MS88| ont présenté une suite de cas pour évaluer les
modéles des variables locales des langages de la famille d’Algol. Le premier
d’entre eux est une sorte de ramasse-miettes (garbage collector), qu’on peut
exprimer dans notre langage par la régle suivante :

ATV :o A THEN:T(A)
AT Hletz=ref Vin N < N: T(A)

[GC] z ¢ fu(N)
C’est une équivalence observationnelle valide, mais elle est fausse dans le
modéle, car il contient des éléments pour N (ou la continuation qu’on lui
donne) qui peuvent tester des conditions comme 3¢ € L.S(¢) = iny(3), ce
qui rend ’initialisation visible. Ces tests ne sont évidemment pas définissables
(ils examinent I’ensemble de la mémoire), mais on n’a rien fait jusqu’ici pour
les éliminer.

Les régles swap et GC correspondent aux régles structurelles de congruence
pour la restriction dans le m-calcul. On pourrait les voir comme un minimum
pour que le modéle soit utilisé, mais elles ne sont pas validées dans beaucoup
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de travaux antérieurs : le modéle de mondes possibles de Levy [Lev02| n’en
valide aucune, et comme le notre, le modéle de Stark [Sta94, Chapter 5] ne
valide pas la deuxiéme. Ce n’est pas vraiment surprenant, car ces modéles
sont proches du notre, méme si I'utilisation des domaines FM rend la présen-
tation beaucoup plus élémentaire que 'utilisation de catégories de foncteurs.
Plotkin et Power ont examiné comment construire des monades, en particulier
pour représenter les états locaux et globaux, & partir d’équations algébriques
sur les opérations a décrire. Ils ont d’abord pensé [PP02b]| que la régle GC
était fausse dans leur modéle, mais un erratum [PP02a| prouve qu’elle est en
fait tout a fait valide.
Le deuxiéme exemple de Meyer-Sieber est, dans notre syntaxe, I’équivalence
suivante :
f:U=>TWUFP=Q:TU)

ol P est le terme

let z=ref 0in

/0

let z=!z in

if z then Q else val () fi

Il n’est pas difficile de se convaincre que cette équivalence est valide : f n’a
pas accés a la nouvelle variable x, donc soit f() diverge, soit il termine et x
contient encore 0, donc le test diverge. Malheureusement, les dénotations des
deux termes ne sont pas égales dans le modéle.

La dénotation de P dans un environnement p est

kS'x si S'Y =ingn pour un n # 0

!
Ak AS. p(f) * ()\S a. { N otherwise ) S — 0]

pour une adresse £ bien choisie. La fonction

© = Ar. Ak ASk (M.ingl) x

qui remplit la mémoire avec des 1, n’est pas définissable, mais est un élément
de [U — T(U)]. Dans un environnement ou p(f) = ¢, on obtient pour [P]

Ak AS.k (M.ingl)

qui n’est manifestement pas L.

3.3 Relations paramétriques

Pour résoudre les problémes vus dans la section précédente, on instrumente
le modéle avec des relations logiques. On utilise une variante plus complexe :



3.3. Relations paramétriques

les relations paramétriques. Beaucoup d’auteurs ont utilisé la paramétricité
a propos de la mémoire. Notre approche est trés influencée par les travaux de
Pitts et Stark [PS98| et de Reddy et Yang |[RYO04|. Il s’agit en fait de définir
une famille de relations pour chaque “état” de la mémoire : les paramétres
représentent les états sur lesquels s’appliqueront les éléments a relier. On
utilise un ensemble ordonné : les paramétres plus grands représentent des
états sur lesquels on sait plus de choses, mais les informations supplémentaires
doivent rester compatibles avec les contraintes qu’on avait sur le plus petit
parameétre.

Plus concrétement, on va dans un premier temps définir un ensemble
ordonné (P,r>) de paramétres, puis une famille de relations sur les états
indexée par les parameétres

VPG,P.RS(]))QSJ_XSJ_

et enfin une famille de relations indexée par les paramétres et les types sur
les FM-cpo utilisés pour interpréter les types :

Vp € P.V7.R,(p) C [v] x [].

On va alors prouver que l'interprétation de chaque régle de typage préserve
les relations, et donc que les dénotations des termes sont reliées a elles-mémes.
On en déduira que les termes qui ont des dénotations reliées sont observation-
nellement équivalents.

3.3.1 Relations finitaires entre états et parameétres

Les briques de base de notre systéme de relations sont les relations entre
états. Leur particularité est qu’elles ne dépendent que d’une partie finie de la
mémoire, ce qui va nous permettre de modifier les états hors de ce “domaine”
en étant strs de préserver la relation.

La logique de la séparation (separation logic, [ORY01]) utilise cette notion
de “domaine” d’une relation, mais elle est implicite : la conjonction * est
définie entre états partiels & supports disjoints. Nous avons choisi d’utiliser
des états totaux, il va donc falloir expliciter quelle partie de ces états est
concernée par la relation : la conjonction reliera en fait des états totaux tels
que ces parties sont disjointes.

On pourrait penser que la notion de support des FM-cpo serait utile pour
définir ce “domaine” : une idée naturelle serait de définir les relations comme
des fonctions a support fini de S x S — 1 + 1. Malheureusement, il apparait
que ce n’est pas le bon outil pour définir la séparation des relations. D’abord,
il faut “suivre les pointeurs” : par exemple, la relation

{Sl, SQ | EIE, El, 62.51 (61) = Sg(fg) = an() A Sl(g) = mLEl A Sz(g) = in]LEQ}
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n’a que £ dans son support, mais une écriture dans l’adresse “du milieu”
(quantifiée existentiellement, donc hors du support) peut briser la relation
entre deux états.

Méme avec une mémoire “plate”; c.-a-d. ou les seules valeurs enregistrables
sont les entiers, une relation comme {(S1,S52) | 3¢, 514 = 0 = Syl} peut
étre perturbée par une écriture hors de son support (qui est vide) : le but
du support était d’éviter les fonctions 4 domaine infini, mais cet exemple
montre qu'une fagon facile d’avoir un support fini (vide) est précisément
d’avoir un comportement infinitaire tant que toutes les adresses sont traitées
uniformément. On pourrait éviter ces cas en imposant qu’une relation ne
dépende que des adresses accessibles en suivant des pointeurs depuis son
support, mais il faudrait alors prouver que toutes les relations que nous allons
construire ont cette propriété, ce qui se révele assez vite pénible, et interdit
par exemple de modifier ¢ dans des états reliés par {(S1,S2) | 3¢, 514 =0 =
Sol} : la relation ne lit pas ¢ (on peut donc y écrire sans danger), mais cette
adresse est accessible depuis le support.

Nous avons plutot opté pour une définition explicite de support, que nous
appelons fonction d’accessibilité. La technique des FM-cpo est donc presque
totalement absente de cette partie, mais il reste néanmoins trés utile d’avoir
une notion de renommage intégrée aux domaines, car la création de noms est
simplifiée : au lieu d’une bijection entre noms (comme dans [RY04]), nous
pouvons utiliser 'identité, c’est-a-dire représenter les noms publics par un
sous-ensemble fini de L, en choisissant la méme adresse des deux coétés dans
la preuve du lemme 3.3.16.

Nous commencons donc par définir les fonctions d’accessibilité : elles
représentent la partie de la mémoire qu’une relation entre états inspecte.
Comune cette partie dépend de I’état lui-méme (c’est intuitivement I’ensemble
des adresses accessibles en suivant les pointeurs depuis un ensemble d’adresses
de base), on utilise des fonctions des états dans les parties finies de L.
On aurait pu les définir simplement comme la cléture par déréférencement
d’un ensemble de base (le “support” de la relation), mais, pour éviter des
complications techniques, nous avons préféré une définition plus abstraite, ol
on requiert seulement une propriété qui suffit & prouver le lemme fondamental.

Définition 3.3.1 (Fonction d’accessibilité)

Une fonction d’accessibilité A est une fonction de S dans les ensembles
finis de L telle que :

VS, S’ €S, (Ve AS, St = 5'0) = A(S) = A(S")

L’ordre de sous-typage <: est défini point par point :
A< A = VS, A(S) 2 A'(9)
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Une fonction d’accessibilité est plus petite qu'une autre si les contraintes
induites sont plus fortes, i.e. I’ensemble des adresses examinées est plus grand.
C’est un ordre partiel et la fonction AS.(), qu’on note @), est le plus grand
élément.

Une source de fonctions d’accessibilité est notre notion de type d’état.

Définition 3.3.2 (Partie accessible d’un état typé)

Si A est un type d’état, alors Acca : S — Py (L) est défini par

Acca(S) = U Acc(¢,0,5)
(L:o0)eA

ou

Acc(f,N,S) = {¢} et
Acc(¢',0,5) si S€=inpl
0 sinon

Acc(l,oref,S) = {{}U {

Il faut noter que pour un état S de type A, la clause “sinon” est exclue.
Lemme 3.3.3

1. Acca est une fonction d’accessibilité.
2. Si A C A" alors Accar <: Acca.

On définit maintenant ce qu’on entend par équivalence entre états selon
une fonction d’accessibilité.
Définition 3.3.4

Si A est une fonction d’accessibilité, on définit

S~ S A & Ve AS),St=S"

Il est aisé de vérifier que - ~ - : A définit bien une relation d’équivalence.
Définition 3.3.5 (Relation finitaire entre états)

Une relation finitaire entre états r est une paire (|r|, A,) ou |[r| C S x S
et A, est une fonction d’accessibilité, vérifiant la condition de saturation
suivante : si S; ~ S7: A, and Sy ~ S}, : A, alors

(S1,9) € Ir| <= (57,5;) € r|
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On définit la relation correspondant & I’équivalence entre états & un type
A
Définition 3.3.6 (Relation identité)

Si A est un type d’état, on définit ida = (|ida|, Acca), ol

(51,52) € |ZdA| <— S5 ~85y: A

Lemme 3.3.7

—_

. ida = (|ida|, Acca) est une relation finitaire.

[\)

. Si A et A’ sont des fonctions d’accessibilité alors A A A’ aussi, oul
VS. (AN A)(S) = (A(S)) U (A'(S))

3.SiS~ S :Aet A<: Al alors S~ 5" A
4. T = (S x S, ) est une relation finitaire.

5. Si (|r|, A) est une relation finitaire et si A" <: A, alors (|r|, A") est
encore une relation finitaire.

La notion de fonction d’accessibilité permet de définir la conjonction
séparante, similaire a la logique de la séparation.

Définition 3.3.8 (Conjonction séparante)

Si ry = (|rt|, Al) et ro = (|r?|, A?) sont des relations finitaires, on définit
rrer? = (r'er’,A' A 4%)

ot |[r'®r?| est 'ensemble des (51, S9) € |r!|N|r?| tels que A*(S;)NA?(S;) =

0 pour i =1,2.

Lemme 3.3.9

Si ! et 72 sont des relations finitaires, 7' ® 72 aussi. La conjonction ® est
associative et commutative (3 isomorphismes prés), et T est une unité.

3.3.2 Parameétres et relations paramétriques

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour définir les paramétres
de nos relations : les paramétres expriment qu’une partie de la mémoire est
directement accessible par le contexte (elle est dite visible), et qu’une autre
partie est uniquement connue du programme. La partie visible pouvant étre
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modifiée librement par le contexte, on sait seulement que les états resteront
égaux sur ces adresses. Au contraire, la seule fagon de modifier la partie
privée de la mémoire est d’utiliser le terme, il est donc possible d’énoncer
des invariants sur cette partie. Nos paramétres seront donc formés de deux
parties : un ensemble fini d’adresses visibles, et un invariant sur la partie
cachée.?

Définition 3.3.10 (Paramétres)

Un paramétre est une paire (A,r), ou A est un type d’état et r est
une relation finitaire entre états. On écrit simplement Ar, et P pour
I’ensemble des paramétres.

Si Ar est un paramétre, on définit une relation finitaire

Rs(Ar) = ida @ 1
P est ordonné par > :

Ar> At <= (ADAYVA G, r=rar")

Les relations R.,(Ar) proprement dites sont trés semblables & celles de
Pitts et Stark, car notre langage est voisin du leur. Elles sont définies par
induction sur les types, comme indiqué en figure 3.8.

On aurait pu définir R, () comme “les couples d’adresses telles que
I’écriture, la lecture et le test d’égalité sont des programmes reliés”, comme
font Pitts et Stark [PS98|. Bien que cette définition permette de prouver le
lemme fondamental, et donc de valider le raisonnement par relations, elle
introduit beaucoup de complications®. Comme nous avons ici un ensemble A
d’adresses visibles (au contraire de [PS98|), nous avons préféré I'utiliser pour
définir R, ef(Ar), comme le font Reddy et Yang [RY04].

Le lemme suivant est trés utile :

2Nous avons en cela des paramétres similaires & ceux de Reddy et Yang [RY04]. Pitts et
Stark [PS98] utilisent une mémoire plate, ou ’ensemble des adresses visibles est implicite :
on peut rendre une adresse £ visible dans le paramétre r en utilisant le parameétre r ® idy.
En présence de références sur les références, cette définition ne convient plus car elle interdit
aux adresses visibles de pointer les unes vers les autres.

3En fait, il faudrait prouver que toutes les relations que nous considérons plus loin se
comportent comme attendu, c.-4-d. que les adresses visibles sont reliées & elles-mémes.
C’est vrai, mais la preuve est assez acrobatique, et ne marcherait pas si les référence sur
U étaient autorisées (on ne peut pas observer une affectation dans ces références), et elle
repose sur le fait que les relations sont non vides (comme dans [PS98]), ce qui complique
les choses puisque le produit ® est alors partiel.
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Pour les valeurs :

Ru(Ar) = {(x#)}
Rn(Ar) = {(n,n) |n€ N}
Roret(Ar) = {(£,0) ] (£:0) € A}
Rasrun(Ar) = {(fi, f2) | VAT > Ar,V(vi,v2) € Ra(A'T),

(f1v1, fo, v2) € Rpan(A'r')}
Pour les continuations, (k1, k2) € R47(Ar) si et seulement si
VA > Ar, (v1,v9) € Ra(A'r'), (S1, S2) € Rs(A'r'), k1S1v1 = koSovy
Et pour les programmes (f1, f2) € Rra)(Ar) si et seulement si

VA'r' > Ar, (k1,kq) € RAT(AITI), (S1,5:) € RS(A’TI), fik1S1 = fokaSy

Fig. 3.8 — Définition des relations paramétriques

Lemme 3.3.11 (Affaiblissement)

Pour toute relation paramétrique

RA(A'r") D Ra(AT)
Alr' > Ar = { Rt (A7) D R, (Ar)
RT(A)(A'T') D) RT(A)(AT)

Démonstration : Facile. [ |

Les relations sur les valeurs et les programmes coincident dans le sens
suivant :

Lemme 3.3.12 (Coincidence)
Pour tous les types A, si vy,ve € [4] :

(v1,v2) € Ra(Ar) = (val vy, val vy) € Ryay (A7)
o val v = Ak.AS.kSw.
Démonstration : Supposons que (v1,v) € Ra(Ar). Soient A'r't>Ar, (k1,k2) €
R a7 (A7), (s1,82) € Rs(A'r"). Par le lemme d’affaiblissement, (v1,v2) €

Ra(A'r"), donc

(vaI 1)1)]4)181 = klslvl = k282'l)2 = (vaI ’02)]{}282
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La réciproque est vraie pour les relations non triviales :
Lemme 3.3.13

Si Rs(Ar) est non vide, pour tout vy, ve € [A]

(val vy, val v2) € Rpa)(Ar) = (v1,v2) € Ra(Ar)

Démonstration: Cas U : Le seul couple (v1,v9) possible est (x,*), qui est dans
Ruy(Ar).

Cas N : Supposons que (val n,valm) € Rpny(Ar). On définit
.
kSn':{ T sin'=n

1 sinon
Il est facile de vérifier que (k, k) € Ryt (Ar). Comme (S1,52) € Rs(r),
T =kSin = (val n)kS; = (val m)kSy = kSam
on obtient m = n.

Cas o ref : Supposons (val £1,val £3) € Ry(sre)(Ar). Comme pour les
entiers, on peut prouver que £; = £5. Il suffit donc de vérifier que A(¢1) = o.
Supposons que c’est faux, et définissons

ki = AS.M.si £ = /1 alors T sinon L
ko = ASM. L

Comme Al # o, (ki,k2) € R, 7 (Ar), mais comme il existe (S1,S2) €
Rs(Ar), (val £1)k1S1 # (val £2)k2.S2, on obtient une contradiction.

Cas [A; — TAy] : Supposons que (val f1,val f2) € Ry, ¢ A) (Ar),
Soient AlrisAret (vi,v3) € Ra, (Alr!). On veut prouver que (flvl, fgv%) €
Rep(ay)(Alr!). Soient A%r? > Alrl, (k7,k3) € Ry v(A%r?) et (s],s3) €
Rs(A%r?), on définit alors

Kl = XS Af.folk?S

Drabord, prouvons que (ki,k3) € R, ST(4s)T T(A%r?). Supposons que
A3r3 > A?r? (fl,f2) € Ra,5m(ay)(A%?) et (s1,53) € Rs(A%?). Par
aﬂalbhssement (k?,k3) € Ra,™ (A3r3) et (vi,vd) € Ra, (A%r3), ce qui
nous donne :

f131 f3 lklsl fgvz 32 = k2f

On peut alors conclure

(fl’l)l)klsl = kiSlfl = (vaI fl)k'lSl = (vaI fQ)kéSQ = kés2f2 = (f2’l)2)k252 m
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Le lemme suivant prouve qu’on peut modifier les états tout en les gardant
reliés par Rs(Ar), soit en écrivant deux valeurs reliées du bon type a la méme
adresse visible, soit en écrivant a une nouvelle adresse et en ’ajoutant aux
adresses visibles avec le bon type.

Lemme 3.3.14

Supposons (vq,v2) € Ry(Ar) et (S1,S52) € Rs(Ar). Si A(4) =0, ousi ¢
est une nouvelle adresse, c’est-a-dire que, pour i = 1,2, £ & Ajq,(s,)ar(S),
alors

(Sl[g — ’1)1], SQ[K — ’1)2]) € Rg(A[ﬁ — O']’I“)

Démonstration: On note A’ = A[¢ — o]. et S} = S;[¢ — v]. D’abord, il faut
remarquer que vy = vg, qu’on note v. Il faut prouver que S ~ S} : A/
Accar(8;) N Ar(S7) = 0, et (51, 55) € |r]-

Si £ est une nouvelle adresse, alors £ € Acca(S1) U Acca(S2), donc

Si ~ S5+ A, Comme (vy,v3) € Ry(Ar), S7 ~ S, : (£ : o), ce qui nous
donne S} ~ S : A[¢ — o]. Si Al = o, on prouve par induction sur ¢’ que
a chaque fois que S} ~ Sy : (¢ : o), S| ~ S} : (¢ : 0') également :

N Si¢ =4, alors 0/ = 0. On a S}¥' = v = S)¢' et v € Z, donc
Si~ S (0 :0"). Sil #4, alors S| = S8/ =n = Syt = ShY' pour
un entier n, donc S} ~ S : (¢ : o) aussi.

o ref On considére encore deux cas. Si #/ = £, alors 0/ = o, doncv = £
pour une adresse £ € L telle que A¢"” = ¢”. Comme (S1,53) € ida,
S1~ Sy (¢":0"), 'hypothése d'induction nous donne S} ~ S5 : (£” :
o', ce qui implique que S} ~ S} : (¢' : ¢'). Si &' # £, alors Sit' = S;¢'.
Comme (S1,52) € ida, il existe £” tels que S1£' = £" = Sol' et S1 ~
Sg i (£" : 0"). Encore par hypothése d’'induction, S7 ~ S5 : (" : o”),
ce qui implique que S} ~ S} : (¢': o).

Maintenant, prouvons que Acca(S;) N A,(S;) = 0. D’abord, comme la
seule adresse modifiée est £ ¢ A, (S1) U A,(S2),

A"'(SZ{) = Ar(S))
On prouve facilement que Accar(S;) C Acca(S;) U {¢}, ce qui donne
Accar(S)) N Ap(S)) C Acea(S:) NAA(S;) =0

Comme A,(S;) reste inchangé et que (S1,S2) € |r|, (S1,S55) € |r|, ce
qui conclut la preuve. |

Lemme 3.3.15

Si (v1,v2) € Roret(Ar) et (v],vh) € Ry(Ar), alors (vy := v}, vy := v)) €
RT(U) (AT’)
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Démonstration: C’est une conséquence immédiate du lemme 3.3.14, dans le
cas Al =o. |

Lemme 3.3.16
Si (v1,v2) € Re(Ar), alors (ref vy, ref vy) € Rop(oren (AT).

Démonstration: Soient A'r'>Ar, (ki,k2) € R, o7 (A'r') et (S1,52) € Rg(A'r').
On choisit une nouvelle adresse £, hors de supp(v;), supp (ki) et Arg(ar)(Si)
pour ¢ = 1,2. Par le lemme 3.3.14, dans le cas d’'une nouvelle adresse £, on
obtient que (s1[€ — v1], $2[£ — vo]) € Rs(A'[¢ — o]r'). Par affaiblissement,
(k1,k2) € R, o (A'[ = a]r'), et, comme (£,£) € Ry ref(A'[L — a]r'),

(ref ’01)/{}181 = kl(sl[ﬁ — Ul])e = kQ(SQ[e — ’U2:|)e = (ref ’Ug)k‘QSQ -

Les autres opérations sur la mémoire préservent elles aussi les relations.
Lemme 3.3.17

Pour tout Ar, (vi,v2) € Rigrefo (A1) = (lv1,102) € R (Ar)

Démonstration: Soient A'r' > Ar, et (ki,k2) € R, o7 (A'r'). 11 existe une

adresse £ telle que v = £ = vy et Al = o. Comme A’ D A, A’/ = ¢ aussi.
Si (S1,82) € Rs(A'r'), alors, comme |idar @ 7| C |idar| N 7|, S1 ~ Sy
A'. En particulier S1 ~ Sy : (£: 0) : il existe v' tels que S1£ = inf,v" = Saf,
et
loik; S; = kiSiv'

Si o = N, alors v/ € Z, et donc (v',v') € Ry(A'r"), ce qui permet de
conclure. Si o = ¢’ ref, alors v’ € . Si v’ € domA, alors v' a le type ¢’, car
S1 et Sy ont le type A. On obtient que (v',v') € Ry (A'r'). Si v & domA,
soit A" = A"U{v' : ¢'}. Comme A”r'1> A'r’| par affaiblissement, (k1, ko) €
R, o (A7) et (S1,852) € Rs(Ar"). Puisque (v',v") € Ry(A"r'), on a
bien k’151’U' = kQSQ’U’. [ |

Emme 3.3.18
Pour tout Ar,

{ (Ula UQ) S Rl"l—a ref(AT)

— ! 0
(v}, 1) € Rrvoret(AT) = (v1 = vy, v2 = Vy) € Rerrny(Ar)

Démonstration: Par définition v1 = vy et v = v}, donc soit v; = v} et vy = v},
soit v1 # v} et vg # v). Dans les deux cas, les résultats sont reliés. |
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130 Chapitre 3 — Allocation dynamique

Pour prouver que les régles de typage préservent les relations, il faut
considérer des dénotations ouvertes.
Définition 3.3.19 (Relations sous contexte)

Si I' est un contexte, on définit (p1, p2) € Rr(Ar) comme
V(z; : A;) €T, (p1wi, powi) € Ra,(Ar)
et (v1,v2) € Rpy(Ar) comme

VA'r' > Ar,¥(p1, p2) € RI‘(AIT,)a (v1p1,v2p2) € Rv(A’TI)

Lemme 3.3.20

Les dénotations des régles de typage préservent les relations. Plus précisément,
pour tout Ar
[ty—unit] (*, *) € Rren (A’I‘),
[ty-int] (n,n) € Rren(Ar),
[ty-var| ([A;T,z:AFx: A [A;T,z: AFx: A]) € Rrgara(Ar),
[ty-rec] Si(fi, f2) € Rraa,pasrancrany(Ar) alors (Ap. fiz(Fip), Ap. fiz(Fap)) €
Rrv-asaay(Ar), ot Fip = Af'A2'. fiplz — 2', f — f],
[ty-val] Si (vi,v2) € Rrra(Ar), alors (val vy, val va) € Rryrray(Ar),
[ty-let] Si (mi,m2) € Rrema)(Ar) et (mi,my) € R parray (AT)
alors

(let z=my in m], let x=my in my) € Rpypay(Ar)

ol letz=minm' = Ap. Ak AS.mp(AS' . Ad.m'p[z — d]kS")S
[ty-app] Si (vi,v2) € Rppasaay (Ar) et (v1,v3) € Rrra(Ar), alors

(Ap-v1p(v1p), Ap, v2p(v5p)) € Rprmiay (Ar),
[ty-if] Si (v1,v2) € Rrrn(Ar), (1, m2) € Revry (Ar) et (mf,mh) €
RN_T(N)(AT), alors

([if](v1, ma, mY), [if] (ve, ma, m3)) € Rorrwy(Ar)

ou [[if[(n, m,m') est m si n =0 et m' sinon.
[ty-succ| Si (v1,v2) € Rren(Ar), alors

([succ] (1), [succ](v2)) € Rrrry (Ar)
[ty-pred] Si (vq,v2) € Rren(Ar), alors

([succ](v1), [succ](v2)) € Rrrr) (Ar)
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Démonstration: Les régles [ty-unit], [ty-int], [ty-var| sont des conséquences évi-
dentes des définitions. Pour [ty-rec|, on définit

2o = dz)kXs.L
7 = Fip(ffp)

Une induction nous donne que, pour tout k (ff, f¥) € Rrr 4, »T(4,) (AT).
Soit A'r' > Ar, (ki,ke) € Rur(A'') et (S1,52) € Rs(A'r'). Comme
pour tout k, f{ck‘lsl = f§k252, (|_|f1)k151 = |_|( {%151) = |_|( kaSQ) =
(Uf2)k2Sa : (UFF,Uf5) € Rrra,—m(an)(Ar), ie. (fiwFy, fizFy) € Rrra,—1(4,)(AT).

Pour les programmes, on suppose que A"r" > A'r' > 7, et que (p1, p2) €
RF(A'?"I), (k‘1,k2) € RAzT(A"’I"”) et (51,52) € RS(A”T”). Le cas [ty—val]
est la direction facile du lemme de coincidence 3.3.12. On prouve les cas
intéressants restants (|ty-if|, [ty-pred| et [ty-succ| sont faciles)

[ty-let] On veut :

mim ()\S')\dm'lpl [:I,‘ — d]le')Sl = mgpQ(ASI.Ad.mépQ[{B — d]kZS,)SQ

Soit k! = AS3.Ad.mlp;[x — d]k;S3. On prouve que (K, kb) € Ry, 7 (A""),
et 'hypothése sur (m1,m2) nous donnera alors l'égalité attendue.
Supposons que A3r3 > A"y (v, v3) € Ra,(A3r?) et (S3,83) €
Rs(A3r3).
kiSPo} = mipilx — v} lkiS}

Par affaiblissement, (p1[z — v3], po[z — v3]) € Rr 4.4, (A3r3), donc
par hypothése sur (m},m}), on obtient k] Siv} = k,S3vs.

[ty-app] (vip1,v2p2) € Ram(ay(A'r') et (vip1,vhp2) € Ra(A'T),
donc (v1p1(v1p}), v2p2(v5ph)) € Raary(A'r"). u

Nous pouvons maintenant prouver :

Théoréme 3.3.21 (Lemme fondamental)

SiA;T'F Py, alors [A;T' = P «] est invariant par R, (Ar) pour tout
r.

Démonstration: Par induction sur P, en utilisant le lemme précédent. |

Et finalement, on peut conclure :
Théoréme 3.3.22 (Correction)

Soient P;, P, deux termes tels que

ATFP:A  ([P][P]) € Rovooa(Aidy)
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Soit C[-] : (A;T F T(A)) = (A;— F T(A')) un contexte. Pour tout
YAz
0PI X,CR] |

Démonstration: Soit r la relation idgy. D’abord, ([%],[2]) € ida. r étant
I’unité pour ®, nous avons

(IZ], [Z]) € Rs(Ar)
Par induction sur C, puisque les régles de typage préservent les relations :
(ICTA], [C[P]]) € Rerary(Ar)
11 est évident que Asd.T est invariant par RT( A,)T(Ar), donc
[C[P1]](Asd. T)[Z] = [C[P2]](Asd. T)[X]
Par correction et adéquation de la sémantique :

0Pl X,C0P] |

3.3.3 Typage des états généralisé

Les fonctions d’accessibilité sont utiles pour prouver des résultats généraux,
mais s’avérent peu pratiques a utiliser. Dans la grande majorité des exemples,
il suffit de donner un type d’état a l'invariant. Dans certains cas, il faut
permettre a I'invariant de pointer dans la partie visible de la mémoire (mais
pas de lire dans la partie visible de la mémoire). On généralise en conséquence
la notion de type d’état, en introduisant un type T.

Définition 3.3.23 (Types enregistrables étendus)
a:==T|N|«ref

Le sous-typage <: est défini par les regles suivantes :
- N<: T,
—aref <: T,
— sl a <: o, alors aref <: o ref,

Les types « disent quelle partie de la valeur stockée a une adresse est
intéressante pour la relation : T signifie qu'on ne s’intéresse pas a cette
adresse. Par exemple, une adresse a le type Tref si on exige qu’elle contienne
une référence, mais qu’on n’inspecte pas la valeur pointée (qui pourrait donc
étre un entier ou une autre référence).
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Définition 3.3.24 (Type d’état étendu)

Un type d’état 0 est une fonction des adresses I dans les types enregistrables
étendus, qui vaut T partout sauf sur un nombre fini d’adresses. Le sous
typage est défini point par point.

Définition 3.3.25 (Fonction d’accessibilité pour un type étendu)

On définit Acc(- : #) pour un type 6 par

Acce(s: 0) = U Acc(sH2:6(0))

Lel
ou
— Acc(sH£:T) =0,
— Acc(sF£:N) = {¢},
/. i sl =in ¢
— Acc(sF £ :aref) = {£}U { gcc(s ) Znéfn— ing¢

Acc(- : 6) est une fonction d’accessibilité, et si 6 <: ', alors

Ace(-: 0) <: Ace(-: 6')

3.

4  Exemples

3.4.1 La suite de Meyer-Sieber

Les exemples suivants sont tirés de [MS88|.

Meyer-Sieber 1, ou le Garbage Collector

Si  n’est pas libre dans M, et si A;T'+ M : T(A), alors

CHletz=ref Vin M = x M : T(A)

On prouve que [let z=ref V in M] et [M] sont reliés par Rprra)(AT) (T
est la relation totale), et on conclut en utilisant le théoréme 3.3.22. Soit

AI

r' > AT un paramétre et (p1, p2) € Rr(A'r"). On veut prouver que

([let z=ref V'in M]py, [M]p2) € Rrcay(A'r")
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Soient A"r" > A'r') (ki,ke) € Ram(A"r") et (S1,52) € Rs(A"r"). 11 faut
prouver
[[Iet z=ref Vin M]]p1k151 = [[M]]kaQSQ
Pour ¢ & supp(k1) U supp(S1) U supp(V)
ﬂlet z=ref Vin M]]pllel = ﬂM]]pllel[E — [[V]]pl]

car x n’est pas libre dans M. Comme on peut choisir n’importe quel £,
on en choisit également hors de Ay (S;) pour i = 1,2. Par le lemme
fondamental, [M] est invariant par Rprra)(A”T"), donc si on prouve que
(S1[€ — [V]p1], S2) € Rs(A"r"), on aura terminé.
D’abord, par définition des fonctions d’accessibilté
Aid’A@r”(Sl (£ = [V]p1]) = Asayeor (S1)

et donc Si[f — [V]p] ~ Si : Aigggm. Comme (S1,S52) € Rs(A"r"),
par définition d’une relation finitaire entre états, (Si[¢ — [V]p1],S2) €
Rs(A"r"), ce qui conclut la preuve.

Meyer Sieber 2

On rappelle le terme M :

letx=ref Oin

f0;

let z=!z in
if z then Q else val () fi

Prouvons que ([;T'F M : T(U)], L) € Rpw)(0T),oa T = f: U — T(U).
On concluera alors grace au théoréme 3.3.22. Soient A'r’ > Ar (p1,p2) €
Rr(Ar), (ki,k2) € Ryt(A'r') et (S1,52) € Rs(A'r'). 1l faut montrer que
[M]p1k1S1 = L. On a [M]p1k1S1 = p1(p) * k1.S} ou, pour un £ bien choisi,

;L 1L siSl=inz0
Kio= ASx. kS* sinon
S = Si[f = 0]

Soit " = 1" ® ({(S1, S2) | S1£ = inz0}, {£}). On vérifie facilement que

(K}, L) € Ryr(A'T")
(S1,52) € Rs(A'r")

Comme (p1(p), p2(p)) € R(A'r') et A'r" > A'r,
[M]p1kiS1 = pr(p) * k1.ST = pa(p) * LS,

On conclut alors en rappelant que les programmes sont stricts, et donc que
p2(p) * LSy = L.
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Meyer-Sieber 3

Egalité dans les domaines FM.

Meyer-Sieber 4,56

On présente ’exemple 6 (les exemples 4 et 6 sont similaires). Soit M le
terme

let z=ref Oin
let almost _add2 = \z.if z =z
then x :=1
elselety=!zinlety'=y+2inx := yfiin
p(almost _add2);
let y="!xin
if ¥ mod 2 = 0 then (2 else val () fi

On prouve que ([;T'F M : T(U)], Apks.L) € Rrir)(0T). On a, pour un ¢
bien choisi :

[M1piksS1 = 1 (0) f (Aks. {

x si S¢ =inzn pour un n impair
1 sinon

) Si[¢ — 0]

ou
kES[¢ — 1] siz=1{¢
fzkS =4 kSl - n+2]x siz#/letsl=ingn
L sinon
Soient A'r'> Ar deux paramétres, (py, p2) € Rr(Ar), (k1, ks) € Ryt (A'r') et
(S1,52) € Rs(A'r"). Soit " = '®&({(S1, S2) | S1¢, Saf sont des entiers pairs}U
{L,L1},{¢}). On va prouver que

(f, f) € Ruretmu)(A'r")

Le reste suit naturellement.

Supposons que A*rt > A3r3 > A'r" (v3,03) € Ryrer(A3r?), (ki k3) €
Ru(A*r?), (st,53) € Rs(A*r*). Comme A*r* > A'r” (S1,S,) € r* C 1",
donc pour 7 = 1,2, il existe un état S; tel que S; contient un entier n;.
v? = v3 est une adresse visible, donc, comme A,s <: A,n, £ € A,4(S;), ce qui

ameéne v? # £. On obtient

Comme (S1[¢ — n; + 2], %[0 = n; + 2]) € Rs(A*r*) (notre invariant est
préservé et, par non-interférence, les autres parties de 'invariant aussi) :

fUlk'lSl = k151 [E —ni + 2] = kQSQ[g — Ng + 2] = f’UQkQSl
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Meyer-Sieber 7

On définit JM'Z :
let z=ref Oin
let add; = \u.
let y=I!zin
let y =y +iin
=1
in
p add;
On prouve que M; et M, sont équivalents pour toutes les relations Ar. Soient
(S1,52) € Rs(Ar), (k1, k2) € Ryt (Ar). On a, pour un nouveau 4, :

[M;]pikiSi = pi(p)add;k;(S;[£ — 0])

ou
k(s[¢ = n+1i])x sisl=ingzn
1 sinon

add;ks*x = {

On peut vérifier que si 7’ est l'invariant “¢ contient un entier”, et 72
r @ r', alors (addy,adds) € Rysrw)(Ar?), et (Si[[¢ — 0], S:[[¢ — 0])
Rs(Ar?). Comme Ar? > Ar, (k1, ko) € Ryt (Ar?), on obtient [Mi]p1k1S
[[MQ]]kaQSQ.

N m |

3.4.2 Typage généralisé

Comme illustration des types d’état généralisés, on prouve que le programme
M défini par
let z=ref Oin
let y=ref x in
p
let z=!yin
let b=(z = z)in
if b then Q else val () fi

diverge, en utilisant un invariant qui pointe vers une adresse visible, en
montrant que ([M], L) € Rrrr)(Ar) pour tout Ar. Soit A%r? > A'r' > Ar,
(p1, p2) € Rr(A'r"), (ki,ka) € Ryt (A%r?) et (S1,S2) € Rs(A?r?). 11 faut
prouver que [M]p1k1S1 = L.

Pour tout nouveau /4, £,,

[M]p1kiS1 = p1(p)lu(As.A_si £, = inpl, alors L sinon ki s*)s)
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ou S] = S1[4y — {4y, L, — 0]. L’idée est que la valeur contenue dans ¢,
quand on atteint la continuation est /. Le probléme est que ¢, est donnée a
p, et devient donc visible. Grace au nouveau type T, on peut exprimer que
I'invariant ne considére que ’adresse contenue dans £,, mais pas ce qui y est
stocké, en donnant a ¢, le type T ref.

Formellement, on prouve que

(As.A_.si €, = in ¢, alors L sinon kisk, As.A_.L) € Ryt (A%r?)
oit A® = A%[¢, — Nref] et * = r? ®@ dr, ou
dr = <{(Sl, SQ) ‘ Slgy = in]LZI}, {fy : T ref})

A373 est plus grand que A%r?, donc (py(p), p2(p)) € Ry(A3r?) (affaiblissement).

(S1,8) € Rs(A%r?), car ils sont évidemment dans idas et dans r®, et car

Acc(s} F £, : Tref) = {{,} n’atteint pas ¢;. On conclut en rappelant que

p2(p) est stricte :
[M] p1k1S: p1(p)lz(As.A_.si £, =inp ¢, alors L sinon kys%)s)

p2(p)ly(As.A_.1)S,

= 1

3.4.3 Memoisation

Cet exemple est tiré de [PS98|. On considére le terme M :

Afleta=ref Oin
let z=f Oin
let 7 =ref z in
val (Az.let v=lain
letd=v — xin
if d then val () else a := z; letr'=f xinr :=7r'fi;
Ir)

On prouve que si ¢ se comporte comme une fonction “pure”, i.e. s’il existe
une fonction ¢ : Z — Z telle que pour tout k,S, pkS = kS(@n), alors
([M]pg,val ) € Rr(n-r(n))) (Ar) pour tout Ar.

Soient (ki,k2) € Ry_,ppyT(Ar) et (S1,5) € ida @ r. D’abord, si £, £;
sont de nouvelles adresses :

[M]ppkS = kS[€, — 0,6, — ¢(0)]¢’
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ou ¢' = [Az....Jplf = ¢,a = Ly, r — £.]. On définit
dT = <{(Sl, SQ) | E|TL - Z, Slfa = inZn A Slgr = inz(ﬁ(n)},ACC{ga:NlT:N})

Il est alors facile de vérifier que (¢', 9) € Ryormy(A(r®19)) et (Si[l, —
0,4, = ¢(0)],S2) € idy @ T @ 19. Comme A(r @ 1) > Ar :

[[M]](,Oklsl = k151 [Ea — 0, Er — ¢(0)]g0’ = kQSZ(P = (vaI (P)kQSQ

3.4.4 Réversibilité des changements (snapback)

On reprend une équivalence de [OR00| On voudrait prouver que le terme

M
let z=ref 0in
p(Au.xz :=1; 0);
let y=!xin

if y then val () else  fi

est équivalent dans le modéle au terme N
p (Au.2)

En effet, intuitivement, soit p utilise son argument, et alors dans le premier
cas x ne contient plus 0 et M diverge, comme N, soit p ne I'utilise pas, et
alors, si p termine, x contient toujours 0, donc M, comme N termine si et
seulement si p termine.

Malheureusement, dans notre modeéle, la fonction suivante est acceptable :

snapback = Af AkAS.f * (AS"  v.k Swv) S

Elle exécute son argument f sur I’état S, et récupére (si f termine) un nouvel
état S'. Elle exécute alors sa continuation k, mais avec I’état d’origine S.

Avec p = snapback, le terme M termine alors que le terme N diverge :
snapback utilise son argument, donc N ne termine pas, mais snapback annule
tous les changements que son argument a pu faire, donc x est remis a 0, ce
qui fait que M termine.

En fait snapback combine deux comportements interdits : elle duplique
létat S et elle n’utilise pas 1’état S’. Logiquement, cela correspond a la
contraction et & ’affaiblissement. S’il est compliqué de supprimer les éléments
du modéle qui utilisent la contraction, il devrait en revanche étre assez
facile de supprimer les affaiblissements : cela correspond & demander que les
continuations soient strictes en leur paramétre S. Ainsi, O’Hearn et Reynolds
|ORO00] et Pitts [Pit97], grace a un simple soulévement de I’ensemble des états,
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parviennent a éliminer les affaiblissements. Comme toutes les fonctions du
type de snapback connues utilisent & la fois affaiblissement et contraction,
cela suffit & améliorer trés largement le modéle.

Dans notre modéle, nous avons essayé d’appliquer cette technique en
soulevant directement S, mais les résultats ont été moins bons que prévu :
la fonction snapback était bien éliminée, les théorémes restaient vrais, mais
beaucoup d’autres équivalences plus faciles devenaient fausses. Il faudrait
sans doute utiliser des états partiels S = L — (Z + L), , mais cela entraine
des complications techniques dans les preuves sur les relations logiques, qui
nous ont fait préférer les états totaux. Eliminer snapback de notre modéle
reste donc un probléme ouvert.

3.4.5 Protocoles cryptographiques

Nous pouvons également prouver des exemples inspirés des travaux de
Sumii et Pierce [SP01] sur les relations logiques et ’encryption. L’idée, et nous
ne prétendons pas que c’est un modéle convaincant de la cryptographie, est
que les messages sont envoyés a travers des adresses cachées. Le cryptage est
une écriture, et le décryptage une lecture. Les adresses visibles représentent
les clés connues du contexte, et les invariants les clés privées. Les clés publiques
(appariées avec des clés privées) sont représentées par des fonctions qui
écrivent dans ’adresse secréte.

Pour notre exemple, nous utiliserons le langage étendu avec des types
produits, qui peuvent étre écrits en mémoire. Tous les théorémes énoncés
plus haut restent valides pour ce langage, comme nous 1’avons montré dans
[BLO5]. La paire est notée (a,b), et on autorise la reconnaissance de motif
dans les fonctions : A(a, b).P.

Dans le protocole (simpliste) suivant, A (la premiére fonction) envoie un
message & B (la deuxiéme fonction) qui contient une nouvelle clé. B lit ce
message, et envoie un entier ¢ en utilisant la clé regue. Le programme M;
s’écrit :

let z=ref Oin

let ky=ref z in

let cipher =val A(k,n).k :=nin

let decipher =val Ak.!k in

val (A().let k,=ref 0 in cipher (ks, k),
A().let k=decipher k in cipher (k7))

Pour prouver que l'information envoyée de B & A est bien secréte, on
prouve que les M; sont observationellement équivalents. Il suffit en fait de
montrer que M; ~ Mo.
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Un calcul facile donne, pour de nouvelles adresses Z, et £, :
[M;]kS = kS[ly — £, — 0)(¢™, ¢7)

ou
¢* = A% kS.kS[ly — £, — 0] *  pour un nouveau £,
¢F = A+ kS. { BSIE = ilx si Sb =in.t
L sinon

Soit Ar un paramétre, (ki,k2) € R g, 5 7(Ar) et (S1,92) € Rs(Ar), ol
B = U — T(U) est le type des processus A et B. L’invariant dr dit que 4,
contient une référence vers un entier, ce qui rend /¢ et, plus tard, ¢, secrétes.
Soit ' = r @ dr, et S} = S;[lq — £, — 0]. Bien sir, (57,55) € Rs(Ar'). Si
on montre que (¢*, %) et (¢7,¢?) sont dans R(Ar’), on aura terminé.

Soit A"r" > Ar') (kY kY) € Ryt (A"r") et (S7,SY) € Rs(A"r"). On écrit
" = r ®dr ® dr'. On peut choisir une nouvelle adresse ¢, telle que, pour
1=1,2:

¢ * k'S = k]'S}[ly — Lo — 0]

Il est facile de vérifier que les nouveaux états sont encore reliés par Rg(A"r") :
ils sont dans dr, les autres parties de la relation (ida~, r) sont préservées grace
a la condition de séparation, car les seules adresses modifiées sont ¢, (qui est
dans Ay S;) et £, (qui est nouvelle), et parce qu’il n’y a pas de nouveau
pointeur croisé. On obtient (¢4, ¢4) € R(Ar).

La méme propriété est vérifiée par ¢ et ¢7 car la relation dr exprime
seulement que £, contient un entier, mais ne dit pas lequel. On obtient donc
bien I’équivalence attendue entre les M; et M;.

Par contre, si la clé est publique, alors le secret est brisé : le contexte peut
envoyer un message a B (se faisant, de ce fait, passer pour A) en lui donnant
une adresse qu’il peut ensuite lire pour récupérer le message . Formellement,
on donne au contexte (comme un troisiéme élément) la fonction

public cipher = An.cipher (k, n)
public_ cipher ne respecte pas la relation Rg(Ar’) :
public_ cipher (kS = kS[l, — ¢]x
/, pointe bien vers une référence sur un entier aprés exécution, donc dr est

préservé, mais cette référence est £ qui, elle, est visible, donc la condition de
séparation entre ida et dr est violée.
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3.5 Conclusion

On a vu dans ce chapitre un modéle pour un langage avec allocation
dynamique, et une méthode pour prouver des équivalences grace a ce modéle.
L’utilisation des domaines FM, avec une action de permutation des noms (des
adresses) est nouvelle dans ce contexte. Elle permet d’éliminer les observations
grossiérement non définissables, tout en conservant une présentation accessible.
Les relations paramétriques, plus classiques, permettent en revanche de mettre
en valeur des comportements spécifiques.

Finalement, notre modéle, accompagné des relations logiques, se situe
dans une moyenne honorable : il est loin d’étre complet (en particulier,
la présence de snapback est problématique), mais, comparé aux modéles
dénotationnels précédents [Lev02, Sta94, RY04| comme aux modéles de termes
[PS98, Pit02], le modéle de base est élémentaire. Les relations logiques sont
bien str plus difficiles & manier, mais la paramétricité est inévitablement
accompagnée d’une certaine lourdeur. Sur ce terrain, notre construction est
comparable aux travaux antérieurs similaires [RY04, OR00, OT95].

Les extensions possibles sont de deux ordres. D’abord, il devrait étre
possible d’éliminer snapback en utilisant un soulévement du domaine des
états, comme chez Pitts [Pit02] ou O’Hearn et Tennent [OR00]. D’autre part,
le langage peut étre enrichi : outre les types produit et les types somme, que
nous avons déja examinés dans |[BL05| (nous les avons omis ici car ils ne
présentent pas de difficultés particuliéres, et pour garder un langage proche
de PCF), les types inductifs ne devraient pas poser de gros problémes : la
notion d’accessibilité se préte assez bien a ce genre de structures.

Un des buts de ces travaux était d’étendre les modes de preuve de [Ben04]
aux langages de bas niveau utilisés lors de la compilation de langages fonctionnels :
autoriser les pointeurs sur des fonctions est alors indispensable, car on construit
des clotures “a4 la main”. Malheureusement, la présence de types récursifs
et I'enregistrement de fonctions semblent rendre la construction beaucoup
plus ardue : en appliquant directement les techniques décrites plus haut,
les paramétres ne forment plus un bon ordre. Il faudrait procéder avec plus
de prudence, et les travaux de Pitts sur les points fixes dans des catégories
devraient se révéler utiles.

Dans le cadre plus précis de cette thése, ces travaux jettent une lumiére
nouvelle sur la notion d’observation : au contraire de la partie précédente,
nous n’avons pas cherché a éliminer les problémes de séquentialité (d’ailleurs,
dans sa forme actuelle, notre modéle contient des contextes qui lancent des
évaluations paralléles), mais nous nous sommes plutot concentrés sur les
aspects reliés a la présence d’un état dont la configuration est dynamique.
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Les observations interdites sont d’un autre ordre : alors que dans les
cas précédents, il s’agissait de choses intrinséques au modéle (comme les
opérateurs de parallélisme), qui n’avaient pas de contrepartie syntaxique, on
veut ici interdire aux contextes d’examiner une partie de ’état qui existe
bel et bien, mais a laquelle ils n’ont pas le droit d’accéder. Ce glissement
est accompagné d’'un changement de vocabulaire : on a beaucoup parlé de
partie visible ou publique, et d’invariants ou de partie privée ou secreéte.
Cela rappelle bien stir I’analyse de flot : bien que nos résultats ne soient
pas directement applicables, nous avons présenté un encodage (ni réaliste
ni pratique) qui nous a permis de prouver un petit exemple de “protocole”
cryptographique. Les travaux de Sumii et Pierce [SP01] laissent espérer des
résultats beaucoup plus intéressants.



Chapitre 4

Colit en sémantique dénotationnelle

4.1 Utilisation de ressources

Dans cette partie, on s’intéresse a ’étude du cotit en sémantique déno-
tationnelle. Contrairement aux parties précédentes, qui visaient a améliorer
les modéles pour se rapprocher de la compléte adéquation, c’est-a-dire réduire
les possibilités de la sémantique, pour rapprocher son pouvoir expressif des
observations syntaxiques, nous allons ici étendre des modéles pour représenter
une propriété non observable par les contextes : la longueur du calcul. En
effet, la seule propriété observable de cet ordre est la terminaison : un contexte
pourra distinguer un terme qui termine d’un terme qui ne termine pas, mais
pas deux termes qui renvoient la méme valeur en prenant plus ou moins de
temps.

Cette étude ne prétend pas définir une notion réaliste de temps de calcul,
mais tend plus modestement & montrer qu’on peut enrichir un modéle pré-exis-
tant avec des informations sur la longueur du calcul, sans sacrifier sa précision :
ainsi, le modeéle de jeux enrichi est, comme le modéle d’origine, complétement
adéquat’. Nous utiliserons pour cela une monade, qui permet, comme souvent
(cf. par exemple [Mog91, PJW93|) de séparer efficacement les problématiques :
toute la partie “langage” sera interprétée par le modéle de départ, et les calculs
relatifs au temps seront effectués par la monade.

Nous ne nous intéresserons pas a la complexité, mais plutot au coit. La
complexité temporelle s’intéresse a la relation entre la taille des entrées et
la longueur du calcul. Comme souvent en sémantique dénotationnelle, les
entiers sont un domaine plat, et ils n’ont pas de taille associée : il faudrait
instrumenter lourdement un modéle dénotationnel classique pour y intégrer

'l y a eu une perte, tout de méme, en ce que la propriété de définissabilité (des éléments
compacts) n’est plus valide.
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une notion raisonnable de complexité, et il semble difficile de présenter une
méthode générique pour y parvenir.

Au contraire, le cotit d’un programme est la quantité exacte d’'une certaine
ressource consommée lors du calcul : il faut donc définir un modéle de
cotit, c’est-a-dire la ressource mesurée, et ce qui la consomme. Par exemple,
pour comparer des algorithmes de tri, on utilise en général le nombre de
comparaisons. Dans notre étude, nous compterons le nombre de tics d’horloge
nécessaires, sous ’hypothése simplificatrice que chaque étape de réduction
consomme un tic.

Nous raisonnerons en plusieurs étapes. D’abord, il faut définir une notion
de temps de calcul, et pour cela nous allons définir une machine, inspirée de
la machine de Krivine [Kri04|, et prouver que la sémantique a grand pas de
PCF (définie dans les préliminaires) et la sémantique a petits pas (définie
par la machine) coincident. A partir de 14, deux possibilités s’offrent & nous :

— on peut traduire les termes du langage dans le langage étendu avec

une opération tick, et étendre le modéle en ajoutant une interprétation
pour tick,

— on peut aussi interpréter directement le langage d’origine, en modifiant

plus en profondeur le modéle.
Chacune des méthodes a ses avantages. La deuxiéme possibilité pourrait
étre beaucoup plus précise, mais il semble difficile de trouver les contraintes
sur les domaines qui vont correspondre & la notion de coiit choisie, qui est
complétement arbitraire. Par contre, on peut espérer mettre en relief une
notion de coiit beaucoup moins arbitraire, puisqu’elle dérive d’'une construction
mathématique. On présentera le modéle des stratégies semi-alternantes, qui
ne modélise pas un coiit syntaxique mais la longueur des parties de la sémantique
des jeux.

La premiére solution a pour elle la simplicité et la clarté : en faisant
apparaitre les tics dans la syntaxe, on a bien distingué ce qui reléve du temps
de calcul de ce qui reléve du comportement extensionnel, et les modifications
a apporter au modéle sont mineures. On perd par contre beaucoup de précision
lors de la premiére traduction : beaucoup de termes du langage étendu ne sont,
pas définissable par des termes du langage d’origine, ce qui, a priori, pénalise
le modéle complet (I’ensemble des deux traductions). On verra que dans le
cas des jeux, on perd bien siir la définissabilité, mais qu’on garde malgré tout
la compléte adéquation (car justement le temps n’est pas observable dans le
langage d’origine).

Nous donnerons une liste de conditions pour obtenir un modéle temporisé
a partir d’'un modéle de PCF en utilisant la premiére méthode : le point
central est l'existence d’une monade telle que la catégorie de Kleisli soit
cartésienne fermée, et d’un morphisme tick qui commute avec les fonctions
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entre les entiers. Nous présenterons ensuite une monade particuliére, & savoir
la monade 7" = —, ou plutot la comonade 7" x —. Comme application,
nous construirons un modéle d’espace de cohérence, et un modéle de jeux
complétement adéquat. Finalement, nous présenterons une nouvelle classe
de stratégies en sémantique des jeux, les stratégies semi-alternantes, qui
permettent de mesurer la longueur d’une partie.

La communauté de la sémantique des langages de programmation s’est
concentrée sur le probléme de la compléte adéquation, et moins de travaux ont
été réalisés sur des propriétés non observables. L’analyse quantitative, ou la
mesure du temps de calcul, a été lancée par, entre autres, Bjerner, Holstrom
et Wadler. Sands [San90a, San90b, San95, San98|, et Moran [MS00], ont
généralisé leurs résultats aux fonctions d’ordre supérieur, et ils ont introduit
la notion d’amélioration (improvement). Guy Blelloch et John Greiner [BG95,
Gre97| ont aussi caractérisé la complexité par des méthodes opérationnelles,
en ajoutant des modeéles de cotit & la sémantique. Alan Jeffrey [Jef92] a
exploré le cas des langages concurrents.

La différence majeure entre ces travaux et l'approche suivie ici réside
dans I'utilisation de la sémantique dénotationnelle. De ce point de vue, notre
travail est plus proche de ceux d’Escardo [Esc98] ou de Ghica [Ghi05]. Il
s’en distingue néanmoins par l'utilisation d’une monade : pour propager
les informations de temps par composition, Escardo utilise des domaines
spéciaux (les espaces ultramétriques), et Ghica instrumente la sémantique
des jeux (en ajoutant des jetons). Notre construction, au contraire, peut
étre appliquée facilement & n’importe quelle catégorie ou il est possible de
“compter”. L’utilisation d’une monade rappelle les travaux de Gurr [Gur91],

méme si son but était plutot de comparer les complexités de différents langages.

Plus récemment, Van Stone [VS03] a mené indépendamment une étude du
colit en sémantique dénotationnelle en utilisant des monades. Ses résultats
semblent plus aboutis, mais notre présentation est, & notre avis, a la fois plus
générale et plus élégante.

Ces travaux devraient aussi étre rapprochés des études sur les langages
a complexité bornée : par exemple, Baillot et Mogbil [BM04] et Hoffman
|Hof99] ont défini des variantes du A-calcul ou tous les programmes terminent
en temps polynomial.
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4.2 PCF temporisé

4.2.1 Machine

La sémantique de PCF (a grands pas) ne contient aucune information
sur le temps d’exécution du programme. De plus, 'application est simulée
par une substitution qui peut-étre trés cotiteuse. Pour examiner le temps de
calcul d’un programme, on définit la sémantique opérationnelle en utilisant
uniquement des opérations simples. Pour éviter la substitution, on utilise,
comme dans toutes les implémentations des langages fonctionnels usuels, un
environnement. Pour étre vraiment réaliste, il aurait fallu de plus utiliser
des indices de de Bruijn [dB72], mais on a gardé les noms de variables pour
améliorer la lisibilité des définitions et des preuves.

Etats et réduction

Les états S de la machine sont composés de deux parties : une cloture
“courante” C', qui contient le code & exécuter P et 'environnement E, et une
continuation K, présentée comme une pile de contextes. L’environnement lie
des clotures aux variables, pour simuler ’appel par nom.

S = (C,K)

C = (P,E)

E = {21 —>0C,...,z, > Cy}

K = ([-]C | succ[—] | pred [—] | (if [~] then N else P fi, E))*

Les régles de réduction (figure 4.1) sont similaires, pour la partie A-calcul,
a la machine de Krivine [Kri04] : Papplication pousse I’argument sur la pile en
dupliquant ’environnement (pour former une cloture), et ’abstraction ajoute
cette cloture a 'environnement courant (ce qui remplace la substitution).
Quand on rencontre une variable, on va chercher sa valeur dans I’environnement.
Les autres régles (pour les opérations sur les entiers) sont trés simples : on
empile un contexte qui indique le calcul qui reste a effectuer.

On pourra reprocher & ces régles de ne pas étre complétement réalistes : si
on implémentait les environnements comme des listes, alors le déréférencement
ne serait pas unitaire, et si on les implémentait par des tableaux, alors il
faudrait copier un environnement pour l’allonger (ce que fait, par exemple,
le compilateur O’Caml).

On pourrait mettre des poids sur chaque réduction pour modéliser ces
comportements, mais un compilateur efficace ne garde dans I’environnement
que les variables utiles, ce qui compliquerait énormément la description. Bien
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((z,E),K) ~ (E(z),K)
((rec fa=M,E),[-]C-K) ~ ((M,Elz— C,f— (rec fo =M, E)]), K)

((succ M, E),K) ~ {((M,E),succ[-]-K)
((n, E),succ [-] - K) ~ {((n+1,F),K)

)
((pred M, E),K) ~» ((M,E),pred[-]- K)
((n+1,E),pred [-] - K) ~ {(n,FE),K)

((if M then N else P fi, E), K) ~ (M, E), (if [~] then N else P fi, E) - K)
((0, E), (if [~] then N else P fi, E') - K) ~ ((N, E'), K)
((n+1,E),(if [-] then N else P fi, E') - K) ~ ((P, E'), K)

Fig. 4.1 — Regles de réduction de la machine en appel par nom.

qu’il ne semble pas y avoir d’obstacle théorique & cette extension, nous avons
préféré garder la présentation la plus simple possible.

Il est aisé de vérifier que la réduction est déterministe, c’est-a-dire qu’a
chaque étape, il y a au plus une régle qu’on peut appliquer. On appelle état
terminal un état ol aucune régle ne peut étre appliquée.

On notera S ~" S’ ¢’il existe une suite Sy, S;...S, telle que Sy = S,
pour tout 0 < i <n S; ~ S;11 et S, = S’ (autrement, S est le résultat de
S aprés n étapes de réduction). On écrit S ~»* si la réduction qui part de S
est infinie.

Typage

Pour les preuves de correction et d’adéquation, on considérera seulement
les états bien formés, qu’on appelle états bien typés : il faut que la cloture et
la continuation aient des types “opposés”. Les régles d’inférences sont données
en figure 4.2.

Définition 4.2.1 (Etats bien typés)
‘ Un état (C, K) est bien typé s’il existe A tel que C : Aet K : A",

En examinant chaque régle, il est facile de se convaincre que la réduction
préserve le bon typage :

Proposition 4.2.2

| Les états bien typés sont clos par réduction.
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'EM:A E:T
(M,E): A
Ci:A ... C,: A,
{1 = C1,...;xy = Cp} i (w12 A, oo Ty Ay)

K : N+t K : Nt
(succ [-]) - K : N* (pred [-]) - K : N*
K:Nt E:T THFP:N T'FQ:N
(if [~] then P else Q fi, F) - K : N*

Fig. 4.2 — Typage de la machine

Les états bien typés terminaux sont (n, F,€). Si S est un état bien typé,
on écrit S ~" m si S ~" 5’ S’ est terminal et S’ = (m, E,€) pour un
certain E. Comme ~» préserve le bon typage, pour tout état bien typé S,
soit, il existe m,n tels que S ~~"™ m, soit S ~»*°. On modélise le temps de
calcul d’un programme M par le nombre de pas nécessaires pour réduire
S(M) a une valeur m : c’est I'indice n de S(M) ~»" m.

Simulation

Il s’agit maintenant de prouver que la machine définie ci-dessus affine
bien la sémantique a grand pas de PCF. Comme ces résultats ne sont pas
critiques (tout ce qui suit se référera seulement a la sémantique a petits pas),
on ne détaillera pas toutes les preuves.

La sémantique & grand pas ne réduisant que les termes, il faut trouver
quel terme est contenu dans un état : on substitue les termes contenus dans
I’environnement dans le terme courant, et la continuation correspond & un
contexte.

Définition 4.2.3 (Projection)

On définit la projection des clotures sur les termes fermés C* :

(M {zxy > Cy...2pp, > Cp}) = M[zy = C]...2, » C}]
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Et la projection des continuations sur les contextes :
e = |
([-]€) - K)* = K*[[-]C"]
)" = K[succ[-]]
)
)

(succ [-]- K
(pred [-]- K)* = K*[pred []]
((if [=] then Pelse Q fi, E) - K)* = K*[if [=] then (P, E)* else (Q, E)* fi]

Les états sont projetés sur des termes par (C, K)* = K*[C*]

mme 4.2.4
Si (C, K) est bien typé, alors - (C, K)* : N.

Démonstration: Par induction sur la preuve de bon typage de (C, K). |

Le

mme 4.2.5

Si M || M', et si C* = M, alors il existe C’ et n tels que C"™* = M’ et,
pour toute continuation K,

(C,K) ~" (C", K)

Démonstration: Par induction sur la preuve de M || M'. Le cas de base n |} n

est évident. Les autres cas sont similaires : on traitera pour 'exemple le cas
(M)N | M'.

La preuve de (M)N || M’ nous donne M" tel que M | rec f z = M"
(pour f et z bien choisis) et M"[f — rec fx = M",z — N] || M'. En
considérant les éventuelles premiéres étapes d’ouvertures de variables, on
trouve ng, Moy, Ny et Ey tels que (My, Ep)* = M et (No, Ep)* = N et

(C,K) ~" (((Mo)No, Eq), K)
L’étape suivante nous donne
(((Mo)No, Eo), K) ~ (Mo, Eqy), [-](No, Eo) - K)
Par hypothese d’induction, il existe C; et n; tels que Cf =rec fz = M" et
(Mo, Eo), [-](No, Eo) - K) ~" (Ch,, [-](No, E) - K)

Encore une fois en considérant les ouvertures de variables, on trouve ng,
M, et Fs tels que

(C1, [~](No, Ep) - K) ~"? ((rec f © = MaFEs),[~](No, Ep) - K)
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L’étape suivante nous donne

((rec f T = MQ, EQ), [—](N(), E()) . K)
~ <(M2,E2[f — (recf T = MQ,EQ),iL‘ — (N(),E())D,K)

Comme (recfz = My, Eo)* = M" et (Ny, Eg)* = N, (M, Es[f — (recfz =
My, Ey),z — (No, Ep)))* = M"[f — rec f x = M",z — N]. Par hypothese
d’induction, il existe ng et Cs tels que C5 = M’ et

<(M2,E2[f — (rec f T = MQ,EQ),.T — (N(),E())]),K> ~T3 <C3,K>

Au total
<C,K) ot 1+ni+nz+1+4n3 <C3,K)
et n1, no et ng sont bien indépendants de K. |
Lemme 4.2.6

Si S~ S et ™| m,alors S* | m.

Démonstration: On examine chaque régle séparément. Pour toutes les régles
d’introduction des contextes, on a bien stir $* = §"*, donc la conclusion est
trivialement vérifiée.

Pour les régles d’élimination, il faut remplacer le nouveau terme courant
par I’ancien dans la preuve, et ajouter la régle correspondante. On obtient
alors un nouvel arbre, qui est une preuve de S* || m. Les définitions formelles
et les détails de la preuve sont trés longs. On ne donnera qu’un exemple :

((0, E), (if [~] then Pelse Q fi, E') - K) ~ ((P,E'), K)

L’arbre de preuve pour ((P, E'), K)* | m a la forme

©'[(P, )]
(P,E),K)" §m

et le nouvel arbre de preuve est

m
040 (PE){p
if 0 then (P, E')" else (Q,E')" fi U p
7'[if 0 then (P, E')* else (Q, E')* fi]
((0, E), (if [-] then Pelse Q fi, E') - K)* | m [

Proposition 4.2.7 (Simulation)

"Soit - M : N un programme. M || m si et seulement s’il existe n tel que
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M ~" m, et M {f si et seulement si M ~+>.

Démonstration: Les deux propositions sont en fait équivalentes. On suppose
que la premiére est vraie. Si M |, alors pour aucun m,n, M ~" m :
comme la réduction préserve le bon typage, et que les seuls états bien typés
terminaux sont les ((m, F),€), on a M ~~*°. Réciproquement, si M ~»,
alors pour aucun m,n, M ~~»" m, donc pour aucun m, M | m : par
définition, M .

On va donc seulement prouver la premiére équivalence. L’implication
de gauche & droite est une conséquence immeédiate du lemme 4.2.5. Pour la
réciproque, on raisonne par récurrence sur n : sin = 0, on a M = m, et
m | m est un axiome. Si n > 0, on applique le lemme 4.2.6 et ’hypothése
de récurrence. [ |

Ameélioration

La notion-clé de I’étude des cotits est 'amélioration, introduite par Sands
[San98]| : un terme améliore un autre s’il produit le méme résultat en moins
d’étapes, quel que soit le contexte.

Définition 4.2.8 (Amélioration)

Soient P, () deux termes tels que I' = P, () : A. On dit que P améliore (),
et on note P < @, si pour tout contexte C : (T' = A)*,

(CQ,0),€) »~"m = 3In' <n,{(C[P],0),e) ~" m

Développer une théorie syntaxique pour cette notion devient assez rapidement
technique [San98|. On s’attachera donc a explorer quelques possibilités dénotationnelles.
En particulier, on construira un modéle complétement adéquat pour I’amélioration
en appel par nom en utilisant la sémantique des jeux.

4.2.2 PCF+tick

Sémantique a grands pas

On veut modéliser la réduction a petits pas ~. La sémantique dénotationnelle
est plus adaptée aux sémantiques a grands pas. On va donc “décorer” la
sémantique de PCF pour indiquer le nombre d’étapes de réduction. Le nouveau
prédicat sera {}". Pour bien distinguer le temps des opérations “réelles”, on
ajoute & PCF un opérateur dédié tick.

r-M:A
I'Ftick; M : A
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Les régles de réduction de PCF sont presque inchangées (on ajoute seulement
le méme indice n partout), par exemple

M " m
succ M |"m—+1

et on ajoute une régle pour tick :

M| P
tick; M " P

On appelle ce langage PCF-+tick.

Pour “coller” & la sémantique définie par ~~, on ajoute aux termes de PCF
des tics bien placés. On note [M] cette traduction :

— [x] = tick; z,

[(P)Q] = tick; tick; ([P])[Q],

[rec fox = M| =rec fz=[M],
— [succ M| = tick; tick; succ [M],

— [pred M| = tick; tick; pred [M],

— [if M then P else @ fi] = tick; tick; if [M] then [P] else [Q)] fi.
On pourrait prouver qu'’il existe un F tel que ((M,(),e) ~" ((m, E),¢€) si
et seulement si M ™ m. On prouvera en fait directement que la sémantique
dénotationnelle définie & travers cette interprétation est correcte et adéquate.

Un modéle naif

Pour définir la sémantique dénotationnelle de ~-, il suffit d’avoir un
modeéle de PCF “traditionnel” et de définir une interprétation de tick.

L’idée la plus simple est de coupler la sémantique avec un entier n. tick
serait alors la fonction qui a (n,z) associe (n+ 1,z), alors que les autres
opérations agiraient seulement sur z. Le probléme est que les fonctions de
type A — B seraient interprétées dans

N x [A] — N x [B]

La fonction qui & (n,z) associe (0, x) est alors tout a fait envisageable. Elle
est pourtant absurde : bien qu’elle calcule son argument, elle prétend ne pas
avoir besoin de temps pour cela.

En fait, comme le temps n’est pas observable dans PCF, la fonction ne
devrait pas avoir d’information sur le temps de calcul de son argument, mais
seulement sur sa valeur : c’est typiquement une monade. L’avantage est que
les fonctions ne pourront pas tricher, puisque la propagation des tics sera
“cablée” dans la catégorie.
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Par contre, en appel par nom, utiliser deux fois un argument requiert
deux fois son calcul. Par exemple, si la fonction Az.if x then x else = fi
associe m a (n,m) (elle renvoie & la méme valeur en n étapes), et que f :
1 — N x N soit (n',m) (produit m en n' étapes), la composition devrait
donner (n + 2n',m) au lieu de (n + n’,m). Il apparait ici que les catégories
de fonctions ne pourront pas fournir de modéle correct : il va falloir utiliser
des catégories plus complexes ot il est possible de “compter” les utilisations de
chaque argument. Le probléme serait similaire si on voulait modéliser I’appel
par necessité : on ne recalculerait pas plusieurs fois le méme argument, mais,
comme d’ailleurs pour le cas de ’appel par nom, on ne le calculerait pas du
tout s’il n’est pas utilisé. Il faudrait donc une catégorie ol on peut savoir si
un argument est utilisé ou pas. Nous présenterons quelques pistes pour le cas
de 'appel par nécessité dans la conclusion de cette partie, mais le corps de
ce travail s’attache a la modélisation de ’appel par nom.

Le plan est donc le suivant :

— choisir un modéle traditionnel de PCF,

— définir une monade pour représenter le temps,

— définir une opération tick,

— définir la sémantique de PCF (a travers la traduction [—] dans PCF+tick),

— vérifier que la catégorie de Kleisli est bien un modéle de PCF.
On va en fait énoncer une liste d’axiomes sur la catégorie et la monade qui
permettront de définir la sémantique et de prouver la correction et I’adéquation
du modele obtenu. Il suffira alors de vérifier ces axiomes.

4.2.3 Modéle

Description catégorique

On se donne une sous-catégorie cartésienne fermée C de CPO avec une
monade forte (T, n,v,1).

On notera en gras les opérations dans la catégorie de Kleisli :

— la composition sera notée e,

— la paire sera notée (—, —),

— les projections seront notées ;.

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

— N, est un objet de C et C[1,TN,]| contient une famille m,, pour m,n
entiers naturels, avec my = nom,

— il existe un morphisme ticky : N, — TN, tel que ticky e x = m,,
si et seulement si n > 0 et x = m,_; et pour tout morphisme f €
C[NL,TNy] f eticky = ticky ® f,
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— le produit — x — rend la catégorie de Kleisli cartésienne, avec (f, g) =
t*oto(f,g) et m=nom,

— la catégorie de Kleisli est fermée, et on notera A et V les opérations
de curryfication et de décurryfication, et on notera evyy = V(nx—y)
(attention, X =Y est I'objet de la catégorie C, ce n’est pas X = TY).

On interpréte un état de la machine (C, K) par :

1 1940 ppag AL N £ TN

Les clotures (P, E') sont interprétées elles aussi en deux temps :

1 0 ey ZEPAL pppa) & TlA]

Les objets pour les types sont
- [[N]] =N
- [A—= B] =[A] = [B]
—Jxr: Areozy s A = AL X - X [AR]
et on étend tick & tous les types A par induction :

ticka,g = [A] = tickg = A(tickg @ ev 4 p)

Les dénotations des termes sont en fait les dénotations des traductions
dans PCF-+tick : les définitions sont données en figure 4.3. (les morphismes
if, succ, pred sont les dénotations des constructions if [—] then [—] else [—] fi, succ [—]
et pred [] dans le modéle d’origine.)

Les environnements sont interprétés par le produit de la catégorie de
Kleisli :

x1 = Cr..oxpy = Cp} i (12 Ay oz 2 Ap)] = ([C1 2 Ad] .. [Ch A

La définition de la sémantique des continuations est sans surprises, elle
est donnée en figure 4.4.

Correction

On a défini la sémantique pour “coller” a la réduction a petit pas. La clé
des preuves est que tick commute avec toutes les constructions des continuations.

Lemme 4.2.9

Pour tout ¢ : 1 — T[A], {—}c e ticka,p = tickg ® {—}c.
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[x1: Ay ooy s Ay By 0 Aj]] = ticky, o mr;
[T+ (M)N : B] =tick}, eeve ([l - M : A— B],[T'+ N : A])
[CHrecfe=M:A— B]=|]en

| oee=re

ol

¢n+1=(A[l, f: A= B,z : AF M : B]) e (idr, ¢5))

[TFm:N]=mge!
[T succ M : N] = ticky, ® (posucc) @ [I' = M : N]J
[T+ pred M : N] = ticky, @ (o pred) o [I' = M : N]
[T+ if M then P else @ fi: N] =

ticky o (noif) e ([['+ M : N],{[T'F P : N], [T Q : N[))

Fig. 4.3 — Dénotations des termes

e : N4]X = idy
[([=]C) - K : (A = B)*]¥ = [K : B*]¥ e tickg o ({~}[C : A])
[suce [—] - K : N4 = [K : N+]¥  ticky o (5 o succ)
[pred [—] - K : NAJK = [K : NAX o ticky o (1 o pred)
[(if [—] then P else Q fi, E) - K : N*]¥
= [K : N*]¥ eticky o (0 if) ® (idn, ([T - P:N],[T - Q:N]) o [E: L] o)

en notant ({—}c) =eve(id,ce!):

Fig. 4.4 — Dénotations des continuations
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Démonstration: On commence par noter que, grace aux propriétés de V, et
par définition de tickg_,p :

ev e (ticka,p o my,idpq) o w2) = V(ticka,p) = tickp e ev
ce qui nous donne

({—}c) o tickay
=eve (id,ce!)eticky,p
=ev e (ticka,p x id[4)) ® (id,ce!) propriétés du produit
=tickpeeve (id,ce!) comme ci-dessus
= tickg o ({—}C) H

Lemme 4.2.10

Pour toute continuation K : A+, [K : AT]¥ eticky = ticky @ [K : A1]¥.

Démonstration: On raisonne par induction sur K. La continuation vide étant
interprétée par l'identité, il n’y a rien & prouver. Le cas de 'application est
une application immédiate du lemme précédent :

[([-])C - K : (A — B)*]¥ etickan
= [K : BY]¥ etickp o ({—}[C : A]) e ticks_,p
= ticky ® [K : BY]X o ({~}[C : A]) e ticka_,g hypothése d’induction
= ticky o [K : BX]X e tickp o ({—}[C : A]) lemme 4.2.9
= ticky  [([-])C - K : (A — B)*]¥

Pour les autres cas, il est utile de remarquer que, si f € C[N,N_], alors
(no f)eticky = ticky ® (o f)

ce qui va nous permettre de prouver la propriété pour succ [—], pred [—] et
if [—] then P else @ fi. Les preuves sont similaires :

[succ [-]- K : NJ‘]]K oticky = [K: NJ‘]]K o ticky @ (1 o succ) e ticky
ticky @ [K : N-]X o (1 o succ) e ticky
ticky ® [K : NL]¥ e ticky o (77 o succ)
= ticky ® [succ [-]- K : NL]X -

On peut donc prouver le lemme de base de la preuve de correction :
Lemme 4.2.11

Si (C,K) ~ (C',K"), alors [K]¥ e [C] = ticky ® [K']* o [C"].
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Démonstration: Le cas de la régle pour les variables :

[K:A )X o [T Fz;: Aj] o [E : T]
=[K: ALt]K e tickg e ;o [E : T
= [[K : AJ‘]]K e ticky o [[E(J)l) : Az]]
= ticky o [[K : AJ‘]]K ° [[E(.’BZ) : AZ]]

Les autres cas se divisent en deux classes : soit la régle “pousse” un contexte
sur K, soit elle en enléve un. On traite le cas de I’application (on omet les
types pour la lisibilité) :

[K]% o [((M)N] o [E]
= [K]* o ticky o ev o ([M], [N]) o [E]
= ticky o [K]X o ticky o ev e ([M],[N]) o [E]
= ticky o [K]¥ o ticky e ev e ([M] o [E], [(N, E)])
= ticky ® [K]X o ticky @ ev e (id, [(N,E)] e !) o [M] e [E]
= ticky o [(N,E) - K]¥ o [M] o [E]

Des deux tick, un reste dans la nouvelle continuation, et ’autre sort. La
régle correspondante “consomme” le tick qui restait dans la continuation :

[(N,E)-K]¥ e [rec f z = M] o [E']
= [K]¥ eticky e ev e (id,[(N,E)]e!)e[rec f z = M] e [E']
= ticky o [K]¥ eeve (id,[(N,E)] e!) e[rec f z = M] o [E]

Il ne reste plus qu’a prouver que ce qui reste aprés le tick correspond bien
au nouvel état de la machine. En posant

po=_Le!
ont1=A([T,f:A—> B,z: A- M : B] e (idr, pn))

on a

[rec f o =M] o [ET] Llen ® [£']

Lpn+1 e [E]

LIA[M] e (idr, ¢5,) o [E']
LIA[M] o ([E'], ¢ o [E'])

A[M] o ([E'], Ll ¢n o [E'])

A[M] o ([E"], [(rec f = = M, E")])

ce qui nous donne

[K]¥ eeve(id,[(N,E)]e!)e[rec fz=M]e[E]

= [K]¥ eeve(id,[(N,E)] e!) ¢ A[M] o ([E'], [(rec f 2 = M, E")])
[K]™ o eve (A[M],[(N,E)]e!)e([E],[(rec f x = M, E")])

[K]% o [M] e id,[(N,E)] o) e ([E'], [(rec f z = M, E)])

[K]X o [M] o (([E'], [(rec f z = M, E")]), [(N, E)])

[K]¥X o [M] @ [E'[f — (rec f z = M,E"),z — (N, E)]] [ |
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Théoréme 4.2.12 (Correction)
Si (C, K) " m, alors [K : A*]|X e [C : A] = m,

Démonstration: Par induction sur n. Si n = 0, alors C = (m, E) pour un
certain E' et K = e. On a bien idjyy @ mg e ! @ [E] = mg. Si n > 0, on
applique le lemme précédent et I'hypothese d’induction. |

Adéquation

Pour prouver la réciproque, on définit des relations logiques hétérogénes :

Ra C {C|C: A} x C[L, T[A]]
Ra C {K|K:AY} x C[[A],TN]
Rr C {E|E:T} xC[1, T[T

La brique de base est la relation Y entre états et morphismes de 1 —
T[N] :
L=A{(C,K).f) | f=mn = (C,K) }" m}

On a mis une implication pour que L soit relié a tous les états : ce sera
la cas de base de la preuve pour le cas de la récursion. Les relations entre
continuations sont définies par induction sur le type :

Rne = {(K,k) |Vn,((n,0,K),keny) e EANkol =1}
Ruaspr = {([F]C-K,ke{-}c) | (C,c) € RaA(K,k) € Rpr}

ou {—}c =tickpeeve(id,ce!). Les relations entre clotures sont définies par
dualité :

Ra={(C,c) | V(K k) € Rav, ((C,K), kec) € T}

On étend ces définitions aux environnements et aux termes ouverts :

Rm1:A1...mn:An = {(E, 6) ‘ \V/Z, (E(~TZ)77"Z L 6) € RAZ}
RI‘I—A = {(M, f) | V(E,@) - Rr, ((M, E),foe) € RA}

Lemme 4.2.13
- Si (K, k) € Ry, alors
(succ [-] - K, keticky e (7osucc)) € Ry
(pred [—] - K, keticky e (nopred)) € Ry:
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— Si (K,k) € Rus, (E,e) € R, (P,p) € Ru et (Q,q) € Ry, alors

(if [] then P else Q fi-K, ketickye(noif)e(idy, {(p,¢)ece!}) € Ry1

Lemme 4.2.14
Si (K, k) € Rauv, alors ticky @ k = k e tick 4.

Démonstration: Si A = N, c’est la condition requise sur ticky, si A= B — C,
on applique le lemme 4.2.9. |

Lemme 4.2.15
Si (C,K) ~ (C'",K'") et ((C",K"),z) € ¥ alors ((C, K), ticky ® ) € X.

Démonstration: Supposons que tick ez = m,. On an > 0 et £ = m,_1, donc
(C', K'Y |~ m. On obtient bien (C, K) |} m. |

Lemme 4.2.16 (Lemme fondamental)

-~ Sil'FM: A, alors (M,[I' - M : A])) € Rrya,
-~ Si E:T, alors (E,[E:T]) € Rr,
~ Si K : At alors (K, [K : AY]¥) € Rye.

Démonstration: Pour les termes, on procéde par induction sur la preuve de
' M :A. Onse donne (E,e) € Rr et (K,k) € Ry1, et il faut prouver

(((M,E),K),ke [T+ M: AJee) €S

Caszy1:Ar...xp: ApFzi: A;. Ona [Tk xz; : Al e e = ticky, o ;@ €.
On a, pour tout (K,k) € Ry., ((z;, F),K) ~ (E(z;), K). Par hypothése
(E(z;),m; 0 €) € Ra,, donc ((E(z;),K),k e m; e¢) € . Par le lemme
4215, ({((z;, E),K),ticky e k e ; @ ¢) € X. Le lemme 4.2.9 nous donne
ticky e ke m;@e =Fketicky, ®m; ®e, ce qui permet de conclure.

Le cas de la récursion est le plus intéressant. On suppose M =rec fz =
PetTl,f:A—- Byxz: AFrP:B. OnaK=(-]C) - K'etk==Foe
tickp ® ({—}c) pour certains (C,c) € R4 et (K',k') € Rp. On prouve que
(M, @,) € Rrra_p- Pour ¢y, c’est évident car k est strict (par définition
de R41), donc ke 1 ee = L ne peut pas étre un my,.

keppiiee
— k' e tickp o ({—}c) @ A[P] e (id,p,) @ e
= ticky o k' o ({—}c) e A[P] o (id,¢,) e e
= ticky o k' o ({—}c) @ A[P] @ (e, 0, ®€)
= ticky o k' o [P] o ({e, 0, @ €), )

159
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On a, par hypothése (E,e) € Rr et (C,c) € Ra, et par hypothése de
récurrence ((M, E), ¢, ®e) € Ra_,p, donc

(E[f - (M7 E)"T - C],.(<6, Pn ® 6),0)) € RI‘,f:A—)B,;c:A

Comme, par hypothése d’induction, (P, [P]) € Rr,f.4-sB,z:A-A— B €t puisque
(K',k') € Rg1, on a bien

(P, E[f = (M,E),z - C],K),k" e [Pl e {{e,pn 0 €),c)) € X
Par le lemme 4.2.15, on a bien
(<M’E7K>,k ® Pn+1 .e) €X

On a prouvé que, pour tout n, (M, ¢,) € Rr-a—p- 1l est facile de prouver
que la relation est close par limites : on obtient bien (M,| | ¢n) € Rrra- B,
comme attendu.

Pour les autres cas, on utilise le lemme 4.2.15 et I’hypothese d’induction
sur les sous-termes. On traitera seulement le cas de 'application, on a M =
(P)QavecT'HFP:B— AetT'F Q@ : B. On a, d’une part,

((P)Q, E), K) ~ (P, E), ([-](Q, E)) - K)
et d’autre part

ke[(P)Q:A]ee
ke tickd s ({(=}([QI+€)) o [P ee
=ticky e k o ticks o ({—}([Q] ®€)) @ [P]@e

Par le lemme 4.2.15, il suffit de prouver que

(P E), ([-1(Q, B)) - K),k e ticka o ({-}([Q] e ¢)) o [P]ee) €%

Par hypothése d’induction, (@, [Q]) € Rp, donc

(1@, E)) - K,k o tickg o ({-}[Q] 0 €))) € Rp~a

Encore par hypothése d’induction, (P, [P]) € Rp—4, et on conclut en rap-
pelant que (F,e) € Rr.

Pour les environnements et les clétures, on raisonne par induction sur
la dérivation de typage.

Pour les continuations, on procéde par induction sur la preuve de K :
AL, On se donne (C,¢) € Ra.
Si K = ¢, alors A = N, alors pour tout n, [¢] X eng = ng et (n,d,¢) ° n.
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Si K =([-]C)-K',alors A= B — Cet [([-]C)-K': (B — C)1]¥X =
[K': C+]Ketickge({—}[C : A]). On conclut en rappelant que (C, [C : A]) €
Ra.

Si K = (succ [-]) - K', alors A = N. Pour tout n, [K]¥ eng = [K']¥ e
ticky ® (1 o succ) @ ng = ticky o [K']X e n + 1y. D’autre part, (n,0, K) ~
(n+ 1,0, K'). Par hypothése d’induction, ({n + 1,0, K'), [K']¥ en+1¢) €
¥, donc ({n, 0, K), [K]¥ eng) € ¥ également. Les autres cas sont similaires. W

Théoréme 4.2.17 (Adéquation)
Si [(C, K)] = my, alors (C, K) | m.

Démonstration: Appliquer le lemme fondamental. |

La comonade T" x —

On a isolé les conditions sur la catégorie et la monade pour obtenir un
modéle correct et adéquat. Dans cette partie, on va présenter une construction
particuliére de monade, qui rend automatiquement la catégorie de Kleisli
cartésienne fermée.

L’intuition est simple : il s’agit de voir le temps comme une ressource
consommée par le programme. Il est donc naturel d’ajouter un paramétre 7
aux dénotations, qui sera interrogé a chaque tic. Par exemple, en supposant
que 7 est entier, on pourrait définir tick; M par if 7 then M else M fi. On
définit une nouvelle traduction de PCF dans PCF :

— (x) = A : T'tick; z,

— ((M)N) = At : T'tick; tick; ((M)7T)({N)7),

— etc.
Catégoriquement, cela correspond a la monade 7" = —. Pour simplifier les
définitions, on va plutot utiliser une comonade, T° X — : il s’agit en fait

d’isoler une variable libre 7 qu’on ajoute au contexte. Nous ne prétendons
évidemment pas qu’on peut en général changer une monade en comonade. Ici,
comme nous sommes dans une catégorie cartésienne fermée, la correspondance
est immeédiate. Toujours avec tick; M = if 7 then M else M fi, la traduction
devient :

— (x) = tick; z,
~ ((M)N) = tick; tick; ((M))(N),
— etc.

ce qui est beaucoup plus simple.
On rappelle la composition dans la catégorie de co-Kleislide f: T x A —
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Betdeg:TxB—C:
TxALTx(TxA)LTxBSC

La force tensorielle t4 g : T x (A x B) — (T x A) x B est tout simplement
I’isomorphisme d’associativité du produit. Les opérations A et V sont obtenues
a partir de A et V en réordonnant le contexte :

- n=Xr,a).a,
- M= A(Tv (1,).<T, <T’ CL>>,

= A(ﬂ <a" b>>'<<7—a a’)a b)a

- Af = A<T’ b>-Aa-f<Ta <CL, b)),

- Vf=Xr,{a,b)).f(r,b)a.

Il est alors facile de vérifier que :
Proposition 4.2.18

(T x —,n, p,t) est une comonade forte. — x — définit un produit cartésien
pour la catégorie de co-Kleisli et A,V définissent une adjonction entre
Ax —et A= —.

Il ne reste plus alors qu’a définir :

— l'objet T,

— les morphismes m,, : T"— N,

— le morphisme ticky : 77X N, — N
et & vérifier que :

— pour tout morphisme f : T x N; — N, ticky ® f = f e ticky,

— pour tout f : T — N, ticky @ f = m,, si et seulement si n > 0 et

f = Mp1.

On va présenter deux modéles construits sur ce principe : un modéle de
domaines traditionnel, en utilisant les espaces de cohérence avec les multi-
cliques (pour pouvoir compter les occurrences), et un modéle de jeux, ou les
tics sont demandés 1’un aprés ’autre avant de fournir le résulat final.

4.3 Modeéles temporisés

On a vu qu’on ne pouvait pas utiliser les catégories de fonctions (car
le nombre d’utilisations d’un argument n’est pas représenté), on va donc
se tourner vers des catégories qui ne sont pas bien pointées, ol on peut
“compter” : les tics seront représentés dans un espace trés simple, avec un
seul point : on récupérera le n de m,, en comptant le nombre d’occurrences
de cet élément. C’est ce qu’on se propose de faire dans la suite, d’abord dans
les espaces de cohérence, puis dans les jeux.
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4.3.1 Modele d’espaces de cohérence

Cohérence

On commence par rappeler les définitions des espaces de cohérence (lire
|Gir95] et [EB97| pour plus de détails).

Un espace de cohérence X = (|X|,Ex) est un ensemble X équipé d’une
relation symétrique et réflexive Zx (la cohérence). La cohérence stricte Iy
est définie par z llx 2’ <=z Z2' ANz # 2.

Une clique de I'espace de cohérence X est un sous-ensemble s de | X/, tel
que Vz,x' € s,z Zx z'. Une multiclique est un multiensemble m de X, tel
que l'ensemble de ses éléments, noté |m|, est une clique de X. On note &
I'union de multiensembles.

L’espace de cohérence produit X x Y est défini par | X x Y| = |X|+ |Y|
(union disjointe) et deux éléments sont cohérents si I'un est dans S et 'autre
dans Y, ou bien si les deux sont dans X (resp. Y) et ils sont cohérents dans
X (resp. Y). La propriété recherchée est : une multiclique de X x Y est une
paire d’une multiclique de X et d’une multiclique de Y.

L’espace pour la fleche linéaire X —o Y est défini par | X — Y| = | X|x|Y|
et (z,y) Ex_oy (2, y) si

T2x 12 = yEyy
zllx o = ylly
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[’espace pour ’exponentielle | X est défini comme I’ensemble des multicliques

finies de X, deux multicliques étant cohérentes si leur union est une multiclique.

La catégorie de co-Kleisli de la comonade ! est cartésienne fermée, et la
fleche intuitionniste X = Y est, par définition, !X —o Y. Pour clarifier
des définitions, on explicite I'espace de cohérence X = Y : |X = Y|
est I'ensemble des paires d’'une multiclique de X et d’un élément de Y,
et(m,y) Ex=y (m',y') si, quand m W m’ est une multiclique alors y Ey ¢/, et
quand m @ m’ est une multiclique et que m # m’ alors y IT y/'.

Ainsi, la composée d’une clique f : X = Y et d’une clique g : Y = Z est
I'ensemble des (my, z) € | X = Z| tels que :

— il existe my = {y1,...,yn} tel que (my,z2) € g,

— il existe m) ... m% tels que Vi, (m',y;) € f et mx =mk & ---&m%.

Une instance de la comonade T x —

Pour I'objet T', on choisit naturellement I’espace de cohérence a un point
|T| = {*} : chaque tic va “consommer” un * dans 7". Les multicliques finies
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de T sont les multiensembles ™ = {x,..., x} avec n occurrences de x, pour
chaque n € N.
Les définitions des transformations monadiques nous donnent dans ce

cas :

na = {({a},(®,0)) | a €A}

wa = {({(ma, (ma, a))}, (my W ms, ) | my,ms € 7], € |4}

Af = {(g, 2 (a,0)) | ((g,0),(t,0) € [}

Vi = {((g:0), (t:0) | (9 (t (a,0) € }

On voit bien que y additionne les nombres de chaque 7.
On montre comment calculer I’étoile de Kleisli f* = T'f o u. Elle est
I’ensemble des cliques engendrées par ces deux sortes d’éléments :

Tf

T X B T x (T X B)———=T x C
*7 B *" B c
*l *1 *

ou ((x",3),c} est dans f et n € N. On voit bien comment p propage les tics
des deux T : ceux qui viennent de f (™ sur la figure) et ceux qui viennent
du contexte (x' sur la figure).

On définit ticky = {(*',{m}),m)} : il faut une étape pour propager la
valeur m. Cette construction ne marche qu’au type de base, c’est pourquoi
nous avons défini tick aux types d’ordre supérieur.

Par exemple, soit x le calcul qui demande 3 étapes pour renvoyer 0. et f
un morphisme de 7" dans N, = N, qui utilise deux fois son argument avant
de renvoyer 1 en

tapes.
T 2 Ny T i) N, = Ny
3 0 «t  {0,0} 1

En les composant, on voit apparaitre, comme attendu, 1 en 10 =4+ 3+ 3

étapes :

T a T x T— 2% o1 x N, N Ny
1 1 {*

* *

Wl ! *

Wl Wl * 1

Wl ! *}

xS %3 {0

W3 W3 0}
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4.3.2 Modeéle de jeux

On reprend cette idée en ’appliquant au modéle de jeux. Il faut noter que
Ghica [Ghi05] a construit indépendamment un modéle de cotit en sémantique
des jeux assez similaire au notre : les tics sont modélisés par des actions
spéciales (des jetons) qui ne sont pas des coups, et qui ne sont pas cachés
par la composition. Notre monade permet de représenter ces jetons par des
coups, et de ne pas modifier la définition de la composition. Une comparaison
plus détaillée suit la présentation du modéle.

On notera ([' = M : A) la dénotation de I' = M : A dans le modéle de
jeux traditionnel (sans tics).

On applique la construction 7" x — & la catégorie des arénes et des
stratégies innocentes et bien parenthésées. L’objet T' sera ’aréne a deux
points X.. Les seules stratégies de 3 sont L = {e} et * = {¢,qa}, c’est bien
un espace a un point.

Les stratégies de 7' — N sont donc de trois types :

— 1, dont la partie maximale est qy(qrar)”, la stratégie qui s’arréte au

bout de n tics,

—- 1, =1|]Lk, lastratégie qui demande toujours plus de temps mais qui

ne répond pas,

~ m,, dont la partie maximale est qy(qrar)"my, la stratégie qui répond

m au bout de n tics.
On pourra remarquer que contrairement & la sémantique traditionnelle, le
calcul infini |, n’est pas identifié avec les calculs qui s’arrétent 1.

ticky est la stratégie qui demande un tic, puis la valeur de son argument,
et renvoie cette valeur. Plus formellement, elle est définie par les parties
maximales suivantes, pour n € N :

tiCkN
—

b
-

N

Il est facile de vérifier que :
- t|Ck [ ] J—TL = J_n+1,
— ticke 1, =1,

165
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— tick @ my, = my 1.
Comme tick est injective, on a bien tick o f = m,, si et seulement si n > 0 et
.f = Mp—1-

Pour illustrer la propagation des tics par composition, on considére le
programme succ succ x. On rappelle que [succ succ z] = tick?; succ (tick?; succ ).
L’interaction est montrée en figure 4.5. En projetant sur les arénes externes,

on obtient
T x N —= N

n—+ 2

Définition 4.3.1 (Amélioration sémantique)

Soient o, 7 des stratégies de T — A. On dit que ¢ améliore 7, ce qu'on
note o < 7 si pour toute stratégie a: T X A — N,

aeT=m, = In'<n,aec=my

Il faut remarquer que cette définition va dans le sens contraire du préordre
observationnel : 7 est plus définie que o.

Compléte adéquation

Définition 4.3.2 (Projection)

Sio:T x A — B est une stratégie, on définit sa projection GetVal(o) :
A — B par
GetVal(o) = o o (skip,id4)

ou skip : A — T est la stratégie de vue maximale qraz. En fait, on fournit
des tics a la stratégie, et on ne garde que les coups “intéressants”.

Proposition 4.3.3
" Pour tout o : T x A — B, GetVal(o) = {s[4p | s € 0}. De plus, si I est
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une interaction entre T' X o et 7 :
Tx(TxA)Z5TxBLC

alors Il p o est une interaction entre GetVal(o) et GetVal(7).

Lemme 4.3.4

GetVal
GetVal
GetVal
GetVal

tick) = idy,

o e 1) = GetVal(o)
Ao) = AGetVal(o)
Vo) = VGetVal(o),

o GetVal(r7),

?

- W o=
—~ o~ o~

Démonstration : 1. Evident.

2.

GetVal(ce7) = ocoT X 7o po(skipy,ida)
ooT x 7o (skipy, (skip4,id4))
o o (skip4, T o (skip4,id4))
= o o (skipy, GetVal(T))

— o (skipg,idg) o GetVal(r)
= GetVal(c) o GetVal(T)

3. On vérifie facilement que (skip4yp,idaxp) = aoidyg x (skipg,idg).
On a alors

GetVal(Ao) = Ao o (skipg,idg)

A(o o a) o (skipg,idg)

Ao oaoidy x (skipg,idp))
A(o o (skip B, idaxB))
A(GetVal(0))

Démonstration : similaire au cas précédent. |

Proposition 4.3.5
SiT'k M : A, alors GetVal([I' - M : A]) = (['+ M : A).

Démonstration : Par induction sur la dérivation de I' - M : A, en appliquant
le lemme précédent. |

Les résultats suivants sont dus & Ghica. Les preuves sont des décalques
de celles de |Ghi03].
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Lemme 4.3.6

Soient o, 7 deux stratégies de T'= A. Si o £ 7, alors soit GetVal(o) 2
GetVal(7), soit il existe des parties s € o, t € 7 telles que :

— sla=tla,

— slp = (qa)™ et t[; = (ga)™ avec ng < ny.

Démonstration: On suppose que o & 7 et que GetVal(o) O GetVal(7). Soit

a:TxA— N tel que xeT =m,_ et aeoc#m, pour tout n' < n;.

Si « o = Ly pour un certain k ou si « e 0 = L, alors GetVal(a) o
GetVal(o) = GetVal(aeo) = L. Comme GetVal(a) o GetVal(7) = GetVal(a e
T) = m, on a (par monotonie de la composition) GetVal(c) 2 GetVal(7), ce
qui contredit I’hypothése.

Ainsi, il existe n, > n, tel que @ @ 0 = my, . Soient I, et I, les interac-
tions de « avec respectivement o et 7 dans la catégorie de Kleisli :

T12£)T1XT2B1)T1XA$N

Par le lemme 4.3.3, I, [ 4 p est une interaction entre GetVal(o) et GetVal(a)
(resp. 7). Comme linteraction est compléte et GetVal(o) O GetVal(r),
SrA = I(rrA = IT[A :th-

Par définition de u, les coups dans T sont des copies de 17 and Tb, et
par hypothese I |1, = (qa)” (resp. I, n,). Par alternance entre joueur
et opposant, comme l'interaction est compléte, il y a un nombre pair de
coups dans chaque aréne. I, [, est égal a I-[7, (ils ne dépendent que de ),
mettons (qa)™. En calculant la différence, on obtient s[5, = (qa)(e—ne)
(resp. t,m.). On conclut en rappelant que n, > n;. [ |

Théoréme 4.3.7 (Compléte adéquation)

Le modeéle de jeux de PCF temporisé est complétement adéquat, c’est-a-dire
que ' P < Q:Asietseulementsi [[-P:A]S[IHQ: A

Démonstration: On commence par prouver 'implication de gauche & droite
(correction) On suppose que [P] < [@]. Si C[] est un contexte tel que
C[Q] I™ m, alors par correction de la sémantique, [C[Q]] = m". Il est
facile de vérifier que, pour X = P, @, [C[X]] = [C] ¢ [X]. Par définition de
l’amélioration sémantique, [C[P]] = m,, pour un n’ < n, et par adéquation
de la sémantique, C[P] " m.

Prouvons maintenant la réciproque. On suppose que [P] £ [Q]. On
applique le lemme 4.3.6 & 0 = [P] et 7 = [Q]. Si GetVal(c) 2 GetVal(7),
alors par le lemme 4.3.4, (P) 2 (Q). Par le lemme 1.5.16, P 2 @, et donc
P £Q.

Dans le cas contraire, il existe s € o,t € T tels que :
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- sla="1l4,

— sy = (qa)™ et t|p = (qa)™ avec ng > ny.
On écrit u = s|4 = t[4, une partie de A. Soit u' = qu0, une partie de
A = N. Comme les stratégies compactes sont définissables, il existe un
terme C : A — N tel que (C) soit la stratégie v engendrée par u'. Soit
a = [C]. Par le lemme 4.3.4, GetVal(a o v) = GetVal(a) ov = (C)ov =
{€,q0} : il existe donc n, tel que @ ov = 0y, . Il est immédiat de vérifier
que [C[P]] = a® o = 0y, 4n,, ce qui nous donne, par adéquation de la
sémantique, C[P] {|"*"e ( (resp. @, 7, n,). Comme n, > n,, P £ Q. [ |

Comparaison avec les travaux de Ghica

Ghica [Ghi05] a construit indépendamment un modéle de jeux qui exprime
le coiit d’un programme. Sa construction repose sur deux points :

— les stratégies sont des ensembles de suites de coups de 'aréne et de

jetons (tokens),

— les jetons ne sont pas cachés par composition (puisqu’ils ne sont pas

des coups)
C’est exactement ce que nous avons modélisé par une monade : la composition
de Kleisli vise justement a propager les coups dans 1’aréne 7T'.

Il nous semble plus intéressant de ne pas modifier le cadre théorique :
en faisant apparaitre le temps comme une monade, on peut réutiliser a
I’identique les définitions de base des jeux. Les parties sont indiscutablement
beaucoup plus longues dans notre modéle, mais c’est, comme souvent, le prix
a payer pour une monade.

D’autre part, et ceci est peut-étre encore plus important, en faisant des
tics des coups, on conserve l'intuition claire d’une suite de questions et de
réponses. Dans le travail de Ghica, les jetons sont nécessaires lors de la
composition, mais ils ne sont pas a proprement parler ajoutés par 'une ou
I’autre des stratégies : si la définition formelle des interactions est presque
inchangée, l'intuition “itérative” des stratégies qui ajoutent les coups les uns
aprés les autres est perdue. Au contraire, dans notre modéle, il est bien clair
que le terme peut demander une ressource (un tic) que le contexte doit lui
accorder pour que la partie continue.

Les différences restent malgré tout trés formelles : la preuve de compléte
adéquation vue au dessus est une simple traduction de celle de Ghica. L’étude
qui suit, au contraire, est sans doute impossible si on utilise des jetons.

Si on supprime les conditions d’innocence et de bon parenthésage, notre
monade permet de représenter des opérateurs de timeout (la condition d’innocence
interdit de compter les tics) ou de parallélisme dans le style “trampoline” de
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Ganz Friedman et Wand [GFW99]. Pour plus de détails, on pourra se reporter
a |Lep04b].

Stratégies semi-alternantes

La nature séquentielle des jeux améne assez naturellement a les considérer
comme une sorte de machine abstraite : le temps de calcul serait alors
la longueur de la partie. Le probléme est que la composition cache des
coups : ainsi, en composant deux longues stratégies, on peut obtenir une
stratégie trés rapide. C’est nécessaire, car on veut que les identités restent
des identités. On pourrait essayer de définir une notion de “forme canonique”
pour les interactions, ou les identités n’apparaitraient pas. Cela semble trés
acrobatique, surtout que d’autres stratégies (comme les projections) devraient
elles-aussi en étre exclues. On pourrait aussi décider de se passer des identités :
elles n’auraient aucun effet sur le contenu des parties, mais les allongeraient.
On ne pourrait plus utiliser les catégories cartésiennes fermées, ni méme les
catégories! Dans les deux cas, il apparait que compter directement les coups
est une affaire trés délicate.

On cherche donc une maniére indirecte de compter les coups. Ce qu’on
veut éviter, c’est de cacher beaucoup de coups par composition : si on peut
deviner combien ont été cachés en regardant la partie finale, on aura une
idée assez précise du nombre total. Il nous faut donc une contrainte sur
les stratégies qui interdise les suites de coups dans ’aréne centrale lors des
interactions, tout en autorisant les copycats. La question devient donc :
qu’est-ce qui rend les stratégies copycats spéciales 7 La clé est qu’elles alternent :
a un coup a gauche, elles répondent par un coup a droite, et & un coup a
droite par un coup a gauche. De plus, dans une interaction entre stratégies
alternantes, il n’y a jamais deux coups consécutifs dans ’aréne centrale.

Le probléme est que les stratégies alternantes ne forment pas une catégorie
cartésienne fermée : en renommant les coups, on brise l'alternance. Par
exemple, lors d’une curryfication, on fait passer une aréne de gauche a droite :

A x B3 C A2 B = ¢
C? 1
a a

a d

Il va donc falloir ajouter des coups de ’autre c6té pour rétablir ’alternance.
Ceci souléve deux problémes : est-il possible de jouer de "autre c6té ? Comment
faire pour ne pas changer le “sens” du programme? La comonade T x —
permet de résoudre les deux problémes a la fois, pour le coté gauche : il
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est toujours possible pour le joueur de poser une question dans 7', et cela
ne change pas la projection val —. Pour 'autre c6té, on pourrait utiliser la
monade duale 7" = —. En fait, cela n’est pas nécessaire : pour conserver
la propriété qu’il n’y a jamais deux coups consécutifs dans ’aréne centrale,
il suffit qu'une seule des deux stratégies 'interdise. On va donc exiger des
stratégies qu’elles alternent a moitié, c’est-a-dire qu’elles ne jouent jamais
deux fois de suite dans ’aréne de droite.

Définition 4.3.8 (Stratégie semi-alternante)

Une stratégie 0 : A — B est semi alternante si joueur ne joue jamais dans
B aprés un coup de 'opposant dans B.

Proposition 4.3.9

Les identités et les projections, qui sont des copycats, sont semi-alternantes.
Les composées et les paires de stratégies semi-alternantes sont semi-alternantes.

Les interactions sont en fait beaucoup plus simples que dans le cas général,
puisqu’il n’y a au plus que deux coups dans ’aréne centrale. Les différentes
suites entre deux coups dans les arénes extérieures sont

A —- B — C A —- B — C
[ ] [}
[ ] [ ]
[ ]
—- B —» C A —» B — C
[ ] [ ]
[ ]
[ ]
[ ]

Proposition 4.3.10

Les stratégies n, 4, t sont semi-alternantes. Si o est semi-alternante, 7' x o
aussi : la catégorie de Kleisli sur la catégorie des stratégies semi-alternantes
est cartésienne.

Pour construire un modéle de PCF, il nous faut une notion de fermeture.
On a vu plus haut qu’il était impossible d’utiliser la fermeture usuelle. C’est
d’ailleurs souhaitable, puisque, a priori, un terme [S-réduit sera plus rapide
qu’un terme en forme longue. On cherche donc plutoét un procédé qui conserve
encore une fois le sens (c’est-a-dire val —), mais pas la longueur des parties.

I1 est facile de vérifier que le morphisme d’évaluation ev = V(ids=p) :
A X (A = B) — B est semi-alternant : les seuls coups joués a droite sont des
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répliques de coups joués a gauche (dans B). Le probléme est donc bien de
construire un opérateur de curryfication. L’idée est simple : si le renommage
des coups peut briser la semi-alternance, il suffit d’ajouter des coups dans
I’aréne T pour la rétablir :

T x A x B %S C T x A2 B = ¢

q /\q
=l
, .,
-

d d

Plus formellement, on définit pour chaque partie s de A, une partie 6(s) de
T x A— A par:

= 0(s)Ta, = 0(5) 14,

— 0(s)I7 = (qrar)”, ou n est la longueur de 6(s)[,,
f(s) agit comme un copycat en insérant un tic entre chaque coup. On définit
64 comme la fermeture par préfixe pair de {0(s) | s € La}, la stratégie
engendrée par les parties sur A.

Si o est une stratégie de 7' X A x B — C, on définit &, une version de o
ou chaque coup dans A cofite un tic :

Txt Tx(04%xB)

Tx(AxB) % TxTx(AxB) =5 Tx(TxA)xB —2"% Tx(AxB) % C

La curryfication de 0 : T'x (A x B) — C est Ac = A(a05), ol « est
I'isomorphisme A x (T" x B) =T x (A x B).

Proposition 4.3.11

Si o est une stratégie semi-alternante de 7' x (A x B) — C, alors Ao est
une stratégie semi-alternante de 7' x B — A = C.

On peut donc définir un modéle de PCF. Le point fixe est défini de fagon
usuelle, par la limite d’une chaine croissante. Les morphismes succ, pred et if
sont semi-alternants, et on interpréte les entiers par

T N

2)
q/q
Ca
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Proposition 4.3.12
La dénotation de M[z\N] améliore la dénotation de (Az.M)N.

Démonstration: Les parties de [M N sont les mémes que celles de [M[z\N]],
a ceci prés qu'on a ajouté des tics autour de chaque coups de [N]. On
a donc val [M[z\N]] = val [M N], et plus de tics dans chaque partie de
[M[z\N]]. u

Cette idée que la dénotation d’un terme réduit est “plus petite” que celle
du terme de départ rappelle le 2-A-calcul de Hilken [Hil94| : il décrit des
2-catégories ol les A-termes sont interprétés comme des morphismes, et les
réductions comme des 2-cellules. Pym et Fithrmann (voir par exemple |[PF05)|)
ont également utilisé des ordres pour modéliser 1’élimination des coupures.
Il peut sembler un peu curieux de représenter les entiers par une stratégie
qui cotite un tic, alors que les véritables opérations (prédécesseur, successeur
et test) ne coiitent rien. En fait, on pourrait tout a fait définir les stratégies
semi-alternantes dualement : elles ne pourraient pas jouer deux fois de suite
a gauche. Il faudrait alors utiliser la monade 7" = — (au lieu de la comonade
T x —), et ajouter des tics a la décurryfication (au lieu de la curryfication).
Les entiers pourraient étre “gratuits”, mais le test devrait utiliser un tic :

N x N x N X7 o N

Cq

n

Les deux versions ne sont de toute facon pas réalistes : les entiers étant non
bornés, les opérations ne peuvent pas étre unitaires. Il faudrait plutot, pour
faire une analyse plus poussée, utiliser les entiers de Church, ou raisonner
en arithmétique modulo. Rien n’empéche de toute facon de choisir pour
interpréter ces opérations des stratégies qui demandent un certain nombre
(fixé) de tics. Le résultat sur 'application est indépendant de ces choix.

Le modéle proposé ici n’a pas ’ambition d’offrir un cadre pour représenter
fidélement un comportement des programmes. Il faudrait de toute fagon pour
cela utiliser un langage plus réaliste que PCF (en particulier, en appel par
valeur). Il s’agit plutot de présenter une notion “mathématique” du temps
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de calcul, indépendante de la syntaxe. Outre les morphismes qui interprétent
les entiers, la seule opération qui “ajoute” du temps dans le modéle est la
curryfication : § demande un tic pour chaque opération. Il semble donc que
le nombre total de tics devrait étre relié au nombre d’ouvertures de variables
de la machine. Néanmoins, nous n’avons pas pu prouver un résultat dans ce
sens.

4.4 Conclusion

On a vu dans cette partie que la représentation d’une information sur
le déroulement des programmes (le coiit) n’était pas incompatible avec une
sémantique compositionnelle, voire une sémantique extensionnelle (espaces
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de fonctions). L’utilisation d’une monade a permis de bien séparer les informations

sur le temps du comportement “extensionnel” du programme, et d’éviter
(grace a la composition de Kleisli) que les dénotations puissent observer le
coit de leurs arguments.

La construction est a la fois générale (on peut faire varier facilement
le cotit de chaque opération), et assez précise (puisqu’on peut exporter la
compléte adéquation du modéle de jeux traditionnel au modéle de jeux
temporisé). La présence de beaucoup d’éléments non définissables (la premiére
traduction de PCF dans PCF+tick est loin d’étre surjective) ne pose ici
aucun probléme : comme on a bien séparé les parties observables et non
observables grace a la monade, il est facile d’appliquer une technique inspirée
de la factorisation des stratégies.

On pourrait modéliser d’autres types de langages avec cette méthode :

— Le cas de I'appel par valeur est assez différent : la catégorie de Kleisli

doit étre seulement symétrique monoidale fermée, et surtout pas cartésienne

fermée, car il faut calculer les arguments méme si on ne les utilise pas.
La monade la plus simple N x — convient parfaitement.
— L’appel paresseux (call-by-need) devrait rentrer aussi dans ce cadre.
Il devrait suffire d’appliquer la construction aux espaces de cohérence
avec ’exponentielle ensembliste traditionnelle, au lieu de ’exponentielle
multiensembliste : ainsi, on ne saurait pas exactement combien de fois
on a utilisé les arguments, mais on saurait s’ils ont été utilisés ou non.
Nous avons examiné plus en détail le cas de 'appel par valeur dans |[Lep04a].
Ce travail n’est pas repris ici, car la définition de PCF en appel par valeur et
de ses modéles est assez longue, et les résultats obtenus sont sans surprises
et moins généraux.
Les stratégies semi-alternantes mériteraient sans doute une étude plus
approfondie : bien que nous ne soyons pas encore parvenus a trouver une
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notion de réduction qui leur corresponde, on peut espérer que, peut-étre
moyennant quelques modifications, on puisse faire le lien avec une machine
plus “concréte”.



Chapitre 5

Conclusions

Sans prétention d’exhaustivité, nous avons présenté plusieurs résultats sur
divers aspects de la notion d’observation. Au passage, nous avons découvert
des domaines divers de la sémantique des langages de programmation : théorie
des domaines, relations paramétriques, modéles catégoriques et monades, etc.

D’abord, dans le chapitre 2, nous avons présenté des travaux “traditionels”
sur la compléte adéquation pour PCF. Ainsi, nous avons montré que les
degrés de définissabilité (dans le modéle de Scott) ne correspondent pas tous
a un modele, méme pour un langage trés simple. Méme s’il semble a priori
qu’il s’agisse d’un résultat négatif (il n’y a pas autant modeéles que de degrés),
il a un “corollaire” intéressant : on éliminant une fonction non définissable
par quotient, on en élimine aussi beaucoup d’autres, ce qui nous donne un
modéle bien meilleur qu’on aurait pu l’espérer.

Pour PCF finitaire, nous avons raffiné les hypergraphes de Bucciarelli, ce
qui nous a permis d’énoncer un théoréme de complétude sur la définissabilité
entre fonctions sous-séquentielles. Les travaux sur la complexité montrent que
c’est un probléme difficile : si le résultat (décider de la définissabilité relative
est NP-dur) n’est pas véritablement une surprise, nous en avons apporté une
preuve, qui compléte —par exemple- ’algorithme de Stoughton.

Nous avons également décrit une implémentation de la fonctionnelle H de
Longley : bien que cette section n’apporte aucun nouveau résultat mathématique,
ce travail nous a permis de beaucoup mieux comprendre le fonctionnement
de cette fonction, et nous I'avons inclus dans cette thése en espérant qu’elle
pourra également profiter a d’autres.

Ces résultats mettent en lumiére la complexité des relations entre les
différentes notions d’observation étudiées : opérationnelle (contextes syntaxiques),
dans le modéle (hiérarchie de modéles) et en autorisant tel ou tel comportement
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(degrés de définissabilité). Rapprocher ces notions, c’est-a-dire se rapprocher
de la compléte adéquation, est bien un probléme difficile : ces travaux permettent
de mieux en comprendre certains aspects, méme si nous ne l’avons pas
attaqué de front.

Le chapitre suivant applique ces techniques a un langage nettement plus
ambitieux, avec des variables allouées sur le tas. Ici, nous ne visions pas
la compléte adéquation, mais nous voulions un cadre mathématique qui
permette de prouver assez simplement des équivalences entre termes. L’utilisation
des domaines de Friankel-Mostowski (domaines FM) est, & notre connaissance,
originale pour décrire ’allocation dynamique : elle simplifie trés nettement
la sémantique, et offre un cadre algébrique agréable car la notion de support
abstrait complétement la partie de la mémoire utilisée.

Le modéle brut obtenu est assez décevant, mais des techniques tradition-
nelles de relations logiques paramétriques permettent de prouver beaucoup
d’équivalences, et la présentation est plus simple que dans les travaux pré-
cédents [OR00, RY04], grace a I'utilisation des domaines FM. Il reste néanmoins
le probléme de la réversibilité des changements (snapback) : notre modéle
n’est pas a proprement parler a la pointe du progrés (il faut toutefois tenir
compte de la complexité de notre langage, avec récursion et références sur
des références), mais nous espérons que quelques changements mineurs dans
Pesprit de [ORO00, Pit97] (soulever I’ensemble des états pour interdire I’affaiblis-
sement) permettront d’éliminer ces comportements.

Les techniques mises en ceuvre dans les relations paramétriques montrent
que, dans ce cas, les problémes d’adéquation entre les notions d’observation
opérationnelle et dénotationnelle sont trés similaires a des problémes de
confidentialité : la partie visible de la mémoire et I'invariant correspondent
respectivement aux niveaux publics et privés.

Le dernier chapitre présente nos travaux sur la représentation du coiit
en sémantique dénotationnelle : nous avons montré un procédé générique
pour enrichir un modéle existant a I’aide d’une monade, sous des hypothéses
assez légéres. Nous avons présenté trois modeéles : le modéle “évident” avec la
monade N, x — sur CPO, et le modéle d’espaces de cohérence et le modéle
de jeux avec la monade T' x — (ot T est un singleton). Le modéle de jeux est
complétement adéquat, bien qu’on ait perdu la propriété de définissabilité.
Nous avons aussi présenté les stratégies semi-alternantes, qui définissent un
modéle de PCF avec une notion de temps de calcul dérivée des jeux : nous
n’avons malheureusement pas encore trouvé de lien précis entre ces stratégies
et une sémantique opérationnelle & petits pas.

Ainsi, 'utilisation d’une monade permet de bien séparer les différentes
sortes d’observation. Le temps de calcul n’étant pas observable opération-



nellement, on aurait pu craindre que le modéle enrichi s’avére beaucoup plus
mauvais que le modéle de départ. En fait, grace a la composition de Kleisli, les
contextes dénotationnels n’ont pas non plus accés au coiit de I’élément : ainsi,
le modéle de jeux reste complétement adéquat (la propriété de définissabilité
est perdue, mais lors de la premiére traduction de PCF dans PCF-+tick).

Certains de ces résultats méritent encore d’étre approfondis. Ainsi, le
modeéle de MILler devrait pouvoir étre amélioré, pour éliminer le snapback,
et modéliser des types plus complexes (types inductifs). Les liens avec le flot
d’information, dans la lignée des travaux de Sumii et Pierce [SP01]|, semblent
également prometteurs. L’étude du cotit pourrait aussi étre continuée : on
pourrait I’appliquer a un langage plus réaliste que PCF, en appel paresseux ou
en appel par valeur, en cherchant peut-étre a modéliser directement le langage
plutot qu’en passant par une traduction arbitraire qui introduit fatalement
des éléments non-définissables.
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